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Introduction
Perturbations
Un problème (P"), de cauchy ou aux limites par exemple, dépendant du

paramètre ", peut s�avérer di¢ cile à traiter. Supposons que l�on est capable
de résoudre le problème (P"0) obtenu pour une certaine valeur "0 de ". On es-
père en déduire des informations sur d�éventuelles solutions de (P") pour des
valeurs de " voisines de "0. Si �x"0(t) est la solution supposée unique de (P"0) de
variable indépendante t, existe-t-il une solution x"(t) de (P") qui soit proche
de �x"0(t) pour " proche de "0 ? Si oui, cette approximation peut-elle avoir lieu
pour toutes les valeurs de t pour lesquelles �x"0(t) est dé�nie ? Pour " proche
de "0, on dit que le problème (P") est une perturbation (ou plus précisément
déformation) du problème (P"0). Ce dernier est appelé problème réduit ou
non perturbé. Dans la théorie des perturbations d�équations di¤érentielles,
le problème (P") est une famille d�équations di¤érentielles dx=dt = F (x; ")
assujetties à des conditions que nous notons c". La variable x est dans un ou-
vert de Rn et " est dans un sous-ensemble de Rk. La famille (P") est alors une
déformation à k paramètres de (P"0), i.e. de (dx=dt = F (x; "0), c"0). Lorsque
(P") est un problème de Cauchy dépendant agréablement du paramètre ", de
sorte que l�on peut appliquer la théorie de dépendance continue par rapport
aux paramètres et/ou aux conditions initiales, la littérature parle de pertur-
bation régulière : si �x"0(t) est dé�nie pour t 2 [0; T ] avec �x"0(0) = �"0, et
si lim

"!"0
�" = �"0, alors il existe une solution x"(t) de (P") dé�nie au moins

sur [0; T ], de condition initiale �" telle que lim
"!"0

x"(t) = �x"0(t), la convergence

étant uniforme par rapport à t dans [0; T ].
Comme exemple simple, où le point sur la variable désigne la dérivation

par rapport à t, on perturbe l�équation di¤érentielle

_x+ x = 0; x(0) = 1;

de solution �x0(t) = e�t, pour obtenir l�équation

_x+ x+ "x2 = 0; x(0) = cos ":

On sait calculer la solution exacte du problème perturbé, en l�occurrence

x"(t) =
cos "

et(1 + " cos ")� " cos "
:

On a bien
lim
"!0

x"(t) = �x0(t) et lim
"!0

cos " = 1

pour tout t � 0. Quand on veut aller au-delà de la première approximation, on
cherche une solution du problème perturbé sous forme d�un développement



6

asymptotique formel de puissances de ". Le premier terme ne sera autre
que la solution du problème réduit. Pour cette approche, il faut ajouter des
conditions de régularité par rapport aux arguments (voir [53]).
Si la solution x"(t) du problème perturbé (P") ne dépend pas continûment

du paramètre ", on parle de perturbation singulière. La convergence de x"(t)
vers une solution du problème réduit (P"0) n�est pas uniforme par rapport
à t. Cette �cassure�se voit généralement sur de très petits intervalles de la
variable indépendante t. Ces intervalles sont appelés couches limites ou libres
selon qu�ils se trouvent aux limites de l�intervalle de dé�nition de la solution
du problème réduit (P"0) ou à l�intérieur. Par exemple, l�équation linéaire

" _x+ x = 1; x"(0) = x0

dont la solution exacte est

x"(t) = 1 + (x0 � 1)e�t=";

pour t � 0 a pour problème réduit, obtenu pour " = 0, l�équation algébrique
x = 1. Plus généralement, la présence d�un petit paramètre " devant la
dérivée du plus grand ordre d�une équation di¤érentielle est un signe probable
de perturbation singulière. En posant " = 0, on perd au moins un ordre
de dérivation et la dé�nition du problème réduit devient parfois ambiguë
vis-à-vis de la condition initiale. Dans l�exemple précédent, la solution du
problème réduit ne véri�e la condition initiale que si x0 = 1. Si x0 6= 1, la
solution exacte ne converge pas uniformément vers la solution du problème
réduit quand " ! 0 puisqu�elle tend vers la fonction discontinue valant x0
en t = 0 et 1 pour t � 0. Notez que la solution exacte s�écrit comme somme
d�une fonction de t (ici la fonction constante 1) et d�une fonction du temps
dit rapide (stretched time) � = t=". Cette dernière vaut (x0 � 1)e�� et tend
vers 0 quand � ! +1.
Systèmes lents-rapides
Les systèmes suivants sont parmi les modèles les plus étudiés des pertur-

bations singulières :

" dx=dt = F (x; y; "); x(0) = �";
dy=dt = G(x; y; "); y(0) = �":

(1)

Le couple (x; y) est dans un ouvert 
 de Rn � Rm et " est un réel positif
su¢ samment petit. Les fonctions F , G sont continues par rapport à leurs ar-
guments ainsi que les conditions initiales. En remplaçant " par 0, la première
équation du système dégénère en une équation algébrique. Le problème ob-
tenu ne peut pas satisfaire les conditions initiales (�0; �0). De tels systèmes
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dits algébro-di¤érentiels ont donné lieu à des études indépendantes et inté-
ressantes en soi comme dans [7, 11, 12]. Ils sont résolus comme limites de
systèmes obtenus en introduisant arti�ciellement un petit paramètre qu�on
fait tendre vers zéro. Comme expliqué plus haut, on ne peut espérer qu�une
solution éventuelle du problème (1) converge uniformément vers celle sup-
posée connue du problème obtenu pour " = 0. C�est bien un problème de
perturbation singulière. L�approche classique pour la description du compor-
tement des solutions de (1) quand " ! 0 pour 0 � t � L, où L peut être
in�ni, est celle des échelles de temps multiples. Nous adoptons naturellement
le vocabulaire de la cinématique où la variable indépendante t est désormais
le temps et (x(t); y(t)) la position d�un mobile dans l�espace de phases à
l�instant t. Quand l�échelle est double, on parle de champs ou de systèmes
lents-rapides. La variable x est dite rapide et la variable y lente. Le chan-
gement de l�échelle du temps � = t=" (temps rapide) transforme le système
en

dx=d� = F (x; y; "); x(0) = �";
dy=d� = "G(x; y; "); y(0) = �";

(2)

où nous conservons les mêmes notations pour les variables. Ce problème est
une déformation à un paramètre du système

dx=d� = F (x; y; 0); x(0) = �0;
dy=d� = 0; y(0) = �0:

(3)

Relativement à la composante y qui demeure d�abord proche de sa valeur
initiale �0, la composante x varie très vite et est approchée par la solution
de l�équation dite de la couche limite

dx

d�
= F (x; �0; 0), x(0) = �0.

C�est la phase rapide du mouvement. On dé�nit alors l�équation rapide1 par

dx

d�
= F (x; y; 0); (4)

où la composante y est considérée comme un paramètre. La théorie des per-
turbations régulières donne, sous des hypothèses convenables, une approxi-
mation des solutions de (2) par une solution de (3) pour des temps � de
l�ordre de 1 seulement, correspondant à des temps t de l�ordre de ". Il s�agit
alors de décrire la phase lente du système d�origine (1) et nous allons voir
qu�elle dépend du comportement des solutions de l�équation rapide (4). Une

1Cette équation est appelée parfois équation de la couche limite, mais nous réservons
cette dernière appellation à l�équation rapide assujettie à une condition initiale.
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solution de (4) pourrait ne pas être bornée quand � ! +1, ou tendre vers
un point d�équilibre, ou vers un autre type d�attracteur. Ce comportement
dépend naturellement des données initiales. Par exemple, si l�équation (4)
admet pour tout y dans un compact de Rm un équilibre x = �(y) asymp-
totiquement stable uniformément par rapport à y, on dé�nit habituellement
l�équation lente par

dy

dt
= G(�(y); y; 0): (5)

Le théorème de Tikhonov [67] dit alors principalement que si, pour toute
condition initiale �xée, la propriété d�unicité des solutions est satisfaite pour
les équations considérées, alors les limites suivantes sont véri�ées :

lim
"!0

x(t; ") = �(�y(t)); t 2]0; T ];
lim
"!0

y(t; ") = �y(t); t 2 [0; T ];

où (x(t; "); y(t; ")) est la solution de (1) et �y(t) la solution de (5) de condition
initiale �0 dé�nie sur [0; T ]. La première limite n�est pas véri�ée pour t = 0
où s�observe une couche limite pour la composante x.

Aperçu historique
Pour un aperçu sur l�histoire des perturbations singulières, on recom-

mande l�annexe du livre Singular Perturbation Methods for Ordinary Di¤e-
rential Equations de R. O�Malley, Jr [54]. La première date à mentionner
est celle du début historique des perturbations singulières qui remonterait
à 1904, quand L. Prandtl [57] a présenté un travail dans le domaine de la
dynamique des �uides lors du Troisième Congrès des Mathématiciens à Hei-
delberg. La deuxième est celle de l�utilisation pour la première fois du terme
�perturbation singulière� par K. Friedrichs et son étudiant W. Wasow, en
1946, dans [20]. La troisième est en rapport avec les travaux de Andrey Ni-
kolayevich Tikhonov (ou Tykhonov, ou Tihonov, ou Tychono¤.. !) [67] et de
ses étudiants [70] et à l�apparition du très recommandé livre Asymptotic Ex-
pansions for Ordinary Di¤erential Equations de Wasow [76]. Puis, à peu près
à la même époque, dans les années 70, s�est développée d�une part l�approche
non standard et d�autre part la théorie géométrique. L�approche non stan-
dard de la théorie des perturbations d�équations di¤érentielles ordinaires a
mis le doigt sur l�existence de solutions canard et a donné un éclairage nou-
veau aux problèmes de retard à la bifurcation (voir par exemple [36, 5]).
L�idée d�utiliser l�Analyse Non Standard dans la théorie des perturbations
des équations di¤érentielles s�est développée au sein de l�école de G. Reeb.
L�Analyse Non Standard est aujourd�hui devenue un outil bien établi dans la
théorie asymptotique. La théorie géométrique des perturbations singulières,
quant à elle, a pour fondateur reconnu N. Fenichel [18]. Elle est basée sur la



9

théorie des variétés invariantes et jouit d�une large utilisation pour l�étude
des systèmes lents-rapides. Signalons en�n le développement relativement ré-
cent des perturbations singulières dans la théorie de la commande et surtout
les travaux de Kokotovic et Khalil [34, 32]. Il ne faut pas omettre un champ
d�application par excellence des méthodes de perturbations singulères qui est
celui des modèles de dynamique de population ([6, 50, 71, 72]). Entre pro-
blèmes à valeurs initiales et problèmes aux limites, équations di¤érentielles
ordinaires, aux dérivées partielles ou stochastiques, inclusions di¤érentielles,
la variété des problèmes singulièrement perturbés est très étendue.

Dé�nitions et caractérisations externes de la stabilité
Revenons un moment sur l�outil que nous aurons à utiliser souvent dans

cette thèse : la théorie IST (Internal Set Theory). C�est une extension des
mathématiques classiques permettant une approche axiomatique à l�Analyse
Non Standard (ANS). On en trouve dans l�annexe en page 117 une brève in-
troduction ainsi qu�un certain nombre de références. L�axiomatique classique
de la théorie des ensembles ZFC est enrichie par l�adjonction d�un nouveau
prédicat unaire standard (st) qui est manipulé à l�aide de trois nouveaux
axiomes ajoutés à ZFC : Transfert, Idéalisation et Standardisation. IST ne
remet pas en cause les théorèmes ZFC mais ajoute du nouveau. Une formule
de IST est dite interne dans le cas où elle ne fait pas intervenir le nouveau
prédicat �st�; autrement, elle est dite externe. Les théorèmes externes prou-
vés dans IST peuvent être reformulés de manière à les rendre internes grâce
à un procédé de réduction ramenant des formules externes à des formules in-
ternes sous certaines conditions. La plupart des résultats de ce travail seront
prouvés dans le langage IST.
Ce travail traite à maintes reprises les problèmes de stabilité. Rappelons

d�ores et déjà les dé�nitions des di¤érents types de stabilité, au sens de Lya-
punov, d�un sous-ensemble borné (voir [17, 21] par exemple). Le cas d�un
équilibre ponctuel s�en déduit directement. Soit le système di¤érentiel

_x = f(x); (6)

où f est continue sur un ouvert U de Rn.

Dé�nition 0.0.1 1. Un sous-ensemble M de U est dit positivement in-
variant pour le système (6) si toute solution x(t) de (6) telle que x(0) 2M
est dé�nie pour tout t > 0 et véri�e x(t) 2M.
2. Un sous-ensemble borné M de U est dit stable pour le système (6)

si, pour tout � > 0, il existe � > 0 tel que toute solution x(t) de (6)
pour laquelle dis(x(0);M) <� peut être prolongée pour tout t � 0 et véri-
�e dis(x(t);M) < �.2

2dis(x(:);M) désigne la distance usuelle dans Rn dé�nie par inf
m2M

jjx(:)� 
jj.
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3.M est dit attractif s�il admet un voisinage V (bassin d�attraction) tel
que toute solution x(t) de (6) pour laquelle x(0) 2 V peut être prolongée pour
tout t � 0 et véri�e lim

t!1
dis(x(t);M) = 0.

4.M est asymptotiquement stable s�il est stable et attractif.

Soit le cas d�un système
_x = f(x; y); (7)

dépendant d�un paramètre y décrivant un ensemble Y . Soit My un sous-
ensemble borné de U asymptotiquement stable pour tout y dans Y .

Dé�nition 0.0.2 Le bassin d�attraction de My est dit uniforme dans Y
pour (7) s�il existe un réel a > 0 tel que, pour tout y dans Y , l�ensemble
fx 2 Rn : dis(x;My) � ag est dans le bassin d�attraction deMy.

La formulation externe de la stabilité d�un sous-ensemble bornéM � U
du système (6) est exprimée dans le lemme suivant. L�occasion se présente
pour montrer comment manipuler l�algorithme de réduction du langage IST
(voir l�annexe A) :

Lemme 0.0.3 Supposons que f , U et M sont standard. Le sous-ensemble
bornéM� U est :
1. Stable pour le système (6) si, et seulement si, toute solution x(t) de (6)
pour laquelle dis(x(0);M) ' 0 peut être prolongée pour tout t � 0 et véri�e
dis(x(t);M) ' 0.
2. Attractif si, et seulement si, M admet un voisinage standard V tel que
toute solution x(t) de (6) pour la quelle x(0) est standard dans V peut être
prolongée pour tout t � 0 et véri�e dis(x(t);M) ' 0 pour tout t ' +1.

Preuve. 1. Soit B la formule �toute solution x(t) de (6) pour laquelle x(0) =
� peut être prolongée pour tout t � 0 et véri�e dis(x(t);M) < �.� Dire
dans le lemme dis(�;M) ' 0 équivaut à dire 8st� dis(�;M) < � et dire
dis(x(t);M) ' 0 revient à dire 8st� dis(x(t);M) < � (voir l�annexe A.2). La
stabilité deM est caractérisée par la formule

8� (8st� dis(�;M) < � ) 8st� B);

où f etM sont des paramètres standard, �, � des réels positifs. D�après la
première formule de réduction de (A.1) dans l�annexe A.1, l�implication est
équivalente à

8� 9�n�0 8� (8� 2 �0 dis(�;M) < � ) B):
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L�ensemble �0 etant �ni, Il admet un plus petit élément � > 0 et la dernière
formule devient

8� 9� 8� (dis(�;M) < � ) B):

C�est la dé�nition usuelle de la stabilité deM.
2. Par transfert, l�attractivité d�un sous-ensemble standard est équivalente

à l�existence d�un bassin d�attraction standard. Dire dans le lemme que t '
+1 équivaut à dire 8str t > r. La caractérisation du bassin d�attraction
standard V est que toute solution x(t) de (6) pour laquelle x(0) est standard
dans V peut être prolongée pour tout t � 0 et véri�e

8t (8str t > r)) 8st� dis(x(t);M) < �:

Dans cette formule, x(:) et M sont des paramètres standard tandis que r,
� sont des réels positifs. En appliquant la première formule de réduction de
(A.1), on a

8� 9�nr0 8t (8r 2 r0 t > r ) dis(x(t);M) < �):

Dire, pour r0 ensemble �ni, 8r 2 r0 t > r équivaut à dire t > r pour r = max r0

et la formule devient

8� 9r 8t (t > r ) dis(x(t);M) < �):

Ainsi, pour tout standard � dans V, toute solution x(t) de (6) pour laquelle
x(0) = �, est prolongeable pour tout t � 0 et véri�e lim

t!1
dis(x(t);M) = 0.

Par transfert, cette propriété est vraie pour tout � dans V. C�est la dé�nition
classique de l�attractivité.

Voici une élégante caractérisation de la stabilité asymptotique d�un sous-
ensemble compact positivement invariant. Notez à quel endroit de la preuve
la compacité et l�invariance positive interviennent.

Lemme 0.0.4 Supposons que le système (6) a la propriété d�unicité des so-
lutions et que f , U et M sont standard. Supposons que M est un sous-
ensemble compact de U qui soit positivement invariant pour (6). Alors M
est asymptotiquement stable pour (6) si, et seulement si, il existe un standard
a > 0 tel que toute solution x(t) de (6) pour laquelle dis(x(0);M) < a peut
être prolongée pour tout t � 0 et véri�e dis(x(t);M) ' 0 pour tout t ' +1.

Preuve. Supposons d�abord queM, compact et positivement invariant, est
asymptotiquement stable. Il admet donc un bassin d�attraction V. Soit a > 0
standard tel que l�adhérence de l�ensemble A = fx 2 U : dis(x;M) < ag est
incluse dans V. Soit � 2 A et x(t;�) la solution de (6) telle que x(0;�) = �.
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Soit �0 2 V la partie standard de �. Comme M est attractif, d�après le
lemme 0.0.3 la solution x0(t;�0) de (6) partant de �0 est dé�nie pour tout
t � 0 et véri�e dis(x0(t;�0);M) ' 0 pour tout t ' +1. D�après le lemme
de l�ombre courte (annexe A.5), x(t; �) ' x0(t;�0) pour tout t limité positif.
D�après le lemme de Robinson [58] (voir l�annexe A.3), il existe � ' +1 tel
que x(t;�) ' x0(t;�0) pour tout t dans [0; �]. A ce stade, on sait donc que
dis(x(t;�);M) ' 0 pour tout t illimité tel que t � �. Par stabilité de M,
d�après le lemme 0.0.3, cette approximation reste vraie pour tout t > � et
dis(x(t);M) ' 0 pour tout t � 0.
Réciproquement, supposons qu�il existe un standard a > 0 qui satis-

fait la propriété du lemme. L�ensemble A standard ci-dessus est alors par
dé�nition contenu dans le bassin d�attraction de M. D�où l�attractivité de
M. Soit x(t;�) une solution de (6) où � est in�niment proche d�un stan-
dard �0 2 M (M est compact). Puisque � 2 A, par hypothèse, x(t;�)
peut être prolongée pour tout t � 0 et véri�e dis(x(t;�);M) ' 0 pour
tout t ' +1. D�autre part, la trajectoire positive de la solution maximale
x0(t;�0) de (6) est dans l�ensemble positivement invariantM. Par le lemme
de l�ombre courte, x(t; �) ' x0(t;�0) 2 M pour tout t � 0 limité. Finale-
ment, dis(x(t);M) ' 0 pour tout t � 0 etM est stable.

Remarque 0.0.5 Soit l�équation (7) dépendant du paramètre y 2 Y . Sup-
posons que (7) a la propriété d�unicité et que f , U et Y sont standard. Soit
My un sous-ensemble compact standard de U positivement invariant pour
(7) pour tout y dans Y . A la lumière du lemme 0.0.4, on peut établir que
My est asymptotiquement stable pour (7) si, et seulement si, il existe un
standard a > 0 tel que pour tout standard y 2 Y , toute solution x(t) de (7)
pour laquelle dis(x(0);M) < a peut être prolongée pour tout t � 0 et véri�e
dis(x(t);M) ' 0 pour tout t ' +1.

Présentation de la première partie
Cette partie est composée de quatre chapitres. Le premier chapitre rap-

pelle la théorie de Tikhonov [67] pour les systèmes lents-rapides. C�est la
situation où la dynamique rapide converge vers des équilibres qui dépendent
de la variable lente. Nous commenterons la pertinence du mot perturbation
quand il ne s�agit en fait que de déformation à un paramètre. Le théorème
de Tikhonov est formulé comme dans le papier de Lobry et al. [37] et cette
approche topologique sera adoptée dans toute la thèse. Nous mentionne-
rons aussi le résultat correspondant en termes d�ANS. Le deuxième chapitre
examine le cas où la dynamique rapide converge vers des cycles limites qui
dépendent de la variable lente. Nous devons l�étude de cette con�guration à
Pontryagin et Rodygin [56]. Nous avons a¤aibli les conditions de leur théo-
rème pour ne lui garder qu�un caractère topologique (voir aussi [63]). Nous



13

énonçons et démontrons les résultats sur un intervalle de temps borné, les
preuves étant menées avec les techniques non standard. Nous conclurons par
deux exemples. Nous disons quelques mots sur la théorie géométrique des per-
turbations singulières dans le troisième chapitre, en introduisant la théorie de
Fenichel sur la persistance des variétés invariantes et indiquerons comment
dans [55] un cas de dynamique rapide oscillante est traité. Dans le dernier
chapitre, le plus long, nous établissons des résultats d�approximations sur
des intervalles de temps in�nis lorsque la dynamique lente converge vers un
compact positivement invariant. Nous le faisons aussi bien pour le cas d�une
dynamique rapide oscillante que stationnaire. Les extensions des théorèmes
de Tikhonov et de Pontryagin-Rodygin aux temps in�nis en sont des cas par-
ticuliers. Ces résultats, qui sont prouvés dans le langage IST, s�interprètent
en termes de stabilité pratique, une notion qui peut présenter un intérêt dans
les domaines appliqués.
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Chapitre 1

Théorie de Tikhonov

Dans son célèbre papier de 1952, A. N. Tikhonov [67] présentait sa théo-
rie sur les systèmes d�équations di¤érentielles contenant de petits paramètres
dans la dérivée. On retrouve aussi son travail dans le chapitre X du livre
de W. Wasow [76]. Ses résultats concernent des systèmes d�équations di¤é-
rentielles caractérisés par deux ou plusieurs échelles de temps. Le but de ce
chapitre est de rappeler cette théorie pour les systèmes lents-rapides ainsi
que son extension à des temps in�nis. Notre préférence va à une formulation
topologique que nous rappelons dans le premier paragraphe.

1.1 Perturbation plutôt que déformation

Le vocable �perturbation�tel que nous l�avons présenté jusqu�ici est in-
approprié et il serait plus juste de le remplacer par �déformation � à un
paramètre. Il s�agit en e¤et d�étudier le comportement d�un champ associé à
une équation di¤érentielle dépendant d�un paramètre lorsque ce dernier tend
vers une valeur donnée. A ce propos, comme relevé dans [62], Arnold avait
écrit dans une note en bas de page ([3], page 157) �(the behaviour of the
perturbed problem solutions) takes place in all systems that are close to the
original unperturbed system. Consequently, one should simply study neigh-
bourhoods of the unperturbed problem in a suitable function space. However,
here and in other problems of perturbation theory, for the sake of mathema-
tical convenience, in the statements of the results of an investigation such as
an asymptotic result, we introduce (more or less arti�cially) a small parame-
ter " and, instead of neighborhoods, we consider one-parameter deformations
of the perturbed systems�. L�Analyse Non Standard permet de dé�nir une
notion proprement dite de perturbation qui s�interprète classiquement par
des �petits�voisinages dans une topologie adéquate de l�espace des champs
continus sur un ouvert.

15
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Munissons l�ensemble

T = f(
; F;G; �; �) : 
 ouvert de Rn+m; (�; �) 2 
;
F : 
! Rn; G : 
! Rm continuesg

de la topologie dé�nie comme suit : un système de voisinages d�un élément
(
0; F0; G0; �0; �0) est engendré par les ensembles

V (D; a) = f(
; F;G; �; �) 2 T : D � 
, jjF � F0jjD < a, jjG�G0jjD < a,

jj�� �0jj < a, jj� � �0jj < ag;

où D est un sous-ensemble compact de 
0 et a un nombre réel strictement
positif. Ici jjhjjD = supu2D jjh(u)jj, où h est dé�nie sur le compactD à valeurs
dans un espace normé. Appelons-la �la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts�et considérons le problème de Cauchy lent-rapide

" _x = F (x; y); x(0) = �;
_y = G(x; y); y(0) = �;

(1.1)

correspondant à un élément (
; F;G; �; �) de T où (:) = d=dt. Il s�agit donc
d�étudier le système (1.1) avec " su¢ samment petit et (
; F;G; �; �) suf-
�samment proche d�un élément (
0; F0; G0; �0; �0)de T dans le sens de la
topologie dé�nie. Dans ce cas, l�équation rapide est dé�nie par

x0 = F0(x; y); (1.2)

où (0)= d=d� avec � = t=". Nous exprimerons les résultats de cette partie en
terme de perturbation proprement dite mais tout, bien sûr, peut être exprimé
en terme de déformation.
Dans le langage de l�ANS, l�élégance de l�approche vient du fait que la

perturbation d�un objet standard � est juste un autre objet �0 qui est non
standard et in�niment proche de �. Les caractéristiques de l�objet �0 sont
alors examinées directement sans utilisation de propriétés telles que celles
liées aux paramètres de déformation.

Dé�nition 1.1.1 Un élément (
; F;G; �; �) de T est appelé perturbation de
l�élément standard (
0; F0; G0; �0; �0) de T si 
 contient tous les éléments
presque standard dans 
0, F (x; y) ' F0(x; y) et G(x; y) ' G0(x; y) pour tout
(x; y) presque standard dans 
0 et � ' �0, � ' �0.

Notons que F0(x; y) et G0(x; y) sont bien dé�nies pour tous les éléments
(x; y) presque standard dans 
0. En e¤et, 
0 étant un ouvert standard, il
contient tous les points (x; y) presque standard dans 
0. Voici un lemme
qui fait le lien entre cette dé�nition et la notion d�in�niment proche selon la
topologie de T .
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Lemme 1.1.2 [37] L�élément (
; F;G; �; �) de T est une perturbation de
l�élément standard (
0; F0; G0; �0; �0) de T si, et seulement si, (
; F;G; �; �)
est in�niment proche de (
0; F0; G0; �0; �0) pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur les compacts.

Preuve. Soit (
; F;G; �; �) une perturbation de (
0; F0; G0; �0; �0). Soit
alors D un sous-ensemble compact standard de 
0. Par compacité, tout
élément (x; y) 2 D est presque standard dans D, donc dans 
0. Par dé-
�nition de la perturbation, on a alors que D � 
, � ' �0, � ' �0 et
F (x; y) ' F0(x; y), G(x; y) ' G0(x; y) pour tout (x; y) 2 D. Soit a > 0 un
nombre réel standard. Les quatre dernières relations s�écrivent par dé�nition
k�� �0k < a, k� � �0k < a, kF � F0kD < a et kG�G0kD < a. Ceci signi�e
que (
; F;G; �; �) 2 V (D; a) pour tout compact standard D � 
0 et tout
standard a > 0, c�est-à-dire que (
; F;G; �; �) ' (
0; F0; G0; �0; �0) pour la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
Réciproquement, soit (
; F;G; �; �) in�niment proche de

(
0; F0; G0; �0; �0) pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts. Soit (x; y) presque standard dans 
0. Notons alors par (x0; y0)
l�élément standard de 
0 tel que (x; y) ' (x0; y0). Ainsi, (x; y) est dans tout
voisinage standard de (x0; y0). Soit alors D un voisinage standard compact de
(x0; y0) tel que D � 
0. Donc D � 
, (x; y) 2 D et kF (x; y)�F0(x; y)k < a,
kG(x; y) � G0(x; y)k < a pour tout standard a > 0. D�où (x; y) 2 
 et
F (x; y) ' F0(x; y), G(x; y) ' G0(x; y). En�n, sachant que � ' �0 et
� ' �0, nous arrivons au fait que (
; F;G; �; �) est une perturbation de
(
0; F0; G0; �0; �0).

1.2 Théorème de Tikhonov

Le théorème de Tikhonov concerne le cas où les solutions de l�équation
rapide (1.2) tendent vers des points d�équilibre. Le théorème que nous énon-
çons ici est présenté comme dans [37]. Contrairement à la version d�origine,
le problème perturbé n�est pas supposé satisfaire des conditions d�unicité des
solutions. Nous traitons donc le problème (1.1). Nous faisons les hypothèses
suivantes notées par la lettre T :

T1 : Pour tout y, l�équation rapide (1.2) possède la propriété d�unicité
des solutions pour toute condition initiale préalablement �xée.
La variété lente du système est dé�nie par l�ensemble des points de 
0 �

Rn � Rm véri�ant
F0(x; y) = 0: (1.3)

Elle est constituée des points d�équilibre de l�équation rapide (1.2). On sup-
pose alors qu�il existe une variété N de dimension m qui soit contenue dans
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la variété lente et qui soit le graphe d�une fonction continue sur un compact
de Rm d�intérieur non vide. Plus précisément :

T2 : Il existe une application continue � : Y ! Rn, Y étant un compact
dans Rm d�intérieur non vide, telle que N = f(x; y) 2 
0 : x = �(y); y 2 Y g.
De plus, pour tout y 2 Y , x = �(y) est une racine isolée de l�équation (1.3),
dans le sens où F0(�(y); y) = 0 et qu�il existe un réel � > 0 tel que les
relations y 2 Y , kx� �(y)k < � et x 6= �(y) impliquent F0(x; y) 6= 0.
La troisième hypothèse est essentielle.
T3 : Pour tout y dans Y , l�équilibre x = �(y) de l�équation rapide (1.2)

est asymptotiquement stable et son bassin d�attraction est uniforme sur Y .
De l�hypothèse T3, il découle que pour tout y 2 Y , x = �(y) est une

racine isolée de l�équation (1.3) uniformément par rapport à y dans Y , dans
le sens où F0(�(y); y) = 0 et qu�il existe un réel a > 0 tel que les relations
y 2 Y , kx� �(y)k < a et x 6= �(y) impliquent F0(x; y) 6= 0. Le réel a provient
de la dé�nition du bassin d�attraction uniforme.
En substituant �(y) à x dans la deuxième équation du problème de départ

on obtient l�équation lente

_y = G0(�(y); y); (1.4)

qui sera dé�nie dans l�intérieur �Y du compact Y .
T4 : L�équation lente (1.4) possède la propriété d�unicité des solutions

pour toute condition initiale donnée.
En adjoignant à l�équation rapide (1.2), de paramètre y = �0, la condition

initiale x(0) = �0, on obtient l�équation de la couche limite

x0 = F0(x; �0); x(0) = �0. (1.5)

Le problème réduit consiste en l�équation lente (1.4) avec la condition initiale
y(0) = �0 :

_y = G0(�(y); y); y(0) = �0. (1.6)

Une dernière hypothèse de �positionnement�est :
T5 : �0 est dans �Y et �0 est dans le bassin d�attraction du point d�équilibre

x = � (�0).
Le théorème de Tikhonov est alors un résultat de convergence des solu-

tions du problème (1.1) sur un intervalle de temps compact : une solution
de (1.1) possède une phase de transition décrite par l�équation de la couche
limite du point (�; �) au point (�; �(�)) près de la variété lente N . Un mou-
vement lent, approché par le problème réduit, s�observe ensuite près de N .

Théorème 1.2.1 [37] Soit (
0; F0; G0; �0; �0) un élément de T et � : Y !
Rn une fonction continue. Supposons véri�ées les hypothèses T1 à T5. Soit
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~x(�) la solution de l�équation de la couche limite (1.5). Soit �y(t) la solution
du problème réduit (1.6) et T un nombre réel dans son intervalle positif de
dé�nition. Alors, pour tout � > 0, il existe "� > 0 et un voisinage V de
l�élément (
0; F0; G0; �0; �0) de T tels que, pour tout 0 < " < "� et tout
(
; F;G; �; �) 2 V , toute solution (x(t); y(t)) du problème (1.1) est dé�nie
au moins sur [0; T ] et il existe ! > 0 (indépendant de T ) tel que

"! < �;
kx("�)� ~x(�)k < � pour 0 � � � !;
kx(t)� �(�y(t))k < � pour "! � t � T;
ky(t)� �y(t)k < � pour 0 � t � T:

Nous aurons besoin de l�énoncé externe du théorème.

Théorème 1.2.2 [37] Soit (
0; F0; G0; �0; �0) 2 T standard et � : Y !
Rn une fonction standard continue. Supposons véri�ées les hypothèses T1
à T5. Soit ~x(�) et �y(t) les solutions respectives de l�équation de la couche
limite (1.5) et du problème réduit (1.6). Soit T > 0 standard dans l�intervalle
positif de dé�nition de �y(t). Soit " > 0 in�nitésimal et (
; F;G; �; �) une
perturbation de (
0; F0; G0; �0; �0). Alors toute solution (x(t); y(t)) de (1.1)
est dé�nie au moins dans [0; T ] et il existe ! > 0 tel que :

"! ' 0;
x("�) ' ~x(�) pour 0 � � � !;
x(t) ' �(�y(t)) pour "! � t � T;
y(t) ' �y(t) pour 0 � t � T:

Il existe d�autres versions du théorème de Tikhonov, utilisant des tech-
niques di¤érentes, comme les fonctions de Lyapunov, demandant donc plus
de régularité pour les seconds membres du système étudié (voir [24, 32]).
Dans cette dernière référence, par exemple, traitant en fait le cas non au-
tonome, l�auteur impose en plus la stabilité exponentielle des équilibres de
l�équation rapide (théorème 9.1, page 361). En�n, il est intéressant de no-
ter que la version d�origine (en russe) du papier de Tikhonov comporte une
erreur reprise par Wasow dans son livre ([76], 1965) mais corrigée par la
suite dans l�édition de 1976 [77]. Tikhonov, en e¤et, a formulé son résultat
en n�imposant pas la propriété d�uniformité à la stabilité asymptotique de
l�équilibre de l�équation rapide. L�erreur résidait dans l�énoncé et la preuve
d�un lemme assurant que le module de stabilité � intervenant dans la dé�-
nition de la stabilité asymptotique admet sous les hypothèses du problème
une borne inférieure non nulle dans le compact Y . L�exemple simple suivant
montre que cela est faux (voir la discussion sur ce point par le découvreur de
l�erreur, F. Hoppensteadt [24]).
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Exemple : L�origine du système qui s�écrit, en coordonnées polaires, comme
suit

_r = �r(�� r)2;
_� = 1;

est un équilibre asymptotiquement stable pour toute valeur du paramètre
� dans le compact [0; 1]. Pour tout � dans ]0; 1], l�origine est le centre du
cercle de rayon �. Ce cercle est l�unique cycle limite de l�équation et il est
instable de l�intérieur et stable de l�extérieur. Le bassin d�attraction de (0; 0)
est le disque ouvert D� formé par ces cycles. Si on suppose qu�il existe un
module de stabilité � indépendant de � qui réalise la dé�nition de la stabilité
asymptotique, le disque centré en l�origine et de rayon � devrait se trouver
dans tous les disques D�. Ceci est absurde quand on sait que les D� tendent
vers l�origine quand �! 0.

Le papier de Tikhonov et le livre de Wasow ne traitent pas le cas de la
convergence des solutions sur un intervalle de temps in�ni. Hoppensteadt
s�y attela dans une série de papiers ([23, 25, 26, 27]) et établit, sous des
conditions de régularité plus restrictives, que les résultats du théorème
de Tikhonov sont valables pour tous les temps t � 0 sous l�hypothèse que
le problème réduit admet un équilibre asymptotiquement stable. Il a traité
aussi le cas non autonome. Nous trouvons un résultat analogue dans le livre de
Khalil ([32], théorème 9.4, page 384) usant là aussi de fonctions de Lyapunov
mais imposant à la stabilité des équilibres des équations lente et rapide d�être
exponentielle.
La formulation suivante se trouve aussi dans [37]. Pour que les approxi-

mations du théorème 1.2.1 soient étendues à tous les temps t � 0, il su¢ t
donc que l�équation lente admette un équilibre asymptotiquement stable.
Plus précisément :

T6 : Il existe un point d�équilibre y1 de l�équation lente (1.4) dans �Y . Cet
équilibre est asymptotiquement stable et �0 est dans son bassin d�attraction.

Théorème 1.2.3 [37] Soit (
0; F0; G0; �0; �0) un élément de T et � : Y !
Rnune fonction continue. Supposons véri�ées les hypothèses T1 à T6. Soit
~x(�) la solution de l�équation de la couche limite (1.5) et �y(t) la solution du
problème réduit (1.6). Alors, pour tout � > 0, il existe "� > 0 et un voisinage
V de l�élément (
0; F0; G0; �0; �0) de T tels que, pour tout 0 < " < "� et tout
(
; F;G; �; �) 2 V , toute solution (x(t); y(t)) du problème (1.1) est dé�nie
pour tout t � 0 et il existe ! > 0 tel que

"! < �;
kx("�)� ~x(�)k < � pour 0 � � � !;
kx(t)� �(�y(t))k < � pour t � "!;
ky(t)� �y(t)k < � pour t � 0:



Chapitre 2

Théorème de
Pontryagin-Rodygin

Lorsque les trajectoires de l�équation rapide (1.2) tendent vers des cycles
�y, le théorème de Tikhonov ne convient plus. Nous indiquons dans ce cha-
pitre une description des solutions due à Pontryagin et Rodygin [56] dans un
papier de 1960. Nous avons reformulé leur résultat en a¤aiblissant considéra-
blement les conditions [63] et en utilisant pour les preuves les techniques de
l�analyse non standard. Des approximations aussi bien pour les temps �nis
qu�in�nis sont obtenues et illustrées par des exemples. Dans un des exemples
nous sommes tombés sur un cas de retard à la bifurcation qui n�est pas
couvert par la théorie de Neishtadt [51].

2.1 Approximations

D�après Pontryagin et Rodygin, le comportement limite du problème
singulièrement perturbé lorsque la dynamique rapide admet des cycles �y
asymptotiquement stables est le suivant : après une transition rapide près
des cycles �y, les orbites de solutions s�enroulent très vite autour de la sur-
face engendrée par ces cycles. C�est en quelque sorte l�équivalent de la variété
lente. Le reste du mouvement, en fait la lente dérive de la variable y, est na-
turellement approché par la moyenne sur les cycles. Ce résultat était obtenu
pour des champs de vecteurs de classe au moins C2, sous l�hypothèse de sta-
bilité asymptotique des cycles �y pour l�approximation linéaire, c�est-à-dire
que l�équation variationelle correspondant au cycle a des multiplicateurs de
modules inférieurs à l�unité avec une seule exception. Cependant, le résultat
que nous énonçons ici montre que la description des solutions par Pontryagin
et Rodygin est essentiellement topologique et qu�il n�est pas besoin de tant
de régularité. Nous conservons sur l�équation rapide l�hypothèse T1 que nous

21
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renommons P1 et les autres hypothèses seront désignées par la lettre P .
P1 : Pour tout y, l�équation rapide (1.2) possède la propriété d�unicité

des solutions pour toute condition initiale préalablement �xée.
P2 : Il existe une famille de solutions x�(�; y) dépendant continûment de

y 2 Y , où Y � Rm est un compact d�intérieur non vide, telle que x�(�; y)
est une solution périodique de l�équation rapide (1.2) de période T (y) > 0.
L�application y ! T (y) est continue.

P3 : Le cycle �y correspondant à la solution périodique x�(�; y) est
asymptotiquement stable et son bassin d�attraction est uniforme sur Y .
De ce qui précède on déduit que le cycle �y dépend continûment de y et

est localement unique, i.e. il existe un voisinage W de �y tel que l�équation
rapide (1.2) n�admet pas d�autre cycle dans W . La solution x�(�; y) est dite
orbitalement asymptotiquement stable.
Nous dé�nissons l�équation lente dans l�intérieur �Y de Y par le système

moyennisé
�
y = �G(y) :=

1

T (y)

Z T (y)

0

G0(x
�(�; y); y) d�: (2.1)

Supposons ce qui suit :
P4 : L�équation lente (2.1) possède la propriété d�unicité des solutions

pour toute condition initiale préalablement �xée.
P5 : �0 est dans �Y et �0 est dans le bassin d�attraction de ��0.
Nous nous référons à l�équation de la couche limite comme étant l�équation

(1.5) et au problème réduit comme étant

�
y = �G(y); y(0) = �0: (2.2)

Nous avons alors le résultat suivant dont la preuve est reportée au prochain
paragraphe :

Théorème 2.1.1 [63] Soit (
0; F0; G0; �0; �0) un élément de T . Supposons
véri�ées les hypothèses P1 à P5. Soit ~x(�) la solution de l�équation de la
couche limite (1.5). Soit �y(t) la solution du problème réduit (2.2) et L un
nombre réel dans son intervalle positif de dé�nition. Alors, pour tout � > 0, il
existe "� > 0 et un voisinage V de l�élément (
0; F0; G0; �0; �0) de T tels que,
pour tout 0 < " < "� et tout (
; F;G; �; �) 2 V , toute solution (x(t); y(t)) du
problème (1.1) est dé�nie au moins sur [0; L] et il existe ! > 0 tel que

"! < �;
jjx("�)� ~x(�)jj < � pour 0 � � � !;
jjy(t)� �y(t)jj < � pour 0 � t � L;
dis(x(t);��y(t)) < � pour "! � t � L:

(2.3)



2.2. ENONCÉS EXTERNES 23

La distance mentionnée est la distance usuelle dans Rn dé�nie pour
chaque t par inf


2�y(t)
jjx(t)� 
jj.

Les approximations du théorème 2.1.1 peuvent être obtenues également
pour tout t � 0 en supposant qu�il existe dans �Y un point d�équilibre y1 de
l�équation lente moyennisée (2.1) qui soit asymptotiquement stable.

P6 : L�équation lente (2.1) admet un point d�équilibre y1 dans �Y qui est
asymptotiquement stable et �0 est dans son bassin d�attraction.
Le résultat suivant est une conséquence du théorème 4.1.2 énoncé au

chapitre 4.

Théorème 2.1.2 [63] Soit (
0; F0; G0; �0; �0) un élément de T . Supposons
véri�ées les hypothèses P1 à P6. Soit ~x(�) la solution de l�équation de la
couche limite (1.5) et �y(t) la solution du problème réduit (2.2). Alors, pour
tout � > 0, il existe "� > 0 et un voisinage V de l�élément (
0; F0; G0; �0; �0)
de T tels que, pour tout 0 < " < "� et tout (
; F;G; �; �) 2 V , toute solution
(x(t); y(t)) du problème (1.1) est dé�nie pour tout t � 0 et il existe ! > 0 tel
que

"! < �;
jjx("�)� ~x(�)jj < � pour 0 � � � !;
jjy(t)� �y(t)jj < � pour t � 0;
dis(x(t);��y(t)) < � pour t � "!:

2.2 Enoncés externes

Les théorèmes 2.1.1 et 2.1.2 ont été énoncés en termes classiques. Ils sont
des conséquences des résultats externes suivants. Dans ce qui suit, la notation
x(t) ' ��y(t) remplace l�écriture dis(x(t);��y(t)) ' 0.

Théorème 2.2.1 [63] Soit (
0; F0; G0; �0; �0) 2 T standard. Supposons vé-
ri�ées les hypothèses P1 à P5. Soit ~x(�) et �y(t) les solutions respectives de
l�équation de la couche limite (1.5) et du problème réduit (2.2). Soit L > 0
standard dans l�intervalle positif de dé�nition de �y(t). Soit " > 0 in�nitésimal
et (
; F;G; �; �) une perturbation de (
0; F0; G0; �0; �0). Alors toute solution
(x(t); y(t)) de (1.1) est dé�nie au moins dans [0; L] et il existe ! > 0 (indé-
pendant de L) tel que :

"! ' 0;
x("�) ' ~x(�) pour 0 � � � !;
y(t) ' �y(t) pour 0 � t � L;
x(t) ' ��y(t) pour "! � t � L:

(2.4)
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Théorème 2.2.2 [63] Soit (
0; F0; G0; �0; �0) 2 T standard. Supposons vé-
ri�ées les hypothèses P1 à P6. Soit ~x(�) et �y(t) les solutions respectives de
l�équation de la couche limite (1.5) et du problème réduit (2.2). Soit " > 0
in�nitésimal et (
; F;G; �; �) une perturbation de (
0; F0; G0; �0; �0). Alors
toute solution (x(t); y(t)) de (1.1) est dé�nie pour tout t � 0 et il existe ! > 0
(indépendant de L) tel que :

"! ' 0;
x("�) ' ~x(�) pour 0 � � � !;
y(t) ' �y(t) pour t � 0;
x(t) ' ��y(t) pour t � "!:

Nous avons précisé dans le paragraphe précédent que le théorème 2.1.2 est
une conséquence du théorème 4.1.2 du chapitre 4. Nous ne démontrons donc
pas à ce niveau que le théorème 2.2.2 implique le théorème 2.1.2, mais nous
montrons que le théorème 2.2.1 implique le théorème 2.1.1. Le théorème 2.2.1
sera démontré dans le paragraphe 2.4.
Preuve. Désignons par F la formule : �toute solution (x(t); y(t)) de (1.1) est
dé�nie au moins sur [0;L] et il existe ! > 0 tel que (2.3)�et respectivement
par u0 et u les variables (
0; F0; G0; �0; �0) et (
; F;G; �; �) de T . Désignons
aussi par F 0 la formule �toute solution (x(t); y(t)) de (1.1) est dé�nie au
moins sur [0,L] et il existe ! > 0 tel que (2.4)�. Dire que �" est in�nitésimal
et u est une perturbation de u0�équivaut à dire

8st"�; " < "�;

u est dans tout voisinage standard V de u0.

De même, la formule F 0 est équivalente à la formule 8st� F . Le théorème
2.2.1 peut se formaliser par l�expression

8" 8u (8st"� 8stV K ) 8st� F); (2.5)

où K désigne l�expression � " < "� et u 2 V �. Ici, u0 et L sont des pa-
ramètres standard, u compte parmi les éléments de T , tandis que " et "�
font partie des réels strictement positifs et V est parmi les voisinages de u0.
D�après la première formule de réduction de (A.1) (voir l�annexe A.1), (2.5)
est équivalente à

8� 9�n"�0 9�nV 0 8" 8u (8"� 2 "�0 8V 2V 0 K ) F):

L�ensemble "�0 étant �ni, il admet un plus petit élément "� > 0. De même,
V 0 étant un ensemble �ni, il existe V tel que V = \

v2V 0
v. La dernière formule

devient équivalente à

8� 9"� 9V 8" 8u (K ) F):



2.3. LEMMES PRÉLIMINAIRES 25

En dé�nitive, le théorème 2.1.1 est véri�é pour tout standard u0 et L 2 I.
Par transfert, il est véri�é pour tout u0 et tout L 2 I. Le théorème 2.1.1 est
ainsi démontré.

2.3 Lemmes préliminaires

Soit à présent l�ensemble S = [
y2Y
(�y � fyg) et considérons le système

" _x = F (x; y);
_y = G(x; y):

(2.6)

Le lemme suivant assure qu�une trajectoire de (2.6) qui arrive in�niment près
de S reste proche de cet ensemble tant que y n�est pas in�niment proche du
bord de Y . Les principaux outils pour le démontrer sont le lemme de l�ombre
courte (annexe A.5) et le lemme de Robinson (annexe A.3).

Lemme 2.3.1 Supposons satisfaites les hypothèses P1 à P3. Soit (x(t); y(t))
une solution de (2.6) telle que y(t) est presque standard dans �Y pour tout t
dans [t0; t1] et x(t0) ' �y(t0). Alors x(t) ' �y(t) pour tout t dans [t0; t1].

Preuve. Soit y0 standard dans �Y et soit x0 standard dans �y0 tels que
x(t0) ' x0 et y(t0) ' y0. Comme fonction de � , (x(t0 + "�),y(t0 + "�)) est
une solution du système

x0 = F (x; y);
y0 = "G(x; y);

(2.7)

de condition initiale (x(t0); y(t0)). Ce problème à valeur initiale est une per-
turbation régulière du système

x0 = F0(x; y);
y0 = 0;

(2.8)

de condition initiale (x0,y0). D�après le lemme de l�ombre courte, nous obte-
nons

x(t0 + "�) ' �y0 ; y(t0 + "�) ' y0 pour � � 0 limité. (2.9)

Supposons qu�il existe un s dans ]t0; t1] tel que dis(x(s),�y(s)) = 
0 n�est
pas in�nitésimale. Notons par ailleurs que d�après la remarque 0.0.5, P3 est
équivalente à

P30 : il existe un standard a > 0 tel que, pour tout standard y, toute
solution ~x(�) de (1.2) pour laquelle dis(~x(0);�y) < a peut être prolongée
pour tout � � 0 et véri�e dis(~x(�),�y) ' 0 pour tout � ' +1.
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Soit 
 < 
0 tel que 0 � 
 � a et choisissons s 2]t0; t1] tel que
dis(x(s),�y(s)) = 
. Puisque dis(x(t0),�y(t0)) ' 0 et y(t) est presque stan-
dard dans �Y pour tout t 2 [t0; s], il existe une plus petite valeur m 2]t0; t1]
de s telle que dis(x(m);�y(m)) = 
 et un standard (x1,y1) tel que y1 2 �Y
et (x1,y1) ' (x(m); y(m)). Si �0 =

m� t0
"

était limité, par (2.9) nous au-

rions x(m) ' �y0 et y(m) ' y0, d�où x(m) ' �y(m). Ceci contredit le
fait que dis(x(m);�y(m)) = 
. La valeur �0 est donc illimitée. Considé-
rons la solution (x(m + "�); y(m + "�)) de (2.7) avec la condition initiale
(x(m); y(m)). Ce problème est une perturbation régulière de (2.8) de condi-
tion initiale (x1,y1), de solution maximale (~x(�); y1). D�après le lemme de
l�ombre courte, x(m+ "�) ' ~x(�) et y(m+ "�) ' y1 pour tout � � 0 limité.
D�après le lemme de Robinson, il existe �1 < 0 illimité, pouvant être choisi
tel que ��0 < �1, satisfaisant encore x(m + "�1) ' ~x(�1). En notant que
dis(x(m+ "�);�y(m+"�)) < 
 pour tout � 2 [��0; 0[, nous aurons en particu-
lier dis(~x(�1);�y1) < 
 � a. D�après l�hypothèse (P30), ~x(�1 + �) est dé�nie
pour tout � � 0 et satisfait ~x(�1 + �) ' �y1 pout tout � positif illimité. En
particulier, pour � = ��1, ~x(0) ' �y1 i.e. x(m) ' �y1 ' �y(m). C�est une
contradiction avec le fait que dis(x(m);�y(m)) = 
.
Le lemme suivant a¢ rme que la composante y d�une trajectoire de (2.6)

qui est in�niment proche de S est approchée par une solution de l�équation
lente (2.1). Il est démontré à l�aide du lemme de stroboscopie (annexe A.5)
et du lemme de l�ombre courte.

Lemme 2.3.2 Supposons satisfaites les hypothèses P1 à P4. Soit (x(t); y(t))
une solution de (2.6) telle que y(t0) est presque standard dans �Y . Soit y0
standard dans �Y tel que y(t0) ' y0 et �y(t) la solution de (2.1) de condition
initiale y0, dé�nie dans un intervalle standard [0; L]. Soit t1 � t0 tel que
t1 � t0 + L et x(t) ' �y(t) pour tout t 2 [t0; t1]. Alors y(t0 + s) ' �y(s) pour
tout 0 � s � L tel que t0 + s � t1.

Preuve. Considérons la collection externe I = ft � t0 : (x(t); y(t)) est dé�nie
et x(s) ' �y(s) pour tout s 2 [t0; t]g qui contient l�intervalle [t0;t1]. Montrons
que y(t) satisfait l�hypothèse (i) du lemme de stroboscopie (théorème A.5.2).
Soit � = "min

y2Y
T (y). Puisque T est continue et Y est compact, � est stric-

tement positif. Soit t� limité dans [t0; t1[ tel que y(t�) est presque standard
dans �Y . Le changement de variables

� =
t� t�
"

; U(�) =
y(t� + "�)� y(t�)

"
; (2.10)



2.3. LEMMES PRÉLIMINAIRES 27

transforme le problème (2.6) de condition initiale (x(t�); y(t�)) en

x0 = F (x; y(t�) + "U);
U 0 = G(x; y(t�) + "U);

de condition initiale (x(t�); 0). La solution du dernier système est notée
(x(�); U(�)). Pour � et U limités, ce problème est une perturbation régu-
lière de

x0 = F0(x; y�);
U 0 = G0(x; y�);

(2.11)

de condition initiale (x�; 0), où x� et y� sont standard et tels que x� ' x(t�),
y� ' y(t�). Le lemme de l�ombre courte donne

x(�) ' x0(�);
U(�) ' U0(�);

(2.12)

pour tout � limité, où (x0(�); U0(�)) est la solution de (2.11) de condition
initiale (x�; 0). Par conséquent, sachant que x(t�) ' �y(t�) ' �y� et que x�
et �y� sont standard, il vient que x� 2 �y� . La première équation de (2.11)
n�est rien d�autre que l�équation rapide (1.2) de condition initiale x� et de
paramètre y = y�. Il existe �� 2 [0; T (y�)] tel que x�(��; y�) = x�. D�où

x0(�) = x�(� + ��; y�); U0(�) =

Z �

0

G0(x
�(s+ ��; y�); y�)ds:

En utilisant (2.11) et (2.12) et la périodicité de x�, nous avons

U(T (y�)) '
Z T (y�)

0

G0(x
�(s; y�); y�)ds: (2.13)

Considérons à présent l�instant t� := t�+ "T (y�). Nous a¢ rmons que t� 2 I,
c�est-à-dire que x(s) ' �y(s) pour tout s dans [t0; t� ]. Etant donné que t� est
dans I, cette propriété est véri�ée pour tout s dans [t0; t�]. Il reste à montrer
qu�elle l�est aussi pour tout s dans [t�; t� ]. En e¤et, soit s = t� + "� . Nous
avons, d�après (2.10),

y(s) = y(t�) + "U(�) ' y(t�)

pour tout � dans [0; T (y�)]. Puisque y(t�) est presque standard dans �Y et
x(t�) ' �y(t�), d�après le lemme 2.3.1 nous avons x(s) ' �y(s) pour tout s
dans [t�; t� ].
Nous avons donc montré que, pour t� limité dans I et y(t�) presque

standard dans �Y , il existe t� tel que 0 ' t� � t� � �, [t�; t� ] � I, et y(s) '
y(t�) pour tout s dans [t�; t� ]. D�après (2.10) et (2.13), nous avons

y(t�)� y(t�)

t� � t�
=
U(T (y�))

T (y�)
' �G(y�) ' �G(y(t�)):
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D�après le lemme de stroboscopie (annexe A.5), [t0; t0+L] � I et y(t0+ s) '
�y(s) pour tout 0 � s � L. Par conséquent, cette approximation est valable
pour tout s tel que t0 + s � t1.

2.4 Preuve du théorème 2.2.1

Soit (x(t); y(t)) une solution du système (1.1): Alors (x("�); y("�)) est une
solution de

x0 = F (x; y);
y0 = "G(x; y);

de condition initiale (�; �). Ce problème est une perturbation régulière de

x0 = F (x; y);
y0 = 0;

de condition initiale (�0; �0). D�après le lemme de l�ombre courte, x("�) '
~x(�) et y("�) ' �0 pour tout � � 0 limité. Le lemme de Robinson assure alors
l�existence d�un réel ! positif illimité tel que ces approximations demeurent
vraies pour tout � 2 [0; !]. On peut choisir ! tel que "! ' 0. D�autre part,
d�après les hypothèses P2 à P5, ~x(�) est dé�nie pour tout � � 0 et satisfait
~x(�) ' ��0 pour tout � positif et illimité. Cette dernière propriété reste vraie
en particulier pour � = !, ce qui signi�e qu�au bout d�un temps t0 := "!
la solution de (1.1) est in�niment proche de ��0 � S. Supposons qu�il existe
s 2]t0; L] tel que y(s) 6' �y(s). Soit r > 0 standard tel que jjy(s)� �y(s)jj � r.
Considérons alors le voisinage tubulaire

B = f(t; y) : t 2 [0; L]; y 2 �Y et jj�y(t)� yjj < rg:

Puisque �y(t) est presque standard dans �Y , nous pouvons choisir r su¢ sam-
ment petit de manière que pour tout (t; y) 2 B, y est presque standard dans
�Y . Soit alors t1 < L la plus petite valeur de t pour laquelle y(t1) est sur le
bord de B. Le lemme 2.3.1 assure que la solution reste in�niment proche de
S pour t 2 [t0; t1]. Le lemme 2.3.2 permet d�a¢ rmer que y(t) ' �y(t) pour
t � t1. En particulier, y(t1) ' �y(t1) ce qui contredit jjy(t1) � �y(t1)jj = r.
Ainsi, y(t) est dé�nie au moins sur [0; L] et satisfait y(t) ' �y(t). Finalement,
x(t) ' �y(t) ' ��y(t) pour tout t dans ["!; L].

Remarque 2.4.1 Il est utile d�ajouter qu�une trajectoire qui est in�niment
proche de S à un temps �t reste près du cycle ��y(�t) le long duquel elle oscille
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Fig. 2.1 �Une solution de (2.14) avec " = 0:01, �1= 2, �2= 2, �= �1 dans
l�espace de phase (x1; x2; y). La trajectoire continue à s�enrouler autour de la
surface engendrée par les cycles �y;même quand ces derniers sont instables, jusqu�à
y = +1.

rapidement avec une période approximative de "T (�y(t)). Plus exactement,
pour tout �t 2 ["!; L], il existe �(�t) 2 [0; T (�y(�t))] tel que pour � limité

x(t) ' x�(
t� �t
"

+ �(�t); �y(�t)):

En e¤et, soit �t 2 ["!; L]. Par ce qui précède, x(�t) ' �y(�t). Soit x� standard
tel que x� ' x(�t) et x� 2 �y(�t). Il existe alors �(�t) 2 [0; T (y(�t))] tel que

x�(�(�t); y(�t)) = x�. En posant � =
t� �t
"

dans (2.6), le lemme de l�ombre

courte donne l�approximation

x(�t+ "�) ' x�(� + �(�t); y(�t)) pour � limité.

Finalement, l�a¢ rmation est prouvée sachant que y(�t) ' �y(�t).

2.5 Exemples

Exemple 1 [63]



30 CHAPITRE 2. THÉORÈME DE PONTRYAGIN-RODYGIN
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Fig. 2.2 �Comparaison de la composante y(t; ") de la solution de (2.14) et de
la solution �y(t) de l�équation moyennisée (2.17) correspondant aux données de
Fig:2.1. L�approximation de y(t; ") par �y(t) est valable jusqu�à t = 4.
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L�exemple suivant illustrera le résultat du théorème 2.1.1 mais aussi un
phénomène de retard à la bifurcation. Considérons le système lent-rapide
tridimensionnel

" _x1 = x2 � yx1(1� x21 � x22)
3;

" _x2 = �x1 � yx2(1� x21 � x22)
3;

_y = x21;
(2.14)

d�équation rapide

x01 = x2 � yx1(1� x21 � x22)
3;

x02 = �x1 � yx2(1� x21 � x22)
3;

(2.15)

où y est un paramètre. En coordonnées polaires (x1 = r cos �; x2 = r sin �),
l�équation (2.15) s�écrit

r0 = �ry(1� r2)3;
�0 = �1: (2.16)

De (2.16) nous voyons que l�équation rapide (2.15) possède un cycle unique
non trivial �y pour toute valeur non nulle de y, qui n�est autre que le cercle
de centre (0; 0) et de rayon 1. Soit x�(�; y) = (cos �;� sin �) une solution
2�-periodique d�orbite �y. Ces cycles sont asymptotiquement stables pour
tout y < 0 et instables pour y > 0. Si y = 0, l�origine de (2.15) est un centre.
Le théorème de Pontryagin-Rodygin [56] ne s�applique pas car les cycles �y
ne sont pas exponentiellement stables. Notons aussi que pour tout y < 0, le
bassin d�attraction de �y est le plan (x1; x2) tout entier privé de l�origine,
si bien que la stabilité est uniforme sur tout intervalle Y de ] �1; 0[. Soit
(S) le problème de Cauchy consistant en le système (2.14) avec la condition
initiale (�1; �2; �) telle que � < 0. Le problème réduit est dé�ni par

_y =
1

2�

Z 2�

0

cos2 �d� =
1

2
; y(0) = �: (2.17)

Sa solution est �y(t) = � + t=2. D�après le théorème 2.1.1, la solution de
(2.14) satisfait lim

"!0
y(t; ") = �y(t) tant que 0 � t � L < �2�. De plus, d�après

la remarque 2.4.1, (x1(t; "); x2(t; ")) reste près du cycle ��y(t), en oscillant
rapidement autour, avec une période approximative de 2�", c�est-à-dire que
r(t) est approchée par la solution de l�équation moyennisée

" _r = �r�y(t)(1� r2)3; r(0) =
q
�21 + �22: (2.18)

La solution de (2.18) est notée par �r(t). Soit s(t) := �r(�4� � t). On véri�e
en dérivant que

" _s = �s�y(t)(1� s2)3:
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De plus, s(�2�) = �r(�2�). On en déduit que s(t) = �r(t). En particulier,
pour t = 0, �r(�4�) = �r(0). Puisque �y(�4�) = ��, si une trajectoire du
système moyennisée s�approche des cycles de rayon 1 pour une valeur � < 0,
elle demeure alors proche des cycles tant que � < �y(t) < ��. Rappelons que,
pour 0 < �y(t) < ��, les cycles sont instables : il y a retard à la bifurcation
pour le système moyennisé. La relation entrée-sortie près des cycles est dé�nie
par � 7! ��. D�après le théorème 2.1.1, la solution de (2.14) est approché
par la solution moyennisée tant que 0 � t < �2�, c�est-à-dire tant que � �
�y(t) < 0. Les �gures 2.1 et 2.2 sont des simulations numériques (MATLAB)
montrant que la solution y(t; ") est approchée par la solution moyennisée �y(t)
même au-delà du temps t = �2� où les cycles deviennent instables. Cette
approximation a lieu asymptotiquement jusqu�au temps de sortie t = �4�
du système moyennisé. L�enroulement de la trajectoire de (x1(t; "), x2(t; "),
y(t; ")) autour des cycles �y se poursuit pour des valeurs strictement positives
de y, bien que les cycles soient devenus instables. Ainsi, si y est considéré
comme un paramètre dynamique de bifurcation, le phénomène de retard à la
bifurcation relevé par A. Neishtadt [51] (voir l�annexe A.7) demeure valable
pour cet exemple bien que la stabilité des cycles soit asymptotique et non
exponentielle.Notons à ce propos que A. Neishtadt [51] a établi le phénomène
de retard à la bifurcation dans des situations plus générales, où les seconds
membres des systèmes lents-rapides qu�il considère dépendent de " et où la
"variété lente" n�est pas invariante comme c�est le cas dans cet exemple.

Exemple 2
Considérons le système (�) suivant

" _x1 = �x2 + x1

�p
x21 + x22 � 1 + "

��p
x21 + x22 � 1� "

�
(1� x21 � x22);

" _x2 = x1 + x2

�p
x21 + x22 � 1 + "

��p
x21 + x22 � 1� "

�
(1� x21 � x22);

_y = �y3x21;

qui se transforme en coordonnées cylindriques (x1 = r cos �; x2 = r sin �; y)
en

" _r = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);

" _� = 1;
_y = �r2y3 cos2 �:

L�équation rapide
r0 = r(r � 1)2(1� r2);
�0 = 1;

(2.19)

admet un cycle limite stable �y correspondant à r = 1 (cercle de centre
l�origine et de rayon 1). Son bassin d�attraction est uniforme par rapport à
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Fig. 2.3 �Comparaison de la composante y(t; ") de la solution de (�) de condition
initiale (1; 1; 0:5) et de la solution �y(t) de l�équation moyennisée (2.20) avec " =
0:05.

y, puisque c�est tout le plan (x1; x2) excepté l�origine. Ce cycle correspond
par exemple à la solution 2�-périodique x�(�; y) = (cos �; sin �). D�après le
théorème 2.1.1, l�équation régissant le mouvement lent est donnée par

_y = � 1

2�

Z 2�

0

y3 cos2 �d� = �y
3

2
: (2.20)

Cette équation admet l�origine comme équilibre asymptotiquement stable. Si
l�on choisit une condition initiale (�1; �2; �) de (�) telle que (�1; �2) 6= (0; 0),
la solution �y(t) de (2.20) de condition initiale � est �y(t) = �

p
�2=(t� + 1).

Le théorème 2.1.2 permet d�a¢ rmer que

lim
"!0

dis(x(t; ");��y(t)) = 0; t > 0;

lim
"!0

y(t; ") = �y(t); t � 0:

On donne un exemple de simulation sur la �gure.2.3. On reviendra à cet
exemple plus loin.
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Chapitre 3

Sur la théorie géométrique

Nous avions parlé dans l�introduction de l�approche géométrique de la
théorie des perturbations singulières. Ce chapitre en est un très bref aperçu et
il nous permet de signaler un travail où justement les théorèmes de réductions
géométriques sont utilisés dans le cas où la dynamique rapide est oscillante.

3.1 Variété invariante

Une méthode dite des développements asymptotiques (DA) [54, 70, 73]
en puissances de " pour l�étude de systèmes autonomes tels que (1), donne
en première approximation la solution �y(t) du problème réduit tel que dé�ni
par Tikhonov et vivant dans ce que nous avions appelé la variété lente N .
On pense alors naturellement à associer à un tel développement une variété
N" dans l�espace des phases sur laquelle on fait vivre la solution obtenue avec
le DA. La question est de savoir si une telle variété existe. C�est N. Fenichel
qui a donné les premières réponses [18]. Considérons le système

" _x = f(x; y; ");
_y = g(x; y; ");

(3.1)

où f et g sont de classe C1, (x; y) est dans un compact X � Y de Rn+m et
" dans un intervalle contenant 0. Les géomètres examinent plus souvent ce
système à l�échelle du temps � = t=",

x0 = f(x; y; ");
y0 = "g(x; y; "):

(3.2)

On suppose que l�ensemble

N0 = f(x; y) 2 X � Y; f(x; y; 0) = 0g

35
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est une variété de dimension m. Celle-ci représentera la première approxima-
tion de la variété invariante N" de dimension m. C�est cette dernière, quand
elle existe, qui sera appelée variété lente en théorie géométrique. N0, quant
à elle, est la variété critique. Le champ sur N" est approché par celui sur N0.
On dit que N0 est normalement hyperbolique si le linéarisé de

x0 = f(x; y; 0);
y0 = 0;

(3.3)

en tout point de N0 a exactement m valeurs propres sur l�axe imaginaire.
Fenichel a¢ rme justement à ce propos que si N0 est une variété compacte
normalement hyperbolique, il existe "� > 0 tel que pour tout " < "�, il existe
une variété (localement) invariante1 N" telle que N" ! N0 quand "! 0. On
dit que N0 persiste pour de petites valeurs de ". La condition de compacité
est essentielle pour ce résultat d�existence et d�unicité de la variété lente.
Enonçons à titre indicatif et avec plus de précision ce même résultat en

terme de graphe d�une fonction.
Hypothèse 1 : f et g sont de classe C1 sur l�ouvert U � I de Rn+m+1,

0 2 I.
Hypothèse 2 : N0 est une variété compacte normalement hyperbolique

pour (3.3), graphe d�une fonction C1

x = �(y)

dé�nie sur un domaine compact K.

Théorème 3.1.1 (1er théorème de la variété invariante de Fenichel)
[30] Sous les hypothèses 1 et 2, pour tout entier naturel r, pour " > 0 assez
petit, il existe une fonction de classe Cr en y et "

x = �(y; ")

dé�nie sur K telle que la variété

N" = f(x; y); x = �(y; ")g

est localement invariante pour (3.1). De plus, N" est O(") proche de N0.

La variété critique N0 étant hyperbolique, elle possède une variété stable
Es et une variété instable Eu correspondant respectivement aux valeurs
propres à partie réelle strictement négative et strictement positive. Le second

1N" est dite localement invariante pour (3.1) si elle admet un voisinage V tel qu�aucune
trajectoire ne quitte N" sans quitter V .
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théorème de Fenichel que nous omettons d�énoncer en termes de graphes de
fonctions montre, sous les hypothèses 1 et 2, l�existence, pour tout r < +1
et pour " assez petit, de deux variétés W s

" et W
u
" localement invariantes et

Cr. Ces variétés véri�ent bien sûr localement W s
" ! Es et W u

" ! Eu quand
"! 0. Plus de détails peuvent être trouvés dans [30, 31] par exemple.

3.2 Comment chercher l�équation de N" ?

Il faut remarquer que les preuves des théorèmes de Fenichel utilisent des
résultats d�existence comme le théorème des fonctions implicites. Par consé-
quent, quand il s�agit de les appliquer à un exemple précis on peut se heurter
à des di¢ cultés. Nous trouvons dans [32] une présentation incomplète mais
plus pratique à certains égards qui a le mérite de souligner l�analogie des
théorèmes de Fenichel avec le théorème de la variété centrale. Supposons
pour simpli�er que nos fonctions du second membre ne dépendent pas de ".
Soit (x(t; "); y(t; ")) une solution de

" _x = f(x; y);
_y = g(x; y):

(3.4)

Pour que la variété lente x = �(y; ") soit invariante elle doit véri�er, pour
tout t dans l�intervalle positif de dé�nition de (x(t; "); y(t; "))

x(0; ")� �(y(0; "); ") = 0 =) x(t; ")� �(y(t; "); ") = 0:

En dérivant les deux membres de x = �(y; ") par rapport à t et en multipliant
par ", on obtient à partir du système (3.4) l�équation aux dérivées partielles

f(�(y; "); y)� "
@�(y; ")

@y
g(�(y; "); y) = 0: (3.5)

C�est la condition de variété que doit satisfaire �(y; ") pour " petit. Il est
clair que si " = 0, l�équation (3.5) a pour solution �(y; 0) = �(y), où �(y)
dé�nit la variété critique. On ne sait pas toujours résoudre cette équation
mais on peut obtenir une approximation de l�équation de la variété lente à
partir d�un développement en série de Taylor en " = 0, à condition que f et
g soient su¢ samment régulières. Si l�on substitue le développement

�(y; ") = �0(y) + �1(y)"+ �2(y)"
2 + ::: (3.6)

dans l�équation (3.5), on peut, en identi�ant les coe¢ cients des puissances
de ", trouver quelques termes de (3.6). Ainsi

�0(y) = �(y),
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et, par exemple, �1(y) est solution de l�équation

@f

@x
(�(y); y):�1(y) =

d�(y)

dy
g(�(y); y)

qui est résoluble si
@f

@x
(�(y); y) est inversible, ce qui est assuré par les condi-

tions d�hyperbolicité dans la théorie de Fenichel.
Notons en�n que l�équation

_y = g(�(y; "); y)

décrit dans ce cas le mouvement lent sur la variété lente. On l�appelle parfois
l�équation lente exacte.

3.3 A propos de la dynamique rapide oscil-
lante

Dans sa thèse, J. Ch. Poggiale [55] étudie un modèle général de dynamique
des populations où il tient compte de ce qu�il a appelé l�hétérogénéité du
milieu et/ou du comportement. Pour ce faire, il subdivise chaque population
de son système en sous-populations qu�il appelle états. La dynamique des
états est supposée plus rapide que celle des populations. Le modèle proposé
est transformé après plusieurs changements de variables en un système lent-
rapide que nous écrirons pour aller à l�essentiel sous la forme

du

d�
= f(u; n) + "F (u; n);

dn

d�
= "g(u; n);

d"

d�
= 0:

(3.7)

Les composantes de la variable lente n dans Rk2 représentent les densités
globales des populations, et les composantes de la variable rapide u dans Rk1
sont en fait des fréquences obtenues comme rapport de la densité d�un état
sur la densité globale. Le champ X dé�ni par (3.7) est supposé C1 dans
Rk1 �Rk2 �R. L�auteur examine les deux situations où la dynamique rapide
converge vers un équilibre ou un cycle limite. Le premier cas est traité à
l�aide d�un théorème de la variété centrale mais nous tenons ici à faire une
brève allusion au second cas sans trop entrer dans les détails. Les cycles li-
mites de l�équation rapide sont supposés hyperboliquement stables (i.e. les



3.3. A PROPOS DE LA DYNAMIQUE RAPIDE OSCILLANTE 39

valeurs propres du linéarisé de l�application du premier retour sont de mo-
dules strictement inférieurs à 1). Il est proposé deux méthodes. D�abord celle
de la moyennisation sur les cycles. Un résultat dû à Zvonkin et Shubin [78]
montre que si une trajectoire se trouve initialement dans un voisinage du
cycle limite �n0, la solution (u(�); n(�)) de (3.7) reste, à partir d�un instant
�0 de l�ordre de j ln "j à une distance inférieure à " de �n("�). Le problème est
ensuite transformé en vue de l�application d�un théorème de moyennisation.
En notant par S1 l�espace quotient de R par [0; 2�], on sait qu�il existe un
changement de coordonnées C1

u 7�! (z; ')

dans un "-voisinage de �n, pour tout n 2 Rk2, provenant de la paramétrisation
des cycles. On en déduit que pour tout n le cycle �n a pour équation z = 0 si
bien que l�auteur arrive, en notant que z est de l�ordre de " dans l�"-voisinage,
à transformer (3.7) en

d'

d�
= !(n) + "u('; n; ");

dn

d�
= "v('; n; ") +O("2);

(3.8)

où !(n) est une fréquence non nulle et u et v sont 2��périodiques en ' 2 S1.
Soit l�équation di¤érentielle

_p = ":G(p) :=
"

2�

Z 2�

0

v('; p; 0)d'; (3.9)

dé�nie pour p dans un compact D de Rk2. Soit p(�) la solution de (3.9)
dé�nie dans le compact D sur [0; T ], T << 1. Soit n(�) la composante de la
solution du problème perturbé (3.8) telle que n(0) = p(0). Un théorème de
moyennisation [2] a¢ rme alors que

8� 2 [0; T="]; jjn(�)� p(�)jj � C";

où C est une constante indépendante de ", pourvu que ! ne s�annule pas
dans D.
Les techniques de moyennisation sont bien rôdées et la méthode précé-

dente est somme toute classique. Elle est similaire par ses hypothèses et ses
conclusions au théorème de Pontryagin-Rodygin. La deuxième méthode est
plus géométrique. Elle consiste à appliquer un théorème de réduction à la
variété centrale à un système discret qui n�est autre que l�application du pre-
mier retour de Poincaré dé�nie dans un voisinage du cycle limite. Il existe
pour tout n une application de premier retour

Pn : �n ! Pn(�n);
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dé�nie sur une section �n transverse à �n. Soit � = [
n2D

�n, D un compact de

Rk2, qui soit une sous-variété di¤érentiable de Rk1 �Rk2 et soit l�application

P : �! P (�n);
(u; n) 7! P (u; n) = Pn(u):

Pour "0 proche de 0, le théorème des fonctions implicites assure l�existence
de T"0(u; n), temps écoulé entre un point (u; n) de la variété � et le premier
retour à celle-ci. Soit le di¤éomorphisme

� : �� [�"0; "0]! �(�� [�"0; "0])
(u0; n0; ") 7! (u(T"(u0; n0)); n(T"(u0; n0)); ") :

(3.10)

Il est supposé ce qui suit : � est C1 sur R(k1�1)+k2+1 ; l�ensemble des points
�xes de � est donné par M = f0g� Rk2 � f0g. Le linéarisé de � en tout
point (0; n; 0) de M possède k1 � 1 valeurs propres de modules strictement
inférieurs à 1 et 1 est une valeur propre de multiplicité k2 + 1. D�après un
théorème d�algèbre linéaire, R(k1�1)+k2+1 se décompose en tout point (0; n; 0)
de M sous la forme W s

n �W c
n où W

s
n est l�espace stable de dimension k1 � 1

et W c
n est l�espace central de dimension k2 + 1. Sous ces hypothèses et avec

les mêmes notations, il est énoncé le théorème de réduction suivant :

Théorème 3.3.1 [18] Pour tout compact D de Rk2 et tout entier naturel r,
il existe "0 > 0 et une application � : D � [�"0; "0]! Rk1 de classe Cr et de
graphe G tels que
1� �(n; 0) = 0,
2� G est tangent à W c

n en tout point de M ,
3� G est invariant sous l�action de � (i.e. �(G) � G).

Pour véri�er que le di¤éomorphisme (3.10) véri�e le théorème ci-dessus,
il est d�abord rappelé qu�ici aussi une trajectoire de condition initiale donnée
rentre très vite dans un "�voisinage de �. Il existe par ailleurs un changement
de coordonnées

u 7�! (z; ') 2 Rk1�1 � S1

tel que dans l�espace des phases Rk1�1 � S1� Rk2 on ait � � Rk1�1 � f0g�
Rk2. Le di¤éomorphisme (3.10) peut s�écrire alors

� : �� [�"0; "0]! �(�� [�"0; "0])
(z0; n0; ") 7!

�
z( �T"(z0; n0)); n( �T"(u0; n0)); "

�
;

où �T" est la composée de T" et du changement de coordonnées. Il est montré
que n( �T"(u0; n0)) = n0 +O(") si bien que � s�écrit

� : �� [�"0; "0]! �(�� [�"0; "0])
(z0; n0; ") 7!

�
z( �T"(z0; n0)); n0 +O("); "

�
;
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et pour lequel les points (0; n0; 0) sont des points �xes. La condition sur les
valeurs propres est en outre assurée par la stabilité hyperbolique des cycles
�n quand " = 0. Le théorème de réduction est applicable. Il existe une variété
invariante de dimension k2 + 1 sur laquelle s�observe la dynamique lente. Le
di¤éomorphisme lent (exact) est donné par

� : D � [�"0; "0]! �(D � [�"0; "0])
(n0; ") 7!

�
n( �T"(�(n0; ")); n0; "

�
:

Cette méthode ne comporte pas de limitation de la durée car la dynamique
lente obtenue sur la variété centrale est exacte et �exponentiellement attrac-
tante�. Il est cependant relevé que l�inconvénient réside dans la di¢ culté de
traitement des systèmes discrets. Poggiale montre alors, et nous ne le dé-
veloppons pas ici, que la dynamique obtenue par la réduction à la variété
centrale est une "2-perturbation de la discrétisation de la dynamique réduite
obtenue par moyennisation. Il en déduit alors que si cette dernière est struc-
turellement stable, la première est aussi valable sans limitation de durée.
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Chapitre 4

Extension aux temps in�nis

Nous nous sommes proposés dans ce chapitre d�apporter des énoncés dont
les théorèmes 1.2.3 et 2.1.2 sont des cas particuliers. Nous supposerons que
la dynamique lente admet un ensemble compact asymptotiquement stable.
Les solutions de (1.1) vont vivre pour tout t � 0 mais les approximations
des deux derniers théorèmes ne seront plus valables en général au-delà d�une
certaine valeur très grande du temps. Par exemple, si la dynamique lente a un
cycle limite, il pourrait y avoir un déphasage entre la solution périodique et
la composante y(t) de la solution de (1.1) (voir le paragraphe 4.5 en page 53).
Nous discuterons ensuite les résultats de stabilité qui peuvent en découler,
notamment en terme de stabilité pratique. Nous reformulerons les énoncés
en non standard avant de prouver les résultats.

4.1 Théorèmes d�approximations

Nous énonçons un premier résultat d�approximations des solutions de
(1.1) sous des conditions �à la Tikhonov�. L�équation lente (1.4) est supposée
admettre un sous-ensemble compact positivement invariant.

Théorème 4.1.1 Soit (
0; F0; G0; �0; �0) un élément de T et � : Y ! Rn
une fonction continue. Supposons que les hypothèses T1 à T4 sont satisfaites
et que �0 est dans le bassin d�attraction de �(�0). SoitM un sous-ensemble
fermé de �Y qui soit positivement invariant pour l�équation lente (1.4). Sup-
posons queM est asymptotiquement stable pour (1.4) avec �0 dans son bas-
sin d�attraction. Soit ~x(�) et �y(t) les solutions respectives de l�équation de la
couche limite (1.5) et du problème réduit (1.6). Alors pour tout � > 0 il existe
"� > 0 et un voisinage V de l�élément (
0; F0; G0; �0; �0) de T tels que, pour
tout 0 < " < "� et tout (
; F;G; �; �) 2 V , toute solution (x(t); y(t)) de (1.1)

43
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est dé�nie pour tout t � 0 et il existe ! > 0 et !0 > 0 tels que :

"! < �; 1=!0 < �;
kx("�)� ~x(�)k < � pour 0 � � � !;
kx(t)� �(�y(t))k < � pour t 2 ["!; !0]
ky(t)� �y(t)k < � pour t 2 [0; !0];
8t � !0 9yt 2M : jjy(t)� ytjj < �;
et jjx(t)� �(yt)jj < �:

(4.1)

Notons queM est nécessairement un sous-ensemble compact de �Y comme
le seront tous les sous-ensembles positivement invariants dans ce qui suit. Le
cas particulier oùM est réduit à un point est le théorème 1.2.3.
Sous les hypothèses du théorème de Pontryagin-Rodygin, si l�on suppose

que l�équation moyennisée (2.1) admet un sous-ensemble fermé positivement
invariant, on a le résultat qui suit.

Théorème 4.1.2 Soit (
0; F0; G0; �0; �0) 2 T . Supposons que les hypo-
thèses P1 à P4 sont satisfaites et que �0 est dans le bassin d�attraction
de ��0. Soit M un sous-ensemble fermé dans �Y qui soit positivement in-
variant pour l�équation lente (2.1). Supposons queM est asymptotiquement
stable pour (2.1) avec �0 dans son bassin d�attraction. Soit ~x(�) et �y(t) les
solutions respectives de l�équation de la couche limite (1.5) et du problème
réduit (2.2). Alors pour tout � > 0 il existe "� > 0 et un voisinage V de
l�élément (
0; F0; G0; �0; �0) de T tels que, pour tout 0 < " < "� et tout
(
; F;G; �; �) 2 V , toute solution (x(t); y(t)) de (1.1) est dé�nie pour tout
t � 0 et il existe ! > 0 et !0 > 0 tels que :

"! < �; 1=!0 < �;
jjx("�)� ~x(�)jj < � pour 0 � � � !;
jjy(t)� �y(t)jj < � pour t 2 [0; !0];
dis(x(t);��y(t)) < � pour t 2 ["!; !0];
8t � !0 9yt 2M : jjy(t)� ytjj < �;
et dis(x(t);�yt) < �:

On retrouve le théorème 2.1.2 quandM est réduit à un équilibre asymp-
totiquement stable du problème réduit. Les preuves des théorèmes 4.1.1 et
4.1.2 seront données dans le paragraphe 4.6.2.

4.2 Non robustesse : quelques exemples

Il est connu que la stabilité asymptotique n�est pas robuste sous l�e¤et de
petites perturbations. La stabilité asymptotique, disons de l�origine d�un pro-
blème perturbé régulièrement, n�est pas assurée par la stabilité asymptotique
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de l�origine du problème réduit. Qu�en est-il des systèmes lents-rapides ? Sup-
posons que l�origine d�un problème singulièrement perturbé et du problème
réduit est un point d�équilibre. Il a été établi, sous des conditions de stabilité
exponentielle tant de l�origine de l�équation rapide que de celle de l�équation
lente, que l�origine de tout le problème est exponentiellement stable (voir par
exemple [32] théorème 9.3, page 380). Pour un champ di¤érentiable, lorsque
le problème réduit possède par exemple un cycle limite �, la question de
savoir si le problème singulièrement perturbé admet ou non une orbite pério-
dique �" près de � pour de petites valeurs de " a été traitée par des auteurs
comme K. O. Friedrichs et W. Wasow [20], L. Flatto et N. Levinson [19],
N. D. V. Anosov [1], N. Fenichel [18] et plus récemment par F. Verhulst [72].
Dans [1, 18], il a été établi que l�orbite � de période P peut être �prolon-
gée� (continued) à une famille �" d�orbites fermées si (i) �, comme orbite
du problème réduit, a 1 comme multiplicateur simple de Floquet, (ii) pour
tout y 2 �, le point d�équilibre x = �(y) de l�équation de la couche limite est
hyperbolique. Ce genre de résultats exige des conditions fortes qui assurent
jusqu�à l�unicité de �" pour " assez petit avec une période tendant vers P
quand "! 0 et la propriété de phase asymptotique. Examinons les exemples
suivants où (:) = d=dt et (0) = d=d� , avec � = t=".
Exemple 1 Le système lent-rapide planaire

" _x = �x+ y;
_y = �y2x+ "y;

où " est un petit paramètre positif a pour équation rapide

x0 = �x+ y:

L�hypothèse T1 est clairement satisfaite par l�équation rapide. La variété
lente est dé�nie par la bissectrice x = �(y) := y (Hypothèse T2). Elle est for-
mée d�équilibres (globalement) asymptotiquement stables de l�équation ra-
pide pour toute valeur de y (Hypothèse T3). En substituant, dans la deuxième
équation du système, �(y) à x et 0 à ", on obtient l�équation lente

_y = �y3;

qui satisfait T4. L�origine y = 0 de l�équation lente est (globalement) asymp-
totiquement stable (Hypothèse T6). On peut appliquer au problème le théo-
rème 1.2.3, pour toute condition initiale (x0; y0) 6= (0; 0) (Hypothèse T5). On
a alors

8t � 0; lim
"!0

y(t; ") = �y(t);

8t > 0; lim
"!0

x(t; ") = �(�y(t));
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où (x(t; "); y(t; ")) est la solution du système tout entier de condition initiale
(x0; y0) et �y(t) est la solution de l�équation réduite. A présent, sachant que
�y(t) tend vers 0 lorsque t tend vers l�in�ni, on obtient la limite suivante pour
la solution du problème d�origine

lim
"!0; t!+1

(x(t; "); y(t; ")) = (0; 0):

Cette limite ne signi�e pas que l�origine du système, qui est ici un point
d�équilibre, est asymptotiquement stable, ni même attractive. On véri�e par
linéarisation que c�est un point-selle pour toute valeur de ".

Exemple 2 Le système lent-rapide suivant

" _x = �x3 + "x;
_y = �y + x2;

est donné uniquement pour exhiber un exemple où, contrairement au pré-
cédent, l�origine de l�équation rapide x0 = �x3 est asymptotiquement stable
mais pas exponentiellement et celle de l�équation lente _y = �y est expo-
nentiellement stable. On peut alors a¢ rmer que toute solution du problème
perturbé tend vers (0; 0) quand "! 0 et t! +1. Pourtant, l�origine (0; 0)
est un point-selle pour toute valeur de " > 0.

Exemple 3 Les équations rapide et lente du système

" _x = �x+ ";
_y = �y + "x;

sont données respectivement par x0 = �x et _y = �y dont les origines sont
exponentiellement stables. Toute solution du problème singulièrement per-
turbé tend vers (0; 0) quand " ! 0 et t ! +1. Cependant, l�origine n�est
même pas un point d�équilibre du problème.

Exemple 4 Reconsidérons le système (�) de l�exemple 2 du chapitre 2 (page
32)

" _x1 = �x2 + x1

�p
x21 + x22 � 1 + "

��p
x21 + x22 � 1� "

�
(1� x21 � x22);

" _x2 = x1 + x2

�p
x21 + x22 � 1 + "

��p
x21 + x22 � 1� "

�
(1� x21 � x22);

_y = �y3x21;

transformé en coordonnées cylindriques en

" _r = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);

" _� = 1;
_y = �r2y3 cos2 �:
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Son équation rapide
r0 = r(r � 1)2(1� r2);
�0 = 1;

(4.2)

admet le cercle unité �y comme unique cycle limite stable. L�équation lente
était dé�nie par

_y = � 1

2�

Z 2�

0

y3 cos2 �d� = �y
3

2
: (4.3)

L�origine y = 0 est un équilibre asymptotiquement stable de (4.3) mais sa
stabilité n�est pas exponentielle. On peut a¢ rmer grâce au théorème 2.1.2
que pour toute condition initiale (�1; �2; �) de (�) autre que l�origine, on a

8t � 0; lim
"!0

y(t; ") = �y(t); 8t > 0; lim
"!0

dis((x1(t; "); x2(t; "));��y(t)) = 0,

où (x1(t; "); x2(t; "); y(t; ")) est la solution du système (�) de condition initiale
(�1; �2; �) et �y(t) est la solution de (4.3) de condition initiale �. En�n, puisque
�y(t) tend vers 0 quand t tend vers l�in�ni, on obtient

lim
"!0; t!+1

dis((x1(t; "); x2(t; "); y(t));�0 � f0g) = 0:

Cette limite ne dit pas que la courbe fermée �0�f0g dans l�espace de phases
R3 est un ensemble asymptotiquement stable. D�ailleurs, pour toute valeur de
" > 0, le cylindre formé par les cycles �y est �répulsif�pour le système (�),
étant compris entre deux cylindres �attractifs� correspondant à r = 1 � "
et r = 1 + ". Autrement dit, la dynamique rapide �exacte� du problème,
c�est-à-dire le système

r0 = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);
�0 = 1;

qui est une déformation à un paramètre de (4.2), admet pour tout y et pour
tout " > 0 deux cycles limites r = 1 � " et r = 1 + " stables entourant le
cycle limite r = 1 instable.

Dans les applications, il est raisonnable d�imposer la condition de stabilité
de type exponentiel, ou de type exponentiel uniforme en place de la simple
stabilité asymptotique (on dira que la stabilité asymptotique est critique lors-
qu�elle n�est pas exponentielle). Les exemples qui précèdent montrent juste-
ment que la stabilité asymptotique n�est pas robuste. Signalons en�n que la
stabilité exponentielle des origines des équations lente et rapide n�est pas une
condition nécessaire pour la stabilité asymptotique de l�origine, quand c�est
un équilibre, du système complet. En voici un exemple vu dans [32]. On peut
aussi voir dans cette référence le théorème 9.2, page 377.
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Exemple 5 ([32], exemple 9.9) L�origine du système

" _x = �x+ "(x� y3);
_y = �y3 + x:

(4.4)

est un point d�équilibre. L�équation lente est donnée par

_y = �y3:

Son origine est asymptotiquement stable mais pas exponentiellement. L�équa-
tion rapide est

x0 = �x;
et l�origine en est un équilibre exponentiellement stable. On montre à l�aide
de fonctions de Lyapunov de type quadratique (voir [32]) que l�origine du
problème (4.4) est asymptotiquement stable (voire globalement) pour " as-
sez petit. L�existence de fonctions de Lyapunov quadratiques n�implique pas
nécessairement la stabilité exponentielle, qui en est un cas particulier.

4.3 Stabilité pratique

Les limites des exemples précédents, bien que n�impliquant pas une sta-
bilité asymptotique, apportent une information d�un intérêt pratique. Elles
traduisent une sorte de stabilité �apparente�des équilibres où des cycles des
systèmes en question pour de très petites valeurs du paramètre ". Un ré-
sultat a¢ rme que l�attractivité uniforme, disons de l�origine d�un système,
par rapport aux conditions initiales implique sa stabilité asymptotique (voir
[21], théorème 38.1). De plus, la stabilité asymptotique globale est équiva-
lente à l�uniformité de l�attractivité pour toute condition initiale dans une
boule arbitrairement grande centrée à l�origine [38]. L�exemple de Vinograd
dans [21], page 191 est une belle illustration d�une attractivité qui n�est pas
uniforme par rapport aux conditions initiales. Examinons le cas d�un système
di¤érentiel dépendant du paramètre positif "

_x = f(x; "); (4.5)

où f : Rn � R�+ ! Rn est une fonction continue. Notons par x(t; x0; ") les
solutions telles que x(0; x0; ") = x0. Nous ne supposerons pas que la limite
de f est dé�nie lorsque " tend vers 0. Le système (4.5) peut donc être sin-
gulièrement perturbé. Les deux dé�nitions suivantes sont extraites du cours
donné par Lobry et Sari lors de l�école CIMPA 2003 de Tlemcen, Contrôle
Non Linéaire et Applications ([64], 151-177) (voir aussi des mêmes auteurs
le rapport de recherche [38]). La terminologie est néanmoins empruntée à
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A. R. Teel et L. Praly dans [66] (voir aussi [9]). Ces derniers en font usage
dans la théorie de la commande en termes de stabilisation pratique des sys-
tèmes.

Dé�nition 4.3.1 On dit que l�origine est semiglobalement pratiquement
asymptotiquement stable (SGPAS) pour le système (4.5) quand " ! 0 si,
pour tout R > 0 et tout r > 0, il existe "0 > 0 et T > 0 tels que pour tout
" 2]0; "0], tout t � T et tout x0 tel que jjx0jj � R, toute solution x(t; x0; ")
de (4.5) satisfait jjx(t; x0; ")jj � r.

La dé�nition dit que toute solution véri�e limx(t; x0; ") = 0 quand
t ! +1 et " ! 0 et que la convergence est uniforme par rapport
à x0 dans la boule de Rn de rayon R et de centre 0 (i.e. limt!+1;"!0
Supjjx0jj�Rjjx(t; x0; ")jj = 0). En d�autres termes, si BR et Br sont les boules
de Rn de centre l�origine et de rayons respectifs R et r, toute trajectoire par-
tant d�une boule arbitrairement grande BR atteint une boule arbitrairement
petite Br en un temps �ni assez grand et pour " assez petit. Ceci n�est pas
une attractivité uniforme par rapport aux conditions initiales à cause de la
présence du paramètre ". Notons par ailleurs que s�il n�était pas requis que
T et "0 soient les mêmes pour tout x0, un tel T �ni ou un tel "0 aurait pu ne
pas exister, même si x0 varie dans un compact (voir [9]).

Exemples : Ces exemples, vus presque tous dans [38], montrent que la pro-
priété de stabilité asymptotique semiglobale pratique quand "! 0 signi�e en
quelque sorte que l�origine �semble� globalement asymptotiquement stable
quand "! 0.
1. C�est le caractère de globalité de la stabilité asymptotique de l�origine

qui est �apparent�pour l�équation _x = x("x�1) quand "! 0. En fait, x = 0
est localement stable, mais le bassin d�attraction ]�1; 1="[ peut être rendu
aussi grand qu�on le veut.
2. C�est le statut de point d�équilibre qui est apparent pour l�origine de

l�équation _x = " � x quand " ! 0 puisque ce n�est pas un équilibre. C�est
toutefois un équilibre globalement asymptotiquement stable pour l�équation
réduite _x = �x.
3. Pour l�équation _x = x2(" � x), l�attractivité, sa globalité mais aussi

la stabilité sont apparentes quand " ! 0, puisque l�origine est un équilibre
instable pour toutes les valeurs de " > 0. Là aussi, c�est un équilibre globa-
lement asymptotiquement stable de l�équation réduite _x = �x3.
4. Dans l�équation _x = �x + "=x, bien que l�origine soit un pôle répulsif

(dans le sens où c�est un point compris entre deux équilibres �
p
" et

p
"

attractifs) on pourrait dire qu�elle est SGPAS quand "! 0.
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Evidemment, l�attractivité uniforme par rapport aux données initiales
peut ne pas être globale. Le nombre réel R n�est plus arbitraire et nous avons
la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.3.2 On dit que l�origine est pratiquement asymptotiquement
stable (PAS) pour le système (4.5) quand "! 0 s�il existe R > 0 tel que pour
tout r > 0, il existe "0 > 0 et T > 0 tels que pour tout " 2]0; "0], pour tout
t � T et tout x0 tel que jjx0jj � R, toute solution x(t; x0; ") de (4.5) satisfait
jjx(t; x0; ")jj � r.

Etendons ces dé�nitions conformément à notre approche et exprimons la
stabilité d�un sous-ensemble borné. Introduisons l�ensemble

U = f(
; F;G) : 
 ouvert de Rn+m;
F : 
! Rn; G : 
! Rm continuesg

que nous munissons de la topologie de la convergence uniforme sur les com-
pacts. Considérons le système lent-rapide

" _x = F (x; y);
_y = G(x; y);

(4.6)

correspondant à l�élément u := (
; F;G) de U . Soit u0 := (
0; F0; G0) un
autre élément de U .

Dé�nition 4.3.3 Un sous-ensemble borné A de 
0 est dit SGPAS pour le
système (4.6) quand " ! 0 et u proche de u0 (dans le sens de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts) si, pour tout voisinage compact
K � 
0 de A (arbitrairement grand) et tout voisinage O � 
0 de A (arbi-
trairement petit), il existe "0 > 0, un voisinage V de u0 et T > 0 tels que,
pour tout " 2]0; "0], tout u 2 V , tout t � T et tout (�; �) 2 K, toute solution
(x(t); y(t)) de (4.6) de condition initiale (�; �) est dans O.
Si K n�est pas arbitraire, le sous-ensemble A est dit PAS pour le système

(4.6) quand "! 0 et u proche de u0.

4.4 Résultats de stabilité pratique

L�intérêt de la notion de stabilité pratique est de pouvoir répondre à la
question naturelle suivante : �si l�équation lente (1.4) admet, disons, un équi-
libre y1 asymptotiquement stable ou un cycle limite �, quel rôle peut avoir
pour le problème tout entier (1.1) le point (�(y1); y1) ou le sous-ensemble
�(�)�� correspondants de la variété lente ? Il n�y a aucune raison qu�ils en
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soient respectivement un équilibre ou un cycle, mais pour des valeurs très pe-
tites du paramètre ", ils peuvent en avoir l�air. Vu le caractère asymptotique
de cette propriété, un ingénieur, un biologiste,...se satisferait d�un modèle
qui semble tendre vers un état stationnaire ou oscillatoire permanent, faute
d�une stabilité somme toute idéale. Reconsidérons le problème perturbé (1.1).
Les résultats du théorème 4.1.1 s�interprètent en terme de stabilité pratique
comme suit :

Théorème 4.4.1 Sous les hypothèses du théorème 4.1.1, le sous-ensemble
�(M)�M de la variété lente est PAS pour le système (1.1) quand "! 0 et
(
; F;G) proche de (
0; F0; G0).

De même, le théorème 4.1.2 induit le résultat de stabilité asymptotique
pratique suivant :

Théorème 4.4.2 Sous les hypothèses du théorème 4.1.2, le sous-ensemble
[

y2M
(�y�fyg) de 
0 est PAS pour le système (1.1) quand "! 0 et (
; F;G)

proche de (
0; F0; G0).

Le cas particulier où M est réduit à un point y1 mène à la stabilité
asymptotique pratique, quand "! 0 et (
; F;G) est proche de (
0; F0; G0),
du point (�(y1); y1) à partir du théorème 4.4.1 et de la courbe fermée
�(�y1)��y1 à partir du théorème 4.4.2. En�n il est intéressant de constater
que siM est un cycle limite, le système de départ (1.1) semble avoir un cycle
limite (voir l�exemple ci dessous) ou un tore attractif pour " assez petit et
(
; F;G) proche de (
0; F0; G0).
Exemple 6 La dynamique lente associée au système lent-rapide suivant écrit
en coordonnées cylindriques (x = x; y1 = r cos �; y2 = r sin �)

" _x = �x+ r cos �;
_r = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);
_� = 1;

(4.7)

est approchée par l�équation lente

_r = �r(r � 1)3(r + 1);
_� = 1;

ayant le cercle unité � comme un cycle asymptotiquement stable. Les équi-
libres de l�équation rapide x0 = �x + y1 sont tous les points de la surface
lente x = � (y1; y2) := y1 et ils sont (globalement) asymptotiquement stables.
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Soit (x(t; "); y1(t; "); y2(t; ")) la solution de (4.7) écrite en coordonnées rec-
tangulaires avec n�importe quelle condition initiale autre que l�origine. On
peut appliquer le théorème 4.1.1 pour établir les limites suivantes :

lim
"!0; t!+1

dis(x(t; "); �(�)) = 0;

lim
"!0; t!+1

dis((y1(t; "); y2(t; "));�) = 0.

Même si le sous-ensemble �(�) � � de R3 devait être une orbite fermée de
(4.7), elle ne pourrait pas être stable. En e¤et, pour le sous-système lent
�exact�

_r = r(r � 1 + ")(r � 1� ")(1� r2);
_� = 1;

pour toute valeur de " > 0, l�orbite � est un cycle limite instable entouré par
deux cycles limites stables r = 1� " et r = 1+ ". On peut pourtant a¢ rmer
que �(�)� � est SGPAS pour (4.7) quand "! 0.

Simulation de l�exemple 4 avec " = 0:1:
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Simulation de l�exemple 4 avec " = 0:003.

Dans le paragraphe 4.2, on peut dire que l�origine des systèmes des
exemples 1, 2 et 3 est SGPAS quand " ! 0. Dans l�exemple 4, le sous-
ensemble �0 � f0g de R3 est SGPAS quand " ! 0. A titre illustratif, les
simulations du système (�) de l�exemple 4 avec Maple montrent que plus "
est petit, plus les trajectoires semblent tendre vers le cycle �0�f0g pourtant
instable.

4.5 Sur la phase asymptotique

Dans le cas d�un système autonome possédant une solution périodique
non triviale, on ne peut parler de stabilité asymptotique de cette solution.
C�est la raison pour laquelle les résultats sont exprimés en termes de stabilité
d�orbites. Il existe une autre notion attachée aux solutions périodiques : celle
de la phase asymptotique.

Dé�nition 4.5.1 Supposons que le système

_x = f(x)

admette une solution périodique x�(t) d�orbite �. On dit que la solution x�(t)
a la propriété de phase asymptotique s�il existe b > 0 tel qu�à tout point x0
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véri�ant dis(x0;�) < b il correspond un réel �(x0) (phase asymptotique) tel
que la solution x(t; x0) de condition initiale x0 véri�e

lim
t!+1

jjx(t; x0)� x�(t� �(x0))jj = 0:

La stabilité asymptotique orbitale avec phase asymptotique signi�e que
pour toute condition initiale x0 su¢ samment proche de �, on peut choisir
une solution d�orbite � telle que sa di¤érence avec x(t; x0) tende vers zéro
quand t tend vers l�in�ni. C�est une sorte de synchronisation à l�in�ni avec
une �translatée�de la solution périodique.

Revenons au problème traité par le théorème 4.4.2. Quand bien même on
supposerait, comme cela est naturel d�y penser, que la solution périodique de
l�équation rapide x0 = F (x; y1) de paramètre y = y1 et de condition initiale
�0 est orbitalement asymptotiquement stable avec phase asymptotique, nous
ne pouvons espérer obtenir, en plus de la stabilité asymptotique pratique de
�y1 � fy1g, une sorte de phase asymptotique �apparente�.
Exemple 7 Examinons le système suivant écrit en coordonnées cylindriques :

" _r = (1� r2)3=r; r(0) = r0;

" _� = 1 + "(1� r2)2; �(0) = �0;
_y = �y; y(0) = y0:

(4.8)

L�équation de la couche limite

r0 = (1� r2)3=r; r(0) = r0;
�0 = 1; �(0) = �0;

admet le cercle unité �y comme cycle asymptotiquement stable pour toute
valeur de y. De plus, puisque �(�) � � = �0, la solution périodique associée
possède la propriété de phase asymptotique. L�équation réduite est simple-
ment la troisième équation de (4.8), pour laquelle l�origine est asymptotique-
ment stable. En vertu du théorème 4.4.2, l�ensemble �0�f0g est PAS quand
"! 0. Cependant, la solution explicite de (4.8) est donnée par

r(t) =

vuuut1� 1� r20r
1 +

4

"
t(1� r20)

2

;

�(t) = �0 +
t

"
+
"

4
ln(1 +

4

"
t(1� r20)

2);

y(t) = y0e
�t:

On voit alors que pour tout " �xé, la quantité �(t) � t=" tend vers l�in�ni
avec t. Ce qui ôte l�espoir d�une propriété de phase asymptotique pratique
est le fait que �(t) � t=" peut encore tendre vers l�in�ni quand t ! +1 et
"! 0 si " ln t tend vers l�in�ni (par exemple pour t = e1="

2
).
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4.6 Formulations externes

Exprimons tous ces résultats dans le langage non standard. Il faut relever
à ce niveau que dans [68], les preuves des théorèmes de stabilité pratique
ont été menées légèrement di¤éremment en passant par la notion externe de
s-stabilité que nous expliquons à titre d�information dans l�annexe A.4.

4.6.1 Caractérisation externe de la stabilité pratique

Lorsque u0 2 U est standard, nous obtenons la caractérisation suivante
de la notion SGPAS quand "! 0 et u proche de u0 pour le système (4.6).

Lemme 4.6.1 Supposons que u0 est standard. Un sous-ensemble A borné
standard de 
0 est SGPAS pour le système (4.6) quand "! 0 et u proche de
u0 si, et seulement si, pour tout (�; �) presque standard dans 
0, tout " > 0
in�nitésimal, toute perturbation u de u0 et tout t > 0 illimité, toute solution
(x(t); y(t)) de (4.6) de condition initiale (�; �) véri�e dis((x(t); y(t));A) ' 0.

Preuve. Voici les écritures formalisées des expressions intervenant dans le
lemme. L�expression �(�; �) presque standard dans 
0�s�écrit

9stK; sous-ensemble compact de 
0 : (�; �) 2 K:

De même que �" > 0 in�nitésimal�s�écrit

8st"0 > 0; " � "0;

et � u perturbation de u0�s�écrit

8stV (voisinage de u0); u 2 V:

Dire �t > 0 illimité�revient à dire

8stT t � T:

En�n, le résultat �dis((x(t); y(t));A) ' 0�est équivalent à

8stO voisinage de A; (x(t); y(t)) 2 O

Ainsi, la caractérisation de la stabilité asymptotique semiglobale quand "! 0
et u proche de u0 est donnée dans le lemme par

8(�; �) 8" 8u 8t (9stK 8st"0 8stV 8stT P ) 8stO (x(t); y(t)) 2 O);
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où P est la formule interne �(�; �) 2 K, " � "0, u 2 V et t � T�. Ici, u0
est un paramètre standard de U , "0 et T sont des réels positifs, V est parmi
les voisinages de u0, K et O sont des sous-ensembles. D�après la deuxième
formule de (A.1), on a

8K 8O 9fin"00 9finV 0 9finT 0
8(�; �) 8" 8u 8 t (8"0 2 "00 8V 2 V 0 8T 2 T 0 P ) (x(t); y(t)) 2 O):

Par ailleurs, les ensembles "00, V
0 et T 0 étant �nis, il existe "0, V et T tels que

"0 = min "
0
0, V = \

v2V 0
v et T = maxT 0. La dernière formule devient

8K 8O 9"0 9V 9T 8(�; �) 8" 8u 8t (P ) (x(t); y(t)) 2 O):

C�est la dé�nition 4.3.3.

Voici la caractérisation de PAS quand " ! 0 que nous utiliserons dans
nos résultats.

Lemme 4.6.2 Supposons que u0 est standard. Un sous-ensemble A borné
standard de 
0 est PAS pour le système (4.6) quand "! 0 et u proche de u0
si, et seulement si, il existe un voisinage compact standard K �
0 de A tel
que pour tout (�; �) 2 K, tout " > 0 in�nitésimal, toute perturbation u de u0
et tout t > 0 illimité, toute solution (x(t); y(t)) de (4.6) de condition initiale
(�; �) véri�e dis((x(t); y(t));A) ' 0.

4.6.2 Enoncés externes

Les théorèmes 4.6.3 et 4.6.4 ci-dessous sont des énoncés externes des théo-
rèmes 4.1.1 et 4.1.2 lorsque (
0; F0; G0; �0; �0) est standard. Ils sont démon-
trés dans le paragraphe 4.7.

Théorème 4.6.3 Soit (
0; F0; G0; �0; �0) 2 T standard et � : Y ! Rn une
fonction standard continue. Supposons que les hypothèses T1 à T4 sont vé-
ri�ées et que �0 est dans le bassin d�attraction de �(�0). Soit M un sous-
ensemble fermé standard de �Y qui soit positivement invariant pour l�équation
lente (1.4). Supposons queM est asymptotiquement stable pour (1.4) et que
�0 est dans son bassin d�attraction. Soit ~x(�) et �y(t) les solutions respectives
de l�équation de la couche limite (1.5) et du problème réduit (1.6). Soit " > 0
in�nitésimal et (
; F;G; �; �) une perturbation de (
0; F0; G0; �0; �0). Alors
toute solution (x(t); y(t)) de (1.1) est dé�nie pour tout t � 0 et il existe ! > 0
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et !0 > 0 tels que

"! ' 0; !0 ' +1;
x("�) ' ~x(�) pour 0 � � � !;
x(t) ' �(�y(t)) pour t 2 ["!; !0]
y(t) ' �y(t) pour t 2 [0; !0];
8t � !0 9yt 2M : y(t) ' yt;
et x(t) ' �(yt)):

(4.9)

Théorème 4.6.4 Soit (
0; F0; G0; �0; �0) 2 T standard. Supposons que les
hypothèses P1 à P4 sont véri�ées et que �0 est dans le bassin d�attraction
de ��0. SoitM un sous-ensemble fermé standard de �Y qui soit positivement
invariant pour l�équation lente (2.1). Supposons queM est asymptotiquement
stable pour (1.4) et que �0 est dans son bassin d�attraction. Soit ~x(�) et �y(t)
les solutions respectives de l�équation de la couche limite (1.5) et du problème
réduit (2.2). Soit " > 0 in�nitésimal et (
; F;G; �; �) une perturbation de
(
0; F0; G0; �0; �0). Alors toute solution (x(t); y(t)) de (1.1) est dé�nie pour
tout t � 0 et il existe ! > 0 et !0 > 0 tels que

"! ' 0; !0 ' +1;
x("�) ' ~x(�) pour 0 � � � !;
y(t) ' �y(t) pour t 2 [0; !0];
dis(x(t);��y(t)) ' 0 pour t 2 ["!; !0];
8t � !0 9yt 2M : y(t) ' yt;
et x(t) ' �yt :

(4.10)

Nous montrons par exemple comment le théorème 4.6.3 se ramène au
théorème 4.1.1. De la même manière, on peut établir que le théorème 4.1.2
se déduit du théorème 4.6.4.
Preuve. Soit F la formule : �toute solution (x(t); y(t)) de (1.1) est dé�nie
pour tout t � 0 et il existe ! > 0 et !0 > 0 tels que (4.1)�. Désignons par F 0

la formule �toute solution (x(t); y(t)) de (1.1) est dé�nie pour tout t � 0 et il
existe ! > 0 et !0 > 0 tels que (4.9)�. La formule F 0 est équivalente à la for-
mule 8st� F . Notons respectivement par u et u0 les éléments (
; F;G; �; �) et
(
0; F0; G0; �0; �0) de T . D�autre part, dire que �" est in�nitésimal�équivaut
à dire que �8st "�, " < "��. De même, dire �u est une perturbation de u0�re-
vient à dire �u est dans tout voisinage standard V de u0�. Le théorème 4.6.3
se formalise comme suit :

8" 8u (8st"� 8stV " < "� & u 2 V ) 8st� F): (4.11)

Ici, u0 est un paramètre standard, u compte parmi les éléments de T , tandis
que " et "� font partie des réels strictement positifs et V est parmi les voi-
sinages de u0. En utilisant la première formule de réduction de (A.1), (4.11)
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est équivalente à

8� 9�n"�0 9�nV 0 8" 8u (8"� 2 "�0 8V 2 V 0 " < "� & u 2 V ) F):

Les ensembles "�0 et V 0 étant �nis, il existe "� > 0 et V tels que "� est le plus
petit élément de "�0 et V = \

v2V 0
v. La dernière formule est équivalente à

8� 9"� 9V 8" 8u (" < "� & u 2 V ) F):

Par conséquent, l�énoncé du théorème 4.1.1 est vrai pour tout u0 standard.
Par transfert, il est établi pour tout u0.
Les énoncés externes des théorèmes 4.4.1 et 4.4.2 sont :

Théorème 4.6.5 Sous les hypothèses du théorème 4.6.3, le sous-ensemble
�(M)�M de la variété lente est PAS pour le système (1.1) pour tout " > 0
in�nitésimal et toute perturbation (
; F;G) de (
0; F0; G0).

Théorème 4.6.6 Sous les hypothèses du théorème 4.6.4, le sous-ensemble
[

y2M
(�y � fyg) de 
0 est PAS pour le système (1.1) pour tout " > 0 in�nité-

simal et toute perturbation (
; F;G) de (
0; F0; G0).

Les preuves de ces deux derniers théorèmes sont données dans le para-
graphe suivant.

4.7 Preuve des énoncés externes

4.7.1 Preuve du théorème 4.6.3

Soit (x(t); y(t)) une solution du problème (1.1). D�après les hypothèses
du théorème 1.2.2, il existe un réel illimité ! > 0 tel que

"! ' 0;
x("�) ' ~x(�) pour 0 � � � !;
x(t) ' �(�y(t)) pour "! � t � T;
y(t) ' �y(t) pour 0 � t � T;

(4.12)

où T est un réel positif dans l�intervalle positif de dé�nition de la solution �y(t)
du problème réduit (1.6). Etant donné que �0 est dans le bassin d�attraction
deM, la solution �y(t) est dé�nie pour tout t � 0 et véri�e dis(�y(t);M) ' 0
pour t ' +1. Par conséquent, les approximations (4.12) demeurent vraies
pour tout T > 0 limité. D�après le lemme de Robinson, les deux dernières
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approximations de (4.12) restent vraies jusqu�à un réel positif !0 illimité. Ceci
prouve les quatre premières approximations de (4.9).

On a y(!0) ' �y(!0) 'M et x(!0) ' �(�y(!0)) par continuité de la fonction
standard �. Considérons alors la solution partant du point (x(!0); y(!0)).
Soit y!0 la partie standard de y(!0). Bien sûr, y!0 2 M. Puisque M est
positivement invariant, la trajectoire positive de la solution maximale de
l�équation lente (1.4) de condition initiale y!0 est entièrement dans M. On
applique de nouveau le théorème 1.2.2 pour obtenir

y(!0 + k) ' y!0+k 2M; (4.13)

x(!0 + k) ' �(y!0+k) pour tout k � 0 limité :

Supposons qu�il existe s � !0 tel que y(s) 6' M. Alors il existerait un réel
standard b > 0 tel que, d�une part, l�ensemble A = fy 2 Rm : dis(y;M) � bg
soit inclus dans le bassin d�attraction deM et d�autre part, il existe � � !0

tel que dis(y(�);M) = b. Soit � la plus petite valeur d�un tel � (� existe par
compacité de A). Ainsi, dis(y(�);M) = b. Comme y(t) est presque standard
dans �Y pour tout t dans [!0; �] et que x(!0) ' �(y(!0)), nous utilisons1 le
lemme A.6.1 (annexe A.6) pour en déduire que x(t) ' �(y(t)) pour tout
t dans [!0; �]. Notons d�autre part que le temps k0 := � � !0 pris pour
aller de (x(!0); y(!0)) à (x(�); y(�)) est positif illimité. En e¤et, si tel n�était
pas le cas, d�après (4.13) on aurait y(!0 + k0) ' M, i.e. y(�) ' M, ce
qui est contradictoire. A présent, la solution partant de (x(�); y(�)) véri�e
y(� + k) 2 A pour tout k dans [�k0; 0]. Soit �y(k) la solution de l�équation
lente (1.4) de condition initiale �y(0) = y0(�), où y0(�) est la partie standard
de y(�). Le lemme A.6.2 assure que y(�+ k) ' �y(k) pour tout k � 0 limité.
Par le lemme de Robinson, il existe k1 < 0 illimité tel que y(�+ k1) ' �y(k1).
On peut choisir k1 tel que �k0 � k1. Par conséquent, �y(k1) est dans A, donc
dans le bassin d�attraction de M. Le lemme 0.0.4 donne �y(k1 + k) ' M
pour tout k > 0 illimité. En particulier, pour k = �k1, on a �y(0) ' M. Or
�y(0) = y0(�) et y0(�) ' y(�), donc y(�) ' M. C�est une contradiction avec
la dé�nition de �. Au bout du compte, (4.13) est véri�ée pour tout k � 0 ce
qui prouve les dernières approximations de (4.9).

1 les Lemmes A.6.1 et A.6.2 (voir dans [37] et dans Annexe A.6) sont essentiels. Ils
assurent que la solution reste près de la variété lente en étant approchée par une solution
de l�équation lente.
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4.7.2 Preuve du théorème 4.6.4

Soit (x(t); y(t)) une solution du problème (1.1). D�après les hypothèses
du théorème 2.2.1, il existe un réel ! > 0 tel que

"! ' 0;
x("�) ' ~x(�) pour 0 � � � !;
y(t) ' �y(t) pour 0 � t � L;
x(t) ' ��y(t) pour "! � t � L;

(4.14)

pour tout L > 0. Le réel �0 étant dans le bassin d�attraction deM, la solution
du problème réduit �y(t) est dé�nie pour tout t � 0 et véri�e dis(�y(t);M) ' 0
pour tout t ' +1. Les approximations (4.14) sont vraies pour tout L > 0
limité. Elles le demeurent, par Robinson, jusqu�à un certain !0 illimité, d�où
les quatre premières approximations de (4.10). Ainsi, y(!0) ' �y(!0) ' M
et x(!0) ' ��y(!0) ' �y(!0) par continuité des �y par rapport à y. Comme
dans la preuve précédente, le fait queM � �Y est positivement invariant et
l�application du théorème 2.2.1 à la solution partant du point (x(!0); y((!0))
conduisent aux approximations

y(!0 + k) ' y!0+k 2M; (4.15)

x(!0 + k) ' �y!0+k pour tout k � 0 limité :

Un raisonnement par l�absurde identique au précédent �nit de démontrer
le théorème mais les lemmes A.6.1 et A.6.2 sont remplacés par les lemmes
essentiels 2.3.1 et 2.3.2.

4.7.3 Preuves des théorèmes 4.6.5 et 4.6.6

Soit a > 0 la borne uniforme déduite de la remarque 0.0.5 appliquée à
l�équation rapide. Soit b > 0 un réel standard tel que le voisinage compact
fy 2 Rm : dis(y;M) � bg de M est dans le bassin d�attraction de M.
Considérons alors le voisinage compact de �(M)�M dé�ni par

K =f(x; y) 2 
0 : jjx� �(y)jj � a=2; dis(y;M) � bg:

Soit (
; F;G) 2 U une perturbation de (
0; F0; G0) et " > 0 in�nitésimal.
Puisque 
 contient tous les éléments presque standard dans 
0, on a que
K �
. Soit (�; �) un point arbitraire de K. Nous voulons montrer que toute
solution (x(t); y(t)) de (1.1) de condition initiale (�; �) est dé�nie pour tout
t � 0 et véri�e (x(t); y(t)) ' �(M) �M pour tout t ' +1. Soit (�0; �0)
standard tel (�; �) ' (�0; �0). Par compacité, (�0; �0) 2 K. Le théorème 4.6.3
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et la construction de K impliquent que (x(t); y(t)) est dé�nie pour tout t � 0
et il existe !0 ' +1 tel que

y(t) ' �y(t) pour 0 � t � !0;
x(t) ' �(�y(t)) pour 0 < t � !0;
dis(y(t);M) ' 0 pour t � !0;
dis(x(t); �(M)) ' 0 pour t � !0;

(4.16)

où �y(t) est la solution du problème réduit (1.6). Par conséquent, pour t �
!0, on a (x(t); y(t)) ' �(M) �M. D�autre part, puisque dis(�0 ;M) < b,
la stabilité asymptotique de M implique que dis(�y(t);M) ' 0 pour tout
t ' +1. Ceci est vrai en particulier pour tout t illimité tel que 0 < t �
!0. Selon les deux premières approximations de (4.16), on en déduit que
dis(y(t);M) ' dis(�y(t);M) ' 0 et dis(x(t); �(M)) ' 0 pour tout t illimité
tel que 0 < t � !0. Le théorème 4.6.5 est prouvé.
La preuve du théorème 4.6.6 peut être menée de manière analogue. Il

su¢ t de choisir

K =f(x; y) 2 
 : dis(x;�y) � a=2; dis(y;M) � bg

comme voisinage compact de [
y2M

(�y � fyg) où a et b sont choisis comme
dans la preuve précédente. Pour tout (�; �) 2 K, le Thèorème 4.6.4 conduit
au résultat.
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Introduction
Cycles avec relaxation
Le théorème de Pontryagin-Rodygin présente un inconvénient : contrai-

rement au théorème de Tikhonov, on ne sait pas en général déterminer ex-
plicitement l�équation lente. Le calcul de la moyenne sur les cycles requiert
la localisation de ces cycles et la connaissance de leurs périodes, ce qui est
souvent un problème. Remarquons que les deux méthodes utilisées dans le
chapitre 3, au paragraphe 3.3, ne sont pas non plus d�un grand secours car
elles sont basées sur des théorèmes d�existence comme le théorème des fonc-
tions implicites. Une situation intéressante où l�on sait localiser les cycles et
estimer leurs périodes est celle des cycles dits lents-rapides (voir par exemple
[6]). Ce sont des cycles bidimensionnels avec relaxation, dont les branches
lentes �épousent�certaines branches de la variété lente. Le système d�équa-
tions di¤érentielles

"� _x1 = f1(x1; x2; y; �; ");
" _x2 = f2(x1; x2; y; �; ");
_y = g(x1; x2; y; �; ");

(4.17)

est un système à trois échelles de temps pour lequel l�équation rapide

�dx1=d� = f1(x1; x2; y; �; 0);
dx2=d� = f2(x1; x2; y; �; 0);

(4.18)

est elle-même un système lent-rapide. Si l�on admettait que l�on a une con�-
guration telle que pour � assez petit l�équation (4.18) admet un unique cycle
�y;� asymptotiquement stable uniformément par rapport à y dans un domaine
compact, on serait tenté d�appliquer le théorème de Pontryagin-Rodygin pour
a¢ rmer que la dérive de la composante y(t; �; ") de (4.17) est approchée par
la solution de la moyenne

_y =
G(y; �)

P (y; �)
:=

1

P (y; �)

P (y;�)Z
0

g(x�1(�; y; �); x
�
2(�; y; �); y; �; 0)d�

où (x�1(�; y; �); x
�
1(�; y; �)) est une solution P (y; �)-périodique d�orbite �y;�.

Après quoi, on remarquerait que �y;� est caractérisée par des phases lentes et
rapides proches successivement des arcs de courbes et des segments formant
la courbe fermée �y;0. On pourrait en tirer une approximation de la période
P (y; �) et de G(y; �) en négligeant les phases rapides.
Voici des contraintes qui apparaissent dans une telle approche : d�abord

un coup d�oeil sur le théorème de Pontryagin-Rodygin [56] et sur sa refor-
mulation dans [63] montre que son application directe dans notre cas de
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�gure ne coule pas de source. Par exemple, dans ces théorèmes, l�équation
rapide ne dépend pas (singulièrement) d�un paramètre. Notons ensuite que la
courbe fermée �y;0 n�est un cycle pour aucune équation et que pour que �y;�
existe pour � petit cela nécessiterait plus de conditions de régularité comme
l�unicité des solutions. Rien n�assure par ailleurs que le cycle est localement
unique (en fait unique dans la théorie de Pontryagin-Rodygin). On ne pourra
pas éviter de tenir compte des trois dynamiques d�un tel système si on veut
trouver une équation qui décrit la dérive de la composante lente. La courbe
fermée �y;0 est appelée par certains auteurs cycle singulier ou pseudo-cycle.
Tout en gardant à l�esprit ce fait, nous �nirons par parler simplement de
cycle lent-rapide.
Pour notre part, dans le premier des deux chapitres de cette partie, nous

proposons d�écrire rigoureusement un résultat �à la Pontryagin-Rodygin�
pour deux con�gurations où les cycles lents-rapides présentent deux branches
lentes et deux branches rapides. Ce sont en réalité deux paradigmes et la gé-
néralisation à plusieurs branches est immédiate. Ce chapitre est entièrement
formulé en non standard. Nous n�exigerons pas l�existence d�un vrai cycle
�y;� proche du cycle lent-rapide �y;0 pour � ' 0. Les con�gurations étudiées
entraîneront une propriété de stabilité pratique du cycle lent-rapide qui suf-
�ra pour la suite. L�étude commencera par poser le problème et détailler le
comportement des solutions du sous-système (4.18). Nous indiquons l�expres-
sion de l�équation moyennisée qui décrira la variation de la composante lente
pendant que la trajectoire du système (4.17) s�enroule autour de la surface
engendrée par les cycles lents-rapides. Le résultat principal est démontré en
s�appuyant sur deux lemmes assez techniques dont l�un est basé sur la stro-
boscopie. Des exemples avec simulations numériques illustrent ce résultat.
Le deuxième paradigme présente le phénomène de retard à la bifurcation
(solution canard). Une des branches lentes du cycle continue de longer ap-
préciablement une partie répulsive de la variété lente avant de s�en éloigner
selon une relation entrée-sortie que nous déterminons.

Sur les modèles de compétition en dynamique des populations
Les travaux de Lotka [44] en 1925 et Volterra [74] en 1926 sont considérés

comme l�origine de l�étude mathématique de la dynamique proie-prédateur.
Dans ce même article, Volterra a¢ rmait que la coexistence (i.e. la non ex-
tinction à long terme) de plusieurs espèces de prédateurs en compétition
sur moins d�espèces de proies est impossible. Ce fait fut appelé bien plus
tard principe de l�exclusion compétitive. Hardin [22] par exemple écrivait
précisément que deux ou plusieurs espèces présentant des modes d�utilisa-
tion des ressources identiques ne peuvent coexister dans un environnement
stable, la plus apte éliminant l�autre. Certaines observations dans la nature
semblaient toutefois contredire ce principe (voir par exemple [29]). A l�aide
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de simulations numériques, Koch [33] en 1974 montre la possibilité d�une
coexistence de deux prédateurs2 exploitant la même proie dans un environ-
nement constant et uniforme. Il utilise une réponse fonctionnelle non linéaire
dite de Michaelis-Menten ou de Holling. Une telle coexistence s�observe au-
tour d�une orbite périodique dans l�orthant positif plutôt qu�autour d�un
point d�équilibre. Deux ans plus tard, Armstrong et McGehee , [48, 4] ont
formulé mathématiquement le résultat essentiel qui dit que la persistance
n�a pas forcément lieu sous forme d�un équilibre. A partir de là, un grand
nombre d�articles apparaissent et où il est mis en évidence numériquement
ou théoriquement une persistance de deux ou plusieurs compétiteurs sur un
moindre nombre de proies autour d�orbites périodiques ou d�attracteurs plus
complexes [28, 35, 39, 40, 41, 42, 47].
Le deuxième chapitre de cette partie est une étude d�un modèle de compé-

tition en dynamique de population de dimension quatre. Le point de départ
se trouve dans certains exposés de C. Lobry3 [43] qui a réussi à construire un
modèle où trois espèces x1, x2 et x3 sont en compétition sur une seule proie s,
la coexistence des deux dernières semblant possible au travers de simulations
numériques, pendant que s et x1 oscillent. C�est un modèle à trois échelles de
temps qui correspond au premier paradigme du chapitre précédent. La proie
s se développe nettement plus vite que le premier prédateur x1 qui, lui, se dé-
veloppe nettement plus vite que les deux autres compétiteurs x2 et x3. Nous
commençons par décrire théoriquement ce modèle en déterminant le système
moyennisé qui décrit l�évolution du couple (x2; x3) pendant les oscillations
de s et x1. Nous détaillons l�exemple de Lobry pour lequel les simulations
montrent une coexistence. Nous proposons un modèle légèrement modi�é et
nous établissons des conditions su¢ santes de persistance des quatre espèces
interagissant dans ce modèle. Ce passage est illustré par un certain nombre
d�exemples et de simulations numériques.

2On aura compris qu�en parlant d�un nombre de prédateurs ou de proies, on sous-entend
le nombre d�espèces.

3Par exemple durant l�école-symposium Perturbations Singulières et Applications à la
Théorie du Contrôle, tenue à Tlemcen - Algérie en janvier 2006 et puis récemment à l�école
CIMPA Mathématiques pour l�Ecoulement et l�Epuration de l�Eau toujours à Tlemcen en
mai 2008.
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Chapitre 5

Cycle lent-rapide

5.1 Le problème et ses hypothèses

Considérons le système à trois échelles de temps

"� _x1 = f1(x1; x2; y);
" _x2 = f2(x1; x2; y);
_y = g(x1; x2; y);

(5.1)

où nous supposerons les fonctions f1, f2 et g standard et continues dans
R� R� Rn et les réels positifs " et � in�nitésimaux. Notons les hypothèses
par la lettre A.
A1 : Il existe un compact K standard de Rn d�intérieur non vide tel que, pour
tout y 2 K, les isoclines nulles f1 = 0 et f2 = 0 ont l�allure schématisée sur
la �gure.5.1. Elles partagent le plan (x1ox2) en quatre régions où le champ a
les signes indiqués dans la �gure.
Dans le repère d�abscisse x1 et d�ordonnée x2, la �gure dit simplement que

l�isocline f1 = 0, pour tout y dans K, est une courbe x2 = �(x1; y) continue
présentant un minimum local et un maximum local (une cubique à deux
bosses par exemple). Les valeurs des extrema �1(y) et �2(y) sont des fonctions
continues de y. D�autre part, l�isocline f2 = 0 coupe transversalement f1 =
0 en un unique point Ey qui se trouve pour tout y 2 K entre les points
extrémaux à une distance appréciable. Les branches décroissantes 1 de �
sont notées x1 =  1(x2; y) et x1 =  2(x2; y) dé�nies respectivement pour x2
dans ]�1; �2(y)] et dans [�1(y);+1[. De cette hypothèse, il résulte que pour
tout y dans K, le champ de

�dx1=d� = f1(x1; x2; y);
dx2=d� = f2(x1; x2; y);

(5.2)

1Nous préférons exprimer x1 en fonction de x2 et y pour des raisons qui apparaissent
dans la suite du travail.
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f2=0f1=0

x1=ψ1(x2,y)
x1=ψ2(x2,y)

ξ1 (y)

ξ2 (y)

x'1>0
x'2>0

x'1>0
x'2<0

x'1<0
x'2>0

x'1<0
x'2<0

x1

x2

Ey

Fig. 5.1 �Isoclines nulles et signes du champ de (5.2) pour y constant.

où � =
t

"
, est quasi-rectiligne parallèlement à l�axe (ox1) en tout point non

in�niment proche de la variété f1 = 0, dans le sens des x1 croissants en
bas et décroissants en haut. On sait démontrer [45, 49] que l�orbite d�une
solution Ŝ(�) = (x̂1(�); x̂2(�)) de (5.2), partant d�un point P (voir �gure.5.2
) arrive en un temps in�nitésimal in�niment près d�un point Q de la courbe
f1 = 0 (phase rapide) qu�elle traverse. Elle longe ensuite moins vite cette
courbe jusqu�à s�approcher in�niment de B (phase intermédiaire). L�allure
du champ l�empêche de s�écarter de la courbe avant B. Elle saute alors quasi-
horizontalement en C, longe CD puis saute en A. A partir de là, Ŝ(�) évolue
autour de la courbe fermée ABCD. Rappelons que cette courbe dépend de
y 2 K.
Dans ce cas de �gure, cette approche qualitative classique permet en

plus de montrer, pourvu que l�on ait unicité des solutions, que l�application
de premier retour envoie un segment standard contenant P sur un segment
in�niment petit autour du pointM . Il en découle l�existence d�un cycle limite
de (5.2), d�après le théorème du point �xe. Nous n�exigerons pas l�existence
du cycle mais nous travaillerons avec la courbe fermée ABCD, dépendant de
y, et que l�on notera �y.
Quantitativement, pour tout y �xé dans K, les phases rapides et lentes

de Ŝ(�) sont respectivement proches des solutions des équations

dx1
d�

= f1(x1; x2; y); x2; y paramètres ; (5.3)
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A

B

MD

Q
P

C

Fig. 5.2 �Un exemple de trajectoire de (5.2).

dx2
d�

= f2( i(x2; y); x2; y); i = 1; 2; y paramètre ; (5.4)

où � =
�

�
. On rappelle ici, dans une proposition, l�essentiel de la démarche

qui donne des approximations de Ŝ(�), sous les hypothèses suivantes selon le
théorème de Tikhonov.
A2 : Pour tout y et tout x2, l�équation (5.3) a la propriété d�unicité.
A3 : Pour tout y, l�équation (5.4) a la propriété d�unicité.
Une conséquence de l�hypothèse A1 est que x1 =  i(x2; y) sont des points

d�équilibre de (5.3) et ils sont asymptotiquement stables. Plus exactement :

Conséquence 1 : Pour tout y 2 K, y standard, le point d�équilibre
x1 =  1(x2; y) (respectivement x1 =  2(x2; y)) de (5.3) est asymptotique-
ment stable uniformément par rapport à x2, pour tout x2 limité tel que
x2 � �2(y) (respectivement x2 � �1(y)).

Proposition 5.1.1 Soit f1, f2 des fonctions standard continues dans R �
R� Rn. Supposons satisfaites les hypothèses A1 à A3. Soit y standard dans
K. Alors une solution Ŝ(�) de (5.2) atteint en un temps in�nitésimal un �-
voisinage de �y puis évolue autour �y pour � limité en étant successivement
approchée par les solutions des équations

dx1
d�

= f1(x1; �i(y); y);

de condition initiale  j(�i(y); y), i; j = 1; 2; i 6= j et

dx2
d�

= f2( i(x2; y); x2; y);
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de condition initiale �i(y), i = 1; 2. De plus, la trajectoire de Ŝ(�) e¤ectue
un tour de �y en un temps

p(y) ' P (y) =

�2(y)Z
�1(y)

dx2
f2( 1(x2; y); x2; y)

+

�1(y)Z
�2(y)

dx2
f2( 2(x2; y); x2; y)

: (5.5)

Preuve. 1) Soit y standard dans K. Soit P = (�1; �2) 2 R2 de partie
standard (o�1;o �2). Pour �xer les idées, on supposera comme sur la �gure.5.2
que o�1 est dans le bassin d�attraction du point d�équilibre x1 =  1(

o�2; y)
de (5.3) (d�après la conséquence 1). Soit ~x1(�) la solution, dé�nie pour tout
� � 0, de

dx1
d�

= f1(x1;
o �2; y);

de condition initiale o�1. Soit �x2(�) la solution, dé�nie pour tout x2 � �2(y)
limité, de

dx2
d�

= f2( 1(x2; y); x2; y);

de condition initiale o�2. Soit Ŝ(�) = (x̂1(�); x̂2(�)) une solution de (5.2)
de condition initiale P . Alors, d�après le théorème de Tikhonov, il existe
!1 ' +1 et �1 > 0 tels que

�!1 ' 0;
x̂1(��) ' ~x1(�); x̂2(��) 'o �2 pour tout � 2 [0; !1];
x̂1(�!1 + � ) '  1(�x2(�); y); x̂2(�!1 + �) ' �x2(�) pour tout � 2 [0; �1];
�x2(�1) ' �2(y):

On a longé PQ puis QB sur la �gure.

2) Soit � =
� � �1
�

. Soit ~x11(�) la solution de

dx1
d�

= f1(x1; �2(y); y);

de condition initiale  1(�2(y); y). Soit �x21(�) la solution de

dx2
d�

= f2( 2(x2; y); x2; y);

de condition initiale �2(y). Alors, il existe !2 ' +1 et �2 > 0 tels que

�!2 ' 0;
x̂1(�1 + ��) ' ~x11(�); x̂2(�1 + ��) ' �2(y) pour tout � 2 [0; !2];
x̂1(�1 + �!2 + � ) '  2(�x21(�); y);
et x̂2(�1 + �!2 + �) ' �x21(�) pour � 2 [0; �2];
�x21(�2) ' �1(y):
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On a longé BC puis CD.

3) Soit � =
� � �2
�

. Soit ~x12(�) la solution de

dx1
d�

= f1(x1; �1(y); y);

de condition initiale  2(�1(y); y). Soit �x22(�) la solution de

dx2
d�

= f2( 1(x2; y); x2; y);

de condition initiale �1(y). Alors, il existe !3 ' +1 et �3 > 0 tels que

�!3 ' 0;
x̂1(�2 + ��) ' ~x12(�); x̂2(�2 + ��) ' �1(y) pour tout � 2 [0; !3];
x̂1(�2 + �!3 + � ) '  1(�x22(�); y);
et x̂2(�2 + �!3 + �) ' �x22(�) pour � 2 [0; �3];
�x22(�3) ' �2(y):

On a longéDA puisAB. Ainsi de suite, pour les temps limités ultérieurs, Ŝ(�)
évolue près de �y, ses composantes étant donc approchées par les solutions
de

dx1
d�

= f1(x1; �i(y); y);

de condition initiale  j(�i(y); y), i; j = 1; 2; i 6= j et de

dx2
d�

= f2( i(x2; y); x2; y);

de condition initiale �i(y), i = 1; 2.
A présent, si on suppose par exemple que P ' A, i.e. �1 '  1(�2; y),

�2 ' �1(y), alors en ajustant les temps du raisonnement précédent on voit
que Ŝ(�) fait le tour de �y au bout d�un temps

p(y) =

Z
�y

d� ' �1 + �!2 + �2 + �!3;

avec �!2 ' 0 et �!3 ' 0. Ainsi

p(y) ' �1 + �2 =: P (y) =

Z
AB

d� +

Z
CD

d�:

De l�équation (5.4), on déduit alors l�approximation (5.5).



74 CHAPITRE 5. CYCLE LENT-RAPIDE

Conséquence 2 : On constate la propriété suivante de l�objet standard �y :
�y est semi-globalement pratiquement asymptotiquement stable (SGPAS)
pour (5.2) quand � ' 0 i.e. pour tout y standard dans K, tout (�1; �2) limité
di¤érent du point d�équilibre Ey de (5.2), tout � ' 0 et tout � ' +1, toute
solution de (5.2) de condition initiale (�1; �2) véri�e dis(Ŝ(�);�y) ' 0. On
notera parfois Ŝ(�) ' �y.

On dé�nit l�équation standard

_y =M(y); (5.6)

où y 2 �K, l�intérieur de K, avec

M(y) :=
1

P (y)
)
2P
i=1

�i+1(y)Z
�i(y)

g( i(x2; y); x2; y)

f2( i(x2; y); x2; y)
dx2;

où �3(y) = �1(y)

A4 : L�équation (5.6) a la propriété d�unicité des solutions pour toute condi-
tion initiale �xée. La fonction P (y) est continue.
Considérons le problème de Cauchy consistant en le système (5.1) avec

la condition initiale (�1; �2; �). On se réfère à l�équation de la couche limite
rapide

dx1
d�

= f1(x1;
o �2;

o �); (5.7)

de condition initiale o�1, à l�équation réduite intermédiaire

dx2
d�

= f2( i(x2;
o �); x2;

o �); (5.8)

de condition initiale o�2 et à l�équation réduite lente

dy

dt
=M(y); (5.9)

de condition initiale o�.
A5 : (o�1; o�2) 6= Eo� et o� 2 �K.
Remarquons que nous pouvons considérer x1 comme variable d�intégra-

tion dans les expressions de P (y) et M(y). Nous obtenons les formules ci-
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dessous

M(y) =
1

P (y)

�2(y)Z
�1(y)

g(x1; �(x1; y); y)
@�

@x1
(x1; y)dx1

f2(x1; �(x1; y); y)

+

�4(y)Z
�3(y)

g(x1; �(x1; y); y)
@�

@x1
(x1; y)dx1

f2(x1; �(x1; y); y)
;

P (y) =

�2(y)Z
�1(y)

@�

@x1
(x1; y)dx1

f2(x1; �(x1; y); y)
+

�4(y)Z
�3(y)

@�

@x1
(x1; y)dx2

f2(x1; �(x1; y); y)

(5.10)

après le changement de variable x2 = �(x1; y) avec �1(y) =  1(�1(y)), �2(y) =
 1(�2(y)), �3(y) =  2(�1(y)), �4(y) =  2(�2(y)) (voir aussi les exemples de la
page 80).

5.2 Le résultat

Notons par (S(t); y(t)) = (x1(t); x2(t); y(t)) les solutions de (5.1). Nous
allons décrire le comportement de ces solutions dans le théorème suivant. En
réalité, les trois premières assertions sont une application directe du théorème
de Tikhonov. Le dernier point est le résultat proprement dit.

Théorème 5.2.1 Soit f1, f2 et g des fonctions standard continues dans
R � R� Rn. Soit (�1; �2; �) limité dans R � R� Rn, de partie standard
(o�1;

o �2;
o �). Supposons satisfaites les hypothèses A1 à A5. Soit ~x1(�) et

�x2(�) les solutions respectives de (5.7) et (5.8). Soit y0(t) la solution de (5.9)
dé�nie sur un intervalle standard [0; T ]. Soit " > 0, � > 0 deux réels in-
�nitésimaux. Alors toute solution (S(t); y(t)) de (5.1) de condition initiale
(�1; �2; �) est dé�nie au moins sur [0; T ] et il existe ! ' +1, �� > 0, i = 1; 2
tels que

i) �! ' 0;
ii) S("��) ' (~x1(�);o �2); y("��) 'o � pour tout � 2 [0; !];
iii) x1("�) '  i(�x2(�);

o �) pour tout � 2 [�!; �� ];
x2("�) ' �x2(�); y("�) 'o � pour tout � 2 [0; �� ];

iv) S(t) ' �y0(t) pour tout t 2 ["�� ; T ];
y(t) ' y0(t) pour tout t 2 [0; T ]:
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Remarque 5.2.2 On pourrait montrer de plus qu�une trajectoire de (5.1)
qui est in�niment proche de la variété G engendrée par les �y, y 2 K, à un
instant �t, reste in�niment près de �y0(�t) en oscillant rapidement autour avec
une période proche de "P (y0(�t)) en présentant un phénomène de relaxation.

5.3 Lemmes préliminaires

Etablir le théorème principal consiste à montrer d�abord qu�une trajec-
toire de (5.1) atteint rapidement un voisinage in�nitésimal de la variété
G = [

y2K
(�y � fyg) engendrée par les cycles lents-rapides. Il faudra ensuite

s�assurer qu�une telle trajectoire reste in�niment proche de G tant que la
composante y(t) est loin du bord de K (lemme 5.3.1). En�n, on montrera
par stroboscopie que cette composante y(t) est approchée par la solution de
l�équation moyennisée (5.9) (lemme 5.3.2).

Lemme 5.3.1 Supposons satisfaites les hypothèses A1 à A3. Soit (S(t); y(t))
une solution de (5.1) telle que S(t0) ' �y(t0). Supposons que pour tout t 2
[t0; t1], y(t) est presque standard dans �K. Alors, pour tout t 2 [t0; t1], S(t) '
�y(t).

Preuve. Comme fonction de � =
t� t0
"
, (S(t0 + "�); y(t0 + "�)) est solution

de
�dx1=d� = f1(x1; x2; y);
dx2=d� = f2(x1; x2; y);
dy=d� = "g(x1; x2; y);

(5.11)

de condition initiale (S(t0); y(t0)). Nous a¢ rmons d�abord que cette solution
admet les mêmes approximations, tant que � est limité, qu�une solution Ŝ(�)
de

�dx1=d� = f1(x1; x2;
o y(t0));

dx2=d� = f2(x1; x2;
o y(t0));

de condition initiale S(t0) et de paramètre la partie standard oy(t0) de y(t0).

A l�échelle du temps � =
t� t0
"�

=
�

�
, (5.11) s�écrit

dx1=d� = f1(x1; x2; y);
dx2=d� = �f2(x1; x2; y);
dy=d� = "�g(x1; x2; y);

de condition initiale (S(t0); y(t0)). Ce système est une perturbation régulière
de

dx1=d� = f1(x1; x2; y);
dx2=d� = dy=d� = 0;
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de condition initiale (oS(t0);o y(t0)) où oS(t0) = (
ox1(t0);

o x2(t0)) est la partie
standard de S(t0). La phase rapide de (5.11) est donc approchée par l�équa-
tion de la couche limite

dx1
d�

= f1(x1;
o x2(t0);

o y(t0));

de condition initiale ox1(t0). Selon la théorie de Tikhonov, la phase intermé-
diaire est alors décrite par

dx2=d� = f2( i(x2;
o y(t0)); x2; y);

dy=d� = 0;

de condition initiale (ox1(t0);o y(t0)) pour un certain i = 1 ou 2. Ceci montre
l�a¢ rmation et le fait qu�on peut déduire, grâce à une double application du
lemme de l�ombre courte, que pour tout � � 0 limité, (S(t0+"�); y(t0+"�)) '
(Ŝ(�);o y(t0)). Or Ŝ(0) ' S(t0) ' �y(t0) ' �oy(t0) par hypothèse, donc, pour
tout � � 0 limité,

S(t0 + "�) ' �oy(t0); y(t0 + "�) 'o y(t0): (5.12)

Supposons à présent qu�il existe s 2 ]t0; t1] tel que dis(S(s);�y(s)) = 


appréciable. Puisque S(t0) ' �y(t0) et y(t) est presque standard dans �K
pour tout t 2 [t0; s], il existe une plus petite valeur m de s telle que

dis(S(m);�y(m)) = 
. Le temps �0 =
m� t0
"

pris pour aller de (S(t0); y(t0))

à (S(m); y(m)) est, d�après (5.12), nécessairement illimité positif. Considé-
rons alors une solution (S(m+ "�); y(m+ "�)) de (5.1) de condition initiale
(S(m); y(m)). Par une application indirecte du lemme de l�ombre courte, on
obtient que

(S(m+ "�); y(m+ "�)) ' (Ŝ(�); ym) (5.13)

pour tout � � 0 limité, où ym =o y(m) et (Ŝ(�); ym) est une solution de
(5.2) de paramètre ym et de condition initiale (S(m); ym). D�après le lemme
de Robinson, il existe �1 ' �1 que l�on peut choisir tel que ��0 < �1 et
pour lequel (S(m + "�1); y(m + "�1)) ' (Ŝ(�1); ym). D�autre part, d�après la
conséquence 2, Ŝ(�1 + �) ' �ym pour tout � ' +1. En particulier, pour
� = ��1, on obtient S(m) ' Ŝ(0) ' �ym ' �y(m). Ceci contredit le fait que
dis(S(m);�y(m)) = 
.
Remarque : Dans la preuve, arrivé au niveau de l�approximation (5.13), on
pouvait raisonner de manière plus qualitative comme ceci : la demi-trajectoire
négative de Ŝ(�) partant de (S(m); ym) est quasi-horizontale pour � < 0
limité. Elle s�éloigne de �ym et s�en trouve à une distance supérieure à 
.
D�après (5.13), ce sera aussi le cas de S(m+"�), ce qui contredit la dé�nition
de m.
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Lemme 5.3.2 Supposons satisfaites les hypothèses A1 à A4. Soit (S(t); y(t))
une solution de (5.1) telle que y(t0) est presque standard dans �K. Soit y0(t)
la solution de (5.9) de condition initiale oy =o y(t0), dé�nie sur un intervalle
[0; T ]. Soit la collection externe I = ft � t0; (S(t); y(t)) est dé�nie et S(s) '
�y(s) pour tout s 2 [t0; t]g. Alors, [t0; t0 + T ] � I et y(t0 + s) ' y0(s) pour
tout s 2 [0; T ].

Preuve. Dé�nissons le réel � = "minfP (y); y 2 Kg. D�après l�hypothèse
A4, � > 0. Soit tm limité dans I tel que y(tm) presque standard dans �K.
Le problème (5.1) de condition initiale (S(tm); y(tm)) est transformé par le
changement de variables

� =
t� tm
"

; Y (�) =
y(tm + "�)� y(tm)

"
; (5.14)

en le problème
�dx1=d� = f1(x1; x2; y(tm) + "Y );
dx2=d� = f2(x1; x2; y(tm) + "Y );
dY=d� = g(x1; x2; y(tm) + "Y );

(5.15)

de solution (S(tm + "�); Y (�)) et de condition initiale (S(tm); 0). Rappelons
que S(tm) ' �y(tm). Supposons

2 que pour un certain i = 1 ou 2, x1(tm) '
 i(x2(tm); y(tm)), où x2(tm) est dans [�1(ym); �2(ym)[, ym =o y(tm) 2 �K.
Disons que i = 1. Sans perte de généralité, nous allons supposer pour réduire
la longueur du raisonnement que x2(tm) ' �1(ym). Le système (5.15) est un
système lent-rapide dont l�équation réduite est alors, pour Y limité,

dx2=d� = f2( 1(x2; ym); x2; ym);
dY=d� = g( 1(x2; ym); x2; ym);

(5.16)

de condition initiale (ox2(tm); 0). Notons par (�x2(�); �Y (�)) la solution de
(5.16). La première équation de (5.16) n�est autre que l�équation (5.4) de
condition initiale ox2(tm) et de paramètre ym. Il existe donc �1 > 0 tel que
�x2(�1) ' �2(ym). Pour Y limité et � 2 [0; �1], on a d�après le théorème de
Tikhonov

(x1(tm + "�); x2(tm + "�); Y (�)) ' ( 1(�x2(�); ym); �x2(�); �Y (�)): (5.17)

On a alors l�approximation

Y (�1) ' �Y (�1) =

�1Z
0

g( 1(�x2(s); ym); �x2(s); ym)ds: (5.18)

2Si le point (S(tm); y(tm)) était in�niment proche d�une branche horizontale de �y(tm),
il est clair qu�au bout d�un temps in�nitésimal, en comparaison avec l�échelle du temps de
� , on se retrouverait dans ce cas.
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Posons � = (���1)=� et notons par �Y0 la partie standard de �Y (�1). Soit ~x(�)
la solution de

dx1
d�

= f1(x1; �2(ym); �Y0);

de condition initiale  1(�2(ym); ym). Soit (�x21(�); �Y1(�)) la solution de

dx2=d� = f2( 2(x2; ym); x2; ym);
dY=d� = g( 2(x2; ym); x2; ym);

de condition initiale (�2(ym); �Y0). Alors, d�après le théorème de Tikhonov, il
existe ! ' +1 et �2 > 0 tels que �! ' 0 et

S(tm + "�1 + "��) ' (~x(�); �2(ym)); Y (�1 + ��) ' �Y0 pour tout � 2 [0; !];
S(tm + "�1 + "�! + "�) ' ( 2(�x21(�); ym); �x21(�))
et Y (�1 + �! + �) ' �Y1(�) pour tout � 2 [0; �2];
�x21(�2) ' �1(ym):

(5.19)
Pour faire court, on dira que le saut suivant va produire un !1 ' +1 pour
lequel �!1 ' 0 tel qu�en dé�nitive

Y (�1 + �2) ' Y (�1 + �! + �2 + �!1) ' �Y0 +
�2R
0

g( 2(�x21(s); ym); �x21(s); ym)ds

'
�1R
0

g( 1(�x2(s); ym); �x2(s); ym)ds+
�2R
0

g( 2(�x21(s); ym); �x21(s); ym)ds;

(5.20)
d�après la troisième approximation de (5.19) et (5.18). Notons que �1 + �2 =
P (ym).
Sachant d�autre part que d� = dx2=f2, f2 6= 0, (5.20) s�écrit

Y (P (ym) ' H(ym)

:=
2P
i=1

�i+1(ym)Z
�i(ym)

g( i(x2; ym); x2; ym)

f2( i(x2; ym); x2; ym)
dx2

(5.21)

avec �3 = �1. Soit alors l�instant tn = tm + "P (ym). Véri�ons que tn 2 I, i.e.
pour tout s 2 [t0; tn], S(s) ' �y(s). C�est évidemment vrai pour s 2 [t0; tm].
Soit alors s = tm + "� . D�après (5.14), y(s) = y(tm) + "Y (�) ' y(tm) pour
tout � 2 [0; P (ym)]. Or y(tm) est presque standard dans �K et S(tm) ' �y(tm).
D�après le lemme 5.3.1, pour tout s 2 [tm; tn], S(s) ' �y(s). Ainsi, tn est dans
I.
Pour tout tm limité dans I, avec y(tm) presque standard dans �K, on a

donc trouvé tn tel que 0 ' tn � tm � �, [tm; tn] � I et y(s) ' y(tm) pour
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tout s 2 [tm; tn]. D�après (5.14) et (5.21), on a
y(tn)� y(tm)

tn � tm
=
Y (P (ym))

P (ym)
' H(ym)

P (ym)
=M(ym) 'M(y(tm)):

D�après le lemme de stroboscopie, [t0; t0 + T ] � I et y(t0 + s) ' y0(s) pour
tout s 2 [0; T ].

5.4 Preuve du Théorème 5.2.1

Soit (S(t); y(t)) une solution de (5.1) de condition initiale (�1; �2; �).
D�après le théorème de Tikhonov, la trajectoire de (S(t); y(t)) arrive en un
temps in�nitésimal t0 = "�! où �! ' 0, près du point ( i(o�2;o �);o �2;o �)
de la variété lente puis longe celle-ci tant que x2(t) est loin du bord de
] �1; �2(

o�)[ si i = 1 ou de ]�1(o�);+1[ si i = 2. Les approximations sont
alors données par (ii) et (iii). D�autre part, �� dans (iii) peut être choisi assez
grand pour que �x2(��) 2 [�1(o�); �2(o�)] de sorte qu�au bout du temps t1 = "��
in�nitésimal la trajectoire (S(t); y(t)) est in�niment proche de �o� � G.
Supposons alors qu�il existe s 2]t1; T ] tel que y(s) 6' y0(s). Soit r > 0 un
réel standard tel que jy(s) � y0(s)j � r. Etant donné que y0(t) est presque
standard dans �K, on peut dé�nir, pour r standard, un voisinage tubulaire de
(t; y0(t)) sur [0; T ], à savoir B = f(t; y) : t 2 [0; T ]; y 2 �K; jy(t)� y0(t)j < rg
tel que, pour tout (t; y) 2 B, y est presque standard dans �K. Soit alors t2
la plus petite valeur de s pour laquelle jy(t2) � y0(t2)j = r. Sachant que
S(t1) ' �o� , et vue que pour tout s 2 [t1; t2], y(s) est presque standard dans
�K, le lemme 5.3.1 assure que pour tout s 2 [t1; t2], S(s) ' �y(s) � G. Le
lemme 5.3.2 permet alors d�a¢ rmer que pour tout t 2 [0; t2], y(t) ' y0(t).
En particulier, y(t2) ' y0(t2). Ceci contredit le fait que jy(t2) � y0(t2)j = r.
Par conséquent, y(t) est dé�nie au moins sur [0; T ] et véri�e y(t) ' y0(t). De
là, S(t) ' �y(t) ' �y0(t) pour t 2 [t1; T ]. D�où l�assertion (iv).

5.5 Exemples

Exemple 1 : Considérons le système

"� _x1 = f1(x1; x2; y);
" _x2 = f2(x1; x2; y);
_y = g(x1; x2; y);

(5.22)

avec
f1(x1; x2; y) = x2 � x31=3 + x1 � y;
f2(x1; x2; y) = �x1;
g(x1; x2; y) = �x21y:
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±3 ±2 ±1 1 2 3x1

Fig. 5.3 �Exemples d�isoclines f1 = 0 pour les valeurs �1, 0 et 1 de y.

L�isocline f2 = 0 est l�axe des x2 et l�isocline f1 = 0 est la cubique
d�équation

x2 = �(x1; y) := x31=3� x1 + y:

On en a représenté trois sur la �gure.5.3 pour di¤érentes valeurs de y. Les
trajectoires sont quasi-horizontales en dehors de la courbe x2 = �(x1; y) avec
x1 croissant au dessus et décroissant en dessous. Ce système satisfait évidem-
ment les conditions du théorème 5.2.1. La particularité de ce cas est que les
valeurs extrêmes des abscisses des cycles �y ainsi formés ne dépendent pas
de y et valent �2 et 2. Les abscisses internes sont �1 et 1. Il est alors plus
pratique de calculer avec les formules (5.10). Sachant que

@�

@x1
(x1; y) = x21 � 1;

on obtient

P (y) =

Z �1

�2

1� x21
x1

dx1 +

Z 1

2

1� x21
x1

dx1 = 3� 2 ln 2;

M(y) =
y

3� 2 ln 2

�Z �1

�2

�x21(1� x21)

x1
dx1 +

Z 1

2

�x21(1� x21)

x1
dx1

�
=

�9y
6� 4 ln 2 :

Sur la �gure 5.4, on constate la bonne approximation de la composante y(t)
de la solution de (5.22) de condition initiale (0; 1; 0:5) par la solution

y0(t) = 0:5e
�9t=(6�4 ln 2)

de l�équation moyennisée.
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Fig. 5.4 �Comparaison de la solution y(t) de (5.22) et de la solution y0(t) de
_y =M(y) de condition initiale 0:5 (" = � = 1=25).
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Fig. 5.5 �Simulation d�une trajectoire de (5.23) et d�une trajectoire de (5.24) de
condition initiale (1; 1), t = 0::2.
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Fig. 5.6 �Comparaison de la solution y(t) de (5.23) et de la solution y0(t) de
(5.24) avec les paramètres de Fig.5.5.
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Fig. 5.7 �Comparaison de la solution z(t) de (5.23) et de la solution z0(t) de
(5.24) avec les paramètres de Fig.5.5.
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Exemple 2 : On considère le système de dimension quatre suivant

"� _x1 = x2 � x31=3 + x1 � yz;
" _x2 = �x1;
_y = �x21yz;
_z = x1y + z:

(5.23)

Les cycles �y;z ont la même allure que ceux de l�exemple 1, mais leurs valeurs
maximales et minimales dépendent de y et de z (en fait de yz), l�isocline
_x1 = 0 étant dé�nie par

x2 = �(x1; y; z) := x31=3� x1 + yz:

Les formules (5.10) permettent de dé�nir le système moyennisé

_y =
�9yz

6� 4 ln 2 ;
_z = z:

(5.24)

Les simulations pour cet exemple ont été e¤ectuées avec " = � = 0:05. Sur la
�gure.5.5, on compare deux trajectoires de (5.23) et (5.24) dans l�espace des
phases. Les comparaisons des solutions correspondantes sont visibles sur les
�gures.5.6 et 5.7.

5.6 Un cas de cycle canard

Il existe des situations où au moins une branche d�un cycle lent-rapide
présente un phénomène dit canard (voir par exemple [5]). Une telle branche
continue dans ce cas à longer la variété lente mais dans sa partie répulsive
avant de �nalement s�en éloigner. C�est un retard à la bifurcation. Nous exa-
minons ici un exemple inspiré par des modèles de biomathématiques pour
lequel nous précisons comment la théorie précédente s�applique. Soit le sys-
tème

"� _x1 = x1f1(x1; x2; y);
" _x2 = x2f2(x1; x2; y);
_y = g(x1; x2; y);

(5.25)

où f1, f2 et g sont standard et continues dans R+ �R+�Rn, " et � des réels
positifs in�nitésimaux. Notons les hypothèses par la lettre B.
B1 : Il existe un compact K standard de Rn d�intérieur non vide tel que, pour
tout y 2 K, les isoclines nulles f1 = 0 et f2 = 0 ont l�allure schématisée sur
la �gure.5.8. Elles partagent, avec les isoclines x1 = 0 et x2 = 0 le quadrant
positif (x1ox2) en quatre régions où le champ a les signes indiqués sur la
�gure.
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x2
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x1=ψ(x2,y)
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f2=0

ξ (y)
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x'2<0

x'1<0
x'2<0

x1=φ(x2,y)η (y)

Fig. 5.8 �Isoclines nulles et signes du champ de (5.26).

Pour tout y 2 K, f1 = 0 est donc formée de part et d�autre du sommet
de deux branches x1 =  (x2; y) et x1 = '(x2; y) continues dé�nies respecti-
vement pour x2 dans ]0; �(y)] et [�(y); �(y)], où � et � sont continues sur K
avec �(y) appréciable positif. D�autre part, l�isocline f2 = 0 coupe transver-
salement x1f1 = 0 en un unique point Ey se trouvant à distance appréciable
des points (0; �(y)) et ('(�(y); y); �(y)).
Comme pour le cas précédent, le champ du système

�dx1=d� = x1f1(x1; x2; y);
dx2=d� = x2f2(x1; x2; y);

(5.26)

est quasi-horizontal en dehors des points in�niment proches de x1f1 = 0.
Une trajectoire Ŝ(�) de (5.26) partant d�un point P hors des axes (voir
�gure.5.9) atteint quasi-horizontalement en un temps in�nitésimal un point
in�niment proche du point Q sur fx1 = 0g . Elle longe ensuite sa partie
attractive jusqu�à s�approcher du point R. Nous montrerons plus bas que la
trajectoire continue à longer fx1 = 0g dans sa partie répulsive jusqu�à un
point in�niment proche de S (retard à la bifurcation). Elle saute près de T ,
longe TA où f1 = 0 sans pouvoir s�en écarter avant A, saute près de B, longe
BC, C étant le point de sortie dépendant du point d�entrée B sur fx1 = 0g.
La trajectoire saute près de D. Elle évolue ensuite autour de la courbe fermée
ABCD dépendant de y, notée �y. Les approximations des phases rapides et
lentes de Ŝ(�) sont données par les équations

dx1
d�

= x1f1(x1; x2; y); � = t="�; (5.27)
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Fig. 5.9 �Une trajectoire de (5.26).

dx2
d�

= x2f2(0; x2; y); � = t="; (5.28)

dx2
d�

= x2f2( (x2; y); x2; y); (5.29)

avec l�hypothèse suivante :
B2 : Pour tout y 2 K, les équations (5.27), (5.28) et (5.29) ont la propriété
d�unicité des solutions pour toute condition initiale �xée.
Quand Ŝ(�) évolue in�niment près de �y, elle est approchée alternative-

ment par les solutions de

dx1
d�

= x1f1(x1; �(y); y);

dx2
d�

= x2f2(0; x2; y);

dx1
d�

= x1f1(x1; �s(y); y);

dx2
d�

= x2f2( (x2; y); x2; y);

où �s(y) correspond au point C et sera déterminée par le lemme suivant.

Lemme 5.6.1 (Relation entrée-sortie) Supposons les hypothèses B1 et
B2 satisfaites. Soit y standard dans K. Soit Ŝ(�) = (x̂1(�); x̂2(�)) une tra-
jectoire de (5.26) de condition initiale strictement positive arrivant quasi-
horizontalement in�niment près d�un point standard Q = (0; xe). Alors Ŝ(�)
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évolue in�niment près de la droite x1 = 0 et ne s�en éloigne qu�arrivée in�-
niment près d�un point standard S = (0; xs) tel que

xsZ
xe

f1(0; x2; y)

x2f2(0; x2; y)
dx2 = 0: (5.30)

Preuve. Remarquons que le lemme parle du premier point S après Q près
duquel la trajectoire considérée quitte un voisinage in�niment petit (halo) de
fx1 = 0g. Sachant que pour tout � , x̂1(�) est strictement positive, on peut
dé�nir le changement de variable X1 = x�1 qui transforme (5.26), de condition
initiale Ŝ(�0), en

dX1=d� = X1f1(X
1=�
1 ; x2; y);

dx2=d� = x2f2(X
1=�
1 ; x2; y);

(5.31)

de condition initiale ((x̂1(�0))�; x̂2(�0)) et de solution notée (X1(�); x2(�)). Il
existe un �0 tel que Ŝ(�0) ' Q et � ln x̂1(�0) ' 0. Il en découle queX1(�0) ' 1.
Soit �1 > �0 tel queX1(�0) = X1(�1) et, pour tout � 2]�0; �1[,X1(�) < X1(�0).
Sachant que, pour tout � 2 [�0; �1], x̂1(�) ' 0, on a X1(�) = e��! pour
un certain ! ' +1 d�où X1=�

1 (�) ' 0 pour tout � 2 [�0; �1]. La solution
considérée de (5.31) est donc in�niment proche, pour tout � 2 [�0; �1], de la
solution du système standard

dX1=d� = X1f1(0; x2; y);
dx2=d� = x2f2(0; x2; y);

(5.32)

de condition initiale (1; xe). Notons par ( �X1(�); �x2(�)) la solution de (5.32).
La composante �x2(�) n�est autre que la solution de l�équation rapide (5.28)
de condition initiale xe. D�autre part, de la première équation de (5.32), on
a

X1(�)Z
X1(�0)

dX1

X1

=

�Z
�0

f1(0; �x2(s); y)ds;

pour tout � 2 [�0; �1]. En particulier, pour � = �1, on trouve

ln �X1(�1)� ln �X1(�0) =

�1Z
�0

f1(0; �x2(s); y)ds:

Or �X1(�1) = �X1(�0) = 1. En�n, d�après la deuxième équation de (5.32),
sachant que �x2(�0) = xe et en notant �x2(�1) = xs, on obtient la relation
(5.30).
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Rappelons que xe et xs dépendent de y à l�instar de Ŝ(�). Si xe = �(y),
en notant �s(y) la valeur de xs correspondante, la relation

�s(y)Z
�(y)

f1(0; x2; y)

x2f2(0; x2; y)
dx2 = 0

détermine complètement la branche BC de �y. Il est clair que xs dépend de
xe et ne peut donc être égal à �(y). Il y a donc bien retard à la bifurcation.
Pour tout y 2 K, on dé�nit l�équation

_y =M(y); (5.33)

M(y) :=
1

P (y)

�s(y)Z
�(y)

g(0; x2; y)

x2f2(0; x2; y)
dx2 +

1

P (y)

�(y)Z
�s(y)

g( (x2; y); x2; y)

x2f2( (x2; y); x2; y)
dx2;

P (y) =

�s(y)Z
�(y)

dx2
x2f2(0; x2; y)

+

�(y)Z
�s(y)

dx2
x2f2( (x2; y); x2; y)

:

B3 : L�équation (5.33) a la propriété d�unicité des solutions pour toute condi-
tion initiale �xée. La fonction P (y) est continue dans K.
Soit (�1; �2; �) tel que �1 > 0, �2 > 0 et � 2 K. On se réfère à l�équation

de la couche limite (rapide)

dx1
d�

= x1f1(x1;
o �2;

o �); (5.34)

de condition initiale o�1, à l�équation réduite (intermédiaire)

dx2
d�

= x2f2( i(x2;
o �); x2;

o �); i = 1; 2; (5.35)

de condition initiale o�2 avec  1 =  ,  2 = 0 et à l�équation réduite (lente)

dy

dt
=M(y); (5.36)

de condition initiale o�.
B4 :o� est dans �K.

Nous pouvons alors énoncer un théorème analogue au théorème 5.2.1.
La preuve est pratiquement identique une fois que l�on a localisé, grâce au
lemme 5.6.1, les �y. Notons néanmoins que la stabilité "apparente" de ces
cycles s�exprime de la manière suivante : pour tout y standard dans K, tout
(�1; �2) limité di¤érent de l�équilibre Ey de (5.26), tout � ' 0 et tout � '
+1, toute solution de de condition initiale (�1; �2) véri�e dis(Ŝ(�);�y) ' 0.
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Théorème 5.6.2 Soit f1, f2 et g des fonctions standard continues dans
R+ � R+�Rn. Soit (�1; �2; �) limité dans R�+ � R�+�Rn, de partie stan-
dard (o�1;o �2;o �). Supposons satisfaites les hypothèses B1 à B5. Soit ~x1(�)
et �x2(�) les solutions respectives de (5.34) et (5.35). Soit y0(t) la solution
de (5.36) dé�nie sur un intervalle standard [0; T ]. Soit " > 0, � > 0 deux
réels in�nitésimaux. Alors toute solution (S(t); y(t)) de (5.25) de condition
initiale (�1; �2; �) est dé�nie au moins sur [0; T ] et il existe ! ' +1, �� > 0,
i = 1; 2 tels que

i) �! ' 0;
ii) S("��) ' (~x1(�);o �2); y("��) 'o � pour tout � 2 [0; !];
iii) x1("�) '  i(�x2(�);

o �) pour tout � 2 [�!; �� ];
x2("�) ' �x2(�); y("�) 'o � pour tout � 2 [0; �� ];

iv) S(t) ' �y0(t) pour tout t 2 ["�� ; T ];
y(t) ' y0(t) pour tout t 2 [0; T ]:
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Chapitre 6

Application à un modèle de
compétition

6.1 Le modèle

Dans le modèle suivant où trois espèces sont en compétition sur une res-
source

"� _s = f(s)� x1H1(s)� x2h2(s)� x3h3(s);
" _x1 = x1(H1(s)�m1);
_x2 = x2(h2(s)�m2);
_x3 = x3(h3(s)�m3);

(6.1)

et où le point désigne la dérivation par rapport à t, les petits paramètres
positifs réels " et � marquent une hiérarchisation de la vitesse de croissance
des populations : la proie-ressource (s) se développe nettement plus vite
que le premier prédateur (x1) qui, lui, croît nettement plus rapidement que
les deux autres prédateurs en compétition (x2) et (x3). f est la fonction
de croissance de la proie en l�absence de prédateurs, les fonctions H1, h2
et h3 sont les réponses fonctionnelles des prédateurs et les mi > 0, i =
1 à 3, leurs taux de mortalité. Pour des raisons biologiques, les densités
de populations s, x1, x2 et x3 sont supposées positives. Il n�est pas tenu
compte dans ce modèle d�une compétition "explicite" entre les prédateurs.
Claude Lobry, qui est comme expliqué dans l�introduction à l�origine de ce
chapitre, a mis sur les fonctions intervenant dans le modèle des conditions
pour obtenir une évolution très lente des prédateurs (x2) et (x3) pendant que
(s) et (x1) oscillent en permanence. Il forme d�ailleurs un schéma d�Euler
menant à l�équation régissant le couple (x2; x3). D�abord, nous expliquons
comment Lobry construit judicieusement son modèle. Chemin faisant, nous
réobtenons les équations du mouvement de (x2) et (x3) grâce à la théorie de

91
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Pontryagin-Rodygin adaptée aux cycles lents-rapides. Lobry donne ensuite
un exemple du modèle (6.1) où, par simulation numérique, il obtient une
convergence des compétiteurs (x2) et (x3) vers un état stationnaire pendant
que (s) et (x1) oscillent. Ces simulations font penser à un système de Volterra
et elles prédisent l�existence d�un cycle limite globalement asymptotiquement
stable dans l�orthant strictement positif. Nous reprenons cet exemple dans le
paragraphe 6.3, par ailleurs bien mieux commenté et expliqué dans [43]. Pour
notre part, nous donnerons des conditions su¢ santes de persistance pour le
modèle (6.1) très légèrement modi�é pour en simpli�er le traitement. Il n�est
pas inutile de rappeler au passage ce qu�est mathématiquement la persistance
des espèces de (6.1). Il y a persistance (ici uniforme) des populations s(t) et
xi(t), i = 1; 2; 3 s�il existe des constantes a > 0, ai > 0 indépendantes des
conditions initiales strictement positives telles que, pour tout i,

lim inf
t!+1

s(t) � a; lim inf
t!+1

xi(t) � ai:

6.2 Equation du mouvement lent

Nous supposons dès à présent que toutes les fonctions intervenant dans le
modèle sont de classe C1 ou C1 par morceaux. Les hypothèses sont indiquées
par la lettre A et nous nous permettrons d�utiliser les résultats du chapitre 5.
A1 : Les fonctions f et H1 ont les allures indiquées sur la �gure.6.1. En
particulier, f 0(0) > 0 et 9K > 0 tel que f (0) = f(K) = 0, f(x) > 0 sur
]0; K[ et f(x) < 0 pour x > K tandis que H1(0) = 0, H 0

1(0) = 0 et H1 est
croissante majorée.
Il découle de A1 que

si '0(s) := f(s)=H1(s) alors lim
s!0

'0(s) = +1: (6.2)

A2 : La courbe de '0 a l�allure indiquée sur la �gure 6.2. En particulier, elle
admet un minimum et un maximum locaux d�abscisses s0 et s1. De plus, la
valeur H�1

1 (m1) est nettement comprise entre s0 et s1.
Soit, pour � = t=", le sous-système

�ds=d� = f(s)� x1H1(s);
dx1=d� = x1(H1(s)�m1).

(6.3)

D�après A2, pour ce système, _s > 0 si, et seulement si, x1 < '0(s) et _x1 >
0 si, et seulement si, s > H�1

1 (m1). La direction du champ dans le plan
(sox1) montre que le système (6.3) où les autres compétiteurs sont absents,
est le modèle classique proie-prédateur admettant, pour � assez petit, un
cycle limite lent-rapide autour d�un point d�équilibre positif instable (voir par
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Fig. 6.1 �Allures de fet H1.

φ0=f/H1

1 ξ

η

s1s0

s
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­1(m1)

Fig. 6.2 �Allure de f=H1.

exemple [49]). La limite (6.2) empêche le cycle de s�approcher exagérément
des axes, ce qui biologiquement signi�erait une quasi-extinction d�une espèce.
A présent, l�isocline _s = 0 de (6.1) ayant pour équation

x1 = '(s; x2;x3) := '0(s)� x2h2(s)=H1(s)� x3h3(s)=H1(s); (6.4)

la construction de Lobry consiste à choisir h2 et h3 de manière à maintenir
les oscillations de s et x1 pendant que x2 et x3 évoluent. Pour cela il lui su¢ t
de ne faire entrer en action ces deux réponses fonctionnelles qu�à partir de
valeurs de s supérieures ou égales à s1. Plus exactement :
A3 : Les fonctions h2 et h3 sont nulles jusqu�à des valeurs de s � s1 et elles
sont strictement croissantes majorées au-delà.
Notons un moment les seuils jusqu�auxquels h2(s) et h3(s) sont nulles

respectivement par s0 et s00. D�après cette hypothèse, les courbes de '0 et '
coïncident sur [0;min(s0; s00)] si bien que les valeurs � = '0(s1) et � = '0(s0)
ne dépendent ni de x2 ni de x3.
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A4 : On suppose que (6.4) se résout par s =  0(x1) pour x1 2 [�;+1[
( s 2]0; s0]) et par s =  (x1; x2; x3) pour x1 2 [0; �] (K � s � s1).
Notons qu�une condition su¢ sante pour que A4 soit véri�ée et que h0jH1�

hjH
0
1 � 0, j = 2; 3 car alors d'=ds serait strictement négative.
A l�échelle de temps de (s; x1), le couple (x2; x3) est quasi-constant. Le

système

�
ds

d�
= f(s)� x1H1(s)� x2h2(s)� x3h3(s);

dx1
d�

= x1(H1(s)�m1):
(6.5)

représente la phase rapide de (6.1). C�est en fait une perturbation de (6.3). Les
isoclines _s = 0 de (6.3) et de (6.5) ne se di¤érencient que pour s � min(s0; s00)
où la courbe de ' se trouve en dessous de celle de '0 quelles que soient les
valeurs de x2 et x3 (voir �gure 6.3). On est toujours dans une con�guration
d�un champ lent-rapide admettant, pour tout (x2; x3) �xé, un cycle limite
(ici, _s > 0 si, et seulement si, x1 < '(s; x2; x3) et _x1 > 0 si, et seulement si,
s > H�1

1 (m1)). La seule branche du cycle de (6.5) qui a changé par rapport
au cycle de (6.3) est celle proche de fs =  (x1; x2; x3), s � min(s0; s00)g.
Il su¢ t pour cela que min(s0; s00) < K, puisque le cycle proie-prédateur est
entièrement maintenu si min(s0; s00) � K. Par conséquent, un tel cycle est
proche de la courbe fermée formée par les branches lentes dé�nies par  0 et
 pour x1 dans [�; �]. Par construction, on a obtenu en résumé ceci :

Théorème 6.2.1 Si les hypothèses A1 à A4 sont satisfaites, alors pour tout
(x2; x3) dans R2+, et pour � assez petit, il existe un cycle limite avec relaxation
pour le système (6.5).

Dans l�esprit du chapitre 5, on dé�nit le système

_x2 = x2M2(x2; x3)=P (x2; x3);
_x3 = x3M3(x2; x3)=P (x2; x3);

(6.6)

où, pour tout (x2; x3) et j = 2; 3,

Mj(x2; x3) =
�R
�

�mj

[(H1 �  0)(x1)�m1]x1
dx1

+
�R
�

(hj �  )(x1; x2; x3)�mj

[(H1 �  )(x1; x2; x3)�m1]x1
dx1;

P (x2; x3) =
�R
�

1

[(H1 �  0)(x1)�m1]x1
dx1

+
�R
�

1

[(H1 �  )(x1; x2; x3)�m1]x1
dx1

(6.7)
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­1(m1) Ks1 min(s’,s’’)

φ
φ0η

ξ

Fig. 6.3 � Isoclines et direction du champ de (6.5) pour (x2; x3) �xé (ébauche
d�un cycle)

On est dans une con�guration particulière du théorème 5.2.1 du chapitre 5.
On peut énoncer brièvement le théorème suivant.

Théorème 6.2.2 Pour " et � assez petits, s et x1 oscillent autour des cycles
limites de (6.5) tandis que le mouvement lent des prédateurs x2 et x3 est
proche des solutions du système moyennisé (6.6).

6.3 Exemple de Lobry

Dans le modèle considéré par Lobry [43], on a (voir �gure.6.4 )

f(s) = 3s(1� s); H1(s) =
s2

0:01 + s2
; m1 = 0:65;m2 = m3 = 0:025;

h2(s) =

8<:
0:1(s� 0:5)

0:01 + (s� 0:5) ; s � 0:5;

0; s < 0:5;
(6.8)

h3(s) =

8<:
2(s� 0:58)

0:01 + (s� 0:58) ; s � 0:58;

0; s < 0:58:

On peut remarquer que le seuil 0:5 de s où naît la fonction h2 est légèrement
supérieur à s1 = :478. L�auteur avait obtenu une simulation numérique où
le couple (x2; x3) est très proche de trajectoires d�un système qui possède
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Fig. 6.4 �Les fonctions H1, h2, h3 et f=H1 dans l�exemple (6:8).
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Fig. 6.5 �Oscillations de (s; x1) pour x2=x3 = 0 dans l�exemple (L).
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Fig. 6.6 �Coexistence de s, x1 et x2 en l�absence de x3:

un équilibre globalement asymptotiquement stable. Il est remarqué que � le
caractère �tremblé�de la simulation correspond au fait que x2 et x3 oscillent
in�nitésimalement pendant une oscillation du couple (s; x1).�
Nous avons refait, à l�aide du logiciel Matlab, les simulations de (6.8) avec

" = � = 0:05. La �gure 6.5 représente le cycle proie-prédateur de (6.3) avec
les fonctions de l�exemple. Sur les �gures.6.6 et 6.7, on illustre la coexistence
de s et x2 en l�absence de x3 d�une part et de s et x3 en l�absence de x2 d�autre
part, en reproduisant dans le même plan la simulation des trajectoires de

"� _s = f(s)� x1H1(s)� xjhj(s);
" _x1 = x1(H1(s)�m1);
_xj = xj(hj(s)�mj);

(6.9)

pour j = 2; 3. Les �bandes�horizontales sont les simulations de trajectoires
de xj . Le champ étant lent-rapide, on retrouve une faible variation de x2 pen-
dant que s oscille (donc x1 aussi !). On constate que pour une petite condition
initiale de x2, cette dernière se met à croître très lentement tandis qu�elle dé-
croît pour une condition initiale assez grande, ce qui indique la présence d�un
point d�équilibre entre les deux valeurs. On peut aussi le voir en dimension
trois sur la �gure.6.8. Les mêmes constatations peuvent être faites pour la
coexistence de s, x1 et x3 en l�absence de x2. Nous observons par ailleurs
qu�une petite condition initiale de x2 pour le système (6.9), i = 2, entraîne
une faible déformation du cycle de (6.3). Plus la condition initiale est grande,
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Fig. 6.7 �Coexistence de s, x1 et x3 en l�absence de x2.
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Fig. 6.9 �Simulation de l�exemple (6:8) : coexistence des espèces x2 et x3.

plus ce cycle est déformé sur sa partie gauche vers l�intérieur. Il en est de
même pour le cas de x3 en l�absence de x2, la déformation étant plus marquée
dans ce cas. La simulation de trajectoires du modèle complet (6.8) ou plu-
tôt de sa projection sur le quadrant positif (x2; x3) (Figure.6.9) semble bien
indiquer l�existence d�un équilibre intérieur globalement asymptotiquement
stable correspondant à un cycle dans l�orthant strictement positif. En�n, la
dernière simulation (Figure.6.10) montre que si l�on supprime le compétiteur
le plus rapide x1, l�espèce x2 l�emporte sur x3.

6.4 Conditions su¢ santes de coexistence

Compte tenu des hypothèses précédentes du modèle général (6.1) (oscil-
lations de s et x1), la preuve de la coexistence des espèces x2 et x3 assurera
la persistance de tous les compétiteurs. Nous n�irons pas jusqu�à énoncer un
résultat de persistance à l�équilibre dans le plan (x2; x3) mais on pourra se
convaincre de cette possibilité. Nous regardons un système du type

_x2 = x2L2(x2; x3);
_x3 = x3L3(x2; x3);

(6.10)

où L2 et L3 sont dé�nies et C1 (ou C1 par morceaux) dans le quadrant po-
sitif. Nous énumérons des conditions su¢ santes pour que les trajectoires de
conditions initiales strictement positives tendent toutes vers un attracteur
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Fig. 6.10 �Simulation de l�exemple (6:8) : la suppression de x1provoque la dispa-
rition de x3.
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Fig. 6.11 �La boîte (OABC) positivement invariante.
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positif. Nous verrons comment choisir les paramètres de l�équation moyenni-
sée (6.6) pour que celle-ci réponde aux dites conditions. Pour mener à bien
la preuve du théorème suivant, nous utiliserons le lemme de Butler�McGhee
[8] qui a¢ rme que si P est un point hyperbolique de (6.10) appartenant à un
ensemble limite K d�une trajectoire, et si K ne se réduit pas à fPg alors K
rencontre les variétés stables et instables de P en des points di¤érents de P .

Théorème 6.4.1 Pour que, pour toute solution (x2(t); x3(t)) de (6.10) avec
x2(0) > 0 et x3(0) > 0, il existe des constantes �2 > 0 et �3 > 0 telles que

lim inf
t!+1

x2(t) � �2 et lim inf
t!+1

x3(t) � �3;

il su¢ t que :
I) L2(0; 0) > 0; L3(0; 0) > 0;
II) L2(x2; 0) = 0, x2 = x�2;
III) L3(0; x3) = 0, x3 = x�3;
IV) L2(0; x�3) > 0; L3(x

�
2; 0) > 0;

V) 9 a2 > 0 9 a3 > 0 : 8x3 2 [0; a3]; L2(a2; x3) < 0
8x2 2 [0; a2]; L3(x2; a3) < 0:

VI) Toutes les solutions de conditions initiales stictement positives
rentrent dans la région f(x2; x3) : 0 < x2 < a2; 0 < x3 < a3g.

Preuve. Les demi-axes du quadrant positif sont invariants. L�origine (0; 0)
est un équilibre en lequel la jacobienne du système (6.10) a pour valeurs
propres L2(0; 0) et L3(0; 0). D�après (I), c�est un n�ud répulsif. D�après (II)
et (III), les points D = (x�2; 0) et E = (0; x�3) sont les seuls autres points
d�équilibre sur les demi-axes. Une des valeurs propres de la jacobienne en
D (respectivement en E) est L3(x�2; 0) (respectivement L2(0; x

�
3)). D�après

(IV) ces deux points sont instables. Mais alors, selon (I); (II) (respectivement
(I); (III)), D (respectivement E) est un point-selle de séparatrice stable le
demi-axe ox2 (respectivement ox3). Soit la �boîte�OABC formée par les
points O = (0; 0), A = (0; a3), B = (a2; a3) et C = (a2; 0) (voir la �gure.6.11)
D�après (V), la boîte ouverte est positivement invariante. D�après (VI), toute
trajectoire de (6.10) de condition initiale strictement positive se trouve à un
moment dans cette boîte et n�en sort plus. Les ensembles !-limites des demi-
trajectoires positives sont des compacts non vides dans (OABC). Montrons
que si K est un ensemble !-limite, alors il ne rencontre pas les axes. Sup-
posons par l�absurde qu�il existe un point P dans l�intersection de K avec
les axes. Ce point P ne peut pas être le point O car celui-ci est un n�ud
répulsif et ne peut donc pas se trouver dans un ensemble !-limite. Le point
P ne peut pas se trouver sur les segments ouverts ]OD[ ou ]OE[ car alors K
contiendrait l�adhérence [OD] ou [OE] de l�orbite de P , donc O serait dans
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K, ce qui est impossible. Le point P ne peut pas se trouver sur les segments
ouverts ]DC[ ou ]EA[ car dans ce cas K contiendrait l�orbite de P qui est
non bornée, ce qui est impossible car K est compact. Il reste à montrer que
P est distinct de D et de E. Remarquons tout d�abord que K ne peut pas se
réduire à fDg ou à fEg car D et E sont des points-selles et ne sont donc l�en-
semble !-limite que des points de leur variété stable, c�est-à-dire les points
des axes. Supposons que P soit égal à D (respectivement E). Comme K est
di¤érent de fDg (respectivement fEg), par le lemme de Butler�McGehee,
K doit rencontrer la variété stable de D (respectivement E) en un point
di¤érent de D (respectivement E), c�est-à-dire en un autre point de l�axe,
ce qui est impossible comme nous venons de le voir. Finalement, K ne peut
pas rencontrer les axes, d�où l�existence de �2 > 0 et �3 > 0 répondant au
théorème.

6.5 Persistance des compétiteurs

Dans l�exemple (6.8), la valeur de la réponse fonctionnelle H1 est quasi-
ment constante à partir d�un certain seuil légèrement supérieur à s1 (voir la
�gure.6.4). La �physionomie�du modèle ne change pratiquement pas si l�on
considère H1 constante à partir de s1. Soit plus précisément le modèle

"� _s = f(s)� x1h1(s)� x2h2(s)� x3h3(s);
" _x1 = x1(h1(s)�m1);
_x2 = x2(h2(s)�m2);
_x3 = x3(h3(s)�m3);

(6.11)

où

h1(s) =

�
H1(s); 0 � s < s1;
H1(s1) =: h1m; s � s1:

Nous remplaçons l�hypothèse A3 par :
A3�: La fonction h2(s) est nulle jusqu�au seuil s1 et la fonction h3 est nulle
jusqu�à une valeur s2 telle que s1 < s2. Elles sont strictement croissantes
majorées au-delà de leurs seuils respectifs. Notons par h2m > 0 et h3m > 0
leurs limites quand s! +1.
Les hypothèses A1 et A2 sont véri�ées en prenant soin de les reformuler

en tenant compte de h1. Il est évident (voir l�expression (6.13) plus bas) que
A4 n�est plus une hypothèse car elle est véri�ée automatiquement. Posons

c := h1m �m1 > 0:
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Fig. 6.12 �Exemple de fonctions h2 et h3.

Les expressions de (6.7) s�écrivent plus simplement

Mj(x2; x3) =
�R
�

�mj

[(h1 �  0)(x1)�m1]x1
dx1

+
�R
�

(hj �  )(x1; x2; x3)�mj

cx1
dx1;

P (x2; x3) =
�R
�

1

[(h1 �  0)(x1)�m1]x1
dx1 +

1

c
ln
�

�
:

(6.12)

Nous prenons en considération les résultats des théorèmes 6.2.1 et 6.2.2. Dans
ce cas, la fonction ' est dé�nie, pour s � s1, par

'(s; x2; x3) :=
1

h1m
(f(s)� x2h2(s)� x3h3(s)) : (6.13)

Conséquence 6.5.1 La période P (x2; x3) est une constante positive.

Preuve. Soit l�intégrale dé�nie

P1 :=

�Z
�

dx1
[(h1 �  0)(x1)�m1]x1

= �
�Z
�

dx1
[(h1 �  0)(x1)�m1]x1

(6.14)

provenant du premier terme de P (x2; x3) dans (6.12). Comme h1( 0(x1)) <
m1, il est clair que P1 est une constante strictement positive (elle ne dépend
pas de x2 et x3).
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Il n�y a rien d�étonnant à cette conséquence puisque aussi bien l�exemple
(6.8) que le modèle que nous étudions ont été construits de manière à ce
que le cycle initial en l�absence des prédateurs x2 et x3 ne soit pas trop
�chahuté�par l�introduction des deux compétiteurs. Le choix des réponses
fonctionnelles permet en outre de maintenir les valeurs � et � constantes. Il
est certainement possible d�exhiber des exemples de coexistence où la valeur
supérieure � des cycles dépend du couple (x2; x3) mais l�établissement théo-
rique de la persistance devient une tâche ardue. Réécrivons les expressions
de Mj, j = 2; 3 comme ceci :

cMj(x2; x3) = �mjcP1 +

�Z
�

(hj �  )(x1; x2; x3)�mj

x1
dx1 (6.15)

où P1 est le réel strictement positif donné par (6.14). Soit

� := '(s2; x2; x3) =
1

h1m
(f(s2)� x2h2(s2)) ; (6.16)

qui ne dépend donc pas de x3. Notons par

�0 := '(s2; 0; 0) =
f(s2)

h1m
:

Théorème 6.5.2 Supposons satisfaites les hypothèses A1, A2 et A30. Sup-
posons que �0 > � et que m2 est tel que

m2 < min

0@h2m; 1

cP1 + ln �=�

0@h2(s2) ln�0=� + �Z
�0

(h2 �  )(x1; 0; 0)
x1

dx1

1A1A ;

Alors, pour s2 � s1 et m3 su¢ samment petits, en tout cas

m3 < min

0@h3m; 1

cP1 + ln �=�

�0Z
�

(h3 �  )(x1; 0; 0)
x1

dx1

1A ;

il y a persistance des espèces x2 et x3 de (6.6).

Formulons et prouvons d�abord quelques lemmes préparatoires. Souli-
gnons qu�on peut toujours avoir �0 > � en diminuant s2 (avec s2 > s1),
sachant que �0 ! � quand s2 ! s1. Le premier lemme montre que pour m3

assez petit, M3(0; 0) > 0.
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Lemme 6.5.3 Supposons que �0 > �. Si m3 est tel que

m3 < min

0@h3m; 1

cP1 + ln �=�

�0Z
�

(h3 �  )(x1; 0; 0)
x1

dx1

1A (6.17)

alors M3(0; 0) > 0.

Preuve. De (6.15), on décompose l�expression de M3(0; 0) comme suit :

cM3(0; 0) = �m3cP1 +
�0R
�

(h3 �  )(x1; 0; 0)�m3

x1
dx1

+
�R
�0

�m3

x1
dx1

puisque h3(s) > 0 quand s > s2 (voir la �gure 6.12) et que h3 est nulle
ailleurs. On obtient alors

cM3(0; 0) = �m3cP1 �m3 ln �=� +

�0Z
�

(h3 �  )(x1; 0; 0)
x1

dx1;

où l�intégrale est évidemment positive (d�où la nécessité que �0 > �). On en
déduit la condition (6.17) en notant que m3 doit être inférieur à h3m, sinon
M3(x2; x3) < 0 pour tout (x2; x3).

Lemme 6.5.4 Supposons que �0 > �. Soit x̂ :=
f(s2)� h1m�

h2(s2)
. Pour tout

x2; x3 dans R+, on a :
a) (@M2=@x2)(x2; x3) < 0,
b) (@Mj=@x3)(x2; x3) < 0, j = 2; 3 et (@M3=@x2)(x2; x3) < 0 si x2 < x̂

tandis que (@Mj=@x3)(x2; x3) = (@M3=@x2)(x2; x3) = 0 si x2 � x̂.

Preuve. Le seuil x̂ est strictement positif car �0 =
f(s2)

h1m
> �. Dans (6.15),

les intégrants étant continus en x1 et admettant des dérivées partielles par
rapport à x2 et x3, on peut dériver sous le signe d�intégration. On a, pour
i; j = 2; 3,

c(@Mj=@xi)(x2; x3) =
�R
�

1

x1
h
0
j( (x1; x2; x3))(@ =@xi)(x1; x2; x3)dx1:

(6.18)
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Nous a¢ rmons d�abord que

(@ =@x2)(x1; x2; x3) < 0 pour tout x1 < �, (@ =@x2)(�; x2; x3) = 0: (6.19)

(@ =@x3)(x1; x2; x3) < 0 pour tout x1 < �;
(@ =@x3)(x1; x2; x3) = 0 pour tout � � x1 � �:

(6.20)

En e¤et, en appliquant le théorème des fonctions implicites à

'(s; x1;x2; x3)� x1 = 0

pour s > s1, x1 < �, x2 � 0, x3 � 0, sachant que

(@'=@s)(s; x2;x3) =
1

h1m
(f 0(s)� x2h

0
2(s)� x3h

0
3(s)) < 0;

on obtient que

@ 

@x2
= �(@'=@x2)

(@'=@s)

=
h2

f 0 � x2h02 � x3h03
< 0:

De plus, il est clair que pour x1 = � i.e. s = s1, cette dérivée est nulle, d�où
(6.19). De même que

@ 

@x3
= �(@'=@x3)

(@'=@s)

=
h3

f 0 � x2h02 � x3h03
< 0

pour s > s2, i.e. x1 < �. Comme h3(s) = 0 pour s entre s1 et s2, i.e. pour
� � x1 � �, on a alors (6.20).
Par conséquent, puisque h

0
2( (x1; x2; x3)) > 0 pour tout x1 dans [�; �[, il

vient que (@M2=@x2)(x2; x3) < 0 d�après (6.18) et (6.19). D�où l�assertion (a)
du lemme. Concernant le signe de (@M2=@x3)(x2; x3), il faut d�abord remar-
quer dans (6.16) que � comme fonction de x2 est strictement décroissante et
qu�elle varie dans ]�1; �]. On peut alors écrire

c(@M2=@x3) =

max(�;�)Z
�

1

x1
h
0

2:(@ =@x3)dx1 +

�Z
max(�;�)

1

x1
h
0

2:(@ =@x3)dx1:

(6.21)
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Si � > �, c�est-à-dire d�après (6.16) si

x2 <
f(s2)� h1m�

h2(s2)
= x̂;

alors de (6.20) on voit que la première intégrale de (6.21) est strictement
négative tandis que la deuxième est nulle. Si � � �, c�est-à-dire si x2 � x̂
alors

c(@M2=@x3) =

�Z
�

1

x1
h
0

2:(@ =@x3)dx1 = 0

d�après (6.20). De même, étant donné que h03( (x1; x2; x3)) est nulle pour x1
dans ]�; �], on a

c(@M3=@xi) =

max(�;�)Z
�

1

x1
h
0

3:(@ =@xi)dx1; i = 2; 3

qui est donc, d�après (6.19) et (6.20), strictement négative si x2 < x̂ et nulle
si x2 � x̂. Ceci démontre l�assertion (b) du lemme.

Le lemme suivant montre en particulier que pour m2 assez petit,
M2(0; 0) > 0. Nous exigeons plus en fait, mais c�est une condition qui se
justi�e dans nos modèles.

Lemme 6.5.5 Supposons que �0 > �. Si m2 est tel que

m2 < min

0@h2m; 1

cP1 + ln �=�

0@h2(s2) ln�0=� + �Z
�0

(h2 �  )(x1; 0; 0)
x1

dx1

1A1A ;

(6.22)
alors M2(0; x3) > 0 pour tout x3 � 0.

Preuve. Le lemme 6.5.4 assurant que (@M2=@x3)(0; x3) < 0, il su¢ t de
prouver que la limite de M2(0; x3) quand x3 ! +1 est positive. On a

cM2(0; x3) = �m2cP1 +
�0R
�

(h2( (x1; 0; x3))�m2

x1
dx1

+
�R
�0

(h2( (x1; 0; x3))�m2

x1
dx1:

Notons que pour �0 � x1 � �,  (x1; 0; x3) comme inverse de '(s; 0; x3) =
1

h1m
(f(s)� x3:0) ne dépend pas en réalité de x3. D�autre part, on peut voir
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que  (x1; 0; x3) ! s2 quand x3 ! +1 et l�on obtient que la limite de
cM2(0; x3) quand x3 ! +1 vaut

�m2cP1 + (h2(s2)�m2) ln�0=� +

�Z
�0

(h2( (x1; 0; 0))�m2

x1
dx1

= �m2(cP1 + ln �=�) + h2(s2) ln�0=� +

�Z
�0

h2( (x1; 0; 0)

x1
dx1:

Dans cette limite, l�intégrale est évidemment positive et la limite elle-même
est positive pour m2 assez petit. Plus exactement, en rappelant que m2 doit
être inférieur à h2m, sinon M2(x2; x3) < 0, on obtient la condition (6.22).

Lemme 6.5.6 Pour tout x3 � 0 il existe x2 > 0 tel que Mj(x2; x3) < 0,
j = 2; 3 et pour tout x2 � 0 il existe x3 > 0 tel que M3(x2; x3) < 0.

Preuve. Commençons par considérer

cM2(x2; x3) = �m2cP1 +

�Z
�

(h2 �  )(x1; x2; x3)�m2

x1
dx1:

Montrons que pour tout x3 � 0 il existe x2 > 0 tel que M2(x2; x3) < 0.
Quand x2 ! +1, on voit que (h2 �  )(x1; x2; x3)! h2(s1) = 0. Ainsi,

lim
x2!+1

cM2(x2; x3) = �m2cP1 �m2 ln �=� < 0:

Examinons maintenant

cM3(x2; x3) = �m3cP1 +

�Z
�

(h3 �  )(x1; x2; x3)�m3

x1
dx1:

Pour obtenir que pour tout x3 � 0 il existe x2 > 0 tel que M3(x2; x3) < 0,
il su¢ t de considérer le cas où x2 � x̂ (lemme 6.5.4). Puisqu�alors � � � et
h3( (x1; x2; x3)) = 0 sur [�; �], il vient que

cM3(x2; x3) = �m3cP1 �m3 ln �=� < 0; x2 � x̂:

En�n, pour tout x2 � 0 �xé, l�expression

cM3(x2; x3) = �m3cP1 +
max(�;�)R

�

(h3( (x1; x2; x3))�m3

x1
dx1

+
�R

max(�;�)

�m3

x1
dx1;
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x2

x3

x2bar
x2*

x3*

M2(0,0)

M3(0,0)

a2

a3

Fig. 6.13 �Surfaces z =Mj(x2; x3); j = 2; 3 véri�ant le Théorème 6.4.1.

est clairement négative si � � � et vaut �m3cP1 �m3 ln �=�. Si � > �, alors
h3( (x1; x2; x3))! h3(s2) = 0 quand x3 ! +1 d�où

lim
x3!+1

cM3(x2; x3) =< 0:

6.6 Preuve du théorème 6.5.2

Comme la période P (x2; x3) est constante, il su¢ t de véri�er les conditions
du théorème 6.4.1 pour les fonctions Mj.
Condition I : elle est assurée par le lemme 6.5.3 et le lemme 6.5.5.
Condition II : L�existence de x�2 est une conséquence du lemme 6.5.5 et du
lemme 6.5.6, qui assure que M2 change de signe. L�unicité de x�2 provient du
lemme 6.5.4.
Condition III : L�existence de x�3 est une conséquence du lemme 6.5.3 et du
lemme 6.5.6, qui assure que M3 change de signe. L�unicité de x�3 provient du
lemme 6.5.4.
Condition IV : En premier lieu, M2(0; x

�
3) > 0 en vertu du lemme 6.5.5.

Rappelons d�autre part que le lemme 6.5.4 implique que
@M3(x2; 0)

@x2
< 0

pour x < x̂ et que cette dérivée est nulle au-delà, ce qui signi�e d�ailleurs
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x2

x3

x3*

x2* x2bar

L3=0

L2=0

a2

a3

Fig. 6.14 �Exemples d�isoclines de (6.6).

que M3(x̂; 0) � M3(x2; 0) pour tout x2. Il est essentiel de voir que l�on peut
toujours supposer que x̂ > x�2. Il faudrait pour cela que

f(s2)� h1m� > x�2h2(s2) () �0 � � > x�2h2(s2)=h1m:

On peut, sans contredire les hypothèses précédentes, garantir cette inégalité
sous la condition s2� s1 assez petit. D�ailleurs x̂ peut être rendu aussi grand
qu�on le veut quand s2 ! s1. On peut s�assurer que cette dernière condition
n�agit pas sur x�2 en constatant par exemple que dans l�expression

cM2(x2; 0) = �m2cP1 +

�Z
�

(h2( (x1; x2; 0))�m2

x1
dx1;

 (x1; x2; 0) ne dépend pas de x3, donc pas de h3 et par la même pas de s2.
A présent, considérons les valeurs x�2(m2) et �x2( �m3) de x2 pour lesquelles

M2(x
�
2(m2); 0) = 0 et M3(�x2(m3); 0) = 0 et x�2(m2) < x̂. Si x�2(m2) � �x2(m3),

nous a¢ rmons que pour m3 encore plus petit, la dernière inégalité est inver-
sée. En e¤et, la dérivée de M3(x2; 0) par rapport à m3 valant la constante

strictement négative�P1�
ln �=�

c
, la diminution dem3 a pour e¤et l�augmen-

tation (indépendamment de x2) de M3(x2; 0). Ceci fait alors tendre �x2(m3)
vers x̂.
Condition V : Des lemmes 6.5.4 et 6.5.6, on déduit que l�isocline non triviale
M3 = 0 est la courbe d�une fonction décroissante dans le repère direct (x2ox3)
(mais aussi dans (x3ox2)). Cette isocline joint le point (�x2; 0) de l�axe des
abscisses à l�équilibre (0; x�3) sur l�axe des ordonnées ( voir par exemple la
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�gure 6.14). L�isocline M2 = 0 est, en vertu des lemmes 6.5.4, 6.5.5 et 6.5.6
la courbe d�une fonction décroissante non bornée dans (x2ox3). Elle coupe
au moins une fois l�isocline M3 = 0. Il est clair que n�importe quel couple de
constantes positives (a2; a3) tel que a2 > �x2 et a3 > x�3 réalise la condition V
(voir la �gure 6.13).
Condition VI : Rappelons que les axes sont invariants. D�après ce qui précède,
l�isocline horizontaleM3 = 0 est complètement contenue dans la boîte fermée
(OABC), où A = (0; a3), B = (a2; a3) et C = (a2; 0). L�extérieur de cette
boîte est partagé en une région Rg à gauche de l�isocline verticale M2 = 0
et une région Rd à droite. Ces deux régions ne contiennent aucun équilibre.
Puisque, dans Rd, _x2 < 0 et _x3 < 0, les trajectoires qui s�y trouvent rentrent
dans la boîte directement ou bien rentrent dans la région Rg. Les trajectoires
de cette dernière ne peuvent pas traverser l�isocline verticale M2 = 0 ni l�axe
invariant (ox3). Sachant que _x3 < 0, une trajectoire de la région de gauche
rentre nécessairement dans la boite.

Corollaire 6.6.1 Sous les conditions du théorème 6.5.2, il y a compétition
sans exclusion des espèces x1, x2 et x3 sur la proie s pour toute condition
initiale strictement positive.

6.7 Exemple et simulations

Je considère le modèle (6.11) avec le choix suivant des fonctions :

f(s) = 3s(1� s);

h1(s) =

8>><>>:
s2

0:01 + s2
; 0 � s < s1;

h1m :=
s21

0:01 + s21
; s � s1:

h2(s) =

8<:
0:1(s� s1)

0:01 + (s� s1)
; s � s1;

0; s < s1;

h3(s) =

8<:
2(s� s2)

0:01 + (s� s2)
; s � s2;

0; s < s2:

Les quantités �xes s1, � et � que l�on avait représentées sur la �gure.6.12,
ainsi que les réels " et �, ont pour valeurs

s1 = 0:4781283796; � = 0:5361690603; � = 0:781309551;
" = � = 0:05:
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Les données de ce modèle sont celles de l�exemple (6.8), aux exceptions
suivantes : d�abord s1 correspond exactement au maximum local de f=h1,
ensuite la réponse fonctionnelle h1 est constante à partir de s1 et en�n je
m�autoriserai à faire varier s2 mais de manière que �0 � � > 0, avec

�0 =
f(s2)

h1m
.

Je rappelle que si �0 � �, le cycle proie-prédateur en l�absence du couple
(x2; x3) est maintenu et que ce cas trivial a été écarté. J�ai regroupé dans le
tableau ci-dessous les paramètres que j�ai fait varier dans les simulations. Les
deux dernières colonnes indiquent deux valeurs de x2, à savoir la quantité

x̂ =
f(s2)� h1m�

h2(s2)
;

apparaissant dans l�énoncé du lemme 6.5.4 et l�abscisse x�2 du seul équilibre
de l�équation moyennisée (6.6) sur le demi-axe positif (ox2). Il est bon de se
souvenir que x̂ est la valeur de x2 au-delà de laquelle la dérivée @M3=@x2,
disons en (x2; 0), n�est plus strictement négative et vaut zéro, queM3(x̂; 0) est
strictement négative et donc que �x2 tel que M3(�x2; 0) = 0 est inférieur à x̂.

1
2
3
4
5
6

s2 m2 m3 Observations x̂ x�2 '
0.58 0.03 0.5 extinction de x3 2.3841 1.08
" " 0.45 bifurcation (ext. de x3) " "
" " 0.35 coex. (x3 en di¢ culté) " "
" " 0.05 coexistence " "
0.75 " " extinction de x3 0.5059 "
" " 0.001 extinction de x3 "

Simulation 1 : Figure.6.15.
J�ai commencé dans la ligne 1 du tableau, pour s2 �xé à 0:58, par choisir

d�une part m2 su¢ samment petit pour que M2(0; x3) > 0 et d�autre part m3

pour que M3(0; 0) > 0. Pour cette valeur de s2 on a bien

�0 � � = 0:2265985001 > 0:

Il y a disparition de x3 car m3 n�est pas assez petit. Je n�ai pas cru utile de
représenter la simulation correspondante. Je diminue m3. La ligne 2 semble
correspondre à m3 très proche d�une valeur de bifurcation n�ud-col. Il y
a extinction de x3. D�autres simulations avec di¤érentes conditions initiales
montrent qu�il n�y a pas dans ce cas un autre équilibre intérieur.
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Fig. 6.15 �Trajectoires de (6.11) dans l�espace des phases (x2; x3) avec les fonc-
tions et paramètres du texte et de la ligne 2 du tableau.

Simulation 2 : Figure.6.16.
La diminution dem3 dans la ligne 3, pour s2 etm2 inchangées, a pour e¤et

de faire apparaitre l�équilibre près de l�axe des x2, près du col (x�2; 0). Plusieurs
autres simulations montrent qu�il n�y a pas d�autres équilibres intérieurs.
L�espèce x3 frôle l�extinction.
Simulation 3 : Figure.6.17
La ligne 4 est un cas d�une nette coexistence. Les simulations indiquent

la présence d�un équilibre intérieur unique globalement asymptotiquement
stable.
Dans tous les cas cités, on constate que x�2 � x̂. Je vais, dans les simula-

tions suivantes, examiner la situation où x�2 � x̂ obtenue pour s2 � s1 plus
grand.
Simulation 4 : Figure.6.18.
Dans la ligne 5, je conserve les valeurs des taux de mortalité de la ligne

4, mais je donne à s2 la valeur plus grande 0:75 de sorte que

x�2 � x̂;
�0 � � = 0:0509365127 > 0:

Les simulations montrent que je perds la coexistence. Notez que x�2 n�a pas
changé et que �x2 doit être inférieure à x�2.
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Fig. 6.16 �Trajectoires de (6.11) dans l�espace des phases (x2; x3) avec les fonc-
tions et paramètres du texte et de la ligne 3 du tableau.

Simulation 5 : Figure.6.19
La ligne 6 montre bien que l�on peut vainement diminuer m3 sans jamais

réobtenir la coexistence. En e¤et, quandm3 diminue, �x2 s�approche de x̂ sans
jamais le dépasser, et demeure loin de x�2. Toutes ces considérations tiennent
compte du fait que dans cet exemple on n�obtient qu�au plus un équilibre
intérieur de (6.6). En�n, la dernière simulation me surprend assez ; elle dit
que sous ces conditions, un taux de mortalité de l�espèce x3, aussi petit soit-il,
n�assure pas la survie de l�espèce.
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Fig. 6.17 �Trajectoires de (6.11) dans l�espace des phases (x2; x3) avec les fonc-
tions et paramètres du texte et de la ligne 4 du tableau.
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Fig. 6.18 �Trajectoires de (6.11) dans l�espace des phases (x2; x3) avec les fonc-
tions et paramètres du texte et de la ligne 5 du tableau.
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Fig. 6.19 �Trajectoires de (6.11) dans l�espace des phases (x2; x3) avec les fonc-
tions et paramètres du texte et de la ligne 6 du tableau.



Annexe A

A.1 L�axiomatique IST

La théorie IST (Internal Set Theory) est une extension des mathéma-
tiques ordinaires donnant une approche axiomatique à l�Analyse Non Stan-
dard de A. Robinson [58]. Elle est due à E. Nelson [52]. Le point de départ en
est l�axiomatique classique de la théorie des ensembles ZFC (pour Zermelo-
Fraenkel et l�axiome du choix). Au prédicat binaire indé�ni 2 de la théorie
des ensembles est joint un nouveau prédicat unaire standard (st) qui sera
manipulé à l�aide de trois nouveaux axiomes ajoutés à ZFC : Transfert, Idéa-
lisation et Standardisation. Tous les théorèmes de ZFC restent valides dans
IST. Ce qui est nouveau dans IST c�est un ajout et non un changement. Une
formule de IST est dite interne dans le cas où elle ne fait pas intervenir le
nouveau prédicat �st�; autrement, elle est dite externe. Voici à titre indica-
tif la formulation des trois axiomes ajoutés. Pour plus de détails, on peut
consulter [13, 52]. On adopte les notations suivantes où ^ et _ désignent
respectivement les opérateurs logiques conjonction et disjonction :

8stx pour 8x; x standard); 9stx pour 9x; x standard ^;
8�nx pour 8x; x �ni); 9�nx pour 9x; x �ni ^;
8st �nx pour 8stx; x �ni); 9st �nx pour 9stx; x �ni ^ :

Transfert : Pour toute formule interne F (x; v1; :::; vn) sans autres va-
riables libres que x; v1; :::; vn, on a :

8stv1:::8stvn (8stx F (x; v1; :::; vn)) 8x F (x; v1; :::; vn)):

Le principe de transfert dit que si la formule interne F (x; v1; :::; vn) est vraie
pour tout standard x, elle le sera pour tous les x, pourvu que les autres
variables soient standard. Par contraposée, s�il existe un x pour lequel la
formule n�est pas vraie, il en existera un standard pour lequel la formule
n�est pas véri�ée. En particulier, si un tel x est unique, il sera nécessairement

117
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standard. Il découle de ceci que tout objet spéci�que des mathématiques
conventionnelles comme 0, 1, 2, sin, ln, �, C[0; 1], Lp,... est standard, parce
que caractérisé de manière unique. Une autre conséquence importante est
que toute fonction standard prend des valeurs standard aux points standard.
Idéalisation : Pour toute formule interne B(x; y) où x et y sont des

variables libres mais peut-être pas les seules, on a :

8st �nz 9x 8y 2 z B(x; y), 9x 8sty B(x; y):

Ce principe, plus délicat à comprendre, dit que la relation interneB(x; y) où x
et y sont des variables libres, mais peut-être pas les seules, est simultanément
véri�able pour tout standard y si, et seulement si, elle est simultanément
véri�able dans tout ensemble �ni standard. Le principe d�idéalisation permet
notamment de démontrer que tout élément d�un ensemble E est standard si
et seulement E est un ensemble standard �ni. Par conséquent, tout ensemble
in�ni contient un élément non standard. Il existe donc un entier naturel non
standard...En�n, une des conséquences importantes de cet axiome est qu�il
existe un ensemble standard A qui contient tous les objets standard.
Standardisation : Pour toute formule F (z), interne ou externe, où z

n�est peut-être pas la seule variable libre, on a :

8stx 9sty 8stz (z 2 y , z 2 x ^ F (z)):

Nous devons remarquer à ce niveau que seules les formules internes peuvent
dé�nir des sous-ensembles, comme nous le reverrons plus bas. Le principe
de standardisation fournit un substitut. Il assure que pour tout ensemble
standard x, il existe un sous-ensemble standard y dont les éléments standard
sont ceux qui véri�ent F . L�ensemble y est unique. En e¤et, deux ensembles
sont égaux s�ils ont les mêmes éléments. Par transfert, deux ensembles stan-
dard sont égaux s�ils ont les mêmes éléments standard. L�ensemble y est noté
Sfz 2 x : F (z)g.
La théorie IST est une extension conservative de ZFC : tout théorème

interne de IST est un théorème de ZFC. Certains théorèmes prouvés dans
IST sont externes et peuvent être reformulés de manière à les rendre internes.
On doit en e¤et à E. Nelson [52] un algorithme de réduction ramenant toute
formule externe F (x1,...,xn) de IST sans autres variables libres que x1,...,xn
à une formule interne F 0(x1,...,xn) avec les mêmes variables libres, telle que
F � F 0, c�est-à-dire F , F 0 pour toutes les valeurs standard des variables
libres. Voici la réduction des formules les plus rencontrées :

8x (8sty A) 8stz B) � 8z 9�ny0 8x (8y 2 y0 A) B);
8x (9stw 8sty A) 8stz B) � 8w 8z 9�ny0 8x (8y 2 y0 A) B);
8x (9stw 8sty A) 9stz B) � 8w 9�nz0 9�ny0 8x (8y 2 y0 A) 9z 2 z0 B);

(A.1)
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où A (respectivement B) est une formule interne de variable libre y (respec-
tivement z) et de paramètres standard.

A.2 Quelques dé�nitions externes

Un nombre réel x est dit in�nitésimal si jxj < a pour tout réel a stric-
tement positif standard, limité si jxj � a pour un certain nombre standard
a, appréciable s�il est limité et non in�nitésimal, et illimité s�il n�est pas
limité. Nous notons x ' 0 pour x in�nitésimal, x ' �1 pour x illimité
positif ou négatif et x� 0 pour x non in�nitésimal positif. Nous avons donc

x ' 0, 8sta > 0 jxj < a;
x� 0, 9sta > 0 x > a;

x limité, 9sta > 0 jxj � a;
x ' 1, 8sta > 0 jxj > a:

Soit (E; d) un espace métrique standard. Deux points x et y dans E sont
dits in�niment proches, et on note x ' y, si d(x; y) ' 0. Un élément x
est dit presque standard dans E s�il existe dans cet espace un standard
x0 tel que x ' x0. Le point x0 est appelé la partie standard de x (elle
est unique) et est notée �x. Notons qu�un nombre réel est presque standard
dans R si, et seulement si, il est limité. Un vecteur dans Rn (n standard) est
dit in�nitésimal (respectivement limité, illimité) si jjxjj est in�nitésimal
(respectivement limité, illimité) où jj:jj est une norme standard de Rn.
Soit X un espace topologique standard. Un point x de X est dit in�ni-

ment proche d�un point standard x0, et on note aussi x ' x0, si x est dans
tout voisinage standard de x0. Soit A un sous-ensemble standard de X. Un
point x 2 X est dit presque standard dans A s�il existe un standard x0 2 A
tel que x ' x0. Le sous-ensemble standard A est compact si, et seulement si,
tout point x 2 A est presque standard dans A. Le sous-ensemble standard
A est ouvert si, et seulement si, tout point x 2 X qui est presque standard
dans A, appartient à A.
Une fonction standard f est continue en en point standard x0 de son

ensemble de dé�nition D si, et seulement si, f(x) ' f(x0) pour tout x de D
tel que x ' x0. Elle est continue sur D si, et seulement si, elle est continue
en tout point standard de D.
Nous pouvons continuer à caractériser de façon externe d�autres notions

comme la continuité uniforme, la di¤érentiabilité, l�intégration,... mais nous
ne donnons que les notions dont nous avons besoin dans ce travail.
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A.3 Principes de permanence

On ne peut pas utiliser des prédicats externes pour dé�nir des sous-
ensembles (on parle de formation illégale d�ensembles). Par exemple, on peut
prouver qu�il n�existe pas de sous-ensembles L et I de R tels que, pour tout x
dans R, x est dans L si, et seulement si, x est limité, ou x est dans I si, et
seulement si, x est in�nitésimal. Ce résultat sert parfois à prouver la validité
d�une propriété au-delà du domaine où elle a été établie. Par exemple, sup-
posons qu�une certaine propriété interne A a été établie pour tout x limité.
Si nous admettions que A n�est vraie pour aucun x illimité, nous aurions
alors caractérisé les nombres limités par l�ensemble L = fx 2 R : Ag, ce
qui est illégal. C�est un principe de permanence, dit de Cauchy. Une des plus
importantes conséquences de ce principe est le fameux lemme de Robinson,
dont voici une des versions :

Lemme A.3.1 (Robinson) [58] Soit f une fonction réelle telle que f(x) '
0 pour tout x � 0 limité, alors il existe un réel illimité ! tel que f(x) ' 0
pour tout x dans [0, !].

Preuve. L�ensemble de tous les s tels que jf(x)j < 1=s pour tout x 2 [0; s]
contient tous les limités s � 1. D�après le principe de Cauchy, il doit contenir
un illimité !.
A ce stade nous devons souligner toutefois qu�une collection d�éléments

d�un ensemble E véri�ant une propriété externe F est parfois appelée, par
commodité, ensemble externe. On s�autorisera même à la noter par un sym-
bole et à pratiquer sur elle les opérations booléennes binaires telles que la
réunion, l�intersection, le complémentaire, etc... Néanmoins, il ne faut pas
perdre de vue que ce n�est pas un ensemble à proprement parler. Un ensemble
externe en tant que tel met en défaut au moins un axiome de la théorie clas-
sique des ensembles. Nous adopterons quant à nous l�expression de collection
externe. Par exemple, la collection externe dé�nie par hal(0) = fx 2 R : x
in�nitésimalg, appelée halo de 0, n�est pas un ensemble car on ne peut pas lui
appliquer l�axiome de la borne supérieure. En e¤et, tout réel standard r est
plus grand que tout élément de hal(0). Supposons alors que s est une borne
supérieure de halo(0) et soit " > 0 in�nitésimal. Si s ' 0, alors s+ " ' 0, ce
qui est absurde car s est la borne supérieure du halo de 0. Si s est appréciable,
alors s� " l�est aussi est c�est un majorant de hal(0), ce qui est impossible.
Il reste beaucoup à dire sur les fondements, les développements et les appli-
cations de l�ANS. Les lecteurs intéressés sont renvoyés à quelques références
classiques comme [15, 16, 69] pour les fondements et [14, 36, 46, 69, 75] pour
les applications. Le livre Nonstandard Analysis in Practice [13] est particuliè-
rement intéressant pour apprécier la portée des outils non standard dans au
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moins neuf domaines, et l�on trouvera dans [10, 45, 60, 62, 61, 78] ce qu�il faut
savoir sur la théorie des perturbations d�équations di¤érentielles ordinaires.

A.4 S-Stabilité

Soit le système
_x = f(x); (A.2)

où le champ de vecteurs f est continu, pas nécessairement standard. Suppo-
sons que f est dé�nie dans un ouvert U de Rn.

Dé�nition A.4.1 Un sous-ensemble standard borné M de U est dit s-
globalement asymptotiquement stable (s-GAS) pour (A.2) si pour tout x0
presque standard dans U et tout t > 0 illimité, toute solution x(t) de condi-
tion initiale x0 véri�e dis(x(t);M) ' 0.

Les notions s-GAS et GAS sont équivalentes si f est standard (voir [38],
proposition 4.1, page 10).

Dé�nition A.4.2 Un sous-ensemble standard borné M de U est dit s-
asymptotiquement stable (s-AS) pour (A.2) s�il existe un voisinage compact
standard K �U de M tel que pour tout x0 2 K et tout t > 0 illimité, toute
solution x(t) de condition initiale x0 véri�e dis(x(t);M) ' 0.

En analyse non standard, le pré�xe s (s-propriétés) sert à distinguer entre
une notion standard et la notion non standard correspondante [13].

A.5 Deux outils de base

Nous présentons deux résultats fondamentaux de la théorie non standard
des perturbations d�équations di¤érentielles. D�abord la méthode strobosco-
pique, qui avait été proposée par J. L. Callot et G. Reeb en 1977 pour l�étude
d�une équation particulière et présentée dans un colloque par ce dernier en
1978 (on peut lire par exemple [10]). Cette méthode consiste grosso modo en
ceci : supposons qu�une fonction � dé�nie sur un intervalle I de R soit à va-
leurs limitées dans Rn. Supposons de plus qu�il existe une fonction standard
continue F et une suite de points (tn; �((tn)) dans I � Rn tels que

0 < tn+1 � tn ' 0 et
�(tn+1)� �(tn)

tn+1 � tn
' F (tn; �(tn)).

La méthode stroboscopique dit alors que la fonction � est in�niment proche
d�une solution x(t) de l�équation di¤érentielle ordinaire dx=dt = F (t; x) pour
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tout t et x(t) limités. Des améliorations se sont imposées par le fait du peu
d�informations que l�on peut avoir a priori sur la fonction � considérée. Par
exemple, si cette fonction est solution d�une équation di¤érentielle, comment
véri�er qu�elle ne prend que des valeurs limitées sur un intervalle donné ?
Comment construire explicitement la suite (tn; �((tn)) ? T. Sari a étendu la
méthode dans [59] au cas où pour tout t dans I pour lequel t et �(t) sont
limités, il existe t0 dans I tel que

0 < t0 � t ' 0 et �(t
0)� �(t)

t0 � t
' F (t; �(t)).

A partir de ce résultat et de la stroboscopie sélective de R. Lutz [45] où
l�existence de t0 n�est assurée que pour des t dans un sous-ensemble de I;
Sari établit le lemme de stroboscopie que nous énonçons ici (voir à ce sujet
[60, 61, 65]).
Soit U un ouvert standard de Rn, F : U ! Rn une fonction continue

standard. Soit J un intervalle de R contenant 0 et � : J ! Rn une fonc-
tion telle que �(0) est presque standard dans U , c�est-à-dire qu�il existe un
standard x0 2 U tel que �(0) ' x0. Soit I un sous-ensemble connexe de J
(éventuellement une collection externe) tel que 0 2 I.

Dé�nition A.5.1 (Propriété de stroboscopie) Soit t et t0 dans I. La
fonction � est dite satisfaire la propriété de stroboscopie S(t; t0) si [t; t0] � I,
t0 ' t, �(s) ' �(t) pour tout s dans [t; t0] et

�(t)� �(t0)

t� t0
' F (�(t)):

Sous des conditions convenables, le lemme de stroboscopie a¢ rme que la
fonction � est approchée par la solution du problème de Cauchy

dx

dt
= F (x); x(0) = x0: (A.3)

Théorème A.5.2 (Lemme de Stroboscopie) [61] Supposons que
(i) il existe � > 0 tel que, dès que t 2 I est limité et �(t) est presque

standard dans U , il existe t0 2 I tel que t0 � t � � et la fonction � satisfait
la propriété de stroboscopie S(t; t0),
(ii) le problème de Cauchy (A.3) admet une solution unique x(t).
Alors, pour tout standard L dans l�intervalle positif maximal de dé�nition

de x(t), on a [0; L] � I et �(t) ' x(t) pour tout t 2 [0; L].
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L�autre outil essentiel concerne la théorie des perturbations régulières.
Considérons les deux problèmes de Cauchy suivants :

dx

dt
= F0(x); x(0) = a0 2 U0; (A.4)

dx

dt
= F (x); x(0) = a 2 U: (A.5)

Le lemme de l�ombre courte permet de comparer les solutions de (A.4) et
(A.5) quand F est proche de F0 et a est proche de a0 dans un sens à préciser.
On en trouvera une preuve à l�aide du lemme de stroboscopie dans [61].

Théorème A.5.3 (Lemme de l�Ombre Courte) Soit U0 un ouvert stan-
dard de Rn et soit F0 : U0!Rn standard et continue. Soit a0 2 U0 standard.
Supposons que le problème de Cauchy (A.4) admet une solution unique x0(t)
et soit J = [0; ![, 0 < ! � +1, son intervalle positif maximal de dé�nition.
Soit U un ouvert de Rn qui contient tous les éléments presque standard dans
U0. Soit F : U!Rn continue telle que F (x) ' F0(x) pour tout x presque stan-
dard dans U0. Alors, toute solution x(t) du problème de Cauchy (A.5) avec
a ' a0 est dé�nie pour tout t presque standard dans J et satisfait x(t) ' x0(t).

A.6 Lemmes requis

La démonstration du théorème 1.2.2 requiert deux résultats techniques
que nous rappelons ici car nous les utilisons pour la preuve du théorème 4.6.3.

Lemme A.6.1 ([37] Lemma 9, page 17) Supposons satisfaites les hypo-
thèses T1, T2 et T3. Soit (x(t); y(t)) une solution de (1.1) telle que y(t) est
presque standard dans �Y pour tout t dans [t0; t1] et x (t0) ' � (y (t0)). Alors
x (t) ' � (y (t)) pour tout t dans [t0; t1].

Lemme A.6.2 ([37] Lemma 10, page 18) Supposons satisfaite l�hypo-
thèse T4. Soit y0 standard dans �Y . Soit (x(t); y(t)) une solution de (1.1)
telle que x (t) ' � (y (t)) pour tout t dans [t0; t1] et y(t0) ' y0. Soit �y(t)
la solution de l�équation lente (1.4) de condition initiale y0 dé�nie sur un
intervalle standard [0; T ]. Alors y(t0 + s) ' �y(s) pour tout s � T tel que
t0 + s � t1.
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A.7 Théorie de Neishtadt

La variable lente y du système lent-rapide

" dx=dt = F (x; y; "); x 2 Rn
dy=dt = G(x; y; "); y 2 Rm (A.6)

peut être considérée comme un paramètre dynamique de bifurcation, si on
imagine que le point d�équilibre ou le cycle limite de l�équation rapide change
de stabilité quand une certaine valeur de y est atteinte. Dans son papier
devenu une référence, A. I. Neishtadt [51] suppose d�abord que les seconds
membres de (1.1) sont au moins deux fois continûment di¤érentiables sur un
domaine donné. Il se met dans l�une des deux situations où l�équation rapide
(1.2) admet un point d�équilibre xy ou un cycle limite �y non dégénérés,
dépendant continûment de y. Désignons ces équilibres et ces cycles par la
notation unique Ly. Les équations lentes respectives sont données par

dy

dt
= G(�(y); y; 0); (A.7)

dy

dt
=

1

T (y)

Z
�y

G(x; y; 0)dx: (A.8)

Soit �y(t) la solution de l�équation régissant le mouvement lent (A.7) ou (A.8)
dé�nie sur [t0; t1] et telle que �y(t0) = y0. Supposons qu�il existe t� dans
]t0; t1[ tel que, pour tout t 2 [t0; t�[, L�y(t) est asymptotiquement stable pour
l�approximation linéaire et perd sa stabilité pour t = t�. Supposons aussi que
pour tout t dans [t0; t�[ et pour " assez petit, la trajectoire 
 du système (A.6)
se trouve dans un petit voisinage de L�y(t)�f�y(t)g. Ainsi, à l�instant t�, dans le
cas de l�équilibre, il existe une paire de valeurs propres conjuguées imaginaires
et 0 n�est pas une valeur propre et, dans le cas du cycle, soit il existe une paire
de multiplicateurs conjugués sur le cercle unité, soit �1 est un multiplicateur
mais pas 1. Le théorème de Neishtadt, que nous n�énonçons pas ici, dit que
si les seconds membres du système (1.1) sont analytiquement prolongeables
par rapport à x et y à un voisinage complexe de L�y(t�) indépendant de ", il y
a retard à la bifurcation. Cela signi�e que la trajectoire 
 continue à évoluer
dans un petit voisinage de L�y(t)�f�y(t)g au delà de l�instant t� avant de s�en
éloigner. L�auteur donne même une estimation du retard.
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