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”Do not worry about your difficulties in mathematics ;
I can assure you that mine are still greater.”
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Introduction

Globalement, on peut considérer que le monde de la physique est au-
jourd’hui coupé en deux. Les théories décrivant les mondes de 1’« infiniment
grand » et de I’« infiniment petit » ne paraissent pas compatibles. Ce constat
est une dure épreuve pour tous les physiciens théoriciens révant d’une simple
et magnifique théorie du tout unifiant les quatre intéractions fondamentales.

D’un coté, on trouve I'une des théories les plus esthétiques de la physique
actuelle, la relativité générale. Elle nous permet de décrire la dynamique
de l'univers de fagon extrémement simple et efficace. A. Einstein [1] nous
apprend que la masse d’un objet influe sur tout ce qui ’entoure et que celui-
ci courbe l'espace proche. Une excellente image est celle d’'une surface, ima-
ginons un drap parfaitement tendu, sur laquelle sont déposées des billes de
différentes tailles et masses. Le poids de ces billes et leur forme vont donc
faire ployer le tissu, non pas juste au point de contact, mais aussi dans son
voisinage. Tout objet se déplacant sur cette surface suit alors, pour joindre
deux points, non plus une ligne droite, mais le chemin du moindre effort, les
géodésiques.

De I'autre coté se regroupent les trois autres forces fondamentales, visibles
a I’échelle des constituants élémentaires de la matiere, les forces forte, faible et
électromagnétique. Depuis plusieurs décennies, ces trois forces sont elles aussi
formulées élégamment sous la forme de théories de jauge [2]. Ces formalismes
utilisant la géométrie différentielle, tout comme la théorie de la relativité
générale, permettent de les définir grace a leurs propriétés de symétrie, encore
appelées invariance de jauge. Ceci nous permet alors de définir dans les cas
classiques (ou seule la force électromagnétique est pertinente) comme dans
les cas quantiques 'action de ces forces.

Tout un chacun pourrait alors penser que I'inadéquation entre ces théories
est due au fait que, soit la relativité générale, soit la théorie quantique des
champs sont de mauvais modeles théoriques. Malheureusement, du moins
pour les théoriciens, les comparaisons entre résultats expérimentaux et pré-
dictions sont en accord quasi parfait. On peut citer, comme exemple, 1’élec-
trodynamique quantique (ou QED) permettant une adéquation quasi par-
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faite entre la valeur expérimentale et la valeur théorique du facteur (g — 2)
électronique [3], ou encore I'excellente fiabilité des mémoires numériques type
« mémorire flash » fonctionnant sur le principe de 'effet tunnel. En faveur
de la relativité générale, il y a bien sur un objet technologique que beau-
coup utilisent aujourd’hui, le Global Positionning System (GPS) capable de
déterminer, grace a des satellites, notre position a la dizaine de metres pres
pour les plus perfectionnés. Le seul point de concordance de ces théories sem-
ble donc étre I'excellent accord entre les prédictions et 'expérience.

Le développement de la physique des particules montre que les théories de
jauge peuvent étre parfaitement comprises dans le formalisme géométrique
des théories de type de Yang-Mills. Dans ces théories de jauge, ce sont
les symétries internes du systeme étudié qui interviennent, et non pas les
symétries de I'espace-temps. Les champs de jauge trouvent alors le statut de
1-forme locale de connexion sur un fibré principal. Il existe alors plusieurs
outils pour faire le lien entre les théories classiques et leurs versions quan-
tiques. Les plus usités font appel a des méthodes de géométrie différentielle.
On cherche alors a mettre en relation univoque les observables classiques,
définies comme des applications entre la variété de base et 1’espace des fonc-
tions, et leurs correspondants quantiques, des opérateurs agissant sur un
espace de Hilbert. L’utilisation de la géométrie différentielle permet ainsi de
s’assurer de la pertinence de chaque étape de quantification.

Une voie de résolution du probleme entre la mécanique quantique et la
théorie de la relativité générale peut donc étre la formulation de celle-ci en
termes d’une théorie de jauge quantifiable. La littérature actuelle présente
de nombreux exemples permettant cette formulation. Hélas, certaines con-
duisent au fait que tous les évenements de l'univers sont équivalents de
jauge [4,5]. 11 n’y aurait donc pas d’évolution temporelle dans le sens ou
nous l'entendons actuellement. D’autres théories présentent des champs de
jauge relatifs a la gravitation d’un genre tout a fait différent des autres [6,7],
interdisant le couplage et donc 'interaction entre la force gravitationnelle et
les trois autres forces fondamentales.

Le but de ce travail de these est la présentation d’'un nouvel outil per-
mettant d’exprimer 'action infinitésimale de certains difféomorphismes, i.e.
les transformations de symétrie de la relativité générale, comme des trans-
formations de jauge infinitésimales. Il pourrait ainsi étre permis de définir la
théorie de la relativité générale comme une théorie de jauge semblable aux
autres et son couplage avec les forces électromagnétique, forte et faible en
serait facilité. Nous nous sommes donc attachés a 'utilisation de systemes
de coordonnées locales, permettant de définir des outils directement compré-



hensibles pour tout physicien théoricien. De plus, nous avons consacré une
importance particuliere a la mise en place d’un dictionnaire entre les for-
malismes présents dans la littérature mathématique et un formalisme plus
adéquate pour la physique. Par la méme occasion, les outils de géométrie
différentielle présentés dans cette these permettent de lever certaines zones
d’ombre dans le travail effectué par I’équipe « symétrie et physique » du Cen-
tre de Physique Théorique au milieu des années 90 [8]. Plus important, la
notion de connexion de Cartan sur le fibré des reperes d’ordre 2 a permis
de résoudre un probleme ouvert depuis une vingtaine d’années, originelle-
ment formulé par A.M. Polyakov [9] qui obtient formellement l'action de
difffomorphismes (symétrie de 'espace-temps) a partir d’une transformation
de jauge (symétrie interne).

Le premier chapitre de cette these est consacré a la présentation détaillée
des outils géométriques que nous utilisons. Tout d’abord, l'espace des k-
reperes de torsion nulle, un fibré principal muni d’un groupe de stucture par-
ticulier, le groupe différentiel d’ordre k. Ensuite, d'une facon indépendante,
un type de connexion suscitant un regain d’intérét en physique [10-12], la
notion de connexion de Cartan sur un fibré principal. Ces connexions créent
un isomorphisme entre ’espace tangent du fibré et l'algebre de Lie d’un
groupe contenant le groupe de structure du fibré. Afin de retrouver le cadre
habituel des théories de jauge de type Yang-Mills, nous explicitons le lien en-
tre les connexions de Cartan et les connexions de Ehresmann, dénomination
mathématique de la notion de connexion usuellement employée en théorie de
jauge de type Yang-Mills.

Le second chapitre aborde les notions de G-structures projective et con-
forme comme réductions du fibré des 2-reperes en sous-fibré principaux.
La construction d’une connexion de Cartan sur ces G-structures est alors
présentée. Le point technique important, au regard du physicien, est le cal-
cul des expressions locales de la 1-forme de connexion de Cartan. Il est ef-
fectué en détail sur chacune de ces G-structures. Tout particulierement, le
choix d’une section-repeére (ou choix de jauge) projective ou conforme per-
met de calculer les symboles de la connexion, généralisation des symboles
de Christoffel [13]. Dans ce choix de jauge, les connexions de Cartan pro-
jective et conforme sont alors paramétrées par un 1-cocycle du groupe des
difféomorphismes de I'espace-temps a valeur dans les tenseurs symétriques
d’ordre 2, possible généralisation en dimension arbitraire de la dérivée de
Schwarz.

Grace au lien entre connexion de Ehresmann et connexion de Cartan, il est
naturel de transposer 1'utilisation d’algebre différentielle des théories de jauge
aux connexions de Cartan. Dans le dernier chapitre, nous exposons, dans le



formalisme de BRS, développé par C. Becchi, A. Rouet et R. Stora, prix
Daniel Heinemann 2009, une théorie de jauge s’appliquant a la connexion de
Cartan. Cette algebre nous permet de retrouver, dans le cas unidimensionel,
une théorie de jauge reproduisant 1’action infinitésimale des difféomorphismes
[9,14]. De plus, la généralité du traitement permet d’élaborer la structure de
BRS en dimension arbitraire pour les deux G-structures étudiées.



Chapitre 1

Fibré des k-reperes et
Connexion de Cartan

A Theure actuelle, les théories physiques peuvent, en majorité, étre trai-
tées systématiquement grace a 1'utilisation de la géométrie différentielle. Cet
outil mathématique puissant permet d’associer a chaque observable un « ob-
jet » géométrique. Par exemple, a un hamiltonien sont associés des champs
de vecteurs décrivant la dynamique, les champs de jauge sont eux décrits par
les composantes d’une connexion, etc. . De plus, grace a la possible prise en
compte de contraintes, les symétries du systeme physique étudié sont directe-
ment intégrées dans l’espace choisi pour modele.

Ce premier chapitre présente, en premier lieu, ’espace sur lequel nous
travaillerons par la suite, ’espace des k-reperes généraux. Cet espace est une
généralisation d'un espace étudié par C. Ehresmann ( [15] et réf. liées), puis
repris par [16] dans un langage plus moderne.

Dans un second temps, nous définirons 'objet géométrique principal de
notre travail, la connexion de Cartan. La notion de connexion de Cartan est
définie par E. Cartan lui-méme [17] comme une généralisation des connexions
affines proposées par H. Weyl [18]. Nous verrons, a la fin de ce chapitre, com-
ment relier la notion de connexion de Cartan avec la notion, plus standard,
de connexion de Ehresmann définie sur un fibré principal.

1.1 Les k-repéres généraux

Un repere est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants, formant
une base d'un espace vectoriel. Il permet ainsi de mesurer cet espace en le
munissant, via les composantes de ce repere, d’un systeme de coordonnées.
Rappelons que I'espace tangent en un point x d’une variété quelconque M,
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noté T, M, est lui-méme un espace vectoriel. La notion de repere peut donc
étre généralisée en définissant un repere en un point x € M comme étant un
repere de T, M.

Considérons deux reperes différents en un méme point x € M. Il est
possible de les relier grace a l'action a droite simplement transitive! d'un
unique élément du groupe linéaire G, (R). L’ensemble des reperes au-dessus
d’un point z, noté L, M, est donc homéomorphe a GL,(R) [19]. L’ensemble
de tous les reperes (linéaires) d’une variété M :

LM = | L.M,

zeM

forme alors un fibré principal au-dessus de M de groupe structural GL,(R).

Sur le fibré LM, considéré comme une variété, il est alors possible de
construire le fibré des reperes linéaires au-dessus de LM, noté L(LM). 11
s’agit alors du fibré des 2-reperes linéaires au-dessus de M. Par récurrence,
on peut ainsi construire le fibré de k-reperes linéaires [20]. Cependant, dans
le cadre de notre étude, nous utiliserons une définition légerement plus res-
trictive du fibré des reperes linéaires au-dessus d’une variété admettant une
généralisation plus adaptée au traitement local, nécessaire en physique.

Dans cette optique, nous emploierons la définition des reperes de torsion
nulle essentiellement utilisée par 1'école japonaise [13,16,21,22], mais aussi
par [23].

1.1.1 Des 1-jets aux l-reperes
Les 1-jets

Soient M et N deux variétés de dimension n munie des systemes de
coordonnées locales respectifs{z®} =1, et {"},=1 _n, et un difféomorphisme
local ¢ : M — N, défini au voisinage d'un point zy € M. Le 1-jet en ce point
xg € M du difféomorphisme local ¢ est défini comme la classe d’équivalence

de ¢ :

L’ensemble j;o (¢) est donc I'ensemble des difféomorphismes locaux de M
dans N ayant le méme développement de Taylor que le difféomorphisme

ofr

ot _ 0"
oxr®

- (e}
20 ox

Jag(0) = {f € Diff(M, N))f(wo) = (o),

1Si on choisit un repeére quelconque comme référence, noté e, tous les autres repéres
au méme point pourront étre définis grace & un unique élement g € GL,(R) : ¢/ = e - g.
Réciproquement, tout repere e’ détermine un unique élement g € GL,,(R) tel que ¢’ = e-g.



1.1. LES K-REPERES GENERAUX 11

local ¢, au premier ordre en xq € M. Soit
Jl(Ma N) = {j;0(¢)|¢ € DIH(M7 N)7I0 S M}7

I’ensemble de tous les 1-jets des difféomorphismes locaux de M dans N. Cet
ensemble est un espace fibré [24] au-dessus de M dont la projection canonique
7 :JY (M, N) — M est définie comme la projection sur la source du 1-jet. Ce
fibré est alors muni d’un systeme de coordonnées induit par les systemes de
coordonnées locales {x*}q=1. , sur M et {a*},—1 , sur N :

(x zt at)

tel que :
2 (Jao(9)) = 0%, @(J5(0)) = B(x0)",
1 5¢“ notation
P (6) = ST g,

zo

Si on considere deux difféomorphismes ¢ : M’ — M et ¢ : M — N.
Le 1-jet en x(y de la composée j;o(gzﬁ o 1) définit, par la loi de dérivation des
fonctions composées, la loi de multiplication sur 'espace des 1-jets :

(o) (@) * T (©0) = g (D0 0).

Dans un systeme de coordonnées locales, les 1-jets des difféomorphismes
1 et ¢ s’expriment comme :

j;o(w) - (xoa’7¢<x0)a’ 8a’wa’x0)>
() (@) = (0(0)", G (1(0))", 00 ®"| 4 (20))-
Leur produit s’ecrira donc? :
3y (@) 8 () = (0™ (a0, Durt®Ly, Ba ) (1)

On peut alors définir la notion de 1-jet général :

Définition 1.1.1. Un 1-jet général f' est une section du fibré J*(M, N)
au-dessus de M. Dans le systéeme de coordonnées locales, un 1-jet pourra
s’exprimer :
ff'aM — JYM,N)
v o fix) = (2 (@), fl(@),  det(f,) #0

ot les fonctions fF(z) et f* (x) sont indépendantes l'une de l’autre.

201 nous utiliserons constamment la convention de sommation d’Einstein sur les indices

répétés.
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Le fibré J'(M, N) peut aussi étre vu comme un fibré au-dessus de la
variété « but » N [24]. La projection canonique 7 : J'(M, N) — N est alors
définie comme la projection sur le but :

Viee M (% fY(2), o), 7(fi(z)) = f(x).

Utilisons le fait que les graphes des difféomorphismes locaux ¢ : M — N
peuvent étre vus comme des sections du fibré trivial M x N — M. Dans
ce cas, le fibré J'(M, N) peut étre construit comme le fibré des 1-jets des
sections de M x N — M. Ce point de vue est d’ailleurs celui utilisé pour
définir le fibré des 1-reperes de 1’école japonaise.

JY(M,N)

o T GUF) t = (a2, (), O f ()

—— Y — (@, (), A (2))

M x N

(z, f())

M

F1G. 1.1: Fibré J*(M, N) au-dessus de M et de N. Deuz sections différentes de J*(M, N)
sont représentées, j(f) associant a x € M le 1-jet de f, et f associant a x € M un 1-jet
général de méme but f*(x), ainsi que la variété M x N avec le graphe de f.

Le groupe différentiel d’ordre 1

Considérons maintenant les difféomorphismes g de R™ qui préservent un
point, que nous prendrons comme étant I'origine 0 € R™. Ces difféomorphis-
mes forment alors un groupe, nommé, dans la littérature mathématique le
groupe d’isotropie de zéro, et dans la littérature physique stabilisateur ou
encore petit groupe de 0. L’espace des 1-jets de tels difféomorphismes forme
un groupe de Lie, nommé groupe différentiel d’ordre 1 et noté G;.

La loi de multiplication de deux éléments du groupe est déduite de la loi
générale de multiplication des 1-jets (1.1) :

Vo1 = jo(9), 91 = s(d) € Gi,  g1- g, =do(9) - ja(d) = do(god)-
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L’¢lement neutre est alors le 1-jet de I'identité sur R™ :
idy = jo (idgn).
Soit {u®}4=1..n, un systeme de coordonnées locales sur R”, un élement de
G4 s’écrira :
Gl o201 = (0,0,gaa/> = (gaa’>7
ou les 0 (correspondants a la source et au but) peuvent étre omis puisqu’ils
sont fixés. L’élément neutre s’écrit alors idy = (6%,) et le produit de deux

éléments :

/

=19 91=0"w)  99=(9w)
Le groupe différentiel d’ordre 1, GGy, est donc isomorphe au groupe général
linéaire G L, (R).
Gl =~ GL(n, R)

Les 1-reperes

La notion de 1-jet et la définition du groupe différentiel d’ordre 1 permet-
tent une autre définition du fibré des 1-reperes [13,16,21,22], plus appropriée
a la géométrie différentielle :

Définition 1.1.2. Soit 'ensemble des 1-jets en O de difféomorphismes de R"
dans M :

F'M = {js(f)|f € DifR", M), f(0) = x}.
Par la projection canonique sur le but w : FYM — M, cet ensemble est un

fibré principal au-dessus de M de groupe structural Gy ~ GL,(R), nommé
fibré des 1-reperes.

Les systemes de coordonnées locales {u®},—1. ., sur R" et {a*},—1 , sur
M induisent sur F'M le systéme de coordonnées locales suivant :

(u®, z, x),
tel que :

_ o
- Oue

u(jp(f)) =0, 2"(jo(f)) = f*(0), «",(5(f)) = 0.1"(0).

u=0

Comme pour décrire les éléments du groupe G, nous omettrons la source 0
puisqu’elle est fixée, i.e. en coordonnées :

Jo(f) = (£"(0),0."(0)).

I1 est alors possible de définir un 1-repere général comme :
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Définition 1.1.3. Un 1-repére général est une section du fibré principal F* M
au-dessus de M, noté

eg: M — F'M,
v e(d) = (0, e (2),  del(en,) £0.

Un 1-repere peut alors étre représenté par une fonction affine de u € R,
a valeur dans M, notée fi(u) s’écrivant localement :

fi(u) = 2 + e (z)u’, (1.2)
telle que :

er(z) = jo (fr(w)).

Le groupe différentiel d’ordre 1 étant défini a 'aide des 1-jets de difféo-
morphismes de R” fixant 0, et les 1-reperes pouvant étre représentés comme
des 1-jets, l'action a droite du groupe de structure peut se déduire de la loi
de multiplication des 1-jets par :

Ve, (r) = (2", e" (x)) € F*M et g, = (g“;) € Gy, er-g1 = (z" e, g%).

On peut alors noter que cette définition du fibré des 1-reperes donne
un fibré ayant la méme structure que le fibré des 1-reperes linéaires défini
comme le fibré principal de groupe de structure GL(n,R) au-dessus de M.
Nous avons donc I'isomorphisme de fibré :

LM ~ F'M.

1.1.2 Des l-reperes aux k-reperes

Nous allons maintenant généraliser la définition des 1-reperes, que nous
venons d’énnoncer, aux ordres supérieurs grace a la notion de k-jets, k =
1,2,....

Des 1-jets aux k-jets

Le k-jet en un point xqg € M d’un difféomorphisme local ¢ : M — N est
défini comme la classe d’équivalence :

#er= {1 et
_ of| _oe| _&f | _ &0
telles que f(xg) = ¢(z0), %LO T or e T Ora1 Hre2 - N 20
ok f 9%

J

o %1 g - ai g
r= ... 0T 0 =t ... 0T

PR

?
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L’ensemble de tous les k-jets de difféfomorphismes locaux, noté :
JHM, N) = {j5,(¢)|¢ € Diff(M, N), zo € M},

est un espace fibré au-dessus de la variété source M. Les systemes de coor-
données locales {x%}4—1.,, sur M et {z#},-1 , sur N induisent un systeme
de coordonnées locales sur J*(M, N) :

(%, 2t 2ty 2t
tel que :
af 1 e -1 -1 8¢N
r (]xo(¢)) = o, xu(]m()(qb)) - ¢(I0>“7 xua(j:vo((rb)) - Ox - Oé¢“|;c0 )

zo

l‘ual...an (];0 (¢)) = aoél te aan¢ﬂ|x0 )

olu, par le théoreme de Schwarz, les indices du bas sont symétriques. Nous
pouvons alors définir :

Définition 1.1.4. Un k-jet général est une section f* du fibré J*(M,N)
au-dessus de M, s’écrivant en coordonnées :

F*: M — J¢M,N)
x> fMa) = (@0 (@), (@), e, (2), det(f1) #0

ot les fonctions f*(x), f (x),..., f4, ., (7) sont indépendantes les unes des
autres.

Les groupes différentiels

Le groupe différentiel d’ordre k est défini comme ’ensemble des k-jets en
0 € R™ de difféomorphismes de R™ préservant O :

Gy = {j}(9)lg € Diff(R"™), g(0) = 0}.

Tous les groupes différentiels forment des groupes de Lie, dont la loi de
multiplication est déduite de la loi de multiplication des jets par :

Yor = 75(9), 9 = 7o (d)s 9k gk =Jo(gog).
L’élement neutre est donnée par le k-jet en 0 de l'identité de R”, i.e. :

iy, = §F(idgn) = 0%,,0,...,0),
10y JO(ZR) ( )

a
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et les inverses sont déterminés par :
g gt =00(9) dolg) =id = gt =Jglg). (1.3)
Il est possible de définir les projections canoniques suivantes :
7T]]§_1 Gy — Grq
1 k1
Jolg) — Jo (9)-

Ces projections sont des morphismes de groupe dont le noyau est un sous-
groupe distingué de Gy, noté GLj_1. On a alors :

Gk/GLk_l ~ Gk—l-
De plus, Gy étant un sous-groupe de Gy, :
Gk ~ GLk,1 X kal-

En posant GLy = G1 ~ GL,(R), on obtient la décomposition du groupe
différentiel d’ordre k G en produit semi-direct, par composition des projec-
tions canoniques :

Gk ~ GLO X GL1 X - X GLk_l. (14)

Traitons maintenant ’exemple du groupe différentiel d’ordre 3, G3, qui
nous préoccupera tout particulierement par la suite. Un élément de G5 s’écrivant
93 = (9% 9%, 9%y e) €t un élément de Go, g2 = (9%, 9% ), le noyau de la
projection 73, est :

Ker(7r32) = GL2 = {gg € G3|7T32(g3) = ng} = {(6aa/, O,Qaa/b/cl) € Gg}
On peut, de méme, déterminer le noyau de la projection 7% : Go — G| :
Ker(r?)) = GL1 = {g2 € Ga|m* (g2) = ids} = {(0°, 9 ) }-

Il est donc possible de décomposer un élement g3 de ce groupe comme le
produit de trois termes via (1.4) :

\V/g3 — (gaa/l/, gaa”/b///7 gaalllb///cl//>
’ l " "
- (gaa/, O, 0) ° ((Saa//, gaa//b//, O) * <5aa///, O, gaa///b///c///) .
NG > NS 7 NG
Vv Vv Vv
€GLg c€GL1 c€GLoy

Soit GL_; ~ R"™, le groupe des translations, d’algebre de Lie gl_,. L’algebre
de Lie, notée g, du groupe différentiel d’ordre k, augmentée de 1’algebre de
Lie des translations gl_; est une algebre de Lie graduée [16] au sens suivant :

gl Sgr=9l_,0gl,® - Dgl,_; telle que [gl;, g[j} C gliyy, (1.5)
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avec par convention, si ¢ + 5 > k, g[i—i-j =0.

Les éléments de cette algebre de Lie graduée peuvent étre écrits comme
les champs de vecteurs® X* associés au k-jets en 0 de difféomorphismes de
R™ (ne préservant pas 0), i.e. :

gl ®gdX" = —| j5(f) € Tq, J"(R",R"),
t=0

ou f; est une application de R dans les difféomorphismes de R"™ telle que
fo = idgn, i.e. un chemin différentiable dans Diff(R").
Dans un systeme de coordonnées locales, un élément X* sera représenté
par :
XE = (XX X e )
ou encore comme les coordonnées du k-jet du champ de vecteurs au point
ueR":
1
b _ k_ k
Xklu - <Xa + X“bu + -4 mXaay..ak,lual A 1) aa, X" = Jo (Xk)
Si on consideére deux éléments X2, Y2 € gl_, @ gl, @ gly, leur crochet de
Lie s’écrit alors localement :

(X,Y] = ([X, Y]® + [X,Y]%ub + %[X, Y]abcubuc> Oa,
avec :
(X Y] = X9V —ViX" egl,
(X, Y], = XYV +X4 Y —(X<Y) €gl, (1.6)
(X, V)% = XOV4 +X4YVi+ XY - (X =Y) col.

Par la suite, nous aurons besoin de définir une action du type action
adjointe du groupe différentiel Gy sur I'algebre de Lie augmentée gl_; & gx.
A cette fin, nous utilisons le fait que les éléments de cette algebre de Lie
sont définis grace aux k-jets en 0 de difféomorphismes de R", tout comme les
éléments de Gj. Nous définissons donc cette action par :

d . k d .
Xh=— Jk(ft) — X" = — ]k(goftog_1)>
dt|,_,"° dt|,_,"°

3aussi appelés difféomorphismes formels infinitésimaux [20] ou champs de vecteurs

formels.
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avec g € Diff(R"), g(0) = 0.

Il faut alors prendre garde au fait que fi0(0) # 0, c’est-a-dire que la
source n’est plus fixée. La dérivation par rapport au parametre t a donc pour
conséquence d’augmenter de 1 I'ordre des jets de g. Cela interdit donc d’écrire
naivement :

X" =g (g)- X* kg

L’action définie ci-dessus n’est donc pas une action adjointe. De plus, c¢’est
une action, non pas de Gj, mais de Gy sur gl_; & gg, que nous noterons
dans la suite :

d _ _
X" =Ad(gps1) X" = - i¥(go fiog™). (1.7)
t=0

En revanche, il s’agit bien d’une action a gauche, puisqu’il est facile de
vérifier que :

m(gk+1)Ad(g;c+1)Xk = Ad(9k+1‘9;c+1)Xk-

Notons ici que cette action est définie par [16] comme étant 'action adjointe
de Gk—i—l sur g[—l D gk

A titre d’exemple, Pexpression locale de X”* = Ad(gs) X2 X2 € gl_, @
gly @ gl est représenté par le champ de vecteurs :

! I / 1 ! / /
Xé — (Xa + Xab/ub + §Xablc/ub U/c ) aa/,
avec
Xa’ _ ga;Xa7
X% = ¢uX 9y + X%, (1.8)
Xab’c’ = gaachagbb’gcc/ + gaabXachc’gbb’ + gaabXagbb’c’

+gaachbgbb’gcc’ + gaaXabcgbb’gcc’ + gaaXabgbb’c’ :

Les k-repéres

Le fibré des 1-reperes au-dessus d'une variété M, de dimension n, est le
fibré principal de groupe structural G; dont les éléments sont les 1-jets en 0
des difféomorphismes de R™ dans M. La définition est analogue a 'ordre k :
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Définition 1.1.5. Le fibré des k-reperes au-dessus d’une variété M de di-
mension n est le fibré principal au-dessus de M, noté F*M, de groupe struc-
tural Gy, dont les éléments sont les k-jets en 0 des difféomorphismes de R™
dans M :

FRM = {jE(f)|f € Dif{(R", M), £(0) = ).

Les systemes de coordonnées locales {u®}q,=1. ., sur R" et {a*},—1 , sur
M induisent un systeme de coordonnées locales sur F¥M :

(u® o, ot 2l ),
tel que :
a/ k wiqk o w(k 8]"#
W) =0, PGEE) = £0), ) = | e
u=0
oF fu
H ok _
yee ey xal...ak(]O(f)) - Oudt ... Ouak uzoa

o, toujours par le théoreme de Schwarz, les indices (ay, . . ., a) sont symétriques.

De plus, puisque u®(j5(f)) = 0, nous 'omettrons systématiquement par la
suite.
On définit alors :

Définition 1.1.6. Un k-repére général est une section, notée ey, du fibré
principal F¥M de groupe stuctural G, au-dessus de M :

ex: M — FFM,
r — ex(x) = (", e (x),...€" (x)), det(et,) #0

aj...ag

ot e’ (x),...e!, . () sont des fonctions de x indépendantes les unes des

autres.

De méme qu’'une fonction affine définit un représentant du 1-repere, voir
(1.2), & tout k-repeére eg(x), on peut associer un polynéme de degré k en
u € R" & valeur dans M, tel que f,(0) =« :

1
JE) = ¥ e ot el (@putt e, (19)

et ainsi retrouver :
ex(x) = j5 (fr(n)).

Le polynome f(u) est le représentant polynomial du k-repere eg(x).
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Puisque pour tout élément g € Gy, il existe un difféomorphisme g de R"
préservant 0 tel que g, = j&(g), I'action a droite du groupe de structure est
directement déduite du produit des k-jets :

en - gk = Jo () - 4o (9) = 35 (fr 0 9)- (1.10)

Dans le cas particulier du fibré des 2-reperes, I’action du groupe de structure

G5 se déduit de (1.9) et de (1.10)* :

62(‘T) g2 = (x'u7 G'Lta(l'), euab('r)) ' (gaalv gaa/b’)v
= (xﬂ? e'uagaa’? euagaa’b’ + euabgaa’gbb’)7
¢'s(z).

Inverse d’un k-repere

Les k-reperes sont des sections du fibré F¥M au-dessus de la variété M,
qu’il est possible d’associer a des polynomes fi(u) de degré k a valeur dans
M tels que f(0) = x. Nous pouvons donc définir :

Définition 1.1.7. L’inverse d’'un k-repére ey, noté e, ', est défini comme
étant le k-jet en x € M du polynome de degré k en y € M, noté (fr) *(y),
a valeur dans R™ tel que (fy) ' (x) =0 et

€k_1 € — de

4La dépendance en x (but de la section) des coordonnées des reperes sera dorénavant
sous-entendue pour alléger les écritures.
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Dans un systeme de coordonnées locales, un k-repere e est associé au
polynéme (1.9). Le représentant polynomial de l'inverse, e, !, de ce repere
est donc :

filly) = e (' — o)+ ;6 w Y =) (Y — ") +

1
-+ ye“m._uk (y'r — ) (Yt — otk

On retrouve ainsi f ' (z) = 0, et la condition e, ™" - e, = id}, impose

o (fi "o fi) = 5% o= () - 30 (f&) = (0,8%,0,...,0) .

Comme sur les reperes de R™ :

(fklofk)(u):eau((x“—i—eu—l—; uu_|_ )_xu)+

1 1 1
+§e“W ((x“ + et ub + §e“bcubuc +.. ) — x“)((x” + e’ u’ + §e’jcducud +.. ) — x”) +...,

= jg(fk_lofk> (0,e% ey e ety + et efiet, ). (L11)

Les coordonnées de l'inverse d’'un k-repere sont donc contraintes par les re-
lations suivantes :

" ga
eb_(sbv

1.1.3 Trivialisation locale du fibré des k-repeéres

Le fibré des k-reperes au-dessus de M étant un fibré principal de groupe
structural Gy, il est localement trivial. De plus, une fois une section locale de
référence choisie, i.e en physique un choix de jauge fixé, les fibres sont toutes
difféomorphes au groupe G},. C’est-a-dire qu’au-dessus de chaque ouvert % C
M, on a I'isomorphisme :

T U)=F"*M

@/_%XGk

Grace au choix d’une section locale trivialisante, prise par commodité
comme le k-repere naturel [23] :
6:M — FFM
x — o(x)=(2"4,0,...,0), 1.12
(z) = ( ) (1.12)
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il est possible d’identifier tout k-repere avec un élément du groupe différentiel
d’ordre k, Gy. En effet, soit ex(x) = (a#,€",, ..., e“a,lma;), un k-repere quel-
conque au-dessus du point x. Celui-ci peut se réécrire comme :

ek(ﬁ) = (CBM7 5#{1’ 07 s 70) : (gaa’7 s 7gaa’1...a;€> = &(ﬁ) ' gk(x)

De ce point de vue, g : Z — Gy, est la trivialisation locale du k-repere pour
la section locale trivialisante o [25].

Dans la suite, la section ey, : M — Gy, z — (e“a, e ,e“almak) pourra donc
étre localement considérée comme une fonction de M dans le groupe Gj.

1.1.4 Forme de soudure

La forme de soudure® sur le fibré des k-repeéres est une 1-forme, invariante
sous l'action des difféfomorphismes de M, définie comme I’analogue de la
forme de Maurer-Cartan d'un groupe :

0 = e,;l . dek|$.

Cette 1-forme est a valeur dans I'algebre de Lie gl_; & gx_1 et équivariante
sous l'action du groupe de structure Gy, :

ng € Gk, R;ﬂ = R;k (6;1 . d@k)
= (ex-gr) " d(ex - gr)

= g e dey - gr
= Ad(g; )0

Il est alors important de noter que l’action adjointe est ici ’action de type
adjointe définie par (1.7). Le groupe Gy, est alors plongé canoniquement dans
le groupe Gy par :

vgk = (gaclll’ ce 7gaClL1...ak) 6 Gk — (ga;17 st 7ga(,11...ak7 O) E Gk+1 (113)

Dans un systeme de coordonnées locales, grace a la décomposition en
somme directe de 1'algebre de Lie gl_; @ gg, (1.5), la forme de soudure peut
étre associée a un polynome en u € R” de degré k — 1 a valeur dans R" :

1
0— 0" =0+ Qabub + -+ meaal...akflum cooutRet

5La forme de soudure est aussi appelée forme canonique dans la littérature
mathématique [13].
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ot les 1-formes 6% € QY(FFM, gl_,), 6% € QY(F*M, gl,) et ainsi de suite.
La forme de courbure de la forme de soudure est définie par la 2-forme a
valeur dans la méme algebre de Lie gl_; & gx_1 suivante :

1
O =df + 3 [0.0].

Selon la décomposition (1.5), elle peut, tout comme la forme de soudure, étre
écrite sous la forme d’un polynéome dont le premier terme est une 2-forme
O € O2(F*M, gl_,), appelée torsion du fibré des k-reperes,

0% =dh" + 0% N 6.
Sur le fibré des 2-reperes, la forme de soudure est une 1-forme a valeur
dans 'algebre de Lie gl_; @ gl, définie par :
0 =eyt-dey = (6°,0%).

En utilisant (1.11) et le fait que e;* - dey = —de; ' - €2, les composantes de la
forme de soudure sur F?M s’écrivent :

a a nw
0 = e, da",

a _ a “w v a w
0% = e, el dx” + e de.

Les deux premieres composantes de la forme de soudure étant identiques
pour tous les fibrés F¥M, avec k > 2, on aura toujours :

O = df + 0° A 6" = 0.

Les k-reperes généraux que nous traitons sont donc des k-reperes de tor-
sion nulle®.

1.2 Connexion de Cartan

1.2.1 Connexion de Ehresmann sur un fibré principal

Une connexion sert, en général, a donner un sens a l'idée de « transporter
un repere le long d'une courbe ». C’est-a-dire pouvoir définir la notion du
transport parallele d'un vecteur (ou d’un ensemble de vecteurs) [19].

Considérons un vecteur tangent d'un fibré principal P(M, H), de groupe
structural H au-dessus de M.

6La généralisation qui consiste & définir les k-repéres, par récurrence, comme les reperes
linéaires des (k — 1)-reperes linéaires, permet de considérer des k-repéres de torsion non-
nulle, mais ce n’est pas nécéssaire pour la suite.
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P H

M

Il suffit, pour le déplacer dans la direction verticale, d’utiliser I’action
infinitésimale du groupe de structure H. Dans le cas du fibré des reperes
linéaires, ¢’est donc par I'action du groupe G L, (R) que se fait ce déplacement
« vertical », qui consiste alors a « tourner » le repere. En revanche, la notion
de déplacement purement horizontal, ¢’est-a-dire équivariant sous 1’action du
groupe de structure, ne peut étre définie canoniquement. Ceci impose donc
la définition d’une structure supplémentaire, une connexion, définissant une
distribution horizontale équivariante.

D’un point de vue formel, une connexion sur un fibré principal P(M, H)
au-dessus de M, de groupe structural H, est une 1-forme 7 sur P(M, H) a
valeur dans I’algebre de Lie fh du groupe de structure telle que :

Vhe H, Rp.o =Ad(g '), et,

VX e V(P), «(X)eb,

ou V(P) désigne 'espace tangent vertical du fibré principal P. X est donc
un champ de vecteurs fondamental associé a ’action a droite de H sur P.

L’espace tangent horizontal H (P) est alors défini comme le noyau de cette
connexion :

H(P) = {X € TP|</(X) = 0}.

La courbure de la connexion est donnée par la 2-forme a valeur dans
I’algebre de Lie b :

dd+%[ﬂ,ﬂ].

Cette définition de la connexion est celle usuellement utilisée en physique
pour traiter les théories de jauge de type Yang-Mills. Par exemple, pour
traiter I’électromagnétisme, on utilise le fibré principal de groupe de structure
U(1) au-dessus de l'espace-temps. Les composantes locales de la connexion
définissent alors les composantes du potentiel électromagnétique. Pour décrire
les champs de bosons de la théorie électrofaible, on utilisera les composantes
locales de la connexion construite sur le fibré principal de groupe structural
G = SU(2) x U(1). 1l s’avere que trois des quatre forces fondamentales de
la physique moderne s’expriment a merveille dans ce langage. La seule qui
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échappe encore a cette regle est la force gravitationnelle, méme si plusieurs
pistes ont été explorées (pour en avoir un trés bon résumé voir [7]).

Nous avons pris le parti durant ce travail d’utiliser un autre type de
connexion sur les fibrés principaux, la connexion de Cartan.

1.2.2 Connexion de Cartan sur un fibré principal

La notion de connexion de Cartan ne peut étre convenablement comprise
si elle n’est pas introduite dans le contexte des géométries dites de Cartan,
généralisation des géométries de Klein. Nous allons donc commencer par une
breve définition de ces géométries [12,26].

Géométrie de Klein

L’idée principale de F. Klein, qui a révolutionné la géométrie moderne,
est qu'un espace peut étre défini par son groupe de symétrie. Ce qui revient
a étudier des espaces modeles dits espaces homogenes [12,26].

Définition 1.2.1. Un espace homogene (X, G) est un ensemble X muni de
laction transitive d’un groupe G :

Vg.9 € G, (99)z = g(g'x),
Vo € X,ex =z, ou e repésente l'identité de G,
Vo € X,Gx = X action transitive.

Le groupe G a donc une unique orbite consituée de [’espace X tout entier.

Dans le cadre de notre étude, nous pouvons nous limiter aux actions
transitives de groupes de Lie G sur des variétés différentiables M.

L’ingrédient principal pour caractériser un espace homogene (M, G), est
I’ensemble des sous-groupes de Lie, H C G, qui stabilisent un point de M.
La variété M peut alors etre identifiée avec ’espace quotient :

G/H = {gH|g € G},

ou G et H étant des groupes de Lie, le quotient G/H possede une structure
de variété différentiable.

En effet, considérons le groupe d’isotropie d’un point fixe x € M, noté
G, c’est-a-dire I'ensemble des éléments g € G qui stabilisent ce point :

G, = {9 € Glgz = z}.
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Si on suppose maintenant qu’il existe deux éléments différents g, ¢’ € G tels
que :

gr=1y et gr=y.

Le produit g~'¢’ appartient donc au sous-groupe G,. Réciproquement, sup-
posons que le produit ¢g7'¢’ € G,, et que gz = ¥y alors :

gr=g9 'gr =gz =y.

On doit donc avoir gG, = ¢'G,. C’est-a-dire qu’on peut construire un difféomorphisme
entre M et le quotient G/G,. Dans ce sens, M et G/G, sont isomorphes’.

De plus, si on prend deux points différents x, ' € M de groupe d’isotropie
respectif G, G, tels qu’il existe g € G, gr = 2/, alors :

Gm = ng/gil.

Tous les groupes d’isotropie des différents points de M sont donc con-
jugués entre eux, ce qui signifie qu’ils sont isomorphes. On parle donc en
général « du groupe d’isotropie » des points de M, que 'on notera H.

C’est en ce sens que 1'on peut identifier une variété M avec ’espace quo-
tient G/H.

Définition 1.2.2. On appelle géométrie de Klein, notée (G, H), un fibré
principal P au-dessus de la variété M, de groupe structural H, tel qu’il existe
un groupe de Lie G dont H soit un sous groupe (H < G), qui est isomorphe
au fibré principal G — G/H de méme groupe de structure. Ce qui s’illustre
par le diagramme commutatif suivant :

P G
|
M—=>G/H.

Connexion de Cartan

Le probleme pour appliquer ce type de géométrie a la physique provient
du fait que I'espace dans lequel nous vivons n’est pas isomorphe a un espace
homogene. E. Cartan proposa donc une généralisation de la géométrie de
Klein en considérant que tous les espaces inhomogenes peuvent étre modélisés
comme étant infinitésimalement des géométries de Klein.

Cette notion est analogue a l'identification locale entre une variété de
dimension n et ’espace modele R".

Tau sens de G-espaces.
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Définition 1.2.3. Une géométrie de Cartan (P, M,w), modelée par la géo-
métrie de Klein (G, H), est un fibré principal P au-dessus d’une variété M
muni d’une 1-forme w sur P a valeur dans ['algébre de Lie g du groupe G
qui vérifie :

1. Yh € H,Rjw = Ad(h " )w H-équivariance,

2. VX e V(P),w(X) € b,

3. Vp e P, w|p : T,P — g est un isomorphisme linéaire.

Je ne résiste pas, en ce point précis, a I’envie de reprendre I'image utilisée
par D.K. Wise [12] pour donner une idée de ce que représente une connexion
de Cartan.

Comme toujours, une connexion permet de caractériser les déplacements
infinitésimaux d’un observateur situé sur une variété. L’image communément
prise pour les connexions usuelles est d’imaginer une fourmi se déplagant sur
une boule. L’étude de ses propres déplacements lui permettrait de savoir
qu’elle est sur une surface courbe, et non pas plate.

Les connexions de Cartan permettent en fait de caractériser plus en détails
les déplacements infinitésimaux d’un observateur. D.K. Wise se place alors
dans le cas d'une surface riemannienne plongée dans R? avec comme groupe
de symétrie G = SO(3) et comme groupe d’isotropie H = SO(2). Dans
ce cas, I'espace homogeéne modele est simplement la sphere S? = G/H. 1l
prend alors comme observateur, non pas une fourmi, mais un hamster dans
sa boule® se déplacant sur cette surface. Le fibré principal P est alors con-
stitué de ’ensemble des configurations possibles pour le hamster, ¢’est-a-dire
sa position sur la surface combinée avec la direction vers laquelle il se dirige.
Ce fibré ne contient donc aucun renseignement direct sur la boule dans laque-
lle se trouve notre hamster, 7.e. I’espace homogene modele. La connexion de
Cartan nous permet de connaitre tous les déplacements infinitésimaux du
hamster. Un changement de point de contact avec la surface équivaut a une
translation de ’espace tangent, et un changement de direction sans change-
ment de point de contact se traduit par une rotation. On peut alors donner
une interprétation pour chacune des trois propriétés de la connexion de Car-
tan.

1. Le fait que w soit H-équivariante implique que la direction dans laquelle
regarde le hamster n’a pas de signification absolue.

2. Le fait que VX € V(P),w(X) € b implique qu’a toute rotation in-
finitésimale du hamster dans sa boule, la connexion de Cartan associe
I’élément de b représentant cette rotation.

811 existe en effet des boules en plastique transparent qui permettent aux hamsters de
se dégourdir les pattes sur le sol sans danger pour les meubles et fils électriques.
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3. Enfin, le fait que w soit un isomorphisme linéaire implique que le ham-
ster, s’il ne change pas de point de contact avec la surface ne peut faire
qu’une rotation dans sa boule. Tout autre mouvement est interdit.

1.2.3 Lien entre connexion de Cartan et connexion de
Ehresmann

Comme nous 'avons vu en 1.2.1, les théories de jauge peuvent étre for-
malisées en termes de connexions de Ehresmann. Notre but est de les for-
muler en termes de connexions de Cartan, permettant une caractérisation
locale plus précise. Il nous faut donc expliciter le lien entre ces deux types
de connexions sur fibré principal [26].

On considere une géométrie de Cartan (P, M, w) modelée par la géométrie
de Klein (G, H), d’algebres de Lie (g, b).

On peut construire, grace a ’action a gauche de H sur G, le fibré principal
associé a P — M de groupe de structure G :

Q =P xy G.
L’espace ) est composé des classes d’équivalence suivantes :

[p.q] = [ph, h™"g].

A partir de la connexion de Cartan sur P et de la forme de Maurer-Cartan
de GG, noté O, on peut construire la 1-forme sur P x G suivante :

Ay = Ad(g™ o0 + 7500, (1.14)
ou mp (respectivement 7)) est la projection canonique P x G — P (resp.
P xG—@G).

Proposition 1.2.1. La 1-forme (1.14) définit une connezion de Ehresmann

sur Q.

Preuve. En effet,
(0,9) =g eg, Ccest-adirequeVX € V(P xG), (X) € g.
De plus,
(id x Ry )* ;zf| %](pgg)O(ideg/)*
= (Ad((99)7") mpw + 150¢) o (id x Ry),
— Ad(g™) (Ad(g -1>w omp, + 0G0 75)
= Ad(g™") |,

(p.99")
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Donc Vg € G, R,/ = Ad(¢~')</. Enfin, pour montrer que la 1-forme </
descend sur () en une connexion de Ehresmann, toujours notée .7, on montre
qu’elle est invariante sous ’action de H, définie par :

an: PxG—Q, (pg)— [ph,h gl

A | hn-1g) © Qhs

= Ad ((h_lg)_l) W O Tp, O Qpy + @G O TG4 © Opy
Ad((h'g) " )wo Ry-1, 0mp, + Og 0 Ly-1, 0 e,
427\(

D,9)

Notons T I’élément neutre du groupe total G. Le sous-fibré de ) défini
par P x {1} est isomorphe au fibré P. On remarque alors que la restriction
de la connexion de Ehresmann a P définie point par point par :

'Q{|(p71[) - w|p’

s’'identifie a la connexion de Cartan.
Il est donc possible de restreindre les outils de théorie de jauge usuels sur
() pour construire une théorie de jauge avec la connexion de Cartan w sur P.

La définition des fibrés des k-reperes que nous utilisons ici n’est pas la plus
générale possible, mais elle autorise un traitement local tres simple. De plus,
I’attention que nous avons porté a la distinction des indices de ’espace modele
R™ de ceux de la variété M nous permet de toujours garder « en évidence » les
espaces mis en jeu. Nous verrons dans le chapitre suivant 'utilité d’une telle
distinction trop souvent omise dans la littérature mathématique [21,22,27].

Le lien univoque défini entre certaines connexions de Ehresmann, sur
un fibré principal associé, et la connexion de Cartan du fibré principal que
nous souhaitons utiliser nous autorise alors a transférer les outils usuels des
théories de jauge de type Yang-Mills sur ce type particulier de connexion que
sont les connexions de Cartan. Ceci nous permet principalement de pouvoir
traiter tous les types de déplacements infinitésimaux sur le fibré principal,
et plus seulement les déplacements verticaux. Ce point permet en particulier
de choisir comme groupe de jauge les difféomorphismes dans leur ensemble,
non plus seulement un sous-groupe.
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Chapitre 2

Connexions de Cartan
projective et conforme

En théorie de jauge de type Yang-Mills, le groupe de structure détermi-
nant la symétrie du fibré principal utilisé est de premiere importance. En
effet, par son intermédiaire, est conféré au modele choisi la théorie physique
voulue. De fait, la connexion (de Ehresmann) et donc les champs de jauge
associés, étant contraints a prendre des valeurs dans l'algebre de Lie de ce
groupe de structure, codent alors la théorie physique souhaitée.

Nous avons, au premier chapitre, montré qu’il était possible de définir
une connexion de Ehresmann, sur un fibré principal associé, donnant, par
restriction, une connexion qui s’identifie point par point a la connexion de
Cartan.

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment définir une nouvelle no-
tion, les symboles d'une connexion de Cartan, permettant de garantir 1'util-
isation des outils usuels des théories de jauge sur le fibré des 2-reperes. En
particulier, nous réduirons le groupe de structure, afin de traiter des espaces
munis des symétries projective et conforme, et d’étudier les conséquences sur
les symboles des connexions de Cartan qui leur sont associées.

2.1 Construction d’une connexion de Cartan
sur le fibré de 2-repéres F*M

Avant de réduire le groupe de structure du fibré des 2-reperes, intéressons
nous a la construction d’une connexion de Cartan particuliere sur ce fibré.
Nous pourrons alors plus aisément étudier les cas particuliers des espaces a
symétrie projective ou conforme, vus comme sous-fibrés de F?M.

31
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Il est nécessaire de définir, en premier lieu, la géométrie de Klein modele
correspondante. Dans un deuxieme temps, nous définirons les symboles d’une
connexion de Cartan. Enfin, nous introduirons un type de connexion de Car-
tan particulier permettant (sans perte de généralité) un traitement efficace
de la structure du fibré des 2-reperes.

2.1.1 Géométrie de Klein modele

La géométrie de Klein modelant la géométrie de Cartan recherchée est
définie par la donnée d’un espace homogene, voir paragraphe 1.2.2.

Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, le groupe de structure de
F2M est le groupe différentiel d’ordre 2, noté G, agissant & droite par :

Yeo: M — F?°M

x = eg(x) = (axH e” (), e

_ woop o a woa b uwoa
62'92_(I 7€aga”eabga’gb’+eaga’b’)‘

b (), Vga € Ga, 92 = (9%, 9% ),

a

L’action du groupe de structure G, préservant la fibre, celui-ci peut
étre choisi comme groupe d’isotropie pour l’espace homogene modele, noté
généralement H = G;. Il reste alors a définir un groupe de Lie G ayant
pour sous-groupe de Lie H, et tel que, pour tout point e; € F?%, on ait
localement : eoG = F2M. Grace & laction a droite de H sur F2M, il est
déja possible de reconstruire au-dessus de tout point @ € M, la fibre F2M. 11
faut donc augmenter le groupe d’isotropie H de maniere a définir une action
permettant de changer de fibre.

F2M =ey- H
F?M
P
FQ% = €9 " G
e2 ()

[N}
m

Au-dessus de chaque ouvert trivialisant % C M, le fibré F?M est iso-
morphe a % x (5. De plus, grace au systeme de coordonnées locales, chaque
ouvert % est isomorphe a un ouvert U C R™. On peut donc naturellement
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y définir la notion de translations. La géométrie de Klein modele sera donc
caractérisée par le groupe d’isotropie H = G, et le groupe total G, défini
comme le groupe d’isotropie H = G5 augmenté des translations GL_; ~ R" :

G = G2 X GL_l.
L’action & droite du groupe G sur les points de F2M est alors définie par :

Vey = (a#, et e ) € F*M, g=1(9"9",9%w)

_ m noa o a w o a b uwoa
62'9—(1’ +eag>eaga’7eabga’gb’+6aga’b’>‘
Ainsi,

Définition 2.1.1. La géométrie de Cartan (F?*M,M,w), associée au fibré
des 2-repéres au-dessus de la variété M, est modélée par la géométrie de
Klein (Go x GL_1,Gs). La connexion de Cartan w associée vérifie alors :

1. Vgy € Gy, Ry, w = Ad(go™ w  Go-équivariance,
2. VX e V(F?M),w(X) € g,,

3. Vey € F*M,w|,, : To,F?M — g = gl_; ® g est un isomorphisme
linéaire.

Dans cette définition, la connexion de Cartan étant une 1-forme a valeur
dans l'algebre de Lie g = gl_; & go, sa Gy-équivariance est exprimée grace a
l'action de type action adjointe définie par (1.7) de G5 sur gl_; @ go, et non
par 'action adjointe usuelle.

2.1.2 Symboles de la connexion de Cartan

De facon générale, en théorie de jauge de type Yang-Mills, les potentiels
de jauge sont les symboles de la 1-forme de connexion (de Ehresmann) du
fibré principal P(M, G), définis dans une trivialisation locale donnée (choix
de jauge), que nous allons maintenant définir.

La trivialisation locale d’un fibré principal permet de définir au-dessus de
chaque ouvert trivialisant % C M une application :

¢p=rgop:m (%) —G, telleque ¢(p-g)=0(p)-g,

onm : P — M est la projection canonique de fibré principal P(M,G),
o7 (%) — M X G est une carte du fibré associée a I'ouvert % et mg est
la projection M x G — G. Les symboles A de la connexion de Ehresmann
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</ sur P sont alors les composantes, relative a la trivialisation choisie, de la
1-forme sur P définie par :

A= Ad(¢)o + ¢pdpo . (2.1)

Par construction, les symboles d’une connexion sont invariants sous 1’action
a droite du groupe de structure.

En utilisant cette définition des symboles d’une connexion de Ehres-
mann sur un fibré principal, et le lien entre connexion de Ehresmann sur
F?M xg, G et connexion de Cartan sur F2M, nous allons construire les
symboles d’une connexion de Cartan sur le fibré des 2-reperes.

Soit la 1-forme définie, sur la variété produit F?M x G, par [12,26] :

A (00 = Ad(g )2 w + 75O, Ve, € F?M, g € G,

(e2,9

oll T2y (resp. mg) est la projection canonique F?M x G — F?M (resp.
F?M x G — G). Comme nous I'avons montré, dans le cas général au para-
graphe 1.2.3, elle définit une connexion de Ehresmann sur le fibré F?M xg, G,
et s’identifie, par restriction, a la connexion de Cartan sur F2M.

Restreignons la 1-forme A (2.1) définie sur un ouvert de F>M x¢, G a la
1-forme :

F = A’FzMXGQ{]I} .

Soit m : F2M — M, la projection canonique. Par un mécanisme similaire
au précédent, a partir d’une carte associée a un ouvert trivialisant % C M,
U771 (%) — M x G, et de la projection mg, : M X Gy — G, on construit
I’application

Yp=mg, oV 7 Y U) — Gy

Puisque qu’on ne peut définir d’action adjointe de Gy sur g = gl_; & go,
I’action adjointe doit étre remplacée par 'action a gauche de type adjointe
Ad de G3 sur g, définie en (1.7). Nous allons donc définir une notion de
dérivation formelle, qui est une application ¢ : G5 — G35, Gy-équivariante :

Vg € Ga, (o Ry = Ry, 0/, (2.2)

ou, dans le terme de droite, 'action R, est I'action a droite d’un élément du
groupe G5 canoniquement plongé dans Gs (1.13).

Dans le cas le plus général, la dérivation formelle d’'un élement e, € F2M
est :

6(62) = (eﬂw euab7 e#abc)7 (23)
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ou e, est le dérivé formel de e”,. Ainsi, on vérifie que 'on a bien :

E(GQ) g2 = (eﬂa’ euab’ euabc) ) (gaa” gaa’b’7 0)
= (eﬂagaaU eﬂabgaa’gbb’ + euagaa’b’ﬂ
euabcgaa’gbb’gcc’ + euabgaa’b’gbc’ + euabgab’c/gba’ + euabgaa’c’gbb’)
== £(€2 . gg)
On définit donc :
Définition 2.1.2. Les symboles de la connexion de Cartan sont les com-
posantes de la 1-forme sur 1= (%) C F?>M a valeur dans 'algébre de Lie g

définie par :
P = () + i,

ou ) m N U) — Gy, et d désigne la différentielle sur F?M.
La connexion de Cartan sur F?M étant une connexion a valeur dans

I'algebre de Lie graduée g = gl_; @ g = gl_,Dgl,Pgl; (1.5), elle se décompose
suivant la méme graduation en :

w = (Waa wabw wabc)7

avec w® € QN (F*M, gl_,),w € QY (F?M, gly) et w, € QY (F*M, gl,).

En utilisant le fait que, grace a la trivialisation locale choisie de F?M
(1.12), les coordonnées d'un 2-repére général (e, e” ;) peuvent étre con-
sidérées comme des éléments du groupe de structure G, on définit les sym-
boles de la connexion de Cartan comme les composantes de la 1-forme :

[(eg,w) = Ad(l(ey))w + eadey . (2.4)

Ainsi définis, les symboles de la connexion de Cartan restent bien invari-
ants sous l’action du groupe de structure G5 puisque :

[ = T'(Ry,eq, Ry,w) = Ad(l(e; - g2)) Ry, w + ea - gad (e - gz)_1
= Ad(l(ez - g2))Ad(gy " w + eadey !
= T'(eq,w).

La 1-forme I' (2.4) peut, comme la connexion de Cartan, étre décomposée
suivant la graduation de ’algebre de Lie g en :

I = (%10, 1))

En utilisant 'expression locale de 'action du type action adjointe (1.8) et
I'expression générale de la dérivée formelle d’'un 2-repere (2.3), on obtient
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donc que les symboles de la connexion de Cartan sur le fibré des 2-reperes
s’écrivent localement :

B G
' = e’ w,
o _ w o, a b o a b w a
e, = e whye’, +e' we’, + e de”, (2.5)
F,u_,ucba_i_,u ca+u bda+ucab
vp eabcweyep eacweyp eabwdeyep eaceuwbep

w, a b w, a _c b o a w b _a\ _ 1T
+eawbeVp—l—eawbcel,ep—i—eadeyp—i—eabd(euep)—Fp,/.

Il est important de noter que la composante de plus haut poids I'*, , est
bien une 1-forme a valeur dans I’algebre de Lie gl, puisqu’elle est symmétrique
en les indices du bas. De plus, on note que grace a la trivialisation locale
choisie, i.e. grace au choix de jauge, les symboles de la connexion de Cartan
ne dépendent plus que des indices de 'espace de base M.

2.1.3 Choix d’une connexion de Cartan

A partir de la connexion de Cartan, on définit sa 2-forme de courbure 2
par :
1
Q=dw+ §[w,w],

ot 2 € O*(F%M,g). Cette 2-forme se décompose également suivant la gra-
duation de l'algebre de Lie g en :

Q= (Qa7 ab’ abc>7

avec % et (07, Q%) respectivement définis comme les 2-formes de torsion
et de courbure de la connexion de Cartan w.

On peut alors montrer [21,22,28] qu'il existe des tenseurs K%, K¢ ;. K% ..
tels que la 2-forme de torsion s’écrive :

1
0 = K% Wb AW,
2
et la 2-forme de courbure (0%, %) :

1 1
¥y = S K %eq " A Wi QY= 55 bede Wl Awe.
Le fibré des 2-reperes tel que nous 'avons défini est un fibré de torsion
nulle. Nous allons donc nous restreindre a l'utilisation des connexions de
Cartan de torsion également nulle.
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Comme la forme de soudure 6 = (6,6%) sur F?M est une 1-forme Go-
équivariante a valeur dans la sous-algebre de Lie gl_; & gl,, la 1-forme

= (9(17 0%, wabc) )
est une connexion de Cartan sur F?M [27], et sa 2-forme de torsion est nulle :

0% = dw®+ w“bwb
= di*+ 0% A 6°
= 0.

Les symboles d'une telle connexion de Cartan s’écrivent alors :

" = et 0% =dx,

Y, = e’ 0%e b , + e, 0% b , +elde’, =0,
" o w c b _a “w c a w b d _a o c pa b
IV, = eub0%€,e, +e, 0%, +e 0 e, + e e 0%,

©w pa b w, o a .c b “w a I b _a
+ el 0%e’,, + el whe e’ + el del,, +eabd(eyep),
_ o a b _c n b
= (e abcC € €N € e —|—eabep)\e )dx
I JTaRY
He w el e —i—d(e l,p).

Remarque 2.1.1. Les symboles associés a la forme de soudure du fibré des
2-reperes sont donc triviauz :

" =ds", T" =0.

v

Seul le symbole de plus haut poids, i.e. celui a valeur dans l’algébre de Lie de
plus haut degré est non-trivial.

2.2 Les G-structures

2.2.1 Définition

La notion de G-structure est une notion associée, en général, au traite-
ment du fibré principal des reperes linéaires L(M) [16], au-dessus d’une cer-
taine variété M, qui est isomorphe au fibré des 1-reperes défini en 1.1.2. Cette
notion peut étre étendue au fibré des k-reperes F¥M [29]. Ces G-structures
sont alors appelées G-structure d’ordre & [16].

Définition 2.2.1. Soit M, une variété différentiable et FFM le fibré des
k-repéres au-dessus de M, de groupe structural Gy. Soit G, un sous-groupe
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de Lie de Gy, on notera dans la suite G < Gy, cette inclusion de groupes de
Lie. On appelle G-structure sur M, le sous-fibré principal P de FFM ayant
pour groupe de structure G < G,.

Nous avons vu au chapitre précédent que les coordonnées d’un k-repere
quelconque peuvent, grace & la trivialisation locale du fibré F¥M, étre con-
sidérées comme un élément du groupe structural Gy = GLy X -+ X GLj_;.

De méme, dans le cas d'une G-structure, les coordonnées locales triviali-
santes définies via le choix d’une section de référence peuvent étre considérées
comme des éléments du groupe de structure G. Le fait de réduire le groupe
structural G a G a donc pour principale conséquence d’imposer des con-
ditions de compatibilité entre les coordonnées de k-reperes. Par exemple,
comme nous le verrons dans la suite, le fait de considérer la symétrie projec-
tive laisse les coordonnées d’ordre 1, e/, libres mais contraint les suivantes.

2.2.2 (G-structure et connexion de Cartan

Dans la définition des G-structures, les groupes G considérés sont des
groupes d’isotropie du point 0 € R™ [12]. Notre but est maintenant de cons-
truire une connexion de Cartan sur une G-structure, c’est a dire, en pre-
mier lieu, trouver la géométrie de Klein modele. Pour cela, il faut trouver le
groupe total dont GG est le sous-groupe d’isotropie. Dans le cas le plus général,
présenté dans le paragraphe 2.1.1, nous avons utilisé comme géométrie de
Klein modele (G x GL_1,G5).

Dans le cas des G-structures, le groupe primordial n’est plus le groupe G
lui-méme, mais le groupe de transformations dont il est issu. Notre but prin-
cipal est I’étude des symétries projective et conforme via 1'utilisation du fibré
des 2-reperes. Nous montrons qu’il est alors possible de définir les groupes
projectif et conforme comme groupes totaux des géométries de Klein modeles.
Il est aussi nécessaire de caractériser les groupes de structure associés. Nous
noterons donc Sy, le groupe des 2-jets en 0 € R™ des transformations pro-
jectives de R™ préservant ce point, et Cs, le groupe des 2-jets en 0 € R™ des
transformations conformes de R™ préservant ce point.

Nous allons maintenant étudier chacune des ces G-structures séparément.

2.3 La G-structure projective

Focalisons-nous, dans un premier temps, sur la G-structure projective,
et les propriétés induites sur la connexion de Cartan associée. Nous nous
intéresserons plus particulierement aux symboles de cette connexion de Car-
tan.
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Définition 2.3.1. La G-structure projective est le sous-fibré, noté P2M de
F2M modelé par la géométrie de Klein (SLyy1(R),Ss).

2.3.1 Structure projective

Pour étudier la G-structure projective, il est d’abord nécessaire de cara-
ctériser le groupe S5 déterminant la géométrie de Klein modele. Pour cela,
commencons par étudier les transformations projectives de R™.

Une transformation projective d’'un point u € R" est définie par :

Au+ B
Cu+d

ue R - u =

e R", (2.6)

avec A € GL(n,R), B € R" (vecteur), C € R™ (covecteur), d € R\ {0}, et
la condition :

5= (g 5) € SLyi(R). 2.7)

On peut donc définir ’action locale du groupe projectif sur R via I’action
du groupe SL,1(R) sur 'ensemble des droites de R"*!, I'espace projectif réel
de dimension n, noté RP™. En effet, on peut associer a tout point u € R" le
point i € RP™ défini par :

NRIUES

L’action du groupe SL,1(R) sur RP"™ définie par :

/\ER\{O}}.

Vs € SLny1(R), s - i = {s- (‘11)} ,

engendre alors la transformation (2.6) recherchée.
Le sous-groupe d’isotropie du point 0 € R" est donc engendré par les
éléments s € SL,;1(R) préservant la classe :

ﬁzm.

Ce qui impose, par rapport a la transformation (2.6) :

B =0.



40 CHAPITRE 2. CONNEXION DE CARTAN

Une transformation de u € R™ par un élément de ce sous-groupe s’écrit alors
en coordonnées locales :

T e +. (28)
CiuZ + d
La condition (2.7) imposant d = det(A)™! # 0 permet de réécrire une telle
transformation : .
“ o A u®
u =i ==
ot A = A” /d et C; = C/d.
Un élément sy du sous-groupe Ss, engendré par les 2-jets en 0 € R™ de

. ’ /
(2.8) s’exprime donc localement s, = (s%,,5%;)," avec :

a/
o - au - A\a/
S a - a’
ou® | o
a2ua’/ ~ ~
a’ a a
S = — =—-A*Cy,— A% C,.
ab auaaub o a b-a

Les jets du second ordre ne sont donc plus indépendants des jets du premier
ordre. Pour obtenir une relation entre les coordonnées des 2-jets indépendam-
ment des parametres de la transformation, on note 'identification directe :

Sa:z = A\a:z’
et on définit : .
—_ " —~
Sq — ms“abs S Ca.

. . , . ! .
Ainsi, les coordonnées du premier ordre s*, ne sont pas contraintes et :

a/

sV, = —5% s — 5% 5.

Le groupe S5 est donc paramétré par le couple (s“;, Sq)-
Proposition 2.3.1. Les élements du groupe S s’écrivant localement
a/

a' a’
So = (8%, =8, sp — 5%54),

peuvent étre représentés matriciellement par un élément, noté so, du groupe
SLy1(R) défini par :
~ 570
= . 2.9
52 (sa 1) (2.9)

'Comme dans le cas des groupes différentiels, le but de ces 2-jets étant fixé & 0 € R,
on l'omet systématiquement.
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Preuve. D’abord, il est évident que I’élément neutre du groupe S5 est représenté
par l'identité sur groupe SL,1(R).

Ensuite, considérons deux élements sy = (5%, —5% s, — 5%5,) et
sy = (8%, =85S — 8% Sqr) de Sp. Leur produit s’écrit :

’ ’ ’ ’
S9 + 89 = (Saasaa//7 —Saasaa// (Sb” + Sbsbb//) - Saasab// (Sa// + Saausa)> s

et est donc représenté par :

( S aS a'’ (f) E SLn+1<R)

Sar + Saa//Sa

Or, le produit matriciel des deux représentants, sy et s,, de ss et s, respec-
tivement est bien :

’ ’
§,2 . 5;“7 _ Saa 0 . Saa// 0 _ Saasaau 0
2 Sa 1 Sat 1 SaSaa// + Sa 1

Le représentant d’un produit et donc bien le produit des représentants.
Enfin, I'inverse d’'un élément s, est défini par (1.3) :

851 = (Saa’7 Saa’b’)7

avec :

a a _ ga
s%5% = 0%,

a a b a b
Sy =S @S ySp+ S S 4Sh-

s, est donc représenté par la matrice :

ol s% 0
2 a ’
—5%8q, 1

et il est aisé de vérifier que :

Soit S; le groupe des 1-jets en 0 € R™ de (2.8). Le noyau de la projection
w?: Sy — Sy est défini par :

Ker(w?) = SLy = {(0%, —s*

a

Sp— 5%54) € So}.
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Comme dans le cas général, on pose, par définition S; = SLg. Ainsi, le groupe
S5 se décompose en produit semi-direct :

SQ = SL() X SLl,

avec, pour représentant matriciel respectif des éléments de sl € SLg et

511€SL1:
o — sv 0 g - 1 0
o=\l 1) T \s, 1)

Le groupe des 2-jets en 0 € R" des transformations projectives isotropes
peut donc étre vu comme un sous-groupe de ces transformations, et donc
comme un sous-groupe de SL,1(R). Nous pouvons donc bien choisir comme
groupe total de la géométrie de Klein modele le groupe projectif :

SLn+1(R) = SQ X SL_l.

Au niveau infinitésimal, I’algebre de Lie sl,1(R) du groupe projectif se
décompose en la somme directe :

5[n+1(R) =sl_1 B 5[0 D 5[1.

Les conditions sur les éléments du second ordre de S5 se reportent alors
sur les élements de 'algebre de Lie sl,,41(R) par :

VX = (X% X% X% )€slin+1,R), 3X, X% =—6'X,—5°X,(2.10)

Un élément de 'algebre de Lie sl,, 1 (R) est donc caractérisé par (X, X%, X}),
avec X € sl_;, X9 € sl et X, € sl;.

Proposition 2.3.2. Tout élément X € sl,1(R) admet pour représentant

matriciel :
=%y A, (2.11)
X, —X¢
avec
X =X"
X% = X% — 0 X¢, (2.12)
Xy = X,

Remarque 2.3.1. Ce paraméirage est en concordance avec le fait que nous
avons posé comme parametre pour les transformations finies A = A/d. Ce
qui se traduit au point de vue infinitésimal par X% = X% — 0% X°..
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Preuve. Le crochet de Lie de deux éléments XY € sl,,,1(R) est caractérisé
par (1.6) :
([)(v}/]a’[)(7}/y%’[)(7§/]b)

avec
X, Y]" = X%Y®—-vex®
(X,Y]% = X°V5 —6%X. Y~ X,V — (X < Y), (2.13)
(X,Y], = X, Y¢-Y,X%.

Soient les représentants matriciel respectif X et ¥ de X, Y € sl (R)?,
s (X9 X S (Y§ Y@
(e v) TG

leur commutateur est alors® :

avec
X =X2Y" - Y9XP,
Xo=X%Y" + XY, - Y$X" —Y°X,,
X1 =X, Y5 - Y, X9,
X =X, Y-V, X"
On obtient donc le résultat attendu :
(X,Y]" = X_,,
[X, Y]ab — XO — 6abX,
X,Y], = X

Définition de 1’action de S; sur sl,1(R)

Comme vu au paragraphe 2.1.2, pour expliciter la composante locale de
la connexion de Cartan dans le cas général, il est nécessaire de définir I’action

2X4 et Y¢ étant des éléments de sy, ils sont de trace nulle.
3ott le produit est le produit matriciel usuel
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du type action adjointe de G3 sur g. Dans le cas de la G-structure projective,
il est donc nécessaire de restreindre cette action (1.7) a laction de Sj sur
5[n+1 (R)

Les éléments s3 € S3 sont définis comme étant les 3-jets en 0 € R™ des
transformations (2.8), i.e. :

_ a  _a a’
53 D 83 = <S arS ab S abc) ’
avec

a/

. a’ a’
S ab — —S aSb — S bSa,

/ ’ ! ’
8 e =2 (s“asbsc + 5% 845. + s“csasb> : (2.14)

Notons que 'opération de dérivation formelle de sa;b conduit au méme résultat
que le calcul direct des 3-jets des transformations (2.8).

Les éléments du groupe S3 sont donc, eux aussi, caractérisés par le couple
de parametres (s%,s,). En appliquant les contraintes (2.14) et (2.10) & la

définition de I'action du type action adjointe (1.7), on obtient :

Vss € S5, X = (X, X%, X9,) esl, Ad(ss)X = X' = (X¥, X% X% ),

avec :
Xa’ — Sa; a7
X% =% X9s%, — 5% X5t — 0%,5,X°,
Xy = 0% Xo — 65 Xy,

ou :

Xy = sbb,Xb — saX“sbb/sb + saX“bsbb,.

En utilisant les écritures matricielles (2.9) et (2.11), on remarque que
I'action du type action adjointe de S5 sur sl,.1(R) est équivalente a I’action
adjointe matricielle entre leur représentants :

(5% 0\ = (X9 X°
w00 )

Ad(3,)X = 3,X (35)" remplacera le calcul via Ad(£(ss)) - X.

Dans la suite, nous allons donc remplacer le produit au sens des reperes par
le produit matriciel. Cette substitution nous évite donc d’utiliser I'opération
de dérivation formelle ¢ (2.3), fastidieuse d’un point de vue calculatoire.
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2.3.2 Les 2-reperes projectifs

Définition 2.3.2. Les 2-reperes projectifs sont définis comme étant les sec-
tions particuliéres de la G-structure projective P2M C F2M suivantes [27] :

ex = (at e, e" ) telle que ey, e, = —et e, — € eq. (2.15)

Remarque 2.3.2. Nous verrons dans la suite que ce choix de section, équivalent
a un choix de jauge en physique, permet un paramétrage optimal de la con-
nexion de Cartan projective.

Par conséquent, un 2-repere projectif sera caractérisé par le couple de
parametres (e* ,e,), avec :

Un 2-repere projectif pourra donc, comme élément du groupe Sy, étre
représenté par la matrice :
~ e, 0
& = (ea 1) . (2.16)

Nous avons défini, dans le premier chapitre, la notion de repere inverse
1.1.7. Pour les 2-reperes projectifs, il est toujours possible de définir un in-

verse

62_1 = (LU”, Gau, eaul/)7

avec :

_a b a b
€ =€, .6t e e, 6

En définissant :
1
a v
e, = ————e" ¢
H (TL + 1) pur= a’
on obtient donc que l'inverse d'un 2-repere projectif est caractérisé par le
couple (e*,,e,), avec e, = —ebueb, et a pour représentant matriciel :
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2.3.3 Connexion de Cartan projective

Définition 2.3.3. Une connezxion de Cartan sera dite projective si elle est
définie sur une G-structure projective.

Comme dans le cas général du traitement du fibré des 2-reperes, nous
allons nous limiter aux connexions de Cartan de torsion nulle.

Une connexion de Cartan projective est donc une 1-forme sur P?M &
valeur dans 'algebre de Lie sl,11(R) = sl_; @ sly @ sl; caractérisée par [13,
16,21,27] :

w=(00% w) telle que w%, = w", = —0%w, — 6w, € Q(P?*M,sly).

La 1-forme de soudure (6¢,60%) sur P>M s’écrit, dans le systeme de coor-
données locales des 2-reperes projectifs :

0" = e, dxt, 0% = oye’, e.dx” + e epdr” + e det. (2.17)

Les symboles de cette connexion de Cartan sont définis, comme dans le
cas général, par les composantes de la 1-forme sur P2M :

[ = Ad({(es))w + eadey ™, (2.18)

oll ey € P2M. Mais, dans le cas de la G-structure projective, nous avons vu
que l'action de type adjointe Ad peut étre traduite en terme d’action adjointe
sous forme matricielle. Les représentants matriciels respectifs de la connexion
de Cartan w et de la 1-forme I' sont définis grace au paramétrage de ’algebre
de Lie sl,41(R), (2.11), par :

~ (0% 0° ~ (Tn TH
(). (D) 019
On obtient donc : _
I = Ad(&,) + &yd (&),
ce qui s’écrit explicitement :

wpa b uopasb “w a w pna
et 0%e’, — et 0%’ e, + et de?, e’ 0

I' =
e“@“bebywbeby —e,0%° e, — € de, e,0°
Les symboles d’une connexion de Cartan projective sont alors :
B uopa
' =e* 0%,

TH = et 0%e’, — et 0% ey + et de®, — 0" e.0%, (2.20)

b d b d | .d c
') = epdeqe”, — e’ €5, + €%, deq — wee’,.
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Ce résultat est en accord avec le résultat présenté par S. Kobayashi et T.
Nagano dans [21]. L’avantage de notre méthode est une meilleure distinction
entre les espaces source et but, permettant une application immédiate aux
outils physiques.

En tenant compte des expressions locales de la forme de soudure ainsi
que la contrainte imposée sur les 2-reperes projectifs (2.15), on obtient :

' = daz*,
" =0,

b b b
') = epece Vecpdx” + wpe’, — d (e Veb) .

Remarque 2.3.3. Notre choiz des 2-repéres projectifs nous permet de retrou-
ver les deux premiers symboles de la connexion de Cartan T'* = dxt et
I'* = 0. Lnformation reste ainsi codée principalement dans le symbole de
plus haut poids.

Nous allons maintenant prouver que les symboles de la connexion de
Cartan projective dépendent uniquement du point de l'espace de base au-
dessus duquel ils sont définis. Pour cela, nous utilisons la méthode présentée
par [28] dans le cas d’'une connexion affine.

Tout d’abord, rappelons la définition de la courbure de la connexion de
Cartan projective :

1
Q = dw+ E[w,w]

Q= do* + 046",
=< QY = di% +0°0°% — %w0° — wb?,
Q. = dw.+ dedC.

Il a été montré, [16,21] que cette 2-forme de courbure peut s’écrire localement
comme :

a 1 a pi j
a 1 a % 7
1
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On obtient donc ainsi les expressions des dérivées des composantes de la
connexion de Cartan suivantes :

doe = Qo — abeb7
6%, = Q) — 0°0°, + 6% wb° + wyf°,
dw. = Q.— dedC.

Or, en utilisant ’expression locale des symboles de la connexion de Cartan,
on obtient :

a a a b b a a b
de®, = e I, — 0%, + e’ ed” + e e,

de, = €T, — epecd + e,0% + wp.

En utilisant cela, on obtient I'expression de la différentielle totale du symbole
de plus bas degré :

dT" = et Q7 —TW IV,

On utilise maintenant que 'opérateur différentiel est un opérateur nilpotant,
i.e. d*> = 0, pour en déduire 'expression des différentielles totales des deux
symboles restants :

drr = et Q%el — et Q%b ey, — 6" e,

S ) NS ) W N WO

_ a c . ana b b v
dl'y = €%e,e0%°Q%e”, — e’ 4 — I T7,.

On obtient donc le lien suivant entre la 2-forme de courbure de la connexion
de Cartan et la courbure des symboles :

- 1~ ~ -
dr + 5 [T, T] = Ad@)Q,

ou nous utilisons les paramétrages matriciels (2.16) et (2.19) pour e, w et I'
respectivement.
Alors, en utilisant le fait que, dans le cas d’une connexion de Cartan de
torsion nulle, le symbole d’ordre 0 est nul (I'*, = 0), on obtient
8F“:0:8F“ 6FM:O:8I‘u
dev, Oeg de”, Oey
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Et donc, aussi :
o, or
o€’y e,
Les symboles de la connexion de Cartan projective dépendent donc unique-
ment du point de ’espace de base au-dessus duquel ils sont définis. Ce qui
signifie aussi qu’ils se projettent trivialement sur cet espace de base.

2.3.4 Comportement sous difféomorphismes des sym-
boles de la connexion de Cartan projective

Pour caractériser les symboles de la connexion de Cartan projective, il est
nécéssaire d’étudier leurs lois de transformation sous 1’action des difféomorphismes
de la variété de base M, relevés sur le fibré des 2-reperes projectifs P2M.

Commencons donc par définir la notion de relevé d’un difféomorphisme
de M.

Relevés des difféomorphismes

Définition 2.3.4. Soit un difféomorphisme projectif o : M — M. On définit
le relevé, par une section e, de ce difféomorphisme sur P2M, comme étant
la section du fibré des 2-reperes projectifs suivante :

ey M — P*M
z = Ja(p) - ea(w),

ot j2(p) € P?M.
Soit le représentant polynomial de la section eq, fo(u) défini par :
n o L oap
fy(u) =at+ e u + 3¢ U,
avec e, = —et e, — €'ye,.

Le relevé par la section ey d'un difféomorphisme ¢ : M — M est alors
défini, dans un systeme de coordonnées locales par :

32(0) - G2 ) = J2( 0 fo) = (2, et &),

Comme j%(¢) est un élément de P?M, son écriture dans un systéme de
coordonnées locales est :

72(0) = (", ", %),
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avec .
", =0t
W' = 00,01 = =" 0, — DM, (2.21)
-1,
N — o 7 .
ou 9011 (n—i-l)sp ;,LVSO;L

On obtient alors comme expression locale du relevé d’un difféormorphisme
¢ : M — M par une section de P?>M :

(),

/ /
K — A oM
ea_golueav

/

!
=t

eﬂab = _Qoﬂue#a (pve’, +ep) — ‘Puueub (pve’y +€a) .

Action des difféomorphismes sur I’

La connexion de Cartan étant une 1-forme a valeur dans 'algebre de Lie
sl,11(R) vue comme algebre de Lie du groupe SL,1(R) agissant sur R", elle
est invariante sous 'action relevée des difféomorphimes de M. Notons :

T = T(eh,w) = (F“', ™, FV,> .

Les coordonnées locales de ¢*I' sont alors reliées aux coordonnées locales de
I' par:

', = gp”’; (F“l, — @ dxt — 0 p,dx’ — cp“p,dcpp:,> O s
L=, (F,, + edyedgppda:” + o da’ + et o, — gopepbé’bdedl, + el d (gopepd)) )

En utilisant I'expression locale de la forme de soudure sur P?M (2.17),
on obtient :

", = go“/; <F“,, — pdat — 6" p,da’ — @“p,dw’),l,> o, (2.22)

L'y =¢", Ty + oup,da’ +do,) .
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Il est important de noter ici qu’en tenant compte du fait que ¢ est un
difffomorphisme projectif, i.e. vérifie les conditions (2.21), les deux premiers
symboles de la connexion de Cartan se transforment comme des tenseurs :

v o
F - 90 HF ’
[TRNTIE TR
FV/—QO'HFVQOV/.
En revanche le terme de plus haut poids se transforme de fagon inhomogene.
Ce terme inhomogene peut en fait étre interprété comme une généralisation
de la notion de dérivée de Schwarz pour le difféormorphisme ¢ en dimension
supérieure a 1.

2.3.5 Connexion de Cartan et dérivée de Schwarz

Pour faire cette étude, nous allons commencer par nous restreindre au cas
ol la variété de base M est unidimensionnelle. On pourra donc poser comme
labels de carte {x} sur M et {a} sur R".

1. Cas unidimensionnel

Définition usuelle de la dérivée de Schwarz

La dérivée de Schwarz est une notion définie pour le groupe des
difféomorphismes de la droite projective RP* (ou du cercle S') par
I'expression suivante [30,31] :

" 7"\ 2
¥f € DIT.(RPY). 2~ f(0). S.(P) = 1 = 5 (f;—) s

La dérivée de Schwarz possede alors deux propriétés fondamentales :

(a) C’est un 1-cocycle sur Diff, (RP!) & valeur dans les différentielles
quadratiques, i.e. elle vérifie :

2

(b) Le noyau de cette dérivée est le groupe des transformations pro-
jectives, i.e.

b
Sex(f) =0 f(x) = Z::Id’ avec ad — bc = 1.
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Connexion de Cartan projective unidimensionnelle et dérivée
de Schwarz

Pour étudier la connexion de Cartan projective dans le cas unidimen-
sionnel, quelques remarques sur les 2-reperes projectifs sont nécessaires.
En effet, les contraintes (2.15) deviennent, dans le cas unidimensionnel :

3 e, telle que e, = —2¢ e,,

i.e., il n’y a plus de contrainte sur les 2-reperes projectifs. En posant
dim M = n = 1 pour (2.22), on obtient 1’écriture locale des symboles
de la connexion de Cartan projective suivante :

I =dzx,
re —o,

x a a 1 a x 2 €T a xT notation
an::exwaa_ﬁ(exxea) dx +d(6xx€a) = Fx

L’action d’un relevé de difféomorphisme sur les symboles est alors :
Fm’ _ SO:C;F:E,
Fxx’ = @xxrxxwrx’ = sza

N W

(w”;xsoxxf)Z) daf) :

Fm;’x’ = (pmw’ (Fxxsv - (¢w;$x90xx’ -

La dérivée de Schwarz apparait donc naturellement comme le terme
inhomogene (par rapport a la loi de transformation des tenseurs) dans
la loi de transformation du symbole de plus haut poids de la connexion
de Cartan projective unidimensionnelle (de torsion nulle).

Nous allons maintenant vérifier qu’il est possible, grace a ce résultat,
de définir une notion de dérivée de Schwarz en dimension supérieure.

. Dimension quelconque

Dans le cas ou la dimension de la variété M est quelconque, i.e. n > 1,
la loi de transformation des coefficients de la composante locale de la
connexion de Cartan projective est (2.22). On pose donc :

Ly =" Ty + 5(9)p)

avec, par définition :

S(@)Vp = PvPp + 3p90u-
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L’espace P2M est, grace a la géométrie de Cartan choisie, localement
isomorphe & l'espace quotient SL,.1(R)/Ss. Or, Sy étant un sous-
groupe d’isotropie du groupe SL,1(R) agissant sur RP", par définition,
I'espace quotient SL,.1(R)/Ss est isomorphe & Iespace réel projectif
RP™. Localement, la G-structure projective est donc isomorphe a l'es-
pace réel projectif.

Proposition 2.3.3. La quantité :

S(0)vp = Puipp + Oppu,
vérifie les deux propriétés fondamentales de la dérivée schwarzienne sur

les difféeomorphismes de RP™.

Démonstration. Pour montrer que S(¢),, est un 1-cocycle sur les dif-
féomorphismes de RP™ a valeur dans les différentielles quadratiques,
évaluons d’abord :

-1 W H
(pot), = (n+1)(900¢)w(900¢)m

= ﬁ (s@“,:fyfw“,;w% + w“ﬂ%) (W,,W})
= ¢, + .

Ainsi, on retrouve bien le résultat attendu :
S(p 0 ¥)up = S(W)up + VU, S(9) vy

Ensuite, il est aisé de vérifier que S(¢),, = 0 implique le fait que
@ est une transformation projective, i.e. vérifie la condition go“;w =

—t o0 — @Hpu. u

La loi de transformation sous l'action de relevés de difféomorphismes
de M sur la G-structure projective P?M nous permet donc de proposer
un bon candidat généralisant la notion de dérivée de Schwarz pour des
espaces de dimension supérieure a 1.

Des études sur la notion de dérivée de Schwarz pour les difféomorphismes
projectifs sur des variétés de dimension supérieure a 1 ont déja été menée
[30-32]. Malheureusement, notre étude ne peut étre comparée a celles-ci
puisque 'opérateur que nous proposons comme généralisation de la dérivée
de Schwarz est un 1-cocycle sur les difféomorphismes de RP™ a valeur dans
les différentielles quadratiques, alors que celui proposé dans les études citées
est un 1-cocycle sur les difféomorphismes & valeur dans Hom(S?, C*(M)).
Cependant, il est intéressant de noter que, d'un point de vue local, notre
opérateur et le terme d’ordre nul de 'opérateur proposé dans [32] coincident.
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2.4 La (GG-structure conforme

Dans cette section, nous allons nous focaliser sur la G-structure conforme
en utilisant la méme méthode que précédemment.

Définition 2.4.1. La G-structure conforme est le sous-fibré, noté C*M de
F2M modélé par la géométrie de Klein (CO,(R),Cy).

2.4.1 Structure conforme

Pour définir convenablement ce qu’est une transformation conforme, nous
allons les définir via les transformations projectives de RP"*!, ’espace des
droites de R™"2, préservant 'espace des quadriques isotropes.

Choisissons comme métrique sur R"*2, la métrique G représentée par la
matrice® :

0
@@=y 01 |
10

ou I, désigne la métrique plate de signature (p, ¢) sur 'espace R"=P*4.
L’espace des quadriques isotropes est alors défini comme I’ensemble :

Q = {X e RFFTI\{0} XX =0},

on X = X'G.
Un vecteur X € RPN\ {0} peut toujours s’écrire localement :

X p,q
X=1a] avec x € R,
b a,beR

L’ensemble des quadriques isotropes Q est alors engendré par les vecteurs
X € Retbatl tels que :

xXx + 2ab = 0.

Comme il est toujours possible de reparamétrer le vecteur X de telle facon
que le parametre a soit non nul, on pose :

X
Xeoe X = a
%

4Par abus de notation, nous désignerons maintenant la métrique G et son représentant
matriciel de fagon identique.
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Puisque
VA e R\{0},X € Q= )\X € Q,

nous considererons dans la suite, non pas ’espace des quadriques isotropes
total, mais I’espace quotient :

Q/R\{0} = (57 x §%) /2? = RP%,

ou RP4 désigne le compactifié conforme de RP4,
Notons [X] la classe d’équivalence engendrée par X € Q dans RP¢ :

[X]={ XN e R\ {0}, X € Q}.

On choisira donc comme représentant d’une telle classe, le vecteur :

N X
X = 1
_Xx
2
Une transformation conforme de RP? est alors engendrée par I'action du
groupe orthogonal O(n + 2, R) sur R""? restreinte ensuite sur RP4.

Un élément quelconque du groupe orthogonal O(n + 2, R) peut étre écrit
sous forme matricielle :

A|lB C
0= ﬁ a b )
E|lc d

ou A est une matrice carrée réelle de dimension n, B,C € RP? sont des
vecteurs, D, E € RP?* des covecteurs et a, b, ¢, d € R, tels que :

0€0(n+2R)<=00=4G.

La G-structure conforme a pour groupe de structure ’ensemble des 2-jets
en 0 € RP? des transformations conformes préservant ce point. En premier
lieu, il est donc nécessaire de caractériser ces transformations, puis leur 2-jets.

Le point 0 € RP est représenté par la classe [0] € RP¢ définit par :
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Les transformations conformes engendrant la G-structure conforme devant
préserver le point 0 € R4, cela impose comme conditions :

B =0, c=0.

On peut alors expliciter les conditions sur les autres élément de la matrice o
imposé par le fait que o € O,,12(R). Les transformations conformes préservant
0 € RP? sont donc engendrées par I'action des élément o de O,,,5(R) sur R4
de la forme :

A |0 C
0= —aCAla —GTC ,
0 0 a!

avec A € O(n,R), C € RP? et a € R\ {0}.
On obtient donc l'action projective locale sur RPY du sous-groupe con-
forme préservant 0 € R :

/ ’
Aaaua _ %gabuaubca

a <_CZ/AZ;UZ + 1 + %lgijgk/l/uiujcklcl,) ’

ut € RP9 i ¥ = (2.23)
ol g est la métrique plate sur RP9.
Un élément ¢y du groupe Cy, engendré par les 2-jets en 0 € RP? de cette

. . / /
transformation s’exprime donc localement ¢ = (¢%,, ¢,,) avec :

a/
a A a
C a — a s
/ -/ -/ ’ 4 i /
Ca/ . Aaagi/jlcj Azb -+ Aabgi/jlcj A’La - gabca
ab — :

a

Comme dans le cas du groupe de structure de la G-structure projective, on
note que les jets du second ordre dépendent des jets du premier ordre. On va
donc chercher a exprimer cette contrainte indépendamment des parametres
de la transformation. Pour cela, on définit :

i, s/
_La oy gAY
Co = ="’y = =1—2—.
n

al

a
Ainsi, en utilisant la condition A € O(n,R), on obtient :
a’ a’

. CLI b/
c”, =", avec la contrainte  ggpc®,C") = Gab

et,
a/

a a’ cd o
Cyp = C 4Ch+ CpCq — Gapg C .Cq-

Les éléments du groupe C5 sont donc paramétrés par le couple (c“;, Ca)-
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Proposition 2.4.1. Les éléments du groupe Cy s’écrivant localement

/

a a’ a’ cd a’
co = (¢, b + %Ca — Gang“c’ Ca)

peuvent étre représentés matriciellement par un élément, noté ¢y, du groupe
On+2(R) défini par :

! aN;
Caa 0 ga b Cbb/Cb

G=| —c, |1 =gwa [ (2.24)

a" b _ _ab
avec g, = g™.

Preuve. 1l est d’abord évident que I’élément neutre du groupe C est représenté
par l'identité du groupe O, ;2(R).
Ensuite, considérons deux éléments ¢, = (ca;/,, ca;/,cb/ + cag,ca/ — Jarp' g

! ! ! ! . ’ .
et ¢y = (caa, c®,cp + ey — gabg“lc“ccd). Leur produit s’écrit :

! ! "
dd CaCl Cd’)

’ al/ a/ a// a/ b/ a// b/ a/
Cy:Cy = (c W CarCaCyq <cb Cy + cb> +cycy, <c oCa’ + ca> -
cd a" a d’
Jabg C 4 C <c qCd + cd>> ,
et est donc représenté par :

1

! AN / U
[0 ¢y (ot )

B (Ca N Ca;ca/) ) _gab ((;a"rc“;c;/) (Cb+cb/bcb/> c On+2 (R)

0 0 1

Or, le produit matriciel des deux représentants, ¢; et ¢, de ¢y et ¢, respec-
tivement est bien :

7z "y gy ’ v
a O g(l C b//Cb’ Caa O ga b Cbb/Cb

17
—g@'? C, 1 Cyt 1 —g%cacy

_C(Z 5

0o |0 1 o]0 1

1" 1"yt / !
a a’b Cbb/Cbb// (Cb + Cddcd/)

Ca

. ‘ 0 g

b a’ b’
— ’ —g® (caJrc oC, /) (cb+c bcb/>
— (ca + c“aca/) 1 5

0 0 1




o8 CHAPITRE 2. CONNEXION DE CARTAN

Le produit des représentants est donc bien le représentant du produit.
Enfin, l'inverse d'un élément ¢y est défini par (1.3) :

-1 a a
C2 :<Ca’7ca’b’)7
avec

a ad _ ca
ctych =0y,

a a b a b dd a .d
Coty = —CgCpCh— CpC uCh+ Jaryg ~ C uC gCq-
c; " est donc représenté par la matrice :

., ‘O —g%¢,

—1 _ ,ab
G = | cacy |1 52,
0 |0 1

Soit C; le groupe des 1-jets en 0 € RPY de la transformation (2.23). Le
noyau de la projection w? : Cy — C} est défini par :

Ker(w?]) = CO, = {(6“;, ca;cb + c“;,ca — gabngc“;cd> € CQ} )

Comme dans le cas général, on pose, par définition C; = COy. Ainsi, le
groupe C5 se décompose en produit semi-direct :

CQ = COO X COl,

avec pour représentants matriciels respecifs des éléments cog € COg et co; € COq :

100 L,[0 ¢
coo=1 0 (1 0 |, coo=1 0|1 %
0 [0 1 010 1

Le groupe Cy peut donc étre caractérisé comme un sous-groupe isotrope
du groupe conforme. Nous pouvons donc choisir, comme pour la G-structure
projective, le groupe conforme comme groupe total de la géométrie de Klein

modele :
COn(R) = 02 X COfl,
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ol, pour garder des notation homogenes, on pose CO_; = GL_; ~ R".
Au point de vue infinitésimal, I’algebre de Lie co,,(R) du groupe conforme
se décompose en la somme directe :

c0,(R) = co_; @ cop @ coy.

Les conditions sur les éléments du premier et second ordres du groupe
total C se reportent en les conditions suivantes sur les éléments de I'algebre
de Lie cog @ coq :

2

VX = (X% X% X% ) €co,(R) , ¢°X° +gX% — Zg°X° =0 (2.25)
n

X, X%, =068 X+ 6°Xy — greg®Xa.

Un élément de I'algebre de Lie co0,(R) est donc paramétré par le triplet
(X X% Xp), avec X € 0,42(R)_1, X% € cog et X € co;.

Proposition 2.4.2. Tout élément X € co0,(R) admet pour représentant ma-

triciel :
X | X0 g%,
X=| -X, |7 o , (2.26)
—gaX®| 0 -7

avec !

X = X

X% = X% — 607, (2.27)

X, = X

Remarque 2.4.1. Ce paramétrage de l’algebre de Lie est en accord avec le
A9

, . . / . .
paramétrage des transformations conformes finies, c*, = . Ceci se traduit

en effet d’un point de vue infinitésimal par : X = )?ab — 6.

Preuve. Le crochet de Lie de deux éléments X,Y € co est caractérisé par
(1.6) :
([Xv Y]aa [X7 Y]aIﬂ [X7 Y]b) )

avec .
[(X,Y]" = X°Y" - Y9xP
(X, Y% = XY+ 04X Y+ XY — aeg™XgY e — (X <= Y)
(X,Y], = X.Y¢ - Y.X¢,
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Soient les représentants matriciels respectifs XetY deX Y € co,

B Xél ‘ Xa gabXb B Y;a ‘ ya g“be
X = - X 0 0 , Y = -Y, 0 0
_gabXa 0 0 —gabY“ 0 0
leur commutateur est alors® :
- Xo | X X,
(X, Y]=XY -YX = -Xi| =z 0 )
7_1 0 —T

avec .
X, = X9yt —yex?,
Xo = XY, = XY = guag™ X Y! — (X < Y),
X1 =XY" - X%,
r=—-XY".

Le crochet de Lie (sur l'algebre de Lie des matrices) des représentants est
donc bien le représentant du crochet de Lie. |

2.4.2 Définition de ’action de C5 sur co

Comme pour la construction des symboles de la connexion de Cartan dans
le cas de la G-structure projective, il est nécessaire, pour étudier la connexion
de Cartan dans le cas de la G-structure conforme, de définir ’action du type
action adjointe de Cj sur co. Pour cela, on restreint 'action définie par (1.7)
a la G-structure conforme.

Les éléments c3 € (5 sont définis comme étant les 3-jets en 0 € RP? des
transformations (2.23), i.e :

/

a  a
C33c3= (", "¢

a/

abc)?

avec
a b
Ga'v'C 4Cp = Gab

a’ a’ a’ cd a
Cup = C oCh+ CpCq — Gapg C .Cq
a a’ a o
C abe = 2(C aCbCe +c pCaCc +c cCaCb) - (228)
1 ! ! I
kil a a a
59 <9ab0 ¢ T GbcC g + GacC b)

_gklca;gcl (gabcc + GacCo + gbcca) .

5Le commutateur est ici le commutateur usuel de deux matrices.
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De méme que dans le cas projectif, les éléments de C3 s’obtiennent de la
dérivation formelle des éléments de C; comme du calcul direct des 3-jets des
transformations (2.23).

Les éléments du groupe C'3 sont donc, eux aussi, caractérisés par le couple
de parametres (c%, ¢,). En appliquant alors les contraintes (2.28) et (2.25) &
la définition de l'action du type action adjointe (1.7), on obtient :

_— ’ ’ ’
VCg € Og,X - (Xa, ab, abc) S Con(R), Ad(63)X - X/ - <Xa 3 ab/, ablcl
avec
a a ya

X = X9
’ ’ /T ’
Xab/ — CaaXaCbb/Cb + 5ab/caXa — gb’c’ga d CcaXaCdd/Cd + CaaXabeb/,

’ ’ 1 g

Xablcl = (Sab/XC/ + (Sac/Xb/ - gb/clga d Xd/,

. 1
ou Xy = caX“cbb,cb — Egabgklckch“cbb, + caXabcbb, + Xbcbb,.

I1 est alors aisé de vérifier que les représentations matricielles d’un élément
du groupe Cy (2.24) et d’un élément de I’algebre de Lie co,,(R) (2.26) permet-
tent de caractériser I'action du type action adjointe de C sur co,(R), dans
le cas de la G-structure conforme, par l'action adjointe matricielle usuelle.
Nous avons donc, comme dans le cas de la G-structure projective I’équivalence
suivante :

Ad(l(cp)) - X <= Ad(&)X = &X67,

et nous pouvons remplacer le produit au sens des reperes par le produit
matriciel.

2.5 Les 2-reperes conformes

Définition 2.5.1. Les 2-repéres conformes sont définis comme étant les sec-
tions particuliéres de la G-structure conforme C*M C F?M suivantes :

€2 = (xll’ eﬂa’ euab)
avec !

G €y = p() g,

Jey telle que e, = e ey + €' e — gang et eq. (2.29)

).
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Par conséquent, un 2-repere conforme sera caractérisé par le couple de
parametres (e, e,), avec :
1 b

eq = —€' e

n w

Un 2-repere conforme e, pourra donc, comme un élément du groupe de
structure Cy étre représenté par une matrice de O, 2(R), notée e :

et, ‘0 g“”ebl,eb

ea=| —eq,l|1l 0

0 |0 1

Nous avons défini, dans le premier chapitre, la notion de repere inverse
1.1.7. Pour les 2-reperes conformes, il est toujours possible de définir un

iverse :

62_1 = (I"u7 €a“7 ea“l/)7

avec

a b _ -1
gabe ,ue v p g,ul/a
b b

a a b PA a
yCb — €,€,E +9w9"€ »€ ACb-

_ __L,a
e, = —ee

L’inverse d'un 2-repére conforme a donc bien comme représentant matriciel
I'inverse du représentant du 2-repere :

ea'u 0 _gabeb
el = | e, |1 0 =6
0 0 1

2.5.1 Connexion de Cartan conforme

Définition 2.5.2. Une connexion de Cartan sera dite conforme si elle est
définie sur la G-structure conforme.

Comme dans le traitement de la G-structure projective, et le cas général,
nous allons nous limiter aux connexions de Cartan de torsion nulle.

Une connexion de Cartan conforme est donc une 1-forme sur C2M &
valeur dans l'algebre de Lie co,(R) = co_; & coy & coy se caractérisant par :

2
w=(0"0%, w.) telle que g°°6°, + g*0°, — Egabécc =0,

a a a ad
wWhe = 0%we + 0% wh — Goeg™“wa.
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La 1-forme de soudure (6%,60%) sur C2M s’écrit, dans le systeme de coor-
données locales des 2-reperes conformes :

0" = e, da", (2.30)

a __ a o a ¢ ac d o a W
0% = —e Mebdx —0%e Mecdx“ + grag®‘e uecdx +e Mde b

Les symboles de la connexion de Cartan de torsion nulle, définie sur la
G-structure conforme C2M sont donc définis comme les composantes de la
1-forme :

[' = Ad(l(ey))w + eadey .

Comme dans le cas de la G-structure projective, nous avons vu que les
éléments du groupe de structure Cy et de 'algebre de Lie co peuvent étre
représentés par des matrices, de fagon a pouvoir remplacer ’action du type
action adjointe (1.7) par l'action adjointe matricielle. En choisissant comme
représentants matriciels respectifs de la connexion de Cartan w et de la 1-
forme I', les matrices :

0% ‘ 6 g%uwy, B rH ‘ r« g¢*r,
w= —w, |0 0 , I'= I, 0 0 )
—gapf® | 0 0 — gl | 0 0

et en utilisant la relation :

[ = Ad(&)@ + édéy ™,

on obtient explicitement :

b b d b

et 0%e’, + et 0%’ ey, — gupg°i0%et e’ eq T

m a a

+et de?,
[ =

—eaﬁgebu - wbeby - ea9“ebyeb g 4

1 —€

+359ab9°10“€ jeceq + €%, dey “
* 0 *

ou les x remplacent les termes redondants.
Ainsi, les symboles de la connexion de Cartan conforme sont :

I = et g°

T = et 0%e’ + et 0% ey — gupg®@0%et e eq + 5" el0" + et de®,, (2.31)

1
kl b
[, = —e eqel + §gacg epere’ 0 — eqe”, 0% — e w, + € de,.
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Ce résultat est en parfait accord avec le résultat présenté par K. Ogiue
dans [22]. Mais notons que par cette étude, 'approche est systématique pour
toute G-structure, et, de plus, nous avons toujours une distinction claire entre
I’espace source et 1’espace but.

En prenant en compte les expressions locales de la forme de soudure sur
la G-structure conforme, ainsi que la condition sur les 2-reperes conformes
(2.29), on obtient :

r“ = dx*,
e = 0,
1
[, = esecc” e, da’ + §gbdg“eaecebl,edpdxp — e w, +d(eeq).

Remarque 2.5.1. Comme dans [’étude de la G-structure projective, le choix
de 2-reperes conformes permet de paramétrer la connexion de Cartan con-
forme de maniére optimale, i.e. toute 'information est codée dans le symbole
de plus haut poids.

Comme dans le cas projectif, nous avons montré que les symboles de la
connexion de Cartan conforme de torsion nulle se projettent triviallement
sur l'espace de base (voir Annexe B).

2.5.2 Comportement des symboles de la connexion de
Cartan conforme

Pour caractériser le symbole de la connexion de Cartan conforme, nous
allons, comme pour I’étude des symboles de la connexion de Cartan projec-
tive, étudier leur loi de transformation sous I'action des difféomorphismes de
la variété de base M, relevés sur la G-structure conforme.

Relevés des difféomorphismes

Définition 2.5.3. Soit un difféomorphisme conforme ¢ : M — M. On
définit le relevé, par une section eq, de ce difféomorphisme sur C?*M, comme
étant la section du fibré des 2-repéres conformes suivante :

eh: M — C*M
v = i) - ea(r)

Y

ot j2(p) € C*M.
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En utilisant exactement la méme méthode que dans le cas de I'étude de
la connexion de Cartan projective, 2.3.4, on obtient 'expression locale du
relevé d’un difféomorphisme ¢ : M — M par une section de C*M suivante :

6/2 = (IM/’ e“;’ 6Mclnb)’
avec .
2 = ¢ (x),

’ /
R =1l
ea_gpyeaa

ey = et (pue", + e) + et (9ue’y + €a) — Gang™@" et (pue’y + ea) |
ou :
0 = 0,0,0" = O 0y + "0 — G e e, (2.32)
permet de déduire que :
= ¢, = lcp“;yso“w-
n

Action des difféomorphismes sur I

Grace au fait que la connexion de Cartan est invariante sous l’action des
difféomorphismes de la base M, nous obtenons que les symboles de la con-
nexion de Cartan se transforment suivant :

/

™ = gpu};ru’

, = o (T8, + puda + 6 p,da’ — gavg" ppda®) ¢,
4 1 ng d A d A d

Lo = @\ Lo = 5909 pupuda”™ + pporda” — dyp, ) .

Tout comme dans le cas de la connexion de Cartan projective, en tenant
compte du fait que ¢ est un difféomorphisme conforme, 7.e. vérifie la condition
(2.32), les deux premiers symboles de la connexion de Cartan conforme se
transforment comme des tenseurs.

W TR
r“ = o MF ,
Fluz/ = SO#;LF#VQOVI/"

Nous allons voir que, tout comme dans le cas projectif, le terme inhomogene
dans la loi de transformation du terme de plus haut poids peut étre interprété
comme une généralisation possible de la dérivée de Schwarz en dimension
supérieure.
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2.5.3 Connexion de Cartan conforme et dérivée de Schwarz

Dans le cas unidimensionnel, on note que les cas conforme et projectif sont
équivalents. L’étude dans le cas conforme sera donc exactement identique
a celle du cas projectif, et donnera exactement les mémes résultats. Nous
allons donc directement traiter le cas de dimension quelconque. La loi de
transformation du symbole de plus haut poids est :

Ly =", (T ,+5(0)pdz?)

avec, par définition :

1 vV
S(@)pr = —§gpxg" PuPy + ©pPr — Orp,.

Grace a la géométrie de Cartan choisie, le fibré C2M est isomorphe & 1’espace
quotient CO,(R)/Cs. Or, Cy étant un sous-groupe d’isotropie de CO,(R)
agissant sur RP4, par définition, l'espace quotient C'O,,(R)/Cy est isomor-
phe au compactifié conforme RP4. Donc, localement, le fibré des 2-repeéres
conformes est isomorphe & RP«,

Proposition 2.5.1. La quantité :

1 v
S(@)pr = —§gpxg“ OuPr + PoPr — Orpp,

vérifie les deux propriétés fondamentales de la dérivée schwarzienne sur les
diffeomorphimes conformes de RP4.

Preuve. Pour montrer que S(¢),y est un 1-cocycle sur les difféomorphismes
de RP4 a valeur dans les différentielles quadratiques, on evalue d’abord :

1 ,
(pov)y = —(wod)\(pod),

1 / 9 A\ / ) 7
- ﬁ (@pp”)\” d}z w A + (pz” 1/}ppA> (wpp” (ppp/)

= p; O+ Py

On retrouve donc le résultat attendu :

S(poh)pn = S(W)pr + %71 S () -

Ensuite, il est aisé de vérifier que S(¢),\ = 0 implique le fait que ¢ est une
transformation conforme, i.e. vérifie la condition

" = OPou + 000 — Gug” o n.
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De plus, nous constatons que notre définition de la dérivée Schwarzienne
pour les difféomorphismes conformes est analogue, en expression locale, a la
dérivée Schwarzienne proposée par [33,34]. L’avantage de notre procédure
est principalement le fait que la dérivée de Schwarz apparait naturellement
comme un terme inhomogene dans la loi de transformation d’un symbole non
trivial de la connexion de Cartan conforme.

Nous nous sommes ici limités a l'utilisation d’une connexion de Cartan
de torsion nulle particuliere, en choisissant la forme de soudure comme deux
premieres composantes. Ce choix nous permet des expressions locales sim-
ples tout en gardant, dans la composante de plus haut poids, un maximum
d’informations importantes. Lors de la réduction du groupe de stucture nous
pouvons nous focaliser entierement sur cette derniere. Nous obtenons ainsi,
dans le cas des G-structures projective et conforme des champs de jauge aux
propriétés interessantes, faisant notamment apparaitre la dérivée de Schwarz
comme un terme inhomogene dans leur loi de transformation.

La réduction du groupe de structure nous permet aussi de définir un
paramétrage matriciel, que ce soit pour les groupes de structure, ou pour
les algebres de Lie. Ce paramétrage possede pour nous un double avantage.
D’une part, comme les G-structures que nous avons étudiées sont des G-
structure d’ordre 2, i.e. tous les parametres apparaissent des le deuxieme
ordre, l'opération de dérivée formelle (2.2) n’est plus nécéssaire. D’autre
part, I'action de type action adjointe est remplacée par I’action adjointe ma-
tricielle standard. Ces deux points sont primordiaux pour 1'utilisation de ces
objets dans la définition d’une transformation de jauge, comme le présente
le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Connexion de Cartan et
transformations de jauge

En 1990, dans son article intitulé « Gauge transformations out of diffeo-
morphisms » [9], A.M. Polyakov définissait, par une fixation de jauge par-
ticuliere une transformation de jauge infinitésimale reproduisant I'action in-
finitésimale des difféomorphismes sur les champs de jauge. Au cours de ce
travail de these, il est montré que ce résultat, qualifié par A.M. Polyakov
lui-méme de « geometrical surprise », découle de 1'utilisation d’une certaine
théorie de jauge sur la G-structure projective unidimensionnelle [14].

Cet ultime chapitre présente une théorie de jauge sur G-structures pro-
jectives et conformes. Nous verrons alors que celle-ci permet de retrouver le
résultat attendu dans le cas unidimensionnel. Pour les espaces de dimension
supérieure, nous verrons qu’un terme supplémentaire intervient, proportion-
nel a la courbure des symboles de la connexion.

En premier lieu, nous ferons un bref rappel sur la version infinitésimale
des théories de jauge via l'utilisation d’une structure d’algebre BRS. Puis,
nous montrerons que cette théorie s’applique facilement aux G-structures
projectives et conformes grace aux paramétrages matriciels présentés dans le
chapitre précédent. Enfin, nous démontrerons comment I’action infinitésimale
des difféomorphismes se retrouve grace aux transformations de jauge pro-
posées.

3.1 Theéories de jauge de type Yang-Mills dans
le formalisme BRS

Les théories de jauge non-abéliennes, dites théories de type Yang-Mills,
permettent de décrire efficacement la théorie électrofaible couplée et la théorie
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de l'interaction forte. L'utilisation des structures d’algebre BRS [35] permet
alors un traitement plus systématique, dissociant notamment les transforma-
tions de Lorentz des difféomorphismes dans une tentative de théorie pour la
gravité quantique [36,37].

3.1.1 Algebre BRS pour les théories de jauge de type
Yang-Mills usuelles

Nous allons commencer par une rapide présentation de construction de la
version infinitésimale d’une théorie de jauge sur un fibré principal P(M, G),
via l'algebre BRS.

Les fondements de ce type de théorie de jauge sont, d’une part, le rem-
placement de la connexion de Ehresmann par une connexion dite connezion
algébrique, et, d’autre part, la modification de 'opérateur différentiel d en un
nouvel opérateur nilpotent :

D=d+s,

ou s est un opérateur associé a l'algebre BRS que nous désignerons dans
la suite sous les termes opérateur de BRS. Tous les champs ainsi traités
acquierent donc une bigraduation. La premiere graduation est associée a la
différentielle de De Rham usuelle, le degré associé sera alors désigné sous
les termes degré différentiel. Le degré provenant de la seconde graduation,
associée a 'opérateur de BRS, sera désigné comme le degré fantome. Ainsi,
la nilpotence de l'opérateur D = d + s implique la nullité de la somme
d’opérateurs :
d? 4 ds + sd + s* = 0.

Donc, ordre par ordre, en utilisant la nilpotence des opérateurs différentiel
et de BRS :
=0 et 2 =0,

ceci impose leur relation d’anticommutation :
sd+ds = 0.

Soit &7, la connexion de Ehresmann sur le fibré principal P(M, G), i.e.
une 1-forme a valeur dans l'algebre de Lie g. Notons A = ¢*/ son image
réciproque sur M, obtenue grace a une section o du fibré P. Une transfor-
mation de jauge infinitésimale est alors définie, en terme de ’algebre BRS,
par :

sA = —dy—[A,], (3.1)

1

sy = —5[%7],
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ol 7 est le pendant des parametres de jauge, communément dénommé fantome
de Faddeev-Popov. 11 est défini comme étant le générateur de 'algebre de
Grassmann du dual de I'algebre de Lie g, munie de 'opérateur s, a valeur
dans 'algebre de Lie g. Le fantome de Faddeev-Popov a donc pour degré
fantome 1 et pour degré différentiel 0.

Les transformations de jauge infinitésimales peuvent aussi étre définies
par la condition d’horizontalité de Maurer-Cartan [36], encore appelée For-
mule Russe par R. Stora (77) :

dA + %[A,A] — DA+ %[Zl, Al

ol A=A+ v. La 1-forme A acquiert ainsi le statut de connexion algébrique
[33] [8].

En théorie de jauge classique, la courbure de la connexion définit les
champs physiques. Cette condition d’horizontalité de Maurer-Cartan im-
plique donc que les fantomes de Faddeev-Popov ne contribuent pas dans
la description des théories classiques [39].

Les champs de jauge associés a 'utilisation de la structure d’algebre BRS
sont alors les symboles de la connexion algébrique ;1, 1.e. les composantes
locales de la 1-forme sur M définie par :

A= Ad(g)/ul + ng_l, geY,

ou ¥ est le groupe de jauge.

En utilisant maintenant le lien entre connexion de Ehresmann et connex-
ion de Cartan, présenté dans le premier chapitre, nous allons appliquer cet
outil au cas des G-structures.

3.1.2 Algebre BRS sur les G-structures

Nous avons montré dans les deux chapitres précédents le lien entre les
connexions de Ehresmann sur un certain fibré principal associé et les con-
nexions de Cartan sur une G-structure. Ce lien nous a notamment permis de
définir les symboles d’une connexion de Cartan (voir paragraphe 2.1.2). Nous
allons maintenant utiliser cette propriété pour définir les transformations de
jauge infinitésimales sur une G-structure.

Remarque 3.1.1. A partir de maintenant, comme dans le cas du traitement
des G-structures au second chapitre, le groupe G de la G-structure désigne
le groupe de structure de celle-ci, non pas le groupe de structure du fibré
principal associé qui est G X GL_y (voir paragraphe 2.2.2).
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Pour le moment, nous gardons le champ fantome de Faddeev-Popov ~
le plus général possible, i.e. nous le définissons comme la restriction du
fantome de Faddeev-Popov défini sur le fibré associé a la G-structure re-
streint sur celle-ci'. C’est donc une 1-forme sur 'espace de base M a valeur
dans 'algebre de Lie gl_; @ g. La connexion algébrique permettant de définir
les transformations de jauge infinitésimales via 'opérateur de BRS s’obtient,
comme la connexion de Cartan, par restriction de la connexion algébrique A
sur la G-structure. 5

(e5w) = (eqw) +7 = (e3w).

Les transformations de jauge infinitésimales sont donc obtenues par re-

striction de la condition d’horizontalité de Maurer-Cartan sur la G-structure :
v 1

D(ef) + 3 (eiw), (e5w)] = dlegw) + 3[(e3), (es)]

On obtient ainsi les transformations de jauge infinitésimales suivantes :

s(ew) = —dy — [(e3w), 7], (3.2)
1

sy = —5[%7]-

Les champs de jauge associés a cette théorie de jauge sont alors définis
comme les symboles de la connexion (ejw), i.e. les composantes locales de la
1-forme :

' = Ad(l(e2))(e3w) + esDe;
ol ey est un 2-repere de la G-structure considérée.

Cette 1-forme se décompose naturellement en une somme de deux termes.
le premier, noté I', est de degré différentiel 1 et de degré fantome nul. Il s’agit
de I'image réciproque? du symbole de la connexion de Cartan w. Le second,
noté p, est de degré différentiel nul et de degré fantome 1 :

I' = Ad(l(es))(e5w) + eﬂe;i—i—@(f(eg))’y + 62862_1/ =T +o.

N

T o
Comme la 1-forme p est I’analogue de la 1-forme I" pour le fantome de
Faddeev-Popov, nous désignerons ses composantes locales sous les termes
champs fantomes.

!Par abus de notation, nous dénotons par le méme symbole le fantéome de Faddeev-
Popov sur le fibré associé et sur la G-structure. Le contexte permet, sans équivoque, de
déterminer la définition appropriée.

2Nous nous permettons de noter de la méme maniere le symbole de la connexion de
Cartan et son image réciproque puisqu’il a été montré qu’il se projette trivialement sur la
base M.
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Il est intéressant de noter que, grace au paramétrage matriciel possible
dans le cas des G-structures, aussi bien projective (2.9)(2.11) que conforme
(2.24)(2.26), nous allons pouvoir, dés maintenant, remplacer ’action de type
action adjointe Ad(f(e;)) par I'action adjointe en terme de représentants

matriciels. Notons (e3w) et I les représentants matriciels respectifs de (e5w)
et de I'. Nous avons donc :

—_~—

' = Ad(&)(ebw) + &Dé; "

Il est alors aisé de vérifier que :

v

F=T+3,
ou p est le représentant matriciel de g, obtenu par :
0= Ad(&)T + 667"

On peut alors aisément déduire 'action de l'opérateur de BRS sur les
2-reperes associés a la G-structure traitée, en fonction des champs fantomes
0. L’action de l'opérateur de BRS sur les symboles de la connexion de Car-
tan et sur les champs fantomes, via les représentants matriciels, en découle
directement :

sl'=—do— [0, so= —%[@, a]. (3.3)

3.2 Transformation de jauge unidimension-
nelle

Dans cette section, nous présentons le résultat publié dans [14] (présenté
dans 'annexe D).

Commencons par rappeler les expressions locales des symboles de la con-
nexion de Cartan projective® unidimensionnelle :

I = dx,
r< = 0,

1 2
Fix = 6u:kuuu +d (eux:vemu> - 5 (eux:cexu) dr

3ou bien conforme puisque les deux G-structures sont isomorphes dans le cas unidi-
mensionnel.
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La transformation de jauge des symboles de la connexion de Cartan s’écrit
localement :

sI'' = —do"” — 0", 1",
sI' . = —do, — I';0",.

Pour aller au dela, il est nécessaire de spécifier I'expression locale des
champs fantomes p. Dans ce but, nous utilisons le fait que le représentant
local sur 'espace de base de la connexion de Cartan, obtenu par son image
réciproque via une section ejw est une 1-forme a valeur dans l’algebre de Lie
sl_1 @ sly @ sl;. Un fantome de Faddeev-Popov possible est donc :

7 = (e3w) (§) = w(ea.d),

ou & = £%0, est un champ de vecteurs fantomes sur M. Ainsi, chaque com-
posante du fantome de Faddeev-Popov s’exprime localement :

,ya — eangx — eaxgx’ 34)
lyaa = eaa,xgm = (eamxexa + eawafvera) gm’ (35)
3.

6)

La derniere information, nécessaire pour la détermination totale des champs
fantomes p est ’action de I'opérateur de BRS sur les points de la G-structure.
Pour les trouver, on utilise le fait que I'on connait I’expression locale de la
forme de soudure et ’action de 'opérateur de BRS dessus. Ainsi :

a _ , .a 5:(:
’}/aa_waa,x .

Sea,z = fﬂ’ya + eaa,:p’ya - fyaaea,x = al" (ea,:pgx) ’
Seaa,z = l’/yaa + waaa,a:’ya - /yaaaea,;t = aﬂc (eaa,zgx) )

_ a a a a a _ a T
Sw aa,xr 7 aa +w aa,x7 a7 aae a,xr aﬂf (w aa,zg ) .

On peut donc noter que, dans le cas unidimensionnel, ’action de I'opérateur
de BRS sur les composantes locales de la connexion de Cartan reproduisent
une dérivée de Lie :

sw = —d(w(§)) = (igd — dig) =: Lew,

ou & porte le degré fantome.
En utilisant I’expression locale de la forme de soudure unidimensionnelle :

a__ _a T a _ _a x a x T
0 = e dx”, 0 =e" de’, + e, e’ dx" .
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on obtient :
se, = s0°, = 0y (e",&")

a a a T _a a T a a a \2 x
set . = ezsﬁa@—i—eaemsem—keaﬁzewsex—(ez) 0y (s€))

- areax:pgx + 2ea:vxa$§x + eaxaiéx-

Ainsi, on obtient chaque composante du champ fantome associé a ce choix
de fantome de Faddeev-Popov :

P exa,ya _ 5:177
¢y = €+t ehse’, = 0,¢° (3.7)
T . 1 a 2/ x1\3 _a T a\2 _a a _a T a a T a

Cox = 5(69095) (ea)7+eaa(ex) 7a+7aa6x+26aaexsex+€a56xx

2 ¢ 1 2 a , .a T
= 0 6 + 8517X$ - 5 (Xi) +te,w aa,T 6 (38)

Il s’agit bien des parametres de jauge obtenus par A.M. Polyakov dans [9]. De
maniere explicite, les transformations de jauge infinitésimales des symboles
de la connexion de Cartan s’écrivent :
sI' =0, sI'* =0, S e = 03" 4 § 0, 1%, . + 20,817, ..
Nous obtenons donc, grace a 'utilisation de la connexion de Cartan sur une
G-structure projective unidimensionnelle, d’'une part, les variations nulles
des deux premiers symboles, imposées par A.M. Polyakov pour préserver
la structure. De plus, la variation du symbole de plus haut poids peut se
réecrire :
s e = 3" + 01", o +20,C°T7,,

ol il est aisé de vérifier que s? = 0.

Il est alors quasi immeédiat de constater que dans le cas unidimensionnel, la
transformation de jauge que nous proposons reproduit ’action infinitésimale
des difféomorphismes de la base sur les symboles de la connexion de Cartan.

Nous allons maintenant traiter séparément les cas des G-structures pro-
jective et conforme pour expliciter, dans chaque cas, les transformations de
jauge infinitésimales en coordonnées locales.
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3.3 Transformation de jauge projective

Dans cette section, nous allons nous consacrer pleinement au traitement
d’une théorie de jauge infinitésimale sur la G-structure projective via 1'utili-
sation de la connexion de Cartan associée.

Commencons par expliciter 'action de 'opérateur de BRS sur les com-
posantes de la connexion de Cartan projective. Pour cela, nous allons utiliser
le paramétrage de 'algebre de Lie sl,,1(R), défini par (2.19), a la fois pour
I'image réciproque de la connexion de Cartan et pour le fantome de Faddeev-
Popov. Leurs représentants matriciels respectifs sont alors* :

/—*\_/ - Fab F(I ~ ,yab ,ya
(e3w) = (Pb 0 ) R (% ok (3.9)
L’action de l'opérateur BRS sur la connexion de Cartan projective s’ob-

tient, en terme des représentants matriciels, par :

—~— —~—

s(ejw) = —dy — [(e5w), 7.

En utilisant les équations (2.13), et en tenant compte du fait que les coeffi-
cients des matrices (3.9) sont des 1-formes de degrés différentiels respectifs 1
et 0, et de degrés fantomes respectifs 0 et 1, on obtient, a chaque ordre :

s = —d’}/a . Fab,yb - ,yabl-\by

sI'y = —dyy, =I5 + 0% Ty + Tyy® (3.10)
=7 + 0%yl + I,

sy = —dyy — Ty — 7.1,

En utilisant les expressions en coordonnées locales des composantes de
la forme de soudure sur la G-structure projective (2.17), on peut alors en
déduire I'action de 'opérateur de BRS sur les 2-reperes projectifs. En effet :

[ =ed" = sI"=s (F“de“) =5 (F“M) dx*
= se”, =e%0, (")) + e e + e ey’ — %€’
En utilisant la méme méthode a 'ordre suivant, on obtient directement :

1
(n+1)

a __ ga .c o a o a p _ k B o
[, = 0%¢° ecdat + e epda’ + e de”y = se, = s (0%, " — Ouet,)

4Dorénavant, nous utiliserons donc la méme lettre I' pour l'image réciproque et le
symbole de la connexion de Cartan. Ils seront différenciés grace a l'utilisation d’indices
latins pour l'image réciproque de la connexion de Cartan et d’indices grecs pour celle de
son symbole
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= seq = ﬁe“ 20u0 (€57") + €40 (eny") — 2eaery”

—e* ene®0h (€77) + e, — e wi Y + Ta.

Ici, il est aisé de vérifier que l'action de I'opérateur de BRS est nilpotente
sur les 2-reperes (2.15) de la G-structure projective en tenant compte du fait
que la 2-forme de courbure 2% est a valeur dans l'algebre de Lie sy, i.e. est
de trace nulle.

Puisque l'action de l'opérateur de BRS sur les 2-reperes projectifs est
connue, on peut maintenant évaluer ’expression, en coordonnées locales, des
champs fantomes, définis par :

(N TR
o =€,

b w ~a, b " a “w a
I/_eaﬂyeueb_éyeary +efse,,

| .

Qy_ea’ybe
a b a b b a

Q,,:eafyeyeb—ea’ybey—%ey—i—eysea.

On obtient alors, ordre par ordre :

ot = et 4",

o, = 0,0", (3.11)
1

Oy = —m&ﬁ’)\@)\ + F)\,VQ)\'

Les champs fantome dépendent donc uniquement de la premiere composante
du fantome de Faddeev-Popov ~¢.

En utilisant ces résultats ainsi que (3.3), on obtient les transformations
de jauge infinitésimales sur la G-structure projective :

sI' =0,
s, = —dg", + 0", T',0” + T, 0" + 0,1 + 0, T, (3.12)
sI', = —do, — T'»0",.

Remarque 3.3.1. On obtient les mémes résultats en appliquant l’opérateur
de BRS directement sur l’expression locale des symboles de la connexion de
Cartan projective (2.20).

Jusqu’a présent, les champs fantomes utilisés sont généraux. La seule con-
trainte est ici le fait que le champs de Faddeev-Popov v soit a valeur dans
I'algebre de Lie sl,,+1(R). Nous allons maintenant montrer comment, grace a
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la particularisation de ce champ de Faddeev-Popov, il est possible de retrou-
ver, dans le cas unidimensionel, ’action infinitésimale des difféomorphismes
sur les symboles de la connexion de Cartan.

Le champ de Faddeev-Popov est une 1-forme a valeur dans 'algebre de
Lie sl,41(R), i.e. a valeur dans la méme algebre de Lie que la connexion
de Cartan. Grace a une section e, de la G-structure projective P?M, il est
donc possible de définir une 1-forme sur M a valeur dans sl,,1(R) par pull-
back de la connexion de Cartan, ejw. Nous posons donc, comme fantome de
Faddeev-Popov :

7 = (ew) (), (3.13)

ou § = £"0, est un champs de vecteur fantome sur I’espace de base M.
Dans ces conditions, les composantes du fantome Faddeev-Popov sont,
ordre par ordre :

’Va = eauéuv ’Yab = (6abecu€c + eaueb + eapaﬂepb) 5“7 T = wbvﬂgu'

D’ou, pour les champs fantomes :

1
Qu = 5#7 Q”u = 81/5“7 Ov = _maya)\g/\ + F)\,ug)\'

On obtient donc les transformations de jauge infinitésimales suivantes,
pour chaque composante des champs de jauge de la G-structure projective :

sy =0,
SP#V,)\ - @)\8”5” - 5uyrp,)\§p - Fu,)\gu (314)
1 1
w [ _ p p v [ _ P P
+5 v ( (n_|_ 1)6,08)\6 +Fp,>\§ ) +5 A ( (7’L—|— 1)8p8u€ +Fp,1/£ ) )
1
= 00— oy — R 8 (315)
1
SFV,)\ = _ma)\al/ap&-p + (a)\rp,y) 5,0 + Fp,ua)\gp + Fp,/\al/’fp'

Remarque 3.3.2. Si on restreint ce résultat au cas ou la variété de base M
est unidimensionnelle, on retrouve :

1
ST, =0, 807, =0, slay = =500 + 00 + 200,0,6".

Cest le résultat obtenu par A.M. Polyakov dans [9], que nous avons redémontré

dans [14].
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Intéressons nous maintenant a ’action infinitésimale des difféomorphismes
sur les symboles de la connexion de Cartan.

L’action des difféomorphismes de la base sur les composantes des champs
de jauge projectifs est donnée par (2.22) :

r, = gp"; (F“V — @, dat — 0" p,dx” — go“p,dgop;) 0",
Iy =¢" (L) + @up,da? +dp,) .

Soit ¢, un parametre infinitésimal. La version infinitésimale des coor-
, /
données locales ¢* et ¢, sont alors :

! ! i t
gO‘uu — (5M# + tauf“ s Gy — —mﬁuﬁyf“.

Les transformations des symboles de la connexion de Cartan sont, au point
de vue infinitésimale :

Ty, — 8% (D + t€P0,I" | — t5.I") 8%,
TH, = % (07, +1EP0,T, \ — 1T, ) 07, 0%,
FV/7)\/ — (FV)\ + tfpapf‘%)\ - t(Sng’)\) (syl//(;)\)\/.

L’action infinitésimale des difféomorphismes sur les symboles de la connexion
de Cartan projective est la suivante :

551“”“’A =0,
A 5MaaA5P—L5“aagp+a O\EH
&t v (n+1)yp (n_i_l))\pu v 5
1
551—‘”7)\ - —makﬁyﬁpfp + (8,,F,\,,,) fp + pra)\gp + Fp’,\ﬁyfp.

La transformation de jauge infinitésimale proposée ne reproduit donc
pas exactement ’action infinitésimale des difféomorphismes projectifs sur les
symboles de la connexion de Cartan. En revanche, en utilisant la définition
de la courbure des symboles de la connexion de Cartan, donnée ici grace aux
représentants matriciels :

1 ~ ~
Q=dl +3[TT),
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on obtient, en utilisant le fait que I'*, =0 :
QF = dI'",
O = =T, T" —o" T,

On trouve alors que la transformation de jauge infinitésimale du symbole de
plus haut poids se réécrit :

1
SFU,/\ = _ma)\auapgp + (apr)\,zx - Qu,pA) §p + Fp,uﬁ)\fp + Fp,AaV£p7

1
= 00 — §Qy,p>\£p.
Ce qui peut se réécrire de maniere plus intrinseque :
sy = 60 + Q. (8).

La transformation de jauge que nous proposons est donc une déformation
de T'action infinitésimale des difféomorphismes sur les symboles de la con-
nexion due au fait que la courbure n’est pas nulle. Ceci corrobore le résultat
que nous avions trouvé dans le cas unidimensionnel, puisque, dans ce cas, la
courbure est identiquement nulle.

3.4 Transformations de jauge conformes

Nous allons maintenant nous consacrer au traitement des transformations
de jauge sur la G-structure conforme. Les méthodes de calculs sont les mémes
que celles utilisées dans la section précédente. Nous allons donc ici nous li-
miter a une breve présentation des résultats, la présentation détaillée étant
en annexe (voir I'annexe C).

Comme pour I'étude des transformations de jauge infinitésimales sur la G-
structure projective, nous allons utiliser le paramétrage matriciel de ’algebre
de Lie 0,42(R) défini par (2.26). Nous avons donc comme représentants ma-
triciels respectifs de la connexion de Cartan conforme et du fantome de
Faddeev-Popov :

Fab ‘ re gabrb %ab ‘ ",y“a gab’,%
(esw)=1 -T, |0 o |, 3= -% |0 0o [.(316)
_gabfa 0 0 —9ga7* | 0 0
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On obtient alors, via (3.2), ordre par ordre, l’action de I'opérateur de BRS
sur les composantes de la connexion de Cartan suivante :

s = _d,.)/a o ab,yb o ,yabl—\b’

sTY = —dv", — T2 — (6% + 6°Th — goeg™Ta) v° (3.17)
_,yacrcb _ (5(11)70 + 5ac’7b _ gbcgad’}/d) FC,

sI'y = —dy — Ty — 70%.

On peut ainsi en déduire 'action de l'opérateur de BRS sur les coor-
données locales des 2-reperes conformes (voir Annexe C) :

se“u = o'+ F“nyb — fy“be’#,

l 2.1 k A ol k
S€, = 26a6l’}/ — Gal€ Y — € €€ a@,\e 1Y + ery a

1
—e“afwyb + % — ﬁe“ac?u(% (e’\byb) + e“aauewl.

Ici, pour maintenir le fait que s?e, = 0, il faut imposer la condition de trace
nulle sur la 2-forme de courbure %. Or, dans son article [22], K. Ogiue utilise
ce qu'il définit comme la connexion de Cartan normale (voir Annexe A), en
imposant notamment comme condition cette trace nulle. Il semble donc que
cette condition soit nécéssaire pour pouvoir « descendre » les propriétés de
la G-structure sur l'espace de base.

I1 est alors remarquable de constater que I’expression des champs fantomes
en fonction des symboles de la connexion de Cartan conforme est semblable
a celle obtenue dans le cas projectif. En effet, on obtient :

Qu = 6“@7(17
o, = 0,0",

= L9000 —Ty,0
Op = n pONO \p0 -

On obtient alors les expressions suivantes pour les transformations de
jauge infinitésimales des symboles de la connexion de Cartan conforme :

s’ =0,
s, = —do", + 0", T 0" + T, 0" + 6",0,I" + o, I'", (3.18)

sy, = _dQV - F)\Q)\V-
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Ce qui se traduit, en tenant compte de 'expression locales des champs
fantomes conformes par :

ST, =0, (3.19)
1 1
ST, 5 = 000,6" = 0", 0,006" — —840,0,6" + ', , 8, (3.20)

1
STux = =N + (L) € + Tpu0r&” + 208" (3:21)

Il est alors aisé de constater que, la encore, la transformation de jauge
du symbole de plus haut poids de la connexion de Cartan peut se réécrire

comme : )
SFZI,)\ = 55Fu,,\ - §Ql/,p)\€p7

ou de fagon plus intrinseque :
sy = 60 + Q. (8).

Remarque 3.4.1. Les G-structures conforme et projective étant confondues
dans le cas d’une variété de base unidimensionnelle, les remarques faites
pendant l’étude de la G-structure projective unidimensionnelle sont toujours
pertinentes.

Dans ce dernier chapitre, 'avantage de la paramétrisation matricielle des
groupes et algebres de Lie intervenant dans 1’étude des G-structures projec-
tive et conforme prend toute son ampleur. En effet, I'application « directe »
des outils usuels du formalisme BRS en est une conséquence immédiate.

Le choix du fantome de Faddeev-Popov proposé permet, pour les champs
de jauge associés aux G-structures étudiées, de retrouver non pas, comme
dans le cas unidimensionnel, I’action infinitésimale des difféomorphimes de
I’espace de base, mais cette action modifée par le terme de courbure de la
connexion.



Conclusion et Perspectives

L’étude présentée dans ce manuscrit propose une application innovante
de deux concepts tres étudiés par la communauté mathématique.

D’une part, 1'utilisation du fibré des k-reperes. Ce fibré, introduit il y
a pres de 50 ans par C. Ehresmann [15] permet de traiter simultanément
divers ordres de dérivation. Il a d’ailleurs été maintes fois utilisé pour traiter
les problemes de résolution d’équations différentielles [10,11], sans jamais étre
exploité au dela du premier ordre par les physiciens. Nous I’avons ici utilisé en
insistant sur une distinction claire des espaces source et but. Ceci permet de
mettre en évidence le type de transformations mises en jeu, transformations
sur la source, e.g. 0 — u € R"™, ou transformations sur le but, e.g. x — 2’ €
M. Nous nous sommes alors limités aux expressions locales des sections et
connexions définies sur ces espaces, seules données nécessaires a ’application
de ces outils en physique.

D’autre part, les connexions de Cartan, une notion longtemps oubliée qui
semble aujourd’hui trouver un regain d’interét [12,40,41]. Ce type de connex-
ion permet de traiter, du point de vue infinitésimal, toutes les transformations
possibles d’un fibré. En effet, si les connexions de Ehresmann usuelles, ayant
un noyau non-trivial, permettent de définir la notion d’horizontalité sur tout
fibré, les connexions de Cartan permettent de définir un isomorphisme entre
I’espace tangent du fibré et une certaine algebre de Lie, définissant un par-
allélisme absolu.

Nous avons alors pris le parti de traiter certaines symétries d’espace-
temps, les symétries projective et conforme, en réduisant le groupe de struc-
ture du fibré des 2-repeéres. Dans le cas unidimensionnel, ou G-structures
conforme et projective sont confondues, le symbole de plus haut poids de la
connexion de Cartan devient alors une connexion projective, i.e. se transfor-
mant via la dérivée de Schwarz. Nous avons pu généraliser ce résultat aux
structures projective et conforme en dimension quelconque pour lesquelles la

33
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connexion de Cartan est paramétrée par :

Y (0 dm“)
r, o/
La loi de recollement du symbole de plus haut poids I,y nous permet alors
de proposer deux candidats pour la généralisation en plusieurs dimensions
de ce concept de dérivée de Schwarz. Grace a la G-structure projective, nous
obtenons un objet qui est certes défini d'un point de vue local mais existe
d’un point de vue global. En revanche, dans le cas de la G-structure conforme
il reste encore a définir le pendant global de cet objet sur un espace non-plat
de sorte a éventuellement justifier les formulations proposées par [33].

Il s’agit d’un point tres intéressant aux vues des applications multiples de
ce type de dérivation. En effet, elle apparait naturellement avec les problemes
de résolution du type équations de Sturm-Liouville [42]. Elle peut aussi étre
reliée a la résolution de ’équation de Hamilton-Jacobi en séparant phase et
amplitude de la fonction d’onde & (1 + 1) dimensions.

D’autre part, 'application d’algebre différentielle de type Yang-Mills aux
connexions de Cartan donne la résolution d’un probleme ouvert par 'intui-
tion géniale d’un physicien [9] une vingtaine d’années auparavant. Le travail
mené ici présente I'avantage supplémentaire de pouvoir appliquer de maniere
cohérente ce formalisme en dimension arbitraire. Le terme de courbure qui ap-
parait dans la variation de BRS des champs de jauge de plus haut poids sont
potentiellement a relier avec les anomalies quantiques possibles brisant 1'in-
variance sous difféomorphismes. Une étude dans ce sens devrait étre menée.
De plus, d’un point de vue plus mathématique, on note que la condition de
nilpotence de 'opération de BRS sur les sections de 2-reperes projectifs et
conformes justifie la condition de trace nulle sur la courbure de la connexion
de Cartan normale introduite par [21,22]. Ce choix de jauge restreint donc
les connexions de Cartan possibles. Ceci nous permet ainsi d’assurer la pos-
sibilité, via un choix de jauge particulier, de transférer la structure projective
ou conforme du fibré sur I'espace-temps.

L’application la plus directe et immédiate de ce travail est la formulation
du type MacDowell-Mansouri de la théorie de la gravitation en utilisant la
G-structure conforme. L’action utilisée ferait alors intervenir la 2-forme de
courbure de la connexion de Cartan conforme. De plus, ces théories présentent
uniquement les degrés de liberté reliés aux tetrades [12]. Or, grace a notre
formalisme faisant intervenir les 2-reperes, nous pouvons prendre en compte
un degré de liberté supplémentaire : les reperes d’ordre 2.
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D’un point de vue plus mathématique, 'objet central étant la connex-
ion de Cartan, il serait intéressant d’appliquer ce formalisme aux opérations
de k-algebres paraboliques afin d’obtenir des opérateurs différentiels covari-
ants conformes [43,44], ou encore généraliser en dimension arbitraire 1'étude
effectuée dans [8,45,46].
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Annexe A

Connexion de Cartan normale

Dans cette annexe, nous nous interessons a un type particulier de con-
nexion de Cartan sur les G-structures conforme et projective, définis par [22]
t [21], la connexion de Cartan normale.

A.1 Connexion de Cartan conforme normale

Définition A.1.1. La connexion de Cartan normale conforme est ['unique
connezion de Cartan sur la G-structure conforme définie par :
- wt=0" w? = 0%, = dw® + w Aw® =0,
- Qe =0,
a _ , a _ lr7a c d
- K%,y =00u Q% =3K% wAw

La premiere condition est celle que nous avons imposée pour assurer le
fait que les connexions de Cartan que nous utilisions soient de torsion nulle.
Etudions donc les deux suivantes. La courbure de la connexion de Cartan
conforme s’exprime locallement :

Q) = dO% + 0% A 6%, + 6% we A O° + wy A 0" — gaog™wa A 6°.

En utilisant les expressions locales connues des formes de soudures sur la
G-structure conforme (2.30), ainsi que 'expression du symbole de plus haut
poids de la connexion de Cartan (2.31), on aboutit a :

0% =05’ Ty A& + "0y AO* — grug™e” Ty A GF.

Sa trace est donc :

QY = —ne’ I', N0,
1
=0 = 3 Z (ne?,Lprep — ne’,Tpren) 0% A 6°.
k<a
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La condition de trace nulle implique donc une symmétrie pour les com-
posantes locales des symboles de plus haut poids de la connexion de Cartan :

Q" = 0&=T,,=T,,.

a

Intéressons nous maintenant a la derniere condition. Tout d’abord, cher-
chons I'expression locale du tenseur K¢, :

Q% = 65" T, A0+, T, AO" — gyg™e” T, A OF

= 5abepjfp7)\e’\k«9k NG+ e, T, e 0% A0 — gbkg“leplfp,,\e)‘jej A Ok
1 a a a

-2 Z ( bepjfp,,\eAk +4 je”meeAk + Gorg le”le,AeAj

k<j

— (5“bekap7,\eAj + 5akepb1“p’,\e’\j + gbjg“leplFMe’\k)) 0% A 67
k<j
— (5ab6pkrp7)\€>\j + 5ak€pbrp,>\€>\j + gbjgalepleAe)\k)) .

Nous obtenons donc :

K%, = eijp,,\e’\b +e”T p,Ae)‘j — gbjg“leple)‘afp,,\ — ne”pr,Ae’\j.
En utilisant alors ’expression locale du symbole de plus haut poids de la

connexion de Cartan :

1
c _a 2 a _c b k
L,n = —€5e’ eqec + 59aa€"€"y¢" + wpre”, — O (" ex)

nous obtenons, par la condition de symmétrie imposée I', y = 1"y , :

wb,,\ebp — O\ (ekpek) = u)gw(abA -0, (ek)\ek) i

a

ba; — U impose alors :

La derniere condition K

(n — 2)epe; — (n — 2)gpje* + (n — 1)6”,)6’\]0)\ (ekpek) - epje)‘ba,\ (ekpek,)

am A k A A ak A\
+;9"" €, €7, 0 (6 pek) — (n = Dwpe T Win€y — Gy € Wk = 0.

K. Ogiue définit la connexion de Cartan normale comme étant unique. Si
il existe une 1-forme a valeur dans l’algebre de Lie co; vérifiant toutes ces
conditions, alors c’est la derniere composante de la connexion de Cartan
normale.
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Or, nous nous sommes intéressés a la forme de soudure sur, non pas
seulement sur la G-structure conforme associée au fibré des 2-reperes, mais
aussi sur celle associée au fibré des 3-reperes. En utilisant les mémes outils,
nous pouvons notamment définir, par restriction de la forme de soudure sur
le fibré des 3-reperes général a la G-structure conforme d’ordre 3, une forme
de soudure, qui est alors un 1-forme a valeur dans I’algebre de Lie co totale.
Les expressions locales des deux premieres composantes sont identiques a
celles de la forme de soudure de la G-structure conforme d’ordre 2 (2.30).
La derniere composante, a valeur dans l'algebre de Lie coy, s’obtient alors
aisément :

Or = ejert — §gck6296 +e".d (e]Mej) )

Il est alors aisé de vérifier que cette 1-forme vérifie toutes les conditions
imposées. Il s’avere donc que la connexion de Cartan normale est 'image
réciproque de la forme de soudure du fibré des 3-reperes conformes sur la
G-structure conforme.

A.2 Connexion de Cartan projective normale

Comme sur la G-structure conforme, la connexion de Cartan normale
projective est l'unique connexion de Cartan sur la G-structure projective
définie par :

Définition A.2.1. - w* =0, w = 0%, = dw® + w% Awb =0,
Qe =0,
- Kabad — 0 07,‘[/ Qab — %Kabcdwc A wd

Nous pouvons donc suivre exactement le méme cheminement que dans le
cas de la G-structure conforme.

La 1-forme de courbure de la connexion de Cartan projective s’exprime
en coordonnées locales :

Q% =di% + 0" NI, — % w. N O — wy, A 6.
En utilisant les expressions locales de la forme de soudure sur la G-structure
projective (2.17), et du symbole de plus haut poids de la connexion de Cartan

(??7), on obtient :

Qab - 5ab€HdFV /\ Qd + €ubru /\ 0(17
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Ainsi, la condition de trace nulle se traduit par :
Q% = (n+DLet T, NE°
1
= 3 Z ((n+ et Tyaey — (n+ l)e“kFuAe’\a) 6 A 6°.

k<a
— FH’A - F/\,,u-

On peut alors en déduire 'expression du tenseur K, ;, et la derniére condi-
. 0 .
tion K%, ; s’exprime :
a _ % A A
K., = —ne"yU'yae’y — eIy ey, = 0.

L’image réciproque de la forme de soudure sur le fibré des 3-reperes projectifs
sur la G-structure projective,

b k
wo = 04 = eqept)” — €' d (e “ek) ,

est solution de cette équation.

Nous pouvons noter ici que, pour pouvoir définir une transformation de
jauge correcte en terme d’algebre de BRS, nous sommes contraints d’im-
poser, du moins sur la G-structure conforme, la condition de trace nulle,
apparaissant dans la définition de Cartan normale. En revanche, nous n’util-
isons en aucun cas la derniere condition, qui force completement la derniere
composante de la connexion de Cartan.

Dans le cas des G-structures conforme et projective, il apparait donc que
la connexion de Cartan définie par I'image réciproque de la forme de soudure
du fibré des 3-reperes sur la G-structure est la connexion de Cartan normale.

Il est alors intéressant de noter que la connexion de Cartan normale est
une connexion plate, i.e. :

02"=0,Q%=0 Q. =0,
et que les symboles associés sont triviaux :

T = da*, T# =0, T, = 0.



Annexe B

Dépendance des symboles de la
connexion de Cartan conforme
dans les reperes

Le but de cette annexe est de montrer que les symboles de la connexion
de Cartan dépendent uniquement de la fibre sur laquelle ils sont définis, i.e.
du point de I'espace de base au-dessus duquel ils sont. Pour cela, nous allons
utiliser une technique analogue a celle utilisée par [28] pour les connexions
affines. Les calculs présentés ici sont détaillés pour la G-structure conforme,
mais il est immédiat de les transcrire au cas de la G-structure projective.

Utilisons donc la 2-forme de courbure de la connexion de Cartan :

1
Q = dw+ z[w,w]

2
Qr = do"+ 60",
= Qab o dgab+ea69cb+5abw69c+wb9a —gbcg“kwkec, ]
Qe = dw.+ wgb?,

Il a été montré, [16] [22] que la 2-forme de courbure peut s’écrire localement
comme :

a 1 a pi j

a 1 a % j
1 i
Q.= 5K i’ N

91



92 ANNEXE B. DEPENDANCE DES SYMBOLES

On obtient donc ainsi :
do* = Q" — 046",
g%, = Q% — (0°.6° + 8“wet” + wpb” — greg™ wib)
dw, = Q.— wdedc.

Or, en utilisant I’expression locale des symboles de la connexion de Cartan,
on obtient :

dea,/ = ea,u,Fluz/ - eabeby - ebyebea - ealjebeb + gngakebl/ecek
1
dey = —e"I') +epet — §9bc€29C + €a0% + wp

C’est a dire que :
arr = et —1"1"
dlr = et Q%e’ + et Q%" ey + 0% e, — gung”eteje’ QO

—I,T# = 6% D17 + g,,,g" TP —TH 7,

1
dl, = e eqec) — ieze“pﬂb + e“epr“b + eprb -I,1%,

On obtient donc le lien suivant entre la 2-forme de courbure des symboles de
la connexion de Cartan et la courbure de celle-ci :

1
dr + 5[T] = Ad(e)Q.

Alors, en utilisant le fait que, dans le cas d’une connexion de Cartan de
torsion nulle, le symbole d’ordre 0 est nul : I'*, = 0. On obtient

OF“:(]:@F“ 8FM:O:8FM
dev, de, dev, de,
Et donc, aussi :
ore, 0= or+,
de’, T e,

Les symboles de la connexion de Cartan conforme dépendent donc unique-
ment du point de I'epace de base au-dessus duquel ils sont définis.



Annexe C

Calcul de ’action de
’opérateur de BRS sur les
2-reperes conformes

C.1 Opérateur de BRS et structure conforme

Commencons par vérifier que 'action de I'opérateur de BRS sur les com-
posantes locales de I'image réciproque de la connexion de Cartan conserve la
structure conforme. Pour cela, il est suffisant de vérifier que, puisqu’a 'ordre

0:

a C C a 2 ac
I%g" +T%g b—Ebeg =0,

on ait aussi :

2
Srabgbc + Srcbgab o —Sbegac =0.
n
De méme, a 'ordre 1 :
Fabc = 5abFC + 5ach - gbcgakrku

implique :

SFabc = 5abSFC + 5aCSFb — gbcg“ksfk.
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a C C a 2 ac a a a a a
sTg" + sT g — Esl“bbg = (—=dy%-T % — D%y — % 0% — bdrd) g

+ (—d’ch - FCd’de - Fcbd’Yd - ’Vcdrdb - ’chdrd) Qab

2
—= (=dv*, — nLay® — nyal'?)
n
2 a C Cc a 2 a C Cc a
= 0= = ([%g™ +T%0") 7% = = (%ag™ + 7™ T
2pi e 2y goe
= 0.
sT%, = —dv% — T%av% — TS + T4’ — Y%l % — 7%l % + 7541

= —d (6% + 0% — gheg™ k) — (6%Ta + %L — goag™ k) v
- (5acrd + 5ach - gcdgakrk) ”de + ((5de0 + (5de6 - gbcgdkrk) 'Yad
— (8%ya + 8% — gbag™ k) T — (0%va + 8“ve — geag™ i) T,
+ (6% + 0%ve — goeg™ ) T

= %50, + 0%sTy + goeg™dyi

. 2 9 2 .
+g™ Ty, Egbcvdd —Gae% + Egbc')/dd — @Y% | — vk (ﬁg Pyl — g dv’%)

~~
=0

9 9 9
+9"% Egbcrdd —gacl% + Egchdd — gl % | — gheve (Eg“'“Fdd — gadF'“d)

-~
=0

= 0%sl. + 0%sIy — gbcgaksfk.

C.2 Action de 'opérateur de BRS sur les 2-
reperes conformes

Afin d’expliciter les expressions locales des champs fantomes conformes, il
est nécessaire de déterminer ’action de l'opérateur de BRS sur les 2-reperes
conformes. Pour cela, on utilise la connaissance de I'expression locale de la
forme de soudure sur la G-structure conforme, ainsi que celle de 'action de
I'opérateur de BRS.

Puisque la premiere composante de la forme de soudure est simplement :

a __ _a )
I = e, da",
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sa composante locale est 'inverse d’un 1-repere conforme. Pour connaitre
I’action de l'opérateur de BRS sur les 1-reperes conforme, il suffit donc d’-

expliciter la composante locale de sI'* et d’en déduire ’action de 'opérateur
de BRS recherchée.

s = —dy* —T%A" —2T?

= s dat = —da"0,7" — b,udx“vb - 'y“blﬂbjudx“
= s, =0+ I‘ab,/ﬂb — vabf‘b#

= Sea — M,ya_l_rabu,yb_,yabl—\b

= sl = —eM et ot —Fk et + etk

Les 2-reperes conformes sont caractérisés par les e,. Nous allons donc
chercher I'action de l'opérateur de BRS sur les e, et non pas sur la coor-
donnée locale ¢ ;. Dans ce but, on utilise I'expression locale de la seconde
composante de la forme de soudure sur la G-structure conforme :

I = —6ie’\eidr™ — e\epdar™ + grpg™eyesdr™ + e, de’.
Ce qui implique :
[, = —ne, " + e de”,.
Donc :
ne, = e, (°,0,% — T, )
On peut alors en déduire :

nse, = se’, (”,0.% —T%,)

TV
b
ne’ ey

k A ! k
Sere ,one’ Y + nexy”,

—ne“f‘b,ﬁ + ny* —6“88,\( )+ne"66ﬂ

= 2neael'yl —ng alleyl —ne

D’ou :
! 2 1 k A o 1 k
se, = 2eq.ey — guey — e exe’,0ne%Y + ey,

—e“Fb,ﬂ —|-’7 ——e“@@A( )+6M86l’7

C.3 Expression locale des champs fantomes
conformes

Pour finir, nous donnons ici ’expression locale des champs fantomes con-
formes définis par :
0= Ad(l(e))y + ease; .
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Ainsi, ordre par ordre, on obtient :

ot = et
Quu = e'uaryabebl/ + euabryaebu + e'uaseau

= aV (eﬂa,}/a>

= al/@“a
et

a c 1 2 a .c b .a b i i
Op = €,y — §gace €, + eqe oVb +e p Vo — €, — € ,5€5,

implique :

1
0, = Eapach—FA,pcA.
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D.1 Introduction

More than fifteen years ago, in a paper by A.M. Polyakov [9], diffeo-
morphism transformations for the 2-d conformal geometry were explicitly
derived by a ‘soldering procedure’ from a partial gauge fixing of two com-
ponents out of three of a chirally split SL(2,R)-connection in the light-cone
formulation. In doing so, Polyakov ended with a residual gauge transforma-
tion which exactly reproduced the Virasoro group action on the effective
energy-momentum tensor. This striking result was raised by Polyakov him-
self as ‘a geometrical surprise’ and in addition some of the gauge parameters
were noticed to be gauge field dependent.

Subsequently, some work e.g. [47,48] directly referred to the Polyakov
partial gauge fixing, which we shall call in the sequel as the ‘ Polyakov solder-
ing’. It has to be said that in [48] this intriguing result obtained by Polyakov
was also emphasized as such.

In the present paper a proper differential geometrical framework is pro-
posed in order to explain this ‘geometrical surprise’ [9,48]. It is essentially
grounded on the use of the Cartan connection on the second order frame
bundle [16] and all the differential algebraic setup which goes with.

In order to have a concise and efficient geometrical writing, we shall use
the BRS differential algebra for treating the gauge symmetry aspects.

One of the main ingredients will be the so-called solder forms on frame
bundles [27], well known objects in mathematics and intuitively figured out
by Polyakov under the phrasing ‘soldering’ procedure.

D.2 Second order frames

Let us briefly introduce the notion of the second order frame bundle. Most
of the time, we shall adopt the viewpoint that physics often requires, the use
of local expressions over a manifold. In other words, local comparison of a
n-dimensional manifold M with R™ will be of constant use.

According to [16,24], consider the principal bundle FoM of second order
frames, or shortly 2-frames %, over M. The elements of F» M are 2-jets j5(f)(0)
of local diffeomorphisms f from a neighborhood of 0 in R to M such that
f(0) = z. Given local coordinate systems {z*}7_, on M and {u?};_; on R",
FyM is equipped with local coordinates® (z#,e” ,e" ;) corresponding to the

41t can be shown that they are torsion free linear frames over the linear frame bundle
itself [20]
®Usual notation for gravitation will be constantly used [49].
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successive derivatives of f at 0. Hence e, # 0 and e, = ¢€",,. When the
composition of maps makes sense, the jet product is given by the chain rule

derivation ja(f) - jo(f') = j2(f o f).
Accordingly 2-frame fields are sections of the bundle Fo M over M, ey(x) =
(z#, e (x), e",, (x)) with inverse given by e, ™' (z) = (a#, e, (z), €%, (x)) where
e“ue“b =0y, e = —e’\bceb#ecye“)\. (D.1)

In the u-coordinates, a 2-frame e, at © € M has the polynomial representative

s
fr(u) = o + et u + e uub,  ueR™,

such that es = 72(f)(0), and the coordinates e, and e* are independent
variables. Moreover, note that the 2-frame at = associated to the local x-
coordinates themselves are obtained as 2-jets of translations (z*,6",0) =
J2(u +— 2z + u)(0). This induces a natural 2-frame at x [28].

The structure group of FyM is the so-called differential group of order two
G5 [29] locally given by the 2-jets g2 = (9%, 9%) at 0 of diffeomorphisms g
of R™ fixing the origin® 0. The right action given by jet product e} = ey gy =
J2(f © g)(0) reads

p 1

f(g(0)) = f(0) = =, e, =e' g%, e =€, g“a,gbb, + e g%

It is worthwhile to note the semi-direct product decomposition of G = G L X
G L, with respect to the jet product, namely g, = (g%, 0)- (6%, 6% 9%, ), with
(9°,) € GLy := GL(n,R) ".

To the local z-coordinates on M, there corresponds a natural gauge in
which the local coordinates of any 2-frame field ey :  — ey(x) € Go can
be considered as an element of the gauge group, thanks to the pointwise
identification (e”, (z), ", (x)) = (5, 0) - (9°, (x), g% ()).

Let us now introduce a family of solder 1-forms on FyM (also called
canonical forms) which are invariant under diffeomorphisms of M by taking
the Maurer-Cartan like 1-form “f~1 o df” in powers of u € R™ [50],

1
(ftodf)*(u) = 0" + 6% u® + §9abcubuc +oe

Then, in terms of the local coordinates (x#,e” ,e" ) on FoM the solder 1-
forms read ®

0" = e dx", 0% = e, de’y + e elyda” . (D.2)

6The differential group is the little group relative to the origin.

“The motivation for the lower indices attached to GL will become clear below in the
main text.

8¢, denotes the usual tetrad [49].
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In particular, they fulfil the torsion free condition df* + 6% A 6° = 0.

D.3 Cartan connection on second order frames

Adding translations denoted as ¢g* € GL_; ~ R", consider now the struc-
ture group G5 as a Lie subgroup of the Lie group G := GL_; x G5. Denoting
gl, == Lie GLy, k = 0, %1, the Lie algebra g of G admits the decomposition
g =gl ®gl, ® gly. In the sequel, we set g, := Lie Gy = gl, ® gl,. Since
G consists of 2-jets at 0 of diffeomorphisms ¢¢(u) = u + tX(u) of R", with
go = idpn, X(u) = (X*+ X%ub + X% wPu®+---) 9, its Lie algebra g con-
sists of tangent vector fields at the identity 1 := ja(idgn)(0) = (6%, 0), given
by the 2-jet at 0 of the vector field X (u) on R™,

d

Xy = j2(X)(0) = @,

j2(gt)(0) = (Xa7 Xabv Xabc)'

The algebraic bracket is then defined to be minus the Lie bracket of vector
fields [51],

(X,Y]" = X2y’ - y9Xx?
X, Y% = X0V5 + X9 — (X &) (D.3)
(X, V)%, = X0V + X4V + X9,V — (X <)

Then, [gl_;,gl_;] = 0 for the translation part and [gl;,gl,] C gl sk, ¢ =
0,%1. So, the Lie algebra g turns out to be a graded Lie algebra [16] with
respect to the dilatation generator u*0,.
Moreover, considering the differential group of order three G3 > g3 = (ga;, g“;b, gaébc),
an adjoint type action on g can be defined by [27]

d . _ a’ a’ a’
Ad(gs) X2 = — ja(g 0 gro g’ ")(0) = (X X X b> )
t=0

where the transformed components are given by chain rule derivations as,

/

X" = gh X,
X%y = 'uX'g'y + X% (D.4)
X%y = g0 XGwa"% + 0w X 0% 9% + 9%y X%

+ gaaXabcgcb’gbc’ + gaabngab’c’ + gaaXabgbb’c’ .

Now, we are in position to introduce a Cartan connection on FoM as a
g-valued 1-form satisfying :
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~Vey € EM, w),, T, (F2M) — g is a linear isomorphism (absolute
parallelism),
~ Vg € Gy C Gs, R}, w = Ad(g27 ") w, where g, = (9%, 9%;,0) (Go-
equivariance),
~ VX e V(FBM), w(X) € g,.
According to the grading of g, the Cartan connection w can be chosen to
be [16]

wi=w_1+wy+w =0"+0%+w,,

where 6 and 0% are the solder forms on F»M which are respectively gl_;-
valued, and gl,-valued 1-forms, and w?,. is a gl;-valued 1-form on FoM. Its
curvature is defined by

1
K:dw—l—i[w,w] :K_1+K0+K1

where the bracket (D.3) has to be used. More explicitly one finds the torsion
free condition K1 = dw_1 + wp A w_1 = 0 and the (generalized) curvature
Ky = dwy + %[wo,wo] + [w_1, wq].

For the sequel, it is of use to note that, from a Cartan connection on Fy M
it is possible to recover the Yang-Mills context by constructing a (Ehresmann)
connection on the principal G-bundle Fo M X, G, see [12,26]. Actually, at a
point (e, g) € FoM x G, one can construct the g-valued 1-form

Ajesg) = Ad(g ) (mpm)*w + (76) O,

where O is the Maurer-Cartan form on G and 7,y (resp. mg) is the canon-
ical projection on FyM (resp. GG). A turns out to be a connection 1-form on
the principal bundle Fo M x ¢, G [26].

Since we are concerned with local expressions, consider the local con-
nection 1-form A = ¢*A (gauge field on M) obtained as pull-back of the
connection 1-form by a (local) section o(x) of FoM X, G. When we restrict
ourselves to FoM ~ FoM X, {1}, and take o(x) = (ez(x), 1), the gauge field
reduces to A = ejw, namely the local expression of the Cartan connection
on M. As it will be shown, this is the gauge field considered by Polyakov.

As outlined in [52], let us first consider, in the natural gauge, the “local
expression” on FyM of the Cartan connection w (a gauge like redefinition
which to some extent is field dependent)

[(eg,w) = Ad (£(eg)) w + eq - dey !, (D.5)
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where ((eq) = (e*,,¢e",,¢e",.) is the necessary lift of an element es € Gy
into G3. It can be shown that the local connection 1-form I' generalizes
the Christoffel symbols to second order frames [20]. Moreover by extending
the proof for an affine connection [28] it can be checked that the generalized
Christoffel symbols depend only on the z-coordinate . A direct computation *
gives for the components of the torsion free Cartan connection

" = e 0" =ds",

e = et 0%e’, +e 0%, + et de”, =0, (D.6)
m _ I c, b _a wopca wopb _d _a w ¢ pa b

v, = eabcée,jep+ea69e,/p+eab9deyep—l—eace,/9bep

w pa b w,.a _c b n a o b _a\ _ T
—i—eaQbeVp+eawbcel,ep+eadel,p+eabd(eyep)—pr.

D.4 Reduction to the projective case

Having in mind the implementation of a SL(2,R) gauge symmetry, we
reduce right away the structure group G = GL_1 X Gy to SL(2,R) = SL_; X
(SLy x SLy) with the parametrization

1 b a 0
R:SLla(O 1), SLOKS[qB(C 1/a),ceR,aeR\{0}.

Accordingly the Lie algebra s[(2, R) inherits the graded splitting sl_; @ sly @
sly.

This reduction amounts to restricting ourselves to the 1-dimensional (real)
projective space M = RP! with local coordinate x. Let u denote the local
coordinate on R. The bundle P, of projective 2-frames (z, e, €*,,) is a prin-
cipal sub-bundle of F5M with the reduced structure group SLy x SL; C Go
(the so-called G-structure [16]). More precisely, elements go of the structure
group are 2-jets at u = 0 of the projective maps fixing u = 0 given by

ot () (0 8 ().

In particular, the identification of SLy x SL; as subgroup of G5 is made

through
(L )
~Lg, () ()T

9Tn the course of the computation using (D.1) and (D.4) it is easier to consider eo-de; ' =
—dey ey "
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The Cartan connection w on Fy M restricts to P, as the s[(2, R)-valued 1-form
whose local expression (see (D.2)) reads

—_ AQu _ LU _ Qv _ T LU u x _ u
woy =6"=e", dz, wo = 0", =e" ", dr + e, de”,, w =w", (D.7)

In the natural gauge, a projective 2-frame field ey(z) = jo(f)(0) with f(u) =
z+g(u) is viewed as an element Go. Moreover it is well known that projective
transformations y = f(u) are solutions of the third order differential equation
y" = 3(y")?/y’. This induces a relation between the local coordinates of the
whole projective frame j3(f)(0) = (€%, €"yu> € ) € G, where the third

order jet has the unique form
€% = = (%) €. (D.8)

The relationship (D.8) gives rise to the unique lift ¢(es) of the projective
2-frames into G5 dictated by the projective structure itself on RP!.

By restricting the local expression (D.5) to the projective case, and taking
into account the expressions (D.1), (D.7) and (D.8) the components (D.6) of
the Cartan connection 1-form on P, read :

I = dx,

re =0, (D.9)
1

Fzm = euxwuuu +d <€uzxexu) - 5 (euxxemu)g dx )

where the special combination y, := e"_ e”, occurs in a Miura like expression
[53]. Under a change of local coordinates  +— 2’ on M, the frame coordinates
transform as

/ dx’' d*a’

x eF e =TT e (ea:u)Q

x 2 dI/
e u - 6 u = e u? uu uu uu 2
dx dx dx

while for the inverse

o =B (AN (AT,
v dy vt da! o do' ) dx? *
It can be checked, on the one hand, that y, behaves as an affine connection,

and, on the other hand, that the third component I'*,, behaves as a projective
connection, namely

dz’ B Jde 3 (A2 [dx’\?
FZ‘ —_ :[WJ,‘ fonl — - — = e d D]_O
woode o T <dx3 de 2 (da:Q /dm ) > v, | )




where the right hand side is recognized as the Schwarzian derivative.
So, locally on P, the connection I' as a s[(2, R)-valued 1-form is parametrized

0 dx
P (). o

Given a projective 2-frame field es(z), let us denote the local representative
of the Cartan connection on M by ejw = (6, +0,  +w",, ,)dz. Thus (D.11)
is pulled-back to M as

as

L) (D12)

0 1 N e -
(%I"” (z) 0) dv, with T mx(x) = e W'+ OrXe 5

TX,T

Hence, the local expression of the Cartan connection w on the projective 2-
frame bundle gives rise directly to a ‘Polyakov soldering’ procedure but in
an appropriate geometrical framework.

D.5 The BRS-structure

Let us now turn to the infinitesimal gauge aspect related to the SL(2,R)
Yang-Mills counterpart of the Cartan connection. The infinitesimal SL(2, R)-
gauge transformations can be recast in the more powerful and elegant BRS
(graded) differential algebra [35, 54] by turning the gauge parameters to
Faddeev-Popov ghost fields ~.

The infinitesimal gauge transformation is usually written in terms of a
nilpotent s-operation as

sw = —dy — [w,7], sy =—307,7], 52 =0, (D.13)

where the graded bracket is understood with respect to the de Rham de-
gree and the ghost number (or BRS grading). The Lie algebra content of
the graded bracket is given by algebraic bracket (D.3). With respect to the
bigrading, one has the nilpotency properties (d + s)* = 0, namely d? = s? =
ds + sd = 0. Recall that the nilpotent algebra (D.13) can be compactly en-
capsulated into one formula only, the so-called Russian formula for the field

strength (the curvature)

dw—i—%[w,w]:(d+s)(w+7)+%[w+7,w+v], (D.14)

where w + v acquires the status of algebraic connection [38].
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Let us introduce now the projective parametrization [8] as the redefinition
10

I'+c=Ad(l(e))(w+7) +ey-(d+s)e;t, (D.15)

where the ghost field is redefined by ¢ = Ad(f(e3))y + ey - se; ', It can be

checked that 1
sI'= —de — [T, ¢, sc:—é[c,c].
Recalling that the local representative ejw of the Cartan connection is a
(sl_1 @ sly @ sly)-valued 1-form on M, an obvious sl(2, R)-ghost parameter

can be chosen to be

7 = (e3w) () = w(e2.)

where £ = £%0, is the ghost vector field defined on M. More explicitly the
components of that particular gauge ghost read

,YU - eu,xé.x = eux€x7 ’yuu = guu,a:€$ = (euacacexu + euxaﬂfexu) 5907 /yuuu = wuuu,$€D16)

Then, performing the BRS transformations (D.13) on the components of the
Cartan connection, with respect to that particular ghost parametrization,
one gets

Sguu,ac = 8$7uu + wuuu,a;,yu - ’yuuueu,x = a$ (euu,ach) ) (D]'?)

Swuuu,x = ﬂffyuuu + wuuu,x’yuu - ’yuuueuu,x = ax (wuuu,xé-x) )
these variations can be compactly gathered as sw = —d(w(&)) = (ied — dig) =:
Lew, which is nothing but the Lie derivative!! expressing the action of dif-
feomorphisms on the Cartan connection 1-form.
Using the local expressions (D.7) of §* and 6“,, the variations (D.17) infer
the lift of the diffeomorphisms on 2-frame fields as BRS transformations given
by

se', = s0", =0, (e".£")

T X T

u - u u T u T u u u \2 T
se',, = e 80", +el e, se", + et 0pe" e, — (e",) O, (se”, [D.18)

= 0,e",,&" +2e",,0," + e“xaﬁfx
19Limiting ourselves to 1-frames Ad(£(eq))(w+7)+e1-(d+s)e; ' where £(ey) = (e#,,0) €

G5 exactly yields the conformal parametrization given in [8].
HRemind that £ carries a ghost degree and that here M is one dimensional.
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Accordingly, in each sector of the graded algebra sl | @ sly @ sl; we are
respectively left with the following ghosts

P — exu,yu _ fm’
o= et ettt et set, = 0,8 (D.19)
T _ 1 u \2 /. \3 _u x u\2 _u u o u T u u T u

Corr — §(exz) <€u)’7 +€uu<€z> 7u+7uuem+2euuexsex+eusexx

1
= 825”5 * (ang; - 5 <X35)2 + euxwuuuvx) fx - 85‘2551 + an:x,xgx )
which are exactly the ghost version of the gauge parameters found by Polyakov
in [9]. With the help of (D.18) the BRS transformations on the connection

form I" (D.9) are computed to be
sI'® =0, sT® =0, ST g = 006" 4+ 70,17, + 20,67, (D.20)

These variations derive from the geometry, while the first two were imposed
in [9] as constraints in order to keep the gauge choice. The third variation
can be rewritten as,
ST e = 05" + P07, + 20,67, (D.21)
where ¢ is the ghost vector field with sc® = ¢*0,¢® and s? = 0.
As claimed in [9], this residual BRS algebra exactly reproduces the well

known Virasoro algebra action on the energy-momentum tensor suitably
identified with I'", .

D.6 Conclusions

Cartan geometry provides a proper framework which amounts to explain
both the ‘geometrical surprise’ expressed by Polyakov and the field depen-
dence of the constraint on the gauge parameters. As shown, on the one hand,
it turns out that the specific Polyakov partial gauge fixing is just the local
expression (D.9) of the Cartan connection for which the first two components
with respect to a graded Lie algebra are the solder 1-form on the second order
frame bundle, while the untouched third component of the Cartan connec-
tion acquires a geometrical status, namely that of a projective connection.
Recall that the latter shares exactly the same geometrical feature of the effec-
tive energy-momentum tensor in 2D-conformal chiral theory. The approach
has the advantage of shedding some light on the Polyakov soldering which is
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the main basis of the so-called W-gravity [8,48]. Incidentally, the framework
of Cartan geometry gives a significant improvement of some manipulations
performed in [8].

On the other hand, the relationship between a Cartan connection and
the usual (Ehresmann) connection on a principal bundle has allowed us to
gain some insight into the derivation of “diffeomorphisms out of gauge trans-
formations” given by Polyakov in [9]. This has been achieved by lifting the
diffeomorphisms from the base manifold to the second order frame bundle, see

(D.18). All geometrical manipulations were carried out in terms of projective
2-frame fields.

Furthermore, the use of Cartan connections has been somewhat put aside
in spite of a few attempts in the past [55] as well as the use of second order
frames [56]. However there is a revival interest in the use of the concept
of Cartan connections, especially in (conformal) gravity or in the study of
PDE’s, see for instance [10-12,40,41,57-60].

The Polyakov soldering provides another physical situation in which Car-
tan connections appear naturally. They allow to lift the action of diffeomor-
phisms to higher order differential structures which ought to be of interest
for physical models of gravitation. They offer also a proper differential geo-
metrical framework which allows a generalization of the Polyakov soldering
(D.6) to higher dimensions [20], for instance when third order frames can
be expressed in terms of the lower ones (this is the case for projective and
conformal structures [16]).

Acknowledgements. We would like to thank T. Schiicker for comments
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