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Chapitre 1

Introduction

Cette these peut s’inscrire dans le cadre de la statistique des processus indicés par les
temps positifs. On veut a partir de 'observation d’'un processus en des temps discrets,
tirer des conséquences sur les propriétés de ce processus. Concretement, on s’intéresse a
I’estimation des dont coefficients dont la loi de notre processus dépend. Les applications
en pratique sont nombreuses et peuvent concerner tous les phénomenes modélisables de
manieres aléatoires, a partir du moment ot on dispose de données avec une fréquence assez
grande (de plus en plus grande).

Le but de cette theése n’est pas de répondre directement a ces questions, mais plutét de
fournir des outils essentiels pour leur étude. Le point de départ est I’étude de la p-variation
d’une semimartingale, autrement dit I’étude du comportement asymptotique des processus

kn

P
Vi(p, X, t) = Z‘Xty =X | (1.0.1)

k=1
ot X est une semimartingale et ot 0 = {f <t} < --- < i}, =1, sup;<gn [t} — t7_ ;| tend

vers 0 et p > 0.

S’il est bien connu que V' (2, X, t) converge en probabilité vers la variation quadratique
[X, X]¢, les choses semblent moins bien connues dés que p # 2, surtout en ce qui concerne
la vitesse de convergence. Certes les probabilistes se sont intéressé tres tot a la finitude
de la p-variation totale de X en ¢, qu’on note W(p, X,t) et qu’on peut définir comme la
borne supérieure de V' (p, X, t) sur I’ensemble des subdivisions de [0, ¢]. Paul Lévy montre
en 1940 dans [15] que si B est un mouvement brownien, on a :

400 si p<2
Wi(p, X,t) =

<oo sl op>2

A partir des années 1960, beaucoup d’auteurs prouverent des résultats sur ce sujet lorsque
X est un processus de Lévy, citons par exemple Blumenthal et Getoor ([5] et [6]) et
Monroe ([17]). Bretagnolle dans [7] montre que si X est un processus de Lévy de seconde
caractéristique nulle et de mesure de Lévy F', la condition nécessaire et suffisante pour



que W(p, X, t) soit finie presque strement pour p € [1,2[ est que
/ |z|P F(dz) < oc.
R

L’outil principal pour les démonstrations était jusque la les fonctions caractéristiques en
liaison avec 1’étude du comportement du processus t~'X; quand ¢ tend vers 0.

En utilisant comme technique les inégalités de Burkholder et le théoreme de plonge-
ment des martingales dans le mouvement brownien, Lépingle dans [14] fut le premier &
étudier le sujet dans le cadre des semimartingales. Il montre entre autres que pour toute
semimartingale X, en posant

S(p, X,t) = Y _|AX,[P

s<t

(o AX est le saut de X en s), on a :
1. Sip>2 W(p,X,t) < oo presque sirement, et dans ce cas

V*(p,X,t) — S(p,X,t), en probabilité, (1.0.2)

2. Si0 <p<2,alors W(p, X,t) = oo sur 'ensemble {(X¢); >0} U{S(p, X,t) = oo},
ou (X¢) est le crochet prévisible de X¢ et X la partie martingale continue de X.

3.si1 <p<2 W(p,X,t) < ocosur’ensemble {w, (X); = 0}N{Us<pS(gq, X, 1) < 00}.
De plus si 1 < p <2, et sur {(X; = 0} N{S(p,X,t) < oo}, ona (1.0.2).

4. W(1,X,t) < oo sur 'ensemble {(X¢); =0} U{S(1,X,t) < oo}

5.8 0 < p < 1etsi X est une martingale locale a temps de sauts prévisibles, on
a W(p,X,t) < oo sur ensemble {w, (X¢); =0} N {Ug<pS(q, X,t) < oo}. De plus
pour toute semimartingale X, on a :

0<p<l1, = V*p X,t) — W(p,X,t).

Les généralisations de la p-variation se sont orientées dans deux directions : étant
donnée une fonction f, il s’agit d’une part de I’étude de la somme

"X 1) = Zf (th - Xt?_1> (1.0.3)
et d’autre part de la somme
V(X S T G 1.0.4
X 1) =) [ — L ——— 0.

Notons que si f(z) = |z[P et si la subdivision est réguliere de pas A, on a V/”(f, X,t) =
AyPVR(p, X ).



Ces dernieres années, I’étude de la p-variation a suscité un grand intérét, spécialement
dans le cas de subdivisions régulieres de pas A,, comme ci-dessus, et grace au lien établi
entre la p-variation quadratique d’une semimartingale et ’estimation de la volatilité. Dans
cette direction, Barndorff-Nielsen O., Shephard N. dans [1], utilisent la p-variation pour
p # 2, puis la bi-variation (cf.[2]), qu’on peut définir comme suit, pour p, r >0 :

k"—1
1_rtp
Vm(p, T,X,t) = Z An 2 ‘XiAn — X(i—l)An‘p ‘X(i"l‘l)An — XZ‘AH‘T . (105)
k=1
et la variation multiple, pour r1,---,ry >0 :
m 1_Tl+"2'+7'1\1 k*—N+1 r rN
VP (ry, s Xot) = Ap Z | Xia, — Xg_na,| | X(ien-1)an — X(i+N-2)A, ]

k=1
(1.0.6)
Dans la suite on fait varier ¢, et on considere (essentiellement) des subdivisions réguliéres,
de sorte que k™ = ki = [t/A,]. Les variables V"(f, X,t) et V'*(f, X,t) peuvent étre
considérées comme les valeurs en ¢ de processus V"(f, X) et V'™ (f, X).

Barndorff-Nielsen, Graversen, Jacod, Podolskij et Shephard ont montré dans ([3]) que
si X est une semimartingale d’Itd continue, de seconde caractéristique c et si f une fonc-
tion continue a croissance polynomiale, V/”( fy X)¢ converge en probabilité, localement
uniformément en temps, vers

t
VI, X)s = /0 pe.(f) ds,

ou pour z > 0, p, est la loi normale centrée de variance z, et p,(f) est l'intégrale de f
par rapport a p,. Ils établissent un théoreme central limite sous la condition que ,/¢; soit
une semimartingale d’It6. Sous de bonnes conditions sur f, on a :

L om _ 1! _ ¢ N 5
= (V"0 X=VGx) = [ Ve =P

stablement en loi, ot W est un mouvement brownien définit sur un espace auxiliaire.
Dans [8], Jacod généralise ces résultats au cas ou X est discontinu, il étudie également les
processus V" (f, X). Il montre sous de bonnes conditions sur f au voisinage de 'origine la
convergence de V™ (f, X) en probabilité pour la topologie de Skorokhod vers le processus
Y s<t f(AX), ainsi que le théoreme central limite correspondant. On peut citer également
Mancini [16] et Woerner [20] pour d’autres résultats de méme nature.

Ce sujet ressemble aux méthodes numériques de résolutions des équations différentielles
stochastiques comme le schéma d’Euler. D’ailleurs les limites obtenues dans les T.C.L. ont
fait leur premiere apparition dans ([12]) pour précisément ’étude des schémas d’Euler.

Dans cette these, nous étudions une nouvelle généralisation des processus V" (f, X),
VI”( £, X) mais aussi de la bi-variation. Plus précisément, on remplace la fonction f sur R
par une ou des fonctions (réelles) f ou g sur I’ensemble 2 x Ry x R. En d’autres termes,



nous étudions les processus

[t/An]

VX)) = Z fw, (@ = 1Ay, Xin, — XG-1)a,)

V(LX) = A [t/ZAn]f@ (i—1)A X@'AW‘X“UAH)
) t — n ) - (%)
i=1 An

[t/An]

Vln(fagaX)t

VA,

Les motivations sont les suivantes : d’une part, dans ’étude des schémas d’Euler ou
de schémas plus sophistiqués des fonctionnelles de la forme précédente interviennent na-
turellement. D’autre part, et c¢’est la motivation principale, les fonctions de contraste (par
exemple la log-vraisemblance) utilisées en statistique des processus conduisent aussi &
des fonctionnelles de ce type. Pour donner un exemple simple, considérons la solution de
I’E.D.S. suivante :

dX; = V0 o(X)sdW,

ou W est un processus de Wiener et o est une fonction suffisamment réguliere. Ce processus
est observé aux temps iA,, et on veut estimer le parametre inconnu € > 0. Les fonctions
de contraste utilisées habituellement sont de la forme

[t/An]

> 90 0(X0 1ya,)s XA, — X0 1ya,))
=1

pour une fonction adéquate g sur Ry x R x R et X% est le processus observé pour la
"vraie” valeur 6 : voir par exemple ([13]) pour plus de détails. On voit ainsi la nécessité de
considérer des fonctionnelles du type V"(f, X) ou V'(f, X') avec une fonction f dépendant
de w et de t, et en particulier d’obtenir des TCL pour déduire le comportement asympto-
tique des estimateurs.

Les résultats obtenus dans cette these généralisent une partie de ceux de ([3]) et ([8]).
Ils généralisent également certains des résultats obtenus par Becker dans sa these ([4]).

Considérons (£2, F, (F¢)¢>0, P) un espace de probabilité munie d’une filtration et I'es-
pace Q des trajectoires continues de [0, 1] dans R, F sa tribu canonique et Qa la mesure
de probabilité sous laquelle le processus canonique est un brownien de variance a?. Soit X
soit un processus de diffusion de coefficient de diffusion a et

F: QxR xQ — R

Soit Bx une mesure martingale sur ) définit sur une trés bonne extension de (Q,F, (Fi)t>0,P).

On pose alors,

A(F>X) = f(]t@as(Fs)ds}
V(F,X) = F*Bx. ’

Xin, — X X — Xia,
An Z f <L{), (Z - 1)An7 = ( 1)An> g <w7 (Z - 1)An7 ( +1)\A/TLA7 =

).



ou F' *x Bx est l'intégrale de f par rapport a Bx et qui vérifie
(F x Bx); / Qa, (F%(s,.)) = Qa,(F(s,.))* ds.

Sif: QxR xR—Ret APX = X;n, — X(;_1)a,,, Becker montre que

[t/An]

A'X
An i =1)An, —=)
x VA

converge en probabilité pour la topologie de Skorokhod vers A(f, X) et si h une fonction
de troncation, le processus

[t/ An] [t/An]
S A= DALAIX) = > E[R(F((i — DAL, ATX)) |Fuona,]
=1 3

converge stablement en loi vers V(f, X). Ces limites sont celles qu’on aura au chapitre 4.

Si maintenant X est une semimartingale sans partie martingale continue de mesure
de saut p compensée par la mesure v et si h'(x) = x — h(x), il montre la convergence en
probabilité pour la topologie de Skorokhod du processus :

[t/An] [t/ An]
Uf,X)e = > f(i—1)A,, AFX) — Z E [k (f((i — 1)An, ATX)) | Fi—1)a,]
i=1

vers le processus
U(f, X) =h(f())* (p—v)+ R (f()*p
Enfin si X est une semimartingale d’Ito, alors

U™(f, X) converge stablement en loi vers
U(f7X) +7*BXC

ol f est telle que :

Vw, ¥ (t,y) e Ry xR, lim flw, t\/Any) = flw,t,y).
n—oo
n
Nous verrons que ce résultat a des similarités avec les résultats de la section 3.1.2 du
chapitre 3.

Les méthodes de Becker reposent sur la convergence des caractéristiques alors que les
notres sont davantages une adaptation des méthodes utilisées dans [3] et [8].

Ce travail est organisé comme suit : dans le chapitre 2, nous faisons quelques rappels
sur les semimartingales, et ce chapitre peut étre omis par un lecteur familier avec les
notations usuelles du sujet. Dans le chapitre 3 on étudie les processus V"(f, X). Les
processus V’"( f,X) font l'objet du chapitre 4, et enfin le chapitre 5 est consacré aux
bi-variations V'™(f, g, X).



Chapitre 2

Rappels sur les semimartingales

Dans ce chapitre, nous rappelons la structure des sauts d’une semimartingale disconti-
nue, avant de faire une courte introduction a la topologie de Skorokhod. On commence par
faire quelques rappels sur les processus stochastiques, dans ces rappels nous nous limitons
aux éléments nécessaires a la construction de 'intégrale stochastique par rapport a une
mesure aléatoire, cette derniere fera 'objet du deuxiéme paragraphe, alors que dans le
troisieme paragraphe, on donnera la décomposition d’une semimartingale discontinue. Le
quatrieme paragraphe est consacré a la topologie de Skorokhod et sur la convergence des
processus.

Nous ne donnerons pas les preuves des résultats de ce chapitre; celles-ci peuvent étre
trouvées dans [10].

2.1 Quelques rappels sur les processus stochastiques

On consideére une base stochastique (2, F, (Ft)t>0,P) (ce qui signifie un espace proba-
bilisé muni d’une filtration croissante et continue & droite).
On désigne par :
1. O la tribu optionnelle sur 2 xR qui est la tribu engendrée par les processus adaptés,
continus a droite,

2. P la tribu prévisible qui est la tribu engendrée par les processus adaptés continus a
gauche .

Dans la définition suivante, on introduit la procédure de localisation.

Définition 2.1.1 Soit C une classe de processus. On dira qu’un processus Y appartient a
la classe localisée Cyo. 8’il existe une suite (T,,) de temps d’arréts qui croissent vers l'infini,
telle que pour tout n, le processus Z'n défini par ZtT" = Z1,nt appartient a C.

Notons qu’on a toujours C C Cj,e. Passons aux rappels sur les martingales.

Définition 2.1.2 Soit M et N deur martingales locales. On dira que M et N sont or-
thogonales, si le processus produit M N est lui méme une martingale locale.

10



On dira qu’une martingale locale est purement discontinue, si elle est orthogonale a
toute martingale locale continue nulle en 0.

Théoréme 2.1.3 Soit M une martingale locale, il existe une martingale locale continue
M¢ et une martingale locale purement discontinue M? avec M§ = MZ = 0 telles que
M; = My + M{ + Mg. Cette décomposition est unique & lindistinguabilité prés.

Passons a présent aux temps prévisibles et aux projections prévisibles.

Définition 2.1.4 Un temps prévisible est une application T : 2 — R telle que lensemble
E:={(w,t), 0<t<T(w)} soit P-mesurable.

Un temps prévisible est donc un temps d’arrét.

Théoréme 2.1.5 Soit X un processus a valeurs dans R U {—oo,+oo}, qui est F @ R4
mesurable. Il existe alors un processus prévisible a valeurs dans RU{+oo} appelé projection
prévisible de X et noté XP qui vérifie : X%, = E(Xp|Fr_) sur {T < oo} pour tout temps
prévisible T et qui est unique (4 évanescence pres).

La projection prévisible d’un processus X mesurable est d’habitude définie quand X est
borné ou positif, la définition donnée ici tirée du théoreme 2.28 de [10] est une extension
de la définition classique.

Il est évident que si X est prévisible et X > —oco alors X? = X.

Dans la suite, on dira qu'un processus est cadlag s’il est continu a droite et admet des
limites & gauche, on dira qu’il est cag s’il est continu a gauche et lad s’il admet des limites
a droite.

Définition 2.1.6 On notera :
AT : Uensemble des processus A, réels, adaptés, cadlag, tels que Ay = 0, pour tout w
Uapplicaton s — As(w) est croissante et tels que E(Ax) < 00.

H? : ’ensemble des martingales M, telles que SUPseR, E(M?) < cc.

A tout processus cadlag X, on associe son processus des sauts, noté (AX;), qui est
défini de la fagon suivante AX; := Xy — Xy

On rappelle que deux processus X et Y sont indistinguables si

P{Vt, X; =V;} = 1.

Proposition 2.1.7 §i M et N sont deux martingales locales purement discontinues nulles
en 0 telles que AMg; = ANy pour tout s, alors M et N sont indistinguables.

On note : H? I'ensemble des martingales telles que sup,cp N E(X?) < oco. Rappelons
que HZQOC est la classe localisée.

11



Théoréme 2.1.8 Pour chaque paire (M, N) de martingales locales appartenant a HIQOC,

on associe un processus prévisible (M, N) qui est cadlag, nul en 0 et a variation localement
bornée tel que MN — (M, N) est une martingale locale.

De plus, le processus (M, M) est croissant.
Si M est une martingale, on sait que le processus (AM) est optionnel. Réciproquement,

si on a un processus optionnel H, le théoreme suivant donne les conditions sous lesquelles
il existe une martingale M telle que AM = H (cf. théoreme 4.56 (c), page 56 de [10]).

Théoréme 2.1.9 Soit H un processus optionnel tel que Hy = 0. Il existe une martin-
gale locale M telle que AM et H soient indistinguables si et seulement si HP = 0 et
[ o< (Hs)2Y2 appartient a Al+oc'

Soit X est une semimartingale, on peut 1’écrire sous la forme
Xt = Xo+ M + Ay, (2.1.1)

ou A est un processus cadlag adapté et a variation localement borné et M une martingale
locale nulle en 0. D’apres le théoreme 2.1.3, M se décompose en une partie martingale
locale continue et une partie martingale locale purement discontinue : M = M¢ 4+ M¢,

On dit alors que M€ est la partie martingale continue de X et on note : X¢, elle ne

dépend pas (a indistinguabilité pres) de la décomposition (2.1.1).

Définition 2.1.10 FEtant données deux semimartingales X et'Y, on appelle co-variation
(quadratique) de X et'Y le processus

t t
[X,Y]e = XoY; — Xo¥o — /Xs_dys - /Y;_dXS.
0 0

Rappelons le théoreme 2.1.3, si X est une semimartingale, on note par X¢ sa partie
martingale continue. On a le théoreme suivant :

Théoreme 2.1.11 Si X et Y deux semimartingales, on a

(X, Y]y = (XY + Y AXAY..

s<t
On termine cette partie avec la définition suivante.

Définition 2.1.12 Nowus dirons qu’un ensemble D € Q x Ry est mince, s’il existe une
suite de temps d’arrét (T,) tel que D =, {(w,t)/ Tn(w) = t}.
On peut choisir la suite (T,,) de sorte que {(w,t)/ Tp(w) = T(w) =t} =0 sin #m,
il suffit de prendre pour nouvelle suite de temps d’arrét la suite de temps d’arrét
- { To(w) si w € No<m<n—11Tm # Tn}
n

00 sinon

On dit dans ce dernier cas que la suite de temps d’arrét (T,,) épuise l’ensemble D
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2.2 Mesures aléatoires et intégrale stochastique par rapport
a une mesure aléatoire

2.2.1 Mesures aléatoires

Définition 2.2.1 On appelle mesure aléatoire sur Ry x R? une famille de mesures posi-
tives p = (p(w;dt x dz) : w € Q) sur (Ry x E, Ry @R?) vérifiant u(w; {0} x R?) = 0 pour
tout w.

Dans la suite, une fonction f, Q x R, x R? — R sera dite optionnelle (resp. prévisible) si
elle est O ® RY (resp. P @ R?) -mesurable.

Soit f: Q x Ry x RY — R, une application optionnelle ; on définit le processus intégral
de f par rapport u par

f[O,t]de f(wv S, x) pw(w,ds, dx) si f[O,t]x]R{d \f(w, 8,$)|M(W,d$,d$) < 0,
frm(w) =

+o0o sinon.

Définition 2.2.2 a. Une mesure aléatoire p est dite optionnelle (resp. prévisible) si
le processus f x 1 est optionnel (resp. prévisible) pour toute fonction optionnelle
(resp. prévisible) f.

b. Une mesure aléatoire est dite P @ R%-o-finie s’il existe une suite A, d’éléments de
PRR? qui croissent vers @ x R xR? et telle que pour tout n, E{(1a, *pt)eo} < 00.

Dans le théoréeme suivant, nous allons définir la mesure compensatrice d’une mesure
aléatoire p :

Théoréme 2.2.3 Etant donné une mesure aléatoire p, optionnelle et P ® R%-o-finie,
il existe une autre mesure aléatoire v appelée mesure compensatrice de p, unique aux
ensembles P-négligeables pres, prévisible et telle que, pour toute fonction positive f de
Q x Ry x R? dans Ry, mesurable par rapport ¢ P @ RY, on a E(f * piso) = E(f * Vo)

v est clairement P ® R%o-finie.

On va maintenant parler d’une classe importante de mesures aléatoires : les mesures
aléatoires a valeurs entieres.

Définition 2.2.4 On dira qu’une mesure aléatoire p est a valeurs entieres si elle vérifie
les propriétés suivantes :

a. ji est optionnelle et P @ R-o-finie.
b. p(w; {t} x RY) < 1 pour tout w.
c. Quel que soit A dans Ry @ RY, u(., A) prend ses valeurs dans N.

La proposition suivante permet d’écrire une mesure aléatoire sous la forme d’une somme
de mesures de Dirac.
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Proposition 2.2.5 Une mesure aléatoire P @ R% — o-finie u est a valeurs enticres, si et
seulement si elle s’écrit

pw(w;dt,dx) = Z 1p(w, 8)e(s,8,(w)) (dt, dz), (2.2.2)
s>0

ot (B est un processus optionnel et D un ensemble mince.

Soit (7},), une suite de temps d’arrét qui épuise 1’ensemble mince D et soit f: Q x Ry X
R? — R une fonction F x R4 x R%mesurable telle que P'intégrale de f par rapport a p
soit finie. D’apres (2.2.2), on a :

Frpe = Y f(s:8)p(s) = > f(Tn, B1,) Yz <ty- (2.2.3)

0<s<t n>1

Partant d’un processus stochastique, on peut lui associer une mesure aléatoire a valeurs
entieres :

Proposition 2.2.6 Soit X un processus cadlag, adapté. Alors

pX (w,dt X dx) == 1{AX, () £0}E (5,0 X, (w)) (AL, d) (2.2.4)
s>0

définit une mesure aléatoire a valeurs entiéres appelée mesure des sauts de X.

Sachant que le processus (AX;) est optionnel et que I’ensemble
E = {(w,t), AX(w,t) # 0} est mince, pour démontrer la proposition 2.2.6 il suffit de
montrer que u~ est P ® R¢ — o-finie et ensuite d’appliquer la Proposition 2.2.5 .

2.2.2 Intégrale stochastique par rapport a une mesure aléatoire

Soit p la mesure aléatoire a valeurs entieres définie par

wlw, dt x dz) = Z 1p(w, 8)€(s,8, (w)) (dt, d)

s>t

ou 3 est un processus optionnel et D est un ensemble mince. On note par v la mesure
compensatrice de p. Soit f: Q x Ry x R? — R, une application P ® R%mesurable. On
pose

N fRd flw, t,z)v(w,{t} x dzx) si fRd |f(w, t,z)|v(w,{t}, dz) < 0o
fr(w) = . (2.2.5)

Lemme 2.2.7 Le processus f est prévisible et est une version de la projection prévisible
du processus (w,s) — f(w, s, Bs(w))1p(w,s).
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On définit le processus B R
fs == flw,s, Bs(w))1p(w,s) — fs (2:2.6)

et 'ensemble G(1) des fonctions f: Q xRy x R — R qui sont prévisibles et qui vérifient
~ N\1/2
(e (F?) " e Ay,

Il est évident d’apres le lemme 2.2.7 que fp = 0. Si en plus le processus (jz) appartient
a G(u) alors, d’apres le théoreme 2.1.9 il existe une unique martingale locale purement
discontinue M nulle en 0 telle que AM et f soient indistinguables.

Définition 2.2.8 On appelle intégrale stochastique de f par rapport & u — v et on note
f*(p—v) la martingale locale M ci-dessus.

Soit f: Q x Ry x R? = R, une application prévisible. On définit

C(f)e=(f = PP xve+ Y (1= vlw, {t} x R)(f) (2.2.7)

s<t

Rappelons I’ensembble AT de la définition 2.1.6 a. On va énoncer des résultats qui
s’avéreront utiles par la suite.

Théoreme 2.2.9 Soit f: Q xRy x R = R, une fonction P @ R*-mesurable.
a) Si |f|*p € AZFOC ou de fagon équivalente si |f|xv € A;’Oc alors f € G(p) et

fr(p—v)=Ffrxp—fxv.

b) La fonction f appartient a G(u) et fx(u—v) appartient a H? (rep.H%OC) st et seulement
si C(f) appartient a A (resp.A;,.) et dans ce cas :

(Fr(u=v), fxu=v) = C(f). (2.2.8)

Remarque 2.2.10 Sous les hypothéses de la partie b) du Théoréme 2.2.9 et si f =0
alors

(fx(p=v) fxp-v) = fPxv

2.3 Décomposition d’'une semimartingale

Dans cette section, on présente la décomposition canonique d’une semimartingale. L’un
des avantages de cette décomposition est qu’elle sépare les sauts de la semimartingale
d’une part en de ”"petits” sauts et d’autre part en un nombre fini de grands sauts sur tout
intervalle de temps fini. Cette séparation se fait a I'aide de fonctions de troncation définies
ci-dessous.

Définition 2.3.1 Une fonction de troncation est une fonction de R dans R, borélienne,
bornée telle que h(x) = x au voisinage de l’origine.
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Soit X une semimartingale a valeur dans R et h une fonction de troncation, on définit les
processus

{X(h)t = )Z(sgt(AXs_h(AXs)) (2.3.1)

— X(h) — Xo.
En prenant les sauts dans (2.3.1), on a
AX(h)s = AX,—h(AX,)
AX(h)s = AX,—AX(h)=h(AX,).

Comme h est bornée, les sauts de la semimartingale X (h) le sont également, d’ou X (h)
est une semimartingale spéciale. Elle se décompose alors de fagon unique sous la forme :

X (h) = Xo + B(h) + M(h) (2.3.2)

ou B(h) est un processus prévisible a variation localement bornée et M (h) est une martin-
gale locale. On sait par ailleurs que M (h) admet la décomposition M (h) = M¢+ M (h)?
ott M(h)? est la partie martingale purement discontinue et ot M¢ est la partie martingale
continue (M€ ne dépend pas de h). D’apres I'égalité (2.3.2)

AX(h)s = AB(h)s + AM(h)s,.
Or on a vu que AX (h) = h(AX). Il suit que
hAXs) = AB(h) + AM(h). (2.3.3)

Remarquons que (AM (h))5 = 0 comme pour toute martingale locale. D’autre part vu que
B(h) est prévisible, il en est de méme pour le processus (AB(h)s) et donc (AB(h))P =
AB(h). Il suit en passant aux projections prévisibles dans (2.3.3) que

(h(AX())P = AB(h). (2.3.4)
Notons par 4, la mesure des sauts de X et par v, sa mesure compensatrice. En appli-

quant les résultats du Lemme (2.2.7) a la mesure p et a la fonction de troncation h ou
(AXj5) va jouer le role du processus (fs), on a

(W(AX,) = By = /R h(z) v({s} x dz).
En combinant avec (2.3.4), on a
AB(h)s = /]Rd h(z) v({s} x dz). (2.3.5)
D’autre part, (2.3.5) et (2.3.3) impliquent que

AM(R)E = h(AX,) — /R h(e) ({5} xda) = B
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11 suit d’apres la définition de l'intégrale par rapport a (u — v) ( cf. Définition 2.2.8) que
M) = hx(u—v). (2.3.6)

Par ailleurs, (2.3.1) et (2.3.2) impliquent que

Xi = X(h)e + X(h); = B(h) + M(h) + > _(AX —h(AX,)),

s<t

il suit donc que
X=Xo+ B(h) + X + hx(up—v) + h'xpu

ou W' (xz) = x — h(z) on gardera cette notation pour la suite. On notera également X°¢ la
partie continue de M et pour h fixé on notera B a la place de B(h). A la lumiere de ce
qui précede, on peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréeme 2.3.2 Avec les notations précédentes, toute semimartingale X admet la décomposition
suivante :

X=Xo+X+hx(up—v)+B+hxu (2.3.7)
Définition 2.3.3 On appelle caractéristiques de X le triplet (B, (X¢, X°),v).

Remarque 2.3.4 Si X est d-dimensionnel, alors
e B est également d-dimensionnel,
o (X¢ X prend ces valeurs dans l’espace des matrices de dimension d X d symetriques
semi-définies positives, ses composantes sont données par (X¢ X€)HI = (X X)),
e la mesure de sauts de X, u et sa compensatrice v sont des mesures aléatoires sur
R, x R?,

2.4 Semimartingales d’Ito

Soit X une semimartingale d-dimensionnelle, de caractéristiques (B, C,v), par rapport
a la fonction de troncation h sur R% ou C = (X¢ X°¢). On rappelle dans ce cas que X
s’écrit comme dans (2.3.7).

Définition 2.4.1 On dit que X est une semimartingale d’It6 si ses caractéristiques sont
absoluement continues par rapport a la mesure de Lebesgue, en d’autres termes
e dB; = bsds ou b est un processus prévisible, également appelé drift,
o dCs = cgds ou ¢ est un processus prévisible, prenant ses valeurs dans [’espace des
matrices symetriques et semi-définies positives. ¢ est appelé coefficient de diffusion.
o v(w,ds,dr) = Fy(w,dx)ds ot F est une mesure de transition de Q x Ry — R?; il
existe alors une version de F' telle que

/Rd (LA [|7]%) Fs(w,dx) < oo, Vs.
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Théoréme 2.4.2 Les deux conditions suivantes sont équivalentes
1. X est une semimartingale d’Ito,
2. Quitte a agrandir Uespace (Q, F, Fy,P), le processus X peut s’écrire sous la forme :

t t
X =Xo+ / bsds + /o 0s AWy + h(8) x (u — v) + B/ (8) * p, (2.4.1)
0

ot

e b est comme dans la définition 2.4.1,

e o est un processus prévisible a valeurs dans R&>™ tel que oo
transposée de o (on peut toujours choisir m < d).

o W est un mouvement brownien m-dimensionnel,

e [ est une mesure aléatoire de Poisson sur R XxR™ . v est la mesure compensatrice
de i, elle s’écrit v(ds, dy) = F'(dy)ds ou F' est une mesure o-finie sur (R, R™)
de masse totale infinie (on peut toujours prendre m' =1).

e ) est une application prévisible de £ x Ry x R™ dans R vérifiant

t = ¢, ou o estla

// , (A8, s,)I[?) Fdy)ds < 0.
0 JR™

Remarque 2.4.3 Si X est une semimartingale d’Ito, la mesure de transition Fs(w,dx)
introduite dans la définition 2.4.1 et la fonction & qui apparait dans (2.4.1), sont liées par
la relation

Fy(w,A) = F' ((571(w,3,A)) ,

pour tout A appartenant & la tribu borélienne de R?\ {0}. D’ou Fy(w,dx) est la restriction
a R\ {0} de la mesure image de F' par Uapplication y — §(w, s,y).

2.5 Topologie de Skorokhod et convergence de processus

Soit (§2, F,P) un espace probabilisé et E muni d’une distance. Si (X™) et X sont des
variables aléatoires a valeurs dans F, 1l existe différents modes de convergence de la suite
(X,,) vers la variable X tels que la convergence presque sire, la convergence en probabilité
et la convergence en loi.

Si maintenant (X™) et (X) sont des processus, on peut évidemment parler de la conver-
gence dans I'un des sens précédemment cité de la suite de variables (X[*) vers la variable
X pour un temps t fixé. Mais cette convergence ponctuelle ne rend pas compte du com-
portement asymptotique de la trajectoire globale des suites (X™). Pour régler ce probleme,
on a besoin de définir

e un espace de fonctions : on prendra 'espace des processus cadlag, a valeurs dans F.

On nommera cet espace D(E)
e d’une distance sur cet espace, donc D(E) sera muni de sa tribu borélienne.

On pourra, alors, parler de convergence de la suite de processus (X™) vers le processus
(X).
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2.5.1 L’espace topologique de Skorokhod

Définition 2.5.1 Soit E un espace metrisable et séparable. On dira que E est un espace
polonais si sa topologie peut étre définie par une distance qui en fait un espace complet.

Soit E un espace polonais. L’espace des fonctions cadlag de Ry — FE est appelé espace
de Skorokhod. On le notera par D(F). Dans la suite de la section, I’espace polonais E est
du type R™ ou m € N*. On désigne par A ’ensemble des fonctions A qui sont continues,
strictement croissantes, telles que A(0) = 0 et A(t) — oo quand ¢ — oo.

Pour tout A € A, on définit :
A(t) — A(s
I = s { o (2 =27

;s te Ry, s<t}.

[||.]|| définit une application de A dans R..
Pour chaque N appartenant & N*, on définit la fonction ky de Ry dans [0, 1] par

1 sit <N,
kEn(t)=¢ N+1—-t siN<t<N+1, (2.5.1)
0 sit> N+ 1.

Pour tout «, # appartenant a D(R™), on définit :
on(a,B) = infaen [l + supser, [[(kna) o A(s) — kn(s)B(s)I},
{ ds(o, ) = > nen 27N (1A én (e, B)).
Corollaire 2.5.2 dg définit une distance sur D(R™) appelée distance de Skorokhod.

La distance dg n’est pas facile & manipuler, mais on a le résultat suivant :

Corollaire 2.5.3 Soit (ay,) et o des éléments de D(R™). On a ds(ap,a) — 0 si et
seulement si il existe une suite (A"*) appartenant a A telle que

sup{[An(s) —s|, s€eRy} —0 et
, 0<s< N} —0 pourtout N € N*

sup{|atn 0 An(s) — a(s)

Pour tout s € R,, considérons l'application (coordonnée) définie sur D(R™) par
IIs(a) = a(s). Pour t € R4, on notera par D¢(R™) la tribu sur D(R™) engendrée par
I’ensemble des II;, s < t. Posons

DR™) := \/ D(R™).

>0
On termine le paragraphe par le resultat important suivant

Théoréme 2.5.4 L’espace D(R™) munie de ds est un espace polonais et D(R™) en est
la tribu borélienne.
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2.5.2 Convergence de processus

Notons par D(R™), la tribu borélienne de D(R™). Si X est un processus cadlag, on
peut le considérer comme une application mesurable de (2, F) — (D(R™), D(R™)). Sa loi
est donnée par ux(A) =P{X € A} pour tout A € D(R™).

Soit X™ et X des processus a valeurs dans R™. Comme pour les variables aléatoires,
on a les définitions suivantes :

Définition 2.5.5 a. On dit que les processus X™ convergent p.s. vers X au sens de
Skorokhod si : pour presque tout w, dg(X™, X) converge vers 0 quand n — oo.
b. On dit que les processus X™ convergent en probabilité vers X au sens de Skorokhod
st pour tout € > 0, P (dg(X"™, X) > €) converge vers 0 quand n — oo.
c. la suite X™ converge en loi vers X au sens de Skorokhod si pour toute fonction f
sur D(R™) continue et bornée , on a

/ £(00) pxen (do) — / £() jx (do)
D(R™) D(R™)

quand n tend vers l’infini.

La convergence p.s. au sens de Skorokhod implique la convergence en probabilité et la
convergence en probabilité au sens de Skorokhod implique la convergence en loi au sens
de Skorokhod. On va maintenant voir quelques autres modes de convergence pour les pro-
cessus dont nous ferons usage dans la suite de cette thése.

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé, A une sous-tribu de F et X, une suite de variables
a valeur dans un espace polonais (F,£).

Définition 2.5.6 On dit que la suite (X,,) converge A-stablement en loi ( ou tout simple-
ment stablement en loi si A = F) s’il existe une mesure de probabilité p sur (2x A, F®.A)
telle que pour toute variable aléatoire Y bornée, A-mesurable et pour toute fonction f
définie sur E, continue et bornée, on a

E{Yf(Z")} — QXEY(w)f(x)u(dw,dw) (nécessairement u(dw, E) = P(dw)).

Si une suite de processus X" converge en probabilité au sens de Skorokhod vers X
alors elle converge stablement en loi vers X.

Si (X™) converge stablement en loi vers le processus (X) alors elle converge en loi au
sens de Skorokhod vers la méme limite .

Soit (X™) et X des processus a valeurs dans R™.
Définition 2.5.7 On dira que X™ converge u.c.p. (localement uniformément en temps et

en probabilité) vers X si pour tout e > 0, t > 0, la quantité P {sup,, [| X! — X|| > e}
tend vers 0 quand n tend vers linfini.
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Si la suite de processus (X™) converge u.c.p. vers le processus X alors elle converge en
probabilité vers X au sens de Skorokhod. Si X est continue, la convergence u.c.p. est
équivalent a la convergence en probabilité pour la topologie de Skorokhod.
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Chapitre 3

Convergence de fonctionnelles de
semimartingales non normalisées

Etant données une semimartingale X réelle, une suite (A,) tendant vers 0 quand n
tend vers l'infini et une fonction f de  Xx R x R dans R, le but de ce chapitre est d’abord
d’étudier la convergence de la somme :

[t/An]
Z f (W, (Z - 1)An7XiAn (w> - X(i—l)An (w))
i=1

et ensuite, quand c’est possible, d’établir un théoreme central limite associé.

3.1 Loi des grands nombres

3.1.1 Préliminaires

Soit (Q, F, (Ft)i>0,P), une base stochastique sur laquelle on a une semimartingale
réelle X. On suppose que X a pour caractéristiques (B(h),C,v) (ou h est une fonction de
troncation) et pour mesure des sauts p.

Dans toute la suite, f désignera une application de 2 x Ry x R dans R.

Commencons par une hypothese sur f. Soit A une partie de R. On note f4 la restric-
tion & 2 x R x A de f.

Hypothése (K[A]) : 'application f4(w,t,x) est continue en x et admet des limites a
gauche en t notées fa(w,t—,x). De plus, si x, — = dans A et t, — ¢, t, < t, alors
fA(w,tn,iUn) I f(w)t_7$) O

Définition 3.1.1 On dira que f est localement équicontinue sur A (localement en temps),

si pour tout (w,T,x0) € 2 x Ry x A, la famille de fonctions (v — fa(w, s,m))se[O,T} est
équicontinue en x.
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Remarque 3.1.2 Si f est localement équicontinue en A (au sens de la définition précédente)
et si lapplication s — fa(w, s, x) admet des limites a gauche, alors f vérifie (K[A]).

Quelques notations

1. On notera par I I’ensemble des réels r > 0 tels que

// (2] A1) % v(ds, dz) < o
[0,f]xR

presque stirement et pour tout . Notons que I contient toujours 2 et, est toujours
un intervalle de la forme Jor, 0o ou [ar, 00[ pour a € [0,2] et « est appelé indice de
Blumenthal-Getoor de X.

2. Sil e I etsih est une fonction de troncation alors h x v est bien définie et est a
valeurs finies, de méme que h x u1, de plus (2.3.7) devient :

Xy = Xo + X{ + By + Y_AX,, (3.1.1)
s<t
ou
By = By — hxvy, B est dans ce cas le "véritable” drift.

3. On note AP X := X;n, — X(i—1)A,-

Proposition 3.1.3 Soit X une semimartingale ayant pour mesure de sauts pr. On désigne
par v, la mesure compensatrice de p. Si f est F @ Ry ® R-mesurable et s’il existe € > 0,
I' un processus localement borné et r un réel appartenant a I tels que : |f(s,z)] < Tglz|"
si |z| < e. Alors le processus

Frm=>_ f(s,AX,)

s<t

est presque surement a valeurs finies.

Preuve
On a:

D (s, AX =) I (5, AX ) [Lax, <) + D (5, AX)[1jax|>e}-

s<t s<t s<t

Pour tout w, il existe un nombre fini de sauts entre [0, ] qui sont plus grands que €, donc

D £ (s, AX)Lgax, s} < oo

s<t

Il nous reste & montrer que

Z | (5, AXs)|1qjax,|<e} < 00

s<t
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D (s AX)Lax,<ey ST IAX[jax, <)

s<t s<t

ou I'y = sup{|Ts|, s <t}. Il suffit donc de montrer que

Z ‘AX‘T1{|AXS\§5} < 0.

s<t

Comme r € [ alors (|x\”1 {Iz\SE}) * 4 est un processus croissant, cadlag et a sauts bornés
par e, il suit alors que (\:r\’"l{mga}) * v appartient a Ajg . (voir le chapitre 2 pour Aj,.).
Il existe une suite (7},) de temps d’arrét notée (7,) qui croissent vers 'infini et tels que
pour tout p,

E{(|2] " aj<e0y) * titar, b = E{ (|2 jzj<eo}) *¥int, } < 00

d’ou ) .o ¢ATS, |AX5]T1{|AXS|§1} < 00 presque stirement pour tout p. En faisant tendre p
vers I'infini, on en déduit le résultat.

3.1.2 Résultats

Le premier théoreme peut étre vu comme une généralisation de certains résultats das
a Lépingle (voir [14]).

Théoréme 3.1.4 Soit X une semimartingale de caractéristiques (B,C,v) et f une ap-
plication optionnelle telle que f(w,s,0) = 0. On suppose que f vérifie (K[R]) et qu’il
existe un voisinage Vo de 0 tel que lapplication x — f(w, s, x) soit C? sur Vy. On suppose
également que

o af et 24 vérifient (K[Vo)).

332
. Il existe un processus localement borné I' tel que

of 0% f
—(s,0)] + sup |=5(s,z) < Iy
Ge 0+ s (550w
Alors quand n — oo, la somme
[t/An]
D (= 1)An AFX)
i=1

converge en probabilité pour la topologie de Skorokhod vers le processus

D(f / 9F (s—.0)dB, + ;é( )dcs+/0tg£(s—,0)dxg +
(gi(s— omm) * (0 — vy +0<Zs<t [f(s—,AXs) - h(AXs)g‘;(s—,O)

24



Théoréme 3.1.5 Soit X une semimartingale de caractéristiques (B,0,v) (ici C =0) et
f, une application optionnelle, vérifiant (K[R]) et telle que f(w,u,0) = 0. On suppose
qu’il existe un voisinage Vi de 0 tel que Uapplication x — f(w,u,x) soit dérivable sur Vj.
On suppose également que

e le processus (%(w, s, O)) est localement borné,

e pour tout x appartenant a Vy, le processus <g—£(s,x)> admet des limites a gauche,

e il existe p €]1,2[NI et un processus I' localement borné tels que pour tout u > 0, x1
et o € Vg on ait

9 )
O (w00 = L (w,5,2)] < Tl — ol ™
Alors quand n — oo, la somme
[t/An]
> f((i - 1Ay, ATX)
=1

converge en probabilité pour la topologie de Skorokhod vers le processus D'(f) précédent
qui s’écrit ict

D= [ G 0@t (L= 0n@) )ty 3 [#5-,8%0) - 1Ax) P (5-,0)

- Jy Ox ox ox
0<s<t

Pour un processus Y donné, on note Y™ le processus tel que Yt(") = Y/AuA,

Pour 1 € I, on pose B =B — hxv.

Théoréme 3.1.6 Soit X une semimartingale telle que 1 € I et ayant pour caractéristiques
(B,0,v). Soit f : xRy xR — R, une application optionnelle, telle que f(w,u,0) = 0. On
suppose que f vérifie Uhypothése (K [R]) et que l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. il existe un voisinage ouvert Vy de 0 tel que application © — f(w, s, z) soit dérivable
sur'V, de plus

ne dépend pas de x, ot 7y est un processus localement borné et admettant des limites
a gauches.

2. B =0, il existe p €]0,1]N1I, un voisinage Vg de 0 et un processus I localement borné
tel que
vuzoy X1, T2 E‘/Oa |f(u,x1)—f(u,x2)| Sru|$1_x2’p'
3. 0 appartient o I et B =0
Alors quand n — oo, la somme

[t/An]

Z f((i—=1)A,, AYX) — Dl(f)gn)

i=1
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converge localement uniformément vers 0, avec le processus D(f) qui prend la forme :

1l s’en suit que la suite de processus

[t/An]
D (= 1D)A,, APX)
=1

convergence pour la topologie de Skorokhod vers le processus D'(f).

Remarque 3.1.7 Les sauts du processus D'(f) sont donnés par
AD(f), = [f(t— AXy).

Comme f(t—,0) = 0, on en déduit que les temps de saut du processus D'(f) sont des
temps de saut de X lui méme.

Remarque 3.1.8 Sous les hypothéses du théoréme 3.1.4 et si g—ﬁ(w, 5,0) = %(w, 5,0) =
0 alors

DY(fli= > fls— AXy). (3.1.2)

0<s<t

Dans le dernier théoréme, la convergence obtenue est une convergence uniforme en com-
pacte. Dans le théoreme qui va suivre, on va voir d’autres cas ou on a également une
convergence uniforme.

On pose ici :

D'(f)e= > fls— AX,).

0<s<t

Théoréme 3.1.9 Soit X une semimartingale ayant pour caractéristique (B,C,v) et soit
f:Q xRy xR — R une fonction optionnelle vérifiant (K[R]) et telle que f(w,u,0) = 0.
Alors la suite de processus

[t/An]

ST (- 1)AAMX) — DY

i=1
converge localement uniformément vers 0, d’ot la suite de processus

[t/An]

Y f(i = 1A, ALX)

i=1

convergence vers DY(f) au sens de Skorokhod dans les cas suivants :
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1. 1l existe un voisinage de 0, un processus I' localement borné et un réel p > 2 tel que
@ 5,2)] < Ty, Yae V.

2. X¢ = 0, il existe un voisinage de 0, un processus I' localement borné et un réel
1 <p<2 tel que
[f(w,s,2)] < Ds(w)|zP, VeV

de plus, il existe un réel q vérifiant q < p et q € I.

3.2 Théoreme central Limite

3.2.1 Hypotheses et Notations

Quitte a élargir notre espace (2, P, F, (F);), on suppose que celui-ci contient un mou-
vement brownien W et une mesure aléatoire de Poisson p sur Ry x R. On note v la mesure
compensatrice de p et on suppose que v(ds, dz) = F(dz)ds ou F' est une mesure o-finie sur
R et de masse totale infinie. On ne sait pas démontrer un théoréme central limite pour une
semimartingale quelconque, il est nécessaire de supposer que X est une semimartingale

d’It6 vérifiant quelques hypotheses supplémentaires.

Hypothése (H;) On suppose que X s’écrit

t t
X =Xo+ / bsds + / osdWs + h(8) x (u — v)¢ + 1/ (6) * - (3.2.1)
0 0

ol
e (b;) est un processsus localement borné et prévisible.
e o est un processus cadlag, adapté.
e §: QO xRy xR — R est une application prévisible qui vérifie : il existe une suite
de temps d’arrét (T}) croissant vers l'infini et une suite de fonctions déterministes
réelles (k) telles que pour tout k, on ait

/min(l,'y,%(x))F(dx) <oo et [0(w,s,z) < y(x) sis<Tp(w).

R

(]

Soit (€', F',P') un espace auxiliaire muni de deux suites (U,) et (U];) de variables

gaussiennes standards et d’une suite de variables uniformes (x,) sur |0, 1[. On suppose que
ces variables sont mutuellement indépendantes.

Posons B B B
Q=0xQ, F=FeF, P=PaPF
Les variables définies sur Q ou ' peuvent étre considérées comme définies sur Q. Soit
(Sp) une suite de temps d’arrét définie sur (2, F, (), P) et qui épuise les sauts de X. On

définit sur {2 une filtration (F;) qui est la plus petite filtration continue & droite, contenant
(F:) et telle que les variables Up, UI’j et kp soient Fg, mesurables pour tout p.
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3.2.2 Résultats

Théoréme 3.2.1 Soit X un processus vérifiant (Hi) et f une application de @ x Ry X
R dans R, optionnelle et telle que lapplication x — f(w,s,x) soit C* sur R et que
f(w,u,0) = %(W,U,O) = 0. On suppose que % vérifie (K(R)). On suppose également
qu’il existe un voisinage Vg de 0 tel que lapplication x — f(w, s, x) soit C? sur Vy et qu’il
. 7 2 \
existe un processus I' localement borné tel que |%(w,s,x)| < Is(w)|z|e(z) ot e(x) — 0
quand x — 0.
A. les processus

[t/An]

1
i =1 Ay, AP X) - f((G=1)An, AX)
\/Tn ; (i—l)A;s<iAn

convergent stablement en loi vers le processus
DAf) = % %(sp—, AXg,) (\/@Upasp_ n MU;%) (3.2.2)
p:Sp<t
B. §i de plus il existe a > % et un processus croissant localement borné 0 tels que
|f(w,s,2) — flw, t,z)| < Op|t —s|2?, Vs, t €[0,T], (3.2.3)
on a la convergence stablement en lot des suites de processus

1 [t/An

]
7= MM =DALAIX) — > f(s— AX,)
nol =1

0<3S[t/An]An

vers le processus D?(f).

Le lemme suivant, qui n’est rien d’autre qu’une généralisation du lemme 5.10 de [8], donne
quelques propriétés de D?(f). On pose

O = E(DARF) =5 3 (Z(Sp—,AXsJ)Q(U%p ok, )

p:Sp<t
2
= %Z (g‘;(s—,AXs)> (02 +02). (3.2.4)
s<t

Lemme 3.2.2 Supposons les hypothéses du théoréme 3.2.1 vérifiées. Le processus C(f)
est a valeurs finies et D*(f) est une semimartingale sur l’espace étendu (ﬁ, .7?, (.%vt)tzo, ﬁ)

Si en plus C(f) est localement intégrable alors D*(f) est une martingale locale et dans ce
cas
E ((DZ( f)T)Z) = E(C(f)r), VT, temps darrét de (F). (3.2.5)

On a également :

28



a. Conditionnellement a F, le processus D*(f) est une martingale de carré intégrable,
nul en 0 a accroissements indépendants et son crochet prévisible par rapport a la
filtration (FV F;) est C(f). Sa loi conditionnelle est complétement caractérisée par
les processus X et o et ne dépend pas du choix des S,.

b. §5i X et o n'ont pas de sauts en commun, alors conditionnellement a F, le processus
D?(f) est une martingale gaussienne centrée.

3.3 Convergence pour une fonction auxiliaire

L’ hypothese 3.2.3 du théoreme 3.2.1 peut s’avérer un peu restrictive, on ne peut pas
par exemple appliquer ce théoreme a des fonctions f du type :

flw,s,z) = g(Zs(w), x), (3.3.1)

oll Z est une semimartingale d-dimensionnelle et g est une fonction de R4 — R . Dans
cette partie on essaie d’établir un théoreme central limite pour ces types de fonctions.

Dans toute la suite, g est une fonction de R™! — R et f est définie par (3.3.1).

Rappelons le processus D'(f) défini dans le théoreme 3.1.4. Si f vérifie (3.3.1), on le
note également D'(g, Z). Une simple application du théoréme 3.1.4 nous donne le théoréme
suivant :

Théoréme 3.3.1 Soit X une semimartingale de caractéristiques (B,C,v) et soit Z un
processus d-dimensionnel, adapté admettant des limites a gauche et localement borné. On
suppose que g(z,0) = 0 pour tout z € R? et qu’il existe un voisinage Vo de 0 tel que :
pour tout z € R?, la fonction g(z,.) est deux fois dérivables sur Vy et g—g est continue sur
R x V.

Alors quand n — oo, le processus Z[/ ol
pour la topologie de Skorokhod vers le processus

9(Zi—1ya,, AT X) converge en probabilité

t 9 .
D(g,2). §g< J0)dB; + 5 22( ,0)dC, + gg( ,0)dX¢
+(gi(zs—,0)h(:c))*(u—l/)t + Z [Q(Zs—7AX5) _ h(AX)gi(Z ,0)
0<s<t

(3.3.2)

Remarque 3.3.2 Sous les hypothéses du théoréme 3.5.1 et si X wérifie ’hypothése (Hy)
alors

'y 1t 0% t og
Dl - 2 A
(g,Z)t = b S O ( )ds / 58 2( )ds /0 0-878.7}( s,,O)d”s

tag
+ /R /0 0 (2, O35, ) (s — ) ds)
// 2o 5(5, 7)) — h(d(s, x))%(Zs_,O)]E(ds,dx).
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Si de plus, %(z, 0) = %(z, 0) = 0 pour tout z € R alors
DY g, Z)e =) g(Zs, AX, ). (3.3.3)
s<t

Soit k est une fonction de troncation dans R, On pose : k'(2) := z — k().

Dans le paragraphe (3.2), on avait supposé que le processus X vérifiait 'hypothese
(H1) et en particulier que c’était une semimartingale d’It6. Dans cette partie, on suppose
que Z est aussi une semimartingale d’Ito, ce qui revient a dire que le couple (Z, X) est
d’It6. On suppose en outre que le couple (Z, X) vérifie une hypotheése du type (Hp), pour
étre plus précis, on fait 'hypothese suivante :

Hypothése N; : Le couple (Z, X) se met sous la forme :

< f(tt > - < fc% >+ /Ot bids+ /Ot oo dW + /0 t /]R k(8'(s,2)) (p—v)(ds, dz)+ /0 t /]R K (8 (s, x)) p(ds, dz)

N

ou

e U est un processus & valeurs dans R4, prévisible, localement borné .

e IV’ est un mouvement brownien m-dimensionnel.

e o’ est un processus cadlag, adapté, prenant ses valeurs dans ’espace des matrices de
dimensions (d 4 1) x m

e ' est une application de Q x Ry x R — R%! prévisible. On suppose de plus qu’il
existe une suite de temps d’arrét (S;) qui croissent vers 'infini et une suite de
fonctions boréliennes () telles que

16/ (w, s,2)|| < yr(x)sis < Sp(w) et /R(l/\'yk(x)z) F(dz) < oc.

Remarque 3.3.3 L’hypothése (N1) implique ’hypothése (Hy).

On rappelle que (7},) est une suite quelconque de temps d’arrét qui épuisent les sauts de
X. On considere un espace auxiliaire (€, F/,P’) sur lequel sont définies une suite (k) de
variables de loi unifome sur |0, 1[ et des suites (Vjp, Vk,,p>1§k§m de variables gaussiennes

standard. On suppose de plus les variables (k) et ((Vk,p,Vk’p){lSkSm}) mutuellement
indépendantes.

Comme dans la sous-section 3.2, on définit :
O=0xQ, F=FeF, P=PoP.

On définit sur €2 la filtration (.%t) qui est la plus petite filtration continue a droite, contenant
(F¢) et telle que les variables Vj, , Vk”p et kp soient Fg, mesurables pour tout p appartenant
a N* et k appartenant a {1,---,m}.
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Théoréme 3.3.4 Supposons que le couple (X, Z) vérifie hypothése (N1) et que la fonc-
tion g soit C1 sur R4 et C3 sur R? x Vi pour un voisinage Vo de 0 et vérifie :

VzeRe, g(z0) = ?(z 0) = %(z 0) = %(2,0) = 0.
Alors quand n — o0, les processus
1 [t/An]
VA, ; 9(Z(i-1)a,, AT X) = D9, Z)pan)an

convergent stablement en lot vers le processus

F o=y Z[( ke TRy + ajf”_““V,pf) (Zr,-,AXT,)

p: Tp<t k=1

d
— \//Qp Vk,p Z gk 879 ZTP 7AXTP)

Remarque 3.3.5 Notons que d’aprés nos hypothéses sur g, pour tout z € R% et j =

82 83 83 _ . .
Lyd, on a 555-(2,0) = 5555(2,0) = azjzgax(z,()) = 0. Un exemple de fonction qui

vérifie les hypothéses de I’énoncé dans le cas ot d = 1 est la fonction (z,z) — g(z,z) = za*.

On va dans le lemme suivant, énoncer quelques propriétés de ' comme on l’a fait pour
D?(f) dans le lemme 3.2.2. On définit

com - £ S 0 (e ax)

p: Tp<t k=1

d
a 0 0
+Z < ik 98 (ZTp 7AXTP> _ 75?;17]6 g(ZTp—7AXTp)> ]’k 879(ZTp 7AXTP)

op,—
j=1 2 P al‘
Gk gLk 9g dg
+ Z - 9z j (ZTp 7AXTp) Oz a1 (ZTp 7AXTp) (334)
1<j<y’'<d

Lemme 3.3.6 Supposons les hypothéses du théoréme 3.3.4 vérifiées. Alors le processus
C(g,Z) est a valeurs finies et F' est une semimartingale sur ’espace étendu (ﬁ, F, (};)tzo, Iﬁ’)
Si de plus C(f,Z) est localement intégrable alors F est une martingale locale.
Conditionnellement a F, le processus F est une martingale de carré intégrable dont
les accroissements sont indépendants. Son crochet prévisible par rapport a la filtration
(FV Fi) est le processus C(g, Z) qui vérifie C(g, Z)e = E{C(f, Z):|F} pour tout t. Sa loi

conditionnelle est completement caractérisée par les processus X, Z et o et ne dépend pas
du choix de la suite (T),).
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Ce lemme est également une généralisation du lemme 5.10 de [8], et se démontre de
fagon similaire.

3.4 Preuves

3.4.1 Preuve des théoremes du type loi des grands nombres

On va commencer par énoncer deux lemmes qui seront tres utiles dans la suite. Le
premier est une adaptation a nos besoins du théoreme d’It6 et de son extension par Jacod-
Jakubowski-Mémin (Théoreme 3.1 de [11]). Afin de simplifier la rédaction du premier
lemme, on énonce quelques hypothéses et notations préliminaires sur la fonction f: £ x
Ry xR —R.

Définition 3.4.1 On dira que f est C? en x si pour tout (w,s) € Q x Ry la fonction
r — f(w,s,x) est C?.
Pour tout r €]0, 1], on introduit hypotheése suivante :

Hypothése (Li(r)) Pour tout (w,s) € Q x Ry, Papplication x — f(w, s, x) est dérivable,
de plus

of of
|%(w,s,x1) - g(w,s,xgﬂ < vs(w) |z1 — @2|” (3.4.1)
pour un certain procesus vy a valeurs finies . O

Pour p €]0,1], on a :

Hypothése (La(p)) Il existe un processus « a valeurs finies tel que : V(w,s,z1,x2) €
Q x Ry x R?, la fonction f vérifie :

[flw,s,21) = flw,s,22)| < vs(w)|wr — 22|’ (3.4.2)
O

Rappelons que si X est une semimartingale de mesure de sauts p et si v est la mesure
compensatrice de p, on a noté I ’ensemble des réels r > 0 tels que pour tout ¢, on ait
ff[[)’t]xR(]:r\r A1) xv(ds,dr) < co.

Si la semimartingale X a pour caracteristiques (B, C,v) par rapport a la fonction de
troncation h et si 1 € I, on pose B:= B — hxv.

La formule d’'It6 classique est valable pour une semimartingale X et une fonction f,
de R — R. Ici on dispose d'une fonction f: @ xRi xR — R, on fixe (w,u) et pour ¢t > u,
on veut une formule d’It6 pour f(w,u, X;(w)). On a a ce propos le lemme suivant :

Lemme 3.4.2 Soit X une semimartingale et f une fonction de  x Ry x R dans R,
optionnelle .
a. Sif est C? en x alors, pour tout u, p.s. pour tout w et pour tout t > u, on a :
t af

f(qut) = f(quu) + e %(Ua Xsf) dXs
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1 (" o%f ¢ ve
5 u+@(u,XS_)d<X 7)( >S

+ Z [(f(u,Xs) — f(u, Xs_) —AXsaf(u,Xs_)ﬂ . (3.4.3)

Oz
u<s<t

b. Supposons que X¢ =0 et que 1+71 € I pour un r €]0,1[. Si f vérifie (Li(r)) alors
pour tout u, p.s. pour tout w et pour tout t > u, on a :

flu, Xy) = flu, Xy) + +g‘£(u,Xs_) dX,
+ Y Kf(u,Xs) = flu, Xs-) — Angi(u,Xs)) ] (3.4.4)

u<s<t

c. Supposons que 1 € I, que X¢ = B = 0 et que p € [0,1]NI. Quand p > 0, on
suppose que f vérifie (La(p)). Alors pour tout u, p.s. pour tout w et pour tout t > u,
on a :

f(u)Xt) = f(quu) + Z [f(quS) - f(ua XS*)] : (345)

u<s<t

Avant de donner une démonstration de ce lemme, énongons un corollaire triviale de la
partie (c). Rappelons que si 1 € I, X s’écrit :

X, = By + ZAXS.

s<t

On pose alors
X, = X; — By = ZAXS.

s<t

Corollaire 3.4.3 Supposons que 1 € I et que X¢ =10 et soit f: QxR xR — R, une
application optionnelle, dérivable en x et telle que %(w,s,m) = %(w,s) (ne dépend pas
de ).

Alors pour tout u, p.s. pour tout w et pour toutt > u, on a :

Flu, X)) = flu, Xo) + %(W,U)E + 3 [f(u,)?s)—f(u,)?s,)]. (3.4.6)

Preuve du Lemme 3.4.2

La partie (c¢) du lemme est presque évidente car les hypotheses impliquent que X; =
Xo+ > ,<; AX,. On se limitera donc a démontrer les parties (a) et (b). Fixons ¢t > 0. On
suppose que u < t (si u =t le lemme est vide). Pour chaque n, on définit une subdivision
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7 ={u = to,t1, -, txy =t} et ou k = k(n) et t; = t;(n) telle que u =to < t; < --- <
tp =t et sup; |tit1 — ti| — 0 quand n — oco. On a

o
—

f(qut) - f(uaXu) = [f(u’Xti+1) - f(uath)] :

7

Il
o

Soit e > 0, et T, les temps de sauts de X tels que |[AX | > . On note alors A" (¢)
I’ensemble des i < k — 1 tels qu’il existe un p avec t; < T, < tiq1.

Pour la suite, par la notation ¢ ¢ A™(e) on entend ¢ € {0,---,k — 1} \ A™(g). D’apres
ce qui précede, on a

f(uaXt) = f(u7Xu) + Z [f(ua Xti+1) - f(U,th)] + Z [f(quti+1) - f(u7Xt7,):| .
1€A™ (e) ig A" (e)
(3.4.7)

Remarquons que pour chaque w fixé, vu que f est toujours continue en x et que le
nombre de points de A™(¢) est fini et ne dépend pas de n, on a quand n — oo,

Z [f(u7th'+1) - f(qutz)] - Z [f(u7XTp) - f(quTp—)] . (3'4'8)

i€A"(e) p: Tp<t

Preuve de la partie (b) : Rappelons (3.4.7) et (3.4.8). En utilisant la formule de
Taylor-Lagrange, on a :

0 _
[f(quti+1> - f(u7th)] = (th',+1 - th‘)a%(u7Xi)v
ol X; est entre Xy, et Xy,,,. On en déduit que :
of
Z [f(u7Xti+1) - f(qutz)] = Z (Xti+1 - Xti)%(quti) -
ig A (e) i€{0, - k—1}
of of oy _ Of
‘ Z (th‘+1 - Xti)%(u“)(ti) + ‘ Z (Xti+1 - Xti) (&C(U’Xl) - ax(u?Xti)> .
i€A™(e) igA" (e)
Posons
Yi(e) = Xy — ), AXyp,
p: Tp<t
il est facile de voir, vu les hypotheses sur %, que :
of &\ Of r
> G- X0 () -Lax) < 3 Mo - e

{igAn(e)} i€{0,--,k—1}

Par ailleurs, d’apres le théoreme 2 de [14],

S Wan(e) ~ Y@ — S(e) = |AYi(e)[MT

i€{0,-,k—1} s<t
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en probabilité quand n — oo (S(g); est fini car 1 + 7 € I). De plus par le théoreme de
Lebesgue,
S(e)r— 0, quand € -0 p.s.

Ensuite (d’apres le théoreme 21 chapitre II de [18]), on a :

0 t o
> Ky - Xti)—f(u,Xti) — —f(u,Xs_)dXs, (3.4.9)
. Ox wy O
i€{0,-,k—1}
quand n — oo. On a clairement que
of of
> (X, - X)) 7o (u X)) = > AXr, 5= (u, X1, ). (3.4.10)
1€A™ (e) p: u<Tp<t

Rappelons (3.4.8) et soulignons que T}, = Tj,(¢) ( T,, dépend de ). Vu que f vérifie (L1(r)),

on a 8
’ Flu, Xa) — f(u, Xo) — AX, 8f

x(u,Xm] < AX T

et comme 1+ 1 € I, cette derniere quantité est finie. Il suit par le théoreme de Lebesgue
que

15)
S| Xno) = s Xno) — AXn 50 Xm0
p: u<Tp<t

converge vers

Spi= > (f(u,XS) — fu, Xo_) — Ang‘i(u,Xs_)>

u<s<t
quand ¢ tend vers 0.
D’apres tout ce qui précéde, on a bien (3.4.4) ainsi que la partie (b) du lemme.

Preuve de la partie (a) : L’idée de la preuve est classique et reste la méme que dans
la partie (b) sauf qu’ici, on va d’abord supposer que X est bornée. Revenons a (3.4.7) et
(3.4.8). En utilisant la formule de Taylor, on a

of
Z [f(uv Xti+1) - f(U, th)] = Z (Xti+1 - Xti)%(uv Xti)
i€ A" () i€{0,-,k—1}
1 0% f of
+ 5 Z (Xti+1 - Xti)2@(u7 Xti) - Z (Xti+1 - Xti)%(/u” Xti)
i€{0,--,k—1} i€An(g)
1 2 0% f 2

- 5 Z (Xti+1 - Xti) @(u, th‘) + Z (Xti+1 - th‘) R(u’ Xti7Xti+1)

i€A™(e) ig A" ()

ol R est le reste de Taylor. Pour w et u fixé, il existe une fonction r(w,u,.) de
R, — Ry, positive, croissante et telle que limgjor(w,u,z) = 0 et |R(w,u,z,y)| <

35



r(w,u, |z — y|), pour tout x, y tel que |z|, |y| < K, ou K est une constante assez grande
fixée. Il suit que

. . 2 .
lim Timsup | D (X, = X0 R(u X, Xi,p)l <l r(u, ) [X, X =0,
i A" (e)
D’apres le théoreme 30 du chapitre II de [18], on a

L 20 f 1 [t o%f
Q-G{OZk e =X a0 X0) = | a0 Ko A A

en probabilité quand n — co. Comme pour (3.4.10), on a

1 2 0% f
5 Z (Xti+1 - Xti) W(u’ Xti) -
€A (€) p: u<Tp<t

82
> (ax5) 9w X, ),

N =

Considérons le processus

2
Z [f(u, XTP) — f(u, XTp—) — AXTP%(U, XTp—):| — Z |:(AXTP)2 %(u, XTp_):| ,

pr u<Tp<t p: u<Tp<t

On montre que quand ¢ tend vers 0, ce dernier tend vers

> [#wx - s x) - ax. 3

xr
u<ls<t

x| - 3 [ S e x].

u<s<t

D’apres tout ce qui précede, on a bien

t a t 82
flu,Xy) = f(u,Xy) + /+8£(U’XS_)dXS + ;/+6;;(U’XS_)CZ<XC’XC>S X

> Kf(u,Xs) — flu, Xs-) = Angi(u,Xs_)H : (3.4.11)

u<s<t

Supposons que X soit non uniformément borné. Soit M > 0, on pose S(M) = inf{s, | X| >
M}. La relation (3.4.11) est vraie pour la semimartingale X1(g g(p7)[- Si on fait tendre M
vers l'infini, S(M) — oo d’ou le résultat pour X.

Lemme 3.4.4 Soit X une semimartigale et g une application de 1 x Ry x R — R dans
R telle que g(w,s,x) = 0 si x € [—¢,+¢€|, pour un certain € > 0. Si en plus, g vérifie
Uhypothese (K[R]) alors les processus

[t/An]
Yo (i DALAIX) — Y g5 AX).
i=1 s<[t/An]An

convergent en variation vers 0 quand n — oo.
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Preuve

Soit g une fonction vérifiant les hypothéses de 1’énoncé avec un € > 0. On notera par
(Tp) la suite des temps de sauts successifs tels que |[AX;| > 5. Si T, < o0, on note
ih, Ventier tel que T, €](ih — 1)A,,ihAy] et par By(e,t) Pensemble des entiers i tels que
1 <i<[t/A,] et i différent des i}, pour tout p. On a alors pour n assez grand

[t/An]
> g((i - 1AL ATX) = S (=D)AL ARX) + > g((i—1)An, ATX)
i=1 p: Tp<[t/An]An 1€Bn(g,t)
= > g =D)AL AR+ AXy)+ Y g((i — 1)Ay AIR)
p: Tp<[t/An]An 1€Bp(g,t)

ou R := Xy — Zp: T,<t AXr,. Il n’est pas difficile de voir que

limsup sup |Rs — Rs—a,| < sup|ARg| <
n 0<s<t s<t

| ™

D’apres ce qui précede et vu les propriétés de g, on remarque que :

o g(s—, AX,) =g(s,AX,) = 0si s # T, pour tout p

e pour n assez grand, on a pour tout ¢ appartenant a B"(e,t) : g((¢ —1)A,, A'R) =0
e quand n — oo, AZDIR tend vers 0.

Si on note par V(X) la variation du processus X , on a donc ( pour n assez grand)

[t/An]
VI D gl -DALATX) - D g(s—, AX,)
i=1 s<[t/An]An

< > gy = DA AL R+ AXy,) — g(Ty—, AX7)| .
p: Tp<[t/An]An

Cette derniere quantité tend vers 0 quand n — co d’ot le lemme.

Preuve du théoréme 3.1.4
Soit f une fonction de 2 x Ry x R dans R, optionnelle et vérifiant les hypotheses du
théoreme. Définissons la suite de processus

[t/An]
W™(f) = > f((i = DA, APX) — D'(f)/anan (3.4.12)

i=1

et pour ¢ : R — R une fonction C°° telle que 1;_y jj(x) < ¥(x) < 1j_g9(7), On définit
également :

1 Si e = oo.

P
be(x) = { Y(Z) sie<oo (3.4.13)
Remarquons a présent que f(1—1.)(w,s,z) = 05si |z| < ¢ et donc d’apres le Lemme 3.4.4,

Wr(f(1 =) — 0
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en variation quand n — 0 . On va maintenant montrer que
W™(fye) —"“P* 0 quand n — oc. (3.4.14)

Fixons un ¢ suffisamment petit tel que [—2¢,2¢] C Vp. Lapplication x — fi)e(w, s, x) est
donc C? sur R. On définit :

Yy =0 et Y, = Xs—Xi-1a, st s€l(i—1)Ay,iA,]
o"0) = 0 et ¢"(s) = (1—1A, si s €](i — 1Ay, iA,)]
Je = [t

D’apres le Lemme 3.3.1, on a :

[t/An] [t/An]An [t/An]An
> rnanar) = [ Eerwyman [ e ax;
i=1 0
t/AR)An 52
@ @] - vsas, + 3 [ GV x),
DS [fa(qb”(s),Ys") L6 (5), ¥ — hAX) e (), v

0<s<[t/An]An

Pour chaque s fixé,

o) fE Ofe

(), V) — (5,0,

Ofe

de plus |%2| est majoré par un processus I' localement borné. Il suit par la partie (iii) du
théoreme 4.31 du chapitre I de [10] que quand n — oo, on a
A (G (on(s). vi2) — S (s-.0)) dB, —wer o,
2 (3.4.15)
fo[t/An} (8 fe (¢"(s), Y1) — %fe (s—, 0)) d(X¢, X¢), —wer Q.
De méme il n’est pas difficile de voir que
n n n n 8f€ n n
> Fe(@"(5), Y5") = fe(¢"(5), YiL) — M(AX) 5 ~(9"(s), Y1)
0<s<[t/An]An
afg u.c
— | fe(s— AXs) — h(AX)— o (s—,0) —eP () (3.4.16)
et par I'inégalité de Doob, on voit que quand n — oo,
Jaae (S (gn(s), vi) - Y(s-,0) ) dxXe —uer
(3.4.17)

(@) - e 5-.0) ) h@) | (- Dyaga, — 0
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D’apres (3.4.15), (3.4.16) et (3.4.17), on a bien (3.4.14).
Remarquons que W"(f) ne dépend pas de ¢ et

WH(f(L=42)) + W(fe) = W™()).
Il en suit que
Wn(f) _uep.
quand n — oo.

A ce stade, on a montré que le processus

[t/ An]
Z fl@—1DA,,ATX) — Dl(f)[t/An}An converge u.c.p. vers 0.
i=1

Pour finir la preuve du théoreme, il suffit de remarquer que le processus (Dl( f )[t /AR An)
converge vers (Dl( f )t) pour la topologie de Skorokhod.

Preuve des Théorémes 3.1.5, 3.1.6 et 3.1.9

La preuve du théoréme 3.1.5 est similaire a celle du théoréme (3.1.4) sauf qu’il faudra
utiliser la partie b. du lemme 3.4.2 a la place de la partie a. La preuve du théoreme 3.1.6
est, quant & elle, évidente (on peut aussi le voir en utilisant la partie ¢ du lemme 3.4.2 et
le corollaire 3.4.3).

Pour la preuve du théoreme 3.1.9, le schéma au début et le méme que pour le théoreme
3.1.4 : on utilise le lemme 3.4.4 et a la place du lemme 3.4.2, on applique les résultats du
théoreme 4 de [14].

3.4.2 Preuve du théoreme 3.2.1
Préliminaires
Pour la preuve, on a besoin que les caractéristiques de X soient bornées de méme que

les dérivées en x de f. A cet effet, on renforce ’hypothese (H;) de la la maniere suivante :

Hypothése LH; : On suppose que (Hp) est vérifiée et les processus X, b et o sont bornés
par une constante. De plus les fonctions % = 7 ne dépendent pas de k et v est une fonction
bornée. O

De méme, le processus I' qui intervient dans le théoreme 3.2.1 est borné.
Ces hypotheses de bornitude seront levées plus tard grace a une procédure de ” délocalisation”.

Nous appellerons fréquemment les constantes par K, celui-ci pouvant changer d’une
ligne & une autre.

Il est clair que sous (LH), on a [ y(z)?F(dz) < oo. On suppose pour le moment que
(LH,) est vérifiée. ~ Rappelons la suite de fonctions (¢,,) définie par : ¢"(s) = (i —1)A,
pour s €](i — 1)A,,iA,].
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Sous (LHp), X s’écrit

t t
X = X0+/ b;ds—i—/ Os—dWs + 6% (1 — V)4,
0 0

ot by = by + [ B (6(t,x))F(dx) et h'(x) = h(x) — x. Pour € > 0, on rappelle ). définie
dans (3.4.13) et on définit
E={zeR, y(z) > e} et Ny=1g*p,. (3.4.18)

Soit T7,--- ,Té, .-+ les temps de saut successifs de N. Commencons par énoncer deux

lemmes dont le premier est un résultat de Jacod-Protter (voir lemme 5.6 de [12]) et dont
le second est dit & Jacod ( voir lemme 5.9 de [8]).

Lemme 3.4.5 Soit X une semimartingale vérifiant (LHy). Pour chaque TI’), on définit
Ventier iy par (iy —1)A, < T, <igA,. Alors

1
VAL <U(ig—1)An(WT;, = Wan-na,) s ory(Wipa, — WTZ')))p>1

converge stablement en loi vers

X !
(UT{F Up/Ep 3 UT;QUP‘/l — Iip>p>1

Lemme 3.4.6 Sous les hypotheses du lemme 3.4.5,

1
A (XigAn = Xn-na, — DXy — oan-na, Wr, = Wan-a,) — or(Wina, _WT;’))>

converge en probabilité vers 0.

Preuve du théoréme 3.2.1 sous (LH;)

Posons
1 [t/An]
2N =5 | 2 FE-DAGATX) = 3 F(85,AK)
" i=1 s<[t/An]An

Nous prouvons d’abord la partie A. du Théoreme 3.2.1, preuve que nous subdivisons en
plusieures étapes.

Premiere Etape : Notons d’abord que si s ne coincide pas avec un des temps d’arrét TIQ,
on a |[AX;| < e. D’apres la définition de 1. (voir (3.4.13)), on a
1o oo,—ae[Uaetoo[(T) < 1T —=1thoe(2) < oo —oc[Uj2e,400[ (%)
Pour n assez grand, on a donc (comme dans la preuve du lemme 3.4.4)
n 1 n n n
20— = = 3| 0= vae) (0, AXay + ARX(E) = S0 =) (0, AXry) |

" <[t/ An) A
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Avec

X(@)t = Xt - Z AXT/.
En utilisant la formule de Taylor, il existe X’% (¢) entre AX7y et AXpy + Afn X () tel que

Z A%X(S) 8f(1 - 77[)25)

Z" (f(1 =), = NG iz (%, X7 (5)) . (3.4.19)

p: Tp<[t/An]An

On déduit des lemmes 3.4.6 et 3.4.5 que les processus Z" (f(1 — 19.)) converge stablement
en loi vers le processus

S U= (1 ) (e + VTR
pTp<t

Remarquons (vu que la fonction W(s, x) = 0si |z| <€) que cette dernieére quantité

est égale en loi conditionnnelle par rapport a F a

Of (1 — o 0 f(1— e /
z(W) = Y MO (1 Axn) (VRthen, + V= mUjer,).

p: Tp<t
donc,
af (1 —
Z" (f(1 —1)ge)) converge en loi stable vers Z <f(a¢25)> .
T
2
Deuxieme Etape : Considérons la fonction fio.. D’apres nos hypotheses, [%] *

e < 00, il suit alors d’apres le Lemme 3.2.2 que Z <%) est bien définie. Par ailleurs,

on montre par le théoreme de Lebesgue que C (f12:) — 0 quand € — 0 pour chaque w fixé
( on utilise pour cela la dérivabilité et les propriétés de f a l'origine ainsi que la définition
3.4.13). De plus, C (f19:) est majoré par un certain processus A tel que E(A;) < oo, V.

En utilisant l'inégalité de Doob, puis en appliquant le lemme 3.2.2 (en particulier

(3.2.5)) & D? (fapoe) = Z (%) et enfin en faisant usage du théoreme de Lebesgue, on

obtient que Z (%) converge u.c.p. vers 0 quand € — 0.

%ﬁ) converge u.c.p. Vers Z(%)

Il suit par linéarité de l'opérateur Z que Z (
quand € — 0.

Troisieme Etape : Dans cette étape, nous allons montrer que

Z"(f2e)

VA,

Posons Y" = Xs — X(;_1)a, si s € ((i — 1)Ay,iA,]. I est facile de voir en appliquant la

lim limsup ]P’{ sup > 7}} =0 Vn, t > 0. (3.4.20)

e—0 n s<t
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formule d’It6 du lemme 3.4.2 que

Zn(fune) = gk | 2B (gn(s), Yi) b ds ‘
2
_|_% O[t/An]A 2 0 (fwk (¢n( ) Sn_) ds

S—

ol Al 2B (gn(5), Vi) 0 dWY,

n fot/A 1An fR( fwzs (¢n( )’ysn_)(;((g,x» (p—v)(ds, dx)

o JHARA (e (@7 (), YT+ 8(5,2)) — fiboe (87(5), 6(s, 7))
= Juine (6"(s). Y1) = 8(sx) 2529 (67(s), Y1) ) (s, d).

(3.4.21)

Nous traitons les termes de (3.4.21) un par un. Notons pour commencer que sous les
hypotheses de bornitude faites au début de cette sous-section, on a

E{|X; — X,|7} < K|t — 5|92, Vg>2.
(3.4.22)

D) (5 2)| < a.[la] A (42)]

ouj=0,1,2et (fwk

grand.

= fahoe, a, tend vers 0 quand € — 0 et K est une constante assez

D’apres ce qui précéde

[t/ AnlBn Q( frpoe)
P<{ su / "(s), YL) bids| > <
{ by 5 (¢"(s), Y1) n
KTA,«
E(Y" )aeds < ——"F — 0 quand n — oo 3.4.23
A / n ( )

De la méme maniere

WA R (fihs) (s uom
7=, %;5) (6"(s), VL) odds

lim limsup P{sup >77} = 0. (3.4.24)
e—0 n t<T

Pour chaque n fixé, le processus

[/ BalAn ( fiboe)
\/7 ox

est une martingale par rapport a la filtration (F/a,)a, ). Il suit par Cauchy-Schwarz et
par (3.4.22) que

(¢"(s),Y") oudW,

[t/An]AR
88 O fepac)
77\/7 {?Eg / ox (¢ ( ) )Udes }
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1 T 8(]077[}25) n n ? v 1/2
< A (/0 E{( 5 (¢ (s),Ys)as> }ds) < KT /*ag,

[t/ An)Bn 9( fapa.)
VA, Jo O

De méme on montre que

d’ou

(¢"(s),YJ) osdW,

e—0 n t<T

lim limsup P {sup

>77} — 0. (3.4.25)

lim limsup P < sup
e—0 n t<T

[t/An]An
/R(a(];fs) (¢™(s),Y{") (s, x)) (/L—V)(ds,da:)| > 17} = 0.

(3.4.26)
En utilisant la formule de Taylor plusieurs fois et en séparant les cas ou |z| < |y| et ou
|z| > |y|, on montre que : VT, 3 M7y > 0 tel que V s <1,

(waE)

\/An 0

]fwzg 5124 y) — fibae(s,2) — Fibne(sy) — @ (s,y>' < KadePlyl.  (34.27)

Il s’en suit que

[t/An]An
E{ / / | Fme (67(), Y2+ 8(s5,2)) — fume (6"(s), 6(s,2)) + fbae (6"(s), Y1) —
0 R

5(5,9;)8("(;?25) CHOR S ‘N(ds’dx) } = foe </0tE{’\}//g} ds) ) K‘(l;j%)

et cette derniére quantité tend vers 0 quand € — 0. On vient ainsi de montrer (3.4.20).

En ce qui concerne la partie b du théoreme, il suffit de remarquer que

Jun

1 o—
1 FM(s),AX) — fls— AX)| < A 2(sup|e |) AX?
An o<s<%nmn s<t ;

et cette derniére quantité tend vers 0 quand n — oo puisque a > 1/2 ce qui finit la
démonstration du Théoréme 3.2.1 sous ’hypothese (LH) et celle de bornitude des dérivées
de f.

On va a présent montrer la véracité du théoreme sous I’hypothese (Hj) par une
procédure classique de ”délocalisation”. Nous ne faisons ici que reprendre ce qui a été
fait dans la section 3 de [3]

”PDélocalisation”

Rappelons la suite de temps d’arrét (Tx) qui intervient dans ’hypothse (Hp). Il n’est
pas restrictif de supposer que Ty < k pour tout k. Rappelons également le processus I'
dont on a parlé au début des préliminaires de la preuve et qui intervient dans I’énoncé du
théoreme.
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Soit maintenant (77) la suite de temps d’arrét définis par
Tlé = inf {s, |Xs| + [bs| + |os| + [Ts| > k} .

Pour tout réel [ > 0, on définit
By ={z € R, w(x) > 1} et Ry :=inf{s, u([0,5] x Exy) > 1}. On a

P{Rry < Tie} < P{p ([0, Th] X Exy) = 1} <E{p ([0, Tk] X Ery)} = E{v ([0, Ti] X Ery)} < kF(Epy).
D’apres 'hypothese (Hz), F(Ej1) < oo. Il suit par le théoreme de Lebesgue que

lim P{Ry; < T}} = lim F(Ey;) =0,

l—o0 ’ l—o0 ’

on note alors par (I;) une sous-suite telle que P{Ry;, < Ty} < 27*. Soit les temps d’arrét
Sy =T AT}, A Ry, qui croissent clairement vers 'infini. On pose alors

(bg’“),aﬁ’“),(s(k)(s,x)) _ {(bsv%ﬁ(s,x)) s% s<S,}
(0,0,0) sios> 5
) (ds, dz) = H<ds7dm)1E£,zk(x>
F®) (dx) = Fdo)lg, (v) (3.4.29)
v®)(ds, dz) = g(ds,dx)lEgylk(;p)
V(@) = /yk($)1Eli,zk(x)’ )

Soit h une fonction de troncation et h/(z) :=  — h(x). On définit le processus X *) associé
aux quantités intervenant dans (3.4.29) de la facon suivante

t (k) t
x® = Xy + / b(k) ds + / oM aw, + / / h(5®) (s, 2)) (u® — v *))(ds, dx)
0 0 JR o

t
160 (5. 2P (ds. da
+/O/Rh<5 (5, 2))u™® (ds, dz)

t (k) t
= Xo + / b *) ds + / o™ aw, + / / 50 (s, 2) (u® — v®)(ds, dz)
0 0 JR -

ot o' = Jo Jo ' (6%) (s, 2))v®) (ds, dx). Comme b®), h et §*) sont uniformément bornés,

il en est de méme de v'* ).
Le processus X*) vérifie clairement (LH;) et on remarque que X, = X §k)
Rappelons que

2(£.X) = > gi(sp—, AXs,) (VigUpas, + VI=rU,0s,)

p:Sp<t

sis < 5.

ou (Sp) sont des temps d’arrét qui épuisent les sauts de (X). Posons

= IND'e
WL X), Zf( m)‘ S (s, AX)

0<s<[t/An]An
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Vu la premiere partie de la preuve, on a que W"(f, X (k)) converge en loi stable vers
le processus Z(f, X®). Or pour s < S, W*(f,X)s = W"(f,X®), et Z(f, X)s =
Z(f,X®),. On en déduit que le processus W"(f, X) converge stablement en loi vers
Z(f,X) (car la topologie de Skorokod est "locale” en temps). Ce qui finit la preuve du
théoreme.

3.4.3 Preuve du Théoréme 3.3.4

Commmencons par renforcer I'hypothese (Ny).

Hypothése LN : On suppose que (Np) est vérifiée, que les processus V', o’ et Z sont
bornés et que les fonctions () ne dépendent pas de k (v = ) et v est bornée.

Sous (L — Ny), on a

t t ¢
< Z > = ( Zo > +/ b ds+/ ol dW;+/ 8 (s, 2) (' —v')(ds,dz) (3.4.30)
Xt Xo 0 0 0 JR

ou
b = b;+/0tk’(5’(s,z))F(dz). (3.4.31)
On pose
F"(g) == \/2— [t/zA:n]g(Z(z’—l)An,A?X) - Dl(gaZ)[t/An}An
"=t

Pour tout € > 0, on rappelle la fonction . (x) définie dans (3.4.13). On pose

{95(2790) = g(2, )2 ()
(3.4.32)
9e(z,2) = g(z,2)(1 — o ()
et F"(g) = Fi'(g,€) + F3'(g,¢), o
Fi'(g,e) = \/Z— Win]gg (Zi-va,, AFX) — D (95 2) /A (3.4.33)
ol i=1
et
F3(g,e) = \/IA— [t%]gs (Zi—1)an ATX) = D' (9e: 2)yyanian | - (3.4.34)
o=l

Rappelons également que pour s €](i — 1)A,,iA,], on a ¢"(s) = (i — 1)A, et Y* =
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Xs— — X(i—1)a,,- En appliquant la formule d’It6, on a F3'(g,); = Z] L Wi(e)e, ou

Wi = il GE (Zan V) ds, \
Wi(e) = N8 025 (Zgni VL) ds,
Wie) = mfot/ B 0 Y (Zyne), YIL) AWV, .
Wi = A JIAIA R 6(s, 2) % (Zyni) YI) (1 — )(ds, ) B
WEE = i o S 9 (Zonio Vi 4 0(5.0) = g2 (Zino), Vi)

5(5,2) % (Zyn(s, Yi) — 6 (Zs 5(s,x))} p(ds, da).

Nous traiterons ces termes un par un. Remarquons d’abord que
[t/ An]An %,

VA 57 02

ot Y est entre 0 et Y*. Comme on Pavait vu sous (LH;) pour X, sous (LNy) on a :

Wi'(e) =

E(X; — X,|7) + E(||Z — Zs||7) < K|t — 5|2, pour 0 < ¢ < 2. (3.4.36)

ey
(]E { (5% oo y)>2}> M
SR

(3.4.37)

Il s’en suit que

[t/An]An
e
0

VY™ 9%g.
VA, Or2 (Z¢n(5), s)

—
IS
VA
IN

IN
=
e o~
/N
=
—
N
R
HM @
—
S
&
3

Comme par hypothese %(2,0) =0, on a %2;75 (2,0) = 0 et donc par le théoreme de
Lebesgue, I'expression (3.4.37) converge vers 0, d’ou

1 /Bl 8295 4L u.c.p
VA s Y55 (Zon (), Ys) ds —"P 0. (3.4.38)

11 suit que W{*(f) converge u.c.p. vers 0 quand n — oo et par un raisonnement identique,
on montre que W3'(f) converge u.c.p. vers 0.

D’autre part, on a

[t/ An]An 2
oy 2

9 (Z(b"(s): Zn) dWSa

Ws(e 0x2

F
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ot Y est entre 0 et Y.

Il suit pour M assez grand que

629 2 [t/An]An Yn_?
E{W}()*} < K sup ( 82’,3:) / E{ 5 }ds
e <{|z<M, jal<4c} g =) |y An

329 2
<K't sup < oz ) |
<{|Z|SM, |z|<4e} Ox2 ( )

Cette derniere quantité tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 a cause des hypotheses sur g.. On
déduit que pour tout n, T > 0, on a

lim limsupP < sup [W3'(e)| >n p =0.
e—0 n t<T

De facon similaire, on montre que pour tout n, 7' > 0, on a
lim limsupP < sup [Wg(e)| >np =0.
e—0 n t<T

Venons-en a l'expression W' (e). On démontre que pour tout zj, 22 appartenant a un
compact fixé de R? et pour tout z, y appartenant & R, on a

99

ge(z1,y +2) — ge(21,9) — @ D (21,¥) — g=(22, )

d
< Kaca® | |z — 2| + |yl
j=1

ol a, est une suite qui tend vers 0 avec e. Il suit alors que

/Anl i |
W2 < . Y|+ Y2+ 3| = ZE| | 6(s,)? pu(ds, d)
5 Nt AL o~ Zo-l | Sle,a)” plds,

Jj=1

On a donc
’ E{|W ()|} < K/taEIE{/Ot/Ré(s,x)2 F(dq:)ds},

cette derniere quantité converge vers 0 quand ¢ tend vers 0. On a donc : pour tout i, T > 0,
on a

lim lim sup P{sup|W5”(6)| > 77} = 0.
e—0 n t<T

Et d’apres tout ce qui précede,

lim limsup ]P’{sup\FgL(g,eﬂ > n} = 0.
t<T

e—0 n
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Nous allons maintenant nous tourner vers le processus F'(f,e) défini dans 3.4.33.
Désignons par Si,--,Sp, - les temps de saut successifs de N = 11,(,)>¢) * p et posons

=X~ Y AXs,

p:Sp<t
Pour n assez grand, on a

1
F'(9,e) = —&= Z (95 (Zgn(s,), AT X () + AXs,) — gL (Zs,—,AXg,) |
\/Zp: Sp<t

p: Sp<t J

M&

j agl n \n
(Zhs,) — 74, ) 55 (2. 97)

I
—

ou Z;} est entre Zyn(g,) et Zg,— et Yp” entre AP X (¢) + AXg, et AXg,. De fagon similaire
aux lemmes 3.4.5 et 3.4.6, on montre que

1 .
—— e Xnra s — (7 J
|:\/An <X¢n(5p)+A” Xonsy) = BXs, (ZWS) 28, )1<j<d>]pz1’

converge stablement en loi vers le processus

"d+1,k 1 'd+1,k
g, Viep V1 —Hp + Og,— Viw VEp ( ZO’ Vk,p>
1<5<d p>1

e ensuite F7'(g,e) converge stablement en loi vers le processus

Z Z[( d+1ka/7p mp—%adeV,p\ﬁ)

p: Sp<t k=1

I

(Zsp ’ AXSP)

dg!
— VR Vip Y 0dt SE(Zs,- AXs,)

Vu que gL(z,x) = 0 si |z| < 2e, le processus précédent est égal en loi conditionnelle par
rapport & F au processus

/
Fle) == Y Z[( by TRy + ad+1’“v7p1ﬁ) = (Zr,_, AXr1)
p: Tp<t k=1
7.k ags
— VFp Vip Z 0" == (Zr,—,AXr,)
Rappelons que
Ft = Z |:< d+1k Vkp K;p + O-’Igltlk va \/E) (ZTP 7AXTP>

p: Tp<t k=1
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k 0g
— VEp Viep J . =5 (Zr,—, AXr,)
j=1
On a
" 0
B —F(e) = Z[( d+1kvkp —Kp + UdeV,p \ﬁ) N (Z1,-, AX7,)
p: Tp<t k=1

396

— /K Vk,p ZO‘Tpk ZTp—7AXTp)

Comme dans la deuxieme étape de la preuve du théoreme 3.2.1, on montre en utilisant
cette fois-ci le lemme 3.3.6 que

F,— F(e)y —"““P 0, quand ¢ — 0.

A ce stade, le théoréeme 3.3.4 est prouvé sous '’hypothese (LN7). On finit la preuve du
théoreme 3.3.4 comme on ’a fait pour la preuve du théoreme 3.2.1 par une procédure de
”délocalisation”.

3.5 Généralisation aux subdivisions non régulieres

Dans les résultats de la section 3.1, on a considéré pour chaque n fixé la subdivision
{0,A,,2A,,,- -+, 1A, --}. En prenant une suite de subdivisions quelconques de Ry, non
aléatoires : {0 = tj < --- <t < t}'; < ---} dont le pas tend vers 0 quand n tend
vers I'infini, on aimerait savoir si les résultats obtenus jusqu’a présent restent valables. En
d’autres termes pour une fonction f: Q2 xRy x R — R, on va étudier la convergence des

sommes :
Z f( i1 t”—thl)
it <t

quand n tend vers l'infini. On étudiera d’abord le cas ou X a des sauts avant de passer
au cas continu. Nous rappelons que 'on a pas étudier ce dernier cas dans le cadre des
subdivisions régulieres.

3.5.1 Le cas d’une semimartingale discontinue

Hypothéses et Notations

TL

Hypothése (P) La suite de subdivisions (7,) de R4 qui s’écrit 7, := {0 = ¢f, 7, -, ¢}, - -
ol 0=ty <ty <--- <ty <tp <---etsupey |ty — t}'| tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. O

Soit () une suite de subdivisions vérifiant (P). Pour tout ¢t € R, on définit

t(n") = sup{t € «", 7 < t}. (3.5.1)
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Dans toute la suite de cette section, f désigne une fonction de 2 x Ry x R dans R, X est
une semimartingale réelle de caracteristiques (B, C, v) et (™) est une suite de subdivisions
de R4 vérifiant 'hypothese (P).

Lois des grands nombres

Théoreme 3.5.1 Soit f une fonction de Q x Ry x R dans R, optionnelle et soit X une
semimartingale. On suppose vérifiée l'une des conditions suivantes :

Cas 1. la fonction f et la semimartingale X vérifient les hypothéses du théoréme 3.1.4. On
rappelle dans ce cas que

L2 f

1
D), /ax 0B+ [ 55

t
(s— )dC’s+/0 %(s—,O)ng +

<g£( O)h(fv)> w(p=v)+ Y [f(s—,AXs) — h(AX, >af( 0)] ,

X
0<s<t

Cas 2. f et X vérifient les hypothéses du théoréme 3.1.5 et le processus D'(f) s’écrit :

Dl(f)t:/otg‘;(s—,o)st+<gi( 0)h(z > S [ 5=, AX,) h(AX)gf( 0)].

X
0<s<t

Alors,
Z f ( t?—l , Xt;z _Xt?—l ) _ Dl(f)t(ﬂ—n) __,u.cp. 0,

i tn<t
quand n — 00, ce qui implique que

S r(t X - Xy, ) — D

i tn<t

en probabilité pour la topologie de Skorokhod.

On peut généraliser le théoreme précédent au cas ou les éléments de (7™) sont des
temps d’arréts et ot 7" = 7" (w) vérifie (P) pour preque tout w.

Théoreme 3.5.2 Si f et X vérifient les hypothéeses du théoréme 3.1.6 ou celles du théoréme
8.1.9, alors

S (s X=X, ) = DDy

i <t

converge localement uniformément en temps vers 0, d’ou

> (s Xy - X, )

i <t
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converge tout simplement vers D'(f); au sens de Skorokhod. Avec
t

D'(f)r= > f(s— AX) + / s dBs,
0<s<t 0

pour le théoéeme 3.1.6 et

DY(f)e= > f(s— AX,)

0<s<t
pour le théoréeme 3.1.9.
Preuve du théoréme 3.5.1 et 3.5.2

Le schéma des preuves reste identique au schéma des des théoremes 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6
et 3.1.9, il ya juste a prendre en compte le caractere non régulier des subdivisions.

Théoréme central limite

Rappelons 'hypothese (H;) introduite dans la section 3.2. On rappelle également le
processus

DAy = Y gi(sp—,AXgp) (VArUpos,- + /1= rUy0s, )

p:Sp<t

qui est bien définit sous les hypotheses du théoréme 3.2.1.

Théoréme 3.5.3 Supposons que X vérifie (Hy) et que f vérifie les hypothéses de la partie
A du théoréme 3.2.1 . Alors la suite de processus

Z f (t?—laxt? - Xt?_1> - Zt;gl<sgt? f (tzn—lv AXS)
i tP<t \% G =t

converge stablement en loi vers le processus D?(f).

Si de plus, f vérifie les hypothéeses de la partie B du théoreme 3.2.1 alors quand n — oo,
la suite de processus

i1 Xy — Xt?_1> = 2 <s<in [ (57 AX)

7 (t
i:tz?;t V t =t

converge stablement en loi vers le processus D?(f)
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Preuve du théoréme 3.5.3

Soit (7™) une suite de subdivisions de R, dont le pas tend vers 0. pour tout x apparte-
nant a R, il existe ¢} |, ¢! € R tels que t* ;| < x < ¢}'. On notera ces points respectivement
par x_(7") et x4 (7").

Remarque 3.5.4 Les notations précédentes sont a ne pas confondre avec (3.5.1), la dif-
ference est la suivante : soit t € Ry, pour chaque n fixé, deux cas sont possibles,
e ou bien t est strictement compris entre deux points de 7" : il existe t' |, ti' € "
tels que t | <t <1}, dans ce cas, on a

e ou alors, il existe t}! € " tel que t}! =1 et dans ce cas

() =t <ty (7)) = t(n").

D’aprés un vieux résultat de Tukey [19], la partie fractionnaire d’'une suite de va-
riables absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue converge en loi vers la
distribution uniforme sur [0, 1]. On généralise ce résultat dans le sens suivant :

Lemme 3.5.5 Soit T une variable aléatoire réelle admettant une densité f. On suppose
que f est p.s. continue et qu’il existe eg > 0 et K., > 0 telle que pour tout x, y appartenant
a R tels que |z — y| < e, on a f(y) < K, f(x). Alors la suite de variables

T—-T_(7")
Ty (n) = T-(7")

converge en loi vers la distribution uniforme sur [0, 1].

Preuve Posons U" = #&% et U, (u) = E{exp{iuU,}}. On a

Tty
Up(u) = E Zexp W Logn  <r<iny

i 7 1—1

oy
= / ( E exrp {thtnl} 1{ty1<y§tf}> f(y)dy
R\ i ti-1

1
— Z/o expliuz}(t — 1) f (¢4 + 2(t) — 1" 4)) dz

1
/O exp{iuz} (Z(t? =t ) f (t + 2t - ?1))) dz.

i
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Considérons la fonction

Z F + 20 —t1) Lan | <o<iny

L’intégrale de cette fonction sur R vaut
Z(t? =) f (g + 28— ) -
i
Par ailleurs, f™(z) < K, f(x). Donc
Z(tzn — ) f (G + 2 — 1))
i
converge vers 1 quand n — oo par le théoreme de Lebesgue.

11 suit que ¥, (u) converge vers fol exp{iuz} dz = 6“:7_1 Cette derniere quantité est la
fonction caractéristique d’une loi uniforme.

Soit € > 0, B = {x : |y(x)| > €} et Ny = 1p * p,. On désigne par (7)) les temps de
sauts successifs de N;. Le lemme suivant se démontre comme le lemme 3.4.5 sauf qu’on
utilise le lemme 3.5.5 a la place du résultat de Turkey. Les notations utilisées sont celles
du lemme 3.5.5

Lemme 3.5.6 Supposons (LH;) vérifiée alors

O'T/ (ﬂ-'n)(WT/ — WT/ (ﬁn)) O'T/(WT/ ( ny — WTZQ)

\/ =1, (7) \/ by (m™) .

converge stablement en loi vers
. !
(UTII,*UP Kp 3 JTZQUp\/l—/{p>

Le schéma de la démonstration du théoreme 3.5.3 est le méme que celui du théoréme
3.2.1 sauf que l'on utilise la subdivision (7,) & la place de {0,A,,---,[t/An]AR} et le
lemme 3.5.6 a la place du lemme 3.4.5.

p>1

Les résultats concernant les fonctions auxiliaires

Dans cette partie, g est une fonction de R! dans R et Z est un processus a valeurs
dans R?. On rappelle qu’on a posé

g, s ) 2 2] P) EE) s ) 5—> s
+ | == (Zs—,0)h(z) ) (L —1v)t + E 9(Zs—,AXs) — hAXs)==(Zs—,0)
) s—» t 5—» s s 5 s—»

0<s<t

qui est bien défini sous les hypotheses du théreme 3.3.1. Le résultat suivant est a I'image
du théoreme 3.3.1 et est une conséquence immédiate du théoreme 3.5.1.
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Théoréme 3.5.7 Supposons que Z soit cadlag, adapté et que g vérifie les hypothéses du
corollaire 3.3.1. Alors

Z 9<Zt;11,Xt;?—Xt;Ll) - D1(97Z)t

i tn<t
en probabilité pour la topologie de Skorokhod quand n — oo.

On peut a présent énoncer le théoreme central limite associé au théoreme 3.5.7. On utilise
I'hypothese (N7) définie dans la section 3.3 ainsi que le processus

n / / 0
F = Z Z [(UIC’?—Lk Vip V1—Hp + UTCitl’k Vip \/@) 3753 (Zr,-, AXr1,)

p: Tp<t k=1
d ag
/'k.
— VEkp Vk,P 0-’121;— 92 (ZTp77 A*XTP)
7=1

qui est bien défini sous les hypotheses du théoreme 3.3.4.

Théoréme 3.5.8 Supposons que le couple (Z, X) vérifie l’hypothése (N1) et que g vérifie
les hypotheses du théoréme 3.3.4. Alors,

Z 9 (thffl’Xt? o Xt;(Ll) - Zt{‘_1<s§t? 9(Zs—, AX5)

[t — 7
i <t =t

convergent stablement en loi vers F.

La preuve de ce théoreme est identique a celle du théoreme 3.3.4, mis a part le fait les
subdivisions sont irrégulieres et ce qui impose 1'utilisation du lemme 3.5.6 a la place du
lemme 3.4.5.

3.5.2 Cas d’une semimartingale continue

Nous supposons dans ce paragraphe que X est de la forme

¢ t
Xy = Xo + / bsds + / s dWs,
0 0

ou b est un processus adapté, localement borné et continu a gauche alors que o est adapté
et cadlag. Comme dans la section précédente, (™) est une suite de subdivisions vérifiant
(P). pour tout processus Y, on notera A'Y = Yin — Yir . Dans cette sous-section, f est
une fonction de R — R.

Si f est continue sur R et C? sur un voisinage de 0, alors

S F(AMX) — DNf)

i <t
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en probabilité pour la topologie de Skorokhod quand n — oo, ou

Lﬂ(ﬂt;:fKOX)Q——A%)+-;f%O)/na?d& (3.5.2)
0

On pose Soit (€', F/,P') un espace auxiliaire muni d'un mouvement brownien W. On pose
Q=0xQ, F=FeoF, P=PaP
Les processus définis sur £ ou € peuvent étre considérés comme définis sur Q.

Théoréme 3.5.9 Soit f une fonction C° sur un voisinage de 0 et telle que f(0) = 0. On
a

> [ (Xix = Xz, ) = ATDY(f)
i <t VE — i

converge stablement en loi vers le processus

1 t0_27
5l <0>}/0< D2 W,

Remarque 3.5.10 Nous n’avons pas étudié le cas d’une fonction définie sur Q@ x Ry x R,
car alors les hypothéses deviennent plus qu’ailleurs trés restrictives.

Remarque 3.5.11 Nous donnons les grandes lignes de la preuve de ce théoréme, néanmoins
les techniques (nouvelles) utilisées ici seront largement développées dans les prochains cha-
pitres. Les outils essentiels dans cette preuve sont les théorémes du paragraphe 7 chapitre

IX de [10]

Preuve :

On utilisera les notations dans la preuve du théoreme 3.5.3. On pose

f(AFX) — ATDY(f)
Z(f) = et A . (3.5.3)
t z‘:tz;;gt Vi —ti

Fixons € > 0 assez petit. On pose f. = fi). (voir(3.4.13) pour 1.). Il suit que
ZM(f) = 2" (f,e) + Z™(f.e), (3.5.4)

ol
f—ve)(ATX
zm(fe)e = X tn<t \/1%_1)’

f-(ArX) — AZDY(f.)

Zn’z(f=€)t = Zz <t NG
1 11—

Remarquons que comme f/(0) = £2(0) et f”(0) = £7(0), on a D(f) = D(f.).

(3.5.5)
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Etape 1 : Nous traitons ici le terme Z™!(f,¢). Notons que

Ljaj>2er < 1=e(2) < Lypappsep

Vu que X est continue, il s’en suit que pour tout w € €, il existe ng(w) € N tel que
V' n>ng(w),ona|A’X| <eetdou f(1—1.)(AX)=0.

On conclut que pour tout w € §2, on a

sup | 2™ (f,e)(w)] — 0, quand n — oco.
s<t

Etape 2 : Nous étudions ici Z™2(f,¢). D’apres la formule d’Ité6 comme on I’a fait dans la
preuve du théoréme 3.1.4, posant Yp = 0 et V" = Xy — Xy» | si s €]t 1,1} et Y' = 0, on

i—17 %%
a:
kn
Zp = ) &
i=1
ou k™ est lentier i tel que t(7") = I et out

" 1 & ! on / U? 1" yn "
& = NG [/t?_l (bs (fe(V) = £20)) + 5 (£ (V) = 5(0))> ds

n
ti*l

Pour ¢ assez petit, f. est C3, on montre que les sommes

sup
t

k™ k™
STE(EIF Y e SE{ W, - W) |, )
=1 1=1

convergent en probabilité vers 0. Soit N est une martingale bornée orthogonale a W et
€ > 0, on montre également que

k™ k™
> E {|§?|21{|§;l|>e} Ifty,l} et Y E {f?(thgl — Win) |ft;11}-
=1 i=1

De méme, on a

kn

S [efez} - (B{am )] - 300 [ et

en probabilité. D’apres ce qui précéde, Z" vérifie les hypotheses du théoréeme 7.28 chapitre
IX de [10].

Remarque 3.5.12 On aurait pu prouver ce théoréme en utilisant la partie (i) du théoréme
2.11 de [8] dans le cas ot X est continu, combiné au développement de Taylor de f au
voisinage de 0 mais, nos hypotheses sur o ici sont plus faibles.
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Chapitre 4

Convergence de fonctionnelles de
semimartingales normalisées

Ce chapitre est consacré a ’étude de la convergence de la suite de processus

A, “/ﬁ 7 (=08, 28X o)

ou X est une semimartingale d’It6 fixée, f une fonction optionnelle de 2 x Ry x R dans
R et olt (A,) est une suite tendant vers 0 quand n — oo. La normalisation par /A,
s’explique par le fait que si X vérifie 'hypothese (Hs) ci-dessus, le terme dominant de
AT X est, en I'absence de grand saut, la partie brownienne, qui est d’ordre VA,

4.1 Loi des grands nombres

4.1.1 Hypotheses et Notations

On considére une base stochastique (2, F, F;,P) et une semimartingale réelle X de
mesure de sauts p et de caractéristiques (B, C, v) par rapport a une fonction de troncation
h. On pose h'(z) = z — h(z).

Commencons par les hypotheses sur le processus X.

Hypothése (Hz) La semimartingale X peut s’écrire sous la forme :

X, = X0—|—/bds—|—/o'des—|—// (s,2)) (u—v)(ds,dx) //h’ s,x)) p(ds, dzx),

(4.1.1)
ol
e b est un processsus prévisible, localement borné,
e o est un processus cadlag, adapté,
o IV est un mouvement brownien et i est une mesure aléatoire de poisson sur Ry x R,
I’espace étant élargi pour définir W et J2
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e v est la mesure compensatrice de p, elle s’écrit : v(dt,dx) = F(dx)dt ou F(dx) est
une mesure o-finie sur (R, R) de masse totale infinie,
e §: QxR xR — Rest prévisible et est telle que le processus fg (LA 18w, s,z)[*) F(dz)
soit localement borné.
a

L’hypothese (Hj) est un peu plus faible que ’hypothese (H; ) introduite dans le chapitre
3, et si X est continue, elles sont équivalentes.

La partie martingale continue de X s’écrit :
¢
Xs :/ s dWs. (4.1.2)
0

Définition 4.1.1 A. Soitp > 0. On dira que f est 4 croissance au plus p-polynomiale,
s’il existe un processus I' localement borné tel que :

|f(w,s,x)| <Ts(w)[1+ |z|P]. (4.1.3)

Si f vérifie (4.1.3) et que p ne joue pas un role important, on dira simplement que
f est a croissance polynomiale.

B. Pour tout vecteur ligne x € R™, on notera py, la loi normale N'(0,zz'), ou z' est
la transposée de x.

4.1.2 Résultats

Théoréeme 4.1.2 Soit f: Q xRy xR — R une application optionnelle et a croissance
p-polynomiale. On suppose que f est localement équicontinue (voir définition 3.1.1) et que
f admet des limites a gauche en s. Alors,

[t/An

] n
=1

VA,

) e / P, (f(5—, ) ds,

si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. X wvérifie (Hz2) et p € [0,2].
2. X vérifie (Ha) et est continue.

Remarque 4.1.3 Dans le théoréme précedent, f est a croissance au plus polynomiale,
ce qui veut dire que :
|f(w,s,2)] < Ts(w)[1+ |2[].

Le théoréme reste vrai si p = ps(w) est un processus localement borné et pour le cas (1)
du théoréme avec sup, , ps(w) < 2.
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4.2 Théoreme central limite

4.2.1 Hypotheses et Notations

On part toujours d’une base stochastique (Q, F, (F)¢>0,P). On se donne 'hypothese
suivante :

Hypothése (H3) X peut s’écrire sous la forme

X = X0+/bds+/ JdeJr// (5=, z))x(p—v)(ds, dx)+ //h' s—,)*pu(ds, dx),

(4.2.1)
ou
e b est un processsus cadlag adapté,
e o est un processus cadlag, adapté,
e J est une foncton de Q x Ry x R dans R, lag en s et de plus, il existe une suite de
temps d’arréts (7)) croissant vers l'infini et une suite de fonctions () définies sur
R et boréliennes telles que pour tout k, on ait

sup 0w, s,z)| < Yr(x / {k(x) N1} F(dz) < . (4.2.2)
s<Tj (w)

O
Du fait que b est cadlag, et a cause de la condition (4.2.2) qui implique notamment
que 1 € T (cf. sous-section 3.1.1), ’hypothese (Hs) est beaucoup plus forte que ’hypothese
(Hy) de la sous-section 4.1.

L’hypothese suivante ne porte plus directement sur X mais sur le processus ¢ qui
intervient dans (4.1.2).

Hypothése (M;) On a (H3) et de plus, le processus o s’écrit

Ut—ao—i-/ bds+/ anWS+/ vS_dV—ir// V)(ds,d:c)—l—/R/Oth’(g(s—,x))*u(ds,dx),

b est un processus prévisible, localement borné

o et v sont des processus cadlag, adaptés,

V' est un mouvement brownien indépendant de W,

J est une fonction de 2 x Ry x R dans R telle que pour s, I'application (w,z) —
d(w, s, z) soit Fs®@R-mesurable. On suppose que 0 est cadlag en s, de plus le processus

Iz {supsgt (1 A D (s, x)|2)} F(dx) est localement borné .
O

Soit (€, F',P') un espace auxiliaire muni d’'un mouvement brownien W. On pose
Q=0xQ, F=FeF, P=PgP

Les processus définis sur {2 ou Y peuvent étre considérés comme définis sur Q. On définit
sur F la filtration (F;) qui est la plus petite filtration continue a droite, contenant (F3),
telle que W soit adapté.
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4.2.2 Résultats

Théoréeme 4.2.1 A.Supposons U'hypotheése (M) vérifiée et X continu. On se donne une
fonction f: Q xRy x R — R, optionnelle et vérifiant les propriétés suivantes :

e le processus (f(s,0)) est localement borné,

e application s — f(w,s,x) admet des limiles a gauche,

e L’application x — f(w,s,x) est paire et dérivable,

° % est localement équicontinue (voir définition 3.1.1) et a croissance au plus poly-
nomiale (au sens de (4.1.3).

Alors quand n tend vers oo, la suite de processus

[t/An]

VA, Z [ < An,%> — E{f((i = 1)AnB) [Fi-na, }

converge stablement en lot vers le processus

/ \/POS = )%) = (po. (f(s=,.)))" dW,s. (4.2.3)

B. Si de plus, il existe un processus I' localement borné, des réels o > % et p > 0 tels que
pour tout T' > 0 on ait :

If (w,s,2) = flwt2)] < Tplt—s|* (142" ], Vs, t<T, (4.24)

alors
[t/An]

el D SR (BRI oy Iy AT

converge stablement en loi vers Li(f) quand n tend vers l’infini.

Théoréme 4.2.2 A. Supposons (M) vérifiée soit f une fonction f: Q@ xRy xR — R,
optionnelle et vérifiant les propriétés suivantes :
e application s — f(w,s,x) admet des limites a gauche en s,
e on suppose que l'application x — f(w,s, ) est paire et C', que % est localement
équicontinue et qu’il existe un processus A localement borné tel que

sup {17w.5,0)] + b o< aw.

0
z€R Ox
Alors, quand n tend vers U'infini, la suite de processus
[t/An]

VA, Z [ < An,%> - E{f((i —1)AnB) [Fu-na, }

converge stablement en loi vers L(f).
B. Si en plus, il existe un processus I' localement borné, des réels o > % et p > 0 tels que
pour tout T'> 0 on ait (4.2.4), alors le processus

[t/An]

A > F(a-0a0 285 = [ (-

n

(w, s, )
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converge stablement en loi vers L(f).

4.3 Etude de la convergence d’une fonction auxiliaire

L’hypothese 4.2.4 des théoremes 4.2.1 et 4.2.2 étant trop restrictive, on se propose,
comme on ’a fait dans le paragraphe 3.3 du chapitre 3 d’étudier le cas particulier des
fonctions f: 2 x Ry x R — R qui s’écrivent sous la forme f(w,s,z) = g(Z(w),z) ou g
est une applicaton de R4 dans R, d est un entier et Z un processus de dimension d.
Par application du Théoreme 4.1.2, on a

Théoreme 4.3.1 Soit X une semimartingale réelle et Z un processus adapté, admettant
des limites & gauche et localement borné de dimension d. Soit g : R%1 — R. On suppose
que g est continue et telle que pour tout compact K de R?, il existe une constante Cx
vérifiant

sup |g(z, )| < Ck[1 + |z]].

zeK

On suppose de plus que l'une des conditions suivantes est réalisée
e X wérifie (Ha) et p € [0,2],
o X vérifie (H2) et X continu.

Alors, quand n — oo on a :

[t/An]

53 o (2602, 25 ) —ver [, otz as.

Passons maintenant aux théoréemes centraux limites. On va ici introduire une hypothese
similaire & I’hypothese (N1) introduite & la section 3.3 du chapitre 3 a la différence que
les conditions sur sauts de X sont plus fortes et que ’on va tenir compte de 'hypothese
(M) et de la condition sur les sauts de X.

Rappelons la fonction de troncation h définie sur R et la fonction h’ définie par h'(x) =
x — h(x). Pour tout entier k& > 1, On note h®) et h'(¥) les fonctions définies sur R* par

h h
h h

R N I A e (4.3.1)
h h

Hypotheése (N2) : Z est une semimartingale d’Ito et le couple (Z, X) admet une écriture
sous la forme :

< )Z(f > = ( )Z((f > + [teds + [LoldW!+ [ fr RO (8(s,3)) (u — v)(ds, dz)
+ fy Jo BV (8 (5,2)) p(ds, dx)
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et le processus ¢’ est un processus progressivement mesurable, localement borné, prenant
ses valeurs dans ’espace des matrices de dimension (1+d) x m. De plus le premier vecteur
ligne vérifie

021 = 061 + fg/l;sds + fo osdW! + fo Vs_dVy + fR fg R(m) (S) * (p— v)(ds, dx)

+ Ji Jo W (s, 2)) * u(ds, da),

avec

e b/ est un processus & valeurs dans R!T¢ prévisible, localement borné et b t9 est
ladcag et adapté alors que b est un vecteur ligne de dimension m, prévisible et
localement borné.
W' est ici un mouvement brownien m-dimensionnel.
V' est un mouvement brownien [-dimensionnel indépendant de W ou [ € N.
e U et v sont des processus cadlag, adaptés et & valeurs respectivement dans I’espace

des matrices de dimensions m x m et m x [.

e §: xRy xR — R™ est une application cadlag en temps et Fs ® R mesurable en

~

(w, z) pour tout s fixé et de plus le processus t — [, {supsgt (1 Al6(s, x)\|2) } F(dx)
est localement borné.

o 0 OxRy xR — R est prévisible et telle que pour j € {2,---,d+1}, le processus
Jg (1A ]67(s,2)[?) F(dz) est localement borné. On suppose de plus 'existence d’une
suite de temps d’arrét (7)) qui croissent vers l'infini et une suite () de fonctions
boréliennes telle que

sup )5/1(00,8,56)’ < p(x) et /(1/\'yk($)) F(dz) < 0.
- s<T(w) R

Notons que I’hypothese (N2) implique ’hypothese (M7).

. / s . . .
Dans toute la suite, o ! désigne le premier vecteur ligne de o’.

Remarque 4.3.2 Si (X, Z) vérifie l'hypothese (N2) et g les hypothéses du théoréme 4.3.1,

alors
t/An]

S g(zu—l)A “) e /tp (9(Zs,.) ds
! i=1 nj\/Ain 0 o' o '

Théoréme 4.3.3 Supposons (N3) vérifiée et que X soit continu. Soit g : R? x R — R,
une fonction C* et telle que pour tout z € R, Uapplication x — g(z,z) soit paire. On
suppose que pour tout compact KC de RY, il existe une constante Ci et un réel positif p tels
que

d

2

99 (., 2)

< 1 P,
5. < Ok [ 1+ ]

\‘99< )
sup —(z,x
zeK al'

Alors le processus

An
1 t

ihad ATX ‘
A, 2 DA, —i= ) — n(9(Zs,.)) d
= | 2 9( G-na. m) | pontotz ) s
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converge stablement en loi vers le processus

rp= [ \/ o 02002 = (o (9(Z0,.))) " (432)

Théoréme 4.3.4 Supposons (N2) vérifiée et soit g une fonction définie sur RY x R a
valeurs réelles, de classe C! et vérifiant :

e pour tout z € R?, Uapplication x — g(z,x) est paire,

e pour tout compact K de R?, il existe une constante Cx et un réel positif p tels que

}§ Ck, et sup Z

zeEK =1

< Cg [14]z|P ].

dg
87%(2’96)

dg
su z,x) + |—(z,z
sup { laz.o)] + |32z

Alors, la suite de processus

1 t/An

& ArX !
— | A, Z(i—1)An, —om —/ 1(9(Zs,.)) ds
A ; 9( (i-1A Tn> | Pou(9(Zs,))

converge stablement en loi vers L.

4.4 Preuves

4.4.1 Preuve du Théoreme 4.1.2
Préliminaires
Nous prouvons d’abord le théoreme sous des hypothese sur X et f un peu plus forte

que celles énoncées.

Hypothése (LH,) On a (Hz) et de plus, les processus (bs), (05), ([z(1 A |z]?) Fy(dz))
et le processus des sauts (AXy) sont bornés par une constante. O

Rappelons le processus I' introduit dans la définition 4.1.1, on supposera pour I'instant
que celui-ci est uniformément borné. On note toute les constantes par K et on pose

g AW
1 T (Z—I)An \/Tn

Avant de commencer dans la preuve du théoréme, nous commencerons par une série de
lemmes.

(4.4.1)

Lemme 4.4.1 Supposons (LHs) vérifiée, que f soit optionnelle, vérifie (K(R)) et soit a
croissance au plus p-polynomiale. Alors,

[t/An]

UMD = A S E{f (1= DA, ) [ Fipa, ) —"oF /0 pon (F(s—,.)) ds,

=1

quand n — .
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Preuve 1l suffit de prouver le théoreme pour une fonction f positive. Par le théoreme de
Lebesgue, on a pour chaque ¢ :

[t/An] ¢
Va1 = B0 3 procan, (FE= 180D = [ o (=) ds. (@42
=1

quand n — oo, car o est cadlag, donc r application s — po,_ (f(s—,.)) est caglad. Remar-

quons ensulte que les processus U"(1); et fo f(s—,0s—.)) ds sont croissants en temps et
que fo s—,05_.)) ds est contlnu. On en déduit que la convergence dans (4.4.2) a lieu
1ocalement uniformément en temps. O

Lemme 4.4.2 Supposons que f soit optionnelle a croissance au plus p-polynomiale et
localement équicontinue sur R (au sens de la définition (3.1.1). On suppose de plus que
l'une des conditions suivantes est satisfaite :

o X vérifie (LH3) etp < 2.

e X vérifie (LH2) et est continu.
Alors quand n — 00, on a :

[t/An]

a0y B (|7 (6= 080 S ) = 116 - 180,50

Preuve Posons

) —o

ArX ) (i~ )AL

VA,

Soit ¢ un réel qu’on choisit égal a 2 si p < 2 et ¢ > p sinon pour tout A et T positif,
on note :

= |7 (1= s

Gr(w,e,A) = sup {|f(w,s,2+y) — flw,s,2)], s<T; |z] < A; |yl <e} (4.4.3)

}] : (4.4.4)

Comme g > p, il existe deux fonctions B — Lg et B — Hp, avec Hg — 0 quand B — 400
et telles que

On a alors

G < Gule, A) + (¢ |1

AnX

{op1>a) T 1{ .

[f(w,s,2)] < Hplz|* + Lp.
11 suit d’apres (4.4.4) que

IGi'] < Gi(e,A) + K(14+Lp) (1{|ﬁ?|>A}+1{ axp
VAn i

>g}> e (e | G5, ] ) 1

Posons Kp = K(1+ Lp) et soit U une variable normale A/ (0,1). Sous (LHz2) on a claire-

ment ARY
E i _ e
[

q

n rﬁmq} < K, vqel02)
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Il suit que :

[t/An]
K(B)t
A S E(C) < EGE A} + KB i,
=1
[t/An]

e2A, Z {1/\\32( ﬁm?}. (4.4.5)

Notons que d’apres le lemme 4-1 de [§]

[t/An]
AX
e2A,, E{L1A
> { X

} — 0 quand n — oo.

Ensuite, revenant a l'inégalité (4.4.5), on fait tendre successivement n — 0o, — 0, A —
o et B — oo. O

Preuve du théoréme

Posons
~ A, /f r(a-van 25 - [ o 5= .
On a alors :
o= “i”[ P(6-080285) Cponanm] + wan
[t/An]
+ A, Z (i = DAL, B — E{f (0~ 1) A0 BY) |Fuinya, } ]
(4.4.7)
[t/An]
+A, ZE{f (i — DA B | Fionyan ) — /pgs (s—,)) ds.
(4.4.8)

Le processus dans (4.4.7) est une martingale par rapport a la filtration (F;/a,)a,, )t>0 dont
le crochet vérifie :

[t/An]

A2 3 [E{F2 (G- 1) B) Fnan} — E{F (G108 [Fna, })° ]

=1

< KtA,, — 0
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quand n — oo On en déduit par I'inégalité de Doob que (4.4.7) converge u.c.p. vers 0.
Le processus dans (4.4.6) converge u.c.p. vers 0 grace au Lemme 4.4.2 et le processus
(4.4.8) converge vers 0 grace au Lemme 4.4.1.

A ce stade, le théoreme 4.1.2 est démontré sous I'hypothese (LHj3). On passe au cas
général par une méthode de ”délocalisation” (voir la fin de la preuve du théoreme (3.2.1)).

4.4.2 Preuve des théoremes centraux limites
Préliminaires
Rappelons 'hypothese (LHs) introduite dans la preuve du théoreme 4.1.2. On va de
méme renforcer I’ hypothese (My).
Hypothése (LM;) On a (M) et de plus
e les processus by, o, bs, Sz sup,< (1 /\g(u,x)Q) F(dx) et o5 sont uniformément

bornés,
e les fonctions v, = v ne dépendent pas de k. La fonction 7 est bornée et vérifie

sup  [d(w,s,x)| <~v(z) et / v(x) F(dx) < oo.
sERy, we R
O

Sous I’hypothese (LMj), le processus X s’écrit sous la forme :

t t t
X = Xo+ / blds + / os— dWs + / / d(s—, ) u(ds,dzx), (4.4.9)
0 0 R JO o

ot b = by — [ h(6(t—, x)) F(dx), rappelons que h/(z) = h(z) — z.

Le processus o s’écrit quant a lui sous la forme :

t_ t t t oy
o =00+ / b.ds + / osdWs + / vs— dVs + / / 0(s—,x) * (u—r)(ds,dr) (4.4.10)
0 0 0 0 JR

ot b, = by + [ ' (g(s—, x)) F(dz).

On suppose de plus que le processus I' qui intervient dans la définition 4.1.1 est uni-
formément borné. Rappelons la variable ' définie dans (4.4.1). Toutes les constantes
seront appelées K.

Lemme 4.4.3 Supposons (LHs) vérifiée et soit f: Q x Ry x R — R, une application
a croissance p—polynomiale et localement équicontinue sur R (au sens de la définition
3.1.1). On suppose de plus que 'une des conditions suivantes est réalisée :

e pel0,1],
e X continu.
Alors,
[t/An] 2
A'X
AY E{ (=080 S ) = G- 18w } 0
— VA,

quand n — .
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La preuve du lemme 4.4.3 est identique a la preuve du lemme 4.4.2, la restriction p < 1 est
ArX |4
=l

due au fait que si X est une semimartingale discontinue comme c’est le cas ici, E {
explose si ¢ > 2.

Nous allons a présent étudier les conditions de convergence vers 0 des sommes

[t/An]

VA, z; E{ <f <(i—1)An,%> — f((i—l)An,ﬂ?)> | Fli-)a, } (4.4.11)

Nous étudierons séparément le cas continu et le cas discontinu. On trouve des versions
de ce lemme dans le cas d’une fonction f deterministe dans la section 8 de [3] si X est
continu et dans le lemme 5.5 de [8] si X est discontinu, les démonstrations proposées ici
sont largement inspirées de celles qui existent dans ces deux articles et 1’étape 1 de la
démonstration du lemme 4.4.5 est une reprise de ce qui a été fait dans [8].

Lemme 4.4.4 Supposons (LMy) vérifiée et que X soit continu et soit f: Q@ xRy xR —

R wune application optionnelle. On suppose que la fonction © — f(w,s,x) est paire et

dérivable. On suppose de plus que % est localement équicontinue sur R et qu’elle est a

croissance au plus p-polynomiale. Alors

[t/An]

> e (7 (-0 TEE) < @- 0800 ) 1 Fona, |

converge u.c.p. vers 0 quand n — 00.

Preuve Posons
AX
VA,

AT X

On a pour une certaine variable aléatoire 7" entre JA et B :
n

L= f((i—mn, ) (- )AL B (14.12)

, ANX of

Lr=rnr z -8 = - 1A, 5), 4.4.1
-z + (S -a) Zia-nans (1.4.13

o of of AnX
L= (2L ((i = DA, A — == ((i — 1)Ay, 87 2 g 4.4.14
p= (S wi-van - Fa-nawm) (SE-m). @

Soite, A >0, et
of of
G (w,e) = sup ‘ w,s,x+y) — —(w,s,T 4.4.15
P {s<t; lyl<e; 2]<A} oz )~ 3 ) ( )
On a:
ATX P ‘571‘ ‘A?X — B A" X

I" <K |GA 1+ 8P + | =2 — gr : Bn it gn
< (6o + (1eimp e [T - ) (14 =
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Il n’est pas difficile de voir sous nos hypotheses sur X que
ATX
VA,

on peut également retrouver ce résultat dans (7.37) de [3]. Il en suit par une utilisation
répétée de l'inégalité de Holder que :

({ ())& 4 L

E(87Y) < K, E{ g

q
} < K,A,, VYq>2, (4.4.16)

[t/An]

VAL, ST B{ILPy < Kt
=1

(4.4.17)

Faisant tendre successivement n vers I'infini, € vers 0 et A vers 'infini, on voit que

(t/An]
VA, Z E{|L]"} —™"“P0 quand n — oo. (4.4.18)
i=1

Vu (4.4.14) et (4.4.13), il nous reste a évaluer la quantité

(A?X —ﬁ?> s,

VA, o
Rappelons que sous (LM1), o s’écrit comme dans (4.4.10). On a
ARX ~ .
A~ A= (4.4.19)
n
ou
~ 1

(2

(YA 1Ay s " s
/ (bs — b(i—l)An) dS + / </ b/u du + / (&u — &(i—l)An) qu
(i_l)An (i_l)An (i_l)A7z (i_l)An

/('1)An(vu — V(i—1)A,) AV + /(il)An /R(é(u—, z)—0((i —1)An, ) (1 — v)(du, dx)) dWS] ,

i LA

5

n

_l’_

1Anp

~ 1 ~
& = VApbi—na, + JA o [ Ii—n)a, (Ws = Wi—pa,) +vi—na, (Vs = Viic)a,)

—i—/ / 5((i — 1) A, ) (u — v)(du, dz) | dWs.
(i-1)A, JR -
Dans ce qui suit, on va montrer que

E{i”gi((i—lmn,ﬂ?) \f(z'mn} = 0. (4.4.20)

Comme ’application z — %(w, s,x) est impaire, on a clairement que

of .. n
(b s, 92 (6= D20 ) 1o s} = 0
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Toujours a cause de 'imparité de %, on a:

iAn

E {a:(i—l)An (/ (Ws - W(i—l)An) dWs> 8f (( — 1)An, B ) ’f(i—l)An} = 0.
(i_l)An X

Considérons la tribu

i/An =0 {f(i—l)An; (Ws - W(i—l)An)(i—l)AngsgiAn} .

Vu que W est indépendant de V' et de p, on a :

iAn, s ~
E { (/(il)An (U(z‘l)An(Vs —Viicya,) + /(il)An /R(S((z — DAn, z)(p — v)(du, dv’U)) dS)

aif(( )Anvﬁ ) ‘F(i—l)An} =0,

d’ont (4.4.20).

D’apres ce qui précede, pour finir la preuve du lemme, il nous reste a montrer que

[t/An]

J?ZE{

Par les inégalités de Holder et de Burkholder-Davis-Gundy, on voit que

Anaf . n

|f(z‘—1)An} —"ePQ, (4.4.21)

A,
E{( &)’} < K |A) +/( (Jbs — b(ifl)AnP +]os — 5(1;—1)An|2 + [vs — U(ifl)An|2

i—1)A,

/ ]5 s— ) — 3((i — DA, )‘2 F(da;)) ds] .

Vu que E {’ ((t—=1)Ap,8")

} < K, et par un usage répété de l'inégalité de Holder,

on a
[t/An] _of
VE: Y E{[@ 0 - 180 0)| 1R, b < ia,
i—1
1/2 [t/ An]&n 2, 1~  ~ 9 )
+ Kt E / (|b b[s/An]An| +|05*0[5/An]An’ +‘”S*U[5/An]An|

/ 55— 2) — 5([s/ A ]Amx)‘ F(dx)) ds}]m,

Par le théoreme de Lebesgue et les propriétés de continuité de b, o, v et de 5 en s, cette
derniere quantité tend vers 0 quand n — oo, d’ou (4.4.21). O
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Lemme 4.4.5 Supposons (LM) vérifiée. Soit f, une fonction de Q x Ry x R dans R,
optionnelle et telle que Uapplication © —  f(w, s, x) soit paire et dérivable. On suppose que
f et % sont bornées et que % est équicontinue en x. Alors

[t/An]

VALY B (1 (6080 T ) = (G080 1y, p —7 0

quand n — .

Preuve : Rappelons (4.4.9) et posons

t t
Y, = Yy + /b;’ds + /O’SdWS.
0 0
Soit maintenant (&, ) une suite qu’on choisira dans la suite et qui vérifie :
Vn, e, €]0,1], et €, -0 quand n — oco.

On pose E,, = {x € R, v(x) > e,}. Il suit que

ATX ATY
% _ ﬁln — — ﬂn S— ds dx).
\ An \% A \/ (i—1)An JEE ( )H( )

1
+ 0(s—, ) u(ds,dx).
VB Sy, Jp, (T )

On notera pour la suite :

G'(1) = \/7 oas Je 6(s—, z) p(ds, dx).

I
G'(2) = / §(s—,x) p(ds, dz).
@) VAL Ji-1a, JEg ( )i )

Il suit (en utilisant (4.4.12)) que

— 23: () (4.4.22)
j=1
nw = r(a-vanSE) - r(a-nan S - am).
n@ = r(G-van S - ) - £ (6-a. S,
A?Y

L(3) = f((i—l)An, ) = 7= DAL,

VA,
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Etape 1 : Dans cette étape nous voulons estimer

[t/An]
Z E{L(1) [Fi1)a, } -
Vu que f est C' en z et que f et sont bornées, on a
\f(w,s,x) - f(w787$ + y)‘ < K(l A ’y‘)

Il suit que

[t/An] [t/An]

VA, Z E{ILI D] |Fa-na,} < KvVAL Y E{AAICO) |1 Fa-1ya, }
=1

Posons

< F/z )An /n u(ds, da).

Pour chaque n fixé, ¢'}'(1) est une variable aléatoire qui s’écrit : ¢'}'(1) = Zjvzl Z; ou
les Z; sont des variables indépendantes et identiquement distribuées et vérifient E{Z;} =

| B, j/% F(dz) et ou N est une variable de Poisson de parametre A, F(E,,). Il suit

1
F(En)
que

E{AA[CP])} < P{N >1} = 1—e2FE) <A F(E,) < KApe; .

On en déduit que
[t/An]

VAL Z E{|LM1)|]} < KtAL2e-1, (4.4.23)

Etape 2 : Dans cette étape, nous estimons

[t/An]

VA, Z E{L}2)|Fi-1)a, } -
Posons :
O(y) = / |v(x)| F(dx), il suit que 6(y) — 0 quand y — 0,
{lv(@)I<y}

et
[t/An] [t/An]

VAL X BE@N < KA Y E(G@D < Ko (4.4.24)

Etape 3 : D’apres (4.4.22) ainsi que les deux étapes précédentes, en particulier (4.4.23)
et (4.4.24), on a

[t/An] [t/ An]

VA, Z E{LT |Funa, }| < Kt [AW +05n}+\ﬁ Z IE{L2(3) |Funa, }|-
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D’apres le lemme 4.4.4, on a

[t/An]

VAL S [E{LIB) |Fan}
=1

—"CP- 0, quand n — oco.

Ensuite on choisit €, = (1 A AY %) et on voit que
(t/An]
VA, Z ‘E {L} |f(i71)AnH —"eP- (0, quand n — 0o,
i=1

ce qui termine la preuve. O

Rappelons le mouvement brownien auxiliaire W introduit dans la sous-section 4.2.1.

Lemme 4.4.6 Supposons (LMj) vérifée et soit f : Q x Ry x R — R, une fonction
optionnelle, vérifiant U’hypothése (K (R)) et telle que © — f(w, s, x) soit paire. Alors

[t/An]

VAL D [F (=DM B = E{(F (= 1A B) [Fe-van ) ]
i=1
converge stablement en loi vers le processus

/Ot {\/p”s (f2(s=) = (poo (f (s, -)))2} AW,

Preuve Posons

&= /Ay [ (=128 — E{(f((i = D)An B)) |Fanyan} |-

On a clairement

E{&" | Fi-ya,t = 0. (4.4.25)
Ensuite,
E{ (€ 1Fa1an } = Bn (Povya, (FG = DAwE) = by, (= DA D))
Il suit comme pour le lemme 4.4.1 que

[t/An]

t
> E {(5?)2 |f(i_1)An} —wep /O (pgs, (F(s=,)%) = po._ (f(5—, .))2) ds.  (4.4.26)
i=1
Vu que f est a croissance au plus polynomiale, on a, pour tout € > 0 :
[t/An]
Z E{(¢")? Lensey [ Fi—na, b < Kte™V2AL1, (4.4.27)
i=1
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Remarquons que, comme f est paire en z, on a :
E{AIW |Fi-ya, ) = 0. (4.4.28)

Soit N une martingale orthogonale a W. On veut montrer que
E{&{'AYN|Fi—na,} =0

et pour cela on s’inspire de ce qui a été fait dans la preuve de la proposition 4.1 de [3].
Soit

M, :=E{'|F} définie pour t> (i —1)A,.
M est une martingale par rapport a la filtration engendrée par F(;_1)a,, et par le processus
(Wy — Wii—1 An)tz(i—l) A,,- Par le théoreme de représentation des martingales, il existe un
processus prévisible (™) telle que

t

M; = M(i—l)An +/ nedWs.
(i_l)An

On a alors que (My — M _1)a, ) (Nt — Nji—1)a,) est une martingale ( car W et N sont
orthogonales ), donc

Grace a (4.4.25), (4.4.26), (4.4.28), (4.4.27) et (4.4.29) les hypotheses du théoréeme I1X-7-28
de [8] sont vérifiées d’ou le lemme 4.4.6.

Enoncons un dernier lemme pour terminer cette partie.

Lemme 4.4.7 Supposons (LMj) vérifiée et soit f une fonction de Q x Ry x R dans R,
optionnelle et telle que :
e la fonction x — f(w,s,x) est dérivable,
o % est localement équicontinue sur R (au sens de la définition (3.1.1)) et est a
croissance p-polynomiale
e On suppose également que pour tout T > 0, il existe une constante K, des réels

a>%etp20telsque:

|f((4),8,56) - f(w,t,:c)] S K|t78|a[ 1+"/L‘|p ]
Alors
[t/AR]

A, Z E{ (1 = DA, 8") [Fi—1)a } — /Pos (f(s—,.))ds| —wer 0

(4.4.30)

n

quand n — o0.

Preuve Le coté gauche de (4.4.30) vaut

1 [t/An] An
\/Tn Zl /(il)An [pa(ifl)An (f((Z - I)Ana )) — Pos_ (f(s—, ))]
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Vu que f est a croissance au plus polynomiale et que o est borné, il est évident que

1 t
75 Joaya, oo Flsm Dl ds < KB
Par ailleurs,
[t/An]
1
T 2 [ e U080 )~ (o )] a5 =
=1 YT Han
1 (/A4
T 2 [ o s UG080 0) = (G- D8] s+
nog=1 Y08
[t/An]

T 2 [ e (G D80 ) = o (o=, )] e
noi=1 Y= HAn

D’apres nos hypotheses sur f, on a clairement que :

[t/An]

T ", - o 5—, S a— 1/2
i Z/( o (i = Vs ) = po (5=, D] ds < KIAS

Il reste donc & montrer que

LA i,

U = 75 20 Jays [Prian (6= D80 ) = pr (= D )] ds =220

Comme f est C, il en est de méme de 'application y — py(f(s,.)). En posant

Fuaoss) = (0 (= DA) et £y (y) = 2202 D00 ))

ona Ul =—3Y1_ UP(j), ol

[t/An] T
ura) = L Z / / b;du ds| F),
\/An i—1 (i—-1)Ap,
1

n,i(a(i—l)An)a
U2 = / / Ou_ dWy, + /_ Uy dVy
'@ VA, o 1)An< (i-1)A, (i—1)An

+/ /(5 u—, ) (p — v)(du, dx)) ds| F, ;(0(i—1)an)
(i-1)Ap JR
1 [t/An]
Utn(3) = \/T / nz Us )_ Fnl(g(z—l)An)
noj=1



Vu que by et F}, ;(0s) sont bornés, il n’est pas difficile de voir que |U(1)] < KtAY?

Uupr(l) —w»ep Q.
Le processus U{'(2) est une martingale par rapport a la filtration (Fj;/a,ja,) dont

I'espérance du crochet en t est plus petit que KtA,, pour une certaine constante K. On
en déduit par 'inégalité de Doob que U/*(2) —"““P 0.

d’ou

Par ailleurs, par la formule de Taylor,on a

/A0 in,

Ui (3

(i—
ol

G'(s) = (05— = 0(i—1)a, ) (Fri(0i'(s)) — Fi(0(i-1)a,)) (4.4.31)
et oll 0]'(s) est entre o(;_1)a, €t o5

Soit U une variable gaussienne standard. On note par K une borne supérieure pour
|o| et par K’ une constante assez grande. Soit A et e, deux réels positifs et arbitraires. On
a d’apres (4.4.31),

1/2 _ A
(P{U > A}) + |0-sf O'(z—l)An| + AGt(Ag,KA)

¢ (s)] < K K 5 I 05— = O(i—1)A |-

oll on a posé,

0 0
Gite.A) =swp { [ @)= sl s ol < s fo-l<z b,

Sous nos hypotheses sur f, on a que G¢(e, A) — 0 quand ¢ — 0 alors que sous (LMj) on
montre que :
E{|o; — 05>} < K'|t — 5.

On en déduit que

[t/An]

oo )" 5 2

| Bl s < K - =

)

Faisant tendre n vers 'infini, ¢ vers 0 et A vers l'infini, on a
U7 (8) "7 0

quand n — oo.
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Preuve des Théorémes 4.2.1 et 4.2.2
Nous prouverons simultanément les deux théoremes.
VESSI (G- DA SE) - E{(G - DAL Faena,} | =
VLS (7 (6= 1)an S5 ) = £(G = DA, 87)
- B{(f(@-nan, %ij) — F U= DA 1Fna, ) )
+ VA (= DA B = E(F (= DA B [ F1a,) }

+ VESUETEL (7 (6180 ZE) — F(G-1DABD) ) 1Fina. )
(4.4.32)

Notons en premier lieu que
[t/An]

VALY (7 (- DA S5 ) = r-ae -

E{ (1 (G- 080 555 ) - 7= D20 ) 1760, })

est une martingale par rapport a la filtration (]-"[t /AR A, )t>0 dont le crochet prévisible est
inférieure a

A, /i IE{ s (z’—l)Am%>—f((i—1)An,ﬁ?)r|f(z’—1mn}

et cette dernlere quantité converge u.c.p. vers 0 par le Lemme 4.4.3.

D’apres le lemme 4.4.6, la suite de processus
[t/An]

VAL DT {F (=D)AL BY) — E(f (i — DA B7) [ Finya,) |
=1

converge stablement en loi vers le processus

/ot{\/ por (£6=2%) = (o (f(s—,-)))Z}dWS.

D’apres les lemmes 4.4.4 et 4.4.5 quand X est continue, respectivement discontinue (et
sous les hypotheses du théoreme 4.2.1, resp. 4.2.2), on a

[t/An]

VY e{ (5 (6-0280 588 = ra- 02000 ) s, b -

Ce qui montre la partie A des deux théorémes. La partie B en découle en appliquant le
lemme 4.4.7.

On a ainsi démontré les théoremes sous les hypotheses renforcées. Le passage au cas
général se fait par une ”délocalisation”, comme on I’a fait a la fin de la preuve du théoréeme
3.2.1.

76



4.4.3 Preuve des Théoremes 4.3.3 et 4.3.4
Préliminaires

Comme on 1'a fait avec les hypotheses (Hs) ou (LMj) au début de la section 4.4.2, on
renforce ’hypothese (N2) de la fagon suivante

Hypothése (LN2) : On suppose (N3) vérifiée. De plus, les processus V', o, ?b\, o, v, Z,
sont uniformément bornés de méme que les processus

(. 1) —>/<Sup 1/\H5(w83:)|])> Fldz) et (1) gfi/ (1A 157, 2)?) F(dr).

s<t

Les fonctions (v;) ne dépendent pas de k : ~y, = 7y et vérifient

v(z)] < K, et /Rv(x)F(dx) < 0.

O
1 . . /
Rappelons que o est le premier vecteur hgne du processus o . COHIIHGHQOHS par un

premier lemme qui nous permettra d’estimer la quantité

[t/ An]

1 t
B0 30 (S (Zinan ) P, - /O oot (9(20) ds |

n

ou .
. APWi
B = e

Lemme 4.4.8 Supposons (LNs) vérifiée et soit g: RIT! — R, Ol et telle que pour tout
compact KC de R?, il existe une constante K = K(K) et un réel positif p vérifiant

< K[1 + |z

[t/An]

t
- , n . _ , . u.c.p. )
/—An A, ;_1 E {g (Z(’L—I)Ayﬂﬁl ) |‘7:(z—1)An} /0 po'sl_ (g (Zsa )) ds 0

Preuve : On a
[t/An]

t
Ay, Z E{9(Zi-1)an:07) | Fli—tya, } — /0 p,n (9(Zs,.) ds | =
=1

55—

1
VA,
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1 /A

A ia,
VA, ; (i=1)An

Dans la preuve du lemme 4.4.7, nous avons montré que

iAn
/ [pa/; (9(Zi—1)ans ) = Per1(9(Zi—1)A, -))] ds +
(i-1)A, L “G-Dan )

|:Pag1 (g(Z(i—l)Ana )) - pogl (g(Zs’ )):| ds.

[t/ in
1 n u.c
VA, 2 (i-DA {p# na (g(Z("UAH"))_pagl(g(Z(i1)An7-)>} ds %0
noi=1 1= n = n

quand n — oo. Il suffit donc de prouver que ici que

N

VA, ; (i—1)An

et cela se fait comme on 'a fait pour le terme

|:pa;1 (g(Z(i_l)A”’ )) o po'/sl (g(Zs, )):| ds —%¢P-

1 [t/An} [YANS
n(g(Z,;_ , ) —p.n(g(Zs,.)| d
TE7 20 i, [0 ) = prnlatZe )]
dans la preuve du lemme 4.4.7 avec Z jouant le role de o. a

Preuve des théorémes 4.3.3 et 4.3.4

La preuve de ces théoremes est juste une conséquence de la partie A des théoremes
4.2.1 et 4.2.2 et du Lemme 4.4.8, etd’une procédure de ”délocalisation”.

4.5 Généralisation aux subdivisions non régulieres

Comme on I'a fait pour la section 3.5 du chapitre 3, dans cette section, on va étendre les
résultats obtenus aux subdivisions non régulieres. Les notations et hypotheéses concernant
les subdivisions sont les mémes que celles utilisées dans la section 3.2. On rappelle a ce
propos que (77” ={0=tg,t7, -, t" 10, }) est une suite de subdivisions fixée de R4
dont le pas tend vers 0. Dans toute la section, f désigne une fonction de Q x Ry x R
dans R, X une semimartingale réelle, Z un processus d-dimensionnel enfin g désigne une

fonction de R4 dans R.

Théoréme 4.5.1 A. Supposons que f et X vérifient les hypothéses du théoréme 4.1.2
alors on a

Xip = Xap

t
> - ?1)f<?1,nn> U /p@ (f(s—,.)) ds. (4.5.1)
{i: i>1; tr<t} m 0
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B. Si f, X et Z vérifient les hypotheses du théoréme 4.3.1, alors,

n n Xt;l B thn—l u.c.p ¢
Z ' —t1)g | Zer s ﬁ — ; Po. (9(Zs—,.)) ds. (4.5.2)
{i: i>1; tP<t} 1 i—

On peut & présent passer aux théorémes centraux limites. On rappelle que W est un
mouvement brownien défini sur une extension de 'espace de départ (voir le début de la
section 4.2).

Théoreme 4.5.2 Si f et X vérifient les hypothéses de la partie A du théoréme 4.2.1 ou
si f et X vérifient les hypothéses de la partie A du théoréme 4.2.2, alors, on a :

3 n Xt~ X, n Win — W
G =t |t o —Ed fltiiom W
{i: i>1; 2 <t} Vi i—1 VY i—1

converge stablement en loi vers le processus

L= / \/ po. (2 (5=,.)) = [po._ (f(s—,))]% dW..
0

Si de plus, il existe un processus I' localement borné, des réels o > L et p > 0 tels que

2
pour tout T' > 0 on ait :

|f(w787$) - f(w,t,x)] < FT|t_S|a[1+|$|p]7 \V/S, tSTa

alors :

Xyn—Xn g
(=107 (#0 =) = i o (105 s

tig— 4

2.

{i: i>1; 7 <t}
converge stablement en loi vers L.

Théoreme 4.5.3 Supposons que f, X et Z vérifient les hypothéses du théoréme 4.3.3 ou
les hypotheéses du théoréme 4.3.4, alors, la suite de processus

. Xyn—Xn
Z (& —ti1)g <Zt¢1,\/W> ftn Zs—,.)) ds

o —
{i: i>1; tP <t} i—1 i

converge stablement en loi vers le processus

Les théoremes énoncés dans cette section se prouvent de fagcon la méme maniére que
les théoremes des sections précédentes.
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Chapitre 5

Etude de la convergence du
produit de deux fonctionnelles de
semimartingales

Dans ce chapitre, nous étudions la convergence des processus

[t/Aq]
APX ALY
U =0n > f ((z' — 1A, Z) g <¢An, s ) (5.0.1)
— VA, VA,

ou X et Y sont des semimartingales, f et g des fonctions de Q x Ry x R dans R, et (A,)
est une suite qui tend vers 0 quand n — oo.

5.1 Loi des grands nombres

5.1.1 Hypotheses et Notations

On considére une base stochastique (2, F, F;, P). Soit X et Y deux semimartingales
réelles et h, une fonction de troncation sur R. On pose h/(z) = x — h(x).

Rappelons les notations utilisées dans (4.3.1) : pour tout entier m > 1, on note h(m)
et /(™) les fonctions définies sur R™ par

h n

h B
pm)  — . hm =

h '

On fixe désormais h et sauf mention contraire, on notera ainsi les fonctions de troncation
sur R™ dans tout le chapitre.
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Notre premiere hypothese n’est rien d’autre qu'une version 2-dimensionnelle de ’hy-
pothese (Hj) introduite & la section 4.1 du chapitre 4. Pour étre plus précis, on a :

Hypothése (Hy) Le couple (X,Y) peut s’écrire sous la forme :

(%) = (50 )+ Jibads ffondWet oo h0(5,2)) s v )

+ o Ju ' P(6(s,2))u(ds, de)

e b est un processus a valeurs dans R?, prévisible, localement borné. o est un processus
cadlag, adapté, prenant ses valeurs dans l’espace des matrices de dimension 2 X m.

o W est un mouvement brownien de dimension m. p est une mesure aléatoire de
Poisson sur R} x R. B

e v est la mesure compensatrice p, elle s’écrit : v(ds,dx) = F(dz)ds on F est une
mesure o-finie sur R. B

e §: QO xR, xR — R? est une application prévisible telle que le processus
Jg (LA ]16(s, @)]|*) F(dz) soit localement borné.

O

Si (Hy) est vérifié, on désigne par o, i = 1,2 la i ieme ligne de la matrice o.

Définition 5.1.1 Soit m un entier non nul. Soit m vecteur aléatoire V de dimension m,
suivant la loi normale N'(0,1d(m)) ot Id(m) est la matrice identité d’ordre m, on notera
p sa distribution sur R™. Pour tout vecteur ligne y de dimension m et toute application
borélienne ¢ : R — R, on notera :

p(d(y.) :==E(s(yV)) = P(yx) p(dz), (5.1.1)

R
ot yx est le produit de la matrice y avec la matrice x. Notons que p dépend de m.
Soit g une fonction de 2 x Ry x R dans R, pour A ;¢ >0et e > 0, on définit :
Gi(e,A) =sup { |g(s,x +y) —g(s,2)], |v| <A |y <e s<t} (5.1.2)
et
KMe, A) =sup { |g(s+e,2) —g(s,z)|, |z|<A; 0<s<t}. (5.1.3)

Sous (Hy), on pose :

m

NN £ W
no.__ 1, 3 no._ 2 : H—l
ﬂi = U(Z']_I)Anﬁ, et 5,7; : U(Z 1)A7LT (514)
j=1 n n
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5.1.2 Résultats

On rappelle I'hypotheése (K (R)) introduit a la section (3.1) du chapitre 3.

Théoréme 5.1.2 Supposons (Hy) vérifiée et soit f et g deux fonctions optionnelles et a
croissance respectivement p et p' polynomiale. On suppose que l'une des conditions sui-
vantes est satisfaite
p, P €[0,2],

e X continu et p' € [0,2],

e Y continu et p € [0,2],

e X etY sont continues.
On suppose de plus que [ et g vérifient K(R) et que

E{G{(E,A)} + Gf(é,A)} — 0 quande — 0, VA, t>0.

Alors, la suite de processus

[t/An]

: APX ALY
U o= A, f <(i — 1A, —= ) g <¢An, il >
' E;: [ VA VA,

(G = 1A ) (9 (6= 1D, 67) — g (100, 57)) .

converge u.c.p. vers le processus

U, = / p(f (5= 01 ))plg(s—02_.)) ds (5.1.5)
0

quand n — o0.

Si de plus,
E{K9(A,, A — 0 VA t >0, (5.1.6)

quand n — oo, alors les processus U™ définies dans (5.0.1) vérifient

Ur —uwep [

Dans le corollaire suivant, on donne une autre version du théoreéme précédent avec des
hypotheses certes plus fortes mais qui ont 'avantage de simplifier ’énoncé.

Corollaire 5.1.3 On suppose que Hy est vérifiée et que f et g sont optionnelles et a crois-
sance respectivement p et p’' polynomiale. On suppose également que l'une des hypotheéses
susvantes soit réalisée :

p, P €[0,2],

X continu et p’ € [0, 2],

Y continu et p € [0,2],

X etY sont continus.

On suppose de plus que f est localement équicontinue sur R ( au sens de la définition
3.1.1) et qu’elle admet des limites a gauche en s et que l'application (s,x) — g(w, s, x) est
continue sur Ry x R. Alors,

Ur —wep g
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5.1.3 Etude de la Convergence avec une fonction auxiliaire

L’hypothese (5.1.6) du théoreme (5.1.2) étant trés restrictive du point de vue pratique,
on se propose comme on ’a déja fait dans les chapitres antérieurs d’étudier le cas particulier
ou la fonction g s’écrit sous la forme :

g(wv S,(L‘) = g,(Z(W)wr)’

ol ¢’ est une fonction définie sur R4 pour d € N et ol Z et un processus d-dimensionnel.

Le premier résultat (du type loi des grands nombres) n’est rien d’autre qu’une appli-
cation du théoréme 5.1.2. Pour I’énoncer nous avons besoin de supposer que Z comme X
et Y soit une semimartingale d’It6 ; pour étre plus précis, on suppose :

Hypothése (N3) : Le triplet (X,Y, Z) s’écrit :

Xi Zo t t t
Y: = Xo | + / V.ds + / ol dWs + / / W2 (5 (s, 2)) (1 — v)(ds, dz)
Z Y, 0 0 0 JRd+2 B

t
[ ) s, d),
0 Rd+2 -
ou
e U est un processus & valeurs dans R42, prévisible, localement borné .
e W est un mouvement brownien m-dimensionnel.
e o est un processus cadlag, adapté, prenant ces valeurs dans I'espace des matrices
de dimensions (d 4+ 2) x m
o0 : xRy xR — RM2 est une application prévisible telle que le processus
Jg (LA ]16(s,2)]|?) F(dz) soit localement borné.
O

/5 3N . .
Sous (N3), on notera par o * la iéme ligne de la matrice o’.

Théoréme 5.1.4 Supposons que le triplet (X,Y, Z) vérifie (N3) et soit f: QxR xR —
R une application optionnelle et localement équicontinue ( au sens de la définition 3.1.1).
Soit g : R — R une fonction continue. On suppose que f est & croissance p polynomiale
et que pour tout pour tout compact K de R%, il existe une constante Cx, un réel positif p'
tels que

sup |g(z,2)| < Ck[l+ |z,

zeK

On suppose de plus que l'une des conditions suivantes est satisfaite :
e p, p' €10,2],
e X continu et p' € [0,2],
e Y continu et p € [0,2],
e X etY sont continues,
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Alors

[t/An]

. A X A" Y wen [! / /
a3 (=020 TR Yo (7s S ) = Lottt (a0z02)) s,

quand n — .

5.2 Théoremes centraux limite

Dans cette partie, on cherche un théoreme central limite associé au théoreme 5.1.2.

Pour étre plus précis, on étudie les conditions sous lesquelles la suite de processus :

[t/An]

= | A > =080 55 ) g (130 22 = [ o760t Ditatsot s

converge.

5.2.1 Hypotheses et Notations

Commencons par les hypotheses sur notre couple de semimartingales (X,Y’). L’hy-
potheése suivante n’est rien d’autre qu'une version 2-dimensionnelle de I’hypothese (Hs)
introduite a la section 4.2 du chapitre 4.

Hypothése (Hj) Le couple (X,Y) peut s’écrire sous la forme :
Xy
Yy

ol
e b est un processus & valeurs dans R?, cadlag adapté,
e o est un processus localement borné cadlag adapté et a valeur dans l’espace des
matrices de dimension 2 X m.
o5 : QxR xR — R? est lag en s, Fs ® R-mesurable (en (w,)) pour tout s fixé,
de plus il existe une suite de temps d’arréts (Tj) croissant vers I'infini et une suite
de fonctions (vy) définies sur R, boréliennes telles que pour tout k, on ait

< v ) + Jy bsdds + 3 oo dWy + [y oo RO (6(5—,2)) (1 — v)(ds, d)+

i fa @ (6(s—, 2))u(ds, de),

sup [10(w,s,z)|| < ~k(z), et / (ve(z) A1) F(dz) <oo. (5.2.1)
$<Tj(w), weN R

a

L’hypothese qui va suivre est du méme type que ’hypotheése (M7) de la section 4.2 du
chapitre 4. Elle porte sur le processus o.
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Hypothése (M3) On a (Hs) et de plus, le processus o peut s’écrire sous la forme
o = oo+ f(fgsds + Jo Ts—dW, + f(f vs—dVs + o f(f h2m) (5(s, z)) (1 — v)(ds, dx)

+ Jo JE R @M (S(s—, 2))u(ds, de),

ou

b est un processus prévisible, de dimension R?*™

o un processus cadlag, adapté, prenant ces valeurs dans I'espace des tableaux de
dimensions 2 X m X m,

V' est un mouvement brownien [-dimensionnel indépendant de W,

v est un processus cadlag, adapté prenant ses valeurs dans ’espace des tableaux de

dimensions 2 X m x [,
§ est une fonction de Q x Ry x R dans R?*™ telle que pour s, Papplication (w,z) —
5(w s,x) soit Fs ® R-mesurable. On suppose de plus que § est cadlag en s et le

processus o [supsﬁ (1 A |6 (s, z)]] ) } F(dx) est localement borné.
g

Passons a présent aux hypotheses sur les fonctions. Considérons 6 : 2 x Ry xR — R.

Hypothese F(q) : On dira que 6 vérifie (F'(q)), s'il existe un processus localement borné
I' et un réel a > % tels que

0(w,s,x) —O0(w,t,z)| < Tpll+|z|q |t—s|%, VT >0, s,t € [0,T], VxeR. (52.2)

|

Hypothese (Dif) On dira que 6 vérifie (Dif), si :
o O(w,s,0) est un processus localement borné,
e l'application x — O(w, s,z) est C1,

° % est a croissance au plus polynomiale et est localement équicontinue sur R. O

Hypotheése (Dif’) On dira que 6 vérifie (Dif’) si elle vérifie (Dif) et s’il existe un processus
v localement borné tel que

sup {|0(w,s,:z:)| + ‘gz(w,s,x) } < ys(w),

z€R

ae_
520 0. O

Soit (€, F',P') un espace auxiliaire muni d’'un mouvement brownien W. On pose

ou

Q=Qx, F=FoF, P=PgP

Les processus définis sur {2 ou Q' peuvent étre considérés comme définis sur Q. On définit
sur F la filtration (F;) qui est la plus petite filtration continue & droite, contenant F; et
telle que W soit adapté.
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Posons :

v = VA (- 1A S5 ) g (G- A, SR
“E{f((i — DA B9~ DA BT [Fanyan}]

vmo— Z[t/An] [ <(z ~ 1A, %> g (iAn, A\}g) (5.2.3)

— Jy p(f(s= al_))plg(s—, 0 ))ds]

Vs
Rappelons les notations (5.1.1). Pour tout j € {1,---,m}, On définit la projection P; par
Pi(y) =%, VyecR™ (5.2.4)

On définit le processus A(1) unidimensionnel et le processus A(2) qui est un vecteur ligne
de dimension m de la fagon suivante

A)s = p(fls—05-)*) p(9(s—,03_.)%)
+ 20 (g(s—03_)) p (f(s—,05_.)) p (f(s—,05_)g(s—,07_))
= 3(p (f(s=02))" (0 (9(s—02)))",
A2 = p(f(s=0l)) p(g(s— 02 )Pi() +p (9(s— 02)) p (f(s— 03 )Pi() .

(5.2.5)
On définit & présent les processus M et M’ de la fagon suivante :
M, = t o VAQ)sdW, } (5.2.6)
M, = j 1 fo J Jdwi + fo VAL s — [JA(2)s]]2 dWs.

Remarque 5.2.1 Remarquons que si les applications x — f(s,x) et © — g(s,z) sont

paires, on a A(2 )3—0 dou M =M.

Sous I'hypothese (Hj), on pose :

b} bl—/Rh(él(s—,x))F(dx),

et
= b2—/h(62(s—,x))F(daz).
R
Notons que si X est continue o= bl

On rappelle le processus ¢ introduit dans I'hypothese (M3).
Théoréme 5.2.2 A. Supposons que Uhypothese (Ms) soit vérifiée. Soit f et g, deux

fonctions de Q x Ry x R dans R, optionnelles, vérifiant (K(R)). On suppose que
l'une des conditions suivantes est réalisée :
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X etY sont continus, f et g vérifient I’hypothése (Dif).

X continu, f vérifie (Dif) et g vérifie (Dif’).

Y continu, f vérifie (Dif’) et g vérifie (Dif).

f et g vérifient (Dif’).

Alors, quand n tend vers l'infini, la suite de processus V" converge stablement en

lot vers le processus My dans les cas suivants :

A.1. Les applications x — f(w,s,z) et x — g(w, s x) sont paires,

A.2. l'application x — f(w,s,x) est paire et b2 = 5ik = pour j, k€ {1,---,m}

A.3. b = Glik = G2ik = = 0, Uapplication v — g(w,s,x) est paire pour j,k €
{1,-

A 4. Onabl—b2—aﬂk—aJk—Opourj,kE{l m}.

A.5. g impaire et b2 = g2k = 0 pour j, k € {1,---, }

B. Suppososons de plus que f et g vérifient respectivement (F(q)) et (F(q')) ot ¢
(resp. q') est un réel positif quelconque si X (resp. Y est continue) et q (resp. q')
appartient a [0,2] sinon. Alors, la suite de processus V'] converge stablement en loi
vers le processus M's.

Remarque 5.2.3 Dans les parties A.1, A.2 et A.3 du théoréme précédent on a généralisé
les résultats de la partie A.1 et les résultats du théoréme 4.2.1 aux cas des fonctions non
paires. Cette généralisation ne s’est pas faite sans restriction sur les processus. Prenons
lexemple ou g = 1 les hypotheéses du théoréme sont vérifiées dans le cas ou la fonction f

n’est pas paire ce qui impose le fait que bl = 5LkI = 0. Dans ce cas, le processus X s’écrit
t_X0+Z/ Yawi+ Y AX,.
0<s<t

On a dans ce cas

(6020 25 = ottt ) ] — e

stablement en loi, avec

Z/ (s—, 0t )P;(.)) dWi +

+ /0 p(f(s— 02 )2) = (p(f(s—, ol Z (s—, 0! )P]()))2 dW's,

J=1

voir (5.2.4) pour P.

5.2.2 Convergence pour le produit de deux fonctions auxiliaires

Dans cette partie, on étudie le cas particulier des fonctions qui s’écrivent sous la forme
flw,s,2) = f'(Zs(w),x) et g(w,s,x) = ¢ (ZL(w),z) ou Z et Z’ sont des semimartingales
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respectivement d et d’-dimensionnelle et ot f’ et ¢/ sont définies sur R et R¥*1. Nous
commencons par faire quelques hypotheéses et notations.

Hypothése (V) Le quadruplet (X,Y, Z, Z’) admet une écriture sous la forme :

Xy
Y
Zy
Z

Xo

- | X /b’ds+/ ol dW, +// RN (5 (s—, 2)) (p — v)(ds, dz)
ZO RdA+2
Zy

o

t
+ / / B D) (8 (s— 1)) p(ds, dx), (5.2.7)
0 JRd+2 -

ol 0 est un processus progressivement mesurable, localement borné, a valeur dans ’espace
des matrices de dimension (24 d + d') x m et tel que

ou

L0y 0, 0 t t t
o = 91 o + bsds + os_dWs + Vg—d Vs
.. m e M 0 0 0

t @m)(§(s, x —v)(ds,dz t/(2m)~8$ S, ax
[ [ e G ) = wdsdn) + [ H s ). o),

(5.2.8)

e b et b sont des processus prévisibles, localement bornés, a valeurs respectivement
dans R2T4+d ot R2X™ de plus les processus b'! et b2 sont caglad.

W et V sont des mouvement browniens indépendants, de dimension respectivement

m et [.
e o et v sont des processus cadlag, adaptés, prenant leurs valeurs respectivement dans
I’espace des tableaux de dimensions 2 x m x m et 2 x m x [.

e 0 OxRy xR — R+ ot §: OxR, xR — R2X™ sont prévisibles, les processus
/ (17 1189(s,2)|?) F(da), et / [sup (14 \|5’“”f2<s,x>|2)] F(dx)
R R Lu<s
sont localement bornés, ot j € {3,---,d + 2} et ol kl € {1 2} et ko € {1,---,m}.

On suppose de plus que 5 est cadlag en s alors que 6 et 82 admettent des hmltes
a gauche en s. Enfin, on suppose l'existence d’une suite de temps d’arrét () qui
croissent vers I'infini et une suite de fonctions boréliennes () et (¢x) telle que pour
tout k, on ait

SUPs< 7y, (w {‘5 W, S, T ‘ ‘5'2(w,s,$)‘} < (),
SUPs< Ty, (w { §+§I§§’ 16" (w, s x)|} < op(x) (5.2.9)

fR[l/\'Yk( ) + (1/\¢k( ))] F(dz) < oc.
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Sous (Ny4), on désignera par ¢, la j ieme ligne de la matrice 0. On va introduire les
versions actuelles des hypotheses (Dif) et (Dif’) de la section 5.2. Soit 1, une fonction de
Rl S R, ou ¢ € N*.

Hypothese (Diff-¢) : On dira que v vérifie (Diff-q), si ¢ est C! sur R?*! et si pour tout
compact K € RY, il existe une constante C et un réel p positif p = p(K) tels que

SUP,cxc {|¢(Z,l’)‘} < C/Ca

(5.2.10)
S (z,m)| + 2L

supex {|% Lo} < o+ e,
Od

Hypothése (Diff’-¢) : On dira que 1) vérifie (Diff’-q), si ¢ vérifie (Diff-q) et si le réel p
qui intervient dans (5.2.10) est nul. O

Pour toute la suite de ce paragraphe, on utilisera des fonctions
f: R SR etg: R¥+T S R.

Si elles sont suffisamment régulieres, on posera

Ur = [A S[/an] <Z(i—1)An7%>g (ZZ‘A,L, = )

(5.2.11)
— Jo o(f(Zes ol )pla(ZL02)) ds]

Rappelons :

e le mouvement brownien W définit sur un espace auxiliaire et introduit au début du
paragraphe 5.2.1,

e la projection définie dans (5.2.4).

On rappelle également les processus A(1), A(2), M et M’ définis en (5.2.5) et (5.2.6).
On donne ici leurs versions actuelles :

N1, = p(F(Ze0ll)?) p(9(2002)?)
+ 20(f(Zo, L )plg( 2 2)p (£(Zer 0 )9 2,02
3 (of(Z002)) (02 02))
HE@E = plf(Zeol Do (9(Z002)P0)) +p (20l )P () pla(Zio2)).
en posant I1(2) le vecteur ligne (IT(2)!,-- - T1(2)™),
o= m dwv,

, y - (5.2.12)
T = Y 1fo AW+ [ JI(A)s — [[T(2)s][2dWs.

Rappelons enfin les processus ¢ et a qui interviennent dans I’hypotheése (Ny) et posons
pourr, ' <1:

/

b= b= Ts— ).
7= b /Rh(é( ) F(dz)
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~2

voo= aQ—/Rh((SQ(s—,x))F(dx).

Théoréme 5.2.4 Supposons I’hypothése (Ny) vérifiée et que pour tout compact KC de R,
il existe une constante Cx telle que :

5161’15 {1f(z,z)|} < Ck. (5.2.13)

On suppose de plus que l'une des hypothéses suivantes est vérifiée
e X etY sont continus, f vérifie (Diff-d) et g vérifie (Diff-d’).
e X continu, f vérifie (Diff-d) et g vérifie (Diff -d’).
e Y continu, f vérifie (Diff ’-d) et g vérifie (Diff-d).
f vérifie (Diff -d) et g vérifient (Diff’-d’).
Alors, U™ converge stablement en loi vers le processus T' quand n tend vers l'infini dans
les cas suivants
A.1. Les application x — f(w,s,z) et v — g(w,s,x) sont paires.
A.2. L’application © — f(w,s,z) est paire et l/)\’2 =52k =0, Vi ke{l,---,m}.
Lik — 24k

A.3. L’application x — g(w, s, x) est paire et l/)\’l =0 =gi"* =0, pour
gk, k' e{l,--- m}etj e{3+d,---,d+d +2}.

Ad. Onalbl' = =gk = 520k = oi'F =0,V jk K € {1,---,m} et j €
{83+d,---,d+d +2} etk €{1,-,m}

~92 o .
A.5. g impaire et V" = 5%9F =0 pour j,k € {1,---,m}.

Remarque 5.2.5 La condition 0 9% = 0 pour g € {3+d,---,24+d+d'} etk e {1,---,m}
veut dire en fait que la semimartingale Z' n’a pas de partie martingale continue.

5.3 Preuves

5.3.1 Preuve de la loi des grands nombres
Préliminaires
Comme on ’a déja fait plusieurs fois dans les chapitres précédents, on renforce I’hy-

pothese (Hy4) de la fagon suivante :

Hypothese LH, : (Hy) est vérifiée, de plus les processus by, o, [go(1 A |2]?) Fy(dz) et
AX, et AY, sont uniformément bornés. O

On supposera également pour le moment que tout les processus a croissance polyno-
miale le sont pour un processus I' borné (voir la définition 4.1.1 partie A du chapitre 4
pour I').

Toutes les contantes seront appelées par K. f et g sont des fonctions de 2 x Ry x R
dans R, optionnelles.
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On commencera la preuve par quelques lemmes. Rappelons 37 et ('} définies dans
(5.1.4).

Lemme 5.3.1 Spuposons (LHy) vérifiée, que f et g vérifient (K(R)) et sont a croissance
polynomziale alors

[t/An]

Ap Y E{f (= 1D)A0 B g (= 1)A0 B7) [Fana, )
i=1
converge u.c.p. vers le processus
t
/0 p(fs— ai ) p(g(s—, 02 .))ds.

La preuve de ce lemme est identique & la preuve du lemme 4.4.1 du chapitre 4.

Lemme 5.3.2 Sous (LHy), si f et g sont a croissance polynomiale alors

[t/An]

A Y [FE= 1A B9 = DA, B7) = E{f((i = 1)An, B)9((i = DA, B F-1)a, )]
=1

converge u.c.p. vers 0. quand n tend vers l'infini.

Preuve Posons

G = A [~ DA B~ DA A7) ~E{F( — 1)An B9~ D, 87) Finya, )]
Remarquons que
[t/An]
Z E{¢|Fi-nya, } < KtA,.
i=1

La preuve est alors juste une application du lemme 5-1 de [3]. O

Lemme 5.3.3 Supposons que pour tout A, t > 0 positifs, on ait, avec la notation (5.1.2) :
E{G'(e,A);} — 0, quande— 0.

On suppose également que f et g sont a croissance respectivement p et p’-polynomiale. On
suppose de plus que (LHy) est vérifiée et que l'une des conditions suivantes est satisfaite
e pec[0,2] etp €]0,2],
e X continu et p' € [0,2],
e Y continu et p € [0,2],
e X etY continus.
Alors quand n tend vers l'infini,

[t/An]

ANY Z g <Z'An7 A?—HY) |:f <(Z — 1A, W) — f(i=1)An, BY| =P 0.
i=1

VA, VA,
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Preuve Posons

= o(idn, i*;) (=08, S ) pi-nanen].

Pour tout (w,s,z) € Q@ xRy xRona

[f(w,s,2)| < K[L+[2”] et |g(w,s,z)| < K[L+[«"].

'quue
T\ ’ \/An o \/An e

et que sous (LHy), on a
E{II(Xe, Y2) — (X, Yo)lI*} < K[t — s,

Il suit s’en suit que

W) — f((i—1)A,, 8% } (5.3.1)

E{|¢71} < KE{'f (<Z’—1>Am@

q > p si X est continu et ¢ = 2 sinon. Pour tout B > 0, on

Soit ¢ un réel tel que :

définit : 1 P
Hp = K sup + [z et Lp = K[+ BP].
(z>B}  |[?
Il s’en suit que :
N I+[zP
SUD(ocR,. of>B) If(ﬁl'sqx)\ < Ksupy>n} % = Hp (5.32)
< K[1+ B = Lo

SUP{seR,, |z|<B} |f(wa Svl‘)|
11 est clair que

|f(w,s,2)| < Lp + Hplz|? et que éirrb Hp =0.

On en déduit que pour tout e >0et A >0, on a

’f((’i—l)An,A?X> (=)A< 6T )

VA,

AX a
+ Lp ( { %_ﬁ? >8} + Ly |>A}> + Hp < JA. Bgrl + 187 >

11 suit alors d’apres (5.3.1) que
APX 2 B4
f —2 (] 7
E{G (E,A)}—i-LB(E E{l/\'m }+E{A} + Hp |,

- B

E{IC7} < K
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d’ou

[t/An] ; ] /4] APX
m < - -2 i _ A2 )
A, ;:1: E(IC71) < Kt |B{G/ (e, A)} + o + HB] +Ke2A, ;:1: E{l/\]m | }

En utilisant le lemme 4.1 de [8], on fait tendre successivement n vers 'infini, ¢ vers 0, A
puis B vers l'infini. O

Lemme 5.3.4 Supposons (LHy) vérifiée
E{GI(,A)} — 0 quande —0, V A>0.

On suppose aussi que f est a croissance au plus polynomiale, g a croissance p-polynomiale
et que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite

e (LHy) vérifiée et p < 2,

e (LHy) vérfiée et Y continu.
Alors,

[t/An]

ALY
B0 X 1= 0800 (3 (100 S ) = 80, 8D) —e o

quand n — o0.

La preuve de ce lemme est similaire a celle du lemme 5.3.3.

On va énoncer un dernier lemme dont la démonstration que nous omettons n’est pas
trés difficile. Rappelons la notation (5.1.3).

Lemme 5.3.5 Supposons (LHy) vérifiée. On suppose de plus que f et g sont a croissances
au plus polynomiales et que

E{KI9(A,,A)} — 0, quandn —0, YV A>0.

Alors

[t/An]

An >0 (= 1)A B (980, B7) = g((i = 1A, BT7)) =" 0,

i=1

quand n — 0.
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Preuve du Théoréme 5.1.2

Il suffit de prouver le théoreme sous les hypotheses renforcées énoncées au début de la
section 5.3.1. On pose :

Ur(1)y = An SVEVELF((6— 1) A0, B)9((0 = 1) An, B F1yan b
U2)r = A SV F( 1) A, B)g((i — 1) An, B7)

~E{£((i = DA B9 = DAu BT Firya, }] -
Un@) = Aa SR (180, S ) [£(6G - DA FEE) = (G - DA 8]
U = AaXSUEF( = 120, 87) (9 (180, TR ) — 9680, 87)) -
Un(s) = A A= DALY (9080, BF) — (i~ DAL BT)).

(5.3.3)

Il est clair que
5

up o= > UM
j=1
On a
Un(l) __u.cp. U7

d’apres le lemme 5.3.1. Ensuite, U™(2), U™(3) et U™(4) convergent u.c.p. vers 0 respective-
ment d’apres les lemmes 5.3.2, 5.3.3 et 5.3.4. Ce qui prouve la premiere partie du théoréme
5.1.2.

Pour la deuxieéme partie, il suffit de remarquer que d’apres le lemme 5.3.5, sous (5.1.6)
on a aussi
Ul(b) —"P 0.

5.3.2 Preuve des T.C.L.
Préliminaires

Dans ce sous-paragraphe, nous renforcons cetaines hypotheéses avant d’énoncer une
série de lemmes.

Hypothése (LMs3) : On a (Ms) et de plus, les processus b, E’ o, 0, Us sont uniformément
bornés, de méme que le processus

wte/<m>MM@&M®>ﬂm.

s<t

les fonctions v, = v ne dépendent pas de k et vérifient :

v(z) < K et /R'y(az)F(d:L’) < 0.
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Sous (LMs), les processus (X,Y) et o peuvent s’écrire sous la forme

X X
( Ytt ) - < YOO ) + [y bids + [ osmdWs + [ [re 0(s,2) p(ds, da),

oy = o9+ fg g’sds + fot os_dWs + fot vs_dVs + fR fg 5 % (n —v)(ds,dx),
(5.3.4)
ou

t - - t ~
b, =bs — / / K2 (6(w, s, x))v(ds,dx), Vs =bs+ / / B M) (5(w, s, x))v(ds, dx).
R Jo R Jo

Fixons f et g deux fonctions de 2 x Ry x R dans R.

On supposera que les processus I' qui interviennent dans la définition 4.1.1 et dans ’hy-
pothese (Fi(p)) et le processus 6 qui intervient dans I'hypothese (Dif’) sont uniformément
bornés.

Rappelons les variables 51" et 3’} définies dans (5.1.4) et Phypothese (LHy) introduite
dans la preuve du théoréme 5.1.2.

Lemme 5.3.6 Supposons (LHy) vérifiée, que f soit a croissance p-polynomiale et que g
vérifie (F(p')) alors, les processus

Vi) = Va, ﬁg]f (6=nan GE) (o (i0n T5) - o (6-020T25))

convergent u.c.p. vers 0 quand n — oo dans les cas suivants :
- X etY sont continus,
~ X continu et p’ € (0,2],
- pe€l0,2], Y continu,
-p,p €]0,2].

La preuve de ce lemme est évidente.

Posons maintenant

& = VA, |1 ((z’—l)%%ﬁ((i—lmﬁ%) (= D) B9 — 1A, B7)

et

Vi@ = (G =BG | Fana, } ] (5.3.6)

Lemme 5.3.7 Supposons (LHy) vérifiée, que f et g soient optionnelles, localement équicontinues
(au sens de la définition 3.1.1). On suppose de plus que f et g sont 4 croissance respecti-
vement p et p'-polynomiale et que 'une des conditions suivantes est satisfaite :
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- X et'Y sont continus,
~ X continue et p’ € [0,1],
- pel0,1], Y continu,
-p,p €0,1].
Alors V{*(2) converge u.c.p. vers 0 quand n — oo.

Preuve Remarquons que (" = ¢" + ¢

A <(z‘—1)A Ag) <f <(z‘—1)An,%> - f((i—l)Anﬁ?))

et
ALY

= Vst (o (6080 XY g nanan).

D’apres le lemme 5-1 de [3], il nous suffit de montrer que les sommes

[t/An] [t/An]

Z ]E{ |.7-"(1 nA } et Z E{( lm) Fie 1)An} convergent u.c.p. vers 0.

Ceci se fait de fagon similaire & ce qu’on a fait dans les preuves des lemmes 5.3.3 et 5.3.4.
O

Lemme 5.3.8 Supposons (LHs) vérifiée. Soit ¢ : Q@ xRy xR — R, une fonction option-
nelle, vérifiant (K (R)), v un processus localement borné, lag et adapté. On a

[t/An]

t
A, 2: i, B — 1)Ay, BT) —wer / Yo p(@(5—, 0L ) ds, quand n— co.
0

Preuve :

11 suffit d’appliquer le théoreme 4.1.2 du chapitre 4 a la fonction f(w, s, ) = vs(w)p(w, s, ).
O

Lemme 5.3.9 On suppose que [ et g sont optionnelles, vérifient (K (R)) et sont a crois-
sance au plus polynomiale. Alors

[t/An]

— /A, Z (i — 1)An, B9((i — 1) Ap, B7)

— E{F((i = 1)An, Bg((i — 1)An, BT [F-1)a, }] (53.7)

converge en loi stable vers le processus M) défini dans (5.2.6).
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Preuve

Posons

= VB9l = DA, 0%y, D) [F(G = DA )~ (£~ DA 0y,

et

G = VB [F( =280 80) (906 =280 B70) = pl9(( = 2 Bns0F_y)0,) )
+ o9 = 1)An, 0B ya, ) (F(G = 1A B2) = p(F (= DA olyya, ) )] -

Par simple calcul, on montre que

[t/An]

Z Cz + 9 - t/An]-l-l

De méme, on montre que

sup {7V + [¢]'| } — 0, en probabilité quand n — oc.
<[t/ An] 1

Cela veut dire que pour trouver la limite de V;"(3), il suffit de trouver la limite de V'™ (3); :=
Z[t/ An] ¢n
=
On a clairement que

E{¢'|Fi-1)a,} = 0. (5.3.8)

Ensuite, par un usage répété de I'inégalité de Holder et pour € > 0, on a

[t/An] [t/An]

> Bt <72 (BUCT T ®UGTHY? < KAy e,
i=1 i=1
11 suit alors que
[t/An]
Z E{Clnzl{lﬁfi"lx}} — 0, quand n — oo. (5.3.9)
i=1

Soit N une martingale bornée et orthogonale a W. Posons M, = E{(]'|F;} pour t >
(i—1)A,. Conditionnellement a F(;_1)a,,, ¢}* dépend de Wy —W(;_1ya,, pour t > (i—1)A,.
11 suit par le théoreme de representation des martingales que M = M (sz'—l) A, T f(f nedWs
pour un certain processus prévisible n”. On a alors que (M]* — M(Tffl)An)(Nt — Ni—na,)
est une martingale d’ou :

D’autre part, ¥V j € {1,---,m}, on a

E{¢ AW Fnya,} = Anf((i = 2)An, B y)
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VA, VA,
+ Anp(g((i — 1)An70(2i—1)An'))
1,k j j
xES f | (i—1)A,, 21 % na (WZ]Z" B Wé—lmn) (WZ'JAn - Wé—m") | F,
1 — i .
VA, VA, s

Rappelons que A(1) et A(2) sont définis en (5.2.5). En utilisant le lemme 5.3.8 et le lemme
4.4.1, on montre que

> ke U(QJEQ)A Wik, - W(]z—l)An WijAn - W(jz'—l)A
xE {g ((1 —2)Ay, ( ) ( ) |F(i—1)An

[t/ An]

> B{G AW Fiia,} — / 2)J du. (5.3.11)

=1

Ensuite, on a
E{G Finyan} = Bl (=280, B0) (pl0P( = DAn, 03 _gy5,) = (9(( =~ DA, 0% y),)))

+ Aup(9((i=1) D, 0% 10, ) (PG = DA 0lipya, ) = (i = 1) Bn, 0 _y)a, )
+ 28np(g((i — 1) A, U(Zi—l)An'))f((i —2)An, Bi"1)
% (o (£ =)Aol 18,90 = D B0, 0F_p)a, )

= p(f((i = DA, 0(;_1)a,))P(g((i — Q)An70(2i—2)An))) :

En utilisant une nouvelle fois le lemme 5.3.8 et le fait que f et g vérifient (K (R)), on

montre que
[t/An]

Z E{("*|Fi-nya,}t — / Al (5.3.12)

Grace aux relations (5.3.8), (5.3.9), (5.3.10), (5.3.11) et (5.3.12), on peut appliquer le
théoreme 7.28 de [10] ce qui termine la preuve du lemme. O

Lemme 5.3.10 On suppose que (LM3) est vérifiée, que f et g sont optionnelles, C* en
x, admettent des limites a gauche en s et que les processus f(w,s,0) et g(w,s,0) sont
localement bornés. On suppose aussi que f et g vérifient respectivement Fy(p) et Fi(p').
Quant auzx fonctions 3, 9 et 2 52, on suppose qu’elles sont a croissance polynomiale et qu’elles
sont localement equzcontmues sur R (au sens de la définition 3.1.1).
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Alors
1 [t/An]

Vi(4)e = N A, p(f((i = DA, 01y, NP(g((i = DA, 07 1y, -)
n i=1

t
= [ prot Dplas—0 ) ds| —"eP 0, quand n - .
0

(5.3.13)

Remarque 5.3.11 e Dans l’'énoncé du lemme, on aurait pu se contenter de dire que
f et g sont optionnelles et vérifient I’hypothése (Dif).
e si g =1 on tombe sur le lemme 4.4.7 . Ce lemme peut donc étre vue comme une
généralisation du lemme 4.4.7.

Preuve : Exceptionnellement dans cette preuve, x € R™ signifie que = est un vecteur
ligne (et pas un vecteur colonnes) de dimension m & composantes réelles.

La fonction x — f(w,s,z) étant C! et % étant a croissance polynomiale, il en est de
méme pour Papplication y — p(f(u,y.)) sur R™, de plus, on a
ap 0f )
st = [ A syt eld) ie (1 m)

(rappelons que p désigne la loi gaussienne standard sur R™). Comme f et g—f; sont a
croissance au plus polynomiale, on déduit de ce qui précéde que pour tout compact K C R™
et pour tout y, ¥ € K, u € Ry, on a:

Py + X7 |3 Fwy))| < K } 53,11
o(f (u,9.)) = p(f (u, )] < Klly -yl
Revenons a (5.3.13), on a
1 WAL i,
V@ = 72 X ) [P(F(6 = DA oy, N9l = DA, oF )
1 ! 1 2

— p(Fs= ol ))plgls—,02_))] ds +

Comme f et g sont a croissace polynomiale, il est évident que
1 t
VAL Jit/anA, |

Afin de démontrer le lemme, il nous suffit de consacrer notre attention a la suite de
processus :

p(f(s— 0L Nplg(s—, 02 )| ds < KtAY2

1 [t/An]

[7ANS
Vm(4)t = VA, ; /(i—l)An [P(f((Z —1)An, U(li_l)An-))p(g((i —1)An, U(Zi_l)An-))

- p(f(S—,O'if.))p(g(S—,O'gf.))] ds.
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Ce dernier peut s’écrire sous la forme

LA A,

i = e > [ a

1=1

ou

¢ = p(f((i = D) A, 0y, NP = DA, 0 1y, ) — p(f(s= 05_))plg(s—,05_.)).

Posons

7 (s) = p(f((i=1)An, 0(;_1ya, NP1 An, 0 _1ya, ) = p(F((i=1)An, 05 ))p(9((i=1)An, 0% )

et

¢ = p(f((i = 1)An, 05 ))p(9((i = 1D)An, 03)) — plg(s—,02_.))p(f(s—,05_.)).

De sorte que
m nn
G =0 + 5.

En remarquant que
¢t o= (= D) An o) [pl9((i = 1)An, 02_)) — plg(s—, 02 )]
+ plg(s—,05-)) [p(f((i = D)An,05_)) — p(f(s—,05-))],

il n’est pas difficile de voir, puisque f et g vérifient respectivement (F(p)) et (F(p')) que

1 WAL ia,
VA, Z /( HA " (s)|ds — 0, quand n — oo,
no=1 = n

en probabilité.
D’autre part,

2
—¢T =Y 0)
j=1

CH1) = P = DAt 1y, [0 = DA ) = pla(li = 1DAm0E s, )]
72 = plg((i = 1)An, 00 1ya, ) [p(f((i—l)AmaL-)) - p(f((i_l)AmU(lifl)An'))}'

Considérons I'expression ¢’(1). En utilisant (5.3.4),on fait une nouvelle décomposition

1) =3¢ ),

J=1
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ou

CHLDs = pUF( = DA 0h a0 S |25 = DA ya, ) [ s, Vo
me:www%%wwww%w MMM)»
2,5k
(SR [y, Fa AWl 4 [T, S 0% () (du, da) +
g,k
+ Yhe f(i—l)An vi’ def)}a
C/?(L?’)s = P(f((z_l)Aan(l 1A, ) [p( ((i = 1)Anp, g— )) — plg ((l_l)AmU(l DA,
S G R NE IR AN B
N (5.3.15)
Puisque le processus (V'5) est borné, il est évident que
[t/An]
CM1,1)s] ds < KtAY?.
(i-1)Ap
D’autre part,
[t/An]

1 / n m
¢, (1,2)sds
VAR ; (i—1)An 1.2)

est une martingale pour la filtration (.7-"[,5 /AR A, ) dont le crochet est plus petit que KtA,,.
Par I'inégalité de Doob, on en déduit que

1 [t/An]

VA 2

Considérons a présent I’expression

An
/( : CM1,2)sds —"P 0, quand n — oo.
i—1)An

| WA i,
¢'M(1,3)s ds.
VA, ZZ; /(i—l)An ( )

On montre que pour un certain p > 0, on a pour tout € > 0 et A > 0,

oz — 0_(27;71)An|’ 1
€ A

+ AG%(gA,KA)t l|os— — ai—1)a,ll-

¢ (1,3)s < K [

II suit alors que

[t/An]

1/2
Z/ (R ds < K B

e

1
4 +AR{GE (=4, K A)2) +

faisant tendre successivement n vers l'infini, € vers 0 et enfin A vers I'infini, on obtient que

¢'7(1,3) —"<P 0, quand n — oo
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et par suite que

(1) —"P- 0, quand n — oo.
Le processus (’'(2) se traite pareillement que ¢’}'(1). D’aprés tout ce qui précede, on peut
dire que le lemme est démontré. O

Dans les deux prochains lemmes, on estime la quantité

[t/An]

V(5) = /A ; E {f ((i —1)A,, %) g <(i — 1A, A\/?g)

= S =D An, B)g(( = DA BN Fina, ) (5.3.16)

On étudiera de fagon séparée, le cas continu et le cas discontinu. Commencons par le cas
continu. Rappelons que les processus b’ et o ont été définis en (5.3.4).

Lemme 5.3.12 Supposons (LMs3) vérifiée et que X etY soient continus. On suppose que

f et g sont optionnelles, & croissance au plus polynomiale et C' en x. On suppose 9 ot
ox

g—g sont a croissance au plus polynomiale et qu’elles sont localement équicontinues sur R

(au sens de la définition 3.1.1).
Si de plus l'une des conditions suivantes est vérifiée :
1. les application v — f(w,s,x) et © — g(w, s, z) sont paires.
2. Uapplication © — f(w,s,x) est paire et b2 = 729K =0 pour j, k € {1,---,m}.

3. bl =5k = G2k =0 pour j, k € {1,---,m} et lapplication v — g(w,s, ) est
paire.

4. On ab' =v? =Lk =523% =0, pour j, ke {1,---,m}.

5. Uapplication x — g(w,s,x) est impaire et b> = 5%9F =0 pour j, k € {1,---,m}.

Alors V*(5) converge u.c.p. vers 0 quand n — oo

Preuve On pose

¢ = F(=D20 55 ) (9 (-1 T8S) —g(-1AFT) ),
@) = gAMLY [F (- DALIE) = F(li - DAL

(5.3.17)
De sorte que V;(5) := v/Ay S E{CR(1) + C1(2) [Fi-a, }-

Etape 1 : On veut montrer ici que

[t/An]

VALY E{G2) | Fi—na,} — O (5.3.18)
=1

Faisons la décomposition

3
M2 = ¢"2.9) (5.3.19)
j=1

102



G2 = g6 - DALAT) [ - DA = GG - DAY (9
M2,2) = g((i — DAL, B - 1)A,, BE"
M2,3) = g((i — DAL BT — 1)A,, BE"

-)

(5.3.20)

ou 7;* est entre 3} % et o, comme dans (4.4.19) et pour ¢ = 1,2, on a

R 1 1A 1Ap S ~q.,
§iq’" = / bl — qu.f ds + / / v, du
VA, (ifl)An( ( UA") z:: (i—1)An (i-1)A,

’ ~q,j,k _’V‘L]k k 7,]@ q,5,k k
+Z/ (349F = GE0T \ ) AW +Z/ Pk — 2 )V,

/i),

+/ / (599 (u—, 2) — 579 ((i — 1)A,, ))(u—u)(du,dw)) de] (5.
(i—1)An

et

&M = VA, i —nya, T e

m A

1J k
VA, Z (i—1)A ! Z U(qz] l)A - Wi na,)
L =1

l s o
F R V-V )+ [ [ D) - u)(du,dx>]
k=1 ( _1)An R

(5.

Soit L'} le processus définit dans (4.4.14). Comme g est & croissance au plus poly-
nomiale, on a E{|g((i — 1)Ay,B'7)| |Fia,} < K d'ol, en utilisant (4.4.17) et par suite
(4.4.18), on a

VAE{CP2, 1)} < VAE{LT]} —er 0, (5.3.23)

quand n — oo. Notons que dans le lemme 4.4.4, on a supposé que g—i est localement

3.21)

dw?.

3.22)

of
équicontinue, ce qui est plus fort que notre hypothese actuelle a savoir : E ¢ G927 (e, A2 L — 0

quand € — 0. celle-ci, au vu de (4.4.17) est suffisant pour obtenir (5.3.23). De méme, et
exactement comme pour (4.4.21), on a

VARE{(G(2,2)[} —"7 0. (5.3.24)
Remarquons que

of

B ) = B{al- DAL - DG 1Fya, |
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= ool - VAo ) <3 { G- a g

Fli-na }

(5.3.25)
Il suit ( comme on I’a un peu fait dans (4.4.21)) que :
E{¢'(2,3) [Fina.} = 0, (5.3.26)

e si 'application  — g(w, s, z) est impaire (car dans ce cas, p(g((i—1)A,,02_.)) = 0),
e si f est paire car la quantité a droite du produit dans (5.3.25) s’annule.

e sibl =5'* =0, pour j k € 1,---,m car dans ce cas également (5.3.25) s’annule.
D’aprés (5.3.19), (5.3.23), (5.3.24) et (5.3.26), on a bien (5.3.18).

Etape 2 : Le but de cette étape est de montrer que :

[t/An]

VAn Z E{G'() |Fi-na, b — 0. (5.3.27)

1+1

On commence par faire une décomposition de A A — 3% Rappelons (5.3.21) et (5.3.22).
On a

ALY

\}*Ain BT = 2T 4+ &+ g2 + €, (5.3.28)
ou
& = Z / S ey / T @ awk
(i—1)An — Ja-na, e
T Z/ N L
/ / 52’] —52’]((z—1)An,x))( v)(du, dx)]
z 1
et o,
~ mOAr Wi |
n. z—l—l ~2,]k n k ,]k nyrk
]:

+/(Zl /a% (1 = 1), ) (1 — v)(du, dx)]-
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On décompose alors (*(1) de la fagon suivante : (J'(1) = Z?:l ¢'(1,7) ou

G = f(<i—1>An,jﬁ) (3 (G- DA = 8 (- D287 [T - 87 )

¢2) = f(G-1a, )79(( DA, 67) [E37 + 7],
¢(1,3) = (£(6G-Dan2E) - £ (G- DALBN) 2 (G- 1257 [§37 + 7]
L4 = (G- DA S (- 1) 87) [E27 + €7
(5.3.29)

Exactement comme dans (5.3.23) et (4.4.18), on montre que

VARE{CH(1, 1]} —®¢P 0, quand n — oo (5.3.30)
et que

VALE{|CP(1,3)]} —"°P 0, quand n — oo (5.3.31)

- n2
éﬁrf —i—f’? } < KA,). Ensuite, comme

(on utilise dans ce dernier cas le fait que E{

dans (4.4.21)et (5.3.24) on montre que :
VAGE{|CH,2)|} —*°P 0, quand n — co. (5.3.32)

Pour terminer ’étape et par suite la démonstration du lemme, il nous reste a montrer que

VARE{G (1,4) [Fi—na,t —"“" 0, quand n — oc.

On montre que

0 m [Ton  =n
E{¢F(L4) |Fi-pa,} = E{f((i—l)An,ﬁ?)ai((i—l)An,ﬂ’@-) €21+ 8] ‘f@mn

(5.3.33)
car comme on ’a fait dans (4.4.21), si on applique I’espérence condionnelle suivant Fli—1)An
a Pexpression,

. 8g . ~9 ~n
f ((Z - 1>A’n7 ﬂ;ﬂb) % ((Z - l)Aan/?) |:€i+’in + §/Zi| )
les termes relatifs aux martingales autres que W s’annulent et pour les termes restant,
(comme on 'a fait dans (5.3.26)) on joue sur la parité, 'imparité des applications x —
flw,s,x) et © — g(w,s,x) ou la nullité des coefficients. On a par exemple (5.3.33) si les
applications x — f(w,s,z) et * — g(w,s,z) sont paires, ou si b? = 23k =0, pour j, k €
{1,---,m}. En énumérant ainsi toutes les conditions nécessaires pour avoir (5.3.33), et en

faisant un ”croisement” de ces conditions avec celles de I'étape 1 et qui sont nécessaires
pour avoir (5.3.26), on acheve la démonstration du lemme. O

On va maintenant passer au cas discontinu. Rappelons le prosessus o, voir (5.3.4) et
rappelons

o= b — Ys—, T
o= /R”(“ 2)) F(da)
et

- b?-/Rh(52<s—,x))F(dx).
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Lemme 5.3.13 Supposons (LMs) vérifiée, que f et g soient optionnelles, C* en = que
1, %, g, % soient a croissance polynomiale. On suppose que % et % sotent localement

équicontinues.

On suppose de plus que l'une des conditions suivantes soit satisfaite :
1. Les application x — f(w,s,x) et x — ng, s,x) sont paires,
2. Uapplication x — f(w,s,x) est paire et b> = g2IF =
3. bl = b;l’j’k = o2k =0, Uapplication x — g(w, s, x) est paire.
4. On a bt = b =ghik =523k = .
5. g impaire et b2 =52k = 0.
On suppose également que l'une des hypothéses suivantes soit réalisée :
e X etY sont continus.
o Y continu et f et % sont bornées,
e X continu, g et % sont bornées,
e [, g, %, g—g sont bornées.

Alors
V'(5) —"P 0, quandn — oo.
Preuve
On peut écrire
VrB) = V"5 + V(5) (5.3.34)

ou

[t/An]

VIEG) = VAL Y ()

i=1

et

[t/An]

VEB) = VAL DY ),
i=1

ou on a utilisé les notations (5.3.17). Remarquons que,
[t/An]

VG) = VAL DY (B{g(i — DA, B Fina,
=1

B{7 (1= DA S5 ) = (= DA BWFa, | )+ (5:335)
il suit que
[t/An] A X
Vi) < KB 3 B (- 080 D) < (- DA B Fna, -
i=1 n
(5.3.36)
Dans les preuves des lemmes 5.3.12 et 4.4.5, il est montré que
[t/An] . IND e . . .
VALY B{ 1 (- DA S5 ) = 116 - D8] Focpa, | —7 0,
- (5.3.37)
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il suit d’apres (5.3.36), sous les hypotheses X continu ot X discontinue et f, % bornés,
que

V"E(5) —"eP 0. (5.3.38)
Afin de démontrer le lemme, il nous faudra donc montrer que
V" (5) —="eP ), (5.3.39)

dans les cas suivants (le cas o X et Y sont continus étant déja vu dans le lemme 5.3.12) :
— X continu et Y discontinu,
— X discontinu et Y continu
— X et Y discotinus.
On montre (5.3.39) de fagon similaire & ce qui a été fait dans les preuves des lemmes 4.4.5
et 5.3.12.

Preuve proprement dite du théoréme

Posons
[t/An]
w1 . ATXN [ AMX t
Vi s | 2 P08 555 Y (80 S5 ) = [ s o ptatu-.au-) s

Rappelons 5.3.5, 5.3.6, 5.3.7, 5.3.13, 5.3.16. On a
5
V=) VRG).
j=1

D’apres le lemme 5.3.9, V;*(3) converge en loi stable vers la limite M’; alors que Les
processus V" (1), V;*(2), V*(4) et V;*(5) convergent u.c.p. vers 0 d’apres les lemmes 5.3.6,
5.3.7, 5.3.10 et 5.2.6.

5.3.3 Preuves des théorémes 5.1.4 et 5.2.2
Preuve du théoréme 5.1.4

Commencons par le lemme suivant.

Lemme 5.3.14 Supposons que Z soit une semimartingale continue (quelconque) ot que
Z wérifie (Ny). Soit f et g deuz fonctions de R dans R. On suppose que la fonction g
est continue sur R¥TL et que f et g vérifient :

pour tout compact K C R%, il existe une constante C et un réel positif p tels que

sup  (|f(z,z)| +[g(z,z)]) < Ck[l + |z]’].
{zeK}

Alors
[t/An]
An Y f(Zavyan B [9(Zian. B7) = 9(Zi-1ya,, 87)]
=1

converge u.c.p. vers 0 quand n — 00.
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Preuve Fixons un compact K assez large de R? et supposons que Z € K Posons

= Anf(Zi—1)a,, B7) (9(Z6-1)a,:87) = 9(Zia,, B7)) -

Pour A,e > 0, on a

iAn—Z(i—1)An

] < AnCK[HIﬁ?I”](2CK[1+|5’?|”]1{|M|>A} + 2Ck[1 + APYly) 2 [>e} + Gg(va))’

ou
G%(€7A) = sup ‘g(zv‘r) —g(z’,x)|.
{z, Z€K, ||z—72'||<¢; |z|<A}
d’ou
[t/An] 1 [t/ An] 1/2
> E{|¢} < Ct v Ge(e, A)| +CAe | Ay Y E{1A[|Zia, — Zi—1all}
i=1 i=1

ou C est une constante assez grand et ou C'(A) est une constante qui dépend de A. En
utilisant le lemme 4.1 de [8], on fait tendre n — oo, € — 0 et A — oo ce qui donne le
résultat dans le cas ou Z € K. Le cas général s’obtient par une procédure classique de
délocalisation.

Preuve du théoreme 5.1.4 : Le théoréeme 5.1.4 résulte du cas 1.a du théoreme 5.1.2 et du
lemme 5.3.14.

Preuve du théoréme 5.2.4

Soit f: Ry xR - R, et g: Ry x RY — R des fonctions boréliennes. On commence
par renforcer ’hypothese (N4) de la fagon suivante :

Hypotheése (LN,) : On a (Ny) et les processus Z, Z', ¥, b, o/, &, v sont uniformément
bornés de méme que le processus

2+d R
(@, 1) —>/R j;(lAé/j(w,t,x)Q) + il;};{l/\]é(w,s,x)HQ} Fldz).

de plus, les fonctions v, = v et ¢r = ¢ ne dépendent pas de k et vérifient

1) + o) < C et [ (@) +0(@)?) Flde) < oc.

R
Sous I'hypothese (LNy), on a
Xy Xo

¢ t ¢
= —i—/ b;’ds—i—/ ol_ dWS—i—/ /5’(8—,36) (n—r)(ds,dx), (5.3.40)
Zt Zo 0 0 0 JR -

108



ot b = b, + [ B T (' (s—, x)) F(dz) et

1,1 "1,m 1,1 "m . ;
O't s DTS 7O-t 0'0 s DY 7O'() + /5 d + . d
= s Oo_dW
1,2 2.m 2.1 '2.m 0 0o 8
O—t ’. .. 7O't 0’0 ’. .. ,0'0

+/Otvs—st+/R/0t5~(s—,x) (u — v)(ds, dz), (5.3.41)

ol Vg = by + [ @XM (s—, 2)) F(dx).
On rappelle les notations de (5.1.4) :

) A Wi ) Wi
1] 2.5 z+1
oy , T -~
Z / n Z (3 1 /An

Lemme 5.3.15 Supposons (Ny) vérifiée. On suppose également que pour j = 1,---,d,

les fonctions 99 existent et sont continues sur RT+1. On suppose que f est borélienne et
0z"7

que pour tout compact K € R%, il existe une constante Cx et un réel p > 0 tel qu’on ait

d
sup |f(z,2z)| < Ck, sup Z

zeK Z'eK j=1

Jg

5, ](z x) < Ckl[l + |zP].

On suppose que p est quelconque si'Y est continu et appartient a [0, 2] sinon.

Si de plus, l'une des conditions suivantes est satisfaite :
e lapplication x — f(z,x) est paire;

e lapplication x — g(2',x) est impaire ;

° a/j’kEOpour3§j§2+d; 1<k<m.

Alors,
[t/An]
AX ALY ALY
f (1) = VA, Z f <Z(i—1)Anal) [g (ZE‘—l)An L > -9 <Z§An, - )]
2 VA, Z VA, VA,

(5.3.42)
converge u.c.p. vers 0 quand n tend vers linfini.

Preuve : Soit (g,), une suite tendant vers 0. On a la décomposition suivante ou les
67 (k) sont définis comme ci-dessus avec les vecteurs aléatoires Z'' entre Z( _1)a, ©t Zin,
et (ey,) une suite destinée & tendre vers 0. On a alors

[t/An] 5

= > > (k) (5.3.43)

i=1 k=1

109



et (rappelons que ¢ = ¢y, intervient dans (Ny)) :
510 = VA (Zaonan G5 ) T s (2055 ) [Jilna, b ds
"’f DA, f{¢(z Y<en} 0 2+d+](5 Z)( v)(ds,dx)
+ szA?)A Jiotey>en) 8 (s, 2) p(ds, dar)
- fz DA f{¢ J>en} (5’2+d+j(s,z) F(d:r)ds] .
012 = VBLf (Ziivan S ) S 2 (27, 55

zAn ’2+d+] k "2+d+7,k k
X D ke lf T I6G-1)A, ) AW

073) = VA (f (Zu_m R 7 (Zanan B)) S 2 (27 S5
XD et O 2+d+]kAan

Y

O - VS B 2O (3 )
sz ) 2+d+],k:Aan

o5 (Z(Hmnaﬁ’?))

08(5) = VAL (Zimiyn, B7) Sy 2 (Zinyan, 1) Ty o 08 arwk,
Posons 6(ey,) f{¢ (2)<en} ®? ( )F(dz). Il n’est pas difficile de voir que
[t/An]
S E{pQ)} < Kt [A;L/ue(en)l/ug;m;/ﬂ. (5.3.44)
=1

En remarquant que 6(e,) — 0 quand € — 0 et en choisissant &,, = A}/ 4, on déduit que :

[t/AR]
Z 6 (1) —"“P- 0, quand n — oo.

Par ailleurs, on a

[t/AnR] d m [t/An]An , ‘ T 1/2
> E(@)) < K¢ ZZ( / E{ oS — 01 A A }d) -
=1 =1k

(5.3.45)
11 suit par le théoréme de Lebesgue et la propriété de continuité de o’ que

[t/An]
Z 0;'(2) —"“P- 0 quand n — oc.

Pour tout A et e strictement positifs, posons

Gl(e,4) = sw {[f(zr,2+y) = f(z2,2)], (1.2 +y), (2,2) € R
Izl 22l < K J2] < A, [l(z1.2+9) — (2, @) < € )
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Remarquons alors que :

‘571(3)‘ < KA Zm:A?Wk Gf(€ A)+1 +1 <1—|—’W_I8’np+|ﬂ’n‘p>
’ - "k:1 VA, ’ {IBr1>A} { %—ﬁ? >€} VA, v t ’

II suit alors que

[t/An] [t/ An] Any 2\ 2
E{57(3)} < Kt |GF (e, A) + Ktt/2:71 | A, ELLIA | e
> BE)) < K 6 A) + g+ > =gl ]

en utilisant le lemme 4.1 de [8] et en faisant tendre n — oo, ¢ = 0, A — co on a

[t/ An]
Z 6;'(3) —"““P- 0, quand n — oo.

De fagon similaire, on montre que

[t/ An]
Z 6i'(4) —"““P- 0, quand n — co.

Remarquons a présent que sous les hypotheses du lemme, on a : E{6;'(5) |F(;—1)a, } = 0. il

suit que » ;] [t/ 2n] 6;'(5) est une martingale par rapport a la filtration (Fz/a,)a,,)- De plus, il
n’est pas dlfﬁcﬂe de voir que son crochet prévisible est plus petit que KtA,. On en déduit
par l'inégalité de Doob que

[t/ An]
Z 6 (5) —"“P- 0, quand n — oo.

D’apres tout ce qui précede et d’apres (5.3.43), on a bien que

up —4*eP 0, quand n — oo,

ce qui finit la preuve. O
Le prochain lemme est une version du lemme 5.3.10. En d’autres termes, on essaiera

d’estimer la quantité U*(2) définie par

[t/An]
]. ! !
U2 = —=| A0 D p(F(Z1)an oG08, NPG( D 1an 00 -1)an-)
VA i—1

n

l

- /0 o(f(Zer o ) plg(ZL,02.)) ds | (5.3.46)

111



Lemme 5.3.16 On suppose (Ny) vérifié, que f et g soient C' respectivement sur R4t et
RY*L. On suppose que pour tous compacts K C R% et K € RY | il existe des réels positifs
p(K) et K(K') tels que

Lz0)| + T
Ly + T

2eo)|) £ C(1+lap)
2 (y)|) < C1+P),

I

S

Supzle,c/ (

Alors

ur2) —"““P 0, quandn — oo.

Preuve : On a
[t/An]

’

7 (s)) ds + / o(f(Ze, 1 ))p(o( 2L 0'2.)) ds,

[t/An]An

() = p(f(Z(i—1)an: O NP9 Z1yanr 02)) = p(F(Zsm 0 ))pl9(Zi, 02))-

m "1 / 2

ni = P Zanan 76i-1a, )P LA, TG-1a,)

— p(f(Zi—vyan 0L NP9 Zi-1yan, 022).
On a vu dans la preuve du lemme 5.3.10 que d’une part
¢
[ @ pta(Ziot )] ds — 0, quand 0o
[t/An]An
et que d’autre part,

[t/An]

1 / n m
n;(s)ds —“P 0, quand n — oo.
V An i—1 (i—1)

Il nous suffira donc ici de prouver que

[t/An]

1
VB 2 o,

ni(s)ds —"““P- 0, quand n — oo. (5.3.47)

Pour tout quadriplet (x,y, z,2") € R™ x R™ x R? x Rd', on définit

G272 2y) = p(f(z2)p(9(z,y.))- (5.3.48)

Comme f et g sont C! respectivement sur R et RY*1 il en est de méme pour G sur
R2m+d+d" De plus vu nos hypothéses sur f et g, pour tout compact K de R2m+Hd+d op 4

SUD(e v agper {1G( 7w )| + L4 |98 (22w )| + S |85 (2,72, )

+Z] 1 8ZJ(ZZ .Y |+Z] 1 aazgj(zwzvx,y)‘} < K.
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D’apres ce qui précede,
"2

77;”(5) =G <Z(i—1)Ana ZEi—l)An7 U/sl—v 0/52—) -G (Zsfa Zfe—a 05—, Us—) :

! ’ / t / t
Vu que o ! et o 2 sont des vecteurs lignes, on devrait noter G <Z, Z', (O‘ 1) , (0 2) ) ala

place de G (Z, 7' o, 0/2). Cette derniere nous permet d’allger la notation.

On a
ni(s) = — i ()(s) + ni(2)(s)),

F6) = G(Zs 20l o) = G (Zanan Zs a0l o2

i
d . .
& ) .
- ijl(Z’i_ B Zl{,‘_nAn

ou
"o’ )

8G ! !
) oz (Z(i_l)An’ Z&'A)An» O-(zlfl)An’ U(?A)An)

aG / /
)@ (Z(z‘—l)Ana ZEz’—l)An’ 0(11—1)An’ U(?—l)An)
(5.3.49)

et
d y y 8G ! !
Zj:l (ng - ZfH)An) 927 (Z(i—l)Anv Zéifl)An’U(zlfl)An’J(zzfl)An>

d/ 5 ; I
Zj:l (Z/if - Z,%i—l)An

sj
'3
—
\)
~
—~
»
~—
I

oc '
) 927 (Z(z‘—l)Anv 2y An T (1) (1) ) -
(5.3.50)

Revenons & la démonstration du lemme 5.3.10, comme pour les termes ¢’ (1,1)(s), ¢;'(1,2)(s)
et ¢'7'(1,3)(s) de (5.3.15)( ot Z et Z’ jouent ici tour & tour le role de 02), on montre d'une

part que
1 [t/An] A,
n(1)(s)ds —"““P- 0, quand n — oo,
VA, ; /(il)An ‘
d’autre part que
[t/An] A,

1
quand n — oo,

VA, ; (i-1)An

d’out (5.3.47) et la preuve du lemme.
Le théoréme 5.2.4 se démontre comme le théoréme 5.2.2 sauf

ni'(2)(s) ds —"P 0,

Preuve des Théoréemes :
que 'on utilise les lemmes 5.3.15 et 5.3.16 a la place des lemmes 5.3.6 et 5.3.10.
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