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Introduction 
Le projet Interreg IIIA, "Tolérancement des systèmes assemblés" 

Les recherches que nous présentons dans le présent document sont supportées par le 
programme de l’Union Européenne : Interreg IIIA, "Tolérancement des systèmes assemblés", 
qui est une collaboration France-Suisse. Cette collaboration est à deux niveaux : 

• une collaboration de partenaires universitaires, entre les laboratoires : 
o SYMME (Système et Matériaux pour la Mécatronique, fusion en 2006 du 

LAIMAN et du LMéca) de l’école d’ingénieurs Polytech’Savoie (fusion en 
2006 de l’Ecole Supérieure d’Ingénieurs d’Annecy et de l’Ecole Supérieure 
d’Ingénieurs de Chambéry)  

o LPM (Laboratoire de Production M icrotechnique) de l’EPFL (Ecole 
Polytechnique Fédérale de Lausanne).  

• une collaboration avec des partenaires industriels dont : 
o coté français : Tefal, Dassault Aviation, Somfy, le Cern 
o coté suisse : Symbios, Audemars Piguet,  

 
Ce projet de collaboration européenne Interreg IIIA, "Tolérancement des systèmes assemblés" 
identifie trois situations nécessitant un approfondissement de la recherche : 

• les cas limites où les méthodes actuelles de tolérancement ne traduisent pas 
correctement la fonctionnalité du produit,  
• les modifications du système en fonctionnement,  
• les cas de couplage de technologie (mécatronique). 

 
Parmi ces trois axes identifiés, ce projet de recherche "Tolérancement des systèmes 
assemblés, une approche par le tolérancement inertiel et modal" se propose de traiter le 
premier axe. Les autres situations ont également été traitées par les partenaires dans le cadre 
du programme, mais ne font pas partie des travaux exposés dans le présent document.  

Les cas limites des méthodes actuelles 

Le tolérancement définit les limites d’acceptation des produits en vue de garantir la 
satisfaction du client. Cette satisfaction passe par la qualité du mécanisme. Cette qualité 
s’exprime au moment de l’assemblage des composants (existence du mécanisme) et par le 
bon fonctionnement du mécanisme tout au long de sa durée de vie (service rendu au client). 
Le tolérancement d’un système dans le cas de produits assemblés  consiste à répondre à une 
double exigence contradictoire : 

• assurer les fonctionnalités du produit en respectant des critères de qualités,  
• garantir une production à moindre coût. 

 
Pendant de nombreuses années, le tolérancement de produits mécaniques a spécifié des 
limites de variations de caractéristiques dimensionnelles (souvent uni-directionnelle) par un 
intervalle de tolérance. On identifie principalement deux approches de tolérancement : 

• "au pire des cas", qui assure l’assemblage et la fonctionnalité du système 
mécanique, mais induit un coût de production plus élevé que la seconde approche,



Tolérancement des Systèmes Assemblés, une approche par le Tolérancement Inertiel et Modal 

 

2 

• "statistique", qui assure un faible coût de production mais accepte des mécanismes 
dont la fonctionnalité n’est pas respectée.  

On constate donc le principal dilemme. Ce qui peut parfois pousser à ne pas développer un 
produit car les tolérances garantissant la fonctionnalité sont trop exigeantes par rapport au 
moyen de production, et l’élargissement des tolérances crée un risque important d’obtenir du 
rebut.  
 
Les modèles de tolérancement ont ensuite augmenté en complexité avec la prise en compte 
des défauts géométriques, donnant lieu au tolérancement 3D où les défauts de forme sont bien 
souvent négligés.  
Les défauts de forme ne sont cependant, plus négligeables dans le cas notamment des micro-
systèmes, où les défauts géométriques se confondent avec les problèmes de rugosité. C'est 
également le cas pour des systèmes de dimensions plus importantes lorsque la précision 
recherchée est de quelques microns.  
 
Les hypothèses conventionnelles de simplification nous amènent à séparer les défauts de 
taille, position, forme, et texture, en prenant en compte séparément les différents modèles de 
comportement.  

Enjeux de ce programme de recherche 

Nos travaux de recherche présentent plusieurs enjeux, techniques et économiques. Dans le 
cycle de vie du produit, ces enjeux sont souvent présents aux mêmes niveaux car un gain de 
productivité peut se traduire en gain économique. On peut ainsi distinguer des enjeux entre 
autres aux étapes de : 

• la conception : on définit un nouveau critère de spécification des tolérances en vue 
de libérer le concepteur du dilemme "pire des cas" ou "statistique",  
• la production : l’élargissement des tolérances permet de baisser le coût de 
production, 
• l’assemblage : une bonne maîtrise des écarts des composants permet un meilleur 
assemblage,  
• la relation client-fournisseur : un critère univoque de qualification des lots permet 
d’éviter les conflits et de gagner du temps, 
• la satisfaction du client : la maîtrise des écarts des composants permet de maîtriser 
la fonction du produit, donc de mieux satisfaire le client 

 
Cependant, les enjeux directs de ce projet de recherche sont applicables à la phase de 
conception : 

• Développer des produits garantissant mieux les spécifications fonctionnelles tout en 
donnant plus de liberté à la production, 
• Permettre une meilleure modélisation du comportement lors de l’assemblage des 
produits,  
• Mieux exprimer les besoins sur les composants (cible et écarts tolérés)  

 
Les enjeux cités découlent d’une meilleure maîtrise des écarts autour de la cible. Certains 
d’entres eux, tels que la production, l’assemblage ou la relation-client fournisseur, sont 
traitées durant la collaboration mais ne sont pas présentés dans ce rapport.  
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On peut notamment distinguer une forte préoccupation des nos partenaires scientifiques 
suisses sur la problématiques de l’assemblage [Jacot, 2000], et des micro-systèmes  
[Benmayor 2000], [Koelemeijer 2002], [Bourgeois 2007].  
 

Déroulement du projet de recherche 

L’approche que nous proposons d'aborder dans le présent projet de recherche consiste dans 
une étude couplée des modèles, c’est-à-dire à prendre en compte simultanément les 
différentes contraintes. Pour cela, nous envisageons de développer une méthode de 
tolérancement inertiel géométrique qui permet d’intégrer dans une seule spécification 
plusieurs ordres de grandeur de défauts. Pour atteindre cet objectif, nous basons nos 
recherches sur deux axes : 

 
• Notre premier axe de travail consiste à explorer la voie du tolérancement inertiel 
afin de mieux prendre en compte les aspects de la combinatoire lors de l'assemblage de 
plusieurs composant. Cette récente approche de tolérancement remet en cause toute 
l'histoire du tolérancement par intervalle de tolérance.  

 
• Notre second axe de recherche s’intéresse à la méthode modale de caractérisation 
des écarts de forme. Cette récente approche est une méthode générique de 
caractérisation de défaut de forme sur tout type de géométrie. Elle permet de 
décomposer les défauts de forme en une combinaison de défauts élémentaires.  

 
Ce projet de recherche se présente en quatre chapitres : 

• Le premier chapitre est une présentation des hypothèses et outils d’analyse du 
tolérancement 1D. Il contient aussi un bref état de l’art des indices de capabilité et 
méthodes de tolérancement 1D.  
• Le second chapitre est une proposition de tolérancement 1D fondé sur le 
tolérancement inertiel, dont l’objectif est de garantir la conformité de la résultante d’un 
système assemblé. 
• Le troisième chapitre est un développement de la méthode modale. On présente des 
évolutions de la méthode de caractérisation des écarts de forme pour se diriger vers une 
approche de tolérancement avec défaut de forme. 
• Le quatrième et dernier chapitre de ce projet est le rapprochement des deux axes de 
recherche, dont l’objectif est de proposer une méthode de tolérancement 3D et de forme 
afin de garantir la fonctionnalité de l’assemblage. 
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Chapitre 

1 

Chapitre 1 Présentation non 
exhaustive du 

tolérancement 1D 
 
 

OBJECTIF DU CHAPITRE 

Nous n’avons pas cherché à faire un état de l’art du tolérancement 1D, nous proposons de 
présenter les outils et méthodes utilisés par la suite. Nous profitons de ce chapitre pour 
présenter une nouvelle méthode d’analyse graphique des différentes stratégies de 
tolérancement.  

Ce chapitre se décompose en trois parties:   

• La première partie de ce chapitre présente le principe de la chaîne de cote 1D, 
l’hypothèse d’indépendance des variables, les représentations graphiques, et deux 
méthodes d’analyse des tolérances : le graphe (δ,σ2) d’analyse des domaines de 
tolérance et une analyse des tolérances par la méthode de Monté Carlo.  

• Dans une seconde partie, on présente quelques méthodes de synthèse des tolérances  
fondées sur le tolérancement traditionnel 1D. Un bilan des indices de capabilité 
traditionnels et des différentes méthodes de tolérancement est réalisé. Cette partie 
revient à présenter des méthodes garantissant un intervalle de tolérance comme 
condition fonctionnelle, ITCF, par des intervalles de tolérance sur les composants, ITi. 

• La dernière partie de ce chapitre est une présentation de quelques méthodes de 
synthèse de tolérance fondées sur le tolérancement inertiel 1D. On présente les indices 
de capabilité et différentes méthodes de tolérancement dont le but est de garantir une 
inertie sur la CF, ICF ou un intervalle de tolérance ITCF, par des tolérances inertielles 
sur les composants, Ii. 

L’apport des nos travaux de recherche dans cette partie se résume à l’introduction d’une 
nouvelle méthode d’analyse des tolérances, dont l’utilisation ici sert à comparer les efficacités 
des stratégies de tolérancement. 
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Glossaire 

CF Condition Fonctionnelle 
Cp Indice de capabilité de la dispersion instantanée traditionnelle ou inertiel 
Cpi Indice de capabilité inertiel 
Cpk Indice de capabilité de respect de l’intervalle de tolérance 
Cpkass Indice Cpk de la résultante de l’assemblage 
CpkCF Valeur fonctionnelle de l’indice Cpk de la résultante à respecter sur l’ITCF 
Cpki Indice de capabilité Cpk du composant i 
Cpm Indice de capabilité de Taguchi 
Cpmk Indice de capabilité combinant le Cpm et le Cpk 
f Coefficient augmenté utilisé pour le tolérancement traditionnel statistique augmenté  
hsommet Hauteur du sommet de la gaussienne équivalente de moyenne δ et écart-type σ 
Iass Inertie de la résultante de l’assemblage 
ICF Tolérance inertielle de la CF 
I i Tolérance inertielle du composant i 
ITCF Intervalle de tolérance de la CF de l’assemblage 
ITXi Intervalle de tolérance du composant i 
ITY Intervalle de tolérance résultant de l’assemblage 
MC Monte Carlo 
n Nombre de composants dans la chaîne de cote 
Rexp. Taux d’exploitation de la CF sous l’hypothèse de répartition uniforme 
RHCF Taux de non-respect de la CF sous l’hypothèse de répartition uniforme 
RMC

HCF Taux de non-respect de la CF par simulation de MC 
TNC Taux de Non-Conformité  
TNCass Taux de Non-Conformité de la résultante de l’assemblage 
TNCCF Taux de Non-Conformité fonctionnelle à respecter sur l’ ITCF 
TNCppm Taux de Non-Conformité en partie par million (ppm) 

Sup
ppmTNC  Borne supérieure du TNCppm pour un indice Cpk donné 

Inf
ppmTNC  Borne inférieure du TNCppm pour un indice Cpk donné 

Xi Caractéristique du composant i de la chaîne de cote  
Y Caractéristique résultante de la chaîne de cote 
αi Coefficient d’incidence du composant i 
βi Indice de faisabilité du composant i 
δass Décentrage résultant de la caractéristique résultante de l’assemblage 
δi Décentrage par rapport à sa cible du lot du composant i 
σass Ecart-type résultant de la caractéristique résultante de l’assemblage 
σi Ecart-type du lot du composant i 
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1 Outil et hypothèse pour le tolérancement 1D 

1.1 Chaîne de cote 1D et hypothèse d’indépendance des variables  

1.1.1 Chaîne de cote 1D 

Pour le tolérancement de systèmes assemblés, le problème réside dans la détermination des 
caractéristiques élémentaires Xi des composants dans le but d’obtenir une caractéristique 
finale Y sur le produit assemblé qui soit satisfaisante pour les besoins du consommateur. 
Dans le cas du tolérancement 1D, le lien entre la résultante de l’assemblage Y et les 
composants Xi est exprimé par la chaîne de cote. La chaîne de cote minimale est le plus court 
parcours décrivant la condition fonctionnelle n’utilisant qu’une seule fois les composants.  
La figure ci-dessous présente un assemblage de 5 composants, sa condition fonctionnelle et la 
chaîne de cote associée. 
 

 

Ja 

a1 
a2 

a4 

a5 

a3 

 

Figure  1-1 : Chaîne de cote minimale d’un assemblage de 5 composants 

La chaîne de cote de cet assemblage s’écrit : 

Ja = a5 –  a1 – a2 – a3 – a4  [  1-1 ] 

La cote a5  est affectée d’un signe positif, car son influence sur la cote condition Ja  est du 
sens de cette dernière. Les autres incidences sont négatives car les cotes sont opposées au sens 
de la cote condition.  
Le comportement de la caractéristique finale peut être décrit de façon générale par la relation : 

∑=
i

ii XY .α  [  1-2 ] 

Où Yass représente la cote condition, Ja  dans l’exemple, et Xi représente la cote du composant 
ai .  
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On note iα  le coefficient d’influence, aussi appelé coefficient d’incidence, de Xi sur Y, et i est 

le numéro du composant compris entre 1 et n, le nombre de pièces dans la chaîne de cote. 
Dans l’exemple, les incidences sont toutes directes sur la chaîne de cote, on a donc αi = –1  ou 
+1 comme coefficient d’incidence.  
Pour la suite du document, nous utiliserons les notations de l’équation [  1-2 ] pour décrire une 
chaîne de cote 1D. 

1.1.2 Hypothèse d’indépendance des variables 

Dans le cas de production de systèmes assemblés, la majorité des composants de la chaîne de 
cote sont réalisés sur des systèmes de production indépendants, on peut donc considérer les 
dimensions des différents composants comme des variables aléatoires indépendantes. 
 

X1 
X2 

Yass 

 

Figure  1-2 : Assemblage de deux variables aléatoires indépendantes 

1.1.2.1 Simulation d’assemblages de variables aléatoires indépendantes 

 

Moyenne µ 

Composant 1 

 

 

Moyenne µ 

Composant 2 

 

 

Moyenne µ 

Assemblage 

 
µ1 = 9,94 et σ1 = 4,01 µ2 = 9,99  et σ2 = 3,03 µass = 19,93 et σass = 5,08 

Figure  1-3 : Assemblage de deux lots de variables aléatoires indépendantes 

Dans le cas d’exemple de la figure  1-2, la modélisation de l’assemblage des deux dimensions 
donne la relation suivante : 

21 XXY +=  [  1-3 ] 

Et dans le cas où les lots sont indépendants comme présenté dans la figure  1-3, on obtient : 

21 XXY µµµ +=  [  1-4 ] 

Où µY est la moyenne du lot de la résultante, µ1 et µ2 sont les moyennes respectives des lots 1 
et 2.   
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222

21 XXY σσσ +=  [  1-5 ] 

Où σY est l’écart-type du lot résultant, σ1 et σ2 sont les écarts respectivement du lot 1 et du lot 
2.  

1.1.2.2 Simulation d’assemblages de variables aléatoires non-indépendantes 

 

Moyenne µ 

Composant 1 

 

 

Moyenne µ 

Composant 2 

 

 

Moyenne µ 

Assemblage 

 
µ1 = 10,03 et σ1 = 3,94 µ2 = 10,02 et σ2 = 2,96 µass = 20,05 et σass = 6,90 

Figure  1-4 : Assemblage de deux lots de variables aléatoires non indépendantes 

Cette dernière équation [  1-5 ] peut s’écrire dans le cas général 

2121 .
222 .2 XXXXY Cov++= σσσ  [  1-6 ] 

Où CovX1.X2 représente la covariance entre les variables aléatoires X1 et X2.  
Lors de la production de systèmes assemblés, bien que les composants soient réalisés sur des 
systèmes de productions indépendants, il est possible de rencontrer des assemblages 
comportant des composants non indépendants. Ce cas peut notamment être rencontré lors de 
l’utilisation multiple d’un composant dans la chaîne de cote. Ce cas est discuté dans 
[Anselmetti et al, 2003] où il est présenté un assemblage comportant deux fois le même 
composant. Les deux composants identiques sont susceptibles d’être issus du même lot de 
fabrication. Et bien que les deux composants soient indépendants au sein d’un même lot, ils 
peuvent être corrélés d’un lot à l’autre. 
 
 

Composant 1 

Répartition 

C
om

po
sa

nt
 2 

 
Premier lot 

 

Composant 1 

Répartition 

C
om

po
sa

nt
 2 

 
Trois premiers lots 

 

Composant 1 

Répartition 

C
om

po
sa

nt
 2 

 
Cinq lots consécutifs 

Figure  1-5 : Répartition des dimensions de deux composants du même lot de production 
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La première illustration de la figure  1-5 montre la répartition de deux variables aléatoires 
indépendantes. Ce peut être la représentation de deux composants issus d’un même lot de 
production. Au fur et à mesure de l’évolution de la production, la moyenne du lot évolue, 
faisant évoluer la moyenne des deux composants issus du même lot. Au final, en observant les 
répartitions des dimensions de deux composants issus de lots différents, on se rend compte 
que de la covariance apparaît. A l’extrême, si les capabilités du moyen de production sont très 
élevées, la corrélation finale entre les deux composants tend vers 1. Dans ce cas, grâce à 
l’expression de la corrélation entre deux lots : 

21

21

.
.

XX

XXCov
r

σσ
=  [  1-7 ] 

On peut tirer l’expression de la covariance pour une corrélation donnée : 

2121
... XXXX rCov σσ=  [  1-8 ] 

Et lorsqu à l’extrême la corrélation tend vers 1, la relation [  1-6 ] tend vers : 

2121
..2222

XXXXY σσσσσ ++=  [  1-9 ] 

Ce qui peut aussi s’écrire : 

21 XXY σσσ +=  [  1-10 ] 

On vient donc de donner deux relations qui encadrent l’écart-type résultant de l’assemblage 
de deux composants. La première relation [  1-5 ] définit la borne inférieure et la relation 
[  1-10 ]   définit la borne supérieure de l’encadrement de l’écart-type résultant.  

1.1.2.3 Hypothèse simplificatrice 

Pour simplifier la modélisation des chaînes de cote, ainsi que la synthèse et l’analyse des 
tolérances des composants, on considère dans la suite de ce projet que les variables sont toutes 
indépendantes. Cette hypothèse est assez proche de la réalité où les composants d’une chaîne 
de cote sont des composants distincts, réalisés indépendamment les uns des autres.  

Pour le tolérancement 1D, deux relations permettent de lier les caractéristiques de la 
résultante de l’assemblage aux caractéristiques des composants. On peut calculer le 
décentrage par rapport à la cible et l’écart-type de la résultante de l’assemblage sous 
l’hypothèse d’indépendance des variables par : 

∑=
i

XiY i
δαδ .  [  1-11 ] 

Où δY est le décentrage par rapport à la cible de la résultante de l’assemblage, et δXi est le 
décentrage du composant i par rapport à sa cible.  

∑=
i

XiY i

222 .σασ  [  1-12 ] 

Où σY est l’écart-type de la résultante de l’assemblage, et σXi est l’écart type du composant i. 
Ces deux relations donnent lieu à deux méthodes d’analyse et de synthèse de tolérances sous 
l’hypothèse du "pire des cas" ou "statistique".  
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1.1.3 Définitions 

1.1.3.1 Coefficient d’incidence de la chaîne de cote 

Dans la relation de la chaîne de cote exprimée par l’équation [  1-2 ], on rappelle que αi est le 
coefficient d’incidence du composant Xi sur la résultante Y de la chaîne de cote. Ces 
coefficients non nuls compris entre –1 et +1 sont utilisés pour l’analyse et la synthèse des 
tolérances.  
On constate que la relation entre la résultante et les composants est une relation linéaire, or ce 
n’est pas le cas pour toutes les chaînes de cotes. Cependant, au voisinage de la cotation cible, 
une approximation linéaire au premier ordre est suffisante pour modéliser le comportement du 
système, [Graves, 1997] et [Graves, 2001]. 

1.1.3.2 Indice de faisabilité des tolérances des composants 

Sans conditions supplémentaires, la synthèse des tolérances distribue uniformement les 
tolérances sur les composants. Pour permettre une répartition non uniforme, on définit les 
indices de faisabilité βi, aussi appelés indices de difficulté, qui sont des réels supérieurs ou 
égaux à 1. On obtient ainsi une relation entre les tolérances par intervalle, IT, du type : 

j

i

X

X

j

i

IT

IT

β
β=  [  1-13 ] 

Cette relation traite le cas de tolérance traditionnelle du type intervalle de tolérance. La 
relation est similaire avec les tolérances inertielles I. On obtient la relation suivante : 

j

i

X

X

j

i

I

I

β
β=  [  1-14 ] 

 

1.2 Représentations graphiques des tolérances 

La tolérance est une expression de la conformité des composants. Elle est traduite par une ou 
des relations sur les caractéristiques du lot, Xi ou δXi et σXi. Dans nos travaux de recherches, 
on travaille avec deux types d’expressions de la tolérance : la tolérance traditionnelle 
exprimée par l’intervalle de tolérance IT = [Min, Max] , et la tolérance inertielle caractérisée 
par un scalaire I. L’intervalle de tolérance est considéré comme symétrique, on peut donc 
aussi le caractériser par un scalaire t, dans ce cas on a : IT= [-t, t],  
L’expression la plus répandue et la plus courante actuellement est l’intervalle de tolérance, 
qui ne pose apparemment pas de problème de représentation, mais peut néanmoins conduire à 
quelques mauvaises interprétations de la conformité notamment avec l’utilisation de l’indice 
de capabilité de Taguchi, l’indice Cpm.  
Concernant la tolérance inertielle plus récente et par conséquent moins répandue, sa 
représentation graphique actuelle, un demi-cercle limitant le décentrage δ et l’écart type σ, 
n’est pas des plus explicites pour un esprit non averti.  
L’intérêt de cette partie est de proposer des représentations graphiques permettant une 
meilleure interprétation de la tolérance inertielle, mais surtout permettant de comparer les 
variabilités permises sur le décentrage δ et l’écart types σ par les différentes expressions de la 
tolérance et les indices de capabilité associés.  
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L’analyse des différentes possibilités de représentation graphique des tolérances a constitué 
notre première contribution. Nous présentons dans cette partie, deux méthodes capables à la 
fois de représenter la tolérance traditionnelle et la tolérance inertielle. L’intérêt de ces 
représentations graphiques est aussi de pouvoir représenter les tolérances associées aux 
indices de capabilité de chaque méthode de tolérancement en vue de les comparer. 
Nous présentons en premier abord le graphe (δ,σ), puis un graphe dit en U considérant une loi 
de distribution équivalente du lot. Ces deux représentations sont adaptées aussi bien au 
tolérancement traditionnel qu’inertiel. Une troisième représentation (δ,σ2) introduite dans le 
paragraphe  0 permet de faire l’analyse des tolérances des différentes méthodes de 
tolérancement 1D par une nouvelle approche. Enfin une quatrième et dernière méthode de 
représentation bi-limite est présentée dans la partie  3.2.2 et utilisée uniquement pour la 
tolérance inertielle. 
Dans cette partie, nous présentons le concept des différents outils ainsi qu’un exemple de leur 
utilisation. Les inéquations des indices de capabilité sont introduites dans la partie  2.1 sur le 
tolérancement traditionnel et dans la partie  3.3 sur le tolérancement inertiel. Néanmoins pour 
l’explication des outils,  nous utilisons deux tolérances définies par : 

• un intervalle de tolérance IT = 0,5 mm et un indice Cpk = 1,2 
• une tolérance inertielle I = 0,1 mm et un indice Cpi = 1 

 

1.2.1 Le graphe (δδδδ,σσσσ) 

Utilisé par [Boyles, 1991], aussi présenté dans [Kotz et al, 1993], le graphe (δ,σ) est la 
représentation la plus proche de l’expression des tolérances. En effet, les tolérances sont 
exprimées par des inéquations sur les caractéristiques δ et σ du lot définies par les indices de 
capabilité. Par conséquent, ce graphe (δ,σ) traduit directement l’expression des tolérances 
dans le domaine des caractéristiques du lot défini par l’écart par rapport à la cible δ et l’écart-
type σ du lot. 
La figure  1-6 présente un exemple de représentation des indices de capabilité Cpk pour une 
tolérance traditionnelle et un indice Cpi pour une tolérance inertielle, ainsi qu’un lot 
représenté par un point (δi,σi). Ici, le lot représenté se caractérise par δi = 0,05 et σi = 0,06. 
Cette représentation peut être satisfaisante pour une personne habituée à côtoyer les termes 
moyenne et écart-types. Cependant, elle peut être considérée trop éloignée de la production et 
de la représentation du lot par un histogramme de valeur ou une courbe gaussienne. 
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Figure  1-6 : Indice Cpk = 1,2 sur IT = 0,5mm et Cpi = 1 sur I = 0,1mm dans graphe (δ,σ) 

 

1.2.2 Le graphe en U 

Le graphe en U est une autre représentation des tolérances exprimées dans le graphe (δ,σ). La 
représentation des tolérances ne se fait plus sur les caractéristiques du lot mais sur une 
caractéristique d’une loi de distribution associée au lot. On choisit une loi normale, que l’on 
nomme gaussienne équivalente, pour représenter les limites de tolérance. Les domaines de 
tolérance exprimés dans (δ,σ) sont traduit par les variations du sommet d’une loi normale de 
caractéristiques δ et σ. 
On traduit dans l’espace (δ, hsommet) un domaine de tolérance exprimé dans l’espace (δ, σ). 
Cette traduction se fait en exprimant la hauteur du sommet (hsommet) de la gaussienne 
équivalente en fonction de l’écart type σ , par la relation suivante :  

Π
=

.2.

1

σsommeth  [  1-15 ] 

Cette expression est le résultat de la loi de distribution normale centrée sur la moyenne.  
Cette représentation permet de se rapprocher de la représentation de la tolérance traditionnelle 
car elle est représentée sur la loi de distribution du lot. Ce choix de loi de distribution 
correspond bien souvent à ce qui est fait en pratique pour la représentation de la distribution 
d’un lot associé à un histogramme de mesures. 
La figure  1-7 est une représentation d’un indice de capabilité Cpk pour une tolérance 
traditionnelle et d’un indice de capabilité Cpi pour une tolérance inertielle. On représente une 
gaussienne équivalente, représentant les caractéristiques d’un lot. Le sommet de celle-ci est 
comparé aux tolérances en U correspondant aux indices Cpk et Cpi. 
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Figure  1-7 : Indice Cpk = 1,2 sur IT = 0,5mm et Cpi=1 sur I = 0,1mm dans le graphe en U 

 

1.3 Le graphe (δδδδ,σσσσ2) : une analyse des tolérances statistiques 1D 

Dans le but d’analyser des tolérances statistiques basées sur la définition et la combinaison de 
domaines statistiques de tolérances, nous proposons d’utiliser un nouveau graphe : le graphe 
(δ,σ2). On nomme domaine statistique de tolérance, l’ensemble des configurations possibles 
d’un composant pour une tolérance donnée ou variabilité permise. La représentation d’un 
domaine de variabilité se fait dans le graphe des décentrages-variances, (δ,σ2). La 
représentation des tolérances dans ce nouveau graphe est similaire à la représentation dans le 
graphe (δ,σ), excepté qu’ici l’écart type σ est traduit en variance σ2. 
La représentation d’un composant dans ce graphe permet d’utiliser les deux relations 
statistiques issues de la chaîne de cote. En effet, l’axe des abscisses δ caractérisant les 
décentrages permet d’utiliser la relation [  1-11 ], et l’axe des ordonnées σ2 caractérisant les 
variances permet d’utiliser la relation [  1-12 ]. En exprimant les caractéristiques d’un 
composant sous la forme d’un vecteur, il est possible de faire l’assemblage de plusieurs 
composants d’un assemblage par une somme vectorielle des caractéristiques sous l’hypothèse 
de variables indépendantes.  
Il est aussi possible de faire l’assemblage des domaines de variabilité des composants par la 
somme de Minkowski afin d’obtenir le domaine résultant de variabilité sur la condition 
fonctionnelle. Ce domaine résultant des variabilités représente l’ensemble des configurations 
atteignables pour la résultante de l’assemblage. Il peut alors être comparé au domaine de 
variabilité autorisé défini par la condition fonctionnelle.  
Pour illustrer la présentation et l’utilisation du graphe (δ,σ2) comme graphe d’analyse de 
tolérance, on considère un système assemblé de deux composants défini par la figure  1-2. Les 
tolérances des composants sont définies par : 

1) un intervalle de tolérance IT = 0,5 mm et un Cpk = 1,2 pour le premier composant,  
2) et une tolérance inertielle I = 0,1 et un Cpi = 1 pour le second composant.  
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1.3.1 Assemblage vectoriel  

Les relations [  1-11 ] et [  1-12 ] décrivant respectivement la somme des décentrages et la 
somme des variances représentent un système de deux équations : 
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
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σ
δ

 [  1-16 ] 

Ce qui peut aussi s’écrire par une somme de produit de matrices : 
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 [  1-17 ] 

On définit ainsi la matrice d’incidence, contenant le coefficient d’incidence αi, qui joue sur 
l’influence des caractéristiques de décentrage et de variances. Le produit de la matrice 
d’incidence par le vecteur caractéristique définit le vecteur d’influence de la caractéristique et 
représente son influence sur la résultante de l’assemblage.  
Le principal intérêt de cette propriété n’est pas de définir une nouvelle méthode d’expression 
des relations statistiques de la chaîne de cote 1D. En fait, l’assemblage de lots de composants 
est modélisé par une somme vectorielle, et peut se représenter graphiquement.  

 

Figure  1-8 : Somme vectorielle correspondant à l’assemblage de deux composants  

La figure  1-8 illustre l’assemblage vectoriel de deux composants : 
1) un premier lot : δ1 = 0,05 et σ1 = 0,06 soit σ1

2 = 0,0036 pour le premier composant, 
2) un second lot : δ2 = -0,03 et σ2 = 0,09 soit σ2

2 = 0,0081 pour le second composant. 
La somme vectorielle donne un assemblage des deux composants qui a les caractéristiques 
suivantes, δass = 0,02 et σY = 0,108 soit σY

2 = 0,0117, ce qui peut se représenter par la somme 
vectorielle représentée dans la figure  1-8. 
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1.3.2 Domaines de tolérance et domaine résultant  

1.3.2.1 Les domaines de tolérance 

On appelle domaine de tolérance, la représentation de l’ensemble des variations permises sur 
les deux caractéristiques statistiques d’un composant : son décentrage δi et sa variance σi

2. En 
fonction du type de la tolérance, un intervalle de tolérance ou une inertie et des indices de 
capabilités associés, on définit un domaine de tolérance de formes diverses qui seront 
détaillées au paragraphe  2.1 et  3.3 de ce chapitre.  
On présente dans la figure  1-9 deux domaines de tolérance associés aux deux types de 
tolérances avec des indices de capabilité. Le premier domaine correspond à un intervalle de 
tolérance IT1=0,5 associé à un indice da capabilité Cpk=1,2 , et le second domaine 
correspond à une inertie I2=0,1 associé à un indice Cpi=1.  

  
Domaine de tolérance d’un indice 
Cpk=1,2 sur un IT=0,5, et un lot 

Domaine de tolérance d’un indice  
 Cpi=1 sur une inertie I=0,1 

Figure  1-9 : Exemple de domaine de tolérance dans le graphe (δ,σ2) 

1.3.2.2 Domaine résultant de l’assemblage de domaines de tolérance 

On peut aller plus loin que l’assemblage vectoriel des caractéristiques statistiques de 
composants. Grâce à la somme de Minkowski [Wikipedia, 2007 b], on peut calculer 
l’assemblage des domaines de tolérance, et donc trouver l’ensemble des configurations que 
peut atteindre l’assemblage de composants appartenant à chaque domaine de tolérance.  

 La somme de Minkowski 

La somme de Minkowski de deux ensembles P1 et P2 est la somme des vecteurs position de 
chaque point de P1 avec chaque point de P2. 

{ }2121 ,/ PbPabaPP ∈∈+=⊕  [  1-18 ] 

Graphiquement le domaine résultant de la somme de deux domaines correspond au balayage 
du centre du domaine P2 sur la frontière du domaine P1.  

 Propriété de la somme de Minkowski 

La somme de Minkowski est une opération : 
• associative  

( ) ( )321321 PPPPPP ⊕⊕=⊕⊕  [  1-19 ] 
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• commutative  

1221 PPPP ⊕=⊕  [  1-20 ] 

Et possède pour élément neutre le domaine [0] correspondant au domaine nul.  
 

 Procédure informatique 

Bien que la définition des domaines de tolérance soit donnée par une inéquation de fonction 
continue, le domaine est discrétisé et décrit par un ensemble de points décrivant son contour.  
Le calcul du domaine résultant de la somme de Minkowski discrétisé consiste à faire le 
balayage d’un domaine discrétisé sur l’autre. On obtient ainsi un ensemble de configurations 
qui correspondent à l’assemblage vectoriel des configurations aux limites de chaque domaine. 
Certaines configurations obtenues définissent l’enveloppe du domaine résultant de la somme 
de Minkowski des deux domaines.  
 

  
Balayage de Minkowski Domaine résultant de la somme de Minkowski 

Figure  1-10 : Assemblage de domaines de tolérance par la somme de Minkowski 

Une difficulté réside dans la détermination des points qui définissent le domaine résultant de 
la somme de Minkowski. Comme les domaines ne sont pas obligatoirement convexes, en effet 
le domaine de tolérance de l’indice Cpk est concave, on ne peut pas utiliser d’algorithme 
déterminant l’enveloppe convexe d’un nuage de point. Nous utilisons une identification de 
l’enveloppe en cherchant les ordonnées (variances σ2) correspondant à des abscisses 
(décentrage δ) régulièrement réparties sur l’étendue de la base du domaine.  

1.3.3 Les domaines de condition fonctionnelle  

Au même titre que les domaines de variabilité des tolérances, on peut associer un domaine 
d’acceptation à la condition fonctionnelle de la résultante d’assemblage. On va se réduire à 
deux cas pour l’expression de la CF, soit un indice CpkCF minimum sur un ITCF, soit un 
TNCCF maximum sur un ITCF. Dans ces deux cas, la CF est traduite en domaine de variabilité 
acceptable sur la résultante de l’assemblage dans le graphe (δ,σ2), que l’on détaillera au 
paragraphe  2.2 et  3.4. On présente ici un domaine d’acceptation défini par un CpkCF = 1.16  
sur un ITCF = 1mm .  
On peut constater sur la figure  1-11 que le domaine résultant dépasse légèrement le domaine 
CF. Cela signifie que certaines configurations d’assemblage des composants ne garantissent 
pas la CF.  
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Partie hors 
de la CF 

Partie non 
exploitée 

Partie 
exploitée 

 

Figure  1-11 : Qualification de l’analyse des tolérances 

 
Pour la suite, nous allons présenter deux méthodes permettant de caractériser les risques 
engendrés par les méthodes de tolérancement : 

• la méthode des aires,   
• la méthode de Monte Carlo. 

1.4 Analyse et comparaison des méthodes de tolérancement : la 
méthode des aires 

Cette partie présente une première approche de comparaison des méthodes de tolérancement 
que l’on nomme méthode des aires. L’intérêt principal de ce graphe (δ,σ2) est de pouvoir 
calculer le domaine résultant de l’analyse des tolérances des composants. L’intérêt de 
l’analyse des tolérances est de comparer le domaine résultant des tolérances des composants 
au domaine d’acceptabilité définie par la CF. On peut ainsi juger de l’efficacité d’une 
méthode de tolérancement en terme de respect de la CF.  
Concrètement, si le domaine résultant est totalement inclus dans le domaine de la CF, alors le 
tolérancement étudié garantit le respect de la CF. Par contre, s’il le dépasse, alors le 
tolérancement proposé comporte des configurations à risque qui ne garantissent pas la CF. 

1.4.1 Hypothèse de répartition uniforme des résultantes d’assemblage 

Le domaine résultant d’analyse des tolérances représente l’ensemble des configurations 
possibles de la résultante d’assemblage. Ne sachant pas à priori comment se répartissent les 
résultantes, on suppose une répartition uniforme dans le domaine résultant.  
Le domaine de la CF définit l’ensemble des configurations acceptables pour la résultante de 
l’assemblage. On considère que toutes ces configurations sont acceptables quelles que soient 
leurs places dans le domaine. On considère donc que la répartition des assemblages est 
uniforme dans le domaine de la CF.  
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L’intérêt de cette hypothèse de répartition uniforme permet de simplifier le calcul du nombre 
de configurations par un calcul d’aire d’où le nom de la méthode. 

1.4.2 Indices de qualification de la méthode de tolérancement 

Comme on peut le constater dans la figure  1-11, il existe trois sous-domaines lors de la 
qualification de l’analyse des tolérances par rapport à la CF. En effet, le domaine résultant de 
l’analyse des tolérances n’est pas forcément inclus dans le domaine CF, on trouve donc une 
partie du domaine résultant hors de la CF. Il existe aussi une partie du domaine CF qui n’est 
pas exploitée par le domaine résultant. Et enfin la troisième partie correspond à la partie 
commune du domaine CF et du domaine résultant, qui est la partie exploitée par le 
tolérancement.  
Cette troisième partie doit être la plus grande proportionnellement au domaine CF. On 
s’attache à la qualification de la partie du domaine résultant hors du domaine CF, et de la 
partie du domaine CF exploitée par le domaine résultant.  

1.4.2.1 Indice RHCF, ratio de la partie hors de la CF 

Pour juger du respect de la CF, nous proposons de calculer un indice qui qualifie le ratio du 
domaine résultant qui se trouve hors de la CF, RHCF. Le calcul de cet indice RHCF correspond 
au ratio de la surface du domaine résultant qui se trouve hors du domaine CF sur la surface 
entière du domaine résultant. On a ainsi : 

CF

HCF
HCF S

S
R =  [  1-21 ] 

Où SHCF correspond à la surface du domaine résultant qui est hors du domaine CF, et SCF 
correspond à la surface entière du domaine CF. 
Cet indice RHCF correspond à la probabilité d’avoir un lot d’assemblage résultant hors de la 
CF sous l’hypothèse d’une répartition uniforme des assemblages. 
Dans l’exemple présenté dans cette partie, l’indice RHCF vaut RHCF = 18.9%. 

1.4.2.2 Indice Rexp., ratio de la partie exploitée de la CF 

On peut aussi juger de la proportion du domaine CF qui est exploité par le domaine résultant. 
On définit ainsi l’indice Rexp. qui correspond au ratio de la surface du domaine résultant inclus 
dans le domaine CF sur la surface entière du domaine CF. On définit ainsi : 

CF

HCFs

S

SS
R

−= .Re
.exp  [  1-22 ] 

Où SCF correspond à l’aire entière du domaine CF, SRes. correspond à l’aire entière du 
domaine résultant de l’analyse des tolérances et SHCF est la surface du domaine résultant hors 
du domaine CF.  
Dans l’exemple présenté dans cette partie, l’indice Rexp. vaut Rexp. = 91,8%. 

1.5 Une analyse des tolérances 1D par simulation de Monte Carlo 

On peut reprocher à l’analyse des domaines de tolérance de ne pas considérer l’aspect 
probabiliste de la répartition aléatoire des décentrages des composants lors de l’assemblage. 
En effet, l’analyse des tolérances par le graphe (δ,σ2) détermine le domaine résultant de 
l’analyse des tolérances, ce domaine contient toutes les configurations possibles. Or, on se 
doute que toutes ces configurations résultantes n’ont pas la même probabilité d’apparaître lors 
de l’assemblage des composants, même réparties uniformément dans leurs domaines.  
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Pour avoir un aperçu de la répartition des assemblages dans le domaine de la CF, on utilise la 
simulation de Monte Carlo. On considère deux hypothèses de répartition des lots de 
composant dans leur domaine de tolérance exprimé dans le graphe (δ,σ2) : 

• une première hypothèse de répartition uniforme dans le domaine,  
• une seconde hypothèse de répartition sur la frontière du domaine. 

D’autres approches considèrent des répartitions différentes du type probabiliste uniforme, 
normale centrée etc. [Anselmetti et al, 2003] qui font parti des perspectives de nos travaux.  
On assemble alors aléatoirement un certain nombre de chaque composant définissant ainsi 
autant d’assemblages, ces derniers ne sont pas répartis uniformément dans le domaine 
résultant. L’aspect aléatoire est donc pris en compte par le tirage de Monte Carlo. 

1.5.1 Tirage uniforme dans les domaines de tolérance 

La répartition des lots de composants dans leurs domaines de tolérance n’étant pas connue à 
priori, on choisit une répartition uniforme dans leur domaine exprimé dans le graphe (δ,σ2).  

1.5.1.1 Justification d’un tirage uniforme dans (δδδδ,σσσσ2) 

Le choix d’un tirage uniforme dans le domaine (δ,σ2) de tolérance peut surprendre 
principalement pour deux raisons : 

- la répartition des variances (σ2) étant uniforme, la répartition des écarts types (σ), ne 
l’est pas alors qu’on travaille fréquemment dans l’espace (δ,σ). 

- on peut simuler des lots de variances (σ2) quasiment nulles alors que ce cas est très 
peu probable. 

On justifie ce choix d’un tirage uniforme dans le domaine (δ,σ2) pour assurer la cohérence 
entre les deux méthodes d’analyse que sont la méthode des aires et la méthode de Monte 
Carlo.  
Ainsi en comparant un domaine CF et un domaine résultant dont les caractéristiques seraient 
réparties uniformément, le calcul des indices de qualité RHCF et Rexp. est identique par les deux 
méthodes de comparaison des surfaces ou de tirage aléatoire.  

1.5.1.2 Une répartition uniforme dans les domaines de tolérance  

La première étape de notre application de la simulation de Monte Carlo est de construire des 
tirages aléatoires uniformes dans les domaines de tolérance.  On fait l’hypothèse d’être en 
possession d’un générateur aléatoire uniforme sur deux dimensions de bonne qualité, ainsi on 
s’affranchit du développement d’un tel générateur. Connaissant la forme du domaine de 
tolérance du composant, on connaît les bornes mini et maxi de variation du décentrage δ, 
bornes symétriques car les tolérances sont symétriques. On connaît aussi les bornes des 
variations de la variance σ2, positive et inférieure à la variance maximale.  
Le générateur aléatoire retourne un ensemble de points dans le domaine 2D uniformément 
répartis dans un carré [0,1]2. Grâce à une translation et une homothétie axiale, on transforme 
le domaine initial en un domaine carré contenant le domaine de tolérance du composant. On 
obtient ainsi un ensemble de points uniformément répartis dans tout le domaine de tolérance, 
mais aussi quelques points en dehors de ce domaine. On opère alors un tri dont le but est de 
garder les points conformes à la tolérance, donc à l’intérieur du domaine.  
Si le nombre de points aléatoires restant dans le domaine de tolérance est inférieur à la taille 
de la simulation, on répète cette opération en concaténant les listes de points aléatoires.  Pour 
chaque domaine de tolérance, les composants répartis uniformément dans la tolérance sont 
stockés dans une matrice de m lignes et 2 colonnes, où m représente la dimension du tirage 
aléatoire, la première colonne contient les décentrages et la seconde contient les variances. 
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Création domaine carré du 

générateur aléatoire  
Transformation pour trouver 
le domaine carré contenant le 

domaine de tolérance 

Tri pour obtenir une 
répartition uniforme dans le 

domaine de tolérance 

Figure  1-12 : Obtention d’une répartition uniforme dans le domaine de tolérance  

1.5.1.3 Assemblage des composants aléatoires 

Les composantes aléatoires de moyenne et de variance des composants du système sont 
classées dans un vecteur m lignes et 2 colonnes. La simulation d’assemblage de lots de 
composants revient à faire la somme matricielle des différents vecteurs (m,2) de chaque 
composant pour ainsi obtenir des lots de résultantes d’assemblage. Le lot résultant est aussi 
décrite par un vecteur (m,2) dont la première colonne correspond aux moyennes des lots 
résultants, et la seconde colonne correspond à leurs variances.  
En cas d’incidence non directe d’un composant (|αi| ≠ 1), le vecteur du composant (m,2) est 
multiplié par sa matrice d’incidence (2,2) pour obtenir le vecteur d’influence du composant 
sur la résultante, comme défini au paragraphe  1.3.1.  
 

  

Figure  1-13 : Tirage de lots des composants dans leurs domaines de tolérance  

Bien que la répartition des composants soit uniforme dans son domaine de tolérance, la 
résultante de l’assemblage n’est pas répartie uniformément, ce qu’on observe sur l’exemple de 
la figure  1-14.  
On propose deux méthodes pour caractériser la répartition des assemblages dans le domaine 
résultant qui sont détaillées au paragraphe  1.5.3. 



Tolérancement des Systèmes Assemblés, une approche par le Tolérancement Inertiel et Modal 

 

22 

 

Figure  1-14 : Assemblage de lots de composants uniformément répartis dans leurs domaines 
de tolérance 

1.5.2 Tirage uniforme sur la limite du domaine de tolérance 

La partie  1.5.1 suppose que les composants sont uniformément répartis dans le domaine de 
tolérance, ce qui équivaut à tester l’ensemble des configurations possibles des composants, y 
compris celles avec un décalage faible et une faible dispersion, donc loin de la limite de 
capabilité.  
De ce fait, cette partie considère que tous les lots de composants sont en limite de capabilité. 
On évalue ainsi l’assemblage des composants d’un point de vue plus pessimiste que 
précédemment, ce qui permet d’obtenir une seconde borne permettant d’encadrer du coté 
défavorable les résultats des simulations de MC.  
 

  

Figure  1-15 : Tirage de lots des composants en limite de leurs domaines de tolérance 
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Figure  1-16 : Assemblage de lots de composants en limite de leurs domaines de tolérance 

La figure  1-15 présente les lots de deux composants en limite de capabilité. Tous les lots des 
composants sont répartis sur la limite supérieure du domaine. Le tirage aléatoire se fait en 
deux étapes.  

• on tire d’abord une répartition uniforme des décentrages de lot du composant dans la 
gamme de décentrage possible, 
• on associe ensuite les variances correspondantes aux décentrages grâce à la 
définition mathématique de la frontière.  

Les assemblages des lots de composants se font par la méthode définie dans la partie  1.5.1.3. 
Ils sont représentés par les points noirs, lots résultants, en superposition du domaine CF en 
rouge sur la figure  1-16.  
On remarque une répartition particulière qui est similaire au balayage d’un domaine sur 
l’autre pour le calcul de la somme de Minkowski. Cela est dû au fait que les lots de 
composants sont en limite de capabilité, donc sur les frontières des domaines, d’où les lots 
résultants se trouvent sur ce balayage des domaines.  

1.5.3 Qualification de la méthode de tolérancement 

A partir de la figure  1-13 et de la figure  1-15, on peut observer la qualité et les risques 
engendrés par l’assemblage de tolérances suivant différentes hypothèses. Cependant, 
l’interprétation n’est pas évidente : pour avoir une bonne estimation des répartitions, il faut 
augmenter la taille de la simulation, ce qui équivaut à augmenter le nombre de points en 
risquant de masquer la lisibilité de la figure.  
On propose donc une autre approche qui consiste à trier et classer les lots résultants en 
fonction de critère de qualité. On choisit comme critère l’indice de capabilité résultant Cpkass 
et le taux de non-conformité TNCass. On représente enfin les résultats sous forme 
d’histogramme.  
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1.5.3.1 Histogramme des Cpkass des assemblages résultants 

Le premier traitement mis en œuvre pour qualifier la répartition des lots résultants consiste à 
les classer par leur indice de capabilité Cpkass. On choisit de travailler sur l’indice Cpk pour 
deux raisons principales :  

• c’est l’indice de capabilité le plus couramment employé, il est donc connu du plus 
grand nombre,  
• il permet de qualifier le respect de l’intervalle de tolérance de la CF. Cette idée est 
discutée dans la partie  2.1.2.2 de la page 28.  

 

 
Composants dans le domaine 

 
Composants sur la frontière 

Figure  1-17 : Répartition des indices de capabilité Cpkass des lots résultants d’assemblages 

Cette première représentation permet d’estimer, suivant l’hypothèse considérée, la répartition 
des assemblages suivant le critère Cpkass. Dans le cas présenté, on peut lire que le minimum 
de l’indice Cpkass qui peut être atteint est Cpkass

Min = 0,8.  

1.5.3.2 Histogramme des TNCass des assemblages résultants 

La seconde interprétation possible est l’utilisation du critère Taux de Non-Conformité, le 
TNCass. Bien que le TNC puisse être lié à l’indice de capabilité Cpk, il semble tout aussi 
important voire plus explicite pour la qualification de la qualité d’un assemblage. En effet, le 
but de tolérancement est de garantir le respect de la CF pour le plus grand nombre de 
mécanismes.  
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Composant dans le domaine 

 
Composant sur la frontière 

Figure  1-18 : Répartition des TNCass des lots résultants d’assemblages 

 
On fait le choix de considérer l’hypothèse simplificatrice de calculer le TNC à partir d’une loi 
de distribution normale, ce choix est discuté dans la partie 3.1 du chapitre 2. 
On présente donc dans la figure  1-18, le classement des lots d’assemblages résultants par leur 
TNCass. On peut s’apercevoir des différences de représentation entre les deux indices de 
qualité Cpk et TNC.  
L’interprétation des résultats par les TNC n’est pas évident lorsque la condition fonctionnelle 
est mal respectée. Le TNC maximal pour certaines configurations peut être très élevé 
imposant un écart important de représentation entre les différentes hypothèses, ce qui 
n’apparaît pas avec l’indice de qualité Cpk. Cependant, le TNC offre une meilleure estimation 
du respect de la CF.  
 

1.5.3.3 Probabilité d’occurrence du critère de qualité 

Une troisième interprétation qui est rendue possible grâce aux histogrammes est de travailler 
sur les probabilités d’occurrence de la qualité. Le but est de pouvoir évaluer l’occurrence 
d’une certaine qualité ou non-qualité.  
Pour les histogrammes utilisant l’indice de qualité Cpk, dans ce cas d’application et sous 
l’hypothèse de composants en limite de capabilité, on constate que la probabilité d’obtenir un 
indice de capabilité inférieur à Cpkass = 1 est de l’ordre de 8%.  
Pour les histogrammes des TNCass, on remarque que dans plus de 90% des cas en répartition 
uniforme dans la tolérance le TNCass résultants est nul, alors que cette occurrence chute à 
moins de 45% des cas sous l’hypothèse de composants en limite de capabilité.  
Cette troisième interprétation des résultats des simulations de MC sera utilisée dans le 
chapitre 2 lorsqu’on évaluera le risque de non-respect de la CF en vue d’élargir les tolérances 
en considérant un risque.  
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1.5.4 Indice de qualification de la méthode de tolérancement 

On reprend ici l’idée développée dans la partie  1.4.2 qui considère un indice RHCF de 
qualification de la méthode de tolérancement pour estimer le risque d’être hors du domaine 
CF. On définit ici un nouvel indice RMC

HCF qui qualifie le non-respect de la CF par l’analyse 
aléatoire de MC des tolérances. On ne peut redéfinir que cet indice car l’autre indice Rexp. 
qualifiant la partie exploitée de la CF n’a de sens qu’avec le calcul du domaine résultant.   
On définit l’indice RMC

HCF comme le ratio entre le nombre d’assemblages résultants hors de la 
CF sur le nombre total d’assemblages. On a ainsi : 

.Res

HCF
HCF

MC

N

N
R =  [  1-23 ] 

Où NHCF correspond au nombre d’assemblages résultants qui sont hors du domaine CF, et 
Nres. correspond au nombre total d’assemblages résultants, soit la taille de la simulation.  
Cet indice RMC

HCF correspond à la probabilité d’avoir un assemblage résultant hors de la CF 
sous différentes hypothèses. Dans notre exemple :   

• pour des composants uniformément répartis dans leur domaine de tolérance : 
RMC

HCF = 0,8% sur une simulation de taille 300 000 tirages aléatoires (soit un écart-type 
de 0,03% sur le résultat), 
• pour des composants uniformément répartis sur la frontière de leur domaine de 
tolérance :  RMC

HCF = 28,8% sur une simulation de taille 300 000 tirages aléatoires, (soit 
un écart-type de 0,08% sur le résultat). 

Ces estimations sont des moyennes dont les écarts-types diminuent en fonction de la taille de 
la simulation, comme le montre [Cvetko et al, 1998] pour l’estimation d’un TNC résultant par 
la méthode de MC.  
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2 Tolérancement traditionnel 1D 

Pour comparer les différentes méthodes de tolérancement que nous présentons ci-après, on 
choisit d’illustrer le tolérancement de chaque méthode et son domaine résultant par un 
exemple simple de chaîne de cote. On choisit un empilage de cinq composants présentés à la 
figure  1-1. La condition fonctionnelle est définie par intervalles de tolérance ITCF = 1 mm. 
Les incidences des composants dans la chaîne de cote sont identiques (αi = 1), et les 
tolérances sont réparties uniformément (βi = 1). 

2.1 Indices de capabilité traditionnels et domaines associés 

Afin de juger de la qualité d’un lot par rapport à sa tolérance, on définit des indices de 
capabilité qui comparent la qualité du lot, moyenne et écart type, à sa tolérance suivant 
différents critères. Les indices de capabilité retournent un scalaire dont la valeur est croissante 
pour une qualité croissante du lot. On peut distinguer des travaux qui présente un état de l’art 
de indices de capabilité, tels [Kotz et al, 1993] ou [Kotz et al, 2002].  

2.1.1 L’indice Cp 

2.1.1.1 Définition de l’indice Cp 

L’indice Cp [Sullivan 1984] est défini par la formule suivante : 

σ.6

IT
Cp =  [  1-24 ] 

Où IT est l’intervalle de tolérance défini par une limite inférieure et une limite supérieure, 
[Min, Max] , et σ  est l’écart type du lot produit. 
Sous l’hypothèse habituelle de normalité de la loi de distribution du lot et d’un procédé centré 
au milieu de la zone de tolérance, on peut calculer le pourcentage de pièces non conformes : 

( ) 610..31.2 CpTNCppm −Φ=  [  1-25 ] 

Où Φ  est la fonction de distribution d’une loi normale réduite [Kotz et al, 1993].  
Mais l’indice PC  compare seulement la dispersion du lot par rapport à la zone de tolérance, et 
ne prend pas en compte le décalage de la moyenne du lot par rapport à la cible. 

2.1.1.2 Les représentations graphiques de l’indice Cp 

Dans le domaine (δ,σ), l’expression de l’indice Cp se traduit par : 

Cp

ITCF

.6
=σ  [  1-26 ] 

Dans le domaine (δ,σ2), la limite du domaine de l’indice Cp s’exprime par : 

2

2

.6 






=
Cp

ITCFσ  [  1-27 ] 
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Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-19 : Différentes représentations de l’indice Cp 

La figure  1-19 donne la représentation dans les différents graphes d’une situation avec Cp = 1, 
Cp = 1,33, Cp = 1,66 et Cp = 2. 
On constate qu’il n’y a aucune limitation de décentrage ce qui est normal vu le rôle de l’indice 
Cp qui ne limite que l’écart-type.  

2.1.2 L’indice Cpk 

2.1.2.1 Définition de l’indice Cpk 

L’indice Cpk [Kane, 1986] est défini par la formule suivante : 

{ }
σ

δ

σ
µµ

⋅

−
=

⋅
−−=

3
2

3

;min
IT

TITS
Cpk  [  1-28 ] 

Où TS représente la tolérance supérieure, Max, et TI représente la tolérance inférieure, Min. δ  
représente le décalage de la moyenne du lot par rapport à la cible.  

2.1.2.2 Un indice garantissant l’intervalle de tolérance 

Le fait de respecter un indice Cpk supérieur à 1 revient à garantir que le lot est dans 
l’intervalle de tolérance [Min, Max].  
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Figure  1-20 : Evolution du TNC à Cpk constant pour une loi normale 
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[Boyles, 1991] présente l’application de l’indice Cpk sur la loi normale. Il présente les 
variations du TNC pour différentes valeurs d’indice Cpk en fonction du décalage du lot. La 
figure suivante montre l’évolution du TNC pour différentes valeurs d’indice Cpk en fonction 
du décalage du lot. 
On définit deux limites sur le TNC en fonction du Cpk du lot. Une limite inférieure donnée 
par : 

( )( ) 610..31 CpkTNCInf
ppm Φ−=  [  1-29 ] 

Et une borne supérieure définie par  

( )( ) 610..31.2 CpkTNCSup
ppm Φ−=  [  1-30 ] 

2.1.2.3 Les représentations graphiques de l’indice Cpk 

Dans le graphe (δ,σ), l’indice Cpk peut s’exprimer par : 

Cpk

ITCF

.3
2

δ
σ

−
=  [  1-31 ] 

La limite du domaine de tolérance dans le graphe (δ,σ2) s’exprime comme suit : 

2

2

.3
2















 −
=

Cpk

ITCF δ
σ  [  1-32 ] 

 

   
Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-21 : Les différentes représentations de l’indice Cpk 

La figure  1-21 donne la représentation dans les différents graphes d’une situation avec 
Cpk = 1 , Cpk = 1,33, Cpk = 1,66 et Cpk = 2. 
On constate que les décentrages maximaux sont définis par +/- le demi-intervalle de tolérance. 
Ainsi il est possible avec l’indice Cpk d’obtenir des composants dont la moyenne est au bord 
de la tolérance, cependant, l’écart-type associé est faible.  
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2.1.3 L’indice Cpm 

L’indice Cpm [Chan et al, 1988] est aussi appelé l’indice de capabilité de Taguchi, qui est 
basé sur la fonction de perte de  Taguchi. 

2.1.3.1 Définition de l’indice Cpm 

L’indice Cpm est défini dans [Boyles, 1991] par la formule suivante: 

226 δσ +⋅
= IT

Cpm  [  1-33 ] 

 
Le fait de garantir un indice Cpm supérieur à 1 revient à garantir que le lot respecte la cible. 
La caractéristique est considérée pour elle-même mais non en fonction de son incidence dans 
l'assemblage dont elle fait partie. En effet, le fait de garantir des indices Cpk corrects sur les 
composants d’un assemblage ne suffit pas à garantir un indice Cpk correct sur la condition 
d’assemblage : l’indice Cpm semble donc mieux adapté [Parlar et al, 1999], 
[Denniston, 2006]  

2.1.3.2 Les représentations graphiques de l’indice Cpm 

La limite du domaine de tolérance de l’indice Cpm dans le graphe (δ,σ) peut s’écrire  

2

2

.6
δσ −







=
Cpm

ITCF  [  1-34 ] 

Et dans le graphe (δ,σ2) le domaine de tolérance est délimité par : 

2

2

2

.6
δσ −







=
Cpm

ITCF  [  1-35 ] 

 

   
Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-22 : Les différentes représentations de l’indice Cpm 
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2.1.4 L’indice Cpmk 

L’indice Cpmk [Pearn et al, 1992] est défini par : 

223

2

δσ

δ

+⋅

−
=

IT

Cpmk  [  1-36 ] 

Différentes valeurs types sont proposées pour l’utilisation de cette indice de capabilité dans 
[Pearn et al, 2002]. Une expression de la borne supérieure du TNC en fonction de l’indice 
Cpmk est exprimée dans [Pearn et al, 2004] à partir de la relation présentée par 
[Boyles, 1991]  entre l’indice Cpk et la borne maximum du TNC  : 

( )( ) 610..31.2 CpmkTNCSup
ppm Φ−=  [  1-37 ] 

2.1.4.1 Les représentations graphiques de l’indice Cpmk 

L’expression de l’indice de capabilité Cpmk peut se traduire dans le graphe (δ,σ) par : 

2

2

.3
2 δ

δ
σ −















 −
=

Cpmk

ITCF

 [  1-38 ] 

Et dans le graphe (δ,σ2), le domaine de tolérance défini par l’indice Cpmk est délimité par : 

2

2

2

.3
2 δ

δ
σ −















 −
=

Cpmk

ITCF

 [  1-39 ] 

 

   
Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-23 : Les différentes représentations de l’indice Cpmk 
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2.1.5 Combinaison d’indices de capabilité et domaine associé 

La combinaison des indices de capabilité correspond à l’utilisation d’au moins deux indices 
pour la même tolérance. Ce cas est souvent rencontré dans le tolérancement traditionnel où 
l’intervalle de tolérance est accompagné des indices de capabilité Cp et Cpk. Le domaine de 
variabilité de la combinaison des indices de capabilité correspond à la partie commune des 
différents domaines, autrement dit c’est l’intersection des domaines de variabilité des 
différents indices de capabilité.  
Dans la figure suivante sont présentés deux cas de combinaison d’indices de capabilité.  

2.1.5.1 Cas 1, combinaison Cp> 2,5, Cpk>2 et Cpm>1. 

Ce cas peut être une expression classique de la tolérance d’un composant d’une chaîne de 
cotes. Les limites de capabilité sont des limites inférieures. 
 

   
Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-24 : Combinaison des indices Cp>2,5 , Cpk>2 et Cpm>1 

Grâce aux représentations des domaines de tolérance, on peut juger de l’intérêt de combiner 
les indices de capabilité. Dans ce cas, on peut remettre en cause l’utilité de la spécification de 
la tolérance avec l’indice Cpk, vu que le domaine est principalement délimité par l’indice Cp 
et l’indice Cpm.  

2.1.5.2 Cas 2, combinaison Cp<4 et Cpk>1 

Ce cas est notamment rencontré pour le tolérancement statistique, afin de réduire le 
décentrage des composants. L’indice Cp exprime ici une limite supérieure de capabilité alors 
que l’indice Cpk exprime une limite inférieure. 
 

   
Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-25 : Combinaison des indices Cp<4 et Cpk>1 

On voit ici l’intérêt de combiner une limite inférieure sur l’indice de capabilité Cpk avec une 
limite supérieure sur l’indice de capabilité Cp. Le but est de limiter le décentrage maximal 
afin que la moyenne ne puisse pas atteindre le demi-intervalle.  
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Cependant, il est dommage de ne pas accepter des lots relativement centrés dont l’écart type 
est faible. Par conséquent, il pourrait être intéressant de remplacer cette combinaison d’indice 
de capabilité par l’indice Cpm qui seul limite le décentrage.  

2.2 Condition fonctionnelle et son domaine d’acceptation 

Dans le tolérancement traditionnel, la condition fonctionnelle est exprimée par un intervalle 
de tolérance ITCF autour d’une cible. On a vu que l’intervalle de tolérance est garanti par 
l’indice de capabilité Cpk. Ainsi on propose de traduire le respect de la condition 
fonctionnelle définie par un IT à l’aide de l’indice Cpk. Le domaine d’acceptation 
correspondant à un intervalle de tolérance est décrit par l’indice Cpk = 1.  
En considérant un indice Cpk = 1, cela revient à accepter six écarts types dans l’intervalle de 
tolérance dans le cas centré. Certains peuvent être plus exigeant et imposer huit écarts types 
au minimum dans l’ITCF, cela revient à considérer un Cpk supérieur ou égal à Cpk = 1,33. 
On considère donc dans un premier temps qu’une condition fonctionnelle est caractérisée par 
un intervalle de tolérance ITCF autour de la cible, et par un indice de capabilité CpkCF. Il est 
maintenant possible de traduire la condition fonctionnelle en domaine d’acceptation des 
résultantes d’assemblage.  
Pour le cas d’application de la figure  1-1 on choisit une condition fonctionnelle définie par un 
ITCF = 1 mm. Sans autre indication, on considère que l’indice CpkCF = 1. Ainsi le domaine 
d’acceptation est décrit par la figure suivante. 
 

   
Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-26 : Les différentes représentations de la condition fonctionnelle : ITCF 

 
Dans un second temps, on pourra considérer que la CF est toujours caractérisée par un 
intervalle de tolérance ITCF autour d’une cible, mais qu’on impose une limite maximale du 
taux de non-conformité TNCCF. Comme il existe un lien entre le TNC et le Cpk, cette seconde 
expression de la CF est assez similaire à celle présentée ici. Mais on se contente pour l’instant 
d’exprimer la CF par un ITCF et un CpkCF. L’étude de la seconde expression de la CF par un 
TNC se fera lors du développement du tolérancement inertiel.  

2.3 Tolérancement traditionnel 

Le tolérancement dimensionnel traditionnel d’une caractéristique se fait par le biais de deux 
limites sur la caractéristique. Ces limites, supérieure et inférieure, définissent une zone de 
conformité de la caractéristique, représentée par un intervalle [Min, Max] . Sur la condition 
fonctionnelle, ces limites sont imposées par le concepteur autour d’une valeur de cote, aussi 
appelée Valeur Cible.  
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La conformité de la caractéristique tolérancée est jugée bonne lorsque la mesure de cette 
caractéristique est comprise dans l’intervalle [Valeur Cible + Min, Valeur Cible + Max]. 
Cet intervalle [Min, Max]  sur la dimension mesurée se représente par une double frontière, et 
exprime graphiquement la notion de conformité d’une caractéristique par rapport à ses 
tolérances. 
Dans le cas de tolérancement traditionnel de systèmes assemblés, trois approches sont 
couramment employées, celle du "pire des cas" (Worst of Case), l’approche statistique 
(Statistical) et l’approche "statistique augmentée" (Inflated Statistical). 
Le paragraphe suivant présente brièvement les différentes méthodes de tolérancement, et leur 
application sur l’assemblage de cinq composants. L’application des méthodes de 
tolérancement sur l’exemple consiste à faire une synthèse des tolérances des composants, puis 
à faire l’analyse des tolérances calculées par les deux méthodes décrites précédemment, 
l’analyse de l’ensemble des situations possibles par la somme de Minkowski des domaines de 
tolérance et l’analyse par simulation de Monte Carlo.  

2.3.1 Le pire des cas 

L’hypothèse du pire des cas sous-entend que la condition fonctionnelle est respectée dans 
toutes les configurations, en particulier dans la pire configuration. Ce pire cas est identifié 
comme l’assemblage de composants en limite de tolérance dont le décalage est maximal, et la 
dispersion nulle par conséquent. Dans ce cas le décalage résultant, qui doit être compris dans 
le demi ITCF, vaut la somme des décalages des composants, définis par le demi intervalle de 
tolérance.  
On a donc la relation suivante, qui correspond à l’analyse des tolérances au pire des cas.  

∑ ⋅=
i

XiY i
ITIT α  [  1-40 ] 

Où ITY représente l’intervalle de tolérance sur la condition fonctionnelle, et ITXi l’intervalle de 
tolérance sur les caractéristiques des composants. 
On définit donc la relation permettant de faire la synthèse des tolérances des composants par : 

∑
=

i
i

Y
X

IT
IT

i α
 [  1-41 ] 

Dans le cas d’une répartition non uniforme des tolérances des composants, on utilise les 
indices de faisabilité βi, la relation s’exprime alors comme : 

∑
=

i
ii

Yi
X

IT
IT

i βα
β

.

.
 [  1-42 ] 

Dans le cas d’une répartition uniforme, tous les βi = 1, et d’une incidence directe de tous les 
composants, tous les αi = 1, la synthèse des tolérances  se calcule par la relation bien connue 
du tolérancement au pire des cas : 

n

IT
IT Y

X i
=  [  1-43 ] 

Ce tolérancement présente l’avantage de respecter la condition fonctionnelle dans toutes les 
situations, y compris la pire configuration du tolérancement traditionnel. Par contre, ses 
tolérances serrées engendrent un coût élevé de production. 
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2.3.1.1 Le cas d’application 

En s’intéressant à la synthèse des tolérances au pire des cas de l’exemple d’application, on 
obtient les tolérances suivantes résumées dans le tableau ci-dessous. 
 

 Composant 1 Composant 2 Composant 3 Composant 4 Composant 5 
Incidence αi -1 -1 -1 -1 1 
Faisabilité βi 1 1 1 1 1 
Tolérance ITi 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 

Tableau  1-1 : Caractéristiques et tolérances au pire des cas des composants 

Sans condition particulière, on considère que les intervalles de tolérances de composants sont 
garantis par des indices de capabilité Cpki = 1.  

2.3.1.2 Analyse de l’ensemble des configurations résultantes 

Ainsi, on trouve les domaines de tolérance des composants tous égaux car les tolérances sont 
identiques. Par ailleurs, en faisant l’analyse des domaines de tolérance, on trouve le domaine 
résultant de l’assemblage des tolérances que l’on compare au domaine de la condition 
fonctionnelle. 
La figure suivante montre le domaine de tolérance des composants, ainsi que la comparaison 
avec le domaine de la CF du domaine résultant de l’analyse des tolérances.  
 

  

Figure  1-27 : Domaine de tolérance des composants au pire des cas, et domaine résultant de 
l’analyse des tolérances 

On constate bien que la CF est entièrement respectée par le tolérancement au pire des cas. En 
effet, le domaine résultant est entièrement inclus dans le domaine CF.  
Dans ce cas d’application, l’indice de qualification du non respect de la CF RHCF est nul car la 
CF est respectée. L’indice d’exploitation de la CF ici vaut Rexpl. = 0,28. 
L’analyse par simulation de Monte Carlo donne la répartition des assemblages résultants 
présentée dans la figure ci-dessous.   
Conformément à l’objectif du tolérancement, aucun assemblage n’est hors du domaine 
d’acceptation de la CF. Par contre, on se rend compte que la combinaison aléatoire des 
décentrages des composants donne une répartition des assemblages proche de la cible. 
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2.3.2 Tolérancement statistique 

Le tolérancement statistique a été développé dans le but de prendre en compte la faible 
probabilité d’avoir plusieurs caractéristiques en limite de leur tolérance en même temps 
[Shewhart, 1931], [Evans, 1975]. Sous l’hypothèse que les variables Xi sont indépendantes 
avec un écart type σi, on obtient la relation suivante définit par l’équation [  1-12 ] : 

∑ ⋅=
i

iiY
22 σασ  [  1-44 ] 

Avec des tolérances proportionnelles à l’écart type [Chase et al, 1991], on obtient alors la 
relation suivante pour l’analyse statistique des tolérances : 

∑ ⋅=
i

XiY i
ITIT 22α  [  1-45 ] 

Dans cette méthode de tolérancement, la considération de base est le centrage de toutes les 
caractéristiques des composants sur leur valeur cible.  
On définit ainsi la relation permettant de faire la synthèse des tolérances statistiques des 
composants. Dans le cas général où la distribution des tolérances est non-uniforme, on 
obtient : 

∑ ⋅
=

i
ii

Yi
X

IT
IT

i 22

.

βα
β

 
[  1-46 ] 

Dans le cas particulier où les incidences des composants sont directes (αi = 1), et la 
répartition des tolérances se fait de manière uniforme (βi = 1), l’expression précédente se 
résume en : 

n

IT
IT Y

X i
=  [  1-47 ] 

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne garantit pas la conformité de l’assemblage 
selon toutes les configurations des composants. Il se peut que plusieurs caractéristiques des 
composants soient conformes à leurs tolérances mais que leurs décalages par rapport à leurs 
valeurs cibles entraînent une non-conformité de la condition finale. 

2.3.2.1 Le cas d’application 

 Première analyse sans précaution particulière 

En s’intéressant à la synthèse des tolérances statistiques de l’exemple d’application, on 
obtient les tolérances suivantes résumées dans le tableau ci-dessous. 
 

 Composant 1 Composant 2 Composant 3 Composant 4 Composant 5 
Incidence αi -1 -1 -1 -1 1 
Faisabilité βi 1 1 1 1 1 
Tolérance ITi 0,447 0,447 0,447 0,447 0,447 

Tableau  1-2 : Caractéristiques et tolérances statistiques des composants 

Comme précédemment sans condition particulière, on considère que les intervalles de 
tolérances de composants sont garantis par des indices de capabilité Cpki = 1.  



Chapitre 1 : Présentation non exhaustive du tolérancement 1D 

 

37 

En faisant l’analyse des domaines de tolérance, on trouve le domaine résultant de 
l’assemblage des tolérances que l’on compare au domaine de la condition fonctionnelle. 
La figure suivante montre le domaine de tolérance des composants, ainsi que la comparaison 
avec le domaine de la CF du domaine résultant de l’analyse des tolérances.  
On constate que le tolérancement statistique sans précaution n’est pas bien adapté pour le 
tolérancement de la CF. On garantit le respect de la dispersion maximale, mais le décentrage 
maximum est largement dépassé. 
Dans ce cas d’application, l’indice de qualification du non respect de la CF vaut RHCF = 0,68  
et l’indice de non exploitation de la CF ici vaut Rexpl. = 1 . 
L’analyse par simulation de Monte Carlo donne la répartition des assemblages avec un indice 
de non-respect de la CF :  RMC

HCF = 0,15. 
 

  

Figure  1-28 : Domaine de tolérance des composants, et domaine résultant de l’analyse des 
tolérances 

 

 Seconde analyse avec Cpki > 1,66 

  

Figure  1-29 : Domaine de tolérance avec Cpki = 1,67, et domaine résultant de l’analyse des 
tolérances 
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On se propose de faire l’analyse des tolérances mais en considérant cette fois-ci une valeur 
minimale de l’indice Cpki des composants. On choisit arbitrairement un indice Cpki = 1,67 
pour tous les composants de la chaîne de cote. La figure suivante résume l’analyse des 
tolérances. 
L’analyse par la méthode des aires donne  un indice d’exploitation Rexpl. = 0,59 et un indice de 
non-conformité RHCF = 0,48. Avec l’analyse par simulation de Monte Carlo, l’indice de non-
conformité devient RMC

HCF = 0,03 . 
Malgré l’utilisation d’indice de capabilité Cpki > 1, on constate que le tolérancement 
statistique offre beaucoup de configuration à risque sur la résultante. Son utilisation sans 
précaution pour vérifier son hypothèse de composants centrés est risquée pour le 
tolérancement de la CF. 

2.3.3 Tolérancement statistique augmenté  

Plusieurs méthodes sont proposées pour réduire l’aspect négatif du tolérancement statistique, 
dont une discussion est proposée dans [Graves et al, 2000]. [Gilson, 1951] et [Bender, 1962] 
proposent une méthode basée sur le tolérancement statistique comprenant un facteur 
augmenté f (inflated factor). La tolérance dans le cas général est alors définie par la relation 
suivante 

∑
=

i
ii

Yi
X

f

IT
IT

i 22..

.

βα
β

 
[  1-48 ] 

Où f  représente le coefficient augmenté. Ce coefficient est souvent choisi arbitrairement 
autour d’une valeur de 5,1=f  ou 1,6 selon leurs expériences avec de nombreux assemblages.  

Dans le cas particulier de répartition uniforme (βi = 1) et d’incidence directe de tous les 
composants ( 1=iα ), on obtient les tolérances sur les composants par : 

nf

IT
IT Y

X i .
=  [  1-49 ] 

Dans le cas où 1=f , on retrouve une répartition des tolérances par la méthode statistique, 

dans le cas où nf = , on retrouve du tolérancement au pire des cas.  
Une discussion sur la valeur du coefficient est proposée par [Graves, 1997] et [Graves, 2001] 
sur différentes situations qui conduisent au choix de différentes valeurs de f . Graves propose 
une approche intéressante pour optimiser le coefficient f  selon les indices de capabilité.  
Mais malgré la qualité de cette méthode de tolérancement, il est toujours possible de trouver 
une situation ne garantissant la CF. En effet, comme on peut le constater sur la figure  1-30, le 
décentrage maximal résultant excède le décentrage maximal admissible.  



Chapitre 1 : Présentation non exhaustive du tolérancement 1D 

 

39 

2.3.3.1 Le cas d’application 

La synthèse des tolérances statistiques augmentées de l’exemple d’application donne les 
tolérances suivantes en utilisant le facteur augmenté f = 1,6. 
Sans condition particulière, on considère que les intervalles de tolérances de composants sont 
garantis par des indices de capabilité Cpki = 1. 
 

 Composant 1 Composant 2 Composant 3 Composant 4 Composant 5 
Incidence αi -1 -1 -1 -1 1 
Faisabilité βi 1 1 1 1 1 
Tolérance ITi 0,280 0,280 0,280 0,280 0,280 

Tableau  1-3 : Caractéristiques et tolérances statistiques augmentées des composants 

 

  

Figure  1-30 : Domaine de tolérance des composants, et domaine résultant de l’analyse des 
tolérances 

En faisant l’analyse des domaines de tolérance, on trouve le domaine résultant de 
l’assemblage des tolérances que l’on compare au domaine de la condition fonctionnelle. 
La figure suivante montre le domaine de tolérance des composants, ainsi que la comparaison 
avec le domaine de la CF du domaine résultant de l’analyse des tolérances. 
Dans ce cas, la CF est relativement bien respectée bien que le tolérancement du système 
permette des configurations hors de la CF.  En effet, l’indice de configuration hors de la CF 
fourni par l’étude des aires est RHCF = 0,23 alors que l’indice d’exploitation vaut Rexp. = 0,41 . 
En revanche, par la méthode de Monte Carlo, on obtient un indice de non-respect de la 
tolérance de RMC

HCF = 0,00.  
Cette observation  nous permet de constater que cette méthode exploite correctement l’aspect 
aléatoire des combinaisons des décentrages et par la même garantit statistiquement la CF.  
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3 Tolérancement inertiel 1D 

OBJECTIFS DE CETTE PARTIE  

Cette partie est un état de l’art du tolérancement inertiel. Nous allons aborder plusieurs 
points : 

• Dans un premier temps nous présentons la fonction de perte de Taguchi. Pillet s’est 
basé sur cette fonction de perte pour définir un critère de qualification des écarts qu’il 
nomme l’inertie.  
• Nous abordons dans un second temps les représentations graphiques de la tolérance 
inertielle, et notamment le graphe bi-tolérance que nous introduisons.  
• La troisième partie introduit les deux indices de capabilité (Cp et Cpi) que l’on 
utilise pour contrôler un lot en tolérancement inertiel, 
• Dans une quatrième partie on présente les deux types de condition fonctionnelle 
applicable avec le tolérancement inertiel qui sont la tolérance inertielle et l’intervalle 
de tolérance, 
• Enfin la cinquième partie traite de trois cas de tolérancement inertiel et de leurs 
hypothèses de calcul des tolérances. Deux approches de tolérancement visent à garantir 
une CF définie par une inertie et la troisième vise à garantir un IT.  

3.1 Perte de Taguchi et le critère inertie 

Cette partie présente la fonction de perte de Taguchi qui est à l’origine de la genèse du critère 
inertie qu’introduit Pillet.  

3.1.1 La fonction de perte de Taguchi 

Taguchi propose une formule simple permettant d’évaluer la contrepartie financière due aux 
erreurs de production, la fonction quadratique de perte de qualité. Le but de formule est 
d’évaluer en unité monétaire la perte financière subie à la suite d’une défaillance d’un produit. 
Cette estimation de la perte englobe non seulement l’entreprise mais aussi le client et le 
vendeur. Taguchi caractérise cette perte financière engendrée par l’écart d’une caractéristique 
par rapport à sa cible comme une fonction proportionnelle au carré de cet écart. Il donne 
ainsi : 

( )2. iXTkL −=  [  1-50 ] 

Où L représente la perte financière (financial Loss), et k est un coefficient permettant de relier 
les écarts quadratique à l’unité financière (euros/mm² par exemple). T représente la valeur 
cible (Target) et Xi est la valeur mesurée sur un composant. [Taguchi et al, 1989], donne une 
méthode permettant de déterminer le coefficient k en fonction de l’intervalle de tolérance, 
définissant la limite d’acceptation de la pièce, et du prix de production associé à la pièce.  

2

2








=

IT

A
k  

[  1-51 ] 

Où IT est l’intervalle de tolérance et A est le prix de production de la pièce ou son prix de 
retouche. 
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3.1.2 Le critère inertie 

En partant de la définition de la fonction de perte de Taguchi, Pillet [Pillet, 2004] propose un 
nouveau critère d’acceptation l’inertie. A ses débuts l’inertie est définie par : 

( )2
iXTI −=  [  1-52 ] 

Pillet montre que cette expression peut aussi s’écrire sous la forme d’une addition du carré de 
l’écart par rapport à la cible et du carré de l’écart type, soit : 

22 σδ +=I  [  1-53 ] 

Pour un souci de cohérence entre les valeurs mesurées en mm et les valeurs de l’inertie mm2 
initialement, le calcul de l’inertie est redéfini en prenant la racine carrée de sa définition 
initiale. Ainsi il y a homogénéité entre les valeurs mesurées et la valeur du critère inertie. La 
nouvelle définition de l’inertie s’écrit : 

22 σδ +=I  [  1-54 ] 

On dispose donc d’un critère d’acception du lot lié à la perte financière engendrée. Ce critère 
d’acceptation est un scalaire dont l’unité est proportionnelle à l’unité de mesure des pièces du 
lot. L’inertie est la combinaison quadratique du décentrage de la moyenne du lot par rapport à 
la cible et de l’écart type du lot.  

3.2 Représentation graphique de la tolérance inertielle 

Cette partie traite des représentations graphiques de la tolérance inertielle. Nous abordons 
dans un premier temps les représentations utilisées dans les parties  1.2 et  1.3 qui permettent 
de représenter les tolérances traditionnelles et inertielles. Nous présentons enfin une 
représentation graphique dédiée à la tolérance inertielle que nous nommons le graphe bi-
tolérance.  

3.2.1 Premières représentations graphiques  

La première représentation graphique de l’inertie s’est naturellement faite dans le domaine 
(δ,σ), voir la figure  1-26. Dans cette représentation, on voit bien l’interaction entre la 
moyenne et l’écart type, mais l’interprétation n’est pas aussi évidente que la tolérance 
traditionnelle où le lot est représenté dans son intervalle de tolérance. 
Pour un souci de diffusion de la méthode de tolérancement inertiel, le premier travail de 
recherche s’est focalisé sur les représentations graphiques de la tolérance inertielle. La figure 
suivante montre les différentes représentations graphiques décrites en début de ce chapitre.  



Tolérancement des Systèmes Assemblés, une approche par le Tolérancement Inertiel et Modal 

 

42 

   
Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-31 : Les différentes représentations de la tolérance inertielle 

 
On voit l’intérêt de la représentation du graphe en U, qui permet d’exprimer une tolérance sur 
les caractéristiques δ et σ  du lot en une limite d’acceptation sur la représentation du lot par la 
gaussienne équivalente. C’est la première représentation qui permet d’interpréter la tolérance 
inertielle d’une manière plus courante.  
Cependant, une autre représentation est proposée, propre à la tolérance inertielle celle-ci. 

3.2.2 Graphe bi-tolérance 

Une dernière proposition de représentation graphique des tolérances est la représentation bi-
tolérances. En observant le graphe (δ,σ), on se rend compte que la tolérance inertielle qui 
limite l’inertie du lot, fusion entre le décentrage δ et la dispersion σ, peut être exprimée en 
deux tolérances dépendantes sur le décentrage et la dispersion. L’intérêt est alors de pouvoir 
quitter la représentation (δ,σ) pour revenir à une représentation classique sur la distribution du 
lot, mais en affichant deux tolérances mobiles contrairement à l’IT.  
La tolérance sur le décentrage du lot δtol. Se calcule en fonction de la tolérance inertielle Itol. et 
de la dispersion du lot σlot. : 

22
.. lottoltol I σδ −=  [  1-55 ] 

La tolérance est alors représentée comme un intervalle centré sur la cible représentant une bi-
limite sur la moyenne du lot δlot. Cette première tolérance vérifie la relation : 

[ ]..; toltollot δδδ +−∈  [  1-56 ] 

La tolérance sur la dispersion σtol. Est définie par : 

22
.. lottoltol I δσ −=  [  1-57 ] 

La tolérance est alors représentée comme un intervalle centré sur la moyenne du lot 
représentant une bi-limite sur l’étendue du lot, six dispersions. Cette seconde tolérance 
exprime la relation : 

[ ] [ ].. .3;.3.3;.3 tollottollotlotlotlotlot σδσδσδσδ +−⊂+−  [  1-58 ] 

Les figures suivantes montrent les deux représentations dans le graphe (δ,σ) et la tolérance bi-
limite sur un histogramme de mesures. Là encore on utilise une représentation équivalente du 
lot, la gaussienne équivalente, principalement pour comparer la dispersion du lot à la 
dispersion autorisée par la tolérance en considérant le décentrage du lot.  
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Graphe (δ,σ) Graphe bi-tolérance 

Figure  1-32 : Qualification d’un lot en tolérance inertielle bi-tolérance 

3.3 Indices de capabilité inertiels 

3.3.1 L’indice Cp 

Comme pour le tolérancement traditionnel, Pillet définit un indice de capabilité définissant le 
ratio entre la variabilité permise et la variabilité court terme du processus, l’indice Cp. 
L’indice Cp est définit par : 

σ
CFI

Cp=  [  1-59 ] 

3.3.1.1 Les représentations graphiques de l’indice Cp 

Le domaine de tolérance de l’indice Cp dans le graphe (δ,σ) est délimité par : 

Cp

ICF=σ  [  1-60 ] 

Et dans le graphe (δ,σ2) le domaine de tolérance est délimité par : 
2

2






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ICFσ  [  1-61 ] 
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Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-33 : Les différentes représentations de l’indice inertiel Cp 

On constate bien que l’indice Cp du tolérancement traditionnel ou du tolérancement inertiel a 
bien le même rôle, il compare la variabilité instantanée du procédé à la variabilité autorisée.  

3.3.2 L’indice Cpi 

L’inertie est un critère de qualification du lot à elle seule, elle combine le décentrage δ et 
l’écart-type σ. Cependant, comme pour le tolérancement traditionnel Pillet introduit un indice 
de capabilité Cpi qui permet de comparer l’inertie du lot à la tolérance inertielle.  
L’indice Cpi est défini par : 

22 σδ +
= CFI

Cpi  [  1-62 ] 

3.3.2.1 Les représentations graphiques de l’indice Cpi 

La limite du domaine de tolérance de l’indice Cpi dans le graphe (δ,σ) peut s’écrire  

2

2

δσ −







=

Cpi

ICF  [  1-63 ] 

Et dans le graphe (δ,σ2) le domaine de tolérance est délimité par : 

2

2

2 δσ −







=
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ICF  [  1-64 ] 

 

   
Graphe (δ,σ) Graphe en U Graphe (δ,σ2) 

Figure  1-34 : Les différentes représentations de l’indice inertiel Cpi 
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On observe que l’indice de capabilité traditionnel Cpm et l’indice de capabilité inertiel Cpi 
ont le domaine de tolérance. Cela vient du fait que ces deux indices qualifient le lot de la 
même façon à l’aide de la fonction de perte de Taguchi. La différence majeure est que l’indice 
Cpm est basé sur un intervalle de tolérance soulevant un problème d’acceptation de lot dans 
l’ IT mais avec un mauvais Cpm. Cette ambiguïté est discutée dans le chapitre suivant sur 
l’application du tolérancement inertiel au tolérancement traditionnel à l’aide de l’indice Cpm.  

3.4 Condition fonctionnelle et son domaine d’acceptation 

Le tolérancement inertiel a pour but de garantir une inertie sur la résultante de l’assemblage, 
mais on peut également chercher à garantir un intervalle de tolérance.  

3.4.1 Une inertie comme CF 

En se basant sur la fonction de perte de Taguchi, l’inertie désigne une zone pour laquelle le 
coût de non qualité est constant. En produisant des assemblages dont l’inertie est inférieure à 
la tolérance inertielle définissant la condition fonctionnelle autour d’une cible, d’après 
Taguchi on produit ainsi des assemblages dont le coût de non qualité maximum est maîtrisé. 
En vue d’obtenir la même dispersion dans le cas centré entre une CF exprimée par un IT ou 
une inertie, on impose d’avoir les mêmes valeurs des indices de capabilité Cp traditionnel et 
inertiel. Ainsi on a la relation : 

elTraditionn

Lot

CF

Lot

CFInertiel Cp
ITI

Cp ===
σσ .6

 [  1-65 ] 

D’où on tire une relation d’équivalence entre l’inertie et l’intervalle de tolérance dans le but 
d’obtenir la même dispersion dans le cas centré : 

6
CF

CF

IT
I =  [  1-66 ] 

De cette relation on peut exprimer la tolérance inertielle équivalente à l’ITCF définit dans le 
cas du tolérancement traditionnel. Ainsi, nous définissons la condition fonctionnelle de notre 
exemple d’application par ICF = 0,167 mm. Les domaines de tolérances sont représentés par la 
figure  1-31.  

3.4.2 Un intervalle de tolérance comme CF 

Toujours dans un souci de diffusion du tolérancement inertiel, certain souhaite exprimer la 
condition fonctionnelle comme traditionnellement par un intervalle de tolérance. Dans ce cas 
la définition de la CF ne change pas par rapport au cas traditionnel, on considère un ITCF = 1 
mm et un indice de capabilité CpkCF = 1. Le domaine de tolérance défini par un intervalle de 
tolérance est présentée dans la figure  1-26. 
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3.5 Tolérancement inertiel 

L’inertie résultante de l’assemblage de composants tolérancés en inertiel se calcule par les 
relations statistiques qui lient les deux caractéristiques des composants δi et σi aux 
caractéristiques de la résultante de l’assemblage δass et σass. Ainsi en calculant l’inertie de la 
résultante de l’assemblage on trouve : 

∑∑
≠

+=
ji

jiji
i

iiass II δδααα ....2. 22  [  1-67 ] 

En partant de cette relation, différentes hypothèses de tolérancement sont évoquées 
[Pillet, 2004] . On se contente de présenter deux méthodes garantissant une CF définie par 
une tolérance inertielle, et la méthode actuelle garantissant une CF définie par un intervalle de 
tolérance.  

3.5.1 Garantir une inertie sous l’hypothèse du pire des cas 

En s’inspirant de l’hypothèse de pire des cas, on considère que l’inertie résultante est 
uniquement due aux décentrages δi des composants, en considérant tous les αi égaux, l’inertie 
résultante est donc donnée par : 

iass InI .=  [  1-68 ] 

Pillet propose donc un tolérancement inertiel permettant de garantir une inertie résultante avec 
une hypothèse de pire des cas : 

n

I
I CF

i =  [  1-69 ] 

Comme pour le tolérancement traditionnel au pire des cas, cette méthode de tolérancement 
garantit la CF dans toutes les configurations, mais les tolérances obtenus sont encore plus 
serrées que le tolérancement traditionnel.  

3.5.1.1 Le cas d’application 

La synthèse des tolérances inertielles de l’exemple d’application donne les tolérances 
exprimées dans le tableau  1-4.  
Sans condition particulière, on considère que les inerties des composants sont garanties par 
des indices de capabilité Cpii = 1.  
En faisant l’analyse des domaines de tolérance on trouve le domaine résultant de l’assemblage 
des tolérances que l’on compare au domaine de la condition fonctionnelle. 
 

 Composant 1 Composant 2 Composant 3 Composant 4 Composant 5 
Incidence αi -1 -1 -1 -1 1 
Faisabilité βi 1 1 1 1 1 
Tolérance Ii 0,033 0,033 0,033 0,033 0,033 

Tableau  1-4 : Caractéristiques et tolérances au pire des cas des composants 

 
La figure suivante montre le domaine de tolérance des composants, ainsi que la comparaison 
avec le domaine de la CF du domaine résultant de l’analyse des tolérances.  
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Figure  1-35 : Domaine de tolérance des composants, et domaine résultant de l’analyse des 
tolérances 

On constate bien que la CF est entièrement respectée par le tolérancement au pire des cas, en 
effet le domaine résultant est entièrement inclus dans le domaine CF. 

3.5.2 Garantir une inertie sous l’hypothèse de décentrage aléatoire 

En considérant l’hypothèse de distribution aléatoire des décalages δi des composants, ce qui 
permet de négliger le double produit δi.δj, l’inertie résultante est donc donnée par : 

iass InI .=  [  1-70 ] 

Pillet propose un tolérancement inertiel garantissant une inertie résultante avec une hypothèse 
statistique de distribution aléatoire des moyennes des composants : 

n

I
I CF

i =  [  1-71 ] 

Cette méthode de tolérancement garantit bien l’écart type maximum de la CF, mais il existe 
des configurations, notamment en cas de non-compensation des décentrages des composants, 
où la CF n’est pas respecté. 

3.5.2.1 Le cas d’application 

 Première analyse sans précaution particulière 

En s’intéressant à la synthèse des tolérances inertielles sous l’hypothèse statistiques de 
distribution aléatoire des décentrages des composants de l’exemple d’application, on obtient 
les tolérances suivantes résumées dans le tableau ci-dessous. 
 

 Composant 1 Composant 2 Composant 3 Composant 4 Composant 5 
Incidence αi -1 -1 -1 -1 1 
Faisabilité βi 1 1 1 1 1 
Tolérance Ii 0,075 0,075 0,075 0,075 0,075 

Tableau  1-5 : Caractéristiques et tolérances statistiques des composants 

Comme précédemment sans condition particulière, on considère que les inerties des 
composants sont garanties par des indices de capabilité Cpii = 1.  
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En faisant l’analyse des domaines de tolérance on trouve le domaine résultant de l’assemblage 
des tolérances que l’on compare au domaine de la condition fonctionnelle. 
La figure suivante montre le domaine de tolérance des composants, ainsi que la comparaison 
avec le domaine de la CF du domaine résultant de l’analyse des tolérances.  
 

  

Figure  1-36 : Domaine de tolérance des composants, et domaine résultant de l’analyse des 
tolérances 

On constate que le tolérancement inertiel statistique garantissant un inertie comme CF sans 
précaution n’est pas suffisamment adapté pour le tolérancement de la CF. On garantit le 
respect de la dispersion maximale, mais le décentrage maximum est dépassé.  

3.5.3 Garantir un intervalle de tolérance sous l’hypothèse de décentrage 
aléatoire 

Comme traditionnellement la CF d’un assemblage est déterminée par un intervalle de 
tolérance ITCF. Le tolérancement inertiel est adapté de façon à garantir une CF exprimé par un 
ITCF et non une inertie ICF. Néanmoins l’adaptation de la méthode est basée sur le 
tolérancement inertiel sous l’hypothèse de décentrage aléatoire. L’inertie ICF de la méthode 
précédente est exprimée en fonction de l’ITCF à garantir grâce à la relation [  1-66 ].  
Ainsi le calcul des inerties des composants I i  dans le cas d’incidences et de répartition 
identiques des tolérances est exprimé par : 

n

IT
I CF

i
.6

=  [  1-72 ] 

3.5.3.1 Le cas d’application 

 Première analyse sans précaution particulière 

En s’intéressant à la synthèse des tolérances inertielles sous l’hypothèse statistique de 
distribution aléatoire des décentrages des composants de l’exemple d’application, on obtient 
les tolérances suivantes résumées dans le tableau ci-dessous. 
On constate que les tolérances inertielles sont identiques à celles du tolérancement inertiel 
garantissant une inertie sous l’hypothèse de distribution aléatoire des décentrages. Cela se 
justifie par le fait que l’ITCF dans ce cas et l’ICF dans le cas précédent sont équivalents en 
terme de dispersion centrée. 
Comme précédemment sans condition particulière, on considère que les inerties des 
composants sont garanties par des indices de capabilité Cpii = 1. 
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 Composant 1 Composant 2 Composant 3 Composant 4 Composant 5 

Incidence αi -1 -1 -1 -1 1 
Faisabilité βi 1 1 1 1 1 
Tolérance Ii 0,075 0,075 0,075 0,075 0,075 

Tableau  1-6 : Caractéristiques et tolérances statistiques des composants 

A partir de l’analyse des domaines de tolérance, on trouve le domaine résultant de 
l’assemblage des tolérances que l’on compare au domaine de la CF. 
La figure suivante montre le domaine de tolérance des composants, ainsi que la comparaison 
avec le domaine de la CF du domaine résultant de l’analyse des tolérances. 
 

  

Figure  1-37 : Domaine de tolérance des composants, et domaine résultant de l’analyse des 
tolérances 

On constate que le tolérancement inertiel statistique garantissant un inertie comme CF sans 
précaution n’est pas bien adapté pour le tolérancement de la CF. On garantit le respect de la 
dispersion maximale, mais pour certaines configurations le domaine de tolérance défini par la 
CF n’est pas respectée.  
Pour ce cas d’application, on obtient les indice de capabilité suivant : RHCF = 0,34 et 
Rexpl. = 0,98 . L’analyse du tolérancement par la simulation de Monte Carlo donne  
RMC

NCF = 0,02 . 
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 Seconde analyse avec Cpii = 1,2 

On se propose de faire l’analyse des tolérances mais en considérant cette fois ci une valeur 
minimale de l’indice Cpi des composants. On choisit arbitrairement un indice Cpi = 1,2 pour 
tous les composants de la chaîne de cote. La figure suivante résume l’analyse des tolérances. 
 

  

Figure  1-38 : Domaine de tolérance des composants avec Cpii = 1,2, et domaine résultant de 
l’analyse des tolérances 

 
Les indices RHCF = 0,03 et Rexpl. = 0,84, et la simulation de Monte Carlo donne un indice de 
capabilité RMC

NCF = 0. 
 
Un bilan est présenté dans le chapitre 2 en page 78, présentant les différentes approches de 
tolérancement qui sont comparées grâces aux indicateurs présentés (Rexpl. , RHCF,  RMC

HCF) 
pour le cas particulier de l’assemblage de 5 composants.  
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4 Conclusions et perspectives 

4.1 Conclusions du chapitre 

Ce chapitre a permis de balayer le domaine du tolérancement 1D sans pour autant le traiter de 
manière exhaustive.  
Nous avons introduit un outil intéressant qu’est le graphe (δ,σ2) qui permet l’analyse des 
tolérances des composants. Cet outil et les indices de qualification associés permettent une 
analyse quantifiable des méthodes de tolérancement.  
 
Au regard des différentes méthodes de tolérancement et de leurs résultats sur le cas 
d’application, on peut conclure que le tolérancement inertiel avec l’utilisation d’un indice de 
capabilité semble la méthode la mieux adaptée pour garantir et exploiter au mieux la CF.   

4.2 Perspectives 

Du graphe (δ,σ2) : 
• Il serait intéressant de poursuivre de manière plus exhaustive d’autres analyses de 
Monte Carlo en intégrant notamment les approches proposées dans 
[Anselmetti et al,  2003]  sur la répartition des composants dans l’IT.  
• L’hypothèse d’utilisation du graphe est de considérer des composants indépendants. 
Cependant la méthode peut également être adaptée en considérant l’hypothèse contraire 
c’est à dire avec des composants fortement dépendants. En effet, on peut utiliser la 
même méthodologie d’assemblage des domaines de tolérances mais en utilisant le 
graphe (δ,σ) comme le préconise l’équation [  1-10 ].  

 
Du tolérancement inertiel : 
Etant donné l’effet de l’indice de capabilité Cpi sur le domaine résultant de l’assemblage des 
tolérances par rapport au domaine CF, on envisage de déterminer la valeur optimale de 
l’indice Cpi garantissant dans toutes les configurations la CF. Cette perspective est traitée 
dans le chapitre 2. 
 



   

 



 

 

 

53 

Chapitre 

2 

Chapitre 2 Tolérancement inertiel 
1D garantissant une 

Condition Fonctionnelle 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

OBJECTIF DU CHAPITRE 

Ce chapitre répond à la question suivante : Comment garantir un taux de non-conformité sur 
une condition fonctionnelle en utilisant le tolérancement inertiel ?  

La condition fonctionnelle est caractérisée par une cible et un intervalle de tolérance réparti 
de façon symétrique autour de cette cible. Deux visions sont alors possibles, on peut chercher 
à respecter l’IT de la CF, dans ce cas on impose une valeur minimale sur l’indice Cpk de 
l’assemblage, ou on peut chercher à garantir un Taux de Non- Conformité sur l’IT de la CF.  

Ce chapitre se décompose en trois parties qui suivent l’évolution des travaux de recherche : 

• On présente en premier lieu une application du tolérancement inertiel garantissant 
absolument un indice Cpk sur l’IT de la CF. Le but est de faire garantir la CF à la plus 
mauvaise configuration. 

• Dans un second temps, nous adapterons les résultats obtenus afin de garantir dans 
toutes les situations une valeur maximale du TNC de la CF sur son IT.  

• Enfin, nous nous attacherons à l’occurrence de cette plus mauvaise configuration 
grâce aux simulations de Monte Carlo.  
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Glossaire 

Cpi Indice de capabilité inertiel 
CpiCF Indice de capabilité Cpi à imposer sur les composants pour garantir la CF 
Cpkass Indice de capabilité de la résultante de l’assemblage (fonction des δi et σi) 
Cpkass

Min Valeur minimum de l’indice Cpkass pour la plus mauvaise configuration 
CpkCF Indice de capabilité Cpk à respecter sur la CF 
ICF Inertie de la condition fonctionnelle 
I i Inertie du composant i 
ITCF Intervalle de tolérance de la condition foncitonnelle 
n Nombre de composants dans la chaîne de cite 
TNCCF Taux de Non-Conformité à respecter sur la CF 
TNCinf.  Borne inférieure du TNC à pour un indice Cpk donné 
TNCMAX Valeur maximal du TNC résultant pour la plus mauvaise configuration 
αi Coefficient d’incidence du composant i 
βi Indice de faisabilité du composant i 
δi Décentrage par rapport à la cible du composant i 
δj

Min Décentrage du composant j donnant la plus mauvaise configuration de la résultante 
σi Ecart-type du composant i 



Chapitre 2 : Tolérancement inertiel 1D garantissant une CF  

 

55 

1  Des propositions de tolérancement inertiel dans le cas de 
produits assemblés 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE : 

Plusieurs propositions de tolérancement inertiel garantissant un IT comme CF sont possibles. 
Dans le cadre de nos recherches, deux méthodes de tolérancement basées sur le 
tolérancement inertiel et garantissant un IT comme condition fonctionnelle ont été proposées. 
Nous effectuerons un survol de ces méthodes avant de développer une troisième approche. 

1.1 Un compromis entre tolérancement au pire des cas et 
tolérancement statistique 

Basée sur l’observation des premières méthodes de tolérancement inertiel, une façon 
innovante de tolérancer est proposée. Pillet développe plusieurs méthodes de tolérancement 
inertiel et leurs hypothèses. On s’intéresse plus particulièrement aux deux méthodes de 
tolérancement inertiel présentées dans la première partie en vue de garantir une inertie ICF 
sous l’hypothèse du pire des cas ou l’hypothèse statistique. 

• Un tolérancement inertiel permettant de garantir une inertie résultante avec une 
hypothèse de pire des cas: 

n

I
I CF

i =  [  2-1 ] 

Bien que séduisante, cette façon de tolérancer conduit à des conditions très restrictives au 
niveau de la fabrication des composants. 

• Un tolérancement inertiel garantissant une inertie résultante avec une hypothèse 
statistique : 

n

I
I CF

i =  [  2-2 ] 

Dans cette seconde définition, l’inertie résultante n’est garantie que si les décentrages de 
chacune des composantes se compensent.  
Basée sur cette définition du tolérancement inertiel, Pillet propose une méthode permettant de 
garantir un intervalle de tolérance  ITCF : 

n

IT
I CF

i
.6

=  [  2-3 ] 

Cette proposition garantit dans « presque » tous les cas le respect d’un intervalle de tolérance 
sur la cote condition. Le problème réside dans le « presque ».  
En se fondant sur ces deux premières approches, nous avons proposé une approche hybride : 
 

αn

IT
I CFExpo

i .6
=  [  2-4 ] 

Où α est l’exposant de tolérancement dont la valeur reste à définir. Deux valeurs limites sont 
définies implicitement par Pillet : 

• α = 1 pour un tolérancement garantissant absolument l’inertie résultante, 
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• α = 1/2 pour un tolérancement garantissant l’inertie résultante dans l’hypothèse de 
distribution aléatoire des décentrages. 

Il reste à déterminer la valeur de l’exposant α permettant de garantir la CF. On décide de 
caractériser la CF de l’assemblage par un indice CpkCF sur l’intervalle de tolérance ITCF. Dans 
ce cas, on montre dans [Adragna et al, 2006 a] que la solution permettant de garantir la CF est 
donnée par : 

( )n

Cpkn
n

ln.2

.
9

ln 2
2









+

=α  
[  2-5 ] 

Nous n’approfondissons pas davantage la réflexion sur la validité de la méthode dans le cas 
d’incidences non toutes directes sur la CF et le cas de répartition non uniforme. Néanmoins, 
cette solution permet de comparer le tolérancement inertiel garantissant une CF au 
tolérancement traditionnel via la comparaison des exposants α pour le tolérancement au pire 
des cas et statistique [Adragna et al, 2006 a].  

1.2 Un tolérancement inertiel ajusté 

Une autre méthode de tolérancement inertiel ayant pour but de garantir la CF est inspirée du 
tolérancement traditionnel statistique augmenté et appliqué au tolérancement inertiel classique 
visant un IT.  
Le tolérancement traditionnel augmenté est définit par : 

nf

IT
IT CF

i
.

=  [  2-6 ] 

Et le tolérancement inertiel classique visant un IT est défini par : 

n

IT
I CF

i
.6

=  [  2-7 ] 

Le rapprochement de ces deux méthodes est proposé dans [Adragna et al, 2006 b], où on 
propose l’utilisation d’un coefficient IC, coefficient inertiel d’ajustement. On définit ainsi une 
nouvelle formule de synthèse de tolérance inertielle, le tolérancement inertiel ajusté : 

nI

IT
I

C

CFAjust
i

..6
=  [  2-8 ] 

Le coefficient IC est calculé en fonction de la CF à garantir sur l’assemblage, et cette CF est 
exprimée comme précédemment par un ITCF et un indice de capabilité CpkCF. 
Pour garantir la CF, la solution proposée dans [Adragna et al, 2006 b] est définie comme suit : 

9
2 n

CpkI CFC +=  [  2-9 ] 

Cette méthode possède l’avantage incontestable de garantir le respect de la CF par une 
approche statistique. Cependant, quelques points particuliers sont à mettre an avant  : 

• l’indice de correction Ic est calculé en fonction de la qualité de la CF (CpkCF) avant 
le calcul des tolérances des composants, 
• les tolérances sont liées à la qualité de la condition fonctionnelle (CpkCF) et pour un 
même ITCF, elles peuvent varier d’une CF à l’autre, 
• la méthode n’utilise aucun indice de capabilité ou à défaut un indice Cpii = 1. 
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Ce dernier point peut sembler contradictoire avec la tendance habituelle qui consiste plutôt à 
avoir les tolérances des composants par une méthode de tolérancement et des indices de 
capabilité dépendant de la qualité de la CF à garantir.  
La méthode développée pour la suite de ce projet, est plus proche de cette méthode 
conventionnelle. On propose un tolérancement des composants dépendant uniquement de 
l’ ITCF, puis on impose des indices de capabilité en vue de garantir la CF.  

1.3 Tolérancement inertiel classique et indice de capabilité Cpi 

Dans le but de simplifier l’utilisation du tolérancement inertiel et sa diffusion, il est préférable 
de ne considérer qu’une seule formule pour le calcul de la synthèse des tolérances. On décide 
de se baser sur le tolérancement inertiel classique pour le calcul des tolérances, mais la 
limitation des écarts des composants se fait grâce à l’indice de capabilité inertiel Cpi dans le 
but de garantir une CF sur l’assemblage.  
L’idée est de garder une méthode classique de calcul des tolérances, et de calculer l’indice 
Cpi à respecter sur les composants afin de garantir la CF.  
Ainsi on définit la méthode de tolérancement des composants dans le cas particulier par : 

n

IT
I CFClass

i
.6

=  [  2-10 ] 

Et dans le cas général où les incidences sont non toutes directes et la répartition des tolérances 
est non uniforme, l’expression précédente se généralise en : 

∑
=

i
ii

CFiClass
i

IT
I

22..6

.

βα
β

 
[  2-11 ] 

Pour contrôler les variations des composants par rapport à leurs tolérances garantissant la CF 
de l’assemblage, on utilise l’indice de capabilité Cpi : 

22
ii

Class
i

i

Class
i I

I

I
Cpi

σδ +
==  [  2-12 ] 

Où Cpi doit être idéalement défini par une valeur garantissant la CF de l’assemblage. 
Le principal avantage de cette méthode comparée aux deux propositions précédentes est de 
garder la même tolérance inertielle pour chaque composant quelle que soit la CF à garantir, le 
seul changement se trouve sur la valeur de l’indice Cpi à respecter en fonction de la CF à 
garantir.  
Cependant, on peut reprocher le fait d’utiliser des indices de capabilité différents en fonction 
du nombre de composants où de la qualité de la CF à garantir. En effet, on peut se demander 
comment il serait possible de gérer sur un plan différentes cotes avec des indices de capabilité 
différents. 
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1.4 Choix d’une méthode de tolérancement 

Pour la suite de ce projet, nous choisissons d’utiliser la méthode de tolérancement inertiel 
classique en utilisant les indices de capabilité Cpi. Nos travaux ont pour objet d’identifier les 
valeurs de l’indice Cpi à imposer sur les composants. Le but est de garantir la CF d’un 
assemblage, identifiée par un ITCF et un CpkCF ou un ITCF et un TNCCF,  dans la plus mauvaise 
configuration ou en acceptant un risque dû à la faible probabilité de rencontrer la plus 
mauvaise configuration. 
Cependant, pour laisser le choix de l’utilisation de telle ou telle méthode, nous présentons 
dans cette partie des équivalences entre les méthodes de tolérancement citées permettant de 
passer de l’une à l’autre. En effet, les trois propositions de tolérancement inertiel présentées 
dans les parties  1.1,  1.2 et  1.3 sont équivalentes. 

1.4.1 De l’inertiel avec exposant αααα à l’inertiel ajusté avec indice IC 

Ces deux méthodes de tolérancement, inertiel ajusté et inertiel avec exposant α, donnent les 
mêmes tolérances des composants et ne nécessite aucune utilisation de l’indice de capabilité 
Cpi par défaut. Par conséquent, le passage de l’une à l’autre est directe.  
En comparant les dénominateurs des deux formules de calcul des tolérances, on trouve dans le 
cas de répartition uniforme (αi=1) et de faisabilités identiques (βi = 1) : 

αnnI C =.  [  2-13 ] 

D’où on peut conclure la relation suivante : 

( )
( )n

nI C

ln.2

.ln=α  [  2-14 ] 

1111....4444....2222 De l’inertiel avec indice Cpi à l’inertiel ajusté avec indice IC    

L’équivalence est rapide entre la tolérance définie par le tolérancement inertiel ajusté avec 
indice IC et la tolérance définie par le tolérancement inertiel classique avec indice de 
capabilité Cpi. En comparant les deux tolérances inertielles, on retrouve l’indice de capabilité 
Cpi : 

CpiI
I

I
CAjust

i

Class
i ==

.

.

 [  2-15 ] 

Ainsi on possède deux méthodes de tolérancement offrant les mêmes variabilités sur les 
composants mais laissant le choix d’agir sur les tolérances ou les indices de capabilité. Nous 
disposons donc de deux paramètres pour garantir la CF grâce au tolérancement inertiel, la 
tolérance inertielle I i et l’indice de capabilité Cpi.  Dans le paragraphe suivant, nous poussons 
plus loin le raisonnement pour permettre d’imposer une tolérance ou un indice de capabilité 
tout en garantissant le respect de la CF.  
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1.4.3 Tolérance fixe ou indice de capabilité Cpi fixe 

Dans la pratique, on peut être amener à travailler dans le cadre d’une relation client 
fournisseur avec un indice de capabilité fixe. Cette partie propose de traduire le couple 
tolérance inertielle et indice de capabilité Cpi, garantissant la CF en un autre couple dont l’un 
est spécifié par le concepteur. On envisage les deux cas possibles : un indice de capabilité 
donné ou une tolérance donnée. Par conséquent, l’autre partenaire du couple est calculé pour 
offrir la même variabilité du composant.   

1.4.3.1 Tolérance imposée, indice Cpi variable 

Considérons le cas où la tolérance d’un composant est imposée par I i
imp. On cherche à 

conserver la variabilité définie par le tolérancement par le couple I i et Cpi.  
Dans ce cas, la valeur de l’indice Cpi varie pour donner la même variabilité. La relation 
permettant de définir le nouvel indice de capabilité Cpivar. offrant la même variabilité est 
définie par : 

.
.var .

imp
i

i

I

I
CpiCpi =  [  2-16 ] 

1.4.3.2 Indice Cpi imposé, tolérance variable 

Considérons maintenant le cas plus courant où l’indice de capabilité est imposée par Cpiimp.. 
Comme précédemment, on cherche à conserver la variabilité définie par le tolérancement par 
le couple I i et Cpi.  
Dans ce cas, la valeur de la tolérance I i varie pour donner la même variabilité. La relation 
permettant de définir la nouvelle tolérance I i

var. offrant la même variabilité est définie par : 

.
.var

impi Cpi

Cpi
II =  [  2-17 ] 

1.5 Synthèse 

Nous disposons donc de différentes approches de tolérancement inertiel permettant de 
garantir la CF. Ne pouvant traiter de front ces trois approches, pour la suite de nos recherches, 
nous ne considérons que le tolérancement inertiel classique que nous accompagnons de son 
indice de capabilité Cpi.  
Cependant, on a vu que ces trois approches sont similaires et offrent les mêmes variabilités 
sur les composants. Nous proposons ainsi des passerelles permettant d’appliquer les résultats 
de ce chapitre aux autres méthodes.  
On propose aussi une discussion offrant plus de liberté à l’utilisation de la méthode en 
permettant de définir un indice de capabilité fixe et de calculer les tolérances garantissant la 
CF.  
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2 Garantir une CF exprimée par un ITCF et un indice CpkCF 
minimum 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE 

Cette partie présente la démarche de développement d’une méthode de tolérancement 
garantissant une CF en se basant sur le tolérancement inertiel classique et l’utilisation de 
l’indice Cpi. Le but de la méthode proposée est de garantir la condition fonctionnelle de 
l’assemblage exprimée par une valeur minimale de l’indice Cpk, CpkCF, à garantir sur 
l’intervalle de tolérance, ITCF.  
Pour répondre à cet objectif, nous allons suivre la démarche suivante :  

• Dans un premier temps, on exprime l’indice de capabilité Cpk de la résultante de 
l’assemblage Cpkass en fonction des caractéristiques des composants, décentrage δi et 
écart-type σi.  
• En considérant que les composants sont tolérancés par le tolérancement inertiel 
classique visant un intervalle de tolérance ITCF, et que leurs variabilités sont limitées 
par l’indice de capabilité inertiel Cpi, l’expression de l’indice Cpk résultant Cpkass se 
simplifie.  
• Enfin, on étudie les variations de l’indice Cpk résultant Cpkass, pour trouver son 
minimum, et ainsi identifier la valeur de l’indice Cpi garantissant le respect de la CF 
définie par le CpkCF à ce minimum du Cpkass.  

2.1 Tolérancement inertiel et indice de capabilité Cpkass résultant 

Dans cette partie, on exprime l’indice de capabilité Cpkass de la résultante de l’assemblage en 
fonction des caractéristiques des composants. On précise les hypothèses permettant de 
simplifier l’expression de l’indice Cpkass en considérant que les composants sont en limite de 
leur capabilité inertielle. 
Avec les relations sur les moyennes et les relations sur les écarts-types liant les 
caractéristiques des composants aux caractéristiques de la résultante d’assemblage, il est 
possible d’exprimer l’indice de capabilité Cpkass de la résultante en fonction des 
caractéristiques des composants.  

∑

∑−
=

i
ii

i
ii

CF

ass

IT

Cpk
22..3

.
2

σα

δα
 [  2-18 ] 

2.1.1 Hypothèse simplificatrice : des composants en limite de tolérances 
inertielles 

On se doute que l’indice Cpkass de la résultante d’assemblage est moins bon lorsque les 
composants sont en limite de tolérance. En effet, pour une configuration donnée où un des 
composants de la chaîne de cote n’est pas en limite de tolérance, l’accroissement de son 
décalage δi ou de son écart-type σi provoque un accroissement de une des caractéristiques de 
la résultante δass ou σass, ce qui a pour but de faire décroître la valeur de l’indice Cpkass.  Cette 
considération est valable pour n’importe quel type de tolérance, par intervalle ou inertielle.  



Chapitre 2 : Tolérancement inertiel 1D garantissant une CF 

 

61 

On considère donc que les composants de la chaîne de cote sont en limite de tolérance 
inertielle. Cette hypothèse simplificatrice permet d’exprimer un des paramètres (δ ou σ) de la 
distribution du composant en fonction de sa tolérance inertielle I i et de son autre paramètre. 
On choisit d’exprimer l’écart-type des composants σi en fonction de leur décalage δi, on 
obtient ainsi la relation suivante. 

2

2

2
i

i
i Cpi

I δσ −







=  [  2-19 ] 

2.1.2 Indice Cpkass d’une chaîne de cote en limite de tolérance inertielle 

Il est donc possible d’exprimer l’indice de capabilité Cpkass de la résultante d’assemblage 
d’une chaîne de cote dont les composants sont tous en limite de tolérance inertielle en 
fonction du décalage des composants. 
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[  2-20 ] 

Le problème de l’étude des variations de l’indice de capabilité Cpkass de la résultante 
d’assemblage a donc été réduit d’un problème à 2.n variables, comprenant les δi et les σi, à un 
problème à n variables, comprenant uniquement les δi. Les inerties des composants I i sont des 
constantes exprimées par le tolérancement inertiel classique et l’indice Cpi permettant de 
contrôler les variations des composants. 
L’indice Cpkass de la résultante d’assemblage peut donc s’écrire : 
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2.2 Valeur et configuration du Cpkass minimum 

L’expression précédente de l’indice Cpkass de la résultante d’assemblage est simplifiée par 
l’hypothèse de composants en limite de tolérance inertielle. L’expression de l’indice Cpkass 

traite le cas général d’une chaîne de cote d’incidences non toutes directes, coefficients 
d’incidence αi non tous non égaux à 1, et de répartition des tolérances non uniforme, indices 
de faisabilité βi non tous égaux.  Le but de cette partie est de montrer que l’indice Cpkass de la 
résultante d’un assemblage de composants en limite de tolérance inertielle admet une valeur 
minimale. Il s’agit alors de trouver cette plus mauvaise configuration, ensemble des décalages 
δi, pour laquelle ce minimum est atteint et la valeur obtenue dans cette configuration. 
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2.2.1 Hypothèse simplificatrice : réduction du domaine d’étude 

Afin de trouver la plus mauvaise configuration pour laquelle l’indice Cpkass de la résultante 
d’assemblage est minimum, on considère l’indice Cpkass comme une fonction de plusieurs 
variables de Rn dans R. Afin de simplifier la fonction Cpkass, en particulier pour supprimer la 
fonction valeur absolue sur le décalage résultant, on réduit le domaine d’étude à R+n. Cette 
simplification est possible car l’indice de capabilité Cpk est symétrique par rapport à δ, et on 
consent que la configuration défavorable se trouve lorsque les décalages des composants se 
combinent de façon à augmenter le décentrage. En considérant les décalages des composants 
positifs, cela implique que tous les coefficients d’incidence sont positifs, la réciproque est 
aussi vraie.  

0>⇔∈ +
ii R αδ  [  2-22 ] 

On définit ainsi la fonction Cpkass sous les deux hypothèses simplificatrices utilisées par : 
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[  2-23 ] 

Et le domaine de définition de cette fonction Cpkass est donné par DCpkass : 

( ) niiiiCpk IRD
ass ≤≤

+ <∈= 1/δδ  [  2-24 ] 

Que l’on peut aussi noter : 
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Avec les I i tolérances inertielles des composants définies par le tolérancement du système. 

2.2.2 Recherche de la plus mauvaise configuration  

Afin de trouver la plus mauvaise configuration qui donne le plus mauvais indice Cpkass, il 
suffit de calculer le gradient de cette fonction de plusieurs variables et d’en trouver le point 
singulier. Le gradient de la fonction Cpkass se note : 
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Et les termes contenus dans ce vecteur gradient s’expriment comme suit : 
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On cherche le point singulier de la fonction Cpkass, c’est à dire celui qui annule son gradient, 
ce qui revient à résoudre le système de n inconnus à n équations :  

0=∇Cpkass  [  2-28 ] 

 Sur une étape intermédiaire de la résolution en descendant, on trouve la solution incomplète 
de la jème équation : 
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La résolution de la dernière équation, correspondant à la dernière ligne du système donne la 
dernière inconnue de la plus mauvaise configuration : 
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CFMin
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En remplaçant les solutions des dernières lignes dans les précédentes, on trouve les solutions 
du système : 

j

CFMin
j Cpi

IT

α
δ

..18 2=  [  2-31 ] 

On connaît donc maintenant les valeurs des décentrages des composants δj
Min définissant la 

plus mauvaise configuration de l’indice Cpkass de la résultante de l’assemblage. 

Remarques 

• On observe que la solution est générale, en effet si le signe des coefficients 
d’incidence αj change, cela change le signe du décentrage donnant la plus mauvaise 
configuration δj

Min. Cela correspond bien à l’hypothèse d’une baisse de l’indice de 
capabilité résultant lorsque les composants se combinent pour augmenter le décentrage 
de la résultante.  
• On peut aussi remarquer que le décalage des composants définissant la plus 
mauvaise configuration est dépendant de la CF, des coefficients d’incidence αi et de 
l’indice de capabilité Cpi. Par contre, les indices de faisabilité βi n’ont aucune influence. 
Par conséquent, la plus mauvaise configuration est indépendante des tolérances des 
composants, mais elle est liée à leur influence dans la chaîne de cote. 

2.2.3 La fonction Cpkass est convexe  

Le but de cette partie est de montrer que l’indice de capabilité résultant Cpkass est une fonction 
convexe. Ainsi on pourra conclure que la configuration identifiée dans la partie précédente est 
bien l’unique minimum de la fonction dans le domaine d’étude.  
Nous avons démontré dans [Adragna et al, 2006 a] que l’indice de capabilité Cpkass de la 
résultante de l’assemblage est bien convexe. Le cas traité présente les particularités suivantes : 

• tolérances des composants définis par le tolérancement inertiel avec exposant α,  
• on considère le cas particulier d’influence directe de tous les composants (αi = 1), 
• on considère une distribution uniforme des tolérances (βi = 1), 
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A partir de ces considérations, nous avons pu montrer que la matrice hessienne de la fonction 
Cpkass de plusieurs variables est bien définie positive. Cette démonstration peut facilement 
être appliquée au cas du tolérancement inertiel classique avec l’utilisation de l’indice Cpi que  
nous utilisons dans ce chapitre. Cependant, l’extension de cette démonstration au cas général 
(αi ≠ 1 et βi ≠ 1) n’est pas facilement réalisable. D’autres approches ont été envisagées sans 
succès pour le moment. 

2.2.3.1 Simplification de l’étude de convexité 

On propose de faire un changement de variable permettant d’exprimer chaque variable de 
décentrage des composants δi en fonction d’une seule variable δ, on propose ainsi de 
considérer : 

δαδ .ii =  [  2-32 ] 

L’intérêt est de simplifier la problématique tout en traitant le cas générale (αi ≠ 1 et βi ≠ 1).  
Ce changement de variable revient à traiter le cas particulier dans la direction de plus forte 
pente déterminée par le gradient de la fonction. 

2.2.3.2 Cpkass fonction d’une seule variable 

La fonction Cpk de la résultante de l’assemblage, dans sa direction de plus forte pente peut 
alors s’écrire : 
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Ce qui revient à traiter le cas particulier (αi = 1 et βi = 1). Nous avons montré dans [Adragna 
et al, 2006 b] que cette fonction est convexe. Nous étudions les variations de la fonctions 
Cpkass sous la condition qu’elle reste positive. Cette condition se traduit par la relation 
suivante :  
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Le dérivée première de cette fonction Cpkass simplifiée donne : 
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Cette fonction dérivée permet de déterminer les signes de variation de la fonction Cpkass. On 
obtient ainsi le tableau de variation suivant : 
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Tableau  2-1 :  Tableau de variation de Cpkass 

 
Ce tableau présente les variations de la fonction Cpkass sous l’hypothèse de rester positive sur 
son domaine de variation. On peut donc représenter sa variation pour deux valeurs distinctes 
de l’indice Cpi (Cpi = 1 en bleue et Cpi = 1.33 en noire) pour le cas particulier d’un 
assemblage de 5 composants.  
Dans le cas ou l’indice Cpi ne respecte pas la condition [  2-34 ], (soit Cpi < 0,75), on obtient 
une variation de l’indice Cpkass qui peut être négative (plus de 50% de non conformité) 
(Cpi = 0,7  en rouge), le minimum est alors atteint lorsque les décentrages sont maxima. On 
ne s’intéresse pas à ce cas car très mauvais, on considère donc le minimum  
 

 

Décentrages 
maxima 

 

Figure  2-1 : Variation de l’indice Cpkass de la résultante de l’assemblage en fonction de 
l’indice Cpi et du décentrage des composants 
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CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

On vient de montrer que l’indice de capabilité Cpkass de la résultante d’un assemblage dont les 
composants sont tolérancés en inertiel admet un minimum. La configuration de ce minimum 
est identifiée par la configuration des composants de la chaîne de cote, en limite de capabilité 
et dont le décalage est donné par l’ITCF et l’indice de capabilité Cpi identique sur les 
composants.  
Maintenant que cette plus mauvaise configuration est identifiée, il reste à évaluer la valeur du 
minimum de l’indice Cpkass en fonction de l’indice Cpi et du nombre de composants. A partir 
de l’expression de ce minimum, on pourra ainsi proposer une valeur de l’indice Cpi 
permettant de garantir que le minimum de l’indice Cpkass sera défini par la condition 
fonctionnelle donnée par le CpkCF. C’est ce que traite la partie suivante qui donne la solution 
pour garantir la CF.  

2.3 Garantir un Cpkass minimum sur l’ ITCF de la CF 

La plus mauvaise configuration de l’indice Cpkass de la résultante de l’assemblage est 
maintenant identifiée. Il reste à évaluer le minimum obtenu en cette plus mauvaise 
configuration, puis tirer une relation à partir de ce minimum entre l’indice Cpi et la CF à 
garantir.  

2.3.1 Valeur minimale du Cpkass résultant 

Pour connaître la valeur minimale de l’indice Cpkass de l’assemblage résultant, on évalue la 
fonction en sa plus mauvaise configuration définie par les δj

Min. On obtient ainsi le minimum 
de l’indice Cpkass résultant défini par la simple relation suivante: 

9
2 n

CpiCpkMin
ass −=  [  2-36 ] 

On remarque que le minimum de l’indice Cpkass de la résultante d’assemblage dépend 
seulement de deux paramètres : 

• le nombre n de composants présents dans la chaîne de cote  
• la valeur de l’indice de capabilité inertiel Cpi qui est respecté sur les composants.  

Plus le nombre de composants dans la chaîne de cote est important, plus l’indice de capabilité 
Cpi devra être important pour limiter la plus mauvaise configuration.  Cependant, comme 
pour le tolérancement statistique traditionnel, on conçoit que plus le nombre de composants 
dans la chaîne de cote est important, plus le risque de se trouver dans la plus mauvaise 
configuration est faible, rendant inutile l’utilisation d’un Cpi aussi élevé. Ce compromis à 
trouver entre garantir la plus mauvaise configuration et une configuration moyenne observée 
en moyenne fait partie d’une étude statistique que nous présentons dans la suite de ce travail.  

2.3.2 Garantir un Cpkass
Min défini par la CF 

La précédente relation [  2-36 ]donne un lien entre : 
• le minimum de l’indice Cpkass pour un assemblage de composants dans leur plus 
mauvaise configuration 
• et la valeur de l’indice Cpi des composants de la chaîne de cote.  

Il est possible d’inverser cette relation afin d’exprimer l’indice Cpi des composants en 
fonction du minimum de l’indice Cpkass résultant et du nombre de composants. 
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( )
9

2 n
CpkCpi Min

ass +=  [  2-37 ] 

Le but de la méthode proposée est de garantir le respect de la Condition Fonctionnelle grâce 
au tolérancement inertiel. On cherche donc à toujours respecter la CF et en particulier au point 
le plus critique de l’assemblage défini par la plus mauvaise configuration. La précédente 
relation [  2-37 ]permet de trouver la valeur des indices Cpi permettant de garantir la CF dans 
la plus mauvaise configuration d’assemblage du tolérancement inertiel. 

9
2 n

CpkCpi CFCF +=  [  2-38 ] 

Où CpkCF est la valeur de l’indice Cpk définissant la CF sur l’ITCF, intervalle de tolérance de 
la CF, et n est le nombre de composants dans la chaine de cote.   

2.3.3 Le cas d’application  

2.3.3.1 Première condition fonctionnelle: ITCF = 1mm et CpkCF = 1 

On applique la méthode au cas d’application traité par les différentes méthodes de 
tolérancement et présenté par la figure  1-1. Ce cas d’application est un assemblage de n = 5 
composants. La CF est donnée par l’intervalle de tolérance ITCF = 1 mm, et par défaut l’indice 
de capabilité garantissant cet ITCF et donnée par CpkCF = 1. Dans ces conditions, l’indice de 
capabilité CpiCF à imposer sur les composants est donné par la relation suivante : 

247,1
9

5
1

9
2 =+=+= n

CpkCpi CFCF  [  2-39 ] 

Il est possible d’évaluer la plus mauvaise configuration pour laquelle la CF sera tout juste 
respectée dans notre cas. La plus mauvaise configuration est donnée par le décalage des 
composants de la chaîne de cote par la relation [  2-31 ]. Dans notre cas, le décalage donnant 
cette plus mauvaise configuration vaut : 
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IT
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Les tolérances des composants sont calculées par la méthode de tolérancement inertiel 
classique visant un intervalle de tolérance donné par la relation [  2-10 ] dans le cas particulier 
d’incidence directe des composants et de répartition uniforme des tolérances. Le tableau 
suivant résume les tolérances des composants.  
 

 Composant 1 Composant 2 Composant 3 Composant 4 Composant 5 
Incidence αi -1 -1 -1 -1 1 
Faisabilité βi 1 1 1 1 1 
Tolérance I i 0,075 0,075 0,075 0,075 0,075 

Tableau  2-2 : Caractéristiques et tolérances des composants garantissant la CF 

La figure suivante est la représentation des domaines de tolérance des composants dans le 
(δ,σ2), ainsi que la comparaison du domaine de la CF avec le domaine résultant de l’analyse 
des tolérances.  
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Figure  2-2 : Domaine des tolérances inertielles garantissant le CpkCF = 1, 
 et analyse des tolérances 

 
Les caractéristiques des composants δi et σi

2 sont schématisées par un vecteur dont le 
décentrage est donné par la relation [  2-31 ] et la variance par l’hypothèse de composants en 
limite de tolérance. La plus mauvaise configuration de la résultante est représentée par la 
somme vectorielle des vecteurs caractéristiques des composants.  

Remarques 

• On se rend compte que la CF est respectée : le domaine résultant de l’analyse des 
tolérances des composants est inclus exactement dans le domaine de la tolérance 
fonctionnelle. On conclut que la méthode est comparable au tolérancement traditionnel 
au pire des cas en terme de respect de la CF. Ce qui différencie l’efficacité de ces deux 
méthodes concerne la partie non exploitée. Dans le cas du tolérancement inertiel, 
l’indice qualifiant la partie exploitée vaut Rexpl.. = 0,768, alors que la valeur de cet indice 
dans le cas du tolérancement traditionnel au pire des cas vaut Rexpl.. = 0,280 .  
• On constate que la plus mauvaise configuration est la configuration pour laquelle la 
résultante de l’assemblage est la plus mauvaise en terme de respect de la CF. Avec cette 
méthode de tolérancement, on est capable de contrôler cette plus mauvaise 
configuration et de l’imposer à la valeur choisie, en l’occurrence à la valeur de la CF 
définie ici par un CpkCF sur un ITCF. En résumé, la méthode inertielle paraît aussi 
efficace que la méthode du "pire des cas" car elle garantit la CF dans toutes les 
configurations. Par contre, elle autorise trois fois plus de variations au final permettant 
de mieux exploiter le domaine de tolérance de la CF.  

 

2.3.3.2 Seconde condition fonctionnelle : ITCF = 1mm et CpkCF = 1,2 

Afin de montrer que la méthode est efficace pour garantir un ITCF associé à toute valeur de 
l’indice CpkCF, on choisit d’appliquer à nouveau la méthode mais en changeant la CF. On 
sélectionne cette fois-ci une CF exprimée par le même ITCF = 1mm mais en imposant un 
indice de capabilité CpkCF = 1,2.  
Avec cette nouvelle CF, l’indice de capabilité à imposer sur les composants vaut : 
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413,1
9

5
2,1

9
22 =+=+= n

CpkCpi CFCF  [  2-41 ] 

Les tolérances inertielles des composants sont identiques à celles définies précédemment par 
le tolérancement inertiel classique visant un ITCF. La plus mauvaise configuration est 
maintenant définie par le décentrage donné ci dessous : 
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La figure suivante présente les domaines de tolérance des composants, ainsi que la 
comparaison du nouveau domaine de tolérance de la CF avec le domaine résultant de 
l’analyse des tolérances.  
 

   

Figure  2-3 : Domaine des tolérances inertielles garantissant le CpkCF = 1,2,  
 et analyse des tolérances 

 
La figure ci-dessus présente la plus mauvaise configuration de l’assemblage sur les 
composants et sur le domaine de tolérance.  

Remarque 

Même pour une CF définie par un ITCF et un CpkCF différent de 1, la méthode présentée est 
efficace et garantit le respect de la CF dans la plus mauvaise configuration. La méthode est 
donc efficace quelle que soit la valeur de l’indice CpkCF à garantir sur la CF.  

2.3.4 Impossible d’atteindre la plus mauvaise configuration 

Il se peut que la plus mauvaise configuration du tolérancement inertiel garantissant la CF ne 
soit pas atteignable. C’est le cas lorsque la variation maximale d’un composant est plus faible 
que le décalage qui définit la plus mauvaise configuration. Ce cas peut être rencontré en 
fonction des valeurs des indices de faisabilité. En effet, ces derniers interviennent dans la 
définition des tolérances inertielles mais pas dans celle des décentrages de la plus mauvaise 
configuration.  
A partir de la relation [  2-43 ] donnant la variabilité maximale des composants, et l’équation 
[  2-31 ]  définissant le décentrage de la plus mauvaise configuration, on peut faire la 
comparaison de la variabilité avec le décentrage présentée par la relation [  2-44 ].  
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i Cpi
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I =  [  2-43 ] 

La plus mauvaise configuration ne peut être atteinte si la variation permise est plus petite que 
le plus mauvais décentrage du composant, soit : 
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Ce qui se traduit par : 
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Ce qui peut s’écrire : 
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La plus mauvaise configuration ne peut donc être atteinte si au moins un composant de la 
chaîne respecte la condition définie par l’équation [  2-46 ]. Dans un tel cas, le minimum de 
l’indice résultant Cpkass sera donc supérieur au CpkCF. La CF sera donc respectée mais le 
tolérancement peut être qualifié de sur-contraint.  
On ne peut cependant, rien conclure actuellement sur la nouvelle "plus mauvaise" 
configuration, les cas sont multiples. On peut seulement dire que la méthode proposée pour 
garantir la CF est toujours valable.  

2.3.4.1 Le cas d’application : une répartition non uniforme des tolérances 

Dans cette application, on décide de tolérancer les composants avec une répartition non 
uniforme des tolérances. Le tableau suivant regroupe les caractéristiques des composants, 
coefficients d’incidence dans la chaîne de cote et indice de faisabilité, ainsi que les tolérances 
de chaque composant. 
La CF est identique au cas précédent (ITCF = 1mm et CpkCF = 1), de ce fait l’indice Cpi 
garantissant la CF est aussi identique (CpiCF = 1,247).  

 Composant 1 Composant 2 Composant 3 Composant 4 Composant 5 
Incidence αi -1 -1 -0,1 -1 1 
Faisabilité βi 2 1 1 1 1 
Tolérance I i 0,126 0,063 0,063 0,063 0,063 

Tableau  2-3 : Caractéristique des composants et tolérances 

On se rend compte que le composant 3 se trouve dans le cas où la tolérance est plus petite que 
le décentrage de la plus mauvaise configuration. En effet, il vérifie la relation donnée par 
[  2-46 ]  : 
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Dans ce cas, comme le décentrage de la plus mauvaise configuration ne peut être atteint par ce 
composant, son décentrage est maximal et la dispersion est nulle.  
La figure  2-4 suivante montre les différents domaines de tolérance des composants, on 
retrouve bien deux domaines de tailles différentes déterminées par les indices de faisabilité βi 
des composants. On présente aussi la comparaison du domaine de tolérance de la CF avec le 
domaine résultant de l’analyse des tolérances.  
 

  

Figure  2-4 : Domaine des tolérances inertielles garantissant un CpkCF = 1,  
et analyse des tolérances 

Cette dernière figure présente la plus mauvaise configuration sur les composants et sur le 
domaine de tolérance. On se rend bien compte que le domaine résultant du tolérancement 
n’atteint pas le domaine CF. Dans ce cas, le tolérancement garantit toujours le respect de la 
CF, on peut même dire que le tolérancement est trop sévère.  

Remarque 

Quelle que soit la répartition des tolérances, la méthode proposée garantit le respect de la CF. 
Dans certains cas, le tolérancement proposé est même trop sévère, ce qui permettrait d’élargir 
les tolérances. Afin de garantir tout juste la CF, on peut envisager d’élargir les tolérances des 
composants.  

CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

Cette partie est un pas important dans le développement du tolérancement inertiel. Elle 
montre l’intérêt et l’efficacité de la méthode pour le tolérancement de chaîne de cote 1D dont 
la CF est définie par un IT. En effet, le tolérancement inertiel n’est pas uniquement applicable 
à une CF définie par une inertie mais aussi par un intervalle de tolérance.  
De plus, cette méthode statistique de tolérancement est capable de garantir une CF définie par 
un indice CpkCF. Son utilisation nécessite alors la simple utilisation d’un seul indice de 
capabilité sur les composants, l’indice inertiel Cpi, dont la valeur est calculée en fonction de 
la CF. 
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3 Garantir une CF exprimée par un ITCF et un TNCCF 
maximum 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE 

Nous avons proposé dans la partie 2 de ce chapitre, une méthode garantissant une CF définie 
par un intervalle de tolérance (ITCF) et un indice de capabilité Cpk qualifiant cet intervalle 
(CpkCF).   
Cette partie a pour objectif d’appliquer cette méthode de tolérancement inertiel pour garantir 
une CF toujours définie par un ITCF mais qualifiée cette fois ci par un Taux de Non 
Conformité (TNCCF). 
Le développement de cette partie suit la démarche suivante : 

• dans un premier temps, on définit le domaine de la tolérance fonctionnelle définit 
par un  ITCF et un TNCCF pour une distribution normale du lot, 
• dans un second temps, on choisit un lien entre l’indice Cpk et le TNC de la loi 
normale pour définir une solution permettant de garantir la CF, 
• on propose ensuite une solution permettant de garantir une CF définie par un ITCF 
et un TNCCF, 
• enfin, la méthode est appliquée sur l’exemple de l’assemblage de cinq composants. 

3.1 Le domaine de tolérance défini par un TNCCF associé à un ITCF  

On a démonté l’intérêt du tolérancement inertiel pour garantir un ITCF. Mais l’expression 
d’une CF, surtout en tolérancement statistique, se caractérise aussi par un TNC à respecter sur 
un intervalle de tolérance, le TNCCF. Plus fréquente, cette expression de la CF traduit la 
volonté du concepteur d’utiliser une méthode statistique de tolérancement.  
Pour associer un domaine de tolérance à une CF définie par un TNCCF, il faut faire le choix 
d’une loi de distribution. Par défaut, on choisit la loi normale pour deux raisons principales :  

• La loi est symétrique, donc la répartition des TNC est identique des deux cotés. On 
s’attend finalement à obtenir un domaine de tolérance symétrique tout comme le 
domaine de tolérance donné par l’indice CpkCF ou le domaine résultant de l’analyse des 
tolérances.  
• Le théorème central limite indique que la résultante d’un assemblage de loi 
quelconque tend vers une loi normale.  

3.1.1 Domaine de tolérance d’un TNCCF sur un ITCF 

Dans notre application, on choisit de définir le domaine de tolérance d’un TNC sur un IT 
associé à la loi de distribution normale. Le TNC est calculé par l’intégrale de la probabilité de 
densité de la loi normale. Il est donc impossible d’exprimer de façon analytique l’écart-type 
en fonction du TNC et du décentrage. Le domaine de tolérance est donc déterminé 
numériquement.  
La figure suivante montre les domaines d’acceptation pour différentes valeurs de TNCCF sur 
un même ITCF. En complément du domaine TNCCF, on trace le domaine Cpk associé au TNC 
du cas décentré (limite inférieure fonction du Cpk) définit par la relation [  1-30 ] donnée par 
[Boyles, 1991]. 
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Figure  2-5 : Les domaines de tolérance des TNCCF 

La figure précédente montre la comparaison des deux types de domaines CF. On remarque  
que les formes des domaines TNCCF sont similaires aux domaines CpkCF : 

• en configuration décentrée, les deux domaines sont strictement égaux, 
• en configuration centrée ou proche de la cible, le domaine TNCCF est plus restrictif 
que le domaine CpkCF.  

Remarque 

On se rend compte que le domaine de tolérance défini par un TNCCF ou un indice de 
capabilité CpkCF sont très similaires, en particulier dans les cas décentrés où les domaines sont 
identiques. On décide donc d’utiliser le lien entre l’indice de capabilité Cpk et TNC pour 
développer la suite de cette partie.  

3.1.2 Garantir un TNCMax grâce au Cpk de la plus mauvaise configuration 

[Boyles, 1991] présente deux relations qui lient le TNC d’un lot en fonction du Cpk du lot 
pour une distribution normale des composants. Il met en évidence l’existence de deux bornes 
délimitant le TNC d’un lot à indice Cpk constant.  
Avec ce qu’on a pu constater sur la méthode proposée de tolérancement inertiel garantissant 
le respect d’un indice CpkCF sur l’ITCF, la plus mauvaise configuration est une combinaison de 
configuration décentrée des composants. La résultante est donc aussi décentrée. On peut donc 
s’attendre à ce que le TNC atteint par la plus mauvaise configuration soit défini par le Cpk 
d’un lot décentré. On s’intéresse donc uniquement au lien entre le Cpk et la borne inférieure 
du TNC rappelée ci-dessous : 

( )( ) 6
. 10..31 CpkTNCInf Φ−=  [  2-48 ] 

On vient de choisir la relation qui fait le lien entre la méthode de tolérancement proposée 
précédemment pour garantir un CpkCF sur un ITCF et la nouvelle méthode qu’on cherche à 
mettre en place garantissant un TNCCF sur un ITCF.  
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Grâce à la relation précédente liant le TNC au Cpk dans la configuration décentrée du lot, on 
décide d’utiliser la méthode précédente de tolérancement garantissant le respect de l’indice 
Cpk de la résultante de l’assemblage pour garantir un TNC.  De cette relation, on peut 
exprimer la valeur de l’indice CpkCF à garantir en vue de respecter le TNCCF sur 
l’assemblage : 

3
10

1 6
1








 −Φ
=

− CF

CF

TNC

Cpk  
[  2-49 ] 

On a donc le lien permettant de définir une CF équivalente à celle demandée, et ainsi 
déterminer l’indice de capabilité Cpi à imposer sur les tolérances inertielles des composants 
dans le but de garantir un TNCCF sur l’ITCF,.  
La méthode que nous proposons ici, a pour but de garantir une CF définie par un ITCF et un 
TNCCF par le tolérancement inertiel. Les tolérances sont calculées par la méthode classique 
visant un ITCF sous l’hypothèse de répartition aléatoire des moyennes. Quant à l’indice de 
capabilité Cpi à imposer sur les composants pour garantir cette CF, il se calcule par 
l’intermédiaire de l’indice de capabilité équivalent à la CF donné ci dessus par la relation 
[  2-49 ] .  

3.1.3 Le cas d’application  

3.1.3.1 Une condition fonctionnelle: ITCF = 1mm et TNCCF = 300ppm 

On applique la méthode au cas d’application traité par les différentes méthodes de 
tolérancement et présenté par la figure figure  1-1. Ce cas d’application est un assemblage de 
n = 5  composants. La CF est donnée par l’intervalle de tolérance ITCF = 1 mm, et le taux de 
non-conformité à garantir TNCCF = 300ppm.  
Dans une première phase, on calcule l’indice de capabilité CpkCF équivalent à cette condition 
fonctionnelle. 

144,1
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=
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−

CFCpk  
[  2-50 ] 

Dans ces conditions, l’indice de capabilité CpiCF à imposer sur les composants est donné par 
la relation suivante : 

365,1
9

5
144,1

9
22 =+=+= n

CpkCpi CFCF  [  2-51 ] 

Dans notre cas, le décalage donnant cette plus mauvaise configuration vaut : 

042,0
144,1.18

1

..18 22
===

j

CFMin
j

Cpi

IT

α
δ  [  2-52 ] 

Les tolérances des composants sont calculées par la méthode de tolérancement inertiel 
classique visant un intervalle de tolérance. Les tolérances des composants sont les mêmes que 
pour les autres cas d’application, seul change l’indice de capabilité Cpi à imposer sur les 
composants, c’est l’intérêt de cette méthode.  
La figure suivante présente les domaines de tolérance des composants, ainsi que la 
comparaison du domaine de la CF avec le domaine résultant de l’analyse des tolérances.  
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Figure  2-6 : Domaines des tolérances inertielles garantissant un TNCCF, et analyse des 
tolérances 

La figure ci-dessus présente la plus mauvaise configuration de l’assemblage sur les 
composants et sur le domaine de tolérance.  
On se rend compte que la CF est bien respectée, le domaine résultant de l’analyse des 
tolérances des composants est inclus dans le domaine de la CF. 
On admet qu’il existe des répartitions de tolérances qui ne permettent pas d’atteindre la plus 
mauvaise configuration comme cité précédemment avec la CF définie par un CpkCF.  

CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

La méthode de tolérancement 1D que l’on propose est une méthode de tolérancement 
statistique capable de garantir un TNC sur la résultante de l’assemblage. Bien que le 
tolérancement statistique sous-entend qu’on prend des risques sur la CF, ou que la méthode 
est efficace sous certaines hypothèses dont le centrage des composants, la méthode que l’on 
propose garantit la CF dans toutes les configurations possibles de la résultante, y compris la 
plus mauvaise configuration où la CF est juste respectée.  

3.2 Comparaison des méthodes de tolérancements 

Cette partie traite de la comparaison des variabilités permise sur les composants par les 
approches traditionnelle de tolérancement et notre approche garantissant la CF.  

3.2.1 Comparaison des écarts-types maximums autorisés  

[Radouani , 2003] propose une estimation du gain entre les tolérancements traditionnelle par 
intervalle de tolérance sous l’hypothèse statistiques et pire des cas. Pour comparer les 
différentes méthodes de tolérancement, on considère des lots centrés et dispersé dont l’indice 
de capabilité Cp = 1. Cela équivaut à considéré six écarts-types dans un intervalle de 
tolérance, ou un écart-type égale à une inertie.  
Ainsi pour les différentes approches on a : 

• au pire des cas : 

n

ITCFMax
pc .6

=σ  [  2-53 ] 

• en statistique : 
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n

ITCFMax
st

.6
=σ  [  2-54 ] 

• en inertiel classique : 

n

ITCFMax
ic

.6
=σ  [  2-55 ] 

• en inertiel ajusté, avec 
9

1
n

Cpi +=  

2.9.2 nn

ITCFMax
ia

+
=σ  [  2-56 ] 

Avec une étude de limite, on constate que le tolérancement inertiel ajusté offre un écart-type 
trois fois plus large que celui du tolérancement traditionnel au pire des cas.  
 

 

 

Figure  2-7 : Comparaison des écarts-types maximums des différentes approches de 
tolérancement 

3.2.2 Comparaison des décentrages maximums autorisés 

On considère maintenant que les écarts-types sont nuls et que les décentrages sont maximums, 
définis par la tolérance.  
Ainsi pour les différentes approches on a : 

• au pire des cas : 
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n

ITCFMax
pc .2

=δ  [  2-57 ] 

 
 
• en statistique : 

n

ITCFMax
st

.2
=δ  [  2-58 ] 

• en inertiel classique : 

n

ITCFMax
ic

.6
=δ  [  2-59 ] 

• en inertiel ajusté, avec 
9

1
n

Cpi +=  

2.9.2 nn

ITCFMax
ia

+
=δ  [  2-60 ] 

Avec une étude de limite, on constate que le tolérancement inertiel ajusté offre un décentrage 
égale à celui du tolérancement traditionnel au pire des cas.  
 

 

Figure  2-8 : Comparaison des décentrages maximums des différentes approches de 
tolérancement 
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3.2.3 Comparaison grâce au graphe (δδδδ,σσσσ2) 

Nous présentons ici un bilan des comparaisons des approches de tolérancement sur le cas 
d’assemblage de 5 composants.  On obtient le tableau suivant : 
 
 Repxl. RHCF RMC

HCF 
Pire des cas 0,279 0 0 
Statistique 1 0,680 0,148 
Statistique augmenté 0,412 0,233 0 
Inertiel classique 0,980 0,342 0,018 
Inertiel ajusté 0,768 0 0 

Tableau  2-4 : Comparaison des approches de tolérancement 

CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

En observant les résultats de la comparaison du tolérancement traditionnel au pire des cas et 
du tolérancement inertiel, on constate que lorsque le nombre de composants croit : 

• le décentrage maximal de l’inertiel ajusté tend vers celui du pire des cas,  
• alors que l’écart-type de l’inertiel ajusté tend vers trois fois celui du pire des cas. 

On remarque donc que le tolérancement inertiel ajusté tend vers le tolérancement au pire des 
cas mais en offrant trois fois de dispersion dans le cas centré. On peut donc dire que le 
tolérancement inertiel ajusté est une méthode statistique permettant de garantir "au pire des 
cas" la CF de l’assemblage. 
Le tableau  2-4 permet de constater que le tolérancement inertiel ajusté est le compromis entre 
tolérancement au pire des cas, offrant un RHCF = 0 donc statistiquement aucun risque d’être 
hors de la CF, et le tolérancement statistique offrant la meilleure exploitation du domaine 
résultant.  

CONCLUSION DE LA PARTIE 
Le point important de cette partie est l’identification de la configuration des composants qui 
donne la plus mauvaise configuration de la résultante de l’assemblage. Cette configuration est 
clairement identifiée en fonction de l’indice Cpi des composants et de l’ITCF.  
L’utilisation de cette propriété est utilisée pour la synthèse de tolérance. En effet, en 
application sur les tolérances inertielles classiques I i, on calcule l’indice Cpi qui garantit la 
CF. Pour autant, cette propriété peut être utilisée dans une phase d’analyse de tolérance pour 
calculer la CF garantie en fonction des tolérances I i et de l’indice Cpi.  
Nous avons aussi mis en évidence une condition qui permet de tester si cette plus mauvaise 
configuration peut être atteinte. Cependant, il reste un point obscur : celui de l’exploitation de 
la marge de tolérance restante pour augmenter les tolérances I i tout en garantissant la CF en 
une configuration critique.  
En outre, on ne sait pas encore évaluer le risque pris lorsque le tolérancement ne garantit pas 
parfaitement la CF. Ce dernier point est une perspective qui sera traitée dans la partie 4.  
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4 Garantir la CF en considérant les décentrages aléatoires des 
composants 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE 

La méthode proposée ci-dessus permet de garantir la CF de l’assemblage dans toutes les 
configurations, y compris la plus mauvaise configuration. On peut se poser la question de 
l’occurrence de cette plus mauvaise configuration qui restreint les tolérances des 
composants. Est-il possible de prendre un risque qui serait maîtrisé tout en garantissant la 
CF dans la majorité des cas ? 
Cette partie a pour but de proposer une solution de tolérancement qui fait le compromis entre 
garantir la CF de l’assemblage et élargir les tolérances des composants. La réflexion se 
déroule en deux étapes : 

• Dans un premier temps, on estime la répartition des assemblages résultants grâce à 
des simulations de Monte Carlo. Deux modèles sont présentés :  

- l’un est une répartition uniforme des composants dans le domaine de 
tolérance comme présenté dans le précédent chapitre,  
- l’autre considère des composants en limite de tolérance inertielle 
uniformément répartis sur la limite du domaine de tolérance.  

• Dans un second temps, on propose une méthode permettant de façon simple 
d’élargir les tolérances des composants tout en garantissant la CF dans la majorité des 
cas. On propose aussi des abaques basés sur les résultats des simulations permettant de 
choisir l’indice Cpi à imposer sur les composants en fonction de la CF et d’un risque 
considéré. 

4.1 Répartition des assemblages par simulation de Monte Carlo 

La méthode d’analyse du tolérancement basée sur la simulation de Monte Carlo va nous 
permettre d’évaluer la répartition des assemblages en fonction du nombre de composants dans 
la chaîne de cote.  

4.1.1 Hypothèses  

4.1.1.1 Choix d’une configuration particulière 

Afin de réduire le nombre de simulations à effectuer, on choisit de considérer le cas 
particulier d’une incidence directe pour tous les composants de la chaîne de cote (αi = 1), 
ainsi qu’une répartition uniforme des tolérances des composants (βi = 1). 
Comme pour l’analyse des tolérances par la somme de Minkowski, certaines configurations 
de tolérancement (αi et βi) ne permettent pas d’atteindre la plus mauvaise configuration. On se 
doute que les résultats ne seront pas identiques en considérant une répartition non homogène 
des tolérances ou des incidences non toutes directes. 

4.1.1.2 Indépendance du choix de l’ITCF 

L’intervalle de tolérance de la CF, ITCF, n’est pas un paramètre que l’on fait varier dans les 
simulations. D’après leurs définitions, les caractéristiques des composants donnant la plus 
mauvaise configuration sont proportionnelles à l’intervalle de tolérance ITCF. Une variation de 
l’ ITCF consiste donc à faire une homothétie des domaines, et ne devrait donc pas influer sur 
les résultats des simulations de MC.  
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4.1.2 Simulations d’assemblage de composants dans leurs domaines de 
tolérance 

On a vu que les méthodes de tolérancement garantissant une CF définie par un CpkCF ou un 
TNCCF sont identiques. Par conséquent on utilise le résultat d’une simulation pour étudier les 
répartitions des assemblages suivant les deux critères : l’indice de capabilité Cpkass et le taux 
de non-conformité TNCass de l’assemblage résultant.  
Par conséquent, on choisit d’imposer la même CF à tous les assemblages. Les tolérances des 
composants I i ainsi que les indices de capabilité Cpi sont calculés dans le but de respecter la 
CF. 
Les études de la répartition des assemblages résultants par la méthode de Monte Carlo ont 
pour objet : 

• l’efficacité de la méthode qui garantit bien les différentes CF, 
• mais aussi la sévérité de la plus mauvaise configuration par rapport à la combinaison 
aléatoire des décentrages.  

L’idée est de simuler des assemblages avec un nombre croissant de composants dans la chaîne 
de cote. On peut ainsi montrer que la compensation due au décentrage aléatoire des 
composants est bien croissante avec le nombre de composants.  

4.1.2.1 Une CF définie par un CpkCF = 1, ou un TNCCF = 1350 ppm 

Nous considèrerons le cas courant où le concepteur ne spécifie qu’un intervalle de tolérance 
ITCF comme condition fonctionnelle. La CF est donc exprimée par un indice de capabilité 
CpkCF = 1, ce qui équivaut dans le cas décentré à un taux de non-conformité 
TNCCF = 1350 ppm .  

 Observation des simulations 

Les analyses de la méthode de  tolérancement que nous proposons pour garantir cette CF 
donne les graphes suivants, sur lesquels on observe un centrage des assemblages résultants.  
 

 

Figure  2-9 : Légende des figures suivantes 

 
 

   

Figure  2-10 : Simulation d’assemblage de 2 composants 
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Figure  2-11 : Simulation d’assemblage de 3 composants 

Remarque 

L’application de la méthode est justifiée pour des assemblages de deux ou trois composants 
dans la chaîne de cote. En effet, la plus mauvaise configuration donnant un TNCass maximum 
égal au TNCCF, ou un Cpkass minimum égal au CpkCF, est rencontrée dans les simulations que 
l’on présente.  
 

   

Figure  2-12 : Simulation d’assemblage de 4 composants 

 

   

Figure  2-13 : Simulation d’assemblage de 5 composants 
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Figure  2-14 : Simulation d’assemblage de 6 composants 

 

   

Figure  2-15 : Simulation d’assemblage de 7 composants 

 

   

Figure  2-16 : Simulation d’assemblage de 8 composants 

 

   

Figure  2-17 : Simulation d’assemblage de 9 composants 

 



Chapitre 2 : Tolérancement inertiel 1D garantissant une CF 

 

83 

   

Figure  2-18 : Simulation d’assemblage de 10 composants 

Remarques 

• On constate que le domaine résultant de la somme de Minkowski respecte bien les 
deux CF définies par un CpkCF ou un TNCCF, et ceci quel que soit le nombre de 
composants dans la chaîne de cote.  
• Le domaine résultant a tendance à s’aplatir, provoquant l’augmentation du 
décentrage maximum résultant tout en diminuant l’écart-type maximum résultant.  
• On peut penser que la méthode de tolérancement tend vers le tolérancement 
traditionnel au pire des cas pour lequel le décentrage maximal résultant égale le 
décentrage maximal admissible.  
• L’observation des résultats des simulations de Monte Carlo confirme ce qu’on 
attendait sur le comportement des assemblages résultants, à savoir un centrage croissant 
des assemblages en augmentant le nombre de composants dans la chaîne de cote. Et 
donc une forte et rapide baisse de l’occurrence de la plus mauvaise configuration sous 
l’hypothèse choisie de répartition uniforme dans le domaine de tolérances des 
composants. 

 Analyse des résultats de cette première simulation 

Pour interpréter les simulations présentées ci-dessus, on propose de suivre l’évolution du taux 
de non-conformité TNCass et de l’indice de capabilité Cpkass en fonction du nombre de 
composants dans la chaîne de cote. On décide d’étudier l’évolution des caractéristiques des 
assemblages, TNCass et Cpkass, en fonction du pourcentage de composant respectant cette 
valeur de caractéristique, c’est à dire qu’on observe l’évolution des caractéristiques pour x% 
des assemblages simulés résultants.  
La notion de x% des assemblages résultants respectant la caractéristique, un TNCass ou Cpkass, 
ne correspond pas à un taux de non-conformité mais plutôt à une occurrence de l’assemblage 
en fonction d’une situation initiale définie par la CF. En se basant sur les résultats-ci dessous, 
pour un assemblage de cinq composants dont la CF est définie par un CpkCF = 1 , on peut 
prédire que dans 90% des cas, l’indice de capabilité résultants Cpkass ne sera pas inférieur à 
Cpkass

90% = 1,4. 
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Figure  2-19 : Analyse des résultats pour une CF : CpkCF= 1  

4.1.2.2 Une CF définie par un CpkCF = 1,16, ou un TNCCF = 250 ppm 

On ne présente pas ici l’observation des résultats de la simulation, qui sont similaires à ceux 
de la première CF, mais on se contente simplement de décrire l’analyse des résultats des 
caractéristiques en fonction du pourcentage de cas considérés.  
Les analyses suivantes présentent les résultats des simulations garantissant une CF définie par 
un CpkCF = 1,16, ou un TNCCF = 250ppm.  
  

  

Figure  2-20 : Analyse des résultats pour une CF : CpkCF = 1,16 

4.1.2.3 Une CF définie par un CpkCF = 1,33, ou un TNCCF = 33ppm 

On présente ici une troisième analyse de tolérancement garantissant un CpkCF = 1,33, soit un 
TNCCF = 33ppm.  
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Figure  2-21 : Analyse des résultats pour une CF : CpkCF = 1,33 

CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

Les résultats des simulations ci-dessus montrent bien que la méthode est efficace, la CF est 
constamment respectée. En revanche, on met en évidence que le tolérancement proposé est 
d’autant plus sévère, que le nombre de composants est croissant. On a pris en compte l’aspect 
statistique pour deux raisons : 

• la combinaison des décentrages aléatoires,  
• les composants ne sont pas tous en limites de capabilité.  

Néanmoins, on peut trouver les résultats des simulations un peu trop optimistes. En effet, la 
plus mauvaise configuration n’est jamais atteinte même pour un assemblage de deux 
composants. De ce fait, on remet en cause le choix d’une distribution uniforme dans le 
domaine de tolérance. On propose alors le même type de simulation mais en considérant des 
composants en limite de tolérances uniquement.  

4.1.3 Simulation d’assemblage de composants en limite de leurs domaines de 
tolérance 

Le modèle de simulation précédent considère que les composants sont uniformément répartis 
dans le domaine de tolérance. Par conséquent, de nombreux lots de composants sont loin de la 
limite de tolérance, ce qui a pour effet de diminuer grandement le risque de se trouver dans la 
plus mauvaise configuration.  
Cette partie présente un modèle de simulation plus pessimiste que précédemment. En effet, 
dans cette partie, on considère que les composants sont en limite de conformité, ce qui 
consiste à tirer des lots de composants uniquement sur la limite du domaine de tolérance. On 
retrouve donc l’hypothèse de composants en limite de capabilité inertielle qui a servi à 
déterminer la méthode de tolérancement.  

4.1.3.1 Une CF définie par un CpkCF = 1 ou un TNCCF = 1350 ppm 

Comme précédemment, avec l’hypothèse de lots uniformément répartis dans le domaine de 
tolérance, la première simulation est faite sur une CF garantissant juste l’intervalle de 
tolérance ITCF, c’est à dire en considérant un indice de capabilité CpkCF = 1, ce qui équivaut à 
garantir un taux de non conformité TNCCF = 1350 ppm. Les figures suivantes présentent les 
résultats des simulations pour différents nombres de composants dans la chaîne de cote. 
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 Observation des simulations 

   

Figure  2-22 : Simulation d’assemblage de 2 composants 

 

   

Figure  2-23 : Simulation d’assemblage de 3 composants 

  

   

Figure  2-24 : Simulation d’assemblage de 4 composants 

Remarques 

• Les formes en arcade que l’on observe sont dues au fait que certaines configurations 
de lot ne sont pas exploitées. On retrouve alors la forme des balayages des domaines 
pour le calcul de la somme de Minkowski. En effet, les composants sont en limite de 
capabilité, donc sur le domaine de tolérance.  Cela explique pourquoi l’assemblage de 
composants se trouve sur le balayage des domaines. 
• La répartition des assemblages résultants dans le domaine de tolérance peut 
expliquer la répartition des taux de non conformité résultants TNCass, notamment les 
pics que l’on observe pour les assemblages de deux et trois composants.  
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Figure  2-25 : Simulation d’assemblage de 5 composants 

 

   

Figure  2-26 : Simulation d’assemblage de 6 composants 

 

   

Figure  2-27 : Simulation d’assemblage de 7 composants 

 

   

Figure  2-28 : Simulation d’assemblage de 8 composants 
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Figure  2-29 : Simulation d’assemblage de 9 composants 

 

   

Figure  2-30 : Simulation d’assemblage de 10 composants 

 Analyse des résultats de cette première simulation 

Comme pour les simulations précédentes supposant une répartition uniforme des tolérances, 
on analyse les répartitions des caractéristiques résultantes, Cpkass et TNCass, en fonction de 
leur occurrence x%.  
 

  

 Figure  2-31 : Analyse des résultats pour une CF : CpkCF = 1 
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4.1.3.2 Une CF définie par un CpkCF = 1,16 ou un TNCCF = 250 ppm 

Les simulations donnent des résultats similaires en terme de répartition des assemblages dans 
le domaine de tolérance. On se contente de présenter les résultats des analyses des 
caractéristiques résultantes Cpkass et TNCass en fonction de leurs occurrences. 
 

  

 Figure  2-32 : Analyse des résultats pour une CF : CpkCF = 1,16 

 

4.1.3.3 Une CF définie par un CpkCF = 1,33 ou un TNCCF = 33ppm 

On présente ici les résultats d’une troisième simulation de Monte Carlo pour l’analyse d’un 
tolérancement dont le but est de garantir une CF définie par un CpkCF = 1,33 , ce qui équivaut 
à garantir un TNCCF = 33ppm.  
 

  

 Figure  2-33 : Analyse des résultats pour une CF : CpkCF = 1,33 
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Remarque 

On se rend compte que pour un assemblage de deux composants, l’indice de capabilité 
résultant Cpkass respecte bien la CF définie par un CpkCF, ce qui nous conforte dans 
l’efficacité de la méthode. Par contre, le taux de non-conformité résultant TNCass excède 
légèrement la CF définie par un TNCCF, cette remarque est discutée dans 
[Adragna et al 2007 a] . Ceci est dû au fait que la plus mauvaise configuration sur la 
résultante est relativement centrée, d’où un TNCass compris entre la limite inférieure et la 
limite supérieure du TNC à Cpk constant. 

CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

En observant la courbe d’évolution des indices de capabilité Cpkass, on peut constater que la 
valeur maximale observée pour 100% des cas est proche de la limite définie par la CF, CpkCF. 
Cette même observation sur les TNCass montre que jusqu’à 5 composants dans la chaîne de 
cote il est possible d’obtenir des assemblages à la limite de la CF. De ce fait, cette hypothèse 
de composants en limite de tolérance permet de se rendre compte de l’efficacité de notre 
méthode de tolérancement. 
Il ressort de ces simulations que pour moins de six composants dans la chaîne de cote, la 
méthode de tolérancement garantissant la CF dans toutes les configurations est fondée.  
Toutefois en considérant un risque de 1% de ne pas respecter la CF, il serait potentiellement 
possible d’élargir les tolérances des composants. Cette perspective est traité dans la partie 
suivante.  

4.2 Tolérancement inertiel avec des risques  

4.2.1 Différentes approches possibles de modélisation du risque 

Afin de caractériser le risque nous proposons l’utilisation de différentes permettant de 
modéliser les résultats des simulations. Une fois les évolutions des TNCass ou Cpkass 
modélisés, nous sommes alors capables d’estimer la valeur élargie de la CF afin de garantir la 
vraie CF en considérant un risque.  

4.2.1.1 Comportement des indices de capabilité résultant Cpkass 

En observant l’analyse des indices de capabilité résultants Cpkass, on constate que leurs 
évolutions sont globalement linéairement croissantes. De plus cette remarque est valable sous 
les deux hypothèses considérées, des composants aléatoirement répartis dans leurs tolérances 
et des composants en limites de tolérance. 
Par conséquent on peut proposer des modèles simples de comportement des indices de 
capabilité résultants en fonction de l’occurrence voulue x%. On pourrait noter alors : 

 ( )%,% xCpkfCpk CF
x
ass =  [  2-61 ] 

A cette relation on pourrait même ajouter un troisième critère qui serait le type d’hypothèse 
considérée.  
Or autour de cinq et six composants, sous l’hypothèse de composants en limite de tolérance, 
on observe un changement de pente dans les variations de certaines occurrences. De ce fait on 
peut envisager une approximation affine par morceau, [Zhang et al, 2006], permettant une 
meilleure approximation des courbes. 
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4.2.1.2 Comportement du taux de non-conformité résultant TNCass 

La caractérisation des TNCass n’est pas aussi simple que celle des Cpkass car une 
approximation affine n’est pas le modèle qui convient. On peut se pencher sur un 
comportement en exponentiel décroissante. 
Ainsi dans [Adragna et al, 2007 a], nous proposons une modélisation du TNC moyen et du 
TNC médian, que l’on note respectivement TNCµ et TNC50%.  
Par exemple, sous l’hypothèse de composants en limite de capabilité, le TNC médian peut être 
estimé par : 

CF
n TNCTNC .5,0%50 =  [  2-62 ] 

Le TNC moyen sous la même hypothèse peut être estimé quant à lui par : 

CF
n TNCTNC .6,0=µ  [  2-63 ] 

Bien sûr d’autres modèles mieux appropriés et plus fidèles peuvent être proposés. Cependant, 
nous ne poussons pas plus loin la recherche de modèle.  

4.2.1.3  Proposition d’abaques 

 

 

Figure  2-34 : Exemple d’abaque pour un TNCCF = 200ppm 
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Une autre solution permettant de caractériser les résultats obtenus par les simulations de MC 
est de représenter les différentes configurations dans un abaque. Nous présentons le résultat 
d’une telle démarche dans la figure  2-34. L’abaque que nous montrons traite la méthode pour 
respecter un TNCCF = 200ppm sous l’hypothèse de composants en limite de tolérance. 
 
Cependant, une telle approche nécessite un nombre important de simulation et le 
développement d’un abaque pour chaque valeur de CF (TNCCF ou CpkCF). De ce fait nous 
considérons que cette approche utilisée de manière traditionnelle sur feuille papier n’est pas 
optimale. Néanmoins la méthode est intéressante et nous pouvons envisager une 
informatisation de ces abaques permettant de les générer automatiquement quelle que soit la 
CF. 

4.2.2 Une estimation statistique du risque 

Finalement nous proposons une approche simple de l’estimation du risque de rencontrer la 
pire configuration. On suppose que la pire configuration est définie par la combinaison des 
décentrages du même coté.  
De ce fait, chaque composant a une chance sur deux se trouver du coté de la plus mauvaise 
configuration. Ainsi pour un système assemblé comportant n composants dans sa chaîne de 
cote, on considère que l’occurrence de la plus mauvaise configuration est donnée par : 

nP 5,0% =  [  2-64 ] 

Alors le TNCass obtenu sur la résultante de l’assemblage en fonction du TNCCF et du nombre 
de composants est donné par : 

CF
n

ass TNCTNC .5,0=  [  2-65 ] 

Or ce résultat est le même que l’estimation du TNC médian, TNC50%, sous l’hypothèse de 
composants en limite de tolérance. On en conclut que cette estimation du TNCass résultants 
calculée par deux approches différentes est correcte.  
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5 Conclusion du chapitre 

Le tolérancement inertiel 1D est une méthode efficace de synthèse de tolérancement dans le 
but de garantir l’assemblage et la fonction du produit final. On vient de démontrer dans ce 
chapitre que cette approche de tolérancement 1D permet le respect de la condition 
fonctionnelle. La méthode que nous proposons, grâce à la simple utilisation d’un seul indice 
de capabilité Cpi, garantit la CF dans toutes les configurations possibles y compris la plus 
mauvaise configuration. La méthode est une sorte de tolérancement statistique garantissant la 
CF en statistique au « pire des cas», sous l’hypothèse de variable indépendante.  
Qui dit tolérancement statistique suppose répartition aléatoire des décentrages des 
composants, et donc un faible risque de se retrouver dans la plus mauvaise configuration 
d’assemblage des composants. Ce second aspect du tolérancement a été pris en considération 
avec l’intégration d’une notion de prise de risque dans la garantie de la Condition 
Fonctionnelle. Présenté par une loi généralisée ou sous forme d’abaque, on fait le choix des 
indices de capabilité Cpi à imposer sur les composants en vue de garantir la CF en prenant en 
compte un risque maîtrisé de dépasser cette CF.  
Seul l’aspect conception du tolérancement inertiel a été abordé ici, mais d’autres aspect du 
cycle de vie du produit sont traités sur le tolérancement inertiel tels que le pilotage en 
production [Pillet et al, 2007], le contrôle de lot en réception [Pillet et al, 2005] et 
[Pillet et al, 2006 a]  ainsi que le tri en cas de lot non conforme [Pillet et al, 2006 b]. Des 
démarches de conception ont aussi été menées dans le cas des micro-systèmes 
[Bourgeois et al, 2005] . On peut donc considérer que le tolérancement inertiel n’est pas 
seulement une vision de l’esprit mais une méthode qui est suffisamment développée pour être 
applicable dans le milieu industriel. C’est d’ailleurs le rôle d’une thèse commencée fin 2006 
dans le cadre du Pole de Compétitivité Arve Industries et réalisée par Dimitri Dénimal.  
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Chapitre 

3 

Chapitre 3 Tolérancement 3D et 
forme d’une pièce ou d’un 

assemblage 
 
 
 OBJECTIF DU CHAPITRE 

L’objectif de ce chapitre est d’étendre le tolérancement inertiel au 3D et à l’analyse de forme. 
Pour atteindre cet objectif, nous présentons le paramétrage modal des formes, appelé 
"méthode modale". Il s’agit d’une méthode générique de caractérisation des écarts de forme. 
Nous expliquons le cheminement réalisé pour faire évoluer cette méthode d’analyse de forme, 
et proposer une approche d’analyse des défauts d’assemblages. 

Ce chapitre se décompose en quatre parties : 

• Une première partie bibliographique résume différentes méthodes de tolérancement 
3D et d’analyse des écarts de forme. Quelques méthodes de tolérancement 3D ou 
d’analyse d’écart de forme sont légèrement détaillée car elles paraissent proches de 
notre proposition ou elles permettent de faire une comparaison avec nos travaux. 

• La seconde partie présente la méthode modale naturelle. On définit ainsi la 
terminologie associée à cette approche ainsi qu’un cas d’application simple sur un 
profil poutre. Ce cas d’exemple sert à illustrer l’évolution de la caractérisation modale 
présentée dans la troisième partie. 

• La troisième partie traite des évolutions apportées à la méthode. Les évolutions 
concernent le résidu de la description, une signification métrique de la caractérisation 
et l’introduction de défauts complémentaire dans la base des défauts naturels. Le cas 
d’exemple est de la partie précédente est traité pour comparer l’effet de des évolutions 
de la méthode. 

• La quatrième et dernière partie aborde l’assemblage des composants d’un système. 
L’objectif est de faire évoluer la méthode de caractérisation des écarts d’une géométrie 
vers l’analyse d’assemblage avec défauts de forme. Un premier point traite la 
caractérisation des défauts d’accostage, et un second point présente l’assemblage de 
composants selon deux critères : sur les surfaces associées ou sur les écarts de forme. 
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PROBLEMATIQUES ABORDEES 

Les évolutions apportées à la méthode modale, que l’on présente dans la seconde partie de ce 
chapitre, ont été en partie sollicitées par des problématiques industrielles. En effet, les 
collaborations industrielles dans le cadre du projet Interreg IIIA, ont fait apparaître des 
problématiques communes sur deux applications différentes : 
 

 

 
Un tiroir de distributeur hydraulique : la forme est liée à une condition d’assemblage et un 

débit de fuite entre tiroir et chemise 
 
 

Problématique 
d’affleurement 

  

 
 

 

Problématique de jeu 

Un capot plastique : la forme est liée à une condition d’accostage et une condition d’aspect 
 
Les problématiques communes que l’on a pu identifier sur ces deux sujets sont : 

• L’identification et la maîtrise de la forme (traité dans ce chapitre),  
• La qualification statistique d’un lot (traité dans le chapitre 4). 
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Glossaire : 

B base modale (n,m) contenant les m vecteurs modaux, 
EF1A Ecart de forme de la surface 1A, dû au positionnement avec défaut de forme 
EGRM Elément Géométrique de Référence Minimum 
EiA Ecart de la surface A du composant 1 par rapport à la configuration idéale 
Ep2A1 Ecart dû au positionnement du composant 2 sur le composant 1 
Er1A Ecart rigide de la surface 1A, du au positionnement sur la surface associée 
J1A2 Jeu entre les composants 1 et 2 par les surfaces A (1A et 2A) 
Jc1A2 Jeu de contact, correspond au défaut d’orientation de positionnement 
Jm1A2 Jeu de mobilité entre les surfaces 1A et 2A 
MAP MAintient en Position (effort) 
Qi vecteur modal (n,1) décrivant la forme d’un défaut modal, 
R(m)  vecteur résidu (n,1) de caractérisation de la méthode modale avec m modes 
r(m) résidu scalaire de la description par la méthode modale avec m modes 
RiA Repère associée à la surface A de la pièce i 
rL/F Ratio de la longueur (L) de la géométrie sur l’amplitude du défaut de forme (F) 
SATT Surfaces Associées Technologiquement et Topologiquement 
T  vecteur écart (n,1) de forme à analyser, 
V Vecteur défaut de forme mesuré 
Λ1A Signature modale de la surface A du composant 1 
Λ1A2 Signature modale de l’écart entre les surfaces 1A et 2A 
Λi vecteur (m,1) signature modale de l’écart de forme dans la base modale, 
λi coefficient modal de l’influence du mode i, 
ρ(p,m) efficacité de description modale de p modes à m modes 
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1 Tolérancement 3D et analyse de forme : un bilan non 
exhaustif 

Le but de nos travaux de recherche n’est pas de présenter un état de l’art exhaustif des 
domaines abordés, néanmoins nous regroupons des approches par domaines et 
approfondissons la présentation de celles qui serviront à comparer nos méthodes.  

1.1 Norme et tolérancement 3D  

Nous ne pouvons parler de tolérancement 3D et de défaut de forme sans citer la norme. 
En effet, le tolérancement est un langage normalisé qui représente un moyen de 
communication entre différents métiers. Ce langage spécifie les limites des défauts des pièces 
de façon univoque et compréhensible par les acteurs du cycle d’élaboration du produit.  

1.1.1 La norme ISO 

C’est une norme internationale qui traite de la spécification et se présente par un langage 
graphique. La définition normalisée repose sur :  

• un principe, par exemple : le principe de l’indépendance [ISO 8015] qui considère 
que toutes les exigences spécifiées sur un dessin doivent être respectées,  
• des exigences, par exemple : l’exigence du maximum matière, spécifié par le 

symbole 
 M  à droite de la valeur de la tolérance,  

• des tolérances dimensionnelles [ISO 8015] : ces tolérances portent sur les longueurs 
et les angles, 
• et des tolérances géométriques [ISO 8015] : ces tolérances limitent les écarts d’un 
élément par rapport à sa forme, son orientation et/ou sa position théorique [ISO 1101]. 

1.1.2 La Spécification Géométrique des Produits (GPS) 

Le concept GPS (Geometrical Product Specification) est défini pour remédier à quelques 
ambiguïtés des normes dues à leur nombre important. Ainsi le concept GPS est-il défini 
comme un langage de communication univoque et international entre le concepteur, le 
fabricant et le métrologue permettant un échange clair sur les exigences fonctionnelles d’un 
produit.  
Le concept s’appuie sur la matrice GPS [ISO/TR 14638] qui regroupe les normes existantes à 
réviser, en cours d’étude et celles à définir. Cette matrice est composée de dix huit lignes, les 
"chaines", qui regroupent des caractéristiques géométriques de l’élément tolérancé (taille, 
distance, rayon, …). Ces chaînes sont divisées en six maillons caractérisant les étapes de 
l’élaboration du produit, les deux derniers maillons par exemple sont plus spécifiques à la 
métrologie.  

1.2 Modèle et outils de tolérancement 3D 

Nous pouvons distinguer certains articles qui présentent un état de l’art des méthodes de 
tolérancement. On peut citer entre autre [Hong et al, 2002] qui présente un état de l’art en 
abordant différents sujets tels que la schématisation des mécanismes, la représentation et la 
spécification des tolérances, des approches de synthèse et d’analyse de tolérances ainsi que 
des méthodes de transfert de tolérance.  
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1.2.1 Graphes de mécanisme 

Les graphes permettent une représentation schématisée d’un mécanisme et quelques-unes de 
ses caractéristiques telles que les types de liaisons entre composants, tolérances des surfaces 
etc. Les défauts entre les surfaces d’une même pièce sont modélisés par des écarts. Un 
mécanisme est un ensemble de pièces avec défauts qui sont liées entre elles par des liaisons. 
Les liaisons sont modélisées par des jeux.  
Il existe plusieurs façons de représenter les liaisons entre les surfaces par les graphes. Ces 
graphes contiennent généralement : 

• les pièces, représentées par des bulles indicées : ce sont les sommets des graphes, 
• les éléments géométriques tels que les surfaces élémentaires, schématisées par les 
pôles portant des lettres avec le numéro de la pièce en indice. Les surfaces sont les 
sommets du graphe,  
• les liaisons, représentées par des arcs entre les pièces ou les surfaces, 
• les conditions fonctionnelles, CF, qui sont généralement des liaisons dont le jeux est 
limité. 

[Petit, 2004] présente un état de l’art des représentations des mécanismes par les graphes. Il 
distingue les graphes des liaisons, les graphes d’assemblage [Dantan, 2000], les graphes des 
tolérances [Kandikjan et al, 2001], [Murauskaite et al, 2004], et enfin le graphe LMéca.   
On s’intéresse précisément à ce dernier graphe car il affiche la particularité de représenter les 
repères liés aux pièces, voire aux surfaces. Les repères sont alors les pôles du graphe : le 
graphe est orienté, et les torseurs jeux et écarts entre les repères sont indiqués.  
Les torseurs sont dits : 

• écarts si les extrémités de l’arc appartiennent à la même pièce,  
• jeux si les extrémités appartiennent à deux pièces du mécanisme.    

1.2.2 Modèles de tolérancement 3D  

Le modèle de tolérancement est le support conceptuel qui permet les exigences de la CF vers 
les composants du mécanisme. On peut distinguer différentes approches et modèles associées, 
on peut citer de façon non exhaustive : 

• Classes variationnelles, [Requicha, 1977] et [Requicha, 1983]. Cette méthode 
considère des décalages des surfaces nominales coté intérieur matière et extérieur 
matière qui définissent ainsi des zones de variation. Une extension de ces travaux a 
porté à la traduction des exigences fonctionnelles en frontières virtuelles [Jayaraman et 
al, 1989]. 
• Modèle vectoriel, [Wirtz, 1989] caractérise la position d’une surface dans l’espace 
par un point et un vecteur dans une base donnée. Quatre vecteurs indépendants peuvent 
être nécessaires pour définir la position, orientation, forme et dimension. 
[Gaunet, 1993]  présente un approche similaire mais en intégrant trois concepts : 

o Surfaces Associées Technologiquement et Topologiquement (SATT), 
o Elément Géométrique de Référence Minimum (EGRM),  
o et les torseurs de petits déplacements [Bourdet et al, 1988]. 

[Chase, 1999] utilise une chaîne de cote 3D, "Vector chain", qu’il crée à partir d’une 
méthode de linéarisation directe (Direct Linearization Method DLM). Il est ainsi 
capable de traiter des variations de position-orientation et taille. Une étude de sensibilité 
permet de définir la répartition des tolérances.  
• Méthode CLIC (Cotation en Localisation avec Influence des Contacts) 
[Anselmetti, 2001]  permet une cotation formalisée et fonctionnelle du mécanisme. A 
partir du Tableau de Mise en Position (TMP) et des exigences fonctionnelles, une 
cotation ISO est générée [Anselmetti et al, 2002], [Anselmetti, 2005].  
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• Modèle des T-Maps [Davidson et al, 2002 a], qualifie les variations d’une géométrie 
par rapport aux structures primitives de contrôles [Kandikjan et al, 2001] qui identifie 
les degrés de liberté et les invariants d’une structure. Ainsi une zone de tolérance est 
traduite en région multi-dimensionnelle appelé Tolérance-Map® (T-Map) en fonction 
de la nature de l’objet tolérancé, (plan [Mujezinovic et al, 2004], cylindre [Davidson et 
al, 2002 b], etc).  L’accumulation des défauts des différents composants du système est 
réalisé par la somme de Minkowski des T-Map, représentant ainsi une analyse des 
tolérances des composants.  
• Approche paramétrique, définit des limites à des paramètres scalaires 
[Guilford et al, 1993] . [Turner, 1987] propose une approche variationnelle construite à 
partir du modèle CAO, déterminant ainsi des variables du modèle (Mi définissant une 
rotation, translation, etc) auxquelles sont associées des contraintes de tolérance (Ti). On 
détermine ainsi un espace de faisabilité correspondant aux variations permises tout en 
respectant les tolérances.  
• Approche par les torseurs de petits déplacements. Issue de la qualification des écarts 
en métrologie [Bourdet et al, 1976], [Bourdet, 1987], [Bourdet et al, 1995], cette notion 
donne lieu à plusieurs concepts : 

o Le concept SATT [Clément et al, 1994] qui identifie les géométries associées à 
une surface ou un groupe de surface. On catégorise ainsi sept classes 
permettant de trier les liaisons entre surface ou groupe de surface. 

o L’EGRM [Clément et al, 1994] qui correspond à l’ensemble minimum 
nécessaire et suffisant pour décrire la liaison d’une classe. 

Ainsi, on peut définir les défauts d’un mécanisme par différents torseurs : 
o le torseur d’écarts qui qualifie les défauts d’une surface associée par rapport à 

son nominal,  
o le torseur défaut qui relie les  écarts entre deux surfaces d’une même pièce,  
o le torseur jeu qui représente le jeux entre deux surfaces nominales de deux 

pièces,  
o et le torseur pièce qui relie tous les torseurs d’écarts d’une même pièces 

1.2.2.1 Méthode des domaines jeux et écarts 

Nous détaillons légèrement cette approche qui par la suite nous sert de référence de 
comparaison pour l’approche de tolérancement et de spécification que nous proposons.  
Initiée par [Giordano et al, 1992], [Giordano et al, 1993], la méthode des domaines jeux et 
écarts consiste à traduire les zones de tolérance ISO en domaines de tolérance dans l’espace 
des torseurs de petits déplacements. Cette approche nécessite la définition de repère attaché à 
un point d’application. Généralement le point d’application est défini au centre de la surface. 

 Torseur et domaine écart 

On nomme torseur écarts les composantes de petits déplacements de la surface associée par 
rapport à sa position nominale.  Cette appellation torseur écarts caractérise aussi bien le 
torseur d’écarts que le torseur définit précédemment.  
Le domaine écart est la traduction de la tolérance imposée à une surface dans l’espace des 
petits déplacements.  
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 Torseur et domaine jeux 

Le torseur jeux exprime les degrés de liberté possible entre deux pièces grâce au jeu d’une 
liaison définie par deux surfaces en contact. En considérant l’hypothèse de pièces 
indéformables, les petites mobilités dues aux jeux sont limitées par la condition 
d’impénétrabilité des pièces entre elles. Ainsi dans un torseur de liaison, on distingue les 
mobilités de la liaison qui sont les invariants de la liaison, et les mobilités du jeu que l’on  
nomme torseur jeux.  
Le domaine jeux d’une liaison définit l’ensemble des torseurs jeux possibles pour une liaison.  

 Tolérancement au pire des cas  

La méthode d’analyse des tolérances 3D consiste à exprimer les domaines écarts des surfaces 
tolérancées ainsi que les domaines jeux des liaisons au même points. Grâce à la somme de 
Minkowski, on trouve le domaine écarts résultant de l’assemblage des tolérances des surfaces, 
ainsi que le domaine jeux résultant de l’assemblage des jeux des liaisons. Pour faire simple, le 
tolérancement garantit la CF si le domaine écarts résultant est inclus dans le domaine jeu 
résultant.  
Pour plus de détails sur la méthode, se référer notamment à [Giordano et al, 1999], 
[Giordano et al, 2001] , [Kataya, 2002], [Petit, 2004]. 

1.2.3 Modèles de tolérancement 3D avec prise en compte des défauts de 
forme 

Dans bien des approches le défaut de forme est négligé. Bien souvent c’est une problématique 
de second rang qui vient enrichir ou complexifier une méthode de tolérancement 3D. Nous 
citons quelques approches qui traite les défauts de forme lors du tolérancement 3D. 

• Approche paramétrique [Gupta et al, 1993] où le défaut de forme est modélisé par le 
déplacement des nœuds d’un maillage crée en discrétisant les entités géométriques.  
• Modèle des T-Map [Ameta et al, 2007] qui propose de considérer une tolérance 
supplémentaire pour la forme, qui est ajoutée à la tolérance 3D.  

Des approches présentent une analyse des assemblages avec prise en compte des écarts de 
forme, telles que : 

• [Lee et al, 2006] qui présente une approche de mise en position de deux composants 
avec défauts de forme (ondulation et rugosité) suivant un mécanisme de mise en 
position comprenant une surface auxiliaire et des directions de mise en position,  
• [Radouani, 2003] propose une étude expérimentale afin d’évaluer la différence entre 
la mise en position théorique sur les surfaces associées et les essais. Ces phénomènes 
sont caractérisés par deux paramètres, l’interpénétration et le décollement. Il définit 
ainsi une méthode permettant de prendre en compte le défaut de planéité dans le calcul 
des tolérances. 

Bien souvent, les systèmes sont considérés indéformables, c’est le cas pour le moment dans 
nos travaux de recherche. Cependant, des approches traitent des mécanismes flexibles dont 
[Perpoli, 2004] fait un bilan telles que les approches de [Sellem et al, 1998], 
[Shiu et al, 2003]  ou [Merkley, 1998]. 
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1.3 Analyse et caractérisation des défauts de forme 

Les méthodes de caractérisation des formes sont nombreuses dû aux différents domaines 
d’application tels que : 

• les formes 3D dans le domaine médical [Cootes, 2004] ou [Davatzikos et al, 2003].  
• l’optique avec les polynômes de Zernicke [Wyant et al, 1992], 

1.3.1 Analyse d’écart de formes dans le domaine métrologique 

La norme ISO définit la tolérance de forme par zone déterminée par le balayage d’une sphère 
sur la géométrie tolérancée. Dans le cas général on utilise [ISO 1101], cas des profils 
[ISO 1660] .  
Dans le cas des défauts de cylindricité, la norme [ISO 12180-1] identifie trois types d’écarts : 
ligne médiane, écarts radiaux et écarts de sections.  
La méthode que la norme préconise pour caractériser les défauts est basée sur une 
qualification en harmonique par la méthode de Fourier.  
Dans le milieu de la recherche scientifique, des approches proposent de caractériser les écarts 
de forme telles que : 

• [Capello et al, 2000] qui présente une extension de la caractérisation des défauts de 
forme par les séries de Fourier aux surfaces planes. Initialement, sa démarche traite des 
défauts circulaire et cylindrique, qui considère les séries de Fourier pour analyser les 
défauts de surface circulaire ou cylindrique.  
• [Summerhays et al, 2002] présente une méthode d’analyse des défauts cylindrique 
en caractérisant la forme par une combinaison des series de Fourier et des polynômes de 
Chebyshev, qu’il complète par une base de défauts propres (vecteurs propres) issus des 
mesures. 
• [Huang et al, 2003] traite de la caractérisation des défauts de forme emboutie par la 
méthode des transformées en cosinus discret (Discret Cosinus Transform DCT). Cette 
méthode lui permet d’identifier des amplitudes des défauts de position-orientation, puis 
de forme. 
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2 La méthode modale naturelle 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE 

Cette partie est une présentation de la méthode modale initialement définie par 
[Formosa et al, 2007] . Le but est de faire un bilan de la méthode avant le début de nos 
travaux. Cette partie se décompose en plusieurs étapes : 

• un état de l’art de la méthode, citant les premiers travaux, les détails de la méthode et 
le vocabulaire associé, une description de notre démarche de création de la base 
modale et des outils que nous utilisons pour développer et utiliser la méthode, 

• une présentation d’un cas théorique simple, un profil poutre 2D, ayant pour but de 
présenter la base modale initiale. Ils servent de cas d’application pour les évolutions 
que nous présentons au paragraphe  3, et enfin l’utilisation de la méthode modale 
naturelle sur les écarts de formes de ces cas théoriques, dont le but est de montrer non 
seulement l’intérêt de la méthode mais aussi les points à améliorer. 

2.1 Etat de l’art de la méthode modale 

On peut reprocher une spécificité dans l’application des méthodes d’analyse de forme 
présentée dans le paragraphe  1.3.1. En effet, certaines sont applicables sur des géométries 
types, mais ne peuvent être généralisées dans leur application notamment sur les surfaces 
gauches. 
Pour répondre à la problématique de disposer d’une méthode générique, permettant l’analyse 
de tout type de défaut pour tout type de géométrie, [Perpoli, 2004], [Bonargent, 2005] et 
[Formosa et al, 2007]  proposent la méthode modale. L’idée est d’utiliser les modes naturels 
de vibration de la géométrie à étudier pour créer sa propre base de défauts. Ainsi un écart de 
forme est décrit dans la base des modes propres de l’élément géométrique (profil ou surface), 
d’où le nom de méthode modale.  
Cette approche d’analyse des écarts de forme a des propriétés intéressantes :  

1) Un défaut de forme analysé est décrit par une combinaison de défauts de forme 
élémentaires, 

2) La base modale est une base de défauts de forme a priori, les défauts modaux sont 
générés automatiquement  

3) La méthode est applicable sur tout type de géométrie, y compris les profils et surfaces 
gauches 

4) Une seule base décrit tous les types de défauts : position et orientation, taille, forme de 
grande et courte période, 

5) Les longueurs d’onde des défauts sont inversement proportionnelles à l’ordre du mode 
dans la base, la complexité des défauts est croissante 

2.1.1 Création de la base modale théorique naturelle 

La méthode modale est fondée sur l’analyse vibratoire de géométrie à étudier, qui peut donc 
être de type quelconque, curviligne, surfacique ou volumique. La méthode est donc générique 
et peut s’appliquer à tout type de géométrie. 
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L’analyse vibratoire peut se faire sur un modèle continu, voir la dynamique des structures de 
systèmes continus. Mais son application et la résolution des formes des modes de vibration se 
complexifie rapidement en fonction des conditions limites et de la géométrie étudiée. Or, 
comme on cherche à analyser des écarts de forme de mesures discrètes et qu’il est plus simple 
de résoudre un système discret, on considère donc une géométrie discrétisée. De plus on 
dispose sur le marché de nombreux solveurs de système dynamique discret, ce qui facilite la 
création de la base modale propre à une géométrie.  

2.1.1.1 Dynamique linéaire d’un système discret 

En dynamique linéaire, les équations de mouvement d’un système conservatif à n degré de 
liberté s’écrivent sous la forme générale : 

0..
..

=+ qKqM  [  3-1 ] 

Où M (n,n) est la matrice de masse généralisée, K (n,n) la matrice de raideur et q (n,1) le 
vecteur des déplacements nodaux. 

2.1.1.2 Modes propres de vibration 

Un mouvement propre d’une structure est un mouvement périodique en temps, dans lequel la 
structure bouge en phase. En considérant des déplacements de faibles amplitudes, l’équation 
de mouvement peut être linéarisée et les solutions s’écrivent alors sous la forme : 

( )tQq .cos. ω=  [  3-2 ] 

où Q (n,1) est le vecteur amplitude et ω la pulsation en rad.s-1. Les mouvements propres sont 
donc solutions de l’équation : 

( ) 0..2 =− QMK ω  [  3-3 ] 

 

Remarque 

Cette équation admet n solutions qui sont les modes propres de la structure, car M et K sont 
définies positives. Si K est m singulière, on obtient alors les m modes propres correspondants. 
 
Les pulsations propres ωi des différents modes propres sont les solutions du polynôme 
caractéristique : 

( ) 0.2 =− MKDet ω  [  3-4 ] 

Les pulsations propres ωi sont triées par ordre croissant, ce qui a pour effet de trier les 
vecteurs propres associés Qi  par ordre croissant. On obtient ainsi en principe un ordre 
croissant de complexité des défauts de forme de la base. Cette complexité croissante peut être 
associer à un ordre d’ondulation.  
Les propriétés des vecteurs modaux Qi sont : 

• L’ensemble des vecteurs modaux Qi détermine une base dans l’espace des n degrés de 
liberté, 

• On définit le produit scalaire BMABA t ... =  

et la norme AMAA t ..= tels que 

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Dû au choix de travailler sur des géométries discrétisées, le nombre de degrés de libertés du 
modèle limite ainsi la taille de la base modale. Une base modale est complète lorsque le 
nombre de modes est égal au nombre de degrés de liberté du modèle EF.  
Néanmoins, on choisit toujours une base modale réduite, où le nombre de modes est inférieur 
au degré de liberté du modèle. En effet, le paramétrage modal n’a aucun d’intérêt si le nombre 
de vecteurs significatifs (pour reconstruire un défaut) est aussi grand que le nombre de nœuds 
du maillage. Dans un tel cas, la discrétisation est trop faible ou que la méthode n’a aucun 
intérêt. La seconde signifie que l’on utilise autant de descripteur (défauts modaux) que de 
caractéristiques à modéliser (points de mesure de la géométrie).  
Par conséquent, la méthode modale est utile pour représenter des défauts de forme 
relativement « lisses », à l’opposé des défauts de formes très locaux types pics ou marches qui 
sont alors filtrées par la caractérisation. 

2.1.2 Analyse d’un écart de forme et vocabulaire associé 

Nous énumérons ici les différentes étapes et le vocabulaire associés pour la caractérisation 
d’un écart de forme. On considère que la base modale est crée et que l’écart de forme à 
analyser est mesuré.  

2.1.2.1 Projection modale 

La projection modale correspond à la caractérisation d’un écart de forme dans la base modale. 
Cela consiste à identifier les coefficients d’influences, nommés coefficients modaux, des 
différents modes composant l’écart de forme. Ces coefficients modaux s’obtiennent par : 

i
t

ii QMVQV ... ==λ  [  3-5 ] 

Où λi est le coefficient modal du défaut modal i (mode i) dans la description de l’écart de 
forme V (n,1). 
L’ensemble des λi coefficients modaux décrit un vecteur Λ (m,1) que l’on nomme signature 
modale. Cette signature contient les influences des m défauts modaux de la base sur la 
caractérisation de l’écart de forme V.  

















=Λ
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...

iλ  [  3-6 ] 

Des évolutions de la projection modale sont présentées dans la partie  3.2et  3.3. 

2.1.2.2 Reconstruction modale 

La reconstruction modale correspond à la recombinaison des défauts modaux pondérés de 
leurs coefficients modaux. L’objectif est de recréer l’écart de forme à partir de sa 
caractérisation modale.  
Connaissant la signature modale de l’écart de forme, sa reconstruction est donnée par : 

∑
=

=
m

i
ii QT

1

.λ  [  3-7 ] 

Où T (n,1) correspond à la reconstruction du défaut analysé par la base modale associée.  

2.1.2.3 Résidu de projection modale 

Dans le cas d’une base complète, où le nombre de vecteurs modaux correspond au nombre de 
degrés de liberté du système, un écart de forme est alors toujours parfaitement décrit.  
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Dans le cas contraire d’une base tronquée, le nombre de modes est donc inférieur aux degrés 
de liberté, d’où la caractérisation de l’écart n’est pas exacte. On définit ainsi un résidu 
d’analyse: 

TVR −=  [  3-8 ] 

R (n,1) est le vecteur résidu qui correspond à la différence de forme entre l’écart analysée et 
sa description modale. On définit ainsi le scalaire r, le résidu global d’analyse, par la norme 
du vecteur résidu : 

RRr .=  [  3-9 ] 

De façon générale, on définit le vecteur résidu en fonction du nombre de modes utilisés pour 
la caractérisation. Ainsi on définit R(m) qui est le vecteur écart résidu d’analyse en 
considérant m mode de la base modale : 

( ) ∑
=

−=
m

i
ii QVmR

1

.λ  [  3-10 ] 

De la même façon que le résidu scalaire, on définit r(m) le résidu de la description modale en 
considérant m modes.  

( ) ( ) ( )mRmRmr .=  [  3-11 ] 

Une évolution de la caractérisation du résidu est présentée dans la partie  3.1. 

2.1.3 Ecriture sous forme matricielle 

Les étapes de décomposition et reconstruction modale d’un défaut de forme peuvent s’écrire 
sous la forme d’un produit de matrice et de vecteurs. Pour ce-faire, on définit B (n,m), la base 
modale, contenant l’ensemble des m vecteurs modaux Qi.  
Ainsi la projection d’un écart V de forme dans la base modale B s’écrit : 

BMV tt ..=Λ  [  3-12 ] 

Et sa reconstruction T par sa signature modale Λ dans la base modale B s’écrit : 

Λ= .BT  [  3-13 ] 

D’où on définit l’écart de caractérisation R : 

Λ−=−= .BVTVR  [  3-14 ] 

Il en ressort un intérêt certain pour cette écriture de la méthode qui permet de calculer la 
signature modale en une seule étape. De même, la reconstruction de la forme, à l’écart de 
description prêt, se fait en une seule opération. On voit surtout l’intérêt pour l’intégration de 
la méthode dans un logiciel de calcul matriciel, type Matlab. 

2.2  Un cas d’illustration simple : un profil poutre 

Pour illustrer nos propos et se rendre compte des différentes évolutions que nous proposons, 
nous choisissons de traiter un cas simple à visualiser qu’est le profil d’une poutre 2D. La 
géométrie considérée est un profil de 100mm de longueur discrétisé en 50 éléments.   

2.2.1 Base modale naturelle d’une poutre 

La figure  3-1 présente les neufs premiers modes de la base modale naturelle obtenue par 
l’analyse vibratoire du modèle poutre.  
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Mode 1, mode rigide 

 
Mode 2, mode rigide 

 
Mode 3, mode de forme 

 
Mode 4, mode de forme 

 
Mode 5, mode de forme 

 
Mode 6, mode de forme 

 
Mode 7, mode de forme 

 
Mode 8, mode de forme 

 
Mode 9, mode de forme 

Figure  3-1 : Premiers modes de la base modale naturelle du modèle poutre 

 

Remarques 

• Cette base modale est générée automatiquement, on se rend compte de la complexité 
croissante des défauts de forme en fonction de leur ordre naturel dans la base modale.  
• Les deux premiers modes rigides ne sont pas des modes de translation ou de rotation 
pure. Ce sont des combinaisons de ce qu’on espère, le mode de translation suivant la 
direction y verticale et le mode de rotation autour de l’axe z normal au plan 2D. 

 

2.2.2 Un défaut de forme simulé 

Pour appliquer la méthode modale, on choisit un exemple simulé de défaut de forme. On 
utilise la résolution statique du modèle EF dont certains nœuds sont soumis à des 
déplacements. Cette approche permet de fournir une forme relativement lisse (pas de pic ou  
marche).  
On justifie le choix d’une application sur une simulation car la méthode est récente et 
nécessite d’être évaluée. On peut ainsi la tester sur tout type de forme avec un aspect 
relativement lisse.  
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Figure  3-2 : Ecart de forme simulé et recomposition modale 

 

2.2.3 Caractérisation du défaut de forme 

La figure  3-3 montre la description du défaut de forme par sa signature modale. On peut aussi 
remarquer que le résidu de caractérisation décroît rapidement avec le nombre de modes.  
On peut observer que le résidu de reconstruction avec 30 modes est très faible, mais pas nul. 
Cela se justifie par le fait que la base modale n’est pas complète, on obtiendra donc toujours 
un résidu. On peut observer une source de ce résidu sur la figure  3-2. Un zoom local montre 
un écart entre le défaut de forme et la recomposition modale.  
 
 

 

 

 

Figure  3-3 : Signature modale et évolution du résidu de caractérisation 
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CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

Ce cas d’exemple simple permet de voir le fonctionnement de la méthode, et l’intérêt que 
nous lui portons. Bien sûr le principal intérêt de la méthode n’est pas présenté ici, elle est 
applicable a tout type de géométrie y compris les surfaces gauches. C’est principalement ce 
dernier point qui nous pousse à utiliser cette approche de caractérisation des écarts de forme. 
Entre autre la méthode présente des propriétés intéressantes : 

• L’écart de forme est caractérisé par une combinaison de défaut de forme 
élémentaire,  
• L’identification d’un écart de forme peut être représentée de façon simple par un 
histogramme indiquant l’influence de chaque défaut modal, 
• Le résidu de caractérisation de la forme diminue rapidement en augmentant le 
nombre de modes dans la description de l’écart de forme. 

Cependant, les écarts de forme n’ont pas l’interprétation métrique fondamentale pour sa 
manipulation en tolérancement. Ce point nous amène à une évolution de la base modale vers 
une base métrique présentée dans la partie  3.3. 
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3 Evolution de la méthode modale 

La base modale est un outil intéressant grâce à ses différentes propriétés (exhaustives et 
applicables sur tout type de géométrie). Cependant, du point de vue du métrologue qui 
utiliserait cette méthode d’analyse des écarts de forme, l’interprétation des résultats n’est pas 
toujours évidente. La signature modale permet de mettre en avant la combinaison de certains 
défauts modaux avec des influences plus ou moins grandes. Cependant, la quantification n’a 
pas de sens métrique. De plus, l’utilisateur de la méthode peut avoir un certain niveau 
d’expertise sur la géométrie à caractériser et peut alors être amené à compléter la base modale 
naturelle par des défauts de forme qu’il cherche à observer. 
En réponse à ces problématiques, nous proposons deux principales évolutions de la méthode 
modale de caractérisation des écarts de formes :  

• en donnant une signification métrique aux coefficients modaux, 
• en proposant d’intégrer des défauts de forme dits technologiques.  

Pour clarifier la démarche d’évolution de la base modale, nous avons schématisé les 
différentes avancées et leur ordre d’utilisation. 
 

 

Défaut de forme Base modale naturelle 

Base modale métrique 

Produit 
scalaire 

euclidien 

Norme 
infinie 

Mode 
techno. 

Base modale métrique 
complétée 

Méthode 
modale 

naturelle 

Méthode 
modale 

optimisée 
Résidu 
normé 

Méthode 
modale 

métrique 

 

Figure  3-4 : Schéma d’évolution de la base modale 

Le premier bloc de ce schéma correspondant à la méthode modale naturelle est traité 
précédemment dans la partie  2.1.1. Les deux autres blocs qui traitent de l’évolution de la base 
modale sont traités dans cette partie  3.  
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On présente dans la partie  3.1 une évolution sur la qualification du résidu de la caractérisation 
modale. Celle-ci n’apparaît pas comme une étape dans le schéma des évolutions de la figure 
 3-4 mais cette nouvelle qualification du résidu de caractérisation modale permet de comparer 
l’efficacité de la méthode d’une façon plus générique.  
Le bloc correspondant à la base modale métrique est traité en deux parties : 

• la première présente la simplification de la description du défaut de forme dans la 
base modale en considérant un espace vectoriel euclidien,  
• la seconde donne un lien métrique entre la valeur du coefficient modal et 
l’amplitude du défaut modal en utilisant la norme infinie.  

Le dernier bloc enfin représente la dernière évolution que nous apportons à la méthode 
modale. Cette évolution est présentée dans la partie  3.4 et correspond à l’introduction de 
défauts technologiques, correspondant à des formes qui ne sont pas naturellement comprises 
dans la base modale. 

3.1 Evolution du résidu de caractérisation modale 

Le but est de présenter une méthode standard de caractérisation des résidus de la description 
modale des écarts de forme. L’intérêt est de pouvoir comparer l’efficacité de la méthode quel 
que soit l’écart à analyser. 
L’inconvénient de la définition actuelle du résidu est que sa valeur initiale dépend de l’écart 
caractérisé. Ainsi on ne peut pas aisément comparer les résidus de deux analyses modales car 
ils ne sont pas à la même échelle (résidu initial dépendant du défaut).  
Pour s’affranchir de l’unité de mesure et de la valeur initiale du résidu, on définit ρ(p,m) le 
ratio des résidus r(p) sur r(m) qui correspond à un résidu relatif.  

( ) ( )
( )mr

pr
mp =,ρ  [  3-15 ] 

L’intérêt d’une telle définition est de montrer l’efficacité de la description modale entre 
différents niveaux de la caractérisation : 

• Si m = 0, on qualifie la méthode par rapport à la mesure de l’écart de forme lui 
même, comme présenté dans [Adragna et al, 2006 c]. Ainsi on a une qualification du 
résidu de caractérisation par rapport à  l’écart initial, 
• Si m égale le nombre de modes rigides, on juge alors l’efficacité de la méthode 
modale pour la description de la forme uniquement, 

 
ρ correspond à un pourcentage de non-identification du résidu, compris entre 0 et 1 et dont la 
valeur optimale tend vers 0.  
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Figure  3-5 : Ancienne et nouvelle expression du résidu de caractérisation 

3.2 Base modale euclidienne 

La méthode initiale de projection se fait dans une base M-orthogonale. Les coefficients 
modaux obtenus ont donc une signification matériaux et non métrologique.  L’objectif est de 
définir la projection modale du défaut de forme dans la base modale grâce au produit scalaire 
euclidien : 

i
t

ii QVQV .. ==λ  [  3-16 ] 

Où λi est le coefficient modal du mode i, Qi, dans la description du défaut de forme V. 
L’intérêt de cette approche est de simplifier la projection modale et de se dispenser de cette 
matrice de masse M. 

3.2.1 Orthonormalisation de Gram Schmidt  

 

Q1
naturel 

Q2
naturel Q2

orthog. 

Q1
 orthon. 

Q2
orthon. 

 

Figure  3-6 : Orthonormalisation de Gram Schmidt 

Pour transformer la base modale en base euclidienne on utilise la méthode 
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt [Wikipedia, 2007 a]. Cette méthode 
d’orthonormalisation d’une base modale est facile à implémenter suivant l’algorithme : 
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pour i <− 1 jusqu’à i = n 
 pour i <− 1 jusqu’à i = j – 1  
  Qi <− Qi – <Qi . Qj> .  Qj 
 fin pour 
 Qi <- Qi / racine(<Qi . Qi>) 
fin pour 
 

Où Qi représente un des n vecteurs de la base, i est le numéro d’un vecteur, et <Qi . Qj>  est le 
produit scalaire euclidien des vecteurs Qi et Qj.  

Remarque 

La particularité de cette méthode d’orthonormalisation est l’influence de l’ordre des vecteurs 
dans la base. En effet, les premiers vecteurs sont prioritaires sur les suivants dû à la démarche 
d’orthonormalisation de la base.  
 
Cette notion est importante notamment lors de l’introduction de défauts dits technologiques 
dans la base modale. Ces défauts supplémentaires sont bien souvent des combinaisons 
linéaires de certains vecteurs de la base, ainsi leur introduction parmi les premiers modes 
provoque un changement de forme des suivants. Cette approche est présentée au paragraphe 
 3.4.  

3.3 Base modale métrique 

 

 
Mode 4 : mode de forme métrique 

 
Mode 4 avec un coefficient modal λ4 = 0,4 

Figure  3-7 : Exemple de défaut modal métrique 

Afin de donner un intérêt supplémentaire à la caractérisation modale pour le milieu de la 
métrologie, on présente la base modale métrique. La projection d’un défaut de forme dans 
cette base fournit alors une signature modale, dont les coefficients ont un sens métrique (mm 
par exemple).  

Cette base modale métrique est une évolution de la base modale euclidienne. Ses vecteurs 
modaux sont orthogonaux au sens du produit scalaire euclidien, mais leurs normes est 
maintenant définies par la infinie ( 1=

∞iQ ) et plus la norme euclidienne ( 1
2

=iQ ). Cette 

approche rend unitaire l’amplitude maximale des défauts modaux. Il en découle que l’écart 
maximal de la recomposition d’un vecteur Qi est défini par  son coefficient modal λi. 
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On constate alors que cet aspect est très intéressant pour la mise en place de la méthode en 
métrologie, la signature modale définit des amplitudes métriques des défauts élémentaires.  

3.3.1 Projection modale dans la base métrique 

Le changement de norme des vecteurs modaux influe sur la projection modale. En effet on ne 
peut plus simplement utiliser le produit scalaire euclidien pour déterminer directement 
l’influence de chaque mode de la base sur la caractérisation de l’écart de forme.  
Comme les vecteurs modaux on une norme infinie, on a : 

( ) 1, == ∞
∞ jii QMaxQ  [  3-17 ] 

Où Qi,j représente la jème coordonnée du ième vecteur modale de la base et Φi
∞ représente le ième 

vecteur de la base dont la norme est infinie.  
On a une relation entre le vecteur en norme euclidienne et le même vecteur en norme infinie : 

2

2

i

i

i Q
Q

Q =
∞

∞

 [  3-18 ] 

Où Qi
2 représente le ième vecteur en norme euclidienne, Qi

∞ représente le même ième vecteurs 
en norme infinie et ||Qi

∞||2  représente la norme euclidienne du ième vecteur modal en norme 
infinie.  
En utilisant la projection modale euclidienne définie au paragraphe  3.2 mais en utilisant les 
défauts modaux métriques, on a : 

V
Q

Q
QVQ

i

i
iii ,.,

2

2 ∞

∞
∞∞ ==λ  [  3-19 ] 

D’où l’influence de ce mode est : 

( )
22

2

2

2

2
.,..,..

∞

∞

∞

∞
∞∞

∞

∞
∞∞ ===

i

i

i

i
ii

i

i
iiii

Q

Q
V

Q

Q
QQV

Q

Q
QQT λ  [  3-20 ] 

De cette relation et la relation [  3-18 ] on peut déduire : 

( ) 222

2
.,. iiii QVQQT ∞=  [  3-21 ] 

Le produit scalaire euclidien classique utilisé pour projection dans la base modale euclidienne 
est à modifier ici pour la projection dans la base modale métrique. On propose donc de définir 
la projection dans la base modale métrique par : 

( )2
2

,

∞

∞

=
i

i

i
Q

VQ
λ  [  3-22 ] 

Où VQi ,∞  est le produit scalaire euclidien de l’écart de forme par le ième vecteur modal de la 

base métrique.  
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3.4 Défauts technologiques 

La base modale a la propriété d’être exhaustive, elle peut décrire tout type de défaut à la 
condition que la discrétisation du modèle associé soit suffisamment fine au regard de l’écart 
de forme à décrire. Néanmoins les défauts modaux sont issus de l’analyse vibratoire des 
géométries d’étude et possèdent donc certaines propriétés géométriques comme la continuité 
de la forme des modes. Par conséquent, on ne peut pas obtenir de défauts modaux comportant 
un pic, une marche ou un brusque changement de pente.  
De plus, la description d’un écart de forme peut combiner plusieurs modes qui pour le 
métrologue caractérisent un seul défaut "technologique". C’est d’ailleurs un tel cas qui est à 
l’origine de la méthode [Adragna et al, 2006 d], et que l’on résume dans la partie  3.4.2.  

3.4.1 Enrichissement de la base modale 

La méthode que nous proposons pour enrichir la base modale correspond à l’ajout d’un 
nouveau défaut de forme qui n’est pas naturellement exprimé par l’analyse vibratoire. Ce 
défaut est dit technologique car : 

• pour le client, il correspond à une forme à contrôler,  
• pour les études et les méthodes, il correspond à un défaut qu’il est possible d’obtenir 
par les moyens de production,  
• pour la métrologue, il identifie une forme que la méthode modale naturelle décrit 
par une combinaison de plusieurs défauts.  

Comme ce défaut a une forme connue, il peut être décrit par des fonctions mathématiques 
continues (que l’on discrétise) ou discrètes. De cette manière les déplacements des nœuds 
correspondants sont connus.  
Une fois identifiés et définis, les défauts de formes sont introduits dans la base modale. Nous 
préconisons de les placer parmi les premiers modes de la base, après les modes rigides car : 

• ce sont des défauts que l’on s’attend à observer, il est donc préférable de les placer 
en début de base,  
• le processus d’orthogonalisation de la base risque de modifier leur forme en 
fonction des modes précédents, on minimise ainsi ce risque de modification du défaut 
technologique. 

3.4.2 Le cas d’application industriel 

Nous rappelons ici rapidement la démarche présentée dans [Adragna et al, 2006 d] qui 
consiste à enrichir la base modale par des défauts technologiques. 
Nous avons caractérisé un lot de tiroirs de distributeur hydraulique mesuré sur une machine 
de mesure de forme. Les mesures des pièces sont réalisées par des mesures radiales de 
différentes sections. L’observation des signatures modales a mis en évidence une signature 
commune faisant apparaître un écart répétitif sur les différentes pièces du lot (utilisation du 
critère de similarité de Pearson). Cet écart répétitif a été identifié comme un écart de diamètre 
du cylindre, que l’on nomme défaut de taille qui est présenté avec sa signature modale dans la 
base naturelle dans la dans la figure  3-8. Cette forme de mode n’étant pas incluse dans la base 
modale naturelle, elle est décrite par une combinaison de modes.  
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Signature modale dans la base naturelle 
 

 

Signature modale du défaut de taille 
 

Figure  3-8 : Signature modale naturelle et identification du 1er défaut technologique 

 
 
 

Signature modale dans la 1ère base enrichie 
 

 

Signature modale du défaut de taille 
 

Figure  3-9 : Signature modale dans la base enrichie et identification du second défaut 
technologique 

 
L’analyse du lot dans cette nouvelle base modale enrichie d’un mode technologique de 
"taille" fait apparaître une seconde signature modale que l’on retrouve sur les différentes 
pièces. Cet écart répétitif est identifié par un défaut de type "conicité", qui lui aussi est traduit 
par une combinaison de modes dans la base naturelle. 
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Mode taille 

 

 

Mode cône 

 

Figure  3-10 : Signature modale à deux différentes échelles dans la base technologique 
 (modal + taille + cône) 

 
La base modale technologique ainsi identifiée permet alors d’identifier les défauts de forme 
sans laisser de défaut répétitif parmi les pièces du lot. On peut ainsi identifier : 

• des écarts dus au dégauchissage de la mesure sur les quatre premiers modes, 
• un écart de taille de 35,3µm, qui est en fait un paramètre de pilotage de l’usinage 
pour appairer les composants,  
• un écart de forme conique, le coefficient modal λ6 = –1,2µm, soit un écart de 
conicité d’amplitude 1,2µm orienté dans le sens contraire à la définition du défaut 
élémentaire. Après expertise cet écart est identifié comme un écart du moyen de mesure, 
• des écarts de forme dont tous sont inférieurs à 0,3µm. 

 

CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

La méthode que nous proposons dans ce paragraphe, que nous appelons enrichissement de la 
base modale, confirme l’intérêt porté à la méthode modale. En effet on dispose maintenant 
non seulement d’une base de caractérisation des écarts de forme a priori, sans savoir ce qu’on 
attend comme défaut de forme, mais on peut avoir une expertise plus poussée et compléter 
cette base modale par des défauts de forme que l’on souhaite observer et que l’on sait décrire 
par expertise ou a posteriori.  
Ainsi si le concepteur ou le métrologue sait à l’avance les formes qu’il peut observer sur la 
mesure des écarts de forme, la base modale vient alors en arrière plan laissant la priorité de 
caractérisation de la forme à la base de défauts technologiques. Une fois les influences des 
formes technologiques identifiées, les défauts modaux décrivent le résidu d’écart de forme qui 
n’a pu être caractérisé par la base technologique. 
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3.5 Application sur le cas d’exemple 

On reprend ici le cas du profil poutre et de l’écart de forme simulé pour appliquer les 
évolutions proposées. On caractérise ensuite l’écart de forme simulé pour présenter les 
évolutions obtenues sur l’analyse d’un défaut de forme. 

3.5.1 Evolution de la base modale 

On applique les évolutions de la méthode modale sur la base modale du profil poutre. On 
procède en deux étapes afin de montrer les deux phases de l’évolution. 

3.5.1.1 Base modale métrique 

 
Mode 1, mode rigide 

 
Mode 2, mode rigide 

 
Mode 3, mode de forme 

 
Mode 4, mode de forme 

 
Mode 5, mode de forme 

 
Mode 6, mode de forme 

Figure  3-11 : Base modale métrique du modèle poutre 

On remplace le premier mode rigide par un mode de translation pure. On rend la base 
euclidienne, puis métrique. 
On peut constater que les formes globales des défauts modaux changent très peu entre la base 
naturelle et la base métrique. Cependant, le point remarquable sur cette nouvelle base de 
défaut de forme est : 

• la présence de deux défauts rigides purs, translation et rotation, 
• l’écart maximal de chaque mode est maîtrisé et défini unitaire, ce sont des modes 
métriques. 

 
L’intérêt de cette première évolution est de lier l’amplitude du défaut type identifié à une 
valeur métrique. On constate ainsi une différence entre la caractérisation dans la base 
naturelle (figure  3-3) où les coefficients modaux sont liés aux amplitudes sans signification 
métrique, et la caractérisation du même écart de forme dans la base métrique de la 
figure  3-12.  
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La seconde évolution qui consiste à insérer des défauts technologique est présentée en 
annexe 2 , où l’on propose d’insérer des défauts caractérisant des effets de bord. Cependant, 
les résultats de cette évolutions nous paraissent moins intéressant que ceux de la base modale 
métrique, c’est pourquoi on choisit de ne les présenter qu’en annexe.  

3.5.2 Analyse de l’écart de forme simulé 

La figure  3-12 présente la caractérisation du défaut de forme dans la base modale métrique. 
Par rapport à la caractérisation modale dans la base naturelle, il n’y a pas de franc changement 
d’aspect global, hormis les modes rigides.  
Cependant, le changement marquant est la signification métrique de la signature modale. 
 

  

Figure  3-12 : Caractérisation de l’écart de forme dans la base métrique 

3.5.3 Re-combinaison des modes 

On présente ici à titre indicatif la combinaison des modes lors de la recomposition du défaut 
de forme. Cet aspect est plutôt ludique mais présente cependant, un intérêt. On peut observer 
la combinaison et la compensation des modes. On peut ainsi constater l’effet des modes de 
grande influence (coefficient modal élevé ou forte chute du résidu). On constate ainsi que le 
mode 3 et le mode 5 ont en effet un rôle important dans la description de ce défaut de forme.  
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recomposition mode 1 

 
recomposition mode 2 

 
recomposition mode 3 

 
recomposition mode 4 

 
recomposition mode 5 

 
recomposition mode 6 

 
recomposition mode 7 

 
recomposition mode 8 

 
recomposition mode 9 

 
recomposition mode 10 

 
recomposition mode 11 

 
recomposition mode 12 

Figure  3-13 : Déroulement de la recomposition modale étape par étape 

 

3.6 Equivalence entre modes rigides et composantes du torseur de 
petits déplacements 

Les transformations rigidifiantes d’une surface peuvent s’exprimer selon plusieurs types de 
paramètres indépendants. Si ces transformations sont exprimées à l’aide de relations linéaires, 
alors les relations entre ces paramètres sont elles aussi des relations linéaires. Ces 
paramètrages étant équivalents (ils représentent les mêmes mobilités) l’espace qu’ils décrivent 
est de la même dimension. La relation linéaire entre deux paramétrages linéaires indépendants 
peut être écrite à l’aide d’une matrice carrée définie1. Nous avons choisi de n’exprimer que le 
lien entre le paramétrage rigide modal et le torseur de petits déplacements (TPD). En effet, 
nous utilisons le concept de TPD pour l’assemblage. 
 

                                                 
1 A déterminant non nul. La relation est de ce fait un système cramérien. 
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La base modale contient des « défauts types » que l’on peut décomposer en deux catégories, 
les modes rigides et les modes de forme. Ils correspondent aux écarts d’une surface mesurée 
par rapport à sa géométrie idéale. Ces écarts (mesurés ou simulés) sont « mesurés » dans des 
repères locaux à chaque point de mesure (voir paragraphe 4.1 de ce chapitre). Dans cette 
modélisation, chaque nœud du maillage EF (dont des points de mesures) définit sa propre 
référence (un repère lui est associé). Dès lors le déplacement de chaque nœud est décrit par 
rapport à sa référence (surface idéale), connue dès l’étape de discrétisation. A la différence 
des torseurs de petits déplacements, les modes rigides ne sont pas forcément chacun définis 
comme une mobilité (Tx, Ty, …, Rz) de la surface mais représentent six mobilités 
rigidifiantes indépendantes. Ils forment un sous espace des modes qui peut être recomposé de 
façon à correspondre à des mobilités plus explicite pour le concepteur. Cette première 
évolution est présentée dans la partie 3.5.1 de ce chapitre. La relation linéaire [  3-23 ] peut 
avoir une écriture simplifiée avec une matrice de passage diagonale. 
 
Cependant, l’orthogonalisation de la base modale ne permet pas d’imposer les modes rigides 
car elle modifie un vecteur modal de la base en fonction des précédents. Ainsi, les modes 
rigides d’orientation peuvent s’apparenter à des écarts de rotation dont l’origine du repère 
correspond au centre de gravité des nœuds du maillage. Il est alors possible de définir une 
matrice de passage permettant d’établir un lien entre la paramétrisation modale rigide et les 
composantes du TPD d’un repère associé : 
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λ  [  3-23 ] 

 

Où 



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




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
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...

Riλ  représente les coefficients des modes rigides, aussi appelé la signature modale 

rigide Λr, 

O

j

















Τ
...

...

représente les composantes du torseur de petit déplacement du repère 

(O,x,y,z), et [ ]OrTPDΛ  représente la matrice de passage des composantes du torseur de petit 

déplacement au point O vers les coefficients modaux rigides. Dans le cas le plus général, la 
matrice de passage est une matrice (6 x 6). Dans le cas particulier où les modes rigides 
modaux correspondent à des composantes prises une à une du torseur de petit déplacement, la 
matrice est diagonale. C’est le cas pour le modèle 2D présenté dans le paragraphe 4.2.2.3 de 
ce chapitre. 
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CONCLUSION DE LA PARTIE 
On peut dès lors voir un premier lien entre tolérance 3D et méthode modale. On peut même 
tirer une relation nécessaire qui vérifie si un écart de forme est compris dans une zone de 
tolérance : 
 

• Pour que la zone de tolérance soit respectée, il faut au minimum que chaque 
coefficient modal soit inférieur en valeur absolue à la valeur de la zone de tolérance.   

 
Bien sûr cette condition est nécessaire, mais non suffisante. Si tous les coefficients modaux 
respectent individuellement la condition, la combinaison des influences des modes peut être 
hors de la zone de tolérance. Une courte discussion est proposée dans le chapitre 4 sur la 
représentation de la tolérance dans la base modale.  
L’intégration de nouveaux modes ("technologiques") dans la base modale est à pratiquer avec 
précaution. Le cas des défauts de forme est délicat car la base se suffit pour la description des 
formes. Cette étape d’enrichissement nécessite donc une certaine expertise de la géométrie à 
analyser, dont la base modale naturelle permet de se passer le plus souvent.  
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4 Assemblage de composants et méthode modale 

Cette partie traite principalement de l’assemblage de composants. Elle se détaille en trois 
sous-parties : 

• Une première partie présente la caractérisation modale des accostages. La 
méthode de description des défauts de forme permet la création d’une base 
d’analyse des écarts d’accostage grâce à une définition appropriée de repères 
locaux. 

• Une seconde partie traite de l’assemblage modal de composants sans prendre 
en compte les écarts de forme. On présente un critère d’association d’une 
surface sur un défaut de forme, que l’on peut comparer aux moindres carrés, et 
qui permet de faire l’assemblage de composants sur ces surfaces associées. 

• Enfin, une troisième partie propose une approche d’assemblage de composants 
avec prise en compte des défauts de forme. Pour cela, nous définissons la 
surface convexe de contact, et un inter-effort de liaison qui nous permettent de 
déterminer l’écart de mise en position d’une géométrie par rapport à l’autre.  

4.1 Accostage et méthode modale 

Cette partie traite d’une approche permettant de caractériser les écarts de forme des 
accostages. On retrouve cette problématique des accostages dans de nombreux cas industriels 
tels que l’assemblage de deux capots. Une condition fonctionnelle est esthétique et l’autre est 
l’assemblage. Parmi les nombreux produits qui peuvent être cités, nous trouvons des éléments 
d’électroménager (balances, télécommandes) et des éléments de carrosserie (ailes de 
carrosseries dans [Perpoli, 2004]). En effet le client est sensible à un problème d’accostage 
par sa vue ou son toucher.  

4.1.1 Définition des défauts d’accostages 

La notion d’accostage entre composants est très présente dans l’automobile, où les notions de 
jeu et affleurement sont importantes pour la satisfaction du client. L’accostage est défini par 
l’espace entre les parties fixes et/ou les ouvrants du véhicule. Autre que la fonction technique, 
le client perçoit l’esthétique de l’assemblage des composants. Une définition de la 
qualification d’un accostage à été proposée dans [Balmas, 1999] qui prend en compte la 
position de l’observateur pour déterminer la partie du jeu ou de l’affleurement réellement 
perçu. D’autres équipes de recherche travaillent sur la qualification des écarts d’accostage, 
[Clement et al, 1996], [Clozel, 2000]. 
On peut caractériser les écarts d’accostage en fonction d’un repère d’accostage. Ce repère 
d’accostage est défini tel que : 

• La direction x du repère est colinéaire au profil d’accostage au point d’intérêt, 
• La direction y caractérise le jeu, elle est donc tangente à la surface de 

référence, 
• La direction z est telle que (x,y,z) est un repère orthonormé, et donc z est 

orthogonale à la surface de référence et caractérise l’affleurement. 
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Figure  3-14 : Exemple de configuration du repère d’accostage lié à un jeu entre deux profils 

 
Le tableau  3-1 résume les différents défauts d’accostage que l’on peut obtenir. Les défauts 
sont catégorisés en jeux et affleurements et décrits suivant chaque axe du repère local. On 
commence par citer les 3 écarts de type jeux, puis les trois écarts de type affleurements et on 
associe à chaque écart d’accostage le torseur de petits déplacements associés. 
 

4.1.2 Analyse modale et écarts d’accostage 

La méthode modale est appropriée au traitement de la caractérisation des écarts de jeu et 
affleurement. En effet, la définition de repères locaux convient particulièrement pour la 
création de la base modale (sélection des degrés de liberté liés au défaut de forme).  
Ainsi, les repères locaux du modèle EF permettant d’obtenir la base modale sont définis par 
les repères d’accostages. Grâce au tableau  3-1 et à la connaissance des défauts modaux, on 
peut lier un type de défaut, jeu ou affleurement, à un comportement de mode : 

• Les jeux sont caractérisés suivant les directions y locales, donc par des modes de 
déformation suivant cette direction y, par exemple des modes de flexion autour de z, 
• Les affleurements sont caractérisés suivant les directions z locales, donc par 
exemple par des modes de flexion autour de la direction y. 

Comme on ne peut mesurer les écarts de type jeu de décalage, ce défaut de forme est ignoré, il 
est donc conseillé de bloquer ces degrés de liberté pour ne pas les faire apparaître dans la base 
des défauts modaux de forme.  
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Repère Visualisation 
Torseur de 

petits 
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

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
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

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0 0
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
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  0    Rx  

0 0
0 0

 
Affleurement de 

tangence 

  







  0    0  

Ty 0
0 0

 Jeu 

 
 







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0 0
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 Jeu évolutif 

  






  Tx    0  

0 0
0 0

 Jeu de décalage 

Tableau  3-1 : Définition des jeux et affleurements 
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4.1.2.1 Bonnes pratiques pour la caractérisation des accostages 

On propose la liste suivante des bonnes pratiques permettant de créer deux bases d’analyse 
des écarts d’accostages : 

1) Définir le modèle EF du type poutre correspondant au profil d’accostage, 
2) Définir des repères locaux à chaque nœud du maillage EF, 
3) On bloque les mobilités suivant la direction x des repères locaux pour éviter les 

modes de déformation de type traction-compression caractérisant le jeu de 
décalage, inutile dans ce cas. 

4) En bloquant les degrés de liberté suivant les directions y locales, on obtient des 
défauts de forme suivant les directions locales z pour la caractérisation des 
jeux,  

5) En bloquant les degrés de liberté suivant les directions z locales, on obtient des 
défauts de forme suivant les directions locales y pour la caractérisation des 
affleurements. 

 
On constitue ainsi une méthode permettant de caractériser les défauts d’accostage non plus 
par une seule mais deux signatures modales. Cette solution permet de mieux qualifier la 
description du profil d’accostage en décrivant les affleurements et les jeux de façon séparée.  
Sans tenir compte de ces bonnes pratiques, on obtient une base globale comprenant les deux 
défauts d’accostages, jeux et affleurements, sans prépondérance de l’un sur à l’autre (inter-
calage des types de défauts).  

4.1.3 Un cas d’application industriel 

Un cas d’accostage est présenté dans [Adragna et al, 2006 c] qui traite deux écarts de profils 
simulés. La problématique est la caractérisation des écarts d’accostage de capot de balance.  
 

   

 

 
L’accostage Le jeu L’affleurement Repères locaux 

Figure  3-15 : Cas d’accostage entre deux composants, et repères locaux associés au profil 

La figure  3-15 présente la problématique d’accostage traité. Le profil d’accostage 3D complet 
est dévoilé dans la figure  3-16, nous considérons un modèle poutre. Chaque capot du 
mécanisme comporte son propre profil d’accostage, qui coïncident lors de l’assemblage de 
pièces parfaites. Ces profils sont déterminés par l’intersection des surfaces rouges de contact 
pour le jeu et l’affleurement.  
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4.1.3.1 Méthode appliquée 
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Vue isométrique Vue dans le plan (X,Z) Vue dans le plan (X,Y) 

Figure  3-16 : le profil d’accostage 3D  

 
L’approche présentée traite la problématique avec une seule base modale caractérisant les 
deux types de défauts (jeux et accostages). Malgré le fait que les deux caractérisations sont 
présentes dans la même base, nous proposons une méthode permettant de donner la priorité à 
un type de défaut. En utilisant les propriétés des modes de vibration, on peut favoriser la 
flexion dans une direction grâce à la section de la poutre.  

4.1.3.2 Les modes de jeu 

Les défauts de jeu sont caractérisés par des modes de flexion hors du plan (X,Z). Pour 
visualiser ces défauts modaux (écart suivant Y), on présente les modes en projection dans le 
plan (X,Y).  
 

D. 7

 

D. 9

 

D. 13

 
D. 11

 

D. 15

 

D. 17

 

Figure  3-17 : Quelques défauts modaux caractérisant les écarts de jeu du profil du capot 
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4.1.3.3 Les modes d’affleurement 

Les défauts d’affleurement sont caractérisés par des modes de flexion dans le plan (X,Z). Pour 
visualiser ces défauts modaux, on présente les modes en projection dans le plan (X,Z). 
 

D. 8

 

D. 12

 

D. 16

 
D. 18

 

D. 20

 

D. 22

 

Figure  3-18 : Quelques défauts modaux caractérisant les écarts d’affleurement du profil du 
capot 

4.1.3.4 description modale d’un défaut d’accostage 

On caractérise ici un défaut de forme de basse fréquence, dont les longueurs d’onde sont 
longues relativement à la forme. Pour autant nous n’associons pas de frontière permettant de 
distinguer les défauts de basse fréquence parmi les autres défauts.  
 

   

Vue isométrique Vue dans le plan (X,Z) Vue dans le plan (X,Y) 

Figure  3-19 : Défaut de grande longueur d’onde 

 
On peut constater que ce défaut de grande longueur d’onde (ou de basse fréquence) est bien 
caractérisée (moins de 1% de résidu) par les 50 premiers modes.  
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Cependant, on peut regretter la non-différenciation entre les jeux et les affleurements qui est 
présenté par cette méthode classique. On justifie ainsi l’utilisation de la bonne pratique qui 
distingue les deux caractérisations.  
 

  

Figure  3-20 : Caractérisation modale du défaut d’accostage de grande longueur d’onde 

CONCLUSION INTERMEDIAIRE  

La méthode modale semble être très appropriée pour la caractérisation des écarts de forme de 
profils d’accostage.  
Le client exprime deux problématiques distinctes que le jeu et l’affleurement. La démarche 
que nous proposons répond à cette problématique. En utilisant les repères locaux, qui 
expriment les jeux et affleurements, la méthode modale propose une base de caractérisation 
des jeux séparément d’une autre base caractérisant les affleurements.  
Cependant, l’application dans la base modale classique dans un repère unique globale, fournit 
une base suffisamment riche pour caractériser l’accostage. Cependant, on peut reprocher le 
mélange des caractérisations qui ne répond plus alors exactement aux problématiques du 
client.  
Nous n’avons pas considéré l’assemblage de deux accostages. Cependant, les composants 
étudiés étant en plastique, ils acceptent une certaine déformation lors de leur assemblage, le 
modèle à considérer doit donc être flexible.  
La perspective de cette remarque est de considérer une modélisation flexible des accostages. 
L’utilisation d’un modèle EF permet d’envisager la déformation élastique de la géométrie 
suite à une mise en position (par effort ou déplacement).  

4.2  Assemblage sans défaut de forme 

Cette première étape de l’assemblage 3D considère l’assemblage de deux composants sur 
leurs géométries associées. Les défauts de forme sont filtrés dans un premier temps, pour être 
pris en compte dans un second temps dans la partie  4.3.  

4.2.1 Association modale des formes rigides 

La méthode modale permet une caractérisation du défaut de forme en défaut élémentaire, dont 
des modes rigides de position-orientation (translation et rotation). Cette partie présente la 
méthode modale comme un moyen d’association d’une surface sans défaut de forme sur une 
surface mesurée comportant des écarts. 
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Cette nouvelle approche d’association de surface est comparée à la méthode des moindres 
carrés, qui est une méthode de référence actuellement. Bien sûr il existe d’autres critères 
d’association (minimum ou maximum matière, plan tangent, etc) que nous ne détaillerons pas.  
L’association aux moindres carrés consiste à minimiser la somme des carrés des écarts entre 
les points et l’élément à associer. La plus courte distance entre un point et l’élément à associer 
est définie par la normale à l’élément passant par le point. 
En revanche, la caractérisation modale minimise les écarts suivant les directions d’expression 
des écarts, les normales locales à la géométrie idéale.  
 
 

 

 

 
Critère des moindres carrés Critère modal 

Figure  3-21 : Critères d’association d’une géométrie à un défaut de forme 

On se rend donc compte que les deux approches d’association d’une géométrie à un écart de 
forme n’ont pas le même critère d’association. Par contre, sous l’hypothèse des petits 
déplacements, on peut penser que les écarts décrits les moindres carrés tendent vers la 
description modale des écarts. On peut donc supposer que la méthode modale est le critère des 
moindres carrés donnent des résultats d’association semblables, sous l’hypothèse des petits 
déplacements.  

4.2.1.1 Critère modal et critère des moindres carrés sous l’hypothèse des 
petits déplacements 

Faisons l’hypothèse qui considère que l’association modale d’une géométrie à un défaut de 
forme est similaire à l’association des moindres carrés.  
Pour vérifier cette hypothèse, nous comparons les résultats d’association des deux méthodes 
sur un cas simple. On choisit un profil rectiligne, dont le défaut de forme est tiré 
aléatoirement.  
 
On compare les deux critères d’association en faisant varier l’hypothèse des petits 
déplacements. En considérant le même défaut de forme (même valeurs d’écarts), on fait varier 
la longueur du profil. On peut ainsi se trouver sous l’hypothèse de petits déplacements lorsque 
la longueur est bien supérieure à l’amplitude du défaut de forme. Mais en considérant un 
longueur plus petite l’hypothèse de petits déplacements n’est plus vérifiée.  
On définit dont le ratio rL/F comme le rapport de la longueur du profil sur l’amplitude du 
défaut de forme.  
Dans un premier temps nous effectuons une comparaison visuelle des résultats d’association. 
Puis dans un second temps on s’intéresse aux évolutions des écarts de position (translation) et 
d’orientation (rotation) des surfaces associées par les deux critères. Pour cette dernière 
observation on décrit le résultat de l’association aux moindres carrés dans l’espace des 
coefficients modaux rigides (translation et rotation).  
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La figure  3-22 présente trois résultats d’associations en considérant des ratios : 
• rL/F = 0,1 puis rL/F = 1 : l’hypothèse de petits déplacements n’est pas vérifiée, et on 
constate que les deux associations sont différentes, 
• rL/F = 10, l’hypothèse de petits déplacements  est vérifiée, et on remarque que les 
deux surfaces associées sont confondues. 

 
Les courbes d’évolution des différentes caractéristiques d’association (translation et rotation) 
montrent la convergence des deux approches. La caractérisation de la translation est identique 
par les deux approches et n’est pas sensible à l’hypothèse de petits déplacements. Le critère 
de rotation quant à lui est sensible à l’hypothèse. On voit que la méthode des moindres carrés 
converge rapidement vers la méthode modale. Dans notre cas d’exemple, lorsque l’hypothèse 
est vérifiée (rL/F ≈ 13), l’écart d’association entre les deux méthodes est de l’ordre de 0,5%.  
 

   

Figure  3-22 : Comparaison des modèles d’association 

  
 

 

 

Figure  3-23 : Comparaison des modèles d’association 
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On en conclut que sous l’hypothèse des petits déplacements la méthode des moindres carrés 
peut être approximée par la méthode modale.  
On choisit donc d’utiliser la méthode modale pour faire l’association d’une surface rigide 
(définie par les modes rigides) sur un nuage de points pour plusieurs raisons : 

• Tout d’abord pour la raison juste énoncée que la méthode modale tend vers le 
moindre carré sous l’hypothèse des petits déplacements, souvent vérifiée dans les 
différentes approches de tolérancement, 
• On utilise ainsi une seule méthode pour la caractérisation de l’écart de forme et 
l’association d’une forme rigide, 
• La méthode modale est applicable sur toute géométrie, et la caractérisation d’un 
écart de forme se fait par une simple projection dans la base modale (la méthode des 
moindres carrés nécessite une optimisation) 

4.2.2 Assemblage modal sans défaut de forme 

4.2.2.1 Assemblage sans défaut de forme 

Pour le moment, nous considérons que l’assemblage de géométries sans considérer les défauts 
de forme se fait par leurs surfaces associées. Les surfaces associées peuvent être caractérisées 
par leurs torseurs équivalent, qui détermine les invariants de la liaison et les transmission 
d’effort. On peut donc s’appuyer sur les caractéristiques des surfaces d’une liaison définies 
par le SATT.  
L’intérêt de s’appuyer sur les caractéristiques des liaisons pour les faire coïncider est de 
supprimer les inconnus d’assemblage dû au jeu de la liaison. Dans cette approche, on 
considère donc que le jeu est nul. Dans la partie  4.3 on propose une méthode permettant de 
s’affranchir des invariants de mise en position dû à la forme, donc du jeu. 
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Assemblage des deux composants sur les caractéristiques des géométries associées 

Figure  3-24 : Assemblage par les géométries associées (type EGRM),  
cas plan sur plan et cylindre dans cylindre 

 
La figure  3-24 illustre le principe de l’assemblage sur les repères des surfaces associées dans 
le cas de profils poutre (schématisant une liaison plan sur plan) et dans le cas de cercles 
(schématisant une liaison pivot). On imagine aisément l’extension du principe à des 
géométries 3D grâce au principe des EGRM.  
 

4.2.2.2 Assemblage modal sans défaut de forme 

On définit l’écart de mise en position E1A2 d’une pièce (2) sur l’autre (1) par la combinaison 
des écarts des surfaces de contact de chaque pièce de la liaison, E1A et E2A.  
En utilisant les définitions de Bourdet pour qui l’écart entre deux surfaces de deux pièces est 
un jeu, cet écart de mise en position E1A2 peut être renommé jeu de contact Jc1A2. Cela revient 
à définir un jeu de mobilité Jm1A2 correspondant à la définition actuelle du jeu, et le jeu de 
contact.  
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On considère un jeu de mobilité nul, Jm1A2 = 0, Alors, le jeu de contact est égal à la 
combinaison des écarts des surfaces des deux composants, soit par la relation de Chasles : 

AAAAc EEEJ 212121 −==  [  3-24 ] 

 
 

E1A 
E2A RA E1A2 

Composant 2 

Composant 1 

R1A 

R2A 

 

Figure  3-25 : Assemblage par les surfaces associées 

 
Pour caractériser l’assemblage de deux surfaces grâce à la méthode modale, il faut orienter les 
repères des deux surfaces de façon identique. Cela permet de caractériser les surfaces dans la 
même base modale (même orientation des modes), et ainsi de traiter l’assemblage sans défaut 
de forme par leurs signatures modales rigides. 
On définit Λr1A2 la signature modale rigide de mise en position des surfaces A du composant 2 
sur le composant 1. Cette signature modale Λr1A2 correspond à la caractérisation modale de 
l’écart de mise en position décrit par le jeu de contact Jc1A2. Cette description modale rigide 
est calculée par la différence de la signature modale rigide Λr1A de la géométrie A du 
composant 1 moins la signature modale rigide Λr2A de la géométrie A du composant 2 : 
 

ArArAr 2121 Λ−Λ=Λ  [  3-25 ] 

 
Cette signature modale est la description de l’écart de mise en positon du composant 2 sur le 
composant 1 par mise en contact des surfaces associées A.  

4.2.2.3 Ecart entre deux surfaces d’une même pièce 

Le graphe des liaisons décrit aussi les écarts entre deux surfaces d’une même pièce, qui sont 
nommés écarts. La figure  3-26 présente l’écart, au sein du composant 1, de la surface B par 
rapport à la surface A, que l’on note EB1A. Grâce à la relation de Chasles, on peut définir : 
 

BAAB EEE 111 −=  [  3-26 ] 

 
Où E1A et E1B représente l’écart de la surface A et l’écart de la surface B de la pièce 1 
respectivement.  
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Figure  3-26 : Ecart entre deux surfaces d’une même pièce 

 
Cependant, la caractérisation modale de l’écart EB1A n’est pas directe, alors que son calcul par 
les torseurs de petits déplacements l’est.  
Toutefois, une solution permet d’exprimer l’écart dans la base modale de la surface B, cela 
consiste à utiliser les torseurs de petits déplacements. On a l’équivalence entre les modes 
rigides et les composantes du torseur de petit déplacement comme présenté au paragraphe 3.6 
de ce chapitre : 
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Ainsi dans notre cas : 
 

B
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+

+
=Λ  [  3-28 ] 

 
Où λ1,1A et λ1,1B correspondent aux composantes modales de translation, et λ2,1A ainsi que λ2,1B 
correspondent aux rotations.  
Pour compléter le schéma de l’assemblage des écarts, il faut définir une méthode de transport 
des écarts. Bien qu’une proposition soit faite par l’extrapolation modale (Annexe 1), on 
conseille l’utilisation des torseurs de petits déplacements qui est bien plus simple.  
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4.3 Prise en compte de l’écart de forme 

On propose de noter l’écart de la surface associée ERA1. Cet écart correspond à l’écart "rigide", 
dû uniquement au composante de translation et rotation (modes rigides). 
 

 

ER1A RA 

RR1A 

 

Figure  3-27 : Ecart rigide ER1A de mise en position de la surface associée 

 
En plus de cet écart rigide dû aux défauts de la surface associée (translation et rotation), on 
définit l’écart de position dû au défaut de forme, EFA1. Cet écart supplémentaire caractérise 
l’écart entre la surface associée et la surface de contact entre les composants. Dans le cas de la 
figure  3-28 la surface de contact est définit tangente (mini ou maxi matière, non défini ici).  
 

 

EF1A RF1A 

RR1A 
 

Figure  3-28 : Ecart de forme EF1A de mise en position de la surface de contact 

 
Or dans le cas d’assemblage de composants, la mise en contact des surfaces ne se fait pas 
obligatoirement sur ce critère. De ce fait, notre objectif est de proposer une méthode pour 
déterminer cette surface de contact.  
 
Finalement on retrouve l’écart de la surface de contact par rapport à sa configuration idéale, 
E1A. On définit ainsi une relation entre l’écart de la surface de contact, E1A, et les écarts rigides 
et de forme ER1A et EF1A : 
 

AFARA EEE 111 +=  [  3-29 ] 
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E1A 

RA 

RF1A 

E1A = ER1A + EF1A 

ER1A 

EF1A 

  

Figure  3-29 : Ecart de la surface de contact, dû à l’écart rigide de la surface associée et 
l’écart contact dû à la forme 

4.3.1 Notre proposition : un effort de mise en position 

Notre démarche proposée dans [Adragna et al, 2007 c] se présente en deux étapes : 
• premièrement, on considère un dispositif de pré-positionnement bloquant les degrés 
de liberté de la liaison,   
• on détermine l’ensemble des configurations possibles de mise en contact des 
surfaces, 
• enfin, grâce à la prise en compte d’un effort de maintien en position, on identifie la 
configuration de contact des deux composants. 

 
 

F 

 

 

F 

 

 

F 

 

 

F 

 

Figure  3-30 : Exemple d’inconnue de mise en position 

La figure  3-30 montre les points de contact entre les deux surfaces lorsque la liaison est 
soumise à un effort de MAintien en Position (MAP). En fonction de la direction de cet effort 
de MAP, les points de contact changent. On dispose donc d’un ensemble de possibles points 
de contact qu’il faut déterminer. Il faut ensuite identifier la combinaison de ces points de 
contact (2 points ici car problème 2D) permettant le positionnement d’une géométrie sur 
l’autre est identifiée grâce à la direction de la forme de MAP.  
La méthode que l’on propose considère un système de guidage des composants et un effort de 
maintien en position. Le guidage du composant permet de bloquer les mobilités de la liaison. 
On bloque ainsi les glissements d’un plan sur l’autre dans le cas de la liaison plan sur plan. 
L’effort de maintien en position permet de déterminer la mise en position d’un composant sur 
l’autre quel que soit le jeu ou les défauts de forme des géométries en vis-à-vis. 
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4.3.2 Le cas d’exemple 

Pour illustrer nos propos, nous considérons un cas simple de mise en position d’un profil 
rectiligne sur un autre. Ce cas peut représenter une coupe d’une liaison plan sur plan. On 
présente ainsi deux profils simulés d’une pièce 1 et d’une pièce 2 en contact sur ce profil 
nommé A.  
 
Le profil est caractérisé par une base modale métrique de 30 modes. On représente : 

• la surface brute, correspondant à une mesure, 
• la surface filtrée, qui est la recomposition modale 
• la surface associée, aussi appelée surface rigide. 
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Figure  3-31 : Défaut de forme et signature modale du profil A1 
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Figure  3-32 : Défaut de forme et signature modale du profil A2 

 
On peut dès lors appliquer l’assemblage de ces deux défauts de forme par leurs surfaces 
associées. Cela revient à ne pas prendre en compte les défauts de forme, comme présenté dans 
la partie  4.2.  
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Figure  3-33 : Assemblage par les surfaces associées  

Comme on peut se rendre compte sur cet exemple, les surfaces associées ne sont pas le 
meilleur critère pour l’assemblage des composants.  

4.3.3 Assemblage modal, surface écart et point de contact 

4.3.3.1 Surface écart 

L’assemblage de deux géométries avec défaut de forme définit un ensemble de possibles 
points de contact. Pour déterminer ces possibles points de contact on définit la surface écart 
qui représente l’ensemble des écarts entre les deux surfaces. Elle représente les distances 
point à point lors de la mise en correspondance de forme. La détermination de cette surface 
écart peut se faire directement à partir des surfaces brutes issues de la mesure.  
Un autre moyen est l’utilisation de la caractérisation modale des écarts de forme. Comme les 
deux défauts de forme sont décrits dans la même base modale, la surface écart définie par la 
différence des deux géométries est caractérisée par la différence des signatures modales. Un 
intérêt est le filtrages des défauts type rugosité ou bruit de mesure.  
Par conséquent la signature modale de la surface écart lissée est déterminée par : 

AAA 2121 Λ−Λ=Λ  [  3-30 ] 

Cette formule est l’écriture généralisée au défaut de forme de l’équation [  3-25 ]. 
La détermination  de la surface écart consiste à redresser une surface pour reporter son défaut 
de forme sur la surface en vis a vis.  

4.3.3.2 Surface écart convexe et points de contact 

Maintenant que la surface écart est définie, on cherche les possibles points de contact. La mise 
en contact des pièces se fait sur les plus courtes distances entre les surfaces.  
Pour identifier tous les points de contact, on calcule l’enveloppe de la surface écart que l’on 
nomme surface écart convexe. Les points qui définissent cette surface écart convexe sont les 
possibles points de contact.  



 Tolérancement des Systèmes Assemblés, une approche par le Tolérancement Inertiel et Modal 

 

140 

Il en ressort que les facettes de la surface convexe, déterminées par p points de contact (p = 2 
dans notre cas car problème 2D), sont identifiées comme les possibles facettes de contact.  

Remarque 

La mise en contact de deux surfaces se fait sur 3 points (2 points dans un cas 2D comme ici). 
Ces trois points déterminent une facette, qui est un plan (droite en 2D) quel que soit le type de 
liaison.   
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Figure  3-34 : Surface écart et signature modale 

La figure  3-34 présente la surface écart, différence entre les géométries avec défauts de forme. 
Cette surface écart est incluse dans la surface convexe, définie par les possibles points de 
contacts et les possibles facettes de contacts associées.  
On peut aussi observer la signature modale de cette surface écart. Ses deux premiers 
coefficients modaux ΛR1A2 sont la description de l’écart de mise en position sur la surface 
associée ER1A2.  
Le reste de la signature modale correspond à la caractérisation de la surface écart de forme, 
qui permet de déterminer l’écart de mise en position dû à la forme, EF1A2, grâce à l’effort de 
MAP. 

4.3.3.3 Effort de maintien en position et facette de contact 

Pour identifier la facette de contact on définit un inter-effort de liaison que l’on nomme effort 
de maintien en position. Cet effort de MAP possède certaines caractéristiques : 

• L’effort de maintien en position est un glisseur, 
• Sa direction est définit par les composantes de transmission d’effort de la 

liaison [Hernandez et al, 2002], 
• Sa position est contenue par la géométrie idéale, pas d’effort hors des surfaces 

 
Par exemple, dans le cas d’une liaison plan sur plan, l’effort de MAP est dirigé suivant la 
verticale au plan idéal de contact, et son point d’application se trouve dans cette surface. Dans 
le cas d’une liaison pivot, l’effort de MAP est radial passant par l’axe du cylindre idéal.  
Avec l’hypothèse de système rigide indéformable l’intensité de l’effort importe peu. On ne 
considère donc que sa direction et son sens. 
Par conséquent, la facette de contact est celle qui contient la direction de l’effort de MAP. La 
figure  3-35 montre quatre mises en position différentes en fonction de la position de l’effort 
sur le profil.  
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Figure  3-35 : Quelques assemblages des défauts de forme 
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La facette de contact définit l’écart E1A2 du plan de contact de la surface A du composant 2 
par rapport à la surface 1, que l’on a aussi noté comme le jeu de contact Jc1A2.  
De ce fait, l’écart d’assemblage (dû à la mise en position) du composant 2 sur le composant 1 
est défini par l’opposé du jeu de contact Jc1A2.  
Il en découle que l’écart résultant du composant 2 par rapport au composant 1, dû au 
positionnement de l’un sur l’autre par la surface A, est défini par Ep2A1 et vaut : 

2112 AcAp JE −=  [  3-31 ] 

CONCLUSION DE LA PARTIE 
La méthode modale semble particulièrement efficace pour la caractérisation des défauts d’un 
profil d’accostage. Grâce à la bonne pratique que nous définissons, nous répondons aux 
besoins du client qui spécifient un jeu et un affleurement.  
 
Cette partie est un pas important vers le tolérancement modal des systèmes assemblés. Nous 
sommes maintenant capables de traiter l’analyse des écarts de deux composants sous 
l’hypothèse de système non déformable et : 

• En considérant les surfaces associées par le critère modal (approximation des 
moindres carrés). Le jeu de la liaison entre composants est nul, les surfaces sont 
assemblées sur les EGRM. 

Ou 
• En considérant les défauts de forme des surfaces mises en contact, l’écart de 
positionnement d’une surface sur l’autre dépend de l’effort de maintien en position de la 
liaison. Le jeu de mobilité de la liaison est nul, car on considère un jeu de contact 
définissant l’écart de mise en position d’une pièce sur l’autre.  
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5 Conclusion et perspectives  

5.1 Conclusion du chapitre 

Ce chapitre est une étape majeure dans l’évolution de la méthode modale de caractérisation 
des écarts de forme vers une approche de tolérancement 3D avec prise en compte des défauts 
de forme. 
La figure  3-36 résume les différentes étapes développées dans ce chapitre. La problématique 
est la caractérisation des assemblages de composants représentée par le bloc central. Pour 
atteindre cet objectif, nous avons fait évoluer la méthode modale afin de disposer d’une 
méthode de caractérisation des écarts de forme, schématisée par le bloc de gauche. Nous 
proposons une approche permettant l’analyse du positionnement d’une géométrie sur une 
autre en considérant les surfaces associées (type EGRM) ou en considérant les défauts de 
forme et un inter-effort de positionnement (MAP), représentée par le bloc de droite. 
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Figure  3-36 : Synthèse du chapitre 

On peut estimer que la méthode modale de caractérisation des écarts de forme est 
suffisamment évoluée pour être applicable en métrologie de forme. En effet l’évolution vers 
la base métrique permet une lecture explicite des défauts de forme. De plus l’enrichissement 
de la base des défauts élémentaires permet de faire évoluer la description des écarts. 
Cependant, due à l’utilisation du produit scalaire euclidien (nécessitent une base orthogonale), 
cette introduction de défauts technologiques doit se faire de façon réfléchie (Annexe 2) pour 
optimiser la description modale. Ce point peut malgré tout être un avantage en vérifiant 
l’efficacité de l’enrichissement de la base modale.  
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L’analyse du positionnement d’une géométrie sur l’autre est à ses débuts. Dans l’état actuel, 
l’approche gère le positionnement des surfaces en considérant un effort glisseur (pas de 
moment). L’extension de cette méthode à d’autres surfaces ne semble pas poser de problème à 
priori, pour le moment nous manquons de recul pour l’affirmer.  

5.2 Perspectives du chapitre 

On peut identifier quelques perspectives de ce chapitre : 
 

• La projection modale par le produit scalaire euclidien nécessite une base 
orthogonale, ce qui modifie les formes élémentaires lors de l’introduction de défauts 
technologiques. On peut se demander si la projection euclidienne est la meilleure 
méthode de caractérisation d’un écart de forme, peut-on se passer d’une base modale 
euclidienne ? Un début de réponse est apporté par Hugues Favrelière en thèse sur le 
déploiement de la méthode modale en métrologie. 

 
• L’approche modale est adaptée à la caractérisation des accostages. Une prochaine 
étape importante est l’évolution vers des modèles flexibles, tels que le proposent entres 
autres [Merkley, 1998], [Sellem et al, 1998], [Shiu et al, 2003] , on peut aussi regarder 
pencher sur les modélisation que propose [Mounaud et al, 2007]. 

 
• Le positionnement d’une géométrie soumise à un couple. L’ambition d’une telle 
évolution est la détermination de l’écart de positionnement d’une géométrie dans une 
autre, caractérisant une liaison avec jeu, lorsque l’effort de MAP est extérieur à la 
liaison (type pivot dans un mécanisme avec porte-à-faux). 
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Chapitre 

4 

Chapitre 4 Caractérisation modale 
d’un lot et tolérancement 

modal inertiel 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

OBJECTIF DE CE CHAPITRE 

Le chapitre 3 précédent présente les évolutions de la méthode modale dans la caractérisation 
d’un défaut de forme. La méthode modale décrit un écart de forme avec une signification 
métrique, dans une base de défauts de forme élémentaire définie à priori ou spécifiée dans 
une relation client-fournisseur. Ce même chapitre présente aussi l’utilisation de la méthode 
modale pour l’analyse des écarts dans l’assemblage de composants. Toutes ces évolutions 
sont faites pour la qualification d’un seul défaut de forme et l’analyse d’un seul assemblage.  

Le chapitre 5 propose l’extension de la méthode modale à la caractérisation d’un lot de forme 
et l’analyse de lot d’assemblages. Cette évolution vers le traitement statistique des écarts de 
forme se fait en deux étapes : 

• Dans une première partie, on propose une description modale statistique d’un lot de 
défauts de forme. Pour cela, on introduit la caractérisation de la forme moyenne du lot 
et sa forme écart type. 

• Dans une seconde partie, on propose d’appliquer le critère d’inertie à la description 
statistique modale. Nous rapprochons ainsi notre critère de quantification, l’inertie, à 
notre méthode de qualification, la méthode modale. 

Grâce à cette avancée de la caractérisation modale des écarts de forme vers le domaine 
statistique, on dispose alors d’un nouveau critère d’acceptation 3D des formes.  

Suite aux bons résultats de l’utilisation du critère inertie en tolérancement unidirectionnel, on 
se propose de tester ce critère en tolérancement 3D. On propose donc de traiter un cas simple  
d’assemblage 2D de trois composants comprenant des bras de leviers. Afin de comparer notre 
méthode de tolérancement statistique 3D avec une méthode existante de tolérancement, les 
défauts de forme ne sont pas étudiés lors des simulations d’assemblage. 



 Tolérancement des Systèmes Assemblés, une approche par le Tolérancement Inertiel et Modal   

 

146 

 

Glossaire 

Λ   Signature modale moyenne  

B Base modale 
I Critère inertie 
Iajustée Inertie ajusté d’un lot de défaut de forme 
I i Inertie du point i 
Is Inertie scalaire du lot de défaut de forme 

Is,i Inertie scalaire de la surface i 
Is,j Inertie de la surface j 
IT Surface inertielle du lot de défauts de forme 
Iλi

δ Inertie du coefficient modal λi due au décentrage 
Iλi

σ Inertie du coefficient modal λi due à l’écart-type 
K Nombre de défauts de forme (surface) 
N Nombre de points mesurés par défaut de forme (surface) 
Qi ième vecteur modal 
T Recomposition modale de la surface décrite  
Xi,j Ecart du point j de la surface i 
Λj Signature modale de la forme no j 
ΣT Matrice de variance-covariance du lot de défauts de forme 
ΣΛ  Matrice de variance-covariance modale 
λi  ième coefficient modal 
λi ième coefficient de la signature modale moyenne 
λi,j  ième coefficient modal du jème défaut de forme 
µT Surface moyenne du lot de défauts de forme 
µλi Moyenne du ième coefficient modal 
σT Surface écart-type du lot de défauts de forme 
σΛ Signature modale écart-type  
σλi  Ecart type du ième coefficient modal  
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1 Statistique et méthode modale 

OBJECTIF DE LA PARTIE 

Dans cette partie, on présente l’application de la méthode modale à un lot de défauts de 
forme. Ainsi on aborde l’aspect statistique de la caractérisation modale. L’évolution de la 
méthode modale vers la qualification statistique d’un lot de défauts de forme se fait en 
plusieurs étapes : 

• On présente le lot de signatures modales représentant la description d’un lot de 
défaut de forme,  
• De ce lot de caractérisation modale des défauts de forme, on extrait la 
caractérisation moyenne des défauts de forme ainsi qu’une caractérisation des écarts-
types des défauts de forme élémentaire composant les défauts de forme. On introduit 
ainsi la signature modale moyenne et écart-type d’un lot de défauts de forme. 
• On introduit une représentation de la forme moyenne du lot d’écarts de forme, ainsi 
qu’une géométrie représentant les écarts types des formes. Enfin, on fait le lien entre les 
descriptions modales du défaut de forme moyen et écart-type pour en faire la 
représentation sous forme de géométrie moyenne et écart type. 

1.1 Simulation d’un lot d’écarts de forme 

Avant de discuter de la caractérisation modale d’un lot de défauts de forme, nous introduisons 
d’abord un cas simple permettant d’illustrer nos propos. Ensuite, nous développons une 
méthode basée sur la caractérisation modale qui nous permet de simuler non seulement une 
forme mais aussi un lot de défauts de forme.   

1.1.1 Exemple d’illustration  

Pour illustrer les différentes représentations graphiques d’un lot de défauts de forme, on 
choisit de traiter le cas simple du profil poutre introduit dans le chapitre 3. La caractérisation 
modale d’un écart de forme est présentée dans la partie 2.1.5 où l’écart de forme analysé est 
créé par déformation statique d’un modèle par éléments finis.  
Le modèle géométrique que l’on considère est un profil poutre de cinquante nœuds. La figure 
suivante rappelle les différents défauts de forme élémentaires qui composent la base modale 
métrique. Dans le cas d’exemple, on se contente de considérer vingt défauts modaux 
élémentaires, dont dix sont énumérés dans la figure  4-1. Cependant, on rappelle que la base 
modale peut être plus complète. 
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Figure  4-1 : Base modale métrique du modèle poutre 

1.1.2 Création d’un lot de défauts de forme 

Cette partie traite d’une méthode de création d’un lot d’écarts de forme. On justifie 
l’utilisation de cette méthode avant d’en développer la démarche. 

1.1.2.1 Justification de la méthode  

Nos travaux de recherche sont récents et leurs essais sur des mesures sont prévus dans un 
avenir proche. Cependant, afin de tester la méthode, on décide de faire de la simulation de 
défaut de forme.  
Le premier avantage de notre méthode de création de défauts de formes est de permettre le 
paramétrage des formes obtenues. La méthode que l’on propose permet une maîtrise des 
géométries créées.  
Une utilisation future de cette méthode qui n’est pas détaillée dans ce rapport est liée à 
l’assemblage de surface avec défaut de forme. En effet, étant donné que l’on maîtrise les 
défauts de forme simulés, on peut donc tester l’influence des défauts de forme élémentaires, 
leur amplitude et leur combinaison sur l’écart de mise en position.   
Afin de faire apparaître une tendance dans les écarts de forme à analyser, dans le but de 
représenter un lot de pièces issues d’un même procédé de fabrication, on décide de créer des 
variations de forme autour d’un écart de forme de base. Plusieurs solutions sont possibles, on 
peut faire varier les déplacements imposés lors de la résolution statique du défaut de forme, 
mais on envisage d’utiliser la méthode modale pour créer le lot de défaut de forme. 
Notre objectif ici est de créer un lot de défauts de forme qui pourrait être issu d’un procédé de 
production générant un défaut de forme systématique.  

1.1.2.2 Signature modale du défaut de forme de base : la moyenne 

Plusieurs possibilités s’offrent à nous. On part soit d’un défaut de forme connu, issu de la 
mesure, soit d’une déformée statique ou autre que l’on caractérise pour obtenir sa signature 
modale. On peut partir directement d’une signature modale choisie arbitrairement.  
Dans notre cas, nous choisissons de tirer aléatoirement une signature modale que nous 
considérons comme la caractérisation du défaut de forme initial. Les amplitudes des 
coefficients modaux  respectent une loi inversement proportionnelle à leur ordre d’apparition 
dans la base.  
On justifie le choix d’une telle loi de distribution des coefficients modaux car elle est proche 
de ce qu’on peut observer sur les caractérisations des écarts de forme [Samper et al, 2007], 
[Perpoli, 2004], [Adragna et al, 2006 d] et [Favrelière et al, 2007]. Les défauts de forme de 
courte ondulation sont généralement moins importants dans la description de l’écart de forme 
que ceux de plus grande ondulation. 
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Figure  4-2 : Moyenne initiale,  signature modale et forme recomposée 

Dans le cas de surfaces volontairement texturées (ou ondulées), la forme échappe à cette loi, 
cependant la forme n’est pas le défaut de forme. 

( )
i

A
iA 0=  [  4-1 ] 

Où A(i) représente l’amplitude maximale du ième coefficient modal et A0 représente 
l’amplitude initiale. 

( )iAi .ωλ =  [  4-2 ] 

Où ω est un générateur de nombre aléatoire appartenant à l’intervalle [-1 ; 1].  
On présente ainsi dans la figure  4-2, la signature modale de base et la forme de base 
recomposée. 

1.1.2.3 Création d’un lot à partir du défaut de base : la dispersion 

Afin de créer de la variation autour de ce défaut de forme de base, plusieurs solutions sont 
possibles. On peut ajouter des écarts aléatoires sur la forme moyenne, cette solution consiste à 
créer du bruit que l’on peut apparenter à du bruit de mesure. Cette solution n’est pas 
suffisante pour créer de la dispersion autour de la forme moyenne. Les variations engendrées 
sur la caractérisation modale dépendent de l’amplitude du bruit et du nombre de points du 
modèle.  
Une autre solution consiste à ajouter des écarts aléatoires sur la signature modale de la forme 
de base, ainsi on change la forme du défaut. Pour créer ce bruit aléatoire sur les coefficients 
modaux, on choisit la même loi de distribution que celle utilisée pour la création de la 
signature modale du défaut de forme de base.  
Au final, on décide de combiner les deux solutions présentées pour créer de la dispersion. 
Dans un premier temps, on ajoute un bruit aléatoire sur la signature modale pour créer une 
variation de la forme. Et dans un second temps, on ajoute un bruit de mesure sur les formes 
recomposée. On obtient ainsi une forme similaire à la forme de base mais comportant des 
variations de formes. Pour créer un lot de forme, on répète cette opération pour créer toutes 
les formes simulées.  
On présente aussi les formes obtenues par les variations sur les signatures modales ainsi que 
les formes obtenues par le bruit de mesure simulé. 
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Figure  4-3 : Lot simulé de formes avec variation modale puis bruit de mesure  

1.2 Représentation modale des écarts de forme 

La méthode modale permet de caractériser des écarts de forme de n’importe quelle géométrie 
en une combinaison de défaut de forme élémentaire. Le résultat de la caractérisation d’un 
écart de géométrie V est un nombre limité de descripteur, les coefficients modaux λi. Ces 
coefficients modaux sont les coefficients d’influence de chaque défaut de forme élémentaire 
Qi dans la description de l’écart de forme. L’ensemble de ces coefficients modaux est 
regroupé dans un vecteur que l’on nomme signature modale Λ.  
Cependant, l’utilisateur peut être intéressé à caractériser non plus une seule pièce, mais un lot 
de pièce. Nous proposons alors deux méthodes permettant la représentation des 
caractéristiques d’un lot de pièce : 

• Dans un premier temps, on représente l’ensemble des caractérisations des écarts de 
forme par l’ensemble de leurs signatures modales sous forme d’histogramme. Cette 
représentation peut être intéressante mais comporte certains inconvénients.  
• Enfin on présente une signature modale moyenne, qui est la moyenne des signatures 
modale et une signature modale écart type, qui est l’écart-type des signatures modales. 
Ainsi seulement deux signatures modales suffisent à représenter un lot d’écarts de 
forme. 

1.2.1 Première représentation : histogramme des signatures 

Cette partie propose une première représentation de la caractérisation modale d’un lot de 
formes. Le résultat de la caractérisation modale d’un lot de défauts de forme est un lot de 
signatures modales.  
La première façon que l’on choisit pour représenter les différentes caractérisations des défauts 
de forme est une succession d’histogrammes. On obtient ainsi une représentation exhaustive 
des signatures modales représentant les caractérisations dans la même base modale de toutes 
les pièces du lot. 
A partir des résultats obtenus, on peut repérer les modes communs à chaque géométrie. On 
peut ainsi visuellement identifier une signature moyenne du lot, qui peut correspondre à une 
tendance de la forme moyenne du lot. 
Cependant, on peut rencontrer des difficultés lors de la visualisation du lot de signatures : 
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• Les défauts de formes ne sont pas tous de même amplitude, mais on observe 
néanmoins une tendance globale des descriptions des défauts de forme. On peut normer 
l’amplitude maximale du mode le plus influent. Ainsi toutes les caractérisations peuvent 
avoir la même amplitude.  
• La taille du lot est importante, dans ce cas l’affichage ou la lecture de toutes ces 
signatures modale n’est pas évidente. L’interprétation est d’autant moins évidente si les 
similitudes entre les descriptions des formes sont faibles. 
 

  

Figure  4-4 : Deux vues de la même description du lot de forme par l’histogramme des 
signatures modales 

1.2.2 Seconde représentation : signature modale moyenne et signature 
modale écart type 

La seconde approche que nous proposons considère le lot de signature modale comme un lot 
de caractéristiques. On fait alors une interprétation similaire au cas 1D ou le lot de 
caractéristiques est décrit par une moyenne et une dispersion. Dans notre cas, on propose de 
calculer la signature moyenne et la signature écart type. Ces signatures correspondent 
respectivement à la moyenne et l’écart-type de chaque coefficient modal. 

1.2.2.1 Signature modale moyenne  

Ce qu’on appelle signature modale moyenne correspond à la moyenne des signatures 
modales. Les coefficients modaux de la signature modale moyenne sont les moyennes des 
coefficients modaux des signatures modales des géométries du lot.  
Λ  la signature modale moyenne d’un lot de défaut de forme est calculée de la façon suivante : 

...

...
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λ  [  4-3 ] 

Où Λj est la signature modale du jème défaut de forme et λi,j est le ième coefficient modal de 

cette jème signature modale. On définit aussi iλ  comme la ième coordonnée modale de la 

signature modale moyenne, c’est aussi la moyenne des ième coefficients modaux des défauts 
de forme. 
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La figure  4-5 présente la signature modale moyenne du lot de défauts de forme simulés 
présenté dans la figure  4-3.  

1.2.2.2 Signature modale écart-type  

La signature modale écart-type regroupe des coefficients positifs. On note σλi le coefficient 
modal de la signature modale écart-type σΛ. Ses coefficients correspondent aux écarts types 
des coefficients modaux λi des signatures modales Λj.   
 

  

Figure  4-5 : Signatures modales moyenne et écart-type du lot 

La figure  4-5 ci dessus présente la signature modale écart-type. Cette description modale 
permet de visualiser les défauts élémentaires modaux qui participent à la variation aléatoire du 
lot de défauts de forme. On peut aussi observer au contraire les défauts de forme élémentaires 
pour lesquels la dispersion est nulle. 
 

  

Figure  4-6 : Deux vues de la  matrice variance-covariance modale du lot 

Néanmoins cette caractérisation des dispersions peut ne pas être suffisante, on propose alors 
une autre représentation qui est plus complète. Il s’agit de ΣΛ la matrice de variance-
covariance des coefficients modaux. Elle permet de faire apparaître des corrélations entres les 
défauts de formes élémentaires. La diagonale de cette matrice est la signature modale écart-
type σΛ présentée précédemment. 
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La figure  4-6 ci dessus est une représentation de la matrice de variance covariance comme le 
propose [Merkley, 1998]. La lecture d’un tel résultat n’est pas aisée. Dans la représentation 
sous forme d’image, la variance du mode 1 est divisée par 10 afin de ne pas masquer les 
amplitudes des autres variances et covariances. 

1.2.3 Surface moyenne et surface écart-type 

OBJECTIF DE LA PARTIE 

Cette partie fait le lien entre les caractérisations statistiques d’un lot de défauts de forme et 
leurs représentations géométriques. Ce qu’on appelle les caractérisations statistiques sont en 
fait la signature modale moyenne et la matrice de variance-covariance modale. On présente 
ainsi la surface moyenne et la surface écart type.  
Du point de vue de l’expert en méthode modale, les caractéristiques modales statiques, 
signature modale moyenne et signature modale écart-type ou la matrice de variance-
covariance, peuvent être suffisantes pour décrire un lot de défauts de forme. Cependant, cette 
partie a vu le jour notamment grâce à la collaboration industrielle. Il est évident que la 
représentation par une forme géométrique plutôt que par sa description modale facilite 
l’interprétation d’un lot d’écarts de forme.   
 
L’intérêt de la méthode modale est l’équivalence (au résidu près) entre la description en 
défauts élémentaires et la recomposition en forme géométrique. On peut ainsi décrire un lot 
de défauts de forme et obtenir les caractéristiques statistiques de ce lot, signature modale 
moyenne et écart-type. L’interprétation de ces caractérisations statistiques modales n’est pas 
évidente, c’est pourquoi on propose une représentation sous forme de géométrie 3D. 
[Favrelière et al, 2007] présente ainsi la forme moyenne et la forme écart-type représentant les 
caractéristiques statistiques d’un lot de géométrie. 
Ces surfaces moyenne et écart-type représentent les moyennes et les écarts-types de chaque 
point de la surface. Elles sont calculées à partir des points de chaque défaut de forme. On peut 
obtenir les mêmes représentations 3D de la moyenne et l’écart-type sans l’intermédiaire de la 
méthode modale. L’intérêt d’utiliser la méthode modale est le filtrage des géométries 
analysées permettant ainsi de lisser les écarts de forme identifiés. De plus, en utilisant la 
méthode modale, on a directement les caractérisations modales du lot, ce qui permet de ne pas 
analyser les surfaces moyenne et écart-type pour obtenir leurs caractérisations modales. 

1.2.3.1 Surface modale moyenne 

La méthode modale permet la description d’une forme par une relation linéaire : 

Λ==∑ .. t

i
ii BQT λ  [  4-4 ] 

Où Qi (m,1) est le ième vecteur modale de la base modale B (n,m).  
On considère donc la méthode modale comme une transformation linéaire du type Y = A.X où 
A est une matrice de constantes non carrée [Saporta, 2000].  
La surface moyenne µT d’un lot de forme filtré par la méthode modale se calcule grâce à la 
base modale et la signature modale moyenne. On obtient ainsi : 

Λ= .tT Bµ  [  4-5 ] 

Dans notre cas d’application, la surface moyenne est déterminée par la signature modale 
moyenne présentée à la figure  4-5.  
La figure  4-8 ci-dessous présente la géométrie moyenne du lot d’écart de forme.  
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1.2.3.2 Surface modale écart type 

La surface écart-type σT du lot de forme filtré ne s’obtient pas directement à partir de la 
signature modale écart-type σΛ. La relation statistique d’une transformation linéaire lie les 
matrices de variance-covariance. On ne peut donc directement travailler sur la signature 
modale écart-type et la surface écart type. On obtient en fait la matrice de variance-covariance 
ΣT des points du lot de forme filtré grâce la matrice de variance-covariance modales ΣΛ du lot. 
On a donc : 

BBt
T .. ΛΣ=Σ  [  4-6 ] 

Le résultat de ce calcul donne la matrice de variance-covariance entre les nœuds des défauts 
de forme analysés. Ce qui nous intéresse est la surface écart-type qui est déterminée grâce à la 
diagonale de cette matrice variance-covariance.  
Le résultat de la conversion modale de la matrice de variance-covariance des modes est une 
matrice de variance-covariance des points de la géométrie. Comme pour la matrice de 
variance-covariance des modes, on peut représenter cette matrice. 
 

  

Figure  4-7 : Deux vues de la matrice de variance-covariance modale des points de la 
géométrie 

Pour notre cas d’application, la surface écart-type est déterminée par la matrice de variance-
covariance modale présentée à la figure  4-6. 

( )BBdiag t
T .. ΛΣ=σ  [  4-7 ] 
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Figure  4-8 : Surfaces modales moyenne et écart-type du lot 

La figure  4-8 b) présente la géométrie écart-type du lot d’écart de forme. Les points où la 
forme est proche de la géométrie idéale signifient que la dispersion est localement faible. Au 
contraire, aux endroits où la forme écart-type est éloignée de la géométrie idéale, cela signifie 
que ces points ont une grande dispersion parmi les différents écarts de forme du lot. 
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1.3 Synthèse de la partie 

 
Lot de défaut de forme 

Méthode modale 

La base modale 

Lot de signature 
modale 

Statistique géométrique Statistique modale 

 

Figure  4-9 : Résumé du de la caractérisation modale statistique 

La figure  4-9 ci-dessus résume cette partie  1qui traite de la caractérisation statistique d’un lot 
de défaut de forme. On peut obtenir directement la description statistique de la géométrie du 
lot à partir du lot de défaut de forme. Cette étape symbolisée par la flèche rose n’est pas 
détaillée dans cette partie, contrairement aux flèches bleues qui reprennent les trois étapes de 
la caractérisation statistique d’un lot de forme.  

• La première qui consiste à décrire les défauts de forme Vj dans la base modale B 
pour obtenir les signatures modales Λj est présentée dans le chapitre 4 précédent.  
• La seconde étape, symbolisée par la flèche verticale, permet d’obtenir la description 
statistique modale à partir du lot de description modale des défauts de forme. On obtient 
ainsi : 

o Une signature modale moyenne Λ  représentant le défaut de forme moyen du 
lot, 
o Une matrice de variance-covariance ΣΛ des signatures modales du lot, dont la 
diagonale correspond à la signature modale écart-type σΛ. 

• La troisième étape consiste à re-basculer les informations modales statistiques dans 
l’espace géométrique des surfaces. On présente ainsi : 

o Une forme modale moyenne µT représentant le défaut de forme moyen du lot, 
o Une matrice de variance-covariance ΣT des points du lot, dont la diagonale 
correspond à la forme modale écart-type σT. 



Chapitre 4 : Caractérisation modale d’un lot et tolérancement modal inertiel 

 

157 

2 Fusion de la méthode modale et du critère inertie 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE 

Dans cette partie, nous traitons du rapprochement de nos deux axes de recherche, le 
tolérancement inertiel et la méthode modale. Le tolérancement inertiel est basé sur un critère 
d’acceptation, l’inertie, qui permet de qualifier statistiquement un lot de composants tout en 
garantissant efficacement la CF de la résultante de l’assemblage. La méthode modale est une 
méthode de caractérisation des écarts de position-orientation, taille et forme de tout élément 
géométrique en défauts de forme élémentaires. Cette méthode traite aussi l’assemblage de 
géométries avec écart de position et/ou de forme.  
Notre objectif dans cette partie est de proposer une extension du critère de quantification 
inertiel sur la méthode de qualification modale. [Pillet et al, 2005] propose déjà une extension 
du critère inertiel au traitement des géométries 3D. Nous reprenons cette définition pour la 
compléter par la caractérisation modale, puis nous proposons une évolution de ce critère 
inertie 3D.  
Cette partie se présente donc en deux sous parties : 

• Dans un premier temps, on utilise la définition existante de la définition de l’inertie 
d’une surface. La méthode modale permet ainsi de déterminer l’inertie d’une surface ou 
d’un lot de surface grâce à la caractérisation statistique modale.  
• Dans un second temps, on propose une évolution de ce critère. En effet, nous 
discuterons de sa définition initiale afin de justifier notre nouvelle proposition d’inertie 
d’une surface.  

2.1 Inertie 3D classique 

Cette partie traite de la fusion du critère inertie sur la description modale. Dans un premier 
temps, on présente la définition de l’inertie 3D d’une géométrie puis la démarche permettant 
d’obtenir une inertie à partir de la méthode modale. On expose enfin le calcul de l’inertie 
d’une surface, puis l’inertie d’un lot de surface.  

2.1.1 L’inertie 3D par Pillet 

[Pillet, 2004] présente un critère de quantification des écarts unidirectionnels, l’inertie, dont 
nous avons discuté dans les chapitres 1 et 2. 
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La première parution de l’inertie 3D est présentée dans [Pillet et al, 2005]. La vision d’un 
défaut de forme correspond à celle que l’on décrit par la méthode modale : 

• un écart de forme est mesuré selon les normales à la surface idéale,  
• un défaut de forme est décrit par des points de mesure prédéfinis, 

2.1.1.1 Inertie d’une surface 

Ainsi la quantification inertielle Is,i du défaut de forme d’une surface i, se définit par : 
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Avec : 
• Is,i : l’inertie de la surface i, 
• n : le nombre de points de mesure sur la surface,  
• Xi,j : la mesure du point j de la surface i,  
• C : la valeur cible 

Cette relation peut aussi s’écrire sous la forme : 

22
, iiisI σδ +=  [  4-10 ] 

Où δi représente le décentrage moyen des points de mesures par rapport à leurs valeurs cibles, 
et σi est l’écart-type de la répartition des points autour de leurs valeurs cibles. 

Remarque  

On reconnaît ici la définition de l’inertie d’un lot d’une simple caractéristique que l’on utilise 
dans le chapitre 3. Pour le calcul de l’inertie d’une surface, on considère que les points de 
mesure sont des mesures indépendantes. On ne tient pas compte d’un quelconque lien dû à 
leur appartenance à la même surface. 

2.1.1.2 Inertie d’un lot de surface 

Dans le cas d’un lot de surface, l’inertie I du lot de k surfaces est définie comme suit : 
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Où k représente le nombre de surfaces du lot, et n est le nombre de points de mesures par 
surface. 
De cette relation générale on peut tirer deux relations particulières : 

 Inertie du lot à partir des inerties des surfaces 

La relation [  4-11 ] peut aussi s’écrire sous la forme :  
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Ce qui peut finalement s’écrire par : 
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Cette équation signifie que l’inertie d’un lot de défaut de forme est la moyenne quadratique 
des inerties de chaque défaut de forme.  

 Inertie du lot à partir des inerties des points  

La relation [  4-11 ] peut aussi s’écrire sous la forme : 
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Ce qui peut finalement s’écrire par : 
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Où I j est l’inertie du point j des défauts de forme. Cette équation signifie que l’inertie d’un lot 
de défaut de forme peut aussi être calculée par la moyenne quadratique des inerties de chaque 
point de la géométrie. 
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Figure  4-10 : Résumé des approches de calcul de l’inertie d’un lot de forme 

On a donc deux méthodes permettant d’obtenir l’inertie d’un lot de défaut de forme.  
• On peut considérer chaque défaut de forme comme une caractéristique pour laquelle 
on calcule son inertie, et l’inertie du lot est ensuite calculée en combinant les inerties de 
tous les défauts de forme.  
• On peut considérer chaque point de mesure comme une caractéristique et calculer 
l’inertie de chaque point du maillage de mesure. L’inertie du lot est ensuite calculée par 
la combinaison des inerties de chaque point du maillage de mesure. 

2.1.2 Inertie et description modale 

La méthode modale permet une description des défauts de forme par un nombre minimale de 
caractéristiques que sont les coefficients modaux λi, regroupés dans la signature modale Λ. 
Un défaut de forme Vj est caractérisé par sa signature modale Λj, contenant les λi,j coefficients 
modaux. On a présenté dans le paragraphe  1 une caractérisation statistique d’un lot de défauts 
de forme par la méthode modale.  
Le but de cette partie est de permettre l’obtention de l’inertie d’un lot de défauts de forme 
grâce à la méthode modale et la caractérisation statistique. 

2.1.2.1 Surface inertie 

Dans le paragraphe  1.2.3.1 on a défini la surface moyenne et dans le paragraphe  1.2.3.2, la 
surface écart-type. Ces deux surfaces constituent les caractéristiques statistiques des points du 
maillage.  
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En combinant ces moyennes et écarts-types grâce à l’équation [  4-10 ] , on calcule les inerties 
de chaque point du maillage qui définissent ainsi la surface inertie. On nomme cette 
représentation la surface inertie modale du lot d’écart de forme : 

22
TTTI σµ +=  [  4-16 ] 

Où µT correspond à la surface modale moyenne définie à l’équation [  4-5 ] et σT correspond à 
la surface modale écart-type définie à l’équation [  4-7 ]. 
 

 

Figure  4-11 : La surface inertie modale du lot 

La détermination du scalaire inertie qui quantifie les écarts du lot par rapport à leur cible est 
alors définie par la relation [  4-14 ]. On peut alors écrire : 
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Où IT,j représente l’inertie du point j du lot, IT,j est en fait le jème point la surface modale 
inertielle IT.  

2.1.2.2 Cas particulier 

On peut identifier deux cas particuliers pour le calcul de l’inertie d’un lot en fonction des 
caractéristiques modales statistiques :  

• Cas 1 : la signature modale écart-type est nulle,  
• Cas 2 :  la signature modale moyenne est nulle. 

 Inertie uniquement due à la moyenne 

Dans le cas 1, on ne traite qu’une seule pièce ou alors le lot est très peu dispersé. Par 
conséquent, la surface inertie modale n’est due qu’à la surface modale moyenne. L’inertie du 
lot se calcule donc uniquement grâce à la signature modale moyenne.. 

Λ= .tT BI  [  4-18 ] 
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 Inertie uniquement due à l’écart-type 

Dans le cas 2, on ne traite qu’un lot de pièces centrées sur la géométrie cible. De ce fait, la 
surface inertie modale n’est due qu’à la surface modale écart-type. L’inertie du lot se calcule 
donc uniquement grâce à la matrice de variance-covariance modale. 

( )BBdiagI t
T .. ΛΣ=  [  4-19 ] 

Où diag est la fonction qui retourne la diagonale d’une matrice carrée.  

 Signatures inertielles ? 

Cette problématique est présentée dans [Adragna et al, 2007 b], donnant aussi lieu à des 
définitions de signatures modales inertielles. Mais ce concept de signature inertielle modale 
n’est pas facilement exploitable.  
En effet, dans le cas d’écart de forme uniquement dû à une moyenne, la signature modale est 
le vecteur signature modale moyenne. Dans le cas de défaut de forme uniquement dû à 
l’écart-type, la signature inertielle est en fait la matrice carrée de variance-covariance modale. 
Cependant, dans la partie  2.3.3, nous proposons une représentation graphique de la signature 
modale moyenne et de la signature modale écart-type sur certains modes de la base modale. 
On définit ainsi des domaines de tolérance. Mais, étant donné qu’on ne prend pas en compte 
la covariance entre les modes, on ne peut considérer cette représentation fort intéressante 
comme aboutie.  

2.2 Inertie 3D ajustée 

Cette partie traite d’une nouvelle définition de l’inertie 3D d’un lot de forme. C’est à partir de 
l’étude de l’inertie 3D classique que nous dévoilons une nouvelle définition de l’inertie 3D. 

2.2.1 Brève critique de l’inertie 3D classique 

Cette critique a pu voir le jour grâce au rapprochement de l’inertie et de la méthode modale. 
La discussion repose sur les deux défauts de forme rigides issus de la base modale du modèle 
poutre, la translation et la rotation. 

2.2.1.1 Une inertie dépendante du nombre de points de mesure 

D’après la définition de l’inertie d’un défaut de forme 3D, l’inertie de la forme est la moyenne 
quadratique des inerties des points du maillage.  
Considérons un unique écart de géométrie donné par le mode de rotation. Ce défaut de forme 
est centré et symétrique. Donc en considérant un point à chaque extrémité du profil, p1 et p2, 
on a la relation sur les décalages des points : 

21 δδ −=  [  4-20 ] 

D’où les inerties de ces deux points sont égales à la valeur du décentrage, que l’on note δ.  

δ== 21 II  [  4-21 ] 

Dans ce cas l’inertie du défaut de forme est : 
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Figure  4-12 : Un défaut de forme mesuré en 2 et 3 points 

Considérons ce même écart de géométrie mesuré maintenant en trois points, p1 et p2 à chaque 
extrémité, et p3 au centre. Les points p1 et p2 ont les mêmes inerties que précédemment, p3 
quant à lui a une inertie nulle car le défaut est centré sur la cible en p3. D’où l’inertie du défaut 
de forme est maintenant égale à : 
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La remarque est présentée dans [Adragna et al, 2007 b]. En considérant une combinaison des 
modes de translation et de rotation, on observe une augmentation de l’écart-type admissible 
en fonction du nombre de points de mesure.  
Se dégage ainsi le problème suivant : afin que deux personnes trouvent la même inertie d’un 
défaut de forme, il faut spécifier le nombre de points de mesure et leurs emplacements. Quel 
peut alors être la relation entre un client et son fournisseur si cette précaution n’est pas prise ? 
L’un pourrait choisir les points de mesure pour artificiellement augmenter l’inertie du lot et 
avoir une meilleure qualité alors que l’autre pourrait augmenter le nombre de points de 
mesure pour essayer de diminuer l’inertie du lot et gagner en rentabilité. 

2.2.1.2 Une inertie ne garantissant plus la CF 

Pour illustrer ce point, on propose de considérer un simple exemple d’empilage 2D de deux 
composants. Le problème est ensuite décomposé en deux chaînes de cote 1D que l’on traite 
par le tolérancement inertiel du chapitre 2.  
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Figure  4-13 : Empilage 2D 
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La figure  4-13 ci-dessus présente le cas d’exemple d’un empilage 2D traité par le 
tolérancement vectoriel. On dispose ainsi de deux chaînes de cote, 1 et 2.  
Grâce à la méthode de tolérancement inertiel 1D que l’on propose, on peut garantir la CF, 
voir même garantir un TNC sur cette CF. En appliquant la méthode sur les deux chaînes de 
cote 1 et 2, on peut garantir la CF indépendamment sur l’une et l’autre, et ainsi garantir la CF 
du problème 2D.  
Considérons maintenant le cas particulier présenté dans la figure  4-13. Les composants de la 
chaîne de cote 1 sont parfaitement centrés. En supposant une faible dispersion, l’inertie de 
chaque composant est faible.  
Par définition, l’inertie 3D classique autorise alors plus d’écarts sur la chaîne de cote 2. Cette 
augmentation d’écart ne garantit plus de ce fait la CF sur cette seconde chaîne de cote. Par 
conséquent, la méthode ne la garantit plus sur la globalité. 

CONCLUSION INTERMEDIAIRE  : 

La définition classique est une définition intéressante puisqu’elle jette les bases de l’inertie 
3D. Cependant, elle a ses limites et ne permet pas de répondre à l’objectif du tolérancement. 
On propose donc une nouvelle inertie qui évite ces problèmes particuliers : l’inertie 3D 
ajustée.  

2.2.2 L’inertie 3D ajustée  

Cette partie a pour but de définir une évolution de l’inertie 3D classique que l’on appelle 
inertie 3D ajustée qui répond aux critères suivants :  

• obtenir la même inertie d’un lot quel que soit le nombre de points mesurés sur la 
surface,  
• garantir la CF 3D résultante grâce à la méthode de tolérancement inertiel 1D 
garantissant une CF. 

2.2.2.1 Définition de l’inertie 3D ajustée 

En se basant sur les remarques du paragraphe  2.2.1 précédent, on en a déduit la proposition 
suivante pour l’inertie d’une géométrie : 

( )iajustée IMaxI =  [  4-24 ] 

Où Iajustée est un scalaire qui représente l’inertie 3D ajustée, et I i est l’inertie des points 
mesurés de la géométrie.  
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2.2.2.2 Discussion sur cette définition  

Cette nouvelle définition de l’inertie géométrique permet d’éviter la problématique soulevée 
par le paragraphe 2.2.1.2.  Cette partie est une rapide discussion sur les problématiques 
présentées dans le paragraphe  2.2.1.  

 Avantages 

En effet, l’inertie d’une géométrie ne dépend plus du nombre de points mesurés, elle est 
définie par la plus grande inertie mesurée sur la géométrie. Cependant, elle dépend toujours 
de l’endroit où les écarts sont mesurés. En utilisant la méthode modale, on peut faire 
l’interpolation des défauts de forme, et ainsi artificiellement augmenter le nombre de points 
de mesure pour affiner le maillage. On a alors plus d’opportunités de trouver le point qui 
possède la plus mauvaise inertie, et donc de détecter une inertie identique quels que soient les 
points de mesures. 
De plus, dans le cas du tolérancement de l’empilage de composants, l’inertie 3D ajustée 
permet maintenant de garantir la CF. En effet, la chaîne de cote 2 est seule prise en compte 
quelles que soient les inerties plus faibles de la chaîne de cote 1. Donc on garantit la CF sur la 
chaîne de cote 2, et donc sur l’empilage 3D des composants. Une application similaire sur 
l’empilage de cinq composants est présentée dans [Adragna et al, 2007 b].  

 Inconvénients 

L’application de cette méthode sur une surface brute révèle quelques inconvénients : une 
erreur de mesure peut faire apparaître un pic sur la surface faussant la valeur de l’inertie 3D 
ajustée, alors que son impact serait moindre avec l’inertie 3D classique. Le critère d’inertie 
3D ajustée nécessite alors d’être appliqué sur une surface filtrée (lissage des pics). Cette 
remarque renforce le choix de l’utilisation de la méthode modale.  
Par ailleurs, la méthode garantit la CF, ce qu’on considère acquis dans le cas des empilages. 
C’est un avantage incontestable. Cependant, comme dans le cas 1D et plus encore dans le cas 
3D, on limite l’inertie acceptable pour des configurations particulières dont l’occurrence peut 
être faible. On se dirige alors vers une méthode pouvant engendrer de la sur-qualité.   

2.3 L’espace des coefficients modaux 

Cette partie traite de la représentation graphique des coefficients modaux. Cet aspect n’a pas 
été présenté plus tôt car on a choisi de présenter en priorité la base métrique et le critère 
inertie 3D. L’objectif de cette partie est d’introduire la représentation de la tolérance 3D par 
zone et inertiel dans l’espace des coefficients modaux. L’intérêt est entre autres de pouvoir 
comparer les deux méthodes de tolérancement, le tolérancement 3D au pire des cas et le 
tolérancement 3D inertiel que nous proposons par la suite.  
Cette partie se décompose en trois sous-parties : 

• Une introduction de la représentation dans l’espace des coefficients modaux. Cette 
partie s’accompagne d’une rapide discussion sur la description modale d’un écart par 
rapport à la méthode des petits déplacements ou des TMaps. 
• La représentation de la tolérance 3D par zone dans le domaine modal. On introduit 
ainsi, sans entrer dans les détails, quelques réflexions sur différentes bases de défauts de 
formes élémentaires avec certaines propriétés. 
• La représentation de la tolérance inertielle 3D ajustée dans l’espace des coefficients 
modaux. On présente ainsi une discussion sur le domaine inertiel de tolérance. 
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2.3.1 La représentation dans l’espace des coefficients modaux 

Un écart de forme Vj est caractérisé par la méthode modale par une combinaison de 
coefficients modaux λi,j regroupés dans la signature modale Λj. Cette signature modale peut 
être représentée par un point dans l’espace des coefficients modaux.  
On compare cette représentation dans l’espace modale à celle plus connue dans l’espace des 
petits déplacements, à la différence que la méthode modale contient des modes de forme ce 
qui augmente la taille de l’espace de représentation.  
 

 

 

Modes rigides 

3 modes 

 

Figure  4-14 : Un défaut de forme et sa description modale 

La figure  4-14 présente un défaut de forme et sa signature modale. A partir de sa signature 
modale on représente la surface rigide que l’on considère comme la surface associée par la 
méthode modale. Ce profil associé est aussi caractérisé par la méthode des petits 
déplacements. 
 

   

Figure  4-15 : Représentation dans les espaces modaux (λ1, λ2) et (λ2,λ3), et l’espace des 
petits déplacements (TY, RZ) 

La figure  4-15 ci dessus représente le défaut de forme caractérisé dans la base modale. Sa 
caractérisation est représentée dans l’espace des trois premiers modes (translation, rotation et 
bombé). L’autre représentation correspond aux caractéristiques du profil associé dans l’espace 
des petits déplacements.  
La restriction de la base modale aux modes rigides de position-orientation permet de 
comparer la méthode à la méthode des petits déplacements comme discuté au paragraphe 3.6 
du chapitre 3. Le centre du repère correspond au centre de gravité du maillage, l’axe x est 
aligné sur le modèle et l’axe y et normal au modèle orienté suivant un écart positif du mode 1.  
On peut donc faire un lien entre les deux représentations. Dans le cas présenté on a : 
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Où TY et RZ correspondent respectivement aux composantes de translations suivant Y et 
rotation autour de Z du torseur de petits déplacements. λ1 et λ2 correspondent eux 
respectivement aux coefficients modaux des modes de translation et de rotation.  
La représentation de plus de trois dimensions pose un problème. Une solution est de présenter 
le résultat dans plusieurs coupes ou projection. On peut utiliser la même méthode pour les 
résultats de la caractérisation modale. Néanmoins, il faut noter que la représentation de 
domaines est réservée au développement de la méthode. L’utilisateur final n’est pas concerné 
par ce problème. Ce dernier cherche à faire les bons choix de spécifications et à les valider à 
l’aide d’outils numériques.  

 Comparaison méthode modale – torseurs de petit 
déplacement 

L’avantage de la méthode modale par rapport aux torseurs de petits déplacements est la 
caractérisation d’un écart et la représentation d’un écart de forme.  
En effet, la méthode modale permet instantanément de caractériser les écarts de position-
orientation par une simple projection vectorielle, alors qu’il faut associer une surface idéale et 
caractériser ces écarts pour la méthode des petits déplacements.  
De plus, la méthode modale possède une homogénéité dans la caractérisation des écarts. Le 
défaut de rotation est caractérisé par un déplacement et non une rotation. Ainsi la 
représentation statistique d’un lot défauts de position-orientation dans l’espace modal permet 
de donner du sens à la corrélation du nuage de points car les unités sont cohérentes.  
Cependant, on doit le reconnaître, la méthode des torseurs de petits déplacements permet le 
transport des écarts de manière simple par l’utilisation d’un produit vectoriel, alors que le 
transport des écarts par la méthode modale est moins simple et explicite.  
On peut par conséquent envisager une combinaison des deux méthodes permettant de ne 
garder que les avantages de chacune.  
La méthode modale permet de : 

• caractériser facilement un écart de forme et en extraire ses composantes rigides,  
• représenter dans un espace métrique les composantes du défaut,  

La méthode des petits déplacements quant à elle offre l’avantage de : 
• permettre facilement le transport des défauts d’un repère à un autre,  
• faire l’assemblage des défauts lors de la mise en coïncidence des surfaces. 

2.3.2 Représentation de la zone de tolérance 3D ISO  

A la manière des domaines écarts définis par la méthode des domaines, on peut interpréter 
une zone de tolérance 3D dans l’espace des coefficients modaux. [Samper et al, 2007] 
présente un domaine modal qui correspond à l’interprétation d’une tolérance de localisation. 
Ce domaine modal correspond à l’ensemble des configurations qui respectent la zone de 
tolérance.  
La prise en compte des modes de forme ne donne pas toujours un domaine modal symétrique. 
On peut le constater notamment dans le cas du profil avec le mode 2 d’inclinaison et le mode 
3 de bombé. 
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Figure  4-16 : Coupes du domaine modal dans les plans (λ1,λ2), (λ1,λ3) et (λ2,λ3) pour une 
tolérance t = 1mm 

 
Cependant, en ne considérant que les modes rigides, le domaine modal est symétrique. Le 
respect de la tolérance peut s’exprimer par la relation : 

t≤+ 21 λλ  [  4-26 ] 

Cette relation est due aux modes rigides pour lesquels, on a : 

( )iXMax=+ 21 λλ  [  4-27 ] 

 Où ( )iXMax  représente l’écart maximal par rapport à la cible.  
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λ2 

λ1+λ2 −λ2 

 

Figure  4-17 : écart maximal des modes rigides  

Cette relation n’est pas vérifiée en considérant certains modes de forme, comme on peut le 
constater dans la coupe des modes 1 (translation) et 3 (bombé).  

2.3.2.1 Notion de modes extrêmes 

On présente ainsi ce qu’on nomme les modes extrêmes qui permettent de définir une relation 
simple d’interprétation du respect de la zone de tolérance, telle que la relation de l’équation 
[  4-26 ]. De façon générale, on peut donner la définition des modes extrêmes : 
Une base de défauts de forme élémentaires est appelée base extrême si pour toute 
recomposition de forme comprise dans une zone de tolérance, on a : 

t
i

i ≤∑ λ  [  4-28 ] 

Ce critère d’extrêmalité peut être visualisé par un hyperdiamant (dual de l’hypercube) qui est 
un losange symétrique par rapport aux axes en 2D. Dans le cas de la figure  4-16, on se rend 
compte que le couple de modes (1,2) (translation et rotation) est extrême, alors que le couple 
(1,3)  (translation, bombé) ne l’est pas.  
Bien que nos recherches sur ce sujet soient en cours de développement, on introduit cette 
notion de domaine modal de tolérance associé à une zone de tolérance. Cette notion de 
représentation graphique de la tolérance est utile pour comparer la zone de tolérance inertielle 
3D. 
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2.3.3 Représentation de l’inertie 3D ajustée 

Cette partie constitue une discussion sur la représentation de la tolérance inertielle 3D ajustée 
dans l’espace des coefficients modaux. On choisit de travailler avec les défauts modaux 
rigides, qui sont extrêmes.  
Par conséquent, ils permettent d’utiliser la relation [  4-24 ] , et simplifient la représentation du 
domaine dans une schématisation 2D (translation et rotation). 
En considérant ces deux modes extrêmes, la relation [  4-27 ] est valable.  
Cette relation peut s’interpréter en statistique par une relation sur les moyennes et une relation 
sur les écarts-types sous l’hypothèse que les λi sont indépendants : 

( )
iXMax µµµ λλ =+

21
 [  4-29 ] 

Et  

( )222

21 iXMaxσσσ λλ =+  [  4-30 ] 

Ces deux relations peuvent s’interpréter directement sur l’inertie de la surface Ii. De plus en 
introduisant la notion d’inertie des coefficients modaux Iλ1 et Iλ2, on peut distinguer deux cas 
permettant d’exprimer une relation entre l’inertie des coefficients modaux et l’inertie de la 
surface. On distingue ainsi deux relations permettant de différencier deux domaines inertiels 
modaux. 

 Domaine inertiel dû aux décentrages 

Dans le cas de dispersion nulle, les inerties sont uniquement dues aux décentrages, avec la 
relation [  4-29 ], on peut dire : 

δδ
λ

δ
λ sIII =+

21
 [  4-31 ] 

Où Iλi
δ représente l’inertie du coefficient λi uniquement due à son décentrage, et Is

δ représente 
l’inertie de la surface uniquement au décentrage.  

 Domaine inertiel dû aux écarts-types 

Et dans le cas de centrages des caractéristiques, les inerties sont uniquement dues aux écarts-
types, avec la relation [ 4-30 ], on a : 

σσ
λ

σ
λ sIII =+ 22

21
 [  4-32 ] 

Où Iλi
σ représente l’inertie du coefficient λi uniquement due à son écart-type, et Is

σ représente 
l’inertie de la surface uniquement à l’écart-type. 
On a donc deux équations qui limitent le domaine inertiel modal en fonction de l’hypothèse 
retenue. On présente ces deux domaines inertiels dans la figure  4-18.  
On se permet de définir un symbole permettant d’exprimer la combinaison des différentes 
inerties, de translation et de rotation, quelle que soit  l’hypothèse considérée, décentrage pur 
ou dispersion pure. On définit ainsi : 

sIII =⊕ 21 λλ  [  4-33 ] 

Où le symbole ⊕  est emprunté entre autres au produit de convolution de loi de distribution, et 
que l’on lit "combiné à". Dans notre cas, comme les inerties Iλ1 et Iλ2 sont des scalaires, il n’y 
a pas d’ambiguïté quant à la signification du symbole. Ainsi le symbole ⊕  dans notre cas 
désigne la combinaison des inerties des coefficients modaux selon l’hypothèse de décentrage 
pure, dispersion pure ou aucune hypothèse. Dans cette dernière situation, la combinaison est 
détaillée par l’équation [  4-34 ] . 



Chapitre 4 : Caractérisation modale d’un lot et tolérancement modal inertiel 

 

169 

 

µλ1 

µλ2 

III ≤+ δ
λ

δ
λ 21

 

σλ1 

σλ2 
III ≤+ 2

2

2

1
σ
λ

σ
λ

 

a) Relation sur les moyennes,  
écarts-types nuls 

b) Relation sur les écarts-types,  
moyennes nulles 

Figure  4-18 : Domaines modaux sur les moyennes et les écarts-types des coefficients 

En détaillant davantage la composition de l’inertie ajustée de la surface I i, on se rend compte 
que c’est la combinaison quadratique de la somme des valeurs absolues des moyennes des 
coefficients modaux, µλ1 et µλ2,  et de la somme quadratique des écarts-types des coefficients 
modaux σλ1 et σλ2. 
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a) Relation sur les inerties b) Détails des inerties modales 

Figure  4-19 : Domaines modaux sur les inerties des coefficients 

La figure  4-19 b est une vue de la combinaison des inerties des coefficients modaux, dues aux 
décalages et aux écarts-types avec leurs domaines de tolérance associés. Comme pour le cas 
de la tolérance inertielle 1D, connaissant le décentrage Is

δ et l’inertie Is, on peut calculer la 
tolérance restante sur l’écart-type Is

σ, et vice versa, connaissant l’écart-type Is
σ, on peut 

calculer la tolérance disponible pour le décalage Is
δ. Attention cependant, à ne pas faire 

l’erreur de calculer l’inertie de la surface Is par la somme vectorielle des inerties de décalage 
Is

δ et d’écart-type Is
σ. 
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2.3.4 Synthèse de cette partie 

D’un point de vue général : 
• Nous avons réussi la fusion de la méthode modale de qualification des défauts de 
forme avec la méthode inertielle de quantification des écarts. Ainsi, on peut obtenir 
l’inertie des écarts de forme à partir de la caractérisation modale du lot de défaut de 
forme, 
• Le critère inertie classique qualifie le lot de défauts de forme dans sa globalité en 
moyennant les écarts de l’ensemble des points des défauts de forme. Nous conseillons 
son utilisation à la caractérisation de la forme uniquement, 
• Le critère inertie ajustée qualifie la plus grande inertie de chaque point du lot de 
forme. Ce critère ne prend pas en compte le lot de défauts de forme dans sa globalité, il 
est donc plus restrictif que l’inertie classique. Cependant, sa définition permet 
d’envisager une méthode de tolérancement 3D statistique garantissant une CF. 

Cette partie nous a également permis de faire une comparaison entre la méthode des domaines 
jeux et écarts liée aux torseurs de petits déplacements et la méthode modale. Ainsi, nous 
pouvons comparer les spécifications de tolérance de notre méthode, le tolérancement modal-
inertiel, et une méthode existante et reconnue qu’est le tolérancement par les domaines jeux et 
écarts.  
Nous montrons aussi une représentation du domaine de tolérance défini par l’inertie 3D 
ajustée dans l’espace des coefficients modaux. Cependant, la présentation qui en est faite dans 
ce document ne représente pas encore une approche aboutie. Elle mérite plusieurs études 
complémentaires de validation et d’interprétation qui sont planifiées pour les prochains mois 
au sein de notre laboratoire. 



Chapitre 4 : Caractérisation modale d’un lot et tolérancement modal inertiel 

 

171 

3 Proposition de tolérancement 3D inertiel 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE 

Ce partie a pour ambition de proposer une approche de tolérancement 3D en utilisant la 
définition d’inertie modale. L’inertie modale est un critère de quantification des défauts de 
forme. C’est l’union du critère inertie de quantification des écarts et de la méthode modale de 
qualification des écarts de forme. L’objectif ici est d’utiliser la méthode modale inertielle de 

qualification et quantification des écarts de forme présentée dans la partie  2  pour faire de la 

spécification de tolérance en vue de garantir une condition fonctionnelle d’un assemblage. 
Cette partie se décompose en deux sous-parties : 

• Dans un premier temps, on présente une discussion sur des spécifications de 
tolérances inertielles 3D. Par comparaison avec les tolérances actuelles 3D par zone, 
on définit une méthode de spécification des tolérances inertielles 3D ajustée sur les 
défauts de forme rigides. On discute aussi de la spécification de la tolérance des défauts 
de forme.  

• Dans un second temps, on présente une approche de tolérancement inertiel 3D, les 
défauts de forme ne sont pas considérés. On applique la méthode sur un cas théorique 
d’empilage de composant comportant des bras de levier. Le fait de ne pas considérer 
les défauts de forme permet de comparer notre méthode à celle des domaines des 
composantes de torseurs de petits déplacements.  

• On présente enfin une application du tolérancement modal inertiel sur le même cas 
théorique d’empilage avec bras de levier en considérant les défauts de forme. Cette 
dernière application est accompagnée d’une discussion.  

 

3.1 Spécification de tolérance modale inertielle 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE 

Dans cette première sous-partie, nous proposons une méthode de spécification de la 
tolérance inertielle 3D. On se rend compte que la seule spécification par un scalaire n’est pas 
suffisante dans tous les cas. On propose une spécification de la tolérance inertielle de forme 
en deux temps : 

• Une première spécification des défauts de la surface associée par la tolérance 
inertielle 3D ajustée. Le but est de garantir la CF lorsque les défauts de formes ne sont 
pas pris en compte. On introduit ainsi une loi de spécification des composantes d’écart.  

• La seconde spécification concerne les défauts de forme dont la tolérance inertielle 
peut être spécifiée de deux façons, par un scalaire représentant l’inertie ou une 
spécification par composantes. 
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3.1.1 Sans prise en compte des défauts de forme 

Pour la modélisation d’un système sans prise en compte des défauts de forme, le 
tolérancement différencie les défauts de position-orientation et les défauts de forme. Le 
découpage en deux problèmes se justifie aussi par l’hypothèse bien souvent considérée que 
les défauts de forme sont négligeables devant les écarts de position-orientation. 
Ainsi, on développe le tolérancement inertiel en plusieurs étapes avec des phases de 
validation et de confrontation de la méthode à d’autres méthodes de tolérancement 3D. Bien 
que notre approche soit capable de tolérancer et spécifier tous types de défauts, position et 
forme, la phase de validation se fait par la confrontation avec la méthode des domaines des 
torseurs de petits déplacements, donc sans prise en compte des défauts de forme. Dans le but 
de garantir une CF et du fait que l’on considère les modes extrêmes (rigides et taille), on 
choisit de travailler avec la tolérance inertielle 3D ajustée. La spécification de la tolérance 
inertielle 3D se fait par évolution. On ne traite que deux cas de tolérance qui sont les 
équivalents de la tolérance de localisation et une combinaison de la tolérance de localisation 
et la tolérance de parallélisme. 

3.1.1.1 La localisation inertielle 

L’interprétation modale de la tolérance de localisation est un losange dans l’espace des modes 
de translation et de rotation. Les diagonales de ce losange sont de même longueur, on accorde 
autant de variation sur la translation que sur la rotation.  
Pour la tolérance inertielle de localisation, on accorde donc la même propriété, autant de 
rotation que de translation. On a donc la relation suivante qui caractérise le domaine inertiel 
de tolérance : 

IIII s ≤=⊕ 21 λλ  [  4-35 ] 

La figure  4-20 suivante présente la comparaison des formes des domaines de tolérance 
traditionnelle par zone de tolérance et inertielle. C’est une comparaison qualitative, on n’a 
aucune correspondance entre les grandeurs des axes.  
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Figure  4-20 : Domaines modaux traditionnel et inertiel pour une tolérance de localisation 
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3.1.1.2 Combinaison inertielle de la localisation et du parallélisme  

Ce paragraphe propose une expression de la tolérance inertielle 3D ajustée qui se veut 
l’équivalent de la combinaison de la tolérance 3D de localisation et de la tolérance de 
parallélisme. La tolérance de localisation est présentée dans le paragraphe  3.1.1.1 précédent. 
La tolérance de parallélisme quant à elle, est exprimée par deux plans parallèles limitant la 
rotation des défauts de position-orientation. Elle est représentée dans l’espace des modes de 
translation et de rotation par deux droites parallèles à l’axe des translations distantes de la 
valeur de la tolérance. Les translations ne sont pas tolérancées.  
Dans la méthode des domaines jeu et écart, la combinaison de tolérance est une combinaison 
de domaine écart, qui retourne la partie commune des domaines écarts. Ainsi la combinaison 
d’une tolérance de localisation et d’une tolérance de parallélisme admet une variation sur la 
translation définie par la valeur de la localisation et une variation sur la rotation définie par la 
valeur de parallélisme.  
Pour la tolérance inertielle de localisation, on accorde donc la même propriété : moins de 
rotation que de translation. On a donc la relation suivante qui combine les différentes inerties 
pour définir le domaine inertiel de tolérance : 

IIII s ≤=⊕ 221 . λλ α  [  4-36 ] 

Où α2 correspond à un coefficient de majoration des écarts de rotation par rapport aux écarts 
de translation.   
La figure  4-21 suivante présente la comparaison des formes des domaines de tolérance 
traditionnelle par zone de tolérance et inertielle.  
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Figure  4-21 : Domaines modaux traditionnel et inertiel pour une combinaison de tolérance 
de localisation et de parallélisme 

On arrête ici la présentation des tolérances 3D. Notre but n’est pas de présenter la liste 
exhaustive des tolérances inertielles 3D que nous pouvons définir. Comme le tolérancement 
inertiel 3D en est à ses débuts on propose une méthodologie permettant sa compréhension, et 
son utilisation 

3.1.1.3 Loi de spécification des écarts 

On se rend compte par cette dernière spécification de l’équation [  4-36 ] que le scalaire inertie 
ne suffit plus à exprimer la tolérance d’un composant. Il faut préciser une loi de combinaison 
des inerties des coefficients modaux. 
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Ainsi d’une façon générale, on peut donner une valeur de tolérance inertielle 3D ajusté 
spécifiée par un scalaire I, que l’on accompagne d’une loi de spécification. Dans notre cas 
d’exemple de tolérancement du profil 2D, la base de défauts extrêmes se compose de deux 
modes, la translation et la rotation. Dans ce cas, on peut envisager d’exprimer la combinaison 
de la tolérance de localisation et de parallélisme par un scalaire I et la loi de spécification.  
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a) Localisation seule b) Localisation et parallélisme 

Figure  4-22 : Exemple de spécification de tolérance 3D inertielle 

La loi de spécification peut être exprimée comme la combinaison des coefficients modaux λi 
majorés de leurs coefficients de majoration αi. L’annotation Iaj. précise qu’on utilise l’inertie 
3D ajustée. Cette loi de combinaison n’est qu’une proposition mais l’idée est présente. La 
tolérance serait plus explicite peut être en spécifiant les composantes du torseur de petits 
déplacements. 

3.1.2 Prise en compte des défauts de forme 

Le tolérancement 3D avec prise en compte des défauts de forme est plus délicat que le 
tolérancement rigide par les formes associées. En effet, la prise en compte des défauts de 
forme lors de l’assemblage modifie la mise en position d’un composant sur l’autre par rapport 
à leur mise en contact sur les surfaces associées, voir le paragraphe 4.3 du chapitre 3 (page 
136).  
On divise la problématique du tolérancement avec défaut de forme en deux étapes : 

• le tolérancement des défauts rigides proposé dans le paragraphe  3.1.1,  
• le tolérancement des défauts de formes. 

Nous traitons ainsi deux solutions de tolérancement inertiel 3D à appliquer aux défauts de 
forme :  

• une première simple et rapide qui consiste à spécifier la tolérance par une simple 
inertie,  
• une autre qui consiste à utiliser une loi de spécification des écarts déjà introduite au 
paragraphe  3.1.1.3. 
  

Notre recherche sur le tolérancement des défauts de forme dans le tolérancement 3D d’un 
système réclame des études complémentaires. Nous justifions ce point par un manque de recul 
sur cette problématique et la récente mise en place de l’outil de simulation des assemblages 
avec défaut de forme proposé au chapitre 4.  
Il nous faut simuler et expérimenter l’influence des défauts de forme sur les écarts de mise en 
position, mais aussi recueillir et analyser des problématiques industrielles qui nous 
permettrons alors d’évoluer dans la discussion du tolérancement 3D inertiel des défauts de 
forme.   
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3.1.2.1 Tolérance inertielle scalaire 

La solution la plus simple consiste à définir une tolérance inertielle scalaire que les défauts de 
forme ne doivent pas excéder. Une fois la valeur de cette inertie de forme définie, il reste à 
choisir le critère d’inertie à appliquer, inertie 3D classique ou ajustée.  
Pour rester dans l’esprit du tolérancement inertiel de Pillet, on choisit l’inertie 3D classique 
qui a pour avantage de considérer le défaut de forme dans sa globalité.  
On peut aussi choisir le critère inertie 3D ajustée. On est dans ce cas plus sévère quant à la 
dimension de l’écart maximal admissible sur le défaut de forme. Cependant, on encadre 
l’inertie maximale de chaque point du défaut de forme. Cette approche peut se comparer à 
celle présentée par [Ameta et al, 2007] sur la méthode des T-Maps qui considère une zone de 
tolérance supplémentaire pour contrôler le défaut de forme. Dans ce cas, on n’autorise pas la 
compensation d’un défaut par l’autre, on ajoute leurs conséquences. Cette hypothèse peu 
probable (approche au pire des cas étendue au défauts de forme) est pénalisante. 

3.1.2.2 Loi de spécification 

Une autre méthode de tolérancement des défauts de forme peut être l’utilisation d’une loi 
permettant de spécifier les défauts de forme plus ou moins admissible. Comme pour le 
paragraphe précédent, on se pose la question du choix du critère d’inertie, 3D classique ou 
ajustée ?  
On justifie le choix de l’utilisation d’une loi de spécification par un exemple.  
Reprenons le cas d’exemple de l’empilage de composant présenté à la figure  4-13. On peut 
considérer que tous les défauts de forme sont admissibles dans une certaine mesure, à 
l’exception du mode 3 de bombé. En effet, si les surfaces des deux composants ont ce défaut 
de forme, l’assemblage possèdera une instabilité de mise en position en fonction de la 
position de l’effort de posage.  
On peut donc affecter un important coefficient de majoration pour ce défaut élémentaire. On 
peut même pousser la réflexion plus loin, en considérant que ce défaut de forme est plus 
gênant dans le sens maximum matière, alors que dans le sens minimum matière, il peut 
permettre d’absorber les autres défauts de forme. 

3.1.2.3 Discussion 

On vient de voir qu’il existe plusieurs façons de spécifier les défauts de forme. Nous 
manquons de cas d’application et donc d’expertise quant à l’utilisation en statistique de notre 
outil d’assemblage des défauts de forme. Cependant pour un expert, la piste que nous 
évoquons sur la spécification de la tolérance par une loi peut être intéressante. Elle peut mener 
dans le cas d’exemple que nous citons, à préciser le besoin. Dans le cas courant, on préconise 
l’utilisation d’un simple scalaire accompagné de la tolérance inertielle classique. 
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3.2 Application du tolérancement 3D inertiel sans défaut de forme 

OBJECTIF DE CETTE PARTIE 

Cette partie est une mise en application du concept de tolérancement inertiel 3D sur un cas 
théorique. Le but est de tester la méthode de tolérancement statistique que l’on propose et de 
la comparer à une méthode existante et éprouvée qu’est la méthode des domaines jeux et 
écarts. La comparaison des méthodes se fait aussi bien sur les variabilités permises sur les 
composants que sur la résultante de l’assemblage. Afin de pouvoir comparer les méthodes 
cette partie ne traite pas les défauts de forme, on considère les géométries parfaites ne 
comportant que des écarts de position-orientation. 

Cette partie se présente en plusieurs sous-parties : 

• Dans un premier temps, on présente le cas d’application théorique, un assemblage 
de trois composants comportant des bras de levier. On présente en même temps le 
tolérancement par la méthode des domaines. Les tolérances 3D sont représentées dans 
l’espace des modes pour servir de base de comparaison. 

• Dans un second temps, on applique le tolérancement inertiel 3D. On calcule ainsi 
les tolérances des composants que l’on compare au domaine de tolérance de la méthode 
des domaines. 

• La troisième partie présente la méthode de simulations que l’on utilise. Les résultats 
des simulations d’assemblage sont comparés au domaine de tolérance de la condition 
fonctionnelle. On teste différentes hypothèses de simulations permettant d’évaluer des 
configurations défavorables. 

Avant de commencer l’étude du tolérancement du cas d’assemblage avec bras de levier, on 
tient à présenter et discuter  un premier cas de tolérancement inertiel 3D paru dans 
[Adragna et al, 2007 b] . 

3.2.1 Tolérancement inertiel d’un empilage de cinq composants 

Un premier cas d’application du tolérancement inertiel 3D a été présenté dans 
[Adragna et al, 2007 b] . Il s’agit d’un simple empilage de cinq composants. Le problème est 
traité en 2D, en ne considérant que le défaut de translation et un défaut de rotation. La 
condition fonctionnelle est une localisation de la surface supérieure de l’assemblage par 
rapport à la surface A. 
Cet empilage simple pourrait être considéré comme un cas unidimensionnel ne nécessitant pas 
de tolérancement 3D.  Dans ce cas, les défauts de rotation ont la même influence que les 
défauts de translation. Cependant, nous pensons qu’il est néanmoins intéressant à traiter 
comme un premier cas d’application du tolérancement inertielle  3D. Nous montrerons que 
même dans ce cas simple, l’approche statistique traditionnelle offre beaucoup de 
configurations à risque pour lesquelles la CF n’est pas respectée. Le tolérancement inertiel est 
plus efficace pour garantir une CF dans toutes les configurations des composants, car il prend 
en compte et pénalise le décentrage. 
Les simulations faites sur ce premier cas d’application ont permis de vérifier que, dans le cas 
centré, l’inertie 3D ajustée autorise plus de variabilité sur les composants que le 
tolérancement au pire des cas. Et dans les configurations très décentrées ou très faiblement 
dispersées, les deux limites semblent similaires.   
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Figure  4-23 : Cas simple d’empilage de cinq composants, problème 2D 
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Figure  4-24 : Les configurations acceptables en inertie 3D ajustée, centrée et décentrée 

La figure  4-24 ci-dessus est une comparaison des tolérances 3D inertielles et pire des cas.  
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Les résultats des simulations sur ce premier cas d’application sont convaincants. Sans 
précaution particulière, en considérant un indice de capabilité inertiel de base, Cpi = 1, dans le 
cas centré, le TNC est très faible. En revanche, les simulations sous l’hypothèse de cas 
défavorables, tous les décentrages du même coté, donnent un TNC plus élevé. Cependant, 
cette valeur reste faible par rapport à la valeur maximale que l’on peut atteindre en 1D sous 
les mêmes hypothèses. 
En imposant un indice de capabilité arbitraire à Cpi = 1,25, le TNC dans obtenu pour les 
simulations en cas défavorable est à nouveau contrôlé.  
 

   
Répartition aléatoire des 

décentrages, TNC =  8  ppm  
Décentrages du même coté, 

1.476 ppm  
Décentrage du même coté et 

Cpi = 1,25, 4 ppm  

Figure  4-25 : Résultat des simulations  

[Germain, 2007] montre l’intérêt du tolérancement statistique dans le tolérancement 3D. 
Notre simulation confirme ses travaux mais notre approche va plus loin en considérant les 
décalages. Bien que cette première application du tolérancement inertiel 3D soit simple, les 
résultats obtenus nous confortent dans le choix de l’application du critère inertie au 
tolérancement 3D.  
On se rend compte que l’aspect aléatoire de la combinaison des décentrages est encore plus 
forte dans le tolérancement 3D. Bien que la plus mauvaise configuration n’soit pas encore 
identifiée, on préssent qu’elle est la combinaison de configuration particulière sur chaque 
composant.  

3.2.2 Cas d’application avec bras de levier et tolérancement 3D au pire des 
cas 

Cette partie présente le cas d’application théorique qui sert à tester la méthode de 
tolérancement inertiel 3D sur un assemblage avec bras de levier. On traite également du  
tolérancement actuel 3D au pire des cas. Ce tolérancement 3D par zone de tolérance est 
représenté dans l’espace des modes rigides pour servir de base de comparaison. 

3.2.2.1 Empilage de trois composants avec bras de levier 

Nous étudions ici un cas d’application d’assemblage de composants comportant des bras de 
leviers. Le choix d’un tel système assemblé permet de rester simple dans le tolérancement du 
mécanisme tout en augmentant la complexité par rapport au cas du paragraphe  3.2.1.  
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Empilage des trois composants et la condition 

fonctionnelle de localisation 
Vue 2D du problème et détail du système, 

no. des pièces et nom des surfaces 

Figure  4-26 : Empilage de trois composants avec bras de levier, problème 2D 

3.2.2.2 Tolérancement 3D au pire des cas 

Le tolérancement 3D au pire des cas est assez simple dans cet exemple. La figure  4-28 
suivante présente notre proposition de tolérancement pour ce mécanisme. La solution est 
discutable mais elle nous permet d’utiliser les tolérances de localisation et parallélisme 
définies dans ce chapitre 4. 
 

 Description du système par les graphes 
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Figure  4-27 : Graphe des liaisons du mécanisme 
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Dans le graphe de la figure  4-27 on retrouve le nom des surfaces des composants et la 
désignation des jeux où écarts entres ces différentes surfaces.  
 

 Tolérancement qualitatif  
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B2 

B2 t1 

B2 t2 

A1 t1 
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C3 t1 

Surf. A3 

Surf. B1 Surf. C2 

 

Figure  4-28 : Tolérance 3D qualitatif par zone 

 
Les domaines de tolérance exprimés par les tolérances 3D peuvent être représentés comme 
suit : 
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a) Domaine de tolérance au centre des 

surfaces B1 et C2 
b) Domaine de tolérance décalé au centre de 

la surface CF 

Figure  4-29 : domaines modaux traditionnels exprimés au centre de leurs surfaces 
d’application puis au centre de la surface fonctionnelle 
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 Assemblage des domaines écarts 
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Figure  4-30 : Somme de Minkowski des domaines de tolérances des composants 

 Tolérancement quantitatif 

La frontière du domaine de tolérance CF est définie par l’équation : 

22
. 1 t

T
L

R YZ =+  [  4-37 ] 

D’où on tire la relation suivante pour le point d’intérêt : 

22
.

.2
2

. 21

2

21

2

1
2

ttt

L

dtt

L

L
t =







 −+++  [  4-38 ] 

Il faut maintenant choisir le ratio α entre la tolérance de localisation et la tolérance de 
parallélisme. On ne cherche pas à faire d’optimisation sur la valeur du ratio α pour augmenter 
l’étendue du domaine résultant par rapport au domaine de la CF.  
On choisit une valeur arbitraire α = 2, ce qui donne la tolérance unitaire tu telle que : 

2
1

2

t
ttu ==  [  4-39 ] 
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D’où la relation [  4-38 ] devient : 
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On a enfin la relation sur la tolérance unitaire : 

( )21
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=  [  4-41 ] 

D’où la valeur de la tolérance de localisation : 
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=  [  4-42 ] 

Et la valeur de la tolérance de parallélisme : 

( )21

2
2 .2.2.2

.

LdL

Lt
t

++
=  [  4-43 ] 

 
 

3.2.3 Tolérancement inertiel 3D du cas d’application avec bras de levier 

Il n’existe pas de méthodologie prédéfinie pour le tolérancement inertiel 3D. Par conséquent, 
on propose une première approche simpliste qui consiste à considérer la tolérance de 
localisation et la tolérance de parallélisme comme deux tolérances indépendantes, ce qu’on 
considère équivalent à deux chaînes de cote indépendantes. 
Une seconde approche est aussi proposée au paragraphe  3.2.3.2 comme une ouverture sur le 
tolérancement statistique 3D.  

3.2.3.1 Approche simple : relations indépendantes 

Cette partie propose une approche simple du tolérancement inertiel 3D. La méthode consiste à 
considérer autant de relation indépendante que de natures de paramètre à tolérancer.  
Dans notre cas, nous devons tolérancer les translations et rotations, soit 2 paramètres de 
natures différentes. On propose donc de faire deux chaînes de cote, une première qui ne 
considère que les écarts de translation, et une seconde ne considérant que les écarts de 
rotation. Le couplage des deux défauts étant pris en compte dans la tolérance inertielle 3D, le 
tolérancement devrait être efficace. 

 Chaîne de cote des translations  

Cette partie traite de la tolérance équivalente à la localisation en ne considérant que les 
défauts de translations. La réflexion se fait sur les coefficients modaux, on a alors la relation : 

MaxACB δλλλ =++ ,1,1,1  [  4-44 ] 

La relation ci-dessus est la chaîne de cote des translations. Où λ1,A, λ1,B et λ1,C représente les 
composantes modales de translation des tolérances sur les surfaces A, B et C respectivement. 
λ1,CF correspond au coefficient modal de translation de la CF résultant de l’assemblage. On 
choisit une iso-répartition des tolérances, on a donc λ1,A = λ1,B = λ1,C = λ1. D’où la relation 
[ 4-43 ]  peut s’écrire : 

Maxδλ =1.3  [  4-45 ] 
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On cherche à garantir dans le cas centré que six écarts-types du décentrage résultant, λ1,CF, 
sont contenus dans la tolérance de la CF t. Le tolérancement inertiel de cette chaîne de cote 
donne alors la tolérance inertielle de translation modale des composants. 

3.6
1

t
I =λ  [  4-46 ] 

 Chaîne de cote des rotations 

Cette partie traite de la tolérance équivalente au parallélisme en ne considérant que les défauts 
de rotation. On a ainsi la relation suivante : 
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Comme la surface A est tolérancée par une localisation, on a λ1,A = λ2,A, la tolérance est 
définie par la précédente chaîne de cote de translation. De plus, en gardant le ratio imposé 
dans la partie  3.2.2.2 entre la tolérance de localisation et la tolérance de parallélisme, on a : 

Iλ1 = 2.Iλ2 [  4-48 ] 

Dans cette chaîne de cote, on utilise donc les indices de faisabilité, tels que : 
βA = 2 

et 
βB = βC = 1 

[  4-49 ] 

Et les coefficients d’incidences de cette chaîne de cote sont tels que : 
αA = 1 

et 

αB = αC = 
2

1.2

L

Ld +
 

[  4-50 ] 

On détermine ainsi les tolérances inertielles des composantes modales de rotations par : 

∑
=

i
ii

i
i

t
I

22,2
..6

.

βα
β

λ  
[  4-51 ] 

Avec i = A, B ou C, ainsi que les coefficients d’incidence αi et les indices de faisabilité βi 
définis précédemment.  

 Choix des tolérances 

Ces deux parties présentent deux chaînes de cote qui nous donnent les tolérances des 
composantes modales de translation et de rotation. Dans le paragraphe 3.2.6 de ce chapitre 
nous considérons que les tolérances de chaque composantes définissent la loi de combinaison. 
Cependant dans ce paragraphe les tolérances ne sont pas indépendantes car on impose un ratio 
entre la tolérance de parallélisme et de localisation, il faut donc choisir les valeurs de 
tolérance qui avec la loi de combinaison respecte la CF.  
Dans le but de respecter la CF, il faut sélectionner les tolérances qui garantissent le respect 
des deux chaînes de cotes. Par défaut, on choisit donc les plus petites tolérances pour les 
différents composants.  
Les tolérances des surfaces B et C sont similaires : 
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Et de même pour la surface A : 


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On définit ainsi les tolérances inertielles 3D.  

 Discussion 

La spécification des tolérances que l’on propose dans les équations [  4-52 ] et [  4-53 ] sont 
différentes de celle proposée dans la partie  3.1.1.3. Les deux équations proposent une 
spécification de la tolérance 3D inertielle par une spécification des tolérances sur chaque 
composante. Alors que la spécification de la tolérance 3D inertielle dans la partie  3.1.1.3 
propose une inertie unique accompagnée d’une loi de spécification de la combinaison des 
inerties de chaque composante. Cependant, les résultats de ces deux approches sont identiques 
car les inerties sont combinées de la même manière.  
Les relations indépendantes des chaînes de cotes, de translation et de rotation, peuvent être 
exprimées différemment. En effet, les chaînes de cote présentées lient les défauts de forme à 
une caractéristique qui est l’écart maximal engendré. Or, on peut envisager de lier les défauts 
de forme élémentaires, translation et rotation, aux défauts de forme élémentaire de la CF. On 
construit ainsi ce qu’on appelle une matrice d’influence qui lie les défauts de forme 
élémentaires des composants aux défauts de forme élémentaires de la CF. Dans notre cas, on 
obtient alors deux matrices d’influence : 

• une liant l’influence de la composante de translation des composants,  
• et une autre liant la composante de rotation des composants à la CF.  

Matrice d’influence des composantes modales de translation : 
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Matrice d’influence des composantes modales de rotation : 
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 [  4-55 ] 

L’exigence de la CF est une tolérance sur la combinaison des composantes de la CF. On 
retrouve ainsi nos deux relations indépendantes que sont les chaînes de cote des équations 
[  4-44 ]  et [  4-47 ]. 

3.2.3.2 Discussion et autre une méthode envisageable 

La proposition de tolérancement inertiel par chaîne de cote indépendante ne nous satisfait pas 
complètement. On présente donc une discussion sur cette méthode de tolérancement ainsi que 
la proposition d’une autre méthode de tolérancement que l’on envisage. 
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 Discussion sur le tolérancement par chaîne de cote 
indépendante 

Cette partie est une discussion sur le calcul des tolérances inertielles 3D par chaînes de cotes 
indépendantes.  
Comme pour le tolérancement 3D au pire des cas, on peut discuter de la valeur du ratio α 
entre la tolérance de localisation et la tolérance de parallélisme. Plusieurs critères 
d’optimisation peuvent être envisager. 

• Le critère le plus simple est de maximiser les deux tolérances inertielles, de 
localisation et de parallélisme.  
• Un autre critère peut consister à calculer le domaine résultant de l’assemblage des 
domaines inertiels dus au décentrage pur ou des domaines inertiels dus à la dispersion 
pure ou une combinaison des deux domaines résultants. Comme pour le cas du 3D pire 
des cas, on maximise ensuite l’étendue du domaine.  

Ces points n’ont pas été abordés dans nos travaux mais ils font partis des perspectives à 
suivre.  

 Autre méthode de tolérancement, par les ellipses 

Cette partie discute d’une autre approche du tolérancement inertiel 3D pouvant être comparée 
à la méthode 3D au pire des cas à la différence près qu’on ne travaille pas au pire des cas sur 
les décentrages.  
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Figure  4-31 : Somme des domaines de tolérances inertielles centrées des composants 

Notre objectif n’est pas tant de faire entrer la combinaison des plus mauvais décentrages dans 
le domaine de la CF mais de combiner les domaines de tolérances uniquement dus aux 
dispersions. On considère comme dans le cas 1D des répartitions à six écarts-types, par 
exemple. Puis on identifie sur le domaine résultant les points, qui caractérisent une 
configuration particulière, pour laquelle la CF est le moins bien respectée.  
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Cela revient à identifier la plus mauvaise configuration, sous l’hypothèse de covariance nulle 
dans la figure  4-31. On applique ensuite le tolérancement inertiel dont le but est de garantir la 
CF pour cette configuration, la méthode peut être comparée à celle développée pour le 1D.  

3.2.4 Comparaison des tolérancements 3D au pire des cas et inertiel sur le 
cas d’application 

Cette partie présente une simulation analytique du tolérancement inertiel 3D. Les tolérances 
des composants ainsi que les résultats des simulations d’assemblage sont comparés à la 
méthode de tolérancement au pire des cas.  
Comme pour le cas du tolérancement du système simple défini par l’empilage de cinq 
composants, on réalise trois simulations : 

• une première simulation d’assemblage où les décentrages sont répartis 
uniformément sur les caractéristiques des composants (translation et rotation), 
• une seconde ne considérant que des décentrages du même coté, le but est de tester 
une configuration défavorable, 
• et la dernière simulation dans une configuration défavorable mais en utilisant un 
indice de capabilité Cpi supérieur à 1. 

 

3.2.4.1 Le cas d’application et comparaison des valeurs de tolérance 

Cette partie correspond à l’application numérique des paragraphes  3.2.2.2 et  3.2.3.1 sur le cas 
d’application. Le cas d’application possède trois cotes importantes dans le tolérancement du 
mécanisme : 

• La longueur de la surface fonctionnelle A, L1 = 100mm, 
• La longueur des surfaces de contact B et C, L2 = 80mm, 
• La longueur du bras de levier entre les centres des surfaces B et C et la surface 
fonctionnelle A , d = 220mm. 
• La condition fonctionnelle du mécanisme est une tolérance de localisation de  
t = 0,2 mm . 

 
Avec ces caractéristiques du mécanisme on trouve les tolérances suivantes : 

• Le tolérancement 3D au pire des cas donne une tolérance de localisation 
t1 = 0,0229 mm , et une tolérance de parallélisme t2 = 0,0114 mm pour les composants 1 
et 2, 
• Le tolérancement 3D inertiel donne une tolérance inertielle sur les écarts de 
translation I1 = 0,0068 mm, et une tolérance inertielle des écarts de rotation 
I2 = 0,0034 mm pour les composants 1 et 2. On a donc une tolérance inertielle 
I = 0,0068 mm avec une loi de combinaison 21 λλ III ⊕= pour le composants 3 et 

21 .2 λλ III ⊕=  pour les composants 1 et 2.  
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3.2.4.2 Discussion sur le gain en tolérance 

En cherchant à comparer, dans le cas centré, comme l’inertie combine les écarts des deux 
paramètres, l’inertie équivalente de la méthode Germain est alors définie par la combinaison 
des écarts-types sur chaque axe. Pour une configuration centrée et équi-réparti (dispersion 
maximale sur chaque composante), l’inertie équivalente est calculée via la loi de combinaison 
des inerties 21 .2 λλ III ⊕=  pour les composants 1 et 2. Ainsi on obtient pour des écarts-types 

donnés à 6.σ dans la tolérance sur chaque axe : une inertie de localisation équivalente 
( 21 λλ III ⊕= ) Ieq = 0,0054, et ( 21 .2 λλ III ⊕= ) Ieq = 0,0054  pour la combinaison de 

localisation et parallélisme. D’où le gain du tolérancement inertiel dans le cas centré est de 
26% dans ce choix de tolérance. Le gain obtenu dans la partie 3.2.6 sur un cas 3D sans 
imposé de restriction est plus important.  
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3.2.5 Simulations d’assemblage 

Dans un premier temps, la méthode de Germain est étudiée,  et une extension de son principe 
est développée.  
Dans un second temps, les résultats des simulations de Monté Carlo permettent d’analyser la 
méthode de tolérancement inertiel 3D selon différentes hypothèses.  
Chaque étude présente les domaines de tolérances des composants ainsi que le tirage de MC 
des composants. Sur chaque graphique des résultats de la simulation, le domaine résultant du 
tolérancement 3D au pire des cas est affiché.  
Nous utilisons un tirage de Monté Carlo de 10000 assemblages. Afin d’avoir une meilleure 
évaluation du TNC, on propose de répéter 100 fois la simulation pour obtenir au final 
1000000 d’assemblages simulés. On définit ainsi une simulation long terme permettant 
d’obtenir un second TNC comme un TNC à long terme, noté TNCLT. 

3.2.5.1 Tolérancement 3D au pire des cas et effet de bord 

La réflexion de F.Germain montre que le tri à 100% des pièces hors du domaine de tolérance 
des composants n’est pas nécessaire. La constatation de F. Germain sur les effets de bord du 
tolérancement 3D au pire des cas [Germain et al, 2007] est appliquée sur notre cas d’exemple 
à bras de levier. Nous considérons cette approche comme le tolérancement statistique 3D de 
référence. 
Les tolérances des composants sont calculées dans le paragraphe  3.2.2.2. Germain propose de 
considérer un nuage de points répartis suivant une loi multi-normale. Il considère des indices 
de capabilité Cp = 1 sur chaque composante des tolérances. En raison du type de distribution, 
des composants sont hors du domaine de tolérance mais en faible nombre. C’est ce qu’il 
appelle l’effet de bord. 

 Cas centré 

La figure  4-32  montre les domaines de tolérance des trois composants de l’assemblage ainsi 
que les répartitions statistiques des composants dans les domaines. Les caractéristiques des 
composants sont centrées sur leurs cibles. 
Il en découle que si la globalité des composants est centrée, la résultante de l’assemblage sera 
également centrée et le TNC sera faible bien qu’il ne soit pas sur chaque composant. On parle 
d’un risque à évaluer qui est le calcul du TNC résultant. Une approche analytique et une 
approche statistique que nous n’abordons pas sont traitées dans [Germain 2007]. 
 

Remarque 

On se rend compte que les assemblages résultants sont centrés et très peu dispersés dans le 
domaine résultant de l’assemblage des tolérances pire des cas. On pense qu’il est possible 
d’augmenter les dispersions des composants tout en garantissant globalement la CF. 
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Composant 3, tolérance de la surface A Composant 1, tolérance de la surface B 

  

Composant 2, tolérance de la surface C Assemblage, TNC = 0 ppm 

Figure  4-32 : Tolérancement statistique sur les tolérance au pire des cas 

 

Figure  4-33 : Simulation à long terme, TNCLT = 1 ppm 
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 Cas décentré 

Cependant, cette approche qui consiste à considérer une proportion du lot dans le domaine de 
tolérance ressemble à l’approche 1D utilisant l’indice de capabilité Cpk. Notre critère ici est le 
nombre de composants hors de leur tolérance.  

• Dans le cas de la tolérance de localisation, nos simulations indiquent que 6.65% des 
composants sont hors de leur tolérance lorsque les caractéristiques de translation et 
rotation sont centrées et dispersées de six écarts-types, 
• Dans le cas de la tolérance de localisation et parallélisme, nos simulations indiquent 
sous les mêmes conditions de centrage et de dispersion que 1,55% des composants sont 
hors de leur tolérance. 

La figure  4-34 suivante montre la simulation d’une configuration particulière des composants 
pour lequel le TNC résultant est élevé. Bien que les proportions de composants hors de leur 
tolérance soient identiques à celles du cas centré, le taux de non-conformité résultant devient 
élevé. 
 

  

Composant 3, tolérance de la surface A Composant 1, tolérance de la surface B 

 

 

 

Composant 2, tolérance de la surface C Assemblage, TNC = 6600 ppm 

Figure  4-34 : Cas particulier avec moyenne dans la tolérance 
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Figure  4-35 : Simulation à long terme, TNCLT = 6943 ppm 

 

En utilisant plusieurs simulations dans la même configuration de décentrage et dispersion, on 
obtient un taux de non-conformité long terme TNCLT = 6943 ppm.  
En utilisant le critère de qualification inertielle, on trouve une inertie de la surface A, 
IA = 0,063mm , et une inertie équivalente pour les surfaces B et C IB = IC = 0,163 en utilisant 
la loi de combinaison inertielle définie pour la tolérance de localisation et parallélisme. Les 
défauts de la surface A sont acceptés par le critère inertie, IA < 0,068, alors que ceux des 
surfaces B et C ne le sont pas, IB = IC > 0,068. 
 

3.2.5.2 Tolérancement inertiel configuration centrée 

Dans cette partie, on reste dans le cas des composants centrés sur les cibles. On considère 
maintenant que les dispersions des écarts-types des composants sont toujours donnés par un 
Cp = 1 mais en regard des tolérances inertielles et non plus pire des cas. 
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Composants 3 surface A Composants 1 surface B 

  

Composants 2 surface C Assemblage, TNC = 0 ppm 

Figure  4-36 : Une simulation d’assemblage de défauts centrés équi-dispersés inertiel Cpi = 1 

La figure  4-37 ci-dessous présente le résultat d’une simulation long terme sous l’hypothèse de 
distribution centrée des écarts modaux et de répartition équi-inertie. 
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Assemblage TNCLT = 33ppm 

Figure  4-37 : Simulation long terme de défauts centrés équi-dispersés  

Le résultat de cette simulation permet de confirmer les constatations de Germain. Dans le cas 
présenté on élargit les écarts-types définis dans la partie  3.2.5.1 de 26% pour atteindre les 
écarts-types du tolérancement inertiel centré présenté dans ce paragraphe  3.2.5.2.  
Le tolérancement inertiel permet d’élargir les tolérances. Un autre avantage, et non des 
moindres, est la prise en compte et la limitation du décentrage quand celui-ci n’est pas nul. 
Les paragraphes qui suivent permettent de juger l’intérêt du tolérancement inertiel. Les 
simulations font varier aléatoirement les décentrages et les écarts-types des composants en 
limite de tolérance inertielle.  
Deux hypothèses sont testées sur les décentrages :  

• la première considère des décentrages aléatoires des composants, aussi bien positif 
que négatif,  
• La seconde simule des décentrages du même coté. L’intérêt ici est de tester des 
configurations dites défavorables dues à la non compensation des défauts.  
• Enfin la dernière teste les effets des indices de capabilité Cpi dans la configuration 
défavorable.  

3.2.5.3 Tolérancement inertiel avec décentrage et écart-type aléatoires 

On peut se rendre compte de différentes configurations que la tolérance inertielle admet. On 
observe aussi la représentation des écarts de décentrage et d’écart-type avec leurs domaines 
d’iso-écart associé.  
Le vecteur bleu représente l’inertie due aux écarts de décentrage des caractéristiques modales. 
Le triangle contenant cette inertie est l’iso-inertie de décentrage. Le vecteur vert représente 
l’inertie due aux écart-types des caractéristiques modales. Le quart de cercle associé est l’iso-
inertie des écarts-types. 
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Composants 3, tolérance de la surface A 

  

Composants 1, tolérance de la  surface B 

  

Composants 2, tolérance de la surface C 

Figure  4-38 : Simulation d’assemblage avec décentrages variables, Cpi = 1 
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Les deux domaines iso-inertie dépendent l’un de l’autre et de la tolérance inertielle. Le 
domaine de l’un correspond à la différence quadratique de la tolérance inertielle moins 
l’inertie de l’autre. Cette relation est définie par l’équation [  4-34 ]. 
Les frontières des domaines iso-inerties représentent les combinaisons d’écarts fournissant la 
même inertie. Ainsi deux lots ayant une inertie de décentrage identique se trouvent sur la 
frontière du même domaine iso-inertie des décentrages. La réflexion est identique concernant 
le domaine iso-inertie des écarts-types. 
 
La figure  4-39 ci dessous présente le résultat de l’assemblage des lots de composants présenté 
dans la figure  4-38 précédente. On se rend compte que l’assemblage des lots présenté respecte 
très bien la CF. Par ailleurs, bien que certains composants soient hors du domaine de 
tolérance au pire des cas, on peut même constater que les assemblages résultants sont dans le 
domaine résultant du pire des cas. Cela s’explique principalement par la compensation des 
décentrages des composants. 
 

  

Figure  4-39 : Simulation avec décentrage aléatoire, TNCLT = 46 ppm 

La figure  4-39 met en relief les résultats des simulations dites long-terme. On remarque que la 
quasi-totalité du domaine résultant au pire des cas est exploité, voire plus au centre du 
domaine. 
On constate cependant que quelques assemblages sont hors tolérance, mais le taux est très 
faible pour l’hypothèse considérée. Avec un indice de capabilité Cpi = 1, on obtient 46 ppm. 
 

3.2.5.4 Tolérancement inertiel avec décentrage du même coté 

Ce paragraphe cherche à évaluer une limite supérieure en considérant l’hypothèse de non-
compensation des décentrages avec des moyennes toutes du même coté. 
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Composants 3, tolérance de la surface A 

  

Composants 1, tolérance de la surface B 

  

Composants 2, tolérance de la surface C 

Figure  4-40 : Simulation d’assemblage inertiel avec décentrage du même coté Cpi =1 

On peut constater là encore les différentes configurations possibles ainsi que leurs 
représentations dans les domaines inertiels. 
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La figure  4-41 ci-dessous présente le résultat de l’assemblage des composants de la 
figure  4-40 . On se rend compte que malgré l’hypothèse de non-compensation des écarts de 
décentrages, le TNC de la simulation est faible : seulement 63 ppm dans le cas présenté.  
La simulation long terme montre un taux de non-conformité qui lui aussi est faible : 90 ppm 
pour 100 simulations de 10000 assemblages. De plus, ce TNC est obtenu en considérant un 
indice de capabilité à sa valeur minimale qui est Cpi = 1. 
 

  

Figure  4-41 : Simulation avec décentrage du même coté, TNC = 63 ppm puis TNCLT = 90 ppm 

Cependant, on peut considérer que ce TNC est non négligeable. La solution est alors de faire 
varier les valeurs des indices de capabilité Cpi des composants, ce qui est traité dans le 
paragraphe  3.2.5.5 suivant.  

3.2.5.5 Tolérancement inertiel et indice de capabilité Cpi 

Ce paragraphe a pour objectif de tester différentes valeurs d’indice de capabilité Cpi imposé 
sur les composants dans la plus mauvaise hypothèse testée qui considère des décentrages 
moyens du même coté pour chaque composant.  
Les résultats des simulations de cette partie sont obtenus en considérant des décentrages 
positifs et des écarts-types aléatoires.  
Les valeurs des TNC ne sont pas constantes entre deux simulations avec les mêmes 
caractéristiques. C’est ce qu’on peut constater pour la première simulation de ce paragraphe 
qui traite une simulation en considérant un Cpi = 1 comme le paragraphe précédent.  Le 
TNCLT varie de 19 ppm par rapport à la simulation du paragraphe précédent. Cela peut 
s’expliquer entre autres, par la taille de la simulation que [Cvetko et al, 1998] modélise. 
 
Ce qu’on peut observer de la figure  4-42 est que l’indice de capabilité Cpi a un effet certain 
sur la répartition des assemblages résultants.  
On se rend compte que l’utilisation d’un indice de capabilité Cpi = 1,16 permet d’obtenir un 
TNC quasiment nul.  
Le choix d’un indice de capabilité Cpi = 1,33 permet apparemment de ne plus générer de 
TNC. De plus, cette valeur d’indice de capabilité est courante. 
Cependant, il ne faut pas tirer de conclusion hâtive. En effet, les simulations présentées ne 
sont le résultat que de 100 simulations, on n’a donc pas testé toutes les configurations 
possibles, et surtout la plus mauvaise configuration. 
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Cpi = 1, TNCLT = 71 ppm Cpi = 1,16, TNCLT = 1 ppm 

  

Cpi = 1,33 Cpi = 1,5 

Figure  4-42 : Simulation long terme avec décentrage du même coté pour différents Cpi 

 

3.2.6 Tolérancement inertiel 3D et torseur de petits déplacements 

Les paragraphes précédents traitent le problème en deux dimensions, avec une description 
modale des écarts. Ce paragraphe permet d’appliquer le critère inertie 3D sur le même cas 
d’application traité cette fois-ci en trois dimensions, dont les écarts sont caractérisés par les 
composantes du torseur de petits déplacements.  
Les caractéristiques du mécanisme sont identique au mécanisme précédent en ajoutant la 
profondeur : 

• longueur surface Ai suivant x : LAx = 100 mm,  
• longueur surface Bi et Ci suivant x : LBx = 80 mm,  
• longueur surface Ai, Bi et Ci suivant z : LAz = 80 mm,  
• longueur du bras de levier entre les centres des surfaces Bi et Ci et le centre des 
surfaces Ai suivant x : d = 220 mm, 
• la condition fonctionnelle est une localisation de valeur t = 0,02 mm.  
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Figure  4-43 : Empilage de trois composants avec bras de levier, problème 3D 

 

3.2.6.1 Tolérancement du mécanisme 

Comme précédemment, le tolérancement inertiel 3D est comparé au tolérancement 
traditionnel au pire des cas.  
 

 Tolérancement au pire des cas  

Nous gardons le même tolérancement qualitatif que précédemment, à savoir un tolérance de 
localisation sur la surface A3, et une combinaison de tolérance de localisation et d’une 
tolérance de parallélisme pour les surfaces B1 et C2. Le tolérancement quantitatif n’est pas 
détaillé, cependant, on obtient les même valeurs de tolérance que précédemment en 
considérant un ratio 2 entre la tolérance de parallélisme et de localisation : 

• tolérance de localisation t1 = 0,0229 mm 
• tolérance de parallélisme t2 = 0,0114 mm 

 

 Tolérancement inertiel  

Notre approche de tolérancement inertiel consiste à déterminer les tolérances inertielles de 
chaque composantes du torseur de petits déplacements. Cela consiste à définir trois chaîne de 
cotes dans cette problématique 3D, que l’on exprime au centre de la surface A3. Nous 
considérons une répartition non uniforme des tolérances inertielles de rotation.   
 

Chaîne de cotes en translation suivant y: 

En ne considérant que les composantes de translation suivant l’axe y des différentes surfaces 
tolérancées, on obtient la chaîne de cotes suivante : 

Maxyyy TTT δ=++ 321  [  4-56 ] 

Soit en considérant une répartition uniforme : 
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3.6

t
ITyi =  [  4-57 ] 

 

Chaîne de cotes en rotation autour de x: 

En ne considérant que les composantes de rotation autour de x des différentes surfaces 
tolérancées, on obtient la chaîne de cotes suivante : 

Maxx
Az

x
Az

x
Az R

L
R

L
R

L δ=++ 321 .
2

.
2

.
2

 [  4-58 ] 

Soit en considérant une répartition non uniforme (β1 = β2 = 1 et β3 = 2): 

∑
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[  4-59 ] 

 

Chaîne de cotes en rotation autour de z: 

En ne considérant que les composantes de translation suivant l’axe y des différentes surfaces 
tolérancées, on obtient la chaîne de cotes suivante : 

Maxz
Ax

z
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z
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 [  4-60 ] 

Soit en considérant une répartition non uniforme (β1 = β2 = 1 et β3 = 2): 
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[  4-61 ] 

 

Tolérances inertielles des composants: 

On obtient ainsi les tolérances des composants suivant chaque axes.  
 

 Composant 1 Composant 2 Composant 3 
Inertie de translation Ty (mm) 0,0192  0,0192 0,0192 

Inertie de rotation Rx (rad) 3,4.10-4 3,4.10-4 6,8.10-4 
Inertie de rotation Rz (rad) 8,44.10-5 8,44.10-5 1,69.10-4 

Tableau  4-1 : Tolérances inertielles des composants 

 
Que l’on peut exprimer par une valeur de tolérance inertielle et une loi de combinaison: 

• I i = 0,0192 mm,  
• iRzRzRxRxTy IIII =⊕⊕ .. αα  

Avec : 
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• 
Rx

i
Rx I

I=α  , qui vaut environ 56,6 pour les composants 1 et 2, et 28,3 pour le 

composant 1,  

• 
Rz

i
Rz I

I=α , qui vaut environ 227,9 pour les composants 1 et 2, et 113,9 pour le 

composant 1, 

3.2.6.2 Comparaison des tolérancements en configuration centrée 

Afin de comparer les deux approches de tolérancement, nous considérons la réflexion de 
Germain qui considère des composants répartis suivant une loi multi-normale centrée dont six 
écarts-types suivant chaque axes sont compris dans le domaine de tolérance. Il est alors 
possible de combiner les écarts-types de ce nuage pour calculer l’inertie équivalente. L’inertie 
équivalente se calcule en considérant la loi de combinaison de la tolérance inertielle. Une 
autre comparaison est faite sur chaque composantes. Les représentations des distributions 
multi-normale sont réalisées dans un premier temps par des ellipsoïdes transparentes, ceci 
dans un soucis de clarté.  En effet, un nuage de points occulterait les frontières du domaine de 
tolérance au pire des cas. Par la suite, nous rétablissons la représentation du lot par un nuage 
de points, notamment pour représenter le lot de la résultante de l’assemblage.  
 

Tolérances des composants 1 et 2 

L’inertie équivalente du tolérancement 3D au pire des cas pour une répartition centrée à six 
écart-types suivant chaque axe vaut : Ieq1 = Ieq2 = 0,0118. D’où le gain du tolérancement 
inertiel en configuration centrée est de 63%. Ce gain correspond à une augmentation 
homothétique par rapport à la répartition à six écart-types dans le domaine au pire des cas. 
Une illustration est présentée dans la figure  4-45. 
Hors la répartition du tolérancement au pire des cas et celle du tolérancement inertielles ne 
sont pas homothétiques, comme on peut le constater sur la figure  4-44. On propose ainsi le 
tableau suivant qui compare le gain en dispersion suivant chaque axe en configuration 
centrée.  
 

 
Composante Ty 

(mm) 
Composante Rx 

(rad) 
Composante Rz 

(rad) 
Ecart-type équivalent pour la 

tolérance au pire des cas 
0,0038 4,76.10-5 4,76.10-5 

Ecart-type pour la tolérance 
inertielle centrée 

0,0111 1,96.10-4 4,85.10-5 

Gain (%) 190 310 2 

Tableau  4-2 : Gain en configuration centrée du tolérancement 3D inertiel par rapport au 
tolérancement 3D au pire des cas 
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Ellipsoïde à 6 écart-types pour 
la tolérance inertielle 

Ellipsoïde à 6 écart-types pour 
la tolérance pire cas 

Domaine de la tolérance 3D 
au pire des cas 

 

  

Figure  4-44 : Tolérances au pires des cas et inertielles centrée des composants 1 et 2 

 
Cette figure  4-44 illustre le tableau  4-2 des différents gain sur chaque axes. L’ellipsoïde rouge  
correspond à la répartition à six écart-types suivant chaque axe dans le domaine de tolérance 
au pire des cas. L’ellipsoïde verte correspond à la répartition à six écart-types de la tolérance 
inertielle dont les dispersion sont réparties proportionnellement à la tolérance inertielle 
suivant chaque axes. Cette dernière répartition correspond à une distribution par défaut 
suivant le tolérancement inertiel par composantes (translation suivant y, rotation autour de x 
puis rotation autour de z), tout en respectant la tolérance inertielle du lot.  
La figure  4-45 suivante représente le gain entre l’inertie équivalente de la tolérance au pire 
des cas et la tolérance inertielle proposée. On peut observer dans ce cas que le gain est 
identique sur les trois composantes. Cette valeur est de 63% dans ce cas.  
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Figure  4-45 : Gain homothétique de 63 %  entre les tolérancements au pire des cas et inertiel 

 

Tolérances du composant 3 

L’inertie équivalente du tolérancement 3D au pire des cas pour une répartition centrée à six 
écart-types suivant chaque axe vaut : Ieq3 = 0,0099. D’où le gain du tolérancement inertiel en 
configuration centrée est de 95%. Le tableau suivant compare en configuration centrée le gain 
sur chaque axe. 
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Composante Ty 

(mm) 
Composante Rx 

(rad) 
Composante Rz 

(rad) 
Ecart-type équivalent pour la 

tolérance au pire des cas 
0,0038 4,76.10-5 3,81.10-5 

Ecart-type pour la tolérance 
inertielle centrée 

0,0111 3,91.10-4 9,71.10-5 

Gain (%) 190 310 27 

Tableau  4-3 : Gain en configuration centrée du tolérancement 3D inertiel par rapport au 
tolérancement 3D au pire des cas 

 

 

  

Figure  4-46 : Tolérances au pires des cas et inertielles centrée du composant 3 
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3.2.6.3 Quelques résultats 

Cette partie présente brièvement des résultats de simulations de l’application du 
tolérancement inertiel 3D sur ce mécanisme. Dans une première partie nous montrons des 
configurations des lots de composants avec la représentation de leurs écarts dans les domaines 
inertiels, puis des résultats de simulations sont présentés sous forme d’histogramme de TNC 
résultants.  

 Quelques configurations des composants 

  

  

Figure  4-47 : Une configuration et sa représentation inertielle 

A la manière du paragraphe 3.2.5.3 de ce chapitre, la figure  4-47 représente une configuration 
particulière d’un lot de composant et la représentation graphique de la tolérance inertielle. On 
peut observer les domaines d’iso-écart : 

• en bleu le domaine iso-inertie due aux décentrages,  
• en vert le domaine iso-inertie due aux écarts-types, 

  
La figure suivante traite un assemblage. On peut observer les domaines inertiels des trois 
composants de la chaîne de cotes ainsi que la répartition du nuage de point résultant. Le nuage 
de points est représenté par 20 000 points, mais le TNC annoncé est calculé sur un nuage de 
500 000 points. On impose un indice de capabilité Cpi = 1,33 sur chaque composant.  
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Figure  4-48 : Un assemblage, TNC = 2 ppm 

 
La figure suivante montre deux résultats de simulations d’assemblage sous les hypothèses de 
lot de composants en limite de capabilité et en considérant les décentrages tous du même coté 
(positifs dans notre cas). 
 

  

Figure  4-49 : Histogrammes de TNC résultants  
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On se rend compte que malgré le choix des hypothèses dans le but de sur-estimer le TNC 
résultant, la répartition de ces TNC est concentré sur une TNC faible. Chaque histogramme 
est construit sur la base de 10 000 simulations. On se rend compte que pour un indice Cpi = 1 
le TNC maximal atteint vaut 24 160 ppm, et le TNC moyen vaut 3 700 ppm. Enfin pour un 
indice de capabilité Cpi = 1,33, le TNC maximum chute à 1400 ppm, avec une moyenne de 15 
ppm. 
On ne peut tirer de conclusion sur les observations des deux histogrammes, si ce n’est qu’ils 
confirment l’influence de l’indice Cpi sur le respect de la CF. Cette partie 3.2.6 a pour but de 
confirmer l’application 3D de la méthode qui doit cependant être appliquée sur d’autre cas. 
On se rend compte que la représentation 3D des tolérances et écarts des composants n’est pas 
évidente, ce qui a motivé le traitement du mécanisme en 2D.  
 

3.2.7 Synthèse de cette partie 

Cette partie du chapitre 5 constitue le bilan de nos travaux de recherche concernant le 
tolérancement modal inertiel.  Ce bilan est relativement positif car nous avons mis en place 
une méthode de tolérancement statistique 3D permettant de garantir la CF. Il est vrai 
cependant que la synthèse des tolérances ne considère que les défauts rigides, la prise en 
compte des défauts de forme restant encore à développer.  
Nous avons décrit la méthode de tolérancement modal inertiel en deux niveaux : le 
tolérancement 3D inertiel basé sur le critère inertie ajustée, et le tolérancement de forme. Le 
tolérancement de forme a été discuté même s’il nécessite encore quelques 
approfondissements. En revanche, le tolérancement 3D inertiel que nous proposons semble 
être rapidement exploitable : 

• Les défauts modaux rigides de position, orientation et taille (modes extrêmes) 
permettent de calculer directement l’inertie des écarts. A partir de quoi, une 
représentation graphique des écarts inertiels a été mise en place. Cette représentation 
permet de visualiser non seulement les différentes sources d’écarts par rapport à la 
cible, décentrage ou dispersion, mais aussi les composantes modales à l’origine de ces 
écarts.  
• Nous avons proposé une méthode de tolérancement inertiel 3D basée sur le critère 
inertie ajustée. Cette méthode choisit ainsi de traiter plusieurs chaînes de cote 1D en 
considérant les lois de combinaison des inerties. Les tolérances inertielles des 
composants sont ensuite définies par la chaîne de cote fournissant la tolérance la plus 
serrée.  
• La mise en place de simulations de Monté Carlo ont permis de rapidement tester le 
tolérancement inertiel 3D. La méthode permet comme dans le cas 1D d’élargir les 
dispersions dans le cas centré tout en garantissant la CF. 
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4 Synthèse et perspectives du chapitre 

Cette partie résume les points clefs développés dans ce chapitre. Dans un second temps, on 
présente les perspectives de ce chapitre.  

4.1 Synthèse du chapitre 

Ce chapitre traite du tolérancement statistique 3D avec prise en compte des défauts de forme. 
L’ensemble des concepts et méthodes présentés ont permis de boucler en partie cet aspect. En 
partant de la définition d’un système assemblé et de sa condition fonctionnelle, on présente 
une synthèse des tolérances statistiques des composants. On présente aussi l’analyse des 
écarts statistiques des composants pour vérifier le respect de la CF. La figure  4-50 ci-dessous 
résume ce chapitre en présentant les différents points clefs développés. La synthèse de ce 
chapitre se fait par un résumé des différentes parties du chapitre que l’on retrouve dans la 
figure. 
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Figure  4-50 : Synthèse du chapitre 

Ce chapitre présente l’extension de la méthode modale à la caractérisation statistique de lots 
de défauts de forme qui permet la description et l’acceptation modale d’un lot de défaut de 
forme. Ainsi la partie  1 présente la caractérisation modale d’un lot de forme. On présente ainsi 
la signature modale moyenne et la matrice modale de variance covariance dans la partie  1.2.2.  
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La partie  2 présente la fusion du critère inertie à la méthode modale, on dispose ainsi d’un 
critère d’acceptation inertiel à partir de la caractérisation statistique modale d’un lot de défaut 
de forme. Dans un premier temps, on définit l’inertie 3D classique dans la partie  2.1 puis 
l’inertie 3D ajustée dans la partie  2.2. En se basant sur la définition de l’inertie 3D ajustée, on 
donne dans la partie  2.3 une représentation de la tolérance inertielle dans l’espace des 
coefficients modaux.  
Enfin, on présente une démarche de tolérancement inertiel d’une problématique 3D. Dans un 
premier temps on cite dans la partie  3.1 les approches envisagées pour la spécification des 
tolérances inertielles des défauts de forme, en distinguant défaut de position-orientation et 
défauts de forme. Dans un second temps, la partie  3.2 présente notre démarche de 
tolérancement 3D sans prise en compte des défauts de forme. En effet le tolérancement des 
défauts de forme n’étant pas encore au point on ne peut proposer de méthode de 
tolérancement inertiel modal, on se limite au tolérancement des modes rigides donc au 
tolérancement inertiel 3D. Les simulations de Monte Carlo dans la partie  3.2.5 permettent de 
mettre en évidence l’intérêt du tolérancement inertiel dans les problématiques 3D. 

4.2 Perspectives 

Les perspectives sont nombreuses sur ce chapitre. Nous les avons classées selon leur domaine 
d’application. 

4.2.1 Définition de l’inertie 3D et sa tolérance 

On peut s’intéresser au Cpm multi-dimensions définit par [Kotz et al, 1993] et discuté dans 
[Wang et al, 2000]. Comme dans le cas 1D, le Cpm est lié à l’inertie par l’intervalle de 
tolérance, il faut voir si on peut définir l’inertie multi-dimensions. 
La loi de combinaison des inerties de chaque composante est-elle optimale ? Ne peut-on pas 
définir une inertie scalaire et un indice de capabilité 3D Cpi3D, qui serait l’équivalent de la loi 
de combinaison. 
Quelle inertie prendre en compte pour la quantification des défauts de forme, inertie classique 
ou inertie ajustée ?  
Comme pour le cas du tolérancement au pire des cas, peut-on mieux définir le coefficient α  
de répartition de la tolérance de localisation et parallélisme, afin d’optimiser les tolérances des 
composants et/ou le domaine résultant. 

4.2.2 Tolérancement inertiel 3D sans défaut de forme 

4.2.2.1 Chaîne de cote 3D 

Peut-on mettre en place une méthode de tolérancement matricielle utilisant les matrices 
d’influence ? Ces matrices d’influence peuvent être créées grâce à l’extrapolation modale en 
déterminant l’influence d’une surface de la chaîne de cote sur la surface de la CF. 
La méthode de tolérancement proposée par les chaînes de cote 1D indépendantes marche-t-
elle pour tous les cas ? 

4.2.2.2 Plus mauvaise configuration et TNC 

Comme pour le cas 1D, il faut chercher la plus mauvaise configuration des composants qui 
donne le plus mauvais TNC. Une fois la plus mauvaise configuration identifiée, on peut 
mettre en place un tolérancement inertiel 3D garantissant la CF. On peut ensuite évaluer la 
prise de risque à élargir les tolérances. 
Au lieu d’utiliser des simulations de Monté Carlo pour évaluer le TNC, on peut utiliser les 
travaux de [Germain, 2007] sur le calcul du TNC 3D. 
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Quel est l’effet de la covariance et comment la prendre en compte dans la spécification des 
tolérances ? A-t-on besoin de la prendre en compte ? 

4.2.3 Tolérancement modal inertiel 

Nous manquons actuellement de recul sur cette approche récente. Les perspectives sont donc 
actuellement réduites, mais elles apparaîtront au fur et à mesure de notre expérience dans ce 
domaine de recherche. 

4.2.3.1 Tolérance modale inertielle sans défaut de forme 

Quelle est l’interprétation de la tolérance inertielle ajustée dans l’espace des défauts modaux 
de forme ? Quelles sont les formes des domaines inertiels des décentrages et des écarts-types?  
Il faut plus travailler sur la criticité des défauts de forme pour pouvoir spécifier une tolérance.   

4.2.3.2 Tolérancement inertiel avec défauts de forme 

Les défauts de forme et les écarts de mise en position associés peuvent-ils être caractérisés de 
façon statistique ? 
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Chapitre 

5 

Chapitre 5 Conclusion générale et 
perspectives 

Conclusion 

L’objectif du tolérancement des systèmes assemblés est de définir les tolérances des 
composants permettant la satisfaction du client : l’assemblage et le bon fonctionnement des 
systèmes. On peut identifier des cas limites du tolérancement pour lesquelles ces objectifs 
sont mal respectés. Différents modèles de complexité croissante sont identifiés : 1D, 3D et 3D 
avec prise en compte des défauts de forme. On peut aussi distinguer différentes hypothèses de 
comportement des composants du système : rigide non déformable, flexible élastique et 
élasto-plastique. 
Ce projet de recherche se propose de traiter les problématiques de tolérancement sous 
l’hypothèse de comportement rigide des composants, pour les différentes complexités de 
modélisation existante : 1D, 3D et 3D avec défauts de forme.  
Notre approche se fonde sur le critère inertie I de quantification des écarts d’une 
caractéristique par rapport à sa cible. Ce critère, basé sur la fonction de perte de Taguchi, est 
proposé par Pillet dans une méthode de tolérancement 1D. Pour étendre cette approche de 
tolérancement à la qualification de plusieurs caractéristiques, dans le cas des surfaces, nous 
choisissons d’utiliser la méthode modale de description des défauts de forme de toutes 
géométries proposée par Samper. Ces deux approches, de quantification (inertiel) et de 
qualification (modal), évoluent pour enfin être fusionnées et proposer une méthode 
d’acceptation multi-caractéristique, le tolérancement modal inertiel. 
 
La modélisation 1D du tolérancement est bien cernée. Le graphe (δ,σ2) permet l’analyse des 
tolérances des composants en vue de vérifier la conformité de la résultante pour toutes les 
configurations. On met ainsi à disposition un outil permettant de vérifier un tolérancement 
quelle que soit l’expression de la tolérance, intervalle de tolérance ou inertie, quels que soient  
les indices de capabilité et sous l’hypothèse statistique d’indépendance des variables ou non 
(non illustrée ici). 



 Tolérancement des Systèmes Assemblés, une approche par le Tolérancement Inertiel et Modal  

 

212 

De plus, on montre que le tolérancement inertiel est un bon compromis entre le tolérancement 
au pire des cas et le tolérancement statistique. Et même mieux, l’évolution proposée permet 
de garantir statistiquement une Condition Fonctionnelle, IT et indice Cpk ou TNC, dans toutes 
les configurations y compris la plus défavorable. Nous proposons ainsi une approche 
statistique de synthèse des tolérances garantissant la CF dans toutes les configurations.  
Comme la configuration la plus défavorable n’est pas atteinte à chaque assemblage, nous 
proposons une estimation de l’occurrence de cette mauvaise configuration. On permet ainsi 
d’élargir les tolérances tout en garantissant la CF avec un risque choisit par le concepteur. Cet 
aspect mérite cependant que l’on s’y penche plus encore, faisant apparaître des perspectives 
de recherches. 
Afin de diffuser cette approche de tolérancement, nous proposons plusieurs représentations 
graphiques de la tolérance inertielle. La représentation bi-tolérance semble suffisamment 
évoluée et claire pour être diffusée. 
  
L’analyse des défauts de forme par la méthode modale permet de disposer d’une méthode 
générique de caractérisation des écarts. Le principe d’obtention de la base de défauts 
élémentaires permet d’appliquer la méthode sur tous types de géométrie, c’est l’avantage de 
cette approche. De plus, les évolutions que nous apportons permettent à la méthode de trouver 
sa place aussi bien en métrologie qu’en conception.  

• En métrologie, on permet la caractérisation d’un écart ou d’un lot d’écarts de forme. 
On représente ainsi la pièce par une signature et le lot par un couple de signature 
(moyenne et écart-type) ou par un couple de surface (moyenne et écart-type). L’analyse 
du défaut se fait sur la base naturelle ayant une signification métrique, les amplitudes 
des défauts élémentaires sont identifiées en unité métrique, ou dans une base complétée 
comportant des défauts technologiques. Cependant, cette dernière évolution permettant 
l’ajout de défaut de forme nécessite un minimum d’expertise, au risque de modifier la 
description d’un écart sans gagner en efficacité. Néanmoins, la méthode est applicable 
sur tout type de géométrie, et semble bien adaptée à la caractérisation des accostages 
grâce à la définition d’une bonne pratique qui précise l’utilisation de repère pour 
distinguer jeux et affleurements. 
• En conception, les évolutions proposées sur la caractérisation modale des 
assemblages de surface permettent d’envisager le tolérancement modal. En effet, 
l’assemblage des composants rigides peut être envisagé selon plusieurs considérations 
dont l’assemblage sur les surfaces associées, type EGRM, ou sur les surfaces de 
contacts prenant en compte les défauts de forme. Pour traiter cette dernière approche 
considérant les écarts de forme, nous introduisons un inter-effort de maintien en 
position.  

 
La fusion des deux approches a permis de mettre en évidence deux types de caractérisation 
statistique des écarts de forme, l’inertie 3D classique et l’inertie 3D ajustée. L’inertie 
classique mérite que l’on se penche plus sur son utilisation pour quantifier les écarts de forme. 
Pour autant, l’inertie ajustée associée aux modes rigides (translation et rotation) permet de 
mettre en œuvre une approche statistique de synthèse de tolérance 3D qui semble efficace. 
Cette approche permet d’élargir l’acceptation de lot centré, tout en garantissant la CF en cas 
de décentrage. Nous proposons ainsi une représentation graphique des variabilités permises 
sur le décentrage et l’écart-type de chaque composante d’écart de forme. 
On peut cependant regretter que l’application ne soit pas poussée plus loin pour le moment. 
Bien que la caractérisation statistique des écarts de forme soit développée, le point qui fait 
défaut est la caractérisation statistique des écarts de mise en position, qui fait ainsi partie des 
perspectives.  
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Ce projet de recherche a permis de porter l’intérêt sur deux méthodes prometteuses de 
tolérancement de systèmes assemblés. On peut considérer que la problématique 1D est 
quasiment aboutie avec l’utilisation du tolérancement inertiel 1D ajusté. Ce projet se conclue 
par une perspective d’ouverture sur une approche de tolérancement statistique 3D (utilisation 
du critère inertie 3D ajustée sur les surfaces associées). La perspective apportée par la 
méthode modale concerne la dernière problématique, mais non des moindres, le 
tolérancement 3D avec prise en compte des défauts de forme. 

Perspectives  

Tolérancement 1D 

• On peut mieux évaluer la notion de risque en utilisant d’autres hypothèses de 
répartition des lots [Anselmetti et al, 2003], ceci permettra d’affiner notre proposition 
permettant d’élargir les tolérances.  
• Il faut valider les prédictions par des observations dans le milieu industriel. Cette 
démarche est en cours dans le cadre du Pole de Compétitivité Arve Industries qui 
finance une thèse sur la diffusion du tolérancement inertiel. 

 

Tolérancement 3D 

• On doit appliquer la méthode sur d’autres cas pour choisir une approche de synthèse 
des tolérances (chaînes de cotes indépendantes, combinées, méthode des ellipses etc.) et 
pour valider le choix de l’utilisation du critère inertie 3D ajustée. 
• Existe-t-il une plus mauvaise configuration pour laquelle la CF est la moins bien 
respectée ? Quelle est alors la solution pour garantir la CF ? 
• Une perspective qui est une étape importante dans l’évolution de l’approche et la 
prise en compte des jeux dans un assemblage.  

 

Tolérancement 3D avec défauts de forme 

• Il faut faire évoluer la prise en compte des défauts de forme vers un aspect 
statistique. Une première évolution sera présentée dans IPAS 2008.  
• Peut-on exprimer statistiquement l’écart de mise en position en fonction d’une 
caractérisation statistique des écarts de forme ? Une première approche simple consiste 
à identifier les points de contact et à les considérer identiques pour toutes les formes du 
lot. 
• Est-il possible de mettre en place une approche permettant l’identification des 
défauts élémentaires nuisibles à la CF ? Dans ce cas, la spécification par loi de 
comportement est-elle suffisante ? 
• Une fois ces problématiques réglées, quel type de critère inertiel 3D faut-il utiliser 
pour la forme (classique ou ajusté) ? Peut-on garantir une CF dans toutes les 
configurations ou statistiquement ? 
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Annexe 1 
Interpolation et extrapolation modale 

 

Modèle no. 1 Modèle no. 2 

Base modale du 
modèle no. 1 

Base modale du 
modèle no. 2 

Changement de 
base modale 

Nœuds communs 
entre les modèles 

 

Figure a1-1 : Schéma de l’interpolation modale 

Cet aspect connexe de la méthode modale permet dans un premier temps d’affiner la 
représentation graphique des formes. En effet l’approche que nous proposons ici permet 
d’interpoler des nœuds entre des points de mesure dans le but d’affiner la représentation de la 
forme.  
Dans un second temps cette approche peut permettre l’extrapolation de défaut sur une surface 
déportée. Dans ce cas on ne traite que les défauts rigides, ce qui peut s’apparenter au transport 
des torseurs écarts.  
 
Notre approche considère deux bases modales : 

• la base d’analyse des écarts de forme, sur un modèle réduit (no. 2), 
• la base d’affichage des résultats, sur le modèle complet (no. 1). 

 
Le schéma de la figure a1-1 résume notre démarche d’interpolation/extrapolation. Les nœuds 
communs aux deux modèles permettent de calculer la matrice de changement de base d’un 
modèle vers l’autre. L’intérêt ici est de faire l’analyse d’écart de forme grâce au modèle no. 2, 
et de faire l’interpolation des nœuds non présents grâce au modèle no. 1. La démarche est 
présentée dans [Adragna et al, 2007 c].  
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On propose la méthode suivante : 
1) Définir un modèle complet correspondant à ce que l’on cherche à afficher, on nomme 

ce modèle un modèle riche. 
2) Grâce à ce modèle riche on définit une base modale qui caractérise tous les écarts de 

tous les nœuds de ce modèle riche, on définit la base modale riche Bri., 
3) Définir un second modèle correspondant aux nœuds qui seront caractérisés par la 

méthode modale, on nomme ce modèle un modèle tronqué,  
4) On tronque la base modale riche pour ne garder que les déplacements des nœuds du 

modèle tronqué, on définit ainsi la base modale tronquée Btr., 
5) Les deux bases modales sont rendues orthogonales et métriques, 
6) Finalement on détermine la matrice de passage de la base tronquée vers la base riche 

PBtr.−>Bri.. 
 
Le calcul se fait en deux étapes : 
Dans un premier temps on calcule la matrice de passage de la base euclidienne riche vers la 
base euclidienne tronquée : 

( ) .
.

.
.

.
.. .

..

eucl
Tr

t

nn
eucl
Ri

eucl
RiTr BBP

TrRi =→ =  [ a-1 ] 

Où la notation nRi. = nTr. indique que le nombre de nœuds de la base riche est réduit au 
nombre de nœuds de la base tronquée.  
Puis on calcule la matrice de passage de la base riche métrique vers la base riche euclidienne :  

( ) .
.

.
.

..
. . métrl

Ri

teucl
Ri

euclmétr
Ri BBP =→  [ a-2 ] 

Et la matrice de passage de la base euclidienne tronquée vers la base métrique riche est 
définie par : 
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1..
.

..
.. .

−
→

−→→
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RiTr
euclmétr

Ri
métreucl
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Ainsi on peut maintenant calculer les coefficients modaux pour la base riche métrique à partir 
de la description modale dans la base tronquée euclidienne : 
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Ri P Λ=Λ →

→  [ a-4 ] 

Remarque  

Le nombre de vecteurs modaux de la base modale qui sert à la caractérisation de l’écart de 
forme est limité par le nombre de nœuds du modèle, égal dans le cas de la base complète, 
d’où la complexité des formes d’interpolation/extrapolation est limitée.  

Interpolation modale 

La métrologie traditionnelle par Machine de Mesure Tridimensionnelle et palpage mécanique 
est souvent un compromis entre le nombre de points de mesure et le temps de mesure. On 
identifie donc le nombre minimum de point de mesure permettant l’identification d’écarts de 
forme que l’on souhaite détecter. Une discussion sur ce point est présentée sur les défauts de 
circularité dans [Bleys et al, 2007]. Pour un nombre réduit de point de mesure, l’affichage de 
la surface mesurée peut laisser apparaître des facettes relativement larges par rapport à la 
taille totale de la surface, c’est là que l’interpolation modale intervient.  



Annexe 

 

227 

Un cas théorique sur le profil 1D permet d’illustrer nos propos par la figure a1-2. On constate 
des zones où les informations sur la forme sont absentes. L’interpolation modale permet de 
définir de combler les vides. Une discussion sur cette approche est proposée dans 
[Favrelière et al, 2007] .  
 

 

Figure a1-2 : Interpolation modale sur un profil 

Extrapolation modale 

Cette pratique est plus risquée car elle peut mener à des divergences des points extrapolé par 
rapport à la tendance globale de la forme. Néanmoins l’extrapolation peut être correcte si elle 
reste proche des points de mesure.  
L’extrapolation modale peut avoir un intérêt pour enrichir l’affichage dans le cas d’une pièce 
mesurée par mesure de quelques profils, l’affichage peut alors être fait sur la surface entière.  
Une autre application peut de cette approche peut concerner des zones non mesurables. Dans 
le cas de l’accostage des capots de balance, le profil d’accostage est difficilement mesurable. 
Or l’écart de forme de ce profil d’accostage est très fortement lié au défaut de forme de la 
surface du capot. On peut donc envisager l’extrapolation de la forme du profil en fonction  de 
la forme de la surface.  

Possibilités d’application 

• Affiner l’affichage des résultats de points mesurés,  
• Permettre la mesure de partie non accessible par extrapolation des écarts,  
• Calcul des sensibilité des défauts rigides par rapport à la CF , le schéma de la 
figure a1-2  représente la démarche que l’on propose en traitant un cas 2D avec bras de 
levier. 
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Figure a1-3 : schéma du transport des écarts de mise en position par l’extrapolation modale 
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Annexe 2 
Base modale technologique métrique 

A titre d’exemple, on intègre deux défauts technologiques pour caractériser les défauts de 
forme de type effet de bord. On procède ensuite à la transformation en base orthogonale 
métrique.   
 

  

Figure a2-1 : Exemple de défauts technologiques 

Les défauts technologiques sont créés par une fonction continue. Le premier mode 
technologique caractérise des défauts de bord du même coté, alors que le second mode 
symétrique caractérise des défauts de bord opposé.  
 
La figure a2-2 présente la base modale métrique, intégrant les défauts technologiques. On 
peut constater le changement de forme dû à l’orthogonalisation de la base. L’effet se fait 
sentir à partir du troisième mode, cela signifie qu’initialement les défauts étaient légèrement 
dépendant des précédents.  
On remarque que les modes naturels, décalés de deux places par rapport leurs positions 
initiales dans la base naturelle, ont aussi changé d’aspect. Cela est dû à leur légère dépendance 
(ressemblance) avec les modes précédents (technologiques).  
On pouvait s’attendre à une telle modification. Le premier mode technologique, qui qualifie 
les défauts de bord du même coté, possède une moyenne non nulle, il est donc légèrement 
dépendant du défaut de translation. Cette remarque est valable pour le second mode 
technologique dont l’inclinaison ressemble au mode de rotation, d’où sa modification dans la 
base orthogonalisée.  
L’effet des modes technologiques n’est pas négligeable non plus sur les modes de forme 
suivant. A titre d’exemple, le mode 3 de la base métrique correspond au mode 5 de la base 
technologique. On constate que le changement de forme entre ces deux modes (identiques à la 
base) est important.  
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Mode 1, mode rigide 

 
Mode 2, mode rigide 

 
Mode 3, mode de forme 

 
Mode 4, mode de forme 

 
Mode 5, mode de forme 

 
Mode 6, mode de forme 

Figure a2-2 : Base modale métrique du modèle poutre 

1.1.1.1 Dans la base modale technologie métrique 

  

Figure a2-3 : Caractérisation de l’écart de forme dans la base technologique métrique 

 
On se rend compte que la signature modale dans cette nouvelle base modale métrique incluant 
des défauts technologiques change d’aspect comparée à la signature modale initiale de la 
figure  3-3  de la page 108.   
On peut constater que les deux modes technologiques intégrés ici ne sont pas très utiles à la 
description du défaut de forme. Bien que le coefficient modal du mode 4 ne soit du même 
ordre que celui du mode 1 (signature modale), son influence sur la caractérisation (décrite par 
le résidu) est faible (quasiment nulle) par rapport au même mode 1 (résidu de recomposition). 



 

 



 

 

Résumé 
 
Les travaux de recherche réalisés au cours de cette thèse ont été financés par le projet 
Européen Interreg IIIa : "Tolérancement des Systèmes Assemblés", conduit par l’Université 
de Savoie, l’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne et plusieurs industriels Français et 
Suisse. Ce mémoire propose de traiter du tolérancement des systèmes assemblés qui est une 
problématique majeure dans la mise en production d’un produit résultant de l’assemblage de 
composant.  
 
Le premier chapitre de ce rapport propose une modélisation unidimensionnelle ainsi qu’une 
présentation des méthodes majeures de tolérancement existantes dont deux approches 
traditionnelles de tolérancement par intervalle : au "pire des cas" et en "statistique", et une 
approche innovante : le tolérancement inertiel. Le tolérancement inertiel est une approche 
novatrice qui considère la conformité d’un lot en fonction de son écart quadratique par rapport 
à la valeur cible, similairement à la fonction de perte définit par Taguchi. Nouvellement 
introduit, le graphe (δ,σ2) permet de faire l’analyse des tolérances des composants afin de 
vérifier le respect de la Condition Fonctionnelle sur la résultante de l’assemblage. Ce graphe 
(δ,σ2) permet ainsi de définir l’ensemble des assemblages atteignable et d’évaluer la 
possibilité de ne pas respecter la Condition Fonctionnelle. Couplé à des simulations de 
Monte-Carlo, ce risque de non respect peut alors être estimé.  
 
Le second chapitre est un développement du tolérancement inertiel dans le but de garantir le 
respect de la Condition Fonctionnelle. Cette dernière peut se présenter sous deux définitions : 
garantir un indice de capabilité Cpk sur un intervalle de tolérance ou garantir un Taux de Non 
Conformité sur un intervalle de tolérance. La résolution de cette problématique donne une 
méthode simple qui permet de garantir la CF par l’utilisation d’un indice de capabilité sur les 
composants. Des simulations de Monté-Carlo permettent de mettre en évidence le respect de 
la CF, et d’estimer un possible élargissement des tolérances tout en évaluant le risque de ne 
pas respecter la CF.  
 
Le troisième chapitre propose une solution à la caractérisation des défauts de forme, la 
méthode modale. Cette approche permet de construire une base de défauts de forme 
élémentaires pour n’importe quelle géométrie en s’inspirant de l’analyse vibratoire des objets. 
L’approche subit des évolutions par rapport à sa définition initiale, et est appliquée sur un cas 
industriel, un tiroir de distributeur. Cette méthode modale permet aussi de caractériser les 
défauts d’accostages (jeux et affleurement), dont un cas d’application est l’analyse de l’écart 
de forme du profil d’accostage d’un capot plastique. La fin de ce chapitre 3 traite de 
l’assemblage de composants avec défauts de forme.  
 
Le quatrième chapitre aborde l’aspect statistique de la caractérisation des écarts de forme. On 
présente ainsi la caractérisation moyenne d’un lot de forme ainsi que l’équivalence de l’écart-
type. Enfin le critère Inertie de quantification des écarts est couplé à la méthode de 
qualification des formes. De cette fusion des deux approches, on propose une méthode de 
tolérancement 3D statistique sans défaut de forme ainsi qu’une représentation de ces écarts. 
Appliquées sur un cas théorique, cette modélisation semble prometteuse. Ce mémoire se 
termine par une conclusion et des perspectives de recherche.  
 
Mots-clés Tolérancement, Chaîne de cotes, tolérancement inertiel, méthode modale, 
caractérisation des défauts de forme, tolérancement statistique, assemblage. 


