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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de cette thése est d’apporter une contribution a la résolution exacte de pro-
blémes d’optimisation linéaire & variables binaires. Le fil conducteur en est ’étude de Re-
solution search [14] pour la résolution du probléme du sac-a-dos multidimensionnel en 0 1.
Cette introduction pose le contexte dans lequel se situent nos travaux et donne une vue

générale des différents éléments qui seront présentés dans ce mémoire.

1.1 Contexte

La résolution de problémes consistant a trouver optimum d’une fonction de variables
entiéres soumises & un ensemble de contraintes a fait 1'objet de nombreux travaux. Ces

problémes se formalisent de la maniére suivante :

Maximiser fx)
sujet & g;(x) <b;, i=1,..,m,
x € Z, (1.1)

ou z est un vecteur de variables entiéres, f, g; sont des fonctions réelles et b; sont des valeurs
réelles. Il existe de nombreuses classes de problemes de ce type qui peuvent étre obtenues
en modifiant les propriétés des fonctions f et g;. Le seul cas des problémes d’optimisation
linéaire & variables binaires, ou f et g; s’expriment de maniére linéaire et ol x est & valeurs 0
ou 1, permet de modéliser un grand nombre de problémes industriels tels que la planification
de taches, le routage de véhicules, la gestion de stocks, etc.

De maniére générale, la résolution de tels problémes constitue une tache difficile méme
pour des instances de taille moyenne®. En effet, le caractére discret des variables de décision
et la présence des contraintes a pour conséquence que, contrairement au domaine continu

des mathématiques, il n’existe pas d’équation générale de résolution pour une majorité de

'On considére qu’une instance est de petite taille en dessous de 30 contraintes / 100 variables, elle est
de taille moyenne entre 5 — 10 contraintes / 250 variables et 5 contraintes / 500 variables, sinon on parle
d’instance de grande taille
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ces problémes. Ainsi, dans la plupart des cas, le seul algorithme de résolution consiste a
énumérer chaque configuration du vecteur x, & vérifier qu’elle ne viole pas les contraintes,
a calculer la valeur correspondante de la fonction objective et & mémoriser celle qui a la
meilleure valeur. Un algorithme exhaustif de ce type est cependant limité & des instances
de petite taille car il requiert un temps de calcul exponentiel en fonction du nombre de
variables. Il existe de nombreuses techniques permettant d’éviter une énumération compléte
de I'espace de recherche et de réduire ainsi le temps de calcul nécessaire a la résolution
d’instances de taille moyenne; cependant, ces algorithmes d’énumération se heurtent en

général & une combinatoire en O(2"), n étant la dimension du vecteur z.

On compte deux classes principales de méthodes de résolution pour les problémes com-
binatoires de ce type : la premiére est constituée des méthodes dites exactes qui consistent
a trouver une solution optimale au probléme et la deuxiéme est constituée des méthodes
dites approchées ou heuristiques qui n’explorent qu’une partie de ’espace de recherche dans
le but de fournir la meilleure solution trouvée en un temps raisonnable. Dans ce dernier
cas, rien ne garantit que les ensembles de configurations omis par cette recherche partielle
ne contiennent pas une solution optimale, ce qui constitue le principal inconvénient de ces

méthodes.

La voie que nous explorons ici consiste & concevoir des méthodes exactes capables de gé-
nérer rapidement de bonnes solutions, c¢’est a dire de maniére comparable & une heuristique
reconnue performante sur le méme probléme. De telles méthodes assurent la convergence
vers 'optimum tout en ayant les avantages des heuristiques car méme si le processus est
arrété prématurément, il est possible d’obtenir une solution de qualité. Leur développe-
ment constitue cependant un challenge difficile car elles doivent étre capables d’éliminer
un maximum de configurations sous—optimales tout en favorisant 1’obtention de bonnes

solutions.

C’est dans cette optique que nous étudions Resolution search proposée par Chvatal en
1997. Cette méthode exacte, dédiée & la résolution de problémes d’optimisation linéaire
a variables binaires, présente un schéma d’exploration original qui intégre les concepts de
backtrackings intelligents [2, 45] issus de la programmation par contraintes et de l'intelli-
gence artificielle. L’ensemble de cette étude s’appuie sur la résolution du probléme du sac

a dos multidimensionnel en 0 1.

1.2 Probléme du sac & dos multidimensionnel en 0-1

Dans cette section, nous définissons le probléme et présentons une synthése des méthodes

de résolution existantes.



1.2. Probléme du sac a dos multidimensionnel en 0 1

1.2.1 Définition du probléme

Le probléme du sac & dos multidimensionnel en 0 1, noté 01MKP pour 0 1 Multidimen-
sional Knapsack Problem (ou MKP en abrégé), permet de modéliser une grande variété de
problémes dans lesquels il s’agit de maximiser un profit tout en ne disposant que de res-
sources limitées. Au regard du nombre de travaux dont il a fait 'objet, & la quantité de
problémes concrets qu’il permet de modéliser et au nombre de jeux de données disponibles,
nous pouvons considérer ce probléme comme un probléme de référence. Il peut étre modélisé

de la maniére suivante :
n
Maximiser E cjxj
Jj=1

n
sujet a Zaijiﬂj <b;, t=1,..,m,
J=1
x € {0,1}"

avec ¢; € N, b; € N et a;; € N. Le MKP correspond a un programme linéaire en nombres
entiers classique avec la particularité que la matrice des contraintes (matrice des coefficients
a;j) est composée de coefficients positifs et qu'il y a généralement peu de contraintes par
rapport au nombre de variables. On rencontre le MKP dans de nombreux domaines d’ap-
plication comme ’économie [48, 71, 49, 50|, la gestion de stocks [34], I'industrie [17, 66],
la gestion de chargements |5, 63| ou encore 'informatique répartie [32]. Les articles de Fré-
ville [27] et de Fréville et Hanafi [24]| présentent de nombreuses références a ce probléme.
Nous avons choisi de focaliser nos travaux sur ce probléme car il représente toujours un
challenge intéressant et il n’existe actuellement aucune approche permettant de résoudre

des instances de taille moyenne & l'optimalité.

1.2.2 Jeux de données

La difficulté d’une instance de MKP est liée au nombre de variables et de contraintes
qu’elle comporte mais également & la corrélation entre les profits c; et les poids a;; associés
aux objets [56]. De nombreuses instances peuvent étre trouvées sur le site de la OR-Library?.
On y trouve des instances classiques (Petersen [55]; Wiengartner et Ness [70]; Senyu et
Toyoda [62]; Shih [63] ; Fréville et Plateau [25]) et des instances plus récentes (Chu et Beas-
ley |4, 11]). Les instances classiques n’étant plus considérées comme difficiles aujourd’hui
[11, 39], nous nous intéressons ici aux instances plus récentes proposées par Chu et Beasley
qui sont devenues les instances de référence actuelles |67, 51, 6, 43, 68, 58, 73, 41, 72|. Ces
instances ont été produites suivant la procédure proposée par Fréville et Plateau [29]. Les
valeurs entiéres a;; ont été générées aléatoirement entre 0 et 1000 et les valeurs des membres

de droite on été générées en corrélation avec les a;; et sont telles que b; = O‘Z?:1 aj; ou

*http ://people.brunel.ac.uk/ mastjjb/jeb/orlib/mknapinfo.html
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a =1/4,1/2 et 3/4. Les coiits de la fonction objectif (¢;) sont générés en corrélation avec
les a;; et vérifient ¢; = 2211 a;j/m + 500d; ot d; est un nombre aléatoire compris entre 0
et 1. Le site de la OR-Library contient des instances avec n = 100, 250 et 500 variables et
m =5, 10 et 30 contraintes. Trente problémes ont été générés pour chaque (n,m) combi-
naison, donnant un total de 270 problémes. Afin d’alléger 1’écriture, on propose de nommer
chacune de ces instances « cbm.n r » ou m est le nombre de contraintes, n le nombre
de variables et r le numéro de l'instance. Pour nommer, par exemple, I’ensemble des 30
instances a 10 contraintes et 500 variables, on parle de I’ensemble ¢b10.500 et la deuxiéme
instance de cet ensemble sera notée cb10.500 2. Actuellement, les meilleures méthodes
exactes ainsi que le solveur CPLEX? parviennent a prouver optimum pour les ¢b5.100,
cb10.100, cb30.100, cb5.250 et cb5.500. Seulement 14 instances parmi les cb10.250 peuvent
étre résolues par CPLEX 9.2.

1.2.3 Meéthodes de résolution

La complexité du MKP a encouragé le développement de méthodes approchées pour
résoudre des instances ayant un grand nombre de variables. Ainsi, des métaheuristiques
comme les algorithmes génétiques [11], la recherche locale tabou [39, 67, 68] ont été em-
ployées pour résoudre les instances & 500 variables du jeux Chu et Beasley. Actuellement,
les meilleurs résultats connus sur ces instances ont été fournis par Vasquez et Vimont [68]
et Wilbaut et Hanafi [72]. Deux états de l'art sur les méthodes de résolution existantes ont
été proposeés par Freéville |27] et Wilbaut et al. [74].

Les premiéres méthodes exactes utilisaient principalement la programmation dynamique
[34, 70] mais ces méthodes ont une complexité spatiale trop importante qui les rend vite
inapplicables pour des instances de grande taille [38]. Les algorithmes plus récents utilisent
davantage le principe de I’énumeération implicite (décrit en section 2.1.3 du chapitre 2).
Cette méthode de résolution consiste & énumérer I'ensemble des configurations partielles
du vecteur x en attribuant successivement différentes valeurs aux variables x;. Chaque
configuration visitée est évaluée en calculant une borne supérieure du sous—probléme associé
aux variables non instanciées. Cette borne, qui peut étre calculée de différentes maniéres,
a pour but de réduire 1’espace de recherche en éliminant une partie des configurations du
vecteur x. Par exemple, Shih [63] propose de décomposer le probléme en m problémes de
sac & dos simple en prenant en compte une seule des contraintes & la fois. Son algorithme
est capable de résoudre des instances a 5 contraintes et 90 variables. Gavish et Pirkul
[33] ont proposé des calculs de bornes basés sur les relaxations lagrangiennes, surrogates
et composites. Leur algorithme présente de meilleurs résultats que celui de Shih [63], il
est capable de résoudre des instances & 300 variables et 3 contraintes et des instances a

100 variables et 5 contraintes. Osorio et al. [52] ont développé une approche utilisant des

3CPLEX est un logiciel de résolution de problémes d’optimisation édité par la société ILOG. II est
d’usage de comparer les performances des nouvelles méthodes de résolution avec celles de CPLEX pour
évaluer leur qualité.
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contraintes surrogates et des coupes logiques pour améliorer les performances de CPLEX.
Leur algorithme est capable de résoudre les instances ¢b10.100 et certaines instances cb5.250
du jeu Chu et Beasley en 3 heures de temps de calcul. Plus récemment, James et Nakagawa
[43] ont proposé une méthode utilisant la programmation dynamique pour générer des sous
problémes dans lesquels certaines variables ont été fixées & 1. Certains de ces sous—problémes
sont éliminés par des régles de dominance et les sous problémes restants sont résolus par
une énumeération implicite. Leur algorithme est parvenu a obtenir les valeurs optimales des
instances ¢b5.500 en un temps maximum de 7.79 heures. Ces valeurs optimales étaient alors
inconnues.

Il existe également différentes techniques permettant de réduire I’espace de recherche. 11
est possible, par exemple, de chercher un bon minorant* a 1’aide d’une heuristique perfor-
mante, de fixer certaines variables & leur valeur optimale [38, 26] ou encore de donner un

encadrement du nombre d’objets & 'optimum [28].

1.3 Vue générale de la thése

Dans le chapitre 2, nous présentons une énumération implicite pour résoudre le MKP.
Cet algorithme integre deux contraintes additionnelles afin de réduire la taille de Iespace
de recherche. La premiére contrainte prend en compte la borne fournie par la relaxation
continue, les cotits réduits des variables hors base et un minorant connu. Elle permet,
d’une part, de fixer certaines variables hors base a leur valeur optimale et, d’autre part,
de réduire I'espace de recherche. La deuxiéme contrainte fixe le nombre d’objets & une
valeur k entiére. La prise en compte de la contrainte 1-x = k dans le modéle réduit la
borne supérieure donnée par la relaxation continue, ce qui permet de réduire davantage
I’espace de recherche et d’augmenter le nombre de variables fixées par la contrainte des
cotits réduits. De plus, elle permet de générer d’autres contraintes utiles pour résoudre de
maniére efficace des sous—problémes ayant peu de variables. La politique de branchement de
cette énumeération implicite vise & explorer en priorité les affectations partielles susceptibles
de violer la contrainte sur les cotits réduits. L’objectif est de favoriser la réduction de ’espace
de recherche en explorant les configurations les moins « prometteuses » en priorité.

La méthode de résolution proposée utilise comme minorant de départ les solutions don-
nées par une heuristique de recherche locale performante (RL!% [67]). Elle permet ainsi de
résoudre des instances de taille moyenne dans un temps raisonnable. En effet, les preuves
d’optimalité manquantes des instances ¢b10.250 de Chu et Beasley sont obtenues et les
instances c¢b5.500 sont résolues en un temps plus rapide que CPLEX et que l'algorithme
de James et Nakagawa [43]. L’un des inconvénients majeurs de cette méthode est que sa
politique de branchement visant a élaguer les nceuds de l'arbre de recherche au plus tot la
rend inefficace si aucun minorant de départ ne lui est fourni.

Dans le chapitre 3, nous présentons les différentes composantes de Resolution search

“On appelle minorant la valeur d’une solution réalisable dans le cas d’un probléme de maximisation
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et détaillons son déroulement sur un exemple simple. Des premiéres expérimentations me-
nées sur des instances de MKP montrent U'intérét de cette approche. Sa structure offre
une souplesse dans I’exploration qui lui permet de trouver rapidement de bons minorants
(elle trouve de meilleurs minorants plus rapidement que l'heuristique de recherche locale
RL!®°") En contrepartie, elle met plus de temps que I’énumération implicite du chapitre 2
pour résoudre ’ensemble des instances testées lorsqu’un bon minorant de départ est connu.

Dans le chapitre 4, nous proposons un algorithme exact combinant Resolution search
avec une énumération implicite inspirée de celle du chapitre 2. Nous présentons certaines
contributions a Resolution search, & savoir (i) une version itérative de I’algorithme permet-
tant d’explorer pas a pas différents sous problémes de maniére a favoriser la diversification
de la recherche et (ii) I'intégration d’une nouvelle méthode d’identification des obstacles®
minimaux fondée sur des relations d’implication qui peuvent étre déduites entre les confi-
gurations partielles. Les expériences numériques réalisées démontrent les performances de
cette approche hybride. Elle résout 1’ensemble des instances cb5.250, ¢b10.250 et cb5.500 en
un temps plus rapide que les meilleures méthodes exactes sur ces instances et elle permet
de résoudre & 'optimum les instances cb10.500 dont les valeurs optimales étaient inconnues
jusqu’a présent. Nous étudions également les possibilités d’amélioration de cette approche.
Nous montrons par exemple qu’en resserrant la contrainte des cotits réduits, la réduction
de I’espace de recherche qui en résulte permet de trouver de meilleurs minorants plus rapi-
dement que les meilleures heuristiques connues sur les instances cb10.500.

Dans le chapitre 5, nous présentons une application de Resolution search a la résolution
d’un probléme industriel issu du sujet du challenge de la Société Francaise de Recherche
Opérationnelle et d’Aide a la Décision (ROADEF). Le sujet porte sur la planification de
techniciens et d’interventions dans le domaine des télécommunications. Le probléme est
baptisé TIST pour Technicians and Interventions Scheduling for Telecommunications. Nous
introduisons d’abord un algorithme de résolution fondé sur la métaheuristique GRASP pour
la résolution approchée du TIST. Cet algorithme nous a permis d’étre classé premier dans
la catégorie junior et quatriéme au classement général sur 17 équipes participantes. Dans
une deuxiéme partie nous montrons qu’il est possible d’améliorer la performance globale de
notre algorithme en résolvant un sous—probléme du TIST par Resolution search.

Enfin, nous concluons ce mémoire et présentons des perspectives possibles a nos travaux

dans le chapitre 6.

% Affectation partielle responsable d’un échec (voir chapitre 3).



Chapitre 2

Enumération implicite pour le

sac a dos multidimensionnel en 01

Dans ce chapitre, nous présentons une énumeération implicite pour résoudre le MKP.
Cet algorithme est centré sur une analyse des cotlits réduits a 'optimum de la relaxation
continue du probléme. Deux contraintes additionnelles sont intégrées au modeéle original
afin de réduire la taille de ’espace de recherche. La premiére contrainte prend en compte
la borne fournie par la relaxation continue, les cotits réduits des variables hors base et un
minorant connu. Elle permet, d’une part, de fixer certaines variables hors base a leur valeur
optimale et, d’autre part, d’éliminer certaines configurations partielles du vecteur z. La
deuxiéme contrainte fixe le nombre d’objets & une valeur k entiére. Cette contrainte est
issue d’une décomposition de I'espace de recherche en hyperplans (1-x = k, k € N) obtenue
en utilisant un minorant calculé par une heuristique de recherche locale performante. La
prise en compte de cette contrainte améne une diminution de la borne supérieure donnée
par la relaxation continue du probléme, ce qui permet de réduire davantage l’espace de
recherche et d’augmenter le nombre de variables fixées par la contrainte des cotits réduits.
De plus, elle permet de générer d’autres contraintes utiles pour résoudre de maniére efficace
des sous—problémes ayant peu de variables. Contrairement & des méthodes plus classiques,
la politique de branchement de cette énumération implicite vise & explorer en priorité les
affectations partielles susceptibles de violer la contrainte sur les cotits réduits. Cette stra-
tégie favorise I’élimination d’un maximum de configurations du vecteur x au plus tot mais
présente l'inconvénient de rendre la méthode dépendante de la qualité du minorant de dé-
part. En termes de résultats numériques, cet algorithme résout les instances cb5.500 et
cb10.250 du jeu Chu et Beasley de la OR-Library. La majorité des valeurs optimales des
instances cb10.250 étaient inconnues jusqu’a présent. Le travail présenté dans ce chapitre a

fait 1'objet d’une publication |69].



CHAPITRE 2. ENUMERATION IMPLICITE POUR LE
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2.1 Backtracking et énumération implicite

Dans cette section, nous introduisons le principe de 'énumération implicite, ainsi que

quelques notations et définitions utiles pour le reste du mémoire.

2.1.1 Enumération exhaustive

Considérons le probléme linéaire & variables binaires P suivant :

(P) Maximiser f(zx)
sujet & gi(x) <b;,, i=1,..,m,
x € {0,1}",

avec f et g; des fonctions linéaires positives (f(x) > 0 et g;(x) > 0 pour i = 1,...,m quel

>
> 0 pour ¢ = 1,..,m). L’énumération

que soit ) et b; des valeurs entiéres positives (b;
exhaustive est la méthode la plus intuitive pour résoudre un tel probléme combinatoire.
Elle consiste a énumérer toutes les solutions, & les évaluer et & conserver celle donnant
la meilleure valeur objective. On considére des affectations partielles u € {0,1,*}" des
variables de décisions z1, ..., x, telles que : u; = 1 si z; est instanciée a 1, u; = 0 si x; est
instanciée a 0 et u; = * si x; n’est pas instanciée (on dit alors que x; est libre). Le probléme

P peut étre résolu par l’algorithme d’énumération 2.1.

Algorithme 2.1  Enumeération exhaustive

enumeration_exhaustive(u,BI)

{
if(ue {0,1}™) {
for(i=1,...,m)
if (g;(u) > b;) return;
if (f(u) > BI) BI = f(u);
return ;
}
choisir un indice j tel que u; = *;
for(p=1,2) {
Uj :¢p§
enumeration_exhaustive(u,BI) ;
}
}

Cet algorithme prend en arguments un minorant BI (correspondant a la valeur d’une
solution réalisable) et une affectation partielle u. Initialement, BI= 0 et u = (x, *,...,%). On
définit ¢ le vecteur correspondant & 'ordre des valeurs choisies pour instancier les variables,
on parle alors de politique d’affectation. Par exemple, ¢ = (1,0) correspond & instancier

d’abord les variables a la valeur 1 puis a la valeur 0. Lorsque toutes les variables sont



2.1. Backtracking et énumération implicite

instanciées, la solution correspondante est évaluée. Si cette solution est réalisable et si sa
valeur objective est supérieure & la meilleure valeur connue, le minorant BI est mis a jour.
A la fin de la procédure, BI correspond & la valeur optimale de P.

Le processus de recherche revient alors & construire un arbre appelé arbre de recherche
ou chaque neeud de arbre est une affectation partielle. Tous les noeuds u™ tels que uj = uj
V uj # x sont appelés nceuds descendants de u, on dit également que u™ est une extension

de u.

2.1.2 Backtracking

L’énumération exhaustive est loin d’étre la méthode la plus performante car elle explore
les 2"t! — 1 nceuds de I'arbre de recherche. L'un de ses plus grands inconvénients est
qu’elle ne vérifie la validité des contraintes qu'une fois toutes les variables instanciées. Le
backtracking permet de mieux controler le processus d’exploration en identifiant plus tot
les affectations partielles qui ne satisfont pas les contraintes du probléme; on parle alors

d’élagage de I'arbre de recherche. Considérons, par exemple le probléme de sac a dos suivant :

(P") Maximiser T + T
sujet a a1 + a2 <1, (2.1)
xz € {0,1}",

et sa résolution par l'algorithme 2.1 en choisissant & chaque nceud le plus petit indice
J tel que u; = * et en considérant la politique d’affectation ¢ = (1,0). La contrainte 2.1
rend l'affectation partielle (1,1, x, ..., %) irréalisable; cependant le processus d’énumération

2"=2 combinaisons des variables x, ..., z,, avant de remettre en cause

exhaustive explore les
I’affectation de xo. Ce type de « pathologie » dans laquelle I’algorithme de recherche échoue
de maniére répétée pour les mémes raisons est appelé trashing. Le backtracking |7, 10|, défini
par ’algorithme 2.2, a pour vocation de répondre en partie & ce probléme. Il consiste & véri-
fier, & chaque noeud, la consistance de ’affectation partielle courante avec les contraintes du
probléme. L’unique différence entre le backtracking et I’énumeération exhaustive est ’endroit
ou la vérification des contraintes est réalisée. Dans le cas ot une violation de contrainte est
identifiée, le backtracking change immédiatement la valeur de la derniére variable instanciée
et continue le processus de recherche en considérant cette nouvelle valeur. Cette procédure
permet de limiter le trashing et de réduire le nombre de nceuds visités. Par exemple, dans
le cas de la résolution de P’ lors de l'identification de 'inconsistance de (1,1, x, ..., %), la
procédure fait un retour en arriére et visite directement la configuration (1,0, x,...,%) au

lieu d’énumérer les 2"~! — 1 nceuds descendants de (1,1, %, ..., ).
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Algorithme 2.2  Backtracking

backtracking(u,BI)

{
for(i=1,...,m)
if (gi(u) > b;) return;
if (uw e {0,1}™) {
if (f(u) > BI) BI = f(u);
return;
}
choisir un indice j tel que Uj = % ;
for(p=1,2) {
Uj = d)p 5
backtracking(u,BI) ;

2.1.3 Enumération implicite

L’énumération implicite définie par ’algorithme 2.3 est une amélioration du back-
tracking. Elle intégre le calcul d'une borne supérieure & chaque nceud, ce qui lui per-
met de mieux élaguer I'arbre de recherche. Considérons une fonction d’évaluation oracle
(selon la terminologie de [14]) définie par oracle(u)= —oo si P(u) est irréalisable et

oracle(u)= v(P(u)) sinon, avec P(u) la relaxation continue du probléme P(u) telle que :

(P(u)) Max.  f(z) (P(u)) Max.  f(z)
s.a. gi(x) <b;, i=1,..,m, s.a. gi(z) <b, i=1,...,m,
T; = uj siuj # * Tj = uj siuj # *
x € {0,1}" x € [0,1]"

et v(P(u)) la valeur de la solution optimale de P(u). A chaque nceud, oracle(u) donne
une borne supérieure de P(u). Si oracle(u) < BI, cela signifie qu'aucune extension de u
ne ménera a une amélioration de la meilleure solution connue. Dans ce cas, la procédure
effectue un retour en arriére.

Dans la pratique, I'’énumération implicite (également appelée branch & bound [46]) est
I’'une des méthodes les plus couramment utilisées pour résoudre un probléme d’optimisation
a variables discrétes. Dans la plupart des cas, elle permet de réduire significativement le
nombre de nceuds de ’arbre de recherche par rapport a un algorithme de backtracking.
Nous présentons, dans ce chapitre, une méthode d’énumération implicite qui utilise cer-
taines contraintes additionnelles et des régles de branchement spécifiques qui permettent

d’améliorer ’algorithme standard pour la résolution du MKP.

10
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Algorithme 2.3 — Enumeération implicite

enumeration_implicite(u,BI)

{

borne = oracle(u);
if (borne < BI) return;
if (ue {0,11") {

BI = borne;

return ;

3
choisir un indice j tel que u; = *;
for(p=1,2) {

Uj = d)p 5

enumeration_implicite(u,BI) ;

2.2 Contrainte des coits réduits

L’utilisation des cotits réduits pour la fixation de variables et la réduction de ’espace de
recherche n’est pas nouvelle en programmation linéaire. Nous pouvons citer, entre autres, les
travaux de Saunders et Schinzinger [61], Balas et Martin [3], ceux de Fayard et Plateau [22]
et plus récemment ceux d’Oliva et al. [51]. Nous montrons qu’en utilisant les cotts réduits
a loptimum de la relaxation linéaire du probléme, nous pouvons générer une contrainte
basée sur la borne supérieure donnée par cet optimum et sur un minorant quelconque.
Cette contrainte permet de fixer certaines variables & leur valeur optimale et de réduire

I’espace de recherche.

2.2.1 Description

Considérons P le MKP suivant :

(P) Maximiser c-x
sujeta  A-x <b, (2.2)
z € {0,1}",

avec ¢ € N*, b € N™ et A € N™*" n étant le nombre de variables et m le nombre de
contraintes. On considére P la relaxation linéaire de P. La résolution de P par la méthode
du simplexe nécessite qu’il soit exprimé sous forme standard; l'inégalité (2.2) doit étre
transformée en égalité en introduisant des variables d’écart a valeurs positives ou nulles, ce

qui s’exprime de la facon suivante :

11
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(P) Maximiser c-x
sujet & A-z+ FE-s=0D,

x € [0,1]",s >0,

ou s est le vecteur des m variables d’écart et E la matrice des coefficients correspondante.
Soit (Z,3) la solution optimale de P et BS sa valeur. Soit (&) le vecteur des cotits réduits
correspondant aux variables (z,s) pour la solution de base (Z,35). Le programme linéaire P

peut également étre écrit de maniere équivalente comme suit :

(P) Maximiser BS+ Y &aj— > (1 —aj)+ Y s
JEN— JEN+ €M
5. . A-x+E-s=b,

x€10,1]",s >0,

oit A, S, b sont les valeurs correspondantes a la base associée 4 (Z,5). M est I'ensemble des
variables d’écart, N~ représente ’ensemble des variables hors base a leur borne inférieure
et NT I’ensemble des variables hors base a leur borne supérieure. Si nous connaissons un
minorant BI € N de P, alors chaque solution de valeur meilleure que BI doit satisfaire la

contrainte suivante :

{BSJ-F Z CjTj — Z Ej(l—xj)—i-ZﬂiSiZBI-l-l

JEN— JENT ieEM

=Y gri+ > g(l—x;)— > Wis; < [BS| —BI -1

jEN— JEN+ ieM

Dans notre cas, nous ne tenons pas compte des variables d’écart. A I'optimum, les variables
d’écart sont positives et leurs cotits réduits sont négatifs, la somme ZjeM u;8; est donc
toujours négative. Nous pouvons donc enlever le terme — ZjeM u;8; de I'inégalité ci—dessus.
De plus, nous savons qu’a l'optimalité du programme linéaire, les variables hors base de
cott réduit négatif sont égales a leur borne inférieure (¢; < 0 = z; € N7) et les variables
hors base de cotit réduit positif sont égales & leur borne supérieure (¢; > 0 = z; € N*).
Nous pouvons donc considérer les valeurs absolues des cotits réduits au lieu des cotits réduits
eux-mémes. Par ce procédé, nous obtenons une contrainte que 'on appelle contrainte des

cotits réduits :

> Iglei+ Y lel(1—x;) < [BS] —BI—1 (2.3)

JEN— JENT

12
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2.2.2 Fixation de variables

La contrainte des cotts réduits permet de fixer certaines variables hors base a leur valeur

optimale. Par la suite, on définit la valeur gap de la maniére suivante :
gap = |BS| —BI —1

Si nous isolons une variable x; hors base a 'optimum de P et considérons toutes les autres
variables hors base a leur borne, c’est—a—dire & 0 pour les variables de colt réduit négatif
et & 1 pour les variables de cotit réduit positif, la contrainte (2.3) permet de déduire les

relations suivantes :

.’i’j:l = LL’jZl—gjﬂ (24)
1]

gap

.’i’j:O = x]S’E—]’

(2.5)

ou Z; est la valeur de z; & 'optimum de Pet ¢; son coiit réduit. En utilisant les relations

(2.4) et (2.5), on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.1 Soit P la relazation continue du MKP P. Soient T la solution optimale
de P, BS sa valeur et ¢ les cotts réduits associés. Supposons que l’on connaisse un minorant

BI de P, alors pour toute variable x; hors base a l’optimum de P,

si |¢;| > gap alors x; doit étre fizée a T;.

Connaissant un minorant BI € N du probléme, toute variable ayant un cott réduit de
valeur absolue supérieure a gap est & T; dans toute solution x de valeur meilleure que BI.

Par exemple, considérons P* le MKP suivant :

(P*) Maximiser 15z7 + 10z + 8x3 + 8xy + Tuas
sujet a 5v1 + 2z + 10x3 + 1y + 325 < 10
201 + 1llzo 4+ 2z3 + 1024 + x5 < 11

r= (v1,72,23,24,25)7 € {0,1}°

La résolution de sa relaxation linéaire P® par ’algorithme du simplexe nous donne une

solution optimale Z telle que
z = (1,0.717,0.056,0, 1)
un vecteur de cotts réduits ¢ tel que
¢ = (10.21,0,0,—0.56,4.28)

13
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et la valeur optimale BS = 29.62. Supposons que l'on connaisse un minorant BI = 21 du

probléme, la contrainte des cotits réduits correspondante s’écrit
10.21(1 — 21) + 05624 +4.28(1 —x5) <7
si l'on choisit 4 = 0 et x5 = 1 (ce qui minimise le membre de gauche) on a
0.31 < x4
donc x1 doit étre fixé a sa valeur optimale Z; = 1 dans toute solution z telle que c-x > 21.

2.2.3 Réduction de I’espace de recherche

La réduction de I'espace de recherche consiste a détecter des instanciations partielles des
variables qui ne ménent pas & une amélioration de la meilleure solution connue (également
appelées nceuds terminaux). Dans l’exemple précédent, 'affectation de x1 & 0 ne méne
a aucune solution de valeur supérieure a 21. C’est & dire que toutes les extensions de
(0, %, %, %, x) comme (0,1, %,*,%) ou (0, *,0,*,*) sont a exclure de I’espace de recherche. Par

exemple, considérons PP le MKP suivant :

(P®) Maximiser 10x; + 1029 + 8x3 + 8xzy4 + Tas

sujet a  br;y + 222 + 10x3 4+ lzy + 35 < 10
2¢7, + 1laxe + 223 + 102y + 25 < 11
T = ($17x27x35$4;$5)T € {07 1}5
La résolution de PP nous donne un vecteur solution
z = (1,0.717,0.056,0, 1)
un vecteur de cotits réduits ¢ tel que
¢ =(5.21,0,0,—0.56,4.28)
et la valeur optimale BS = 24.62.
Supposons que ’on connaisse un minorant BI = 16, la contrainte des cotits réduits

s’écrit alors
5.21(1 — x1) 4+ 0.56z4 +4.28(1 —x5) <7

14
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Contrairement a ’exemple précédent, on ne peut fixer aucune variable directement par
la contrainte des cotits réduits car ¢; < gap pour j = 1,...,5. Cependant, on peut iden-
tifier certaines instanciations partielles qui ne satisfont pas cette contrainte. Par exemple,
I'instanciation u = (0, *, %, *,0) nous donne 0.56x4 < —2.49 or x4 doit étre positive donc
u viole la contrainte des coiits réduits et par conséquent, tout vecteur v tel que v; = u; si
uj # * (v étant alors une extension de u) méne a une solution c¢-a < 16 et doit étre exclu de
I’espace de recherche. On peut alors exprimer la contrainte des cofits réduits d’une maniére
différente. Soit Q(u) l'ensemble des indices des variables x; instanciées a 'opposé de leur
valeur optimale (1 - Z;) dans une instanciation partielle u, la somme des cotits réduits des
variables x; telles que j € Q(u) doit étre inférieure ou égale a gap. Ceci nous donne la

contrainte :

> ¢ < gap. (2.6)

JEQ(u)

Nous verrons que durant le processus d’énumération implicite, cette contrainte permet
de déterminer l'insatisfiabilité (relativement a la contrainte ¢ -z > BI) de certaines affecta-

tions partielles.

2.3 Décomposition par hyperplans

L’encadrement du nombre d’objets contenus dans une solution optimale a été étudié
par Glover |36] puis par Fréville et Plateau [28] et Vasquez et Hao [67]. Cela consiste a
trouver deux valeurs entiéres kpn €t kpmar telles que kpin < 1- 2% < kpge, % étant une
solution optimale du probléme et 1 le vecteur unitaire. Supposons que I'on connaisse un
minorant BI du probléme, alors k,,;, est Uentier le plus proche supérieur ou égal a la valeur
optimale du programme linéaire (P, . ) et kmnqq est le plus proche entier inférieur ou égal

4 la solution optimale du programme linéaire (P, ) tels que :

(Py,...) Minimiser 1.z (Py,,..) Maximiser 1-x
sujet a A-x<b sujet a A-x<b
c-x>BI+1 c-x>BI+1
x € [0,1]" xz € [0,1]™.

*

En effet, soit 27 . la valeur optimale du premier probleme et z;,,. la valeur optimale du

*
min
*

mazx

second probléme. Si nous prenons moins de [z* . ] objets alors la contrainte ¢-x > BI + 1

n’est pas satisfaite et si nous prenons plus de |z}, .| objets, 'une au moins des contraintes

A - x < bn’est plus vérifiée.
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Considérons a présent le probléme P (k) qui correspond au probléme P avec la contrainte

additionnelle 1-x = k € N, définissant un hyperplan :

(P(k)) Maximiser c-x
sujet & A-x <b,
l-z=k keN, (2.7)
z € {0,1}".

Connaissant un minorant de P, il est possible de résoudre ce probléme en résolvant
indépendamment chaque probléme P(k). En effet, soit E={z | A-z < b,z € {0,1}"}
’espace des solutions admissibles de P et Ey = {z | A-z <b,c-x >BI, 1.2 = k,x € {0,1}"}
Iespace des solutions admissibles de P(k). Considérons E' = {z | A-x <b,c-z >BIl,z €
{0,1}"} I'ensemble des solutions améliorant le minorant BI, on a alors

E =E;

U---UEg, .. et E; ﬂ"'ﬁEkmaz:(Z)

min min

L’ensemble {Ej .., Eg, .. } constitue une partition de E’, on a donc

min? *

v(P) = max{v(P(k)) | kmin <k < kmaz}-

Un intérét de cette décomposition est que l'ajout de la contrainte 1-z = k € N au

modele original permet d’obtenir une borne supérieure v(P(k)) généralement plus serrée
que la borne supérieure donnée par v(P). Cette diminution de la borne supérieure contribue
a renforcer la fixation de variables et la réduction de I'espace de recherche induits par la
contrainte des cotts réduits. Nous avons expérimenté I'influence cette décomposition sur
une instance de MKP a 10 contraintes et 500 variables'. Pour cette instance, la résolution
de la relaxation continue donne une borne supérieure de 304555.03 ce qui permet de fixer
30 variables par la contrainte des cotits réduits. Le tableau 2.1 expose les bornes supérieures
et le nombre de variables fixées pour chaque hyperplan (colonne # variables fixées) dans le
cas de la décomposition. Le minorant BI = 304214 est donné par un algorithme glouton qui
cherche a affecter z; = 1 pour un nombre maximum d’objets j avec la plus grande valeur
Z; dans une solution optimale donnée par la relaxation continue de P.

La premieére étape de ’algorithme consiste & partitioner ’espace de recherche en hyper-
plans en utilisant un minorant de départ (donné par 'heuristique de Vasquez et Hao [67])
puis & résoudre un & un les problémes P(k) correspondants. Durant I'exploration, le mino-
rant est mis a jour si une meilleure solution réalisable est trouvée. L’ordre d’exploration des
hyperplans est alors important car il influence I’amélioration du minorant. Partant de ’hy-

potheése qu'un hyperplan k ayant une grande valeur associée v(P(k)) est plus « prometteur »

qu'un hyperplan k" de valeur v(P (k")) plus faible, on propose d’explorer les hyperplans dans

'Cette expérience a été réalisée sur 'instance ¢b10.500 20 de la OR-Library (cf. chapitre 1).
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TAB. 2.1 Bornes supérieures et fixation de variables induite par 1.x = k

hyperplan borne sup. # variables fixées
l.x =379 304553.62 30
l.x =377 304516.12 67
l.x =380 304539.29 43
l.x =376 304427.94 173
l.x =381 304502.74 88
l.x =375 304313.84 302
l.x =382 304425.70 168
l.x =383 304312.81 314

l'ordre décroissant des valeurs v(P(k)) correspondantes. Bien que ce choix ne soit pas opti-
mal, il s’avére expérimentalement intéressant comparé a d’autres heuristiques. Nous verrons
en section 2.4 que la contrainte 1-x = k permet également de résoudre efficacement des

sous problémes de petite taille par un algorithme de backtracking.

2.4 Procédure d’énumération implicite

Dans cette section, nous présentons I’évaluation des affectations partielles et la stratégie
de branchement de notre énumération implicite. Nous détaillons ensuite un algorithme
spécifique de propagation qui permet d’élargir la prise en compte des couts réduits aux
parents du nceud courant. Nous exposons enfin l'algorithme de backtracking dédié a la

résolution de sous problémes de petite taille.

2.4.1 Evaluation des affectations partielles

Une affectation partielle u est composée d’un sous ensemble F'(u) des indices des va-
riables fixées & 0 ou 1 et d’un sous ensemble L(u) des indices des variables libres. F'(u) est
partitionné en deux sous—ensembles Fy(u) et Fj(u) contenant respectivement les indices des
variables fixées & 0 et ceux des variables fixées & 1. Par exemple, une affectation partielle

pourrait étre la suivante :

Fo(u)  L(w) Fi(u)
u:(070707*7*7*717171)

L’évaluation de u consiste & résoudre un sous probléme ot les variables de décision sont
les variables libres. En prenant en compte les variables fixées & 0 ou 1 dans l'affectation
partielle et en considérant I’hyperplan k& que nous sommes en train d’explorer, le sous

probléme P(k,u) est établi de la maniére suivante :
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n
(P(k,u)) Maximiser cha:j (2.8)
j=1
n
sujet a Zaz‘jiﬂj < b;, i=1,...,m, (2.9)
j=1

> x =k, (2.10)
j=1

Tj = U sl uj # *, (2.11)
z; €{0,1} j=1,..n. (2.12)

On peut donc définir la fonction d’évaluation oracle(k,u) de la maniére suivante :

—00 si P(k,u) est irréalisable

oracle(k,u) = ~
v(P(k,u)) sinon.

Par la suite, on note BS(u) = oracle(k,u) la borne supérieure a un nceud u donné.

2.4.2 Stratégie de branchement

A chaque nceud de I’arbre, la résolution du probléme P(k, u) lors de 'appel de la fonction
oracle nous donne la borne supérieure BS(u) et 'information nécessaire a la génération de
la contrainte des coiits réduits : le membre de gauche est donné par la solution optimale z“
sur les variables libres de u et les cotits réduits associés ¢* tandis que le membre de droite
est donné par la différence entre la borne supérieure v(P(k,u)) et le minorant BI connu.
Les variables x;, j € L(u) sont ensuite triées par ordre décroissant de valeur absolue de
colt réduit de maniére & brancher en priorité sur des variables hors base & fort cotit réduit.
Par la suite, on définit gap(u) = |BS(u)| —BI — 1. Les variables ; hors base de cotit réduit
%] > gap(u) sont alors fixées a leur valeur optimale (cf. proposition 2.1) ce qui nous donne

la régle de fixation suivante :

Régle de fixation 1 A un neud v donné, pour chaque variable xj, j € L(u) hors base a

Uoptimum de P(k,u), si %] > gap(u) : fizer z; a la valeur 3.

Le branchement est ensuite réalisé sur la variable libre z. de plus fort cotit réduit en
la fixant a I'opposé de sa valeur optimale (1 — Z¥) ce qui constitue le premier nceud fils
u'. Une fois le probleme P(k,u’) résolu, le branchement est fait en instanciant u. = z¥ et
en fixant la prochaine variable libre hors base de plus fort coiit réduit . a I'opposé de sa
valeur optimale, ce qui constitue le deuxiéme nceud fils u”. Ce processus est réitéré jusqu’a
ce que le nombre de variables libres soit inférieur ou égal & un parameétre taille spb. Le
sous probléme résiduel est résolu alors par un algorithme spécifique détaillé en section 2.4.4

que l’'on note dfs. Puisque les branchements ne prennent pas en compte les variables de
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base, taille spb doit étre supérieur ou égal au nombre de contraintes (m + 1). Ce principe
d’énumération est décrit par 'algorithme 2.4 : la fonction enumeration prend en arguments

une affectation partielle u, une valeur £ € N et un minorant BI.

Algorithme 2.4  Algorithme d’énumération
enumeration(u,k,BI) {
if (|L(w)| < taille_spb) {
résoudre P(u) par dfs;

mettre BI & jour si une meilleure solution est trouvée par dfs;

}

BS(u) = oracle(k,u) ;

if (BS(u)< BI) return;

gap(u) = |BS(u)] —BI - 1;

poser nhb = nombre de variables hors base;

trier les variables par ordre décroissant des |E}‘|;
Jp=1;
while(|c] | > gap(u)) jp++;
for (i = jp,...,nhb) {
up=1-2x;
for(j=1,...,i = 1) u; =% ;
enumeration(u,k,BI) ;

}
for(i =1,...,nhb) u;, =z} ;

enumeration(u,k,BI) ;

Par exemple, supposons que u = (0,1, %, %, *,%,%) et z% = (0,1,0,1,0,0.6,0.4) soit la
solution optimale de P(k,u), x4 et x5 étant les variables de base. Supposons que les variables
soient triées par ordre décroissant de valeur absolue des coftits réduits. Les nceuds générés

sont alors les suivants :

(071717 *7*7 *7*) (07170707 *7*7 *) (071707 17 17 *7*) (071707 1707*7 *)
Proposition 2.2 La résolution d’une instance de MKP par l'algorithme 2.4 est compléte.

Preuve Nous pouvons vérifier par un raisonnement par récurrence que ce type d’explora-
tion est exhaustif. On pose a; = Z; et @; = 1 —T; et p = n — taille_spb. La résolution
d’une instance de MKP par I’algorithme 2.4 revient & résoudre un ensemble EP de p + 1

sous—problémes tel que :
EP ={P(ay,*,..,%), Plai, g, *,..,%), ... P(a1, .., ap_1,ap, %, .., %), P(a1, .., ap_1,0p, %, .., %) }

Nous allons montrer par récurrence que la résolution des p+41 sous problémes de ’ensemble

EP implique la résolution du probléme initial P(x, %, ..., %) quel que soit p < n — (m + 1).
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La propriété est trivialement vraie au rang p = 1, montrons qu’elle est vraie au rang p = 2.

Considérons Iensemble E? suivant :
E? = {P(Q1,%,....,x), P(aq, ag, %, ..., %), P(a1, a9, *, ..., %) }

La résolution de P(aq, g, *, ..., %) et P(aq, ag, *, ..., *) par 'algorithme dfs résout P(aq, *, *, ...
et la résolution de P(ay, *, %, ..., %) et P(ay, *, x, ..., %) résout P(x,x,x*,...,x), donc I’énumé-

ration est bien compléte et la propriété est vraie au rang 2 (cf. figure 2.4.2).

Fic. 2.1 TIllustration de ’algorithme de branchement pour p = 2

(%)} Qa2

Supposons que la propriété soit vraie au rang p, c’est—a—dire que la résolution des
sous problémes de 'ensemble EP implique la résolution du probléme initial P(x,*, x, ..., %).

L’ensemble EP1! est défini de la maniére suivante :

Eptl — (Ep—{P(al, e Qpy %, *)}) U{P(a, .., Qp, Qpt1s %, ..y %), P(ay, .., Qp, Qlpg1, %, .oy *)

La résolution de P(ay, ..., ap, Gpi1, *,...%) et P(ai, ..., ap, api1, *,...%) par I'algorithme
dfs résout P(aq,...,ap, %, ...,x), donc EPtl = EP. Par hypothése, la résolution de tous
les sous—problémes de EP implique la résolution du probléme initial P(x,x,..,*) donc la

propriété est vraie au rang p + 1. [

Aprés avoir fixé la variable de plus fort cotit réduit a sa valeur opposée, on constate
qu’il est possible de fixer des variables supplémentaires. Comme expliqué en section 2.2,
la contrainte 2.6, nous dit que la somme des cotits réduits des variables hors base fixées a
lopposé de leur valeur optimale doit étre inférieure ou égale a la différence gap(u). Cette
valeur gap(u) peut donc étre vue comme une « quantité » de cott réduit disponible qui est
consommeée & chaque fois qu'une variable est fixée a sa valeur opposée (1 — :iy) A chaque
branchement, une variable hors base est fixée a sa valeur opposée et la valeur gap(u) est

réduite du cout réduit |¢;| correspondant. Si gap(u) < 0, la contrainte 2.6 est violée donc

u

P(k,u) est irréalisable. Toute affectation partielle réalisable u doit donc satisfaire u; = T

pour z; hors base et |¢;| > gap(u).
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Reégle de fixation 2 Supposons que l’on fize x; € L(u), hors base a loptimum de P(k,u),
a la valeur 1-%. Pour chaque variable hors base x;, tel que i € L(u) et i # j, si |¢}|+|c}'| >

gap(u), fier z; a la valeur T}

Cette regle de fixation supplémentaire (illustrée dans I’algorithme 2.8) permet de fixer
davantage de variables hors base & chaque nceud.

Cette politique de branchement visant & fixer les variables hors base de fort cott réduit
a l'opposé de leur valeur optimale est assez spécifique car elle oriente la recherche vers des
zones de ’espace qui ne sont a priori pas favorables a I'obtention de « bonnes » solutions.
En fixant les variables hors base a 'opposé de leur valeur optimale, nous aurons en effet
davantage de chances de violer la contrainte des cotits réduits et donc de visiter une affec-
tation partielle irréalisable. Dans la plupart des procédures par séparation et évaluation, le
branchement se fait dans I'idée de chercher les zones « propices » de 'arbre de recherche.
Or, dans notre cas, I'idée est au contraire, de chercher I’échec pour couper un maximum
de neeuds au plus tot. Nous verrons (cf section 2.6) que cette stratégie permet de résoudre
des instances difficiles de MKP, mais que son efficacité est conditionnée par la connaissance

d’un bon minorant de départ.

2.4.3 Propagation de la contrainte des cotits réduits

Lors de ’exploration d’un hyperplan 1-x = k, toute affectation partielle uw doit satisfaire
la contrainte des cotits réduits donnée par la résolution du probléme P(k,u) et le minorant
BI connu. Nous proposons d’étendre cette vérification aux contraintes des cotits réduits
générées par la résolution des problémes P(k,u') associés aux nceuds parents u' de u. En
effet, & une profondeur ¢ de l'arbre de recherche, l'affectation partielle u doit satisfaire
la contrainte des coiits réduits courante mais également toutes les contraintes générées
aux nceuds parents de profondeur ¢ < t. On propose donc, a chaque nceud, de propager
I'instanciation des variables dans u aux contraintes des nceuds parents et de vérifier la
validité de celles-ci. Si une de ces contraintes est violée, 'affectation partielle courante est
irréalisable et elle est exclue de I'espace de recherche.

Durant I’exploration, chaque fois qu’une contrainte sur les cotits réduits est générée, les
valeurs optimales, les cotits réduits et la valeur gap correspondants sont mémorisés. Si & un
nceud courant u, une variable x; est instanciée a une valeur v et que cette méme variable

;/

3 2 3 / . .
décrémentée de la valeur € correspondante. Si gap < 0 pour une des contraintes des nceuds

parents de u, alors u est considéré comme irréalisable et la procédure effectue un retour

a une valeur optimale Z% = 1 — v a un nceud parent u’ de u, la valeur gap associée a u’ est

en arriére. Cette méthode permet de propager implicitement les cotits réduits sans ajouter
explicitement de nouvelles contraintes au modéle. Nous considérons effectivement une seule
contrainte qui est appliquée a chaque nceud (sous—probléme) de 'arbre et la propagation

est effectuée en mettant simplement a jour la valeur gap du noeud courant & la racine.
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Les algorithmes 2.7 et 2.8 illustrent cette propagation des cotits réduits effectuée a
chaque neeud de l'arbre de recherche. Les données gap, cr et vo correspondent a des tableaux
de valeur tels que gap[t] = gap(u), cr[t] =" et vo[t] = Z* au nceud u de profondeur ¢
de I’arbre.

2.4.4 Algorithme de backtracking pour la résolution de sous—problémes
de petite taille

Lorsque le nombre de variables libres est inférieur a taille spb, le sous probléme résiduel
est résolu par un algorithme de backtracking. Cet algorithme est limité & des problémes de
petite taille car il énumeére les configurations de maniére « brutale » sans résoudre P(k,u)
a chaque nceud. En contrepartie, la contrainte 1-x = k, k € N permet de générer des
contraintes additionnelles utiles pour couper certaines noeuds de I'arbre de recherche.

Lors de la résolution du probléme P(k,u), & un nceud u donné, La contrainte 1 -z =k
impose de choisir k — |Fj(u)| variables a fixer & 1 parmi les variables libres. La somme des

— | F (u)] variables libres de plus grand coiit ¢; est donc une borne supérieure du probléme
réduit aux variables libres de u. Par conséquent, si la somme des cotits des variables fixées
a 1 dans u plus cette borne supérieure est inférieure au minorant BI, alors P(k,u) est
irréalisable selon la contrainte ¢ -z > BI. On définit w,(j) 'ordre des variables x; € L(u)

par valeur décroissante de cotlit c¢;, cette contrainte s’écrit :

k—|F1(u

> c]+ Z ) > BI (2.13)

JEF1(u

Par un méme raisonnement, on peut déterminer une inégalité pour chaque contrainte de
sac & dos. Si la somme des k — |Fj(u)| variables libres de plus faible consommation a;; plus
la somme des consommations des variables fixées & 1 est supérieure a la capacité b;, alors
P(k,u) est irréalisable selon la i®™® contrainte de sac a dos. Si on définit w;(j) l'ordre des

variables ; € L(u) par valeur croissante de consommation a;j, cette contrainte s’écrit :

k—|F1(u)]

> ay+ Z ii () < bi, i=1,..,m (2.14)

JEF1(u)

On définit les fonctions bornec(u, k) = 3 icp ) ¢ + Ek [ (w)] Cou(y) €t Dorney(u,i, k) =
Z]EFl(u a;j + Z IFl(u)‘ Qi (j) Pour @ = 1,...,m quels que soient u et k. Notons qu'il est
possible de pré Calculer ces valeurs pour toute combinaison du nombre de variables libres et
du nombre de variables a fixer a 1 dans le sous—probléme. L’algorithme 2.5 décrit la méthode
d’énumération proposée. Cet algorithme prend en paramétres : Iaffectation partielle u, le
tableau idx des indices absolus des variables libres de u, le vecteur b, 'hyperplan courant
1-x = k, la profondeur ¢ dans l'arbre de recherche (initialement ¢t = 0), la somme des cofits

des variables fixées a 1 dans u (notée total et initialisée a 0) et un minorant BI.
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L’expérimentation nous a montré que cet algorithme n’est plus efficace pour des pro-
blémes de taille n > 20. Par conséquent, la valeur du paramétre taille spb doit respecter
I'inégalité :

m+ 1 < taille spb < 20.

Cette méthode de résolution est donc spécifiquement dédiée & la résolution de problémes de
MKP ayant moins de m = 19 contraintes. Il est possible de résoudre des problémes ayant
plus de contraintes en permettant le branchement sur des variables de base mais, dans ce
cas, la méthode pert de son efficacité. Par exemple, les instances ¢b30.100 sont résolues
en un temps comparable a celui de CPLEX alors que les instances c¢b10.100 et cb5.100
sont résolues plus rapidement. Dans la section 2.6.2, nous présentons une application de

I’algorithme & la résolution des instances cb30.250 et cb30.500.

Algorithme 2.5 — Algorithme de backtracking pour des problémes de petite taille

dfs(u,idx,b,k,t,total ,BI) {

if (borne.(u, k) < BI) return;

for(i=1,...,m)
if (borney(u,i,k) > b;) return;

if(|F(u)| == k) {
if(total > BI) BI = total;
return;

}

if (|F(u)| == n) return;

if(k - [Fi(w)] < n - |Fu)]) {
Usaxrtl = 03
dfs(u,idx,b,k,t+ 1,total ,BI) ;

}
p =idx[t] ;
up, = 1;

for(i=1,...m) {
b, = by —aip ;
if (b, < 0) return;
}
dfs(u,idx,b,k,t+ 1,total + ¢, ,BI) ;

2.5 Algorithme général

Nous présentons 'algorithme global de résolution du MKP. L’algorithme 2.6 est le pro-
gramme principal de résolution, il consiste a calculer les valeurs k;,;, et kpmqz & partir d’'un
minorant de départ et a exécuter I’énumération implicite sur chaque sous probléme P(k)

pour k € {kmin, -, kmaz } dans 'ordre décroissant des valeurs v(P(k)) correspondantes.
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L’énumération implicite est décrite par les algorithmes 2.8, 2.7 et 2.5. L’algorithme 2.7
constitue un programme auxiliaire qui consiste & créer le sous probléme & chaque nceud
ainsi qu’a propager les colts réduits aux noeuds parents. L’algorithme 2.8 décrit les dif-
férentes régles de branchement effectuées a chaque nceud en fonction des cotits réduits a
I'optimum de la relaxation continue du sous—probléme ainsi que 1’appel récursif de 1’algo-

rithme 2.7. L’algorithme de backtracking est décrit par l'algorithme 2.5.

Algorithme 2.6 — Programme principal

resoudre_MKP (BI) {
kmin = V(Pemin) 5 kmaz = v(Prmaz) 3
é(k) = ordre de k suivant les valeurs v(P(k)) décroissantes;
for(k = kmins---skmaz) {
K= o(k) s
w = (%%, ., %) 3

enumeration_implicite(u,b,k’,0,BI,gap,cr,vo) ;

Algorithme 2.7 — Programme auxiliaire

programme_auxiliaire(u,b,k,t,BI,gap,cr,vo) {
// Création du sous-probléme
b = mise & jour des consommations b en fonction de u ;
idr = indices absolus des variables libres de u ;
total = somme des cofits c; tels que u; = 1;
// Propagation de la contrainte des cofits réduits aux neuds parents
for(l = t,...,0) gap_[l] = gapli];
for(y = 1,...,n)
for(l =t¢,...,0)
if(u; == 1 - voll1){
gap_ll]l = gap_[l] - crli];
if(gap_[l] < 0) return;
}

enumeration_implicite(u,b,k,t+ 1,BI,gap_,cr,vo)
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Algorithme 2.8 — Algorithme d’énumeération

enumeration_implicite(u,b,k,t,BI,gap,cr,vo){

// Résolution du sous-probléme par le backtracking

if (|L(w)| < 20) {
définir idx le tableau des indices des variables libres de u;
dfs(u,idx,b,k,0,0,BI) ;

}

// Calcul de la borne supérieure et mémorisation de la contrainte des cofits réduits

BS(u) = oracle(k,u) ;

if(BS(u) < BI) return;

else if (|Fi(u)| == k) {BI = BS(u) ;return;}

gap(u) = |BS(u)] —BI —1;

vol[t] = z%; crlt] = ¢*; gaplt]l = gap(u);

//Création des problémes fils

nhb = nombre de variables hors base;

trier les variables par ordre décroissant des |E}‘|;

Jp=1;

while(|c] | > gap(u)) jp++;

for (i = jp,...,nhb) {

up=1-2x7;
for(j=1,...,i = 1) u; =% ;
for(j =i+ 1,...,nhd)

it (ley] + |¢f] > gap(u)) u; =z

u .

j 3
programme_auxiliaire(u,b,k,t,BI,gap,cr,vo) ;

}

for(i =1,...,nhb) u; =T} ;

programme_auxiliaire(u,b,k,t,BI,gap,cr,vo) ;
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2.6 Reésultats expérimentaux

Les tests expérimentaux ont été réalisés sur les instances du jeu Chu et Beasley de la

OR-Library présentées dans le chapitre 1.

2.6.1 Preuves d’optimalité

Notre algorithme a été exécuté sur un P4 cadencé a 3.2 GHz avec 1 GB de RAM. Nos
résultats sont comparés a ceux produit par le solveur CPLEX 9.2. Nous rappelons que le nom
complet de chaque instance est cbm.n_r ot m est le nombre de contraintes, n le nombre de
variables et r le numéro de 'instance. Les tableaux 2.2, 2.3 et 3.6 détaillent respectivement
les résultats obtenus sur les instances cb5.250, c¢b10.250 et ¢b5.500. La description des
données par colonne est :

instance : le nom de l'instance.

BI : le minorant obtenu avec l'algorithme de recherche locale de Vasquez et Hao [67]
pour cette instance.
t* : le temps de calcul en secondes nécessaire & ’algorithme de Vasquez et Hao pour
trouver le minorant BI.
2°Pt : 1a solution optimale prouvée par notre algorithme.
— kP! : e nombre d’objets dans la solution optimale.
dif f : écart entre le minorant et la solution optimale (z°P* — BI).
— t°Pt : e temps requis en secondes par l’énumération implicite pour trouver la solution
optimale (sans prendre en compte le calcul du minorant ¢*).
ttotal - Je temps total en secondes requis par notre algorithme (t* + t°Pt).
t¢P? : le temps requis en secondes par CPLEX 9.2 pour résoudre I'instance ou ERROR
si un dépassement mémoire a eu lieu.

De nouvelles preuves d’optimalité ont été obtenues pour les instances & 10 contraintes et
250 variables (cf. tableau 2.3). Ces solutions étaient inconnues auparavant. CPLEX résout
47% des instances en moins de 4 heures, alors que I’énumération implicite proposée parvient
a en résoudre 87% dans le méme temps. La totalité des instances ¢b5.500 a été résolue en un
temps inférieur & CPLEX et I'algorithme de James et Nakagawa [43] (qui ont été les premiers
a publier les valeurs optimales de ces instances). Un des avantages de 'approche est qu’elle a
permis d’effectuer de trés longs calculs (par exemple 24 heures pour 'instance ¢b10.250 _7)
sans excéder la consommation de mémoire alors que CPLEX dépasse la capacité de mémoire
aprés 4 heures. Notons que 1’algorithme proposé est facilement parallélisable. Il est en effet
possible d’explorer parallélement chaque probléme P(k) avec k € {kmin, - - - kmaz }, c€ qui
permettrait de réduire le temps de calcul global. L’inconvénient principal de cette méthode
de résolution est qu’elle est inopérante si aucun minorant de départ ne lui est fourni. A
titre d’exemple, la résolution de I'instance cb5.100 0 requiert environ 100 secondes si aucun

minorant de départ n’est fourni alors que CPLEX requiert seulement 6 secondes.
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TAB. 2.2 — Résultats obtenus par ’énumération implicite sur les instances cb5.250

Instance Minorant Optimum CPLEX
BI o Lopt diff koPt  govt  grotal 1Cpe
¢b5.250_0 59312 80 59312 0 73 0 80 33
¢b5.250 1 61472 79 61472 0 74 3 82 156
cb5.250 2 62130 61 62130 0 76 1 62 11
cb5.250 3 59453 106 59463 10 71 93 199 861
cb5.250 4 58951 95 58951 0 74 6 101 261
¢b5.250_5 60062 78 60077 15 74 28 106 384
cb5.250_6 60396 98 60414 18 76 6 104 171
cb5.250 7 61449 101 61472 23 73 36 137 239
cb5.250 8 61885 73 61885 0 76 3 76 69
¢b5.250_9 58959 87 58959 0 72 0 87 16
¢b5.250 10 109086 96 109109 23 132 15 111 124
¢b5.250 11 109841 97 109841 0 135 2 99 40
cb5.250 12 108508 72 108508 0 130 3 75 129
cb5.250 13 109378 98 109383 5 134 12 110 157
¢b5.250 14 110718 95 110720 2 130 21 116 671
¢bb.250 15 110256 91 110256 0 132 5 96 227
¢b5.250 16 109040 79 109040 0 133 3 82 195
cb5.250 17 109042 95 109042 0 132 14 109 314
cb5.250 18 109971 100 109971 0 130 5 105 165
¢b5.250 19 107058 90 107058 0 131 6 96 18
¢b5.250 20 149659 91 149665 6 191 5 96 101
¢b5.250 21 155940 92 155944 4 190 3 95 62
cb5.250 22 149334 95 149334 0 191 24 119 141
cb5.250 23 152130 103 152130 0 193 2 105 94
cb5.250 24 150353 98 150353 0 191 4 102 90
¢b5.250 25 150045 73 150045 0 191 0 73 9
cb5.250 26 148607 75 148607 0 192 0 75 6
cb5.250 27 149772 95 149782 10 193 8 103 127
cb5.250 28 155061 91 155075 14 190 1 92 17
¢b5.250 29 154662 95 154668 6 191 4 99 121
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TaAB. 2.3 — Résultats obtenus par ’énumération implicite sur les instances c¢b10.250

Minorant Optimum CPLEX
Instance BI e ~ovt dff kP o Jtotal 1Cpe
¢b10.250_0 59187 205 59187 0 68 4921 5126 ERROR
¢b10.250 1 58710 292 58781 71 69 43618 43910 4369
cb10.250 2 58094 174 58097 3 69 1335 1509 6746
cb10.250 3 60989 206 61000 11 70 8874 9080 ERROR
cb10.250 4 58068 276 58092 24 67 14487 14763 ERROR
¢b10.250_5 58824 135 58824 0 68 964 1099 7394
¢b10.250_6 58704 154 58704 0 67 898 1052 8255
cb10.250 7 58930 200 58936 6 69 87129 87329 ERROR
cb10.250 8 59382 188 59387 5 68 4240 4428 ERROR
¢b10.250_9 59208 173 59208 0 69 6729 6902 ERROR
¢b10.250 10 110913 180 110913 0 129 4772 4952 ERROR
¢b10.250 11 108702 249 108717 15 127 7216 7465 ERROR
cb10.250 12 108932 190 108932 0 128 3192 3382 ERROR
cb10.250 13 110086 220 110086 0 131 14871 15091 ERROR
¢b10.250 14 108485 184 108485 0 128 2122 2306 9869
¢b10.250 15 110845 184 110845 0 130 5770 5954 ERROR
¢b10.250 16 106077 263 106077 0 129 7604 7867 ERROR
cb10.250 17 106685 216 106686 1 128 5322 5538 ERROR
cb10.250 18 109822 251 109829 7 127 4566 4817 ERROR
¢b10.250 19 106723 263 106723 0 131 1121 1384 5716
¢b10.250 20 151801 203 151809 8 187 770 973 4695
¢b10.250 21 148772 146 148772 0 188 2138 2284 ERROR
cb10.250 22 151900 175 151909 9 189 653 828 5048
cb10.250 23 151274 173 151324 50 189 5316 5489 2234
¢b10.250 24 151966 179 151966 0 191 753 932 5727
¢b10.250 25 152096 179 152109 13 189 639 818 2826
cb10.250 26 153131 154 153131 0 189 85 239 374
cb10.250 27 153563 210 153578 15 187 8259 8469 ERROR
cb10.250 28 149130 302 149160 30 187 974 1276 1638
¢b10.250 29 149704 230 149704 0 190 596 826 2487
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2.6. Résultats expérimentaux

TAB. 2.4 — Résultats obtenus par ’énumération implicite sur les instances cb5.500

Instance Minorant Optimum CPLEX
BI o* Lopt diff kot gort ftotal [Cpa
¢b5.500_0 120114 480 120148 34 147 851 1331 8001
¢b5.500_1 117844 597 117879 35 148 437 1034 855
cb5.500 2 121105 927 121131 26 144 185 1112 4687
cb5.500 3 120785 474 120804 19 149 156 630 6050
cb5.500 4 122291 406 122319 28 147 152 558 1578
¢b5.500_5 121984 603 122024 40 153 329 932 3678
¢b5.500_6 119117 680 119127 10 145 171 851 6937
cb5.500 7 120551 595 120568 17 150 209 804 2672
cb5.500 8 121566 513 121586 20 149 659 1172 ERROR
¢b5.500_9 120663 776 120717 54 1561 2007 2783 5756
¢b5.500_10 218411 612 218428 17 267 226 838 1457
cb5.500_11 221118 584 221202 84 265 1562 2146 905
cb5.500 12 217523 842 217542 19 264 792 1634 3728
cb5.500 13 223534 837 223560 26 263 374 1211 5009
¢b5.500_14 218966 474 218966 0 267 11 485 485
¢b5.500_15 220520 679 220530 10 262 135 814 3122
¢b5.500_16 219973 525 219989 16 266 68 593 1211
cb5.500 17 218194 670 218215 21 265 141 811 1096
cb5.500 18 216976 603 216976 0 262 94 697 2373
¢b5.500_19 219689 612 219719 30 267 357 969 2522
¢b5.500_ 20 295828 760 295828 0 383 7 767 47
¢b5.500_21 308078 570 308086 8 384 104 674 475
cb5.500 22 299788 742 299796 8 385 41 783 187
cb5.500 23 306476 574 306480 4 384 46 620 1182
¢b5.500_24 300340 543 300342 2 385 67 610 204
¢b5.500_25 302565 607 302571 6 385 27 634 988
cb5.500 26 301327 439 301339 12 385 27 466 366
cb5.500 27 306430 496 306454 24 383 62 558 148
cb5.500 28 302809 640 302828 19 384 84 724 367
¢b5.500_ 29 299904 425 299910 6 378 135 560 478
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2.6.2 Nouveaux encadrements du nombre d’objets & optimum

Les instances c¢b30.250, c¢b10.500 et c¢b30.500 demeurent trop difficiles & prouver avec
cette méthode. Cependant, méme si le processus de recherche est stoppé prématurément, il
peut fournir des résultats intéressants : (i) il peut fixer a leur valeur optimale certaines va-
riables pour un hyperplan exploré et (ii) il peut prouver qu’aucune solution meilleure que le
minorant donné n’est dans un hyperplan 1-x = k. L’objectif ici est de réduire ’encadrement
du nombre d’objets a 'optimum (donc de couper certains hyperplans). En considérant que
la fonction f(k) = v(P(k)) est convexe?, nous proposons d’explorer les hyperplans en par-
tant des valeurs extrémes possibles de [kmin, kmaz] jusqu’aux valeurs centrales. L’objectif
étant de prouver que pour un hyperplan 1 -z = k il n’existe aucune solution z > BI, nous
explorons en premier lieu les hyperplans ayant les moins bonnes valeurs v(P(k)).

Dans le tableau 2.5 sont donnés les nouveaux encadrements du nombre d’objets a ’op-
timum (ki < k%' < k) que nous avons obtenus pour les instances ¢b30.250, ¢b10.500
et c¢b30.500. Les valeurs en gras de kpjin, kmae indiquent les nouvelles bornes trouvées par
rapport aux bornes initiales obtenues avec le minorant fourni par I’algorithme de Vasquez et
Vimont |68| (colonne BI). Nous avons réduit ’encadrement du nombre d’objets a I'optimum

de 76% des instances dans un temps limite de 4 heures.

2.7 Conclusion

Nous avons montré que la prise en compte simultanée des cotits réduits a I'optimum de
la relaxation continue et de la contrainte 1.z = k permet d’améliorer la fixation de variables
et la réduction de I’espace de recherche. Nous avons proposé une méthode de branchement
originale qui cherche des affectations partielles susceptibles de violer la contrainte des cofits
réduits afin de couper au plus té6t un maximum de noeuds de ’arbre de recherche. Cette
stratégie de branchement a pour conséquence de rendre ’approche efficace pour des ins-
tances moyennes (10 contraintes et 250 variables ou 5 contraintes et 500 variables) dans le
cas ol un bon minorant est fourni (¢’est & dire un minorant trouvé par une méthode heu-
ristique performante par rapport a I’état de I’art connu). En revanche, cette méme stratégie
rend la méthode inopérante méme pour des instances de petite taille (100 variables et 5
contraintes) dans le cas ou aucun minorant de départ ne lui est fourni. Expérimentalement,
notre algorithme a été testé sur les instances de référence de la OR-Library. Les résultats
sont encourageants car les preuves d’optimalité des instances & 5 contraintes et 500 variables
ont été obtenues en un temps plus rapide que les meilleurs résultats publiés sur ces ins-
tances et qu’avec le solveur commercial CPLEX. Les expérimentations sur les instances a 5
contraintes et 250 variables montrent une meilleure performance globale que CPLEX et de
nouvelles preuves d’optimalité ont été fournies pour les instances a 10 contraintes et 250 va-

riables de la OR-Library. L’algorithme présente 'avantage d’étre facilement parallélisable.

2Cette propriété peut étre prouvée en appliquant directement le théoréme 10.2 du livre Linear Program-
ming [12]
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2.7. Conclusion

La distribution du calcul sur Pexploration des sous problémes P(k) permettrait en effet
d’accélérer le temps d’exécution. Cependant, un inconvénient est qu’il est particuliérement
efficace pour des instances ayant moins de 19 contraintes. Une perspective serait d’améliorer
son efficacité pour des instances & 30 contraintes, il faudrait pour cela, concevoir un algo-
rithme performant pour la résolution de sous—problémes & 30 contraintes et 30 variables ou
modifier dynamiquement les régles de branchement dans le cas ol le sous problémes n’est

constitué que de variables de base.

TAB. 2.5 Nouveaux encadrements du nombre d’objets & 'optimum

cb30.250 ¢cb10.500 ¢b30.500

r BI kmin  Kmaz r BI kmin  kmaz r BI kmin  kmaz
0 56824 62 64 0 117811 134 136 0 116056 128 133
1 58520 65 66 1 119232 134 137 1 114810 126 131
2 56553 62 65 2 119215 135 137 2 116712 126 131
3 56930 63 65 3 118813 136 138 3 115329 126 131
4 56629 63 65 4 116509 133 138 4 116525 126 132
5 57189 62 65 5 119504 136 139 5 115741 129 133
6 56328 62 65 6 119827 138 139 6 114181 127 131
7 56457 63 65 7 118329 134 137 7 114348 126 131
8 57442 62 66 8 117815 136 137 8 115419 126 132
9 56447 63 65 9 119231 136 139 9 117116 126 132
10 107770 124 127 10 217377 256 259 10 218104 250 254
11 108392 124 126 11 219077 258 260 11 214648 250 254
12 106399 123 126 12 217806 255 258 12 215978 248 252
13 106876 124 126 13 216868 258 260 13 217910 250 255
14 107414 124 127 14 213850 255 260 14 215689 250 254
15 107271 125 127 15 215086 256 258 15 215890 251 257
16 106365 125 128 16 217940 259 261 16 215907 251 255
17 104013 124 127 17 219984 256 259 17 216542 251 256
18 106835 123 126 18 214375 256 258 18 217340 251 256
19 105780 125 127 19 220899 254 255 19 214739 251 255
20 150163 187 189 20 304387 379 379 20 301675 374 377
21 149958 187 188 21 302379 380 380 21 300055 373 379
22 153007 187 188 22 302416 379 381 22 305087 374 379
23 153234 187 188 23 300757 379 380 23 302032 374 378
24 150287 187 188 24 304374 380 381 24 304462 375 378
25 148574 186 188 25 301836 375 375 25 297012 372 377
26 147477 187 188 26 304952 377 379 26 303364 372 377
27 152912 186 188 27 296478 379 379 27 307007 375 379
28 149570 186 188 28 301359 379 380 28 303199 374 379
29 149587 186 188 29 307089* 378 378 29 300572 374 378
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Chapitre 3

Resolution search

Ce chapitre est consacré a ’étude de Resolution search |13, 14] ainsi qu’a son application
a la résolution du MKP. Cette méthode de résolution, peu connue en recherche opération-
nelle! a été concue par Chvatal dans I'idée de proposer une alternative a I’énumération
implicite, moins dépendante des stratégies de branchement. En effet, lors de la résolution
d’un probléme d’optimisation par I’énumeération implicite, réaliser un branchement revient
a engager la recherche dans la résolution d’un sous probléme. Lorsqu’une variable est fixée
a une valeur, il est impossible de revenir en arriére tant que le sous—arbre correspondant n’a
pas été entiérement exploré, c¢’est-a-dire que toutes les décisions de branchement prises dans
ce sous—arbre n’ont pas été remises en cause une a une jusqu’a revenir au nceud courant.
Ce caracteére irrévocable rend les stratégies de branchement prépondérantes dans 'efficacité
de I'énumeération implicite. Afin de rendre les branchements plus pertinents et de réduire
le trashing (voir chapitre 2, section 2.1), de nombreuses méthodes de Uintelligence artifi-
cielle ou de la programmation par contraintes analysent les causes des échecs rencontrés
durant le processus de recherche, de maniére & effectuer le retour en arriére directement
sur les instanciations responsables des échecs. Ce type de backtracking, aussi appelé back-
tracking intelligent, reconsidére les choix de branchement dans un ordre plus approprié et
pas strictement dans I'ordre chronologique comme c’est le cas dans I’énumération implicite.
Resolution search utilise ces mécanismes de backtracking intelligent afin de considérer les
branchements a titre indicatif et non & titre contraignant. Lorsqu'un échec est rencontré,
I’affectation partielle ou compléte en cause est mémorisée de maniére a exclure le sous—arbre
associé de 'espace des solutions et a déterminer rapidement o1l poursuivre la recherche. La
mémorisation des échecs est gérée d’'une maniére spécifique qui permet de préserver ’espace
mémoire tout en conservant la complétude. Dans ce chapitre, nous étudions de maniére dé-
taillée le fonctionnement de Resolution search ainsi que son application a la résolution du
MKP.

'A notre connaissance, seuls les travaux de Hanafi et Glover [40], Demassey [20, 21|, Palpant [53, 54] et
Codato et Fischetti [15] mentionnent cette méthode.
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3.1 Notations et définitions préalables

Extension : On définit une relation d’ordre partiel notée C entre deux affectations

partielles v, w telle que
vCw si wj =v; quelque soit v; # *
Si v C w, on dit que w est une extension de v.
Obstacle : On appelle obstacle une affectation partielle pour laquelle il est prouvé
qu’aucune extension ne méne a une solution réalisable de valeur supérieure au minorant

connu ou une affectation compléte des variables. Par la suite, on représente les obstacles

par des clauses.

Clause : On définit une clause comme un sous—ensemble parmi les symboles x1, xo, ..., Ty,
T1,XT9, ..., Ty également appelés littéraux. On dit que u € {0, 1, *}" satisfait la clause C' si

C IZ u. Un vecteur (uy,ug, ..., up) est représenté par
{zju; =0} U{z; : u; = 1}.
Par exemple, I'affectation partielle (x,1,0, %, 1, %, ..., %) est représentée par la clause Zox3%5.

La clause vide est notée 0.

Résolvante : Deux clauses Cy et Cy sont dites en conflit s’il existe exactement un

littéral w tel que w € Cy et w € Oy, leur résolvante, notée C1VCy, est définie par
C1V(Cy = (Cl — w) U (Cg — ’LD).

La résolvante de deux clauses en conflit représentant des obstacles représente également un
obstacle. Supposons par exemple que u; = (1,0, 1, %) et ug = (1,0, 0, *) soient des obstacles,
ils peuvent alors étre représentés par C7 = Z1x2Z3 et Cy = T1xox3 et simplifiés par 1'obstacle

us = (1,0, %, %) correspondant & C1VCsy = ZT1x5.

3.2 Backtrackings intelligents et Resolution search

L’énumération implicite s’appuie sur le schéma d’exploration du backtracking qui remet
systématiquement en cause les derniéres variables instanciées sans regarder réellement les

causes des échecs rencontrés. Prenons par exemple le probléme P” suivant :
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(P") Maximiser  z1 + T,
sujet a x1 + 2z, <1, (3.1)
Tn > 1, (3.2)
x € {0,1}".

Supposons que I'on cherche a résoudre P” par un algorithme de backtracking en instan-
ciant les variables dans 'ordre lexicographique et en choisissant la politique d’affectation
¢ = (1,0). L’algorithme fixe tout d’abord ’ensemble des variables a 1. Il détecte I'inconsis-
tance de (1,1, ...,1) et effectue un retour en arriére. Ensuite x,, est fixée & 0 pour obtenir le
nouvel échec (1,1, ...,0). Il remonte ensuite au niveau n—1, fixe z,,_1 a4 0 et essaie a nouveau
d’instancier x,, & 1 puis & 0. L’algorithme déduit la contrainte z7 # 1 uniquement lorsque
tous les nceuds du sous—arbre correspondant & z; = 1 sont explorés. Il aurait été plus judi-
cieux de se rendre compte immédiatement que les variables xs, .., z,—1 n’interviennent pas
dans les contraintes du probléme et de remettre directement en cause l'instanciation de x

a 1. Cette exploration inutile constitue un exemple de trashing.

Backjumping

S’il était possible de savoir quelle instanciation est responsable en cas d’échec, il serait
intéressant de « remonter » directement au point ol cette variable a été instanciée pour la
fixer & une valeur différente. Ceci éviterait d’explorer inutilement toutes les combinaisons
des autres variables. C’est dans cette idée que Gashnig [30, 31] a proposé le backjumping?
(défini dans I’algorithme 3.1). La fonction backjumping prend en arguments : une affectation
partielle u initialisée & (x, x,...x), une borne inférieure BI (initialisée a 0) et une clause S.
Dans cet algorithme, le vecteur u est étendu tant qu’il ne viole pas les contraintes du
probléme. Si un échec est identifié, on mémorise dans 'obstacle S les instanciations des
variables appartenant & une des contraintes violées. Si toutes les contraintes sont satisfaites
mais que 'appel récursif de backjumping échoue, alors le nouvel obstacle S sera retourné
par cet appel récursif. Si l'instanciation courante n’appartient pas a l'obstacle, alors la
procédure fait directement un retour en arriére et va remonter ainsi ’arbre de recherche
jusqu’a atteindre une variable de S. A la fin de la boucle, ’il n’y a aucune opportunité de
saut en arriére, on génére l'obstacle Sc correspondant & ’ensemble des obstacles rencontrés
dans les neeuds fils du noeud courant. Dans le cas ou I'instanciation u est compléte, on vérifie
que u satisfait la contrainte f(u) > BI, dans ce cas, S correspond a toutes les instanciations
des variables de u; dans le cas contraire S correspond aux instanciations des variables

appartenant a la fonction objective f.

2L’idée du backjumping a été également introduite dans le dynamic branch & bound proposé par Glover
et Tangedahl [37] (voir également Hanafi et Glover [40])
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Algorithme 3.1 Backjumping

backjumping(u,BI,S)

{
if(u e {0,111
if(f(u) > BI) BI = f(u); S := instanciations dans u;
else S := instanciations des variables de u appartenant & f;
return ;
}
choisir un indice j tel que u; = *;
Sc=10;
for(p=1,2) {
uj:d)p;
if (toutes les contraintes sont respectées)
backjumping(u,BI,S) ;
else
S := instanciations des variables de w violant une contrainte;
if(x; €S et Z; €5 )
return ;
else {
if(z; €8) S=85—{x;} else S=5—-{%;};
Sc=85cUS;
}
}
S =8c;
return ;
}

Supposons que l’on cherche a résoudre le probleme P” par le backjumping en choi-
sissant & chaque nceud la variable libre de plus petit indice et en choisissant la politique
d’affectation ¢ = (1,0). Une premiére descente fixe toutes les variables a 1. Comme 1’af-
fectation (1,1,...,1) viole la contrainte 3.1, on identifie S = Z1%,. Puisque Z,, € S, on a
S =S5—{Z,}. On continue et on explore (1, 1,...,0) qui viole simultanément les contraintes
3.1 et 3.2 donc S = Fix,. Linstanciation x,, € S donc S = S — {z,,} et Sc = Z;. On
en déduit que toute extension de (1,x,...x) n’améliore pas la borne inférieure. On effectue
alors des retours en arriére successifs tant que l'instanciation courante n’appartient pas a
S. Lorsque la procédure arrive au niveau 1, I'instanciation courante x1 appartient a .S donc
on continue I'exploration en fixant x1 a 0. Le backjumping est, sur cet exemple, nettement
plus efficace que le backtracking car il remonte directement de l'instanciation (1,1,...,0)
a linstanciation (0, ,...x) sans passer par les nceuds intermédiaires des combinaisons des

variables xo, ..., Ty,.
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Learning

Le backjumping réduit le trashing par rapport au backtracking mais il ne I’élimine pas

totalement. Prenons I’exemple du probléme P” suivant :

(P"") Maximiser Tn_1 + Tn
sujet & x,_ 1 +x, <1, (3.3)
T > 1, (3.4)

x € {0,1}".

Supposons que la politique de branchement de backjumping consiste & choisir la premiére
variable libre dans 'ordre lexicographique et a poser ¢ = (1,0). Lors de 'exploration de I’es-
pace de recherche, backjumping essaie une premiere fois d’assigner la valeur 1 & z,_; puis
explore les deux configurations (k, x,...,1,1), (*,%,...,1,0). Dans les deux cas, il rencontre
un échec et déduit que S = Z,_1 est un obstacle, c’est a dire que toute solution contenant
Tn_1 = 1 est irréalisable. La procédure continue l’exploration sans avoir mémorisé cette
nouvelle contrainte z,_1 # 1. Elle explore normalement les configurations (x,x,...,0,1) et
(%, %,...,0,0) puis remonte au niveau n — 2. Une fois & ce niveau, x,_o est fixée a 0 et la
procédure reproduit de nouveau I'échec en fixant z,_; a 1. Cette erreur est répétée 272
fois et la procédure redécouvre a chaque fois que cela méne a des solutions irréalisables.
L’objectif du learning est de mémoriser les obstacles rencontrés afin de prévenir les occur-
rences de ces mémes obstacles dans les itérations futures. Ce principe a été introduit par
Stallman et Sussman [64] dans la méthode dependency-directed-backtracking abrégée DDB
(algorithme 3.2). La procédure DDB prend quatre arguments en paramétres : une affectation
partielle w (initialement u = (x, *, ...x)), une borne inférieure BI (initialisée a 0), une clause

S et un ensemble F d’obstacles.

DDB est similaire au backjumping avec la différence que les obstacles sont mémorisés
au cours de la recherche. A chaque nceud, lorsque tous les noeuds descendants ont été
explorés, I'obstacle courant est mémorisé dans F. A chaque itération, on vérifie alors que
I’affectation partielle courante satisfait non seulement les contraintes du probléme mais
également la liste des obstacles de F (rappelons qu’une affectation partielle u satisfait un
obstacle S si S £ u). Si I'affectation courante ne satisfait pas un des obstacles mémorisés,
ce sont les instanciations de cet obstacle qui sont prises en compte pour construire S. Dans
I'exemple précédent, la résolution de P par DDB explore 2"~! configurations en moins
qu’avec backjumping. En effet, une fois la contrainte x,,—1 # 1 déduite, elle est mémorisée
dans F sous forme d’obstacle S = Z,_1. De cette facon, chaque fois que la variable x,,_1
est instanciée & 1 dans le neeud w courant, la procédure effectue un retour en arriére car
dans ce cas u est une extension de S. La procédure DDB élimine en grande partie le trashing
mais au prix d’une consommation mémoire importante ; & chaque nceud, DDB mémorise un

obstacle, sa complexité spatiale peut donc étre exponentielle suivant le probléme traité.
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Algorithme 3.2 Dependency-Directed Backtracking

DDB(u,BI,S,F)

{
if(u e {0,111
if(f(u) > BI) BI = f(u); S := instanciations dans u;
else S := instanciations des variables de u appartenant & f;
return ;
}
choisir un indice j tel que u; = *;
for(p=1,2) {
uj = o(p) 5
if (toutes les contraintes sont respectées et uZ C pour tout C € F)
DDB(u,BI,S,F) ;
else
S := instanciations des variables de u violant une contrainte ou un obstacle;
if(x; €S et Z; €5 )
return ;
else {
if(z; €8) S=85—{x;} else S=5—-{%,};
Sc=58cUS;

}
S =S8c;
F=FU{S};

K-order learning

Afin de palier a la demande de consommation mémoire du learning, Dechter a proposé le
k-order learning [19]. Cette méthode, similaire 4 DDB, ne mémorise que les obstacles de taille
inférieure & une valeur k donnée. La complexité spatiale de DDB devient alors polynomiale.
En effet, puisque nous avons n variables et un domaine maximum de taille 2 pour chaque

variable, le nombre total d’obstacles de taille inférieure & k mémorisés est :

CO42.CL+22.C24 4okl .okl 9k CF

Dynamic backtracking

Le dynamic backtracking de Ginsberg [35] (noté DBT) est également une méthode qui
exploite le backjumping et le learning tout en ayant une complexité spatiale polynomiale. Le
principe de DBT est de supprimer les obstacles qui ne sont plus valides avec I'instanciation
courante afin de réduire la consommation de mémoire. Comme les algorithmes précédents,

DBT commence par une instanciation vide des variables u = (k, ,...x) et étend progressive-
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ment cette instanciation jusqu’a explorer (implicitement) la totalité de 'espace de recherche.
Comme dans le cas de DDB, durant la procédure, DBT génére des obstacles qui excluent des
portions de I'espace de recherche. Lorsque I'obstacle S = () est généré, cela signifie qu’au-
cune solution réalisable n’améliore la borne inférieure BI et que, par conséquent, BI est la
valeur optimale du probléme. Cet algorithme permet de limiter la consommation de mé-
moire en « oubliant » certains obstacles jugés non-pertinents. Pour ce faire, DBT considére
des explications du retrait des valeurs de certaines variables. Une explication est constituée
d’un obstacle S et d’un littéral w appartenant a S. Ce littéral correspond & la derniére
instanciation qui a causé ’échec. Par exemple, si I'obstacle S = x1Zsx3 (correspondant
a (0,1,0,%,...,%)) est identifié suite & l'instanciation de x3 a 0, on détermine un littéral
wg = x3 signifiant que x1Z2 = x3 (autrement dit : 1 = 0 et 9 = 1 impliquent x3 # 0).
On considére un ensemble F de clauses Cp, Co, ..., Cy et un ensemble de littéraux asso-
ciés wi, wo, ...wyN constituant un ensemble d’explications. Durant le processus de recherche,
seuls les explications jugés valides sont conservés dans F. On dit qu’une explication {C;, w; }
est valide par rapport a u si C; — {w;} C u. Par exemple, {C' = z1T2Z4,w = T4} est va-
lide par rapport a u = (0,1,0, %, ...x). L’ensemble des w; pour i = 1,...N est un ensemble
d’instanciations interdites. Lors de I'instanciation de nouvelles variables, on vérifie qu’elles
n’appartiennent pas a ’ensemble {w1, ..., wy}. Si deux obstacles contiennent les instancia-
tions x; et ¥; d’'une variable, on réduit ces obstacles par résolvante. Ensuite, on supprime
de F tous les obstacles qui mentionnent la variable x; (car chaque instanciation de x; viole
un obstacle). Supposons que DBT instancie les variables dans 'ordre lexicographique et que
les explications {C7 = x1Zoxs, w1 = w5} et {Cy = 11T3T5,we = Ts} soient générées. On
peut alors remplacer C7 et Cy par leur résolvante R = C1VCy = x1T9x3. Le littéral w
associé & R doit ensuite correspondre a la derniére instanciation réalisée sinon DBT peut
cycler indéfiniment [35]. Dans notre cas, on choisit wr = x3. Cette derniére étape revient
a effectuer un backjumping de la variable x5 & z3. La procédure DBT a une complexité
spatiale polynomiale car un seul obstacle (ou explication) est mémorisé pour chaque couple
(variable,valeur). Il y a donc au plus 2n obstacles en mémoire, chacun ayant dans le pire

des cas (n — 1) littéraux, ce qui nous donne une complexité spatiale en O(2n?).

Resolution search

Resolution search proposée par Chvatal [14] est une méthode de résolution proche du
dynamic backtracking. Comme DBT, Resolution search exploite & la fois le principe du
backjumping et du learning tout en ayant une complexité spatiale polynomiale. Nous in-
troduisons ici son fonctionnement général, une étude plus détaillée est présentée dans les
sections qui suivent.

Resolution search est un processus itératif qui alterne successivement la recherche d’une
solution et la mémorisation d’obstacles correspondants aux échecs rencontrés. La recherche

de solutions est réalisée par une fonction obstacle qui effectue deux phases distinctes : une
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phase de descente (ou waxing phase) qui attribue des valeurs 0 ou 1 a l'affectation partielle
courante jusqu’a obtenir soit un échec, soit une solution réalisable, puis une phase de re-
montée (ou waning phase) qui réduit pas a pas 'affectation partielle courante de maniére
a obtenir un obstacle minimal. Comme dans le cas de DBT, les obstacles sont mémorisés
dans un ensemble (appelé famille .%) comprenant un ensemble de N clauses Cy, Co, ...,
Cn et un ensemble de littéraux associés wq,ws,...,wy. Le choix de w; est soumis a certaines
contraintes mais, contrairement a DBT, il ne correspond pas nécessairement & la derniére
instanciation réalisée et peut étre choisi plus librement. La famille .% posséde une struc-
ture particuliére appelée path-like qui impose néanmoins certaines régles lors de 'insertion
des obstacles et lors du choix des w;. Cette structure path-like permet & Resolution search
d’avoir une complexité spatiale en O(n) tout en ayant une convergence finie. De maniére
analogue a DBT, Resolution search considére les littéraux w; comme des instanciations « in-
terdites » pour les variables libres. Cependant, au lieu de considérer simplement le caractére
prohibitif de ces instanciations, Resolution search les utilise pour « guider » la recherche.
L’espace de recherche est exploré d’'une maniére plus souple car, lorsqu’un échec est iden-
tifié, le retour ne se fait pas strictement sur la derniére instanciation mais il est effectué
simultanément sur I’ensemble des obstacles mémorisés : aprés chaque itération, le prochain
neeud de Pexploration est obtenu en faisant 'union des (C; — {w; })U{w;} pour i = 1,..., N.

Par exemple, si & une itération donnée, nous avons

F = Ci=mn (w1 = 21),
C2 = Tox3 (w2 = xg),

Cg = ToX3T4T5 (w3 = .’774),

le neeud suivant dans l'exploration est le nceud u = (1, 1,0,0, 1, %, ...x) (donné par la clause
T1Tox314%5). Ce nceud n’est 'extension d’aucun des obstacles mémorisés®. Lors de I'ajout
d’'un nouvel obstacle S a4 .%, Resolution search tente également de simplifier S en effectuant
des résolvantes de S avec les différents obstacles de .%. La fonction resolution_search est
décrite par l'algorithme 3.3, elle prend en paramétre un minorant noté BI. Les différentes

fonctions de cet algorithme sont détaillées dans les sections qui suivent.

311 est intéressant de noter que DBT et Resolution search ont un fonctionnement symétrique : DBT ne
conserve que les obstacles qui satisfont I'affectation partielle courante alors qu’en opposition, Resolution
search cherche des affectations partielles qui satisfont les obstacles courants.
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Algorithme 3.3 Resolution search

resolution_search(BI)

{
u= (x, %, ..., %);
while(1) {
try = obstacle(u,BI,S);
if(try > BI) BI = try;
mise_a_jour(%#,S) ;
u = u(F);
if ((*,%,...,%x) € F) break;
}
}

3.3 Fonction oracle

La fonction d’évaluation des affectations partielles oracle est définie par la résolution

du probléme P(u) suivant :

n
(P(u)) Maximiser chxj (3.5)
j=1
n
sujet a Zaijxj < b; i=1,...m (3.6)
j=1
Tj = U siuj # * (3.7)
zj € [0,1] j=1,..n (3.8)

Soit v(P(u)) la valeur optimale de P(u), on a

—00 si P(u) est irréalisable

oracle(u) = _ '
v(P(u)) sinon

Durant le processus d’exploration, on note BI la valeur de la meilleure solution connue

(minorant). Si oracle(u) < BI alors u est un obstacle.

3.4 Fonction obstacle

Partant de l'affectation partielle courante u, la fonction obstacle explore partiellement
’espace de recherche en exécutant deux phases distinctes : (1) La phase de descente (ou
waxing phase) qui consiste & étendre le nceud u en ut en remplagant successivement les
éléments u; = * par 0 ou 1 jusqu’a identifier un obstacle (alors noté u*) tel que : soit
oracle(u™) < BI, soit toutes les variables de u* sont instanciées. Dans ce dernier cas, si

la meilleure solution connue est améliorée, le minorant est mis & jour (BI =oracle(u*)).
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(2) Une fois 'obstacle u* identifié, la phase de remontée (ou waning phase) cherche une
sous instanciation minimale S de {0,1,*}" telle que S C u* et S est un obstacle. S est
alors mémorisée sous forme de clause dans la famille .%. Chvatal propose d’identifier la
clause S en rendant libre les variables précédemment instanciées dans ut une a une (sauf
la derniére) tant que oracle(S) < BI. La fonction obstacle est décrite par l'algorithme
3.4.

Algorithme 3.4  Fonction obstacle

obstacle(u,BI,S)
{
initialiser une pile vide;
for(j =1,2,...,n)
if (uj # *) empiler j;
//Phase de descente (waxing phase)
ut =u;
borne = oracle(u’) ;
if (borne > BI){
while(u™ ¢ {0,1}™) {
choisir un indice j tel que uj’::* et une valeur v dans {0,1};
uj::1u
borne = oracle(ut) ;

if (borne < BI) break;

empiler j;
}
if (borne > BI) BI = borne;
}
//Phase de remontée (waning phase)
S=ut;

while(la pile n’est pas vide){
dépiler j;
S =%
if (oracle(S) > BI) S5 ::uj;

}

return borne ;
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3.5 Famille path-like

La famille path like de Resolution search, qui est composée d'un ensemble de clauses

C1,Cy,...,Cn et d'un ensemble de littéraux wy, wo, ..., wy, vérifie les conditions suivantes :

e w; € Cj si et seulement si j =i, (3.9)
o siw; € Cjalors j >4, (3.10)
o siweCjetweCj, alors w = w; ou W = wj. (3.11)

Par exemple, I'ensemble de clauses suivant et ses littéraux associés constitue une famille
path-like [14] :
Cl = X223

02 — I3T¢6

g
[\v)

I
8
[=2)

C3 = T1T5T9

g
w

|
&Kl
S,

Cy = ToZ5Ts
Cs = x3%527%9

Co = T274%6

A chaque famille path like .# est associé un nceud noté u(.%) tel que

N

u(F) = (U(Ci —wi)) U (w1, W, ..., WN )
i=1

Le nceud u(.#) n’est 'extension d’aucune clause de .%. 1l correspond au nceud de départ qui

est fourni a la fonction obstacle pour 'exploration de I'espace. Dans ’exemple précédent,

u(?) = L1T2X3T4T5TeT7LYTLY.

Dans la phase de descente de la fonction obstacle, u(.#) est étendu en u™ de telle
maniére que u(.%) C u™ puis, lorsque u™ devient un obstacle (noté alors u*), la phase de
remontée réduit u* en S tel que S C u*. La clause S est donc construite de telle maniére

qu’il n’existe aucun littéral w tel que w € S et w € u(.F) :

Sj # u(F); pour tout j € {1,n}.

Nous considérons les deux cas suivants pour ’ajout d’une nouvelle clause & .# : soit il
y a eu une phase de descente dans la fonction obstacle et u(#) a été étendu en ut tel
que S IZ u(F), soit il n’y a pas eu de phase de descente et u(.%) a été réduit en S tel que
S C u(F).
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3.5.1 Mise a jour aprés une phase de descente

Dans le cas ot certaines variables libres de u(.#) ont été fixées a 0 ou 1 dans la fonction
obstacle et que u(F) a été étendu en u™, la clause u(.#) n’est pas I'extension de S (S £
u(F)). S est alors simplement ajoutée a.% et son littéral associé w est choisi parmi S\u(.%).
L’algorithme 3.5 décrit cette mise & jour, la fonction mise_a_jour_avec_descente prend
en arguments une famille path-like .7 de taille N et une clause S I u(%) telle que S; #
u(F); pour tout j € {1,n} :

Algorithme 3.5 Mise & jour aprés une phase de descente

mise_a_jour_avec_descente(.%#,S)

{

Choisir un littéral w tel que w € S\u(%);
Cny1=S5;

WN1 =W ;

F=FUCNni1;

N=N+1;

Proposition 3.1 Soient # une famille path like, S une clause telle que S L u(F) et

o

S; # u(F); pour tout j € {1,n}. La mise a jour de F avec S suivant l'algorithme 3.5 est

toujours possible et maintient & path-like.

Preuve On note Cyy1 la clause S ajoutée a .F et wy 41 son littéral associé. Par hypothése,
Cni1 £ u(F) donc il existe un littéral wyiq tel que w1 € S\u(F). Comme wyy1 &

w(F), wyi1 & U (C; — w;) et comme par hypothése S; # @(.F); pour tout j € {1,n},
wnt1 € {wi,wa,...,wy}, on en déduit que wyy1 & Ui:l C; donc la condition (3.9) est
respectée. Etant donné que wyi1 & Ufil Cj, les conditions (3.10) et (3.11) sont également
respectées. Les conditions (3.9), (3.10) et (3.11) sont respectées donc la nouvelle famille est
bien path-like. [J

3.5.2 Mise a jour sans phase de descente

S’il n'y a pas eu de phase de descente, oracle(u(.#)) < BI donc S C wu(.#). Dans
ce cas, chaque littéral de S appartient soit a (JN | (C; — {w;}) soit a {wl,wg, e WN S
peut donc étre réduite par résolvantes successives avec toute clause C; de & telle que
w; € S. Au départ, on définit une clause R = S C u(.#), donc par définition de u(%),
RLC (val(C' wl)) U (w1, w3, ..., wy ). Chaque résolvante de R avec une clause C; telle

que w; € R réduit R en R — {w;} de sorte qu’a la fin nous avons la relation :
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Si R = (, le nceud racine (k,*,...,*) est un obstacle. Dans ce cas, le meilleur minorant
trouvé (BI) est la valeur optimale du probléme car aucune extension de (k, *, ..., *) ne méne

a une amélioration de BI. Si R # (), on ajoute R & .# de la maniére suivante :
1. trouver le plus petit k tel que R C Ule(Ci —w;),
2. choisir un littéral w dans R — (C1 UCy U --- U Ck_1),
3. remplacer C}, par R et poser wy = w,
4

. supprimer de Cjyy1, Ciya,...,CN toutes les clauses contenant w.

Algorithme 3.6 — Mise a jour sans phase de descente

mise_a_jour_sans_descente(%, S)

{

R=2S5,;

for(i=N,N—1,...,2,1)

if(w; € R) R= RVC;;

Choisir k, le plus petit indice tel que R C Ule(Ci —w;) s

Choisir w e R — Ui:ll Cis

Cr. =R;

W = W

for(i=k+1,k+2,...,N)

if (wg € C;) supprimer C; de ¥ ;

}

Proposition 3.2 Soient % une famille path like et S une clause telle que S T u(.F), alors
la mise a jour de F avec S suivant l'algorithme 3.6 est toujours possible et maintient F

path-like.

Preuve
Réalisibilité : Nous montrons que l'algorithme 3.6 est réalisable quelque soit .% path-like et

S C u(&). Apres la premiére boucle

for(i=N,N—1,..21)
if(w; € R) R= RV(;;

nous avons nécessairement R C [ JN | (C;—w;), car R = S C u(.F) et toutes les composantes
w; qui sont & w; dans u(.%#) disparaissent par résolvante avec les clauses C;. Etant donné

que R C U, (C; —w;), il existe nécessairement un indice k € {1,..., N} dans 'instruction
Choisir k, le plus petit indice tel que R C Ule(Ci —w;) ;

car R C Ule(C'i — w;). Un simple exemple étant de choisir £k = N. L'instruction suivante
Choisir we R— 2 Cis
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consiste a trouver un littéral w dans R qui n’appartient pas a 'ensemble (C1UCoU- - -UCk_1).
Nous pouvons montrer par 'absurde qu’un tel w existe. Soit k le plus petit indice tel que
R C Ule(Ci — wj). Supposons que tous les littéraux de R soient inclus dans l’ensemble
E = Ufz_ll C;. On peut trivialement restreindre 'ensemble E a Ufz_ll(C’i —wj;) car R C
U™, (C; — w;). On a donc R C Uf;l(CZ — w;) avec k' = k — 1. 1l existe donc un indice
k' < k tel que R C Uf;1(cz — wj) ce qui contredit 'hypothése de départ. Il existe donc

nécessairement un littéral w € R — Ui-:ll C;.

% path-like : Nous montrons que l'algorithme 3.6 maintient la famille .# path like. Pour
cela, nous montrons que les conditions (3.9), (3.10) et (3.11) sont satisfaites. En supposant
que .% est path-like lors de I'ajout de Cy, il ne peut exister un littéral w et sa négation w
dans U?;l(Ci — w;) sinon la condition (3.11) n’est pas respectée. Or Cj C Ui]i1(0i — w;)
donc il n’existe aucun littéral w € Cy, tel que w € C; et w # w; pour i € {1,...,N}, la
condition (3.11) est donc toujours respectée. Cette méme condition (3.11) certifie que tout
littéral w # w; € C; pour i < k est différent de wy. De plus, wy & {w1,ws, ..., wp_1} car
R C Uﬁil(Ci — w;) donc il n’existe aucun w; pour i < k tel que w; = wy, ce qui valide
la condition (3.10). Il est possible cependant que la condition (3.9) ne soit pas satisfaite
car rien n’interdit qu’il existe un littéral w; = wg pour ¢ > k. C’est pourquoi on doit
supprimer de Cki1,Ckia,...,Cn toutes les clauses qui incluent wy afin de valider cette

derniére condition. [

3.5.3 Mises a jour supplémentaires

Nous avons deux types de mise a jour lorsqu’une clause S est ajoutée a une famille path-
like .Z : soit S [Z u(.#) et la mise a jour se fait suivant I'algorithme 3.5, soit S C u(.%) et

la mise & jour se fait suivant ’algorithme 3.6.

Proposition 3.3 Soient % une famille path-like et R une clause, alors R peut étre ajoutée
a F suivant lalgorithme 3.5 ou 3.6 si et seulement si Rj # u(%); pour tout j € {1,n}.

Preuve Supposons qu’il existe un littéral w tel que w € w(F) et w € R, S £ u(.#) donc
la mise & jour se fait suivant Ialgorithme mise_a_jour_avec_descente. Nous distinguons
deux possibilités : (1) w € Uiil(Ci—wi), dans ce cas, la condition (3.11) n’est pas respectée
car il existe un littéral w tel que w € C; et w € Cy11 avec w # w; et w # wyy1; (2)
w € Ufil w;, dans ce cas, la condition (3.9) n’est pas respectée car il existe un littéral
w; € C; qui appartient également & Cy1.

Supposons qu’il n’existe aucun littéral w tel que w € u(%) et w € R. Nous avons
deux possibilités : soit R £ u(#) et R; # u(F); pour tout j € {1,n}, donc d’apres
la proposition 3.1, la mise & jour suivant l'algorithme mise_a_jour_avec_descente est
possible; soit R C u(.%) et d’apreés la proposition 3.2, la mise & jour suivant l’algorithme

mise_a_jour_sans_descente est possible. [J

46



3.5. Famille path like

D’apres la proposition 3.3, si apreés une mise a jour par la procédure mise_a_jour_
sans_descente, aucun littéral de u(.%) n’a sa négation dans S alors il est possible d’ajouter
une nouvelle fois S a .%. Chvatal exprime cette condition d’une maniére moins intuitive
mais plus efficace d’un point de vue algorithmique. Aprés la mise a jour, la clause Cj, de .% a
été remplacée par R et un nouveau littéral wy € C} a été choisi. Il propose alors simplement
de vérifier si le littéral wy n’appartient pas a S auquel cas # peut étre & nouveau mise a
jour en ajoutant S. Cette condition est en fait une maniére de vérifier si la proposition 3.3
est valide. Pour toutes les clauses autres que Cy, on a Sj # u(.#); pour j =1,...,n car ces
clauses appartenaient & .% avant la mise a jour et les seuls littéraux w; tels que w; € C;
et w; € S ont été éliminés de S par résolvante. Pour Cy, cette condition n’est valide que si
wg € S car si wy € S, par construction de u(.%), wy € u(.F) et selon la proposition 3.3, S

ne peut pas étre ajoutée a #. L’algorithme 3.7 décrit la mise & jour dans le cas général.

Algorithme 3.7 Mise & jour
mise_a_jour (%#,S)

{
doA{
if (S Z u(F))
mise_a_jour_avec_descente(.%,S) ;
else if (S C u(F))
mise_a_jour_sans_descente(.%,S) ;
} while(u(F) #S; pour i =1,....n);
}

3.5.4 Choix des littéraux associés aux clauses

Resolution search offre la possibilité d’implémenter deux politiques de branchement dis-
tinctes : (i) une politique d’affectation et (ii) une politique de remise en cause. La politique
d’affectation est la stratégie de branchement de la fonction obstacle, elle consiste a dé-
terminer quelle variable libre sera instanciée et a quelle valeur elle sera instanciée dans la

phase de descente, ce qui correspond & l’instruction

choisir un indice j tel que uj = % et une valeur v dans {0,1}.

La deuxiéme politique est celle qui consiste a choisir, lorsqu’un obstacle est identifié, quelle
instanciation de cet obstacle sera fixée a sa valeur opposée dans les prochaines itérations,

ce qui correspond aux instructions
Choisir un littéral w tel que w € S\u(.#) et  Choisir we R— U] G

dans les algorithmes mise_a_jour_avec_descente et mise_a_jour_sans_descente.
La premiére politique correspond aux stratégies de branchement classiques que 1’on

trouve dans la plupart des méthodes d’énumération. La deuxiéme politique n’est pas si
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courante. Dans la plupart des algorithmes de résolution, le choix de la variable sur laquelle
est effectué le retour en arriére est lié & U'ordre chronologique. Dans le cas du backtracking
ou de I’énumération implicite, il s’agit systématiquement de la derniére. Dans le cas de
DDB et de DBT, il ne s’agit pas nécessairement de la derniére variable instanciée mais de la
derniére variable appartenant a I'obstacle identifié [35, 2|. Cette caractéristique permet une
exploration plus souple de I'espace de recherche. La structure path like impose certaines
régles dans le choix de w mais une certaine liberté est tout de méme donnée par rapport a

ces différentes méthodes.

3.5.5 Intérét de la structure path—like pour la simplification des clauses

Considérons la force d'une famille path-like .# comme étant le nombre de vecteurs
qu’elle recouvre, c’est-a—dire le nombre de vecteurs x € {0,1}" qui satisfont C' C 2 pour
au moins une clause C' de #. On en déduit que moins les clauses de .# contiennent de
littéraux, plus sa force est haute. Il est donc intéressant, du point de vue de la réduction de
I’espace de recherche, de simplifier au maximum les clauses de maniére & maximiser la force
Z . La structure path-like fait en sorte que ni w; ni w; n’appartiennent a des clauses C; pour
J < et w; n'appartient pas a des clauses C; pour j > i. De cette maniére, lorsque le littéral
w;, qui est & w; dans R, est supprimé de R par résolvante entre C; et R, il n’apparaitra

plus dans R dans la suite de la mise a jour. Reprenons 'exemple précédent

C1 = xax3

02 — I3T¢6

S
)

|
8
=)

Cy = ToZ5Ts

(

(
C3 =113509 (w3 =1

(

Cs = 23752779 (

(

Supposons que 'on ajoute S = Z5TgZ7, la mise & jour effectue les simplifications suivantes

R =85V(C5 = x3%5%T¢T9
R = RV(y = x3%T5T9

Supposons que ’on ne respecte pas les conditions path-like et que Cy = x3x¢27. Lors de la
premiére simplification

R = SVC5 = 23T5T6T9

le littéral x7 disparait de R, mais lors de la deuxiéme simplification
R = RVCy = 23T517%9
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x7 est réintroduit dans R. La structure path like permet ainsi d’assurer qu’une fois le littéral
w; éliminé par résolvante avec R, il ne réapparaitra pas dans R. De cette maniére, on assure

une simplification efficace des clauses ajoutées a .%.

3.6 Convergence finie

Nous montrons dans cette section que pour la résolution d’un probléme d’optimisation
a variables binaires, Resolution search converge vers une solution optimale en un nombre

fini d’itérations.

3.6.1 Preuve d’optimalité

Resolution search est basée sur le principe de preuve par résolution et réfutation [60].
Nous allons voir que la suite de clauses générées chronologiquement durant le processus de
recherche représente un certificat d’optimalité.

Soit 7 une valeur réelle, on dit qu’une clause C' est r-for¢ante si pour tout z € {0,1}"

tels que C' C z, on a oracle(x) <r.

Proposition 3.4 Soit C et Cy deux clauses r forcantes, alors C3 = C1VCy est également

r—forcante.

Preuve Nous démontrons la proposition en raisonnant par ’absurde. Supposons que C1,
C5 soient deux clauses r forcantes et que C3 = C1VCs ne soit pas r-forcante, c’est a
dire qu’il existe u tel que C3 C u et oracle(u) > r. Si oracle(u) > r, alors u n’est
Pextension d’aucune des clauses Cy, Co, c’est a dire que Cy £ u et Co £ u. Par extension,
(C1 —{w}) Zuet (Co—{w}) Z uet donc C3 = C1VCy IZ u ce qui contredit I'hypothése
de départ. [

Proposition 3.5 Une preuve par résolution et réfutation que r est la valeur optimale d’un
probléeme de mazimisation P, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun vecteur u dans {0,1}" tel que
oracle(u) > r, consiste en une suite de clauses Ry,..., Ry telle que

(1) pour tout k =1,2,..., N, oracle(Ry) <1 ou Ry, = R;VR; pour i, j <k,

(1) Ry = 0.

Preuve (1) On prouve d’abord par récurrence que la construction d’une famille Ry, ..., Ry
suivant la condition (i) implique que oracle(Ry) < r pour k =1,...,N. La propriété est
vraie aux rangs 1 et 2 car dans les deux cas, il ne peut exister deux indices 7,5 < k.
Supposons maintenant que la propriété soit vraie au rang n, alors oracle(Rg) < r pour
k=1,...,n. Aurang n + 1, nous avons donc : soit oracle(R,11) < r, ce qui valide la

propriété, soit R,41 = R;VR; pour 4,5 <n+ 1. Or, d'aprées la proposition 3.4, si R; et R;
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sont r-forgantes, alors R;VR; est r forcante. Donc oracle(R,41) < r et la propriété est
vraie au rang n + 1.

(2) Nous montrons maintenant par ’absurde qu’une famille Ry, R, ..., Ry satisfaisant
(i) et (ii) est une preuve que r est la valeur optimale du probléme P. Supposons qu’il
existe un vecteur u € {0,1}" tel que oracle(u) > r. D’aprés (i), oracle(Ry) < r pour
k=1,...,N, donc Ry Z u pour k = 1,...,N. D’aprés (ii), Ry = 0, donc ) Z u, ce qui
contredit I’hypothése de départ. [

Supposons que la suite de clauses générées chronologiquement par Resolution search
soit mémorisée dans une famille notée F. Le déroulement de Resolution search nous ameéne
a effectuer les opérations suivantes :

Si oracle(u) > BI, alors BI = oracle(u).
Si S est une clause telle que oracle(S) < BI, alors S peut étre ajoutée a F.

— Si R et C sont en conflit dans F, alors RVC peut étre ajoutée a F.

A la fin de la procédure, la clause S = ) est ajoutée a F. Les conditions (i) et (ii) de
la proposition 3.5 sont donc respectées et F représente une preuve que BI est la valeur
optimale du probléme. Finalement, la famille path-like .# correspond a un sous—ensemble

de la famille F, certaines clauses ayant été supprimées pendant les différentes mises a jour.

3.6.2 Convergence

Nous montrons que Resolution search converge vers 'optimum en un nombre fini d’ité-
rations. Dans le cas de la résolution d’un probléme & n variables, on peut définir la force
d’'une famille de clauses .# notée 7(.%) égale a 27" fois le nombre de vecteurs z € {0,1}"
étant I'extension d’au moins une clause de .%. Cette valeur comprise entre 0 et 1 représente
le ratio du nombre de solutions coupées de ’espace de recherche par % sur le nombre total
de solutions. Comme le précise Chvatal, 7(.%#) n’augmente pas systématiquement a chaque
itération de Resolution search. Cependant, on peut identifier une borne inférieure de la force
de la famille qui augmente a chaque itération. On note n; le nombre de variables couvertes

par C1,Cs, ..., C; telle que
i
ni =1 J Gl
k=1

Cette borne inférieure o(.%) de 7(.%) pour une famille (Cy,Cs,...,Cx) est définie de la

maniére suivante :
N
o(F) = E 27,
i=1

Dans la suite, on considére (%) comme la force de la famille .%.

Théoréme 1 Lors de la résolution d’un probléme a n variables par Resolution search, le

nombre d’appels a la fonction obstacle est au plus égal 6 2™.
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Preuve Lors de la résolution d'un probléme & n variables, toute famille path like non vide

respecte 'inégalité suivante :
1<ni<no<---<ny<n (3.12)

sa force, étant définie comme o(%) = 27™ 427" 4 ... 4 27" avec 0 < n; < n pour

i € {1, N}, sa valeur est un multiple positif de 27". On a donc
0<o(F)=Ar-27"<1, AeN (3.13)

Nous montrons a présent que o (%) croit strictement a chaque appel de la fonction obstacle.
Lors de 'ajout d'une clause S a .%, nous distinguons les deux cas de figure :

1. S Cu(&F), dans ce cas S est simplement ajoutée a % donc la force augmente trivia-
lement.

2. S IZ u(%), dans ce cas, (C1,Cq,...,Cx) est étendue en (C1,Co,...,Cr_1, R,...,CN)
avec éventuellement des suppressions de clauses entre Cyy1 et Cn. Puisque la clause
ajoutée R est telle que R C Ule(Ci — {w;}), toutes les variables couvertes par
C1,Co, ..., Cg_1, Rsont couvertes par Cq, Co, ..., Cy et, de plus, wy n’est pas couverte
par C1,Cs,...,Cir_1. On a donc l'inégalité

|01U02U---U0k_1UR|<|C’1UC’2U---UC’k|

et donc,

O'(Cl,CQ,...,Ck_l,R) > O'(Cl,CQ,...,Ck)

De plus, certaines clauses de Cyi1,...,Cn ont pu étre supprimées durant la mise a
jour, donc nécessairement, la force de la nouvelle famille est strictement supérieure a

la force de 'ancienne famille. OJ

3.7 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple d’exécution de Resolution search sur le
MKP suivant :

(PC) 10z7 4+ 10z + 8x3 + 8xy + Tzs
sujet a 5v1 + 2x9 4+ 3x3 + lxy + 3xs < 10
201 + 4z 4+ 23 + Sry + x5 < 11

x = T(xo, 21,22, 13, 24) € {0,1}°
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CHAPITRE 3. RESOLUTION SEARCH

Nous détaillons le déroulement de Resolution search pour la résolution du probléeme
P°. Nous illustrons dans le tableau 3.1 les 17 itérations nécessaires a la résolution de ce
probléme. Nous verrons ensuite le détail de certaines des itérations. Dans cet exemple,

N

la stratégie de branchement consiste a affecter la valeur 0 & la premiére variable libre
dans 'ordre lexicographique, et la stratégie de remise en cause consiste a choisir le littéral
w e R—Ufz_ll C; également dans 'ordre lexicographique. La colonne Itération est le numéro
de litération, la colonne u(.%) représente le vecteur u(.%) a l'itération courante, la colonne
Explication explique le déroulement de la fonction obstacle (solution trouvée ou échec
rencontré), % représente la famille path-like courante (sans les littéraux w; associés aux

clauses) et 0(.%) donne la force de la famille courante.

TAB. 3.1 Déroulement de Resolution search pour résoudre le probléme P°
Itération wu(F) S Explication F o(F)
1 (k, %, %, %, %, ) T1T2w3xT4Ts oracle =0.00 < O {z122T32475} 0.03125
2 (1 0,0,0,0, ) T1x2x3x4x5 sol. 10 {:1:2:1:33:43: } 0.06250
3 (%,1,0,0,0,) zix3T45 oracle =10.00 < 10 {xoT3x4Ts5,T1T3T4T5} 0.09375
4 (1,1,0,0,0,) Z1ZTowszaxs sol. 20 {zszazs} 0.12500
5 (%,%,1,0,0,) z12425 oracle =18.00 < 20 {z3z4Zs5,T124%5} 0.18750
6 (1,%,1,0,0,) moxaws oracle =18.00 < 20 {x3T4%5,T1ZTaTs, 22425} 0.21875
7 (1,1 1,0,0, ) T1T2X3x4x5 sSol. 28 {:E4:E5} 0.25000
8 (x,%,%,1,0,) mixs oracle =26.00 < 28 {xaTs,z175} 0.37500
9 (1,%,%,1,0,) x2ws oracle =26.00 < 28 {w4xs,T1T5,T2T5} 0.43750
10 (1,1,%,1,0,) Z1Z2Za oracle = —o0 {z5,T1ZT2%4} 0.56250
11 (0,1,%,1,1,) =ix3 oracle =25.00 < 28 {x5,ZT1ZT2T4, 7123} 0.59375
12 (O, 1,1,1, 1,) T2T3T4 oracle = —o© {:Es, T2T4, :L’lxg} 0.65625
13 (0,0,1,1,1,) =ix2 oracle =23.00 < 28 {x5,T2T4,T1Ta} 0.68750
14 (1,0,%,1,1,) Z122Ts oracle =27.67 < 28 {xs5,Z4,T122T5} 0.81250
15 (0,0,%,0,1,) =mix2 oracle =15.00 < 28 {zs5,Z4,T2} 0.87500
16 (x,1,%,0,1,) z124 oracle =25.00 < 28 {x5,%4,%2,T1T4} 0.93750
17 (1,1,%,0,1,) ZTiza optimum. {0} 1.00000

A l'itération 1, algorithme consideére le vecteur u = (, #, *, ¥, ¥). La fonction obstacle
choisit les variables libres dans 1’ordre lexicographique et leur affecte la valeur 0 jusqu’a obte-
*)=0.

L’obstacle S = x1xox32425 est alors ajouté a la famille path-like et on choisit le litté-

nir obstacle ©* = (0,0,0,0,0). On obtient donc le premier minorant BI = oracle(u
ral w; € S dans l'ordre lexicographique, c’est a dire ;. A ce stade, la famille path like
correspond a

F =

Cl = L1T2T3X4T5 (w1 = :El),

Le noeud de départ associé a .Z est u(.#) = (1,0,0,0,0). A litération 2, on a directement
BI = oracle(u(.#)) = 10 qui devient la nouvelle meilleure borne inférieure connue. On
ajoute alors l'obstacle S = Tizexsxszrs & %. Comme S C u(%), une simplification est
possible, on rentre dans le cas de ’algorithme mise_a_jour_sans_descente. On a R =

SV = zowzrars et comme R T C7 —wq, on remplace Cq par R. On choisit alors wy = 9
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et la famille .% devient
F = Cl = ToX3T4T5 (w1 = xg),

Dans l'itération 3, on étend le nceud u(F#) = (x,1,0,0,0) en u* = (0,0,0,1,0). oracle(u*) =
10.00 < 10 et on déduit I'obstacle S = x1z3x425. Comme S [Z u(.%), on ajoute simplement
S & % qui devient :

F = Oy = xowsxars (w1 = xa),

02 — L1X3T4T5 (ZUQ = 1‘1),

A Titération 4, u(F) = Toxzraws U T1wgxaxs ce qui revient, sous forme de vecteur, a
u(F#) = (1,1,0,0,0). On a alors une mise a jour de la borne inférieure BI = oracle(u(.%#)) =
20. On ajoute alors I'obstacle S = Z1Zox3z475 et comme S C u(.F#) certaines simplifications
sont possibles. On a tout d’abord R = SVCy = ZToxzzsxs, puis R = RVC) = x3x475.
Comme R C C7 — wi, on remplace C7 par R et on choisit w; = x3. Puisque x3 € C5, on

supprime Cy de .%. Aprés la mise a jour, # devient :
F = 01 = I3T47T5 (w1 = 1‘3),
Par le méme procédé, on poursuit jusqu’a l'itération 17 dans laquelle

F = Ci=uxs5

04 = T1%4

On aalors u(%#) = (1,1,%,0,1) et aprés la phase de descente, oracle(1,1,0,0,1) = 27 < 28.
La phase de remontée déduit obstacle S = Z1Z2%5. S T u(.#) donc des simplifications
sont possibles : on a R = SVCy = Tox4Ts, R = RVC3 = 1475 puis R = RV(Cy = 5 et
enfin R = RVC; = (). A la fin de cette mise a jour, on a donc R = () donc 28 est la valeur
optimale de P°.

Cet exemple illustre le fait que I'on retrouve le phénomeéne de trashing dans Resolution
search. Lors de I'itération 13, la procédure déduit que S = x1x9 est un obstacle et redécouvre
cette information & litération 15. Ce phénoméne est di a la suppression des obstacles
pendant le processus de mise a jour de la famille path-like. C’est en quelque sorte le prix

a payer pour conserver .% path like et maintenir une complexité spatiale polynomiale.

3.8 Remarque sur 'implémentation des clauses

Nous proposons une implémentation des clauses qui permet une gestion efficace des

différents opérateurs de résolvante et d’union.
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Une clause C peut étre représentée par deux vecteurs booléens : le premier noté v
contient les valeurs des littéraux et le deuxiéme noté m est un masque tel quem[i] = 1si C; #
x et 0 sinon. Une clause C; est représentée par ses deux vecteurs v; et m;. Nous présentons les
tables de vérité des deux opérateur pour v et m. L’opérateur de résolvante (C5 = C1VCs) est
représenté en figure 3.1 et 'opérateur d’union (C3 = C7 U C3) en figure 3.2. Ces différentes
opérations logiques peuvent aisément étre traitées grace au conteneur bitset* disponible
dans les librairies standards des langages C et C++. Ce conteneur permet, de plus, un accés
en temps constant a chaque bit. Ainsi, des opérations entre clauses comme la résolvante
ou 'union peuvent étre réalisées beaucoup plus rapidement qu’avec une structure de type

tableau et des boucles « for ».

Fi1aG. 3.1 — Tables de vérité pour 'opérateur de résolvante

V212 00 | o1 | 11 | 10 V22 00 | o1 | 11 | 10
Vimp vim
00 X 0 1 X 00 0 1 1 0
01 0 0 X 0 01 1 1 0 1
11 1 X 1 1 11 1 0 1 1
10 X 0 1 X 10 0 1 1 0
V3:v1-m1+v2-m2 mgz(ml@m2)+m1-m2-(V1@V2)
Fi1aG. 3.2 — Tables de vérité pour l'opérateur d’union
V22 00 | o1 | 11 | 10 V22 00 | o1 | 11 | 10
Vimp vim
00 X 0 1 X 00 0 1 1 0
01 0 0 X 0 01 1 1 1 1
11 1 X 1 1 11 1 1 1 1
10 X 0 1 X 10 0 1 1 0
V3 =Vy-m + vy -mp mg = m; + my

3.9 Expériences numériques

Dans cette section, nous exposons les résultats de plusieurs expériences numériques
réalisées sur des instances de MKP. En premier lieu, nous mettons en avant 'impact négatif
qu’a la phase de remontée sur la vitesse d’exécution de Resolution search dans le cas de
I'implémentation originale proposée par Chvatal. Nous proposons ensuite une comparaison
entre ’énumération implicite et Resolution search sur la résolution des instances cb5.250
de la OR-Library.

‘http ://www.sgi.com/tech/stl/bitset.html.
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3.9.1 Impact négatif de la phase de remontée

Dans le cas d’une stricte implémentation de I'algorithme tel que décrit dans [14], oracle
est considérée comme une boite noire qui résout le programme linéaire P(u) pour une affec-
tation partielle u. A chaque phase de remontée, on peut alors exécuter jusqu’a n — 1 appels
a l'algorithme du simplexe pour évaluer 'affectation partielle S C u*. Les premiéres expéri-
mentations réalisées avec la phase de remontée ont montré des temps de calcul relativement
longs. Le temps de calcul consommé a générer 'obstacle S de cette maniére, ne vaut pas
le temps gagné par la réduction de 1'espace de recherche qui en résulte. Afin de donner un
bref aper¢u du comportement de Resolution search avec et sans phase de remontée, nous
montrons dans le tableau 3.2 les résultats obtenus sur 30 instances de MKP ayant 25 va-
riables et 5 contraintes. Dans ce tableau, # oracle est le nombre d’appels & oracle pour

résoudre I’ensemble des 30 instances et t(s) est la somme des temps en seconde.

TaB. 3.2 — Impact négatif de la phase de remontée

avec phase de remontée | sans phase de remontée
# oracle t (s) # oracle t (s)
6018059 22.9 328898 3.2

Chvatal explique qu’il est possible d’améliorer la phase de remontée en ne considérant
pas oracle comme une boite noire. Il est en effet possible, par I'intermédiaire des cofits
réduits, de générer des obstacles sans faire appel & oracle. Nous montrons, dans les sections
suivantes, que cela permet une nette amélioration par rapport & la version originale. Pour

I'instant, nous nous contentons d’une version de Resolution search sans phase de remontée.

3.9.2 Stratégies de branchement

Nous avons mené une premiére expérimentation afin de vérifier I'influence des stratégies
de branchement sur Resolution search. Nous avons comparé les résultats donnés par Reso-
lution search sans phase de remontée avec une énumération implicite pour la résolution des
instances c¢b5.100 de la OR-Library. Dans le but d’accélérer le temps de résolution, nous
avons utilisé la décomposition de ’espace de recherche en hyperplans ainsi que la prise en
compte de la contrainte des cotits réduits (voir chapitre 2). A la différence de I’algorithme du
chapitre 2, nous ne donnons pas de minorant de départ. Rappelons que la prise en compte

des cotits réduits permet de générer la contrainte suivante :

> lejlzi+ > lel(1 — ;) < [BS| —BI -1

JEN— JENT

ou ¢ est le vecteur des cotits réduits associés a la solution optimale de la relaxation continue
du probléme de valeur BS. N~ est 'ensemble des indices des variables hors base & leur borne

inférieure et N1 celui des variables hors base & leur borne supérieure.
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L’implémentation de Resolution search et de I’énumération implicite utilise ces deux
résultats. Chaque sous probléme P(k) est résolu au départ afin de générer la contrainte des
cotts réduits correspondante. Les différents sous—probléemes P(k) pour k = kpin, -, Kmax
sont alors résolus I'un aprés autre dans Pordre décroissant des bornes v(P(k)). On suppose
que la fonction oracle(u) intégre la vérification de la validité de l'affectation u avec la
contrainte des cofits réduits : si ZjeQ ¢j > gap avec () 'ensemble des indices j tels que
uj =1 —Z; et ; est hors base, alors oracle(u) = —o0.

Nous proposons deux stratégies de branchement : la premiére stratégie notée conv.
consiste a brancher sur la variable libre z; de plus grand cofit réduit et a la fixer a la valeur
entiere la plus proche de sa valeur optimale Z; ; la deuxiéme stratégie notée lexico. consiste
a choisir la premiére variable libre dans l'ordre lexicographique et & la fixer également a la
valeur entiére la plus proche de sa valeur optimale.

Dans le cas de Resolution search, la politique de remise en cause consiste a choisir la
variable la plus récemment instanciée. Les résultats obtenus sont exposés dans le tableau
3.3. La colonne opt. donne le nombre moyen d’appels & oracle nécessaire a l'obtention de la
valeur optimale et la colonne preuve donne le nombre moyen d’appels a oracle nécessaire

a la preuve d’optimalité.

TAB. 3.3 Influence des stratégies de branchement pour Resolution search

énumération implicite Resolution search
Instance conv. lexico. conv. lexico.
opt. | preuve opt. | preuve opt. | preuve opt. | preuve

0-9 110610 | 211458 | 267381 | 369750 | 110649 | 211505 | 267052 | 369410
10-19 97016 | 200169 | 228398 | 355696 97046 | 200201 | 228101 | 339970
20-29 24566 70101 50957 88754 24565 70098 50863 88658

Le nombre de noeuds requis par les deux méthodes pour chaque stratégie de branchement
est sensiblement le méme. Telle que nous 'avons implémentée, c’est—a—dire sans phase de
remontée et avec la méme politique de branchement, Resolution search se comporte de
maniére similaire & ’énumération implicite. Le nombre de nceuds est sensiblement égal et les
stratégies de branchement affectent tout autant les deux méthodes. L’intérét de Resolution
search réside dans la souplesse qu’elle offre a4 ’exploration de ’espace de recherche. En effet,
jusqu’ici, nous n’avons exploité ni un critére de remise en cause ni ’identification d’obstacles

minimaux.

3.9.3 Critére de remise en cause

Nous proposons une deuxiéme expérimentation dans laquelle la stratégie de remise en
cause de Resolution search est modifiée. Au lieu de choisir la derniére variable instanciée,
nous choisissons la variable de plus grand cotit réduit dans S. Pour cette expérimentation,

nous avons choisi la politique lexico.
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TAB. 3.4 Influence du critére de remise en cause

ordre chronologique | plus grand cott réduit

Instance
opt. preuve opt. preuve
0-9 267052 369410 | 72669 162704
10-19 228101 339970 | 73970 164237
20-29 50863 88658 | 17621 48611

Cet exemple montre que le critére de remise en cause peut avoir un impact important
sur l'efficacité de Resolution search. On constate, dans ce cas, une nette diminution du
nombre moyen d’appels a oracle pour I’obtention de la solution optimale et pour la preuve
d’optimalité. Dans cette expérimentation, 17 valeurs optimales sur 30 ont été trouvées avec
un nombre de neeuds inférieur et 19 preuves d’optimalité sur 30 ont été obtenues avec un

nombre de nceuds inférieur qu’avec la remise en cause suivant I'ordre chronologique.

3.9.4 1Identification des obstacles

Nous proposons une premiére méthode permettant d’identifier des obstacles sans pro-
céder a une phase de remontée. Elle consiste, dans le cas oit I’échec est provoqué par la
violation de la contrainte des cotits réduits, a ne conserver dans S que les instanciations des
variables fixées a 'opposé de leur valeur optimale. En effet, nous avons vu dans le chapitre

2 que la contrainte des cofits réduits peut étre exprimée de la maniére suivante :

> &< |BS]—BI-1

JEQ(u)

avec Q(u) 'ensemble des indices des variables z; instanciées & I'opposé de leur valeur op-
timale (1 - Z;) dans l'instanciation partielle u. Si cette contrainte est violée, I'obstacle S
contient uniquement les instanciations des variables de 2(u) au lieu de considérer toutes les
instanciations de u. Le tableau 3.5 donne le nombre moyen d’appels & oracle nécessaires
a 'obtention de la solution optimale et de la preuve d’optimalité dans le cas S = u et dans

le cas S = Q(u).

TAB. 3.5 — Influence de l'identification d’obstacles
S=u S = Q(u)
opt. | preuve opt. preuve
0-9 72669 | 162704 | 69286 | 145395
10-19 73970 | 164237 | 71286 | 155152
20-29 17621 48611 | 17414 45696

Instance

On constate de nouveau une amélioration par rapport a une version de Resolution search

sans phase de remontée.
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3.9.5 Comparaison avec I’énumération implicite

Pour évaluer l'efficacité de Resolution search en termes de calcul de minorants et en
termes de temps de preuve d’optimalité, nous avons comparé ses performances avec la mé-
thode de résolution présentée dans le chapitre 2 sur les instances cb5.250 de la OR-Library.
Rappelons que la méthode de résolution du chapitre 2 consiste a calculer un minorant de
départ avec I’heuristique de recherche locale RL#bov [67] puis a résoudre l'instance par une
énumeération implicite. Nous avons découpé nos expérimentations en deux parties :

Ltabor pour le

1. Calcul de minorants : nous avons comparé Resolution search avec R
calcul de minorants. La colonne BI donne le minorant obtenu par RL!**°" 1a colonne
RLtu donne le temps de calcul en secondes requis par cette méthode pour trouver
BI et la colonne rs donne le temps de calcul en secondes requis par Resolution search

pour obtenir un minorant au moins aussi bon que BI.

2. Temps de preuve : nous avons exécuté Resolution search et I’énumération implicite
en considérant le minorant donné par RL/% comme minorant de départ. La colonne
opt. donne la valeur optimale de I'instance, la colonne enum donne le temps de calcul
en secondes requis par ’énumeération implicite pour résoudre l'instance & partir de BI
et la colonne rs donne le temps de calcul en secondes requis par Resolution search

pour résoudre l'instance & partir de BI.

En ce qui concerne le calcul de minorants, 'implémentation de Resolution search pro-
posée est nettement plus rapide que I’heuristique de recherche locale RL*%%% . Seulement 5
minorants sur les 30 ont été trouvés en un temps plus rapide par RL!*°% Si Pon compare
la somme des temps pour toutes les instances, Resolution search trouve des minorants au

L% en un temps 40% inférieur. En terme de

moins aussi bons que ceux trouvés par R
preuve d’optimalité, Resolution search se comporte moins bien que I’énumération implicite.
En effet, si 'on compare la somme des temps de preuve pour toutes les instances, I’énumé-
ration implicite met environ 88% de temps en moins que Resolution search pour prouver

I’optimalité des instances traitées.

3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté et détaillé le mécanisme de Resolution search.
Nous avons vu, par des expérimentations, que la phase de remontée telle que décrite dans
le papier original dégradait de maniére significative les performances de 1’algorithme dans
le cas d’'une implémentation simple pour le MKP. Cependant, les expérimentations nous
ont montré que si ’on ne prend pas en compte la phase de remontée, Resolution search
se comporte de maniére similaire & ’énumération implicite et qu’elle est tout autant in-
fluencée par les stratégies de branchement. Nous avons vu que l'efficacité de la méthode
peut étre améliorée si 'on prend en compte un critére de remise en cause plus pertinent

ou encore si I'on cherche & générer des obstacles plus petits par 'intermédiaire des cotts
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3.10. Conclusion

réduits. Une derniére expérimentation nous a montré que Resolution search pouvait étre
trés performante pour le calcul de minorants mais qu’elle résolvait moins rapidement que
I’énumération implicite ’ensemble des instances c¢b5.250 si un bon minorant de départ est
connu. Nous montrons dans le chapitre suivant qu’il est possible d’améliorer la recherche
d’obstacles minimaux, mais également qu’il est intéressant d’hybrider les deux méthodes
afin d’exploiter I’habilité de Resolution search a calculer de bons minorants rapidement et

la capacité d’élagage de ’arbre de recherche de I’énumeération implicite.

TAB. 3.6 Reésultats obtenus par I’énumération implicite sur les instances cb5.500

instance Calcul de minorant Preuve d’optimalité
BI s RItabou opt s enum

cb5.250 0 59312 44 80 59312 5 0
cb5.250 1 61472 42 79 61472 45 3
cb5.250 2 62130 9 61 62130 6 1
cb5.250 3 59453 3 106 59463 3890 93
cb5.250 4 58951 38 95 58951 101 6
cb5.250 5 60062 0 78 60077 82 28
cb5.250 6 60396 3 98 60414 91 6
cb5.250 7 61449 1 101 61472 175 36
cb5.250 8 61885 0 73 61885 60 3
cb5.250 9 58959 2 87 58959 5 0
cb5.250 10 109086 2 96 109109 72 15
cb5.250 11 109841 117 97 109841 28 2
cb5.250 12 108508 34 72 108508 55 3
cb5.250 13 109378 66 98 109383 137 12
cb5.250 14 110718 43 95 110720 356 21
cb5.250 15 110256 O 91 110256 100 5
cb5.250 16 109040 301 79 109040 63 3
cb5.250 17 109042 308 95 109042 238 14
cb5.250 18 109971 71 100 109971 89 5
cb5.250 19 107058 263 90 107058 107 6
cb5.250 20 149659 O 91 149665 87 5
cb5.250_ 21 155940 8 92 155944 60 3
cb5.250_ 22 149334 3 95 149334 97 24
cb5.250 23 152130 49 103 152130 33 2
cb5.250 24 150353 25 98 150353 70 4
cb5.250 25 150045 105 73 150045 3 0
cbb5.250 26 148607 3 75 148607 2 0
cb5.250_ 27 149772 14 95 149782 133 8
cb5.250 28 155061 O 91 155075 11 1
cb5.250 29 154662 35 95 154668 56 4
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Chapitre 4

Coopération entre Resolution search
et ’énumération implicite pour le sac

a dos multidimensionnel en 0—1

Dans ce chapitre, nous présentons un méthode de résolution du MKP combinant Resolu-
tion search et une variante de I’algorithme d’énumération implicite présenté dans le chapitre
2. Cette méthode s’appuie également sur la prise en compte des cotits réduits a 'optimum
de la relaxation continue et sur la décomposition de 'espace en hyperplans. La coopération
est axée sur une exploration en trois niveaux de I'arbre de recherche : les branches hautes
sont énumérées par Resolution search, les branches médianes par ’énumération implicite
et les branches basses par l'algorithme de backtracking. Nous montrons que la structure
de Resolution search permet d’explorer partiellement et de maniére répétée les différents
sous-problémes associés aux hyperplans, ceci afin de diversifier la recherche. Nous propo-
sons également une méthode alternative a la phase de remontée qui utilise des relations
d’implication entre noeuds de 'arbre de recherche pour identifier des obstacles minimaux.
Nous montrons que cette phase de remontée, baptisée phase de remontée implicite, accélére
le processus de recherche dans le cas de notre implémentation fondée sur les cofits réduits.
Les expériences numériques prouvent l’efficacité de cet algorithme : il a des performances
comparables aux meilleures heuristiques connues en terme de calcul de minorant et ré-
sout des instances de taille moyenne en un temps plus rapide que les meilleures méthodes
exactes connues sur ces mémes instances. De plus, il résout les instances de grande taille
a 10 contraintes et 500 variables de la OR-Library. Les valeurs optimales de ces instances
étaient inconnues jusqu’a présent. Le travail présenté dans ce chapitre a fait 'objet d’une

soumission & une revue internationale [9].
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4.1 Principe général

D’un point de vue global, les branchements étant réalisés suivant l'ordre décroissant
des cotits réduits, ’arbre de recherche est exploré suivant trois niveaux : Resolution search
explore les branches hautes (variables a fort cont réduit), I’énumération implicite explore les
branches médianes (variables & cotit réduit moyen) et I’algorithme de backtracking explore
les banches basses (variables de plus faible coit réduit et variables de base). Les deux
méthodes coopérent de la maniére suivante : Resolution search fournit des sous—problémes
a ’énumération implicite qui, en les résolvant, permet d’obtenir des obstacles de petite
taille utilisés par Resolution search pour guider ’exploration vers des zones prometteuses

de 'espace de recherche.

F1G. 4.1 — Exploration de I’arbre de recherche en trois niveaux

resolution
search

énumeération
implicite

¢ dfs

4.2 Contributions apportées a4 Resolution search

Dans cette section, nous présentons deux modifications apportées & Resolution search.
La premiére est une version a itérations limitées de 1’algorithme qui permet d’explorer
itérativement chaque sous—probléme lié & la décomposition par hyperplans et la deuxiéme
est une modification de la phase de remontée fondée sur des relations d’implication entre

noeuds de 'arbre de recherche.

4.2.1 Exploration itérative de I’espace de recherche

Comme nous 'avons mentionné dans le chapitre 2, 'ordre dans lequel les hyperplans
sont explorés influence fortement 1’efficacité de la mise & jour de la borne inférieure. Nous
allons voir que la structure de Resolution search présente un avantage intéressant qui permet

de palier a ce probléme.
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4.2. Contributions apportées 4 Resolution search

Dans le chapitre 3, nous avons montré que la famille path like .%# constitue un résumé
des explorations passées : aprés chaque exécution de la boucle principale, .# nous donne
I'état de la recherche et le noeud suivant de I'exploration u(.%). Cette particularité permet
de pouvoir interrompre le processus de recherche & un moment donné et de le récupé-
rer ultérieurement sans perte d’information. De cette facon, il est possible de résoudre le
probléme P en effectuant de maniére répétée un nombre d’itérations limité pour chaque
sous—probléme P(k) jusqu’a ce que tous les sous—problémes soient résolus. L’ordre d’ex-
ploration n’a alors plus d’'importance car il n’est pas nécessaire qu'un sous probléme soit
résolu pour commencer la résolution du sous—probléme suivant. Les algorithmes 4.1 et 4.2

illustrent cette fagon itérative de résoudre le probléme.

Algorithme 4.1 — Algortithme Resolution search itératif

IRS(P,Nb_Iter, BI,. %)

{
iter = 0;
while(iter < Nb_Iter) {
try = obstacle(P, u(%#),BI,S);
if(try > BI) BI = try;
ajouter S & % et mettre a jour 7 ;
if ((*,%,..,%x) € F) Break;
iter++;
}
}

Algorithme 4.2  Exploration des hyperplans

resoudre MKP() {

BI = glouton() ;

Calculer les bornes kpin et Kmas;

Définir K = {kmins .-+ Kmazlt

for(k = kmin, -, kmaz) CFamily[k] =0

While (K #0) {
Choisir ke K ;
Choisir Nb_Iter_k >1;
IRS(P(k),Nb_iter_k,BI,CFamily[k]) ;
if ((*,%,...,%x) € CFamily[k]) K=K —{k};

La fonction IRS de l’algorithme 4.1 prend en arguments : un probléme P, un nombre
d’itérations limité Nb_Iter, un minorant BI et une famille path like .%. Cet algorithme

consiste a effectuer un nombre Nb_Iter d’itérations de Resolution search.
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La fonction resoudre_MKP () de I'algorithme 4.2 consiste & résoudre le probléeme MKP
en utilisant cette version iterative de Resolution search. L’algorithme calcule une borne
inférieure gloutonne afin de déduire les bornes ki, et kpmqz, puis effectue un certain nombre
d’itérations de IRS sur chaque sous probléme P(k). La variable CFamily|k| correspond a
la famille path-like de IRS pour le probléme P(k). Lorsque I'un des problémes P(k) est
résolu, c’est a dire que (x,*,...,*) € CFamily|k], il est éliminé de la recherche. Le probléme
P est alors résolu lorsque tous les sous—problémes P(k) sont élimineés.

Ce type d’exploration peut étre étendu a une quelconque décomposition Py, Ps, ..., P,
du probléme P original. Il peut par exemple étre utilisé pour la résolution itérative de sous—
problémes pour lesquels certaines variables sont fixées. La figure 4.2 illustre cette approche

de résolution.

Fia. 4.2 Exploration itérative des sous problémes

4.2.2 Phase de remontée implicite

Dans le papier original de Resolution search, Chvétal propose de libérer une a une les
variables précédemment instanciées dans la phase de descente (sauf la derniére) et de vérifier
a chaque fois la faisabilité de la solution partielle correspondante en exécutant la fonction
oracle (cf. chapitre 3). Cette phase de remontée correspond a la portion de code suivante
de I'algorithme 3.4 :

while(la pile n’est pas vide){
dépiler j;
Sj = %

if (oracle(S) > BI) S; = u;r ;

Nous avons montré par des expérimentations que cette portion de 1’algorithme ralentit
considérablement le processus de recherche (cf. chapitre 3 section 3.9.1). Nous proposons

un autre moyen d’identifier la clause S que nous appelons phase de remontée implicite.
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Contrairement a la phase de remontée originale, cette méthode ne cherche pas & libé-
rer des variables une fois I’échec rencontré, mais identifie, lors de la phase de descente, un
ensemble d’instanciations qui ne seront pas contenues dans le futur obstacle. Cette mé-
thode est basée sur des relations d’implication existantes entre certains nceuds de Darbre
de recherche.

Supposons que l'instanciation des variables dans le nceud w implique la fixation de
variables supplémentaires constituant le nceud v. En d’autres termes, supposons que v = v.
Si, pendant la phase de descente, u est étendu en vt = u U v U w et que u™ viole une ou
plusieurs contraintes du probléme, la clause S des affectations responsables de 1’échec est

réduite & v U w.

Proposition 4.1 Soit u,v et w des vecteurs de {0,1,*}". St u = v et si u UvUw est un

obstacle, alors uw U w est un obstacle.

Preuve Nous allons prouver la proposition par induction sur la longueur de v et par
I’absurde. Supposons que v soit de longueur 1 tel que v = {z;}, donc v’ = uw U {Z;} est
un obstacle puisque u = v et v =uU {z;} Uw est un obstacle par hypothése. Alors, la
résolvante de u' et v qui est «' Vu' = w U w est un obstacle. Supposons a présent que la
proposition soit vraie pour un vecteur v de longueur k, nous allons prouver que la proposition
est toujours vraie si v est de longueur k + 1. Soit v = v" U {z;}, alors v’ = uUv U {Z;} est
un obstacle et v’ =uUv U {Z;} Uw est également un obstacle. Donc la résolvante de u
et v’ qui est u' Vi = uwUv Uw est un obstacle et par hypothése d’induction, v Uw est un
obstacle. [J

Bien que la phase de remontée implicite puisse remplacer la phase de remontée originale
de Resolution search, son efficacité dépend du probléme résolu et des relations d’implication
qui peuvent étre déduites entre les nceuds de ’arbre de recherche.

Dans le cas de la résolution du MKP, nous proposons une implémentation fondée sur les
relations d’implication qui peuvent étre déduites de la contrainte des coftits réduits. Dans le
cas ou le noceud de départ u(%#) donné a la fonction obstacle contient des instanciations
des variables a 'opposé de leur valeur optimale, gap est diminuée de la valeur des cofits
réduits correspondants et cette diminution implique la fixation des variables non instanciées
dans u(.%) ayant un cott réduit supérieur a gap. D’aprés la proposition 4.1, les variables
ainsi fixées a cause de la diminution de gap engendrée par u(.%) ne sont alors pas prises
en compte dans la clause S. L’algorithme 4.3 détaille I’application de la phase de remontée

implicite dans la fonction obstacle.
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Algorithme 4.3  Fonction obstacle avec phase de remontée implicite pour le MKP

obstacle(P,u,BI,S)

{ —
gap = v(P)— BI;
for(j =1,2,...,n)
if(u; =1—-2;) gap = gap —¢; ;
ut =uS=ut;
borne = oracle(u') ;
if (borne > BI){
//Phase de remontée implicite
for(j =1,2,...,n)
if(u; = * et ¢; > gap) uj =T
//Phase de descente
while(u™ & {0,1}™) {
choisir un indice j tel que u;’::* et une valeur v dans {0,1};
u;'::v;f% =v;
borne = oracle(ut) ;
if (borne < BI) break;
}
if (borne > BI) BI = borne;
}
return borne;
}

Nous avons mené une expérimentation de Resolution search avec et sans phase de re-
montée implicite afin d’en évaluer I'efficacité. Le tableau 4.1 donne les résultats obtenus sur
les instances c¢b5.100 de la OR-Library. La colonne opt. donne le nombre moyen d’appels a
oracle nécessaires a I’obtention de la valeur optimale et la colonne preuve donne le nombre

moyen d’appels & oracle nécessaires & la preuve d’optimalité.

TAB. 4.1 — Impact de la phase de remontée implicite

Sans avec

Instance | remontée implicite | remontée implicite

opt. preuve opt. preuve
0-9 69286 145395 | 55726 111865
10-19 71286 155152 | 57736 122944
20-29 17414 45696 | 13891 39376

On constate une nette diminution du nombre moyen d’appels & oracle pour 'obtention
de la valeur optimale mais également pour la preuve d’optimalité. Si 'on compare la somme
des appels a oracle pour I’ensemble des 30 instances c¢b5.100, on constate une diminution
de Vordre de 19,3% pour l'obtention de la valeur optimale et une diminution de 'ordre de

20, 8% pour 'obtention de la preuve d’optimalité.
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4.3 Description du processus d’exploration

Dans cette section, nous décrivons le principe d’exploration de la fonction obstacle.
Nous détaillons I"application de la phase de remontée implicite ainsi que ’hybridation avec
I’algorithme d’énumération implicite.

Partant du neeud u(.%#) fourni par la famille path like .%, obstacle remplace pas a pas
les composantes * de u(%) par 0 ou 1 de maniére a construire le nceud u*. Si u™ devient
un obstacle (alors noté u*), la procédure cherche une clause minimale S telle que S C u* et
S est un obstacle. Afin d’illustrer le déroulement de la fonction obstacle, nous considérons

le probléme P? suivant :

(PY) Maximiser 102y + 1029 + 8x3 + 8my + Tas
10
2$1 —+ 11$2 + 2I3 + 1OZE4 + Is5 < 11

sujet a 51 + 2z + 10x3 + lay + 3xs

IN

x= T(x1, 22,23, 24,25) € {0,1}°

Supposons que 'on cherche & résoudre le probléme Pd(2) qui correspond au probléme P?¢
avec la contrainte additionnelle (1 -2 = 2). La résolution de la relaxation linéaire de P%(2)
nous donne une solution optimale Z de valeur BS = 19.55 et un vecteur de cotts réduits ¢
tels que :

7 =(1,0.78,0.22,0,0) et &=(2,0,0,—1.78 —0.78)

Supposons que nous connaissions un minorant BI = 16 du probléme, alors la contrainte des
cotits réduits s’écrit
2(1 —x1) + 1.78z4 + 0.78x5 < 2

Au début de la procédure, la relaxation linéaire du probléme est résolue pour chaque hy-
perplan disponible dans le but de fournir l'information nécessaire a la génération de la
contrainte des cotits réduits.

La premieére étape, appelée Phase de vérification, consiste a vérifier la faisabilité de u(.%).
Si une contrainte est violée, la vérification s’arréte et 'affectation partielle correspondante,
représentant un obstacle, est mémorisée dans % sous forme de clause. Simultanément, la
contrainte des coiits réduits est vérifiée et la valeur gap est mise a jour : pour chaque
variable hors base fixée a I'opposé de sa valeur optimale (1 — Z;), son cout réduit (c;)
est soustrait & gap et si gap < 0, Paffectation partielle courante est un obstacle. Dans ce
cas, S est uniquement composée des instanciations des variables fixées a 'opposé de leur
valeur optimale dans u(.#). Par exemple, supposons que lors de la résolution de P%(2),
u(F) = (0,0,0,1,%), nous avons gap = —1.78 donc u(.#) est un obstacle. La solution
partielle (0,x*,x,1,*) C (0,0,0,1,%) qui viole la contrainte des cotits réduits est également

un obstacle et dans ce cas S = x1T4 est ajoutée a .%.
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Nous passons ensuite a la deuxiéme étape qui constitue l'application de la phase de
remontée implicite décrite en section 4.2.2. Cette phase consiste a fixer toutes les variables
libres hors base de coiit réduit strictement supérieur & gap a leur valeur optimale. Ces
variables doivent en effet étre fixées & leur valeur optimale pour satisfaire la contrainte
des cotits réduits. Fixer ces variables & leur valeur optimale n’est donc qu’une conséquence
des instanciations des variables dans u(.%#). Selon la proposition 4.1, elles peuvent ne pas
étre incluses dans S. Pour illustrer ce processus, supposons que obstacle commence avec
u(F) = (0,%,%,%,%), x; étant fixé & (1 — Z1), on a gap = 0. Puisque ¢4 = 1.78 est
supérieur a gap, x4 doit étre fixée a T4 = 0. Nous avons donc u(.Z) = (0, *, *, %, *) implique
ut = (0,*,%,0,%) et x4 = 0 ne sera pas inclue dans S.

La phase suivante constitue la phase de descente (ou waxing phase) telle que décrite dans
le papier original [14]. Cette phase consiste & assigner des valeurs aux variables libres jusqu’a
atteindre un obstacle. La stratégie de branchement choisie consiste & sélectionner la variable
libre de plus grande valeur absolue de coiit réduit et a lui assigner sa valeur optimale Z;.
Chaque fois qu'un branchement est réalisé, la réalisabilité de ’affectation partielle courante
est vérifiée et en cas d’echec, la phase de descente s’arréte et la clause S correspondante est
ajoutée a .Z. Si nous considérons I'exemple précédent, u™ = (0, x, %, 0, *) apres la phase de
remontée implicite. Puisque x5 est la variable libre de plus grande valeur absolue de coftit
réduit (|s| = 0,78), nous la fixons & sa valeur optimale (ud = 0).

Lorsque le nombre de variables libres restant est inférieur ou égal a un paramétre A
donné, la phase de descente s’arréte et le sous—probléme correspondant est résolu par 1’énu-
mération implicite. Ce sous probléme inclut les variables libres de faible cotit réduit et les
variables de base. L’énumération implicite explorant entiérement le sous—arbre correspon-
dant aux variables libres, la clause S générée ne contient aucun des branchements réalisés
pendant cette phase. Seules les branchement réalisés pendant la phase de vérification et /
ou la phase de descente sont considérées pour la construction de la clause S. Dans ’exemple
ci dessus, ’énumération des variables restantes x2 et x3 donne les configurations suivantes :

u* = (0,0,0,0,0), c-u* <BI,
u* =1(0,0,1,0,0), c-u* <BI,
u* =1(0,1,0,0,0), c-u* <BI,
u*=(0,1,1,0,0), A-u*>b: irréalisable.

Puisqu’aucune de ces configurations n’améliore la meilleure solution connue, la clause
S = ZT1Z5 est ajoutée & Z. Notons que A peut étre mise & jour dynamiquement durant la
recherche, selon que I’on veut favoriser la partie Resolution search ou la partie énumération
implicite.

L’algorithme utilisé pour énumérer les variables du sous—probléme constitué des va-
riables de faible coiit réduit et des variables de base est similaire & ’énumération implicite

présentée dans le chapitre 2.
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L’unique modification apportée a été de retirer a cet algorithme la propagation des cofits
réduits effectuée a chaque neeud (cf. chapitre 2, section 2.4.3). En effet, dans le cas de la
résolution de ces sous—problémes constitués essentiellement de variables a faible cotit réduit,
I’expérimentation nous a montré que cette propagation perd de son efficacité et a tendance a
ralentir le processus de recherche. Comme mentionné précédemment, cet algorithme oriente
la recherche vers les solutions les plus & méme de violer la contrainte des cotits réduits. La

politique de branchements & chaque nceud u peut se résumer de la maniére suivante :

1. Résoudre le probleme P(k,u) .

2. Brancher sur la variable libre hors base (z;) de plus grande valeur absolue de cott

réduit (|¢;|) en la fixant a 'opposé de sa valeur optimale (1 — Z;).
3. Mettre a jour gap = |BS(u)| —BI — 1 par gap = gap — ;.

4. Fixer toutes les variables hors base de cotlit réduit strictement supérieur a gap a leur

valeur optimale.

A chaque nceud, la régle de branchement cherche a provoquer la violation de la contrainte
des cofits réduits de maniére a élaguer au plus tot I’arbre de recherche. Nous avons montré
dans le chapitre 2 que cette méthode est efficace uniquement lorsqu’un bon minorant du pro-
bléme est connu. Dans le cas de ’hybridation avec Resolution search, elle correspond bien a
la stratégie générale : utiliser Resolution search pour explorer I'espace de recherche de ma-
niére pertinente et I’énumération implicite pour résoudre efficacement des sous—problémes

de petite taille.

4.4 Expériences numériques

Les expériences numériques ont été réalisées sur les instances du jeu Chu et Beasley de la
OR-Library. Les résultats sont comparés avec ceux obtenus par ’énumération implicite du
chapitre 2 ainsi qu’avec le solveur commercial CPLEX 9.2. Le parameétre A est incrémenté
toutes les 100 itérations partant de 20 jusqu’a 60, et réinitialisé & 20 si la borne inférieure
est améliorée. Les résultats obtenus sur les instances cb10.250, c¢b5.500 et cb10.500 sont
présentés dans les tableaux 4.2, 4.3 et 4.4. La description des données par colonne est la
suivante :

— Instance est le nom de l'instance.

2°Pt est la valeur optimale.

— opt. est le temps de calcul requis en secondes pour obtenir une solution optimale.
preuve est le temps de calcul requis en secondes pour prouver l'optimalité de la
meilleure solution trouvée.

La colonne RSBB correspond aux résultats obtenus avec ’hybridation de Resolution

search et de I’énumération implicite, la colonne enum [69] correspond aux résultats obtenus

avec I’énumération implicite présentée dans le chapitre 2 et la colonne CPLEX correspond
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aux résultats obtenus par CPLEX 9.2 (ERROR si CPLEX a dépassé la capacité de mé-
moire). Les résultats obtenus sur les instances a 10 contraintes et 250 variables sont exposés
dans le tableau 4.2 et ceux obtenus sur les instances & 5 contraintes et 500 variables sont ex-
posés dans le tableau 4.3. Dans le tableau 4.4, correspondant aux instances a 10 contraintes
et 500 variables, la colonne z°P* — z donne la différence entre la valeur optimale trouvée par
notre algorithme et le meilleur minorant connu jusqu’a présent : (vv) indique qu’il y a eu
une amélioration par rapport aux résultats de Vasquez et Vimont |68] et (wh) indique qu’il
y a eu une amélioration par rapport aux résultats de Wilbaut et Hanafi [72]. Cette méthode
résout ’ensemble des instances cb10.250 et ¢b5.500 plus rapidement que I’énumération im-
plicite présentée dans le chapitre 2 et que CPLEX 9.2. De plus, elle résout ’ensemble des

instances cb10.500 dont les valeurs optimales étaient inconnues jusqu’a présent.

TAB. 4.2 — Résultats obtenus par 1’algorithme hybride sur les instances cb10.250

o RSBB enum [69] CPLEX

Instance z°P
opt. preuve preuve preuve
cb10.250_0 59187 1 3326 5126 ERROR
cb10.250 1 58781 325 1510 43910 4369
cb10.250 2 58097 2 795 1509 6746
cb10.250 _3 61000 1906 6430 9080 ERROR
cb10.250 4 58092 738 20749 28789 ERROR
cb10.250_5 58824 6 747 1099 7394
cb10.250 6 58704 0 647 1052 8255
cb10.250 7 58936 3426 58294 87329 ERROR
cb10.250 _8 59387 335 2391 4428 ERROR
cb10.250_9 59208 0 4446 6902 ERROR
cb10.250 10 110913 560 3593 4952 ERROR
cb10.250 11 108717 630 3521 7465 ERROR
cb10.250 12 108932 4 2141 3382 ERROR
cb10.250 13 110086 91 9573 15091 ERROR
cb10.250 14 108485 0 1585 2306 9869
cb10.250 15 110845 94 4130 5954 ERROR
cb10.250 16 106077 34 5130 7867 ERROR
cb10.250 17 106686 816 3362 5538 ERROR
cb10.250 18 109829 17 2930 4817 ERROR
cb10.250 19 106723 24 807 1384 5716
cb10.250 20 151809 353 584 973 4695
cb10.250 21 148772 0 1559 2284 ERROR
cb10.250 22 151909 0 292 828 5048
cb10.250 23 151324 318 563 5489 2234
cb10.250 24 151966 533 812 932 5727
cb10.250 25 152109 3 323 818 2826
cb10.250 26 153131 7 50 239 374
cb10.250 27 153578 0 3279 8469 ERROR
cb10.250 28 149160 109 363 1276 1638
cb10.250 29 149704 0 413 826 2487
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TaAB. 4.3 Résultats obtenus par ’algorithme hybride sur les instances cb5.500

opt RSBB enum [69] CPLEX

Instance 2P
opt. preuve preuve preuve
cb5.500 0 120148 60 109 1331 8001
cb5.500_1 117879 9 15 1034 855
cb5.500_2 121131 b) 35 1112 4687
cb5.500 3 120804 14 47 630 6050
cb5.500 4 122319 5 27 558 1578
cb5.500 5 122024 45 67 932 3678
cb5.500_6 119127 4 51 851 6937
cb5.500_7 120568 7 27 804 2672
cb5.500 8 121586 48 77 1172 ERROR
cb5.500 9 120717 1 44 2783 5756
cb5.500__10 218428 53 63 838 1457
cb5.500_11 221202 1 11 2146 905
cb5.500__12 217542 221 232 1634 3728
cb5.500 13 223560 1 82 1211 5009
cb5.500 14 218966 8 11 486 485
cb5.500__15 2205630 21 40 814 3122
cb5.500__16 219989 10 22 593 1211
cb5.500_17 218215 1 18 811 1096
cb5.500 18 216976 1 37 697 2373
cb5.500 19 219719 6 67 969 2522
cb5.500_ 20 295828 1 5 767 47
cb5.500_21 308086 20 44 674 475
cb5.500_22 299796 1 10 783 187
cb5.500 23 306480 8 22 620 1182
cb5.500 24 300342 1 27 610 204
cb5.500_ 25 302571 10 16 634 988
cb5.500_ 26 301339 b) 6 466 366
cb5.500 27 306454 3 6 558 148
cb5.500 28 302828 3 18 724 367
cb5.500 29 299910 59 93 560 478

Les résultats obtenus illustrent les points positifs suivants de notre approche : (i) en dépit
des temps de calculs parfois trés élevés, notre algorithme n’a jamais dépassé la capacité de
mémoire et (ii) les temps de calcul requis pour trouver les valeurs optimales son relativement
faibles. En effet, nous avons comparé les minorant obtenus par notre approche avec ceux
obtenus par I'heuristique de Wilbaut et Hanafi [72] en un temps limité & 2 heures'. On
considére qu’une méthode est plus efficace qu’une autre si un méme minorant a été trouvé

en un temps plus rapide ou si un meilleur minorant a été trouvé dans le temps imparti.

'D’autres heuristiques performantes ont également été proposées par Vasquez et Hao [67] et Vasquez
et Vimont [68] cependant les temps d’obtention des meilleurs minorants sont quelquefois long (entre 300
secondes et 25 heures) alors que les résultats publiés par Wilbaut et Hanafi sont ceux obtenus en 2 heures
de temps de calcul. C’est pourquoi nous comparons nos résultats avec cette approche
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TAB. 4.4 Résultats obtenus par l’algorithme hybride sur les instances cb10.500

opt opt

Instance z opt. preuve z
cb10.500 0 117821 5525 2041200 +10(vv)
cb10.500 1 119249 246521 982776 +17(vv)
¢b10.500 _2 119215 4200 2764800 0
¢b10.500 3 118829 170695 322744 +41(wh)
cb10.500 4 116530 19394 9108000 +16(wh)
cb10.500 5 119504 8375 676837
cb10.500 6 119827 9892 461009

¢b10.500 7 118344 582278 646591 +11(wh)

—Zz

0
0

cb10.500_8 117815 310868 791701 0
cb10.500 9 119251 11423 1277833 0
cb10.500 10 217377 18 1856970 0
cb10.500 11 219077 2083 1575519 0
cb10.500 12 217847 18 20129 0
cb10.500 13 216868 67 376181 0
cb10.500 14 213873 7345 4975200  +14(vv)
cb10.500 15 215086 123 158186 0
cb10.500 16 217940 48419 130088 0
cb10.500 17 219990 543060 1255820 0

cb10.500 18 214382 45998 208335 +7(vv)

cb10.500 19 220899 743 76686 0
cb10.500 20 304387 23938 29756 0
cb10.500 21 302379 58 30392 0
cb10.500 22 302417 241986 380031 +1(vv)
cb10.500 23 300784 3345 13682 0
cb10.500 24 304374 683 60619 0
cb10.500 25 301836 107128 111286 0
cb10.500 26 304952 169 66919 0
cb10.500 27 296478 4122 33730 0
cb10.500 28 301359 29488 140984 0
cb10.500 29 307089 4324 16085 0

Notre méthode est plus efficace que 'heuristique de Wilbaut et Hanafi pour ’ensemble

des instances c¢b5.500 et elle est plus efficace pour 16 des 30 instances cb10.500.

4.5 Amélioration du calcul de minorants

Nous avons expérimenté une méthode consistant a renforcer la contrainte des cofits
réduits sur chaque hyperplan afin d’améliorer le calcul de minorants. Pour ce faire, nous
proposons de réduire le membre de droite de la contrainte des cotits réduits gap = |BS| —
BI—1 d’une valeur p puis de diminuer p successivement aprés un certain nombre d’itérations
jusqu’a obtenir le membre de droite initial. L’intérét de cette démarche est que la diminution
du membre de droite de la contrainte des coiits réduits favorise la fixation de variables et

I’élagage de l’arbre de recherche.
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4.6. Conclusion

Notons qu’a chaque fois que la valeur p est modifiée, les familles path like de chaque
hyperplan sont vidées de leur clauses. Cependant, afin d’éviter la redondance de la recherche,
certaines clauses sont conservées : pour les 3 hyperplans de plus grande valeur v(P(k)), nous
conservons les clauses C; pour lesquelles oracle(C;) < BI. Expérimentalement, nous avons
testé cette méthode sur les instances c¢b10.500 de la OR-Library. Nous avons conclu des
premiéres expérimentations qu’initialiser 1’écart p = 500 puis le diminuer de 50 toutes les
200 secondes donnait des résultats intéressants. Il est probable qu’un autre paramétrage
donne de meilleurs résultats mais cette expérimentation a simplement pour but de donner
une premiére évaluation de cette méthode.

Le tableau 4.5 montre les résultats obtenus en comparaison avec ’heuristique de Wil-
baut et Hanafi [72]. Dans ce tableau 4.5, la colonne BI correspond au meilleur minorant
trouvé et t(s) est le temps de calcul requis pour trouver BI. Les colonnes Wilbaut, Ha-
nafi [72] correspondent aux résultats trouvés par 'heuristique de Wilbaut et Hanafi, RSBB
correspond aux résultats obtenus par la méthode hybride présentée dans ce chapitre en
limitant son temps d’exécution a 2 heures et RSBBC correspond aux résultats obtenus en
faisant varier le membre de droite de la contrainte des cotits réduits. Les valeurs en gras
indiquent une amélioration soit en temps (un méme minorant a été trouvé en un temps
plus rapide) soit en valeur (un meilleur minorant a été trouvé dans le temps imparti).

Ces résultats montrent les possibilités d’amélioration de cette méthode hybride pour la
calcul de minorants. Avec cette premiére méthode, nous avons en effet obtenu une amélio-
ration de 25 instances sur les 30 instances c¢b10.500 par rapport a I’heuristique de Wilbaut
et Hanafi.

4.6 Conclusion

Nous avons proposé, dans ce chapitre, certaines contributions & Resolution search. La
premiére contribution concerne une modification de la phase de remontée originale, fondée
sur des relations d’implication qui peuvent étre déduites entre certains noeuds de ’arbre de
recherche. Cette phase de remontée implicite, permet de procéder a l'identification d’obs-
tacles minimaux & moindre cott par rapport a la phase de remontée originale. Nous avons
vu expérimentalement qu’elle offre une réduction sensible du nombre d’appels & oracle
lors de la résolution d’instances de MKP. Nous avons également montré que la structure de
Resolution search permet d’améliorer la diversification de la recherche en explorant partiel-
lement et de maniére répétée plusieurs sous—problémes du probléme original. Nous avons
proposé une méthode hybride qui combine Resolution search a un algorithme d’énumé-
ration implicite inspiré des travaux du chapitre 2. Cette hybridation constitue une réelle
coopération entre Resolution search, qui guide la recherche vers des zones prometteuses de
I’espace, et ’énumération implicite qui, en résolvant efficacement des sous—problémes de pe-
tite taille, fournit des obstacles intéressants a Resolution search. Les expérimentations ont

montré que la méthode résultante est capable de résoudre les instances cb10.250 et c¢b5.500
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en un temps plus rapide que les meilleures méthodes exactes connues sur ces instances
et d’obtenir les preuves d’optimalité des instances cb10.500 qui étaient inconnues jusqu’a
présent. Nous avons vu qu’il était possible, en resserrant la contrainte des cofits réduits,
d’améliorer le calcul de minorants de cette méthode. Des expérimentations sur les instances
c¢b10.500 ont montré qu’elle donnait de meilleurs résultats que 'une des heuristiques les
plus performantes connues. Bien que l'algorithme proposé dans ce chapitre soit relative-
ment éloigné de 'implémentation originale de Resolution search proposée par Chvéatal, il
montre que cette méthode constitue un schéma d’exploration intéressant pour la résolution

de problémes d’optimisation linéaire & variables binaires.

TAB. 4.5 Amélioration du calcul de minorants pour les instances ¢b10.500

Wilbaut, Hanafi [72] RSBB RSBBC

Instance

BI t (s) BI t (s) BI  t(s)
cb10.500 0 117809 3086 117809 141 117809 13
¢b10.500 1 119217 2068 119222 5180 119222 4059
¢b10.500 2 119215 5028 119211 410 119211 11
¢b10.500 _3 118801 3400 118813 860 118813 26
cb10.500 4 116514 241 116514 544 116514 36
cb10.500 5 119490 3130 119504 8375 119504 4556
cb10.500_6 119794 2810 119827 9862 119790 103
¢b10.500 7 118333 6146 118323 1 118323 3
cb10.500_8 117781 2200 117779 10 117779 8
cb10.500 9 119251 4282 119251 11423 119251 147
cb10.500 10 217377 9 217377 18 217377 4
¢b10.500 11 219077 1727 219077 2083 219077 123
¢b10.500 12 217847 428 217847 18 217847 7
¢b10.500 13 216868 1032 216868 67 216868 7
cb10.500 14 213853 1707 213861 1127 213861 1067
cb10.500 15 215086 1317 215086 123 215086 14
¢b10.500 16 217940 4606 217915 1973 217940 2944
cb10.500 17 219990 5729 219984 73 219984 21
cb10.500 18 214375 329 214375 196 214382 6014
cb10.500 19 220886 3174 220899 744 220899 659
cb10.500 20 304387 5118 304363 40 304387 4041
¢b10.500 21 302379 1462 302379 58 302379 17
¢b10.500 22 302416 85 302416 12 302416 22
cb10.500 23 300784 2004 300784 3345 300784 40
cb10.500 24 304374 1561 304374 683 304374 64
cb10.500 25 301836 5314 301796 13 301836 2648
¢b10.500 26 304952 326 304952 169 304952 26
cb10.500 27 296472 785 296478 4122 296478 1168
cb10.500 28 301357 1015 301353 3141 301359 1867
cb10.500 29 307089 839 307089 4324 307089 17
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Chapitre 5

Application de Resolution search au
probléme de planification de
techniciens et d’interventions pour les

télécommunications

Nous présentons, dans ce chapitre, un travail réalisé dans le cadre du 5°™¢ challenge de
la Société Frangaise de Recherche Opérationnelle et d’Aide & la Décision (ROADEF)'. Le
sujet, proposé par France Télécom, concernait la planification de techniciens et d’interven-
tions dans le domaine des télécommunications. Nous détaillons, dans une premiére partie,
I’algorithme de recherche de bornes supérieures que nous avons présenté pour ce challenge et
nous exposons ensuite une étude réalisée a posteriori sur ’application de Resolution search
a la résolution d’un sous—probléme du probléme général.

L’objectif du probléme que I'on note TIST (pour Technicians and Interventions Schedu-
ling Problem for Telecommunications) est de concevoir des ordonnancements de techniciens
et d’interventions dans le but d’aider les décideurs de France Télécom dans la réalisation de
leurs plannings. Chaque jour, des équipes de techniciens doivent étre formées afin d’effectuer
différentes taches a différents lieux géographiques. L’accroissement du nombre de clients et
la diversification des services dus au développement du haut débit comme la voix sur ip ou
la télévision par Internet rendent la réalisation des plannings de plus en plus complexe.

Les interventions sont caractérisées par des critéres spécifiques comme une priorité de
planification et une durée d’exécution, et certaines interventions doivent étre réalisées avant
d’autres. Les interventions sont également composées de différentes taches qui nécessitent
un certain nombre de techniciens d'un certain niveau de compétence dans un domaine

donné. Les techniciens sont spécialisés dans différents domaines avec différents niveaux de

compétence et chaque technicien a une liste de jours d’indisponibilité. D’autre part, chaque

"http ://www.g-scop.fr/ChallengeROADEF2007/ ou http ://www.roadef.org/
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intervention a un cotit donné si elle est sous traitée par une entreprise extérieure. Le cotit
total de ces interventions sous traitées ne peut dépasser un certain budget. Le TIST consiste
a ordonnancer un ensemble d’interventions en minimisant une fonction scalaire qui attribue
une pénalité plus grande aux interventions les plus prioritaires. Ce probléme a deux aspects
combinatoires distincts : 'ordonnancement des interventions (qui dépend des contraintes
de précédence) et la construction des équipes de techniciens (qui dépend du jour courant).

Dans une premiére partie, nous décrivons l'algorithme de résolution que nous avons pré-
senté lors du challenge ROADEF’07. Cet algorithme, basé sur la métaheuristique GRASP
(Greedy Randomized Adaptive Search Procedure |? |), donne des résultats prometteurs
et nous a permis d’étre classé 4°™¢ sur 35 équipes participantes lors du classement final.
Néanmoins, I'un des défauts majeurs de cet algorithme concerne le choix des interventions
a sous traiter. Ce choix est effectué par une heuristique simple consistant a choisir dés le
départ un ensemble d’interventions & sous—traiter et & ne plus considérer ces interventions
durant la recherche. Un mauvais choix de départ peut donc pénaliser 'efficacité de I'algo-
rithme durant tout le processus de recherche. Nous avons réalisé une étude a posteriori sur
ce probleme dans le but d’améliorer les résultats précédemment obtenus. Nous présentons,
dans la deuxiéme partie de ce chapitre, les différentes voies qui ont été explorées pour cette
étude et montrons en particulier que 'utilisation de Resolution search permet d’obtenir de
meilleurs résultats que les autres méthodes testées sur la résolution de ce sous—probléme.

Une partie du travail décrit ici a fait 'objet de publications [42, §].

5.1 Description du probléme

Dans cette section, nous commencons par décrire le probléme de maniére informelle,
puis nous présentons les différentes notations utilisées pour les données du probléme. Nous
concluons par une formulation mathématique du TIST dans laquelle les interventions sous

traitées ne sont pas prises en compte.

5.1.1 Description générale

Le probleme traite d’interventions devant étre affectées a des équipes de techniciens.
Les techniciens sont caractérisés par leurs jours de congés et leurs niveaux de compétence,
et les interventions par leur priorité, leur temps d’exécution, leur liste de prédécesseurs
(interventions qui doivent étre traitées avant l'intervention) et le nombre de techniciens
requis pour chaque niveau et domaine de compétence. L’objectif consiste & construire des
équipes de techniciens pour chaque journée et & affecter des interventions & ces équipes en

respectant toutes les contraintes de la planification et en minimisant la fonction objective
28t1 + 14ty + 4t3 + t4

ou t; est la date de fin de la derniére intervention de priorité k pour k =1,2,3 et t4 est la

date de fin de 'ordonnancement.
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Un ordonnancement doit satisfaire une liste de contraintes pour ’affectation des techni-
ciens et pour affectation des interventions. Nous considérons que chaque journée de travail
est dans l'intervalle de temps [0, Hyax] et qu’il est impératif de respecter cet intervalle. En
conséquence, une intervention ne peut étre réalisée avant la date 0 ou apres la date Hpax
et ne peut étre réalisée sur plusieurs jours.

Une intervention doit étre réalisée par une seule équipe a une unique date, plusieurs
équipes ne peuvent se partager la méme intervention et aucune intervention ne peut étre
affectée & un technicien en repos. Une contrainte forte est que les équipes ne peuvent
changer durant la journée, ce qui implique que chaque technicien appartient au plus a une
seule équipe chaque jour. Cette contrainte est due au nombre limité de voitures disponibles
et au temps que cela prendrait de rapatrier les voitures pour former de nouvelles équipes.

Une équipe doit satisfaire les demandes de chaque intervention qui lui est assignée. Ainsi,
pour chaque intervention, nous devons affecter suffisamment de techniciens qualifiés pour
satisfaire toutes les demandes. Par exemple, une intervention qui nécessite un technicien
de niveau 2 dans le domaine d1 peut étre réalisée par un technicien de niveau 2, 3 ou 4
dans le domaine d1, mais ne peut étre réalisée par deux techniciens de niveau 1 dans le
domaine d1. Le nombre requis de techniciens d'un certain niveau pour une intervention est
cumulable puisqu’'un technicien d’un niveau donné est aussi qualifié pour tous les niveaux
inférieurs pour le méme domaine de compétence.

Finalement, il est possible de sous traiter certaines interventions & une entreprise ex-
terne. Chaque intervention a un cotit spécifique dans le cas ou elle serait sous—traitée et
le cotit total de la sous traitance ne peut excéder un budget donné. Notons que le modéle
mathématique que nous exposons en section 5.1.2 ne prend pas en compte les interventions
sous traitées. En effet, cette partie du probléme est réalisée dans une phase de prétraitement
décrite en section 5.2.1.

La méthode GRASP consiste & alterner itérativement une phase de construction et une
phase d’amélioration. La phase de construction génére une solution réalisable en insérant
des interventions suivant un critére d’insertion, le voisinage de cette solution est ensuite
exploré avec un algorithme de recherche locale dans la phase d’amélioration jusqu’a ce
qu'un minimum local soit identifié. Un des inconvénients de l'implémentation classique
de la méthode GRASP est qu’elle ne prend pas en compte l'information fournie par les
solutions précédemment explorées car chaque itération est indépendante de 1’autre. Nous
proposons une implémentation intégrant 'apprentissage? dans le but de diriger la recherche
vers des solutions de qualité. En effet, a chaque itération, les critéres d’insertion utilisés pour
construire une solution réalisable sont mis & jour en prenant en compte les explorations

passées.

2Une bibliographie sur d’autres versions de GRASP intégrant I’apprentissage peut étre trouvée dans
larticle de Pitsoulis et Resende [57].
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Notre approche est centrée sur trois phases principales : une phase de prétraitement qui
sélectionne un sous ensemble d’interventions & sous traiter ; une phase d’initialisation qui
cherche a identifier de bons critéres d’insertion pour la phase de construction ; et une phase

de recherche qui utilise GRASP pour trouver la meilleure solution possible.

5.1.2 Notations et modéle mathématique

Dans cette section, nous introduisons un ensemble de notations ainsi que le modéle ma-

thématique du probléme.

Les constantes du probléme sont les suivantes :
Hpax est la durée de temps de chaque jour (Hyax = 120 dans le sujet).
— T(I) est le temps d’exécution de l'intervention I.
cost(I) est le cott de 'intervention 1.
— A est le budget alloué pour les interventions sous—traitées.
P(t,j) est égale a 1 si le technicien ¢ travaille le jour j, 0 sinon.
— C(t,1) est le niveau de compétence du technicien ¢ dans le domaine i.
R(I,i,n) est le nombre de techniciens requis de niveau n dans le domaine i pour
traiter l'intervention I.
Pred(I) est la liste des prédecesseurs de 1.
— Swucc(I) est la liste des successeurs de 1.
Les variables sont les suivantes :
— s(I) est la date de début de l'intervention I.
e(t,j) est le numéro de I'équipe a laquelle est rattaché le technicien ¢ pour le jour j.
L’équipe 0 est une équipe spécifique composée des techniciens ne travaillant pas ce
jour.
d(I) est le jour ou l'intervention I est planifice.
Une intervention qui nécessite, pour le domaine ¢, au moins un technicien de niveau 3 et un
technicien de niveau 2 aura ses demandes notées : R(I,1,1) = 2, R([,i,2) =2, R(1,i,3) =1
et R(1,i,4) = 0.

Pour le modéle mathématique, nous utilisons les constantes suivantes :
Pr(k,I) égale 1 si la priorité de 'intervention I est k et 0 sinon.
— P(I1,I2) égale 1 si l'intervention I; est un prédécesseur de I'intervention I et 0 sinon.

et les variables suivantes :

x(I,j, h,€) égale 1 si équipe e travaille sur U'intervention I le jour j a la date de
début A et 0 sinon.

— y(j,€,t) égale 1 si le technicien ¢ est dans I’équipe € le jour j et 0 sinon.

tr, k =1,2,3 est la date de fin de la derniére intervention de priorité k.

— t4 est la date de fin de I'ordonnancement.
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5.1. Description du probléme

Ce probleéme, noté (P'), peut étre modélisé de la maniére suivante :

Minimiser  28t1 + 14ty + 4tz + t4

sujet a Z$(I,j, h,e) =1, VI, (5.1)
jsh,e

D ylet)=1, Vit (5.3)

z(I,j,h,0) =0, vI,j,h, (5.4)
min(he+7 (I2)—1,Hmax)

Z l‘([l,j, hl,E)—{—l‘(Ig,j,hQ,E) <1, VI, 1o, ho, j, ¢, (5.5)
hi1=max(ho—T(I1)+1,0)

Z (]Hmax + h) (x(lbja ha 6) - $(127ja h’ 6)) + T(Il)$(ll7ja ha 6) < 07

jsh,e

VI, I | P(Ih, Ip) =1, (5.6)
x(I,j,h,e) =0 VI,j,h,e | h+T(I)> Hpax, (5.7)
ZR(I,Z,”)J;(I,], h‘? E) S Z y(]’ E’t)7 VI’Z.’TL7 E’j? (58)

h t|C(t,i)>n

Z (jHumax + b+ T(1)) Pr(k,Dx(I,j h,e) <t,, VI k=123 (5.9)
j,sh,e
> ((Huax +h+T() (1,4, he) <ta, VI (5.10)
J,he

La contrainte (5.1) assure que chaque intervention est traitée par une seule équipe a une
journée et a une date fixée. La contrainte (5.2) garantit que si un technicien ¢ ne travaille
pas le jour j, il est dans I'équipe 0. La contrainte (5.3) spécifie quun technicien appartient
a une seule équipe chaque jour. La contrainte (5.4) assure qu’aucune intervention n’est
réalisée par 1’équipe 0. La contrainte (5.5) certifie que deux interventions réalisées le méme
jour par la méme équipe sont effectuées a des dates différentes. La contrainte (5.6) spécifie
que tous les prédécesseurs d’une intervention donnée doivent étre réalisés avant la date de
début de lintervention. La contrainte (5.7) assure que chaque jour a une durée limite de
Hpax, nombre maximal de portions de temps par jour. La contrainte (5.8) spécifie qu'une
équipe qui travaille sur I'intervention I satisfait les demandes en nombre de techniciens par
niveau de compétence. Finalement, la contrainte (5.9) spécifie que t; est la date de fin de
la derniére intervention de priorité k, k = 1,2, 3 et la contrainte (5.10) spécifie que t4 est la

date de fin de 'ordonnancement.
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5.2 Meéthode de résolution

Dans cette section, nous détaillons les trois phases principales de notre approche : (i) la
phase de prétraitement qui consiste a sélectionner un sous—ensemble d’interventions a sous—
traiter; (ii) la phase d’initialisation qui cherche & identifier de bons critéres d’insertions pour
la construction des solutions; et (iii) la phase de recherche qui s’appuie sur la métaheuris-
tique GRASP pour trouver la meilleure solution possible. La terminologie GRASP se référe
a une classe de procédures dans laquelle une heuristique gloutonne et une technique de re-
cherche locale sont employées. La métaheuristique GRASP a été appliquée & de nombreux
problémes d’optimisation combinatoire comme les problémes d’ordonnancement |[75], les
problémes de routage [1], les problémes de graphes [59], les problémes d’affectation [23],
les problémes de planification [75] etc. On peut se référer a |7 | pour une bibliographie plus
compléete sur le sujet.

La méthode GRASP consiste a répéter la procédure suivante jusqu’a satisfaire un critére

d’arrét (nombre maximum d’itérations, temps CPU fixé, niveau de qualité de la solution...) :

1. Générer une solution réalisable avec un algorithme glouton randomisé.
2. Appliquer un algorithme de recherche locale a la solution précédente.

3. Mettre a jour la meilleure solution.

5.2.1 Heuristique de choix des interventions a sous—traiter

Dans le contexte du challenge, nous devions trouver une méthode efficace dans un temps
limité. Pour cela, nous avons opté pour une méthode heuristique qui consiste a choisir un
ensemble d’interventions & sous—traiter au début du processus. Une fois cet ensemble dé-
terminé, les interventions sous traitées ne sont plus prises en compte durant le processus
de recherche. Cette heuristique est fondée sur un critére d’insertion lié & un poids spéci-
fique attribué a chaque intervention. Ce poids w([) est établi a partir d’'une borne supé-
rieure du nombre minimum de techniciens nécessaires a la réalisation de l'intervention [
(mintec(7)), et de la durée de celle-ci (T'(I)). 1l est égal au produit de ces deux valeurs :
w(I) = mintec(l) x T'(I).

Soit € I’ensemble des indices des variables représentant les techniciens et z € {0, 1}!
un vecteur de variables de décision. Dans un premier temps, la valeur mintec(7) est calculée

en résolvant de maniére heuristique le programme linéaire en nombres entiers suivant :

Minimiser > m
teQ
sujet a Z x¢y > R(1,i,n), Vi,n,

t|C(t,I)>n,te
Tt € {0, 1}, t € (.

L’heuristique utilisée pour résoudre ce probléme est décrite par 1’algorithme 5.1.
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Algorithme 5.1 — Calcul de la valeur mintec(I) pour une intervention [

mintec(])
{
€ := équipe vide;
T := sous-ensemble de techniciens satisfaisant au moins une demande de [ ;

for(chaque technicien t dans 7T) {
sk(t,I) := nombre de niveaux de compétence de t satisfaisant

les demandes de [ pour tous les domaines;
}
réarranger T selon 1’ordre décroissant des valeurs sk(t,[) ;
while(e¢ ne satisfait pas les demandes de [I) {

ajouter un nouveau technicien t€T & €;

mettre & jour T:=T — {t};
}
for(chaque paire de techniciens {¢,#'} dans ¢)

for(chaque technicien t” de T)

if ({t,t'} peut &tre remplacé par {t’} pour satisfaire les compétences)
remplacer {t¢,t'} par {¢’} dans €¢;

return nombre de techniciens dans €

Soit w(I) I'ensemble des indices des interventions et z € {0, 1}l le vecteur de va-
riables de décision tel que z; = 1 si 'intervention I est sous—traitée et 0 sinon. Nous devons
trouver, ensuite, un sous ensemble d’interventions I' & sous traiter tel que ZmIEF wrry soit
maximal et le coiit total ne dépasse pas le budget total disponible A, ce qui correspond & un
probléme de sac & dos avec contraintes de précédence [44]. Ce probléme, noté PCKP (pour

Precedence Constraint Knapsack Problem), peut étre formulé de la maniére suivante :
(PCKP) Maximiser Z wrry
sujet a Z cost(I)-x; < A,

vy <zp, VLI e€eO|PUTIT)=1,
xr€{0,1}, I€Q.

Il est résolu par un algorithme glouton qui sélectionne les interventions de ratio w(I)/cost(I)
maximal, pour lesquelles tous les successeurs sont sous—traités, tant que le cotit total ne

dépasse pas le budget disponible.
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Bien que ce choix de gestion des interventions a sous traiter ne soit pas optimal, 'ex-
périmentation a montré qu’il fournit de meilleurs résultats que d’autres stratégies testées

telles que :

Fixer le maximum de variables pour réduire le probléme. Ce qui correspond a affecter
un poids w; = 1 pour toutes les interventions.
Prendre en compte la priorité des interventions, c’est & dire fixer w; = 28 si I est de

priorité 1, wy = 14 si I est de priorité 2 etc.

5.2.2 Phase de construction

Dans une implémentation classique de la métaheuristique GRASP, la phase de construc-
tion consiste a déterminer un ensemble d’éléments candidats pouvant étre ajoutés & la so-
lution partielle courante tout en maintenant la réalisabilité. La sélection de 1’élément a
incorporer est déterminée selon un poids : les éléments correspondant aux poids les plus
forts sont insérés en priorité. Les poids sont donnés par un algorithme glouton qui évalue
I’augmentation de la fonction objective qu’engendre l'insertion des candidats. Dans notre
cas, ils sont tout d’abord initialisés & une valeur donnée (liée au cout de la priorité de
I'intervention dans la fonction objective) et mis & jour & chaque itération en prenant en
compte les solutions précédemment rencontrées. La méthodologie GRASP classique consi-
dére une liste restrictive de candidats (RCL pour restricted candidate list) composée des
a % des candidats ayant les poids les plus élevés, o € [0,100]. Les candidats sont alors
choisis aléatoirement dans la RCL afin de les insérer dans la solution partielle courante.
Dans notre approche, la RCL est composée de toutes les interventions, ce qui correspond a
fixer la variable « & la valeur 100. Les interventions sont insérées selon ’ordre décroissant

des poids et sont choisies aléatoirement en cas d’égalité.

Sélection d’un candidat

Initialement, le poids d’un candidat est fixé & la valeur du coefficient de sa priorité
dans la fonction objective et nous fixons arbitrairement un poids d’une valeur de 1 pour
les interventions de priorité 4. Ainsi, les candidats de priorité 1 (respectivement 2, 3) ont
un poids de 28 (resp. 14 ,4) et les candidats de priorité 4 ont un poids de 1. L’algorithme
glouton sélectionne le candidat qui a la plus haute valeur de poids. Lorsque deux candidats
ont le méme poids, le choix est fait aléatoirement. D’autre part, un candidat ne peut étre
sélectionné si au moins 'un de ses prédécesseurs ne l’est pas.

L’algorithme glouton cherche a insérer un candidat selon les trois critéres suivants : (1)
le jour le plus tot ; (2a) Péquipe qui nécessite le moins de techniciens supplémentaires pour
traiter l'intervention; (2b) la date de début au plus tot. Le processus est répété jusqu’'a ce
que tous les candidats soient ordonnancés. Nous décrivons maintenant comment ’algorithme

tient compte de ces trois critéres.
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Recherche du jour au plus t6t

La premiére étape consiste & calculer la date de départ au plus tot de I'intervention I.
Elle correspond & un couple de valeurs jour et heure notées d(I) et s(I). Pour cela, nous
cherchons la date de fin au plus tard parmi tous les prédécesseurs de I, s(Lnaz) + T (Imaz)
telle que Inap € Pred(I) et Inpg, est insérée le jour dpqq- Si8(Imaz )+ (Imaz )+T (1) > Hipax
alors d(I) = diay + 1 sinon d(I) = dypae. Dans tous les cas s(I) = s(Inmaz) + T (Inmaz)-

Calcul du nombre minimum de techniciens requis pour un candidat

Les critéres (2a) et (2b) dépendent des techniciens disponibles et des équipes existantes
le jour d(I). Afin de respecter le critére (2a), le nombre de techniciens nécessaire a la
construction d’une nouvelle équipe doit étre connu. L’algorithme vérifie que les niveaux de
compétence requis par U'intervention I sont satisfaits par une équipe donnée €. Si c’est le
cas, il n’est pas nécessaire d’ajouter un technicien a I’équipe €. Dans le cas contraire, le
nombre minimum de techniciens & ajouter a € est déterminé de maniére heuristique a partir
des techniciens disponibles le jour d(I). Nous notons techs®(I) le nombre de techniciens
nécessaires pour assigner I a I’équipe € (¢ = 0 si une nouvelle équipe doit étre créée). Il

reste & calculer la date de début au plus tot de I pour ces équipes.

Calcul de la date de début au plus tét

L’étape suivante de Palgorithme consiste a calculer la date au plus tot s(I) de pla-
nification de l'intervention I avec ’équipe e. Dans le cas d’une nouvelle équipe, il s’agit
simplement de la valeur s(I). Sinon, pour chacune des équipes retenues, on essaie d’insérer

I au plus tot dans leur planning.

Choix entre (2a) et (2b)

L’ordre des criteéres (2a) et (2b) dépend de la valeur de d(I) obtenue précédemment. 11
dépend également de la date de fin de la derniére intervention de méme priorité que I pour
les priorités 1, 2, 3 et de la date de fin totale pour la priorité 4 (i.e. t;, ou ¢ désigne la priorité
du candidat I). Si d(I) X Hpax + s(I) + T(I) < t; alors la condition (2a) est considérée
avant la condition (2b). Sinon, la condition (2b) a la priorité. En effet, si l'insertion de
I ne provoque pas d’augmentation de la date de fin de la derniére intervention de méme
priorité que I, alors elle n’influe pas sur la valeur de la fonction objective. Dans ce cas, nous

cherchons & minimiser le nombre de techniciens a ajouter avant de minimiser la valeur de

s(I).
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En résumé, pour favoriser la condition (2a), I’algorithme choisit ’équipe € avec la va-
leur minimale techs®(I) correspondante. Si plusieurs équipes ont la méme valeur, I’équipe
choisie est celle pour laquelle la valeur s¢(I) est minimale. Pour favoriser la condition (2b),
l’algorithme choisit I’équipe € avec la valeur minimale s€(I) et celle ayant la valeur minimale

techs®(I) s'il existe au moins deux équipes avec la méme valeur s¢(1).

Utilisation d’une permutation des poids dans ’algorithme glouton

Des expériences préliminaires nous ont montré que le critére de choix des interventions
pour l'algorithme glouton n’est pas trivial et, en particulier, qu’il ne correspond pas toujours
a l'ordre des coefficients des priorités dans la fonction objective. Notons w(I) le poids de
I'intervention I. Supposons que w(I) soit égal au coefficient de la priorité de I dans la
fonction objective. Cela revient & choisir les interventions de haute priorité d’abord. La
figure 5.1 représente une solution générée par l’algorithme glouton dans ces conditions. Les
poids des interventions sont : 28 pour les interventions de priorité 1; 14 pour les interventions
de priorité 2; 4 pour les interventions de priorité 3; 1 pour celles de priorité 4. Dans cette
figure, chaque ligne représente un technicien : le premier technicien est représenté par la
ligne du haut et le dernier technicien par la ligne du bas. Chaque rectangle noir correspond
a un jour de congés et chaque ligne verticale correspond a la fin d’une journée. La valeur

de la fonction objective de cette solution est 17820.

F1G. 5.1 — Solution avec un objectif de 17820 pour I'instance 8 de I’ensemble data-setA

Gass] ]

m— priorité 1 —— priorité 2 priorité 3

Il est possible d’affecter les poids aux interventions de maniére différente. Supposons
que les interventions de priorité 4 aient un poids de 28, celles de priorité 3 un poids de 14,
celles de priorité 1 un poids de 4 et celles de priorité 2 un poids de 1. Cette affectation
correspond & utiliser la permutation (4,3,1,2) des poids. La figure 5.2 donne une solution
générée avec l'algorithme glouton en utilisant ces poids. La valeur de l'objectif de cette
solution est 17355. Notons que les poids des interventions ne sont pas utilisés pour évaluer

la solution mais uniquement pour guider l'algorithme glouton.
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FiGg. 5.2 Solution avec un objectif de 17355 pour I'instance 8 de I’ensemble data-setA

mmm PriOTItE 1 e priorité 2 priorité 3

Cet exemple montre que, pour cette instance, il est préférable de fixer un poids fort pour
les interventions de priorité 3 et d’utiliser la permutation (4,3,1,2) des poids associés aux
priorités. Nous précisons que les permutations (4,3,1,2), (3,2,1,4), (4,3,2,1) et (4,2,1,3) sont
équivalentes pour ’algorithme glouton dans le cas de figure ou il n’y a pas d’intervention

de priorité 4.

Mise a jour des poids

Un des inconvénients potentiels de 'architecture GRASP standard est qu’elle ne prend
pas en compte les solutions précédemment visitées. Dans 'implémentation proposée, nous
utilisons l'information fournie par les solutions précédentes pour diriger la recherche vers
des zones potentiellement « prometteuses ». Ceci est réalisé, a chaque itération, en mettant
a jour les poids des candidats en considérant les caractéristiques des solutions précédentes.
Notons wy (1), le poids associé a U'intervention I selon la permutation p des poids associés
aux priorités. Par exemple, supposons que p = (3,2,1,4), alors w,(I) = 28 si la priorité
de I est 3, wy(I) = 14 si la priorité de I est 2, etc. A la fin de l'exécution de l'algorithme
glouton, les poids des interventions sont mis a jour & partir de 'information fournie par la
solution générée [65]. Cette mise a jour consiste a ajouter la valeur wy(I) aux derniéres
interventions de chaque priorité et & tous leurs prédécesseurs de maniére & planifier ces

interventions plus tot & l'itération suivante. L’algorithme 5.2 illustre cette procédure.

Algorithme 5.2 — Phase de mise a jour

mise_a_jour_poids(p)

{
for(chaque priorité prio) {
I := derniére intervention planifiée de priorité prio;
w(l) = w(l) +wp(I) 5
for(chaque intervention J € PTed(I))
w(J) =w(J) +wp(I);
}
}
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5.2.3 Phase d’initialisation

L’identification de la permutation qui conduit au meilleur comportement de 1’algorithme

glouton est réalisée par la procédure d’échantillonnage suivante :

— Appliquer plusieurs fois ’algorithme glouton pour chacune des 24 permutations des
poids associés aux priorités. Trier les permutations selon la meilleure borne supérieure
obtenue.

Répéter la méme procédure sur les 12 permutations qui donnent les meilleures valeurs.

— Répéter la méme procédure sur les 6 permutations qui donnent les meilleures valeurs.

Lorsque cette phase est terminée, nous conservons les 2 meilleures permutations. L’al-

gorithme GRASP utilisera ces deux permutations pour générer toutes les autres solutions :

les poids des interventions évoluant depuis ces valeurs de départ.

5.2.4 Phase d’amélioration

Dans cette section, nous décrivons un algorithme de recherche locale qui explore le
voisinage des solutions rencontrées en vue d’'une amélioration.

Aprés avoir affecté les interventions aux équipes et déterminé 'ordre dans lequel les
interventions sont traitées pour chaque équipe, nous vérifions la faisabilité de I’ordonnance-
ment. De plus, les dates de début optimales des interventions sont déterminées facilement,
dans ce cas, puisque le graphe représentant ’ordre d’exécution des interventions avec les
contraintes de précédence est un arbre acyclique direct pondéré |[16].

Nous proposons deux algorithmes de recherche locale, que nous appelons : phase cri-
tical path et phase packing. Nous utilisons un mouvement d’échange et un mouvement
d’insertion, et ne considérons que les mouvements réalisables.

Lors de la recherche locale, nous maintenons le nombre minimal de techniciens affectés
pour les interventions planifiées. Ainsi, les techniciens disponibles durant la journée appar-
tiennent soit & une équipe vide pour laquelle aucune intervention n’est assignée, soit aux
équipes pour lesquelles le nombre de techniciens est minimal pour les interventions qui leur
sont assignées.

Une opération d’échange consiste & intervertir 'affectation et U'ordre de deux interven-
tions et une opération d’insertion supprime une intervention et l’'insére a une autre position

temporelle.

Phase critical path

Le but de la phase critical path est de réduire les dates de fin de chaque priorité et la

date de fin de I'ordonnancement global (i.e., t1, to, t3 et t4) simultanément.
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Un chemin critique pour une priorité est défini comme étant une séquence maximale
(I1,15,...,I;) d’interventions telles que l'intervention [; donne la date de fin de la priorité

considérée, et chaque intervention consécutive Iy et I1q (k=1,...,01 — 1) satisfait
d([k) = d(Ik—i-l) et S(Ik) +T(Ik) = S(Ik—i-l)

ou
d(Ix) + 1= d(Ij41), s(Ux+1) = 0 et s(Ix) + T (L) + T (I+1) > Humax-

L’intervention x4 ne peut étre insérée si 'intervention Iy n’est pas insérée plus tot. Par
définition d’un chemin critique, I'intervention Iy doit étre séquencée plus tot si nous voulons
réduire la date de fin de la priorité.

L’algorithme de recherche locale cherche un chemin critique pour chaque priorité et

essaie de rompre ce chemin en insérant 'intervention I; au plus tot.

Phase packing

Dans la phase packing, I’algorithme cherche & insérer les interventions de maniére efficace
sans dégrader I'objectif.

Nous considérons une mesure de Uefficacité pour I’équipe € du jour j. Soit J. = {1, I2,..., I;}
les interventions qui sont affectées a I'équipe €. Soit N (J¢, 7, n) le nombre maximum de tech-

niciens requis pour le niveau n et le domaine i pour réaliser les interventions de J¢ (i.e.,

N(Je,i,n) = maxrey. R(I,i,n) ). Soit

sklll Z Z Je’z ’I’L R(I,z,n))T(I)
IeJe i,n
et

Wtime(JE = max - Z T
IGJe

qui représentent respectivement les niveaux de compétence « gaspillés » et le temps « gas-
pillé » pour I'équipe € et les interventions J.. Nous estimons 'efficacité de 1’affectation des

interventions J. & I’équipe € par la fonction
f(JE) - Wskﬂl(JE) + aWtime(JE)y

ol « est fixé & une grande valeur pour prendre en compte en priorité le temps puis les
niveaux de compétence.

Dans cette phase, la recherche locale estime la valeur d’une solution en sommant f(J;)
pour toutes les équipes de tous les jours, et elle accepte une solution voisine pour un
mouvement si la solution est réalisable et qu’elle n’augmente pas les dates de fin de chaque

priorité.
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5.2.5 Schéma général de ’approche de résolution

L’algorithme 5.3 résume les trois phases exposées dans les sections précédentes. L’heu-
ristique de prétraitement qui sélectionne les interventions & sous traiter est représentée par
la fonction glouton_sous_traités. Cette fonction retourne un sous—probléme dans lequel
une partie des variables a été fixée (i.e. avec quelques interventions supprimées). La phase
d’initialisation consistant & assigner des poids initiaux aux interventions est décrite par la
fonction initialisation_poids. Cette procédure fournit con fi et con fo, qui correspondent
aux deux configurations initiales des poids utilisées dans la procédure GRASP. La phase
GRASP consiste a répéter l'exécution de 'algorithme glouton avec les deux configurations
des poids sélectionnées, puis a mettre & jour la mémoire et finalement a appliquer la re-
cherche locale lorsque la meilleure solution est améliorée. Le processus s’arréte lorsque le

temps cpu alloué est dépassé.

Algorithme 5.3  Algorithme général

résoudre_TIST(PB,MAX_CPU)

{
meilleure_solution = Q) ;
SPB = glouton_sous_traités(PB) ;
(confy,confz) = initialisation_poids(SPB) ;
while (MAX_CPU n’est pas atteint) {
solution_1 = construction_gloutonne(SPB, confi) ;
solution_2 = construction_gloutonne(SPB, confs) ;
Mettre & jour la mémoire;
amélioration = mise_a_jour(solution_l,solution_2,meilleure_solution) ;
if (amélioration = true)
meilleure_solution = recherche_locale(SPB, meilleure_solution) ;
}
}

5.2.6 Calcul d’une borne inférieure

Dans cette section, nous considérons une borne inférieure du probléme P’ ou les inter-
ventions sous traitées ont été supprimées, afin d’évaluer la performance de ’algorithme.

Pour calculer la borne inférieure de P’ nous considérons huit problémes relaxés avec une
restriction sur les interventions choisies. Sur chacun de ces huit problémes, nous calculons
une borne inférieure de la date de fin de 'ordonnancement (appelée makespan). La borne
inférieure de P’ est finalement calculée en utilisant ces valeurs.

Nous considérons les problémes suivants :

— MSP(1) avec uniquement les interventions de priorité 1 et leurs prédécesseurs.

M SP(2) avec uniquement les interventions de priorité 2 et leurs prédécesseurs.

— MSP(3) avec uniquement les interventions de priorité 3 et leurs prédécesseurs.
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MSP(1,2) avec uniquement les interventions de priorité 1 et 2 et leurs prédécesseurs.
MSP(2,3) avec uniquement les interventions de priorité 2 et 3 et leurs prédécesseurs.
— MSP(3,1) avec uniquement les interventions de priorité 3 et 1 et leurs prédécesseurs.
MSP(1,2,3) avec les interventions de priorité 1 et 2 et 3 et leurs prédécesseurs.
- MSP(1,2,3,4) avec toutes les interventions.

Si 'on note Ty, Ty, T3, T 2, T2 3, 13,1, T1,2,3 et 11,234 les bornes inférieures des makes-

pans respectifs, la résolution du probléme suivant fournit une borne inférieure pour P’ :

Minimiser 28t + 14ty + 4t3 + ty
sujet a Ty <ty, Th <to, T3 < t3,
T1o < max{ti,ta}, Tr3 < max{ts,t3}, T31 < max{ts,t1},
T123 < max{ti,ta,t3},

T 234 < ty,

ou t1, ty et t3 sont respectivement les dates de fin des priorités 1, 2 et 3, et t4 est la date
de fin de 'ordonnancement global. Toute solution réalisable doit satisfaire les contraintes
précédentes.

Nous proposons trois bornes inférieures pour chaque probléme : la borne inférieure par
boites qui est calculée de maniére combinatoire ; la borne inférieure par affectation qui est
obtenue par la résolution d’un programme linéaire qui est un sous—probléme de P’; et enfin
la borne triviale qui est dérivée de conditions triviales du probléme. Nous choisissons la

meilleure borne inférieure parmi celles-ci et la renforcons par une procédure d’amélioration.

Borne inférieure par boites

La borne inférieure par boites, qui est une borne inférieure sur le nombre de jours
de I'ordonnancement, est calculée pour chaque domaine i et niveau de compétence n; la
plus grande valeur est conservée. La méme méthode a été proposée par Lodi, Martello et
Vigo |47| pour le probléme two-dimensional level packing problem.

Pour chaque domaine ¢ et niveau de compétence n, nous considérons un rectangle,
associé a chaque intervention I, dont la hauteur est R(I,i,n) et la largeur est T'(I).

Considérons tous les rectangles insérés bout & bout par hauteur décroissante comme
dans la figure 5.3 (a).

Ces rectangles sont d’abord découpés en blocs de largeur Hyyay pour respecter la durée
de travail d'une journée. Ces blocs ont une largeur égale & Hy,,x et une hauteur égale au
R(I,i,n) de la premiére intervention I qui les constitue. Ils sont ensuite superposés pour
en constituer un unique. Cette opération est illustrée par la figure 5.3 (b) ou Ad(j,i,n) est
le nombre de techniciens qui peuvent travailler le jour j et dont le niveau de compétence

dans le domaine ¢ est n.
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Fia. 5.3 Tllustration du calcul de la borne inférieure par boites

Ad(2,i,n)

Ad(1,i,n)

(b)

Nous calculons enfin y* = min{u € Z | H < 3°4_, Ad(j,i,n)} qui représente le nombre
minimum de jours nécessaires pour pouvoir couvrir la hauteur totale du bloc construit
précédemment. p* est ainsi une borne inférieure du nombre de jours pour l'ordonnancement
si l'on ne considére que le domaine i et le niveau n. La figure 5.3 (b) illustre une situation

ou u* = 2.

Borne inférieure par affectation

Pour calculer la borne inférieure par affectation, nous estimons successivement le nombre
de jours p de 'ordonnancement en résolvant un programme linéaire correspondant & p, et
nous répétons le processus jusqu’a ce que l'estimation soit correcte.

Pour un nombre de jours p donné (nous estimons alors que le makespan (date de fin
de l'ordonnancement) M est dans [uHpax, (it + 1)Hmax]), le temps de travail disponible
Uu(t, M) jusqu’au temps M pour chaque technicien ¢ peut étre calculé facilement (notons
que U, (t, M) est représenté par M — [Hyay pour I < pou 0).

Nous considérons alors le programme linéaire suivant ALP () :

Minimiser M (5.11)
sujet & > wy>R(Uimn),  VIVivn (5.12)
t1C(ti)>n
> T(Dary <Uu(t, M), Vi, (5.13)
I
0<axr;<1 VIVt (5.14)

ou xy représente l'affectation de l'intervention I au technicien ¢. L’ensemble des solutions
réalisables de ALP () est inclus dans celui de ALP(p+ 1) par conséquent la valeur optimale

de ce probléme devient plus petite lorsque 1 augmente.
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5.2. Méthode de résolution

Si le probléme n’a pas de solutions réalisables ou si la valeur optimale M* de ALP(u)
est supérieure & (p + 1) Hyax, nous en déduisons que la borne inférieure est plus grande. Si
la valeur optimale M* de ALP(u) est inférieure a (p + 1) Hpax, nous en déduisons que la
borne inférieure est plus petite. Le processus est répété jusqu’a ce que 'estimation réussisse

et la derniére valeur M™ s’avére étre la borne inférieure par affectation.

Borne inférieure triviale

La borne inférieure triviale est dérivée des conditions nécessaires suivantes : (1) le temps
maximal d’exécution d’une intervention parmi toutes les interventions est une borne infé-
rieure, (2) la somme des temps d’exécution d'une séquence d’interventions liées par des
contraintes de précédence est une borne inférieure. La valeur maximale de toutes ces sé-

quences peut étre calculée en temps linéaire et donne une borne inférieure du probléme.

Renforcement de la borne

Sachant que le makespan est une combinaison de T'(I) et Hyay, il est possible de ren-
forcer la borne inférieure courante. Pour cela, nous calculons tous les makespans possibles
par un algorithme de programmation dynamique pour le jour associé a la borne inférieure,
et nous prenons la valeur la plus petite supérieure ou égale & la borne inférieure donnée.

Cette valeur renforce la borne inférieure trouvée.

5.2.7 Reésultats préliminaires

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus sur I’ensemble des données four-
nies par France Télécom pour ce challenge. Il y a trois ensembles de données disponibles,
chaque ensemble contenant 10 instances avec un nombre différent d’interventions, de tech-
niciens, de domaines de compétence et de niveaux de compétence. Le premier ensemble,
appelé data-setA, ne considére pas le probléme des interventions sous traitées. Il contient
des instances (notées Ai) ayant de 5 a 100 interventions, de 5 & 20 techniciens, de 3 & 5
domaines de compétence et de 2 a 4 niveaux de compétence. L’ensemble data-setB contient
des instances (notées Bi) plus difficiles a résoudre qui prennent en compte le probléme des
interventions sous traitées. Cet ensemble contient des instances ayant de 120 a 800 inter-
ventions, de 30 & 150 techniciens, de 4 & 40 domaines de compétence et de 3 a 5 niveaux
de compétence. Finalement, 'ensemble data-setX (notées Xi) est ’ensemble d’instances a
partir desquelles le classement des équipes participant au challenge a été réalisé. Il contient
des instances ayant de 100 & 800 interventions, de 20 & 100 techniciens, de 6 & 20 domaines
de compétence et de 3 & 7 niveaux de compétence.

Nous exposons, dans le tableau 5.1, les résultats officiels qui ont été publiés sur le site
Web du challenge. L’ordinateur utilisé est un AMD avec un processeur de 1,8 GHz et 1 GB
de DDR-RAM. Le temps d’exécution est limité & 1200 secondes.
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La description des données par colonne est la suivante : Pb : nom de l'instance. int. :
nombre d’interventions. tec. : nombre de techniciens. dom. : nombre de domaines de com-
pétence. lev. : nombre de niveaux de compétence. La colonne GRASP a trois valeurs : BS :
la meilleure valeur de 'objectif trouvée par notre approche, BI : la valeur de la borne infé-
rieure une fois les interventions sous—traitées choisies et gap : ’écart relatif entre la borne
inférieure et la valeur de la fonction objective. La colonne Meilleur objectif a deux valeurs :
BS : la meilleure valeur de l'objectif trouvée parmi tous les participants au challenge et

gap : 'écart relatif entre cette meilleure valeur et la valeur que notre méthode a trouvée.

TaB. 5.1 — Résultats officiels obtenus lors du challenge

GRASP Meilleur objectif

Pb int. tec. dom. lev. BS BI gap. BS gap
Al 5 5 3 2 2340 2265 3.2 2340 0
A2 5 5 3 2 4755 4215 11.35 4755 0
A3 20 7 3 2 11880 11310 4.79 11880 0
A4 20 7 4 3 13452 10995 18.26 13452 0
A5 50 10 3 2 28845 26055 9.67 28845 0
A6 50 10 5 4 18870 17775 5.8 18795 0.39
A7 100 20 5 4 30840 27405 11.13 30540 0.97
A8 100 20 5 4 17355 16166 6.85 16920 2.50
A9 100 20 5 4 27692 25618 7.48 27692 0
A10 100 15 5 4 40020 35405 11.53 38296 4.3

Moyenne 9.01 0.81
B1 200 20 4 43860 38385 12.48 34395 21.58
B2 300 30 5 3 20655 16605 19.6 15870 23.16
B3 400 40 4 20565 17460 15.09 16020 22.1
B4 400 30 40 3 26025 19035 26.85 25305 2.76
B5 500 50 4 120840 106290 12.04 89700 25.76
B6 500 30 8 3 34215 24450 28.54 27615 19.28
B7 500 100 10 5 35640 28470 20.11 33300 6.56
B8 800 150 10 4 33030 32820 0.63 33030 0
B9 120 60 5 5 29550 26310 10.96 28200 4.56
B10 120 40 5 5 34920 32790 6.09 34680 0.68

Moyenne 15.24 12.64
X1 600 60 15 4 181575 140025 22.88 151140 16.76
X2 800 100 6 6 7260 6840 5.78 7260 0
X3 300 50 20 3 52680 49650 5.75 50040 5.01
X4 800 70 15 7 72860 59560 18.25 65400 10.23
X5 600 60 15 4 172500 126465 26.68 147000 14.78
X6 200 20 6 6 9480 6180 34.81 9480 0
X7 300 50 20 3 46680 45000 3.59 33240 28.79
X8 100 30 15 7 29070 20590 29.17 23640 18.67
X9 500 50 15 4 168420 101985 39.44 134760 19.98
X10 500 40 15 4 178560 99705 44.16 137040 23.25

Moyenne 23.05 13.74

Un total de 17 équipes participaient & la phase finale du challenge. Notre algorithme
a été placé en premiére position dans la catégorie Junior et en quatrieme position dans le

classement général.
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Le tableau 5.1 montre que 1’écart entre la solution trouvée par notre algorithme et la
borne inférieure est important pour certaines instances de I'ensemble data-setX. Les expé-
rimentations réalisées sur ces instances, apreés le challenge, ont montré que notre algorithme
n’atteint jamais la phase d’amélioration par la recherche locale. Nous devons accélérer la
phase 2 de notre approche, qui est en cause ici, soit en allégeant la procédure d’échantillon-
nage décrite en section 5.2.3 soit en la remplacant par une méthode déterministe du calcul
de la permutation optimale.

Un autre point mis en évidence par ces expérimentations est que le choix des inter-
ventions & sous traiter est sous optimal et pénalise notre algorithme GRASP. En effet,
certaines valeurs de borne inférieure (calculées sur le probléme résiduel ne contenant pas
les interventions sous traitées) sont supérieures a la meilleure solution trouvée parmi tous
les participants (majorant du probléme global). Nous allons voir dans la section suivante
que amélioration de la procédure de choix de ces interventions permet d’améliorer les

performances de notre algorithme.

5.3 Etude sur le choix des interventions & sous—traiter

Dans cette section, nous présentons une étude réalisée sur le probléme du choix des
interventions & sous—traiter. Rappelons que le probléme consiste & sélectionner un sous—
ensemble d’interventions de maniére a ne pas dépasser le budget alloué et tel que tous les
successeurs d’une intervention sous traitée soient sous traités. Une question majeure est
I’évaluation de la pertinence de sous—traiter une intervention plutét qu’une autre, et plus
généralement de sous traiter un sous ensemble d’interventions plutdét qu'un autre. Nous
présentons ici quelques pistes qui ont été étudiées sur ce probléme et, en particulier, les
expérimentations faites avec Resolution search qui nous ont permis d’améliorer les résultats

précédemment obtenus.

5.3.1 Reésolution exacte du sac a dos avec contraintes de précédence

Une premiére variante de l'algorithme initial consiste & remplacer la résolution heuris-
tique du probléme de sac a dos avec contraintes de précédence (cf. section 5.2.1) par une
résolution exacte en utilisant CPLEX 9.2. Les résultats obtenus par cette version n’ont
pas été globalement encourageants. Le tableau 5.2 présente un récapitulatif des résultats
obtenus en comparaison avec la version heuristique utilisant 1’algorithme glouton pour sé-
lectionner les interventions & sous—traiter.

Dans ce tableau, les colonnes BI donnent les bornes inférieures obtenues avec le sous—
ensemble d’interventions sous traitées donné par ’heuristique gloutonne et celui donné par
la résolution exacte du PCKP. Les colonnes BS donnent les bornes supérieure correspon-
dantes. Les valeurs en gras indiquent les meilleures bornes supérieures trouvées parmi les

deux méthodes.
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TAB. 5.2 Résultats obtenus par la résolution exacte du PCKP

Pb Heuristique gloutonne Méthode exacte Pb Heuristique gloutonne Méthode exacte
BI BS BI BS BI BS BI BS
B1 38385 43860 38835 44670 X1 140025 181575 140025 181575
B2 16605 20655 15930 20640 X2 6480 7260 6840 7260
B3 17460 20565 17535 21060 X3 49650 52680 50520 55740
B4 19035 26025 18690 26505 X4 59560 72860 59570 71640
B5 106290 120840 107670 120630 X5 126465 172500 126465 172500
B6 24450 34215 24390 34440 X6 6180 9480 7020 10740
B7 28470 35640 28080 35910 X7 45000 46680 45870 46920
B8 32820 33030 32820 33030 X8 20590 29070 20410 27840
B9 26310 29550 26310 29550 X9 101985 168420 103035 168660
B10 32790 34920 34470 36600 | X10 99705 178560 100950 176280

Pour trois instances, les sous—ensembles d’interventions sous—traitées sont les mémes
(B9, X1 et X5). Nous pouvons voir qu’en moyenne, les résultats finaux obtenus sont
moins bons du point de vue de la qualité de la borne supérieure finale. Ces résultats nous

conduisent donc & chercher dans une autre direction.

5.3.2 Enumeération et évaluation des sous—ensembles maximaux

La seconde stratégie envisagée vise & énumérer une série de sous—ensembles maximaux
d’interventions (au sens du budget) qui peuvent étre sous traitées, et les évaluer de ma-
niére a choisir le « meilleur ». L’évaluation d’un sous—ensemble d’interventions n’est pas
triviale. L’approche envisagée consiste a utiliser le calcul de la borne inférieure (section
5.2.6) sur chaque sous—ensemble et & conserver le sous—ensemble générant la plus petite
borne inférieure.

Aprés avoir déterminé les différentes composantes connexes du graphe formé par les
interventions de l'instance, une stratégie récursive est mise en place pour parcourir toutes
les interventions. Une intervention donnée peut étre ajoutée au sous ensemble courant si
son coiit n’excéde pas le budget restant et si tous ses successeurs sont dans le sous—ensemble
courant. L’algorithme commence par considérer les interventions « isolées » (i.e. sans pré-
décesseur ni successeur), puis il considére chaque composante connexe en commengant par
les interventions n’ayant pas de successeurs. L’énumération se base également sur le critére
d’insertion utilisé dans 'approche heuristique présentée en section 5.2.1, c’est—a—dire qu’elle

va chercher & insérer en priorité les interventions ayant un plus grand ratio w(I) défini par

_ mintec(I) x T'(1)
w(l) = cost(I)

La figure 5.4 illustre la fagon dont ’algorithme géneére les sous ensembles maximaux. On
suppose dans cet exemple que le budget alloué est A = 20. Le graphe de gauche représente
un ensemble d’interventions telles que les valeurs (vall,val2) sont respectivement le ratio

w(I) et le cott cost(I), tandis que les fleches représentent les relations de précédence.
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FiG. 5.4 Principe de création des sous ensembles maximaux par I’énumération

(15)

®

L’algorithme commence tout d’abord par insérer 'intervention 1 car elle n’a ni prédé-
cesseur ni successeur. Il insére ensuite 'intervention 4, car parmi les interventions n’ayant
pas de successeurs, elle correspond a celle ayant le plus grand ratio w(I). L’intervention
qui vient ensuite est l'intervention 6 car tous les successeurs de l'intervention 3 ne sont pas
sous—traités et l'intervention 8 a une valeur w([/) inférieure. Viennent ensuite les interven-
tions 5 et 3 car 'intervention 2 ne peut étre insérée a cause du manque de budget disponible.
Lorsqu’un sous—ensemble maximal est identifié, il est évalué en calculant la borne inférieure
sur les interventions non sous traitées. L’ensemble donnant la plus petite borne inférieure
constitue ’ensemble des interventions sous—traitées pour l'algorithme GRASP. Le tableau

5.3 expose les résultats obtenus en exécutant ’énumération durant 600 secondes.

TAB. 5.3 — Résultats obtenus par I’énumération des sous—ensembles maximaux

Pb Glouton Enumeération Pb Glouton Enumeération
BI BS BI t(s) BS BI BS BI t(s) BS
B1 38385 43860 37845 401 43890 X1 140025 181675 135675 402 172920
B2 16605 20655 15315 0 20640 X2 6480 7260 6840 0 7260
B3 17460 20565 16800 3 19065 X3 49650 52680 45780 125 50520
B4 19035 26025 18975 1 27330 X4 59560 72860 59390 1 72570
B5 106290 120840 104610 53 117630 X5 126465 172500 124875 271 165960
B6 24450 34215 24390 5 33870 X6 6180 9480 6390 452 9600
B7 28470 35640 28500 0 36660 X7 45000 46680 44580 265 45480
B8 32820 33030 32820 1 33030 X8 20590 29070 18890 5 27120
B9 26310 29550 25695* 40 X9 101985 168420 100920 16 159600
B10 32790 34920 33765 490 35880 | X10 99705 178560 98970 342 165660

Cette procédure permet d’améliorer 13 valeurs par rapport aux valeurs obtenues avec
I’heuristique gloutonne. La valeur encadrée correspond & une amélioration de la meilleure
borne supérieure connue. La valeur de borne inférieure avec une étoile signifie que tous les

ensembles maximaux ont été énumeérés et que cette valeur correspond a 'optimum.
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Le calcul de la borne inférieure semble étre un bon critére d’évaluation des ensembles
d’interventions a sous traiter car, excepté pour l'instance B4, on observe une corrélation
entre la borne inférieure et la borne supérieure. La figure 5.5 expose les différentes valeurs
de la borne supérieure en fonction de la borne inférieure dans les résultats obtenus jusqu’a

présent.

Fia. 5.5 Corrélation entre les bornes inférieures et les bornes supérieures trouvées

x 10

borne supérieure
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5.3.3 Enumération des sous—ensembles maximaux par Resolution search

La derniére voie explorée a été l'utilisation de Resolution search pour déterminer 1’en-
semble d’interventions & sous—traiter. L’expérimentation menée se fonde sur les mémes prin-
cipes que la méthode d’énumération présentée précédemment : énumérer des sous ensembles
maximaux et les évaluer en calculant la borne inférieure du sous—probléme associé. Notre
intuition était que Resolution search permette d’énumérer de maniére plus pertinente ces
sous—ensembles et ainsi de générer plus rapidement des sous—ensembles donnant une borne

inférieure de qualité.

Principe d’exploration

N 2

Dans l'implémentation proposée, Resolution search cherche & générer des ensembles
maximaux en affectant des valeurs 0 ou 1 & un vecteur u de taille n, n étant le nombre

d’interventions.
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Si l'intervention [ est sous traitée, uy = 1, si 'intervention I n’est pas sous traitée, uy =
0 et si le sort de 'intervention I n’est pas décidé, u; = *. Le role de la fonction obstacle est
de trouver un ensemble maximal et d’appeler la fonction oracle qui, dans ce cas, consiste
a calculer la borne inférieure associée. L'obstacle S représente alors I’ensemble maximal
courant et il est ajouté & la famille path-like .# de maniére a explorer de nouveaux ensembles
dans les itérations futures. De méme que pour la méthode d’énumeération présentée dans la
section précédente, Resolution search explore 1’espace des solutions de maniére & favoriser
I’insertion des interventions isolées et des interventions n’ayant pas de successeurs dans
les composantes connexes, tout en prenant en compte un critére d’insertion basé sur un
poids attribué a chaque intervention. Comme nous ’avons mentionné dans le chapitre 3,
Resolution search prend deux différents critéres en considération : (i) un critére d’insertion
lors de la phase de descente qui consiste a déterminer quelle intervention sera insérée et
(ii) un critére de remise en cause lors du choix du littéral w dans la mise a jour de .% qui
consiste & déterminer quelle décision sera remise en cause dans les itérations futures. Nous
montrons que l'utilisation de ces deux critéres permet d’explorer 1’espace des solutions de

maniére plus adaptée.

Critéres d’insertion et de remise en cause

On note ¥(I) le poids d’insertion associé a une intervention I et 6(I) son poids de
remise en cause. Dans les deux cas (insertion ou remise en cause) les interventions sont
choisies par ordre décroissant des poids associés. Lors de la création des sous ensembles,
on favorise l'insertion des interventions ayant le moins de successeurs, car la sous—traitance
d’une intervention implique la sous traitance de tous ses successeurs ce qui peut limiter a
priori 'insertion d’autres interventions. De plus, on favorise les interventions ayant un ratio

w(I) important. Le poids d’insertion ¥ (I) peut étre défini de la maniére suivante :

w(l)

i) = |Suce(I)] + 1

Afin de donner une priorité supplémentaire aux interventions isolées, leur poids a une valeur
double :
P(I) =2 -w{) VI tel que |Pred(I) = 0] et |Succ(I) = 0.

Lorsqu’un ensemble maximal est identifié, il est ajouté a la famille .% sous forme de clause.
Cette clause comporte : des instanciations Z; signifiant que l'intervention I fait partie de
I’ensemble ; des instanciations xj signifiant que lintervention I ne doit pas étre insérée;
et des variables non instanciées ne faisant pas partie de ’ensemble mais qui pourront étre
instanciées dans les itérations futures. Durant la mise & jour de .%, nous avons vu dans le
chapitre 3 qu'il y a deux cas a distinguer : soit S [Z .% soit S C .#. Dans le premier cas,
R = S est simplement ajoutée & . et dans le deuxiéme cas, S est simplifiée par résolvantes

successives sur certaines clauses de % pour donner la clause R qui sera insérée dans .%.
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On distingue deux cas de figure pour la remise en cause d’une instanciation : soit [
appartient a ’ensemble et ;7 € R, soit I n’appartient pas a ’ensemble et x; € R. Dans les
deux cas on choisit un littéral w appartenant & R qui sera fixé a sa valeur opposée dans le
prochain vecteur u(.%). On préfére choisir un littéral w a valeur 1 dans R (z; € R) pour qu’il
soit fixé a 0 dans u(.%#) de maniére a supprimer une intervention de I’ensemble plutot qu’en
ajouter une nouvelle (car I'ensemble est déja maximal). On préfére également un littéral
correspondant a une intervention de faible poids ¢(I) et ayant le moins de prédécesseurs car
si 'intervention est retirée de 'ensemble, tous ses prédécesseurs doivent I’étre également.
Dans le cas ou toutes les interventions sont a valeur 0 dans R (Z; ¢ R pour tout I), le critére
de remise en cause est alors directement lié au critére d’insertion, car dans ce cas, choisir
w correspond a insérer 'intervention w dans w(.%#). Si I'on prend en compte les différents
critéres que l'on vient d’énumérer, le poids de remise en cause 6(I) lié & une intervention I

peut étre défini de la maniére suivante :

1/((I) + |Pred(I)|+1) sizZr€R

o(I) = |
—1/9(I) sizr € R

Nous allons illustrer la différence de comportement entre ’énumération et Resolution
search pour la génération des ensembles maximaux. Comme dans ’exemple précédent, on
considére que le budget alloué pour la sous traitance est A = 20. Le schéma de gauche
de la figure 5.6 illustre le choix fait par I’énumération pour la création d’'un sous—ensemble

maximal tel que décrit précédemment.

F1G. 5.6 — Remise en cause du choix des interventions dans le cas de I’énumération

@),

N
SN ORE
N

L’intervention 1 étant isolée, elle est choisie en priorité, ensuite les interventions 4 et
6 ayant la plus grande valeur w(l) sont sélectionnées et leur prédécesseurs sont insérés

jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible de rajouter d’interventions. Une fois I’ensemble maximal
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{1,3,4,5,6} identifié, la borne inférieure est calculée puis un autre ensemble est généré en
supprimant ou en insérant des interventions. Le nouvel ensemble généré par I’énumération
est représenté par le schéma de droite. Bien que l'intervention 3 ait un poids w(I) important,
elle est supprimée de ’ensemble maximal car elle correspond a la derniére intervention
insérée précédemment. L’intervention 8, qui semble a priori moins intéressante au regard du
critere w(I), est insérée pour donner 'ensemble {1,4,5,6,8}. On constate ici que le choix
de supprimer l'intervention 3 n’est pas trés judicieux car, d'une part, cette intervention
posséde un critére w(l) important et, d’autre part, sa suppression empéche U'insertion de
son prédécesseur, l'intervention 8, représentant elle aussi un poids w(I) important.

Dans le cas d’une énumeération par Resolution search, le calcul des poids ¢(I) et 6(I)

nous donne le tableau 5.4 suivant :

TAB. 5.4 Poids d’insertion et de remise en cause associés aux interventions

1 1 2 3 4 5 6 7 8
W(I) 2 16 225 7T 25 6 2 1
6(r) 0,33 038 023 0,1 0,18 0,1 0,33 0,33

La figure 5.7 illustre le comportement de Resolution search pour la génération des

ensembles maximaux.

F1G. 5.7 — Remise en cause du choix des interventions dans le cas de Resolution search
(0,33/5)
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Les valeurs (vall,val2) correspondent respectivement a ¢ (I) et cost(I) dans le schéma
de gauche et a 0(I) et cost(l) dans le schéma de droite. Le premier ensemble maximal

(schéma de gauche) correspond au méme ensemble que celui généré par ’énumération.
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Le deuxiéme ensemble généré (schéma de droite) est différent : le critére 6() maximal
étant celui de 'intervention 1 (6(1) = 0,33 alors que 6(3) = 0,23), c’est cette intervention
qui est supprimée de l’ensemble maximal. L’intervention 2 de valeur ¥(2) = 1,6 est alors
ajoutée a ensemble ce qui nous donne 'ensemble {2,3,4,5,6} qui globalement semble
meilleur (selon le critére w) que 'ensemble {1,4,5,6,8} généré par I’énumération.

Les critéres ¢ ou 6 n’étant pas optimaux, il se peut que dans certains cas, I’énuméra-
tion donne de meilleurs sous—ensembles que Resolution search. L’exemple proposé illustre
cependant bien le fait que Resolution search permet d’effectuer une recherche plus fine qui
ne cantonne pas la remise en cause des choix & l'ordre inverse d’instanciation et peut se

baser sur d’autres critéres heuristiques.

Phase de remontée implicite

Nous montrons qu’il est possible, dans la résolution de ce probléme, d’implémenter la
phase de remontée implicite décrite dans le chapitre 4. Reprenons ’exemple précédent en le
modifiant légérement : supposons que le poids (3) soit égal & 8 au lieu de 2, 25. La premiére
intervention insérée est donc 'intervention 3. On peut déduire alors par implication que les
interventions 4,5 et 6 doivent également étre insérées. Comme nous 'avons démontré dans
la proposition 4.1 du chapitre 4, puisque T3 = ZT4ZT5T¢ alors S = Z3. L'intervention qui
suit est Pintervention 1 de poids 1(1) = 2 et 'ensemble {1,3,4,5,6} résultant est maximal.
[’ensemble maximal généré est alors représenté par la clause S = Z1Z3 et la remise en cause
ne porte que sur 1 ou z3. Il est en effet inutile d’essayer de supprimer les interventions 4,
5 ou 6 tant que l'intervention 3 est dans I'ensemble. L’application de la phase de remontée
implicite permet ici d’identifier plus rapidement quels choix méritent d’étre remis en cause
ou non. La figure 5.8 illustre le fonctionnement de la phase de remontée implicite dans la

construction d’un ensemble maximal.

Fi1G. 5.8 — Ilustration de la phase de remontée implicite

(15)
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Résultats expérimentaux

Les résultats expérimentaux obtenus en exécutant Resolution search durant 600 se-
condes sont exposés dans le tableau 5.5. Ces résultats montrent que Resolution search se
comporte mieux de maniére générale que 1’énumération de type backtracking pour trouver
un sous ensemble générant une borne inférieure de qualité. Dans ce tableau, BI correspond
a la meilleure borne inférieure trouvée, t(s) correspond au temps cpu en secondes mis pour
trouver la borne et BS correspond a la valeur de 'objectif trouvé par I'algorithme GRASP
aprés 1200 secondes. La colonne meilleures valeurs correspond aux meilleures valeurs ob-
tenues jusqu’a présent avec ’heuristique gloutonne ou I’énumération et Resolution search

correspond aux valeurs trouvées par Resolution search.

TAB. 5.5 — Résultats obtenus par Resolution search

Pb meilleures valeurs Resolution search Pb meilleures valeurs Resolution search
BI BS BI  t(s) BS BI BS BI  t(s) BS
Bl 37845 43860 36525 172 42180 X1 135675 172920 135675 401 172920
B2 15315 20640 15225 0 20340 X2 6480 7260 6840 0 7260
B3 16800 19065 16965 0 19410 X3 45780 50520 45360 308 50280
B4 18975 26025 18915 1 26265 X4 59390 72570 59380 64 71560
B5 104610 117630 106230 113 120030 X5 124875 165960 124875 42 165960
B6 24390 33870 24390 0 33390 X6 6180 9480 6180 36
B7 28470 35640 27930 286 35280 X7 44580 45480 43320 460 43680
B8 32820 33030 32820 0 35760 X8 18890 27120 18830 413 25680
B9  25695* 25695* 5 X9 100920 159600 100920 16 164400
B10 32790 34920 32790 0 35040 X10 98970 165660 98010 525 160920

Sur les 20 instances testées, Resolution search améliore strictement 9 bornes inférieures
par rapport & ’heuristique gloutonne et 1’énumération et trouve au total 18 meilleures
bornes inférieures. Les valeurs encadrées correspondent a une amélioration des meilleures
valeurs connues et la valeur avec une étoile correspond a 'optimum. On remarque que dans
le cas d’une égalité avec l'énumeération, Resolution search est toujours plus rapide pour
trouver le meilleur ensemble maximal. Dans certains cas, malgré une borne inférieure plus
basse ou égale, les valeurs de la fonction objective sont moins bonnes. Ceci est di aux
raisons suivantes : (i) 'évaluation d’un sous ensemble par le calcul de la borne inférieure
n’est pas optimal, il se peut donc qu'un ensemble donnant une borne inférieure plus basse
donne une valeur optimale de moins bonne qualité (cf. instances B4 et B5) et (ii) dans
certains cas, deux sous—ensembles différents donnent des bornes de méme valeur et donc

peuvent amener & une valeur de Uobjectif différente (cf. instances X9, B6 et B10).

Utilisation d’une relaxation du probléme

Une autre méthode expérimentée consiste a utiliser une relaxation du probléme pour
identifier les poids d’insertion ¢ (I). Considérons les variables de décision xzr; = 1 si I'in-
tervention I est affectée au technicien ¢, et y; = 1 si Uintervention I est sous traitée. On

propose de formuler la relaxation P du probléme P de la maniére suivante :
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(P) Minimiser p
sujet & > {xr | C(td) = n} > (L—y)R(I,i,n), VI,Vi,¥n, (5.15)

> T(Dary < p- Hpae, 'V, (5.16)
I

rre+yr <1, VIVt (5.17)

yr <vyy, VI€ Pred(J), (5.18)

Zcost([)yl < A, (5.19)
I

21y >0, VIVt (5.20)

yr >0, vI. (5.21)

Les contraintes (5.15) vérifient le respect des compétences requises par l'intervention; les
contraintes (5.16) assurent que chaque technicien ne travaille pas plus que le temps global
de I'ordonnancement ; les contraintes (5.17) imposent qu’'une intervention est : soit sous—
traitée, soit traitée par au moins un technicien; les contraintes (5.18) maintiennent les
relations de précédence entre les interventions sous—traitées et la contrainte (5.19) veille au

respect de la contrainte de budget pour sous traiter les interventions.

Le probléme P est une relaxation du probléme P original car les journées et les équipes
de techniciens ne sont plus prises en compte. La résolution de P nous donne un ordonnan-
cement qui minimise le nombre de jours en prenant simplement en compte 'affectation des
techniciens aux interventions tout en veillant au respect des contraintes de précédence et
au respect de la contrainte de budget. Nous proposons d’utiliser P pour linitialisation du
critere d’insertion 9 (I). Pour cela, nous considérons de maniére empirique qu’il est préfé-
rable de sous—traiter une intervention I de valeur fractionnaire y; > 0 a l'optimum de P
plutdt qu’une intervention & valeur y;y = 0. Notre expérimentation a consisté & résoudre P

et & initialiser les poids d’insertion ¢ (I) de la maniére suivante :

M +w(I)/(|Succ(I)|+1) siyr >0
w(I)/(|Suce(I)] + 1) sinon

avec M la valeur maximale des ratios w(I)/(|Succ(I)|+1) parmi toutes les interventions I.
Ainsi, les interventions de valeur y; > 0 sont insérées en priorité et seront classées entre elles
selon l'ordre décroissant des valeurs ¢ (1) et les autres interventions sont classées en dernier
suivant l'ordre décroissant des valeurs ¢(I). Les résultats obtenus en exécutant cette version
de I'algorithme pendant 600 secondes sont exposés dans le tableau 5.6. Comme dans les
tableaux de résultats précédemment exposées, les valeurs BS correspondent & la meilleure
valeur de la fonction objective trouvée en exécutant 'algorithme GRASP pendant 1200

secondes.
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TAB. 5.6 — Résultats obtenus par Resolution search avec prise en compte de P

Pb Meilleures valeurs Resolution search-+P Pb Meilleures valeurs Resolution search+ P
BI BS BI  t(s) BS BI BS BI  t(s) BS
B1 36525 42180 38565 120 44430 X1 135675 172920 135675 93 172920
B2 15225 20340 19915 0 20340 | X2 6480 7260 6420 0
B3 16800 19065 17715 0 27015 X3 45360 50280 44250 0 50160
B4 18915 26025 18915 1 26265 X4 59380 71560 58740 416 71800
B5 104610 117630 93360 0 104760 X5 124875 165960 124875 282 165960
B6 24390 33390 24870 0 34920 X6 6180 6825 46 9465
B7 27930 35280 28470 311 36600 X7 43320 43680 44340 360 45240
B8 32820 33030 32820 0 33000 X8 18830 25680 19210 100 27300
B9 25695 27960 25695 2 27960 X9 100920 159600 100545 23 161640
B10 32790 34920 32790 0 35040 | X10 98010 160920 92355 190 172800

Dans I’ensemble, les résultats ne sont pas meilleurs que ceux donnés par la premiére
implémentation de Resolution search, cependant la prise en compte de la solution optimale
de P nous donne certaines améliorations importantes. Tout d’abord, on constate une nette
diminution de la borne inférieure trouvée pour l'instance B5 qui passe de 104610 & 93360.
De plus, on obtient des améliorations des meilleures solutions connues pour les instances B8
et X2. On remarque encore une fois que la corrélation entre la valeur de la borne inférieure
et celle de la borne supérieure n’est pas toujours vérifiée. On observe, par exemple, une
amélioration de la borne supérieure pour l'instance B8 alors que la valeur de la borne

inférieure est la méme que pour la version précédente de Resolution Search (tableau 5.5).

Preuves d’optimalité

Nous avons mené une derniére expérimentation consistant & exécuter l'algorithme de
recherche des ensembles maximaux par Resolution search durant 10 heures. Les objectifs
étaient de savoir jusqu’a quel niveau cette préprocédure pouvait améliorer les résultats ob-
tenus par la méthode GRASP et s’il était possible d’énumeérer tous les ensembles maximaux
pour d’autres instances que B9. Nous avons exécuté les deux versions étudiées précédem-
ment : la version classique et la version avec prise en compte de la solution optimale de
P. Les résultats sont exposés dans le tableau 5.7. La colonne Meilleures valeurs correspond
aux meilleures valeurs obtenues jusqu’a présent, la colonne Resolution search correspond
aux valeurs obtenus par Resolution search et la colonne Resolution search + P aux valeurs
obtenues par Resolution search avec prise en compte de la solution optimale de P (les deux
variantes ayant été exécutées pendant 10 heures). La colonne challenge correspond aux
meilleures valeurs obtenues parmi tous les participants au challenge. Les colonnes BI et BS
correspondent respectivement aux bornes inférieures et supérieures obtenues et la colonne

t(s) est le temps d’exécution en secondes nécessaire a ’obtention de la borne inférieure.
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Les valeurs en gras indiquent une amélioration de la borne supérieure par rapport aux
meilleures valeurs obtenues jusqu’a présent et les valeurs encadrées correspondent aux amé-
liorations par rapport aux meilleurs résultats obtenus parmi les participants au challenge.

Les valeurs de bornes inférieures ayant une étoile correspondent aux valeurs optimales.

TAB. 5.7 Résultats obtenus par Resolution search aprés 10h de temps de calculs

Meilleures valeurs Resolution search Resolution search + P challenge

BI BS BTt (s) BS BT t(s) BS BS

Bl 36525 42180 36240 1066 41730 37455 5441 42630 34395
B2 15225 20340 15015 605 18915 15135 21458 18705 15870
B3 16800 19065 16770 5403 20565 17715 0 21375 16020
B4 18915 26025 18495 4847 26325 18195 4631 25965 25305
B5 93360 104760 104310 13654 115260 93360 0 104760 89700
B6 24390 33390 24390 0 33390 24855 2304 34545 27615
B7 27930 35280 27930 286 35760 28050 10899 35940 33300
B8 32820 33000 32820 0 33030 32820 0 [33000 33030
B9 25695 27960 25695* 4 25695* 2 [27690 28200
B10 32790 34920 32790 0 35040 32790 0 35040 34680
X1 135675 172920 135675 510 172920 135675 93 172920 151140
X2 6480 6420 3435 7050 6270 864 6990 7260
X3 45360 50280 43830 1404 50160 43980 1404 50160 50040
X4 59380 71560 59060 12764 71640 58740 416 71800 65400
X5 124875 165960 124875* 282 165960 124875* 282 165960 147000
X6 6180 6180 36 6825 46 9465 9480
X7 43320 43680 42990 26364 43560 41310 31091 41880 33240
X8 18830 25680 18190* 20571 25740 18190* 20205 25800 23640
X9 100920 159600 99015* 1279 153660 99015* 1633 167880 134760
X10 98010 160920 96750 27011 175440 91500 33110 168060 137040

On constate une nette amélioration des valeurs de borne inférieure (11 valeurs sur les
20 instances ont été améliorées). Cependant les bornes supérieures ne suivent pas toujours
cette tendance car seules les instances B1, B2, B4, X3, X7 et X9 sont strictement améliorées.
On constate de nouveau que 1’évaluation des sous—ensembles maximaux par le calcul de la
borne inférieure n’est pas toujours fiable : pour les instances B3, X2, X4, X8 et X10 une

borne inférieure plus petite donne une borne supérieure plus grande.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un probléme de planification de techniciens et
d’interventions pour les télécommunications. Nous avons proposé une heuristique de réso-
lution constituée de trois phases : (i) la fixation de certaines variables par la résolution
heuristique d’un probléme de sac & dos avec contraintes de précédence pour le choix des
interventions a sous traiter, (ii) I'initialisation de la mémoire (poids attribués aux interven-
tions) réalisée par la recherche de la meilleure permutation des poids associés aux priorités
des interventions et (iii) la procédure GRASP qui cherche & améliorer les solutions initiales

tout en mettant a jour les poids attribués aux interventions.
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5.4. Conclusion

Les expérimentations ont montré que le choix de I’ensemble d’interventions & sous
traiter peut directement influencer la qualité des résultats produits par notre approche.
Nous avons donc proposé une étude portant sur différentes maniéres d’identifier ce sous—
ensemble et avons en particulier montré que Resolution search offre d’intéressantes pos-
sibilités d’exploration. Contrairement & un algorithme d’énumération classique (de type
backtracking), Resolution search permet d’énumeérer les ensembles maximaux suivant deux
critéres : un critére d’insertion et un critére de remise en cause. Nous avons proposé diffé-
rentes maniéres d’implémenter ces critéres en fonction du nombre minimum de techniciens
requis et du nombre de prédécesseurs ou de successeurs des interventions. Les résultats ex-
périmentaux montrent clairement I'intérét de la prise en compte de ces deux critéres pour la
résolution de ce sous—probléme. De maniére plus générale, cela montre également les possibi-
lités intéressantes qu’offre Resolution search pour la résolution de problémes d’optimisation
combinatoire. Une perspective intéressante serait d’étudier de maniére plus approfondie
I’affectation des critéres d’insertion et de remise en cause pour une énumération plus perti-
nente de ’espace des solutions. Il serait également intéressant de trouver d’autres maniéres
d’évaluer la qualité des sous ensembles maximaux car I’évaluation de ces sous ensembles

par le calcul de la borne inférieure a montré, dans certains cas, qu’il était sous—optimal.
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Chapitre 6
Conclusion et perspectives

Les problémes d’optimisation linéaire & variables binaires permettent de modéliser un
grand nombre de problémes industriels et leur résolution constitue un enjeu important.
Notre thése contribue & améliorer la résolution exacte de ces problémes en s’appuyant sur
I’application de Resolution search a la résolution du probléme du sac & dos multidimension-
nel en 0-1 (MKP).

Dans un premier temps, nous avons proposé un algorithme d’énumération implicite
s’appuyant sur le principe du backtracking pour le MKP. Cet algorithme intégre deux
contraintes additionnelles au modéle initial : la premiére est générée a partir des cotits
réduits, des valeurs optimales et d’'un minorant quelconque du probléme ; la deuxiéme fixe le
nombre d’objets a une valeur entiére. Nous avons montré que I'utilisation simultanée de ces
deux contraintes permet de fixer davantage de variables & leur valeur optimale et d’améliorer
I’élagage de l'arbre de recherche. Nous avons également vu que la contrainte sur le nombre
d’objets permet de générer des contraintes utiles pour résoudre des sous—problémes ayant
peu de variables par une énumération efficace. La stratégie de branchement originale que
nous proposons vise a explorer en priorité les affectations partielles susceptibles de violer la
contrainte sur les cotits réduits afin d’élaguer au plus tot Parbre de recherche. Cet algorithme
résout des instances difficiles du jeu Chu et Beasley de la OR-Library a 5 contraintes / 500
variables en un temps plus rapide que les algorithmes de l'état de l'art connus et résout
I’ensemble des instances a 10 contraintes / 250 variables pour lesquelles la plupart des
valeurs optimales étaient inconnues jusqu’alors. Nous avons montré cependant que son
efficacité est conditionnée par la connaissance d’un bon minorant et qu’elle est inopérante,
méme pour des petites instances (5 contraintes / 100 variables), si aucun minorant n’est
connu.

Dans un deuxiéme temps, nous avons étudié Resolution search, une méthode de réso-
lution centrée sur un schéma d’exploration plus original inspiré des backtrackings intelli-
gents. Cette méthode offre des possibilités d’exploration intéressantes : non seulement elle
mémorise les échecs rencontrés de maniére a limiter le trashing mais elle exploite égale-

ment ces échecs afin de guider la recherche vers des affectations partielles prometteuses.
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Elle offre, de plus, la possibilité d’implémenter deux stratégies de branchement distinctes :
(i) une stratégie d’affectation qui consiste a déterminer quelle variable sera instanciée et
a quelle valeur elle le sera lors de la recherche de solutions et (ii) une stratégie de remise
en cause qui consiste a déterminer quelle instanciation sera remise en cause dans les ité-
rations futures. Cette caractéristique est intéressante car, contrairement a la plupart des
algorithmes d’énumération, Resolution search ne limite pas la remise en cause des instan-
ciations passées selon l'ordre chronologique mais permet de prendre en compte un critére
heuristique plus adapté au probléme traité. Expérimentalement, elle obtient rapidement de
bons minorants (d’une maniére comparable aux meilleures heuristiques connues). Cepen-
dant, 'énumération implicite proposée précédemment résout plus rapidement 1’ensemble

des instances testées si un bon minorant de départ lui est fourni.

Ces différentes observations nous ont amené, dans un troisiéme temps, a concevoir un
algorithme combinant Resolution search avec une énumération implicite inspirée de celle
présentée précédemment. Nous avons tout d’abord proposé une alternative au processus
d’identification des obstacles minimaux qui, contrairement & la méthode originale, procéde
en temps linéaire sans faire de multiples appels successifs a 1'algorithme du simplexe. Nous
avons également implémenté une version itérative de Resolution search qui diversifie la
recherche en explorant partiellement, et de maniére répétée, plusieurs sous—problémes du
probléme initial. Cet algorithme coopératif utilise Resolution search pour guider I’explora-
tion vers des zones prometteuses de l'espace de recherche et I’énumeération implicite pour
résoudre de maniére efficace des sous problémes de petite taille. Ce schéma d’exploration
présente une réelle coopération entre les deux méthodes; Resolution search fournit des
sous problémes & résoudre & I’énumération implicite qui, & son tour, favorise I’obtention
d’obstacles minimaux pour guider la recherche. Les résultats obtenus sur les instances a
5-10 contraintes / 250 variables et 5 contraintes / 500 variables du jeu Chu et Beasley
de la OR-Library ont démontré les qualités de cette approche qui, non seulement, trouve
de bons minorants d’une maniére comparable aux meilleures heuristiques de la littérature,
mais résout également les instances a 'optimum en un temps plus rapide que les meilleures
méthodes exactes connues. En outre, elle obtient les preuves d’optimalité des 30 instances

a 10 contraintes / 500 variables. Ces valeurs optimales étaient inconnues jusqu’a présent.

Finalement, Resolution search a été appliqué & un probléme de planification de tech-
niciens et d’interventions pour les télécommunications. Nous avons tout d’abord présenté
un algorithme de résolution de ce probléme fondé sur la métaheuristique GRASP. Nous
nous sommes ensuite penchés sur ’application de Resolution search & un sous—probléme
consistant & énumérer et évaluer des sous ensembles d’interventions. Nous avons proposé
des stratégies d’affectation et de remise en cause spécifiques qui prennent en compte dif-
férents critéres liés aux interventions. Cela nous a permis d’obtenir de meilleurs résultats
que ceux donnés par une méthode d’énumération plus classique de type backtracking. Cette
application montre les possibilités intéressantes qu’offre Resolution search pour la résolu-

tion de problémes d’optimisation combinatoire a variables binaires au deld du cadre des
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problémes d’optimisation linéaire a variables binaires.

Plusieurs voies de recherche seraient intéressantes & poursuivre par la suite. En ce qui
concerne la résolution du MKP par notre approche hybride, nous envisageons d’étudier
les possibilités d’échange d’information entre chaque sous probléme associé & un nombre
d’objets fixé. Dans la version actuelle, ces sous—problémes sont résolus de maniére indépen-
dante et la seule information partagée est le meilleur minorant connu. Il serait intéressant
d’étudier par exemple les possibilités d’échange d’obstacles entre les familles path-like as-
sociées a chaque sous probléme. Nous envisageons également d’étudier d’autres structures
de mémorisation que la famille path-like. Sa complexité spatiale en O(n) est obtenue au
prix de « 'oubli » d’une grande partie de 'information acquise pendant la recherche. Une
famille contenant plus d’obstacles permettrait de conserver davantage d’information. Enfin,
il serait intéressant de poursuivre les travaux initiés par Palpant et al. [53] sur I'application
de Resolution search aux problémes de satisfaction de contraintes. On pourrait imaginer par
exemple un schéma de coopération Resolution search / DPLL (algorithme de backtracking
introduit par Davis, Putnam, Logemann et Loveland [18]) inspiré du schéma Resolution

search / énumération implicite présenté dans ce mémoire.
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Titre : Etude de Resolution Search pour la Programmation Linéaire en Variables Binaires

Résumé : Dans cette thése, nous nous intéressons a la résolution exacte de programmes linéaires
en variables binaires. L’ensemble de nos travaux s’articule autour de ’é¢tude de Resolution search
(Chvéatal (1997)) pour la résolution du probléme du sac & dos multidimensionnel en 0-1. Dans un
premier temps, nous proposons un algorithme d’énumération implicite centré sur une analyse des
cotits réduits a 'optimum de la relaxation continue ainsi que sur une décomposition de I'espace de
recherche en hyperplans. Nous proposons une stratégie de branchement originale visant a élaguer au
plus tot arbre de recherche. Cette stratégie est efficace pour résoudre des instances jugées difficiles
mais rend l’algorithme dépendant de la connaissance d’une bonne solution de départ. Dans un
deuxiéme temps, nous proposons une méthode de résolution plus autonome combinant Resolution
search avec une énumération implicite inspirée du premier algorithme. Cette coopération permet
d’obtenir rapidement de bonnes solutions et prouve les optimums d’instances de plus grande taille.
Finalement, nous présentons une application de Resolution Search a la résolution d’un probléme de

planification dans le domaine des télécommunications.

Mots clés : Programmation linéaire en variables binaires, Resolution search, Backtracking in-

telligent, Enumération implicite, Sac & dos multidimensionnel en 0-1

Title: Study of Resolution Search for 0 1 Integer Linear Programming

Abstract: In this thesis, we are interested in the exact resolution of 0-1 integer linear program-
ming problems. Our work revolves around the study of Resolution search (Chvatal (1997)) for solving
the 0—1 multidimensional knapsack problem. As a first step, we propose an implicit enumeration al-
gorithm based on an analysis of the reduced costs at the optimality of the problem’s LP relaxation
and on the decomposition of the search space in hyperplanes. We propose an original branching
strategy which focuses on pruning the search tree as soon as possible. This strategy is effective for
solving difficult instances, however, it makes the algorithm depends on to the knowledge of a good
starting solution. In a second step, we propose an exact method combining Resolution search with
an implicit enumeration similar to the first algorithm. The resulting cooperation enables to obtain
good solutions rapidly and to prove the optimality of several larger instances. Finally, we present

an application of Resolution Search to a scheduling problem in the field of telecommunications.

Keywords: 0-1Integer linear programming, Resolution search, Intelligent backtracking, Implicit

enumeration, 0 1 Multidimensional knapsack problem
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