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�� ��������������� ��� � � 	 �C��� ��� ��	����?> � � �� �� � �:NO��� �C� ��� �?>  :9�	 ���I�� ���� � � � �<= � 
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�� � � �R9 !HT ��� ��	 ��� � ��� �U�,� � &5"V4,&51W2#XY-8/[Z\$8&5]_^`'a)7'b)[3c+7X0'W20"Id0)e&5"f^`"Id835],/�'b28Z\d@+
&5"e4gZ@^h^iX8d0354g"�+735Z\dW'_d@+?/�'`&5'`)Ojk)O+?]�^h'`"%-0-8/['_dB"Id@+*',+*)7Z\dl'�d@mB35/�Z\d0d0'�^h'�d@+n'�)O+o^`Z 201_&p3()71,' !
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T ��� � 	� :9������ ����� �s��� �t�%9C� �� �� � ��u Z�/�^`"I&p35)?1�' � ��� � �����,� ��� ��� �����������v� ���������������
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 �����������  ��� �C� �� �� !�� �����K��� �C�%� ��� � ����� ��� �� ���� ��
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� � �iP  ���� ������	k>�� � �� �
6� �
������� � ����� ����� ��� ��� �� ���� ��
�� ����� �����n��� � ���L�p����P � � ����  ��O��� ����� ��
 �����
 ���� ����
�� � � ��x ���I� 	� ��O���������S
�� � � ��x !   � ����� �%� +7�B'¢¡�',j£-�Z@35d~+�Z u +7�83()Y35)?)7X0'¤35)�+7�0'¦¥�",j§+7�0'
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 � � � ��
 �  ���� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� ��
 �<= ����	�����!
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��� �  �������� ����� �������� ���  �� ����������� � � � �� ���S� � ! � � � ��� � 	 � �����S
���� �������S��������� � ��� ��� � ��x �����C� �� ������O��� ���O�
�  ��� ��� � 	� ����� K� � �7� ���O��
�����
 ����� ��� � � � ���� �����������e�5� � ���
� ��� ���O�
��� ����� �� �	��� ��� ������ �� � !
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�� � � ������� ���� ���� ����
���� ���I� 	� ��O������� ��
����  ���� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� ��
����I� ��������� � ��� �� ���� ��
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� ��� � -�'�/[4,',-0+73cm@' 3pd u Z�/�^`"�+735Z@d ! � ������������� � ��	� �� ����������� � � � ��� � �C� � � ������� � �����~> � � �� :���� ����
� � � � � �
����� ��� ��x 	 ����� ������� ��
 ����� ��� �
��� ����� ������� ��� ��� �
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 �����J>��  ���� � ����� ��� ��x 	 ����� ������� � ��� ���O� ^h'�^hZ�/[j !
� � ���� ������ ����� ���� ��� � ��� ��	�	�� ���O� ��� ��� � ���� �� ������ �� ��� ��� �*� �C� �� �x � �S��� ����� � � ��� �S� ����������� 	 �� �����	���� � �
� ��� �� :� ��������� � !�� � �����S��	���� � ����� ���k� �C� �� �x,>�� � ��� �7� ������� ��� ����� ����� ���� ��� � ��� ��� ��� ��� ��� '��kX03(m%"I&5'_d@+
Z u +7�B'`�k�B"Id8dBZ@d � )�)?"I^`-#&p35d0�{+7�B'�Z�/�'�^ !
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%������ ������� �<�I� � � � � ��� �G9�������� �� ����� 	 �� �������� ���H�����I�o� ��� � ����������� 	 �� ������7>,� � ��� �
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 ������� � ��� �  :9 ��� ��� ��������� ��� ����� ����� �R9O�,� ��� ���*���k� ��� � ���IN����6>
�7��9�� ������� � ���� ���� �K���� :9�� ��� ������������
6� �6> � ��� � �J� �����������  �������� ��� �J� ����������	���
 � �C� ��� �s� �� ���\� � ��� � ���v
� ��
�S��	 �� �� ��� ����� ����� ��N�
6� ���7>�� � �������7>����K� �C�v
  ����s��� ����� ����� � ���6> � ���  ��E���K�v� � ��� !�� � �	� ���?> ��� 	� ������ ���������
� � ��� ����� �	� �� ��?>0�,� ���O� ����	@N� ���
��� ������U������� � �:96> ���������  ��<;���� �S���L9O��������������	����������  ��?>0�����K� ������� ���������
	���� ������� �s�����\�o� ��� � 	 ��� ���:96> ���
�����t�,� � ���
�����6>�� 	��� �� �����  �� ���rP �n���E� ��� �� � ����� �gz ��� ��� �k� ����� 	 � �����S
����
��� � ����� ��������� � �C� ��� � !
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  ����� ���I�������t��� 	� ���� ���I�  �����	 ����� ! A ������� � �S
 �� ��:9�� � �����������k>@� ����� ��� ����� ��� � ��� �t�����  �����	 ��� � �[M

�� � � �:9����,��� ���i�%9����������6> �����E��� � ����� ��� ��� ������� ����
 �� �������  ���
��%A|MKA�� ������>@�,���8� ��� �� �� ��� ������P ��� ���
��� � � � � ����	@9� ����C�� �� ����9� �� �� ������� ��� 	���������� � ��� � ��� �?>���� ������ ��� ��� !%A � ��� �S� ���H� � ���� ��
 � �y�Q�����  �������������� �
���%� ��� � ��� � ��� � ��� �����L���k> ��� 
  ���I��� 	��� �������>H��� ���� ���� �nA ��� � ���I� >����  ��������C�� ����
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 �� �������  �� !����
���  �<� �� ������
	 ���� ��������>#� �����U9�
 ��� �C� ��� � 	 ���� ��� �� � � ��� �K���  ������������� �������� �����%9� ��
����D�,�k� � � ��� ���� ����J>
����������� � ���C� ��� �r��� ��� � � 	�	 ��� ��� �������� ?>�� ���� � ��<M � �����!������ ������ ��� ���"��� ������x$# �� ����� �?> 	 ����  ����I�� ��v� ���
��� �C�%� ��� � � �����S
����h� ����� ��� �n��� � 	 � �����S
����7�����?>G����� �6>�� � 	 �� �� ������ ���� �
�������������  U� � ���IN����D� ��� �U���
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����������t� �C�v
� ���������� �� :xo� � � � ���  t� ���� ���� ����� �	� �� ��
	 ���� s�o� �������� K� 	� ���
  ���� ���� ! � �� ����@9�
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������ ��� 	 �  ������� ���������~�o� ��� � 	 �� ������
� � ���L9�� ���� ��� Q� ��� ������������� � ��� �����v� 	� ��	 � �r�������� �� ��� � �Q����� ��� � ������������� ����P���� ��� ����=���� �������C��9�� ����� 	 �C�
� ����� � ���� !+* � 
  ���I�e� �� ������-, � � ����� �., � 
 � �� ���� 	 ���� �J� ��� ���C�v
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��! � Fy9C� �� �� � ��� ������	��� :9����E� � ��������� � ���Q� � ��
�� ��������� ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! � R#R
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Q�! � * � �r�%9C� �� �� � ���������  ���� �:9��v� ��� 
������������D��� �J� � � ���� ���� ���I��� ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! � S
�
Q�! � 
 � ��x_�v
 �������_�
������� ����������M ��� �� ���������� � � ������� 
 ����� ���� ������Cx ����� � �C�� �������� ! ! ! ! ! ! � S
�
Q�!�� � ��	 �����s���L� ��� ��������������� ����� ��z �I9���������� �:9E� � ����� ���I��� 	 ��������� ��
��� ��E�%9��  �� � ��
�� ������� � �C� ��� � � � �
Q�!�Q Ft9C� �� �� � � �������Sx �����,��� 
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������r��� ����� ����	���������� � ���
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 J (47 � &/1 7-$' &/AC"# $2AC&B1
� � ��� �L� � ��� � ��� �� ��� � ����	�� �� ��6>  ��	�	 ������� ����� � � ���� ��
���IN����
������� ���I�%9��
���� ���� -�Z�)?+7X0&5"�+ � �����  

	 � ! � > 	���
��Q= � � � �(� !\T ����� � � ��� �t9C����� �J� ��x 	 �����IN����6>@� ��� � �J� � � ��� ��M 	� ���	 � �?>~�,� � &5',)�+?'�4��0d835� X0',)*2 � "%-Bw
-8/�'�d@+735)?)?"%�\'`4gZ@d@m@'�d@+735Z\d8dB'_&p&5',)odB'`/�',)7-�',46+?'_d@+o-8"%)o&('�).4gZ\d02#3c+735Z@dB)*28'hdBZ�+?/['h-�Z�)O+7X8&("%+ !%� �
	��� ������C��� ���� ?>������������I��� ������� �E��� !8"%$#3p&p3c+?1 ������� -0/�1,2#3546+73($#3p&p3(+?1 � � ����� � 	�����
 �� ��� ������� ���
	� ��������� � !

A � � ����	�� �� ��.������� �*�,� ������� ������ �
6�%� ��� ��� ����� � ���C�� ���� ��� 	 ��� � ����� �_� � !8T ��� � ��� � �� ���� � � ���� ��
�%9�� ������	�	 �C� ��� � ���� ��� � ���������D��� 4gZ\d~+?'%P +?' 2 � "%-8-0/�'�d@+735)?)7"%��' >I����� ��� ��� � ����	�	 � ����� �����k� � � �����  ����M
	 ��� � ��
����6> ���
	��� ������6>I���
� ����M  �����	 �����E��� � ���� �� 	 � ����������� !

T ��� �  ��� ���C�v
������ �K����� � �������� �� ��I ����� ���<= ���r� � ��	�	� ���� ����� � ��
��&J �J� ��� ���C�v
����r�������������I9���� ����� ��M
�%N������G����� � ���:9�� 	��� ���y�L9���� �����E� � ��	�	� ���� ������� ��
��6> � ��� �G�,� � ����� ���<M ��� 	%������� � ������� ������P��� ��� ������ ��H��� �����
�<=%9��C��������� !

� ���� y9�� �?x �� � ���� �� 	� ���	 � �?> � ��� � � ��� �E� � � ��� ������ ���� ���:�� E��� ��� �� ������ ����� � ��� �v�L9���� ������� � ��	�	� �����M
����� � ��
�� 	���  ������ �� ����C� ��� ��� � #t� �������������,� ��z ��� � M 
 � �� ���� ��
 !B
 �����L9���� �������Q� � � # �<�  ���� � �J� � ����� � ��
��
��� ����� ���� ����  ��6> 	��� ��� � ����� ���� � ��C�� �� ��� ������������� �?>%�����L9�� ��������� �����  :9<;��<=�� 	 �� �����	������������ ��������� ��	����S� ���J>
� ��� � �I9���������� ���� �J� ����� � ��� ���������D� � ���o� ���%N����U�  �����	 ������������� 	� ��C����N� ��������I��� ������������� ���� �� 	 � ����������� �@z����
�:x ���:NC� �U����� � ���C�����C� ��� � �������������� ��*�
�������v� ��� ��� ����� ��� ��	�	  ���� ������� ��
�� ��� �J� ��
������������ ����� ��������� � � ���
� ��� !�T ���� �� � � ����= �?� ����� 	 �� ��:9 ���� ����������� ���:9�
��� ����y�����L9���� ������� ���C����M ����	 �� �� ���:9����?> � �� ����	��������t� � ��	�M
	� ���� ��� � � ��
��K��� �J� ��������� � ���K� � ��� ��
�� ����������� � N��8�,� � � ��� � � � ��� � ����� �����%9� :9��K� ��� � ��� 	��� ������ � � �� ������ ����� � �
����� ���� ��y� � �C�%� ��� �?>������ � ��� �y9�
 �����C� ��� �K��� ��� 
 �����k���  ��������� 	������  �� !�T ��� � ����������� ����� � ��� � ���~� ��� �� ��� 
������	� ���
���NC� ���E�,� ��� ���� � ��x����:NC� ��� � ��	�	� ���� ������� ��
��v�����C��= ����� ��M �:x ���:NC� ���K�����  ��9�� � ���� !


 � ����� ���<=���� 	��� ������C��� ���� ����=*�L9���� �������E� � � # ������������	 � �:9r������9���9C� ��� ��� �:��� ����� ���Bz
� ��� �������� �� ������������������� � �:9r��������� 
 ������=.� � ��� �� :9��Q������x����:NC� �
� ���.� ���%9�� ��� ���������e��� 	� �� ��������� �v���L�I9������������ 	��� Q��� � � ������� �U��� � �� :��� �~> �����  ��L��� � � ������� �U���
� �� ���� � � ��� �I9��

� ���y� ������N� ���� � ����� � ������ ����� ��� 
 ������=L� � � � �� :9���	 ���� G�%9����� ���� � �� �J��9�� ��� ������ ��� �H��� ��x ���:NC� �r� ���K��� �

�
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� ��� � � ����� �� ���� �+����� �
B��U�
D 4.=�4 8 ��� 9 � 8&=�� 8 @<8�� �	>�4:�
� ��� 	 ��� � ������� �r� � �<=�	����� ������������� �J� ����	������r� ��9�� �����
A �����C���i��� ���C��=_M ��� ��������� � � ��� � ��	 ������� ������� ����� ��9�� � ���������J� ��	�	� ���� ������� ��
�� !~T ��� ����� ����� � � � �S� ���� ��� 

��������� �� � ���� ������
�<=��C��	�������	�	�� ��� ������� ���S��	�����z�����	� ���
���NC� �Q��� 	 ���I������� � � ���� ��:9 !IT ��� � �J� � ����� � � � �������
	��� ����r���k� � � ���������o
���� �r� � ��� � ��� ��������������� � ��� � # ���K���k� � � ����� 	��� ������C��� ��N� ��C� ��� � ����� ���S
����r� �����,� ��� � �:9
��� ����� ���<=������ � ��	�	� ���� ������� ��
���z ���C��= ��� �� ������y� ��������������� ������� ���I����� ����� �:9��C����� ������	 �C��� ��� �y� ������ ��
��� ��x����:NC� � ���W9�� � ��� !�T ��� � � ��� � � � �:9� ������ �� ���� � 	��S� � 	��� ������C��� ��N� ��C� ��� �D� �J� � ��;I� ��� ���{��� ����� ���<= ���
� � ��	�	� ���� ������� ��
�� ���� ����P ��
�� � � �R9r������x����:NC� � !

J 
 J 
#	 �  $ .-A $'*-��� 
  �B1 � 
 "#� "%1
* � ��	� ��C����N� �������� ���S� ����������� � ���� ��r9����I��� �����K�,� � ������� �� �����:N� ����E���yP ��
�� � � �:9 ������� 	� :9O���������S
�� � � �:9

� ��	 �<� ����� � 	����L
��� �� ��	�	�� ���,�I9�� �:�� ���� �Q� ���%9�� ��� ���������i� � ��� 	� ���
���NC� � ���S��	����n� �����S���8��� 	 ���I������� � ��M
� �� ��:97� 	��� K��� � ����� �������,� �Q� � ��	�	� ���� ������� ��
�� 	��� � ������ �� ����C� ��� � !
A ��	 ���I� ��� �?> � ��� � � � � �S��� ����� � 	���� � ���� ����� � � ��� �\�y��� � ���S��	���� ����� ��� ��� ��������� !�T ��� � ��� � �?x���� �G��� 	� :9�����M
���� ������� ��� ����� 	 � �����S
������K��� ��������� ����� ��� ��� ��������� !P� ���� ���������>�� ��� � ��� ����� ������� �����%9� ��� �����
  ��	�� ��� ��9�� �����
��� ��x ���:NC� �n� � �����,� � �� ��� ��� ������� ���� � �����	 ���I� ��� 	������ ��
������ ��x����:NC� ��� � ���{9�� ���

ei
�U���{9�� ���

ej
	��� 

��� � ������� ���I���
ak
� !\T ��� ��� ��������������� 9�� ������� ��� ���  �������������� ��� �� �� ���U�%9�
  ��� ���������`�����  :9������ � �����y���

��x����:NC� � ��� �J� ����
6� ��� � ���������.��� � ���v
� ��t������ ��� ��� ������� �s��� �~9� ���� �����7> 	��� �� ��� �s�%�U��
C� �E9�� ���
ei
��� �<=�9<M

�C��� ��� � ������
C� � ������� ���I���
ak
!gA ���������%9�
  ��� ��������� �E9�
 �����C� ��� �����  ��	�	 �� �� � � ��� �J� ����
6� ��� � ���������U���

� ���v
� ��v��� �� ��� ��� ������� �t� � ����9�� ���
ei
� �� �������9�� ���

ej
� �J� �<=�9��C���������i��� 	��S� ��� �C�� � ������� ���I����� ��
 ������� �

������
C� �v9�� ��� � ! A ���E���C��=
	��I9�� ���LN�� ��� ��� �E���� ��	�	 �� ��t���  ������ � ���������U�,����� ��� �:9�� � � ��� �� �� ����������� ���
����� �Q����� ������� ���\��	 �� ��:9�� 	��� �J� �<=%9��C����������� � ��� � ������� ���I���6> ��������������� ��� ���J��9�� ���������� ��� �n� 	 ���������  
�������� ��S��� ����� ������� ������� ���I����� ���� ������������ ��t��� �J��9�� ����� � �� � �� �,9��C�<� ��� � � ��� ���v�,����� ��� �:9t�k� � ��� �� �� ���������
	 �� ��:9���	��� ����������������� � ��� ���v��� �J��9�� ���t� � �� � �� �,9��n� 	 ����� ���  E�������� ��S��� ����� �y��� ��� ��������������� ��� ���Q��� �J��9�� ���
� � �� � �� �,9�� 	 ���� ��%9����� ���� � �� ��J� �����������

ak
�,��� � ����� ��� � 
��� ����<=%9��C���:9��7� !%T ��� �s� ��� � ��� �� ���� ������� � �������� ���� ���<M

� ��� �r���C��= � ������ ����r� � ��� �� ���	����
H1

���
H2

	 ���� r������� ����P��� ���n������� � �:9���� ����� ���<=������ � ��	�	� ���� ������� ��
��
����������� �� K��� �  �������������� � ����� ��������
  :9Q���tP ��
�� � � �:9Q���
 :9������ � ����� � ��	�	� ���� ����� � ��
�� !

T ��� �U� ��� �� ���� �n9�
 �����C� ��� �.��� ������ �� ��� � ��� �������C�� ��n��� ����� ���<=������ � ��	�	� � � ������� ��
�� 	 �C��� ��� �?
��� ��
� ���%9�� ���:9���������� ������� ������ ������t� � �� � ��C�� ?> � �� �����:9� ����:9���� 	 �� E��� �r�  :9O�,��� ������� � � ���C�� � ���� ��������� �� � ��C�� ��
	� ���	� ��Q�������������� ������ !


G� ��� � �C�v
������������������v9����I����� ��� � 	 �� �� ���y����� �v���r�����C��=�������	� ����I�� �� 	��� t��� �������L9�� �������:� ��� ���
����� ���<=���� � ��;I� ��� ��� ���  :9������ � ������� �J� ��	�	� ���� ������� ��
�� !�A ���  :9������ � ����� � ��� � ����� �v����� ����� 	 ���� ��%9<P ���  ���
��� ��	 ���� � ��� � 
��� ������ 4,Z\d@+?'%P +?'i35201�"I& �5��� ���S����� ��� �

H1
���

H2
� !

J 
 J 
 � � �,$27-& 7 � A � �!*,$'"# %&

 � � ��� ��� ��� � ! � ������� �i��� ��
� :N�� � 	� :9������ � ���������|���b�L9�� �������:� �i��� �J� � # ���.�����n�L9���� �������o���

 :9������S���������k> 	%�����y� ��� ����	�	��� ������ �� ����� � ��� �����r� � � � ���� ���� ���I��� � ���I9� ���� ����� ����= ��� 
��� �� ���%� ���Q� � � #�! T ��� �
	� :9���������� � ���� ��	�	 �� �� ��� �� ��oP ��
�� � � �:9 ��� 	  :9O����� ����
 � � ���:9i� � ��� ��	��� ����6> ��� � � ���� ���� ���I��� ��� �S��	� :9������������
� � ������ �� 	��� �� !8F ��� � ��� ������������� ����� � ��� ���6> � ��� ���%9��� �� ����� � ������� �7x ��� ��� ��9����I���*��� �J� � � ���� ���� ���I��� � ��9��
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��� � 9� ���� ���������C��	 �� ���� �����U� � M 
 � �� ���� � 
I> ���� �� �g�<> ��� � ����� ��� ���J� ��x 	 �����IN�������� � ��� 	� �� ����� ��� �y�����%9���� �������
�����L� ���%9�� ��� ��
�����	��� U��� ��� ������� �D����� �� ���� �|� ��F"�H�<> 	 � ���R9O� ��� �U��� � ���v
� �D� ��9�� �����LP ��� !G
 ��� ���
�
� �J� ����	������*� ��9�� ��������� ��x ���:NC� � �������������� ���� ��9��:9 �� ��� �:9 ��� 	� ��C������ kz ��� ���������C�� 	 ���� � � ����� ��� � � �  � �����������B> � �#S#S�� ������F �?x ���B> � �
� � � 	 ���� ������	� �<� �����r��������� � �� �
���� ���U������F�� � �C> 	%��������F �?x ���k> � �
� � � >��F �?x ���
���L� � � � �7����� �J> � �
�4��� ��� ��� ��� �����S� � ���?> � �
�4��� 	 ���� ����� 	� ��C��� ������� ����� ���� �
���� ���Q������F��

λ
� !IF ��� �

����� ��� �
� �J� ����	������y� ��9�� ����� ����� ����� ��� ���k>�����	� ��C��� � �v9��:9 ��	�	 �� ��:9 	 �� � ����� � �?> � �
�%R.� > 	��� ��%9�������	���
����
�:� ������������� �K��� �J� ����	������r� ��9�� �����v� �� �������
6����������� �����rF���������� �Cx%� !

F ��� � ����� ������ ���� � ���7>���� �:9���� ��� ������� ��� ��M �������������
	� :9��O9O����� ���6>�� � �k� x � ��� �C��� � 
 �� ��� ����� ���I9��� ������ �
��������� � �� �
���� ���6> ���D������� ����� 
 ����P���	������,� �
�J� ��	�	� ���� ������� ��
������*� ��� ����������� ��	����kz ���������� ������ �C� ��� �?>
�J� �<=��C��	���� ��� 	��S� � ��	 ����� ���C�������  �� �����H� ���� ���� 	 �� ��� I������ �C�� LJU���E
����R� 
 ����� ���o���t� ��� ���� ��%>_����� � ��� ��� �
��� �y� ���%9�� ��� ���������D��� ���Q� ��� ��������� � �����C�� 	��� ����  :9���� ���.����� �C�� ���� �����v��� ����M ����� � � ������� ��� ���� ��%> � �
�4��� !
� �����?> ������� � ���v
� ��C��=I� 	 �� ���LN��� ���� 	 �C��� ��� � 
��� ����%9�� ��� �����r�UP%=��� ?>@��
C� � 	 ���� �������	� ���
���NC� � ��	�	��[M
 ��C��� ��� �AI ���S��	������ J~>���� 	��� ������C��� ���� ���� ��:��� �����v� ��� ���������
�������C�� �	 � ���:NO���������K����������� ��� ����� �:9����S��	 �� �M
� ��� � ����� � �� ���� ��� ��� � �� � �� ���J> � �
�#Q�� !C��� ��� �����S� � �������/# �7xg> � �
�#Q��k� ��� �� ��r�,� �6>%� ��� � ��� � ���K� � ��� �y� ��� ���������
� � ��	�	� ��7= �S� ��������� � ����M � � �I9 ���  ��6>����y�L9���� �����K�KF 	 �C���G�����������  � � ��� ��
���� !,� � ��� ������������
C� � 	 ���� ��� � M

 � �� ���� ��
 � � ���H� ��� ���������L�k� ��	 	� ��?= �S� ��������� � � �I9 ���  �� � � ���  :� > � �
�#��� !;� ���I�� �� ��� ������� � 
 � ��������������� 	 � �����S
����
��� � �C��� �:9�� � ��	�	�� ����� �� ������ ��� 
��� �� ���%� ���r� � � # ���  ���
 ��������� ��� ��
�� ���.� � � ���I�� �� ��� ��� � � � �� �� ��x,> � �
�#S�� >� � ���I�� �� ���k> � �
�
���5� !
J 
#	�
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F ��� � ����� ��������M ������������� � 	� :9��O9O����� �����?> � ��� � � ����� � ������� ����P�9 �����r�L9�� ��������� ���Q����������� ��� � � ���h�����
��� 
��� �� ���%� ����� � � # � � 	� :9������ �:9 ��� � ���� �� 
g9��I9� ��� 	 ���� ���O��� ���s������	� ��C��� ������� ����� � �� �
���� ��� ��� ��9��:9
9�� ��
�� ����� !)� �
	� ��������� �6>I��������� � �C��� �:9���	 �C��� ��� � ��	�	��� ������ ��v� ��� � ����� � ��������� � ��� ���kz

� ��� ���C��	 ��	 ���� ��
��������  K����� � ���S��������������� ��������
�����������	� ������S
�� �����
� ��� 	� ���
���NC� �Q�����%9�������� �����k� ������	������ �� �� � � �����
� ����� ��� �����������������C�� �����K��� � ��� ���v� � � ���� �	 ������ 
T ��� � ��� ����� ���%9�� ������	�	 �� �
� ���N�� �C� ��� � ���������C��= 	� ��C������ �� 	 ��� � ��� !
� ���� �������� ������� ?>���� ���������C�� 	 ���� � �

� �� ���	 �� ����� E� � � �� ���� ��� ��� � �� � �� ���J> � �
�#Q�� !

 � 	� ��C������ 	 ��� � � ����� � ��9 �����L9�� ��������� �n� � �<=�	����� ������������� �J� ����	��������k� 9�� ��� ����� ��x����:NC� �6> � � ���� �M

� ������� � ���i� ��� � � ����� � � �������  ��J� �����������h� �<=�9��C������ r� �J� � � ��� ��� ��� ! A ������� 	� ���
���9C� �������,� ������� � ������� ���
�6� �����v��� ����� �������C��= ������� ������� �[���C�� ���� ��� � ���n����� ��� � �*��� �J� � #hz ��� ���������C�� 	 ���� � � ���  ���	 �� ����� U��   ���� �� ��
I> � �
�
��� 	 ���� s��� 	 ��� � ����� ����� ������	������ !�� �n
� ��<��> ��� ��� �������� ��t��� 	� ���
���NC� � �S��	�� ����� �t�,�������
	� ���
���
 � � � �:9y� � ��������� �I�� ������ ����� �� :�U��� � �����S���������  ���������� ���C� ��� � ���� � ����������p���k� ��� 	 ���� � ����	����S����� �� 	��� 
��� �:��� ���7� ����� �� :N��E� ���S
����6> ��� ���C��	 ���p���k� ��� 	 �C��� ������	����� ��� � ���v
� ���� � ����� ����� ��	 ���� ��������� �I�� ������������
	� ��C����N� �� �����S��������� 	 �C����
��� �� �� :N�� �S��	 �� �� ��� �?>� ����I� ��� � �J� ��� 
��� �� ���%� � � �_����� � � � ��
���� ��� 	� ��������� � !;N  ?>[� ��� �
��� 	� ��
���N<� � ������	����<=��6>��J� ����	������s� ��9�� ����� ����� �� :N�� � ��������� � 
  ���I� !�� �,� �����#����� � 
6�������� �J� ��	�	� ���� ����� � ��
�� !
�  ������ � ���:9�
��� ������E��� �����S��������� ��	 �C��� ��� � 
��� �����	�	 �� ��:9���� 	 ���� � :9O�����  �� ���������r��� � �C��� �:9�z

� �%9�������	 �� ��� 	� ���
���NC� � ��� ����� ��M 	� ���
���NC� ���?>�����9� �� �� � �S��� �C� ��� � ������� �����:9�� � � � � � ���� ������ ��� !S> � �
�#S�� >��F � � ����� � ��� � �� � ����?> � �
�
���
� � � �� ��������  ������ ��� ��������������� ��� ���$9��H5 D"�
5	D 	 ���� v9�� �S��� � �� �S���L9O���������C� ��� ������� 	 � �����S
�� � � �:9���� ������M

����C� ��� � � ��� � � �:9� ������ ��� �����.� ����� �� � ������= 	 �� �� ��� ������ ��� � M 
 � �� ���� ��
i;���� � ��� ��� ��� � ��� ����� �� ������� �6> � �
�%R.�5�

� � ������P��� ��� ����	 ������
 ��������� ���%N���� ��� ��x ���:NC� ������� ������N� ���� � � ����� ���� �� �� {�,� � �����i9�� �����
I �S��	 �� �� ��� ���"JL��� �:x ���:NC� ���5� ������N� ��t����� � ��� ����� ���� ���� � �����H9�� �����s��� ��x����:NC� �7�@z �����G�L9���� �������

�
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	� �� �O9O� ��� � 	��� � ���
  �����	 �C� ��� �t� ��9�� ������� ��� �K� ��� � ��� � ��� � !

G� �_x 	 �����IN����r� �� �� � � ������� � ����� ���I9��� ������ �C� ��� � ��� ����� ������� ���6>�	%�����R�,� � ������ :9������ � ��������� ����� � �  �
�� �����

��������� �y� � �R�,�k� � 	� :9������ ��� � �?� ��	�	�� ����� ��� �L��� � ���� �������� F"� !#T ��� �  ��	�	 ������� �������K�,� � �J� ��x 	 �����IN����
� �� �� � � ������� � �S��	 � ���v�,� � ��� 	� ���
���
�� � � �:9

pi,j
� � 	������ ��
��v� � ��� 9�� ��� �8����� 9�� ���G� � �v�%9�	 � ������� �Q���

� 1 ������� ��� 
 ����P��v��� �������E9�� �����y��� ��x����:NC� � ��� �:9� ����C�� ��C� ��� �r� ����� �� � �� �,9��v� ��� � � �k� � � ���� �� ������� ��� ��	����
� ��� � ��� � �����C���@� �

pi,j
!M�  �������,� �C� ��� �?> � � �����H��� � ��� ���t��� � � � ���  L9 ��5 D"�
5	D�������� 	� ���
���NC� �6> ���  :9 ��� � �:96> �����

��� �k� ����� 	����E� ���%9�� ��� ��
���� 	��� t��� � F"� !�� � �	� ���?> ���������%9�	 ���I� 	� �� � ��� 	������C� ��� ���������C��= � ���:9�
��� ������
���y� �������C�� ��kz

� ��� 	 �� ���� � ��� ��� � �����-I 	� :9������������ Jn�������������I9������ � ��� �� :9��
� ��� 	 �� ���� � ��� ���n��� � � ����=h��� ��� ����	 ������
 ���������v9�� ������	��� � ��	�	 �� �� ��� � � ����= ���v� ���.������� � �:9U�����
�������I9������ � ��� �� :9��6>I� ����� ��� ����� 	��� � ��	�	 �� ��t� �J� ��
���������������� �J� ��	�	� ���� ������� ��
��


 � 	� ��C������ 	 ��� � � �����09�� ������� �kz �����8�������I9����8� � ��� �� R9��s����� � ��� ��
��� ��G����� � ��� ��
 � � 	 ���� 8�%9O�����  �� �����89�� �����
��� ��x����:NC� �6>\���  ��������C� ��� �L�5� ���%9�� ��� ��������� 	��� t��� � � ������� ����� � �� �� � �%����� � �I���  ��������C� ��� �U�5� ���%9�� ��� �[M
������� 	��� H��� � � ������� �t��� � �� �� � � � ��� �I9��C�C� !�
 � ���������I� �����H� ��� � � �S���L9O������� !�� ���� ������� � ��� ����	 ��� � �:9y���
�J� �<= 	@9� ��S� ��� � ��� �C�� �� �� :9��� 0��� � ����� ��� �� �� ���� :9 ��� � �:9s��� �J� �<=�	@9� ������ ��� ��� ���G� ���%N���� ���I9��� ������ �s����� � �J� ��� 
���M
 �� ���%� � �t
 ������� ��	 ���� #� ��� ����������� �� ���� � ��������C� ��� �kz ��� � ����� ��� �� ������� � 	� :9���� �R9C� ��� � 	��� ��������� ���� �� ���������
� � ��� ����� ���<= ��� 	 �� �� ����� ��� � ���Q
 ����� ��� ����������� �C� ��� � 1 � �0����� � ����������� ��������������� ��� ����� 9��H5 D"�
5	D !��  ���� ��� �
�J� �<=��C��	�������� 	� ���
���NC� ������	 ���I������� � � � �� ��:9 	 ���  	� :9��������� � ���� ���	 ��� �:9�� !%� � �J� ��
������������ �����E� �r� ��� ��M
�������  ��� 	 ���I������� 	� �� � � ����� �J��9O����� � �S
� �� ��� ����� ���� ������ 	� � � ���y��������� 	 ��� � ��� � �� �� 
 � � �6>����n� �� � ��� ���� ����
��� � ���*� �[� �� �� �:9L�����r9�� �����r��� ��x����:NC� � � � �� ������ ��� �Q� ��� � ��������� ' ��� ��� ��9O����� � �S
� �� ! � ����� ��������
  :9L���
���������
����� ����� �� ���������b��� �J� � ��� �� �� ��������� ����� ����� �� ��C
�������� �O9�	��� ����{�,� ��� � �:9o�����U�������I9����U� � ��� �� :9��D���
��x����:NC� � � 	 � ��� ������� ����
6�������  �� ��� � � ������� � ����
6�������  ��*��� ������� 
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L’automate de Turing possède un nombre d’états fini et est composé d’une tête devant
laquelle se déroule un ruban divisé en cellules et qui peut se déplacer aussi bien de droite
à gauche que de gauche à droite. N’importe quelle fonction calculable peut être calculée
par cet automate grâce à l’ensemble de règles auxquelles il est soumis et que l’on peut
toujours déterminer. Ces règles sont de trois types:

1)
Dans un état Si, l’automate remplace Aj, contenu dans la cellule au dessous de la
tête par Bm, puis passe dans un état Sk

2)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la droite et l’automate passe à l’état Sk

3)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la gauche et l’automate passe à l’état Sk

Si   Aj   Bm   Sk

Si   Aj   DSk

Si   Aj   GSk
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∑
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M
p2i,k,j

! ����
��
p2i,k,j

�
� � �)� ���� 

Etat "terminal"

Etat "viable"
V

T

1

1−ε

ε

��� ��� L�� � � #Ex 	 �����IN���������� ���%9�� ��� �������������.;I��=.� ��9��,9�� �C� ��� ���AI � ����M � ����
����.J

� R
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Etat "viable"
V

Etat "viable"
V1 2

ε1 ε2

1−ε 1−ε1 2
1−pp

1 1

Erreur due à
l’initialisation

Erreur due au
bruit de mesure

e
Début

d’un essai

��� ��� L�� � � � ���%9�� ��� ����������� � ���.;I��=.� � �� � ��C�� ���	 � ���R9O� ��� �����C��= ������ ���������������� � �������

��� 	� ���
���
�� � � �:9 	�� � �� � �� �g9���� �����8����9�� �������G� ��� ����������� �C� ��� � 	��� ������C��� ���� !6T ��� � ��� ����� ���%9����� ���� � �� �J� �<=_M
	� ������������o��� �������� :9��y� �7x������ � � � ��� � ��� 	� ��C����N� ����%9��������������D� � �� � ��C�� v�p���� :9�������� ����
�� � � �:9y� �7x ����� �7�<>
��� � ���B�,� � �J��9�� �� ���M ��x 	 �Q��� ���������r���� :9��U� � ���  ���r���C��= 	��� ��
  ��	�� ���E����� ��� � � ��� � � !

J 
 � 
 J�� $ ; 7���
2$ 1@� "%$2;>. 7:9 �-. � � 
�7:9<&   %&��  1�� ;0. ; � A � �,14��

T ��� ����� ����� ��� ��� � � � �:9� ��������� U� ���D� ���%9�� ��� ����������� � ��� ;I��=e� � �� � ��C�� ������� ��:���k� � � �<=������������ � ���C�����

� ��� ���r� � �� � ��C�� ?> 	��� ���L9��� :9�� 	��� � �v�  :9O��� ��� ����� � � ���C�� � ���� � �
ε
!

A ��� �����%9� ���� �s��� 	� �� ����� ��� �s��x ����������� �t����� � �J� � ���C�� � ���� ����� ��9�� ����� � ����M � ����
������ 	 �C��� 
��� ��E� ���%9�� ��M
�:9�� 	��� s��� � � ������� �t��� � �� �� � �U�Q���C��=�9�� ������, � 	 ���� !I � ����
���� JI� ���s�¨� 	 ���� !I ���� ���� ������JI�@z � ���  ���
P 
6�� �� � !���!%� � �<=�������� �� ������ �� ��� ��� ������� �kz��J� ��� �r���", ���� �� ,�>�	 � ���:9O� ��� �K��� ��	� ���
���
�� � � �:9Q���t�  ��� � ���������<M
� ��� �����

1− ε
>�� � ���

ε ∈]0,1[ >���� �������� ��y��� , � �� ��s��> 	 � ���R9O� ��� �s��� � 	� ���
���
 � � � �:9������  ��� � ���������C� ��� �
���

ε
> 	%�����t��� � �� ���������NC� ������� � �� �� ,�> 	 � ���:9O� ��� �y��� � 	� ���
���
�� � � �:9���� �� ������� ������� � ! A � ���������� �����N� ��

���S�v����� ���  :9�� ��� ������� � � ����������������x����:NC� � ��	� :N����J��9�� �������� ���� ����� !

� �J� � � ��� ��� � � � � �������J>���� 	� �� ��������� � ��� �� ������ ��� ��� � �J��9�� ���+, ! � � ������� � 	�������� ���C��	 �#�~> ��� 	������ ��
������
�J��9�� ��� ,¨� ����9�� ����� �����s� �� �� ��� ���:9�	��� ���� ������ �����
���������9 �������  ��r�������� :N����

Xk
� �������C�� K� ��� � � > � >������ � ��� �

��� � ����� ���L� �� �� ����� � �k��� 	��� ���LN��� ��
ε
!_
 � �������C�� ���� ���� :9 ��� ��� ����� ���

xk
���

Xk
	 � ���:NO��� ��� ��� 
 ����P�� ���������

����� � ��� ����z����
xk

� ����� � >�����	� �� ��������� �  ���������� ��� � �J��9�� ����,�� �J� � � ��� ��� �K� � � >���� � ��� � � 	���� ���y� ��� � �J��9�� ���
���� ���� �����0� ���?>�� ��� � � ��� ��� �K� � � >�� � ���� ����� ��������Q� ��� � �J��9�� ��� , !

T ��� � ��� ����� � � ��� � � � �:9� ��������� ��� � ���v
� ������ 	�������� ���C��	 ������ ��� � �����:��� ����� ��� 	� �� ����� ��� �  ���������� ��� �
�J��9�� ���&, � ��� ��	���� ���� �	��� ��J��9�� ����� ! � ���� ��������> ����� ���S�I9  ��� � ��� � �� �����
���� ����9 �������  ��n�������� :N����

Sn,n∈N∗

>
�%9<P �����v� 	��� ����  ������

Xk,k≤n
� ������� ������N� �� �:��� ����� ����z

Sn =
n
∑

k=0

Xk


 � � �� �����
���� ����9 �������  ��
Sn

���������  ��������C� ��� ��� ��9���� ��� � ���v
� ������ 	�������� ���C��	 �?> 	%�����:��� � ���  :9 ��� ��� ���������
sn

� ����� � ��������� �C� ��� �s� ��� � ��� � ��� �
� ����	� �� �������:� � �����  ������:9�� ��� � ����9�� ����, 	 ���I� ��� � � 	����H�������C��	 � !

�� ����	@9� ��� ���

E[Sn/n]
���� � �����	 ���������
� ���v
� ��r� �7x����D� � �� � ��C�� �� 	��� K����� �:9r��� ���C��	 � !

� S



� 7 � 7��!� � D B 8&=�	 ���
�7=�4A=�4 B0	 D�� � 4(5�� D
�
��=M4&=��)4.9�� ����� � 4�� � 4A=�4 B0	 � �

F��C��= 	 ��� � � ������� ��� ��� � � � �:9� ���� ���� kz
� !���� ����� �����%N� ����,� � ��� �������C�� K���

ε
����� ��������� ��z ������� � � ����
��������  ���� ����� ��� �������� :9��L� � ���v
� ������

	������������C��	 � � �R9�	��� ��� �����C��= 	������ ��
������ ��� ���J� 9�� ���E� �
� !���� ����� �����%N� ������ ����� �������C�� t���

ε
����� � � ��������� ��z ������� ��� ���������S� �� ��� �������C�� y���

ε

  Rq������L��� �

 :9 ��� ��� ���������
sn

���
Sn

�

A ��� �����%9� ���� ������	 ��� � � � !kT ��� ����� ����� �r� ���  ����J� ��x 	 �����IN����U�,� �������
Xk

����� � � �I�%9�	 ���I� ��� ��� � !0� � �����
�����������,� �

Sn
����� �K��� � ����� 
�� � �����������

B(n,ε)
z

P (Sn = k) = Ck
nε

k(1− ε)n−k


 � � ���v
� ������ 	����y��� ���C��	 � ��� �� �� �J� � � ��� ��� � � ��� ������� �����J� � � ��� ��� ����� 	� ��C������ 	������ ��
���� ��� � �J��9�� �����
��������� � ���� �����
���� ���S9 �������  ��QT �,9� ���P ��� �kz

P (N = k) = P (Sk = 0,Xk+1 = 1)


 ���K���C��=o9 �,9�� �C� ��� ���E9�� ��� ��� �I�%9�	 ���I� ��� ���?> � � � ����� �kz

P (N = k) = P (Sk = 0).P (Xk+1 = 1) = ε(1− ε)k
� � ! � �


 � 	� ���
���
�� � � �:9 	 ���  y�,� � ����� ���v
� ������ 	����t��� ���C��	 ������� �:9��C������� �y� ��� � �J��9�� ���", ����� � � ���p9� ����C�� ��
� �
����������� ��z

P (N ≤ n) =
n
∑

k=0

P (N = k) = 1− (1− ε)n+1
� � ! ���

A ��� �����%9� ���� �v� 	� :9�� ��� � ��� 	 ��� � � � !BA �����C������� ����� 	� ��C������ � ���C� �J� ����	@9� ��� ��� ��� ��� ���� ������ ���L����T

  Rq����v� �J��9O������������� � ! � !I� � � ����� �v� � ���  �J� ����� �<=�� � ! � �@z

E[N ] = 1/ε

� �

V ar[N ] =
1− ε

ε2
 �� ��:�,� �
ε
����������� � ����� ��� � 	 ����� �?>��J��9�� �� ���M ��x 	 �Q���rT ����� 	� ���R�,� �r9�
 ���0�

1/ε
> �6� ������M��[M ���  �� � ��T � !

� � ���
����� �����%N� ������
	�M 9�� ����� ��� � �����
n1,n2,...,np

���rT�>�
  Rq����Q� �����L9���� �����Q���o� �[= �S�v�%�¤��� �  ����M
� �C�v
������ ���6> ���
	 �C����������� �� ����
�������S� �����C�� 

ε̂
� �����  ��J� ����� �<=�� � ! ���@z

ε̂ =
1

1
p

∑p
k=1 nk + 1

� � !��g�


���9�� ����� ��� � ����� � ��� � 	 �  :� � ���� � � ��9�� ��
�� �  ���� ������� ��
  ����� �*��� ���o� ��� �������������  :9�	��� ���� �������  :9���� ���
�����s���� :9����s��� � ����
�� � � �:9 	 ���� ��� ������	��� ��� 
  ��	������,� �C� ��� ��� � ��������� ��� ���������n���  :9�	��� ���� ������� ���I9��� ������ �
����� � ��� ��� � �J� �������S� ����������� �

ε
������� � 	��� ���LN��� �� !�* � �<=��C��	����*���U� ��� �������������  :9�	��� ���� �����������nT �����

�������I9�� 	��� ����vP 
6�� � � ! R_>�	 ���� 
ε = 10−5

!

, �������H� 	� :9������ �Q�,� ������� ��� �<=��C��	������ ���%�L9� ������ ��� ! � ��� ��������� �Q��� � ����;I��={� ��9��g9�� �C� ��� ���?I � ����M
� ����
������ J@> ������� �t� � ��� 	� �� ����� ��� �y��x ����������� � ��� ���C��	 �y�������� ����?> ����� �E� ���%9�� ��� ��
���� ��� ����� � ��� ��� � ��� � �[M
 �����
���� ����9 �������  ��C�@> � ��������� 	��� ���LN��� �

ε
���Q�,� ����� 	����Q�������C��	 � ����� � ��� � ! �#� � ! 
 ��� ���v
� ���� �7x ���

� � �� � ��C�� �� �����
E[Sn] = nε

!@
 � � �����C�� y� �[= �S�v�%� ���
ε
	 ���� ����k� � �8x ��� � ��� � �7x ����� ����� � �� � ��C�� 	��� 

���������kz
ε ' 6.3410−10

!

� �
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Durée de viabilité N (échelle logarithmique)

Fonction de répartition de N pour ε=10−5

��� ��� L���� � �#=��C��	����Q���t� ��� ���������D���  :9�	��� ���� ������������������ :9���������� ����
�� � � �:96> ��
���������	 ���� 
ε = 10−5

� �J>k� 	� :9�� ��� �?> ��� ����� ��� �������,�k� ��� 	� �� �������:� ���k� ����������� ����� 	������:9 	��� �J��9�� ��� ���� ���� ����� 	 ���I� ��� � �
	����v��� ���C��	 �?> ��� 	 �C��� ��
��������  v��� �U� �[� �� ��������� ��� � ���v
� ���� �7x����e� � �� � ��C�� �� 	��� ������� ?> � �����U��� �
���� �� ��� � ��������P ��� ��� !�� ���� ���� � ������P ����������� � !	�
��> � � ����� �����E�%9����� ���� � �� � 	 ���� ��
��������  ���

Sn
� � � �

� !	�
� !H� ���� 
n = 105

� 	� :N������ � ��� ���������?> � � ���v��� 	����y��� ���C��	 �y��� � ! �#� � �<> ��� ��
�������� �
ε < 10−6

!
�  Rq����r���J� �<=�	� ������������

E[Sn]
>���� ���.�%9O��� � �K��� � ���v� �[� �� ���������D��� � ���v
� ���� � �� � ��C�� ���� �7x ��� 	��� #� ���� 

�����v� � ��� � �  ������ !�� � ��� ����������� � 
 �� ��� ���  ���� � ���������U� �[���� ��������� ����� �v� � ��� � �� � ��C�� 	��� ���k> � � ���� ��� �
� ��� �S������� ��� ��� �� t����
 ���� ����� ���� 	� �� ��������� ��	 ���I� ��� �K���
	 �C�
	��S� �������� ������������� �� !

J 
 � 
 J6J $ ; 7���
2$ 1@� "%$2;>. 7:9 �,. � � 
 7 9<&  % %&��  1 =,$ � A ���-14��
 7 � * &B.-7 � .0"�7 & 
 9 � "#� "+$2.-$'"%$ ��

7�� 1�� 1@"
	�� &

� ��� ��������� �Q� ��� � ��������� �v���k� � � �<= �����������C��=i;I��={� � �� � ��C�� ��?> ��� �S� ��� �:9�� � �����C��� 	��� r��� ��x 	 ��� � �� �M
 ��C�� kz

E1
���

E2
> � �� �����:9� ����:9��  �����	 ������� � �C� ��� � 	��� ������r�  :9O��� ��� �����v� � � ���C�� � ���� ���n� � �� � ��C�� ��

ε1
���

ε2
!

N � ����	�	 � ������� � �J� � ��� ������� ��� ������������� ��x ���:NC� ����x � �����S��� �L�%9������������ ��x 	 ������;I��=i� � �� � ��C�� ?> ����� � ��� �
��� � 	� ���
���
�� � � �:9 	 !I
 ��P 
6�� �� � !���� ��� �� �� ��� � ������� �Q��� � �� �� � � ����� � ���S9��Q������������� ���%9�� ��� ��������� !

� 	��� ����  ������  :9��:��� � ������������������� ��M �������������
	� :9��O9O����� �����p9O������������� � ! � �<>����
���D�%9O����� ����� �����k���rTez

P (N = n) = pε1(1− ε1)
n + (1− p)ε2(1− ε2)

n


G� ����	@9� ��� ������� ��� ���� ������ ���r���rT 	 �C������� � 
��� ��y� ����� ���C� ��� ���%9O��� � � ����� ���� ���������� �������� ������g9������ ��� �
��������� ��M �������������
	� :9��O9O����� ����z

E[N ] =
p

ε1
+

1− p

ε2
V ar[N ] = p

p+ 2− ε1
ε12

+ (1− p)
3− p− ε2

ε22
+

p(1− p)

ε1ε2

G� �������S� ���������i����� 	��� ���LN��� ����

ε1
>
ε2

��� 	 �����E�%9�� ��� ������� ��� � ��� � ��� 
g9��I9� ��� !H� �� ����� �� ��6>�� � �<= �������
������� �������S��	������ ! � � � ���J> ���

ε1
���

ε2
	 � ���:NO����� ������� �������C�� ����� :N��y9������ 
 �I9����L� 	��� �<=��C��	����6>

ε1
�����E
������

	��S� � 	 ����� ����� �
ε2
> ���L� ��� ���������{���  :9�	��� ���� �������`�����y���� :9�������� � ����
�� � � �:9 �������:9�	��� ��
���� ���{���C��=$' ��� ���


���������������� � �������kz�����P 
6�� �� � !�S�� ��� �� ������������ �
�
ε1 = 10−5

>
ε2 = 10−2

��� 	�� � !��
!HN ��	 �C��� � �  �� �� 
� � ���n��� � 
  ���I��� ���� ���� ���I���o��� � ��� ��� �:x ���:NC� � 	�������� 	��� �����9�� ��� � �  :��� � ��� ��� 
 �����L���n� ��� � �L���
���
�
� 	�������� ���C��	 �?> � � ����� �� :N�� 	� ���
���
 � ���,� � �J� �� � ��C�� ������ �

E2
! � � ����� �� ���  ��6>���� ��� ���C��	 ��� � � ����
�� � � �:9

����� ����	@9� ����C�� L� ���
�
� > � � ����� 	� ����:��� � ���� �� ��� ���,� � �J� �� � �<�  ����� �
E1

!0
 � ��������������� ��� ���*��� �����.' ��� ���
� � � ��;I� ��� ��� 	 �C���H��������	 �� �� ������ ��t� � �������S� �� ����� �������C�� ��H���

ε1
���H���

ε2
>���� ������������� � ������	����E�,� �������

���� :9�������� � ����
�� � � �:9�������	� ���������� ��� �����C�� �' ��� �r� � � ��;I� ��� ���  �����	 ������� � � !
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��� ��� L���� � �#=��<��	 � �L��������� ��� �:9����  :9�	��� ���� �������h���������� :9����r� � � ����
�� � � �:96> ��
�������� 	 ���� 
ε1 = 10−5

>
ε2 = 10−2

��� 	 � � !��

�� � � � ���#�H� � ��� �\�����K� � �V���r�7���Q� 
�� ���E� � �U� � � 
�� � ��� 
�� � � � ����� �~���

J 
�� 
 J H =�?4&/AC"%$'D

 ��	� ���
���NC� ����� 	 ���I��������� � � �� ��:9�� ��� � 	��� ���� �E������
���� ���G� � ����� ����� ����� 	��S� �G����� � ���:9�� ��� � #�!g
�� �� ����������

���  :9<�p9� ���� ���r���!� �� ��������L�����������
�J� ����� � ����� ����
 � ��� ������	���������� ��������� ����� � � # ��� ��9��:9��������:9�����
  Rq����Q�
�����S����M ���s� � ���  ��� 	� :9������ � �������������
	� ���
���NC� ����� ����� �<=�� � ! � ! � � !

* � ��� �� �����:9� ��������S��� ��������� 	� ���
���NC� � �����E�,� � �J� �C��	������8���v���C��=
��� �� �������� ����������� ��� ������� ���I�����
����� �R9��C����� ����� 	 �C���������  ����r� ���  ������� ����  ������x ���:NC� �t��� � � ' ��� �y��� � ����
�� � � �:9 !PN  ?>���� � ��� ���,� � �J� � # ���
�S����MJ��
C� ������� � 	 �� �� ������ ���� ��9�� ��
�� �  y��� � 	 ��� � ������� ����� ������� ���I�������� � ���������� ��� � ��� ����� � �
� ��� �J��9�� ���
������ ��� � ����� ������� ���� ���	��� �� ��� ���C� ��� � ������� ����P�9 ������� ��� ����	 ������
 ���U�����Q9�� ��� �����r
������`� �� ��L9��6> ������ ������
� ���� ����	�	�� ����� �� �����
 ����� � ������� ���I��� ��	� :N�� ��	�	� ���� ������� ��
��C� !

T ��� � � � ��� �#��������9 ����� ������ �������� � � � ���� ���� ���I�������� ���t�,����� � �:9���� ��� 	 ��� � ������� ����� ������� ���I��� �� ������,9��
��	� :N�� �J� ��	�	� ���� ������� ��
�� !kA ��� ������M ��� ����� �t��� � ��� ���C� ��� ��� ������ ���� ��
����������  ����I����� � �J� � � ���� �	� :9�� ���������{�����  :9<M
�:��� � �����G� � ��	�	� ���� ����� � ��
��E�%9�� ��� ������z ��� ����� � � � ����� ��� � �C� ��� �s��� ��������� 	 �C���  � ���� ������ ��x ���:NC� � � ���LP ��
����
��� ���� :9������ � ��� � ��� 	� :9O���������S
����6>,� ����� � �������G��� � ��� ������� �� ������ �� ��� � ��� � �K� � ���  :9������ � ���G� � ��	�	� ���� ������� ��
��
�p���k� � � ����� ��
 �������o� �����������<� !

� ���� r��� 	� ���
���NC� �L����� ����
�� � � �:96> �J� �<=�	@9� ��S� ��� � �����C�  �	 �C����� � �������  �������� � �� �� �:N� ��L���� :9C� ����� �������
�J� ��	�	� ���� ����� � ��
��*��� � ���v
� ��
�� �
�� �� ���  ��.� � � �:9� ��������� � �������:9��C����� ������� ������9�� � ��� !�� � ����� �������  ��,��� ��� ���
	� ���
���NC� �� �����	 ������� ��� �_x 	 �����IN������ #��s��� ��� ��� � � � ��� ��� � �� �������� ���Q� ��� ����������� ��M � ����������� � ! � !	��>�������	 �� �M
� �� �� ��� �����#��� �J� ��� 
��� �� ���%� ��� � � # �%9O����� ��������� ��� �� �� �:N� ����%9�	 ���I����� ����� ��� � �����C�� #��� ��� � ���v
� �� � �S��� ��� !

 ���,����� � �:9r������ :9������ � ������� � ��	�	� ���� ������� ��
�� �k� ������� �r���k� ��� � � ��� �C�� � ���������� � � !


 � ����� ��M � �����������
����� ����� ����	� :9������ ��� �����  :9������ � �����K� � ���o�����  �� ���� �� � ������= ��� � # ����� ���� ������ ���J� � ��M
;I� ��� ���*� � ��� �n�%9�
  ��� ������������� ���D������� � �:9�������� �����I9���� �:�� �����,����� � �:9n��� �J� ��	�	� ���� ������� ��
�� ��� �:�� ����
���� :9���� � ��	�	� ���� ����� � ��
�� !8� ��������� ����� ��� ��� �v��� �U
������ 	 ���� � ���� �� �������Sx���� ���Q� ��������� � ����9�� ������� ���������
� � ���� � ���
 ����� ����� !
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A ����� ��� � 	 �C����M ��� � � ���� �	� :9����� ����  :9��:��� � ���y� � � # � � � ��� ����� ����� � ������� ��� �����y��� �J��9�� � �������i��� ���
 :9C� ����� ����� � ��� ��	�	� � � ������� ��
�� �EA ����� ��� � 	 �C����M ����� � �� ��������  �� ��� � ����� ���L���HP ��
�� � � �:9�� � ��� � 	 ��� � �����,� �����
������� ���I��� ������� �������J� � # �E
�� ��
������������B��� ������� � � ����������� �����H����������� �� s�����H9���9C� ��� �������� :9�	 ��� ���t� �����
��� ����������� � ���������� ������ 	� ���
���9C� �������,�����r���QP ��
�� � � �:9����y��� 	� :9O���������S
�� � � �:9�!%� ���� ��������> � ��� �t����� � ������ ���� �
������������� ��������� ������ ��r�%9<P ������� ��� ����� � �����������
	� :9��O9O����� ��� !

J 
��:
#	 ) . ��
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� �C�f��� �� � � ����= �<= ��������� �?>K������� ��P ��� �
	� :9������:9C� ��� ���J� � ��;I� ��� ���h���|
� ���� �D���i� ���:�� �� ���� �J� � # !
T ��� � � � ����������� ��� �����t� ��� ��������� �� ��J��9����I�������"� � ���� �� ���h� � ���  � � ���I�� �� ���k> � �
�4���5� !IA ����� � � �t� ��� �� ���� �
� � ������ ����E��� � ��� 	%�%
�� ��� ��������� ����� � ���I�� �� ��� ��� � � � �� �� ��x,> � �
�#S.� >6� � ���I�� �� ���k> � �
�
���5�<> ����� �	� �� ����E���!� ����M
�� �� ��� ��� � ��� ������� �� :9�� ���� ���  :9O��� ���������e�������	� ����� �I9<� ���������Q�����Q
� ���� ���v���L� ������ ���� ���� �J� ��	�	� ���� ������M
� ��
��6>8� ��� ������� �����I��� ������� �  :9���� ����� ! � ���  ��	�	 �� �� � � ���� �� �*��� � �
�4� �����v��� ��
���� ����� �� � � ��� � � � �:9� �����M
� ��� ����	 ���� � ��� �?> � �� L� ���I�� �� ��� x��U9����I����9v��� ���������C� ���C� ��� ���J� � ��;I� ��� ��������
� ���� �t���Q� ������ �� ���� �����
��� 
��� �� ���%� ��� � #�A ��� � M 
 � �� ���� ��
I> ��� ������	��� ��������� � ����� ����� 	� ���	� ���� ��� 
��� �� ���%� ������M �  �����
��� � M
�  ����� !~
 ��
���� ��� � ����� ����9�� ��� ����� 	 ���I������� � � � �� ��:9*� ��� ���S�v�������������\�<> � � ��� �����%9�������	���
�� � �I�������I9�� ��� �� � �� ���� ��� ��� !S> � �#S � � !

, ������� ����� �����I��� ������� � �<=�	@9� ��S� � � � ������� ! � ���I�� �� ��� �%9<P ��� � ��� ���C��	 �i� � ��	�	� ���� ������� ��
�� ������� � ���
� ���v
� ���� �7x ���o� � ����� ����� �I9�������� ���  �����	 ���� ��
 �������  ��� 	� ��C������ ��� ���ON��K������� 	 ��� � �����,� �r��� ������� ���I���
��	�	� ������ !#� ���%9<P ��� ����� ��� ���ON�� � �e� ��� ������������� � ���v
� ��*� � � �:9� ��������� ������� �R9��C����� ����� 	 ���� �����:��� ��� ����� ���
��x����:NC� �� �������� � ����
����6> ����P%=�� ����� ���v
� ��v� ��� ! �
�
� !

� �i�%9C
%������� � ������� � ����� ���J> �J��9�� ������� ��x ���:NC� � ������� � ������� ��� ����� �� :�i� ��� �t��� �.' ��� ����� �J� ����	������
� ��9�� ����� � !I
�� ��� 
��� �� ���%� �v��� � � ����=o��� ����������� ���I���Q����� � ����� ���������B��� 	� ���
���
�� � � �:9v���!� ��� � 'O� �����e� � ���  ��
 � �k> � �
� � �(�C> � �����v��� 	��� ���LN��� ������ ���C��	@9� ������ ���� � � ������� ���i�%9C
%������� � ������� � ����� ���#� ��� � �J� � � ���� �M
����� ��� � � > � ! � � !


 �� ��:�,�k� ��� ����� ��� �����  :9C� �����J>7� ���I�� �� ���oP%=������ 	 ��� � �����,� �Q��� ������� ���I���Q������x����:NC� � � ������� ���������r�
	��� ����  ���� �
� 	 � ��� ������� � � ��� ��������������� � 9� ���� ��������� � ���� �������������� 	 ���I������� !P���� ����� �
� � �������?> � � ������	���� ���
� ���v
� ������ � ������� �?x ��� � ��
 ������� �H�E������� ���ON��K� �6� ������M��[M ���  �� ��� ! �
�
� � �:9� ��������� � �������:9��C����� ����� � ��� ��9�� � ���7�<>
���r�,���k������� ��P�� ����I ������ �� J*�����J� ��	�	� ���� ������� ��
�� � ��������� � � �����r��� � � �
� !

� ���I�� �� ��� � � �� �������� �������Q
� ���� ���v���U� ������ �� �:��� ����� �Q��� � �����H������� �� �� � !#A ���Q
  ���� ��� ����� �v���U���C��=
��x 	 ���kz

� ��x 	 � � z �J� ����	�� � ���I���t� �[= �S�v�%������
� ���� � ����� 	� ���	 �� ���������� ��� ����� ��� �������C�� s��� ��� � �� �����
������p����� �6>
	 �C�h����
� :��� � 	 ���� r��� ��x����:NC� � 	� �� � � �U��������9O����� � �S
� ���zk���`
�������� �� :N���� ���S
���� �����  �[� �����:9�	 ���� 
�,� � ���y
� ���� ��� � ����� � 	 ��� �����0� �J��9O����� � �S
� ��7�

� ��x 	 � � z��J� ����	�� � ���I����� �[=��S�v�%� ����
� ���� � ����� ����� ��� ��� ���6>6��� ��� ������� � ����� � ��� �������C�� ���� ��� ���� �����
����
����� �����%9� :9��

� � ��	@9�����P�� ����� ����	�� � ���I�����t���r
� ���� �?> ��� ����� �t��� ��� � 	��������r
� ���� � ��� S � � ����	�� � ���I���v� �[=��S�v�%� 	 ���� 
����� ������������� � ���I�� �� ���\� !
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(c) Graphe EVH, pour un bruit EA
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(a) Graphe DVE, données parfaites
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(b) Partie gauche du graphe (a)
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(c) Graphe FRDV, source E1
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(d) Graphe DVABM, pour un bruit DG
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(d) Graphe DVABM, pour un bruit DG
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(e) Graphe DVABM, pour un bruit DVA
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(e) Graphe DVABM, pour un bruit DVA

Valeur moyenne
Valeur maximum

1

10

100

1000

10000

100000

1e+06

1e+07

1e+08

1e+09

0.001 0.01 0.1 1

D
ur

ée
 d

e 
vi

ab
ili

té
 e

t e
c.

 ty
pe

Taux de choix aléatoire de l’état τEA (0.1=10%)

(f) Graphe DVABM, pour un bruit EA
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(f) Graphe DVABM, pour un bruit EA
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(g) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=1E−2
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(h) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=5E−3
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(i) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=1E−3
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���� ����� � � � 	� ��C�����  � ��� � ����� �<>���� 	��S� �H������� ' ��� �E� � ��	�	� �����M
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0.835 0.843 0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.886 0.878

0.843 0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.895 0.886

0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.914 0.904 0.895

0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.914 0.923 0.914 0.904

0.851 0.860 0.869 0.932 0.923 0.914

0.843 0.851 0.860 0.951 0.961 0.951 0.941 0.932 0.923

0.835 0.843 0.851 0.961 0.970 0.961 0.951 0.941 0.932

0.826 0.835 0.843 0.980 0.951 0.941 0.932 0.923

0.818 0.826 0.835 0.932 0.923 0.914

0.810 0.818 0.826 0.818 0.810 0.904 0.914 0.923 0.914 0.904
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0.669 0.676 0.689 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.740 0.732 0.725

0.676 0.683 0.689 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.747 0.740 0.732

0.669 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.755 0.747 0.740

0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.762 0.755 0.747

0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.778 0.770 0.762 0.755

0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.778 0.786 0.778 0.770 0.762

0.000 0.000 0.000 0.778 0.786 0.794 0.786 0.778 0.770

0.000 0.000 0.923 0.000 0.000 0.000 0.786 0.794 0.802 0.794 0.786 0.778

0.904 0.914 0.932 0.000 0.810 0.802 0.794 0.786

0.914 0.923 0.932 0.941 0.951 0.961 0.970 0.843 0.835 0.826 0.818 0.810 0.802 0.794

0.904 0.914 0.932 0.941 0.980 0.851 0.843 0.835 0.818 0.810 0.802

0.895 0.904 0.932 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818 0.810

0.000 0.000 0.000 0.923 0.869 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818

0.000 0.000 0.000 0.914 0.904 0.895 0.886 0.878 0.869 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826

0.000 0.000 0.000 0.886 0.878 0.869 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818
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(d) Modification des marquages des états
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(e) Nombre d’itérations avant atteinte de l’objectif

(b) Valeur des marquages des états

(c) Exploration des états

(a) Politique de commande
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(a) Politique de commande
(c) Politique de commande

après exploration totale des états(b) Exploration limitée des états

(d) Politique de commande
lorsque l’ensemble des marquages est petit

(e) Politique de commande
lorsque l’ensemble des marquages est petit

après une exploration limitée des états après une exploration totale des états
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(e) Evol. comparées du nombre moyen d’itérations avant cible
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(d) Somme moyenne des modif. des qualités par essai  (QL)
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(c) Evolution moyenne du nombre de marquages modifiés (CbL)
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(f) Evolution comparée du nombre moyen d’erreurs par essai (CbL/QL)
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(a) Politique de commande (CbL) (b) Politique de commande (QL)
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(d) Evolution du nombre moyen d’erreurs par essai (CbL)
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(b) Evolution moyenne du nombre de marquages modifiés (CbL)
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(c) Evol. du nombre moyen d’itérations avant cible (CbL)

(e) Exploration des états (CbL)
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(a) Politique de commande (CbL)
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(g) Evolution du nombre de marquages modifiés
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(h) Nombre d’itérations avant cible

(a) Environnement initial (b) Ajout d’une cible (c) Ajout d’une cible
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Zone de visibilité
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OQPSRTP9R OVU�WYX[Z]\9^_^`WAabWAcdZ7efX]WAabWYXhgi\9WAajWAcdZ]^

kmlIn�n@o0p �rqfs_n�lrt�s`uwv]x_y{zwt{piq|lIn�}iy��In0lr~�t��In��Ys`~YnmoIlrt{t@lMn0lIo�t@zwx_~.n@x_~�tml ��t{y0s`zwt�����y@lIor�Ylrzwu*�,�>}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l}As`y��>lr~���x_y@oIlrq|lr~�t2�*���Iory{zwt�}As`y;���+�2u�x_y@lr~i~YlIo|��x_~'}Jx_�iy{y0sEn@l>y���� �ry@lryC��� ��u�x_y@lr~i~YlIo[��� �����`��� ���2x_�Yn�t@l��~Yx_~Yn>�,u�l�y@lrq|lry@orz�lry�}Jx_�iyCu���s`z��il �h�YlVorlV�ix�or�iq|lr~�t�~Yx_�Yn>s�s`}i}Jx_y{t��Il[�
OQPSRTP¡  O¢Xhgh£¤\�Z[WAg�Z[¥¤X]W�WiZ§¦T¨�©mª�Xh\«Z]£¬ajW�­'er®CWY¦*Xhc¬\9c¤©

kM��s`uwv]x_y{zwt{piq|lQ¯��9kml°s`y{~izw~ivblIn{t±�i~²l �ilrq�}iu�l³�T��s`uwv]x_y{zwt{piq|l��it{zwuwz�n0s`~�t§u�� z´t ��y$s`t{z�x_~5n{�iyµu�lIn±¶_s`u�lr�iy@n
���As`uwzwt��·s_n@n0x�orz �Ilrn>��o0pAs��h�Al��rt0s`t.�z£Yv[�iy@l·�.��� � �YkM��s`uwv]x_y{zwt{piqfl.�.� ¤ lIn{tCoIlruw�izd�il

Q(λ)
�YkmlInC}As`y0s`q|¸rt{y@lInzw~�t@lry{~YlIn�n0x_~�t

γ
�
λ
lrt

β
�º¹�~.}As`y0s`q|¸rt{y@l�lIn{t �rvhs`u�lrq�lr~�tKzw~�t{y@x����izwt��Ys`~Yndu�l¤q �Io°s`~iz�n{q|l��il¬o0pYx_z��.�T��s_ort{z�x_~��u�lE��s_ort@lr�iy·�ilEt@lrq�} �ry0s`t{�iy@l�»��Tn¼� zwuMn°��s`v[zwt·�T� �i~Yl�q �rt{pYx��il½�E�7u¾sµ¿�x_uwt{ÀIqfs`~i~¢� � �

et
lIn@t��i~Á¶hlIort@lr�iyy@lr}iy��In0lr~�t0s`~�t�u¾s·t{y0s_oIl2�T� �ruwzwv[zwÂizwuwzwt��[�AÃ�lruwu�l��9orz*}Jlr�it�n°�Äl ��}iy{zwq|lry��il2�ilr� ��qfs`~iz�¸ry@lIn���z´Å �ry@lr~�t@lIn°��n@lru�x_~7u�lIn

�6���As`t{z�x_~Yn�n{�izw¶[s`~�t@lInmÆ
� � �ruwzwv[zwÂizwuwzwt��.s_oIor�iq.�iu¾s`t{y{z�o°l�Æ

et(x,a) =

{

1 + γλet−1(x,a) si x = xt et a = at
γλet−1(x,a) sinon

��� �ruwzwv[zwÂizwuwzwt��Vy@lrq�}iu¾s_Ç°s`~�t@lMÆ
et(x,a) =

{

1 si x = xt et a = at
γλet−1(x,a) sinon

ActeurCritique
renforcement interne

Système

état

renforcement externe r(t)

action

È2ÉËÊ�Ì¤Í§Î �µÏ �>y@o0pizwt@lIort{�iy@lV}Jx_�iyCu�� zwt��ry0s`t{z�x_~Ð�il�}Jx_uwzwt{z�Ñ��Yl
Ò[Ó
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Í'&)(+*�,�-/.103254ÐÍ§Î76±�>uwv]x_y{zwt{piq|l·���
Q(λ)t�8:9��?¯E� �T��s � 8:9��

et(x,a) = 0
��}Jx_�iyCt@x_�it �rt0s`t �'lrtCt@x_�it@lIn>s_ort{z�x_~½s

; ÂYn0lry{¶]lry
xty��r} �rt@lryo0pYx_z�n{zwy

atx_ÂYn@lry{¶hlry;u¾sEt{y0s`~Yn{zwt{z�x_~Ð�il
xt
¶hlry@n

xt+1

eTt := rt+1 + γVt(xt+1)−Q(xt,at)
et := rt+1 + γVt(xt+1)− Vt(xt,at)o°s`u�or�iu�lry

et
� �T��s �o°s`u�or�iu�lry

Q(x,a)
}Jx_�iyCt@x_�it �rt0s`t �µl�tCt@x_�it@l·s_ort{z�x_~½s�Æ

Q(xt,at) := Q(xt,at) + βeTt et(xt,at)
Q(x,a) := Q(x,a) + βetet(x,a)tmÆ<8�t�=?>

@ �Yn@Ñ��m���,�i~YlVoIx_~Y��zwt{z�x_~Ð�T��s`y{y#Art

Sélection stochastique

d’une action

Estimation de la

valeur d’une action

Système

actionétat

renforcement r(t)È2ÉËÊ�Ì¤Í§Î � Ï �>y@o0pizwt@lIort{�iy@lV}Jx_�iyCu�� zwt��ry0s`t{z�x_~Ðn{�iyCu�lIn;¶[s`u�l��Yy@n
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Chariot

Cone de viabilité
tige

F −F

θmax

θ

XX min maxXÈ2ÉSÊ�Ì¬Í±Î
	 Ï kml�}iy@x_Âiu�¸rq|l·���±}Jl�~A���iu�l�zw~�¶hlry@n��
!�"�� 
���:���<*-@&�+.(K&�3F8�1V=?H�1·<54,1 :�&�+,4,1��@& -@+��C&�<*3��
OQP� �P9R ®CW��¬X]ª���¨��AabW��¤¥��;W?c��¤¥¬¨�W�\9cdU�WYXh^��

k�s� Yv[�iy@l��,� Ó q|x_~�t{y@l�u�l�n"!�n@t@¸rq|l �rt{�Y��z �[�$#Su�lIn{t�oIx_q�}Jx[n ���T� �i~³o0pAs`y{z�x_tV}Jx[n@n��I�Ys`~�t��i~³�ilrv[y����iluwzwÂJlry{t����«s �ilV�ilIn&% � lrtC�m� �Y~±}Jlr~Y���iu�l[�Alr~±uwz¾s`z�n@x_~§y@x_t{�iu�l.s°¶]lIo�u�lVo0pAs`y{z�x_t°�A�ix_~�t>x_~§n{�i}i}Jx[n@lVÑh�m� zwum}Jx[n{�n0¸I�il �rvhs`u�lrq|lr~�tK�i~.�ilrv[y��¬�ilMuwzwÂJlry{t��[�ºn"!�q.ÂJx_uwz�n��M}As`y�u���s`~iv[u�l
θ
lr~�t{y@l¤u¾s;t{zwv]l¤lrt�u���s �ilM¶hl�y@t{z�oIs`u����.o0pAs`y{z�x_t°�

kmlIn �IÑh�As`t{z�x_~Yn��il�u¾s��'!�~As`q�z�Ñ��YlV���§n"!�n{t@¸rq|l�n@x_~�t;y@lr}iy{z�n0lInC�il|�Ä�>~Y�ilry@n@x_~m� >)( Ò ( � �ik�lIn;¶hx_z�orz]Æ

θ̈ =
mg sin θ − cos θ (F +mplθ̇

2 sin θ)
4
3ml −mplcos2θ

ẍ =
1

m
(F +mpl(θ̇

2 sin θ − θ̈ cos θ))

k�sµn@zwq.�iu¾s`t{z�x_~��it{zwuwz�n@l�u¾s'q �rt{pYx��il��T�+*��iu�lry·}Jx_�iy·zw~�t��rv[y@lry.oIlIn �IÑ��As`t{z�x_~Yn°��s°¶hlIo��i~³}As_n·�T� �Io0pAs`~��t{zwuwu�x_~i~As`v]l
τ
�

�>x_�YnVy@lr}iy@lr~Yx_~Yn·u�l�}iy@x_Âiu�¸rq|l[�mt@lru¬Ñh�m� zwu¬s �rt��|� �Iory{zwt.�Ys`~Ynf�Ä¿�s`y{t@xflrt�s`u��w� >)( Ò[Ó � ��s°¶]lIo�u�lInVq Arq|lIn}As`y0s`q|¸rt{y@lInC}ip,!�n{z�Ñ��YlIn���¶hx_zwy�u¾s,t0s`Âiu�l��.� > � ��k¤�Äx_Â @ lIort{z´��lIn{t;�il2qfs`zw~�t@lr~izwy>�.u¾s.��x_z�n�u�l�o0pAs`y{z�x_t�lr~�t{y@l�u�lInuwzwq�zwt@lIn
Xmin

lrt
Xmax

lrtVu¾s'}Jx[n@zwt{z�x_~�s`~iv[�iu¾s`zwy@l��il�u¾s't{zwv]lf�Ys`~YnVu�lfo.-_~Yl|�il|¶�z¾s`Âizwuwzwt���� �ruwz´q�zwt��f}As`y
−θmax

lrt
θmax

�Ylr~±�i~Yl·�ilIn��ilr� �§s_ort{z�x_~Yn>n{�izw¶_s`~�t@l.��o0pAs_Ñh�Al�}As_n��ilVt@lrq�}YnmÆi}Jx_�An@n@lry�n{�iyCu�lVo0pAs`y{z�x_t¶hlry@n;u¾sEvhs`�Yo0pYl[�As°¶hlIo��i~Yl��«x_y@oIl0/Qx_�±}Jx_�Yn@n@lry�n{�iy;u¾s���y@x_zwt@l[�As°¶hlIo��i~Yl2�«x_y@oIl1/��
2�s`~Yn½�Ä¿;s`y{t@x|lrt>s`u��w� >)( Ò[Ó � �¬u�lIn'�ix_~i~ �IlIn'�T�Älr~�t{y��Il¢n@x_~�t7u�lIn7Ñ��As`t{y@lÐ¶_s`y{z¾s`Âiu�lInµ�T� �rt0s`t

θ
�
x
�
θ̇
�
ẋ
�k¤�ÄlIn{}As_oIlV�T� �rt0s`t@n>lIn{tC� �IoIx_�i} �·lr~µÂJx�3�t@lIn�n@�izw¶_s`~�tCu¾s,t0s`Âiu�l·�.�54��YoIl�Ñ��izm�ix_~i~Yl >)674EÂJx�3�t@lIn°�

OQP� �P¡  8|¦T¨�W?¥MX9�¤WA^:�¬¦*X]¦Ta;�iZ[X]W?^§\9cdZ_WAXhcMWA^±g�£Mª�\S^`\S^<�;ª�¥¤X¢¨>=¾¦*¨9©mªmXh\«Z]£¤ajW�­'eI®CWY¦*Xhc¤\ScM©
k�sE¶_s`u�lr�iy��ilInC}As`y0s`q|¸rt{y@lIn>�Ys`~YnCu���s`uwv]x_y{zwt{piq|l,¯E�

λ
� lIn{t;u¾s�n{�izw¶_s`~�t@l�Æ

? γ = 0.99
? λ = 0.8
? β = 0.5
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����� Ì¬Í±Î �µÏ�� s`u�lr�iy��ilInC}As`y0s`q|¸rt{y@lIn�}ip,!�n{z�Ñ��YlInC���±}iy@x_Âiu�¸rq|l·���µ}Jlr~Y���iu�lVzw~�¶hlry@n��
�¢s_n@n@l����±o0pAs`y{z�x_t�q >
	�v�¢s_n@n@l��il�u¾sEt{zwv]l

mp
9�� >
	�v

2�lrq�z´��u�x_~iv[�Ylr�Yy>�il�u¾s,t{zwv]l�u�� 4 9�� @ qÃ�x_~Yn{t0s`~�t@l·�il�}JlIn$s`~�t@lr�iyCv (�� Ò �,�
kg−1
�s_n��T� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~As_v]l

τ
9�� 974�n

� s`u�lr�iy>s`ÂYn@x_uw�Yl1/Q�il�u¾s.�«x_y@oIl·s`}i}iuwz�Ñh� �Il.s`�±o0p?s`y{z�x_t > 9��
Xmax

4�� B q
θmax

>)4E�ilrv
����� Ì¬Í±Î � Ï 2 �IoIx_�i}As`v]l·�il�u��ÄlIn{}As_oIl·�T� ��t$s`t@n

θ
���ilrv � � � 6��m� � 6�� ��>[�w�m� ��>�� 9��w��� 9�� >[�w�m� >��56��w� ≥ 6

θ̇
���ilrvY�

s−1
� � @ 9µ�m� � @ 9�� @ 9��w� ≥ 50�³��q � � � 9�� Ò �m� � 9�� Ò � 9�� Ò �w� ≥ 0.8

ẋ
��q±�

s−1
� � � 9�� @ �m� � 9�� @ � 9�� @ �w� ≥ 0.5


Kx_�YyEuwl'o0pYx_z����Yl�u���s_ort{z�x_~m�K~Yx_�YnE�it{zwuwzwn0x_~Yn,�i~Yl7q �rt{pYx��il³�E�§u¾sÐ¿�x_uwt{ÀIqfs`~i~¢�J�K�ix_~�tEu�lf�«s_ort@lr�iy�il·t@lrq�} �ry0s`t{�iy@lE»F¶[s`�it:9�� 9 >Es`�½� �rÂi�it��il·u���s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]lElrt2��zwq�zw~��Yl.y��rv[�iuwz�¸ry@lrq|lr~�t¼�Ts`�½� �rÂi�it��ilo0pAs_Ñ��YlVlrn0n0s`z��
!�"�� � �>�MLN&�+>=?3²4,& (K8&�@(K1��§4,&D:,<JH��,8��E->�@-{= �

; ~joIx_~Yn{z��i¸ry@l±�i~ y��Ilru
ε ∈]0,1[ s`zw~Yn{z>Ñh�Ylµu¾s¢¶[s`y{z¾s`Âiu�lÐs`u �°s`t@x_zwy@l§�izwn0ory@¸rt@l X

�M� �  Y~iz�l§}As`y|u¾s¢u�x_zn{�izw¶[s`~�t@l�Æ
∀k ∈ N∗P (X = k) = ε(1− ε)k−1

*�t�
�� % 8:9 � 8 9��
#Sumn°��s`v[zwtCÂiz�lr~§�T� �i~Yl�u�x_z��il�}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��.n{�iy

N
o°s`y ∑∞

k=0 P (X = k)
l���z�n{t@l�lrtC¶_s`�it�>[�

k¤� lIn@} �ry0s`~YoIl *C� % � n@l�o°s`u�or�iu�lVoIx_q�q|l·n{�izwtmÆ

E[X] =
∞
∑

k=0

kP (X = k − 1) =
∞
∑

k=0

(k + 1)(1− ε)k

; y°�*u¾s'n@x_q�q|l ∑∞
k=0(k + 1)rk

�*}Jx_�iy
r ∈ [0,1[

�TlIn{t��i~Yl�n0x_q�q|l�oru¾s_n@n{z�Ñ��YlElrt�¶[s`�it
1/(1 − r)2

�
2E�Äx��VÆ

E[X] = 1/ε

2E��s`�it{y@lV}As`y{t°�iu¾s,¶[s`y{z¾s`~YoIl � s`y°� % � lIn{tC�ix_~i~ �IlV}As`y;u��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l�Æ
V ar[X] = E[X2]− (E[X])2

�2x_�YnCo°s`u�or�iu�x_~Yn
E[X2]

Æ
E[X2] =

∞
∑

k=0

(k + 1)2ε(1− ε)k

Ò 6
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 � � ���!�
ε̂
" ����� ��
��
�� � ��� � � 
 �
	��)
%�!
 ��� � � ���)� �

��
��� �+���

�>x_�Yn>�it{zwuwz�n0x_~Yn��f~Yx_�i¶]l°s`�½u�l.y��In{�iuwt0s`t��il·u¾s�n@x_q�q|l,oru¾s_n@n{z�Ñ��Yl.n{�izw¶_s`~�t@l�Æ ∑∞
k=0(k + 1)(k + 2)rkÑ��izT¶[s`�it

2/(1− r)3
� *�~§� �IoIx_q�}Jx[n0s`~�t

E[X2]
}Jx_�iyC�«s`zwy@l·s`}i}As`y0s 3�t{y@l·oIlrt{t@lVn@x_q�q|l[�Ax_~±x_Âit{z�lr~�tmÆ

E[X2] = (2− ε)/ε2

; ~§l�~§� �I���izwt�u��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~±�Yl � s`y°� % � Æ
V ar[X] = (1− ε)/ε2

!�"�
 � 8&�@(K1 �²47691.+ &�3i=?-0LN8;=?&�1·<
ε̂
:E8;< �08 L �K=J).H�4.& 4.1 LN8 ��-$L�1EL 4,&

��<J8�-@3A&ML � �08C+.(K&
; ~joIx_~Yn{z��i¸ry@lÐ�i~ y��Ilru

ε ∈]0,1[ s`zw~Yn{z>Ñ��Yl±u¾sÁ¶[s`y{z¾s`Âiu�l½s`u �°s`t@x_zwy@l½��z�n0o�y0¸�t0l:%E�¤� �  Y~iz�l§}As`y�u¾sÁu�x_zn@�izw¶_s`~�t@l�Æ
∀k ∈ N∗P (X = k) = ε(1− ε)k−1

*Mt�
�� %�8:9 � 8 9
; ~EoIx_~Yn{z��i¸ry@l;�C}iy��In0lr~�tK�i~,~�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~

x1,x2,...,xn
z�n@n@�,�il¬~,x_ÂYn@lry{¶[s`t{z�x_~Yn��il %E� *�~�n{�i}i}Jx[n0s`~�tÑ��Yl�oIlIn�x_ÂYn@lry{¶_s`t@zwx_~An�n@x_~�t;zw~Y� �r}Jlr~Y�Ys`~�t@l°n°�Yu¾s,��x_~Yort{z�x_~

L(x1,x2,...,xn|ε)
¶[s`�itmÆ

L(x1,x2,...,xn|ε) =
n
∏

k=1

P (X = xk)

*M~±}iy@lr~As`~�tCu�l�u�x_vhs`y{zwt{piq|lV~ �r} �ry{z�lr~Ð�ilVkM�i}Jx_�iy�n{zwq�}iuwz  Alry�u�lInCo°s`u�or�iu�n°�Yx_~§x_Âit{z�lr~�tmÆ
lnL =

∑

k=1

n(ln ε+ xk ln(1− ε))

�2x_�YnCo0pYlry@o0pYx_~Yn�u�l�qfs ��zwq.�iq �il�k�n{�izw¶[s`~�t;u¾sE¶[s`y{z¾s`Âiu�l
ε
��u�x_y@n0Ñh�Yl

x1,x2,...,xn
n@x_~�t  � �In°� #SuT¶�z�lr~�tmÆ

∂ lnL

∂ε
=

n

ε
−
∑n

k=1 xk

1− ε

�x_�iy

ε ∈]0,1[ �ioIlrt{t@l·� �ry{zw¶ �IlVn°��s`~i~��iu�lV}Jx_�iymÆ
ε =

1
∑n

k=1 xk

n + 1

; ~'¶ �ry{z  Al�Ñh�Yl2oIlrt{t@l2¶[s`u�lr�iy�oIx_y{y@lIn@}Jx_~Y�7Âiz�lr~±�·�i~7qfs ��zwq.�iq±� 
Kx_�iy;oIlru¾s���zwu?��s`�it�y@lrvhs`y@�ilry�u¾s.� �ry{zw¶��Iln0lIoIx_~Y�il�Æ
∂2 lnL

∂ε2
= − n

ε2
−
∑n

k=1 xk

(1− ε)2
< 0

; ~§x_Âit{z�lr~�t>�ix_~Yo��i~§lIn{t{zwqfs`t@lr�iy
ε̂
�

Ò��
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�>x_t{y@l�q|x��i¸ru�l¤�T� �i~·n"!�n@t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l¤�T��s_ort{z�x_~Yn�y����Al���lIn�lIn{tmn0orzw~Y����lr~·�ilr� ��n@x_�Yn{�9n"!�n@t@¸rq|lrn�Æu�l¬}iy@lrq�z�lryMn°�Äx�oIor�i}Jl��il¬u���s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l�}Jlry@oIlr}it{z´����� 
 � �_s`u�x_y@n�Ñh�Yl¬u�l�n@lIoIx_~Y�,t{y0s`zwt@l��il�u��Äs`}Y}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l�il�u���s`t{t@lrzw~�t@l2�T� �i~'x_Â @ lIort{z´����� ; � ��k�sV}Yy@lrq�zw¸ry@l2}As`y{t{z�l>�il>oIl>�ix�or�iq|lr~�t;s·oIx_~YoIlry{~��>u��Ä� ; ��k�l�y��In{�iuwt0s`t�il�u��Ä� 
 lIn{t�&���� *+,C2�� .1-)*���� 4 �"!�.#� .#�$�&%'�)(*� .#+!254?�
¹�~�n@o0p��rqfsµ���³q|x��i¸ru�l����³n0x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n$s`v]l|}Jlry@oIlr}it{z´�>s,�rt��|�ix_~i~-�|�Ys`~YnVu���s°¶[s`~�t �}iy@x_}Jx[n·�  Yv[�iy@l >[��}As`v]l � ��zwz � �'#9uTn@l>��x_~Y�il�n@�iy.%&� 4/� *�.1-)*��0� 4 &217-��3� *+,C2�� .1-�*4�5� -768!�,C4 � . 4	�34	9�4!&�&)4�34;: 03���&� *��fÆh~Yx_�Yn;s`}i}Jlru�x_~Yn�u¾s·~Yx_�i¶hlruwu�l>~Yx_t{z�x_~ -<�3� *�,�2=� .1-�*��?> 4�,@9�4A> .1-7B+4?� 2�s`~Yn�~Yx_t{y@l2o°s_n°��u�� zw~���«x_y{qfs`t{z�x_~¢}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�lIn{t2u�l.y��In{�Yu´t$s`t��T� �i~½}Yy@x�orlIn0n{�Yn��'!�~As`q�z�Ñ��YlE�il,n��ru�lIort{z�x_~��f}As`y{t{zwy��T� �i~Án{zwv[~As`ulrtV�T� �i~�l�~An@lrq.Âiu�l��T�C�r¶A�r~Ylrq|lr~�t@n.s`t{t@lr~Y���Yn·oIx_~YoIlry{~As`~�t·u��C�r¶]x_uw�it{z�x_~Á���it{�iy@l����³n{zwv[~As`u���Ã�lrtVlr~Yn0lrq.Âiu�llIn@t;~Yx_q�q"��2�! 2�*+-�, 4?�
kmlfn@x_�Yn{�9n"!�n@t@¸rq|l"�rt{�Y��zD��lIn{t·u¾s'q"�rq|x_zwy@l[�Kk�sµq|x���z  Ao°s`t{z�x_~��ilfoIlruwu�l��9o�z;s`��oIx_�iy@n.����t@lrq�}Yn.n0lry0ss`}i}JlruD�Il|Í$>3>3, 4E��.1-��#�#� (+4=F 4 ,G9�4A> .1-7�$�TÃ�x_~��«x_y{q"�rq|lr~�t·��~Yx_t{y@lE���rqfs`y@o0pYl[�Tx_~Án{�i}i}Jx[n@l,Ñ��Yl.u�lEn@x_�Yn �n>!�n{t@¸rq|l|�.q"�rq|x_zwy@l,��lIn{t;n@x_�iq�z�n°�i�,o0pAs_Ñ��Yl2}As_n;�il2t@lrq�}Yn¼�i�.�i~µlr~Yn@lrq.Âiu�lV�il�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lInmÆYorlruwu�lIn{�9orzn0lry@x_~�t�~Yx_q�q"�IlInIH�*4� . ,@� -<��. 4J�K1�LNM&� 4 ,OB���M -�&�-).#!5PQHRLTS�lrtUH�*4��. ,@� -<��. 4J�K1WV/�3-�9�-).#!5PQHIVJS¼�?kmlVy����n@�iuwt0s`t��il�u���s`}i}iy@lr~�t{z�n@n$s`v]l>}Jlry@oIlr}it{z´�KlIn{t¬�i~7o0pAs`~iv]lrq|lr~�t;�il�u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l2�ilIn¬zw~���x_y{qfs`t@zwx_~An�}Jlry@oIlr}it{zw¶]lIn���rt@lIort0s`Âiu�lIn¼�
k�s�q"�rq|x_zwy@l�lIn{tX%&� 4 �3� 4!2JM3&�4=�81Y!ZB�! � 4 2�4 ��.#�	> *�. 4 ��.1-�4!&�&�4!254 � .	�&!�. 4A9�.#��M3&�4 �]�morx_~Aorlry{~?s`~�t

&21Y!ZB�*+&<% .1-�*4�[�2% .O% ,C4\�]%[�1-�(4�3� & ��oIlr� ���9orz�n@lry@x_~�t.~Yx_q�q"�In 0�(*> * .103+A�14A�^�81Y!ZB�*+&<% .1-�*4�[�&%[� -)(��_� &x_�m�]}iuw�Yn¤n{zwq�}iu�lrq|lr~�t°� 0�(*> *�.10_+ � 4A�]kds�n{}��Iorz  Ao°s`t{z�x_~7�T� �i~YlCp,!�}Jx_t{pY¸In@l�n@lry0s��ix_~i~��Il��Ys`~Yn¤oIlCo0pAs`}izwt{y@l[�k¤� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~ }Jlry@oIlr}it{zw¶hlÐlIn@tf�i~bn@x_�Yn �9lr~Yn@lrq.Âiu�lÐzw~Yoruw�Yn7�Ys`~Yn7oIlrt�lr~Yn0lrq.Âiu�l[� *Muwu�lÐoIx_y{y@lIn{}Jx_~Y��y0sQ�u��C�rt0s`t����½n"!�n{t@¸rq|l[�?Ñ��izKlIn{t>�i~Yl,�ix_~i~��Il,�T�Älr~�t{y��IlE���½n@x_�Yn{�9n"!�n@t@¸rq|l·�T��s`}i}iy@lr~�t@zwn0n0s`v]lE�T�Äx_Â @ lIort{z´����o0pAsº�}izwt{y@l�4 � �
kM� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~Á}Jlry@oIlr}it{zw¶]lElIn@t2���rt@lry{q�zw~��IlE}As`y2�i~½q"�Io°s`~iz�n@q|lE�il,n��ru�lIort{z�x_~m�*Ñ��Yl·~Yx_�Yn����Iory{zwy@x_~Yn�Ys`~Yn;oIl�o0pAs`}izwt{y@l[���2x_�Yn¬�«x_�iy{~izwy@x_~Yn�u�lIn;s`uwv]x_y{zwt{piq|lInC�il�n��ru�lIort{z�x_~m���Ys`~An�u�l�oIs_n;x��7u��Älr~Yn0l�q,Âiu�l��T� p,!�}Jx`�
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t{pY¸In@lInClIn@t  Y~iz�lrtC�Ys`~YnC�i~±o°s_nC}As`y{t{z�or�iuwz�lry�}Jx_�iyCu�lIÑ��Ylru�oIlruw�iz´�9o�zdlIn{tCzw~' Y~iz���2�s`~YnCoIlV�ilry{~iz�lry�o°s_n°�i~Yx_�Ynq|x_~�t{y@lry@x_~Yn,Ñ��m� zwu¬lIn{t·}Jx[n@n{zwÂiu�l[�mv[y��_oIl7�µu�sµt{p��Ix_y{z�l�����o°s`u�or�iu�n{�iy·u�lIn·zw~�t@lry{¶_s`uwu�lIn°�d�ilf���rt@lry{q�zw~YlryE�ilqfs`~iz�¸ry@lfl��is_ort@l|lrt·n��iy@l��ilr� �³lr~Yn@lrq.Âiu�lIn·lr~Yo°s_��y0s`~�t·u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�z�n0n{�Yl����³q"�IoIs`~Yzwn@q|l�ilVn��ru�lIort{z�x_~m�
k�lrn�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn;���'n@x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l>n@x_~�t¤�«x_~Y���IlIn�n@�iy¬u�l�}Jx[n{t{�iu¾s`t;Ñh�Yl &��;�3!�. 4A9 .1-�*4�0�K1D%3� 4'-<�3� *+,��

2=� .1-�*�� > 4 ,G9�4A> .1- B�4 4 � .J%3� !AB4!E� 4!254E��. ,@� , 4 4E� .10_! *�,�-�4 4�. . ,G+ ��� ,@!��*% 4 ��.�� 4E� > ,@� .1-��*% 4����>3,G+ �U��>&> ,C4 � .1-7�O�#� (�4?��Ã�l�}Jx[n{t{�iu¾s`t¬lIn@t¤l���}iuwz�orzwt��>�Ys`~Yn¬oIl�o0pAs`}izwt{y@l[��s`�ft{y0s°¶hlry@n¬���f}iy@x_Âiu�¸rq|lE� 2 �J�
� P9RmP¡  ��¨9¦*c��¤¥ gh£¤¦ �¬\«Z[X]W

k¤� x_Â @ lIort{z´���il�oIl�o0pAs`}izwt{y@l�lIn{t;�il2���Iory{zwy@l��i~'q|x��i¸ru�l�}As`y0s`q"�rt{y{z�Ñ��Yl��il�oIlrt{t@l2q"�rq|x_zwy@l[�Ykml>�«x_y{qfsº�uwz�n{q|l·s_n@n@x�orzD�·s`�µy@lIn{}JlIort��ilIn�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn>n@lry0s�l���}Jx[n��V�Ys`~YnCuwlVo0pAs`}izwt{y@l·n{�izw¶[s`~�t°�
k�l7}iu¾s`~�����o0pAs`}izwt{y@lµn{�izwt,~Yx_t{y@lµ���rqfs`y@o0pYl�Æ��Ys`~YnE�i~Q}iy@lrq�z�lry�t@lrq�}Yn°�K~Yx_�Yn����Iory{zwy@x_~YnEu�l'n@x_�Yn{�n"!�n{t@¸rq|l·�T��s`}i}iy@lr~�t{z�n0n0s`v]l.}Jlry@oIlr}it{z´����� Ó �54 � ��*�~Ð}As`y{t{z�or�iuwz�lry°�J~Yx_�Yn>zw~�t{y@x����Yz´y0x_~Yn2u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l,�ilIn>}As`y0sº�q|¸rt{y@lIn��il�u¾s�q"�rq|x_zwy@l[� *�~Yn@�izwt@l[�I~Yx_�Yn�n@}��Iorz  Alry@x_~Ynmu�l�q"�Io°s`~iz�n{q|l¤�ilMn��ru�lIort{z�x_~.Ñ��iz_�«x_y{q|l�u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~}Jlry@oIlr}it{zw¶hl��·}?s`y{t{zwy;�T� �i~µn{zwv[~As`uTlrt��T� �i~Yl�q"�rq|x_zwy@l���� Ó � Ó lrt�� Ó � B � �'*M~' Y~m��~Yx_�Yn;���Iory{zwy@x_~Yn;uwl2}Jx[n{t{�iu¾s`t�il�y0s`y@lrt��f�il|u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�s`zw~Yn@z¤Ñ��Yl�u�lIn·oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn,s`}i}iuwz�Ñ����IlIn,�'u¾sµq"�rq|x_z´y0l_�dÑ��iz¤lr~���IoIx_�iu�lr~�tmÆYu¾s�oIx_~�t{y0s`zw~�t@l·�T�Äx_ÂYn@lry{¶[s`Âizwuwzwt�����Ã ; � lrtCu¾sEoIx_~�t{y0s`zw~�t@l.�T� �i~iz�orzwt�����Ã�¹ � ��� Ó � @ � �
*�~Áv[�iz�n@lE�il�oIx_~Yoruw�Yn{z�x_~��7oIlEo0pAs`}izwt{y@l[�T~Yx_�Yn2�«lry@x_~Yn�u�l,uwz�lr~Álr~�t{y@lE~Yx_t{y@lEq|x��i¸ru�l�lrt��ilIn�q|x��i¸ru�lInl���z�n@t0s`~�t@n°���>x_�YnEq|x_~�t{y@lry@x_~Yn|lr~Q}As`y{t{z�or�iuwz�lryfÑ��m� zwu�}Jx[n@n@¸I�il7�i~�o°s`y0s_ort@¸ry@lµ�il7vZ�r~��ry{z�orzwt��µ}Jlry{q|lrt{t0s`~�t�T�ÄlIn{}��ry@lry��i~Yl��it@z´uwz�n$s`t{z�x_~§�Ys`~An;�i~±u¾s`y{v]lV�ix_qfs`zw~Yl·�T��s`}i}iuwz�o°s`t{z�x_~Yn2�il�t{y0s`zwt@lrq|lr~�t2���±n{zwv[~As`u��

�V" � ��HC1,3! h3#"�3i=%$MLN&D47698;:,:.<*&�+>=?-@3?3A8CBC&D:�&�<*(K&�:·=?-@G
� P¡ �P9R &�¦*X]¦Tg�Z7�YXh\9^ºZ]\�'�¥MW?^ �MW�¨>=¾\Sc)( ªmXhab¦JZ]\«ª�c��CWYXhg�W��¤Z]\«U�W

kdsµ�«x_~Yort{z�x_~Q���Qn@x_�Yn �9n>!�n{t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n0n0s`v]l7}Jlry@oIlr}it{z´�2lIn{t.z��ilr~�t{z�Ñ��Yl'�ÐoIl�uwu�l'�T� �i~QoIx_~�¶]lry{t{z�n{�n@lr�iy�s`~As`u�x_v[z�Ñ��Yl �º~��iq"�ry@z�Ñh�YlMÆm�f}As`y{t{zwy��T� �i~Án{zwv[~As`u��Jzwu�n°��s`v[zwt��il,���ruwzw¶�y@lry�lr~¢n@x_y{t{z�l,�i~^�ruD�rq|lr~�t��T� �i~lr~Yn@lrq.Âiu�l����  Y~iz��?"+��� �������Jlrt�Ñ��m�Äx_~³s_n@n0x�orz�l����i~Yl,¶[s`u�l��Yy�~��iq"�ry{z�Ñ��Yl��Ys`~Yn�u�lEo°s_n����ÁoIx_~�¶hlry{t{z�n@n@lr�iy°�
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Information perceptive
Sélection des

hypothèses valides
Signal X

Ensemble
d’hypothèses

Mémoire M

instant t instant t+hÈ2ÉËÊ�Ì�	mÎ�� Ï�� �Yl�vZ�r~��ry0s`u�l·���§n@x_�Yn �9n>!�n{t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n0n0s`v]lV}Jlry@oIlr}it{z´�
�>x_�Yn�o°s`y0s_ort��ry{z�n@x_~Yn�u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~E}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[�`~Yx_~,}As_nKv[y��_oIl����i~Yl¬q|lIn{�iy@l�n{�iydu��ÄlIn@}As_oIl����En{zwv[~As`u��}As`yU�Io0pAs`~�t@z´uwu�x_~i~?s`v]l � �Tqfs`z�n�v[y��_oIl|s`�³o°s`u�or�iu �AB�����. &21 4	� > ! ,C-�4E�_9�4§�Yl,u¾s7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��|�il����rt@lIort{z�x_~�ilIn �r¶A�r~Ylrq|lr~�t@n �ruD�rq|lr~�t0s`zwy@lIn2lrt>�E�i~Yl�y@¸rv[u�lV�ilVy@lrv[y@x_�i}Jlrq|lr~�t2�ilVoIlIn �r¶A�r~Ylrq|lr~�t@n>l�~§zw~���x_y{qfs`t{z�x_~Yn}Jlry@oIlr}it{zw¶hlInE��oIx_~�t{y0s`zw~�t@l.�T� �i~iz�orzwt�� � �?�Yl�u¾s_Ñ��Ylruwu�l·���IoIx_�iu�l·u¾sE~Yx_t{z�x_~½�T�Äx_t{pYx_v]x_~As`uwzwt��,lr~�t{y@l·�ilr� �±zw~���x_y �qfs`t{z�x_~Yn�}Jlry@oIlr}it{zw¶]lIn¼�?Ã�lrt{t@l�y@¸rv[u�l·lIn{t;ÂAs_n��IlVn{�iy;u¾sE~Yx_t{z�x_~§�ilU�1-�2^%3&/.#���3! -).#!?�
kM�ÄlIn{}As_oIl¬Ñ��izh~Yx_�Yn�zw~�t��ry@lIn@n0lMz�orz�lIn{t��i~?4A�#>&��9�4 �81Y!ZB�! � 4 2�4 ��.#�h�`Ã¬pAs_or�i~,�Ylrn&��¶A�r~Ylrq|lr~�t@n&�ruD�rq|lr~��t0s`zwy@lIn¬lIn{tMy@lruwzD�>s°¶hlIo;�i~Yl;v[y0s`~Y�ilr�iy¬}ip,!�n{z�Ñ��Yl[��Ã�l;uwz�lr~f}Jlry{q|lrt¬�ilCo°s`u�or�iu�lry¬u¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��>�T��s`}i}As`y{zwt{z�x_~�ilEu��C�r¶A�r~Ylrq|lr~�t°�mÑ��iz�lIn{t·��u¾s7ÂAs_n@l��ilIn�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn,s`}i}iuwz�Ñh���IlIn.��u¾s7q"�rq|x_zwy@l[�mk�s7~Yx_t@zwx_~��il�n{zwq.�iu´�t0s`~��rzwt��V¶[s,}Jlry{q|lrt{t{y@lVu�l�y@lrv[y@x_�i}Jlrq|lr~�t2�T�C�r¶Z�r~Ylrq|lr~�t �ruD��q|lr~�t0s`zwy@lIn°�AÑ��izT~YlVn@x_~�tC}As_n;t@x_�Yn;��x_y@o)�rq|lr~�ts_n0n@x�orzD�In2�Eu¾s|q A�q|l·v[y0s`~Y�ilr�iy2}ip,!�n{z�Ñh�Yl[�A�>zw~Yn{z��+&���� * .1-�*4� �817-<�_� *�,�2=� .1-�*4�'> 4 ,G9�4 > .1-7B�4 4 � .���
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� P¡ �P¡  ��ª ���A¨�W�©d¨�ª��¬¦*¨
kml�n@o0p��rqfs'���¢q|x��i¸ru�l|���Án0x_�Yn �9n"!�t@¸rq|lE�T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l�}Jlry@oIlr}it{z´�;lIn{t��ix_~i~���}As`y�u¾s� Yv[�iy@l Ó � >[�k�l,q"�Io°s`~iz�n{q|l��il,n �ru�lrort{z�x_~Á}Jx[n@n@¸I�ilE�ilr� �½lr~�t{y��IlIn�ÆJu�l,n@zwv[~As`u

X
�J}iy{z�n�lr~�t{y@l,u�lIn2zw~Yn{t0s`~�t@n

t
lrt

t + h
�s`zw~Yn@z�Ñ��Yl�u¾s�q"�rq|x_z´y0l�
2���Ðn"!�n@t@¸rq|l[�YÑh�izdoIx_~�t{z�lr~�t��i~Ðlr~Yn@lrq.Âiu�l.�T� p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn>�T�C�r¶]x_uw�it{z�x_~½���Ðn{zwv[~As`ulr~�t{y@l�u�lIn�zw~Yn{t0s`~�t�tf�����rÂi�itV���Áq"�Io°s`~iz�n{q|l|�ilEn �ru�lIo�t@zwx_~ � lrt�t�=>p ��¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~��T� �i~Yl�x_�³�ilE}iuw�Yn{z�lr�iy@np,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°��u�l�o°s_n �Io0p��°s`~�t�� � � *�x_~�y>-_u�l�lIn{t,�ilf¶_s`uwz��ilry,x_���T� zw~�¶[s`uwz��ilry,u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l7�ilIn·p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�}iy{z�n0l'�i~Yl§�½�i~Yl[�MoIx_~�t@lr~��YlIn��Ys`~Yn�u¾s¢q"�rq|x_zwy@l[�¤�>x_�Yn|n@�i}i}Jx[n@x_~Yn|Ñ��YlµoIl'q"�Io°s`~iz�n@q|lµ}Jx[n@n0¸I�il'�i~Yl��zwq|lr~Yn@z�x_~�t@lrq�}Jx_y@lruwu�lÁ��u¾sÐ���iy��Il7�ilf¶[s`uwz��Ys`t{z�x_~�p � �KkM� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~Q}Jlry@oIlr}it{zw¶hl7lIn{t,���ruwzw¶�y��Il7�Ys`~Yn.u�lo°s_n2x��½s`�Ðq|x_zw~Yn>�i~YlVp,!�}Jx_t{pY¸In@l.lIn{t�¶[s`uwz����Il[�?kml·t@lry{q|l'�.}iy@x_}iy{zD�rt��,�J�AÑ��YlV~Yx_�Yn�s°¶]x_~Yn��it{zwuwz�n��.�Ys`~Ynu¾sÁn@x_�Yn �9n0lrort{z�x_~ }iy��Io)�I�ilr~�t@l[�¬lIn{t�y@lr}iy��In@lr~�t��±z�orzC}As`y|�i~Yl'p !�}Jx_t{pY¸In@l±�T�C�r¶hx_uw�it{z�x_~j��� n@zwv[~As`u��K��s`zwt@l§�u�� zw~Yn@t0s`~�tCtClrtC¶_s`uwz����Il.�,u�� zw~Yn{t0s`~�tCt�=>pm�

2�s`~YnCu¾s�n{�izwt@lV�ilVoIlV�ix�or�iq|lr~�t°�?x_~±~Yx_y{qfs`uwz�n0lry0s�u�lInC¶[s`u�lr�iy@n����§n{zwv[~As`u
X
�Ylr~Ðn{�i}i}Jx[n0s`~�t>Ñh�m�Älruwu�lInn0x_~�t¬t@x_�it@lIn�oIx_q�}iy{z�n@lIn;�Ys`~Yn¬u�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�lE� 9�� > � � ; ~'ory��Ilry0s·u�l>¶]lIort@lr�iyV�

xt,xt+1,...,xt+h−1
� �V}As`y{t{zwy;�ilInx_ÂYn0lry{¶_s`t{z�x_~Yn��il %b��s`zwt@lIn¬s`� ��zw~Yn{t0s`~�t0nMt¼�[t�=?>[�A�w�w�w�]t�=>p���>[��Ã�lC¶hlIort@lr�iy�s`}i}As`y{t{z�lr~�t��ix_~Ao>��u�� p,!�}Jlry@or�iÂJl

[0,1]h
�YkmlIn�¶_s`u�lr�iy@n>���±¶hlIo�t0l��Yy�n@lry@x_~�tCy��Ior�i}��ry��IlIn��Ezw~�t@lry{¶_s`uwu�l·�ilVt@lrq�}Yn�oIx_~Yn{t0s`~�t°�AÑh�m�Äx_~Ðn{�i}i}Jx[n@lry0s

Art{y@lU�rvhs`uds`�±}As_nC�m� �Io0pAs`~�t{zwuwuwx[~i~As`vhl.s_n@n0x�orzD�V�Eu¾s,~��iq"�ry{z�n0s`t{z�x_~½���±n{zwv[~As`u�%E�
����������������� ����!"��#%$&���('*)+!,��!.-0/1#%$324$5�"6*���"78)9��$3#%6:)<;=�"-�73����>%73�(?@�BAC7&�4�0)�D��(EGF1��78)���!"��#%$&���BHI$3#�78#�D%$8EGFI�J24�,� H178�LKM#%F1�,�
?I)�612L78).NO�,��-"�,N1��$3#%6	�GPQ�RAC7&�4�0)9D%��24�R�4�0)%?1F1$&�SNI)9�T?@�"2L-")�NC)9-"$&��!"2T?	U )�6G��$3-"$3NI)9��$3#%6�EGFI$�24�����,�4���"6G�V�,6 NI78)�-"�W)<;=�,-�7XU �,Y@NO!,��$3�"6I-"���
PQ�"78)[Z\#������])�-���FI�"7373�"���"6G�(73�]-"�"6G�4����?5U FI6^?1!"HI)9�(24-"$3�"6G��$&AOEGFI� #%F1;=�,�4�<� _��a`b7L�"2M�+NO#%2424$3HI73�*EGF�U )9FI-"F16I� /Gc@NO#���/1d"24� 61�
24#%$&�B���,���,6@F1�%�
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pas de temps

Valeur

l

Génératrice

1 2 3 4
=h−1k�s>�«x_~Yort{z�x_~�Ã���t � lIn{t�u¾s�oIx_�iy{ÂJl;�ilIn@n@z´~-�rl;lr~�}Jx_zw~�t{zwuwuD�In°�]¹�~�o !�uwzw~Y��y@l[�]s`}i}JlruD� � �1�
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X
� �

¹>~Yl�p,!�}Jx_t{pY¸In@lVlIn@tC�i~Yl�}iy��I��z�ort{z�x_~½n{�iyCu��C�r¶hx_uw�it{z�x_~Ð���Ðn{zwv[~As`u�lr~�t{y@lVu�lInCzw~Yn@t0s`~�t@nCt�lrtCt�=>pm�JÃ�lrt{t@l}iy��I��z�ort{z�x_~Ðn°�Äl�ÅTlIort{�Yl·�,u�� zw~Yn@t0s`~�tCt°�ik¤� p,!�}Jx_t{pY¸In0lVlIn{tCoIx_q�}Jx[n �IlV�ilV�ilr� �	�ruD�rq|lr~�t@nmÆ
? �i~Yl���x_~Yort{z�x_~½Ã���t � �,¶_s`u�lr�iy@n��Ys`~Yn·� 9�� > �
? �i~µt{y{zw}iu�lrt,��pm� z�� u � �As°¶hlIo h ∈ N,h ≥ 2, : i ∈ N,i ≤ h, l ∈ R, ∈]0,1[k�l,}As`y0s`q|¸rt{y@l

h
y@lr}iy��In@lr~�t@l�u�l,~Yx_q.Âiy@l��ilE}As_n��il,t@lrq�}YnVn{�iy�u�lIn0Ñh�Ylru�n�x_~Á¶_s7l�ÅTlIort{�Ylry��i~Yl,}iy������z�ort{z�x_~±n{�iy�u��C�r¶hx_uw�it{z�x_~±���±n{zwv[~As`u���¹>~µo !�uwzw~Y��y@l[�iÑ��Yl2~Yx_�YnCs`}i}Jlruwu�lry@x_~Yn � * 9 %_�]��lIn{t;oIx_~Yn{t{zwt{���V�.}As`y{t{zwy���Á}As`y0s`q|¸rt{y@l�u���n@lIort{z�x_~³���³o !�uwzw~Y��y@l � lrtV�ilEu¾s���x_~Yort{z�x_~�Ã���t � ��vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlf���³o !�uwzw~Y��y@l � n{�iy�pÁ}As_n�il�t@lrq�}Yn.��¶]x_zwyCu¾s� Yv[�iy@l Ó �54 � �
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kds±n��ru�lIort{z�x_~b�  Yv[�iy@l��il�vhs`�Yo0pYl � �ruwzwq�zw~Yl[�Ks`��oIx_�iy@n·����t@lrq�}Yn°�mu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn·p,!�}Jx_t{pY¸In0lInV~m��s)!�s`~�t}As_n�y@lIn@}JlIort��·u�l��Yy>oIx_~�t{y0s`zw~�t@l[�Jk�s  Yv[�iy@l.�il·��y@x_zwt@l·q|x_~�t{y@l.u¾s|oIx_~���y@x_~�t0s`t{z�x_~¢�T� �i~Yl·p,!�}Jx_t{pY¸In@l,s)!hs`~�toIx_q�q|lµ}As`y0s`q|¸rt{y@lIn|p+8 @ � z)8?>±lrtEu)8:9�� >[� 2�s`~Yn|oIl'o°s_n°� Ó }Jx_zw~�t@n|n{�iy @ n@x_~�t�n@z´t@���In|�Ðu�� zw~�t��ry{z�lr�iyf���o !�uwzw~Y��y@lÐs_n@n@x�orzD�Ð�¢u�� p,!�}Jx_t{pY¸In0l�ÆMu�lInfoIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn�~Yl±n@x_~�t��ix_~Yoµ}?s_n|y@lIn{}JlIort��IlIn°�¤o°s`yfu�lµ~Yx_q.Âiy@l§�il¶[s`u�lr�iy@n����±n@z´v[~?s`u��Eu��Äl���t��ry{z�lr�iy>���§o !�uwzw~Y��y@l·lIn{t 4��in@�i}��ry{z�lr�iy�n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t2�Ez��È>ÉËÊ�Ì�	mÎ 	 Ï *E�ru�lrort{z�x_~½�T� �i~Yl�p,!�}Jx_t{pY¸In@l[�
oIx_q�}it0s`~�t¤u�l�~Yx_q.Âiy@l��il�¶_s`u�lr�iy@n¤���|n{zwv[~As`uA�Ys`~YnMo0pAs_Ñ��Yl��«x�or�Yn �[oIl�~Yx_q.Âiy@lC�ix_zwt Art{y@l;n@�i}��ry{z�lr�iy¬�

h− i}Jx_�iy·Ñ��YlEu�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l|n0x_zwt�¶_s`uwz����Il[��k�sµ���iy��Il|�ilE¶[s`uwz��Ys`t{z�x_~����r}Jlr~Y��y0s±�il�o0pAs_or�i~Ylf�ilIn�p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn��lruwu�lVlIn@t  � �Il�}As`yCu�l�}As`y0s`q|¸rt{y0l
h
}iy@x_}iy@l·��o0pAs_Ñh�Yl�p,!�}Jx_t{pY¸In@l � �

kM�Älr~Yn@lrq.Âiu�lÁ�ilIn7p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn'¶_s`uwz����IlIn±s`� oIx_�iy@nµ���bt@lrq�}YnµoIx_~Yn{t{zwt{�Ylry0s�u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~²Ñh�iz�n0lry0s���ruwzw¶�y��Il§s`� n"!�n{t@¸rq|lµ�T��s`t{t@lrzw~�t@l§�T�Äx_Â @ lIort{z´�{� #Su���s`�it�Âiz�lr~ ~Yx_t@lryfÑh�m���½�i~ zw~Yn{t0s`~�tf�ix_~i~��[��zwuCn@l'}Jlr�itÑ��m��s`�Yor�i~YlVp,!�}Jx_t{pY¸In0l�~Yl�n@x_zwtC¶_s`uwz����IlVx_�§Ñ��Yl[�Ys`�§oIx_~�t{y0s`zwy@l[�Y}iuw�Yn{z�lr�iy@nCp,!�}Jx_t{pY¸In@lIn�n@x_z�lr~�tC¶_s`uwz����IlIn°�
�·"�� 	 ��(d8�+.-@3JLN& 4.& 3�� �@&�(�=?-@HC+ :�HC1·<�1.+ &�+.3?&ML � �@&�
,+,-±4769) "�:�H�=?) $�3?&�3
� P � P9R �`c�Z[X]ª �¬¥¤g�Z]\�ªdc

�>x_�YnMs°¶]x_~Yn�}iy��In@lr~�t���u�lIn�oIx_q�}Jx[n0s`~�t@lInM����n@x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n$s`v]l�}Jlry@oIlr}it{z´��Æ_zwuin°��s`v[zwt��T� �i~q"�Io°s`~iz�n@q|l7�il7n��ru�lIort{z�x_~���s`z�n0s`~�tEs`}i}Jlru;s`�Qn{zwv[~As`u %�}Jx_�iy,¶[s`uwzw�Yl�yEx_��zw~�¶_s`uwz��ilryE�i~�lr~Yn@lrq.Âiu�l'�T� p,!h�}Jx_t{pY¸In0lIn.}iy���� �rt0s`Âiuwz�lInµ��u¾s±q"�rq|x_zwy@l � �
��o0pAs_Ñh�Yl�z´~An{t0s`~�t°�dx_~�n{�i}i}Jx[n0lfÑ��Ylfo0p?s_Ñh�Ylfp,!�}Jx_t{pY¸In@l7�il|u¾sq"�rq|x_zwy@l�lIn{t�n{�Yn0oIl�}Yt{zwÂiu�l2�T� Art{y@l�¶_s`uwz����Il�Æ�u¾s.n ��u�lIort{z�x_~µ¶_s·}Jlry{q|lrt{t{y@l��T�C�ruwzwq�zw~Ylry;u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn�p,!�}Jx`�t{pY¸In0lIn;~YlVn0s`t{z�n ��s`z�n0s`~�t;}As_n;u�lr�iy�oIx_~�t{y$s`z´~�t@l 
 �
2�s`~Yn�u�l.oIs_n2x��§u�l·~Yx_q.Âiy@l,�T� p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn2oIx_~�t@lr~��YlIn2�As`~Yn�u¾s|q"�rq|x_zwy@l,lIn{t& Y~iz��Au�lVq"�Io°s`~iz�n@q|l.�iln �ru�lIo�t@zwx_~Ðn°�Äl���}iy{zwq|l·�,u���s`z��ilV�m� �Y~Ðs`uwv]x_y{zwt{piq|lVt{y@¸InCn@zwq�}iu�l�ÆYo[�ÄlIn{tCu��Äx_Â @ lrt��ilVoIlrt{t@lVn@lIort{z�x_~m�
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� P � P¡  OÁ¨�©mª�Xh\«Z[£¤abW
k¤� lr~Yn0lrq.Âiu�l.�ilInCp !�}Jx_t{pY¸In@lIn>n@lry0s�~Yx_t��·� 8

M1,M2,...,Mn

 �A¹�~YlVp,!�}Jx_t{pY¸In0l

Mj
lIn@t>s_n@n@x�orzD�Il.��i~YlV�«x_~Yort{z�x_~½vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIl

Cj(t)
�Js`zw~Yn{zKÑ��m��s`�Ðt{y{zw}iu�lrt��

hj ,ij ,lj
� �?kM��s`uwv]x_y{zwt{piqflE�il.n��ru�lIort{z�x_~½}Jlr�it:Art{y@ly0s`}i}iy@x�o0p����T� �i~5> ,C*-M &�+ 2545�81 45�*> &�*�,@� .1-�*4���!45�*> &�*+-).#� .1-�*4� �O% ,^%&� 4\> !�,�-)* �345� 4 . 4 2=>&����� -�4A�

*�~�l�ÅTlrt°�]zwuA}Jx[n@n@¸I�il��ilr� �E�«x_~Yort{z�x_~Yn�s`~�t0s`v]x_~Yzwn@t@lIn�Ñh�iz?n°�Äl��ilry@oIlr~�t��Vo0pAs_Ñh�Yl�z´~An{t0s`~�t¤tmÆ]�i~YlCvZ�r~��ry0s`t{z�x_~�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�KÑh�iz¬t@lr~Y�Q�Ðs`�iv[q|lr~�t@lryEu�lf~Yx_q.Âiy@l7�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn,Ñ��iz��ix_zw¶hl�~�t?Art{y@l�t@lIn{t��IlInE�§o0pAs_Ñ��Ylzw~Yn{t0s`~�t°�YlrtC�i~YlU�ruwzwq�zw~As`t{z�x_~Ð�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�Y�2x_�Yn�s`uwu�x_~Yn�l���}iuwz�orzwt@lry�oIlIn��ilr� �'}As`y{t{z�lIn°�
kds|vZ�r~��ry0s`t{z�x_~¢�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn2lIn{t>t{y@¸In>n@zwq�}iu�l[� *�uwu�l,s|}Jx_�iy>Âi�it �K1 45�*> &)*+, 4 ,.u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l,�ilIn>}Jx[n �n{zwÂizwuwzwt��In,�T�C�r¶hx_uw�it{z�x_~��i��n{zwv[~As`u�oIx_~�t@lr~��YlInE�Ys`~Yn.u¾sµq"�rq|x_zwy@l[� 
�x_�iy,oIlru¾s��K�/9�03�0�*% 4 -<�_� .#����.�.]�dx_~vZ�r~Y¸ry@l7u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l7t0x_t0s`u;�ilIn,p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�K~Yx_t��<*���t � Æ *���t � 8���� ; ~ s @ x_�it@l'oIlrt�lr~Yn@lrq.Âiu�l±�§u��Älr~��n@lrq.Âiu�l[��~Yx_t��2» *���t � ���Ylrn�lr~Yn@lrq.Âiu�lIn *��

tk
� ��}Jx_�iy

tk ≤ t
��oIx�l���z�n{t0s`~�t;�·oIlrt�zw~Yn{t0s`~�t�t°� 
�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°��|o0pAs_Ñh�Yl·zw~Yn{t0s`~�t�t°�Yu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l.t@x_t0s`ud�ilIn�p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn>oIx_~Yn{z����ry��IlIn2lIn{t2s`�iv[q|lr~�t��.���½o°s`y@��zw~As`uK�il·���o[�ÄlIn{t �S�º�9��zwy@lV~m�

� x_z�orz�oIx_q�q|lr~�t'�«x_~Yort{z�x_~i~Yl¢u��C�ruwzwq�zw~As`t{z�x_~F�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn¼� � o0pAs_Ñ��Yl½zw~Yn{t0s`~�t't°��x_~ y��Ior�i}J¸ry@l¢u¾s¶_s`u�lr�iy���� n@zwv[~As`u&%���t � lrtfx_~ y@lrvhs`y@�il[�M}Jx_�iy�o0pAs_or�i~Yl§�ilInfp,!�}Jx_t{pY¸In@lIn��il±» *���t � � �Mn@zCoIlrt{t@l±¶[s`u�lr�iys`}i}As`y{t{z�lr~�t>s`�'��x�or�YnCs_n@n0x�orzD���,oIlrt{t@l�p,!�}Jx_t{pY¸In@l[��*�zToIl�~m�ÄlIn{t�}As_n;uwl�o°s_n°��x_~µzw~Yory��rq|lr~�t@l��i~µoIx_q�}it@lr�iy�T�Älry{y@lr�iy°�
K(tk,j)

�¤Ñ��iz�lIn{tf}iy@x_}iy@lÐ�Áu�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l
Mj

�il±u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l *>�
tk
� �¤��zw~Yn@z��Mx_~ ¶_sÁ}Jx_�i¶]x_zwy�ruwzwq�zw~Ylry7�ilIn$�ruD�rq|lr~�t@n

Mj
�il *���t � �¤}Jx_�Yy��ilr� � y0s`z�n@x_~YnmÆ¬n@x_zwt

Mj
~Yl±y@lIn@}JlIort@l±}As_n�n$sÁoIx_~�t{y0s`zw~�t@l�

K(tk,j) > ij
� �*n0x_zwt�u¾s7���iy��Il��Yl,¶[s`uwz��Ys`t{z�x_~

hj
lIn{tVs`t{t@lrzw~�t@l§�

t − tk = hj
� lrt�u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l

Mj
�J��x_y �q.�iuD�Il|�7�i~Ázw~Yn{t0s`~�t

tk < t
�TlIn{t�¶[s`uwz����Il[�Tkmx_y0n@Ñh�m� �i~Yl�p,!�}Jx_t{pY¸In@l[�J�«x_y{q.�iuD�Il|�7�i~Ázw~Yn{t0s`~�t

tk
lIn@t�n@x_zwt¶_s`uwz����Il[�An@x_zwt;zw~�¶[s`uwz����Il[�Yx_~±u¾s,y@lrt{zwy@lV�il�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l

E(tk)
��*�zmoIlrt�lr~Yn@lrq.Âiu�l·�ilr¶�z�lr~�tC¶�z��il|��x_~Ðs,y@lrt{zwy��u��Älr~Yn@lrq.Âiu�lE�ilIn>p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn � �?x_~½y@lrt{zwy@l.u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l

E(tk)
�il·u��Älr~Yn@lrq.Âiu�lE» *���t � �Jkds|}iy@x�o)�I���iy@lE�T�C�ruwz´�q�zw~As`t{z�x_~±}Jlry{q|lrtC�il�oIx_~Yn@lry{¶hlry��i~±lr~Yn@lrq.Âiu�l�y��I���izwt@nC�T� p,!�}Jx_t{pY¸In0lrnCÑ��iz*t{y0s_���iz�n@lr~�t;u��C�r¶hx_uw�it{z�x_~µy��Ilruwu�l���§n{zwv[~As`u��?Ã�lIn;p,!�}Jx_t{pY¸In@lInC}Jx_�iy{y@x_~�t Art{y@l 45�*> &�*+-).#!�4 �V}Jx_�iy;�«x_y{q|lryC�i~Yl�zw~���x_y{qfs`t{z�x_~§}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[�

k�x_y@n@Ñh�m� �i~Ylfp,!�}Jx_t@pY¸In@lflIn{tV¶[s`uwz����Il[��x_~�u���s @ x_�it@l��µu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l **��t � Ñh�iz¬oIx_~�t{z�lr~�t.uwlIn·p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn¶_s`uwz����IlIn>�Eu�� zw~Yn{t0s`~�tCt.��lrt;�i~iz�Ñ��Ylrq|lr~�t2�,u�� zw~Yn{t$s`~�tCt � �
k�lrnV�ilr� �Ð}iy@x�oIlIn@n{�An��Yl,vZ�r~��ry0s`t{z�x_~³lrt��T�C�ruwzwq�zw~As`t{z�x_~��m� p !�}Jx_t{pY¸In@lIn��«x_y{q|lr~�t�u���s`uwv]x_y{zwt{piq|l|�ilEn����u�lIort{z�x_~ Ó � >[�

� P � P � �fX �?gi\9^_\�ª�c¤^µg�ªdc¤g�WYXhc¤¦Tc�Z½¨>=¾¦*¨9©mªmX�\«Z[£¤abW �¤WQ^��A¨9WAg�Z]\�ª�c
k�l.~Yx_q.Âiy@lE�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn��f¶[s`uwz��ilry2}Jlr�it ��zwu�ory@x�3�t{y@l,zw~Y���  Y~izwq|lr~�t�� #Sud~m�ÄlIn{t2}As_n���z��forzwu�lE�il.q|x_~��t{y@lryEÑh�Yl�oIlf~Yx_q.Âiy@l7lIn@t.qfs @ x_y��[� 
Kx_�iyEoIlru¾s��dzwu�n{���|t,�Ylf~Yx_t@lryEÑh�Ylfu�lf~Yx_q.Âiy@l7�m� lr~Yn0lrq.Âiu�lIn

E(tk)
�}iy��In@lr~�t@n��|u«� zw~Yn@t0s`~�t2t>�Ys`~An>u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l,» *���t � �JlIn{t>qfs @ x_y��[��*�~¢l�Å*lrt°�?u¾sf���iy��Il.�m� l���z�n{t@lr~YoIl,�T� �i~¢lr~��n@lrq.Âiu�l

E(tk)
lIn{t�qfs @ x_y��Il�}As`y�u¾s����iy��Il;qfs ��zwq.�iq �il�¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~f�T� �i~Yl;p,!�}Jx_t{pY¸In0l;�il;���_o[�ÄlIn{t �S�º�9�iz´y0l

maxj∈{1,...,n}{hj}
� 
�s`y�oIx_~Yn �IÑh�Ylr~�t°�Yu�l�~Yx_q.Âiy@lVqfs ��zwq.�iq �T�Älr~Yn@lrq.Âiu�lIn

E(tk)
}iy��In@lr~�t@n��Ys`~Yn

TE(t)lIn{t�qfs @ x_y��2}As`y
maxj∈{1,...,n}{hj}

� ; ~µlr~µ���I���izwtCÑh�Yl2u�l2~Yx_q.Âiy@l��T� p !�}Jx_t{pY¸In@lIn��·¶[s`uwz��ilry;lIn{t�qfs @ x_y��}As`y
n.maxj∈{1,...,n}{hj}

�AÃ�lr}Jlr~Y�Ys`~�t°�?x_~±n0l�y@lr~Y�±oIx_q�}it@lVÑ��Yl[�iq Arq|lVn{zmoIlrt{t@l�uwzwq�zwt@l·lIn{t;ÂJx_y{~��Il[�Yu¾sÂJx_y{~Yl.n{�i}��ry{z�lr�iy@l.}Jlr�it2�ilr¶]lr~izwy>y0s`}iz��ilrq|lr~�t��i~;� , 4!-�� 
��34A�$9Z��>&��9�-).#!A�,�K1D% .1-�&�-��#� .1-�*4� 4 � . 4 2=>&�
,G! 4 &Ë�'*�~±l�Å*lrt°��u�lIn�t@lIn{t@n;n{�iy�u���s`}i}As`y{t0l�~?s`~YoIlV�T� �i~Yl�¶_s`u�lr�iy;���±n{zwv[~As`u %E��t � �,o0pAs_or�i~Yl��ilIn�p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn
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(b) un ensemble de focus généré à partir de deux paramètres a et b

(a) un unique focus
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� P��¤P � � ª�Xhab¦*¨S\9^`¦JZ]\�ª�c �MW ¨>=�WAc¬^`WAa �¬¨9W����@Z����¤WA^j^`ª�¨9¥MZ]\�ª�c¬^�e�X �A^`ª�¨S¥�Z]\�ªdc �&=¾¥¬c �¤X]ªTe
�¬¨ �AabW � =¾\9cdU�WYX�^`\9ª�c5W?c¤^`WAa ��¨9\9^ºZ[W

�2x_�YnEn0x_q�q|lIn��Ys`~YnEu�l'o°s_n�x��Q�i~Qt{y{zw}iu�lrt§��pm� z�� u � lIn@t� ����}Jx_�iy�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�lµ�ilInEp,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�Ku�lInvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlInN�rt0s`~�t·}As`y0s`q"�rt{y��IlIn,}As`y·u�l|¶hlIort@lr�iy
α
��kmlf}iy@x_Âiu�¸rq|l�Ñ��Yl�~Yx_�Yn,s°¶hx_~Yn,�'y��In0x_�Y��y@l|}Jx_�iy���rt@lry{q�zw~YlryVu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l **��t � �ilIn�n@x_uw�it{z�x_~Yn°�m��u�� zw~Yn{t0s`~�tVt°�Jy@lr¶�z�lr~�t·��y��In0x_�Y��y@lE�i~¢}iy@x_Âiu�¸rq|l�zw~�¶hlry@n@l�Æt{y@x_�i¶hlry>u«�Älr~Yn0lrq.Âiu�l.�ilIn>¶]lIort@lr�iy@n

α
t@lru�n2Ñh�Yl.s`�Ðq|x_zw~Yn>p���z�y@lru¾s`t{z�x_~Yn2}As`y{q�zdp§}Jx[n0n{zwÂiu�lIn>n@x_z�lr~�t2n0s`t{z�n ��«s`zwt@lIn��Ys`~YnCu�l�n"!�n{t@¸rq|lIn Ó � >[�















































(ID) ∀t ∈ [0,h− 1], Cα(t) ∈ [0,1]
(I1) xt−h+1 ∈ [Cα(0)− l/2,Cα(0) + l/2]
(I2) xt−h+2 ∈ [Cα(1)− l/2,Cα(1) + l/2]���

(Ik) xt−h+k ∈ [Cα(k − 1)− l/2,Cα(k − 1) + l/2]���
(Ih) xt ∈ [Cα(h− 1)− l/2,Cα(h− 1) + l/2]

� Ó � > �

kds'y@lru¾s`t{z�x_~
ID

�ix_zwt Art{y@l�zwq�}��ry0s`t{zw¶hlrq|lr~�t,n0s`t{z�n ��s`zwt@l[��*�uwu�lfl���}iy{zwq|l|u�lE�«s`zwt·Ñ��Yl�uwlInVvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlIn�ix_zw¶hlr~�t>s°¶]x_zwy��ilIn;¶[s`u�lr�iy@nCoIx_q�}iy@zwn0lIn�lr~�t{y@l�9�l�t�>[�
� P��¤P�� � �iZ]£Mª �¤W �¤W�X �A^`ª�¨9¥MZ[\9ª�c

k�l7n"!�n@t@¸rq|l Ó � >7lIn{t.t{y@¸In,vZ�r~��ry0s`u�� 2�s`~Yn.u�l7o°s_n,x���u�lIn.��x_~Yort{z�x_~Yn,vZ�r~��ry0s`t{y@zwoIlIn|n@x_~�tE�ilIn,��y@x_zwt@lIn°�}Jx[n@n��I�Ys`~�tf�ilr� �Q}As`y0s`q|¸rt{y@lIn�s¢lrt|ÂF��u¾s½¶[s`u�lr�iyf�½u��Äx_y{zwv[zw~Yl � �
α = (a/h,b)

� ; ~ }As`y0s`q|¸rt{y@l±o0pAs_Ñ��YlvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlV}As`yCu��C�IÑ��As`t{z�x_~
Cα(t) =

a
h t+ b

�ikmlVn"!�n{t@¸rq|l��ilr¶�z�lr~�t>s`u�x_y@nmÆ














































(ID) b ∈ [0,1], a+ b ∈ [0,1]
(I1) xt−h+1 − l/2 ≤ b ≤ xt−h+1 + l/2

(I2)
h
k (xt−h+2 − l

2 − b) ≤ a ≤ h
k (xt−h+2 +

l
2 − b)���

(Ik)
h
k (xt−h+k − l

2 − b) ≤ a ≤ h
k (xt−h+k +

l
2 − b)���

(Ih) xt − l
2 − b ≤ a ≤ xt +

l
2 − b

� Ó �54 �

k�x_y@n@Ñh�Yl>z)8:97��x_~'���In{zwy@l�t{y@x_�i¶hlry;s·lrt�Â�t@lru�n�Ñ��Yl�t@x_�it@lIn�u�lIn¬zw~��rvhs`uwzwt��In;n@x_z�lr~�t�n0s`t{z�n ��s`zwt@lIn � ��x_~�}Jlr�ity��In@x_�Y��y@lfu�l�}iy@x_Âiu�¸rq|l�}As`y?&�� 2=!�.10 * �345�]% �1-�2=> &)4	� 4A�m�¢s`z�n°�Tu�x_y@n0Ñh�Yl|z¤lIn@tV~Yx_~�~��iu��mzwu¤~m�ÄlIn{t·}As_n}Jx[n@n{zwÂiu�l7�T��s`}i}iuwz�Ñh�Ylry�oIlrt{t@l�q"�rt{pYx��il'Ñh�iz��ix_~i~Yl7�i~Yl�n@x_uw�it{z�x_~Qy@lIn{}JlIort0s`~�t,u�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��µ�ilIn.zw~��IÑh�Asº�t{z�x_~Yn°�_k�s2n@x_uw�it@zwx_~�}Jlr�it Art{y@l�x_Âit@lr~��Yl;lr~�oIx_~Yn{z����ry0s`~�t�u�� �i~iz�x_~|�ilIn�n0x_uw�it{z�x_~YnMs`}i}Jx_y{t��IlIn¤�>�ilIn�n"!�n{t@¸rq|lIn�ilfp�� 	¢zw~��IÑ��As`t{z�x_~Yn°�d}Jx_�iy�	¢¶[s`y{z¾s`~�t,�il 9Ð�µz]Æmu�lf~Yx_q.Âiy@l��Ylfn"!�n{t@¸rq|l��µy��In@x_�A��y@l�lIn{t.�ix_~Yo$�rvhs`u��
∑i

k=0Ch,k
�AÑ��izm}Jlr�it Art{y@l . ,@+A�'-�2=> *+,1.#����.]��2,��s`�it@y@lV}As`y{t°�Au¾s�q"�rt{pYx��il.���½n{zwq�}iu�l���l·~Yl·n°��s`}i}iuwz�Ñh�YlÑ��Yl�n{z*u��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~±�ilIn

Cα
lIn{t &�-<�_! � -�, 4?� 
�x_�iy;t@x_�it@lInCoIlIn;y0s`z�n@x_~Yn°��zwuT~Yx_�Yn��«s`�it;�i~YlVs`�it{y@l�q"�rt{pYx��il[�

kds|}iy@lrq�z�¸ry@lEn@x_uw�it{z�x_~¢lIn{t>�m� l�ÅTlIort{�Ylry��i~Ðqfs`zwuwu¾s`v]l,���½�Yx_qfs`z´~Al,�ilIn>¶hlrort@lr�iy0n
α
¶_s`uwz��ilIn¼�Azw~Y��z�Ñh���}As`y�u¾s�y@lru¾s`t{z�x_~Q�

ID
� � 
Kx_�iy2o0pAs_Ñ��YlV}Jx_zw~�t2�il·oIlVqfs`zwuwu¾s`v]l[�?x_~Ð}Jlr�it2s`u�x_y@n�¶A�ry{z  Alry�u�lV~Yx_q.Âiy@l.�ilVy@lru¾sº�t{z�x_~Yn�n0s`t{z�n ��s`zwt@lInClrtC���I���izwy@l·�il�oIlru¾sEu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l·�ilIn;}Jx_zw~�t@n�n0s`t{z�n ��s`z�n0s`~�t;~Yx[nCoIx_~�t@y0s`zw~�t@lIn°�A�½s`z�n°�ioIlrt{t@ln@x_uw�it{z�x_~½}iy �rn0lr~�t@l,�ilIn2zw~YoIx_~�¶Z�r~iz�lr~�t@n�ÆJzwuKlIn{t���z��forzwu�l � "���� �����m�il,oIx_~i~As 3�t{y@l,u¾sfv[y@x[n@n@lr�iy����½qfs`zwuwu�s`v]l�±s`}i}iuwz�Ñ��YlrymÆdn{z¤oIlruw�iz´�9orz�lIn{tVt{y@x_}  Y~m�mu�l|~Yx_q.Âiy@l��il�}Jx_zw~�t@n,�µt@lIn{t@lry.l���}iu�x[n0l|n{�izw¶[s`~�tVu�l|~Yx_q.Âiy@l��il��zwq|lr~Yn{z�x_~Yn>���µ¶hlIort@lr�iy

α
��qfs`z�n�n{zmoIlruw�iz´�9orzdlIn{t;t{y@x_}±v[y@x[n0n{z�lry°�ix_~±y{z�n@Ñ��Yl��il�}Jlry@��y@lV�ilIn�n@x_uw�it{z�x_~Yn°�
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#9udl���z�n{t@lV�i~YlVq"�rt{pYx��il,Ñh�izdlIn{t�}As`y{t{z�or�iuwz�¸ry@lrq|lI~�t2Âiz�lr~½s_�As`}it��Il,��~Yx_t{y@lV}iy@x_ÂiuD�rqfs`t{z�Ñ��Yl�Æ?zwudn°��s`v[zwt�T� �it{zwuwz�n0lry�u�lIn�}iy@x_}iy{zD�rt��In·���Áo°s`u�or�iuMn{�iy�u�lIn�zw~�t@lry{¶[s`uwu�lInL
VlrtV�T�Äl���}iy{zwq|lryVu��C�IÑh�As`t{z�x_~ Ó � >En0x_�Yn2u¾s���x_y{q|l�T� �i~/>3,C*-M &7+!254	�K17-�� B+4 ,G�1-�*�� 4 �3� 4 2JM &�-7� . 4A�iÑh�iz*}Jlr�it�A�t@y@l�q�zwnCn@x_�Yn�u¾s.��x_y{q|l�vZ�r~��ry{z�Ñ��Yl�n{�izw¶[s`~�t@l�Æ
y = f−1(x)

k�l§}iy{zw~Yorzw}Jl¢�il§y��In@x_uw�it{z�x_~ ���b}iy@x_Âiu�¸rq|l½�T� zw~�¶hlry@n{z�x_~ lr~Yn@lrq.Âiuwz�n@t@l[�¬uwzD�½s`�bn>!�n{t@¸rq|l Ó � >[��lIn{t7���Iory{zwt�Ys`~Yn,���hs`�iuwzw~Ðlrt���s`uwt@lry°� >)(7( Ó � x_�½�Ys`~Yn.���hs`�iuwzw~Ðlrt>s`u��w� >)(7(76 � ��2�s`~Yn�~Yx_t{y@l.o°s_n°�Azwudn°��s`v[zwt2�il·���IoIx_�i}Jlryy��Ior�iy@n@zw¶]lrq|lr~�t�u«�Älr~Yn0lrq.Âiu�l7zw~izwt{z¾s`u !�lr~�ÂJx�3�t@lIn,}Jx_�iyEu�lIn@Ñ��Ylruwu�lInEx_~�¶_sÐo°s`u�or�iu�lryEu�� zwqfs`v]l7}As`y,� � � x_z�orzoIx_q�q|lr~�t�~Yx_�Yn�o0pYx_z�n{z�n@n0x_~Yn��T� !'lrt;��Æ
? !'lrn@t;�i~Yl�ÂJx�3�t@l�zw~Yoruw�As`~�t�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l·�ilIn;¶[s`u�lr�iy@n��il

alpha
¶Z�ry{z  ?s`~�t�u¾s,y@lru¾s`t{z�x_~��

ID
�

? �µlrn@t;�i~±zw~�t@lry{¶_s`uwu�lVzw~Yoruw�Yn��Ys`~YnV� 9�� p �
? �@� ! � lIn{t��i~³zw~�t@lry{¶[s`uwu�l±� q�zw~m� qfs � � ���  Y~iz¬�ilEu¾s'qfs`~iz�¸ry@lfn{�izw¶_s`~�t@lMÆ*q�zw~�lIn{tI�rvhs`u¬s`�Á}iuw�YnV}Jlrt{zwt~Yx_q.Âiy@l'�ilfy@lru¾s`t{z�x_~YnE�il Ó � >�n0s`t{z�n{�«s`zwt@lIn,lr~�oIx_~Yn@z����ry0s`~�t,u��Älr~Yn0l�q,Âiu�l7�ilIn �ruD�rq|lr~�t@n��il !h�ds`u�x_y@nÑ��Yl�qfs �QlIn{tEu�l�}iuw�YnEv[y$s`~Y��~Yx_q.Âiy@lµ�il7y@lru¾s`t{z�x_~Yn|n0s`t{z�n{�«s`zwt@lIn�lr~�oIx_~Yn{z����ry0s`~�t�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l±�ilIn�ruD�rq|lr~�t@n>�il�!h�


�x_�iy�o°s`u�or�iu�lry��@� ! � �?zwuK�«s`�it�}Jx_�i¶hx_zwy�zw~�¶hlry@n@lry�o0pAs_Ñh�YlEy@lru¾s`t{z�x_~
(Ik)

�J�il,qfs`~iz�¸ry@l|��u¾s�q|lrt{t{y@l�n@x_�Yn2u¾s�«x_y{q|l�Æ
α ∈ G(xt−h+k,l)

�Ax���� lIn@t��i~Yl��«x_~Yort{z�x_~¢��¶[s`u�lr�iy@n>�Ys`~Yn
Rp � ; ~¢s_n@n@x�orz�l,� (Ik)

u¾s�¶[s`u�lr�iy?>n@z
y ⊂ G(xt−h+k,l)

�hu¾s·¶[s`u�lr�iy 9.n{z
y
⋂

G(xt−h+k,l) = ∅
lrt�u�� zw~�t@lry{¶_s`uwu�lE� 9�� > � n{zw~Yx_~m��k�s,n@x_q�q|l2�il2oIlIn¶[s`u�lr�iy@n��ix_~i~Yl��i~±zw~�t@lry{¶_s`uwu�lVzw~Yoruw�Yn��Ys`~Yn·� 9�� p � �

k�sEt{p��Ix_y{z�lV~Yx_�Yn�s_n@n@�iy@l�Ñ��m�Äx_~µ}Jlr�it�oru¾s_n@n0lry;u�lIn;ÂJx�3�t@lIn&!'lr~±t{y@x_z�nCo°s`t��rv]x_y{z�lInmÆ
>[�;u�lIn�ÂJx�3�t@lIn�}Jx_�iy�u�lIn@Ñ��Ylru´u�lIn *4� 4A� ./9�4 ,1.#� -<� Ñh�Yl,u�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��|�ilIn�}Jx_zw~�t@n��Yl,u¾sfÂJx�3�t@lE¶A�ry{z  Alr~�t~Yx[n.oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn'�«s`��q|x_zw~Yn·pi��z¤y@lru�s`t@zwx_~An.n$s`t{z�n �«s`zwt@lIn � ÆTu�� zwqfs`v]lf}As`yV�C�ilfoIlInVÂJx�3�t@lIn,�ix_~i~Yl|�i~zw~�t@lry{¶[s`uwu�l|� q�zw~m� qfs � � t0l�u�Ñ��Yl�q�zw~ ≥ p���z��
4��;u�lInMÂJx�3�t@lIn¤}Jx_�iy¤u�lIn@Ñh�Ylruwu�lIn *4��4A� .I9�4�, .#� -<�½Ñh�Yl;u�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��2�ilInM}Jx_zw~�t@n¤�ilCu¾s�ÂJx�3�t@lC~Yl;¶A�ry{z  Alr~�t}As_nC~Yx[nCoIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn,��}iuw�Yn��il�zTy@lru¾s`t{z�x_~Yn�~Yl�n0x_~�t;}As_nCn$s`t{z�n �«s`zwt@lIn � Æ�u�� zwqfs`v]lV}As`y;���ilVoIlrnCÂJx�3�t@lIn�ix_~i~YlV�i~µzw~�t@lry{¶[s`uwu�l|� q�zw~m� qfs � � t@lrumÑ��Yl�qfs � � p���z��Ó �;u�lIn;ÂJx�3�t@lInC}Jx_�iyCu�lrn0Ñh�Ylruwu�lIn;zwu�l���z�n{t@lV�,u¾s,��x_z�nC�ilIn;}Jx_zw~�t@n;¶A�ry{z  ?s`~�tCu�lInCoIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn>lrtC�ilIn;}Jx_zw~�t@n~Yl.¶A�ry{z  ?s`~�t2}As_n2u�lIn�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lInmÆ*u�� zwqfs`v]lE}As`y>�¤�il,oIlIn2ÂJx�3�t@lIn��Yx_~i~Yl.�i~½zw~�t@lry{¶[s`uwu�l'� q�zw~m� qfs � �t@lru�Ñh�Al�q�zw~ � p���z�lrt;qfs � ≥ p���z��

k�l7���IoIx_�i}As`v]lµn°�Äl�ÅTlIort{�Yl7n@�iy,u�lrn,ÂJx�3�t@lIn|s`}i}As`y{t@lr~As`~�tf�§u¾sÐt{y@x_z�n{z�¸rq|l'o°s`t��rv]x_y{z�l[��¹�~Qory{zwt@¸ry@l'�T��s`y{y#Artn@�iy�u¾s±��zwq|lr~Yn{z�x_~�q�zw~izwqfs`u�l��T� �i~Yl|ÂJx�3�t@l|}Jlry{q|lrt.�il�qfs 3�t{y{z�n@lry.u¾s'}iy��Iorz�n{z�x_~��il�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l **��t � �ilInn0x_uw�it{z�x_~Yn°�
kmlIn�Ñh�As`t{y@l�}Jx_zw~�t@nC}As`y{t{z�or�iuwz�¸ry@lrqflr~�t>zw~�t��ry@lIn@n0s`~�t@n��ilVoIlrt{t@l�q"�rt{pYx��il·n@x_~�tCu�lInCn{�izw¶[s`~�t@nmÆ
? lruwu�l�}Jlr�itCvZ�ry@lryCu�lInC}iy@x_Âiu�¸rq|lInC}Jx_�YyCu�lIn@Ñh�Ylru�nCp���zTy@lru¾s`t{z�x_~Yn�}As`y{q�zmp§�ix_zw¶]lr~�t�Art{y@lVn$s`t{z�n �«s`zwt@lIn
? lruwu�l·s`�it@x_y{z�n@l�u�� �it{zwuwz�n$s`t{z�x_~Ð�il�vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlIn Cα

~Yx_~±uwzw~��°s`zwy@lIn
? lruwu�l����IoIx_�i¶�y@lCu�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��>�ilIn¬n@x_uw�it{z�x_~Yn°�]q Arq|lCu�x_y@n@Ñ��YlCu«�Älr~Yn0lrq.Âiu�l��ilIn¬n@x_uw�it{z�x_~Yn¬lIn{t��«x_y{q"�C�il}As`y{t{z�lInC~Yx_~§oIx_~i~Yl��ilIn
? lruwu�l�}Jlry{q|lrt��T�Älr~Yo°s_��y@lry�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l **��t � }As`y��ilr� �'lr~Yn0lrq.Âiu�lInmÆiu�� �i~±lIn{t;y@lr}iy��In0lr~�t���}As`y;u�� �i~iz�x_~�ilIn·ÂJx�3�t@lIn,�il|}iy@lrq�z�¸ry@l7o°s`t��rv]x_y{z�l�lrt.u���s`�it{y@l�lIn{tV��x_y{q"�f}As`y·u�� �i~iz�x_~Q�ilIn·ÂJx�3�t@lIn.�ilfu¾s5>I¸ry@lflrt�il·u¾s|t{y@x_z�n{z�¸rq|l.o°s`t��rv]x_y{z�l[�*kml·}iy@lrq�z�lry�lr~Yn@lrq.Âiu�l,lIn{t�zw~Yoruw�Yn2�Ys`~Yn **��t � �Js`u�x_y@n2Ñ��YlVu�l.�ilr� ��zw¸rq|loIx_~�t{z�lr~�t **��t � �

�������(73�"-����"F1�BNO#%F@�4�0) -"#�6I24F173������� �:#G#���� � �
	��
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Ã�lr}Jlr~Y�Ys`~�t°�Ju�x_y@n@Ñ��Yl·u¾s|��zwq|lr~Yn@zwx_~¢�ilIn>¶hlIort@lr�iy@n
α
~m�ÄlIn{t>}As_n>}Jlrt{zwt@l'��lr~Ð}iy0s`t{z�Ñh�Yl[�?zw~�� �ry{z�lr�iy@l,� @lr~�¶�zwy@x_~ � ��u�l>~Yx_q.Âiy@l��il>ÂJx�3�t@lIn;ory��)�IlIn�}Jlr�it;n¼��s_oIory@x�3�t{y@l �r~Yx_y{q"�rq|lr~�t°�iy@lr~Y�Ys`~�t�zwq�}Jx[n@n@zwÂiu�l2u�� zw~Yoruw�Yn{z�x_~���'o°s`uwor�iuT�il **��t � �Ys`~Yn��i~�}iy@x�oIlIn0n{�Yn¤�«x_~Yort{z�x_~i~As`~�t;lr~�t@lrq�}Yn�y��Ilru��iÃ�lr}Jlr~Y�Ys`~�t°��~Yx_�Yn�s°¶hx_~Yn�oIx_~Yn{t0s`t��Ñ��Yl[��}Jx_�iy��i~YlV��zwq|lr~Yn{z�x_~Ð�il

α
¶[s`u�s`~�t 4��iu¾sEq"�rt{pYx��ilV}iy��In@lr~�t��Il·orz´�9�ilIn@n{�Yn�lIn{t�lr~�t{y@l 4�lrt B �«x_z�n;}iuw�Yny0s`}iz��ilVÑ��m��s°¶hlIo��i~Yl�q"�rt{pYx��ilV�it{zwuwz�n0s`~�tC�i~±qfs`zwuwu¾s`v]l·oIx_q�}Jx_y{t0s`~�t?> 9�� 9 9 9E}Jx_zw~�t@n 
 �

� P��¤P�� OÁ¨�©mª�Xh\«Z[£¤abW
�2x_�Yn��it{zwuwz�n@x_~Yn�u¾s.q"�rt{pYx��il�}As`y;���IoIx_�i}As`v]l��T� zw~�t@lry{¶[s`uwu�lIn°�ikM��s`uwv]x_y{zwt{piq|l Ó �54,Ñ��Yl>~Yx_�Yn�}iy��In@lr~�t@x_~Ynz�orzmn°��s`}i}iuwz�Ñ��YlV�,�i~µ}iy0x_Âiu�¸�q|lV}Jx_�iy;u�lIÑ��YlruTu�lIn;vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlIn>n@x_~�tC�ilIn���x_~Yort{z�x_~YnC}As`y0s`q"�rt{y{z�Ñ��YlIn°�YoIx_qE�}Jx_y{t0s`~�t2}Ð}As`y0s`q|¸rt{y@lIn°�J�2x_�Yn�y0s`}i}Jlru�x_~Yn�Ñ��YlVu�lIn>p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn2oIx_q�}Jx[n0s`~�t2u¾s|q"�rq|x_zwy@l,n@x_~�t�s_n@n@x�orzD�IlIn�,�i~±�i~iz�Ñ��Yl�t{y{zw}iu�lrt.��pm� z�� u � �
Ã�lrt>s`uwv]x_y{zwt{piq|l·���IoIx_�iu�lV��zwy@lIort@lrq|lr~�t>�il�u���s`uwv]x_y{zwt{piq|l * # � #Ë� �>���r¶hlru�x_}i}���}As`y���s`�iuwzw~§lrt ��s`uwt@lry°�k�s>�«x_~Yort{z�x_~ �blIn{t�oIlruwu�l;���Iory{zwt@lC�Ys`~Yn�u�s�n@x_�Yn �9n0lIort{z�x_~E}iy��Io)�I�ilr~�t@l[� 2�s`~Yn�u¾s>��x_~Yort{z�x_~�Ã�s`u�or�iu
/;� � ���Iory{zwt@l�Ys`~Yn�u«��s`uwv]x_y{zwt{piq|l]� !·���In@zwv[~Yl��i~Yl¬ÂJx�3�t@l�zw~Yoruw�Yn0l��As`~Yn

Rp �_�ix_~�t�uwlIn�oIx_q�}Jx[n0s`~�t@lInMn{�izw¶_s`~�t�u�lIn���z´Å �ry@lr~�t@ns �ilrn¤n0x_~�tMu�lInMzw~�t@lry{¶[s`uwu�lIn
y1,y2,...,yp

� 2�s`~Yn¤u���s`uwv]x_y{zwt{piq|l�}iy{zw~Yorzw}As`u��
yinit

���In@zwv[~YlCu¾s�ÂJx�3�t@lCzw~izwt{z¾s`u�l[��Ñh�iz¶_s Art{y@l�n{�YoIoIlIn@n{zw¶hlrq|lr~�t����IoIx_�i}��Il�v[y��_oIl;��u¾s���x_~Yort{z�x_~ * # � #Ë�E� � �_Ã�lruwu�l��9orz�y@lrt@x_�iy{~Yl;�ilr� �,lr~Yn@lrq.Âiu�lInmÆ`u�l}iy@lrq�z�lryClIn{t�zw~Yoruw�Yn;�Ys`~Yn�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l�**��t � lrt�u���s`�it{y@l�oIx_~�t{z�lr~�t�**��t ��� ��kds·��x_~Yort{z�x_~:2�lIoIx_�i}Jl]� � ���IoIx_�i}Jl�i~Yl�ÂJx�3�t@l1!'lr~§�ilr� �'ÂJx�3�t@lIn>�il�q A�q|lV¶hx_uw�iq|l[�Yn0lruwx_~§u«��s �il�}Jx_y{t0s`~�t�u�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�l
yk
�ix_~�t�u¾sEu�x_~iv[�Ylr�iylIn{t2u¾sf}iuw�Yn�v[y0s`~Y�il[�*kmlIn2��x_~Yort{z�x_~Yn�q�zw~Álrt2qfs �½���In{zwv[~Ylr~�t�y@lIn{}JlIort{zw¶hlrq|lr~�t�u¾sfÂJx_y{~Yl,zw~��<�ry{z�lr�iy@l�lrt2u¾sÂJx_y{~Yl�n{�i}��ry{z�lr�iy@l��T� �i~|zw~�t@lry{¶[s`uwu�l[�hk�s2�«x_~Yort{z�x_~�k�s`y{v]lr�iy�s`}i}iuwz�Ñ����Il>���i~Yl;ÂJx�3�t@l !E���In{zwv[~YlCu¾s�u�x_~iv[�Ylr�iy���7}iuw�Yn�}Jlrt{zwt�zw~�t@lry{¶_s`uwu�l

yk
��kml2ory{zwt@¸ry@l��il2��zw¶�z�n{zwÂizwuwzwt����T� �i~Yl2ÂJx�3�t@l !flIn@t����rn@zwv[~��2}As`y�u�l2}As`y0s`q|¸rt{y@l

δ
�

�V"�� � H�+>=A<J8�-@+>=?&�3F8;:.: �@-@/�1 ��&�3�� �@8 L �MLNHC-{<*&
� P���P9R �ºcdZ[X]ª �¤¥¬g�Z]\�ª�c

�2x_�Yn�s`uwu�x_~Yn�l���}Jx[n@lryC�Ys`~Yn�oIlrt{t@lVn0lIort{z�x_~±u�lIn;z����IlIn�Ñh�izm}Jlry{q|lrt{t{y@x_~�t>�T�C�rt0s`Âiuwzwy�u�lIn�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn>Ñh�iz¶hx_~�t,n°��s`}i}iuwz�Ñ��Ylry��±u¾s§q"�rq|x_z´y0l7���Qn"!�n{t@¸rq|l�Æ�u¾s§oIx_~�t{y$s`z´~�t@l'�T�Äx_ÂYn@lry{¶_s`Âizwuwzwt��Á��Ã ; � lrt,u¾s§oIx_~�t{y0s`zw~�t@l�T� �i~iz�orzwt��V��Ã�¹ � �`kds2oIx_~�t{y0s`zw~�t@l�Ã ; n@l¬ÂAs_n@l�n{�iyKu�� z����Il;Ñh�Al¬u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~|}Jlry@oIlr}it{zw¶]l;lIn{t�y0s`y@l[�_�2x_�YnKy@l��¶�zwlr~Y�iy@x_~Yn��ix_~Yo[�ºt@x_�it��T��s`ÂJx_y@�T�_n@�iyKoIl¬}Jx_zw~�t°�`�2x_�YnK�ix_~i~Ylry@x_~Yn�lr~Yn{�izwt@l¬u��C�r~Yx_~Yo)���ilIn��ilr� �.oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn¼�
kds�oIx_~�t{y$s`z´~�t@l�Ã ; lIn{tµ���I���izwt@l³�ilIn'y��In{�iuwt0s`t@n±�T� �i~Yl=�rt{�Y�ilÁÑh�iz·s5�rt��¢~Yx_t{y@l¢}Jx_zw~�t±�ilÁ���r}As`y{t}Jx_�iy,u¾s§oIx_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~��ilfu�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~Q}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�MÃ�lrt{t@lT�rt{�Y�il��it{zwuwz�n@l��i~�q|x��i¸ru�l�q|x_zw~Yn,vZ�r~��ry0s`u�il|u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[�dÑh�iz¤~YlfoIx_y{y@lIn{}Jx_~Y��}iuw�Yn,s°¶hlIo|oIlruwu�l�Ñh�Al�~Yx_�Yn·�it{zwuwz�n@x_~YnEs_ort{�Ylruwuwlrq|lr~�t°�Ã�lr}Jlr~Y�Ys`~�t°��u�l>u�lIort@lr�iy�}Jx_�iy{y0s�!�t{y@x_�i¶hlry��i~Yl�}?s`y{t{z�l2�il�~Yx_t{y@l�o0pYlrq�zw~Ylrq|l�~�t�zw~�t@lruwu�lIort{�Ylru�s`ÂJx_�it{z�n@n0s`~�ts`��oIx_~YoIlr}it��T� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~�}Jl�y0orlr}it@z´¶hl7}iy��In@lr~�t��7�Ys`~Yn.u�l�oIx_y{}YnE�����ix�or�iq|lr~�t°���2x_�Yn.u¾sµ�«x_�iy{~iz�n@n@x_~Yn�ix_~YoÁlr~Fs`~i~Yl��ilÁ¿�� >[� *�~ }As`y{t{z�or�iuwz�lry°��*4� ( �&!A�]% -). 4!2=> -),�-��*% 4!254E��.'%3� > ,C4 2 -)4 , ,G! �O%3&/.#� .9�*+2�>3� ,@��M &)4���% .10_! *�,@+ 254;�34�: 03���&� *��0�G% , &21Y! 9C03����.1-�&�&�*4�3�3� (�4?�
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Kx_�Yy·oIx_q�}iy@lr~Y��y@l|~Yx_t{y@l�~Yx_t{z�x_~��il�y0s`y@lrt��[�Tzwu��«s`�it�~Yx_t@lryVu¾sµ��z´Å �ry@lr~YoIlflr~�t{y@l�u�lInV�ilr� �Án{zwv[~iz  Ao°sº�t{z�x_~Yn2�il·u¾s|}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��µ��¶hx_zwy�Ã�s`y{~As`}m�?}As`y2l��ilrq�}iu�l7� Ã�s`y{~As`}m� >)( @ 9 ��� ��#9udl���z�n{t@l %&� 4^> ,C*-M&��M3-�&�-).#! �

" �C��� ����� �������dÑh�iz¬lIn@t.���rt@lry{q�zw~��Il�}?s`y·u�lfy0s`}i}Jx_y{tElr~�t{y@lfu�l�oIx_q�}it0s`v]l7����~Yx_q.Âiy@l7�T�Äx�oIor�iy{y@lr~YoIlInE�T� �i~
�%� PQ� 61#%� H1���+�"2M�(F16 ��$36I$3� F1� 24$V#�6 24#%F1/C)9$3��� 6I� NI)�2]� #%F1HI73$3�,�.' ?1� 24#�73F1��$3#%612"� _��
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Í'&�(�*+,C-).103254 	TÎ��b�>uwv]x_y{zwt{piq|lÁ�il½n �ru�lIort{z�x_~ }Jx_�iy'�i~ lr~Yn@lrq.Âiu�l¢z´~  Y~iz�� �T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�;�ix_~�t'u�lInvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlIn2n@x_~�t;}As`y0s`q"�rt{y��IlIn>}As`y;}±}As`y0s`q|¸rt{y@lIn
/Ax_~Yort{z�x_~¢Ã�s`u�or�iu
/;��ÂJx�3�t@l1! �
2 �rÂi�it

#9~�t@y@lr¶_s`uwu�l1/

Kx_�iy�	's`uwu¾s`~�t��il >V�Epm����s`zwy@l

*�z
y ⊂ G(xt−h+k,l)

�Ys`u�x_y@n
/'Æ<8 / = >

*�zw~Yx_~ *�z
y
⋂

G(xt−h+k,l) 6= ∅
s`u�x_y@n°�

/'Æ<8 / = � 9�� > �
/Kzw~ *�z

/Kzw~ 
Kx_�iy
��lrt@x_�iy{~Ylry *

/Kzw~
/Ax_~Yort{z�x_~ * # � #Ë�,��ÂJx�3�t@l�! �
2 �rÂi�it

*�zTq�zw~���Ã;s`uwor�iu
/;� ! �{� ≥ p���z��Ys`u�x_y@n
�>lrt@x_�iy{~Ylry&!7lrt&!

*�zw~Yx_~§n{zTqfs �m��Ã�s`u�or�iu
/;� ! �{� � p���z��As`u�x_y@n
�>lrt@x_�iy{~Ylry ∅ lrt ∅*�zw~Yx_~§n{zmkds`y{v]lr�iy¼� ! ���

δ
�As`u�x_y@n�

ya,yb
� 8�2�lIoIx_�i}Jl]� ! �

�>lrt@x_�iy{~Ylry * # � #Ë�E�
ya
� ⋃ * # � #S�E�

yb
� lrt�* # � #S�E�

ya
� ⋃ * # � #S�E�

yb
�

*�zw~Yx_~m�
�>lrt@x_�iy{~Ylry ∅ lrt !/Kzw~ *�z

/Kzw~
�>uwv]x_y{zwt{piq|lV}iy{zw~Yorzw}As`u
2 �rÂi�it


Kx_�iy>o0pAs_Ñh�Yl�zw~Yn{t0s`~�tCt°���«s`zwy@l
� �Ior�i}��ry@lry�u¾s,¶[s`u�lr�iy��il�%���t ���zw~Yoruw�Yn°�YoIx_~�t@lr~As`~�t � Æ<8 * # � #Ë�E�

yinit
�kmlIn��ilr� �µlr~Yn@lrq.Âiu�lIn�lr~Yo°s_��y0s`~�t **��t � n@x_~�t;t{y0s`~Yn@q�zwn>�Eu¾sEn0x_y{t{z�l����±}iy@x�oIlIn@n{�Yn��ilVn��ru�lIort{z�x_~

/Kzw~
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�r¶A��~Al�q|lr~�tfn{�iyEu�l'~Yx_q.Âiy@lµt@x_t0s`u��T�Äx�oIor�iy{y@lr~YoIlIn�Æ�zwuCn°��s`v[zwt|�T� �i~Yl ��� �����/�
��� �
� �r�Ml�Å*lIort{���Il±lr~��it{zwuwz�n0s`~�tu��Äl���}��ry{z�lr~YoIl�y��Ilruwu�l[���¢s`z�n°��lr~�}ip,!�n{z�Ñ��Yl�~Yx_t0s`q�q|lr~�t°��zwu*l���z�n{t@l �rvhs`u�lrq|lr~�t %&� 4,>3, *4M3��M -�&�-).#! � "+��� ���������zwt@l � ��� �#� ��� �C�r�dÑh�iz¤lIn{t��i~Yl�}iy@x_}iy@zY�rt��7�7}As`y{t.l�~�t{z�¸ry@l|�T� �i~?�r¶Z�r~Ylrq|lr~�t°��Ñ��m�Äx_~³}Jlr�it·���rt@lry{q�zw~Ylry.}As`yu�l.o°s`u�or�iuKn0s`~Yn��«s`zwy@l,s`}i}Jlru��|u��Äl���}��ry{z�lr~YoIl,y��Ilru´u�l[� � x_z�orz��Y~Ðl��ilrq�}iu�l[�?Ñ��iz�}Jlry{q|lrt{t{y0s7�T� zwqfs`v]lry�oIl.Ñh�Yl~Yx_�Yn>s`}i}Jlru�x_~Yn,�.y0s`y@lrt��.�*�
Ã�x_~Yn@z����ry@x_~Yn��i~Yl�}iz�¸IoIl�y@lIort0s`~iv[�iu¾s`zwy@l �rt0s`~Yo0pYl[�_y@lrq�}iuwz�lC�T��s`zwy°� ; ~�}Jlr�itM��zwy@l�Ñ��Yl�o0pAs_Ñ��Yl�q|x_uD�Io��Yuwl�il;vhs`À>oIx_~�t@lr~��Yl>�Ys`~Yn¬oIlrt{t@lC}iz�¸IoIl�lIn{tMz��ilr~�t{z  ?s`Âiu�l2���i~Yl.�.Âizwuwu�l.�EÑ��izAn@lC���r}iu¾s_oIl�uwzwÂiy@lrq|lr~�t�s°¶]lIoC�i~Ylt{y0s @ lIort@x_zwy@l2y@lIort{zwuwzwv[~Yl��i~iz´�«x_y{q|l[� @ �Yn@Ñ��m���.oIl2Ñ��m�Älruwu�l2}Jlry@or�it@l2�i~Yl�s`�it{y@l�Âizwu´u�l[��}iy@x¼¶]x�Ñ��As`~�t��i~µo0pAs`~iv]l��q|lr~�tC�il���zwy@lIort{z�x_~§�il�u�s,t{y0s @ lIort@x_zwy@l[�?Ã�lrt{t@l�q|x����ruwz�n0s`t{z�x_~§lIn@t;n{���fn0s`q�q|lr~�tCy��°s`uwz�n{t@l�}Jx_�iy;}Jlry{q|lrt{t{y@l�ilV���rt@lry{q�zw~Ylry2n{t0s`t{z�n{t{z�Ñ��Ylrq|lr~�t>oIlry{t0s`zw~YlIn�}iy@x_}iy{zD�rt��In�qfs_ory@x[n@oIx_}iz�Ñ��YlIn>�ilInCvhs`À���u�x_z��ilInCvhs`ÀV}As`y ��s`zwt@n°�}As`y,l��ilrq�}iu�l � �d�¢s`z�n°��lruwu�l�}Jlry{q|lrt �rvhs`u�lrq|lr~�t��T�Älr~�¶�z�n$s`v]lry,oIlry{t0s`zw~YnN�r¶Z�r~Ylrq|lr~�t@nEÑ��iz¤~Yx_�Yn,n@lrq.Âiu�lr~�tzwq�}Jx[n@n{zwÂiu�lIn "+��� �������7*�~f¶]x_z�orzA�i~VÆ[u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l>�ilInMq|x_uD�ror�iu�lIn��il;vhs`À>n@l�t{y@x_�i¶hlr~�t¬�Ys`~YnMu¾s�q Arq|lCq|x_zwt{zD��il2u¾s.}iz�¸IoIl�}Jlr~Y�Ys`~�t;�i~Yl����iy �rl����rt@lry{q�zw~��Il[�?Ã�lrt �r¶Z�r~Ylrq|lr~�tCn0lry0s`zwt°��Âiz�lr~	�r¶�z��ilrq�q|lr~�t°�i}As`y{t{z�or�iuwz�¸ry@l��q|lr~�t;� �_o0pYlr� �T�Y���±q|x_z´~An�n{zT�i~Yl�}Jlry@n@x_~i~AlVn@l�t{y@x_�i¶_s`zwt2�EoIl�q|x_q|lr~�t>�Ys`~YnCu¾sE}As`y{t{z�lV¶�z��ilV�il�vhs`À]�Ykds}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt�� � ��� �#� ��� ���2�il.oIlruw�iz´�9orz�n@l·o°s`u�or�iu�lElrt2lIn{t�~Yx_~½~��iuwu�l[�TÃ�lr}Jlr~Y�Ys`~�t°�Ju¾s|}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt�� ��� � ���)�������
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ClIn{t�i~��r¶Z�r~Ylrq|lr~�t�.103!�*�,�-��*% 4!254E��.�y0s`y@l
4��C¹>~Yl¤s`�it{y@l¬oIx_~Y��zwt{z�x_~.~��IoIlIn@n0s`zwy@l¬lrn@t�Ñ��Yl�u¾s;~Yx_~·}iy@x����Yort{z�x_~,�T� �i~Yl¬n@x_y{t{z�l **��t � n@x_zwt��i~ �r¶Z�r~Ylrq|lr~�ty0s`y@l 4E�'> ,@� .1-��*% 4
#9u¤�«s`�it,l���}iuwz�Ñh�Ylry,u�s§�iz Å �ry@lr~YoIl7lr~�t{y@l�u�lIn.�ilr� ��t@lry{q|lIn±�.t{p��Ix_y{z�Ñh�Yl.�³lrtµ�.}iy0s`t{z�Ñ��Yl.�J� 2�s`~Yn·u�l}iy@lrq�z�lry,o°s_n°�mx_~�oIx_~Yn{z��i¸ry@lfÑ��m� �i~�n{zwv[~As`u�% Ñ��Ylru�oIx_~YÑh�Al_��q�z�n.�'u��Älr~�t{y��Il����³}iy@x�oIlIn@n@�Yn·�il|n��ru�lIort{z�x_~m�~m��s`ÂJx_�it{zwtVÑ��Yl ,@� ,C4 254E��.��fu¾s����rt@lIort{z�x_~Á�T� �i~Yl,zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~¢}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[� *M~¢�T��s`�it{y@lIn�t@lry{q|lIn°�Ju��Älr~��n0lrq.Âiu�lC�ilIn¤n{zwv[~As`� �|s`ÂJx_�it{z�n@n$s`~�t¬���i~YlCn@x_y{t{z�l

S(t)
lIn{tMÂJl°s`�YoIx_�i}f}iuw�YnM}Jlrt{zwt¤Ñ��Yl;u��Älr~Yn@lrq.Âiu�lCt@x_t0s`uA�ilInn@zwv[~As`� �*�'#SuA��s`�it�y0s`}i}iy@x�o0pYlryCoIlrt{t@l2y@lIn{t@y{z�o�t@zwx_~±�il2~Yx_t{y@l2¶hx_u�x_~�t����T�C�r¶�zwt@lry°�is°¶hlIo>�i~Yl>�«x_y{t@l>}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��[��i~Yl���s`�Yn@n@l����rt@lIort{z�x_~��T� �i~|}iy@x_Âiu�¸rq|lC�ilCo°s`t��rv]x_y{z�l 4��]�Ys`~Yn�u�l�}iy@x_Âiu�¸rq|l,� 2 �*�[�>x_�Yn¤s_n@n@zwq�z´u�x_~Yn¤�ix_~You�l�}iy@x_Âiu�¸rq|l'oIx_~Yn{z�n{t0s`~�t�������.1-�9�-�> 4�, &21Y!ZB�*+&<% .1-)*�� �81D%3� �1-�(4�3� & �*% 4 &�9�*�� �*% 4Á�±�Y~�}iy@x_Âiu�¸rq|l'�ilo°s`t��rv]x_y{z�l�>[�ToIl|Ñ��izMn@lrq.Âiu�l�y��°s`uwz�n@t@l[�m�>�³oIx_~�t{y0s`zwy@l[���Ys`~YnVu�l|n@lIoIx_~Y�³o°s_n°�mx_~�oIx_~Yn{z��i¸ry@l|Ñ��m� �i~�n{zwv[~As`u

%E� 4	�*> !�,�-�254 � .#!�4E� ,@!A� &�-).#!§}As`y�u�l�n"!�n{t@¸rq|l[�ms`ÂJx_�it{zwtV}iy@lIn@Ñ��Yl,t0x_� @ x_�iy@n·�7u¾s'���rt@lIort{z�x_~��T� �i~YlEzw~���«x_y{qfs`t{z�x_~Q}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[�MÃ�lru¾s½n{zwv[~iz  Al7Ñ��Yl�u¾s§q"�rq|x_zwy@l'���Qn>!�n{t@¸rq|l7lIn{tEoIx_~Yn{t{y{�izwt@l'�il�qfs`~iz�¸ry@lµ�ÐoIlÑ��YlVu�lVq"�Io°s`~iz�n{q|l.�il·n��ru�lIort{z�x_~¢s`ÂJx_�it{z�n@n@l[�A}iy@lIn@Ñ��Yl·n��iy@lrq|lr~�t°�J���i~Yl·n@x_y{t{z�l
S(t)

~Yx_~§¶�z��il�ÆAoIlru¾s|lIn@tlr~�y@lru¾s`t{z�x_~js°¶hlIo7u�l7�«s`zwt|�il'���rt@lIort@lry°�¤�T� �i~Yl'qfs`~iz�¸ry@l< ?s`Âiu�l[���i~�}iy@x_Âiu�¸rq|l±�ilµo°s`t��rv]x_y{z�l 4¢�Ys`~YnEu�l}iy@x_Âiu�¸rq|l7� 2 �J�
#9uJ�«s`�Yt�~Yx_t@lryCÑh�Yl2~Yx_t{y@l�y0s`z�n@x_~Y~Ylrq|l�~�tClIn@t���x_~Y����n{�iy�u�� p,!�}Jx_t{pY¸In0l|��}iy0s`v[qfs`t{z�Ñh�Yl � Ñ��Yl2u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l�ilIn�n{zwv[~As`� � �<�r¶hx_uw�As`~�t��Ys`~YnEu�l�t@lrq�}Yn � s`� ��Ñ��Ylru�n,u�l'n"!�n@t@¸rq|lf��lry0s ,G! 4 &�&�4 2�4 ��.7��s_oIl7lIn{t,Âiz�lr~Q}iuw�Yn}Jlrt{zwt>Ñh�Yl�u��Älr~Yn0lrq.Âiu�lV�ilIn�n{zwv[~As`� �'zwqfs`v[zw~As`Âiu�lIn°�
�>x_�Yn.¶]x !hx_~Yn·u�lfy>-_u�l�oIlr~�t{y0s`u��il|u¾s±q"�rq|x_zwy@l[�K�ix_~Yo7����o0pYx_z ���ilIn·p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn,�T�C�r¶hx_uw�it{z�x_~VÆKlruwu�l�ix_zwt�Art{y@lVoIx_~Yn@t{y{�izwt@lV�il�qfs`~iz�¸ry@l.�,y@lIn{}JlIort@lry�u¾sE�ix_�iÂiu�l·l���zwv]lr~YoIl·n{�izw¶[s`~�t@l�Æ
? u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l±�ilInEp,!�}Jx_t{pY¸In@lIn�~Yl'�ix_zwtE}?s_n A�t@y@l7t{y@x_}�v[y@x[nE}As`yEy0s`}i}Jx_y{tf�Ðu��Älr~Yn0lrq.Âiu�l't@x_t0s`uC�ilIn

���
�S#%$&� 73�*-�/I)�N1$3�4����N1��!"-,!<?1�,6���NO#�F1��7 ) ?@�"24-,��$3N1��$3#�6�?1F ��!"-<)�61$324���*?@�*24!,73�"-,��$3#%6	�L������������� 	 �\���J�"2M� FI61��6I#9�0)9��$3#%6
$82424F1�+!,D=)�73�"���,6G��?1�J-"�(-0/C)9NI$&�4���%�
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p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn;zwqfs`v[zw~As`Âiu�lInE�<9�*4��. ,@� -<��. 4 � �
? u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l2�ilIn¬p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn��ix_zwt¬}Jlry{q|lrt{t{y@l��il>���rvhs`v]lry��i~Yl�zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~'}Jlry@oIlr}it{zw¶]l2}Jx_�iy¬t@x_�Ytn{zwv[~As`u�Ñh�izmlIn@t;q�z�n;y��Ilruwu�lrq|lr~�t2lr~±lr~�t{y��Il·���±n>!�n{t@¸rq|l|�<9�*4��. ,@� -<��. 4 � �
2�s`~Yn�~Yx_t{y0l>q|x����ruwz�n$s`t{z�x_~m��u�x_y@n@Ñ��Yl>p'lIn{t  ���[��u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn�n{zwv[~As`� ��zwqfs`v[zw~As`Âiu�lIn°�YÑh�iz*x_~�t�t@x_�Yn�ilIn>¶[s`u�lr�iy@n2�Ys`~Yn,� 9�� > � }As`y2p,!�}Jx_t{pY¸In@l[�JlIn{t>z�n@x_q|x_y{}ipYlE�

[0,1]h

¼�?k�s�oIx_~�t{y0s`zw~�t@l >.n°�Äl���}iy{zwq|l.lr~¢o°s`u´�or�iu¾s`~�t;u�l�¶hx_uw�iq|l��il2u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l��ilIn;¶hlIo�t0l��Yy@nV�

xt−h+1,xt−h+2,...,xt
� q�z�nClr~±lr~�t{y��Il����µ}iy@x�oIlIn@n{�YnC�ilo°s`t��rv]x_y{z�n0s`t{z�x_~m�T}iy@x����iz�n0s`~�t��Y~¢lr~Yn@lrq.Âiu�l,**��t � ~Yx_~¢¶�z��il[�Jk�s7oIx_~�t{y0s`zw~�t@l��il,y0s`y@lrt��En°��s`}i}iuwz�Ñ��YlEn{�iy2u¾sq"�rq|x_zwy@l·�il�qfs`~iz�¸ry@l·��oIlVÑh�Yl�oIl�¶hx_uw�iq|lVn@x_zwt;t{y0¸rnC}Jlrt{zwtC}As`yCy0s`}i}Jx_y{t2s`�±¶]x_uw�iq|lV�il�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l·�ilInn{zwv[~As`� ��zwqfs`v[zw~As`Âiu�lIn°� #9ui��s`�itM~Yx_t@lry�Ñh�Yl�oIlrt{t@l�oIx_~�t{y0s`zw~�t@l>lIn{t¤zw~Y���r}Jlr~Y�Ys`~�t@l2�il;u¾s�~As`t{�iy@l>�ilIn¤n{zwv[~As`� �lr~§lr~�t{y��IlV���§n"!�n@t@¸rq|l�Æilruwu�lVlIn{t;zw~ip��ry@lr~�t@l.�Eu¾s,q"�rq|x_zwy@l[�

kdsÁ�ilr� ��z�¸�q|l§oIx_~�t{y$s`z´~�t@l§lIn{t|uwzD�Il§�¢�i~Yl±ÂJx_~i~Yl§s_���IÑ��As`t{z�x_~jlr~�t{y@l±u¾s¢q"�rq|x_zwy@l§lrt|u�lIn|¶hlIort@lr�iy@n�
xt−h+1,xt−h+2,...,xt

� Ñ��izA¶hx_~�t Art{y@l��it{zwuwz�n �In¤y �rlruwu�lrq|lr~�t�}As`y¬u�l�}iy@x�oIlIn@n{�Yn��il>o°s`t��rv]x_y{z�n0s`t{z�x_~m�YÃ�lruwu�l��9orzt{z�lr~�t�oIx_q�}it@l·�il�u�� zw~�t@lry0s_ort{z�x_~��Y}Jlr~Y�Ys`~�t�u��Äl���}��ry{z�lr~YoIl[�Alr~�t{y@l�u�lVn"!�n@t@¸rq|l�lrtCn@x_~§lr~�¶�zwy@x_~i~Ylrq|lr~�t � �
� P���P�� &�ª�cdZ[X]¦T\9cdZ[W � =¾¥¬c¤\9gi\�Z7� ��&�� �

Ã ; �ix_~i~Yl,�i~Yl.}iy@lrq�z�¸ry@lEoIx_~�t{y0s`zw~�t@lE}Jlry{q|lrt{t0s`~�tV�il.Ñ��As`uwz  Alry�u¾s|¶[s`uwz���zwt��,�T� �i~Yl,q"�rq|x_zwy@l�Æ*oIlrt{t@loIx_~�t{y0s`zw~�t@l>y@lIn@t{y@lrzw~�t¬u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l2�ilIn¬}As`y0s`q|¸rt{y@lIn
h
�
i
lrt

l
s_��q�z�n0n{zwÂiu�lIn¬}Jx_�iy�o0pAs_or�i~Yl2�ilIn¤p !�}Jx_t{pY¸In@lIn¼�

2�s`~Yn�u�l�o°s_n;x��'u¾s.q"�rq|x_zwy@l�lIn{t;oIx_q�}Jx[n��Il��il>}Yu´�An{z�lr�iy@n�p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°��zwuTlIn{t�}Jx[n0n{zwÂiu�l�Ñh�Yl2u���s`uwv]x_y{zwt{piq|l�il¤n �ru�lIort{z�x_~.¶_s`uwz��il¤}iuw�YnK�T� �i~Yl¤p,!�}Jx_t{pY¸In@l[� 22�·}Jx_zw~�tK�il¤¶��Yl¬�ilMu¾s�oIx_~�t{y0s`zw~�t@l;Ã ; �ºoIlruwu�lrn{�9orz�n@x_~�t�t@x_�Yt@lInz��ilr~�t{z�Ñ��Ylrq|lr~�t�¶[s`uwz��ilInmÆ�zwuJ~m�ÄlIn{t�}As_n�}Jx[n@n@zwÂiu�l2�il>u�lIn���z�n0ory{zwq�zw~Ylry°� � }iy{z�x_y{z���u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~µ}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[�t@lruwu�l·Ñ��m�Älruwu�l·lIn{t�uwzwq�zwt��Il·}As`y�Ã ; �AlIn{t�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l.�ilIn�p,!�}Jx_t{pA¸rn0lIn B�� &�-7�&!�4 �$�1-�2^% &).#���3! 2�4 ��.]�A�>x_�Ynn@x_�ipAs`zwt@x_~Yn2oIx_~�t{y0s`zw~Y��y@l.�Ys°¶[s`~�t0s`v]l·u¾sE~Yx_t{z�x_~½�T� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~½}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�?k¤� z����Il·lIn@t��ilVvhs`y0s`~�t{zwy2Ñh�Yln{zYu�l;}Yy@x�orlIn0n{�Yn¤�il�o°s`t��rv]x_y{z�n0s`t{z�x_~'���rt@lIort@lC�i~YlCzw~��«x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[��s`u�x_y@n¤zwuAlIn@tM}Jlr�f}iy@x_ÂAs`Âiu�l>Ñh�Ylu¾sE~As`t{�iy@lV�ilVoIlruwu�l��9o�z�}i�iz�n@l Art{y@l�q�z�n@lVlr~±o°s`�Yn0l|��u�lVn"!�n{t@¸rq|l�~YlVn@l�t{y@x_q�}Jl�}?s_nC�ilVo°s`t��rv]x_y{z�l � �
kds�orx_~�t{y0s`zw~�t@l·�T� �i~iz�orzwt��·n°�Äl���}Yy{zwq|l·s`zw~Yn{z]Æ
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kds  Yv[�iy@l Ó �56��ix_~i~YlV�i~Yl�}iy@lrq�z�¸ry@lVz����Il·�il�u¾sEoIx_~�t{y0s`zw~�t@l·�T� �i~iz�orzwt��[�?kml�v[y0s`}ipYl��«s � q|x_~�t{y0lV�ilr� �p,!�}Jx_t{pY¸In@lInf~Yl±}Jx_�i¶_s`~�t @ s`qfs`z�n Art{y@l±¶[s`uwz����IlIn�n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�tmÆ¬u¾s³oIx_~�t{y0s`zw~�t@lÐ�T� �i~iz�orzwt��¢s`�it@x_y{z�n@lry0su��Äl���z�n@t@lr~YoIl¢�il¢�ilr� �jzw~���x_y{qfs`t{z�x_~Ynµ}Jlry@oIlr}it{zw¶hlIn§��}As`y{t{zwyµ�Yl½oIlInµ�ilr� �jp,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°��
�s`yµoIx_~�t{y@l[��u�lv[y0s`}ipYl2��Â � q|x_~�t{y@l¬�ilr� �Vp,!�}Jx_t{pY¸In@lInd¶_s`uwz��Ys`Âiu�lInKn{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�t�Æºu¾sCoIx_~�t{y0s`zw~�t@l¬�T� �i~iz�orzwt��¬~m��s`�it@x_y{z�n@lry0su��Äl���z�n@t@lr~YoIlVÑ��Yl��T� �i~Yl�zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~§}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�?s`�±}iuw�Yn � �
� x_z�orz�u�lIn�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~YoIlrnM�ilCÃ�¹,� 2�lr� �.p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn �,lrt !·~Yl�}Jlr�i¶hlr~�t Art{y@l�¶_s`uwz����IlInMn{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�tÑ��Yl;n@zYlruwu�lIn¤n0x_~�tMu�lIn8�ruD�rq|lr~�t@n¬�T� �i~YlCq Arq|lCzw~���x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶hl_� 
�s`y¬oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�hn{zAx_~foIx_~Yn{z��i¸ry@lu�lIn·lr~Yn@lrq.Âiu�lIn

Ex
lrt

Ey
�ilIn·n{zwv[~As`� ��s`ÂJx_�it{z�n@n$s`~�t·y@lIn{}JlIort{zw¶hlrq|lr~�tE�'u¾s±���rt@lIo�t@zwx_~Q�il �Álrt.�il !]�Tu¾soIx_~Y��zwt{z�x_~¢Ã�¹5zwq�}Jx[n@lV�ilr� �µo°s_nmÆ

? Ex
lrt

Ey
n@x_~�t���z�n @ x_zw~�t@n

? Ex
lrt

Ey
n@x_~�t �rvhs`� �

�%�a`�7	2"U )�D�$3�J?@�(7XU �"6I24�,� H178�+?@�"2W;=�"-,���,F1��2��
xt−h+1,xt−h+2,...,xt

�RNO#%2424$3HI73�"2"� _G� P�U �"2M� � � �b?1$&����?1�,2B24$3D%6I)�F@Y EGFI$	24#�6G�
��$32+��!"�"7373�"���"6G� �"6a�"6G�4��!"� ?1F N@��#�-,�"2424FI2 ?1�*-<)9��!,D%#���$32�)9��$3#%6�� �@����#%F12 ?@$824#�6I2:� )9F�N173FI2B' �V-")9� $37R24� NO�"F@� E�F1�*78)
?@�"F1Y@$3d"���.-"#�6G�4�0)�$36G���+) �5!,���,6G��� ��P � 61�(24#�$3�BNC)�2W2�) ��$32MZX)�$&���%�
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(b)(a)

temps

Valeur du signal

F

F1

2

tt−h+1
0

1

temps

Valeur du signal

F

F1

2

tt−h+1
0

1

h=6
i=1

h=6
i=3

k�lIn>�«x�or�Yn�n@x_~�t�y@lr}iy��In@lr~�t��In�}As`y��ilIn2}As`y0s`uwuD�ru�x_v[y0s`q|q|lIn¼�TkmlIn�oIlry@oruwlIn¼�*�Ys`~Yn2u�l,v[y0s`}ipYlµ��Â � �J���In{zwv[~Ylr~�tu�lInf¶[s`u�lr�iy@n����jn{zwv[~As`u>y��Io��Y}���y �rlIn¼�¬kml§v[y0s`}ipYl��«s � q|x_~�t{y@l§�i~jo°s_n�x��j�ilr� � p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�¬s_n@n0x�o�zD�IlIny@lIn@}JlIort{zw¶]lrq|lr~�t.s`�¢��x�or�Yn
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�>x_�Yn�s°¶hx_~Yn,n@x_�iuwzwv[~��[���Ys`~YnEu¾s§n0lIort{z�x_~�}iy��Io)�I�ilr~�t@l[��Ñ��Ylfu¾s±�«x_y{qfs`uwz�n0s`t{z�x_~��il�u¾sÐoIx_~�t{y0s`zw~�t@l±Ã ;s`ÂJx_�it{zwtEt{y@¸In,n@x_�i¶hlr~�tE�±�i~�}iy@x_Âiu�¸rq|l'x_�i¶]lry{tE�il�o°s`u�or�iu��ilf}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��[� #9u�l���z�n@t@l|t@x_�it@l��«x_z�n,�YlrnEo°s_n}Jx_�iy�u�lIn0Ñh�Ylru�n�oIlrt{t@l>��x_y{qfs`uwz�n0s`t{z�x_~µlIn{t¬}Jx[n@n@zwÂiu�l[��k�l2oIs_n��T� �i~Yl>q"�rq|x_zwy@l2}Jx[n@n��I�Ys`~�t��i~Yl>�i~iz�Ñ��Yl>p,!�}Jx`�t{pY¸In0l;lr~|lIn{t�u��Äl��ilrq�}iu�l;u�l�}iuw�YnMn{zwq�}iu�l[�]kM�Äx_Â @ lrt¤�il;oIlrt{t@lCn@lIort{z�x_~|lIn@t��T�Älr~|}iy��In@lr~�t@lryMu��C�rt{�Y�il;t{p��Ix_y{z�Ñh�Yl[��2x_�Yn;s`uwu�x_~Yn�}iy@x_�i¶hlry;Ñh�Yl[��q|x !]lr~i~As`~�t;oIlry{t0s`zw~YlInCoIx_~Y��zwt{z�x_~Yn;t{y@¸In¬��s`zwÂiu�lIn�n{�iy�u�l�n{zwv[~As`uT�T�Älr~�t{y��Il�%,��x_~}Jlr�it.t@x_� @ x_�iy@n.t{y@x_�i¶hlry.�i~Yl|q"�rq|x_zwy@l¢��o°s`y0s_ort��ry{z�n��Il7}As`y·u�lft{y{zw}iu�lrt'��pm� z�� u � �il|u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l[�Ks`zw~Yn@z¬Ñ��Yl
> > �
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}As`yCu�l���x�or�Yn�Ñ��izmuw�iz�lIn{t>s_n@n@x�orzD� � Ñh�izm}Jlry{q|lrt{t@l.�T��s`ÂJx_�it{zwy��Eu¾s����rt@lIort{z�x_~½�T� �i~YlVz´~i��x_y{qfs`t{z�x_~Ð}Jlry@oIlr}��t{zw¶hl[�J�2x_�Yn2q|x_~�t{y@lry@x_~YnU�rvhs`u�lrq|lr~�t�u��Äl���z�n{t@lr~YoIlE�T� �i~Yl,ÂJx_y@~Yl,zw~��<�ry{z�lr�iy@lE}Jx_�iy�pm�*oIl,Ñ��izK~Yx_�Yn�}Jlry{q|lrt�T��s°¶[s`~YoIl�y��i~��IÑh�izw¶[s`u�lr~�t����±t{p��Ix_y@¸rq|l·�il�*�p?s`~i~Yx_~§n@�iy;u��C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~As`vhl[�
2�s`~Yn�oIlÐo°s_nf}iy��Iorz�n°�¤u¾s³oIx_~�t{y0s`zw~�t@lÁÃ�¹NlIn{tft@x_� @ x_�iy@n7n0s`t{z�n ��s`z´t0l_�¤}i�iz�n@Ñ��m� �i~Yl§n0lr�iu�l±zw~���x_y@qfs`t{z�x_~}Jlry@oIlr}it{zw¶hl.}Jlr�it�A�t@y@l,���rt@lIort��Il[�*�>x_�Yn����I���izwy@x_~Yn��Yl·u¾sf}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~Á�T�Äl���z�n{t@lr~YoIl,�T� �i~Yl,q"�rq|x_zwy@lEÑh�Yl

&����3!�. 4A9 .1-�*4� �K1Y%&� 4�-<�_� *�,�2=� .1-�*4��> 4�,@9�4A> .1-7B+4�4A� . �]��M3&�4��Ys`~Yn�oIl�o°s_n��il  Yv[�iy@l[�
�MP¡ �P¡  ��ªmZ_¦JZ]\�ªdc¤^�e � ªmXha ¥¤¨9¦JZ[\9ª�c �¤WA^ �¤WA¥ ��g�ª�cdZ[X]¦T\9cdZ[WA^ �¤W &��

k¤� �Y~iz�Ñh�YlCp,!�}Jx_t{pY¸In@lClIn{tMo°s`y0s_ort��ry{z�n �rlC}As`y¤n@lIn�t{y@x_z�n�}As`y0s`q|¸rt{y@lIn�Æ[pm�[zYlrt�u�� 2�s`~Yn¤oIl;o°s_n°�_zwu?s`}i}As`y0s 3�tÑ��YlVu¾s|~As`t{�iy@l,�il·u¾s|vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlE���§�«x�o��An�~m� zw~�t@lry{¶�z�lr~�t2}As_n2�Ys`~Yn>u�lIn2o°s`u�or�iu�n2�il.oIlrt{t@l,n@lIort{z�x_~m�J�>x_�Ynn{�i}i}Jx[n@lry@x_~Yn��ix_~Yo·Ñh�Yl�u¾sEvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIl·lIn@tCÑh�Ylru�oIx_~YÑ��Yl[�
; ~�oIx_~Yn@z��i¸ry@lfÑ��Yl|u�lInVp�¶[s`u�lr�iy@n

xt,xt+1,...,xt+h−1
����n{zwv[~As`u

X
�m}iy{z�n@lIn.lr~�t{y@l|u�lIn·zw~Yn{t0s`~�t@n·t.lrtt�=>p���>[�K��x_y{q|lr~�tE�i~Qp�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~ z�n@n@�Q�il7¶[s`y{z¾s`Âiu�lrnfs`uD�°s`t@x_zwy@lIn�y��Ilruwu�lIn

Xt,Xt+1,...,X(t + h − 1)
�¶_s`u�lr�iy@n��Ys`~YnE� 9�� > � �*Ñ��m�Äx_~¢n{�i}i}Jx[n0l.zw~Y���r}Jlr~Y�Ys`~�t@lInV�ilr� �¢���ilr� �T�J�2x_�Yn�s`}i}Jlru´u�lry@x_~Yn��.¶hlIort@lr�iy�n@x_uw���t{z�x_~½�±t@x_�it�¶]lIort@lr�iyf�

x1,x2,...,xh
� y@lIn{}JlIort0s`~�t�u�lIn��ilr� �½oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn·�il|Ã ; �*kM� p,!�}Jx_t{pY¸In@l��il,y0s`y@lrt��n@lry0s|s_n@n@x�orzD�Il·�,�i~±y��Ilru

ε ∈]0,1[ 
°�
k¤� l���}iy@lIn@n{z�x_~¢�il·u¾sfoIx_~�t{y0s`zw~�t@l'>7��¶hx_zwy>u¾s|n0x_�Yn �9n@lIort{z�x_~ Ó � @ � @ �?}As`v]l > 9 � � zwq�}Jx[n@lEÑh�Yl·u��C�r¶Z�r~Ylrq|lr~�tn{�izw¶[s`~�t�n@x_zwtKy0s`y@l�ÆY� 
�s`y{q�ziu�lInKp,¶[s`u�lr�iy@n�oIx_~Yn��Ior�it{zw¶hlIn��T� �i~En@zwv[~As`u % Ñ��Ylru�oIx_~YÑh�Yl[�_}iy{z�n@lIn�s`� �·zw~Yn@t0s`~�t@nt°�Yt�=?>[�d�w�w�w�At�=>p���>[�Azwudl���z�n{t@l.s`�Ð}iuw�Yn�z�¶[s`u�lr�iy@n2�il1% �|u��Äl ��t��ry{z�lr�iy����±�«x�or�Yn2s_n@n@x�orzD�,��u�� p,!�}Jx_t{pA¸rn0l.�il}As`y0s`q|¸rt{y@lIn�pm�izmlrt;ud�*�
�2x_q�q|x_~Yn

P1
u¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��¢Ñ��YlÐoIlrt,�r¶A�r~Ylrq|lr~�t'n@�iy{¶�z�lr~i~Yl[��k¤� p,!�}Jx_t{pY¸In@l¢�ilÐy0s`y@lrt��Ðzwq�}Jx[n@l�Æ

P1 < ε
� � x_z�orz�oIx_q�q|lr~�tE~Yx_t{y@l�}iy@x_Âiu�¸rq|l'�ilf}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��'}Jlr�it%Art{y@l�zw~�t@lry{}iy��rt��'lr~�t@lry{q|l7�il7o°s`u�or�iu�il�¶hx_uw�iq|l��il�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l·�ilIn;n0x_uw�it{z�x_~Yn;¶A�ry{z  ?s`~�t>Ã ; �YkM�Älr~Yn@lrq.Âiu�l·�ilIn;¶_s`u�lr�iy@n;}Jx[n0n{zwÂiu�lInC���µ¶]lIort@lr�iy�

xt,xt+1,...,xt+h−1
� lIn{t �rvhs`u��

[0,1]h
���ilf¶hx_uw�iq|l�>[�dk�s±}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��7Ñ��Yl|~Yx_�Yn,n@x_�ipAs`zwt@x_~YnEo°s`u�or�iu�lryoIx_y{y@lIn{}Jx_~Y�¢s`�Ðy$s`}i}Jx_y{t�lr~�t{y@l·u�l·¶hx_uw�iq|l.�il·u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l,�ilIn>¶]lIort@lr�iy@n�n@x_uw�it{z�x_~YnE��Ñ��izKlIn{t>q|lrn@�iy0s`Âiu�l �lrt.u�l|¶hx_uw�iq|l��ilfu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l7�ilIn.¶hlIort@lr�iy@n.}Jx[n@n{zwÂiu�lIn°�dk�s±}iy@lrq�z�¸ry@l'oIx_~�t{y0s`zw~�t@l7�il'Ã ; zwq�}Jx[n@l��ix_~YoÑ��Yl�u�l�¶hx_uw�iq|lV�ilIn;¶hlIort@lr�iy@n�n@x_uw�it{z�x_~YnC}i�iz�n@n0l�Art{y@l�zw~��<�ry{z�lr�iy2�

ε
�

2�s`~Yn�u�l·o°s_n>x��§z)8:9��?oIl�t2lr~Yn@lrq.Âiu�l.n@x_uw�it{z�x_~½lIn{t�u�� p,!�}Jlry@or�iÂJl.vZ�r~��ry��·}As`y�u�l��«x�o��An>s_n@n0x�orzD�.�Eu�� p,!��}Jx_t{pY¸In@l[�?Ã�lrt;p,!�}Jlry@or�iÂJl�}Jx[n@n0¸I�il��ilInCoIx_t��InC�il�u�x_~iv[�Ylr�iyCu�� ; ~±lr~±���I���izwt�Ñh�Al�n@x_~µ¶]x_uw�iq|l�lIn@t
lh
�ioIlÑ��izmoIx_y{y@lIn{}Jx_~Y�Ð�,u¾sE}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��·�T�Äx�oIor�iy{y@lr~YoIl.�il�u¾s����rt@lIort{z�x_~Ð�T� �i~Yl�zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~§}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[��2�s`~Ynu�lEo°s_n�vZ�r~��ry0s`u��*u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l�n@x_uw�it{z�x_~�lIn{t�oIx_q�}Jx[n����T� �i~³lr~Yn@lrq.Âiu�l|�T� p,!�}Jlry@or�iÂJlInI� -7� /
*�-���.#�h�TÃ¬pAs_Ñh�Ylp,!�}Jlry@or�iÂJlµoIx_y{y@lIn@}Jx_~Y� �Ðu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l±�Ylrn�¶hlIort@lr�iy@n|n@x_uw�it{z�x_~Yn�}iy��In0lr~�t0s`~�t 	�oIx_q�}Jx[n0s`~�t@lInÐ�

k ≤ i)}As`y{q�zdp½lr~Ð�ilrpYx_y@n2�il·u�� p,!�}Jlry@or�iÂJl.vZ��~-��y �·}As`y>u�l��«x�or�Yn°� 
�x_�iy 	  ���[�Yu�l·¶hx_uw�iq|l·�il·t@x_�Yn>u�lIn�p,!�}Jlry �or�iÂJlInKlIn{t�z��ilr~�t{z�Ñ��Yl¬lrt�¶[s`�it
(1−l)k.lh−k �°u�l¤~Yx_q.Âiy@l¬�il¬oIlIn�p,!�}Jlry@or�iÂJlInKlIn{tdoIx_q.Âizw~As`t@x_zwy@l�lrt�¶[s`�it Ck

h

�
�%���.6�!";=!"61�"���"6G� 24�,�0)J?1$&�B���0) ����' �9���"78)9��$3;=�"���,6G� �

ε
�924$12�).N@��#%HI)�HI$373$&��!W?	U #G-"-"F@�4���"6I-,���"2M�S$36@Z\!,��$3�"F@��� �

ε
�=PQ�,�4����;�)�73�"F@�

�"2M��AIY@!"�+NC) �.7�U �,Y@NO!,��$3���"6G�0) ���"F1�.?@���*)�61$8d�������-"� EGFI�+-"���J!";%!"6I�,���"6G� �IH1$8�,6 EGFI�(��/1!"#���$8EGFI�,���"6G�B��!")�73$32�)�HI73���	61��73� 24#�$&�
NI)�2��"6[N1�0) ��$8E�F1�.�"6 �0)�$324#�6 ?1�.2�)��4��#%N Z\)�$3HI73�(N1��#�HC)9HI$373$3��!(?5U #G-"-,F1�4���"61-"�%� ��#%FI2R$36I24$32M��#%612W24F1�W73�.Z\)�$&��EGFI�.78) 24NO!"-"$&AI-<)9��$3#%6
?@�

ε
?@#%$&�Q���,6I$&�Q-"#%��N@���B?1�B78)�?@F1��!"�B?1�B7XU �,Y@NO!,��$3�"61-"���GNO#%F@�QFI61��?@F1��!"�W$361AI6I$3���G61#��4����?1!�AC61$3��$3#%6*?1�W7 )J�0)9���,��!B$3��N5#�24�BFI61�

;�)�73�"F@�.6�FI7373� NO#�F1�
ε
�5�	��78�,-,���"F1�.NO#%F@�4�0)�24�����"NO#9�4���,� ��7XU )�616I�,Y@����� _ �5NI)�D%�*� 
 � �5NO#%F@�.FI6 -<)973-"FI7 78$8)96G�J78)*;�)�73�"F@�J?1�

ε
�

78)]?1F@��!"�(?1�J7XU ��Y1NO!,��$3�"61-"�%�
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kmlIn>p,!�}Jlry@or�iÂJlIn �rt0s`~�t���z�n @ x_zw~�t@n2�ilr� �½�f�ilr� �*�Jx_~½lr~½���I���izwt�Ñh�Yl·u�l·¶hx_uw�iq|l·t@x_t0s`u��il·u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l�ilIn�n@x_uw�it{z�x_~Yn�lIn{tC�ix_~i~��V}As`yCu��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~§n{�izw¶_s`~�t@l�Æ
i
∑

k=0

Ck
h(1− l)k.lh−k

k�sµ}iy@lrq�z�¸ry@l7oIx_~�t{y0s`zw~�t@l��il7Ã ; zwq�}Jx[n@lfÑ��Ylforl|¶hx_uw�iq|l�n@x_zwtVzw~�� �ry{z�lr�iyE�
ε
� *�uwu�l|zwq�}iuwz�Ñ��Yl��ix_~YoÑ��Yl�u�lInCt{y{zw}iu�lrt@n.��pm� z�� u � �iy@lIn@}JlIort0s`~�t2Ã ; ¶A�ry{z  Alr~�tmÆ

i
∑

k=0

Ck
h(1− l)k.lh−k ≤ ε

� B � > �
Ã�lrt{t@l,y@lru¾s`t{z�x_~�s`�iy0s`zwt�}i� Art{y@l�x_Âit@lr~��Yl�n0s`~Yn��it{zwuwzwn0lry�u�lIn�¶]x_uw�iq|lIn¼�Jqfs`z�n�lr~³s_n@n@x�orz¾s`~�tV��u��C�r¶A�r~Yl��q|lr~�t �ruD�rq|lr~�t0s`zwy@l7�.u¾s�	�z�¸�q|l�oIx_q�}Jx[n0s`~�t@l

xk
���µp�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~§lIn@t�zw~Yoruw�Yn@l��Ys`~Yn�u�l>�«x�or�YnCs_n@n@x�orzD�IlV�u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@lV�il�}As`y0s`q|¸rt{y@lInCpm��zmlrt;ud���i~Yl�¶_s`y@z�s`ÂYuwl·s`uD�°s`t@x_zwy@l·��z�n@ory@¸rt@l�n{�izw¶[s`~�t;�i~Yl�u�x_zm�il�¿�lry{~Yx_�iuwuwz��

; ~�}Jlr�it¤s`u�x_y@nMoIx_~Yn@z����ry@lry�u¾s2¶[s`y{z¾s`Âiu�lCs`uD�°s`t@x_zwy@lC��z�n@ory@¸rt@l;y@lr}iy��In@lr~�t��Il;}As`y�u¾s2n0x_q�q|l;�il�oIlIn�pE¶[s`y{z¾s`Âiu�lIns`uD�°s`t@x_zwy@lIn,n{�Y}i}Jx[n��IlInVzw~Y���r}Jlr~Y�Ys`~�t0lIn°��Ã�lrt{t@lf~Yx_�i¶]lruwu�lf¶_s`y{z¾s`Âiu�l7s`uD�°s`t@x_zwy@l�n{�izwtV�i~Yl|u�x_z¤Âizw~Yx_q�z¾s`u�l��il}As`y0s`q|¸rt{y@lInfuClrt|pm��k�s¢}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��§Ñ��Yl'~Yx_�Yn|y@lIo0pYlry@o0pYx_~Yn�orx_y@y@lIn{}Jx_~Y� �¢u�s¢}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��§Ñ��YlµoIlrt{t@ln0x_q�q|lVn@x_zwtCn{�i}��ry{z�lr�iy@l·x_���rvhs`u�l·�,p���z��

Kx_�iy'��x_y{q.�Yuwlryµu¾s��ilr� ��z�¸rq|lÁoIx_~�t{y0s`zw~�t@l[�;~Yx_�Yn±s`uwu�x_~Yn±oIx_~Yn{z����ry@lry±Ñ��YlÐu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l³�ilInµn{zwv[~As`� �}Jlry@Çr�Yn�y��Ilruwu�lrq|lr~�t�}Jlr�it	Art{y@l�q|x����ruwz�n��2�il�u¾sVqfs`~iz�¸ry@l2n{�izw¶_s`~�t@l[� ; ~7n{�i}i}Jx[n@l>Ñ��YlCu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l2�ilIn¬¶hlIo��t@lr�iy@nC�

xt−h+1,xt−h+2,...,xt
� n@x_~�t��ilInKy��°s`uwz�n0s`t{z�x_~YnM�T� �i~E¶hlIort@lr�iy��joIx_q�}Jx_y{t0s`~�t�pE¶_s`y{z¾s`Âiu�lInMs`uD�°s`t@x_zwy@lIny��Ilruwu�lIn°���[�rt0s`~�tCq�z�n�n@x_�Yn;u¾s,��x_y{q|lVn{�izw¶[s`~�t@l�Æ

Y = Xd +B

Xd
lIn{t��i~'¶hlIort@lr�iy°��oIx_~Yn{t0s`~�tC�Ys`~Yn�u�l2t@lrq�}Yn°�is`}i}As`y{t@lr~As`~�t>�.u«� p !�}Jlry@or�iÂJl

[0,1]h
lrt

B
lIn{t��i~'¶hlIort@lr�iy�ilE¶_s`y{z¾s`Âiu�lIn·s`uD�°s`t@x_zwy@lIn·oIx_~�t{zw~��YlIn

B1,B2,...,Bh
Ñ��m�Äx_~Án@�i}i}Jx[n@lry0s7zw~Y���r}Jlr~Y�Ys`~�t@lIn°��kmlIn

Bj
}Jx_�iy{y@x_~�t

Art{y@lEs_n@n@x�orzD�IlIn��f�ilIn>u�x_z�n2�il·}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��E��z´Å �ry@lr~�t@lIn>u�lIn>�i~YlIn2�ilIn�s`�it{y@lIn¼�?¹>~YlVy��°s`uwz�n$s`t{z�x_~¢�il.¿²n0lry0s�i~�¶hlIort@lr�iy°�h~Yx_t��
b1,b2,...,bh

� ; ~7oIx_~Yn{z��i¸ry@l �rvhs`u�l�q|lr~�t�u�l�¶]lIort@lr�iy��
p1,p2,...,ph

� ∈ [0,1]h
�h�ix_~�t�o0pAs_Ñ��YloIx_q�}Jx[n$s`~�t@l

pj
���  Y~izwt;u¾s.}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���}Jx_�iyCÑh�Yl

xt−h+j
s`}i}As`y{t{z�lr~i~Yl.s`�7�«xhor�YnCs_n0n@x�orzD���.u�� p,!�}Jx_t@pY¸In@l�il�u¾sEq"�rq|x_z´y0l�Æ

pj = P (Y ∈ [C(t− h+ j)− l/2,C(t− h+ j) + l/2])

k�s�n@lIoIx_~Y�ilVoIx_~�t{y0s`zw~�t@l.lIn{t�s`u�x_y@n�l���}iy{zwqfs`Âiu�lV}As`yCu¾sEy@lru¾s`t{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l�Æ
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



∏

j∈E

pj









∏

j∈E

(1− pj)



 < ε
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? u���s`zwy@l A2

���ruwzwq�zwt��Il½}As`y'u�lIn�q Arq|lIn'}Jx_zw~�t@n 
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Effet d’une imprécision de Xd sur la détection d’info. perc.
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Effet d’une imprécision de σ sur la détection d’info. perc.

l=0.9l=0.65l=0.35l=0.05
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²s°¶hlIo,oIlruw�iz��T�Ä� ; � #SuK~Yx_�Yn>��s`�it��ix_~YoN�rt@lr~Y��y@lE~Yx[n2y��In@�iuwt0s`t@n°� �
"+��� ��������~Yx_�Yn;y@lIo0pYlry@o0pYx_~Yn>u«�Älr~Yn0lrq.Âiu�lV�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lInCu�l�}iuw�YnCv[y@x[n;}Jx[n@n@zwÂiu�l[�in$s`t{z�n �«s`z�n$s`~�t>Ã ; lrt>Ã�¹,�
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#Su?l���z�n@t@lC}Jx_�iy{t0s`~�t��i~7o°s_n¬x��7x_~�}Jlr�it¬}iy@x_u�x_~iv]lry¬��s_orzwu�lrq|l�~�t�uwlIn�o°s`u�or�iu�n¬y��°s`uwz�n��In�n{�iy¬�i~Yl�q"�rq|x_zwy@l�V�i~Yl>p,!�}Jx_t{pY¸In@l�Æ�zwu*n°��s`v[zwt����'o°s_n�x��7u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn¬p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn�~Yl>}Jlr�i¶]lr~�t�}As_n	Art{y@l>¶[s`u´z����IlIn��ilr� ����ilr� �Ðn@zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�tmÆ*zwu�n°��s`v[zwt��T� �i~Áo°s_n2}As`y{t{z�or�iuwz�lry��Yl.y@lIn{}JlIort��il.u¾s�oIx_~�t{y0s`zw~�t0l|Ã�¹���u�x_y@n0Ñh�m� �i~Ylp,!�}Jx_t{pY¸In@l�lIn{t�¶[s`uwz����Il_�ix_~'lIn@t;s_n@n{�iy��2Ñ��m��s`�Yor�i~YlVs`�it{y@l2~m�ÄlIn{t�¶[s`uwz����Il�lr~'q Arq|l2t@lrq�}Yn � �'2�s`~Yn�oIl�o°s_n°�u¾sf}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��E�il.¶[s`uwz��Ys`t{z�x_~Á�T��s`�½q|x_zw~Yn2�i~Yl.p,!�}Jx_t{pY¸In@l,lIn{t �rvhs`u�lE�fu¾sfn0x_q�q|l,�ilIn>}iy0x_ÂAs`Âizwuwz´t �rnV�il¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~½�ilIn�p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn¼�i}iy{z�n@lIn>n��r}As`y��rq|lr~�t°� ; ~§y@lrt{y@x_�i¶]l,s`uwx_y0n��ilIn�y@lru¾s`t{z�x_~Yn2s`~As`u�x_v[�YlIn�� B � >·lrt
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My@x�oIlrn0n{�Yn��il�n �ru�lIort{z�x_~±}Jx[n@n �r�As`~�t��ilr� �µn{zwv[~As`� �µ�T�Älr~�t{y��Il[�
Ã�lrt{t@lMy����Al���z�x_~·~Yx_�Yndn@lrq.Âiu�l¤n0s`t{z�n ��s`zwn$s`~�t@lM���V}Jx_zw~�td�il�¶��YlM���Vy@lIn{}JlIortd�il¬Ã ; �¼�¢s`z�n°�Ilruwu�lM~m��s`ÂJx_y@�il}As_n2Ã�¹.�

�¤P��MP�� � �Ac �AX]¦T¨9\9^`¦JZ]\�ªdc �j¨ =¾¥�Z]\S¨�\�^`¦JZ]\«ªdc �MW �¬¨S¥¤^_\�WA¥¤Xh^±^_\�©�c¤¦*¥ � �&=�W?c�Z[X �AW
�>x_�Yn·~Yx_�Yn,n@x_q�q|lIn·uwzwq�zwt��InE�±u��C�rt{�Y�il��T� �i~�}iy@x�oIlIn@n{�Yn,�ilfn��ru�lIort{z�x_~�~Ylf}Jx[n@n��I�Ys`~�t,Ñh�m� �i~�n{zwv[~As`u�T�Älr~�t{y��Il[�;Ã�x_q�q|lr~�tf�«s`zwy@l±u�x_y@n@Ñ��m� zwu>l���z�n{t@l±}iuw�Yn{z�lr�iy@n�n{zwv[~As`� � �Ð�>x_t{y@l±z����Il§lIn{t��il±���I��z�lry��i~Yl±q"���q|x_zwy@l·}As`y{t{z�or�iuwz�¸ry@lE�|o0pAs_Ñh�Yl.n{zwv[~As`u���¶hx_zwyCu¾s  Yv[�iy@l B � Ò � ÆA~Yx_�Yn>n{�izw¶]x_~An�lr~ÐoIlru¾s�u¾s|n{}��Iorz¾s`uwz�n0s`t{z�x_~¢�ilIn��z´Å �ry@lr~�t@lInVÀ°x_~YlIn·����oIlry{¶]l°s`�m��k�s'q"�rq|x_zwy@l|t@x_t0s`u�l|lIn{t°�T}Jx_�iyV~Yx_�Yn°�Tu¾s'n@x_q�q|l|�ilInVq"�rq|x_zwy@lInV}iy@zwn0lInzw~Y��zw¶�z����Ylruwu�lrq|lr~�t¼� 2�l|}iuw�Yn°��~Yx_�Yn·}Jlr~Yn@x_~Yn,Ñh�Al�u¾s±}iy@lrq�z�¸ry@l7oIx_~�t{y0s`zw~�t@l7�il7Ã ; �ix_zwt Art{y0l|y@lIn@}Jlrort��Ilzw~Y��zw¶�z����Ylruwu�lrq|lr~�t¼��}Jx_�iy7o0pAs_or�i~Yl¢�ilInfq"�rq|x_zwy@lIn¼��s`u�x_y@n7Ñ��Yl±u¾s��ilr� ��z�¸rq|l½oIx_~�t{y0s`zw~�t@l¢�il¢Ã ; lrt�u¾soIx_~�t{y0s`zw~�t@l�Ã�¹ n@lEoIx_q�}iy@lr~i~Ylr~�t.n@�iy�u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l|�ilIn�q"�rq|x_zwy@lIn·���I��zD�IlIn·o0pAs_or�i~Ylf�7�i~³n{zwv[~As`u�� � x_z�orzu�� zw~�t@lry{}iy��rt0s`t@z�x_~E�il¤oIlru¾s��¼k�lM}iy@x�oIlIn@n{�Ynd�il¤n��ru�lIort{z�x_~.~m�ÄlIn{t�}As_n�q|xh�iz  4��Æ¼zwu]¶[s`uwz��il¤x_�·zw~�¶[s`uwz��ilMu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l�ilIn�p,!�}Jx_t{pY¸In@lInMoIx_~�t@lr~��YlIn¤�Ys`~Yn�u�lIn�q"�rq|x_zwy@lInMlr~|lr~�t{y��IlC����n>!�n{t@¸rq|l[�_y@lru¾s`t{zw¶]lrq|lr~�t¬s`� ��n{zwv[~As`� ��s`� ���Ñ��Ylru�nCoIlruwu�lIn �9orzdn@x_~�t����I��zD�IlIn°��2�s`~YnC~Yx_t{y@lVl���lrq�}iu�l·�il�u¾s� Yv[�iy@l B � Ò �

M1
n@lry{t>�,¶[s`uwz��ilry

X1
�Ys`u�x_y@n�Ñ��Yl

M2
n@lry{tM�>¶[s`uwz��ilry

X2
� 2,��s`�it{y@l�}As`y{t°�_u�l�n@x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l��T�Ä� 
Á~Yl¬��x_�iy{~izwtMÑh�m� �i~Yl;n@lr�iu�l�zw~���x_y@qfs`t{z�x_~�}Jlry �oIlr}it{zw¶hl[�[k�s�oIx_~�t{y0s`zw~�t@l>Ã�¹ zwq�}Jx[n@l;Ñ��m� �i~Yl�p,!�}Jx_t{pY¸In0l�~Yl�}i�iz�n@n@l�}As_nMs`}i}As`y{t@lr~izwy¬���ilr� �,zw~���x_y{qfs`t{z�x_~Yn}Jlry@oIlr}it{zw¶hlIn°���>zw~Yn{z��Tn@zM�ilr� �¢p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn·n0x_~�t�¶[s`uwz����IlIn·n{zwq.�iuwt0s`~-��q|lr~�t7��lruwu�lIn·}Jlr�i¶]lr~�t,s`}i}As`y{t@lr~izwyE��ilr� �.q"�rq|x_zwy@lIn �ruD�rq|lr~�t0s`zwy@lInM��z´Å �ry@lr~�t@lIn � �[lru´u�lIn�n@x_~�tMs_n@n@x�orzD�IlIn��>�i~Yl��i~iz�Ñh�Yl�zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~�}Jl�y0orlr}it@z´¶hl[�

Ã�lrt{t@l>s`~As`u !�n@lClIn{t¤oIx_p��ry@lr~�t@l2s°¶hlIo;u�l;�«s`zwt¤Ñ��Yl;~Yx_t{y@lC}iy@x�oIlIn@n@�Yn¤�il;¶�z�n{z�x_~|~Yx_�Yn¬�ix_~i~YlCu�� zwq�}iy@lIn@n{z�x_~Ñ��Yl,u¾sf��x_y{q|l��T� �i~Áx_Â @ lrt�lrt�n0s7oIx_�iu�lr�iy��«x_y{q|lr~�t��i~Át@x_�it°�Ts`u�x_y@nVÑh�m� zwu�n�n@x_~�tVs`~As`u !�n��In�}As`y��ilIn�À°x_~YlIn��z´Å �ry@lr~�t@lIn����,oIlry{¶hl°s`�m�`qfs`z�n��T� �i~Yl¬qfs`~iz�¸ry@l�n{zwq.�iuwt0s`~��Il���}Jx_�iy��i~Ex_Â @ lrt��ix_~i~��[�`u���s`~As`u !�n@l��il¬u¾sC��x_y{q|ls_ort{zw¶hlry0s`zwt¤t@x_� @ x_�iy@nMu�lIn�q Arq|lInMy��rv[z�x_~Yn¤���foIlry{¶]l°s`�m��s`u�x_y@nMÑ��Yl�u���s`~As`u !�n@lC�il�u¾s�oIx_�iu�lr�iy¤n@lry0s`zwt¤l�ÅTlIort{���Il�rvhs`u�lrq|lr~�t>}As`y;�Y~Yl�y��rv[z�x_~Ðn{}��Iorz  AÑ��Yl � �
�¤P��MP�� �ÁWAc �?^ºW �MWQ¨ =¾\9c ( ªmXhab¦JZ[\�ª�c��;WAXhg�W��MZ]\�U�W �j¨>=¾¦*\ �MW�� =�¦Tg�Z]\�ª�c¬^µX ����W ��WA^

¹�~Yl¬z����Il����rÂAs`t{t{�Yl;s_ort{�Al�uwu�lrq|lr~�tM�Ys`~YnKu�l¬�ix_qfs`zw~Yl;�ilInKn0orzwlr~YoIlIn�oIx_v[~izwt{zw¶]lIn�lIn{tdu�l¬y>-_u�l��il�oIlry{t0s`zw~YlIns_ort{z�x_~Yn·y����Al��ilIn·�Ys`~YnVu��Äx_Âit@lr~�t{z�x_~��T� �i~Yl|zw~���x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�dkM�Äl���lrq�}iu�lft !�}iz�Ñh�Yl|lIn{t·oIlruw�iz¬�ilInn$s_oIo°s_�ilIn2x�or�iu¾s`zwy@lIn°�J�Yx_~�t2x_~¢sf���rt@lry{q�zw~��,u�� zwq�}Jx_y{t0s`~YoIl��Ys`~Yn>u�lIn>t��_o0pYlIn2�il.y@lIoIx_~i~As`z�n@n0s`~YoIl,¶�z�n{�Ylruwu�l��y@lIoIx_~i~As`z�n0n0s`~YoIl|�T� �i~³¶�zwn$s`v]l[�*}As`yVl���lrq�}iu�l � �m¹>~YlEp,!�}Jx_t{pY¸In0lEt@lr~As`Âiu�l|lIn{tVÑh�AlEoIlIn�q|x_�i¶hlrq|lr~�t@n·n@l��y0s`z�lr~�tE��z�n@ory{zwq�zw~As`~�t@n,}Jx_�iy.u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[� � x_z�orz�oIx_q�q|lr~�t,~Yx_�Yn.zw~�t��rv[y@x_~Yn,oIlru¾sÐ�±~Yx_t{y@lq|x����ruwz�n$s`t{z�x_~Ð���±n0x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]lV}Jlry@oIlr}it{z´�{�
kmlC�«s`zwt��ilCÂJx_�iv]lry�u�lCÂiy0s_n°�h}As`y�l���lrq�}iu�l[��lIn{t¬lr~iv]lr~Y��y��>}As`y¬�i~�n@z´v[~?s`uAq|x_t@lr�iy°��qfs`z�n�lIn{t�s_oIoIx_q�}Asº�v[~��E�T� �i~YlEn@lr~Yn0s`t{z�x_~½}As`y@t{z�o��Yu´z�¸ry@l]�TÑh�izK}Jlry{q|lrt��il,n$s°¶]x_zwy�Ñ��m�Äx_~½ÂJx_�iv]lEl�Å*lIort{zw¶hlrq|lr~�t�u�l.Âiy0s_n¼�TÃ�lrt{t@ln0lr~Yn0s`t{z�x_~�}Jlr�it Art{y@lf���Iory{zwt@lfoIx_q�q|lf�i~�n{zwv[~As`u¬Ñh�iz�s_oIoIx_q�}As`v[~Ylfu�l|q|x_�i¶]lrq|lr~�t°�d�2x_�Yn·n@x_�ipAs`zwt@x_~An°�t@x_�it�n{zwq�}iu�lrq|lr~�t°��}iu¾s_oIlry|oIl7n{zwv[~As`uC�§u��Älr~�t{y��Ilµ����}iy@x�oIlIn0n{�YnE�il'n��ru�lIort{z�x_~m� 2E��s`}iy@¸InEu¾s½n@x_�Yn �9n@lIort{z�x_~

> Ó[Ó



�  !��"+�����#� � � � �����!��� � ������ �>�������
� ���%�
� " ����� " �#� ��� �C����� "+�"��" �C� � � � � ��� �.����
 ����� ��� " ��� ��� "���� �C�

}iy��Io)�I�ilr~�t@l[�izwuTn0lry0sEs_oIoIx_q�}As`v[~��V�T� �i~Yl�q"�rq|x_zwy@lV���I��zD�Il[� 
Kx_�iy@Ñh�Yx_z�oIlru¾sEo0pAs`~iv]l���t ��zwu�Ñh�Al�u�Ñ��Yl�o0pYx[n0l��~Yx_t{y@l>}iy@x_Âiu�¸rq|l ��*�zwq�}iu�lrq|lr~�t;}As`y@oIl2Ñ��Yl�u�l>n"!�n{t@¸rq|l�}Jlr�it�qfs 3�t{y{z�n@lry�u��C�r¶]x_uw�it{z�x_~µ�il2oIl>n@zwv[~As`uJ�Ys`~Yn�u�lt@lrq�}Yn°�*n{�iy2�il,u�x_~iv[�YlIn2}��ry{z�x��ilIn|��u�l,}ip��r~Yx_q|¸r~Yl��il.Âiz´���iy@o°s`t{z�x_~³���Iory{zwt��Ys`~Yn2u�l,o0pAs`}izwt{y@l,}iy��Io)�I�ilr~�t°�zw~�t{y@x����iz�n0s`~�t�u�� �it{zwuwz´t �>�T��s°¶]x_zwy¬�i~�lr~Yn@lrq.Âiu�l �rt@x`Å ���T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn��T�C�r¶]x_uw�it{z�x_~m��~m��s`}i}As`y0s 3�t¬}As_n¤z�orz � � ; y°�u��Äx_Âit@lr~�t{z�x_~��T� �i~Yl7zw~���x_y{qfs`t{z�x_~Q}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�zw~Yoruw�As`~�tE}iuw�Yn{z�lr�iy@n,p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�K�ix_~�t,�i~Yl7Ñ��iz�lIn{t.z�n@n@�Yl��� n{zwv[~As`u;uwzD�±s`��q|x_�i¶hlrq|lr~�t°��}Jlry{q|lrtf�T��s_n@n0x�orz�lry§��x_� �ilµoIx_y{y��ru�lry � u�lInfs`�it{y@lIn|p,!�}Jx_t{pY¸In@lInfs¼¶]lIoµoIlq|x_�i¶hlrq|lr~�tfÑ��m� zwu;qfs 3�t{y{z�n@l[�MkM�Äl����Ior�it{z�x_~j�il'u���s_ort{z�x_~ y����Al��il @ x_�Yl±s`u�x_y@n|u�l'y>-_u�lµ�ilµÂiz´���iy@o°s`t@lr�iy°�¤lr~oIx_~�t{y>-_u¾s`~�t�u�� �r¶hx_uw�it{z�x_~j�ilIn�s`�it{y@lIn�n{zwv[~As`� ���T�Älr~�t{y��Il§��� }iy@x�oIlIn0n{�Ynf�il±n��ru�lIort{z�x_~m�¤�2x`�An|n@x_�ipAs`zwt@x_~Yns`}i}iuwz�Ñ��Ylry>oIlrt{t@lVq|x����ru´z�n$s`t{z�x_~½�Ys`~YnCu�lVo°s_��y@l·�T� �i~Yl·l���}��ry{z�lr~YoIl.�il�y@lIoIx_~i~As`z�n@n$s`~YoIl·�'!�~As`q�z�Ñh�AlV�T�Älr~��¶�z´y0x_~i~Ylrq|lr~�t2�it{zwuwz�n0s`~�t2�i~½y@x_ÂJx_t>q|x_Âizwu�l ��pYlr}Jlry0s��*kM� z����Il,vZ��~-��y$s`uwlElIn{t2Ñh�Yl.oIl·y@x_ÂJx_t�lIn{t>zw~Yo°s`}As`Âiu�l[��'�i~�zw~Yn{t0s`~�t·t·�ix_~i~��[���il|y@lIoIx_~i~As 3�t{y@l7s°¶hlIo  ?s`Âizwuwzwt���n@x_~�lr~�¶�zwy@x_~Y~Ylrq|l�~�t'��zwu¤lIn@tVt{y@x_}³q !]x_}Jl � � 
�s`yoIx_~�t{y@l[�A~Yx_�Yn>lIn{}��ry@x_~Yn>}Jx_�i¶]x_zwy>q|x_~�t{y@lry2Ñ��Yl�u�lVy@x_ÂJx_t>}Jlr�it>l�ÅTlIort{�Ylry>�i~YlVy@lIoIx_~i~As`z�n@n$s`~YoIl1 ?s`Âiu�l[�?lr~��z�n@ory{zwq�zw~As`~�t�u�lIn�n{zwt{�As`t{z�x_~YnC}Jlry@oIlr}it{zw¶hlInCv[y��_oIl·��n@x_~µq|x_�i¶hlrq|lr~�t>n{�iy;�i~±}��ry{z�x��il·�il�t@lrq�}Yn�oIx_�iy{t@l[�
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; ~·oIx_~Yn{z��i¸ry@lM�i~·n{zwv[~As`u
X
q|x_~Yx`�9��zwq|lr~Yn{z�x_~Y~Ylru��ix_~�t�u�lInT¶[s`u�lr�iy@nmy��Ilruwu�lIn�n0x_~�tTÂJx_y@~��Ilrn¼� 
�s`y�oIx_~�¶hlr~��t{z�x_~m��x_~'oIx_~Yn{z����ry@lry0sE�Ys`~Yn�u¾s.n@�izwt@l2�il2oIl2o0pAs`}izwt{y@l�Ñ��Yl>t@x_�it@lIn�u�lrn�¶[s`u�lr�iy@n��il

X
n@x_~�t�oIx_q�}iy{z�n@lIn;�Ys`~Ynu�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�l

[0,1]
�k�lIn|¶[s`u�lr�iy@nf�il
X
n@x_~�t|y��Ior�i}��ry��IlIn'�¢zw~�t@lry{¶[s`uwu�lIn��ilµt@lrq�}Ynfy��rv[�iuwz�lry@n°�¤t@x_�it@lInfu�lIn

τ
n@lIoIx_~Y�ilIn°�¤kmlInt@lry{q|lIn

X(t),X(t+ 1),...,X(t+ k)
���In{zwv[~Ylr~�t�y@lIn@}JlIort{zw¶]lrq|lr~�t>u¾sE¶_s`u�lr�iy>�il

X
y��Ior�i}��ry��Il,�,u�� zw~Yn@t0s`~�t

t,t+ τ,...,t+ k.τ
�k�l.n"!�n{t@¸rq|l·}Jl�y0orlr}it@z �

PX
Ñh�izdy��°s`v[zwt�s`���Y� �Ð�il.�ix_~i~��IlIn2y@lIÇr�YlIn2�il
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]
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Y
�ilÐu¾s��x_y@q|l

Y (t) = (1− λ) f(t) + λX(t)
�Ys°¶hlIo

λ ∈ [0,1]
�
f(t) = 1

2 (1 + sin(t))
lrt

X(t)
n{zwv[~As`uds`uD�°s`t@x_zwy@l�il.�ilr~Yn{zwt��.�il·}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��,�i~iz´�«x_y{q|l.n@�iy.� 9�� > � �J�>x_�Yn2oIx_~Yn{t0s`t@x_~Yn�Ñh�Yl·u�x_y@n@Ñh�AlVu���s`q�}iuwzwt{�Y�ilE�il·u��C�Io°s`y{tqfs ��z´q,�iq lr~�t{y@lC�ilr� �,}Jx_zw~�t@n¤oIx_~Yn��Ior�it{z´��n

Y (t)
lrt

Y (t+1)
lIn{t�zw~�� �ry{z�lr�iy@lCn{t{y{z�ort@lrq|lr~�t¬�2u¾s2y��In@x_uw�it{z�x_~m�

�%���.#�FI2�F1��$373$324�,��#%612�-"���4���(;�)�73�"F@��)9��H1$&�4�0)�$&����?1�
ε
-"#%�����B��!,Z\!,���,6I-"���
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�x_�iyCzwuwuw�Yn{t{y@lry�oIl���s`zwt°��}iy@lr~Yx_~YnC�Y~±n{zwv[~As`u

Y
���  Y~iz�oVx_q�q|lVn{�izwtmÆ

{

Y (t) = 1
2 (1 + sin(t)) ,si C(t) < λ

Y (t) = X(t) ,si C(t) ≥ λ

��¶hlIo
C
lrt

X
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Amplitude maximum du bruit: λ

Evolution de la cohérence suivant l’amplitude λ du bruit appliqué à f(t), pour différentes résolutions

r=5r=7r=10r=15r=25r=50r=100

r=200

r: résolution

f(t)=0.5*(1+sin(t))

k�s ��x_~Ao�t@zwx_~ s`y{t{z  Aorz�lruwuwlrqflr~�tÁÂiy{�izwt��Il�}As`y½�i~5Âiy{�izwt¢�il�u�x_z.�i~iz´�«x_y{q|l��T��s`q�}iuwzwt{�Y�il
λ
lIn{t

f(t) =
1
2 (1 + sin(t))

�
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Taux de données aléatoires (échelle logarithmique)

Evolution de la cohérence suivant le taux de données aléatoires du signal, pour différentes résolutions

r=5

r=7

r=10

r=15

r=25

r=50

r=100

r=200

r: résolution

f(t)=0.5*(1+sin(t))

kds,��x_~Yort{z�x_~§lIn@t
f(t) = 1

2 (1 + sin(t))
�
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τ

Evolution de la cohérence suivant le pas d’échantillonnage τ appliqué à f(t), pour différentes résolutions

r=5r=7r=10r=15r=25
r=50

r=100
r=200

r: résolution

f(t)=0.5*(1+sin(t))

kds,��x_~Yort{z�x_~§lIn@t
f(t) = 1

2 (1 + sin(t))
� *�uwu�l�~m��sE}As_n �rt���Âiy{�izwt��Il.s`y{t{z  Aorz�lruwu�lrq|lr~�t°�

; ~7y@lrqfs`y@Ñ��Yl�Ñh�Yl>u¾s.oIx_p��ry@lr~YoIl�oIx_q�q|lr~YoIl��.o0p��it@lry�u�x_y@n@Ñ��Yl
τ > 2r
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Pr = Pr+ + Pr− =
2

(r − 1)2
,r ≥ 3

*�x_zwt
X
�i~|n{zwv[~As`uY�ix_~�t�u¾s���z�n{t{y{zwÂi�it{z�x_~�n{�izwt��i~Yl;uwx_zY�i~iz´��x_y{q|lCn{�iy;� 9�� > � lrt

r
u¾s2y��In@x_uw�it{z�x_~�s°¶hlIo�u¾s_Ñh�Ylruwu�lu�l�n@zwv[~As`u?lIn@t¤¶��m�hk�l�n0lrv[q|lr~�t2� 9�� > � lIn{t¤}As`y{t{zwt{z�x_~i~���lr~fy�n@lrv[q|lr~�t@n��ilCq Arq|l>u�x_~iv[�Ylr�iy

l = 1
r

�]~Yx_q�q"�In
i0,i1,...,ir−1

�
Ã�x_~Yn@z����ry@x_~Yn2�i~¢n@lrv[q|lr~�t

ik−1
�*s°¶]lIo

k ∈ {2,...,r − 3} �?t@x_�Yo0p��E�fu�� zw~Yn{t0s`~�t2t2}As`y2u�l.n{zwv[~As`u X(t)
��2x_�YnEn@x_�ipAs`zwt@x_~Yn|o°s`u�or�iu�lry�u¾sÐ}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��

Pr+
�il'���rt@lIort@lry�u�lµn@lrv[q|lr~�t�x_y{z�lr~�t��

i+k
��kml'n@o0p��rqfs¢�il���rt@lIort{z�x_~Ð�ilVoIl�n@lrv[q|lr~�t>x_y{z�lr~�t��VlIn{t��ix_~i~���}As`yCu�l�v[y0s`}YpYlV¿�� > >[�

; ~�lr~Q���I���izwt,Ñ��Ylfu¾s±}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��'�il����rt@lIort{z�x_~Ql�ÅTlIort{zw¶]l��i��n@lrv[q|lr~�tEx_y{z�l�~�t��
i+k

s`��ÂJx_�it,�il @}As_n��ilEt@lrq�}YnVn°�Äl���}iy{zwq|l�lr~¢��x_~Yort{z�x_~����¢}As_n@n$s`v]lE�Ys`~Yn�u�lInX�rt0s`t@n
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l2
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2l3
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��Ã�lrt{t@l2l���}iy@lIn@n{z�x_~7l���z�n{t@l[��o°s`y�uJlIn{t�n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t�zw~��<�ry{z�lr�iy� >[��*�uwu�l�}Jlr�it·n@lEq|lrt{t{y@l|n@x_�Yn�u¾s��«x_y{q|l
l2
∑∞

j=0(j + 1)lj
�Tk�lEy��In{�Yu´t$s`tV�Yl�oIlrt{t@l|n@x_q�q|l�zw~' Y~iz�l|lIn{t

�,oru¾s_n@n{z�Ñ��Yl·�Ðlrt�¶_s`�it 1
(1−l)2

� 
�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�
Pr+ = l2

(1−l)2
��*�~³��zw¶�z�n$s`~�t�}As`y

l2
�Jx_~Áx_Âit@zwlr~�t�u��Äl����

}iy@lIn@n{z�x_~§���In{zwy��Il�Æ
Pr− = 1

(r−1)2
�

k�l��«s`zwt��il����IoIx_�i¶�y{zwy��i~Yl�t@lr~Y�Ys`~YoIl>��}Jx[n{zwt{zw¶hlMx_��~��rvhs`t{zw¶hl � �rt0s`~�tmu¾s�y��r�i~iz�x_~.�il��ilr� ���«s`zwt@nmzw~Y���r}Jlr~���Ys`~�t@n°�i�ix_~�t;u�lIn;}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In�n@x_~�t
Pr+

lrt
Pr−

��x_~±lr~±���I���izwtCu��Äl ��}iy@lIn@n@zwx_~±���In@zwy��Il��il2u¾s,}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���ilV���IoIx_�i¶�y{zwy��i~Yl�t@lr~Y�Ys`~YoIl���}Jx[n{zwt{zw¶]lVx_�±~��rvhs`t{zw¶hl � �
k�x_y@n@Ñh�Yl

k ∈ {1,2} �du¾s§}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��µ�il'���IoIx_�i¶�y{zwyE�i~Yl7t@lr~Y�Ys`~YoIl7~��rvhs`t{zw¶hlµ�§}As`y{t{zwy��il ik−1
lIn{t~��iuwu�l[��}i�iz�n@Ñ��m� zwu?��s`�it;s`�'q�zw~izwq.�iq t@y@x_z�n�n@x_�Yn �9n0lrv[q|lr~�t@n�oIx_~Yn��Ior�it{z´�«n°�'2�l>q Arq|l[��n{z

k ∈ {r− 1,r− 2} �u¾sE}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��·�ilV���IoIx_�i¶�y{zwy��i~Yl�t@lr~Y�Ys`~YoIlV}Jx[n{zwt{zw¶]lVlIn{t;~��iuwu�l[�

Kx_�YyCoIx_~' Yy@q|l�y>l���}��ry{zwq|lr~�t0s`u�lrq|lr~�t>u�lIn;l���}iy@lIn@n{z�x_~YnC�il

Pr+
lrt

Pr−
��~Yx_�Yn>s°¶]x_~Yn;�it{zwuwz�n���u�l�}Yy@x`�oIlIn@n{�YnE�il7���rt@lIort{z�x_~ �il'oIx_p��ry@lr~YoIlµlr~�u�l'n@x_�iq|lrt{t0s`~�t|�Ð�i~Qn{zwv[~As`u

X(t)
�il7�ilr~Yn@zwt��7�il7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���i~iz´�«x_y{q|l�n{�iy|� 9�� > � �T�2x_�YnVs°¶hx_~Yn�oIx_q�}it���u�l,~Yx_q,Âiy@l��ilEt@lr~Y�Ys`~YoIlInV~��rvhs`t{zw¶hlIn�t{y@x_�i¶A�IlIn�lrtVo°s`u�or�iuD��u�ly0s`t{z�xElr~�t{y@l�oIl>~Yx_q.Âiy@l�l�t�u�l>~Yx_q.Âiy@l�t@x_t0s`u*�il2y@lIo0pYlry@o0pYlIn;�il�oIx_p��ry@lr~YoIl[� 2�s`~Yn�oIl2o°s_��y@l[��zwu?��s`�it�~Yx_t@lryÑ��YlVoIlVy0s`t{z�xf~m�ÄlIn{t�}As_n>l��is_ort@lrq|lr~�t �rvhs`uK�

Pr− ÆYlr~Ðl�ÅTlrt°�Y�i~YlVt@lr~Y�Ys`~YoIl.~��rvhs`t{zw¶]l·~YlV}Jlr�it�}As_n Art{y@l���IoIx_�i¶hlry{t@l�n{zYu¾s�y@lIo0pYlry@o0pYl>�ilCoIx_p��ry@lr~YoIl>���rÂi�it@l�n{�iyMu�� �i~f�ilIn¤�ilr� ��}iy@lrq�z�lry@n¬n@x_�Yn{�9n@lrv[q|lr~�t@n
i0
x_�

i1
�o°s`y¤u¾sV���rt@lIort{z�x_~�~��IoIlIn0n{zwt@lCt{y@x_z�n¬n@x_�Yn{�9n@lrv[q|lr~�t@n¬oIx_~Yn��Ior�it{z´�«n°� 
�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�]u¾s�}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��>y��Ilruwu�l>�ilt{y@x_�i¶hlry��i~YlEt@lr~Y�Ys`~YoIl�~��rvhs`t{zw¶]l|�7}As`y{t{zwyV���Án{zwv[~As`u

(t)
��t@x_�Yn�n0x_�Yn �9n@lrv[q|lr~�t@nV�ilE���r}As`y{tVoIx_~��«x_~Y���Yn �lIn{tC�ix_~i~��IlV}As`yCu��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~

(1− 2
r ).P r−

�
k�lrn¤y��In{�iuwt0s`t@n¬oIx_~YoIlry{~As`~�t¬u�lInMy��In@x_uw�it{z�x_~Yn¬�il @ � > 9 9�}As`y¤}As_n¤�il @ n0x_~�t¤n"!�~�t{p��rt{z�n �In¤�Ys`~YnMu¾s  Yv[�iy@l¿�� >)4�� 
Kx_�iy,o0pAs_Ñ��Yl|y��In@x_uw�it{z�x_~m�du���s`uwv]x_y{zwt{piq|l7lIn{tV}Jx_�Yy@n{�izw¶�z @ �Yn@Ñ��m���±s`t{t@lrzw~Y��y@l<4 9 9 9 9§���rt@lIo�t@zwx_~An,�il

> B B



� �)$ ��� 	���
 "+�7� � � ��� � � ��
 � ��� ��� " ��� ��� "���� �C� " ���!� �!�����X���+��� 
 � � � � ����
���� ��� ���������

l

l

k−1

k

k+1

l

T

1−2l

l

1−3l

l

k�lIn�s`y@oIn¬n0x_~�t¤qfs`y@Ñ����In¬}As`y¬u¾sV}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt����il�t{y0s`~Yn{zwt{z�x_~'�T� �i~T�rt0s`t��Vu���s`�it{y@l[��kM�C�rt0s`t��il�¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~'�ilu¾s,���rt@lIort{z�x_~µ���µn@lrv[q|lr~�t;x_y{z�lr~�t��
i+k
lIn{tV��	 =?>·�J��kM�C�rt0s`tC�T� zw~�¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~±�il2u¾s.���rt@lIort{z�x_~±lIn{tV�,»F�J�

È2ÉËÊ�Ì �7ÎM�S� Ï ��y0s`}ipYl��ilIn]�r¶hx_uw�it{z�x_~YnK}Jx[n0n{zwÂiu�lInK�As`~YnKu�l¤}iy@x�oIlIn0n{�Yn��il����rt@lIort{z�x_~��T� �i~�n@lrv[q|lr~�t�x_y{z�lr~�t��
n0lrv[q|lr~�t@n�x_y{z�lr~�t��InC~-��vhs`t@z´¶hlrq|lr~�t°�?¹�~±~Yx_q.Âiy@l·�T� zwt��ry0s`t{z�x_~Yn�z��ilr~�t{z�Ñ��Yl�}Jx_�iy>o0pAs_or�i~Yl·�ilIn;y��In0x_uw�it{z�x_~Yns`�iy0s`zwt|�ix_~i~��µ�ilIn,y��In{�Yu´t$s`t@nEq|x_zw~Yn�n{zwv[~iz  Ao°s`t{z´�«nE}Jx_�iy��ilInEy��In@x_uw�it{z�x_~Yn�v[y0s`~Y�ilIn°�K}Jx_�iy�u�lIn@Ñh�Ylruwu�lInE�i~t{y@x_}³�«s`zwÂiu�l�~Yx_q.Âiy@lf�il|���IoIx_�i¶hlry{t@lInV}Jlr�it,s`}i}As`y0s 3�t{y@l[��y@lr~Y�Ys`~�t·u¾s'oIx_q�}As`y0s`z�n0x_~�t{p��Ix_y{z�l �`l���}���y@z�lr~YoIlt{y@x_}±zwq�}iy��Iorz�n0l[�
3 PSRTP�� � �Ag�ª�¥MU�WYX[Z[W �MW c Z_W?c��M¦Tc¬g�WA^¢giª�c¤^��Agi¥MZ[\�U�WA^ �;ª�¥¤X�¥¤cD^_\�©�c¤¦T¨1�MW �¤WAc¤^_\�Z7� �MW

�¤X]ª��¬¦ �¬\S¨9\«Z7��¥¤c¬\ ( ªmXhabW
�>x_�YnMs`uwu�x_~Yn�q|x_~�t{y@lry°�_}i�iz�n�¶Z�ry{z  AlryMl���}��ry{zwq|lr~�t$s`uwlrqflr~�t¼�[u¾s>y@lru¾s`t{z�x_~|¿��54��`uwz¾s`~�t�u¾s>}iy@x_Â?s`Âizwu´zwt��

Pr+k�il·���IoIx_�i¶�y{zwy 	7t@lr~Y�Ys`~YoIlIn2oIx_~Yn �Ior�it{zw¶]lIn2�ilVq A�q|l.n{zwv[~Yl.s°¶hlIoVoIlrt{t@l·¶[s`uwlr�iy 	J�iu�x_y@n0Ñh�m� �i~Ðn@zwv[~As`u
X(t)�ilV�ilr~Yn{zwt��V�il�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��V�i~iz´�«x_y{q|lVn@�iyV� 9�� > � lIn{t�s`}i}iuwz�Ñ�����Æ

Pr−k =
1

(r − 1)k+1
,r ≥ 2 + k

�2x_�Yn;q|x_~�t{y@x_~Yn>oIlrt{t@lVl���}iy@lIn@n{z�x_~±}As`y;y��Ior�iy{y@lr~YoIl.n{�iy�	*� *�uwu�lVlIn{tC¶�y0s`z�l�}Jx_�iy�	 8 >f��y@lru¾s`t{z�x_~Ð¿�� > � ��C��q|lrt{t@x_~Yn,Ñh�m�Älruwu�l�n@x_zwt·¶�y0s`z�l|}Jx_�iy
k > 1

� *�x_zwt
i+k

u¾sµt@lr~Y�Ys`~YoIl�}Jx[n{zwt{zw¶]lfÑ��Yl|~Yx_�Yn·¶]lr~Yx_~Yn.�ilf�����oIx_�i¶�y{zwy§�.}As`yEpAs_n0s`y@�Ð�J� ; y°�Ku�x_y@n@Ñ��m�Äx_~�s½���IoIx_�i¶]lry{t
i+k
�Ku�sÐ}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��µ�T�Älr~Qt{y@x_�i¶hlryE�i~Yl'n@lIoIx_~Y�iloIx_~Yn �Ior�it{zw¶]lrq|lr~�t

i+k+1
n@lVy��In{�iq|l,�|u¾s�}iy@x_Â?s`Âizwu´zwt��E�il·}As_n@n@lry>�il·u��C�rt0s`t

ik+1
��u��C�rt0s`t

ik+2
��lr~Ðy@lr}iy@l��~As`~�t��i~µv[y0s`}ipYl·n{zwq�zwu¾s`zwy@l·�Eu¾s� Yv[�iy@l·¿2� >)4 � �

*�~'y@lr}iy@lr~As`~�t;u�l2q Arq|l2y0s`z�n@x_~i~Ylrq|lr~�t�Ñh�Yl2}Jx_�iy�u¾s.���rq|x_~Yn@t{y0s`t{z�x_~±�il2u��Äl���}iy@lIn0n{z�x_~µ�il
Pr+

��¶hx_z´yu���s`~i~Yl��ilV¿2� >[� Ó � �iu¾s,}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��·�il�}As_n@n0s`v]l��il
ik+1

�
ik+2

lr~µ�i~µ}As_nC�il�t@lrq�}YnClIn{t �rvhs`u�lV� 1
r

��}Jx_�iy�ilr� �¢}As_nV�il,t@lrq�}Yn¼�*u¾s7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��flIn{t��il 1
r2

�*}Jx_�iy @ }As_nV�il,t@lrq�}Yn¼�*u¾s7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��|lIn@t��il 1
rj

� ; ~lr~Ð���I���izwt2Ñ��YlVu¾sE}Yy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��.�ilV}As_n0n0s`v]l·�il
ik+1

�
ik+2

n°�Äl���}iy{zwq|l·}As`y�u¾s|n@x_q�q|lVzw~' Y~iz�l.n{�izw¶[s`~�t@l�Æ
∑inf

j=1
1
rj

� ; y°�doIlrt{t@l�l���}iy@lIn@n{z�x_~�lIn{t �rvhs`u�l7� 1
r−1

� 
�s`y,oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°��u¾s±}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��'�il����rt@lIort@lry 	 =?>t@lr~Y�Ys`~YoIlIn.}Jx[n{zwt{zw¶hlIn·oIx_~Yn��Ior�it{zw¶]lIn.lIn{tmÆ
Prk+1 = Prk.

1
(r−1) = 1

(r−1)

�dÃ�lrt{t@lfl���}iy@lIn@n{z�x_~�lIn@t�¶[s`u¾s`Âiu�l
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Résolution

Détermination expérimentale des probabilités Pr+ et Pr−

Données theoriques: (1 − 2/r)/(r−1)2

Données experimentales
Ecart (%)

È2ÉSÊ�Ì �7ÎM� � Ï Ã�x_~���y@x_~�t0s`t{z�x_~��ilIn�y��In{�iuwt0s`t@n�t{p��Ix_y{z�Ñ��YlIn·lrtVl���}��ry{zwq|lr~�t$s`� �³oIx_~YoIlry{~As`~�t·u��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~�il 
�y �
�i~iz�Ñ��Ylrq|lr~�t,n{z¤u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn.n@lrv[q|lr~�t@n

ik
oIx_q�}Jx_y{t@l's`��q|x_zw~Yn·�i~5�ruD�rq|lr~�t,n{�i}i}iuD�rq|lr~�t0s`zwy@l

ik+2}As`y�y0s`}i}Jx_y{t¤s`�|�ilrv[y��;�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIl;zw~�� �ry{z�lr�iy°�72�x_~Yo[�[lruwu�l;lIn{t�¶_s`u¾s`Âiu�l�u�x_y@n0Ñh�Yl�u�l�~Yx_q.Âiy@lC�il�n@lrv[q|lr~�t0nlIn{tCn{�Y}���y@zwlr�iy>x_���rvhs`ud�µ� 	 =?> � = >[�?Ã�l�Ñ��izTt@lry{q�zw~YlVu¾s,y��Ior�iy{y@lr~YoIl[�
*�~¢oIl.Ñ��izKoIx_~YoIlry{~Yl,u¾sf���IoIx_�i¶hl�y@t@l,�il 	µt@lr~Y�As`~YoIlrn�oIx_~Yn��Ior�it{zw¶hlIn���Ñh�Ylruwu�l,Ñh�Yl.n0x_zwt>u¾s|~As`t{�iy@l,�ilInt@lr~Y�Ys`~YoIlIn � �Yu¾sE}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��

Pr
n°�Äl���}iy{zwq|l�}As`yCu¾sEy@lru¾s`t{z�x_~§¿�� Ó Æ

Prk =

(

2rk−1

(r − 1)2k

)

,r ≥ 2 + k

�2x_�Yn�s`uwu�x_~YnCq|x_~�t{y@lry�oIlrt{t@lVy@lru¾s`t{z�x_~§}As`y;y��Ior�iy{y@lr~YoIl[�
Ã�x_~Yn@t0s`t@x_~YnCÑh�m�Älruwu�l�lIn{t�¶�y0s`z�l2}Jx_�iy�	 8?>���zwuTn°��s`v[zwt;u¾s.y@lru¾s`t{z�x_~§¿2� > � �i�C��q|lrt{t@x_~YnCÑh�m�Älruwu�l�n@x_zwt�¶�y0s`z�l}Jx_�iy
k > 1

�hÃ�x_~Yn{z����ry@x_~Yn¤u¾s��ilry{~iz�¸ry@lCt@lr~Y�Ys`~YoIl�Ñh�Yl;~Yx_�Yn�¶hlr~Yx_~YnM�ilC���IoIx_�i¶�y{zwy��.}As`y�pAs_n$s`y@�§�J� 
Kx_�iy
 �ilryKu�lInKz����IlIn°�º~Yx_�Yn�s_��q|lrt{t@y@x_~Yn�Ñ��Yl�oIlruwu�l��9orzilIn{tK}Jx[n{zwt{zw¶hl�lrt�n@l¬~Yx_q�q|l

i+k
� ; y°�ºu�x_y@n@Ñ��m�Äx_~�s>���IoIx_�i¶hlry{t

i+k
�*u¾s'}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��f�T�Älr~³t{y@x_�i¶hlry��i~Yl|n@lIoIx_~Y�il|oIx_~Yn��Ior�it{zw¶hlrq|lr~�t.���IoIx_�iu�l|�il|�ilr� �Áo°s_n�}Jx[n@n{zwÂiu�lIn�ÆTx_~���IoIx_�i¶�y@lC�i~Yl�t@lr~Y�Ys`~YoIl�}Jx[n{zwt{zw¶hl

i+k+1
x_��x_~����IoIx_�i¶�y@l��i~YlCt@lr~Y�Ys`~YoIl�~��rvhs`t{zw¶hl

i−k
� ; y°�]u¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���T�Äx�oIor�iy{y@lr~YoIl>���|}iy@lrq�z�lry¬o°s_n¤lIn@t 1

r−1

���T��s`}iy@¸In¤u¾s����rq|x_~Yn{t{y$s`t{z�x_~f}iy��Io)�I�ilr~�t@l � lrtMu¾s�}iy0x_ÂAs`Âizwuwz´t ���T�Äx�o��or�iy{y@lr~YoIl��il|u¾s±�ilr� ��z�¸rq|lf}Jx[n@n@zwÂizwuwz´t �flIn{t 1
(r−1)2

��}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��7�ilfoIx_~Yn{t{y{�izwy@lf�i~Yl|t@lr~Y�Ys`~YoIl7�µ}As`y{t{zwy��� n@lrv[q|lr~�t
ik+1

� ��
�s`yfoIx_~Yn��IÑh�Ylr~�t°��u¾s½}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��§�ilµ���Iorx_�Y¶�y{zwy 	 = >'t@lr~Y�Ys`~YoIlIn½�Es`��pAs_n$s`y@�§�lIn{t��ix_~i~��Ilµ}As`y�u¾s½y@lru�s`t@zwx_~ �il'y��Ior�iy{y@lr~YoIl�Æ
Prk+1 = Prk.(

1
r−1 + 1

(r−1)2
)
� ; y°��}As`y�p,!�}Jx_t{pY¸In@lµ�il

y��Ior�iy{y@lr~YoIl[�
Prk =

(

2rk−1

(r−1)2k

) lrt 1
r−1 +

1
(r−1)2

= r
(r−1)2

�?oIl·Ñ��izd�ix_~i~Yl.u�s|y@lru¾s`t{z�x_~^�r~Yx_~Yo)�IlEs`�§y0s`~iv
	 = >[��2,��s`�it{y@lV}As`y{t°�An{zmu¾sE~Yx_�i¶]lruwu�lVt@lr~Y�Ys`~YoIl.���IoIx_�i¶]lry{t@l.lIn{t;}Jx[n@zwt{zw¶]l[�Ax_~ÐsEÂJlIn@x_zw~§�T� �i~Ðn@lrv[q|lr~�t>lr~}iuw�Ynd}As`yKy0s`}i}Jx_y{t�s`� �Vp,!�}Jx_t{pY¸In@lIn����.y0s`~iv 	*�ºo[�Älrn@t �S�º�9��zwy@l

r ≥ 2+k+1
�_Ã�l�Ñh�iz�t@lry{q�zw~Yl¬u¾sCy��Ior�iy{y@lr~YoIl[�
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pj���r}Jlr~Y�ilr~�t°�A}As`y�oIx_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~m�A�il�u��
� x_z�orzmu¾s,}iy0x_}Jx[n{zwt{z�x_~ÐÑh�Yl�~Ax_�Yn�s`uwu�x_~YnCq|x_~�t{y@lrymÆ

F�, *4> *-�1-).1-�*4� � ��� ����� � �7���
pj

� ���+� �
����� � � ��
����+� " �C������� ��� ����� � ���'�)� � 	��)��� � � � �
� � ��
��
� � ��� ����� "+�7�
���

  ��� ��� ��� ���+�
� �?� � � � �
����
�������� ��� � � 
'��" ����� � � �
� �#� ��� ��� ��� � � ��� �.����
 ����� ����" ��� ��� "���� �C�2� ����� � ���#� � � �
�
�
� � ��
����7�	" �C��� �>��� � � � �>����������� � ����� ���!�#�	"'���!���)�
� ��� � " �
� ��� ���

pj
� � ���)�7� �
� �	" ��� � ����� � �3���1" �
��� ���!� �

> B (



� ����� 	�� � � � � ��
�������� �#��� � ��� ����� � �
 !��"+�����#� �

�����)�7��� � � �����%" ��� � ���"��� �C���:� �  � ��� �
� � 
  ��� ��� � � � "'� � ��� �%� � ���#� � 	��X���
�+������� � � �#�
��� ��� ����� �
� �:� ���
� � 	 ���
� � ��� � ��
����7� � ���  " �C��� �>��� � ��� �>����������� " ����� ��� ��� �
�!� � � " �
� � ����� � ��
����+� � ���

pj
� � ����� � �
� �	"'���!� �����!�  

�)�1� ����� ���!� �'�����)�7��� � � � �7� �����<"+�7�
� 
  ��� ��� �%� � " ��� � ��� � ���#�%� 	��X�����+��� � � � � �#�
��� �

kdsE~Yx_t{z�x_~§�il�y0s`y@lrt��Vn@lry0sEzw~�t@lry{}iy��rt��Il.�E}As`y{t{zwy��T� �i~±y��Ilru
ε ∈]0,1[  ��� ��"+��� � �����

kds�}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��E�T�Äx�oIor�iy{y@lr~YoIl,�il·u��C�r¶A�r~Ylrq|lr~�t|� #9u�~m� !§s�}As_n>�Yl·���rt@lIort{z�x_~¢�il·u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~¢}Jlry �oIlr}it{zw¶hl·�7lIn{t.�rvhs`u�lV� 
��)* � p���z � � 
�s`y����  Y~izwt{z�x_~m�YoIlrt �r¶Z�r~Ylrq|lr~�t�lIn{tC���Ioru¾s`y���y0s`y@l�n@z 
��)* � p���z � �
ε
�Ã2�ÄlIn{tCu¾�,~Yx_t{y@lV}Jx_zw~�t��ilV���r}As`y{t°�


�� * � p���z � n°�C�Iory{zwtmÆ
P (S ≤ h− i) =

h−i
∑

m=0

P (S = m)

kmlInC}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In
P (S ≤ h− i)

lrt
P (S = m)

���r}Jlr~Y�ilr~�t�y@lIn{}JlIort{zw¶]lrq|lr~�t>�il�p±lrt;z���}i�iz�n��il�p±lrtCq±��2x_q�q|x_~Yn ��u�lIn¬y@lIn{}JlIort{zw¶hlrq|lr~�t
uh,i

lrt
vh,m

lrt¬oIx_~Yn@z����ry@x_~Yn¬u�lIn¬n@�izwt@lIn��V�ilr� �|zw~Y��z�oIlIn
(uh,i)

lrt
(vh,m)

�
�2x_�Ynf�it{zwuwz�n@x_~Yn7u�s³}iy@x_}iy{zD�rt��½�T� zw~Y���r}Jlr~Y�Ys_~YoIl¢�ilIn

Bj
}Jx_�iyf��x_y{q.�iu�lry7u��Äl���}iy@lIn0n{z�x_~jvZ�r~��ry0s`u�l½�il

vh,m
Æ

vh,m =
∑

E⊂H(m)





∏

j∈E

pj









∏

j∈E

(1− pj)





��¶hlIo
H(m)

lr~Yn0lrq.Âiu�l.�ilIn>}As`y{t{z�lIn2�il {0,1,...,h − 1} oIx_q�}Jx_y{t0s`~�t m
�ruD�rq|lr~�t@n°�Jlrt

E
lr~Yn0lrq.Âiu�lIn2�ilIn�ruD�rq|lr~�t@n>�il {0,1,...,h− 1} ~m��s`}i}As`y{t@lr~As`~�t�}As_n>� E

�
kds����rqfs`y@o0pYl·�il�~Yx_t{y@lV���rq|x_~Yn@t{y0s`t{z�x_~ÐlIn{tCu¾sEn{�izw¶[s`~�t@l�Æ
>[�;t{y@x_�i¶]lryC�i~Yl�y@lru¾s`t{z�x_~Ð�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIlVuwz¾s`~�tCu�lIn

vh,m
4��Clr~±���I���izwy@lV�i~Yl�y@lru¾s`t{z�x_~Ð�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIl·uwz¾s`~�tCu�lIn

uh,iÓ ���,}As`y{t{zwy����±}Jx_zw~�tC}iy��Io)�I�ilr~�t°�Aq|x_~�t{y@lry>Ñh�Yl�Æ
�«s � n@zTx_~  �il ��"+��� �����J�i~

ε ∈]0,1] �izwuml���z�n{t@l��i~ imin
t@lru�Ñh�Yl

uimin,imin
≤ ε��Â � u¾s�n{�izwt@l

(uh,i)
lIn{t�ory@x_z�n@n0s`~�t@lVn{�izw¶[s`~�t;pm�iu�x_y@n@Ñ��Yl�z�lIn{t  ���[�ilrt�lruwu�l�t@lr~Y�µ¶]lry@n >�u�x_y@n@Ñ��Yl�pt@lr~Y�µ¶hlry@n;u�� zw~' Y~iz��

��o � �E}As`y{t{zwy��ilVoIl��ilry{~iz�lry�}Jx_zw~�t°�Yx_~§lr~§���I���izwtCu��Äl���z�n{t@lr~YoIlV�il
hmax

�
�2x_�Yn¤}Jx_�i¶hx_~Yn����IoIx_q�}Jx[n@lry�u¾s·n@x_q�q|l

vh+1,m
lr~7�ilr� ��n@x_q�q|lIn¼�hu�� �i~Yl2oIx_q�}Jx_y{t0s`~�t;�ilIn�lr~Yn0lrq.Âiu�lIn *}Jx[n@n��I�Ys`~�tCu�lV�ilry{~iz�lry ��uD�rq|lr~�t�pm�Ylrt;u���s`�it{y@lV~Yl�u�l�}Jx[n@n �I�Ys`~�tC}As_nmÆ

vh+1,m =
∑

E⊂H
′
(m),h∈E





∏

j∈E

pj









∏

j∈E

(1− pj)



+
∑

E⊂H
′
(m),h/∈E





∏

j∈E

pj









∏

j∈E

(1− pj)





Ã�x_q�q|l2pf��s`zwt¬}As`y{t{z�l2�il *Q�Ys`~Yn�u¾sV}iy@lrq�z�¸ry@l�l���}iy@lIn@n{z�x_~'�il>oIlrt{t@l>y@lru¾s`t{z�x_~m��u�l>t@lry{q|l
ph+1

��s`zwt¬}As`y{t{z�l���j}iy@x����izwt ∏
j∈E pj

lrt'x_~j}Jlr�it7u�l§q|lrt{t{y@l½lr~j�«s_ort@lr�iy°� 2�l§q Arq|l[��oIx_q�q|lÐpj~Yl±��s`zwt�}As_n�}As`y{t{z�l�il * �Ys`~Yn�u¾s¢n@lIoIx_~Y�il±l���}iy@lIn@n@z�x_~m��u�l't@lry{q|l
1 − ph+1

}Jlr�it Art{y@l'q�z�n|lr~Q��s_ort@lr�iy|�Ys`~Yn�u�l'}iy@x����izwt
> @ 9



� � � � 
 �#��� �C���?� �����������+���+� � � � � ����� ������� � � � � �
� �#� ��� ��� ����� � ��� �.����
 � ��� ��� " ��� ��� "���� �C�

∏

j∈E(1− pj)
�AÃ�lVÑh�izm�ix_~i~Al�u¾s,y@lru¾s`t{z�x_~Ðn{�izw¶[s`~�t@l�Æ

vh+1,m = ph+1
∑

E⊂H
′
(m),h∈E





∏

j∈E,j 6=h

pj









∏

j∈E

(1− pj)





+ (1− ph+1)
∑

E⊂H′ (m),h/∈E





∏

j∈E

pj









∏

j∈E,j 6=h

(1− pj)





; y°�Iu��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~ ∑
E⊂H

′
(m),h∈E

(

∏

j∈E,j 6=h pj

)(

∏

j∈E(1− pj)
) lIn{t�l��is_ort@lrq|lr~�t�u¾s�q Arq|lMÑh�Yl

vh,m−1
�

2�l|q Arq|l[�du��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~ ∑
E⊂H

′
(m),h/∈E

(

∏

j∈E pj

)(

∏

j∈E,j 6=h(1− pj)
) ¶[s`�it

vh,m
�KÃ�lfÑ��iz¬�ix_~i~Ylu�l�y@lru¾s`t{z�x_~Ð�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIl.n{�izw¶_s`~�t0l�Æ

vh+1,m = (1− ph+1)vh,m + ph+1vh,m−1
��¿�� > > �

*�z¬x_~�l�Å*lIort{�Yl|u¾sµn@x_q�q|lf�ilInI�ruD�rq|lr~�t@n.�il�u¾s'y@lru¾s`t{z�x_~�¿2� > >|}Jx_�iy
m ∈ {1,...,h − i} �mx_~�x_ÂYt{z�l�~�t·u¾sy@lru¾s`t{z�x_~Ðn{�izw¶[s`~�t@l�Æ

h−i
∑

m=1

vh+1,m = (1− ph+1)
h−i
∑

m=1

vh,m + ph+1

h−i
∑

m=1

vh,m−1

; y°�i}Jx_�iyCt@x_�it�oIx_�i}iu�l
(h,i)

�Ys¼¶]lIo
0 ≤ i ≤ h

� ∑h−i
m=0 vh,m = uh,i

�
; ~§lr~§���I���izwtCu�lInCt{y@x_z�n;y@lru¾s`t{z�x_~Yn>n{�izw¶[s`~�t@lIn°��}As`y��ilIn�o0pAs`~iv]lrq|lr~�t@n>�T� zw~Y��z�oIlIn2s`}i}iy@x_}iy{zD�InmÆ

h−i
∑

m=1

vh+1,m = uh+1,i+1 − vh+1,0

h−i
∑

m=1

vh,m = uh,i − vh,0

h−i
∑

m=1

vh,m−1 = uh,i+1

; y°�
vh+1,0 =

∏

j∈{0,..,h}(1− pj+1) = (1− ph+1)vh,0
�AÃ�lVÑh�Yzm�ix_~i~Yl�u¾sEy@lru¾s`t{z�x_~VÆ

uh+1,i+1 = (1− ph+1)uh,i + ph+1uh,i+1
��¿�� >)4 �

Ã�x_q�q|l
uh,i = uh,i+1+ vh,i+1

lrt¬Ñ��Yl
vh,i+1

lIn{t¬�i~ft@lry{q|l�}Jx[n{zwt{z´��x_��~��iu���x_~�lr~7���I���izwt�Ñ��Yl
uh,i+1 ≤

uh,i
� ; y°�

ph+1
lIn{t,�Y~Yl7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��[�M�ix_~Yo'lIn@tEoIx_q�}iy{z�n|�Ys`~YnEu�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�lÁ� 9�� > � ��
�s`y|oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�Ku¾sy@lru¾s`t{z�x_~Ð¿�� >)4�lIn{t;�i~Yl�y@lru¾s`t{z�x_~§ÂAs`y"!�orlr~�t{y{z�Ñh�Yl·lrt;zwq�}iuwz�Ñ��Yl�u�� zw~��rvhs`uwzwt��.n{�izw¶_s`~�t0l�Æ

∀(h,i),h ≥ i ≥ 0,uh,i+1 ≤ uh+1,i+1 ≤ uh,i

; ~�lr~����I���izwt·Ñ��YlEu�x_y@n0Ñh�Yl�zMlIn{t� � �[�mn{t{y{z�ort@lrq|lr~�t·}Jx[n{zwt{z´�{�*u¾sµn{�izwt@l
(uh,i)

lIn{t·ory@x_z�n@n0s`~�t@l|n{�izw¶[s`~�t�pm�

�s`y>oIx_~Yn��IÑh�Ylr~�t°� ∀h ≥ i,uh,i ≥ ui,i

� ; y°�
ui,i =

∏i
j=1(1− pj)

�?Ã�x_q�q|l.x_~§n{�i}i}Jx[n0l[�i}As`y�p,!�}Jx_t{pY¸In@l[�Ñ��Yl�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l'�ilIn
pj
}Jlr�it Art{y@l�q�zw~Yx_y��7}As`y,�i~

pmin
n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t�}Jx[n{zwt{z´�,��oIl7Ñ��iz�n@zwv[~iz  Al7Ñ��Ylfu¾s}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��,�m� Art{y0l,��u�� zw~�t��ry{z�lr�iy��T� �i~Ðn0lrv[q|l�~�t>�il·u¾s`y{v]lr�iy>u�~m�ÄlIn{t @ s`qfs`z�n�~��iuwu�l � �

ui,i
lIn{t>n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t���Iory@x_z�n0n0s`~�t@lElrt�t@lr~Y�½¶]lry@n�9fu�x_y@n0Ñh�Yl,zKt@lr~Y�½¶]lry@n2u�� zw~' Y~iz���Ã�l,Ñ��iz�n{zwv[~iz  AlEÑ��Yl,n{z�x_~9 ��l �?"+��� �����m�i~

> @ >



� ����� 	�� � � � � ��
�������� �#��� � ��� ����� � �
 !��"+�����#� �

ε ∈]0,1] ��zwu�l���z�n{t@l��i~ imin
t@lrumÑ��Yl

uimin,imin
≤ ε

�
2E��s`�it{y@l±}As`y{t°�¤n{zCx_~jo0pYx_z�n{zwtf�i~

i ≥ imin
�Mx_~js��rvhs`u�lrq|lr~�t

ui,i ≤ ε
�M�T��s`}iy@¸Infu¾s¢y@lrqfs`y@Ñ��Yl§n{�iy|u¾s���Iory@x_z�n@n0s`~YoIl·�il

(ui,i)
��2x_�Yn�s`uwu�x_~Yn>�,}iy��In@lr~�tCq|x_~�t{y0l�y>Ñ��Yl�u¾s�n{�izwt@l

(uh,i)
t@lr~Y�µ¶hlry@n >�n{�izw¶[s`~�t;pm�iu�x_y@n@Ñ��Yl�zmlIn@t  � �[��2x_�Yn�s°¶hx_~Yn2��� @ �fy@lrqfs`y@Ñh���EÑ��Yl·u¾s�n{�Yz´t0l

(uh,i)
lIn@t2ory@x_z�n@n0s`~�t0l,n{�izw¶[s`~�t2pm�Au�x_y@n0Ñh�Yl.z�lIn{t  ���[� ; y°�?u�lIn

uh,i
n@x_~�t;�ilIn;}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In°�Y�ix_~Yo

(uh,i)
lIn{t�qfs @ x_y��Il�}As`y >[� 
�s`y�oIx_~Yn��IÑh�Ylr~�t°�

(uh,i)
oIx_~�¶hlry{v]l�n{�izw¶[s`~�tpm�Au�x_y@n0Ñh�Yl.zKlIn{t  ���[� *�x_zwt

li = limh→∞ uh,i
lrt

li+1 = limh→∞ uh,i+1
�?k�s�oIx_~�¶hlry{v]lr~YoIl�s`z´~An{zKÑ��Yl·u¾sory@x_z�n@n0s`~YoIlV�il

uh,i
n{�izw¶[s`~�t;pm�iu�x_y@n@Ñh�Yl�zmlIn{t  � �[�i}Jlry{q|lrt{t@lr~�t>�T��s �|y{q|lrymÆ
∀α > 0,∃h0 ∈ N,∀h ≥ h0,li − uh,i < α et li+1 − uh,i+1 < α

Ã�x_q�q|l
(uh,i+1)

lIn{t����Iory@x_z�n@n0s`~�t@l�n{�izw¶_s`~�t�z����Vp  ���[�
uh,i+1 ≤ uh,i

�
li−uh,i < α⇒ li−uh,i+1 < α

�
; y°�º�T��s`}iy@¸InKu¾sCy@lru¾s`t{z�x_~E¿�� >)4��

uh,i+1 ∈ [uh−1,i+1,uh−1,i]
� 
�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�

li−uh,i+1 ∈ [li−uh−1,i,li−
uh−1,i+1]

�?Ã�x_q�q|l
li − uh−1,i ≥ 0

�ix_~§l�~§���I���izwt�u��Älr~Yo°s_��y@lrq|lr~�tmÆ
0 ≤ li − uh,i+1 < α

*�~§�T��s`�it{y@lIn�t@lry{q|lIn°�YoIlru¾sR�rt0s`~�tC¶�y0s`zT}Jx_�iyCt@x_�it
α
�
li = limh→∞ uh,i+1 = li+1

�
�2x_�Yn;¶hlr~Yx_~YnC�ix_~YoV�il�q|x_~�t{y@lry>Ñh�Yl�}Jx_�iyCt@x_�itCz  ���[�

limh→∞ uh,i = li = li−1 = ... = l0
�

; y°�
uh,0 = 1

}Jx_�iyCt@x_�itCpm�?Ã�l�Ñ��izTq|x_~�t{y@l
limh→∞ uh,i = 1

}Jx_�iyCt0x_�it;z��

�s`y>oIx_~Yn��IÑh�Ylr~�t°�i}Jx_�iyCz  ����t@lru�Ñ��Yl

i ≥ imin
��zwuml���z�n{t@l��i~

hmax
t@lrumÑ��Yl�Æ

∀h ≥ hmax, uh,i ≤ ε et uhmax+1,i > ε

�2x_�Yn�¶hlr~Yx_~Yn·�ix_~Yof�il|���ruwzwq�zwt@lry·u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn�t{y{zw}iu�lrt@n7��pm� z�� u � }Jx_�iy·uwlIn0Ñh�Ylru�nVu��C�r¶Z�r~Ylrq|lr~�tµ� #Su~m� !µs,}As_n��il����rt@lIort{z�x_~Ð�il�u�� zw~���x_y@qfs`t{z�x_~§}Jlry@oIlr}it{zw¶]l,�7lIn{tCy0s`y@l[�
3 P � P � ��X]WA¥�U�W �¤WQ¨9¦ �¤X]ª �;ª�^_\«Z]\9ª�c��

� x_z�orzTu¾sE}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~ÐÑ��Yl�~Yx_�Yn�n@x_�ipAs`zwt@x_~YnCq|x_~�t{y@lry°�
F ,C*-> *-� -/.1-�*�� � � � ��� � ��
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�2x_�Yn;y@lr}iy@lr~Y��y@x_~Yn�u�lInC~Yx_t0s`t{z�x_~YnC�it{zwuwz�n �rlIn��Ys`~YnCu¾s�n@x_�Yn �9n@lIort{z�x_~±}iy��Io)�I�ilr~�t@l[�
kds.oIx_~�t{y0s`zw~�t@lVÃ ; zwq�}Jx[n@l2Ñ��Yl�u¾s.���rt@lIort{z�x_~±�T� �i~Yl>zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~'}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�lr~'n@x_y{t{z�l2�i�'n"!�n@t@¸rq|ln@x_zwt|�i~'�r¶A�r~Ylrq|lr~�tfy0s`y@l[�¤�2x_�YnfoIx_~Yn{z����ry@x_~Ynf�i~ n@zwv[~As`u&%N�ix_~�t�o0pAs_Ñ��Yl

Bj
n@�izwt|�i~Ylµu�x_z��i~iz´��x_y{q|ln{�iy.� 9�� > � lrt�u�l

Xd
¶_s`�it 9��A�>x_�Yn>n0s°¶hx_~Yn�Ñh�YlVu�l�¶hx_uw�iq|l·�ilVu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l.�ilIn�p�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~Yn

b1,b2,...,bhvZ�r~��ry��InE�µ}As`y@t{zwy,�il % lIn{t �rvhs`u��5>[��Ñ��iz¬oIx_y{y@lIn{}Jx_~Y�Qs`��¶]x_uw�iq|l��ilfu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l7�ilIn·p�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~YnvZ�r~��ry��In,�µ}As`y{t{zwy.�il|u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��il|t@x_�Yn·uwlIn.n{zwv[~As`� �Á}Jx[n0n{zwÂiu�lIn°�dÃ�x_q�q|lfu¾s±oIx_~�t{y0s`zw~�t@l'Ã ; }Jlr�it.n0l
> @ 4
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 �#��� �C���?� �����������+���+� � � � � ����� ������� � � � � �
� �#� ��� ��� ����� � ��� �.����
 � ��� ��� " ��� ��� "���� �C�

t{y0s_���Yz´y0lElr~Ðt0l�y@q|lrn��il,o°s`u�or�iu��il·¶hx_uw�iq|l,�il.u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn2n@x_uw�it{z�x_~Yn�lr~¢n@x_y{t{z�l,���¢n"!�n{t@¸rq|l[�?x_~¢lr~���I���izwt;Ñ��Yl�~Yx_t{y@l����rq|x_~Yn{t{y0s`t{z�x_~'~Yl2o0pAs`~iv]lry0s.}As_n�n{zJx_~'oIx_~Yn{z��i¸ry@l2�i~7�i~iz�Ñh�Yl�n{zwv[~As`u
X
��s_n@n@x�orzD��s`� �

Bj
Ñh�AlC~Yx_�Yn¤¶hlr~Yx_~Yn¬�il����  A~izwy°� ; y°�hu¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��2�T�Äx�oIor�iy{y@lr~YoIl��ilCu��C�r¶A�r~Ylrq|lr~�tV�,¹�~YlCzw~��«x_y{qfs`t{z�x_~}Jlry@oIlr}it{zw¶hl2lIn{t¬���rt@lIort��Il,��lIn@tK�rvhs`u�l2� 
��

S ≥ h− i
� �,2�s`~Yn¤u�l>o°s_n¤}As`y{t{z�or�iuwz�lry;�il>oIl

X
�hu�lIn

pj
x_Âit@lr~��Yn��}As`y{t{zwy>�ilIn

Bj
n@x_~�t �rvhs`u�lIn>lrt�¶[s`u�lr~�t�u��Ykml·o°s`u�or�iuK�il 
��

S ≥ h− i
� lIn{t��ix_~YoV�«s_orzwuwzwt��V}As`y�y0s`}i}Jx_y{t��u¾s�n@x_�Yn �9n0lIo�t@zwx_~±}iy��Io)�I�ilr~�t@l[�?o°s`yCu¾s,u�x_z��il *7lIn{t;ÂYz´~Ax_q�z�s`u�l[�?�il�}As`y$s`q|¸�t@y@lIn�p±lrtCu�� #Su*¶�z�lr~�tmÆ

Pr(S ≥ h− i) =
h
∑

m=h−i+1

Cm
h lm (1− l)h−m

Ã�x_~Yn@z����ry@x_~YnCu¾s�n{�izwt@l
(v

′

h,m)
���  Y~iz�l�}As`yCu¾sEy@lru¾s`t{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l�Æ
∀m ∈ {1,..,h}, v

′

h,m = Cm
h lm (1− l)h−m

�2x_�YnC���  Y~iz�n@n0x_~Yn;u¾s�n{�izwt@l
(u

′

h,i)
lr~µ��x_~Ao�t@zwx_~Ð�ilIn

v
′

h,m

Æ

∀i ∈ {1,..,h}, u
′

h,i =

h
∑

m=h−i+1

v
′

h,m

2�x_~Yo[�
u
′

h,i = Pr(TS ≥ h− i)
�

; y°�Yn0s_o0p?s`~�t�Ñh�Yl ∑h
m=0 v

′

h,m = 1
�ix_~±}Jlr�itCt{y0s`~Yn �«x_y{q|lryCu��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§�il

u
′

h,i

Æ

u
′

h,i = 1−
h−i
∑

m=0

v
′

h,m

; y°�Ju¾s7n{�izwt@l
(v

′

h,m)
lIn@t2�i~Áo°s_n2}As`y{t{z�or�iuwz�lry·�il,u��C�rt{�Y�il.��s`zwt@l�s`�¢}As`y0s`v[y0s`}ipYl�¿�� Ó �54��Ts°¶hlIoE�ilIn

pj
t@x_�Yn�rvhs`� �±lrt;¶[s`u¾s`~�tCuM�ik�x_y@n@Ñ��Yl�z�lIn{t  ���[�ix_~§lr~±���I���izwt>Ñh�YlMÆ

limh→∞

h−i
∑

m=0

v
′

h,m = 1


�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�iu�x_y@n@Ñ��Yl�z�lIn{t  ����Æ
limh→∞u

′

h,i = 0

�s`yforx_~An��IÑh�Ylr~�t°��u�x_y@n0Ñh�Yl

ε > 0
lrt�zCn@x_~�t  ���In°��zwuCl���z�n{t@l'�i~

hmin
t@lru�Ñh�Yl'}Jx_�Yy�t@x_�it

h ≥ hmin
�

Pr(TS ≥ h− i) < ε
�

3 P � P�� �fX]WA¥MU�W �¤¥�Z]£ �Yª�X �AabWbR � �¤¦*X]¦*©mXh¦���£MW �MP¡ �P ��� �¤¦*©mW RA �� �
2�s`~YnfoIlµ}As`y0s`v[y0s`}ipYl[�¤~Yx_�Yn|�it{zwuwz�n0lry@x_~Yn��ilIn|~Yx_t0s`t{z�x_~Ynfz��ilr~�t{z�Ñ��YlIn��ÁoIlruwu�lIn�lrq�}iu�x !Z�IlIn��Ys`~Ynfu�lIn}iy@lr�i¶hlIn,�ix_~i~��IlInEs`��oIx_�iy@n,�ilIn·}As`y0s`v[y0s`}ipYlIn�¿2� Ó �54§lrt,¿�� Ó � Ó �dlr~�}As`y{t{z�or�iuwz�lry,}Jx_�iy.u�lIn,n{�izwt@lIn

(uh,i)
�

(u
′

h,i)
lrt

vh,m
�

2�s`~Yn2�i~¢}iy@lrq�z�lry�t@lrq�}Yn¼�J~Yx_�Yn�s`uwu�x_~Yn�oIx_~Yn{z����ry@lryVÑ��Yl.u�lIn
pj
n@x_~�t2t0x_�Yn �rvhs`� �½lrt�¶[s`u�lr~�t2}m�*�  Y~�il�q�z�lr� �'oIx_q�}iy@lr~Y��y@l�u¾s,���rq|x_~Yn{t{y0s`t{z�x_~ÐÑh�izTn{�izwt°��u¾s  Av[�iy@l�¿�� > B q|x_~�t{y@l�u��C�r¶]x_uw�it{z�x_~§�ilIn;n{�izwt@lIn

uh,ilrt
u
′

h,i

n{�izw¶_s`~�t;z���u�x_y@n0Ñh�Yl�p±lIn{t  � �[�i}Jx_�iyCu�lIn;t{y@x_z�n�o°s_nC�il� Yv[�iy@lVn{�izw¶[s`~�t@nmÆ
>[�;u � }·Æio°s_n�x��µzwu�l���z�n{t@l��ilInCoIx_�i}iu�lIn>n@x_uw�it{z�x_~

h,i
}Jx_�iyCt@x_�it

ε > 0
�

> @[Ó
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Cas de figure 1: p > l (p=0.5, l=0.2, h=30)
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Cas de figure 2: p = l (p=0.5, l=0.5, h=30)
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Cas de figure 3: p < l (p=0.2, l=0.5, h=30)

Probabilité uh,i Probabilité u’
h,i uh,i + u’

h,ik�s.n@x_q�q|l
uh,i+u

′

h,i

y@lr}iy��In0lr~�t@l>u¾sV}iy@x_}Jlr~Yn{z�x_~µ�ilIn��ilr� ��n{�izwt@lIn��V}Jx_�i¶hx_zwy�x_�7~Yx_~'s°¶hx_zwy��ilIn¬¶[s`u�lr�iy@n}Jlrt{zwt@lIn�n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�t°�È2ÉSÊ�Ì ��ÎM� � Ï ¹�~Yl�z����IlV�Yl�u��C�r¶hx_uw�it{z�x_~§�YlrnC}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In��§lrt;�m�Yn{�izw¶[s`~�t;z��
4��;u 8 }VÆ�o°s_n¬uwzD�[��lr~�t{y@l�s`�it{y@lIn°��s`�f��s`zwt��il�y@lIoIlr¶]x_zwy��i~7n{zwv[~As`u

X(t)
�ix_~�t�o0pAs_or�i~Yl2�ilIn¬¶[s`u�lr�iy@n�n{�izwt�i~Yl�u�x_zT�i~iz´�«x_y{q|lVn{�iy·� 9�� > � �i}Jx_�iyCu�lIÑ��YlruTzwum~m�Äl���zwn@t@l�}As_n��il�oIx_�i}iu�lIn>n@x_uw�it{z�x_~m�Ó �;u � }VÆ[o°s_n�uwzD�[�]lr~�t{y@lCs`�it{y@lIn¼�]s`�E��s`zwtMÑh�Yl�u�l;oIlr~�t{y@l����E��x�or�YnMlIn{t�t{y@x_} �ru�x_zwv[~��C����}Jx_zw~�t¤�il;�ilr~Yn{zwt��qfs ��zwqfs`u�l·�il

X(t)
�

k�l�}Yu�s`~§�Yl�~Yx_t{y@lV���rq|x_~Yn@t{y0s`t{z�x_~ÐlIn{tCu�l�n{�izw¶[s`~�tmÆ
>[� � t{�Y�il·�il�u��C�r¶hx_uw�it{z�x_~Ð�il

vh,m
n@�izw¶_s`~�tCq±�Y�Ep< ���[�

4�� � t{�Y�il>����o°s_n¤u � }VÆhx_~7���I���izwt����f}Jx_zw~�t¬}iy��Io)�I�ilr~�t��ilr� ����x_~Yort{z�x_~Yn¬qfs @ x_y0s`~�t@lIn����i~YlC}Jx_�iy
uh,ilrt;�i~Yl�}Jx_�iy

u
′

h,i

� �iÑ��izTt@lr~Y�ilr~�t�t@x_�it@lInCu�lInC�ilr� �'¶hlry@n�9,u�x_y@n0Ñh�Yl�pµt@lr~Y�µ¶hlry@n;u�� zw~' Y~iz��
Ó � � t{�Y�il·���±o°s_nCu 85}·Æix_~±q|x_~�t{y@lVÑ��Yl

uh,i + u
′

h,i = 1
}Jx_�iyCt@x_�itCp±lrtCt@x_�itCz��

B � � t{�Y�il·���±o°s_nCu � }VÆYx_~±q|x_~�t{y@lVÑ��Yl
uh,i + u

′

h,i ≥ 1
}Jx_�iyCt@x_�itCp±lrtCt@x_�it

i ≤ h
�

k�x_y@n@Ñh�Ylfu�lIn
pj
n@x_~�t,n{�i}i}Jx[n��In.oIx_~Yn@t0s`~�t@n°��¶_s`u¾s`~�t.}m��u¾sµ}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��

vh,m
n°�Äl���}iy{zwq|lf}As`y.�i~Ylfu�x_z
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Evolution de vh,m
 suivant m (h=100, p=0.3)

p.h

È2ÉSÊ�Ì ��ÎM� 6 Ï � ¶]x_uw�it{z�x_~Ð�il�u¾sEn{�Yz´t0l�¶*�in{�izw¶_s`~�t;q±�A�,p< ���[�
Âizw~Yx_q�z¾s`u�l.�il�}As`y0s`q|¸rt{y@lIn,��pm� q � Æ

vh,m = Cm
h pm(1− p)h−m

�>��y@lrvhs`y@���il�Ñ��Ylru�Ñh�YlIn,l��ilrq�}iu�lInE�T�C�r¶]x_uw�it{z�x_~��il
vh,m

n{�izw¶[s`~�t.q ��¶hx_zwy.u¾s  Yv[�iy@l7¿�� > @ � ���±p  ���[�~Yx_�Yn>~Yx_�An�s`}Jlry@oIlr¶]x_~Yn�Ñ��YlVu��C�ruD�rq|lr~�t�qfs ��zwq.�iqN�il.oIlrt{t@l,n{�izwt@l.lIn{t2oIlruw�izK�ix_~�t>u¾s|¶_s`u�lr�iy�lIn{t�u¾s|}iuw�Yn}iy@x�o0pYl·���±}iy@x����izwt
p.h

�Y�>x_�Yn�s`uwu�x_~YnCq|x_~�t{y@lry>Ñ��Yl�oIlrt{t@lVx_ÂYn@lry{¶[s`t{z�x_~§lIn@t @ �Yn@t{z  -�Il[�

�x_�iy2oIlru¾s��?~Yx_�Yn>�it{zwuwz�n@x_~Yn2�i~YlV��x_~Yort{z�x_~Ás`� ��zwuwz¾s`zwy@l.}iy@x_u�x_~iv]l°s`~�t

vh,m
}Jx_�iy��ilIn>¶_s`u�lr�iy@n>~Yx_~¢lr~�t{z�¸ry@lIn�il�p±lrtCq±�

f(h,m) = c(h,m)pm(1− p)h−m

s°¶hlIo
c(h,m) =

Γ(h)

Γ(m)Γ(h−m)kds,��x_~Yort{z�x_~
Γ
�T�+*��iu�lry�}iy@x_u�x_~iv]lVu¾s.�«x_~Yort{z�x_~µ��s_ort@x_y{z�lruwu�lV}Jx_�iy��ilIn;¶[s`u�lr�iy@n;~Yx_~§lr~�t{z�¸ry@lIn¼�kds����ry{zw¶Z�Il�}As`y{t{z�lruwu�l·�ilVo]��pm� q � n{�Yz´¶[s`~�tCq lIn{t��ix_~i~��Il�}As`yCu��Äl���}iy0lrn0n{z�x_~§n{�izw¶[s`~�t@l�Æ
∀h > 0,m ∈]0,h[, ∂c

∂m
(h,m) = c(h,m)

(

Γ′(h−m)

Γ(h−m)
− Γ′(m)

Γ(m)

)

Ã�x_~Yn@z����ry@x_~YnCu¾s,��x_~Yort{z�x_~Ð�µn{�izw¶[s`~�t@l�Æ
∀m ∈ [0,h[, d(m) = ln (Γ(h−m)) + ln (Γ(m))

kds2��x_~Yort{z�x_~���lIn{tMoIx_~�t{zw~��AlClrt¤���ry{zw¶[s`Âiu�lCn{�iyC� >[� p � � ; ~|y@lrqfs`y@Ñh�Yl�Ñh�Yl;u¾s����ry{zw¶A�Il
d′(m) = −Γ′(h−m)

Γ(h−m) +
Γ′(m)
Γ(m)


�s`y�oIx_~Yn �IÑh�Ylr~�t°�Yu«�Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§�il�u¾s����ry{zw¶Z�Il�}As`y{t{z�lruwu�l·�il
c(h,m)

n{�izw¶_s`~�tCq n¼�C�Iory{zwtmÆ
∀h > 0,m ∈ [0,h[,

∂c

∂m
(h,m) = −c(h,m)d′(m)

; ~§lr~§���I���izwtCu��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§�il�u¾sE���ry{zw¶A�Il�}As`y{t{z�lruwu�l·�il���n{�izw¶[s`~�t;q²Æ
∀h > 0,m ∈ [0,h[,

∂f

∂m
(h,m) = f(h,m)

[

−d′(m) + ln

(

p

1− p

)] ��¿�� > Ó �
Ã�x_q�q|l��K~YlVn°��s`~i~��iu�lV}As_n°��u���s`~i~��iu¾s`t{z�x_~½�il ∂f

∂m(h,m)
zwq�}Jx[n@l�Æ

−d′(m) + ln

(

p

1− p

)

= 0

> @7@
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�2x_�Yn¬s`uwu�x_~Yn���}iy��In@lr~�t¤q|x_~�t{y@lry¬Ñ��YlCoIlCt@lry{q|l�n¼��s`~i~��iu�lC}Jx_�iy¤�i~YlC¶[s`u�lr�iy¬�il;qN�.}iy@x�o0pYl.���il;}ipm� 
�s`yoIx_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~Ð�il
Γ
�ix_~Ðs�Æ

Γ(ph+ 1) = (ph+ 1)Γ(ph)

Γ(h− ph) = (1− p)hΓ(h− (ph+ 1))


�s`y�oIx_~Yn �rÑ��Ylr~�tmÆ
d(ph+ 1)− d(ph) = ln (ph+ 1)− ln ((1− p)h)

*�~±q|lrt{t0s`~�t�}±lr~µ��s_ort@lr�iy��Ys`~Yn;u�l�}iy@lrq�z�lry�t@lry{q|lV�il�u¾sE��z´Å �ry@lr~YoIl�Æ
d(ph+ 1)− d(ph) = ln (p)− ln (1− p) + ln

(

h+ 1/p

h

)

; ~ÐsE�ix_~Yo�Æ
∀h > 0, d(ph+ 1)− d(ph) > ln

(

p

1− p

)

limh→∞(d(ph+ 1)− d(ph)) = ln

(

p

1− p

)

; ~§o°s`u�or�iu�lV�il�q Arq|l�Æ
d(ph)− d(ph− 1) = ln (p)− ln (1− p)− ln

(

h+ 1/(1− p)

h

)


�s`y�oIx_~Yn �rÑ��Ylr~�tmÆ
∀h > 1, d(ph)− d(ph− 1) < ln

(

p

1− p

)

limh→∞(d(ph)− d(ph− 1)) = ln

(

p

1− p

)

; y°�Y�T��s`}iy@¸InCu�l�t{p��Ix_y@¸rq|l·�il �>x_uwu�l[�ioIx_q�q|l·�µlIn{t�oIx_~�t{zw~��YlVlrt����ry{zw¶[s`Âiu�lVn{�iy·� 9�� pm�°Æ
∃m1 ∈ [ph,ph+ 1], d′(m1) = d(ph+ 1)− d(ph) ≥ ln (p)− ln (1− p)

∃m2 ∈ [ph− 1,ph], d′(m2) = d(ph)− d(ph− 1) ≤ ln (p)− ln (1− p)

k�s����ry{zw¶A�IlV�T���rt0s`~�t>oIx_~�t{zw~��Yl[�AoIlru¾s�n{zwv[~iz  AlVÑh�YlMÆ
∀h > 1,∃m0 ∈ [ph− 1,ph+ 1], d′(m0) = ln (p)− ln (1− p)

Ã�lVÑh�izTq|x_~�t{y@lVÑ��Yl ∂f
∂m(h,m)

n°��s`~i~��iu�lVn{�iy
[ph− 1,ph+ 1]

}Jx_�iyCt@x_�itCp � >[�
2E��s`�it{y@lf}As`y{t°�

ln (Γ(m))
�rt0s`~�t.�i~Al��«x_~Yort{z�x_~�oIx_~�¶hl��ilf�ilr� �Á�«x_z�n.���ry{zw¶[s`Âiu�l[�dn$s±���ry{zw¶Z�Il�n0lroIx_~Y�Yl�lIn{t�i~Yl��«x_~Yort{z�x_~ n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t|}Jx[n{zwt{zw¶]l'n@�iy'� >[� pm�w� 2�l7q Arq|l[��u¾s½���ry{zw¶A�Il'n0lIoIx_~Y�il'�il

ln (Γ(h−m))
lIn{tn{t{y{z�ort@lrq|lr~�t�}Jx[n{zwt{zw¶hl>n{�iy�� >[� pm�*��}As`y�oIx_q�}Jx[n{zwt{z�x_~µ�ilIn¤�«x_~Yort{z�x_~Yn

Γ (m)
lrt

h−m
� � 
�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�

d′lIn{t>ory@x_z�n@n0s`~�t@l·n@�iy·� >[� pm�w� *�~§}As`y{t{z�or�iuwz�lry°�Jx_~Ðlr~Ð���I���izwt>Ñ��Yl
d′
~YlV}iy@lr~Y�±u¾s�¶[s`u�lr�iy

ln (p)− ln (1− p)Ñ��m� �i~Yl�n0lr�iu�l2�«x_z�n°�i�ix_~Yo[�Ylr~±y@lr¶hl�~?s`~�t>�,u��C�IÑ��As`t{z�x_~Ð¿2� > Ó Æ
>[� ∂f

∂m(h,m)
~YlVn°��s`~i~��iu�l·Ñh�m� �i~YlVn@lr�iu�l���x_z�n¼�i�Ys`~Yn;u�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�l

[ph− 1,ph+ 1]
�

4��C�T�8�rt0s`~�t�ory@x_z�n0n0s`~�t@l§n@�iy§� >[� pm�¬lrt|��}Jx[n{zwt{zw¶hl[�¤x_~jlr~j���I���izwt7Ñ��Yl±u�l±}Jx_zw~�t��m�Äs`~Y~��iu¾s`t{z�x_~ �il±u¾s���ry{zw¶Z�Ilf}As`y{t{z�lruwu�l7�il���lIn{t·�i~�qfs ��zwq.�iq������ry{zw¶Z�Ilf}As`y{t{z�lruwu�l�}Jx[n{zwt{zw¶hlfn{�iy7� >[� }Yp���> � lrt.~��rvhs`t{zw¶]ln{�iyV� }ip+=?>[� pm�w�
> @ 6
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Ã�lVÑ��izmoIx_~Yoruw�it�u�l�}iy@lrq�z�lry�}Jx_zw~�t��il�u¾s,}iy@lr�i¶hl[�
�>x_�Yn>s`uwu�x_~Yn2�E}iy��In@lr~�t �rt{�Y��z�lry�u�lVoIx_q�}Jx_y{t@lrq|lI~�t2oIx_~ @ x_zw~�t>�ilIn�n{�izwt@lIn

(uh,i)
lrt

(u
′

h,i)
n{�izw¶_s`~�t�u�lInt{y@x_z�n�o°s_n ��¶hx�Ñ����In�s`�§���rÂi�it��ilVoIl�}As`y0s`v[y0s`}ipYl[�

2�s`~YnK�i~E}iy@lrq�z�lry�t@lrq�}Yn°�`~Yx_�Yn�oIx_~Yn{z����ry@x_~Yn�u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l�u � }m�_kml�t{y0s°¶[s`zwuil�Å*lIort{���;�Ys`~Yn�u�l¬}iy@lrq�z�lry}Jx_zw~�t�~Yx_�Yn;}Jlry{q|lrt>�T�C�Iory{zwy@lVu�� zw~��rvhs`uwzwt��·n{�izw¶[s`~�t@l[�i}Jx_�iyCt@x_�it
kp < [ph]

Æ
∀k ≤ kp, C

k
hp

k(1− p)h−k ≤ C
kp

h pkp(1− p)h−kp
��¿�� > B �

2�l�q Arq|l[�i}Jx_�iyCt@x_�it
kl > [lh] + 1

Æ
∀k ≥ kl, C

k
h l

k(1− l)h−k ≤ Ckl

h pkl(1− l)h−kl
��¿�� > @ �


�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�Ylr~§n@x_q�qfs`~�t�n{�izw¶[s`~�tC�iz Å �ry@lr~�t@lInC¶[s`u�lr�iy@n��il 	*�ix_~±x_ÂYt{z�l�~�tmÆ
kp
∑

k=0

Ck
hp

k(1− p)h−k ≤ (kp + 1)C
kp

h pkp(1− p)h−kp

h
∑

k=kl

Ck
h l

k(1− l)h−k ≤ (h− kl + 1)Ckl

h lkl(1− l)h−kl

; y°�i}Jx_�iyCt@x_�itC}§lrt;t@x_�it�uT¶Z�ry{z  ?s`~�t�} � u��Yx_~Ðs,u¾sEy@lru¾s`t{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l�Æ
∃h0,∀h > h0,∃k∗, [lh] + 1 < k∗ < [ph]


�s`y2oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�
k∗
¶Z�ry{z  Al,n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�t�u�lIn�y@lru¾s`t{z�x_~Yn�¿�� > B lrt>¿�� > @ � ; y°�Jn{zdx_~Ð}Jx[n@l

k∗ = h − i∗
�s°¶hlIo

i∗ ∈ [(1− p)h,(1− l)h]
��u�lIn;�ilr� �'n@x_q�q|lIn�}iy��Io)�I�ilr~�t@lInC~Yl�n@x_~�tCs`�it{y@lInCÑh�Yl

uh,i∗

lrt
u
′

h,i∗

�'2E�Äx��u�lInCy@lru¾s`t{z�x_~Yn�n{�Yz´¶[s`~�t@lIn°�i¶Z�ry{z  -�IlIn�n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�t>}As`y
i∗
Æ

uh,i∗ ≤ (h− i∗ + 1)Ci∗
h ph−i∗(1− p)i∗

u
′

h,i∗ ≤ (i∗ + 1)Ci∗
h lh−i∗(1− l)i∗


�x_�iy�q|x_~�t{y@lry7Ñh�Yl±u�lIn��ilr� � qfs @ x_y0s`~�t@n7�ilInfy@lru¾s`t{z�x_~Yn7¿�� > B lrt�¿�� > @ t@lr~Y�ilr~�t7¶]lry@n'9��M~Yx_�Yn7s`uwu�x_~Yny@lIo0pYlry@o0pYlry��i~$�IÑ��izw¶_s`u�lr~�t��il�oIlr� ���9orz?u�x_y@n@Ñ��YlCpft@lr~Y��¶]lry@n¤u�� zw~' Y~iz�� 2E��s`}iy@¸In¬u¾s��«x_y{q.�iu�l>�il *�t{zwy{uwzw~ivY���i~�IÑ��izw¶[s`u�l�~�t��il�~	�YlIn{tmÆ
n! ∼

h→∞

√
2π n

(n

e

)n

�2x_�Yn�y@lrqfs`y@Ñ��Yx_~YnKÑ��YlMu�x_y@n@Ñh�AlMp.�ilr¶�z�lr~�tdv[y0s`~Y�T�
i∗
�ilr¶�zwlr~�t�v[y0s`~A�T�ºo°s`y

i∗ ≥ (1−p)h
� 
�s`yKoIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�u��C�IÑ��izw¶_s`u�lr~�t�}iy��Io)�I�ilr~�t¤n°��s`}i}iuwz�Ñ��Yl;s`� �,t{y@x_z�nK��s_ort@x_y{z�lru´u�lInM�il

Ci∗
h

� ; ~E}Jlr�itM�ix_~Yo;�ix_~i~Ylry��i~R�IÑh�izw¶[s`u�lr~�t���±qfs @ x_y0s`~�t��il
uh,i∗

lrtC�ilVoIlruw�iz��il
u
′

h,i∗

�

(h− i∗ + 1)Ci∗
h ph−i∗(1− p)i∗ ∼

h→∞

h− i∗ + 1√
2π

hh+1

(h− i∗)h−i∗+1 ii∗+1∗

ph−i∗(1− p)i∗

(i∗ + 1)Ci∗
h lh−i∗(1− l)i∗ ∼

h→∞

i∗ + 1√
2π

hh+1

(h− i∗)h−i∗+1 ii∗+1∗

lh−i∗(1− l)i∗

> @��
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*�~±}Jx[n0s`~�t
i∗ = αh

�As°¶]lIo
α ∈ [1− p,1− l]

��u�lIn �IÑh�izw¶[s`u�lr~�t@nC}iy��Io)�I�ilr~�t@n>n°�C�Iory{zw¶]lr~�t�Æ
h(1− α) + 1√
2π hα(1− α)

gp(h,α)

hα+ 1√
2π hα(1− α)

gl(h,α)

s°¶hlIo�Æ
gp(h,α) =

(

p

1− α

)(1−α)h (1− p

α

)αh

gl(h,α) =

(

l

1− α

)(1−α)h (1− l

α

)αh

�½x_~�t{y@x_~Yn·�7}iy��In@lr~�t·Ñh�Yl
gp(h,α)

lrt
gl(h,α)

�ilr¶�z�lr~i~Ylr~�t·oIx_~ @ x_zw~�t@lrq|lr~�t,s`�Yn@n{z�}Jlrt{zwt@n·Ñh��� x_~³u�l�n@x_���pAs`zwt@l[� 
�x_�iy�oIlru¾s��YoIx_~Yn{z����ry@x_~Yn
ln (gp(h,α))

lrt
ln (gl(h,α)

Æ
ln (gp(h,α)) = hqp(α) avec qp(α) = (1− α) ln

(

p

1− α

)

+ α ln

(

1− p

α

)

ln (gl(h,α)) = hql(α) avec ql(α) = (1− α) ln

(

l

1− α

)

+ α ln

(

1− l

α

)

kmlInC¶_s`y{z¾s`t{z�x_~Yn>�il
qp(α)

lrtC�il
ql(α)

n@x_~�t��ix_~i~��IlIn>�,}?s`y{t{zwy��il�u�lr�iy����ry{zw¶A�Il�Æ
q
′

p(α) = ln

(

(1− p)(1− α

pα)

)

q
′

l(α) = ln

(

(1− l)(1− α

lα)

)

; y°�`n{z
α ∈ [1−p,1−l]

�º�ilIn�lr~Yo°s_��y@lrq|lr~�t@n�q|x_~�t{y0l�~�t�Ñh�Yl
q
′

p(x) ≤ 0
lrt

q
′

l(x) ≥ 0
}Jx_�iy

x ∈ [1−p,1−l]
�


�s`y�oIx_~Yn �rÑ��Ylr~�t°�
qp(x) ≤ qp(1− p)

lrt
ql(x) ≤ ql(1− l)

� ; y°�
qp(1− p) = ql(1− l) = 0

�

�s`y>oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�Y}Jx_�iy

α ∈]1− p,1− l[
�Ax_~Ðs�u�lIn��ilr� �µzw~��rvhs`uwzwt��In

qp(α) < 0
lrt

ql(α) < 0
�An{zwq.�iuwt0sº�~��rq|lr~�t°�Yzw~Y���r}Jlr~Y�Ys`q�q|lr~�t>�il�pm�?Ã�l�Ñ��izTq|x_~�t{y@l·Ñh�Yl�Æ

lim
h→∞

ln (gp(h,α)) = −∞

lim
h→∞

ln (gl(h,α)) = −∞

�s`y�oIx_~Yn �rÑ��Ylr~�tmÆ

lim
h→∞

gp(h,α) = 0

lim
h→∞

gl(h,α) = 0

Ã�x_q�q|l�Æ
lim
h→∞

h(1− α) + 1√
2π hα(1− α)

=
1√
2π α

> 0

lrt
lim
h→∞

hα+ 1√
2π hα(1− α)

=
1√

2π (1− α)
> 0

> @[Ò
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; ~�lr~³���I���Yz´t.Ñh�YlEu�lIn���x_~Yort{z�x_~YnVqfs @ x_y0s`~�t@lIn·�il
(uh,i)

lrtV�il
(u

′

h,i)
}Jlr�i¶hlr~�t�Art{y@lEy@lr~Y���YlIn·n@zwq.�iuwt0sº�~��rq|lr~�t>s`�Yn0n{z*}Jlrt{zwt@lIn�Ñh�m�Äx_~µu�l�n0x_�ipAs`zwt@l[�ilr~< �Ys`~�t;�i~µzm�Ys`~Yn;u�� zw~�t@lry{¶_s`uwu�l

]lh,ph[
�YÃ�x_q�q|lVoIlInCn{�izwt@lInn0x_~�tE}Jx[n{zwt{zw¶hlInE}As`y|���  Y~izwt{z�x_~F��}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In � ��~Yx_�Yn�¶]lr~Yx_~Yn|�ix_~Yoµ�il'���rq|x_~�t{y@lry|u�l'}iy@lrq�z�lry|o°s_n��il

 Yv[�iy@l|} � u>��u��Äl���z�n{t@lr~YoIlf�T� �i~
hmin

�i~YzwÑ��Yl�t@lru¤Ñ��Yl|���  Y~iz¤�Ys`~YnVu¾s'}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~�zw~izwt{z¾s`u�lflIn@t�t{y{zw¶�z¾s`u�l�Æo[�ÄlIn@t;u¾sEÂJx_y{~Yl�zw~�� �ry{z�l��Yy@lV�ilIn�n@x_uw�it{z�x_~Yn.��pm� z9��p �{� �
2�s`~Yn�u�lCo°s_n¤�il  Yv[�iy0l;u)8>}m�[zwuAn{���|t¤�il;y@lr}iy@lr~Y��y@lCu�lInMy@lru¾s`t{z�x_~Yn¬�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIl>oIx_~YoIlry{~As`~�t

(uh,i)
lrt

(u
′

h,i)
}Jx_�iy¬oIx_~Yn{t$s`t@lry¬��zwy@lIort@lrq|lr~�t�Ñh�Yl

uh,iu
′

h,i = 1
}Jx_�iy¤t@x_�it¬pflrt¤t@x_�it

i ≤ h
� 
�s`y¬oIx_~Yn �IÑh�Ylr~�t°�

uh,ilrt
u
′

h,i

~Yl,}Jlr�i¶hlr~�t�}As_n�Art{y@l�n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�tVzw~�� �ry{z�lr�iy@n·� 9�� @ � 2�x_~Yo[�*}Jx_�iy�t@x_�it
ε < 0.5

�Jzwu�~m�Äl���z�n{t@ls`�Yor�i~ÐoIx_�i}iu�lV�ilVn@x_uw�it{z�x_~Yn.��pm� z � ¶A�ry{z  ?s`~�tCu�lIn��ilr� �'p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn°�
Ã�x_~Yn{z����ry@x_~Yn2�,}iy��In@lr~�tCu�lV�ilry{~iz�lry�o°s_n��il� Yv[�iy@lf��u � } � � *�x_zwt

(Sh,i)
u¾s�n{�izwt@lV���  Y~iz�l�}As`ymÆ

∀h ∈ N,∀i ∈ N,i ≤ h, Sh,i = uh,i + u
′

h,i�2x_�Yn�s`uwu�x_~YnCq|x_~�t{y@lry�}As`yCy��Ior�iy{y@lr~YoIl·n{�iyCp±Ñ��Yl�o0pAs_Ñ��Yl�t@lry{q|l
Sh,i

lIn{tCn@�i}��ry{z�lr�iy�x_���rvhs`ud� >[�

�x_�iy¬p+8?>[�

S1,0 = 1
lrt

S1,1 = (1−p)+ l > 1
�hkM� p,!�}Jx_t{pY¸In@l2�ilCy��Ior�iy{y@lr~YoIl�lrn@t¬�ix_~Yo�¶�y0s`z�l�}Jx_�iy¬p+8?>[�

*��i}i}Jx[n0x_~Yn·Ñh�Yl�oIlrt{t@l�p,!�}Jx_t{pY¸In@l|n@x_zwt�¶�y0s`z�l @ �Yn@Ñ��m��s`�¢y0s`~Yv
h ≥ 1

� 
Kx[n0x_~Yn
l = p + α

�ms°¶]lIo
α > 0

��2x_�Yn·s`uwu�x_~Yn.���rt@lry{q�zw~Ylry·�i~Yl�y@lru¾s`t{z�x_~��il�y��Ior�iy{y@lr~YoIlfuwz¾s`~�tVu�lIn
Sh,i

� 
�x_�iy·oIlru¾s��m~Yx_�YnV�it{zwuwzwn0x_~Yn·oIlruwu�lÑ��izml���z�n{t@l�lr~�t{y@l�u�lIn
uh,i

lrt�lr~�t{y@l�u�lIn
u
′

h,i

�YÑh�izT}Jlry{q|lrt>�T�C�Iory{zwy@l�Æ
uh+1,i+1 + u

′

h+1,i+1 = (1− p)uh,i + p.uh,i+1 + (1− p− α)u
′

h,i + (p+ α)u
′

h,i+1

*M~±y@lrv[y@x_�i}As`~�t�u�lIn;t@lry{q|lIn¼�izwuT¶�z�lr~�tmÆ
Sh+1,i+1 = (1− p)Sh,i + p.Sh,i+1 + α(u

′

h,i+1 − u
′

h,i)

; y°�
u
′

h,i+1 − u
′

h,i = v
′

h,i+1 ≥ 0
� 
�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�Yx_~Ðs,u�� zw~��rvhs`uwzwt��.n{�izw¶_s`~�t@lMÆ

Sh+1,i+1 ≥ (1− p)Sh,i + p.Sh,i+1


�s`y�p !�}Jx_t{pY¸In@l��il2y��Ior�iy{y@lr~YoIl[�
Sh,i ≥ 1

lrt
Sh,i+1 ≥ 1

� ; ~µlr~µ���I���izwtCÑ��Yl
(1− p)Sh,i + p.Sh,i+1 ≥ 1��y@lru¾s`t{z�x_~³ÂAs`y"!�oIlr~�t{y{z�Ñh�Yl � ��2E�Äx��

Sh+1,i+1 ≥ 1
�mÃ�l�u¾s,�rt0s`~�t�¶�y0s`z�}Jx_�iy�t@x_�it

i ∈ {0,...,h} �*lrt�n0s_o0pAs`~�tÑ��Yl
Sh+1,0 = 1 ≥ 1

��x_~±lr~±���I���izwtCÑ��Yl ∀i ∈ {0,..,h+ 1}, Sh+1,i ≥ 1
�AÃ�l�Ñh�izTt@lry{q�zw~Yl�u¾s.y��Ior�iy{y@lr~YoIl[��2x_�Yn�¶hlr~Yx_~Yn;�ix_~Yo��il2}iy@x_�i¶hlry�u�l�o°s_n�u � }m�'*�~±l�Å*lrt°��u¾s,n@x_q�q|l��il��ilr� ��t@lry{q|lIn �rt0s`~�t;n{�i}��ry{z�lr�iy@l�x_��rvhs`u�l.� >[�iu�� �Y~§�ilInC�ilr� �'t@lry{q|lIn��ix_zwt�Art{y@lVn{�Y}���y@zwlr�iy>x_���rvhs`ud� 9�� @ �

> @ (
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Récupération des
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actuels

Choix de l’action
en fonction des
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à t, voire t−1, t−2, etc.

l’action choisie
Exécution de

Utilisation d’un modèle
empirique ou mathématique
ou de connaissances acquises
par apprentissage
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L’automate de Turing possède un nombre d’états fini et est composé d’une tête devant
laquelle se déroule un ruban divisé en cellules et qui peut se déplacer aussi bien de droite
à gauche que de gauche à droite. N’importe quelle fonction calculable peut être calculée
par cet automate grâce à l’ensemble de règles auxquelles il est soumis et que l’on peut
toujours déterminer. Ces règles sont de trois types:

1)
Dans un état Si, l’automate remplace Aj, contenu dans la cellule au dessous de la
tête par Bm, puis passe dans un état Sk

2)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la droite et l’automate passe à l’état Sk

3)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la gauche et l’automate passe à l’état Sk

Si   Aj   Bm   Sk

Si   Aj   DSk

Si   Aj   GSk
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Fin
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Démarche synthétique

Définition d’une ou de
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avec les faits

Emergence de
fonctionnalités à 

partir de cette ou de
ces loi(s)

��� ����� 	�� 
r@i]�=�P�)�(_B�6?'+sE&9.+B�]�.+*1c93�6i\�410�N�P�416


S�U�



� 2 	 * � �������D��� ���"� � �l����� �"��� � � # � �
� ���_� # �"� 	 � , 2/� �.,�� � � � � � V &��

*-=>,W0�'�'+*-N/416j:/68)_]CP�4-*1'_6�) �t|G4
Pn=�P�*-& ��3/&�.�6�4kP�4-\h0�)+*-.+B/=`6�X�=�P�*1'Q0�&<'�3/,/,W0�'�6ic93�684168.�6�=>,�'Q:�6i(C0�&�(C6�,;T
.+*10�&�'�6�)_P�*-.O.+)_a�'^410�&/\t6�.O416�,/)_0�\�)_P�=>=`6i0�N/.�6�&93�.+)�aC'^(C0�=>,/4-*1c93�]�²;(C6�4
P?&�6d'�6�)_P�*-.g:/0�&�(d,�P�' �n)�]SP�4-*1'+.�6 �We
@jP�&�'5(C6A(SP�:;)�6�X�0�&x,W6�3/.���.+)�6j*-&9.�]�)�6C'�'�]j,�P�)54Vp 3/.+*-4-*1'_P�.+*10�&�:qp{P�4-\h0�)+*-.+B/=`6S'd:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6�e

�^6�4
Pn&�68'+*-\�&/* ��6d,�P�'gc93�6�4Vp�6�&�'_6�=nN/416i:;3�,/)�0�N/41a�=`6i:/0�*-.Q�".�)�6iP�,/,/)+*1'g6�&�\�410�N�P�4-*-.�]�e M *-&�'�*VX[416d.+)_PSR�P�*-4
:/6n(C0�&�(C6�,/.+*10�&r,/)�]�4-*-=>*-&�P�*-)�6>(C0�&�'+*1'+.�6t|�:;*1'+.+*-&/\�3�6�)8416C'd,�P�)+.+*16C'i'+3 �+6�.+.�6C'i|`4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'�P�\h6G:/6C'iP�3/.�)�6C'
,W0�3/R�P�&9.d��.+)�6A,/)�0�\�)_P�=>=`]C6C' 	 # 2 � , 6�.8|t=`6�.+.+)�6n6�&2,/4
P�(C6?4Vp *-&9.�6�)U7lP�(C6n6�&9.+)�6?416C'�:/6�3;vqeW�^6�4
P>)�6�RE*16�&9.8|
)�]�,W0�&�:;)�6A|n(C6C'Q:/6�3;v�c[3�6C'+.+*10�&�'L² �)&�� ��	� ����/�8�W� & � � 	� � , , �"��� � ��& # ��� � �)&�� �§� �G� � � � 	>�W	 ��&9�_� # � , � V & �
# ��� �9'C����� 	 *5*
� �§� �_X;4
P>:/6�3;v;*1a�=`6Ac93�6C'+.+*10�&2]�._P�&9.5416j(C0�)�0�4-4
P�*-)�6n:/6i4
Pt,/)�6�=>*1a�)�6�e

��& 7VP�*-.SX
4
Pb:/]�=�P�)�(_B�6>P�&�P�4-sE.+*1c[3�6�X�'�*�6�4-416G6C'�.iP�,/,/4-*1c93�]C6>|�4
P�)�6�,/)�09:;3�(�.+*10�&o:qp 3/&r,/)�09(C6C'�'+3�'8=`6�.UT
._P�&9.�6�&Y�U6�3x3/&�6j*-&E.�6�)_P�(�.+*10�&�6�&9.+)_6j4
Pt=�P�(_B/*-&�6n6�.�'�0�&26�&9RE* )_0�&/&�6�=`6�&9.SX�R�Pt,W6�)+=`6�.+.+)�6n:/6j.+)�0�3/R[6�)�:/6C'
'�0�4-3/.+*10�&�'SXq'�0�3/R[6�&9.AP�,/,/)�0Sv;*-=�P�.+*-Rh6C'SXkc[3/*�R[0�&9. �G(C0�4-416�) � |b3/&r,/)�0�N/41a�=`6>,�P�)+.+*1(�3/4-*16")Ye �d)SX�c93�6�4-416t6C'+.
4
P>'+*-\�&/* ��(SP�.+*10�&�:/6j4Vp{P�:�P�,/._P�.+*10�&kX
'+*-&�0�&x4
Pn7VP�(�3/4-.�]A:/6��G(C0�4-416") �<|t3/&<,/)�0�N/41a�=`6A,/)�]C(�*1'�'�3	��'_P�=>=`6�&9.
N/*16�&kXg'_P�&�'<PSRh0�*-)�:/6 (C0�&/&
P�*-'_'_P�&�(C6C' 	 *
� �l� � � '+3/)�(C6�4-3/* T�(�*	T>��P�)<(C0�&�'�]Cc[3�6�&9.SXg:�P�&�'�416 (SP�'�\h]�&�]�)_P�4VX
(�p�6C'+.5:�PSR�P�&9._P�\h6j416i(C0�&�(C6�,/.�6�3/)d:;3<,/)�0�\�)_P�=>=`6Ac93/*W7lP�*-.Q,/)�6�3/Rh6j:qp{P�:�P�,/._P�.+*10�& P�3<,/)�0�N/41a�=`6j,W0�'�]jc[3�6
416�,/)�0�\�)_P�=>=`6�4-3/* TV=`��=`6�e�f80�3�'G(C0�&�'+._P�.�0�&�'t6�&z6 
q6�.Gc93�6�416�NW0�&}7l0�&�(�.+*10�&/&�6�=`6�&9.>:qp 3/&�P�4-\h0�)+*-.+B/=`6
:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6^6C'+.�(�0�)�)�]�4-]g|Q4Vp�6"v;*1'+.�6�&�(C6O:qp 3/&G(C0�&9.�6"vE.�6^c[3/*9:/]C(C0�3/416^:/6Z4Vp{P�&�P�4-s;'�6O:;3?,/)�0�N/41a�=`6O*-&/*-.+*
P�4Ve

M *-&�'+*VXY6�&?,/)_P�.+*1c93�6�XY416Z,W0�*-&9.�:/]�4-*1(SP�.�:qp 3/&n,/)�0�\�)_P�=>=`6gPSs9P�&9.L)�6C(C0�3/)�'�|Q3/&�6Z.�6C(_B/&/*1c93�6O:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'+T
'_P�\h6^)�]C'+*1:/6^:�P�&�'�4Vp{P�,/,W0�)+.Z:/6^(C0�&/&�P�*1'_'_P�&�(C6C' 	 *
� �l� � � 6"v�P�(�.�6C'SX�,W6�)+=`6�.+._P�&E.Z:/6O\�3/*1:/6�)�4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6�²
*-4/'Sp{P�\�*-.�:qp 3/&t,/)_0[(C6C'_'+3�'�:/6g(C0�&9.�6"vE.+3�P�4-*1'�P�.+*10�&keh%�4;6C'�.�(�4
P�*-)Zc[3�6g:�P�&�'�416g(SP�'�0��>(C6�'�:/0�&/&�]C6C'Z0�3t=`09:/a�416C'
'�0�&9.j.+)�0�,�P�,/,/)�0SvE*-=�P�.+* 7l'?0�3r7VP�3;v�X�*-41'jRh0�&9.A0�)+*16�&9.�6�)?&�]�\[P�.+*-Rh6�=`6�&9.?416t)�]C'�3/4-._P�.,��&�P�4VXk'_P�&�'Ac93�6G4Vp{P�,;T
,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6`4-3/* TV=`��=`6b'�0�*-.A4
P<(SP�3�'_6>)�]C6�4-416�:/6>4Vp�]C(_B�6C(�eL�k6C'nP�4-\h0�)+*-.+B/=`6C'G:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'�P�\h6�'_0�&9.?(�)�]C]C'
6�&�'+3/,/,W0�'�P�&9.G4Vp�6"v;*1'+.�6�&�(C6�:qp 3/&�(C0�&9.�6"v;.�6�,/)�]C(�*1'SX�:/0�&�(�:/6�(C0�&/&�P�*1'�'�P�&�(C6�' 	 *
� �l� � � 416C'G,/4-3�'t6"v�P�(�.�6C'
,W0�'�'+*-N/416�e��©0�*1(�*q416C'5,/)+*-&�(�*-,�P�416C'k²

� 416C'Q,�P�)_P�=`a�.+)�6C'�*-&9.�6�)+&�6C'd6".5416�3/)�]�R[0�4-3/.+*10�&�P�32(C0�3/)�'�:;3<.�6�=>,�'YX/4-6A(SP�'5]C(_B�]SP�&9.Se
� 416C'56�&9.+)�]C6C'�6�.�'�0�)+.+*16C'�6�.Q416�3/)�]�R[0�4-3/.+*10�&�P�32(C0�3/)�'�:;3<.�6�=>,�'YX/416j(SP�'5]C(_B�]SP�&9.Ye
� 3/&�6�7l0�&�(�.+*10�&/&�P�4-*-.�]2,W6�)+=`6�.+._P�&9.�:/6�� 3�\h6")b:/6<4
Poc[3�P�4-*-.�]2:/6x4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6�6�&�(C0�3/)�' ~!*-&9.+)�0�T
:;3�(�.+*10�&�:qp 3/&�6�:;*1'+._P�&�(C6�XL:qp 3/&�6>7�0�&�(�.+*10�&�:/6`(C0 �/.��j6�.A*-&�:;3/*1'_P�&9.?4
P<(C0�&�:;3/*-.�6`R[6�)�'A3/&}0�N
�U6C(�.+* 7
,/)�]C(�*1'Se

@tp{P�3/.+)�6C'�(SP�3�'�6C'�:/6j(C0�&9.�6"v;.+3�P�4-*1'_P�.+*10�&�,W6�3/Rh6�&9.�6"v;*1'+.�6�)�:/0�&9.SX�6�&9.+)�6?P�3/.+)�6C'k²

� :/6C'A(C0�&/&�P�*1'�'_P�&�(C6C'?'+3/)j4
P�,�P�)+.+*1(�3/4
P�)+*-.�]�:/6>4lp�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.SXw(C0�=>,W0�'�]`:qp 3/&o6�&�'�6�=nN�4-6���&/*Z:/6
'+s9=GNW0�4-6C'5,W6�)�(C6�,/.+* 7�'G~!Rh0�*-)54
Pt:;*1'_(�3�'�'+*10�&�|t(C6j,/)�0�,W0�'dP�3<,�P�)_P�\�)_P�,/B�6��;e � e � �

� :/6C'�(C0�&/&�P�*1'�'_P�&�(C6C'8|t,/)�0�,W0�'�:/3<7�0�&�(�.+*10�&/&�6�=`6�&9.i:/6C'5=`0Ysh6�&�'�:/6j,W6�)�(C6�,/.+*10�& 6�.�:qp{P�(�.+*10�& :/6j4
P
=�P�(_B/*-&�6�~�3/.+*-4-*-'�P�.+*10�&�:/6i=`09:/a�416C'��

@i0�&�(�Xh,W0�3/)O,W0�3/Rh0�*-)O3/.+*-4-*1'�6�)©3/&�P�4-\h0�)+*-.+B/=`68:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'�P�\h6�X[4Vp�6"v;,W]�)+*-=`6�&9._P�.�6�3/)g6C'�.©(C6�&�'�]�(C0�&/&�P � .+)�6
~�0�3�:/]C(C0�3/RE)+*-)©,�P�)©.���.�0�&/&�6�=`6�&9.�'��Z:/6C'©]�41]�=`6�&9.�'Oc93/*�'�0�&9.OP�3�( � 3/)©=`��=`6�:;3`,/)�09(C6C'�'+3�'©:qp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�&
6�&9.+)�6b4
Px=�P�(_B/*-&�6�6�.G'�0�&z6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.Se�%�4©,W6�3/.t'Sp{P�*1:/6�)G:/6C'n,/)�0�,/)+*1]�.�]C't0�3�:;3�=`09:/a�416�:/6�4Vp�6�&9RE* T
)�0�&/&�6�=`6�&9.`:/6�4
P�=�P�(_B/*-&�6�e��rP�*1'G.�0�3/.�6C'>(C6C'>(C0�&/&�P�*1'�'_P�&�(C6C'>'_0�&9.GN/*16�&�'_0�3/Rh6�&9.`P�,/,/)�0Sv;*-=�P�.+*-Rh6C'`6�.
7�0�&�:/6�&9.53/&�(C0�&9.�6"vE.�6?6�)+)�0�&�]�e��©p�6�v;,W]�)+*16�&�(C6?=`0�&9.+)�6?c93kp *-4q7VP�3/.5.+)�aC'�'�0�3/R[6�&9.��n.+)_PSR�P�*-4-416") �<P�3/.�0�3/)d:/6
4Vp{P�4-\h0�)+*-.+B/=`62:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'�P�\h6<,W0�3/)�c[3�6�416�)�]C'+3�4 .�P�.`'�0�*-.`(C0�)+)�6C(�. 
©6�.`(�p�6C'+.>,�P�)+.+*1(�3/4-*1a�)�6�=`6C&9.�416<(SP�'
'+*�0�&�3/.+*-4-*1'�6t:/6C'i.�6C(_B/&/*1c93�6C'A:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6>,�P�)i)�6�&;7l0�)�(C6�=`6�&9.�~!R[0�*-) � yg6�)�'+*-&/*L6�.�Xi0�)+)+*-&/*VX 
S��� �   6�&
(C6Gc[3/*�(C0�&�(C6�)+&�6G4
P�:/* ��(�3/4-.�]`|`.+)�0�3/R[6�)SXW:�P�&�'i(C6�)+._P�*-&�'j(SP�'SX
4-6C' �nNW0�&/&�6C' �<R�P�416�3/)�'i:/6C'd,
P�)_P�=`a�.+)�6C'
*-&9.�6�)+&�6C'��"eLf80�3�'j,W6�&�'�0�&�'?c93�6t4Vp�6�& �+6�3o,/)+*-&�(�*-,�P�4O:qp 3/&}'�sE'+._a"=`6�P�:�P�,/._P�.+* 756C'+.?:/6t,W0�3/R[0�*-)A,W6�)+=`6�.+.+)�6
|x4
Px=�P�(_B/*-&�6�:qp{P�,/,/)�6�&�:;)�6<PSR�P�&9.n.�0�3/.>|<3�.+*-4 *1'_6�)G'�6C'n'_6�&�'n6�.G'�6C'?=`0Ys[6�&�'G:qp{P�(�.+*10�&kXw4Vp�0�N/.�6�&9.+*10�&�:;3


S� �



�D�
��� 
 � �d�"��� � ��� �G	 *5*
� � , 2;� � # � ��� � � ��� �§��� �[� �/, �

(C0�=>,W0�)+.�6�=`6C&9.x:/]C'+*-)�] Rh6�&�P�&9.<6�&�'+3/*-.�6�P�*1'�]�=`6�&9.k²^,�P�)<(C0�&�'�]Cc[3�6�&9.SX^&�0�3�'<(�)�0Ysh0�&�'<c[3kp 3/& Ph�+0�3/.�:/6
(C0�&/&�P�*1'_'_P�&�(C6C'Q0�)+*16�&9._P�&9. 	 *
� �l� � � 4
Pn,W6")_(�6�,/.�*-0�&<&kp�6C'�.^,�P�'g'�0�3/B�P�*-._P�N/416`~�(SP�)g(C6C'g:/0�&/&�]C6C'g&�68'_0�&9.^,�P�'
(C0�&/&93�6C'^6"v�P�(�.�6�=`6�&9.��Z6�.Oc93�6Q4165,/)�09(C6C'�'+3�'O:/65,W6�)�(C6�,/.+*10�&�:/0�*-.©4-3/* TV=`��=`6d'�3/N/*-)©3/&bP�,�,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6�X9c93/*
,W6�)+=`6�.+.+)_P24Vp{P�(Cc93/*1'+*-.+*10�&z(C0�)+)�6C(�.�6b:;3�(C0�=>,W0�)+.�6�=`6�&9.t:/]C'�*-)�]�e��^6`,/)�09(C6C'�'+3�'n:/6`,W6�)�(C6�,/.+*10�&kXw3/&�6>7l0�*1'
=�P � .+)+*1'_]�Xk(C0�&9.�6"v;.+3�P�4-*1'�6�(C0�)+)�6C(�.�6�=`6�&9.n416t,/)�0�N/41a�=`6�,/)+*-&�(�*-,�P�4VXL(�p�6C'+.UT�|�T�:;*-)�6`4Vp{P�(Cc93/*1'+*-.+*10�&}:kp 3�&�6>&�0�3;T
R[6�4-416?(C0�=>,W]�.�6�&�(C6�e�fd0�.+)�6?,W0�*-&9.8:/6ARE3�6A6C'�.dc[3�6A4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'�P�\h6?&kp�6C'�.�,�P�'�3/&2,/)�0�N/41a�=`6��G:;*���(�*-416��
'�*�'_0�&�(C0�&9.�6"vE.�6>6C'�.i,�P�)U7lP�*-.�6�=`6�&9.?:/]_��&/*Ve ��.A(�p�6C'+.j(C6>:/6�)+&/*16�)j,W0�*-&9.Ac93/*�,W0�'�6t)�]C6�4-4-6�=`6�&9.?,/)�0�N/41a�=`6�e
M *-&�'+*VXW:�P�&�'8416t(CP�:/)�6G:�6n4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6>:/6n)�]C'�6SP�3;v�&�6�3/)�0�&�P�3;v =n3/4-.+*1(C0�3�(_B�6C'SX�416G(_B�0�* v :qp 3/&�6GN�P�'_6
:qp{P�,/,/)�6�&E.+*1'�'_P�\h6 �nN/)+3/.�6 �?)�6�,/)�]C'_6�&9._P�.+*-Rh65:;3>,/B�]�&�0�=`a�&�656C'+.�&�]C(C6C'�'_P�*-)�6�X�=�P�*1'�416^,/)�]"TV.+)_P�*-.�6�=`6C&9.O:/6C'
:/0�&/&�]C6C'j:/6n(C6�.+.�6nN�P�'�6n6�. ��0�3 4
P`)�]C:;3�(�.+*10�&�:/6n4
P�:;*-=`6�&�'+*10�&/&�P�4-*-.�]>:;3�,/)�0�N/41a�=`6G,W6�3/.i��.+)�6?3/&�6tP�*1:/6
(C0�&�'�*1:/]�)_P�N/416n|G4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'�P�\h6�²�(C6C'5:/6�3;v<]�41]�=`6�&9.�'d'�0�&9.�(C0�&9.�6"vE.+3�6�41'Se

�97�8�7�� � KLEGF '~M & =�KRE � � =�C�E & H %RC F ';H �O=;K '�K �R=�C C�I H %RC F ';C�F
KREOF
C�# I " C*'�H ) H F �O=;E C " C
�,M B�=~E �

�^0�=>=`6�&%�C0�&�'8,�P�)�)_P�,/,W6�416�)d416C'�*1:/]C6C'�*-=>,W0�)+.�P�&9.�6C'd*1'�'�3�6C'�:/6?(C6�.+.�6n'�6C(�.+*10�&ke
@iP�&�'�3/&�'_6C(C0�&�:x,�P�T
)_P�\�)_P�,/B�6�X�&�0�3�'56"v;,/4-*1c[3�6�)�0�&�'d(C0�=>=`6�&9.�&�0�.+)�6?P�,/,/)�09(_B�6?'�6i,W0�'+*-.+*10�&/&�6�e

fd0�3�'L,W6�&�'�0�&�'wc93�6Z4Vp�0�N
�U6�.�:/6Z4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6^:/0�*-.w��.+)_6©(C6�&9.+)�]O6�&?,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)�'+3/)L4
Pg7lP�(�3/4-.�]O:/6Z,W6�)UT
(C6�,/.+*10�&<6�4-416"TV=`��=`6>~�'_PSR[0�*-)O)�6�,W]�)�6�)^4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�3�.+*-4-6iP�3�NW0�&b=`0�=`6�&9.SX;:�P�&�'O416d(SP�:;)�68:qp 3/&�0�N
�+6C(�.+* 7
:/]�.�6�)+=>*-&�]Y�"e M (C6i.+*-.+)�6�X;416C'5(C0�&/&�P�*1'_'_P�&�(C6C'dPh�U0�3/.�]C6C' 	 *W� �l� � � X/(C0�&�(C6�)+&�P�&9.�416i,/)�09(C6C'�'+3�'5:qp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�&
6�&9.+)�6n4
P`=�P�(_B/*-&�6G6�.8'_0�&�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.AP�=`0�*-&�:;)+*1'�'�6�&9.i4
P`,W0�'�'+*-N/*-4-*-.�]G:qp{P�:�P�,/._P�.+*10�&�:;3 '+s;'+.�a�=`6?6�&
��\h6SP�&9.A(C6�)+._P�*-&�'i.+)_P�*-.�'j:/6G4
Pb,W6�)�(C6�,/.+*10�&ke �d)SX�'+*�(C6C'j:/0�&/&�]C6C'i&�6t'�0�&9.8,�P�'j'+3	��'_P�=>=`6�&9.A6"v�P�(�.�6C'SX
416
)�]C'�3/4-._P�.�:/6j4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6n6�&x6C'�.�P 
q6C(�.�]�X�'_P�&�'5c93�6A(C6�4-3/* T�("*�6"&2'_0�*-.Q4
P>(SP�3�'�6A:/6j4Vp�]C(_B�6C(�e�f80�3�'Q,W6�&;T
'_0�&�'�c[3�6A4Vp{P�&�P�4-sE'_6?:qp 3/&2,/)�0�N/41a�=`6n(C0�&�:;3/*1'_P�&9.i|>4Vp�]�4
P�NW0�)_P�.+*10�&r:qp 3/&�(C0�=>,W0�)+.�6�=`6�&E.8* &E.�6�4-4 *-\h6�&9.i:/0�*-.
,W6�)+=`6�.+.+)�6�:/6t:;*1'�(C6�)+&�6�)A416C'87!)�0�&E.+*1a�)�6C'A6�&9.+)�6>:/6C'j(SP�)_P�(�.�a�)�6C'?(C6�)+._P�*-&�'A6�.A6"v/P�(�.�'SXqc[3/*Z'�6�)�0�&9.?P�NW0�)�:/]C'
:�P�&�'�3/&�6<410�\�*1c[3�6<7�0�&�(".�*-0�&�&�P�4-*-'�.�6�~lPSR[6C(<3/&�6x:/]�=�P�)�(_B�6�:/6<,/)�0�\�)_P�=>=�P�.+*10�& �G(�4
P�'�'+*1c93�6 ���t6".b:/6C'
(SP�)_P�(�.�a�)�6C'n*-&�(C6�)+._P�*-&�'SXLc93/*©'�6�)�0�&9.GP�,/,/)+*1'SXL6�.?:/0�&9.A416C'A,/)�09(C6C'_'+3�'?:/6>,W6�)�(C6�,/.+*10�&}7l0�&9.A*-&9.�]�\�)_P�416�=`6�&9.
,�P�)+.+*16�e���0�3/)�3/&�6j=�P�(_B/*-&�6?6�.53/&�6�&9R9*-)�0�&/&�6�=`6�&9.8:/0�&/&�]C'YX/4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'�P�\h6?:/0�*-.�,W6�)+=`6�.+.+)�6�X�,
P�)54Vp�6"v9T
,W]�)+*16�&�(C6�Xq:qp{P�,/,/)�]�B�6�&�:/6�)j4
P�)�]SP�4-*-.�]G,/B9s;'+*1c93�6n:/6n416�3/)8*-&9._6")�P�(".�*-0�&�~!,�P�)+.+*1(�3/4
P�)+*-._]>:/6C'i(CP�,�.�6�3/)�'i6�.i:/6
4Vp�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.���e�%�4L)�6�=>,/4
P�(C6t:/0�&�(?3/&�6tP�&�P�4-s;'�6 	 *W� �l� � � :;3�,/)�0�N/41a�=`6G,W0�'�]?,�P�)d4
Pb'+*-&/\�3/4
P�)+*-.�]G:/6
(C6�.+.�6t*-&9.�6�)_P�(�.+*10�& ~!=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&}:/6C'j(SP�,/.�6�3/)�'A6�.j:/6G4Vp�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.��"Xk'�P�(_B�P�&9.jc93�6t(�6�.+._6t:/6�)+&/*1a�)�6
&�6?,W6�3/.�,�P�'8�".�)�6j7VP�*-.�6�X�:�P�&�'�N�*-6�& :/6C'd(SP�'SX�:qp 3/&�6?=�P�&/*1a�)�6G'+3	��'_P�=>=`6�&9.i6"v/P�(�.�6n0�3�6"v;B�P�3�'+.+*-Rh6�e ��&
,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)SX
(C6�4
P>'+*-\�&/* ��6Ac[3kp 3/&�6j,/)�0�\�)_P�=>=�P�.+*10�& 	 # 2 � , :;3<,/B�]�&�0�=`a�&�6?:qp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�& 6C'+.Q*-&�6�&9RE*1'_P�T
\h6SP�N/416d:�P�&�'©416�(SP�'©\h]�&�]�)_P�4VX9(SP�)^6�4-4165&�]C(C6C'_'+*-.�6�c93�654Vp *-&9.�]�\�)_P�4-*-.�]8:;3�,/B�]�&�0�=`a�&�6d,/3/*1'_'�6���.+)�65.+)_P�&�'�(�)+*-.�6
6�&z3�&�6�&�'�6�=nN/416�:qp *-&�'+.+)+3�(�.+*10�&�'>6"v�P�(�.�6C'SXL7l0�&�(�.+*10�&/&�P�&9.`'+3/)G3/&�6b=�P�(_B/*-&�6�:/0�&9.t416C'G410�*1't:qp�]"R[0�4-3/.+*10�&
'_0�&9. ��\h]C6C'Ye ��&
��&kX�&�0�3�'i,W6�&�'_0�&�'jc[3�6G416C'i=`]C(SP�&/*1'+=`6C'Ac93/*�,W6�)+=`6�.+.�6�&9.?:/6t:/]C(C0�3/RE)+*-)A(C6�.+.�6G*-&9.�6�)_P�("T
.+*10�&<&�6i'�0�&E.^,
P�'Q(C0�&9.�6"vE.+3�6�41'k²�6"&<,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)SX/*-41'g&�6i:/]�,W6�&�:/6�&9.5,�P�'Q:/684
Pn&
P�.+3/)�6j:;3<(C0�=>,W0�)+.�6�=`6�&9.
|t*-=>*-.�6�)SX/&/*L:/6j4
PG&�P�.+3/)�6?:/6C'5'+*-\�&�P�3;v�,W6�)�(C6�,/.+* 7l'Se

fd0�.+)�6�P�,/,/)�09(_B�65'Yp�]�(SP�)+._6Q:/6g4
Pj:/]�=�P�)�(_B�6g7l0�&�(�.+*10�&/&�P�4-*1'+.�6�²h&�0�3�'�&kp�6C'_'_PSsh0�&�'�,�P�'Z:/6g)�6�,/)�09:;3/*-)�6�0�3
:qp *-=>*-.�6�)j3/&r,/B�]�&�0�=`a�&�6t,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)SX�&�*�3/&�6t'+.+)+3�(�.+3/)�6t(C]�)�]�N/)_P�416�e ��P�)j(C0�&�'�]Cc[3�6�&9.SX�&�0�.+)�6t:/]�=�P�)�(_B�6
&kp�6C'�.?,�P�'?:qp 3/.+*-4-*1'�6�)G:/6C'n0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&�'?,W0�3/)G(C0�&�'+.+)+3/*-)�6b:;*-)�6C(�.�6�=`6�&9.G3/&}=`09:/a�416�²L*-4O'Sp{P�\�*-.n:qp 3/.+*-4-*1'_6")
:/6C'�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&�'b,W0�3/)�'+3/,/,W0�'�6�)b4Vp�6"vE*1'�.�6�&�(C6�:/6x,/)�0�,/)+*1]�.�]C'�c93/*VX©6�4-416C'SXO'+3/\�\ha�)�6�&9.b4Vp�6"v;*1'+.�6�&�(C6�:qp 3/&
=`09:/a�416A,/)�]C(�*1'Ye�fd0�3�'5&�0�3�'5*-&�'+,/*-)�0�&�'8|G4
PG7l0�*1'5:/6j4Vp{P�,/,/)�09(_B�6?N/*10�410�\�*1c[3�6�X�6�&x3/.+*-4-*1'�P�&9.5416j,/)+*-&�(�*-,W6?:/6
'_]�416C(".�*-0�&LX�=>*1'A6�&oPSR�P�&9.j,�P�) �©:/6�4-=�P�&}6�&9.+)�6`P�3/.+)�6C'SX�=�P�*1'A'_P�&�'i&�0�3�'A]C(SP�)+.�6�)ANW6SP�3�(C0�3/,}:;3r=`09:/a�416
:/654
Pj=�P�(_B/*-&�6d:�65¡L3/)�* &�\�e\��&b6 
q6�.SXh&�0�3�'©)_P�,/,W6�410�&�'gP�3�416C(�.�6�3/)^c[3�654Vp M ��:/0�*-.O(C0�&�:;3/*-)�68|j4
PA(�)�]SP�.+*10�&
:qp 3/&�6�&�'�6�=nN/416�:qp�]�._P�.�'nR[]�)+* �
P�&9.n4
Px,/)�0�,/)+*1]�.�]r~

Pε
�W²w6�&z:qp{P�3/.+)�6C'n.�6�)+=`6C'SXw4Vp�0�N
�U6C(�.+* 7d:/6�4Vp M ��6C'+.n:/6


S���



� 2 	 * � �������D��� ���"� � �l����� �"��� � � # � �
� ���_� # �"� 	 � , 2/� �.,�� � � � � � V &��

(C0�&�'+.+)+3/*-)�6�3/&�6�&�'_6�=nN/416�:qp�]�._P�.�'t,W0�3/)t416C'_c[3�6�41't0�&�,W6�3/.t,/)�]C:;*-)�6xPSRh6C(�3/&�6�\�)_P�&�:/6�(C6�)+.+*-.+3�:/6�4Vp�]�._P�.
7!3�.+3/)Q:;3<'+sE'�.�a�=`68'+*q0�&<(C0�&/&�P � .5'�0�&<]�._P�.5P�(�.+3�6�4k6�.g4
PG(C0�=>=�P�&�:/6Ac93/*�6C'+.Q6"v/]C("3�.�]C6�e�fd0�3�'g)_P�,/,W6�410�&�'
*1(�*/c[3�6^4
Pd:;*�
q]�)�6�&�(C65PSRh6C(^416^(C0�&�(C6�,/.Z:/6^4
P�=�P�(_B/*-&�6Q:/6g¡L3/)+*-&/\A6C'+.�c93kp *-4E&kp�6"v;*1'+.�6^,�P�'�:/6g:/]�.�6�)+=>*-&/*1'+=`6
P�N�'�0�4-3�P�'�'�09(�*1]8|j4
PA,/)�0�,/)+*1]�.�]t~

Pε
�W²[4
PA,/)�]C:;*1(�.+*10�&�6C'+.©.+B�]C0�)+*1c93�6�=`6�&9.^*-&�(C6�)+._P�*-&�6�XE=�P�*1'O4
Pj,/)�0�N�P�N/*-4-*-.�]

:qp�09(C(�3/)+)�6�&�(C6t:qp 3/&�6?=�P�3/R�P�*1'�6?,/)�]C:;*1(�.+*10�&�6C'+.�.�6�4-416�=`6�&9.d7VP�*-N/416nc[3�6n(C6�4-416"T�(�*�&�6?'_6A,/)�09:;3/*-.O�+P�=�P�*1'86�&
)�]SP�4-*-.�]�X�,W0�3/)53/&�6A:;3/)�]C6A:qp�6"vE,W]�)+*16�&�(C6 �n)_P�*1'�0�&/&�P�N/416 ��e

% � � � 	�
���
 J
K ' � 	�
 	 �gK�� � 	 D 
 - ' JWF ' -��UK
F

��7��97;:  hELIUBDK�"GMOF�ID=�KRE

�L6�'G(_B�0�* v}c93�6`&�0�3�'tPSR[0�&�'n6 
�6C(�.+3�]C'G:�P�&�'n&�0�.+)�6b:/]�=�P�)�(_B�6�:/6�)�6C(_B�6�)�(_B�6�X�c93/*O'�0�&9.n3/&�6�(C0�&�'_]"T
c93�6�&�(C68:;*-)�6C(�.�6j:/6C'^B9sE,W0�.+B�aC'�6C'O7l0�&�:�P�.+)+*1(C6C'Q:/68&�0�.+)�68.+)_PSR�P�*-4VXE*-=>,/4-*1c93�6�&9.Q3/&�68(C0�&�(C6�,/.+*10�&2:;3�=`0�&�:/6
~!&�0�.+*10�&z:/6 
")�]SP�4-*-.�]�
S�Ac93/*©6C'+.n]�410�*-\�&�]C6b:/6C'n:/0�=�P�*-&�6C'G'�(�*16�&9.+* ��c[3�6C'G:�P�&�'?416C'�c[3�6�41'?&�0�.+)�6`.+)_PSR�P�*-4O6C'+.
(C6�&�'�]>'Sp *-&�'�(�)+*-)�62~lP�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6�P�3/.�0�=�P�.+*1c93�6�Xq.+)_P�*-.�6�=`6�&9.n:;3o'+*-\�&�P�4VX�*-&/\h]�&/*16�)+*16�6�&r\h]�&�]�)_P�4§�"eR��0�3/)UT
._P�&9.SX56�& 6C'�'_PSs9P�&9.x:/6�.+)�0�3/Rh6�)23/&�6oP�,/,�)�09(_B�6o'�*-=>*-4
P�*-)�6 
�c93�6�41c[3�6�,�P�)+. 
o6"&I,/B9s;'+*1c93�6�Xg&�0�3�'x&�0�3�'
'�0�=>=`6C'AP�,W6�)���3kXLPSR[6�(>]�.�0�&/&�6�=`6�&9.SXkc93�6n416C'i,/)�]"T�'�3/,/,W0�'�]C'A:/6G&�0�.+)�6>:/]�=�P�)�(_B�6`(C0,-l&�(�*-:�6"&E.A(C0�)+)_6�(�.�6"T
=`6�&9.dPSR[6C(j(C6�3;v<6"v;,/)+*-=`]C'�6�&x=>*-(�)�0�TV,�B9sE'+*1c93�6�e

y^*16�&26�&9.�6�&�:;3kX�*-4k&�6A'Sp{P�\�*-.5,�P�'�:qp�6 
q6C(�.+3�6�)�3/&�6?(C0�=>,�P�)_P�*1'�0�& 6�&9.+)�6j416i7l0�)+=�P�4-*1'+=`6A3/.+*-4-*1'�]A6�&2=`]"T
(SP�&/*1c[3�6tc93�P�&9.+*1c[3�6>6�.j(C6G.+)_PSR�P�*-4h²W&�0�3�'j6�&o'�6�)+*10�&�'i*-&�(SP�,�P�N/416>6�.j(C6�4
P�&kp{P�3/)_P�*-.SXk|b&�0�.+)�6`PSRE*1'SX�P�3�(�3/&
'�6�&�'Se�f80�3�'d'�0�=>=`6C'dN/*16�& (C0�&�'�(�*16�&9.�'8c93kp *-4L7lP�3/.dN/*16�& '�6A\[P�)�:/6�)8:qp 3/.+*-4-*1'�6�)i:/6C'8P�&�P�410�\�*16C'j|>.�0�3/.d,/)+* vqX
,/3/*1'�c93�6j(C6�4
P>(C0�&�:;3/*-.�.+)�aC'5)_P�,/*1:/6�=`6�&9.8|t:/6C'��G:;*-R�P�\[P�.�*-0�&�' ��:/6j4Vp�6C'+,/)+*-.Se

f80�3�'k'_0�3/B�P�*-.�6�)+*10�&�'L)�6�Rh6�&/*-)w6�&A,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)w'�3/)q4
Pg&�0�.+*10�&n:qp�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&�~�]�Rh09c93�]C6Z:�P�&�'k3/&�6Z'�6C(�.+*10�&
*-&9.+)�09:;3�(�.+*-R[6?:/6i&�0�.+)�6?:/09("3�=`6"&E.��"e

��7��97�8 � =;C�E C�ELIUBDC =;E"!kK B ) HJID=�KRE #1C B�F
C�#GID= %RC C�INK�� &nC B�%JHJID=�KRE
�L0�)�'�c[3�6>&�0�3�'nPSR[0�&�'j*-&9.+)�09:;3/*-.?4
P�&�0�.+*10�& # � �!��S�� ��� 	 � �l��� */��� , � *W� �§ ��XL&�0�3�'nPSRh0�&�'?'+*-\�&�P�41]`c93�6>(C6

.�6�)+=`6G&kp{PSR�P�*-.i,�P�'i:/6n)_P�,/,W0�)+.A:;*-)�6C(�.APSRh6C(n4Vp{P�(C(C6�,/.+*10�&o:;3r.�6�)+=`6 �§��SC� �"� 	 � ����� 6�& .+)_P�*-.�6�=`6�&9.A:;3r'+* T
\�&�P�4h²L:�P�&�'?&�0�.+)�6b(SP�'SXq4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6�&kp�6C'+.?,�P�'A,W0�)+.�]C6�3/&/*1c93�6�=`6�&9.n,�P�)?416`'�*-\�&�P�4VXk=�P�*1'
6�4-416�6C'+.Z416Q)�]C'+3/4-._P�.O:;3�,/)�09(C6C'�'+3�'O:/65(SP�.�]�\h0�)+*1'_P�.+*10�&kX93/.+*-4-*1'_P�&9.O(C0�=>=`6d6�&9.+)�]C6C'©4165'+*-\�&�P�4
6�.Z4
Pj=`]�=`0�*-)�6
:;3 '+s;'+.�a�=`6�e M *-&�'+*VX�4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�& ,W6�)�(C6�,/.+*-R[62,W0�'�'�aC:/6x3/&�)_P�,/,W0�)+.b,/4-3�'b:;*-)�6C(�.�PSR[6C(<4
P�&�0�.+*10�&�:/6
# ����� , � �l��� :qp 3/&<0�N
�+6�.g0�3�:qp 3/&�68,/)�0�,/)+*1]�.�]i,/B9sE'�*1c[3�6�X9)�6�&�:;3�68,W0�'�'�*-N/416d,�P�)^3/&<:;*1'+,W0�'+*-.+* 7�6"vE,W]�)+*-=`6�&9._P�4
,/)�]C(�*1'Se�f80�3�'Q)�6�4-*16�)�0�&�'�(C6�.+.�6?:/]�.�6C(�.+*10�& |G4
Pt&�0�.+*10�&x,/4-3�'5\h]�&�]�)+*1c[3�6?:qp�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&ke

f80�3�'�PSR[0�&�'5'+3/,/,W0�'�]j416C'g7VP�*-.�'5'+3/*-R�P�&9.�'k²

 eQ4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�& ,W6�)�(C6�,/.+*-R[6n6C'+.�416A)�]C'+3/4-._P�.d:qp 3/&�,/)�09(C6C'�'+3�'d:;sE&�P�=>*1c[3�6b~!,/)�09(C6C'�'�3�'d:/6?'�]�416C(�.+*10�&
�
*-&/*-.+*1]?|G,�P�)+.+*-)d:qp 3/&�PG,/)+*10�)+*^~!,/)�09(C6C'�'+3�'�:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&
�

� eQ4Vp{P�,/)+*10�)+*;6C'+.�(C0�&�'+.+*-.+3�]g:qp 3/&t6�&�'_6�=nN/416^:qp B9sE,W0�.+B�aC'�6C'SX�7�0�3/)+&/*1'_'_P�&9.�,W0�.�6�&9.+*16�4-416�=`6�&E.©P�3/._P�&9.�:qp *-&;T
7�0�)+=�P�.+*10�&�'x,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6C'x,W0�'�'�*-N/416C'o~�(C6�4-416C'+T�(�*A'�0�&E.<:/]�.�6�)+=>*-&�]C6C' P�,�)+*10�)+*j\�)���(C6}P�3 ,/)�09(C6C'�'+3�'
:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&
�

� eQ4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&2,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6A,/)�0�,/)�6�=`6�&9.�:;*-.�6�~�(�p�6C'+.UT�|�T�:;*-)�6A(C6jc93/*q6C'�.Q6 
q6C(�.+*-Rh6�=`6�&9.�0�N�'_6")�Rh]Y�^6C'+.
(C0�&�'+.+*-.+3�]C6G:/6?4Vp�6�&�'�6�=nN/416n)�6C'+.+)�6�*-&9.i:/6C'dB9s9,W0�.+B�aC'�6C'8:/]�.�6�)+=>*-&�]C6C'i,�P�)d416?,/)�09(C6C'�'+3�'8:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�T
.+*10�&�c93/*W'�6d'�0�&9.O)�]�R[]�41]C6C'OB�P�3/.�6�=`6�&9.g,/)�0�N�P�N/416C'A~!,�P�)^(C0�&;7�)�0�&9._P�.+*10�&xPSR[6C(�4
P 
")�]SP�4-*-.�]�
S�W²E4Vp *-&;7�0�)UT
=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6�&�6Q,W6�3/.Z,�P�'©��.+)�6�'�]�,�P�)�]C65:;3`7lP�*-.©c93�6g4Vp�0�N�'_6")�R�P�.�6�3/)8~!4165'�sE'+.�a�=`6Q3/.+*-4-*1'_P�&9.©416


S���



�D���\��� � � , �"��� 	��§� � �
� � �l��� # � � 	 �_� 	���� ���

,/)�09(C6C'�'+3�'g:/68(SP�.�]�\h0�)+*1'�P�.+*10�&
�^6C'+.j~�c93�P�'+* T � (C6�)+._P�*-&x:qp{PSR[0�*-)Q0�N�'�6�)+Rh]ic[3�6�41c93�68(_B�0�'_6 Z eE@iP�&�'g(C6�.+.�6
(C0�&�:;*-.+*10�&kXh*-4�'�6^,W6�3/.©c93kp{P�3�(�3/&�6Q*-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6Q&�65'�0�*-.�,�)�09:;3/*-.�6�e9�^6Q(SP�'Z'�6g,/)�09:;3/*-.©'+*
4
P?.�0�._P�4-*-.�]i:/6C'^B9sE,W0�.+B�aC'�6C'Q6C'+.^)�6%�U6�.�]C6�e��^6d)�6%�+6�.g6C'+.g: �<P�3b7VP�*-.^c93�6d4Vp�6�&�'�6�=nN/416i:/6C'^B9sE,W0�.+B�aC'�6C'
*-&/*-.+*
P�416C'd6C'+.Q*-&�P�:�P�,/.�]n|t(C6�.+.�6�
")_]CP�4-*-.�]�
�e

��eQ416C'dB9sE,W0�.+B�aC'�6C'8,W0�'�'�aC:/6�&9.i6�& 6�4-416"TV=`��=`6G4
Pb:;3/)�]C6n&�]C(C6C'�'_P�*-)�6t|`416�3/)8R�P�4-*1:�P�.+*10�&�~!R�P�416�3/)i:/6?B
�"e
�^6�4-416"T�(�*w6C'+.5:/]�.�6�)+=>*-&�]C6G|G,�P�)+.+*-)d:/6i&�0�.+)�6j,W0�'�.+3/4
P�.�:/6j)_P�)�6�.�]A:/6j4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&2,W6�)�(C6�,/.+*-R[6�e

M ,�P�)+.+*-)d:;3<,W0�*-&9. ��X/0�&x,W6�3/.5&�0�.�6�)�(C6�)+._P�*-&�6C'�)�6�=�P�)�c[3�6C'�*-=>,W0�)+._P�&9.�6C'k²
� 4
P<,/)�0�N�P�N/*-4-*-.�]b(C0�&�'+*1:/]�)�]C6b:�P�&�' �x&�6`,W6�3/.?,�P�'n��.+)�6`&93/4-416�'+3/*-R�P�&9.A&�0�.+)�6>7l0�)+=�P�4-*1'_P�.+*10�&kXL,/3/*1'UT
c93kp�6�4-416j*-&�:;3/*-)_P�*-.�3/&�6A:;3/)�]C6A:/6jR�P�4-*1:�P�.+*10�&2*-&
��&/*16A:/6C'5B9s9,W0�.+B�aC'_6C'Se

� 4
P<4109(SP�4-*1'_P�.+*10�&z:;3�'+*-\�&�P�4O'Sp�6 
q6C(�.+3�6�:�P�&�'A4Vp�6C'�,�P�(C6�6�.?416>.�6�=>,�'k²w(_B�P�(�3/&�6�:/6C'?B9sE,W0�.+B�aC'�6C'n6C'+.
*1:/6�&9.+* ��]C6n|t3/&�6jB9s9,W0�.+B�aC'�6j,W0�'_'�]C:�P�&9.53/&�6j.+)_Ph�U6C(�.�0�*-)�6?:/]�.�6�)+=>*-&�]C6�X
'+3/)Q3/&�6A(C6�)+._P�*-&�6?:;3/)�]C6�e

�97���7�� � K ID=�KLE " C '�H B�A H ';=@IUA�� " A B�=&%RA C#" C '���=~E"!kK B ) HJID=@KRE$#4C B�F
C�#GIU=&%RC

%�4q7lP�3/.�'_6j'�0�3/R[6�&/*-)�c93�6j416j,W0�'+.+3/4
P�.57�0�&�:�P�.�6�3/)8:/6j&�0�.+)�6nP�,/,/)�09(_B�6?6C'+.54Vp�6"v;*1'+.�6�&�(C6?:/6j,/)+*-&�(�*-,W6h~�'��
0�3�:/6b410�*�~�'��A,W6�)+=`6�.+._P�&9.`:qp 3/&/* ��6�)>416b,/)�09(C6C'�'+3�'t:/6�(SP�.�]�\h0�)+*1'_P�.+*10�&ke �d&�6b.�6�4-4-6�(C0�& �+6C(�.+3/)�6�*-=>,/4-*1c93�6
0�N/4-*-\[P�.�0�*-)�6�=�6�&9.Z:/6C'�,/)�]"T�'+3/,/,W0�'�]C'�'+3/)w4
P�&�P�.+3/)�6g:/6O4
P 
")�]SP�4-*-.�]�
�e�%�4;6C'+.w*-&�:;*1'+,W6�&�'�P�N/416g:/6O'_6O:/6�=�P�&�:/6�)
(C6Gc93�6G(C6C'd,/)�]"T�'�3/,/,W0�'�]C'i:;*1'_6"&E.j|`,�)�0�,W0�'i:/6G(C6�4-416"T�(�*Ve ��&r,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)SXq6"vE*1'+.�6"TV.UTV*-4�:/6C'84-*-6�&�'APSRh6C(n3/&�6
:/6C'5&�0�=nN/)�6�3�'�6C'd:/]_��&/*-.+*10�&�'d:/6i4
P 
")�]SP�4-*-.�]�
�T
�d&�62RE*1'+*10�& 
�(�4
P�'�'+*1c[3�6 
�:/6�4
P})�]SP�4-*-.�]r(C0�&�'+*1'+.�6r|o,W6�&�'�6�)�c93kp�6�4-416 6C'+.�3/&�6 '�0�=>=`6 :/6�,/B�]�&�0�=`a�&�6C'
6"v;*1'+._P�&9.8*-&�:/]�,W6�&�:�P�=>=`6�&E.j:/6n4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.�6�3/)Se �d)SX
&�0�.+)�6G6"vE,W0�'_]?.+)_P�:;3/*-.83/&�6n.�0�3/.�6tP�3/.+)�6nRE*1'+*10�& c93/*
=`6�.56�&��+6�3<:/6�3;v�)�]SP�4-*-.�]C'56�.5c[3/*k6C'+.Q(C6�4-416Ac[3kp�6"v;,W0�'�6j:qpp�Z'+,�P�\�&�P�.SX�|G,/)�0�,W0�'5:/6i4
PG)�]SP�4-*-.�]Ac[3�P�&9.+*1c93�6�²

� 3/&�6i��� 	���� ��� �§� ��� � � �l����� � �!� ��:�P�&�'�4
P�c93�6�4-416g4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&`,W6�)�(C6�,/.+*-R[6Q:/]�,W6�&�:>:/6C'�(SP�)_P�(�.�]�)+*1'�.+*1c[3�6C'
*-&9.�6�)+&�6C'A:/6t4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.�6�3/)b~!,/)�09(C6C'�'+3�'A:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&
��e ��P�)�
"*-&9.�6�&9.+*10�&/&�6�41416�
�Xk&�0�3�'j6�&9.�6�&�:/0�&�'
c93kp�6�4-416A6C'+.Q\�3/*1:/]C6A,�P�)Q3/&�PG,/)�*-0�)�*lX�c93/*k:/]�,W6�&�:x:qp 3/&�0�N
�U6C(�.+* 7�TO0�3x:qp 3/&�6A*-&9.�6�&9.+*10�&xTZ,/)�]C(�*1'Se

� 3/&�6>��� 	�� � ��� �!� # �7*�� � # 	�� ���D[j:;32'+s;'+.�a�=`6`~�c93/*�7l0�3/)+&/*-.5416C'QR�P�416�3/)�'5:;32'+*-\�&�P�4L:�P�&�'5&�0�.+)�6A(SP�'��"e
�k6C'©:/6�3;vt)�]SP�4-*-.�]C'©'�0�&9.Z4-*1]C6C'Z,�P�)�4Vp{P�,/,/4-*1(SP�.+*10�&�:;3`,�P�)_P�:/0Sv/650�,/,W0�'_P�&9.©4
P8)_P�)�6�.�]5.+B�]C0�)+*1c[3�6�:/6C'Z0�N;T

'_6�)+R�P�.+*10�&�'n~!*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'��Q6�.54
PG7�)�]Cc[3�6�&�(C6?(C0�&�(�)�a�.�6?:/6A(C6C'�:/6�)+&/*1a�)�6C'Se�@jP�&�'�(C6A'+s;'+.�a�=`6
:/6`,W6"&�'�]C6�Xq4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&�~�0�3o4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6Y�i7lP�*-.A,�P�)+.+*16�:/6>4
P�)�]SP�4-*-.�] 
"*-&9.�6�&9.+*10�&/&�6�41416�
 

'_0�&>(SP�)_P�(�.�a�)�6 
")�6C'+.+)�6�*-&9. 
Q6C'+.�6�&/\h6�&�:;)�]Q,�P�)�416C'�(SP�)_P�(�.�]�)+*1'�.+*1c[3�6C'Z,/)�0�,/)�6C'Z:�6^4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.�6�3/)d~!*-&9.�6�&9.+*10�&kX
=`0Ys[6�&�'8:/6?,W6�)�(C6�,/.+*10�&
��XqP�*-&�'+*�c93�6?,�P�)d416C'8(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'AP�\�*1'�'_P�&9.8'�3/)�416n'�sE'+._a"=`6�~�(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'?� � 6�.
���j�86�.j&�0�&o,�P�'j,�P�)j4
P�)�]SP�4-*-.�]>*-&�:/]�,W6�&�:�P�&9.�6�eL��P�) 
")�6C'+.+)�6�*-&9. 
�Xq&�0�3�'?6�&9.�6�&�:/0�&�'?c93�6t'_6�3/4�3/&�,W6�.+*-.
&�0�=nN/)_6�:qp B9sE,W0�.+B�aC'�6C'^6C'+.ZR�P�4-*1:/]�X[6�&�)_P�,/,W0�)+.g|j4Vp *-&
��&/*-.�]d:/6C'©B9sE,W0�.+B�aC'�6C'O:qp�]�Rh0�4-3/.+*10�&�,W0�'�'+*-N/416C'SeE�^6�4
P
'�*-\�&/* ��6b'+*-=>,/416�=`6�&9.>c[3kp�0�&zR�P20�N�'�6�)+R[6�)G(C6bc93kp�0�&z(_B�6�)�(_B�6r~!*-&9.�6�&9.+*10�&/&�P�41*-.�]Y�"X�'+*©.�0�3/.�6"7l0�*1'n416�=`0�sh6�&
:qp�0�N�'_6�)+R�P�.+*10�& ~!,/)�09(C6C'�'+3�'G:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&W�?6C'�.GP�:/]Cc[3�P�.<~!4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6b,W6�)�(C6�,/.+* 78P26�3�4 *16�3
�"e��^6�4
P
'�*-\�&/* ��68]�\[P�416�=`6�&9.5c[3�68:/6�3;v�6�&9.+*-.�]C'g:;*�
q]�)�6�&9.�6C'A~!,�P�)^416�3/)�'^=`0Ys[6�&�'g:/6d,W6�)�(C6�,/.+*10�&x0�3�,�P�)^416�3/)Q6"vE,W]"T
)+*16�&�(C6Y�Q0�N�'�6�)+R[6�&9.5&�]C(C6C'�'_P�*-)�6�=`6�&9.d:;*�
q]�)�6�=>=`6�&9.Se

%�4k6C'+.Q*-=>,W0�)+._P�&9.d:�6j(C0�=>,/)�6�&�:;)�6A4
Pt&�P�.+3/)�6j,�P�)+.+*1(�3/4-*1a�)�6nc[3�6i4Vp�0�N�'_6�)+R�P�.+*10�&2,/)�6�&�:<*1(�*h²�6�4-416j)�6�,/)�]"T
'_6�&9.�6>4
P 
�(C0�&�(�)�]�.+*1'_P�.+*10�&

�~!,�P�)n'�]�416C(�.+*10�&
�j:qp 3/&}3/&/*-R[6�)�'?:/6C'A,W0�'_'+*-N/416C'b~�(�p�6C'+.G|<:;*-)�6`:/6`4
P�=`]�=`0�*-)�6
:;3<'�sE'+.�a�=`6Y�"X;c93/*W&�6d7VP�*-.^,
P�'^,�P�)+.+*16j:/684
Pn)�]SP�4-*-.�]i*-&9.�6�&9.+*10�&/&�6�4-416�~�6�4-416j6C'+.Q|n4Vp�6�&9.+)�]C6j:;3�,/)�09(C6C'�'+3�'Q:/6
(SP�.�]�\h0�)+*1'�P�.+*10�&
�"e��Zp�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&2,W0�'�'�aC:/6 # � S�	5, � � 3/&x(SP�)_P�(�.�a�)�6?:/6i4109(SP�4-*-.�]�~l:�P�&�'Q4Vp�6C'+,�P�(C6A6�.5:�P�&�'Q416
.�6�=>,�'YX�:/0�&/&�]^,�P�)�4
P�R�P�)+*
P�N/416^B
�"e�f80�3�'�)_P�,/,W6�410�&�'©|d(C6g'+3 �+6�.�c[3�6^416©7l0�)+=�P�4-*1'+=`6QP�3�c93�6�4;&�0�3�'ZP�NW0�3/.+*1'UT
'_0�&�'O*-&9.�6�)�:;*-.5c[3kp *-4�6"v;*1'+.�6d3/&�680�N�'_6�)+R�P�.+*10�&�*-&
��&/*-=`6�&9.Q,/)�]C(�*1'�6�X;0�3�3/&�68*-&;7�0�)+=�P�.+*10�&<4-*1]C6i|?3/&�*-&�'+._P�&9.
]f^���d_ehl # ifuwl@d_ahl u �1bhm�uwjkupo�q��1q%a!o�mwq g;ifbhbhg�d!j��nq��1qka!o�q%a!o@g�q m�q l@qka!o�u �1qka!o �hq jkq~g@o�uwo�en�hq_x '!ehq m�� �%o@g�q ��e��4i}u�aGbUqke	o�g�qkl@l@qka!o�upg

l@ehgOm�i,g��zi}m�upo�� �hq4j%q#'!e � uwmJbUq%g �%d_upozx�q~oQm�i�$ ifvhu�mwupo�� �	q4m�� uwa # dfg��4i*o�uwd_aYbUq%g�jkq%bho�u�� q_x\o�qkmwmwq#'�ehq1and_ehlGm i ���kj~g�u �_d_anlO�ni}anlGjkq
�hd!jke��1qka!o �hq�o�� �%l@q_^ �!^Y�\q�o�q%g��1q �Gg��kifmwuwo��9u�an���kbUq%a �ni}a!o�q�� qkl�oRq��1b	g�ena!o���� � � � l@b i �fa i*oz^


S���



� 2 	 * � �������D��� ���"� � �l����� �"��� � � # � �
� ���_� # �"� 	 � , 2/� �.,�� � � � � � V &��

:/0�&/&�]n~�:;3/)�]C6Q*-&
��&/*-=`6�&9.O,W6�.+*-.�6Y�W²h4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&b6C'+.©P�'�'_09(�*1]C6�|83/&�65:;3/)�]C65&�0�&`&93/4-416�:/]�,W6"&�:�P�&9.O:/6QBke
@i6d=`��=`6�XE&�0�3�'g'+3/,/,W0�'�0�&�'Qc[3�6d4
Pn:;3/)�]C6jP�'�'�09(�*1]C6j|?3/&�680�N�'�6�)+R�P�.+*10�&�,W0�'�'�aC:/6d3/&�68NW0�)+&�6i'+3/,W]�)+*16�3/)�6
~!416j(C0�&9.+)_P�*-)�6A:/6�R9)_P�*-.�P�NW0�3/.�* )d|G3/&�6j(C0�&9.+)_P�:;*1(�.+*10�&kX�=�P�*1'Q&�0�3�'g&�6i4Vp{PSR[0�&�'g,�P�'Q=`0�&9.+)�]Y�"e ��&x:qp{P�3/.+)�6C'
.�6�)+=`6C'SX�416�7VP�*-.G=`��=`6�:qp�0�N/.�6�&/*-)>3/&�6�*-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6�'+3/,/,W0�'�6�c[3kp�6�4-416�'Sp *-&�'�(�)+*-R[6�:�P�&�'t3/&�6
,W]�)+*109:/6�:/6Q.�6�=>,�'Z4-*-=>*-.�]C6�6�.�3/&`=`0�)�(C6SP�3b:/6Q4Vp�6C'+,�P�(C654-3/*
P�3�'�'+*/4-*-=>*-.�]�²h*-4�'Sp{P�\�*-.©:/6Q,/)�0�,/)+*1]�.�]C'^���W�S���!� �
��"9°k¤L�9�>:/6G4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&o6�.j&�0�&�:/6G4-*-=>*-._P�.+*10�&�'?c93kp�0�&r,W0�3/)+)_P�*-.?:/]�,�P�'�'�6�)j6�&}P�=`]�4-*10�)_P�&9.A4
P�c[3
P�4 *-.�]
:/6C'?0�)+\[P�&�6C'n:/6>,W6�)�(C6�,/.+*10�&kXL,�P�)n6"v/6�=>,/416�e M *-&�'+*VXk:�P�&�'?&�0�.+)�6�'+sE'�.�a�=`6�Xq3/&�6�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&}*1:/]SP�416`&kp{P
,�P�'i:/6G'_6"&�'k²�=`��=`6t'�*�0�& ,W0�3/R�P�*-.i*-=�P�\�*-&�6�)i3/&r=`09:/6t:/6n,W6�)�(C6�,/.+*10�&�*-&
��&/*-=`6�&9.j,/)�]C(�*1'SXW*-4w7lP�3�:;)_P�*-.
,W0�3/R[0�*-)i*-=�P�\�*-&�6�)A]�\[P�416�=`6�&9.A3/&�6G=`]�=`0�*-)�6>(C0�=>,W0�)+._P�&9.A3/&r.+)�0�,�\�)_P�&�: &�0�=nN/)�6>:qp B9sE,W0�.+B�aC'�6C'SXqc[3/*
(C0�&9.+)�6C:;*-)_P�*-.d416C'5(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'i� ��6�.d���Ge

�©0�*1(�*�3/&�6j(�*-._P�.+*10�&x:/6i:qpp�Z'�,�P�\�&�P�.SX/:�]�(�)+*-R�P�&9.Q4
Pn=`]�.+B�09:/6A:/6C'Q:/]_��&/*-.+*10�&�'Q,�P�)+.+*16�4-416C'5*-&�'+,/*-)�]C6i,�P�)
�gP�)+&�P�,ke^%�4d'Sp{P�\�*-.b:/62=`0�&9.+)�6�)b4
P�)_6"4
P�.+*10�& c93/*d6�v;*1'+.�6�PSR[6C(x&�0�.+)�62)_P�*1'�0�&/&�6�=`6�&9.�'+3/)�4
Po&�P�.+3/)�6�:;3
,/)�09(C6C'�'+3�'�:/6j(SP�.�]�\h0�)+*1'�P�.+*10�&ke

� � �-���2�-	 ����� 2 � # � # � � # � � ��� � �l���/� * 	 ��� � � �§� � �
� & �x����� � � �`� V & 	�� � ��V &/� ��� �3*���&;� 	� ���� �
� � � *W� � *
� � �C��� � � V &/� �-� � � V &�� � � # �§� * ����� � � S �+$�*��"� � �`� � � 	�� *��"�"����� & � �t��� � &9��� # � � ��� �
,_	�� ,_��� ��� 	�� ��� ��� 	��_� ���"� �l�����+�z	��-	 *W� � *
� � �C��� � � � � � � * � ��� V &/� SC	 & �_� � �%,�	 �`� �§� ��� � �5� � &E�
�"� � * � �"��� � � # � � &���� # � � � ��� ���z����� � 
 	��/������� � � *
� � � # � ��� */� � 2 	 ��&�� �5� � � ,_��� # � � �l���/� �+$�*�� �
� � �`� � � 	�� � � # � � ���§�_��	�� � � � � � � */� � * ���_�"�@�"� � � # �-*
��� # �8, � �l��� ����� �g� ��� � � � � � �§� � � ��� � # � 	 &E����� �
��������� �n�-	b� *�� ,C� � ,_	 � �l��� # & # �
� * ���"� � � S �+$�*��"� � ��� � � 	�� # � � � �!� � � �!� ���"� 	 � � � 	� � ,>� � ����� � � �`�
�C��& # � � # ��� � '������ ,�������� # �"���_� 	� �	�� �8�('"��� V &�� �+� ��� */& �
��� � * 	 � � �"� # � � *
� � *
� � ����� � # � , �
# �"� ��� �"���g�C� ,�� � � �5� �§� � � ��& � � V & � # �C���"�"� �!� � , � �§� � � # � , � � *
� � *
� � �C��� � # ��� � �§����	b� � �/� # �
* 	 � � �"�!� �

%�4�6C'�.©]�\[P�416�=`6�&9.^*-=>,W0�)+._P�&9.g:/6�'�0�3/4-*-\�&�6�)^c93�654Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6d6C'+.^P�'�'�09(�*1]C68|j3/& 
"NW0�3/. 

:qp�6C'+,�P�(C6d6�.^|i3/& 
"NW0�3/. 
�:/65.�6�=>,�' 
�e9@jP�&�'©&�0�.+)�6�(SP�'SX[0�&�&�65,W6�3/.©,�P�'O:;*-)�6�c93�6�(C6C' 
"NW0�3/.�' 
5:qp�6C'+,�P�(C6
6�.�:/6^.�6�=>,�'�,W0�'�'�aC:/6�&9.�3/&�6^)�]SP�4-*-.�]Q6�&>:/6�B�0�)�'Z:/6^4
Pd=`]�=`0�*-)�6Q6�4-416"TV=`��=`6�e9�^6�4
P8,�P�)_P � .�.+)�aC'�(_B�09c[3�P�&9.©|
,/)�6�=>*1a�)�6jR93�6�X/(SP�)50�&�*-=�P�\�*-&�6jB�P�N/*-.+3�6�4-416�=`6�&9.�4Vp�6C'+,�P�(C6j(C0�=>=`6j3/&<(C0�&E.�6�&�P�&9.5,W0�3/R�P�&9.Q)�6C(C6�R[0�*-)5:/6C'
0�N
�+6�.�'Q|n4Vp *-&9.�]�)+*16�3/)?~l|n4Vp *-=�P�\h6j:qp 3/&xP�c93�P�)+*-3/=b�"e/@i68=`��=`68,W0�3/)g4168.�6�=>,�'Se��^6C'g(C0�&9.�6�&�P�&E.�'�P�3/)_P�*16�&9.
P�410�)�'j&�P�.+3/)�6�4-416�=`6�&9.?3/&�6>6"v;*1'+.�6�&�(C6t,/)�0�,/)�6�X�*-&�:/]�,W6�&�:�P�&E.�6�:/6G4
P�(_B�0�'�6x~!416>(C0�&9.�6�&93
�"ek@i6G=`��=`6�Xk0�&
s P�'�'�09(�*16�)_P�&�P�.+3/)�6�4-416�=`6�&9.?3/&�6G&�0�)+=`6�e �d)SX�3/&�6t(SP�)_P�(�.�]�)+*1'�.+*1c[3�6`:/6G&�0�.+)�6>:/]�=�P�)�(_B�6`6C'+.j:/6G)�6"7�3�'�6�)
:qp 3/.+*-4-*1'�6�)d3/&�6?&�0�)+=`6nc[3�6�41(C0�&�c93�6GPh��&�:�6?(C0�=>,�P�)�6�)i:/6�3;v<*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'d,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'Se �d&�6nP�3/.+)�6n(SP�T
)_P�(�.�]�)+*1'+.+*1c93�6d6C'�.O:/6d'+3/,/,W0�'�6�)^c[3�6�416C'©,/)�09(C6C'�'�3�'O:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&�6�.^:/6d'�]�416C(�.+*10�&b&�6d'Sp{P�,/,/4-*1c93�6�&9.^c93kp{|
:/6C'^'+*-\�&�P�3;v`=`0�&�0�T�:;*-=`6�&�'�*10�&/&�6�4
'SeE%�4
6C'+.^'+3/,/,W0�'�]dc93�6�(C6C'O,/)�09(C6C'�'+3�'^:qp{P�,/,/4-*1c93�6�&9. 
�'+*-=n3�4 .�P�&�]�=`6"&E. 

|�3/&�6�(C0�4-416C(�.+*10�&z:/6�'+*-\�&�P�3;vqXk6�.nc93kp 3/&�6 
�(�0�)�)�]�41P�.�*-0�&

�6�&9.+)�6�416C'?]�Rh0�4-3/.+*10�&�' 
�'+*-=n3/4-._P�&�]C6C' 
�:/6`,/4-3;T
'+*16�3/)�'O'+*-\�&�P�3;v�:/0�&/&�6�&9.O4Vp *-4-4-3�'�*10�&�:qp 3/&b6C'�,�P�(C6d|A:/6�3;vqXh.+)�0�*1'de-e-e9:;*-=`6�&�'+*10�&�'Se M *-&�'+*VXh4
PA:;*-=`6�&�'+*10�&�P�4-*-.�]
~lP�,/,�P�)�6�&9.�6Y�8:/6n4Vp�6C'+,�P�(C6n7lP�*-.i]�\[P�416�=`6�&9.j,�P�)+.+*16G:/6n4
P�)�]SP�4-*-.�]G*-&9.�6�&9.+*10�&/&�6�4-4
6�e �d)SX
4
Pb'+,W]C(�* ��(SP�.+*10�&o:/6
(C6�.+.�6 
�(C0�)+)�]�4
P�.+*10�& 
t6�.j:/6G(C6n.�6�)+=`6 
�'�*-=n3/4-._P�&�]C6�
G)�6C'+.�6G6�&9.+*1a�)�6�=`6�&9.?|`7VP�*-)�6�eJ��0�3/)i)�6C'+.�6�)i(C0�B�]�)�6�&9.SX
*-4[6C'+.k*-&�:;*1'+,W6�&�'_P�N/416©c93kp�6�4-416�)�]C'+*1:/6©'+3/)q4Vp 3/.+*-4-*1'�P�.+*10�&n:/6Z(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'SX�c[3/*[6C'+.k416���4[(C0�&�:;3�(�.�6�3/)�:;3A.+)_PSR�P�*-4Ve

��& )�]C'�3/=`]�X
4
P`&�0�.+*10�&r:/6n)�]SP�4-*-.�]n,/)�]C'�6�&9.�]C6G*1(�*�6C'+.86�&r(C0�&9.+)_P�:;*1(�.+*10�&}PSRh6C(n4
P`RE*1'+*10�& (�4
P�'�'+*1c93�6n:/6
4
Pt)�]SP�4 *-.�]?'+3/)QNW6SP�3�(C0�3/, :/6i,W0�*-&9.�'SX�|>'_PSR[0�*-)k²

� 4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&�&�6�,W6�3/.g��.+)�6d:;*1'�'�09(�*1]C6d:/6�4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.�6�3/)SX9=�P�*1'O,/)�09(CaC:/68]�\[P�416�=`6�&9.Q:/6�4Vp 6"v;*1'+.�6�&�(C6
:qp 3/&�6j)�]SP�4-*-.�]j*-&�:/]�,W6�&�:�P�&E.�6?:/6j4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.�6�3/)Se

� 4Vp�6C'+,�P�(C6b6�.?416�.�6�=>,�'n'_0�&9.?*-&�:;*1'�'�09(�*
P�N/416C't:/6`4Vp�0�N
�+6�.n'_6>.+)�0�3/R�P�&9.G:�P�&�'n4Vp�6C'+,�P�(C6�,W6�&�:�P�&9.G3/&�6
(C6�)+._P�*-&�6A:;3�)�]C6�e

�����



�D���\��� � � , �"��� 	��§� � �
� � �l��� # � � 	 �_� 	���� ���

� 4Vp�6C'+,�P�(C6G6�.8416?.�6�=>,�'8&�6n'�0�&9.d,�P�'8'_]C(SP�N/416C'86�& 3/&�6n6�&�'�6�=nN/416t:/6?=`0�)�(C6SP�3;vrP�3�'�'+*w,W6�.+*-.�'ic[3kp�0�&
416A:/]C'+*-)�6�X�,/3/*1'�c[3kp *-41'�'_0�&9.Q4-*1]C'd|t3/&�6A0�N�'�6�)+R�P�.+*10�&2,�P�)+.+*1(�3/4-*1a�)�6�XWP�'�'�09(�*1]C6?|t3/&xNW0�3/.d:qp�6C'+,�P�(C6A6�.
3/&xNW0�3/.�:/6j.�6�=>,�'�:/6i=`6C'+3/)�6j&�0�&x&93/4-416?'�6�410�&<&�0�.+)�6j7�0�)+=�P�4-*1'+=`6�e

� 4
P�:;*-=`6�&�'+*10�&/&�P�4-*-.�]�:/6z4Vp�6C'+,�P�(C6z7lP�*-.r,�P�)+.+*16�*-&9.�]�\�)_P�&9.�6�:/6z4Vp�0�N�'�6�)+R�P�.+*10�& 6�.r&kp�6C'+.r,�P�'r3/&�6
(C0�&�'+._P�&9.�6A*1'�0�41]C6A:/6i4Vp�0�N�'_6�)+R�P�.�6�3/)Se

� 4
Px)�]SP�4-*-.�]b*-&�:/]�,W6�&�:�P�&9.�6�&�6�,W6�3/.G,�P�'SXL,�P�)G:/]_��&/*-.+*10�&kX���.+)�6b:/]C(�)+*-.�6r~�(C0�=>=`6b3/&z6�&�'_6�=nN/416b:/6
,/B�]�&�0�=`a�&�6C'��"e

� 4
P�)�]SP�4-*-.�]n*-&9.�6�&9.+*10�&/&�6�4-4
6t6C'+.i:/]�,W6�&�:�P�&9.�6>P�,/)+*10�)+*�:qp 3/&r0�N�'�6�)+R�P�.�6�3/)8,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)j6�.8&kp{P�,�P�'8:/6
(SP�)_P�(�.�a�)�6A3/&/*-R[6�)�'�6�4Ve

�k6Q,�)�0�N/41a�=`6�c93kp *-4�&�0�3�'Z)�6C'+.�6d|i.+)_P�*-.�6�)©,W0�3/)^P�(_B�6�Rh6�)©&�0�.+)�65,/)�09(C6C'�'+3�'©:/6�(SP�.�]�\h0�)+*1'_P�.+*10�&�6C'+.©(C6�4-3/*
:/6?4
P�(SP�3�'_P�4-*-.�]�XW(�p�6C'+.UT�|�T�:;*-)�6G:/6?4Vp�6"v;*1'+.�6�&�(C6n:qp 3/&�6G(C0�&�(C0�)�:�P�&�(C6G.�6�=>,W0�)�6�4-416G6�&9.+)�6G:;*�
�]�)�6�&9.�'i'+*-\�&�P�3;v
~�6"v;.�6�)+&�6C'g0�3b*-&9.�6�)+&�6C'��"eEf80�3�'©,W6�&�'_0�&�'^c[3�6�4
P?(SP�3�'�P�4-*-.�]57VP�*-.O,�P�)+.+*168:/6�4
PA)�]SP�4-*-.�]d*-&9.�6�&9.+*10�&/&�6�4-416hX;:/0�&�(
c93kp�6�4-416`6C'+.?6�&/\h6�&�:;)�]C6�,�P�)A416>,/)�09(C6C'�'+3�'?:/6`(SP�.�]�\h0�)+*1'_P�.+*10�&kXw'+3/)A3/&�6`]C(_B�6�4-416�:/6>.�6�=>,�'?'+3�,W]")�*-6�3/)_6b|
4
P<:;3/)�]C6`:/6tR�P�4-*1:�P�.+*10�&}:qp 3/&�6>BEs9,W0�.+B�aC'�6�ek%�4�7lP�3/.jN/*16�&}(C0�=>,/)�6�&�:;)�6bc[3�6t416`:/]�4
P�*©6�&9.+)�6>4
P�:/6�=�P�&�:/6
:qp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6�6�.A4
P�(C0�&�(�)�]�.+*1'�P�.+*10�&�:/6`(C6�4-416"T�(�*O(C0�)+)�6C'+,W0�&�:�|�3/&�6`:;3/)�]C6>*-&�'�]C(SP�N/416`,W0�3/)
416i'+s;'+.�a�=`6�²/P�3�(�3/&�6i*-&;7�0�)+=�P�.�*-0�&x&�68,W6�3/.Q��.+)�6j:;*1'+,W0�&/*-N/416AP�3�NW0�3/.Q:kp 3�&�.�6�=>,�'g,/4-3�'Q(C0�3/)+.Se M *-&�'+*VX9416
�nNW0�3/.5:/6i.�6�=>,�' ��'+,W]C(�* ��]i,�P�)Q4
PnR�P�416�3/)5:/6iB<(C0�)+)�6C'+,W0�&�:2|n4
Pn&�0�.+*10�&2:qp *-&�'+._P�&9.k²/:/6C'Q*-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�'
,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'`(C0�&�(�)�]�.+*1'�]C6C'�'+3/)t3/&�6<:;3/)�]C6�*-&;7�]�)+*16�3/)�62| (C6�.+.�6<:;3/)�]C6�=>*-&/*-=n3/= '�0�&9.t,W6�)���3�6C'`(C0�=>=`6
]�._P�&9.j'�*-=n3/4-._P�&�]C6C'Se �LP�(SP�3�'_P�4-*-.�]>P�,/,�P�)_P � .j,W0�3/)j:/6C'i:;3/)�]C6C'j'+3/,W]�)+*16�3/)�6C'k²�%�4L7VP�3/.8,W0�3/R[0�*-) 
"4-*-6�) 
t(C6C'

"NW0�3/.�'t:/6b.�6�=>,�' 
b6�.G(C6C' 
"NW0�3/.�'t:qp�6C'+,�P�(C6�
b6�&9.+)�6�6�3;vqXL,W0�3/)n7VP�*-)�6�&�P � .+)�6b4
P2&�0�.+*10�&�:/6�(C0�&9.+*-&93/*-.�]
,W6�)�(C6�,/.+*-R[6?~ �Gp��d6�\[P�&`6�&9.+)�6�P�3/.+)�6C'OPdN/*16�&`=`0�&9.+)�]5c93kp *-4�'Sp{P�\�*-.Z:qp 3/&�6Q*-4-4-3�'+*10�&
��6�.Z(C6�4-4165:qp 3/&�6Q(SP�3�'�P�4-*-.�]
,W6�)�(C6�,/.+*10�& ��P�(�.+*10�&ke

fd0�3�'d.�6�)+=>*-&�6�)�0�&�'i,�P�)83/&�6n:/6�)+&/*1a�)�6t(�*-._P�.+*10�&r:/6n:qpp�©'+,�P�\�&�P�.SX�c[3/*�6"v;,/)+*-=`6G(C6nc93�6A&�0�3�'8Rh6�&�0�&�'
:/6A:;*-)�6jN/*16�&x=>*16�3;v<c93�6i&�0�3�'L²

�z����� ���S�O��� � # � �  ���� � # 	��/�Z�-	%,�	 & ��	���� ��� � 	 & � � �/� ����� ��� � � ��� , 2 ���@V &�� # &n���"�"�`� �-& � � � ����& ,.�
��&9�_� # � ��� � � ��� � # �"��� � ��2 &E� 	��§� ��	 &;�����"��� � � # � ��& ��,_	 # ��� 	 *
� ��� � � # 	��/��� � V &�� ����� � � *
� � � � �
��� � &  � ,_��� ��� 	��§� � � # �-* 	 � ��	��
	 ��&E���n�('"��� � # � �§��� �"�����?� � &E��� ����� �+$�*��"� � � �6, � � ��� �
��� * 	��
& � � � ����& , ��&9��� # � �-	 ��� 	�� � ��� �§� # �7*�� � # 	�� ���	� � � , � �-	 � �C� � � S�	��
�G	 & � &E�+* � & ��V & � �+$�* � ��,C� ���"�
& � � 	 �l� � ��& # � V & � � � � ,_� �t� & � � � � 	 � 	 � � � � ��� # � � *�2 �����8,�� � �/� � 2;� � � �8,�� � �/�%,_��� ���"� * � � 	��!�/�
��� V &/� , ��&�$ � ,�� SC��� # � � � � &9� # � � ,_	 � 	5, ���"� �§� � �@V &/� �G� � * � �"� 	�� ��� � # � � ��&E�G� 2/� � � � � �[� � �"� 	�� ���
�k����� ���S�G��� � &  �1* �-	 & �����"� � �+� � # ��� # ��� 	�� � � � � �����-	DV &�� �§� ��� � * 	 , �����g���"� * � * � &E��� 	�� � � � �"� � �
�^� '������G��&�$ 	 & �����GV &�� # � �9S�� ����� �?	 *
� �l� � � # � �+� � � *
� � � 2 &E� 	��§� � , � V & ����� � ��� �^�"� 	�� � V &/� �-	
��� 	���� ��� �§� # �7*�� � # 	�� ��� �g� � � � �����!�/� �"�_��� # 	����j����,_� � * ��� �_� # � ��� � � * 	5, � � �����1* � � �

� F95CF�J 
�	���
 H

yQP�*-&kX M ek~ 
 ����� �"e ���§� # 	�� # � � # � ����2/� ��2;� � � � � �n�kS ��2;� � � ��� �-	 � ����� e 
d6�&/)+s � *-&/\�X �L0�&�:/0�&ke
yg6�)�'+*-&/*VX 
GeSP�&�:2Xi0�)+)+*-&/*VX��Geh~ 
S��� �h�"e�¡gB/)�6C6©(C0�&/&�6C(�.+*10�&/*1'+.L*-=>,/416�=`6�&9._P�.�*10�&�'�0�7;:;sE&�P�=>*1(�,/)�0�\�)_P�=>=>*-&/\
7l0�)i0�,/.+*-=�P�4�(C0�&9.+)�0�4h² M ,/)�6�4-*-=>*-&�P�)+s (C0�=>,�P�)_P�.+*-R[6>P�&�P�4-s;'+*1'Sei%�& ! � ��� � 2 � * ��� �?� &9� 	�� �?����� � ��� � S�� �
� # � � � � � ,_	 � ������	�� # ����� ��� �����!� � ����� � ��,�� e
:qpp�©'+,�P�\�&�P�.SX�yiek~ 
S���U� �"e � � � �§�/, �"��� 	��!� �A��� 	�� � ���CeOXjP�3/.+B/*16�)UT��8*-4-4
P�)�'Se
:qpp�©'+,�P�\�&�P�.SX�yiek~ 
S��� �9�"e �w�A���_� �k ����§� ��e � PSs9P�)�:qe

��� 




� 2 	 * � �������D��� ���"� � �l����� �"��� � � # � �
� ���_� # �"� 	 � , 2/� �.,�� � � � � � V &��

�Z:/6�4-=�P�&kX
Xte�~ 
S����� �"e �5� � � 2E��� � � � �5� �!�§� ��	�� � � � �_� ��� � � 2;� � 	 �l����� �kS �2�!� # e
yQP�'+*1(5yg090 �E'YXhfd6 � 
O0�)��We

86�N/NkX/@tek~ 
S� � � �"e ��2;���g�@� 	������Y	 � �����r�kS �8��2 	� S��� �"e 	h0�B/& � *-416�s�� �E0�&�'SX�fd6 ��
©0�)���e

d*-4 NW6�)+.YX�@te/6�. M (��[6�)+=�P�&/&kX � ek~ 
S����� �"e � ��& � # � &U�[� # �"� ��2;� � ���C� �
� , 2;� � � � � � ��e �9,/)+*-&/\h6�)SX�yg6�)+4-*-&ke

8'+3kX � e-X M &�P�&9.+B�P�)_P�=�P�&kXg¡je-X^�gP�=>,/NW6�4-4VX �ze-XOP�&�: fd0
�gP�.��Cs �WX M ed~ 
S����� �"e M \�)_P�&�:;=�P�'+.�6�)�(_B�6C'�'
=�P�(_B/*-&�6�e �6,�� � � � � � , ������� �8,�	�� X � � � ~��9��² 
 
 � ��� e
	[P�=`6C'SX � ek~ 
 ����� �"eQ�^� �§�6,�� * � � �n�kS � ���4, 2 ���-� � � e 
d6�&/)+s 
80�4-.SX/f86 �#
O0�)���e
� 0�B�0�&�6�&kX�¡jew~ ����� 
 �"e � � � S�� �^��� 	��������!� � � 	 * � X/R[0�4 3�=`6 ��� e��9,/)+*-&/\h6�) �E6�)+*16C'�*-&2%�&/7�0�)+=�P�.+*10�& �E(�*16�&�(C6C'SX
yg6�)+4-*-&ke
�k6C(C6�)U7+X��8e�~ 
S����� ��e � � � � �	� ��� # �1* �l	��
�<� & �-	 # � & �"� � ��� & ,�� � # � ��� 	 *5*W��� � � �§�_��	 �[� ,_� � ��� � � S X�R[0�4-3/=`6 � e
¡L)_PSR�P�3;v<6�.5@i09(�3/=`6�&9.�'SX �d&/*-Rh6�)�'+*-.�]���P�)+*1' � �d*-&�(C6�&/&�6C'UT �;P�*-&9.+T�@86�&�*1'Se
� (Y�O3/4-410[(_BLX � e�P�&�:2��*-.+.�'YX � eE~ 
S� � � �"e M 4-0�\�*1(SP�4/(SP�41(�3/4-3�'�0�7�.+B�6O*1:/6SP�'w*-=>=�P�&�6�&9.�*-&G&�6�)+Rh0�3�'�P�(�.+*-R9*-.�s[e
�-& �§� ��� �!�o�kS%� 	 � 2;��� 	 � ��,_	�� � ��� *�2 �����8,"� X � ² 
 
�� � 
S��� e
��*-.+)_P�.SX 	�eL~ 
S����� �"e � ��� 	5,_�����W	��
����	��/, � � ��&;��&9� # � ��� �!� ��� �§� � �[� �/, � 	 ��� � � ,�� � �§� �Ce"
d6�)+=`aC'Ye
��)_P�:/6�4VX\X>e�P�&�:>yQP�)+)�6�.SX[�8e�~ 
S����� �"e ��&9RE*-)�0�&/=`6�&9.Z)�6C(C0�\�&/*-.+*10�&�*-&>=`0�N/*-416Q)�0�NW0�.+*1(C'�N9sn=`6SP�&�'Z0�7W&�6�3/)_P�4
&�6�. �^0�)��;'Se-
 � &E� �W	�� �9&E� � *��_� � # � �%�/��� � � ��� � � &E� � � 	 � �§� � � X ��� ² ����� � � � � e
��6�R[6�4VX M eq~ 
S����� �"e ����� ����
 � � # � & � � �\�+� �©� �����§� � 	 &;� ���
� ���)* 	 � 	 * *
� � , 2;� � � &9� � � � ����� �@V &/�Ce�¡gB�a�'_6j:/6
:/09(�.�0�)_P�.SX �d&/*-Rh6�)�'+*-.�]A:/6n�^6�)+\�s[T;��0�&9.�0�*1'_6�e
��0�'�6�&EN/4
P�.+.SX � eq~ 
S�U��� �"e�¡gB�68,W6�)�(C6�,/.+)�0�&A² M ,/)�0�N�P�N/*-4-*1'+.+*1(j=`09:/6�4�7�0�)g*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&2'+.�0�)_P�\h6AP�&�:�0�)+\[P�T
&/*��YP�.+*10�&2*-&<.+B�6jN/)_P�*-&keQ� ���5, 2 ���-� � �8,�	�� �5�  S� � �ZX � � ² ��� � � � ��� e
�53/=`6�4-B�P�)+.SX�@te-X 
d*-&9.�0�&kX Xte-X�P�&�: � *-4-4-*
P�=`'SX �?ek~ 
S��� �h�"eG�k6SP�)+&/*-&/\�*-&9.�6�)+&�P�4L)�6�,/)�6C'�6�&9._P�.+*10�&�'dN9s�6�)+)�0�)
,/)�0�,�P�\[P�.+*10�&ke � 	 ��&E����X ����� ² ����� � ��� �;e
�9B�0�)+.+4-*�
q6�X��5eEP�&�:�yO3�(_B�P�&�P�&LXEyie
~ 
S��� � ��e M =`09:/6�4�0�7k*-&�6"v�P�(�.O)�6SP�'�0�&/*-&/\G*-&b=`6C:;*1(�*-&�6�e � 	 � 2;��� 	 � ��,_	��
� �����.,�� � �/, � � X ��� ² �U� 
 � ����� e
¡L3/)+*-&/\�X M e�~ 
S��� �h�"e �d&r(C0�=>,/3/._P�N/416t&E3/=nNW6�)�'SX �Q*-.+B�P�&oP�,/,/4-*1(SP�.+*10�&�.�0b.+B�6G6�&9.�'_(_B�6�*1:;3/&/\h'+,/)�0�N/416C=xe
�^� � , ��� # �!� � �G�kS � 2/� � ��� # ����� 	 � 2;��� 	 � ��,_	����W� ,�� ��� � X
� � ~ � �W² ����� � � � � e
¡L3/)+*-&/\�X M ek~ 
S�U��� �"e^�^0�=>,/3/.+*-&/\�=�P�(_B/*-&�6�)+s2P�&�:�*-&E.�6�4 4-*-\h6�&�(C6he �2�!� # X ��� ² � ��� � � � � e
� 6"*��S6�&9N�P�3�=xX 	�eL~ 
S��� �h�"e ��� �1*6&E���"��� � �O�"� 	�� # $ &9� 	�� ��� 	������ e � e 
Ge � )�6C6�=�P�&ke

�����


