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INTRODUCTION GENERALE

Ce travail de thése porte principalement sur quelques aspects de I'équidistribution dans
les espaces homogenes. Il est constitué de trois chapitres indépendants.

Les deux premiers chapitres abordent chacun une technique utilisée pour prouver des
résultats d’équidistribution. Le cadre général est de considérer un groupe GG contenant un
réseau I' et un sous-groupe H. On veut alors de comprendre la répartition d’une part des
orbites de I dans H\G et d’autre part des orbites de H dans G/I". On verra que ces deux
problémes sont liés par un phénomeéne de dualité.

Mélange adélique et matrices rationnelles. — Dans le premier chapitre, on se place
dans un cadre adélique : G est le groupe des points sur les adéles d'un groupe rationnel
G et I' est le réseau des points rationnels G(Q). On s’intéresse a des applications d'un
théoréme de décroissance des coefficients de la représentation unitaire de GG dans 'espace
de Hilbert L?*(G/T). Le théoréme que nous utilisons provient d’un article de A. Gorodnik,
F. Maucourant et H. Oh (|20]) et généralise un théoréme de L. Clozel, H. Oh et E. Ullmo
([13]).

A. Eskin et C. McMullen ont montré dans un cadre réel (Cf [18]) que cette décroissance
des coefficients - qui traduit la propriété de mélange de I'action de G sur G/T" - implique
des résultats d’équidistribution des orbites de I" dans des espaces homogeénes. L. Clozel,
H. Oh et E. Ullmo ont utilisé cette stratégie pour obtenir 1’équidistribution des points de
Hecke ([13]); et A. Gorodnik, F. Maucourant et H. Oh celle des points de hauteur bornée
([20)).

Nous utilisons ces outils pour étudier la répartition des matrices rationnelles de dénomi-
nateur n dans les groupes unitaires ou orthogonaux.

Enoncons plus précisément ces résultats : on appelle dénominateur d’une matrice ra-
tionnelle le plus petit commun multiple des dénominateurs de ses coefficients. Pour chaque
nombre premier p et entier k£ > 1 on note |.|, la norme du max de la norme des coefficients
sur M(k,Q,).

Fixons une forme hermitienne définie positive A sur Q[i]*. On peut remarquer que s'il
existe une matrice rationnelle de dénominateur n dans SU(h, Q), alors a chaque place finie
p, il existe une matrice g, de SU(h,Q,) telle que |g,|, = |+,
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Alors on montre que la réciproque est vraie pour n suffisament grand et que I’ensemble
des matrices de dénominateur n - s’il est non vide - s’équirépartit asymptotiquement. Pour
énoncer le théoréme, on note U;(h) 'ensemble des entiers n tels que pour tout nombre
premier p, il existe une matrice de norme ||, dans SU(h,Q,). Alors on a :

Théoréme (1.4 p. 2). — Soient k > 2, h une forme hermitienne rationelle définie posi-
tive. Notons p la probabilité de Haar sur SU(h,R). Pour tout entier n, soit ', l’ensemble
des matrices rationnelles de SU(h,R) de dénominateur n.

Alors quand n tend vers linfini dans Uy(h), les Ty, s’équirépartissent dans SU(h,R), c’est
a dire :

1 n—oo
e

_— )
Card(T},) o T e (h) a

n

Nous nous intéressons ensuite au cas des groupes orthogonaux. Ce cas est plus difficile
que le précédent ; nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme (1.13 p. 12). — Soient k > 5, q une Q-forme quadratique définie positive sur
QF et u la probabilité de Haar sur SO(q,R). Pour tout entier n, soit I, I’ensemble des
matrices de SO(q, Q) de dénominateur n.

Alors il existe un entier N tel que quand n tend vers linfini et que n est premier a N,
les T, s’équirépartissent dans SO(q,R), c’est a dire :

C’ard n premier a N
v €ly
Remarquons pour conclure que ces résultats d’équirépartition impliquent comme corol-
laire 'existence de matrices de dénominateur n quand n est suffisamment grand et vérifie
les conditions données.
Ces deux théorémes seront obtenus comme cas particulier d’un résultat général, le théo-
réeme 1.9 p. 6.

Dynamique polynomiale et réseaux. — Dans le second chapitre, nous nous intéres-
sons a des applications de I’étude des orbites polynomiales dans un espace homogéne G/T.
L’intérét de comprendre ces orbites a notamment été noté par M.S. Raghunathan, ce qui
a mené a la preuve par G. Margulis de la conjecture d’Oppenheim ([26]). Cette preuve
exploite le comportement des orbites de groupes unipotents dans SL(3,R)/SL(3,7Z).

L’étude des orbites unipotentes dans un espace homogéne G/I" (ou G est un groupe de
Lie réel ou p-adique, et I un réseau de GG) a été ensuite généralisée, jusqu’a aboutir au
théoréme de rigidité de M. Ratner : on peut utiliser certaines propriétés des dynamiques
polynomiales pour montrer que toute mesure sur G/I" invariante et ergodique sous 'action
d’un groupe unipotent est algébrique, c’est a dire qu’elle est portée par une orbite d'un
sous-groupe P de G que I' rencontre en un réseau, et qu’elle est P-invariante.

Ce théoréme a bien évidemment de nombreuses applications pour prouver des résultats
d’équirépartition dans G/I", mais aussi pour prouver I’équirépartition d’orbites de I' dans
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des espaces homogeénes sous G. Nous utiliserons le théoréme tel qu’on le trouve dans 'article
[27] de G. Margulis et G. Tomanov.

A T'aide de ce théoréme, F. Ledrappier et M. Pollicott (cf [25]) ont étudié la répartition
des orbites d’un réseau de SL(2,Q,) dans Q2 \ {0}. Nous reprenons cette étude en toute
dimension supérieure a 2, et nous obtenons alors le résultat suivant :

Théoréme (2.4 p. 23). — Soient d > 2 un entier, p un nombre premier. On note G
le groupe SL(d,Q,) et I' un réseau dans G. On fize une norme ultramétrique |.|| sur
M(d,Q,), et on note I',, = {y € I tels que ||g|| < p™}.

d(d—1)

Considérons H le sous-groupe unipotent triangulaire inférieur de G. Soient ¢ = p~ 2
et v une mesure G-invariante sur Xy = H\G.

Xg —
v,w = a,(w)
fonction ¢ continue a support compact dans X4, et pour tout v € Xy, on a la limite :

Alors il existe une constante c et une fonction « : telles que pour toute

lim — 3" (o) = | otwpauw)dv(e)

n—oo qn Jer
n

Ensuite, nous voulons obtenir un analogue d’un théoréme de N. Shah (|33]), résultat
qui a été utilisé notamment par A. Gorodnik et B. Weiss pour prouver un théoréme sur
les équidistributions d’orbites de réseaux dans les espaces homogénes. Pour cela, il nous
faut d’abord reprendre un article de G. Tomanov ([36]) pour généraliser trés légérement un
théoréme. Ensuite nous sommes en mesure d’adapter la preuve de N. Shah pour obtenir le
théoréme suivant (on note V 1’ ensemble des places de Q, c¢’est a dire I'union de I’ensemble
des nombres premiers et de {oo}) :

Théoréme (2.2 p. 21). — Soit G un groupe algébrique défini sur Z, quasi-Q-simple, R-
anisotrope et simplement conneze. Soit S un sous-ensemble fini de V' contenant oo. Soit I'
un réseau arithméthique de G = [, G(Q,). Notons m la projection de G sur G/I" et m
la probabilité de Haar sur G/T.

Soient, pour tout v € S, H, le groupe des Q,-points d’un sous-Q,-groupe quasi-simple
de G(Qy,). On suppose que H =[], .4 H, est non compact et que pour tout v tel que H,
est non compact, H,I' est dense dans G. Soit enfin K un sous-groupe compact ouvert de
H. On dispose de la probabilité de Haar N\ sur K.

Alors, pour toute suite (g,) d’éléments de H tendant vers l'infini, on a la limite suivante
dans lespace des probabilités sur G /T :

lim 7, ((gn)sAK) = m

Remarquons que ce résultat ne semble pas pouvoir étre obtenu par des techniques de
mélange analogue a celles présentées dans le premier chapitre.

Avant de présenter la troisiéme partie, mentionnons comme témoin des liens entre ces
deux techniques et de l'intéret de chacune I'article récent de J. Ellenberg et A. Venkatesh
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([17]). Ils obtiennent en effet des résultats proches de ceux présentés dans le premier chapitre
en utilisant les techniques étudiées dans le second.

Sous-groupes H-valués. — Le troisiéme chapitre aborde un probléme différent, a sa-
voir P'existence dans le groupe spécial linéaire SL(n,Q,) de sous-groupes dont toutes les
matrices ont leurs valeurs propres dans un sous-groupe fix¢é H d’indice fini de Q.

Dans le cas réel, ce probléme a été étudié par Y. Benoist ([5]). Il arrive & la conclusion
que SL(n,R) admet un sous-groupe Zariski-dense dont tous les éléments ont leurs valeurs
propres positives si et seulement si n n’est pas congru a 2 modulo 4.

Nous obtenons la méme condition, sauf si le sous-groupe H contient —1; dans ce cas, il
n’y a aucune condition :

Théoréme (3.1 p. 51). — Soient n un entier supérieur a 2, k une extension finie de Q,,
ot p est un nombre premier, et H un sous-groupe d’indice fini de k*.

Alors, SL(n,k) admet un sous-groupe Q,-Zariski dense, dont toutes les matrices ont
toutes leurs valeurs propres dans H si et seulement si ou bien —1 est dans H, ou bien n
n’est pas congru a 2 modulo 4.
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CHAPITRE 1

EXISTENCE ET EQUIDISTRIBUTION DES
MATRICES DE DENOMINATEUR n DANS LES
GROUPES UNITAIRES ET ORTHOGONAUX

Introduction

La théorie des formes quadratiques définies positives a coefficients entiers répond de
maniére satisfaisante aux deux questions suivantes :
— A quelles conditions une forme quadratique donnée représente un entier n (c’est a dire
qu’il existe un vecteur entier de norme /n)?
— Quand un entier n est représenté, quelle est la répartition des vecteurs entiers sur
ellipsoide des vecteurs de norme /n ?
Citons les résultats les plus simples, qui sont obtenus quand le rang de la forme quadratique
est plus grand que 5 :

Théoréme 1.1 (W. Tartakowsky ([34]), C. Pommerenke ([29]))

Soit q une forme quadratique définie positive de rang k > 5 a coefficients entiers. Alors
il existe un entier Ny tel que pour tout n > Ny, on a [’équivalence entre les deux assertions
sutvantes :

1. Pour tout p premier, n appartient a q(Z';)
2. n appartient a q(ZF)

De plus, I’ensemble des vecteurs v de ZF vérifiant q(v) = n s’équirépartit sur ’ellipsoide
q(z) = n quand n tend vers linfini.

Nous reviendrons dans la partie 1.4 sur ce théoréme et sur le cas des formes de petit rang.
Nous nous intéressons dans ce chapitre & un analogue dans le cadre des groupes unitaires
ou orthogonaux de ce résultat. Présentons dans cette introduction nos résultats dans le cas
unitaire (pour le cas orthogonal, on renvoie a nouveau a la partie 1.4). Soit pour k > 2
H € M(k,Z[i]) une matrice hermitienne définie positive, h la forme hermitienne associée.
Définissons le dénominateur d’une matrice & coefficients dans Q[7] :

Définition 1.2. — Soient k un entier et A un matrice de M(k, Q[i]).
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Le dénominateur d de A est défini comme le plus petit entier d € N tel que dA soit une
matrice de M(k, Z[i]).

Nous voulons comprendre le comportement de ’ensemble des matrices de SU(h, Q) de
dénominateur n : a quelles conditions cet ensemble est non vide, et dans ce cas, quelle
est sa répartition dans le groupe SU(h,R). On peut reformuler le probléme de la fagon
suivante : A désigne un des anneaux Z ou Z, pour p premier, et A; = Z[i] ®z A.

On note alors, pour tout entier n, 7 (n, H, A) ’ensemble des matrices M € M(k, A;) de
déterminant n* telles que :

— les coefficients de M sont premiers entre eux,

— M est solution de I'équation (E,,) : M*HM = n*H.

Dans le cas A = Z et pour tout entier n, une matrice M est dans 7 (n, H,Z) si et seulement
si la matrice %M est un élément de SU(h,Q) de dénominateur n. De méme dans le cas
A = Z,, une matrice M est dans 7 (n, H,Z,) si et seulement si la matrice %M est un
élément de SU(h,Q,) tel que le sup de la norme p-adique des coefficients soitt la norme
p-adique de %
On note enfin U(H, A) Pensemble des n € Z tels qu’il existe M € T (n, H, A), et Uy(H) =
() u(H.z,).

p premier
Bien stir, pour qu’il existe des matrices de dénominateur n dans SU(h, Q), il faut que n

soit dans U(H,Z), et donc il faut que n soit dans U;(H).
Le théoréme suivant montre que pour n suffisamment grand, c’est la seule condition :

Théoréme 1.3. — Soient k > 2, H € M(k,Z[i]) une matrice hermitienne définie posi-
tive. Alors il existe Nog € N tel que pour tout n > Ny, les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

1. n appartient a Uy(H)
2. n appartient o U(H,Z)

La méthode pour prouver ce théoréme est de prouver un résultat plus fort, & savoir
I'équirépartition dans SU(q,R) de 'ensemble T',, des matrices de dénominateur n, quand
n tend vers I'infini dans U (H). Voila I’énoncé :

Théoréme 1.4. — Soientk > 2, H € M(k,Z[i]) une matrice hermitienne définie positive
et h la forme hermitienne associée. Notons u la probabilité de Haar sur SU(h,R).

Pour tout entier n, soit I';, l’ensemble des %M pour M € T (n,H,7Z).

Alors quand n tend vers Uinfini dans Uj(H), les T',, s’équirépartissent dans SU(h,R),
c’est-a-dire :
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1 n—oo
—_—

_— 0.
Card(T,) o T neu(H) a

n

Remarque 1.5. — Pour vérifier la condition n € U;(H), il suffit de vérifier que I’ensemble
7 (n, H,Z,) est non vide uniquement pour les nombres premiers p divisant n. En effet, si
p ne divise pas n, la matrice n - Id appartient a 7 (n, H,Z,).

La question de la répartition des points rationnels de dénominateur n dans le groupe
des points réels d’un groupe algébrique G défini sur Q quand n tend vers l'infini a déja été
étudiée par plusieurs auteurs.

Dans le cas ot G(R) est non-compact, A. Eskin et H. Oh (Cf [19]) ont montré que ces
points étaient équidistribués suivant la mesure de Haar de G(R). Pour cela ils utilisent
la présence de sous-groupes unipotents dans G(R) et concluent grace a des théorémes
de Ratner et Dani-Margulis. Cependant, dans le cas ou G(R) est compact, il n’y a pas
d’unipotents dans G(R), donc on ne peut pas appliquer ces théorémes.

Une autre méthode pour montrer des théorémes d’équirépartition est d’'utiliser le mé-
lange. On renvoie a l'article d’A. Eskin et C. McMullen (|18]) pour une présentation trés
claire de cette méthode. Pour pouvoir 'utiliser dans notre cas, il faut disposer d’un ré-
sultat de décroissance des coefficients de laction de G sur L? (G(A)/G(Q)) (on rappelle
que, dans ce cadre G(Q) est un réseau du groupe des points sur les adéles G(A)). De tels
résultats sont prouvés dans l'article de L. Clozel, H. Oh et E. Ullmo ([13]), et complétés
dans un article de L. Clozel ([12]), puis de A. Gorodnik, F. Maucourant et H. Oh ([20]) ou
une décroissance des coefficients de 'action de G sur L? (G(A)/G(Q)) est montrée sous
les hypothéses que G est un groupe algébrique défini sur un corps de nombres, connexe et
absolument quasi-simple (on renvoie au théoréme 1.7 pour I’énoncé exact).

C’est ce dernier résultat que nous utiliserons. Commencons par rappeler quelques résul-
tats sur les groupes algébriques et leurs réseaux arithmétiques, ce qui permettra de fixer
le cadre de la preuve.

Groupes algébriques et réseaux arithmétiques. — Nous définissons dans cette par-
tie les notations dont nous nous servirons dans ce chapitre. Il nous faudra pour cela faire
appel a des résultats sur les groupes algébriques et adéliques. Pour leur preuve, nous ren-
voyons le lecteur d’une part a 'article [35] de J. Tits (et ses références) pour les résultats
spécifiques aux points sur Q, d’'un groupe algébrique, et d’autre part au livre de V. Plato-
nov et A. Rapinchuk (Cf [28]) pour les propriétés adéliques.

Fixons une fois pour toutes un groupe G défini sur un corps de nombres K, connexe,
quasi- K-simple. Soit V 'ensemble des places de K. On note A (resp. A/, resp. A®) 'anneau
des adéles de K (resp. des adéles finies, resp. infinies). On note de plus G = G(A), et
G/ = G(AT), et G = G(A>). On supposera toujours que G> est compact.
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Nous disposons alors du sous-groupe G(K'). On rappelle, d’aprés 28], que c’est un réseau
de G, qu’il est irréductible car G est quasi-K-simple; et enfin qu’il est cocompact car G
est K-anisotrope.

On appelle réseau arithmétique de G tout sous-groupe I' tel que I' N G(K) est d’indice
fini dans I" et dans G(K). D’aprés ce qui précéde, tout réseau arithmétique I' de G est
irréductible et cocompact. On se fixe un tel réseau I', ainsi qu'un sous-groupe compact
ouvert U de G7.

On dira qu’une suite d’éléments (g,) de G tend vers 'infini si pour tout compact C' de
G, pour n suffisament grand, g, n’appartient pas a C.

Fixons les derniéres notations : on note 7 la projection de G sur G, 7/ la projection
de G sur G/, et enfin 7 la projection de G sur G/T'. De plus on note A la mesure de Haar
sur G/ normalisée par A(U) = 1; p la probabilité de Haar sur G*. On note enfin m la
probabilité sur G/T" localement proportionnelle & ;1 ® A et on I'appelle probabilité de Haar
sur G/I'. Le diagramme ci-dessous résume ces données :

G,u®A
T )/ = N T

G* =GN\G , Gl G/T',m
Enfin, pour les applications, on supposera toujours fixée une base sur Z* et Z[i]*. Ainsi,

nous supposons fixée une fois pour toute I'identification entre formes quadratiques (resp.
hermitienne) et matrices symétriques (resp. hermitiennes).

Application de la décroissance des coefficients. — On remarque qu’une matrice est
de dénominateur n si et seulement si pour tout nombre premier p, le max de la norme
p-adique de ses coefficients est la norme p-adique de % Donc on peut réénoncer notre
probléme comme un probléme de répartition dans G*° de sous-ensembles de I' définis par
certaines conditions sur leur projection dans G¥. C’est dorénavant sous cet angle que nous
travaillerons.

Nous montrons dans ce cadre le résultat d’équirépartition suivant (rappelons que U est
un sous-groupe compact ouvert fixé de GY) : pour une suite d’ensembles H,, C G/ bi-U-
invariants, notons I',, ’ensemble des points de I dont la projection dans G/ appartient a
H,,. Alors, si le cardinal des I', tend vers l'infini, ils s’équirépartissent dans G* vers la
mesure de Haar sur G*°.

C’est 'objet du théoréme suivant :

Théoréme 1.6. — Soit G un K-groupe, quasi-K-simple, connexe avec G*° = G(A™)
compact. Soient U un sous-groupe compact ouvert de G/ = G(A') et (H,) une suite de
sous-ensembles compacts bi-U-invariants de G7.
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Soit T un sous-groupe arithmétique de G = G(A) et I';, =T' N (G* x H,). Notons 7
la projection de G sur G*°, et p la probabilité de Haar sur G*. Pour g dans G, on note
dr00(g) la mesure de Dirac en 7%°(g) € G*.

Supposons que Card(l',,) tende vers +oo. Alors on a la limite suivante, dans [’espace
des probabilités sur G* :

Nous obtiendrons en outre avec le théoréme 1.9 un équivalent de Card(I',). Ce théoréme
sera prouvé dans la partie 1.2. De plus, on notera toujours G,, = G* x H,,.

1.1. Représentation unitaire et décroissance des coefficients

Nous présentons dans cette partie le théoréme de A. Gorodnik, F. Maucourant et H. Oh.
Pour cela, il nous faut comprendre la représentation de G dans l'espace L*(G/T).

On note <, > le produit scalaire canonique dans L?(G/T) et g.f laction de g € G sur
une fonction f de L?(G/T). Considérons I’ensemble des sous-représentations de dimension
1 dans L*(G/T); chacune de ces représentations est associée a un caractére unitaire de
G, invariant par I'. Nous noterons LZ(G/T") le sous-espace stable de L?(G/T") orthogonal a
toutes les sous-représentations de dimension 1. Notons A 'ensemble des caractéres unitaires
de G triviaux sur T'. Ils forment une base de 'orthogonal de LZ(G/T).

Nous pouvons maintenant citer le théoréme de A. Gorodnik, F. Maucourant et H. Oh
(Cf |20], théoréme 1.13) :

Théoréme 1.7. — Soit G un groupe défini sur un corps de nombres K, connexe et abso-
lument quasi-simple. Alors pour toutes fonctions f et h de L3(G/T), on a :

| < figh>]—0

Remarquons que dans [20], le produit scalaire est majoré grace a une fonction ¢ construite
de maniére explicite. Nous n’utiliserons pas ici cette estimée. De plus I’hypothése d’absolue
simplicité de G n’est pas génante, ainsi que cela avait été noté dans [20] : il existe une
extension finie L de K, et H un L-groupe absolument quasi-simple tels que G est défini
comme la restriction des scalaires de L & K de H (Cf [8], 6.21.i1). A partir de maintenant,
nous supposons donc que le groupe G est absolument quasi-simple.

Pour appliquer ce théoréme, nous devons comprendre comment s’écrit une fonction dans
la décomposition de L?*(G/T') en L3(G/T') et son orthogonal. Or les fonctions que nous
étudierons seront toutes invariantes par le sous-groupe compact ouvert U.
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Notons alors Ay 'ensemble des caractéres unitaires U-invariants de A et Gy = Ker(Ay)
I'intersection de tous les Ker(y) pour x appartenant a Ay. On dispose alors du lemme
suivant, tiré du lemme 3.2 de [20] :

Lemme 1.8. — 1. Uensemble UG*®T" est inclus dans Gyr.
2. Gy est d’indice fini Ny dans G.

3. on a l’égalité Z X = Nvlg, (lg, €tant la fonction caractéristique de Gy ).
XEAY

4. Si f € L*(G/T) est définie sur w(Gy) et est U-invariante, alors on a :

f — (/ fdm) 17r(GU) S LS(G/F)
m(Gu)

Démonstration. — Le premier point est une conséquence de la continuité des caractéres, et
du fait que G*° est connexe car G est connexe et R-anisotrope. On en déduit le deuxiéme
car, d’apres le théoréme 5.1 de [28], 'ensemble G*U\G/T est fini. Enfin le troisiéme point
exprime le fait que les deux groupes abéliens finis G/Gy et Ay sont en dualité.

Pour le dernier point : soit x € A. On veut calculer < f, y >. Dans un premier temps, si
U n’est pas dans le noyau de y, alors ce produit scalaire est nul. Ensuite, si y € Ay, alors

< f,x>= fW(GU) fdm. O

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme 1.6.

1.2. Dualité

Nous allons en réalité montrer un théoréme plus précis que le théoréme 1.6. En effet, dans
les hypothéses de ce théoréme, on avait besoin de supposer que Card(T’,,) tend vers l'infini.
Cette hypotheése est en pratique difficile a vérifier. Par exemple dans le cadre unitaire décrit
dans I'introduction, il faudrait pour appliquer le théoréme 1.6 connaitre a priori un grand
nombre de solutions entiéres de I’équation (E,).

Dans le théoréme suivant, cette hypothése est remplacée par I’hypothése que les compacts
G, N Gy sont deux a deux distincts. On remarque que cette hypothése est a priori plus
simple a vérifier, car nous n’avons plus besoin de trouver des solutions entiéres. Nous
reviendrons la-dessus pour les applications dans les parties 1.3 et 1.4.

Théoréeme 1.9. — Soit G un K-groupe, quasi-K-simple, conneze avec G = G(A>)
compact. Soient U un sous-groupe compact ouvert de G/ = G(A') et (H,) une suite de
sous-ensembles compacts de GI bi-U-invariants. On note G,, = G*® x H, et on suppose
que les ensembles G,, N Gy sont deux a deux distincts.

Soit I un sous-groupe arithmétique de G = G(A) et I';, = I' N (G(A*®) x H,). Notons
7% la projection de G sur G*, et pu la probabilité de Haar sur G*, et A la mesure de
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Haar sur GY qui donne poids 1 ¢ U. Pour g dans G, on note droo(g) la mesure de Dirac en
T®(g) € G*.

Alors on a la limite suivante :

: p @ NG/T)
W N (G 1 G D Orey =

~ETy
. p@A(GRNG
Notamment, Card(T',) est équivalent a %
Démonstration. — Fixons une fonction ¢ continue a support compact sur G*°, ainsi qu'une

suite H,, bi-U-invariante. Nous voulons montrer la limite suivante :

lim £ OAGT) Zw(fw(v))Z/ pdp

n—oo [ & /\<Gn N GU) el

Pour cela, nous déﬁnissons la fonction f sur G(A) en posant f(goo,9r) = ©(goo). Nous

posons ensuite F, (g, h Z flgyh H1g, (g7h™1) (1¢, étant la fonction caractéristique
~yel’

de G,).

On remarque alors que pour tout uy, uy dans U et y1, 72 dans ', on a

Fo(u1gy1, uahya) = F(g, h)

Ainsi F), est une fonction continue bornée définie sur (G/T)?, invariante par I'action a
gauche de U x U. De plus, on remarque - en notant e I’élément neutre de G - que :

Fule.e) = 3 o(r*(3)
velsn

La fonction ¢ est continue sur le compact G/T', elle est donc uniformément continue.
Ainsi, soient € > 0 et U, un voisinage de 'identité dans G*° tels que pour tout u et v € U,,
pour tout g € G, |p(ugv) — ¢(g)| < e. Notons 3 la fonction mlUE - ici 1p, est la
fonction caractéristique de U. dans G*°. On pose maintenant :

a(9oos 95) = B(goo)1u(gy)
et a(g) = p @ ANG/T) > _algy)
~yel
On voit que a est une fonction dans L?(G/T), définie sur (Gy), et d’intégrale par rapport
am égale a 1.

Notons que pour tout (z,y) € (G/T)? si a(z)a(y) # 0, alors z et y s’écrivent z =
uul et y = vv. I avec u. et v. dans U., et u et v dans U. Ainsi, on a F,(z,y) =
Z o(uyv g, (uayv"). On en déduit que dans ce cas on a :
yel’

|Fo(x,y) — Fu(e,e)] < eCard(l'NG,,)
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Cela se traduit par I'inégalité :

|F.(e,e) — /G/F /G/F F.(z,y)a(z)a(y)dm(x)dm(y)| < eCard(I N G,)

Pour fixer les notations, ﬁxons X un relevé de G/I" dans G. On note & le relevé de « :

& = oo, et on note m = Enfin notons I, . 'intégrale :

u®)\(X

. /G i /G B ya(aty)im(@)in()

On fait alors le calcul suivant :

he = [ | Bps@awining)
= /X /X > vy e, (eyyHa(z)aly)dim(x)din(y)

On fait pour tout v € I" le changement de variable v = g, ce qui permet d’obtenir :

/G /X Flay Ve, (gy™")alg)aly)dim(g)dim(y)

On fait maintenant le changement de variables h = gy~! pour tout ¢ € G. On obtient
finalement :

/G F(W)1e, (h) /X & (hy)3(y)din(y)din (h)

Or, d’apreés le théoréme 1.7 et le lemme 1.8, on sait que 'intégrale fG/F alhy)a(y)dm(y)
tend vers 1 quand h tend vers 'infini dans G;. En outre, si h n’appartient pas a Gy, car
on ne peut pas avoir a la fois y et hy qui appartiennent & Gy. Donc dans ce cas l'intégrale
[y & (y)dm(y) est nulle .

Nous avons besoin du lemme suivant, sans doute déja connu :

Lemme 1.10. — Soit C,, une suite de compacts bi-U-invariants 2 a 2 distincts de G
Alors on a la limite : lim,,_., A(C},) = 400

Démonstration. — Ce lemme est une conséquence de diverses formules de dénombrement
du volume d’une double-classe pour la décomposition de Cartan dans un groupe p-adique.
On peut trouver de telles formules dans [10|, paragraphe 1.5, ou bien [22]|, 7.3. Nous en
donnons une preuve dans la partie 1.5. ]

On en déduit, en posant C,, la projection de G,, NGy sur GY que A(C,,) = pu@AG,NGy)
tend vers l'infini :

M@)\(G ﬂGU> =, oo
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Donc on peut continuer le calcul : il existe un compact C' de Gy, tel que pour tout
he Gy —C,ona |fG/F alhy)a(y)dm(y) — 1| < e. De plus, par définition de f, on a :

~ B ® )\(Gn N GU)
| sme,maney = LSS |

Et alors, pour n suffisament grand, on a :

u@A(Ganu)/ u@A(GmGU)/ o

Ine = dy| < dpi + 11® A(C)|llo |1

. p® NG/T) L7 l c 11 ® AG/T) _van 1@ MO ellsollll
21.® MG, N Gy)

1w NG/T)

On en déduit que pour n grand, on a l'inégalité

p @ ANG,NGy) 210 @ MG N Gy)
|F(e,e) — u®)\(G/F)U /Oogod,u\§< M®A(G/F)U +Card(FﬂGn))5

C’est & dire qu’on a pour tout € > 0 :

1R NG/T)
p@ NG, NGy)

r
lz’mz’nfn_,oou g iéjfé G>U) (Fn(e,e) +eCard(I'NG,)) > /oo odp — 2¢

(Fu(e,e) —eCard(I'NGy)) < / odp + 2e

limsup, o0

On conclut en deux étapes : tout d’abord, on applique les deux inégalités précédentes a
¢ =1, auquel cas F,(e,e) = Card(I'NG,,). On en déduit (en faisant tendre € vers 0) que :

u@NG/T) n—oo
r —1
PESN(ENE GU)card( NG,)

Enfin, on utilise ce résultat pour traiter le cas général : pour tout € > 0, on a :

. 1@ MG/T) /
—00 Fn Y S
limsup,, NG NGy (e,e) . edp + 3¢
. p R ANG/T) /
- 7 > —
lzmmfnﬂoo)\(Gn 5 GU)Fn(e, e) > . odp — 3¢

On peut maintenant faire tendre € vers 0 pour obtenir la limite voulue. Ainsi, le théoréme
1.9 est prouvé, et donc aussi le théoréme 1.6. O
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1.3. Cas des groupes unitaires

Nous prouvons dans cette partie le théoréme 1.4, et donc le théoréme 1.3. Nous reprenons
les notations donnée dans 'introduction.

Preuve du théoreme 1.4. — On va appliquer le théoréme 1.9 dans le cas suivant : le groupe
G est le Q-groupe SU(h). On note qu'il vérifie bien les hypothéses du théoréme et de plus
qu’il est simplement connexe (Cf 28|, paragraphe 2.3.3). On choisit I' = SU(h, Q), et U le
produit pour p premier des compacts ouverts SU(h,Z,).

Pour tout p premier et r entier, on note L, le sous ensemble de G(Q,) composé¢ des
matrices telles que le sup de la valeur absolue des coefficients est p”. Enfin pour tout n
entier avec n = H p”f’(”), on note H,, = H Lpup(n).

p premier p premier
On remarque alors que un entier n appartient a U;(H) si et seulement si H,, est non

vide. De plus, pour toute matrice M de M (h,Z[i]), M est dans T (n, H,Z) si et seulement
si =M appartient & G(R) x H,,. C’est & dire que les ensembles I',, définis dans I'énoncé du
théoréme sont bien égaux a I' N G,.

Pour pouvoir appliquer le théoréme 1.9, il ne reste plus qu’a montrer que les ensembles
G, NGy sont distincts. Or on remarque que, pour n dans U;(H), les H,, sont disjoints donc
distincts. Et il en est de méme des (G,,. 1l suffit alors de vérifier que Gy = G. 1l suffit donc
d’appliquer le lemme suivant avec L = Gy :

Lemme 1.11. — Soit G un Q-groupe, quasi-Q-simple et simplement connexe. Alors tout
sous-groupe L fermé normal, contenant G(Q) et d’indice fini dans G(A) est égal a G(A).

Démonstration. — En effet, si p est un nombre premier tel que G(Q,) est isotrope, alors
G(Q,) est engendré par ses unipotents (voir [28|, paragraphe 7.2) et notamment ne contient
pas de sous-groupe d’indice fini différent de lui-méme. Donc le groupe L N G(Q,) (ici, on
a plongé de facon naturelle G(Q,) dans G(A)) est égal & G(Q,).

Ensuite, par propriété d’approximation forte (Cf 28|, théoréme 7.12), G(Q,)G(Q) est
dense dans G(A). Donc L = G(A). O

Cela finit la preuve des théorémes 1.4 et 1.3. ]

1.4. Cas des groupes orthogonaux

Nous nous intéressons dans cette partie au cas des groupes orthogonaux. Remarquons
tout d’abord que les groupes orthogonaux ne sont pas simplement connexes (Cf [28], pa-
ragraphe 2.3.2, proposition 2.14), donc le lemme 1.11 ne s’applique pas.

De fait, la question du passage du local au global pour les formes quadratiques a coeffi-
cients entiers a été beaucoup étudié, et le théoréme cité au début de ce chapitre donne une
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réponse satisfaisante dans les cas ot le rang est supérieur a 5. Esquissons, dans les grandes
lignes, la stratégie pour prouver ce théoréme :

On dit qu’une forme quadratique g définie positive représente (resp. représente locale-
ment) un entier naturel n si n appartient a ¢(Z) (resp. a ¢(Z,) pour tout p premier). Nous
rappelons aussi la définition du genre d’une forme quadratique ¢ : c’est I'ensemble des
formes quadratiques équivalentes a ¢ a la fois sur Q et sur tous les Z,, :

Définition 1.12. — Etant données deux formes quadratiques g et ¢’ a coefficients entiers
de rang k, associées respectivement aux matrices () et ()', on dit qu’elles sont dans le méme
genre si elles vérifient les propriétés suivantes :

— il existe g € GL(k, Q) tel que Q' ='gQg.

— pour tout p premier, il existe un élément g, € GL(k,Z,) tel que Q' ="'g,Qg,

On prouve alors que si un entier est représenté localement par une forme quadratique
q, il existe une forme dans le genre de ¢ qui le représente (Cf [11], chap. 9 théoréme 1.3).
Ensuite, on démontre, du moins quand le rang est supérieur a 5, que toutes les formes d'un
méme genre représentent les mémes entiers suffisament grands. Cette derniére étape ne
fonctionne pas en toute généralité en rang 4, et pas du tout en rang 3, ot il faut introduire
le concept de genre-spin. Nous ne décrirons pas plus ces théories, et renvoyons a l'article
de W. Duke ([15]) pour une présentation historique de ce probléme, ainsi qu’a l'article de
W. Duke et R. Schulze-Pillot ([16]) pour I’analyse du cas de rang 3.

Présentons maintenant les résultats que nous obtenons : fixons une forme quadratique ¢
rationnelle définie positive de rang k > 3, de matrice associée ). Notons, pour tout entier
n, et pour A =Z ou Z,, S(n,q, A) 'ensemble des matrices M € M(k, A) de déterminant
n* telles que %M est de dénominateur, c’est a dire :

— les coefficients de M sont premiers entre eux,

— M est solution de I'équation (F},) : *MQM = nQ.

Notons R;(q) I'ensemble des entiers n tels que pour tout p premier, S(n,q,Z,) est non
vide. On notera de plus Ryenre(q) I'ensemble des entiers n tels qu'il existe une forme ¢’
dans le genre de ¢ avec S(n,¢’,Z) non vide.

De la méme maniére que dans le cas unitaire, nous cherchons des matrices dans S(n, ¢, Z),
et & comprendre I'image de cet ensemble dans SO(q, R).

Dans le cas des formes de rang supérieur a 5, nous montrons avec le théoréme 1.13 que
si n est dans R;(q) avec en plus la condition que n est premier a un certain entier fixé,
et que n est suffisament grand, alors S(n, ¢, Z) est non vide, et son image dans SO(q, R)
s’équirépartit vers la mesure de Haar.

Ensuite, nous essayons de suivre une stratégie parallele a celle évoquée plus haut. Nous
montrons, cette fois sans restriction sur le rang, que, si n est dans Rgenre(q) et suffisament
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grand, alors §(n, ¢, Z) est non vide, et son image s’équirépartit dans SO(q, R). C’est l'objet
du théoréme 1.18.

1.4.1. Formes de rang supérieur a 5. — Commencons par le cas du rang supérieur
ad:

Théoréme 1.13. — Soient k > 5, q¢ une Q-forme quadratique définie positive sur QF et
w la probabilité de Haar sur SO(q,R). Soit pour un entier n, I';, l’'ensemble des matrices
de SO(q,Q) de dénominateur n.

Alors il existe un entier N tel que quand n tend vers l'infini et que n est premier a N,
les Ty, s’équirépartissent dans SO(q,R), c’est a dire :

DI
CCL?"d n premier a N " premier a N

’an

Nous allons a nouveau appliquer le théoreme 1.9, cette fois dans le cadre suivant : on
consideére le groupe G = SO(q), qui vérifie bien les hypothéses du corollaire. On pose pour
tout p premier, U, = SO(q,Z,), et U le produit sur p des U,.

Soit, pour p premier et m entier, ﬁpm 'ensemble des matrices de SO(q,Q,) telles que le
max de la norme p-adique des coefficients est p™. Maintenant, pour un entier n, pour tout
p premier, on note v,(n) la valuation p-adique de n. On pose alors H,, le produit sur les p
premiers des ﬁpyp(n). Ces ensembles H,, sont bi-U-invariants et deux a deux disjoints.

On vérifie alors que, pour tout n, I’ensemble I, est exactement SO(q, Q) N G,,.

Il nous faut maintenant déterminer un ensemble fini F' de nombres premiers tel que si
n est premier aux éléments de F', alors GG,, N Gy est non vide. Il suffira alors de choisir
pour N le produit des nombres premiers dans F. Pour cela, on commence par un lemme
de réduction des formes quadratiques :

Lemme 1.14. — Soient k > 5, q¢ une Q-forme quadratique définie positive sur Q*. Alors
il existe un ensemble fini F' de nombres premiers tels que pour tout nombre premier p en
dehors de F', on a :

q est conjuguée par une matrice de GL(k,Z,) a une forme quadratique de la forme
¢ (x1,...,08) = X129 + 2374 + ¢" (25, ... T).

Démonstration. — q est conjuguée par A € GL(n,Q) a une forme quadratique diagonale
d. Soit F' I’ensemble des nombres premiers p tels que ou p = 2 ou bien A n’appartient pas
a GL(k,Zp) ou g n’est pas a coefficients dans Z; pour la base canonique. Alors, pour tout

p & F, q est conjugué sur GL(k,Z,) a une forme quadratique diagonale & coefficients dans
7.
p
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On vérifie maintenant que pour tout p impair, toute forme quadratique r sur Qf, a
coeflicients dans Z; est équivalente sur Z, a une forme quadratique y1y2 + +y3ys + ay?
pour un a € Z (voir [32]). O

On note pour tout p € F, ¢, 'isomorphisme entre SO(q, Q,) et SO(¢’,Q,) donné par le
lemme précédent et pour tout m entier, J,m l'ensemble des matrices de SO(¢’,Q,) telles
que le max de la norme p-adique des coefficients est p™. Comme le changement de base est
a coefficients dans Z,, on a un corollaire du lemme précédent :

Corollaire 1.15. — Pour tout p & F, pour tout m € N, on a @,(Hym) = Jym.

Rappelons que Gy est défini comme l'intersection des noyaux de l’ensemble Ay des
caractéres U et G(Q) invariants de G.

Soit n un entier. On veut montrer que G,, N Gy est non vide. Supposons qu’on dispose
de g € G et u € U tel que gug™! soit un élément de G,,. Alors, pour tout A € AY,
AMgug™') =1, et donc gug™' € G, NGy.

On voit donc que, pour montrer le théoréeme 1.13 il suffit de montrer que pour tout n
dans B, on peut trouver une paire (g,u) € G x U tel que gug™! est dans G,,.

D’aprés la définition de H,,, il suffit de trouver, pour tout p premier et m = v,(n) entier,
une paire (g,u) € SO(q,Q,) x U, telle que gug™" appartient encore & F[pm. Sim =0, ce qui
est le cas notamment si p € F, il suffit de trouver une matrice dans SO(q,Z,) : la matrice
identité convient. Il reste a traiter le cas v,(n) # 0, pour lequel on sait que p ¢ F. Donc
on peut appliquer les deux lemmes précédents et utiliser I'isomorphisme ¢,. Le théoréme
est alors une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.16. — Soient p un nombre premier impair, m € N, k > 5 et ¢ une forme
quadratique sur Q’; de la forme ¢'(xy, ..., x) = x129 + w324 + ¢" (75, . . . T}).
Alors il existe g € SO(¢',Q,), et u € SO(¢,Z,) tel que gug™" appartient a Jym.

Démonstration. — 1l suffit de prendre les matrices :
p 0 0 0 0 1 000 O
0O p™ 0 0 O 0 110 0
g=120 0 1.0 O etu=]10 01 0 O
0 0 01 0 -1 001 O
0 0 0 0 Iy 0 0 0 0 Iy

On en déduit & nouveau comme corollaire un résultat d’existence :

Corollaire 1.17. — Soientk > 5, Q € M(k,Q) une matrice symétrique, définie positive.
Alors il existe deux entiers N et ng tels que on a pour tout n > ng :
n premire a N implique S(n, Q,7Z) non vide.
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1.4.2. Lien avec le genre. — Voila I'énoncé qui exprime que pour des formes dans
le méme genre, I’ensemble des dénominateurs de matrices rationnelles dans leur groupe
orthogonal sont les mémes, du moins pour des entiers suffisament grands :

Théoréme 1.18. — Soient k > 3, q et ¢’ deux formes quadratiques définies positives du
meéme genre.
Alors, pour n suffisamment grand, s’il existe une matrice rationnelle de dénominateur n

dans SO(¢',Q), il en existe une dans SO(q, Q).

Démonstration. — On se place exactement dans le cadre de la preuve du théoréme 1.13 : on
considére a nouveau le groupe G = SO(q). On pose pour tout p premier, U, = SO(q,Z,),
et U le produit sur p des U,.

On définit encore, pour p premier et m entier, PN[pm I'ensemble des matrices de SO(q, Q,)
telles que le max de la norme p-adique des coefficients est p™. Maintenant, pour un entier
n, pour tout p premier, on note v,(n) la valuation p-adique de n. On pose alors H,, le
produit sur les p premiers des ﬁpmn). Ces ensembles H,, sont bi-U-invariants et deux a
deux disjoints.

Soit maintenant n un entier tel qu’il existe une matrice v de dénominateur n dans
SO(q', Q). Pour prouver le théoréme, selon la méthode déja vue, il nous suffit de montrer
qu’alors GG,, N Gy est non vide. On note ) et Q' les matrices associées a ¢ et ¢'.

Soient gg la matrice rationnelle conjuguant @ a (), et, pour tout p premier, g, la matrice
de GL(k,Z,) conjuguant ) a @)’. On notera g I'élément (gg, (9p)p premier) de GL(Ek, A) (ici,
go est vu comme un élément de GL(k,Q) € GL(k,R)). Considérons I'élément gyg~' de
GL(k,A). Alors par définition de g, c’est un élément de SO(g, A). On veut montrer qu’il
est dans G,, N Gyr.

Pour cela, commengons par remarquer que pour tout p premier, g, est dans GL(k,Z,).
Donc I'élément gyg~! est bien dans G,, (on n’a pas changé la norme p-adique de v en le
conjuguant par g,).

Soit ensuite A un caractére de Ay, c’est a dire U et I'-invariant. On veut montrer que
Agyg™') vaut 1.

Définissons sur SO(¢, A) le caracteére X' par : pour tout b € SO(¢', A), X' (h) = Agghgg')
(ici gg est vu comme ’élément rationel de GL(k, A) dont chaque composant dans GL(k, R)
et les GL(k,Q,) est la matrice gg). Comme gg est une matrice rationnelle, X" est SO(¢’, Q)-
invariant.

Orona \gyg™!) = X(g@lgfyg_ng). De plus, par construction, g~'gg est un élément de
SO(q',A), et v est un élément de SO(¢, Q)..

Donc, on a montré le résultat voulu :

Mgvg™) =XNlgg'9vg 'g0) = N(v) =1



1.5. VOLUME DES DOUBLES CLASSES DANS LA DECOMPOSITION DE CARTAN 15

Cela termine la preuve : il suffit d’appliquer le théoréme 1.9. ]

1.4.3. Application a la forme canonique. — Dans cette section, on applique nos
résultats au cas de la forme quadratique canonique. On note ¢, la forme quadratique
canonique z? + ... + x2 sur ZF. La stratégie est la méme, mais la différence notable est
qu’on sait construire en rang 3 des matrices rationnelles de tout dénominateur impair dans
SO(g3,Q), donc nous n’avons plus de problémes avec le groupe Gy .

Corollaire 1.19. — Soient k > 3 et u la probabilité de Haar sur SO(qx, R). Soit pour un
entier n, I',, l’ensemble des matrices de SO(qx, Q) de dénominateur n.

Alors quand n est impair tend vers linfini, les T',, s’équirépartissent dans SO(qx, R),
c’est a dire :

SY e
C(l?”d n impair

vEFn

Démonstration. — Soit n un entier impair. Commengons par construire une matrice ra-
tionnelle de dénominateur n :

Lemme 1.20. — Pour tout entier tmpair n, il existe une matrice de dénominateur n dans
SO(k,Q).
Démonstration. — 11 suffit de le faire pour SO(g3, Q). Soit alors n un entier impair, et

x = a4+ 1ib+ jc+ kd un quaternion a coefficients entiers premiers entre eux de norme n.
Considérons la matrice de I'action de = par conjugaison sur les quaternions purs. Elle

s’écrit :
a?+ b —c? —d? 2(bc — ad) 2(ac + bd)
— 2(ad + be) a? — b+ —d? 2(cd — ab)
2(bd — ac) 2(ab + cd) a? = -+ d?

On vérifie alors qu’elle est bien de dénominateur n (il n’y a pas de simplification possible).
De plus, par construction c¢’est une matrice de SO(g3, Q). ]

On en déduit (avec les notations des preuves précédentes) que pour tout n impair,
G, NGy est non vide, car il contient une matrice rationnelle. On en déduit immédiatement
le résultat du corollaire, comme application du théoréme 1.9. O

1.5. Volume des doubles classes dans la décomposition de Cartan

Nous voulons donner ici une preuve du lemme 1.10. Soit donc G un groupe algébrique
défini sur Q, U un sous-groupe compact ouvert de G7, et \ la mesure de Haar sur G/ telle
que A(U) = 1. On veut montrer que si g tend vers I'infini dans G7, A\(UgU) tend aussi vers
I'infini.
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Remarquons dans un premier temps qu'on a A(UgU) = Card (UgU/U). De plus, on
peut changer de sous-groupe compact ouvert en vertu du lemme suivant :

Lemme 1.21. — SiV C U est un autre sous groupe compact ouvert de G¥, il existe une
constante ¢ > 1 telle que pour tout g dans G, on a : A(VgV) < ANUgU) < eA(VgV)

Démonstration. — Tout d’abord, comme V' C U, il est clair qu’on a A(V¢V') < A(UgU).
De plus, soit ¢ U'indice [U : V]. Alors on fait le calcul :

Card (UgU/U) = Card (U/UNgUg™")
Card (U/VNgVg™)

<
< cCard (V/VNgVg™)

Les deux inégalités sont ainsi prouvées. ]

Fixons un nombre premier p et raisonnons dans le groupe G(Q,). Pour les résultats sur
les groupes p-adiques, nous nous réferrons a l'article de J. Tits (|35]), dont nous reprenons
les notations.

Résumons les objets fournis par la théorie des groupes p-adiques dont nous aurons be-
soin : on dispose dans G(Q,,) d’un tore maximal Q,-déployé T}, et on note N, son norma-
lisateur et Z, son centralisateur (ce sont des Q,-sous-groupes de G).

De plus on définit les objets suivants :

1. Les groupes X* = Homg, (T,, Mult) et X, = Homgq,(Mult,T,) des caractéres définis
sur Q, et co-caractéres définis sur Q, du tore, ainsi que X*(2) = Homg,(Z,, Mult).

2. L’espace vectoriel V = R ® X,, et le systéme de racines restreintes & C X* associé
au tore T,

3. une application v de N,(Q,) dans le groupe des transformations affines d’un espace
A sous V, définie en 1.2 de [35] comme l'unique extension de I'application de Z,(Q,)
vérifiant (en notant v, la valuation p-adique) :

Vze Z,(Q,) et x € X*(Z), on a x(v(2)) = v,(x(2))

4. "W = N,(Q,)/Z,(Q,) le groupe de Weyl fini et W = N,(Q,)/kerv qui contient
le groupe de Weyl affine W comme sous-groupe distingué d’indice fini. On identifie
W comme un sous-groupe des transformations affines de V en choisissant dans A un
point spécial comme origine. *W est alors Uensemble des automorphismes de W fixant
I'origine.

5. un choix d’'un ensemble ®* de racines positives dans ®, et donc une chambre C
contenant 0 dans V' définie comme I’ensemble des points v de V' tels que pour tout
X € @t on a x(v) > 0.
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6. la chambre vectorielle Y™ = RT ® C' de V' et un sous-groupe compact ouvert U, de
G(Q,) (le fixateur du point spécial) tels que G(Q,) est I'union des doubles classes
UpalU, pour a € ZF = v~ (Y™") (décompostion de Cartan)

De plus, si n € Z, est tel que v(n) est dans "W, alors n appartient a U,.

Enfin, on peut définir sur W une fonction longueur pondérée a valeur entiére (voir le
paragraphe 3.3 de [35]) de la fagon suivante : on note (r;) les symétries de W associées a
un systéme de racines simples dans ®*. A chacun de ces éléments est associé un entier non
nul d(r;). On écrit tout élément w € W sous la forme w = 7y, ... 75w ot wo(C) = C et
, est un mot réduit dans W. On pose alors [(w) = d(r;,) + ...+ d(r;,).

Alors, d’aprés la section 3.3 de [35] (voir aussi [22], 7.3), pour tout @ € Z, en notant
v(a) =w, on a:

Tig - 15

ZyevavW pl(y)
Card (UyaU,/U,) = T
On tire le corollaire suivant de cette formule :
Corollaire 1.22. — 1. sia € Z] nest pas dans Uy, on a Card (UpaU,/U,) > p.
2. si ay, tend vers linfini dans ZS, on a Card (Uya,U,/U,) — +oo.
Démonstration. — Commencons par le second point : si a,, tend vers I'infini dans Z;, alors

la longueur I(v(a)) aussi, ce qui suffit.

Pour le premier point : soit @ un élément de Z; qui n’est pas dans U,. Considérons wy
le mot le plus court dans "Wv(a).

Si wy ne fixe pas C, alors [(wg) > 1 et pour tout w € "W, on a par définition I(wwy) =
I(w) + (wp). On en déduit que Card (U,alU,/U,) est plus grand que p'“*0), donc que p.

Si wy fixe C, alors wy n'est pas dans "W (sinon a appartient a Up,). wy I envoie donc
I'origine de V' sur un autre point x. Or il existe dans W une symétrie s qui envoie = sur
un point n’appartenant pas a C. Alors, le point woswy* est dans W car W est distingué
dans W, mais pas dans W, car origine est envoyé sur un point en dehors de C, donc
n’est pas fixée.

Donc wgs s’écrit sous la forme rwg, ou r est dans W mais pas dans “WW. En raisonnant
comme précedemment, mais pour ’ensemble "Wrwy, on obtient aussi dans ce cas que

Card (UyaU,/U,) est plus grand que p. O
Maintenant que nous disposons de tous ces objets, le lemme 1.10 peut étre prouvé :
Preuve du lemme 1.10. — On fixe maintenant le compact ouvert Uy = H U,. Considérons

peEP

une suite (g,) d’élément de G¥ qui tend vers 'infini. Chaque g, s’écrit comme une suite
(Gp.n)p premier dans le produit H G(Q,). On décompose toutes les coordonées dans la

p premier
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décomposition de Cartan :

Jr
Ipn € Upay Uy, avec ayy, € Z)

Soit maintenant A un entier positif. Alors on veut montrer qu’il existe N tel que pour
tout n > N, A(UpgnUpy) > A.

Soit P > A un nombre premier. Pour tout élément g, tel que il existe ¢ > P avec
aqn € Uy, on a d’apreés le premier point du corollaire 1.22 :

MUognlo) =[] Card(Upa,aU,/U,) > Card (Uyag, U, /U,) > g > A
p premier
Par ailleurs, considérons la sous-suite (g,)nes telle que pour tout n € S, et pour tout
p > P, a,, appartient a U,.
Si cette sous-suite est finie, le résultat voulu est prouvé. Sinon, comme (g,) sort de tout
compact, il existe un nombre premier ¢ < P tel que la suite (a,,)nes tend vers l'infini dans
Z; . Alors, d’aprés le deuxiéme point du corollaire 1.22, on a :

ANUpgnUy) = H Card (Uya,,U,/U,) > Card (Uya,,U,/U,) > +00
p premier
Ainsi pour n suffisament grand, A(Uyg,Up) est de toute fagon supérieur a A.
Cela montre le résultat pour le groupe compact ouvert Uy. Or on a vu avec le lemme
1.21 que cela suffisait. Donc on a bien le résultat voulu. [



CHAPITRE 2

DYNAMIQUES POLYNOMIALES ET RESEAUX
DANS LES GROUPES p-ADIQUES

Introduction

Nous étudions dans ce texte des applications des théorémes de Ratner sur les mesures
invariantes par des groupes unipotents dans un cadre p-adique. Cette introduction décrit
les résultats obtenus.

Distribution d’orbites de réseau dans le plan. — Pour introduire le sujet, nous
présentons ici le cas de la dimension 2 du théoréme 2.4. Ce cas est traité par F. Ledrappier
et M. Pollicott (Cf [25]).

L’exemple le plus simple d’application de I’étude des dynamiques polynomiales est de
considérer un groupe unipotent H dans un SL(2) puis de comprendre ses orbites dans
SL(2)/T ou I' est un réseau. Dans le cas réel, S. Dani et J. Smillie ([14]) ont montré un
résultat d’équirépartition, dont nous donnons ici un analogue (voir la proposition 2.7).

Ensuite, on peut exploiter un phénomeéne de dualité pour déduire du résultat d’équiré-
partition des horocycles - i.e. des H-orbites - dans G/T" un résultat d’équirépartition des
orbites de I" dans H\G. Ce phénomeéne est classique et semblable a la dualité du chapitre
précédent. Nous reprendrons ici la présentation donnée par A. Gorodnik et B. Weiss (|21]).
Cette idée a été utilisée par F. Ledrappier dans le cas réel (Cf [24]), et dans le cas p-adique
par F. Ledrappier et M. Pollicott (Cf [25]), et permet d’obtenir le résultat suivant.

Soient p un nombre premier, I' un réseau de SL(2,Q,). On fixe sur M(2,Q,) une norme
ultramétrique ||.||, et on note, pour tout entier n, I';, 'ensemble v € T tels que ||v|| < p™.
On va s’intéresser a la répartition des orbites sous I',, de points de QIQ).

Pour tout v = (v1,v;) et w = (wy, w;) dans Q2 \ {0}, on défini le nombre o, (w) comme :

—UVW1 —V2W2o _
vy (0) = H( )H !

V1W1 V1W2

2
. —1 -
Enfin, on note v la mesure de Haar sur @}2) qui donne masse Z A Zg, m la mesure de

Haar sur SL(2,Q,) qui donne poids 1 & SL(2,Z,) et cr le covolume de I' dans G.
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On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. — Dans le cadre précédent, soit vy € Q2 \ {0}.
Alors pour toute fonction ¢ continue a support compact dans Qg \ {0}, on a la limite :

. Cr
im — " over) = [ p(w)an,(w)dv(w)
n—oo p Q2
'YEFTL D
Dans la partie 2.1, nous montrons ce théoréme et sa généralisation en toute dimension
pour des corps locaux de caractéristique nulle non archimédiens.

Dynamique des groupes unipotents sur un espace homogéne dans un cadre S-
arithmétique. — Dans un deuxiéme temps, nous restreignons notre étude a un cadre
S-arithmétique : considérons la situation suivante (pour les résultats utilisés ici, nous ren-
voyons a [28|) : on note P l'ensemble des nombres premiers, et V = P U {oo}. A tout

sous-ensemble fini S de V contenant oo, on associe 'anneau kg = H Q, (avec la conven-
vey

tion Qo = R) et Zs = Z | -1

Soit G un groupe algébrique défini sur Z qu’on supposera toujours quasi-Q-simple, sim-
plement connexe, et R-anisotrope. On note G = G(kg). Le groupe G(Zg) est un réseau
de G, il est irréductible car G est quasi-Q-simple; et enfin il est cocompact car G est
Q-anistrope. Ceci est donc aussi vrai pour tout réseau arithmétique de G (c’est a dire

} , Ol p1,...,p, sont les éléments de I'ensemble Sy = SNP.

commensurable & G(Zg)). On se fixe un tel réseau I.

Nous présentons dans la partie 2.2 le théoréme de classification des mesures sur G /I’
invariantes par un groupe unipotent de GG dans un cadre S-arithmétique. Nous avons ensuite
besoin d’un analogue d’un théoréme de Dani et Margulis (voir le théoréme 2.19), que
nous obtenons dans la partie 2.3 en suivant I’étude des dynamiques polynomiales faite par
Tomanov (Cf [36]).

Nous utilisons ensuite ces outils pour prouver un analogue arithmétique d’un théoréeme

de Shah.

Un analogue d’un théoréme de Shah. — La deuxiéme application des théorémes de
Ratner que nous donnons est donc un analogue S-arithmétique d'un résultat de Shah (le
corollaire 1.2 de [33]) :

Donnons nous G un groupe défini sur 7Z, quasi-Q-simple, R-anistrope et simplement
connexe, S C V un sous-ensemble fini contenant oo, et I' un réseau arithmétique de G =
G(ks).

On se donne un sous-groupe H de G, et on se demande de quelle maniére se répartissent
les orbites de H dans G/T". Remarquons que, pour espérer obtenir un résultat d’équirépar-
tition, il faut supposer que HI est dense dans G.

Le résultat suivant décrit, sous ce type d’hypothéses, un phénoméne d’équirépartition :
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Théoréeme 2.2. — Soit G un groupe défini sur 7, quasi-Q-simple, R-anisotrope et sim-
plement connexe. Soit S un sous-ensemble fini de V contenant oco. Soit I' un sous-groupe
arithméthique de G = G(kg). Notons w la projection de G sur G/T" et m la probabilité de
Haar sur G/T.

Sotent, pour tout v € S, H, le groupe des Q,-points d’un sous-Q,-groupe quasi-simple
de G(Q,). On suppose que H = H H, est non compact et que pour tout v tel que H, est

ves
non compact, H,I' est dense dans G. Soit enfin K un sous-groupe compact ouvert de H.

On dispose de la probabilité de Haar Ak sur K.
Alors, pour toute suite (g,) d’éléments de H qui tend vers l'infini, on a la limite suivante
dans l’espace des probabilités sur G /T :

lim 7,((gn)sAx) =m

n—oo

On rappelle que, pour toute mesure A sur G et pour tout g dans G, g.\ est la mesure
définie par : pour tout A mesurable, g, \(A) = A(g7tA).
La preuve de ce théoréme occupera la partie 2.4. On s’inspirera de U'article de Shah (Cf

[33])-

Notations et résultats préliminaires. — Nous donnons pour finir quelques notations,
résultats et conventions qui nous servirons dans toute la suite.

Tout d’abord, si G est simplement connexe, pour tout p premier tel que G est isotrope
sur Q,, d'une part G(Q,) est engendré par ses unipotents et donc n’admet pas de sous-
groupe normal d’indice fini autre que lui-méme; d’autre part G(Q,)I" est dense dans G
(voir [28| paragraphes 7.2 et 7.4).

Mentionnons ensuite qu’on notera toujours 7 la projection de G sur G/T". Enfin, 'en-
semble G/I" admet une unique probabilité G-invariante. C’est cette mesure qu’on appelle
probabilité de Haar sur G/T.

Enfin, pour toute Q-variété algébrique A, on notera toujours, sauf mention du contraire,
A = A(ks) ses ks-points.

2.1. Dynamique unipotente et réseaux du groupe spécial linéaire

Nous voulons maintenant démontrer le théoréme 2.1, et sa généralisation en toute di-
mension.

2.1.1. Quelques résultats. — Pour toute cette partie on fixe un entier d > 2, p un
nombre premier, k£ une extension finie de Q,, le groupe G = SL(d, k), et I un réseau de
G. Par définition, k est un corps local non archimédien muni d’une norme discréte notée
|.|, et on note w > 1 un générateur dans R* de I'image de la norme |.|. On notera x un



22 CHAPITRE 2. DYNAMIQUES POLYNOMIALES ET RESEAUX DANS LES GROUPES p-ADIQUES

élément de k£ de norme w. Enfin, on note O les entiers de k. Soit K le corps résiduel de k.
C’est une extension finie de F, de degré [K,F,)|.

On note E;; les matrices élémentaires de M(d, k) et H le sous-groupe des matrices
unipotentes triangulaires inférieures :

H = {h((tijhjcica) = Id+ > ti;Ei; pour (t;;) € KUY
1<j<i<d
Notons X, Uespace H\G et 7 la projection de G sur H\G. On choisit la mesure de Haar
“F 1)} est 1
(et on notera aussi A la mesure de Haar normalisée sur k . On fixe sur G la mesure
de Haar m telle que SL(d,O) = 1 et sur H\G la mesure v telle que m est localement le
produit A ® v. On note enfin m' la probabilité de Haar sur G/T". Elle est localement égale

normalisée A sur H, c’est-a-dire telle que la masse de {h((t;;) pour (¢;,;) € O
d(d—1)
>)

a —d—m.
m(G/T)
On se fixe une norme ultramétrique ||.|| sur M(d, k). On notera pour tout sous-groupe

L de G, pour tout entier n et pour tous g1, g, de G :

L,lg1,92) = {l € L tels que ||g1_1lgg\| < w"}

et L, = Ly[Id, Id]

. . . X2 . .
On peut, grace au lemme suivant, de définir la fonction « : { i = qui apparait

v,w = a(w)
dans I’énoncé du théoréme 2.4 :

d(d—1)
Lemme 2.3. — Soit v et w dans Xy, et ¢ = (p[K’FP}) 2 Alors, pour tout g et ¢ de G
tels que T(g) =v et 7(¢') = w, on a :

AN H,lg, g
lim % =a(g,9') = a(w)
Démonstration. — En effet, par définition, pour tout g; et ¢o, on a :
Halgy, g2] = {h(ts;) pour [[(g7 g2) + Y tij(g1 Eijgo)|l < ="}

1<j<i<d
Comme la norme est supposée ultramétrique, dés que w” > ||g; 'g2]|, on a :

Haulgr, 2] = {h(ti;) pour || > ti;(g7 " Eijgo)|l < ="}

1<j<i<d

d(d—1)

Or, si F est un sous-ensemble de k

q"\E).

, et t est dans k* est de norme @™, on a A(tE) =
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Donc, A(H,[g1,92]) est égal pour n suffisamment grand a ¢"a(gi, g2), ot a(g, g2) est la
grandeur :

A (Ul(tm') pour | > (g7 Eijgo)| < 1})

1<j<i<d

Enfin, par invariance de A, on remarque que si h; et hy sont dans H, alors on a égalité
pour tout ¢y et go dans G entre A\(H,,[h1g1, haga]) et A(H,[g1, go]). Ainsi la fonction a(g, g2)
est bi-invariante a gauche par H. Cela termine la preuve du lemme. ]

Le théoreme que 'on veut montrer est le suivant :

d(d—1)
Théoréme 2.4. — Dans le cadre précédent, soient v € Xy, ¢ = (pF) 2 et op =

m(G/T).

Alors pour toute fonction ¢ continue a support compact dans Xq, on a la limite :

. Cr

tim 3 o) = [ pwlawiiv(w)
g v€ln Xa

Remarque 2.5. — Pour montrer le théoréme 2.1 annoncé en dimension 2, il suffira de

vérifier que les normalisation choisies sont les bonnes. Ceci sera fait dans la partie 2.1.4.

Remarque 2.6. — Dans le cas réel et en dimension 2, pour le méme énoncé, il faut
supposer que l'orbite T'.vy est dense dans R? \ {0}. Dans le cas p-adique, cette orbite est
automatiquement dense.

Cela est dt au fait que un réseau dans un groupe p-adique ne contient aucun élément
unipotent, contrairement au cas réel.

2.1.2. Equidistribution des horocycles. — Nous allons démontrer dans cette section
I'équirépartition des orbites de H dans G/I'. Pour cela nous allons utiliser un théoréme
de Ratner et Margulis-Tomanov [27] sur la rigidité des mesures invariantes par un groupe
unipotent dans G/T".

Rappelons qu’on note 7 la projection de G sur G/I', et m’ la probabilité de Haar sur
G/I'. Voila le résultat qui nous intéresse :

Proposition 2.7. — Awvec les notations de la partie précédente, pour tous go, ¢ dans G,
et pour toute fonction ¢ continue sur G/T', on a :

1
i S [ elalah ) dam) = [ pdnt
n—o0 AN(Hn[90, 9'1) J i1, 190,01 G/r
Démonstration. — Fixons gg et ¢’ ; notons 7' : G — G/T" donnée par 7'(g) = 7(gog) et
A\, = m()\‘( Hn[gf),g’])*) Le lemme que I'on veut montrer se réénonce sous la forme

suivante : lim,, ., 7. (\,) = m.
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Commengons par remarquer que G/I" est compact, donc 'ensemble des 7/, (A,) admet
des valeurs d’adhérences dans 'ensemble des probabilités sur G/I". Soit M 'une d’entre
elles. Pour simplifier les notations, on suppose que lim,, ., 7.(\,) = M.

On veut montrer que M est la probabilité de Haar m’ sur G/T.

Pour mieux comprendre la mesure M, on doit comprendre ses propriétés d’invariance
par des éléments de H. On note N le groupe unipotent des matrices de la forme

1
0 1 0
0
* ook 1
Lemme 2.8. — M est invariante par N et par un ouvert compact de H.
Démonstration. — Pour prouver cette invariance, nous voulons comprendre ’action d’un
élément h sur A,. Elle s’écrit :
1

o, = —— () o
)‘(Hn[go,g’])( [(Hnlgo,g']h—1) 1)

Commencons par montrer l'invariance par N. Pour cela fixons [ € N. On va en fait
montrer que pour n suffisamment grand, A, est invariante par [, c’est a dire que I’ensemble
H,|go, ¢'] est invariant par multiplication a droite par I~*.

Tout d’abord, par définition de N, pour tout h € H et [ € N, on vérifie la formule
suivante :

hl=h+1—-1d
Soit donc n tel que @” > ||gy'¢'||. Pour tout h € H,[go,d'] et | € N N H,[go,q'], par
ultramétricité de la norme, on a :
lgo gl = llgo *hg' + 9519’ — g5 'g'l| < ="

Donc H,[go, ¢'] est invariant par multiplication a droite par N N H,[go, ¢’]. On en déduit
que pour tout n, A, est invariante par N N (H,[go, ¢']) 7!, et donc que M est invariante par
N.

Montrons le deuxiéme point : on construit un ouvert compact de H qui laisse tous les
A, invariants pour n assez grand. En effet I’ensemble

{llgo*(h — Id)g'|| pour h € H avec 1 < ||h — Id|| < @}
est compact et évite 0, donc est minoré par un certain w¢®. De méme ’ensemble
{llgo*(h — Id)lg'|| pour h € H avec 1 < |h — Id|| < w et | € M(d,O)}

est majoré par un certain @?. Soit alors a = d — ¢ + 1.
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Par construction, pour tout h € H, et | € k= *M(d, D), on a :
g ' (h = Id)lg'|| < llgo ' (R — Id)d|
Comme la norme ||.|| est ultramétrique, si [ appartient a H,[go, ¢'| N (Id+ r~*M(d, O)),
si h est dans H,[go, ¢'], et si @ > |lg;'d'||, on fait le calcul :
lgo"hlg'll = |1 = (95"'9) + (90 '19") + (90 ' hg) + (95 (= Id)(I — Id)g')|
maz(|lgo"d'|l; 1190 "hg'll 195 119 |1, lgo ™ (h — 1d)(I — Id)d'||)

wn

IAIA

Soit alors | € H N (Id + k= *M(d, O)). D’aprés le calcul précédent, pour n suffisament
grand H,[go, ¢'] est invariant par multiplication & droite par [=!, car [~! appartient aussi a
Hn({Id+ r=*M(d,O)). Donc A, est invariant par [, et M aussi. O

Or le théoréme 1 de [27] appliqué a notre situation s’énonce ainsi :

Théoréeme 2.9 (M. Ratner, G. Margulis, G. Tomanov (|27], Théoréme 1))

Toute probabilité p sur G/T" H-invariante et H-ergodique est algébrique :

c’est a dire que le groupe P des éléments de G laissant p tnvariante est fermé dans
G, rencontre I' en un réseau; et il existe un point x de G/ tel que p est la probabilité
P-invariante portée par P.x.

Soit donc M, une composante ergodique de M. Nous voulons déterminer les groupes
P qui peuvent convenir dans le théoréme précédent. Admettons pour I'instant le lemme
suivant, qui est le point clé de la preuve :

Lemme 2.10. — Soit P un sous-groupe fermé de SL(d, k) admettant un réseau et conte-
nant le groupe N et un ouvert du groupe H. Alors P est tout SL(d, k).

Grace a ce lemme, on déduit que tout composant ergodique de M est la probabilité de
Haar m/ sur G/I'. Donc M = m’. Il ne nous reste qu’a montrer le lemme pour prouver la
proposition 2.7. [

La stratégie que nous suivons pour montrer le lemme 2.10 est la suivante : nous com-
menc¢ons par montrer que P est Zariski-dense, donc ouvert. Nous en déduisons par un petit
calcul que P contient le tore des matrices diagonales, donc tout le groupe H ainsi que tout
le groupe des matrices triangulaires supérieures. On conclut que P contient l'ouvert dense
des matrices admettant une décomposition dite LU, et comme P est fermé, P = SL(d, k).
Voila comment mettre en oeuvre cette stratégie :

Preuve du lemme 2.10. — Rappelons le théoréme suivant, tiré de la theése de J.F. Quint

(1301) :
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Théoréme 2.11 (J.F. Quint (30|, Théoréme C.2.1)). — Soient P un Q,-groupe de

Lie et L un sous-groupe nilpotent de P distingué fermé et engendré par ses sous-groupes

compacts. Soit A un sous-groupe discret de P, et 7 la projection canonique de P sur L\P.
Alors w(A) est discret dans L\ P.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 2.12. — Soit P un sous-groupe fermé de SL(d, k) admettant un réseau. Alors P
n’admet pas de sous-groupe unipotent L fermé distingué non compact.

Démonstration. — Comme P est fermé, P est un Q,-groupe de Lie. De plus, tout sous-
groupe fermé unipotent L est engendré par ses sous-groupes compacts. Donc L vérifie les
hypothéses du théoréme précédent.

De plus, I' N L est réduit a 'identité. En effet, si [ est élément de L, alors on a la limite
Ny 7 ) Donc, si [ appartient aussi a I', [ est égal a Id.

Donc il existe un ouvert O de L\P qui ne rencontre pas 7(I'), c’est a dire que OL ne

rencontre pas I'. Comme P/T" est compact, cela implique que L est compact. O
Le lemme suivant nous permet de déterminer une partie génératrice ad hoc de SL(d, k) :

Lemme 2.13. — Soit R un sous-groupe fermé de SL(d, k) contenant un ouvert de H, un
ouwvert du groupe U des matrice triangulaire supérieure, et le groupe N. Alors R est égal a
SL(d, k).

Démonstration. — On montre tout d’abord que R contient le tore des matrices diagonales.
Pour cela, il suffit de montrer que R contient toutes les matrices de la forme D;(a) =
Diag(a™,1,...,1,a,1...) (a est le j-éme coefficient diagonal) pour tout 2 < j < d et
a € k*. Soit donc 2 < j < d et a € k*.

Soient ¢ € k* tel que les deux matrices Uy = Id + ¢Fj,, et Uy = Id — £ F},, soient dans
Retax= aT_l Alors les deux matrices N1 = Id + xE, j et Ny = Id — ZE,, ; sont dans N,
et la formule suivante montre que D;(a) est dans R :

DJ(CI/) = U2N1U1N2

On en déduit alors que R contient tout H et tout le groupe U des matrices unipotentes
triangulaires supérieures. En effet, en notant a la partie entiére de %l, si D est la matrice

Diag(p=®,p~@t! ... p%), alors pour toutes matrices h de H et u de U, on a les limites :

D"hD™ 22, Id dans H
D™™uD"™ == Jddans U
Or R contient un ouvert de H et de U et contient d; donc h et u sont dans R.

Pour conclure : R contient le groupe L des matrices triangulaires inférieures et le groupe
U des matrices unipotentes triangulaires supérieures. Donc R contient l'ouvert dense des
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matrices admettant une décomposition LU (il s’agit des matrices dont tous les mineurs
principaux sont non nuls (cf [31], thm 8.1.1)). Comme R est fermé, R est le groupe SL(d, k)
tout entier. 0

On fixe maintenant un sous-groupe P de SL(d, k) admettant un réseau et contenant le
groupe N et un ouvert du groupe H. Rappelons qu’on veut prouver le lemme 2.10, c’est a
dire que P est SL(d, k) tout entier. Soit ) la cloture de Zariski de P. On déduit des deux
lemmes précédents le résultat suivant :

Lemme 2.14. — Q est le groupe SL(d, k).

Démonstration. — Commencons par montrer que () n’est contenu dans aucun groupe pa-
rabolique. En effet, si ) est contenu dans un groupe parabolique )’, alors ) contient H.
Donc le radical unipotent R, de Q)" est inclus dans H.

Alors le groupe R, N P est un sous-groupe unipotent fermé de P distingué dans P .
D’aprés le fait précédent il doit étre compact. Or il contient le groupe R, N N qui n’est
compact que si R, = {/d}.

Donc @ est réductif : son radical unipotent est réduit & 'identité. Ainsi il contient le
groupe unipotent opposé & H, qui est un conjugué de H ne rencontrant pas H. Donc @)
contient le groupe unipotent des matrices triangulaires supérieures. Le lemme 2.13 implique
alors que @ est SL(d, k) tout entier. ]

On en déduit que I'algebre de Lie de P est un idéal de slg, (d, k) car elle est normalisée
par P donc par sa cloture algébrique (voir aussi le lemme 2.8 du troisiéme chapitre). Elle
est de plus non-vide car elle contient 1’algébre de Lie de N. Donc I’algébre de Lie de P est
slg,(d, k), c’est a dire que P est ouvert.

Comme P est ouvert, il contient un ouvert de H, un ouvert de U. De plus il contient N
et il est fermé. Le lemme 2.13 permet alors de conclure que P est égal a tout SL(d, k) O

2.1.3. Dualité. — L’¢équidistribution que nous venons de montrer implique le théoréeme
2.4 par un phénomene classique de dualité. La stratégie que nous employons est une adap-
tation & notre cas de celle de Gorodnik et Weiss (cf [21]).

Preuve du théoréme 2.4. — Soit ¢ une fonction continue a support compact sur X,. Nous
voulons démontrer ’égalité suivante :

i "5 ) = [ el wlvt)

n
n—oo q 761“ Xd
n

Pour simplifier les notations, on remarque que quitte a conjuguer H, I' et la norme par
Jo, on peut supposer que go = Id.

Pour prouver cette égalité, nous allons utiliser la proposition 2.7 ; construisons, a partir
de ¢, une fonction sur G.
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Tout d’abord, soit P le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures. Alors ’ap-
plication produit de P x H dans G est un homéomorphisme local sur un ouvert de G.
Donc on dispose d’une section locale au voisinage de vy de la projection 7 de G dans X,. En
translatant, on dispose de telles sections locales au voisinage de tout point de X,. Quitte
a réduire le support de ¢, on peut supposer qu’il est dans le support d'une telle section
qu’on note o.

Nous avons besoin d’une propriété d’invariance de la norme, et pour cela nous raisonnons
comme dans la partie précédente. Pour tout b dans GG, ’ensemble

{||(h — Id)b|| pour h € H avec 1 < ||h — Id|| < w}
est compact et évite 0, donc est minoré par un certain w¢®. De méme 1’ensemble

{||(h — Id)Ib|| pour h € H avec 1 < ||h — Id|| < w et | € M(d,O)}

est majoré par un certain w?.

Soit alors K le sous-groupe compact ouvert :
SL(d,0) N (Id + k' M(d, 0))

Alors, pour tout [ € K,, et h € H, on a I'égalité ||(h — Id)b|| = ||(h — 1d)1b]|.

Quitte & réduire encore le support de ¢, on peut supposer qu’il existe b € G tel que
le relevé par o du support de ¢ est inclus dans K,b. Dorénavant b est fixé, et on notera
K = K3, et A un majorant de {||kb|| pour k € K}. Par construction de K, on a la propriété
suivante :

pour tout [ € Kb, et pour tout n avec w" > A, on a H,[Id,l| = H,[Id,b] (1)

Pour ¢ tel que vg.g est dans le support de ¢, on définit g comme o (vg.g) € Kb. On pose
alors u, = gg~' € H.

Soit enfin ¥ une fonction définie sur H, a support dans le compact H N K, positive
d’intégrale 1.

On définit la fonction f : G — R par f(g) = ¢ (ug)p(vo.g). Le résultat suivant relie les
valeurs de ¢ aux intégrales de f sur H,.

Lemme 2.15. — Pour tout n tel que @™ > A, pour g € G on a lalternative suivante :
- Si g€ Gy, on ap(vg.g) = / f(h™tg)dA(R).
H,[1d,0]

— Si au contraire g n'est pas dans Gy, alors an[Id B f(h™tg)d\(h) =0

Démonstration. — Par définition, on a 1’équivalence suivante : g appartient a G, si et
seulement si Hug_lgH < @w". Or si u est dans le support de 1, u est dans K, et on a aussi
par construction |ju, 'ug| < @". A I'inverse, si g n’est pas dans Gy, on a [u, 'ugl| > @".
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C’est a dire qu’on a l’alternative suivante :

g € G, = lesupport de ¢ est inclus dans u,H,[Id, g] (2)
g ¢ G, = lesupport de ¢ est disjoint de u,H,[Id, g] (3)

Or, I'égalité suivante est vérifice : ugu = u,-14. Dés que @w" > A, cela permet, avec
I'égalité (1), de faire le calcul :

[ swtganm = [ e g)elah)dAn)
Hy[Idb] HplId,g]

~ oo [ D)

Cela montre 'alternative recherchée, grace aux deux implications (2) et (3). O

On en déduit immédiatement la formule suivante, pour @w” > A :

> elvoy) Z/nldb] F(h™'y)dA(h)

Y€l
Rappelons que la proposition 2.7 énonce un résultat d’équirépartition dans G/T". Il nous
faut donc pour l'appliquer disposer d'une fonction définie sur G/I'. Définissons, pour ¢

dans G :
= flgv)

~yel'
Cette fonction est bien définie, car f est a support compact et I' est un réseau de G, donc
notamment un ensemble discret. On voit que F' est [-invariante a droite et donc que F' est
bien définie sur G/I". Enfin on a, dés que @w" > A :

St = [ o

ISR

Rappelons que nous cherchons un équivalent de Zwern ©(vo.7y). On procéde en deux
étapes.

Premiére étape : m(G/I') > . ¢(vo.7) est équivalent quand n tend vers +oo a
Ja, e(vo.g)dm(g)

Fixons € > 0. D’aprés la formule précédente et la proposition 2.7, pour n suffisamment
grand on a :

1S (o) — A(Ha[1d,8]) /G | Fdnd| < N(H,[1d.1)

RISIFS



30 CHAPITRE 2. DYNAMIQUES POLYNOMIALES ET RESEAUX DANS LES GROUPES p-ADIQUES

Or, on peut écrire m(G/T')\(H,[Id,b]) fG/F Fdm' sous la forme :

m(G/T)A(H,[Id, b)) / Fdm! = MH,[Id,b]) /G Fdm

a/r
= h™tg)dm | dX
/Hn[]d,b] (/Gf( 9) m)
= // f(htg)d\dm
G JHy[1d,b]

= / ¢(vo-g)dm(g)

n

La derniére égalité découle du lemme 2.15. Cela montre 1’équivalence annoncée.
Deuxiéme étape : _; [.. ¢(v0.9)dm(g) est égal, pour n grand, a [, p(w)ay, (w)dv(w).

Remarquons tout d’abord que pour tout w € 7(Kb), avec w = vg.g, pour tout h € H,
on a vg.(ho(w)) = vg.g. De plus tout élément ¢’ de G, tel que vy.¢’ = w est de la forme
ho(w) pour un certain h € H,[Id, o(w)].

Donc on peut faire le calcul :

/Gn@(vo.g)dmw) = /V/n[fd,g(w)}w(wmy(w)d/\(h)
n A

B AU o),
oy / Pl =S T )

Pour conclure, on remarque que le support de ¢ est supposé inclus dans 7(Kb). Donc
d’apres 'égalité 1, on a pour w” > A, N(H,,[Id,o(w)]) = AN(H,[Id,b]).

Donc la suite de fonctions w — @(w)w

grand) et égale & w — w(w)% = p(w) a(Id,b) qui est intégrable. De plus, d’aprés
le lemme 2.3, pour tout w dans le support de ¢, on a 1’égalité pour n grand :

AN Hy[Id,o(w)])
p(w) 7 = (w) o, (w)
L’égalité suivante est alors vérifiée pour n suffisament grand :

est constante (pour n suffisamment

qin /G ling)im(g) = / () v (@) (w)

En utilisant le résultat de la premiére étape, on obtient bien la limite annoncée, a savoir :

i " 5 o) = [ elwa v

e q” ~yel
n

Ceci termine la preuve du théoréme 2.4. O
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2.1.4. Retour sur la dimension 2. — Vérifions pour finir que quand en dimension 2,
le théoréme 2.4 qu’on vient de montrer est effectivement le théoréme 2.1 :

Preuve du théoreme 2.1. — 1l suffit de vérifier que la fonction « et la mesure v définie pour
le théoréme 2.1 sont bien les mémes que celles définies pour le théoréme 2.4.

On vérifie tout d’abord que les deux définitions de la fonction «a,(w) coincident a la
constante.

La seule chose qu’il reste a vérifier est donc que les définitions de la mesure v coincident

. . . . 21 < . N
aussi. Soit donc 1/ la mesure de Haar de Qz, qui donne poids pr a Zg, restreinte a

Xy = Q2 \ {0}. Soient X la mesure normalisée de Haar sur H et m la mesure de Haar
normalisée de G = SL(2,Q,). On note 7 la projection de G sur H\G.

On veut alors montrer que m est localement le produit A ® v/

Or on dispose de la section ¢ continue de 7 définie sur I'ouvert de mesure pleine V' =
{(v1,v2) € X}, tels que vy # 0} par :

1 (%)
U(Ul,w) = <0 0_1)
1

Dans ces conditions, pour tout ¢t € Q, et (vy,v2) € V, on a la formule :

On vérifie alors que pour tout v = (vq,v2) dans Vi, pour tout g € G avec v.g € V, il
existe ¢ € Q, tel que on a h(t)o(v)g = h(t + ¢)o(v.g) pour tout ¢ € Q,. Or la mesure
V' est invariante par l'action de G a droite, car G agit par endomorphismes linéaires de
déterminant 1.

Donc la mesure sur H x o(V') donnée par A ® v/ est une mesure invariante par G.
Déterminons l'ensemble SL(2,7Z,) N (H x o(V)) et calculons sa masse pour la mesure
AV

d’apres la formule (4), pour tout (vi,v2) € Q2 \ {0}, I'intersection SL(2,%Z,) N (H x
o(v1,v2)) est non vide si et seulement si vy est dans Z, \ {0}, v, dans Z,, et 'un des deux
est inversible. On a donc 'alternative suivante :

~ (v1,v2) € Zy X Zy. Alors I'ensemble des t € Q, tels que h(t)oy(vi, vs) est dans SL(2,Z,)
est exactement Z,,.

— vp est un entier p-adique non nul et non inversible, et vy est dans Z;. Dans ce
cas, I'ensemble des ¢ € Q, tels que h(t)oi(v1,ve) est dans SL(2,Z,) est exactement
—v; 'yt + Z,, donc est un translaté de Z,.

Dans les deux cas, une fois le couple (vq,v7) fixé, I'ensemble des T tels que h(t)o(vq, v2)

est dans SL(2,Z,) est de masse 1. De plus, si A est 'ensemble des couples (vy,v2) € Z5 X Z,,
tels que I'un des deux est inversible, alors 1/(A) = 1, vue la normalisation choisie pour /.
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Donc la masse de SL(2,Z,) N (H x o(V)) pour la mesure A ® v/ est 1. Comme cette
intersection est un ouvert dense, et que m donne poids 1 & SL(2,Z,), cela prouve que m
est bien localement le produit A ® v/ O]

2.2. Mesures invariantes par des unipotents dans un cadre arithmétique

Commencons par énoncer le théoréme de rigidité des mesures qui permet de donner une
description précise des mesures sur G/I" invariantes par les groupes unipotents.

Dans cette partie et la suivante, on fixe G un Q-groupe R-anisotrope, S un sous-ensemble
fini de V contenant oo, et on dispose de 'anneau kg. On fixe un réseau arithmétique I" de

G.

2.2.1. Rigidité des mesures. — Nous définissons maintenant, d’aprés G. Tomanov (Cf
[36]), une classe de sous-Q-groupes de G : un sous-groupe connexe A de G est de la classe
F (ou appartient & F) si pour tout sous-groupe algébrique normal strict B de A, on peut
trouver un v dans S tel que A(Q,) contient un élément unipotent en dehors de B(Q,). On
note que F est dénombrable car c¢’est un ensemble de sous-groupes Q-algébriques.

Pour un groupe P de classe F, on remarque que PN est un réseau arithmétique de P,
car P n’admet pas de Q-caractére non trivial (Cf [36]). Donc les orbites de P dans G/T
sont fermées.

Cette définition est motivée par le théoréme suivant, qui décrit les mesures sur G/I" qui
sont invariantes et ergodiques sous l’action d’un groupe unipotent :

Théoréme 2.16 (Tomanov ([36], Théoréme 2)). — Soient G un groupe défini sur Q,
[ un sous-groupe arithmétique de G = G(kg), U un sous-groupe engendré par ses sous-
groupes unipotents & un paramétre. Soit | une probabilité sur G/U' U-invariante et U-
ergodique.

Alors il existe un sous-groupe P C G de classe F, un sous-groupe P' de P = P(kg)
d’indice fini, et un point x = goI' de G/T tel que Ugy est inclus dans goP', goP'gy w est
un fermé de G /T, et | est la probabilité invariante par goP'gy " sur goP'gy .

Nous renvoyons pour la preuve a l'article de G. Tomanov (|36]).

Grace a ce théoréme, on peut donner une description des mesures sur G/I" qui sont
invariantes par un groupe unipotent, mais pas forcément ergodiques. Soit donc U un groupe
engendré par ses éléments unipotents, et [ une mesure sur GG/I" U-invariante.

Si P est de classe F, on note X (P,U) 'ensemble {g € G tels que Ug C gP}, et S(P,U)
I'union U X (P',U). On voit que X (P, U) est une sous variété algébrique de G. Ces

P'cF ,P'CP
ensembles permettent de décomposer la mesure [ de la facon suivante :
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Pour un groupe P de classe F, on note lp la restriction de { a 7(X(P,U)) —n(S(P,U)).
Toute composante ergodique de [p est de la forme décrite dans le théoréme, pour ce groupe

P. Deplus,onal = Z lp (c’est une somme dénombrable), car les ensembles (X (P, U))—

PeF
w(S(P,U)) sont deux a deux disjoints.

Nous voulons donc comprendre comment des orbites de groupes unipotents se com-
portent au voisinage des sous-variétés de la forme 7(X(P,U) — S(P,U)). Le théoréme 2.19
permettra cela. Mais nous avons besoin de fixer une “bonne” représentation de G pour
I’énoncer.

2.2.2. Le théoréme de Chevalley. — Le théoréme de Chevalley permet de définir
cette représentation particuliere de G qui nous sera utile dans toute la suite de la preuve.
On fixe pour cette partie un sous-Q-groupe P de G. Considérons N(P) le normalisateur
dans G du sous-groupe P. C’est un sous-Q-groupe de G.

Pour plus de détail concernant ’énoncé suivant, nous renvoyons au livre d’A. Borel (Cf
[7]), notamment les paragraphes 5 et 6.

Théoréme 2.17 (Chevalley, Cf [7], 5.1). — Soit H un Q-groupe linéaire, et Q un sous-
Q-groupe.

Alors il existe une représentation fidéle H — GL(V) définie sur Q et une droite D de
V définie sur Q telles que Q est le stabilisateur de la droite D.

Soit donc p la représentation que ce théoréme permet de définir pour le sous-groupe P
du groupe G avec lesquels on travaille. On se donne un Q-point vp dans D(Q). Quitte a
le multiplier par un entier, on peut méme supposer que vp est & coordonnées entiéres. A
partir de maintenant, nous considérerons le point vp comme un point du kg-module V (kg).
On note 7 la fonction de de G dans V (kg) donnée par n(g) = p(g).vp.

Soit N1 (P) le sous-Q-groupe de G défini comme le stabilisateur de vp. Alors, en repre-
nant le vocabulaire de Borel, la fonction 1 est une application d’orbite (pour l'action a
droite de N1(P) sur G), au sens ou c¢’est un morphisme surjectif entre les variétés G et
p(G)up qui est invariant par 'action de Ny (P) a droite sur G.

2.2.3. Linéarisation des sous-variétés singuliéres. — On veut comprendre comment
traduire la théorie exposée ci-dessus en termes des kg-points de G. On considére les groupes
N(P) et Ni(P). On note enfin 'p =T'NN(P) et 'y =T N Ny (P).

On a alors les résultats suivants :

Proposition 2.18. —  — L’orbite n(") est discréte dans 'espace vectoriel Vg = V(kg).
— L’ensemble N1(P)I'/T" est un fermé de G/T".

Démonstration. — On sait d’une part que le sous-groupe V(Zg) est discret dans V (kg)
(Cf |28]) et d’autre part que p est définie sur Q, donc I'ensemble p(G(Zg))vp est discret
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dans V(kg), et de plus, n(I") est inclus dans une union finie de translatés de cet ensemble,
par hypothése d’arithméticité de I'.

Pour la deuxiéme assertion, considérons une suite g, = ngy, dans Np(P)I" et supposons
qu’elle converge vers g. On veut montrer que gI'/I" appartient a Ny (P)I'/T". On peut réécrire
I'égalité sous la forme 7, ' = g, 'ny, et donc, on a (g, ') = n(7;*). Donc, comme n(T) est
discret, la suite stationne, et il existe 7o € T tel que pour tout k, v, ' appartient a vo['p.

Mais alors gy est un élément de N;(P), donc sa limite gvg aussi, et gI" est inclus dans
Ni(P)I'. Ainsi la deuxiéme assertion est démontrée. O

Enfin, considérons un sous-groupe U de G engendré par ses éléments unipotents. Alors
I'ensemble X(P,U) = {g € G tels que Ug C gP} est un fermé de Zariski de G N;(P)-
invariant. Donc son image par I'application quotient 7 -qui est Zariski-ouverte et surjective
- est fermée dans n(G). Cependant, nous aurons besoin de travailler avec la topologie de
Zariski de Vi tout entier, et pas seulement de 1(G). On notera donc F(P,U) la cloture de
Zariski dans Vi de n(X(P,U)).

Explicitons la topologie de Zariski sur les ks-modules : un polynéme @ sur kg[ X, ..., X,]
n’est rien d’autre que la donnée de polynomes @), pour tout v dans S. Donc un fermé de
Zariski d'un kg-module M = H M, est un produit de fermés de Zariski de chacun des M,,.

ves

La représentation que nous avons défini dans cette partie permettra de traduire des
phénomeénes ayant lieu dans le groupe G sur le kg-module V.

2.3. Dynamique polynomiale dans G/I"

2.3.1. Orbites polynomiales proches de sous-variétés algébriques. — Nous énon-
¢ons maintenant un théoréme qui permet de controller les orbites sous une action polyno-
miale qui sont proches d’ensembles du type 7(X(P,U) — S(P,U)). Nous n’aurons besoin
que de considérer des fonctions polynomiales & variables dans k¢ et non kg tout entier
(rappelons qu’on note kf = H Q,). Commencons par définir la notion de fonction po-
peS

lynomiale dans un Q-groupe Hflinéaire : une fonction f = (f,)pes, de (k;)™ dans H est
dite polynomiale de degré d si pour tout p de Sy, f, est une fonction de Q)" telle que les
composantes matricielles de f, dans H(Q,) sont polynomiales de degré d. L’ensemble de
ces fonctions sera notée Py, (H). On note de plus 6, la mesure de Haar sur (k)™ telle
que Qm(Hpesf Zy) = 1.

On rappelle qu'on a défini sur Q une fonction 1 de G dans un kg-module Vi grace au
théoréme de Chevalley, et appelé F/(P,U) la cloture de Zariski de n(X (P, U)) dans V.
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Théoréeme 2.19 (G. Tomanov (|36] Proposition 3.4). — Soient G un Q-groupe R-
anisotrope, I' un sous-groupe arithmétique de G = G(kgs), U un sous-groupe de G engen-
dré par ses unipotents, et P un sous groupe de classe F. Soient enfin C' un compact de
X(P,U)'/T, d et m deux entiers et € > 0.

Alors il existe un compact D de F(P,U) tel que pour tout voisinage relativement compact
Wy de D dans Vg, il existe un voisinage W de C dans G /T, tel que tout m, pour toute
boule B de (kg)™, pour toute fonction f de Pam)(G) Ualternative suivante se présente :

~ On peut trouver un v dans T tel que n(f(B)y) C Wy

~ 0 ({t € B tels que (f(t)T'/T) € W}) < €6,,(B).

Pour donner une idée intuitive, on peut dire que ce théoréme affirme que si les points f(t)
dans G passent une proportion non négligeable du temps proche de 1’ensemble X (P, U)T,
alors on va trouver un point de n(I") qui va en étre le témoin, au sens ol son image par
f(B) va rester tout le temps proche de F(P,U).

Notre énoncé différe de celui de G. Tomanov car on n’envisage pas seulement ’action
d’un groupe unipotent & un parameétre, mais celle d’'une fonction polynomiale & plusieurs
variables. La preuve que nous donnons est calquée sur la preuve de G. Tomanov.

2.3.2. Fonctions polynomiales. — Commencons par un lemme préliminaire sur les
fonctions polynomiales dans un corps p-adique. Ce lemme explique qu'une fonction poly-
nome, si elle reste petite par rapport a 1 pendant un certain temps, va étre inférieure a 1
pendant longtemps :

Lemme 2.20 (G. Tomanov). — Soient € et « deux réels positifs, d, m et s trois entiers
positifs, et p un nombre premier fizé. Soit f = (f1,...,fs) une fonction polynomiale de
(Qp)™ dans (Q,)* de degré inférieur a d.

On pose § = ﬁ, et on note ||.| la norme sup sur (Q,)° et (Q,)™ dans la base
canonique. De plus, on note 0, le produit de m fois la mesure de Haar 6, sur Q, qui donne
masse 1 a l'ensemble Z,,.

Alors pour toute boule B = B(to,r) de (Q,)™, telle que ||f(to)|| > «, on a Uestimation
susvante :

O {t € B tels que || f(t)]| < (6)"a} < mpeb,, {t € B tels que ||f(t)| < a}

Démonstration. — Tout d’abord, deux boules pour la norme sup dans (Q,)™ sont soit
disjointes soit I'une est incluse dans l'autre. On en déduit que l'ensemble des t € B tels
qu'on a [[f(t)|| < « est une réunion disjointe de boules B” maximales pour la propriété
“pour tout t € B”, on a ||f(t)|| < «”. Pour chacune de ces boules B”, considérons la boule
B’ de rayon immédiatement supérieur. De sorte qu’on a 6,, {t € B’ tels que ||f(t)| < a} >
%Qm(B’ )

I1 suffit donc de montrer que, pour une telle boule B’, on a :
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O, {t € B’ tels que || f(t)| < (6)"a} < meb,,(B)

Or par définition, il existe un ¢ dans B’ tel que || f(¢)|| > «, et ce point ¢, comme tout
point de la boule, est le centre de cette boule. Enfin en appliquant des transformations
linéaires, on peut supposer que t =0et r=a = 1.

Pour résumer, on est ramené a démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.21. — Soient € un réel positif; d, m et s trois entiers positifs. On considére
f=(f1,.-., fs) une fonction polynomiale de (Q,)™ dans (Q,)* de degré inférieur a d qui
vérifie que || f(0)|| > 1.

£

2(d+1)e- Alors, on a l'inégalité :

On pose § =

O ({t € B(0,1) tels que || f(t)]] < 6™}) < me

La preuve se fait alors par récurrence sur le nombre m de variables. On commence par
montrer la propriété de propagation, qui est facile, avant d’initialiser au cas m = 1.

Propagation :

Supposons le lemme vrai pour tous les m < M. On veut le montrer pour M + 1.
Soit donc f une fonction polynomiale de (Q,)*! dans (Q,)*, de degré inférieur a d. En
éerivant (Q,)M* = Q, x (Q,)M, on peut écrire B(0,1) = B1(0,1) x By (0,1). Alors,
d’aprés 'hypothése de récurrence, I'ensemble Iy, des T € By, tels que || f(0,T)]| < 6™ est
de mesure petite : 0p,(1pr) < Me.

Et pour tout point T' en dehors de I;, on a & nouveau par hypothése de récurrence,
01({t € By tels que ||f(t,T)|| < M} <e.

On tire facilement de ces deux majorations 1'inégalité voulue :

Ors1 ({t € B tels que ||f(2)]| < 6MF'}) < (M +1)e

Il reste & initialiser la récurrence.

Initialisation : Le cas m = 1 est fait dans [36], mais nous refaisons ici sa preuve. Pour
simplifier les notations, on note # la mesure 6.

On peut faire une autre simplification : on sait que ||f(0)]] > 1, c’est & dire qu’il existe
1 <i<stelque|fi(0)] > 1. Or, si on montre que 6 ({t € B(0,1) tels que |fi(t)| < d}) <e,
alors le lemme 2.21 est démontré. Donc il suffit de démontrer ce lemme avec s = 1.

On raisonne alors par ’absurde. On note A ’ensemble défini comme
[t € B(0,1) tels que |(1)] < 5}

et on suppose 0(A) > .
£

Alors, on trouve d 4+ 1 points de A aq, ... aq, distants deux & deux d’au moins 71 En

effet on raisonne par récurrence : on choisit ay quelconque dans A. Si, pour k < d on a
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3

7.1 la mesure de I'union disjointe

k + 1 points ag, . . . ay, distants deux & deux d’au moins

k
€
U B(a,, ﬁ) est égale a % < e. Or on a supposé que la mesure 0(A) est plus grande
0

€
d+1
En écrivant I'interpolation de Lagrange de f aux points (a;)o<i<4, o0 obtient, pour tout

tde Q, :

que €. Donc on trouve un point a1 dans A distant d’au moins des points aq, . . . ax.

CEDIN | P

Aprés avoir posé t = 0 dans 'égalité précédente, on observe que chaque terme de la
somme est de valeur absolue inférieure & 6 (%)d < % En utilisant V'ultramétricité de la
valeur absolue, on obtient que |f(0)] < 1. C’est bien la contradiction recherchée. Et le cas
m = 1 du lemme est prouvé.

La preuve par récurrence est donc finie, on a montré le lemme 2.20.
0

2.3.3. Fonctions polynomiales et sous-variétés algébriques. — A partir du lemme
précédent, on déduit un résultat sur les fonctions polynomiales qui restent proches d’un
fermé algébriques :

Proposition 2.22 (G. Tomanov). — Soient s, d et m trois entiers et M un ensemble
Zariski-fermé de (Q,)®. Soient € un réel positif, et A un compact de M. Alors il existe un
compact C' de M contenant A tel que :

pour tout voisinage Wy de C' dans (Q,)*, il existe un voisinage relativement compact W
de A dans (Qy)® tel que pour toute fonction f de Pym(GL(s,Q,)), pour tout x € (Q,)*—Wh,
pour toute boule B = B(0,r) de (Q,)™, on a :

O ({t € B tels que f(t)r € W}) < &b, ({t € B tels que f(t)x € Wy})

A nouveau, la différence avec ’énoncé de G. Tomanov est le fait d’envisager des fonctions
polyndémes a plusieurs variables. Et encore une fois, nous pouvons suivre sa preuve.

Démonstration. — On remarque qu’il suffit de montrer cette proposition pour un compact
A de la forme A = M NB(0, R) pour un réel positif R quelconque (ici, B(0, R) est une boule
dans I'espace vectoriel (Q,)%). On fixe donc deux entiers d et m et € un réel strictement
positif.

Soient fi,..., f; des polynomes a s indéterminées tels que M est ’ensemble annulateur
des (f;). On note k& un majorant du degré des (f;), et n = kd. On pose § = et
C=MnB(O,R ™).

n

e
2(ntr)m>
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On veut montrer que ce compact C' convient pour la proposition. On se donne donc un
voisinage W, compact de C, une fonction f appartenant & Py,,(GL(s,Q,)) et un point
a € Wo.

Alors les composantes de I'application de Q)" dans Q; donnée par ¢ — f(t)a sont poly-
nomiales de degré inférieur a d, et donc F;(t) = fi(f(f)a) est un polynéme en m variables
de degré inférieur a n pour tout 1 <1 < [.

On peut alors trouver un voisinage Wy de C' inclus dans W, qui se définisse avec les
normes des polynomes F; : techniquement il existe a > 0 tel que ’ensemble :

Wi ={ve (Q)° tels que V1 < i <, |F;(v)| <a}NBO,(R+a)i ™)

est inclus dans W,. Cette définition de WW; nous permet d’utiliser le lemme 2.20. En effet,
il est naturel de poser W = {v € (Q,)* tels que V1 <i <m, |F;(v)] < ad™}NB(0, R+ ).
C’est un voisinage relativement compact de A. Il suffit alors de montrer qu’il convient.

Soit donc B = B(0,7) une boule dans (Q,)™. Alors pour toute boule B’ C B telle que
f(B")a est inclus dans W et B’ est maximale pour cette propriété, il existe un point ¢y de
B’ tel que ou bien on a || f(to)al| > R6~™, ou bien |F;((tp)| > « pour un certain 4.

Mais alors, d’apreés le lemme 2.20, appliqué a t — (Fi,..., Fj, f), on a les deux inégalités
suivantes :

O {t € B’ tels que f(t)r €e W} < emb,,(B)
< meb,, {t € B’ tels que f(t)x € Wy}
Cette inégalité est vraie pour toute boule B’ comme décrit ci-dessus, elle est donc vraie
pour la boule B elle-méme.
La proposition est ainsi démontrée. ]

On en déduit le corollaire suivant, qui permet de traiter plusieurs nombres premiers.
Pour cela, par un léger abus de langage qui permet de ne pas alourdir encore les notations,
on note toujours 6; la mesure de Haar sur ky qui est le produit des mesures 6; sur chacun
des Q, ; et 6, la mesure produit sur (k)™ :

Corollaire 2.23. — Soient M un ensemble Zariski-fermé de (ky)®, d, m deux entiers.
Soient € un réel positif, et A un compact de M. Alors il existe un compact C de M contenant
A tel que :

pour tout voisinage Wy de C' dans (ky)®, il existe un voisinage relativement compact W de
A dans (Qp)° tel que pour toute fonction f de Pgm)(GL(s, ky)), pour tout x € (kg)® — W,
pour toute boule B = B(0,r) de (k)™, on a :

O ({t € B tels que f(t)r € W}) < &b, ({t € B tels que f(t)x € Wy})

Démonstration. — On a l'inégalité composante par composante : il suffit de prendre comme
compact C'le produit des compacts qu’on obtient dans la proposition 2.22, et pour W, choisi



2.3. DYNAMIQUE POLYNOMIALE DANS G/T' 39

- qu’on peut supposer étre un produit quitte a le réduire - on obtient dans chaque (Q,)*
un W, et on peut prendre W = [[ W,,. On vérifie aisément que cela convient. ]

2.3.4. Le théoréme de G. Tomanov. — Il reste donc & prouver le théoréme 2.19. La
encore nous nous inspirons de G. Tomanov, mais nous profitons de la compacité de G/T
pour simplifier la preuve.

Preuve du théoréme 2.19. — 11 est naturel de vouloir appliquer le corollaire 2.23. Pour
cela on fait la construction suivante : soit C’ un relevé compact de C' dans G. Posons alors
A = n(C"). C’est un compact de F(P,U), qui est un fermé de Zariski de V. On fixe un
e > 0. On remarque en outre que si f est une fonction de Pg,,(G), alors p o f appartient
a Py m(GL(Vg)), pour un certain d (on rappelle que p est la représentation de G dans
GL(Vg) telle que 1(g) = p(g)vp).

Donc on peut utiliser directement le corollaire 2.23, avec le € fixé, le compact A défini
et 'entier d’. On obtient alors un compact D de F(P,U) qui vérifie ce corollaire, et qui est
notre candidat pour montrer le théoréme 2.19. Remarquons avant de continuer qu’on peut
toujours réduire Wy : en effet, si pour un certain Wy, on trouve un W qui convient, alors
il conviendra pour tous les W] qui contiennent W.

Fixons donc un voisinage Wy de D dans Vi, qu’on peut supposer relativement compact
quitte a le réduire, et on cherche un voisinage W de C' dans G/I'. On procéde ainsi : le
corollaire 2.23 nous donne un voisinage V' de A relativement compact tel que pour toute
fonction f de Py (GL(s, ky)), pour tout x € (kf)* — Wy, pour toute boule B = B(0,r) de
(kg)™, on a :

Om ({t € B tels que f(t)z € V}) < &by, ({t € B tels que f(t)r € Wy})

On pose ensuite W = n=1(V), puis W = W'T'/T. C’est bien un voisinage de C' dans G/T,
il reste & montrer qu’il convient.

Nous fixons donc une boule B de (ks)™ et une fonction f dans Py, (G), et supposons
que la premiére possibilité du théoréme est fausse, c’est a dire que pour tout v € T, il
existe t dans B tel que n(f(t)v) n’est pas dans Wy. On veut alors montrer que la deuxiéme
possibilité est bien vérifiée, c’est a dire qu’on a 6,,({t € B tels que (f(t)['/T) e W}) <
€0,,(B).

Or on a vu que si v appartient a I', alors la fonction ¢ — p(f(t)y) appartient a
Pa m(GL(Vs)). De plus d’aprés 'hypothése faite, il existe ¢ dans B tel que n(f(t)y) =
p(f(t)y)vp n'est pas dans Wy. Donc, on peut appliquer le corollaire 2.23, et on obtient
I'inégalité suivante, pour tout v dans I' :

Om({t € B tels que n(f(t)y) € V}) < eb,,({t € B tels que n(f(t)y) € Wo})

On aimerait ainsi controler a t fixé 'ensemble des v dans I' tel que n(f(t)y) € Wy. Le
lemme suivant nous donne 'existence d’une borne uniforme a son cardinal.
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Lemme 2.2/. — Soit E un compact de V. Alors il existe un entier Ny tel que pour tout
g € G, le cardinal de l’ensemble {y € I'/T'x tels que n(gy) € E} est inférieur a Ny.

Démonstration. — Comme G/I" est compact, il existe un ensemble E’ compact tel que
G = E'T. Soit g = ey dans G.

Alors I'ensemble {v € I'/T'y tels que n(gy) € E} est envoyé par n sur ’ensemble des
points de n(T') appartenant au compact p(e™')E. Donc, il est de cardinal inférieur au
cardinal de n(T') N p(E"~')E. Or le deuxiéme membre de cette intersection est compact et
le premier discret dans Vi, donc leur intersection est finie de cardinal un certain entier
Ny. On en déduit que le cardinal de {y € I'/T'y tels que n(gy) € E} est inférieur & Ny. Le
lemme est donc bien prouvé.

]

Donnons nous un voisinage compact D’ de D fixé indépendamment du W, choisi. On
dispose donc d’un entier Ny tel que, pour tout ¢ dans B, I'ensemble des v € T'/T'y tel
que n(f(t)y) € D" est de cardinal inférieur & Ny. Et quitte a réduire encore une fois Wy a
son intersection avec D', on suppose qu’il a la méme propriété. On note dorénavant I'y un
ensemble de représentants de I'/Ty.

Rappelons notre objectif. On veut montrer I'inégalité :
O({t € B tels que (f(t)I'/T') € W}) < £0(B)
On écrit alors, par définition de W et de V 1’égalité ensembliste suivante :

{t € B tels que f(t)['/T e W} = U {t € B tels que n(f(t)y) € V}

Y€l

Traduit en terme de mesure, cela nous donne la suite d’inégalités suivante :
O,({t € B tels que f(t)I'/T e W}) < Z O.,({t € B tels que
Yo€l'o
n(f(t)v) € V})

< ¢ Z O, ({t € B tels que

Yo€l'o
n(f()v) € Wo})
< Nogem(B)
La derniére inégalité s’obtient grace a la définition de Ny : a chaque instant ¢t € B, il y a au
plus Ny classes modulo I'y, représentées par 71, . .., vy, dans 'y telles que n(f(t)v;) € Wo.
On a donc bien le résultat voulu, Ny ne dépendant pas de W. [

Grace a ce théoréme et au théoréme 2.16, nous pouvons comprendre les mesures U-
invariantes sur G/T".
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2.4. Equirepartition des orbites de H dans G/T

Nous passons a la deuxiéme application : le théoréme 2.2. Nous suivons pour cela la
stratégie de N. Shah (Cf [33]) : on commence par prouver une proposition intermédiaire
semblable au théoréme, mais pour des mesures portées par un certain groupe unipotent, en
utilisant les outils expliqués dans les parties 2.2 et 2.3, puis nous décomposons la mesure
sur K en de telles mesures.

2.4.1. Préliminaires. — Pour énoncer la proposition intermédiaire, nous avons besoin
d’une décomposition de Cartan dans le groupe H de la forme H = KyAtDK,. Pour cela
fixons A, un tore maximal QQ, déployé dans H,, pour chaque p de S tel que H), est non
compact. On dispose alors d'un systéme de racines (restreintes) simples positives ®,,. Soit
A; le sous-semigroupe de A, associé a la chambre définie par ®,. Alors, il existe un compact
K, et un ensemble fini D, dans le centralisateur de A, tel que H, est I'union disjointe :
Hy =U,eat  aep, KpadK,. Pour Pexistence de tels objets, on renvoie a [35].

Dans le cas ou v appartient a S et H, est compact, on prend K, = H,, et A, ainsi que
D,, sont réduits a I'identité. On considére maintenant A™ le produit pour v dans S des A},
de méme, K, et D sont le produit respectivement des K, et D,. ® est 'union des ®,. Si
« appartient & &, C @, et a = (a,),es appartient a A1, alors on pose a(a) = a(a,).

Considérons maintenant une suite (a,) d’éléments de A™, non bornée. Nous définissons
une hypothése sur la suite (a,) :

Définition 2.25. — Une suite (a,) d’éléments de AT, non bornée est dite simplifiée si
pour tout o dans ®, on a ’alternative :

— Soit a(ay,) est une suite bornée

— Soit a(ay,) tend vers l'infini avec n

On peut dans ce cas définir le sous groupe de H
Ut = {h € H tels que lim a,'ha, = e}
n—oo
On remarque alors que c’est un sous-groupe de H dont tous les éléments sont unipotents.
Voila le résultat d’équirépartition des mesures portées par le groupe U™t :

Proposition 2.26. — Soit G un groupe défini sur Z, quasi-Q-simple, R-anistrope et sim-
plement conneze. Soit S un sous-ensemble fini de V contenant co. Soit I' un sous-groupe
arithméthique de G = G(kg). Notons m la projection de G sur G/T" et m la probabilité de
Haar sur G/T.

Soient, pour tout v € S, H, le groupe des Q,-points d’un sous-Q,-groupe quasi-simple
de G(Q,). On suppose que H = H H, est non compact et que pour tout v tel que H, est

ves
non compact, H,I' est dense dans G. Soit enfin K un sous-groupe compact ouvert de H.

On dispose de la probabilité de Haar Nk sur K.



42 CHAPITRE 2. DYNAMIQUES POLYNOMIALES ET RESEAUX DANS LES GROUPES p-ADIQUES

Soient (a,) une suite d’éléments de AT non-bornée et simplifiée, le sous-groupe UT =
{h € H tels que lim,_.a, ha,} et une probabilité sur U absolument continue par rapport
a la mesure de Haar ly sur UT. Soit enfin hg dans H, et on note pour tout h dans H,
7'(h) = w(hhy).

Nous avons alors la limite suivante dans l'espace des probabilités sur G /T :

lim 7 (a,).0) = m

C’est a dire que pour toute fonction ¢ continue sur G/T", on a :

/ oanhhol /T)dI(R) "= / sdm
U+ a/r

Remarque 2.27. — Onremarque que dans I’énoncé de ce lemme, on se permet de “tordre”
la projection m de G’ dans G/I" par un élément hy de H.

La démonstration de cette proposition fera appel a ’étude des orbites des groupes uni-
potents que nous avons faite. Nous avons de plus besoin d’un lemme supplémentaire sur la
représentation p.

2.4.2. Action combinée d’un tore et d’un groupe unipotent. — Le phénomeéne
qui nous intéresse est le suivant : pour une représentation p de H dans un kg-module V/,
l'action combinée des a,, et d’un ouvert de U™ envoie tout point non globalement invariant
a 'infini. Voila I’énoncé précis :

Lemme 2.28. — Soit p = (p,)ves une kg-représentation de H dans un kg-module V =
H V,, de dimension finie, muni d’une norme quelconque || ||. Soient (a,) une suite d’élé-
ves

ments de AT non-bornée et simplifiée, et 0 un ouvert de l’ensemble
Ut = {h € H tels que lim a,'ha, = 1}
Soit N le sous-groupe normal de H engendré par U™.
Soit A un ensemble discret de V. Soit (v,,) une suite de points de A dont aucun n’est
N -invariant.
Alors, on a sup {||p(anw)v,|| pour w € Q} == co.

Démonstration. — Tout d’abord, en notant V¥ le module des points N-invariants, et W
son supplémentaire N-invariant, on peut noter pour tout n, v, = 'Uf;[ + w,. Si w, tend vers
0, alors, comme A est discret, v tend vers I'infini.

Or H est un produit de Q,-groupes quasi-simples, pour v dans S. Donc, comme la suite
(a,) est simplifice, la suite a, est bornée dans H/N. Par définition, vY est N-invariant,
donc il existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout n entier, et pour tout w dans €2, on a
| p(anw)v,|| > c||v)]]. Le lemme est donc vrai dans ce cas.
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Donc on suppose que ||w,|| est minorée. Et, quitte a extraire une sous-suite, on suppose
que la norme de la projection v/, de w, dans un sous-module irréductible V' de V' est
minorée. On peut donc normaliser les v/, pour qu’ils soient de norme 1. Or la sphére unité
dans cet espace est compacte, donc, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que
vl tend vers un point v. Ici on a bien-sir perdu I’hypothése de discrétude de A, mais nous
n’en aurons plus besoin.

Le lemme suivant explique que I'on peut supposer que v a une composante U T -invariante
non-nulle. Pour cela, définissons VY D'espace des points U*-invariants de V. Il admet un
unique supplémentaire V'~ invariant par la suite (a,,). Notons v = vy+v_ et py la projection
sur VY parallélement & V. Montrons le lemme suivant :

Lemme 2.29. — Soient p = (p,)ves une ks-représentation de H dans un ks-module V =

HV,, de dimension finie, (a,) une suite d’éléments de AT non-bornée et simplifiée et <)

ves
un ouvert de l’ensemble UT = {h € H tels que lim, _..oa, ha, = 1}. Soit v un point de V

de norme 1.
Alors, il existe wy dans ) tel que py(wov) est non nulle.

Démonstration. — On démontre ce lemme par ’absurde : supposons que ’ensemble Qv est
inclus dans V' ~. Considérons alors le ks-module Vi, engendré par tous les wv pour w € Q. 11
est de type fini, donc il est engendré par des points wyv, ..., w,v. Et il existe un voisinage
de l'identité €' dans U™ tel que pour tout 1 <1 < k, Q'w; est inclus dans €.

Donc Vg est invariant par 2'. Or le fait de stabiliser un sous-module est une propriété
Zariski-fermée, donc Vg, est invariant par toute ’adhérence de Zariski de ' dans Ut c’est
a dire par U" tout entier.

On applique maintenant le théoréme de Lie-Kolchin (plus exactement pour chaque v
de S, on applique ce théoréme a la représentation p, de H, dans V,, ) : Vq est un module
invariant par un groupe unipotent, donc ce groupe a un point fixe dans V. Or V, est inclus
dans le supplémentaire des points fixes de U. Nous avons la contradiction recherchée. [J

Ainsi il reste plus qu’a montrer qu’'un point U*-invariant et non N-invariant est envoyé
a I'infini.

Lemme 2.30. — Soit vy un point de V' qu’on suppose U™ -invariant mais pas N -invariant.
Alors ||p(an)vo|| tend vers Uinfini avec n.

Démonstration. — Quitte a décomposer, on suppose que chaque p, est une représentation
irréductible de H,,.

On raisonne par l’absurde : on suppose que ||p(a,)vo|| reste borné. On va montrer que
pour tous les points v de V, [|p(a,)v| reste borné, puis que tous ces points sont U™-
invariants. Ils seront alors N-invariants, ce qui sera notre contradiction.
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Notons W le sous-kg-module de V' composé de tous les w de V' tels que la suite (p(a,)w)
reste bornée. Et soit P~ le parabolique opposé a U™t :

P = {g € H tels que a,ga,* reste bornée }

Alors, on vérifie que p(P~)vg est inclus dans W ; comme vy est U -invariant, p(P~U™)ug
est inclus lui aussi dans W. Or I'ensemble des h de H tels que p(g)vy appartient a W est
un kg-fermé algébrique et P~U™ est un ouvert de H. Donc p(H)vy est inclus dans W, et
finallement V' = W par irréducibilité.

Fixons maintenant un élément v de V', et w dans U™. Soit € un voisinage ouvert compact
de l'identité dans U*. Alors, par définition, il existe un entier 7 tel que a; ‘wa; appartient
a €. On en déduit que p(w)v appartient & p(a;Q2)v, qui est inclus dans un compact B
indépendant de 7, car on a vu que v est dans W = V.

Donc p(U™)w est inclus dans B. Or U™ est un groupe unipotent, donc p(U™)v est I'image
de tout kg par une fonction polynomiale & plusieurs variables. Cette image ne peut-étre
bornée que si la fonction est constante. Donc v est U™ invariant.

Ainsi le noyau de la représentation p contient U™, donc N. Ce qui est une contradiction
avec le fait que I'action de IV est supposée non trivialle. O

Ainsi le lemme 2.28 est démontré. O]

Maintenant que ce lemme est prouvé, nous avons tous les outils nécessaires a la démons-
tration de la proposition 2.26. Nous la faisons dans la partie suivante.

2.4.3. Equirépartition des mesures portées par un groupe unipotent. — On
veut donc montrer cette proposition 2.26. La stratégie que nous suivons est de montrer en
premier lieu que toute mesure limite est invariante par le groupe unipotent U tout entier.
On peut alors utiliser le thoréme 2.19 et le lemme 2.28 pour montrer que cette mesure
limite est la probabilité de Haar sur G/T.

Preuve de la proposition 2.26. — On peut supposer sans perte de généralité que [ est a
support compact dans U™.

Remarquons tout d’abord que la suite (7,((ay,)«l)) est une suite de probabilités sur G/T.
Or G/T" est compact, donc 1’ensemble des probabilités sur G/I" est lui méme compact. On
dispose donc d’une valeur d’adhérence M, et on veut montrer que cette valeur d’adhérence

n—oo

est m, la probabilité de Haar sur G/T". Pour simplifier, on suppose 7, ((a,)«) —— M.

Fait : M est UT-invariante.

Démonstration. — On utilise ici action dilatante de la suite (a,) sur les éléments de U,
Si u appartient & U™, on note u,, = a,, 'ua,,. Alors, par définition, u,, tend vers 1, et on voit
que ua, = a,u,. Ainsi, si ¢ est une fonction continue & support compact sur G/T'; et si on
note f la densité de [ par rapport a [y, on fait le calcul suivant :
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Joyrpd(umi((an)d)) = [y o(n (anunz))dl(2)
= s P (i) ()l (2)
e 9T (an2)) Flu )l (2)
Cette derniére égalité s’obtient par UT-invariance de l;;. On en déduit alors I'inégalité
suivante :

[ d(r(an).D)) - /

G/T G/T

pd(us ((an)4l))] S(Suplwl)/ | (unz) = f(2)]dlu(2)

U+

En passant a la limite en n dans I'inégalité précédente, on voit que u,M = M. Donc M
est bien invariante par tout le groupe U [

Nous pouvons maintenant utiliser la théorie exposée dans la partie 2.3.

D’apreés le théoréeme 2.16, il existe un sous-groupe P de G de la classe F tel que
M(m(X(P,U"))) est strictement positive. On veut montrer que P = G. Pour cela, on
va utiliser le théoréme 2.19. Soit donc C' un compact de (X (P,U™")) de mesure stricte-
ment positive.

Pour chaque p de Sy, on note U, 'algébre de Lie de la composante Ut N H,, de UT dans
H, (comme G(R) est compact, I’éventuelle intersection U™ N Hy, est réduite a 'identité).
Les algébres U, peuvent étre réduites a un point mais elles sont de toute fagon en bijection
avec Q,” pour un certain entier m, > 0. On note exp, la fonction exponentielle de Q"
dans U™ N H,. C’est une fonction polynomiale, car U, est nilpotente.

On note alors U = H U,, et on note exp le produit des fonctions exp,. Quitte a rajouter

peS
des variables muettes, Ofl suppose que exp est une fonction polynomiale de (k;)™ dans G
de degré au plus un certain d. De plus il existe une boule B de (kf)™ telle que la mesure !
est absolument continue par rapport a la mesure (expp)«(0n) (le fait d’avoir rajouté des
variables ne change que des constantes multiplicatives, et donc pas I’absolue continuité).

C’est a dire qu’il existe un € > 0 tel que pour tout sous-ensemble F de (', on a :

1 M(C)

) (expp)«(0m)(E) < e, alors m (I)(F) < —

On peut donc appliquer le théoréme 2.19 aux fonctions ©,,(t) = a,exp(t)ho, au compact
C et au € qu'on vient de définir. On dispose alors d'un compact D de F(P,U) tel que
pour tout voisinage Wy de D, il existe un voisinage W de C' tel que pour tout n, on ait
I’alternative :

— il existe 7, € I" tel que n(0,,(B)y,) C Wy

— 0 ({t € B tels que ©,(t)I'/T' € W}) < €6,,(B)
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On fixe un voisinage relativement compact Wy de D. On veut montrer qu’on est dans le
premier cas de l'alternative ci-dessus. En effet la deuxiéme possiblité se traduit par :
1

5y (cama) On)) (@' W) <o

Ceci, par définition de e, implique alors que 7, ((a,).l)(W) < %C) Or W contient C, et
7. ((an)«l) tend vers M, donc pour n grand, on ne remplit pas la deuxiéme condition de
I'alternative.

Ainsi, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer qu’on est toujours dans le
premier cas : pour tout n positif, il existe v, € G tel que 1n(0,,(B)y,) C Wp.

On peut alors appliquer le lemme 2.28. Pour cela, il est naturel de penser a la représen-
tation p de G dans le ks-module V' associée a P définie a la partie 2.2.2, et de la considérer
comme une représentation de H dans V. Notons A 'ensemble disret n(hol).

Nous sommes donc dans les conditions du lemme 2.28. Donnons nous une norme ||.|| sur
V', et notons N le sous-groupe normal de H engendré par U™. Il existe un nombre premier
po € Sy tel que H,, est non compact et IV contient un sous-groupe d’indice fini H; de Hp,.

Par construction, n(©,(B)Y,) est inclus dans W} ; on obtient ainsi :

sup {||p(anexp(t))n(hovys))|| pour t € B} est borné.

Cela contredit la conclusion du lemme 2.28. C’est donc que ’hypothése de ce lemme n’est
pas vérifiée, c’est a dire que, pour un certain entier n, le point 7(ho7y,) est N-invariant.

Nous avons fait la plus grande partie du travail, et il reste a conclure. En reprenant les
notations et les résultats de la partie 2.2.3, on obtient : N C ~,, Ny (P)~v,!. Autrement dit,
YnN1(P)v, ! contient H), . Ainsi la projection de N;(P) dans G/T" est un fermé contenant
v, 'H, T'/T', donc est égal a G/T' (on a supposé que Hp,I'/T" est dense dans G/I"). Donc
Ni(P) contient un ouvert de G

Donc N;(P) est Zariski-dense dans G, et on obtient N;(P)G, c’est-a-dire que P est un
sous-groupe normal de G, et P est d’indice fini dans G (G est supposé quasi-Q-simple).
Donc, d’apres le théoréme 2.16, M est invariante par un sous-groupe P’ d’indice fini de G
et tel que m(P) est un fermé de G/I". Mais alors, par simple connexité de G, P contient
tous les facteurs isotropes de GG, et PI' est dense dans G. Donc M est G-invariante, et donc
M est I'image de la mesure de Haar de GG. La proposition 2.26 est ainsi démontrée. [

Nous pouvons maintenant utiliser 1’équirépartition sous ’action de a,, des mesures por-
tées par U dans G /T pour prouver celle de la probabilité de Haar sur K.

2.4.4. Equirépartition des grandes sphéres. — Rappelons tout d’abord que nous
voulons montrer le théoréme 2.2, c’est a dire que, pour toute suite (g,) d’éléments de H
qui tend vers l'infini, on a la limite suivante dans ’espace des probabilités sur G/T" :



2.4. EQUIREPARTITION DES ORBITES DE H DANS G/T' 47

limy, oo i ((gn) Ak ) = m
Maintenant que nous disposons de la proposition 2.26, ce n’est plus tres difficile. En
effet, I'idée est de décomposer sur des ouverts du type P~U" N K la mesure Ajp-y+ en
une intégrale de mesures sur U™. Toutes ces mesures s’équirépartissant, on peut en déduire
I’équirépartition de la mesure A. Il s’agit 14 d’un avatar de l'idée qu'une grande sphére
ressemble localement & une horospheére. Voila la preuve précise :

Démonstration. — Tout d’abord, on peut noter pour tout n, g, = kla,d,k? en utilisant
la décomposition de Cartan définie dans la partie 2.4.1 (ici on a a,, € A", d,, € D, et k.,
k% € Ky). Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (a,) est simplifiée, que
d, = d est constante, et que k}L et ki admettent une limite & et ky dans K.

Soit alors K’ = (dky)K (dky)~t. C’est bien un sous-groupe compact ouvert de H. Soit
7' la projection tordue par dky : 7'(h) = w(hdks), pour h dans H. Alors, on voit que si
lim,, oo (k1) ((an)s A7) = m, on a aussi lim, T ((gn)sAx) = m.

Pour montrer le théoréeme 2.2, il suffit donc de montrer que pour tout groupe compact
ouvert K, toute suite simplifiée (a,), et tout hy dans H, en posant 7'(h) = w(hhyg), on a
limy, oo, ((an) <A ) = m.

On suppose donc que a,, est simplifiée, et on dispose des sous-groupes P~ et U*. Les
algebres de Lie de P~ et U™ sont en somme directe, il existe donc un sous-groupe ouvert
K’ de K pour lequel (P~U")N K’ est homéomorphe a (P~ N K') x (U N K’). Soit donc
J Pouvert de K défini par J = (P~U") N K'. Par compacité de K, il existe ky, ..., k, des

points de K tels qu'on a : K = U Jk;.
i=1
Donc, en notant m; la projection “tordue” par k; : m;(k) = 7'(kk;), on voit qu’il existe
des mesures (v;);—1,, portées par J, et absolument continue par rapport & Ax telles que
L (Ax) =D i (m)«(3). On est alors ramené a démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.31. — Dans le cadre du théoreme 2.2, soient (a,) une suite simplifie, v une
mesure sur J absolument continue par rapport a A, et hy appartenant a K. On note pour
tout k de K, 7'(k) = m(khy).

Alors on a :

- /
limy, oo, ((an)«v) = v(J)m
Nous nous consacrons maintenant a prouver ce lemme.

Démonstration. — On note [p la mesure de Haar sur P, et [y celle sur Ut. Comme J est
homéomorphe a (P~ N K') x (UT N K’), la mesure v est absolument continue par rapport
au produit [p ® ly.
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Rappelons alors un résultat sur la décomposition de mesures dans une situation produit
(voir par exemple la proposition 6.1 de [33]) :

Proposition 2.32. — Soient (X, u) et (Y, \) deux espaces mesurés, et v une mesure sur
X XY absolument continue par rapport a p @ M. Alors il existe une mesure vy sur X
absolument continue par rapport a p, et pour presque tout x dans X une mesure v, sur
{a} XY absolument continue par rapport 6 0, @\ telles que v = [ vydiy(z). Cest a dire :

Pour toute fonction f continue a support compact sur X XY, la fonction x — / fdv,

{z}xY
XxY fd’/ N /X </{w}><Y fdyl‘) dyl (l’)

Dans notre cas, on obtient la décomposition suivante : il existe une mesure n sur P~ N.J
et une fonction w — n,, de P~ N J vers les mesure sur U™ N J absolument continues par

est p-mesurable, et

rapport a [y telles que la mesure v vérifie la formule :

v / mudn(w)

Or, d’apreés la proposition 2.26, pour presque tout w, on a la limite :
7 ((a3)sm) =25, (U 0 T)m

oil m est toujours la probabilité de Haar sur G/I". De plus, si w est dans P~, alors, a;wa; "

tend vers une limite wg. On en déduit la limite :
7 (aw0) ) =22 (U O J) (wo)sm = no (U N J)m

Considérons alors ¢ une fonction continue a support compact sur G/I'. En utilisant le
théoréme de convergence dominée, on fait le calcul suivant :

[eacennn = [ ([ o) ) dao
- [ (] /Fgodw;((aiwmw))) dnfw)
oo, (/Pmnw((ﬁmJ) dn(w)> /G/Fsodm
= v(J) /G/Fgodm
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Le lemme est ainsi démontré et on a vu que le lemme était suffisant pour montrer le
théoréme 2.2. Donc le théoréme est prouvé. ]






CHAPITRE 3

SOUS-GROUPES H-LOXODROMIQUES

Introduction

Dans ce chapitre, nous trouvons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe
un sous-groupe de SL(n, k) - ou k est un corps local - dont toutes les matrices ont leur
spectre inclus dans un sous-groupe d’indice fini H de k*. Nous arrivons au résultat suivant :

Théoréme 3.1. — Soient n un entier supérieur a 2, k une extension finie de Q,, ot p
est un nombre premier, et H un sous-groupe d’indice fini de k*.

Alors, SL(n, k) admet un sous-groupe Q,-Zariski dense, dont toutes les matrices ont
toutes leurs valeurs propres dans H si et seulement si ou bien —1 est dans H, ou bien n
n’est pas congru a 2 modulo 4.

Dans son article "Automorphismes des cones convexes" (Cf [5]), Y. Benoist démontre
notamment que SL(n, R) admet un sous-groupe Zariski-dense dont toutes les matrices ont
leur spectre inclus dans R™* si et seulement si n n’est pas congru a 2 modulo 4.

On remarque alors qu’on retrouve la condition donnée dans [5] pour le cas réel, sauf si
—1 est dans H, auquel cas il n’y a aucune obstruction a l’existence de ces sous-groupes.

Pour montrer ce théoréme, nous étudierons dans un premier temps les éléments proxi-
maux et loxodromiques des groupes Zariski-denses. Nous montrons ainsi, avec le théoréme
3.3, que si I' est un sous-groupe Zariski-dense de SL(n, k) dont toutes les matrices ont leur
spectre inclus dans k, alors I' contient au moins un élément diagonalisable sur £ & valeurs
propres de modules distincts.

Dans un second temps, nous définissons et étudions la notion de H-valuation, qui est
I'analogue de la notion de positivité dans [5]. Nous étudions notamment comment le fait
que toutes les valeurs propres des matrices d’'un groupe soient dans H peut se comprendre
avec cette notion. C’est l'objet des propositions 3.16 et 3.23. Ce sont d’ailleurs ces deux
derniéres propositions qui seront cruciales pour la démonstration des deux théorémes 3.15
et 3.21.
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Le théoreme 3.1 est alors une conséquence directe des théorémes 3.3 et 3.21.

Cadre de la preuve

Nous définissons ici les objets qui nous serviront tout au long du chapitre.

Dans toute la suite, k désignera @@, ou une extension finie de @, -donc un corps local
muni d’une valeur absolue notée |.|-, H un sous-groupe d’indice fini de k*, et V sera un
k-espace vectoriel de dimension n. On notera P(V') 'espace projectif associé a V' et V* son
dual. On notera d l'indice de H dans k*, et S = k*/H. On remarque que, le corps étant de
caractéristique nulle, H est ouvert et fermé dans k*.

On définit aussi 'espace Q(V') des hyperplans pointés : tout élément a de P(V') x P(V*)
est vu comme un couple (kvy, V,) ot v, est un élément de V| et V, est un hyperplan de
V. On note alors Q(V) = {a = (kv,,V,) € P(V) x P(V*) / v, € V,}. Enfin on note X la
variété des drapeaux de V.

On travaillera avec des actions de GL(V') sur les espaces P(V'), P(V*), Q(V) et X. Ce
sont les actions naturelles induites par 'action de GL(V') sur V.

Dans ce texte, la seule notion de Zariski-densité utilisée sera celle de Q,-Zariski-densité,
c’est & dire qu’on identifie k™ & le[k@"] pour tout m. Ainsi, une partie de k™ est dite

Q,-Zariski-dense (ou parfois Zariski-dense) si son image dans Q;n[k:(@p] est Zariski-dense.
3.1. Proximalité
3.1.1. Définitions. — Nous rappelons ici des résultats sur les actions proximales. On

se restreint aux sous-groupes de GL(n, k), ce qui améne quelques simplifications dans les
énoncés. On pourra se reporter a la bibliographie (Cf [1], [3], [4]) pour les preuves qui ne
sont pas faites.

Soit g dans GL(V). On note Ai(g),...,A\u(g) les valeurs propres de g répétées avec
multiplicité avec [A;| > |Ao] ... > |A\,]. On dit que g est proximal si [A;(g)| > |Aa2(g)]-

On s’intéresse ici non seulement & la premiére valeur propre, mais aussi & toutes les
autres. Donc nous avons besoin de définir la notion d’éléments loxodromiques, de la maniére
suivante :

Définition 3.2. — On dit que g € SL(n, k) est loxodromique s’il est diagonalisable dans
k et que toutes ses valeurs propres sont de multiplicité 1 et de valeurs absolues distinctes.
Cela équivaut a dire que son image A (g) par la représentation de SL(n, k) dans A™V est
proximale pour tout m compris entre 1 et n — 1.

De plus on dit qu’un sous-groupe I' de GL(n, k) est proximal (resp. loxodromique) s’il
contient un élément proximal (resp. loxodromique).
On peut alors énoncer le théoréme annoncé :
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Théoréme 3.3. — Soient k une extension finie de Q,, et I' un sous-groupe Q,-Zariski-
dense de SL(n,k). On suppose que tout élément g de I' est trigonalisable sur k.
Alors T' est lozodromique.

On peut remarquer que nous avons besoin d’une hypothése de trigonalisabilité, qui n’était
pas nécessaire dans le cas réel. Nous ne pouvons pas nous en passer sur Q, : SL(n,Z,) est
un sous-groupe Zariski-dense non loxodromique de SL(n,Q,).

La démonstration du théoréme peut se décomposer en deux étapes. Dans un premier
temps, nous supposons 'existence d’un sous-groupe I' qui vérifie les hypothéses du théo-
réme, mais pas la conclusion. Nous arrivons alors & construire un sous-groupe G d’un
SL(d, k) qui est compact, Q,-Zariski-dense, et dont toutes les matrices sont trigonalisables
sur k.

Dans un deuxiéme temps, nous montrons le lemme suivant :

Lemme 3.4. — Soient d > 2 un entier, et G un sous-groupe compact, Q,-Zariski-dense
de SL(d, k). Alors, G posséde des éléments non trigonalisables sur k.

Nous utiliserons dans cette preuve la notion de projecteur associé :

Définition 3.5. — Si g est un élément de GL(n, k), on appelle projecteur associé a g,
noté m,, le projecteur sur la somme des espaces caractéristiques de g associés aux valeurs
propres de module maximal parallélement a la somme des autres espaces caractéristiques.

On a alors la propriété suivante :

Propriété 3.6. — Soit v un élément de End(k™). Alors on peut trouver une suite (¢;)ien
d’éléments de k telle qu’une extraction de c;y' converge vers un projecteur, qui est alors le
projecteur gy associé a vy.

Démonstration. — On renvoie au lemme 3.8 de [4] pour la preuve de cette propriété. Il
faut seulement remarquer que, comme nous sommes dans le cas p-adique, nous n’avons pas
besoin de la semisimplicité de ¢g. En effet, si u est unipotent, alors ©?" tend vers Id quand
m tend vers +00. n

3.1.2. Construction d’un groupe compact. — Nous raisonnons donc par I'absurde,
et cherchons a construire un sous-groupe compact d'un SL(d, k).

Soit I un sous-groupe Zariski-dense de SL(n, k). On remarque tout d’abord que le groupe
engendré par I' et les homothéties de k™ est Zariski-dense dans G L(n, k). Donc, dorénavant,
I' désigne un sous-groupe Q,-Zariski-dense de GL(n, k) qui contient les homothéties.

On suppose donc que tous les éléments de I' sont trigonalisables sur k, mais que I" n’est
pas loxodromique. Le fait d’avoir rajouté les homothéties dans le groupe ne change pas ces
propriétés.

De plus, on note V' I’espace vectoriel k".
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1. Action sur A5 (End(V)). — Pour tout g dans GL(n, k), on peut définir son action
adjointe sur End(V) par Ad(g)(A) = gAg™!, puis p(g) = A (Ad(g)) l'action induite
n(n—1)

de g sur V! = A~ 2 (End(V)). On remarque alors facilement que g est loxodromique si
et seulement si p(g) est proximal : En effet si les valeurs propres de g sont notées (répétées

avec leur multiplicité) Ay, ..., \,, avec |A1] > [A\a|... > |\, alors les modules des valeurs
propres de p(g) sont les produits u; = H(i’ Der %, ou I est un ensemble de @ couples

d’entiers inférieurs a n. On voit que u; est maximal pour I = {(¢,5) /¢ < j}. Enfin aucun
autre ensemble n’atteint cette valeur si et seulement si la suite |A1| > [Ag| > ... > |\,] est
strictement décroissante.

De plus, si g est trigonalisable sur k, alors p(g) I'est aussi.

On note alors, pour v € GL(n,k), W(y) C V' la somme des espaces caractéristiques
de p(y) pour les valeurs propres de module maximal, et p(7y) la dimension de W(y). Soit
w=1inf {pu(vy) v € T'}. On a supposé que I' n’est pas loxodromique, c¢’est & dire que p > 2.

Posons I'), = {g € ' | u(g) = p}. Cet ensemble est non vide.

2. Restriction de ’action de I' a un sous-espace. — Nous allons maintenant “restreindre”
. n(n—1) .
I'action de I' & un sous-espace de A “ (End(V)), en vue d’obtenir un sous-groupe de

SL(u, k).
Soit g dans I',. Considérons m = 7, le projecteur sur W = W(g) parallélement a la

somme des autres espaces caractéristiques.
On définit ¢ de la fagon suivante : si 7 est dans I', alors on pose ¢(7v) = mp(y)7.
Soit K le semigroupe engendré par ¢(I'). On peut considérer que K est inclus dans
End(W). Alors I'adhérence de Zariski de K contient o(GL(n, k)) et donc est End(W).
Soient G’ le semigroupe K N SL(W), et G son adhérence topologique.

D’une part si v € G, alors toutes les valeurs propres de 7 sont de méme module égal a
1. Sinon on pose v = ¢(q1) . .. ¢(gr), avec gi,...g, € I'. On sait alors que la dimension v
de la somme des espaces caractéristiques associé aux valeurs propres de module maximal
de mp(g1)mp(g2) . .. mp(g,)m vérifie v < p. Or il existe des constantes ¢, telles que 7 est une
valeur d’adhérence de ¢,p(g)", d’aprés la proposition 3.6.

Donc il existe n € N tel que p(¢"g19"gs-..9"g-9g") = v < p, ce qui est absurde car
g"g19" ... g.g" appartient a I'.

D’autre part G est Zariski-dense dans SL(W). En effet le sous-semigroupe des matrices
de K de déterminant égal a une puissance p-iéme est toujours Zariski-dense dans GL(W),
car il est d’indice fini. Or ce sous-semigroupe est égal a k* x G'. Donc G’ est Zariski-dense
dans SL(W), et G aussi.
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En outre, le lemme suivant nous montre que GG est compact, car il agit irréductiblement,
étant Zariski-dense :

Lemme 8.7. — Soit k une extension finie de Q,, et G un semigroupe de End(k?) qui agit
irréductiblement sur k?, dont toutes les valeurs propres sont de valeur absolue inférieure ¢
1. Alors G est relativement compact.

Démonstration. — Soit A 'algébre associative engendrée par G. Montrons que la trace,
notée Tr, est non dégénérée sur A.

Pour cela on remarque que, comme k% est un G-module simple, c’est aussi un A-module
simple. Donc I'algébre A est simple, et on sait alors, d’aprés le lemme de Schur et le
théoréme de Wedderburn (Cf [23], pp. 643 et 649) que A=Endy(k?), ott L =End4(k?) est
une algebre a division.

Donc pour tout élément a non nul de A, on trouve un b dans A tel que ab soit un
projecteur de rang 1 dans le L-espace vectoriel k%. Et alors Tr(ab) = [L,k] # 0. La trace
est donc bien non-dégénérée sur A.

Soit alors (h;) une base de A formée d’éléments de G, (e;) sa base duale. Soit g € K.
Soit g () = Tr(gx).

On a bien ¢, = > Tr(gh;)e;. Or gh; € G. Or | Tr(gh;) |< d car toutes les valeurs
propres sont inférieures a 1 en module. Donc la norme de la forme linéaire ¢, est bornée
par Cd ou C est une constante. Donc la norme de ¢, est bornée indépendamment de g.
Donc les coefficients de g sont bornés en valeur absolue indépendamment de g.

On a bien montré que G est relativement compact. O

Ici, G étant de plus fermé, il est bien compact.

Ainsi G est un groupe, car c¢’est un semigroupe compact formé d’éléments inversibles.

Et toutes les matrices de G sont trigonalisables sur k, car les matrices de K sont limites de
matrices de I', qui sont trigonalisables, donc toutes les matrices de K sont trigonalisables,
donc toutes celles de G aussi.

Pour résumer : on a construit un sous-groupe compact Q,-Zariski-dense de SL(WW') dont
toutes les matrices sont trigonalisables sur k.

La partie suivante montrera que cette situation est impossible.

3.1.3. Eléments non trigonalisables des sous-groupes compacts de SL(d, k). —
Le but de cette section est de montrer le lemme suivant, qui permet facilement de conclure
le raisonnement par 1’absurde :

Lemme 3.8. — Soit G un sous-groupe compact Q,-Zariski-dense de SL(d, k), avec d > 2.
Alors G contient une matrice non trigonalisable sur k.

G est un sous-Q,-groupe de Lie de SL(d, k), car ¢’est un sous-groupe compact. Soit donc
G son algebre de Lie (sur Q). C’est une sous-algébre de Lie de si(d, k), la Q,-algébre de
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Lie de SL(d, k). Elle est non réduite a 0, sinon G serait discret, donc fini, donc ne serait
pas Zariski-dense.

De plus, comme G est Q,-Zariski-dense dans SL(d, k), G est un idéal de la Q,-algébre
sl(d, k). C’est I'objet du lemme suivant :

Lemme 3.9. — Soit G C G' C GL(d,K) deuz K-groupes de Lie, ou K est un corps
local de caractéristique nulle. Soit G et G' leur algébre de Lie respective. Alors si G est
Zariski-dense dans G', G est un idéal de G’

Démonstration. — On sait que pour tout h € GG, Ad,, stabilise G. Or cette propriété s’écrit
comme 'annulation de polynomes en les coefficients de h.

On en déduit par Zariski-densité de G, que pour tout g € G’, Ad, stabilise G. Donc,
pour tout y € G', on a ady(x) € G.

C’est a dire que G est un idéal de G'. O

Or d’aprés [9], paragraphe 6, numéro 10, la Q,-algebre de Lie si(d, k) est simple. Donc
G est tout si(d, k).

I1 suffit maintenant de remarquer que sl(d, k) contient des matrices non trigonalisables
sur k. Soit x I'une d’entre elles. Quitte a multiplier x par une puissance de p, on peut
supposer qu’elle est de norme strictement inférieure a 1 et que exp(z) est dans G.

Alors exp(x) est une matrice de G’ qui est non trigonalisable sur k. En effet, ses valeurs
propres sont les exponentielles des valeurs propres de x, donc elles vivent dans le méme
corps.

Le lemme est ainsi démontré.

Ceci conclut la démonstration par I’absurde. On a bien démontré le théoréme 3.3.

3.2. Ensembles limites et H-valuation dans Q(V)

Nous disposons d'un outil pour étudier un groupe proximal I" : les ensembles limites de
'action du groupe sur les espaces P(V'), Q(V). Ils sont définis comme les plus petits fermés
invariants par I' de ces espaces (voir le lemme 3.10).

Nous introduirons ensuite la notion de H-valuation d’un ensemble de Q(V').

Cela permettra dans la prochaine partie de comprendre les conditions pour que tout
élément g proximal de I' vérifie \;(g) € H.

3.2.1. Ensembles limites. — Nous disposons de deux lemmes qui nous assurent 1’exis-
tence de ces ensembles limites. Pour les énoncer, nous avons besoin de quelques définitions
supplémentaires.

Soit I' un sous-groupe de GL(V'). On dit qu'une partie F' de V', P(V), Q(V)... est I'-
invariante si pour tout v € I', on a vF C F. On dit que I" est fortement irréductible s’il
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n’existe pas de parties F' I'-invariantes de V' égales a une réunion finie de sous-espaces
vectoriels autres que {0} et V.

Si un élément g de GL(n, k) est proximal, on note ] € P(V) la droite propre associée
a Ai(g), et y, € P(V*) la droite propre de ‘g associée & Ai(g). Le noyau de y, est 'unique
hyperplan g-invariant supplémentaire a :L‘;r. Si g et ¢g7! sont proximaux, on dit que g est
1, et ay = (z;,y,)). af est le point

o = (2;,y,) le point fixe

biproximal. Dans ce cas, on note z, = x;ll, Yy =,
fixe attracteur de g dans Q(V'). De méme, on note a; = a
répulseur de g.

Une partie A de P(V') x P(V*) est dite transverse si pour deux éléments distincts (kvy, V1)
et (kvg, V3) - ot vy et vy sont deux vecteurs de V' et Vi et V, deux hyperplans de V' - vy
n’appartient pas a V5. On reviendra sur cette notion dans la partie suivante.

On dispose de plus sur V' de la norme max dans une base fixé, que 'on notera ||.||. On
peut alors en déduire de maniére naturelle une norme sur V* toujours notée ||.||, et des
distances sur P(V) et Q(V') que I'on note toutes les deux d. On définit la distance sur P(V')

par la formule suivante :

d(z,y) = inf{[lu — v| tel que u € z,v € y, [Jv]| = ||u| =1}
On note que pour le choix de la norme fait, cet ensemble est non vide.
On dispose alors du lemme suivant :
Lemme 3.10. — Soient k un corps local et I' un sous-groupe irréductible proximal de
SL(n,k). Alors d’une part :
1. L’ensemble I'y,op des éléments proximaux de I' est encore Zariski-dense dans T’

2. Soit A% ladhérence de lensemble {x} / g € Tprog}. Tout fermé non vide I'-invariant
de P(V) contient A%.. Donc laction de T sur AL est minimale.

3. Pour tous ¢ > 0, ¥ et x= dans A%, I'ensemble
{9 € Uprow [ d(xf,2™) <, d(z,,v7) < e} est encore Zariski-dense dans I,

4. AL contient une partie transverse dense.
Et d’autre part :
1. L’ensemble I'y;, des éléments biproximaux de I' est encore Zariski-dense dans I’

2. Soit AZ adhérence de Uensemble {af / g € Ty} Tout fermé non vide T'-invariant
de Q(V) contient AZ. Donc action de T sur AR est minimale.

3. Pour touse >0, at et a= dans A?, [’ensemble
{9 €Ty [ d(a),a%) < e, d(a,,a”) < e} est encore Zariski-dense dans T'.

4. A(g contient une partie dense et transverse.



58 CHAPITRE 3. SOUS-GROUPES H-LOXODROMIQUES

Ces ensembles AP et AZ sont les ensembles limites de T sur respectivement P(V) et Q(V/).
Le deuxiéme notamment nous sera trés utile, une fois que nous aurons défini la notion de
H-valuation d’une partie de Q(V).

Nous énoncons maintenant un lemme similaire traitant des éléments loxodromiques.
Remarquons que si un élément g de SL(n, k) est loxodromique, alors son action sur la
variété des drapeaux X a un point fixe attracteur. Si g est un élément loxodromique, on
note z; ce drapeau attracteur. z; est le drapeau engendré par la base (r1,...,7,) ou
est un vecteur propre associé a la valeur propre A;. On note z;~ le drapeau z;,l.

Lemme 3.11. — Soit k un corps local et I un sous-groupe Zariski-dense qui contient un
élément loxodromique de SL(n, k). Alors :

1. L’ensemble ', des éléments lozodromiques de I est aussi Zariski-dense dans SL(n, k)

2. Soit AY Uadhérence de Uensemble {z} | g € Tiog}. Tout fermé non vide T-invariant
de X contient AX. Donc laction de T sur AX est minimale.

3. Pour tous e >0, z* et z= dans A, l'ensemble
{9 €T, [ d(zf,27) <e,d(z,,27) <&} est encore Zariski-dense dans T'.

4. A{¥ contient une partie dense et transverse.

Démonstration. — Nous renvoyons pour la démonstration de ces deux lemmes a la biblio-
graphie. Plus précisément, le point 1 est démontré dans I'appendice A.5 de [6]. Les autres
points sont démontrés dans [3]. O

3.2.2. H-valuation. — Nous introduisons maintenant la notion de H-valuation. Dans le
cas de 'article d’Y. Benoist, cette notion -appelée positivité- est reliée aux parties convexes
de 'espace projectif. Mais ici nous ne disposons pas de convexité, et donc nous devons nous
passer de cette vision des choses.

Soit a un élément de P(V) xP(V*). On note alors a = (x4, ¥, ), et on choisit arbitrairement
des vecteurs non nuls v, et f, appartenant respectivement a z, et y,. On définit n,, comme
égal 2 0si f,(vy) =0, ala classe de f,(v,) dans S sinon; et (,p = ngb_lnba (on rappelle que d
est I'indice de H dans k*). Ces grandeurs dépendent des choix faits, mais nous n’utiliserons
que des produits de ces grandeurs qui eux ne dépendront pas de ces choix.

Soit A une partie de P(V) x P(V*). On voit alors que A est transverse si pour tout
couple (a,b) d’éléments distincts de A, on a f,(vp) # 0. On dit que A est H-valuée si on
peut choisir pour tout a € A les vecteurs v, et f, de telle sorte que pour tout couple (a,b)
d’éléements de A, f,(vy) appartient & H U {0}. Enfin, si p est un entier plus grand que 2,
on dit que A est H-valuée p a p si toute partie & p éléments de A est H-valuée. Un triplet
de A est dit H-antivalué si pour tout choix des f, et v,, on peut trouver un couple (a,b)
du triplet tel que f,(vy) € H . On dit que A est H-antivaluée 3 a 3 si tous les triplets sont
H-antivalués.
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On appelle valeur d’un triplet (a,b,c) de Q(V) le produit €,pc = CapCpeCea- Il ne dépend
pas des choix effectués, car S est un groupe fini d’ordre d. On vérifie alors que le triplet
(a,b, c) est H-valué (respectivement H-antivalué) si et seulement si e, € {0,1} € SU{0}
(respectivement ((S\ {1}) U{0})).

On peut donner un critére de H-valuation :

Lemme 3.12. — Soit A une partie de P(V') x P(V*) contenant plus de J éléments, telle
qu’il existe N C A dense et transverse. Alors A est H-valué si et seulement si pour tout
quadruplet (a,b,c,e) de A, le produit nd n ' naeme vaut 0 ou 1.

En particulier A est H-valué si et seulement si il est H-valué 4 a 4.

Démonstration. — On peut supposer que A est transverse.

On voit que le produit considéré nd; lnl‘fe_ Naee ne dépend pas des choix faits. Donc si
A est H-valuée, ces produits valent 0 ou 1.

Pour la réciproque, on a par hypothéses que pour tout (a, b, c, e),

e e Mactve = 1

Si A a quatre éléments a, b, ¢ et e, alors en appliquant I’hypothése aux quadruplets
(a,b,c,e), (c,a,b,e)et (b, c,a,e) puis en faisant le produit des égalités obtenues, on obtient :
Mae Meallhe Nabley e = 1.

Donc si on choisit v, arbitrairement, on peut faire les choix de f,, vy, fp, v. et f. tels
que On a : NMoe = Nea = Mba = Tab = Neb = Me = 1. On peut choisir de plus v, et fe
tels que on a 1, = Meq = 1. Les égalités données par 'hypothése assurent alors que
Nee = Nee = Mpe = Nep = 1. 11 suffit enfin d’appliquer I’hypothése aux quadruplets du type
(a, b, a,c) pour montrer que Ny, = Mpp = Nec = Nee = 1. Donc A est bien H-valuée.

Si maintenant A a plus de quatre éléments, on commence par choisir un a arbitrairement,
et on fixe v,. On peut alors faire des choix pour toute partie de A a quatre éléments
contenant a. On vérifie alors que tous ces choix sont cohérents en regardant des parties qui
ont trois éléments en commun. On en déduit que A est H-valué. O]

3.2.3. H-valuation 3 & 3. — La H-valuation 3 & 3 joue un role particuliérement im-
portant. On peut donner un critére de H-valuation 3 a 3 :

Lemme 3.13. — Soit A une partie de Q(V') qui contient une partie A" dense et transverse.
Alors A est H-valuée 3 a 3 si et seulement si on peut faire le choix des vecteurs v, et f,
tels que pour tout couple (a,b) de points de A, on a (4 € {0, 1}.

Démonstration. — On peut & nouveau supposer A transverse.

Si on peut faire les choix comme dans 1’énoncé du lemme, alors pour tout triplet (a, b, ¢)
d’éléments de A, on a €4, = 1. Donc A est H-valuée 3 a 3.

Réciproquement, si A est H-valuée 3 a 3, alors pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de
A, on a €, = 1. On fixe un a dans A et on choisit v, ainsi que tous les f;, arbitrairement.
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On choisit alors les vecteurs v, tels que si b # a, alors (, = 1. En utilisant I’hypotheése, on
voit que si b et ¢ sont deux éléments distincts de A, alors (. = 1. ]

3.3. Action sur la H-sphére et H-proximalité

L’étude de l'action d’un élément proximal g de GL(n, k) sur I'espace projectif ne suffit
pas pour décider si sa valeur propre A;(g) est dans H.

Pour cela il faut regarder un espace plus gros qu’on appelle la H-sphére. On définit cette
H-spheére, notée S(V') comme l'ensemble (V'\ {0})/H. C’est un revétement a d feuillets de
P(V). On peut définir une distance sur S(V') a valeur dans R de la fagon suivante :

Soit |H| I’ensemble des normes d’éléments de H. Soient z € u et y € v.

On pose D(u,v) =

— 3 si % n’est pas dans |H| (¢a ne dépend pas du choix de z et y).
1

- minf{“x — /|| pour ¥ € v, avec ||y/|| = ||x||}, sinon. A nouveau cela ne dépend pas
du choix de x et de y, et on voit que dans ce cas D(u,v) < 1.

Grace a cette distance on peut construire des relevés de boules de 'espace projectif sur
S(V') de la fagon suivante : si x appartient a P(V), et que u € S(V') se projette sur z, alors
la boule de centre u et de rayon ¢ de S(V') se projette bijectivement sur la boule de centre
x et de rayon ¢ (pour € < 1).

3.3.1. Lien entre Dl’action sur la H-sphére et proximalité. — Définissons tout
d’abord la notion de H-proximalité :

Un élément g de SL(n, k) est H-proximal (resp. H-biproximal, resp. H-loxodromique) s’il
est proximal (resp. biproximal, loxodromique) et que \i(g) est dans H (resp. {A1(g), \n(9)}
est dans H, resp. toutes les valeurs propres sont dans H).

On dit de méme qu’un sous-groupe I" de SL(n, k) est H-proximal (resp. H-loxodromique)
s’il est proximal (resp. loxodromique) et que tout élément proximal (resp. loxodromique)
est H-proximal (resp. H-loxodromique).

On a vu qu’un élément de SL(n, k) est proximal si et seulement si son action sur l’espace
projectif a un point fixe attracteur. On remarque de méme que cet élément est H-proximal
si et seulement s’il a un point fixe attracteur dans S(V'). Il en a alors exactement d.

On peut alors continuer cette analyse et étudier I'action des groupes H-proximaux sur
la H-sphére. Soit I' un sous-groupe Zariski-dense de SL(n, k). On appelle A% le relevé sur
la H-sphére de 'ensemble AL

On obtient alors la propriété suivante :

Propriété 3.14. — Soit ' un sous-groupe Zariski-dense de SL(n,k). Alors T' est H-
proximal si et seulement si il existe un fermé T-invariant F' de AL tel que AY est l'union
disjointe des ensembles (aF)qes.
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Dans ce cas Uaction de I' sur F' est minimale.

Démonstration. — Supposons qu’on a ce fermé F et cette décomposition de AP. Soit alors
g un élément proximal de I'. On sait que x; appartient a A}. Soit « la classe de la valeur
propre A;(g) dans S. Soit 2™ € F un relevé de x. Alors on a par hypothése g(z%) =
art € F. Donc a = 1 et g est H-proximal.

Réciproquement, supposons que I' est H-proximal. Soit ' un fermé minimal de A$ pour
'action de T'. On sait que laction de T' sur A} est minimale, donc F se projette sur AL
Donc on sait que AS est I'union des (aF)qes. Il reste & montrer que cette union est disjointe.

Soit donc o € S tel que aF N F # (). Alors par minimalité, on obtient aF' = F. Soit
g un élément proximal de I', et T € F un relevé de x;r. L’orbite sous I' de ™ est dense
dans F', donc il existe h € T tel que h(x™) est trés proche de ax™. Alors pour n grand,
h, = g"hg™ est proximal, donc H-proximal. Or xzn est trés proche de z. Soit donc y*
proche de z* un relevé de z;} . Alors h,(y™) est trés proche de az™. Donc, comme H est
ouvert, A;(h,) a pour classe o dans S. Donc a = 1, et 'union est bien disjointe.

D’autre part, on voit que dans ces conditions ’action de I sur F' est bien minimale. [

3.3.2. Sous-groupes H-proximaux. — La question de I'existence de sous-groupes H-
proximaux est un premier pas vers la démonstration du théoréeme 3.1. Nous avons alors le
théoréme suivant :

Théoréeme 3.15. — Soit k un corps local et H un sous-groupe ouvert d’indice fini de k*.
Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :
1. SL(n, k) admet un sous-groupe Zariski dense dont tous les éléments sont H -proximau.
2. SL(n, k) admet un sous-groupe Zariski dense et H-proximal.
3. —1 appartient a H ou n est différent de 2.

Nous allons tout d’abord énoncer un autre résultat, qui nous permettra de montrer le
théoréme.

Proposition 3.16. — Considérons I' un sous-groupe proximal fortement irréductible de
SL(n,k). Alors les cing conditions suivantes sont équivalentes :

. I contient un sous-groupe Zariski-dense dont tous les éléments sont H-prorimauz.

. ' contient un sous-groupe Zariski-dense et H-proximal.

1
2
3. I' contient un sous-groupe Zariski-dense A tel que A%(V) est H-valué.
4. A(I@(V) n’est pas H-antialué trois a trois.

5

. Ag(v) contient une partie infinte transverse H-valuée.

Montrons dans un premier temps que cette proposition implique le théoréme.
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Démonstration. — L’équivalence entre le premier et le deuxiéme point du théoréme est
dans la proposition. Il reste donc a prouve que SL(n, k) contient des sous-groupes Zariski-
denses et H-proximaux si et seulement si n est différent de 2 ou bien —1 est dans H.

Commengons par un lemme qui permet de comprendre pourquoi la condition est néces-
saire

Lemme 3.17. — Soit T un sous-groupe proximal fortement irréductible de SL(n,k) pré-
servant une forme bilinéaire b. Alors on a ['alternative suivante :

— si b est symétrique, alors Ag(\/) est H-valué.

— s1 b est antisymétrique, alors si —1 n’appartient pas a H, A(g(v) est H-antiwalué 3 a 3.
Démonstration. — Soit b la forme bilinéaire préservée. Notons alors K = {g € SL(n, k) /
Yo, w : b(gv,gw) = b(v,w)}. On peut supposer I' = K. Alors ’ensemble A?(V) est lorbite
fermée de K dans Q(V'). Or cette orbite est définie comme suit : pour tout v € V', on note
v* la forme linéaire v/ — b(v,v'). Alors A% = {(v,v*) : /v € V} s'identifie a ensemble
des droites isotropes.

On choisit donc pour tout a dans AS(V) un vecteur v, arbitraire, et on pose f, = b(v,, ).

Alors, dans le premier cas, pour tout couple (a,b), on a (,, = 1. Donc pour tout triplet
(a,b,¢), €xpe =1 0u 0 et A?(V) est H-valué.

Et, dans le deuxiéme cas, pour tout couple (a,b), on a (4 = —1. Donc pour tout triplet
(a,b,c), € = —1 ou 0. Donc, si —1 n’est pas élément de H, A?(V) est H-antivalué. ]

Montrons maintenant le théoréme. Nous distinguons le cas de la dimension 2.

Cas 1 :n=2

En dimension 2, SL(2, k) préserve une forme bilinéaire symplectique. Donc pour n = 2,
il faut que —1 appartienne a H. Auquel cas, vu les choix que l'on peut faire, Ag(v) est
H-valué et donc on vérifie les conditions de la proposition 3.16.

Cas2:n>3

Il suffit maintenant de construire un triplet H-valué pour SL(n, k). En effet, A?(V’ n’est
alors pas H-antivaluée trois a trois, et la proposition 3.16 implique que I' admet un sous-
groupe Zariski-dense proximal.

Soit donc (ey, €, ..., e,) une base de k™. Soit a un élément de H de norme plus grande
strictement que 1.

Soit g € SL(n, k) dont la matrice dans cette base est :
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Soit maintenant h € SL(n,k) qui est représenté par la méme matrice mais cette fois
dans la base (€1 + 2e5 + €,,61 — €p, ..., €4).

Alors un calcul rapide montre que le triplet (a;, a, af) est H-valué. Il suffit en effet de
faire les choix suivants pour les représentants de a;r, a, et af

—ag = [(ex,€})]

- a, = [(en, €])]

—af =[(e1 + 263+ ey, €f + e —e€3)]

On a bien montré le théoréeme 3.15 gréace a la proposition 3.16. O]
3.3.3. Démonstration de la proposition 3.16. — Il faut donc maintenant démontrer

la proposition 3.16. Nous aurons besoin pour cela de trois lemmes.
Voyons tout d’abord comment construire une partie infinie H-valuée de I’ensemble limite
dans Q(V') a partir d’'un triplet H-valué :

Lemme 3.18. — Soient g un élément biprozimal de GL(k™) et a appartenant a Q(V') tels

que le triplet (a,a;,a;) soit transverse et H-valué. Alors il existe un entier i > 1 tel que
Uensemble {g"™.a / m € Z} est transverse et H-valué.

Démonstration. — On suppose - quitte a remplacer ¢ par ¢? - que g et ¢! sont H-
proximaux.

On fait les choix des vecteurs v, f, v;t et f;c de telle sorte que pour tout couple (b, ¢) du
triplet (a,a;,a;), on a m. = fy(ve) =1 € G. Clest possible car le triplet est transverse et
H-valué.

Notons v,, = ¢"™v et f,, = ¢g™f. Travaillons dans la H-sphére S(V') et pour x dans V/
notons 7 sa projection dans S. Alors, comme f;(v) = f; (v)), on sait que @, tend vers
27:{ quand n — 4o00. En effet v, tend vers aﬁ; pour un o € S, et la condition impose
a = 1. De méme, v, tend vers v, quand n — —oo. L’ouverture de H nous garantit alors
'existence de iy tel que pour tout entier i avec |i| > g, f(v;) € H. Mais alors si ¢ et j sont
deux entiers tels que |i — j| > ig, on a f;(v;) € H. Donc la famille {g”™.a /m € Z} est
transverse et H-valuée. [

Il faut maintenant arriver a construire des sous-groupes Zariski-dense. C’est I'objet du
second lemme.

Lemme 3.19. — Soit I un sous-groupe fortement irréductible et proximal de SL(n,k).
Sotentm > 2 et a{c, aét, ..., at des éléments de Ag. Alors pour tout € > 0, on peut trouver
des éléments g1, ..., gm de I tels que :

— Pour tout 1 < i < m, g; est H-biproximal.

— Pour tout 1 <1 <m, d(a},a) <eetd(a,,a;) <e.

— Pour tout p > 1, le sous-groupe A, de I engendré par (g¥)1<i<m est Zariski-dense dans
I
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Démonstration. — Nous renvoyons au lemme 7.2 de [2]|. En effet, SL(n, k) est un Q,-
groupe semisimple. Il faut cependant prendre la précaution de remplacer dans cette preuve
les g; par gjd pour assurer qu’ils sont H-proximaux. O

Un dernier lemme permettra de vérifier que les groupes construits dans le lemme précé-
dent sont composés d’éléments H-proximaux.

Lemme 3.20. — Soit E une partie finie de GL(V) formée d’éléments H-biproximaux
et telle que linverse de tout élément de E est encore dans E. Supposons que l’ensemble
A% ={a} /g € E} de Q(V) est transverse. De plus, on suppose que pour tout i > 1 le
sous groupe A; de GL(V') engendré par {g' / g € E} agit irréductiblement sur V. Alors on
peut trouver un entier 19 > 1 tel que, pour tout © > ig, on a :

— Tous les éléments de A; — {e} sont prozimaux.

— A; est H-proximal si et seulement si A% est H-valué.

- A%Z_ est H-valué si et seulement si A% est H-valué.

Démonstration. — Soit € un réel positif. Soit g un élément proximal, on dispose alors de
x et y,, et on note Y, le noyau de y;. On définit alors b.(g) = {z € P(V) /d(z,z}) < ¢}
et B(g) ={z € P(V) /d(z,Y,) > €}

On dit alors que g est e-proximal si on a : b.(g) C Bc(g), g(Be(g)) C be(g) et action de
g restreinte & B.(g) est e-lipschitzienne.

Fixons e suffisamment petit tel que, pour tout g et h distincts de E avec g # h~!, on a
be(h) C Bc(g). On peut trouver un entier iy tel que tous les g pour g un élément de E
sont e-proximaux. On note E' = {¢° / g € E} pour tout entier i.

Soit i > 4. Soit h = h;...h; un élément de A;, avec hy dans E’. On suppose (quitte a
-1

w+1> avec la notation hy = Ry .

simplifier et & conjuguer) que pour tout 1 < k <1, hy # h
Comme les hy sont dans E?, ils sont e-proximaux.

Dans ces conditions, on vérifie que pour tout 1 < k < [, on a les inclusions suivantes :
hi ... hi(be(hy)) C hg...h1(Bc(h1)) C be(hy). Donc on obtient que h(b.(h;)) C be(h;) et
on voit que la restriction de h a b.(h;) est e-lipschitzienne. Donc h admet un point fixe
attracteur dans b.(h;) et est donc proximal.

Le premier point est donc démontré.

Pour le deuxiéme point, il va falloir & nouveau travailler dans la H-spheére. Pour tout
g dans E, choisissons v; et f,; des relevés de a:; et y, dans respectivement V' et V*
tels que f, (v;) € H. Si x appartient & V', on note T son projeté dans la H-sphére. Soit
ac(g) = {v € S(V) / D(v,0;) < e}. Il est clair par construction que a.(g) se projette sur
bc(g). Donc pour tout h et i/ distincts de E* avec h' # h™!, on peut définir 1, comme
I'unique élément de S tel que on a h(ac(h')) C npprac(h). On voit que npy est la classe de

fr ().
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Si maintenant, comme pour le point précédent, on a un mot h = h; ... h; réduit avec hy
dans E, on définit ny = Npy, - - - Nhohy - On a alors h(ac(hy)) C npae(y).

Donc A; est H-proximal si et seulement si on a Vh € A; \ {e}, n, = 1. D’apreés le lemme
3.12, on voit que c’est équivalent au fait que A% est H-valué.

Pour le troisiéme point, on remarque tout d’abord que A% est inclus dans A%i. Il suffit
donc de montrer que si A% est H-valué, alors A%i I’est aussi. Raisonnons par 1’absurde.
Si A% est H-valué, A; est H-proximal. Mais si A%p n’est pas H-valué, on peut construire
grace aux deux premiers points de ce lemme et au lemme précédent un élément proximal

non H-proximal de A; \ {e}. C’est la contradiction cherchée.
[

Nous pouvons maintenant démontrer 1’équivalence de la proposition 3.16 :

Démonstration. — Le premier point implique clairement le second.

Avec le lemme 3.20 et sa démonstration, on voit que le deuxiéme point implique le
troisieme.

Du troisiéme point on en déduit facilement le quatriéme : on dispose d’une partie infinie
H-valuée, donc a fortiori un triplet.

Pour passer du quatriéme point au cinquiéme, on utilise le lemme 3.18 : soit (a,a™,a7)
un triplet transverse H-valué. D’apreés le lemme 3.10 on trouve un élément biproximal g tel
que a est trés proche de a™ et a; de a~. Donc on dispose du triplet (a,a],a, ) transverse
et H-valué. Ce qui permet d’appliquer le lemme 3.18 pour avoir une partie infinie transverse
H-valuée.

Enfin le cinquiéme implique le premier point : Soit une famille af, ..., a transverse
H-valuée. On choisit un € > 0 suffisamment petit et gy, ..., g, comme dans le lemme 3.19
+ +

, ..., ar est encore transverse et H-valuée. Soit A; le groupe
g1 gm

engendré par les g; D’aprés les lemmes 3.19 et 3.20, pour ¢ suffisamment grand, A; est

de sorte que la famille a

Zariski-dense composé d’éléments H-proximaux. O

Nous avons donc compris le comportement de la premiére valeur propre. Avec le méme
genre d’idée, on peut traiter toutes les valeurs propres simultanément. Ainsi dans la pro-
chaine partie, nous étudierons les conditions d’existence de sous-groupes H-loxodromiques
de SL(n, k).

3.4. Sous-groupes H-loxodromiques

3.4.1. La variété des drapeaux. — Le but de cette partie est de démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 3.21. — Soit k un corps local, H un sous-groupe ouvert d’indice fini de k*.
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Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. SL(n,k) contient un sous-groupe Zariski dense et dont tous les éléments sont H -
loxodromiques.

2. SL(n,k) contient un sous-groupe H -lozodromique et Zariski-dense.

3. —1 appartient a H, ou n n’est pas congru & 2 modulo 4.

La démonstration sera paralléle a la démonstration du théoréme 3.15. Il faudra cependant
étre un peu plus précis car nous travaillons maintenant avec toutes les valeurs propres
simultanément. Il faudra pour cela utiliser un soupgon de théorie des représentations.

Pour le groupe SL(n, k) on connait des représentations r; dans V; = A'k™ pour 1 < k <
n—1. On a vu que si un I' est H-loxodromique, alors tous les r;(I") sont H-proximaux. On
fixe une base (e1,...¢e,) de V

Nous travaillons dans la variété des drapeaux X ~ SL(n,k)/T* de V ou T est 'en-
semble des matrices triangulaires supérieures. Il nous faut donc définir la notion de H-
valuation pour une partie A de X.

Pour cela, définissons des fonctions ¢; de X dans Q(V}) pour tout 1 <1 <n — 1 : soit
z = (Ey = {0},...,E, = V) un drapeau de X. Alors on pose ¢;(z) égal au point de V;
représentant 1’espace vectoriel Ej.

De plus, pour tout 1 <[ < n — 1, on note a; 'image par ¢; du drapeau canonique.

On peut alors définir la notion de H-valuation dans la variété des drapeaux :

Définition 3.22. — Une partie A de X est H-valuée (resp H-valuée 3 a 3) si et seulement
si, pour tout 1 <1 < n — 1, son image ¢;(A) dans Q(V}) est H-valuée (resp H-valuée 3 a
3).

Une telle partie est H-antivaluée 3 a 3 si elle ne contient aucun triplet transverse H-valué.
On peut alors énoncer une proposition similaire & la proposition 3.16 :

Proposition 3.23. — Considérons I' un sous-groupe Zariski-dense et loxodromique de
SL(n,k). Alors on a l’équivalence suivante :

1. T" contient un sous-groupe Zariski-dense dont tous les éléments sont H-lozodromiques.
2. T' contient un sous-groupe Zariski-dense et H-loxodromique.

3. Uensemble limite A contient un triplet transverse H-valué.

La prochaine partie est consacrée a la démonstration de cette proposition.

3.4.2. H-valuation de ’ensemble limite. — La démonstration de la proposition 3.23
est trés similaire a celle de la proposition 3.16. Nous énongons donc trois lemmes analogues
aux trois lemmes utilisés plus haut.
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Lemme 3.24. — Soient g un élément biprozimal de SL(K™) et z appartenant a X tels

que le triplet (z,z;,zg’) soit H-valué. Alors il existe un entier p > 1 tel que [’ensemble

{gP".z /n € Z} est transverse et H-valué.

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 3.18. O]
Lemme 3.25. — Soit ' un sous-groupe Zariski-dense lozodromique de SL(K™). Soient
m > 2 et zf:, zéc, .oy 25 des éléments de Ay . Alors pour tout € > 0, on peut trouver des
éléments g1, ..., gm de I tels que :

— Pour tout 1 < j <m, g; est H-loxodromique.
— Pour tout 1 < j <m, d(z;j,z;r) <eetd(z,,z;) <e.
— Pour tout i > 1, le sous-groupe A; de I" engendré par (g;)lgjgm est Zariski-dense dans

I.
Démonstration. — Nous renvoyons a nouveau au lemme 7.2 de [2]. O
Le troisieme lemme se réénonce ainsi :

Lemme 3.26. — Soit E une partie finie de SL(V') formée d’éléments
H-loxodromiques et telle que l’inverse de tout élément de E est encore dans E. Supposons
que lensemble Ay = {z; /g € E} de X est transverse. De plus, on suppose que pour tout
i > 1 le sous groupe A; de SL(V') engendré par {g' | g € E} est Zariski-dense dans SL(V').
Alors on peut trouver un entier ig > 1 tel que, pour tout i > ig, on a :

— Tous les éléments A; — {e} sont loxodromiques.

— A; est H-lozodromique si et seulement si A% est H-valué.

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 3.20. O

On montre alors la proposition 3.23 de la méme maniére que la proposition 3.16, en
remplacant les lemmes 3.18, 3.19 et 3.20 par les trois lemmes ci-dessus.

Il reste donc & démontrer le théoréeme 3.21. Pour cela, le point un peu délicat est de
construire un triplet H-valué. Nous détaillons cette construction dans la partie suivante.

3.4.3. Construction d’un triplet H-valué. — Le but de cette partie est de construire
un triplet H-valué de la variété des drapeaux. Quand on ne s’intéressait qu’a la premiére
valeur propre, cette construction n’était qu’une formalité. Maintenant, il faut controler
la H-valuation du triplet dans toutes les représentations simultanément. Pour cela, nous
utilisons 'action d’un certain élément Y de M (n, k).

Commengons par une définition et un lemme. On rappelle qu’on dispose de (e, ..., e,)
une base de V.

Définition 3.27 — Soient Y appartenant & GL(n,k) et 1 <[ < n — 1. Alors on note
N(Y)=inf{k € N/ fy(Y*.0;) # 0}, ot vy = e; A ... A e appartient & Vet f; = (en_111 A
... Ne,)* appartient au dual V;* de V.
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On remarque que v; et f; sont des vecteurs de plus haut poids restreint de V; et V/*
respectivement.

Le lemme suivant explique comment utiliser ’action d’un élément Y nilpotent bien choisi.
Comme Yest supposé nilpotent, on peut passer a I’exponentielle.

Lemme 3.28. — Soient Y dans M(n,k) et 1 <1 < n— 1. Alors on peut trouvert et t'
dans H tels que pour toutl :

1. Si Ni(Y) < oo, le triplet (a;, e .a;, e .a;) est transverse.
2. Si Ni(Y) est pair, il est H-valué.
3. Si Ni(Y) est impair, le triplet et H-valué si et seulement si —1 est dans H

Démonstration. — Soit ¢; une suite de points de H tendant vers 0. Soit maintenant ¢; une
suite de points de H tels que pour tout i, ¢, — t; est élément de H (en particulier ¢; # t}).
C’est, possible car H est ouvert.

Fixons un entier 1 <[ <n — 1.

Soit N = Ni(Y). Soit (v, f;) un représentant de a;. Calculons pour tout i :

ey = (€Y f1) (e )
= filet=tYy)

(t—t)N

= S AV Nu) +o((t — t)Y)

Cette expression ne s’annule pour ¢ grand car on a supposé que t; # t,. Donc tous les

triplets (a;, e .a;, €'Y .q;) sont transverses.
N

On peut supposer v; et f; choisis de telle sorte que W € H. On sait alors que pour
1 suffisamment grand Ciyt5 Cot €t cop sont dans H car H est ouvert. Il suffit donc de vérifier
que co, Co et ¢y sont dans H. Cest bien le cas si N est pair, ou alors, si IV est impair,
il faut et il suffit que —1 soit dans H.

Donc pour un certain I, on sait que le triplet (a;, e

/ L . ..
.y, €'Y .a;) vérifie les conditions du

lemme. O

Dans le cas ot n n’est pas congru a 2 modulo 4, nous construisons maintenant un élément
Y de M(n, k) tel que Ni(Y') soit pair pour tout 1 <[ <n — 1.

Cas nl : n est impair

Posons Yy € M(n, k) défini par : Ype; = e;41 pour tout 1 < i < n, avec e,47 = 0. On
peut alors calculer N;(Yp) pour tout [ : on a N;(Yy) = I(n — ). Comme n est impair, cet
entier est pair pour tout 1 <[ <n —1.

Cas n2 : n = 2q avec ¢ pair

On définit cette fois Y; par Yie; = ej11+0; 4—1€441 pour tout 1 <4 < n. On peut calculer,
pour 1 <[ < gq, N(Y1) = N,_(Y1) =1l(n—1—1). Ces entiers sont pairs.

Il reste le probléme de la parité de N,(Y;). Montrons dans un premier temps que cet
entier est fini : il suffit de constater que fq(quQ.el A...Ney) # 0. Donc N, (Y;) est bien fini.
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On remarque alors que la représentation r, est orthogonale. C’est & dire que, d’apreés

/ 2z
tr Y.aq, etIY.aq) est H-valuée, et ce pour tout H sous-groupe

le lemme 3.17, la famille (a,, e
d’indice fini de £*. Or il y a des tels H qui ne contiennent pas —1. Donc, d’apreés le lemme
3.28, N,(Y1) ne peut pas étre impair. Comme il est fini, ¢’est donc qu’il est pair.

Tous les N;(Y;) sont donc pairs pour 1 <[ <n — 1.

Grace a ces éléments Y| et Y7, nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 3.21.

Preuve du théoreme 3.21. — L’équivalence entre le premier point et le deuxiéme est déja
prouvée dans la proposition. Il reste a montrer que SL(n,k) contient un sous-groupe
Zariski-dense et H-loxodromique si et seulement si —1 est dans H ou n n’est pas congru a
2 modulo 4

Or on remarque que la condition n non congru a 2 modulo 4 est équivalente au fait
qu’aucun des r; ne préserve une forme symplectique.

Ainsi, d’aprés le lemme 3.17, on voit que si —1 n’appartient pas & H et n = 2a est congru a
2 modulo 4, alors S L(n, k) ne contient pas de sous-groupes Zariski-denses H-loxodromiques.
En effet, la représentation r, est symplectique, donc r,(SL(n, k)) ne contient pas de sous-
groupe Zariski-dense H-proximal, donc SL(n,k) ne contient pas de sous-groupe Zariski-
dense H-loxodromique. Donc le premier point implique le deuxiéme.

Il suffit maintenant de montrer que dans les autres cas, on peut trouver des sous-groupes
Zariski-denses dont tous les éléments sont H-loxodromiques. II faut donc construire un
triplet transverse et H-valué de la variété des drapeaux.

Pour cela, on sait que le drapeau canonique z, associé a la base (ey,...,e,) est dans
Afs*(L(n, k- De plus, dans tous les cas considérés, le lemme 3.28 nous donne ¢ et ¢’ tels que le
triplet (2o, €'Y 2o, et/Yzo) est transverse et H-valué car son image dans toutes les représen-
tations 7 est (ici Y désigne Y si n est impair et Y] si n est pair).

On en déduit 'existence d’un sous-groupe de SL(n, k) Zariski-dense dont tous les élé-
ments sont H-loxodromiques d’aprés la proposition 3.23. Ainsi le deuxi‘eme point implique
le premier. O]

Le théoreme 3.21 est donc bien démontré.

Pour en déduire le théoreme 3.1, il suffit de remarquer que grace au théoréme 3.3 et
a l’équivalence entre les deux premiers points du théoréme 3.21, on a 1’équivalence entre
I'existence d'un sous-groupe Zariski-dense et H-loxodromique, et 'existence d’un sous-
groupe Zariski-dense dont toutes les matrices ont leur spectre dans H.

Concluons en donnant deux applications du théoréme 3.1 :

Corollaire 3.29. — On peut trouver dans SL,(Q,) un sous-groupe Zariski-dense dont
toutes les valeurs propres sont des carrés si et seulement si (n # 2 [4] ou p = 1[4]).
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Corollaire 3.30. — Pour tout entier n, pour tout k corps local de caractéristique 0, on

peut trouver un sous-groupe Zariski-dense de SL(n, k) dont toutes les valeurs propres sont
des cubes.
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Résumé : Cette thése étudie quelques propriétés de répartition d’orbites de réseaux
dans des variétés homogenes. Nous étudions principalement deux techniques :

— d’abord nous exploitons des résultats de mélange adélique pour étudier certains en-
sembles de matrices rationnelles dans un groupe réel compact. On montre par exemple
I’équirépartition dans des groupes unitaires d’ensembles de matrices rationnelles défi-
nies par des conditions sur les dénominateurs des coefficients. Cela méne a des résultats
d’existence de type passage local-global pour ces matrices.

— Ensuite, nous étudions la théorie des dynamiques polynomiales, issue du théoréme
de Ratner. Cela nous permet de montrer des résultats d’équirépartition d’orbites de
réseaux de SL(n,k) (k est un corps local non-archimédien de caractéristique nulle)
dans un certain espace homogéne sous ce groupe. Puis, nous montrons un analogue
S-arithmétique d’un résultat d’équirépartition di & Shah dans le cas réel.

Dans un troisiéme temps, nous abordons un probléme un peu différent : étant donnés un
corps local k de caractéristique nulle, et H un sous-groupe d’indice fini des inversibles de
k, nous montrons que le groupe SL(n, k) admet un sous-groupe Zariski-dense dont toutes
les matrices ont leur spectre inclus dans H si et seulement si —1 est dans H ou bien n n’est
pas congru a 2 modulo 4.

Mots clés : Groupes de Lie, groupes algébriques, groupes discrets, réseaux, groupes
unipotents, espaces homogénes, équirépartition, mélange, adéles, théoréme de Ratner.

Abstract : In this work, we study some properties of repartition of sets in homogeneous
spaces. We use two different techniques :

— first we apply adelic mixing in order to study repartition of sets of rational matrices
in a compact real group. We get equirepartition results in an unitary group for sets of
rational matrices defined by conditions on denominators of coefficients. This yields a
local-global principle for the existence of these matrices.

— Second we use some properties of polynomial dynamic, such as Ratner rigidity theorem.
This yields equidistribution results for orbits of a lattice of the special linear group on
a local field of characteristic 0 in an homogeneous space under this group. We also get
an S-arithmetic analogue of a theorem due to Shah in the real case.

Third, we focus on a different problem : given a local field k of characteristic 0, and H a
finite index subgroup of k*, can we find a Zariski-dense subgroup in SL(n, k) such that all
the elements have their whole spectrum inside H 7 We are able to answer this question : a
sufficient and necessary condition is that either -1 belong to H or n is not congruent to 2
modulo 4.

Keywords : Lie groups, algebraic groups, discrete groups, lattices, unipotent groups,
homogeneous spaces, equirepartition, mixing, adele, Ratner’s theorem.



