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Chapitre 1Introdu
tionL'équation de transport des parti
ules, à laquelle nous nous intéressons,intervient dans de nombreux 
hamps de la physique : le transport des neu-trons pour 
al
uler la 
riti
ité d'un réa
teur nu
léaire ainsi que pour e�e
tuerdes 
al
uls de prote
tion autour d'une sour
e de neutrons, le transport desphotons dans un plasma qui intervient aussi bien en fusion par 
on�nementinertiel qu'en astrophysique ou dans la fabri
ation du verre. On peut trouverdans les ouvrages [10, 17, 28℄ des exemples de telles appli
ations.Considérons l'équation de transport modèle dont la solution est l'intensité(ou �ux dire
tionnel) u(x, ~Ω) :




~Ω · ~∇u + σtu =
σs

4π

∫

S2

ud~Ω + Q,

u(x, ~Ω) = g(x, ~Ω), (x, ~Ω) ∈ Γ−,
(1.1)pour x appartenant à un domaine borné D dont la frontière est Γ et ~Ωappartenant à la sphère unité S2,

Γ− = {(x, ~Ω);x ∈ Γ, ~Ω · ~n < 0}, où ~n = ~n(x) désigne le ve
teur normalunitaire extérieur à Γ au point x,
g est une fon
tion non négative dé�nie sur Γ−, σa, σs, Q sont des fon
-tions non négatives dé�nies sur D, σa est la se
tion e�
a
e d'absorption, σsla se
tion e�
a
e de di�usion, σt = σs+σa est la se
tion e�
a
e totale. L'hy-pothèse σa non négative est une 
ondition su�sante pour que le problème(1.1) admette une solution qui est alors unique (système sous 
ritique). Plu-sieurs théorèmes, dont on peut trouver l'énon
é et la démonstration dans [26℄,prouvent l'existen
e de 
ette solution dans des espa
es fon
tionnels adaptésmoyennant des hypothèses de régularité sur les fon
tions σa, σs et g et l'hy-pothèse de sous-
riti
ité. Nous en énonçons la version suivante :Proposition 1 Nous faisons les hypothèses suivantes� i) σt(x) ≥ σ0 > 0,� ii) σt et σs véri�ent (p.p x ∈ D), σs(x) ≤ βσt(x), 0 ≤ β < 1,1



� iii) σs(x) ≤ M ∀x ∈ D,� iiii) Q véri�e Q ∈ L∞(D),� iiiii) g est une fon
tion positive véri�ant g ∈ L∞(Γ−),alors, le problème (1.1) admet une solution unique u dans L∞(D × S2)qui véri�e (ave
 α 
onstante > 0) :
||u||∞ ≤ sup(||g||∞, α||Q||∞).L'hypothèse ii est dite de sous-
riti
ité. Elle signi�e que le milieu n'estpas multipli
ateur 
'est-à-dire qu'une réa
tion subie par une parti
ule estsoit une di�usion soit une absorption et don
 ne peut pas 
réer plus d'uneparti
ule en sortie.Cette équation peut être utilisée 
omme équation modèle pour le trans-port des neutrons. Elle dé
rit le transport de neutrons mono
inétiques dansun milieu 
omportant deux types de 
ollision, les 
ollisions isotropes (σs in-dépendante de ~Ω) 
ara
térisées par la se
tion e�
a
e σs et les absorptions
ara
térisées par la se
tion e�
a
e σa.La résolution analytique de 
ette équation n'est possible que dans des 
astrès simples. De telles méthodes analytiques basées sur le développement du�ux dire
tionnel sur la base de fon
tions propres de l'opérateur de transportpeuvent être trouvées dans [22℄. En dehors de 
es 
as, la résolution de 
etteéquation doit se faire de façon appro
hée sur ordinateur.On trouvera une revue des méthodes de dis
rétisation de l'équation detransport des neutrons dans [58℄. Nous en donnons un bref aperçu.L'équation de transport des neutrons peut se mettre au moins sous deuxformes.La première forme (1.1) est 
elle d'une équation intégro-di�érentielle dupremier ordre dont l'opérateur intégral est obtenu en linéarisant le termede 
ollision de Boltzmann. Pour appro
her numériquement 
et opérateur,on peut 
hoisir une formule de quadrature sur la sphère unité. Ce
i permetde dé
oupler la dis
rétisation angulaire de la dis
rétisation en espa
e. Ondoit résoudre alors un système d'équations di�érentielles dont les in
onnuessont les �ux dire
tionnels qui 
orrespondent à 
es dire
tions dis
rètes. Cesont les équations aux ordonnées dis
rètes [18, 19, 23℄. Sur un maillage dudomaine spatial, on dis
rétise en espa
e l'opérateur de transport obtenantainsi un système linéaire dont sont solutions les valeurs des �ux dire
tion-nels aux noeuds du maillage. Comme pour toute méthode de 
e type, la
onvergen
e de la solution appro
hée vers la solution exa
te dépend de la�nesse du maillage en espa
e et en angle ainsi que du degré d'approximationdu �ux sur 
haque maille. Parmi les méthodes reposant sur 
ette appro
he,on peut 
iter la méthode des éléments �nis dis
ontinus [1, 3, 46, 57℄ bienadaptée aux maillages non 
artésiens. Les systèmes linéaires obtenus ne sontgénéralement pas symétriques. On peut trouver dans 
ertains 
as une nu-mérotation rendant les matri
es de 
es systèmes, triangulaires, et faire alors2



une résolution maille par maille mais l'algorithme obtenu n'est pas aisémentparallélisable.C'est pourquoi d'autres méthodes, basées sur la résolution des équationsaux ordonnées dis
rètes asso
iées à des formes du se
ond ordre de l'opérateurdu transport, ont été développées. Les propriétés de 
es formes du se
ondordre 
onduisent à la résolution de systèmes symétriques dé�nis positifs iden-tiques à 
eux provenant de la dis
rétisation d'une équation de di�usion. Onsait les résoudre ave
 des solveurs performants de type gradient 
onjugué pré-
onditionné. Citons parmi 
es méthodes, la méthode du �ux pair [4, 5, 61℄et 
elle des éléments �nis mixtes hybrides [4, 20, 21, 31℄ reposant sur uneforme mixte du se
ond ordre de l'équation du transport.La dis
rétisation préalable de la sphère angulaire 
onduit au problèmedit des e�ets de raies [45℄ dont l'exemple le plus spe
ta
ulaire est sans doutele suivant : prenons un milieu purement absorbant et une sour
e pon
tuelleen géométrie 
artésienne plane (x, y). Le �ux dire
tionnel solution des équa-tions aux ordonnées dis
rètes est nul sur tout le domaine spatial sauf sur lesdroites passant par le point où est située la sour
e et parallèles aux dire
tionsdis
rètes alors que la solution exa
te présente une symétrie sphérique autourde la sour
e. Cette anomalie vient du fait que les équations aux ordonnéesdis
rètes ne possèdent pas la propriété d'invarian
e par rotation qui est vé-ri�ée par l'équation 
ontinue. Une solution pour éviter 
e problème est dedévelopper la solution sur une base tronquée à un 
ertain ordre des harmo-niques sphériques en 3D ou des polyn�mes de Legendre en 1D. En prenantles moments de l'équation de transport par rapport à 
ette base, on obtientun système d'équations di�érentielles dont les in
onnues sont les momentsdu �ux. Ces équations sont invariantes par rotation don
 ne présentent pasle problème des e�ets de raies. Il existe de nombreuses méthodes pour ré-soudre 
es systèmes. Citons la méthode des moindres 
arrés [49, 56, 60℄ qui
onduit à la résolution de systèmes symétriques dé�nis positifs. A l'ordre 1,on obtient le système d'équations P1 équivalent dans sa forme instationnaireà l'équation des télégraphistes. Ce modèle suppose que le �ux dire
tionnelest linéaire en angle, 
e qui ne l'autorise pas à prendre par exemple la formed'un fais
eau (limite �free steaming�). Cependant, son faible 
oût de réso-lution a in
ité nombre d'auteurs à l'améliorer pour prendre en 
ompte uneanisotropie plus grande du �ux dire
tionnel. On a ainsi développé dans le
adre de l'hydrodynamique radiative les méthodes de fermeture ave
 fa
-teur d'Eddington [11, 15, 16, 47℄. Le système d'équations P1 instationnairequi est linéaire hyperbolique a également été dis
rétisé ave
 la méthode deGodounov utilisée 
lassiquement en mé
anique des �uides. Un traitementparti
ulier des termes de 
ollision a été fait par L.Gosse et Al [34℄ pour pré-server les états stationnaires. Il permet également d'obtenir la limite di�usionque nous dé�nirons dans la suite.La se
onde forme de l'équation de transport largement utilisée est saforme intégrale. C'est sur 
ette forme que sont basées les méthodes de pro-3



babilités de 
ollision [38℄ ainsi que les méthodes Monte-Carlo. Ces dernièresne né
essitent pas de maillage de la sphère angulaire unité ni dans leur ver-sion 
lassique, de maillage en espa
e. Elles sont don
 exemptes des e�ets deraies et peuvent traiter des géométries 3D 
omplexes modélisées. Ce sont desméthodes probabilistes reposant sur l'é
hantillonnage de densités de proba-bilité. Soumises à des �u
tuations statistiques, elles 
onvergent vers la solu-tion exa
te en 1√
n
où n est le nombre d'expérien
es réalisées. Elles sont bienadaptées à la résolution de problèmes où le �ux dire
tionnel n'est pas requispartout mais seulement dans une faible portion de l'espa
e des phases. Onutilise alors des estimateurs pour l'évaluer. Nous donnerons un exemple de
ette méthode par la suite. Mais nous nous intéressons plus parti
ulièrementà une 
lasse de méthodes Monte-Carlo, la méthode SIMC (Symboli
 Impli
itMonte-Carlo), qui né
essite, 
omme la méthode des probabilités de 
ollision,un maillage du domaine spatial.Pour simuler 
ette équation par une méthode de Monte-Carlo 
lassique(dite analogue 
ar elle suit la physique au plus près), on é
hantillonne lasour
e Q ainsi que la 
ondition aux limites g par des parti
ules Monte-Carloqui représentent 
ha
une un 
ertain nombre de parti
ules physiques. Soit unede 
es parti
ules de dire
tion ~Ω pla
ée en x, la probabilité P qu'elle sortedu domaine sans 
ollision est égale à e−

∫ l(x,~Ω)

0
σt(s)ds où l(x, ~Ω) = inf{s >

0 ; xs = x + s~Ω ∈ Γ}.� Etape 1On tire un nombre aléatoire uniformément réparti entre 0 et 1. Si 
enombre est inférieur à P , la parti
ule sort du domaine, on tire alors unenouvelle parti
ule, sinon, l'évènement suivant est soit une absorptionsoit une 
ollision isotrope.� Etape 2On tire une distan
e dc dont la loi de probabilité sur [0, l(x, ~Ω)] est
σt(s)e

−
∫ s

0
σt(s′)ds′

1 − P
. On dépla
e la parti
ule en x = x + dc

~Ω.� Etape 3On détermine en tirant un nouveau nombre aléatoire uniformémentréparti entre 0 et 1 si la parti
ule doit subir une absorption (probabilité
σa(x)

σt(x)
) ou une 
ollision (probabilité σs(x)

σt(x)
). Si 
'est une absorption, laparti
ule disparait et on en tire alors une nouvelle, si 
'est une 
ollision,on tire sa nouvelle dire
tion ~Ω et on revient à l'étape 1.Nous nous intéressons au 
omportement des méthodes numériques pourrésoudre (1.1) dans les milieux di�usifs. Ces milieux sont 
ara
térisés par unlibre-par
ours moyen (le libre-par
ours moyen 1

σt
est la distan
e moyenneentre deux 
ollisions) petit par rapport aux dimensions 
ara
téristiques dumilieu et par des absorptions rares par rapport aux 
ollisions isotropes. La4



méthode Monte-Carlo pré
édemment dé
rite est alors extrèmement 
oûteusepuisque 
haque parti
ule subit un grand nombre de 
ollisions avant de sortirdu domaine. Sa mar
he aléatoire s'apparente alors à un mouvement brow-nien qui peut être dé
rit par une équation de di�usion. La méthode ditede Random Walk [29℄ utilise 
ette propriété pour réduire le temps de 
al
ul
onsa
ré à la poursuite des parti
ules dans de tels milieux. Il est don
 
ru
ialde pouvoir déterminer quelle est l'équation de di�usion sous-ja
ente.Pour 
ela, en suivant [39, 54℄, on introduit un petit paramètre ε quireprésente le rapport du libre-par
ours à une dimension 
ara
téristique dumilieu et on fait la mise à l'é
helle suivante :
σt −→

σt

ε
, σa −→ εσa, Q −→ εQ. (1.2)Cette mise à l'é
helle peut être 
omprise en disant que l'é
helle spatiale dela di�usion est 1

ε
fois plus grande que 
elle du transport, que les absorptionssont rares et que le terme sour
e est petit, ainsi l'équation (1.1) devient :





~Ω · ~∇u +
σt

ε
u = (

σt

ε
− εσa)

1

4π

∫

S2

ud~Ω + εQ,

u(x, ~Ω) = g, x ∈ Γ−.
(1.3)Il est 
onnu [42℄ que le �ux intégré ũ =

1

4π

∫

S2

ud~Ω où u est solution de(1.3) véri�e l'équation de di�usion :




−~∇ · 1

3σt

~∇ũ + σaũ = Q + O(ε2)

ũ(x) =
1

2π

∫

~Ω·~n<0

√
3

2
|~Ω · ~n|H(|~Ω · ~n|)g(~Ω)d~Ω + O(ε), x ∈ Γ,

(1.4)où H(µ) est la fon
tion de Chandrasekhar [23℄.Nous allons donner les étapes de la démonstration formelle. Signalons
ependant qu'il existe un résultat de 
onvergen
e �exa
t� [26℄ mais tous lesrésultats de 
ette thèse sont étayés par des démonstrations formelles du mêmetype que 
elle qui suit.La solution u de (1.3) est la somme d'une solution uint qui est la solution�loin� des frontières du domaine et d'une solution ulim nulle en dehors d'unvoisinage de la frontière Γ− qui 
orrespond à une 
ou
he limite, soit :
u = uint + ulim.On développe uint en puissan
es de ǫ, uint =

n=+∞∑

n=0

un
intε

n puis on identi�edans (1.3) les 
oe�
ients des di�érents termes en εn pour n variant de -1 à2. On suppose que σt, σa et Q sont d'ordre 0 par rapport à ε.5



� ε = −1

u0
int = ũ0

int. (1.5)� ε = 0
~Ω · ~∇u0

int + σtu
1
int = σtũ

1
int. (1.6)� ε = 1

~Ω · ~∇u1
int + σtu

2
int = σtũ

2
int − σaũ

0
int + Q. (1.7)� ε = 2

~Ω · ~∇u2
int + σtu

3
int = σtũ

3
int − σaũ

1
int. (1.8)On rempla
e dans (1.6) u0

int par ũ0
int, on la multiplie par 1

4π
~Ω puis on intègreen ~Ω, on obtient :

1

4π

∫

S2

~Ωu1
intd~Ω = − 1

3σt

~∇ũ0
int. (1.9)On multiplie par 1

4π
l'équation (1.7), puis on intègre en ~Ω et on rempla
e

1

4π

∫

S2

~Ωu1
intd

~Ω par son expression tirée de (1.9), on obtient :
−~∇ · 1

3σt

~∇ũ0
int + σaũ

0
int = Q. (1.10)On multiplie par 1

4π
l'équation (1.8), puis on intègre en ~Ω, on obtient :

1

4π

∫

S2

~Ω · ~∇u2
intd~Ω + σaũ

1
int = 0. (1.11)Pour obtenir 1

4π

∫

S2

~Ω · ~∇u2
intd

~Ω, on applique l'opérateur ~Ω · ~∇ 1

σt
à (1.7), onintègre en ~Ω, 
e qui donne :

1

4π

∫

S2

~Ω · ~∇(
1

σt

~Ω · ~∇u1
int) +

1

4π

∫

S2

~Ω · ~∇u2
intd~Ω = 0, (1.12)on a don
 en reportant dans (1.11) :

− 1

4π

∫

S2

~Ω · ~∇(
1

σt

~Ω · ~∇u1
int) + σaũ

1
int = 0, (1.13)en remplaçant u1

int par son expression tirée de (1.6) 
'est-à-dire :
u1

int = ũ1
int −

1

σt

~Ω · ~∇ũ0
int , on obtient �nalement :

−~∇ · 1

3σt

~∇ũ1
int + σaũ

1
int = 0. (1.14)6



En multipliant (1.14) par ε et en ajoutant (1.10), on trouve que ũint véri�e :
−~∇ · 1

3σt

~∇ũint + σaũint = Q + O(ε2). (1.15)Nous allons maintenant trouver la 
ondition aux limites véri�ée par uintà l'ordre 0.Nous avons vu que u = uint + ulim, sa
hant que u(x, ~Ω) = g(x, ~Ω) sur
Γ−, ulim véri�e don
 :

{
~Ω · ~∇ulim + σtulim = σsũlim,

ulim(x, ~Ω) = g(x, ~Ω) − uint(x, ~Ω), (x, ~Ω) ∈ Γ−.
(1.16)En suivant [54℄, on introduit un système de 
oordonnées orthogonales (x, y, z)ave
 l'axe z pointant en un point xs de la surfa
e à l'intérieur du domaine.On note Θ, l'angle polaire que fait ~Ω ave
 l'axe des z et ξ l'angle azimuthal,on a alors :

~Ω · ~∇ulim = µ
∂ulim

∂z
+ (~Ω · ~∇)⊥ulim + Cbulim,où µ = cos(Θ) ∈ [−1, 1] et (~Ω · ~∇)⊥ =

√
(1 − µ2){cosξ ∂ulim

∂x
+ sinξ

∂ulim

∂y
},

Cb est un opérateur 
omplexe prenant en 
ompte la 
ourbure de la surfa
eau point xs.On suppose maintenant que dans la dire
tion des z, ulim varie sur uneé
helle de longueur 
orrespondant à ε soit le libre-par
ours, alors que sesvariations sont faibles dans les dire
tions perpendi
ulaires, l'équation (1.16)devient alors :




µ
∂ulim

∂z
+ ε(~Ω · ~∇)⊥ulim + εCbulim + σtulim = (σt − ε2σa)ũlim,

ulim(x, ~Ω) = g(x, ~Ω) − uint(x, ~Ω), (x, ~Ω) ∈ Γ−.
(1.17)On développe ulim en puissan
es de ε, ulim =

n=+∞∑

n=0

ǫnun
lim, en identi�antles termes d'ordre 0 dans (1.17), on obtient que u0

lim véri�e le problèmemonodimensionnel sur l'axe z (en prenant l'origine au point xs) :




µ
∂u0

lim

∂z
+ σtu

0
lim = σtũ

0
lim,

u0
lim(0, ~Ω) = g(xs, ~Ω) − u0

int(xs), µ > 0.
(1.18)Comme on veut que ulim soit une 
ou
he limite, on demande également que

u0
lim(∞, µ, ξ) = 0.En faisant le 
hangement de variable z′ =

∫ z

0
σt(s)ds (on omettra le ′sur le z par la suite), on obtient : 7







µ
∂u0

lim

∂z
+ u0

lim = ũ0
lim,

u0
lim(0, ~Ω) = g(xs, ~Ω) − u0

int(xs), µ > 0.
(1.19)Le problème pré
édent est un problème de demi-espa
e 
lassique en théo-rie du transport qu'on appelle problème de Milne 
onservatif. Chandrasekharl'a résolu en utilisant la te
hnique dite du invariant imbedding. Nous allonsdonner les grandes lignes de la démonstration. Tout d'abord, on a besoin durésultat suivant démontré dans [8, 9, 32℄ :Proposition 2 Soit l'équation :





µ
∂v

∂z
+ v = ṽ,

v(0, ~Ω) = h(~Ω), µ > 0.
(1.20)Notons S+

2 la demi sphère unité 
orrespondant à µ > 0.Si h appartient à L∞(S+
2 ), alors il existe une solution unique de (1.20)dans l'espa
e des fon
tions bornées L∞([0,+∞]×S2) telle que la limite notée

C(h) de v(z, ~Ω) lorsque z tend vers +∞ soit indépendante de ~Ω.Nous allons 
al
uler 
ette limite C(h) et démontrer qu'elle s'exprime enfon
tion de h à l'aide d'une fon
tion universelle H dite fon
tion de Chandra-sekhar. Pour 
ela, on 
ommen
e par intégrer (1.20) en angle, il vient :
∂µ̃v

∂z
= 0, don
 µ̃v = Cte. Cette 
onstante est nulle puisque v ne dépendpas de ~Ω lorsque z tend vers +∞. De même, en multipliant (1.20) par µ eten intégrant en angle, il vient ∂µ̃2v

∂z
= 0, 
ar µ̃v = 0, don
 µ̃2v = Cte. Onpeut 
al
uler µ̃2v en z = 0 et sa limite lorsque z tend vers l'in�ni. Ces deuxlimites sont égales, don
 :

1

4π

∫

~Ω·~n<0
µ2h(~Ω)d~Ω +

1

4π

∫

~Ω·~n<0
µ2v(0,−~Ω)d~Ω =

1

3
C(h).Le problème est maintenant de trouver une expression de∫

~Ω·~n<0
µ2v(0,−~Ω)d~Ω en fon
tion de h.On 
ommen
e par multiplier (1.20) par 1

2π
puis on l'intègre sur la variableazimuthale ξ, on obtient :





µ
∂v

∂z
+ v = ṽ,

v(0, µ) = h(µ), µ > 0.
(1.21)I
i v(z, µ) est un abus de notation pour désigner 1

2π

∫ +π

−π
v(z, ~Ω)dξ ainsi que

h(µ) pour 1

2π

∫ +π

−π
h(~Ω)dξ. 8



Chandrasekhar a démontré (voir l'annexe A) que v(0,−µ) est relié à hpar la relation suivante :
v(0,−µ) =

1

2
H(µ)

∫ 1

0

H(µ′)µ′h(µ′)

µ + µ′
dµ′, (1.22)don


C(h) =
3

2

∫ 1

0
µ2h(µ)dµ +

3

2

∫ 1

0
µ2 1

2
H(µ)(

∫ 1

0

H(µ′)µ′h(µ′)

µ + µ′
dµ′)dµ,ou en
ore

C(h) =

∫ 1

0

3

2
µ(µ +

H(µ)

2

∫ 1

0

H(µ′)µ′2

µ + µ′
dµ′)h(µ)dµ.En utilisant les égalités véri�ées par H :

1

H(µ)
=

1

2

∫ 1

0

H(µ′)µ′

µ + µ′
dµ′,qui s'obtient en faisant h = 1 dans (1.22), auquel 
as on a v(0, µ) = 1 et

∫ 1

0
H(µ′)µ′dµ′ =

2√
3
,on a don


µ +
H(µ)

2

∫ 1

0

H(µ′)µ′2

µ + µ′
dµ′ =

H(µ)√
3et on obtient �nalement

C(h) =

√
3

2

∫ 1

0
µH(µ)h(µ)dµ.On peut remarquer que si on avait v(0,−µ) = 2

∫ 1

0
µh(µ)dµ, 
e quirevient à supposer un renvoi en loi de Lambert, on aurait alors

C(h) =

∫ 1

0
(
3

2
µ2 + µ)h(µ)dµ, 
e qui revient à faire l'approximation :

√
3

2
µH(µ) ≃ 0.956µ + 1.546µ2 ± 0.0035 ≃ µ +

3

2
µ2, (1.23)véri�ée par les s
hémas numériques que nous étudions par la suite.Revenons à la résolution de (1.18), 
omme nous 
her
hons une solutionde (1.18) tendant vers 0 à l'in�ni, nous avons né
essairement

C(g(xs, ~Ω) − u0
int(xs)) = 0, 
e qui 
onduit à :

ũ0
int(xs) =

1

2π

∫

~Ω·~n<0

√
3

2
|~Ω · ~n|H(|~Ω · ~n|)g(~Ω)d~Ω,9



don
 la solution de l'équation de di�usion uint véri�e la 
ondition auxlimites de (1.4) à O(ε) près.La 
onditions aux limites véri�ée par uint à O(ε2) près s'é
rit [54℄ :
ũ(xs) + ε

0.7104

σt
~n · ~∇ũ(xs) =

1

2π

∫

~Ω·~n<0

√
3

2
|~Ω · ~n|H(|~Ω · ~n|)g(xs, ~Ω)d~Ω

+2ε(I⊥ + Iσ + IC) + O(ε2), xs ∈ Γ. (1.24)Le terme I⊥ prend en 
ompte la variation spatiale de la 
ondition aux limites
g le long de la surfa
e, Iσ la variation de σt à l'intérieur de la 
ou
he limiteet IC la 
ourbure de la frontière. Tous 
es termes s'annulent lorsque g nedépend pas de ~Ω, auquel 
as on obtient la 
ondition de Marshak :

ũ(xs) + ε
0.7104

σt
~n · ~∇ũ(xs) =

1

2π

∫

~Ω·~n<0
2|~Ω · ~n|g(xs, ~Ω)d~Ω, xs ∈ Γ.(1.25)La méthode Monte-Carlo pré
édemment dé
rite ne né
essitait pas demaillage de D × S2 
ontrairement aux méthodes auxquelles nous nous inté-ressons maintenant.Nous 
her
hons à dis
rétiser l'équation (1.1) lorsque l'approximation dela di�usion (1.4) est valide, sur un maillage optiquement épais 
'est à dire telque sa profondeur optique 
ara
téristique (σt∆x en 1D) est grande. Lorsquele s
héma numérique utilisé pour résoudre (1.1) est 
onvergent, il ne donnepas for
ément une solution 
orre
te dans 
e 
as. En e�et, son erreur de
onsistan
e tend vers 0 lorsque la profondeur optique 
ara
téristique tendvers 0, 
e qui n'est i
i pas le 
as puisque le maillage est optiquement épais.Bien sûr, si on fait tendre 
ette profondeur vers 0 en ra�nant le maillage, lasolution numérique tend vers la solution exa
te, mais 
e qui nous intéresse i
iest un s
héma pour l'équation du transport qui appro
he la solution de (1.4)lorsque ε tend vers 0 et 
e
i sur un maillage dont la taille 
ara
téristique estla distan
e 1√

3σtσa
indépendante de ε. Cette dimension 
ara
téristique devariation de la solution de (1.4) est d'ordre 0 par rapport à ǫ ave
 la mise àl'é
helle (1.2) et don
 1

ǫ
fois plus grande que le libre par
ours ( ǫ

σt
). Lorsqu'uns
héma possède 
ette propriété, on dit alors qu'il respe
te la limite di�usion.L'intérêt de 
e type de s
héma est qu'il permet de traiter en même tempsdes zones di�usives et des zones transparentes ave
 des maillages dans leszones di�usives de taille raisonnable.La te
hnique pour déterminer si un s
héma numérique de résolution del'équation du transport a la limite di�usion est d'appliquer la mise à l'é
helle(1.2) à la forme dis
rétisée de (1.1), de développer la solution numérique enpuissan
es de ǫ et de 
her
her l'équation aux di�éren
es véri�ée par son10



développement jusqu'à un 
ertain ordre. Si 
ette équation 
orrespond à unedis
rétisation 
onsistante de (1.4), le s
héma respe
te la limite di�usion.� Chapitre 2Nous nous intéressons dans le 
hapitre 2 à une 
lasse de méthodesMonte-Carlo, appelées SIMC, né
essitant un maillage de l'espa
e phy-sique. Ces méthodes reposent sur l'introdu
tion d'une in
onnue sup-plémentaire Φ fon
tion de x ∈ D. On 
her
he alors le 
ouple (u,Φ)solution de :




~Ω · ~∇u + σtu = σtΦ,
−σsũ + σtΦ = Q,

u(x, ~Ω) = g(x, ~Ω), (x, ~Ω) ∈ Γ−,

(1.26)équivalent à (1.1). Dans (1.26) en notant T l'opérateur ~Ω · ~∇+ σtI, oninverse (formellement) T , on 
al
ule :
u(x, ~Ω) = {T −1(σtΦ + g)}(x, ~Ω),puis ũ(x) =

1

4π

∫

S2

{T −1(σtΦ + g)}(x, ~Ω)d~Ω, on rempla
e alors 
etteexpression dans la se
onde équation de (1.26) et on obtient :
−σs

1

4π

∫

S2

{T −1(σtΦ)}(~Ω)d~Ω + σtΦ = Q + Qg,où Qg = σs
1

4π

∫

S2

{T −1(g)}(~Ω)d~Ω.Cette dernière équation est appro
hée par une méthode de Galerkindis
ontinue. On 
hoisit un espa
e de fon
tions F dé�nies sur D et on
her
he dans 
et espa
e, Φ tel que pour tout Ψ appartenant à F , onait :
< −σs

1

4π

∫

S2

{T −1(σtΦ)}(~Ω)d~Ω + σtΦ,Ψ >=< Q + Qg,Ψ >, (1.27)où 〈, 〉 est le produit s
alaire dans L2(D). L'espa
e F est 
onstruit ensupposant donné un maillage de D et une approximation polyn�mialede Φ (Ψ) à l'intérieur de 
haque maille. L'équation (1.27) est alors unsystème linéaire dont la solution est l'approximation polyn�miale parmor
eaux de Φ. Les termes de la matri
e de 
e système linéaire sontévalués par une méthode Monte-Carlo.Dans un milieu di�usif où la mise à l'é
helle (1.2) s'applique, en faisantle développement formel de 1

4π

∫

S2

Tε
−1d~Ω à l'ordre 2 en ε où

Tε = ε~Ω · ~∇ + σtI, on obtient :
1

4π

∫

S2

Tε
−1(σtΦ)d~Ω = { ε2

3σt

~∇ · 1

σt

~∇Φ + Φ} + O(ε3).11



En insérant 
ette expression dans (1.27), on obtient :
< (

σt

ε
− εσa)

ε2

3σt

~∇Φ,
1

σt

~∇Ψ > − < (
σt

ε
− εσa)Φ,Ψ >

+ <
σt

ε
Φ,Ψ >=< εQ + Qg,Ψ > +O(ε2).

(1.28)Dans 
ette équation, <,> pour le premier terme désigne le produits
alaire dans L2(D)
3.En identi�ant les termes d'ordre ε, on trouve que Φ véri�e :

<
1

3σt

~∇Φ, ~∇Ψ > + < σaΦ,Ψ >=< Q,Ψ > +O(ε).La question est de savoir si 
ette approximation est 
onsistante ave

elle de l'équation de di�usion (1.4). Nous allons voir que le 
hoix del'espa
e F est 
ru
ial pour répondre positivement à 
ette question. Ilfaut également donner un sens au produit s
alaire dans L2(D)
3 desgradients des fon
tions Φ et Ψ qui sont dis
ontinues. Nous détaillonsle 
al
ul de 
es termes. Nous montrons en parti
ulier que le 
hoixde fon
tions 
onstantes par mor
eaux ne permet pas de respe
ter lalimite di�usion. Cependant, si on 
hoisit 
omme espa
e F les fon
tionslinéaires dis
ontinues par mor
eaux, on montre que Φ à l'ordre 0 est
ontinue et véri�e pour tout Ψ dans l'espa
e des fon
tions 
ontinueslinéaires par mor
eaux :

<
1

3σt

~∇Φ, ~∇Ψ > + < σaΦ,Ψ >=< Q,Ψ > +O(ε),qui est la formulation variationnelle 
orrespondant à la dis
rétisationpar éléments �nis linéaires 
ontinus de (1.4).Les 
onditions aux limites font l'objet d'une étude à part en une di-mension d'espa
e, on montre que si σa = 0, la 
ondition aux limitesest au bord gau
he du domaine :
ũ =

∫ 1

0
(µ +

3

2
µ2)g(µ)dµ + O(ε)qui est une très bonne approximation de la 
ondition aux limites exa
teà 
ause de (1.23).Dans 
e 
as, la solution numérique à l'intérieur du domaine satisfait labonne 
ondition aux limites même si la 
ou
he limite n'est pas mailléeà l'é
helle du libre-par
ours (pas du maillage d'ordre ǫ).Dans le 
as général, nous pouvons prouver seulement que la 
onditionaux limites est exa
te pour g isotrope (
'est à dire indépendante de

~Ω), dans les autres 
as, il faut mailler la 
ou
he limite à l'é
helle du12



libre-par
ours pour que la solution di�usive ait la bonne 
ondition auxlimites.On présente des tests numériques en une et deux dimensions d'espa
eillustrant les résultats de l'analyse asymptotique. On 
ompare ainsi lasolution exa
te donnée par l'équation de di�usion (1.4) à la solutionappro
hée donnée par la méthode SIMC quand on fait tendre ε vers 0.On voit 
lairement sur 
es tests que le 
hoix de fon
tions linéaires parmor
eaux permet d'obtenir la limite di�usion au 
ontraire des fon
tions
onstantes par mor
eaux. Par 
ontre, pour des 
as transparents, nousn'observons pas de gain notable en pré
ision ave
 les fon
tions linéairespar mor
eaux. L'erreur en norme L1 reste d'ordre 1 dans les deux 
as.Dans les milieux di�usifs, le terme signi�
atif d'ordre ε qui permet dedis
rétiser l'opérateur de di�usion soit ε <
1

3σt

~∇Φ, ~∇Ψ > (équation(1.28)), est la somme de deux termes de signes opposés d'ordre 1

ǫ(< (
σt

ε
)

ε2

3σt

~∇Φ,
1

σt

~∇Ψ > − <
σt

ε
Φ,Ψ > et <

σt

ε
Φ,Ψ >) qui sontévalués par une méthode Monte-Carlo. Le nombre de parti
ules né
es-saire pour évaluer pré
isément 
et opérateur dis
ret est prohibitif. Ilest alors tentant d'appro
her dans le domaine di�usif la solution del'équation de di�usion beau
oup moins 
oûteuse à résoudre que 
elledu transport.De nombreuses méthodes [7, 27, 25, 30, 33, 37℄ existent pour 
ouplerla résolution des deux équations. Elles reposent sur la dis
rétisationde l'équation de di�usion dans le milieu di�usif et l'introdu
tion d'une
ondition de 
ouplage entre les milieux transparents et di�usifs baséesur la 
ondition aux limites de Marshak (1.25) ou de Chandrasekhar(1.24) prenant en 
ompte l'anisotropie du �ux in
ident. Pour éviter le
hoix déli
at de la détermination de la frontière, des auteurs [27℄ ontproposé d'introduire une zone tampon dans laquelle on résout à la foisles équations de di�usion et de transport.Les auteurs de [25, 37℄ utilisent la méthode SIMC ave
 des fon
tions

Φ 
onstantes par mor
eaux. Ils se donnent a priori une dis
rétisationde l'opérateur de di�usion dans le milieu di�usif qu'ils résolvent defaçon déterministe. La 
ondition de 
ouplage est traitée de façon 
om-plètement impli
ite si bien qu'il n'est pas né
essaire d'itérer sur larésolution des équations de transport et de di�usion. Ils obtiennent au�nal un système linéaire dont les in
onnues sont les valeurs de Φ danstout le domaine. L'auteur de [30℄ utilise la méthode Monte-Carlo 
las-sique dite analogue déjà dé
rite dans le milieu transparent et résouten Monte-Carlo une équation de di�usion dis
rétisée. Dans 
es deuxappro
hes, le 
hoix de la dis
rétisation de l'opérateur de di�usion ainsi13



que de la 
ondition de 
ouplage est arbitraire. Comme notre méthodeMonte-Carlo possède la limite di�usion, 
e qui n'est pas le 
as de laméthode SIMC utilisée dans [25, 37℄, nous pouvons 
onstruire une mé-thode hybride dans laquelle on dis
rétise l'équation de di�usion ave
l'opérateur dis
ret obtenu par notre étude asymptotique. Les résultatsde 
ette méthode hybride sont don
 identiques (à O(ε) près) à 
eux dela méthode SIMC tout Monte-Carlo lorsque le 
hoix de la frontière est
orre
t dans la méthode hybride et le nombre de parti
ules su�santdans la méthode tout Monte-Carlo.On obtient ainsi dans le domaine di�usif une dis
rétisation de l'équa-tion de di�usion par une méthode de type Galerkin dis
ontinu. La
ondition de 
ouplage entre les domaines transparents et di�usifs estégalement dérivée de l'analyse asymptotique. On montre sur des testsnumériques en une dimension d'espa
e que 
ette méthode permet debien restituer la 
ou
he limite qui apparaît lorqu'un rayonnement ani-sotrope provenant d'un milieu transparent est appliqué sur un milieudi�usif, sans avoir à la mailler à l'é
helle du libre-par
ours. En deuxdimensions d'espa
e, dans les milieux di�usifs, pour un sommet donnédu maillage, des termes d'ordre ε que nous appellerons termes de 
oins
ouplent les valeurs de Φ 
orrespondant à 
e sommet. On peut 
al
uleranalytiquement 
es termes mais la 
ondition de 
ouplage entre do-maines transparents et di�usifs obtenue par notre étude asymptotiquesemble di�
ile à simuler. C'est pourquoi, nous nous sommes tournésvers une autre méthode pour réduire le bruit statistique.� Chapitre 3Nous reprenons des idées développées dans [13℄ pour diminuer le 
oûtde 
ette méthode. Pour 
ela, on introduit la fon
tion in
onnue D =
u − Φ qui représente l'é
art de la solution à l'équilibre et on résout lesystème :





~Ω · ~∇D + σtD = −~Ω · ~∇Φ,

−σsD̃ + σaΦ = Q,

D(x, ~Ω) = g(x, ~Ω) − Φ(x), (x, ~Ω) ∈ Γ−,

(1.29)équivalent à (1.1). On a alors :
D(x, ~Ω) = {T −1(−~Ω · ~∇Φ + (g − Φ)Γ−)}(x, ~Ω), don

D̃(x) =

1

4π

∫

S2

{T −1(−~Ω · ~∇Φ + (g − Φ)Γ−)}(x, ~Ω)d~Ω, on inje
te alors
ette expression dans la se
onde équation de (1.29) et on obtient :
σs

1

4π

∫

S2

{T −1(~Ω · ~∇Φ + ΦΓ−)}(~Ω)d~Ω + σaΦ = Q + Qg,ave
 Qg(x, ~Ω) = σs
1

4π

∫

S2

{T −1(g)}(x, ~Ω)d~Ω.14



Dans les milieux di�usifs, on obtient (1.28) mais le terme signi�
atifd'ordre ε qui permet de dis
rétiser l'opérateur de di�usion soit :
ε <

1

3σt

~∇Φ, ~∇Ψ > est égal à σt

ε

1

4π

∫

S2

{T −1
ε (~Ω · ~∇Φ + ΦΓ−)}(~Ω)d~Ω.Pour évaluer 
e terme, on é
hantillonne des termes sour
e d'ordre 0 parrapport à ε alors que dans la méthode pré
édente 
es termes étaientd'ordre 1

ǫ
. Le nombre de parti
ules né
essaire pour évaluer pré
isément
et opérateur dis
ret est don
 inférieur d'un ordre à 
elui de la méthodeexposée au 
hapitre pré
édent.Ce
i nous permet d'obtenir une méthode identique à la méthode pré-
édente (dans la limite où le nombre de parti
ules Monte-Carlo estgrand) mais plus pré
ise et robuste dans les milieux di�usifs pour unnombre de parti
ules Monte-Carlo donné. On présente dans 
e 
ha-pitre des tests numériques montrant le gain en temps 
al
ul obtenupar rapport à la méthode pré
édente. On a également 
onstruit, en 2dimensions d'espa
e, un 
as di�usif pour lequel le maillage ne permetpas une bonne 
on
ordan
e entre la solution exa
te et 
elle donnée parles éléments �nis linéaires 
ontinus. On observe un bon a

ord entre lasolution donnée par la méthode SIMC linéaire et 
elle donnée par leséléments �nis linéaires 
ontinus, 
e qui 
onforte les résultats de notreanalyse asymptotique.� Chapitre 4Un travail important a déja été fait pour étudier des méthodes dé-terministes ayant la limite di�usion. Des exemples de telles méthodessont la méthode des éléments �nis dis
ontinus, la méthode linéaire 
a-ra
téristique ainsi que la méthode SCB [1, 44, 40℄. Nous faisons dansle 
hapitre 4 le même travail qu'au 
hapitre 2, 
ette fois-
i pour leséléments �nis linéaires dis
ontinus en 2D plan et 
ylindrique sur desmaillages 
omposés de triangles.On appro
he l'équation (1.1) par une méthode de Galerkin dis
ontinue,on 
her
he pour ~Ω �xé, u(., ~Ω) dans l'espa
e F des fon
tions dé�niessur D linéaires dis
ontinues par mor
eaux, telle que pour tout Ψ dans

F , on ait :
{

< ~Ω · ~∇u + σtu,Ψ >=< σsũ,Ψ > + < Q,Ψ >,

u(x, ~Ω) = g(x, ~Ω), (x, ~Ω) ∈ Γ−,
(1.30)
e qui revient à 
her
her sur 
haque triangle T , uT linéaire telle quepour toute fon
tion Ψ linéaire sur T , on ait :





− < uT , ~Ω · ~∇Ψ > +

∫

ΓT

ds(~Ω · ~n)uΨ+ < σtuT ,Ψ >

=< σsũT ,Ψ > + < Q,Ψ >,

u(x, ~Ω) = g(x, ~Ω), (x, ~Ω) ∈ Γ−.

(1.31)15



La valeur de u sur la frontière ΓT est la restri
tion de uT sur Γ si
~Ω · ~n > 0 et dans le triangle T ′ adja
ent à T par ΓT si ~Ω · ~n < 0, où ~nest le ve
teur de la normale unitaire extérieure à T .Après 
ondensation des termes de masse < σtuT ,Ψ > et < σsũT ,Ψ >,on peut mettre 
e s
héma sous la forme d'un s
héma aux volumes�nis. Pour un triangle donné T de sommets A,B,C, on 
onstruit lestrois sous-volumes VA, VB , VC , où par exemple VA est le sous-volumedont la frontière ΓA joint A, les milieux des 
�tés AB et AC et lebary
entre G du triangle T . On 
her
he alors, sur 
haque triangle letriplet (uT,A, uT,B , uT,C) solution du système linéaire de trois équationsdont 
elle relative à VA s'é
rit :

∫

ΓA

ds(~Ω · ~n)u + σtuT,AVA = σsũT,AVA + QAVA. (1.32)Le terme de bord est dé
entré de la façon suivante : sur les 
�tésjoignant les milieux des 
�tés et le bary
entre, u est pris égal à
uG = 1

3(uT,A + uT,B + uT,C), sur les deux segments joignant A aumilieu des 
�tés AB et AC, u est pris égal à la restri
tion de uT sur
es segments si ~Ω·~n est positif et à la restri
tion de uT ′ sur 
es segmentsdans le 
as 
ontraire, le triangle T ′ étant adja
ent à T par 
e 
�té.Pour rendre le s
héma en
ore plus robuste, on peut également 
onden-ser 
es termes de bord en supposant que la restri
tion de u aux seg-ments joignant le point A aux milieux des 
�tés AB et AC est 
onstanteet égale à sa valeur dans VA ou à sa valeur dans le sous-volume adja-
ent suivant le signe de ~Ω ·~n. Le terme de bord par sous-volume ne faitplus alors intervenir que la valeur de u dans le sous volume VA ou lessous-volumes 
orrespondants dans les triangles adja
ents. Par 
ontre,on garde la valeur uG sur les deux segments joignant G aux milieuxdes 
�tés AB et AC.On peut montrer [46℄ qu'il existe au moins une numérotation des tri-angles qui permet de les ranger de telle façon que les triangles T ′ ad-ja
ents à T qui �é
lairent� T (
ela signi�e que ~Ω ·~n est négatif, ~n étantle ve
teur unitaire porté par la normale au 
oté 
ommun de T et T ′dans le sens de T vers T ′) aient un numéro inférieur à 
elui de T . Cettepropriété permet de rendre la matri
e globale du système linéaire, tri-angulaire inférieure par blo
s de matri
es (3, 3), 
e qui autorise unerésolution rapide. Cette propriété s'étend aux polygones 
onvexes endeux dimensions d'espa
e. Par 
ontre, elle n'est plus vraie en troisdimensions.Contrairement à la méthode SIMC, il faut dis
rétiser la sphère angu-laire S2. On 
hoisit des dire
tions dis
rètes ~Ωm [18℄ et on se donneune formule de quadrature pour évaluer ũ(x) ≃
∑

m

wmu(x, ~Ωm). On
her
he alors um(.) = u(., ~Ωm) dans F , telle que pour tout Ψ dans F ,16



on ait :




< ~Ω · ~∇um + σtum,Ψ >=< σs

∑

m

wmum,Ψ > + < Q,Ψ >,

um(x) = g(x, ~Ωm), (x, ~Ωm) ∈ Γ−. (1.33)Le problème pré
édent se traite généralement par la méthode de lasour
e itérée qui 
onsiste à supposer le se
ond membre 
onnu à l'ité-ration pré
édente, à 
al
uler um pour toutes les dire
tions m, 
al
ulerle �ux intégré ∑m wmum et itérer. Si le système véri�e les hypothèsesde sous-
riti
ité, on peut démontrer que le système itératif 
onvergebien que 
ette 
onvergen
e puisse être extrèmement lente dans les mi-lieux di�usifs, auquel 
as, on peut a

élérer le pro
essus itératif par laméthode de la di�usion synthétique [6℄ qui 
onsiste à résoudre entre
haque itération de la sour
e itérée, une équation de di�usion. Lors-qu'on applique la mise à l'é
helle (1.2), l'équation (1.33) devient :




< ~Ω · ~∇um +
σt

ε
um,Ψ >=< (

σt

ε
− εσa)

∑

m

wmum,Ψ > + < εQ,Ψ >,

um(x) = g(x, ~Ωm), (x, ~Ωm) ∈ Γ−. (1.34)On montre dans 
e 
hapitre que, pour les deux s
hémas envisagés ave

ondensation de la matri
e de masse et éventuellement des termes debord, en supposant que la formule de quadrature angulaire véri�e 
er-taines propriétés, ũ =
∑

m wmum à l'ordre 0 en ε est une fon
tion
ontinue linéaire par mor
eaux qui véri�e pour toute fon
tion Ψ 
onti-nue linéaire par mor
eaux :




<
1

3σt

~∇ũ, ~∇Ψ > + < σaũ,Ψ >=< Q,Ψ >,

ũ(x) =
1

2π

∫

~Ω·~n<0

√
3

2
|~Ω · ~n|H(|~Ω · ~n|)g(~Ω)d~Ω, x ∈ Γ,

(1.35)
< σaũ,Ψ > étant également 
ondensé.La 
ondition aux limites n'est véri�ée sous 
ette forme ave
 l'approxi-mation (1.23) qu'en une dimension d'espa
e et dans un 
as parti
ulier,en deux dimensions. Dans le 
as général, elle n'est véri�ée que pour gisotrope. On remarque qu'on obtient le même s
héma limite que pourla méthode SIMC linéaire.� Chapitre 5Dans le 
hapitre 5, nous montrons le lien existant entre la 
lasse deméthodes Monte-Carlo étudiées au 
hapitre 2 et les méthodes déter-ministes étudiées au 
hapitre 4. Nous expliquons le fait qu'elles aient17



la même limite di�usion. Nous nous plaçons dans le même 
adre quedans le 
hapitre 2, 
'est à dire que nous 
her
hons à résoudre (1.26),soit : 



~Ω · ~∇u + σtu = σtΦ,
−σsũ + σtΦ = Q,

u(x, ~Ω) = g(x, ~Ω), (x, ~Ω) ∈ Γ−,équivalent à (1.1). On 
ommen
e par dis
rétiser ave
 la méthode deséléments �nis linéaires dis
ontinus la première équation, on suppose
Φh linéaire par mor
eaux, on 
her
he uh linéaire par mor
eaux telleque quelle que soit Ψh linéaire par mor
eaux, on ait :

< ~Ω · ~∇uh + σtuh,Ψh >=< σtΦh,Ψh > .Ce
i permet de trouver
ũh(x) =

1

4π

∫

S2

{Th
−1(σtΦh + g)}(x, ~Ω)d~Ω.On peut remarquer que l'opérateur Th est dis
rétisé (Th est une ma-tri
e), alors que dans la méthode SIMC, il est 
ontinu, la dis
rétisa-tion n'intervenant qu'après le report de u dans la se
onde équationde (1.26). Puis, on inje
te 
ette expression dans la se
onde équationde (1.26) et on 
her
he Φh, telle que quelle que soit Ψh linéaire parmor
eaux, on ait :

< −σs
1

4π

∫

S2

{Th
−1(σtΦh + g)}(~Ω)d~Ω + σtΦh,Ψh >=< Q,Ψh > .(1.36)Cette appro
he a, en apparen
e, un intérêt pratique limité puisque le
al
ul de Th

−1 né
essite l'inversion d'une matri
e, 
e qui est très 
oû-teux. Cependant, 
ette appro
he 
onstitue une alternative prometteuseà la résolution 
lassique par la méthode de la sour
e itérée a

éléréepar la di�usion synthétique qui dans 
ertains 
as n'est pas e�
a
e. Enfait, l'inversion de Th n'est pas né
essaire. La résolution de (1.36) peutse faire par une méthode itérative de Krylov dans laquelle à 
haqueitération, on résout l'équation de transport ave
 un se
ond membre
onnu. Ave
 un pré
onditionnement e�
a
e reposant sur la résolutionde l'équation de di�usion asso
iée, 
ette méthode peut s'avérer pluse�
a
e que la méthode de la sour
e itérée. On trouve dans [51℄ unebonne introdu
tion à 
es méthodes pour résoudre l'équation du trans-port.Dans un milieu di�usif où la mise à l'é
helle (1.2) s'applique, on fait ledéveloppement de 1

4π

∫

S2

T −1
h,ε d~Ω à l'ordre 2 en ε au niveau dis
ret, en18



d'autres termes, on 
her
he le développement asymptotique de l'inversede la matri
e Th,ε où Th,ε = (ε~Ω · ~∇ + σtI)h, on obtient :
<

1

4π

∫

S2

T −1
h,ε (σtΦh)(., ~Ω)d~Ω,Ψh >= − <

ε2

3σt

~∇Φh,
1

σt

~∇Ψh >

+ < Φh,Ψh > +O(ε3).En insérant 
ette expression dans (1.36), on obtient :
< (

σt

ε
− εσa)

ε2

3σt

~∇Φh,
1

σt

~∇Ψ > − < (
σt

ε
− εσa)Φh,Ψh >

+ <
σt

ε
Φh,Ψh >=< εQ + Qg,Ψh > +O(ε2).En identi�ant les termes d'ordre ε, on trouve que Φh véri�e :

<
1

3σt

~∇Φh, ~∇Ψh > + < σaΦh,Ψh >=< Q,Ψh > +O(ε),soit la même formulation variationnelle à l'ordre 0 qu'ave
 la méthodeSIMC linéaire, les di�éren
es n'intervenant que dans le terme en O(ε).

19



Chapitre 2Analyse asymptotique de laméthode Symbolique Impli
iteMonte CarloCe 
hapitre reprend dans ses grandes lignes l'arti
le [24℄.2.1 Introdu
tionLes méthodes Monte-Carlo sont utilisées en 3D depuis longtemps 
arelles sont simples à mettre en oeuvre et qu'elles peuvent traiter des géomé-tries 
omplexes qui seraient di�
iles à traiter ave
 une méthode détermi-niste. Mais une analyse de leur 
omportement en milieu di�usif, 
'est-à-direquand la mise à l'é
helle (1.2) s'applique, n'a pas en
ore été faite. Notre butest d'analyser une méthode Monte-Carlo parti
ulière de la même façon queles méthodes déterministes : la méthode Monte-Carlo Symbolique impli
ite(SIMC : Symboli
 Impli
it Monte Carlo) [37, 12℄. Cette méthode 
onsiste àrésoudre le système :




~Ω · ~∇u + σtu = σtΦ,

−σs
1

4π

∫

S2

ud~Ω + σtΦ = Q,
(2.1)équivalent à (1.1) (ave
 les mêmes 
onditions aux limites). Dans la mé-thode SIMC, on 
ommen
e par mailler l'espa
e, 
e qui n'est pas né
essaireave
 les méthodes Monte-Carlo usuelles. On 
al
ule la matri
e qui fournit

σt
1

4π

∫

S2

ud~Ω, fon
tion de Φ dans la première équation de (2.1). En rempla-çant σs
1

4π

∫

S2

ud~Ω dans la se
onde équation de (2.1) par 
ette fon
tion de
Φ, on obtient un système linéaire dont la solution est Φ. On peut prouverl'équivalen
e pour 
ette équation modèle entre la méthode des probabilités20



de 
ollision [10℄ et la méthode SIMC. Mais la méthode SIMC est le plussouvent utilisée en photonique pour résoudre :




∂u

∂t
+ ~Ω · ~∇u + σtu = σtΦ,

γ
∂Φ

∂t
− σt

1

4π

∫

S2

ud~Ω + σtΦ = Q.
(2.2)La se
onde équation dans (2.2) est l'équation de l'énergie éle
tronique où Φest la température éle
tronique et γ la 
apa
ité 
alori�que. Ce système prendune forme analogue à (2.1) après dis
rétisation impli
ite en temps de ∂Φ

∂t
.





∂u

∂t
+ ~Ω · ~∇u + σtu = σtΦ,

−σt
1

4π

∫

S2

ud~Ω + (σt +
γ

∆t
)Φ = Q + γ

Φ0

∆t
.

(2.3)Aussi, toutes les 
on
lusions que nous pouvons tirer de l'étude de la méthodeSIMC pour résoudre (2.1) peuvent être appliquées à (2.3).Dans les problèmes d'hydrodynamique radiative, à 
ause de la 
omplexitédes géométries qui évoluent dans le temps et de la dépendan
e en tempsde u, les 
oe�
ients de la matri
e sont 
al
ulés en utilisant une méthodeparti
ulaire.La méthode des probabilités de 
ollision est plut�t utilisée en neutro-nique stationnaire sur une géométrie 
omposée d'éléments �simples�. Aussi,le 
al
ul des probabilités de 
ollision peut être fait analytiquement.Nous nous intéressons au 
omportement de la méthode SIMC dans les ré-gions optiquement épaisses. Dans 
es régions, seules les parti
ules traversantles 
loisons des mailles 
ontribuent au 
al
ul des éléments de la matri
e, aumoins dans la méthode originale. Il s'ensuit que lorsque la taille des maillesest beau
oup plus grande que le libre-par
ours, un grand nombre de parti-
ules est né
essaire pour obtenir des résultats ayant un sens. La question quise pose est alors : si le nombre de parti
ules est su�sant pour 
al
uler pré
i-sément la matri
e, le système linéaire obtenu 
orrespond-il à une dis
rétisa-tion 
onsistante de l'équation de di�usion ? Autrement dit, résolvons-nous labonne équation dans un milieu di�usif ? Nous allons prouver que la méthodeoriginale donne une mauvaise solution dans 
es régions et qu'il nous fautl'améliorer pour obtenir une dis
rétisation 
onsistante de l'équation de di�u-sion. Cette di�
ulté pour obtenir le 
omportement 
orre
t en milieu di�usifest 
onnue depuis longtemps (voir [48℄ pour une 
ontribution ré
ente) : nousprésentons i
i une analyse rigoureuse de 
ette faiblesse.Dans la se
tion 2.2, nous dé
rivons la méthode SIMC pour des fon
tions debase 
onstantes par mor
eaux telle qu'elle a été pour la première fois intro-duite [12, 37℄ et 
omment elle peut être étendue à des fon
tions de base plus21



générales. Pré
isons que pour améliorer la méthode des probabilités de 
olli-sion, 
ette extension avait déjà été envisagée [38℄. Cependant, le problème desa pré
ision en milieu di�usif n'avait pas alors été abordé. Nous appliquonsensuite dans la se
tion 2.3 une mise à l'é
helle au s
héma obtenu pour étu-dier la limite di�usion. En�n, nous illustrons dans la se
tion 2.5, les résultatsthéoriques ave
 des simulations numériques en 1D et 2D.2.2 Extension de la méthode SIMCDans 
ette se
tion, nous rappelons les prin
ipales 
ara
téristiques de laméthode SIMC et dé
rivons son extension à des éléments de degré supérieur.Pour plus de simpli
ité, nous 
ommençons par supposer que l'intensité en-trante g est nulle.Prenons u(x, ~Ω) où x ∈ D et ~Ω ∈ S2 solution de l'équation de transport :
{

~Ω · ~∇u + σtu = σtΦ,
−σsũ + σtΦ = Q,

(2.4)où ũ(x) =
1

4π

∫

S2

u(x, ~Ω)d~Ω. Dans la méthode SIMC, nous nous intéressonsgénéralement à l'intensité intégrée ũ plut�t qu'à la dépendan
e angulaire de
ette intensité.Supposons le domaine D maillé en N mailles (Ti)i∈(1,N) et dé�nissonsdes fon
tions de base (χl
i(x))l∈(1,L) pour 
haque maille Ti telles que

L∑

l=1

χl
i(x) = 1Ix∈Ti

, χl
i(x)χl′

i′(x) = 0 pour i 6= i′.Nous pouvons exprimer Φ 
omme
Φ(x) =

∑

i,l

φl
iχ

l
i(x). (2.5)Nous appro
hons (2.4) par le système suivant :

{
~Ω · ~∇u + σtu = σtΦ,

〈−σsũ + σtΦ − Q,χl′

i′〉 = 0,∀i′ ∈ (1,N),∀l′ ∈ (1, L),
(2.6)où 〈, 〉 est le produit s
alaire dans L2(D) (normalisé de telle sorte que

〈1Ix∈Ti
, 1Ix∈Ti

〉 = Vi) 
'est-à-dire que nous 
her
hons une solution faibledu système (2.4) dans un espa
e d'éléments �nis dis
ontinus. Pour plus desimpli
ité, dans 
e 
hapitre, nous utiliserons la même notation pour la so-lution exa
te u et la solution appro
hée. Grâ
e à la linéarité de (2.6) parrapport à Φ, la solution de (2.6) peut être exprimée 
omme :
u(x, ~Ω) =

∑

i,l

φl
iu

l
i(x, ~Ω), (2.7)22



où la fon
tion ul
i(x, ~Ω) est solution de :

{
~Ω · ~∇ul

i + σtu
l
i = σtχ

l
i,

ul
i(x, ~Ω) = 0, x ∈ Γ , ~Ω · ~n < 0.

(2.8)La 
ondition aux limites est équivalente à ul
i(x, ~Ω) = 0, x ∈ Γi , ~Ω · ~n < 0 où

Γi est la frontière de la maille Ti. En mettant (2.5) et (2.7) dans le système(2.6), en supposant que σt et σs sont 
onstantes par maille, on obtient :




~Ω · ~∇ul
i + σtu

l
i = σtχ

l
i,∑

i,l

(bl,l′

i,i′ −
σs(i

′)

σt(i′)
al,l′

i,i′)φ
l
i = 〈Q,χl′

i′〉,∀i′ ∈ (1,N),∀l′ ∈ (1, L),

ul
i(x, ~Ω) = 0, x ∈ Γ , ~Ω · ~n < 0,

(2.9)où nous avons noté al,l′

i,i′ = σt(i
′)〈ũl

i, χ
l′
i′〉 et bl,l′

i,i′ = σt(i
′)〈χl

i, χ
l′
i′〉.Le système (2.9) est résolu en trois étapes. Premièrement, on 
her
he lasolution des équations (2.8) pour tous les indi
es (i, l). En fait, 
omme nousne 
her
hons pas une des
ription angulaire de ul

i mais seulement la quantitéintégrée al,l′

i,i′ , une méthode parti
ulaire est bien appropriée. Ensuite, 
onnais-sant les matri
es A = (al,l′

i,i′)1≤i,i′≤N,1≤l,l′≤L et B = (bl,l′

i,i′)1≤i,i′≤N,1≤l,l′≤L, nousrésolvons le système linéaire dont les in
onnues sont les φl
i :

∑

i,l

(bl,l′

i,i′ −
σs(i

′)

σt(i′)
al,l′

i,i′)φ
l
i = 〈Q,χl′

i′〉, ∀i′,∀l′. (2.10)Ce
i donne Φ par (2.5) et �nalement nous en déduisons la proje
tion de ũsur l'espa
e des fon
tions tests : 〈ũ, χl
i〉 =

〈σtΦ − Q,χl
i〉

σs
.Si au lieu de ũ, on 
her
he une quantité G (telle que u(x, ~Ω) pour un pointparti
ulier x0 et une dire
tion parti
ulière ~Ω0), il est alors né
essaire de
al
uler durant la traje
tographie des parti
ules l'opérateur linéaire reliant

G à Φ. Une fois Φ 
onnue, G est obtenue simplement par un produit s
alaire.Remarque 1 : La méthode SIMC peut s'étendre au 
as où le terme de 
ol-lision et le terme de sour
e extérieure sont anisotropes.Les détails de 
ette extension sont donnés dans l'annexe B.1.Remarque 2 : Soit (Φi)1≤i≤N la solution de (2.10) ave
 L = 1, alors
(ũi)1≤i≤N où ũi =

σt(i)Φi − Qi

σs
est solution de l'équation des probabilitésde 
ollision, 
'est-à-dire pour tout i′,

σt(i
′)Vi′ ũi′ =

∑

i

ViPi,i′(σs(i)ũi + Qi),23



Pi,i′ étant la probabilité de 
ollision d'une parti
ule dans la maille i′ sa-
hant qu'elle est née dans la maille i.Les détails de la preuve sont donnés dans l'annexe B.2.Remarque 3 : La matri
e du système linéaire obtenu par la méthode SIMCdans le 
as où le terme de 
ollision et le terme de sour
e extérieure sontisotropes est symétrique, 
'est une M-matri
e à diagonale stri
tement do-minante dans le 
as où L = 1 et symétrique dé�nie positive dans tous les
as.Les détails de la preuve sont donnés dans l'annexe B.3.Pour prendre en 
ompte une 
ondition aux limites non homogène g, onintroduit une se
onde fon
tion auxiliaire ub, solution de
{

~Ω · ~∇ub + σtub = 0,

ub(x, ~Ω) = g, x ∈ Γ , ~Ω · ~n < 0,
(2.11)et le se
ond membre du système linéaire (2.10) 〈Q,χl′

i′〉 est rempla
é par
〈Q + σsũb, χ

l′
i′〉.Dans la méthode originale SIMC, Φ était supposée 
onstante par maillepour 
haque maille Ti, don
 L = 1 et χ1

i (x) = 1Ix∈Ti
. Dans la méthodeaméliorée SIMC, Φ est supposée linéaire sur 
haque maille et dis
ontinue :� En 1D, on a deux fon
tions de base par maille Ti = [xi−1/2, xi+1/2] :

χ1
i (x) =

xi+1/2 − x

xi+1/2 − xi−1/2
et χ2

i (x) =
x − xi−1/2

xi+1/2 − xi−1/2
. Ainsi, φ1

i est lavaleur de Φ dans la maille Ti pour xi−1/2 et φ2
i pour xi+1/2.� En 2D, nous 
hoisissons des mailles triangulaires et nous avons troisfon
tions de base par triangle T . La fon
tion de base χl

i est le polyn�mede degré 1 en x, y dont la valeur est 1 au sommet l et 0 aux autressommets et φl
i est la valeur de Φ au sommet l.� En 3D, les mailles sont des tétraèdres, et nous avons quatre fon
tionsde base par tétraèdre T . La fon
tion de base χl

i est le polyn�me dedegré 1 en (x, y, z) dont la valeur est 1 au sommet l et 0 aux autressommets et φl
i est la valeur de Φ au sommet l.Pour être 
omplet, nous dé
rivons brièvement la méthode parti
ulaireutilisée pour 
al
uler les matri
es A et B.Pour 
haque maille i, nous résolvons (2.8) en même temps pour tous les

l ∈ {1, L}. Le terme sour
e est é
hantillonné ave
 P parti
ules dans 
haquemaille, leur dire
tion ~Ωp est 
hoisie uniforme sur S2 et leur lieu de naissan
e
xp(0) uniforme sur Ti. L'é
hantillonnage peut être aléatoire ou déterministe.A 
haque parti
ule p est asso
ié un poids ωp(0) = 1

P σt(i)Vi où Vi est le vo-lume de la maille i. En fait, 
haque parti
ule représente L parti
ules dont les24



poids sont ωl
p(0) = ωp(0)χ

l
i(xp(0)). Cette parti
ule est dite symbolique par
eque dans 
ette étape, nous ne 
onnaissons pas son poids réel ωl

pφ
l
i.Durant l'é
hantillonnage, nous 
al
ulons par intégration Monte-Carlo les pro-duits s
alaires bl,l′

i,i′ :
bl,l′

i,i′ =
1

P
σt(i)Vi

∑

p

χl
i(xp(0))χ

l′
i′(xp(0)).Chaque parti
ule p traverse le maillage ave
 une vitesse unité et la dire
tion

~Ωp. Quand une distan
e lp est traversée dans la maille Ti′ , le poids de laparti
ule est multiplié par le fa
teur d'atténuation e−σt(i′)lp et l'estimateurde l'élément matri
iel al,l′

i,i′ est in
rementé :
ωp → ωpe

−σt(i′)lp ,

al,l′

i,i′ → al,l′

i,i′ + ωp

∫ lp

0
σt(i

′)χl′

i′(xp(s))e
−σt(i′)sds.Dans le 
as d'une sour
e et d'un terme de 
ollision anisotropes, il fautestimer :

(anm)l,l′

i,i′ → (anm)l,l
′

i,i′ + ωpYnm(~Ω)

∫ lp

0
σt(i

′)χl′
i′(xp(s))e

−σt(i′)sds.On peut noter que la somme de toutes les 
ontributions (tous les l′) à lamatri
e est la perte du poids de la parti
ule p :
ωp

L∑

l′=1

∫ lp

0
σt(i

′)χl′

i′(xp(s))e
−σt(i′)sds = ωp(1 − e−σt(i′)lp).On peut 
al
uler analytiquement l'in
rément de al,l′

i,i′ . Supposons que la parti-
ule p se dépla
e de A à B dans Ti′ , nous obtenons en faisant une intégrationpar parties :
∫ lp

0
σt(i

′)χl′
i′(A + ~Ωps)e

−σt(i′)sds = [−e−σt(i′)sχl′
i′(A + ~Ωps)]

lp
0 +

∫ lp

0

~Ωp · ~∇χl′

i′(A + ~Ωps)e
−σt(i′)sds

= −χl′
i′(B)e−σt(i′)lp + χl′

i′(A)

+
1 − e−σt(i′)lp

σt

~Ωp · ~∇χl′
i′ .Nous avons utilisé le fait que ~∇χl′

i′ est un ve
teur 
onstant sur 
haque maille
Ti. Sur d'autres types de mailles, une intégration numérique serait né
essaire.2.3 Limite di�usion de la méthode SIMCDans 
ette se
tion, nous étudions la limite di�usion de la méthode SIMC,d'abord pour la méthode standard (fon
tions de base 
onstantes par mor-
eaux) puis pour la méthode améliorée (fon
tions de base linéaires par mor-
eaux). La te
hnique, introduite pour la première fois dans [39℄, 
onsiste à25



réaliser l'analyse asymptotique du s
héma numérique ave
 la mise à l'é
helle(1.2). Soit uε la solution du s
héma numérique mis à l'é
helle, nous obtenonsle s
héma numérique satisfait par uε à l'ordre 0 en ε. Si 
e s
héma est unedis
rétisation 
orre
te de l'équation de di�usion (1.4), alors on dit que laméthode SIMC possède la limite di�usion.Il faut noter que tous les développements présentés par la suite sont formelset que nous ne donnerons pas de majorations d'erreurs.Dans 
ette se
tion, nous nous restreignons à des 
onditions aux limites de�ux entrant nul. Nous supposons que σt et σs sont 
onstantes sur D pour al-léger les notations bien que l'extension à des se
tions e�
a
es non 
onstantesne pose a priori au
un problème dans l'étude de la limite di�usion.Nous 
ommençons par établir le lemme suivant qui sera utilisé dans toute
ette se
tion :Lemme 1 : Soit Γ un 
�té d'une maille et soit L(γ, ~Ω), la distan
e du point
γ sur Γ à un autre point γ′ sur la frontière de la maille telle que −→

γγ′ est
olinéaire à ~Ω (Figs. 2.1 et 2.2 pour les 
as 1D, 2D) et soit l'intégrale
CT (ε) =

∫

Γ
dγ

∫

~Ω·~n<0
d~Ω|~Ω · ~n| exp(−σtL(γ, ~Ω)

ε
).i/ Pour des problèmes 1D, il existe une 
onstante c > 0 telle que

L(γ, ~Ω) > c pour tous les (γ, ~Ω) : don
 CT (ε) tend exponentiellementvers zero quand ε tend vers 0.ii/ Pour des problèmes 2D, il existe une 
onstante C > 0 telle que
CT (ε) ∼ C

ε

σt
.iii/ En 3D, nous n'avons pas fait la démonstration. Nous 
onje
turonsque les termes de 
oin deviennent des termes d'arêtes 
ar la distan
e

L(γ, ~Ω) s'annule alors sur une ou plusieurs arêtes et qu'il existe une
onstante C > 0 telle que
CT (ε) ∼ C

ε

σt
omme en 2D.
CT sera appellé terme de 
oin. On obtient le même résultat pour le terme :

CT (ε) =

∫

Γ
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω|~Ω · ~n| exp(−σtL(γ, ~Ω)

ε
)
ar les deux intégrales sont égales.Preuve 1 : En 1D, nous avons pour une 
onstante positive c

0 < CT (ε) <

∫

µ<0
|µ|e

−
σtc

ε|µ| dµ,26
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Ω

so
s=1

s<s

A

B

C

D

o
s>so

s=0

Fig. 2.3 � 
as 2D ; ~Ω ∈ S ′
1et 
e terme dé
roît exponentiellement lorsque ε tend vers 0.En 2D, plaçons nous sur le triangle ABC, prenons Γ = AB, introduisons la
oordonnée paramétrique γ(s) sur Γ telle que γ(0) = A (Fig 2.3).L'ensemble des ve
teurs ~Ω tels que ~Ω·~nAB < 0, ~Ω·~nAC > 0 et ~Ω·~nBC > 0,où ~nAB, ~nBC , ~nAC sont les ve
teurs unitaires extérieurs à AB, BC, AC estnoté S ′

1(Fig.2.3).Si ~Ω appartient à S ′
1 alors la demi-droite dans le plan (x, y) passant par Cave
 pour dire
tion −~Ω (
e
i est un abus de langage, il s'agit de la proje
tionde −~Ω dans le plan (x, y) mais nous 
ontinuerons dans la suite à utiliser 
era

our
i) a une interse
tion non vide D ave
 (AB) et il existe don
 s0 telque γ(s0) + L(γ, ~Ω)~Ω = C. Pour s < s0, on a γ ∈ (AD) et γ′ ∈ (AC) etpour s > s0, on a γ ∈ (DB) et γ′ ∈ (BC), dans 
e 
as la distan
e L(γ, ~Ω)s'annule pour γ = A et γ = B.De même, l'ensemble des ve
teurs ~Ω tels que ~Ω · ~nAB < 0, ~Ω · ~nAC < 0et ~Ω · ~nBC > 0, est noté S ′

2 (Fig.2.4). Si ~Ω appartient à S ′
2, la demi-droitepassant par A de dire
tion ~Ω a une interse
tion non vide D ave
 (BC) et ladistan
e L(γ, ~Ω) s'annule pour γ = B uniquement.De même, l'ensemble des ve
teurs ~Ω tels que ~Ω · ~nAB < 0, ~Ω · ~nAC > 0et ~Ω · ~nBC < 0, est noté S ′

3 (Fig.2.5). Si ~Ω appartient à S ′
3, la demi-droitepassant par B de dire
tion ~Ω a une interse
tion non vide D ave
 (AC) et ladistan
e L(γ, ~Ω) s'annule pour γ = A uniquement.
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On a :
CT (ε) = AB

∫ 1

0
ds

∫

~Ω·~nAB<0
|~Ω · ~nAB| exp(−σtL(γ(s), ~Ω)

ε
)d~Ω

= AB

∫ 1

0
ds

∫

S′

1

|~Ω · ~nAB| exp(−σtL(γ(s), ~Ω)

ε
)d~Ω

+AB

∫ 1

0
ds

∫

S′

2

|~Ω · ~nAB| exp(−σtL(γ(s), ~Ω)

ε
)d~Ω

+AB

∫ 1

0
ds

∫

S′

3

|~Ω · ~nAB| exp(−σtL(γ(s), ~Ω)

ε
)d~ΩSoit µ le 
osinus de l'angle 
ompris entre ~Ω et sa proje
tion dans le plan

(x, y).Le premier terme de la somme qu'on note I1 s'é
rit :
I1 = AB

∫

S′

1

|~Ω · ~nAB|
(∫ s0(~Ω)

0
exp(−σtC0(~Ω)sAB

ε|µ| )ds

)
d~Ω

+AB

∫

S′

1

|~Ω · ~nAB|
(∫ 1

s0(~Ω)
exp(−σtC1(~Ω)(1 − s)AB

ε|µ| )ds

)
d~Ω.où C0(~Ω) =

CD

AD
et C1(~Ω) =

CD

BD
.En intégrant, nous obtenons

∫ s0

0
exp(−σtC0(~Ω)sAB

ε|µ| )ds =
ε|µ|

σtC0(~Ω)AB
+ O(e−

1
ε ),ainsi que

∫ 1

s0

exp(−σtC1(~Ω)(1 − s)AB

ε|µ| )ds =
ε|µ|

σtC1(~Ω)AB
+ O(e−

1
ε ),don


I1 ∼ ε

σt

∫

S′

1

|µ||~Ω · ~nAB|(
1

C0(~Ω)
+

1

C1(~Ω)
)d~Ω.Le se
ond terme de la somme qu'on note I2 s'é
rit :

I2 = AB

∫

S′

2

|~Ω · ~nAB|
(∫ 1

0
exp(−σtC2(~Ω)(1 − s)AB

ε|µ| )ds

)
d~Ωoù C2(~Ω) =

AD

AB
.En intégrant, nous obtenons 30



∫ 1

0
exp(−σtC2(~Ω)(1 − s)AB

ε|µ| )ds =
ε|µ|

σtC2(~Ω)AB
+ O(e−

1
ε ),don


I2 ∼ ε

σt

∫

S′

2

|µ||~Ω · ~nAB|
1

C2(~Ω)
d~Ω.Le troisième terme de la somme qu'on note I3 s'é
rit :

I3 = AB

∫

S′

3

|~Ω · ~nAB |
(∫ 1

0
exp(−σtC3(~Ω)sAB

ε|µ| )ds

)
d~Ωoù C3(~Ω) =

BD

AB
.En intégrant, nous obtenons

∫ 1

0
exp(−σtC3(~Ω)sAB

ε|µ| )ds =
ε|µ|

σtC3(~Ω)AB
+ O(e−

1
ε ),don


I3 ∼ ε

σt

∫

~Ω∈S′

3

|µ||~Ω · ~nAB|
1

C3(~Ω)
d~Ω.En rassemblant les trois termes, on trouve le résultat attendu soit :

CT (ε) ∼ C
ε

σt
,ave


C =

∫

~Ω∈S′

1

|µ||~Ω · ~nAB|(
1

C0(~Ω)
+

1

C1(~Ω)
)d~Ω

+

∫

~Ω∈S′

2

|µ||~Ω · ~nAB|
1

C2(~Ω)
d~Ω +

∫

~Ω∈S′

3

|µ||~Ω · ~nAB|
1

C3(~Ω)
d~Ω.Lemme 2 : Ave
 les mêmes notations que dans le lemme 1, soit l'intégrale

CT (ε) =

∫

Γ
dγ

∫

~Ω·~n<0
d~Ω|~Ω · ~n|χl(γ)χl′(γ′) exp(−σtL(γ, ~Ω)

ε
)où χl (resp χl′) est la fon
tion de base linéaire asso
iée au sommet l (resp

l′) et γ′ = γ + L(γ, ~Ω)~Ω.i/ Pour des problèmes 1D, CT (ε) tend exponentiellement vers zero quand
ε tend vers 0.ii/ Pour des problèmes 2D, si l = l′ = A ou l = l′ = B, il existe une
onstante C > 0 telle que

CT (ε) ∼ C
ε

σt
,sinon dans tous les autres 
as, on a CT (ε) = 0 ou CT (ε) = 0(ǫ2).31



iii/ En 3D, nous n'avons pas fait la démonstration. Nous 
onje
turonsque le 
omportement asymptotique des termes de 
oin est le mêmequ'en 2D.On obtient le même résultat pour :
CT (ε) =

∫

Γ
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω|~Ω · ~n|χl(γ)χl′(γ′) exp(−σtL(γ, ~Ω)

ε
)où γ′ = γ − L(γ, ~Ω)~Ω 
ar les deux intégrales sont égales.Preuve 2 en 1D la preuve est identique à 
elle du lemme 1.En 2D, 
omme dans le lemme 1, on peut séparer l'intégrale en troistermes :

CT (ǫ) = I1 + I2 + I3ave





I1 = AB

∫

S′

1

d~Ω|~Ω · ~nAB|
∫ s0(~Ω)

0
dsχl(γ(s))χl′(γ′(s)) exp(−σtC0(~Ω)sAB

ε|µ| )

+AB

∫

S′

1

d~Ω|~Ω · ~nAB|
∫ 1

s0(~Ω)
dsχl(γ(s))χl′(γ′(s)) exp(−σtC1(~Ω)(1 − s)AB

ε|µ| )

I2 = AB

∫

S′

2

d~Ω|~Ω · ~nAB|
∫ 1

0
dsχl(γ(s))χl′(γ′(s)) exp(−σtC2(~Ω)(1 − s)AB

ε|µ| )

I3 = AB

∫

S′

3

d~Ω|~Ω · ~nAB|
∫ 1

0
dsχl(γ(s))χl′(γ′(s)) exp(−σtC3(~Ω)sAB

ε|µ| ).On distingue les 
as suivants :� l = l′ = A� ~Ω ∈ S ′
1On a χl(γ(s)) = (1 − s) et χl′(γ′(s)) = 1 − AB

AD
s pour s < s0et χl′(γ′(s)) = 0 pour s > s0 
ar alors γ′(s) appartient à (BC).Or :

∫ s0

0
ds(1 − s)(1 − AB

AD
s) exp(−σtsC0(~Ω)AB

ε|µ| )

=

∫ s0

0
ds exp(−σtsC0(~Ω)AB

ε|µ| ) + O(ε2)

=
ǫ|µ|

σtC0(~Ω)AB
+ 0(ε2)don


I1 ∼ ε

σt

∫

S′

1

d~Ω
|µ||~Ω · ~nAB|

C0(~Ω)
.32



� ~Ω ∈ S ′
2On a I2 = 0 
ar alors γ′(s) ∈ (BC) et χl′(γ′(s)) = 0.� ~Ω ∈ S ′
3Pour le 
al
ul de I3 on a χl′(γ′(s)) = 1 − AD

AC
s et

∫ 1

0
ds(1− s)(1− AD

AC
s) exp(−σtsC3(~Ω)AB

ε|µ| ) =
ǫ|µ|

σtC3(~Ω)AB
+0(ε2),don


I3 ∼ ε

σt

∫

S′

3

d~Ω
|µ||~Ω · ~nAB|

C3(~Ω)
.Finalement CT (ǫ) ∼ ε

σt
C ave
 C =

∫

S′

1

d~Ω
|µ||~Ω · ~nAB|

C0(~Ω)
+

∫

S′

3

d~Ω
|µ||~Ω · ~nAB|

C3(~Ω)
.On peut donner une expression plus simple de C faisant apparaître ler�le symétrique joué par les arêtes AB et AC dans l'expression pré
é-dente. On peut démontrer que :

1

C0(~Ω)
=

|~Ω · ~nAC |
|µ|sin(BÂC)

pour ~Ω appartenant à S ′
1 ainsi que

1

C3(~Ω)
=

|~Ω · ~nAC |
|µ|sin(BÂC)

pour ~Ω appartenant à S ′
3. Finalement, on ob-tient CT (ǫ) ∼ 4πεF(AB,AC) ave
 :

F(AB,AC) =
1

4πσtsin(BÂC)

∫

~Ω·~nAB<0 , ~Ω·~nAC>0
d~Ω|~Ω·~nAB||~Ω·~nAC |.(2.12)Cette dernière intégrale peut être 
al
ulée analytiquement.� l = A, l′ = B� ~Ω ∈ S ′

1On a χl(γ(s)) = (1 − s) et χl′(γ′(s)) = 0 si s < s0 
ar alors γ′(s)appartient à (AC) et χl′(γ′(s)) = 1 − (1 − s)
AB

BD
si s > s0.On a :

∫ 1

s0

ds(1 − s)(1 − AB

BD
(1 − s)) exp(−σt(1 − s)C1(~Ω)AB

ε|µ| )

= (1 − s0)
2
∫ 1

0
ds(1 − s)s exp(−σt(1 − s0)sC1(~Ω)AB

ε|µ| ),don
 I1 = 0(ǫ2).� ~Ω ∈ S ′
2 On a χl′(γ′(s)) = 1 − (1 − s)

BD

BC
et

∫ 1

0
ds(1 − s)(1 − BD

BC
(1 − s)) exp(−σt(1 − s)C2(~Ω)AB

ε|µ| )33



don
 I2 = 0(ǫ2).� ~Ω ∈ S ′
3On a χl′(γ′(s)) = 0 
ar alors γ′(s) ∈ AC don
 I3 = 0.Finalement CT (ǫ) = 0(ǫ2).� l = A, l′ = C� ~Ω ∈ S ′
1pour s < s0, on a χl′(γ′(s)) =

AB

AD
s et pour s > s0, on a χl′(γ′(s)) =

AB

BD
(1 − s),or ∫ s0

0
ds(1 − s)(

AB

AD
s) exp(−σtsC0(~Ω)AB

ε|µ| ) = 0(ǫ2) et
∫ 1

s0

ds(1 − s)(
AB

BD
(1 − s)) exp(−σt(1 − s)C1(~Ω)AB

ε|µ| ) = 0(ǫ3),don
 I1 = 0(ǫ2).� ~Ω ∈ S ′
2 On a χl′(γ′(s)) = 1 − (1 − s)

BD

BC
et

∫ 1

0
ds(1 − s)(

BD

BC
(1 − s)) exp(−σt(1 − s)C2(~Ω)AB

ε|µ| ) = 0(ǫ3),don
 I2 = 0(ǫ3).� ~Ω ∈ S ′
3 χl′(γ′(s)) =

AD

AC
s et

∫ 1

0
ds(1 − s)(

AD

AC
s) exp(−σtsC3(~Ω)AB

ε|µ| ) = 0(ǫ2),Don
 I3 = 0(ǫ2),et �nalement CT (ǫ) = 0(ǫ2).� l = C, l′ = AComme γ(s) appartient à (AB) on a χl(γ(s)) = 0 et CT (ǫ) = 0.� l = l′ = CComme γ(s) appartient à (AB) on a χl(γ(s)) = 0 et CT (ǫ) = 0.Les autres 
as se déduisent aisément des 
as déjà traités.2.3.1 Méthode SIMC 
lassiqueDans 
e 
as, nous notons χl
i(x) = χi(x) = 1Ix∈Ti

. Nous allons prouver laproposition suivante :Proposition 3 : ũε est solution du système linéaire
(

1

4

∫

Γi

dγ

)
ũε

i −
1

4

∑

i′

∫

Γi′

i

dγũε
i′ = ε〈Q,χi〉 + O(ε2), (2.13)34



où uε =
∑

i uε
iχi, Γi est la frontière de la maille Ti et Γi′

i la frontière 
ommunedes mailles adja
entes Ti et Ti′.La méthode SIMC standard n'a don
 pas la limite di�usion 
ar si les 
ondi-tions aux limites sont de �ux entrant nul, puisque uε satisfait (2.13), uε estd'ordre ǫ alors que la solution de (1.4) est d'ordre 0 en ǫ.Preuve 3 :Nous donnons la preuve en 2D : le 
as 1D se traite de la même façon.En utilisant la mise à l'é
helle (1.2), le système linéaire (2.10) devient
∑

i

(bε
i,i′ − (1 − ε2 σa

σt
)aε

i,i′)φ
ε
i = ε〈Q,χi′〉, (2.14)ave


bε
i,i′ =

〈σtχi, χi′〉
ε

= δi′
i

σt

ε
Vi,

aε
i,i′ =

〈σtũ
ε
i , χi′〉
ε

,et uε
i est solution de :





~Ω · ~∇uε
i +

σt

ε
uε

i =
σt

ε
χi,

uε
i (x, ~Ω) = 0, x ∈ Γi, ~Ω · ~n < 0.

(2.15)Nous intégrons 
ette équation en ~Ω et faisons le produit s
alaire ave
 χi′ :
σt

ε
〈ũε

i , χi′〉 =
σt

ε
〈χi, χi′〉 −

1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S2

d~Ω(~Ω · ~n)uε
i (γ, ~Ω). (2.16)Nous remplaçons maintenant uε

i par son expression exa
te. L'équation (2.15)se réduit à une équation di�érentielle ordinaire qui doit être résolue sur
haque 
ara
téristique partant de la frontière Γ ave
 la dire
tion ~Ω. Nous
onsidérerons quatre 
as di�érents :1/ Ti = Ti′ . Pour x ∈ Ti nous avons
uε

i (x, ~Ω) =

∫ li(x,~Ω)

0

σt

ε
e
−

σt

ε
s
χi(x − ~Ωs)ds (2.17)où le point x − ~Ωli(x, ~Ω) est à l'interse
tion de la frontière Γi de Tiave
 la demi-droite partant de x dans la dire
tion −~Ω (Fig.2.6) et

li(x, ~Ω) la distan
e entre 
e point et x. Pour simpli�er les notations,nous é
rirons li au lieu de li(x, ~Ω) (
ette simpli�
ation sera faite toutau long du 
hapitre). Ave
 χi(x) = 1Ix∈Ti
, nous obtenons

uε
i (x, ~Ω) = 1 − e−

σt
ε

li . (2.18)35



Ω

li

Triangle i

Γ
i

Fig. 2.6 �Notons que uε
i (γ, ~Ω) = 0 pour γ ∈ Γi et ~Ω · ~n < 0 si bien qu'enremplaçant ui par son expression (2.18) dans (2.16), nous obtenons

σt

ε
〈ũε

i , χi〉 =
σt

ε
〈χi, χi〉 −

1

4π

∫

Γi

dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω · ~n)(1 − e−

σt
ε

li)

=
σt

ε
〈χi, χi〉 −

1

4

∫

Γi

dγ + CTi(ε)ave
 CTi(ε) =
1

4π

∫

Γi

dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

li . En utilisant le lemme1, nous obtenons :
aǫ

i,i =

(
σt

ε
〈χi, χi〉 −

1

4

∫

Γi

dγ + CTi(ε)

)

=
σt

ε
Vi −

1

4

∫

Γi

dγ + CTi(ε) + O(ε2).Finalement
bε
i,i − (1 − ε2 σa

σt
)aǫ

i,i =
1

4

∫

Γi

dγ + εσaVi − CTi(ε) + O(ε2). (2.19)2/ i 6= i′ et les mailles Ti and Ti′ ont un 
�té 
ommun Γi′
i . Pour x ∈ Ti′ ,nous avons

uε
i (x, ~Ω) = uε

i (x − ~Ωli′ , ~Ω)e−
σt
ε

li′ = uε
i (x − ~Ω(li′ + li,i′), ~Ω)e−

σt
ε

(li′+li,i′ )(2.20)où le point x− ~Ωli′ est à l'interse
tion de la frontière Γi′ ave
 la demi-droite partant de x de dire
tion −~Ω, li′ = li′(x, ~Ω) est la distan
e entre36



li

li’li,i’
Triangle i’

Triangle i

Ω

Ω

Triangle i

Triangle i’

Ω
l

il

i’

Fig. 2.7 �
e point et x et li,i′ = li,i′(x, ~Ω) la distan
e entre le point x − ~Ωli′ etle point d'interse
tion de la demi-droite passant par x de dire
tion −~Ωave
 Γi (Fig.2.7). La distan
e li,i′ est éventuellement nulle pour toutpoint de Ti′ 
omme sur la 
on�guration de droite de la �gure 2.7. Enutilisant (2.18), nous obtenons
uε

i (x, ~Ω) = (1 − e−
σt
ε

li)e−
σt
ε

(li′+li,i′ ) (2.21)où li = li(x, ~Ω) est la distan
e entre x − (li′ + li,i′)~Ω et la frontièreopposée Ti dans la dire
tion −~Ω. En utilisant (2.16) et le fait que
〈χi, χi′〉 = 0 
ar i 6= i′, nous obtenons

σt

ε
〈ũε

i , χi′〉 = − 1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω · ~n)(1 − e−

σt
ε

li)e−
σt
ε

(li′+li,i′ )

− 1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

~Ω·~n<0
d~Ω(~Ω · ~n)(1 − e−

σt
ε

li)e−
σt
ε

(li′+li,i′),(2.22)que nous pouvons réé
rire :
σt

ε
〈ũε

i , χi′〉 = − 1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)(1 − e−

σt
ε

li)e−
σt
ε

(li′+li,i′)

− 1

4π

∫

Γi′

i

dγ

∫

~Ω·~n<0
d~Ω(~Ω · ~n)(1 − e−

σt
ε

li)

=
1

4

∫

Γi′

i

dγ + CTi,i′(ε) (2.23)37



ave
,
CTi,i′(ε) =

1

4π

∫

Γi′

i

dγ

∫

~Ω·~n<0
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

li

− 1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)(1 − e−

σt
ε

li)e−
σt
ε

(li′+li,i′ )où S(γ, i) l'ensemble des dire
tions ~Ω telles que la demi-droite passantpar γ et de dire
tion −~Ω interse
te Ti.Nous pouvons appliquer le lemme 1 aux termes de 
oin CTi,i′(ε). Fi-nalement, nous obtenons :
bǫ
i,i′ − (1 − ε2 σa

σt
)aǫ

i,i′ = −1

4

∫

Γi′

i

dγ − CTi,i′(ε) + O(ε2). (2.24)3/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ n'ont pas de sommet 
ommun.Il est fa
ile de voir que aǫ
i,i′ dé
roît exponentiellement quand ε tend vers0 si bien que nous pouvons négliger 
es 
ontributions dans le systèmelinéaire.4/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ ont un sommet 
ommun mais pas d'arête
ommune. Alors aε

i,i′ est lui-même un terme de 
oin et le lemme 1s'applique. Pour x ∈ Ti′, nous avons
uε

i (x, ~Ω) = e−
σt
ε

(li′+li,i′)(1 − e−
σt
ε

li)si bien que aε
i,i′ est un terme de 
oin 
orrespondant aux parti
ulesémises en Ti, traversant une distan
e li,i′ hors de Ti et une distan
e li′dans Ti′ . La �gure 2.8 est un 
as parti
ulier où seulement un trianglesépare Ti et Ti′ . Dans 
e 
as, on a li,i′ = lj .

aε
i,i′ s'é
rit aε

i,i′ = CTi,i′(ε) ave

CTi,i′(ǫ) = − 1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li′+li,i′ )(1 − e−
σt
ε

li)don
 grâ
e au lemme 1, on a :
bǫ
i,i′ − (1 − ε2 σa

σt
)aǫ

i,i′ = −CTi,i′(ε) + O(ε2). (2.25)Le système linéaire (2.10) peut �nalement être réé
rit 
omme
(

1

4

∫

Γi

dγ + εσaVi − CTi(ε)

)
φε

i

−1

4

∑

i′,arêtes 
ommunes ave
 i ∫Γi′

i

dγφε
i′

−
∑

i′′,sommets 
ommuns ave
 iCTi′′,i(ε)φ
ε
i′′ + O(ε2) = ε〈Q,χi〉,38



’i

i

j

’
Ω

li
lj

li

Fig. 2.8 �où les CTi′′,i(ε) sont des termes de 
oin. Nous introduisons maintenant lesdéveloppements formels
Φε = Φ0 + εΦ1 + ε2Φ2 + . . . ,
φε

i = φ0
i + εφ1

i + ε2φ2
i + . . . , ∀i ∈ (1,N).A l'ordre 0, nous obtenons

(
1

4

∫

Γi

dγ

)
φ0

i −
1

4

∑

i′

∫

Γi′

i

dγφ0
i′ = 0.Nous pouvons fa
ilement prouver que 
e système linéaire a une unique so-lution à une 
onstante additive près. Considérons la matri
e 
orrespondante

M = (mii′) ave
 mii =
1

4

∫

Γi

dγ et mii′ = −1

4

∫

Γi′

i

dγ. C'est une matri
esingulière 
ar mii +
∑

i′ 6=i mii′ = 0 mais son noyau est 
omposé uniquementpar les ve
teurs 
onstants : si v est un ve
teur du noyau, alors nous avons,pour 
haque 
omposante vi =
∑

j 6=i αijvj ave
 0 < αij < 1 et ∑j 6=i αij ≤ 1,don
 
haque 
omposante est dans l'enveloppe 
onvexe des autres 
e qui n'estpossible que si elles sont toutes égales.Nous en déduisons que Φ0 = 0 puisque la 
ondition aux limites de Diri
hletest Φ = 0. A l'ordre ε nous avons
(

1

4

∫

Γi

dγ

)
φ1

i−
1

4

∑

i′

∫

Γi′

i

dγφ1
i′ = 〈Q,χi〉−σaViφ

0
i +CTi(0)Φ

0
i +
∑

i′′

CTi′′,i(0)φ
0
i′′ .La dernière somme sur i′′ doit être 
omprise 
omme une somme sur tous lestriangles ayant un sommet 
ommun ave
 i.39



(les termes de 
oin apparaissent en 2D et CTi,i′(0) = lim
ε→0

CTi,i′(ε)

ε
).Comme φ0

i = 0, l'équation pour Φ1 se réduit à
(

1

4

∫

Γi

dγ

)
φ1

i −
1

4

∑

i′

∫

Γi′

i

dγφ1
i′ = 〈Q,χi〉.Comme Φ ∼ εΦ1, nous en déduisons que l'équation satisfaite par Φ à l'ordre1 est simplement

(
1

4

∫

Γi

dγ

)
φi −

1

4

∑

i′

∫

Γi′

i

dγφi′ = ε〈Q,χi〉.qui est l'équation (2.13).La se
onde équation du système linéaire ave
 la mise à l'é
helle (1.2)s'é
rit 
omme : (
σt

ε
− εσa

)
ũε − σt

ε
Φε = −εQsi bien que ũε = Φε + O(ε2), 
e qui prouve la proposition 3.Par exemple, en géométrie 1D sur un maillage uniforme, nous obtenons :

−1

4
φε

i−1 +
1

2
φε

i −
1

4
φε

i+1 = εQ∆x, (2.26)ave
 φ0 = φN+1 = 0 (
onditions aux limites nulle). Ce
i est une dis
rétisation
onsistante de
−∂2Φ

∂x2
= KQave
 K =

4ε

∆x
, au lieu de l'équation 
orre
te

− 1

3(σs + σa)

∂2Φ

∂x2
+ σaΦ = Q.2.3.2 Méthode SIMC LinéaireProposition 4 : ũε est solution du système linéaire

σa

∑

j′

〈ξj , ξj′〉ũε
j′ +

1

3σt

∑

j′

〈~∇ξj.~∇ξj′〉ũε
j′ = 〈Q, ξj〉 + O(ε). (2.27)où uε =

∑
j uε

jξj, et ξj est la fon
tion linéaire qui vaut 1 au sommet γj et 0aux autres sommets.Ce
i est une dis
rétisation 
orre
te de l'équation de di�usion (1.4) (ave
 une
ondition aux limites de Diri
hlet de valeur nulle) par des éléments �nislinéaires 
ontinus. Par 
onséquent, la méthode SIMC améliorée possède lalimite di�usion. 40



Preuve 4 : Nous donnons la preuve en 2D : le 
as 1D se traite de la mêmefaçon. Nous noterons (γk
i )k=1,2,3 les trois sommets de la maille Ti : γl

i est lesommet tel que χl
i(γ

l
i) = 1.En utilisant la mise à l'é
helle (1.2), le système linéaire (2.10) devient

∑

i,l

(bε,l,l′

i,i′ − (1 − ε2 σa

σt
)aε,l,l′

i,i′ )φε,l
i = ε〈Q,χl′

i′〉, (2.28)ave

bε,l,l′

i,i′ =
〈σtχ

l
i, χ

l′

i′〉
ε

aε,l,l′

i,i′ =
〈σtũ

ε,l
i , χl′

i′〉
εet uε,l

i est solution de :




~Ω · ~∇uε,l
i +

σt

ε
uε,l

i =
σt

ε
χl

i,

uε,l
i (x, ~Ω) = 0, x ∈ Γi, ~Ω · ~n < 0.Nous intégrons 
ette équation en ~Ω et faisons le produit s
alaire ave
 χl′

i′ :
σt

ε
〈ũε,l

i , χl′
i′〉 =

σt

ε
〈χl

i, χ
l′
i′〉+

1

4π

∫

S2

d~Ω〈uε,l
i , ~Ω·~∇χl′

i′〉−
1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S2

d~Ω(~Ω·~n)uε,l
i (γ, ~Ω)χl′

i′(γ).(2.29)Nous remplaçons maintenant uε,l
i par son expression. Comme dans le 
aspré
édent, nous 
onsidérons quatre 
as di�érents :1/ Ti = Ti′. Nous partons de l'expression (2.17) qui est en
ore valideet faisons une intégration par parties en utilisant le fait que ~∇χl

i est
onstant sur le triangle Ti :
uε,l

i (x, ~Ω) = χl
i(x) − vε,l

i − ε

σt
(~Ω.~∇χl

i)(1 − e−
σt
ε

li) (2.30)où vε,l
i est solution de l'équation de transport

{
~Ω.~∇vε,l

i + σt

ε vε,l
i = 0,

vε,l
i (x, ~Ω) = χl

i(x), x ∈ Γi, ~Ω.~n < 0.
(2.31)don
 vε,l

i (x) = χl
i(x− ~Ωli)e

−
σt
ε

li où le point x− ~Ωli est à l'interse
tionde la frontière Γi de Ti ave
 la demi-droite partant de x ave
 la dire
tion
−~Ω (Fig.2.6). En remplaçant uε,l

i par son expression dans (2.29), nous
41



obtenons :
σt

ε
〈ũε,l

i , χl′

i 〉 =
σt

ε
〈χl

i, χ
l′

i 〉

+
1

4π

∫

S2

d~Ω〈χl
i, ~Ω.~∇χl′

i 〉

− 1

4π

∫

S2

d~Ω〈vε,l
i , ~Ω.~∇χl′

i 〉

− 1

4π

∫

S2

d~Ω〈 ε

σt
(~Ω.~∇χl

i)(1 − e−
σt
ε

li), ~Ω.~∇χl′
i 〉

− 1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)χl

i(γ)χl′
i (γ)

+
1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)vε,l

i (γ, ~Ω)χl′
i (γ)

+
1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)

ε

σt
(~Ω.~∇χl

i)(1 − e−
σt
ε

li)χl′

i (γ).(2.32)Nous avons utilisé le fait que uε,l
i (x, ~Ω) = 0 sur Γi pour les dire
tionsentrantes (~Ω·~n) < 0. Nous allons développer tous les termes du membrede droite de (2.32) par rapport à ε. Nous noterons I1, . . . , I7 les septtermes apparaissant dans le membre de droite de (2.32). Nous avons

∫

S2

d~Ω~Ω = 0 =⇒ I2 = 0.Comme ~∇χl′
i est un ve
teur 
onstant, l'intégrale I3 peut être réé
rite
omme

I3 = − 1

4π

∫

S2

d~Ω(~Ω.~∇χl′

i )〈vε,l
i , χi〉.En intégrant (2.31) sur la maille Ti, nous obtenons

〈vε,l
i , χi〉 = − ε

σt
〈~Ω · ~∇vε,l

i 〉 = − ε

σt

∫

Γi

dγ(~Ω.~n)vε,l
i (γ, ~Ω).Don


I3 =
1

4π

ε

σt

∫

Γi

dγ

∫

~Ω.~n<0
d~Ω(~Ω.~∇χl′

i )(~Ω.~n)χl
i(γ)

+
1

4π

ε

σt

∫

Γi

dγ

∫

~Ω.~n>0
d~Ω(~Ω.~∇χl′

i )(~Ω.~n)vε,l
i (γ, ~Ω),
e qui donne, en utilisant le lemme (1),

I3 =
ε

6σt

∫

Γi

(~n.~∇χl′

i )χl
i(γ)dγ + O(ε2).Puisque e−

σt
ε

li tend vers 0 quand ε tend vers 0, nous pouvons enprendre la limite dans le terme intégral I4 :
I4 = − ε

σt

1

4π

∫

S2

〈(~Ω · ~∇χl
i), (

~Ω · ~∇χl′

i )〉d~Ω + O(ε2),

= − ε

3σt
(~∇χl

i · ~∇χl′
i )Vi + O(ε2).42



L'intégrale I5 peut être 
al
ulée
I5 = − 1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)χl

i(γ)χl′
i (γ) = −1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ).L'intégrale I6 est un terme de 
oin du même type que 
elui apparaissantdans le lemme 2 que nous pouvons appliquer, don
 I6 est d'ordre ǫuniquement si les sommets γl
i et γl′

i′ sont 
onfondus, sinon 
'est unterme d'ordre ǫn ave
 n > 1, don
 :
I6 = (CT )l,l

′

i (ǫ)ave
 (CT )l,l
′

i (ǫ) =
ε

σt
C +O(ε2) si l = l′ et (CT )l,l

′

i (ǫ) = O(ε2) si l 6= l′.Supposons que le triangle i soit le triangle ABC et que le sommet l = l′soit le sommet A, alors, 
omme χA
i s'annule sur BC, le terme de 
oinse simpli�e :

(CT )l,l
′

i (ǫ) =
1

4π

∫ B

A
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

liχA
i (γ − ~Ωli)χ

A
i (γ)

+
1

4π

∫ C

A
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

liχA
i (γ − ~Ωli)χ

A
i (γ).Mais si γ appartient à (AB) et si la demi-droite passant par γ et dedire
tion −~Ω a une interse
tion non vide ave
 (BC), on a

χA
i (γ−~Ωli) = 0, de même pour γ appartenant à (AC) et la demi-droitepassant par γ et de dire
tion −~Ω ayant une interse
tion non vide ave


(BC). On en déduit :
(CT )l,l

′

i (ǫ) =
1

4π

∫ B

A
dγ

∫

S+(γ,AC)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

liχA
i (γ − ~Ωli)χ

A
i (γ)

+
1

4π

∫ C

A
dγ

∫

S+(γ,AB)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

liχA
i (γ − ~Ωli)χ

A
i (γ)où S+(γ,AC) (resp AB) désigne l'ensemble des dire
tions ~Ω telles que

~Ω · ~n > 0 et telles que la demi-droite d'origine γ et de dire
tion −~Ωa une interse
tion non vide ave
 (AC) (resp AB) et �nalement grâ
eau lemme 2, on obtient :
(CT )l,l

′

i (ǫ) ∼ 1

4π

∫ B

A
dγ

∫

S+(γ,AC)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

li

+
1

4π

∫ C

A
dγ

∫

S+(γ,AB)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

li .ou en
ore grâ
e à (2.12) : 43



(CT )l,l
′

i (ǫ) ∼ ε(F(AB,AC) + F(AC,AB)). (2.33)En�n, en prenant la limite dans le terme intégral de I7 et en utilisantle lemme, on obtient :
I7 =

ε

4πσt

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · n)(~Ω.~∇χl

i)χ
l′
i (γ) + O(ε2)

=
ε

6σt

∫

Γi

dγ(~n.~∇χl
i)χ

l′

i (γ) + O(ε2).En rassemblant 
es développements, l'équation (2.32) devient :
σt

ε
〈ũε,l

i , χl′
i 〉 =

σt

ε
〈χl

i, χ
l′
i 〉

−1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ)

+
ε

σt

(
1

6

∫

Γi

(~n.~∇χl′

i )χl
i(γ)dγ +

1

6

∫

Γi

dγ(~n.~∇χl
i)χ

l′

i (γ)

)

+
ε

σt

(
−1

3
~∇χl

i.~∇χl′
i Vi

)
+ (CT )l,l

′

i (ǫ)

+O(ε2). (2.34)Comme les fon
tions de base χl
i sont des polyn�mes de degré un, nousavons l'identité :

〈~∇χl
i.

~∇χl′

i 〉 =

∫

Γi

(~n.~∇χl′

i )χl
i(γ)dγ =

∫

Γi

(~n.~∇χl
i)χ

l′

i (γ)dγ. (2.35)Aussi l'équation (2.34) s'é
rit simplement 
omme :
σt

ε
〈ũε,l

i , χl′
i 〉 =

σt

ε
〈χl

i, χ
l′
i 〉

−1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ) + (CT )l,l
′

i (ǫ) + O(ε2).
(2.36)Nous pouvons maintenant 
al
uler l'élément de la matri
e

mε,l,l′

i,i = bε,l,l′

i,i − (1 − ε2 σa

σt
)aε,l,l′

i,i soit
mε,l,l′

i,i =
1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ)+εσa〈χl
i, χ

l′
i 〉−(CT )l,l

′

i (ǫ)+O(ε2). (2.37)2/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ ont une arête 
ommune Γi′
i . Pour x ∈ Ti′ ,nous avons

uε,l
i (x, ~Ω) = uε,l

i (x − ~Ωli′ , ~Ω)e−
σt
ε

li′ (2.38)qu'on peut réé
rire 
omme :
uε,l

i (x, ~Ω) = e−
σt
ε

(li,i′+li′ )uε,l
i (x − ~Ω(li,i′ + li′), ~Ω) (2.39)44



ave
 les mêmes notations que dans la méthode 
lassique (Fig.2.7).En insérant 
ette expression dans (2.29), nous obtenons, puisque
〈χl

i, χ
l′

i′〉 = 0 :
σt

ε
〈ũε,l

i , χl′

i′〉 =
1

4π

∫

Ti′

dx

∫

S(x,i)
d~Ωe−

σt
ε

(li,i′+li′ )χl
i(γ

′)(~Ω · ~∇χl′

i′)

− 1

4π

∫

Ti′

dx

∫

S(x,i)
d~Ωe−

σt
ε

(li,i′+li′)vε,l
i (γ′)(~Ω · ~∇χl′

i′)

− 1

4π

∫

Ti′

dx

∫

S(x,i)
d~Ωe−

σt
ε

(li,i′+li′)
ε

σt
(~Ω.∇χl

i)(1 − e−
σt
ε

li(γ′))(~Ω · ~∇χl′
i′)

− 1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li,i′+li′ )χl
i(γ

′)χl′
i′(γ)

+
1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li,i′+li′ )vε,l
i (γ′, ~Ω)χl′

i′(γ)

+
1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li,i′+li′ )
ε

σt
(~Ω.~∇χl

i)(1 − e−
σt
ε

li(γ
′))χl′

i′(γ).(2.40)
γ′ est une notation pour x − ~Ω(li,i′ + li′) dans les trois premières in-tégrales et γ − ~Ω(li,i′ + li′) dans les trois dernières (
'est le point dela frontière de Ti ren
ontré en premier par la demi-droite de dire
tion
−~Ω passant par x (rep γ)).Nous notons par I1, . . . , I6 les six intégrales apparaissant au se
ondmembre de (2.40). Nous développons maintenant 
es termes par rap-port à ε.Soit wε(x, ~Ω) solution de :
{

~Ω.~∇wε + σt

ε wε = 0,

wε(x, ~Ω) = χl
i(x − ~Ωli,i′)e

−
σt
ε

li,i′1I~Ω∈S(x,i)
, x ∈ Γi′ , ~Ω.~n < 0.Alors pour x ∈ Ti′ , on a wε(x, ~Ω) = e−

σt
ε

(li,i′+li′ )χl
i(γ

′), don

∫

Ti′

dx

∫

S(x,i)
d~Ωe−

σt
ε

(li,i′+li′ )χl
i(γ

′)(~Ω · ~∇χl′

i′)

=

∫

Ti′

dx

∫

S2
d~Ωwε(x, ~Ω)(~Ω · ~∇χl′

i′)

=

∫

S2
d~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)

∫

Ti′

dxwε(x, ~Ω)

= − ε

σt

∫

S2
d~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)

∫

Γi′

(~Ω · ~n)wε(γ, ~Ω).Nous en déduisons :
I1 = − ε

σt

1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~∇χl′
i′)(~Ω · ~n)χl

i(γ)

− ε

σt

1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)(~Ω · ~n)e−
σt
ε

(li,i′+li′ )χl
i(γ

′).45



Nous pouvons appliquer le lemme 2 au terme
1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)(
~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li,i′+li′)χl
i(γ

′)si bien que la première intégrale s'é
rit
I1 = − ε

6σt

∫

Γi′

i

dγ(~n · ~∇χl′
i′)χ

l
i(γ) + O(ε2).En prenant 
ette fois wε solution de :

{
~Ω.~∇wε + σt

ε wε = 0,

wε(x, ~Ω) = vε,l
i (x − ~Ωli,i′)e

−
σt
ε

li,i′1I~Ω∈S(x,i), x ∈ Γi′ , ~Ω.~n < 0,nous obtenons :
∫

Ti′

dx

∫

S(x,i)
d~Ωe−

σt
ε

(li,i′+li′ )vε,l
i (γ′, ~Ω)(~Ω · ~∇χl′

i′)

= − ε

σt

∫

S2
d~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)

∫

Γi′

dγ(~Ω · ~n)wε(γ, ~Ω)si bien que la se
onde intégrale s'é
rit :
I2 =

ε

σt

1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)(
~Ω · ~n)vε,l

i (γ, ~Ω)

+
ε

σt

1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)(~Ω · ~n)e−
σt
ε

(li,i′+li′ )vε,l
i (γ′, ~Ω).Aussi, en utilisant le lemme 2, I2 =

ε

σt
CT (ε) = O(ε2).De même en prenant wε solution de :

{
~Ω.~∇wε + σt

ε wε = 0,

wε(x, ~Ω) = e−
σt
ε

li,i′ (1 − e−
σt
ε

li)1I~Ω∈S(x,i), x ∈ Γi′ , ~Ω.~n < 0,nous obtenons :
∫

Ti′

dx

∫

S(x,i)
d~Ωe−

σt
ε

(li,i′+li′ )(1 − e−
σt
ε

li)(~Ω · ~∇χl′
i′)

= − ε

σt

∫

S2
d~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)

∫

Γi′

dγ(~Ω · ~n)wε(γ, ~Ω)Nous en 
on
luons que I3 = O(ε2). Le quatrième terme est dé�ni par
46



I4 = − 1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)χl
i(γ)χl′

i′(γ)

− 1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li,i′+li′)χl
i(γ − ~Ω(li,i′ + li′))χ

l′
i′(γ)

=
1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)

− 1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li,i′+li′)χl
i(γ − ~Ω(li,i′ + li′))χ

l′
i′(γ).La 
inquième intégrale est dé�nie par

I5 =
1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)vε,l
i (γ, ~Ω)χl′

i′(γ)

+
1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li+li,i′+li′ )χl
i(γ − ~Ω(li + li,i′ + li′))χ

l′

i′(γ).On somme I4 et I5 :
I4 + I5 =

1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)

+
1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)e−
σt
ε

liχl
i(γ − ~Ωli)χ

l′
i′(γ)

− 1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li,i′+li′ )χl
i(γ − ~Ω(li,i′ + li′))χ

l′
i′(γ)

+
1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li+li,i′+li′)χl
i(γ − ~Ω(li + li,i′ + li′))χ

l′

i′(γ).(2.41)Notons (CT1)
l,l′

i,i′(ǫ), (CT2)
l,l′

i,i′(ǫ) et (CT3)
l,l′

i,i′(ǫ) les trois derniers termes.Ces termes sont des termes de 
oin du même type que 
eux ren
ontrésdans le lemme 2, il sont d'ordre ǫ uniquement lorsque γl
i et γl′

i′ 
orres-pondent au même sommet, sinon ils sont d'un ordre ǫn ave
 n > 1.Supposons que le triangle i′ soit le triangle ACD adja
ent au triangle
i soit le triangle ABC (Fig.2.9), le sommet 
ommun est don
 le som-met A, nous devons don
 prendre l et l′ 
orrespondant au sommet A et
omme χl

i s'annule sur (BC) et χl′
i′ s'annule sur (CD), nous obtenons :

(CT1)
l,l′

i,i′(ǫ) ∼
1

4π

∫ C

A
dγ

∫

~Ω∈S−(γ,AB)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

lioù S−(γ,AB) désigne l'ensemble des dire
tions telles que ~Ω · ~n < 0et telles que la demi-droite passant par γ de dire
tion −~Ω ren
ontre
(AB), ou en
ore grâ
e à (2.12) :

(CT1)
l,l′

i,i′(ǫ) ∼ −εF(AC,AB) (2.42)47
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Fig. 2.9 �
(CT2)

l,l′

i,i′(ǫ) ∼ − 1

4π

∫ D

A
dγ

∫

~Ω∈S(γ,AB ou AC)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

(li,i′+li′ )où S(γ,AB ou (et) AC) l'ensemble des dire
tions telles que la demi-droite passant par γ de dire
tion −~Ω ren
ontre (AB) ou (et) (AC).ou en
ore :
(CT2)

l,l′

i,i′(ǫ) ∼ ε(−F(AD,AC)1ID/∈R(B,AC) + F(AD,AB)1ID/∈R(C,AB))où R(B,AC) (resp R(C,AB) ) est le demi-plan séparé par la demi-droite (AC) (resp (AB)) 
ontenant B (resp C).On peut remarquer qu'on a for
ément D /∈ R(B,AC) si bien que lepremier terme de la somme est toujours présent.
(CT3)

l,l′

i,i′(ǫ) ∼
1

4π

∫ D

A
dγ

∫

~Ω∈S(γ,AB et AC)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

(li+li,i′+li′)ou en
ore :
(CT3)

l,l′

i,i′(ǫ) ∼ ε(−F(AD,AC)1ID∈R(B,AC) + F(AD,AB)1ID∈R(C,AB))Comme D /∈ R(B,AC), le premier terme de la somme est toujoursabsent. 48



En notant CT l,l′

i,i′ (ǫ) la somme des termes de 
oin : (CT1)
l,l′

i,i′(ǫ), (CT2)
l,l′

i,i′(ǫ)et (CT3)
l,l′

i,i′(ǫ), nous obtenons :
I4 + I5 =

1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ) + (CT )l,l
′

i,i′(ǫ).ave

(CT )l,l

′

i,i′(ǫ) = −ǫ(F(AC,AB) + F(AD,AC) −F(AD,AB))En�n, nous avons, en prenant la limite dans l'intégrale
I6 =

ε

4πσt

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)(~Ω · ~∇χl
i)χ

l′

i′(γ)

+
ε

4πσt

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω∈S(γ,i)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ǫ

(li+li,i′+li′)(~Ω · ~∇χl
i)χ

l′

i′(γ)

=
ε

6σt

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl
i)χ

l′

i′(γ)dγ + O(ε2).En rassemblant 
es développements, l'équation (2.40) devient
σt

ε
〈ũε,l

i , χl′
i′〉 =

1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)

+
ε

σt

(
−1

6

∫

Γi′

i

dγ(~n · ~∇χl′
i′)χ

l
i(γ) +

1

6

∫

Γi′

i

dγ(~n · ~∇χl
i)χ

l′
i′(γ)

)

+(CT )l,l
′

i,i′(ǫ) + O(ε2).L'élément de la matri
e est don
 donné par
mε,l,l′

i,i′ = −(1 − ε2 σa

σt
)
σt

ε
〈ũε,l

i , χl′
i′〉

= −1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)

− ε

σt

(
−1

6

∫

Γi′

i

dγ(~n · ~∇χl′

i′)χ
l
i(γ) +

1

6

∫

Γi′

i

dγ(~n · ~∇χl
i)χ

l′

i′(γ)

)

−(CT )l,l
′

i,i′(ǫ) + O(ε2). (2.43)3/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ n'ont pas de sommet 
ommun.Il est fa
ile de voir que aǫ
i,i′ dé
roît exponentiellement lorsque ǫ tendvers 0, aussi nous pouvons négliger 
es 
ontributions dans le systèmelinéaire.4/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ ont un sommet 
ommun γi′

i . Alors aε,l,l′

i,i′est lui-même un terme de 
oin. Supposons par exemple qu'une maille
Tj soit adja
ente à Ti et Ti′ , alors, pour x ∈ Ti′ nous avons
uε,l

i (x, ~Ω) = e−
σt
ε

li′ e−
σt
ε

lj
(

χl
i(x − ~Ω(li′ + lj)) − χl

i(x − ~Ω(li′ + lj + li))e
−

σt
ε

li − ε

σt

~Ω · ~∇χl
i(1 − e−

σt
ε

li)

)
.49



Dans 
e 
as, à l'ordre ǫ, aε,l,l′

i,i′ est la somme de deux termes de 
oin quenous noterons (CT1)
l,l′

i,i′(ǫ) et (CT2)
l,l′

i,i′(ǫ) que nous prenons en 
ompte
ar d'ordre ε, seulement si γl
i et γl′

i′ 
orrespondent au même sommet
A, auquel 
as, on a pour le triangle AEF (Fig.2.9) :
(CT1)

l,l′

i,i′(ǫ) ∼ − 1

4π

∫

AE∪AF
dγ

∫

S(γ,AB ou AC)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li′+li,i′ ),

(CT2)
l,l′

i,i′(ǫ) ∼
1

4π

∫

AE∪AF
dγ

∫

S(γ,AB et AC)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li+li′+li,i′ ).On notera (CT )l,l
′

i,i′(ǫ) la somme de 
es deux termes :
(CT )l,l

′

i,i′(ǫ) ∼ − 1

4π

∫

AE∪AF
dγ

∫

S(γ,AB ou AC)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li′+li,i′ )

+
1

4π

∫

AE∪AF
dγ

∫

S(γ,AB et AC)
d~Ω(~Ω · ~n)e−

σt
ε

(li+li′+li,i′).(2.44)ou en
ore grâ
e à (2.12) :
(CT )l,l

′

i,i′(ǫ) ∼ ε( −F(AF,AC) + F(AF,AB)

+F(AE,AC) −F(AE,AB))
(2.45)Finalement, en négligeant les termes d'ordre ε2, le système linéaire pour φε,l

is'é
rit 
omme :
∑

l′

(
1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ) + εσa〈χl
i, χ

l′

i 〉
)

φε,l′

i − (CT1)
i
l,lφ

ε,l
i

+
∑

Γi′

i
,l′

(
−1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ) − ε

σt

(
1

6

∫

Γi′

i

dγ(~n · ~∇χl′

i′)χ
l
i(γ) − 1

6

∫

Γi′

i

dγ(~n · ~∇χl
i)χ

l′

i′(γ)

))
φε,l′

i′

−
∑

i′′,l′′

(CT )l
′′,l
i′′,i(ǫ)φ

ε,l′′

i′′ = ε〈Q,χl
i〉 (2.46)où ∑

Γi′

i ,l′

désigne la sommation sur toutes les arêtes 
ommunes Γi′
i des mailles

Ti et Ti′ et ∑
i′′,l′′

désigne la sommation sur tous les sommets des mailles Ti′′
orrespondants au même sommet γl
i. Nous introduisons le développement for-mel suivant

Φε = Φ0 + εΦ1 + ε2Φ2 + . . . ,

φε,l
i = φ0,l

i + εφ1,l
i + ε2φ2,l

i + . . . , ∀i ∈ (1,N),∀l.50



A l'ordre le plus bas, nous obtenons
∑

l′

1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ)φ0,l′

i −
∑

Γi′

i ,l′

1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)φ0,l′

i′ = 0. (2.47)Les ve
teurs φl
i 
orrespondant à des fon
tions 
ontinues, 
'est-à-dire des ve
-teurs tels que φ0,l

i = φ0,l′

i′ quand γl
i = γl′

i′ satisfont le système (2.47) puisque
∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ) =
∑

i′

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i (γ)

=
∑

i′

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)
ar χl′
i (γ) = χl′

i′(γ) sur Γi′
i . Considérons le sous espa
e ve
toriel de R3N des

φl
i véri�ant les équations (2.47). Par noeud, le nombre d'équations (2.47)indépendantes est le nombre d'arêtes reliées à 
e noeud moins une. Don
,la dimension de 
et espa
e est 3N − (nombre de contraintes). On peut dé-montrer 
omme dans la proposition 5 du 
hapitre 4 que 
e nombre est égalau nombre de noeuds internes du maillage. Don
 
omme 
et espa
e 
ontientl'espa
e ve
toriel des φl

i 
ontinues et nulles sur le bord et qu'ils ont mêmedimension, ils sont identiques.A l'ordre ε nous avons
∑

l′

1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ)φ1,l′

i −
∑

Γi′

i ,l′

1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)φ1,l′

i′ =

−σa

∑

l′

〈χl
i, χ

l′
i 〉φ0,l′

i

− 1

6σt

∑

Γi′

i ,l′

(
−
∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl′

i′)χ
l
i(γ) +

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl
i)χ

l′

i′(γ)

)
φ0,l′

i′

+CT l
i (0)φ

0,l
i +

∑

i′′,l′′

CT l′′,l
i′′,i (0)φ

0,l′′

i′′

+〈Q,χl
i〉.Pour un sommet interne donné γj nous additionnons toutes les équationsvenant des mailles i partageant le sommet γj . On peut véri�er que :

∑

l′,γl
i=γj

1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ)φ1,l′

i −
∑

Γi′

i ,l′,γl
i=γj

1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)φ1,l′

i′ = 0Par exemple sur la �gure (2.10), la 
ontribution du triangle 1 et du 
�té
Γ4

1 à 
ette somme est égale à :
1

4
(

∫

Γ4
1

χ1
1χ

1
1Φ

1
1 +

∫

Γ4
1

χ1
1χ

2
1Φ

2
1 −

∫

Γ4
1

χ1
1χ

1
4Φ

1
4 −

∫

Γ4
1

χ1
1χ

3
4Φ

3
4)51



1
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1

2

3
1

2

3

4

Fig. 2.10 � 
ontribution du 
�té Γ4
1
elle du triangle 4 et du 
�té Γ4

1 s'é
rit :
1

4
(

∫

Γ4
1

χ1
4χ

1
4Φ

1
4 +

∫

Γ4
1

χ1
4χ

3
4Φ

3
4 −

∫

Γ4
1

χ1
4χ

1
1Φ

1
1 −

∫

Γ4
1

χ1
4χ

2
1Φ

2
1)et 
omme χ1

1 = χ1
4 et χ2

1 = χ3
4 sur Γ4

1, la somme de 
es deux 
ontributionss'annule. On peut répéter le même raisonnement sur les 
�tés Γ3
4 , Γ2

3 et Γ1
2si bien que la somme de toutes les équations venant des mailles i partageantle sommet γj s'annule.Pour i, l tel que γl

i = γj, nous notons
φ̄j = φ̄γj

= φ0,l
i et ξj = ξγj

=
∑

γl
i=γj

χl
i.Nous obtenons :

σa

∑

l′,γl
i
=γj

〈χl
i, χ

l′

i 〉φ0,l′

i +
1

6σt

∑

Γi′

i ,l′,γl
i=γj

(
−
∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl′

i′)χ
l
i(γ) +

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl
i)χ

l′

i′(γ)

)
φ0,l′

i′

−




∑

i,l,γl
i=γj

CT l
i (0) +

∑

i,l,i′′,l′′,γl
i=γj ,γl′′

i′′
=γj

CT l′′,l
i′′,i (0)


 φ̄j =

∑

γl
i=γj

〈Q,χl
i〉. (2.48)Dans 
es sommes, seul l'indi
e j est �xé. Nous notons respe
tivement par

S1, S2, S3 et S4 
es quatre sommes. Nous avons pour la première somme
S1 = σa

∑

l′

〈ξj , χ
l′

i 〉φ0,l′

i .52
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j’

j

j’

j

j’

j"
j"’

i’

i i
i’ i’

i

Fig. 2.11 �L'ensemble des valeurs de l'index l′ 
orrespond à tous les sommets γl′
i quisont 
onne
tés à γj si bien que �nalement

S1 = σa

∑

γj′

〈ξj, ξj′〉φ̄j′ .L'intégration sur les arêtes peut être séparée en trois parties (Fig.2.11) :� La première partie 
orrespond aux indi
es l′ tels que γl
i = γj, γ

l′
i′ =

γj′ , Γi′
i = −−→γjγj′.Dans 
e 
as, les triangles i et i′ ont l'arête −−→γjγj′ en 
ommun.� La se
onde partie 
orrespond aux indi
es l′ tels que γl

i = γj , γ
l′

i′ =
γj′ , Γi′

i 6= −−→γjγj′ et il existe un sommet γj′′ tel que Γi′
i = −−−→γj′′γj′. Dans
e 
as, l'arête −−→γjγj′ appartient à i mais pas à i′.� La troisième partie 
orrespond aux indi
es l′ tels que γl

i = γj , γ
l′
i′ =

γj′ , Γi′
i 6= −−→γjγj′ et il existe un sommet γj′′′ tel que Γi′

i = −−−→γjγj′′′ .Dans 
e 
as, l'arête −−→γjγj′ appartient à i′ mais pas à i.
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Nous avons :
S2 =

1

6σt

∑

γl′

i′
=γj′ ,γ

l
i
=γj

(
−
∫

−−→γjγj′
(~n · ~∇χl′

i′)χ
l
i(γ) +

∫

−−→γjγj′
(~n · ~∇χl

i)χ
l′
i′(γ)

)
φ̄j′

(où i et i′ sont les mailles ave
 les sommets 
ommuns γj et γj′ in
luant le 
as γj = γj′)

+
1

6σt

∑

γl′

i′
=γj′ ,γ

l
i
=γj

(
−
∫

−−−→γj′′γj′
(~n · ~∇χl′

i′)χ
l
i(γ) +

∫

−−−→γj′′γj′
(~n · ~∇χl

i)χ
l′

i′(γ)

)
φ̄j′

(où i et i′ sont les mailles ave
 les sommets 
ommuns γj′′ et γj′)

+
1

6σt

∑

γl′

i′
=γj′ ,γ

l
i=γj

(
−
∫

−−−→γj′′′γj

(~n · ~∇χl′

i′)χ
l
i(γ) +

∫

−−−→γj′′′γj

(~n · ~∇χl
i)χ

l′

i′(γ)

)
φ̄j′

(où i et i′ sont les mailles ave
 les sommets 
ommuns γj′′′ et γj)Nous remarquons que χl
i = 0 sur −−−→γj′′γj′ et χl′

i′ = 0 sur −−−→γj′′′γj. Aussi, nousavons �nalement
S2 =

1

6σt

∑

γl′

i′
=γj′ ,γ

l
i=γj

(
−
∫

−−→γjγj′
(~ni · ~∇χl′

i′)χ
l
i(γ) +

∫

−−→γjγj′
(~ni · ~∇χl

i)χ
l′

i′(γ)

)
φ̄j′

+
1

6σt

∑

γl′

i′
=γj′ ,γ

l
i=γj

∫

−−−→γj′′γj′
(~ni · ~∇χl

i)χ
l′
i′(γ)φ̄j′ −

1

6σt

∑

γl′

i′
=γj′ ,γ

l
i=γj

∫

−−−→γj′′′γj

(~ni · ~∇χl′
i′)χ

l
i(γ)φ̄j′(2.49)où l'indi
e i sur ~ni rappelle que ~ni est extérieur à la maille Ti. Nous pouvonsidenti�er 〈~∇ξj.~∇ξj′〉 dans 
ette somme. Pour j′ �xé (j′ 6= j), nous avons

〈~∇ξj.~∇ξj′〉 =

∫

Ti

~∇ξj.~∇ξj′dx +

∫

Ti′

~∇ξj .~∇ξj′dxoù Ti est la maille (γj , γj′ , γj′′) et Ti′ est la maille (γj , γj′ , γj′′′). Nous avons,pour γl
i = γj et γl′

i = γj′,
∫

Ti

~∇ξj.~∇ξj′dx =
1

2

(∫

−−→γjγj′
(~ni.~∇χl

i)χ
l′

i dγ +

∫

−−−→γj′γj′′
(~ni.~∇χl

i)χ
l′

i dγ +

∫

−−−→γjγj′′
(~ni.~∇χl

i)χ
l′

i dγ

)

+
1

2

(∫

−−→γjγj′
(~ni.~∇χl′

i )χl
idγ +

∫

−−−→γj′γj′′
(~ni.~∇χl′

i )χl
idγ +

∫

−−−→γjγj′′
(~ni.~∇χl′

i )χl
idγ

)
.Sur −−−→γjγj′′, nous avons χl′

i = 0, sur −−→γjγj′, nous avons χl′
i = χl′

i′ et sur −−−→γj′γj′′nous avons χl
i = 0 don


∫

Ti

~∇ξj.~∇ξj′dx =
1

2

(∫

−−→γjγj′
(~ni.~∇χl

i)χ
l′
i′dγ +

∫

−−−→γj′γj′′
(~ni.~∇χl

i)χ
l′
i dγ

)

+
1

2

(∫

−−→γjγj′
(~ni.~∇χl′

i )χl
i′dγ +

∫

−−−→γjγj′′
(~ni.~∇χl′

i )χl
idγ

)
.54



j

j’

j"

j"’

i

i’

Fig. 2.12 �
j

j’

j"

j"’

i’

i

Fig. 2.13 �Dans 
ette somme les sommets γl
i et γl

i′ 
orrespondent au sommet γj etles sommets γl′
i et γl′

i′ au sommet j′.De la même manière
∫

Ti′

~∇ξj.~∇ξj′dx =
1

2

(∫

−−→γjγj′
(~ni′ .~∇χl

i′)χ
l′
i dγ +

∫

−−−−→γj′γj′′′
(~ni′ .~∇χl

i′)χ
l′
i′dγ

)

+
1

2

(∫

−−→γjγj′
(~ni′ .~∇χl′

i′)χ
l
idγ +

∫

−−−→γjγj′′′
(~ni′ .~∇χl′

i′)χ
l
i′dγ

)
.en 
hoisissant les triangles Ti et Ti′ et les sommets γl

i et γl′
i′ 
omme surles �gures (2.12) et (2.13), on retrouve dans S2 les termes 
orrespondant aux4 intégrales sur −−→γjγj′ soit :
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j

j’

j"

j"’

i’

i

Fig. 2.14 �
j

j’

j"

j"’

i’

i

Fig. 2.15 �
1

2
(

∫

−−→γjγj′
(~ni.~∇χl

i)χ
l′

i′dγ +

∫

−−→γjγj′
(~ni.~∇χl′

i )χl
i′dγ

+

∫

−−→γjγj′
(~ni′ .~∇χl

i′)χ
l′

i dγ +

∫

−−→γjγj′
(~ni′ .~∇χl′

i′)χ
l
idγ).De la même façon (Fig.2.14), on retrouve le terme 
orrespondant à 1

2

∫

−−−→γjγj′′
(~ni.~∇χl′

i )χl
idγainsi que (Fig.2.15) le terme 
orrespondant à 1

2

∫

−−−→γj′γj′′
(~ni.~∇χl

i)χ
l′
i dγ.En notant que ~ni′ = −~ni sur −−→γjγj′, nous obtenons :

S2 =
1

3σt

∑

j′

〈~∇ξj.~∇ξj′〉φ̄j′.La somme S3 
ontient des termes de 
oin. Nous allons montrer que :56



CT l
i (0) +

∑

i′′,l′′,γl′′

i′′
=γj

CT l,l′′

i,i′′ (0) = 0,
e qui entraîne que
∑

i,l,γl
i=γj

CT l
i (0) +

∑

i,l,i′′,l′′,γl
i
=γj ,γl′′

i′′
=γj

CT l′′,l
i′′,i (0) = 0.Nous allons montrer que 
haque arête ayant 
omme sommet A intervientdeux fois dans 
ette somme par des termes opposés si bien que S3 est nulle.Pour 
ela, nous 
hoisissons pour le triangle i, le triangle ABC et nous 
hoi-sissons l tel que le sommet γl

i 
orrespond au sommet A (Fig .2.9). Nousdevons envisager plusieurs 
as :� Arête appartenant au triangle ABCPrenons l'arête AC, elle intervient dans le terme CT l,l
i (ε) équivalentau terme d'ordre ε donné par l'expression (2.33) par :

CT l,l
i,i (0) ∼ F(AC,AB).Elle intervient dans le terme CT l,l′

i,i′ (ε) équivalent au terme d'ordre εdonné par l'expression (2.42), ave
 le triangle i′ égal au triangle ACDet l′ 
orrespondant au sommet A par :
CT l,l′

i,i′ (0) ∼ −F(AC,AB).La somme de 
es deux termes s'annule. Il en est de même pour lesdeux termes 
orrespondant à l'arête AB.� Arête n'appartenant pas au triangle ABCSoit AE 
ette arêteCette arête intervient dans le terme CT l,l′

i,i′ (0) donné par l'expression(2.45), ave
 le triangle i′ égal au triangle ADE et l′ 
orrespondant ausommet A, en remplaçant E par D et E par F dans(2.45), on obtient :
CT l,l′

i,i′ (0) ∼ −F(AE,AC) + F(AE,AB).Cette arête intervient également dans le terme CT l,l′

i,i′ (0) ave
 le triangle
i′ égal au triangle AEF et l′ 
orrespondant au sommet A. Grâ
e à(2.45), on obtient :

CT l,l′

i,i′ (0) ∼ F(AE,AC) −F(AE,AB)don
, la somme des deux termes s'annule.Finalement, nous avons immédiatement S4 = 〈Q, ξj〉 et Φ0 satisfait (2.27)
σa

∑

j′

〈ξj , ξj′〉φ̄j′ +
1

3σt

∑

j′

〈~∇ξj .~∇ξj′〉φ̄j′ = 〈Q, ξj〉.Comme ũε = Φε + O(ε2), 
e
i prouve la proposition 4.57



2.3.3 Conditions aux limites pour la méthode SIMC linéaireJusque là, nous avons 
onsidéré des 
onditions aux limites de �ux en-trant nul. Nous devrions maintenant étendre les résultats pré
édents à des
onditions aux limites de �ux entrants non nuls. En fait, il n'est pas possiblede faire une analyse 
omplète et nous avons obtenu seulement des résultatspartiels. Nous détaillons maintenant 
es résultats.Etude en géométrie 1DLe système (2.28) devient
∑

i,l

(bε,l,l′

i,i′ − (1 − ε2 σa

σt
)aε,l,l′

i,i′ )φε,l
i = ε〈Q,χl′

i′〉 + Cε,l′

i′ , (2.50)où Cε,l
i = 〈(σt

ε
− εσa)ũ

ε
b , χ

l
i〉 et uε

b(x, µ), (x ∈ (0, L), µ ∈ (−1, 1)) est lasolution de
µ∂xuε

b +
σt

ε
uε

b = 0,

uε
b(0, µ) = g(0, µ), µ > 0,

uε
b(L,µ) = g(L,µ), µ < 0.

(2.51)Nous pouvons supposer sans perte de généralité que g(L,µ) = 0 et nous
on
entrer sur la 
ondition aux limites en x = 0. Comme uε
b dé
roît expo-nentiellement à l'intérieur de (0, L), nous voyons immédiatement que Cε,l

i estnégligeable partout sauf pour i = 0, l = 1, 2 (premier et se
ond sommet dela première maille). Supposons le maillage uniforme, dans la première maille
(x0 = 0, x1 = h), nous avons

uε
b(x, µ) = g(0, µ)e−

σtx

εµ 1Iµ>0. (2.52)En intégrant (2.51) par parties et en utilisant (2.52), on obtient
〈σt

ε
ũε

b, χ
l
0〉 = −1

2

∫ 1

−1
dµ

∫ h

0
dxµ∂xuε

b(x, µ)χl
0(x)

= −1

2

∫ 1

0
µdµ(uε

b(h, µ)χl
0(h) − uε

b(0, µ)χl
0(0)) +

1

2

∫ 1

0
dµµ∂xχl

0

∫ h

0
dxuε

b(x, µ)

=
1

2

∫ 1

0
µg(0, µ)dµχl

0(0) +
ε

2σt

∫ 1

0
µ2g(0, µ)∂xχl

0dµ + O(e−
σt
ε ).Nous avons χ1

0(0) = 1, χ2
0(0) = 0, ∂xχ1

0 = −1/h, ∂xχ2
0 = 1/h, don


Cε,1
0 =

1

2

∫ 1

0
µg(0, µ)dµ − ε

2hσt

∫ 1

0
µ2g(0, µ)dµ,

Cε,2
0 =

ε

2hσt

∫ 1

0
µ2g(0, µ)dµ.Nous allons maintenant é
rire les équations provenant de l'analyse asymp-totique du s
héma numérique ave
 des 
onditions aux limites inhomogènes.58



Nous appliquons dire
tement les résultats de la se
tion pré
édente et nousnotons simplement par φl
i le terme dominant dans le développement de φε,l

i .A l'ordre le plus bas en ε, l'équation (2.47) pour le sommet 0 sur la frontièredevient
1

4
φ1

0 −
1

2

∫ 1

0
µg(0, µ)dµ = 0, (2.53)
e qui donne φ1

0. A l'ordre ε, la 
ontribution du degré de liberté χ2
0 
orres-pondant au sommet x1 = h à l'équation (2.48) est égale pour le membre degau
he à :

σa

(
φ2

0

∫ h

0
χ2

0(x)χ2
0(x)dx + φ1

0

∫ h

0
χ2

0(x)χ1
0(x)dx

)
+

1

6σt
(∂xχ1

1χ
2
0(h) + ∂xχ2

0χ
1
1(h))φ1

1

+
1

6σt
(∂xχ2

1χ
2
0(h) + ∂xχ2

0χ
2
1(h))φ2

1et pour le se
ond membre à :
∫ h

0
Qχ2

0(x)dx +
1

2hσt

∫ 1

0
µ2g(0, µ)dµ.En utilisant les valeurs des fon
tions de base dans la première maille, 
eladonne pour le membre de gau
he :

σa

(
h

3
φ2

0 +
h

6
φ1

0

)
+

1

6hσt
(2φ1

1 − φ2
1) (2.54)La 
ontribution du degré de liberté χ1

1 
orrespondant au sommet x1 = hau membre de gau
he de l'équation (2.48) est égale à :
σa

(
φ1

1

∫ 2h

h
χ1

1(x)χ1
1(x)dx + φ2

1

∫ 2h

h
χ1

1(x)χ2
1(x)dx

)
+

1

6σt
(∂xχ1

1χ
1
0(h) + ∂xχ1

0χ
1
1(h))φ1

0

+
1

6σt
(∂xχ1

1χ
2
0(h) + ∂xχ2

0χ
1
1(h))φ2

0

+
1

6σt
(∂xχ1

1χ
1
2(h) + ∂xχ1

2χ
1
1(h))φ1

2et pour le se
ond membre :
∫ 2h
h Qχ1

1(x)dx,soit pour le membre de gau
he :
σa

(
h

3
φ1

1 +
h

6
φ2

1

)
+

1

6hσt
(−φ1

0 + 2φ2
0 − φ1

2) (2.55)En additionnant (2.54) et (2.55) pour le membre de gau
he et les se
ondsmembres 
orrespondants ave
 φ̄1 = φ2
0 = φ1

1, φ̄0 = φ1
0 et φ̄2 = φ2

1, nousobtenons �nalement
σa

(
2h

3
φ̄1 +

h

6
(φ̄0 + φ̄2)

)
+

1

6hσt
(4φ̄1−2φ̄2−φ̄0) =

∫ 2h

0
Qξ1(x)dx+

1

6hσt

∫ 1

0
3µ2g(0, µ)dµ.59



En utilisant (2.53) et en notant φ̄exact
0 =

∫ 1

0
(µ +

3

2
µ2)g(0, µ)dµ, nous obte-nons

σa

(
2h

3
φ̄1 +

h

6
φ̄2 +

h

6
φ̄exact

0

)
+

1

3hσt
(2φ̄1 − φ̄2 − φ̄exact

0 ) =
∫ 2h

0
Qξ1(x)dx − hσa

6

∫ 1

0
(µ − 3

2
µ2)g(0, µ)dµ.� Si σa = 0, nous obtenons une dis
rétisation 
orre
te de l'équation dedi�usion ave
 la 
ondition aux limites de Diri
hlet

φ̃0 =

∫ 1

0
(µ +

3

2
µ2)g(0, µ)dµ ∼

∫ 1

0

√
3

2
µH(µ)g(0, µ)dµ,où H(µ) est la fon
tion de Chandrasekhar.� If σa 6= 0, nous obtenons la 
ondition aux limites exa
te dans le 
as où

g est isotrope 
ar alors, ∫ 1

0
(µ − 3

2
µ2)g(0, µ)dµ = 0.Cas multidimensionnelDans le 
as le plus simple où le �ux entrant est isotrope et g 
ontinue etlinéaire par mor
eaux sur la frontière, nous obtenons la 
ondition de Diri
hlet
orre
te.Dans le 
as général (soit un �ux entrant non isotrope), il ne semble paspossible d'établir un résultat général.2.3.4 Choix des fon
tions de baseDans 
ette analyse asymptotique, nous avons vu que la solution est 
onti-nue dans la limite di�usion. Nous pourrions don
 utiliser des fon
tions li-néaires 
ontinues 
omme fon
tions de base au lieu de fon
tions linéaires dis-
ontinues et nous obtiendrions le même résultat. Le béné�
e en serait un pluspetit système linéaire à résoudre et don
 un 
oût réduit. Cependant, dans le
as général, il n'y a au
une raison de supposer la 
ontinuité de la solution etdes fon
tions de base dis
ontinues sont mieux appropriées 
omme dans lesméthodes de transport déterministes.2.4 Méthode hybride SIMCNous avons prouvé que la méthode linéaire SIMC véri�e la limite di�u-sion, mais pratiquement un 
al
ul pré
is des éléments de la matri
e

ml,l′

i,i′ = −(1 − ε2 σa

σt
)al,l′

i,i′ + σt

ǫ < χl
i, χ

l′
i′ > demande un nombre prohibitifde parti
ules dans les mailles di�usives.Par exemple, en plan in�ni, m1,1

i,i le 
oe�
ient diagonal de l'équation (2.9)
orrespondant à i′ = i, l′ = 1 est la di�éren
e de :60



∫

i

σt

ǫ
χ1

i χ
1
i dx =

∆x(i)

3

σt

ǫ
et (1 − ε2 σa

σt
)a1,1

i,i = −1

4
+

∆x(i)

3
(
σt

ǫ
− ǫσa), 
equi donne m1,1

i,i =
1

4
+

∆x(i)

3
ǫσa .Cette quantité est la di�éren
e de deux très grands nombres d'ordre ǫ−1qui doivent être évalués de façon pré
ise au premier ordre en ǫ. C'est pourquoiun nombre prohibitif de parti
ules est requis.Nous préférons 
al
uler de façon déterministe les 
oe�
ients de la matri
eprovenant de l'émission-absorption des parti
ules.Pour une maille di�usive i entourée de mailles di�usives i − 1 et i + 1,nous n'émettons pas de parti
ules mais remplaçons les termes provenant del'émission-absorption de 
es parti
ules par leur développement au premierordre en ǫ. Ainsi nous �xons :

m1,2
i,i = ∆x(i)

6 ǫσa m2,1
i,i = ∆x(i)

6 ǫσa

m1,1
i,i = 1

4 + ∆x(i)
3 ǫσa m2,2

i,i = 1
4 + ∆x(i)

3 ǫσa

m1,1
i,i−1 = − ǫ

6σt∆x(i−1) m2,2
i,i−1 = − ǫ

6σt∆x(i)

m1,1
i,i+1 = − ǫ

6σt∆x(i) m2,1
i,i+1 = −1

4 + ǫ
6σt∆x(i) + ǫ

6σt∆x(i+1)

m1,2
i,i−1 = −1

4 + ǫ
6σt∆x(i) + ǫ

6σt∆x(i−1) m2,2
i,i+1 = − ǫ

6σt∆x(i+1)Pour une maille di�usive i adja
ente à une maille transparente i + 1, nousn'avons plus le droit de rempla
er les 
oe�
ients M2,1
i,i+1, M1,1

i,i+1, M2,2
i,i+1 parleur expression analytique 
ar les parti
ules provenant de la maille i vers lamaille i + 1 ne sont plus 
omplètement absorbées dans la maille i + 1.Au lieu de 
ela, nous 
al
ulons analytiquement au premier ordre en ǫl'intensité angulaire u(xi+1/2, µ) pour µ > 0, on a u(x, µ) = uε,2

i Φ2
i + uε,1

i Φ1
ipour x ∈ Ti et 
omme uε,2

i (xi+1/2, µ) = 1 − ε

σt

µ

∆x(i)
et uε,1

i (xi+1/2, µ) =

ε

σt

µ

∆x(i)
grâ
e à (2.30), on obtient :

u(xi+1/2, µ) = (1 − ǫµ

σt∆x(i)
)Φ2

i +
ǫµ

σt∆x(i)
Φ1

i .A partir de 
ette expression, nous en déduisons le demi-�ux de la maille ivers la maille i + 1 :
Fi7→i+1 =

1

2

∫ 1

0
µdµu(xi+1/2, µ) =

1

4
(χ1

i (x0)Φ
1
i + χ2

i (x0)Φ
2
i ),ave
 x0 = xi+1/2 − λ et λ =

2

3

ǫ

σt
.Ce demi-�ux peut être très simplement simulé ave
 la méthode parti-
ulaire. Nous émettons Fi7→i+1 parti
ules à la frontière xi+1/2 pour µ > 0.leur dire
tion suit la loi de Lambert et leur lieu de naissan
e utilisé pour61



déterminer leur poids est �xé à x0, une longueur d'extrapolation λ avant lafrontière.En géométrie 2D, nous avons 
al
ulé les termes de la matri
e ml,m
i,j 
orres-pondant au 
ouplage entre les mailles di�usives. Les termes de 
oin 
ouplantles mailles di�usives peuvent être négligés puisqu'ils n'apparaissent pas dansle s
héma aux éléments �nis linéaires 
ontinus obtenu lorsque ε tend vers 0.Pour M ∈ Γi′

i , ~Ω · ~n > 0, ~n le ve
teur normal extérieur à Γi′
i pour lamaille i :

u(M, ~Ω) =
l=3∑

l=1

(χl
i(M) − e−

σt
ǫ

liχl
i(M − ~Ωli) − (~Ω · ~∇χl

i)
ǫ

σt
(1 − e−

σt
ǫ

li))Φl
i.Aussi, au premier ordre en ǫ :

Fi7→i′ =
1

4

∫

Γi′

i

ds
l=3∑

l=1

χl
i(M−λ~n)Φl

i−
1

4π

l=3∑

l=1

∫

Γi′

i

ds

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω·~n)e−

σt
ǫ

liχl
i(M−~Ωli)Φ

l
i.Le premier terme provient de l'intégration en angle (après multipli
ationpar 1

4π
(~Ω · ~n)) de l=3∑

l=1

(χl
i(M) − (~Ω · ~∇χl

i)
ǫ

σt
), le se
ond de l'intégration enangle de l=3∑

l=1

−e−
σt
ǫ

liχl
i(M − ~Ωli).Le se
ond terme (terme de 
oin) du premier ordre en ǫ peut être é
han-tillonné en Monte-Carlo en émettant des parti
ules de poids négatif par lamême te
hnique que 
elle que nous utiliserons dans le 
hapitre 3.Les prin
ipales 
ara
téristiques de la méthode hybride SIMC peuventêtre résumées ainsi :� Nous n'émettons pas de parti
ules dans les mailles di�usives sauf àleurs frontières ave
 les mailles transparentes où des parti
ules sontémises mais en positionnant leur lieu de naissan
e pour déterminerleur poids à une longueur d'extrapolation avant la frontière.� Nous remplaçons les termes des 
olonnes de la matri
e 
orrespondantà l'émission-absorption de 
es parti
ules par leur développement aupremier ordre en ǫ.� Les parti
ules émises sont suivies dans tout le domaine don
 égalementdans les mailles di�usives.� Le 
ritère pour dé
ider si une maille est di�usive est basé sur sa pro-fondeur optique σt∆x. Le développement des 
oe�
ients au premierordre en ǫ est li
ite seulement si la profondeur optique est su�sammentgrande. Si un milieu di�usif est maillé ave
 des mailles de l'ordre dulibre-par
ours, les mailles ne doivent pas être supposées di�usives dansla méthode hybride. 62



2.5 Résultats numériques2.5.1 Test de l'epsilon problèmeNous 
ommençons par 
on�rmer les résultats théoriques présentés dansla se
tion pré
édente. Nous 
onsidérons le problème purement di�usif suivant




µ
∂uε

∂x
+

1

ε
uε =

1

ε
ũε + ε, x ∈ (0, 10), µ ∈ (−1, 1),

uε(0, µ) = 0pour µ > 0 ; uε(10, µ) = 0pour µ < 0.
(2.56)Lorsque ǫ tend vers zero, nous savons que ũε tend vers la solution U del'équation de di�usion :





−1

3

d2U

dx2
= 1,

U(0) = 0;U(10) = 0.
(2.57)soit U(x) = 15x − 3

2x2.D'abord, nous 
omparons les solutions pour la méthode SIMC linéaire et
onstante ave
 la solution exa
te de l'équation de di�usion en géométrie 1D.Le maillage est 
omposé de 100 mailles de largeur ∆x = 0.1. Nous �xons
ε à 0.01 si bien que la profondeur optique (nombre de libre-par
ours dansla maille) est 10 don
 assez grande pour que les résultats théoriques s'ap-pliquent.Sur la �gure 2.16, nous représentons la solution pour la méthode SIMC
onstante, la solution de l'équation de di�usion (3.13) et la solution de l'équa-tion de di�usion in
orre
te qui est la limite de la solution de la méthode SIMC
onstante en milieu di�usif :





−d2V ε

dx2
=

4ε

∆x
,

V (0) = 0; V (10) = 0.
(2.58)Tant que ∆x

ε
est assez grand, nous observons que la solution de la méthodeSIMC 
onstante est beau
oup plus pro
he de V ε que de U : 
e
i 
on�rme lesrésultats théoriques.Sur la �gure 2.17, nous représentons la solution de la méthode SIMC linéaireet U : l'a

ord entre 
elle-
i et U est 
orre
t mais des �u
tuations appa-raissent malgré le grand nombre (500000) de parti
ules émises dans 
haquemaille pour 
e 
al
ul. Cela est dû à la di�
ulté de 
al
uler les 
oe�
ientsde la matri
e de façon pré
ise ave
 un tirage aléatoire. En faisant l'analyseasymptotique, nous avons vu que le s
héma de di�usion apparaît à l'ordre ε etque les termes d'ordre ε−1 et ε0 s'annulent. Dans la simulation Monte-Carlo,
es termes ne peuvent pas s'annuler exa
tement et il reste des �u
tuationsqui doivent être d'un ordre εn ave
 n > 1 pour obtenir la solution de dif-fusion. Ces �u
tuations pourraient être réduites en améliorant le tirage des63
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Fig. 2.16 � Solution de la méthode SIMC 
onstante, solution de la bonneéquation de la limite di�usion, solution de l'équation in
orre
te de la limitedi�usionparti
ules, par exemple lorsqu'on tire une parti
ule, on peut prendre éga-lement sa jumelle ave
 la dire
tion opposée, on peut réduire l'espa
e desphases en 
hoisissant des dire
tions dis
rètes permettant d'obtenir la limitedi�usion (en 1D, µ = ± 1√
3
). Mais pour des problèmes très di�usifs, 
elareste insu�sant.Nous verrons au 
hapitre suivant qu'il existe un autre moyen de réduirele 
oût de la méthode SIMC linéaire. Cette méthode revient à ne pas simulerles termes d'ordre ǫ−1 qui, nous l'avons vu, doivent être évalués de façonpré
ise au premier ordre en ǫ, mais à é
hantillonner dire
tement la di�éren
eentre le terme d'émission et d'absorption soit les termes mε,l,l′

i,i′ qui sont auplus d'ordre 0 en ǫ.Quoique le problème soit monodimensionnel, nous pouvons le résoudresur un maillage triangulaire bidimensionnel (x, y) ∈ (0, 10) × (0, h) ave
 des
onditions aux limites de symétrie pour y = 0 et y = h. Nous avons pris
h = ∆x si bien que le rapport d'aspe
t de 
haque triangle est d'ordre 1.Les résultats sont montrés sur la �gure 2.18. Comme l'avait prévu l'analysethéorique, les résultats de la méthode SIMC 
onstante sont faux tandis que
eux de la méthode SIMC linéaire sont 
orre
ts. Nous observons 
ependantde plus larges �u
tuations qu'en géométrie monodimensionnelle.
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Fig. 2.17 � Solution de la méthode SIMC linéaire et solution de l'équationde la limite di�usion
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Fig. 2.18 � Solutions de la méthode SIMC linéaire , SIMC 
onstante sur unmaillage bidimensionnel, solution de l'équation de la limite di�usion65



2.5.2 Test de LarsenCe problème est présenté dans [44℄. Nous résolvons :




µ
∂u

∂x
+ σtu = σsũ, x ∈ (0, 11), µ ∈ (−1, 1),

u(0, µ) = 1pour µ > 0 ; u(11, µ) = 0pour µ < 0,
σt = 2, σs = 0, 0 ≤ x < 1,
σt = 100, σs = 100, 1 ≤ x < 11.

(2.59)La première région 0 < x < 1 est purement absorbante ave
 un 
oe�
ientd'absorption modéré tandis que la se
onde région 1 < x < 11 est purementdi�usive ave
 un 
oe�
ient de di�usion grand. Don
 les parti
ules provenantde la frontière gau
he ne subissent au
une di�usion dans la première région
x ∈ (0, 1) et leur distribution angulaire devient anisotrope à l'interfa
e x = 1.Une 
ou
he limite apparaît à l'interfa
e entre les deux régions. Il n'y a pasde solution analytique simple à 
e problème aussi nous avons pris 
ommeréféren
e, la solution donnée par un 
al
ul DSN S16 sur un maillage très �n.La �gure 2.19 
ompare la solution de référen
e ave
 la solution donnée par laméthode linéaire SIMC, la méthode 
onstante SIMC et la méthode hybrideSIMC sur un maillage grossier (10 mailles de taille ∆x = 0.1 pour 0 < x < 1et 10 mailles de taille ∆x = 1 pour 1 < x < 11).Les résultats montrent que la méthode linéaire SIMC est très pré
ise enprésen
e d'une 
ou
he limite non résolue sauf dans la première maille dumilieu di�usif.L'é
art dans la première maille du milieu di�usif est dû au fait que lavaleur du �ux à gau
he est ∫ 1

0 2µu(µ)dµ où u(µ) est l'intensité in
idente mais
ela n'altère pas la solution à l'intérieur puisque la 
ondition aux limitese�e
tive pour l'équation de di�usion asso
iée est ∫ 1
0 (µ + 3

2µ2)u(µ)dµ soit laforme pondérée pré
ise de l'intensité in
idente.Le résultat de la méthode hybride est en a

ord ave
 
elui de la méthodelinéaire SIMC 
e qui est 
onforme au fait que les deux méthodes sont iden-tiques si le nombre de parti
ules est assez grand. Le résultat de la méthode
onstante SIMC n'est pas aussi pré
is. Ce
i n'est pas surprenant 
ar nousavons trouvé que l'anisotropie de l'intensité in
idente dans le domaine di�usifn'est pas prise en 
ompte ave
 
ette méthode. Ave
 
ette méthode, le 
ou-rant in
ident (∫ 1
0 µu(µ)dµ) dans le milieu di�usif détermine 
omplètement lavaleur de ũ à l'intérieur du milieu.2.5.3 Problèmes ave
 un �ux in
ident non isotropeNous résolvons :




µ
∂u

∂x
+ 100u = 100ũ, x ∈ (0, 1), µ ∈ (−1, 1),

u(0, µ) = g(µ)pour µ > 0 ; u(1, µ) = 0pour µ < 0.
(2.60)La 
ondition aux limites à gau
he µ 7→ g(µ) est un �ux in
ident anisotrope :66
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Fig. 2.19 � Comparaison entre les solutions des méthodes SIMC linéaire,
onstante, hybride et la solution de référen
e� dans le premier 
as, 
'est une intensité presque normale :
gl(µ) = δ(µ − 1),� dans le se
ond 
as, elle est presque rasante.

gl(µ) = δ(µ − 1/100).Dans les deux 
as, gl(µ) est normalisée pour que ∫ 1

0
µgl(µ)dµ = 0.5 reste
onstante. Ave
 
es deux 
as, nous voulons véri�er notre analyse de la 
ondi-tion aux limites dans un milieu di�usif pour la méthode linéaire SIMC et laméthode 
onstante SIMC :� La méthode linéaire SIMC donne une 
ondition aux limites très pré
isemême si la 
ou
he limite n'est pas résolue Φ(0) =

∫ 1

0
(µ+

3

2
µ2)gl(µ)dµ.� La méthode 
onstante SIMC n'est pré
ise que si le milieu est mailléà l'é
helle du libre-par
ours. Si la 
ou
he limite n'est pas résolue, la
ondition aux limites est Φ(0) =

∫ 1

0
2µgl(µ)dµ soit Φ(0) = 1.Nous 
omparons les résultats SIMC obtenus sur un maillage grossier(10 mailles entre 0 et 1, profondeur optique égale à 10 par maille) ave
la solution de référen
e donnée par la solution de l'équation de di�usionasymptotique : 
'est une fon
tion linéaire qui vaut y =0 en x = 1 et y =∫ 1

0

√
3

2
µH(µ)g(0, µ)dµ en x = 0 (
e qui donne approximativement les va-leurs y =1.25 pour le 
as de l'intensité presque normale et y =0.5075 pourle 
as de l'intensité presque rasante).67



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

’normal incidence constant’
’normal incidence linear’

asymptotic solution

Fig. 2.20 � Problème ave
 l'intensité presque normale, 
omparaison entre lessolutions SIMC (linéaire et 
onstante) et la solution asymptotique
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Fig. 2.21 � Problème ave
 l'intensité presque rasante, 
omparaison entre lessolutions SIMC (linéaire et 
onstante) et la solution asymptotique
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2.5.4 Analyse de l'erreurNous voulons maintenant dis
uter des avantages de la méthode linéaireSIMC par rapport à la méthode 
onstante SIMC dans un milieu transparent.Dans 
e 
as éloigné de la limite di�usion, la méthode 
onstante SIMC estsimplement moins pré
ise que la méthode linéaire SIMC 
e qui est dû àla représentation 
onstante par mor
eaux de la solution. Nous étudions la
onvergen
e de la méthode sur un problème non di�usif quand la taille dumaillage tend vers zero.Nous résolvons




µ
∂u

∂x
+ σtu = σsũ + Q(x), x ∈ (0, 1), µ ∈ (−1, 1),

u(0, µ) = 0pour µ > 0 ; u(1, µ) = 0pour µ < 0,
σt = 14, σs = 4, 0 ≤ x < 0.5,
σt = 1, σs = 1, 0.5 ≤ x < 1,
Q(x) = 10pour x ∈ (0.4, 0.6).

(2.61)Le problème est résolu sur un maillage bidimensionnel ave
 des 
onditionsde symétrie pour y = 0 et y = ∆x. La taille du maillage ∆x varie de 0.1à 0.0125. A 
haque fois que la taille du maillage est divisée par deux, nousmultiplions par 4 le nombre de parti
ules suivies pour maintenir l'erreur dûeaux �u
tuations Monte-Carlo à un niveau plus bas que l'erreur dûe à la dis-
rétisation spatiale (le nombre de parti
ules est �xé à 107 pour ∆x = 0.1). Lasolution de référen
e est donnée par un 
al
ul DSN sur un maillage très �n.Sur la �gure 2.22, nous 
omparons les solutions SIMC linéaire et 
onstantesur le maillage le plus grossier ave
 la solution de référen
e.Nous représentons maintenant l'erreur L1 entre la solution SIMC et la so-lution de référen
e en fon
tion de la taille du maillage (Fig.2.23). Nous ob-servons que l'erreur tend vers zéro quand la taille du maillage tend verszéro et qu'elle est plus petite pour la méthode linéaire que pour la méthode
onstante. Nous ne pouvons pas 
on
lure sur l'ordre de la méthode à partirde 
e seul exemple. Il semble pourtant que la méthode SIMC 
onstante soitd'ordre 1 en fon
tion de la taille du maillage.Le 
oût supplémentaire en temps CPU dû à la méthode SIMC linéaire parrapport à la méthode SIMC 
onstante est modéré. En fait, la plus grandepartie du temps est passée dans la poursuite des parti
ules qui est pratique-ment le même dans les deux méthodes : dans la méthode 
onstante, 
haqueparti
ule a un seul poids symbolique alors que dans la méthode linéaire, ellereprésente 2,3 ou 4 poids (suivant la dimension de l'espa
e et le nombre dedegrés de liberté dans 
haque maille).
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Chapitre 3Formulation di�érentielleUne nouvelle forme de l'équation de transport des photons é
rite en for-mulation di�érentielle (di�eren
e formulation) a été introduite dans [13℄.C'est l'équation véri�ée par la di�éren
e entre l'intensité radiative et la fon
-tion d'équilibre de Plan
k. Les auteurs de [13℄ [14℄ dis
rétisent 
ette équationen 1D par la méthode SIMC 
onstante et linéaire. Leurs tests numériquesmontrent que 
ette méthode améliore la statistique par rapport à la méthodestandard dans les milieux di�usifs. Comme il était attendu, ils obtiennentles mêmes résultats qu'ave
 la méthode standard.En dis
rétisant l'équation é
rite en formulation di�érentielle par la mé-thode SIMC linéaire qui possède la limite di�usion, on peut espérer améliorerla statistique de 
ette méthode qui sans 
ela demande un nombre de parti-
ules prohibitif en milieu di�usif. C'est 
e que nous avons voulu véri�er dansle 
as de notre équation modèle.3.1 Méthode SIMC linéaire ave
 la formulation dif-férentielleSoit Dl
i = ul

i − χl
i sur Ti et Dl

i = ul
i sur D − Ti. Dl

i est une fon
tiondis
ontinue 
ar ul
i solution de (2.8) est 
ontinue et χl

i est dis
ontinue, Dl
ivéri�e au sens des distributions :

~Ω · ~∇Dl
i + σtD

l
i = −~Ω · ~∇χl

i.On a, toujours au sens des distributions,
−~Ω · ~∇χl

i = −(~Ω · ~∇χl
i)T int

i
+ (~Ω · ~n)χl

iδ(x ∈ Γi)ave
 T int
i = Ti − Γi 
ar la dérivée d'une fon
tion dis
ontinue fait apparaîtredes masses de Dira
 sur les fa
es.Don
 Dl

i véri�e : 71



~Ω · ~∇Dl
i + σtD

l
i = −(~Ω · ~∇χl

i)T int
i

+ (~Ω · ~n)χl
iδ(x ∈ Γi).Deux termes 
omposent la sour
e :

−(~Ω · ~∇χl
i)T int

i

orrespond à une émission en volume et (~Ω ·~n)χl

iδ(x ∈ Γi)à l'émission sur les bras en loi de Lambert. L'intégrale en angle des deux
omposantes du terme sour
e étant nulle, il est important d'é
hantillonnerpar paire de parti
ules de dire
tions opposées 
es termes pour véri�er auniveau dis
ret 
ette propriété.Remarque : Dans le 
as SIMC 
onstant, la 
omposante (~Ω · ~∇χl
i)T int

i
dansle terme sour
e est nulle 
ar χi = 1Ix∈Ti

, don
 on a uniquement la 
omposante
(~Ω · ~n)δ(x ∈ Γi) qui 
orrespond à une émission par bras.3.2 Implémentation numériqueNous avons vu que la solution ul

i de :
{

~Ω · ~∇ul
i + σtu

l
i = σtχ

l
i,

ul
i(x, ~Ω) = 0, x ∈ Γi, ~Ω · ~n < 0.

(3.1)peut s'é
rire� dans le triangle Ti

ul
i(x, ~Ω) = χl

i + Dl
i(x, ~Ω), (3.2)ave
 Dl

i(x, ~Ω) = vl
i + wl

i où vl
i est solution de l'équation de transport

{
~Ω.~∇vl

i + σtv
l
i = 0,

vl
i(x, ~Ω) = −χl

i(x), x ∈ Γi, ~Ω.~n < 0.
(3.3)et wl

i est solution de l'équation de transport :
{

~Ω.~∇~wl
i + σtw

l
i = −~Ω.~∇χl

i,

wl
i(x, ~Ω) = 0, x ∈ Γi, ~Ω.~n < 0.

(3.4)Au lieu de 
al
uler σt〈ũl
i, χ

l′
i 〉−σt〈χl

i, χ
l′
i 〉 en simulant l'équation (3.1),nous allons simuler en Monte-Carlo les équations (3.3) et (3.4). Ene�et :

σt〈ũl
i, χ

l′

i 〉 − σt〈χl
i, χ

l′

i 〉 = σt〈D̃l
i, χ

l′

i 〉. (3.5)Ainsi 
ette di�éren
e qui est d'ordre 1 par rapport à ǫ en milieu di�usifalors que les deux termes pris séparément sont d'ordre 1
ǫ , se simule nonplus en é
hantillonnant un terme sour
e d'ordre 1

ǫ 
omme dans l'équa-tion (3.1) mais des termes de bord d'ordre 0 
omme dans l'équation(3.3) ou un terme sour
e d'ordre 0 
omme dans l'équation (3.4).Nous pouvons simuler en Monte-Carlo 
es deux équations de la manièresuivante : 72



� Equation (3.3)Sur 
haque bras (fa
e en 3D) Γi de la maille Ti, on émet en loi deLambert en dire
tion, de façon uniforme en espa
e, Pb parti
ulesentrantes dans Ti dont le poids total est égal à l'opposé du quart dela mesure de la fa
e Γi. A 
haque parti
ule p est asso
ié un poids
ωp(0) = − 1

4Pb
l(Γi). En fait, 
haque parti
ule représente Lb parti
ules(Lb est le nombre de points du bras (fa
e) b don
 Lb = 1, 2, 3 suivantqu'on est en 1D, 2D, 3D) dont les poids sont ωl

p(0) = ωp(0)χ
l
i(xp(0)).On 
al
ule l'absorption 
omme dans la méthode 
lassique :

al,l′

i,i′ → al,l′

i,i′ + ωp

∫ lp

0
σtχ

l′

i′(xp(s))e
−σtsds,mais il n'y a plus à estimer l'émission. Noter que toutes 
es parti
ulesont un poids négatif, don
 le terme d'absorption 
orrespondant à 
esparti
ules est négatif.� Equation (3.4)Le terme sour
e est é
hantillonné ave
 P parti
ules dans 
haquemaille, leur dire
tion ~Ωp est 
hoisie uniforme sur S2 et leur lieu denaissan
e xp(0) uniforme sur Ti. On émet toujours une parti
ule ave

elle ayant la dire
tion opposée, ainsi on est sûr qu'au niveau dis
ret,la somme des poids asso
iés à un degré de liberté l est nulle. A 
haqueparti
ule p est asso
ié un poids ωp(0) =

1

P
Vi où Vi est le volume de

Ti. En fait, 
haque parti
ule représente L parti
ules dont les poidssont ωl
p(0) = −~Ω · ~∇χl

i(xp(0)), don
 pour une dire
tion ~Ω donnée, lepoids total de 
es parti
ules est nul. On 
al
ule l'absorption de 
esparti
ules 
omme dans la méthode standard.� dans le triangle Ti′ où les mailles Ti et Ti′ ont une arête 
ommune
Dl

i(x, ~Ω) = ul
i(x, ~Ω) = Ti,i′(~Ω)ul

i(
~Ω) (3.6)où Ti,i′(~Ω) est l'opérateur qui appliqué à une fon
tion g dé�nie surl'arête Γi′

i asso
ie la solution exa
te h de l'équation :
{

~Ω.~∇h + σth = 0,

h(x, ~Ω) = g, x ∈ Γi′
i , ~Ω.~n < 0.

(3.7)Comme ul
i(x, ~Ω) = χl

i(x) + Dl
i, on doit don
 résoudre :

{
~Ω.~∇h + σth = 0,

h(x, ~Ω) = χl
i(x) + Dl

i, x ∈ Γi′
i , ~Ω.~n < 0.

(3.8)La solution Dl
i sur Ti′ est don
 h1 + h2 ave
 h1 solution de :
{

~Ω.~∇h1 + σth1 = 0,

h1(x, ~Ω) = χl
i(x), x ∈ Γi′

i , ~Ω.~n < 0,
(3.9)73



et h2 solution de :
{

~Ω.~∇h2 + σth2 = 0,

h2(x, ~Ω) = Dl
i, x ∈ Γi′

i , ~Ω.~n < 0.
(3.10)La solution de (3.10) est égale à Ti,i′(~Ω)(Dl

i). Elle est simulée en 
onti-nuant à suivre les parti
ules émises dans Ti. La solution de (3.9) estsimulée en émettant des parti
ules sortantes de Ti sur 
haque bras de
Ti. Sur 
haque bras de la maille Ti, on émet en loi de Lambert en dire
-tion, de façon uniforme en espa
e, Pb parti
ules sortantes dont le poidstotal est égal au quart de la mesure de Γi. A 
haque parti
ule p estasso
ié un poids ωp(0) =

1

4Pb
l(Γi). En fait, 
haque parti
ule représente

Lb parti
ules dont les poids sont ωl
p(0) = ωp(0)χ

l
i(xp(0)).Dans 
ette méthode, on doit émettre des parti
ules à la fois en volume parmaille et sur les bras. Pour l'émission sur un bras Γb ayant 2 mailles voisines

Tg et Td, on émet en tout 4 parti
ules pour un lieu de naissan
e donné :une parti
ule de dire
tion ~Ω allant dans le sens Tg 7→ Td ave
 
omme maillede naissan
e Tg et 
omme poids (positif) 1

4Pb
l(Γb), une parti
ule jumellequi a la même traje
tographie don
 qu'on peut traiter en même temps quela première, ave
 
omme maille de naissan
e Td et 
omme poids (négatif)

− 1

4Pb
l(Γb) et les deux parti
ules 
orrespondantes de dire
tion −~Ω soit uneparti
ule allant dans le sens Td 7→ Tg ave
 
omme maille de naissan
e Td et
omme poids (positif) 1

4Pb
l(Γb)ainsi que sa jumelle ave
 
omme maille denaissan
e Tg et 
omme poids (négatif) − 1

4Pb
l(Γb). Ainsi, au niveau dis
ret,la somme des poids des parti
ules émises sur un bras est nulle.3.3 Tests numériques3.3.1 Test de l'epsilon problème, 
omparaison des formula-tions di�érentielle et standardMaillage de DelaunayNous 
onsidérons le problème purement di�usif suivant





~Ω · ~uε + 1
εuε = 1

ε ũε + ε, (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1),

uε((0, y), ~Ω) = 0,

uε((1, y), ~Ω) = 0,

uε((x, 0), ~Ω) = uε((x, 0), ~Ωr), ~Ωr = ~Ω − 2~n(~Ω · ~n),

uε((x, 1), ~Ω) = uε((x, 1), ~Ωr), ~Ωr = ~Ω − 2~n(~Ω · ~n)

pour ~Ω · ~n < 0.

(3.11)
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Fig. 3.1 � Maillage de DelaunayLorsque ǫ tend vers zero, nous savons que ũε tend vers la solution U mono-dimensionnelle de l'équation de di�usion :




−1

3

d2U

dx2
= 1,

U(0) = 0;U(1) = 0.
(3.12)soit U(x) = 3

2(x − x2).Nous maillons le 
arré (0, 1) × (0, 1) en triangles ave
 un maillage deDelaunay 
omposé de 2462 triangles (Fig.3.1), nous prenons ε = 0.001 pouravoir 1000 libre par
ours par 
�té du 
arré, les mailles étant su�sammentdi�usives pour que notre solution soit 
omparable à la solution asymptotique.Nous 
omparons quatre 
as :� 
as 1 : 
1epsdelFormulation standard, SIMC 
onstante,nombre de parti
ules par maille = 10000,� 
as 2 : 
2epsdelFormulation standard, SIMC linéaire,nombre de parti
ules par maille = 10000,� 
as 3 : 
3epsdelFormulation di�érentielle, SIMC 
onstante,nombre de parti
ules par bras = 100,� 
as 4 : 
4epsdelFormulation di�érentielle, SIMC linéaire.nombre de parti
ules par bras = 100,75
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Fig. 3.2 � Comparaison SIMC linéaire et 
onstante ave
 les deux formula-tions ; maillage de Delaunaynombre de parti
ules par maille = 100.Comme nous le voyons sur la �gure 3.2, le gain en rédu
tion de varian
eest manifeste entre la formulation standard et la formulation di�érentielle.Bien qu'on ait multiplié le nombre de parti
ules par un fa
teur 100, lesrésultats dans le 
as de la formulation standard restent très bruités.Premier maillage de KershawNous résolvons le même problème que pré
édemment mais sur un maillagedéformé (Fig. 3.3) du 
arré (0, 9) × (0, 9). Ce maillage, dit de Kershaw, estsouvent utilisé pour tester la pré
ision des s
hémas de di�usion sur maillagesdéformés.Lorsque ǫ tend vers zero, nous savons que ũε tend vers la solution Umonodimensionnelle de l'équation de di�usion :




−1

3

d2U

dx2
= 1,

U(0) = 0;U(9) = 0.
(3.13)soit U(x) = −3

2x2 + 13.5x.Nous prenons ε = 0.01 pour avoir un milieu su�samment di�usif (900libre par
ours par 
�té).Nous 
omparons quatre 
as :� 
as 1 : 
1epsker 76



      

Fig. 3.3 � Premier maillage de KershawFormulation standard, SIMC 
onstante,nombre de parti
ules par maille = 5000,� 
as 2 : 
2epskerFormulation standard, SIMC linéaire,nombre de parti
ules par maille = 5000,� 
as 3 : 
3epskerFormulation di�érentielle, SIMC 
onstante,nombre de parti
ules par bras = 5000,� 
as 4 : 
4epskerFormulation di�érentielle, SIMC linéaire,nombre de parti
ules par bras = 5000,nombre de parti
ules par maille = 5000.Comme pré
édemment, nous voyons sur la �gure 3.4 le gain en rédu
tionde varian
e obtenu ave
 la formulation di�érentielle. Nous observons égale-ment que la solution obtenue ave
 la méthode SIMC 
onstante n'est pas lasolution appro
hée d'une quel
onque équation de di�usion 
ontrairement à
e qu'on obtient en 1D sur un maillage régulier (Fig. 3.5). Par 
ontre, la so-lution obtenue ave
 la méthode SIMC linéaire est bien monodimensionnelle(Fig. 3.6). Cependant, le maillage n'est pas assez �n pour obtenir un bona

ord ave
 la solution exa
te. C'est pourquoi, nous avons refait 
e 
al
ulsur un maillage deux fois plus �n (Fig. 3.7), don
 ave
 quatre fois plus demailles.
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Fig. 3.4 � Comparaison SIMC linéaire et 
onstante ave
 les deux formula-tions ; premier maillage de Kershaw

      

Fig. 3.5 � Solution SIMC 
onstante, formulation di�érentielle ; premiermaillage de Kershaw 78



      

Fig. 3.6 � Solution SIMC linéaire, formulation di�érentielle ; premiermaillage de Kershaw

      

Fig. 3.7 � Se
ond maillage de Kershaw79
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Fig. 3.8 � Comparaison SIMC linéaire et 
onstante ave
 les deux formula-tions ; se
ond maillage de KershawSe
ond maillage de Kershaw� 
as 1 : 
1epskefFormulation standard, SIMC 
onstante,nombre de parti
ules par maille = 5000,� 
as 2 : 
2epskefFormulation standard, SIMC linéaire,nombre de parti
ules par maille = 5000,� 
as 3 : 
3epskefFormulation di�érentielle, SIMC 
onstante,nombre de parti
ules par bras = 5000,� 
as 4 : 
4epskefFormulation di�érentielle, SIMC linéaire,nombre de parti
ules par bras = 5000,nombre de parti
ules par maille = 5000.On 
onstate sur la �gure 3.8 que la solution obtenue ave
 la méthodeSIMC linéaire est alors très pro
he de la solution exa
te. La solution SIMC
onstante présente les mêmes pathologies que sur le maillage pré
édent (Fig.3.9)et la solution SIMC linéaire est monodimensionnelle (Fig.3.10).
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Fig. 3.9 � Solution SIMC 
onstante, formulation di�érentielle ; se
ondmaillage de Kershaw

      

Fig. 3.10 � Solution SIMC linéaire, formulation di�érentielle ; se
ondmaillage de Kershaw 81
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Fig. 3.11 � Comparaison SIMC linéaire formulation di�érentielle et éléments�nis P1 ; maillage de Delaunay3.3.2 Test de l'epsilon problème, 
omparaison de la méthodeSIMC linéaire et des éléments �nis 
ontinus linéairesP1Grâ
e au faible bruit numérique des solutions obtenues ave
 la formu-lation di�érentielle en milieu di�usif, nous pouvons maintenant 
omparer�nement la solution SIMC linéaire ave
 
elle obtenue par la méthode deséléments �nis 
ontinus linéaires P1 qui est théoriquement la limite di�usionde notre s
héma.Maillage de DelaunaySur le maillage de Delaunay la solution éléments �nis 
ontinus linéairesP1 est pratiquement 
onfondue ave
 la solution exa
te. La solution SIMClinéaire 
4epsdel est très pro
he de 
es deux solutions mais reste distin
te(Fig. 3.11). Il faut diminuer la valeur de ε et augmenter le nombre de par-ti
ules pour rappro
her la solution SIMC linéaire des deux autres. C'est 
eque nous allons voir sur des exemples plus signi�
atifs.Maillage déforméNous résolvons le même problème que pré
édemment mais sur le maillagedéformé représenté sur la �gure 3.12.Lorsque ǫ tend vers zero, nous savons que ũε tend vers
U(x) = −3

2x2 + 13.5x. Mais le maillage est i
i très grossier et déformé82



      

Fig. 3.12 � maillage déformési bien que la solution donnée par les éléments �nis 
ontinus linéaires P1est très éloignée de la solution exa
te. Ce 
as test permet don
 de bienvéri�er la 
onvergen
e numérique de la solution SIMC linéaire vers sa solutionasymptotique lorsque ε tend vers 0. C'est e�e
tivement 
e que nous observonssur la �gure 3.13 où nous avons superposé la solution P1 elemf, la solutionSIMC linéaire eps01 (resp eps001, eps0001) obtenue ave
 ε = 0.01 (resp
ε = 0.001, ε = 0.0001). Ce qui peut surprendre est la valeur de ε pourobtenir un a

ord raisonnable entre les deux solutions, en e�et ε = 0.01représentant 900 libre-par
ours par 
�té, on pourrait penser que 
ette valeurde ε est su�samment petite pour que notre étude asymptotique soit valide.Mais si au niveau 
ontinu 
ette valeur est su�samment petite pour que lasolution du transport soit très pro
he de la solution di�usive, au niveaudis
ret, elle ne l'est pas assez pour que la solution SIMC linéaire soit trèspro
he de sa limite asymptotique dis
rète. En e�et, la 
ondition de validitéde notre étude asymptotique est que le nombre de libre par
ours par maillesoit grand, 
ette 
ondition est don
 d'autant mieux véri�ée que le nombre demailles est faible et que les mailles sont moins déformées. La solution SIMClinéaire obtenue ave
 ε = 0.01 n'est pas plus fausse que 
elle obtenue parles éléments �nis 
ontinus linéaires P1, elle est d'ailleurs plus pro
he de lasolution exa
te mais le s
héma de di�usion qui pourrait donner 
ette solutionne 
orrespond pas aux éléments �nis 
ontinus linéaires P1.
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Fig. 3.13 � Comparaison SIMC linéaire formulation di�érentielle et éléments�nis P1 ; maillage déforméPremier maillage de KershawSur la �gure 3.14, nous superposons la solution P1 elp1km, la solutionSIMC linéaire 
4epsker obtenue ave
 ε = 0.01 et 5000 parti
ules par mailleet bras, la solution SIMC linéaire 
4epsker001 obtenue ave
 ε = 0.001 et5000 parti
ules par maille et bras, la solution SIMC linéaire 
4epsker001partobtenue ave
 ε = 0.001 et 100000 parti
ules par maille et bras et la solutionexa
te. On 
onstate que pour obtenir un bon a

ord entre la solution SIMClinéaire et la solution P1 elp1km, il faut à la fois une valeur de ǫ su�sammentpetite mais aussi avoir un nombre de parti
ules su�samment grand, 
e quiest le 
as pour la 
ourbe 
4epsker001part.3.3.3 Cal
ul à sour
eNous voulons maintenant 
omparer les résultats obtenus ave
 les deuxformulations sur le 
as transparent déjà utilisé pour faire l'analyse de l'erreurentre la méthode linéaire SIMC par rapport à la méthode 
onstante SIMC.Nous résolvons




µ
∂u

∂x
+ σtu = σsũ + Q(x), x ∈ (0, 1), µ ∈ (−1, 1),

u(0, µ) = 0 for µ > 0 ; u(1, µ) = 0 for µ < 0,
σt = 14, σs = 4, 0 ≤ x < 0.5,
σt = 1, σs = 1, 0.5 ≤ x < 1,
Q(x) = 10pour x ∈ (0.4, 0.6).

(3.14)
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Fig. 3.14 � Comparaison SIMC linéaire en formulation di�érentielle et élé-ments �nis P1 ; premier maillage de KershawLe problème est résolu sur un maillage bidimensionnel régulier, obtenu endivisant des 
arrés en 2 triangles, du même type que 
elui utilisé pour le
al
ul de l'erreur (Fig. 3.15). Nous avons pris 40 
arrés, soit 80 triangles.Nous 
omparons toujours 4 
as :� 
as 1 : 
1sout80Formulation standard, SIMC 
onstante,nombre de parti
ules par maille =5000,� 
as 2 : 
2sout80Formulation standard, SIMC linéaire,nombre de parti
ules par maille =5000,� 
as 3 : 
3sout80Formulation di�érentielle, SIMC 
onstante,nombre de parti
ules par bras =5000 ,� 
as 4 : 
4sout80Formulation di�érentielle, SIMC linéaire,nombre de parti
ules par bras =5000,nombre de parti
ules par maille =5000 .Comme nous le voyons sur la �gure 3.16, 
ette fois, 
'est la formula-tion standard qui donne les résultats les moins bruités. Nous en tirons la
on
lusion que lorsque les mailles sont optiquement min
es (σt∆x petit), ilvaut mieux utiliser la formulation standard que la formulation di�érentielle.Ce résultat peut s'expliquer de la manière suivante. Désignons par ǫ la pro-fondeur optique 
ara
téristique du maillage σt∆x et supposons 
ette valeurpetite, l'absorption dans une maille j pour une émission dans une maille i85



      

Fig. 3.15 � maillage pour le 
al
ul à sour
eave
 i 6= j est un terme d'ordre ǫ. Dans la formulation standard, 
e termeest estimé en 
al
ulant l'absorption d'un terme sour
e d'ordre 1. Dans la for-mulation di�érentielle, on é
hantillonne deux termes sour
e d'ordre 0 sur lesbras, l'un positif, l'autre négatif et 
'est l'absorption de 
ette di�éren
e quipermet d'estimer 
e terme. On peut 
on
evoir aisément que le se
ond 
as soitplus bruité que le premier pour la même raison que dans les milieux di�usifs,on observe le 
ontraire. Pour pallier 
e problème, on pourrait envisager uneméthode hybride où l'émission se ferait 
omme dans la formulation standardpour les mailles transparentes et dans la formulation di�érentielle pour lesmailles di�usives.
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Fig. 3.16 � Comparaison SIMC linéaire et 
onstante ave
 les deux formula-tions ; 
al
ul à sour
e
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Chapitre 4Limite asymptotique des
hémas aux éléments �nisdis
ontinusCe 
hapitre reprend le rapport [55℄.4.1 Introdu
tionL'objet de 
e 
hapitre est d'étudier les propriétés de s
hémas aux élé-ments �nis dis
ontinus dans les milieux di�usifs. On 
her
he à savoir parmi
es s
hémas quels sont 
eux qui ont la limite di�usion. L'intérêt de 
ettedémar
he est double :� On peut trouver le s
héma qui permet d'é
onomiser la pla
e mémoireet le temps 
al
ul puisqu'il se satisfait de maillages grossiers dans leszones où l'approximation de la di�usion est valable.� On peut trouver le s
héma de di�usion asso
ié au s
héma de transportqui permet une a

élération e�
a
e de 
e dernier (di�usion synthé-tique).La démar
he pour arriver à 
ette �n est similaire à 
elle utilisée dans le 
ha-pitre 2. Elle 
onsiste à utiliser la même méthode dans le s
héma dis
ret que
elle qui, dans l'équation de transport 
ontinue, permet de trouver 
ommelimite l'équation de di�usion. On rappelle la méthode pour l'équation detransport 
ontinue. On introduit un paramètre petit ǫ : le libre par
ours di-visé par une longueur 
ara
téristique, on développe la solution de l'équationu par rapport aux puissan
es de 
e paramètre : u = u0 + ǫu1 + ǫ2u2 + ...et on démontre que u0 est solution d'une équation de di�usion (1.4). Pourle s
héma dis
ret, on introduit le même paramètre dans l'équation de trans-port dis
rétisée, ainsi que le même développement pour la solution dis
rète.On trouve le s
héma numérique dont u0 est solution puis on détermine si 
es
héma 
orrespond à une dis
rétisation 
onsistante de l'équation de di�usion88



(1.4).La première partie de 
e 
hapitre 
on
erne un s
héma aux éléments �nislinéaires dis
ontinus en 1D plan in�ni. On y redémontre un résultat de Larsenet de Morel [40, 50℄. La démonstration est 
onduite en 5 étapes.� Tout d'abord, on démontre que u0 est isotrope.� On trouve ensuite l'équation véri�ée par le moment angulaire d'ordre1 de u1. C'est l'équivalent dis
ret de l'équation du �ux : ~∇ · (~F ) = 0.� On démontre ensuite que u0 est 
ontinue.� Puis on relie le �ux à u0 par l'équivalent dis
ret de la loi de Fi
k
~F = − 1

3σ
~∇u0. On démontre qu'on trouve un s
héma d'éléments �nislinéaires 
ontinus.� On s'atta
he ensuite à déterminer les 
onditions aux limites de 
etteéquation de di�usion. Lorsque l'intensité entrante g(µ) est anisotrope,nous savons qu'il se développe sur quelques libre-par
ours une 
ou
helimite dans laquelle l'intensité devient isotrope. Ce problème de 
ou
helimite se pose également à l'interfa
e d'un milieu transparent et d'unmilieu di�usif lorsque l'intensité provenant du milieu transparent surl'interfa
e est anisotrope [59℄. Lorsqu'on fait l'hypothèse de la di�u-sion, la �bonne� 
ondition aux limites n'est pas la 
ondition de Di-ri
hlet en prenant 
omme valeur de l'intensité au bord : ∫ 2µg(µ)dµmais la 
ondition dite de Chandrasekhar [23℄ dont la version appro
hée
onsiste à prendre 
omme 
ondition de Diri
hlet : ∫ (µ + 3

2µ2)g(µ)dµ.On démontre que la solution dis
rète u0 possède la propriété remar-quable d'être égale à ∫ (µ + 3
2µ2)g(µ)dµ au bord, 
e qui signi�e qu'iln'est pas né
essaire de mailler au libre-par
ours la 
ou
he limite pouravoir la bonne solution à l'intérieur du domaine.Dans la deuxième partie, on étudie en géométrie 2D plane, 3 s
hémas quisont des extensions du s
héma pré
édemment étudié en 1D.Dans la troisième partie, on étudie en géométrie 2D 
ylindrique, le pre-mier s
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés.4.2 Etude en géométrie 1D4.2.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpésOn part de l'équation de transport en plan in�ni 1D.On redémontre 
i dessous un résultat de Larsen et de Morel [39, 50℄ :

µ
∂u

∂x
+ σu = σũ, (4.1)ave
 x dans [0, 1],

ũ =
1

2

∫ +1

−1
u(µ)dµ,89



et pour 
onditions aux limites :
u(0, µ ≥ 0) = g(µ), u(1, µ ≤ 0) = h(µ).Par rapport au 
hapitre pré
édent, on a supposé que σa = 0 mais prendreen 
ompte une se
tion d'absorption non nulle ne pose pas de di�
ulté par-ti
ulière.Les dire
tions dis
rètes sont notées µm, la maille j est l'intervalle [xj− 1

2
, xj+ 1

2
],on suppose pour plus de simpli
ité que le maillage est uniforme de pas ∆x.La valeur de u sur la demi-maille [xj− 1

2
, xj ] et pour la dire
tion µm estnotée um

j,G.La valeur de u sur la demi-maille [xj, xj+ 1
2
] et pour la dire
tion µm estnotée um

j,D.
σ est supposé linéaire dis
ontinue.
σj,G et σj,D sont les valeurs de σ dans la maille j aux sommets xj− 1

2
et

xj+ 1
2
.On pose :

um
j =

um
j,G + um

j,D

2
.Le �lumping� ou �
ondensation� de la matri
e de masse 
onsiste à fairel'approximation :

∫ x
j+ 1

2

x
j− 1

2

λAλBdx = δB
A

∫ x
j+1

2

x
j− 1

2

λAdxdans le terme de s
attering σu − σũ, où λA est la fon
tion a�ne qui vaut1 au sommet A et 0 au sommet B (A et B pouvant être les points xj− 1
2
ou

xj+ 1
2
).

U j,G

Uj,D

xj-1/2 xj+1/2 xxj+3/2Le s
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés s'é
rit en 1D :90



Trouver um
j,G, um

j,D solutions de :




µm(um
j − um

j− 1
2
) +

um
j,G

2
σj,G∆x =

ũj,G

2
σj,G∆x,

µm(um
j+ 1

2
− um

j ) +
um

j,D

2
σj,D∆x =

ũj,D

2
σj,D∆x,

(4.2)ave
 :
ũ =

∑

m

ωmum,et
um

j− 1
2

= um
j−1,D si µm ≥ 0,

um
j− 1

2
= um

j,G si µm ≤ 0,pour la maille 1 = [x 1
2
, x 3

2
], ( x 1

2
= 0)

um
1
2

= g(µm) si µm ≥ 0,

um
1
2

= um
1,G si µm ≤ 0,de même pour la dernière maille N = [xN− 1

2
, xN+ 1

2
], ( xN+ 1

2
= 1)

um
N+ 1

2
= h(µm) si µm ≤ 0,

um
N+ 1

2
= um

N,D si µm ≥ 0.Remarque : pour µm ≥ 0, um
j− 1

2

est une donnée pour le système (4.2) et
um

j+ 1
2

une in
onnue et inversement pour µm ≤ 0.Les ωm sont les poids d'une formule de quadrature sur [−1,+1] normalisésde telle sorte que ∑
m

ωm = 1.Dans la limite di�usion, la profondeur optique (nombre de libres par-
ours) tend vers l'in�ni dans 
haque maille, on introduit don
 le petit para-mètre ǫ =
1

σ̃∆x
. On note : σ̃, une valeur 
ara
téristique de σ,

σj,G =
σj,G

σ̃
,

σj,D =
σj,D

σ̃
.Le système (4.2) se réé
rit :

ǫµm(um
j − um

j− 1
2
) + σj,G

um
j,G

2
= σj,G

ũj,G

2
, (4.3)

ǫµm(um
j+ 1

2
− um

j ) + σj,D

um
j,D

2
= σj,D

ũj,D

2
. (4.4)91



On introduit le développement :
um

j,G = um
j,G,0 + ǫum

j,G,1 + ǫ2um
j,G,2 + ...,

um
j,D = um

j,D,0 + ǫum
j,D,1 + ǫ2um

j,D,2 + ....On veut montrer que ũ0 (ũ0 =
∑

m ωmum
0 ) est 
ontinue soit :

ũj,D,0 = ũj+1,G,0 = ũj+ 1
2
,0,et que ũj+ 1

2
,0 véri�e une équation dis
rète 
onsistante ave
 l'équation dedi�usion asso
iée à l'équation de transport 
ontinue :

− d

dx

1

3σ

d

dx
u = 0.i
i, σ est la quantité dimensionnée de l'équation de transport 
ontinue(4.1).On pré
isera ensuite les 
onditions aux limites de 
ette équation dis
rète.4.2.2 Limite di�usionIsotropieOn fait dans la suite l'hypothèse que le système de quadrature véri�e larelation :

∑

m

µmωm = 0, (4.5)
e qui est véri�é s'il est symétrique par rapport à 0. On montre que u estisotrope à l'ordre 0.Pour 
ela, on 
ommen
e par identi�er les termes d'ordre 0 dans (4.3) et(4.4).Il vient :
um

j,G,0 = ũj,G,0,

um
j,D,0 = ũj,D,0,
e qui entraîne que u ne dépend pas de m et est don
 isotrope à l'ordre0.Equation du �uxOn montre que le �ux dis
ret ; ∑m ωmµmum

1 , véri�e une version dis
rètede l'équation du �ux : d

dx
(F ) = 0.En é
rivant l'équation (4.4) sur la maille j et l'équation (4.3) sur la maille

j +1, en les multipliant par ωm, en les sommant sur les m et en les ajoutant,on obtient : 92



ǫ
∑

m

(ωmµmum
j+1−ωmµmum

j )+
∑

m

ωm(
σj,Dum

j,D + σj+1,Gum
j+1,G

2
) =

σj,Dũj,D + σj+1,Gũj+1,G

2
.On pose :

J1
j =

∑

m

ωmµmum
j,1.En identi�ant les termes fa
teurs de ǫ2, il vient :

J1
j+1−J1

j +
∑

m

ωm(
σj,Dum

j,D,2 + σj+1,Gum
j+1,G,2

2
) =

σj,Dũj,D,2 + σj+1,Gũj+1,G,2

2
,don


J1
j+1 − J1

j = 0. (4.6)ContinuitéOn établit maintenant la 
ontinuité de u à l'ordre 0. Pour 
ela, nousprenons l'équation (4.3), nous sommons sur les m en multipliant par le poids
ωm. En identi�ant les termes d'ordre 1, on obtient :

∑

m

ωmµm(um
j,0 − um

j− 1
2
,0
) + σj,G

∑

m

ωm

um
j,G,1

2
= σj,G

ũj,G,1

2
,don
 : ∑

m

ωmµm(um
j,0 − um

j− 1
2
,0
) = 0.Or um

j,0 ne dépend pas de m, don
 grâ
e à (4.5), on a :
∑

m

ωmµmum
j− 1

2
,0

= 0,ou ∑

µm≥0

ωmµmum
j−1,D,0 =

∑

µm≤0

ωm|µm|um
j,G,0,soit

ũj−1,D,0

∑

µm≥0

µmωm = ũj,G,0

∑

µm≤0

ωm|µm|.On obtient grâ
e à (4.5) :
ũj−1,D,0 = ũj,G,0, (4.7)
e qui prouve la 
ontinuité de ũ0. 93



Expression du �uxNous allons maintenant exprimer J1 en fon
tion de ũ0, 
e qui permettra,en remplaçant dans (4.6) de trouver l'équation de di�usion véri�ée par ũ0.On pose ũj−1,D,0 = ũj,G,0 = ũj− 1
2
,0. On multiplie (4.3) et (4.4) par µmωm,on somme sur les m et on identi�e les termes d'ordre 1 don
 :

∑

m

ωmµ2
m(uj,0 − uj− 1

2
,0) + σj,G

∑

m

ωmµm

um
j,G,1

2
= 0, (4.8)

∑

m

ωmµ2
m(uj+ 1

2
,0 − uj,0) + σj,D

∑

m

ωmµm

um
j,D,1

2
= 0. (4.9)En supposant que :

∑

m

ωmµ2
m =

1

3
, (4.10)en sommant les deux équations après division par σj,G et σj,D, on obtient :

1

3σj,G
(uj,0 − uj− 1

2
,0) +

1

3σj,D
(uj+ 1

2
,0 − uj,0) + J1

j = 0.Don
 puisque
uj,0 =

uj− 1
2
,0 + uj+ 1

2
,0

2
,on a :

1

6σj,G
(uj+ 1

2
,0 − uj− 1

2
,0) +

1

6σj,D
(uj+ 1

2
,0 − uj− 1

2
,0) + J1

j = 0,

J1
j = − 1

3σj
(uj+ 1

2
,0 − uj− 1

2
,0) (4.11)ave
 :

2

σj
=

1

σj,G
+

1

σj,D
.En remplaçant dans (4.6), on trouve :

− 1

3σj+1
(uj+ 3

2
,0 − uj+ 1

2
,0) +

1

3σj
(uj+ 1

2
,0 − uj− 1

2
,0) = 0,
e qui est une dis
rétisation aux noeuds 
onsistante de l'équation de di�usion.
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Conditions aux limitesNous allons maintenant 
her
her quelles sont les 
onditions aux limitesde 
ette équation, par exemple à gau
he, 
e que l'on doit prendre 
ommevaleur de u 1
2
,0.On é
rit pour la première maille (4.3) et (4.4) :

ǫµm(um
1 − um

1
2

) + σ1,G
um
1,G

2 = σ1,G
ũ1,G

2 ,

ǫµm(um
3
2

− um
1 ) + σ1,D

um
1,D

2 = σ1,D
ũ1,D

2 .La première équation à l'ordre 0 donne :
um

1,G,0 = ũ1,G,0,don
 um
1,G,0 ne dépend pas de m.De même, um

1,D,0 ne dépend pas de m, don
 um
1,0 ne dépend pas de m.A l'ordre 1, en sommant sur les m et en multipliant par ωm, on obtient :

∑

m

ωmµm(um
1,0 − um

1
2
,0
) = 0.I
i, um

1
2

est une donnée pour µm ≥ 0, notons um
1
2
,0

= gm
0 pour µm ≥ 0.Puisque um

1,0 ne dépend pas de m, on obtient :
∑

m

ωmµmum
1
2
,0

= 0,soit en
ore : ∑

µm≥0

ωmµmgm
0 =

∑

µm≤0

ωm|µm|um
1,G,0.Don
 :

um
1,G,0 = ũ1,G,0 = 4

∑

µm≥0

ωmµmgm
0 , (4.12)à 
ondition que le système de quadrature véri�e :

∑

µm≤0

ωm|µm| =
1

4
. (4.13)A l'ordre 0, la valeur à gau
he dans la première maille est don
 entiè-rement déterminée par la 
ondition aux limites, mais nous allons voir que

u 1
2
,0 = ũ 1

2
,0 n'est pas égale à ũ1,G,0.Pour 
ela, nous allons déterminer u 1

2
,0 en utilisant (4.11) :

J1
1 = − 1

3σ1
(u 3

2
,0 − u 1

2
,0). (4.14)On a (4.8,4.9) pour j = 1 : 95



∑

m

ωmµ2
m(u1,0 − um

1
2
,0
) + σ1,G

∑

m

ωmµm

um
1,G,1

2
= 0,

∑

m

ωmµ2
m(u 3

2
,0 − u1,0) + σ1,D

∑

m

ωmµm

um
1,D,1

2
= 0.Don
 :

1

σ1,G

∑

m

ωmµ2
m(u1,0 − um

1
2
,0
) +

1

σ1,D

1

3
(u 3

2
,0 − u1,0) + J1

1 = 0,

J1
1 = − 1

σ1,D
(u 3

2
,0 − u1,0)

1

3
− 1

σ1,G
u1,0

1

3
+

1

σ1,G

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0

+
1

σ1,G
u1,G,0

1

6
.En substituant u1,0 par u1,G,0 + u 3

2
,0

2
dans l'équation pré
édente, on obtient,en supposant que σ1,G = σ1,D = σ1 pour simpli�er l'é
riture :

J1
1 = − 1

2σ1
(u 3

2
,0 − u1,G,0)

1

3
− 1

σ1

u1,G,0 + u 3
2
,0

2

1

3

+
1

σ1

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0 +
1

σ1
u1,G,0

1

6
,

J1
1 = − 1

3σ1
u 3

2
,0 +

1

σ1

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0 +
1

6σ1
u1,G,0,

J1
1 = − 1

3σ1
(u 3

2
,0 −

1

2
u1,G,0 − 3

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0 ). (4.15)On a don
 en utilisant (4.14, 4.12, 4.15) :
u 1

2
,0 = 2

∑

µm≥0

ωmµmgm
0 + 3

∑

µm≥0

ωmµ2
mgm

0 .Ce
i est la 
ondition aux limites de l'équation de di�usion asso
iée au trans-port. Il faut noter que la 
ondition aux limites �exa
te� [23℄ asso
iée à l'équa-tion de di�usion en 
ontinu est :
u(0) =

∫ 1

0

√
3

2
µH(µ)g(µ)dµ,où 96



√
3

2
µH(µ) ≃ µ +

3

2
µ2.Remarque : pour obtenir la 
ondition aux limites asso
iée à une intensitéentrante anisotrope, il faut ajouter une 
orre
tion d'ordre ǫ à la 
onditionaux limites pré
édente [54℄.On retrouve bien la version dis
rète de :

u(0) =

∫ 1

0
(µ +

3

2
µ2)g(µ)dµ.Il faut noter que si l'intensité entrante est isotrope (gm

0 indépendant de
m), on trouve le résultat exa
t quelle que soit la valeur de σ1

σ1,G
. En e�et :

u 1
2
,0 =

1

2
(2 − σ1

σ1,G
)g0 +

1

2

σ1

σ1,G
g0 = g0.On a alors :

u 1
2
,0 = ũ1,G,0 = g0.4.2.3 RésuméSous des hypothèses naturelles sur la quadrature utilisée (4.5,4.10,4.13),le s
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés a bien la limite dif-fusion. Les 
onditions aux limites à l'ordre 0 sont des 
onditions de Diri
hletave
 une pondération en µ + 3

2µ2 de l'intensité entrante. Ce
i 
onstitue unrésultat remarquable et surprenant 
ar si l'intensité entrante n'est pas iso-trope, il y a une 
ou
he limite qu'il est normalement indispensable de maillertrès �nement (ave
 des mailles de l'ordre du libre-par
ours) pour avoir unrésultat pré
is. Ce s
héma permet d'avoir un résultat pré
is sans avoir àmailler �nement le bord du domaine.4.3 Etude en géométrie 2D plane4.3.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpésOn étend les éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés aux triangles engéométrie plane pour l'équation :
α

∂u

∂x
+ β

∂u

∂y
+ σu = σũ,ave
 pour 
onditions aux limites : u(x, y, ~Ω) = g(x, y, ~Ω) sur les pointsde la frontière où ~Ω · ~n ≤ 0, ~n étant la normale extérieure à la frontière,97



ũ =
1

4π

∫

4π
ud~Ω.Le s
héma s'é
rit :Trouver sur le triangle T pour la dire
tion ~Ωm = (αm, βm), um

T solutionde :
∑

b

(~Ωm·~nb)

∫

b
um

b λids−
∫

T
(~Ωm·~∇λi)u

m
T dxdy+σT,iu

m
T,i

∫

T
λidxdy = σT,iũT,i

∫

T
λidxdy,(4.16)où i vaut A,B ou C, sommets du triangle T.Les λi sont les 3 fon
tions de base :

um
T =

∑

i

λiu
m
T,i,

b est une arête du triangle T ,∑

b

désigne la somme sur les 3 arêtes du triangle T ,
~nb est le ve
teur unitaire extérieur (par rapport au triangle T ) à l'arête

b,
um

b est égal à la restri
tion de um
T sur b si ~Ωm · ~nb ≥ 0 ou 
elle de um

Tb
sur

b si ~Ωm · ~nb ≤ 0 (Tb est le triangle adja
ent au triangle T par l'arête b).Nous allons transformer (4.16) sous la forme d'un s
héma de type volumes�nis. Soit AH la hauteur issue de A, G le bary
entre du triangle ABC, Mle milieu de AB, L le milieu de AC, on a :
∫

T
λAdxdy = aire(AMGL) =

ST

3
,où ST est l'aire du triangle ABC, et

∫

T
(~Ωm · ~∇λA)um

T dxdy = −(~Ωm ·
~AH

|AH|)(
1

|AH| )aire(ABC)um
G

= −~Ωm ·
~AH

|AH|
|BC|

2
um

G = −(~Ωm · ~nML)|ML|um
G ,ave
 :

um
G =

1

3

∑

i

um
T,i,et ~nML le ve
teur unitaire extérieur (par rapport au triangle AML) nor-mal au segment ML.
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A

B

C

G

K

L

M

H

On peut interpréter um
T,A 
omme la valeur de u à l'intérieur du quadrila-tère AMGL et um

G 
omme la valeur de u asso
iée au 
�té ML.On peut réé
rire le s
héma de la façon suivante. Il s'agit de trouver um
T,A,

um
T,B, um

T,C solutions du système linéaire :




∑
b(

~Ωm · ~nb)
∫
b um

b λAds + (~Ωm · ~nML)|ML|um
G + σT,Aum

T,A
ST

3 = σT,AũT,A
ST

3 ,

∑
b(

~Ωm · ~nb)
∫
b um

b λBds + (~Ωm · ~nMK)|MK|um
G + σT,Bum

T,B
ST

3 = σT,BũT,B
ST

3 ,

∑
b(

~Ωm · ~nb)
∫
b um

b λCds + (~Ωm · ~nKL)|KL|um
G + σT,Cum

T,C
ST

3 = σT,CũT,C
ST

3 .Or, en notant :
~nAB,~nAC , ~nBC les ve
teurs unitaires normaux extérieurs (par rapport autriangle T ) à AB et AC et BC,
{ABC} le point G, u{ABC} =

1

3
(uA + uB + uC),

{AB} le point {AB} =
2

3
(A)+

1

3
(B), soit le bary
entre de A, B ave
 lespoids (2

3
,1
3
) et

u{AB} =
2

3
uA +

1

3
uB ,

u{BA} =
2

3
uB+

1

3
uA, et les formules identiques pour {AC},{CA},{BC},{CB},on a :

~Ωm · ~nAB

∫

AB
um

b λAds = ~Ωm · ~nAB|AM |um
{AB},où la valeur de u au point{AB} est à prendre dans le triangle T ou letriangle Tb suivant le signe de ~Ωm · ~nb.Don
 : 99



∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λAds = (~Ωm · ~nAB)|AM |um
{AB} + (~Ωm · ~nAC)|AL|um

{AC}.Le s
héma se réé
rit : trouver um
T,A, um

T,B , um
T,C solutions du systèmelinéaire :





~Ωm · ~nAB|AM |um
{AB} + ~Ωm · ~nAC |AL|um

{AC}

+~Ωm · ~nML|ML|um
{ABC} + σT,Aum

T,A
ST

3 = σT,AũT,A
ST

3 ,

~Ωm · ~nAB|BM |um
{BA} + ~Ωm · ~nBC |BK|um

{BC}

+~Ωm · ~nMK|MK|um
{ABC} + σT,Bum

T,B
ST

3 = σT,BũT,B
ST

3 ,

~Ωm · ~nBC |CK|um
{CB} + ~Ωm · ~nAC |CL|um

{CA}

+~Ωm · ~nKL|KL|um
{ABC} + σT,Cum

T,C
ST

3 = σT,C ũT,C
ST

3 ,

(4.17)
ou en
ore sous une forme de type volumes �nis faisant apparaître le 
a-ra
tère 
onservatif de l'équation, si les ve
teurs ~nMG, ~nLG, ~nKG sont orientés
omme sur la �gure suivante :

A

B

C

M

G

L

K

n

n

n

MG

KG

LG
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



~Ωm · ~nAB|AM |um
{AB} + ~Ωm · ~nAC |AL|um

{AC} + ~Ωm · ~nMG|MG|um
{ABC}

−~Ωm · ~nLG|LG|um
{ABC} + σT,Aum

T,A
ST

3 = σT,AũT,A
ST

3 ,

~Ωm · ~nAB|BM |um
{BA} + ~Ωm · ~nBC |BK|um

{BC} + ~Ωm · ~nKG|KG|um
{ABC}

−~Ωm · ~nMG|MG|um
{ABC} + σT,Bum

T,B
ST

3 = σT,BũT,B
ST

3 ,

~Ωm · ~nBC |CK|um
{CB} + ~Ωm · ~nAC |CL|um

{CA} − ~Ωm · ~nKG|KG|um
{ABC}

+~Ωm · ~nLG|LG|um
{ABC} + σT,Cum

T,C
ST

3 = σT,C ũT,C
ST

3 .On reprend l'étude asymptotique faite pré
édemment en 1D sur le sys-tème d'équations é
rit sous la forme 4.17.On suppose que le milieu est optiquement épais, 
'est à dire que si hdésigne une longueur 
ara
téristique du maillage et σ la se
tion e�
a
e 
a-ra
téristique du système, alors ǫ =
1

σh
est petit.On adimensionne les équations 4.17 pour faire apparaître ε. On é
rit σT,ipour σT,i

σ
, ST pour ST

h2
et toutes les longueurs par exemple |AM | pour |AM |

h
.Le s
héma s'é
rit alors :





ǫ~Ωm · ~nAB |AM |um
{AB} + ǫ~Ωm · ~nAC |AL|um

{AC}

+ǫ~Ωm · ~nML|ML|um
{ABC} + σT,Aum

T,A
ST

3 = σT,AũT,A
ST

3 ,

ǫ~Ωm · ~nAB |BM |u{BA} + ǫ~Ωm · ~nBC |BK|u{BC}

+ǫ~Ωm · ~nMK |MK|um
{ABC} + σT,Bum

T,B
ST

3 = σT,BũT,B
ST

3 ,

ǫ~Ωm · ~nBC |CK|um
{CB} + ǫ~Ωm · ~nAC |CL|um

{CA}

+ǫ~Ωm · ~nKL|KL|um
{ABC} + σT,Cum

T,C
ST

3 = σT,C ũT,C
ST

3 .

(4.18)
On introduit le développement :

um
T,A = um

T,A,0 + ǫum
T,A,1 + ǫ2um

T,A,2 + ...,

um
T,B = um

T,A,0 + ǫum
T,B,1 + ǫ2um

T,B,2 + ...,

um
T,C = um

T,C,0 + ǫum
T,C,1 + ǫ2um

T,C,2 + ....4.3.2 Limite di�usionIsotropieA l'ordre 0, on obtient : 101



M
G

L

n MG |MG|+nGL |GL|

A

Fig. 4.1 � volume de 
ontr�le autour de A
um

T,A = ũT,A,0,

um
T,B = ũT,B,0,

um
T,C = ũT,C,0,don
 u est isotrope à l'ordre 0.Equation du �uxPour un noeud global donné, on somme, sur tous les triangles ayant 
enoeud en 
ommun, les équations relatives à 
e sommet (Fig 4.1).On introduit une formule de quadrature dis
rète sur la sphère angulaireunité

1

4π

∫

S2
f(~Ω)d~Ω ≃

∑

m

ωmf(~Ωm).On suppose que 
ette formule de quadrature véri�e :
∑

m

ωm = 1,et que l'on a une hypothèse de symétrie, 
'est à dire que pour tout ~n, ona :
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n| =
∑

~Ωm·~n≥0

ωm|~Ωm · ~n|. (4.19)102



Cette dernière hypothèse n'est réalisée que de façon appro
hée sur unmaillage quel
onque. En e�et, le nombre des axes de symétrie des formulesde quadrature sur la sphère angulaire unité est for
ément limité.On somme sur les dire
tions m et sur tous les triangles T ayant 
e noeuden 
ommun, les équations de 4.18 relatives à 
e sommet. On suppose quedans tous les triangles T ayant 
e noeud en 
ommun, le point A dans lanumérotation lo
ale du triangle T 
orrespond à 
e noeud si bien que 
elarevient à faire 
ette somme sur la première équation de 4.18 :
ǫ
∑

m

∑

T

ωm
~Ωm · (~nAB |AM |um

{AB} + ~nAC |AL|um
{AC} + ~nML|ML|um

T,{ABC})

+
∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A

ST

3
=
∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A
ST

3
.Si AB est un bras interne, la valeur de um

{AB} est 
elle du triangle T si
~Ωm · ~nAB est positif ou du triangle adja
ent à T par AB si ~Ωm · ~nAB estnégatif.Si AB est un bras frontière, la valeur de um

{AB} est 
elle du triangle T si
~Ωm · ~nAB est positif ou la valeur de la 
ondition aux limites au point {AB}si ~Ωm · ~nAB est négatif.Les termes sur les arêtes "internes" du volume de 
ontr�le autour dunoeud global s'annulent, 
ar la même arête apparaît 2 fois dans la somme
i-dessus mais ave
 des ve
teurs unitaires normaux opposés, don
 :

ǫ
∑

m

∑

T

ωm
~Ωm · ~nML|ML|um

T,{ABC} +
∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A

ST

3
=

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A
ST

3
.On pose

~J1
T =

∑

m

ωm
~Ωmum

T,{ABC},1qui est le ve
teur �ux dis
ret.En identi�ant les termes fa
teurs de ǫ2, il vient :
∑

T

~J1
T · ~nML|ML| +

∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A,2

ST

3
=
∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A,2
ST

3
.Soit :

∑

T

~J1
T · ~nML|ML| = 0, (4.20)ou sous forme 
onservative : 103



∑

T

~J1
T · {~nMG|MG| + ~nGL|GL|} = 0.ContinuitéNous voudrions maintenant démontrer que ũ0 est 
ontinue. Nous repre-nons la même démar
he qu'en 1D. Pour 
ela, nous prenons l'équation (4.18),nous sommons sur les m en multipliant par le poids ωm. Il vient en identi�antles termes d'ordre 1 :

∑

m

ωm
~Ωm · ~nAB |AM |um

{AB},0 +
∑

m

ωm
~Ωm · ~nAC |AL|um

{AC},0 (4.21)
+
∑

m

ωm
~Ωm · ~nML|ML|um

{ABC},0 +
∑

m

ωmσT,Aum
j,A,1

Sj

3
=

∑

m

ωmσT,AũT,A,1
ST

3
.Or um

{ABC},0, um
{AC},0 et um

{AB},0 sont isotropes en supposant que ni ABni AC ne sont des arêtes frontières (la 
ondition aux limites peut être ani-sotrope). Il reste :
∑

m

ωm
~Ωm · ~nAB|AM |u{AB},0 +

∑

m

ωm
~Ωm · ~nAC |AL|u{AC},0 = 0,don
 :

−4
∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB||AM |u{AB},0 + 4
∑

~Ωm·~nAB≥0

ωm
~Ωm · ~nAB|AM |u{AB},0 =

4
∑

~Ωm·~nAC≤0

ωm|~Ωm · ~nAC ||AL|u{AC},0 − 4
∑

~Ωm·~nAC≥0

ωm
~Ωm · ~nAC |AL|u{AC},0.Don
, d'après (4.19), on a :

−|AM |uText,{AB},0 + |AM |uT,{AB},0 =

|AL|uText,{AC},0 − |AL|uT,{AC},0. (4.22)Si l'arête AB est interne, uText,{AB},0 est la valeur de u au point {AB}sur le triangle adja
ent à T par AB.Si l'arête AB est sur le bord, on note
uText,{AB},0 = 4

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB|g({AB}, ~Ωm, 0).104



Cette notation permet d'avoir, si g est isotrope à l'ordre 0,
uText,{AB},0 = g({AB}, 0).Cette égalité est assurée si on suppose en plus de (4.19) que :

∑

~Ωm·~n≤0

|~Ωm · ~n|ωm =
1

4
.Pour que u à l'ordre 0 soit 
ontinue, nous allons prouver que :

uText,{AB},0 = uT,{AB},0,

uText,{AC},0 = uT,{AC},0.Le nombre d'in
onnues sur un maillage triangulaire est 3 fois le nombrede triangles : 3 ∗ nt. Le nombre d'équations (4.22) par noeud est égal aunombre d'arêtes reliées à 
e noeud moins une.Proposition 5 L'espa
e ve
toriel des 3nt valeurs de u0 aux sommets dumaillage véri�ant les équations (4.22) ave
 g=0 est de dimension ni où niest le nombre de sommets internes du maillage.Preuve 5 Pour démontrer 
e résultat, on raisonne par ré
urren
e :Si on a un seul triangle les 3 valeurs de u0 sont né
essairement �xées 
aron a 3 équations. La relation est don
 véri�ée 
ar ni est nul.Si on a un maillage triangulaire auquel on ajoute un triangle, soit 
etriangle est adja
ent par 1 fa
e au maillage, auquel 
as on ajoute 3 in
on-nues u0 mais aussi 3 équations qui sont indépendantes des autres don
 ladimension de l'espa
e ve
toriel reste égale à ni, soit 
e triangle est adja
entpar 2 fa
es au maillage, auquel 
as on ajoute seulement 2 équations qui res-tent indépendantes (2 pour les noeuds frontière, 0 pour le noeud interne), ladimension de l'espa
e ve
toriel est don
 augmentée de 1 mais également lenombre de sommets internes. Don
 la relation est toujours véri�ée.Proposition 6 Si la quantité ∑~Ωm·~n≤0 ωm|~Ωm · ~n|g(~Ωm, 0) est 
ontinue, u0est 
ontinue.Preuve 6 Supposons que g = 0. L'espa
e ve
toriel des 3nt valeurs de u0 auxsommets du maillage véri�ant les équations (4.22) 
ontient l'espa
e ve
torieldes 3nt uplet nuls sur les noeuds du bord et 
ontinus aux noeuds internesqui est également de dimension ni. Don
, 
es 2 espa
es ve
toriels sont égaux.Don
 u0 est né
essairement 
ontinue et nulle sur le bord.Si maintenant g 6= 0, on 
onstruit un 3nt uplet ug 
ontinu aux noeudsdu maillage et égal à la valeur 4
∑

~Ωm·~n≤0
ωm|~Ωm ·~n|g(x, y, ~Ωm, 0) aux noeudsfrontière (
e qui est possible par hypothèse). u′ = u0−ug satisfait les 
ontraintes(4.22) ave
 g = 0. D'après 
e qui pré
ède, u′ est don
 
ontinue, nulle sur lebord. Don
 u0 est 
ontinue égale à ug sur le bord.Nous allons maintenant 
her
her quel s
héma de di�usion on obtient.105



Expression du �uxOn suppose dorénavant que :
∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm =
1

3
I.Il s'agit d'exprimer le ve
teur �ux à l'intérieur d'un triangle en fon
tiondes valeurs de u à l'ordre 0 aux sommets de 
e triangle. On multiplie par

~Ωm et on somme sur les dire
tions les équations 4.18. On identi�e les termesd'ordre 1.Il vient :
1

σT,A

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB|AM |uT,{AB},0 + ~nAC |AL|uT,{AC},0

+~nML|ML|u{ABC},0)

+
1

σT,B

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB|BM |uT,{BA},0 + ~nBC |BK|uT,{BC},0

+~nMK|MK|u{ABC},0)

+
1

σT,C

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nBC |CK|uT,{CB},0 + ~nAC |CL|uT,{CA},0

+~nKL|KL|u{ABC},0)

+
∑

m

ωm
~Ωm

ST

3
(um

T,A,1 + um
T,B,1 + um

T,C,1) = ~0,

1

3σT,A
(~nAB|AM |uT,{AB},0 + ~nAC |AL|uT,{AC},0 + ~nML|ML|u{ABC},0)

+
1

3σT,B
(~nAB |BM |uT,{BA},0 + ~nBC |BK|uT,{BC},0 + ~nMK |MK|u{ABC},0)

+
1

3σT,C
(~nBC |CK|uT,{CB},0 + ~nAC |CL|uT,{CA},0 + ~nKL|KL|u{ABC},0)

+ST
~J1
T = ~0,

1

3σT,A
(~nAB

|AB|
2

uT,{AB},0 + ~nAC
|AC|

2
uT,{AC},0 + ~nBC

|BC|
2

u{ABC},0)

+
1

3σT,B
(~nAB

|AB|
2

uT,{BA},0 + ~nBC
|BC|

2
uT,{BC},0 + ~nAC

|AC|
2

u{ABC},0)

+
1

3σT,C
(~nBC

|BC|
2

uT,{CB},0 + ~nAC
|AC|

2
uT,{CA},0 + ~nAB

|AB|
2

u{ABC},0)

+ST
~J1
T = ~0,106



− 1

3σT,A

1

3
(~nBC

|BC|
2

uT,A,0 + ~nAC
|AC|

2
uT,B,0 + ~nAB

|AB|
2

uT,C,0)

− 1

3σT,B

1

3
(~nBC

|BC|
2

uT,A,0 + ~nAC
|AC|

2
uT,B,0 + ~nAB

|AB|
2

uT,C,0)

− 1

3σT,C

1

3
(~nBC

|BC|
2

uT,A,0 + ~nAC
|AC|

2
uT,B,0 + ~nAB

|AB|
2

uT,C,0)

+ST
~J1
T = ~0.Or on a :

~∇λA = −
~AH

|AH|2 = − ~nBC

|AH| = −|BC|~nBC

2ST
,

~∇λB = −|AC|~nAC

2ST
,

~∇λC = −|AB|~nAB

2ST
.Don
, on obtient en divisant par ST :

1

3
(

1

3σT,A
+

1

3σT,B
+

1

3σT,C
)(uT,A,0

~∇λA + uT,B,0
~∇λB + uT,C,0

~∇λC)

+ ~J1
T = 0,ou :

~J1
T = − 1

3σT
(~∇uT,0),ave
 :

3

σT
=

1

σT,A
+

1

σT,B
+

1

σT,C
, (4.23)
e qui est une dis
rétisation 
onsistante de l'équation du �ux.L'expression du �ux inje
tée dans l'équation (4.20) donne alors une dis-
rétisation 
onsistante de l'équation de di�usion en 2D.

~∇ · (− 1

3σT

~∇u) = 0C'est 
elle obtenue en éléments �nis P1 ave
 lumping de la matri
e demasse en prenant (4.23) 
omme moyenne de σT à l'intérieur de la maille.107



A partir de (4.16), on peut trouver plus fa
ilement l'expression du �ux àpartir de u0.On multiplie (4.16) par ~Ωm, on somme les 3 équations 
orrespondantaux 3 sommets du triangle T et on somme sur les dire
tions. On identi�e lestermes d'ordre 1 :
∑

i

1

σT,i
(
∑

m

ωm
~Ωm{

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
ub,0λids −

∫

T
(~Ωm · ~∇λi)uT,0dxdy}

+
∑

i

∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
λiu

m
T,i,1dxdy = ~0,

∑

i

1

σT,i
(
∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · {
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λids −

∫

T
(~∇λi)uT,0dxdy})

+
∑

i

∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
λiu

m
T,i,1dxdy = ~0.Or on a :

~J1
T =

∑

m

ωm
~Ωm(u)m

T,{ABC},1 =
1

ST

∑

m

ωm
~Ωm

∑

i

∫

T
λiu

m
T,i,1dxdy.On en déduit :

∑

i

1

3σT,i
{
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λids −

∫

T
(~∇λi)uT,0dxdy}

+ST
~J1
T = ~0.En faisant une intégration par parties, on obtient :

∑

i

1

3σT,i

∫

T
(~∇u0)λidxdy + ST

~J1
T = ~0.On obtient �nalement l'expression du �ux dis
ret :

ST
~J1
T = −

∑

i

1

3σT,i

∫

T
(~∇u0)λidxdy

= −1

3

∑

i

1

3σT,i
(~∇u0)ST ,soit :

~J1
T = −1

3

∑

i

(
1

3σT,i
)~∇u0. (4.24)108



Conditions aux limitesOn suppose que le 
�té AB du triangle T est sur la frontière et que les2 autres 
�tés AC et BC sont internes. Nous allons modi�er u0 en A et Bde telle façon que le �ux dis
ret ~J1
T puisse toujours s'exprimer 
omme dans(4.24). Faisons l'hypothèse σT,A = σT,B = σT,C = σT .On a pour 
e triangle :

(
1

2
~nAB

∫ B

A
u0λAds +

∑

~Ωm·~nAB≤0

3ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
g(~Ωm, 0)λAds

+~nAC

∫ C

A
u0λAds −

∫

T
(~∇λA)u0dxdy)

+(
1

2
~nAB

∫ B

A
u0λBds +

∑

~Ωm·~nAB≤0

3ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
g(~Ωm, 0)λBds

+~nBC

∫ C

B
u0λBds −

∫

T
(~∇λB)u0dxdy)

+(~nAC

∫ C

A
u0λCds + ~nBC

∫ C

B
u0λCds −

∫

T
(~∇λC)u0dxdy) + ST

~J1
T 3σT = ~0.On rempla
e u0 sur AB par sa valeur 4

∑
~Ωm·~nAB≤0 ωm|~Ωm · ~nAB|gm

0 . Ilvient :
(

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm2|~Ωm · ~nAB|~nAB

∫ B

A
gm
0 λAds + 3ωm

~Ωm
~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λAds

+~nAC

∫ C

A
u0λAds −

∫

T
(~∇λA)u0dxdy)

+(
∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm2|~Ωm · ~nAB|~nAB

∫ B

A
gm
0 λBds + 3~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λBds

+~nBC

∫ C

B
u0λBds −

∫

T
(~∇λB)u0dxdy)

(~nAC

∫ C

A
u0λCds + ~nBC

∫ C

B
u0λCds −

∫

T
(~∇λC)u0dxdy) + ST

~J1
T 3σT = ~0.On sait que : ~Ωm = (~Ωm · ~nAB)~nAB + (~Ωm · ~tAB)~tAB où ~tAB est le ve
teurtangent à la surfa
e. On suppose que la 
ondition aux limites possède lasymétrie azimutale autour de ~nAB, alors on véri�e que :

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λAds =

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm(~Ωm · ~nAB)2~nAB

∫ B

A
gm
0 λAds.109



Don
 en posant ulim =
∑

~Ωm·~nAB≤0 ωm(2(|~Ωm · ~nAB|+ 3(~Ωm · ~nAB)2)gm
0 ,formule identique au 
as 1D, on obtient :

(~nAB

∫ B

A
ulimλAds + ~nAC

∫ C

A
u0λAds −

∫

T
(~∇λA)u0dxdy)

+(~nAB

∫ B

A
ulimλBds + ~nBC

∫ C

B
u0λBds −

∫

T
(~∇λB)u0dxdy)

+(~nAC

∫ C

A
u0λCds + ~nBC

∫ C

B
u0λCds −

∫

T
(~∇λC)u0dxdy) + ST

~J1
T 3σT = ~0.Finalement,

~J1
T = − 1

ST3σT
(~nABAB

uA,lim + uB,lim

2
+ ~nACAC

uA,0 + uC,0

2
+ ~nBCBC

uB,0 + uC,0

2
),ou en
ore :

~J1
T = − 1

3σT
((uA,lim + uB,lim − uB,0)~∇λA + (uB,lim + uA,lim − uA,0)~∇λB

+uC,0
~∇λC). (4.25)Or, nous aimerions avoir :

~J1
T = − 1

3σT
(uA,lim

~∇λA + uB,lim
~∇λB + uC,0

~∇λC). (4.26)On ne peut pas exprimer le ve
teur �ux dis
ret ~J1
T 
omme le gradientd'une fon
tion a�ne prenant les valeurs u0 en C et ulim en A et B, quiserait la bonne 
ondition aux limites, 
ar 
ela signi�erait que la 
onditionaux limites pour u0 asso
iée à l'équation de di�usion est la 
ondition deDiri
hlet : u = ulim sur AB.Quand l'intensité in
idente est isotrope, on a ulim,A = uA,0 et ulim,B =

uB,0 et les deux expressions (4.25,4.26) sont identiques. Le s
héma satis-fait une équation de di�usion ave
 la 
ondition de Diri
hlet sur le bord :
u = 4

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB|gm
0 . Par 
ontre, quand l'intensité in
idente estanisotrope, les deux expressions ne sont pas identiques. Par exemple, sup-posons que g(A) = g(B), la 
ondition aux limites est alors la 
ondition deDiri
hlet u = 6

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB|2gm
0 . On ne peut don
 pas dire que les
héma satisfait la bonne 
ondition aux limites quand l'intensité in
identeest anisotrope.Remarque : on a deux autres possibilités :110



� Les 3 arêtes du triangle T sont internes et un sommet, par exemple A,est sur le bord.On a alors :
~J1
T = − 1

3σT
(uA,0

~∇λA + uB,0
~∇λB + uC,0

~∇λC),au lieu de :
~J1
T = − 1

3σT
(uA,lim

~∇λA + uB,0
~∇λB + uC,0

~∇λC)qui serait la bonne 
ondition aux limites.� Deux arêtes sont sur le bord, par exemple AB et BC.On a alors :
~J1
T = − 1

3σT
((uA,0 + uC,0 − uC,lim)~∇λA + uB,lim

~∇λB + (uC,0 + uA,0 − uA,lim)~∇λC),au lieu de :
~J1
T = − 1

3σT
(uA,lim

~∇λA + uB,lim
~∇λB + uC,lim

~∇λC)qui serait la bonne 
ondition aux limites.Remarque :Nous allons montrer que sous 
ertaines hypothèses (véri�ées quand onfait une simulation 2D d'un 
as 1D), on retrouve la bonne 
ondition auxlimites.On suppose que la frontière est bordée par des re
tangles identiques,dé
omposés en triangles, que la 
ondition aux limites est uniforme en espa
eet que σT ne dépend pas de T sur les triangles appartenant aux re
tanglesbordant la frontière.Dans 
e 
as parti
ulier, dans l'équation du �ux relative au noeud C, la
ondition aux limites intervient dans le terme suivant :
( ~J1

ACE ·~nKL|KL|+ ~J1
ABC ·~nLM |LM |). uB n'est pas présent dans 
e terme,seul intervient le terme suivant :

− 1

3σ
(u0)~∇λA,ACE · ~nKL|KL| − 1

3σ
(2 ∗ ulim − u0)~∇λA,ABC · ~nLM |LM |

= − 1

3σ
(u0) cot β − 1

3σ
(2 ∗ ulim − u0) cot β

= − 1

3σ
(2ulim) cot β.Don
, on obtient le même terme que 
elui obtenu en imposant la valeurde u en A à ulim dans l'expression de ~J1

ABC et ~J1
ACE . C'est la 
ondition auxlimites �exa
te�. 111
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Fig. 4.2 � Cas parti
ulier favorable pour la 
ondition aux limites4.3.3 RésuméSous des hypothèses sur la quadrature angulaire, le s
héma aux éléments�nis linéaires dis
ontinus lumpés en 2D a bien la limite di�usion. En général,quand l'intensité in
idente est anisotrope, 
ontrairement au 1D, le s
hémane satisfait pas la bonne 
ondition aux limites. Cependant, sous 
ertaineshypothèses sur le maillage sur la frontière et la 
ondition aux limites, onpeut démontrer que la 
ondition aux limites est aussi pré
ise qu'en 1D, 
e quiautorise des maillages grossiers vis à vis du libre-par
ours même en présen
ed'une 
ou
he limite.4.3.4 Variante des éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpésPour rendre plus robuste le s
héma pré
édent, on le modi�e de la façonsuivante [3℄ : on �lumpe� les termes de bord 
'est à dire qu'au lieu de prendre
um
{AB} au point {AB}, on prend u au point A (dans le triangle T ou letriangle adja
ent à T suivant le signe de ~Ωm · ~n).Les équations (4.18) deviennent :
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



ǫ~Ωm · ~nAB|AM |um
A + ǫ~Ωm · ~nAC |AL|um

A

+ǫ~Ωm · ~nML|ML|um
{ABC} + σT,Aum

T,A
ST

3 =

σT,AũT,A
ST

3 ,

ǫ~Ωm · ~nAB|BM |um
B + ǫ~Ωm · ~nBC |BK|um

B

+ǫ~Ωm · ~nMK |MK|um
{ABC} + σT,Bum

T,B
ST

3 =

σT,BũT,B
ST

3 ,

ǫ~Ωm · ~nBC |CK|um
C + ǫ~Ωm · ~nAC |CL|um

C

+ǫ~Ωm · ~nKL|KL|um
{ABC} + σT,Cum

C
ST

3 =

σT,C ũT,C
ST

3 .

(4.27)
Dans les équations pré
édentes, um

A est la valeur de u au point A prisedans le triangle T si ~Ωm · ~nAB ≥ 0 et dans le triangle adja
ent à T par ABsi ~Ωm · ~nAB ≤ 0, ~nAB est le ve
teur unitaire porté par la normale extérieurepar rapport au triangle T à AB.4.3.5 Limite di�usionIsotropieOn obtient de la même façon que dans le 
as pré
édent l'isotropie à l'ordre0 de u.Equation du �uxL'équation du �ux est identique à 
elle obtenue dans le 
as pré
édent.ContinuitéOn peut démontrer, de façon plus dire
te que dans le 
as pré
édent, la
ontinuité des valeurs de u à l'ordre 0.Preuve 7 On a la relation (équivalente de 4.22) :
−|AM |uText,A,0 + |AM |uT,A,0 =

|AL|uText,A,0 − |AL|uT,A,0.
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Les relations :
l1(uB − uA) = l2(uC − uB) = l3(uD − uC) = l4(uA − uD)où li sont les longueurs des arêtes i, entraînent 
lairement que

uA = uB = uC = uD.On peut démontrer le même résultat sur un noeud sur la frontière maisà la 
ondition que la quantité
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0soit 
ontinue. La valeur de u au point A sur le bord est alors né
essairementégale à

4
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0où gm

x,y,0 est la valeur de la 
ondition aux limites pour la dire
tion m àl'ordre 0 au point (x, y).Remarque :si elle est dis
ontinue, on peut montrer [1℄ que les valeurs de u pour unnoeud sur le bord sont des moyennes pondérées par des valeurs positivesdes deux valeurs de la quantité 4
∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0 de part et d'autrede 
e noeud. On n'a plus la 
ontinuité de u0 en 
e noeud mais on gardela 
ontinuité de u0 aux noeuds internes. Ave
 la méthode pré
édente, on114



peut démontrer que u0 est 
ontinue aux noeuds internes et que les valeursde u0 pour un noeud sur le bord dépendent linéairement de la quantité∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0 sur toute la frontière et non plus seulement de partet d'autre du point 
onsidéré. On ne peut pas garantir que 
es valeurs soient
omprises entre les deux valeurs de la 
ondition aux limites. La variantedevrait don
 dans 
e 
as être plus robuste.Nous allons maintenant regarder quel s
héma de di�usion on obtient.Expression du �uxIl s'agit d'exprimer le ve
teur �ux à l'intérieur d'un triangle en fon
tiondes valeurs de u à l'ordre 0 aux sommets de 
e triangle.On multiplie par ~Ωm et on somme sur les dire
tions les équations (4.27).On identi�e les termes d'ordre 1. On obtient :

1

σT,A

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB|AM |uT,A,0 + ~nAC |AL|uT,A,0

+~nML|ML|u{ABC},0)

+
1

σT,B

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB |BM |uT,B,0 + ~nBC |BK|uT,B,0

+~nMK |MK|u{ABC},0)

+
1

σT,C

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nBC |CK|uT,C,0 + ~nAC |CL|uT,C,0

+~nKL|KL|u{ABC},0)

+
∑

m

ωm
~Ωm

ST

3
(um

T,A,1 + um
T,B,1 + um

T,C,1) = ~0,

1

3σT,A
(~nAB|AM | + ~nAC |AL|)uT,A,0

+
1

3σT,B
(~nAB|BM | + ~nBC |BK|)uT,B,0

+
1

3σT,C
(~nBC |CK| + ~nAC |CL|)uT,C,0

+(
1

3σT,A
~nML|ML| + 1

3σT,B
~nMK |MK| + 1

3σT,C
~nKL|KL|)u{ABC},0

+ST
~J1
T = ~0.En remarquant que :

~nAB|AM | + ~nAC |AL| = −1

2
~nBC |BC|,115



~nAB|BM | + ~nBC |BK| = −1

2
~nAC |AC|,

~nBC |CK| + ~nAC |CL| = −1

2
~nAB|AB|,

ST = |BC|hA

2
= |AC|hB

2
= |AB|hC

2
,on trouve :

− 1

3σT,A

~nBC

hA
uT,A,0 −

1

3σT,B

~nAC

hB
uT,B,0 −

1

3σT,C

~nAB

hC
uT,C,0

+(
1

3σT,A
~nML|ML| + 1

3σT,B
~nMK|MK| + 1

3σT,C
~nKL|KL|)

u{ABC},0

ST
+ ~J1

T = ~0,ou
1

3σT,A

~∇λAuT,A,0 +
1

3σT,B

~∇λBuT,B,0 +
1

3σT,B

~∇λCuT,C,0

−(
1

3σT,A

~∇λA +
1

3σT,B

~∇λB +
1

3σT,C

~∇λC)u{ABC},0 + ~J1
T = ~0.On trouve une dis
rétisation 
onsistante du ve
teur �ux, 
al
ulé au ba-ry
entre du triangle T , exprimé de la façon suivante :

~J1
T = −1

3
(~∇(

1

σT
uT,0) − (~∇ 1

σT
)u{ABC},0).En e�et, en supposant que 1

σT
est a�ne par maille, on a :

1

σT
=

1

σT,A
λA +

1

σT,B
λB +

1

σT,C
λC ,don
 :

~∇ 1

σT
=

1

σT,A

~∇λA +
1

σT,B

~∇λB +
1

σT,C

~∇λC ,et
1

σT
uT,0 = { 1

σT,A
λA +

1

σT,B
λB +

1

σT,C
λC}u{ABC},0.En supposant maintenant que 1

σT
u peut être appro
hé par une fon
tiona�ne par maille, on a :

1

σT
uT,0 ≃ (

1

σT,A
uT,A,0)λA + (

1

σT,B
uT,B,0)λB + (

1

σT,C
uT,C,0)λC ,116



don
 :
~∇ 1

σT
uT,0 ≃ (

1

σT,A
uT,A,0)~∇λA + (

1

σT,B
uT,B,0)~∇λB + (

1

σT,C
uT,C,0)~∇λC .L'expression du �ux inje
tée dans l'équation (4.20) donne alors une dis-
rétisation 
onsistante de l'équation de di�usion en 2D. Lorsqu'on prend σT
onstante par maille, 
'est la même que 
elle obtenue en éléments �nis P1ave
 lumping de la matri
e de masse.Conditions aux limitesOn obtient les mêmes résultats qu'ave
 le s
héma pré
édent.4.3.6 RésuméSi l'on �lumpe� en plus des termes de �s
attering� les termes de bord ap-paraissant dans le s
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus, le s
hémaque l'on obtient possède toujours la limite di�usion, ave
 une dis
rétisation del'équation de di�usion di�érente de la pré
édente quand σ n'est pas 
onstantpar maille. Le s
héma obtenu est plus robuste que le pré
édent lorsque laquantité ∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|gm
x,y,0n'est pas 
ontinue sur le bord.4.3.7 Méthode SCBM.L Adams [2℄ propose une variante du s
héma pré
édent (Single CornerBalan
e) qui peut s'interpréter 
omme une méthode de volumes �nis sur despolygones ayant un nombre de 
�tés arbitraire. Nous allons analyser 
etteméthode dans le 
as des triangles. Le s
héma s'é
rit de la façon suivante :trouver um

T,A, um
T,B, um

T,C solutions de :
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



ǫ~Ωm · ~nAB|AM |um
A + ǫ~Ωm · ~nAC |AL|um

A

+ǫ~Ωm · ~nMG|MG|
um

T,A + um
T,B

2

−ǫ~Ωm · ~nLG|LG|
um

T,A + um
T,C

2

+σT,Aum
T,A

ST

3
= σT,AũT,A

ST

3
,

ǫ~Ωm · ~nAB|BM |um
B + ǫ~Ωm · ~nBC |BK|um

B

+ǫ~Ωm · ~nKG|KG|
um

T,B + um
T,C

2

−ǫ~Ωm · ~nMG|MG|
um

T,A + um
T,B

2

+σT,Bum
T,B

ST

3
= σT,BũT,B

ST

3
,

ǫ~Ωm · ~nBC |CK|um
C + ǫ~Ωm · ~nAC |CL|um

C

−ǫ~Ωm · ~nKG|KG|
um

T,B + um
T,C

2

+ǫ~Ωm · ~nLG|LG|
um

T,A + um
T,C

2

+σT,Cum
C

ST

3
= σT,C ũT,C

ST

3
.

(4.28)

4.3.8 Limite di�usionIsotropieDe la même façon que dans le 
as pré
édent, on obtient que u, à l'ordre0, est isotrope.Equation du �uxPour obtenir l'équation du �ux, on somme sur tous les triangles ayant 
enoeud en 
ommun, les équations relatives à 
e sommet (Fig 4.1).On pose :
~J1
T,MG =

∑

m

ωm
~Ωm

um
T,A,1 + um

T,B,1

2qui est le ve
teur �ux dis
ret sur l'arête MG,
~J1
T,LG =

∑

m

ωm
~Ωm

um
T,A,1 + um

T,C,1

2qui est le ve
teur �ux dis
ret sur l'arête GL.En identi�ant les termes fa
teurs de ǫ2, il vient :118



∑

T

~J1
T,MG · ~nMG|MG| + ~J1

T,LG · ~nLG|LG| = ~0.ContinuitéDe la même façon que dans le 
as pré
édent, on obtient que u, à l'ordre0, est 
ontinue.Expression du �uxIl s'agit d'exprimer les ve
teurs �ux à l'intérieur d'un triangle en fon
tiondes valeurs de u à l'ordre 0 aux sommets de 
e triangle. Pour 
ela, on multipliepar ~Ωm et on somme sur les dire
tions les équations (4.28) et on identi�e lestermes d'ordre 1. On suppose que σT,A = σT,B = σT,C .Il vient :
1

σT

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB|AM |uT,A,0 + ~nAC |AL|uT,A,0

−~nLG|LG|uT,A,0 + uT,C,0

2
)

+
1

σT

∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · (~nAB |BM |uT,B,0 + ~nBC |BK|uT,B,0

+~nKG|KG|uT,B,0 + uT,C,0

2
)

+
2ST

3
~J1
T,MG = ~0,

1

3σT
(~nAB|AM | + ~nAC |AL|)uT,A,0

+
1

3σT
(−~nLG|LG|uT,A,0 + uT,C,0

2
)

+
1

3σT
(~nAB|BM | + ~nBC |BK|)uT,B,0

+
1

3σT
(+~nKG|KG|uT,B,0 + uT,C,0

2
)

+
ST

3
2 ~J1

T,MG = ~0,

119



− 1

3σT

~nBC

hA
uT,A,0 −

1

3σT

~nAC

hB
uT,B,0

+
1

3STσT
(−~nLG|LG|uT,A,0 + uT,C,0

2
)

+
1

3ST σT
(+~nKG|KG|uT,B,0 + uT,C,0

2
)

+
2

3
~J1
T,MG = ~0,

1

3σT

~∇λAuT,A,0 +
1

3σT

~∇λBuT,B,0

+
1

3ST σT
(−~nLG|LG|uT,A,0 + uT,C,0

2
)

+
1

3ST σT
(~nKG|KG|uT,B,0 + uT,C,0

2
)

+
2

3
~J1
T,MG = ~0.L'expression de ~J1

T,MG n'est pas 
onsistante ave
 l'expression exa
te du�ux. Si σT est 
onstante et u est linéaire dans la maille, le ve
teur ~J1
T,MGdevrait être égal à − 1

3σT
{~∇λAuT,A,0+ ~∇λBuT,B,0+ ~∇λCuT,C,0} 
omme ave
les deux s
hémas pré
édents. Or, 
ette égalité n'est pas véri�ée. Don
, surles triangles, on ne peut a�rmer que la méthode SCB a la limite di�usion.4.3.9 RésuméLa méthode SCB possède la limite di�usion sur un maillage 
omposé dere
tangles [2℄ mais ne la possède pas si le maillage 
omporte des triangles.4.4 Etude en géométrie 2D 
ylindrique4.4.1 S
héma aux éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpésOn reprend le premier s
héma : les éléments �nis linéaires dis
ontinuslumpés, en géométrie 2D 
ylindrique.L'équation en géométrie 2D 
ylindrique s'é
rit :

η
∂ru

∂r
+ µ

∂ru

∂z
− ∂χu

∂ϕ
+ σru = σrũ,ave
 pour 
onditions aux limites : u(r, z, ~Ω) = g(r, z, ~Ω) sur les pointsde la frontière où ~Ω · ~n ≤ 0, ~n étant la normale extérieure à la frontière, ennotant ~Ω le ve
teur de 
omposantes : η =
√

1 − µ2cos(ϕ) en r, et µ en z,120



ũ =
1

2π

∫ +1

−1
dµ

∫ 2π

0
dϕ u(r, z, µ, ϕ),

χ =
√

1 − µ2sin(ϕ).On 
ommen
e par appro
her le terme−∂χu

∂ϕ
au point ~Ωm = (

√
1 − µ2

mcos(ϕm), µm)par l'expression :
− 1

∆ϕ
{α2u2 − α1u1},

u2 est une approximation de u au point ~Ω2 = (
√

1 − µ2
mcos(ϕm+∆ϕ

2 ), µm),
u1 est une approximation de u au point ~Ω1 = (

√
1 − µ2

mcos(ϕm−∆ϕ
2 ), µm),

um est une approximation de u au point ~Ωm = (
√

1 − µ2
mcos(ϕm), µm).On suppose que um =

u1 + u2

2
.Les αi sont 
al
ulés par la formule de ré
urren
e :

α2 − α1 = ∆ϕηm.On voit don
 que α est une approximation de χ.Après 
ette dis
rétisation en angle, on doit résoudre :
ηm

∂rum

∂r
+ µ

∂rum

∂z
− 1

∆ϕ
{α2u2 − α1u1} + σrum = σrũ,

ηmr
∂um

∂r
+ ηmum + µr

∂um

∂z
− 1

∆ϕ
{α2u2 − α1u1} + σrum = σrũ.On dis
rétise 
ette équation par des éléments �nis linéaires dis
ontinuslumpés en espa
e.Le s
héma s'é
rit :Trouver sur le triangle T pour la dire
tion ~Ωm = (ηm, µm), um

T solutionde :
∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λirds −
∫

T
(~Ωm · ~∇rλi)u

m
T drdz −

∫

T

1

∆ϕ
{α2u2

T − α1u1
T }λidrdz

+

∫

T
ηmum

T λirdrdz + σT,iu
m
T,i

∫

T
λirdrdz =

σT,iũT,i

∫

T
λirdrdz,où i vaut A,B ou C.On transforme l'expression pré
édente :121



∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λirds −
∫

T
(~Ωm · ~∇λi)u

m
T rdrdz

−
∫

T

1

∆ϕ
{α2u2

T − α1u1
T }λidrdz + σT,iu

m
T,i

∫

T
λirdrdz = σT,iũT,i

∫

T
λirdrdz,(4.29)Nous allons transformer (4.29) sous la forme d'un s
héma de type volumes�nis.En notant :

RA =
rA

2
+

rB

4
+

rC

4
, RB =

rA

4
+

rB

2
+

rC

4
, RC =

rA

2
+

rB

2
+

rC

4
,

G l'isobary
entre du triangle, on obtient :
∫

T
λArdrdz = (

ST

3
)RA,et

∫

T
(~Ωm · ~∇λA)um

T rdrdz = −(~Ωm ·
~AH

|AH| )(
1

|AH| )
∫

T
um

T rdrdz

= −(~Ωm · ~nML)|ML|(ru)m
G ,ave
 :

(ru)mG =
1

3

∑

i

Riu
m
T,i.On peut interpréter (ru)mG 
omme la valeur de ru au point G qu'onasso
ie au 
�té ML.On peut réé
rire le s
héma de la façon suivante. Il s'agit de trouver um

T,A,
um

T,B, um
T,C solutions du système linéaire :
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



∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λArds + (~Ωm · ~nML)|ML|(ru)m
G

− 1
∆ϕ

∫
T {α2u2

T − α1u1
T }λAdrdz + σT,Aum

T,A
ST

3 RA =

σT,AũT,A
ST

3
RA,

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λBrds + (~Ωm · ~nMK)|MK|(ru)m
G

− 1
∆ϕ

∫
T {α2u2

T − α1u1
T }λBdrdz + σT,Bum

T,B
ST

3 RB =

σT,BũT,B
ST

3
RB,

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
um

b λCrds + (~Ωm · ~nKL)|KL|(ru)m
G

− 1
∆ϕ

∫
T {α2u2

T − α1u1
T }λCdrdz + σT,Cum

T,C
ST

3 RC =

σT,C ũT,C
ST

3
RC .En notant :

(ru){AB} = (
rA

2
+

rB

6
)ub(A) + (

rA

6
+

rB

6
)ub(B),

(ru){BA} = (
rA

6
+

rB

2
)ub(B) + (

rA

6
+

rB

6
)ub(A) (les formules sont iden-tiques pour {AC},{CA},{BC},{CB} ), on obtient :

(~Ωm · ~nAB)

∫

AB
um

b λArds = (~Ωm · ~nAB)|AM |(ru)m
{AB},où la valeur de u au point{AB} est à prendre dans le triangle T ou letriangle Tb suivant le signe de (~Ωm · ~nb).On a :

∑

b

(~Ωm·~nb)

∫

b
um

b λAds = (~Ωm·~nAB)|AM |(ru)m
{AB}+(~Ωm·~nAC)|AL|(ru)m

{AC}.Le s
héma se réé
rit : trouver um
T,A, um

T,B , um
T,C solutions du systèmelinéaire :
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



~Ωm · ~nAB|AM |(ru)m
{AB} + ~Ωm · ~nAC |AL|(ru)m

{AC} + ~Ωm · ~nML|ML|(ru)m
{ABC}

− 1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λAdrdz + σT,Aum

T,A

ST

3
RA = σT,AũT,A

ST

3
RA,

~Ωm · ~nAB|BM |(ru)m
{BA} + ~Ωm · ~nBC |BK|(ru)m{BC} + ~Ωm · ~nMK |MK|(ru)m{ABC}

− 1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λBdrdz + σT,Bum

T,B

ST

3
RB = σT,BũT,B

ST

3
RB ,

~Ωm · ~nBC |CK|(ru)m{CB} + ~Ωm · ~nAC |CL|(ru)m{CA} + ~Ωm · ~nKL|KL|(ru)m{ABC}

− 1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λCdrdz + σT,Cum

T,C

ST

3
RC = σT,CũT,C

ST

3
RC ,

(4.30)
ou en
ore sous une forme de type volumes �nis faisant apparaître le
ara
tère 
onservatif de l'équation :





~Ωm · ~nAB|AM |(ru)m
{AB} + ~Ωm · ~nAC |AL|(ru)m

{AC} + ~Ωm · ~nMG|MG|(ru)m
{ABC}

−~Ωm · ~nLG|LG|(ru)m
{ABC} −

1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λAdrdz + σT,Aum

T,A

ST

3
RA

= σT,AũT,A
ST

3
RA,

~Ωm · ~nAB|BM |(ru)m
{BA} + ~Ωm · ~nBC |BK|(ru)m{BC} + ~Ωm · ~nKG|KG|(ru)m

{ABC}

−~Ωm · ~nMG|MG|(ru)m
{ABC} −

1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λBdrdz + σT,Bum

T,B

ST

3
RB

= σT,BũT,B
ST

3
RB ,

~Ωm · ~nBC |CK|(ru)m{CB} + ~Ωm · ~nAC |CL|(ru)m{CA} + ~Ωm · ~nKG|KG|(ru)m
{ABC}

−~Ωm · ~nLG|LG|(ru)m
{ABC} −

1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λCdrdz + σT,Cum

T,C

ST

3
RC

= σT,C ũT,C
ST

3
RC .On reprend l'étude asymptotique faite pré
édemment en géométrie 2Dplane sur l'équation 4.31 dans laquelle on a introduit le paramètre ǫ, les
héma s'é
rit :
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



ε~Ωm · ~nAB |AM |(ru)m
{AB} + ε~Ωm · ~nAC |AL|(ru)m

{AC} + ε~Ωm · ~nML|ML|(ru)m
{ABC}

−ε
1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λAdrdz + σT,Aum

T,A

ST

3
RA = σT,AũT,A

ST

3
RA,

ε~Ωm · ~nAB |BM |(ru)m{BA} + ε~Ωm · ~nBC |BK|(ru)m{BC} + ε~Ωm · ~nMK |MK|(ru)m
{ABC}

−ε
1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λBdrdz + σT,Bum

T,B

ST

3
RB = σT,BũT,B

ST

3
RB ,

ε~Ωm · ~nBC |CK|(ru)m{CB} + ε~Ωm · ~nAC |CL|(ru)m{CA} + ε~Ωm · ~nKL|KL|(ru)m{ABC}

−ε
1

∆ϕ

∫

T
{α2u2

T − α1u1
T }λCdrdz + σT,Cum

T,C

ST

3
RC = σT,C ũT,C

ST

3
RC .4.4.2 Limite di�usionIsotropieA l'ordre 0, on obtient :

um
T,A = ũT,A,0,

um
T,B = ũT,B,0,

um
j,C = ũT,C,0.Don
 u est isotrope à l'ordre 0.Equation du �uxPour un noeud global donné, on somme sur tous les triangles ayant 
enoeud en 
ommun, les équations relatives à 
e sommet (Fig 4.1).On introduit une formule de quadrature dis
rète sur la sphère angulaireunité.

1

4π

∫

S2
f(~Ω)d~Ω ≃

∑

m

ωmf(~Ωm).On suppose que 
ette formule de quadrature véri�e :
∑

m

ωm = 1.On somme sur les dire
tions m :
ǫ
∑

m

∑

T

ωm
~Ωm · (~nAB |AM |(ru)m

{AB} + ~nAC |AL|(ru)m
{AC} + ~nML|ML|(ru)m

T,{ABC})

+
∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A

ST

3
RA =

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A
ST

3
RA.125



Le terme sommé sur les dire
tions {α2u2
i − α1u1

i } disparaît 
ar il a le
ara
tère 
onservatif de ∂χu

∂ϕ
:
∫ π

0

∂χu

∂ϕ
dϕ = 0.Pour fa
iliter les notations, on a supposé que le point A dans la numéro-tation lo
ale du triangle T 
orrespond au même noeud global donné.Si AB est un bras interne, la valeur de (ru)m

{AB} est 
elle du triangle Tsi (~Ωm · ~nAB) est positif ou du triangle adja
ent à T par AB si (~Ωm · ~nAB)est négatif.Si AB est un bras frontière, la valeur de (ru)m
{AB} est 
elle du triangle

T si (~Ωm · ~nAB) est positif ou la valeur de la 
ondition aux limites au point
{AB} si (~Ωm · ~nAB) est négatif.Les termes sur les arêtes "internes" du volume de 
ontr�le autour dunoeud global s'annulent, 
ar la même arête apparaît 2 fois dans la somme
i-dessus mais ave
 des ve
teurs unitaires normaux opposés, don
 :
ǫ
∑

m

∑

T

ωm
~Ωm · ~nML|ML|(ru)mT,{ABC} +

∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A

ST

3
RA =

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A
ST

3
RA.On pose

(r ~J)
1

T =
∑

m

ωm
~Ωm(ru)mT,{ABC},1qui est le ve
teur �ux dis
ret.En identi�ant les termes fa
teurs de ǫ2, il vient :

∑

T

(r ~J)1T · ~nML|ML| +
∑

m

∑

T

ωmσT,Aum
T,A,2

ST

3
RA =

∑

m

∑

T

ωmσT,AũT,A,2
ST

3
RA.Soit :

∑

T

(r ~J)1T · ~nML|ML| = 0,ou sous forme 
onservative :
∑

T

(r ~J)1T · {~nMG|MG| + ~nGL|GL|} = 0. (4.31)
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ContinuitéLa démonstration de la 
ontinuité est identique à 
elle faite en géométrie2D plane. On démontre tout d'abord que :
−|AM |(ru)Text,{AB},0 + |AM |(ru)T,{AB},0 =

|AL|(ru)Text,{AC},0 − |AL|(ru)T,{AC},0.Si l'arête AB est interne, (ru)Text,{AB},0 est la valeur de (ru) au point {AB}sur le triangle adja
ent à T par AB, si l'arête AB est sur le bord,
(ru)Text,{AB},0 = 4

∑

~Ωm·~nAB≤0

ωm|~Ωm · ~nAB|(rg)({AB}, ~Ωm, 0).On en déduit que u0 est 
ontinue à 
ondition que∑

~Ωm·~n≤0

ωm|~Ωm · ~n|g(~Ωm, 0) soit 
ontinue sur le bord.Nous allons maintenant 
her
her quel s
héma de di�usion on obtient.Expression du �uxIl s'agit d'exprimer le ve
teur �ux à l'intérieur d'un triangle en fon
tiondes valeurs de u à l'ordre 0 aux sommets de 
e triangle. Pour 
ela, on multiplie(4.29) par ~Ωm, on somme les 3 équations 
orrespondant aux 3 sommets dutriangle T et on somme sur les dire
tions. On identi�e les termes d'ordre 1 :
∑

i

1

σT,i
(
∑

m

ωm
~Ωm{

∑

b

(~Ωm · ~nb)

∫

b
ub,0λirds −

∫

T
(~Ωm · ~∇λi)uT,0rdrdz

−
∫

T

1

∆ϕ
uT,0{α2 − α1}λidrdz})

+
∑

i

∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
λiu

m
T,i,1rdrdz = ~0,ou en
ore en notant que 1

∆ϕ
{α2 − α1} = ηm,

∑

i

1

σT,i
(
∑

m

ωm
~Ωm

~Ωm · {
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λirds −

∫

T
(~∇λi)uT,0rdrdz}

−
∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
u0ηmλidrdz)

+
∑

i

∑

m

ωm
~Ωm

∫

T
λiu

m
T,i,1rdrdz = ~0.Or on a : 127



(r ~J)1T =
∑

m

ωm
~Ωm(ru)mT,{ABC},1 =

1

ST

∑

m

ωm
~Ωm

∑

i

∫

T
λiu

m
T,i,1rdrdz.On en déduit :

∑

i

1

3σT,i
{
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λirds −

∫

T
(~∇λi)uT,0rdrdz − ~r

∫

T
u0λidrdz}

+ST (r ~J)1T = ~0.Dans l'expression pré
édente, ~r est le ve
teur de 
omposantes 1 en r et 0 en
z. En faisant une intégration par parties, on obtient :

∑

i

1

3σT,i

∫

T
(~∇u0)λirdrdz + ST (r ~J)1T = ~0.On obtient �nalement l'expression du �ux dis
ret :

ST (r ~J)1T = −1

3

∑

i

1

σT,i

∫

T
(~∇u0)λirdrdz

= −1

3

∑

i

Ri

3σT,i
(~∇u0)ST ,soit :

(r ~J)1T = −1

3

∑

i

(
Ri

3σT,i
)~∇u0.On obtient ainsi une dis
rétisation 
onsistante du ve
teur r ~J = −(

r

3σT
)~∇u0ave
 :

(r ~J)1T = −1

3

˜
(

r

σT
)(~∇u0), (4.32)où

˜
(

r

σT
) =

∑

i

Ri

3σT,i
.En insérant 
ette expression du �ux dans (4.31) on obtient :

∑

T

−1

3

˜
(

r

σT
)(~∇uT,0) · {~nMG|MG| + ~nGL|GL|} = 0,qui est une dis
rétisation 
onsistante de l'équation du �ux :

~∇ · (− 1

3σT
(~∇u0)) = 0en géométrie 
ylindrique. 128



Conditions aux limitesOn suppose que le 
�té AB du triangle T est sur la frontière et que les 2autres 
�tés AC et BC sont internes. Nous allons modi�er u0 en A et B detelle façon que le �ux dis
ret (r ~J)1T puisse toujours s'exprimer 
omme dans(4.32).On a pour 
e triangle :
∑

i

1

3σT,i
{
∑

b

~nb

∫

b
ub,0λirds −

∫

T
(~∇λi)uT,0rdrdz − ~r

∫

T
u0λidrdz}

+ST (r ~J)1T = ~0,ou, en supposant que σT est 
onstante dans la maille :
(
1

2
~nAB

∫ B

A
u0λArds +

∑

~Ωm·~nAB≤0

3ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λArds

+~nAC

∫ C

A
u0λArds −

∫

T
(~∇λA)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λAdrdz)

+(
1

2
~nAB

∫ B

A
u0λBrds +

∑

~Ωm·~nAB≤0

3ωm
~Ωm

~Ωm · ~nAB

∫ B

A
gm
0 λBrds

+~nBC

∫ C

B
u0λBrds −

∫

T
(~∇λB)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λBdrdz)

+(~nAC

∫ C

A
u0λCrds + ~nBC

∫ C

B
u0λCrds −

∫

T
(~∇λC)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λCdrdz)

+ST (r ~J)1T 3σT = ~0.On rempla
e u0 sur AB par sa valeur 4
∑

~Ωm·~nAB≤0 ωm|~Ωm · ~nAB|gm
0 .En posant : ~Ωm = (~Ωm · ~nAB)~nAB + (~Ωm ·~tAB)~tAB où ~tAB est le ve
teurtangent à la surfa
e, ulim =

∑
~Ωm·~nAB≤0 ωm(2(|~Ωm ·~nAB|+3(~Ωm ·~nAB)2)gm

0 ,en supposant que g0 possède la symétrie azimutale autour de ~nAB, on ob-tient :
(~nAB

∫ B

A
ulimλArds + ~nAC

∫ C

A
u0λArds −

∫

T
(~∇λA)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λAdrdz)

+(~nAB

∫ B

A
ulimλBrds + ~nBC

∫ C

B
u0λBrds −

∫

T
(~∇λB)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λBdrdz)

+(~nAC

∫ C

A
u0λCrds + ~nBC

∫ C

B
u0λCrds −

∫

T
(~∇λC)u0rdrdz − ~r

∫

T
u0λCdrdz)

+ST (r ~J)1T 3σT = ~0.Nous obtenons : 129



(r ~J)1T = − 1

ST3σT
(~nAB

∫ B

A
ulimrds + ~nAC

∫ C

A
u0rds + ~nBC

∫ C

B
u0rds − ~r

∫

T
u0drdz),ou en
ore :

(r ~J)1T = − 1

ST 3σT
(~nABAB

uA,lim(2rA+rB

3 ) + uB,lim( rA+2rB

3 )

2

+~nACAC
uA,0(

2rA+rC

3 ) + uC,0(
rA+2rC

3 )

2

+~nBCBC
uB,0(

2rB+rC

3 ) + uC,0(
rB+2rC

3 )

2
− ~r

ST

3
(uA,0 + uB,0 + uC,0)),Or, nous aimerions avoir :

(r ~J)1T = − 1

ST 3σT
(~nABAB

uA,lim(2rA+rB

3 ) + uB,lim( rA+2rB

3 )

2

+~nACAC
uA,lim(2rA+rC

3 ) + uC,0(
rA+2rC

3 )

2

+~nBCBC
uB,lim(2rB+rC

3 ) + uC,0(
rB+2rC

3 )

2
− ~r

ST

3
(uA,lim + uB,lim + uC,0))

= − 1

3σT
(
rA + rB + rC

3
)(uA,lim

~∇λA + uB,lim
~∇λB + uC,0

~∇λC).On ne peut pas exprimer le ve
teur �ux dis
ret (r ~J)1T 
omme le gradientd'une fon
tion a�ne prenant les valeurs u0 en C et ulim en A et B, quiserait la bonne 
ondition aux limites, 
ar 
ela signi�erait que la 
onditionaux limites pour u0 asso
iée à l'équation de di�usion est la 
ondition deDiri
hlet : u = ulim sur AB. On ne peut don
 dire que le s
héma satisfait labonne 
ondition aux limites quand le �ux in
ident est anisotrope.Quand le �ux in
ident est isotrope, le s
héma satisfait une équation dedi�usion ave
 la "bonne" 
ondition de Diri
hlet sur le bord :
u = 4

∑
~Ωm·~nAB≤0 ωm|~Ωm · ~nAB|g(~Ωm, 0).Remarque :A la di�éren
e du 
as plan, on ne peut trouver la �bonne� 
ondition auxlimites quand la frontière est 
omposée de re
tangles identiques et que la
ondition est uniforme en espa
e et que σT ne dépend pas de T . Nous allonsen donner la raison. On se pla
e dans la même 
on�guration qu'en plan (Fig4.2).Dans 
e 
as parti
ulier, dans l'équation du �ux relative au noeud C, la
ondition aux limites intervient dans le terme suivant : ( ~J1

ACE · ~nKL|KL| +
~J1
ABC · ~nLM |LM |). uB n'est pas présent dans 
e terme. Seul intervient leterme : 130



− 1

3σ

rA + rC + rE

3
(u0)~∇λA,ACE · ~nKL|KL|

− 1

3σ
(
rA + rB

2
(2 ∗ ulim − 2u0) +

rA + rB + rC

3
u0)~∇λA,ABC · ~nLM |LM |

= − 1

3σ
(
rA + rC + rE

3
(u0) +

rA + rB

2
(2 ∗ ulim − 2u0) +

rA + rB + rC

3
u0) cot β

= − 1

3σ
(
2rC + rE − rA − 2rB

3
u0 + (rA + rB)ulim) cot β

6= − 1

3σ
(
rA + rC + rE

3
+

rA + rB + rC

3
)ulim cot βDon
, on n'obtient pas le même terme que 
elui obtenu en imposant lavaleur de u en A à ulim dans l'expression de ~J1

ABC et ~J1
ACE. Cependant,l'erreur que l'on 
ommet reste petite, de l'ordre de o(h) où h est la tailledes re
tangles et d'autant plus petite que le rayon de giration est grand.L'erreur est don
 petite par rapport à 
elle qu'on 
ommettrait en prenant
omme 
ondition de Diri
hlet u0 au lieu de ulim.4.4.3 RésuméSous des hypothèses sur la quadrature angulaire, le s
héma aux éléments�nis linéaires dis
ontinus lumpés en géométrie 2D 
ylindrique, a bien la limitedi�usion. En général, quand le �ux in
ident est anisotrope, 
ontrairement au
as 1D, le s
héma ne satisfait pas la bonne 
ondition aux limites. Cependant,sous 
ertaines hypothèses sur le maillage sur la frontière et la 
onditionaux limites, on peut démontrer que la 
ondition aux limites appro
he 
elleobtenue en 1D, 
e qui autorise des maillages grossiers vis à vis du libre-par
ours même en présen
e d'une 
ou
he limite.
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Chapitre 5SynthèseNous avons vu que le s
héma SIMC linéaire et le s
héma aux EF linéairesdis
ontinus lumpés 
onduisent à la même limite di�usion, soit un s
héma auxéléments �nis linéaires 
ontinus. Pour approfondir les points 
ommuns entre
es deux méthodes, nous allons étudier les limites asymptotiques des s
hémasaux EFD en se plaçant dans le même 
adre que dans le 
hapitre 2.Nous appro
hons (2.1) ave
 la même méthode que dans la se
tion 2.2sauf que la résolution de (2.8) n'est plus faite exa
tement 
omme dans laméthode SIMC mais par la méthode des EFD. Bien sûr, 
e n'est pas lameilleure façon de résoudre (2.1) 
ar il faudrait alors résoudre un systèmelinéaire d'ordre N pour 
ha
une des N mailles mais 
'est un moyen 
ommoded'analyser 
ette méthode. Ce qui va don
 être modi�é est l'expression des
oe�
ients al,l′

i,i′ = 〈σtũ
l
i, χ

l′
i′〉. Nous allons nous intéresser à la limite di�usionde 
es 
oe�
ients en suivant le même 
heminement que dans la se
tion 2.3.5.1 Limite di�usion des Eléments �nis Dis
ontinus
onstantsProposition 7 ũǫ est solution du système linéaire (2.13) où uǫ =

∑
i uǫ

iχi.Nous déduisons immédiatement de 
e résultat que la méthode aux EFD
onstants n'a pas la limite di�usion 
ar (2.13) n'est pas une dis
rétisation
orre
te de l'équation de di�usion (1.4) (ave
 des 
onditions aux limites de�ux entrant nul).Preuve 8 En utilisant la mise à l'é
helle (1.2), le système linéaire (2.10)devient (2.14) ave

bǫ
i,i′ =

〈σtχi, χi′〉
ǫ

= δi′

i

σt

ǫ
Vi,

aǫ
i,i′ =

〈σtũ
ǫ
i , χi′〉
ǫ132



et uǫ
i est la solution appro
hée (alors que dans la méthode SIMC elle estexa
te) de (2.15) par les EFD 
onstants.Nous intégrons 
ette équation en ~Ω et faisons le produit s
alaire ave
 χi′pour obtenir (2.16).Nous allons 
onsidérer quatre 
as di�érents1/ Ti = Ti′ .Nous avons uǫ

i =
σt

ǫ Vi

σt

ǫ Vi +
∫
Γi,~Ω·~n>0 dγ(~Ω · ~n)

ou en
ore en notant
li(~Ω) =

Vi∫
Γi,~Ω·~n>0 dγ(~Ω · ~n)

, uǫ
i =

1

1 + ǫ
σtli(~Ω)

= 1 − ǫ

σtli(~Ω)
+ O(ǫ2).En utilisant (2.16), nous obtenons

σt

ǫ
〈ũǫ

i , χi〉 =
σt

ǫ
〈χi, χi〉 −

1

4π

∫

Γi

dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω · ~n)(1 − ǫ

σtli(~Ω)
) + O(ǫ2)

=
σt

ǫ
〈χi, χi〉 −

1

4

∫

Γi

dγ + CTi(ǫ) + O(ǫ2)ave
 CTi(ǫ) =
1

4π

∫

Γi

dγ

∫

~Ω·~n>0
dΩ(~Ω · ~n)

ǫ

σtli(~Ω)
.Tout se passe 
omme si on avait rempla
é dans la méthode SIMC
onstante, le terme e−

σt
ǫ

li(x,~Ω) par ǫ

σtli(~Ω)
. La 
onséquen
e en est que
e terme reste d'ordre ǫ alors que dans la méthode SIMC , 
'était unterme de 
oin d'ordre e−

1
ǫ en 1D et d'ordre ǫ en 2D et 3D.Nous obtenons �nalement (2.19).2/ i 6= i′ et les mailles Ti and Ti′ ont un 
�té 
ommun Γi′

i . Nous suppose-rons dans la suite, pour simpli�er les démonstrations, que le maillagepossède les deux propriétés suivantes :� H1Soient deux triangles quel
onques ABC et ACD adja
ents par le
�té AC, alors on a for
ément : B ∈ R(A, CD) ∩ R(C,AD) et D ∈
R(A,BC) ∩R(C,BA) où R(C,AD) désigne le demi-plan 
ontenant
C et délimité par la droite passant par A et D. Cette hypothèse obligeles fa
es AB et AD ainsi que BC et CD à se voir à travers la fa
e
ommune AC.Grâ
e à 
ette hypothèse si ~Ω ·~nAC est négatif (~nAC est le ve
teur uni-taire de la normale extérieure à AC par rapport au triangle ACD),on ne peut avoir à la fois ~Ω · ~nAB > 0 et ~Ω · ~nAD < 0, de même que
~Ω · ~nBC > 0 et ~Ω · ~nCD < 0.� H2Un sommet interne appartient à au moins 5 triangles.Notons Ti le triangle ABC et Ti′ le triangle ACD. On a alors uε

i (x, ~Ω) =
0 pour x ∈ Ti′ si ~Ω ·~nAC > 0 sur AC (~nAC est le ve
teur unitaire de lanormale extérieure à AC par rapport au triangle ACD). On peut don

onsidérer seulement le 
as où ~Ω·~nAC < 0. Comme le maillage satisfait133



l'hypothèse H1, nous avons uε
i (x, ~Ω) = 0 pour x ∈ AD et ~Ω · ~nAD < 0ainsi que uε

i (x, ~Ω) = 0 pour x ∈ CD et ~Ω · ~nCD < 0. Par 
onséquent,
uε

i (x, ~Ω) = −uε
i

(~Ω · ~nAC)AC
σt

ε Vi′ + (~Ω · ~nCD)CD + (~Ω · ~nAD)ADsi ~Ω · ~nCD > 0 et ~Ω · ~nAD > 0 ou
uε

i (x, ~Ω) = −uε
i

(~Ω · ~nAC)AC
σt

ε Vi′ + (~Ω · ~nCD)CDsi ~Ω · ~nCD > 0 et ~Ω · ~nAD < 0 ou
uε

i (x, ~Ω) = −uε
i

(~Ω · ~nAC)AC
σt

ε Vi′ + (~Ω · ~nAD)ADsi ~Ω · ~nAD > 0 et ~Ω · ~nCD < 0 .Don
 
omme uε
i = 1 − ǫ

σtli(~Ω)
+ O(ǫ2), on a :

uε
i (x, ~Ω) =

ǫ

σtli′(~Ω)
pour x ∈ Ti′ ave
 li′(~Ω) = − Vi′

(~Ω · ~nAC)AC
et par
onséquent :

σt

ǫ
〈ũǫ

i , χi′〉 =
1

4

∫

Γi′

i

dγ + CTi,i′(ǫ) + O(ǫ2) (5.1)ave

CTi,i′(ǫ) =

1

4π

∫

Γi′

i

dγ

∫

~Ω·~n<0
d~Ω(~Ω · ~n)

ǫ

σtli(~Ω)

− 1

4π

∫

Γi′−Γi′

i

dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω · ~n)

ǫ

σtli′(~Ω)
.Nous obtenons �nalement (2.24).3/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ n'ont pas de sommet 
ommun.Il est fa
ile de voir que aǫ

i,i′ est d'ordre ǫn ave
 n > 1 si bien qu'à l'ordre
ǫ, nous pouvons négliger 
es 
ontributions dans le système linéaire.4/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ ont un sommet 
ommun mais pas d'arête
ommune. Par exemple, supposons que les mailles Ti, Tj, Ti′ et Ti′′aient un sommet en 
ommun et soient adja
ents (Ti ave
 Tj, Tj ave

Ti et Ti′ , Ti′ ave
 Tj et Ti′′). nous avons : uε

i (x) =
ǫ

σtlj(~Ω)
+ O(ε2)pour x ∈ Tj et d'autre part, à 
ause de l'hypothèse H2 satisfaite parle maillage, Ti′ et Ti′′ sont séparés de Ti par au moins 1 triangle sibien que uε

i (x) = O(ε2) pour x ∈ Ti′ et uε
i (x) = O(εn) ave
 n>1 pour

x ∈ Ti′′ , don
 :
aǫ

i,i′ = − 1

4π

∫

~Ω·~n<0
d~Ω

∫

Γj

i′

dγ(~Ω · ~n)
ǫ

σtlj(~Ω)
+ O(ǫ2).134



Nous obtenons �nalement (2.25).Dans les autres 
as où Ti et Ti′ ont un sommet 
ommun et pas d'arête
ommune mais sont séparés par plus d'une maille, le terme aǫ
i,i′ estd'ordre O(ǫn) ave
 n > 1, 
e qui 
onstitue une di�éren
e par rapportà la méthode SIMC où les termes de 
oin d'ordre ε relient toutes lesmailles ayant un sommet en 
ommun.Le système linéaire (2.10) peut �nalement être réé
rit 
omme

(
1

4

∫

Γi

dγ + ǫσaVi + CTi(ǫ)

)
φǫ

i

−1

4

∑

i′,arêtes 
ommunes ave
 i ∫Γi′

i

dγφǫ
i′

+
∑

i′′,sommets 
ommuns ave
 iCTi′′,i(ǫ)φ
ǫ
i′′ + O(ǫ2) = ǫ〈Q,χi〉,et la suite de la preuve se déroule 
omme dans le 
as de la méthode SIMC
onstante.5.2 Limite di�usion des Eléments Finis LinéairesDis
ontinus LumpésProposition 8 uǫ est solution du système linéaire

σa

∑

j′

〈ξj, ξj′〉uǫ
j′ +

1

3σt

∑

j′

〈~∇ξj.~∇ξj′〉uǫ
j′ = 〈Q, ξj〉 + O(ǫ), (5.2)où uǫ =

∑
j uǫ

jξj, et ξj est la fon
tion linéaire qui vaut 1 au sommet γj et 0aux autres sommets.Pour démontrer 
ette proposition, nous suivons la même démar
he que pourla méthode SIMC linéaire, 
e qui nous permettra de voir les points 
ommunset les di�éren
es entre 
es deux méthodes.Preuve 9 En utilisant la mise à l'é
helle (1.2), le système linéaire (2.10)devient (2.28) et uǫ,l
i est la solution appro
hée au sens des EFLDL de :




~Ω · ~∇uǫ,l
i +

σt

ǫ
uǫ,l

i =
σt

ǫ
χl

i,

uǫ,l
i (x, ~Ω) = 0, x ∈ Γi, ~Ω · ~n < 0.don
 :

σt

ǫ
〈ũǫ,l

i , χl′
i′〉 =

σt

ǫ
〈χl

i, χ
l′
i′〉+

1

4π

∫

S2

d~Ω〈uǫ,l
i , ~Ω·~∇χl′

i′〉−
1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω·~n)uǫ,l

i (γ,Ω)χl′
i′(γ).(5.3)Nous remplaçons maintenant uǫ,l

i par son expression. Comme dans le 
aspré
édent, nous 
onsidérons quatre 
as di�érents :135



1/ Ti = Ti′ . Pour x ∈ Ti, nous avons :
uǫ,l

i (x, ~Ω) = χl
i(x) − vε,l

i (x, ~Ω) − ǫ

σt
(~Ω.~∇χl

i) + O(ε2) (5.4)où vε,l
i est la solution appro
hée au sens des EFLDL de l'équation detransport (2.31), soit :

vε,l
i = − 3ǫ

σtVi

∑

l′

(

∫

Γ−

i

dγ(~Ω · ~n)χl
iχ

l′
i )χl′

i + O(ε2) =
ǫ

σt
f l

i (x, ~Ω) + O(ε2),(5.5)où f l
i (x, ~Ω) = − 3

Vi

∑

l′

(

∫

Γ−

i

dγ(~Ω · ~n)χl
iχ

l′
i )χl′

i (x) est une fon
tion li-néaire qui a la dimension de l'inverse d'une longueur.
uǫ,l

i véri�e :
〈σt

ǫ
uǫ,l

i , χl′

i 〉 − 〈~Ω.~∇χl′

i , uǫ,l
i 〉 +

∫

Γ+
i

dγ(~Ω · ~n)uǫ,l
i χl′

i = 〈σt

ǫ
χl

i, χ
l′

i 〉 (5.6)posons wε = uǫ,l
i − χl

i +
ǫ

σt
(~Ω · ~∇χl

i)En remplaçant uǫ,l
i par wε+χl

i−
ǫ

σt
(~Ω· ~∇χl

i) dans (5.6), nous trouvons :
〈σt

ǫ
wε, χl′

i 〉−〈~Ω·~∇χl′
i , wε〉+

∫

Γ+
i

dγ(~Ω·~n)wεχl′
i =

∫

Γ−

i

dγ(~Ω·~n)(χl
i−

ǫ

σt

~Ω·~∇χl
i)χ

l′
iDon
 wε véri�e au sens des EFLDL :





~Ω · ~∇wǫ +
σt

ǫ
wǫ = 0,

wǫ(x, ~Ω) = −χl
i(x, ~Ω) +

ǫ

σt

~Ω · ~∇χl
i, x ∈ Γi, ~Ω · ~n < 0,don
 wε = −vε,l

i + O(ε2) ave
 vε,l
i véri�ant au sens des EFLDL :





~Ω · ~∇vǫ,l
i +

σt

ǫ
vǫ,l
i = 0,

vǫ,l
i (x, ~Ω) = χl

i(x, ~Ω), x ∈ Γi, ~Ω · ~n < 0.Don
 vǫ,l
i =

∑

l′

vǫ,l
i (l′)χl′

i est solution du système linéaire :
(
σt

ε

Vi

3
Idt + Ki)




vǫ,l
i (1)

vǫ,l
i (2)

vǫ,l
i (3)


 =




bi(1)
bi(2)
bi(3)


ave


bi(l
′) = −

∫

Γ−

i

dγ(~Ω · ~n)χl
iχ

l′
i136



et l'élément général de la matri
e Ki (3,3) donné par :
Ki(l

′, l′′) =

∫

Γ+
i

dγ(~Ω · ~n)χl′

i χl′′

i − 〈~Ω · ~∇χl′

i , χl′′

i 〉,don
  vǫ,l
i (1)

vǫ,l
i (2)

vǫ,l
i (3)


 =

3ǫ

σtVi




bi(1)
bi(2)
bi(3)


 + O(ε2) 
e qui prouve le résultat(5.5).Remarque 4 :Ave
 les EFD 
onstants, nous avions obtenu :

uǫ
i(x, ~Ω) = 1 − ǫ

σtli(~Ω)
+ O(ε2), (5.7)ave
 les EFLDL, nous obtenons :

uǫ,l
i (x, ~Ω) = χl

i(x) − ǫ

σt
f l

i (~Ω) − ǫ

σt
(~Ω.~∇χl

i)) + O(ε2). (5.8)C'est le terme additionnel ǫ

σt
(~Ω.~∇χl

i) qui permet d'obtenir la limitedi�usion.En remplaçant uǫ,l
i par son expression dans (5.3), nous obtenons :

σt

ǫ
〈ũǫ,l

i , χl′
i 〉 =

σt

ǫ
〈χl

i, χ
l′
i 〉

+
1

4π

∫

S2

d~Ω〈χl
i,

~Ω.~∇χl′

i 〉

− 1

4π

∫

S2

d~Ω〈vε,l
i , ~Ω.~∇χl′

i 〉

− 1

4π

∫

S2

d~Ω〈 ǫ

σt
(~Ω.~∇χl

i),
~Ω.~∇χl′

i 〉

− 1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)χl

i(γ)χl′

i (γ)

+
1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)vε,l

i (γ, ~Ω)χl′
i (γ)

+
1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)

ǫ

σt
(~Ω.~∇χl

i)χ
l′
i (γ).

(5.9)
Nous allons développer tous les termes du membre de droite de (5.9)par rapport à ǫ jusqu`à l'ordre 1 en ǫ. Nous noterons I1, . . . , I7 les septtermes apparaissant dans le membre de droite de (5.9). Nous avons

∫

S2

d~Ω~Ω = 0 =⇒ I2 = 0.Comme ~∇χl′
i est un ve
teur 
onstant, l'intégrale I3 peut être réé
rite
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I3 = − 1

4π

∫

S2

d~Ω~Ω.~∇χl′

i 〈vε,l
i , χi〉.En intégrant (2.31) sur la maille Ti, nous obtenons

〈vε,l
i , χi〉 = − ǫ

σt
〈~Ω · ~∇vε,l

i 〉 = − ǫ

σt

∫

Γi

dγ(~Ω.~n)vε,l
i (γ, ~Ω).Don


I3 =
1

4π

ǫ

σt

∫

Γi

dγ

∫

~Ω.~n<0
d~Ω(~Ω.~∇χl′

i )(~Ω.~n)χl
i(γ)

+
1

4π

ǫ

σt

∫

Γi

dγ

∫

~Ω.~n>0
d~Ω(~Ω.~∇χl′

i )(~Ω.~n)vε,l
i (γ, ~Ω),
e qui donne, puisque vε,l

i est d'ordre ǫ

I3 =
ǫ

6σt

∫

Γi

(~n.~∇χl′
i )χl

i(γ)dγ + O(ǫ2).Nous avons :
I4 = − ǫ

3σt

~∇χl
i · ~∇χl′

i Vi,

I5 = −1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ),

I6 =
1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)χl′

i (γ)vε,l
i (γ, ~Ω),

I7 =
ǫ

6σt

∫

Γi

dγ(~n.~∇χl
i)χ

l′

i (γ).Le terme I6 d'ordre ǫ rempla
e le terme de 
oin que nous avions obtenuave
 la méthode linéaire SIMC, tous les autres termes sont identiques,nous obtenons �nalement
mǫ,l,l′

i,i =
1

4

∫

Γi

dγχl
i(γ)χl′

i (γ) + ǫσa〈χl
i, χ

l′
i 〉

− 1

4π

∫

Γi

dγ

∫

(~Ω·~n)>0
d~Ω(~Ω · ~n)χl′

i (γ)vε,l
i (γ, ~Ω) + O(ǫ2).(5.10)2/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ ont une arête 
ommune Γi′

i . Pour x ∈ Ti′ ,nous avons
uǫ,l

i (x, ~Ω) = Ti,i′(~Ω)uǫ,l
i (~Ω) (5.11)où Ti,i′(~Ω) est l'opérateur qui appliqué à une fon
tion linéaire g surl'arête Γi′

i asso
ie la solution wǫ au sens des EFLDL de l'équation :
{

~Ω.~∇wǫ + σt

ǫ wǫ = 0,

wǫ(x, ~Ω) = g, x ∈ Γi′
i , ~Ω.~n < 0.

(5.12)138



et uǫ,l
i (~Ω) est la restri
tion de uǫ,l

i sur Γi′
i .En insérant 
ette expression dans (5.3), nous obtenons, puisque 〈χl

i, χ
l′

i′〉 =
0 :

σt

ǫ
〈ũǫ,l

i , χl′

i′〉 =
1

4π

∫

S′

d~Ω〈Ti,i′(~Ω)uǫ,l
i (~Ω), ~Ω · ~∇χl′

i′〉

− 1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S′

d~Ω(~Ω · ~n)Ti,i′(~Ω)uǫ,l
i (~Ω)χl′

i′(γ).
(5.13)En remplaçant dans l'expression pré
édente Ti,i′(~Ω)uǫ,l

i (~Ω) par
Ti,i′(~Ω)(χl

i(x) − ǫ

σt
f l

i (x, ~Ω) − ǫ

σt
(~Ω.~∇χl

i)), nous obtenons :
σt

ǫ
〈ũǫ,l

i , χl′

i′〉 =
1

4π

∫

S′

d~Ω〈Ti,i′(~Ω)χl
i,

~Ω · ~∇χl′

i′〉

− 1

4π

∫

S′

d~Ω〈Ti,i′(~Ω)vǫ, ~Ω · ~∇χl′
i′〉

− 1

4π

∫

S′

d~Ω〈Ti,i′(~Ω)
ǫ

σt
(~Ω.~∇χl

i), ~Ω · ~∇χl′
i′〉

− 1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S′

d~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)χl
i)χ

l′
i′(γ)

+
1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S′

d~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)vǫ)χl′
i′(γ)

+
1

4π

∫

Γi′

dγ

∫

S′

d~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)
ǫ

σt
(~Ω.~∇χl

i))χ
l′

i′(γ) .(5.14)I
i S ′ est le sous-domaine de S2 qui 
orrrespond aux dire
tions venantde Ti, 
'est à dire ~Ω · ~n < 0 sur Γi′
i et ~Ω · ~n > 0 sur Γi′ − Γi′

i , 
e
i
ar le maillage est supposé satisfaire l'hypothèse H1. Nous notons par
I1, . . . , I6 les six intégrales apparaissant au se
ond membre de (2.40).Nous développons maintenant 
es termes par rapport à ǫ.La première intégrale s'é
rit :

I1 =
1

4π

∫

S′

d~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)〈wǫ, χi′〉où wǫ est solution au sens des EFLDL du système (5.12) ave
 g = χl
i.En intégrant 
ette équation sur la maille Ti′, nous obtenons

I1 = − ǫ

σt

1

4π

∫

S′

∫

Γi′

dγd~Ω(~Ω · ~∇χl′
i′)(~Ω · ~n)wǫ(γ, ~Ω)

= − ǫ

σt

1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~∇χl′
i′)(~Ω · ~n)χl

i(γ)

− ǫ

σt

1

4π

∫

~Ω·~n>0

∫

Γi′−Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~∇χl′
i′)(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)χl

i).Le se
ond terme est d'ordre ǫ2 don
 :
I1 = − ǫ

6σt

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl′
i′)χ

l
i(γ).139



La se
onde intégrale s'é
rit
I2 =

ǫ

σt

1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~∇χl′

i′)(
~Ω · ~n)vǫ(γ, ~Ω)

+
ǫ

σt

1

4π

∫

~Ω·~n>0

∫

Γi′−Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~∇χl′
i′)(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)vǫ).Aussi, 
omme vǫ est d'ordre ǫ, I2 = O(ǫ2). De même I3 = O(ǫ2). Lequatrième terme est dé�ni par

I4 = − 1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)χl
i(γ)χl′

i′(γ)

− 1

4π

∫

~Ω·~n>0

∫

Γi′−Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)χl
i)χ

l′

i′(γ)

=
1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)

− 1

4π

∫

~Ω·~n>0

∫

Γi′−Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)χl
i)χ

l′
i′(γ),le se
ond terme est un terme d'ordre ǫ qui 
orrespond à un terme de
oin dans la méthode SIMC.La 
inquième intégrale est dé�nie par

I5 =
1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)vǫ(γ, ~Ω)χl′

i′(γ)

+
1

4π

∫

~Ω·~n>0

∫

Γi′−Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)vǫ)χl′
i′(γ).Le premier terme est d'ordre ǫ 
ar vǫ est d'ordre ǫ tandis que le se
ondterme est d'ordre ǫ2 
ar Ti,i′(~Ω)vǫ est d'ordre ǫ2. Nous en déduisonsque

I5 =
1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)vǫ(γ, ~Ω)χl′
i′(γ) + O(ǫ2).En�n, nous avons

I6 =
ǫ

4πσt

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)(~Ω · ~∇χl
i)χ

l′
i′(γ)

+
ǫ

4πσt

∫

~Ω·~n>0

∫

Γi′−Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)~Ω · ~∇χl
i)χ

l′
i′(γ)

=
ǫ

6σt

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl
i)χ

l′
i′(γ)dγ + O(ǫ2).
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En rassemblant 
es développements, l'équation (5.14) devient
σt

ǫ
〈ũǫ,l

i , χl′

i′〉 =
1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)

+
ǫ

σt

(
−1

6

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl′
i′)χ

l
i(γ) +

1

6

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl
i)χ

l′
i′(γ)

)

− 1

4π

∫

~Ω·~n>0

∫

Γi′−Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)χl
i)χ

l′

i′(γ)

+
1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)vǫ(γ)χl′
i′(γ) + O(ǫ2).L'élément de la matri
e est don
 donné par

mǫ,l,l′

i,i′ = −(1 − ǫ2 σa

σt
)
σt

ǫ
〈ũǫ,l

i , χl′
i′〉

= −1

4

∫

Γi′

i

dγχl
i(γ)χl′

i′(γ)

− ǫ

σt

(
−1

6

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl′
i′)χ

l
i(γ) +

1

6

∫

Γi′

i

(~n · ~∇χl
i)χ

l′
i′(γ)

)

+
1

4π

∫

~Ω·~n>0

∫

Γi′−Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)(Ti,i′(~Ω)χl
i)χ

l′
i′(γ)

− 1

4π

∫

~Ω·~n<0

∫

Γi′

i

dγd~Ω(~Ω · ~n)vǫ(γ, ~Ω)χl′
i′(γ) + O(ǫ2). (5.15)3/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ n'ont pas de sommet 
ommun.Il est fa
ile de voir que mǫ,l,l′

i,i′ est d'ordre ǫn ave
 n > 1 si bien qu'àl'ordre ǫ, nous pouvons négliger 
es 
ontributions dans le système li-néaire.4/ i 6= i′ et les mailles Ti et Ti′ ont un sommet 
ommun mais pas d'arête
ommune. Par exemple, supposons qu'une maille Tj est adja
ente à Tiet Ti′ , alors 
omme le maillage satisfait l'hypothèse H2, nous avons
mǫ,l,l′

i,i′ =
1

4π

∫

~Ω·~n<0
d~Ω

∫

Γj

i′

dγ(~Ω · ~n)(Ti,j(~Ω)χl
i)χ

l′
i′(γ).qui est un terme d'ordre ǫ.Dans les autres 
as où Ti et Ti′ ont un sommet 
ommun et pas d'arête
ommune mais sont séparés par plus d'une maille, mǫ,l,l′

i,i′ est d'ordre
ǫn ave
 n > 1. Ce
i 
onstitue une di�éren
e par rapport à la méthodeSIMC linéaire où les termes de 
oin d'ordre ε relient toutes les maillesayant un sommet en 
ommun.La suite de la preuve se déroule ensuite de la même manière que pour laméthode SIMC linéaire.Remarque 5 Les termes 
orrespondant aux termes de 
oin s'annulent 
arla somme des 
ontributions de 
es termes dans mǫ,l,l′

i,i′ pour i, l �xé est nulle.141



Preuve 10 Prenons pour Ti le triangle ABC et 
omme sommet l le sommet
A, alors le terme de 
oin d'ordre ε présent dans mε,l,l′

i,i (5.10) est égal à :
− 1

4π

∫ C

A
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω·~n)χAvε,l

i − 1

4π

∫ B

A
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω·~n)χAvε,l

i pour
l′ 
orrespondant au sommet A que nous noterons CTA,A

i ,
− 1

4π

∫ B

A
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω·~n)χBvε,l

i − 1

4π

∫ C

B
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω·~n)χBvε,l

i pour
l′ 
orrespondant au sommet B que nous noterons CTA,B

i ,
− 1

4π

∫ C

A
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω·~n)χCvε,l

i − 1

4π

∫ C

B
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω·~n)χCvε,l

i pour
l′ 
orrespondant au sommet C que nous noterons CTA,C

i .Considérons le triangle Ti′ , soit le triangle ACD, adja
ent au triangle
i par AC, alors dans les termes de 
oin présents dans mε,l,l′

i,i′ (5.15) pour l′
orrespondant au sommet A, on trouve : − 1

4π

∫ B

A
dγ

∫

~Ω·~n<0
d~Ω(~Ω · ~n)χAvε,l

iégal à l'un des deux termes 
omposant −CTA,A
ide même dans mε,l,l′

i,i′ pour l′ 
orrespondant au sommet C, on trouve :
− 1

4π

∫ C

A
dγ

∫

~Ω·~n<0
d~Ω(~Ω · ~n)χCvε,l

i égal à l'un des deux termes 
omposant
−CTA,C

i .On trouve les termes 
orrespondants aux 4 autres termes en 
onsidérantles triangles adja
ents à BC et AB.De la même façon on démontre que le terme de 
oin
1

4π

∫ D

A
dγ

∫

~Ω·~n>0
d~Ω(~Ω · ~n)Ti,i′(~Ω)χA

i χA
i′ présent dans mε,l,l′

i,i′ pour l′ 
or-respondant au sommet A a son opposé dans le terme de 
oin mε,l,l′′

i,i′′ où letriangle i′′ est le triangle adja
ent à Ti′ par le 
�té AD et le sommet l′′
orrespond au sommet A dans le triangle Ti′′.Finalement, la somme des termes de 
oin s'annule à 
ause de la 
onti-nuité de Φ.
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Chapitre 6Con
lusionDans 
ette thèse, nous avons analysé le 
omportement de la méthodeSymbolique Impli
ite Monte-Carlo dans les milieux opaques. Nous avonsintroduit une extension de la méthode 
lassique où la solution est linéairedans 
haque maille au lieu d'être 
onstante.Nous avons prouvé que la méthode linéaire SIMC possède la limite di�usion
ontrairement à la méthode 
onstante. Le s
héma de di�usion limite est laméthode des éléments �nis linéaires 
ontinus. L'analyse a été faite pour lagéométrie 
artésienne en 1D et 2D.L'analyse des 
onditions aux limites n'est pas 
omplète. Dans le 
as mo-nodimensionnel, la 
ondition aux limites asymptotique est une approxima-tion très pré
ise de la 
ondition aux limites exa
te. En 2D, 
e résultat nepeut pas être prouvé. Cependant, nous avons montré que la 
ondition auxlimites est 
orre
te quand l'intensité in
idente est isotrope.Bien que la méthode linéaire SIMC soit pré
ise en milieu opaque, elle de-mande un très grand nombre de parti
ules. Autrement, de larges �u
tuationsapparaissent. Cela est dû à la di�
ulté de 
al
uler les 
oe�
ients de la ma-tri
e de di�usion par la méthode Monte-Carlo. En 
onséquen
e, le 
oût peutdevenir prohibitif.C'est pourquoi nous avons mis au point en 1D une amélioration de 
ette mé-thode qui 
onsiste à 
al
uler analytiquement les termes de la matri
e dansles régions di�usives. Nous obtenons ainsi une méthode hybride di�usionMonte-Carlo. En 2D, le 
ouplage entre la zone di�usion et la zone trans-port est plus déli
at 
ar des �termes de 
oin� apparaissent qu'on pourrait
ependant é
hantillonner par une te
hnique Monte-Carlo. Nous n'avons paspoursuivi 
ette voie mais 
hoisi de dis
rétiser une forme non 
lassique del'équation du transport dite di�érentielle.Le bruit numérique important de la méthode SIMC est dû au fait quela quantité que nous 
her
hons à 
al
uler est la di�éren
e de deux grandsnombres. Ré
emment, les auteurs de [13℄ ont introduit une nouvelle formu-lation de l'équation du transport dont l'in
onnue est l'é
art entre la solu-143



tion de l'équation d'origine et 
elle obtenue à l'équilibre. Nous avons montrél'avantage, en matière de rédu
tion de varian
e, obtenu en dis
rétisant 
etteéquation ave
 la méthode SIMC linéaire plut�t que l'équation 
lassique. Laméthode SIMC linéaire devient ainsi �viable� en milieu di�usif. Par 
ontre,en milieu transparent, lorsque les mailles sont optiquement min
es, l'avan-tage revient à la méthode SIMC linéaire ave
 la formulation standard. Nousavons montré qu'il est 
ependant possible de 
oupler de manière très simple
es deux méthodes pour obtenir �nalement une méthode ayant la limite dif-fusion ave
 un 
oût de 
al
ul modéré.En géométrie 2D plane, nous avons mis en éviden
e deux s
hémas quiont la limite di�usion : le premier est un s
héma aux éléments �nis linéairesdis
ontinus lumpés, le se
ond en est une variante dans laquelle on �lumpe�également les termes de �ux sur les arêtes. Le troisième s
héma dit SCBproposé par M.Adams pour des maillages formés de polygones quel
onquesne posséde pas la limite di�usion sur les triangles mais uniquement sur desre
tangles.L'extension du premier s
héma à la géométrie 2D 
ylindrique possèdeégalement la limite di�usion.L'étude des 
onditions aux limites nous a 
onduit aux 
on
lusions sui-vantes :Les éléments �nis linéaires dis
ontinus lumpés possèdent en 1D la pro-priété remarquable de redonner, en milieu di�usif, une approximation pré-
ise de la 
ondition aux limites exa
te. En parti
ulier, 
e s
héma autoriseun maillage grossier même près des frontières où une 
ou
he limite existelorsque l'intensité entrante est anisotrope. En 2D, les trois s
hémas étudiésne redonnent pas, dans toutes les situations, une bonne approximation de la
ondition limite exa
te quand l'intensité entrante est anisotrope mais seule-ment quand elle est isotrope. Cependant, sous 
ertaines hypothèses sur larégularité du maillage et de la 
ondition aux limites, on retrouve le résultat1D. Le s
héma SCB possède également 
ette propriété quand il est appli-qué aux re
tangles. Nous avons obtenu pour la solution asymptotique une
ondition aux limites de type Diri
hlet. Pour obtenir la 
ondition aux limitesde Marshak de type Robin, il faudrait pousser le développement asympto-tique à l'ordre suivant, 
e qui permettrait 
ommme il a été prouvé dans [36℄d'obtenir en 1D, en faisant un 
hoix parti
ulier des dire
tions dis
rètes, la
ondition aux limites de Marshak ave
 la bonne longueur d'extrapolation.Au
un des s
hémas présentés n'est don
 la pana
ée pour les problèmesde transport sur maillages déformés (ave
 forte anisotropie à la frontièred'un milieu di�usif) mais ils présentent un progrès 
ertain par rapport auxméthodes 
ouramment utilisées. Il reste à voir, 
omment adapter le maillagede telle façon que les 
onditions aux limites soient aussi pré
ises qu'en 1D.Nous avons montré que lorsque le maillage, au niveau de la frontière oude l'interfa
e entre un milieu transparent et un milieu opaque, est 
omposéde re
tangles de forme identique, dé
omposés de la même façon en triangles,144



nous traitons 
orre
tement les 
ou
hes limites. Toute te
hnique 
omme l'ALEpermettant de régulariser le maillage aux interfa
es ou à la frontière est don
béné�que pour le traitement des 
ou
hes limites.Nous avons 
her
hé à trouver pourquoi les solutions des s
hémas limitesobtenus ave
 les méthodes SIMC 
onstante et linéaire sont identiques (àl'ordre 0) à 
eux obtenus ave
 les EFD 
onstants et linéaires. Pour 
ela, nousavons analysé les EFD 
onstants et linéaires de la même manière que lesméthodes SIMC, 
e qui revient à 
her
her la limite asymptotique en milieudi�usif de l'inverse de l'opérateur du transport dis
rétisé. Nous avons montréque les termes de 
oin sont di�érents entre les deux méthodes. Ils sont d'ordre
e
−

1

ǫ en 1D, d'ordre ǫ en 2D ave
 les méthodes SIMC et d'ordre ǫ en 1D, 2Dave
 les EFD. Cependant, 
omme 
es termes disparaissent lorsqu'on somme
es termes por un même sommet, les s
hémas limites sont les mêmes.L'intérêt de dé
rire 
es s
hémas limites de façon pré
ise n'est pas uni-quement a
adémique. En 
omprenant 
omment les s
hémas se 
omportenten milieu di�usif, 
ette démar
he permet de séle
tionner sur de solides basesthéoriques les �bons� 
andidats et de mettre en oeuvre des s
hémas hybridesperformants.
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Annexe AProblème de MilneSoit c une 
onstante 0 ≤ c ≤ 1 et u l'unique solution dans
L∞([0,+∞[×[−1,+1]) de :





µ
∂u

∂x
+ u = cũ,

u(0, µ) = g(µ), µ > 0.
(A.1)Il s'agit de trouver u(0, µ) pour µ < 0 en fon
tion de la donnée g(µ) pour

µ > 0. On 
her
he la fon
tion S(µ, µ′) telle que :
µu(0, µ) =

∫ 1

0
S(µ, µ′)g(µ′)dµ′pour µ < 0.On 
ommen
e par remarquer que

µu(x0, µ) =

∫ 1

0
S(µ, µ′)u(x0, µ

′)dµ′pour µ < 0 et 
e
i pour tout x0 > 0 
ar la fon
tion v dé�nie par v(x, µ) =
u(x + x0, µ) pour x > 0 est solution du problème de Milne :





µ
∂v

∂x
+ v = cṽ,

v(0, µ) = u(x0, µ), µ > 0.
(A.2)En d'autres termes, l'opérateur de ré�exion S est invariant par transla-tion.On pose u+(x, µ) = u(x, µ) pour µ > 0 et u−(x, µ) = u(x,−µ) pour

µ > 0. On a alors :
146







µu−(x, µ) =

∫ 1

0
S(µ, µ′)u+(x, µ′)dµ′,

µ
∂u+

∂x
+ u+ =

c

2

∫ 1

0
(u+ + u−)dµ′,

−µ
∂u−

∂x
+ u− =

c

2

∫ 1

0
(u+ + u−)dµ′,

(A.3)ou en
ore :




µu−(x, µ) =

∫ 1

0
S(µ, µ′)u+(x, µ′)dµ′,

µ
∂u+

∂x
+ u+ =

c

2

∫ 1

0
dµ′(u+ +

1

µ′

∫ 1

0
dλS(µ′, λ)u+(x, λ)),

−µ
∂u−

∂x
+ u− =

c

2

∫ 1

0
dµ′(u+ +

1

µ′

∫ 1

0
dλS(µ′, λ)u+(x, λ)).

(A.4)On dérive la première équation par rapport à x :
µ

∂u−

∂x
(x, µ) =

∫ 1

0
S(µ, λ)

∂u+

∂x
(x, λ)dλ,on rempla
e dans 
ette équation ∂u+

∂x
(x, λ) par sa valeur issue de la se
ondeéquation de (A.4) 
e qui donne :

µ
∂u−

∂x
(x, µ) =

∫ 1

0
dλS(µ, λ)

1

λ
{−u+(x, λ)+

c

2

∫ 1

0
dµ′(u+(x, µ′)+

1

µ′

∫ 1

0
S(µ′, ν)u+(x, ν)dν)}.En utilisant 
ette expression dans la troisième équation pour éliminer

u− :
−
∫ 1

0
dλS(µ, λ)

1

λ
{−u+(x, λ) +

c

2

∫ 1

0
dµ′(u+(x, µ′) +

1

µ′

∫ 1

0
S(µ′, ν)u+(x, ν)dν)}

+
1

µ

∫ 1

0
dλS(µ, λ)u+(x, λ)

− c

2

∫ 1

0
dµ′(u+(x, µ′) +

1

µ′

∫ 1

0
dλS(µ′, λ)u+(x, λ)) = 0,don


∫ 1

0
dλu+(x, λ)S(µ, λ)(

1

µ
+

1

λ
) =

c

2

∫ 1

0
dµ′(u+(x, µ′) +

1

µ′

∫ 1

0
S(µ′, ν)u+(x, ν)dν) ×

∫ 1

0
dλS(µ, λ)

1

λ

+
c

2

∫ 1

0
dµ′(u+(x, µ′) +

1

µ′

∫ 1

0
dνS(µ′, ν)u+(x, ν))

=
c

2

∫ 1

0
dµ′(u+(x, µ′) +

1

µ′

∫ 1

0
S(µ′, ν)u+(x, ν)dν) × (

∫ 1

0
dλS(µ, λ)

1

λ
+ 1)

=
c

2

∫ 1

0
dλu+(x, λ) × (

∫ 1

0
dλS(µ, λ)

1

λ
+ 1)

+
c

2

∫ 1

0
dλu+(x, λ)(

∫ 1

0
dµ′ 1

µ′
S(µ′, λ)) × (

∫ 1

0
dλS(µ, λ)

1

λ
+ 1).147



Cette relation devant être vraie pour toute fon
tion u+, on a né
essaire-ment :
S(µ, λ)(

1

µ
+

1

λ
) =

c

2
(1 +

∫ 1

0
dλS(µ, λ)

1

λ
) × (1 +

∫ 1

0
dµ′ 1

µ′
S(µ′, λ)),ou en
ore :

S(µ, µ′)(
1

µ
+

1

µ′
) =

c

2
(1 +

∫ 1

0
S(µ, λ)

dλ

λ
) × (1 +

∫ 1

0
S(λ, µ′)

dλ

λ
).On remarque que le noyau S est symétrique :

S(µ, µ′) = S(µ′, µ).On introduit la fon
tion de Chandrasekhar H :
H(µ) = 1 +

∫ 1

0
S(µ, λ)

dλ

λ
,on a don
 :

S(µ, µ′)(
1

µ
+

1

µ′
) =

c

2
H(µ)H(µ′),et H véri�e l'équation intégrale non linéaire :

H(µ) = 1 +
c

2
µH(µ)

∫ 1

0

H(µ′)dµ′

µ + µ′
.Cette fon
tion qui dépend de c peut se 
al
uler numériquement par unpro
essus itératif.Elle permet d'obtenir :

u(0, µ) =
c

2
H(µ)

∫ 1

0

H(µ′)µ′

µ + µ′
g(µ′)dµ′pour µ < 0.
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Annexe BPropriétés de la méthode SIMCB.1 Terme de 
ollision anisotropeNous devons résoudre :
~Ω · ~∇u + σtu =

∫

S2

σs(~Ω · ~Ω′)u(x, ~Ω′)d~Ω′ + Q(x, ~Ω), (B.1)On peut dé
omposer σs(~Ω · ~Ω′) sur les polynomes de Legendre :
σs(~Ω · ~Ω′) =

n=H1∑

n=0

2n + 1

4π
σn

s Pn(~Ω · ~Ω′) (B.2)où Pn est le polynome de Legendre d'ordre n ave

σn

s = 2π

∫ +1

−1
σs(µ)Pn(µ)dµ.or nous avons :

Pn(~Ω · ~Ω′) =
m=n∑

m=−n

4π

2n + 1
Y ∗

nm(~Ω′)Ynm(~Ω) (B.3)où les Ynm sont les harmoniques sphériques dé�nies par
Ynm(~Ω) = Ynm(Θ, φ) =

√
2l + 1

4π

n − |m|
n + |m|P

m
n (cos(Θ))einφet

Pm
n (x) = (−1)m(1 − x2)

m
2

dmPn(x)

dxm
,qui 
onstituent une base orthonormée des fon
tions de L2(S2) :

∫

S2

Y ∗
nm(~Ω)Yn′m′(~Ω)d~Ω = δnn′δmm′ .149



En insérant B.3 dans B.2 puis B.2 dans B.1, on obtient :
∫

S2

σs(~Ω · ~Ω′)u(x, ~Ω′)d~Ω′ =
n=H1∑

n=0

m=n∑

m=−n

σn
s ũnm(x)Ynm(~Ω),ave


ũnm =

∫

S2

Y ∗
nm(~Ω)u(~Ω)d~Ω.On peut également dé
omposer Q sur les harmoniques sphériques, soit :

Q(~Ω) =
n=H2∑

n=0

m=n∑

m=−n

Q̃nmYnm(~Ω),ave

Q̃nm =

∫

S2

Y ∗
nm(~Ω)Q(~Ω)d~Ω.En prenant H = max(H1,H2), on obtient �nalement :

~Ω · ~∇u + σtu =
n=H∑

n=0

m=n∑

m=−n

σn
s ũnm(x)Ynm(~Ω) +

n=H∑

n=0

m=n∑

m=−n

Q̃nm(x)Ynm(~Ω).On introduit les in
onnues auxiliaires Φnm véri�ant :
σtΦnm = σn

s ũnm + Q̃nm,on obtient ainsi un système d'équations équivalent à (B.1)




~Ω · ~∇u + σtu =
n=H∑

n=0

m=n∑

m=−n

σtΦnmYnm(~Ω),

−σn
s ũnm + σtΦnm = Q̃nm,

(B.4)On suppose ensuite que les Φnm s'expriment 
omme :
Φnm(x) =

∑

i,l

(φnm)l
iχ

l
i(x). (B.5)Nous appro
hons alors (B.4) par le système suivant :





~Ω · ~∇u + σtu =
n=H∑

n=0

m=n∑

m=−n

σtΦnmYnm(~Ω),

〈−σn
s ũnm + σtΦnm − Q̃nm, χl′

i′〉 = 0,∀i′ ∈ (1,N),∀l′ ∈ (1, L),
∀n ∈ (1,H),∀m ∈ (−n,+n).

(B.6)La solution u de (B.6) est : 150



u(x, ~Ω) =
∑

i,l

n=H∑

n=0

m=n∑

m=−n

(φnm)l
i(unm)li(x, ~Ω), (B.7)où la fon
tion (unm)li(x, ~Ω) est solution de :

{
~Ω · ~∇(unm)li + σt(unm)li = σtχ

l
iYnm(~Ω),

(unm)li(x, ~Ω) = 0, x ∈ Γ , ~Ω · ~n < 0.
(B.8)On obtient �nalement le système :





~Ω · ~∇(unm)li + σt(unm)li = σtχ
l
iYnm(~Ω),

∑
i,l b

l,l′

i,i′(φnm)li −
∑

i,l,m′,n′

σn
s

σt
(an′m′)l,l

′

i,i′(φ
n′

m′)
l

i = 〈Q̃nm, χl′
i′〉,∀i′ ∈ (1,N),∀l′ ∈ (1, L),

∀n ∈ (1,H),∀m ∈ (−n,+n),

(unm)li(x, ~Ω) = 0, x ∈ Γ , ~Ω · ~n < 0. (B.9)où nous avons noté (anm)l,l
′

i,i′ = 〈σt(ũnm)li, χ
l′
i′〉 et bl,l′

i,i′ = 〈σtχ
l
i, χ

l′
i′〉.B.2 Probabilités de 
ollisionNous avons

ũi(~r, ~Ω) = σt(i)

∫

Vi

d~r′
e−α(~r,~r′)

4π|~R|2ave
 ~R = ~r−~r′ et α(~r,~r′) =
∫ |~r′−~r|
0 dsσt(~r

′+~Ωs) où s est l'abs
isse 
urvilignede la demi-droite joignant ~r′ à ~r,don
 Φi véri�e :
σt(i

′)Vi′φi′ −
∑

i

σs(i
′)

σt(i′)
ai,i′φi = Qi′Vi′ , ∀i′ (B.10)ave
 ai,i′ = σt(i

′)σt(i)

∫

Vi′

d~r

∫

Vi

d~r′
e−α(~r,~r′)

4π|~R|2
.Notons Pi,i′ la probabilité de 
ollision d'une parti
ule dans la maille i′sa
hant qu'elle est née dans la maille i :

Pi,i′ =
σt(i

′)
∫
Vi′

d~r
∫
Vi

d~r′ e
−α(~r,~r′)

4π|~R|2

Vi
,don
 ai,i′ = σt(i)ViPi,i′ .L'équation (B.10) se réé
rit 
omme :

σt(i
′)Vi′φi′ −

σs(i
′)

σt(i′)

∑

i

σt(i)ViPi,i′φi = Qi′Vi′ ,151



ou en
ore en utilisant la relation : ũi =
σt(i)Φi − Qi

σs(i)
(par abus de nota-tion ũi = 〈ũ, χi〉) :

σt(i
′)Vi′ ũi′ =

∑

i

ViPi,i′(σs(i)ũi + Qi),qui est l'équation des probabilités de 
ollision.B.3 Symétrie de la matri
e SIMC et diagonale do-minan
eLe système SIMC s'é
rit :
∑

i,l

(bl,l′

i,i′ −
σs(i

′)

σt(i′)
al,l′

i,i′)φ
l
i = 〈Q,χl′

i′〉, ∀i′,∀l′ou en
ore :
∑

i,l

(
σt(i

′)

σs(i′)
bl,l′

i,i′ − al,l′

i,i′)φ
l
i =

σt(i
′)

σs(i′)
〈Q,χl′

i′〉, ∀i′,∀l′.Or
bl,l′

i,i′ = 〈σt(i)χ
l
i, χ

l′

i′〉 = δii′σt(i)〈χl
i, χ

l′

i 〉 = bl′,l
i′,i,don


σt(i
′)

σs(i′)
bl,l′

i,i′ =
σt(i)

σs(i)
bl′,l
i′,i.On a

ũl
i(~r, ~Ω) = σt(i)

∫

Vi

χl
i(~r

′)d~r′
e−α(~r,~r′)

4π|~R|2
,don


al,l′

i,i′ = 〈σt(i
′)χl′

i′ , ũ
l
i〉

= σt(i
′)σt(i)

∫
Vi′

d~rχl′
i′(~r)

∫
Vi

d~r′χl
i(~r

′)e−α(~r,~r′)

4π|~R|2

= 〈σt(i)χ
l
i, ũ

l′

i′〉
= al′,l

i′,iPosons
mi,i′ =

σt(i
′)

σs(i′)
bl,l′

i,i′ − al,l′

i,i′ .Dans le 
as où les fon
tions de base sont 
onstantes, nous allons démon-trer que la matri
e d'élement général mi,i′ est une M matri
e symétrique àdiagonale stri
tement dominante (par 
olonne), 
e qui prouve que la matri
eest symétrique dé�nie positive. 152



En e�et, l'élément général de la matri
e s'é
rit :
mi,i = σt(i)

σt(i)

σs(i)
V (i) − σt(i)σt(i)

∫

Vi

d~r′
∫

Vi

d~rK(~r,~r′),ave
 K(~r,~r′) =
e−α(~r,~r′)

4π|~R|2
.et pour i 6= i′ (attention i désigne le numéro de 
olonne tandis que i′désigne le numéro de ligne),

mi,i′ = −σt(i
′)σt(i)

∫

Vi′

d~r

∫

Vi

d~r′K(~r,~r′).Comme ai,i′ = ai′,i, la matri
e m est symétrique (les éléments de lamatri
e étant estimés par une méthode Monte Carlo, 
ette propriété n'estvraie qu'à 
onvergen
e du nombre de parti
ules).Or on a :
∑

i′

σt(i
′)

∫

Vi′

d~r

∫

Vi

d~r′K(~r,~r′) <

∫

Vi

d~r′
1

4π

∫

S2
d~Ω

∫ ∞

0
σt(~r

′+s~Ω)e−α(~r,~r′)ds = V (i),
ar ∫ ∞

0
σt(~r

′ + s~Ω)e−α(~r,~r′)ds = 1,
omme σs(i) < σt(i), on a : σt(i)
σt(i)

σs(i)
V (i) > σt(i)V (i), don
 :

σt(i)
σt(i)

σs(i)
V (i) − σt(i)

∫

Vi

d~r

∫

Vi

d~r′K(~r,~r′) > −
∑

i6=i′

mi,i′ .On obtient �nalement : mi,i >
∑

i6=i′

|mi,i′ |, ave
 mi,i′ < 0 pour i 6= i′.La matri
e m est don
 une M matri
e symétrique à diagonale stri
tementdominante.Cette propriété de M matri
e à diagonale stri
tement dominante (par
olonne) est vraie quel que soit le nombre de parti
ules Monte-Carlo utiliségrâ
e à l'estimateur utilisé pour estimer la matri
e a. Par 
ontre, la propriétéde symétrie n'étant vraie qu'à 
onvergen
e du nombre de parti
ules, 
'est lalimite de la matri
e qui est dé�nie positive.Dans le 
as où les fon
tions de base sont linéaires, la matri
e n'est plusune M matri
e à diagonale stri
tement dominante. Mais on peut démontrerque la matri
e reste dé�nie positive.Soit
< MΦ,Φ >=

∫

D

σt(~r)

σs(~r)
σt(~r)Φ

2(~r)d~r

−
∫

D

∫

D
K(~r,~r′)σt(~r)σt(~r

′)Φ(~r)Φ(~r′)d~rd~r′.153



ave
 Φ =
∑

i,l

φl
iχ

l
i, σt =

∑

i,l

σt(i)χ
l
i et σs =

∑

i,l

σs(i)χ
l
i.On a :

∫

D

∫

D
K(~r,~r′)σt(~r)σt(~r

′)Φ(~r)Φ(~r′)d~rd~r′

< (

∫

D

∫

D
σt(~r)σt(~r

′)K(~r,~r′)Φ2(~r′)d~rd~r′)

1
2

(

∫

D

∫

D
σt(~r

′)σt(~r)K(~r,~r′)Φ2(~r)d~rd~r′)

1
2

,don
 
omme :
∫

D
σt(~r)K(~r,~r′)d~r = 1,on obtient :

∫

D

∫

D
K(~r,~r′)σt(~r)σt(~r

′)Φ(~r)Φ(~r′)d~rd~r′

<

∫

D
σt(~r)Φ

2(~r)d~r

<

∫

D

σt(~r)

σs(~r)
σt(~r)Φ

2(~r)d~r.Pour résoudre le système, nous avons utilisé dans nos 
as tests une mé-thode de gradient 
onjugué pré
onditionnée par une itération de Gauss Seidelsymétrique par blo
s, dont les blo
s sont 
onstitués pour 
haque maille i parla matri
es 3*3 d'élément : σt(i)

σs(i)
bl,l′

i,i − al,l′

i,i où les l et l′ varient de 1 à 3.Cette méthode 
onverge dans tous les 
as que nous avons traités dès que lenombre de parti
ules est su�samment grand.
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