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Chapitre 1

Introduction

L’équation de transport des particules, & laquelle nous nous intéressons,
intervient dans de nombreux champs de la physique : le transport des neu-
trons pour calculer la criticité d’un réacteur nucléaire ainsi que pour effectuer
des calculs de protection autour d’une source de neutrons, le transport des
photons dans un plasma qui intervient aussi bien en fusion par confinement
inertiel qu’en astrophysique ou dans la fabrication du verre. On peut trouver
dans les ouvrages [10, 17, 28| des exemples de telles applications.

Considérons I’équation de transport modeéle dont la solution est l'intensité
(ou flux directionnel) u(z, ) :

I Os -
Q-Vu+ou=— [ ud+Q,
B Am s, (1.1)
u(z, Q) = g(z,Q), (2,Q) e,

pour x appartenant & un domaine borné D dont la frontiére est I' et 0
appartenant & la sphére unité So,

I~ = {(z,Q);z e, Q-7 <0}, on i = fi(x) désigne le vecteur normal
unitaire extérieur a I' au point x,

g est une fonction non négative définie sur I'", o4, 05, @ sont des fonc-
tions non négatives définies sur D, o, est la section efficace d’absorption, o
la section efficace de diffusion, oy = 0+ 0, est la section efficace totale. L hy-
pothése o, non négative est une condition suffisante pour que le probléme
(1.1) admette une solution qui est alors unique (systéme sous critique). Plu-
sieurs théorémes, dont on peut trouver I’énoncé et la démonstration dans [26],
prouvent l’existence de cette solution dans des espaces fonctionnels adaptés
moyennant des hypothéses de régularité sur les fonctions o,, os et g et ’hy-
pothése de sous-criticité. Nous en énoncons la version suivante :

Proposition 1 Nous faisons les hypothéses suivantes
1’) O-t($) > oo > 07
- i) oy et o5 vérifient (p.p x € D), os(x) < for(z), 0 < B < 1,



iii) os(x) < M Yz € D,
- i) Q vérifie Q € L>=(D),
alors, le probléeme (1.1) admet une solution unique u dans L (D x S3)
qui vérifie (avec o constante > 0) :

[lulloo < sup(llglloc, @l|Ql]o0)-

L’hypothése ii est dite de sous-criticité. Elle signifie que le milieu n’est
pas multiplicateur c’est-a-dire qu’une réaction subie par une particule est
soit une diffusion soit une absorption et donc ne peut pas créer plus d’une
particule en sortie.

Cette équation peut étre utilisée comme équation modéle pour le trans-
port des neutrons. Elle décrit le transport de neutrons monocinétiques dans
un milieu comportant deux types de collision, les collisions isotropes (o in-
dépendante de Q) caractérisées par la section efficace o, et les absorptions
caractérisées par la section efficace o,.

La résolution analytique de cette équation n’est possible que dans des cas
trés simples. De telles méthodes analytiques basées sur le développement du
flux directionnel sur la base de fonctions propres de 'opérateur de transport
peuvent étre trouvées dans [22]. En dehors de ces cas, la résolution de cette
équation doit se faire de facon approchée sur ordinateur.

On trouvera une revue des méthodes de discrétisation de I’équation de
transport des neutrons dans [58]|. Nous en donnons un bref apergu.

L’équation de transport des neutrons peut se mettre au moins sous deux
formes.

La premiére forme (1.1) est celle d’'une équation intégro-différentielle du
premier ordre dont 'opérateur intégral est obtenu en linéarisant le terme
de collision de Boltzmann. Pour approcher numériquement cet opérateur,
on peut choisir une formule de quadrature sur la sphére unité. Ceci permet
de découpler la discrétisation angulaire de la discrétisation en espace. On
doit résoudre alors un systéme d’équations différentielles dont les inconnues
sont les flux directionnels qui correspondent a ces directions discrétes. Ce
sont les équations aux ordonnées discrétes [18, 19, 23]. Sur un maillage du
domaine spatial, on discrétise en espace 'opérateur de transport obtenant
ainsi un systéme linéaire dont sont solutions les valeurs des flux direction-
nels aux noeuds du maillage. Comme pour toute méthode de ce type, la
convergence de la solution approchée vers la solution exacte dépend de la
finesse du maillage en espace et en angle ainsi que du degré d’approximation
du flux sur chaque maille. Parmi les méthodes reposant sur cette approche,
on peut citer la méthode des éléments finis discontinus |1, 3, 46, 57| bien
adaptée aux maillages non cartésiens. Les systémes linéaires obtenus ne sont
généralement pas symétriques. On peut trouver dans certains cas une nu-
mérotation rendant les matrices de ces systémes, triangulaires, et faire alors



une résolution maille par maille mais 1’algorithme obtenu n’est pas aisément
parallélisable.

C’est pourquoi d’autres méthodes, basées sur la résolution des équations
aux ordonnées discrétes associées a des formes du second ordre de 'opérateur
du transport, ont été développées. Les propriétés de ces formes du second
ordre conduisent a la résolution de systémes symétriques définis positifs iden-
tiques & ceux provenant de la discrétisation d’une équation de diffusion. On
sait les résoudre avec des solveurs performants de type gradient conjugué pré-
conditionné. Citons parmi ces méthodes, la méthode du flux pair [4, 5, 61]
et celle des éléments finis mixtes hybrides [4, 20, 21, 31| reposant sur une
forme mixte du second ordre de ’équation du transport.

La discrétisation préalable de la sphére angulaire conduit au probleme
dit des effets de raies [45] dont I'exemple le plus spectaculaire est sans doute
le suivant : prenons un milieu purement absorbant et une source ponctuelle
en géomeétrie cartésienne plane (z,y). Le flux directionnel solution des équa-
tions aux ordonnées discrétes est nul sur tout le domaine spatial sauf sur les
droites passant par le point ol est située la source et paralléles aux directions
discrétes alors que la solution exacte présente une symeétrie sphérique autour
de la source. Cette anomalie vient du fait que les équations aux ordonnées
discrétes ne possédent pas la propriété d’invariance par rotation qui est vé-
rifiée par I'équation continue. Une solution pour éviter ce probléme est de
développer la solution sur une base tronquée & un certain ordre des harmo-
niques sphériques en 3D ou des polynomes de Legendre en 1D. En prenant
les moments de I’équation de transport par rapport & cette base, on obtient
un systéme d’équations différentielles dont les inconnues sont les moments
du flux. Ces équations sont invariantes par rotation donc ne présentent pas
le probléme des effets de raies. Il existe de nombreuses méthodes pour ré-
soudre ces systémes. Citons la méthode des moindres carrés [49, 56, 60| qui
conduit & la résolution de systémes symétriques définis positifs. A 1'ordre 1,
on obtient le systéme d’équations P1 équivalent dans sa forme instationnaire
a ’équation des télégraphistes. Ce modeéle suppose que le flux directionnel
est linéaire en angle, ce qui ne 'autorise pas & prendre par exemple la forme
d’un faisceau (limite “free steaming”). Cependant, son faible cott de réso-
lution a incité nombre d’auteurs a 'améliorer pour prendre en compte une
anisotropie plus grande du flux directionnel. On a ainsi développé dans le
cadre de I’hydrodynamique radiative les méthodes de fermeture avec fac-
teur d’Eddington [11, 15, 16, 47|. Le systéme d’équations P1 instationnaire
qui est linéaire hyperbolique a également été discrétisé avec la méthode de
Godounov utilisée classiquement en mécanique des fluides. Un traitement
particulier des termes de collision a été fait par L.Gosse et Al [34] pour pré-
server les états stationnaires. Il permet également d’obtenir la limite diffusion
que nous définirons dans la suite.

La seconde forme de I'équation de transport largement utilisée est sa
forme intégrale. C’est sur cette forme que sont basées les méthodes de pro-



babilités de collision [38] ainsi que les méthodes Monte-Carlo. Ces derniéres
ne nécessitent pas de maillage de la sphére angulaire unité ni dans leur ver-
sion classique, de maillage en espace. Elles sont donc exemptes des effets de
raies et peuvent traiter des géométries 3D complexes modélisées. Ce sont des
méthodes probabilistes reposant sur ’échantillonnage de densités de proba-
bilité. Soumises a des fluctuations statistiques, elles convergent vers la solu-

. 1 . . .
tion exacte en — ou n est le nombre d’expériences réalisées. Elles sont bien
n

adaptées & la résolution de problémes ol le flux directionnel n’est pas requis
partout mais seulement dans une faible portion de I’espace des phases. On
utilise alors des estimateurs pour I'évaluer. Nous donnerons un exemple de
cette méthode par la suite. Mais nous nous intéressons plus particuliérement
a une classe de méthodes Monte-Carlo, la méthode SIMC (Symbolic Implicit
Monte-Carlo), qui nécessite, comme la méthode des probabilités de collision,
un maillage du domaine spatial.

Pour simuler cette équation par une méthode de Monte-Carlo classique
(dite analogue car elle suit la physique au plus prés), on échantillonne la
source @ ainsi que la condition aux limites g par des particules Monte-Carlo
qui représentent chacune un certain nombre de particules physiques. Soit une

de ces particules de direction 0 placée en z, la probabilité P qu’elle sorte
l(:v,ﬁ) 5
du domaine sans collision est égale & e~ Jo T orldds oy l(z,Q) =inf{s >

0; x8:x+sﬁef}.
Etape 1
On tire un nombre aléatoire uniformément réparti entre 0 et 1. Si ce
nombre est inférieur & P, la particule sort du domaine, on tire alors une
nouvelle particule, sinon, ’événement suivant est soit une absorption
soit une collision isotrope.
Etape 2
On tire une distance d. dont la loi de probabilité sur [0, 1(z, )] est
oi(s)e” fos ot(s")ds’
1—-P
Etape 3
On détermine en tirant un nouveau nombre aléatoire uniformément
réparti entre 0 et 1 si la particule doit subir une absorption (probabilité
() os(z)
oi(x) oi(x)
particule disparait et on en tire alors une nouvelle, si ¢’est une collision,
on tire sa nouvelle direction ) et on revient a I'étape 1.
Nous nous intéressons au comportement des méthodes numériques pour
résoudre (1.1) dans les milieux diffusifs. Ces milieux sont caractérisés par un

. On déplace la particule en x = = + d.Q.

) ou une collision (probabilité ). Si ¢’est une absorption, la

. . 1 .
libre-parcours moyen (le libre-parcours moyen — est la distance moyenne
Ot

entre deux collisions) petit par rapport aux dimensions caractéristiques du
milieu et par des absorptions rares par rapport aux collisions isotropes. La



méthode Monte-Carlo précédemment décrite est alors extrémement cotiteuse
puisque chaque particule subit un grand nombre de collisions avant de sortir
du domaine. Sa marche aléatoire s’apparente alors & un mouvement brow-
nien qui peut étre décrit par une équation de diffusion. La méthode dite
de Random Walk [29] utilise cette propriété pour réduire le temps de calcul
consacré a la poursuite des particules dans de tels milieux. Il est donc crucial
de pouvoir déterminer quelle est ’équation de diffusion sous-jacente.

Pour cela, en suivant [39, 54|, on introduit un petit paramétre e qui
représente le rapport du libre-parcours & une dimension caractéristique du
milieu et on fait la mise a 1’échelle suivante :

ot — 2) Oq — &0, Q B 6@' (12)
£

Cette mise & I’échelle peut étre comprise en disant que I’échelle spatiale de
la diffusion est — fois plus grande que celle du transport, que les absorptions
€

sont rares et que le terme source est petit, ainsi 'équation (1.1) devient :

= = Ot Ot 1 =
G- Vut Zu= (2~ cop)— / 46 + <Q,
iH— U (E €0a)4ﬂ_ S2u +eQ (13)
u(z,) =g, x '™
: 1 = .
I1 est connu [42] que le flux intégré @ = — [ ud) ou u est solution de
So
(1.3) vérifie I'équation de diffusion :
-V —Vu + 0,0 = Q + O(£?)
(1.4)

L YR an(G (@i + 0), e,
27 Jaaco

ou H(u) est la fonction de Chandrasekhar [23].

Nous allons donner les étapes de la démonstration formelle. Signalons
cependant qu’il existe un résultat de convergence “exact” [26] mais tous les
résultats de cette thése sont étayés par des démonstrations formelles du méme
type que celle qui suit.

La solution u de (1.3) est la somme d’une solution u;,; qui est la solution
“loin” des frontiéres du domaine et d’une solution uy;;,, nulle en dehors d’un
voisinage de la frontiére I'™ qui correspond a une couche limite, soit :

U = Ujnt + Ulim-
n=-+00
On développe u;,; en puissances de €, U = Z ug €™ puis on identifie
n=0
dans (1.3) les coefficients des différents termes en €™ pour n variant de -1 a
2. On suppose que oy, g, et () sont d’ordre 0 par rapport a e.



ud, = . (1.5)

e=0
ﬁ : ﬁu?nt + O-tuzlnt = O-tailnt' (16)

e=1
Q- Vub, + ol = o1, — oatidy, + Q. (1.7)

—e=2
Q- 6uz2mt + Utu?nt = O-tﬂ?nt - O-aﬂzlnt' (1.8)

0

_ - 1= . :
On remplace dans (1.6) ul,, par @) ,, on la multiplie par 4—Q puis on intégre
T

en ﬁ, on obtient :

1 - - 1 =
— | Qul,dQ = ———Va,. .
A7 /32 Uit 3Ut Vuznt (1 9)

- 1 : : : =
On multiplie par e I’équation (1.7), puis on intégre en 2 et on remplace
T

1 . .
4—/ Qu, ,dQ par son expression tirée de (1.9), on obtient :
7 Js,
-> 1 - 5
-V- 3—QVugm + 0,09, = Q. (1.10)

1 .
On multiplie par e I'équation (1.8), puis on intégre en €2, on obtient :
7r

1 R o
— | Q- V2, dQ+ 040, = 0. (1.11)
a7 Js,

1 Lo . |
Pour obtenir — Q- Vu?ntdQ, on applique 'opérateur Q- V— a (1.7), on
a7 Js, Oy

intégre en Q, ce qui donne :
1/@6(1Qﬁl)+1 Q-Vu2,d2 =0 (1.12)
_ . R . u —_— . u = .
A S oy int A S int ’

on a donc en reportant dans (1.11) :

1 [ % =1~ =
/Q-V(—Q-Vu}m)—kaaﬁ}ntzo, (1.13)
So

41 ot

en remplagant u,, par son expression tirée de (1.6) c’est-a-dire :

uly =, — U—tﬁ . ﬁ&?nt , on obtient finalement :
= 1 = ~1



En multipliant (1.14) par € et en ajoutant (1.10), on trouve que u;,; vérifie :

- 1 - 5
=V 5= Vitint + 0alling = Q + O(?). (1.15)
t
Nous allons maintenant trouver la condition aux limites vérifiée par ;¢
a ordre 0.
Nous avons vu que u = Ujnt + Ugim, sachant que u(z, Q) = g(z, Q) sur
'™, wymy vérifie donc :
ﬁ : ﬁulZT_))’L + Utulim_): O sUlim, (1 16)
Uim (2, Q) = g(x, Q) — Ujne(z,Q), (x,Q2) €T,

En suivant [54[, on introduit un systéme de coordonnées orthogonales (z,y, 2)
avec 'axe z pointant en un point zg de la surface a 'intérieur du domaine.
On note O, I'angle polaire que fait Q avec laxe des z et ¢ I'angle azimuthal,
on a alors :

8ulim

0z
N S ey 2 OUim L Ougim,
ou pu=-cos(®) €[-1,1et (2-V), =+/(1—pn ){COSEW + siné By +
Cp est un opérateur complexe prenant en compte la courbure de la surface
au point x.

On suppose maintenant que dans la direction des z, u,, varie sur une
échelle de longueur correspondant a e soit le libre-parcours, alors que ses
variations sont faibles dans les directions perpendiculaires, ’équation (1.16)
devient alors :

Q- ﬁulim =L + (Q : ﬁ)J_ulim + CpUiim.,

Ouy; = = .
9 + (@ V) Lt + ot + Ottt = (010 = £204)lijim, (1.17)
ulim($a Q) = g($7 Q) - uint(x, 9)7 ($a Q) el .
n=+4oo
On développe uy;y, en puissances de €, Uy, = Z €"uy;,,, en identifiant
n=0

les termes d’ordre 0 dans (1.17), on obtient que u, =~ vérifie le probleme
monodimensionnel sur I’axe z (en prenant 'origine au point xg) :

0
815% + Oty = 01T (1.18)
s (0,9) = glzg, Q) — udyy(25), 1> 0.
Comme on veut que uy;,, soit une couche limite, on demande également que
Ui (00, 1, €) = 0.

4
En faisant le changement de variable 2’ = / o(s)ds (on omettra le
0

sur le z par la suite), on obtient :



0
{ uag% + Ui, = Wi (1.19)
u?im(o’ Q) = g(x87 Q) - Ugm(l‘s), p > 0.

Le probléme précédent est un probléme de demi-espace classique en théo-
rie du transport qu’on appelle probléme de Milne conservatif. Chandrasekhar
I’a résolu en utilisant la technique dite du invariant imbedding. Nous allons
donner les grandes lignes de la démonstration. Tout d’abord, on a besoin du
résultat suivant démontré dans [8, 9, 32] :

Proposition 2 Soit I’équation :

o,
Fo, TV =" (1.20)
v(0,) = h(Q2), p>0.

Notons S;‘ la demi sphére unité correspondant & pu > 0.

Si h appartient a L°°(S5), alors il existe une solution unique de (1.20)
dans Uespace des fonctions bornées L™ ([0, +00] x S2) telle que la limite notée
C(h) de v(z,Q) lorsque z tend vers +oo soit indépendante de €.

Nous allons calculer cette limite C'(h) et démontrer qu’elle s’exprime en
fonction de h a I'aide d'une fonction universelle H dite fonction de Chandra-
sekhar. Pour cela, on commence par intégrer (1.20) en angle, il vient :

Opv

0z
pas de Q lorsque z tend vers +o0o. De méme, en multipliant (1.20) par p et

op?v

. 0z
peut calculer p2v en z = 0 et sa limite lorsque z tend vers 'infini. Ces deux
limites sont égales, donc :

= 0, donc pv = Cte. Cette constante est nulle puisque v ne dépend

en intégrant en angle, il vient =0, car yv = 0, donc /% = Cte. On

1 thQ+—/ (0, —()dG = ~C(h).
T Jang M) T Syt V0= 5C(h)
Le probléme est maintenant de trouver une expression de

[ 120(0,—Q)d$ en fonction de h.
Q-17<0

1
On commence par multiplier (1.20) par o puis on l'intégre sur la variable
™

azimuthale &, on obtient :

ov -
Hg, Tv=1 (1.21)
v(0, 1) = h(p), p>0.

1 [+ -
Ici v(z, u) est un abus de notation pour désigner o / v(z, Q)d¢ ainsi que
™ J—m

R
h(p) pour %/_W h(2)dE.



Chandrasekhar a démontré (voir I'annexe A) que v(0, —u) est relié & h
par la relation suivante :

ol0.—) = G [ LI gy (122)
donc
e =3 [ wnan+ 3 [ i L
A3 H() [ HOW
c<h>—/0 Sl + = /0 a0

En utilisant les égalités vérifiées par H :

)

H () 2 Jz + u
qui s’obtient en faisant h =1 dans (1.22), auquel cas on a v(0,p) =1 et

1 2
H ! /d /:_7
/0 (1) dp 7

H L H () u'? H
b (u)/ (n )u, )

2 Jo ptp V3
et on obtient finalement

oy =22 [ prnuan

on a donc

1
On peut remarquer que si on avait v(0,—p) = 2/ ph(p)dp, ce qui
0
revient a supposer un renvoi en loi de Lambert, on aurait alors

13
C(h) = /0 (§u2 + p)h(p)dp, ce qui revient a faire 'approximation :

3 3
g,uH(,u) ~ 0.956/ + 1.546:% & 0.0035 ~ pu + 5;& (1.23)

vérifiée par les schémas numériques que nous étudions par la suite.
Revenons a la résolution de (1.18), comme nous cherchons une solution
de (1.18) tendant vers 0 a I'infini, nous avons nécessairement
= 0 _ . . N .
C(g(zs, Q) — uj(xs)) =0, ce qui conduit a :

—

Wale) = o [ N al(8 - g(@a),



donc la solution de I’équation de diffusion wu;,: vérifie la condition aux
limites de (1.4) & O(e) pres.
La conditions aux limites vérifiée par u;,; a O(g?) prés s’écrit [54] :

- 0. 7104 - 1 V3 < -
u(zs) +e Va(rs) = o= [, —|Q Al H(|Q - 7)) g(xs, 2)d2
ot 21 JG-ii<o
+2e(IL + L, + 1) +0(e?), zs €T

(1.24)
Le terme I| prend en compte la variation spatiale de la condition aux limites
g le long de la surface, I, la variation de o; a 'intérieur de la couche limite
et Ic la courbure de la frontiére. Tous ces termes s’annulent lorsque g ne

dépend pas de ﬁ, auquel cas on obtient la condition de Marshak :

0.7104 , = 1
i - Vi(zs) = —ﬁ 2|42 - | g(xs, Q)dQ, x4 €T.
ot 21 JG-i<o
(1.25)
La méthode Monte-Carlo précédemment décrite ne nécessitait pas de
maillage de D x Sz contrairement aux méthodes auxquelles nous nous inté-
ressons maintenant.

w(xs) +¢€

Nous cherchons & discrétiser ’équation (1.1) lorsque I'approximation de
la diffusion (1.4) est valide, sur un maillage optiquement épais c’est a dire tel
que sa profondeur optique caractéristique (o;Ax en 1D) est grande. Lorsque
le schéma numeérique utilisé pour résoudre (1.1) est convergent, il ne donne
pas forcément une solution correcte dans ce cas. En effet, son erreur de
consistance tend vers 0 lorsque la profondeur optique caractéristique tend
vers (), ce qui n’est ici pas le cas puisque le maillage est optiquement épais.
Bien siir, si on fait tendre cette profondeur vers 0 en raffinant le maillage, la
solution numeérique tend vers la solution exacte, mais ce qui nous intéresse ici
est un schéma pour I’équation du transport qui approche la solution de (1.4)
lorsque € tend vers 0 et ceci sur un maillage dont la taille caractéristique est

1
la distance ——— indépendante de ¢. Cette dimension caractéristique de
V30104 P d

variation de la solution de (1.4) est d’ordre 0 par rapport a € avec la mise a

, . . € ,

I'échelle (1.2) et donc — fois plus grande que le libre parcours (—). Lorsqu’un
€ o

schéma posséde cette propriété, on dit alors qu’il respecte la liniite diffusion.

L’intérét de ce type de schéma est qu’il permet de traiter en méme temps
des zones diffusives et des zones transparentes avec des maillages dans les
zones diffusives de taille raisonnable.

La technique pour déterminer si un schéma numérique de résolution de
I’équation du transport a la limite diffusion est d’appliquer la mise & 1’échelle
(1.2) a la forme discrétisée de (1.1), de développer la solution numérique en
puissances de € et de chercher I'équation aux différences vérifiée par son
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développement jusqu’a un certain ordre. Si cette équation correspond a une

discrétisation consistante de (1.4), le schéma respecte la limite diffusion.
Chapitre 2
Nous nous intéressons dans le chapitre 2 & une classe de méthodes
Monte-Carlo, appelées SIMC, nécessitant un maillage de ’espace phy-
sique. Ces méthodes reposent sur I'introduction d’une inconnue sup-
plémentaire ® fonction de € D. On cherche alors le couple (u, ®)
solution de :

Q- Vu+ ou = 01 P,
—ostu+ 0@ = Q, (1.26)
u(x,ﬁ) = g(m,ﬁ), (:E,ﬁ) el

équivalent & (1.1). Dans (1.26) en notant 7 Popérateur -V + 0.1, on
inverse (formellement) 7, on calcule :

u(z, Q) = {T" ' (00® + g)}(z, D),

puis a(z) = E/S {T Yo, ® + ¢)}(z,Q2)d, on remplace alors cette
2

expression dans la seconde équation de (1.26) et on obtient :

o [ AT @)@+ 00 = Q+ Q.

1 1 g =
ol = 05— T Q)dQ.
Q=rup [T
Cette derniére équation est approchée par une méthode de Galerkin
discontinue. On choisit un espace de fonctions F définies sur D et on
cherche dans cet espace, ® tel que pour tout ¥ appartenant & F, on
ait :

1 N
<—ou [ AT @) HD)AD + 01, ¥ >=< Q + Q. ¥ >, (1.27)
S2

oil (,) est le produit scalaire dans L?(D). L’espace F est construit en
supposant donné un maillage de D et une approximation polynomiale
de @ (V) a l'intérieur de chaque maille. L’équation (1.27) est alors un
systéme linéaire dont la solution est ’approximation polynoémiale par
morceaux de ®. Les termes de la matrice de ce systéme linéaire sont
évalués par une méthode Monte-Carlo.
Dans un milieu diffusif ot la mise a I’échelle (1.2) s’applique, en faisant
1 .
le développement formel de — T.71dQ a Pordre 2 en € on
T JSs
1. = Q) -V + o041, on obtient :
1 2

. 1=
i s, € (O't )d {3UtV UtV + } + 0(5 )

11



En insérant cette expression dans (1.27), on obtient :

Ot

2
.1
< (& o) Ve, VU > — < (X o), U >
3 30't ¢ 3 (128)

+< %@, U >=<eQ+Q, VU > +0(2).

Dans cette équation, <,> pour le premier terme désigne le produit
scalaire dans EQ(D)3.
En identifiant les termes d’ordre €, on trouve que ® vérifie :

1 - =
< ¥V¢,V\If >4+ < 0,0,V >=<Q,¥ > +0(¢).
t

La question est de savoir si cette approximation est consistante avec
celle de 'équation de diffusion (1.4). Nous allons voir que le choix de
I'espace F est crucial pour répondre positivement a cette question. Il
faut également donner un sens au produit scalaire dans EQ(D)3 des
gradients des fonctions ® et ¥ qui sont discontinues. Nous détaillons
le calcul de ces termes. Nous montrons en particulier que le choix
de fonctions constantes par morceaux ne permet pas de respecter la
limite diffusion. Cependant, si on choisit comme espace F les fonctions
linéaires discontinues par morceaux, on montre que ® a l'ordre 0 est
continue et vérifie pour tout ¥ dans l'espace des fonctions continues
linéaires par morceaux :

1 = =
< —JV(I),V\IJ >4+ < 0,0,V >=<Q,¥ > +0(¢),
t

qui est la formulation variationnelle correspondant a la discrétisation
par éléments finis linéaires continus de (1.4).

Les conditions aux limites font I’'objet d'une étude & part en une di-
mension d’espace, on montre que si o, = 0, la condition aux limites
est au bord gauche du domaine :

= /Ol(u + gMQ)g(u)du +0(e)

qui est une trés bonne approximation de la condition aux limites exacte
a cause de (1.23).

Dans ce cas, la solution numérique a l'intérieur du domaine satisfait la
bonne condition aux limites méme si la couche limite n’est pas maillée
a I’échelle du libre-parcours (pas du maillage d’ordre ).

Dans le cas général, nous pouvons prouver seulement que la condition
aux limites est exacte pour g isotrope (c’est a dire indépendante de

—

), dans les autres cas, il faut mailler la couche limite & I’échelle du
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libre-parcours pour que la solution diffusive ait la bonne condition aux
limites.

On présente des tests numériques en une et deux dimensions d’espace
illustrant les résultats de 'analyse asymptotique. On compare ainsi la
solution exacte donnée par 1'équation de diffusion (1.4) a la solution
approchée donnée par la méthode SIMC quand on fait tendre € vers 0.
On voit clairement sur ces tests que le choix de fonctions linéaires par
morceaux permet d’obtenir la limite diffusion au contraire des fonctions
constantes par morceaux. Par contre, pour des cas transparents, nous
n’observons pas de gain notable en précision avec les fonctions linéaires
par morceaux. L'erreur en norme L' reste d’ordre 1 dans les deux cas.

Dans les milieux diffusifs, le terme significatif d’ordre £ qui permet de

; s . 1 = = .
discrétiser I'opérateur de diffusion soit € < 3—V<I>,V\I’ > (équation
Ot

(1.28)), est la somme de deux termes de signes opposés d’ordre %
2

(< (ﬁ)g—ﬁﬁiﬁqf > — < ﬁ@,\I’ > et < ﬁ@,\I’ >) qui sont

e’ 3oy o € €
évalués par une méthode Monte-Carlo. Le nombre de particules néces-
saire pour évaluer précisément cet opérateur discret est prohibitif. Il
est alors tentant d’approcher dans le domaine diffusif la solution de
I’'équation de diffusion beaucoup moins cotiteuse & résoudre que celle
du transport.
De nombreuses méthodes [7, 27, 25, 30, 33, 37| existent pour coupler
la résolution des deux équations. Elles reposent sur la discrétisation
de I’équation de diffusion dans le milieu diffusif et 'introduction d’une
condition de couplage entre les milieux transparents et diffusifs basée
sur la condition aux limites de Marshak (1.25) ou de Chandrasekhar
(1.24) prenant en compte l'anisotropie du flux incident. Pour éviter le
choix délicat de la détermination de la frontiére, des auteurs [27] ont
proposé d’introduire une zone tampon dans laquelle on résout a la fois
les équations de diffusion et de transport.
Les auteurs de [25, 37| utilisent la méthode SIMC avec des fonctions
® constantes par morceaux. Ils se donnent a priori une discrétisation
de l'opérateur de diffusion dans le milieu diffusif qu’ils résolvent de
fagon déterministe. La condition de couplage est traitée de fagcon com-
pletement implicite si bien qu’il n’est pas nécessaire d’itérer sur la
résolution des équations de transport et de diffusion. Ils obtiennent au
final un systéme linéaire dont les inconnues sont les valeurs de ® dans
tout le domaine. L’auteur de [30] utilise la méthode Monte-Carlo clas-
sique dite analogue déja décrite dans le milieu transparent et résout
en Monte-Carlo une équation de diffusion discrétisée. Dans ces deux
approches, le choix de la discrétisation de 'opérateur de diffusion ainsi
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que de la condition de couplage est arbitraire. Comme notre méthode
Monte-Carlo posséde la limite diffusion, ce qui n’est pas le cas de la
méthode SIMC utilisée dans [25, 37|, nous pouvons construire une mé-
thode hybride dans laquelle on discrétise ’équation de diffusion avec
l'opérateur discret obtenu par notre étude asymptotique. Les résultats
de cette méthode hybride sont donc identiques (& O(g) prés) a ceux de
la méthode SIMC tout Monte-Carlo lorsque le choix de la frontiére est
correct dans la méthode hybride et le nombre de particules suffisant
dans la méthode tout Monte-Carlo.

On obtient ainsi dans le domaine diffusif une discrétisation de ’équa-
tion de diffusion par une méthode de type Galerkin discontinu. La
condition de couplage entre les domaines transparents et diffusifs est
également dérivée de ’analyse asymptotique. On montre sur des tests
numériques en une dimension d’espace que cette méthode permet de
bien restituer la couche limite qui apparait lorqu’un rayonnement ani-
sotrope provenant d'un milieu transparent est appliqué sur un milieu
diffusif, sans avoir & la mailler & I’échelle du libre-parcours. En deux
dimensions d’espace, dans les milieux diffusifs, pour un sommet donné
du maillage, des termes d’ordre € que nous appellerons termes de coins
couplent les valeurs de ® correspondant & ce sommet. On peut calculer
analytiquement ces termes mais la condition de couplage entre do-
maines transparents et diffusifs obtenue par notre étude asymptotique
semble difficile & simuler. C’est pourquoi, nous nous sommes tournés
vers une autre méthode pour réduire le bruit statistique.

Chapitre 3

Nous reprenons des idées développées dans [13] pour diminuer le cott
de cette méthode. Pour cela, on introduit la fonction inconnue D =
u — ® qui représente 1’écart de la solution a I’équilibre et on résout le
systéme :

Q-VD+0,D=-0-V,
—0sD+ 0,9 =0Q, (1.29)
D(:L‘,Q) :g($,ﬁ)—q)(l‘), (:L‘,Q) el

équivalent & (1.1). On a alors :

D(z,Q) = {TH{-Q- V& + (g — ®)p-)}(,), donc

D(z) = %/ {T=Y(=Q-V® + (g — ®)p- )}z, Q)dS, on injecte alors
T Js,

cette expression dans la seconde équation de (1.29) et on obtient :
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Dans les milieux diffusifs, on obtient (1.28) mais le terme significatif
d’ ordre € qui permet de discrétiser 'opérateur de diffusion soit :

e < 3—v<1> TV > est 6gal A ——/ (T4 0 + &p )} ().

Pour évaluer ce terme, on échantillonne des termes source d’ordre 0 par
rapport & ¢ alors que dans la méthode précédente ces termes étaient

d’ordre —. Le nombre de particules nécessaire pour évaluer précisément

cet opérgteur discret est donc inférieur d’un ordre a celui de la méthode
exposée au chapitre précédent.
Ceci nous permet d’obtenir une méthode identique & la méthode pré-
cédente (dans la limite ou le nombre de particules Monte-Carlo est
grand) mais plus précise et robuste dans les milieux diffusifs pour un
nombre de particules Monte-Carlo donné. On présente dans ce cha-
pitre des tests numériques montrant le gain en temps calcul obtenu
par rapport a la méthode précédente. On a également construit, en 2
dimensions d’espace, un cas diffusif pour lequel le maillage ne permet
pas une bonne concordance entre la solution exacte et celle donnée par
les éléments finis linéaires continus. On observe un bon accord entre la
solution donnée par la méthode SIMC linéaire et celle donnée par les
éléments finis linéaires continus, ce qui conforte les résultats de notre
analyse asymptotique.
Chapitre 4
Un travail important a déja été fait pour étudier des méthodes dé-
terministes ayant la limite diffusion. Des exemples de telles méthodes
sont la méthode des éléments finis discontinus, la méthode linéaire ca-
ractéristique ainsi que la méthode SCB |1, 44, 40|. Nous faisons dans
le chapitre 4 le méme travail qu’au chapitre 2, cette fois-ci pour les
éléments finis linéaires discontinus en 2D plan et cylindrique sur des
maillages composés de triangles.
On approche I'équation (1.1) par une méthode de Galerkin discontinue,
on cherche pour 0 fixe, u(., Q) dans l'espace F des fonctions définies
sur D linéaires discontinues par morceaux, telle que pour tout ¥ dans
F, on ait :

{ < Q-Vu+ow, ¥ >=< 0,ii, ¥ >+ < Q, ¥ >,

~ 2, = _ (1.30)
u(z, Q) = g(z,Q), (x,Q) €T,

ce qui revient & chercher sur chaque triangle T', ur linéaire telle que
pour toute fonction W linéaire sur T', on ait :

- < uT,ﬁ VU > + ds(ﬁ n)u¥+ < opur, ¥ >
I'r
=< osur, ¥V >+ < Q,¥ >,

w(z, Q) = g(x,Q), (z,Q) el".

(1.31)
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La valeur de u sur la frontiére I'p est la restriction de up sur I si
Q-7 >0 et dans le triangle T" adjacent a T par I'r si QO-7<0 o0f
est le vecteur de la normale unitaire extérieure a T

Aprés condensation des termes de masse < oyur, ¥V > et < ogtp, ¥ >,
on peut mettre ce schéma sous la forme d’un schéma aux volumes
finis. Pour un triangle donné T de sommets A, B, C, on construit les
trois sous-volumes V4, Vg, Vi, ol par exemple V4 est le sous-volume
dont la frontiére I'y joint A, les milieux des cotés AB et AC et le
barycentre G du triangle T. On cherche alors, sur chaque triangle le
triplet (ur a,ur B, ur,c) solution du systéme linéaire de trois équations
dont celle relative a Vy s’écrit :

ds(ﬁ -)u + opur, aVa = o5t aAVa + QaVa. (1.32)
Fa

Le terme de bord est décentré de la facon suivante : sur les cotés
joignant les milieux des cotés et le barycentre, u est pris égal a
ug = %(UTA + ur,B + ur ), sur les deux segments joignant A au
milieu des cotés AB et AC, u est pris égal & la restriction de up sur
ces segments si Q-7 est positif et & la restriction de upr sur ces segments
dans le cas contraire, le triangle T” étant adjacent a T par ce coté.
Pour rendre le schéma encore plus robuste, on peut également conden-
ser ces termes de bord en supposant que la restriction de u aux seg-
ments joignant le point A aux milieux des cotés AB et AC est constante
et égale a sa valeur dans V4 ou a sa valeur dans le sous-volume adja-
cent suivant le signe de Q-7. Le terme de bord par sous-volume ne fait
plus alors intervenir que la valeur de u dans le sous volume V4 ou les
sous-volumes correspondants dans les triangles adjacents. Par contre,
on garde la valeur ug sur les deux segments joignant GG aux milieux
des cotés AB et AC.
On peut montrer [46] qu'il existe au moins une numeérotation des tri-
angles qui permet de les ranger de telle fagon que les triangles 7" ad-
jacents a T' qui “éclairent” T (cela signifie que Q-7 est négatif, 7 étant
le vecteur unitaire porté par la normale au coté commun de T et T’
dans le sens de T vers T”) aient un numeéro inférieur a celui de T'. Cette
propriété permet de rendre la matrice globale du systéme linéaire, tri-
angulaire inférieure par blocs de matrices (3,3), ce qui autorise une
résolution rapide. Cette propriété s’étend aux polygones convexes en
deux dimensions d’espace. Par contre, elle n’est plus vraie en trois
dimensions.
Contrairement a la méthode SIMC, il faut discrétiser la sphére angu-
laire Sy. On choisit des directions discrétes (,, [18] et on se donne
une formule de quadrature pour évaluer @(z) ~ Zwmu(:n,ﬁm) On
m

—

cherche alors u,,(.) = u(., ) dans F, telle que pour tout ¥ dans F,
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on ait :

< Q- Vg, + Optiy, ¥ >=< Jszwmum,‘lf >+ <Q,¥ >,

m

um (z) = g(z, ), (z,0,,) €.
(1.33)
Le probléme précédent se traite généralement par la méthode de la
source itérée qui consiste a supposer le second membre connu a l'ité-
ration précédente, a calculer u,, pour toutes les directions m, calculer
le flux intégré >, wnu., et itérer. Si le systéme vérifie les hypotheses
de sous-criticité, on peut démontrer que le systéme itératif converge
bien que cette convergence puisse étre extrémement lente dans les mi-
lieux diffusifs, auquel cas, on peut accélérer le processus itératif par la
méthode de la diffusion synthétique [6] qui consiste a résoudre entre
chaque itération de la source itérée, une équation de diffusion. Lors-

qu’on applique la mise a I’échelle (1.2), I’équation (1.33) devient :

<Q-Vum+€tum,\lf >=< (;t—eaa) E WinUm, ¥ > + <@,V >,
m

—

um(x) = g($a Qm)’ ($a Qm) el

(1.34)
On montre dans ce chapitre que, pour les deux schémas envisagés avec
condensation de la matrice de masse et éventuellement des termes de
bord, en supposant que la formule de quadrature angulaire vérifie cer-
taines propriétés, @ = >, WUy & Pordre 0 en € est une fonction
continue linéaire par morceaux qui vérifie pour toute fonction ¥ conti-
nue linéaire par morceaux :

<3—Vu V\I/>+<0au U>=<Q,V >,

) (1.35)
= L G a6, T
T JQ-R<0

< 041, ¥ > étant également condensé.

La condition aux limites n’est vérifiée sous cette forme avec l'approxi-
mation (1.23) qu’en une dimension d’espace et dans un cas particulier,
en deux dimensions. Dans le cas général, elle n’est vérifiée que pour g
isotrope. On remarque qu’on obtient le méme schéma limite que pour
la méthode SIMC linéaire.

Chapitre 5

Dans le chapitre 5, nous montrons le lien existant entre la classe de
méthodes Monte-Carlo étudiées au chapitre 2 et les méthodes déter-
ministes étudiées au chapitre 4. Nous expliquons le fait qu’elles aient
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la méme limite diffusion. Nous nous placons dans le méme cadre que
dans le chapitre 2, c’est a dire que nous cherchons a résoudre (1.26),
soit :

Q- Vu + opu = 04 P,

—O'SfL + O't@ = Q,

u(z, Q) = g(z,9), (z,Q) el

équivalent a (1.1). On commence par discrétiser avec la méthode des
éléments finis linéaires discontinus la premiére équation, on suppose
®, linéaire par morceaux, on cherche wuy linéaire par morceaux telle
que quelle que soit ¥y linéaire par morceaux, on ait :

< Q- 6’&}1 + owup, Uy, >=< 0, Py, Uy, > .
Ceci permet de trouver

in() = = [ (T (0 + 9))} r, Byah
T JS,

On peut remarquer que l'opérateur 7, est discrétisé (7; est une ma-
trice), alors que dans la méthode SIMC, il est continu, la discrétisa-
tion n’intervenant qu’aprés le report de u dans la seconde équation
de (1.26). Puis, on injecte cette expression dans la seconde équation
de (1.26) et on cherche ®, telle que quelle que soit Wy linéaire par
morceaux, on ait :

1 o o
< _JSE/S {71 Y (o:®p, + 9)}H(Q)dAQ + 01D, T, >=< Q, T, > .
2

(1.36)
Cette approche a, en apparence, un intérét pratique limité puisque le
calcul de 73,71 nécessite l'inversion d’une matrice, ce qui est trés cot-
teux. Cependant, cette approche constitue une alternative prometteuse
a la résolution classique par la méthode de la source itérée accélérée
par la diffusion synthétique qui dans certains cas n’est pas efficace. En
fait, I'inversion de 7 n’est pas nécessaire. La résolution de (1.36) peut
se faire par une méthode itérative de Krylov dans laquelle & chaque
itération, on résout 1’équation de transport avec un second membre
connu. Avec un préconditionnement efficace reposant sur la résolution
de I’équation de diffusion associée, cette méthode peut s’avérer plus
efficace que la méthode de la source itérée. On trouve dans [51] une
bonne introduction & ces méthodes pour résoudre 1’équation du trans-
port.
Dans un milieu diffusif ou la mise & I’échelle (1.2) s’applique, on fait le

1 = . .
développement de 4—/ ’Z;L_EldQ a l'ordre 2 en € au niveau discret, en
mJs,
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d’autres termes, on cherche le développement asymptotique de 'inverse
de la matrice 7j . o T = (e2 -V + o, 1),;,, on obtient :

1 S o g2 - 1=
< — | T Now®@p) (., 0)dDQ, T, >= — < —V;, =V, >
4dn ~/82 h,e (Ut h)(a ) y £ h 30, ho o h
+ < ®p, Uy, > +0(3).
En insérant cette expression dans (1.36), on obtient :

2
€’ = 1=
< (B = e0a) VB, —VU > — < (2 — c0,)0p, ), >
€ 30 ot €

+< %@h, U), >=<eQ + Qg V), > +0().

En identifiant les termes d’ordre €, on trouve que @ vérifie :

1 - -
< 3—O_V(I)h,V\I/h >+ < 0,9,V >=< Q, ¥, > +O(€),
t

soit la méme formulation variationnelle & I'ordre 0 qu’avec la méthode
SIMC linéaire, les différences n’intervenant que dans le terme en O(e).
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Chapitre 2

Analyse asymptotique de la
méthode Symbolique Implicite
Monte Carlo

Ce chapitre reprend dans ses grandes lignes I'article [24].

2.1 Introduction

Les méthodes Monte-Carlo sont utilisées en 3D depuis longtemps car
elles sont simples & mettre en oeuvre et qu’elles peuvent traiter des géomé-
tries complexes qui seraient difficiles a traiter avec une méthode détermi-
niste. Mais une analyse de leur comportement en milieu diffusif, c’est-a-dire
quand la mise & I’échelle (1.2) s’applique, n’a pas encore été faite. Notre but
est d’analyser une méthode Monte-Carlo particuliére de la méme facon que
les méthodes déterministes : la méthode Monte-Carlo Symbolique implicite
(SIMC : Symbolic Implicit Monte Carlo) [37, 12|. Cette méthode consiste a
résoudre le systéme :

1 ~ )
s udQ) + 0P = Q, (2.1)

™ JSo

{ Q- Vu+ o = 0,9,

équivalent a (1.1) (avec les mémes conditions aux limites). Dans la meé-
thode SIMC, on commence par mailler I'espace, ce qui n’est pas nécessaire
avec les méthodes Monte-Carlo usuelles. On calcule la matrice qui fournit

1 -
o— udS2, fonction de ® dans la premiére équation de (2.1). En rempla-
T JS,
1 -
cant og— udS) dans la seconde équation de (2.1) par cette fonction de
T JS,

®, on obtient un systéme linéaire dont la solution est ®. On peut prouver
I’'équivalence pour cette équation modéle entre la méthode des probabilités
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de collision [10] et la méthode SIMC. Mais la méthode SIMC est le plus
souvent utilisée en photonique pour résoudre :

?—Fﬁ-ﬁu—katu:at@,
bo L[ i o= (2.2)
Vot T Tlap Jg, T T T T

La seconde équation dans (2.2) est I’équation de I'énergie électronique ou ¢
est la température électronique et v la capacité calorifique. Ce systéme prend

une forme analogue a (2.1) apres discrétisation implicite en temps de —

ot
%—Fﬁ-ﬁu—i—atu:at@,
ot 1 a Y50 o, (2.3)
R 52u —i—(at—i-E) =Q+74,

Aussi, toutes les conclusions que nous pouvons tirer de I’étude de la méthode
SIMC pour résoudre (2.1) peuvent étre appliquées a (2.3).

Dans les problémes d’hydrodynamique radiative, a cause de la complexité
des géométries qui évoluent dans le temps et de la dépendance en temps
de u, les coefficients de la matrice sont calculés en utilisant une méthode
particulaire.

La méthode des probabilités de collision est plutot utilisée en neutro-
nique stationnaire sur une géométrie composée d’éléments “simples”. Aussi,
le calcul des probabilités de collision peut étre fait analytiquement.

Nous nous intéressons au comportement de la méthode SIMC dans les ré-
gions optiquement épaisses. Dans ces régions, seules les particules traversant
les cloisons des mailles contribuent au calcul des éléments de la matrice, au
moins dans la méthode originale. Il s’ensuit que lorsque la taille des mailles
est beaucoup plus grande que le libre-parcours, un grand nombre de parti-
cules est nécessaire pour obtenir des résultats ayant un sens. La question qui
se pose est alors : si le nombre de particules est suffisant pour calculer préci-
sément la matrice, le systéme linéaire obtenu correspond-il & une discrétisa-
tion consistante de I’équation de diffusion 7 Autrement dit, résolvons-nous la
bonne équation dans un milieu diffusif 7 Nous allons prouver que la méthode
originale donne une mauvaise solution dans ces régions et qu’il nous faut
I"améliorer pour obtenir une discrétisation consistante de I’équation de diffu-
sion. Cette difficulté pour obtenir le comportement correct en milieu diffusif
est connue depuis longtemps (voir [48] pour une contribution récente) : nous
présentons ici une analyse rigoureuse de cette faiblesse.

Dans la section 2.2, nous décrivons la méthode SIMC pour des fonctions de
base constantes par morceaux telle qu’elle a été pour la premiére fois intro-
duite |12, 37| et comment elle peut étre étendue a des fonctions de base plus
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générales. Précisons que pour améliorer la méthode des probabilités de colli-
sion, cette extension avait déja été envisagée [38]. Cependant, le probléme de
sa précision en milieu diffusif n’avait pas alors été abordé. Nous appliquons
ensuite dans la section 2.3 une mise & I’échelle au schéma obtenu pour étu-
dier la limite diffusion. Enfin, nous illustrons dans la section 2.5, les résultats
théoriques avec des simulations numériques en 1D et 2D.

2.2 Extension de la méthode SIMC

Dans cette section, nous rappelons les principales caractéristiques de la
méthode SIMC et décrivons son extension a des éléments de degré supérieur.
Pour plus de simplicité, nous commencons par supposer que l'intensité en-
trante g est nulle.

Prenons u(zx, Q) onzeDet Qe S5 solution de 1'équation de transport :

(2.4)

Q- Vu+ ou = 0P,
—ostu+ 0 ® = Q,

1 -
ou u(x) = 4—/ u(z, 2)dQY. Dans la méthode SIMC, nous nous intéressons
7 Jss

généralement a l'intensité intégrée u plutdt qu’a la dépendance angulaire de
cette intensité.

Supposons le domaine D maillé en N mailles (Tz‘)ie(LN) et définissons
des fonctions de base (Xé(x))le(l,L) pour chaque maille T; telles que

L
> Xi(@) = Toer,, Xi(@)xir(2) = 0 pour i # 7'
Nous pouvons exprimer ¢ comme

Z Pixk(z (2.5)

Nous approchons (2.4) par le systéme suivant :

{ QVU-{-O}U - O-t@, (26)

(—osit+ o ® — Q,x5) = 0,Vi' € (1,N),Vl' € (1, L),

oit (,) est le produit scalaire dans L?(D) (normalisé¢ de telle sorte que

(Tper,, Tper,) = Vi) cest-a-dire que nous cherchons une solution faible
du systéme (2.4) dans un espace d’éléments finis discontinus. Pour plus de
simplicité, dans ce chapitre, nous utiliserons la méme notation pour la so-
lution exacte u et la solution approchée. Grace a la linéarité de (2.6) par
rapport a @, la solution de (2.6) peut étre exprimée comme :

Zgbl L, ), (2.7)
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ot la fonction ul(z, Q) est solution de

Y 2.8
ub(z, Q) =0,zel,Q-7<0. 28)

{ Q- V’lﬁi + Jtué = atxé,
La condition aux limites est équivalente & ul(x, Q) =0,zel;,0-7<0ou
I'; est la frontiére de la maille 7;. En mettant (2.5) et (2.7) dans le systéme
(2.6), en supposant que o; et o4 sont constantes par maille, on obtient :

—

Q- Vu —i—atu —UtX“

Zzﬂ—%xznﬁ (@) ¥ € (LN) W€ (LL), (29

ub(z,Q) =0, zel,Q-7 <0,

ol nous avons noté al ll, = oy (") (@, xb) et b Y= ou(i) (¢, XD

Le systéme (2.9) est résolu en trois étapes. Premiérement, on cherche la
solution des équations (2.8) pour tous les indices (¢,1). En fait, comme nous
ne cherchons pas une description angulaire de uﬁ mais seulement la quantité

P L ) . . . . . .

intégrée a;’;,, une méthode particulaire est bien appropriée. Ensuite, connais-
: Ly Ly

sant les matrices A = (ai’i,)1§¢7i/§N,1gl,l/§L et B= (bi,i/)1§i,i’§N,1§l,l’§La nous

résolvons le systéme linéaire dont les inconnues sont les gbi :

L os(i') Iy
Z(b@i’ O_s( ) le)qbz - <QaXi’>7 VZ/,\V/Z/. (210)
il ¢
Ceci donne @ par (2.5) et finalement nous en déduisons la projection de @
, . o~ I <0't(I>_QaX£>
sur l'espace des fonctions tests : (4, x;) = ——————*-.
Os

Si au lieu de 4, on cherche une quantité G (telle que u(zx, ﬁ) pour un point
particulier xy et une direction particuliére Qo), il est alors nécessaire de
calculer durant la trajectographie des particules 'opérateur linéaire reliant
G a ®. Une fois ® connue, G est obtenue simplement par un produit scalaire.

Remarque 1 : La méthode SIMC peut s’étendre au cas ou le terme de col-
lision et le terme de source extérieure sont anisotropes.

Les détails de cette extension sont donnés dans l'annexe B.1.

Remarque 2 : Soit (9;),.;< la solution de (2.10) avec L = 1, alors
oi(1)®i — Q;

(Ui)1<jeny 00 U; = ———— est solution de U'équation des probabilités
<i< o

de collision, c’est-a-dire pour tout 7/,

o(i")Vytiy =Y ViP i (0s(i); + Qs),
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P, i» étant la probabilité de collision d’une particule dans la maille i’ sa-
chant qu’elle est née dans la maille 7.

Les détails de la preuve sont donnés dans ’annexe B.2.

Remarque 3 : La matrice du systéme linéaire obtenu par la méthode SIMC
dans le cas ou le terme de collision et le terme de source extérieure sont
1sotropes est symétrique, c’est une M-matrice o diagonale strictement do-
minante dans le cas ot L = 1 et symétrique définie positive dans tous les
cas.

Les détails de la preuve sont donnés dans ’annexe B.3.

Pour prendre en compte une condition aux limites non homogéne g, on
introduit une seconde fonction auxiliaire uy, solution de

{ Q-?ub+atub20, (2.11)

ub($,ﬁ):g,ajef,ﬁ-ﬁ<0,

et le second membre du systéme linéaire (2.10) (Q,)di} est remplacé par
(Q + osty, Xi;>
Dans la méthode originale SIMC, ® était supposée constante par maille
pour chaque maille T;, donc L = 1 et x}(x) = Tyer,. Dans la méthode
améliorée SIMC, ® est supposée linéaire sur chaque maille et discontinue :
~ En 1D, on a deux fonctions de base par maille T; = [x;_1 /2, ¥i41/2]

xX; — X Tr — X;_
XZI(-T) _ i+1/2 i—1/2

et X7 (v) =
Tit1/2 — Li-1/2 Lit1/2 — Li—1/2
valeur de ® dans la maille T; pour x;_y /5 et QSZQ pour ;. 1/s.

— En 2D, nous choisissons des mailles triangulaires et nous avons trois
fonctions de base par triangle T'. La fonction de base Xé est le polynome
de degré 1 en x,y dont la valeur est 1 au sommet [ et 0 aux autres
sommets et ¢! est la valeur de ® au sommet 1.

— En 3D, les mailles sont des tétraédres, et nous avons quatre fonctions
de base par tétraédre 1. La fonction de base Xé est le polynome de
degré 1 en (x,y,z) dont la valeur est 1 au sommet [ et 0 aux autres
sommets et ¢! est la valeur de ® au sommet 1.

. Ainsi, ¢} est la

Pour étre complet, nous décrivons brievement la méthode particulaire
utilisée pour calculer les matrices A et B.
Pour chaque maille 4, nous résolvons (2.8) en méme temps pour tous les
[ € {1,L}. Le terme source est échantillonné avec P particules dans chaque
maille, leur direction ﬁp est choisie uniforme sur Sy et leur lieu de naissance
xp(0) uniforme sur T;. L’échantillonnage peut étre aléatoire ou déterministe.
A chaque particule p est associé un poids w,(0) = $04(i)V; oit V; est le vo-
lume de la maille i. En fait, chaque particule représente L particules dont les
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poids sont wé,(O) = wp(0)x!(z,(0)). Cette particule est dite symbolique parce
que dans cette étape, nous ne connaissons pas son poids réel wﬁ,qﬁé.

Durant I’échantillonnage, nous calculons par intégration Monte-Carlo les pro-
duits scalaires bilzl, :

B, = %Ut@v,. > X2 (0)xh (2,(0)).

Chaque particule p traverse le maillage avec une vitesse unité et la direction
2,. Quand une distance [, est traversée dans la maille Ty, le poids de la

—ot (i)

particule est multiplié par le facteur d’atténuation e v et Iestimateur

5412 .. Ll . 4
de I'élément matriciel a;;, est incrementé :
b

—oe(i')lp
wp — wpe ,

l
L L P N4 —o(#
iir 7 Qg+ ‘*’P/o o1 (i) (p(5))e~ 7 ds,

Dans le cas d’une source et d’un terme de collision anisotropes, il faut
estimer :

’ / — lP ’ ./
(@) = (@) (D) [ 0@y (s))e s,

On peut noter que la somme de toutes les contributions (tous les I') a la
matrice est la perte du poids de la particule p :

a

L l / ) 'l
Wp Z /0 i O't(’L',)Xél(xp(s))e_O't(’l )Sdg — wp(1 — e—ot(i )lp)‘

'=1

On peut calculer analytiquement I'incrément de ai:il, Supposons que la parti-
cule p se déplace de A & B dans Ty, nous obtenons en faisant une intégration
par parties :

b A4 e} —o(i')s [ —ot(i)s U o) lp
o (1) xir (A + Qps)e ds =|[—e Xir (A + Qps)]| g+
0
! — = g/ — v
/0 ’ Q- Vxh (A4 Q,s)e 713 ds
= LB ()

1 — E_O—t(i,)lp — - /
Qp . VXZ’

_|_

Ot

e . = g .
Nous avons utilisé le fait que Vxé, est un vecteur constant sur chaque maille
T;. Sur d’autres types de mailles, une intégration numeérique serait nécessaire.

2.3 Limite diffusion de la méthode SIMC

Dans cette section, nous étudions la limite diffusion de la méthode SIMC,
d’abord pour la méthode standard (fonctions de base constantes par mor-
ceaux) puis pour la méthode améliorée (fonctions de base linéaires par mor-
ceaux). La technique, introduite pour la premiére fois dans [39], consiste a
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réaliser ’analyse asymptotique du schéma numérique avec la mise & ’échelle
(1.2). Soit u® la solution du schéma numérique mis a I’échelle, nous obtenons
le schéma numérique satisfait par u® a l'ordre 0 en €. Si ce schéma est une
discrétisation correcte de 'équation de diffusion (1.4), alors on dit que la
méthode SIMC posséde la limite diffusion.

Il faut noter que tous les développements présentés par la suite sont formels
et que nous ne donnerons pas de majorations d’erreurs.

Dans cette section, nous nous restreignons & des conditions aux limites de
flux entrant nul. Nous supposons que o; et o, sont constantes sur D pour al-
léger les notations bien que I'extension a des sections efficaces non constantes
ne pose a priori aucun probléme dans I’étude de la limite diffusion.

Nous commencons par établir le lemme suivant qui sera utilisé dans toute
cette section :

—

Lemme 1 : Soit T un coté d’une maille et soit L(vy,2), la distance du point

—
v sur I' a un autre point ~' sur la frontiére de la maille telle que vy est
colinéaire a Q0 (Figs. 2.1 et 2.2 pour les cas 1D, 2D) et soit l'intégrale

L. L(v,Q
CT(e) :/Fd’y ﬁ.ﬁ<0dQ\Q-ﬁ\ exp(—%

).

i/ Pour des problémes 1D, il existe une constante ¢ > 0 telle que
L(7,9) > ¢ pour tous les (v,9Q) : donc CT(¢) tend exponentiellement
vers zero quand € tend vers 0.

it/ Pour des problémes 2D, il existe une constante C > 0 telle que

IS

it/ En 3D, nous n’avons pas fait la démonstration. Nous conjecturons
que les termes de coin deviennent des termes d’arétes car la distance
L(%ﬁ) s’annule alors sur une ou plusieurs arétes et qu’il existe une
constante C > 0 telle que

CT() ~C

Ot
comme en 2D.

C'T sera appellé terme de coin. On obtient le méme résultat pour le terme :

UtL(Va ﬁ)
e

CT(e) = /de/ﬁﬁ>0 40| - 7] exp(— )

car les deux intégrales sont égales.

Preuve 1 : En 1D, nous avons pour une constante positive c
g¢C

0<CT(e) < / |ple el du,
0

u<
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c
H=cos (0)

Fic. 2.1 — cas 1D

Fig. 2.2 cas 2D
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S, 51

FiG. 23 cas2D; Qe S

et ce terme décroit exponentiellement lorsque € tend vers 0.
En 2D, plagons nous sur le triangle ABC, prenons I' = AB, introduisons la
coordonnée paramétrique y(s) sur I' telle que v(0) = A (Fig 2.3).

Lensemble des vecteurs §) tels que Q'ﬁAB <0, Q'ﬁAC >0 et Q'ﬁBC > 0,
ol AR, NBC, TAc sont les vecteurs unitaires extérieurs a AB, BC, AC est
noté Sy (Fig.2.3).

Si Q) appartient a 81 alors la demi-droite dans le plan (x,y) passant par C
avec pour direction —Q (ceci est un abus de langage, il s’agit de la projection
de —Q dans le plan (z,y) mais nous continuerons dans la suite a utiliser ce
raccourci) a une intersection non vide D avec (AB) et il existe donc sq tel
que Y(s0) + L(v,D)Q = C. Pour s < so, on a vy € (AD) et v € (AC) et
pour s > so, on a vy € (DB) et o/ € (BC), dans ce cas la distance L(v,$)
s’annule pour v = A et vy = B.

De méme, l’ensemble des vecteurs O tels que Q- itap < 0, Q- iac < 0
et Q- fige >0, est noté Sy (Fig.2.4). Si Q appartient o Sh, la demi-droite
passant par A de direction Q a une intersection non vide D avec (BC) et la
distance L(~, Q) s’annule pour v = B uniquement.

De méme, l’ensemble des vecteurs O tels que Q- itap < 0, Q- iac > 0
et Q- fige <0, est noté S; (Fig.2.5). Si Q appartient o 84, la demi-droite
passant par B de direction Q a une intersection non vide D avec (AC) et la

—

distance L(v, Q) s’annule pour v = A uniquement.
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FiG. 24 cas 2D; Q € S}
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FiG. 2.5 cas 2D; Q € S}
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On a :
1 —
CT(e) :AB/ dsﬁ |- Tap|exp(—
0 Qnap<0 .
1 —
:AB/ ds/ ’Q.ﬁAB‘eXp(_M
o Js
1 —
—i—AB/ ds/ |- 7ap|exp(— M
0o Js

)
e
E )
1 —
+AB/ ds/ |2 iap|exp(— M)dﬁ
0 S, €

Soit u le cosinus de l'angle compris entre ) et sa projection dans le plan

(z,y).
Le premier terme de la somme qu’on note Iy s’écrit :

o s0(4}) 0)sAB o
L= AB/ |- 7iaB| (/ eXp(—M)ds> dQ
st 0

_elul
— 1 — —
+AB/ |- 7iaB| (/ B exp(—atCl(Q)(1 S)AB)ds> dQ.
s s0(%) el
= CD ~ CcD
En ntégrant, nous obtenons
0 (M)sAB
/ exp(—M)ds = L‘ﬂ + O(e_l),
0 elpl 0:Co(Q)AB
atnst que
! M) (1 - 5)AB
/ eXp(—UtCI( )( s) s = 6|;i| N O(e_%),
s0 el o:C1(Q)AB
donc 1
11~—/ I - sl (= + =)}
Co( ) (@)

Le second terme de la somme qu’on note Iy s’écrit :

— 1 0 — —
I, = AB/ |- 7iaB] / exp(—at(b(g)(1 S)AB)ds dQ
S 0 €|l

= AD

En intégrant, nous obtenons
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S

/ﬂmm—aﬁégb“_ﬂp“%d:= il ot
0 elpl 0,Co()AB ’

donc

€ - 1 -
IN—/ G-t 6}
2~ Sé!MH AB’CE(Q)

Le troisieme terme de la somme qu’on note I3 s’écrit :

— 1 0 —
I3 = AB/ 12 7iaB| (/ eXp(—M)ds> dQ
s, 0

€|l
. = BD
ou Cg(Q) = E
En intégrant, nous obtenons
1 (M)sAB
/ exp(—iatcg( )s ds = 76’6’ + O(e_%),
0 elpl 0:C3(Q)AB

donc

€ = 1 -
1 o fes I sl

En rassemblant les trois termes, on trouve le résultat attendu soit :

g
CT(E)NCU—t,
avec
C = [, IO Tasl )
AB =

Co() Cl(Q) )

+/ i dQ+/ Q- figp| ——=dS.
Gies, |M|| TAB| == o) s, || AB|03(Q)

Lemme 2 : Avec les mémes notations que dans le lemme 1, soit l'intégrale

== / o L 7(’2
::/ndy/;ﬂ a5 i (X! () exp(— T
T Q<0 -

N / - - P .z
ot X! (resp X! ) est la fonction de base linéaire associée au sommet | (resp

I') et v/ =7+ L(v, ).

i/ Pour des problémes 1D, CT(e) tend exponentiellement vers zero quand

€ tend vers 0.

i1/ Pour des problémes 2D, sil =1 = A oul =1 = B, il existe une

constante C' > 0 telle que

CT(e) ~ <,

Ot

sinon dans tous les autres cas, on a CT(g) =0 ou CT () = 0(€?).
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it/ En 3D, nous n’avons pas fait la démonstration. Nous conjecturons

que le comportement asymptotique des termes de coin est le méme
qu’en 2D.
On obtient le méme résultat pour :

L , _—
:/dv/w 45315 A (VX! () exp(— T )
T Q>0 -

ou vy =~ — L(v, ﬁ)ﬁ car les deuz intégrales sont égales.

Preuve 2 en 1D la preuve est identique a celle du lemme 1.
En 2D, comme dans le lemme 1, on peut séparer l’intégrale en trois
termes :

OT(E) =L+ 1L+ 13

avec

313 . = so() / 0:Co(Q)sAB
f= A8 [ i dasl [ dsx )N (5] exp(- ZOLDE,
1
316 . 7 ! / 001 ()(1 — s)AB
+AB/ df|s - nAB!/ dsx' (v(s)x" (7 (s)) exp(— = 1)1 — 5) )
& s0() elul
3167 ! / o,Co(3)(1 — s)AB
I, =AB dQ\Q . nAB!/ dsxl(’y(s))xl (’y'(s))exp(— +Ca(Q)( ) )
S o el
316 .7 / 0:C3(Q)sAB
Is= AB dQ|Q-nAB|/ dsy' (v(s)x! (7' (s)) exp(— LB EVsAB
S 0 €|l
On distingue les cas suivants :
-l=I=A
Qe s
! U/ AB
On GX(’Y(S)):(l—S) et x (7(3)):1—E8p0ur3<30
et X' (7/(s)) = 0 pour s > s car alors +/'(s) appartient o (BC).
Or:
AB 015Co(Q)AB
/ ds(1 — s)( 1—Es)e p(—T)
:/ ds ex otsCo(Q)AB) )
° g elpl
= ala +0(e?)
UtC(](Q)AB
donc

S ul|Q -7
e [ ggllS-fanl

I ~ —
) Co(92)
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Qes,
On a Iy =0 car alors 4/ (s) € (BC) et X" (v/(s)) = 0.

Qes,
Pour le caleul de Ty on o X" (3 (s)) = 1= 00 ef
1 AD o—tsC’g(Q)AB || ,
ds(l1—3s)(1———=s)exp(— = = +0(e7),
donc
Iy ~ i/ e M
; Cs(%)
Finalement CT(€) ~ —C’ avec C' = QM / M'
St Co() : C3(Q)

On peut donner une eq’presszon plus s’zmple de C faisant appa,mzfre le
role symétrique joué par les arétes AB et AC dans [’expression précé-
dente. On peut démontrer que :

1 Q-7 -
= = | : nAC:| pour 2 appartenant a S| ainsi que
Co(Q2)  |ulsin(BAC)
I Q-7

= = - = pour 0 appartenant o Ss. Finalement, on ob-
C5(@) _ lulsin(BAC)
tient C'T(€) ~ dmeF(AB, AC) avec :

1

Arroysin(BAC) JG-iiap<0 , Giiac>0

dQQ-7iap||Q-7 ac]-

(2.12)
Cette derniére intégrale peut étre calculée analytiquement.
-1=A,1I'=B
Qes,
On a x'(v(s)) = (1 —s) et X'(7/(s5)) = 0 si s < so car alors +'(s)

/ AB
appartient o (AC) et X' (v/(s)) =1— (1 — S)ﬁ $1 8> S0.
On a :

or(1 — 5)C1(Q)AB

elul
o1(1 —s9)sC1(2)AB

elpl

/Sj ds(1—s)(1— g—g(l —s)) exp(—

1
=(1- 80)2/0 ds(1 — s)sexp(—

donc I = 0(€?).

QeS8 Onax'(Y(s)=1—(1- s)% et

)

);

or(1 — 5)Co(Q)AB
el

/ ds(1 — s) 1—3—2(1—3))exp(— )
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done Iy = 0(€?).
- Qes

On a X' (v (s)) = 0 car alors ~'(s) € AC donc I = 0.
Finalement CT(¢) = 0(€?).

l=A1U=C
Nes]
pour s < sg, on ax" (v (s)) = Ik et pour s > so, on a X' (v (s)) =
AB
D),
MW AB
or/ ds(1l —s) ) p(—%) = 0(e?) et

1 ol —s )
[ asta- s><§—§<l - pexp(- 2EIREEE) g,
done I = 0(€?).
QeS8 Onax'(y(s)=1—(1- s)% et
/ ds(1 —s) (1 —3s))exp(— oi(1 - Sg)‘i‘z(Q)A ) =0(e?),

donc Iy = 0(€3).
AD

Ges X' (7(s) = a0t

[ asta - oy g s exp(- Z=AEVAE) — o

Donc I3 = 0(?),
et finalement CT(¢) = 0(€?).

l=C,I'=A4
Comme (s) appartient a (AB) on a x'(v(s)) =0 et CT(e) = 0.
-l=0I=C

Comme (s) appartient i (AB) on a x'(v(s)) =0 et CT(e) = 0.
Les autres cas se déduisent aisément des cas déja traités.

2.3.1 Meéthode SIMC classique

Dans ce cas, nous notons x(x) = x;(z) = I,er.. Nous allons prouver la
proposition suivante :

Proposition 3 : u° est solution du systeme linéaire
1
(Z/ >u——Z/ dviis = €(Q, xi) + O(e%), (2.13)
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~ (5N . ;! B
ot u® =Y, uixq, I'; est la frontiére de la maille T; et I'; la frontiére commune
des mailles adjacentes T; et Ty.

La méthode SIMC standard n’a donc pas la limite diffusion car si les condi-
tions aux limites sont de flux entrant nul, puisque u® satisfait (2.13), u® est
d’ordre € alors que la solution de (1.4) est d’ordre 0 en e.

Preuve 3 :
Nous donnons la preuve en 2D : le cas 1D se traite de la méme fagon.
En utilisant la mise a U'échelle (1.2), le systéme linéaire (2.10) devient

g
> by —(1- 620—Z)a§,if)¢f = (@, xv), (2.14)
i
avec

b, = {oexis xi) _ s oty
' € €
£ _ <O-tu§7 XZ/>

A = e

et u; est solution de :
- o
Q- Vi + —Lus = Ly,
wi =X (2.15)
ui (z,9Q) =0, x€l,Q- -7 <O0.

Nous intégrons cette équation en 2 et faisons le produit scalaire avec Xy :

Ot . ot 1 = o= o
— (g, xir) = — (x> xr) — —/ dy | dQUQ - TH)u; (v, Q). (2.16)
€ € 4 Jr, Sz
Nous remplagons maintenant u; par son expression exacte. L’équation (2.15)
se réduit G une équation différentielle ordinaire qui doit étre résolue sur
chaque caractéristique partant de la frontiére I' avec la direction Q. Nous
considérerons quatre cas différents :
1/ T; =Ty. Pour x € T; nous avons
— ¢
oy ——S

— ll(xvg) —
ui (z,Q) = / —¢ € xi(z — Qs)ds (2.17)
0

ot le point x — Ql,(m,ﬁ) est a lintersection de la frontiére I'; de T;
avec la demi-droite partant de x dans la direction o) (Fig.2.6) et
li(x,ﬁ) la distance entre ce point et x. Pour simplifier les notations,
nous écrirons l; au lieu de li(x,ﬁ) (cette simplification sera faite tout
au long du chapitre). Avec x;i(z) = Izer,, nous obtenons

— o I;

ui(z, Q) =1—e =",

2

(2.18)
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P Trianglei

FiGg. 2.6

Notons que u3 (7, ﬁ) = 0 pour v € T'; et Q-7 < 0 si bien qu’en
remplagant u; par son expression (2.18) dans (2.16), nous obtenons

Ot Ut

< 7,7X2> = XzaXz / / 0 Q (1 — e_?tli)
€ Qn>0

a
= % (i) - 4/ dy + CTi(e)
avec CT;(e / / ) ﬁ n)e ~Fh . En utilisant le lemme
Q- >0

1, nous obtenons :

1
of; = (ﬂm,m -1 d7+CTi(6)>
3 4 T,

=2y, — 1/ dy + CTy(e) + O(e?).
e 4 T;

Finalement

b= (1= 22, = 1 [yt oV - CTE) + 0. (219
) 5 FZ

Ot

. . . L %
2/ i #14 et les mailles T; and Ty ont un coté commun T . Pour x € Ty,
nous avons

—

ul (z,9) = uS(z — Qly, Q)e™ T = u (@ — O(ly + i), Qe = L)

(2.20)
ot le point x — ﬁli/ est a lintersection de la frontiére I'y avec la demi-
droite partant de x de direction —ﬁ, Ly = ly(x, Q) est la distance entre
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Trianglei’

\
\

Trianglei Trianglei

Fig. 2.7

ce point et x et l; 4 = lmv(a:,ﬁ) la distance entre le point © — Qly et
le point d’intersection de la demi-droite passant par x de direction —Q
avec I'; (Fig.2.7). La distance l; i est éventuellement nulle pour tout
point de Ty comme sur la configuration de droite de la figure 2.7. En
utilisant (2.18), nous obtenons

ws(z, () = (1 — e h)e = Urtlaw) (2.21)

ou l; = lj(x,Q) est la distance entre © — (I + liﬂ-/)ﬁ et la frontiére
opposée T; dans la direction —Q. En utilisant (2.16) et le fait que
(Xi, Xy =0 car i #1i', nous obtenons

2 fas )T _i/ / Q ﬁ ) (1 — -2 _J_st(li"Hi,i’)
Sl =g o AR e e
1 . o
__/ dVﬂ dQ(Q-ﬁ)(l—e_?tli)e_?(li""li,i/)’
4 Jr, 8-7<0
(2.22)

que nous pouvons réécrire :

1
=~ |, dv+CTu(e)
4 Jpv

K3

(2.23)
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avec,

1 =4 o
CTiu(e) = —/. dy [ (G- ipeFh
4m Jri Q-7<0
1 o o
——/ | dv/ (G- i) (1 — e Zhyem F i
Am Jr, 1! S(v49)

ot S(v,1) l'ensemble des directions O telles que la demi-droite passant
par v et de direction —Q intersecte T;.
Nous pouvons appliquer le lemme 1 auz termes de coin CT; y(e). Fi-
nalement, nous obtenons :
b, — (1 —e2%a)as, = 1 dy—CT; () + O(%).  (2.24)
1,0 ot /i 4 FZ, , .
3/ i £ et les mailles T; et Ty n’ont pas de sommet commun.
Il est facile de voir que a5, décroit exponentiellement quand e tend vers
0 st bien que nous pom)o’ns négliger ces contributions dans le systéme
linéaire.
4/ i £ et les mailles T; et Ty ont un sommet commun mais pas d’aréte
commune. Alors a:, est lui-méme un terme de coin et le lemme 1
s’applique. Pour x € Ty, nous avons

uf(‘ra Q) - 6_%(li’+li7i/)(1 - e_%li)

st bien que aii, est un terme de coin correspondant auzr particules
émises en Ty, traversant une distance l;  hors de T; et une distance ly
dans Ty . La figure 2.8 est un cas particulier ot seulement un triangle
sépare T; et Ty. Dans ce cas, on al;y = 1;.

£ ’4 y [ — ..
a; y s'éerit ai ;o = CTj(g) avee

1 - o o o
CTy(e) = =4 / dy / (@ - ii)e = Lt (1 — e 2l
dm Jry S s()
donc grice au lemme 1, on a :

b5 — (1= 62%)@,@-/ = —CT,(e) + O(e%). (2.25)
t

Le systéme linéaire (2.10) peut finalement étre réécrit comme
1 £
1 F_d7+€JaVi—CTi(€) b;
1 K2
i',arétes communes avec 1"

- > CTin i(e)¢5 + O(e2) = £(Q, xa),s

i, sommets communs avec i
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Fig. 2.8

ou les CTyn i(e) sont des termes de coin. Nous introduisons maintenant les
développements formels

CI)€:(I>O—|—E(I)1+E2(I)2+“"
¢§:¢?+6¢%+52¢%+“-7 Vie (1,N).

A lordre 0, nous obtenons

1 o 1 0 _
(4/116”) o8 42'2//1?@7@'—0'

Nous pouvons facilement prouver que ce systéme linéaire a une unique so-
lution a une constante additive prés. Considérons la matrice correspondante

1 1
M = (myy) avec my; = Z/ dy et my = 1 | dy. C’est une matrice
T, I

singuliére car my; + Zi,# mii = 0 mais son noyau est composé uniquement
par les vecteurs constants : si v est un vecteur du noyau, alors nous avons,
pour chaque composante v; =3, ; aijv; avec 0 < agj < 1 el 32,4 a5 < 1,
donc chaque composante est dans ’enveloppe convexe des autres ce qui n’est
possible que si elles sont toutes égales.

Nous en déduisons que ®° = 0 puisque la condition aux limites de Dirichlet
est ® =0. A l'ordre € nous avons

1 1
(3 [ 1) 6i=3 % [, 16k = @) -0uVie+CT 000+ Y CTon (0}

7

La derniere somme sur i doit étre comprise comme une somme sur tous les
triangles ayant un sommet commun avec i.
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CT: .
(les termes de coin apparaissent en 2D et CT; (0) = 111% Zowr AR (E))
e— €

Comme (;5? =0, I’équation pour ®' se réduit a

G /r d7> ¢ - i Z /F dyoy = (Q, xi)-

Comme ® ~ e®!, nous en déduisons que U'équation satisfaite par ® a lordre
1 est simplement

(i /r d’Y) b; — %Z,/Fu dydir = e(Q, Xi)-

qui est 'équation (2.13).
La seconde équation du systéme linéaire avec la mise a ['échelle (1.2)

(2 — 5%) i — %@5 = —eQ

€

s’écrit comme :

si bien que u° = ®° + O(e?), ce qui prouve la proposition 3.

Par exemple, en géométrie 1D sur un maillage uniforme, nous obtenons :

1 1 1
1 i1t §¢f 2 i1 = QAT (2.26)

avec ¢o = ¢n+1 = 0 (conditions aux limites nulle). Ceci est une discrétisation
consistante de )
0P
K
0z @

4e . .
avec K = Ap au lieu de I’équation correcte
x

2.3.2 Méthode SIMC Linéaire

Proposition 4 : u° est solution du systeme linéaire

oa Yy (&5, &5 + 3%& S VE VT = (Q,€) + Ofe). (2.27)
I 5

N € — E¢. ) . L . '
ol ut = Zj ujﬁj, et &; est la fonction linéaire qui vaut 1 au sommet y; et O
aur autres sommets.

Ceci est une discrétisation correcte de I’équation de diffusion (1.4) (avec une
condition aux limites de Dirichlet de valeur nulle) par des éléments finis
linéaires continus. Par conséquent, la méthode SIMC améliorée posséde la
limite diffusion.
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Preuve 4 : Nous donnons la preuve en 2D : le cas 1D se traite de la méme
fagon. Nous noterons (’yi Jk=1,2,3 les trois sommets de la maille T; : ’yi est le
sommet tel que xL(7}) = 1.

En utilisant la mise a 'échelle (1.2), le systéme linéaire (2.10) devient

LU o LU
> (b5 —(1—620—;”)@5@ )it = e(Q,xh), (2.28)
7,0
avec

1
ba’l’l/ <JtXi7 Xi/>
Qi

gl 4
aa,l,l’ o (Utui’ 7X7;’>
il

l .
et uf’ est solution de :

i

ufl(az,ﬁ) =0, zely, Q-i<0.

. L, L, . = . . . 4
Nous intégrons cette équation en ) et faisons le produit scalaire avec x;

2

U;( it X = (x“xz> 41 dQ(Uf’QQ'Vx%—ﬁ/ﬂ | AUty (,
(2.29)
Nous remplagons maintenant uf’l par son expression. Comme dans le cas
précédent, nous considérons quatre cas différents :
1/ T; = Ty. Nous partons de Uexpression (2.17) qui est encore valide
et faisons une intégration par parties en utilisant le fait que ﬁxi est
constant sur le triangle T; :

(o, 9 = @) = = =@V —e ) (230)

Ot

ot vf’l est solution de l'équation de transport

{ Q.Voe! + %vf’l =0, (2.31)

vf’l(az, Q) = xk(z), z ey, Qit <.

donc v5 l( ) = Xz —Ql)e =% ou le point x — Ql; est a Uintersection
de la frontzere T'; de T; avec la demi-droite partant de x avec la direction
—Q (Fig.2.6). En remplagant uf’l par son expression dans (2.29), nous
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obtenons :

Ot , . N
?<uf 7Xi> =

4ﬂ/ /M

G- ) — (V) — e T (7).
(2.32)

e . el S . .
Nous avons utilisé le fait que w;” (x,Q) = 0 sur I'; pour les directions

entrantes (Qﬁ) < 0. Nous allons développer tous les termes du membre
de droite de (2.82) par rapport a €. Nous noterons Iy, ..., Iz les sept
termes apparaissant dans le membre de droite de (2.32). Nous avons

A0 =0=— I, = 0.

— ’ - )3 Py sz -
Comme Vxé est un vecteur constant, l’intégrale I3 peut étre réécrite

comime

E —
(0 xi) = —— (@

Donc

I3 = ——
3 47

Vi) =

dﬁ(ﬁ.ﬁxél)(vf’l, Xi)-

En intégrant (2.31) sur la maille T;, nous obtenons

Sa

Iy 47T - oo [ @ @ande)

+EO'_,§

ce qui donne, en utilisant le lemme (1),

I3 =

gy,

/dv/ a (G ) (@) (7, D),
Q.71>0

3 L= 1
/P_(H-Vxﬁ Wi (7)dy + O(E?).

Puisque e~ =" tend vers 0 quand € tend vers 0, nous pouvons en

prendre la limite dans le terme intégral 1y :

I =———
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Lintégrale Is peut étre calculée

JAR R 3G - it () = —+ [ dndnad

5= v (€ - 1)x;(V)xi (v) = X (VX (7)-
dm Jr,  J(Ga>o 4 Jr,

Lintégrale Ig est un terme de coin du méme type que celus apparaissant
dans le lemme 2 que nous pouvons appliquer, donc Ig est d’ordre €
uniquement si les sommets %l- et Wf,/ sont confondus, sinon c’est un
terme d’ordre € avec n > 1, donc :

Is = (CT);" ()
avec (C’T)é’l/(e) = 0_304-0(62) sil=1 et (C’T)é’l/(e) =0(E%) sil £1.
t

Supposons que le triangle i soit le triangle ABC et que le sommet | =1
soit le sommet A, alors, comme Xf‘ s’annule sur BC, le terme de coin
se simplifie :

/ 1 B = = o\ gty ~
(€1 (e) =4—/ dv/ﬁq dQ(Q - iw)e < iy — Q)xi ()
17T % Q-1>0
SRR o =2ty =
+4—/ d’y/“ d(Q - e ixit (v — i)xi ()
T™JA Q-11>0

Mais si vy appartient o (AB) et si la demi-droite passant par ~y et de
direction —Q a une intersection non vide avec (BC), on a

X{‘(y—ﬁli) =0, de méme pour ~y appartenant a (AC) et la demi-droite
passant par vy et de direction —Q ayant une intersection non vide avec

(BC). On en déduit :

’ 1 B 2R\ gt =
N =g [ [ @ e ()
T JA St (v,4C)

1 ¢ S8 - -2t =
+4_/ dV/ dG(Q - i)e i (v — Q)X ()
TJA S+ (v,AB)
ot ST (v, AC) (resp AB) désigne l'ensemble des directions Q telles que
Q-1 > 0 et telles que la demi-droite d’origine v et de direction —§)

a une intersection non vide avec (AC) (resp AB) et finalement grdace
au lemme 2, on obtient :

' 1 (B SR Tt
€)' ~ E/ @ /5+( AC) dSi(§ - qi)e
’y7

ou encore grace a (2.12) :
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(CT)"" (€) ~ e(F(AB, AC) + F(AC, AB)). (2.33)

Enfin, en prenant la limite dans le terme intégral de I7 et en utilisant
le lemme, on obtient :

I

Aoy

[oav [ af@ m@9xnd (o) +0E)
i (Q'ﬁ)>0
3

= = [ @@ G) + O,
gt JT;

En rassemblant ces développements, I'équation (2.32) devient :

l

> = X17X7,>

/d’yxz Xi ()

+0't (6/ (7.VX )X () dy + é/ﬂ d’Y(ﬁvXé)Xé/(’Y)>

i

Ot ¢l
E<“xz

+= (—lﬁxéﬁx{%) +(CT)" (e)
Ot 3
+0(g?).

(2.34)

Comme les fonctions de base Xﬁ sont des polynémes de degré un, nous
avons ['identité :

(@9 = [ @I = [ @R G (239
Aussi Uéquation (2.34) s’écrit simplement comme :

) =20, ”>
/ (X () +(CT) () + O(E).

Ot el
E<“xz

/

(2.36)

Nous pouvons maintenant calculer I’élément de la matrice

el el 20ay gl
bi,i -(1- )a

m; e“—)a;” soit
2,0 oy X

1 / / /
mit! =5 [ o () +eoa )~ (€D (9 +0(E). (2.37)

. . . A -/
2/ i # i et les mailles T; et Ty ont une aréte commune I' . Pour x € Ty,
nous avons

uf’l(az, Q) = ufl(az — Qly, Q)e_%li’ (2.38)
qu’on peut réécrire comme :
Wz, §) = e F Uty g — Gty + 1), §) (2.39)
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avec les mémes notations que dans la méthode classique (Fig.2.7).
En insérant cette expression dans (2.29), nous obtenons, puisque
<Xé’xé’> =0:
Ot el I 1 ST =N
— (@5, X :_/ dm/ dShem = Gy () (@ Vi)
€ %77 o S(z,1)

——/ da:/ dﬁe_%(li»i’Jrli’)vf’l(’y')(ﬁ'ﬁxii)

417T » S(x,i)

T e s dﬁe—%ui,i,ﬂi,)Jit(ﬁ,vxg)g TG )
dm D st a(@ - e Gt )i ()

+% v 7 Jsini ay(§ - ipe™ = P (o )X ()

+% /F D Jsa aQ ﬁ)e‘%“w%')%(ﬁﬁxé)(l e ZHO) L ().

(2.40)
7' est une notation pour x — Q(l; # + liy) dans les trois premiéres in-
tégrales et v — Q(lm-r + li7) dans les trois derniéres (c’est le point de
la frontiére de T; remcontré en premier par la demi-droite de direction
—Q passant par z (rep v)).

—

Nous notons par Ii,..., Ig les siz intégrales apparaissant au second
membre de (2.40). Nous développons maintenant ces termes par rap-
port a €.

Soit we(x, Q) solution de :

O.Vus + Zw® =0,
we (2, Q) = x(z — ler)e_?tliﬂ" I5cs@ © €L, Q.7 < 0.
ot

Alors pour z € Ty, on a w®(x,Q) = e~ = LTy L(y/) donc

/T da:/s dﬁe_%(li,i/"'li/)xli(,y/)(ﬁ . ﬁxii)

Nous en déduisons :

e 1 o e oo~
b= [ [ i )@ i)
o 4m JGi<o Jri
e 1

___/ d’}/ 5 dﬁ(ﬁ ’ 6)(5)(5 : ﬁ)e_%(li’il—'—li/)Xé(’}/).
opdm Jo, 1! Jes(y)
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Nous pouvons appliquer le lemme 2 au terme

1 22 = R ot
1—/ dy [ d(Q- Vi) Q- i)e = Gty (y)
T Jr,-Ti GeS(v,0)
st bien que la premiére intégrale s’écrit
e L o=

[, (- Fxxi) + 0.

L =——
! 60’t

En prenant cette fois w® solution de :

nous obtenons :

/ d:n/ de= %
% NEX))

© [ af@ Vi)

ity () (G- Vxh)

S2 T,

st bien que la seconde intégrale s’écrit :

1 306 . SN (G 9
b=t [ [ @ 9@ e, 0)
ot 4m Jd.r<0 1—‘1

1 505 . SN (G ¢)
i_/ dy | dQ VX (@ )em = bR (Y, Q).
ordrm Jr, -1 QeS(v,4)

Aussi, en utilisant le lemme 2, Iy =
Ot

De méme en prenant w® solution de :

AV + 2 ,
we(z, ) = el ﬂ—ﬁ%ﬂ%gmwxemgﬁﬁ<a

nous obtenons :

/ dm/ dQle™
il CC ’l

L AUQ- V) | dy (@ (5, D)
). Le quatriéeme terme est défini par

= O(e?

Nous en concluons que I3
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1 oo /
I, = _4—% | dydQ(Q - )X (v)xi ()
T JQ-i<0 JT

1 V= A 0 B I ~ !
i dy A - @)e™ = G i)y y — Gl + 1)Xb ()
r,-r QES(% )

4/ A (n)xG ()

i) o0 B Jrcstoy BUQ M FTONG (=l L ()
il Vi

La cinquiéme intégrale est définie par

1 I o
o= [ [ @ e L D)
7 JGsi<o JTi
_1 G - e~ =Wt o) ia (] - ) v
+ dy [ GG e FOF O G 4 1+ L) ().
4 Jr, -ri QeS8 (i)

On somme Iy et I5 :

I, +1s = /d’YXz Xo (7)

/ dyd(§ - e Ed(y — S (7)
47r (<0 JTY

1 L e ) ,
_4_/ cdy [ d(Q- e = Gl oy = Ol + 1) ()
™ JT,—T% QeS(v,1)

+i/ | d7/~ d (S - iye F Uttty Ly — (1 + 1 + 1))Xh
Am Jr, ¥ GeS(v.i) ’

(2.41)
Notons (C’Tl)ﬁ’lil,(e), (C’Tg)ﬁ’lil,(e) et (C’Tg)ﬁ’lil,(e) les trois derniers termes.
Ces termes sont des termes de coin du méme type que ceux rencontrés
dans le lemme 2, il sont d’ordre € uniquement lorsque 724 et %l: corres-
pondent au méme sommet, sinon ils sont d’un ordre €* avec n > 1.
Supposons que le triangle i’ soit le triangle AC D adjacent au triangle
i soit le triangle ABC (Fig.2.9), le sommet commun est donc le som-
met A, nous devons donc prendre | et ' correspondant au sommet A et
comme x! s’annule sur (BC) et X', s’annule sur (CD), nous obtenons :

(CTV)( / / dS3(( - )e” Tl
QesS— —y,AB

ot S~ (, AB) désigne lensemble des directions telles que Q-7 < 0
et telles que la demi-droite passant par ~ de direction —S) rencontre
(AB), ou encore grace 4 (2.12) :

2

(CTY)E () ~ —eF(AC, AB) (2.42)
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Fig. 2.9

) 1 (D - o
(CT2)§’,l¢/(€) ~ _4_/ d7/~ A - i)e < G tla)
T™JA QeS(v,AB ou AC)

ot S(v,AB ou (et) AC) lensemble des directions telles que la demi-
droite passant par 7y de direction —§) rencontre (AB) ou (et) (AC).
ou encore :

(CT2)§’7€~:(€) ~ e(=F(AD, AC)Ipgr(B,ac) + F(AD, AB)Ipgr(c,aB))
ot R(B,AC) (resp R(C,AB) ) est le demi-plan séparé par la demi-
droite (AC) (resp (AB)) contenant B (resp C').

On peut remarquer qu’on a forcément D ¢ R(B,AC) si bien que le
premier terme de la somme est toujours présent.

’ 1 D . -
e ~ ¢ [ . dgi(@ - p)e < (ithrtt)
’ ™ JA QeS(v,AB et AC)

ou encore :

(CT3)%(€) ~ e(—=F(AD, AC) I per(p,ac) + F(AD, AB)Iper(c,ap))

Comme D ¢ R(B,AC), le premier terme de la somme est toujours
absent.
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En notant Cﬂl’il,/(e) la somme des termes de coin : (C’Tl)i.’i.l,(e), (C’Tg)ﬁ’lil,(e)

et (C’Tg)é’lil,(e), nous obtenons :

L+l =7 [, dndobe +eniie)
avec
(CT)Y)(€) = —e(F(AC, AB) + F(AD, AC) — F(AD, AB))
Enfin, nous avons, en prenant la limite dans l'intégrale

£ e =d R — = ’
I = [ [, @ i@ S )
Q-i<0 JT?

" dmoy
T / iy A - ii)e L+ (G Ty b ()
dmoy Jr, -7 GeS(y,i)

Q
e L= ’
= /F (7 - VX3 (7)dy + O(?)

N 60}
En rassemblant ces développements, I'équation (2.40) devient

Ot el I L Ll
— (@) = / dyxi()xie ()
g I‘;

3 1 Lo 1 R ’
+ S (=5 [ @I + 5 [ i Fxn o)
ot 6 Jri 6 Jr

+H(CT)2h(e) + O(E?).

L’élément de la matrice est donc donné par

LU Oa\Ot el |
mii’ = —(1—520_—:)€<U§ ,X§'>
1 ’
= CdyxE () ()

-5 .
I B IR VA L gt S

Cdy(7 - V) xi(r) + dy (7 VX)X (7)
Ot 6 ri 6 ri

—(CT)}4 () + O(?).
(2.43)
3/ i £ et les mailles T; et Ty n’ont pas de sommet commun.
Il est facile de voir que a$, décroit exponentiellement lorsque € tend
vers (), aussi nous pouvoné négliger ces contributions dans le systéme
linéaire.

. . . i/ Ll
4/ i #1 et les mailles T; et Ty ont un sommet commun ! . Alors a:’;

i/
est lui-méme un terme de coin. Supposons par exemple qu’une maille
T} soit adjacente a Tj et Ty, alors, pour x € Ty nous avons

l = _gty, gty
u(x, Q) =e Flie Tl

(Xt = 8t +1,)) = bl = 3 +1; + 1) - 2
t

49



el

Dans ce cas, a lordre €, a;’;;" est la somme de deuz termes de coin que
b

nous noterons (CTl)é’lil,(e) et (CTg)é’Zil,(e) que mous prenons en compte

car d’ordre €, seulement st 'yf et ’yf,, correspondent au méme sommet
A, auquel cas, on a pour le triangle AEF (Fig.2.9) :

’ 1 oo -
(€T (€) ~ ——/ dv/ AQ(G - fi)e F i),
’ AT JAEUAF  JS(v,AB ou AC)

(CT)(e) ~ =

JRC d(G - i)e E e+
Am JABUAF S(v,AB et AC)

Ll
On notera (CT);/(€) la somme de ces deur termes :

1

2 / dy A0 (G - i)e 2 0o +i)
4w JARUAF S(y,AB ou AC)

(CT)h(e) ~

ou encore grace a (2.12) :

(CT)}(e) ~ e( — F(AF, AC) + F(AF, AB) (2.45)
+F(AE, AC) — F(AE, AB)) '

. Py N L el
Finalement, en négligeant les termes d’ordre €2, le systéme linéaire pour ¢;
s’écrit comme :

1 ! ! el i 4€
(5 [ andond ) + o)) 65 - (€1 07"
14 i

e (1

1 / - = ! 1 — = ’
+y <_Z/pﬂ Ay (M (1) — — <E , V(- VX)) = ¢ /F dy (it - Vxﬁ)xé(v))) ¢
i i i

Ot I

i
CT "1 el . l
- Z ( )ilqi(e)(lﬁi// = &(Q,X;)
i//7l//
(2.46)
N L. . n 1 .
ot Z désigne la sommation sur toutes les arétes communes I'; des mailles
v’
T, et Ty et Z désigne la sommation sur tous les sommets des mailles T
i//7l//
correspondants au méme sommet %l-. Nous introduisons le développement for-
mel sutvant

Pf = PO 4 P! 4202 4 ..,
¢t = oMt gt 207 ..., Vie (1,N), V.
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A lordre le plus bas, nous obtenons
1 /
Zl/p dyxi (XL (1) / diXb (e’ =0, (247)
l/ i I‘Z l/

Les vecteurs gbi correspondant a des fonctions continues, c’est-a-dire des vec-

teurs tels que ¢g,l = gb?,’l/ quand %l- = %l: satisfont le systeme (2.47) puisque

/P Z_ dyxi(XE () = Z / ; dyxi(n)xd ()

—Z / dyxt (Ve ()

car XY (v) = x4 () sur TY. Considérons le sous espace vectoriel de RN des
@t wvérifiant les équations (2.47). Par noeud, le nombre d’équations (2.47)
indépendantes est le nombre d’arétes reliées a ce noeud moins une. Donc,
la dimension de cet espace est 3N — (nombre de contraintes). On peut dé-
montrer comme dans la proposition 5 du chapitre 4 que ce nombre est égal
au nombre de noeuds internes du maillage. Donc comme cet espace contient
l’espace vectoriel des gbi continues et nulles sur le bord et qu’ils ont méme
dimension, ils sont identiques.

A lordre € nous avons

E L)y L iy)glt =
; 1 /F () (1)er / dyxi (V)X (1)
—0q Z(szXz >¢? !

l/
1 - = ! - / ’
o <—/ (- Vxi)xi(y) +/., (7 - Vxi)xb (’Y)) oo
t v Fz
+CT 0 ¢°l + 3 ol 0)en”

i

Pour un sommet interne donné v; nous additionnons toutes les équations
venant des mailles i partageant le sommet ;. On peut vérifier que :

/’yx, (et — / dr (b (et =0

fyl F 7/.}/1

Par exemple sur la figure (2.10), la contribution du triangle 1 et du coté
'} a cette somme est égale a -

1
4(/ Xixi 1+/ Xixi® /F4xixi<1>i—/ X1x393)
1

ol



Fia. 2.10  contribution du coté I'f

celle du triangle 4 et du coté I“ll s’écrit :

1
Z(/4xixi@i+/4xixi@i—/4xix%@% —inx?@?)
F1 Fl F1 Fl

et comme x1 = x4} et X3 = x3 sur '}, la somme de ces deuz contributions
s’annule. On peut répéter le méme raisonnement sur les cotés I'3 I’% et '}
st bien que la somme de toutes les équations venant des mailles © partageant
le sommet ~y; s’annule.

Pour i, tel que 724 = 7, nous notons

= = 0, l
¢] = (ZS’\/j = ¢z et g] = g’yj = Z Xi-
Yi=v;

Nous obtenons :

' ' 1 > ol o = / ’
7w 20 bae + o X (‘ /Fi,(n-inf)xﬁ(v)+/Fi,(n-v><ﬁ)x§,(7)> oy

60’t ,

Vb= TEl Ayl=n;
l//7l —
| > oTio)+ > CTy;(0) | &5 = D (Qxi)-
ili=; i1 1 =y = V=

(2.48)
Dans ces sommes, seul lindice j est fizé. Nous notons respectivement par
51,59, S3 et Sy ces quatre sommes. Nous avons pour la premiére somme

S1 =04 Z<£j’ X§,>¢?7l,'

ll
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FiGg. 2.11

Rk . / .
L’ensemble des valeurs de lindex I' correspond a tous les sommets %l- qui
sont connectés a vy; si bien que finalement

Sy =04y (&, &) b5

V5!

L’intégration sur les arétes peut étre séparée en trois parties (Fzg 2.11) :

- La premzere partie correspond aux indices I’ tels que ’yl ’y],’yll =
it TF = 3775
Dans ce cas, les triangles i et i’ ont Uaréte 757,/ en commun.
La seconde partie correspond aux indices ' tels que 7% = ’7]'7’7@;/,

! . . -/
vty v # 45750 et il ewiste un sommet v tel que Iy = Ay, Dans
ce cas, laréte 757, appartient & i mais pas a7’
P R . R / . 14
- La trqlzszeme partie correspond auz indices I tels que Y; = V5,V
v, Tt #7575 et il existe un sommet yjm tel que Iy = 37, .
Dans ce cas, laréte 7775 appartient & i' mais pas a i.
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Nous avons :

- L TR NN
So ~ %oy , Z ( [Y]—’Yﬂ(n Vxi)xi(v) + W(n VXZ) Z( )) ¢]

'Y/ =5t 7'Yl

(ou i et i sont les mailles avec les sommets communs v et vy incluant le cas v; = ;)

(@ - Vx)xi () + / (71 - VX (7)) b
’yj//’yj/

1
s
6oy, N
t“/.,=“/jwf=“fj 13"
(on i et i’ sont les mailles avec les sommets communs ~y;n et ;)
1 S VAV AW R A A4
t— > (—/Y_>(H~inf)xi(7)+ @ Vx)xe (V) | o5

60t , i1y 3 Y11 Y5
Vo= = 7 7

(ot i et i’ sont les mailles avec les sommets communs ~yjm et 7y;)

! .
Nous remarquons que Xt = 0 sur iy et xh =0 sur ;- Aussi, nous
avons finalement

1 = U Vi g "
Sy = — ( / i - Vi )xt(y) +/ (10 - VXl')Xl'/(W)> djr
6ot '7)7] o W o
'Y ’ ’YJ 777,
1 - y - 1 -
e Z / (7 - Vxi)xir (1) — 6ot > /—>(”2
7/ =75 771 ’Y] fY] Pyl; =75 ”Yl i fY] fY]
(2.49)

ot lindice © sur 7i; rappelle que 7i; est extérieur & la maille T;. Nous pouvons
identifier (V&;.VE;) dans cette somme. Pour j' fizé (j' # j), nous avons

<ﬁfjﬁ£]/> = /T ﬁﬁj.ﬁfj/dﬂf—l-/T 6@'.6@/(&'

on T; es’t la mazlle (vj, 757, v7) et Ty est la maille (vj,7v0,7;7). Nous avons,
pour yf = ; et 3} =y,

S T dy L N W /
/Ti V¢ Vjde = 5 </7W> (M. Vx)xidy+ [

(7. VX dy + /
! ! N ’yj’y]//

’yj/’yj//

-

VXN () b5

(ﬁi-ﬁXé)Xi',d'7>

/y T+ [ (S )y + (ﬁﬁxﬁ)xﬁd'y>-

’yj/’YjH ’y]’y]//

! ! !
Sur ¥;y;i, nous avons Xé = 0, sur 3;7;7, nous avons Xﬁ = Xé/ et sur Yy
nous avons Xé =0 donc

= = 1 — = ! - = !
/Ti Vg Vepde = 5 ([yﬁ(ni-vxﬁ)xéd’w BN GCAYGIY dw)

575 V55"
1 hd ! —d /
+ / (ﬁi-le')Xl'/d'7+/ (ﬁi-Vx-)le)-
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Fic. 2.12 -

FiG. 2.13

Dans cette somme les sommets ’yﬁ et ’yll-, correspondent au sommet 7, et
U U -/
les sommets vy; et y; au sommet j'.
De la méme maniére

— — 1 - ’
V¢ Vejde = < </ (7t VX)X dv+/ }(ﬁi’-vXé)Xé’d'V)
\/'1112., J J 2 ’y]’y] ’Yj/’Yj///

Ty VX xidy + (ﬁi/ﬁxl-i)xl-/dfy> .
[m; YT S o

en choisissant les triangles T; et Ty et les sommets %l. et %l: comme Sur
les figures (2.12) et (2.13), on retrouve dans Sy les termes correspondant aux
4 intégrales sur Yy soit :

95



Fic. 2.14 -

Fia. 2.15
1 / /
3 (7. VXt dy + / (VG )X dy
ViYg ViV
+ [ (i VX)X dy + /VZT)(W VX )xidy)
7’

De la méme facon (Fig.2.14), on retrouve le terme correspondant 5 / (ﬁi.ﬁxé,)xédv
ViV

1 - /
ainsi que (Fig.2.15) le terme correspondant a 5/ (7. VXXt dy.
’yj/’yj//

En notant que niy = —1; sur y;7;i, nous obtenons :
1 oo
Sy = > (V& V&)
30 >
J
La somme S3 contient des termes de coin. Nous allons montrer que
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CTHO)+ Y. OTh(0) =0,
il/vlllv’YE:;:'Yj

ce qui entraine que

S CTl0) + 3 CT;,H(0) = 0.

. I . . . "
ilyi=n; WLV =0 =

Nous allons montrer que chaque aréte ayant comme sommet A intervient
deuz fois dans cette somme par des termes opposés si bien que S3 est nulle.
Pour cela, nous choisissons pour le triangle i, le triangle ABC' et nous choi-
sissons | tel que le sommet v! correspond au sommet A (Fig .2.9). Nous
devons envisager plusieurs cas :

Aréte appartenant au triangle ABC

Prenons Uaréte AC, elle intervient dans le terme C’Til’l(&?) équivalent

au terme d’ordre € donné par l’expression (2.33) par :

CT}(0) ~ F(AC, AB).

Elle intervient dans le terme C’Ti{’il,/(e) équivalent au terme d’ordre €

donné par lexpression (2.42), avec le triangle i’ égal au triangle ACD

et I' correspondant au sommet A par :

CT}, (0) ~ —F(AC, AB).

La somme de ces deux termes s’annule. Il en est de méme pour les

deux termes correspondant a laréte AB.

Aréte n’appartenant pas au triangle ABC

Soit AE cette aréte

Cette aréte intervient dans le terme C’Til’il,l(O) donné par l’expression

(2.45), avec le triangle i' égal au triangle 'ADE et ' correspondant au

sommet A, en remplag¢ant E par D et E par F dans(2.45), on obtient :
CTM(0) ~ —F(AE, AC) + F(AE, AB).

i

/
Cette aréte intervient également dans le terme C’Til’il, (0) avec le triangle

i égal au triangle AEF et I' correspondant au sommet A. Grace a

(2.45), on obtient :

CT} (0) ~ F(AE,AC) — F(AE, AB)

donc, la somme des deuz termes s’annule.
Finalement, nous avons immédiatement Sy = (Q, &;) et ®° satisfait (2.27)

B 1 L.
oa Y (&5, &b + 30 D (VEVEN by = (Q.&)).

J' J'

Comme @° = ®° + O(£?), ceci prouve la proposition 4.
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2.3.3 Conditions aux limites pour la méthode SIMC linéaire

Jusque 14, nous avons considéré des conditions aux limites de flux en-
trant nul. Nous devrions maintenant étendre les résultats précédents a des
conditions aux limites de flux entrants non nuls. En fait, il n’est pas possible
de faire une analyse compléte et nous avons obtenu seulement des résultats
partiels. Nous détaillons maintenant ces résultats.

Etude en géométrie 1D

Le systéme (2.28) devient

LU Tay &Ll N
D07 = (1= e Ne = Qi) + G, (250)
3,0

ou Cf’l = ((% — £0a)U5, X et uS(z,p), (x € (0,L),u € (—1,1)) est la
solution de
Ot
Oz ug + zu‘g =0,

g (0, 1) = g(0, ), 1 > 0, (2.51)
up (L, p) = g(L, p), p < 0.
Nous pouvons supposer sans perte de généralité que g(L,u) = 0 et nous

concentrer sur la condition aux limites en z = 0. Comme uj décroit expo-
nentiellement & Uintérieur de (0, L), nous voyons immédiatement que C’f’l est
négligeable partout sauf pour i = 0, [ = 1,2 (premier et second sommet de
la premiére maille). Supposons le maillage uniforme, dans la premiére maille
(xo =0, 1 = h), nous avons

ui (@, 1) = g(0, e~ Lyso. (2.52)

En intégrant (2.51) par parties et en utilisant (2.52), on obtient

Ot

1
iy = [ [ dendi e i)

1 h
:—l/uwmemmm—%mwmwm+§Adwm%A(mﬁ%m

2
1 ot
= / 19(0, 1) dpixp (0) + /0 1#29(0, 1) Duxpdp + Oe™=).

(—

€
20’t
Nous avons x3(0) = 1,x2(0) = 0,0, x4 = —1/h, Omxg = 1/h, donc

cg! 1/ 9(0, )

T2
= 2hos /ugOM)d

Nous allons maintenant écrire les équations provenant de ’analyse asymp-

u 9(0, w)dp,

2h
C'0

totique du schéma numérique avec des conditions aux limites inhomogénes.
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Nous appliquons directement les résultats de la section précédente et nous
notons simplement par qﬁé le terme dominant dans le développement de (b;:’l
A Tordre le plus bas en e, I'équation (2.47) pour le sommet 0 sur la frontiére
devient

1, 1/
~¢6— = | ng(0, w)du =0, (2.53)
AL A

ce qui donne q% A Dordre g, la contribution du degré de liberté X(% corres-
pondant au sommet x; = h & I’équation (2.48) est égale pour le membre de
gauche a :

h h
ou <¢3 /0 N (@)dz + o) /0 x%(x)xé(w)dw> + 6%‘t<axx%x3<h> + 0uxx (1)}

1
+6—Jt<axx%x3<h> + o XgXT ()T

et pour le second membre a :

/QXO dx+—/u90u

En utilisant les valeurs des fonctions de base dans la premiére maille, cela
donne pour le membre de gauche :

( 9+ %) (201 - ) (2.54)

La contribution du degré de liberté y1 correspondant au sommet 1 = h
au membre de gauche de 'équation (2.48) est égale a :

1 2h 1 1 2 2h 1 2 1 1.1 1.1 1
ou (0 [ @ @de+ 6t [ xd@ni@de ) + o @adabn) + i)l

1
+6—Jt<axx%x3<h> + O xixi(h) %

1
+6—Jt<axx%x§<h> + 9o xax1(h) b3

et pour le second membre :

i Qxl (x)da
soit pour le membre de gauche :
h h 1
Ta (gﬁb% + EQS%) 6o ——(—¢g + 265 — ¢3) (2.55)

En additionnant (2.54) et (2.55) pour le membre de gauche et les seconds
membres correspondants avec ¢1 = ¢F = @1, dg = ¢} et da = ¢, nous
obtenons finalement

< b1+ = (¢0+¢2))

_ 2h
G (191-20-d0) = | Qa(a dx+—/ 329(0, ) dp.
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_ 1 3

En utilisant (2.53) et en notant ¢§"*" = / (1 + §,u2)g(0,,u)d,u, nous obte-
0

nons

2h - h - h “Jexact 1 2 4 Jexacty __
Uazg gLt gdet 6%1 ) + 3h0t(2¢1 g2 — ¢5""") =
; Q&1 (z)dx —

3
(1= 51%)9(0; p)dp.
0

ho,

6

— Si 0, = 0, nous obtenons une discrétisation correcte de I’équation de
diffusion avec la condition aux limites de Dirichlet

o = /Ol(u + g/f)g(O,u)du ~ /01 ?MH(N)Q(OM)C%

ou H(u) est la fonction de Chandrasekhar.
— If o0, # 0, nous obtenons la condition aux limites exacte dans le cas ou

1
g est isotrope car alors, / (n— g,uZ)g(O,,u)d,u = 0.
0

Cas multidimensionnel

Dans le cas le plus simple ou le flux entrant est isotrope et g continue et
linéaire par morceaux sur la frontiére, nous obtenons la condition de Dirichlet
correcte.

Dans le cas général (soit un flux entrant non isotrope), il ne semble pas
possible d’établir un résultat général.

2.3.4 Choix des fonctions de base

Dans cette analyse asymptotique, nous avons vu que la solution est conti-
nue dans la limite diffusion. Nous pourrions donc utiliser des fonctions li-
néaires continues comme fonctions de base au lieu de fonctions linéaires dis-
continues et nous obtiendrions le méme résultat. Le bénéfice en serait un plus
petit systéme linéaire & résoudre et donc un cott réduit. Cependant, dans le
cas général, il n’y a aucune raison de supposer la continuité de la solution et
des fonctions de base discontinues sont mieux appropriées comme dans les
méthodes de transport déterministes.

2.4 Meéthode hybride SIMC

Nous avons prouvé que la méthode linéaire SIMC vérifie la limite diffu-
sion, mais pratiquement un calcul précis des éléments de la matrice

mi”lz, =—(1- 62%)%’72, + 2 < Xé,xéi > demande un nombre prohibitif
de particules dans les mailles diffusives.

Par exemple, en plan infini, mil’i1 le coefficient diagonal de I’équation (2.9)

correspondant & i’ =4, I’ = 1 est la différence de :
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Ot 11, Az(i)o C 90ay 11 1 Ax(i) o
/iexixid:E_ 3 € et (1-¢ Ut)ai,i - 4+ 3 (6 €0q), ce
I Ax(i
qui donne mz.l”z.l = 1 + Z(l) -

Cette quantité est la différence de deux trés grands nombres d’ordre e !

qui doivent étre évalués de fagon précise au premier ordre en €. C’est pourquoi
un nombre prohibitif de particules est requis.

Nous préférons calculer de fagon déterministe les coefficients de la matrice
provenant de 1’émission-absorption des particules.

Pour une maille diffusive ¢ entourée de mailles diffusives ¢ — 1 et 7 + 1,
nous n’émettons pas de particules mais remplacons les termes provenant de
I’émission-absorption de ces particules par leur développement au premier
ordre en €. Ainsi nous fixons :

12 Az(i) 21 Az(d)
1,1 Az (i 2,2 Az (i
m =+ S5, mi? =+ S5,
171 — € 272 — €
M1 = ~oiAa(i=T) Mii—1 = ~6oiAa(d)
1,1 _ € 2,1 _ 1 € €
M1 = " 60t Az(i) Miit1 = —1 + 60t Az (i) + 60t Az(i+1)
mi? =l e e i —
1,i—1 4 7 60tAx(i) 60t Az(i—1) ,i+1 60t Ax(i+1)

Pour une maille diffusive ¢ adjacente & une maille transparente i + 1, nous
n’avons plus le droit de remplacer les coefficients Miﬁrl, Mi{ﬁrl, Mfﬁrl par
leur expression analytique car les particules provenant de la maille ¢ vers la
maille 7 + 1 ne sont plus complétement absorbées dans la maille 7 4 1.

Au lieu de cela, nous calculons analytiquement au premier ordre en €
lintensité angulaire u(x; /2, ) pour p >0, on a u(z, u) = u§’2<1>22 + u‘f’l@}

et S @iy ) =
¢ A.’L’(Z) !

pour z € T; et comme uf’2($i+1/2,u) =
5

a_t#(i) grace a (2.30), on obtient :

ep 2 CH 1
; =(1-— 7)) + —9;.
u(l‘H—l/Qnu) ( atAa;(z)) it atAa;(z) i
A partir de cette expression, nous en déduisons le demi-flux de la maille ¢
vers la maille ¢ 4+ 1 :

1 /1 1
Fiiv1 = 5/0 pdpu(Tiy1 2, 1) = Z(le(l’o)q’z‘l + X7 (20)®7),
avec To = Tip1p — A et A= -—.

t

Ce demi-flux peut étre trés simplement simulé avec la méthode parti-
culaire. Nous émettons Fj ;1 particules a la fronfiere z;, /5 pour p > 0.
leur direction suit la loi de Lambert et leur lieu de naissance utilisé pour
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déterminer leur poids est fixé a xg, une longueur d’extrapolation A avant la
frontiére.

En géométrie 2D, nous avons calculé les termes de la matrice mi 'j corres-
pondant au couplage entre les mailles diffusives. Les termes de coin couplant
les mailles diffusives peuvent étre négligés puisqu’ils n’apparaissent pas dans
le schéma aux éléments finis linéaires continus obtenu lorsque € tend vers 0.

Pour M € F?, Qi > 0, 7 le vecteur normal extérieur a Fél pour la

maille 7 :
=3

w(M, ) = 3T (AM) — e (M — Q) — (- V) —(1 - e Fl))al.
=1

Aussi, au premier ordre en € :

Fiy = d ZMA(I)—— / / (i) Flink (M =63, )DL
4/ SZX Z if Qn>0 e ( i)

Le premier terme provient de l'intégration en angle (aprés multiplication

1=3
1 = -
par — (- 1)) de Z(Xi(M) —(Q- Vxé)i), le second de l'intégration en
4m = Ot
angle de Z —e < link (M — Q).
=1

Le second terme (terme de coin) du premier ordre en € peut étre échan-
tillonné en Monte-Carlo en émettant des particules de poids négatif par la
méme technique que celle que nous utiliserons dans le chapitre 3.

Les principales caractéristiques de la méthode hybride SIMC peuvent
étre résumeées ainsi :

— Nous n’émettons pas de particules dans les mailles diffusives sauf a
leurs frontiéres avec les mailles transparentes ot des particules sont
émises mais en positionnant leur lieu de naissance pour déterminer
leur poids a une longueur d’extrapolation avant la frontiére.

Nous remplacons les termes des colonnes de la matrice correspondant
a I’émission-absorption de ces particules par leur développement au
premier ordre en e.

— Les particules émises sont suivies dans tout le domaine donc également
dans les mailles diffusives.

— Le critére pour décider si une maille est diffusive est basé sur sa pro-
fondeur optique o;Az. Le développement des coefficients au premier
ordre en € est licite seulement si la profondeur optique est suffisamment
grande. Si un milieu diffusif est maillé avec des mailles de l'ordre du
libre-parcours, les mailles ne doivent pas étre supposées diffusives dans
la méthode hybride.
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2.5 Reésultats numériques

2.5.1 Test de I’epsilon probléme

Nous commencons par confirmer les résultats théoriques présentés dans
la section précédente. Nous considérons le probléme purement diffusif suivant

o 1. 1
¢ +out =i e 2 € (0,10), p e (1,1),

x
u®(0,u) = Opour x> 0; uf(10, ) = Opour u < 0.

(2.56)

Lorsque € tend vers zero, nous savons que @° tend vers la solution U de
I’'équation de diffusion :

LU
3de2 (2.57)
U(0) =0;U(10) = 0.

soit U(z) = 15z — 322,

D’abord, nous comparons les solutions pour la méthode SIMC linéaire et
constante avec la solution exacte de I’équation de diffusion en géométrie 1D.
Le maillage est composé de 100 mailles de largeur Az = 0.1. Nous fixons
e a 0.01 si bien que la profondeur optique (nombre de libre-parcours dans
la maille) est 10 donc assez grande pour que les résultats théoriques s’ap-
pliquent.

Sur la figure 2.16, nous représentons la solution pour la méthode SIMC
constante, la solution de I’équation de diffusion (3.13) et la solution de I’équa-
tion de diffusion incorrecte qui est la limite de la solution de la méthode SIMC
constante en milieu diffusif :

d2ve 4e

di? Az (2.58)
V(0) = 0; V(10) = 0.

Az
Tant que — est assez grand, nous observons que la solution de la méthode

SIMC constante est beaucoup plus proche de V& que de U : ceci confirme les
résultats théoriques.

Sur la figure 2.17, nous représentons la solution de la méthode SIMC linéaire
et U : I'accord entre celle-ci et U est correct mais des fluctuations appa-
raissent malgré le grand nombre (500000) de particules émises dans chaque
maille pour ce calcul. Cela est di a la difficulté de calculer les coefficients
de la matrice de fagon précise avec un tirage aléatoire. En faisant I'analyse
asymptotique, nous avons vu que le schéma de diffusion apparait a I’ordre ¢ et
que les termes d’ordre e 7! et € s’annulent. Dans la simulation Monte-Carlo,
ces termes ne peuvent pas s’annuler exactement et il reste des fluctuations
qui doivent étre d’un ordre €™ avec n > 1 pour obtenir la solution de dif-
fusion. Ces fluctuations pourraient étre réduites en améliorant le tirage des
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Fia. 2.16  Solution de la méthode SIMC constante, solution de la bonne
équation de la limite diffusion, solution de I’équation incorrecte de la limite
diffusion

particules, par exemple lorsqu’on tire une particule, on peut prendre éga-
lement sa jumelle avec la direction opposée, on peut réduire ’espace des
phases en choisissant des directions discrétes permettant d’obtenir la limite

1
diffusion (en 1D, p = +—=). Mais pour des problémes trés diffusifs, cela

V3

Nous verrons au chapitre suivant qu’il existe un autre moyen de réduire
le cotit de la méthode SIMC linéaire. Cette méthode revient & ne pas simuler

reste insuffisant.

les termes d’ordre €' qui, nous l'avons vu, doivent étre évalués de facon
précise au premier ordre en €, mais a échantillonner directement la différence
entre le terme d’émission et d’absorption soit les termes m;’il,’l, qui sont au
plus d’ordre 0 en e.

Quoique le probléme soit monodimensionnel, nous pouvons le résoudre
sur un maillage triangulaire bidimensionnel (z,y) € (0,10) x (0, k) avec des
conditions aux limites de symétrie pour y = 0 et y = h. Nous avons pris
h = Ax si bien que le rapport d’aspect de chaque triangle est d’ordre 1.
Les résultats sont montrés sur la figure 2.18. Comme D’avait prévu ’analyse
théorique, les résultats de la méthode SIMC constante sont faux tandis que
ceux de la méthode SIMC linéaire sont corrects. Nous observons cependant
de plus larges fluctuations qu’en géométrie monodimensionnelle.

64



40 T T T T T N T T ”T
linear_random_SIMC" ~ +
ikt xact_solutiol
sttty Exact_solu
+++*+ ¥
Br 1

0+ ¥ % 1

s} & 3 1

B * 9

o ¢ 1

Fi1G. 2.17 — Solution de la méthode SIMC linéaire et solution de 1’équation
de la limite diffusion
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Fi1aG. 2.18 — Solutions de la méthode SIMC linéaire , SIMC constante sur un
maillage bidimensionnel, solution de I’équation de la limite diffusion
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2.5.2 Test de Larsen

Ce probléme est présenté dans [44]. Nous résolvons :

0
Na—z 4+ ou = ogl, x € (07 11)7 IS (_17 1)’
U(O,,Uz) _ 1p011r 1 > 0’ U(ll,ﬂ) = Opour 1% < 0, (259)
Ut:27 0-8:070§x<1’

oy =100, 0, =100, 1 < x < 11.

La premiére région 0 < x < 1 est purement absorbante avec un coefficient
d’absorption modéré tandis que la seconde région 1 < x < 11 est purement
diffusive avec un coefficient de diffusion grand. Donc les particules provenant
de la frontiére gauche ne subissent aucune diffusion dans la premiére région
x € (0,1) et leur distribution angulaire devient anisotrope a l'interface x = 1.
Une couche limite apparait a l'interface entre les deux régions. Il n’y a pas
de solution analytique simple & ce probléme aussi nous avons pris comme
référence, la solution donnée par un calcul DSN S16 sur un maillage trés fin.
La figure 2.19 compare la solution de référence avec la solution donnée par la
méthode linéaire SIMC, la méthode constante SIMC et la méthode hybride
SIMC sur un maillage grossier (10 mailles de taille Az = 0.1 pour 0 < z < 1
et 10 mailles de taille Az = 1 pour 1 < z < 11).

Les résultats montrent que la méthode linéaire SIMC est trés précise en
présence d’une couche limite non résolue sauf dans la premiére maille du
milieu diffusif.

L’écart dans la premiére maille du milieu diffusif est da au fait que la
valeur du flux a gauche est fol 2pu(p)dp ot u(p) est intensité incidente mais
cela n’altére pas la solution & l'intérieur puisque la condition aux limites
effective pour I'équation de diffusion associée est fol (1 + 3p2)u(p)dp soit la
forme pondérée précise de l'intensité incidente.

Le résultat de la méthode hybride est en accord avec celui de la méthode
linéaire SIMC ce qui est conforme au fait que les deux méthodes sont iden-
tiques si le nombre de particules est assez grand. Le résultat de la méthode
constante SIMC n’est pas aussi précis. Ceci n’est pas surprenant car nous
avons trouvé que ’anisotropie de I'intensité incidente dans le domaine diffusif
n’est pas prise en compte avec cette méthode. Avec cette méthode, le cou-
rant incident (fol pu(p)dp) dans le milieu diffusif détermine complétement la
valeur de @ a l'intérieur du milieu.

2.5.3 Problémes avec un flux incident non isotrope

Nous résolvons :

B
“a_u +100u = 100a, « € (0,1), p € (~1,1),

. (2.60)
u(0, 1) = g(p) pour pu > 0; u(l, n) = Opour p < 0.

La condition aux limites a gauche p +— g(u) est un flux incident anisotrope :
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Fia. 2.19 Comparaison entre les solutions des méthodes SIMC linéaire,
constante, hybride et la solution de référence

dans le premier cas, c’est une intensité presque normale :

gi(p) =6(p—1),

dans le second cas, elle est presque rasante.

g1(p) = 6(p — 1/100).
1
Dans les deux cas, g;(¢) est normalisée pour que / wgr(p)dp = 0.5 reste
constante. Avec ces deux cas, nous voulons vérifier n(g)tre analyse de la condi-
tion aux limites dans un milieu diffusif pour la méthode linéaire SIMC et la
méthode constante SIMC :
La méthode linéaire SIMC donne une condition aux limites trés précise

1 3
méme si la couche limite n’est pas résolue ®(0) = / (n+ §,u2)gl(,u)d,u.
0

La méthode constante SIMC n’est précise que si le milieu est maillé
a I’échelle du libre-parcours. Si la couche limite n’est pas résolue, la

1
condition aux limites est ®(0) = / 2ug(p)dp soit ®(0) = 1.
0
Nous comparons les résultats SIMC obtenus sur un maillage grossier
(10 mailles entre 0 et 1, profondeur optique égale a 10 par maille) avec
la solution de référence donnée par la solution de 1’équation de diffusion
asymptotique : c’est une fonction linéaire qui vaut y =0 en x = 1 et y =

13
%,uH(,u)g(O,,u)d,u en z = 0 (ce qui donne approximativement les va-

leurs y =1.25 pour le cas de l'intensité presque normale et y =0.5075 pour
le cas de l'intensité presque rasante).
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Fi1aG. 2.20 — Probléme avec I'intensité presque normale, comparaison entre les
solutions SIMC (linéaire et constante) et la solution asymptotique
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Fi1aG. 2.21 — Probléme avec l'intensité presque rasante, comparaison entre les
solutions SIMC (linéaire et constante) et la solution asymptotique
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2.5.4 Analyse de ’erreur

Nous voulons maintenant discuter des avantages de la méthode linéaire
SIMC par rapport a la méthode constante SIMC dans un milieu transparent.
Dans ce cas éloigné de la limite diffusion, la méthode constante SIMC est
simplement moins précise que la méthode linéaire SIMC ce qui est di a
la représentation constante par morceaux de la solution. Nous étudions la
convergence de la méthode sur un probléme non diffusif quand la taille du
maillage tend vers zero.

Nous résolvons

,u% +ou =050+ Q(x), z € (0,1), pe(—1,1),

(0, ) = Opour p > 0; u(l,u) = 0pour u < 0,

oy =14, 0= 4,0 < 2 < 0.5, (2.61)
op=1,0=1,05 <z <1,

Q(z) = 10pour x € (0.4,0.6).

Le probléme est résolu sur un maillage bidimensionnel avec des conditions
de symétrie pour y = 0 et y = Az. La taille du maillage Ax varie de 0.1
a 0.0125. A chaque fois que la taille du maillage est divisée par deux, nous
multiplions par 4 le nombre de particules suivies pour maintenir 'erreur die
aux fluctuations Monte-Carlo & un niveau plus bas que erreur die a la dis-
crétisation spatiale (le nombre de particules est fixé & 107 pour Az = 0.1). La
solution de référence est donnée par un calcul DSN sur un maillage trés fin.

Sur la figure 2.22, nous comparons les solutions SIMC linéaire et constante
sur le maillage le plus grossier avec la solution de référence.

Nous représentons maintenant l'erreur L; entre la solution SIMC et la so-

lution de référence en fonction de la taille du maillage (Fig.2.23). Nous ob-
servons que l'erreur tend vers zéro quand la taille du maillage tend vers
zéro et qu’elle est plus petite pour la méthode linéaire que pour la méthode
constante. Nous ne pouvons pas conclure sur I'ordre de la méthode & partir
de ce seul exemple. Il semble pourtant que la méthode SIMC constante soit
d’ordre 1 en fonction de la taille du maillage.
Le cotit supplémentaire en temps CPU dia a la méthode SIMC linéaire par
rapport a la méthode SIMC constante est modéré. En fait, la plus grande
partie du temps est passée dans la poursuite des particules qui est pratique-
ment le méme dans les deux méthodes : dans la méthode constante, chaque
particule a un seul poids symbolique alors que dans la méthode linéaire, elle
représente 2,3 ou 4 poids (suivant la dimension de 'espace et le nombre de
degrés de liberté dans chaque maille).
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Chapitre 3

Formulation différentielle

Une nouvelle forme de 1’équation de transport des photons écrite en for-
mulation différentielle (difference formulation) a été introduite dans [13].
C’est I’équation vérifiée par la différence entre 'intensité radiative et la fonc-
tion d’équilibre de Planck. Les auteurs de [13| [14] discrétisent cette équation
en 1D par la méthode SIMC constante et linéaire. Leurs tests numériques
montrent que cette méthode améliore la statistique par rapport a la méthode
standard dans les milieux diffusifs. Comme il était attendu, ils obtiennent
les mémes résultats qu’avec la méthode standard.

En discrétisant I’équation écrite en formulation différentielle par la mé-
thode SIMC linéaire qui posséde la limite diffusion, on peut espérer améliorer
la statistique de cette méthode qui sans cela demande un nombre de parti-
cules prohibitif en milieu diffusif. C’est ce que nous avons voulu vérifier dans
le cas de notre équation modeéle.

3.1 Meéthode SIMC linéaire avec la formulation dif-
férentielle

Soit Df = uﬁ — Xé sur T; et Df = uﬁ sur D — T;. Df est une fonction
discontinue car u! solution de (2.8) est continue et x! est discontinue, D!
vérifie au sens des distributions :

G.VD! 4 oDl — (3 S
On a, toujours au sens des distributions,
—Q-Vxl=—(Q- ﬁxé)T;m + (- A)xlo(z eTy)

avec T/ = T; — T'; car la dérivée d’une fonction discontinue fait apparaitre
des masses de Dirac sur les faces.
Donc D} vérifie :
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Q- VD! + 0yDt = —(Q - V) pine + (Q - 7)xL6(z € Ty).

Deux termes composent la source :

—(Q'ﬁx,li)Tiint correspond & une émission en volume et (Q-7)xid(x € T;)
& ’émission sur les bras en loi de Lambert. L’intégrale en angle des deux
composantes du terme source étant nulle, il est important d’échantillonner
par paire de particules de directions opposées ces termes pour vérifier au
niveau discret cette propriété.

Remarque : Dans le cas SIMC constant, la composante (Q-ﬁxé)ﬂm dans
le terme source est nulle car x; = Iz, donc on a uniquement la comzposante
(Q-7)d(x € T;) qui correspond & une émission par bras.

3.2 Implémentation numérique

Nous avons vu que la solution ui de :

Q- ﬁziﬁ + Jtuﬁ = atxi,q (3.1)
ub(2,Q) =0, €Ty, Q-7 <0.
peut s’écrire
— dans le triangle T;
l S l l S
UZ(LL‘,Q) :Xz—{_Dz(x’Q)’ (32)

avec D (z,Q) = v} + w! on v} est solution de I'équation de transport

Qﬁvﬁ + ol =0, (3.3)
vz, Q) = —xk(x), z €Ty, Qi <0. '
et wl est solution de 1'équation de transport :
QY@ + opwt = —Q.Vy, (3.4)
wh(z,Q) =0, z eIy, Qi <O0. '

Au lieu de calculer oy (b, x') — o4 (x!, xV') en simulant équation (3.1),
nous allons simuler en Monte-Carlo les équations (3.3) et (3.4). En
effet :

onliif, i) — o) = o Dh ). (3.5)
Ainsi cette différence qui est d’ordre 1 par rapport a € en milieu diffusif
alors que les deux termes pris séparément sont d’ordre %, se simule non
plus en échantillonnant un terme source d’ordre % comme dans 1’équa-
tion (3.1) mais des termes de bord d’ordre 0 comme dans ’équation
(3.3) ou un terme source d’ordre 0 comme dans ’équation (3.4).
Nous pouvons simuler en Monte-Carlo ces deux équations de la maniére
suivante :
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Equation (3.3)

Sur chaque bras (face en 3D) I'; de la maille T;, on émet en loi de
Lambert en direction, de facon uniforme en espace, P, particules
entrantes dans 7; dont le poids total est égal a 'opposé du quart de
la mesure de la face I';. A chaque particule p est associé un poids
wp(0) = —4—}Dbl(Fi). En fait, chaque particule représente Ly particules
(Ly est le nombre de points du bras (face) b donc Ly, = 1,2, 3 suivant
qu’on est en 1D, 2D, 3D) dont les poids sont wé(O) = wp(0)x (2,(0)).
On calcule I'absorption comme dans la méthode classique :

by
al’l.l, = at —i—wp/ atxéj (xp(s))e tds,
0

i i,/

mais il n’y a plus & estimer I’émission. Noter que toutes ces particules
ont un poids négatif, donc le terme d’absorption correspondant a ces
particules est négatif.

Equation (3.4)

Le terme source est échantillonné avec P particules dans chaque
maille, leur direction Qp est choisie uniforme sur Sy et leur lieu de
naissance z,(0) uniforme sur 7;. On émet toujours une particule avec
celle ayant la direction opposée, ainsi on est siir qu’au niveau discret,
la somme des poids associés a un degré de liberté [ est nulle. A chaque

particule p est associé un poids wy(0) = FVZ ou V; est le volume de

T;. En fait, chaque particule représente L particules dont les poids
sont wh(0) = —Q- V) (2,(0)), donc pour une direction  donnée, le
poids total de ces particules est nul. On calcule 'absorption de ces
particules comme dans la méthode standard.

— dans le triangle T}, ou les mailles T; et Tj ont une aréte commune

Di(z, Q) = ui(z,9) = T, s (Q)ui(Q) (3.6)
ol T“/(S_i) est Popérateur qui appliqué a une fonction g définie sur

A 1 . . » .
I'aréte I'; associe la solution exacte h de I'équation :

{QVh+mh:Q (3.7)

h(az,ﬁ) =g, x € F%I, 0.7 < 0.
Comme ul(z, Q) = xi(x) + D!, on doit donc résoudre :

QO.Vh+oh =0,
h(z, Q) = xi(z) + D!, z e TV, Q.it < 0.

La solution Dﬁ sur Ty est donc hy + hgo avec h; solution de :

{ Q.Vhi + oth1 =0, (3-9)

hl(x,ﬁ) = xk(x), z € I‘;:/, Q.71 < 0,

73



et hg solution de :

{ Q.Vhy + othy = 0, (3.10)

ho(z,Q) = D!, z e T, Q. < 0.

La solution de (3.10) est égale a ﬂﬂ/(ﬁ)(Df) Elle est simulée en conti-
nuant a suivre les particules émises dans T;. La solution de (3.9) est
simulée en émettant des particules sortantes de T; sur chaque bras de
T;. Sur chaque bras de la maille T}, on émet en loi de Lambert en direc-
tion, de facon uniforme en espace, P, particules sortantes dont le poids
total est égal au quart de la mesure de I';. A chaque particule p est

associé un poids wy(0) I[(T;). En fait, chaque particule représente

4P,
Ly particules dont les poids sont w)(0) = w,(0)x!(x,(0)).

Dans cette méthode, on doit émettre des particules a la fois en volume par

maille et sur les bras. Pour 1’émission sur un bras I', ayant 2 mailles voisines

T, et Ty, on émet en tout 4 particules pour un lieu de naissance donné :

une particule de direction Q allant dans le sens T, — Ty avec comme maille

de naissance T, et comme poids (positif) (T'y), une particule jumelle

—I
4P,
qui a la méme trajectographie donc qu’on peut traiter en méme temps que
la premiére, avec comme maille de naissance T et comme poids (négatif)
1 ~
_@l(rb) et les deux particules correspondantes de direction —{2 soit une
b

particule allant dans le sens T;; — T, avec comme maille de naissance Ty et

comme poids (positif) (T'p)ainsi que sa jumelle avec comme maille de

—
4P,

1
naissance T, et comme poids (négatif) —ﬁl(Fb). Ainsi, au niveau discret,
b

la somme des poids des particules émises sur un bras est nulle.

3.3 Tests numériques

3.3.1 Test de I’epsilon probléme, comparaison des formula-
tions différentielle et standard

Maillage de Delaunay

Nous considérons le probléme purement diffusif suivant

2L
St
™ =

<
m

: 1@ + ¢, (z,y) €(0,1) x (0,1),
us((0,y),9) =0,
uw((Ly), 1) =0, e . (3.11)
u®((x,0),Q) = u®((z,0),Q"), Q" = Q — 27(Q - 77),
uf ((2,1), Q) = ue((,1),97), @ = Q — 27(Q - )
pourﬁ -1 <0

74



S
KIS

>
20

PAVAVAVAVAVAVA)
NN
AP
SRR AR
Ry

vl

;1
o
K
5
4
X7
%

<l

L1

s

VY.
N
O
S
Davl
AVAN

R
VAV
Al

5
zv
X

K
5
K
o
Vf
7

V4

VA
VAVA
20

<
QK]
v‘%

AN

vl
%V
s

>
Ay

VAV
N
N
AV‘
[
)
s
4 “
>
4
vay
K]

NN

YAV
55
S
X
AVA
o
VA
\/

4

Ve
g
s
VA
NVAV

08

;7
K/

VAV
X
R
RIRUS
sy
v
A
w
§4'§ ©

S
\/
§A
o
X

=
%
<
>
)
VAV
BVAYSY
%
0
Ve
X
;V
0
5

Kl

)
5
¥,
\7
;zb
P

5
K\
%
[
™
WA,
N
X5
<N
&0
=
AN
X
<]
N

VAN
o
)
K
3
i
.
va¥l
Y
e
ﬂ?
5
Kt
RK

VAN
WK
%
K
%V
5
£
£
g
K]

06

o
v
74
s
]
i
N
N
Y
5
v
N/
NA
N/
N
N/
AVAY
Y
VaY)
K
N
N
X
S
Y
)

N
Vi
AN
X
<K
SO
QA
S
<K
XX
K]
R

>
>
E
N
AV
N
v

O\

N
v Y
il

J

<\

3
N\
KN
N
R
£
%
/N
X
V)
\/

55
IVavy
Y%
2
A
%
K
I
§
IN%
K]
N
<Vl

PRI
K
N/

K
B avavaved

\VAY
1t
5
Yav4
va)
X
Y

RS
X
g

AV
v
%

AV
év
o
\/\

AVAVAY
% AVAVAY

VAVAY
N
AV

vl
NV
% TN % VAV YAY
AVAXAVA RO 47‘4VAVAVAVA“V ﬁﬁ%ﬁg
4

N
aS
Vi

R

'A%‘
N
Y
X
WAYAY
oy
év
7
X VAY

\VAVA

D
%
N
VAN
K/
A
7

2
5
g
4

0.2

Y

"
o
:

L1 <na>vyvaihi§¢ﬁwmv

SRR
VAVAVOS "IN aTA G NPV,
O RORERKIAA R
Xl VAVAVAYAY

Y
L
N

06
N
IOk

N

0%
VAN
AV

e YAVA
<§u
P,

X
2K

Yavi
SO
<]

5

%
INEKIK KKK XX
DR

04 0.6 08

i
vaV
v

o
=]
o
N

FiGg. 3.1 Maillage de Delaunay

Lorsque € tend vers zero, nous savons que u° tend vers la solution U mono-
dimensionnelle de I’équation de diffusion :

LU
3de2 7 (3.12)
U0) = 0;U(1) = 0.

soit U(z) = 3(z — 2?).

Nous maillons le carré (0,1) x (0,1) en triangles avec un maillage de
Delaunay composé de 2462 triangles (Fig.3.1), nous prenons ¢ = 0.001 pour
avoir 1000 libre parcours par coté du carré, les mailles étant suffisamment
diffusives pour que notre solution soit comparable a la solution asymptotique.

Nous comparons quatre cas :

— cas 1 : clepsdel

Formulation standard, SIMC constante,
nombre de particules par maille = 10000,
cas 2 : c2epsdel
Formulation standard, SIMC linéaire,
nombre de particules par maille = 10000,
— cas 3 : c3epsdel
Formulation différentielle, SIMC constante,
nombre de particules par bras = 100,
— cas 4 : cdepsdel
Formulation différentielle, SIMC linéaire.
nombre de particules par bras = 100,
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Fia. 3.2 Comparaison SIMC linéaire et constante avec les deux formula-
tions ; maillage de Delaunay

nombre de particules par maille = 100.

Comme nous le voyons sur la figure 3.2, le gain en réduction de variance
est manifeste entre la formulation standard et la formulation différentielle.
Bien qu’on ait multiplié le nombre de particules par un facteur 100, les
résultats dans le cas de la formulation standard restent trés bruités.

Premier maillage de Kershaw

Nous résolvons le méme probléme que précédemment mais sur un maillage
déformé (Fig. 3.3) du carré (0,9) x (0,9). Ce maillage, dit de Kershaw, est
souvent utilisé pour tester la précision des schémas de diffusion sur maillages
déformeés.

Lorsque € tend vers zero, nous savons que u° tend vers la solution U
monodimensionnelle de I’équation de diffusion :

1d*U

32— b (3.13)
U0) = 0; U(9) = 0.

soit U(z) = —32% 4+ 13.52.

Nous prenons ¢ = 0.01 pour avoir un milieu suffisamment diffusif (900
libre parcours par coté).
Nous comparons quatre cas :
cas 1 : clepsker

76



FiGg. 3.3 Premier maillage de Kershaw

Formulation standard, SIMC constante,

nombre de particules par maille = 5000,
— cas 2 : c2epsker

Formulation standard, SIMC linéaire,

nombre de particules par maille = 5000,
— cas 3 : c3epsker

Formulation différentielle, SIMC constante,

nombre de particules par bras = 5000,

cas 4 : cdepsker

Formulation différentielle, SIMC linéaire,

nombre de particules par bras = 5000,

nombre de particules par maille = 5000.

Comme précédemment, nous voyons sur la figure 3.4 le gain en réduction
de variance obtenu avec la formulation différentielle. Nous observons égale-
ment que la solution obtenue avec la méthode SIMC constante n’est pas la
solution approchée d’une quelconque équation de diffusion contrairement &
ce qu’on obtient en 1D sur un maillage régulier (Fig. 3.5). Par contre, la so-
lution obtenue avec la méthode SIMC linéaire est bien monodimensionnelle
(Fig. 3.6). Cependant, le maillage n’est pas assez fin pour obtenir un bon
accord avec la solution exacte. C’est pourquoi, nous avons refait ce calcul
sur un maillage deux fois plus fin (Fig. 3.7), donc avec quatre fois plus de
mailles.
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Fia. 3.4 Comparaison SIMC linéaire et constante avec les deux formula-
tions ; premier maillage de Kershaw

0.8

Fia. 3.5  Solution SIMC constante, formulation différentielle; premier
maillage de Kershaw
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Fic. 3.6 Solution SIMC linéaire, formulation différentielle; premier
maillage de Kershaw

F1G. 3.7 — Second maillage de Kershaw
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Fia. 3.8 Comparaison SIMC linéaire et constante avec les deux formula-
tions ; second maillage de Kershaw

Second maillage de Kershaw

— cas 1 : clepskef
Formulation standard, SIMC constante,
nombre de particules par maille = 5000,
cas 2 : c2epskef
Formulation standard, SIMC linéaire,
nombre de particules par maille = 5000,
— cas 3 : c3epskef
Formulation différentielle, SIMC constante,
nombre de particules par bras = 5000,
cas 4 : cdepskef
Formulation différentielle, SIMC linéaire,
nombre de particules par bras = 5000,
nombre de particules par maille = 5000.

On constate sur la figure 3.8 que la solution obtenue avec la méthode
SIMC linéaire est alors trés proche de la solution exacte. La solution SIMC
constante présente les mémes pathologies que sur le maillage précédent (Fig.3.9)
et la solution SIMC linéaire est monodimensionnelle (Fig.3.10).
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Fic. 3.9 Solution SIMC constante, formulation différentielle; second
maillage de Kershaw

Fic. 3.10 Solution SIMC linéaire, formulation différentielle; second
maillage de Kershaw
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Fia. 3.11 Comparaison SIMC linéaire formulation différentielle et éléments
finis P1; maillage de Delaunay

3.3.2 Test de I’epsilon probléme, comparaison de la méthode
SIMC linéaire et des éléments finis continus linéaires
P1

Gréce au faible bruit numeérique des solutions obtenues avec la formu-
lation différentielle en milieu diffusif, nous pouvons maintenant comparer
finement la solution SIMC linéaire avec celle obtenue par la méthode des
éléments finis continus linéaires P1 qui est théoriquement la limite diffusion
de notre schéma.

Maillage de Delaunay

Sur le maillage de Delaunay la solution éléments finis continus linéaires
P1 est pratiquement confondue avec la solution exacte. La solution SIMC
linéaire cdepsdel est trés proche de ces deux solutions mais reste distincte
(Fig. 3.11). Il faut diminuer la valeur de € et augmenter le nombre de par-
ticules pour rapprocher la solution SIMC linéaire des deux autres. C’est ce
que nous allons voir sur des exemples plus significatifs.

Maillage déformé

Nous résolvons le méme probléme que précédemment mais sur le maillage
déformé représenté sur la figure 3.12.

Lorsque € tend vers zero, nous savons que u° tend vers

U(z) = —%:172 + 13.52. Mais le maillage est ici trés grossier et déformé
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FiGg. 3.12 maillage déformé

si bien que la solution donnée par les éléments finis continus linéaires P1
est tres éloignée de la solution exacte. Ce cas test permet donc de bien
vérifier la convergence numérique de la solution SIMC linéaire vers sa solution
asymptotique lorsque € tend vers 0. C’est effectivement ce que nous observons
sur la figure 3.13 ol nous avons superposé la solution P1 elemf, la solution
SIMC linéaire eps01 (resp eps001, eps0001) obtenue avec ¢ = 0.01 (resp
e = 0.001, e = 0.0001). Ce qui peut surprendre est la valeur de £ pour
obtenir un accord raisonnable entre les deux solutions, en effet ¢ = 0.01
représentant 900 libre-parcours par c6té, on pourrait penser que cette valeur
de € est suffisamment petite pour que notre étude asymptotique soit valide.
Mais si au niveau continu cette valeur est suffisamment petite pour que la
solution du transport soit trés proche de la solution diffusive, au niveau
discret, elle ne I’est pas assez pour que la solution SIMC linéaire soit trés
proche de sa limite asymptotique discréte. En effet, la condition de validité
de notre étude asymptotique est que le nombre de libre parcours par maille
soit grand, cette condition est donc d’autant mieux vérifiée que le nombre de
mailles est faible et que les mailles sont moins déformées. La solution SIMC
linéaire obtenue avec € = 0.01 n’est pas plus fausse que celle obtenue par
les éléments finis continus linéaires P1, elle est d’ailleurs plus proche de la
solution exacte mais le schéma de diffusion qui pourrait donner cette solution
ne correspond pas aux éléments finis continus linéaires P1.
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Fia. 3.13 Comparaison SIMC linéaire formulation différentielle et éléments
finis P1; maillage déformé

Premier maillage de Kershaw

Sur la figure 3.14, nous superposons la solution P1 elplkm, la solution
SIMC linéaire cdepsker obtenue avec € = 0.01 et 5000 particules par maille
et bras, la solution SIMC linéaire c4epsker001 obtenue avec ¢ = 0.001 et
5000 particules par maille et bras, la solution SIMC linéaire c4epsker(001part
obtenue avec ¢ = 0.001 et 100000 particules par maille et bras et la solution
exacte. On constate que pour obtenir un bon accord entre la solution SIMC
linéaire et la solution P1 elplkm, il faut a la fois une valeur de € suffisamment
petite mais aussi avoir un nombre de particules suffisamment grand, ce qui
est le cas pour la courbe cdepskerOO1part.

3.3.3 Calcul a source

Nous voulons maintenant comparer les résultats obtenus avec les deux
formulations sur le cas transparent déja utilisé pour faire ’analyse de ’erreur
entre la méthode linéaire SIMC par rapport a la méthode constante SIMC.

Nous résolvons

,u% + o =050+ Q(z), z e (0,1), pe(—1,1),

u(0, 1) = 0for p > 0; u(l,pn) =0for u <0,

or =14, 04 = 4, 0 < z < 0.5, (3.14)
or=1,0,=1,05 <z <1,

Q(z) = 10pour z € (0.4,0.6).
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Fia. 3.14 Comparaison SIMC linéaire en formulation différentielle et élé-
ments finis P1; premier maillage de Kershaw

Le probleme est résolu sur un maillage bidimensionnel régulier, obtenu en
divisant des carrés en 2 triangles, du méme type que celui utilisé pour le
calcul de l'erreur (Fig. 3.15). Nous avons pris 40 carrés, soit 80 triangles.

Nous comparons toujours 4 cas :

— cas 1 : clsout80

Formulation standard, SIMC constante,
nombre de particules par maille =5000,
cas 2 : ¢2sout80

Formulation standard, SIMC linéaire,
nombre de particules par maille =5000,

— cas 3 : c3sout80

Formulation différentielle, SIMC constante,
nombre de particules par bras =5000 ,

cas 4 : c4dsout80

Formulation différentielle, SIMC linéaire,
nombre de particules par bras =5000,
nombre de particules par maille =5000 .

Comme nous le voyons sur la figure 3.16, cette fois, c’est la formula-
tion standard qui donne les résultats les moins bruités. Nous en tirons la
conclusion que lorsque les mailles sont optiquement minces (o Ax petit), il
vaut mieux utiliser la formulation standard que la formulation différentielle.
Ce résultat peut s’expliquer de la maniére suivante. Désignons par € la pro-
fondeur optique caractéristique du maillage oy Ax et supposons cette valeur
petite, 'absorption dans une maille j pour une émission dans une maille ¢
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FiGg. 3.15 maillage pour le calcul & source

avec i # j est un terme d’ordre €. Dans la formulation standard, ce terme
est estimé en calculant I'absorption d’un terme source d’ordre 1. Dans la for-
mulation différentielle, on échantillonne deux termes source d’ordre 0 sur les
bras, 'un positif, 'autre négatif et c’est I’absorption de cette différence qui
permet d’estimer ce terme. On peut concevoir aisément que le second cas soit
plus bruité que le premier pour la méme raison que dans les milieux diffusifs,
on observe le contraire. Pour pallier ce probléme, on pourrait envisager une
méthode hybride ot I’émission se ferait comme dans la formulation standard
pour les mailles transparentes et dans la formulation différentielle pour les
mailles diffusives.

86



35 T T T T T T T

"c3sout80
"cdsout80"

25

15+ /

st / A

Fia. 3.16 Comparaison SIMC linéaire et constante avec les deux formula-
tions; calcul a source

87



Chapitre 4

Limite asymptotique de
schémas aux éléments finis
discontinus

Ce chapitre reprend le rapport [55].

4.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier les propriétés de schémas aux élé-
ments finis discontinus dans les milieux diffusifs. On cherche a savoir parmi
ces schémas quels sont ceux qui ont la limite diffusion. L’intérét de cette
démarche est double :

On peut trouver le schéma qui permet d’économiser la place mémoire
et le temps calcul puisqu’il se satisfait de maillages grossiers dans les
zones ol I'approximation de la diffusion est valable.

— On peut trouver le schéma de diffusion associé au schéma de transport
qui permet une accélération efficace de ce dernier (diffusion synthé-
tique).

La démarche pour arriver a cette fin est similaire & celle utilisée dans le cha-
pitre 2. Elle consiste a utiliser la méme méthode dans le schéma discret que
celle qui, dans I’équation de transport continue, permet de trouver comme
limite I'équation de diffusion. On rappelle la méthode pour I’équation de
transport continue. On introduit un parameétre petit € : le libre parcours di-
visé par une longueur caractéristique, on développe la solution de I’équation
u par rapport aux puissances de ce paramétre : u = ug + euq + e2u2 + ...
et on démontre que ug est solution d’'une équation de diffusion (1.4). Pour
le schéma discret, on introduit le méme parameétre dans 1’équation de trans-
port discrétisée, ainsi que le méme développement pour la solution discréte.
On trouve le schéma numérique dont wug est solution puis on détermine si ce
schéma correspond a une discrétisation consistante de 1’équation de diffusion
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(1.4).

La premiére partie de ce chapitre concerne un schéma aux éléments finis
linéaires discontinus en 1D plan infini. On y redémontre un résultat de Larsen
et de Morel |40, 50|. La démonstration est conduite en 5 étapes.

Tout d’abord, on démontre que ug est isotrope.
On trouve ensuite ’équation vérifiée par le moment angulaire d’ordre
1 de u;. Cest 'équivalent discret de I'équation du flux : V - (F) = 0.
On démontre ensuite que ug est continue.

— Puis on relie le flux & ug par I’équivalent discret de la loi de Fick

, 1= _
F = ——Vuy. On démontre qu’on trouve un schéma d’éléments finis

linéairesacontinus.

- On s’attache ensuite & déterminer les conditions aux limites de cette
équation de diffusion. Lorsque 'intensité entrante g(u) est anisotrope,
nous savons qu’il se développe sur quelques libre-parcours une couche
limite dans laquelle 'intensité devient isotrope. Ce probléme de couche
limite se pose également & l'interface d'un milieu transparent et d'un
milieu diffusif lorsque l'intensité provenant du milieu transparent sur
I'interface est anisotrope [59]. Lorsqu’on fait I’hypothése de la diffu-
sion, la “bonne” condition aux limites n’est pas la condition de Di-
richlet en prenant comme valeur de l'intensité au bord : [2ug(u)du
mais la condition dite de Chandrasekhar [23] dont la version approchée
consiste a prendre comme condition de Dirichlet : [(u + 2u2)g(u)dpu.
On démontre que la solution discréte ug posséde la propriété remar-
quable d’étre égale a [(u + %,uQ)g(,u)d,u au bord, ce qui signifie qu'il
n’est pas nécessaire de mailler au libre-parcours la couche limite pour
avoir la bonne solution & l'intérieur du domaine.

Dans la deuxiéme partie, on étudie en géométrie 2D plane, 3 schémas qui

sont des extensions du schéma précédemment étudié en 1D.

Dans la troisiéme partie, on étudie en géomeétrie 2D cylindrique, le pre-

mier schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés.

4.2 Etude en géométrie 1D

4.2.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés

On part de I’équation de transport en plan infini 1D.
On redémontre ci dessous un résultat de Larsen et de Morel |39, 50] :

1 %—Fau:aﬂ, (4.1)

avec x dans [0, 1]
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et pour conditions aux limites :

u(0,p0 > 0) = g(p), u(l,p <0)=h(p).

Par rapport au chapitre précédent, on a supposé que o, = 0 mais prendre
en compte une section d’absorption non nulle ne pose pas de difficulté par-
ticuliére.

Les directions discrétes sont notées pi,,,, la maille j est 'intervalle [$j_% , $j+%],
on suppose pour plus de simplicité que le maillage est uniforme de pas Az.

La valeur de u sur la demi-maille [$j_%,$j] et pour la direction g, est
notée uf'e.

La valeur de u sur la demi-maille [a:j,a:jJr%] et pour la direction g, est
notée UTD.

o est supposé linéaire discontinue.

ojc et ojp sont les valeurs de o dans la maille j aux sommets T2
2

et
a:j+%.
On pose :
m m
J 2
Le “lumping” ou “condensation” de la matrice de masse consiste & faire
I'approximation :

., 1 ., 1
+1 +1
/J 2AAAde:5§/J by ade
. 1 . 1
) )

dans le terme de scattering ou — o, ot A4 est la fonction affine qui vaut

1 au sommet A et 0 au sommet B (A et B pouvant étre les points T;_1 ou
a:j+%). -
Uj,G
N\
|
|
| .
Uj,D
| v
| |
|
: E//i
|
| | |
| | |
| | |
I ' !
| | |
xj-1/2 Xj+1/2 X|+3/2 X

Le schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés s’écrit en 1D :
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m m y .
Trouver UG, i solutions de :

m ~
'7G u7G
/‘m(u;n_um_l)"i' ; 0jcAr = 2 0;GAz,
J—3 2 2 (4.2)
m my . 4.0 uj,0 '
um(uJJr% —ui") + TU]’DAx T%‘,DA%
avec :
U= Zwmum,
m
et
w1 =uily p sifim >0,
J 2 ’
u’ 1 =ujg sipm <0,
J 2 ’
pour la maille 1 — [x1,x3], (1 =0)
2 2 2
ui' = g(pm) si pim 2 0,
2 b

de méme pour la derniére maille N — [xN_%,xN+%], (xN+% =1)

u%_i_l = h(ﬂm) St P, < 07

2
m . om .
UN_;_%—UN,D SZ/J/mZO.

2
uj”jrl une inconnue et inversement pour fi,, < 0.
2
Les wy, sont les poids d’une formule de quadrature sur [—1, +1] normalisés
de telle sorte que Zwm =1.

Remarque : pour pu,, > 0, u;” , est une donnée pour le systéme (4.2) et

m
Dans la limite diffusion, la profondeur optique (nombre de libres par-
cours) tend vers I'infini dans chaque maille, on introduit donc le petit para-

métre € = ——. On note : &, une valeur caractéristique de o,
gAx
_ 956G
056G = & )
94,D
95,0 = 7
Le systéme (4.2) se réécrit :
uj's ujq
m _ ,m . 7> — . J> 4 3)
€ ult—ut ) o2 =0 (4.
Mm( i 3_5) J3,G 2 J,G 2 ’
JiD Ujp
m m ) Js — . J> —
E/Lm(uj_i_% - Uj ) + O'],D—2 = 04D 9 (4-4)



On introduit le développement :
m _ ,m m 2. m
UjG = U560 T UG T EUjga Tt

m _ ..m m 2. m
Ujp =Ujpo T €Ujp1+ €Upot ...

On veut montrer que %o (g = Y., wmu(') est continue soit :

Uj,D,0 = Uj+1,G,0 = Ujy L o
et que &j+l o Vvérifie une équation discréte consistante avec l'équation de
27

diffusion associée a I’équation de transport continue :

—_—_u =

dx 3o dx
ici, o est la quantité dimensionnée de 1’équation de transport continue
(4.1).
On précisera ensuite les conditions aux limites de cette équation discréte.

4.2.2 Limite diffusion
Isotropie

On fait dans la suite I’hypothése que le systéme de quadrature vérifie la
relation :

Z,umwm =0, (4.5)

ce qui est vérifié s’il est symétrique par rapport & 0. On montre que u est
isotrope & l'ordre 0.
Pour cela, on commence par identifier les termes d’ordre 0 dans (4.3) et
(4.4).
Il vient :
uiGo = G0,
Uj'p,o = .00,

ce qui entraine que u ne dépend pas de m et est donc isotrope a l'ordre

Equation du flux

On montre que le flux discret ; Y, wmpumul®, vérifie une version discréte
. . d
de I'équation du flux : d—(F) = 0.
x
En écrivant I’équation (4.4) sur la maille j et I’équation (4.3) sur la maille

7+1, en les multipliant par w,,, en les sommant sur les m et en les ajoutant,
on obtient :
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UJ DUS'p + 0j41,GUTL G) 04, DUj,D + 0j41,GUj+1,G

eZ(wm,umu]H Winfbm " +Zwm 5 5

m m

On pose :
m
= Z WmHmU; -
m

En identifiant les termes facteurs de €2, il vient :

. m . m ~ ~
1 UJ,Duj,D,2 +0j+1,GU541,G2 0j,DUj D2+ 0j11,6Uj+1,G,2
J+1 J; +Z ) =

2 2 ’
donc
Jjg—Jj=0. (4.6)
Continuité

On établit maintenant la continuité de w & l'ordre 0. Pour cela, nous
prenons l'équation (4.3), nous sommons sur les m en multipliant par le poids
wpm. En identifiant les termes d’ordre 1, on obtient :

o -
,G,1 Uj.G,1
Zwm,um — ._% )+O'](;Zwm 92 :Uj’GJT’
donc :
Zwmﬂm(u??o - u;'n_l 0) =0.
m 2’
Or uf) ne dépend pas de m, donc grace & (4.5), on a :
Zwm,umu;”_%p =0,
m
ou
Y WmkmUy 1 D0 = Y Wmltm|ufe o,
1m=>0 Hm <0
soit
Uj—1,0,0 Y, HmwWm =U5,60 > Winltml-
pm >0 pm <0
On obtient grace a (4.5) :
Uj—1,p,0 = Uj,G,0, (4.7)

ce qui prouve la continuité de .
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Expression du flux

Nous allons maintenant exprimer J' en fonction de g, ce qui permettra,
en remplagant dans (4.6) de trouver I’équation de diffusion vérifiée par .

On pose t;_1,p,0 = Uj,G,0 = ﬂj—%,O' On multiplie (4.3) et (4.4) par f,wn,
on somme sur les m et on identifie les termes d’ordre 1 donc

uiGa
> Wbt (U0 = W51 0) + 05,6 D Winftm J’2 = =0, (4.8)
m m
ui'p 1
) ‘*’m”?n(uﬂ%,o —ujo) + 050 ) Wmﬂm% =0. (4.9)
m m
En supposant que :
1
> it = 5 (4.10)
m
en sommant les deux équations apres division par oj ¢ et 0 p, on obtient :
L )+ )4} =0
By (90 U g o T ) T 20
Donc puisque
U107t Uiplo
Ujo = 2 )
on a:
1 gl
60, it30 Y 5,0) + 6O-jD(uj+%,0_u] 19) +J5 =0,
1 1
avec :

= 4+
95 95G 95D

En remplacant dans (4.6), on trouve :

1
T3y 30 T Ukt T (Wabo — 410 =0,

ce qui est une discrétisation aux noeuds consistante de I’équation de diffusion.
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Conditions aux limites

Nous allons maintenant chercher quelles sont les conditions aux limites
de cette équation, par exemple & gauche, ce que l'on doit prendre comme
valeur de u1 ,.

270

On écrit pour la premiére maille (4.3) et (4.4) :

um ~
1,G __ ul,G
elu'm(u;r[n - UT) + 01,G— = 01,G—5 »
2 m ~
1,D __ 1,
€t (WF —ul") + o1, o1,p—5
2

La premiére équation & ’ordre 0 donne :

m ~
ul,G,O = u17G707

donc u'; o ne dépend pas de m.
De méme, ui’p o ne dépend pas de m, donc uf’ ne dépend pas de m.
A Tordre 1, en sommant sur les m et en multipliant par w,,, on obtient :

Zwmﬂm(uTO - u%n,o) = 0.
m

Ici, u1 est une donnée pour y,, > 0, notons u1 0= = gy" pour [y, > 0.

Pulsque u7’p ne dépend pas de m, on obtient :
>_wmpmufy =0,
m 2’

soit encore :
D Wmbmgst = Y wlpm|ulG -

Hm >0 pm <0
Donc :
ullo =160 =4 Y, Wmimdl' (4.12)
Hm >0

& condition que le systéme de quadrature vérifie :

1
> wmlpml = 7 (4.13)

#m <0

A Tordre 0, la valeur a gauche dans la premiére maille est donc entié-
rement déterminée par la condition aux limites, mais nous allons voir que
- ) . <~
Urg=urgn est pas égale & U1 g 0.
Pour cela, nous allons déterminer u; , en utilisant (4.11) :
27

Jll :——(Ugo—Ul 0). (4.14)

On a (4.8,4.9) pour j =1:
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G
> Wi, (u10 — u1 To) o1 szmﬂm 5 0,
m
ui'p |
;wmui(u%o —u10) + 01D Y Wmptm—y =0,
Donc :
11
— D> w U + ——(uz gy —u1o)+Ji =0
O'IGZ bt (1,0 — ut'y) 01D3( 30— o) +J1 =0,
1 1 1 1
Jh= ——(us g —uig)= — —u1 0= w
L 0'1,D( 3:0 1,0)3 01,G 3 “2;0 b5’
_|_—
g U1,G,0% 6
up,Ggo0+us 0
En substituant u; o par 5 dans I’équation précédente, on obtient,

en supposant que o1 g = 01,p = o1 pour simplifier I’écriture :

1 1 1%,G0Tusg]
J— _ S A Lo
1= T, M0 TG0z — 2 3

1 9 1 1
+— Z Winkm90 + —U1,G,07

01 L >0 01 6

Ji ! + Z W2, g0 + ! u
1 = — 0 - mMmYo - U1,G,0
30’1 01 L >0 6
1 1 1
J = —37‘1(1%70 FULGO — 3 Z W2, g, (4.15)

tm >0
On a donc en utilisant (4.14, 4.12, 4.15) :

utg =2 Z Wimlmdo' + 3 Z Win 2, 9o
Mmzo Mmzo

Ceci est la condition aux limites de I’équation de diffusion associée au trans-

port. Il faut noter que la condition aux limites “exacte” [23| associée a 1’équa-
tion de diffusion en continu est :

= /0 1 ?uﬂ (1) g(p)de,

ou
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V3 3
5 H () = i+ S

Remarque : pour obtenir la condition aux limites associée a une intensité
entrante anisotrope, il faut ajouter une correction d’ordre € a la condition
aux limites précédente [54].

On retrouve bien la version discréte de :

u(0) = /Ol(u + g/ﬁ)g(u)du-

I faut noter que si I'intensité entrante est isotrope (g{* indépendant de

. o
m), on trouve le résultat exact quelle que soit la valeur de 1 En effet :
loaWe!

1 o1 1 oy

Ulo 2( )90 + B UI’GQO 9o

On a alors :
Uiy =U1,G,0 = go-
27

4.2.3 Résumé

Sous des hypothéses naturelles sur la quadrature utilisée (4.5,4.10,4.13),
le schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés a bien la limite dif-
fusion. Les conditions aux limites & ’ordre 0 sont des conditions de Dirichlet
avec une pondération en u + %/ﬂ de l'intensité entrante. Ceci constitue un
résultat remarquable et surprenant car si 'intensité entrante n’est pas iso-
trope, il y a une couche limite qu’il est normalement indispensable de mailler
tres finement (avec des mailles de 'ordre du libre-parcours) pour avoir un
résultat précis. Ce schéma permet d’avoir un résultat précis sans avoir a
mailler finement le bord du domaine.

4.3 Etude en géométrie 2D plane

4.3.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés

On étend les éléments finis linéaires discontinus lumpés aux triangles en
géométrie plane pour I’équation :
ou

a—+ﬁ@+0u—aa
Ox Oy -

— —

avec pour conditions aux limites : u(x,y,Q) = g(x,y,Q) sur les points
de la frontiére ou Q-7 < 0, 7 étant la normale extérieure a la frontiére,
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1 N
U= — dsl.
Y 47 Aﬂ Y
Le schéma s’écrit :

. . . = _ m .
Trouver sur le triangle T pour la direction Qy, = (Qm, Bm), Wp solution

de :

S (B i) / u hads— /

(ﬁm-§)\i)u?d:pdy+aq~,iulﬁi/ Aidxdy = UT,Z'Z]TJ'/ Aidxdy,
b b T »Jr T

(4.16)
ot 1 vaut A,B ou C, sommets du triangle T.
Les A; sont les 3 fonctions de base :

m o__ . m
=3 N,
i

b est une aréte du triangle T,
Z désigne la somme sur les 3 arétes du triangle T,

b
fip est le vecteur unitaire extérieur (par rapport au triangle 7') a I’aréte

uy® est égal a la restriction de w7 sur b si Qm -1, > 0 ou celle de ug’?; sur
bsi Q-7 <0 (T} est le triangle adjacent au triangle T par l'aréte b).

Nous allons transformer (4.16) sous la forme d’un schéma de type volumes
finis. Soit AH la hauteur issue de A, G le barycentre du triangle ABC, M
le milieu de AB, L le milieu de AC, on a :

/ Aadzdy = aire(AMGL) = %,
T

ot St est laire du triangle ABC), et
- = -~ AH 1
/T( Va)updzdy ( \AH\)(]AH])GZTG( Cugy

- AH |BC| S

avec

1
m __ m
ug = 3 ZUT,i7

i
et Mz le vecteur unitaire extérieur (par rapport au triangle AM L) nor-
mal au segment M L.
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On peut interpréter u’l' 4 comme la valeur de u a I'intérieur du quadrila-
tere AMGL et ugy comme la valeur de u associée au coté M L.

On peut réécrire le schéma de la facon suivante. Il s’agit de trouver w7’ 4,
wr g, uy o solutions du systéme lincaire :

— —

S (O - i) Jy g A ads + (o - L) | M LG + o0, aulf 4 5F = o atin a5F,

— —

~ ~ s - g
Zb(Qm . nb) fb u?’)\Bds + (Qm . TIMK)‘MK’UTG@ + UT,BU%BTT = O'T7BUT7B?T,
5 = 5 = s -
Eb(Qm . nb) fb u?)\cds + (Qm . nKL)\KL]u’(’} + UT,CU%CTT = O'T,C’UT,CTT-

Or, en notant :
MAB,MAC, Tpc les vecteurs unitaires normaux extérieurs (par rapport au

triangle T') & AB et AC et BC,

{ABCY le point G, ugapey = 5 (ua +up +uc),

W =

2 1
{AB} le point {AB} = §(A) + §(B)’ soit le barycentre de A, B avec les

21
ids (-,=) et
poids (3,3) e
2 1
U{ABy = gUA + 3UB
2 1
ugpa} = §UB+§UA’ et les formules identiques pour {AC'},{CA},{BC},{CB},

on a :

o - A /AB WP Aads = Sy 74l AMPT, 5.
ou la valeur de u au point{ AB} est a prendre dans le triangle T ou le

triangle T3 suivant le signe de €, - 7.
Donc :
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> (D, - 1) /b up Aads = (O - TaB) [ AM Uy gy + (Cn - fiac)| ALy ey
b

A AA 3 . m m m 3 A
Le schéma se réécrit : trouver Wr 4, UL, UT G solutions du systéme
linéaire :

Q- nAB|AM|u%B} + Q- nAC|AL|U?Ac}
S — S ~ S
+Q,, - nML]ML\u’&BC} + o7 AU 45 = o7 AlT AT,

—

Q- AR BM[ufly 4y + D - fipe| BK |uflyey

= N (4.17)
+Q,, - nMK]MK\u’&BC} + UT,BU%BSTT = o7 BUT,B5,

Q- fiBo| CK |uft gy + D - iac|CL|ufy 4

e — S ~ S
+Q, - nKL’KL‘u%BC} + O'T,CU?:CTT = orcur,c5,

ou encore sous une forme de type volumes finis faisant apparaitre le ca-
ractére conservatif de I’équation, si les vecteurs miyq, Trg. Ni @ sont orientés

comme sur la figure suivante :

A

nm
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Q- LAl AM|Uy gy + Qo - Fac| ALy oy + Qo - eI MGufly gy

. . S ~
—Qm . ’I’LLg|LG|u7{7}430} + UT,A’LL%ATT = UT,AUT,ATTa

Gy - B BM|ufyy 4y + G - Ao B [u ey + G - ke K Gy oy
—Qp, - ﬁMG|MG|u7{7"”ABC} + O'T7B’LL7£BSTT = o7,BUT, B,

Q- B0 CK [uft gy + D - Tiac| CL|uft 4y — Qo - a1 K Glufly gy

8} - S ~ S
+Q0 nLg\LG\u’&BC} + UT,CU%CTT = O'T,C’UT,C'TT-

On reprend 1'étude asymptotique faite précédemment en 1D sur le sys-
téme d’équations écrit sous la forme 4.17.

On suppose que le milieu est optiquement épais, c’est a dire que si h
désigne une longueur caractéristique du maillage et o la section efficace ca-

ractéristique du systéme, alors € = Py est petit.

o
On adimensionne les équations 4.17 pour faire apparaitre €. On écrit o7

|AM

oT; S
pour ﬂ, ST pour h_g et toutes les longueurs par exemple |AM | pour
o

Le schéma s’écrit alors :

Q- ﬁAB|AM|u7{”AB} + ey, - ﬁAC|AL|u7{’f40}
= . S ~ S
+eQyy, - nML‘ML’u?ABC} + UT,AU?ATT = 0T, AUT, A,

Eﬁ@ﬁAB|BM|’UJ{BA}+EQmﬁBC|BK|u{BC} (4 ].8)
+eC - vk | MK Uy oy + 07, 8UR g5 = or plir 55, '

Q- ipc|CK |uft gy + € - Tac|CLIu

= o s - s
+€eQy, - nKL|KL|u7{’f430} +orcur o = orcurcs
On introduit le développement :
m __,m m 2. m
UT A = Up Ao+ EUT A1 T EUD Ao+ .oy
m ., m m 2. m
ur g =ur o0t eurpi t€uUrpgo+ ...,
m ., m m 2. m
urc =urcoteurcy T E€UT G T e
4.3.2 Limite diffusion

Isotropie

A Tordre 0, on obtient :
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v D MG |MG|+I’]G|_ [GL]

Fi1G. 4.1 volume de controle autour de A

m -

uT,A = uT7A70’
m N

Ur B = UT,B,0,
m -

ur o = Ur,C,0,

donc u est isotrope a 1'ordre 0.

Equation du flux

Pour un noeud global donné, on somme, sur tous les triangles ayant ce
noeud en commun, les équations relatives a ce sommet (Fig 4.1).

On introduit une formule de quadrature discréte sur la sphére angulaire
unité

L 4 @)d ~ S o f(G).

4 Js2

On suppose que cette formule de quadrature vérifie :

Zwm =1,
m

et que 'on a une hypothése de symétrie, c’est & dire que pour tout 77, on

ST wnlGmitll= Y w7 (4.19)

Q- 7<0 Q70
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Cette derniére hypothése n’est réalisée que de fagon approchée sur un
maillage quelconque. En effet, le nombre des axes de symétrie des formules
de quadrature sur la sphére angulaire unité est forcément limité.

On somme sur les directions m et sur tous les triangles T" ayant ce noeud
en commun, les équations de 4.18 relatives & ce sommet. On suppose que
dans tous les triangles T ayant ce noeud en commun, le point A dans la
numeérotation locale du triangle T correspond & ce noeud si bien que cela
revient & faire cette somme sur la premiére équation de 4.18 :

eZZwm m - (Map|AM|u{y gy + iac|ALWycy + finp M LIug ¢ 4 pey)

St

JrZZWWUTAUTA 3 ZzmeTAUTA 3

Si AB est un bras interne, la valeur de u’{qj;‘B} est celle du triangle T si

Q- Tap est positif ou du triangle adjacent a T par AB si Qm - figpg est
négatif.

Si AB est un bras frontiére, la valeur de U?AB} est celle du triangle T si
Q,, - iap est positif ou la valeur de la condition aux limites au point {AB}
si Qm - laop est négatif.

Les termes sur les arétes "internes" du volume de controle autour du
noeud global s’annulent, car la méme aréte apparait 2 fois dans la somme
ci-dessus mais avec des vecteurs unitaires normaux opposés, donc :

S
EZZwm m ML ML|ug apey "‘ZZWWUTAUTA 3T B
S

Z Z meT,AﬂT,A?T-
m T

On pose
- -
Jr =Y wmQmT (apcy
m
qui est le vecteur flux discret.
En identifiant les termes facteurs de €2, il vient :
S m ST . St
D_Jr i ML+ ) ) wmor AT an— = D) wmorAlr A2
T m T m T

Soit :

S Jp - iimr|ML| =0, (4.20)
T

ou sous forme conservative :
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> Jp - {fineI MGl + figL|GL[} = 0.
T

Continuité

Nous voudrions maintenant démontrer que g est continue. Nous repre-
nons la méme démarche qu’en 1D. Pour cela, nous prenons l'équation (4.18),
nous sommons sur les m en multipliant par le poids wy,. Il vient en identifiant
les termes d’ordre 1 :

> wm - fiaB|AM Ul gy o + D W - fiac| ALl ey o (4.21)

S _
5 =
St

WmUT,AaT,A,1?~

+ > Wl - AvLIM LW gy o + D wmor,au]ag
m m

m

Or U?ZABC},o: u&()},o et u&B}p sont isotropes en supposant que ni AB
ni AC ne sont des arétes frontiéres (la condition aux limites peut étre ani-
sotrope). Il reste :

> Wl AaplAM [ugagyo + Y WS - ac|ALlugacy o = 0,
m m

donc :

4 > wnlG - AasllAM|ugapo+4 Y. WS aslAM upapy o =

OmRap<0 Om-Aap>0
4 3wl AacllALlugacyo —4 Y. Wl fac|ALlugacy o
Om-tac<0 O -fiac>0

Donc, d’aprés (4.19), on a :

—|AM|uz,,, taByo + |AM|ur aBy0 =
|ALlur,,, tacyo — [ALlur 1acy 0- (4.22)
Si 'aréte AB est interne, ug, , rapy,o est la valeur de u au point {AB}

sur le triangle adjacent a T par AB.
Si I’aréte AB est sur le bord, on note

UT,rt,{AB},0 = 4 Z wm‘ﬁm ’ ﬁAB’g({AB}v ﬁmv 0)

—

QmTap<0
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Cette notation permet d’avoir, si g est isotrope a l'ordre 0,

UT,,{AB},0 = 9g({AB},0).

Cette égalité est assurée si on suppose en plus de (4.19) que :

L 1
E |, - T|wp, = 7

Q<0
Pour que u a l’ordre 0 soit continue, nous allons prouver que :

uTemtv{AB}vo = uTv{AB}v()’
UT,t,{AC},0 = UT,{AC},0-

Le nombre d’inconnues sur un maillage triangulaire est 3 fois le nombre
de triangles : 3 % nt. Le nombre d’équations (4.22) par noeud est égal au
nombre d’arétes reliées a ce noeud moins une.

Proposition 5 L’espace vectoriel des 3nt valeurs de uy auxr sommets du
maillage vérifiant les équations (4.22) avec g=0 est de dimension n; ot n;
est le nombre de sommets internes du maillage.

Preuve 5 Pour démontrer ce résultat, on raisonne par récurrence :

Si on a un seul triangle les 8 valeurs de ug sont nécessairement fizées car
on a 3 équations. La relation est donc vérifiée car n; est nul.

Si on a un maillage triangulaire auquel on ajoute un triangle, soit ce
triangle est adjacent par 1 face au maillage, auquel cas on ajoute 3 incon-
nues ug mais ausst 3 équations qui sont indépendantes des autres donc la
dimension de l’espace vectoriel reste égale a n;, soit ce triangle est adjacent
par 2 faces au maillage, auquel cas on ajoute seulement 2 équations qui res-
tent indépendantes (2 pour les noeuds frontiére, 0 pour le noeud interne), la
dimension de ’espace vectoriel est donc augmentée de 1 mais également le
nombre de sommets internes. Donc la relation est toujours vérifiée.

Proposition 6 Sila quantité 3 g wm|ﬁm . ﬁ|g(ﬁm, 0) est continue, ug

est continue.

-7<0

Preuve 6 Supposons que g = 0. L’espace vectoriel des 3nt valeurs de ug aux
sommets du maillage vérifiant les équations (4.22) contient ['espace vectoriel
des 3nt uplet nuls sur les noeuds du bord et continus auxr noeuds internes
qui est également de dimension n;. Donc, ces 2 espaces vectoriels sont égauz.
Donc ug est nécessairement continue et nulle sur le bord.

Si maintenant g # 0, on construit un 3nt uplet ug continu auz noeuds
du maillage et égal a la valeur 43 5 - wm|ﬁm-ﬁ|g($, Y, Qo 0) auz noeuds
frontiére (ce qui est possible par hypothése). ul = ug—ugy satisfait les contraintes
(4.22) avec g = 0. D’aprés ce qui précede, ul est donc continue, nulle sur le
bord. Donc ug est continue égale a ug sur le bord.

Nous allons maintenant chercher quel schéma de diffusion on obtient.
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Expression du flux

On suppose dorénavant que :

;%mm:;

Il s’agit d’exprimer le vecteur flux & l'intérieur d’un triangle en fonction
des valeurs de u a l'ordre 0 aux sommets de ce triangle. On multiplie par
ﬁm et on somme sur les directions les équations 4.18. On identifie les termes
d’ordre 1.

Il vient :

azwmﬁ Qo (Fap|AM|ur (apy.0 + fac|ALlur (acy .0

+inm LM Llugapcy,o)

+—UTB Zwmﬂ Qo - (ap|BM|ur (pay.o + Apc|BK |ur (oo

+iip i |MK|ugapcyo)
+E ZwmQ Q (ﬁBC”CK‘UT,{C’B},O "‘ﬁAC"CL’UT,{CA},O
+ii | K Llugapey o)

Zwm ma UTA1+UTB1+UT01)—0

1 n =g —
1 n = —
35, asBMur sy + se| B ur (seyo + i | M Elugapey o)
+3UTC (o |CK|ur (cpy0 + fiac|CLlur (o ay o + i Ll K Liugapey o)
—l—STJ_‘l = 6,
1 . |AB]| . lAC .
30—T,A (’I’LAB B Ut {AB},0 + nACTuT,{AC},O + nBpc u{ABC’},O)
1 - |AB] . |B B
+3UT’B( A5 urBaY0 +ilBC—5 U (BOY 0 T TlAC UgABCYO)
1 |BC]| . |AC . |AB
+30T,c( BC 5 UT{0B}0 T ACT5uT {CA}0 t TTAB UABCY.0)
+SpJ7 =0,
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Ul BO|, L JAC) 4B )
3WRA3 BC‘??_ T,A,0 AC‘??_UﬂBp AB‘??_UﬂCQ
L BC|, L JAC) L 1AB] )
3WRB3 BC‘??_ T,A,0 AC‘??_UﬂBp AB‘??_UﬂCQ
IRy BO|, Lo lAC| L |AB )
30103 BC ™5 UT,A0 ACT5UT, B0 nAB—2 urT,C,0

+STJ_/}=6.

Or on a :

s AH __ilgc _ |BClitsc
AT TIAHRZ T |AH| 257
- |AC|7iac
Vg =
B 25% )
- |AB|ﬁAB
Vo = — .
¢ 257

Donc, on obtient en divisant par St :

1, 1 1 1
3 3UT¢1 30Ti3 3UT(7

)(ur.a0VAa + ur B oVAs + urcoVAc)
+Jk =0,

ou :

avec :

3 1 1 1
— = + + , (4.23)
or 0T, A OT,B orT,.C

ce qui est une discrétisation consistante de I’équation du flux.
L’expression du flux injectée dans ’équation (4.20) donne alors une dis-
crétisation consistante de 1’équation de diffusion en 2D.

. 1 -
Vo (———Vu) =0
3o
C’est celle obtenue en éléments finis P1 avec lumping de la matrice de
masse en prenant (4.23) comme moyenne de o & l'intérieur de la maille.
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A partir de (4.16), on peut trouver plus facilement I'expression du flux a
partir de ug.

On multiplie (4.16) par ﬁm, on somme les 3 équations correspondant
aux 3 sommets du triangle T et on somme sur les directions. On identifie les
termes d’ordre 1 :

Z Zwm m{z m * T /ubvo)\ids—/(Qm'ﬁ)\i)unodxdy}
T

OTi "
+ Z Zwmﬁm/ )\iug,’?,i,ldxdy = 6,
i om T

Z Zwm Q- {; ﬁb/bub,o)\ids - /T(ﬁ)\i)uﬂodxdy})

OTi 1
+ Z Zwmﬁm/ )\Zui,"{zvlda:dy = 6
i m T

Or on a :

JT—Zwm m( T{ABC}l_S ZwmQ Z/)\uT“dxdy

On en déduit :

2

{Z nb/ub oNids — / (VA Jur,odxdy}

+STJ_% =0.

30TZ

En faisant une intégration par parties, on obtient :
i

On obtient finalement 'expression du flux discret :

/ (Vug)Nidady + SpJ = 0.
3or; JT

L
SrJr = 23@1/ Vuo) \idzdy
- __Z 30'TZ uo)St
soit :
Jh = 1 S ! )Vug. (4.24)
3~ 3o,



Conditions aux limites

On suppose que le coté AB du triangle T est sur la frontiére et que les
2 autres cotés AC et BC sont internes. Nous allons modifier ug en A et B
de telle facon que le flux discret j% puisse toujours s’exprimer comme dans
(4.24). Faisons 'hypothése o7 4 = o p = o7, ¢ = o7.

On a pour ce triangle :

1 B . L B
(5745 / udads + S SOl - A / (G, 0)Aads
A Qm-iap<0 A
c B
—l—ﬁAc/ uo)\Ads—/(V)\A)uodxdy)
A T
1 B L. B
+(§_’AB/ upAgds + Z 3wm ﬁAB/ g(Qm,O))\BdS
A - A

QmTap<0

C —
+ige / wohpds — / (VAp)uodzdy)
B T

c

C _ —
—l—(ﬁAc/ upAcds + ﬁgc/ UpAcds — / (VAc)udedy) + STJ%?)O'T = 0.
A B T

On remplace ug sur AB par sa valeur 4Zﬁm~ﬁAB§0 Win| - aBlgy- 1L
vient :

- B Lo B
> wm2|Qm-ﬁAB|ﬁA3/A ggnAAds+3wQOQm-ﬁABA g A ads

O ap<0

c B
—i—ﬁAc/ uo)\Ads—/(V)\A)uoda:dy)
A T

- B o B
Y wm2|Qm-ﬁAB|ﬁAB/ g{)”)\Bder?)QQO-ﬁAB/ o Apds
Om-itap<0 A 4
c .
+ﬁBc/ uo)\Bds—/(V)\B)uod:Edy)
B T

C

C o -
(ﬁAC/ upAcds + ﬁBC/ upAcds — / (V)\C)uoda:dy) + STJ_%30'T = 0.
A B T

On sait que : Q, = (U - 7aB)7AB + (U - ta)tan 0l Tap est le vecteur
tangent & la surface. On suppose que la condition aux limites possede la
symeétrie azimutale autour de 7i 45, alors on vérifie que :

I B . B
Sl iian [ fhads= 3w an)ian [ g Aads

ﬁm'ﬁABSO ﬁ'm'ﬁABSO

109



Donc en posant wiim = 3¢, 5. <o@mn(2(1Qm - Tap| +3(Qm - ap)?) 95",
formule identique au cas 1D, on obtient :

c

B _
o / wimAads + 7 ac / uoAads — / (VAa)uodady)
A A T

C

B -
—i—(ﬁAB/A ulim)\gds—i—ﬁgc/ uo)\Bds—/(V)\B)uodxdy)
B T

C

C N -
(7 ac / wohods + fipo / woheds — / (VAo )uodady) + Sy J-30r = 0.
A B T

Finalement,
I WA Jim + UB i . uAo+u . upo+u
Jr=— (iapAB —Alim TZBlm | 5,0 AC—2ALTZC0 | BO B T 2C0 )s
St3oT 2 2 2
ou encore :
71 1 = =
Jr = _30'T ((UA,lz'm + UB lim — up,0)VAa+ (UBJim + UA lim — u4,0)VAB
+UC70§)\0).
(4.25)
Or, nous aimerions avoir :
1 - - -
Jt = _E(UA,limV)‘A + uBimVAB + ucoVAc). (4.26)

On ne peut pas exprimer le vecteur flux discret j} comme le gradient
d’une fonction affine prenant les valeurs ug en C et uy, en A et B, qui
serait la bonne condition aux limites, car cela signifierait que la condition
aux limites pour wug associée & 1’équation de diffusion est la condition de
Dirichlet : u = uy,, sur AB.

Quand l'intensité incidente est isotrope, on a Ujm A = ua0 et Uym B =
upo et les deux expressions (4.25,4.26) sont identiques. Le schéma satis-
fait une équation de diffusion avec la condition de Dirichlet sur le bord :
u=4 Z wm|ﬁm -7aplgy'. Par contre, quand l'intensité incidente est

Qm-iap<0
anisotrope, les deux expressions ne sont pas identiques. Par exemple, sup-
posons que g(A) = g(B), la condition aux limites est alors la condition de
Dirichlet u =6 Z wm|ﬁm . ﬁAB|2g(7)”. On ne peut donc pas dire que le
Qi aB<0
schéma satisfait la bonne condition aux limites quand l'intensité incidente
est anisotrope.
Remarque : on a deux autres possibilités :
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Les 3 arétes du triangle T' sont internes et un sommet, par exemple A,
est sur le bord.

On a alors :
J_,} = ——(uA,oﬁ)\A + uByoﬁ)\B + Uaoﬁ)\C)a
3o
au lieu de :
J_,} = — (UA,limﬁ)‘A + UBpﬁ)\B + UC,Oﬁ)‘C’)

3o
qui serait la bonne condition aux limites.

— Deux arétes sont sur le bord, par exemple AB et BC.
On a alors :

1 - - —
Jp = _E((UAO +uc,o — uc,lim)VAA + UB1im VAB + (uco + ua0 — U iim) VAC),

au lieu de :

1 = - —
Jh = _E(UA,limV)\A + uBimVAB + uciimVAc)

qui serait la bonne condition aux limites.

Remarque :

Nous allons montrer que sous certaines hypothéses (vérifices quand on
fait une simulation 2D d’'un cas 1D), on retrouve la bonne condition aux
limites.

On suppose que la frontiére est bordée par des rectangles identiques,
décomposés en triangles, que la condition aux limites est uniforme en espace
et que or ne dépend pas de T sur les triangles appartenant aux rectangles
bordant la frontiére.

Dans ce cas particulier, dans I’équation du flux relative au noeud C, la
condition aux limites intervient dans le terme suivant :

(Jhop Arn| KL 4T 5o i | LM|). up nest pas présent dans ce terme,
seul intervient le terme suivant :

1 - . 1 - N
_g(UO)V)\A,ACE -figr|KL| — 5(2 * Upim, — U0) VA, ABC - Trnv | LM

1 1
= _3_0(u0) cot B — 3—0(2 * Ul — Ug) cOt B
1
= — = (2uyim) cot B.
30

Donc, on obtient le méme terme que celui obtenu en imposant la valeur
de w en A & wuy, dans 'expression de ,]_}430 et ,]_}40E. C’est la condition aux
limites “exacte”.
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BOUNDARY

A C

FiGa. 4.2  Cas particulier favorable pour la condition aux limites

4.3.3 Résumé

Sous des hypothéses sur la quadrature angulaire, le schéma aux éléments
finis linéaires discontinus lumpés en 2D a bien la limite diffusion. En général,
quand l'intensité incidente est anisotrope, contrairement au 1D, le schéma
ne satisfait pas la bonne condition aux limites. Cependant, sous certaines
hypotheéses sur le maillage sur la frontiére et la condition aux limites, on
peut démontrer que la condition aux limites est aussi précise qu’en 1D, ce qui
autorise des maillages grossiers vis a vis du libre-parcours méme en présence
d’une couche limite.

4.3.4 Variante des éléments finis linéaires discontinus lumpés

Pour rendre plus robuste le schéma précédent, on le modifie de la fagon
suivante [3] : on “lumpe” les termes de bord c’est a dire qu’au lieu de prendre
U?LAB} au point {AB}, on prend u au point A (dans le triangle T' ou le
triangle adjacent a T suivant le signe de €, - 7).

Les équations (4.18) deviennent :
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€Dy, - Tap| AM U} + €Qpy - Eac| ALY
el - LML oy + omaulft 5 =

-
O, AUT, A5,

Oy - Ta| BM|u + €Qpy - ipo| BK [ulf
+eQy, - ﬁMK\MK]u’{”ABC} + UT,BU%BSTT = (4.27)

.
o, BUT, B,

Q- Tpc|CK Ul + €Qp - fiac|CLIuR
+6Qn - A L[ KLUy oy + UTvcug’S—?)T =

UT,CﬂT,CSTT-

Dans les équations précédentes, v’} est la valeur de w au point A prise
dans le triangle T si £,,, - Tap > 0 et dans le triangle adjacent a 1" par AB
si Q, -1iap <0, Map est le vecteur unitaire porté par la normale extérieure
par rapport au triangle T' & AB.

4.3.5 Limite diffusion
Isotropie

On obtient de la méme fagon que dans le cas précédent 'isotropie & ’ordre
0 de wu.

Equation du flux

L’équation du flux est identique & celle obtenue dans le cas précédent.

Continuité

On peut démontrer, de facon plus directe que dans le cas précédent, la
continuité des valeurs de u a 'ordre 0.

Preuve 7 On a la relation (équivalente de 4.22) :

—[AMlur,,, A0+ |AM|ur a0 =
|ALlur,,, a0 — |AL|ur A0
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Les relations :

1(up —ug) =12(uc —up) = 13(up —uc) = l14(ua — up)

ot l; sont les longueurs des arétes 1, entrainent clairement que
Ug = U = UC = Up.

On peut démontrer le méme résultat sur un noeud sur la frontiére mais
a la condition que la quantité

Z Wm‘ﬁm : ﬁ’gg?y,o
Qo -1<0

soit continue. La valeur de u au point A sur le bord est alors nécessairement
égale a
= m
O -71<0

ou gz o est la valeur de la condition aux limites pour la direction m a
lordre 0 au point (z,y).

Remarque :

si elle est discontinue, on peut montrer [1] que les valeurs de u pour un
noeud sur le bord sont des moyennes pondérées par des valeurs positives
des deux valeurs de la quantité 4 Z Wi |Qm - 7]gyr, 0 de part et d’autre

Q<0

de ce noeud. On n’a plus la continuité de up en ce noeud mais on garde
la continuité de ug aux noeuds internes. Avec la méthode précédente, on
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peut démontrer que ug est continue aux noeuds internes et que les valeurs
de ug pour un noeud sur le bord dépendent linéairement de la quantité

Z wm|ﬁm “7i|gyy 0 SUr toute la frontiére et non plus seulement de part
Q<0
et d’autre du point considéré. On ne peut pas garantir que ces valeurs soient
comprises entre les deux valeurs de la condition aux limites. La variante
devrait donc dans ce cas étre plus robuste.

Nous allons maintenant regarder quel schéma de diffusion on obtient.

Expression du flux

Il s’agit d’exprimer le vecteur flux & l'intérieur d’un triangle en fonction
des valeurs de u a l'ordre 0 aux sommets de ce triangle.

On multiplie par Qm et on somme sur les directions les équations (4.27).
On identifie les termes d’ordre 1. On obtient :

—Zwm mSm - (Tap|AM |ur a0 + fiac|ALlur, 40
oT,A

+iinp M Liugapey o)

+O-TB ZwmQ Q (ﬁAB‘BM’uT,B,O + ﬁBC’BK‘uT7B7O
m

+iimk MK |ugapcy o)

—Zwm mSn - (pc|CKlur,co + iac|CLlur,co
or,c

+iik | K Llugapey o)

+Zwm ma UTA1+UTB1+UT01)—O

1

- (aB|AM| 4 fiac|AL|)ur 40

1 . L
+ (’I’LAB|BM|—|-TLBc|BK|)uT7B70
3or.B

+

3 (ﬁBc‘CK’+ﬁA0’CLDUT,C,O
or.C

1 1
Ay ML| + vk | MK| +
30 3o

) ) )

1
n KL
+(30_ CnKL| DugaBcyo
+5Tjr:,lv =

En remarquant que :

- - 1.
nAB|AM| -+ nAc|AL| = —§nBc|BC|,
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. " 1.
nAB’BM‘ +n30’BK‘ = —§nAc‘AC’,

S _ 1,
ngc‘CK’ —I-TlAc‘CL’ = —§nAB’AB‘,

ha hp ho
St = |BC|— = |AC|— = |AB|—,

on trouve :
1 npc 1 ﬁAC 1 nap
_ —_— J— —u J— _—
Sora hia T,A,0 Sors e T,B,0 Sorc ho T,C,0
S S 1 U{ABC}0 , 71 =
ML MK KL)——— + J7 =0,
+(30'T,AnML‘ | + 30'T,BnMK‘ | + 30'T,CnKL‘ ) 5. 1
ou
S 1 - 1 -
VAaur,a0+ m——VApurpo+ ——VAcurcpo
307, A 30T B 30T B
- 1 - 1 = - 5
— VA VA VA Jr=0.
(30_T7A A+ 305 P + 3070 c)ugaBcyo + Jr

On trouve une discrétisation consistante du vecteur flux, calculé au ba-
rycentre du triangle T', exprimé de la fagon suivante :

1 -1 - 1
Jh = —=(V(—urp) — (V—)u .
T 3( (UT 70) — ( UT) {ABC},0)
En effet, en supposant que — est affine par maille, on a :
or
1 1 1 1
—=—M+—2Ap+—Ac,
or OT A 0T B or,C
donc :
- 1 1 - 1
V—=—-V\+—VAp+ —V),
oT  OT,A OT,B or,C
o 1 1 1 1
—urp ={ Aa+ A+ Ac YugaBcy,o-
or oT,A OT,B arT,C

. 1 .
En supposant maintenant que —wu peut étre approché par une fonction
or
affine par maille, on a :

1 1 1 1
—urp ~ (——ur,40) A4 + (——ur,B0)AB + (——ur,Cc0)ACH
or or,A or,B or,c

) ) )
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donc :

- 1 1 - 1 - 1 -
V—upgy >~ (—uT,Ap)V)\A + (—UT7B7O)V)\B + (—UT,C70)V)\0.

or oT,A OT,B or,.C
L’expression du flux injectée dans ’équation (4.20) donne alors une dis-
crétisation consistante de ’équation de diffusion en 2D. Lorsqu’on prend o
constante par maille, c’est la méme que celle obtenue en éléments finis P1
avec lumping de la matrice de masse.

Conditions aux limites

On obtient les mémes résultats qu’avec le schéma précédent.

4.3.6 Résumé

Si 'on “lumpe” en plus des termes de “scattering” les termes de bord ap-
paraissant dans le schéma aux éléments finis linéaires discontinus, le schéma
que l'on obtient posséde toujours la limite diffusion, avec une discrétisation de
I’équation de diffusion différente de la précédente quand o n’est pas constant
par maille. Le schéma obtenu est plus robuste que le précédent lorsque la
quantité .

Z Wm‘Qm : ﬁ’g;r,byp
O 77<0

n’est pas continue sur le bord.

4.3.7 Meéthode SCB

M.L Adams [2] propose une variante du schéma précédent (Single Corner
Balance) qui peut s’interpréter comme une méthode de volumes finis sur des
polygones ayant un nombre de cdtés arbitraire. Nous allons analyser cette
méthode dans le cas des triangles. Le schéma s’écrit de la facon suivante :
trouver uy 4, uy g, wp o solutions de :
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Q- TaB|AM W + €Qp, - Tac| AL|WT
— = U?A +U?B
+€m - A MG —2—LE

. ul 4+ u
R T, A T.C

—GQm . TILG"LG‘#
St

T ~
+UT,AU%A? = UT,AUT,A?7

Q- Eag| BM | + €Qp, - ipc| BK [ulh
- . UE’-}B +U$C
ey, - o KG—2E—LC
up A ULy (4.28)
2

m T ~
+0T,BUT B 3 = OT,BUT,B

—€Qm - | MG
St
3 b
Q- ipo|CK Ul + €Qyy, - ac|CL|ul

— . ug.‘nB +U1§-\nc

o ul 4+ u
+€Qm.ﬁLGux”_Zé7?_£9

St

T ~
+0T,cugb ? = or,cuT,C ? .

4.3.8 Limite diffusion
Isotropie

De la méme fagon que dans le cas précédent, on obtient que u, & l'ordre
0, est isotrope.

Equation du flux

Pour obtenir I'équation du flux, on somme sur tous les triangles ayant ce
noeud en commun, les équations relatives a ce sommet (Fig 4.1).
On pose :
- < Ut UuT B
JT7MG = ZwQOf

m

qui est le vecteur flux discret sur 'aréte MG,

m m
Ao a3 up aq T U
T.LG = Zwm m )
m

qui est le vecteur flux discret sur I'aréte GL.
En identifiant les termes facteurs de €2, il vient :
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" Tt g MGl + J} 16 - fica| LG| = 0.
T

Continuité

De la méme fagon que dans le cas précédent, on obtient que u, a I'ordre
0, est continue.

Expression du flux

Il s’agit d’exprimer les vecteurs flux a 'intérieur d’un triangle en fonction
des valeurs de u 4 l'ordre 0 aux sommets de ce triangle. Pour cela, on multiplie
par Q. et on somme sur les directions les équations (4.28) et on identifie les
termes d’ordre 1. On suppose que o1, 4 = o7,B = OT,C-

11 vient :

1 = = - -
E Z Wi Q0 - (nAB|AM|uT,A,O + nAC|AL|uT,A,O
m

ur,A,0 + UT,C,O)
2

1 = X . .
+E ZwQOQm . (nAB‘BM’UT,B,O + nBchK‘u:an
m

—nrg|LG]|

. uT B0 + UTC0
+an\KG\%)
25 =
+TTJ_%“,MG =0,
1 o
3—(nAB|AM| + fac|AL|)ur a0
ar

1 . UT A0 + UT.C0
_ LG 941y I~y
+—30_T( el |—2 )

1 L
—l——3 (nAB\BM]—i-nBC\BK])uTBp
or

ur,.B,0 + UT,C,O)

1
—(+7igc|KG
+3O_T(+nKG‘ | 5
S .
+?T2J_f;[lﬂ7MG - 0,
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UuT,A,0 + UT,C,O)
2

ur.B,0 + UT,C,O)
2

(—7re|LG|
T

+

! KG
3ST0T(+nKG| |

2 o
+§j%“,MG =0,

1 > 1 -
s—VAaur a0+ s—VApur,po
3or 3o

1

- UT,A,0 + UT,C0
_ LG Pt} [}
S5 (sl LG R HC)

2

R ur,B,0 + ur,C,
(ixcal K G B0 HLC0)

+

1
+ 3Stor

+= T.MG - 0
3
L’expression de j%MG n’est pas consistante avec I’expression exacte du
flux. Si or est constante et u est linéaire dans la maille, le vecteur J_%MG

. 1 = - -
devrait étre égal a —3—{V)\AUT,A70 +VApur go+VAcurco} comme avec
or

les deux schémas précédents. Or, cette égalité n’est pas vérifiée. Donc, sur
les triangles, on ne peut affirmer que la méthode SCB a la limite diffusion.

4.3.9 Résumé

La méthode SCB posséde la limite diffusion sur un maillage composé de
rectangles |2]| mais ne la posséde pas si le maillage comporte des triangles.

4.4 Etude en géométrie 2D cylindrique

4.4.1 Schéma aux éléments finis linéaires discontinus lumpés

On reprend le premier schéma : les éléments finis linéaires discontinus
lumpés, en géométrie 2D cylindrique.
L’équation en géométrie 2D cylindrique s’écrit :
oru n oru  Jxu n .
—— — — —4——+oru=oru
ar " H oz dp ’
avec pour conditions aux limites : u(r,z,ﬁ) = g(r,z,ﬁ) sur les points
de la frontiére on Q-7 < 0, 77 étant la normale extérieure a la frontiére, en
notant {2 le vecteur de composantes : n = /1 — /ﬂcos(gp) enr, et pen z,
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1 +1 27

U = dp do u(r, z, p, @),
0

2 J

X =1 - p?sin(yp).

0 -
On commence par approcher le terme —% au point Q,,, = (V1 — p2,c08(¢m), tim)
P

par 'expression :

Lgoo 11
——A{a v —a'u},
ot )
u? est une approximation de u au point Oy = (/T — ,u?ncos(gpm—l—%), ),
u! est une approximation de u au point €y = (/T — ,u?ncos(gpm—%‘e), L),
u™ est une approximation de u au point O, = (v/1 — p12,¢08(0m ) fian)-

1 2
u +u
On suppose que v = ——

Les o® sont calculés par la formule de récurrence :

o? —at = Apn,.

On voit donc que « est une approximation de x.
Apres cette discrétisation en angle, on doit résoudre :

0 0 1
Mm g;m 1 gzm - A—gp{a2U2 —atuty + oru,, = ori,

™ % + D+ pr . — —{*u? — oru'} + oruy, = ori.
r z

On discrétise cette équation par des éléments finis linéaires discontinus
lumpés en espace.

Le schéma s’écrit :

Trouver sur le triangle T pour la direction ﬁm = (M, m), Wi solution

de :

Z(ﬁm : ﬁb)/u{,n)\irds —/

= - 1
(Qp, - Vr\j)updrdz — / A—(’D{oﬂu% — otut I Ndrdz
5 b T T

—I—/ nmu?)\irdrdz—i—aﬂiu?ﬁi/ Nirdrdz =
T “Jr

oTUT i / A\irdrdz,
T

ot 1 vaut A,B ou C.

On transforme ’expression précédente :
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Z(ﬁm “Tip) /buzcn)\ﬁds - /T(ﬁm VAR rdrdz
b
1
- /T A—(p{a%% — alup}hidrdz + UT,W%/TMTWW = UT,iﬁT,i/T)\irdrdz,
(4.29)
Nous allons transformer (4.29) sous la forme d’un schéma de type volumes
finis.

En notant :
rg  ro r ro

_ra_ s _TC _ra_ s _TC _rA,"B TC
RA__2+4+4’EB 4+2_+4’RC 2 ot
G l'isobarycentre du triangle, on obtient :

/ Aardrdz = (&)RA,
T 3

et
o - im g
/T(Qm -VAa)uprdrdz = —(Q, - m)(m) /TuTrdrdz
= (- fingr) [ ML (ru)gs,
avec :

1
(ru) = 3 Z Riug;.
i

On peut interpréter (ru)s comme la valeur de ru au point G qu’on
associe au coté M L.

On peut réécrire le schéma de la fagon suivante. 1l s’agit de trouver up A,
up g, up o solutions du systéme linéaire :
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b
_A%o Jr{a?uz — atub A adrdz + aTvAugﬂ”’ASTTRA =

_ T
UT,AUT,A?RAa

Z(Qm +7ip) /I)U?)\BTds + (ﬁm “Ami ) |MK|(ru) g
b
— a5 Ir{e?uf — alupIApdrdz + or pulf 5 R =

~ T
UT,BUT,B?RBy

Z(Qm “Tip) /bugl)\CTdS + (Qm . ﬁKL)]KL\(ru)gb
b
—ap Jria?ut — aluptrcdrdz + or.cuf o *F Ro =

_ T
UT,CUT,C?RC-

En notant : rA T rA T
(ru)apy = (5 + F)“b(A) + (f + F)Ub(B)a

(ru)gpay = (%4 + %B)ub(B) + (% + %B)ub(A) (les formules sont iden-

tiques pour {AC} {CA} {BC}.{CB} ), on obtient :

—

(- TAB) /AB up'Aards = (ﬁm : ﬁAB)’AM‘(TU)?AB}v

ou la valeur de u au point{ AB} est a prendre dans le triangle T ou le
triangle T}y suivant le signe de (2, - 7ip).
Ona:

> (D) /b ui Aads = (Con 71 4B) [ AM|(ru) Py gy + (ST ac)|AL| (ru) {4 0y
b

A AA 3 . m m m 3 A
Le schéma se réécrit : trouver wr 4, UL, UT G solutions du systéme
linéaire :
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Q,, - ARl AM |(ru) gy + Q- fiac|AL|(ru) oy + Gy mipp|ML|(ru) (s pey

1 - T
N /T{a%?r — a'up}Aadrdz + oT,AUT. A?RA UT,AUT,A?RAa

Q- "AB’BM\(TU){BA}JFQm iipe| BE|(ru) {pey + Qo - iiar | ME|(ru) s ey

St
3 RBa

/ {a uT — aluT})\Bdrdz + o7, Burt B?RB = o7 BUT,B—

Q- e CK|(ru) gy + Qo - ac| CLI(ru){gay + Qo - i L] KL (ru) {4 poy
1

2o )

{?u — atul Y odrdz + orcur C?Rc =or cuTc?Rc,

ou encore sous une forme de type volumes finis faisant apparaitre le
caractére conservatif de I'’équation :

Oy, - Al AM|(ru){ypy + Gy - fiac|AL|(ru){scy + Dy - G| MG(ru)fapey

S — m 1 m
= Q- LG | LG (ru) {apoy — Ao /T{azu% — o ul I\ adrdz + aTvAuT,A?TRA
St
= 07.AUT. A" " Ra,

Gy - ap| BM|(ru) i 4y + D - 0| BE|(rt) (e + Qo - ika| K G (ru) oy

—Q, - TinG|MG|(ru) iy poy — {?u? — olub Y\ pdrdz + UT,BU%B?TRB

Ap Jr

_Sr
= UT7BUT,B?RBa

Qo - ipc|CK|(ru){opy + ?,, - fiac|CL|(ru){cay + Qo - kG| KG|(ru){apoy

S — m 1 m
= Q- LG | LG (ru){apoy — Ao T{azu% — otk \edrdz + 0T7cuT7C?TRC
St
= UT,CUT,C?RC-

On reprend I'étude asymptotique faite précédemment en géométrie 2D
plane sur 1’équation 4.31 dans laquelle on a introduit le paramétre e, le
schéma s’écrit :
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e - Al AM|(ru){y gy + €@ - ac| AL|(rw) Pacy + €@ - ar | ML (ru) {4 poy

1
—E5— / {o®uf — aluptdadrdz + or AUT m 2L Ra = o7 alir A—- Ra,
A(p T ; 3 ; ) 3

e - Tap|BM|(ru) {4y + €@ - ipc| BE |(ru) oy + e€m - ﬁMKyMK\(m)?ABC}

1
_EA—tp /T{azugp — aluflp})\Bdrdz + o1 Bur B?RB = o7 BUT,B— 3 RB,

e - po|CK|(ru) gy + e@m - fiacl| CLI(ru){g ay + € - kL K LI (ru) Ty pery

1
_EA—tp /T{aquT — aluflp})\cdrdz +orcur, C?RC = o7 clr C?Rc

4.4.2 Limite diffusion

Isotropie

A Tordre 0, on obtient :

up 4 = UT,A,05
ur g = UT,B 0,
m -
uLC = 'UJT’C70.
Donc w est isotrope a 'ordre 0.
Equation du flux

Pour un noeud global donné, on somme sur tous les triangles ayant ce
noeud en commun, les équations relatives a ce sommet (Fig 4.1).

On introduit une formule de quadrature discréte sur la sphére angulaire
unité.

47T f 0)d 3 ~ Zwmf

On suppose que cette formule de quadrature vérifie :

Zwm =1.
m

On somme sur les directions m :

eZZwm m nAB|AM|(ru){AB}—I—nAc|AL|(ru){AC}+nML|ML|(ru)T{ABC})

- ZZwmaT,AuTA—RA = ZzmeTAUTA&RA
m T
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Le terme sommé sur les directions {a?u? — alul} disparait car il a le

. oxu
caractére conservatif de % :

2

T Oxu

——dp = 0.
/0 dp

Pour faciliter les notations, on a supposé que le point A dans la numéro-

tation locale du triangle 1" correspond au méme noeud global donné.
Si AB est un bras interne, la valeur de (ru)’&B} est celle du triangle T

— —

si (Q, - ap) est positif ou du triangle adjacent a T par AB si (y, - iaB)
est négatif.
Si AB est un bras frontiére, la valeur de (ru){p, est celle du triangle

—

T si (Qy, - Tiap) est positif ou la valeur de la condition aux limites au point
{ABY si (Q,, - ap) est négatif.

Les termes sur les arétes "internes" du volume de contrdle autour du
noeud global s’annulent, car la méme aréte apparait 2 fois dans la somme
ci-dessus mais avec des vecteurs unitaires normaux opposés, donc :

S - m m S
eZZwQO v L ML|(ru)y apey + ZzmeﬂAuT,A?TRA =
m T m T
S
> ZmeT,AUT,A?TRA'
m T
On pose
=1 - m
(rD)p =Y wmQm(ru)T (apcy

m

qui est le vecteur flux discret.
En identifiant les termes facteurs de €2, il vient :

=1 S - S
S (rd)p - AmpI ML +Y ) WmO'T,AUE“n,A,Z?TRA =y > WmUT,AUT,AQ?TRA-
T m T m T
Soit :
STy finn|ML| =0,
T
ou sous forme conservative :
S (r Dy Afine|MG| + AgL|GL]} = 0. (4.31)

T
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Continuité

La démonstration de la continuité est identique a celle faite en géométrie
2D plane. On démontre tout d’abord que :

—|AM|(rw)r,,, rapyo T IAM|(rw)r (apy0 =
|AL|(ru)g,,, racyo — ALI(ru) g acy o-

Sil'aréte AB est interne, (ru)y, , rapy o est la valeur de (ru) au point {AB}
sur le triangle adjacent a T par AB, si I'aréte AB est sur le bord,

(PWrqapo =4 . wm|Gm - fap|(rg) {AB}, G, 0).

Om-ap<0

On en déduit que ug est continue & condition que
Z Wi | - 7]g(Qm, 0) soit continue sur le bord.
Q- 7<0
Nous allons maintenant chercher quel schéma de diffusion on obtient.

Expression du flux

Il s’agit d’exprimer le vecteur flux & I'intérieur d’un triangle en fonction
des valeurs de u a 'ordre 0 aux sommets de ce triangle. Pour cela, on multiplie
(4.29) par Qm, on somme les 3 équations correspondant aux 3 sommets du
triangle 7" et on somme sur les directions. On identifie les termes d’ordre 1 :

1 - - S o
S (3 G {3 (- ) / wpohirds — / (G - VN Jupordrdz

ey R Reen 5 b T

1 2 1
— | —u o — o t\drdz
/T Ao T70{ } })

+ Z Zwmﬁm/ )\iu%i’lrdrdz = 6,
i om T

1 2 1y _
ou encore en notant que —{a” — '} = ny,

Ap

1 . o
Z (Z Wi Qi {Z ﬁb/ubvo)\irds — / (VX)urordrdz}
b b T

5 0T

—Zwmﬁm/ UeNmAidrdz)
p T
+ Z Zwmﬁm/ Ajur; yrdrdz = 0.
i om T
Or on a:
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- - - 1 . .
(TJ)%“ = ZwQO(ru)T,{ABC},l = S_T Zwmgmz /T)‘iuT,i,lrdrdZ'

m

On en déduit :

1
3O'T77;

>

i

{Z ﬁb/ubp)\irds —/(ﬁ)\i)uT70rdrdz — F/ uoAidrdz}
> b T T
+S7(rJ)k = 0.

Dans I'expression précédente, 7 est le vecteur de composantes 1 en 7 et 0 en
Z.
En faisant une intégration par parties, on obtient :

1 - - .
Z / (Vug)Nirdrdz + Sr(rJ)p = 0.
— 301 JT

On obtient finalement I'expression du flux discret :

- 1 1
ST(TJ)IT = 3 Z

/ (Vuo) \irdrdz
or,i JT

1 R, =

soit :

=

7Yk =3

) )

On obtient ainsi une discrétisation consistante du vecteur rJ = —(3—)Vu0
ar

(rD)p = =5 (=) (Vuo), (4.32)

ou

En insérant cette expression du flux dans (4.31) on obtient :
1. 7 = . .
> == (=) (Vurp) - {inagIMG| + figL|GL|} = 0,
T 3 or
qui est une discrétisation consistante de 1’équation du flux :
. 1 -
V(-5 (Vo) = 0
or

en géométrie cylindrique.
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Conditions aux limites

On suppose que le coté AB du triangle T est sur la frontiére et que les 2
autres cotés AC et BC sont internes. Nous allons modifier ug en A et B de
telle fagon que le flux discret (rj)%p puisse toujours s’exprimer comme dans
(4.32).

On a pour ce triangle :

1
3O'T77;

>

i

{Z ﬁb/ub@)\irds —/(ﬁ)\i)uT70rdrdz — F/ uoAidrdz}
7 b T T

=

+ST(T‘J)%1 = 6,

ou, en supposant que or est constante dans la maille :

1 B L B
(54,43/ upAards + Z 3wQOQm-ﬁAB/ 9o’ Aards
4 QpiaB<0 4
C —
+ﬁAc/ uo)\Ards—/(V)\A)uordrdz—F/ ugAadrdz)
A T T
1 B L B
+57an / whprds + S BwpS Gy iias / 9P Aprds
A Qm-iap<0 A
c -
+ﬁBc/ uo)\Brds—/(V)\B)uordrdz—F/ upApdrdz)
B T T

C

C -
—I—(ﬁAc/ uo)\crds—l—ﬁBc/ uo)\crds—/(V)\c)uordrdz—F/ ugAodrdz)
A B T T

+ST(Tj)%p30'T = 0.

On remplace ug sur AB par sa valeur 4Zﬁm~ﬁAB§0 wm|ﬁm -AB|gy"-

En posant : Q,, = (ﬁm “TAB)TAB + (Qm -tAp)tap Ol tap est le vecteur
tangent a la surface, wm = >.g 5 ¢ Wi (2| - T ag| + 3(Qom - TaB)2) g,
en supposant que go posséde la symétrie azimutale autour de 745, on ob-
tient :

B C R
(ﬁAB/ ulim)\Ards—kﬁAc/ uo)\Ards—/(V)\A)uordrdz—F/ upAadrdz)
A A T T
B C -
—I-(ﬁAB/ ulim)\Brds—l—ﬁBc/ uo)\Brds—/(V)\B)uordrdz—f'/ upApdrdz)
A B T T

c

C N
+(ﬁAc/ uo)\crds+ﬁBc/ uo)\crds—/(V)\(;)uordrdz —F/ upAcdrdz)
A B T T

+S7(rJ)r30r = 0.

Nous obtenons :
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C

= 1 B
(nAB / UimTdSs + nAC/
A A

(rd)r =

C
— ugrds + ﬁBc/ ugrds — F/ uodrdz),
St3or B T

ou encore :
. 1 wa i (rAXTBY 4 gy (TAX2rE
(TJ):}W _ (ﬁABAB A,lzm( 3 ) . B,lzm( 3 )

A0(FAF7E) + uco (FAF9)
2

B St3o0T

u
+iiacAC

2rg+r rg+2r
. upo(=E37¢) +uco () LSy
2 5 - 7 (wao +upo + uco)),

Or, nous aimerions avoir :

. 1 Wt (TR + g i (LR
rJ)h=— fiapAB—= 3 ’ 3
(rd)r 5.3 JT( AB 5
2ra+ro rat2rc
U i (EAETC) 4w o(TAt2e
+ﬁACAC A,lzm( 3 )2 C,O( 3 )
2re+rc rB+2rc
. uBlim(=E37C) +uco(E5<¢) Sy
+iipe BO—""2 3 5 K - T?(“A,lim + UB jim + uc,)))

1 ra+re+rc
= — ( 3

) (U tim VA4 + uBim VA + ucoVAc).

On ne peut pas exprimer le vecteur flux discret (rj)%p comme le gradient
d’une fonction affine prenant les valeurs ug en C et uy, en A et B, qui
serait la bonne condition aux limites, car cela signifierait que la condition
aux limites pour ug associée a I’équation de diffusion est la condition de
Dirichlet : u = u, sur AB. On ne peut donc dire que le schéma satisfait la
bonne condition aux limites quand le flux incident est anisotrope.

Quand le flux incident est isotrope, le schéma satisfait une équation de
diffusion avec la "bonne" _(;ondition d(i Dirichlet sur le bord :

U= 4Zﬁm'ﬁABSO Win| Q- TaB|g(Qm, 0).

Remarque :

A la différence du cas plan, on ne peut trouver la “bonne” condition aux
limites quand la frontiére est composée de rectangles identiques et que la
condition est uniforme en espace et que o ne dépend pas de T'. Nous allons
en donner la raison. On se place dans la méme configuration qu’en plan (Fig
4.2).

Dans ce cas particulier, dans 1’équation du flux relative au noeud C, la
condition aux limites intervient dans le terme suivant : (,]_:14013 -ngp|KL| +
J_:l430 - firap|LM]). up n’est pas présent dans ce terme. Seul intervient le
terme :
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1 5
—W(UO)V)\A,ACE AL KL

30 3
1 ra+rp rAa+rB+rC = "
_5(7(2*71[%1_2u0)+#UO)V)\A7ABC'TLLM’LM‘
1 rat+rc+re rA+TR rA+rR+TC
= ——(————FF—(ug) + ————(2 * wpm — 2up) + ————ug) cot
30 3 2 3
1 2rc+rg—ra—2rp
= —3—0( 3 uo + (ra + 7B)uim) cot B
L ratrc+re ratretrc

7§__

30(

3 3 ) Ui, Ot 3

Donc, on n’obtient pas le méme terme que celui obtenu en imposant la
valeur de u en A & wuy,, dans U'expression de j:l4BC et j?é&CE- Cependant,
lerreur que l'on commet reste petite, de 'ordre de o(h) ou h est la taille
des rectangles et d’autant plus petite que le rayon de giration est grand.
L’erreur est donc petite par rapport a celle qu’on commettrait en prenant
comme condition de Dirichlet ug au lieu de ugp,.

4.4.3 Résumé

Sous des hypothéses sur la quadrature angulaire, le schéma aux éléments
finis linéaires discontinus lumpés en géométrie 2D cylindrique, a bien la limite
diffusion. En général, quand le flux incident est anisotrope, contrairement au
cas 1D, le schéma ne satisfait pas la bonne condition aux limites. Cependant,
sous certaines hypothéses sur le maillage sur la frontiére et la condition
aux limites, on peut démontrer que la condition aux limites approche celle
obtenue en 1D, ce qui autorise des maillages grossiers vis a vis du libre-
parcours méme en présence d’une couche limite.
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Chapitre 5

Synthése

Nous avons vu que le schéma SIMC linéaire et le schéma aux EF linéaires
discontinus lumpés conduisent a la méme limite diffusion, soit un schéma aux
éléments finis linéaires continus. Pour approfondir les points communs entre
ces deux méthodes, nous allons étudier les limites asymptotiques des schémas
aux EFD en se placant dans le méme cadre que dans le chapitre 2.

Nous approchons (2.1) avec la méme méthode que dans la section 2.2
sauf que la résolution de (2.8) n’est plus faite exactement comme dans la
méthode SIMC mais par la méthode des EFD. Bien siir, ce n’est pas la
meilleure fagon de résoudre (2.1) car il faudrait alors résoudre un systéme
linéaire d’ordre N pour chacune des N mailles mais c’est un moyen commode
d’analyser cette méthode. Ce qui va donc étre modifié est 'expression des
coefficients ailll, = (oyiit, x%). Nous allons nous intéresser a la limite diffusion
de ces coefficients en suivant le méme cheminement que dans la section 2.3.

5.1 Limite diffusion des Eléments finis Discontinus
constants

Proposition 7 @ est solution du systéme linéaire (2.13) ot u® =Y ; uSx;.

Nous déduisons immeédiatement de ce résultat que la méthode aux EFD
constants n’a pas la limite diffusion car (2.13) n’est pas une discrétisation
correcte de I’équation de diffusion (1.4) (avec des conditions aux limites de
flux entrant nul).

Preuve 8 En utilisant la mise a ’échelle (1.2), le systéme linéaire (2.10)
devient (2.14) avec

b, = (oeXis Xir) :5272%,
k) ~g 6
€ <Utuz7xll>

R p
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et u$ est la solution approchée (alors que dans la méthode SIMC elle est
exacte) de (2.15) par les EFD constants.

Nous intégrons cette équation en Q et faisons le produit scalaire avec Xy
pour obtenir (2.16).

Nous allons considérer quatre cas différents

Nous avons u; = — =——— ou encore en notant
V?tvz + fFi,ﬁ-fi>0 d’y(Q N
3 ] 1
WD) = s 1 = e = 1 — 2+ 0()
fFi,ﬁvﬁ>0 dﬁY(Q ' n) oeli (D) O'tlz(Q)

En utilisant (2.16), nous obtenons

Ot

:<Z~L26'7Xi> = Xqu 4 /l /Qn>0 )(1 B Utlz(ﬁ)
= (Xqu / d’y—i—CT() 0(62)

€

T; Q( Q-
avec CT;(e) = / dv/§2n>0d n)atl )

Tout se passe comme si on avait remplacé dans la méthode SIMC

_%t (2 O €
constante, le terme e~ e Li(z,$2) par

—. La conséquence en est que
Utli(Q
ce terme reste d’ordre € alors que dans la méthode SIMC |, c’était un
terme de coin d’ordre e_% en 1D et d’ordre € en 2D et 3D.
Nous obtenons finalement (2.19).

2/ i %4 et les mailles T; and Ty ont un cété commun I‘;:,. Nous suppose-
rons dans la suite, pour simplifier les démonstrations, que le maillage
posséde les deux propriétés suivantes :

- HI
Soient deuz triangles quelconques ABC et ACD adjacents par le
coté AC, alors on a forcément : B € R(A,CD) NR(C,AD) et D €
R(A,BC)NR(C,BA) ou R(C, AD) désigne le demi-plan contenant
C et délimité par la droite passant par A et D. Cette hypothése oblige
les faces AB et AD ainsi que BC et CD a se voir 4 travers la face
commune AC.
Grace a cette hypothése si Q. niac est négatif (Mac est le vecteur uni-
taire de la normale extérieure o AC par rapport au triangle ACD),
on ne peut avoir a la fois Q- nag > 0 et Q- nap <0, de méme que
Q. ipc > 0 et - iep < 0.
- H2
Un sommet interne appartient a au moins 5 triangles.
Notons T; le triangle ABC' et Ty le triangle ACD. On a alors u5 (x, ﬁ) =
0 pour x € Ty st Q'ﬁAC > 0 sur AC' (iac est le vecteur unitaire de la
normale extérieure a AC par rapport au triangle ACD). On peut donc
considérer seulement le cas ot Q-fac < 0. Comme le maillage satisfait
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Uhypothése H1, nous avons uf(:ﬂ,ﬁ) =0 pour z € AD et Q- fiap <0
ainsi que us(z,82) =0 pour x € CD et Q-ficp < 0. Par conséquent,
- y (Q - itac)AC
" 2Vy + (Q-iigp)CD + (@ - fiap)AD

Siﬁ-ﬁcp>0€tﬁ-ﬁAD>00u

U

=-Mm
8
2
~—
I
|
g
m
1

Siﬁ-ﬁAD>0 etﬁ-ﬁcp<0.

Donc comme u; =1 — L O(é%), on a :
O'tlZ(Q)
— € — ‘/Z"
ui (z,Q) = — pour x € Ty avec ly(Q) = ——5————— et par
ol (2) (Q-7lac)AC
conséquent :
Ot , . 1
Lt i) =7 [ 1+ CTi9) + O() (1)
avec )
= = €
CTiot) = 1= [, v [ afidh-i—
() A Jri 7 Q-ii<0 ( )O'tli(Q)

—4i/ iy [ df§ A —
7 Jr, - (-0 ol (Q)
Nous obtenons finalement (2.24).
3/ i #1i et les mailles T; et Ty n’ont pas de sommet commun.

1l est facile de voir que as s est d’ordre €" avec n > 1 si bien qu’a 'ordre
€, nous pouvons négliger ces contributions dans le systéme linéaire.
4/ i # 1 et les mailles T; et Ty ont un sommet commun mais pas d’aréte
commune. Par exemple, supposons que les mailles T;, Tj, Ty et Ty
aient un sommet en commun et soitent adjacents (T; avec Tj, T; avec

€

T; et Ty, Ty avec Tj et Tyr). nous avons : ui(z) = — + O(¢?)
oil;(€2)

pour x € T; et d’autre part, a cause de I'hypothése H2 satisfaite par

le maillage, Ty et Ty sont séparés de T; par au moins 1 triangle si

bien que ui(z) = O(e%) pour x € Ty et ui(x) = O(e™) avec n>1 pour

x € Ty, donc :

1 . .
asy = —— aQ [ dy(Q-7 =
A JG-ii<o I/, ! )O'tlj(Q)

€

+ O(e?).
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Nous obtenons finalement (2.25).
Dans les autres cas ou T; et Ty ont un sommet commun et pas d’aréte
commune mais sont séparés par plus d’une maille, le terme a$, est
d’ordre O(e") avec n > 1, ce qui constitue une différence par mpport
a la méthode SIMC ou les termes de coin d’ordre € relient toutes les
mailles ayant un sommet en commun.

Le systéme linéaire (2.10) peut finalement étre réécrit comme

1
(Z dy + eo,V; + CTi(f)> X
r;

1 €

i/, arétes communes avec 1~ ¢
+ > CTy ()¢ + O(e?) = €(Q, xi),s

i, sommets communs avec 1

et la suite de la preuve se déroule comme dans le cas de la méthode SIMC
constante.

5.2 Limite diffusion des Eléments Finis Linéaires
Discontinus Lumpés

Proposition 8 u€ est solution du systéme linéaire

1 -
gy (&js &jr)us + 30, D AVEVE UG = (Q, &) + O(e), (5.2)
7’ 7'

ot ut = uj&;, et § est la fonction linéaire qui vaut 1 au sommet 7; et 0
auz autres sommets.

Pour démontrer cette proposition, nous suivons la méme démarche que pour
la méthode SIMC linéaire, ce qui nous permettra de voir les points communs
et les différences entre ces deux méthodes.

Preuve 9 En utilisant la mise a l’échelle (1.2), le systéme linéaire (2.10)
devient (2.28) et uf’l est la solution approchée au sens des EFLDL de :

= e,l Ot e,l Ot
V . B — . :_XZ’

uf’l(x,ﬁ)—o xGFZ,Q 1 < 0.

fo]]

donc :

El v Ot 1 v 1 — / /
e Y . AN Gust, G- N (-
p <uz s Xir) ; <><Z,><Z>+47T dQ(us’, V) /dv d )
(5.3)

. e.l .
Nous remplagons maintenant w;” par son ezpression. Comme dans le cas
précédent, nous considérons quatre cas différents :
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1/ T; =Ty. Pour x € T;, nous avons :

el = 1 = € RS

ug (2, Q) = xj(z) — o (2, Q) - U—t(Q-Vxﬁ) +0(e?) (5.4)
ol Uf’l est la solution approchée au sens des EFLDL de l’équation de
transport (2.31), soit :

ol = — O}:’;z(/ (@M I+ 06 = Al 9) +0(),

/ i

(5.5)
o flz,Q) = ——Z/ dy(@ - AN () est une fonction li-
néaire qui a la dzmens’z(m de linverse d’une longueur.
uf’l vérifie :
Ot el I S ol el ~ el ot 1 U
(—uiog) = Vg, ul) + [ (@ muxg = (xi i) (5:6)

rr
€ - -
posons w® = uS" — Xt + a_(Q VX))
¢

€ - =
En remplacant uf’l par we—l—xﬁ——(Q'Vxé) dans (5.6), nous trouvons :
Ot

Ot

( E7X7,> ﬁﬁ)ﬁ? +/ d"}/Q sz / d"}/ﬁﬁ X__QVX’L) Xi

€

Donc w® vérifie au sens des EFLDL :

ﬁ-§w€+ﬂw620,
€

- € » = -
w(z,9) = —xk(z,0) + J—tQ SV, zel, Q-7 <0,
donc w® = —vf’l + O(e?) avec Uf’l vérifiant au sens des EFLDL :

- Ot
Vool 4 Zhst — 0
3 € 3 i

o]l

v (2, 9) = xk(2, ), 2 e 0, Q-7 < 0.

l l ! . N P
Donc v{" = va’ (l')xé est solution du systéme linéaire :

v vel(1) bi(1)
(—téldt +K) | o) [ =] uE©)
oSt (3) bi(3)
avec
bi(l')y=— [ dy(Q-i)xix}



et l’élément général de la matrice K; (3,3) donné par :

l/ l// =

Kl 1) = [ an(@ iyl = (8- 9,
r

o () bi(1)
1 3e
donc | vi'(2) | = bi(2) | + O(e?) ce qui prouve le résultat
el otVi .
v (3) bi(3)

(5.5).
Remarque 4 :
Avec les EFD constants, nous avions obtenu :

- €
u§(z,Q) =1 — — + 0(e?), 5.7
(z,9) i) (€7) (5.7)
avec les EFLDL, nous obtenons :
&l 3 — L € 3 €3 ol
ug'(2,9) = xi(x) = —f1(Q) = —(Q.Vx})) + O(e?). (5.8)

Ot Ot

C’est le terme additionnel —(ﬁ ﬁxi) qui permet d’obtenir la limite
Ot
diffusion.

€l .
En remplacant ;" par son expression dans (5.3), nous obtenons :

g el U . O't

:t<az7 7Xz> € <X7,7Xz>
1 T
+— | dOXL QYY)
4171' So
—— dﬁ(vf’l,ﬁ.ﬁxﬂ
4171' So
- € = = - - /
— Q(—(OQ.Vy)), 2.V
4{‘_ S d <Ut( VXZ)7 VXZ > (59)
—4—/ dy [ dQ- )Xt (7)
in' i (Q-7)>0
o dﬂ(ﬂ-ﬁ)vf’lw,mxé’(w
7T Q-1)>

' € = = ’
) —(Q.VxH)x; (7)-
[ d /Q (@ 1) = (@9 ()

Nous allons développer tous les termes du membre de droite de (5.9)
par rapport 4 € jusqu‘a lordre 1 en €. Nous noterons I, ..., I7 les sept
termes apparaissant dans le membre de droite de (5.9). Nous avons

d3Q =0=— I, = 0.
So

= / - )3 Py sz -
Comme V! est un vecteur constant, lintégrale I3 peut étre réécrite
7 y 3
comme
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1 —- - — /
I3 = T 4r dQQ.VXi’ <Ui€’l’xi>‘
708 82

En intégrant (2.81) sur la maille T;, nous obtenons
(0 xi) = = (3 Vo) = == | dy(@a) (7, D).

Donc

41171'0'1& <0

€ == R o el R
—— dQ(Q.VO Qi) (v, Q),
4mt/i”@.ﬁ>o () (it (7, 9)

. . el
ce qui donne, puisque v;" est d’ordre €

€ o= 1
Iy = 6—/ (7.VX)XE(7)dy + O(€?).
gt JT;
Nous avons :
I4 = _—VXZ VXz Vvlv

/d’yxz X (),

36 A (e (.6
T = 47r/1 /Qw0 i () (. D).

I; = .
7 60t dV(n VXZ) Xi (7)

Le terme Ig d’ordre € remplace le terme de coin que nous avions obtenu
avec la méthode linéaire SIMC, tous les autres termes sont identiques,
nous obtenons finalement

RA I
mg; 4/ A XY () + eoa (0 x)

[ [ a6 s D + 0l
(5.10)

. . . A -/
2/ i # 1 et les mailles T; et Ty ont une aréte commune I't . Pour x € Ty,
nous avons

u (2,9) = T (D)u (3) (5.11)

< ~ Il . . . PR . -,
ot Tm/(&'}) est opérateur qui appliqué a une fonction linéaire g sur
Uaréte I'; associe la solution w® au sens des EFLDL de l’équation :

(5.12)



S Lo 2/
et u(Q) est la restriction de uS' sur TV,
. . . . /
En insérant cette expression dans (5.3), nous obtenons, puisque <X§, X§/> =

En remplacant dans 'expression précédente Twr(ﬁ)u:’l(ﬁ) par
~ € N € - o
T (D) (i) — — fl(z, Q) — —(.VxL)), nous obtenons
Ot Ot

(5.14)

Ici 8’ est le sous-domaine de Sy qui corrrespond aux directions venant
deTZ,cestadzreQ n<08urfZ et Q- n >0 sur Iy I’;l, cect
car le maillage est supposé satisfaire I’hypothése H1. Nous notons par
I, ..., Ig les siz intégrales apparaissant au second membre de (2.40).
Nous développons maintenant ces termes par rapport a €.
La premaiére intégrale s’écrit :

1 TR N AV

Iy = — [ dUQ- Vg ) (ws, xir)

47 Js
ot w est solution au sens des EFLDL du systéme (5.12) avec g = Xé-
En intégrant cette équation sur la maille Ty, nous obtenons

fl=—;g/}FJMMQvMXQn><An
e 1 . o
= —— dydC(Q - V) (9 - i) X
at47r/9n<o/p yf( )€ 7)x;i(7)
O-t47T/Qn>O~/F/ I‘Z v )( )( ) ( )Xz)

Le second terme est d’ordre €2 donc :
€

I= = [ DX,

60}
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La seconde intégrale s’écrit

e 1 L .
I, = / (ST (@ (.
= 5 g f 0 DD

/ / dydSH (S - ) (- 7 (T ().
0t47T 0-ii>0 JT, -1

Aussi, comme v¢ est d’ordre €, Iy = O(€2). De méme I3 = O(e?). Le
quatriéeme terme est défini par

1 . ,
Iy / d’de(Q )X () xh (7)
Q-1<0
/ / S (S 1) Ty (BN ()
Q>0 F/ 1—‘1
/ dyxt(7)x5 (7)

e [ @ TG o),
Q>0 JT, — 1"1

le second terme est un terme d’ordre € qui correspond a un terme de
coin dans la méthode SIMC.
La cinquiéme intégrale est définie par

I = / dydS3 (S - 7)ve(y, D) ()
™ JQ-i<0 FZ

471'/Qn>0/1,/ v dde(Q i) (T} (Q)UE)Xél(/}/)‘

Le premier terme est d’ordre € car v° est d’ordre € tandis que le second
terme est d’ordre €% car T;(Q)v¢ est d’ordre €. Nous en déduisons
que

1 =/ — € S !
5= /~ ] dydQ(Q - @t (r, )xi (1) + O(e?).
™ JQ-n<0 JI?

Enfin, nous avons

€ — — - ’

I — / dydB( G - ) (3 -

5 = Tror Jomo Joo (Q-7)( Xi) X (7)
€

4oy
€

=— /F (7L - VXOxb (1) dvy + O(€%).

60’t
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En rassemblant ces développements, I'équation (5.14) devient
N l’
; 2 fag!, x / dyxi(7)xi (7)

+—<——/i(n VXX (y 6/ (- Vxi) z()>

/ / ) SZ - 7)( i,i’(sz)Xi)Xy(’Y)
Q>0 JI', — il
47‘(‘/ = 2 SZ(Q ) ())Xéi(7)+0(62).
Q-1<0 1

L’élément de la matrice est donc donné par

Ll Oq\ Ot l
meh = (- @22 )

0,0 . o’ €
1 / L X ()
i
1 L= 1 o=
= ( 6 L0 TXNO) + g /F i Vxﬁ)x?(v))
dydS ()
47T/Qn>0/r, ri’ K AT

. I

= [ [ i@ i, Do) + 0@,
™ JQ-R<0 Fl

€

(5.15)
3/ i #1i et les mailles T; et Ty n’ont pas de sommet commun.
1l est facile de voir que mg’f,’l/ est d’ordre € avec n > 1 si bien qu’a
Uordre €, nous pouvons nég’liger ces contributions dans le systéme li-
néaire.
4/ i # i et les mailles T; et Ty ont un sommet commun mais pas d’aréte
commune. Par exemple, supposons qu’une maille T; est adjacente a T;

et Ty, alors comme le maillage satisfait I’hypothése H2, nous avons

/ — — -
et = [ ad [ (@ @@ ).
<0 FZ_,

qui est un terme d’ordre €.

Dans les autres cas ou T; et Ty ont un sommet commun et pas d’aréte
commune mais sont séparés par plus d’une maille, mi’f,’l
€" avec n > 1. Cect constitue une différence par rapport a la méthode
SIMC linéaire ou les termes de coin d’ordre € relient toutes les mailles

est d’ordre

ayant un sommet en commun.
La suite de la preuve se déroule ensuite de la méme maniére que pour la
méthode SIMC linéaire.

Remarque 5 Les termes correspondant aux termes de coin s’annulent car
. . &l . p
la somme des contributions de ces termes dans m;’;; pour i,l firé est nulle.
9
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Preuve 10 Prenons pour T; le triangle ABC et comme sommet [ le sommet
A, alors le terme de coin d’ordre € présent dans m;-:’il’l (5.10) est égal a :

—i/ / A (Q-7)x? f’ / 7[ dﬁ(ﬁ-ﬁ)x“‘vf’l pour
/A (-0 4z Git=0,

' correspondant au sommet A que nous noterons CT,”

1 B = = B el 1 ¢ = =2 B el
——/ dv/ﬁ dQ(Q-i)x"v;” ——/ dv% dQ(Q-1)x"v;" pour
mJa 3-ii>0 4m /B 3-i>0

I correspondant au sommet B que nous noterons C’TiA’B
1 == 1 ¢ =, =
——/ dvy | dQ(Q-ﬁ)Xcvf’l——/ dvﬁ dQ(Q-ﬁ)Xcvf’l pour
4r 3-ii>0 47 /B 3-ii>0
' correspondant au sommet C' que nous noterons C'T;>
Considérons le triangle Ty, soit le triangle ACD, adjacent au triangle
i par AC, alors dans les termes de coin présents dans me’l’l (5.15) pour I’

correspondant au sommet A, on trouve : ——/ dv/ dQ (2 - ﬁ)XAvf’l
4t /A (-ii<0

p N AA
égal a l'un des deux termes composant —CT; "

a,l,l

de méme dans mgi pour I correspondant au sommet C, on trouve :

1 Y.
——/ dv [ () - ﬁ)xcfu?’l égal a l'un des deuz termes composant

(2

On trouve les termes correspondants aux 4 autres termes en considérant
les triangles adjacents a BC et AB.
DF la méme fagon on démonitre que le terme de coin

e / dv/ d(Q - 7)T; (ﬁ)x‘fxf} présent dans mf’il,’ll pour 1 cor-
7T k)

respondant a s’ommf’f A a son opposé dans le terme de coin m, ’l’l” ou le
triangle i est le triangle adjacent a Ty par le coté AD et le s’ommf’f "
correspond au sommet A dans le triangle Tn.

Finalement, la somme des termes de coin s’annule & cause de la conti-
nuité de P.
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Chapitre 6

Conclusion

Dans cette thése, nous avons analysé le comportement de la méthode

Symbolique Implicite Monte-Carlo dans les milieux opaques. Nous avons
introduit une extension de la méthode classique ou la solution est linéaire
dans chaque maille au lieu d’étre constante.
Nous avons prouvé que la méthode linéaire SIMC posséde la limite diffusion
contrairement a la méthode constante. Le schéma de diffusion limite est la
méthode des éléments finis linéaires continus. L’analyse a été faite pour la
géométrie cartésienne en 1D et 2D.

L’analyse des conditions aux limites n’est pas compléte. Dans le cas mo-
nodimensionnel, la condition aux limites asymptotique est une approxima-
tion trés précise de la condition aux limites exacte. En 2D, ce résultat ne
peut pas étre prouvé. Cependant, nous avons montré que la condition aux
limites est correcte quand l'intensité incidente est isotrope.

Bien que la méthode linéaire SIMC soit précise en milieu opaque, elle de-
mande un trés grand nombre de particules. Autrement, de larges fluctuations
apparaissent. Cela est di a la difficulté de calculer les coefficients de la ma-
trice de diffusion par la méthode Monte-Carlo. En conséquence, le cotlit peut
devenir prohibitif.

C’est pourquoi nous avons mis au point en 1D une amélioration de cette mé-
thode qui consiste a calculer analytiquement les termes de la matrice dans
les régions diffusives. Nous obtenons ainsi une méthode hybride diffusion
Monte-Carlo. En 2D, le couplage entre la zone diffusion et la zone trans-
port est plus délicat car des “termes de coin” apparaissent qu’on pourrait
cependant échantillonner par une technique Monte-Carlo. Nous n’avons pas
poursuivi cette voie mais choisi de discrétiser une forme non classique de
I’'équation du transport dite différentielle.

Le bruit numérique important de la méthode SIMC est d au fait que
la quantité que nous cherchons a calculer est la différence de deux grands
nombres. Récemment, les auteurs de [13] ont introduit une nouvelle formu-
lation de I’équation du transport dont l'inconnue est l'écart entre la solu-
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tion de I’équation d’origine et celle obtenue & 1’équilibre. Nous avons montré
I’avantage, en matiére de réduction de variance, obtenu en discrétisant cette
équation avec la méthode SIMC linéaire plutdt que ’équation classique. La
méthode SIMC linéaire devient ainsi “viable” en milieu diffusif. Par contre,
en milieu transparent, lorsque les mailles sont optiquement minces, 1’avan-
tage revient & la méthode SIMC linéaire avec la formulation standard. Nous
avons montré qu’il est cependant possible de coupler de maniére trés simple
ces deux méthodes pour obtenir finalement une méthode ayant la limite dif-
fusion avec un cotit de calcul modéré.

En géométrie 2D plane, nous avons mis en évidence deux schémas qui
ont la limite diffusion : le premier est un schéma aux éléments finis linéaires
discontinus lumpés, le second en est une variante dans laquelle on “lumpe”
également les termes de flux sur les arétes. Le troisiéme schéma dit SCB
proposé par M.Adams pour des maillages formés de polygones quelconques
ne posséde pas la limite diffusion sur les triangles mais uniquement sur des
rectangles.

L’extension du premier schéma a la géométrie 2D cylindrique posséde
également la limite diffusion.

L’étude des conditions aux limites nous a conduit aux conclusions sui-
vantes :

Les éléments finis linéaires discontinus lumpés possédent en 1D la pro-
priété remarquable de redonner, en milieu diffusif, une approximation pré-
cise de la condition aux limites exacte. En particulier, ce schéma autorise
un maillage grossier méme prés des frontiéres ot une couche limite existe
lorsque l'intensité entrante est anisotrope. En 2D, les trois schémas étudiés
ne redonnent pas, dans toutes les situations, une bonne approximation de la
condition limite exacte quand l'intensité entrante est anisotrope mais seule-
ment quand elle est isotrope. Cependant, sous certaines hypothéses sur la
régularité du maillage et de la condition aux limites, on retrouve le résultat
1D. Le schéma SCB posséde également cette propriété quand il est appli-
qué aux rectangles. Nous avons obtenu pour la solution asymptotique une
condition aux limites de type Dirichlet. Pour obtenir la condition aux limites
de Marshak de type Robin, il faudrait pousser le développement asympto-
tique a Pordre suivant, ce qui permettrait commme il a été prouvé dans [36]
d’obtenir en 1D, en faisant un choix particulier des directions discrétes, la
condition aux limites de Marshak avec la bonne longueur d’extrapolation.

Aucun des schémas présentés n’est donc la panacée pour les problémes
de transport sur maillages déformés (avec forte anisotropie a la frontiére
d’un milieu diffusif) mais ils présentent un progrés certain par rapport aux
méthodes couramment utilisées. Il reste a voir, comment adapter le maillage
de telle facon que les conditions aux limites soient aussi précises qu’en 1D.
Nous avons montré que lorsque le maillage, au niveau de la frontiére ou
de l'interface entre un milieu transparent et un milieu opaque, est composé
de rectangles de forme identique, décomposés de la méme facon en triangles,
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nous traitons correctement les couches limites. Toute technique comme ’ALE
permettant de régulariser le maillage aux interfaces ou & la frontiére est donc
bénéfique pour le traitement des couches limites.

Nous avons cherché & trouver pourquoi les solutions des schémas limites
obtenus avec les méthodes SIMC constante et linéaire sont identiques (a
Vordre 0) a ceux obtenus avec les EFD constants et linéaires. Pour cela, nous
avons analysé les EFD constants et linéaires de la méme maniére que les
méthodes SIMC, ce qui revient & chercher la limite asymptotique en milieu
diffusif de I’inverse de 'opérateur du transport discrétisé. Nous avons montré
que les termes de coin sont différents entre les deux méthodes. Ils sont d’ordre

1

e € en 1D, d’ordre € en 2D avec les méthodes SIMC et d’ordre € en 1D, 2D
avec les EFD. Cependant, comme ces termes disparaissent lorsqu’on somme
ces termes por un méme sommet, les schémas limites sont les mémes.

L’intérét de décrire ces schémas limites de facon précise n’est pas uni-
quement académique. En comprenant comment les schémas se comportent
en milieu diffusif, cette démarche permet de sélectionner sur de solides bases
théoriques les “bons” candidats et de mettre en oeuvre des schémas hybrides
performants.
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Annexe A

Probléme de Milne

Soit ¢ une constante 0 < ¢ < 1 et u 'unique solution dans
L°(]0, +o0o[x[—1,+1]) de :

% +u=cu
oy THU =t (A.1)
u(0, 1) = g(u), p> 0.

Il s’agit de trouver u(0, 1) pour u < 0 en fonction de la donnée g(u) pour
i > 0. On cherche la fonction S(u, 1) telle que :

1
pu(0, p) = /0 S, ") g () dp!

pour u < 0.
On commence par remarquer que

1
putao p) = [ S, ulao, Wi

pour p < 0 et ceci pour tout xg > 0 car la fonction v définie par v(z, u) =
u(x + g, p) pour x > 0 est solution du probléme de Milne :

ov .
{ ,u%—l-v:cv, (A.2)
U(Ovu) = u(£07ﬂ)7 p > 0.

En d’autres termes, I'opérateur de réflexion S est invariant par transla-
tion.

On pose u™(z,p) = u(z,p) pour p > 0 et u (x,u) = u(x,—p) pour
p>0. On a alors :
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1
pu” (, 1) :/0 S ' yut (, )yl

out c 1 _
8u_ c 1
+u = _/ T uT)dy,
v 3 ), (" +u”)dp

ou encore :

/uf(x,u)z/ (py Y (a, i)y

u——i—u / dp/ (ut + — / dAS (i, Nu™ (z, ), (A4)
—u%m /duu +—/ ANS(!, Nt (, V).
On dérive la premiére équation par rapport a x :
ou~ 1 ou™
pG () = [ 800 G (@ ),
ou™

on remplace dans cette équation a—(m, A) par sa valeur issue de la seconde
x
équation de (A.4) ce qui donne :

u 1 c 1 1
WO () = [ NSN3 @ N+S [t [ 86 ot nan),

!

En utilisant cette expression dans la troisiéme équation pour éliminer

1 c 1 1
—/ NS (1 A 1 - +(a:,)\)+§/0 du’(uﬂx,u’)—k%/o S, vyt (, v)dv))
+- / d\S(p, ) t(x,\)

__/ dp'(u /d)\S,u Nut(z,\) =

donc

/01 dut (z, A)S (1, )\)(i n i) _

c [! . 1

5/0 d,u’(u-i- / %/ S( / ) +($ le/) x/o d)‘S(M,)\)%

1

E/ dp/ (ut (z, 1) + = /duS,u viut(z,v))

/d,u /S,ul/ (z,v)dv) /d)\S,u, +1)
/d)\u (2, \) /d)\Su,

2/d)\u x)\/du Su)\ /d)\S,u, +1).
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Cette relation devant étre vraie pour toute fonction v, on a nécessaire-
ment :

S(/L /\)(—1 + —1) = —C(l + /1 (1)\5(,“ A) 1) X (1 + /1 (I/L/—l S(/L/ )\))
’ ) A 2 0 ’ A 0 ,u/ ’ ’
ou encore :

c 1 1
s(u,u’)(%+$)=§(1+/o S(ﬂ,A)%) X (1+/0 S(A,u’)%).

On remarque que le noyau S est symétrique :

S(u, ') = S, ).

On introduit la fonction de Chandrasekhar H :

=1+ [ s,

on a donc :
1 1 c
S(p, ) (= + =)= =H(u)H(u),
(i) 4 25) = S H)H(E)
et H vérifie ’équation intégrale non linéaire :

c L H(p)dy
Hp) =1+ -pH / _—
(1) TGRSy
Cette fonction qui dépend de c¢ peut se calculer numériquement par un
processus itératif.
Elle permet d’obtenir :

u(0, p) = gH(u) /01 12(5_/25/9

pour u < 0.
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Annexe B

Propriétés de la méthode SIMC

B.1 Terme de collision anisotrope

Nous devons résoudre :

Q.ﬁwgtu:/ oo (G- 3 Yu(e, )dSY + Q(a, §),

On peut décomposer Js(ﬁ . ﬁ’) sur les polynomes de Legendre :

ou P, est le polynome de Legendre d’ordre n avec

+1
o — 27r/_1 05(11) P (12) dpt.

Oor nous avons :

— —» m=n —.\/ —
(- €Y) Z n—l—l Y () Ym(Q)

ou les Y,,,, sont les harmoniques sphériques définies par

Ynm(ﬁ) = Ynm((aa ¢) =

et
Bli(z) = (=)™ (1 = 2%) 2 — 1=,

qui constituent une base orthonormée des fonctions de L2(S2) :

Sa
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En insérant B.3 dans B.2 puis B.2 dans B.1, on obtient :

n=H1 m=n

/as(ﬁ.ﬁ’) (2, 9)dY = 37 > 0L (2) YV (D),
Sa

n=0 m=—n

iy = / Y (G)u()dd.
Sa

On peut également décomposer @ sur les harmoniques sphériques, soit :

avec

avec

Sa

En prenant H = maxz(H;, Hs), on obtient finalement :

n=H m=n n=H m=n

Q-Vu+ opu = Z Z 0§ Upm (T nm(ﬁ) Z Z Qnm(x)ynm(ﬁ)

n=0 m=—n n=0 m=—n

On introduit les inconnues auxiliaires ®,,,,, vérifiant :

- ~
01 Ppm = O g Upm + Qnm,
on obtient ainsi un systéme d’équations équivalent a (B.1)

n=H m=n
O

Q-Vu+ o= Z Z at(IJannm(ﬁ)

n=0 m=—n
n~
—04Upm T+ 0t Ppm = Qnmy

On suppose ensuite que les @, s’expriment comme :
l
S () = D ($um)iXi(2)- (B.5)
il

Nous approchons alors (B.4) par le systéme suivant :

n=H m=n
Q : ﬁu + ou = Z Z th)annm(ﬁ)y

n=0 m=—n , (BG)
(=0 + 0P — Qumy X)) = 0,Vi' € (1, N),VI' € (1, L),
Vn € (1, H),Ym € (—n, +n).

La solution u de (B.6) est :
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m=n

Zi Z ¢nm Unml(ﬂf,ﬁ), (B.7)
il

n=0 m=—n

ou la fonction (unm) (z,€) est solution de :

(B.8)

Q 6(u"m)i + Ut(unm)é = UtXéynm(ﬁ%
() (2,92) =0, 2 € T, Q- 7 < 0.

On obtient finalement le systeéme :

Q- ﬁ(unm)i + Ut(unm)l = UtXiynm(Q)
Zz‘,l bi:lz’(qsnm)i - Zz,l,m n’ (:: (an 'm/ )ilz ((ﬁn ) (Qnma Xz > vi' € ( N) vi' e (1’ L)’
Vne( )Vme( n,+n),
()} (2, ©) = 0, $Er,ﬁ'ﬁ<0.
(B.9)

oll nous avons noté (anm)l b= (0t (Tim)} X1 et bi”lzl, = (ouxk, xh).

B.2 Probabilités de collision

Nous avons
—a(F)

WD =) [ "

avec B = 71— et aF,7) = f(lr 1 dsoy (7 +€s) o s est Pabscisse curviligne
de la demi-droite joignant 7 a 7,
donc ®; vérifie :

o (i) Vi g —Zf;é i ;i = QuVir, Vi' (B.10)

—a(r )
avec a; ; = o4(i Noy(i / dr/ .
i 47T|R 2

Notons P; i la probabilité de collision d’'une particule dans la maille 7/
sachant qu’elle est née dans la maille ¢ :

—a(7, )

o OO v, 4y A
1,0 Vi s

donc a; i = 0 (i) Vi P, .

L’équation (B.10) se réécrit comme :

Z/

Ut(i,)ml(ﬁi/ Z/ Zat VPZZ ¢7, Qi"/i’a
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Ut(i)@z’ - Q;
os(1)

ou encore en utilisant la relation : 4; = (par abus de nota-

tion @; = (4, xi)) :
oo (i Wity = > ViPy i (05(i)i; + Qs),

qui est I’équation des probabilités de collision.

B.3 Symétrie de la matrice SIMC et diagonale do-
minance

Le systéme SIMC s’écrit :

’ Og 'L', / / i
Sl - <.,>az;;,>¢5 = (Q,xb), Vi,V

il o1(i')
ou encore :
or(@) g ou(i) 1 g
0, — . A - s X7 ,V ,Vl
i7l (O_S(Z/) 2,1 az 7 )¢’l O'S(Z,) <Q XZ > 3
Or
1,0 , / . / 1.
bm’/ = (Ut(Z)Xé7Xé’> = 6ii’0't(z) <X§7X2> = bi,’i,
donc ,
O-t(z )bl,ll — O-t(z) bl-/7
O'S(Z/) 4,3’ O's(’L i’
On a
~l(—’ &,—2-‘) ()/ l(—'/) € Oé(qﬂ?,)
U = 0¢(2 X; (T =
AGE] t e 7 47T|R|2 )
donc
L _ N~
Qi = (o (@) xr» 17)
. . VAN —a(7, )
— au(@)u(i) Jy, At (7) fyy AP () S
= (o (i)x}, i)
]
=0y
Posons

o or(i') S
W (@) 0l
Dans le cas ou les fonctions de base sont constantes, nous allons démon-
trer que la matrice d’élement général m; ;s est une M matrice symétrique a
diagonale strictement dominante (par colonne), ce qui prouve que la matrice
est symétrique définie positive.
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En effet, I’élément général de la matrice s’écrit :

mi; = o¢(i) Ut(i.) V(i) — o4(i)o(4) /V di’ ; drK (7, 7),

(A
e o(7,™)

Am|R|?
et pour ¢ # ¢ (attention 4 désigne le numéro de colonne tandis que 7’
désigne le numéro de ligne)

avec K(7,7) =

Y

mig = —ou(i)o(0) / dF / A K (7, 7).
v

Comme a;; = ay;, la matrice m est symétrique (les éléments de la
matrice étant estimés par une méthode Monte Carlo, cette propriété n’est
vraie qu’a convergence du nombre de particules).

Or on a:

1 oo e
S (i) / dF / A K (7,7) < / di — / 43 / o1 (7 +53)e= T ds = V(7),
” Ve v vi AmlJs2 o

comme o4(i) < o4(i), on a at(z)zz—((gV(i) > a,(i)V (i), donc :
. Ut(i) . . = — — o
o (7) oo (1) V(i) — ou(7) /V; dr ; dr' K (7, 7) > — ;mw .

On obtient finalement : m;; > Z |my |, avec m; < 0 pour i # 7.
i#£q!
La matrice m est donc une M matrizﬁe symétrique a diagonale strictement
dominante.

Cette propriété de M matrice a diagonale strictement dominante (par
colonne) est vraie quel que soit le nombre de particules Monte-Carlo utilisé
grace a 'estimateur utilisé pour estimer la matrice a. Par contre, la propriété
de symétrie n’étant vraie qu’a convergence du nombre de particules, c’est la
limite de la matrice qui est définie positive.

Dans le cas ou les fonctions de base sont linéaires, la matrice n’est plus
une M matrice & diagonale strictement dominante. Mais on peut démontrer
que la matrice reste définie positive.

Soit

< M®,d >=/ o1(7)
D 0s(7)

- /D /D K (7,#)0u(F)oy(*) B () B(7 ) drdi.

o (") * (F)di
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avec & = Zgbéxé, o = Zat(i)xé et o5 = Zas(z’)xé.
il

il il

< /D /D at(F)at(F')K(F,F’)CI)Q(F’)dFdF’)%( /D /D at(F')at(F)K(F,F’)@z(F)dFdF’)%,

donc comme :

on obtient :

Pour résoudre le systéme, nous avons utilisé dans nos cas tests une mé-
thode de gradient conjugué préconditionnée par une itération de Gauss Seidel
symétrique par blocs, dont les blocs sont constitués pour chaque maille ¢ par
ou(8)
oo(i) b i,i
Cette méthode converge dans tous les cas que nous avons traités dés que le
nombre de particules est suffisamment grand.

la matrices 3*3 d’élément : oit les [ et !’ varient de 1 a 3.

a
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