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tion 9
Introdu
tion

La modélisation et la simulation numérique de problèmes de di�ra
tion d'ondessont au 
oeur de nombreuses appli
ations qui peuvent être industrielles (
itons parexemple l'aéronautique, l'exploration pétrolière) mais aussi liées à la défense ou ause
teur médi
al. Le plus souvent, le domaine de propagation est soit in�ni dans unedire
tion, soit très grand par rapport à la longueur d'onde des signaux que l'onveut reproduire. On est alors 
onfronté au problème de résoudre numériquement unsystème d'équations aux dérivées partielles posé dans un domaine non borné.Une première appro
he 
onsiste à exploiter les solutions fondamentales de l'équa-tion des ondes pour en é
rire une formulation intégrale impliquant des potentiels (desimple et double 
ou
he) dé�nis sur une surfa
e bornée. Le 
adre d'appli
ation le plusfréquent de 
ette méthode est 
elui de la di�ra
tion par un obsta
le (avion, sous-marin par exemple) et l'équation intégrale est posée sur la surfa
e, 
ette fois bornée,de l'obsta
le. On peut alors appliquer une méthode d'éléments �nis pour la dis
ré-tisation qui 
onduit à l'inversion d'une matri
e pleine. La méthode des équationsintégrales [12, 13℄ est une appro
he très robuste fournissant au �nal une solution trèspré
ise de l'équation des ondes mais, et tout parti
ulièrement à haute fréquen
e, elleinduit des 
oûts de 
al
ul qui peuvent devenir très vite prohibitifs, malgré les progrèstrès 
onsidérables qui ont été réalisés pour a

élérer les produits matri
e/ve
teurs(voir [16℄ et sa bibliographie). De plus, elle n'est pas évidente à mettre en pla
e dansle 
as où l'obsta
le et/ou le milieu extérieur est hétérogène.Une autre appro
he s'appuie sur le fait qu'il est su�sant de représenter le 
hampd'onde dans un pro
he voisinage de l'origine du phénomène (par exemple, l'obsta
leen s
attering, la sour
e en imagerie sismique ou médi
ale). C'est pourquoi, dans l'ob-je
tif de simuler numériquement le phénomène, on peut dé�nir une boite de 
al
ul àl'intérieur de laquelle on se 
ontente de représenter le 
hamp d'onde via l'appli
ationd'une méthode d'éléments �nis. Les bords extérieurs de la boite sont arti�
iels pourle problème physique 
onsidéré et ne doivent don
 pas générer des ré�exions parasitesà l'intérieur du domaine de 
al
ul. Pour la mise en oeuvre numérique, la prin
ipaledi�
ulté est de modéliser les bords arti�
iels. On peut les représenter par l'opérateurDiri
hlet-to-Neumann (DtN) qui va exprimer de façon exa
te le passage parfait del'onde de l'intérieur de la boite vers son extérieur (
e qui exprime que le bord n'aau
une in�uen
e sur le 
hamp intérieur). Mais 
omme l'opérateur DtN est global,il va 
asser la stru
ture a priori 
reuse de la matri
e de dis
rétisation par éléments�nis, 
e qui va engendrer des 
oûts numériques équivalents à 
eux inhérents à la



10 Introdu
tionméthode d'équations intégrales. C'est pourquoi on 
her
he à rempla
er la 
onditionDtN par une 
ondition appro
hée qui va préserver la stru
ture 
reuse de la matri
ede dis
rétisation, la di�
ulté résidant alors dans le 
hoix de la 
ondition qui ne doitpas détériorer la pré
ision de la solution numérique. Dans la littérature, on parlede 
onditions aux limites absorbantes ou arti�
ielles, parfois aussi de radiation. Onpeut parfois faire le distingo entre les adje
tifs absorbant et arti�
iel en imposantaux 
onditions absorbantes d'être lo
ales alors que les 
onditions arti�
ielles fontintervenir des opérateurs globaux et sont 
onstruites après tron
ature du symbole del'opérateur exa
t. C'est 
e que nous proposons de faire dans 
e manus
rit. Le niveaude performan
e des 
onditions arti�
ielles (et don
 globales [27, 31, 32, 45, 58, 59℄)peut être fa
ilement amélioré mais, en pratique, 
es 
onditions ne peuvent s'é
rireque sur des surfa
es dont la géométrie est très simple. De plus, dans un 
ontexteéléments �nis, les degrés de liberté sont tous 
ouplés sur la surfa
e arti�
ielle, 
e quia�e
te les 
oûts numériques de façon très 
onsidérable et 
omplique toute pro
édurede parallélisation. L'e�et de tron
ature de la 
ondition exa
te a aussi été analysé[31, 39℄ mais dans 
e manus
rit, nous nous limiterons à l'étude de 
onditions ab-sorbantes et 
ette appro
he ne sera don
 pas 
onsidérée. Les 
onditions aux limitesabsorbantes sont elles é
rites à partir d'un opérateur di�érentiel exprimant le 
hampd'onde sur la surfa
e arti�
ielle en fon
tion de ses dérivées. Cet opérateur peut s'ob-tenir via la mi
ro-lo
alisation de l'opérateur global DtN. C'est l'appro
he retenue parEngquist et Majda [18, 19℄ pour les systèmes stri
tement hyperboliques : l'opérateurDtN exa
t est 
onstruit à partir de la représentation de la solution par superpositiond'ondes planes, 
e qui revient à é
rire l'équation des ondes 
omme une 
omposi-tion d'équations one-way. Les auteurs en déduisent des 
onditions absorbantes via lami
ro-lo
alisation de la 
ondition DtN exa
te. La lo
alisation est réalisée en appli-quant une approximation du type Taylor du symbole de DtN qui est justi�ée si lesondes se propagent ave
 une in
iden
e pro
he de la normale à la frontière arti�
ielle.A la même époque, Bayliss, Guntzbürger et Turkel [9℄ ont 
onstruit des 
onditionspour la sphère utilisant des dérivées d'ordre élevé de la solution en 
onsidérant undéveloppement haute fréquen
e de la solution de l'équation d'Helmholtz. Dans un
ontexte éléments �nis, 
es 
onditions sont réputées être performantes à haute fré-quen
e mais di�
iles à mettre en oeuvre numériquement pour les ordres supérieursà deux. En e�et, les 
onditions d'ordre supérieur à deux né
essitent d'introduire desvariables auxiliaires (voir Givoli [30℄ et sa bibliographie) 
e qui entraînent des sur-
oûts numériques. Notons que depuis les années 70, la littérature sur la 
onstru
tionde 
onditions aux limites absorbantes ne 
esse de s'enri
hir et ne se limite pas àl'équation des ondes a
oustiques. Citons par exemple Gustafsson [33℄ et Halpern [37℄qui s'intéressent respe
tivement à des systèmes du type hyperbolique et parabolique,Givoli et Keller [23℄ qui travaillent sur l'équation des ondes élastiques.Dans 
e manus
rit on ne va s'intéresser qu'à l'équation d'Helmholtz, 
e qui ex-plique que la bibliographie proposée est essentiellement orientée vers l'équation desondes. On 
itera 
ependant l'arti
le de Tsynkov [65℄ qui fait état d'une revue détailléesur le sujet des 
onditions aux limites absorbantes pour di�érents problèmes.Cette thèse est 
onsa
rée à la 
onstru
tion et à l'étude de performan
e d'une
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tion 11nouvelle 
lasse de 
onditions aux limites absorbantes appro
hées de type Diri
hlet-to-Neumann (DtN) ou Robin ajusté à utiliser pour des frontières arti�
ielles de formeelliptique (2D) ou sphéroïdale prolate (3D), 
'est-à-dire adaptées à des obsta
les deforme allongée tels que les sous-marins. L'idée de 
onstruire de telles 
onditions estmotivée par trois raisons prin
ipales. Premièrement, les 
onditions d'ordre 2 (BGT2)
onstruites par Bayliss, Gunzbürger et Turkel pour des frontières de formes 
ir
u-laires (2D) et sphériques (3D) dans [9℄ ne sont pas très performantes, en régimebasse fréquen
e, lorsqu'elles sont exprimées en 
oordonnées elliptiques et appliquéesà des frontières de forme elliptiques (2D) ou sphéroïdales prolates (3D), et il fautmentionner qu'elles sont très utilisées. Comme l'ont montré les travaux de Reineret al. [54℄, leur pré
ision se détériore parti
ulièrement lorsque la frontière arti�
ielleest très allongée. L'e�et de damping introduit pour 
ette 
lasse de 
onditions [55℄n'améliore leur performan
e que pour des petites valeurs d'ex
entri
ités. En e�et,la 
ondition BGT2 n'est plus assez pré
ise lorsque l'ex
entri
ité e est supérieure ouégale à 0.6 en régime basse fréquen
e (
f Figs 6 et 15 dans [55℄). Il y a don
 un besoinde 
onstruire une 
lasse de 
onditions aux limites absorbantes qui assurent un niveaude performan
e satisfaisant pour toutes les valeurs d'ex
entri
ités. Deuxièmement,les 
onditions appro
hées bi-dimensionnelles lo
ales de type DtN 
onstruites pourdes frontières 
ir
ulaires et sphériques [24℄ sont signi�
ativement plus pré
ises queles 
onditions BGT, en parti
ulier pour de petits nombres d'onde (i.e. dans le ré-gime basse fréquen
e) 
omme 
ela est illustré dans [41℄ au niveau modal et quand lasolution du problème appro
hé est 
al
ulée 
omme la solution exa
te à partir d'unesérie de Mie. On se propose don
 d'étendre 
e résultat au 
as des frontières de formeallongée. On 
ontribuerait ainsi à améliorer la pré
ision des méthodes numériquestout en limitant les 
oûts numériques. En e�et, l'utilisation de 
onditions aux limitesabsorbantes pour des frontières de forme 
ir
ulaire (2D) ou sphérique (3D), dans le
as de la résolution d'un problème de s
attering par un obsta
le de forme allongé,entraîne toujours la prise en 
ompte d'un domaine de 
al
ul bien plus grand quené
essaire. Cela augmente don
 inutilement les 
oûts de 
al
ul et est néfaste pourl'e�
a
ité de la méthode utilisée lors de 
ette résolution. Une étude de Farhat etal. [17, 63℄ montre par exemple que l'on peut diminuer le nombre de degrés de li-berté né
essaire pour une résolution pré
ise et que l'on peut diviser le temps CPUpar un fa
teur 
ompris entre 2 et 5 pour un problème de s
attering a
oustique 2D[17℄ et entre 3 et 8 pour un problème similaire tridimensionnel [63℄ en utilisant desfrontières arti�
ielles adaptées aux obsta
les de forme allongée. Dans le même ordred'idée, Kallivokas et Lee [44℄ ont aussi démontré qu'en appliquant des 
onditionsd'ordre deux à des frontières arti�
ielles de géométrie ellipsoïdale plut�t que sphé-rique �dans le 
as d'obsta
le allongés� permet de réduire les 
oûts numériques enoptimisant la taille du domaine de 
al
ul. Les mêmes auteurs ont aussi 
onsidéré le
as du problème temporel [43℄ et ont montré qu'on peut appliquer des 
onditionsd'ordre deux et trois en veillant à bien positionner la frontyière arti�
ielle.Le premier 
hapitre est une introdu
tion 
onsa
rée aux deux familles de fon
tionsspé
iales qui seront utilisées tout le long de 
e travail : les fon
tions de Mathieu et
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tionles fon
tions sphéroïdales. Ces fon
tions sont respe
tivement utilisées dans la des-
ription des phénomènes de propagations d'ondes en 
oordonnées elliptiques (2D) etsphéroïdales prolates (3D) que nous allons étudier. Etant très peu utilisées dans lalittérature, il nous semblait né
essaire d'introduire quelques notations et de rappelerles prin
ipales propriétés les 
on
ernant. Ces propriétés ont été 
olle
tées dans desouvrages de référen
e [1, 20, 49, 51℄.Dans le deuxième 
hapitre de 
ette thèse, nous abordons la 
onstru
tion d'unenouvelle 
lasse d'opérateurs du type Diri
hlet-to-Neumann (DtN) lo
aux ou Robinajusté adaptés à des frontières arti�
ielle de géométrie elliptique. Pour 
e faire, nousallons utiliser la dé
omposition modale de l'onde u en 
oordonnées elliptiques. On
onsidère des 
onditions de type Robin à 
oe�
ients in
onnus, 
es 
oe�
ients étantobtenus en posant les 
onditions exa
tes pour les premiers modes. Notre but estd'analyser l'impa
t du nombre d'onde ka et de l'ex
entri
ité e, paramètre qui mesurele degré d'élongation de l'ellipse ou ellipsoïde représentant la frontière arti�
ielle,sur la performan
e des 
onditions 
onstruites. Cette analyse est faite en plusieursétapes. Tout d'abord nous nous intéressons au problème modal, 
'est-à-dire que l'onétudie la pré
ision des 
onditions DtN pour un seul mode. Puis nous étudions dansun se
ond temps le problème de s
attering. Nous nous plaçons alors dans le 
adred'une formulation On-Surfa
e Radiation Condition (OSRC) [46℄. Dans 
e 
ontextelà, on 
onsidère que la frontière arti�
ielle est posée dire
tement sur la surfa
e del'obsta
le de di�ra
tion. Pour 
ha
un des deux modèles (modal et s
attering), nouspro
édons à une analyse mathématique puis à des tests numériques pour évaluer laperforman
e des 
onditions. Pour le problème modal, les tests numériques 
on�rment
e que laisse prévoir l'évaluation des 
omportements asymptotiques à savoir qu'enbasse fréquen
e les 
onditions ne sont pré
ises que pour les premiers modes et que
ette pré
ision dégénère vite lorsqu'on teste des modes plus élevés. Pour le problèmede s
attering, la 
ondition DtN d'ordre 2 montre, numériquement, une très bonneperforman
e en régime basse fréquen
e 
omme le laissait présager l'étude analytique.On montre aussi que 
ontrairement à la 
ondition BGT2 (étudiée par Reiner et al.[54℄) qui dégénérait parti
ulièrement pour de grandes ex
entri
ités, la 
ondition DtN2
onserve sa pré
ision quel que soit l'allongement de la frontière arti�
ielle elliptique.En revan
he, si on teste des fréquen
es plus élevées, le 
adre OSRC, appliqué ave
des 
onditions di�érentielles d'ordre deux, n'est manifestement pas adapté pour leproblème de s
attering 
omme l'ont déjà montré des travaux antérieurs [4, 6, 41, 54℄.Le troisième 
hapitre est 
onsa
ré à la 
onstru
tion d'une nouvelle famille d'opéra-teurs DtN adaptée à des frontières arti�
ielles sphéroïdales prolates pour le problèmede s
attering tridimensionnel. Ces 
onditions sont 
onstruites pour le problème tri-dimensionnel suivant la même méthode que 
elle utilisée dans le 
hapitre pré
édent.Une fois les 
onditions DtN 
onstruites, nous pro
édons à une analyse de performan
esimilaire à 
elle faite pour le problème 2D. Pour le problème modal, on observe ana-lytiquement et numériquement qu'à basse fréquen
e, passés les tout premiers modespour lesquels nos 
onditions sont performantes, la pré
ision des 
onditions DtN se
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tion 13dégrade à mesure que les modes augmentent. Par 
ontre, toujours en régime bassefréquen
e, quand il s'agit de résoudre le problème de s
attering, les 
onditions DtN
onstruites révèlent un ex
ellent niveau de pré
ision, quel que soit l'allongement edu sphéroïde prolate formant la frontière arti�
ielle. La 
ondition DtN d'ordre 2 estdon
 bien plus performante que la 
ondition BGT2 [54℄ étudiée dans 
e même 
adre.En e�et, 
ette dernière est pré
ise pour de petites ex
entri
ités e puis dégénère àmesure que le sphéroïde s'allonge. De la même manière que pour le problème bi-dimensionnel, en haute fréquen
e, la 
ondition DtN2 est assez performante pour leproblème modal mais pas pour le problème de s
attering. On 
onsidère ensuite lerégime haute fréquen
e et on réalise les mêmes expérien
es. Il s'avère que dans 
e
as là, la 
ondition DtN2 est assez performante au niveau modal mais elle ne donnepas de bons résultats pour le problème de s
attering. On voit i
i en
ore les limita-tions du 
adre OSRC dans le régime haute fréquen
e quand on utilise une 
onditiondi�érentielle d'ordre deux.Les 
hapitres 4 et 5 sont 
onsa
rés au problème volumique. Il s'agit d'appliquerles 
onditions absorbantes DtN sur une surfa
e qui, 
ette fois, entoure l'obsta
le.Les 
as 2D (
hapitre 4) et 3D (
hapitre 5) sont envisagés. On 
ommen
e par don-ner une solution analytique du problème en volume via une dé
omposition modaledu 
hamp d'onde reprenant les modes dé
rits aux 
hapitres 2 et 3 respe
tivement.On se ramène à résoudre un système dont la 
ondition d'inversibilité est exprimée àpartir d'un Wronskien généralisé liant les données sur la surfa
e de l'obsta
le et surla surfa
e arti�
ielle. En 2D, on observe des instabilités numériques qui s'expliquentpar les di�
ultés déjà 
onnues [34℄ qui existent pour représenter numériquement lesfon
tions de Mathieu. Par 
ontre à 3D, les résultats numériques sont exploitables, lesfon
tions sphéroïdales étant stables numériquement. On présente une série de testsnumériques (à 2D au 
hapitre 4 et à 3D au 
hapitre 5) qui illustrent l'in�uen
e dela taille du domaine de 
al
ul sur la solution appro
hée (solution du problème posédans le domaine borné limité par la frontière arti�
ielle). En 
onsidérant la frontièrearti�
ielle 
omme une dilatation de la frontière de l'obsta
le, on exprime la solutionen fon
tion d'un paramètre λ ≥ 1 (λ = 1 
orrespond au 
as OSRC : plus λ 
roît,plus la frontière arti�
ielle est éloignée). Comme on pouvait s'y attendre, on observeque plus λ 
roît, plus la solution appro
hée est pré
ise. On observe 
ependant qu'iln'est pas né
essaire de trop éloigner la frontière pour avoir un bon niveau de pré
i-sion, et tout parti
ulièrement pour la 
ondition d'ordre 2. On montre aussi que la
ondition absorbante DtN d'ordre 2 est plus performante que la 
ondition BGT2.A�n de 
ompléter 
ette étude numérique, nous avons ensuite réalisé une analysehaute-fréquen
e du 
oe�
ient de ré�exion pour les 
onditions d'ordre 1 et 2. Nousne pouvons 
on
lure que pour une partie des modes propagatifs : on démontre quele 
oe�
ient de ré�exion tend vers 0 ave
 la fréquen
e. Il faut toutefois pré
iser quenotre appro
he 
onsiste à estimer a priori le 
oe�
ient de ré�exion en utilisant despropriétés asymptotiques 
onnues des fon
tions de Mathieu et des fon
tions sphéroï-dales. A�n de 
onsidérer l'ensemble des modes, il serait né
essaire d'établir d'autrespropriétés, 
e qui n'a pas été fait i
i par manque de temps mais pourrait être fait
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tiondans un autre travail. On trouvera tout de même en annexe une étude 
on
ernant
ertains modes du type évanes
ent ou rampant pour laquelle on obtient des résultatsplus �ns que dans le 
as propagatif et qui peuvent laisser penser que les résultats des
hapitres 4 et 5 pourraient être améliorés et étendus à d'autres modes.
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Chapitre 1Fon
tions spé
iales
Sommaire1 Les fon
tions de Mathieu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 Les fon
tions sphéroïdales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Ce 
hapitre est 
onsa
ré à l'introdu
tion de fon
tions spé
iales, qui sont adaptéesà la résolution de l'équation des ondes dans des domaines de forme allongée, et àquelques unes de leurs propriétés qui seront utilisées tout le long de 
ette thèse. Il estdivisé en deux parties prin
ipales, l'une est dédiée aux fon
tions de Mathieu, l'autreest 
onsa
rée aux fon
tions d'ondes sphéroïdales prolates. Les résultats présentés sontextraits d'ouvrages de référen
e (
f [1, 34, 49, 51, 60℄ pour les fon
tions de Mathieuet [1, 10, 20, 51, 60℄ pour les fon
tions sphéroïdales).
1 Les fon
tions de MathieuLes fon
tions de Mathieu ont été introduites par Emile Mathieu en 1868 pourl'analyse du mouvement vibratoire d'une membrane de forme elliptique [48℄. Dèslors, elles ont été utilisées pour l'étude de nombreux autres phénomènes physiques etastronomiques. Cependant, 
es fon
tions ont bien moins d'appli
ations que d'autresfon
tions issues de la physique mathématique 
omme les fon
tions de Bessel ou lesfon
tions hypergéométriques. Ce
i est très 
ertainement dû à la 
omplexité de leurdétermination et à l'impossibilité de les représenter analytiquement de façon simple.La forme originelle (forme 
anonique) de l'équation di�érentielle de Mathieu est :



16 Chapitre 1 Fon
tions spé
iales.
d2y

dv2
+ (c − 2q cos 2v)y = 0 (1.1)où c et q sont des paramètres réels et v peut être 
omplexe.Cette équation est aussi appelée �équation de Mathieu angulaire�. Cette déno-mination provient du fait que (1.1) dé
rit la dépendan
e angulaire d'une quantitéphysique (
hamp éle
trique ou magnétique). Dans le paragraphe (1.4), nous verronsque 
ette équation admet deux familles distin
tes de solutions dont les fon
tionspériodiques 
osinus elliptique cem(v, q) et sinus elliptique sem(v, q).L'équation di�érentielle de Mathieu modi�ée s'é
rit :

d2y

du2
+ (c − 2q cosh 2u) y = 0 (1.2)Cette dernière équation est obtenue en prenant : v = iu dans (1.1) et y restein
hangé. Elle porte aussi le nom de �équation de Mathieu radiale�.Dans toute la suite, le paramètre c est dé�ni par les équations (1.1) et (1.2). Ilest appelé valeur 
ara
téristique et on peut le 
lasser en deux 
atégories :

c = am, asso
ié aux solutions de période paire
c = bm, asso
ié aux solutions de période impaire (1.3)1.1 Equation de Mathieu et équation des ondes a
oustiquesen 
oordonnées elliptiquesLes 
oordonnées elliptiques sont liées aux 
oordonnées 
artésiennes (x, y) par lesrelations :

x = a cos θ
y = b sin θoù θ ∈ [0, 2π[, z ∈ R, a est le grand rayon de l'ellipse et b le petit rayon de l'ellipsequi sont dé�nis par :
a = f cosh ξ
b = f sinh ξLe nombre ξ est un réel stri
tement positif et f est la distan
e interfo
ale del'ellipse qui véri�e :
f =

√
a2 − b2Une ellipse donnée est paramétrée par {ξ = 
onstante}. On dé�nit alors l'ex
en-tri
ité e en ξ = ξ0 par :

e =
1

cosh ξ0
=

√
1 − b2

a2L'ex
entri
ité e 
ara
térise l'allongement de la frontière. Elle satisfait 0 < e < 1.Lorsque e → 0, l'ellipse dégénère en un 
er
le et lorsque e → 1, l'ellipse dégénère enun segment de longueur 2f .
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Fig. 1.1: Géométrie des 
oordonnées elliptiquesLes équations de Mathieu interviennent pour la re
her
he de solutions analy-tiques de l'équation d'Helmholtz dans un système de 
oordonnées elliptiques. Soit
W := W (x, y, z) une solution de l'équation d'Helmholtz en 
oordonnées 
artésiennes
(x, y, z). On introduit le système (ξ, θ, z) de 
oordonnées elliptiques via le 
hangementde variables :

x = f cosh ξ cos θ, y = f sinh ξ sin θ (1.4)où f est une 
onstante positive représentant la distan
e interfo
ale de l'ellipse para-métrée par {ξ = ξ0}.On pose alors W̃ (ξ, θ, z) = W (x, y, z) et W̃ est solution de l'équation :
∂2W̃

∂z2
+

1

2f 2 (cosh 2ξ − cos 2θ)

(
∂2W̃

∂ξ2
+

∂2W̃

∂θ2

)
+ k2W̃ = 0 (1.5)Nous renvoyons à l'annexe A pour les détails des 
al
uls 
onduisant à l'Eq.(1.5).On suppose maintenant que W̃ est de la forme W̃ = ϕ(z)Ψ1(ξ)Ψ2(θ). L'équation(1.5) devient don
 :

1

ϕ

∂2ϕ

∂z2
+

2

f 2 (cosh 2ξ − cos 2θ)

[
1

Ψ1

∂2Ψ1

∂ξ2
+

1

Ψ2

∂2Ψ2

∂θ2

]
+ k2 = 0 (1.6)On en déduit d'abord que :

∂

∂z

[
1

ϕ

∂2ϕ

∂z2

]
= 0
e qui entraîne que ϕ est solution de l'équation di�érentielle ordinaire :

∂2ϕ

∂z2
+ αϕ = 0 (1.7)



18 Chapitre 1 Fon
tions spé
iales.où α est une fon
tion 
onstante.En inje
tant (1.7) dans (1.6), on obtient ensuite que Ψ1 et Ψ2 véri�ent :
2

f 2 (cosh 2ξ − cos 2θ)

(
1

Ψ1

∂2Ψ1

∂ξ2
+

1

Ψ2

∂2Ψ2

∂θ2

)
+ k2 = −αsoit

1

Ψ1

∂2Ψ1

∂ξ2
+

1

Ψ2

∂2Ψ2

∂θ2
+

k2f 2 (cosh 2ξ − cos 2θ)

2
= −αf 2 (cosh 2ξ − cos 2θ)

2Ainsi :
1

Ψ1

∂2Ψ1

∂ξ2
+

(α + k2)f 2 (cosh 2ξ)

2
= − 1

Ψ2

∂2Ψ2

∂θ2
+

(α + k2)f 2 (cos 2θ)

2et on en déduit que :
∂

∂ξ

[
1

Ψ1

∂2Ψ1

∂ξ2
+

(α + k2)f 2 (cosh 2ξ)

2

]
= 0et

∂

∂θ

[
− 1

Ψ2

∂2Ψ2

∂θ2
+

(α + k2)f 2 (cos 2θ)

2

]
= 0et 
es deux propriétés entraînent que Ψ1 est une solution de :

∂2Ψ1

∂ξ2
+

[
(α + k2)f 2 cosh 2ξ

2
− β1

]
Ψ1 = 0 (1.8)et Ψ2 est une solution de :

∂2Ψ2

∂θ2
+

[
β2 −

(α + k2)f 2 cos 2θ

2

]
Ψ2 = 0 (1.9)On voit don
 qu'une solution W̃ de l'équation d'Helmholtz s'obtient 
omme su-perposition d'une solution ϕ de l'équation d'Helmholtz 1D, d'une solution Ψ1 del'équation de Mathieu modi�ée et d'une solution Ψ2 de l'équation de Mathieu 
las-sique.Certaines solutions physiques de (1.9) sont telles que Ψ2 est périodique, de période

π ou 2π. Il est montré dans [1, 34℄ qu'il existe une in�nité de valeurs 
ara
téristiques
am(q) qui dé
rivent les solutions de période paire de (1.1) ainsi qu'une in�nité devaleurs 
ara
téristiques bm(q) dé
rivant les solutions de période impaire de (1.1).
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tions de Mathieu 191.2 Détermination des valeurs 
ara
téristiques des fon
tionsde MathieuUne solution de (1.1) de période π ou 2π est de la forme :
y =

∞∑

m=0

(Am cos mv + Bm sin mv)ave
 B0 = 0. Les 
oe�
ients Am et Bm sont appelés 
oe�
ients de Fourier asso
iésaux solutions de l'équation de Mathieu.En remplaçant dans (1.1), on obtient :
∑∞

m=−2[(c − m2)Am − q(Am−2 + Am+2)] cos mv

+
∑∞

m=−2[(c − m2)Bm − q(Bm−2 + Bm+2)] sin mv = 0
(1.10)en imposant Am = Bm = 0 si m < 0.L'expression (1.10) peut être réduite à l'une des quatre formes simpli�ées présen-tées 
i-dessous :

ye0 =
∑∞

m=0 A2m cos 2mv

ye1 =
∑∞

m=0 A2m+1 cos(2m + 1)v

yo0 =
∑∞

m=0 B2m sin 2mv

yo1 =
∑∞

m=0 B2m+1 sin(2m + 1)v

(1.11)
où ye0 et yo0 sont des solutions de période π tandis que ye1 et yo1 sont des solutionsde période 2π.On notera par la suite ye0 = cem(v, q) ave
 m pair, ye1 = cem(v, q) ave
 m impair,
yo0 = sem(v, q) ave
 m pair et en�n yo1 = sem(v, q) ave
 m impair. Les fon
tions
cem(v, q) et sem(v, q) sont appelées fon
tions de Mathieu périodiques.En utilisant (1.11), il est montré dans [1, 34℄ qu'il existe des relations de ré
urren
eentre les 
oe�
ients Am et Bm. On obtient :� pour les solutions paires de période π (Am, ave
 m pair) :

cA0 − qA2 = 0
(c − 4)A2 − q(2A0 − A4) = 0

(c − m2)Am − q(Am−2 − Am+2) = 0 , (m ≥ 3)
(1.12)� pour les solutions paires de période 2π (Am, ave
 m impair) :

(c − 1)A1 − q(A1 + A3) = 0
(c − m2)Am − q(Am−2 − Am+2) = 0 , (m ≥ 3)

(1.13)
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tions spé
iales.� pour les solutions impaires de période π (Bm, ave
 m pair) :
(c − 4)B2 − qB4 = 0

(c − m2)Bm − q(Bm−2 − Bm+2) = 0 , (m ≥ 3)
(1.14)� pour les solutions impaires de période 2π (Bm, ave
 m impair) :

(c − 1)B1 + q(B1 − B3)
(c − m2)Bm − q(Bm−2 − Bm+2) = 0 , (m ≥ 3)

(1.15)On pose alors :
Gem =

Am

Am−2
; Gom =

Bm

Bm−2
; Vm =

(c − m2)

qDans le 
as où une propriété est véri�ée à la fois dans le 
as pair et impair, onutilise la notation, plus simple, Gm.On obtient alors que les équations (1.12), (1.13), (1.14), (1.15) peuvent s'é
rire :
Ge2 = V0 ; Ge3 = V1 − 1 ; Ge4 = V2 −

2

Ge2

;
Go3 = 1 + V1 ; Go4 = V2 ; Gm =

1

(Vm − Gm+2)
, (m ≥ 3)La dernière égalité implique :

Gm =
1

(Vm − Gm+2)
=

1

(Vm − 1

(Vm+2 − Gm+4)
)

=
1

Vm − 1

Vm+2 −
1

Vm+4 − ...Or,
Ge4 = V2 −

2

Ge2

= V2 −
2

V0

=
1

V4 −
1

V6 −
1

V8 − ...On en déduit don
 que :
V0 =

2

V2 −
1

V4 −
1

V6 − ...

(1.16)
Cette fra
tion in�nie est une �équation� pour c (donnée par (1.3)), 
'est-à-direque ses ra
ines sont les valeurs 
ara
téristiques a2n asso
iées aux fon
tions ce2n (i.e

cem ave
 m pair).
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tions in�nies suivantes ont respe
tivement pourra
ines les valeurs 
ara
téristiques a2n+1, b2n+1, b2n+2 asso
iées aux fon
tions ce2n+1,
se2n, se2n+1 :

V1 − 1 =
1

V3 −
1

V5 −
1

V7 − ...

(les a2n+1 sont ra
ines) (1.17)
V1 + 1 =

1

V3 −
1

V5 −
1

V7 − ...

(les b2n+1 sont ra
ines) (1.18)
V2 =

1

V4 −
1

V6 −
1

V8 − ...

(les b2n+2 sont ra
ines) (1.19)Les valeurs 
ara
téristiques sont déterminées en 
al
ulant les valeurs propresd'une matri
e tridiagonale in�nie. Une fois les valeurs 
ara
téristiques obtenues enrésolvant les équations (1.16), (1.17), (1.18), (1.19), on peut 
al
uler les 
oe�
ients deFourier Am et Bm grâ
e aux équations (1.12), (1.13), (1.14), (1.15). Puis en utilisantles séries (1.11), on obtient les fon
tions de Mathieu.1.3 Quelques propriétés des valeurs 
ara
téristiquesSi on prend en 
ompte le 
ara
tère physique des solutions de (1.1), 
elles-
i sontpériodiques de période π ou 2π. Les valeurs de c asso
iées à 
es solutions sont appeléesvaleurs 
ara
téristiques. Il existe une in�nité de 
es valeurs réelles. Comme dit pré-
édemment, on di�éren
ie les valeurs 
ara
téristiques asso
iées respe
tivement auxsolutions de périodes paires de (1.1) notées am(q) (m ≥ 0) et de périodes impairesnotées bm(q) (m ≥ 1). Ces valeurs 
ara
téristiques jouent un r�le important dansla stabilité des solutions. De plus, elles possèdent quelques propriétés intéressantes[1, 34, 51℄ :
1- Pour un paramètre q �xé (q 6= 0), les valeurs 
ara
téristiques am et bm sontdistin
tes, réelles et telles que :

a0 < b1 < a1 < b2 < a2 < b3 < a3 < ... , si q > 0
a0 < a1 < b1 < b2 < a2 < a3 < b3 < ... , si q < 0

2- Si q = 0, am = bm = m2 (on se ramène au 
as 
ir
ulaire).
3- Une solution de (1.1) asso
iée à am(q) ou bm(q) admet m zéros dans l'intervalle

0 ≤ z < π, ave
 q réel.
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4- Les 
ourbes a2n(q) et b2n+2(q) sont symétriques par rapport à l'axe q = 0,don
 :

a2n(q) = a2n(−q) et b2n+2(q) = b2n+2(−q), pour tout n ∈ N.

5- Les 
ourbes a2n+1(q) et b2n+1(q) sont telles que :
a2n+1(q) = b2n+1(−q), pour tout n ∈ N.On 
onnait aussi quelques 
omportements asymptotiques des valeurs 
ara
téris-tiques des fon
tions de Mathieu, qui nous seront très utiles par la suite :Proposition 1.1 � Si q > 0, am(q) et bm(q) appro
hent m2 de la même façonque q appro
he 0, 
'est-à-dire, lorsque q → 0 :





am(q) ∼ bm(q) ∼ m2, m ≥ 1

a0(q) ∼ −q2

2� Lorsque q > 0 et q assez grand, les 
ourbes am(q) et bm+1(q) sont équivalenteset mutuellement asymptotiques. Plus pré
isément, quand q → ∞, on a leséquivalents suivants :
am(q) ∼ bm+1(q) ∼ −2q + 2 (2m + 1)

√
q − (2m + 1)2 + 1

8

bm+1(q) − am(q) ∼ 24m+5

√
2

π
q

m
2

+ 3
4
e−4

√
q

m!� Lorsque q < 0 et q assez grand, a2n ∼ a2n+1 et b2n+1 ∼ b2n+2.La proposition (1.1) est extraite de [1℄.Un algorithme développé par J. C Gutiérrez Vega et al. [34℄ permet de tra
er les
ourbes des valeurs 
ara
téristiques am et bm en fon
tion de q :
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1.4 Solutions de l'équation de MathieuA 
ha
une des solutions 
ara
téristiques présentées, on asso
ie une solution pé-riodique de (1.1) que l'on va introduire 
i-dessous. L'équation de Mathieu (1.1) estune équation di�érentielle du se
ond ordre qui admet don
 deux familles de solu-tions indépendantes dont une est formée de fon
tions périodiques paires ou impairesrespe
tivement notées cem(v, q) (pour 
osinus elliptique) et sem(v, q) (pour sinuselliptique). En e�et, 
ette équation dé
rit la dépendan
e angulaire de quantités phy-siques dans la plupart des problèmes qu'elle représente. Ses solutions doivent don
être, dans 
es 
as-là, périodiques de période π ou 2π. Nous nous intéresserons prin-
ipalement aux solutions cem(v, q) et sem(v, q).Les solutions périodiques cem(v, q) et sem(v, q) sont des fon
tions orthogonalesqui véri�ent la normalisation de M
La
hlan [49℄, i.e :
∫ 2π

0

cem(v, q)cep(v, q) dv =

∫ 2π

0

sem(v, q)sep(v, q) dv =

{
π , si m = p
0 , si m 6= pLes relations (1.11) nous donnent aussi des relations de normalisation pour les
oe�
ients de Fourier de ce2n(v, q), ce2n+1(v, q), se2n+1(v, q), se2n+2(v, q), (n ≥ 0)qui s'é
rivent respe
tivement :

2A2
0 +

∞∑

j=1

(A2j)
2 =

∞∑

j=0

(A2j+1)
2 =

∞∑

j=0

(B2j+1)
2 =

∞∑

j=0

(B2j+2)
2 = 1Chaque équation entraîne que 
ha
un des 
oe�
ients est borné et véri�e :

|Aj| ≤ 1 et |Bj| ≤ 1
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tions spé
iales.Les fon
tions cem(v, q) et sem(v, q), solutions de l'équations de Mathieu, véri�entl'équation di�érentielle :
∂2cem(v, q)

∂v2
+ (am(q) − 2q cos 2v) cem(v, q) = 0

∂2sem(v, q)

∂v2
+ (bm(q) − 2q cos 2v) sem(v, q) = 0

(1.20)
1.5 Relations entre les 
oe�
ients de Fourier et les di�érentessolutions de l'équation de MathieuPour tout ordre m, les 
oe�
ients Am

n et Bm
n peuvent s'é
rire en fon
tion dessolutions périodiques de l'équation de Mathieu (1.1) :

Am
0 =

1

2π

∫ 2π

0

cem(v, q) dv

Am
n =

1

π

∫ 2π

0

cem(v, q) cosnv dv , n ∈ N∗

Bm
n =

1

π

∫ 2π

0

sem(v, q) sinnv dv , n ∈ NIl existe aussi plusieurs façons d'exprimer les solutions cem(v, q) et sem(v, q), parexemple [1℄ :
cem(v, q) = ρm

∫ π
2

0

cos
(
2
√

q cos v cos t − p
π

2

)
cem(t, q) dt

sem(v, q) = ρm

∫ π
2

0

sin
(
2
√

q cos v cos t + p
π

2

)
sin v sin t sem(t, q) dtave
 : m = 2s + p où p = 0 ou p = 1

ρm =
2ce2s

(
π
2
, q
)

πA2s
0 (q)

, si p = 0 et ρm =
−2ce′2s+1

(
π
2
, q
)

π
√

qA2s+1
1 (q)

, si p = 1 ; pour les fon
tions cem(v, q)

ρm =
−4se′2s

(
π
2
, q
)

π
√

qB2s
2 (q)

, si p = 0 et ρm =
4se2s+1

(
π
2
, q
)

πB2s+1
1 (q)

, si p = 1 ; pour les fon
tions sem(v, q)Nous avons adopté i
i les notations de [1℄ i.e pour tout mode m ∈ N (resp. m ∈ N∗),
ce′m (v, q) (resp. se′m (v, q)) représente ∂cem (v, q)

∂q
(resp. ∂sem (v, q)

∂q
).
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tions de Mathieu 251.6 Solutions de l'équation de Mathieu modi�éeL'équation de Mathieu modi�ée (1.2) admet 
inq sortes de solutions qui sont :
• Lorsque q > 0,1- les solutions du 1er ordre de l'équation de Bessel : Mc

(1)
m (z, q) et Ms

(1)
m (z, q)(
es quantités peuvent aussi être notées Je et Jo),2- les solutions du 2ème ordre de l'équation de Bessel : Mc

(2)
m (z, q) et Ms

(2)
m (z, q)(
es quantités peuvent aussi être notées Ne et No),3- les fon
tions de Mathieu-Hankel : Mc

(3)
m (z, q) et Ms

(3)
m (z, q).Ces solutions de l'équation de Mathieu modi�ée véri�ent l'équation di�érentielle,pour j = 1, 2, 3 :

∂2Mc
(j)
m (z, q)

∂z2
+ (am(q) − 2q cosh 2z) Mc

(j)
m (z, q) = 0

∂2Ms
(j)
m (z, q)

∂z2
+ (bm(q) − 2q cosh 2z) Ms

(j)
m (z, q) = 0

(1.21)
• Lorsque q < 0,� les solutions du 1er ordre de l'équation de Bessel modi�ée souvent notées Ie et

Io,� les solutions du 2ème ordre de l'équation de Bessel modi�ée souvent notées Keet Ko.Etant donné que nous nous intéressons à des problèmes de propagation d'onde,nous prendrons plus parti
ulièrement en 
ompte les solutions de Mathieu-Hankel. Ene�et, les fon
tions de Mathieu-Hankel sont utilisées pour la représentation des ondesentrantes et sortantes dans les problèmes de propagation d'ondes.On notera 
es fon
tions Mc
(3)
m pour les solutions paires et Ms

(3)
m pour les solutionsimpaires ; de plus, on sait que :

Mc
(3)
m (z, q) = Mc

(1)
m (z, q) + iMc

(2)
m (z, q)

Ms
(3)
m (z, q) = Ms

(1)
m (z, q) + iMs

(2)
m (z, q)Les solutions de Mathieu-Hankel s'é
rivent don
 en fon
tion des solutions du 1eret du 2ème ordre de l'équation de Bessel que l'on peut, à leur tour, exprimer enfon
tion des solutions de l'équation de Mathieu (1.1) :
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Mc

(1)
m (z, q) =

(−1)s

πA2s
0

∫ π
2

0

cos(2
√

q cosh z cos v − p
π

2
)cem(v, q)dv

Mc
(2)
2s (z, q) =

(−1)s2

πcem(0, q)

∫ π
2

0

Z
(2)
0 (u)cem(v, q)dv

Mc
(2)
2s+1(z, q) =

(−1)s8
√

q cosh z

πA2s+1
0

∫ π
2

0

Z
(2)
1 (u) cos v

u
ce2s+1(v, q)dv

Ms
(1)
2s (z, q) =

4

π

√
q

(−1)s+1

se′2s(0, q)

∫ π
2

0

sin (2
√

q cosh z cos v) (sinh z sin v se2s(v, q))dv

Ms
(1)
2s+1(z, q) =

2

π

√
q

(−1)s

se2s+1(
π
2
, q)

∫ π
2

0

sin (2
√

q sinh z sin v) se2s+1(v, q)dv

Ms
(2)
2s (z, q) =

(−1)s+18q sinh 2z

πB2s
2

∫ π
2

0

Z
(2)
2 (u) sin 2v

u2
se2s(v, q)dv

Ms
(2)
2s+1(z, q) =

(−1)s+18
√

q sinh z

πB2s+1
1

∫ π
2

0

Z
(2)
1 (u) sin v

u
se2s+1(v, q)dvoù : u =

√
2q(cosh 2z + cos 2v) et Z

(2)
p , p ∈ N, sont les fon
tions de Bessel de 2èmeespè
e.Remarque 1.2 Il existe d'autres solutions de première espè
e de (1.1) proportion-nelles à Mc

(1)
m et Ms

(1)
m que l'on note Cem(z, q) (pour 
osinus hyperbolique elliptique)et Sem(z, q) (pour sinus hyperbolique elliptique). Ces solutions s'é
rivent aussi enfon
tion des solutions de l'équation de Mathieu (1.1) cem(v, q) et sem(v, q). Ellessont données par [1℄ :
Ce2s+p(v, q) = ce2s+p(iv, q)

=
∞∑

k=0

A2s+p
2k+p(q) cosh(2k + p)v

Se2s+p(v, q) = −ise2s+p(iv, q)

=

∞∑

k=0

B2s+p
2k+p(q) sinh(2k + p)Si p = 0, on a aussi :
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Ce2s(z, q) =

ce2s(
π
2
, q)ce2s(0, q)

(−1)rA2s
0

Mc
(1)
2s (z, q)et Se2s(z, q) =
se′2s(

π
2
, q)se′2s(0, q)

(−1)rqB2s
2

Ms
(1)
2s (z, q).Si p = 1 :

Ce2s+1(z, q) =
ce′2s+1(

π
2
, q)ce2s+1(0, q)

(−1)r+1√qA2s+1
1

Mc
(1)
2s+1(z, q)et Se2s+1(z, q) =

se2s+1(
π
2
, q)se′2s(0, q)

(−1)r√qB2s+1
1

Ms
(1)
2s+1(z, q).où m = 2s + p (p = 0 ou 1) et en notant A2s+p

2k+p(q) = A2k+p et B2s+p
2k+p(q) = B2k+p.

Cem(z, q) est asso
ié à am(q) et Sem(z, q) à bm(q).1.7 Notations 
omparatives des fon
tions de MathieuIl existe plusieurs façons de noter les fon
tions de Mathieu. Dans la littérature,�deux familles� de notations se dégagent : les notations d'Abramovitz [1℄ que l'ona utilisées i
i (données à gau
he) et les notations de Meixner et S
häfke [51℄, [60℄(données à droite). Il existe des 
orrespondan
es entre 
es deux familles :Pour j ∈ {1, 2, 3, 4} :
Mc

(j)
n (z, q) =

√
2

π
Re

(j)
n

(
2
√

q, cosh z
)

Ms
(j)
n (z, q) =

√
2

π
Ro

(j)
n

(
2
√

q, cosh z
)

(1.22)
cen (v, q) =

√
π

N
(e)
n

Sen

(
2
√

q, cos v
)

sen (v, q) =

√
π

N
(o)
n

Son

(
2
√

q, cos v
)

(1.23)où N
(e)
n et N

(o)
n sont des 
oe�
ients de normalisation respe
tivement asso
iés auxfon
tions Sen et Son dé�nis dans [60℄ par :

∫ 2π

0

Se2
n (2

√
q, cos v) dv = N (e)

n et ∫ 2π

0

So2
n (2

√
q, cos v) dv = N (o)

n (1.24)
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tions spé
iales.Lorsqu'il ne sera pas né
essaire de distinguer les 
as pairs des 
as impairs, nouspourrons utiliser les notations plus 
on
ises suivantes. Pour j = 1, 2, 3, 4 :
R(j)

m (kf, cosh ξ) =





Re
(j)
m (kf, cosh ξ) si m ≥ 0

Ro
(j)
|m| (kf, cosh ξ) si m < 0,

(1.25)
Sm (kf, cos θ) =





Sem (kf, cos θ) si m ≥ 0

So|m| (kf, cos θ) si m < 0
(1.26)et

Nm =





Nem =

∫ 2π

0

(Sem (kf, cos θ))2 dθ si m ≥ 0

No|m| =

∫ 2π

0

(
So|m| (kf, cos θ)

)2
dθ si m < 0

(1.27)
2 Les fon
tions sphéroïdalesL'obje
tif de 
ette partie est de rappeler quelques dé�nitions et propriétés 
a-ra
téristiques des fon
tions d'ondes sphéroïdales. Nous nous intéresserons plus par-ti
ulièrement aux fon
tions d'ondes sphéroïdales prolates qui interviennent dans lesproblèmes que nous allons étudier.Tout d'abord, on rappelle qu'un sphéroïde est un ellipsoïde obtenu par la révo-lution d'une ellipse autour de l'un de ses axes. On parle de sphéroïde prolate (ouallongé) si l'ellipse tourne autour de son axe prin
ipal et de sphéroïde oblate (ou ap-plati) si l'ellipse tourne autour de son axe se
ondaire. Dans le 
adre de notre étudeon s'intéressera parti
ulièrement aux sphéroïdes prolates.2.1 Dé�nition des 
oordonnées sphéroïdales prolatesDans un premier temps, nous allons rappeler la dé�nition des 
oordonnées sphé-roïdales prolates (ξ, ϕ, θ). Ces 
oordonnées sont liées aux 
oordonnées 
artésiennespar les relations suivantes :

x = b sin ϕ cos θ
y = b sin ϕ sin θ
z = a cos ϕ

(2.28)où ϕ ∈ [0, π[, θ ∈ [0, 2π[, a et b représentent respe
tivement le demi-axe prin
ipal etle demi-axe se
ondaire du sphéroïde qui sont dé�nis par :
a = f cosh ξ
b = f sinh ξet f est la distan
e interfo
ale du sphéroïde et ξ un nombre réel positif non nul.
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Fig. 1.2: Géométrie des 
oordonnées sphéroïdales prolates.Comme en 2D, on peut 
onstruire des solutions analytiques de l'équation d'Helm-holtz dans un système de 
oordonnées sphéroïdales prolates, par séparation de va-riables. Soit W := W (x, y, z) une solution de l'équation d'Helmholtz en 
oordonnées
artésiennes (x, y, z). On introduit le système (ξ, ϕ, θ) de 
oordonnées sphéroïdalesprolates via le 
hangement de variables :
x = f sinh ξ sin ϕ cos θ, y = f sinh ξ sin ϕ sin θ, z = f cosh ξ cos ϕoù f est une 
onstante positive représentant la distan
e interfo
ale du sphéroïdeparamétrée par {ξ = ξ0}.On pose alors W̃ := W̃ (ξ, ϕ, θ) = W (x, y, z) et W̃ est solution de l'équation :

1

sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂W̃

∂ξ

)
+

1

sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂W̃

∂ϕ

)

+
cosh2 ξ − cos2 ϕ

sinh2 ξ sin2 ϕ

∂2W̃

∂θ2
+ k2f 2

(
cosh2 ξ − cos2 ϕ

)
W̃ = 0

(2.29)Nous renvoyons à l'annexe B pour les détails de 
al
ul 
onduisant à l'Eq.(2.29).On suppose maintenant que W̃ est de la forme W̃ = Ψ1(ξ)Ψ2(ϕ)Ψ3(θ). L'équation(1.5) devient don
 :
1

Ψ1 sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂Ψ1

∂ξ

)
+

1

Ψ2 sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂Ψ2

∂ϕ

)

+
cosh2 ξ − cos2 ϕ

Ψ3 sinh2 ξ sin2 ϕ

∂2Ψ3

∂θ2
+ k2f 2

(
cosh2 ξ − cos2 ϕ

)
= 0

(2.30)On en déduit d'abord que :
∂

∂θ

[
1

Ψ3 sinh2 ξ sin2 ϕ

∂2Ψ3

∂θ2

]
= 0
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e qui entraîne que Ψ3 est solution de l'équation di�érentielle ordinaire :
1

Ψ3 sinh2 ξ sin2 ϕ

∂2Ψ3

∂θ2
− γΨ3 = 0 (2.31)où γ est une fon
tion 
onstante.En inje
tant (2.31) dans (2.30), on obtient ensuite Ψ1 et Ψ2 véri�ent :

1

Ψ1 sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂Ψ1

∂ξ

)
+

1

Ψ2 sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂Ψ2

∂ϕ

)

+
(
cosh2 ξ − cos2 ϕ

)
(γ + k2f 2) = 0On en déduit don
 que :

1

Ψ1 sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂Ψ1

∂ξ

)
+ (γ + k2f 2) cosh2 ξ

= − 1

Ψ2 sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂Ψ2

∂ϕ

)
+ (γ + k2f 2) cos2 ϕet 
omme Ψ1 := Ψ1(ξ) et Ψ2 := Ψ2(ϕ), on peut don
 a�rmer qu'il existe une
onstante δ telle que Ψ1 véri�e l'équation di�érentielle ordinaire :

1

sinh ξ

∂Ψ1

∂ξ

(
sinh ξ

∂Ψ1

∂ξ

)
+
(
(γ + k2f 2) cos2 ϕ − δ

)
Ψ1 = 0 (2.32)et Ψ2 est solution de :

1

sin ϕ

∂Ψ2

∂ϕ

(
sin ϕ

∂Ψ2

∂ϕ

)
−
(
(γ + k2f 2) cos2 ϕ + δ

)
Ψ2 = 0 (2.33)

2.2 Fon
tions d'ondes sphéroïdales prolatesDans le 
adre de notre étude, nous allons nous intéresser à trois types de fon
tionsqui sont imposées quand on résout l'équation (2.29) en séparant les variables :
• les fon
tions d'ondes sphéroïdales prolates radiales d'ordre mn et de jème espè
enotées R

(j)
mn(kf, cosh ξ) qui sont solutions de (2.32),

• les fon
tions d'ondes sphéroïdales prolates angulaires d'ordre mn notées Smn(kf, cos ϕ)qui sont solutions de (2.33),
• les fon
tions λmn qui sont appelées �valeur propre sphéroïdale prolate� et asso-
iées aux fon
tions Smn(kf, cos ϕ) et qui 
orrespondent à la 
onstante de séparationnotée de façon générique δ.
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tions sphéroïdales 31Les fon
tions d'ondes sphéroïdales prolates radiales d'ordre mn et d'espè
e j,notées R
(j)
mn(kf, cosh ξ), véri�ent don
 l'équation di�érentielle :

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂R
(j)
mn(kf, cosh ξ)

∂ξ

)
−sinh ξ

(
λmn − (kf)2 cosh2 ξ − m2

sinh2 ξ

)
R(j)

mn(kf, cosh ξ) = 0(2.34)Les fon
tions d'ondes sphéroïdales prolates angulaires Smn(kf, cosϕ) véri�entl'équation di�érentielle :
∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂Smn(kf, cosϕ)

∂ϕ

)
+sinϕ

(
λmn − (kf)2 cos2ϕ − m2

sin2ϕ

)
Smn(kf, cosϕ) = 0(2.35)Le paramètre λmn est appelé valeur propre sphéroïdale prolate.Dans la suite, la solution de l'équation d'Helmholtz sera don
 dé
omposée surl'ensemble des modes umn de la façon suivante :

umn = R(3)
mn(kf, cosh ξ)Smn(kf, cos ϕ) cos mθ

2.3 Comportements asymptotiquesNous allons donner i
i quelques 
omportements asymptotiques qui nous serontutiles par la suite :Dé�nition 2.1 Les fon
tions de Hankel sphériques de 1ère espè
e (aussi appeléesfon
tions de Bessel sphériques de 3ème espè
e) sont également appelées fon
tions deHankel d'ordre fra
tionnaire, en e�et (
f p. 435-442 dans [1℄) :
h(1)

n (ka) =

√
π

2ka
H

(1)

n+ 1
2

(ka) (2.36)où les fon
tions H
(1)
n (ka) sont les fon
tions de Hankel d'ordre 1 (
f pp 358-437 dans[1℄).On sait aussi que :

h
(1)
0 (ka) = −i

eika

ka
(2.37)et on dispose d'une relation entre h

(1)
n (ka) et sa dérivée :

h′(1)
n (ka) =

n

ka
h(1)

n (ka) − h
(1)
n+1(ka) (2.38)Les 
omportements asymptotiques en 0 et à l'in�ni des fon
tions h

(1)
n (ka) sontaussi étudiés dans [1℄ :
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tions spé
iales.Proposition 2.2 Lorsque ka → 0 :
h(1)

n (ka) ∼ (ka)n

(2n + 1)!!
− i

(2n + 1)!!

(ka)n+1
(2.39)où la double fa
torielle est dé�nie par :

n!! =





1.3.5...(n − 2)n pour n ≥ 0 impair
2.4.6...(n − 2)n pour n ≥ 0 pair
1 pour n = −1, 0Lorsque ka → +∞ :

h(1)
n (ka) ∼ (−1)n

ka

(
n(n + 1)

2ka
− i

)
e
i

 

ka+
nπ

2

! (2.40)Proposition 2.3 D'après [20℄ (
f Chap. 4), lorsque ka → 0 ou lorsque ka → +∞,à ξ = ξ0 (i.e kf = eka) :
eka R

(3)
mn(eka, e−1)

R
′(3)
mn(eka, e−1)

∼ h
(1)
n (ka)

h
′(1)
n (ka)

(2.41)
2.4 Comportements asymptotiques des valeurs propres asso-
iées aux fon
tions d'ondes sphéroïdales angulairesD'après [1℄, on sait que :Proposition 2.4 Lorsque ka → 0 :

λmn ∼ n(n + 1) (2.42)Lorsque ka → +∞ :
λmn ∼ (2n − 2m + 1)eka (2.43)

Les deux familles de fon
tions spé
iales (les fon
tions de Mathieu et les fon
tionssphéroïdales prolates) vont intervenir dans toute la suite de 
e travail. Ce premier
hapitre n'est qu'une simple présentation de 
es fon
tions qui sont peu utilisées dansla littérature. D'autres résultats les 
on
ernant seront donnés, lorsque né
essaire, aufur et à mesure.
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Chapitre 2Constru
tion et analyse deperforman
e de 
onditions auxlimites absorbantes de type DtNlo
al dans un 
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onditions DtN pour des frontières elliptiques.
1 Introdu
tionL'obje
tif de 
ette thèse est de 
ontribuer à la résolution de l'équation d'Helmholtzdans un domaine borné Ω dont la frontière intérieure Γ représente le bord d'unobsta
le di�ra
tant et la frontière extérieure Σ est absorbante. On s'intéresse don
au problème mixte suivant :





∆u + k2u = 0 dans Ω
u = −uinc sur Γ
∂u

∂n
= Tu sur ΣComme d'habitude, ∆ désigne le Lapla
ien, k le nombre d'onde et n la normaleunitaire extérieure à Ω. Sur Γ, le 
hamp in
ident u est donné, l'opérateur T 
ara
térisela 
ondition aux limites absorbante posée sur Σ.Les 
onditions absorbantes les plus utilisées dans le se
teur industriel sont les
onditions de type Bayliss-Gunzbürger-Turkel (BGT) [9℄. Ces 
onditions appliquéessur des frontières de forme elliptique ont été étudiées par Reiner et al. [54℄. Elless'é
rivent 
omme suit :

• La 
ondition bidimensionnelle de Bayliss-Gunzbürger-Turkel du 1er ordre (BGT1),exprimée en 
oordonnées elliptiques, sur la surfa
e {ξ = ξ0}, est donnée par :
∂u

∂ξ
=

√
1 − e2

(
ika − 1

2

)
u (1.1)

• La 
ondition bidimensionnelle de Bayliss-Gunzbürger-Turkel de 2ème ordre (BGT2),exprimée en 
oordonnées elliptiques, sur la surfa
e {ξ = ξ0}, est donnée par :
∂u

∂ξ
=

√
1 − e2

[(
ika − 1

2
+

1

8 (1 − ika)

)
u +

1

2 (1 − ika)

∂2u

∂θ2

] (1.2)Le paramètre e représente l'ex
entri
ité de l'ellipse et ξ la variable radiale (
fse
tion (2) de 
e 
hapitre).Remarque 1.1 On peut remarquer que pour e = 0, les deux 
onditions (1.1) et(1.2) 
orrespondent respe
tivement aux 
onditions BGT1 et BGT2 dans le 
as du
er
le.Dans la première partie de 
e 
hapitre, nous allons détailler la 
onstru
tion denouvelles 
onditions aux limites de type Diri
hlet-to-Neumann lo
ales, pour des fron-tières de forme elliptique i.e adaptées à des obsta
les de forme elliptique. Nous fe-rons, par la suite, une analyse de performan
e mathématique puis numérique de 
es
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onditions pour le problème modal dans un premier temps puis pour le problèmede s
attering. Toute 
ette étude se fera dans un 
adre OSRC [46℄. Notre obje
-tif est d'évaluer l'e�et du nombre d'onde et de l'allongement de la frontière sur laperforman
e des 
onditions 
onstruites. Les tests de performan
e seront réalisés en
omparant les résultats obtenus à 
eux 
al
ulés en appliquant les 
onditions BGT.2 PréliminairesSoit Γ une surfa
e de forme elliptique dé
rivant éventuellement la surfa
e d'unobsta
le. Dans le système de 
oordonnées elliptiques (ξ, θ), la frontière Γ est repéréepar {ξ = ξ0}. Ces 
oordonnées sont liées aux 
oordonnées 
artésiennes (x, y) par lesrelations :
x = a cos θ
y = b sin θ

(2.3)où θ ∈ [0, 2π[, a est le grand rayon de l'ellipse et b le petit rayon de l'ellipse qui sontdé�nis par :
a = f cosh ξ
b = f sinh ξ

(2.4)Le nombre ξ est un réel stri
tement positif dé
rivant la variable radiale et f est ladistan
e interfo
ale de l'ellipse qui véri�e :
f =

√
a2 − b2 (2.5)On dé�nit l'ex
entri
ité e de l'ellipse {ξ = ξ0} par :

e =
1

cosh ξ0
=

√
1 − b2

a2
(2.6)L'ex
entri
ité e 
ara
térise l'allongement de la frontière. Elle satisfait 0 < e < 1.Lorsque e → 0, l'ellipse dégénère en un 
er
le et lorsque e → 1, l'ellipse dégénère enun segment de longueur 2f .
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onditions DtN pour des frontières elliptiques.

Fig. 2.1: Géométrie des 
oordonnées elliptiquesNous rappelons maintenant que le nième mode elliptique 
ylindrique un est donnépar [57℄ :
un =





un,even = Re(3)
n (kf, cosh ξ)Sen(kf, cos θ), n ≥ 0 (modes pairs)

un,odd = Ro(3)
n (kf, cosh ξ)Son(kf, cos θ), n ≥ 1 (modes impairs) (2.7)où Sen (resp. Son) sont les fon
tions de Mathieu périodiques paires (resp. impaires),et Re(3)

n (resp. Ro(3)
n ) sont les fon
tions de Mathieu radiales paires (resp. impaires)de troisième espè
e (
f p. 376 in [60℄).En�n, nous introduisons les 
oe�
ients αn et βn qui dépendent respe
tivementdes fon
tions de Mathieu radiales de troisième espè
e paires Re(3)

n et impaires Ro(3)
n ,du nombre d'onde ka et de l'ex
entri
ité e :Le 
oe�
ient αn est dé�ni par :

αn =

∂Re(3)
n

∂ξ
(eka, e−1)Re(3)

n (eka, e−1)
; n ≥ 0 (2.8)Le 
oe�
ient βn est donné par :

βn =

∂Ro(3)
n

∂ξ
(eka, e−1)Ro(3)

n (eka, e−1)
; n ≥ 1 (2.9)A�n d'alléger les expressions, nous désignerons dans tout 
e qui suit ∂Re(3)

n

∂ξ
(eka, e−1)
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onditions aux limites absorbantes de typeDtN lo
ales 37par Re(3)′
n (eka, e−1) et ∂Ro(3)

n

∂ξ
(eka, e−1) par Ro(3)′

n (eka, e−1).3 Dérivation des nouvelles 
onditions aux limitesabsorbantes de type DtN lo
alesNotre but est de 
onstruire de nouvelles 
onditions aux limites absorbantes detype DtN lo
ales en 
oordonnées elliptiques. L'idée de 
onstruire des 
onditions auxlimites absorbantes de type DtN lo
ales n'est pas nouvelle. En e�et, de telles 
ondi-tions ont déjà été dérivées pour des frontières de forme sphérique dans [39℄. Le modede 
onstru
tion adopté par [39℄ est basé sur la lo
alisation de la 
ondition aux limitesDtN globale tronquée [29℄. Les ingrédients 
lés de 
ette méthode sont les identitéstrigonométriques qui expriment des dérivées d'ordre élevé des fon
tions sinus et 
o-sinus (
f par exemple Eq. (A4) p. 276 dans [24℄). Cependant, 
es propriétés ne sontpas satisfaites par les fon
tions de Mathieu angulaires (
f Chap. 1), et don
, la pro-
édure utilisée par [39℄ ne peut être appliquée à l'opérateur DtN global tronqué[31, 29℄ lorsqu'il est exprimé en 
oordonnées elliptiques. L'appro
he que nous pro-posons pour la 
onstru
tion de 
es 
onditions appro
hées DtN lo
ales dans le 
as defrontières elliptiques peut être vue 
omme une méthode inverse. Plus pré
isément,nous partons d'une 
ondition aux limites de type Robin ave
 des 
oe�
ients in
on-nus. Ces 
oe�
ients dépendent des valeurs 
ara
téristiques elliptiques. De plus, nousvoulons que les 
onditions en question soient exa
tes pour les premiers modes un. En
onséquen
e, les 
oe�
ients re
her
hés sont l'unique solution d'un système linéairealgébrique. Dans un premier temps nous allons 
onstruire une 
ondition d'ordre unEq. (3.10) puis trois 
onditions d'ordre deux Eqs. (3.13)-(3.21)-(3.29).3.1 La 
ondition DtN d'ordre 1 (DtN1)La 
ondition appro
hée de type DtN lo
ale du 1er ordre est 
onstruite à partird'une 
ondition de Robin que l'on impose exa
te pour le 1er mode u0.Proposition 3.1 La 
ondition aux limites lo
ale de type Diri
hlet-to-Neumann d'ordreun (DtN1), dé�nie sur la surfa
e elliptique {ξ = ξ0}, est donnée par :
∂ u

∂ξ
=

√
1 − e2

e
α0 u (3.10)Démonstration :Nous 
onsidérons une 
ondition de type Robin qui est exa
te pour le premiermode elliptique u0 donné par Eq. (2.7). Nous posons :

∂u

∂ξ
= Au
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onditions DtN pour des frontières elliptiques.où la 
onstante A satisfait :
sinh ξ

∂Re(3)
0

∂ξ
(kf, cosh ξ) Se0(kf, cos θ) = A

(Re(3)
0 (kf, cosh ξ) Se0(kf, cos θ)

)(3.11)Puis, nous inje
tons, sur {ξ = ξ0}, les Eqs. (2.4), (2.5), (2.6) dans Eq. (3.11), etnous en déduisons :
A =

√
1 − e2

e
α0

(3.12)où α0 est dé�ni 
i-dessus par Eq. (2.8) pour n = 0.
�3.2 Les 
onditions DtN d'ordre 2 (DtN2)Pour 
onstruire la 
ondition d'ordre 2 DtN2, nous 
onsidérons une 
ondition detype Robin qui est, 
ette fois-
i, exa
te pour les deux premiers modes un. Le faitqu'il existe un mode u1 pair (u1,even) et impair (u1,odd) (
f (2.7)) va 
onduire à la
onstru
tion de trois 
onditions di�érentes DtN2 : une 
ondition exa
te pour lesmodes u0 et u1,even appelée DtN2e , une exa
te pour les modes u0 et u1,odd appelée

DtN2o et en�n une troisième, 
onstruite au sens des moindres 
arrés, exa
te pourles modes u0, u1,even et u1,odd et appelée DtN2ae.Proposition 3.2 La 
ondition aux limites lo
ale de type Diri
hlet-to-Neumann d'or-dre deux exa
te pour les modes u0 et u1,even (DtN2e) et dé�nie sur la surfa
e elliptique
{ξ = ξ0}, est donnée par :
∂u

∂ξ
=

√
1 − e2

(a0 − a1)e

[(
a0α1 − a1α0 − (α0 − α1)

(eka)2

2
cos 2θ

)
u + (α1 − α0)

∂2u

∂θ2

] (3.13)où le 
oe�
ient αn a été dé�ni par Eq. (2.8)Démonstration :Nous 
onsidérons une 
ondition de type Robin qui est exa
te pour les deux pre-miers modes elliptiques u0 et u1,even (
f Eq. (2.7)). Nous lui imposons aussi d'être dela forme :
∂u

∂ξ
= Ae u + Be

(
∂2

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θ

)
u (3.14)où Ae et Be sont des 
oe�
ients 
onstants (indépendants de θ) à déterminer.Par 
ontre, il est à noter que 
ontrairement aux 
onditions aux limites DtN2pour des frontières de forme 
ir
ulaire [41℄, la 
ondition DtN2e dépend de la variableangulaire θ. Une telle dépendan
e est né
essaire pour 
onstruire une 
ondition aux
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ales 39limites symétrique en raison des propriétés des fon
tions de Mathieu angulaires paires
Sen (
f. Chap 1).En utilisant les Eqs. (1.20)-(1.22)-(1.23) du Chap. 1 et Eq. (2.7) de 
e 
hapitre, ilest alors fa
ile de véri�er que, pour tous les modes pairs de un (un,even), nous avons

∂2un

∂θ2
=

(
−an +

(eka)2

2
cos 2θ

)
un (3.15)A�n de déterminer les 
oe�
ients 
onstants Ae et Be, nous supposons que, pour

{ξ = ξ0}, la 
ondition est exa
te pour les modes u0 et u1,even. Nous avons alors :




∂u0

∂ξ
= Ae u0 + Be

(
∂2

∂θ2
−
(

(eka)2

2
cos 2θ

))
u0et

∂u1,even

∂ξ
= Ae u1,even + Be

(
∂2

∂θ2
−
(

(eka)2

2
cos 2θ

))
u1,even

(3.16)
En utilisant Eq. (3.15), il vient que (Ae, Be) est l'unique solution du systèmelinéaire 2 × 2 suivant :





∂u0

∂ξ
= (Ae − a0Be)u0

∂u1,even

∂ξ
= (Ae − a1Be)u1,even

(3.17)Ce système est équivalent à :




1√
1 − e2

Re(3)′
0 (eka, e−1)Se0(eka, cos θ) = (Ae − a0Be)Re(3)

0 (eka, e−1)Se0(eka, cos θ)

1√
1 − e2

Re(3)′
1 (eka, e−1)Se1(eka, cos θ) = (Ae − a1Be)Re(3)

1 (eka, e−1)Se1(eka, cos θ)(3.18)Après simpli�
ations, nous obtenons :




Ae − Be a0 =

√
1 − e2

e
α0

Ae − Be a1 =

√
1 − e2

e
α1

(3.19)où le 
oe�
ient αn a été dé�ni par Eq. (2.8).
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onditions DtN pour des frontières elliptiques.La résolution de 
e système nous donne 
omme solution le 
ouple (Ae, Be) :




Ae =

√
1 − e2

e

a0α1 − a1α0

a0 − a1

Be =

√
1 − e2

e

α1 − α0

a0 − a1

(3.20)La 
ondition DtN2 paire notée DtN2e est alors 
onstruite en remplaçant les
oe�
ients Ae et Be dans Eq. (3.14) par leur expression donnée par (3.20).
�Suivant le même prin
ipe, nous allons maintenant 
onstruire une 
ondition DtNlo
ale d'ordre 2 exa
te pour les modes u0 et u1,odd.Proposition 3.3 La 
ondition aux limites lo
ale de type Diri
hlet-to-Neumann d'or-dre deux exa
te pour les modes u0 et u1,odd (DtN2o) et dé�nie sur la surfa
e elliptique

{ξ = ξ0}, est donnée par :
∂u

∂ξ
=

√
1 − e2

(a0 − b1)e

[(
a0β1 − b1α0 − (α0 − β1)

(eka)2

2
cos 2θ

)
u + (β1 − α0)

∂2u

∂θ2

] (3.21)où les 
oe�
ients αn et βn ont été dé�nis par Eq. (2.8)-(2.9).Démonstration :Nous 
onsidérons, 
omme pré
édemment, une 
ondition de type Robin qui estexa
te pour les deux premiers modes elliptiques u0 et u1,odd (
f Eq. (2.7)). Nous luiimposons aussi d'être de la forme :
∂u

∂ξ
= Ao u + Bo

(
∂2

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θ

)
u (3.22)où Ao et Bo sont des 
oe�
ients 
onstants (indépendants de θ) à déterminer.De la même façon que lors de la 
onstru
tion de la 
ondition DtN2e, en utilisant,les Eqs. (1.20)-(1.22)-(1.23) du Chap. 1 et Eq. (2.7) de 
e 
hapitre, on peut aisémentvéri�er que, pour tous les modes impairs de un (un,odd), nous avons

∂2un

∂θ2
=

(
−bn +

(eka)2

2
cos 2θ

)
un (3.23)A�n de déterminer les 
oe�
ients 
onstants Ao et Bo, nous utilisons le fait quela 
ondition est supposée exa
te pour les deux modes u0 et u1,odd lorsque {ξ = ξ0}.Nous avons alors :



3 Dérivation des nouvelles 
onditions aux limites absorbantes de typeDtN lo
ales 41




∂u0

∂ξ
= Ao u0 + Bo

(
∂2

∂θ2
−
(

(eka)2

2
cos 2θ

))
u0et

∂u1,odd

∂ξ
= Ao u1,odd + Bo

(
∂2

∂θ2
−
(

(eka)2

2
cos 2θ

))
u1,odd

(3.24)
En utilisant Eqs. (3.15)-(3.23), on obtient que (Ao, Bo) est l'unique solution dusystème linéaire 2 × 2 suivant :





∂u0

∂ξ
= (Ao − a0Bo)u0

∂u1,odd

∂ξ
= (Ao − b1Bo)u1,odd

(3.25)Ce système est équivalent à :




1√
1 − e2

Re(3)′
0 (eka, e−1)Se0(eka, cos θ) = (Ao − a0Bo)Re(3)

0 (eka, e−1)Se0(eka, cos θ)

1√
1 − e2

Ro(3)′
1 (eka, e−1)So1(eka, cos θ) = (Ao − b1Bo)Ro(3)

1 (eka, e−1)So1(eka, cos θ)(3.26)Nous obtenons après simpli�
ation :




Ao − Bo a0 =

√
1 − e2

e
α0

Ao − Bo a1 =

√
1 − e2

e
β1

(3.27)où les 
oe�
ients αn et βn ont respe
tivement été dé�nis par Eq. (2.8) et (2.9).La résolution du système (3.27) nous donne alors l'expression du 
ouple (Ao, Bo) :




Ao =

√
1 − e2

e

a0β1 − b1α0

a0 − b1

Bo =

√
1 − e2

e

β1 − α0

a0 − b1

(3.28)La 
ondition DtN2 impaire notée DtN2o est obtenue en remplaçant les 
oe�-
ients Ao et Bo dans Eq. (3.22) par leur expression donnée par (3.28).
�



42 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.Pour 
ompléter la 
onstru
tion des di�érentes 
onditions aux limites lo
ales detype Diri
hlet-to-Neumann d'ordre deux, nous allons donner une troisième 
ondition,notée DtN2ae, véri�ée au sens des moindres 
arrés par les modes u0, u1,even et u1,odd.Proposition 3.4 La 
ondition lo
ale DtN2ae, véri�ée au sens des moindres 
arréspar les modes u0, u1,even et u1,odd, dé�nie sur la surfa
e elliptique {ξ = ξ0}, est donnéepar :
∂u

∂ξ
=

√
1 − e2

eΘ

[
A∗

ae u + B∗
ae

(
∂2u

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θu

)] (3.29)où le 
oe�
ient Θ est donné par :
Θ = 2(a2

0 + a2
1 + b2

1 − a0a1 − a0b1 − a1b1) (3.30)et A∗
ae et B∗

ae sont dé�nis par :




A∗
ae = [(a2

0 + a2
1 + b2

1) (α0 + α1 + β1) − (a0 + a1 + b1) (a0α0 + a1α1 + b1β1)]

B∗
ae = [(a0 + a1 + b1) (α0 + α1 + β1) − 3 (a0α0 + a1α1 + b1β1)] (3.31)Les 
oe�
ients αn et βn ont respe
tivement été dé�nis par Eqs. (2.8)-(2.9).Démonstration :Comme dans les deux 
as pré
édents, nous 
onsidérons une 
ondition de typeRobin qui est exa
te pour les trois premiers modes elliptiques u0, u1,even et u1,odd (
fEq. (2.7)). Nous lui imposons aussi d'être de la forme :

∂u

∂ξ
= Aae u + Bae

(
∂2

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θ

)
u (3.32)où Aae et Bae sont des 
oe�
ients 
onstants (indépendants de θ) à déterminer.Nous imposons aussi que, pour ξ = ξ0, la 
ondition est exa
te pour les trois modes

u0, u1,even et u1,odd. Nous avons don
 :




∂u0

∂ξ
= Aae u0 + Bae

(
∂2

∂θ2
−
(

(eka)2

2
cos 2θ

))
u0et

∂u1,even

∂ξ
= Aae u1,even + Bae

(
∂2

∂θ2
−
(

(eka)2

2
cos 2θ

))
u1,evenet

∂u1,odd

∂ξ
= Aae u1,odd + Bae

(
∂2

∂θ2
−
(

(eka)2

2
cos 2θ

))
u1,odd

(3.33)
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ales 43Or, 
omme lors des deux démonstrations pré
édentes, en utilisant, les Eqs. (1.20)-(1.22)-(1.23) du Chap. 1 et Eq. (2.7) de 
e 
hapitre, il vient que (Aae, Bae) est l'uniquesolution du système suivant :




∂u0

∂ξ
= (Aae − a0Bae)u0

∂u1,even

∂ξ
= (Aae − a1Bae)u1,even

∂u1,odd

∂ξ
= (Aae − b1Bae)u1,odd

(3.34)
D'après les deux démonstrations pré
édentes, en 
ouplant Eq. (3.19) et Eq. (3.27),on aboutit au système suivant :





Aae − Bae a0 =

√
1 − e2

e
α0

Aae − Be a1 =

√
1 − e2

e
α1

Aae − Be b1 =

√
1 − e2

e
β1

(3.35)
où les 
oe�
ients α0, α1 et β1 ont été dé�nis par Eqs. (2.8) et (2.9).Le système (3.35) équivaut au système matri
iel :




1 −a0

1 −a1

1 −b1



(

Aae

Bae

)
=

√
1 − e2

e




α0

α1

β1


 (3.36)On note F =




1 −a0

1 −a1

1 −b1


 et on multiplie le système (3.36) par la transposée de Fnotée tF . On obtient ainsi :

(tF F )

(
Aae

Bae

)
=

√
1 − e2

e
tF




α0

α1

β1


 (3.37)Or, la matri
e (tF F ) =

(
3 −a0 − a1 − b1

−a0 − a1 − b1 a2
0 + a2

1 + b2
1

) est inversible, et soninverse est dé�ni par :
(tF F )−1 =

1

Θ

(
a2

0 + a2
1 + b2

1 a0 + a1 + b1

a0 + a1 + b1 3

) (3.38)ave
 Θ = det(tF F ) = 2(a2
0 + a2

1 + b2
1 − a0a1 − a0b1 − a1b1)



44 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.Il ne reste don
 plus qu'à multiplier le système (3.37) par (tF F )−1

(
Aae

Bae

)
=

√
1 − e2

e
(tF F )−1 tF




α0

α1

β1


 (3.39)On obtient alors deux 
oe�
ients notés Aae et Bae :





Aae =

√
1 − e2

Θ e
[(a2

0 + a2
1 + b2

1) (α0 + α1 + β1) − (a0 + a1 + b1) (a0α0 + a1α1 + b1β1)]

Bae =

√
1 − e2

Θ e
[(a0 + a1 + b1) (α0 + α1 + β1) − 3 (a0α0 + a1α1 + b1β1)] (3.40)En mettant en fa
teur le 
oe�
ient √

1 − e2

Θ e
dans la 
ondition (3.29) on obtientbien le 
ouple de 
oe�
ients (A∗

ae, B
∗
ae).

�Avant de passer à l'analyse mathématique des nouvelles 
onditions, il est impor-tant de s'attarder sur 
ertains points parti
uliers :
• Les 
onditions aux limites (3.10), (3.13), (3.21) et (3.29) sont appelées 
ondi-tions DtN lo
ales 
ar elles résultent d'un pro
essus de lo
alisation (par tron
ature)de l'opérateur DtN global dé�ni dans [31, 29℄. Dans [31℄ (
f [45℄ pour le 
as du 
er
le),l'opérateur DtN exa
t est 
onstruit dans le 
as de l'ellipse. C'est une 
ondition auxlimites non ré�é
hissante, qui en 
oordonnées elliptiques (ξ, θ) s'é
rit sur la frontièrearti�
ielle en {ξ = ξ0} :

Tu =
1

π

∑∞
m=0

M
(3)′m (ξ0,q)M
(3)m (ξ0,q)
cem(θ, q)

∫ 2π

0
u(ξ0, θ

′)cem(θ′, q)dθ′

+d 1
π

∑∞
m=0

Ms(3)′m (ξ0,q)Ms(3)m (ξ0,q)
sem(θ, q)

∫ 2π

0
u(ξ0, θ

′)sem(θ′, q)dθ′

(3.41)Les fon
tions M
(3)
m (ξ, q), Ms(3)m (ξ, q), cem (θ, q) et sem(θ, q) ont été introduites au
hapitre 1 et q = (kf)2

4
.Le 
ara
tère lo
al de 
es 
onditions est très intéressant notamment d'un point devue numérique. En e�et, l'in
orporation de 
es 
onditions dans un 
ode d'éléments�nis fait seulement apparaître des matri
es de masse et de rigidité dé�nies sur lafrontière extérieure. De plus, les 
oe�
ients an, bn, αn et βn peuvent être 
al
ulésune fois pour toute au début des 
al
uls.

• Il faut noter que lorsque e → 0 (l'ellipse devient un 
er
le), les 
onditions(3.10), (3.13), (3.21) et (3.29) sont identiques aux 
onditions DtN bidimensionnelles
onstruites pour des frontières de forme 
ir
ulaire de rayon R [39, 41℄, qui sontdonnées par :
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ales 45
• Pour la 
ondition DtN1 : ∂u

∂r
= k

H
(1)′
0 (kR)

H
(1)
0 (kR)

,
• Pour la 
ondition DtN2 :

∂u

∂r
= k

[
H

(1)′
0 (kR)

H
(1)
0 (kR)

u +

(
H

(1)′
0 (kR)

H
(1)
0 (kR)

− H
(1)′
1 (kR)

H
(1)
1 (kR)

)
∂2u

∂θ2

]En e�et, en utilisant les 
omportements asymptotiques des fon
tions de Mathieuradiales de troisième espè
e paires (Re(3)
n ) et impaires (Ro(3)

n ) ainsi que 
elui desvaleurs 
ara
téristiques paires an et impaires bn (
f [1℄, [51℄) lorsque e → 0, on a :� a0(eka) → 0, a1(eka) → 1 et b1(eka) → 1 (
f Prop. (1.1) du 
hapitre 1),� ∀n ∈ N, αn

e
∼ ka

H
(1)′
n (kR)

H
(1)
n (kR)

et ∀n ∈ N∗, βn

e
∼ ka

H
(1)′
n (kR)

H
(1)
n (kR)

(pour plus dedétails 
f. Eqs. (4.43) et (4.48) ultérieurement dans 
e 
hapitre).De plus, lorsque e → 0, il est évident que √
1 − e2 → 1, (eka)2

2
cos 2θ → 0 eten�n, le demi axe prin
ipal a de l'ellipse tend vers le rayon R d'un 
er
le.On obtient �nalement que lorsque e → 0, les di�érentes 
onditions DtN (3.10),(3.13), (3.21) et (3.29) sont respe
tivement équivalentes aux 
onditions suivantes :

• Pour la 
ondition DtN1 : ∂u

∂ξ
= kR

H
(1)′
0 (kR)

H
(1)
0 (kR)

,
• Pour les trois 
onditions DtN2 (DtN2e, DtN2o, DtN2ae) :

∂u

∂ξ
= kR

[
H

(1)′
0 (kR)

H
(1)
0 (kR)

u +

(
H

(1)′
0 (kR)

H
(1)
0 (kR)

− H
(1)′
1 (kR)

H
(1)
1 (kR)

)
∂2u

∂θ2

]

Or, 
omme ∂

∂r
=

1

R

∂

∂ξ
, on retrouve bien que lorsque e → 0, la 
ondition DtN1
onstruite (resp. les trois 
onditions DtN2 
onstruites) pour des frontières elliptiquesest équivalente (resp. sont équivalentes) à la 
ondition DtN1 (resp. DtN2) 
onstruitepour des frontières 
ir
ulaires.

• L'utilisation de 
onditions aux limites DtN lo
ales appro
hées d'ordre supérieurà deux est inappropriée dans le 
adre d'une méthode d'éléments �nis 
lassiques 
arelles né
essitent une régularité supérieure à C0. En 
onséquen
e, nous n'avons pas
her
hé à 
onstruire des 
onditions DtN d'ordre plus grand que deux.Dans les paragraphes qui suivent, nous allons analyser mathématiquement puisnumériquement la performan
e des 
onditions Diri
hlet-to-Neumann (3.10), (3.13),(3.21) et (3.29) que nous venons de 
onstruire. Nous allons dans un premier tempse�e
tuer 
es analyses pour le problème modal (dit problème du radiateur) puis pourle problème de s
attering. Plus pré
isément, nous voulons analyser l'e�et du nombre



46 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.d'onde ka et 
elui de l'ex
entri
ité e de l'ellipse sur la performan
e des 
onditions
DtN1 (3.10), DtN2e (3.13), DtN2o (3.21) et DtN2ae (3.29).Pour e�e
tuer 
ette analyse, nous nous plaçons dans un 
adre OSRC [46℄ qui estadapté au régime basse fréquen
e [2℄. A�n d'évaluer la performan
e des 
onditions
onstruites, nous allons nous servir d'un outil fréquemment utilisé pour mesurerl'e�
a
ité de 
onditions aux limites absorbantes : l'impédan
e spé
i�que modi�ée.Cette quantité physique adimensionnelle qui 
ara
térise le milieu physique tronquéde propagation est un bon indi
ateur de performan
e des 
onditions appro
hées.Dans le système de 
oordonnées elliptiques (ξ, θ), 
ette impédan
e spé
i�que s'é
rit[54℄ :

Z =
i
√

1 − e2 ka u

∂u

∂ξ

|ξ=ξ0 (3.42)4 Analyse mathématique de performan
e pour lesnouvelles 
onditions aux limites absorbantes detype DtN lo
ales - Problème modalNous allons pro
éder à l'analyse mathématique de performan
e des 
onditionsaux limites DtN lo
ales que nous avons pré
édemment 
onstruites dans le 
as duproblème modal, 
'est-à-dire mode par mode. Pour 
ela, nous exprimons tout d'abordl'impédan
e spé
i�que (3.42) pour un mode un à la surfa
e de l'ellipse {ξ = ξ0} (
fEq. (13), p. 3626 dans [54℄) :
Zex2

n,even =
i
√

1 − e2kaRe(3)
n (eka, e−1)

∂
(Re(3)

n (kf cosh ξ)
)

∂ξ
|ξ=ξ0

=
i eka

αn
si un est un mode pair

Zex2
n,odd =

i
√

1 − e2kaRo(3)
n (eka, e−1)

∂
(Ro(3)

n (kf cosh ξ)
)

∂ξ
|ξ=ξ0

=
i eka

βn
si un est un mode impair(4.43)où les 
oe�
ients αn et βn ont été respe
tivement dé�nis par (2.8) et (2.9). Lesexpressions (4.43) résultent du rempla
ement de u par un dans (3.42).Nous 
ommençons par donner le 
omportement basse fréquen
e de l'impédan
eexa
te ainsi que 
elui à haute fréquen
e. Ces deux résultats seront utilisés ensuite
omme référen
e lors de l'analyse de l'impédan
e spé
i�que modale.Proposition 4.1 Le 
omportement asymptotique de Zex2
n (que un soit un mode pairou impair) lorsque ka → 0 est donné par (
f Eq. (17), p. 3627 de [54℄) :
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Zex2

n ∼





π
ka

2
+ i ka ln (ka) si n = 0

4π

(n!)2

(
ka

2

)(2n+1)

− i
ka

n
si n ≥ 1

(4.44)De même, lorsque ka → +∞ (
f Eq. (25), p. 3629 de [54℄), Zex2
n (que un soit unmode pair ou impair) véri�e :

Zex2
n ∼ 1 − i

1

2ka
(4.45)Démonstration :

• Pour ka → 0Ce résultat a déjà été démontré dans [54℄ mais il est bon de le rappeler 
ar onintroduit des résultats qui nous seront utiles par la suite.Dans le 
hapitre introdu
tif sur les fon
tions de Mathieu, nous avons déjà men-tionné que :
Re(3)

n (kf, cosh ξ) =

√
π

2
Mc

(3)
n (ξ,

(kf)2

4
) et Ro

(3)
n (kf, cosh ξ) =

√
π

2
Ms

(3)
n (ξ,

(kf)2

4
)(4.46)On déduit des équations (4.43) et (4.46) que l'impédan
e spé
i�que exa
te pourun mode pair par exemple, est égale à (
f (4.43)) :

Zex2
n =

ieka

αn
=

i
√

1 − e2kaMc
(3)
n (ξ,

(kf)2

4
)

∂

∂ξ

(
Mc(3)

n (ξ,
(kf)2

4
)

)
|ξ=ξ0

(4.47)Or, lorsque ka → 0, on sait d'après [51℄ que :
√

1 − e2kaMc
(3)
n (ξ,

(kf)2

4
)

∂

∂ξ

(
Mc(3)

n (ξ,
(kf)2

4
)

)
|ξ=ξ0

∼ H
(1)
n (ka)

H
(1)′
n (ka)

(4.48)où H
(1)
n (ka) désigne la fon
tion de Hankel de première espè
e (
f 
hap. 9 dans [1℄).Ainsi, en utilisant les propriétés de ré
urren
e des fon
tions de Hankel (
f [1℄),on en déduit que :

iH
(1)
n (ka)

H
(1)′
n (ka)

∼ i

n

ka
− H

(1)
n+1(ka)

H
(1)
n (ka)

(4.49)



48 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.Mais on 
onnait aussi le 
omportement des fon
tions de Hankel (
f 
hap. 9 [1℄) :
H(1)

n (ka) ∼





1 + i
2

π
ln(ka) ; n = 0

1

n!

(
ka

2

)n

− i
(n − 1)!

π

(
2

ka

)n

; n ≥ 1

(4.50)En inje
tant (4.49) dans (4.48) et en appliquant (4.50), on obtient �nalement :
Zex2

n ∼





π
ka

2
+ ika ln(ka) ; n = 0

4π

(n!)2

(
ka

2

)2n+1

− i
ka

n
; n ≥ 1

(4.51)
• Pour ka → +∞ :Comme lorsque ka −→ 0, nous avons [51℄ :

Zex2
n ∼

i
√

1 − e2kaMc
(3)
n (ξ,

(kf)2

4
)

∂

∂ξ

(
Mc(3)

n (ξ,
(kf)2

4
)

)
|ξ=ξ0

∼ iH
(1)
n (ka)

H
(1)′
n (ka)

∼ i

n

ka
− H

(1)
n+1(ka)

H
(1)
n (ka)

(4.52)(Nous avons pris, i
i aussi, l'exemple d'une fon
tion de Mathieu paire et le résultatest identique ave
 une fon
tion impaire)Lorsque ka → +∞, le 
omportement des fon
tions de Hankel est donné par (p.346 dans [1℄) :
H

(1)
n (ka) ∼

√
2

πka

[
1 − (4n2 − 1)(4n2 − 9)

2(8ka)2
+ i

4n2 − 1

8ka

]
e

i

0

@

4ka − (2n + 1)π

4

1

A(4.53)Il vient don
 que lorsque ka → +∞ :
H

(1)
n+1(ka)

H
(1)
n (ka)

∼ n + 1
2

ka
− i (4.54)On obtient ainsi le résultat (4.45) :

Zex2
n ∼ i

n

ka
− n + 1

2

ka
− i

∼ 1 − i
1

2kaen inje
tant (4.54) dans (4.52) et en faisant un développement limité d'ordre 1 en
1

ka
.
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ales - Problème modal 49
�Nous passons maintenant à l'analyse mathématique des nouvelles 
onditions dansle 
adre OSRC. Nous 
ommençons par dé�nir les impédan
es appro
hées 
al
ulées àpartir des 
onditions DtN.4.1 Dé�nition des impédan
es spé
i�ques modales appro
héesA�n d'analyser la performan
e des di�érents 
onditions aux limites absorbantes

DtN , nous allons 
al
uler les impédan
es spé
i�ques appro
hées qui leur 
orres-pondent. Pour 
e faire, il su�t de rempla
er ∂u

∂ξ
grâ
e à une des 
onditions DtN(3.10), (3.13), (3.21) ou (3.29) dans l'expression (3.42) et d'appliquer 
ette impé-dan
e à un au lieu de u.Proposition 4.2 Pour le nième mode elliptique, sur la surfa
e de l'ellipse paramétréepar ξ = ξ0, les impédan
es spé
i�ques appro
hées DtN sont données par :

ZDtN1,2D
n =

ieka

α0

(4.55)
ZDtN2e,2D

n =
ieka (a0 − a1)

(a0α1 − a1α0) − cn (α1 − α0)
(4.56)

ZDtN2o,2D
n =

ieka (a0 − b1)

(a0β1 − b1α0) − cn (β1 − α0)
(4.57)

ZDtN2ae,2D
n =

ieka (a0 − b1)Θ

(A∗
ae − cnB∗

ae)
(4.58)où les paramètres A∗

ae et B∗
ae ont été dé�nis par (3.31) et le 
oe�
ient cn est donnépar :

cn =

{
an si un est un mode pair
bn si un est un mode impair (4.59)Démonstration :Pour le problème modal, on rempla
e ∂u

∂ξ
par une des 
onditions DtN dans l'ex-pression (3.42) et on l'applique à un mode elliptique un a�n de 
al
uler les di�érentesimpédan
es appro
hées DtN. On obtient ainsi les résultats suivants :

• Pour la 
ondition DtN1 :



50 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.La 
ondition DtN1 posée sur {ξ = ξ0}, appliquée au mode elliptique un, estdonnée (
f Eq.(3.10)) par :
∂ un

∂ξ
=

√
1 − e2

e
α0 unDon
, lorsque ξ = ξ0, on a :

ZDtN1,2D
n =

i
√

1 − e2 ka un√
1 − e2

e
α0 un

=
ieka

α0

• Pour la 
ondition DtN2e :En ξ = ξ0, la 
ondition DtN2e appliquée à un est donnée par (3.13)
∂un

∂ξ
=

√
1 − e2

(a0 − a1)e

[
(a0α1 − a1α0)un + (α0 − α1)

(
∂2un

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θ un

)]Et 
omme :
∂2un

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θ un = −cnun (4.60)où cn est donné par Eq. (4.59), on a :

ZDtN2e,2D
n =

i
√

1 − e2 ka un√
1 − e2

(a0 − a1)e
[(a0α1 − a1α0)un − cn (α0 − α1)un]

=
ieka (a0 − a1)

(a0α1 − a1α0) − cn (α1 − α0)

• Pour la 
ondition DtN2o :La démonstration est la même que pour DtN2e ave
 la 
ondition donnée par(3.21) appliquée, en ξ = ξ0 à un :
∂un

∂ξ
=

√
1 − e2

(a0 − b1)e

[
(a0β1 − b1α0) un + (α0 − β1)

(
∂2un

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θ un

)]et on utilise la propriété donnée par Eq. (4.60).
• Pour la 
ondition DtN2ae :La démonstration est identique aux deux pré
édentes pour DtN2e et DtN2o eton utilise 
ette fois la 
ondition donnée par (3.29) appliquée à un, en ξ = ξ0 :
∂un

∂ξ
=

√
1 − e2

Θe

[
A∗

ae un + B∗
ae

(
∂2un

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θ un

)]où A∗
ae et B∗

ae ont été donnés (3.31). Puis, on utilise la propriété donnée par Eq.(4.60).
�



4 Analyse mathématique de performan
e pour les nouvelles 
onditionsaux limites absorbantes de type DtN lo
ales - Problème modal 51Remarque 4.3 Les di�érentes impédan
es appro
hées (4.55), (4.56), (4.57) et (4.58)peuvent s'é
rire en fon
tion de l'impédan
e exa
te modale donnée par (4.43). On a :
ZDtN1,2D

n = Zex2
0 (4.61)

ZDtN2e,2D
n =

1

1

Zex2
0

+
a0 − cn

a0 − a1

[
1

Zex2
1,even

− 1

Zex2
0

] (4.62)
ZDtN2o,2D

n =
1

1

Zex2
0

+
a0 − cn

a0 − b1

[
1

Zex2
1,odd

− 1

Zex2
0

] (4.63)
ZDtN2ae,2D

n =
1

1

Zex2
0

+ A1
1

Zex2
0

+ A2
1

Zex2
1,even

+ A3
1

Zex2
1,odd

(4.64)où Θ a déjà été dé�ni en (3.29), cn a été donné par (4.59) et :
A1 =

−2a2
0 − a2

1 − b2
1 + a0a1 + a0b1 + 2a1b1 + δ(2a0 − a1 − b1)

Θ

A2 =
a2

0 + b2
1 + δ(−a0 + 2a1 − b1) − a1a0 − a1b1

Θ

A3 =
a2

0 + a2
1 + δ(−a0 − a1 + 2b1) − b1a0 − a1b1

Θ

(4.65)
et

Λ = cos θ cos θ0 +
√

1 − e2 sin θ sin θ0

δ =

(
e2

2
cos(2θ) +

(
∂Λ

∂θ

)2
)

(ka)2 + ikaΛ
(4.66)Remarque 4.4 Nous avons déjà noté dans le paragraphe pré
édent que lorsque

e → 0 (on est dans le 
as d'un 
er
le et non plus d'une ellipse), les 
onditions obte-nues sont équivalentes à 
elles obtenues dans le 
as d'une frontière 
ir
ulaire [41℄. Sion regarde les di�érentes impédan
es spé
i�ques appro
hées, lorsque e → 0, les troisimpédan
es DtN2 (4.56), (4.57) et (4.58) sont équivalentes (puisque les trois 
ondi-tions sont équivalentes). De plus, on obtient l'impédan
e DtN1 (resp. les impédan
esDtN2) est équivalente (resp. sont équivalentes) à l'impédan
e DtN1 (resp. DtN2) ob-tenue dans le 
as d'une frontière 
ir
ulaire par [41℄. On rappelle que 
es impédan
es



52 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.sont données, pour le nième mode 
ylindrique, sur la surfa
e d'un 
ylindre de rayon
R, par :

• Pour la 
ondition DtN1 : Zn,cercle = Zex2
0 ,

• Pour la 
ondition DtN2 : Zn,cercle =
1

1

Zex2
0

+ n2

(
1

Zex2
1

− 1

Zex2
0

) .Remarque 4.5 Pour les trois impédan
es DtN2 (4.56), (4.57) et (4.58), on observeque pour le mode n = 0, elles 
oïn
ident ave
 Zex2
0 , de même ZDtN2e

1,even = ZDtN2ae
1,even =

Zex2
1,even et ZDtN2o

1,odd = ZDtN2ae
1,odd = Zex2

1,odd, de par le mode de 
onstru
tion adopté pour 
es
onditions.Maintenant, a�n d'analyser les performan
es des 
onditions aux limites DtN
onstruites, nous allons pro
éder à l'analyse asymptotique des impédan
es spé
i�quesappro
hées a�n de les 
omparer aux résultats obtenus pour l'impédan
e spé
i�queexa
te lorsque ka → 0 (régime basse fréquen
e) (
f (4.44)) et lorsque ka → +∞(régime haute fréquen
e) (
f (4.45)).4.2 Analyse asymptotique lorsque ka → 0Le 
omportement asymptotique des di�érentes impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN à basse fréquen
e (ka → 0) est donné par la proposition qui suit :Proposition 4.6 Le 
omportement asymptotique des impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN pour le nième mode elliptique (qu'il soit pair ou impair), lorsque ka → 0,est donné par :
ZDtN1,2D

n = Zex2
0 ∼ π

ka

2
+ i ka ln (ka) , pour n ≥ 0 (4.67)

ZDtN2,2D
n ∼





Zex2
0 ∼ π

ka

2
+ i ka ln (ka) , pour n = 0

Zex2
1 ∼ π

(ka)3

2
− i ka , pour n = 1

π

2n2
(ka)3 − i

ka

n2
, pour n ≥ 2

(4.68)
où ZDtN2,2D

n désigne indi�éremment l'une des trois impédan
es spé
i�ques appro
hées
ZDtN2e,2D

n , ZDtN2o,2D
n ou ZDtN2ae,2D

n .Démonstration : Pour 
ha
une des 
onditions DtN, nous allons donner su
-
essivement la méthode pour obtenir le 
omportement des impédan
es spé
i�quesappro
hées 
orrespondantes lorsque ka → 0.
• Pour la 
ondition DtN1



4 Analyse mathématique de performan
e pour les nouvelles 
onditionsaux limites absorbantes de type DtN lo
ales - Problème modal 53Nous avons déjà indiqué que ZDtN1,2D
n = Zex2

0 (
f Eq. (4.61)), si bien qu'en utili-sant le 
omportement de Zex2
n pour n = 0 lorsque ka → 0 donné par Eq. (4.44), onobtient le résultat re
her
hé.

• Pour la 
ondition DtN2eNous savons que, par 
onstru
tion, ZDtN2e
0 = Zex2

0 et ZDtN2e
1 = Zex2

1 , d'où lerésultat pour n = 0 et n = 1 en utilisant (4.44).Etudions à présent le 
as où n ≥ 2. On sait (
f Eq. (4.62)) que :
ZDtN2e,2D

n =
1

1

Zex2
0

+
a0 − cn

a0 − a1

[
1

Zex2
1,even

− 1

Zex2
0

]En utilisant les 
omportements asymptotiques de Zex2
0 et Zex2

1,even donnés par (4.44)et sa
hant que (
f Eq. (36) p. 120 dans [51℄) :
a0 ∼ −(eka)4

32
lorsque ka → 0 (4.69)

an (0) = bn(0) = n2 pour n ≥ 1, (4.70)on obtient que l'impédan
e spé
i�que appro
hée se 
omporte 
omme une fon
tionde ka, pour n ≥ 2, dé�nie par :
φ (ka) =

1

1

π
ka

2
+ ika ln (ka)

+
−(eka)4

32
− n2

−(eka)4

32
− 1




1
π

2
(ka)3 − ika

− 1

π
ka

2
+ ika ln (ka)


(4.71)Nous nous sommes servis du logi
iel Mathemati
a a�n d'é
rire φ(ka) sous la formed'une série de Taylor lorsque ka → 0 que nous avons tronquée a�n d'obtenir lerésultat de la Proposition (4.6).

• Pour la 
ondition DtN2oPar 
onstru
tion ZDtN2o
0 = Zex2

0 et ZDtN2o
1 = Zex2

1 , on obtient don
 immédiate-ment le résultat annon
é pour n = 0 et n = 1 en utilisant (4.44).Pour n ≥ 2, le pro
essus de démonstration est le même que pour ZDtN2e,2D
n . Ene�et, nous venons de rappeler dans Eq. (4.70) que a1(0) = b1(0). Cela implique que

ZDtN2o,2D
n =

1

1

Zex2
0

+
a0 − cn

a0 − b1

[
1

Zex2
1,odd

− 1

Zex2
0

] se 
omporte en 0 de la même façonque ZDtN2e,2D
n , d'où le résultat.

• Pour la 
ondition DtN2ae :Comme pré
édemment, pour n = 0 et n = 1, on sait que ZDtN2ae
0 = Zex2

0 et
ZDtN2ae

1 = Zex2
1 , 
e qui donne le résultat immédiatement.



54 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.Puis, pour le 
as n ≥ 2, on rappelle tout d'abord que ZDtN2ae,2D
n peut s'é
riresous la forme :

ZDtN2ae,2D
n =

ieka (a0 − b1)Θ

(A∗
ae − cnB∗

ae)ave
 A∗
ae, B∗

ae et Θ tels que :




A∗
ae = [(a2

0 + a2
1 + b2

1) (α0 + α1 + β1) − (a0 + a1 + b1) (a0α0a1α1b1β1)]

B∗
ae = [(a0 + a1 + b1) (α0 + α1 + β1) − 3 (a0α0 + a1α1 + b1β1)]et Θ = 2(a2
0 + a2

1 + b2
1 − a0a1 − a0b1 − a1b1)On peut alors é
rire, en utilisant (4.47) et (4.48), que ZDtN2ae,2D

n se 
omporte
omme une fon
tion de ka dé�nie par :
Ψ(ka) =

2i(a2
0 + a2

1 + b2
1 − a0a1 − a0b1 − a1b1)[

(a2
0 + a2

1 + b2
1 − cn(a0 + a1 + b1))

(
H

(1)′
0 (ka)

H
(1)
0 (ka)

+ 2
H

(1)′
1 (ka)

H
(1)
1 (ka)

)

+(3cn − a0 − a1 − b1)

(
a0

H
(1)′
0 (ka)

H
(1)
0 (ka)

+ (a1 + b1)
H

(1)′
1 (ka)

H
(1)
1 (ka)

)]

=
2i(a2

0 + a2
1 + b2

1 − a0a1 − a0b1 − a1b1)[
(a2

1 + b2
1 − cna1 − cnb1 + 2a0cn − a0a1 − a0b1)

H
(1)′
0 (ka)

H
(1)
0 (ka)

+(2a2
0 + a2

1 + b2
1 − a0a1 − a0b1 − 2a1b1 − 2a0cn + a1cn + b1cn)

H
(1)′
1 (ka)

H
(1)
1 (ka)

]

Or d'après (4.47) et (4.48), Zexact
n ∼ iH

(1)
n (ka)

H
(1)′
n (ka)

. On sait alors, en utilisant les
omportement de l'impédan
e exa
te lorsque ka → 0 donné par l'Eq. (4.44), et les
omportements des valeurs 
ara
téristiques donnés par les Eqs. (4.69) et (4.70), que
ZDtN2ae,2D

n se 
omporte 
omme une fon
tion de ka dé�nie par :
Ψ∗(ka) =

2(
(eka)8

322
+

(eka)4

16
+ 1)


2(1 − n2)(1 +

(eka)4

32
)

1

π
ka

2
+ i ln(ka)

+

(
2
(eka)8

322
− (eka)4

32
(1 + n2) + 2n2

)
1

π
(ka)3

2
− ika




(4.72)
On utilise alors le logi
iel Mathemati
a pour obtenir une expression de Ψ∗(ka)sous forme de série de Taylor que l'on tronque a�n d'arriver au résultat annon
é.
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ales - Problème modal 55
�On peut remarquer que, lorsque ka → 0, l'impédan
e spé
i�que appro
hée 
or-respondant à la 
ondition DtN1 est indépendante du mode n 
ontrairement à l'impé-dan
e exa
te. La 
ondition est exa
te pour le mode n = 0 mais lorsque n augmente,on peut prévoir que la 
ondition va très rapidement perdre de sa pré
ision. On peut,de plus, observer que la partie réelle de ZDtN1

n est d'ordre ka alors que 
elle de l'im-pédan
e spé
i�que exa
te est d'ordre (ka)2n+1, 
e qui laisse aussi présager une perterapide de performan
e.En 
e qui 
on
erne les trois 
onditions DtN2 (3.13), (3.21) et (3.29), on remarquetout d'abord qu'elles ont toutes trois le même 
omportement asymptotique. A bassefréquen
e, il semble don
 inutile de les 
onsidérer séparément. Les impédan
es ap-pro
hées de 
es 
onditions d'ordre 2 se 
omportent 
omme l'impédan
e exa
te pourles modes n = 0 et n = 1, 
e qui est dû à leur 
onstru
tion. Par 
ontre, lorsque
n ≥ 2, les 
onditions DtN2 vont être moins performantes à mesure que le mode naugmentera. On observe par exemple que la partie réelle de l'impédan
e appro
héeDtN2 est d'ordre (ka)3, alors que 
elle de l'impédan
e exa
te est d'ordre (ka)2n+1.Cela permet de prévoir une perte rapide de performan
e pour les modes n ≥ 2.4.3 Comportements asymptotiques lorsque ka → +∞La proposition suivante donne le 
omportement asymptotique des di�érentes im-pédan
es spé
i�ques appro
hées DtN à haute fréquen
e (ka → +∞) :Proposition 4.7 Le 
omportement asymptotique des impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN pour le nième mode elliptique (qu'il soit pair ou impair), lorsque ka → +∞,est donné par :

ZDtN1,2D
n ∼ ZDtN2,2D

n ∼ Zex2
n ∼ 1 − i

1

2ka
, pour n ≥ 0 (4.73)où ZDtN2,2D

n désigne indi�éremment l'une des trois impédan
es spé
i�ques appro
hées
ZDtN2e,2D

n , ZDtN2o,2D
n ou ZDtN2ae,2D

n .Démonstration : Nous allons 
ommen
er par démontrer le résultat pour DtN1puis 
eux 
orrepondant aux trois 
onditions d'ordre deux (DtN2e, DtN2o, DtN2ae).
• L'impédan
e spé
i�que appro
hée ZDtN1,2D

nPar dé�nition (
f Eq. (4.61)), on a ZDtN1,2D
n = Zex2

0 . Connaissant le 
omportementde Zex2
0 lorsque ka → +∞ (
f Eq. (4.45)), le résultat est immédiat.

• Les impédan
es spé
i�ques appro
hées ZDtN2e,2D
n , ZDtN2o,2D

n et ZDtN2ae,2D
n



56 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.D'après les résultats (4.62), (4.63), (4.64) et (4.52), on a pour n ≥ 2 :
ZDtN2e,2D

n ∼ i(a0 − a1)

(a0 − cn)
H

(1)′

1 (ka)

H
(1)
1 (ka)

+ (cn − a1)
H

(1)′

0 (ka)

H
(1)
0 (ka)

ZDtN2o,2D
n ∼ i(a0 − b1)

(a0 − cn)
H

(1)′

1 (ka)

H
(1)
1 (ka)

+ (cn − b1)
H

(1)′

0 (ka)

H
(1)
0 (ka)

ZDtN2ae,2D
n ∼ 2i (a2

0 + a2
1 + b2

1 − a0a1 − a0b1 − a1b1)[
(a2

0 + a2
1 + b2

1 − cn (a0 + a1 + b1))

(
H

(1)′

0 (ka)

H
(1)
0 (ka)

+ 2
H

(1)′

1 (ka)

H
(1)
1 (ka)

)

+ (3cn − a0 − a1 − b1)

(
a0

H
(1)′

0 (ka)

H
(1)
0 (ka)

+ (a1 + b1)
H

(1)′

1 (ka)

H
(1)
1 (ka)

)]Connaissant le 
omportement des fon
tions de Hankel lorsque ka → +∞ (
f. Eq.(4.52), (4.54)), on a, ∀n ∈ N :
iH

(1)
n (ka)

H
(1)′
n (ka)

∼ 1 − i

2kaOn obtient immédiatement que, lorsque ka → +∞, les impédan
es appro
hées
ZDtN2,e

n , ZDtN2,o
n et ZDtN2ae,2D

n se 
omportent respe
tivement de la même façon queles fon
tions de ka suivantes :
Φe(ka) =

(a0 − a1)

(a0 − cn + cn − a1)
1

1 − i

2ka

= 1 − i

2ka

Φo(ka) =
(a0 − b1)

(a0 − cn + cn − b1)
1

1 − i

2ka

= 1 − i

2ka

Φae(ka) =
2 (a2

0 + a2
1 + b2

1 − a0a1 − a0b1 − a1b1)

(2a2
0 + 2a2

1 + 2b2
1 − 2a0a1 − 2a0b1 − 2a1b1)

1

1 − i

2ka

= 1 − i

2ka

�La proposition pré
édente (Eq. (4.7)) montre que, lorsque ka → +∞, les impé-dan
es spé
i�ques exa
te et appro
hées (DtN1 et DtN2) ont le même 
omportement
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e pour les nouvelles 
onditions auxlimites absorbantes de type DtN lo
ales - Problème modal 57asymptotique qui est indépendant du mode n. Ce résultat laisse augurer une bonneperforman
e des 
onditions appro
hées DtN d'ordre 1 et 2 pour le problème modal2D en régime haute fréquen
e.5 Analyse numérique de performan
e pour les nou-velles 
onditions aux limites absorbantes de typeDtN lo
ales - Problème modalDe façon à évaluer numériquement l'in
iden
e du nombre d'onde et de l'allon-gement de l'ellipse modélisant la frontière arti�
ielle sur la performan
e de nos
onditions Diri
hlet-to-Neumann, nous avons pro
édé à une série de tests mode parmode. L'obje
tif de 
es tests est de 
omparer nos résultats ave
 les 
onditions DtN
onstruites (3.10), (3.13), (3.21), (3.29) à 
eux déjà obtenus ave
 les 
onditions BGTd'ordre 1 (1.1) et 2 (1.2) appliquées à des frontières elliptiques (
f Figs.(2) à (8) dans[54℄). Nous avons e�e
tué les tests pour trois modes pairs di�érents n = 1, n = 2,
n = 3. Les résultats obtenus pour les modes impairs ne sont pas répertoriés 
arils sont équivalents pour un même n à 
eux des modes pairs, d'après l'analyse des
omportements asymptotiques aux paragraphes 4.2 et 4.3. Nous n'avons pas e�e
tuéde test numérique pour le mode n = 0 puisque les 
onditions DtN d'ordre 1 et 2
onstruites sont toutes exa
tes pour 
e mode. Pour 
ha
un des modes évalués, nousavons étudié six valeurs de l'ex
entri
ité e allant de e = 0.1 où l'ellipse est pro
hed'un 
er
le, à e = 0.9 où l'ellipse est très allongée. En�n, trois valeurs de ka ont ététestées : ka = 0.1, ka = 1 et ka = 10. Les deux premières valeurs de ka 
orrespondentà un régime basse fréquen
e alors que ka = 10 est 
onsidéré 
omme un régime hautefréquen
e.Pour 
ha
une des �gures ,nous avons représenté la valeur absolue des di�é-rentes impédan
es puis les erreurs relatives 
orrespondantes à savoir la quantité∣∣Zex2

n − Zapp,2D
n

∣∣
|Zex2

n | , où Zapp,2D
n représente une des impédan
es appro
hées DtN ou BGT.Pour le mode u1, nous avons 
omparé les deux 
onditions d'ordre 1 DtN1 et BGT1(1.1), les trois 
onditions DtN2 étant exa
tes pour 
e mode. Pour les modes u2 et u3,nous avons évalué les performan
es des deux 
lasses de 
onditions d'ordre 2 DtN2 etBGT2 (1.2). Nous avons vu dans la se
tion pré
édente que les trois 
onditions DtN2ont des 
omportements similaires. C'est pourquoi, par la suite, nous désigneronsindi�éremment par DtN2 l'une des trois 
onditions appro
hées (3.13), (3.21), (3.29).Pour le mode u1, (
f Fig. (2.2)-(2.3)), on remarque que les deux 
onditions DtN1et BGT1 n'ont pas un niveau de performan
e très satisfaisant, même s'il devientplus a

eptable autour de ka = 1. On observe aussi que la valeur de l'ex
entri
ité

e de l'ellipse n'in�ue pas sur la performan
e de la 
ondition DtN1. A l'inverse, laperforman
e de la 
ondition BGT1 se détériore parti
ulièrement pour ka 
omprisentre 1 et 10 (zone où elle est la plus pré
ise) lorsque e → 1.



58 Chapitre 2 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières elliptiques.Pour le mode u2, la 
ondition BGT2 dépendant de l'angle d'observation θ ∈
[0, 2π[, nous représentons les résultats en fon
tion de 
et angle, pour trois valeurs de
ka : 0.1, 1 et 10 et pour 
ha
une des six valeurs de e déjà 
hoisies.Lorsque ka = 0.1 (Fig. (2.4)-(2.5)), la pré
ision des deux 
onditions DtN2 etBGT2 n'évolue pas lorsque l'ex
entri
ité augmente de 0.1 à 0.9. Le niveau de per-forman
e des 
onditions n'est pas parti
ulièrement satisfaisant, les erreurs relatives(
f Fig. (2.5)) étant toutes supérieures à 15%.Pour ka = 1 (Fig. (2.6)-(2.7)), lorsque l'ellipse représentant la frontière arti�
ielleest pro
he d'un 
er
le (e = 0.1), la 
ondition BGT2 est un peu plus pré
ise que la
ondition DtN2. Par 
ontre, plus l'ex
entri
ité e augmente et tend vers 1, plus la
ondition DtN2 est performante tandis que la 
ondition BGT2 perd en pré
ision.En�n, pour ka = 10 (Fig. (2.8)-(2.9)), lorsque l'ellipse représentant la frontièrearti�
ielle a une géométrie pro
he de la sphère (e = 0.1), les deux 
onditions d'ordre2 sont très performantes. Puis lorsque e → 1, la 
ondition DtN2 garde un très bonniveau de pré
ision (erreur relative < 2% pour toutes les ex
entri
ités). La proposi-tion (4.7) permettait d'entrevoir le bon degré de performan
e de la 
ondition DtN2puisqu'elle montre que l'impédan
e modale appro
hée DtN2 se 
omporte, à hautefréquen
e, de la même façon que l'impédan
e modale exa
te. Par 
ontre, le niveaude performan
e de la 
ondition BGT2 se détériore 
onsidérablement lorsque e → 1et en parti
ulier pour 
ertaines valeurs de θ. Ce
i provient du fait que l'impédan
emodale appro
hée BGT2 a un 
omportement asymptotique à haute fréquen
e quidépend de l'ex
entri
ité e et de l'angle θ (
f Eq. (27) p. 3629 dans [54℄).Pour le mode u3, on 
ompare toujours la performan
e des deux 
onditions d'ordre2, DtN2 et BGT2 ; les résultats sont donnés en fon
tion de l'angle d'observation
θ ∈ [0, 2π[ pour les mêmes valeurs de ka et e déjà 
onsidérées. Comme le laissaiententrevoir les résultats obtenues pour ZDtN2,2D

n lorsque ka → 0 (4.68), 
ette 
onditionperd en pré
ision lorsque n augmente.Lorsque ka = 0.1 (Fig. (2.10)-(2.11)), la 
ondition BGT2 est plus pré
ise que la
ondition DtN2 mais leur degré de pré
ision n'est pas satisfaisant, pour l'une 
ommepour l'autre.Pour ka = 1 (Fig. (2.12)-(2.13)), la pré
ision des deux 
onditions d'ordre 2 s'amé-liore mais dans 
e 
as là, 
'est la performan
e de la 
ondition DtN2 qui diminuelorsque e → 1.En�n, lorsque ka = 10 (Fig. (2.14)-(2.15)), si la valeur de e est petite, les deux
onditions sont performantes. Puis, lorsque l'ellipse formant la frontière arti�
ielles'allonge, seule la 
ondition DtN2 garde un très bon niveau de pré
ision, 
omme lelaissait présager le résultat donné à l'Eq. (4.7).Pour n = 1 et n = 2 en parti
ulier, la 
ondition DtN est plus performante que la
ondition BGT du même ordre pour des frontières allongées. Il faut noter aussi queplus l'ex
entri
ité e est pro
he de 1 plus la performan
e de la 
ondition BGT2 sedétériore et plus la dépendan
e en fon
tion de θ apparaît. Par 
ontre, l'allongementde l'ellipse ne semble pas perturber la bonne performan
e de la 
ondition DtN2 dans
es 
as là.
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ales - Problème modal 59Il est important de mentionner que nous avons ren
ontré des problèmes d'in-stabilités liés à l'utilisation des fon
tions de Mathieu. Il 
onvient de prendre despré
aution lors de l'utilisation de 
es dernières. Pour 
ertaines valeurs de z ou de
q, on peut observer pon
tuellement d'importants pi
s reproduisant des phénomènesd'instabilités. Il faut don
 éviter de prendre en 
ompte 
es points là en 
hoisissant,par exemple lors d'un balayage sur une des deux variables, une dis
rétisation bienadaptée. Comme nous avons voulu 
omparer nos 
onditions aux 
onditions BGTétudiées par Reiner et al. [54℄, nous avons adopté le même balayage que dans [54℄ surla variable q. En utilisant le même pas de dis
rétisation de 10−3+ j

20 (pour j 
omprisentre 20 et 80), on balaie des valeurs de ka 
omprises entre 10−2 et 10. Nous enavons essayé d'autres mais 
es 
hoix se sont avérés infru
tueux 
ar ils 
onduisaientà beau
oup d'instabilité.
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Fig. 2.2: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN1 (� - �),BGT1 (◦ ◦ ◦ ).
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Fig. 2.3: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN1 (� -�), BGT1 (◦ ◦ ◦ )
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Fig. 2.4: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−−).
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Fig. 2.5: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN2 (× ×
×), BGT2 (−−− )
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Fig. 2.6: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−− ).
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Fig. 2.7: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN2 (× ×
×), BGT2 (−−− )
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Fig. 2.8: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−− ).
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Fig. 2.9: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN2 (× ×
×), BGT2 (−−− )
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Fig. 2.10: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−− ).
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Fig. 2.11: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN2(× × ×), BGT2 (−−− )
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Fig. 2.12: Valeurs absolues des impédan
es spé
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te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−− ).
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Fig. 2.13: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN2(× × ×), BGT2 (−−− )
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Fig. 2.14: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−− ).
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Fig. 2.15: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN2(× × ×), BGT2 (−−− )
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onditions DtN pour des frontières elliptiques.6 Analyse mathématique de performan
e pour lesnouvelles 
onditions aux limites absorbantes detype DtN lo
ales - Problème de s
atteringA présent, nous allons pro
éder à l'analyse mathématique de performan
e des
onditions aux limites Diri
hlet-to-Neumann lo
ales d'ordre un (DtN1) et deux(DtN2e, DtN2o, DtN2ae) données respe
tivement par les équations (3.10), (3.13),(3.21) et (3.29) lorsqu'elles sont appliquées dans le 
as d'un problème de s
attering bi-dimensionnel par un obsta
le de forme elliptique. Pour pro
éder à 
ette analyse, nousnous plaçons dans le 
adre d'une formulation OSRC (On-Surfa
e Radiation Condi-tion) [46℄, 
e qui signi�e que la frontière arti�
ielle où l'on pose l'une des 
onditionsDtN est posée sur le bord de l'obsta
le Γ. Cette méthode permet de 
oupler sur lebord de l'obsta
le Γ une 
ondition de bord et une 
ondition non ré�é
hissante. Onrésout alors un problème du type :




∆u + k2u = 0 dans Ω
u = −uinc sur Γ
∂u

∂n
= Tu sur Γ

(6.74)où Ω est le domaine de 
al
ul.Ce 
adre nous permet d'é
rire que ∂uinc

∂n
= Tuinc sur Γ. Nous savons, d'après lestravaux de X. Antoine [2℄, que 
e 
adre est adapté au régime basse fréquen
e.De la même façon que pour l'analyse de performan
e modale (
f paragraphes 4 et

5), nous allons évaluer la pré
ision des 
onditions DtN d'ordre 1 et 2 
onstruites en
omparant leurs impédan
es spé
i�ques appro
hées à l'impédan
e spé
i�que exa
tepour le problème de s
attering.On rappelle (
f Eq. (33), p. 3635 dans [54℄), que l'impédan
e spé
i�que exa
te
Zex2 sur la surfa
e de l'ellipse {ξ = ξ0} est donnée par :

Zex2 = − i
√

1 − e2ka uinc

∂

∂ξ
(uscat)|ξ=ξ0

(6.75)où uinc est l'onde plane in
idente, d'angle d'in
iden
e θ0 dé�nie par :
uinc = eikf cosh ξ(cos θ cos θ0+tanh ξ sin θ sin θ0) (6.76)et uscat est le 
hamp a
oustique di�ra
té par l'obsta
le de forme elliptique i.e lasolution du problème extérieur :





∆uscat + k2uscat = 0 dans Ω+

uscat = −uinc sur Γ

lim
|x|→+∞

|x|1/2

[
x

|x| · ∇uscat − ikuscat

]
= 0
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onditionsaux limites absorbantes de type DtN lo
ales - Problème de s
attering 75D'après [10℄, uscat peut être représenté par le développement en fon
tions deMathieu suivant :
uscat = −

√
8π
(∑∞

m=0 imKemRe
(3)
m (kf, cosh ξ)Sem(kf, cos θ)

+
∑∞

m=1 imKomRo
(3)
m (kf, cosh ξ)Som(kf, cos θ)

) (6.77)où 



Kem =
1

N
(e)
m

Re(1)
m (eka, e−1)Sem(eka, cos θ0)Re(3)

m (eka, e−1)

Kom =
1

N
(o)
m

Ro(1)
m (eka, e−1)Sem(eka, cos θ0)Ro(3)

m (eka, e−1)

(6.78)Les fon
tions Re(3)
m (eka, e−1), Ro(3)

m (eka, e−1), Sem(eka, cos θ0) et Som(eka, cos θ0)ont été dé�nies au 
hapitre 1, et N
(e)
m (resp. N

(o)
m ) représentent les fa
teurs de nor-malisation asso
iés respe
tivement aux fon
tions de Mathieu angulaires paires etimpaires (
f Eq. (18), p. 377 dans [60℄).Dans le 
adre de 
e travail, le 
hamp u 
orrespond à une approximation du 
hampexa
t uscat par la méthode OSRC.On rappelle (
f Eq. (38), p. 3637 dans [54℄) que le 
omportement asymptotiquede l'impédan
e spé
i�que exa
te Zex2 , lorsque ka → 0, est donné par :

Zex2 ∼ Zex2
0 ∼ π

ka

2
+ ika ln(ka) ; ka → 0 (6.79)où Zex2

0 est dé�ni par l'équation (4.43) pour n = 0.Par 
ontre, on ne peut déterminer le 
omportement asymptotique de Zex2 lorsque
ka → +∞ en raison de la divergen
e des séries qui entrent en 
ompte.6.1 Dé�nition des impédan
es spé
i�ques appro
hées pour leproblème de s
atteringA�n d'analyser la performan
e des di�érentes 
onditions aux limites absorbantes
DtN , de la même façon que pour le problème modal, nous allons 
al
uler les im-pédan
es spé
i�ques appro
hées qui leur 
orrespondent. On dé�nit une impédan
espé
i�que appro
hée :

ZT,2D = − i
√

1 − e2ka uinc

∂u

∂ξ
|ξ=ξ0

(6.80)où u est solution du problème (6.74).Le 
ontexte OSRC dans lequel nous nous sommes pla
és, nous permet d'é
rireque u = −uinc. Pour 
al
uler les impédan
es spé
i�ques appro
hées, il su�t don
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onditions DtN pour des frontières elliptiques.d'appliquer les 
onditions absorbantes 
onstruites (3.10), (3.13), (3.21), (3.29) à uincdonnée par (6.76) et de substituer 
ette expression à ∂u

∂ξ
= −∂uinc

∂ξ
en ξ = ξ0 dansEq. (6.80).Nous obtenons alors, pour 
ha
une des 
onditions DtN (3.10), (3.13), (3.21) et(3.29), les résultats suivants :Proposition 6.1 L'impédan
e spé
i�que appro
hée ZDtN1,2D 
orrespondant à la 
ondi-tion Diri
hlet-to-Neumann d'ordre 1 (DtN1), est donnée, en ξ = ξ0, par :

ZDtN1,2D = Zex2
0 (6.81)Les impédan
es spé
i�ques appro
hées ZDtN2e,2D, ZDtN2o,2D et ZDtN2ae,2D 
orres-pondant aux 
onditions Diri
hlet-to-Neumann d'ordre 2 (DtN2e, DtN2o, DtN2ae),sont données, en ξ = ξ0, par :

ZDtN2e,2D =
ika

√
1 − e2(a0 − a1)

(a0α1 − a1α0) − (α1 − α0)

(
ikaΛ + (ka)2

(
∂Λ

∂θ

)2

+
e2(ka)2

2
cos(2θ)

)(6.82)
ZDtN2o,2D =

ika
√

1 − e2(a0 − b1)

(a0β1 − a1α0) − (β1 − α0)

(
ikaΛ + (ka)2

(
∂Λ

∂θ

)2

+
e2(ka)2

2
cos(2θ)

)(6.83)
ZDtN2ae,2D =

ika
√

1 − e2 Θ

A∗
ae − B∗

ae

(
ikaΛ + (ka)2

(
∂Λ

∂θ

)2

+
e2(ka)2

2
cos(2θ)

) (6.84)où A∗
ae et B∗

ae sont, on le rappelle, dé�nis par :




A∗
ae = [(a2

0 + a2
1 + b2

1) (α0 + α1 + β1) + (a0 + a1 + b1) (−a0α0 − a1α1 − b1β1)]
et
B∗

ae = [(a0 + a1 + b1) (α0 + α1 + β1) − 3 (a0α0 + a1α1 + b1β1)]et Θ est donné par Eq. (3.30) : Θ = 2(a2
0 + a2

1 + b2
1 − a0a1 − a0b1 − a1b1)En�n, le 
oe�
ient Λ est dé�ni par :

Λ = cos θ cos θ0 +
√

1 − e2 sin θ sin θ0 (6.85)
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onditionsaux limites absorbantes de type DtN lo
ales - Problème de s
attering 77Démonstration : Pour l'impédan
e DtN1, la démonstration est immédiate. Onutilise la dé�nition de 
ette 
ondition donnée par (3.10) et appliquée à uinc, elledonne :
∂uinc

∂ξ
=

√
1 − e2

e
α0 uincEn�n la méthode OSRC nous permet d'é
rire que : ∂uinc

∂ξ
= −∂uscat

∂ξ
, d'où le résultaten substituant dans (6.75).On note (A, B) le 
ouple de 
oe�
ients (qui représentent suivant le 
as le 
ouple

(Ae, Be), (Ao, Bo) ou (Aae, Bae)) 
orrespondant aux di�érentes 
onditions DtN d'ordre2. Par dé�nition, 
es 
onditions, lorsqu'elles sont appliquées à uinc, s'é
rivent :
∂uinc

∂ξ
= A uinc + B

(
∂2

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θ

)
uincOr :

∂2 uinc

∂θ2
− (eka)2

2
cos 2θuinc =

(
ikaΛ + (ka)2

(
∂Λ

∂θ

)2

+
e2(ka)2

2
cos(2θ)

)
uincAinsi,

∂uinc

∂ξ
=

[
A + B

(
ikaΛ + (ka)2

(
∂Λ

∂θ

)2

+
e2(ka)2

2
cos(2θ)

)]
uincPour 
ha
une des trois 
onditions DtN2e, DtN2o et DtN2ae, on rempla
e res-pe
tivement (A, B) par le 
ouple (Ae, Be) (3.20), (Ao, Bo) (3.28) ou (Aae, Bae) (3.40)et on obtient l'impédan
e spé
i�que appro
hée 
orrespondante en remplaçant dansl'Eq.(6.76) ∂uinc

∂ξ

(
= −∂uscat

∂ξ

) par [A + B

(
ikaΛ + (ka)2

(
∂Λ

∂θ

)2

+
e2(ka)2

2
cos(2θ)

)]
uinc.

�De la même façon que dans le 
as du problème modal, nous pouvons exprimer 
esdi�érentes impédan
es appro
hées en fon
tion des impédan
es exa
tes modales pour
n = 0, n = 1 dans le 
as pair et/ou n = 1 dans le 
as impair suivant la 
onditionDtN. Cela met en éviden
e les modes pour lesquels, 
ha
une des 
onditions, a été
onstruite pour être exa
te.Remarque 6.2 Les impédan
es spé
i�ques appro
hées DtN s'expriment en fon
tionde l'impédan
e spé
i�que exa
te de la façon suivante :

ZDtN2e,2D =
1

1

Zex2
0

+

(
a0 − δ

a0 − a1

)(
1

Zex2
1,even

− 1

Zex2
0

) (6.86)
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ZDtN2o,2D =

1

1

Zex2
0

+

(
a0 − δ

a0 − b1

)(
1

Zex2
1,odd

− 1

Zex2
0

) (6.87)
ZDtN2ae,2D =

1
1

Zex2
0

+ A1
1

Zex2
0

+ A2
1

Zex2
1,even

+ A3
1

Zex2
1,odd

(6.88)où
A1 =

−2a2
0 − a2

1 − b2
1 + a0a1 + a0b1 + 2a1b1 + δ(2a0 − a1 − b1)

Θ

A2 =
a2

0 + b2
1 + δ(−a0 + 2a1 − b1) − a1a0 − a1b1

Θ

A3 =
a2

0 + a2
1 + δ(−a0 − a1 + 2b1) − b1a0 − a1b1

Θ

(6.89)
Θ est dé�ni par Eq. (3.30), et :

Λ = cos θ cos θ0 +
√

1 − e2 sin θ sin θ0

δ =

(
e2

2
cos(2θ) +

(
∂Λ

∂θ

)2
)

(ka)2 + ikaΛ
(6.90)6.2 Analyse asymptotique lorsque ka → 0Nous allons étudier le 
omportement en régime basse fréquen
e des impédan
esspé
i�ques DtN ZDtN1,2D (6.81), ZDtN2e,2D (6.86), ZDtN2o,2D (6.87) ou ZDtN2ae,2D(6.88), 
'est-à-dire lorsque ka → 0. Notre but est de 
omparer les résultats obtenusà 
eux 
onnus de l'impédan
e exa
te (6.79) de façon à évaluer la performan
e des
onditions DtN dans un 
ontexte OSRC.Proposition 6.3 Le 
omportement asymptotique des impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN, lorsque ka → 0, est donné par :

ZDtN1,2D ∼ ZDtN2,2D ∼ Zex2
0 ∼ π

ka

2
+ ika ln(ka) (6.91)où ZDtN2,2D désigne indi�éremment l'une des trois impédan
es spé
i�ques appro
hées

ZDtN2e,2D, ZDtN2o,2D ou ZDtN2ae,2D.Démonstration :
• Pour l'impédan
e spé
i�que appro
hée ZDtN1,2DOn sait que par dé�nition ZDtN1,2D = Zex2

0 (6.81)
• Pour les impédan
es spé
i�ques appro
hées ZDtN2e,2D, ZDtN2o,2D et ZDtN2ae,2D
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ales - Problème de s
attering 79On 
ommen
e par la démonstration pour les deux 
onditions d'ordre 2 DtN2e(6.86) et DtN2o (6.87) :Les équations (6.86) et (6.87) nous permettent d'é
rire :
ZDtN2e,2D = Zex2

0

1

1 +
a0 + δ

a0 − a1

[
Zex2

0

Zex2
1,even

− 1

]

ZDtN2o,2D = Zex2
0

1

1 +
a0 + δ

a0 − b1

[
Zex2

0

Zex2
1,odd

− 1

]
(6.92)

Par dé�nition de δ, nous avons :
δ = −ikaΨ1(ka) ave
 Ψ1(ka) → Λ lorsque ka → 0 (6.93)
e qui implique, en utilisant (4.69), que :

a0 + δ = −ikaΨ2(ka) ave
 Ψ2(ka) → Λ lorsque ka → 0 (6.94)Puis, (4.70) et (4.69) impliquent que :
a1 − a0 → 1 lorsque ka → 0
b1 − a0 → 1 lorsque ka → 0

(6.95)En�n, en utilisant (6.86) (resp. (6.87)), on obtient que lorsque ka → 0,
Zex2

0

Zex2
1,even

− 1

(resp. Zex2
0

Zex2
1,odd

− 1

) se 
omporte 
omme Ψ3(ka) ave
 :
Ψ3(ka) = ln (ka) + i

π

2
(6.96)Ainsi, d'après (6.94), (6.95) et (6.96) on déduit que :

a0 + δ

a0 − a1

[
Zex2

0

Zex2
1,even

− 1

]
→ 0 lorsque ka → 0

a0 + δ

a0 − b1

[
Zex2

0

Zex2
1,odd

− 1

]
→ 0 lorsque ka → 0

(6.97)et on en 
on
lut que :
ZDtN2e,2D ∼ ZDtN2o,2D ∼ Zex2

0 (6.98)Passons maintenant à la démonstration pour (6.88). On va donner une démons-tration un peu moins détaillée 
ar elle est assez similaire aux deux pré
édentes. Onpeut é
rire (6.88) sous la forme :
ZDtN2ae,2D = Zex2

0

1

(1 + A1) + A2
Zex2

0

Zex2
1,even

+ A3
Zex2

0

Zex2
1,odd

(6.99)
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hant que lorsque ka → 0, Zex2
1,even ∼ Zex2

1,odd, on peut é
rire :
ZDtN2ae,2D = Zex2

0

1

(1 + A1) + (A2 + A3)
Zex2

0

Zex2
1

(6.100)En utilisant le 
omportement des valeurs 
ara
téristiques des fon
tions de Ma-thieu en 0 données par (Eqs. (4.69)-(4.70)), nous pouvons démontrer que lorsque
ka → 0 :

A1 → 0, A2 → 0 et A3 → 0.On peut alors en 
on
lure que lorsque ka → 0, ZDtN2ae,2D ∼ Zex2
0 .

�Le résultat donné par Eq. (6.3) laisse présager une très bonne performan
e des
onditions appro
hées DtN d'ordre 1 et 2 en régime basse fréquen
e pour le problèmede s
attering bidimensionnel. On peut aussi supposer que la 
ondition d'ordre 2 quiest exa
te pour les deux premiers modes sera en
ore plus pré
ise que la 
onditiond'ordre 1 qui n'est exa
te que pour n = 0. Les résultats numériques obtenus auparagraphe 7 en seront une illustration.Remarque 6.4 On peut remarquer que toutes les impédan
es spé
i�ques DtN appro-
hées se 
omportent de la même façon que l'impédan
e spé
i�que exa
te. Cela n'estpas le 
as pour l'impédan
e spé
i�que appro
hée BGT2 (
f Eq. (40), p. 3637 dans[54℄) qui, elle, dépend de l'ex
entri
ité e et de l'angle d'observation θ0. Ce résultatpermet de prédire à basse fréquen
e une meilleure pré
ision des 
onditions DtN, in-dépendemment de l'allongement de la frontière arti�
ielle, 
omparé à la 
onditionBGT2.Remarque 6.5 On peut noter que lorsque e = 0 (
as du 
er
le) les 
omportementsasymptotiques de ZDtN1,2D, ZDtN2,2D (quelle que soit la 
ondition d'ordre2) sontidentiques à 
eux du 
er
le [41℄. On a don
 
onstruit des 
onditions qui, dans le 
asd'une frontière arti�
ielle 
ir
ulaire, 
orrespondent aux 
onditions déjà 
onnues.6.3 Analyse asymptotique lorsque ka → +∞Dans 
ette partie, nous allons donner le 
omportement à haute fréquen
e des im-pédan
es spé
i�ques appro
hées 
orrespondant aux di�érentes 
onditions aux limitesde type Diri
hlet-to-Neumann que nous avons 
onstruites. Nous ne pourrons, hélas,pas 
omparer les résultats obtenus à 
eux de l'impédan
e exa
te puisque le 
ompor-tement asymptotique à l'in�ni ne peut être étudié. Ces résultats sont donnés à titreindi
atif 
ar nous savons aussi que le 
adre OSRC dans lequel nous nous sommespla
és dans 
ette partie n'est pas adapté au régime haute fréquen
e [2℄.
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ales - Problème de s
attering 81Proposition 6.6 Lorsque ka → +∞, le 
omportement asymptotique des di�érentesimpédan
es spé
i�ques appro
hées est donné par :
ZDtN1,2D ∼ 1 − i

1

2ka
(6.101)

ZDtN2e,2D ∼ 1 +

(
− i

2
+

e2

8
(1 + cos(2θ)) − 1

4

(
∂Λ

∂θ

)2
)

1

ka
(6.102)

ZDtN2o,2D ∼ 1 − i

2ka
+

√
eπ

(
−e2

2
(1 + cos(2θ)) +

(
∂Λ

∂θ

)2
)

32e2 exp(2eka)

1

(ka)
3
2

(6.103)
ZDtN2ae,2D ∼ 1 +

(
− i

2
+

e2

16
(1 + cos(2θ)) − 1

8

(
∂Λ

∂θ

)2
)

1

ka
(6.104)où Λ est, on le rappelle donné par Eq. (6.85).Démonstration :

• Pour l'impédan
e spé
i�que appro
hée ZDtN1,2DD'après l'Eq. (6.81), ZDtN1,2D = Zex2
0 . En utilisant, l'équation (4.44) pour n = 0,on a immédiatement le résultat annon
é.

• Pour les impédan
es spé
i�ques appro
hées ZDtN2e,2D, ZDtN2o,2D et ZDtN2ae,2DOn utilise pour 
es impédan
es leurs é
ritures respe
tives données par (6.86),(6.87) et (6.88).On a déjà vu que :




Zex2
0 ∼ −i

H
(1)
0 (ka)

H
(1)
1 (ka)

et

Zex2
1,even ∼ Zex2

1,odd ∼ i

1

ka
− H

(1)
2 (ka)

H
(1)
1 (ka)D'après un résultat d'Abramovitz et al. (Eq. (9.1.27) dans [1℄), on a :

H
(1)
2 (ka) =

2

ka
H

(1)
1 (ka) − H

(1)
0 (ka)
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e qui implique :
1

Zexact
1,even

∼ 1

Zexact
1,odd

∼ i

ka
− i

H
(1)
0 (ka)

H
(1)
1 (ka)On obtient alors :

ZDtN2e,2D ∼ 1

i
H

(1)
1 (ka)

H
(1)
0 (ka)

+ i

(
a0 − δ

a0 − a1

)(
1

ka
− H

(1)
0 (ka)

H
(1)
1 (ka)

− H
(1)
1 (ka)

H
(1)
0 (ka)

)

ZDtN2o,2D ∼ 1

i
H

(1)
1 (ka)

H
(1)
0 (ka)

+ i

(
a0 − δ

a0 − b1

)(
1

ka
− H

(1)
0 (ka)

H
(1)
1 (ka)

− H
(1)
1 (ka)

H
(1)
0 (ka)

)

ZDtN2ae,2D ∼ 1

(1 + A1)i
H

(1)
1 (ka)

H
(1)
0 (ka)

+ (A2 + A3)

(
i

ka
− i

H
(1)
0 (ka)

H
(1)
1 (ka)

)On rappelle que les 
oe�
ients A1, A2 et A3 sont donnés par Eq. (6.89).D'après les 
omportements à l'in�ni donnés dans [1℄, on sait que :
H

(1)
1 (ka)

H
(1)
0 (ka)

∼ −i

1 +
3i

8ka
+

15

2(8ka)2

1 − i

8ka
− 9

2(8ka)2et,
a0 ∼ b1 ∼ −e2(ka)2

2
+ ka − 1

4

a1 ∼ −e2(ka)2

2
+ 3ka − 5

4En�n, d'après [51℄, lorsque ka → +∞

b1 − a0 ∼ 25

√
2

π

(
e2(ka)2

4

)3

4
exp(−2eka)Grâ
e à tous 
es éléments, on é
rit les impédan
es ZDtN2e,2D, ZDtN2o,2D et ZDtN2ae,2D
omme des fon
tions de ka puis sous la forme de séries de Taylor, à l'aide du logi
ielMathemati
a. On obtient les 
omportements asymptotiques après une tron
atureadaptée des séries de Taylor obtenues.

�
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onditions auxlimites absorbantes de type DtN lo
ales - Problème de s
attering 83On peut observer que lorsque ka → +∞, le 
omportement asymptotique destrois impédan
es spé
i�ques appro
hées 
orrespondant aux 
onditions DtN2 (3.13),(3.21), (3.29) ne sont pas égaux. On peut noter qu'ils ont une partie 
ommune 1− i

2kapuis que 
ha
une des impédan
es a une partie qui lui est propre d'ordre 1

ka
.7 Analyse numérique de performan
e pour les nou-velles 
onditions aux limites absorbantes de typeDtN lo
ales - Problème de s
atteringNous avons voulu tester numériquement la performan
e des 
onditions DtN 
ons-truites en les 
omparant à la 
ondition BGT d'ordre 2 en 
oordonnées elliptiques étu-diée dans [54℄, lorsque 
es 
onditions sont appliquées à la résolution d'un problèmede s
attering pour un obsta
le elliptique, dans un 
ontexte OSRC. Nous souhaitons
onnaitre l'in�uen
e du nombre d'onde ka, de l'ex
entri
ité e et de l'angle d'in
iden
e

θ0 sur 
es performan
es. Comme les impédan
es spé
i�ques appro
hées DtN1, DtN2et BGT2 dépendent de l'angle θ ∈ [0, 2π[ les résultats sont représentés en 
oordon-nées polaires, en fon
tion de 
ette variable. Nous avons testé trois valeurs de ka : 0.1,
1 et 10, six valeurs de e allant de 0.1 (
as pro
he du 
er
le) à 0.9 (ellipse allongée)et en�n trois angles d'in
iden
e θ0 : 0, π

4
et π

2
. La 
omparaison entre les 
onditionsappro
hées se fait de deux façon di�érentes. Pour 
haque test, on a représenté lesvaleurs absolues des di�érentes impédan
es appro
hées testées ainsi que l'erreur re-latrive 
orrespondant à 
haque 
ondition à travers la quantité ∣∣Zex2 − Zapp,2D

∣∣
|Zex2| , où

Zapp,2D est l'une des impédan
es appro
hées DtN ou BGT.A l'inverse du problème du radiateur (problème modal), la 
ondition DtN2 montreun ex
ellent niveau de pré
ision pour la résolution de problème a
oustique en régimebasse fréquen
e (ka = 0.1 et ka = 1), 
omme le laissait entrevoir la proposition(6.91). De plus, les �gures (Figs (2.16)-(2.27)) montrent 
lairement que 
e bon niveaude performan
e ne dépend pas de l'ex
entri
ité e. Ces résultats suggèrent don
, enparti
ulier, que les 
onditions DtN2 données par les équations (3.13)-(3.21)-(3.29)sont adaptées à des frontières arti�
ielles allongées, dans un 
adre OSRC, à bassefréquen
e.La 
ondition DtN2 est 
lairement plus performante que la 
ondition BGT2 par-ti
ulièrement pour des grandes valeurs d'ex
entri
ité. En e�et, la 
ondition BGT2perd signi�
ativement en pré
ision lorsque e ≥ 0.6 (l'erreur relative de la 
onditionBGT2 est supérieure à 40% alors que 
elle de DtN2 reste en dessous de 2% pour
ka = 0.1). Cela montre que la 
ondition DtN2 étend le domaine de performan
esatisfaisante à toutes les valeurs d'ex
entri
ité en régime basse fréquen
e. Lorsque
ka = 1 les deux 
onditions d'ordre 2 DtN2 et BGT2 sont équivalentes pour de petitesex
entri
ités ave
 un niveau de performan
e assez bon (l'erreur relative est inférieure
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ontre, lorsque la frontière arti�
ielle est plus allongée, le niveaude pré
ision de la 
ondition DtN2 s'améliore alors que 
elui de BGT2 se détériore
onsidérablement (pour 
ertaines valeurs de θ en parti
ulier).Pour 
ertaines valeurs de l'angle d'observation θ, la 
ondition DtN1 est éton-namment plus performante que la 
ondition d'ordre 2 DtN2. Cependant, l'erreurrelative totale (i.e l'erreur relative moyenne pour tous les angles d'observation θ) dela 
ondition absorbante DtN1 est signi�
ativement supérieure à 
elle de la 
onditionDtN2.De la même manière, on peut observer que pour 
ertaines valeurs de θ, la 
onditionDtN1 est aussi plus performante que la 
ondition BGT2. Cela est parti
ulièrementvisible pour le 
as e = 0.9 et ka = 1 (
f Figs (2.25)-(2.27)).Par 
ontre si l'on augmente la fréquen
e, soit ka = 10, la performan
e des 
ondi-tions étudiées n'est pas vraiment satisfaisante 
omme l'on pouvait s'y attendre en seplaçant dans un 
adre OSRC. Le niveau de pré
ision des 
onditions DtN2 et BGT2est équivalent pour de petites valeurs d'ex
entri
ité, il est même bon pour des valeursde θ ∈ V(θ0)∪V
(
θ0 +

π

2

). Lorsque e → 1, la performan
e de la 
ondition DtN2 restesatisfaisante si θ ∈ V(θ0)∪V
(
θ0 +

π

2

) mais l'erreur relative de DtN2 peut atteindre
35% dans le plus mauvais 
as (
f Fig (2.32)). L'erreur relative pour la 
onditionBGT2 peut atteindre jusqu'à 65%. Pour 
e régime de fréquen
e et de grandes va-leurs de e, la performan
e de BGT2 est à peu près équivalente à la performan
e deDtN1, 
ela est parti
ulièrement visible à la Fig (2.33).
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Fig. 2.16: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−− ) pour l'angle d'in
iden
e θ0 = 0.
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Fig. 2.17: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−− ) pour l'angle d'in
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e θ0 =
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Fig. 2.18: Valeurs absolues des impédan
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Fig. 2.19: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN1 (� -�), DtN2 (× × ×), BGT2 (−−− ) pour l'angle d'in
iden
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Fig. 2.20: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
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Fig. 2.21: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
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Fig. 2.22: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−− ) pour l'angle d'in
iden
e θ0 = 0.
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Fig. 2.23: Valeurs absolues des impédan
es spé
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8 Con
lusion 1038 Con
lusionNous avons 
onstruit une nouvelle 
lasse de 
onditions aux limites appro
héeslo
ales de type Diri
hlet-to-Neumann d'ordre 1 (3.10) et d'ordre 2 (3.13), (3.21)et (3.29) pour des frontières arti�
ielles de géométrie elliptique dans le 
adre de larésolution d'un problème de s
attering a
oustique par un obsta
le de forme allongée.Lors de la résolution du problème modal 2D, on observe que pour les premiers modes,la 
ondition DtN1 (resp. DtN2) est plus performante que la 
ondition BGT1 (resp.BGT2), mais lorsque l'on fait l'analyse pour des modes un peu plus grands (n ≥ 3),on observe que les deux 
lasses de 
ondition ne sont pas pré
ises. On peut noter quepour une ex
entri
ité pro
he de 1 (i.e pour des frontières très allongées), DtN2 estplus performante que BGT2 même si leurs performan
es ne sont pas satisfaisantes.Le 
as du problème de s
attering est très di�érent. Les travaux de Reiner et al.[54℄ ont montré que la 
ondition BGT2 n'est plus performante lorsque e ≥ 0.6.On peut observer i
i que les 
onditions DtN2 délivrent, elles, un ex
ellent niveaude pré
ision à basse fréquen
e quelle que soit la valeur de l'ex
entri
ité de l'ellipseformant la frontière arti�
ielle. On peut don
 en 
on
lure que les 
onditions DtN2
onstruites sont bien adaptées aux obsta
les de forme allongée et même très allongée
ontrairement à la 
ondition BGT2 dont le bon niveau de performan
e se limite àde petites valeurs d'ex
entri
ités. En�n, les tests numériques e�e
tués montrent bienque la formulation OSRC n'est pas adaptée, pour des régimes de fréquen
e élevée(ka > 1), aux 
onditions DtN, 
omme 
ela a déjà été mis en éviden
e dans [4, 41℄.
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Chapitre 3Constru
tion et analyse deperforman
e de 
onditions auxlimites absorbantes de type DtNlo
al pour des problèmes extérieursd'Helmholtz : 
as des frontièresellipsoïdales
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106Chapitre 3 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières ellipsoïdales.
1 Introdu
tionOn s'intéresse 
ette fois à la résolution de l'équation d'Helmholtz dans un do-maine borné Ω de dimension 3 dont la frontière intérieure Γ représente le bord d'unobsta
le di�ra
tant et la frontière extérieure Σ est absorbante. On s'intéresse don
au problème mixte suivant :





∆u + k2u = 0 dans Ω
u = −uinc sur Γ
∂u

∂n
= Tu sur Σoù ∆ désigne le Lapla
ien, k le nombre d'onde et n la normale unitaire extérieureà Ω. Sur Γ, le 
hamp in
ident u est donné, et sur Σ, l'opérateur T 
ara
térise la
ondition aux limites absorbante.Les 
onditions absorbantes les plus utilisées dans le se
teur industriel sont les
onditions de type Bayliss-Gunzbürger-Turkel (BGT) [9℄. Ces 
onditions, é
rites dans[54℄ pour des frontières sphéroïdales prolates, s'é
rivent 
omme suit :

• Condition de Bayliss-Gunzburger-Turkel du 1er ordre (BGT1) :
∂u

∂ξ
=

√
1 − e2 (ika − 1)u (1.1)

• Condition de Bayliss-Gunzburger-Turkel de 2ème ordre (BGT2) :
∂u

∂ξ
=

√
1 − e2

[
(ika − 1) u +

1

2 (1 − ika)
∆Γu

] (1.2)où ∆Γ représente l'opérateur Lapla
e-Beltrami (3.13).Remarque 1.1 On peut remarquer que pour e = 0, les deux 
onditions (1.1) et(1.2) 
orrespondent respe
tivement aux 
onditions BGT1 et BGT2 dans le 
as de lasphère.Dans 
e troisième 
hapitre, on va 
onstruire et analyser de nouvelles 
onditionsaux limites de type Diri
hlet-to-Neumann lo
ales, pour des frontières de forme sphé-roïdale prolate, 
'est-à-dire adaptées à des obsta
les de forme allongée. On rappellequ'un sphéroïde prolate est un ellipsoïde de révolution dont l'axe de rotation est sonaxe prin
ipal. Comme dans le 
as bidimensionnel, nous allons pro
éder à une analysede performan
e mathématique puis numérique pour le problème modal puis pour leproblème de s
attering. L'obje
tif est, 
omme en 2D, de mesurer l'impa
t du nombre



2 Préliminaires 107d'onde et de l'allongement de la frontière sur la performan
e des 
onditions. Les testsde performan
e seront, dans 
e 
hapitre aussi, réalisés en 
omparant nos résultats à
eux obtenus dans [54℄ en appliquant les 
onditions BGT [9℄ à frontières de formesphéroïdale prolate.
2 PréliminairesOn rappelle que les 
oordonnées sphéroïdales prolates (ξ, ϕ, θ) sont liées aux
oordonnées 
artésiennes (x, y, z) par les relations :

x = b sin ϕ cos θ
y = b sin ϕ sin θ
z = a cos ϕ

(2.3)où ϕ ∈ [0, π[, θ ∈ [0, 2π[.Les paramètres a et b représentent respe
tivement le demi-axe prin
ipal et ledemi-axe se
ondaire du sphéroïde Γ et sont dé�nis par :
a = f cosh ξ
b = f sinh ξ

(2.4)où ξ désigne un nombre réel stri
tement positif et f représente la distan
e inter-fo
ale dé�nie par :
f =

√
a2 − b2 (2.5)Cette paramétrisation permet de représenter un sphéroïde prolate donné en �xant

ξ. On dé�nit aussi l'ex
entri
ité e sur la surfa
e d'un sphéroïde prolate {ξ = ξ0},par :
e =

1

cosh ξ0
=

√
1 − b2

a2
(2.6)L'ex
entri
ité e 
ara
térise l'allongement de la surfa
e ellipsoïdale de l'obsta
le.Elle satisfait 0 < e < 1. Lorsque e → 0, le sphéroïde prolate dégénère en une sphèreet lorsque e → 1, le sphéroïde dégénère en un segment de longueur 2f sur l'axe z.Le mnème mode sphéroïdal prolate umn (m ≤ n) est dé�ni par [57℄ :

umn = R(3)
mn(kf, cosh ξ)Smn(kf, cos ϕ) cos mθ (2.7)où les fon
tions R

(3)
mn(kf, cosh ξ) sont les fon
tions d'ondes sphéroïdales radiales detroisième espè
e du mnème mode et les fon
tions Smn(kf, cos ϕ) sont les fon
tionsd'ondes sphéroïdales angulaires du mnème mode. Elles sont respe
tivement solutionsdes équations di�érentielles (2.34) et (2.35) données au 
hapitre 1.
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onditions DtN pour des frontières ellipsoïdales.Pour �nir, nous introduisons le 
oe�
ient rmn qui dépend des fon
tions d'ondesphéroïdales radiales de troisième espè
e R
(3)
mn, du nombre d'onde ka et de l'ex
en-tri
ité e :

rmn =

∂R
(3)
mn

∂ξ
(eka, e−1)

R
(3)
mn(eka, e−1)

; m ≥ 0 et n ≥ m (2.8)Par abus de notations, nous désignerons dans tout 
e qui suit ∂R
(3)
mn

∂ξ
(eka, e−1)par R

(3)′
mn(eka, e−1).3 Dérivation des nouvelles 
onditions aux limitesabsorbantes de type DtN lo
alesPour la 
onstru
tion des nouvelles 
onditions de type Diri
hlet-to-Neumann (DtN)lo
ales appliquées à des obsta
les de forme sphéroïdale prolate, nous allons utiliserla même appro
he que dans le 
as bidimensionnel. Nous allons partir de 
ondi-tions aux limites de type Robin ave
 des 
oe�
ients in
onnus qui dépendent desvaleurs 
ara
téristiques sphéroïdales prolates. Nous imposons aux 
onditions qu'ellessoient exa
tes pour les premiers modes umn. Ainsi, les 
oe�
ients re
her
hés sontl'unique solution d'un système linéaire algébrique. Nous allons 
onstruire une 
ondi-tion d'ordre un Eq. (3.9) puis une 
ondition d'ordre deux Eq. (3.12).3.1 La 
ondition DtN d'ordre 1 (DtN1)La 
ondition aux limites lo
ale de type Diri
hlet-to-Neumann d'ordre un (DtN1),dé�nie sur la surfa
e sphéroïdale prolate {ξ = ξ0} est une 
ondition de Robin qui estexa
te pour le premier mode sphéroïdal prolate u00.Proposition 3.1 La 
ondition aux limites lo
ale de type Diri
hlet-to-Neumann d'ordreun (DtN1), dé�nie sur la surfa
e sphéroïdale prolate ξ = ξ0, est donnée par :

∂ u

∂ξ
=

√
1 − e2

e
r00 u (3.9)Démonstration :Nous 
onsidérons une 
ondition de type Robin qui est exa
te pour le premiermode u00 donné par Eq. (2.7). Nous posons don
 :

∂u

∂ξ
= Auet la 
onstante A doit satisfaire :

sinh ξ
∂R

(3)
00

∂ξ
(kf, cosh ξ) S00(kf, cos θ) = A

(
R

(3)
00 (kf, cosh ξ) S00(kf, cos θ)

)(3.10)
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ales 109Ainsi, si ξ = ξ0, en inje
tant Eqs. (2.4), (2.5), (2.6) dans Eq. (3.10), nous endéduisons la valeur de A qui 
onvient, à savoir :
A =

√
1 − e2

e
r00

(3.11)où r00 est dé�ni par Eq. (2.8) pour (m, n) = (0, 0).
�3.2 Les 
onditions DtN d'ordre 2 (DtN2)Comme dans le 
as bidimensionnel, nous 
onstruisons la 
ondition d'ordre 2 DtN2à partir d'une 
ondition de Robin qui est exa
te des deux premiers modes de umn :

u00 et u01 (
f (2.7) pour leur dé�nition).Proposition 3.2 La 
ondition aux limites lo
ale de type Diri
hlet-to-Neumann d'ordredeux (DtN2), dé�nie sur la surfa
e sphéroïdale prolate {ξ = ξ0}, est donnée par :
∂ u

∂ξ
=

√
1 − e2

(λ01 − λ00) e

[ (
λ01r01 − λ00r00 − (r00 − r01) (eka)2 cos2 ϕ

)
u + (r00 − r01) ∆Γu

](3.12)où ∆Γ représente l'opérateur de Lapla
e-Beltrami, dé�ni par
∆Γu =

1

sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂u

∂ϕ

)
+

1

sin2 ϕ

∂2u

∂θ2
(3.13)Les 
oe�
ients rmn ont été dé�nis au préalable par Eq. (2.8).Démonstration : Le but est de 
onstruire, à partir d'une 
ondition de Robin à
oe�
ients in
onnus, une 
ondition exa
te pour les deux premiers modes u00 et u01.On pose don
 :

∂u

∂ξ
= A u + B (∆Γ − (eka)2 cos2 ϕ)u (3.14)où A et B sont des 
onstantes (indépendantes de ϕ) à déterminer.Il faut noter que, à l'inverse de la 
ondition aux limites DtN2 
onstruite pourdes frontières sphériques [41℄, 
ette 
ondition dépend de la variable angulaire ϕ.Cette dépendan
e est né
essaire pour la 
onstru
tion d'une 
ondition aux limitessymétrique puisque l'on rappelle que les fon
tions d'onde sphéroïdales angulaires

Smn satisfont l'équation di�érentielle donnée par Eq. (2.35) du 
hapitre 1. Il est alorssimple de véri�er que, pour tous les modes umn, on a :
∆Γumn =

(
−λmn + (eka)2 cos2 ϕ

)
umn (3.15)A�n de déterminer les 
onstantes A et B, on utilise le fait que, en ξ = ξ0 :
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



∂u00

∂ξ
= A u00 + B (∆Γ − (eka)2 cos2 ϕ)u00

et
∂u01

∂ξ
= A u01 + B (∆Γ − (eka)2 cos2 ϕ)u01

(3.16)Ainsi, en appliquant Eq. (3.15) pour (m, n) = (0, 0) et (m, n) = (0, 1), il vientque (A, B) est la solution unique du système linéaire 2 × 2 suivant :




A − B λ00 =

√
1 − e2

e
r00

A − B λ01 =

√
1 − e2

e
r01

(3.17)où les 
oe�
ients rmn sont donnés par Eq. (2.8).La 
ondition aux limites DtN2 donnée par Eq. (3.12) dé
oule dire
tement de larésolution du système (3.17) qui 
onduit aux 
oe�
ients A et B donnés par (3.14).
�Il est important de faire quelques observations 
on
ernant 
es nouvelles 
onditionsDiri
hlet-to-Neumann :

• Les 
onditions (3.9), (3.12) sont dites lo
ales 
ar elles résultent d'un pro
essusde lo
alisation (par tron
ature) de l'opérateur DtN global dans [31, 29℄. Dans [31℄(
f [45℄ pour le 
as de la sphère), l'opérateur DtN exa
t est 
onstruit dans le 
asd'un sphéroïde prolate. C'est une 
ondition aux limites non ré�e
hissante, qui en
oordonnées sphéroïdales prolates (ξ, ϕ, θ) s'é
rit sur la frontière arti�
ielle en ξ = ξ0 :
Tu =

∞∑

n=0

n∑

m=0

′

[
(2n + 1)(n − m)!

2π(n + m)!

sinh ξ0R
(3)′
mn(kf, cosh ξ0)

R
(3)
mn(kf, cosh ξ0)

∫ 2π

0

∫ π

0

(
u(ξ0, θ

′, ϕ′)S(1)
mn(kf, cos θ)S(1)

mn(kf, cos θ′) cosm(θ − θ′)
)
dθ′dϕ′

](3.18)Les fon
tions R
(3)′
mn(kf, cosh ξ0) et S

(1)
mn(kf, cos θ) ont été introduites au 
hapitre 1.Le signe ′ après la deuxième somme indique que, lorsque m = 0, les termes sontmultipliés par 1

2
.Le 
ara
tère lo
al de 
es 
onditions est d'un grand intérêt d'un point de vuenumérique. En e�et, l'in
orporation de 
es 
onditions dans un 
ode d'éléments �nisintroduit uniquement une matri
e de masse et une matri
e de rigidité dé�nies surla frontière extérieure. De plus, les 
oe�
ients λmn et rmn peuvent être 
al
ulés unefois pour toutes au début des 
al
uls.

• Il faut relever que lorsque e = 0 (le sphéroïde prolate est une sphère), les
onditions (3.9) et ( 3.12) sont identiques aux 
onditions DtN tridimensionnelles
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onstruites dans le 
as d'une frontière sphérique de rayon R [39, 41℄, qui sont donnéespar :
• Pour la 
ondition DtN1 : ∂u

∂r
= k

h
(1)′
0 (kR)

h
(1)
0 (kR)

,
• Pour la 
ondition DtN2 :

∂u

∂r
= k

[
h

(1)′
0 (kR)

h
(1)
0 (kR)

u +
1

2

(
h

(1)′
0 (kR)

h
(1)
0 (kR)

− h
(1)′
1 (kR)

h
(1)
1 (kR)

)
∆Γu

]En e�et, en utilisant les 
omportements asymptotiques des fon
tions d'ondes sphé-roïdales R
(3)
mn) ainsi que 
elui des valeurs propres sphéroïdales prolates λmn (
f [1℄,[20℄) lorsque e → 0, on a :� λ00(eka) → 0 et λ01(eka) → 2 (
f Prop. (2.4) du 
hapitre 1).� ∀(m, n) ∈ N2, n ≥ m, rmn

e
∼ ka

h
(1)′
n (ka)

h
(1)
n (ka)

(pour plus de détails 
f. Eqs. (4.20)et (4.24) ultérieurement dans 
e 
hapitre).De plus, lorsque e → 0, il est évident que √
1 − e2 → 1, (eka)2

2
cos 2θ → 0 eten�n, le demi axe prin
ipal a du sphéroïde tend vers le rayon R d'une sphère.On obtient �nalement que lorsque e → 0, les 
onditions DtN1 (3.9) et DtN2(3.12) sont respe
tivement équivalentes aux 
onditions suivantes :

• Pour la 
ondition DtN1 : ∂u

∂ξ
= kR

h
(1)′
0 (kR)

h
(1)
0 (kR)

,
• Pour la 
ondition DtN2 :

∂u

∂ξ
= kR

[
h

(1)′
0 (kR)

h
(1)
0 (kR)

u +
1

2

(
h

(1)′
0 (kR)

h
(1)
0 (kR)

− h
(1)′
1 (kR)

h
(1)
1 (kR)

)
∆Γu

]

Or, 
omme ∂

∂r
=

1

R

∂

∂ξ
, on retrouve bien que lorsque e → 0, la 
ondition DtN1(resp. DtN2) 
onstruite pour des frontières sphéroïdales prolates est équivalente à la
ondition DtN1 (resp. DtN2) 
onstruite pour des frontières sphériques.

• En�n, la 
onstru
tion de 
onditions appo
hées DtN lo
ales d'ordre supérieur àdeux est inappropriée pour l'utilisation de méthodes d'éléments �nis 
onventionnelles
ar elles requièrent une régularité supérieure à C0. C'est pourquoi nous ne 
onsidéronsque les deux 
onditions (3.9) et (3.12) dans 
e qui suit.A�n d'analyser mathématiquement puis numériquement la performan
e des 
ondi-tions Diri
hlet-to-Neumann (3.9), (3.12) 
onstruites pour le problème modal (ditproblème du radiateur) puis pour le problème de s
attering, et, a�n d'évaluer l'e�etdu nombre d'onde ka et 
elui de l'ex
entri
ité de l'ellipse e sur la performan
e de
es 
onditions, nous allons 
omme dans le 
as bidimensionnel utiliser l'impédan
espé
i�que modi�ée. De la même manière, nous e�e
tuons 
ette analyse dans un 
adre



112Chapitre 3 Nouvelles 
onditions DtN pour des frontières ellipsoïdales.OSRC [46℄ qui est adapté au régime basse fréquen
e [2℄. Dans le système de 
oor-données sphéroïdales prolates (ξ, ϕ, θ), l'impédan
e spé
i�que s'é
rit [54℄ :
Z =

i
√

1 − e2 ka u

∂u

∂ξ

|ξ=ξ0 (3.19)
4 Analyse mathématique de performan
e pour lesnouvelles 
onditions aux limites absorbantes detype DtN lo
ales - Problème modalDans un premier temps, nous allons e�e
tuer l'analyse mathématique de perfor-man
e des 
onditions aux limites DtN lo
ales que nous venons de 
onstruire dansle 
as du problème modal, 
'est-à-dire mode par mode. Pour 
e faire, il faut 
om-men
er par exprimer l'impédan
e spé
i�que (3.19) pour un mode mn à la surfa
e dusphéroïde prolate Γ 
.a.d. lorsque ξ = ξ0 (
f Eq. (64), p. 3645 dans [54℄) :

Zex3
mn =

i
√

1 − e2kaR
(3)
mn(eka, e−1)

∂

∂ξ

(
R(3)

mn(eka, e−1)
)∣∣∣∣

ξ=ξ0

=
ieka

rmn
(4.20)où les 
oe�
ients rmn ont été dé�nis par Eq. (2.8).Les 
omportements asymptotiques lorsque ka → 0 et ka → +∞ de Zex3

mn sont
onnus [54℄ et on 
ommen
e par les rappeler :Proposition 4.1 Le 
omportement asymptotique de Zex3
mn lorsque ka → 0 est donnépar :

Zex3
mn ∼

(
(ka)n+1

(n + 1)(2n − 1)!!

)2

− i
ka

n + 1
(4.21)où la double fa
torielle est dé�nie par :

n!! =





1.3.5...(n − 2)n pour n ≥ 0 impair
2.4.6...(n − 2)n pour n ≥ 0 pair
1 pour n = −1, 0Le 
omportement asymptotique de Zex3

mn lorsque ka → +∞ est, quant à lui, donnépar :
Zex3

mn ∼ 1 − i
1

ka
(4.22)
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ales - Problème modal 113Démonstration : Ces deux 
omportements ont déjà été démontrés dans [54℄,nous allons 
ependant en rappeler la démonstration 
ar elle né
essite d'introduire
ertains résultats utiles pour la suite.
• Lorsque ka → 0 :On rappelle que :

Zex3
mn =

i
√

1 − e2kaR
(3)
mn(eka, e−1)

∂

∂ξ

(
R(3)

mn(eka, e−1)
)∣∣∣∣

ξ=ξ0

(4.23)On va tout d'abord utiliser le 
omportement asymptotique, lorsque ka → 0, desfon
tions d'ondes sphéroïdales radiales R
(3)
mn(eka, e−1). D'après [20℄ on sait que :

Zex3
mn ∼ ih

(1)
n (ka)

h
′(1)
n (ka)

(4.24)où les fon
tions h
(1)
n (ka) désignent les fon
tions de Hankel sphériques (
f Chap. 1).Or, on rappelle (
f Chap. 1) que :

h
′(1)
n (ka) =

n

ka
h(1)

n (ka) − h
(1)
n+1(ka)

et

h
(1)
0 (ka) = −i

exp(ika)

ka

(4.25)De plus, d'après [1℄,
h

(1)
n (ka) ∼ (ka)n

(2n + 1)!!
− i

(2n + 1)!!

(ka)n+1
; lorsque ka → 0 (4.26)et don
,

h
(1)
n+1(ka)

h
(1)
n (ka)

∼ 2n + 1

ka
− i

(
(ka)n

(2n + 1)!!

)2 (4.27)Grâ
e à 
es propriétés su

essives, on obtient :
Zex3

mn ∼
(

(ka)n+1

(n + 1)(2n − 1)!!

)2

− i
ka

n + 1
; lorsque ka → 0 (4.28)

• Lorsque ka → +∞ :On sait que :
Zex3

mn ∼ ih
(1)
n (ka)

h
′(1)
n (ka)

(4.29)et
h′(1)

n (ka) =
n

ka
h(1)

n (ka) − h
(1)
n+1(ka) (4.30)
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onditions DtN pour des frontières ellipsoïdales.De plus, d'après [54℄ on a les propriétés suivantes lorsque ka → +∞ :
h

(1)
n (ka) =

(−1)n

ka

(
n(n + 1)

2ka
− i

)
exp

(
i
(
ka +

nπ

2

)) (4.31)
e qui implique :
h

(1)
n+1(ka)

h
(1)
n (ka)

∼ −i +
n + 1

ka
(4.32)D'où le résultat :

Zex3
mn ∼ 1 − i

1

ka
; lorsque ka → +∞ (4.33)

�4.1 Dé�nition des impédan
es spé
i�ques modales appro
héesPour étudier la performan
e des 
onditions aux limites absorbantes DtN que nousavons 
onstruites (3.9), (3.12), nous allons 
al
uler les impédan
es spé
i�ques mo-dales appro
hées qui leur 
orrepondent a�n de les 
omparer à l'impédan
e spé
i�quemodale exa
te (4.20). Nous rappelons (
f Chap 2) qu'il su�t pour 
ela de rempla
er
∂u

∂ξ
par la 
ondition DtN dans l'expression (3.19) et de 
al
uler 
ette impédan
e pour

umn au lieu de u. Nous obtenons les impédan
es spé
i�ques appro
hées suivantes :Proposition 4.2 Les impédan
es spé
i�ques appro
hées 
orrespondant respe
tive-ment aux 
onditions appro
hées DtN1 (3.9) et DtN2 (3.12), pour le mnème mode,sur la surfa
e du sphéroïde prolate en ξ = ξ0, sont données par :
ZDtN1,3D

mn =
ieka

r00
(4.34)

ZDtN2,3D
mn =

ieka (λ00 − λ01)

(λ00r01 − λ01r00) − λmn (r01 − r00)
(4.35)Démonstration : Comme dans le 
as bidimensionnel, l'expression des impé-dan
es appro
hées ZDtN1,3D

mn et ZDtN2,3D
mn est obtenue en remplaçant ∂u

∂ξ
respe
tive-ment par l'opérateur DtN1 (3.9) l'opérateur DtN2 (3.12) et nous appliquons 
esimpédan
es à umn au lieu de u. On obtient immédiatement les deux résultats (4.34)-(4.35) donnés 
i-dessus.

�
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ales - Problème modal 115Remarque 4.3 Les impédan
es spé
i�ques appro
hées (4.34) et (4.35) peuvent s'é-
rire en fon
tion de l'impédan
e exa
te modale donnée par (4.20). En e�et, on a :
ZDtN1,3D

mn = Zex3
00 (4.36)

ZDtN2,3D
mn =

λ01 − λ00

(λ01 − λmn)
1

Zex3
00

+ (λmn − λ00)
1

Zex3
01

(4.37)L'impédan
e DtN2 (4.35) 
oïn
ide ave
 Zex3
00 pour le mode (m, n) = (0, 0) et ave


Zex3
01 pour le mode (m, n) = (0, 1) 
omme prévu par 
onstru
tion.Remarque 4.4 Dans le paragraphe pré
édent, nous avons déjà remarqué que lorsque

e → 0 (le sphéroïde dégénère en une sphère), les 
onditions DtN 
onstruites sont équi-valentes à 
elles obtenues dans le 
as d'une frontière de forme sphérique de rayon R[41℄. De 
e fait, lorsque e → 0, les impédan
es spé
i�ques appro
hées 
orrespondantessont équivalentes à 
elles obtenues dans le 
as d'une frontière sphérique de rayon Rpar [41℄, qui sont données par :
ZDtN1,3D

n,sphère = Z3,exact
0,sphère

ZDtN1,3D
n,sphère =

1

1

Z3,exact
0,sphère +

n(n + 1)

2

(
1

Z3,exact
1,sphère − 1

Z3,exact
0,sphère)L'impédan
e Z3,exact

n,sphère est dé�nie par :
Z3,exact

n,sphère =
ih

(1)
n (kR)

h
(1)′
n (kR)

(4.38)les fon
tions h
(1)
n (kR) désignent les fon
tions de Hankel sphériques (
f Chap. 1).A�n d'évaluer la performan
e des 
onditions DtN que nous avons 
onstruites(3.9), (3.12), nous allons 
omparer le 
omportement asymptotique de leurs impé-dan
es spé
i�ques appro
hées respe
tives à 
eux obtenus pour l'impédan
e spé
i�queexa
te lorsque ka → 0 (régime basse fréquen
e, (4.21)) et lorsque ka → +∞ (régimehaute fréquen
e, (4.22)).4.2 Comportements asymptotiques lorsque ka → 0La proposition suivante donne le 
omportement asymptotique des di�érentes im-pédan
es spé
i�ques appro
hées DtN lorsque ka → 0 (basse fréquen
e) :Proposition 4.5 Le 
omportement asymptotique, lorsque ka → 0, des impédan
esspé
i�ques appro
hées DtN pour le mnème mode est donné par :
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ZDtN1,3D

mn = Zex3
00 ∼ (ka)2 − i ka , pour m ≥ 0 et n ≥ m (4.39)

ZDtN2,3D
mn ∼





(ka)2 − i ka , pour (m, n) = (0, 0)

(ka)4

2
− i

ka

2
, pour (m, n) = (0, 1)

−2
n(n + 1) − 2

(n(n + 1) + 2)2
(ka)2 − i

2ka

n(n + 1) + 2
, pour (m, n) 6= (0, 0), (0, 1)(4.40)Démonstration : Le 
omportement asymptotique de ZDtN1,3D

mn lorsque ka → 0est rapide à démontrer. En e�et, nous avons remarqué que ZDtN1,3D
mn = Zex3

00 .Le 
omportement de Zex3
mn lorsque ka → 0 est énon
é à la proposition 4.1 (
f Eq.(4.21)) et il en dé
oule immédiatement que :

ZDtN1,3D
mn = Zex3

00 ∼
(

(ka)

1(−1)!!

)2

− ika = −ika + (ka)2 (4.41)Le 
omportement asymptotique de l'impédan
e ZDtN2,3D
mn lorsque ka → 0 estmoins immédiat et né
essite quelques 
al
uls. On rappelle que :

ZDtN2,3D
mn =

ieka (λ01 − λ00)

(λ01 − λmn)
R

′(3)
00 (eka, e−1)

R
(3)
00 (eka, e−1)

+ (λmn − λ00)
R

′(3)
01 (eka, e−1)

R
(3)
01 (eka, e−1)

(4.42)D'après les propriétés utilisées pour le 
omportement de Zex3
mn , il vient su

essive-ment que :

ZDtN2,3D
mn ∼ i (λ01 − λ00)

(λ01 − λmn)
h
′(1)
0 (ka)

h
(1)
0 (ka)

+ (λmn − λ00)
h
′(1)
1 (ka)

h
(1)
1 (ka)

∼ i (λ01 − λ00)

− (λ01 − λmn)
h

(1)
1 (ka)

h
(1)
0 (ka)

+ (λmn − λ00)

(
1

ka
− h

(1)
2 (ka)

h
(1)
1 (ka)

)

∼ i (λ01 − λ00)

− (λ01 − λmn)

(
1

ka
− i

)
+ (λmn − λ00)

(
− 2

ka
− i

(ka)2

9

)

(4.43)
De plus, d'après C. Flammer [20℄, on 
onnait le 
omportement des valeurs propres

λmn(eka) lorsque ka → 0 :

λmn(eka) ∼ n(n + 1) ; lorsque ka → 0 (4.44)
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,
ZDtN2,3D

mn ∼ 2i

− (2 − n(n + 1))

(
1

ka
− i

)
+ n(n + 1)

(
− 2

ka
− i

(ka)2

9

) (4.45)
e qui nous permet �nalement d'é
rire :
ZDtN2,3D

mn ∼ −2
n(n + 1) − 2

(n(n + 1) + 2)2
(ka)2 − i

2ka

n(n + 1) + 2
(4.46)

�Remarque 4.6 Tout d'abord, nous pouvons remarquer que le 
omportement asymp-totique de ZDtN1
mn (resp. ZDtN2

mn ; n ≤ 1) est identique à 
elui de l'impédan
e spé
i�queexa
te Zex3
00 (resp. Zex3

mn ; n ≤ 1), 
e qui est 
ohérent ave
 la méthode de 
onstru
tiondes 
onditions aux limites DtN. De plus, pour n ≥ 2, le 
omportement asymptotiquede DtN2 est indépendant de l'ex
entri
ité e, et est identique au 
as de la sphère (
fEq. (92), p. 32 dans [41℄) 
e qui est aussi le 
as de l'impédan
e spé
i�que appro
hée
orrespondant à la 
ondition BGT d'ordre 2 appliquée au problème modal dans le
as d'obsta
les de forme sphéroïdale prolate (
f Eq. (69), p. 3646 dans [54℄). En�n,le 
omportement asymptotique donné par Eq. (4.21) et Eq. (4.40) indique que pourdes modes plus grands (n ≥ 2), la partie réelle de l'impédan
e exa
te tend vers 0,lorsque ka → 0, plus rapidement que 
elle de l'impédan
e appro
hée DtN2. Cetteobservation suggère que la 
ondition DtN2 ne sera très 
ertainement pas appropriéepour des modes plus grands.4.3 Comportements asymptotiques lorsque ka → +∞Le 
omportement asymptotique lorsque ka → +∞, 
'est-à-dire en régime hautefréquen
e, des impédan
es spé
i�ques appro
hées (4.34) et (4.35) est donné par laproposition suivante :Proposition 4.7 Le 
omportement asymptotique, lorsque ka → +∞, des impé-dan
es spé
i�ques appro
hées DtN pour le mnème mode est donné par :
ZDtN1,3D

mn ∼ ZDtN2,3D
mn ∼ 1 − i

1

ka
, pour m ≥ 0 et n ≥ m (4.47)Démonstration : Le 
omportement de ZDtN1,3D
mn lorsque ka → +∞ est obtenuimmédiatement puisque ZDtN1,3D

mn = Z3,exact
00 . On a don
 :

ZDtN1,3D
mn = Z3,exact

00 ∼ 1 − i
1

ka
(4.48)
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mn s'é
rit :

ZDtN2,3D
mn =

λ01 − λ00

(λ01 − λmn)
1

Zex3
00

+ (λmn − λ00)
1

Zex3
01En utilisant les Eqs. (4.29) et (4.30), il vient que lorsque ka → +∞ :

ZDtN2,3D
mn ∼ i (λ01 − λ00)

− (λ01 − λmn)
h

(1)
1 (ka)

h
(1)
0 (ka)

+ (λmn − λ00)

(
1

ka
− h

(1)
2 (ka)

h
(1)
1 (ka)

) (4.49)En utilisant les résultats introduits pour l'étude de Zex3
mn , il vient :

ZDtN2,3D
mn ∼ i (λ01 − λ00)

− (λ01 − λmn)

(
−i +

1

ka

)
+ (λmn − λ00)

(
1

ka
+ i − 2

ka

) (4.50)D'où,
ZDtN2,3D

mn ∼ i

i − 1

ka

(4.51)C'est-à-dire,
ZDtN2,3D

mn ∼ 1 − i
1

ka
; lorsque ka → +∞ (4.52)

�Les résultats donnés par Eq. (4.22) et la proposition 4.7 laissent présager une trèsbonne performan
e des 
onditions DtN d'ordre 1 et 2 que nous avons 
onstruites,pour le problème modal tridimensionnel en régime haute fréquen
e. En e�et, leursimpédan
es spé
i�ques modales respe
tives se 
omportent de la même façon quel'impédan
e spé
i�que modale exa
te (4.22) et 
ela indépendamment du mode mnlorsque ka → +∞.5 Analyse numérique de performan
e pour les nou-velles 
onditions aux limites absorbantes de typeDtN lo
ales - Problème modalDe façon à évaluer numériquement l'in
iden
e du nombre d'onde et de l'allon-gement du sphéroïde modélisant la frontière sur la performan
e de nos 
onditionsDiri
hlet-to-Neumann, nous avons pro
édé à une série de tests mode par mode. Au
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ours de 
es tests, nous avons aussi 
omparé nos résultats à 
eux obtenus ave
 les
onditions BGT appliquées à des frontières sphéroïdales prolates (
f Figs.(16) à (21)dans [54℄). Nous avons 
omparé les 
onditions d'ordre 1, DtN1 (3.9) et BGT1 (1.1),pour les modes (m, n) = (0, 1), la 
ondition DtN2 étant exa
te pour 
e mode. Puisnous avons 
omparé les 
onditions d'ordre 2, DtN2 (3.12) et BGT2 (1.2), pour lesdeux modes (m, n) = (0, 2) et (m, n) = (1, 1). Le mode (m, n) = (0, 0) n'a pas ététesté, les 
onditions DtN1 et DtN2 
onstruites étant exa
tes pour 
e mode. Pour
ha
un de 
es 
as, nous avons étudié six valeurs de l'ex
entri
ité e allant de e = 0.1(sphéroïde pro
he d'une sphère), à e = 0.9 (sphéroïde très allongé). En�n, trois va-leurs de ka ont été testées : ka = 0.1, ka = 1 et ka = 10. Tous les résultats pourles deux modes (m, n) = (0, 2) et (m, n) = (1, 1) sont donnés en fon
tion de l'angled'observation ϕ ∈ [0, π[ dont dépend l'impédan
e spé
i�que appro
hée de la 
ondi-tion BGT2 (
f Eq. (69) dans [54℄). En�n, pour 
ha
un des tests e�e
tués, nous avonsreprésenté les valeurs absolues des di�érentes impédan
es que l'on 
ompare ainsi quel'erreur relative 
orrepondante à travers la quantité ∣∣Zex3
mn − Zapp,3D

mn

∣∣
|Zex3

mn |
, où Zapp,3D

mn estl'une des impédan
e appro
hée DtN ou BGT testée.Pour le mode (m, n) = (0, 1), nous 
omparons les 
onditions d'ordre 1, DtN1et BGT1, pour 
ha
une des six valeurs de e pré
édemment 
hoisies et pour desvaleurs de ka allant de 0.1 à 10. On peut observer que le niveau de performan
e desdeux 
onditions testées n'est globalement pas satisfaisant. Pour de petites valeursde e (0.1 et 0.2), les 
onditions DtN1 et BGT1 sont équivalentes (
f Fig. (3.1),mais lorsque e → 1, DtN1 
onserve un niveau de performan
e similaire alors que laperforman
e de BGT1 se détériore 
onsidérablement (pour e = 0.9, erreur relative
> 75%). L'ex
entri
ité ne semble pas avoir d'in
iden
e sur la pré
ision de la 
onditionappro
hée DtN1, 
elle-
i atteint un niveau 
orre
t uniquement lorsque ka s'appro
hede 10, quelle que soit la valeur de e (
f Fig. (3.2)).On 
ompare ensuite les 
onditions d'ordre 2, DTN2 et BGT2, en fon
tion de lavaleur de l'angle d'observation ϕ ∈ [0, π[ (
f Fig (3.3)) et toujours en fon
tion del'ex
entri
ité e et du nombre d'ondes. Seule la 
ondition BGT2 dépend de l'angle
φ, 
ependant 
ette dépendan
e n'est réellement visible que pour des valeurs de e ≥
0.6 lorsque ka = 0.1 et ka = 1. Lorsque ka = 0.1, la valeur de l'ex
entri
ité nesemble i
i aussi n'avoir au
une in
iden
e sur le niveau de performan
e de DtN2,l'erreur relative restant autour de 25% quelle que soit la valeur de e (
f Fig (3.4)).La pré
ision de la 
ondition DtN2 n'est don
 pas vraiment satisfaisante pour 
e 
astest. Lorsque le sphéroïde formant la frontière arti�
ielle a une géométrie pro
he dela sphère (e = 0.1, 0.2), la 
ondition BGT2 est équivalente à la 
ondition DtN2. Par
ontre, lorsque le sphéroïde s'allonge, le niveau de performan
e de BGT2 se détériore
onsidérablement, puisque l'erreur relative est au dessus de 100% pour e = 0.9.Pour ka = 1, le niveau de performan
e de la 
ondition DtN2 reste bon pour toutesles ex
entri
ités testées, l'erreur relative est toujours inférieure à 10% (
f Fig. (3.6)).La pré
ision de BGT2 est équivalente à 
elle de DtN2 pour de petites valeurs de emais se détériore lorsque e → 1 (
f Fig (3.5)). Le niveau de performan
e de BGT2n'est plus bon lorsque e ≥ 0.6, l'erreur relative atteint plus de 200% pour e = 0.9.
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omme dans les deux 
as pré
édents, la valeur de e n'apas d'in
iden
e sur la performan
e de la 
ondition DtN2. Celle-
i est très bonne,l'erreur relative de l'impédan
e spé
ique appro
hée ZDtN2,3D
02 étant bien inférieure à

10% pour toutes les ex
entri
ités testées (
f Fig. (3.8)). La 
ondition BGT2 resteéquivalente à DtN2 pour de petites valeurs de e (
f Fig. (3.7)), puis lorsque e → 1,la performan
e de BGT2 se dégrade et n'est plus a

eptable dès que e ≥ 0.6, l'erreurrelative étant en
ore supérieure à 100% pour e = 0.9.On présente en�n les mêmes 
as tests pour le mode (m, n) = (1, 1). Pour ka = 0.1et ka = 1, on observe des résultats assez similaires. En e�et, la 
ondition DtN2 aun niveau de performan
e assez bon jusqu'à e = 0.8 mais qui se détériore un peu àmesure que e → 1 (
f Figs (3.10)-(3.12)). Pour de petites valeurs d'ex
entri
ité (e =
0.1, 0.2), la 
ondition BGT2 reste équivalente à DtN2 puis son niveau de performan
ese dégrade au fur et à mesure que le sphéroïde prolate formant la frontière arti�
ielles'allonge. La 
ondition n'est plus performante dès lors que e ≥ 0.6 (
f Figs (3.9)-(3.11)).Puis pour ka = 10, la 
ondition DtN2 a un bon niveau de performan
e quelleque soit la valeur de e puisque l'erreur relative pour l'impédan
e appro
hée ZDtN2,3D

11est toujours inférieure à 10%. Comme dans tous les exemples pré
édents, BGT2 estéquivalent à DtN2 pour de petites ex
entri
ités (
f Fig. (3.13)) puis perd en pré
isionà mesure que l'ex
entri
ité augmente. Pour e ≥ 0.6, la pré
ision de BGT2 n'est plussatisfaisante (
f Fig (3.14)).En résumé, les résultats obtenus sont assez similaires pour les modes (m, n) =
(0, 2) et (m, n) = (1, 1). La 
ondition DtN2 n'est pas très performante pour ka = 0.1,sa pré
ision est nettement meilleure pour ka = 1 et ka = 10. Nous n'avons pas testéde modes supérieurs 
ar les résultats asymptotiques obtenus pour DtN2 en bassefréquen
e (4.40) suggèrent que la performan
e de la 
ondition va se détériorer àmesure que le mode augmente.
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Fig. 3.1: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN1 (� - �),BGT1 (◦ ◦ ◦).
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Fig. 3.2: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques DtN1 (� -�) et BGT1 (◦ ◦ ◦).
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Fig. 3.3: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−−).
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Fig. 3.4: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro
héesDtN2 (× × ×), BGT2 (−−−).
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Fig. 3.5: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−−).
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Fig. 3.6: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro
héesDtN2 (× × ×), BGT2 (−−−).
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Fig. 3.7: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−−).
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Fig. 3.8: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro
héesDtN2 (× × ×), BGT2 (−−−).
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Fig. 3.9: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (× × ×),BGT2 (−−−).
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Fig. 3.10: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro
héesDtN2 (× × ×), BGT2 (−−−).
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Fig. 3.12: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
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Fig. 3.14: Erreur relative des valeurs absolues des impédan
es spé
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héesDtN2 (× × ×), BGT2 (−−−).
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onditionsaux limites absorbantes de type DtN lo
ales - Problème de s
attering1356 Analyse mathématique de performan
e pour lesnouvelles 
onditions aux limites absorbantes detype DtN lo
ales - Problème de s
atteringDans 
ette partie, nous allons pro
éder à l'analyse mathématique de performan
edes 
onditions aux limites DtN lo
ales d'ordre un (DtN1) et deux (DtN2) donnéesrespe
tivement par les équations (3.9), (3.12) lorsqu'elles sont appliquées pour ré-soudre un problème de s
attering tridimensionnel dans lequel l'obsta
le est de formesphéroïdale prolate. Comme dans le 
hapitre pré
édent, 
ette analyse est faite dans le
adre d'une formulation OSRC (On-surfa
e radiation 
ondition) [46℄, 
'est-à-dire quel'on 
onsidère que la frontière arti�
ielle, sur laquelle on applique l'une des 
onditionsDtN, est posée sur le bord de l'obsta
le Γ. Comme en 2D, on résout un problème dutype : 



∆u + k2u = 0 dans Ω
u = −uinc sur Γ
∂u

∂n
= Tu sur Γ

(6.53)où Ω est le domaine de 
al
ul.Ce 
adre nous permet d'é
rire que ∂uinc

∂n
= Tuinc sur Γ. Nous rappelons que,d'après les travaux de X. Antoine [2℄, 
e 
adre est adapté au régime basse fréquen
e.A�n d'analyser la performan
e des 
onditions appro
hées 
onstruites, dans le 
asd'un problème de s
attering 3D, nous allons 
omparer les impédan
es spé
i�quesappro
hées à l'impédan
e spé
i�que exa
te.On rappelle (
f Eq. (85), p. 3649 dans [54℄), que l'impédan
e spé
i�que exa
te

Zex3 sur la surfa
e du sphéroïde {ξ = ξ0} est donnée par :
Zex3 = − i

√
1 − e2ka uinc

∂

∂ξ
(uscat)|ξ=ξ0

(6.54)où uinc est l'onde plane in
idente, d'angle d'in
iden
e ϕ0 dé�nie par :
uinc = eikf cosh ξ(cos ϕ cos ϕ0+tanh ξ sin ϕ sinϕ0 cos θ) (6.55)et uscat est le 
hamp a
oustique di�ra
té par l'obsta
le de forme sphéroïdale i.e lasolution du problème extérieur :





∆uscat + k2uscat = 0 dans Ω+

uscat = −uinc sur Γ

lim
|x|→+∞

|x|
[

x

|x| · ∇uscat − ikuscat

]
= 0
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onditions DtN pour des frontières ellipsoïdales.D'après [57℄, uscat peut être représenté par la série suivante :
uscat = −2

∞∑

m=0

∞∑

n=m

(2 − δ0m)AmninR(3)
mn(kf, cosh ξ)Smn(kf, cos φ) cos mθ (6.56)où

Amn =
R

(1)
mn(eka, e−1)Smn(eka, cos φ0)

NmnR
(3)
mn(eka, e−1)

(6.57)et Nmn représente le fa
teur de normalisation des fon
tions d'ondes sphéroïdalesangulaires Smn [20℄ et δ0m est le symbole de Krone
ker.Dans le 
adre de 
e travail, le 
hamp u 
orrespond à une approximation du 
hampexa
t uscat par la méthode OSRC.Nous rappelons (
f Eq. (91), p. 3655 dans [54℄), que le 
omportement asymp-totique de l'impédan
e spé
i�que exa
te Zex3 du 
hamp di�ra
té sur la surfa
e dusphéroïde prolate, lorsque ka → 0, est donné par :
Zex3 ∼ Zex3

00 ∼ (ka)2 − ika (6.58)où Zex3
00 est donné par Eq. (4.20) pour m = n = 0.Comme dans le 
as bidimensionnel, on ne peut déterminer le 
omportementasymptotique de Zex3 lorsque ka → +∞ en raison de la divergen
e des séries quientrent en 
ompte.6.1 Dé�nition des impédan
es spé
i�ques appro
hées pour leproblème de s
atteringToujours dans le but d'analyser la performan
e de nos di�érentes 
onditions auxlimites absorbantes DtN , nous allons 
al
uler les impédan
es spé
i�ques appro
héesqui leur 
orrespondent. On dé�nit une impédan
e spé
i�que appro
hée :

ZT,3D = − i
√

1 − e2ka uinc

∂u

∂ξ
|ξ=ξ0

(6.59)où u est solution du problème (6.53).Similairement au 
as 2D, nous nous sommes pla
és dans un 
adre OSRC, 
equi nous permet d'é
rire que uscat = −uinc. On obtient l'expression des impédan
esspé
i�ques appro
hées en appliquant les 
onditions absorbantes 
onstruites (3.9),(3.12) à uinc et en utilisant l'expression de l'onde plane donnée par (6.55) puis ensubstituant 
ette expression à ∂u

∂ξ
= −∂uinc

∂ξ
sur {ξ = ξ0} dans Eq. (6.59).
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attering137Proposition 6.1 L'impédan
e spé
i�que appro
hée ZDtN1,3D 
orrespondant à la 
ondi-tion Diri
hlet-to-Neumann d'ordre 1 (DtN1), est donnée, sur la surfa
e sphéroïdaleprolate {ξ = ξ0}, par :
ZDtN1,3D = Zex3

00 (6.60)L'impédan
e spé
i�que appro
hée ZDtN2,3D 
orrespondant à la 
ondition Diri
hlet-to-Neumann d'ordre 2 (DtN2), est donnée, sur la surfa
e sphéroïdale prolate {ξ =
ξ0}, par :

ZDtN2,3D =
ikae (λ01 − λ00)

(λ01r00 − λ00r01) + (r00 − r01) ω
(6.61)où r00 et r01 sont donnés par (2.8), et ω est dé�ni par :

ω = ika

(
1

tan ϕ

∂α

∂ϕ
− α −

√
1 − e2

sin ϕ0

sin ϕ
cos θ

)

−(ka)2

((
∂α

∂ϕ

)2

+ (1 − e2) sin2 ϕ0 sin2 θ + e2 cos2 ϕ

) (6.62)ave

α = cos ϕ cos ϕ0 +

√
1 − e2 sin ϕ sin ϕ0 cos θ (6.63)Démonstration : Le 
ontexte OSRC nous permettant de rempla
er uscat par

−uinc dans (6.54), les résultats sont alors immédiats en utilisant les 
onditions DtN(3.9) et (3.12) ainsi que l'expression de uinc donnée par (6.55) a�n d'évaluer ∂uinc

∂ξ
en

ξ = ξ0.
�Remarque 6.2 Comme en 2D, l'impédan
e appro
hée DtN2 peut aussi être expri-mée en fon
tion de l'impédan
e spé
i�que exa
te modale :

ZDtN2,3D =
λ01 − λ00(

λ01

Zex3
00

− λ00

Zex3
01

)(
−2iαka − (ka)2 δ − (eka)2 cos ϕ

) (6.64)ave
 δ =

(
∂α

∂ϕ

)2

+
1

sin2 ϕ

(
∂α

∂θ

)2Remarque 6.3 Nous avons montré pré
édemment que lorsque e → 0 les 
ondi-tions DtN 
onstruites pour des frontières sphéroïdales prolates sont identiques à 
elles
onstruites pour des frontières sphériques [41℄. De 
e fait, lorsque e → 0 
'est-à-dire
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onditions DtN pour des frontières ellipsoïdales.lorsque le sphéroïde prolate dégénère en une sphère, les impédan
es appro
hées DtN(6.60) et (6.64) sont identiques à 
elles obtenues dans le 
as d'un obsta
le de formesphérique de rayon R, qui sont données par [41℄ :
ZDtN1,3Dsphère = Z3,exact

0,sphère
ZDtN2,3Dsphère =

1

1

Z3,exact
0,sphère +

kR

2

(
kR sin2 ϕ + 2i cos ϕ

)
(

1

Z3,exact
1,sphère − 1

Z3,exact
0,sphère)où Z3,exact

n,sphère est donné par (4.38).
6.2 Comportements asymptotiques lorsque ka → 0Cette partie est 
onsa
rée au 
omportement des di�érentes impédan
es spé
i-�ques appro
hées en régime basse fréquen
e a�n de 
omparer les résultats obtenus à
eux de l'impédan
e spé
i�que exa
te (6.58).La proposition suivante donne le 
omportement asymptotique des impédan
esappro
hées DtN d'ordre 1 et 2 lorsque ka → 0.Proposition 6.4 Le 
omportement asymptotique de ZDtN1,3D lorsque ka → 0 estdonné par :

ZDtN1,3D ∼ (ka)2 − ika (6.65)Le 
omportement asymptotique de ZDtN2,3D lorsque ka → 0 est donné par :
ZDtN2,3D ∼ (1 − α) (ka)2 − ika (6.66)où α a été dé�ni par (6.63)Démonstration : La démonstration est immédiate pour l'impédan
e appro
héeDtN1 puisque on a ZDtN1,3D = Zex3

00 . En utilisant le 
omportement asymptotique del'impédan
e spé
i�que exa
te modale pour le mode (m, n) = (0, 0) donné par (4.21),on obtient le résultat (6.65).La démonstration est un peu moins dire
te pour l'impédan
e appro
hée DtN2.On rappelle que ZDtN2,3D s'é
rit sous la forme :
ZDtN2,3D =

ikae (λ01 − λ00)

R
′(3)
00 (eka, e−1)

R
(3)
00 (eka, e−1)

(λ01 + ω) − R
′(3)
01 (eka, e−1)

R
(3)
01 (eka, e−1)

(λ00 + ω)

(6.67)où ω a été introduit en (6.62).
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attering139Dans l'analyse mathématique du problème modal, nous avons vu que :
ZDtN2,3D ∼ i (λ01 − λ00)

−h
(1)
1 (ka)

h
(1)
0 (ka)

(λ01 + ω) −
(

1

ka
− h

(1)
2 (ka)

h
(1)
1 (ka)

)
(λ00 + ω)

(6.68)Or, lorsque ka → 0, on rappelle que (
f [1℄) :
h

(1)
n+1(ka)

h
(1)
n (ka)

∼ 2n + 1

ka
− i

(
(ka)n

(2n + 1)!!

)2

λmn(eka) ∼ n(n + 1)

(6.69)D'où,
ZDtN2,3D ∼ 2i

−
(

1

ka
− i

)
(2 + ω) −

(
1

ka
− 3

ka
+ i

(ka)2

9

)
ω

(6.70)On en 
on
lut après une tron
ature adaptée du développement en série de Taylorréalisé ave
 Mathemati
a que :
ZDtN2,3D ∼ −ika + (1 − cos ϕ0 cos ϕ −

√
1 − e2 sin ϕ0 sin ϕ cos θ)(ka)2 (6.71)Finalement, il vient

ZDtN2,3D ∼ −ika + (1 − α)(ka)2 (6.72)ave
 α donné par Eq. (6.63).
�Remarque 6.5 Nous remarquons que le 
omportement asymptotique de l'impédan
eappro
hée ZDtN1 est identique à 
elui de l'impédan
e spé
i�que exa
te Zex3 (
f Eq.(6.58) et Eq. (6.65)).Remarque 6.6 L'équation (6.66) permet d'observer que le 
omportement asymp-totique de ZDtN2,3D en 0 dépend de l'ex
entri
ité e ainsi que de l'angle d'in
iden
e

ϕ0 et des angles d'observation ϕ et θ. Cette dépendan
e a aussi été relevée sur le
omportement asymptotique de l'impédan
e spé
i�que appro
hée BGT2 (
f Eq. (93),p. 3657 dans [54℄).Remarque 6.7 Lorsque e → 0, les 
omportements asymptotiques de ZDtN1,3D et
ZDtN2,3D sont identiques à 
eux trouvés dans le 
as d'une sphère de rayon R (
f Eq.(140) p. 47 dans [41℄), lorsque ka → 0 :

ZDtN1,3Dsphère ∼ Z3,exact
00

ZDtN2,3Dsphère ∼ (1 − cos ϕ)(kR)2 − ikR
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onditions DtN pour des frontières ellipsoïdales.6.3 Comportements asymptotiques lorsque ka → +∞Dans 
ette partie, nous allons donner le 
omportement en régime haute fréquen
edes impédan
es spé
i�ques appro
hées 
orrespondant aux di�érentes 
onditions auxlimites de type Diri
hlet-to-Neumann que nous avons 
onstruites. Ces résultats sontdonnés à titre indi
atif puisque nous ne pouvons pas les 
omparer analytiquementà 
eux de l'impédan
e exa
te (qu'on ne peut obtenir en raison de la divergen
e desséries entrant en 
ompte).Proposition 6.8 Lorsque ka → +∞, le 
omportement asymptotique des impédan
esspé
i�ques appro
hées DtN d'ordre 1 et 2 est donné par :
ZDtN1,3D ∼ 1 − i

1

ka
(6.73)

ZDtN2,3D ∼ 1 − i
1

ka
(6.74)Démonstration : Comme lorsque ka → 0, la démonstration est rapide puisque

ZDtN1,3D = Zex3
00 . On utilise alors le 
omportement asymptotique lorsque ka → +∞de Zex3

00 donné par (4.22) et on a le résultat annon
é.En 
e qui 
on
erne l'impédan
e appro
hée DtN2, nous avons déjà vu que :
ZDtN2,3D ∼ i (λ01 − λ00)

−h1(ka)

h0(ka)
(λ01 + ω) −

(
1

ka
− h2(ka)

h1(ka)

)
(λ00 + ω)

(6.75)et don
, lorsque ka → +∞ :
ZDtN2,3D ∼ i2eka(

i − 1

ka

)
(3eka + ω) −

(
1

ka
+ i − 2

ka

)
(eka + ω)

(6.76)puisqu'on rappelle que d'après [1℄, lorsque ka → +∞ :
hn+1(ka)

hn(ka)
∼ −i +

n + 1

ka

λmn(eka) ∼ (2n − 2m + 1)eka

(6.77)Il vient don
 que :
ZDtN2,3D ∼ i

i − 1

ka

∼ 1 − i
1

ka
(6.78)

�
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ales - Problème de s
attering 1417 Analyse numérique de performan
e pour les nou-velles 
onditions aux limites absorbantes de typeDtN lo
ales - Problème de s
atteringNous avons pro
édé à di�érents tests a�n d'évaluer numériquement l'impa
t dunombre d'onde ka et de l'allongement de la frontière sphéroïdale prolate (et de l'obs-ta
le) 
ara
térisé par l'ex
entri
ité e sur la performan
e de la 
ondition aux limitesDtN d'ordre 2 que nous avons 
onstruite et qui est donnée par (3.12) lorsque l'onrésout un problème de s
attering 3D dans un 
ontexte OSRC. Nous avons 
omparé
es résultats à 
eux obtenus pour la 
ondition BGT2 appliquée à des frontières sphé-roïdales prolates (
f Figs. (22) à (33) dans [54℄). Nous avons testé trois valeurs pourl'angle d'in
iden
e ϕ0 = 0,
π

4
et π

2
, trois valeurs de ka : 0.1, 1, 10 et six ex
entri
itésallant de e = 0.1 (sphéroïde pro
he de la sphère) à e = 0.9 (sphéroïde très allongé).De plus, 
omme les impédan
es dépendent dans 
e 
as là des angles d'observation

ϕ ∈ [0, π[ et θ ∈ [0, 2π[, les résultats sont représentés en 3D, en fon
tion de 
es deuxvariables (
f Figs. (3.15)-(3.32)). Comme pour les tests numériques pré
édents, nousavons représenté, pour 
ha
un des tests e�e
tué, les valeurs absolues des di�érentesimpédan
es que l'on 
ompare ainsi que l'erreur relative 
orrepondante à travers laquantité ∣∣Zex3 − Zapp,3D
∣∣

|Zex3| , où Zapp,3D est l'une des impédan
es appro
hées DtN ouBGT testée.On peut remarquer, de façon générale, qu'à l'inverse du problème modal (pro-blème du radiateur), la 
ondition DtN2 délivre un ex
ellent niveau de performan
e àbas régime (ka = 0.1, ka = 1) quelle que soit la valeur de l'ex
entri
ité e. On observeaussi que pour 
ha
une des trois valeurs de ka testées, les 
onditions DtN2 et BGT2montrent un niveau de performan
e équivalent quelle que soit la valeur de l'angled'in
iden
e (ϕ0 = 0,
π

4
et π

2
).Pour ka = 0.1, les résultats représentés par Figs. (3.16), (3.18), et (3.20) indiquentque l'erreur relative de l'impédan
e appro
hée DtN2 est toujours inférieure à 2%,alors que la performan
e de la 
ondition BGT2 se détériore 
onsidérablement lorsque

e ≥ 0.6 (l'erreur relative est supérieure à 40%). Cela montre un ex
ellent niveaude performan
e de la 
ondition DtN2 pour 
e régime de fréquen
e quelle que soitl'ex
entri
ité du sphéroïde prolate formant la frontière arti�
ielle. On peut aussinoter que pour des frontières ayant une géométrie pro
he de la sphère (e = 0.1), les
onditions DtN2 et BGT2 sont équivalentes (
f Figs. (3.15)-(3.17)-(3.19)).Lorsqu'on observe les résultats obtenus pour ka = 1, on voit que la 
onditionDtN2 
onserve un très bon niveau de pré
ision pour 
e régime de fréquen
e puisquel'erreur relative des valeurs absolues des impédan
es est toujours inférieure à 13%quelles que soient les valeurs de l'ex
entri
ité e, des angles d'observation (ϕ, θ) etde l'angle d'in
iden
e ϕ0 (
f Figs. (3.22)-(3.24)-(3.26)). La 
ondition BGT2, qui estéquivalente à DtN2 pour e = 0.1, 0.2 (
f Figs. (3.21)-(3.23)-(3.25)) a un niveau deperforman
e 
onvenable jusqu'à e = 0.4 puis sa pré
ision se dégrade à mesure que
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e → 1.En�n, les résultats obtenus pour ka = 10 
orroborent que le 
adre OSRC n'est pasadapté à des régimes de fréquen
e élevés. Pour des ex
entri
ités allant de e = 0.1 à
e = 0.4, les deux 
onditions DtN2 et BGT2 ont un niveau de performan
e équivalent(
f Figs. (3.27)-(3.29)-(3.31)). Leur pré
ision est bonne pour 
ertaines valeurs de ϕet θ mais on observe des pi
s d'erreur au niveau des erreurs relatives (
f Figs. (3.28)-(3.30)-(3.32)) pour d'autres valeurs de 
es angles (par exemple pour ϕ0 = 0, l'erreurrelative 
roît énormément pour ϕ ∈ V(π

3
) 
f Fig.(3.28)). Le niveau de performan
e dela 
ondition DtN2 reste similairement moyen pour les trois angles d'in
iden
e testéstout en dégénérant légérement lorsque e → 1. La 
ondition BGT2 perd quant àelle énormément de pré
ision lorsque le sphéroïde représentant la frontière arti�
ielles'allonge, l'erreur relative de BGT2 dépasse 100% pour 
ertaines valeurs de ϕ et θ.On observe 
ependant que pour quelques rares valeurs de 
es angles, la 
onditionBGT2 montre un bon niveau de pré
ision
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Fig. 3.15: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (�), BGT2(�).
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Fig. 3.16: Erreurs relatives des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN2 (�), BGT2 (�).
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Fig. 3.17: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (�), BGT2(�).
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Fig. 3.18: Erreurs relatives des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN2 (�), BGT2 (�).



7 Analyse numérique de performan
e pour les nouvelles 
onditions auxlimites absorbantes de type DtN lo
ales - Problème de s
attering 147
ka = 0.1

ϕ0 =
π

2

e = 0.1 e = 0.2

0
pi/4

pi/2
3pi/4

pi

0
pi/2

pi
3pi/2

2pi
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

phitheta

|Z
|

0
pi/4

pi/2
3pi/4

pi

0
pi/2

pi
3pi/2

2pi
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

phitheta

|Z
|

e = 0.4 e = 0.6

0
pi/4

pi/2
3pi/4

pi

0
pi/2

pi
3pi/2

2pi
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

phitheta

|Z
|

0
pi/4

pi/2
3pi/4

pi

0
pi/2

pi
3pi/2

2pi
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

phitheta

|Z
|

e = 0.8 e = 0.9

0
pi/4

pi/2
3pi/4

pi

0
pi/2

pi
3pi/2

2pi
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

phitheta

|Z
|

0
pi/4

pi/2
3pi/4

pi

0
pi/2

pi
3pi/2

2pi
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

phitheta

|Z
|

Fig. 3.19: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (�), BGT2(�).
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Fig. 3.20: Erreurs relatives des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN2 (�), BGT2 (�).
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Fig. 3.21: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (�), BGT2(�).
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Fig. 3.22: Erreurs relatives des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN2 (�), BGT2 (�).
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Fig. 3.23: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (�), BGT2(�).
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Fig. 3.24: Erreurs relatives des valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques appro-
hées DtN2 (�), BGT2 (�).
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Fig. 3.25: Valeurs absolues des impédan
es spé
i�ques exa
te (�), DtN2 (�), BGT2(�).
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Fig. 3.26: Erreurs relatives des valeurs absolues des impédan
es spé
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hées DtN2 (�), BGT2 (�).
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Fig. 3.27: Valeurs absolues des impédan
es spé
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8 Con
lusion 1618 Con
lusionComme dans le 
as bidimensionnel (
f Chap 2), nous avons 
onstruit une nouvelle
lasse de 
onditions aux limites appro
hées lo
ales de type Diri
hlet-to-Neumannd'ordre 1 (3.9) et d'ordre 2 (3.12) pour des frontières arti�
ielles de géométrie sphé-roïdale prolate dans le 
adre de la résolution d'un problème de s
attering 3D a
ous-tique par un obsta
le de forme allongée. La résolution du problème modal montre quepour les premiers modes, la 
ondition DtN1 (resp. DtN2) est plus performante quela 
ondition BGT1 (resp. BGT2), mais lorsque l'on fait l'analyse pour des modessupérieurs, on observe que les deux 
lasses de 
ondition ne sont pas pré
ises. Onpeut noter que pour des ex
entri
ité pro
hes de 1 (i.e pour des frontières très al-longées), DtN2 est plus performante que BGT2 même si leurs performan
es ne sontpas satisfaisantes. Comme pour la résolution du problème 2D, les travaux de Reineret al. [54℄ ont montré que la 
ondition BGT2 (1.2) n'est plus performante lorsque
e ≥ 0.6. Dans 
e 
hapitre, on a pu observer que la 
ondition DtN2 (3.12) délivre unex
ellent niveau de pré
ision à basse fréquen
e pour le problème de s
attering 3D,quelle que soit la valeur de l'ex
entri
ité e du sphéroïde formant la frontière, desangles d'observation (ϕ, θ) et de l'angle d'in
iden
e ϕ0. Cela montre que la 
onditionDtN2 est une 
ondition adaptée aux obsta
les de forme allongée et même très allon-gée 
ontrairement à la 
ondition BGT2 dont le bon niveau de performan
e se limiteà de petites ex
entri
ités. En�n, grâ
e aux tests numériques e�e
tués, nous avons pumettre en éviden
e que le 
adre OSRC n'est pas adapté aux régimes de fréquen
eélevés (ka > 1), ave
 des CLA de type DtN, 
omme 
ela a déjà été mis en éviden
edans [4, 41℄.
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Chapitre 4Formulation en volume : le problème2D
Sommaire1 Introdu
tion au problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1642 Expression des di�érents 
hamps a
oustiques . . . . . . . 1653 Détermination des 
oe�
ients d

app
m et τ

app
m . . . . . . . . . 1684 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1825 Analyse haute fréquen
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

Le 
hapitre 2 de 
ette thèse a permis en parti
ulier de 
on�rmer 
e qui avait déjàété observé dans divers travaux antérieurs [4, 6, 41℄, à savoir que le 
adre OSRCn'est pas aussi pré
is en régime haute fréquen
e qu'en régime basse fréquen
e. On apu voir, grâ
e aux tests numériques e�e
tués pour une fréquen
e ka = 10 ave
 uneformulation OSRC (Figs 2.28-2.33 du 
hapitre 2), que les 
onditions DtN testées dans
e 
ontexte n'étaient plus performantes, alors que la 
ondition DtN2 se montrait trèspré
ise pour les basses fréquen
es. Dans le but d'étudier la performan
e des 
onditionsDiri
hlet-to-Neumann que nous avons 
onstruites à haute fréquen
e, nous allonsétudier la formulation en volume pour le problème de s
attering bidimensionnel.Nous espérons notamment donner une idée de l'empla
ement optimal de la frontièrearti�
ielle elliptique autour de l'obsta
le de di�ra
tion qui garantisse à la fois unesolution du problème appro
hé très pré
ise et un domaine de 
al
ul le plus petitpossible.



164 Chapitre 4 Formulation en volume : le problème 2D.1 Introdu
tion au problèmePour le problème de s
attering bidimensionnel en volume que nous étudions, nousprenons en 
ompte un obsta
le de forme elliptique de surfa
e Γ. Dans le système de
oordonnées elliptiques (ξ, θ), la frontière Γ est repérée par ξ = ξ0 et son ex
entri
itéest notée eΓ ave
 eΓ =
1

cosh ξ0
. Le problème de s
attering (ou problème exa
t) estposé en domaine non borné Ω+, 
omplémentaire dans R2 de l'obsta
le elliptique. Onnote uex,2D le 
hamp di�ra
té exa
t solution de 
e problème extérieur :





∆uex,2D + k2uex,2D = 0 dans Ω+

uex,2D = −uinc,2D sur Γ

lim
|x|→+∞

|x|1/2

[
x

|x| · ∇uex,2D − ikuex,2D

]
= 0

(1.1)A�n de résoudre par éléments �nis 
e problème de s
attering, on entoure l'obs-ta
le d'une frontière arti�
ielle Σ, de forme elle aussi elliptique, et on délimite ainsiun domaine de 
al
ul borné Ω. La frontière Σ est alors repérée par ξ = ξ1 et sonex
entri
ité eΣ est dé�nie par eΣ =
1

cosh ξ1
.

Sur la frontière arti�
ielle Σ, on applique une des 
onditions aux limites absor-bantes (CLA) de type Diri
hlet-to-Neumann que nous avons 
onstruites au 
hapitre2. Le problème de s
attering est alors résolu à l'intérieur du domaine de 
al
ul Ω.On note uapp,2D l'onde dé�nie 
omme la solution du problème mixte :




∆uapp,2D + k2uapp,2D = 0 dans Ω

uapp,2D = −uinc,2D sur Γ

∂uapp,2D

∂n
= T̃ uapp,2D sur Σ

(1.2)où ∆ désigne le Lapla
ien, k le nombre d'onde et n le ve
teur normal unitaire sortantà l'obsta
le. Nous imposons une 
ondition de Diri
hlet sur le bord Γ de l'obsta
le



2 Expression des di�érents 
hamps a
oustiques 165de di�ra
tion et une des 
onditions DtN introduites au 
hapitre 3 sur la frontièrearti�
ielle Σ où l'opérateur T̃ est dé�ni par :
T̃ =

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 θ
T

T représente don
 soit l'opérateur DtN1 soit un des opérateurs DtN2 pair ou impairque nous avons présentés pré
édemment (
f 
hapitre 2). L'opérateur T̃ s'obtient enmultipliant T par un 
oe�
ient qui provient de l'é
riture de la dérivée normale enfon
tion de la dérivée par rapport à ξ. Nous renvonyons à l'annexe A pour des 
al
ulsdétaillés. En�n, uinc,2D désigne l'onde in
idente que l'on 
hoisira sous forme d'uneonde plane.Lorsque l'on introduit une CLA sur la frontière arti�
ielle Σ pla
ée autour del'obsta
le de di�ra
tion le 
hamp di�ra
té exa
t uex,2D restreint à Ω n'est pas solutiondu problème appro
hé (1.2). En e�et, la 
ondition posée sur Σ n'est pas véri�ée parle 
hamp exa
t. Numériquement, 
ela se traduit par des ré�exions générées par Σqui vont polluer la solution 
al
ulée dans Ω. Si 
es ré�exions sont minimes, uapp,2Dest une bonne approximation de uex,2D et on 
onsidère alors que la CLA posée sur lafrontière arti�
ielle Σ est performante. A�n de déterminer le niveau de performan
ede la CLA, nous voulons évaluer la pré
ision du 
hamp di�ra
té appro
hé uapp,2D parrapport au 
hamp di�ra
té exa
t uex,2D. Notre obje
tif est de les 
omparer en fon
tionde l'éloignement de la frontière arti�
ielle Σ par rapport à la surfa
e de l'obsta
le
Γ. Pour 
e faire, dans le paragraphe suivant, nous allons donner l'expression du
hamp di�ra
té exa
t et des di�érents 
hamps a
oustiques (in
ident et appro
hé)intervenant dans le problème appro
hé (1.2).
2 Expression des di�érents 
hamps a
oustiquesLorsque l'on é
rit le problème exa
t et le problème appro
hé (1.2), trois 
hampsa
oustiques interviennent : le 
hamp di�ra
té exa
t uex,2D, solution du problèmeexa
t, le 
hamp in
ident uinc,2D, donnée du problème, et le 
hamp di�ra
té appro
hé
uapp,2D, solution du problème appro
hé. Nous allons donner i
i l'expression de 
esdi�érents 
hamps, 
e qui nous permettra par la suite d'évaluer la pré
ision de lasolution appro
hée via la 
omparaison ave
 la solution exa
te.2.1 Dé
omposition de la solution exa
te uex,2DOn rappelle que le 
hamp di�ra
té exa
t uex,2D est solution du problème exa
t,
'est-à-dire du problème posé en domaine non borné Ω+, 
omplémentaire dans R2de l'obsta
le elliptique :
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



∆uex,2D + k2uex,2D = 0 dans Ω+

uex,2D = −uinc,2D sur Γ

lim
|x|→+∞

|x|1/2

[
x

|x| · ∇u − iku

]
= 0Le problème exa
t est posé en domaine in�ni et la 
ondition de Sommerfeld [61℄posée à l'in�ni garantit l'uni
ité de uex,2D. L'existen
e de uex,2D a été démontrée dans[47℄ par exemple.Dans le 
as présent, la solution exa
te peut s'exprimer 
omme un développementasymptotique de modes sortants R

(3)
m (kf, cosh ξ), indépendants les uns des autres.En e�et, il est démontré dans [10℄, Eq. (3.4), que la solution uex,2D peut s'é
rire dela façon suivante :

uex,2D =

+∞∑

m=−∞
dexact

m u(3)
m (kf, cosh ξ, cos θ) (2.3)où u

(3)
m (kf, cosh ξ, cos θ) est dé�nie par

u(3)
m (kf, cosh ξ, cos θ) = R(3)

m (kf, cosh ξ)
Sm (kf, cos θ)√

Nm

(2.4)et le 
oe�
ient dexact
m est donné, ∀m ∈ N, par :

dexact
m =

√
8π (−i)|m|+2 R

(1)
m (kf, cosh ξ0) Sm (kf, cos θ0)√

NmR
(3)
m (kf, cosh ξ0)

(2.5)On rappelle que sur la surfa
e elliptique {ξ = ξ0}, cosh ξ0 = e−1
Γ et kf = eΓkaΓ où

aΓ est le demi axe prin
ial de 
ette ellipse et eΓ sont ex
entri
ité (
f paragraphe 2 du
hapitre 2).Les fon
tions R
(3)
m , Sm et Nm ont été respe
tivement dé�nies Eqs. (1.25), (1.26)et (1.27) au 
hapitre 1.2.2 Dé
omposition de l'onde in
idente uinc,2DDans le but d'identi�er la solution appro
hée uapp,2D, nous avons besoin de
onnaitre l'expression du 
hamp in
ident uinc,2D.I
i, l'onde in
idente à Γ est du type onde plane :

uinc,2D = eikf cosh ξ(cos θ cos θ0+tanh ξ sin θ sin θ0) (2.6)où θ0 est l'angle d'in
iden
e.On sait d'après Stratton (
f Eq. (84) p 386 dans [60℄) que, tout 
omme le 
hampdi�ra
té exa
t, 
ette onde plane peut s'é
rire 
omme une superposition de modes(dé
ouplés) :
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uinc,2D =

+∞∑

m=−∞
dinc

m u(1)
m (kf, cosh ξ, cos θ) (2.7)où

u(1)
m (kf, cosh ξ, cos θ) = R(1)

m (kf, cosh ξ)
Sm (kf, cos θ)√

Nm

(2.8)et, ∀m ∈ N :
dinc

m =
√

8π i|m| Sm (kf, cos θ0)√
Nm

(2.9)Les fon
tions R
(1)
m , Sm et Nm ont préalablement été dé�nies respe
tivement par(1.25), (1.26) et (1.27) au 
hapitre 1.2.3 Dé
omposition de la solution appro
hée uapp,2DNotre but étant de 
omparer les 
hamps di�ra
té exa
t et appro
hé a�n d'éva-luer la pré
ision des 
onditions Diri
hlet-to-Neumann 
onstruites, nous avons besoind'exprimer la solution du problème appro
hé uapp,2D. D'après [52℄, l'onde a
oustique

uapp,2D, solution du problème (1.2), s'é
rit 
omme une superposition de modes sor-tants et de modes rentrants représentant les ré�exions non physiques générées par lafrontière arti�
ielle Σ. Plus pré
isément, le 
hamp di�ra
té appro
hé uapp,2D s'é
ritde la manière suivante :
uapp,2D =

+∞∑

m=−∞

[
dapp

m u(3)
m (kf, cosh ξ, cos θ) + τapp

m u(4)
m (kf, cosh ξ, cos θ)

] (2.10)où, pour j = 3, 4 :
u(j)

m (kf, cosh ξ, cos θ) = R(j)
m (kf, cosh ξ)

Sm (kf, cos θ)√
Nm

(2.11)Les fon
tions R
(3)
m et R

(4)
m sont dé�nies par (1.25), les fon
tions Sm par (1.26) et

Nm par (1.27) au 
hapitre 1.Les modes sortants u
(3)
m et rentrants u

(4)
m véri�ent respe
tivement la 
ondition deradiation de Sommerfeld sortante et rentrante.Les modes rentrants sont générés par la frontière arti�
ielle, ils représentent l'e�etde pollution que 
elle-
i peut engendrer. C'est pourquoi on nommera τapp

m 
oe�
ientde ré�exion du mème mode elliptique.Si l'on veut 
omparer les 
hamps di�ra
té exa
t uex,2D et appro
hé uapp,2D, onvoit, grâ
e aux Eqs. (2.3) et (2.10), que 
ela revient à 
omparer les deux 
oe�
ients
orrespondants aux modes sortants dexact
m et dapp

m et à quanti�er le 
oe�
ient deré�exion τapp
m . Le 
hamp di�ra
té appro
hé est d'autant plus pré
is que dapp

m estpro
he de dexact
m et que le 
oe�
ient de ré�exion τapp

m est petit. La pro
haine étapede 
e travail 
onsiste alors à identi�er 
es di�érents 
oe�
ients.
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oe�
ients dapp
m et τ app

m3.1 Cal
uls préliminairesAvant d'identi�er les di�érents 
oe�
ients, nous allons donner quelques résultatsde 
al
uls préliminaires qui vont nous être utiles par la suite.Dans tout 
e qui suit, a�n d'alléger les notations, nous adopterons la notationsuivante : Pour j = 1, 3, 4 : R
(j)′
m (eka, e−1) =

∂R
(j)
m

∂ξ
(eka, e−1)D'après les 
al
uls développés en annexe A, on a :

∂uapp,2D

∂n
=

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 θ

∂uapp,2D

∂ξ
(3.12)On 
ommen
e par 
al
uler ∂uapp,2D

∂ξ
. Comme dapp

m et τapp
m ne dépendent pas de ξ,on a, formellement :

∂uapp,2D

∂ξ
=

+∞∑

m=−∞

∂uapp
m

∂ξ

=
+∞∑

m=−∞

(
dapp

m

∂u
(3)
m

∂ξ
+ τapp

m

∂u
(4)
m

∂ξ

)

= sinh ξ
+∞∑

m=−∞

[
dapp

m R(3)′
m (kf, cosh ξ)

Sm (kf, cos θ)√
Nm

+τapp
m R

(4)′
m (kf, cosh ξ)

Sm (kf, cos θ)√
Nm

]

Il vient don
 :
∂uapp,2D

∂n
=

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 θ

+∞∑

m=−∞

(
dapp

m

∂u
(3)
m

∂ξ
+ τapp

m

∂u
(4)
m

∂ξ

)

=
sinh ξ

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 θ

+∞∑

m=−∞

Sm (kf, cos θ)√
Nm

[
dapp

m R(3)′
m (kf, cosh ξ)

+τapp
m R

(4)′
m (kf, cosh ξ)

]
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m 1693.2 Cal
ul des 
oe�
ients dapp
m et τ app

mDans le 
as idéal d'une 
ondition aux bords transparente posée sur Σ, nous avons
dapp

m = dexact
m et τapp

m = 0 
e qui signi�e que la 
ondition ne génère au
une pollutiondans le domaine de 
al
ul Ω. L'introdu
tion d'une 
ondition aux limites absorbante(CLA) va perturber la solution de sorte que dapp
m 6= dexact

m et τapp
m 6= 0. A�n d'analyserle 
omportement des 
oe�
ients appro
hés, et don
 la performan
e des 
onditionsDtN, nous allons les 
al
uler à partir du système suivant :





uapp,2D = −uinc,2D sur Γ

∂uapp,2D

∂n
= T̃ uapp,2D sur Σ

(3.13)qui s'é
rit pour un mode um, m ≥ 0 �xé (modes dé
ouplés) :




uapp
m = −uinc

m sur Γ

∂uapp
m

∂n
=

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 θ
T uapp

m sur Σ
(3.14)Or, pour un mode um �xé, ∂uapp

m

∂n
s'é
rit (
f paragraphe 3.1) :

∂uapp
m

∂n
=

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 θ

(
dapp

m

∂u
(3)
m

∂ξ
+ τapp

m

∂u
(4)
m

∂ξ

)et en 
ouplant 
ette égalité ave
 la 
ondition sur Σ de (3.14), on obtient :
dapp

m

∂u
(3)
m

∂ξ
+ τapp

m

∂u
(4)
m

∂ξ
= T uapp

m sur Σ (3.15)La 
ondition sur Γ de (3.14) peut, elle aussi, être simpli�ée 
ar, sur Γ :




uapp
m =

[
dapp

m R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

m R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)] Sm (eΓkaΓ, cos θ)√
Nm

et

uinc
m = dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) Sm (eΓkaΓ, cos θ)√
Nm (3.16)Les équations (3.15) et (3.16) 
onduisent don
 au système :





dapp
m R

(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

m R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
m

∂u
(3)
m

∂ξ
+ τapp

m

∂u
(4)
m

∂ξ
= T

(
dapp

m u(3)
m + τapp

m u(4)
m

)
︸ ︷︷ ︸

uapp
m

sur Σ(3.17)
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oe�
ients du 
hamp di�ra
té appro
hé, il su�t à présent de
hoisir quel opérateur T on pose sur la frontière arti�
ielle Σ.Rappelons alors que, par 
onstru
tion, on a sur la frontière arti�
ielle Σ :
∂u

(3)
m

∂ξ
= Tu(3)

m pour  m = 0 si T = TDtN1

m = 0 et m = 1 si T = TDtN2e

m = 0 et m = −1 si T = TDtN2o
(3.18)où TDtN1, TDtN2e et TDtN2o sont les opérateurs de type Diri
hlet-to-Neumann d'ordre1 ou 2 que l'on a 
onstruits au 
hapitre 2 de 
ette thèse.Dans les paragraphes qui suivent, nous allons don
 identi�er les 
oe�
ients ap-pro
hés dapp

m et τapp
m , suivant la 
ondition DtN utilisée.3.2.1 Cas de l'opérateur DtN1On 
onsidère que l'on pose la 
ondition DtN1 
onstruite au 
hapitre 2 sur lafrontière arti�
ielle Σ délimitant le domaine de 
al
ul. On rappelle que l'opérateurDtN1 s'é
rit pour une ex
entri
ité donnée eΣ :

TDtN1u =

√
1 − e2

Σ

eΣ
α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
u (3.19)où les 
oe�
ients αm sont donnés, pour m ∈ N, par :

αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

∂R
(3)
m

∂ξ
(eΣkaΣ, e−1

Σ )

R
(3)
m (eΣkaΣ, e−1

Σ )
(3.20)Nous allons d'abord présenter le 
as parti
ulier m = 0 pour lequel la 
onditionDtN1 est exa
te puis le résultat pour un mode um quel
onque.

• Cas parti
ulier lorsque m = 0.Pour le mode m = 0, le système (3.17) devient :




dapp
0 Re

(3)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

0 Re
(4)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

0 Re
(1)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
0

(
∂u

(3)
0

∂ξ
− TDtN1u

(3)
0

)
+ τapp

0

(
∂u

(4)
0

∂ξ
− TDtN1u

(4)
0

)
= 0 sur Σ(3.21)Or, on sait que l'opérateur DtN1 véri�e par 
onstru
tion

∂u
(3)
0

∂ξ
= TDtN1u

(3)
0
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m 171Grâ
e à 
ette propriété, le système (3.21) devient :




dapp
0 Re

(3)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

0 Re
(4)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

0 Re
(1)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

τapp
0

(
∂u

(4)
0

∂ξ
− TDtN1u

(4)
0

)
= 0 sur Σ(3.22)Comme (∂u

(4)
0

∂ξ
− TDtN1u

(4)
0

)
6= 0, la 
ondition sur Σ implique :

τapp
0 = 0 (3.23)et la 
ondition sur Γ de (3.22) devient :

dapp
0 Re

(3)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

0 Re
(1)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
e qui entraîne
dapp

0 =
−dinc

0 Re
(1)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

Re
(3)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)soit
dapp

0 =
−
√

8πi0Se0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Re

(1)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
√

Ne0Re
(3)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)et don

dapp

0 = dexact
0 (3.24)On obtient 
omme 
ouple solution du système (3.22) :

(dapp
0 , τapp

0 ) =
(
dexact

0 , 0
) (3.25)La 
ondition DtN1 est bien transparente lorsque m = 0, 
ela était prévisiblepuisqu'elle a été 
onstruite exa
te pour 
e mode. Nous allons voir à présent 
e qu'ilen est pour un mode um quel
onque.

• Modes m 6= 0.Lorsque m 6= 0, le système (3.17) s'é
rit :




dapp
m R

(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

m R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
m

∂u
(3)
m

∂ξ
+ τapp

m

∂u
(4)
m

∂ξ
=

√
1 − e2

Σ

eΣ

α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) (
dapp

m u(3)
m + τapp

m u(4)
m

) sur Σ(3.26)Or, pour j = 3 ou j = 4, et pour une ex
entri
ité donnée eΣ, on a :
∂u

(j)
m

∂ξ
=

√
1 − e2

Σ

eΣ

Sm(eΣkaΣ, cos θ)√
Nm

R(j)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) (3.27)
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ombinant (3.27) et(2.10), on peut simpli�er le système (3.26) :




dapp
m R

(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

m R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
m Υ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ τapp

m Υ
(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= 0 sur Σ(3.28)où Υ

(j)
m est dé�ni pour j = 3 ou j = 4 par :

Υ(j)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(j)′

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(j)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) (3.29)Le 
ouple (dapp
m , τapp

m ) est don
 solution de :
M1




dapp
m

τapp
m


 =




−dinc
m R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

0


 (3.30)où M1 désigne la matri
e

M1 :=




R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
R

(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

Υ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
Υ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)


Le système (3.30) est don
 inversible sous la 
ondition :

det(M1) = R(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ(4)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
−R(4)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
6= 0Dans la suite, on fait don
 l'hypothèse que l'on peut 
hoisir Σ de telle sorte que

det M1 6= 0 et, dans 
e 
as, le système (3.30) est inversible ave
 pour solution :



dapp
m

τapp
m


 =

1

det(M1)




Υ
(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
−R

(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

−Υ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)






−dinc
m R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

0


On a don
 :




dapp
m =

−1

det(M1)
dinc

m Υ(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

τapp
m =

1

det(M1)
dinc

m Υ(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
e qui donne



dapp
m =

−dinc
m Υ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− R

(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

τapp
m =

dinc
m Υ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− R

(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)En 
on
lusion,
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hoisi Σ telle que det(M1) 6= 0. Alors, pourl'opérateur DtN1, le 
hamp di�ra
té appro
hé est déterminé, ∀m ∈ N, par les 
oef-�
ients :




dapp
m =

dinc
m R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Υ
(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

τapp
m =

dinc
m R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Υ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

(3.31)
où, pour un entier relatif m donné, dinc

m est dé�ni par (2.9).Nous pouvons établir quelques propriétés du déterminant dans 
ertains 
as par-ti
uliers.Lorsque m = 0, on peut é
rire det(M1) sous la forme :
det(M1) = R

(3)
0Γ

R
(4)′
0Σ

− R
(3)′
0Σ

R
(4)
0Γ

+
R

(3)′
0Σ

R
(3)
0Σ

(
R

(4)
0Γ

R
(3)
0Σ

− R
(4)
0Σ

R
(3)
0Γ

)

= R
(3)
0Γ

R
(4)′
0Σ

− R
(3)′
0Σ

R
(4)
0Σ

R
(3)
0Γ

R
(3)
0Σ

(3.32)
Or,

R
(3)′
0Σ

R
(4)
0Σ

= −∆W

[
R

(3)
0Σ

, R
(4)
0Σ

]
+ R

(3)
0Σ

R
(4)′
0Σoù ∆W désigne le Wronskien.On a, ∀m ∈ Z,

∆W

[
R

(3)
mΣ , R

(4)
mΣ

]
= R

(3)
mΣR

(4)′
mΣ − R

(3)′
mΣR

(4)
mΣ

=
(
R

(1)
mΣ + iR

(2)
mΣ

)(
R

(1)′
mΣ − iR

(2)′
mΣ

)

−
(
R

(1)′
mΣ + iR

(2)′
mΣ

)(
R

(1)
mΣ − iR

(2)
mΣ

)

= −2iR
(1)
mΣR

(2)′
mΣ + 2iR

(2)
mΣR

(1)′
mΣ

= −2i∆W

[
R

(1)
mΣ , R

(2)
mΣ

]

(3.33)
D'après les 
al
uls développés en annexe C (
f Eq. (B.108)), on a :
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∆W

[
R(1)

mΣ
, R(2)

mΣ

]
=

2eΣ

π
(3.34)

En 
ombinant Eq. (3.33) et la propriété 3.2, on obtient don
 que :
∆W

[
R(3)

mΣ
, R(4)

mΣ

]
=

−4i eΣ

π
(3.35)On en déduit que pour m = 0,

det(M1) = R
(3)
0Γ

R
(4)′
0Σ

−
R

(3)
0Γ

R
(3)
0Σ

[
4i

πkaΣ
+ R

(3)
0Σ

R
(4)′
0Σ

]

=
R

(3)
0Γ

R
(3)
0Σ

(−4i eΣ

π

)Si l'on se pla
e, 
omme dans les tests numériques ultérieurs, dans le 
as où Σ estune dilatation de Γ, λ > 1 désignant le paramètre de dilatation (aΣ = λaΓ = λa et
e = eΣ = eΓ), on a don
 :Propriété 3.3 Pour m = 0, lorsque λ → 1 :

det(M1) →
−4i e

π

Cela signi�e don
 qu'à haute fréquen
e, lorsque λ tend vers 1, le déterminanttend vers 0 et le système n'est plus inversible. On retrouve don
 que le 
adre OSRCn'est pas adapté au régime haute fréquen
e.Pour les autres modes, nous n'avons pas réussi à établir l'analogue de la propriété3.3. Toutefois, nous avons e�e
tué une étude numérique de | det(M1)| qui est reportéesur les �gures (4.1) et (4.2). Sur la �gure (4.1), on a représenté les valeurs de | det(M1)|en fon
tion de λ, pour di�érentes valeurs de m. On a pris e = 0.9 et ka = 10. Onobserve que | det(M1)| est une fon
tion de λ qui semble être, pour λ > 1 toujourssupérieure à | det(M1)(λ)|, et 
e, pour tous les modes représentés. La �gure (4.2)représente l'allure zoomée de | det(M1)| au voisinage de λ = 1. On voit que pourtous les modes le déterminant 
onverge vers une 
onstante qui est de l'ordre de 4 e

π

equi illustre la propriété 3.3 et semble indiquer que 
e résultat est valable quelle quesoit la valeur de m.
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|det(M1)| pour e = 0.9, ka = 10
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Fig. 4.1: |det(M1)| en fon
tion du paramètre de dilatation λ.
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Fig. 4.2: Zoom de |det(M1)| au voisinage de λ = 1.3.2.2 Cas de l'opérateur DtN d'ordre 2 (mode pair)De la même manière que 
i-dessus, nous allons identi�er les 
oe�
ients dapp
m et

τapp
m 
orrespondants. Nous avons vu numériquement que les trois 
onditions d'ordre2 semblent équivalentes. Nous avons don
 
hoisi de ne 
onsidérer i
i que la 
ondition

DtN2e. On rappelle que, d'après le 
hapitre 2 de 
ette thèse, l'opérateur TDtN2es'é
rit pour une ex
entri
ité donnée eΣ :
TDtN2eu =

√
1 − e2

Σ

eΣ(a0 − a1)

[
(a0α1 − a1α0)u + (α1 − α0)

(
d2u

dθ2
− e2

Σ (kaΣ)2

2
cos2θu

)](3.36)où les 
oe�
ients αm sont donnés par (3.20).Les 
oe�
ients a0 et a1 représentent respe
tivement les 
ara
téristiques des fon
-
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ommen
er par présenter les 
as parti
uliers m = 0 et m = 1 pourlesquels la 
ondition DtN2 est exa
te puis le résultat pour un mode m quel
onque.
• Cas parti
uliers lorsque m = 0 ou m = 1.Lorsque la frontière arti�
ielle est 
onstruite à l'aide de l'opérateur TDtN2e, onsait par 
onstru
tion que ∂u

(3)
0

∂ξ
= TDtN2eu

(3)
0 et ∂u

(3)
1

∂ξ
= TDtN2eu

(3)
1 .� Cas m = 0 :Comme dans le 
as de l'opérateur TDtN1, on peut simpli�er le système (3.17)pour m = 0 qui devient :





dapp
0 Re

(3)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

0 Re
(4)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

0 Re
(1)
0

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

τapp
0

(
∂u

(4)
0

∂ξ
− TDtN2eu

(4)
0

)
= 0 sur Σ(3.37)Comme (∂u

(4)
0

∂ξ
− TDtN2eu

(4)
0

)
6= 0, on 
on
lut que : τapp

0 = 0De la même façon que pour TDtN1, l'équation posée sur Γ de (3.37) nous donnealors : dapp
0 = dexact

0 .On obtient 
omme 
ouple solution du système (3.37) :
(dapp

0 , τapp
0 ) =

(
dexact

0 , 0
) (3.38)� Cas m = 1 :De même que pré
édemment, le fait que ∂u

(3)
1

∂ξ
= TDtN2eu

(3)
1 nous permet desimpli�er le système (3.17) dans le 
as où m = 1 :





dapp
1 Re

(3)
1

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

1 Re
(4)
1

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

1 Re
(1)
1

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

τapp
1

(
∂u

(4)
1

∂ξ
− TDtN2eu

(4)
1

)
= 0 sur Σ(3.39)Or (∂u

(4)
1

∂ξ
− TDtN2eu

(4)
1

)
6= 0. On en 
on
lut don
, d'après l'équation poséesur Σ de (3.39), que :

τapp
1 = 0 (3.40)
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m 177L'équation sur Γ nous donne alors : dapp
1 = dexact

1 .On obtient ainsi 
omme 
ouple solution du système (3.39) :
(dapp

1 , τapp
1 ) =

(
dexact

1 , 0
) (3.41)Comme l'on s'y attendait la 
ondition DtN2e est bien transparente pour lesmodes m = 0 et m = 1.

• Cas des modes um pour m 6= 0 et m 6= 1.Si on applique sur la frontière arti�
ielle Σ une 
ondition de type DtN2e, lesystème (3.17) s'é
rit :




dapp
m R

(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

m R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
m

∂u
(3)
m

∂ξ
+ τapp

m

∂u
(4)
m

∂ξ
= TDtN2e

(
dapp

m u(3)
m + τapp

m u(4)
m

) sur Σ(3.42)Pour un entier m �xé, l'expression de TDtN2eum peut être simpli�ée grâ
e à unepropriété des fon
tions de Mathieu périodiques Sem et Som (
f Chap. 1). En e�et,on rappelle (
f Eqs. (3.15) et (3.23) au Chap. 2) que :
∂2um

∂θ2
=

(
−cm +

(eka)2

2
cos 2θ

)
umoù cm est dé�ni par

cm =

{
am si m ≥ 0
b|m| si m < 0

(3.43)et don
 :
TDtN2eum =

√
1 − e2

Σ

eΣ(a0 − a1)


(a0α1 − a1α0)um + (α1 − α0)

(
d2um

dθ2
− (eΣkaΣ)2

2
cos 2θum

)

︸ ︷︷ ︸
−cm

um


(3.44)On rappelle que les fon
tions am et bm sont respe
tivement les fon
tions 
ara
-téristiques paires et impaires asso
iées aux fon
tions de Mathieu périodiques Sem et

Som (
f Chap. 1).On rappelle aussi que pour j = 3 ou j = 4, et pour une ex
entri
ité donnée eΣ,on a :
∂u

(j)
m

∂ξ
=

√
1 − e2

Σ

eΣ

Sm(eka, cos θ)√
Nm

R(j)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) (3.45)
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e aux équations (3.44) et (3.45) et à l'expression de uapp
m donnée par (2.10),on peut simpli�er le système (3.42) :





dapp
m R

(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

m R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

√
1 − e2

Σ

eΣ

Sm(eΣkaΣ, cos θ)√
Nm

[
dapp

m Ψ(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ τapp

m Ψ(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)]
= 0 sur Σ(3.46)où Ψ

(j)
m est dé�ni pour j = 3 ou j = 4 par :

Ψ
(j)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

(
R

(j)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

+
α0|Σ (a1 − cm) − α1|Σ (a0 − cm)

a0 − a1
R(j)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

))(3.47)Or, (√1 − e2
Σ

eΣ

Sm(eΣkaΣ, cos θ)√
Nm

)
6= 0, don
 le système (3.46), devient :





dapp
m R

(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

m R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
m Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ τapp

m Ψ
(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= 0 sur Σ(3.48)A�n de résoudre (3.48), on é
rit 
e système sous forme de système matri
iel :

Me2




dapp
m

τapp
m


 =




−dinc
m R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

0


 (3.49)où la matri
e Me2 est dé�nie par :

Me2 =




R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
R

(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

Ψ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
Ψ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)


 (3.50)Le système est alors inversible sous la 
ondition :

det(Me2) = R(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ(4)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
−R(4)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
6= 0
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al
uls qui suivent, on fait l'hypothèse que l'on peut 
hoisir Σ de tellesorte que det(Me2) 6= 0 et dans 
e 
as le système matri
iel (3.30) est inversible et apour solution :



dapp
m

τapp
m


 =

1

det(Me2)




Ψ
(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
−R

(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

−Ψ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)






−dinc
m R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

0


(3.51)On a don
 :





dapp
m =

−1

det(Me2)
dinc

m Ψ(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

τapp
m =

1

det(Me2)
dinc

m Ψ(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)soit en
ore




dapp
m =

−dinc
m Ψ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− R

(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

τapp
m =

dinc
m Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− R

(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)et on en déduit,Proposition 3.4 Supposons qu'il existe Σ telle que det(Me2) 6= 0. Alors, pour l'opé-rateur DtN2e, le 
hamp di�ra
té appro
hé est représenté, ∀m ∈ N, par les 
oe�-
ients :




dapp
m =

dinc
m R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Ψ
(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

τapp
m =

dinc
m R

(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(4)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Ψ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(4)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

(3.52)
où, pour un mode m donné, dinc

m est dé�ni par (2.9).Comme pour la 
ondition DtN1, nous pouvons i
i aussi établir quelques propriétésdu déterminant det(Me2) dans 
ertains 
as parti
uliers.
• Lorsque m = 0, on peut é
rire det(Me2) sous la forme :

det(Me2) = R
(3)
0Γ

[
R

(4)′
0Σ

− α0Σ
R

(4)
0Σ

]
− R

(4)
0Γ

[
R

(3)′
0Σ

− α0Σ
R

(3)
0Σ

]
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oe�
ient α00Σ
(
f Eq. (3.20)), on a alors :

det(Me2) = R
(3)
0Γ

R
(4)′
0Σ

− R
(3)′
0Σ

R
(4)
0Γ

+
R

(3)′
0Σ

R
(3)
0Σ

(
R

(4)
0Γ

R
(3)
0Σ

− R
(4)
0Σ

R
(3)
0Γ

)d'où
det(Me2)R

(3)
0Γ

R
(4)′
0Σ

− R
(3)′
0Σ

R
(4)
0Σ

R
(3)
0Γ

R
(3)
0ΣOn observe que, pour m = 0, det(M1) = det(Me2) (
f Eq. (3.32)) et on en déduitque pour m = 0,

det(Me2) =
R

(3)
0Γ

R
(3)
0Σ

−4i eΣ

πSi l'on se pla
e, dans le 
as où Σ est une dilatation de Γ, λ > 1 désignant leparamètre de dilatation, on a don
 :Propriété 3.5 Pour m = 0, lorsque λ → 1 :
det(Me2) →

−4i e

π

• Lorsque m = 1, on peut é
rire det(Me2) sous la forme :
det(Me2) = R

(3)
1Γ

[
R

(4)′
1Σ

− α1Σ
R

(4)
1Σ

]
− R

(4)
1Γ

[
R

(3)′
1Σ

− α1Σ
R

(3)
1Σ

]en utilisant la dé�nition de α1 sur Σ (
f Eq. (3.20)), on obtient :
det(Me2) = R

(3)
1Γ

R
(4)′
1Σ

− R
(3)′
1Σ

R
(4)
1Γ

+
R

(3)′
1Σ

R
(3)
1Σ

(
R

(4)
1Γ

R
(3)
1Σ

− R
(4)
1Σ

R
(3)
1Γ

)soit
det(Me2) = R

(3)
1Γ

R
(4)′
1Σ

− R
(3)′
1Σ

R
(4)
1Σ

[
R

(3)
1Γ

R
(3)
1Σ

]d'où
det(Me2) = R

(3)
1Γ

R
(4)′
1Σ

+
(
∆W

[
R

(3)
1Σ

, R
(4)
1Σ

]
− R

(3)
1Σ

R
(4)′
1Σ

)[R
(3)
1Γ

R
(3)
1Σ

]On obtient alors :
det(Me2) = ∆W

[
R

(3)
1Σ

, R
(4)
1Σ

] R
(3)
1Γ

R
(3)
1ΣOr, d'après Eq. (3.35), ∆W

[
R

(3)
1Σ

, R
(4)
1Σ

]
=

−4i

πkaΣ
, on en déduit que pour m = 1 :

det(Me2) =
R

(3)
1Γ

R
(3)
1Σ

−4i eΣ

πSi l'on se pla
e, dans le 
as où Σ est une dilatation de Γ, λ > 1 désignant leparamètre de dilatation, on a don
 :
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det(Me2) →

−4i e

πComme ave
 la 
ondition DtN1, 
ela signi�e don
 qu'à haute fréquen
e, lorsque
λ tend vers 1, le déterminant tend vers 0 et le système n'est plus inversible. Onretrouve don
 que le 
adre OSRC n'est pas adapté au régime haute fréquen
e.Pour les autres modes, nous n'avons pas réussi à établir l'analogue des propriétés3.5 et 3.6. Toutefois, nous avons e�e
tué une étude numérique de | det(Me2)| qui estreportée sur les �gures (4.3) et (4.4). Sur la �gure (4.3), on a représenté les valeursde | det(Me2)| en fon
tion de λ, pour di�érentes valeurs de m. On a pris e = 0.9et ka = 10. On observe que | det(Me2)| est une fon
tion 
roissante de λ, pour tousles modes représentés. La �gure (4.4) représente l'allure zoomée de | det(Me2)| auvoisinage de λ = 1. On voit que pour tous les modes le déterminant 
onverge vers une
onstante qui est de l'ordre de 4 e

π

e qui illustre les propriétés 3.5 et 3.6 et sembleindiquer que 
e résultat est valable quelle que soit la valeur de m.

|det(Me2)| pour e = 0.9, ka = 10
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Fig. 4.3: |det(Me2)| en fon
tion du paramètre de dilatation λ.
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Fig. 4.4: Zoom de |det(Me2)| au voisinage de λ = 1.4 Résultats numériquesNous espérons évaluer numériquement la pré
ision des 
onditions Diri
hlet-to-Neumann en fon
tion de l'éloignement de la frontière arti�
ielle Σ par rapport àla surfa
e de l'obsta
le de di�ra
tion Γ, en régime haute fréquen
e. L'identi�
ationdes 
oe�
ients dapp
m et τapp

m faite dans les paragraphes pré
édents va permettre 
etteanalyse numérique de performan
e. Nous avons d'une part 
omparé les 
oe�
ients
orrespondants aux modes sortants : dapp
m et dexact

m et d'autre part quanti�é les 
oe�-
ients de ré�exion τapp
m , en fon
tion de la valeur de λ qui sont, on le rappelle, généréspar la frontière arti�
ielle. A�n de simpli�er l'analyse, nous avons 
hoisi la frontièrearti�
ielle Σ 
onforme à la surfa
e de l'obsta
le Γ. L'ellipse Σ est une dilatation del'ellipse Γ, leurs deux demi-axes prin
ipaux et se
ondaires respe
tifs sont ainsi liéspar les relations :
aΣ = λ aΓ et bΣ = λ bΓ, ave
 λ ≥ 1 (4.53)Les relations pré
édentes impliquent alors que les deux ellipses Γ et Σ ont la mêmeex
entri
ité. En e�et :

eΣ =

√
1 − b2

Σ

a2
Σ

=

√
1 − (λ × bΓ)2

(λ × aΓ)2
= eΓIl est à noter que le 
as λ = 1 
orrespond à la formulation OSRC.Les résultats suivants ont été obtenus pour deux valeurs de ka : ka = 10 et

ka = 20. Les tests ont été faits ave
 l'opérateur DtN2 pour trois angles d'in
iden
edi�érents ϕ0 : 0, π

4
et π

2
. Nous avons pris en 
ompte di�érentes distan
es entre lasurfa
e de l'obsta
le Γ et la frontière arti�
ielle Σ. Les tests suivants ont été réaliséspour des valeurs de λ 
omprises entre 1 (
as OSRC) et 2.5. Pour nous faire une idée dela performan
e de la 
ondition DtN2, nous avons 
al
ulé deux quantités di�érentes :
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• Pour 
ommen
er, nous avons voulu estimer les ré�exions non physiques généréespar la frontière arti�
ielle en 
al
ulant :

(
+∞∑

m=0

|τapp,2D
m |2

)1/2

• Puis nous avons voulu estimer la di�éren
e entre les 
oe�
ients 
orrespondantaux modes sortants dapp
m et dex

m . Pour 
e faire, nous avons 
al
ulé la quantité :
f(x) =

(
+∞∑

m=0

|dapp
m − dex

m |2
)1/2

(
+∞∑

m=0

|dex
m |2
)1/2Les résultats numériques 
on�rment que la formulation OSRC n'est pas adaptéeen régime haute fréquen
e. On peut en e�et observer que pour λ = 1 (qui 
or-respond au 
as OSRC) la ré�exion est maximale (Figs (4.5), (4.7)). On peut aussinoter que la valeur de l'angle d'in
iden
e ϕ0 ne semble pas avoir d'in�uen
e sur laqualité des résultats obtenus. On s'attend à 
e que plus on éloigne la frontière arti-�
ielle de l'obsta
le (i.e plus λ est grand) plus les ré�exions générées par la frontièrearti�
ielle Σ sont minimes. Or dans les résultats obtenus pour la 
ondition DtN2nous observons des pi
s pour 
ertaines valeurs de λ. On observe également des pi
slors de l'estimation d'erreur entre les deux 
oe�
ients dapp

m et dex
m . Ces pi
s n'ont enfait pas lieu d'être, ils résultent des instabilités des fon
tions de Mathieu qui sontparti
ulièrement di�
iles à enrayer. C'est pourquoi nous n'avons pas mené de testsnumériques supplémentaires dans le 
as du problème de s
attering 2D, les résultatsobservés n'étant pas réellement exploitables.
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Fig. 4.5: (+∞∑

m=0

|τapp,2D
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)1/2 pour la 
ondition appro
hée DtN2 (�).
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eNumériquement, nous avons observé que la 
ondition DtN2 est la plus perfor-mante et qu'elle ne né
essite pas de beau
oup éloigner la frontière Σ de 
elle del'obsta
le. Dans 
ette partie du 
hapitre 4, notre obje
tif est d'analyser le 
ompor-tement du 
oe�
ient de ré�exion τapp
m en fon
tion de λ. Une étude dire
te aurait
onsisté à dériver |τapp

m | par rapport à λ mais l'expression analytique de |τapp
m | estsu�samment 
ompliquée pour que nous ne puissions envisager 
ette appro
he. C'estpourquoi nous avons 
onsidéré le 
as haute-fréquen
e en 
hoisissant pour paramètre

kaΓ de façon à travailler sur un équivalent de |τapp
m | dont l'expression est plus exploi-table. On notera |̃τapp

m | 
et équivalent.Dans le lemme suivant, nous donnons un résultat intermédiaire 
on
ernant le
oe�
ient dinc
m :Lemme 5.1 Lorsque kaΓ → +∞, dinc

m est équivalent à d̃inc
m et d̃inc

m est borné indé-pendamment du mode m. Plus pré
isément,
|d̃inc

m | < 2 κ (πeΓkaΓ)1/4 (5.54)ave
 κ ≈ 1.086435Démonstration :On rappelle que dinc
m est donné par (2.9) :

dinc
m =





√
8π im Sem (kf, cos θ0)√

Nem

=
√

8 im cem

(
θ0,

e2
Γ(kaΓ)2

4

) si m ≥ 0

−
√

8π im So|m| (kf, cos θ0)√
No|m|

=
√

8 im sem

(
θ0,

e2
Γ(kaΓ)2

4

) si m < 0(5.55)Les fon
tions cem et sem sont les fon
tions de Mathieu périodiques selon les notationsadoptées par Abramovitz [1℄.Or (
f [51℄ 1, 2.333), lorsque q → +∞ et 0 ≤ θ ≤ π :
cem (θ, q) ∼ sem+1 (θ, q) ∼

(
1

2
π
√

q

)1/4

(m!)−1/2 Dm

(
2q1/4 cos θ

) (5.56)où les fon
tions Dm

(
2q1/4 cos θ

) sont les fon
tions paraboliques 
ylindriques (
f Chap19 dans [1℄).Don
, lorsque q → +∞, on peut dé�nir d̃inc
m , un équivalent de dinc

m :
d̃inc

m =





√
8 im

(
1

2
π
√

q

)1/4

(m!)−1/2 Dm

(
2q1/4 cos θ

) si m ≥ 0

√
8 im

(
1

2
π
√

q

)1/4

((m − 1)!)−1/2 Dm−1

(
2q1/4 cos θ

) si m < 0
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e 189D'après (19.3.1) et (19.13.1) de [1℄, on a :
Dm

(
2q1/4 cos θ

)
= 2−m/2e−

√
q cos2 θHm

(√
2q1/4 cos θ

) (5.57)où les fon
tions Hm

(√
2q1/4 cos θ

) sont les polyn�mes d'Hermite (
f [1℄).De plus, selon (22.14.17) de [1℄ :
∣∣∣Hm

(√
2q1/4 cos θ

)∣∣∣ < e
√

q cos2 θ κ 2m/2
√

m! ave
 κ ≈ 1.086435 (5.58)En utilisant (5.56), (5.57) et (5.58), on obtient don
 que lorsque kaΓ → +∞
∣∣∣∣cem

(
θ,

e2
Γ(kaΓ)2

4

)∣∣∣∣ < κ

(
π

eΓkaΓ

4

)1/4et, ∣∣∣∣sem

(
θ,

e2
Γ(kaΓ)2

4

)∣∣∣∣ < κ

(
π

eΓkaΓ

4

)1/4Pour �nir, d'après (5.55), on a :
|d̃inc

m | < 2 κ (πeΓkaΓ)1/4

�5.1 Ave
 la 
ondition DtN1Nous rappelons que si l'on pose la 
ondition DtN1 (3.19) sur la frontière arti�
ielle
Σ, la 
oe�
ient de ré�exion τapp

m s'é
rit :
τapp
m =

1

det(M1)
dinc

m Υ(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)ave
 (
f eq. (3.29)) :
Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)′

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) (5.59)Dans la suite, on pose :Conje
ture 5.2 (i) det(M1) =
−4i eΓ

π
, pour λ = 1 et ∀m ∈ Z.(ii) | det(M1)| ≥

4 eΓ

π
, pour tout λ > 1 et ∀m ∈ Z.Le point (i) est une généralisation de la proposition 3.3 (qui 
orrespond à m = 0)et qui semble véri�ée au moins numériquement (
f Fig. (4.2)). Le point (ii) s'appuiesur l'étude numérique de | det(M1)| (
f Fig. (4.1)) pour un é
hantillon de valeurs de

m.



190 Chapitre 4 Formulation en volume : le problème 2D.Lemme 5.3 On suppose que m√
kaΣ

<< 1. Alors lorsque kaΓ → +∞ (i.e lorsque
kaΣ → +∞),
|Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
(18 − 72m − 80m2 − 80m3 + 32m4)2

164(kaΣ)2
+

m2

4(5.60)Démonstration : On rappelle que :
Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)′

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Υ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) peut don
 s'é
rire sous la forme :
Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
[

R
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

R
(3)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
]Or, (
f Eqs. (3.20) de 
e 
hapitre et (2.9) du 
hapitre 2),

R
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

R
(3)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) =





αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) si m ≥ 0

β|m|
(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) si m < 0
(5.61)Nous allons à présent di�éren
ier les 
as m ≥ 0 et m < 0.

∗ Si m ≥ 0 :
Υ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) peut s'é
rire :
Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [
αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)] (5.62)Nous voulons un équivalent de αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) lorsque kaΣ → +∞ et m√
kaΣ

<< 1.On rappelle que, lorsque m ≥ 0 (
f Eq. (4.43)) :
αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

i eΣkaΣ

Zex2
m|Σ

(5.63)On va 
her
her un équivalent à l'ordre 3 de 1

Zex2
m|Σ

, sous l'hypothèse m√
kaΣ

<< 1.D'après Eq. (4.52) du 
hapitre 2, on a, lorsque kaΣ → +∞ :
Zex2

m|Σ ∼ i

n

kaΣ
− H

(1)
m+1(kaΣ)

H
(1)
m (kaΣ)
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e 191Or d'après Eq. (4.53) du 
hapitre 2, lorsque kaΣ → +∞ et m√
kaΣ

<< 1 :
H(1)

m (kaΣ) ∼
√

2

πkaΣ

[
1 − (4m2 − 1)(4m2 − 9)

2(8kaΣ)2
+ i

4m2 − 1

8kaΣ

]
e
i

0

@

4kaΣ − (2m + 1)π

4

1

ADon
, lorsque kaΣ → +∞,
Zex2

m|Σ ∼ i

m

kaΣ
− (−i)

1 − (4(m + 1)2 − 1)(4(m + 1)2 − 9)

2(8kaΣ)2
+ i

4(m + 1)2 − 1

8kaΣ

1 − (4m2 − 1)(4m2 − 9)

2(8kaΣ)2
+ i

4m2 − 1

8kaΣOn poursuit les 
al
uls en é
rivant un développement de Taylor à l'ordre 3, lorsque
kaΣ → +∞ et m√

kaΣ

<< 1, de l'inverse de l'équivalent de Zex2
m|Σ et on en déduit :

1

Zex2
m|Σ

∼ 1 +
i

2kaΣ

+

(
1

8
− m2

2

)
1

(kaΣ)2

− i

(16)2
(13 + 18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)3

(5.64)En 
ombinant les équations (5.63) et (5.64), on obtient, lorsque kaΣ → +∞ :
αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ i eΣkaΣ

[
1 +

i

2kaΣ
+

(
1

8
− m2

2

)
1

(kaΣ)2

− i

(16)2
(13 + 18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)3

](5.65)On voit immédiatement que, lorsque kaΣ → +∞ :
α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ i eΣkaΣ

[
1 +

i

2kaΣ
+

1

8

1

(kaΣ)2
− i

13

(16)2

1

(kaΣ)3

]On peut don
 é
rire que :
αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ i eΣkaΣ

[
−m2

2

1

(kaΣ)2

− i

(16)2
(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)3

](5.66)
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e résultat, on peut é
rire Eq. (5.62), lorsque kaΣ → +∞, sous la forme :
Υ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [
α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

+i eΣkaΣ

[
−m2

2

1

(kaΣ)2
− i

(16)2
(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)3

]

−α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)]d'où, lorsque kaΣ → +∞

Υ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [
−i eΣ

m2

2

1

(kaΣ)

+
eΣ

(16)2
(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)2

]De plus, lorsque kaΣ → +∞, d'après [51℄
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ H(1)

m (kaΣ)où H
(1)
m désigne la fon
tion de Hankel de première espè
e (
f 
hap. 9 dans [1℄).Or, d'après [1℄ (
f Eq. (9.2.3) p.364), lorsque kaΣ → +∞, on a :

H(1)
m (kaΣ) ∼

√
2

πkaΣ
ei(kaΣ− (n+1/2)π

2 )et il vient don
 immédiatement que lorsque kaΣ → +∞,
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼
√

2

πkaΣ
ei(kaΣ− (n+1/2)π

2 ) (5.67)On obtient ainsi que, lorsque kaΣ → +∞,
|Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

πkaΣ

∣∣∣∣
eΣ

(16)2
(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)2

−i eΣ
m2

2

1

(kaΣ)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
√

2

πkaΣ
ei(kaΣ− (n+1/2)π

2 )
∣∣∣∣soit,

|Υ(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
(18 − 72m − 80m2 − 80m3 + 32m4)2

164(kaΣ)2
+

m2

4

∗ Si m < 0 :
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Υ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) peut s'é
rire :
Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [
β|m|

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)] (5.68)Nous avons besoin d'un équivalent de β|m|
(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) lorsque kaΣ → +∞. Onrappelle que, lorsque m < 0 (
f Eq. (4.43)) :
β|m|

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

i eΣkaΣ

Zex2
m|Σ

(5.69)et 
omme, lorsque kaΣ → +∞, Zex2
m|Σ ∼ Zex2

−m|Σ (i.e les impédan
es paire et impairesont équivalentes pour une même valeur de m, 
f Prop. 4.1 Chap. 2), on a :
β|m|

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ α|m|

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)et on se ramène alors au 
as m ≥ 0.
�Le lemme 5.3 permet de dé�nir un équivalent de |τapp

m | noté |̃τapp
m | :

|̃τapp
m | =

∣∣∣∣∣
d̃inc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

det(M1)

∣∣∣∣∣

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
(18 − 72m − 80m2 − 80m3 + 32m4)2

164(kaΣ)2
+

m2

4(5.70)et 
'est 
et équivalent que nous allons estimer.La 
onje
ture 5.2 nous dit d'abord que :Lemme 5.4 Lorsque kaΓ → +∞ (et don
 lorsque kaΣ → +∞) :
|̃τapp

m | ≤ |d̃inc
m | |R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| π

4 eΓ

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
(18 − 72m − 80m2 − 80m3 + 32m4)2

164(kaΣ)2
+

m2

4Le lemme suivant fournit une majoration de |R(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| lorsque kaΓ →

+∞.Lemme 5.5 Lorsque kaΓ → +∞,
|R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| <

√
2

πkaΓ

(5.71)Démonstration : D'après [51℄, lorsque kaΓ → +∞,
R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
∼ Jm(kaΓ)Or, d'après [1℄ (
f Eq. (9.2.1)), lorsque kaΓ → +∞ :

Jm(kaΓ) ∼
√

2

πkaΓ

cos

(
kaΓ − (m + 1/2)π

2

)Il vient don
 immédiatement que lorsque kaΓ → +∞,
|R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| <

√
2

πkaΓ
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�Les lemmes (5.1), (5.4) et (5.5) 
onduisent à la proposition suivante :Proposition 5.6 Lorsque kaΓ → +∞ (et don
 lorsque kaΣ → +∞) et m

kaΣ
<< 1 :

|̃τapp
m | < κ m π1/4 eΣ

e
3/4
Γ

(
aΓ

aΣ

)1/2
√

(18 − 72m − 80m2 − 80m3 + 32m4)2

164(kaΣ)2
+

m2

4

1

(kaΓ)7/4ave
 κ ≈ 1.086435Démonstration : Si on 
ombine les lemmes 5.1, 5.5 et 5.4 , on obtient quelorsque kaΓ → +∞ (et don
 lorsque kaΣ → +∞) et m

kaΣ

<< 1,
|̃τapp

m | < 2 κ (πeΓkaΓ)1/4

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
2

πkaΓ

π

4 eΓ

×
√

(18 − 72m − 80m2 − 80m3 + 32m4)2

164(kaΣ)2
+

m2

4ave
 κ ≈ 1.086435.D'où le résultat annon
é après simpli�
ation de 
ette expression
�Le résultat donné par la proposition 5.6 montre, qu'à haute fréquen
e et lorsque

m

kaΣ
<< 1, le 
oe�
ient de ré�exion τapp

m est majoré par une expression qui tendvers 0, lorsque l'on pose la 
ondition DtN2 (3.36) sur Σ. Cela veut dire que l'e�etde pollution généré diminue ave
 la fréquen
e. A�n d'aller plus loin dans l'analyse,
onsidérons le 
as où Σ est une dilatation de Γ. On obtient alors :Corollaire 5.7 Si l'on adopte la même 
on�guration géométrique que lors des testsnumériques, à savoir aΣ = λaΓ (ave
 λ > 1) et eΣ = eΓ, la proposition 5.6 devient,lorsque kaΓ → +∞ :
|̃τapp

m | < κ m π1/4 e
1/4
Γ

(
1

λ

)1/2
√

(18 − 72m − 80m2 − 80m3 + 32m4)2

164(λkaΓ)2
+

m2

4

1

(kaΓ)7/4ave
 κ ≈ 1.086435Le 
orollaire 5.7 est valable lorsque m <<
√

λkaΓ. On en déduit don
 que pourtous les modes m <<
√

λkaΓ,
|̃τapp

m | <
C e

1/4
Γ√

λ (kaΓ)3/4
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onstante positive.On observe don
 que pour tous les modes tels que m <<
√

λkaΓ, le 
oe�
ient
|τapp

m | tend vers 0 quand kaΓ → +∞. De plus, on observe que le 
oe�
ient tend vers
0 lorsque √

λ devient grand.Le résultat que nous avons obtenu ne nous permet pas de 
on
lure pour tous lesmodes m. Nous reviendrons sur 
e point à la suite de la pro
haine se
tion où nous
onsidérons la 
ondition DtN2.5.2 Ave
 la 
ondition DtN2Nous rappelons que si l'on pose la 
ondition DtN2e (3.36) sur la frontière arti�-
ielle Σ, la 
oe�
ient de ré�exion τapp
m s'é
rit :

τapp
m =

1

det(Me2)
dinc

m Ψ(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)ave
 (
f eq. (3.47)) :
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

(
R

(3)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

+
α0|Σ (a1 − cm) − α1|Σ (a0 − cm)

a0 − a1
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

))où cm est dé�ni par Eq. (3.43).Dans la suite, on pose :Conje
ture 5.8 (i) det(Me2) =
−4i eΓ

π
, pour λ = 1 et ∀m ∈ Z.(ii) | det(Me2)| ≥

4 eΓ

π
, pour tout λ > 1 et ∀m ∈ Z.Le point (i) est une généralisation de la proposition 3.5 (qui 
orrespond à m = 0)et qui semble véri�ée au moins numériquement (
f Fig. (4.4)). Le point (ii) s'appuiesur l'étude numérique de | det(Me2)| (
f Fig. (4.3)) pour un é
hantillon de valeursde m.Lemme 5.9 On suppose que |m|√

kaΣ

<< 1. Alors, lorsque kaΓ → +∞ (i.e lorsque
kaΣ → +∞),

∗ Si m ≥ 0 :
|Ψ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
C1,m
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C1,m =

[
(−18 + 72m + 80m2 + 80m3 − 32m4)

162
+

182

256

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−m

2
+

1

2

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2

∗ Si m < 0 :
|Ψ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

π

eΣ

(kaΣ)3/2

√
C2,m (5.72)ave


C2,m =

[
(−18|m| + 72|m|2 + 80|m|3 + 80|m|4 − 32|m|5)

162

+
182

256

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−|m|2
2

+
1

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2Démonstration : On rappelle que :
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R

(3)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

+
α0|Σ (a1 − cm) − α1|Σ (a0 − cm)

a0 − a1
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)et on peut don
 l'é
rire sous la forme :
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

[
R

(3)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

R
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

+
α0|Σ (a1 − cm) − α1|Σ (a0 − cm)

a0 − a1

]
R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Or, (
f Eqs. (3.20) de 
e 
hapitre et (2.9) du 
hapitre 2),
R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

R
(3)′
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) =





αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) si m ≥ 0

β|m|
(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) si m < 0Don
, si m ≥ 0, Ψ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) va s'é
rire :
Ψ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

[
αm|Σ +

α0|Σ (a1 − am) − α1|Σ (a0 − am)

a0 − a1

]
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
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(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) s'é
rit :
Ψ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

[
β|m||Σ +

α0|Σ
(
a1 − b|m|

)
− α1|Σ

(
a0 − b|m|

)

a0 − a1

]
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Nous di�éren
ions les 
as m ≥ 0 et m < 0.
∗ Si m ≥ 0 :On rappelle que d'après Eq. (5.66), lorsque kaΣ → +∞

αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ i eΣkaΣ

[
−m2

2

1

(kaΣ)2

− i

(16)2
(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)3

]On voit immédiatement que, lorsque kaΣ → +∞ :
α1

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ i eΣkaΣ

[
−1

2

1

(kaΣ)2
+ i

182

(16)2

1

(kaΣ)3

]Ainsi, Ψ
(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) peut s'é
rire sous la forme :
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [
α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ i eΣkaΣ

[
−m2

2

1

(kaΣ)2

− i

(16)2
(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)3

]

+α0|Σ
a1 − am

a0 − a1
− α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) a0 − am

a0 − a1

−i eΣkaΣ

[
−1

2

1

(kaΣ)2
+ i

182

(16)2

1

(kaΣ)3

]
a0 − am

a0 − a1

]soit,
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼

[(
eΣ(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

162
+

182eΣ

(16)2

a0 − am

a0 − a1

)
1

(kaΣ)2

i

(
−eΣ m2

2
+

eΣ

2

a0 − am

a0 − a1

)
1

(kaΣ)2

]
R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Or, lorsque kaΣ → +∞, d'après la proposition 1.1 du 
hapitre 1
am|Σ ∼ −(eΣkaΣ)2

2
+ (2m + 1) eΣkaΣ − (2m + 1)2 + 1

8
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a0 − am

a0 − a1

∼ m

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)
e qui entraîne pour m ≥ 0 et kaΣ → +∞ :
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼

[(
eΣ(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

162

+
182eΣ

(16)2
m

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

))
1

(kaΣ)2

+i

(
−eΣ m2

2
+

eΣ

2
m

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

))
1

(kaΣ)2

]
R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)On rappelle à présent le résultat donné par Eq. (5.67)
|R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

πkaΣIl vient don
 que lorsque m ≥ 0, m√
kaΣ

<< 1 et kaΣ → +∞

|Ψ(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

πkaΣ

∣∣∣∣
[
eΣ(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

162

+
182 eΣ

(16)2
m

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]
1

(kaΣ)2

+i

[
−eΣ m2

2
+

eΣ

2
m

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]
1

(kaΣ)2

∣∣∣∣soit,
|Ψ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
C1,mave


C1,m =

[
(−18 + 72m + 80m2 + 80m3 − 32m4)

162
+

182

256

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−m

2
+

1

2

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2

∗ Si m < 0 :
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e 
as là :
Ψ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

[
β|m||Σ +

α0|Σ
(
a1 − b|m|

)
− α1|Σ

(
a0 − b|m|

)

a0 − a1

]
R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)On a vu lors de l'étude ave
 la 
ondition DtN1 que lorsque kaΣ → +∞,
β|m||Σ ∼ αm

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)soit,
β|m||Σ ∼ α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ i eΣkaΣ

[
−m2

2

1

(kaΣ)2

− i

(16)2
(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

1

(kaΣ)3

]On obtient don
 après simpli�
ation que lorsque kaΣ → +∞ et m√
kaΣ

<< 1 :
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼

[(
eΣ(18m − 72m2 − 80m3 − 80m4 + 32m5)

162
+

182eΣ

(16)2

a0 − b|m|
a0 − a1

)
1

(kaΣ)2

i

(
−eΣ m2

2
+

eΣ

2

a0 − b|m|
a0 − a1

)
1

(kaΣ)2

]
R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Or, lorsque kaΣ → +∞, d'après la proposition 1.1 du 
hapitre 1
β|m||Σ ∼ −(eΣkaΣ)2

2
+ (2|m| − 1) eΣkaΣ − (2|m| − 1)2 + 1

8On obtient alors que lorsque kaΣ → +∞,
a0 − b|m|
a0 − a1

∼ (1 + |m|) +
2 + 3|m| − |m|2

4eΣkaΣOn obtient ainsi que lorsque m < 0 et kaΣ → +∞ :
Ψ

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ R

(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [(eΣ(18|m| − 72|m|2 − 80|m|3 − 80|m|4 + 32|m|5)
162

+
182eΣ

(16)2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

))
1

(kaΣ)2

i

(
−eΣ |m|2

2
+

eΣ

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

))
1

(kaΣ)2

]
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f Eq. (5.67))
|R(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

πkaΣil vient don
 que lorsque m < 0 et kaΣ → +∞

|Ψ(3)
m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

πkaΣ

∣∣∣∣
(

eΣ(18|m| − 72|m|2 − 80|m|3 − 80|m|4 + 32|m|5)
162

+
182eΣ

(16)2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

))
1

(kaΣ)2

i

(
−eΣ |m|2

2
+

eΣ

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

))
1

(kaΣ)2

∣∣∣∣soit,
|Ψ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

√
2

π

eΣ

(kaΣ)3/2

√
C2,m (5.73)ave


C2,m =

[
(−18|m| + 72|m|2 + 80|m|3 + 80|m|4 − 32|m|5)

162

+
182

256

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−|m|2
2

+
1

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2

�Le lemme (5.9) permet de dé�nir |̃τapp
m | :

∗ Si m ≥ 0 :̃
|τapp

m | =
dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

det(Me2)

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
C1,m (5.74)ave


C1,m =

[
(−18 + 72m + 80m2 + 80m3 − 32m4)

162
+

182

256

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−m

2
+

1

2

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2

∗ Si m < 0 :̃
|τapp

m | =
dinc

m R
(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

det(Me2)

√
2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
C2,m (5.75)
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e 201ave

C2,m =

[
(−18|m| + 72|m|2 + 80|m|3 + 80|m|4 − 32|m|5)

162

+
182

256

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−|m|2
2

+
1

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2La 
onje
ture 5.8 nous dit d'abord que :Lemme 5.10 Lorsque kaΓ → +∞ (et don
 lorsque kaΣ → +∞) et m√
kaΣ

<< 1 :
∗ Si m ≥ 0 :̃

|τapp
m | ≤ π

4 eΓ
|d̃inc

m R(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
|
√

2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
C1,mave


C1,m =

[
(−18 + 72m + 80m2 + 80m3 − 32m4)

162
+

182

256

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−m

2
+

1

2

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2

∗ Si m < 0 :̃
|τapp

m | ≤ π

4 eΓ
|d̃inc

m R(1)
m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
|
√

2

π

m eΣ

(kaΣ)3/2

√
C2,mave


C2,m =

[
(−18|m| + 72|m|2 + 80|m|3 + 80|m|4 − 32|m|5)

162

+
182

256

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−|m|2
2

+
1

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2Nous avons déjà montré pré
édemment au lemme 5.5 que l'on pouvait majorer
|R(1)

m

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| lorsque kaΓ → +∞. Il nous reste don
 à estimer |Υ(3)

m

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
|lorsque kaΓ → +∞.



202 Chapitre 4 Formulation en volume : le problème 2D.Proposition 5.11 Lorsque kaΓ → +∞ (i.e lorsque kaΣ → +∞) et |m|√
kaΣ

<< 1,
∗ Si m ≥ 0 :̃

|τapp
m | < κm π1/4 eΣ

e
3/4
Γ

(
aΓ

aΣ

)3/2 √
C1,m

1

(kaΓ)7/4ave

C1,m =

[
(−18 + 72m + 80m2 + 80m3 − 32m4)

162
+

182

256

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−m

2
+

1

2

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2

∗ Si m < 0 :
|̃τapp

m | < κ π1/4 eΣ

e
3/4
Γ

(
aΓ

aΣ

)3/2 √
C2,m

1

(kaΓ)7/4
(5.76)ave


C2,m =

[
(−18|m| + 72|m|2 + 80|m|3 + 80|m|4 − 32|m|5)

162

+
182

256

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−|m|2
2

+
1

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2Démonstration : Si on 
ombine les lemmes 5.54, 5.10 et 5.5 , on obtient quelorsque kaΓ → +∞ (et don
 lorsque kaΣ → +∞),
∗ Si m ≥ 0 :̃

|τapp
m | < κ (πeΓkaΓ)1/4

√
2

π

meΣ

(kaΣ)3/2

√
2

πkaΓ

√
C1,m

π

4 eΓave

C1,m =

[
(−18 + 72m + 80m2 + 80m3 − 32m4)

162
+

182

256

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−m

2
+

1

2

(
1 +

1 − m

4eΣkaΣ

)]2et κ ≈ 1.086435.
∗ Si m < 0 :
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|̃τapp

m | < κ (πeΓkaΓ)1/4

√
2

π

eΣ

(kaΣ)3/2

√
2

πkaΓ

√
C2,m

π

4 eΓave

C2,m =

[
(−18|m| + 72|m|2 + 80|m|3 + 80|m|4 − 32|m|5)

162

+
182

256

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2
1

(kaΣ)2

+

[−|m|2
2

+
1

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΣkaΣ

)]2et κ ≈ 1.086435. D'où le résultat annon
é après simpli�
ation de 
ette expression.
�Le résultat donné par la proposition 5.11 montre, qu'à haute fréquen
e, le 
oef-�
ient de ré�exion τapp

m , ave
 |m|√
kaΣ

<< 1, est majoré en module par une expressionqui tend vers 0, lorsque l'on pose la 
ondition DtN2 (3.36) sur Σ. Cela veut dire quel'e�et de pollution généré par 
ette 
ondition dé
roît ave
 la fréquen
e 
omme dansle 
as de la 
ondition DtN1.Corollaire 5.12 Si l'on adopte la même 
on�guration géométrique que lors des testsnumériques, à savoir aΣ = λaΓ (ave
 λ > 1) et eΣ = eΓ, la proposition 5.11 devient,lorsque kaΓ → +∞ et |m|√
kaΣ

<< 1 :
∗ Si m ≥ 0 :

|̃τapp
m | < κm π1/4 e

1/4
Γ

(
1

λ

)3/2 √
C1,m

1

(kaΓ)7/4ave

C1,m =

[
(−18 + 72m + 80m2 + 80m3 − 32m4)

162
+

182

256

(
1 +

1 − m

4eΓλkaΓ

)]2
1

(λkaΓ)2

+

[−m

2
+

1

2

(
1 +

1 − m

eΓλkaΓ

)]2

∗ Si m < 0 :
|̃τapp

m | < κ π1/4 e
1/4
Γ

(
1

λ

)3/2 √
C2,m

1

(kaΓ)7/4
(5.77)
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C2,m =

[
(−18|m| + 72|m|2 + 80|m|3 + 80|m|4 − 32|m|5)

162

+
182

256

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΓλkaΓ

)]2
1

(λkaΓ)2

+

[−|m|2
2

+
1

2

(
(1 + |m|) +

2 + 3|m| − |m|2
4eΓλkaΓ

)]2ave
 κ ≈ 1.086435On peut don
 alors véri�er que sous l'hypothèse |m|√
λkaΓ

<< 1, il existe deux
onstantes positives C1 et C2 telles que :
√

C1,m ≤ C1λkaΓ,
√

C2,m ≤ C2λkaΓ
e qui entraîne qu'il existe C, 
onstante positive telle que pour tout m véri�ant
|m|√
λkaΓ

<< 1,
|̃τapp

m | ≤ C

(kaΓ)1/4On observe don
 que sous l'hypothèse |m|√
λkaΓ

<< 1, |τapp
m | tend vers 0 quand

kaΓ tend vers +∞. Par 
ontre, la dépendan
e en λ n'apparaît plus. Elle apparaît sion 
onsidère les modes tels que |m|√
kaΓ

<< 1. Dans 
e 
as, on a aussi |m|√
λkaΓ

<< 1don
 tous les 
al
uls qui pré
èdent sont valables ave
 pour 
on
lusion qu'à hautefréquen
e, pour tous les modes tels que |m|√
kaΓ

<< 1, on a :
|̃τapp

m | ≤ C

λ3/2 (kaΓ)1/4et on retrouve une estimation analogue à 
elle obtenue pour DtN1.En 
on
lusion, nous avons réussi à estimer le 
omportement du 
oe�
ient deré�exion à haute fréquen
e pour une plage de modes. En annexe D, nous avonsreporté un travail débou
hant sur une 
lassi�
ation des modes en fon
tion de lavaleur de m. Nous avons établi que si 2|m|
eΣkaΣ

<< 1, les modes sont propagatifs.Le 
omportement du 
oe�
ient de ré�exion est don
 établi pour une partie desmodes propagatifs. Nous avons 
her
hé à a�ner les majorations de façon à élargir lagamme de modes 
onsidérés. Nous avons reporté en annexe E 
ertains 
as pour lesquels nous avons pu 
on
lure. Toutefois, il reste en
ore du travail pour obtenir unrésultat général.
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e 205L'objet de 
e 
hapitre était d'étudier numériquement et de façon théorique les
onditions DtN lo
ales quand on résout le problème de s
attering par la méthodedes 
onditions aux limites absorbantes (CLA) standard. Nous souhaitions en parti-
ulier analyser l'in�uen
e de la position de la frontière arti�
ielle sur la qualité dela solution. L'étude que nous proposons est analytique et porte sur le 
al
ul des 
o-e�
ients du 
hamp appro
hé développé en série de Mathieu [52℄. Numériquement,nous avons été 
onfrontés à des di�
ultés 
ausées par les instabilités 
onnues [34℄des fon
tions de Mathieu et les résultats numériques sont en
ore trop pollués pourque nous puissions en faire une analyse pertinente. On verra au 
hapitre suivant quele 
as 3D se passe beau
oup mieux. Du point de vue théorique, nous avons obtenudes estimations du 
oe�
ient de ré�exion asso
ié à 
ertains modes. La proposition(5.11) dé
rit le 
as de la 
ondition DtN2 et montre qu'à haute fréquen
e le 
oe�-
ient de ré�exion tend vers 0 d'autant plus signi�
ativement que la fréquen
e estélevée et la frontière arti�
ielle est éloignée de l'obsta
le. Ce résultat ne 
on
erne pasl'ensemble des modes puisqu'il ne s'adresse qu'à une partie des modes propagatifs, ilserait don
 intéressant de l'étendre à tous les modes et nous renvoyons à l'annexe Epour quelques premiers résultats qui vont dans 
e sens.
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Dans 
e 
hapitre, nous nous proposons d'évaluer les performan
es des nouvelles
onditions DtN pour la résolution du problème de s
attering à haute fréquen
e dansune formulation 
lassique. Les 
onditions DtN vont don
 être utilisées 
omme des
onditions aux limites absorbantes. L'obje
tif de 
e 
hapitre est d'analyser l'impa
tdes nouvelles 
onditions en fon
tion de la distan
e à laquelle on pla
e la frontièrearti�
ielle. On retrouve don
 les mêmes préo

upations qu'au 
hapitre pré
édentmais on va voir que l'on peut développer une analyse plus poussée 
ar les frontièressphéroïdales sont beau
oup plus stables numériquement.
1 Introdu
tion au problèmeNous étudions le 
as d'un obsta
le de forme ellipsoïdale de surfa
e sphéroïdaleprolate Γ. Dans le système de 
oordonnées sphéroïdales prolates (ξ, ϕ, θ), la frontière
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Γ est repérée par ξ = ξ0 et on note eΓ l'ex
entri
ité 
orrepondante qui est dé�nie par
eΓ =

1

cosh ξ0
. Le problème de s
attering (ou problème exa
t) est posé en domainenon borné Ω+, 
omplémentaire dans R3 de l'obsta
le ellipsoïdal. On note uex,3D le
hamp di�ra
té exa
t solution de 
e problème extérieur :




∆uex,3D + k2uex,3D = 0 dans Ω+

uex,3D = −uinc,3D sur Γ

lim
|x|→+∞

|x|
[

x

|x| · ∇uex,3D − ikuex,3D

]
= 0

(1.1)
A�n de résoudre le problème de s
attering, par éléments �nis, on entoure l'obs-ta
le d'une frontière arti�
ielle Σ, de forme sphéroïdale prolate, qui délimite ainsi undomaine de 
al
ul borné Ω. La frontière Σ est alors repérée par ξ = ξ1, l'ex
entri
itéasso
iée est notée eΣ et est dé�nie par eΣ =

1

cosh ξ1
.

Le problème de s
attering appro
hé 
onsiste don
 à résoudre une équation d'Helm-holtz à l'intérieur du domaine de 
al
ul Ω. On note uapp,3D l'onde a
oustique dé�nie
omme le solution du problème mixte suivant :




∆uapp,3D + k2uapp,3D = 0 dans Ω

uapp,3D = −uinc,3D sur Γ

∂uapp,3D

∂n
= T̃ uapp,3D sur Σ

(1.2)où ∆ désigne le Lapla
ien, k le nombre d'onde et n le ve
teur normal unitaire sortantà Ω. Sur la surfa
e Γ de l'obsta
le de di�ra
tion, on impose une 
ondition de Diri
hlet,et sur la frontière arti�
ielle Σ, on applique une des 
onditions DtN introduites au
hapitre 3. L'opérateur T̃ est dé�ni par :
T̃ =

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 ϕ
T , où T représente soit l'opérateur DtN1 soit l'opérateur

DtN2 dont le pro
essus de 
onstru
tion a été donné pré
édemment au 
hapitre 3 de
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ette thèse. L'opérateur T̃ s'obtient en multipliant T par un 
oe�
ient qui provientde l'é
riture de la dérivée normale en fon
tion de la dérivée par rapport à ξ. Nousrenvoyons à l'annexe B pour des 
al
uls détaillés.En�n, uinc désigne l'onde in
idente que l'on 
hoisira sous forme d'une onde plane.L'obje
tif de 
e 
hapitre est similaire à 
elui du 
hapitre pré
édent. Nous avonsdé�ni arti�
iellement un domaine de 
al
ul borné autour de l'obsta
le de di�ra
tionsur laquelle on pose une CLA dont on veut évaluer la performan
e. Nous voulons
omparer les solutions du problème exa
t uex,3D et du problème appro
hé uapp,3D.Après identi�
ation, nous allons évaluer la pré
ision du 
hamp di�ra
té appro
hé
uapp,3D par rapport au 
hamp di�ra
té exa
t uex,3D, solution du problème exa
t poséen domaine non borné. Nous espérons 
omparer 
es deux solutions en fon
tion del'éloignement de la frontière arti�
ielle Σ par rapport à la surfa
e de l'obsta
le Γ,
'est-à-dire en fon
tion du 
oe�
ient λ donné par Eq. (4.54). Nous allons 
ommen
erpar donner l'expression du 
hamp di�ra
té exa
t et des di�érents 
hamps a
oustiques(in
ident et appro
hé) intervenant dans le problème appro
hé (1.2).2 Expression des di�érents 
hamps a
oustiquesLors de la résolution des problèmes exa
t et appro
hé (1.2), trois 
hamps a
ous-tiques interviennent : le 
hamp di�ra
té exa
t uex,3D, solution du problème exa
t, le
hamp in
ident uinc,3D et le 
hamp di�ra
té appro
hé uapp,3D, solution du problèmeappro
hé. Nous allons 
ommen
er par donner l'expression analytique de 
es di�é-rents 
hamps, 
e qui nous permettra par la suite d'évaluer la pré
ision de la solutionappro
hée en 
omparaison ave
 la solution exa
te.2.1 Dé
omposition de la solution exa
te uex,3DOn rappelle que uex,3D représente la solution du problème exa
t, 
'est-à-dire leproblème posé en domaine non borné Ω+ :





∆uex,3D + k2uex,3D = 0 dans Ω+

uex,3D = −uinc,3D sur Γ

lim
|x|→+∞

|x|
[

x

|x| · ∇uex,3D − ikuex,3D

]
= 0La 
ondition de Sommerfeld [61℄, posée à l'in�ni, permet de séle
tionner les so-lutions sortantes du problème et garantit ainsi l'uni
ité pour (1.1).Tout 
omme dans le 
as 2D, la solution uex,3D peut s'exprimer 
omme une super-position de modes sortants R

(3)
mn (kf, cosh ξ) dé
ouplés (
f [10℄) :
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uex,3D =

+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

dex
mn u(3)

mn (kf, cosh ξ, cos ϕ) (2.3)Dans 
ette expression, u
(3)
mn (kf, cosh ξ, cosϕ) représente :

u(3)
mn (kf, cosh ξ, cosϕ) = R(3)

mn (kf, cosh ξ)
Smn (kf, cos ϕ)√

Nmn

cos mθ (2.4)et le 
oe�
ient dex
mn est donné par :

dex
mn = −2εm

in√
Nmn

R
(1)
mn (kf, cosh ξ0)

R
(3)
mn (kf, cosh ξ0)

Smn (kf, cos ϕ0) (2.5)où :� les fon
tions R
(3)
mn (kf, cosh ξ) désignent les fon
tions sphéroïdales radiales de

3ème espè
e asso
iées au (mn)ème mode (
f [20℄) noté u
(3)
mn.� les fon
tions Smn (kf, cos ϕ) désignent les fon
tions sphéroïdales angulaires as-so
iées au (mn)ème mode (
f [20℄).� Nmn est le 
oe�
ient de normalisation asso
ié aux fon
tions Smn (kf, cos ϕ), ilest dé�ni par (
f [20℄ Eq (3.1.32) p. 22) :

Nmn =

∫ 1

−1

S2
mn (kf, cos ϕ) dθ (2.6)� εm = (2 − δ0m) où δ0m est le symbole de Krone
ker.2.2 Dé
omposition de l'onde in
idente uinc,3DL'onde in
idente à Γ est une donnée initiale du problème appro
hé (1.2), sonexpression nous sera utile a�n d'identi�er la solution de 
e problème. Nous supposonsque le 
hamp a
oustique in
ident à la surfa
e Γ de l'obsta
le de di�ra
tion est dutype onde plane :

uinc,3D = eikf cosh ξ(cos ϕ cos ϕ0+tanh ξ sinϕ sinϕ0 cos θ) (2.7)où ϕ0 est l'angle d'in
iden
e.On sait, d'après [60℄, que 
ette onde plane s'é
rit elle aussi 
omme une somme demodes indépendants les uns des autres :
uinc,3D =

+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

dinc
mn u(1)

mn (kf, cosh ξ, cosϕ) (2.8)où u
(1)
mn (kf, cosh ξ, cosϕ) est donné par :

u(1)
mn (kf, cosh ξ, cosϕ) = R(1)

mn (kf, cosh ξ)
Smn (kf, cos ϕ)√

Nmn

cos mθ (2.9)
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dinc

mn = 2εm
in√
Nmn

Smn (kf, cos ϕ0) (2.10)Les fon
tions R
(1)
mn (kf, cosh ξ) sont les fon
tions sphéroïdales radiales de 1ère es-pè
e asso
iées au (mn)ème mode [1℄, [20℄ noté u

(1)
mn. Les fon
tions Smn (kf, cos ϕ) et

Nmn ainsi que la variable εm ont été dé�nies dans les deux paragraphes pré
édents.2.3 Dé
omposition de la solution appro
hée uapp,3DComme dans le 
as bidimensionnel, on sait d'après [52℄ que l'onde a
oustique
uapp,3D s'é
rit 
omme une superposition de modes sortants (donnés par les fon
tions
R

(3)
mn (kf, cosh ξ)) auxquels s'ajoute une superposition de modes rentrants (donnéspar les fon
tions R

(4)
mn (kf, cosh ξ)) représentant les ré�exions non physiques généréespar la frontière arti�
ielle qui peuvent polluer 
onsidérablement le domaine de 
al
ulsi la CLA 
onsidérée n'est pas performante. La solution du problème appro
hé (1.2)s'é
rit don
 
omme suit :

uapp,3D =
+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

[
dapp

mnu(3)
mn (kf, cosh ξ, cosϕ) + τapp

mn u(4)
mn (kf, cosh ξ, cos ϕ)

] (2.11)où pour j = 3, 4, u
(j)
mn (kf, cosh ξ, cos ϕ) est donné par :

u(j)
mn (kf, cosh ξ, cosϕ) = R(j)

mn (kf, cosh ξ)
Smn (kf, cos ϕ)√

Nmn

cos mθ (2.12)Les fon
tions R
(3)
mn (kf, cosh ξ) et R

(4)
mn (kf, cosh ξ) sont respe
tivement les fon
-tions sphéroïdales radiales de 3ème et 4ème espè
e du (mn)ème mode (
f [20℄). Lesfon
tions Smn (kf, cos ϕ) sont quant-à-elles les fon
tions sphéroïdales angulaires du

(mn)ème mode (
f [20℄).Le 
oe�
ient τapp
mn qui intervient sur les modes rentrants sera désigné par le terme�
oe�
ient de ré�exion� du mnème mode puisqu'il représente les ré�exions produitespar la présen
e de la frontière arti�
ielle autour de l'obsta
le.En a

ord ave
 les Eqs. (2.3) et (2.11), 
omparer les 
hamps di�ra
tés exa
t uex,3Det appro
hé uapp,3D revient à 
omparer les deux 
oe�
ients 
orrespondant aux modessortants dex

mn et dapp
mn et à quanti�er le 
oe�
ient 
orrespondant aux modes rentrantsde la solution appro
hée τapp

mn .3 Détermination des 
oe�
ients dapp
mn et τ app

mn3.1 Cal
uls préliminairesDans 
e paragraphe, nous allons donner quelques résultats de 
al
uls préliminairesqui vont nous être utiles par la suite.
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e qui suit, a�n d'alléger les notations, nous adopterons la notationsuivante : Pour j = 1, 3, 4 : R
(j)′
mn (eka, e−1) =

∂R
(j)
mn

∂ξ
(eka, e−1)On sait que (
f Annexe B) :

∂uapp,3D

∂n
=

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 ϕ

∂uapp,3D

∂ξ
(3.13)On 
ommen
e par 
al
uler ∂uapp,3D

∂ξ
. On suppose que dapp

mn et τapp
mn ne dépendentpas ξ. Il vient don
, formellement,

∂uapp,3D

∂ξ
=

+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

(
dapp

mn

∂u
(3)
mn

∂ξ
+ τapp

mn

∂u
(4)
mn

∂ξ

)

︸ ︷︷ ︸
∂uapp

mn

∂ξ

= sinh ξ

+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

Smn (kf, cos ϕ)√
Nmn

cos mθ
[
dapp

mnR(3)′
mn (kf, cosh ξ) + τapp

mn R(4)′
mn (kf, cosh ξ)

](3.14)Il vient don
 :
∂uapp,3D

∂n
=

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 ϕ

+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

(
dapp

mn

∂u
(3)
mn

∂ξ
+ τapp

mn

∂u
(4)
mn

∂ξ

)

=
sinh ξ

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 ϕ

+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

Smn (kf, cos ϕ)√
Nmn

cos mθ
[
dapp

mnR(3)′
mn (kf, cosh ξ)

+ τapp
mn R

(4)′
mn (kf, cosh ξ)

](3.15)3.2 Identi�
ations des 
oe�
ients dapp
mn et τ app

mnDans le 
as idéal d'une 
ondition aux bords transparente posée sur Σ, nous avons
dapp

mn = dex
mn et τapp

mn = 0 
e qui traduit le fait que la 
ondition ne génère au
unepollution à l'intérieur du domaine de 
al
ul Ω. L'introdu
tion d'une CLA sur Σ vaperturber la solution de sorte que dapp
mn n'est plus égal à dex

mn et τapp
mn 6= 0. A�n d'analy-ser le 
omportement des 
oe�
ients appro
hés, suivant la 
ondition DtN 
onsidérée,
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ela, nous 
ommençons par résoudre un système dutype : 



uapp,3D = −uinc,3D sur Γ

∂uapp,3D

∂n
= T̃ uapp,3D sur Σ

(3.16)soit pour un mode mn �xé (modes dé
ouplés, m ≥ 0 et n ≥ m) :




uapp,3D
mn = −uinc,3D

mn sur Γ

∂uapp,3D
mn

∂n
=

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 θ
TDtNuapp,3D

mn sur Σ
(3.17)Or, pour un mode mn, (3.15) s'é
rit :

∂uapp,3D
mn

∂n
=

1

aΣ

√
1 − e2

Σ cos2 θ

(
dapp

mn

∂u
(3)
mn

∂ξ
+ τapp

mn

∂u
(4)
mn

∂ξ

)et en 
ouplant 
ette égalité ave
 la 
ondition sur Σ de (3.17), on obtient :
dapp

mn

∂u
(3)
mn

∂ξ
+ τapp

mn

∂u
(4)
mn

∂ξ
= TDtNuapp,3D

mn sur Σ (3.18)La 
ondition sur Γ du problème (3.17) peut, elle aussi, être simpli�ée 
ar, sur Γ :




uapp,3D
mn =

[
dapp

mnR
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

mn R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)] Smn (eΓkaΓ, cos ϕ)√
Nmn

cos mθ

et

uinc
m = dinc

mnR
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) Smn (eΓkaΓ, cos ϕ)√
Nmn

cos mθ (3.19)(3.19) et (3.18) 
onduisent don
 au système :




dapp
mnR

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

mn R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

mnR
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
mn

∂u
(3)
mn

∂ξ
+ τapp

mn

∂u
(4)
mn

∂ξ
= TDtN

(
dapp

mnu(3)
mn + τapp

mn u(4)
mn

)
︸ ︷︷ ︸

uapp,3D
mn

sur Σ(3.20)Rappelons alors que, par 
onstru
tion, on a sur la frontière arti�
ielle Σ :
∂u

(3)
mn

∂ξ
= Tu(3)

mn pour { m = 0, n = 0 si T = TDtN1

m = 0, n = 0 et m = 0, n = 1 si T = TDtN2 (3.21)où TDtN1 et TDtN2 sont les opérateurs de type Diri
hlet-to-Neumann que nous avonsintroduits au 
hapitre 3 de 
ette thèse.
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 l'opérateur DtN d'ordre 1On suppose dans 
e paragraphe que l'on pose la 
ondition DtN1 introduite dans le
hapitre 3 sur la frontière arti�
ielleΣ. On rappelle que, pour une ex
entri
ité donnée
e, l'opérateur DtN1 s'é
rit : On rappelle que d'après le 
hapitre 2, l'opérateur TDtN1s'é
rit pour une ex
entri
ité donnée e :

TDtN1u =

√
1 − e2

e
r00

(
eka, e−1

)
u (3.22)où les 
oe�
ients rmn sont donnés, pour (m, n) ∈ (N × N), par :

rmn

(
eka, e−1

)
=

R
(3)′
mn (eka, e−1)

R
(3)
mn (eka, e−1)

(3.23)Nous allons détailler la pro
édure d'identi�
ation des 
oe�
ients dapp
mn et τapp

mn 
e
as là. tout d'abord, on s'intéresse au 
as parti
ulier (m, n) = (0, 0) pour lequel la
ondition DtN1 a été 
onstruite exa
te puis on passera au 
as général pour un mode
(m, n) quel
onque.Pour le mode m = 0, n = 0, le système (3.20) devient :




dapp
00 R

(3)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

00 R
(4)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

00 R
(1)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
00

(
∂u

(3)
00

∂ξ
− TDtN1u

(3)
00

)
+ τapp

00

(
∂u

(4)
00

∂ξ
− TDtN1u

(4)
00

)
= 0 sur Σ(3.24)Or, on sait que l'opérateur DtN d'ordre 1 véri�e par 
onstru
tion ∂u

(3)
00

∂ξ
=

TDtN1u
(3)
00Grâ
e à 
ette propriété, le système (3.24) devient don
 :





dapp
00 R

(3)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

00 R
(4)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

00 R
(1)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

τapp
00

(
∂u

(4)
00

∂ξ
− TDtN1u

(4)
00

)
= 0 sur Σ(3.25)Or (∂u

(4)
00

∂ξ
− TDtN1u

(4)
00

)
6= 0, don
 la 
ondition sur Σ implique :

τapp
00 = 0 (3.26)Ave
 le résultat sur τapp

00 obtenu 
i-dessus, la 
ondition sur Γ de (3.25) devient :
dapp

00 R
(3)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

00 R
(1)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
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e qui entraîne
dapp

00 =
−dinc

00 R
(1)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)soit
dapp

00 = −2ε0
i0√
N00

R
(1)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) S00 (eΓkaΓ, cosϕ0)et don

dapp

00 = dexact
00 (3.27)On obtient 
omme 
ouple solution du système (3.25) :

(dapp
00 , τapp

00 ) =
(
dexact

00 , 0
) (3.28)Ce résultat montre bien que la 
ondition DtN1 est transparente pour le mode

(m, n) = (0, 0) puisque les 
oe�
ients 
orrespondants aux modes sortants dapp
00 et

dexact
00 sont égaux et que le 
oe�
ient de ré�exion τapp

00 est nul. Cela était prévisiblepuisque la 
ondition a été 
onstruite ex
ate pour 
e mode. Nous allons à présent voir
e qu'il en est pour un mode (m, n) quel
onque.
• Modes (m, n) 6= (0, 0).Si on forme la frontière arti�
ielle Σ à l'aide d'une 
ondition de type DtN1, lesystème (3.20) s'é
rit :





dapp
mnR

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

mn R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

mnR
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
mn

∂u
(3)
mn

∂ξ
+ τapp

mn

∂u
(4)
mn

∂ξ
=

√
1 − e2

Σ

eΣ
α0

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) (
dapp

mnu(3)
mn + τapp

mn u(4)
mn

) sur Σ(3.29)Or pour j = 3 ou j = 4, et pour une ex
entri
ité donnée e, on a :
∂u

(j)
mn

∂ξ
=

√
1 − e2

e
cos mθ

Smn(eka, cos ϕ)√
Nmn

R(j)′
mn

(
eka, e−1

) (3.30)Ainsi, grâ
e à 
e résultat et à l'expression de uapp,3D
mn donnée par (2.11), on peutsimpli�er le système (3.29) :





dapp
mnR

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

mn R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

mnR
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

√
1 − e2

Σ

eΣ
cos mθ

Smn(eΣkaΣ, cosϕ)√
Nmn

[
dapp

mnΥ(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ τapp

mn Υ(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)]
= 0 sur Σ(3.31)où Υ

(j)
mn est dé�ni pour j = 3 ou j = 4 par :

Υ(j)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=
(
R(j)′

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(j)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

))(3.32)
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On peut simpli�er une dernière fois le système (3.31), 
ela donne :





dapp
mnR

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

mn R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

mnR
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
mnΥ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ τapp

mn Υ
(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= 0 sur Σ(3.33)On a don
 :




R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

Υ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
Υ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)






dapp
mn

τapp
mn


 =




−dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

0


(3.34)

On note M1 la matri
e :  R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

Υ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
Υ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)


Le système est don
 inversible sous la 
ondition :

det(M1) = R(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ(4)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
−R(4)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
6= 0

Dans la suite, on fait l'hypothèse que l'on peut 
hoisir Σ de telle sorte que
det M1 6= 0 et, dans 
e 
as, le système matri
iel (3.34) est inversible ave
 poursolution :



dapp
mn

τapp
mn


 =

1

Det(M1)




Υ
(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
−R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

−Υ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)






−dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

0


(3.35)
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 :




dapp
mn =

−1

Det(M1)
dinc

mnΥ(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

τapp
mn =

1

Det(M1)
dinc

mnΥ(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

⇒





dapp
mn =

−dinc
mnΥ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

τapp
mn =

dinc
mnΥ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)En 
on
lusion,Proposition 3.1 Supposons qu'il existe Σ telle que det M1 6= 0. Alors, pour l'opé-rateur DtN1, le 
hamps di�ra
té appro
hé est déterminé, ∀ (m, n) ∈ N2, n ≥ m, parles 
oe�
ients :




dapp
mn =

dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Υ
(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

τapp
mn =

dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Υ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

(3.36)
où pour un mode mn donné, dinc

mn est dé�ni par (2.10).Dans le 
as de la 3D, nous pouvons établir quelques propriétés du déterminantdans 
ertains 
as parti
uliers.Lorsque (m, n) = (0, 0), on peut é
rire det(M1) sous la forme :
det(M1) = R

(3)
00Γ

R
(4)′
00Σ

− R
(3)′
00Σ

R
(4)
00Γ

+
R

(3)′
00Σ

R
(3)
00Σ

(
R

(4)
00Γ

R
(3)
00Σ

− R
(4)
00Σ

R
(3)
00Γ

)

= R
(3)
00Γ

R
(4)′
00Σ

− R
(3)′
00Σ

R
(4)
00Σ

R
(3)
00Γ

R
(3)
00Σ

(3.37)



218 Chapitre 5 Formulation en volume : le problème 3D.Or,
R

(3)′
00Σ

R
(4)
00Σ

= −∆W

[
R

(3)
00Σ

, R
(4)
00Σ

]
+ R

(3)
00Σ

R
(4)′
00Σoù ∆W désigne le Wronskien.On a, ∀(m, n) ∈ N2 (ave
 n ≥ m),

∆W

[
R

(3)
mnΣ , R

(4)
mnΣ

]
= R

(3)
mnΣR

(4)′
mnΣ − R

(3)′
mnΣR

(4)
mnΣ

=
(
R

(1)
mnΣ + iR

(2)
mnΣ

)(
R

(1)′
mnΣ − iR

(2)′
mnΣ

)

−
(
R

(1)′
mnΣ + iR

(2)′
mnΣ

)(
R

(1)
mnΣ − iR

(2)
mnΣ

)

= −2iR
(1)
mnΣR

(2)′
mnΣ + 2iR

(2)
mnΣR

(1)′
mnΣ

= −2i∆W

[
R

(1)
mnΣ , R

(2)
mnΣ

]

(3.38)
D'après [20℄ (
f Eq. (4.1.21) p 32 et Annexe C), on a :Propriété 3.2

∆W

[
R(1)

mnΣ
, R(2)

mnΣ

]
=

1

eΣkaΣ(e−2
Σ − 1)

=
1

eΣkaΣ(e−2
Σ − 1)

(3.39)En 
ombinant Eq. (3.38) et la propriété 3.2, on obtient don
 que :
∆W

[
R(3)

mnΣ
, R(4)

mnΣ

]
=

−2i

eΣkaΣ(e−2
Σ − 1)

(3.40)On en déduit que pour (m, n) = (0, 0),
det(M1) = R

(3)
00Γ

R
(4)′
00Σ

−
R

(3)
00Γ

R
(3)
00Σ

[
2i

eΣkaΣ(e−2
Σ − 1)

+ R
(3)
00Σ

R
(4)′
00Σ

]

=
R

(3)
00Γ

R
(3)
00Σ

( −2i

eΣkaΣ(e−2
Σ − 1)

)Si l'on se pla
e, 
omme à 2D, dans le 
as où Σ est une dilatation de Γ, λ > 1désignant le paramètre de dilatation, on a don
 :Propriété 3.3 Pour (m, n) = (0, 0), lorsque λ → 1 :
det(M1) →

−2i

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)
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e, lorsque λ tend vers 1, le déterminanttend vers 0 et le système n'est plus inversible. On retrouve don
 que le 
adre OSRCn'est pas adapté au régime haute fréquen
e.Pour les autres modes, nous n'avons pas réussi à établir l'analogue de la propriété3.3. Toutefois, nous avons e�e
tué une étude numérique de | det(M1)| qui est reportéesur les �gures (5.1) et (5.2). Sur la �gure (5.1), on a représenté les valeurs de | det(M1)|en fon
tion de λ, pour di�érentes valeurs de (m, n). On a pris e = 0.9 et ka = 10.On observe que | det(M1)| est une fon
tion 
roissante de λ, pour tous les modesreprésentés. La �gure (5.2) représente l'allure zoomée de | det(M1)| au voisinage de
λ = 1. On voit que pour tous les modes, le déterminant 
onverge vers une 
onstantede l'ordre de 2

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)


e qui illustre la propriété 3.3 et semble indiquer que
e résultat est valable quel que soit le 
ouple (m, n).
|det(M1)| pour e = 0.9, ka = 10
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Fig. 5.1: |det(M1)| en fon
tion du paramètre de dilatation λ.
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Fig. 5.2: Zoom de |det(M1)| au voisinage de λ = 1.
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 l'opérateur DtN d'ordre 2Nous 
onsidérons à présent la 
ondition DtN2 (
onstruite au 
hapitre 3) sur lafrontière arti�
ielle Σ. De la même façon que pour la 
ondition DtN1, nous allonsidenti�er les 
oe�
ients dapp
mn et τapp

mn qui dé�nissent la solution appro
hée uapp,3D duproblème de s
attering 3D dans 
e 
as là. On rappelle que pour une ex
entri
itédonnée e, l'opérateur DtN2 s'é
rit :
TDtN2u =

√
1 − e2

e (λ00 − λ01)

[
(λ01r00 − λ00r01)u + (r00 − r01)

(
∆Γ − (eka)2 cos2 ϕ

)
u
](3.41)où les 
oe�
ients rmn sont donnés par (3.23).Les 
oe�
ients λ00 et λ01 représentent respe
tivement les valeurs propres asso
iéesaux fon
tions sphéroïdales angulaires S00 et S01.En�n, l'opérateur ∆Γ désigne le Lapla
e Beltrami qui est dé�ni, en 
oordonnéessphéroïdales prolates (ξ, ϕ, θ) par :

∆Γ =
1

sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂

∂ϕ

)
+

1

sin2 ϕ

∂2

∂ϕ2Nous allons 
ommen
er par présenter la pro
édure d'identi�
ation des 
oe�
ientspour les 
as parti
uliers des modes (m, n) = (0, 0) et (m, n) = (0, 1) pour lesquels la
ondition DtN2 est exa
te puis nous passerons aux modes (m, n) quel
onques.
• Cas parti
uliers lorsque (m, n) = (0, 0) ou (m, n) = (0, 1).Lorsque la frontière arti�
ielle est 
onstruite à l'aide de l'opérateur TDtN2, on saitpar 
onstru
tion que ∂u

(3)
00

∂ξ
= TDtN2u

(3)
00 et ∂u

(3)
01

∂ξ
= TDtN2u

(3)
01 .

∗ Pour le mode (m, n) = (0, 0) :Comme dans le 
as de l'opérateur TDtN1, on peut simpli�er le système (3.20)ave
 m = 0, n = 0 qui devient :




dapp
00 R

(3)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

00 R
(4)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

00 R
(1)
00

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

τapp
00

(
∂u

(4)
00

∂ξ
− TDtN1u

(4)
00

)
= 0 sur Σ(3.42)Comme (∂u

(4)
00

∂ξ
− TDtN2u

(4)
00

)
6= 0, on 
on
lut que : τapp

00 = 0De la même façon que pour TDtN1, l'équation sur Γ de (3.42) nous donne alors :
dapp

00 = dexact
00 .
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ients dapp
mn et τapp

mn 221On obtient 
omme 
ouple solution du système (3.42) :
(dapp

00 , τapp
00 ) =

(
dexact

00 , 0
) (3.43)

∗ Pour le mode (m, n) = (0, 1) :De même que pré
édemment, le fait que ∂u
(3)
01

∂ξ
= TDtN2u

(3)
01 nous permet desimpli�er le système (3.20) dans le 
as où m = 0, n = 1 :





dapp
01 R

(3)
01

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

01 R
(4)
01

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

01 R
(1)
01

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

τapp
01

(
∂u

(4)
01

∂ξ
− TDtN2u

(4)
01

)
= 0 sur Σ(3.44)Or (∂u

(4)
01

∂ξ
− TDtN2u

(4)
01

)
6= 0, on en 
on
lut don
, d'après l'équation sur Σ de(3.44), que :

τapp
01 = 0 (3.45)L'équation sur Γ nous donne alors : dapp

01 = dexact
01 .On obtient ainsi 
omme 
ouple solution du système (3.44) :

(dapp
01 , τapp

01 ) =
(
dexact

01 , 0
) (3.46)Pour les modes (m, n) = (0, 0) et (m, n) = (0, 1) pour lesquels la 
ondition DtN2est exa
te, les résultats (3.43) et (3.46) montrent bien que la frontière arti�
ielle negénère au
une ré�exion polluant le domaine de 
al
ul. Voyons 
e qu'il en est pourun mode (m, n) quel
onque.

• Modes (m, n) 6∈ {(0, 0); (0, 1)}.Si on applique sur la frontière arti�
ielleΣ une 
ondition de type DtN2, le système(3.20) s'é
rit :




dapp
mnR

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

mn R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

mnR
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
mn

∂u
(3)
mn

∂ξ
+ τapp

mn

∂u
(4)
mn

∂ξ
= TDtN2

(
dapp

mnu(3)
mn + τapp

mn u(4)
mn

) sur Σ(3.47)



222 Chapitre 5 Formulation en volume : le problème 3D.Pour un mode mn �xé, l'expression de (TDtN2u
(j)
mn) peut être simpli�ée grâ
e àune propriété des fon
tions d'onde sphéroïdales angulaires Smn (
f [1℄, [20℄, [60℄) :

TDtN2u
(j)
mn =

√
1 − e2

e (λ00 − λ01)

[
(λ01 − λmn) r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

+ (λmn − λ00) r01

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)]
u

(j)
mnoù les λmn sont valeurs propres asso
iées aux fon
tions sphéroïdales angulaires

Smn (
f [1℄, [20℄).On rappelle aussi (
f Eq. (3.30)) que pour j = 3 ou j = 4, et pour une ex
entri
itédonnée e, on a :
∂u

(j)
m

∂ξ
=

√
1 − e2

e
cos mθ

Smn(eka, cos ϕ)√
Nmn

R(j)′
mn

(
eka, e−1

)Grâ
e à 
es résulats et à l'expression de uapp,3D
mn donnée par (2.11), on peut sim-pli�er le système (3.47) :





dapp
mnR

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

mn R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

mnR
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

√
1 − e2

Σ

eΣ

cos mθ
Smn(eΣkaΣ, cosϕ)√

Nmn

[
dapp

mnΨ(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ τapp

mn Ψ(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)]
= 0 sur Σ(3.48)où Ψ

(j)
mn est dé�ni pour j = 3 ou j = 4 par :

Ψ(j)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(j)′

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+

r00|Σ (λ01 − λmn) − r01|Σ (λ00 − λmn)

λ00 − λ01
R(j)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)(3.49)Or, (√1 − e2
Σ

eΣ

cos mθ
Smn(eΣkaΣ, cos ϕ)√

Nmn

)
6= 0, don
 le système (3.48), devient :





dapp
mnR

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
+ τapp

mn R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
= −dinc

mnR
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

) sur Γ

dapp
mnΨ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ τapp

mn Ψ
(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= 0 sur Σ(3.50)A�n de résoudre (3.48), on é
rit 
e système sous forme de système matri
iel :




R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

Ψ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
Ψ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)






dapp
mn

τapp
mn


 =




−dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

0


(3.51)
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On note M2 la matri
e :  R

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

Ψ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
Ψ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)


Le système est alors inversible sous la 
ondition :

det(M2) = R(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ(4)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
−R(4)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
6= 0Pour les 
al
uls qui suivent, on fait l'hypothèse que l'on peut 
hoisir Σ de tellesorte que det(M2) 6= 0 et, dans 
e 
as, le système matri
iel (3.51) est inversible et apour solution :




dapp
mn

τapp
mn


 =

1

det(M2)




Ψ
(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
−R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

−Ψ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)






−dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

0


(3.52)On a don
 :





dapp
mn =

−1

det(M2)
dinc

mnΨ(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

τapp
mn =

1

det(M2)
dinc

mnΨ(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(1)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

⇒





dapp
mn =

−dinc
mnΨ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

τapp
mn =

dinc
mnΨ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− R

(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Proposition 3.4 Supposons qu'il existe Σ telle que det(M2) 6= 0. Alors, si on ap-plique l'opérateur DtN2 sur la frontière arti�
ielle Σ, le 
hamps di�ra
té appro
héest déterminé, ∀ (m, n) ∈ N2, n ≥ m, par les 
oe�
ients :




dapp
mn =

dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Ψ
(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

τapp
mn =

dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Ψ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

(3.53)
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mn est dé�ni par (2.10).Comme dans le 
as de la 
ondition DtN1, nous pouvons i
i aussi établir quelquespropriétés du déterminant det(M2) dans 
ertains 
as parti
uliers.

• Lorsque (m, n) = (0, 0), on peut é
rire det(M2) sous la forme :
det(M2) = R

(3)
00Γ

[
R

(4)′
00Σ

− r00Σ
R

(4)
00Σ

]
− R

(4)
00Γ

[
R

(3)′
00Σ

− r00Σ
R

(3)
00Σ

]en utilisant la dé�nition du 
oe�
ient r00Σ
(
f Eq. (3.23)), on a alors :

det(M2) = R
(3)
00Γ

R
(4)′
00Σ

− R
(3)′
00Σ

R
(4)
00Γ

+
R

(3)′
00Σ

R
(3)
00Σ

(
R

(4)
00Γ

R
(3)
00Σ

− R
(4)
00Σ

R
(3)
00Γ

)d'où
det(M2) = R

(3)
00Γ

R
(4)′
00Σ

− R
(3)′
00Σ

R
(4)
00Σ

R
(3)
00Γ

R
(3)
00ΣOn observe que, pour (m, n) = (0, 0), det(M1) = det(M2) (
f Eq. (3.37)) et onen déduit que pour (m, n) = (0, 0),

det(M2) =
R

(3)
00Γ

R
(3)
00Σ

( −2i

eΣkaΣ(e−2
Σ − 1)

)Si l'on se pla
e, 
omme à 2D, dans le 
as où Σ est une dilatation de Γ, λ > 1désignant le paramètre de dilatation, on a don
 :Propriété 3.5 Pour (m, n) = (0, 0), lorsque λ → 1 :
det(M2) →

−2i

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)

• Lorsque (m, n) = (0, 1), on peut é
rire det(M2) sous la forme :
det(M2) = R

(3)
01Γ

[
R

(4)′
01Σ

− r01Σ
R

(4)
01Σ

]
− R

(4)
01Γ

[
R

(3)′
01Σ

− r01Σ
R

(3)
01Σ

]en utilisant la dé�nition de r01 sur Σ (
f Eq. (3.23)), on obtient :
det(M2) = R

(3)
01Γ

R
(4)′
01Σ

− R
(3)′
01Σ

R
(4)
01Γ

+
R

(3)′
01Σ

R
(3)
01Σ

(
R

(4)
01Γ

R
(3)
01Σ

− R
(4)
01Σ

R
(3)
01Γ

)soit
det(M2) = R

(3)
01Γ

R
(4)′
01Σ

− R
(3)′
01Σ

R
(4)
01Σ

[
R

(3)
01Γ

R
(3)
01Σ

]
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mn 225d'où
det(M2) = R

(3)
01Γ

R
(4)′
01Σ

+
(
∆W

[
R

(3)
01Σ

, R
(4)
01Σ

]
− R

(3)
01Σ

R
(4)′
01Σ

)[R
(3)
01Γ

R
(3)
01Σ

]On obtient alors :
det(M2) = ∆W

[
R

(3)
01Σ

, R
(4)
01Σ

] R
(3)
01Γ

R
(3)
01ΣOr, d'après Eq. (3.40), ∆W

[
R

(3)
01Σ

, R
(4)
01Σ

]
=

−2i

eΣkaΣ(e−2
Σ − 1)

, on en déduit que pour
(m, n) = (0, 1) :

det(M2) =
R

(3)
01Γ

R
(3)
01Σ

( −2i

eΣkaΣ(e−2
Σ − 1)

)Si l'on se pla
e, 
omme à 2D, dans le 
as où Σ est une dilatation de Γ, λ > 1désignant le paramètre de dilatation, on a don
 :Propriété 3.6 Pour (m, n) = (0, 1), lorsque λ → 1 :
det(M2) →

−2i

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)Comme ave
 la 
ondition DtN1, 
ela signi�e don
 qu'à haute fréquen
e, lorsque

λ tend vers 1, le déterminant tend vers 0 et le système n'est plus inversible. Onretrouve don
 que le 
adre OSRC n'est pas adapté au régime haute fréquen
e.Pour les autres modes, nous n'avons pas réussi à établir l'analogue des propriétés3.5 et 3.6. Toutefois, nous avons e�e
tué une étude numérique de | det(M2)| qui estreportée sur les �gures (5.3) et (5.4). Sur la �gure (5.3), on a représenté les valeursde | det(M2)| en fon
tion de λ, pour di�érentes valeurs de (m, n). On a pris e = 0.9et ka = 10. On observe que | det(M2)| est une fon
tion 
roissante de λ, pour tousles modes représentés. La �gure (5.4) représente l'allure zoomée de | det(M2)| auvoisinage de λ = 1. On voit que pour tous les modes, le déterminant 
onverge versune 
onstante de l'ordre de 2

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)


e qui illustre les propriétés 3.5 et 3.6 etsemble indiquer que 
e résultat est valable quel que soit le 
ouple (m, n).
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|det(M2)| pour e = 0.9, ka = 10
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Fig. 5.3: |det(M2)| en fon
tion du paramètre de dilatation λ.
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Fig. 5.4: Zoom de |det(M2)| au voisinage de λ = 1.4 Résultats numériquesLe but de 
ette partie est d'essayer d'évaluer numériquement la pré
ision desopérateurs Diri
hlet-to-Neumann 
onstruits (
f Eqs. (3.22) et (3.41)) en fon
tion del'éloignement de la frontière arti�
elle Σ par rapport à la surfa
e Γ de l'obsta
le dedi�ra
tion pour de hautes fréquen
es. Pour 
ette analyse, nous allons 
omparer le
oe�
ient dapp
mn à dex

mn et quanti�er le 
oe�
ient de ré�exion τapp
mn pour les 
onditionsDtN1, DtN2 et BGT2 (pour un angle d'observation θ = π

2
). A�n de simpli�er notreétude, nous adoptons un 
as de �gure similaire à 
elui présenté pour le problème 2D.On 
onsidère que la frontière arti�
ielle Σ est 
onforme à la surfa
e de l'obsta
le dedi�ra
tion Γ. Le sphéroïde Σ est dé�ni 
omme une dilatation du sphéroïde Γ, leurs
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ipaux et se
ondaires respe
tifs sont don
 liés par les relations :
aΣ = λ aΓ et λ × bΣ = bΓ, ave
 λ ≥ 1 (4.54)Les relations pré
édentes impliquent aussi que les deux sphéroïdes Γ et Σ ont lamême ex
entri
ité. En e�et :

eΣ =

√
1 − b2

Σ

a2
Σ

=

√
1 − (λ × bΓ)2

(λ × aΓ)2
= eΓOn rappelle que le 
as λ = 1 
orrespond à la formulation OSRC.Les résultats suivants ont été obtenus pour deux valeurs de ka : ka = 10 et

ka = 20. Les tests ont été fait pour les angles d'in
iden
e ϕ0 = 0,
π

4
,
π

2
. Nous avonspris en 
ompte di�érentes distan
es entre la surfa
e de l'obsta
le sphéroïdal prolate

Γ et la frontière arti�
ielle Σ, le parramètre λ varie de 1 (formulation OSRC) à 2.Nous avons e�e
tué trois types de tests numériques di�érents :
• Nous avons, d'une part,quanti�é les ré�exions non physiques générées par lafrontière arti�
ielle en 
al
ulant :

(
+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

|τapp
mn |2

)1/2

• D'autre part, pour nous faire une idée de la di�éren
e entre les 
oe�
ients
orrespondant aux modes sortants dapp
mn et dex

mn, nous avons 
al
ulé la quantité :
f(x) =

(
+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

|dapp
mn − dex

mn|2
)1/2

(
+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

|dex
mn|2

)1/2

• En�n, nous avons voulu avoir une idée de la di�éren
e entre les 
hamps di�ra
tésexa
t uex,3D
mn et appro
hé uapp

mn en 
al
ulant la quantité :
g(x) =

(
+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

(
|dapp

mn − dex
mn|2 + |τapp

mn |2
)
)1/2

(
+∞∑

m=0

+∞∑

n=m

|dex
mn|2

)1/2

La première observation générale que l'on peut faire est que l'angle d'in
iden
e
ϕ0 ne semble pas in�uen
er grandement la performan
e des 
onditions testées, et 
e,



228 Chapitre 5 Formulation en volume : le problème 3D.quelle que soit la valeur de ka et l'ex
entri
ité prise en 
ompte. On peut 
ependantnoter que les ré�exions parasites générées par la frontière semblent légèrement infé-rieures pour ϕ0 = 0 (Figs. (5.5), (5.14)). Pour toutes les 
onditions testées, quelleque soit la valeur de l'ex
entri
ité e du sphéroïde Σ, les ré�exions non physiquessont maximales pour le 
as OSRC (λ = 1). Ces ré�exions diminuent au fur et àmesure que l'on éloigne la frontière arti�
ielle Σ de la surfa
e Γ de l'obsta
le de dif-fra
tion (i.e au fur et à mesure que λ augmente). La 
ondition BGT2 génère bienplus de ré�exions parasites que les deux 
onditions DtN, parti
ulièrement dans le
adre OSRC. Ces ré�exions générées par BGT2 sont présentes en quantité bien plusimportante pour ka = 20 que pour ka = 10. Dans 
e 
as là, les 
onditions auxlimites absorbantes DtN1 et DtN2 sont quasiment équivalentes, puis les ré�exionsdiminuent plus vite ave
 la 
ondition DtN2 lorsque λ augmente. On observe aussiqu'il n'est pas né
essaire d'éloigner beau
oup la frontière arti�
ielle Σ de la surfa
ede l'obsta
le pour avoir de bons résultats ave
 la 
onditions DtN d'ordre 2. En e�et,pour ka = 10, à partir de λ = 1.2, la solution appro
hée n'est pratiquement paspolluée par les ré�exions (Figs. (5.5), (5.8) et (5.11)). On voit aussi que plus ka estgrand, moins il est né
essaire d'éloigner la frontière arti�
ielle de Γ pour avoir unebonne performan
e des 
onditions testées. Cela est parti
ulièrement visible pour la
ondition DtN2 pour un sphéroïde très allongé (e = 0.9) : on obtient, par exemple,quasiment les mêmes bons résultats pour ka = 10 et λ = 1.3 (Figs. (5.5), (5.8) et(5.11))et ka = 20 et λ = 1.2 (Figs. (5.14), (5.17) et (5.20)).Si l'on 
ompare maintenant les 
oe�
ients dapp
mn et dex

mn, on 
ommen
e par remar-quer que la di�éren
e est, là aussi, maximale pour λ = 1. Pour le 
as OSRC, l'erreurentre les 
oe�
ients, représentée par la fon
tion f(x), est bien plus petite pour les
onditions DtN que pour la 
ondition BGT2 (
f Figs. (5.6), (5.9), (5.12), (5.15),(5.18) et (5.21)). On peut aussi observer que pour la 
ondition DtN2, les résultatss'améliorent à mesure que l'ex
entri
ité appro
he 1, 
e qui n'est pas vraiment le 
aspour BGT2. On a en
ore de très bons résultats à partir de λ = 1.2 lorsque ka = 10pour la 
ondition DtN2. La 
ondition DtN1 qui est équivalente à DtN2 dans un
adre OSRC présente une erreur, pour les 
oe�
ients dapp
mn et dex

mn, qui dé
roît moinsrapidement que l'erreur DtN2 lorsqu'on éloigne Σ de Γ. La 
ondition BGT2, qui estbien moins pré
ise en OSRC que les 
onditions Diri
hlet-to-Neumann, né
essite quel'on prenne une valeur de λ > 1.2 pour obtenir des résultats aussi pré
is que 
euxobtenus pour la 
ondition DtN2, parti
ulièrement pour des sphéroïdes très allongés(e = 0.9 
f Figs. (5.6), (5.9), (5.12), (5.15), (5.18) et (5.21)). On remarque aussi quepour ka = 20, il n'est pas né
essaire d'éloigner autant la frontière arti�
ielle de lasurfa
e de l'obsta
le que pour ka = 10, pour avoir de bons résultats, dans le 
as des
onditions DtN. Ce
i est parti
ulièrement visible pour les ex
entri
ités e = 0.1 et
e = 0.4 
ar pour e = 0.9, les résultats sont très bons même si Σ est pro
he de Γ.En�n, la représentation de la fon
tion g(x) (
f Figs. (5.7), (5.10), (5.13), (5.16),(5.19) et (5.22)), qui donne une idée de l'erreur entre les 
hamps di�ra
tés exa
t etappro
hé, 
on�rme les 
ommentaires pré
edents.
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Fig. 5.15: f(x) =
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Fig. 5.18: f(x) =
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Fig. 5.19: g(x) =
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5 Analyse haute fréquen
e 2475 Analyse haute fréquen
eDans 
ette partie, nous reprens les mêmes idées que 
elles développées en di-mension deux d'espa
e. Nous 
onsidérons un équivalent de |τapp
m | que nous noterons

|̃τapp
m |.Lemme 5.1 Lorsque kaΓ → +∞, le 
oe�
ient dinc

mn équivalent à d̃inc
mn et d̃inc

mn estborné indépendamment du mode (m, n). Plus pré
isément :
|d̃inc

mn| < 4 κ

(√
eΓkaΓ

π

)1/4 (5.55)ave
 κ ≈ 1.086435Démonstration :On rappelle tout d'abord que dinc
mn est donné par (2.10) :

dinc
mn = 2εm

in√
Nmn

Smn (kf, cos ϕ0) (5.56)où les fon
tions Smn et Nmn sont, respe
tivement, les fon
tions sphéroïdales angu-laires du (mn)ème mode et leur 
oe�
ient de normalisation (
f [20℄). Le 
oe�
ient εmest donné par εm = (2 − δ0m) (où δ0m est le symbole de Krone
ker), don
 |εm| ≤ 2.Or (
f [51℄ 1, (2.333)), lorsque kaΓ → +∞ et 0 ≤ ϕ ≤ π :
Smn (eΓkaΓ, cos ϕ) ∼ (−1)m

(
4
√

eΓkaΓ

π

)1/4
1

(n − m)!

(
(n + m)!

2n + 1

)1/2

× (1 − cos2 ϕ)
m/2

Dnm

((
2
√

eΓkaΓ

)1/2
cos θ

)
(5.57)où les fon
tions Dnm

((
2
√

eΓkaΓ

)1/2
cos θ

) sont les fon
tions paraboliques 
ylin-driques (
f Chap 19 dans [1℄).On dé�nit don
 d̃inc
mn l'équivalent de dinc

mn par :
d̃inc

mn = 2εm
in√
Nmn

(−1)m

(
4
√

eΓkaΓ

π

)1/4
1

(n − m)!

(
(n + m)!

2n + 1

)1/2D'après (19.3.1) et (19.13.1) de [1℄, on a :
Dnm

((
2
√

eΓkaΓ

)1/2

cos ϕ

)
= 2(m−n)/2e−

√
eΓkaΓ cos2 ϕHn−m

(√
2(eΓkaΓ)1/4 cos ϕ

)(5.58)où les fon
tions Hn−m

(√
2(eΓkaΓ)1/4 cos ϕ

) sont les polyn�mes d'Hermite (
f [1℄).De plus, selon (22.14.17) de [1℄ :
∣∣∣Hn−m

(√
2(eΓkaΓ)1/4 cos ϕ

)∣∣∣ < e
√

eΓkaΓ cos2 ϕ κ 2(n−m)/2
√

(n − m)! (5.59)
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 κ ≈ 1.086435.En utilisant (5.57), (5.58) et (5.59), on obtient que lorsque kaΓ → +∞,
|Smn (eΓkaΓ, cos ϕ)| < κ

∣∣∣∣
4
√

eΓkaΓ

π

∣∣∣∣
1/4

1

(n − m)!

(
(n + m)!

2n + 1

)1/2√
(n − m)!De plus, on sait(
f [51℄ 3, 3.23 p 237) que :

Nmn =

∫ 1

−1

(Smn (eΓkaΓ, v))2 dv =
2

2n + 1

(n + m)!

(n − m)!
(5.60)On �nit en 
ombinant (5.56) et (5.60), 
e qui donne :

|dinc
mn| < 4 κ

(√
eΓkaΓ

π

)1/4

�5.1 Ave
 la 
ondition DtN1Nous rappelons que si l'on pose la 
ondition DtN1 (3.22), le 
oe�
ient de ré�e
-tion τapp
mn s'é
rit alors :

τapp
mn =

dinc
mnΥ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

det(M1)ave
 (
f Eq. (3.32)) :
Υ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)′

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Dans la suite, on pose :Conje
ture 5.2 (i) det(M1) =
−2i

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)

, pour λ = 1 et ∀(m, n) ∈ N2, ave

n ≥ m.(ii) | det(M1)| ≥

2

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)

, pour tout λ > 1 et ∀(m, n) ∈ N2, ave
 n ≥ m.Le point (i) est une généralisation de la proposition 3.3 (qui 
orrespond à (m, n) =
(0, 0)) et qui semble véri�ée au moins numériquement (
f Fig. (5.2)). Le point (ii)s'appuie sur l'étude numérique de | det(M1)| (
f Fig. (5.1)) pour un é
hantillon devaleurs de (m, n).
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e 249Lemme 5.3 On suppose que n√
2kaΣ

<< 1. Lorsque kaΓ → +∞ (et don
 lorsque
kaΣ → +∞),

|Υ(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼ eΣ

(kaΣ)2

n(n + 1)2

2

√
n2(n + 1)2

4

1

(kaΣ)2
+ 1 (5.61)Démonstration : On rappelle que :

Υ(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)′

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)En fa
torisant par R
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

), il vient :
Υ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
[

R
(3)′
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

R
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
]Or (
f Eq. (3.23)),

R
(3)′
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

R
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) = rmn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Don
, on peut é
rire plus simplement :
Υ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [
rmn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)] (5.62)Nous allons, à présent, 
her
her un équivalent de rmn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) lorsque kaΣ →
+∞. On rappelle (
f Eq. (4.20) Chap.3) que :

rmn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

ieΣkaΣ

Zex3
mn|Σ

(5.63)On va don
 
her
her un équivalent, à l'ordre 3, de 1

Zex3
mn|Σ

.D'après Eqs. (4.29) et (4.30) du 
hapitre 3, on a, lorsque kaΣ → +∞ :
Zex3

mn|Σ ∼ i

n

kaΣ

− h
(1)
n+1(kaΣ)

h
(1)
n (kaΣ)Or, d'après Eq. (4.31) du 
hapitre 3, lorsque kaΣ → +∞

h(1)
n (kaΣ) =

(−1)n

kaΣ

(
n(n + 1)

2kaΣ

− i

)
ei(kaΣ+ nπ

2 )Don
, lorsque kaΣ → +∞

Zex3
mn|Σ ∼ i

n

kaΣ
−

−i

(
(n + 1)(n + 2)

2kaΣ

− i

)

n(n + 1)

2kaΣ
− i
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rit alors 1

Zex3
mn|Σ

sous forme d'une série de Taylor à l'ordre 3, lorsque kaΣ → +∞et n√
2kaΣ

<< 1 :
1

Zex3
mn|Σ

∼ 1 +
i

kaΣ

+
1

2
n(n + 1)2 1

(kaΣ)2
− i

4
n2(n + 1)3 1

(kaΣ)3
(5.64)En 
ombinant Eqs. (5.63) et (5.64), on obtient que lorsque kaΣ → +∞, pour

n√
2kaΣ

<< 1,
rmn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ ieΣkaΣ

[
1 +

i

kaΣ
+

1

2
n(n + 1)2 1

(kaΣ)2
− i

4
n2(n + 1)3 1

(kaΣ)3

](5.65)On voit immédiatement que lorsque kaΣ → +∞ :
r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ ieΣkaΣ

[
1 +

i

kaΣ

]On peut don
 é
rire que :
rmn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ieΣkaΣ

[
1

2
n(n + 1)2 1

(kaΣ)2
− i

4
n2(n + 1)3 1

(kaΣ)3

](5.66)En utilisant 
e résultat, on obtient que Eq. (5.62) s'é
rit, lorsque kaΣ → +∞ :
Υ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ R

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [
r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

+ieΣkaΣ

(
1

2
n(n + 1)2 1

(kaΣ)2
− i

4
n2(n + 1)3 1

(kaΣ)3

)
− r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)]d'où lorsque kaΣ → +∞,
Υ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) [eΣ

4
n2(n + 1)3 1

(kaΣ)2
+ i

eΣ

2
n(n + 1)2 1

(kaΣ)

]Or, d'après [1℄ (
f Eqs. (21.9.4) et (21.9.5) p. 756), lorsque kaΣ → +∞,
R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ 1

kaΣ

ei(kaΣ− 1
2
(n+1)π)il vient don
 immédiatement que lorsque kaΣ → +∞,

|R(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼ 1

kaΣOn obtient ainsi que, lorsque kaΣ → +∞,
|Υ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼ 1

kaΣ

∣∣∣∣
eΣ

4
n2(n + 1)3 1

(kaΣ)2
+ i

eΣ

2
n(n + 1)2 1

(kaΣ)

∣∣∣∣
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e 251et don
 que, lorsque kaΣ → +∞,
|Υ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼ eΣ

2(kaΣ)2
n(n + 1)2

∣∣∣∣
n(n + 1)

2

1

(kaΣ)
+ i

∣∣∣∣soit
|Υ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼ eΣ

(kaΣ)2

n(n + 1)2

2

√
n2(n + 1)2

4

1

(kaΣ)2
+ 1 (5.67)

�Le lemme 5.3 permet de dé�nir |̃τapp
mn | :

|̃τapp
mn | =

∣∣∣∣∣
dinc

mn R
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

det(M1)

∣∣∣∣∣
eΣ

(kaΣ)2

n(n + 1)2

2

√
n2(n + 1)2

4

1

(kaΣ)2
+ 1La 
onje
ture 5.2 nous dit d'abord que, pour n√

2kaΣ

<< 1,Lemme 5.4 Lorsque kaΓ → +∞ (et don
, kaΣ → +∞)
|̃τapp

mn | ≤ |dinc
mn| |R(1)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| eΓkaΓ(e−2

Γ − 1)

2

eΣ

(kaΣ)2

n(n + 1)2

2

√
n2(n + 1)2

4

1

(kaΣ)2
+ 1(5.68)Nous allons à présent majorer |R(1)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| lorsque kaΓ → +∞ (et don
lorsque kaΣ → +∞ puisque aΣ > aΓ).Lemme 5.5 Lorsque kaΓ → +∞,

|R(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| <

1

kaΓ
(5.69)Démonstration : D'après [1℄ (
f Eq. (21.9.4) p. 756), lorsque kaΓ → +∞,

R(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
∼ 1

kaΓ
cos

[
kaΓ − 1

2
(n + 1)π

]il vient don
 immédiatement que lorsque kaΓ → +∞,
|R(1)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| <

1

kaΓ

�On peut ainsi en déduire la proposition suivante :
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2kaΣ

<< 1, si l'on pose la 
ondi-tion DtN1 (3.22) sur Σ :
|̃τapp

mn | ≤ κ n(n + 1)2 e
9/8
Γ (e−2

Γ − 1)eΣ

π1/4

(
aΓ

aΣ

)1/8
√

n2(n + 1)2

4

1

(kaΣ)2
+ 1

1

(kaΣ)15/8(5.70)ave
 κ ≈ 1.086435Démonstration : Si on 
ombine les lemmes (5.1), (5.4) et (5.5), on obtient que,lorsque kaΓ → +∞ (et don
 kaΣ → +∞) :
|̃τapp

mn | ≤ 4 κ

(√
eΓkaΓ

π

)1/4
eΣ

(kaΣ)2

n(n + 1)2

2

√(
n2(n + 1)2

4

1

(kaΣ)2
+ 1

)
1

kaΓ

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)

2ave
 κ ≈ 1.086435d'où le résultat après simpli�
ation de 
ette expression.
�Si l'on adopte la même 
on�guration géométrique que lors des tests numériques,à savoir aΣ = λaΓ (ave
 λ > 1) et eΣ = eΓ, la proposition 5.6 devient :Corollaire 5.7 Lorsque kaΓ → +∞, pour tout n tel que n√

2λkaΓ

<< 1,
|̃τapp

mn | ≤ κ n(n + 1)2 e
17/8
Γ (e−2

Γ − 1)

π1/4

(
1

λ

)1/8
√

n2(n + 1)2

4

1

(λkaΓ)2
+ 1

1

(λkaΓ)15/8(5.71)ave
 κ ≈ 1.086435En tenant 
ompte du fait que n√
2λkaΓ

<< 1, le résultat du 
orollaire 5.7 sesimpli�e en :Il existe une 
onstante C > 0 telle que pour tous les modes n tels que n√
2λkaΓ

<<

1,
|̃τapp

mn | ≤
C√

λ (kaΓ)3/8On obtient don
 que le module du 
oe�
ient de ré�exion tend vers 0 ave
 la fréquen
eet que le taux de dé
roissan
e par rapport à λ (paramètre de dilatation) est en 1√
λ
.On retrouve don
 le même type de résultat qu'à 2D.
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e 2535.2 Ave
 la 
ondition DtN2Nous rappelons que si l'on pose la 
ondition DtN2 (3.41) 
onstruite sur Σ, le
oe�
ient de ré�e
tion τapp
mn s'é
rit alors :

τapp
mn =

dinc
mnΨ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

det(M2)ave
 (
f Eq. (3.49)) :
Ψ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)′

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+

r00|Σ (λ01 − λmn) − r01|Σ (λ00 − λmn)

λ00 − λ01

R(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Conje
ture 5.8 (i) det(M2) =
−2i

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)

, pour λ = 1 et ∀(m, n) ∈ N2, ave

n ≥ m.(ii) | det(M2)| ≥

2

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)

, pour tout λ > 1 et ∀(m, n) ∈ N2, ave
 n ≥ m.Le point (i) est une généralisation des propositions 3.5 et 3.6 (qui 
orrespondentà (m, n) = (0, 0) et (m, n) = (0, 1)) et qui semble véri�ée au moins numériquement(
f Fig. (5.4)). Le point (ii) s'appuie sur l'étude numérique de | det(M2)| (
f Fig.(5.3)) pour un é
hantillon de valeurs de (m, n).Lemme 5.9 On suppose que n√
2kaΣ

<< 1. Lorsque kaΓ → +∞ (et don
 kaΣ →
+∞),
|Ψ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼ eΣ

(kaΣ)2

√(
n2(n + 1)3

4
− 2(n − m)

)2
1

(kaΣ)2
+

(
n(n + 1)2

2
− 2(n − m)

)2(5.72)Démonstration : On rappelle que :
Ψ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(3)′

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+

r00|Σ (λ01 − λmn) − r01|Σ (λ00 − λmn)

λ00 − λ01
R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)On peut don
 l'é
rire sous la forme :
Ψ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

[
R

(3)′
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

R
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) +
r00|Σ (λ01 − λmn) − r01|Σ (λ00 − λmn)

λ00 − λ01

]
R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Or (
f Eq. (3.23)),
R

(3)′
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

R
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) = rmn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
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Ψ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
=

[
rmn|Σ +

r00|Σ (λ01 − λmn) − r01|Σ (λ00 − λmn)

λ00 − λ01

]
R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)(5.73)Or, d'après Eq. (5.66), lorsque kaΣ → +∞ :
rmn|Σ := rmn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ieΣkaΣ

[
1

2
n(n + 1)2 1

(kaΣ)2
− i

4
n2(n + 1)3 1

(kaΣ)3

]On voit immédiatement que, lorsque kaΣ → +∞ :
r01|Σ := r01

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ ieΣkaΣ

[
2

(kaΣ)2
− 2i

(kaΣ)3

]D'après les deux résultats 
i-dessus, Ψ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) (
f Eq. (5.73)) peut alorss'é
rire, lorsque kaΣ → +∞ :
Ψ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼

[
r00|Σ +

eΣ

4
n2(n + 1)3 1

(kaΣ)2
+

i

2
n(n + 1)2 1

(kaΣ)

+r00|Σ
λ01 − λmn

λ00 − λ01

−
(

r00|Σ
λ00 − λmn

λ00 − λ01
+

(
2eΣ

kaΣ
+ i

2eΣ

(kaΣ)2

)
λ00 − λmn

λ00 − λ01

)]
R

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)soit,
Ψ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼

[(
eΣ

4
n2(n + 1)3 − 2eΣ

λ00 − λmn

λ00 − λ01

)
1

(kaΣ)2

+i

(
n(n + 1)2 eΣ

2
− 2eΣ

λ00 − λmn

λ00 − λ01

)
1

kaΣ

]
R

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)Or, d'après [1℄ (
f Eqs. (21.9.4) et (21.9.5) p. 756), lorsque kaΣ → +∞,
R(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼ 1

kaΣ
ei(kaΣ− 1

2
(n+1)π)il vient don
 immédiatement que lorsque kaΣ → +∞,

|R(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼ 1

kaΣDe plus, lorsque kaΣ → +∞, d'après la proposition 2.4
λmn ∼ (2n − 2m + 1)eΣkaΣ
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e 255et il vient immédiatement que lorsque kaΣ → +∞,
λ00 − λmn

λ00 − λ01

∼ (n − m)On obtient ainsi que, lorsque kaΣ → +∞,
Ψ

(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
∼

[(eΣ

4
n2(n + 1)3 − 2eΣ(n − m)

) 1

(kaΣ)3

+i

(
n(n + 1)2 eΣ

2
− 2eΣ(n − m)

)
1

(kaΣ)2

]
ei(kaΣ− 1

2
(n+1)π)et don
, lorsque kaΣ → +∞,

|Ψ(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼

∣∣∣∣
(eΣ

4
n2(n + 1)3 − 2eΣ(n − m)

) 1

(kaΣ)3

+i

(
n(n + 1)2 eΣ

2
− 2eΣ(n − m)

)
1

(kaΣ)2

∣∣∣∣On obtient ainsi le résultat annon
é, lorsque kaΣ → +∞,
|Ψ(3)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
| ∼ eΣ

(kaΣ)2

√(
n2(n + 1)3

4
− 2(n − m)

)2
1

(kaΣ)2
+

(
n(n + 1)2

2
− 2(n − m)

)2

�Le lemme 5.9 
onduit à dé�nir |̃τapp
mn | :

|̃τapp
mn | =

∣∣∣∣∣
dinc

mn R
(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

det(M2)

∣∣∣∣∣

√(
n2(n + 1)3

4
− 2(n − m)

)2
1

(kaΣ)2
+

(
n(n + 1)2

2
− 2(n − m)

)2La 
onje
ture 5.8 nous dit d'abord que :Lemme 5.10 Lorsque kaΓ → +∞ :
|̃τapp

mn | ≤ |dinc
mn||R

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| eΓkaΓ(e−2

Γ − 1)

2

eΣ

(kaΣ)2

×
√(

n2(n + 1)3

4
− 2(n − m)

)2
1

(kaΣ)2
+

(
n(n + 1)2

2
− 2(n − m)

)2Nous avons déjà montré dans l'étude de |̃τapp
mn |, lorsque l'on 
onsidère la 
onditionDtN1, que l'on pouvait majorer |R(1)

mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
| lorsque kaΓ → +∞ (et don
lorsque kaΣ → +∞ puisque aΣ > aΓ). On peut ainsi en déduire la propositionsuivante :
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kaΣ

<< 1,
|̃τapp

mn | ≤ κ
e
9/8
Γ (e−2

Γ − 1)eΣ

π1/4

(
aΓ

aΣ

)1/8

×
√(

n2(n + 1)3

4
− 2(n − m)

)2
1

(kaΣ)2
+

(
n(n + 1)2

2
− 2(n − m)

)2
1

(kaΣ)15/8(5.74)ave
 κ ≈ 1.086435Démonstration : Si on 
ombine les lemmes (5.1), (5.10) et (5.5) on obtientque, lorsque kaΓ → +∞ (et don
 kaΣ → +∞) et pour n√
kaΣ

<< 1 :
|̃τapp

mn | ≤ 4κ

(√
eΓkaΓ

π

)1/4
eΣ

(kaΣ)2

1

kaΓ

eΓkaΓ(e−2
Γ − 1)

2

×
√(

n2(n + 1)3

4
− 2(n − m)

)2
1

(kaΣ)2
+

(
n(n + 1)2

2
− 2(n − m)

)2ave
 κ ≈ 1.086435d'où le résultat après simpli�
ation de 
ette expression.
�Le résultat donné par la proposition 5.11 montre, qu'à haute fréquen
e, l'équi-valent du module du 
oe�
ient de ré�exion τapp

mn ave
 n√
kaΣ

<< 1 est majoré parune expression qui tend vers 0, lorsque l'on pose la 
ondition DtN2 (3.41) sur Σ.Cela veut dire que l'e�et de pollution généré diminue ave
 la fréquen
e.Si l'on adopte la même 
on�guration géométrique que lors des tests numériques,à savoir aΣ = λaΓ (ave
 λ > 1) et eΣ = eΓ, la proposition 5.11 devient :Corollaire 5.12 Lorsque kaΓ → +∞, pour n√
λkaΓ

<< 1 :
|̃τapp

mn | ≤ κ
e
17/8
Γ (e−2

Γ − 1)

π1/4

(
1

λ

)1/8

×
√(

n2(n + 1)3

4
− 2(n − m)

)2
1

(λkaΓ)2
+

(
n(n + 1)2

2
− 2(n − m)

)2
1

(λkaΓ)15/8(5.75)ave
 κ ≈ 1.086435
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e 257Dans le 
as où n√
λkaΓ

<< 1, le résultat du 
orollaire 5.12 se simpli�e en : ilexiste C 
onstante positive telle que :
|̃τapp

mn | <
C

λ1/2 (kaΓ)3/8En annexe D, nous avons proposé une 
lassi�
ation des modes à 3D. Lorsque
n√

λkaΓ

<< 1, on a toujours n − m <<
λkaΓ

2eΓ

<< 1, 
e qui implique que les modes
orrespondants sont propagatifs. Le 
orollaire 5.12 ne 
on
erne don
 en
ore une foisqu'une partie des modes pour lesquels on observe que le 
oe�
ient de ré�exion dé-
roît vers 0 en fon
tion de 1

λ
et de 1

kaΓ
. En annexe E, nous avons reporté desrésultats 
on
ernant des modes évanes
ents, en utilisant des propriétés parti
ulièresdes fon
tions sphéroïdales. On montre que le 
oe�
ient de ré�exion dé
roît de façonexponentielle en supposant que e > 0.5.

Dans 
e 
hapitre, nous avons 
onsidéré le 
al
ul de la solution analytique du pro-blème mixte (1.2) lorsque T̃ est donné par une des 
onditions DtN que nous avons
onstruites au 
hapitre 3. La solution est dé
omposée en série de fon
tions sphéroï-dales rentrantes et sortantes dont nous avons 
al
ulé les 
oe�
ients en inversant unsystème matri
iel d'ordre 2. Les résultats numériques montrent que quelle que soitla valeur de l'ex
entri
ité la 
ondition DtN2 est performante et pour 
ela il n'est pasné
essaire de trop éloigner la frontière arti�
ielle (λ = 1.2 su�t pour avoir une erreurinférieure à 10% pour ka = 10). Pour obtenir le même niveau de performan
e ave
 la
ondition BGT2, quand 
ela est possible (
f Fig. (5.7),(5.10), (5.13) pour e = 0.1),on observe qu'il faut pla
er la frontière arti�
ielle plus loin (λ > 1.4). L'étude numé-rique semble don
 montrer que la 
ondition DtN2 est en
ore plus performante quela 
ondition BGT2 à haute fréquen
e. Du point de vue théorique, nous obtenons desrésultats similaires au 
as 2D à savoir, pour une famille de modes propagatifs, onmontre que le 
oe�
ient de ré�exion tend vers 0 ave
 une dé
roissan
e du mêmetype qu'à 2D. I
i en
ore, il serait intéressant de 
ompléter 
e résultat en 
onsidérantles autres modes et nous renvoyons à l'annexe E où sont présentés quelques résultatsde 
e type.
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Annexe A : Géométrie di�érentiellepour la 2D
A Expression de la dérivée partielle par rapport auve
teur normal nLes 
oordonnées elliptiques (ξ, θ, z) sont liées aux 
oordonnées 
artésiennes (x, y, z)par les relations :

x = a cos θ
y = b sin θ

(A.76)où θ ∈ [0, 2π[ et a et b sont respe
tivement le demi-axe prin
ipal et le demi-axese
ondaire de l'ellipse 
onsidérée dé�nis par :
a = f cosh ξ
b = f sinh ξ

(A.77)
ξ est un nombre réel stri
tement positif et f est la distan
e interfo
ale de l'ellipsequi véri�e :

f =
√

a2 − b2On dé�nit l'ex
entri
ité e par :
e =

1

cosh ξ
=

√
1 − b2

a2
(A.78)Le 
hangement des 
oordonnées 
artésiennes aux 
oordonées elliptiques est donnépar une transformation ϕ dont la matri
e ja
obienne Jϕ est dé�nie par :

Jϕ =




∂x

∂ξ

∂x

∂θ
∂y

∂ξ

∂y

∂θ


 =

(
f sinh ξ cos θ −f cosh ξ sin θ
f cosh ξ sin θ f sinh ξ cos θ

) (A.79)
δ = det Jϕ = f 2

(
sinh2 ξ cos2 θ + cosh2 ξ sin2 θ

) (A.80)



260 Annexe A : Géométrie di�érentielle pour la 2D.On pose U(ξ, θ) = u(x, y). Maintenant on 
al
ule la normale unitaire −→n en 
oor-données elliptiques :
{

x = a cos θ
y = b sin θ

⇒ −→τ =

∣∣∣∣
−a sin θ
b cos θ

⇒ −→̃
n =

∣∣∣∣
b cos θ
a sin θ

−→τ est la tangente à Γ, la normale −→̃n n'est pas unitaire, il faut don
 la normaliser :
∥∥∥−→̃n
∥∥∥

2

= b2 cos2 θ + a2 sin2 θLa normale unitaire −→n a don
 pour 
oordonnées :
−→n =

−→̃
n∥∥∥−→̃n
∥∥∥

=

∣∣∣∣∣∣∣

b cos θ√
b2 cos2 θ + a2 sin2 θ

a sin θ√
b2 cos2 θ + a2 sin2 θ

=

∣∣∣∣∣∣∣

f sinh ξ cos θ√
b2 cos2 θ + a2 sin2 θ

f cosh ξ sin θ√
b2 cos2 θ + a2 sin2 θOn va maintenant 
al
uler ∇u :

Jϕ−1 = δ−1

(
f sinh ξ cos θ f cosh ξ sin θ
−f cosh ξ sin θ f sinh ξ cos θ

) (A.81)On en déduit que :
∂u

∂x
= δ−1

(
f sinh ξ cos θ

∂U

∂ξ
− f cosh ξ sin θ

∂U

∂θ

)

∂u

∂y
= δ−1

(
f cosh ξ sin θ

∂U

∂ξ
+ f sinh ξ cos θ

∂U

∂θ

) (A.82)
On en 
on
lut que :

∇u · −→n =
δ−1

√
b2 cos2 θ + a2 sin2 θ




f 2 sinh2 ξ cos2 θ
∂U

∂ξ
− f 2 sinh ξ cos θ cosh ξ sin θ

∂U

∂θ

+f 2 cosh2 ξ sin2 θ
∂U

∂ξ
+ f 2 sinh ξ cos θ cosh ξ sin θ

∂U

∂θ




=
δ−1

√
b2 cos2 θ + a2 sin2 θ

(
f 2 sinh2 ξ cos2 θ + f 2 cosh2 ξ sin2 θ

)
︸ ︷︷ ︸

δ

∂U

∂ξ

=
1√

b2 cos2 θ + a2 sin2 θ

∂U

∂ξ
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√

b2 cos2 θ + a2 sin2 θ = a

√
b2

a2
cos2 θ + sin2 θ

= a

√
b2

a2
cos2 θ + (1 − cos2 θ)

= a

√(
b2

a2
− 1

)
cos2 θ + 1

= a

√
1 −

(
cos θ

cosh ξ

)2On obtient don
 :
∇u · −→n =

1

a

√
1 −

(
cos θ

cosh ξ

)2

∂U

∂ξ
(A.83)

B Equation d'Helmholtz en 
oordonnées elliptiquesEn 
oordonnées 
artésiennes (x, y) l'équation d'Helmholtz ∆u + k2u = 0 s'é
rit :
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u + k2u = 0 (B.84)On rappelle que le 
hangement des 
oordonnées 
artésiennes en 
oordonnées el-liptiques est donné par une transformation ϕ dont la matri
e ja
obienne Jϕ est dé�niepar (A.79) :

Jϕ =




∂x

∂ξ

∂x

∂θ
∂y

∂ξ

∂y

∂θ


 =

(
f sinh ξ cos θ −f cosh ξ sin θ
f cosh ξ sin θ f sinh ξ cos θ

)où
δ = det Jϕ = f 2

(
sinh2 ξ cos2 θ + cosh2 ξ sin2 θ

)On peut don
 é
rire :
(

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
=

(
∂U

∂ξ
,
∂U

∂θ

)
J−1

ϕ (B.85)où l'inverse de la matri
e ja
obienne (A.79) est, on le rappelle donné par (A.81) :
Jϕ−1 = δ−1

(
f sinh ξ cos θ f cosh ξ sin θ
−f cosh ξ sin θ f sinh ξ cos θ

)
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e à 
ette matri
e, on peut exprimer :
∂ξ

∂x
=

f sinh ξ cos θ

δ
,

∂ξ

∂y
=

f cosh ξ sin θ

δ

∂θ

∂x
= −f cosh ξ sin θ

δ
,

∂θ

∂y
=

f sinh ξ cos θ

δ

(B.86)Grâ
e à 
es relations (B.86), on a vu dans la première partie que l'on obtenaitles relations :
∂u

∂x
= δ−1f

(
sinh ξ cos θ

∂U

∂ξ
− cosh ξ sin θ

∂U

∂θ

)

∂u

∂y
= δ−1f

(
cosh ξ sin θ

∂U

∂ξ
+ sinh ξ cos θ

∂U

∂θ

) (B.87)
Comme l'on souhaite é
rire l'équation d'Helmholtz en 
oordonnées elliptiques,on doit exprimer les deux dérivées se
ondes ∂2u

∂x2
et ∂2u

∂y2
en fon
tion des dérivéespartielles par rapport à ξ et θ :

• On 
ommen
e par exprimer ∂2u

∂x2
:

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)

= δ−1f

[
∂

∂x
(sinh ξ cos θ)

∂U

∂ξ
− ∂

∂x
(cosh ξ sin θ)

∂U

∂θ

+ sinh ξ cos θ
∂

∂x

∂U

∂ξ
− cosh ξ sin θ

∂

∂x

∂U

∂θ

]on sait aussi que :
∂

∂x
(sinh ξ cos θ) =

∂

∂ξ
(sinh ξ cos θ)

∂ξ

∂x
+

∂

∂θ
(sinh ξ cos θ)

∂θ

∂x

= cosh ξ cos θ
∂ξ

∂x
− sinh ξ sin θ

∂θ

∂x

=
f sinh ξ cosh ξ cos2 θ

δ
+

f sinh ξ cosh ξ sin2 θ

δ

=
f sinh ξ cosh ξ

δ
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∂

∂x
(cosh ξ sin θ) =

∂

∂ξ
(cosh ξ sin θ)

∂ξ

∂x
+

∂

∂θ
(cosh ξ sin θ)

∂θ

∂x

= sinh ξ sin θ
∂ξ

∂x
+ cosh ξ cos θ

∂θ

∂x

=
f sinh2 ξ cos θ sin θ

δ
− f cosh2 ξ cos θ sin θ

δ

= −f cos θ sin θ

δEnsuite,on a besoin des expressions suivantes (A.82) :
∂

∂x

[
∂U

∂ξ

]
= δ−1f

(
sinh ξ cos θ

∂

∂ξ

(
∂U

∂ξ

)
− cosh ξ sin θ

∂

∂θ

(
∂U

∂ξ

))

∂

∂x

[
∂U

∂θ

]
= δ−1f

(
sinh ξ cos θ

∂

∂ξ

(
∂U

∂θ

)
− cosh ξ sin θ

∂

∂θ

(
∂U

∂θ

))

En regroupant les résultats 
i-dessus, on obtient :
∂2u

∂x2
= δ−1f

[
f sinh ξ cosh ξ

δ

∂U

∂ξ
+

f cos θ sin θ

δ

∂U

∂θ

+
f sinh2 ξ cos2 θ

δ

∂2U

∂ξ2
− f cosh ξ sinh ξ cos θ sin θ

δ

∂2U

∂θ∂ξ

−f cosh ξ sinh ξ cos θ sin θ

δ

∂2U

∂ξ∂θ
+

f cosh2 ξ sin2 θ

δ

∂2U

∂θ2

]

On obtient :
∂2u

∂x2
=

f 2 sinh2 ξ cos2 θ

δ2

∂2U

∂ξ2
+

f 2 cosh2 ξ sin2 θ

δ2

∂2U

∂θ2
+

f 2 sinh ξ cosh ξ

δ2

∂U

∂ξ

+
f 2 cos θ sin θ

δ2

∂U

∂θ
− 2

f 2 cosh ξ sinh ξ cos θ sin θ

δ2

∂2U

∂ξ∂θ (B.88)
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• On exprime à présent ∂2u

∂y2
:

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂u

∂y

)

= δ−1f

[
∂

∂y
(cosh ξ sin θ)

∂U

∂ξ
− ∂

∂y
(sinh ξ cos θ)

∂U

∂θ

+ cosh ξ sin θ
∂

∂y

∂U

∂ξ
+ sinh ξ cos θ

∂

∂x

∂U

∂θ

]On sait aussi que :
∂

∂y
(cosh ξ sin θ) =

∂

∂ξ
(cosh ξ sin θ)

∂ξ

∂y
+

∂

∂θ
(cosh ξ sin θ)

∂θ

∂y

= sinh ξ sin θ
∂ξ

∂y
+ cosh ξ cos θ

∂θ

∂y

=
f sinh ξ cosh ξ sin2 θ

δ
+

f sinh ξ cosh ξ cos2 θ

δ

=
f sinh ξ cosh ξ

δet
∂

∂y
(sinh ξ cos θ) =

∂

∂ξ
(sinh ξ cos θ)

∂ξ

∂y
+

∂

∂θ
(sinh ξ cos θ)

∂θ

∂y

= cosh ξ cos θ
∂ξ

∂y
− sinh ξ sin θ

∂θ

∂y

=
f cosh2 ξ cos θ sin θ

δ
− f sinh2 ξ cos θ sin θ

δ

=
f cos θ sin θ

δEnsuite,on a besoin des expressions suivantes (A.82) :
∂

∂y

[
∂U

∂ξ

]
= δ−1f

(
cosh ξ sin θ

∂

∂ξ

(
∂U

∂ξ

)
+ sinh ξ cos θ

∂

∂θ

(
∂U

∂ξ

))

∂

∂y

[
∂U

∂θ

]
= δ−1f

(
cosh ξ sin θ

∂

∂ξ

(
∂U

∂θ

)
+ sinh ξ cos θ

∂

∂θ

(
∂U

∂θ

))
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i-dessus, on obtient :
∂2u

∂y2
= δ−1f

[
f sinh ξ cosh ξ

δ

∂U

∂ξ
+

f cos θ sin θ

δ

∂U

∂θ

+
f cosh2 ξ sin2 θ

δ

∂2U

∂ξ2
+

f cosh ξ sinh ξ cos θ sin θ

δ

∂2U

∂ξ∂θ

+
f cosh ξ sinh ξ cos θ sin θ

δ

∂2U

∂ξ∂θ
+

f sinh2 ξ cos2 θ

δ

∂2U

∂θ2

]On obtient :
∂2u

∂x2
=

f 2 cosh2 ξ sin2 θ

δ2

∂2U

∂ξ2
+

f 2 sinh2 ξ cos2 θ

δ2

∂2U

∂θ2
+

f 2 sinh ξ cosh ξ

δ2

∂U

∂ξ

+
f 2 cos θ sin θ

δ2

∂U

∂θ
+ 2

f 2 cosh ξ sinh ξ cos θ sin θ

δ2

∂2U

∂ξ∂θ (B.89)Ainsi, en 
oordonnée elliptique, l'équation d'Helmholtz s'é
rit (d'après (B.88)et(B.89)) :
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u + k2u = 0

⇐⇒ f 2
(
sinh2 ξ cos2 θ + cosh2 ξ sin2 θ

)

δ2

∂2U

∂ξ2
+

f 2
(
sinh2 ξ cos2 θ + cosh2 ξ sin2 θ

)

δ2

∂2U

∂θ2

+2
f 2 sinh ξ cosh ξ

δ2

∂U

∂ξ
+ 2

f 2 cos θ sin θ

δ2

∂U

∂θ

−2
f 2 cosh ξ sinh ξ cos θ sin θ

δ2

∂2U

∂ξ∂θ
+ 2

f 2 cosh ξ sinh ξ cos θ sin θ

δ2

∂2U

∂ξ∂θ
+ k2u = 0L'équation d'Helmholtz s'é
rit don
 :

1

δ

∂2U

∂ξ2
+

1

δ

∂2U

∂θ2
+ 2

f 2 sinh ξ cosh ξ

δ2

∂U

∂ξ
+ 2

f 2 cos θ sin θ

δ2

∂U

∂θ
+ k2U = 0 (B.90)
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Annexe B : Géométrie di�érentiellepour la 3D
A Expression de la dérivée partielle par rapport auve
teur normal nLes 
oordonnées sphéroïdales prolates (ξ, ϕ, θ sont liées aux 
oordonnées 
arté-siennes (x, y, z) par les relations :

x = b sin ϕ cos θ

y = b sin ϕ sin θ

z = a cos ϕ

(A.91)ave
 ϕ ∈ [0, π[, θ ∈ [0, 2π[, a et b représentent respe
tivement le demi axe prin
ipalet le demi axe se
ondaire du sphéroïde et sont donnés par :
a = f cosh ξ

b = f sinh ξ
(A.92)où f est la distan
e interfo
ale de la sphéroïde et ξ un nombre réel positif ou nul.De plus f véri�e la relation :

f =
√

a2 − b2 (A.93)De la même façon que dans le 
as bidimensionnel, on dé�nit l'e

entri
ité e d'unesphèroïde prolate, pour ξ = ξ0, par :
e =

1

cosh ξ0
=

√
1 − b2

a2
(A.94)Le 
hangement en 
oordonnées sphéroïdes prolates est donné par une transfor-



268 Annexe B : Géométrie di�érentielle pour la 3D.mation φdont la matri
e ja
obienne Jφ est dé�nie par :
Jφ =




∂x

∂ξ

∂x

∂ϕ

∂x

∂θ

∂y

∂ξ

∂y

∂ϕ

∂y

∂θ

∂z

∂ξ

∂z

∂ϕ

∂z

∂θ




=




f cosh ξ sin ϕ cos θ f sinh ξ cos ϕ cos θ −f sinh ξ sin ϕ sin θ

f cosh ξ sin ϕ sin θ f sinh ξ cos ϕ sin θ f sinh ξ sin ϕ cos θ

f sinh ξ cos ϕ −f cosh ξ sin ϕ 0


Le déterminant de Jφ est donné par :

det(Jφ) = f sinh ξ cos ϕ
(
f 2 sinh2 ξ cos ϕ sin ϕ cos2 θ + f 2 sinh2 ξ cos ϕ sin ϕ sin2 θ

)

+f cosh ξ sin ϕ
(
f 2 cosh ξ sinh ξ sin2 ϕ cos2 θ + f 2 cosh ξ sinh ξ sin2 ϕ sin2 θ

)

= f sinh ξ cos ϕ × f 2 sinh2 ξ cos ϕ sinϕ + f cosh ξ sin ϕ × f 2 cosh ξ sinh ξ sin2 ϕ

= f 3 sinh3 ξ cos2 ϕ sin ϕ + f 3 cosh2 ξ sinh ξ sin3 ϕ

= f 3 sinh ξ sin ϕ
(
sinh2 ξ cos2 ϕ + cosh2 ξ sin2 ϕ

) (A.95)On veut 
al
uler la normale unitaire n en 
oordonnées sphéroïdales prolates. Sion note M(ϕ, θ) = (x(ϕ, θ), y(ϕ, θ), z(ϕ, θ)) où x, y et z sont donnés par (A.91), unenormale non unitaire N va s'é
rire :
N(ϕ, θ) =

∂M

∂ϕ
(ϕ, θ) ∧ ∂M

∂θ
(ϕ, θ) (A.96)On a :

∂M

∂ϕ
(ϕ, θ) =




b cos ϕ cos θ
b cos ϕ sin θ
−a sin ϕ


 et ∂M

∂θ
(ϕ, θ) =




−b sin ϕ sin θ
b sin ϕ cos θ

0


 (A.97)et don
 :

N(ϕ, θ) =
∂M

∂ϕ
(ϕ, θ) ∧ ∂M

∂θ
(ϕ, θ) =




ab sin2 ϕ cos θ
ab sin2 ϕ sin θ
b2 sin ϕ cos ϕ


 (A.98)La norme de N(ϕ, θ) est donnée par :

‖ N ‖2= a2b2 sin4 ϕ cos2 θ + a2b2 sin4 ϕ sin2 θ + b4 sin2 ϕ cos2 ϕ

= a2b2 sin4 ϕ + b4 sin2 ϕ cos2 ϕ

= b2 sin2 ϕ
(
a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ

)
(A.99)
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rit don
 :
n =

N

‖ N ‖ =




a sin ϕ cos θ√
a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ

a sin ϕ sin θ√
a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ

b cos ϕ√
a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ




(A.100)
On va maintenant 
al
uler ∇u. On 
ommen
e pour 
e faire à inverser la matri
eja
obienne Jφ :

J−1

φ =
1

detJφ




f2 cosh ξ sinh ξ sin
2 ϕ cos θ f2 cosh ξ sinh ξ sin

2 ϕ sin θ f2 sinh
2
cosϕ sin ϕ

f2 sinh
2 ξ cosϕ sin ϕ cos θ f2 sinh

2 ξ cosϕ sin ϕ sin θ −f2 cosh ξ sinh ξ sin
2 ϕ

−f2 sin θ
(
cosh

2 ξ sin
2 ϕ + sinh

2 ξ cos2 ϕ
)

f2 cos θ
(
cosh

2 ξ sin
2 ϕ + sinh

2 ξ cos2 ϕ
)

0




Or, si on note u(x, y, z) = U(ξ, ϕ, θ), on a :
(

∂u

∂x
;

∂u

∂y
;

∂u

∂z

)
=

(
∂U

∂ξ
;

∂U

∂ϕ
;

∂U

∂θ

)
J−1

φ (A.101)
Don
,

∂u

∂x
=

1

detJφ

(
f2 cosh ξ sinh ξ sin

2 ϕ cos θ
∂U

∂ξ
+ f2 sinh

2 ξ cosϕ sin ϕ cos θ
∂U

∂ϕ
− f2 sin θ

(
cosh

2 ξ sin
2 ϕ + sinh

2 ξ cos2 ϕ
) ∂U

∂θ

)

∂u

∂y
=

1

detJφ

(
f2 cosh ξ sinh ξ sin

2 ϕ sin θ
∂U

∂ξ
+ f2 sinh

2 ξ cosϕ sin ϕ sin θ
∂U

∂ϕ
+ f2 cos θ

(
cosh

2 ξ sin
2 ϕ + sinh

2 ξ cos2 ϕ
) ∂U

∂θ

)

∂u

∂z
=

1

detJφ

(
f2 sinh

2
cosϕ sin ϕ

∂U

∂ξ
− f2 cosh ξ sinh ξ sin

2 ϕ
∂U

∂ϕ

) (A.102)
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∇u · n =

1

det Jφ

√
a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ

(
f 3 cosh2 ξ sinh ξ sin3 ϕ cos2 θ

∂U

∂ξ

+f 3 cosh ξ sinh2 ξ cos ϕ sin2 ϕ cos2 θ
∂U

∂ϕ

−f 3 cosh ξ sin ϕ cos θ sin θ
(
cosh2 ξ sin2 ϕ + sinh2 ξ cos2 ϕ

) ∂U

∂θ

+f 3 cosh2 ξ sinh ξ sin3 ϕ sin2 θ
∂U

∂ξ

+f 3 cosh ξ sinh2 ξ cos ϕ sin2 ϕ sin2 θ
∂U

∂ϕ

+f 3 cosh ξ sin ϕ cos θ sin θ
(
cosh2 ξ sin2 ϕ + sinh2 ξ cos2 ϕ

) ∂U

∂θ

+ f 3 sinh3 ξ cos2 ϕ sin ϕ
∂U

∂ξ
− f 3 cosh ξ sinh2 ξ cos ϕ sin2 ϕ

∂U

∂ϕ

)

=
1

det Jφ

√
a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ

(
f 3 cosh2 ξ sinh ξ sin3 ϕ

(
cos2 θ + sin2 θ

)
+ f 3 sinh3 ξ cos2 ϕ sin ϕ

)
︸ ︷︷ ︸

det Jφ

∂U

∂ξDon
,
∇u · n =

1√
a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ

∂U

∂ξ
(A.103)Or,

√
a2 sin2 ϕ + b2 cos2 ϕ = a

√
sin2 ϕ +

b2

a2
cos2 ϕ = a

√
(1 − cos2 ϕ) +

b2

a2
cos2 ϕ

= a

√
1 −

(
1 − b2

a2

)
cos2 ϕ = a

√
1 − e2 cos2 ϕ (A.104)où e est l'ex
entri
ité du sphéroïde 
onsidéré dé�nie par (A.94).On obtient le résultat re
her
hé :

∂

∂n
=

1

a
√

1 − e2 cos2 ϕ

∂

∂ξ
(A.105)
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oordonnées sphéroï-dales prolatesA�n d'exprimer l'équation d'Helmholtz en 
oordonnées sphéroïdales prolates
(ξ, ϕ, θ), nous devons exprimer le Lapla
ien. Pour 
e faire, nous utilisons son expres-sions en 
oordonnées 
urvilignes orthogonales (
f Eq. (1.44) dans [53℄) dans laquellenous réinje
tons les paramètres spé
i�ques aux 
oordonnées sphéroïdales prolatesdonnés par l'Eq. (1.77) dans [53℄. Nous obtenons :
∆u =

1

f 2 sinh ξ sin ϕ
(
cosh2 ξ − cos2 ϕ

)
[
sin ϕ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂

∂ξ

)
+ sinh ξ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂

∂ϕ

)

+
cosh2 ξ − cos2 ϕ

sinh ξ sin ϕ

∂2

∂θ2

]
uL'équation d'Helmholtz ∆u + k2u = 0 s'é
rit alors :

1

f 2 sinh ξ sin ϕ
(
cosh2 ξ − cos2 ϕ

)
[
sin ϕ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂

∂ξ

)
+ sinh ξ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂

∂ϕ

)

+
cosh2 ξ − cos2 ϕ

sinh ξ sin ϕ

∂2

∂θ2

]
u + k2u = 0soit,

[
sin ϕ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂

∂ξ

)
+ sinh ξ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂

∂ϕ

)

+
cosh2 ξ − cos2 ϕ

sinh ξ sin ϕ

∂2

∂θ2
+ k2f 2 sinh ξ sin ϕ

(
cosh2 ξ − cos2 ϕ

)]
u = 0On obtient ainsi que l'équation d'Helmholtz s'é
rit en 
oordonnées sphéroïdalesprolates (ξ, ϕ, θ) :

1

sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂u

∂ξ

)
+

1

sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂u

∂ϕ

)
+

cosh2 ξ − cos2 ϕ

sinh2 ξ sin2 ϕ

∂2u

∂θ2
+k2f 2

(
cosh2 ξ − cos2 ϕ

)
u = 0



272 Annexe B : Géométrie di�érentielle pour la 3D.



Annexe C : Cal
ul des Wronskiens 273
Annexe C : Cal
ul des Wronskiens

Dans 
ette annexe, nous allons développer le 
al
uls des Wronskiens, notés ∆W ,utilisés dans 
ertaines démonstration de la thèse en 2D et en 3D.A Dé�nition du WronskienOn rappelle que si y1(c, ζ) et y2(c, ζ) sont deux solutions de l'équation di�éren-tielle :
y′′ + ay′ + by = 0le Wronskien asso
ié à 
ette équation di�érentielle est, par dé�nition :

∆W [y1, y2] = y1y
′
2 − y′

1y2et ∆W [y1, y2] est solution de l'équation di�érentielle d'ordre 1 :
∆′

W = −a∆W (A.106)où ∆′
W =

∂∆W

∂ζ
.B Cal
ul du Wronskien ∆W

[
R

(1)
mΣ

, R
(2)
mΣ

]On 
her
he à 
al
uler le Wronskien suivant : ∆W

[
R

(1)
mΣ , R

(2)
mΣ

].On sait d'après Eqs. (1.21) et (1.22) du 
hapitre 1 que les fon
tions de Mathieudu mème mode et de jème espè
e (j = 1, 2, 3, 4) notées R
(j)
mΣ véri�ent l'équation di�é-rentielle suivante :

∂2R
(j)
m (2

√
q, cosh z)

∂z2
+ (am(q) − 2q cosh 2z) R(j)

m (2
√

q, cosh z) = 0ave
 q =
(kf)2

4
.



274 Annexe C : Cal
ul des WronskiensOn fait le 
hangement de variables suivants : ζ = cosh z et c = 2
√

q = kf . On peutalors é
rire que les fon
tions R
(j)
mΣ(c, ζ) véri�ent l'équation di�érentielle suivante :

∂2R
(j)
m (c, ζ)

∂ζ2
+

ζ

ζ2 − 1

∂R
(j)
m (c, ζ)

∂ζ
+

1

ζ2 − 1

(
am

( c

4

)
− c

2
(2ζ2 − 1)

)
R(j)

m (c, ζ) = 0d'après Eq. (A.106)
∆′

W

[
R(1)

mΣ
, R(2)

mΣ

]
= − ζ

ζ2 − 1
∆W

[
R(1)

mΣ
, R(2)

mΣ

]On en déuit que :
∆W

[
R(1)

mΣ
, R(2)

mΣ

]
=

C

ζ2 − 1
(B.107)où C est une 
onstante que l'on peut déterminer en utilisant les 
omportement desfon
tions R

(1)
mΣ et R

(2)
mΣ à l'in�ni. D'après [51℄, nous savons que lorsque cζ → +∞ :
R(1)

mΣ
(c, ζ) ∼ JmΣ

(cζ) et R(2)
mΣ

(c, ζ) ∼ YmΣ
(cζ)où Jm et Ym sont les fon
tions de Bessel de première et deuxième espè
e et d'ordre m(
f Chap. 9 dans [1℄). Or, d'après [1℄ (
f Eqs. (9.2.1) et (9.2.2)), lorsque cζ → +∞ :

Jm(cζ) ∼
√

2

πcζ
cos

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)

Ym(cζ) ∼
√

2

πcζ
sin

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)Don
, lorsque cζ → +∞ :
R

(1)
mΣ(c, ζ) ∼

√
2

πcζ
cos

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)

R
(2)
mΣ(c, ζ) ∼

√
2

πcζ
sin

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)Notons f(x) = x cos

(
1

x2
− (n + 1/2)π

2

) et g(x) = x sin

(
1

x2
− (n + 1/2)π

2

). Lesfon
tions f et g admettent une limite en 0 égale à 0. Elles peuvent don
 être prolon-gées par 0 en 0. Ces deux fon
tions sont don
 
ontinues sur R et dérivables sur R∗.On peut don
 leur appliquer la règle de l'H�pital, 
e qui entraîne :
∂R

(1)
mΣ(c, ζ)

∂ζ
∼ ∂

∂ζ

[√
2

πcζ
cos

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)]

∂R
(2)
mΣ(c, ζ)

∂ζ
∼ ∂

∂ζ

[√
2

πcζ
sin

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)]
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R

(1)′
mΣ(c, ζ) ∼

√
2

πcζ

[−1

2ζ
cos

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)
− c sin

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)]

R
(2)′
mΣ(c, ζ) ∼

√
2

πcζ

[−1

2ζ
sin

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)
+ c cos

(
cζ − (n + 1/2)π

2

)]On obtient alors que, 
omme
∆W

[
R(1)

mΣ
, R(2)

mΣ

]
= R(1)

m (c, ζ)R(2)′
m (c, ζ) − R(1)′

m (c, ζ)R(2)
m (c, ζ)lorsque cζ → +∞,

∆W

[
R(1)

mΣ
, R(2)

mΣ

]
∼ 2

πζAinsi, lorsque ζ → +∞ :
C

ζ2 − 1
∼ 2

πζ
e qui implique que C =
2(ζ2 − 1)

πζ
, et on obtient �nalement que :

∆W

[
R(1)

mΣ
, R(2)

mΣ

]
=

2

πζSi l'on refait le 
hangement de variable en sens inverse cosh ξ = ζ , on obtient que :
∆W

[
R(1)

mΣ
(kf cosh ξ), R(2)

mΣ
(kf cosh ξ)

]
=

2

cosh ξEt don
 pour une ex
entri
ité donnée e = (cosh ξ)−1, on a :
∆W

[
R(1)

mΣ
(kf cosh ξ), R(2)

mΣ
(kf cosh ξ)

]
=

2e

π
(B.108)

C Cal
ul du Wronskien ∆W

[
R

(1)
mnΣ

, R
(2)
mnΣ

]On rappelle (
f Eq. (2.34) Chap. 1) que les fon
tions d'ondes sphéroïdales pro-lates radiales d'ordre mn et d'espè
e j (pour j = 1, 2, 3, 4), notées R
(j)
mn(kf, cosh ξ),véri�ent l'équation di�érentielle :

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂R
(j)
mn(kf, cosh ξ)

∂ξ

)
−sinh ξ

(
λmn − (kf)2 cosh2 ξ − m2

sinh2 ξ

)
R(j)

mn(kf, cosh ξ) = 0



276 Annexe C : Cal
ul des WronskiensSi l'on fait le 
hangement de variable suivant : ζ = cosh ξ et c = kf , elles véri�entl'équation suivante :
∂R

(j)
mn(c, ζ)

∂ζ2
+

2ζ

(ζ2 − 1)

∂R
(j)
mn(c, ζ)

∂ζ
− 1

(ζ2 − 1)

(
λmn − (c)2ζ2 − m2

ζ2 − 1

)
R(j)

mn(c, ζ) = 0D'après Eq. (A.106), on a don
 que ∆W

[
R

(1)
mnΣ , R

(2)
mnΣ

] satisfait :
∂∆W (c, ζ)

∂ζ
= − 2ζ

(ζ2 − 1)
∆W (ζ)don
,

∆W (ζ) =
C

ζ2 − 1où C est une 
onstante que l'on peut déterminer en utilisant les 
omportementsasymptotiques de R
(1)
mn(c, ζ) et R

(2)
mn(c, ζ) à l'in�ni. D'après [1℄ (
f Eqs. (21.9.4) et(21.9.5) p. 756), lorsque cζ → +∞ :

R
(1)
mn(c, ζ) ∼ 1

cζ
cos

(
cζ − (n + 1)π

2

)

R
(2)
mn(c, ζ) ∼ 1

cζ
sin

(
cζ − (n + 1)π

2

) (C.109)
Notons f(x) = x cos

(
1

x
− (n + 1)π

2

) et g(x) = x sin

(
1

x
− (n + 1)π

2

). Les fon
-tions f et g admettent une limite en 0 égale à 0. Elles peuvent don
 être prolongéespar 0 en 0. Ces deux fon
tions sont don
 
ontinues sur R et dérivables sur R∗. Onpeut don
 leur appliquer la règle de l'H�pital, 
e qui entraîne que lorsque cζ → +∞ :
∂R

(1)′
mn(c, ζ)

∂ζ
∼ ∂

∂ζ

[
1

cζ
cos

(
cζ − (n + 1)π

2

)]

R
(2)′
mn(c, ζ)

∂ζ
∼ ∂

∂ζ

[
1

cζ
sin

(
cζ − (n + 1)π

2

)] (C.110)Comme,
∆W

[
R(1)

mnΣ
, R(2)

mnΣ

]
= R(1)

mn(c, ζ)R(2)′
mn(c, ζ) − R(1)′

mn(c, ζ)R(2)
mn(c, ζ)on en déduit don
 que, lorsque cζ → +∞

∆W

[
R(1)

mnΣ
, R(2)

mnΣ

]
∼ 1

cζ2Ainsi, lorsque cζ → +∞
C

ζ2 − 1
∼ 1

cζ2



Annexe C : Cal
ul des Wronskiens 277
e qui implique que C =
1

c
, et on obtient �nalement que :

∆W (ζ) =
1

c(ζ2 − 1)Si l'on refait le 
hangement de variable en sens inverse cosh ξ = ζ et kf = c, onobtient que :
∆W

[
R(1)

mnΣ
(kf cosh ξ), R(2)

mnΣ
(kf cosh ξ)

]
=

1

kf sinh2 ξEt don
 pour une ex
entri
ité donnée e = (cosh ξ)−1 (on rappelle que kf = eka), ona :
∆W

[
R(1)

mnΣ
(kf cosh ξ), R(2)

mnΣ
(kf cosh ξ)

]
=

1

eka(e−2 − 1)
(C.111)
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Annexe D : Classi�
ation des modes

A�n d'analyser les performan
es des nouvelles 
onditions DtN, nous avons établides estimations qui ne sont valables que pour une 
ertaine partie des modes. A�nde 
omprendre dans quel 
adre les majorations sont valables, nous proposons une
lassi�
ation des modes qui permet de retrouver la 
lassi�
ation 
onnue en géométrie
ir
ulaire ou sphérique.A Classi�
ation des modes pour le problème 2DDans 
ette partie, nous proposons une méthode de 
lassi�
ation qui repose sur lapartie prin
ipale de l'opérateur d'Helmholtz en 
oordonnées elliptiques, 
e qui revientà représenter lo
alement la surfa
e elliptique par son plan tangent. Comme nous ledisions auparavant, la méthode de 
lassi�
ation que nous proposons nous permet deretrouver 
elle bien 
onnue en 
oordonnées polaires ainsi que 
elle qui est appliquéeen 
oordonnées 
artésiennes. C'est pourquoi nous 
ommençons par 
onsidérer 
esdeux 
as plus simples.A.1 Cas du système de 
oordonnées 
artésiennesOn se pla
e dans le 
as où l'on analyse le 
omportement d'une onde au voisinaged'une surfa
e {x = x0}. En 
oordonnées 
artésiennes (x, y), on a :
∂2u

∂x2
= −

[
∂2u

∂y2
+ k2u

]Si l'on e�e
tue une transformée de Fourier partielle en y qui à u := u(x, y) asso
ie
û := û(x, ky), on obtient l'équation algébrique :

∂2û

∂x2
= −

(
−k2

y + k2
)
ûCette équation admet pour solution générale :

û(x, ky) = A(ky) exp
√

k2−k2
yx +B(ky) exp−

√
k2−k2

yx
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ation des modesave
,
√

k2 − k2
y =





√
k2 − k2

y si |ky| < k

i
√

k2 − k2
y si |ky| > ket les fon
tions A et B sont ajustées à partir des données. On pose alors la dé�nitionsuivante :Dé�nition A.1 On dit que û est un mode propagatif si (û)−1 ∂2û

∂x2
est négatif, éva-nes
ent si (û)−1∂2û

∂x2
est positif et rampant si ∂2û

∂x2
= 0La dé�nition (A.1) est 
ohérente ave
 
elle des trois régions re
ouvrant l'espa
edes fréquen
es qui sont les zones hyperboliques {k > |ky|} (les rayons se propagent),elliptique {k < |ky|} (les rayons sont évanes
ents) et �glan
ing� {k = |ky|} (lesrayons sont rampants). Nous renvoyons par exemple à [62℄ pour plus de détails sur
es di�érentes zones.A.2 Cas des 
oordonnées polairesOn sait [14℄ que dans le système de 
oordonnées polaires (r, θ), l'opérateur d'Helm-holtz ∆u + k2u s'é
rit :

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2

∂2u

∂θ2
+ k2u (A.112)On s'intéresse aux modes un pour lesquels on pose 
omme dé�nition :Dé�nition A.2 Le mode un est un mode propagatif si (un)

−1 ∂2un

∂r2
est négatif, éva-nes
ent si (un)−1∂2un

∂r2
est positif et rampant si (un)

−1 ∂2un

∂r2
est nul.La dé�nition (A.2) est une généralisation de la dé�nition (A.1). On voit don
qu'il s'agit de déterminer le signe de (un)

−1∂2un

∂r2
, 
e qui n'est pas évident à moins denégliger les dérivées d'ordre 1. C'est pourquoi, on 
hoisit de représenter l'opérateurd'Helmholtz par sa partie prin
ipale ∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂θ2
+ k2, si bien que l'on se ramène àétudier le signe de l'expression u−1

n

(
1

r2

∂2un

∂θ2
+ k2un

).Proposition A.3 Le mode un est propagatif si n < kr, évanes
ent si n > kr etrampant si n = kr.Démonstration : A�n de 
lassi�er les modes, on 
her
he, d'après la dé�nition(A.2), le signe de l'expression u−1
n

(
1

r2

∂2un

∂θ2
+ k2un

) 
ar on sait que si un véri�e
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ation des modes 281l'équation d'helmholtz en 
oordonnées polaires, alors :
(un)−1∂2un

∂r2
= u−1

n

(
− 1

r2

∂2un

∂θ2
− k2un

)Or d'après [10℄, un s'é
rit :
un = dex

n H(1)
n cos nθave
 dex

n = −(2 − δ0n)(−i)n Jn(kr)

H
(1)
n (kr)

, où δ0n est le symbole de Kröne
ker, Jn est lafon
tion de Bessel de 1ère espè
e d'ordre n et H
(1)
n est la fon
tion de Hankel de 1èreespè
e d'ordre n.On obtient don
 que 1

r2

∂2un

∂θ2
= −n2

r2
un. Ainsi :

(un)
−1∂2un

∂r2
= u−1

n

(
n2

r2
− k2

)
un =

m2

r2
− k2On peut don
 à présent 
lassi�er les di�érents modes et on a :

∗ un est un mode propagatif si (un)
−1 ∂2un

∂r2
< 0 ⇔ n < kr,

∗ un est un mode évanes
ent si (un)−1∂2un

∂r2
> 0 ⇔ n > kr,

∗ un est un mode rampant si (un)−1∂2un

∂r2
= 0 ⇔ n = kr.

�A.3 Cas des 
oordonnées elliptiquesOn sait (
f Annexe A) que dans le système de 
oordonnées elliptiques (ξ, θ),l'opérateur d'Helmholtz s'é
rit :
1

δ

∂2

∂ξ2
+

1

δ

∂2

∂θ2
+ 2

f 2 sinh ξ cosh ξ

δ2

∂

∂ξ
+ 2

f 2 cos θ sin θ

δ2

∂

∂θ
+ k2 (A.113)où δ = f 2

(
sinh2 ξ cos2 θ + cosh2 ξ sin2 θ

).On s'intéresse i
i aux modes un pour lesquels on adopte, 
omme dans les 
as
artésien et polaire, la dé�nition :Dé�nition A.4 Le mode un est un mode propagatif si (un)
−1 ∂2un

∂ξ2
est négatif, éva-nes
ent si (un)−1∂2un

∂ξ2
est positif et rampant si (un)

−1 ∂2un

∂ξ2
est nul.
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ation des modesCette dé�nition est 
ohérente ave
 la dé�nition (A.1) puisque ξ joue le r�le de lavariable radiale. On voit don
 qu'il s'agit de déterminer le signe de (un)
−1 ∂2un

∂ξ2
. Tout
omme dans le 
as des 
oordonnées polaires, 
e n'est pas 
hose évidente à moins denégliger les dérivées d'ordre 1. C'est pour 
ela qu'on 
hoisit de représenter l'opérateurd'Helmholtz par sa partie prin
ipale ∂2

∂ξ2
+

∂2

∂θ2
+ δk2, si bien que l'on se ramène àétudier le signe de l'expression u−1

n

(
∂2un

∂θ2
+ δk2un

).Proposition A.5 Les di�érents modes un pairs peuvent être 
lassi�és de la façonsuivante, étant donnée (an)n la suite des valeurs 
ara
téristiques :
∗ an << k2f 2

(
cosh2 ξ1 −

1

2

) 
orrespond aux modes propagatifs,
∗ an ≃ k2f 2

(
cosh2 ξ1 −

1

2

) 
orrespond aux modes rampants,
∗ an >> k2f 2

(
cosh2 ξ1 −

1

2

) 
orrespond aux modes évanes
ents.De manière identique, les di�érents modes un impairs peuvent être 
lassi�és dela façon suivante, étant donnée (bn)n la suite des valeurs 
ara
téristiques :
∗ bn << k2f 2

(
cosh2 ξ1 −

1

2

) 
orrespond aux modes propagatifs,
∗ bn ≃ k2f 2

(
cosh2 ξ1 −

1

2

) 
orrespond aux modes rampants,
∗ bn >> k2f 2

(
cosh2 ξ1 −

1

2

) 
orrespond aux modes évanes
ents.Les modes sont analysés au voisinage de l'ellipse {ξ = ξ1}.Démonstration : On va étudier le signe de −
[
∂2un

∂θ2
+ δk2un

], tout d'abordpour un mode un pair. On rappelle que :
un =





un,even = Re(3)
n (kf, cosh ξ)Sen(kf, cos θ), n ≥ 0 (modes pairs)

un,odd = Ro(3)
n (kf, cosh ξ)Son(kf, cos θ), n ≥ 1 (modes impairs)
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ation des modes 283Il vient alors sur l'ellipse {ξ = ξ1} :
[
∂2un

∂θ2
+ δk2un

]
=

[
∂2Re(3)

n (kf, cosh ξ1)Sen(kf, cos θ)

∂θ2

+δk2Re(3)
n (kf, cosh ξ1)Sen(kf, cos θ)

]

= Re(3)
n (kf, cosh ξ1)

[
∂2Sen(kf, cos θ)

∂θ2
+ δk2Sen(kf, cos θ)

]Or, d'après (1.23), Chap. 1,
Sen (kf, cos θ) =

√
N

(e)
n

π
cen

(
θ,

k2f 2

4

)et 
omme les fon
tions cen véri�ent l'équation di�érentielle suivante (
f (1.20) Chap.1) :
∂2cen

(
θ,

k2f 2

4

)

∂θ2
+

(
an − k2f 2

2
cos 2θ

)
cen

(
θ,

k2f 2

4

)
= 0,il vient que les fon
tions Sen satisfont l'équation di�érentielle suivante :

∂2Sen (kf, cos θ)

(
θ,

k2f 2

4

)

∂θ2
+

(
an − k2f 2

2
cos 2θ

)
Sen (kf, cos θ) = 0et, en utilisant le fait que cos 2θ = 2 cos2 θ − 1, on obtient que les fon
tions Senvéri�ent l'équation di�érentielle :

∂2Sen

∂θ2
+

(
an +

k2f 2

2
− (kf)2 cos2 θ

)
Sen = 0 (A.114)où an est la valeur 
ara
téristique asso
iée à la fon
tion Sen. On en déduit don
 :

[
∂2un

∂θ2
+ δk2un

]
= Re(3)

n (kf, cosh ξ1)Sen(kf, cos θ)

[
δk2 − an − k2f 2

2
+ k2f 2 cos2 θ

]

=

[
δk2 − an − k2f 2

2
+ k2f 2 cos2 θ

]
un
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ation des modesOn sait que δ = f 2
(
sinh2 ξ1 cos2 θ + cosh2 ξ1 sin2 θ

), don
 :
[
∂2un

∂θ2
+ δk2un

]
=

[
k2f 2 sinh2 ξ1 cos2 θ + k2f 2 cosh2 ξ1 sin2 θ − an − k2f 2

2
+ k2f 2 cos2 θ

]
un

=


k2f 2 cos2 θ

(
1 + sinh2 ξ1

)
︸ ︷︷ ︸

cosh2 ξ1

+k2f 2 cosh2 ξ1 sin2 θ − an − k2f 2

2


un

=

[
k2f 2 cosh2 ξ1

(
cos2 θ + sin2 θ

)
− an − k2f 2

2

]
un

=

[
k2f 2 cosh2 ξ1 − an − k2f 2

2

]
unOn obtient ainsi :

−u−1
n

(
−k2f 2 cosh2 ξ1 + an +

k2f 2

2

). Les di�érents modes n peuvent alors être 
lassi�és 
omme suit :
∗
(
−k2f 2 cosh2 ξ1 +

k2f 2

2
+ an

)
<< 0 
orrespond aux modes propagatifs,

∗
(
−k2f 2 cosh2 ξ1 +

k2f 2

2
+ an

)
≃ 0 
orrespond aux modes rampants,

∗
(
−k2f 2 cosh2 ξ1 +

k2f 2

2
+ an

)
>> 0 
orrespond aux modes évanes
ents.On e�e
tue une démonstration similaire pour les modes un impairs :

[
∂2un

∂θ2
+ δk2un

]
=

[
∂2Ro(3)

n (kf, cosh ξ1)Son(kf, cos θ)

∂θ2

+δk2Ro(3)
n (kf, cosh ξ1)Son(kf, cos θ)

]

= Ro(3)
n (kf, cosh ξ1)

[
∂2Son(kf, cos θ)

∂θ2
+ δk2Son(kf, cos θ)

]Or, d'après (1.23) Chap. 1
Son (kf, cos θ) =

√
N

(o)
n

π
sen

(
θ,

k2f 2

4

)
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ation des modes 285et 
omme les fon
tions sen véri�ent l'équation di�érentielle suivante (
f (1.20) Chap.1) :
∂2sen

(
θ,

k2f 2

4

)

∂θ2
+

(
bn − k2f 2

2
cos 2θ

)
sen

(
θ,

k2f 2

4

)
= 0,il vient alors que les fon
tions Son satisfont l'équation di�érentielle suivante :

∂2Son (kf, cos θ)

(
θ,

k2f 2

4

)

∂θ2
+

(
bn − k2f 2

2
cos 2θ

)
Son (kf, cos θ) = 0et, en utilisant le fait que cos 2θ = 2 cos2 θ − 1, on obtient que les fon
tions Sonvéri�ent l'équation di�érentielle :

∂2Son

∂θ2
+

(
bn +

k2f 2

2
− (kf)2 cos2 θ

)
Son = 0 (A.115)où bn est la valeur 
ara
téristique asso
iée à la fon
tion Son. On en déduit que :

[
∂2un

∂θ2
+ δk2un

]
= Ro(3)

n (kf, cosh ξ1)Son(kf, cos θ)

[
δk2 − bn − k2f 2

2
+ k2f 2 cos2 θ

]

=

[
δk2 − bn − k2f 2

2
+ k2f 2 cos2 θ

]
unComme δ = f 2

(
sinh2 ξ1 cos2 θ + cosh2 ξ1 sin2 θ

), on obtient similairement au 
aspré
édent : [
∂2un

∂θ2
+ δk2un

]
=

[
k2f 2 cosh2 ξ1 − bn − k2f 2

2

]
unDans 
e 
as, on a :

−u−1
n

(
∂2un

∂θ2
+ δk2un

)
=

(
−k2f 2 cosh2 ξ1 + bn +

k2f 2

2

). Les di�érents modes n peuvent alors être 
lassi�és 
omme suit :
∗
(
−k2f 2 cosh2 ξ1 + bn +

k2f 2

2

)
<< 0 
orrespond aux modes propagatifs,

∗
(
−k2f 2 cosh2 ξ1 + bn +

k2f 2

2

)
≃ 0 
orrespond aux modes rampants,

∗
(
−k2f 2 cosh2 ξ1 + bn +

k2f 2

2

)
>> 0 
orrespond aux modes évanes
ents.
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�Corollaire A.6 A haute fréquen
e, le mode un est propagatif si n <<

kaΣe−1
Σ

2
,évanes
ent si n >>

kaΣe−1
Σ

2
et rampant si n ≃ kaΣe−1

Σ

2
.Démonstration :Nous 
ommençons la démonstration par les modes un pairs.On 
onsidère le 
omportement de an lorsque ka → +∞ : on rappelle que

an ∼ −(kf)2

2
+ (2n + 1)kf − (2n + 1)2 + 1

8On a alors (en ne gardant que les termes en gras de l'expression 
i-dessus) :
−k2f 2 cosh2 ξ1 +

k2f 2

2
+ an = 0s'é
rit :

−k2f 2 cosh2 ξ1 +
k2f 2

2
− (kf)2

2
+ (2n + 1)kf ≃ 0Or, 
omme kf 6= 0, on a :

−kf cosh2 ξ1 + (2n + 1) ≃ 0d'où
2n ≃ kf

(
cosh2 ξ1

)
− 1Ainsi, on obtient,

n ≃ kf
(
cosh2 ξ1

)
− 1

2Or, on rappelle que sur la surfa
e elliptique {ξ = ξ1}, cosh ξ1 = e−1
Σ et f cosh ξ1 = aΣoù eΣ est l'ex
entri
ité de l'ellipse 
onsidérée et aΣ son demi axe prin
ipal. Il vientdon
 que :

−k2f 2 cosh2 ξ1 +
k2f 2

2
+ an ≃ 0 ⇔ n ≃ kaΣe−1

Σ − 1

2
(A.116)On s'intéresse à présent aux modes un impairs. Lorsque ka → +∞, on rappelleque :

bn ∼ −(kf)2

2
+ (2n − 1)kf − (2n − 1)2 + 1

8On a alors (en ne gardant que les termes en gras de l'expression 
i-dessus) :
−k2f 2 cosh2 ξ1 + bn +

k2f 2

2
= 0s'é
rit :

−k2f 2 cosh2 ξ1 +
k2f 2

2
− (kf)2

2
+ (2n − 1)kf ≃ 0
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ation des modes 287Or, 
omme kf 6= 0, il vient :
−kf cosh2 ξ1 + (2n − 1) ≃ 0et, don
 :

2n ≃ kf
(
cosh2 ξ1

)
+ 1On obtient ainsi :

n ≃ kf cosh2 ξ1 + 1

2Or, sur la surfa
e elliptique {ξ = ξ1}, cosh ξ = e−1
Σ et f cosh ξ1 = aΣ où eΣ estl'ex
entri
ité de l'ellipse 
onsidérée et aΣ son demi axe prin
ipal. On obtient ainsi :

−k2f 2 cosh2 ξ1 +
k2f 2

2
+ bn ∼ 0 ⇔ n ∼ kaΣe−1

Σ + 1

2
(A.117)En�n, lorsque ka → +∞ :

kaΣe−1
Σ − 1

2
∼ kaΣe−1

Σ

2On peut ainsi 
lassi�er les modes, que un soit égal à un,even ou un,odd, et onobtient :
∗ un est un mode propagatif si (un)−1∂2un

∂ξ2
<< 0 ⇔ n <<

kaΣe−1
Σ

2
,

∗ un est un mode évanes
ent si (un)−1∂2un

∂ξ2
>> 0 ⇔ n >>

kaΣe−1
Σ

2
,

∗ un est un mode rampant si (un)−1∂2un

∂ξ2
≃ 0 ⇔ n ≃ kaΣe−1

Σ

2
.

�

B Classi�
ation des modes pour le problème 3DOn sait (
f Annexe B) que dans le système de 
oordonnées sphéroïdales prolates
(ξ, ϕ, θ), l'équation d'Helmholtz s'é
rit :

[
1

sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂

∂ξ

)
+

1

sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂

∂ϕ

)

+
cosh2 ξ − cos2 ϕ

sinh2 ξ sin2 ϕ

∂2

∂θ2
+ k2f 2(cosh2 ξ − cos2 ϕ)

]
u = 0

(B.118)
On s'intéresse i
i aux modes umn pour lesquels on pose 
omme dé�nition :
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ation des modesDé�nition B.1 Le mode umn est un mode propagatif si (umn)−1∂2umn

∂ξ2
est négatif,évanes
ent si (umn)−1∂2umn

∂ξ2
est positif et rampant si (umn)−1∂2umn

∂ξ2
est nul.Cette dé�nition est une généralisation de la dé�nition (A.4) dans le 
as bidimen-sionnel. On voit don
 qu'il s'agit de déterminer le signe de (umn)−1∂2umn

∂ξ2
. On voitque 
ela n'est pas 
hose évidente à moins de négliger la dérivée d'ordre 1 par rapportà ξ.Proposition B.2 Les di�érents modes umn peuvent être 
lassi�és 
omme suit :

∗ λmn << (kf)2 cosh2 ξ1 −
m2

sinh2 ξ1


orrespond aux modes propagatifs,
∗ λmn ≃ (kf)2 cosh2 ξ1 −

m2

sinh2 ξ1


orrespond aux modes rampants,
∗ λmn >> (kf)2 cosh2 ξ1 −

m2

sinh2 ξ1


orrespond aux modes évanes
ents.Démonstration : Appliquons l'opérateur d'Helmholtz à un seul mode umn (
fEq. (2.7) Chap. 3) sa
hant que l'on a :




1

sin ϕ

∂

∂ϕ

(
sin ϕ

∂umn

∂ϕ

)
=

(
−λmn + (kf)2 cos2 ϕ +

m2

sin2 ϕ

)
umn

∂2umn

∂θ2
= −m2umnIl vient don
,

1

sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂umn

∂ξ

)
+

[
−λmn + (kf)2 cos2 ϕ +

m2

sin2 ϕ

]
umn

[
−m2 cosh2 ξ1 − cos2 ϕ

sinh2 ξ1 sin2 ϕ
+ (kf)2(cosh2 ξ1 − cos2 ϕ)

]
umn = 0soit en
ore,

1

sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂umn

∂ξ

)
+

[
−λmn + (kf)2 cos2 ϕ +

m2

sin2 ϕ

−m2 cosh2 ξ1 − cos2 ϕ

sinh2 ξ1 sin2 ϕ
+ (kf)2(cosh2 ξ1 − cos2 ϕ)

]
umn = 0En regroupant les termes de même nature, on obtient don
 :
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1

sinh ξ

∂

∂ξ

(
sinh ξ

∂umn

∂ξ

)
=

[
λmn − (kf)2 cosh2 ξ1 +

m2

sinh2 ξ1

]
umnA�n de 
on
lure, on pro
ède 
omme dans le 
as 2D : on néglige le terme d'ordre 1en ∂

∂ξ
et on obtient don
 que (umn)−1∂umn

∂ξ
est du même signe que λmn +

m2

sinh2 ξ1

−

(kf)2 cosh2 ξ1.On obtient alors le résultat de la propriété B.2 en s'appuyant sur la dé�nitionB.1 :
∗ λmn +

m2

sinh2 ξ1

− (kf)2 cosh2 ξ1 << 0 
orrespond aux modes propagatifs,
∗ λmn +

m2

sinh2 ξ1

− (kf)2 cosh2 ξ1 ≃ 0 
orrespond aux modes rampants,
∗ λmn +

m2

sinh2 ξ1

− (kf)2 cosh2 ξ1 >> 0 
orrespond aux modes évanes
ents.
�Corollaire B.3 A haute fréquen
e, le mode umn est propagatif si (n−m) <<

kaΣ

2eaΣ

,évanes
ent si (n − m) >>
kaΣ

2eΣ
et rampant si (n − m) ≃ kaΣ

2eΣ
.Démonstration :On travaille sur le sphéroïde {ξ = ξ1} don
 kf = eΣkaΣ. On rappelle que lorsque

kaΣ → +∞ (
f Prop. 2.4 Chap. 1) :
λmn ∼ (2n − 2m + 1)eΣkaΣOn a alors :

−λmn+
m2

sinh2 ξ1

−(eΣkaΣ)2 cosh2 ξ1 = 0 ⇒ −(2n−2m+1)eΣkaΣ+
m2

sinh2 ξ1

−(eΣkaΣ)2 cosh2 ξ1 ≃ 0et, 
omme eΣkaΣ 6= 0, on en déduit que :
(2n − 2m + 1) ≃ eΣkaΣ cosh2 ξ1 −

m2

eΣkaΣ sinh2 ξ1
e qui implique
n − m ≃ eΣkaΣ cosh2 ξ1

2
− m2

2eΣkaΣ sinh2 ξ1

− 1

2Comme kaΣ → +∞, on ne 
onserve que l'expression en gras et il vient :
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ation des modesOn peut ainsi 
lassi�er les modes umn, à haute fréquen
e :
∗ umn est un mode propagatif si (umn)−1 ∂2umn

∂ξ2
<< 0 ⇔ (n − m) <<

kaΣ

2eΣ

,
∗ umn est un mode évanes
ent si (umn)

−1 ∂2umn

∂ξ2
>> 0 ⇔ (n − m) >>

kaΣ

2eΣ

,
∗ umn est un mode rampant si (umn)

−1 ∂2umn

∂ξ2
≃ 0 ⇔ (n − m) ≃ kaΣ

2eΣ

.
�
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Annexe E : Quelques pistes pour uneminimisation du 
oe�
ient deré�exion
A Pour le problème en volume 2DA.1 Prise en 
ompte des modes rampantsLa prise en 
ompte des modes rampants par la 
ondition absorbante utilisée estprimordiale pour 
on
lure à sa bonne performan
e. Cependant de nombreuses CLAne les prennent pas en 
ompte. Si 
ela est le 
as, il existe des méthodes pour re-médier à 
e problème. On peut par exemple, ajouter une partie imaginaire positiveau nombre d'onde qui devient kε = k + iε et trouver e paramètre de damping op-timal εopt de façon à 
e que 
es rayons soient pris en 
ompte par la CLA étudiée[15℄. Nous allons dans 
e paragraphe démontrer que les 
onditions DtN 
onstruitesprennent bien en 
ompte les rayons rampants en évaluant le 
oe�
ient de ré�exion
τapp
m 
orrespondant pour 
ette région en régime haute fréquen
e.A�n de fa
iliter l'analyse qui suit, on 
onsidère que l'ellipse Σ est une dilatationde l'ellipse Γ.Leurs demi-axes prin
ipaux et se
ondaires respe
tifes sont liés par lesrelations :

aΣ = λ aΓ et bΣ = λ bΓ, ave
 λ > 1De 
e fait, on a vu au paragraphe 4 que eΓ = eΣ.Pour plus de lisibilité, on notera dans tout 
e qui suit, on notera : e = eΓ = eΣ,
a = aΓ et λa = aΣ ave
 λ > 1.D'après le 
orollaire A.6, les modes um peuvent don
 être 
lassi�és 
omme suit :Corollaire A.1 A haute fréquen
e, le mode um est propagatif si m <<

kλa

2e
, éva-nes
ent si m >>

kλa

2e
et rampant si m ≃ kλa

2e
.Nous allons ainsi étudier le 
omportement du 
oe�
ient de ré�exion τapp

m pour
m ≃ kλa

2e
lorsque ka → +∞.
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oe�
ient de ré�exionNous avons démontré au 
hapitre 4 que l'on pouvait majorer en module |d̃inc
m |,l'équivalent de dinc

m à haute fréquen
e. On obtient (
f lemme 5.1 Chap. 4) que lorsque
ka → +∞,

|d̃inc
m | < 2 κ (πeka)1/4ave
 κ ≈ 1.086435.Le 
oe�
ient dinc

m est 
ommun à tous les 
oe�
ients de ré�exions quelle que soitla CLA 
onsidérée sur la frontière arti�
ielle. Grâ
e au lemme pré
édent, nous allonspouvoir en déduire que |τapp
m | < 2 κ (πeka)1/4 f(eλka) ; où f(eλka) est une fon
tionà déterminer dépendant des paramètres e, λ et ka et qui dépend de la 
onditionaux limites absorbantes (CLA) étudiée. Nous aurons alors des indi
ations sur la
on�guration géométrique à adopter pour que les modes rampants soient pris en
ompte. Dans un premier temps, nous allons étudier le 
omportement de τapp

m dansla région des rayons rampants pour la 
ondition DtN d'ordre 2 (3.36). Nous avonsréussi à obtenir des résultats dans le 
as de petites ex
entri
ités (e ≤ 0.5).Proposition A.2 Si l'on suppose 0 < z1 < z2 < 1 i.e 0 <
2e

λ
< 2e < 1 (e < 0.5) :On montre que lorsque ka → +∞ :

|τλka
2e
| < 2 κ (πeka)1/4

∣∣∣∣
1

2
e−

4
3
(ζ

3/2
1 −ζ

3/2
2 )λka

2e + ie−
8
3
(ζ

3/2
1 −ζ

3/2
2 )λka

2e

∣∣∣∣ (A.119)ave
 κ ≈ 1.086435.Puisque ζ
3/2
2 < ζ

3/2
1 , |τλka

2e
| → 0 lorsque ka → +∞. les rayons rampants sont bienpris en 
ompte.Démonstration : On rappelle que si l'on pose la 
ondition DtN d'ordre 2 (3.36)sur la frontière arti�
ielle Σ, le 
oe�
ient de ré�exion s'é
rit (
f Eq. (3.52)) :

τapp
m =

dinc
m R

(1)
m (eka, e−1)

R
(3)
m (eka, e−1) Ψ

(4)
m (eλka, e−1)

Ψ
(3)
m (ekλa, e−1)

− R(4)
m

(
eka, e−1

)ave
 pour j = 3, 4 (
f (3.47)) :
Ψ

(j)
m (ekλa, e−1) =

[
R

(j)′
m (eλka, e−1)

+
α0|Σ (a1 − cm) − α1|Σ (a0 − cm)

a0 − a1
R(j)

m

(
eλka, e−1

)]On pose δm =
α0|Σ (a1 − cm) − α1|Σ (a0 − cm)

a0 − a1
On obtient don
 :

Ψ
(j)
m (ekλa, e−1) =

(
R

(j)′
m (eλka, e−1) + δmR

(j)
m (eλka, e−1)

)

= R
(j)
m (eλka, e−1)

[
δm +

R
(j)′
m (eλka, e−1)

R
(j)
m (eλka, e−1)

]
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, en utilisant le 
omportement de R
(j)′
m (eλka, e−1)

R
(j)
m (eλka, e−1)

lorsque ka → +∞ (
fEqs. (1.22) du 
hap. 1 et (4.52) du 
hap. 2), on obtient :
τapp
m ∼ dinc

m Jm(ka)

H
(2)
m (ka)




H
(1)
m (ka)

H
(2)
m (ka)

H
(2)
m (λka)

H
(1)
m (λka)

[
δm + eλka

H
(2)′
m (λka)

H
(2)
m (λka)

]

[
δm + eλka

H
(1)′
m (λka)

H
(1)
m (λka)

] − 1


et don
 pour les modes rampants m ∼ λka

2e
, lorsque ka → +∞ :

τapp
λka
2e

∼
dinc

λka
2e

Jλka
2e

(ka)

H
(2)
λka
2e

(ka)




H
(1)
λka
2e

(ka)

H
(2)
λka
2e

(ka)

H
(2)
λka
2e

(λka)

H
(1)
λka
2e

(λka)
Q − 1


ave


Q =


δλka

2e
+ eλka

H
(2)′
λka
2e

(λka)

H
(2)
λka
2e

(λka)





δλka

2e
+ eλka

H
(1)′
λka
2e

(λka)

H
(1)
λka
2e

(λka)


Nous allons 
ommen
er par étudier le 
omportement asymptotique de Q lorsque

ka → +∞.On sait d'après [1℄ (
f 9.3.6 p. 366 et 9.3.43-9.3.44 p 369) que si ν → +∞ et
| arg z| < π, alors :

H
(1)
ν (νz) ∼

(
4ζ

1 − z2

)1/4
1

ν1/3

[
Ai
(
ν2/3ζ

)
− iBi

(
ν2/3ζ

)]

H
(2)
ν (νz) ∼

(
4ζ

1 − z2

)1/4
1

ν1/3

[
Ai
(
ν2/3ζ

)
+ iBi

(
ν2/3ζ

)]

H
(1)′
ν (νz) ∼ −2

z

(
1 − z2

4ζ

)1/4
1

ν2/3

[
Ai′
(
ν2/3ζ

)
− iBi′

(
ν2/3ζ

)]

H
(2)′
ν (νz) ∼ −2

z

(
1 − z2

4ζ

)1/4
1

ν2/3

[
Ai′
(
ν2/3ζ

)
+ iBi′

(
ν2/3ζ

)]

(A.120)
Les fon
tions Ai et Bi sont les fon
tions d'Airy (
f p446 dans [1℄).



294 Annexe E : Quelques pistes pour une minimisation du 
oe�
ient de ré�exionet ζ est dé�ni par :




2

3
ζ3/2 = ln

1 +
√

1 − z2

z
−
√

1 − z2 si z ≤ 1

2

3
(−ζ)3/2 =

√
z2 − 1 − arccos

1

z
si z > 1

(A.121)
Ces expressions sont 
hoisies de telle sorte que lorsque z est positif ζ est réel. Dansnotre 
as, on 
onsidère soit H

(1),(2)
λka
2e

(ka), soit H
(1),(2)
λka
2e

(λka). En posant, ν =
λka

2e
, on adon
 soit νz = ka, soit νz = λka 
e qui donne soit z =

2e

λ
, soit z = 2e. On aura don
toujours 0 < z < 2 puisque 0 < e < 1 et λ > 1 et ζ est don
 réel. Sur l'intervalle

]0; 2[, 2

3
|ζ |3/2 a l'allure suivante :

0 0.5 1 1.5 2
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

z

2/
3 

|ζ
|3/

2

On sait aussi, d'après [1℄ (
f (10.4.59), (10.4.61), (10.4.63) et (10.4.66) p. 448-449)
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(
ν2/3ζ

)
| <

1

3
π (
e qui est notre 
as 
ar ν et ζ sont réels), alors :

Ai
(
ν2/3ζ

)
∼ 1

2
π−1/2

(
ν2/3ζ

)−1/4
e−

2
3
νζ3/2

[
1 +

∞∑

k=1

(−1)k Γ(3k + 1/2)

54kk!Γ(k + 1/2)

(
2

3
νζ3/2

)−k
]

Bi
(
ν2/3ζ

)
∼ π−1/2

(
ν2/3ζ

)−1/4
e

2
3
νζ3/2

[
1 +

∞∑

k=1

Γ(3k + 1/2)

54kk!Γ(k + 1/2)

(
2

3
νζ3/2

)−k
]

Ai′(z) ∼ −1

2
π−1/2

(
ν2/3ζ

)1/4
e−

2
3
νζ3/2

[
1 +

∞∑

k=1

(−1)k− (6k + 1)

6k − 1

Γ(3k + 1/2)

54kk!Γ(k + 1/2)

(
2

3
νζ3/2

)−k
]

Bi′(z) ∼ π−1/2
(
ν2/3ζ

)1/4
e

2
3
νζ3/2

[
1 +

∞∑

k=1

− (6k + 1)

6k − 1

Γ(3k + 1/2)

54kk!Γ(k + 1/2)

(
2

3
νζ3/2

)−k
](A.122)On obtient alors, en 
ombinant (A.120) et (A.122), que :

H
(1)′
ν (νz)

H
(1)
ν (νz)

∼ 2

z

(
1 − z2

4

)1/2




1

2
e
−

2

3
νζ3/2

+ ie

2

3
νζ3/2

1

2
e
−

2

3
νζ3/2

− ie

2

3
νζ3/2




H
(2)′
ν (νz)

H
(2)
ν (νz)

∼ 2

z

(
1 − z2

4

)1/2




1

2
e
−

2

3
νζ3/2

− ie

2

3
νζ3/2

1

2
e
−

2

3
νζ3/2

+ ie

2

3
νζ3/2


Si z < 1, 2

3
ζ3/2 ∈ R+∗ (
f Fig (A.1)), et don
 lorsque ν → +∞ :

H
(1)′
ν (νz)

H
(1)
ν (νz)

∼
√

1 − z2

z


−1 + ie

−
4

3
νζ3/2




H
(2)′
ν (νz)

H
(2)
ν (νz)

∼
√

1 − z2

z


−1 − ie

−
4

3
νζ3/2


Pour obtenir le 
omportement de Q lorsque ka → +∞, il nous reste à obtenir
elui de δm pour m ∼ λka

2e
. Lorsque ka → +∞, le 
oe�
ient δm se 
omporte 
ommesuit :

δm ∼ − ieλka

1 − i

2λka

∼ −ieλka +
e

2
+

ie

4λka
(A.123)
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oe�
ient de ré�exionEn e�et, on rappelle que
δm =

R
(3)′
0 (eλka,e−1)

R
(3)
0 (eλka,e−1)

(a1 − cm) − R
(3)′
1 (eλka,e−1)

R
(3)
1 (eλka,e−1)

(a0 − cm)

a0 − a10r, d'après l'étude des 
omportements asymptotiques des impédan
es déjà e�e
tués(
f Chap. 2),
R

(3)′
0 (eλka, e−1)

R
(3)
0 (eλka, e−1)

=
ieλka

Zex2
0|Σ

∼ ieλka

1 − i
1

2λka

R
(3)′
1 (eλka, e−1)

R
(3)
1 (eλka, e−1)

=
ieλka

Zex2
1|Σ

∼ ieλka

1 − i
1

2λkaD'où
δm ∼ −ieλka

1 − i
1

2λkaOn obtient don
 que lorsque ka → +∞ :
Q ∼

−ieλka +
e

2
+

ie

4λka
+ eλka

√
1 − z2

z


−1 + ie

−
4

3
νζ3/2




−ieλka +
e

2
+

ie

4λka
+ eλka

√
1 − z2

z


−1 − ie

−
4

3
νζ3/2




∼ 1On reprend à présent les 
omportements donné par Eqs. (A.120) et (A.122)lorsque ν → +∞, et on obtient :
H

(2)
ν (νz)

H
(1)
ν (νz)

∼

(
4

1 − z2

)1/4
1√
νπ

(
1

2
e−

2
3
νζ3/2 − ie

2
3
νζ3/2

)

(
4

1 − z2

)1/4
1√
νπ

(
1

2
e−

2
3
νζ3/2

+ ie
2
3
νζ3/2

)

∼
1

2
e−

2
3
νζ3/2 − ie

2
3
νζ3/2

1

2
e−

2
3
νζ3/2

+ ie
2
3
νζ3/2
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3
ζ3/2 > 0 (
f Fig (A.1)), lorsque ν → +∞ :

H
(2)
ν (νz)

H
(1)
ν (νz)

∼
−ie

2
3
νζ3/2

(
i

2
e−

4
3
νζ3/2

+ 1

)

ie
2
3
νζ3/2

(−i

2
e−

4
3
νζ3/2

+ 1

)

∼ −1

(
1 + ie−

4
3
νζ3/2 − 1

4
e−

8
3
νζ3/2

)

H
(1)
ν (νz)

H
(2)
ν (νz)

∼
ie

2
3
νζ3/2

(−i

2
e−

4
3
νζ3/2

+ 1

)

−ie
2
3
νζ3/2

(
i

2
e−

4
3
νζ3/2

+ 1

)

∼ −1

(
1 − ie−

4
3
νζ3/2 − 1

4
e−

8
3
νζ3/2

)On 
her
he à présent un équivalent de :
Q1 =

H
(1)
λka
2e

(ka)

H
(2)
λka
2e

(ka)

H
(2)
λka
2e

(λka)

H
(1)
λka
2e

(λka)
Q − 1On va don
 utiliser les résultats obtenus Eq. pour ν =

λka

2e
et pour :

z1 =
2e

λ
auquel on fait 
orrespondre ζ1 (et qui 
on
erne H

(1),(2)

λka

2e

(ka)), et
z2 = 2e auquel on fait 
orrespondre ζ2 (et qui 
on
erne H

(1),(2)

λka

2e

(λka)).Comme 2

3
ζ

3/2
1 et 2

3
ζ

3/2
2 sont toujours positifs (
f Fig. (A.1)) et λ

2e
> 0, lorsque

ka → +∞ :
Q1 ∼

(
−1 + ie−

4
3
νζ

3/2
1 +

1

4
e−

8
3
νζ

3/2
1

) (
−1 − ie−

4
3
νζ

3/2
2 +

1

4
e−

8
3
νζ

3/2
2

)
× 1 − 1

∼
(
−1

4
e−

8
3
νζ

3/2
2 − 1

4
e−

8
3
νζ

3/2
1 + e−

4
3
ν(ζ

3/2
1 +ζ

3/2
2 ) +

1

16
e−

8
3
ν(ζ

3/2
1 +ζ

3/2
2 )

)

+i

(
e−

4
3
νζ

3/2
2 − e−

4
3
νζ

3/2
1 +

1

4
e−

4
3
νζ

3/2
1 − 8

3
νζ

3/2
2 − 1

4
e−

8
3
νζ

3/2
1 − 4

3
νζ

3/2
2

)Lorsque ka → +∞, on a don
 :
Q1 ∼

1

16
e−

8
3
ν(ζ

3/2
1 +ζ

3/2
2 ) + i

(
e−

4
3
νζ

3/2
2 − e−

4
3
νζ

3/2
1

)
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oe�
ient de ré�exionMaintenant, si l'on note Denom = H
(2)
λka
2e

(ka)Q1, on a lorsque ka → +∞, pour ν =

λka

2e
et z1 =

2e

λ
(
f Eqs. (A.120) et (A.122)) :

Denom ∼




4

1 −
(

2e

λ

)2




1/4

1√
λka
2e

π

(
1

2
e−

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1 − ie

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1

)

×
[

1

16
e−

8
3
ν(ζ

3/2
1 +ζ

3/2
2 ) + i

(
e−

4
3
νζ

3/2
2 − e−

4
3
νζ

3/2
1

)]

(A.124)
En�n, d'après [1℄ (
f (9.3.6) p. 366 et (10.4.59) p. 448), lorsque ν → +∞ et

| arg z| < π

Jν(νz) ∼
(

4ζ

1 − z2

)1/4
Ai(ν2/3ζ)

ν1/3

∼
(

4

1 − z2

)1/4
1

2
√

νπ
e−

2
3
νζ3/2

(A.125)
On a don
, lorsque ka → +∞, pour ν =

λka

2e
et z1 =

2e

λ
:

Jλka
2e

(ka) ∼




4

1 −
(

2e

λ

)2




1/4

1

2
√

λka
2e

π
e−

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1 (A.126)On a ainsi, lorsque ka → +∞ :

Jλka
2e

(ka)

Denom
∼

1

2
e−

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1

[
1

2
e−

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1 − ie

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1

] [
1

16
e−

8
3

λka
2e

(ζ
3/2
1 +ζ

3/2
2 ) + i

(
e−

4
3

λka
2e

ζ
3/2
2 − e−

4
3
νζ

3/2
1

)]

∼
1

2
e−

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1

[
1

32
e

−10
3

λka
2e

ζ
3/2
1 − 8

3
λka
2e

ζ
3/2
2 + e

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1 − 4

3
λka
2e

ζ
3/2
2 − e

−2
3

λka
2e

ζ
3/2
1

]

+i

[−1

16
e−2λka

2e
ζ
3/2
1 − 8

3
λka
2e

ζ
3/2
2 +

1

2
e

−2
3

λka
2e

ζ
3/2
1 − 4

3
λka
2e

ζ
3/2
2 − e

−2
3

λka
2e

ζ
3/2
1

]

∼
1

2
e−

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1

e
2
3

λka
2e

ζ
3/2
1 − 4

3
λka
2e

ζ
3/2
2 − ie−

2
3

λka
2e

ζ
3/2
1



Annexe E : Quelques pistes pour une minimisation du 
oe�
ient de ré�exion 299D'où, lorsque ka → +∞ :
Jλka

2e
(ka)

Denom
∼

1

2
e−

4
3

λka
2e

ζ
3/2
1

e−
4
3

λka
2e

ζ
3/2
2 − ie−

4
3

λka
2e

ζ
3/2
1

(A.127)Dans le 
as où 0 < z1 < z2 < 1 i.e 0 <
2e

λ
< 2e < 1 (e < 0.5), on sait d'aprèsFig. (A.1) que 2

3
ζ

3/2
2 <

2

3
ζ

3/2
1 , don
, lorsque ka → +∞, Eq. (A.127) devient :

Jλka
2e

(ka)

Denom
∼

1

2
e−

4
3

λka
2e

ζ
3/2
1

e−
4
3

λka
2e

ζ
3/2
2

(
1 − ie−

4
3

λka
2e

ζ
3/2
1 + 4

3
λka
2e

ζ
3/2
2

)

∼ 1

2
e−

4
3
(ζ

3/2
1 −ζ

3/2
2 )λka

2e

(
1 + ie−

4
3
(ζ

3/2
1 −ζ

3/2
2 )λka

2e

)

∼ 1

2
e−

4
3
(ζ

3/2
1 −ζ

3/2
2 )λka

2e + ie−
8
3
(ζ

3/2
1 −ζ

3/2
2 )λka

2eOr, d'après le lemme (5.1), lorsque ka → +∞, le 
oe�
ient dinc
m est borné indépen-damment du mode m et |dinc

m | < 2 κ (πeka)1/4 ave
 κ ≈ 1.086435.Don
, lorsque ka → +∞,
|τλka

2e
| < 2 κ (πeka)1/4

∣∣∣∣
1

2
e−

4
3
(ζ

3/2
1 −ζ

3/2
2 )λka

2e + ie−
8
3
(ζ

3/2
1 −ζ

3/2
2 )λka

2e

∣∣∣∣ (A.128)Puisque ζ
3/2
2 < ζ

3/2
1 , |τλka

2e
| → 0 lorsque ka → +∞. les rayons rampants sont bienpris en 
ompte.

�A.2 Prise en 
ompte de modes parti
uliersNous avons réussi à obtenir des résultats pour les modes un tels que n ∼ λka >
λka

2e
. Dans 
e qui suit, on notera : e = eΓ = eΣ, a = aΓ et λa = aΣ ave
 λ > 1.Nous avons démontré pré
édemment (
f Lemme 5.1 Chap. 4),que lorsque ka →

+∞, on peut majorer en module |d̃inc
m |, un équivalent de dinc

m à haute fréquen
e et ona :
|dinc

m | < 2 κ (πeka)1/4ave
 κ ≈ 1.086435.Grâ
e au résulata obtenu au lemme 5.1, nous allons pouvoir en déduire que
|τapp

m | < 2 κ (πeka)1/4 f(eλka) ; où f(eλka) est une fon
tion à déterminer dépen-dant des paramètres e, λ et ka et qui dépend de la 
ondition aux limites absorbantes(CLA) étudiée.



300 Annexe E : Quelques pistes pour une minimisation du 
oe�
ient de ré�exionLe 
oe�
ient dinc
m est 
ommun à tous les 
oe�
ients de ré�exions quelle que soitla CLA 
onsidérée sur la frontière arti�
ielle. On va don
 dans un premier tempsétudier le 
omportement de τapp

m dans la région de rampants pour la 
ondition DtNd'ordre 2 (3.36) puis on fera une remarque pour la 
ondition DtN1 (3.19).Lemme A.3 Lorsque ka → +∞ et que le mode m ≃ λka, on a pour la 
onditionDtN d'ordre 2 :
τapp
λka ∼ −1

2e−iπ/6
dinc

λkae
−2λka( 2

3
ζ3/2) (A.129)où 2

3
ζ3/2 = ln

(
λ

(
1 +

√
1 − 1

λ2

))
−
√

1 − 1

λ2
> 0.Démonstration : On rappelle maintenant que pour la 
ondition DtN2e :

τapp
m =

dinc
m R

(1)
m (eka, e−1)

R
(3)
m (eka, e−1) Ψ

(4)
m (eλka, e−1)

Ψ
(3)
m (ekλa, e−1)

− R(4)
m

(
eka, e−1

)ave
 pour j = 3, 4 (
f (3.47)) :
Ψ(j)

m

(
ekλa, e−1

)
=

(
R(j)′

m

(
eλka, e−1

)
+

α0|Σ (a1 − cm) − α1|Σ (a0 − cm)

a0 − a1
R(j)

m

(
eλka, e−1

))On pose δm =
α0|Σ (a1 − cm) − α1|Σ (a0 − cm)

a0 − a1On obtient don
 :
Ψ(j)

m

(
ekλa, e−1

)
=
(
R(j)′

m

(
eλka, e−1

)
+ δmR(j)

m

(
eλka, e−1

))
= R(j)

m

(
eλka, e−1

)
[
δm +

R
(j)′
m (eλka, e−1)

R
(j)
m (eλka, e−1)

]Lorsque ka → +∞, on rappelle que le 
oe�
ient δm se 
omporte 
omme suit (
f(A.123)) :
δm ∼ − ieλka

1 − i

2λka

∼ −ieλka +
e

2
+

ie

4λkaEn e�et, on rappelle que
δm =

R
(3)′
0 (eλka,e−1)

R
(3)
0 (eλka,e−1)

(a1 − cm) − R
(3)′
1 (eλka,e−1)

R
(3)
1 (eλka,e−1)

(a0 − cm)

a0 − a10r, d'après l'étude des 
omportements asymptotiques des impédan
es déjà e�e
tués,
R

(3)′
0 (eλka, e−1)

R
(3)
0 (eλka, e−1)

=
ieλka

Zex2
0|Σ

∼ ieλka

1 − i
1

2λka

R
(3)′
1 (eλka, e−1)

R
(3)
1 (eλka, e−1)

=
ieλka

Zex2
1|Σ

∼ ieλka

1 − i
1

2λka
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δm ∼ −ieλka

1 − i
1

2λkaDon
, utilisant le 
omportement de R
(j)′
m (eλka, e−1)

R
(j)
m (eλka, e−1)

lorsque ka → +∞ :
τapp
m ∼ dinc

m Jm(ka)

H
(2)
m (ka)




H
(1)
m (ka)

H
(2)
m (ka)

H
(2)
m (λka)

H
(1)
m (λka)

[
δm + eλka

H
(2)′
m (λka)

H
(2)
m (λka)

]

[
δm + eλka

H
(1)′
m (λka)

H
(1)
m (λka)

] − 1




(A.130)
On prend maintenant m ≃ λka :
τapp
λka ∼ dinc

λkaJλka(ka)

H
(2)
λka(ka)




H
(1)
λka(ka)

H
(2)
λka(ka)

H
(2)
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

[
δλka + eλka

H
(2)′
λka(λka)

H
(2)
λka(λka)

]

[
δλka + eλka

H
(1)′
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

] − 1




(A.131)
• Comportement des fon
tions intervenant sur la frontière Γ lorsque ka → +∞(
f 9.3.6 p366 dans [1℄) :

Jλka(ka) ∼




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

Ai
(
(λka)2/3ζ

)

(λka)1/3
(A.132)

H
(1)
λka(ka) ∼




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

Ai
(
(λka)2/3ζ

)
− i Bi

(
(λka)2/3ζ

)

(λka)1/3
(A.133)

H
(2)
λka(ka) ∼




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

Ai
(
(λka)2/3ζ

)
+ i Bi

(
(λka)2/3ζ

)

(λka)1/3
(A.134)où ζ est dé�ni par (
f 9.3.38 p368 dans [1℄ et (A.121)) :

2

3
ζ3/2 = ln




1 +

√
1 − 1

λ2

1

λ


−

√
1 − 1

λ2
= ln

(
λ

(
1 +

√
1 − 1

λ2

))
−
√

1 − 1

λ2
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oe�
ient de ré�exionLes fon
tions Ai et Bi sont les fon
tions d'Airy (
f p446 dans [1℄).On peut en déduire que :
H

(1)
λka(ka)

H
(2)
λka(ka)

∼ Ai
(
(λka)2/3ζ

)
+ −i Bi

(
(λka)2/3ζ

)

Ai ((λka)2/3ζ) + i Bi ((λka)2/3ζ)
(A.135)Or, d'après 10.4.9 p446, on a :

Ai(z) ∓ i Bi(z) = 2e∓iπ/3Ai
(
ze±i2π/3

) (A.136)Don
, lorsque ka → +∞ :
H

(1)
λka(ka)

H
(2)
λka(ka)

∼ e−iπ/3Ai
(
ζei2π/3(λka)2/3

)

eiπ/3Ai (ζe−i2π/3(λka)2/3)
∼ e−i2π/3 Ai

(
ζei2π/3(λka)2/3

)

Ai (ζe−i2π/3(λka)2/3)

ζ étant un réel (
f (A.121)), on peut utiliser la propriété 10.4.59 p448 dans [1℄,qui est valable lorsque | arg z| < π :
Ai(z) ∼ 1

2
π−1/2z−1/4e−

2
3
z3/2

(
1 +

∞∑

k=1

(−1)k Γ(3k + 1/2)

54kk!Γ(k + 1/2)

(
2

3
z3/2

)−k
)Lorsque ka → +∞, on en déduit que :

Ai(z) ∼ 1

2
π−1/2z−1/4e−

2
3
z3/2 (A.137)Ainsi, on obtient l'equivalent suivant :

H
(1)
λka(ka)

H
(2)
λka(ka)

∼ e−i2π/3

(
ζei2π/3(λka)2/3

)−1/4
e−

2
3(ζei2π/3(λka)2/3)

3/2

(ζe−i2π/3(λka)2/3)
−1/4

e−
2
3(ζe−i2π/3(λka)2/3)

3/2

∼ e−i2π/3 e−iπ/6

eiπ/6

e−
2
3(ζ3/2eiπλka)

e−
2
3(ζ3/2e−iπλka)

∼ e−iπ

∼ −1

• Comportement des fon
tions intervenant sur la frontière Σ lorsque ka → +∞[1℄ :
H

(1)
λka(λka) ∼ 21/3(1 − i

√
3)

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

H
(1)′
λka(λka) ∼ 22/3(1 + i

√
3)

31/3Γ(1/3)(λka)2/3

H
(2)
λka(λka) ∼ 21/3(1 + i

√
3)

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

H
(2)′
λka(λka) ∼ 22/3(1 − i

√
3)

31/3Γ(1/3)(λka)2/3

(A.138)
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oe�
ient de ré�exion 303où Γ(x) est la fon
tion Gamma (
f [1℄).On en déduit alors que, lorsque ka → +∞ :
H

(2)
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

∼ 21/3(1 + i
√

3)

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

21/3(1 − i
√

3)
∼ 1 + i

√
3

1 − i
√

3
∼ −1 + i

√
3

2 (A.139)
H

(2)′
λka(λka)

H
(2)
λka(λka)

∼ 22/3(1 − i
√

3)

31/3Γ(1/3)(λka)2/3

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

21/3(1 + i
√

3)
∼ 21/331/3

(λka)1/3

Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 − i
√

3

1 + i
√

3(A.140)
H

(1)′
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

∼ 22/3(1 + i
√

3)

31/3Γ(1/3)(λka)2/3

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

21/3(1 − i
√

3)
∼ 21/331/3

(λka)1/3

Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 + i
√

3

1 − i
√

3(A.141)On note : Q1 =




H
(1)
λka(ka)

H
(2)
λka(ka)

H
(2)
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

[
δλka + eλka

H
(2)′
λka(λka)

H
(2)
λka(λka)

]

[
δλka + eλka

H
(1)′
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

] − 1



,

et Q2 =




(
−ieλka +

e

2
+

ie

4λka

)
+

(
6

λka

)1/3

eλka
Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 − i
√

3

1 + i
√

3(
−ieλka +

e

2
+

ie

4λka

)
+

(
6

λka

)1/3

eλka
Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 + i
√

3

1 − i
√

3


.De tout 
e qui pré
ède, on peut déduire que Q2 se 
omporte, lorsque ka → +∞,de la façon suivante :

Q1 ∼ −1

(
−1 + i

√
3

2

)
Q2 (A.142)Or lorsque ka → +∞, on véri�e que :

Q2 =




(
−ieλka +

e

2
+

ie

4λka

)
+

(
6

λka

)1/3

eλka
Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 − i
√

3

1 + i
√

3(
−ieλka +

e

2
+

ie

4λka

)
+

(
6

λka

)1/3

eλka
Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 + i
√

3

1 − i
√

3


 ∼ 1Don


Q1 ∼
(
−1 − i

√
3

2

)
∼ e−i2π/3
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oe�
ient de ré�exionAinsi le dénominateur du 
oe�
ient τapp
m (noté Denom) se 
omporte, lorsque

ka → +∞, 
omme suit :
Denom ∼ e−i2π/3




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

Ai
(
(λka)2/3ζ

)
− i Bi

(
(λka)2/3ζ

)

(λka)1/3

∼ 2e−i2π/3




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

e−iπ/3

(λka)1/3
Ai
(
ei2π/3(λka)2/3ζ

)

∼ −2

(λka)1/3




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

Ai
(
ei2π/3(λka)2/3ζ

)

(A.143)

A�n d'obtenir un équivalent de τapp
λka, nous utilisons (A.132) et (A.137), qui donnentle 
omportement de Jλka(ka) :

Jλka(ka) ∼




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

Ai
(
(λka)2/3ζ

)

(λka)1/3

∼




4ζ

1 − 1

λ2




1/4 1

2
π−1/2

(
(λka)2/3ζ

)−1/4
e−

2
3((λka)2/3ζ)

3/2

(λka)1/3

(A.144)
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oe�
ient de ré�exion 305et on obtient don
 pour τapp
λka :

τapp
λka ∼

dinc
λka




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

Ai
(
(λka)2/3ζ

)

(λka)1/3

−2




4ζ

1 − 1

λ2




1/4

Ai
(
ei2π/3(λka)2/3ζ

)

(λka)1/3

∼ dinc
λkaAi

(
(λka)2/3ζ

)

−2Ai (ei2π/3(λka)2/3ζ)

∼ dinc
λka

−2

1

2
π−1/2

(
(λka)2/3ζ

)−1/4
e−

2
3((λka)2/3ζ)

3/2

1

2
π−1/2 (ei2π/3(λka)2/3ζ)

−1/4
e−

2
3((λka)2/3ζei2π/3)

3/2

∼ dinc
λka

−1

2e−iπ/6

e−
2
3(λkaζ3/2)

e
2
3(λkaζ3/2)

∼ −1

2e−iπ/6
dinc

λkae
−2λka( 2

3
ζ3/2)

(A.145)

�Grâ
e aux lemmes pré
édents (5.1) et (A.3), on en déduit la propriété suivante :Proposition A.4 Lorsque ka → +∞, λ > 1 et que le mode m ≃ λka, on a pour la
ondition DtN d'ordre 2 :
|τapp

λka| < κ (πeka)1/4 e−2λka( 2
3
ζ3/2) (A.146)ave
 κ ≈ 1.086435 et 2

3
ζ3/2 = ln

(
λ

(
1 +

√
1 − 1

λ2

))
−
√

1 − 1

λ2
> 0.La proposition (A.4) montre don
 que si λ > 1, lim

ka→+∞
τapp
λka = 0. On remarqueque la dé
roissan
e est exponentielle et que le paramètre de dé
roissan
e dépend de

λ.Remarque A.5 On peut établir une proposition 
omparable pour la 
ondition DtNd'ordre 1. En e�et, on rappelle que pour 
ette CLA, le 
oe�
ient de ré�exion s'é
rit :
τapp
m =

dinc
m R

(1)
m (eka, e−1)

R
(3)
m (eka, e−1) Υ

(4)
m (eλka, e−1)

Υ
(3)
m (ekλa, e−1)

− R(4)
m

(
eka, e−1

)



306 Annexe E : Quelques pistes pour une minimisation du 
oe�
ient de ré�exionave
 pour j = 3, 4 (
f (3.29)) :
Υ(j)

m

(
ekλa, e−1

)
= R(j)′

m

(
eλka, e−1

)
−α0|ΣR(j)

m

(
eλka, e−1

)
= R(j)

m

(
eλka, e−1

)
[
−α0|Σ +

R
(j)′
m (eλka, e−1)

R
(j)
m (eλka, e−1)

]Or lorsque ka → +∞ :
α0|Σ =

R
(3)′
0 (eλka, e−1)

R
(3)
0 (eλka, e−1)

=
ieλka

Zex2
0|Σ

∼ ieλka

1 − i
1

2λka

∼ ieλka +
e

2
+

ie

4λkaPour de grandes fréquen
es (ka → +∞), (−α0|Σ) a don
 le même 
omportementasymptotique que le 
oe�
ient δm introduit lors de l'étude de la 
ondition DtN2(A.123). Cela implique que les opérateurs Υ
(j)
m (ekλa, e−1) et Ψ

(j)
m (ekλa, e−1), 
onte-nant respe
tivement les 
onditions DtN1 et DtN2, ont le même 
omportement asymp-totique dans 
e 
as là. Ainsi les 
oe�
ients de ré�exions des deux 
onditions vonteux aussi se 
omporter de façon identique dans la région des modes rampants. Onpeut don
 é
rire :Proposition A.6 Lorsque ka → +∞, λ > 1 et que le mode m ≃ λka, on a pour la
ondition DtN1 :

|τapp
λka| < κ (πeka)1/4 e−2λka( 2

3
ζ3/2) (A.147)ave
 κ ≈ 1.086435 et 2

3
ζ3/2 = ln

(
λ

(
1 +

√
1 − 1

λ2

))
−
√

1 − 1

λ2
> 0.En 
hoisissant des modes parti
uliers (m ≃ λka), nous avons pu exploiter des
omportements asymptotiques parti
uliers des fon
tions de Bessel. on obtient ainsiune allure plus pré
ise du 
oe�
ient de ré�exion, en 
omparaison à la majorationréalisée au 
hapitre 4. On peut observer que lorsque e > 0.5, les modes 
onsidérés sontdes modes évanes
ents. Les propositions A.4 et A.6 viennent don
 en 
omplémentdes résultats du 
hapitre 4 où on ne 
onsidérait que des modes propagatifs.B Prise en 
ompte de modes parti
uliers pour leproblème en volume 3DNous avons réussi à obtenir des résultats pour les modes tels que n ∼ λka et

m ∈ N, m ≤ n.Dans les résultats qui suivent, on notera : e = eΓ = eΣ, a = aΓ et λa = aΣ ave

λ > 1.Nous avons démontré au 
hapitre 5 que l'on pouvait majorer en module |d̃inc

mn| où
d̃inc

mn désigne un équivalent de dinc
mn à haute fréquen
e. On obtient (
f lemme 5.1 Chap.
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oe�
ient de ré�exion 3075) que lorsque ka → +∞,
|d̃inc

mn| < 4 κ

(√
eka

π

)1/4ave
 κ ≈ 1.086435.Grâ
e au lemme pré
édent, nous allons pouvoir en déduire que :
|τapp

mn | < 4 κ

(√
eka

π

)1/4

f(eλka)où f(eλka) est une fon
tion à déterminer dépendant des paramètres e, λ et ka et dela 
ondition aux limites absorbante posée sur Σ, si n ≃ λka.Nous allons 
ommen
er par étudier le 
omportement du 
oe�
ient de ré�exion
τapp
mn pour des modes n ≃ λka pour la CLA DtN2, puis nous mentionnerons remarque,les résultats obtenus pour la 
ondition DtN1.Lemme B.1 Lorsque ka → +∞ et que le mode n ≃ λka, on a pour la 
onditionDtN2 :

τapp
m λka ∼ τ̃app

m λka =
−1

2e−iπ/6
dinc

m λkae
−2λka( 2

3
ζ3/2) (B.148)Démonstration : On rappelle maintenant que, dans le 
as de la 
onditionDtN2 :

τapp
mn =

dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Ψ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Ψ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)ave
 pour j = 3, 4 (
f (3.49)) :
Ψ(j)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R(j)′

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+

r00|Σ (λ01 − λmn) − r01|Σ (λ00 − λmn)

λ00 − λ01
R(j)

mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)On pose δmn =
r00|Σ (λ01 − λmn) − r01|Σ (λ00 − λmn)

λ00 − λ01On obtient don
 :
Ψ

(j)
m (ekλa, e−1) = R

(j)′
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
+ δmnR

(j)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

= R
(j)
mn (eλka, e−1)

[
δmn +

R
(j)′
mn (eλka, e−1)

R
(j)
mn (eλka, e−1)

]Lorsque ka → +∞, le 
oe�
ient δmn se 
omporte 
omme suit :
δmn ∼ − ieλka

1 − i

λka

∼ −ieλka + e +
ie

λka
(B.149)
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oe�
ient de ré�exionEn e�et, on rappelle que
δmn =

R
(3)′
00 (eλka,e−1)

R
(3)
00 (eλka,e−1)

(λ01 − λmn) − R
(3)′
01 (eλka,e−1)

R
(3)
01 (eλka,e−1)

(λ00 − λmn)

λ00 − λ010r, d'après l'étude des 
omportements asymptotiques des impédan
es déjà e�e
tués,
R

(3)′
00 (eλka, e−1)

R
(3)
00 (eλka, e−1)

=
ieλka

Zex3
00|Σ

∼ ieλka

1 − i
1

λka

R
(3)′
01 (eλka, e−1)

R
(3)
01 (eλka, e−1)

=
ieλka

Zex3
01|Σ

∼ ieλka

1 − i
1

λkaD'où
δmn ∼ −ieλka

1 − i
1

λkaDe plus, on sait d'après [20℄ que lorsque ka → +∞ :
R

(1)
mn (eka, e−1) ∼ jn(ka)

R
(3)
mn (eka, e−1) ∼ h

(1)
n (ka) R

(3)
mn (eλka, e−1) ∼ h

(1)
n (λka)

R
(4)
mn (eka, e−1) ∼ h

(2)
n (ka) R

(4)
mn (eλka, e−1) ∼ h

(2)
n (λka)où les fon
tions jn sont les fon
tions de Bessel sphériques de 1ère espè
e et h

(1)
n et h

(2)
nles fon
tions de Bessel sphériques de 3ème espè
e (
f Chap. 10 p 435 [1℄).Don
, utilisant le résultat (
f Chap.5) :

R
(j)′
mn (eλka, e−1)

R
(j)
mn (eλka, e−1)

∼ eλka
h

(j−2)′
n (λka)

h
(j−2)
n (λka), pour j = 3, 4 et lorsque ka → +∞

τapp
mn ∼ dinc

mnjn(ka)

h
(2)
m (ka)




h
(1)
n (ka)

h
(2)
n (ka)

h
(2)
n (λka)

h
(1)
n (λka)

[
δmn + eλka

h
(2)′
n (λka)

h
(2)
n (λka)

]

[
δmn + eλka

h
(1)′
n (λka)

h
(1)
n (λka)

] − 1


Or, d'après (p. 437 dans [1℄), on a :

jn(z) =

√
π

2z
Jn+1/2(z)

h
(1)
n (z) =

√
π

2z
H

(1)
n+1/2(z)

h
(2)
n (z) =

√
π

2z
H

(2)
n+1/2(z)
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ient de ré�exion 309où les fon
tions Jn, H
(1)
n et H

(2)
n sont les fon
tions de Bessel (
f Chap. 9 p 355 [1℄)et ont été dé�nies au 
hapitre 4.On en déduit don
, grâ
e aux propriétés que l'on 
onnait sur les fon
tions deBessel, que :

h
(1)′
n (z)

h
(1)
n (z)

=
H

(1)′
n+1/2(z)

H
(1)
n+1/2(z)

− 1

2z

h
(2)′
n (z)

h
(1)
n (z)

=
H

(2)′
n+1/2(z)

H
(2)
n+1/2(z)

− 1

2zIl dé
oule de tout 
e qui pré
ède que, lorsque ka → +∞ :
τapp
mn ∼ dinc

mnJn+1/2(ka)

H
(2)
n+1/2(ka)




H
(1)
n+1/2(ka)

H
(2)
n+1/2(ka)

H
(2)
n+1/2(λka)

H
(1)
n+1/2(λka)

[
δmn + eλka

(
H

(2)′
n+1/2(λka)

H
(2)
n+1/2(λka)

− 1

2λka

)]

[
δmn + eλka

(
H

(1)′
n+1/2(λka)

H
(1)
n+1/2(λka)

− 1

2λka

)] − 1


On prend maintenant n + 1/2 ∼ λka ave
 ka → +∞ (don
 n ∼ n + 1/2) :

τapp
m λka ∼ dinc

mλkaJλka(ka)

H
(2)
λka(ka)




H
(1)
λka(ka)

H
(2)
n+1/2(ka)

H
(2)
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

[
−ieλka + e

2
+ ie

λka
+ eλka

H
(2)′
λka(λka)

H
(2)
λka(λka)

]

[
−ieλka + e

2
+ ie

λka
+ eλka

H
(1)′
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

]

︸ ︷︷ ︸
A2

−1




︸ ︷︷ ︸
A1D'après les 
omportements asymptotiques déjà obtenus au paragraphe A.2 de
ette annexe , on sait que :

H
(1)′
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

∼ 22/3(1 + i
√

3)

31/3Γ(1/3)(λka)2/3

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

21/3(1 − i
√

3)
∼ 21/331/3

(λka)1/3

Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 + i
√

3

1 − i
√

3

H
(2)′
λka(λka)

H
(2)
λka(λka)

∼ 22/3(1 − i
√

3)

31/3Γ(1/3)(λka)2/3

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

21/3(1 + i
√

3)
∼ 21/331/3

(λka)1/3

Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 − i
√

3

1 + i
√

3On en déduit que lorsque ka → +∞ :
A2 ∼

−ieλka + e
2

+ ie
λka

+
(

6
λka

)1/3
eλka

Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 − i
√

3

1 + i
√

3

−ieλka + e
2

+ ie
λka

+
(

6
λka

)1/3
eλka

Γ(2/3)

Γ(1/3)

1 + i
√

3

1 − i
√

3

∼ 1
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oe�
ient de ré�exionOn sait aussi, toujours d'après le paragraphe A.2 de 
ette annexe que lorsque
ka → +∞ :

H
(1)
λka(ka)

H
(2)
λka(ka)

∼ −1

H
(2)
λka(λka)

H
(1)
λka(λka)

∼ 21/3(1 + i
√

3)

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

32/3Γ(2/3)(λka)1/3

21/3(1 − i
√

3)
∼ 1 + i

√
3

1 − i
√

3
∼ −1 + i

√
3

2On obtient don
 que, lorsque ka → +∞ :
A1 ∼

(
−1 − i

√
3

2

)
∼ e−i2π/3En�n, on a montré au paragraphe A.2 de 
ette annexe que lorsque ka → +∞ :

Jλka(ka)

H
(2)
λka(ka) A1

∼ −1

2e−iπ/6
e−2λka( 2

3
ζ3/2)Ainsi, on obtient que, lorsque ka → +∞, τapp

m λka admet 
omme équivalent τ̃app
m λkaqui a pour expression :

τ̃app
m λka =

−1

2e−iπ/6
d̃inc

m λkae
−2λka( 2

3
ζ3/2)où d̃inc

m λka est, on le rappelle, un équivalent de dinc
mn pour n ≃ λka.

�Grâ
e aux lemmes pré
édents (5.1) et (B.1), on en déduit la propriété suivante :Proposition B.2 Lorsque ka → +∞ et que le mode est tel que n ≃ λka (λ > 1) et
m ∈ N, m ≤ n, dans le 
as de la 
ondition DtN2, on a :

|τ̃app
m λka| < 2κ

(√
eka

π

)1/4

e−2λka( 2
3
ζ3/2) (B.150)ave
 κ ≈ 1.086435 et 2

3
ζ3/2 = ln

(
λ

(
1 +

√
1 − 1

λ2

))
−
√

1 − 1

λ2
> 0 (
f para-graphe A.1 de 
ette annexe).La proposition pré
édente (B.2) prouve que lim

ka→+∞
τapp
m λka = 0 (λ > 1). On re-marque que la dé
roissan
e est exponentielle et que le paramètre de dé
roissan
edépend de λ.
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ient de ré�exion 311Remarque B.3 On peut établir une proposition 
omparable pour la 
ondition DtN1.On rappelle que pour 
ette CLA, le 
oe�
ient de ré�exion s'é
rit :
τapp
mn =

dinc
mnR

(1)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)

R
(3)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)
Υ

(4)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

Υ
(3)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

) − R(4)
mn

(
eΓkaΓ, e−1

Γ

)ave
 pour j = 3, 4 (
f (3.32)) :
Υ

(j)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
= R

(j)′
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
− r00

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)
R

(j)
mn

(
eΣkaΣ, e−1

Σ

)

= R
(j)
mn|Σ

[
−r00|Σ

R
(j)′
mn|Σ

R
(j)
mn|Σ

]Or lorsque ka → +∞, sur Σ :
r00|Σ =

R
(3)′
00 (eλka, e−1)

R
(3)
00 (eλka, e−1)

=
ieλka

Zex3
00|Σ

∼ ieλka

1 − i
1

λka

∼ ieλka − e − ie

λkaPour de grandes fréquen
es (ka → +∞), (−r00|Σ) a don
 le même 
omportementasymptotique que le 
oe�
ient δmn introduit lors de l'étude de la 
ondition DtN2(B.149). Cela implique que les opérateurs Υ
(j)
mn (ekλa, e−1) et Ψ

(j)
mn (ekλa, e−1), 
onte-nant respe
tivement les 
onditions DtN1 et DtN2, ont le même 
omportement asymp-totique dans 
e 
as là. Ainsi les 
oe�
ients de ré�exions des deux 
onditions vont euxaussi se 
omporter de façon identique pour les modes tels que n ≃ λka et m <<

λka

2e
.On peut don
 é
rire :Proposition B.4 Lorsque ka → +∞, λ > 1 et que les modes tels que n ≃ λka(λ > 1) et m ∈ N, m ≤ n, on a pour la 
ondition DtN1 :

|τ̃app
m λka| < 2κ

(√
eka

π

)1/4

e−2λka( 2
3
ζ3/2) (B.151)ave
 κ ≈ 1.086435 et 2

3
ζ3/2 = ln

(
λ

(
1 +

√
1 − 1

λ2

))
−
√

1 − 1

λ2
> 0.Les résultats présentés aux propositions B.2 et B.4 sont valables pour n ≃ λka,

λ > 1 et quel que soit l'entier naturel m dans [0, n]. En utilisant la 
lassi�
ation desmodes donnée dans l'annexe D, on observe que les propositions B.2 et B.4 donnentdes informations sur le 
omportement de |τapp
mn | à haute fréquen
e pour des modespropagatifs, 
e qui a�ne les résultats du 
hapitre 5 mais aussi pour des modes éva-nes
ents et rampants. En e�et, on a en �xant n ≃ λka (λ > 1),
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• Si e > 0.5 et n ≥ m >>

(
2e − 1

2e

)
λka, le mode est propagatif,

• Si e > 0.5 et m <<

(
2e − 1

2e

)
λka, le mode est évanes
ent,

• Si e > 0.5 et m ≃
(

2e − 1

2e

)
λka, le mode est rampant.
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Résumé :Dans 
ette thèse, nous proposons une nouvelle 
lasse de 
onditions aux limites absorbanteslo
ales de type DtN (ou Robin généralisées) à utiliser pour des frontières arti�
ielles de forme ellip-tique (2D) ou sphéroïdale prolate (3D), 
'est-à-dire adaptées à des obsta
les de forme allongée. Cesnouvelles 
onditions absorbantes sont 
onstruites de façon à être exa
tes pour les premiers modes.Elles peuvent être fa
ilement in
orporées dans un 
ode d'éléments �nis tout en préservant la stru
-ture lo
ale du système algébrique. De plus, 
omme elles sont adaptées à des obsta
les allongés, ellespermettent de prendre en 
ompte un domaine de 
al
ul plus petit, 
e qui 
ontribue à limiter les
oûts numériques. Nous montrons que la 
ondition DtN d'ordre 2 
onstruite est performante enrégime basse fréquen
e pour les problèmes de s
attering 2D et 3D, dans le 
adre d'une formula-tion On-Surfa
e Radiation Condition (OSRC). Cette 
ondition 
onserve sa pré
ision quel que soitl'allongement de la frontière arti�
ielle elliptique (2D) ou ellipsoïdale (3D). Pour des régimes defréquen
es plus élevées, on étudie la formulation en volume du problème. On observe qu'il n'est pasné
essaire de trop éloigner la frontière pour avoir un bon niveau de pré
ision, et tout parti
uliè-rement lorsque l'on 
onsidère la 
ondition DtN d'ordre 2. A�n de pré
iser 
ette observation, nousavons mené une analyse haute fréquen
e pour mesurer l'amplitude des ré�exions parasites généréespar la frontière arti�
ielle. On montre que le 
oe�
ient de ré�exion asso
ié à une famille de modespropagatifs tend vers 0 
omme une puissan
e inverse de λka où λ exprime la distan
e entre l'obs-ta
le et la frontière arti�
ielle et ka désigne la fréquen
e. De plus, en 
hoisissant une sous-
lasseparti
ulière de modes, on a�ne 
e résultat et on obtient que si l'ex
entri
ité est supérieure à 0.5,le 
oe�
ient de ré�exion tend vers 0 de façon exponentielle et 
e résultat est valable pour toute lasous-
lasse de modes 
onsidérés, qu'ils soient propagatifs, rampants ou évanes
ents.Mots 
lés : Conditions aux limites absorbantes, Equation d'Helmholtz, Coordonnées elliptiques,Coordonnées sphéroidales prolates, Opérateur Diri
hlet-to-Neumann, Conditions de radiation, Pro-blèmes de s
attering.Constru
tion and performan
e assessment of Diri
hlet-to-Neumann absorbing
onditions for ellipsoidal boundariesAbstra
t :New approximate lo
al DtN boundary 
onditions are proposed to be set on ellipti
al- or prolate-spheroidal exterior boundaries when solving respe
tively two- or three-dimensional a
ousti
 s
atte-ring problems by elongated obsta
les. These new absorbing 
onditions are designed to be exa
t forthe �rst modes. They 
an be easily in
orporated in any �nite element parallel 
ode while preservingthe lo
al stru
ture of the algebrai
 system. moreover, sin
e the proposed 
onditions are appli
ableto exterior ellipti
al-shaped boundaries that are more suitable for surrounding elongated s
atterers,they yield to smaller 
omputational domains whi
h 
ontributes to limit 
omputational burden.In the low frequen
y regime, using an on-surfa
e radiation 
ondition formulation, we perform themathemati
al and numeri
al analysis of the e�e
t of the frequen
y and the e

entri
ity values ofthe boundary on the a

ura
y of these 
onditions, when applied for solving radiating and s
atte-ring problems (2D and 3D). It reveals - in parti
ular - that the new se
ond-order DtN boundary
ondition retains a very good level of a

ura
y regardless of the slenderness of the boundary. Inthe high frequen
y regime we study the volumi
 formulation of the problem. It shows that it is notne
essary to 
onsider a big 
omputational domain around the s
atterer to obtain a

urate resultswith the new se
ond-order lo
al DtN 
ondition. The high frequen
y analysis of the re�e
tion 
oef-�
ient shows that it tends to 0 for propagative modes and it 
onverges exponentially towards 0 fora spe
ial 
lass of propagative, grazing and evanes
ent modes.Keywords : Absorbing boundary 
onditions, Helmholtz equation, Ellipti
 
oordinates, Prolatespheroidal 
oodinates, Diri
hlet-to-Neumann operator, Radiating problems, S
attering problems


