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Partie 1

CHAPITRE 1 : Introduction






INTRODUCTION

L auteur est a la fois enseignant en Lycée, formateur associé a I’lUFM de Toulouse et
membre du groupe de recherche de géométrie dynamique de I’IREM de Toulouse. Il est
depuis le début des années 70 impliqué dans I’intégration des TIC (Technologies de
I’Information et la Communication) qu’il a contribué a diffuser a la fois dans son
enseignement et en formation initiale et continue. La problématique de I’intégration des TIC
est depuis longtemps I’une de ses préoccupations naturelles et ce, avant que les instructions
des programmes de mathématiques ne deviennent aussi précises que celles des nouveaux
programmes de seconde de 2000.

Nécessairement, c’est a partir de ses responsabilités et de ses problemes d’enseignant
soumis a cette problématique, qu’il a cherché a déceler les parameétres cruciaux de cette
intégration par les enseignants. La pratique d’une deémarche expérimentale est apparue,
comme la suite va le montrer, comme I’un de ces paramétres cruciaux, d’autant que le corps
enseignant est maintenant poussé a une telle pratique sans qu’une information précise lui ait
été donnée préalablement en formation initiale ou en formation continue. L’intérét de cette
pratique, certes reconnue comme une activité mathématique favorisant les apprentissages et
I’apprentissage des concepts, ne relevait jusqu’a une période rapprochée que de la sphere
privée. 1l a fallu les travaux de I’IREM de Montpellier sur la narration de recherche et ceux de
I’IREM de Lyon sur les problemes longs pour permettre a I’enseignant de lever une partie du
voile cachant I’activité privée de I’éléve.

Nous nous proposons de donner du sens a cette notion de démarche expérimentale en
essayant de dégager ses caractéristiques formelles qui pourront nous permettre de donner aux
enseignants une information réelle sur les intentions didactiques cachées derriére toutes les
instructions nouvelles et derriere tous les types d’activités qui sont actuellement
recommandées en liaison avec I’utilisation des TIC (Techniques de I’information et la
communication) en classe.

RESUME DU CHAPITRE

+Notre point de départ est une situation de classe qui fait réagir un formateur IUFM
(Institut universitaire de Formation des Maitres) a une présentation d’un concept ou
I’implication active des €éléves ne fut pas requise et a laquelle il va opposer une proposition
scénarisant des expérimentations ou éléves et professeur devraient étre parties prenantes.
Cette proposition intégre I’utilisation des NTE (Nouvelles Technologies de I’Education).

+Nous présentons a titre d’illustration la conception de Marc Legrand ou il met en
paralléle sans les opposer réellement deux maniéres de concevoir les apprentissages :
I’apprentissage des résultats et techniques particuliéres, d’une part, et I’apprentissage de la
capacité & communiquer rationnellement, d’autre part. 1l ne nie pas la nécessité du premier
type d’apprentissage mais insiste sur son c6té ephémere alors que le second type participe a la
mise en place d’un savoir plus global.
Il envisage ensuite deux déemarches qui lui paraissent résumer sa conception :
— Une démarche issue de notre pensée naturelle qui infere des actions ;
— Une démarche issue de notre pensée mathématique qui infere des « mises au clair de ce que
nous acceptons comme des VErités ».

¢ Nous présentons ensuite la conception de Colette Laborde concernant la formation des
enseignants a I’usage des NTE et plus particulierement le volet des usages possibles en classe.
Elle s’appuie sur le contenu des nouveaux programmes de seconde (applicables en 2000) qui
affirme le caractere incontournable de I’informatique qu’elle résume en «les nouvelles
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technologies sont introduites en classe pour faire autrement, de facon a favoriser des
apprentissages plus profonds chez I’éléve ».

On notera dans la partie du programme citée, « Cette possibilité d’expérimenter,
classiguement plus propre aux autres disciplines, doit ouvrir largement la dialectique entre
I’observation et la démonstration|, et, sans doute a terme, changer profondément la nature de
I’enseignement. ».

La encore deux demarches sont recommandées qui sont générées par I’introduction d’une
pratique incluant I’expérience. On rejoint ici les démarches proposées par Marc Legrand.

+Nous concluons par une présentation de points qui nous paraissent éclairer les problémes
mis en évidence ci dessus et qui sont extraits d’un rapport de recherche soutenue par le
CNRCE (Comité National de Coordination de la Recherche en Education). Ce rapport
concerne la problématique de I’intégration des TIC a partir de I’analyse de travaux existants
dans ce domaine au niveau international. Il s’attache & marquer la complexité et la
multidimensionnalité des phénomenes d’intégration des TIC et insiste sur la variable temps,
sur I’importance du rdle de I’enseignant et sur la dimension instrumentale.

1. NECESSITE D’UNE INGENIERIE NOUVELLE POUR L’ENSEIGNEMENT DE
LA NOTION DE COSINUS EN QUATRIEME

Le hasard des visites de Professeurs stagiaires dans le cadre de la fonction de formateur
associé a I’lUFM de Toulouse de I’auteur I’a fait assister a une lecon de Quatrieme de Collége
frangais portant sur « I’introduction du cosinus de I’angle aigu de deux demi-droites » (Mars
1996). Devant la maniére dont avaient été congues la séance et la séquence : non implication
des éléves a la mise en évidence de I’invariant (qui était I’objectif clair a atteindre : rapport de
projection orthogonale d’une demi-droite sur une autre) par une activité de constructions, de
mesures, de calculs de rapports devant les conduire avant la démonstration, certes faite par le
Professeur a débattre et argumenter pour mettre en évidence par eux-mémes cet invariant,
celui a éprouvé

la nécessité de reconstruire cette lecon pour pallier les manques relevés. L auteur disposait
depuis quelgues mois d’un nouvel outil qui commencait a lui révéler ses potentialités
d’innovation dans la transposition de notions complexes: cet outil, la calculatrice
rétroprojetable TI1-92, contenait une version du logiciel de géométrie dynamique Cabri et un
tableur associé, environnement propice a la gestion de données, en particulier pour détecter
leur proportionnalité (ces données étant issues d’une capture dans une figure dynamique). Il
fut donc amené a écrire un scénario complet de cette lecon ou le Professeur disposait d’une
T1-92 rétroprojetable et les éleves de leur calculatrice de college. Ce scénario permettait au
moins d’impliquer les éleves autant que le Professeur. Une partie construction
expérimentation conjecture qui en était une caractéristique essentielle avait pour but de
changer évidemment le mode d’apprentissage des éléves. Ce scénario fut présenté pour la
premiére fois sous forme d’Atelier au Congres de I’APMEP d’Albi (Octobre 1996) et a donné
lieu a une publication dans la revue Plot. N° 80 (1998).

2. LES ENJEUX DIDACTIQUES (MARC LEGRAND ET COLETTE LABORDE)

2.1. MARC LEGRAND dans son article intitulé «La problématique des situations
fondamentales et I’approche anthropologique» publié dans Repéres IREM N°27 TOPIQUES
éditions 81-125 en 1997, declare :

« ....le savoir mathématique fondamental, s’il passe nécessairement par I’apprentissage
de resultats et de techniques particuliéres (dont la portée sera éphémeére pour la plupart
des citoyens), ne s’y réduit pas ; c’est un savoir beaucoup plus global qui participe au
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développement de la personnalit¢t du sujet et sa capacité a communiquer
rationnellement ».

La réaction du formateur devant une absence d’activités mathématiques au cours de la
séance évoquée au début est justifiée en partie par cette maniere de concevoir les initiatives
didactiques dans I’enseignement des Mathématiques. Marc Legrand comme le formateur
n’aurait pas critiqué ce professeur stagiaire pour la maniere dont il avait introduit cette notion
a ce moment particulier de son apprentissage d’enseignant, mais I’occasion était trop belle de
montrer comment, I’action, une réelle action mathématique, pouvait étre envisagée. Marc
Legrand précise d’ailleurs dans le méme article :

«la PENSEE NATURELLE est davantage tournée vers I’ACTION singuliére et
immeédiate,

la PENSEE MATHEMATIQUE nous pousse &8 METTRE AU CLAIR ce sur quoi se
fondent nos vérités »

Voila pourquoi, la réaction du formateur a consisté a proposer «une démarche
expérimentale » ayant pour but d’impliquer les éléves et les amener & « découvrir » a
partir de I’expérimentation les résultats auxquels on voulait les confronter.

Le mot « demarche » est pris ici dans le sens d’«une maniere d’agir, de conduire sa
raison » suivant les acceptions du Littré et du Robert.
Le qualificatif d’«expérimental », toujours suivant les mémes reférences signifie « qui
utilise I’expérience », c’est a dire qui fait une tentative pour comprendre comment les choses
se passent. Le mot « expérience » par son origine latine veut dire « faire I’essai de ».

Examinons maintenant [’expression « méthode expérimentale » qu’on trouve plus
couramment dans la littérature concernant I’expérimental.
Dans une tentative de définition de la médecine scientifique, Claude Bernard propose cette
définition :
« La méthode expérimentale, considéree en elle-méme, n’est autre chose qu’un raisonnement
a I’aide duquel nous soumettons méthodiquement nos idées a I’expérience des faits » Claude
Bernard Introd. ét . méd. Expér., Introd., p. 34
Lalande, lui, donne une définition plus générale :
Parlant de la méthode expérimentale, il la qualifie ainsi : « celle qui consiste en I’observation,
la classification, I’hypothése et la vérification par des methodes appropriées » Lalande

2.2. COLETTE LABORDE dans sa présentation intitulée « Intégration des NTE questions
et amorces de réflexions face aux données nouvelles » au cours du Stage T3 France Arles 12-
14 Juin 2000 rappelle d’abord que les formations des enseignants a I’usage des nouvelles
technologies dans I’enseignement comportent deux volets :

- la maitrise technique de la machine ou du logiciel ;

- et les usages possibles en classe.

Elle précise ensuite qu’a son avis ce deuxieme volet est crucial quant a un
réinvestissement en classe et constitue, de plus, la partie la plus difficile de la formation. Elle
ajoute :

« si les nouvelles technologies sont introduites en classe ce n’est pas seulement pour faire plus
vite et mieux ce que I’on faisait avant, mais pour faire autrement, de facon a favoriser des
apprentissages plus profonds chez I’éléve ».

Elle cite ensuite un extrait des « nouveaux programmes de seconde » en insistant sur leur
introduction qui évoque le caractére incontournable de I'informatique et surtout les
changements profonds qu’elle entraine :
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« L’informatique devenue aujourd’hui absolument incontournable permet de rechercher et
d’observer des lois expérimentales dans deux champs naturels d’application interne des
Mathématiques : les nombres et les figures du plan et de I’espace. Cette possibilité
d’expérimenter, classiquement plus propre aux autres disciplines, doit ouvrir largement la
dialectique entre |I’observation et la démonstration| et, sans doute & terme, changer
profondément la nature de I’enseignement. Il est ainsi nécessaire de familiariser le plus tot
possible les éleves avec certains logiciels : en Seconde I’usage de logiciels de géométrie est
indispensable. Un des apports majeurs de I’informatique réside aussi dans la puissance de
simulation des ordinateurs : la simulation est ainsi devenue une pratique scientifique
majeure : une approche en est proposée dans le chapitre statistique ».

On retrouve dans ce texte une analyse dichotomique des champs d’utilisation possibles de
I’expérimentation en sciences qui était déja celle de Claude Bernard quand il affirmait :

« Les philosophes... ont admis deux méthodes scientifiques: la méthode inductive ou
I’induction, propre aux sciences physiques, et la méthode déductive ou la déduction
appartenant plus spécialement aux sciences mathématiques » Claude Bernard Introd. med.
expér., I, 11, P. 83

Intégration des TIC dans les ouvrages scolaires

Le mémoire professionnel de Marty et Vidal (IUFM de Toulouse 2004) contient une
enquéte statistique sur les principaux manuels scolaires qui ont été edités suite au nouveau
programme évoqué : ce qui est étudié plus particulierement, c’est I’intégration de la
calculatrice dans ces manuels de maniere qualitative et quantitative. Méme si des distorsions
sont notées, I’utilisation de la calculatrice est introduite de maniére assez massive avec pour
preuve immédiate et visuelle les copies d’écrans en quantité non négligeable. Le caractere
incontournable de I’informatique au moins pour I’usage de la calculatrice dans le domaine de
I’étude des fonctions a donc été avalisé largement par les éditeurs et leurs auteurs. Quand aux
changements profonds qu’elle entraine, ce méme mémoire se demandait dans quelle mesure
de jeunes professeurs n’ayant aucune formation dans ce domaine précis pouvaient utiliser les
contenus de ces ouvrages pour leur propre formation avec comme objectif une utilisation
pertinente avec la classe : la réponse a été largement négative (voir en ANNEXE 1 quelques
diagrammes présentés dans ce mémoire)

C’est donc tout naturellement que Colette Laborde se pose la question suivante :

« Comment donner suffisamment d’armes aux enseignants pour dépasser cette appréhension
et les décider a utiliser pleinement les nouvelles technologies ? »

Elle considére comme un défi de permettre une adhésion qui se transforme en un réel
investissement car il y a dans une formation adéquate un équilibre optimal a trouver pour
montrer :

- La puissance et I’efficacité de la technologie afin d’accrocher les enseignants qui aiment
leur discipline et peuvent alors imaginer le champ immense de visualisation et
d’expérimentation possibles (des expérimentations impossibles ou difficiles a faire dans
la réalité que ce soit en sciences physiques ou en mathématiques compte tenu des limitations
du papier crayon).

- La simplicité d’usage en classe et le bénéfice qu’en tirent les eléves pour des
apprentissages fondamentaux.

Elle propose des taches simples et cruciales dans une progression qui S’appuie sur
I’élargissement des connaissances et des usages de la machine. Elle précise d’ailleurs qu’il
s’agit d’organiser en interaction une progression dans I’usage de la machine et dans les
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connaissances disciplinaires, le conceptuel et le technique manipulatoire progressant en
s’appuyant mutuellement.

Elle cite plus particulierement I’'usage de I’outil Trace dans Cabri comme réveélateur de
phénomeénes remarquables que 1I’on ne peut voir en papier crayon. Nous présentons a titre
d’exemple une manipulation montrée 8 ATCM en Malaisie (2002) ou I’outil trace est utilisé
pour revéler la ligne de niveau MA2+MB2-AB? = 0 (ANNEXE 2)

3. L’INTEGRATION DES TIC DANS LE SYSTEME EDUCATIF (RAPPORT DE
RECHERCHE SEPTEMBRE 2000)

Un groupe de cingq équipes de recherche répondant a un appel d’offre du CNRCE a
interrogé la littérature existante pour essayer de répondre en particulier aux questions
suivantes :

« Comment les TIC sont-elles utilisées dans le systeme éducatif ? Modifient-elles la nature,
les contenus et les modalités d’apprentissage ainsi que les acquis, le rapport au savoir et les
attitudes des éleves, des étudiants et des enseignants ? »

Ce rapport conclut par la proposition d’un cahier des charges de I’intégration des TIC ; ce
cahier s’adresse d’aprés les auteurs a la recherche sur I’intégration des TIC dans
I’enseignement, en particulier en Mathématiques. Ces mémes auteurs en attendent aussi des
apports concrets aux innovations et dans la pratique usuelle de I’enseignement.

La réponse apportée par cette étude a I’éventuelle amélioration apportée par les TIC est
partiellement contenue dans cette citation :

« L’idéologie dominante en France accorderait peu de place aux outils dans I’activité
mathématique alors que le pragmatisme anglo-saxon considererait comme un donné
I’existence des TIC et estimerait que leur introduction dans I’enseignement doit
nécessairement se traduire par des améliorations ».

Cette affirmation doit é&tre modulée par le fait que les domaines mathématiques auxquels il est
fait référence dans les travaux utilisés pour la motiver sont en relation avec le calcul formel
pour les anglo-saxons et la géométrie plane en France. Or on sait que le calcul formel renvoie
dans la plupart des cas aux calculatrices graphiques ou symboliques alors que la géométrie
méme si elle est présente sur des calculatrices renvoie essentiellement a des logiciels.

Le rapport précise une autre raison des comportements deécelés en France a travers le corpus
analysé qui tient a la nature méme des environnements de géomeétrie ; ceux-ci seraient
caractérisés schématiqguement par I’absence de réponse directe fournie a la question
mathématique posée. A I’opposé, les environnements graphiques ou de calculs formels
peuvent donner I’impression de potentialités mathématiques fortes, de suppression des aspects
routiniers et calculatoires qui empéchaient jusqu’alors les éleves de se concentrer sur les
aspects conceptuels.

Notons enfin les aspects de I’intégration que ce rapport propose d’approfondir :

#La dimension instrumentale, I’articulation des techniques dans un environnement et celles
en papier crayon (« connections » entre contextes d’aprés Noss et Hoyles) ;

¢ Le temps;

¢ Les dispositifs d’enseignement et la gestion par I’enseignant ;

# La technologie elle-méme et I’interaction homme machine.

Concernant le troisieme point, plus particulierement, le rapport insiste sur le fait qu’une
problématique de I’intégration des TIC implique I’analyse du role de I’enseignant. Les auteurs
du rapport ont en effet noté le nombre modeste d’articles se rapportant a I’enseignant et a sa
formation (ceci constituant un indice fort de la place dominante de I’éléve dans les recherches
sur les TIC) et I’un d’entre eux déclare plus concrétement qu’on regarde I’enseignant « par
dessus I’épaule de I’éleve ». lls notent sans en tirer de consequence une similitude entre les
recherches sur I’intégration des TIC et les recherches en didactique des Mathématiques dans
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leur début qui se sont massivement tournées vers I’étude des connaissances des eleves. Ce qui
ne les empéche pas de noter, concernant les calculatrices graphiques «qu’elles sont
maintenant une donnée de I’enseignement des mathématiques : méme si le professeur ne fait
rien pour leur intégration, les éleves en possédent et s’en servent. Les ordinateurs sont
moins accessibles et leur usage est vu plus facilement comme problématique. ».

4. DE LA PROBLEMATIQUE DE L’INTEGRATION DES TIC A CELLE D’UNE
PRATIQUE CORRELATIVE D’UNE DEMARCHE EXPERIMENTALE MEDIEE
TECHNOLOGIQUEMENT, EN GEOMETRIE

Revenons a la situation de départ de ce chapitre; a part sa réaction purement
professionnelle qui a consisté a analyser la séance observée et a produire un rapport pour
I’institution formatrice IUFM (Institut universitaire de formation des maitres), le formateur a
réagi classiqguement en innovateur au sens que lui donne Georges Glaeser. Il a imaginé le
dispositif qu’il aurait expérimenté dans sa classe, lequel dispositif aurait « marché »
inévitablement, car comme ajoute Glaeser « d’abord parce que I’innovateur est forcément
motivé et qu’un Professeur enthousiaste enseigne sans doute mieux que celui qui délivre un
message de routine ». Concernant les expériences pédagogiques des innovateurs, le reproche
essentiel de Glaeser est le suivant « Impossible de savoir combien d’éléves sont restés passifs
pendant la séance, ce que chacun a dit ou produit. Aucun effort de recherche n’a été accompli
pour contréler les modifications cognitives survenues chez chaque éléve aprés cette
expérience pédagogique ».

Dans le cas qui nous occupe, le formateur a pris une seconde initiative qui I’a fait sortir de
son role d’innovateur au sens de Glaeser pour se glisser dans la peau d’un chercheur dans la
mesure ou il a eu I’occasion de faire réaliser un travail d’expérimentation du scénario proposé
en classe.

4.1. Expérimentation « comparée » d’une ingéniérie d’intégration des TIC

Un bindbme de Professeurs-stagiaires de I’lUFM de Toulouse, ne connaissant ni le logiciel
Cabri ni la T1-92 se portérent volontaires pour expérimenter ce scénario dans le cadre de leur
mémoire professionnel, I’une sans T1-92 et I’autre avec. Le fait le plus marquant de ce
travail fut la rencontre avec la notion de « milieu » ; en effet, I’intérét vif et nouveau de ces
Professeurs pour agréger si vite la connaissance d’un outil et consentir si librement a une
réécriture complete d’une legon qui paraissait si banale, trouvait sa source dans le désir de
savoir, de prévoir et d’anticiper les réactions des éleves en fonction des rétroactions
provoquées par la présence et les possibilités de ce nouvel outil de travail. La principale
conclusion du mémoire est que le travail de préparation de cours avec de nouveaux outils
a changé leur maniere de préparer leur cours en géneral : leur souci d’impliquer les
éleves devenait prioritaire et modifiait radicalement leur approche de I’acte d’enseigner ; le
titre de leur mémoire a fini d’ailleurs par évoquer I’influence de I’outil dans la modification
de leur enseignement que I’outil soit utiliseé ou non: « Influence de la TI-92 sur notre
enseignement » (Mémoire professionnel de Carriere et Lefrancois IUFM de Toulouse Midi-
Pyrénées 1997).

L’outil devenait a lui-seul une variable qui pouvait changer la perception de I’acte
d’enseigner.

4.2. Validation expérimentale des theéses sur I’intégration des TIC par le travail de
Carriére et Lefrangois

Nous rappelions plus haut un des items du programme de mathématiques de seconde qui
affirmait « Cette possibilité d’expérimenter, » (par [Iutilisation de [I’informatique)
« classiquement plus propre aux autres disciplines, doit ouvrir largement la dialectique entre
I”observation et la démonstration »|.
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Le programme caractérise donc I’experimentation comme attachée plus spéecifiqguement a
d’autres disciplines qu’il ne cite pas mais qu’il est aisé de deviner, les sciences expérimentales
et physiques.

Ce qui frappe ensuite dans ce libellé, ce sont les deux expressions choisies « possibilité
d’expérimenter » et « doit ouvrir largement ».

On peut pousser I’analyse sémantique jusqu’a faire I’exégeése suivante : I’expérimentation qui
conduit a des observations était une pratique réservee aux sciences expérimentales ; cette
pratique peu usitée dans I’enseignement des mathématiques dont I’activité centrale était la
démonstration PEUT maintenant I’étre grace a I’activation d’un nouveau parametre qu’est la
présence de I’outil informatique. Celui-ci DOIT permettre de faire le pont entre une activité
fortement associée a la discipline mathématique dans I’enseignement (la démonstration) et
une autre qu’on reconnait comme fortement associée aux sciences expérimentales
(I’expérimentation) sans reconnaitre I’importance prodigieuse de I’expérimentation dans le
versant privé de I’activité de recherche mathématiques (méme si celle-ci n’est pas explicitée).
Il n’est décliné a aucun moment les possibilités d’expérimenter.

Il n’est pas indiqué pourquoi cette pratique doit enrichir la démonstration d’un volet
d’observation.

Ceci est bien naturel et d’ailleurs la suite des instructions précitées exprime une incertitude
en notant qu’une telle nouvelle pratique DOIT « sans doute a terme, changer profondément
la nature de I’enseignement. ».

Devant un tel credo, on pourrait avoir la méme réaction que Georges Glaeser devant les
innovateurs ou essayer de considérer ce méme credo comme une hypothése a valider.

Le mémoire de Carriére et Lefrancois vient valider I’hypothése du changement profond de
la nature de I’enseignement induit par la présence de I’outil informatique : le travail de
transposition des apprentis-Professeurs a été plus que changé, il a été bouleversé.

Sont validées aussi dans ce mémoire les hypotheses de Colette Laborde qui concernent un
abord different par les NTE consécutif & une formation intégrant la maitrise technique de la
machine ou du logiciel et les usages possibles en classe.

Ce mémoire illustre enfin des possibilités d’expérimentations dans le champ de la géométrie
du College et montre I’enrichissement de la phase pré-démonstrative dans ce méme champ :
sont ainsi éclairés par un exemple I’ouverture large de la dialectique observation
démonstration évoquée dans les programmes de seconde et la possibilité d’actions inférées
par une pensee naturelle précédant les mises au clair inférées par ce que Marc Legrand
appelle la pensée mathématique.

Notons que ce mémoire aborde aussi le paramétre temps suggéré comme une piste importante
de recherche dans le rapport évoqué précédemment et commandé par le CNRCE.

4.3. Survalidation par I’expérience complémentaire de Carriere et Lefrancois

Malgre les dizaines d’heures passées par ce bindme de Professeurs dans ce travail, celle qui
avait hérité du scénario sans TI-92 dans I’expérience menée, a trés rapidement éprouvé le
besoin de recommencer une autre expérience scénarisee de la méme maniére sur un autre
sujet mais en utilisant cette fois la T1-92. Le méme formateur fut donc amené a nouveau a
proposer a ces deux Professeurs-Stagiaires les grandes lignes d’un scénario sur I’introduction
du Théoréme de Pythagore avec un protocole identique a celui de la premiére expérience. La
dévolution de ce projet nouveau a été encore plus grande que celle du projet précédent ; les
Professeurs ont mené ce projet de bout en bout : écriture du scénario, discussion a deux, mise
au point avec une importance toujours marquée du réle du milieu, exécution du scénario avec
et sans TI1-92, le tout ayant d’ailleurs été filmé pour une meilleure analyse. La grande surprise
de cette seconde expérience a été que la seéquence exécutée par le Professeur n’utilisant pas la
T1-92 mais un jeu de transparents préparé en fonction des observations faites chez sa collegue
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qui, elle, avait utilise la TI-92, fut la plus réussie car ce fut celle qui fit participer le plus les
éleves en les impliquant surtout dans le débat espéré (ANNEXE 3). Ce fut une confirmation
pour les Professeurs stagiaires qui en conclurent a ce moment la que I’utilisation de I’outil
informatique pouvait avoir une influence trés enrichissante sur leur enseignement.

4.4. La nature et le role de la démarche expérimentale médiée technologiquement

La demarche proposee par le formateur expert pour les expériences de Carriére et Lefrancois
est une démarche intégrant I’expérimental, c’est-a-dire, pour aller vite, des actions sur les
objets mathématiques de la classe ou sur leur modélisations dans I’environnement Cabri et de
I”interprétation des effets de ces actions sur ces objets. Il n’y avait pas d’arriére plan-théorique
qui soutenait telle ou telle initiative ou proposition d’initiative sinon que I’expertise mixte
connaissances-technologie d’un enseignant innovateur.

Quel type d’actions étaient proposées ? Dans quel but ?

Quel types d’interprétations étaient attendues ? A quel niveau ? Avec quel objectif ?

Les actions s’enchainent-elles suivant un ordre déterminé dépendant de leur nature qui serait a
préciser ?

Ces actions ont-elles un rapport avec les actions que I’on pourrait mener au cours de la
recherche d’un vrai probléme du type probléme ouvert ?

Ces actions doivent-elle mener a la découverte ? Si oui, comment et pourquoi ? Et sinon quel
serait leur intérét didactique ?

En résumé sans entrer dans I’inflation des questions qu’ouvre cette introduction, il est
naturel de se questionner sur la nature d’une démarche intégrant I’expérimental en
Mathématiques et plus particulierement en Géométrie, d’une part dans la recherche de
problémes et d’autre part dans sa transposition en activités de classe.

5. LA PROBLEMATIQUE DE LA DEMARCHE EXPERIMENTALE

Notre objectif, a partir de maintenant, consistera en une proposition de
caractérisation formelle de ce que nous avons qualifié de demarche intégrant
I’expérimental ou «démarche expérimentale» dans les activités de tentatives de
résolutions de problémes mathématiques, médiée par la technologie et dans notre
travail, médiée essentiellement par le logiciel de géométrie dynamique Cabri.
On proposera une caractérisation formelle a la suite d’une analyse de la littérature existante
dans les divers domaines ou la démarche expérimentale a cours naturellement, les sciences
physiques, les sciences cliniques ou moins naturellement, les mathématiques.
Trois expérimentations viendront valider cette caractérisation a trois niveaux différents,
niveau expert, niveau lycéen et niveau chercheur.
On essaiera ensuite de montrer que la connaissance de cette caractérisation devrait permettre
aux enseignants de mieux analyser les activités de recherches d’éléves afin de prévoir ce qu’il
est pertinent d’attendre d’eux. On essaiera aussi de montrer que cette connaissance devrait
permettre de créer des problémes ou des phases spécifiques de la démarche expérimentale
seront visees.
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ANNEXE 1 (tableaux et graphiques extraits de VIDAL A., MARTY S., 2004)

eTableau présentant le nombres de parties relatives a la calculatrice

Nombre de partie faisant référence a la calculatrice
Livres Cours | Activites T.D.- Méthodes- |Exercices | Total
étudiés d’introduction | modules |Exercices
résolus

Belin 0 0 14 1 37 52
Fractale 2 4 5 3 28 42
Déclic 0 2 1 5 19 27
Dimathéme | 0 1 2 2 12 17
Pyramide 1 1 0 0 8 10
Bréal 1 1 0 0 15 17
Delagrave 0 2 2 4 9 17
Indice 0 0 0 0 8 8
Hachette 2 0 0 0 7 9
Transmath 0 0 0 0 8 8

eNombre de parties en fonction des livres
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eTableau présentant les objectif des exercices et le nombre d’exercices utilisant ou non

la calculatrice dans leurs résolutions

Obijectif de I’exercice La calculatrice est

non utilisée, non
mais des utilisée et
Livres Mani- |[Véri- [Con- |Vali- |Visua- |utilisée|connaissances| pas de
étudiés pulation | fication | jecture | dation | lisation sont connais-
nécessaires sances

nécessaires

Belin 26 7 18 3 1 46 6 0
Fractale 7 7 19 1 11 27 7 6
Déclic 7 2 9 0 9 18 9 0
Dimatheme 3 11 1 0 2 16 1 0
Pyramide 5 0 3 0 1 7 2 0
Bréal 7 0 7 0 3 11 2 3
Delagrave 11 1 5 0 0 14 0 3
Indice 5 1 2 0 1 7 0 1
Hachette 3 0 3 0 1 6 0 1
Transmath 1 0 5 1 2 6 2 0

eNombres d’exercices en fonction des livres et de I’objectif attendu

80+
70
60 Etransmath
W hachette
50 Oindice
H Delagrave
40 OBréal
1 B Pyramide
304 ODimathéeme
i ODéclic
204 B Fractale
OBelin
10+
0,
Manipulation Vérification Conjecture  Validation Visualisation
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etableau présentant les deux types possibles d’exercices

Type de I’exercice
Livres étudiés Technique Abstrait
Belin 51 1
Fractale 19 14
Déclic 15 12
Dimathéme 15 1
Pyramide 7 2
Bréal 12 3
Delagrave 14 3
Indice 8 0
Hachette 6 1
Transmath 5 3

eNombre d’exercices en fonction du type de I’exercice et des livres
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ANNEXE 2

Exemple présenté a ATCM 2002

ABC étant un triangle donné, nous avons réalisé une
construction conditionnelle qui superpose au point A

un point Ap rouge lorsque AB2 + AC? - BC? est positif,

un point An bleu lorsque AB2 + AC? - BC? est négatif.

Nous avons activé les traces des points Ap et An et avons
tiré le point A en tous sens comme si nous voulions
crayonner la page Cabri.

Nous avons ainsi obtenu I’écran reproduit ci-a droite :

La conjecture qui se dégage de maniéere fulgurante de cette utilisation de I’outil trace, c’est-a-
dire celle qui énonce que I’ensemble des points A du plan vérifiant AB2 + AC2 - BC2 = 0 est
le cercle de diamétre [AB], I’est évidemment par I’utilisation d’un théoréme en acte (ici le
théoreme des valeurs intermédiaires simultanément dans les registres graphique et
numéerique).
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ANNEXE 3

Episode du choix d’un point de la page Cabri permettant d’égaler BC2 & AB2 + AC?

CAS DU PROFESSEUR AYANT UTILISE LA T1-92 EN CLASSE
# Le Professeur avait préparé sur une page Cabri de sa T192 retroprojetable un triangle ABC
quelconque a base BC horizontale avec A au dessus de BC.
Il avait construit les carrés s’appuyant extérieurement sur les 3 c6tés de ce triangle Il avait
mesuré et fait afficher leurs aires. Il avait fait calculer par la calculatrice intégrée de Cabri la
somme des deux aires des carrés supérieurs et rapproché sur I’écran ce résultat de I’aire du
carré inférieur.
¢Le Professeur demande aux éléves de lui dire comment tirer le point A pour obtenir
I’égalisation des deux résultats mis en regard I’un de I’autre. Il avait auparavant tiré ce point
dans tous les sens afin de leur montrer que la figure gardait les propriétés qui avaient permis
de la construire tout en réactualisant les donneées.
Remarque :cette maniére d’opérer est moins dynamique que celle proposée dés I’avénement
de Cabri qui consistait, partant d’un triangle rectangle, de deplacer I’un des sommets en
essayant de maintenir la contrainte de I’angle droit puis, observer la trace obtenue. La maniére
choisie I’a été, en particulier, parce que I’expérimentateur est le Professeur et non I’éléve
¢ Le Professeur s’attendait a ce que ses éleves lui demandent de bouger le point A de gauche
a droite ou de haut en bas pour approcher une position répondant aux consignes imposées.
+ En réalité, les éléves lui proposent de « faire le triangle isocéle », puis de « faire le triangle
équilatéral » puis de «faire le triangle aplati ». Cette derniére proposition aura pour
conséquence de déstabiliser le Professeur qui n’avait pas prévu ce cas mais qui s’en sort
néanmoins en demandant a I’éléve ayant posé cette question d’essayer d’en trouver la réponse
(sous-entendu sur son brouillon) pendant qu’elle va continuer. Par la suite, les éléves vont
finir par demander au professeur de « faire le triangle rectangle ». Il est heureux que le
professeur qui manipule ne se soit pas trouve dans le cas du triangle isocéle rectangle quand il
réagit a la premiere demande.
Remarque : quand le Professeur demande de bouger le point A, il demande implicitement de
changer la forme du triangle ; il n’est donc pas surprenant que les éleves proposent des formes
connues issues de leur bibliothéque de triangles.

CAS DU PROFESSEUR N’AYANT PAS UTILISE LA TI1-92 EN CLASSE
# Ce professeur ayant assisté a la séance incluant I’épisode précédent décida donc de parier
sur I’invariance des réactions de ses propres éléeves face aux mémes consignes. En
conséquence elle prépara un jeu de transparents superposables anticipant sur les demandes de
ses éléves.
# Cette fois, aucune surprise pour le professeur qui sortait de son chapeau le transparent qui
répondait a la demande exacte faite par la classe, mais énormes surprises pour les éleves.
Ceux-ci étaient abasourdis par le c6té magique des manipulations du Professeur qui venait
avec des transparents adéquats répondre a chacune de leur proposition. lls avaient la certitude
que leurs propositions ne pouvaient en aucun cas étre prévisibles. Leur étonnement était
d’autant plus grand que les répliques du Professeur par transparents interposés arrivaient
automatiquement et adaptées aux propositions faites. Le couple Professeur-transparents
devenait un milieu adapté a une activité auto-gérée de la classe.
Embryon d’analyse

L’analyse a priori qui prévoyait certaines initiatives des éleves s’est révélée erronée pour
une raison toute simple: si les éléves étaient amenés a prendre des initiatives car les
consignes étaient claires, les initiatives I’étaient non pas en fonction des représentations que

Chapitre 1 : Introduction 15



pouvait se faire le professeur d’une utilisation pertinente et simple du logiciel mais des
représentations des éléves de la notion d’action de résolution. Les éléves pensent qu’on attend
d’eux une proposition de réponse et non une recherche a tatons, la solution et pas une
expérimentation : un simple probleme de contrat finalement mal appréhendé par le
Professeur.

L’analyse a posteriori que je viens de faire n’a pas été faite par le Professeur qui a assisté
a cette lecon mais elle en a tiré des conséquences qui lui ont permis de créer des situations
d’actions et de rétro-actions la ou les eléves s’attendaient & n’obtenir que le jugement du
professeur pilote. C’est peut-étre ce que I’on peut appeler le « métier » : &tre moins surpris
mais aussi anticiper mieux.
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LA LITTERATURE SUR L’EXPERIMENTAL :
CHOIX REALISES

1. LES QUATRE QUESTIONNEMENTS RETENUS
Le principe de la méthode utilisée repose essentiellement sur un questionnement de la
littérature existante dans les domaines de I’expérimental avec :

Un questionnement de la littérature dans le domaine mathématique :
Recherche en didactique des mathématiques

Reperes IREM

Petit X

Programmes de Mathématiques

Un questionnement de la littérature dans le domaine des sciences expérimentales :
Recherche en didactique des mathématiques

Didaskalia

Programmes de sciences physiques

Rapports de jury de CAPES (Certificat d’Aptidude au Professorat de I’Enseignement
Secondaire)et d’agrégation

Un questionnement & partir de I’analyse d’un arbre décisionnel extrait du domaine des
sciences cliniques :
Encyclopédie médico chirurgicale.

Ces trois questionnements seront précedés d’un questionnement de I’auteur sur ses propres
conceptions qui s’appuieront en particulier sur les conceptions dégagées dans I’introduction
et évidemment sur une connaissance préalable de certains points incontournables de la
littérature sur I’expérience et I’heuristique.

2. SELECTION ET TRAITEMENT DES ARTICLES

Etape 1 (sélection des articles par mots-clés)

Nous avons cherché plus particulierement tous les articles contenant des entrées avec les mots
« expérience », « expérimentation », « démarche expérimentale », dans les revues précitées
mais aussi dans la littérature didactique classique.

Aprés lecture de ces articles ou des extraits d’autres ouvrages selectionnes, d’autres
entrées pertinentes sont apparues comme « démarche scientifique », « induction »,
« analogie », « raisonnement plausible »,...(cette liste n’est pas exhaustive) qui ont donné lieu
a une seconde sélection d’articles.

Etape 2 (relecture de I’ensemble des articles retenus)

Nous avons procédé ensuite :

A une relecture de la premiére série d’articles sélectionnés a la lumiére de I’ensemble des
entrées retenues et a la lecture de la seconde série d’articles toujours a la lumiere de
I’ensemble des entrées retenues.

Etape 3 (recherche étymologique)

Nous avons recherché les sens des mots clés dans le Littré, le Robert et I’Encyclopédia
Universalis, ce qui nous servira tout au long de notre travail car il nous aura permis de
préciser le sens des mots-clés sur lesquels nous nous appuierons dans la suite.

Chapitre 2 : La littérature sur I’expérimental : choix réalisés 19



3. INFORMATIONS COLLECTEES. INTERET DE LEUR APPORT

Dans I’ensemble, si on se situe au niveau d’une attente d’explicitation claire de la notion
de demarche expérimentale, cette exploration n’aura pas permis d’atteindre ce but ; il en va de
méme pour les autre notions évoquées. Seul un auteur propose une définition claire du mot
« investigation » (Robin Millar).

Si on se situe au niveau informatif sur les usages de ces mots et leur contexte d’utilisation,
I’exploration a été plus riche en obtenant ce que nous appellerons des indices qui doivent
permettre par recoupement de recomposer tout ou partie de la démarche expérimentale telle
gue concevable a partir de la littérature. Ces indices sont résumés a la fin de chacun de ces
apports, souvent sous forme de schémas ou de diagrammes qui permettent de visualiser de
maniére linéaire le déroulement formel d’une démarche de découverte
expérimentalement mediée.

4. LA METHODE DE TRAVAIL ADOPTEE

La formalisation qui se dégagera de cette recherche constituera un socle solide sur lequel
NOUS NOUS appuierons pour proposer notre conception a priori de la décomposition probable
d’une telle démarche de découverte basée sur I’expérimental.

Cette conception a priori sera forgée essentiellement a partir de I’analyse d’une démarche
particuliere (résolution de probléme de boite noire particuliére), elle méme choisie pour son
adéquation a la mise en évidence des étapes d’une telle démarche.

Cette analyse tout en nous amenant a nos hypotheses de travail reliera celles-ci aux
hypothéses issues de la recherche théorique synthétisées par notre quadruple analyse de la
littérature sur I’expérimental.
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PREMIERE APPROCHE DE LA NOTION DE DEMARCHE DE
DECOUVERTE EXPERIMENTALE

1. GENERALITES SUR LA DEMARCHE EXPERIMENTALE
1.1. Introduction :

Marie-Alberte Johsua et Samuel Johsua écrivaient dans leur article « L’expérimental dans
I’enseignement scientifique » paru dans RDM (1987) :
« Ni la démarche expérimentale, ni I’expérience elle-méme n’ont de statuts incontestés a
travers la littérature. La référence qu’on y trouve si systématiquement est donc
essentiellement ambigué ».

Il parait donc naturel de nous questionner en premier lieu sur notre représentation de cette
notion de « démarche expérimentale » en liaison avec la « résolution de problémes » et donc
plus généralement avec I’heuristique.

1.2. Le mot « expérience »

— Le mot a pour origine latine « experientia» et plus particulierement « experieri » qui
signifie « faire I’essai de » ; il traduit initialement I’acte d’éprouver ou d’avoir éprouvé. Cet
acte qui est donc en relation avec nos sens doit nous permettre d’enrichir nos connaissances,
notre savoir ou nos aptitudes. Ce mot peut aussi étre interprété

comme une tentative pour reconnaitre comment une chose se passe,

comme I’action de provoquer une observation dans I’intention d’étudier certains phénomeénes,
de controler ou suggérer une certaine idée.

— On retrouve cette derniere interprétation chez Claude Bernard qui propose cette définition
metaphorique de ce mot :

« Dans la langue francaise le mot expérience au singulier signifie, d’une maniere générale
et abstraite, I’instruction acquise par I’usage de la vie. Quand on applique a un médecin le
mot expérience pris au singulier, il exprime I’instruction qu’il a acquise par I’exercice de la
médecine. 1l en est de méme pour les autres professions, et c’est dans ce sens que I’on dit
gu’un homme a acquis de I’expérience, qu’il a de I’expérience... Ensuite on a donné par
extension et dans un sens concret le nom d’expérience aux faits qui nous fournissent cette
instruction expérimentale des choses » Claude Bernard extrait du Robert

— Jean-Paul Allouche, lui, précise les deux sens du mot expérience en Frangais (dans un
article intitulé « La recherche expérimentale en mathématiques ») : le sens de « vérification
expérimentale » et celui d’« expertise ». Il note que cette ambiguité n’existe pas dans d’autres
langues et il cite I’Anglais ou on utilise « experiment » et « experience » puis I’Allemand ou
on utilise « Experiment » et « Erfahrung ».

— Du point de vue de la théorie de la connaissance, on appelle expérience

aussi bien toute connaissance immédiate et non inférentielle que toute connaissance médiate,
inférée ou induite a partir de données sensorielles, apprise et non innée.

— Du point de vue de la philosophie des sciences, on appelle expérience

toute procédure par laquelle une hypothése est confrontée avec des faits.

— L’origine de cette hypothése est différente suivant les théories auxquelles on se référe :
Pour I’empirisme, toute — ou la plus grande partie de — la connaissance provient de
I’expérience et est justifié par elle (conformément a I’idée lockéenne de la tabula rasa).

Pour le rationalisme, aucune connaissance n’est possible s’il n’existe pas de verités innées
ou a priori.

Chapitre 3 : Premiere approche de la notion de démarche de découverte expérimentale 21



— Dumarsais propose une définition de I’expérience qui n’oppose pas les conceptions
empiristes et rationalistes « En Physique, le mot expérience se dit des épreuves que I’on fait
pour découvrir les différentes opérations et le mécanisme de la nature »  Dumarsais,
Euvres, t.v, p. 249. 1l y parvient donc en ne précisant pas la place de la connaissance visée
par I’expérience, ni en amont ni en aval de cette expérience.
En effet ces épreuves qu’il nomme expériences produisent des faits qui peuvent :

¢ Générer des hypotheses si on se place dans la conception empiriste ou

¢ Venir valider des hypotheses qui ont été formulées a priori si on se place dans la

conception rationaliste.
On peut illustrer cette « complémentarité »
par la conception empiriste de Buffon quand il déclare
« Est-il bien difficile ... de voir que nos idées ne viennent que par les sens... Dés lors, ne
voit-on pas que les abstractions ne peuvent jamais devenir des principes d’existence ni de
connaissances réelles, qu’au contraire ces connaissances ne peuvent venir que de résultats
de nos sensations comparées, ordonnées et suivies, que ces résultats sont ce qui s’appelle
I’expérience, source unique de toute science reelle, que I’emploi de tout autre principe est
un abus... ? »
et celle rationaliste de Pascal :
« Deux choses instruisent I’homme de toute sa nature: I’instinct et I’expérience ».
L’instinct est ici la connaissance a priori et I’expérience est I’épreuve qui vient valider cette
connaissance a priori.
— Lalande, lui aussi, rassemble ces deux conceptions dans ce qu’il appelle la méthode
expérimentale, « celle qui consiste en I’observation, la classification, I’hypothése et la
vérification par des méthodes appropriées ». Il place I’expérience en amont d’ou il induit une
hypothése qui est ensuite validée par des méthodes appropriées qui peuvent donc inclure a
nouveau I’expérience. Cette vérification consiste en la vérification de conditions nécessaires
impliquées par I’hypothese.

L’expérience est donc un élément intervenant dans la génération de connaissances :
Soit en aval de la connaissance qui est une connaissance a priori et dans ce cas, elle sert a
valider cette connaissance a priori. On se place ici dans une logique déductive.
Soit en amont de la connaissance et dans ce cas elle sert & créer de la connaissance. On se
place la dans un logique inductive.
Nous proposons donc :

Définition 1 : Une expérience est une procédure qui génere des faits observables avec
comme fonction, une fonction de validation ou de génération d’hypothéses.

En conséquence, I’expérimentation pourrait étre définie stricto sensu comme la réalisation
d’une expérience. Dans ce cas, I’expérimentation se distinguerait de I’expérience de la méme
maniére que la réalisation d’un programme informatique se distingue du programme en lui-
méme. Cette définition ne prendrait pas en compte les raisons qui motivent la réalisation de
I’expérience : en effet I’expérience peut étre une expérience de validation d’une hypothese a
priori ou une expérience de génération d’hypotheses.

Nous proposons donc :

Définition 2 : une expérimentation est la réalisation d’une expérience avec la fonction
attribuée a cette expérience, validative (d’hypothése) ou générative (d’hypothese)
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Ingrédients

Réfutation

Hypothése

Non réfutation

Schéma d’une expérience validative

Ingrédients

Hypothése

Schéma d’une expérience générative

1.3. Mathématiques et heuristique

1.3.1. Mathématiques et résolution de problémes

Faire des mathématiques, c’est résoudre des problemes ! Nous sommes partis de ce paradigme
dans le monde actuel de I’enseignement des mathématiques en France pour voir comment (Si)
on enseigne la résolution de problémes. A un niveau supérieur, il est généralement admis que
le réle fondamental de la recherche est moins de chercher que de trouver : un bon chercheur
est un bon « trouveur ». Pour certains, comme Jean-Paul Allouche le r6le fondamental de la
recherche est de poser des questions. Nous nous sommes vite rendu compte que les
techniques de la découverte, « I’heuristique », se résumaient au mieux a la transmission de
méthodes, de recettes pour résoudre certaines catégories de problémes, c’est aussi
I’algorithme miracle] que fournit le Professeur a I’éléve pour le «débloquer ». Cette
remédiation étant d’ailleurs d’aprés la littérature la seule technique dont il dispose pour
améliorer la transmission des connaissances.

Signalons néanmoins au niveau des méthodes, I’utilisation des boites a outils pour la
résolution de problémes : méme si elle a été critiquée cette utilisation a au moins le mérite de
permettre de déblayer le terrain et de faire envisager le probléeme sous divers points de vue (et
éventuellement dans divers cadres).

Si on se place maintenant a un niveau plus théorique, notons que Popper rejetait I’idée que
I’on puisse non seulement définir une méthode générale de découverte du nouveau (une
heuristique générale), mais encore que I’on puisse jamais rebatir a posteriori le cheminement
réel qui y a conduit. La non existence d’une méthode générale semble étre une conséquence
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des theoremes d’incomplétude de Godel. Ce qui est d’ailleurs important pour un enseignant,
n’est pas de reconstituer la démarche exacte qui a permis de résoudre un probléme, mais de
fournir une méthode générale qui permette a ses éléves de résoudre une catégorie de
problémes semblables. Attachons nous donc tout particulierement a la notion d’activité
mathématique avant de nous intéresser néanmoins a la « maniere » de découvrir, c’est a dire
a I’heuristique.

1.3.2. Activité mathématique, activité expérimentale ?

Dans un contexte d’enseignement
L’activité mathématique pendant longtemps n’a pas été considérée comme une activité
expérimentale dans le domaine de I’enseignement. En effet, cette activité a longtemps été
résumée a la production de démonstrations générant des résultats nouveaux ce qui sous-
entendait une conception déductiviste de I’art d’inventer. Suivant le canon leibnizien, toute
découverte était le fruit d’une ou de déductions. La seule expérience (la production de faits
observables) selon Louis Couturat était, dans cette optique, la déduction. Cela explique peu-
étre la place spéciale des Mathématiques dans I’enseignement frangais du XX° siécle,
épouvantail et outil de sélection : comment ne pas avoir peur d’une discipline qui propose de
produire des démonstrations dont elle ne donne pas la regle de génération et pourquoi ne pas
utiliser cette discipline pour repérer (sélectionner ?) ceux qui par leurs simples aptitudes a
déchiffrer sauront résoudre ce type de problemes ?

A I’opposé de cette conception, I’épistémologie anglo-saxonne se consacrera pour une part
importante a I’étude de la nature du raisonnement inductif et de la place qu’il convient de lui
accorder dans le processus de I’élaboration des connaissances. Notons que pour Francis
Bacon dont cette épistémologie est I’héritiere, I’activité scientifiqgue est un processus
d’invention reposant sur I’induction généralisée, ce qui peut se résumer dans un langage
moderne dans une accumulation préalable de données sur lesquelles on raisonne par induction
(«on laisse agir notre entendement »). Cette conception baconienne peut mener a une
conception expérimentale de I’activité mathématique : expérimenter pour induire. L’évolution
des programmes d’enseignement des Mathématiques francais semble orientée dans une voie
intégrant cette conception. La possibilité d’expérimenter est largement ouverte en particulier
par I’utilisation des logiciels de géométrie ; cette maniére de pratiquer les mathématiques dans
un contexte d’enseignement rend I’activité mathématique, expérimentale, dans la mesure ou
cette activité inclut des expérimentations a base d’expériences validatives ou génératives
d’hypotheses (vérifications logicielles ou calculatrices pour la validation et production de
conjectures pour la génération d’hypothéses)

Dans un contexte de recherche
Dans I’article deja cité de Jean-Paul Allouche, celui-ci, pour définir la notion d’expérience
donne des exemples qui permettent de caractériser cette notion comme nous I’avons fait
précedemment méme s’il reste ambigu dans une distinction «expérience »,
« expérimentation ». On retrouve des expériences validantes et des expériences génératives de
résultats nouveaux. Par exemple :

Comme expérience validante, il cite la vérification d’une conjecture sur la suite de
Syracuse (du nom de I’Université américaine ou elle a été « découverte ») définie par
f(n) = n/2 si n est pair et f(n) = (3n+1)/2 si n est impair, qu’on peut réaliser par ordinateur
jusgu’a des valeurs gigantesques mais qu’on ne sait pas démontrer pour tout n entier naturel
(cette conjecture dit que pour tout n il existe un k tel que f(n) = 1, o € est pris au sens de la
composition). Cette expérience peut étre aussi envisagée comme générant la conjecture de
maniére inductive.
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Il cite aussi comme expérience validante, la verification d’une autre conjecture en théorie
des nombres pour des nombres encore gigantesques alors que cette conjecture a été réfutée (la
différence entre le nombre de nombres premiers inférieurs a x et le logarithme intégral de x
est de signe constant jusqu’a de trés grandes valeurs de x, mais change de signe une infinité
de fois lorsque x tend vers I’infini : voir I’article de J.E. Littlewood aux Compte-rendus de
I’ Académie des Sciences, Paris, 158 (1914) 1869-1872).

Ceci montre a la fois I’effet fécond de I’expérimentation dans la recherche en
mathématique comme pourvoyeur d’un vivier de conjectures excitant I’imagination des
mathématiciens mais aussi ses limites si celle-ci n’est pas complétée par des démonstrations.
Jean-Paul Allouche justifie ainsi le souci des auteurs des nouveaux programmes de
Mathématiques qui veulent «ouvrir largement la dialectique entre |I’observation et Ig|
[démonstration|, et, sans doute & terme, changer profondément la nature de I’enseignement. »
en offrant aux situations d’enseignement des mathématiques, « Cette possibilité
d’expérimenter, classiquement plus propre aux autres disciplines »

Lors de la rédaction d’articles pour des revues spécialisées, la tendance bourbakisante a
consisté, « a taire les pistes qui n’ont pas abouti, les expérimentations fécondes ou cruciales »
et a rédiger « en enchainant les lemmes, propositions, corollaires et théoremes ».

Certains mathématiciens ont osé néanmoins changer ce protocole rigide : par exemple, au

cours d’un article dans une revue reconnue, J. Brillhart et P. Morton expliquent leurs
motivations, pistes en cul-de-sac, espoirs et déceptions lors de leur travail sur une suite
classique une vingtaine d’années plus tot (A case study in mathematical research : the Golay-
Rudin-Shapiro sequence, American Mathematical Monthly 103 (1996) 854-869). On peut
aussi signaler qu’il existe depuis 1992 une nouvelle revue spécialisee qui s’appelle
« Experimental Mathematics ».
Le développement accéléré de I’informatique et ses applications dans les domaines de la
recherche ou de I’éducation sous forme de logiciels ou de calculatrices de plus en plus
puissantes accentue cette marche des mathématiques vers une pratique des « chercheurs de
problémes » intégrant I’expérimentation.

1.3.3. Heuristique

Nous avons vu que I’activité expérimentale, basée sur I’expérimentation générait ou était
générée par les connaissances. La question qui se pose naturellement est celle du processus de
génération de ces connaissances, c’est a dire du processus de découverte, I’heuristique. Il nous
faut donc préciser cette notion d’heuristique.

Le mot « heuristique » vient du grec heuriskein qui veut dire « trouver »

Ce terme de méthodologie scientifique qualifie tous les outils intellectuels, tous les procedés
et plus généralement toutes les démarches favorisant la découverte. On peut donc parler de
I’art d’inventer ou des techniques d’inventions.

Le premier grand ouvrage spéculatif sur les conditions de la connaissance est 1’Organon
aristotélicien qui fait une place aux techniques qui permettent de découvrir des choses que
I’on ignore. On peut d’ailleurs considérer que c’est une des taches de la dialectique de
proposer des méthodes de trouvailles. La dialectique est un art de la discussion et de
I’examen dont la mission n’est pas la recherche de la vérité ; elle s’intéresse a I’opinion, au
probable. Néanmoins elle fournit un ensemble d’instruments permettant de raisonner sur
n’importe quel sujet.

La place accordée a I’étude de I’induction et a la recherche des ressemblances et analogies (la
venatio similitudinis) dans la dialectique aristotélicienne peut nous faire considerer cette
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derniere comme le creuset de tout développement ultérieur concernant les techniques
heuristiques.

Sous I’influence des stoiciens, I’art de trouver va se définir dans une perspective pragmatique,
les régles ne valant que par leur efficience pratique indépendamment de toute autre
justification.

Encore aujourd’hui certains traités d’heuristique sont des mélanges hétéroclites de procédés
sans autre légitimité que leur efficacité concrete supposée.

Les narrations de recherches développées au sein de I’IREM de Montpellier déclinent des
techniques heuristiques avec un certain art de la discussion et de I’exposition ; elles
constituent un retour vers une attitude dialectique aristotélicienne. Elles permettent le
développement d’ « explications » a partir de « descriptions ». Jean Largeaut considere qu’il
n’y a pas de discontinuité entre « décrire » et « expliquer » et que « la description est le degré
zéro de I’explication ou bien un cas trivial dégénéré de I’explication » (Encyclopédia
Universalis article « description et explication » page 249).

A ce stade de nos développements, il parait utile de comprendre comment
I’expérimentation arrive dans le processus de découverte. Elle est naturellement le résultat
d’un engagement dans une action (le plus souvent le fruit de la dévolution d’un probléme), le
résultat d’une initiative ; elle apparait dans la littérature sous les vocables d” « exploration »,
d’ « investigation », vocables que nous proposons d’étudier avant d’en fixer les sens que nous
adopterons dans la suite de notre travail.

1.3.4. Les notions d’exploration et d’investigation

Le verbe « explorer » vient du latin « explorare ». D’aprés Pott, « plorare » aurait pris le
sens de « aller » et avec « ex », « aller au loin ». Ce verbe avait en 1546 chez Rabelais le sens
de « examiner, vérifier ». Resté inusité jusqu’au XIX® siécle, on le retrouve avec le sens de
« parcourir en examinant, en cherchant a découvrir », mais aussi « parcourir un pays mal
connu en I’étudiant avec soin ». Dans le domaine médical, il prend le sens de « examiner les
symptdémes d’une maladie » ou « reconnaitre I’état des tissus intérieurs, le fonctionnement des
organes a I’aide d’instruments ou de procédés spéciaux ».

Le mot « exploration » signifie naturellement I’action d’explorer.

Le mot « explorateur » renvoie essentiellement a celui qu’on envoie a la découverte dans un
pays pour en connaitre I’étendue, la configuration. Il renvoie aussi dans le domaine
chirurgical a un instrument destiné a I’exploration médicale, a reconnaitre par exemple
quelque chose dans un organe, dans une tumeur.

Le mot investigation vient du latin « investigatio ». Ce mot était assez rare au XVII° siecle
pour que Rousseau ait pensé en étre le créateur. Il signifie principalement une recherche
suivie et systématique sur un sujet, ou I’action de suivre a la trace, de rechercher
attentivement. Ce mot recouvre les sens d’enquéte, d’examen, d’information : on parle des
investigations de la police. On parle aussi d’investigation pour un médecin quand on dit qu’il
procede a une investigation par toucher, par auscultation. Quand Mérimée écrit « Il n’y a pas
d’investigation qui lui semble inutile ou trop minutieuse dés gqu’il en sort la preuve d’une
vérité ou la réfutation d’une erreur » dans I’histoire du regne de Pierre le Grand, on pergoit
une nécessité de cette action et une rigueur dans la maniére de la mener. Quand Georges Sand
écrit, dans la Mare au Diable, « il attachait un regard percant sur le fermier qui soutenait cette
investigation avec beaucoup d’impudence ou de candeur », le mot « investigation » inclut un
caractere persistant de I’action avec une intensité soutenue.

On peut finalement concevoir I’exploration comme une action humaine qui a pour but d’aller
recueillir des informations sur un phénomene non connu ou peu connu et ce, de la maniere la
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plus organisée possible, en recueillant le maximum de données qui devraient étre
interprétables.
Nous proposons donc :

Définition 3 : I’exploration c’est la recherche d’indices qui permettent d’avancer vers la
connaissance d’un phénomene

L’investigation serait une exploration particuliere avec des procedures eéprouvées dans des
champs bien délimités. Elle nécessitera un apprentissage préalable pour étre menée
efficacement.

Nous proposons donc :

Définition 4 : I’investigation c’est une exploration systématique avec des procedures
connues dans des champs bien repérés.

Les définitions adoptées marquent I’inclusion de la notion d’investigation dans la notion
d’exploration.

1.4. Une premiére définition de la démarche expérimentale
1.4.1. Le mot « démarche »

Le sens premier est celui du premier pas que I’on fait pour aller quelque part, pour sortir.
Dans le sens poétique, on retrouve le sens de « marche ». De maniére plus commune, la
démarche caractérise une allure, une facon de marcher et par extension une maniere d’agir et
aussi une maniére de conduire sa raison (on parle des démarches de I’intelligence). D’apres le
Littré, ce mot est aussi utilisé pour caractériser des allées et venues, des tentatives que 1’on
fait pour réussir une entreprise, pour mener a bien une affaire, un projet.

1.4.2. Démarche expérimentale, méthode expérimentale
La démarche expérimentale signifierait donc une maniére d’agir et (ou) de raisonner cyclique,
s’appuyant sur I’expérimentation. Son but est I’enrichissement des connaissances.

Définition 5: on appelle démarche expérimentale, tout enchainement (cyclique)
d’actions ou de raisonnements s’appuyant sur des expérimentations ayant pour but une
meilleure connaissance d’un phénomene.

La démarche expérimentale est donc une exploration particuliere.

Nous distinguons donc la démarche expérimentale de la méthode expérimentale en ce sens
que la méthode expérimentale est une technique d’exploration s’appuyant sur
I’expérimentation et qui a pour objectif spécifique d’atteindre des lois par I’induction.
La méthode expérimentale apparait donc comme une démarche expérimentale particuliére
puisqu’elle s’appuie sur des expérimentations génératives.

2. MATHEMATIQUES ET INSTRUMENTS TECHNOLOGIQUES

2.1. Activité mathématique médiée technologiquement, activité expérimentale ?

Quand un chercheur de problémes (un enseignant, un enseigné ou un vrai chercheur), utilise
une calculatrice ou un logiciel d’un ordinateur, nous considérerons I’objet technologique
utilisé comme un instrument au sens de Rabardel, c¢’est-a-dire un outil (un artefact) avec ses
schémes d’utilisations. Si ce chercheur utilise cet instrument pour essayer de résoudre un
probléme, nous parlerons de cet instrument comme un médian. Nous parlerons aussi de
recherche médiée pour une recherche utilisant un instrument médian.
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Chez une personne en activitt mathématique de recherche «classique» (en
environnement dit papier-crayon), entre sa main qui écrit sur papier dans un langage
symbolique LE (celui de la communication écrite mathématique de I’enseignement y compris
les graphiques) ou sa bouche qui énonce dans un autre langage symbolique LO (celui de la
communication orale mathématique de I’enseignement) les inférences produites par le travail
de son cerveau il N’y a comme intermediaire que la machine humaine. L’activité intellectuelle
de recherche se développe dans un va-et-vient entre deux poles : entre le signifié écrit ou
déclare et le signifiant qui n’est autre que I’énonciation par la machine humaine d’un état de
perception du probleme par le cerveau. Ce va-et-vient modifie sans cesse les deux pbles
jusqu’a une stabilisation qui montre une perception compléte des invariants ou des relations
cherchées dans le probléme traité.

Chez une personne en activité mathématique médiée technologiquement, il y a un
intermédiaire réel, palpable physiquement par nos doigts (calculatrice ou logiciel d’un
ordinateur) a qui I’on peut s’adresser dans un troisieme langage LT et qui peut réagir pour
donner des informations (dans ce langage) que son cerveau va recevoir, va décoder d’abord et
interpréter en fonction de ses connaissances mathématiques et de sa connaissance du
fonctionnement de I’objet technologique manipulé. Utiliser I’instrument technologique
médian revient donc a accéder a une modélisation du cadre dans lequel I’instrument permet de
travailler. L’activité mathématique n’est pas opérante sur les objets du probléeme mais sur
certaines de leurs modélisations ; cette activité est donc une expérimentation telle que définie
plus haut. De ce fait I’activité mathématique médiée technologiquement est une activité
expérimentale ou du moins génére une activité expérimentale.

2.2. Instruments de physique, instruments technologiques en mathématiques

L apparition de nouveaux instruments en physique a permis une exploration plus
systématique du réel ; on a pu imaginer que grace a ces instruments on pourrait forcer la
nature a nous révéler ses secrets. En particulier on a pu réaliser des expériences qui ont permis
par exemple d’observer des phénoménes non observables naturellement (expériences sous
vide). On peut faire une analogie entre ces instruments de physique et les instruments
technologiques qui sont les nouveaux instruments des mathématiques dans la mesure ou ces
derniers permettent déja de nouvelles expérimentations qui n’étaient pas envisageables
auparavant (calcul de dérivées successives avec un logiciel de calcul formel, déterminations
instantanées de lieux avec un logiciel de géométrie dynamique, ...).

2.3. Expérimentation papier crayon et expérimentation médiée technologiquement

Expérimentation papier crayon

On peut évidemment concevoir qu’un type de raisonnement (analyse, synthese, analyse-
synthése, récurrence), qu’une méthode de résolution (décomposition canonique, recherche de
points invariants d’une transformation), que la réalisation de graphiques manuels (lieux tracés
point par point, courbes représentatives de fonctions, représentations de figures de I’espace en
perspective cavaliere) soient considérés comme des instruments médians puisque donnant
acces a un modele sur lequel sont réalisés des expérimentations conduisant a des observations
et au traitement de ces observations. Ce traitement peut conduire a la résolution d’un
probléme ; dans le curriculum classique, I’utilisation de ces instruments doit conduire a la
résolution du probléme posé : cette utilisation n’est qu’un des ingrédients de la démonstration.
L’activité mathématique classique peut donc étre considérée comme une activité
expérimentale dans la mesure ou cette activité engendre de la connaissance. L’activité est le
maitre mot dans une conception constructiviste de I’apprentissage des mathématiques : pour
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résoudre les problémes a traiter, il faut d’abord les comprendre, les faire sien pour avoir envie
de les attaquer par des gestes, des mouvements, des actions dont on veut recevoir la
réaction.

Nous qualifions ces investigations utilisant les médians classiques précités qui sont des
medians internes (a I’expérimentateur, au chercheur de problémes), d’expérimentation
papier-crayon et ce n’est pas ce type d’expérimentation qui, a priori, nous intéresse dans
cette réflexion. Nous ne nous intéresserons donc pas aux expérimentations papier-crayon qui
sont le fruit d’une activité mathématique dite classique avec les instruments usuels de cette
activite.

Expérimentation médiée technologiquement

Cet autre type d’expérimentation est celui qui a été présenté en introduction. Analogue a
I’expérimentation moderne dans les sciences expérimentales et nécessitant I’utilisation d’un
instrument d’investigation, c’est cette expérimentation a laquelle nous allons nous intéresser
en mathématiques avec, comme instruments d’investigation, les calculatrices ou les logiciels
implantés sur ordinateurs. Notre expérience personnelle nous permet d’envisager la these
selon laquelle ce type d’expérience va favoriser une plus grande activité d’exploration
mathématique de la part de celui qui la pratique aussi bien le chercheur, I’enseignant ou
I’enseigné.

Définition 6 : L’expérimentation médiée technologiquement est une expérimentation
instrumentée avec une calculatrice ou un logiciel.

Une telle expérimentation est donc réalisée par des investigations avec des instruments
médians externes (a I’expérimentateur).

2.4. Micromondes technologiques médians :

L’instrument utilisé (calculatrice ou logiciel) donne acces a un monde de réalités
artificielles qui se veut un modeéle du monde sur lequel notre esprit doit travailler pour
résoudre le probléeme posé : ainsi les objets créés ont un comportement régulé par la théorie
sous-jacente au modele, on ne peut pas faire n’importe quoi avec eux quand on les manipule,
tout comme avec un objet matériel. Ce monde de réalités artificielles est le Micromonde
médian auquel nous donne acces I’instrument median. Ces réalités artificielles sont
considérées par I’expérimentateur comme le monde « réel » sur lequel il peut agir. Ainsi,
comme le Physicien, pour accéder a une théorie, un modele ou la solution d’un probléme,
I’expérimentateur va manipuler des objets « réels ». On peut penser que la différence est
grande entre les Mathématiques et les Sciences expérimentales car dans une telle expérience,
le Physicien manipulerait dans le monde réel des objets réels alors que le Mathématicien ne
manipulerait que des entités virtuelles voulant représenter le réel (le réel étant les objets
« abstraits » des Mathématiques). En réalité, I’utilisation de logiciels pour modéliser des
phénomenes a étudier en Physique est devenue courante et rapproche les deux démarches.

2.5. Stratégies de résolution et expérimentation

Nous faisons I’hypothése qu’expérimenter en utilisant des instruments médians augmente
la dévolution d’un probleme donc va générer des initiatives enchainées, de la part de
I’expérimentateur. Chacune de ces initiatives doit naturellement inférer une progression,
matérialisée par une interprétation du résultat observable et observé de I’initiative prise.
Cette initiative se manifeste d’abord dans une phase que nous qualifierons d’exploratoire car
constituée d’une investigation. Cette hypothese sera au moins validée avec Cabri-Géometre
comme instrument médian et pour un type de probléme particulier (transformation cachée
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dans une boite noire). Ces initiatives vont dependre largement des connaissances
mathématiques mais aussi des compétences techniques de I’expérimentateur. Dans I’état
actuel de nos connaissances sur la «théorie de la connaissance », on ne connait pas de
stratégie gagnante a tous les coups pour résoudre un probléme. Le moment crucial de la
découverte, « I’illumination » reste une caractéristique locale de chaque découvreur ; cela
peut rendre sceptique sur le role positif d’une expérimentation médiée technologiquement
pour découvrir, selon un canon a mettre en place. Les difficultés dans les progres de
I’intelligence artificielle peuvent conforter ce scepticisme. Méme, Polya insiste plus sur la
préparation psychologique que sur des étapes objectivement mises en évidence. La marche
vers la découverte est matérialisée par cette succession d’initiatives accouplées aux résultats
qu’elles génerent et surtout aux interprétations de ces résultats (c’est-a-dire la transposition
des résultats obtenus dans le modeéle en résultats du domaine théorique). On appellera
stratégie de résolution expérimentale cet enchainement d’investigations (pas necessairement
dans les mémes champs).

Définition 7 : Une stratégie de résolution expérimentale estun processus cyclique
composé de cycles (d’investigations) binaires, chaque cycle enchainant une phase
exploratoire puis une phase interprétative.

Sans entrer dans le détail, nous pouvons revenir vers Marc Legrand pour mieux comprendre
les mots utilisés :

L’ exploratoire aurait donc a voir avec I’action singuliere et immeédiate.

L’interprétatif aurait a voir avec la mise au clair de ce que les actions nous font apparaitre
comme vrai.

Tout ceci nous permet enfin de proposer une définition de la notion de démarche de
découverte expérimentale :

Définition 8 : On appelle « démarche de découverte expérimentale » la_mise en place
ordonnee d’une stratégie de résolution expérimentale.

Telle que définie, cette démarche semble tout a fait analogue a une démarche de preuve au
sens de Balacheff avec un va et vient entre théorie et expérience. Nous nous intéresserons
particulierement a la démarche de découverte expérimentale médiée par un instrument
technologique.

3. CONCEPTION A PRIORI DU CONTENU DE LA DEMARCHE DE DECOUVERTE
EXPERIMENTALE MEDIEE TECHNOLOGIQUEMENT

Un probléme étant donné, voici comment nous nous proposons de décrire de maniére linéaire
I’ordonnancement idéal des étapes usuellement parcourues pour le résoudre lorsque la
résolution est ancrée sur I’expérimental médié technologiquement.

Phase 1 |dévolution du probleme par sa mise en place|Phase d’interprétation
technologique
Phase 2 |dévolution du probléeme par des manipulations de | Phase d’exploration
prise en charge
Phase 3 |choix des paramétres a étudier Phase d’interprétation

Phase 4 |manipulations conduisant a des données et aux|Phase d’exploration
captures de ces donnéees (ces données sont des
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mesures ou des familles d’objets géométriques)
Phase 5 |analyse des données pour détecter des invariants | Phase d’interprétation
(analyse d’un tableau de données ou analyse
d’une courbe obtenue)

Phase 6 |traitement des données pour mettre en évidence | Phase d’exploration
des relations entre les divers parametres.

Ces deux derniéres phases conduisent a une conjecture et les étapes suivantes vont consister
en un parcours de tentatives de validation ou d’invalidation.

Remarque : dans le tableau qui précede le mot « donnée » est utilisé dans le sens anglo-saxon
de «data», c’est & dire de listes de « nombres » ou d’ « objets » collectés au cours d’une
expérimentation.

Notons qu’on retrouve point par point I’enchainement des phases 1 a 6 décrites ci-dessus
dans le travail réalisé par Luc Trouche avec sa classe et qui sera étudié dans le chapitre
suivant (TROUCHE L, 1995, «Eppur, si muove » Repéres IREM N°20 TOPIQUES éditions
16-28).

L’appel a la littérature didactique fournit des exemples de validation de cette hypothése
d’une démarche de découverte expérimentale médiée technologiquement décomposable en un
enchainement de cycles « exploration-interprétation ».

4, PORTRAIT-ROBOT DE LA DEMARCHE EXPERIMENTALE : ETAT DE NOTRE
ENQUETE

L’analyse des mots habituellement utilisés pour parler des activités expérimentales menées
avec pour but la découverte (dans le sens de résolution de problémes) nous a permis
d’avancer vers un premier portrait robot de la démarche de découverte expérimentale un peu
plus formel que celui qui pouvait se dégager de I’exemple qui nous a permis d’entrer dans le
sujet dans le chapitre d’introduction .

La démarche expérimentale est donc en résume une stratégie de résolution se schématisant
comme une chaine de maillons binaires « exploration-interprétation » Ex-lx. démarrant par
un maillon unaire interpreétatif ; ce dernier point résulte du fait que la tche étant donnée, la
démarche débutera par un travail de transposition de cette tache dans I’environnement choisi.
Cette transposition dépendra fortement des connaissances théoriques de I’expérimentateur, de
sa culture ainsi que de ses compétences de manipulation toujours dans I’environnement
choisi. Sa premiére action dans I’environnement technologique sera ainsi de I’ordre de
I’interprétatif.

[ll]—) [Ez-lz]—) [Eg-lg]—) ................ —> [En-l'ln-l]_) [En-ln]

Plus en détails :

I E> I Es I3 E,
Mise en place | Manipulation Choix de Manipulation | Recherche des| Formalisation
technologique | de prise en paramétres de invariants | des invariants
charge productions (lien entre
de données parameétres)

E4 peut donc synthétiser I’arrivée d’une conjecture
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Les maillons binaires suivants sont essentiellement des couples manipulation-validation| ou
Imanipulation-invalidation. La manipulation est du domaine expérimental alors que la
validation permet de réaliser le saut concret-abstrait ou encore perceptif-déductif.

5. LES PROCHAINES ETAPES DE NOTRE TRAVAIL

Cette analyse se doit d’étre complétée par une analyse de la littérature ayant abordé ce
sujet (méme si cela a été fait de maniére collatérale), en mathématiques, dans les sciences
expérimentales et dans les sciences cliniques ; ceci sera fait au cours des trois chapitres
suivants. Une synthése conclura cette quadruple analyse dans un chapitre ultérieur pour
dresser le portrait robot de la démarche de découverte expérimentale telle qu’imaginable apres
ces investigations.

Nous exhiberons ensuite un type de probléeme qui permettra par I’analyse de sa résolution
une mise en évidence aisée des phases de la démarche expérimentale, validant notre
quadruple analyse. Ce type de probléme qu’on qualifiera de probleme crucial a cause de ses
qualités pour faire émerger la démarche de maniére trés apparente sera donc étudié au
chapitre 9.

Les problémes cruciaux qui seront les problemes spécifiques de type « boite noire »
(transformations cachées) avec une recherche en groupe avec le logiciel Cabri seront exhibés
apres un passage préalable et préparatoire par les problémes inversés.

L analyse détaillee de la boite noire « Fausse affinité » nous permettra de valider notre
hypothése de décomposition formelle de la démarche de découverte expérimentale et aussi de
faire une proposition d’hypothéses plus fines qui constitueront le corps de notre travail. Nous
présenterons préalablement le cadre théorique auquel il nous apparait pertinent de nous
référer, ce cadre reposera essentiellement sur les travaux de Parzysz, Duval, Millar et Boero
et sur un complément que nous présenterons concernant des niveaux de géométrie que nous
qualifierons d’informatique.

Une partie sera réservée a la méthodologie, méme si certains points auront été préalablement
explicités.

Nous proposerons enfin trois expériences de validation dans trois chapitres distincts qui
nous permettront aussi d’affiner nos hypothéses de recherche, deux dans le champ des boites
noires et une troisieme dans le champ des problémes « difficiles » essentiellement réalisée par
un Mathématicien chercheur et expert dans I’utilisation du logiciel Cabri.
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LA DEMARCHE DE DECOUVERTE EN MATHEMATIQUES

L’activité mathématique classique de recherche met en jeu des démarches de découverte
spécifiques qui ne sont pas nécessairement expérimentales. Nous allons dans cette partie,
interroger la littérature existante pour détecter toutes les propositions faites sur les éléments
constitutifs d’une telle démarche. Il n’est évidemment pas question d’interroger toute la
littérature, mais un échantillon représentatif d’auteurs, enseignants ou chercheurs en
Mathématiques qui ont explicité leur réflexion éclairant ainsi le versant usuellement privé de
leurs recherches. Tel un enquéteur nous allons chercher des indices, des idées, des
formalisations, des décompositions qui doivent nous permettre de reconstituer in fine les
constituants d’une démarche de découverte en mathématique. Poincaré, Polya, Glaeser,
Trouche et Boero seront nos principaux guides. Notre objectif par la suite consistera a voire :

- si une activité de recherche mathématique médiée technologiquement peut générer une
démarche expérimentale au sens ou nous I’avons définie et aussi dans un sens qui
apparaitra a travers la littérature sur I’expérimental en sciences physiques et en
sciences cliniques ;

- si une activité de recherche mathématique médiée technologiquement respecte les
canons de la démarche classique de découverte.

1. LES TROIS PHASES DE LA RESOLUTION D’UN PROBLEME SELON
POINCARE

Poincaré au cours de la Conférence sur I’invention mathématique en 1908 propose de
décomposer cette résolution en 3 grands moments :

— la maturation qui est une phase de travail sur un probléme ;

— la découverte résultat d’une inspiration ou d’une intuition ;

— la vérification, c’est a dire I’élaboration d’une démonstration.

Les deux premiers moments sont des moments privés qui relevent de processus cognitifs
auxquels Poincaré ne nous donne pas acces. La derniére phase, plus classique car moins
dépendante d’actions médiées sur le réel du mathématicien ne nous donne guére
d’information sur le contenu des expérimentations faites qui restent visiblement du domaine
papier crayon.

2. LE PROGRES DANS LA MARCHE VERS LA SOLUTION SELON POLYA

Polya brosse dans la phrase qui suit une description de ce qui doit se passer pendant les
phases que nous voulons mettre en évidence dans la partie de la démarche de découverte
expérimentale pré-conjecture :

« Qu’est-ce que le progres dans la marche vers la solution ? C’est une progression de la
mobilisation et de I’organisation de nos connaissances, une évolution de notre conception du
probléme, une prévision croissante des étapes qui constitueront le raisonnement final ».

L’activité de résolution est une marche avec son c6té cyclique sous-jacent : ce que nous
propose Polya de plus que Poincaré dans cette phase pré-conjecture, c’est qu’il y a des
changements d’une étape a I’autre qui sont relatifs aux connaissances mises en jeu mais aussi
a la maniére dont elles sont structurées. On est bien obligé de comprendre que ces
changements sont les résultats d’actes, d’actions ; une ou des actions modifient I’ensemble
des connaissances que nous mobilisons et la maniére dont nous les mobilisons. On devine que
cette progression, cette réorganisation des connaissances nous fait percevoir I’arrivée de la
solution comme de moins en moins incertaine, de plus en plus plausible (suivant la
terminologie de Polya) sans nous dire quels sont les indices qui nous permettent de prédire
une convergence plus rapide a chaque étape de notre progression. En réalité Polya intégre la
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démarche de démonstration dans cette progression vers la solution. Il considere donc que les
connaissances mobilisées évoluent jusqu’au moment ou nous avons saisi non seulement la
réponse mais la maniére de la démontrer.

3. LES TROIS PHASES DE LA DEMARCHE DE DECOUVERTE PRE-
CONJECTURE A TRAVERS L. TROUCHE ET G. POLYA

3.1. Phases 1 et 2 selon Trouche

Dans son article intitulé « Eppur, si muove » Repéres IREM N°20 TOPIQUES éditions 16-
28, Luc Trouche relate et analyse une séance de recherche qu’on peut qualifier de recherche
en groupe, concernant la détermination de la ou des paraboles admettant trois droites données
par leurs équations comme tangentes. Son analyse de I’activité des éleves I’améne a proposer
deux étapes :

— La premiére étape qu’il qualifie de recherche brouillonne.

Ceci se trouve justifié par le choix de coefficients entiers dans le désordre pour faire
apparaitre des paraboles variables.

— La seconde qu’il qualifie de rationalisation des démarches.

En effet au bout de 10min de recherche «les démarches pour cause d’économie de
mouvement, vont se rationaliser ». La méthode attendue par le Professeur émerge et se répand
rapidement comme toute méthode efficace. Le fait de travailler en groupes favorise cet
essaimage ; les éleves fixent deux coefficients et font varier le troisieme.

3.2. Phase 3 selon Polya et partiellement chez Trouche

Concernant la progression vers la solution, Polya précise :

« notre avance peut étre lente imperceptible mais de temps a autre sa vitesse s’accroit
brusquement, par saut par bond. Cette progression soudaine vers la solution s’appelle une
idée lumineuse ».

Retenons de cette analyse une étape de progression soudaine par saut et par bond. A notre
avis, ce qu’il qualifie d’idée lumineuse, c’est une étape cruciale, une étape ou on observe une
accélération des initiatives vers I’idée de la solution (on prend conscience d’un fait). Ces
initiatives aboutissent effectivement a la solution ou plus exactement a une conjecture
fortement plausible pour employer la terminologie de Polya.

Si on revient a I’article de Trouche :

Il inclut dans sa deuxiéme étape, I’apparition rapide des réles respectifs des coefficients a, b et
c que les éleves font ressortir sous des formes qui évoquent le mouvement. Cette apparition
rapide qualifie ainsi une accumulation d’observations qui s’interpretent de plus en plus
aisément. On retrouve ainsi une accélération des initiatives comme une conséquence de la
rationalisation des initiatives antérieures.

4. LE PROCESSUS CYCLIQUE DE RESOLUTION D’UN PROBLEME SELON
GEORGES GLAESER (1976)
4.1. Schéma d’un processus heuristique
Pour Glaeser le processus de résolution d’un probléme (pris dans le sens situation-qui-fait-
probléme et a opposer a une résolution insistant sur I’aspect algorithmique ou logique) a une
structure cyclique avec au terme de chaque cycle une phase de vérification. Il propose
d’ailleurs dans son article intitulé « Heuristique générale : estimation de la difficulté d’un
probléme » (CIEAEM, Commission Internationale pour I’Etude et I’amélioration de
I’Enseignement des Mathématiques, Actes du 18° congrés) une description du cycle en cing
phases, inspirée de John Dewey (1910) et de nombreux autres auteurs :

A. La préparation

B. Le bricolage
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C. L’incubation

D. L’inspiration

E. La Vvérification
Il remarque la nature assez complexe de chacune des étapes mais note que les heuristiciens
reconnaissent tous des schémas analogues.

4.2. Description de ces étapes

A. La preéparation : c’est une mise en condition, une préparation psychologique dont la
réussite dépend souvent de I’habileté pédagogique du Professeur. Le sujet doit mobiliser
toutes ses facultés pour attaquer la question aussi efficacement que possible. Il peut le faire ou
rester indifférent et passif: le rdle du professeur en étant plus provocateur avec un texte
obscur favorisera I’engagement. Un brin de machiavélisme publicitaire s’impose selon
Glaeser: il cite le génial Samuel Lloyd qui parvenait a transformer une question
mathématiquement sans intérét en un casse-téte tortureur qui ne laisse plus le chercheur en
repos deés I’instant ou il est empoigné par I’énoncé. Cette volonté de ne pas épargner a I’éleve
le soin de faire cet effort de clarification nécessaire pour bien s’approprier I’énoncé doit
amener I’enseignant a intervenir pour répondre aux interrogations légitimes que se posent les
éleves a ce moment preécis. Il présente d’ailleurs cette remarque comme un argument qui
s’oppose a I’introduction de tels problémes d’heuristique aux examens.

En résumé, dans cette phase il va y avoir appropriation du probleme par I’apprenti chercheur a
condition que des paramétres soient bien choisis par celui qui propose le probleme.

B. Le bricolage : la phase précédente conduit au désir de s’engager dans la recherche et pour
cela le chercheur essaie d’adopter au plus vite une attitude active. La procédologie a dressé un
long catalogue de conseils utiles pour amorcer de telles activités (Polya et Wickelgren par
exemple). A part les conseils procédologiques classiques qui tournent autour du théme « faire
fonctionner la situation » avec utilisation de cas limites, de cas particuliers ou analogues, avec
utilisation de changement de cadres, avec emplois de divers types de représentations afin de
mettre en valeur les divers éléments de I’énoncé, Glaeser cite un conseil procédologique trés
efficace, « la dynamisation des problemes statiques ». Il dit textuellement :

« il s’agit d’imaginer les transformations qui permettent d’engendrer les divers éléments du
probléme (données ou inconnues) les uns par les autres et aussi de songer aux diverses
constantes comme a des variables en puissance, des parametres de maniere a déformer la
situation ».

Dans cette phase, Glaeser s’intéresse plus particulierement aux échanges verbaux et

gestuels entrant en jeu dans le processus heuristique lorsque ce processus concerne un groupe
de chercheurs. Il note que ce n’est pas dans cette phase qu’il est fructueux de s’astreindre au
purisme : un langage spécifique caractérise la communication dans cette phase ou
onomatopées et fragments de phrases incorrectes fournissent des clés de la compréhension de
ce processus. Lorsque le chercheur travaille seul, il note que celui-ci se parle sans doute a lui-
méme comme dans le cas des jeunes enfants avec leur langage égocentrique qui se manifeste
a voix haute ayant ainsi I’avantage d’étre décrypté. Il ajoute que les convenances sociales
abolissent rapidement cette faculté. 1l donne comme exception le cas de Laurent Schwartz qui
lorsqu’il travaillait seul avait pris I’habitude de parler seul, tenant un discours inintelligible
méme pour celui qui connaitrait le contexte mathématique traité.
Dans cette phase, Glaeser évoque les questions annexes qui peuvent surgir et qui amenent le
chercheur a utiliser des techniques tres diverses allant de la recherche d’un nouveau probléeme
a un effort de documentation en passant par I’exécution de quelques séquences
algorithmiques.
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Glaeser qualifie cette phase d’exploratoire ; pendant celle-ci le chercheur essaie de « se

donner des idées ». Il parle d’investigations désordonnées qui mettent en jeu des aptitudes
trés disparates et particulierement fatigantes par les ruptures de rythme qu’elles imposent :
« il (le chercheur) ne fait pas d’effort pour éviter des fautes de calculs ou pour dessiner des
figures avec soin, tant qu’il n’est pas certain que ces resultats sont vraiment utiles. C’est ainsi
que le chercheur est souvent induit en erreur par les idées qu’il se forge a la suite de
déductions trop hatives ».

Au cours de cette phase interviennent aussi les premiers efforts d’analyse qui consistent a
décomposer la situation en éléments pertinents, a découvrir dans I’amas des données les
concepts significatifs qui influent sur la solution.

C. L’incubation : c’est une phase de repos, une pause dans la recherche qui a un réle
d’autant plus significatif qu’elle est accompagnée de sommeil. Ce réle est essentiellement un
role de tri avec un bilan qui se fera dans un ordre rationnel a la reprise de la recherche.
Glaeser développe cette thése en s’appuyant sur les travaux de Passouant sur la physiologie
du sommeil et de I’activité inconsciente.

D. L’inspiration : succédant a la lente préparation des phases précédentes, un « paroxysme
du processus de recherche » surgit qui vient ordonner les éléments disparates disponibles
avant I’incubation. C’est le plus souvent une reconnaissance de forme qui permet de dégager
la structure de la solution. Ce sont les psychologues de la Gestalttheorie qui ont donné la
meilleure description de cette phase. Un exemple est donné par Wickelgren ou il raconte
comment une classe d’éléves peu doués arrivent a réinventer en sept heures de temps I’artifice
d’Euclide pour établir que I’ensemble des nombres premiers est infini.

Le r6le de I’Euréka comme caractérisant I’acte créatif, est ressenti avec violence par le
chercheur. 1l induit un besoin de réveler le secret de sa recherche a tout le monde. Il induit
aussi une modification pratiquement irréversible du domaine de recherche. Le terme de micro
euréka est utilisé pour traduire une découverte intermédiaire qui modifie aussi le stock des
questions que I’on peut se poser et des manipulations qui méritent d’étre entreprises.

E. La vérification :
Cette étape qui suit un euréka ou un micro euréka doit permettre d’entreprendre un effort de
mise au point. Il s’agit de dresser un bilan soigné de ce qui est acquis pour que le cycle
suivant puisse s’appuyer sur des bases solides. L’une des techniques utilisée est la rédaction
veérificatrice ou I’on doit se demander si chacun des pas faits dans cette démarche est bien
fondé.
Dans un travail en groupe cette phase prend I’aspect d’une opposition a un partenaire qui, par
exemple met en doute le bien fondé des conclusions.
Lorsqu’il travaille seul, le chercheur entame un dialogue avec lui-méme ou il essaie de réfuter
les objections qu’on pourrait lui opposer.
Le travail de Vvérification doit inclure de refaire soigneusement des calculs qui auraient été
exécutés rapidement au cours de la phase de bricolage.

En résumé cette étape est une mise en ordre des arguments qui permettent de prouver la
conjecture puis sa démonstration.
Michel Carral résume ainsi ce qui se passe dans cette phase : « dans la dynamique d’une idée,
on avance avec des trous; on fait comme si on savait. Si on arrive au résultat sans
contradiction, on commence a boucher les trous »

4.3. Probleme de I’indépendance des cycles

36 Chapitre 4 : La démarche de découverte en Mathématiques



Balacheff (1982) va plus loin en affirmant I’indépendance de ces cycles et en émettant
I’hypothese que la vérification joue un réle central dans les processus intellectuels associés au
passage d’un cycle a I’autre.

4.4. Macro-cycles, micro-cycles

A la suite de I’analyse qui vient d’étre faite, ces cycles peuvent étre interprétés de deux
maniéres différentes :

En tant que macro-cycles qui détaillent les différents temps d’un processus de découverte
d’un probléme, ce que nous avons appelé des phases de la démarche expérimentale.

En tant que micro-cycles qui détaille les différents maillons d’un processus de découverte
d’un résultat intermédiaire.

Dans les deux cas envisages, il est difficile d’adhérer a cette thése de I’indépendance de ces
cycles.

Dans le premier cas, par exemple, Glaeser notait qu’a la suite d’un euréka le stock des
questions que I’on peut se poser est modifié.

Dans le second cas, a la fin d’un cycle, un résultat solide est établi sur lequel on peut
s’appuyer dans le cycle suivant. Ceci montre la dépendance des cycles.

Si on se référe aux trois phases qui se dégageaient de I’analyse du paragraphe précédent, on
pourrait accepter I’hypothese de I’indépendance des cycles éventuellement dans la phase de la
recherche brouillonne. On sent ensuite que la progression de la recherche avec cette étape de
la rationalisation de la recherche et surtout I’accélération vers la solution ne peuvent aller de
pair qu’avec une dépendance de plus en plus importante de ces cycles dans un sens
évidemment a préciser.

Exemple du puzzle :

Si on prend I’exemple de la reconstitution de I’image cachée derriére un puzzle, on peut
illustrer d’une certaine maniere ce qui précéde. En effet, si on exclut le cas d’un spécialiste
des puzzles, c’est-a-dire de quelqu’un qui, d’expérience, dispose de stratégies de choix des
morceaux (par exemple, débuter par les morceaux réalisant I’encadrement qui usuellement
sont les seuls a avoir une aréte rectiligne), on peut observer ceci :

Le départ se fait le plus souvent au hasard jusqu’a trouver des morceaux qui se complétent :
on serait la dans la recherche brouillonne.

Dans un second temps, I’attention se concentre sur les quelques morceaux accolés par hasard
pour rechercher avec des critéres de couleurs et de forme d’autres morceaux qui viennent les
compléter pour agrandir la partie solution. Cette méthode est réitérée a partir d’autres
morceaux pour constituer des Tlots de solutions.

Une accélération commence a se produire soudainement quand I’expérimentateur arrive a
positionner de grands Tlots les uns par rapport aux autres et qu’il va mobiliser simultanément
de plus en plus de critéres de sélections pour compléter de plus en plus rapidement les trous
restants.

Dans ce travail, les cycles élémentaires seraient constitués du choix d’une piéce suivi de la
vérification expérimentale ou en pensée validant ou invalidant ce choix. On sent bien que la
composition d’un cycle dépend plus ou moins de la derniere validation, mais aussi du moment
de la recherche ou se trouve I’expérimentateur. Méme dans la phase brouillonne, le fait
d’avoir positionné une piece contenant une couleur rare va influer fortement le choix de la
piéce suivante surtout si cette couleur tranche avec les autres dans les morceaux restants. On
voit donc bien la dépendance des cycles évoqués par Glaeser avec un coefficient variable
entre 0 et 1 dans une échelle de 0 a 1 (0 et 1 pouvant étre atteints).

Chapitre 4 : La démarche de découverte en Mathématiques 37



5. PRODUCTIONS DE CONJECTURES ET
DEMONSTRATIONS SELON P. BOERO ET N. DOUEK
Dans un article synthéetique sur les différents aspects des activites mathématiques qui
concernent les théoremes, Paolo Boero est amené a proposer les six phases de productions de
conjecture et de construction de démonstration qui suivent :

Phase 1 (production d’une conjecture) : cette phase inclut I’exploration de la situation-
probléme, I’identification de régularités, I’identification des arguments en faveur de la
plausibilité de la conjecture. P. Boero note que cette phase appartient au versant privé du
travail du mathématicien et que cette phase présente des similitudes avec la phase
d’appropriation d’un énoncé.

Phase 2 (formulation de I’énoncé) : la conjecture est produite sous forme d’un énoncé
suivant les conventions textuelles partagées.

Phase 3 (exploration du contenu et des limites de validité de la conjecture) : pour P.
Boero cette phase consiste en I’élaboration heuristique de liens entre hypotheéses et these et en
I’identification des arguments appropriés pour la validation. P. Boero note encore que cette
phase appartient habituellement au versant privé du travail du mathématicien.

Phase 4 (sélection et enchainements d’arguments théoriques): les arguments sont
développés sous forme d’une chaine déductive souvent guidée par I’analogie ou la
connaissances de cas spécifiques appropriés. Cette phase est fréqguemment résumée quand les
mathématiciens présentent leur travail a leur collégues.

Phase 5 (démonstration mathématique ordinaire): c’est ici [I’organisation et
I’enchainement des arguments en une preuve qui soit acceptable selon les standards
mathématiques en vigueur. Ces standards n’ont rien d’absolu : il suffit pour s’en convaincre
de comparer des articles publiés aujourd’hui avec ceux publiés au XIX® siécle ou des
ouvrages scolaires de niveau différents (lycee et université) portant sur le méme sujet.

Phase 6 (démonstration formelle) : La phase de la preuve formelle est souvent absente de
I’élaboration des théorémes et Thurston déclare d’ailleurs « qu’il est pratiquement impossible
et vide de sens pour le mathématicien de produire une preuve formelle » et il ajoute « nous
avons de bons procédés humains pour vérifier la validité mathématique ».

CONSTRUCTION  DE

6. PORTRAIT-ROBOT DE LA DEMARCHE DE DECOUVERTE : ETAT DE NOTRE
ENQUETE

6.1. Portrait robot de la partie pré conjecture :

Les indices qui nous ont été apportés par cette analyse nous permettent de dégager 3 macro-
étapes qui s’enchaineraient comme dans le schéma ci-dessous :

i isati La solution
Rech_erche Rationnalisation L idée lumineuse oula
brouillonne de la recherche de Polva _
de TROUCHE de TROUCHE y conjecture

La cyclicité de cette demarche peut étre schématisée tout au long de ces trois macro-étapes et
méme apres par le schéma ci-dessous ; chaque cycle est symbolisé par un demi-cercle, chacun
d’eux est suivi d’une phase de réorganisation des connaissances dans laquelle la vérification
jouerait un réle important ; cette phase de réorganisation est symbolisée par un segment dont
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I’origine est notée « v » (initiale de « validation ») qui précede le cycle suivant. Chacun de ces
cycles pourraient étre qualifié de micro étape (nous avons adopté ici I’interprétation des
cycles de Glaeser en tant que micro cycles)

La solution
G T g WP W o WP o W o VP WP o W W o W o, WP WP W o WP o W oula

conjecture

Le schéma suivant montre comment nous avons symbolise la plus ou moins grande
dépendance de ces cycles par une épaisseur plus ou moins grande du segment symbolisant la
réorganisation des connaissances.

La solution
B A NrLNF LAl Qi aNr WP o " " e s & & ik

conjecture

Remarque : il est a noter I’importance du travail de groupe qui a été un facteur favorisant
I’émergence des deux premiéres macro-étapes. On retrouve cette importance dans la
représentation de Glaeser.

6.2. Portrait robot de la partie post conjecture :
Si on résume sous forme d’un schéma semblable a celui du paragraphe précédent, on peut
illustrer comme suit la formalisation suggérée par Boero :

jrgumentati
exploration situation S plausibilité | énonceé exploration argumentation | démonstration
identif régularités . conjecture | conjecture | conjecture déductive déductive
Phase 1 | Phase2 | Phase3 | Phase4 | Phase5

La phase pré conjecture, tout en étant moins précise que dans la formalisation précédente,
fait apparaitre le binbme exploration-interprétation. Les interprétations concernent ici la
détermination de régularités qui sont a I’origine de la conjecture.

D’autre part, la partie charniere de cette démarche autour de la conjecture sépare bien dans
le polygone central, I’arrivée de la conjecture d’un début d’argumentation pour justifier sa
plausibilité sans chercher spécialement de réfutation a ce stade. Ce n’est qu’ensuite que la
conjecture est posée sous forme d’un énoncé suivant les standards en cours.

Concernant la partie post conjecture, nous nous concentrerons sur les deux phase mises en
évidence avant une eventuelle démonstration suivant les canons standards. L’exploration de la
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conjecture va consister a decouvrir des analogies permettant de conforter la conjecture, plus
précisément suivant notre interprétation de vérifier des conditions nécessaires impliquées par
la conjecture. La suivante qualifiée d’argumentation déductive consistera toujours suivant
notre interprétation a vérifier localement des conditions nécessaires et suffisantes.

Ceci justifie in fine I’arrivée d’une phase de démonstration qui serait la vérification
globale de conditions nécessaires et suffisantes, c’est-a-dire pas dans le modéle technologique
utilise pour I’expérimentation, ici Cabri (si évidemment c’est possible) mais a I’intérieur de la
théorie mathématique.

Notons que, la encore, si on essaie de lier cette décomposition aux macro-cycles de
Glaeser, on peut retrouver I’étape d’inspiration au moment de la phase de conjecture de Boero
et jusqu’a la phase d’exploration de la conjecture ; on peut retrouver I’étape de validation dans
les deux phases qui suivent.
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L’EXPERIMENTAL DANS LES SCIENCES EXPERIMENTALES

Nous allons interroger la littérature didactique des sciences expérimentales pour
profiter du recul de ces disciplines dans leur rapport a I’expérimental que ce soit dans le
domaine de la recherche ou méme celui de I’enseignement. Nous verrons que
contrairement a nos a priori sur ces disciplines, les mots les plus parlants les plus
représentatifs, comme « expérience », « protocole », « démarche expérimentale », ... ne
sont pas toujours bien définis et demanderont a I’étre a partir des documents qui y font
référence.

1. INTERET DE LA DEMARCHE EXPERIMENTALE EN SCIENCES
EXPERIMENTALES

Michel Giuseppin dans son article intitulé « Place et role des activités expérimentales
en sciences physiques » Didaskalia N° 9 page 109, sans donner de définition de la
démarche expérimentale dit quel peut étre a son avis l’intérét des activités
expérimentales (ce que nous avons appelé expérimentations : en effet, il distingue bien
les activités expérimentales destinées a vérifier un modele des activités expérimentales
permettant de construire et structurer un modeéle) :

« Qu’apportent les activités expérimentales ? Grace a de nombreux allers-retours entre la
realité et sa modélisation, elles doivent permettre & une plus grande population d’éléves
d’accéder a un bon niveau de conceptualisation ».

Il nous propose donc une caractéristique de ce type d’activités qui serait la cyclicité
(allers-retours). Dans ses chainons |modélisation/réalitd, on retrouve notre conception
cyclique xploratoire/interprétatifi

Il considére I’expérimentation comme un élément constitutif des sciences
expérimentales. Il considére aussi que le souci essentiel en sciences expérimentales est
d’adopter une démarche propre aux sciences, la démarche scientifique qui recouvre elle-
méme le domaine expérimental.

2. LA DEMARCHE SCIENTIFIQUE EN SCIENCES PHYSIQUES

2.1. Les quatre étapes de la démarche scientifique (programmes du 9 Juillet 1987)
OBSERVER ET ANALYSER UN FAIT EXPERIMENTAL

« L’observation permet de dégager des parametres, I’analyse consiste a faire un tri et a
procéder a un choix car tous les paramétres n’ont pas la méme importance ».

CHOISIR ET ELABORER UN MODELE PHYSIQUE

« L’élaboration d’un modéle en fonction des hypothéses retenues est une phase difficile
qui demande une bonne maitrise des capacités ... (contenus et savoirs-faire) et un bon
esprit de décision ».

ORGANISER LES ETAPES DE LA RESOLUTION

« Ce qui distingue fondamentalement cette phase d’un savoir-faire, c’est I’autonomie
dans la décision ». Ces étapes sont choisies parmi les savoir-faire acquis mais il faut les
organiser, les hiérarchiser pour en tirer les conclusions.

PORTER UN JUGEMENT CRITIQUE

« Cela peut intervenir a propos d’un résultat, d’une série de mesures, d’une expérience,
de I’utilisation d’un appareil, ... ». Il s’agit de la phase décisive a travers laquelle se
juge I’aptitude a pratiquer une démarche scientifique.

2.2. Commentaires immédiats

Telle que définie ci-dessus, la démarche scientifique apparait comme une maniére
d’opérer incluant dans cet ordre une expérience générative et une expérience validative.
Cette démarche précise le type de traitement a realiser sur les données obtenues par
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I’expérience genérative. Elle précise aussi que I’hypothese générée doit étre « prouvée »
par les résultats d’une expérimentation qui doit étre réalisée a cet effet. Cette démarche
doit se conclure par une phase critique cruciale pour cette resolution expérimentale.

La premiere étape proposée consiste en I’observation et I’analyse d’un fait
expérimental : ce dernier n’est autre que I’ensemble des observables résultant d’une
expérimentation (cette expérimentation etant du type génératif). Ceci justifie le fait
qu’une telle démarche recouvre le domaine expérimental. Il s’agit la de prendre
conscience des données qui sont produites par I’expérimentation et de choisir celles qui
ferduat déobpetedéti@eucbmsiste a choisir une loi qui semble raisonnablement induite par le
traitement des données sélectionnées dans la premiere étape.

La troisieme étape, intitulée « organiser les étapes de la résolution », consiste en la
conception et la réalisation d’une expérience validative de la loi conjecturée. La
« résolution » ou « preuve » expérimentale consiste en la génération de données qui vont
venir conforter la loi conjecturée. Le mot résolution est utilisé dans le sens ou une
réponse plausible est apportée par cette démarche ; le mot de preuve est plutdt utilisé
comme une quasi-certitude que I’expérimentation ne réfute pas la loi conjecturée.

La quatriéme étape est I’étape de la recherche de la cohérence des données produites
et de la cohérence des raisonnements produits. Cette étape, nécessaire retour sur ce qui
a eté fait, est considérée comme décisive car c’est a ce moment que la preuve
expérimentale est donnée ou réexaminée.

Les mots « conjecture » et « plausibilité » seront étudiés plus loin afin d’en fixer leur
sens dans notre travail.

2.3. Démarche scientifique et méthode expérimentale

On retrouve dans ces quatre étapes proposées pour la démarche scientifique ci dessus,
pratiquement a I’identique la définition de la méthode expérimentale donnée dans le
Littré ou elle est opposée a I’empirisme : « en ceci qu’elle s’efforce d’atteindre et atteint en
beaucoup de cas les lois des faits par I’induction, et puis de ces lois tire des déductions
qu’elle vérifie, tandis que I’empirisme n’use ni d’induction ni de déduction et ne lie pas les
faitside Bernard lui aussi nous permet de reconnaitre cette démarche scientifique
comme « une méthode expérimentale » quand il écrit :

« La médecine scientifique ne peut se constituer, ainsi que les autre sciences, que par la voie
expérimentale, c’est a dire par I’application immédiate et rigoureuse du raisonnement aux
faits que I’observation et I’expérimentation nous fournissent. La méthode expérimentale,
considérée en elle-méme, n’est autre chose qu’un raisonnement a I’aide duquel nous
soumettons méthodiquement nos idées a I’expérience des faits » Claude Bernard Introd.
ét . méd. Expér., Introd., p.34.

On retrouve bien dans ce qu’il appelle observation et expérimentation nos
expérimentations générative et validative et dans ce qu’il qualifie d’application
immédiate et rigoureuse du raisonnement aux faits expérimentaux, la génération et la
validation critique de nouvelles connaissances.

2.4. Conclusion

La démarche scientifique en sciences expérimentales serait donc I’enchainement
d’une démarche expérimentale de découverte et d’une démarche expérimentale de
validation, cette derniére démarche pouvant étre qualifiée de preuve expérimentale. On
retrouve in fine la méthode expérimentale de Claude Bernard.

Cela explique peut-étre la forte connotation monstrative de I’expérimental dans
I’enseignement des sciences physiques. La monstration faite par le Professeur se traduit
par la présentation d’expérimentations génératives d’hypothéses ou d’expérimentations
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validant une hypothése deja présentée, par le Professeur. Cette monstration peut étre
obtenue par I’éleve qui expérimente soit de maniére validative pour confirmer ou
réfuter une loi qu’on lui propose, soit de maniere générative pour tenter de decouvrir
une loi associée a un phénoméne qualitatif déja mis en évidence (Voir les expériences
d’optique de Mathilde Arragon sur la réfraction en annexe 1 et nos commentaires en
annexe 2).

Il est a noter que le qualificatif de « démarche expérimentale » apparait dans le

rapport du jury du Capes 1994 ou I’évaluation de I’épreuve sur dossier inclut
notamment « I’analyse d’une démarche expérimentale et sa mise en ceuvre dans diverses
situations d’enseignement... ».
F. Perrot et M. Tadjeddine (Apprentissage de I’expérimentation en physique. I-La place
de I’expérimentation dans les concours de recrutement Didaskalia 6 page 139) précisent
. « I’expérimentation s’apprend, c’est un fait ...on apprend de la physique en pratiquant
I’expérimentation : cette pratique ne doit pas se concevoir seulement dans une perspective
d’enseignement mais aussi dans une perspective plus générale d’approfondissement de la
discipline, dans une recherche de culture scientifique ».

3. DE LA NOTION DE «SCIENCES» A LA NOTION DE «DEMARCHE
SCIENTIFIQUE »

Le qualificatif de « scientifique » utilisé ci-dessus mérite une attention particuliere,
tout comme le mot « sciences » auquel il est souvent fait référence avec un sens implicite.
Nous allons essayer de fixer un sens que nous utiliserons par la suite.

Pascal notait déja le lien fort entre science d’une part et expérience et raisonnement

d’autre part, le développement de I’une dépendant fortement de I’utilisation des deux
autres quand il écrivait :
« Toutes les sciences qui sont soumises a I’expérience et au raisonnement, doivent étre
augmentees pour devenir parfaites ; les anciens les ont trouvées seulement ébauchées, et nous
les laisserons a ceux qui viendront apres nous en un état plus accompli que nous ne les avons
regues » Pascal Fragm. d’un traité du vide.

3.1. Le mot « science »

Ce mot emprunté au latin « scientia » avec comme racine « scire » qui signifie « savoir »
mais aussi du sanscrit «ki» qui signifie « remarquer », a donc rapport avec la
connaissance mais aussi les connaissances.

Il peut signifier un systeme de connaissances sur une matiére ou un savoir qu’on
acquiert par la lecture et la méditation.

D’Alembert parle de la science du monde, c’est-a-dire I’art de se conduire avec les
hommes pour tirer de leur commerce le plus grand avantage possible... Il fait référence
a des connaissances utiles a la conduite de la vie : cela peut donc inclure la science du
ceeur, c’est-a-dire la connaissance des sentiments

Quand on évoque la science de la guerre, il s’agit l1a d’un art ou d’une pratique qui
nécessite des connaissances, des regles.

Quand on évoque la science d’un ministre, il s’agit cette fois d’un savoir-faire que
donnent les connaissances (expérimentales ou livresques) jointes a I’habileté.

Par extension et depuis le début du XIX°® siécle, on appelle « science » I’ensemble des
connaissances relatives a une valeur universelle accouplé a I’étude de ces connaissances.
Cette étude est basée sur un objet précis avec des méthodes déterminées s’appuyant sur
des relations objectives vérifiables. En I’occurrence cet objet pour les sciences est la
« VEerité ».
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Poincaré insiste tout particulierement sur le fait que I’utilisation de I’expérimentation
sans méthode ne peut permettre de faire de la science, c’est-a-dire d’atteindre une
connaissance universelle. Il écrit en effet :

« On fait la science avec des faits comme on fait une maison avec des pierres ; mais une
accumulation de faits n’est pas plus une science qu’un tas de pierres » Poincaré La science
et I’hypothese page 168

3.2. La demarche scientifique en sciences

La démarche scientifique dans une science, a ce stade de notre travail, est une méthode
qui permet le développement de cette science, c’est-a-dire la mise en évidence de plus de
vérités relatives au domaine de son étude. Néanmoins Claude Bernard oppose, en
référence a la philosophie, des méthodes spécifiques en sciences physiques et en
mathématiques quand il écrit : « Les philosophes... ont admis deux méthodes scientifiques :
la méthode inductive ou I’induction, propre aux sciences physiques, et la méthode déductive
ou la déduction appartenant plus spécialement aux sciences mathématiques » Claude
Bernard Introd. med. expér., I, Il, P. 83

3.2.1. « L’induction »

Oresme donnait cette définition relativement moderne de ce mot quand il écrivait :
« Induction est quant de plusieurs cas particuliers, I’en conclut universelment » Oresme
These de Meunier.

L’induction, c’est-a-dire I’action d’induire signifie « mener vers». C’est plus
précisement une maniere de raisonner qui consiste a inférer une chose d’une autre.
C’est un acte de perception qui nous montre qu’un cas particulier appartient a une
certaine classe de cas préalablement généralisés.

In fine une induction méne a une conjecture.

3.2.2. « La déduction »

Valéry était admiratif devant la puissance générative de la déduction dans le
raisonnement par analyse qu’il attribue a Descartes: « Descartes introduit I’idée
admirable de déduire les solutions de la solution du probleme résolu » Valéry Variété V, p.
P23« déduction » est I’action de déduire, verbe issu du latin « deducere » qui signifie
« tirer, faire sortir ».

Ce peut aussi étre un terme didactique qui signifie la conséguence tirée d’un
Bdsasnleeprentier sens, c’est un procédé de pensée par lequel on conclut rigoureusement
de propositions prises pour prémisses, a une proposition qui en résulte nécessairement.
A I’origine, c’était une sorte de synthése ol I’on va de la cause aux effets, du principe
aux conséquences, du général au particulier, par une suite de propositions qui
s’enchainent et se soutiennent mutuellement.

In fine une déduction mene a une veérité universelle des lors que les prémisses sont vraies.

3.2.3. « La conjecture »

Ce mot vient du latin « conjectura ». C’est essentiellement une opinion fondée sur des
probabilités, des apparences. Conjecturer c’est imaginer, présumer, soupconner,
suppasey.tout domaine de recherche de vérité, on est amené a conjecturer comme le
notait I’historien Bainville : « Dans tel et tel cas quel motif ont eu tel et tel d’agir comme ils
I’ont fait ?... C’est dans cette partie de I’histoire, la plus intéressante mais la plus difficile
qu’on est réduit aux hypothéses. Il faut conjecturer » Bainville Lectures, p. 79.

Une conjecture est donc une hypothese que I’on émet car on pense qu’elle est vraie ou du
moins qu’elle a une probabilité raisonnable d’étre vraie. Une conjecture est donc du
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niveau de I’opinion, c’est pourquoi en sciences mathématiques comme en sciences
physiques la nécessité d’une preuve s’impose dans la démarche scientifique adaptée : la
preuve expérimentale en sciences physiques et la démonstration en mathématiques ont
pour but de convaincre une communauté qui participe au développement de la science
(a I’augmentation de la science pour utiliser une terminologie baconienne).

Rappelons que la preuve expérimentale n’a pas pour objet de démontrer : elle peut
réfuter une conjecture ou produire des données qui vont confirmer la conjecture, c’est-
a-dire vérifier des conditions nécessaires. Ceci peut aussi arriver en mathématiques dans
une phase de la recherche en amont de la démonstration. Cette vérification de condition
nécessaire a un double objectif : se convaincre soi-méme que la conjecture dont on
pensait qu’elle avait des chances d’étre vraie en a encore plus dans un sens probabiliste
implicite mais convaincre une communauté de chercheurs intéressés au méme probléme.
C’est de la plausibilité de la conjecture dont il est question en réalité.

3.2.4. « La plausibilité »

Le mot «plausible » est emprunté au latin « plausibilis » signifiant « digne d’étre
applaudi » (du verbe « plaudere »).

Une affirmation plausible est une affirmation qui mérite d’étre applaudie donc qui est
digne d’approbation, jusqu’a preuve du contraire est-il précisé dans le Littré. De nos
jours, une affirmation plausible est une affirmation qui semble devoir étre admise, qui
mérite d’étre prise en considération, qui a plus de chances de passer du stade de la
conviction privée au stade de la conviction publique.

3.3. La démarche scientifique en mathématiques
3.3.1. La formation scientifique

Concernant la formation scientifique, le préambule des derniers programmes de
mathématiques en présente les quatre composantes essentielles : « ...la spécificité de toute
pratique mathématique : observation, abstraction, expérimentation, démonstration ».

Il est frappant de noter I’analogie entre ces composantes et les étapes de la démarche
scientifique en sciences physiques ou du moins avec les trois premieres.

On peut aussi remarquer qu’il y a quand méme des démonstrations en sciences
physiques. Par exemple, en mécanique, des lois de Newtons on peut déduire (a I’aide
d’une démonstration!) I’action d’un gyroscope. Si le gyroscope ne se comportait pas
comme le montre la théorie, ce seraient les lois de Newton qui seraient fausses.

Ce méme document qualifie I’observation de « processus dynamique » et précise que
ce processus « conduit a des questions et éclaire ainsi I’origine et le développement de
certaines idées ». Cette observation peut donc étre interprétée comme une étape
d’expérimentations qui peuvent étre génératives ou bien validatives concernant le
probléme posé ou des problémes voisins. Cette étape est une étape essentiellement axée
vers l’induction. Cette composante est donc a mettre en paralléle avec I’étape
« Observer et analyser un fait expérimental ».

L’abstraction est, pour sa part, considérée comme le cceur de I’activité mathématique
avec son role capital de construction des objets mentaux méme pour ceux qui ne
deviendront pas des professionnels des mathématiques. Il est méme précisé : « il importe
que les éleves expérimentent la force et le pouvoir de chaque niveau qu’ils abordent ». On
voit bien le réle crucial de I’étape précédente qui va fournir des observables d’ou le
chercheur va essayer d’extirper un modeéle au sens de loi, c’est-a-dire en mathématiques
une propriété énoncée dans un cadre formel. Cette composante est donc & mettre en
parallele avec I’étape « Choisir et élaborer un modele physique ».
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Remarque : on s’éloigne ici de la conception « Faire des Mathématiques, c’est résoudre des
problémes » pour mieux rendre compte de la définition de Dieudonné d’un mathématicien
comme celui qui a démontré un théoréme. On se rapproche de la conception « Faire des
mathématiques, c’est obtenir des résultats (théoremes, exemples, contre-exemples, ...) a
I’intérieur d’une théorie ». Par exemple, I’arithmétique (ou théorie des nombres) part d’un
ensemble N des entiers (formalis€ ou non), et par des régles admises, obtient des
connaissances sur cet ensemble. Ceci est a mettre en parallele avec les sciences physiques si
on considere qu’il n’y a guere de différence avec les mathématiques : en effet, pourquoi un
courant électrique, une force seraient plus « concrets » qu’un nombre, qu’un point, etc.

Sans donner de définition de la notion d’expérimentation, ce document précise que
celle-ci : «permet notamment de trouver d’éventuels contre-exemples, de comprendre
comment la question se résout dans des cas particuliers et en quoi les arguments valables se
généralisent ou non, de faire des conjectures sur des questions voisines ». Bien que plus
procédologique que les précédents, cet alinéa indique bien, tout en les mélant, des
expérimentations validatives (une expérience validative sert a valider, dans le sens de
rendre plus plausible ou surtout a invalider, dans le sens de réfuter) et des expériences
génératives qui permettent de résoudre le probleme dans des cas particuliers et de
conjecturer en généralisant. On reste la encore dans une phase essentiellement inductive
méme si la résolution du probleme dans des cas particuliers est obtenue en
mathématiques par une expérimentation du type « déduction logique » (expérimentation
générative papier crayon). Cette composante est donc a mettre en parallele
Rarhiatizuecrsuavee Ihettpe «d@ rgaoidenies étapqrdblbmegoduti@ire. une question générée
expérimentalement. Par exemple, si on entre un nombre quelconque mais positif dans une

calculatrice munie de la touche [/ | et si on tape (par hasard !) un grand nombre de fois sur
cette touche, on finit par obtenir 1 (toujours!). La question « pourquoi cet événement se
réalise-t-il toujours ? (quel que soit le nombre positif initialement entré) » est le probleme qui
est donc génére.

Enfin « la démonstration est constitutive de I’activité mathématique et les éléves doivent
en prendre conscience... Apprendre a rédiger une démonstration constitue un élément
important de la formation scientifique ». Le r6le de preuve attribué a la démonstration
pour convaincre définitivement une communauté est ici affirmé comme il I’est en
sciences physiques quand on parle de résolution ou de preuve expérimentale. Cette
composante est aussi a mettre en paralléle partiellement avec I’étape « Organiser les
étapes de la résolution ».

3.3.2. Les huit moments de I’activité scientifique

De maniére plus précise, les documents d’accompagnement de la classe de Premiére

des mémes programmes évoquent les huit moments de I’activité scientifique qui suivent :

Moment 1 : Formuler un probléme

Moment 2 : Conjecturer un résultat

Moment 3 : Expérimenter sur des exemples

Moment 4 : Batir une démonstration

Moment 5 : Mettre en ceuvre des outils théoriques

Moment 6 : Mettre en forme une solution

Moment 7 : Contréler les résultats obtenus

Moment 8 : Evaluer leur pertinence au regard du probléme posé
On peut constater que les moments 7 et 8 nous permettent de retrouver en moments
finaux I’étape 4 de la démarche scientifique en sciences physiques « Porter un jugement
critique ».
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On peut comprendre la décomposition proposée comme une procédure ordonnée de
résolution de probléme, comme la demarche a suivre idéalement (remarquons
cependant qu’il est difficile d’imaginer batir une démonstration sans mettre en ceuvre
des outils théoriques) ; néanmoins un premier point crucial de I’activité mathématique
n’est méme pas évoque entre les moments 1 et 2 : comment arriver a la conjecture d’un
résultat ? 1l n’est fait allusion a aucune expérimentation préalable génératrice de faits
observables eux-méme inférant la conjecture du moment suivant. Cette phase
manquante, contient donc une ou des initiatives expérimentales génératives, c’est-a-dire
une phase qui est habituellement reconnue comme une phase caractérisant plutét une
dé imapqiér imandsitie ip dapmeomiendciesicesiex pieimelesaleest pas trés explicite : ce peut étre
une expérimentation de type génératif; elle va consister a vérifier des conditions
nécessaires simples c’est a dire a démontrer le résultat trouvé dans des cas particuliers
(démontrer est ici pris dans le sens de déduction) ; elle est générative en ce sens qu’elle
génére de la verité mathématique ; elle peut aussi étre considérée comme une
experimentation de type validatif dans la mesure ou elle vient renforcer la conjecture
par la vérification de quelques cas particuliers.

Un second point crucial manque aussi entre les moments 3 et 4 : comment passer de
I’expérimentation sur des exemples a la création de la démonstration ? On reste encore
dans une phase purement déductive : c’est I’expérimentation genérative au sens de
Leibniz. On revient donc de maniére paradoxale a une phase sur laquelle I’enseignant
reste sans Vvéritable prise: il est laissé libre d’utiliser toutes les procédologies
démonstratives qu’on voit fleurir dans grand nombre d’ouvrages scolaires. On
comprend pourquoi I’APM (Association des professeurs de mathéematiques de
I’enseignement public) est amenée a déplorer que cela mene dans la formulation de
beaucoup de sujets du baccalauréat a des questions contenant a la fois la réponse et la
méthode a utiliser. On peut citer ce texte qui regrette avec un certain humour cette
situation : « Chacun sait que I’un des plus « beaux fleurons » de nos problémes d’analyse au
bac de ces dernieres années était: «en utilisant I’inégalité des accroissements finis,
démontrer que pour toutn de N, on a... » ».

3.3.3. L’initiative expérimentale dans la démarche de découverte

3.3.3.1. L’APM et la démarche scientifique

Les nombreuses analyses produites par I’APM (et résumées dans la brochure :
« Démarche scientifique et évaluation : pourquoi vouloir changer le baccalauréat ? »,
elle méme tirée du bulletin de PAPMEP N° 443) depuis plusieurs années et concernant
les sujets de baccalauréat de mathématiques montrent que ceux-ci « sont trop stéréotypés,
en marche d’escalier, avec micro-ascenseurs intégrés » et que ce « type d’épreuves va de
pair avec un certain type d’enseignement, les deux s’appelant et se confortant
Qesuelehymes»montrent aussi que les démarches que I’APM qualifie de « démarches
scientifiques fondamentales ... ne sont généralement pas prises en compte dans ce type
d’épreuve ».

Voici une liste de telles démarches telles que citées par I’/APM :

« Expérimenter, conjecturer, prouver, réfuter, mathématiser, choisir des outils pertinents,
représenter, optimiser, ... ».

On retrouve dans cette liste non exhaustive les ingrédients intervenant dans la démarche
scientifique telle que mise en évidence aussi bien en sciences physiques qu’en
mathématiques.

A la suite des initiatives prises par cette association et devant la constatation
qu’aucune modification sensible de I’examen « baccalauréat» n’a été sérieusement
envisagée, son comité a voté en Juin 2002 un texte issu du groupe de travail
« Prospectives Bac ».
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Ce texte préecise que I’un des trois objectifs fondamentaux pour I’éléve sur lesquels
I’apprentissage des Mathématiques doit étre centré est :

« Développer son autonomie, sa créativité, son esprit critique »
Et, en cohérence avec cette position, elle soutient certains principes concernant la nature
et I’organisation de I’épreuve écrite du baccalauréat. Voici deux de ces principes que
doivent respecter certaines parties d’une nouvelle forme de [I’épreuve de
mBdrématg peshlémes, en proposer un, destiné a favoriser I’autonomie, la prise d’initiative
et la réflexion du candidat en prenant compte dans la correction, les démarches utilisées,
ddment motivées et explicitees et les essais argumentés méme s’ils n’ont pas abouti. » et
«L’un des exercices permettra de juger plus particulierement la qualité d’exposition, la
précision des justifications et la cohérence de la démarche. ».

3.3.3.2. Les problémes avec prise d’initiative pour favoriser la démarche scientifique

De maniére plus pratique, I’APM propose d’utiliser les problémes qu’elle qualifie de
« problémes avec prise d’initiative » afin de favoriser un apprentissage des éléves
s’appuyant sur les trois objectifs fondamentaux précédemment cités. Ces problémes sont
caractérisés par les trois points suivants :

1. Enoncé de préférence court, facile & comprendre par tous et fortement dévolutif (doit
donner envie de s’investir dans la recherche).

2. Réponse non évidente et non donnée pas plus qu’une méthode de résolution.

3. Plusieurs démarches sont possibles et aucune n’est imposée ; le probleme n’est pas
une application du cours précédent ; I’éleve doit pouvoir mettre en route une démarche
scientifique : faire des essais (pas de feuille qui reste blanche...), tester ses résultats,
prouver la validité de ses résultats, étre capable d’argumenter, ...

Ce qui est important dans ce schéma, c’est d’obtenir la dévolution du probleme pour
que I’éléve prenne la décision d’entamer des actions et que ces actions respectent le
schéma de la démarche scientifique. Ce schéma n’a d’ailleurs été a aucun moment
décline dans une version ordonnee.

Une expérimentation sur ce type de probléme a été réalisée a I’initiative de la
commission Attali (Commission Baccalauréat présidée par Paul Attali, Inspecteur
général de Mathématiques) avec des éléves ordinaires de terminale S en 1999. Un
probleme de géométrie (exercice 7, page 9, brochure précitée) a été proposé sur une
durée d’une heure. Il est curieux de constater que les copies obtenues ont servi aux
enseignants concernés par cette expérimentation a élaborer une grille d’évaluation et un
bareme et non a mesurer I’impact de ce type de probléme sur une meilleure génération
de la démarche dite scientifique. La conclusion qui est donnée est que les enseignants
sont capables de s’adapter a ce nouveau type d’évaluation, surtout si on leur laisse une
Retfe pexpétinueatatioie. ne valide en aucun cas I’hypothése de la génération d’une
démarche scientifique chez des éléves a qui on propose ce type de problémes ou le souci
premier est de mettre en route une recherche active. Le type de recherche générée n’est
pas non plus étudié. Il est donc indispensable de se retourner vers la littérature
didactique des sciences expérimentales qui, dans ce domaine, va nous fournir un support
plus riche a la fois théorique et expérimental. Ce que I’APM appelle prise d’initiative se
retrouve chez Robin Millar sous I’acception d’« investigation ouverte ».

4. LA DEMARCHE D’INVESTIGATION OUVERTE DANS LA RECHERCHE
SCIENTIFIQUE
4.1. D’une investigation fermée a une investigation ouverte
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Robin Millar rappelle dans son article « Investigation des éleves en sciences: une
approche fondée sur la connaissance » (Didaskalia n® 9 1996), I’évolution de I’approche
de I’activité de recherche scientifique au Royaume Uni vers un renforcement de
I’importance des activités pratiques d’investigation ouverte et cela depuis le début des
années 1980. Il rappelle d’ailleurs dans le tableau qui suit les différences entre une
investigation de ce type et une tache pratique standard de laboratoire qui était
préalablement la norme :

Tache pratigue « standard » Investigation
tache/question fermée fermée ou ouverte
méthode fermée ouverte
conclusions ouvertes ouvertes

On constate que I’évolution souhaitée par I’APM pour que I’on propose a nos éléves en
Mathématiques, en plus des problémes classiques fermés (ou la question est fermée et
éventuellement la méthode donnée pour une réponse qui reste ouverte) un probleme
similaire au probleme avec prise d’initiative a donc été largement prise en compte au
Royaume Uni en sciences physiques.

La colonne de gauche du tableau précédent qui décrit une activité standard de
laboratoire avant cette prise en compte, s’intitule « tache pratique standard » et on peut
constater comment ce type de tdche semble paradoxal dans la mesure ou il inclut la
technique qui va étre utilisée : d’un point de vue anthropologique, ce genre d’activité est
une activité concernant la « résolution » d’une tache avec la description de la technique
qui doit étre utilisée. 1l n’y a donc pas de savoir-faire visé mais vraisemblablement une
aptitude a comprendre et exécuter des manipulations expérimentales. On retrouve une
telle conception chez Francoise Perrot et Mireille Tadjeddine quand elles listent les
savoir-faire du domaine expérimental :

- la connaissance fonctionnelle du matériel ;

- la connaissance des methodes d’expérimentation et de mesure ;

- la maitrise gestuelle ;

- le respect des consignes en particulier celles qui ont trait a la sécurité.

La colonne de droite s’intitule cette fois investigation et elle décrit les phases d’une
activité expérimentale qui vise les mémes objectifs que les problémes a prise d’initiative.
On peut constater que la tache peut étre a construire dans la mesure ou elle peut étre
ouverte (des exemples seront donnés plus loin concernant des investigations sur
I’isolation thermique). La technique n’est pas donnée, elle est donc a rechercher parmi
les techniques connues ou bien étre aussi inventée (et non construite). Les initiatives sur
la construction de la tache et des techniques permettant son traitement visent donc ici
explicitement un savoir-faire. Le mot investigation qui est utilisé ne I’est pas dans le sens
d’expérimentation, méme si cette activité peut contenir des expérimentations génératives
ou validatives, mais dans le sens de démarche initiée par celui a qui est proposé un
probléme. Cette démarche consistera a générer la tache permettant de traiter le
probleme et a générer aussi des techniques de « résolution » de cette tache » (le mot
« résolution » engobant les deux acceptions que nous lui avons attribuées). Les verbe
«genérer » que nous venons d’utiliser deux fois indique trés précisément que des
décisions prises pour accomplir cette investigation doivent étre prises par le chercheur
du probleme. Cette investigation est donc une démarche de découverte d’un probleme
qui est fortement personnalisée par les initiatives qui seront prises.

4.2. Nécessité d’une évaluation des investigations ouvertes
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Le probleme d’un modele d’évaluation des performances pour ce type d’activités
d’investigations ouvertes s’est posé rapidement d’autant que, rappelle Millar, le
« Curriculum National pour la Science » introduit, pour la premiére fois en 1989,
I’évaluation finale a I’age de seize ans (la fin de I’enseignement scientifique obligatoire
pour tous les éléves) a quatre composantes de méme importance : biologie, chimie,
physique et investigation pratique (DFEE/WO 1995).

Le souci de I’APM de proposer d’introduire des problemes avec prise d’initiative
s’est complété comme vu précédemment du souci de son évaluation a I’examen final.
Mais la seule expérimentation réalisée avec I’aval de la commission Attali n’a pas permis
de voir quelles connaissances étaient mobilisées pour mener a bien ce type
d’investigations et surtout lesquelles permettaient un véritable apprentissage.

4.3. L alternative de Millar

Face a un modele fondé sur les habiletés (conforme aux analyses de Gagné et
Klopfer), Millar dans le cadre du projet de recherche PACKS (Procedural and
Conceptual Knowledge in Science) propose comme alternative un modele fondé sur la
compréhension. Le principe de ce modeéle est le suivant :

« La performance des éléeves sur des taches d’investigation est vue comme dépendant
principalement de ce qu’ils savent et comprennent ».

On peut traduire autrement: la capacité de résoudre un probleme suivant une
démarche expérimentale a I’initiative du chercheur dépend plus de ce qu’il sait et
comprend que de ses habiletés manipulatoires.

Il est donc pertinent d’analyser ce qui dans ce modele peut nous permettre de mieux
cerner les phases d’une démarche de découverte expérimentale instrumentée.

4.4. La démarche de type « investigation ouverte » selon Millar

4.4.1. Un exemple d’investigation sur lequel a été basée cette recherche :

Tache proposée : « Trouver comment I’épaisseur des matériaux garnissant un sac
isotherme pour boissons fraiches affecte la qualité de ce sac (pour la conservation de la
Vitdeelr pbindications données : du matériel est fourni, une horloge, un thermometre,
béchers et éprouvettes graduées, une réserve d’eau refroidie par la glace (I’utilisation de
I’eau du robinet n’est pas exclue) et une réserve de trois sortes de matériaux
d’emballage ; il est montré aussi comment on peut faire varier I’épaisseur de
I’emballage en utilisant un plus ou moins grand nombre de couches.

Un exemple d’initiative : aprés avoir modelisé le sac isotherme avec une éprouvette
graduée entourée d’emballage a bulles (parce qu’ainsi cela « ressemble plus a un sac
isotherme »), un groupe d’éléve explique « nous avons essayé [de mesurer le changement
de température] pendant deux minutes et ¢ca n’a pas changé. Donc nous allons essayer plus
longtemps ». Ce méme groupe donne la raison de cette initiative complémentaire « Oui,
parce que si vous avez une boisson fraiche, vous n’allez pas la mettre dedans et la boire deux
minutes apres, n’est-ce pas ? »

Cet exemple est I’un de ceux qui ont permis de dégager les étapes qui seront décrites
dans le paragraphe suivant. Si on exclut le cas des enfants de 9 ans observés, pour
lesquels I’investigation s’est souvent réduite a de I’activité, au pressant besoin de faire
quelque chose dans I’apparente conviction que cela répondrait aux demandes de la
tache, cette expérience aura mis en évidence des initiatives, fruits d’une décision
argumentée. Cette décision argumentée a a voir a notre avis avec le protocole de
I’expérimentation. C’est pourquoi nous reviendrons sur cette notion que nous essaierons
de définir précisément.
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4.4.2. Les étapes d’une investigation typique

Nous reviendrons dans I’exposé de notre cadre théorique de recherche sur les
résultats intéressants que nous retiendrons de ce travail portant sur les investigations
sur I’isolation thermique. Ces résultats concernent le modéle des cadres d’investigations.

Nous en extrayons a ce stade de notre travail les étapes d’une telle investigation sous
forme d’un organigramme descendant :

Cette investigation, c’est-a-dire cette exploration

Tache donnée caractérisée par des étapes imposées (encadrées par des
rectangles dans le schéma de gauche) n’est évidemment
1 pas néecessairement linéaire mais peut inclure des

boucles entre une étape plus tardive et une étape plus
précoce a la lumiere de certains événements. Le passage
d’une étape a I’autre suppose des décisions et des choix
implicites ou explicites.
Quatre catégories de compréhension interviennent dans
Un ensemble ces décisions. Nous reviendrons sur ces catégories et
dobservations plus particulierement sur la premiére qui constitue le
ou de mesures \ . . . .

modele des cadres d’investigations de Millar, dans le
3 « cadre théorique » de notre recherche.

Tache interprétée

2

Une conclusion
énoncée

4

Commentaires de
type évaluatif
sur la conclusion

4.4.3. Recherche personnelle et recherche publique

Concernant I’ensemble des éleves observés au cours de ce travail, Millar note que « peu
d’entre eux semblent avoir franchi le pas d’une recherche personnelle a une recherche
publique », dans lequel I'important est la nécessité de constituer la preuve pour
persuader les autres de ses propres conclusions.

Millar conclut sur ce sujet : « Sans doute I’idée fondamentale que les éléves doivent
apprendre au sujet de I’investigation scientifique est qu’elle vise la connaissance publique —
des conclusions que I’on peut présenter et défendre ouvertement, la preuve expérimentale a
I’appui de toute conclusion étant exhibée de maniére claire et convaincante »

4.4.4. Des caractéristiques fondamentales de la démarche expérimentale de découverte
En résumé nous avons détecté trois indices dans notre enquéte sur la démarche
expérimentale :

# La preuve expérimentale se dégage comme étant une caracteristique importante d’une
démarche expérimentale avec un fort ancrage sur la communauté de recherche.

¢ La nécessité de prendre en compte les connaissances mobilisables pour se livrer a une
tache d’investigation semble étre aussi un parametre de la demarche expérimentale.

¢ L’importance des connaissances est un facteur décisif dans la phase d’investigation.
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5. LE PROTOCOLE EXPERIMENTAL EN SCIENCES PHYSIQUES
5.1. Etude étymologique du mot « protocole »

Du latin protocollum et du grec kollao, coller, au début du XI11° siécle il avait la forme
« protecolle » signifiant celui qui suggére, qui souffle. Au Moyen Age dans son sens latin,
c’était une sorte d’étiquette d’archives, une feuille collée a une charte et qui
I’authentifiait. C’était aussi un recueil de formules en usage pour les actes publics, un
formulaire indiquant la maniére d’écrire a différentes personnes suivant leur rang. Par
extension, un protocole pouvait étre un recueil de regles a observer dans les cérémonies
ou un document diplomatique constituant le proces-verbal d’une réunion, le texte d’un
engagement. Dans son sens grec, il peut aussi signifier la premiére page du livre.
N’oublions pas que dans un sens familier il peut s’agir d’un préambule.
Nous sommes donc amenés a proposer les définitions suivantes :
Définition 1 : on appelle protocole tout plan détaillé d’une investigation.
Définition 2: on appelle protocole expérimental tout plan détaillé d’une
expérimentation.

5.2. Le protocole suivant Giuseppin :

D’aprés Giuseppin, le protocole expérimental a pour objectif la résolution d’un
probléme, dans le sens de la vérification d’une loi. La définition précédente est donc
respectée a condition de préciser que le protocole met en place une expérience validative.
Il décompose le protocole en trois parties :

Le choix des constituants concrets de I’expérience.

La description du montage, de ses éléments concrets.

Le choix des parametres de I’expérience (choix des mesures a faire, des appareils

de mesure, des domaines de variation).
La phase de mise au point définitive est considérée par Giuseppin comme
particulierement formatrice pour celui qui la réalise: il cite comme exemple
I’introduction d’un potentiometre 0-100 Ohms pour compenser la résistance de 23
Ohms de la bobine d’un dispositif et la difficulté a réaliser que la résistance était en
réalité de 133 Ohms : quel cheminement enrichissant pour le formateur qui arrive a
changer son potentiometre pour un autre calibré 0-1000 Ohms !
La conception d’un protocole expérimental est une phase de réflexion qui mobilise
I’ensemble des connaissances acquises a un instant donné. Nous retrouverons encore
chez Millar I’importance des connaissances dans la mise en place d’une
expérimentation.
5.3. Sa transposition en mathématiques
Il est difficile d’établir une correspondance biunivoque entre ces trois parties et trois
autres en Mathématiques dans la mesure ou le choix des constituants concrets de
I’expérience, c’est le choix des données et la description du montage des éléments
concrets, c’est la maniere dont ces données vont étre traitées ; cette derniere phase est
mélée a la suivante qui demande de traiter les données choisies.

6. PORTRAIT-ROBOT DE LA DEMARCHE EXPERIMENTALE : ETAT DE NOTRE
ENQUETE

Le portrait-robot de la démarche expérimentale que nous proposons integre tous les
indices que nous avons relevés au cours de notre analyse en les associant dans les
schémas suivants. Le premier schéma récapitule les phase pré-conjecture et le second les
phases post-conjecture :
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——————————— INVESTIGATION-—--—-—--
Connaissances |Connaissances PROTOCOLF.

+ + - — . Observation .
Téche donnée Téche cheix dujdescription | choix des Expérience | gog parameétres| Conjecture
interprétée matériel du paramétres choisis

montage

Notons le role important attaché aux connaissances dans I’initiative d’investigation qui
va consister a mettre en place un protocole, c’est-a-dire la scénarisation complete de
I’action planifiée qui va constituer I’expérience a réaliser avec les parametres précis a

Validation Jugement critique
. ou ou
Conjecture Preuve Commentaire

expérimentale| de type évaluatif

Dans cette phase post-conjecture, notons cette fois I’importance du débat dans la
partie preuve expérimentale qui doit rendre a la recherche son vrai caractére, c’est-a-
dire son caractére public.
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ANNEXE 1

Le document qui suit est une retranscription (dont nous avons aménagé la présentation)
d’un TP proposé par Mathilde Arragon sur le site de I’académie de Grenoble dans la
partie «ressources TICE ». Ce Professeur de Physique montre une scénarisation
possible de I’approche, la découverte et I’étude de la réfraction en introduisant quatre
modeles parmi lesquels les lycéens auront a choisir apres expérimentations.

Probléme a résoudre :
Dans quelles circonstances le phoque n’a-t-il plus la téte sur
le corps?

1.BUTDUTP
Découvrir et définir le phénoméne de réfraction. Modéliser ce phénomene par une loi
mathématique. Entrevoir les phénomenes associés de réflexion et de dispersion.

2. MISE EN EVIDENCE DU PHENOMENE DE REFRACTION

Daniel Biboud, professeur de sciences physiques au lycée Marie Curie, emmene son fils a
Marine Land et rapporte les photos suivantes, qu’il a lui méme prises devant le bassin
des phoques.
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2.1. Observation, interprétations
Décrire dans votre compte-rendu ce que vous avez observé
Comment interpréter ce phénomene ?

2.2. Pour mieux comprendre ce phénomeéne

Réaliser une expérience réelle avec le matériel sur le bureau du Professeur :
Un aquarium plein d’eau salée
Une bouteille avec son bouchon hors de I’eau

Décrire vos observations avec précision

Quand apparait le phénomeéne de réfraction ?

2.3. Réaliser une expérience virtuelle en animant la figure Cabri phoc[1].fig (proposée
en lien)

Aide

Un objet éclairé envoie des rayons lumineux

Je vois un objet si des rayons qu'il émet
entrent dans mon oeil

La lumiére se propage en ligne
droite dans un milieu homogéne

1.4

dioptre
1

photo du phoque

Appeler le professeur lorsque vous avez
rempli cette tiche.

Lire si nécessaire les explications complémentaires ci-dessous (proposées en lien)

Explications :

Le modeéle animé représente le phoque en vue de dessus. Il a été créé en respectant les
lois de la réfraction en optique. On a cependant négligé la vitre par souci de
simplification.

Cette figure représente un phoque vu de dessus dans
un aquarium géant. L'observateur peut observer le
phogue grice a une parroi de verre. Le phogque a la téte
hors de I'eau

Yous pouvez déplacer les points "phoque", "téte",
“"corps', "' ¢, "t Yoeil", "regarde' et "'dioptre"' pour
danner une explication 3 la photographie du phoque

133 N

_Idluptre t
B\ oeil {
regarde
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La notion d’image ponctuelle en optique a une signification bien précise. Elle représente
le point de concours des rayons issus de I’objet ponctuel correspondant. Dans le cas de
notre figure, on peut considérer que tous les rayons d’un pinceau de lumiéere provenant
d’un point d’un phoque et qui pénétrent dans I’eil convergent en un point image.
Cependant il n’y a pas de stigmatisme (lien).

Ce que I’on voit sur la photo, c’est I'image étendue du corps du phoque, ensemble des
images ponctuelles issues de ce corps.

La page qui suit doit étre imprimeée pour étre utilisée par les lycéens comme support de
leurs réponses

L'oeil voit le point "t&te" et le point
“corps" puisqu'il recoit des pinceaux
lumineux en provenance de ces deux
points.

Mais ol voitil le point corps ?

1,33

dioptre c
1

regarde

Colorier en rouge "l'image" du corps du phoque
"L'image" du corps et la téte sont-elles alignées 7
{Jue se passe-t-il lorsque l'oeil et le centre du cercle "phogue" sont alignés sur une perpendiculaire au dioptre ?

L'oeil voit le point "téte" et le point
"corps' puisqu'il recoit des pinceaux
lumineux en provenance de ces deux
points.

Mais ol voitil le point corps ?

&iuptre
1

regarde

eil

Imprimer cette page et compléter dventuellement la figure pour répondre aux questions.

Donner maintenant votre définition du phénomene de réfraction
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3. UNE APPROCHE HISTORIQUE

Le modéle animé dont vous vous étes servi a été programmeé en utilisant les lois de la
réfraction en optique. Mais au fait, quelles sont-elles et qui les a énoncées ?

Quatre savants ont fait des propositions de loi :

Quelles lois sont exactes ?

Pour vous permettre de découvrir la veérite, lire leurs propositions puis réaliser des
mesures (voir 4.)

Claude Ptolémeée
Au sujet de ces résultats, Ptolémée s’est livré a des commentaires d’ordre qualitatif. Il a
observeé que :
¢ Le rayon réfracté est situé dans le plan d’incidence (lien vers définition).
¢ Les rayons perpendiculaires a la surface ne sont pas réfractés.
¢ L’importance de la réfraction dépend de la densité des milieux.

Joannes Képler
Ce savant propose une relation de proportionnalité entre les angles d’incidence et de
réfraction pour des valeurs d’angles petites.

René Descartes
La loi qu’il donne repose sur des résultats expérimentaux mais a également un caractére
théorique. Elle fait intervenir la fonction trigonométrique sinus. Il existe une relation de
proportionnalité entre les sinus des angles d’incidence et de réfraction : sini, = k*siniy, k
étant un nombre caractérisant le milieu dans lequel est réfracté le rayon.

Vous manquez de vocabulaire pour comprendre ces affirmations ? Utiliser les
documents 1 et 2 qui suivent (accessibles par un lien)

DOCUMENT 1

plan d’incidence
« plan qui comprend le rayon d’incidence et la perpendiculaire au dioptre au point
d’incidence »

angle d’incidence
« angle que le rayon incident fait avec la perpendiculaire au dioptre au point

¢ Donner la définition des mots ?

dioptre

rayon d’incidence

point d’incidence

¢ Faire un schéma avec le dioptre, le rayon incident, le point d’incidence et marquer
I’angle d’incidence.

Appeler votre professeur pour qu’il vérifie
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DOCUMENT 2

Relation de proportionnalité
Deux grandeurs A et B varient de maniere proportionnelles si on peut écrire la
relation B = k*A ou k est nécessairement une constante quelle que soit la valeur

de A ou de B.
Pour vérifier que deux grandeurs sont proportionnelles, on peut donc utiliser deux
1-méthode numérique
Placer les couples de valeurs de A et de B dans un tableau et calculer dans une troisieme
colonne le rapport de A/B.
Si ce rapport est constant alors les deux grandeurs varient de maniére proportionnelle.
La valeur du rapport B/A est donc la constante k dans la relation B = k*A.
] B ] A B ]
1-méthode graphique
Représenter les couples de valeurs de A et B sur un graphique en portant A en abscisse
et B en ordonnée.
Si le graphe est une droite qui passe par I’origine du repére alors les deux grandeurs
varient de maniére proportionnelle.

4. UNE ETUDE EXPERIMENTALE RIGOUREUSE
4.1. Matériel :
Une demi-sphére en plexiglas
Une feuille de papier sur laguelle on a photocopié un rapporteur circulaire et
I’emplacement de cette demi-lune.
Un banc d’optique et un pont.
Une source de lumiere, une lentille et une fente.

4.2. Protocole expérimental et mesures :
4.2.1. Créer un pinceau de lumiére a bords paralléeles.
Placer successivement sur le banc d’optique : la source, la fente, la lentille et le pont.
Observer la trace sur le pont du pinceau de lumiére.
Régler la position de la lentille pour avoir un pinceau fin et lumineux a bords
4.2.pahablaless des angles d’incidence et de réfraction

rayon incident

| e
/' dincidence

dioptre plan

angle de
réfraction

rayon réfracté
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Placer la feuille avec son rapporteur sur le pont.

Centrer la demi-lune sur le rapporteur.

Placer la lanterne du coté arrondi de la demi-lune

Déplacer la feuille pour que le pinceau passe par le centre du rapporteur.
Repérer sur le schéma ci-dessus le vocabulaire.

Faire une série de mesures en notant les valeurs de I’angle d’incidence et de réfraction.
Tracer les rayons incidents et réfléchis correspondants sur votre feuille.

Lanterne

Si en effectuant vos mesures vous observez d’autres phénomenes (lien) que la

réfraction...

5. RECHERCHE DE L’EXPRESSION MATHEMATIQUE DE LA LOI
5.1. Comparer vos résultats a ceux du modéle animé (lien vers le fichier suivant)

Activer la trace du point G.

0i = 2,06 cm
Or =309 cm
0i}0Or=1,50

Visualiser le graphe i2 = 1(i1) en déplagant le point Lanterne.

P

i2 =/66,78 °

tprefmod|2].fig

Compléter le tableau suivant avec vos valeurs expérimentales et les valeurs théoriques

Angle d’incidence en ° Angle de réfraction | Angle de réfraction
expérimental en ° théorique en °
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Les résultats theoriques et expérimentaux sont-ils en accord ?

5.2. Analyser les affirmations des savants a partir de vos valeurs expérimentales
Que pensez-vous de la loi de Claude Ptolémée ?
Que pensez-vous de la loi de Robert Grossetéte ?
Que pensez-vous de la loi de Joannes Kepler ?
Que pensez-vous de la loi de René Descartes ?
Proposer un enoncé mathématique de la loi de réfraction

6. QUELQUES LIENS SUR L’INTERNET
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ANNEXE 2
Voici une breve analyse de ce TP :

Des données issues du monde concret sont montrées pour susciter I’étonnement et poser
une question : c’est la monstration.

Une premiere modélisation est proposée avec un aquarium pour simuler le phénomene
observé et générer plus de données ; c’est une expérimentation générative.

Une seconde modélisation est proposée dans I’environnement Cabri (qui est programme
avec les lois a découvrir) pour expérimenter dans un but validatif (confirmer avec le
modéle ce qui a été observé dans la réalité) mais aussi dans un but génératif (mettre en
évidence le principe de la réfraction). Un lien est prévu pour assurer les connaissances
nécessaires a la compréhension de I’expérience.

Quatre modeles sont proposés issus de I’histoire de la recherche en optique accompagnés
de documents permettant encore de comprendre les termes théoriques utilisés.
Expérimentations génératives pour générer des données expérimentales (issues d’une
expérimentation concrete) et des données théoriques (issues de I’expérimentation avec
Cabri qui simule le modele théorique).

Critique des modeles en fonction des données produites précédemment.

Choix et énoncé d’une loi modélisant la réfraction.

On peut remarquer qu’en raison de la complexité du phénomeéne a étudier, I’auteur de
ce scénario a pris soin de donner les montages expérimentaux qui allaient étre utilisés
que ce soient les montages réels (utilisant aquariums, appareils de mesures, ...) ou les
montages virtuels (constructions de fichiers Cabri simulant la réfraction avec la loi de
Despoiatrtes)cial de cette étude expérimentale rigoureuse est de reposer sur un choix a
faire entre plusieurs modeéles qui constitue en sciences physiques la preuve
expérimentale
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ANALYSE D’UN ARBRE DECISIONNEL EN SCIENCES
CLINIQUES

Cette partie a pu étre réalisée grace a la participation du professeur Marcel Dahan,
praticien hospitalier et chef de service en chirurgie thoracique a I’Hopital Larrey de Toulouse.
Celui-ci m’a accordé un entretien afin de répondre aux questions que je me suis posées face a
un arbre décisionnel découvert dans une publication extraite du traité de technique
chirurgicale "EMC.

1. LES SCIENCES CLINIQUES

1.1. Définition

Ces sciences ont comme objectif I’amélioration des thérapies par 1’expérimentation sur des
patients. Les patients, ¢’est a dire des humains chez qui une pathologie est diagnostiquée sont
les objets sur lesquels les médecins (spécialistes d’une discipline particuliére de cette science)
vont agir pour essayer de traiter cette pathologie. Ils le font par I’intermédiaire d’outils
suivant des procédures spécifiques appelées aussi « protocoles ».

1.2. L’expérimentation en sciences cliniques
Pour une pathologie donnée, 1’expérimentation sur des patients consiste en :
Apres le diagnostic établi, le médecin (I’expérimentateur) va appliquer au patient une
technique connue utilisant un outil spécifique associé a cette technique. Il conjecture donc que
I’utilisation de cet instrument (le mot « instrument » est pris dans le sens de Rabardel) va
générer I’amélioration attendue. L’expérimentation est donc une expérimentation validative.
Tant que la validation est obtenue, le médecin continuera a utiliser le méme instrument. S’il
arrive que I’expérimentation invalide [’utilisation de l’instrument, le médecin aprés une
analyse fine de I’état du patient (comparaison des parametres observés par rapport a ceux pour
lesquelles I’expérimentation a validé I’utilisation de I’instrument), peut décider d’utiliser
I’outil avec un protocole qu’il modifie suivant son expérience. Il est donc amené a
transformer son instrument en un nouvel instrument, c¢’est-a-dire utiliser le méme outil mais
avec un autre schéme d’usage (voir annexe).

L’expérimentation animale qui consiste a tester ces améliorations sur des animaux
préalablement mis dans des conditions analogues a celles que I’on désire traiter chez les
patients humains est une modélisation du réel de cette science.

2. UN EXEMPLE DE DEMARCHE D’EXPERIMENTATION CLINIQUE
2.1. Gestion des sténoses trachéo-bronchiques : cette gestion se fait aujourd’hui dans plus
de 90% des cas par des méthodes endoscopiques. Ces sténoses étant des obstructions au
niveau de I’arbre respiratoire, elles nécessitent des gestes de calibrage (désobstruction) bien
réfléchis, garants d’un résultat satisfaisant a long terme.

Ces gestes, qui sont les expérimentations cliniques de cette science dans la discipline
particuliére de la chirurgie de la trachée et des bronches, sont résumés dans I’arbre décisionnel

! Encyclopédie Médico chirurgicale
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ci-dessous et constituent le fruit de 1’expérience clinique d’une €équipe de spécialistes de
chirurgie thoracique de Toulouse.

DESOBSTRUCTION

Endoscopie

2.2. Description de cet arbre décisionnel :

Le Professeur Dahan a déclaré que cet arbre décisionnel était sa vérité aujourd’hui et que les
cheminements indiqués dans cet arbre reflétent les différentes étapes des démarches qui ont
conduit a sa conception. Notons qu’a tout moment de cette démarche, la décision d’une
opération chirurgicale peut étre prise (ablation d’un morceau de trachée et raccordement des
deux bouts restants) mais cet arbre veut montrer le large spectre d’initiatives qui peuvent étre
prises par voie endoscopique et qui peuvent éviter I’intervention chirurgicale.

ACTE PRELIMINAIRE MENANT AU DIAGNOSTIC :

Devant un patient se présentant aux urgences avec des signes d’étouffement, 1’interne qui le
prendra en charge va constater cet étouffement et il pourra reconnaitre assez facilement les
signes cliniques d’une obstruction. Ce faisant il vient de se livrer & une expérimentation
générative : a partir de faits observés et générés par 1’état du patient, il a émis une hypothése.
Pour valider cette hypothése (diagnostic d’obstruction au niveau de 1’arbre respiratoire), il va
quand cela est possible interroger le patient ; il met donc en évidence d’autres faits observés
qui viendront valider son premier diagnostic. Ce faisant, il se livre a une expérimentation
validative (cette expérimentation peut se résumer a : le patient soumis a une pathologie génére
des observables, les faits expérimentaux que 1’interne utilise pour valider son hypothése).
L’interne peut aussi valider cette hypothése plus fortement avec des investigations utilisant
scanner (sorte de radio) ou fibroscopie (minuscule caméra introduite dans 1’arbre respiratoire
pour voir effectivement la sténose).

Une fois le diagnostic conforté par ces expérimentations validatives, le patient peut étre dirigé
vers le service spécialisé ou sa pathologie sera traitée.
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PREMIER ACTE APRES DIAGNOSTIC :

Devant un patient présentant une obstruction de 1’arbre respiratoire, I’acte devant étre réalisé
en premier lieu est la DESOBSTRUCTION. 11 doit permettre au patient de ne pas mourir
d’étouffement. Cet acte est une expérimentation validative d’une hypothése qui ne se réduit
pas seulement au diagnostic fait par I’interne ; I’hypothése s’énonce ainsi « le patient a une
obstruction et un instrument spécifique doit supprimer cette obstruction ». La validation est
obtenue par la disparition de 1’état pathologique. L’expérimentation a généré un nouvel état,
des faits observables qui sont interprétés comme la résolution du probléme initial.

Premiére action recommandée : dilatation au laser, c¢’est-a-dire destruction par un faisceau
laser des tissus obstruant le tube respiratoire (un protocole spécial indique comment réaliser
cette action avec une combinaison d’outils spécifiques : laser monté sur un endoscope par
exemple et d’autres conditions...).

Conséquences de cette premiére action

Cette action doit mener a la guérison a court terme ! Toutefois, la récidive de la sténose est
possible obligeant a répéter ces manceuvres de désobstruction. L’utilisation du laser se fait
donc en boucle au sens de la programmation ; ¢’est I’intuition et I’expérience du Praticien qui
va décider du nombre de tentatives d’utilisations du laser a réaliser avant de passer aux
recommandations suivantes de I’arbre décisionnel proposé (entre 2 et 4 fois).

DEUXIEME ACTE, CONSEQUENCE DES RESULTATS DE LA PREMIERE
ACTION

Le but de cette deuxieme étape n’est plus de désobstruer a la demande mais d’éviter les
récidives : c’est la « CALIBRATION ». Elle a pour objectif de maintenir la trachée a une
ouverture constante et suffisante pour respirer normalement, essentiellement avec différents
types de prothéses.

Amélioration du diagnostic en deux temps

Pour cela il est capital pour le thérapeute de savoir si cette sténose est d’origine tumorale ou
traumatique (post réanimation en général).

Si elle est due a une tumeur, celle-ci peut-étre bénigne ou maligne ; par ailleurs, il est
important de savoir si le patient est porteur ou pas d’une trachéotomie. Dans ce dernier cas, on
doit encore se poser la question de 1’aspect de la sténose, est-elle « courte en diaphragme ou
longue ».

Seconde action, conséquence du diagnostic précédent

C’est essentiellement la pose d’une prothese adaptée qui doit mener a une guérison stabilisée.
Troisiéme action :

C’est une vérification endoscopique de 1’état de la prothése implantée.

Quatrieme action

Cette action est une conséquence de I’observation réalisée au cours de la troisiéme action ; il
peut s’agir d’un nettoyage de la prothése, de son changement ou enfin de son ablation
définitive.

2.3. Analyse de cet arbre décisionnel :

Cet arbre peut étre appréhendé a trois niveaux

Niveau 1 :

D’abord, il décrit le chemin de la découverte des chercheurs qui, devant I’obligation d’agir
ont dii prendre des initiatives. La répétition d’une de ces initiatives a montré les avantages et
les inconvénients de cette attitude. Le chercheur a donc suggéré au praticien cette prise
d’initiative particuliére quand celle-ci élimine des inconvénients d’une initiative précédente
méme si elle en introduit d’autres qui seront traités expérimentalement ultérieurement. Le
chercheur suggére de maniere plus globale une succession d’initiatives conditionnées par les
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hypothéses intermédiaires de son probléme. On peut penser a une transposition du savoir
savant bati expérimentalement en un savoir-faire pratique.

Par sa forme cet arbre est donc un arbre généalogique de découverte qui mene au traitement
générique d’un probléme particulier.

Niveau 2 :

Il peut étre considérée comme méthode de résolution expérimentale d’un probleme
proposée au praticien pour qu’il ne se retrouve pas dans les positions antérieures de ceux qui
n’avaient pas cette méthode a disposition. Ici, ¢’est I’efficacité qui est cherchée : la résolution
du probléme est une nécessité car la vie du patient en dépend ; il n’est pas tolérable de ne pas
choisir I’action la plus pertinente permettant d’accéder le plus tot possible a la résolution du
probléme.

Niveau 3 :

Cet arbre est un objet d’enseignement ; il est transmis a celui qui ne connait pas la démarche
avec comme objectif que celui-ci se ’approprie mais aussi il a une valeur formative a la
démarche expérimentale clinique avec I’article dans lequel il est inclus qui détaille les
protocoles intermédiaires. On peut considérer qu’on enseigne la démarche de découverte :
découvrir étant ici pris dans le sens de I’amélioration de 1’état de santé du patient sur lequel
les actions de cette démarche vont étre opérées.

2.3. Proposition de formalisation :

Le probléme posé au praticien qui va tenter de le résoudre est un probléme qui nécessite
d’agir, de prendre des initiatives concretes, de réaliser une action ou un enchainement
d’actions.

Considérons les couples (H(t) ; e(t)) ou H(t) est une personne considérée a un instant t et
e(t) est I’état d’une partie P du systéme de fonctionnement de H, état qui se mesure par les
valeurs 1 ou 0 (1 s’il y a sténose, 0 sinon) a ce méme instant t.

On pourrait appeler le couple (H(t) ; e(t)), état clinique de H relatif a P a ’instant t. La
particularité de 1’état clinique est sa possible instabilité, c’est-a-dire que la fonction t— e(t) est
une fonction en escalier prenant les valeurs 0 ou 1 usuellement croissante au sens large. Cela
veut dire que concernant P, e(t) peut passer de la valeur 0 a 1 (le probléme survient) ou de la
valeur 1 a 0 (le probleme médical disparait, c’est-a-dire, le probléme est résolu).

Cet arbre décrit donc une succession d’états cliniques E(ty) partant d’un état clinique E(to),
chaque état clinique étant obtenu par une action (expérimentation au sens du praticien) durant
un temps At sur 1’état clinique précédent.

On peut schématiser la démarche utilisée dans un cas particulier (si elle respecte les
recommandations de 1’arbre décisionnel), de la maniére linéaire qui suit; cette démarche
s’achéve deés qu’on arrive a un état clinique ou le second terme du couple reste stabilisé a 0
dans le temps :

At

B(t) O;At ) A(t,;AL) A(tz;Atz) \

0" 5 B(tg+Ato)......E(t) ——L— L S E(t;+At))........E(t) 5

totAty < t, LA <t

Notons que A(tn;Atn) symbolise 1’action opérée a I’instant t, et qui dure un temps At,. Cette

action s’opere sur 1’état clinique E(t,) pour aboutir a 1’état clinique E(t,+At,) que le praticien
laisse évoluer jusqu’a I’état clinique E(t,:;). Cet état clinique va déclencher une nouvelle
action suivante seulement s’il est de la forme (H ; 1).
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2.4. Remarques suggérées par cette formalisation

Le fait que 1’état clinique (H(t), 0) ne soit pas un état stable mais puisse a tout moment
basculer a 1’état pathologique (H(t), 1), oblige le médecin a prendre régulierement des
initiatives pour vérifier si cette bascule n’a pas eu lieu et éventuellement d’autres initiatives
pour corriger le nouvel état clinique pathologique réapparu. Cette nécessité permanente
d’expérimenter est donc générée par le fait que la solution du probléme n’est pas assurée dans
le temps. Si on voulait mettre nos ¢éléves devant une telle situation en mathématiques, il
faudrait envisager des problémes ou la solution serait stable par morceaux dans le temps. Par
exemple on pourrait envisager de faire reconnaitre a nos éléves une transformation cachée
dans Cabri dont la définition changerait dans le temps. Il serait intéressant de voir si un tel
probléme génererait chez les éléves chercheurs des procédures de résolution analogues a
celles observées en sciences cliniques.

3. LES CARACTERISTIQUE D’UNE TELLE DEMARCHE
3.1. Un processus cyclique :
Cette démarche présentée ci-dessus montre son caractere cyclique et chaque cycle est
composé des étapes suivantes :
Etape 1: Mise en évidence du probléme par la valeur du couple (H,e) de la forme (H,1),
c’est-a-dire par la donnée d’un état clinique qui nécessite d’étre modifi¢ dans le sens de
I’amélioration.
Etape 2 : Le praticien réalise un diagnostic, c¢’est-a-dire, il se donne les hypothéses de son
probléme (pour cela il fait appel a ses connaissances théoriques) pour choisir 1’action
adéquate qui devra permettre de traiter le probleéme, c’est-a-dire de passer a un état clinique
ramené a la normale.
Etape 3 : Le praticien réalise son action qui doit ramener immédiatement le patient dans un
état normal, c’est-a-dire, doit régler le probléme au moins immédiatement apres 1’action.
Etape 4 : Réguliérement des vérifications sont faites pour s’assurer que 1’état obtenu est
stabilisé dans le temps.
Si oui, ce cycle est un cycle cloturant la démarche] .
Sinon, le praticien est ramené dans les conditions du début du cycle décrit et
ce cycle était finalement un cycle intermédiaire de la démarche,

3.2. Role des connaissances dans les prises de décision d’investigation :

L’investigation est ici ’action qui va étre opérée ; cette investigation ne peut étre inférée que
par des connaissances théoriques treés précises. Ces connaissances théoriques engendrent une
utilisation possible d’outils spécifiques associée aux hypotheéses mises en évidence dans le
cadre des connaissances théoriques repérées.

3.3 Validation immédiate et validation différée :

Le probléme est traité si 1’action choisie, 1’investigation réalisée conduit a la guérison
(disparition de la sténose).

La validation immédiate est obtenue instantanément si la manipulation a été faite suivant le
protocole associé a I’utilisation de 1’outil choisi dans ses conditions usuelles d’usage (le geste
manipulatoire a été correctement fait).

La validation différée est obtenue quand, aprés un temps plus ou moins long aprés la
réalisation de I’action, I’état clinique reste celui qui a été obtenu apres la réussite de 1’action
opérée.
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3.4. Nécessité de la connaissance d’outils et de leurs usages (schémes d’utilisation
professionnels) :

Nous avons évoqué les outils qui sont présentés dans 1’arbre décisionnel et qui sont
susceptibles d’étre utilisés. Ceux-ci sont largement décrits, schémas a 1’appui. De plus, leurs
protocoles d’utilisation sont aussi décrits de manicre trés précise. La manicre de les utiliser est
présentée avec leurs conditions précises d’utilisation et des schémas illustratifs nombreux et
détaillés (voir un tel schéma en annexe). Leurs schémes d’usages sont réglementés. Ces
schémes sont stabilisés dans le temps mais néanmoins peuvent évoluer. De nouvelles
techniques plus performantes peuvent étre découvertes par expérimentation (une telle
expérimentation peut étre définie comme une action a but thérapeutique) et Etre
institutionnalisées en de nouveaux schémes d’usage.

3.5. Evolution des outils et des usages

Les actions proposées dans 1’arbre décisionnel recommandent donc 1’utilisation d’outils
spécifiques dans des conditions spécifiques pour des états cliniques spécifiques. Mais tous ces
outils ont leurs avantages et leurs inconvénients. Les avantages se traduisent par une
constance de la fonction e(t) a la valeur 0, sur un At le plus long possible mais leurs
inconvénients peuvent se traduire par :

— Ou bien le basculement de la valeur de e(t) a la valeur 1, c’est-a-dire par la réapparition
possible de la sténose aprés un intervalle de temps ot relativement cours (rechute).

— Ou bien des complications annexes préjudiciables pour la personne traitée (effets
secondaires) et dans ce cas le praticien est amené soit a modifier 1’outil soit a modifier le
protocole pour essayer de minimiser ou supprimer les complications annexes, sachant que
cette amélioration de I’expérimentation générera de nouveaux inconvénients. Ce nouveau
couple (avantages, inconvénients) inférera le nouveau protocole associé éventuellement au
nouvel outil créé ou aménagé a partir du précédent. Le nouveau schéme d’utilisation va
s’installer si I’expérimentation consistant en I’utilisation du nouvel outil avec son protocole
associé¢ a montré son efficacité au cours de répétitions multiples avec mises au points suivant
la méthode des petits pas. Notons que les changements de stratégies a 180° sont exclus dans
cet environnement expérimental et méme considérés comme dangereux car la vie d’un patient
est en jeu, ce qui n’est pas le cas en Mathématiques : une action sur un objet mathématique
pour obtenir un résultat escompté méme si elle est décidée de maniere aléatoire peut Etre
tentée ; de mémes toutes les solutions possibles peuvent étre testées mémes si elles sont toutes
invalidées expérimentalement. Il n’y a pas de pronostic vital impliqué par les échecs des
tentatives faites.

4. PORTRAIT-ROBOT DE LA DEMARCHE EXPERIMENTALE : ETAT
DE NOTRE ENQUETE

La démarche que nous décrivons est une démarche cyclique qui peut prendre 1’aspect
suivant :
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cycle élémentaire

Action meédiée 1

Action mediée 2

VYVVVYVVY VY

EEmEE -

invalidiltion

DI représente les données initiales (dans I’exemple présenté dans ce chapitre c’était le
diagnostic d’obstruction résultat d’une ou d’expérimentations génératives) qui alliées aux
connaissances mises en jeu vont inférer une tache ; cette tiche va consister dans le choix et
dans I’utilisation d’une action qui doit transformer les données en un résultat R1 qui devra
étre validé réguliecrement dans le temps (le résultat n’est pas démontrable). Cette action est
une expérimentation instrumentée de type validatif. Cette action nécessitera I'utilisation d’un
matériel spécifique avec une technique appropriée et c’est en ce sens que nous la qualifions de
« médiée ». Tant que le résultat reste validé, la démarche est interrompue (elle n’est jamais
considérée comme finie). Le praticien a achevé sa premicre expérimentation.

Si une invalidation se produit, celle-ci conduit a une autre série de données D2 qu’il faudra
traiter de maniére analogue a D1, en prenant bien soin de réexaminer méticuleusement les
données pour voir toutes les modifications qui sont apparues depuis la réalisation de 1’action 1
ou méme pour mettre en évidence des parameétres qui avaient été négligés dans D1.
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ANNEXE

1 Schidimia du brovichoscope.
A. Bronchoscope de Dnont 1. Fendtre permettant o venfilation controlatéale ; 2.
cetvter opdrptenrs [ 3. camal powr optigue, aspirmtenrs of pinces ;4. ool ponr res-
piratenr.
B. Extrimités du bromcloscope. 1. Monsse ponr dilidation ; 2. trpecliande powr -
section {Drumon k.

Ce schéma illustre bien que devant un type de probléme donné 1’expérimentateur dispose
d’un instrument et non d’un outil. Le schéma ci-dessus permet de visualiser 1’outil en détail
avec les schemes d’usage recommandés, c’est-a-dire les techniques appropri€es qui lui sont
associées. L’équivalent en mathématiques expérimentalement médié par Cabri serait de
disposer de Cabri-techniques spécifiquement associé¢es a 1’'usage de Cabri dans la résolution
d’une catégorie de problemes. L’apparition de ces techniques dans notre travail
correspondront a la mise en évidence de niveaux spécifiques de géométrie connexes a ceux de
Parzysz auxquels nous nous référerons d’abord dans notre cadre théorique.
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CADRE THEORIQUE

1. EXPLOITATION HEURISTIQUE D’UNE FIGURE

Comme nous nous intéressons a la démarche de découverte expérimentale médiée par
I’instrument Cabri et que Cabri donne acces a un monde de figures qui sont les fenétres a
travers lesquelles nous tentons de reconnaitre les étapes d’une telle démarche, il est naturel de
faire le point sur le lien heuristique-expérimentation-figure.

1.1. Heuristique selon Polya et Glaeser

1.1.1 L’heuristique selon Polya est I’art de résoudre des problémes. Selon Glaeser, Polya
développe dans ses ouvrages une heuristique normative qui se résume aux conseils qu’il
donne a ceux qui veulent résoudre des problémes.

Néanmoins, on trouve dans ces mémes ouvrages une description des phases de la découverte
au fil des exemples donnés. C’est dans un second temps que Polya s’appuie sur cette
description pour isoler des méthodes ou des conseils (qualifiés respectivement d’algorithmes
ou de procédologie par Glaeser en référence a Hirsch).

Par exemple, dans « Comment poser et résoudre un probleme » (p. 148), il écrit: « En
mathématiques comme en sciences naturelles et physiques, la découverte nait souvent de
I’observation, de I’analogie et de I’induction ».

L’expérimentation telle que nous I’avons définie participe de I’observation et de
I’induction quand elle générative. Elle produit les faits observables (les données) et le
traitement inductif de ces faits observables peut générer une hypothese qui est la
découverte ou du moins la premiere étape vers une découverte prouvée (c’est-a-dire
dont on va donner la preuve expérimentale ou la preuve mathématique, la
démonstration). L’expérimentation serait donc potentiellement heuristique

1.1.2. L’heuristique selon Glaeser : celui-ci est plutdt intéressé dans son cadre didactique
expérimental des Mathématiques par une heuristique qu’il qualifie de descriptive et qu’il
caractérise comme I’étude des démarches spontanées ou non conduites par une personne
confrontée a un probleme. Il ne précise pas le niveau d’expertise de la personne confrontée au
probléeme mais il reconnait que les connaissances de cette personne vont influer sur les
initiatives qu’elle va prendre (démarches spontanées ou non).

Il s’intéresse plus particulierement a I’Intuition et I’ Insight qu’il définit ainsi :
L’intuition est I’aptitude a deviner une conclusion a partir d’informations incomplétes
qu’il appelle des indices (p. 114).

L’insight est I’aptitude & deviner une conclusion en présence d’informations
surabondantes. Il permet donc de découvrir la structure cachée (p.114).

La encore, une expérimentation de type génératif, produisant des données, est
susceptible de mobiliser I’intuition ou I’insight de I’expérimentateur, c’est-a-dire
respectivement de faire apparaitre une généralité la ou I’expérience produit du
particulier ou de sélectionner une partie des données entre lesquelles un lien apparaitra
plus naturellement.

1.1.3. La notion de figure selon Jean-Marie Laborde

Au cours de la conférence pléniére de la « 13™ European Conference on Computational
Geometry » qui s’est tenue a Antibes en 1999 Jean-Marie Laborde déclarait :

« So we can think of a figure as characterized by a set of properties, which could refer to as
its specification. From a theoretical point of view, a figure is nothing else than a set of
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properties expressed in geometric terms, its specification. Dynamic geometry deals explicitly
with configurations, where a configuration is a set of figures in the common sens, all
sharing the same properties, or, one might say, the same “specifications”. This is how, from
a naive perspective, geometry, geometric figures and dynamic geometry are linked »

Nous proposons cette traduction:

« Ainsi une figure peut étre considérée comme caractérisée par un ensemble de propriétés
gue I’on peut appeler sa spécification. D’un point de vue théorique, une figure n’est rien
d’autre qu’un ensemble de propriétés exprimées en termes géométriques, sa spécification.
La géométrie dynamique s’occupe explicitement des configurations ou une configuration
est un ensemble de figures (le mot figure étant pris ici dans son acception commune) ayant
toutes les mémes propriétés ; on pourrait dire aussi, les mémes « spécifications ». C’est
ainsi que d’un point de vue naif, la géométrie, les figures géométriques et la géométrie
dynamiques sont reliées. »

Il nous parait nécessaire de préciser que, pour nous, I’ordre des constructions est partie
intégrante des spécifications d’une figure de Cabri. Par exemple la figure contenant un
triangle et son cercle circonscrit (spécifications papier-crayon) peut étre spécifiée par la
donnée d’un triangle suivie de la construction du cercle circonscrit (lui-méme obtenu par le
passage par le point d’intersection de deux médiatrices) ou par la donnée d’un cercle suivie de
la construction d’un triangle ayant ces trois sommets sur le cercle. Nous avons donc défini
deux Cabri-figures différentes correspondant a une méme figure papier-crayon. Les
possibilitts de manipulation de la figure dépendent de ses spécifications et plus
particuliérement de I’ordre des constructions relatives a ses spécifications

La figure de Cabri qui est donc caractérisée par ses spécifications, va conserver celles-Ci

par manipulations. Le mouvement possible grace a la dynamicité du logiciel va genérer des
données qui vont mobiliser intuition ou insight. Par exemple, I’activation du mode trace pour
un objet particulier de la figure peut permettre de générer la nature de I’ensemble des
positions de cet objet (intuition). Mais aussi, I’utilisation de I’outil « Cacher-Montrer » ou
méme des boutons « Cacher-Montrer » peut permettre de mettre de c6té une grande partie des
données de la figure pour se concentrer sur une partie d’entre elles afin de se replacer dans la
situation précédente qui offrait la possibilité d’user de son intuition.
Nous venons de voir que dans I’environnement Cabri, I’expérimentation sur les figures
pouvait aider I’expérimentateur a user de son intuition ou de son insight. Cette
expérimentation nécessite une connaissance de I’instrument Cabri, c’est-a-dire de I’outil
associé a des schemes d’usages eux-mémes heuristiques (ceci a été tout particuliérement noté
pour les instruments utilisés en sciences clinique). Rappelons donc exactement la définition
d’un scheme selon Vergnaud.

1.1.3. Le concept de scheme selon Vergnaud : résoudre un probleme, c’est d’abord avoir
envie de le résoudre, qu’il ait du sens, donc de disposer dans notre répertoire d’un ou
plusieurs schémes de traitement d’une situation qui a du sens. Vergnaud définit ainsi le
schéme :
Un schéme est une organisation invariante de la conduite pour une classe de situations
données.

Un schéme est donc nécessairement composé de :

1Unbut;

2 Un processus genératif de la conduite (qu’on peut analyser comme un ensemble de regles
d’action, de prise d’information et de contréle) ;

3 D’un systéme de concepts-en-actes et de théorémes-en-actes qui permette de prélever
I’information pertinente et de la traiter ;
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4 Des possibilités d’inférence en situation (puisque aussi bien des ajustements, régulations et
révisions sont possibles au cours du développement de I’activite).

L’expérimentation que I’on peut réaliser sur une figure de I’environnement Cabri dans
le but de résoudre un probléme, va dépendre de I’expertise de I’expérimentateur dans
I’utilisation de I'instrument Cabri. Dans quelle mesure cette expérimentation va-t-elle
mobiliser intuition et insight pour aller plus srement vers la découverte ? La question
se résume de maniere plus générale a : comment appréhender une figure pour rendre
son traitement heuristique, c’est-a-dire pour mobiliser intuition ou insight plus
sGrement vers la découverte ? Quels sont les schemes d’usages qui vont rendre
I’expérimentation productive de découverte ou qui vont donner plus de chances d’aller
vers la découverte ? Raymond Duval a caractérisé les différentes appréhensions d’une
figure et mis en évidence les appréhensions heuristiques que nous présentons dans le
paragraphe suivant. Nous essaierons d’interpréter ces appréhensions dans le cas ou la
figure est une Cabri-figure.

1.2. Les différents fonctionnements d’une figure dans une démarche

géométrique (Raymond Duval)

1.2.1. Une typologie des appréhensions d’une figure

Dans son article intitulé « Les différents fonctionnements d’une figure dans une démarche
geométrique » (Repéres IREM N° 17 Octobre 1994), R. Duval s’intéresse au fonctionnement
heuristique d’une figure et est amené a proposer les différentes appréhensions d’une figure
géométrique qui suivent :

L’ APPREHENSION PERCEPTIVE :

C’est a son avis la plus immédiate, celle qui permet d’identifier ou de reconnaitre
immédiatement une forme ou un objet, soit dans un plan soit dans I’espace. Il ajoute que cette
appréhension perceptive reste trop globale et s’en tient a des constatations.

L’ APPREHENSION DISCURSIVE

Toujours & son avis la plus simple, celle ou une figure est regardée par rapport a une
dénomination (Soit un...), une légende ou une hypothese qui en fixent certaines propriétés.
Elle correspond de plus a une explicitation d’autres propriétés mathématiques que celles
indiguées par la légende ou les hypotheses. Cette explicitation est de nature déductive.

L’APPREHENSION SEQUENTIELLE
La mieux prise en compte dans le cadre de I’enseignement, c’est celle qui concerne I’ordre de
construction d’une figure.

L’ APPREHENSION OPERATOIRE

La plus méconnue, « bien que sa fonction d’exploration heuristique soit celle qui est la plus
fréqguemment invoquée pour justifier I’utilisation des figures dans une démarche géométrique.
C’est celle qui est en liaison avec des modifications possibles de cette figure » ; Duval en
distingue trois :

les modifications consistant

MEREOLOGIQUES |dans le partage d’une figure en parties pour les recombiner en une
autre figure

OPTIQUES dans I’agrandissement, la diminution ou la déformation de la figure

Chapitre 7 : Cadre théorique 73




POSITIONNELLES |soit dans le déplacement de la figure dans le plan soit dans le
déplacement du plan de la figure par rapport au plan fronto-paralléle
(Duval 1988)

En annexe 1, nous présentons une illustration de ces différentes appréhensions avec des
exemples traités dans I’environnement Cabri. Nous y donnons aussi notre interpretation de ce
gue peut étre une appréhension figurale dans un tel environnement.

1.2.2. La thése de I’indépendance de ces appréhensions

Apreés avoir introduit les notions de structures dyadique et triadique de la représentation
figurale dans une démarche géometrique, Duval en infere qu’un travail sur I’appréhension
discursive ou sur I’appréhension séquentielle d’une figure ne développe pas des compétences
d’exploitation heuristique d’une figure. Il ajoute : « Un travail spécifique et irremplagable
prenant en compte les facteurs de lisibilité relatifs aux modifications figurales s’avere donc
nécessaire ».

L’appréhension opératoire est celle qui en raison de sa grande proximité avec
I’appréhension perceptive implique un fonctionnement selon la structure triadique ou les
significations perceptives gardent leur autonomie par rapport a ce qu’elles représentent. Par
consequent, I’appréhension opératoire est celle qui permet I’exploitation heuristique d’une
situation.

1.2.3.Compartimentalisation et traitement figural heuristique :

Duval a remarqué que les étudiants qui montrent des compétences dans les activités de
déduction et de construction compartimentalisent celles-ci. C’est-a-dire que ces connaissances
restent trés souvent inutilisées et par conséquent leurs performances dans la résolution de
problémes sont beaucoup plus faibles qu’elles ne pourraient et ne devraient étre.

Il pense donc qu’un travail spécifique de chacune de ces appréhensions et en particulier
I’appréhension opératoire devrait permettre aux figures de devenir un registre d’exploration
heuristique.

1.3. Expérimentation sur des figures

Lorsqu’une figure est le support principal de la recherche d’un probleme, il est normal de se
poser la question de ce que peut étre une expérimentation qui permettrait d’avancer vers la
solution : les différentes appréhensions ne décrivant pas les démarches qui les englobent, il est
donc indispensable de faire le point sur les différents cadres possibles d’expérimentations
connus. Nous nous proposons de nous servir des cadres suggérés par les travaux réalisés en
sciences expérimentales et tout particulierement par Johsua et Dupin en France et Robin
Millar au Royaume uni en liaison avec deux approches du rble de I’expérimentation en
sciences. Les options possibles dans le recours a I’expérimental dans I’enseignement doivent
permettre de prévoir les démarches possibles des apprentis chercheurs, c’est-a-dire des
étudiants a qui un probléme est soumis aprés avoir recu un enseignement ayant eu recours a
une démarche expérimentale spécifique.
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2. LE RAPPORT A L’EXPERIMENTAL EN PHYSIQUE
2.1 Le rapport a I’expérimental en physique en France (selon S. et M-A

Johsua)

Quand et comment recourt-on a I’expérimental en Mathématiques et en Physique ? Des
éléments de réponses sont structurés dans I’article «Les fonctions didactiques de
I’expérimental dans I’enseignement scientifique » (RDM vol 8 1987 et vol 9 1988). Les
auteurs y notent en particulier que dans I’enseignement des Mathématiques, I’attrait du
concret semble de plus en plus présent et demande a étre questionné. 1ls menent une analyse a
la fois didactique et épistémologique de cette problématique parallélement en Mathématiques
et en Physique. Le lien entre la constitution du savoir savant et sa transposition didactique est
aussi évoqué, ce qui doit nous permettre d’enrichir notre compréhension de I’expérience dans
une démarche heuristique. On peut traduire ce dernier point comme une tentative pour
comparer le réle de I’expérimentation dans la constitution de la science et le rdle de
I’expérimentation dans I’enseignement de la science ou aussi comme une tentative pour
comparer la maniere d’expérimenter des chercheurs (pour faire la science) et la maniere
d’expérimenter des apprentis chercheurs (pour apprendre la science). Pour reprendre une
terminologie issue de la théorie anthropologique de Chevallard, il s’agit aussi de voir
comment est organisée la transposition didactique de la démarche de découverte
expérimentale.

2.1.1. Théorie scientifique et base observationnelle

Le positivisme repose essentiellement sur le postulat d’une coupure entre théorie scientifique
et base observationnelle ; la base observationnelle fournit le cadre de I’interprétation des
algorithmes de la théorie. Cela implique qu’il faut postuler a la fois I’existence d’une base
observationnelle complétement indépendante de toute théorie et la possibilité de réduire
toutes les données théoriques a des donnees observables. Ce double postulat qui a éte
fortement contesté des le début du XX°® siécle a conduit a une description moins unilatérale
des rapports entre théorie et expérience comme détaillé dans le paragraphe suivant.

2.1.2. Modélisation et expérience :

Attachons nous d’abord a préciser

les notions de « modeéle » et de « modélisation »

L’abstraction :

La dialectique exploration-interprétation renvoie a une autre dialectique qui est la dialectique
concret-abstrait. Le processus intellectuel qui permet d’aller du concret a I’abstrait, celui qui
permet a la pensée de se détourner de toute considération concrete est ce que I’on nomme
usuellement I’abstraction. Plus précisément, on peut définir I’abstraction comme « I’attitude
opératoire qui devrait permettre a I’esprit scientifique de déterminer expérimentalement un
ensemble de rapports constants entre des faits pour en abstraire inductivement une loi ».

L abstraction dans le sens que nous avons rappelé ainsi que dans les autres qui pourraient étre
acceptés est donc « un travail formel structurant le donné selon quatre opération mentales
bien distinctes : simplification, généralisation, sélection, schématisation. Celles-ci
correspondent a quatre processus de cognition : idéation, conceptualisation, classification,
modélisation »

L’ultime processus intervenant dans I’abstraction est donc la modélisation : ce mot apparait
avec le verbe « modeliser » seulement en 1975 ; ce verbe a été créé pour donner au verbe
modeler un sens spécifique en relation avec I’emploi didactique en sciences de la notion de
modele. Notons que le verbe anglais « to model » et le nom « modelling » apparaissent dans
ce sens en 1965.
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« Modéle »

Ce mot sous sa forme « modelle » (1542) est un emprunt fait par le langage des arts au mot
italien « modello » (figure destinée a étre reproduite) lui-méme issu du latin tardif
« modellus » altération du latin « modulus » (module, moule).

Dans un premier sens un «modéle» serait «un systéme représentant les structures
essentielles d’une réalité ». Le mot anglais « model » est attesté dans ce sens dés 1913 (Niels
Bohr) ; I’emploi en francais ayant du suivre peu apres.

Ce mot a donc eu pendant trés longtemps le sens de « ce qui sert d’objet d’imitation pour faire
ou reproduire telle ou telle chose ».

Plus tard ce terme a pris dans la méthodologie des sciences un sens dont I’origine est
technologique : 1a, le modéle est la maquette, objet réduit et maniable qui reproduit sous
forme simplifiée les propriétés d’un objet de grandes dimensions. Le modele désigne donc
« toutes les figurations ou reproductions qui servent les buts de la connaissance ».

Si on se réfere a Noél Mouloud (Encyclopedia Universalis), le modéle remplit deux fonctions
majeures que I’on va retrouver dans la suite :

« Il peut étre une matérialisation des énonces de la science dans un objet concret, presque
autonome, que I’intuition ou la pensée ont des facilités pour cerner ». Nommons ce type de
modele (M1).

« Il peut étre aussi une transcription abstraite mais contrdlée par la pensée logique et
mathématique, d’une réalité concréte, empirique, dont I’étude directe ne donnerait que des
relations approximatives ». Nommons ce type de modéle (M2).

Revenons maintenant aux propositions de I’article de Johsua et Dupin :

En Physique

Le modéle en physique reléve entierement du domaine du théorique ou une représentation
d’une situation réelle est construite. Cette représentation suivant Halbwachs est, contrairement
a I’option positiviste, une construction théorique. C’est donc un modéle du type (M2).
L’expérience reléeve d’une suite d’actions sur la réalité, produites directement ou
indirectement par I’homme. La validité du modéle est appréciée par le test de comparaison
des valeurs calculées dans la théorie et celles mesurées dans I’expérience. Jusqu’a présent,
concernant les modalités de production des modeles, Johsua précise que personne ne retient
I’hypothése d’une inférence conduisant des données observationnelles a la théorie modélisée.
Pourtant, cette hypothese est a la base de la réflexion pédagogique concernant les sciences
physiques.

En Mathématiques

L4, le modele est souvent considéré comme un champ d’interprétation d’une axiomatique ou
d’une theorie (Badiou). Cette fois le modele concerné est un modele de type (M1).
Néanmoins Lakatos décrit des mécanismes de modélisation en Mathématiques étonnamment
proches de ceux de la Physique. Balacheff a d’ailleurs bien montré que le mécanisme de la
preuve, loin de se résumer a la démonstration, fait usage d’un intense va-et-vient entre la
théorie et I’expérience.

Si on veut considérer les Mathématiques comme une science expérimentale, il faut admettre
que I’expérimentation porterait sur un domaine déja mathématisé. Les objets mathématiques
sur lesquels portent les expériences possibles qui devraient permettre par leur étude d’accéder
au niveau de la structure nous fourniraient la base observationnelle donnant acces a la théorie.
Dans ce cas, le modele est généré par I’expérimentation ou bien I’expérimentation sert a
montrer le modéle ; nous sommes devant un modele de type (M2) : si par exemple, on
considere la définition du corps des réels comme un modele mathématique du continu
géométrique perceptible, nous sommes encore devant un modéle de type (M2). Comme le
plus souvent, en mathématiques, I’accent est mis sur la démonstration au niveau le plus
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geénéral, le domaine expérimental perd alors tout intérét. L’environnement de géométrie
dynamique Cabri donnant acces aux objets mathématiques et a la possibilité d’expérimenter
sur ces objets peut étre consideré, lui, comme un modele de type (M1).

2.1.3. Les options « synthétique » et « analytique » dans le recours a I’expérimental
L’enseignement de la physique avec une composante experimentale présente un premier
choix :

— L’option analytique qui est celle ou on renonce aux liens qui unissent modéles et
phénomenes (théorie et expérience) ;

— L’option synthétique qui vise a une introduction simultanée des aspects conceptuels et
phénoménologiques.

En Mathématiques, I’alternative entre les options « synthétique » et « analytique » est aussi
présente, mais I’option « synthétique » est rarement observée en dehors des travaux de
recherche.

Dans I’option analytique, deux sous-options sont possibles selon le point de départ choisi,
« modele » ou « expérience ».

Pour résumer,

En mathématiques, dés le niveau secondaire, le point de départ a été théorique (ére des
Mathématiques modernes), la théorie étant la base sur laquelle les éléves appliquent et
expérimentent suivant des regles fixées. Ensuite un renversement de tendances a été noté au
primaire et dans les premieres années du college et maintenant dans le secondaire avec un
recours systématiquement préconisé a I’expérimental, au concret comme point de départ.

En physique, le point de départ théorique existe, par exemple [I’introduction de
I’électromagnétisme par les équations de Maxwell, mais plutét a des niveaux universitaires ;
au niveau du secondaire ce choix n’est jamais pratiqué.

On note donc une prédominance de I’option analytique a point de départ expérimental.

Ce choix a posé un probleme récurrent de méthode.

En physique, c’est la méthode expérimentale chere & Claude Bernard qui envahit le domaine
pédagogique ; il s’agit de passer le plus vite possible des faits a la loi. Il faut faire parler
I’expérience avant toute chose et dans ce qu’elle a de plus précis, les mesures qui généerent des
graphiques donc les lois par un processus d’induction par lequel I’éléve construirait ses
connaissances.

En Mathématiques, le retour du concret par I’intermédiaire des travaux pratiques en 1960 est
prébné avec pour but d’amener le plus grand nombre vers I’essence abstraite des
Mathématiques. La démarche préconisee par les promoteurs des mathématiques modernes,
consiste a placer les éleves devant des « situations » mathématiques pour les habituer a réagir
devant elles. La méthode a posé probléeme aux rédacteurs d’instructions qui n’ont trouve
d’autre solution que de séparer dans le temps et de facon drastique le recours a I’expérience et
au concret d’un c6té, le discours théorique de I’autre.

Dans un tel cadre, la liaison entre I’expérimental (concret) et le modele (domaine
conceptualisé) n’est pas considérée comme essentielle :

— Soit la priorité est mise sur I’expérience qui devient manipulation et le modéle est limité a
I’apprentissage d’un langage.

— Soit la priorité est mise sur le modele qui devient axiomatique et les expériences ne sont que
des vérifications aussi abstraites que le modeéle.

Le vrai probléme disparait dans un tel systéeme :
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La disparition de la modélisation fait que I’experimental n’est plus producteur de sens pour
les concepts a apprendre.

De plus, dans le domaine des activités expérimentales, « savoir manipuler » reste le seul
objectif visé.

Le rapport scolaire a I’expérimental peut se résumer naivement par deux options :

— L’option inductiviste, fortement présente en Physique, qui prétend dégager une
modélisation conceptuelle de I’observation ou de la pratique expérimentale concréte selon un
cheminement naturel sans rupture majeure.

— L’option de la rupture-démonstrative entre une série d’activités fermees sur elles-mémes et
une présentation axiomatique ultérieure d’un domaine théorique qui pourrait abstraitement y
correspondre.

2.1.4. Cadre expérimental de transmission du modele

2.1.4.1. Proposition expérimentale du probléeme ou monstration: I’existence des
problémes a résoudre n’est pas une donnée naturelle ; c’est d’abord un donné scientifique et
ensuite un donné didactique. La transmission d’un probleme a une classe qui le fait sien, que
Brousseau appelle la dévolution, est appelée par les Physiciens la proposition. Cette
proposition se fait de maniére expérimentale par I’intermédiaire de la « monstration » : un
phénomeéne est montré qui pose un probléme a résoudre. Une monstration doit étre efficace
dans la mesure ou elle doit éliminer sans le dire tous les éléments non pertinents au traitement
ultérieur du probleme proposé. La monstration doit étre le passage éphémere vers les bases
observationnelles, les « faits » de la démarche positiviste. L’étude des éléments pertinents est
I’étape devant mener a la conceptualisation.

La différence, en mathématiques, est que le niveau expérimental est déja mathématisé : un
probléme de robinets n’est pas un probléeme de physiciens, car I’hypothése de I’écoulement du
fluide & débit constant est implicite et préalable au discours mathématique. Cette monstration
semble plus aisée en mathématiques en particulier a cause de I’espace dans lequel
I’expérience peut étre réalisée, un espace a un certain degré épuré, voire abstrait. L’isolement
d’un phénomene demande en physique un travail didactique plus lourd qu’en
Mathématiques ; la vérification de la commutativité de I’addition qui peut étre faite en
environnement papier-crayon simplement par répétition de la méme expérience en est une
illustration.

2.1.4.2. Transmission du modeéle

Un modele étant toujours postulé et jamais établi expérimentalement, deux types d’utilisation
de I’expérimental sont possibles en Physique, fondées sur deux types de validation de la
transmission du modele.

\ Validations du modele en Physique

Validation implicite ou opératoire

Le maitre s’appuie sur une expérience de référence pour exposer le modele ; chaque difficulté
d’exposition sera surmontée grace a un retour sur I’expérience de référence. Le but est de
faire admettre la plausibilit¢ du modele en s’appuyant sur cette expérience de référence.
L’étape suivante consistera a faire passer le modele sous la responsabilité des éleves par des
expériences de confirmation et de renforcement en particulier quand on veut établir plus
solidement la plausibilité du modele.

| La validation du modéle est donc ici implicite et se résume & :
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— la vérification de la correspondance du modele a I’expérience de référence ou aux
expériences de confirmations ;

— la mise en pratiqgue du modeéle ou certaines de ses implications dans des expériences de
renforcement.

Validation explicite ou démarche de preuve

Il ne s’agit plus ici d’un processus de veérification de la correspondance modele-expeérience de
référence mais d’un processus de débat élaboré en commun par les interlocuteurs qui vont
substituer plusieurs modélisations possibles a celle amenée par I’expérience de référence. On
retrouve la démarche de preuve au sens de Balacheff. Des expériences tests sont introduites
cette fois pour essayer d’invalider telle ou telle proposition. Ce type de validation n’est pas
incompatible avec le type précédent auquel on peut étre ramené pour une validation opératoire
du modeéle selectionné comme plausible.

Validations du modéle en Mathématiques

M.-A. Johsua et S. Johsua considérent que la différence essentielle avec la physique, c’est
gu’en Mathématiques le modele est toujours a priori suppose démontrable. 1ls proposent dans
ce cas trois types de validations :

Validation opératoire implicite

Dans ce type de validation, la démonstration n’est méme pas signalée. L’expérience
monstrative sert d’expérience de référence et le discours expositif a pour but d’extraire les
regles d’actions et de calculs. Ces regles doivent étre admises ; il peut y avoir nécessité de les
confirmer en répétant I’expérience de référence, ce qui est plus aisé en mathématiques pour
les éléves. Cette validation est tres fortement connectée a I’apprentissage des algorithmes.

Elle est donc obtenue a partir d’une expérimentation générative : cette expérimentation
induit la loi a découvrir qui est immédiatement admise.

Plutét que de parler de validation, il serait préférable de parler de la transmission du
modele du Professeur a I’éleve par I'intermédiaire d’un exemple particulier a fort
pouvoir génératif (une expérimentation produisant une donnée particuliére).
L’expérience est validative pour le Professeur qui la présente et générative pour I’éleve
qui la recoit.

Validation opératoire formelle

La démonstration est prise en charge par le professeur et le modele ne peut plus étre contesté.
L’ algorithme a apprendre est institué, stoppant ainsi toute autre conjecture ou pratiques
locales ou tatonnantes. L’éleve fait fonctionner le modele pour I’acquérir.

L’expérimentation telle que nous I’avons définie est donc absente de ce type de
validation.

Validation explicite démonstrative

S’il est exclu en Physique de démontrer le modele, il est acceptable de produire des modeles a
validité locale qui peuvent servir d’intermédiaires pour accéder aux modeles canonigues.

Il est possible de faire de méme en Mathématiques si on définit des niveaux de rigueur
successifs : par exemple, pour prouver qu’un angle est droit, on peut accepter une mesure
avec un rapporteur au CM2, une démonstration dans le cadre d’une théorie locale en
Quatrieme et le calcul d’un produit scalaire en terminale.

Cette pratique de validation pose un probléme plus particulier en Mathématiques : le
changement de registre au moment du passage a la démonstration apparait comme une
contrainte forte. Il n’est méme pas établi que la démonstration soit congue comme nécessaire
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dans ce type de validation alors qu’elle devrait étre le point d’orgue d’une démarche de
preuve (Balacheff 1982).

Dans ce cas, on constate que moins le niveau de rigueur est élevé plus I’expérimentation
prend du sens : dans I’exemple précité, si on se place au premier niveau de rigueur
envisagé, I’éleve conjecture visuellement que I’angle est droit (expérimentation
générative a partir d’un cas particulier) et il valide sa conjecture en mesurant avec le
rapporteur (expérimentation validative). Si on se place au niveau supérieur de rigueur,
I’expérimentation disparait a nouveau complétement pour faire place a une
démonstration qui, la plupart du temps, n’est possible que si I’éléve a acquis les savoir-
faire adéquats.

2.1.5. Role de I’expérimentation dans I’enseignement scientifique francais

En résumé, on distingue deux manieres de recourir a I’expérimental dans I’enseignement des
sciences physiques et des mathématiques :

¢ La premiére qui disjoint les faits observables produits par expérimentation de la théorie (du
modele, de la loi) qui est censee étre associée a ces faits ; c’est I’option analytique.

¢ La seconde qui méle les faits observables produits par expérimentation et la théorie (du
modele, de la loi) qui est censée étre associée a ces faits ; c’est I’option synthétique.

Le paradigme de cet enseignement en France est largement dominé par I’option analytique a
point de départ expérimental.

La transposition en classe se réalise essentiellement de deux manieres :

+ Une expérimentation ayant pour réle de permettre d’induire au plus vite une loi (expérience
générative) suivie d’expérimentations de vérifications.

¢ La démonstration qui peut étre considérée comme une expérimentation générant la loi,
spécifiguement en mathématiques. En sciences physiques, il s’agit d’expérimenter pour faire
le choix entre différents modéles (par I’intermédiaire d’un débat).

On constate que, dans cet environnement, I’expérience est proposée, imposée a
I’expérimentateur. Les données observables sont souvent repérées pour lui et il n’a plus qu’a
se laisser guider. L’initiative expérimentale est entre les mains de celui qui propose
I’expérimentation : en général, c’est le Professeur qui congoit et organise I’expérience pour
I’étudiant qui doit en dégager ce que le Professeur avait prévu. Dans le paragraphe suivant,
nous allons présenter un autre environnement expérimental plus ancré dans la tradition anglo-
saxonne ou I’expérimentateur se voit confier une tache problématique pour laquelle il devra
mobiliser ses connaissances tout autant que ses habiletés manipulatoires. L apprentissage se
fera cette fois dans la conception de I’investigation plus que dans la lecture unique des
données générées et sélectionnées par celui qui propose I’expérimentation et qui n’est pas le
sujet didactique en situation d’apprentissage.

2.2. Le rapport a I’expérimental en physique au Royaume Uni (modéle des
cadres d’investigation selon Lubben et Millar)

2.2.1. Le modele issu du projet PACKS

Dans son article intitulé « Investigation des éléves en sciences : une approche fondée sur la
connaissance », Robin Millar présente les recherches menées dans le cadre du projet PACKS
(« Procedural and Conceptual Knowledge in Science », c’est-a-dire, « Connaissances
procédurales et conceptuelles en sciences ») et plus particulierement le modele qui met en
relation la performance dans les taches d’investigation scientifique et les différents aspects de
la compréhension requise pour réussir de telles taches.
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Quatre categories de compréhension sont mises en évidence dans I’organigramme qui
suit : les catégories A, B, C et D sont celles apparaissant sur la partie gauche de cet
organigramme. Millar rappelle que le passage d’une étape a I’autre dans la série des étapes a
réaliser dans une investigation typique (étapes symbolisées sur la partie droite de
I’organigramme : il y en a cing) suppose des décisions implicites ou explicites et que les
quatre catégories de compréhension précitées interviennent dans ces décisions de différentes
manieres.

2.2.2. Cadres d’investigation et compréhension de la preuve expérimentale

Dans le modéle PACKS, nous nous intéresserons d’abord a la catégorie A qui renvoie a la
compréhension par les éléves du but de la tdche d’investigation qu’ils sont en train de réaliser.
Millar appelle cette catégorie « cadre d’investigation ».
Il nous propose cette typologie des cadres d’investigation, que nous présentons dans le tableau
suivant et qui a été mise au point d’une maniére double, par analyse a priori puis modifiée et
amélioré empiriquement :

Cadre d’engagement 1 |Engagement et activité utilisant le matériel proposé sans
plan ou sans but évident

Cadre de modélisation |2A | Modélisation pour produire un effet physique souhaité
2B | Modélisation pour obtenir un effet souhaité
2C | Modélisation pour produire un phénomeéne souhaité

Cadre d’ingéniérie 3A | Ingeénierie au hasard : optimisation de I’effet souhaité par
essai et erreur

3B | Ingénierie par itération : recherche d’une combinaison de
facteurs optimisant I’effet souhaité

Cadre scientifique 4A |Scientifique empirique (comparaison) : utilisation de
deux valeurs (souvent des valeurs extrémes) de variables
indépendantes

4B | Scientifique empirique (tendance) : utilisation d’au moins
trois valeurs de variables indépendantes pour établir une
tendance

4C | Scientifique empirique (relation) : utilisation d’au moins
trois valeurs de variables indépendantes pour établir une
relation fonctionnelle

4D |Scientifique explicatif : utilisation de mesures pour tester
une prévision fondée sur un modele explicatif, moyen pour
explorer I’utilité de ce modele

Dans le méme modéle PACKS, nous nous intéresserons ensuite a la catégorie D qui renvoie a
la compréhension par les éleves de la preuve expérimentale. Millar précise a quels aspects du
travail des éléves il se référe quand il parle de ce type de comprehension a :

- des indices gu’ils sont conscients qu’il y a (inévitablement) de I’incertitude dans
leurs données

- des indices gu’ils connaissent des manieres d’évaluer le degré d’incertitude
attaché a leurs données

- des indices qu’ils savent minimiser I’incertitude attachées a leurs
données
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- une réticence |a tirer une conclusion ferme |a partir de différences minimes dans leurs
mesures ou une volonté de conclure qu’ « on
ne peut pas conclure »

Ces indices ont été clairement identifiés dans les expérimentations faites. 1l s’agira de faire de
méme lors de I’utilisation ultérieure de ce modéle dans notre travail.

L’organigramme qui suit est donc celui qui résume le modéle PACKS reliant compréhension
et performance dans I’investigation :

Tache donnée

A cadre:

compréhension de la
nature et du but d'une
investigation scientifique

Tache interprétée

B connaissance

scientifique effective:
compréhension des idées 2
scientifiques pertinentes

Un ensemble
d'observations
ou de mesures

C habiletés de
manipulation: capacité a 3
réaliser des procédures
pertinentes

Une conclusion
énoncée

D compréhension

d'une preuve empirique:
sanature et les critéres
pour I'évaluer

4

Commentaires de
type évaluatif
sur la conclusion

Nous avons commencé a noter une certaine corrélation entre le niveau de rigueur des
mathématiques utilisées et la plus ou moins grande tendance a expérimenter pour aller
vers la découverte. C’est pourquoi nous avons choisi de rappeler les niveaux de
géométries proposés par Bernard Parzisz en relation avec des taches de résolution de
problemes géométriques.

Ce cadre théorique proposé par Bernard Parzysz, qui a pour origine le modéle proposé
par Alain Kuzniak et Catherine Houdement (autour d’un théme largement étudié par
Berthelot et Salin), va nous permettre d’introduire les niveaux de géométrie concernés
par les différentes phases de la démarche expérimentale telles que nous les mettrons en
évidence. Nous espérons que cet appariement permettra par la suite de mieux maitriser
les ingénieries didactiques intégrant telle ou telle phase de cette démarche.
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3. NIVEAUX DE GEOMETRIE (PARZISZ)

3.1. Modéle de P. Van Hiele (1984) Parzysz présente comme suit ce modele distinguant cing
niveaux dans le développement de la pensée géométrique chez I’enfant :

- Niveau 0 (visualisation) ou les figures sont identifiées par leur aspect géneral.

- Niveau 1 (analyse) ou I’enfant commence a discerner les propriétés des figures, mais sans
pouvoir encore les expliciter.

- Niveau 2 (déduction informelle) ou I’enfant peut établir des relations intra et
interfigurales. Les définitions font sens, les résultats obtenus empiriqguement sont souvent
utilisés conjointement avec des techniques déductives.

- Niveau 3 (deduction formelle) ou la déduction est percue comme outil de validation, a
I’intérieur d’un systéme axiomatique ; il en est de méme du role respectif des notions
primitives, des axiomes, des définitions, des théoremes.

- Niveau 4 (rigueur) ou I’éleve (I’étudiant) est capable de se placer dans différents systémes
axiomatiques (géomeétries non euclidienne, par exemple) et de les comparer.

3.2. Le modele de Houdement-Kuzniak qui s’inspire des travaux de Gonseth, définit trois
types de géometries distingués par les rapports qu'entretiennent intuition, expérience et
déduction, et dénommeés respectivement :

—Géometrie naturelle (G1),

— Géomeétrie axiomatique naturelle (G2),

— Géométrie axiomatique formaliste (G3).

La premiére « confond géométrie et réalité » (comme dans les niveaux 0 et 1 de Van Hiele).
La seconde est congue comme un « schéma » de cette réalité (niveaux 2 (?) et 3 de Van
Hiele).

Dans la troisiéme, enfin, on « coupe le cordon ombilical » avec la réalité (niveau 4 de Van
Hiele).

3.3. Les trois types de rapport a I’espace de Michel Henry dans I'enseignement /
apprentissage de la géométrie:
Parzysz les rappelle ainsi avant de passer a sa proposition :

(i) la situation concrete.

(ii) une premiére modélisation, consistant en « I'observation d'une situation réelle et
sa description en termes courants. (...) La description qui en découle est alors une sorte
d'abstraction et de simplification de la réalité percue dans sa complexité, dans la mesure ou
certains choix sont faits pour ne retenir que ce qui semble pertinent de cette situation vis-a-
vis du probléme étudié. » (loc. cit. p. 28).

(iii) une mathématisation, qui s'opére a partir du modeéle précédent.

3.4. Le modele de Parzysz constitue un essai de synthése des modéles précédents ; il
comporte en particulier une articulation legerement différente de celle proposée par
Houdement-Kuzniak. Les éléments sur lesquels repose ce modéle sont, d’une part, la nature
des objets en jeu (physique vs théorique), d’autre part, les modes de validation (perceptif vs
logico-déductif). Partant de la « réalité », ou encore du «concret» (G0), qui n'est pas
géométrique, Parzysz oppose d'une part une géométrie non axiomatique, s‘appuyant sur des
situations concrétes qui sont idéalisées pour constituer le « spatio-graphique » (G1) et d'autre
part une geométrie axiomatique, l'axiomatisation pouvant étre explicitée complétement (G3)
ou non (G2), et la référence au « réel » étant facultative pour G2 (mais pas pour G1) ; dans le
dernier cas, il parle de géomeétrie proto-axiomatique. Ce que nous résumons ainsi :
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Le modéle de Parzysz est constitué

D'une part, d’une géométrie non axiomatique
G1 qu’il qualifie de géométrie proto-axiomatique (a cause de la référence au réel),
s'appuyant sur des situations concretes qui sont idéalisées pour constituer le « spatio-
graphique » .

Et d'autre part d’une géométrie axiomatique

composée de :
G3 ou lI'axiomatisation est explicitée complétement et de
G2 ou l'axiomatisation n’est pas explicitée complétement et ou la référence au « réel »
est facultative.

Il schématise d’ailleurs la situation par le diagramme ci-apres :

géomeétries non axiomatiques géométries axiomatiques
type de géométrie géom. spatio- géom. proto- géométrie
géométrie concreéte (G0) graphique (G1) axiomatique G2) axiomatique (G3)
objets physiques théoriques
validations perceptives déductives
van Hiele niveau 0 niveau 1 niveau 2 niveau 3 niveau 4

Du point de vue didactique, la distinction entre ces géométries apparait dans les ruptures de
contrat qui se produisent entre I'une et l'autre, et plus précisément :

- passage de GO a G1 : matérialité des objets en jeu (bois, carton, paille, ...) ;

- passage de G1 a G2 : épaisseur des traits, des points ; justification par le percu ;

- passage de G2 a G3 : propriétés jugees « évidentes ».

En se référant a la théorie anthropologique du didactique (Chevallard 1999), Parzysz
considere G1 et G2 comme deux praxéologies qui, pour un méme type de problémes (comme
par exemple les problemes de construction sous des contraintes fixées), se distinguent & la fois
au niveau des techniques, des technologies et des théories.

3.5. Une approche anthropologique de G1 et G2 (suivant le canon de Chevallard)

Techniques, technologie et théorie dans G1 \

¢ Les techniques utilisées pour la résolution de ce type de taches sont essentiellement liées a
l'usage d'instruments tels que regle graduée, compas, équerre, rapporteur (perception
instrumentée).

¢ Les technologies (mode de validation) font également usage des instruments, qui sont alors
utilisés pour contréler le dessin construit par la constatation visuelle de coincidences ou de
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superpositions : graduations de la regle, pointes du compas, bords de I'équerre, rayons du
rapporteur, ...

¢ Le niveau théorique - absent dans la pratique usuelle - serait une théorie relative a la
précision ou a I'économie des tracés (qui est effectivement attestée au début du 20° siécle).

Techniques, technologie et théorie dans G2, pour le méme type de taches \

¢ Les techniques concernent des objets géométriques (droites, points, segments, cercles, ...)
dont I'existence est assurée par des énoncés (definitions, axiomes, propriétés admises, ...), et
I'usage des instruments permet d'en obtenir des représentations (dessins).

¢ Les technologies correspondantes consistent en la production d'un discours de type
déductif appliqué aux données de I'énoncé et utilisant des éléments de G2 rencontrés
antérieurement.

¢ Le niveau théorique est constitué par une géométrie axiomatique de type G3 (la géometrie
affine euclidienne). Comme il a été dit cependant, une technique tres génerale dans G2 est la
réalisation et I'étude de « figures » (dessins) sur lesquelles on fera éventuellement agir des
techniques de G1 dans le but de rechercher des indices qui permettront d'aboutir a une
démonstration.

En ce qui concerne les institutions dans lesquelles vivent ces différentes géométries,
Parzysz estime, de facon tres grossiére, que G1 correspond a I'école élémentaire, tandis que
G2 correspond au lycée et G3 a l'universite. Mais pour le college ? En fait, ce sont
essentiellement les « figures », objets communs a G1 et G2, qui mettent ces deux géométries
en concurrence chez des non-experts comme le sont les éléves de collége. Plus précisément,
pour un éléve donné confronté a une tache de géométrie :
- si elle est percue comme relevant de G1, elle conduira a s’appuyer sur des techniques
de G1 (réalisation d'une « figure » + comparaison, superposition, mesurage, ...) ;
- si elle est percue comme relevant de G2, elle conduira a s’appuyer sur des techniques
de G2 (réalisation d'une « figure » + démonstration).

Notons enfin que G1 et G2 sont susceptibles de se contréler I’une I’autre :
- G2 controle G1: si une contradiction perceptive est relevée sur la « figure » (G1), on
peut rechercher dans G2 I’erreur de démonstration qui I’a produite ;
- G1 contréle G2 : si la conclusion d'un raisonnement géométrique surprend, le retour a
la «figure » et aux techniques de G1 peut permettre de confirmer ou d'infirmer ce
résultat.

3.6. Insuffisance de ce modeéle dans I’utilisation d’un environnement informatique du
type Cabri-Géomeétre

La différence entre dessin et figure est souvent problématique pour des éleves de college.
L utilisation d’un environnement comme Cabri devrait permettre rapidement de distinguer les
deux concepts par I’appréhension opératoire générée par la dynamicité spécifique d’un tel
logiciel. Se restreindre aux niveaux G1 et G2 proposés par Parzysz devient problématique
quand on utilise Cabri pour des taches géométriques car les outils de validation possibles sont
d’une nature trés différente ; ces outils méritent d’étre exhibés et étudiés.

Si on prend I’exemple d’un lieu (L) qui perceptivement semble étre un arc de cercle (voir
probleme du chapitre 1 de la brochure IREM de Toulouse 165 : « Construire un triangle
ABC dont les bissectrices intérieures sont données» Enseigner et Pratiquer les
Mathématiques avec Cabri DAHAN J.-J.), on peut, comme en papier-crayon, construire le
cercle passant par trois points particuliers A, B et C de ce lieu, en construisant d’abord les
médiatrices des segments [AB] et [BC], leur point d’intersection Q puis le cercle de centre Q
et de rayon QA qui passe nécessairement par B et C. On peut en travaillant dans G1 obtenir le
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résultat « le lieu est un arc de cercle ». Mais si on positionne un point V sur notre lieu et qu’on
teste avec Cabri I’appartenance de ce point variable au cercle construit, lorsque Cabri répond
affirmativement pour toutes les positions de V, nous ne sommes plus dans G1 car la
validation fait appel a des calculs analytiques en liaison avec les spécifications de la figure.
De méme, si on déplace I’un des trois points A, B ou C sur le lieu et que le test reste positif, la
validation n’est pas une validation de G1 ; est-ce une validation de G2 ? La question mérite
d’étre posée. Si dans Cabri 2 Plus on demande les équations du lieu et du cercle construit, le
fait d’obtenir la méme équation peut faire penser a une validation de G2 : il n’en est rien pour
des raisons qui seront étudiées plus loin. Il est donc indispensable d’entrer plus avant dans le
domaine des figures de Cabri et des validations générées par cet environnement. Ceci nous
permettra de compléter le modéle des niveaux de géométrie par deux modeéles connexes aux
niveaux G1 et G2 de Parsysz, qui sont des niveaux apparaissant spécifiqguement lorsque les
figures utilisées sont celles de I’environnement Cabri.

4. DEUX NIVEAUX DE GEOMETRIE CONNEXES AUX NIVEAUX G1
ET G2 DU MODELE DE PARZYSZ : G1 ET G2 INFORMATIQUES

4.1. Exemples illustrant quelques caractérisations formelles de I’environnement Cabri
et justifiant I’introduction des niveaux G1 et G2 informatiques

4.1.1. Points : rappelons que la page Cabri modélise un maillage d’un carré du plan de
dimension 1m sur 1m. Elle donne donc acces aux points situés sur ce maillage. Il est capital
de préciser quels sont ces points, quelle est la dimension de la maille de ce maillage. Il est
aussi important de préciser le lien entre ces points et ce qui est représenté a I’écran.

+ Suivant que cette représentation est obtenue par un clic de la souris sur un point de I’écran
(création d’un point libre avec I’outil « Point »).

+Ou que ce point est créé par report de mesure (en indiquant la précision possible de cette
mesure).

#Ou bien par une construction permettant d’accéder a d’autres points que ceux accessibles
par simple clic de la souris (utilisation d’un levier par exemple).

4.1.1.1. Niveau élémentaire de représentation : Les points générés (définis) par un clic de
souris peuvent étre repérés dans le plan en évaluant la distance entre deux points obtenus par
les clics les plus proches sur une méme droite horizontale ou verticale. Une méthode originale
consiste a déplacer un point m sur un segment [ab] inclus dans I’axe des abscisses et de faire
afficher la distance am. Avec un copier-coller sur ce nombre, on I’isole de la figure. On
déplace la souris du déplacement minimum, on copie-colle la nouvelle distance puis on évalue
avec la calculatrice la différence entre ces distances qui nous donne I’échelle e du maillage
qui est avec la précision maximale acceptée par mon ordinateur et ma version de Cabri 2 Plus,
0.026315790cm ; e est donc compris entre 0.0263157895cm et 0.0263157905cm. Le nombre
d’intervalles de ce maillage par cm est donc compris entre les inverses des nombres
précedents qui évalués a la calculatrice donnent : 37.99999852 et 37.99999996. Le nombre
d’intervalles par cm déterminés par les centres des pixels (on appelle pixel le point représenté
a I’écran) est donc tres voisin de 38 et le nombre de pixels par cm est donc tres voisin de 38.
Le nombre d’intervalles de ce maillage par métre c’est-a-dire sur la largeur complete d’une
page Cabri (qui rappelons le est bien plus grande que la portion visible sur I’écran) est donc
compris entre 3799.999852 et 3799.999996. Le nombre d’intervalles par métre déterminés par
les centres des pixels est donc trés voisin de 3800 et le nombre de pixels par metre est donc
tres voisin de 3800.

Sur une page Cabri, on peut donc créer par clic de souris 3800*3800 « points-pixel »,
c’est a dire : 14 440 000 « points-pixels ». Sur un cm?, on dispose donc de 38*38 « points-
pixels » créables par clic de souris, soit 1 444 points-pixels
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Une rapide validation consiste a évaluer le quotient 100/3800 qui donne exactement avec la
précision maximale 0.026315790cm. g2expl.fig

On aboutit donc a la mise en évidence du maillage possible et effectif par clics de souris

La figure de droite symbolise le o N
maillage virtuel du plan réalisé par| - 1~ - L7 Lol el e
Cabri pour les points accessibles par
un clic de souris a chaque| - 1.7 I I I s T A I Y

intersection d’une verticale et d’une S R A A st e Y A A A
horizontale. Un clic possible de| i ——t
souris est symbolisé par un cercle en I I I I I I I I I
pointillés fins. Le clic effectif est| +——r——H—t——H—+—1—+

symbolisé par un cercle en pointillés
épais qui a pour consequence la| +—f—ret gt g gt gt ot el
création du pixel symbolisé par le
carré gris. La dimension adoptée| : I+ ofy e oy Py o0 o S T
pour ce pixel correspond au style le
plus fin des options de Cabri Mesure de chaque maille : e = 0.026315790cm
(dernier menu)

g2explbis.fig

Un déplacement trés soigné pixel | o [y ofo  ofe ofy P ofe Py AP
par pixel pourrait permettre de
réaliser cette figure par dépbt de| —f+—of o o o
points libres par clic de souris.

g2explter.fig
Expérience de validation
On cree un segment [AB] dont les extremités sont sur la grille (A(-5; 1) et B(-4 ; 1)) et
un point v sur [AB] qu’on place en A apres avoir fait affiché ses coordonnées avec la
précision maximale. On déplace avec la souris le point v vers la droite et on copie-colle a
chaque fois I’abscisse obtenue aprés chaque déplacement minimal. On obtient la figure
suivante :
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-5,000000000 -4,000000000 39

-4,973684211 4026315789 38
-4,947368421  _4,052631579 37
-4,921052632  _4,078947368 36
-4,894736842  -4,105263158 35
-4,868421053  _4,131578947 34
-4,842105263 -4,137894737 33
-4,815789474  _4,184210526 32
-4,789473684 -4,210526316 31
10 -4,763157895  -4,236842105 30
11 -4,736842105 -4,263157895 29
12 4,710526316  -4.289473684 28
(13 -4,684210526  -4,315789474 27
14 -4,657894737 -4,342105263 26
15 -4,631578947 -4,368421053 25
16 -4,605263158 -4,394736842 24
17 -4,578947368 4421052632 23
18 -4552631579 -4,447368421 22
19 -4,526315789 -4,473684211 21

(-4,342105263; 1,00)

& 00 -1 SV b=

20 -4,500000000

g2explsix.fig

Cette expérience nous montre qu’il y a 39 pixel répartis sur 1cmy compris le premier et
le dernier et 38 sans le dernier. Sur un meétre de largeur, il y aura donc 100*38 +1 points
pixels soit 3801 points pixels. Ceci vient affiner notre premier calcul et comme 1/38
donne bien avec la calculatrice de Cabri 0.026315790cm, ce nombre est donc la

représentation de Cabri de la fraction 1/38 (dans I’environnement dans lequel j’ai
experimente).

4.1.1.2. Niveau supérieur de représentation

Chaque page de Cabri contient potentiellement plus de points que les points du maillage
précédent accessibles par clic direct avec I’outil « Point ». Nous allons accéder au niveau
« signifiant » des points de Cabri que nous allons bien différentier de leur niveau
« signifié », c’est a dire de leur représentation. Néanmoins une bonne connaissance
technique des caractéristiques du logiciel permettra relativement aisément de passer
d’un niveau a I’autre.

Notons que si nous reportons deux nombres distincts créés avec I’outil « Nombre » sur
I’axe des abscisses, nous obtenons en principe deux points distincts que nous appellerons
A (en bleu) et B (en rouge) : ces points sont distincts si I’écart entre ces deux nombres est
d’au moins 107, du moins dans la configuration sous laquelle je travaille. Voici une
expérience qui permet de repérer ce parameétre aisément

____________________________________________________________________________________

A 12,0 vEB n'est pas sur la droite bleue
B 13,0000001

g2explter.fig
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Le montage réalisé est le suivant :

+Un segment [CD] est créé sur I’axe des ordonnées du systéeme d’axe ; C par report
d’un nombre négatif, -5 par exemple et D par report d’un nombre positif, 5 par
exemple. Une fois le segment construit on modifie les nombres ainsi, -5 en -50 et 5 en 50.
+Un point appelé « anim » est créé sur ce segment.

# Deux nombres sont creés, 12 et 13,0000001 qui sont respectivement reportés en A et B sur
I’axe des abscisses.

+ Deux droites paralléles a I’axe des ordonnées passant respectivement par A et B sont créées,
la premiére en bleue, et la seconde en rouge.

¢ La droite parallele a I’axe des abscisses et passant par le pont «anim » est créée en
pointillés bleus ainsi que son point d’intersection vB avec la droite rouge.

¢ Le résultat du test d’appartenance de vB a la droite bleue est réalisé et affiché.

L’expérience proposée :

Elle va consister d’abord a changer le 13,0000001 en 12,0000001. Nous vérifions ensuite
en approchant le pointeur commandé par la souris que celui-ci demande bien « quel objet ? »
et qu’il reconnait bien deux points distincts : la question que nous allons résoudre est de
savoir si ces points distincts de Cabri sont superposés ou non pour Cabri. Si ces points sont
superposés alors vB appartiendra aussi pour Cabri a la droite bleue.

Nous constatons que jusqu’a un écart de 10, tous les points vB sont reconnus comme
n’étant pas sur I’objet droite bleue. Cette affirmation est vérifiée expérimentalement en
lancant une animation du point « anim » sur son segment d’appartenance qui va générer une
animation du point vB le long de la ligne rouge. Au cours de cette animation, nous pouvons
constater que le résultat du test reste le méme. On peut évidemment recommencer
I’expérience pour autant de valeurs différentes que désirées pour I’abscisse de A (a condition
de rester dans les limites de la page de Cabri, c’est a dire entre —50et +50).

Nous pouvons aussi constater que pour des écarts inférieurs & 107, mais supérieurs ou
égaux & 10™ ce n’est plus le cas : les points A et B existent bien, ils sont donc bien Cabri
distincts en étant néanmoins superposés. Les droites bleus et rouges sont elles aussi
superposées.

Notons néanmoins une zone d’incertitude pour les écarts du type 10 ou 10”°, pour lesquels
Cabri est instable : il donne des résultats de tests contradictoires quand vb se déplace le long
de sa droite d’appartenance.

Dans une des mailles précédentes délimitées par les centres de 4 pixels contigués entre en
réalitt un point tous les 107cm; cela délimite un sous-maillage contenant
0.026315790cm /10 "cm = 263157 mailles & une unité prés soit 263157 points & un point preés.
Un carré formé des quatre centres de quatre pixels contigus contient donc 2631572 points
accessibles par cabri soit 69 251 606 649 points environ. Chacun de ces points est représenté
par I’un des quatre pixels formant le carré délimitant cette maille élémentaire

On aboutit donc a la mise en évidence du maillage possible et effectif par reports de
mesures
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On a donné une idée du sous-maillage en
rouge a I’intérieur d’une maille délimité par
quatre points contigus de cliquage. Les points
rouges a I’intérieur du pixel représenté en gris i
seront représentés par ce méme pixel. En
réalité dans une maille élémentaire il doit y
avoir 69 251 606 649 points accessibles
indirectement.

- - e
f “0...0..0...0..}} hY hY
+ t t

) N

-

g2explpent.fig

Remarque : les conclusions qui précedent doivent étre tempérées par le fait que nous n’avons
pas acces aux procedures associées aux outils de Cabri (pour des raisons commerciales que
I’on comprend). On ne peut donc qu’imaginer comment marchent de telles procédures. Pour
I’appartenance d’un point M a une droite d, il y a vraisemblablement calcul de la distance 6 de
M a d et un test du style :

si & <Kk, le point M appartient a d ; si 6 > k (ou égal a k ?), le point M n’appartient pas a d.
Notre travail a consisté en une estimation de k méme si cette méthode dépend de la précision
de la détermination des droites paralleles. Néanmoins, nous pouvons affirmer :

Que la précision est grande (de I’ordre de 10-") bien supérieure a celle du papier-crayon.
Qu’une suite d’actes Cabri crée une «erreur » et que le probléeme de la propagation des
erreurs est complexe.

Que les oracles de Cabri peuvent se tromper dans un sens comme dans I’ autre.

4.1.1.3. Lien entre ces niveaux
4.1.1.3.1. Remarque introductive
Il est possible en manipulant les points du premier niveau, c’est-a-dire les points-pixels
accessibles par clics de souris de créer les points du second niveau et sur lequel Cabri travaille
naturellement.

La page Cabri n’est pas une page de pixels.
Le niveau supérieur que nous avons repéré a permis d’accéder aux points « signifiés ».
Et le niveau inférieur a leur représentation que nous avons appelés points-pixels et qui sont ce
que I’on peut qualifier de points « signifiants ».
4.1.1.3.2. Visualiser des points du second niveau avec les outils « Animation » et
« Tableur »
Reprenons la figure ci-dessus et au lieu de tirer v a la main (en tirant et en cliquant sur la
souris pour obtenir les points du niveau 1) lancons une animation de v le long de son segment
d’appartenance et saisissons les coordonnées de ce point dans la table de Cabri. Nous
obtenons par exemple le résultat suivant qui évidemment dépend de la maniere dont on a tiré
sur le ressort d’animation :
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1 -5000000000 -4,000000000 39

( 2 4973684211 4026315789 38

1| -4,552631579 3 -4,947368421 _4,052631579 37
2 -4,549019608 4 -4921052632  _4,078947368 36

3 _4,545098039 (-4,526315789; 1,00) 5 -4,804736842  -4,105263158 35

4 -4,541176471 6  -4,868421053 _4,131578947 34

5 _4,537254902 v 7 -4,842105263  _4,157894737 33
6 -4,533333333 8  -4,815789474  _4,184210526 32
7 -4,529411765 9 -4,789473684 -4,210526316 31
8| -4,525490196 10 -4,763157895 -4,236842105 30
9 -4,521568627 11 -4,736842105 -4,263157895 29
10 _4,517647059 AwB 1 1> -4710526316 4,289473684 28
11 A,=1‘!H’)ﬂjnn 113 -4,684210326 -4,315789474 27
13 4 200801093 14 4657894737 -4,343105263 26
12/ -4,509803922 15 -4,631578947 -4,368421053 25
13| -4,505882353 16 -4,605263158 -4,394736842 24
TS 0196075 17 4578947368 -4,421052632 23
15/ -4,498039216 15 4552631579 4447368421 22
16, -4,494117647 10 -4526315789 -4,473684211 21
17| -4,490196078

20 -4,500000000

On se rend immédiatement compte en comparant les valeurs saisies dans la tables et celles qui
avaient été notées clic apres clic, que Cabri passe par des points qui ne sont pas des points-
pixels du premier niveau : entre deux tels points I’écart était de I’ordre de 3.10% alors qu’ici
les écarts entre deux points successifs déclarés par Cabri est de I’ordre de 4.10°. On pourrait
obtenir des écarts encore plus faibles en tendant moins le ressort avant I’animation. Cabri
passe d’un point a un autre du maillage du second niveau (points de I’environnement Cabri)
mais la représentation utilise a mon avis le premier niveau (points-pixels). L’interprétation de
tout ce qui peut étre observé par I’utilisation de I’outil « Animation » va tres vite sortir du

niveau G1 pour atteindre un autre niveau qu’il faudra caractériser : nous proposerons G1 et
G2 informatiques.

Nous allons maintenant montrer un exemple qui va encore permettre d’illustrer la
différence entre point « signifiés » et points « signifiants » a partir de deux tracés de
courbes de fonctions différents, I’un utilisant I’outil « Trace » et I’autre I’outil « Lieu »

4.1.1.3.3. Visualiser des points du second niveau avec les outils « Animation » et
« Trace »

Nous avons créé la fonction qui a tout (-4,66; 0,00)
x de I’intervalle [ab] fait correspondre
un nombre entier aléatoire compris
entre 1 et 6. La fonction est définie 4,00
par I’expression floor(rand(1,6+x-x)) M y
qu’on applique a X pour obtenir y et
enfin le point générique M de la
courbe qui est tracé en tant que pixel 1
(la plus petite épaisseur dans le format 1
rond) Txob

= fleor(rand(1,7+x-x))

t
I

Remarque : nous avons utilisé I’écriture 6 + x — x pour 6 afin que le calcul du nombre
aléatoire compris entre 1 et 6 dépende de x donc de la position du point x. Tout changement
de position de x génére un nouveau calcul du nombre aléatoire.
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Cachons les segments qui définissent M et langons une animation de x le long de [ab], aprés
avoir activeé la trace de M et positionné x a une extrémité de [ab]. On arréte cette animation
quand x a atteint I’autre extrémité du segment. On doit voir apparaitre un certain nombre de
points de la courbe de la fonction donnée et normalement pas plus de 39 si x sautait d’un pixel
a I’autre. Voici ce que I’on obtient pour différente tensions du ressort :

Tension de ressort faible Tension de ressort moyenne Tension de ressort forte

e¢La premiére représentation a une G1 lecture paradoxale car chaque point-pixel de
I’intervalle [ab] est surmonté de plusieurs points M de la courbe, presque tout le temps 6 (un
ressort encore moins tendu aurait donné une représentation formée de 6 segments
horizontaux). Ce qui se passe en réalité c’est que Cabri passe par des points du second niveau
équirépartis sur I’intervalle [ab], calcule leurs images et les positionne au point pixel le plus
proche c’est-a-dire a la verticale d’un méme point (nous avons vu que, dans la méme maille
élémentaire, il y avait un grand nombre de points du second niveau par lesquels Cabri pouvait
passer).

+ La seconde donne encore beaucoup trop de points superposés car Cabri réalise I’animation
avec plus de 39 sauts par cm.

¢ La troisieme est un peu plus conforme a I’attente papier-crayon que nous avons de la
courbe. Néanmoins si on fait un grossissement de la figure (voir ce grossissement en annexe
2) et qu’on compte les points, on se rend compte qu’on est encore dans le second niveau (on
en compte plus de 50).

4.1.1.3.4. Visualiser des points du premier et du second niveau avec I’outil «Lieu»

Si on regle dans les
préférences le nombre de I y= floor(rand(1,7+x-x))
points d’un lieu a 39 en
mode non relié et si on
demande le lieu du point M
quand X varie sur son e
segment d’appartenance, on
obtient I’ensemble de points - k
rouges a droite (ces points
sont obligatoirement d’un a x b
format supérieur au pixel).

a o 6,00
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Ce lieu doit contenir exactement 39 points correspondant aux 39 abscisses pixelisées sur le
segment [ab]. Or le grossissement fourni en annexe 3 montre qu’il est extrémement difficile
de compter les gros points rouges (comparer au point pixel bleu du premier niveau) en raison
du chevauchement possible des points rouges.

4.1.1.3.5. Creer des points du second niveau a partir de points du premier niveau
Montage de I’expérience (« levier » de Jean-Marie Laborde)

Un point M est créé sur le
segment [A-11A-2] dont
les extrémités sont posés
sur la grille en sorte que| . . . . . ; | |
A-11A-2 = 9cm. De méme
[IJ] est un segment de
I’axe des abscisses dontles| . . . . . &
extrémités  sont  aussi ;
posées sur la grille en sorte | ~ ’
que IJ =1cm

m (-6,625730994; 0,00)

A-11 A2
/M (-7,631578947; -3,00)

g2exp9.fig

Les droites (A.111) et (AJ) se coupent en S. Le point m est défini comme I’intersection de
(SM) avec [1J].

Le choix du segment d’appartenance de M fera que les points M tirés a la souris se
positionneront obligatoirement sur des points-pixels et comme A-11A-2 = 9, il y aura
38*9 + 1 = 343 points pixels. Chaque position de M générera un point m sur [IJ] qui
devra nécessairement étre un point du second niveau représenté par I’un des 39 points
pixels de [1J].

Réalisation de I’expérience

m (-6,707602339; 0,00)

Im=029 cm
A-11M= 2,63 cm

M
-8,394736842
-8,368421053

1

A-11M/Tim : 9,000000000

m
-6,710526316
-6,707602339

A-2

/M (-8,368421053; -3,00)

écart M : 0,026315789

écart m : 0,002923977

Rapport des écarts : 8,999998632

g2exp9.fig

Comme il est indiqué sur la figure ci dessus, on récupére par des copier-coller les abscisses de
positions intermeédiaires successives du point pixel M (on vérifie que leur écart est bien de
1/38). On fait de méme pour les abscisses des points m correspondants aux deux points M
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précedents et on évalue encore leur écart a la calculatrice qui donne ici 0,002923977. On a
évalué enfin le rapport de ces écarts qui théoriquement, devrait nous donner exactement 9
alors que nous trouvons ici 8,999998632.

Notons que si nous évaluons le rapport des distances A.111/A,J, on trouve exactement 9, le 9
de I’environnement Cabri puisque I’affichage de ce rapport avec le maximum de décimales,
ne fait apparaitre que des 0 comme décimales.

4.1.2. Droites

4.1.2.1. Problemes d’alignement (droite d’Euler)

Si ABC est un triangle et O, G et H respectivement, le centre de son cercle circonscrit, son
centre de gravité et son orthocentre, on peut valider I’alignement de ces points ainsi :

Maniere 1: On construit la droite (OG) et on teste I’appartenance de H a cette droite avec
I’outil « appartient a ». La réponse est positive méme si on déforme le triangle en tirant sur
I’'un de ses sommets. Cette expérience est validative au niveau de G2 informatique de
I’hypothese « les trois points O, G et H sont alignes ».

Maniére 2 : On construit le point H> comme symétrique de G par rapport a O’ (O’ étant le
symétrique de O par rapport a G. On demande les coordonnées des points H et H’ avec la
précision maximale autorisée et on constate I’égalité de toutes les décimales méme si on
continue de déformer le triangle.

Cette expérience est validative de I’hypothése OH=3.0G dans G1 informatique quand on tire
sur un sommet du triangle et que la superposition de H et H’ subsiste visuellement. La
différence avec G1, vient du fait que cette validation est obtenue rapidement dans le temps et
méme dans les cas qui sont des cas problématiques dans G1 (ou I’imprécision du tracé dans
certains cas de figure peut mener a une invalidation au moins locale).

Cette expérience est validative de cette méme hypothése dans G2 informatique quand la
validation est assurée par les égalités de coordonnées dans notre page Cabri-discréte ;
I’induction qui nous permet de passer d’une affirmation d’un environnement discret (le
modele de la géométrie plane que constitue Cabri) a la méme affirmation dans le plan de la
géométrie abstraite peut étre considérée comme une déduction de G2 informatique car la
probabilité¢ que I’affirmation soit fausse est extrémement faible : la raison tient a deux
parameétres : le premier tient dans les calculs faits par Cabri pour mener a I’affichage des
coordonnées qui se basent sur les spécifications de la figure et le second dans la grande
guantité de données validantes. Il est vrai qu’il faudrait étudier rigoureusement si I’égalité des
coordonnées dans les Cabri-cas envisageables par déplacement avec la souris ou par report de
mesures (dans la limite de la précision admise) implique nécessairement I’égalité dans tous
les cas. Un a priori positif semble étre justifié par la densité des décimaux dans R ou par un
argument de continuité.
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H (0,157894737; -0,231552499)

H' (0,157894737; -0,231552499)

0G)

4.1.2.2. Probleme d’intersection de droites

Premiere expérience : deux droites D et D’ sont construites, non paralleles a I’axe des
ordonnées, I’une passant par A, I’autre par A’. Leur point d’intersection I, est construit avec
I’outil adéquat de Cabri. Ses coordonnées sont demandées et affichées avec le maximum de
décimales autorisees. Notons que dans la suite toutes les valeurs demandées (y compris les
équations) seront affichées avec la précision maximale.

On affiche les équations de ces deux droites puis on crée les fonctions de deux variables x et
y, soit f(x ;y) et g(x,y) telles que f(x ;y) = 0 et g(x,y) = 0 soient des équations respectives de
ces deux droites.

On applique ensuite chacune de ces deux expressions aux coordonnées de | pour obtenir
0,0000000000. Ceci valide dans G2 informatique que le point mis a I’intersection des deux
droites est bien le point caractérisé par la spécification « intersection de D et D’ ». Cela
justifie aussi que I’outil « Intersection » est bien basé sur un calcul analytique avec une grande
précision.

Notons que si nous copions/collons les coordonnées de | pour leur appliquer la fonction
f(x,y), on ne trouve pas 0,0000000000 mais —0,0000000004 : cela veut peut étre dire que
Cabri travaille sur des coordonnées supplémentaires non affichées et que le copier-coller
réaliserait une troncature sur ces coordonnées cachées.
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¥ =-0,322245322245322x + 5,051373235583768

¥1+0.322245322245322*x-5.051373235583
A 0,0000000000

A
¥ = 0,285996055226825x + 3,136821343299077 Coordonnées copiées
1(3.147684395; 4,037046663) 3,147684395  4,037046663

¥-0.285996055226824%x-3.136821343299075

0,0000000000 -0,0000000004

Seconde expérience

Pour une configuration analogue, si on crée un point N sur la droite D et si on le tire a la
souris par clics successifs pour le superposer visuellement au point d’intersection I, le test
d’appartenance de N a D’ est négatif (sauf pour des positions particuliéres de verticales et
d’horizontales).

Le point N n'est pas sur D' Le point N n'est pas sur D’

Pour pouvoir accéder a un point de D qui puisse étre reconnu comme un point de D’, nous
allons agir par report de mesure.

Pour cela nous creons sur la droite D un vecteur AV qui nous permettra de placer sur cette
droite un point M par report d’un nombre qui aura été créé préalablement. Nous mesurons Al
et IM. Nous testons enfin I’appartenance de M a la droite D’. Cette appartenance est invalidée
dans le cas de figure ci-dessous.
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AM = 5,

Le point M n'est pas sur D'

Al= 5646728838 cm

M = 0,646728838 cm

Si on modifie ensuite le nombre permettant de positionner M en sorte que AM soit de plus en
plus proche de Al, voici ce que I’on obtient :

AM = 56467288

Le point M n'est pas sur I

Al= 5646728838 cm

IM = 0,000000038 cm

Si on copie jusqu’a la sixieme
décimale les décimales de Al, M n’est
pas reconnu comme appartenant a D’,
mais comme on peut le constater sur la
figure ci-dessous, des le copiage de la
septieme décimale M est reconnu
comme un elément de D’.

AM = 5,64672883
Le point M est sur D'

Al = 5,646728838 cm

M = 0,000000008 cm

Il est curieux que I’appartenance soit
acquise alors que la distance AM ne
soit pas affichée nulle pour Cabri. Il
doit y avoir calcul sur un certain
nombre de décimales et le test
d’appartenance doit étre d(A, (D)) < ¢
pour un certain «.
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4.1.2.3. Probleme d’orthogonalité

D est une droite donnée passant par un
point O. (C) est le cercle centré en I,
point de D et construit avec I’outil
compas a partir d’un nombre édité sur
I’écran (ici 2,5).
construit sur (C) et V est un point
construit sur D. (C’) est le cercle de
diamétre VM dont le second point
d’intersection avec D est nhommé H.
On trace la droite (HM) et on marque

I’angle VHM qui est naturellement
marqué droit.

M est un point

On affiche la mesure en degrés de ce dernier angle avec le maximum de décimales ; on
obtient 90,00000000°. On teste ensuite I’orthogonalité de la droite (HM) et de la droite D :
cette orthogonalité est validee méme quand on déplace V ou M.

On modifie ensuite IM est on diminue
sa valeur jusqu’a 0,00001 : aucun des
affichages précédents ne changent.

v = 0,00001

Angle VHM :
90,00000000 °

TEST :
VHM est un angle droit

«n

Mais si on continue a diminuer IM on obtient les affichages suivants :

\\\ Angle VHM : TEST :

Angle VHM :

\ TEST :
89,99999997 ° VHM est un angle droit A 89,99999918 ° VHM est um angle droit
\ U— \ i
IM = 0,000001 ’ ™. IM = 0,0000001", ™
4 Iy ™, "']") \. \ e
| / N i L
\ / e N e
Jf \;'\. \ ;'f \i\'
Y 1 { |
\ ( T | “\ ¥ )
\ / A |
M M /
—"'I\‘\ll / o " /
/ A /
(@, / . (i,
3] I 4 -0 \
\ - B -
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Angle VHM : T S IOVE I E TEST :
89,99999072 ° VHM est un ang]e droit 89599992830 @ VHM est un smgle droit

[(S9}

«n
IV = 0,0000000891

Angle VHM : Si on ajoute un autre 0 aux décimales de 1M,
: TEST: : ,
90,00362283 © viMestunangedroit | 12 droite (HM) et la marque de I’angle
© disparaissent, I’angle VHM continue a ne plus
IM = 0,00000000001 étre affiché a 90° mais le test continue a
valider la qualité d’angle droit de I’angle

VHM.

Conclusion : dans I’exemple donné pour lequel nous avons travaillé dans G2 informatique,
nous avons pu constater une trés grande fiabilite dans les inférences discursives de
I’environnement Cabri jusqu’a une précision de I’ordre de 10°.

4.1.3. Coniques

4.1.3.1.Cercle et ellipse :

Un cinquieme point du cercle inscrit dans un carré

Quand on construit sous Cabri la conique passant par les milieux des c6tés d’un carré et le
cinquieme point P1 tel que construit ci-dessous (P1 est a I’intersection des segments [MJ] et
[LB] ou M est le milieu de [IB]), I’approche du curseur de la conique obtenue génére le
message « cette ellipse circulaire ». Les spécifications de cette figure (au sens donné par Jean-
Marie Laborde) conduisent effectivement a un cercle (le cercle passant par I, J, K et L est le
cercle de centre O et passant par I’un de ces points; d’autre part une démonstration
élémentaire prouve que P1 appartient bien a ce cercle). Cabri reconnait donc ces
spécifications d’un cercle.
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A I M B
Pl
L J
Cette ellipse circulaire
D K C
On peut s’interroger sur la fiabilité de A
la spécification Cabri en construisant A I M B

un point P2 dont les coordonnées sont
différentes de celles de P1 et en
tracant la conique passant I, J, K, L et
P2 au lieu de P1. Dans le cas de figure
envisagé a droite, on obtient une
hyperbole. On modifie les
coordonnées de P2 afin de voir s’il est
possible que Cabri reconnaisse cette
seconde conique comme une ellipse
circulaire lorsque P1 est différent de

%)

Cette hyperh ole/P/ P2
i

P2 D C
A
A I M B
P2 oo ?12 P1 (2,400000000; 3,200000000)
xP2 yP2
i P2 2,400000000010 3200000
L P2 J >
Le point P2 est sur I'ellipse
circulaire bleue
D K C
X+y 16 =0 X+y-16 = 0

100
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Lorsque I’abscisse de P2 s’écarte de 10™, le point P2 est reconnu comme appartenant au
cercle bleu initial qualifié par Cabri d’ellipse circulaire. Les équations des deux coniques sont
d’ailleurs les mémes. Rien ne permet d’affirmer que le point P2 soit le point P1.

A
A I M B
- ths P1 (2,400000000; 3,200000000)
xP2 yP2
| P2 2,40000010 3,200000
L P2 J -
Le point P2 n'est pas sur
.o . i
B N & I'ellipse circulaire bleue
X+y-16 =0 X+y-0,000000249999994y-16 = 0

Ici I’abscisse de P2 s’écarte de 10™° de I’abscisse de P1 et cette fois, le point P2 n’appartient
plus pour Cabri au cercle construit initialement. On peut aussi constater que la seconde
conique reste un cercle d’équation différente : ce cercle est centré sur I’axe des ordonnees

Conclusion : la encore, le travail discursif de Cabri est encore fiable pour des superpositions
de coniques ou pour distinguer des coniques proches. Le niveau G2 informatique est ici aussi
un niveau quasiment équivalent a G2.

4.1.3.2. Parabole :

4.1.3.2.1. Construction d’une parabole passant par trois points non alignés

Voici une construction géométrique permettant d’obtenir avec I’outil « conique » de Cabri le
tracé d’une parabole passant par trois points non alignés B, K, C du plan. Cet outil exigeant
la donnée de 5 points particuliers, cette construction détaille comment obtenir deux autres
points d’une parabole passant par ces trois points donnes.

L est le milieu de BC et A le symétrique de L par rapport a K.
| est milieu de AB, R le milieu de IK, S le milieu de IB et T le milieu de RS,
J est le milieu de AC, U le milieu de JK,V le milieu de JC et M le milieu de UV.
Cette construction assure que la conique passant par les cing points B, T, K, M et C est une
parabole ; Cabri reconnait bien cette conique en tant que parabole quelles que soient les
positions des trois points non alignés donnés (si on approche le curseur de cette conique
lorsqu’on est en mode pointeur, on obtient le message « cette parabole »).
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4.1.3.2.2. Reconnaissance d’une enveloppe en tant que parabole
(inspiré de DAHAN J., J., 1998, « Ce que Filou a derriére la téte ou histoires de paraboles »

La lettre de T> N°3 T° Europe)

Deux demi-droites d’origines O et
o’ respectivement sont
données, avec deux points A et M
sur la premiére et le point A’ sur la
seconde. Le point M’ est construit
par report de mesure sur la seconde
OM.OA'
OA
(ce dernier nombre est évalué avec
la calculatrice de Cabri). C’est donc
le point M’ défini par la proportion
OM' OM

OA' OA

demi-droite du nombre

0OA= 3,15cm OB= 527 cm

O'A'= 2,56 cm O'M' = 4,28 cm

La détermination de I’enveloppe de droites (MM?) est possible dans I’environnement Cabri et

elle donne la courbe rouge suivante :
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L’allure de la courbe nous fait soupgonner que
celle-ci est un arc de conique. Cette conjecture
est confortée par les constructions et les
manipulations qui vont suivre.

On construit en bleu la conique passant par
cing points Ql, Q2, Q3, Q4 et Q5
guelconques de I’enveloppe rouge obtenue.
Cette conique semble se superposer
I’enveloppe rouge: ceci constitue
validation perceptive de la conjecture.

Si on déplace les points Q1, Q2, Q3, Q4 ou
Q5 sur I’enveloppe rouge, la superposition
persiste : ceci augmente la plausibilité de la
conjecture.

a
une

On peut aussi créer un point Q sur
I’enveloppe rouge et tester son appartenance a
la conique bleue. La réponse est toujours
affirmative comme le montre la figure de
droite, en effet cette réponse reste la méme
quand on déplace Q sur I’enveloppe rouge :
cette exploration continue de renforcer la
conjecture émise .

Le point ©Q est sur la conique bleue

Q59
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Si on demande les équations respectives de
la conique et de I’enveloppe dans le repere
par défaut de Cabri, on obtient la méme
équation :

Ceci conforte la conjecture affirmant que
I’enveloppe rouge est une conique.

x2-0,58xy+ 0,08 ¥2+6,75x+221y+10=10
%2 0,58xy+ 0,08y +6,75x+221y+10=0

N

Si on augmente la précision de I’affichage des coefficients des équations des coniques, on
constate que ceci sont exactement les mémes : la plausibilité de la conjecture se renforce

encore :
1,00023 x? - 0,58977 xy + 0,08693 ¥?

1,00023 x% - 0,58977 xy + 0,08693 ¥?

+6,75602x+2,21352y+ 10 =10
+6,75602 x+ 221352 v+ 10=10

On commence a noter une différence d’une unité sur certains coefficients a partir de la

dixiéme décimale :

1,0002315636 x* - 0,5897749076 xy + 0,0869384786 ¥ + 6,7560244292 x + 2,2135274180 y + 10 =0
1,0002315635 x* - 0,5897749075 xy + 0,0869384786 y* + 6,7560244288 x + 2,2135274179 y+ 10 =0

Si on cache I’enveloppe rouge et si on
approche le pointeur de la conique, comme on
peut le voir sur la figure de droite, Cabri
reconnait une parabole et ce, pour toutes les
positions « envisageables des points Q1, Q2
Q3, Q4 et Q5 sur I’enveloppe. On peut aussi
noter que I’équation de la conique ne change
pas non plus, a condition de ne pas faire
afficher plus de 9 décimales.

Cette parahole
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Toutes ces expérimentations conduisent a la conjecture trés fortement plausible :
L’enveloppe des droites (MM’) est une parabole

Ce resultat a été démontré dans la brochure de I’lREM de Toulouse « De la proportionnalité
aux coniques en passant par les lignes de niveaux avec la TI-92 » (de Jean-Jacques Dahan
1998) en utilisant le logiciel Derive puis par une démonstration formelle classique dans un
article publie en Francais (dans la lettre de T3) et en Anglais dans la Derive’s New Letter.
Michel Carral et Roger Cuppens ont proposé la solution géométrique qui suit :

L application qui a M fait correspondre M’ est une homographie. Il est donc connu (Chasles)
que I’enveloppe des droites (MM?) est une conique. Quand M est a I’infini, M’ est a I’infini,
donc cette conique est tangente a la droite de I’infini, c’est bien une parabole.

4.2. PROPOSITIONS POUR G1 ET G2 INFORMATIQUE

Nous proposons de rester dans le cadre de la théorie anthropologique de Chevallard pour
caractériser les niveaux de géométrie que nous qualifions de G1 informatique et G2
informatique

4.2.1. Techniques, technologie et théorie dans G1 informatique

¢ Les techniques utilisées pour la résolution de ce type de taches sont essentiellement liées a
I'usage d'instruments informatiques, ici Cabri avec ses outils de construction, ses outils de
mesure (c’est une perception instrumentée par Cabri). Notons a part un outil méconnu de
comparaison qui utilise la «superposition aprés un copier-coller » qui est plus qu’un
décalquage : en effet ce copier-coller a la mémoire des constructions (pour preuve, quand on
copie un objet dépendant, il est copié avec les objets indépendants dont il dépend).

¢ Les technologies (mode de validation) font également usage des instruments de Cabri, qui
sont alors utilisés pour controler le dessin construit, par la constatation visuelle de
coincidences ou de superpositions, par la constatation de différences de mesures « faibles » ou
d’écarts de mesures « faibles »

+ Le niveau théorique est souvent présent sous la forme de conjectures faites dans G2 grace a
un travail inductif permis par les technologies précédemment mises en exergue et par des
validations utilisant ces technologies : il consiste en réalité en une utilisation des technologies
pour induire des résultats qui sont conjecturés dans G2 et dont la plausibilité est évaluée par
les mesures faites par usage des technologies de G1 informatique, c’est-a-dire les outils de
mesure et de calcul de Cabri mais pas les outils de test qui sont du niveau G2 informatique.

# Conclusion

G1 informatique est G1 a cause des techniques associées aux instruments de Cabri qui
généralisent celles de I’environnement papier-crayon (cercle a la place de compas, droite a la
place de la regle, report de mesure qui peut méme reporter sur demi-droites, vecteurs,
triangles, polygones, cercles et toutes les transformations).

G1 informatique est informatique a cause de I’échantillon discret du plan sur lequel Cabri
travaille (calcule) et surtout a cause des modes de validation qui, méme s’ils reposent sur des
constatations visuelles de superposition, sont plus performants que dans G1; la raison
essentielle de cette plus grande performance réside a la fois dans la précision des tracés méme
dans des cas limites et la dynamicité qui autorise des conjectures beaucoup plus plausibles.

4.2.2. Techniques, technologie et théorie dans G2 informatique
¢ Les techniques concernent des objets géométriques (droites, points, segments, cercles, ...)
dont I'existence est assurée par des énoncés (definitions, axiomes, propriétés admises, ...), et
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'usage de Cabri permet den obtenir des représentations compatibles avec leurs
caractérisations théoriques (modeles sur I’écran). A la différence de G2, dans G2
informatique, on peut empiler des objets (superposer par exemple deux points qui seront
considérés comme distincts bien qu’ayant les mémes Cabri-coordonnées).

¢ Les technologies correspondantes consistent en la production par I’expérimentateur d'un
discours de type déductif appliqué aux données de I'énonce et utilisant des éléments de G2 ou
G2 informatique rencontrés antérieurement. Elles s’appuient sur les outils de tests,
« appartenance », « parallélisme », ... qui travaillent a partir de calculs analytiques sur les
points discrétisés de la page Cabri; c’est le niveau déductif a la charge de Cabri qui
caractérise en grande partie le qualificatif d’informatique que nous avons donné.

¢ Le niveau théorique est constitué par une géométrie axiomatique de type G3 informatique
(la géométrie affine euclidienne discrétisée a tous les points dont les coordonnées sont
comprises entre —100 et +100 avec un pas de 10° dans ma version de Cabri sur mon
ordinateur portable ; Cabri peut aussi utiliser des points a I’infini et des points construits avec
des coordonnées supérieures a 100). Une technique trés générale dans G2 informatique est la
réalisation et I'étude de « figures » (dessins) sur lesquelles on fera éventuellement agir des
techniques de G1 dans le but de rechercher des indices qui permettront d'aboutir a une Cabri-
démonstration, c’est & dire & un retour a G2 informatique avec en particulier ses outils de test.

Remarque : I’empilement des points n’est pas a proprement parler exclu de I’environnement
papier-crayon. Par exemple, si on trace une droite, si on trace deux points distincts sur cette
droite et si on trace au crayon une droite passant par ces deux points, seule la connaissance
d’un axiome permet de dire que ces deux droites sont les mémes

4.2.3. Conclusion

G2 informatique est G2 a cause du niveau déductif présent chez I’expérimentateur et dans
I’outil lui-méme et

G2 informatique est informatique a cause de I’échantillon discret du plan sur lequel Cabri
travaille (calcule), ce qui « démultiplie » la plausibilité des conjectures issues des mesures
réalisées sur les objets de ce niveau par rapport a G1 : il ne s’agit pas d’un super G1 mais bien
d’un niveau connexe a G2 en raison de la forte connexion des calculs réalisés par Cabri et de
I’axiomatique qui est derriére les modéles manipulés (et plus spécialement pour un utilisateur
averti).

4.2.4. Remarque générale sur I’environnement papier-crayon

Il nous semble paradoxal qu’un des problemes jamais abordés (ou presque) est celui du
monde papier-crayon. Et pourtant comme dans Cabri, le nombre de points (ou d’objets) de
départ possible est fini (ne serait-ce que parce que I’on vit dans un monde atomique) mais on
fait comme si cet univers de possibles était infini : devant une figure signifiée, on raisonne
dans le signifiant créant un décalage constant. De plus la validation est limitée par la précision
de la vision. Il était normal de préciser tout cela dans I’environnement Cabri et de voir en quoi
Cabri ajoute une énorme précision dans les tracés et les interprétations.
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ANNEXE 1

Duval considére quatre différentes appréhensions des figures que nous illustrons avec Cabri
ci-dessous. Il considere tres généralement la figure du monde papier-crayon qu’il confond
avec un représentant de la figure telle que nous I’avons definie par ses spécifications. Dans
Cabri I’appréhension n’a de sens que dynamique :

Ou bien les spécifications sont connues et la figure est appréhendée suivant les manipulations
qui vont étre générées.

Ou bien les speécifications ne sont pas connues et la figure va étre appréhendee par les
manipulations qui vont générer certaines de ses spécifications.

APPREHENSION PERCEPTIVE (Perceptivel.fig et Perceptive2.fig)

Le dessin qui suit qui est le représentant d’une Cabri-figure, quand il est appréhendé de
maniere perceptive, renvoie une image de I’espace en perspective avec des personnages de
plus en plus grands alignés le long d’un couloir :

La Cabri-construction qui suit montre qu’en réalité tous les personnages ont la méme
dimension et c’est donc une interprétation immédiate de notre cerveau qui constitue le
principe de ce type d’apprehension.

Le petit personnage ajouté en bas a droite de la figure peut étre tiré identique a lui-méme en
conservant les couples de paralléles rouges et mauves qui sont présentes pour sortir de cette
appréhension.
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APPREHENSION SEQUENTIELLE (sequent.fig et sequent2.fig)

La figure qui suit est composée de deux dessins identiques; si on ne connait pas les
constructions qui ont conduit a leur réalisation, on ne pourra deviner comment les manipuler,
les déformer, comment déplacer les objets qui les composent et méme si cela est possible :

Une maniére d’appréhender les constructions effectives qui ont conduit aux dessins
précedents est d’expérimenter sur la figure fournie.
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L’expérimentation proposée consiste a demander le lieu du segment quand le point de contact
du segment avec le cercle varie. Dans les deux cas le lieu existe mais les résultats obtenus
sont differents.

La figure ainsi obtenue peut étre lue en termes des constructions qui les ont généreées, c’est
I’appréhension sequentielle (qui ici est fortement discursive car liée au resultat d’une
expérimentation).

La figure de gauche a été construite en construisant un cercle puis un segment ayant comme
extrémités un point du cercle et un point libre du plan, ce qui explique I’impression de cone
donnée par le premier lieu.

La figure de droite a été construite en construisant un cercle puis un segment ayant comme
extrémités un point du cercle et son image par une translation de vecteur un vecteur de
direction verticale mais cachg, ce qui explique I’impression de cylindre donnée par ce second
lieu.

APPREHENSION DISCURSIVE (Discursivel.fig et Discursive2bis.fig)

L’ appréhension discursive est liée a I’énoncé de propriétés qui ne sont pas données avec la
figure mais qui en sont déduites par un discours déductif exprimé ou non.

La figure qui suit a été construite a partir d’un cercle puis d’un carré inscrit dans ce cercle ; on
a ensuite construit le quadrilatére joignent les milieux des cotés de ce carré et on a réitéré le
procédé. Un grand nombre de propriétés se déduisent de la lecture du dessin produit,
concernant des parallélismes de droites, des valeurs d’angles, de la nature de quadrilateres qui
sont des carrés...

Par exemple dans le triangle ABC, le théoréme des milieux donne immédiatement (1J)//(BC)

1 . : s .
etl)= > BC et dans la foulée le premier quadrilatere est un losange avec un angle droit.
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On voit (par déduction que I’un des angles de ce quadrilatere, $ est bien droit car les angles
marqués en noirs valent 45°.

APPREHENSION OPERATOIRE (duvalop.fig)

Nous donnons ci-dessous un seul exemple de telles appréhensions qui montre que cette
appréhension est une appréhension que I’environnement Cabri devrait générer si une véritable
instrumentation de ce logiciel était réellement réalisée.

La figure donnée est un trapéze avec comme tache de démontrer I’égalité des aires des
triangles ADC et BDC
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La figure suivante montre ce qu’est une appréhension opératoire de cette figure pour ce type
de tache ; imaginer un triangle mobile MDC avec M qui glisse le long de [AB] et donc le
triangle MDC qui se déforme avec une base constante et une hauteur dont la mesure ne
change pas, est une appréhension de ce type et on voit qu’elle est fortement heuristique du
moins dans cet exemple.

On a ajouté ci-dessous une variante des manipulations possibles sous Cabri :
On a activé les traces du triangle MBC, de la hauteur issue de M relative a [DC], puis on a
lancé une breve animation de M le long de [AB]
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ANNEXE 2
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ANNEXE 3
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Grossissement d’une partie de la figure de I’annexe 1 aprés rognage
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Partie 3

CHAPITRE 8 : Problématique






PROBLEMATIQUE

1. LES QUESTIONS QUE NOUS POSONS

La démarche expérimentale pratiquée dans le cadre d’une recherche de problémes en
Mathématiques, I’est plus ou moins suivant le type de problémes posés et suivant le type
d’instruments utilisés. On peut se demander :

Question 1 : Existe-t-il un type de probleme nécessitant obligatoirement la pratique d’une
démarche expérimentale pour son traitement? Avec quels chercheurs et dans quelles
conditions ?

Question 2: La démarche expérimentale générée par la tentative de résolution de tels
problémes peut-elle étre le modele d’une démarche idéale ? qui permette en particulier de
retrouver des modélisations partielles déja connues ?

Question 3: Quelle est la décomposition formelle d’une telle démarche ? Quelles phases
peut-on mettre en évidence avant et aprés la conjecture ? Quelles types d’expérimentations
sont menées dans chacune de ces phases ? Quels sont les cadres d’investigation mobilisés au
cours de ces différentes phases ? Dans quels niveaux de géométrie spécifiques, le chercheur se
place-t-il naturellement au cours de ces différentes phases ?

Question 4: Quel peut étre I’apport de la connaissance de cette décomposition dans la
maitrise des ingéniéries didactiques (plutbt « des génies didactiques » pour rester Francais et
respecter la proposition de Rudolf Bkouche) relatives a la conception de problémes adaptés a
une véritable activité mathématique allant vers la découverte ?

Question 5: La démarche de découverte expérimentalement médiée par Cabri se développe-
t-elle de la méme maniere chez un apprenti-chercheur et chez un chercheur expert? La
connaissance d’une décomposition formelle de cette démarche permettra-t-elle de mettre en
évidence les phases qui devront faire I’objet d’un travail de transposition afin que I’apprenti-
chercheur en prenne conscience pendant son travail heuristique ?

2. LES HYPOTHESES QUE NOUS AVANCONS

‘ 2.1. GENERATION D’UNE DIALECTIQUE EXPLORATION-INTERPRETATION

La démarche de recherche de transformations cachées avec Cabri-Géometre comme
instrument médian génére chez les publics a qui on les propose de la démarche
expérimentale avec des enchainements d’activités d’exploration et d’activités
d’interprétation (incluant des essais-erreurs).

2.2. MISE EN EVIDENCE DES MACRO- ET MICRO-ETAPES DE LA DEMARCHE
(TOUT PARTICULIEREMENT DANS LES RECHERCHES EN GROUPES)

Ces problémes de boites noires sont des problemes mettant en évidence les macro-étapes et
les micro-étapes d’une démarche expérimentale en Mathématiques et plus particulierement
en géométrie. Cette mise en évidence est particulierement favorisée par une recherche en
groupe pilotée par un sherpa. Alors que la démarche se décompose en un enchainement de
macro-étapes, chaque macro-étape se décompose elle-méme en un enchainement de micro-
étapes.

Chapitre 8 : Problématique 119



Nous faisons I’hypothése supplémentaire que la modification du niveau d’expertise des
personnes a qui le probléeme est soumis fera varier la longueur de certaines phases de
recherche par rapport a d’autres.

2.3. LES MACRO-ETAPES PRE-CONJECTURES EMERGENT NATURELLEMENT
LES MICRO-ETAPES NON MAIS MODELISENT UN RAISONNEMENT PAR
ANALYSE-SYNTHESE

Les macro-étapes sont de deux types, pré-conjecture et post-conjecture :

3.1. Nous faisons I’hypothese que la démarche pré-conjecture est celle qui émerge de
maniére naturelle aussi bien dans les publics experts que chez les étudiants ou lycéens

3.2. Nous faisons aussi I’hypothese que la démarche post-conjecture est une démarche qui
n’émerge pas de maniére naturelle pour deux raisons au moins: manque de temps et
difficulté d’entrer de maniére naturelle dans une phase de validation expérimentale (le fait que
la phase de démonstration formelle survienne habituellement aprés I’énoncé de la conjecture
ameneée expérimentalement peut constituer un obstacle a ce type de validation).

3.3. Nous faisons ensuite I’hypothése que cette démarche post-conjecture si elle est pratiquée,
est une modélisation d’un raisonnement par analyse-synthése a des niveaux a preciser.

24. LES MICRO-ETAPES SONT DECOMPOSABLES DE MANIERE
QUATERNAIRE
MONTAGE, PROTOCOLE, EXPERIMENTATION, INTERPRETATION

Les micro-étapes apparaitront effectivement, dans un premier temps comme :

Des maillons binaires du type EXPLORATION-INTERPRETATION
pour étre affinées dans un second temps au cours des expérimentations qui valideront la
décomposition de la démarche expérimentale médiée, en des maillons quaternaires du type

IMONTAGE, PROTOCOLE, EXPERIMENTATION, INTERPRETATION ol

+ Le montage est la construction proposée avec I’ordre des constructions intermédiaires.

¢Le protocole est la description des actions qui vont étre opérées sur la construction,
statiques ou dynamiques.

¢ L’expérimentation est la réalisation du protocole avec les résultats observés déclarés au
niveau du signifié.

¢ L’interprétation est la traduction de ces observations a un niveau plus avancé, celui du
signifiant, ou du moins un niveau I’approchant.

25. MISE EN EVIDENCE D’UN NIVEAU DE GEOMETRIE QUALIFIE
D’INFORMATIQUE

La démarche expérimentale pratiquée dans un environnement informatique NECESSITE
de SE PLACER a des moments spécifiques dans un niveau géométrique ou des niveaux
géométriques connexes a ceux du cadre de Parzisz ; ces niveaux seront qualifiés de G;
Informatique et G, Informatique.
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2.6. MEILLEURE CONNAISSANCE DU TRIANGLE [CHERCHEUR-APPRENTI
CHERCHEUR-MODELE EXHIBE]

Nous faisons I’hypothese que la connaissance détaillée des phases de la démarche
expérimentale telles qu’elles apparaitront au cours de ce travail, mises en relation avec un
travail de recherche expérimentale effectuée par un Mathématicien chercheur permettront :
D’établir un paralléle entre I’activité du chercheur et celle de I’apprenti chercheur dans la
phase pré-conjecture.

De préciser les phases d’activités du chercheur dans sa démarche expérimentale post-
conjecture et les comparer au modeéle que notre recherche aura exhibé.

‘ 2.7. VIABILITE DIDACTIQUE DU MODELE

Nous faisons I’hypothese de la viabilité de notre modéle pour analyser des démarches
expérimentales et en particulier :

Pour analyser les narrations de recherche ou les résolutions de problemes longs et préciser
les phases qui sont concernées dans ce travail spécifique qui lie I’expérimental a I’écrit, le
signifiant au signifié.

Pour analyser certains exercices ou problemes proposés dans des ouvrages scolaires et
diagnostiquer plus précisément leurs objectifs d’apprentissage.

Pour éventuellement proposer des regles formelles a respecter pour une mise en place d’une
ingénierie didactique de I’expérimental utilisant I’informatique.

Cette toute derniére hypothése ne sera peut-étre pas validée au cours de ce travail mais il
parait naturel de la  proposer pour une  suite a ce travail.
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Partie 4

CHAPITRE 9: Mise en évidence des problémes cruciaux

CHAPITRE 10: L’objet didactique boite noire, révélateur de la
démarche expérimentale médiée






MISE EN EVIDENCE DES PROBLEMES CRUCIAUX

Il s’agit dans ce chapitre de mettre en évidence des problémes que nous qualifierons de
« problemes cruciaux » pour la formalisation de la démarche expérimentale : ceux dont la
résolution vont étre propices a I’émergence d’une pratique de la démarche expérimentale pour
leur résolutions et qui en méme temps peuvent nous aider a mettre en évidence les différentes
phase de cette démarche.

Nous nous focaliserons d’abord sur I’exemple des problémes inversés ; nous tenterons de
réaliser une étude formelle de ces problemes et en proposerons une caractérisation.

Cette analyse montrera les limites de I’utilisation de ce type de problemes pour faire
émerger les étapes que nous cherchons a mettre en évidence (celles de la démarche de
découverte expérimentale), mais la caractérisation de ce type de probléme nous permettra de
nous concentrer sur des problémes généralisant ceux-ci, les problémes de transformations
cachées dans une boite noire dans I’environnement Cabri-Géomeétre. Rappelons une de nos
hypothéses de recherche qui est que ces problémes sont les problémes cruciaux qui vont
rendre apparentes les phases de la démarche expérimentale médiée.

C’est seulement dans le chapitre suivant que nous montrerons effectivement I’intérét de
ces problemes pour I’objectif d’obtention aisée d’une visualisation plus fine de la démarche
expérimentale.

1. LA PISTE DES PROBLEMES INVERSES. ANALYSE DE

L’EXPERIMENTAL PROPOSE DANS UN TEL PROBLEME
1.1. Le choix initial des problémes inversés
Créer un probleme qui doive générer une démarche expérimentale pour sa résolution par
utilisation du logiciel Cabri renvoie au concept de boite noire tel que présenté par P.M.
Charriére (1993) sur un travail préalable de B. Capponi (voir université d’été 1993). L’idée
qui se dégage de I’exemple ci-dessous ou un parallélogramme RSTU est donné ainsi qu’un
autre xyvu qui en dépend est qu’une expérimentation générative va étre nécessaire pour
attaquer la résolution d’un tel probléme : ici, deviner comment le second parallélogramme
est construit a partir du premier.

R

T
L’environnement dans lequel est posé le probléme et la fagon dont il est posé, vont aussi
générer un enchainement d’expérimentations génératives et validatives : il est en effet
demandé de construire un parallélogramme ainsi que le parallélogramme qui en dépend et de
comparer le résultat obtenu par la macro-construction qui a servi a passer du premier
parallélogramme présenté au second.
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Parmi les exercices rencontrés dans les ouvrages scolaires ou cette idée est sous-jacente,
mais dans un environnement papier crayon, nous en avons repére dans le livre de Premiére S
des éditions Belin 2001 (Analyse d’un tableau de valeur ou d’une courbe : exercices 100,
101, 102, 103, 104 et 105 pages 22 et 23. Recherches de fonctions du second degré :
exercices 108, 109, 110 et 111 pages 48 et 49). Ces exercices intégrent soit une copie
d’écran de Cabri, soit des copies d’écrans de tableurs qui résument les données d’une
expérimentation. La tache est, comme dans la boite noire présentée plus haut de deviner
comment ont été obtenues les données présentées.

Il nous a paru pertinent de nous focaliser sur ce type de probléemes que la littérature
qualifie de « problemes inversés », pour essayer de détecter leur réelle pertinence au sens
d’une aide a la formalisation de la démarche expérimentale médiée.

Pour décrire puis caractériser ces objets didactiques nous avons choisi un exercice qui a
fait I’objet de multiples présentations et publications et qui de plus a été expérimenté
plusieurs annees d’affilée dans les classes de seconde dont I’auteur a eu la responsabilité.

1.2. Contexte dans lequel le probléme inversé choisi a été proposé

La description qui suit est extraite de la brochure IREM de Toulouse « Enseigner et pratiquer
les Mathématiques avec Cabri », (chapitre N° 13 : « Un exemple de transposition de probleme
inversé en classe » ) ; I’enseignant présente en classe les fonctions de référence en utilisant la
TI1-92 rétroprojetable avec le protocole suivant (une partie de la réalisation est aussi exposée) :
Premiere seance :

Présentation dynamique aux éleves d’une construction géométrique permettant a partir d’un
point d’abscisse x de I’axe des abscisses de construire le point de I’axe des ordonnées
d’ordonnée x2 (cette expression formelle n’est évidemment pas donnée aux éleves).

Le point M de coordonnées x ety est construit et son couple de coordonnées est affiche.

La monstration réalisée par le Professeur consiste en :

L’animation de x pour voir se déplacer y, M et visualiser le changement dans I’affichage des
coordonnées de M.

La visualisation de la trace de M puis la création de la courbe de la fonction carrée a partir de
I’outil « Lieu ».

La proposition du probléme a résoudre qui consiste a découvrir un lien entre X et y
explicitable par une formule algébrique.

Une animation de x avec capture des coordonnées du point M qui décrit la courbe dans le
tableur associé a la page Cabri dans les colonnes c1 et c2.

Le traitement des données sous la forme de création de colonnes dépendant des deux
premiéres capturées c’est-a-dire x et y, ces nouvelles colonnes étant des combinaisons des
deux premiéres par utilisation des opérations usuelles fortement suggeérée par la question du
professeur a la classe « nous cherchons s’il y a un rapport entre c1 et c2 ». La classe finit par
proposer par exemple ci = ¢1/c2 puis c2/c1 qui donne les mémes résultats que c1.
Interprétation sous forme d’une conjecture : y = x2.

Démonstration de cette conjecture

Deuxieme séance

Une séance en tout point analogue a la premiere est batie avec comme objectif, cette fois
I’introduction de la fonction inverse. Une différence essentielle dans la mise en place : les
éleves ont pour consignes de suivre et de participer sans prendre de notes. Quand le travail en
commun est achevé, ceux-ci recoivent une feuille polycopiée contenant les captures d’écran
utiles a la narration illustrée du travail achevé. Les éléves doivent réaliser cette narration
illustrée en se servant des captures d’écran fournies
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Evaluation
Dans le devoir surveillé suivant, le probleme qui suit a été intégré.

1.3. Le probléme avec une proposition d’analyse

Exercice
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X est un nombre de I’axe des abscisses, y est le nombre de I’axe des ordonnées obtenu par la
construction ci-dessus, & partir de A positionné a —1. On se propose de découvrir la relation
fonctionnelle qui permet d’évaluer y en fonction de x.

Dans un premier temps, par animation de x on capture une série de couples (x ; y) dans un
tableau et on fait le traitement ci-dessus.

T

Si on n’avait pas précisé le contexte dans lequel ce traitement est proposé (analogie avec des
traitement realises en classe pour la mise en évidence des fonctions carrée et inverse), on
pourrait qualifier celui-ci de divinatoire : comment en effet avoir I’idée du traitement
algébrique des colonnes de données avec certaines opérations plutét qu’avec d’autres ?

Le choix de cet exercice a pour objectif de dégager a partir de ce modéle les caractéristiques
des problemes inversés.

Note : on peut si on veut transformer cet exercice en un exercice plus ouvert pour les éléves
avec la possibilité de mieux traiter la rupture entre le registre du tableur et le registre formel,
en relachant les contraintes, c’est-a-dire donner comme consignes de répéter cette capture de
données pour plusieurs positions de A correspondant a des abscisses négatives simples et
analyser les tableaux obtenus, les comparer pour essayer avec plus de chances de succes de
conjecturer la bonne relation (cette expérimentation n’a pas éteé faite).

ANALYSE DE LA DEMARCHE
*PROTOCOLE : construction d’une figure pilotable par x (O1) produisant y (O2) sous
I’effet d’une action A a déterminer.
(Amelioration possible : rendre la figure pilotable avec un second parametre de relachement
de contraintes sinon les décisions d’action vont dépendre du niveau d’expertise : justement
pareil pour les boites noires).
*EXPERIMENTATION : Animation de x et capture des données (x ; y) dans plusieurs cas
*OBSERVATION des (01 ; O2) : ici rien.
*TRAITEMENT induisant une mise en ceuvre de connaissances et un changement de cadre
numérique/algébrique.
*CONJECTURE sur I’action A.
*VALIDATION EXPERIMENTALE : plusieurs types pour augmenter la plausibilité
*SYNTHESE : démonstration formelle déductive.

Notons que ce qui est réellement proposé dans ce probléme, ce sont seulement les étapes
qui suivent les 3 premiéres indiquées dans I’analyse qui précede : I’expérience est seulement
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décrite avec les données qu’elle permet de collecter. La démarche pré-conjecture telle qu’elle
apparait dans notre analyse a priori est escamotée pour éviter la manipulation technique c’est-
a-dire I’appel a des connaissances techniques. Néanmoins, la connaissance du logiciel est
nécessaire ; la notion d’animation utilisée dans I’énoncé demande une appréhension
séquentielle de la figure fournie, c’est-a-dire de deviner le protocole de construction : il est
impératif de comprendre que si x est pilotable, il est I’objet indépendant dont en particulier y
doit dépendre. L’expérience a été realisee : sa compréhension nécessite cette fois une
appréhension opératoire optique pour faire le lien entre cette animation et les données
capturées dans cl et c2. Le traitement de ces données est aussi imposé par I’énoncé et le
travail a réaliser est un travail de tri de données qui doit permettre de remonter du registre
numérique de la fonction a déterminer au registre formel qui est celui attendu. 1l y a d’abord
un appel a I’insight avant I’appel a I’intuition

Le changement de contexte (au sens de Noss et Hoyles) est fort ; ici il demande de relier
un contexte de proposition de géométrie dynamique a celui d’une résolution algébrico-
numérique plus proche du contexte papier crayon. Ceci peut expliquer la difficulté non
apparente de ce probleme ; cette difficulté est apparue au cours de I’évaluation du travail
réalisé en devoir surveillé et s’est traduite par un fort pourcentage d’éléves refusant
préalablement d’aborder cet exercice méme si celui-ci reproduit des situations de classe
retravaillées avant le travail en temps limité. Cette observation qui a été faite plusieurs années
d’affilée dans les mémes conditions d’expérimentation conforte cette hypothese.

Il apparait donc que la part prise par I’expérimental dans ce type de probléme est virtuelle.
Dans la proposition du probléme, I’expérimentation fait partie des données (méme si celle-ci
a été réalisée technologiquement) puisque I’expérience est seulement décrite, les
observations dégagées sous forme de données numériques. Le réle du chercheur du probleme
se raméne a du traitement de données réalisé par analogie avec des traitements déja faits au
cours de résolution de problemes du méme type.

Ces remarques préliminaires pourraient nous faire rejeter dés maintenant ce type de
problémes pour étre les vecteurs de notre tentative de décomposition formelle de la démarche
expérimentale. Nous nommons de bons vecteurs de cette tentative, des « problémes
cruciaux ». Mais une étude plus minutieuse devrait nous faire comprendre pourquoi un expert
a pu étre amené a proposer de tels probléemes dans le cadre d’une intégration des TICE a
support expérimental méme si ce support est virtuel pour le chercheur du probléme. Leur
caractérisation va nous guider vers les problémes de boites noires aprés une étude appropriée
dans le chapitre suivant.

1.4. Essai de caractérisation des problémes inversés :
Cette caractérisation sera faite en opposition a la notion de probléme dit « direct ».
Les notations utilisées seront les suivantes :

Action =A, Objet1=0;, Objet2=0,.

1.4.1. Le probléme « DIRECT »

Probléme classique (PROB DIR) : Ce PROB DIR se schématise par les
 Une action A est donnée inférences suivantes :
» A est appliquée a O; connu
» Déterminer I’objet produit

Réponse: O,

Inférence : oli>02 ?

Le travail attendu dans un tel probleme est de I’ordre du raisonnement déductif ; la
connaissance de propriétés attachées a I’action A va permettre de prévoir, éventuellement sans
expérimenter, le résultat cherché. Ceci permet de comprendre les raisons invoquées par
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certains pour dénier I’intérét de I’utilisation des « nouvelles » technologies ; dans de tels
problémes, posés dans un «environnement classique », point n’est besoin en effet d’aller
chercher un logiciel de geométrie dynamique pour découvrir que I’image d’une droite par une
translation est une autre droite. La connaissance des propriétés de la translation permet en
effet d’avoir le résultat sans faire le détour par une validation expérimentale informatique.

On peut en effet résumer ce probleme :

D’une part a ses donneées, la donnée de A, la donnée de O, la donnée aussi des propriétés de
A appliquée a tout objet d’une famille dont O, fait partie

D’autre part a sa question qui n’est autre que la détermination de O, = A(O,)

1.4.2. Le probléme « INVERSE »

Probleme inversé (PROB INV) : Ce PROB INV se schematise par les
* Une action A est inconnue inférences suivantes :
* A appliquée a O, connu donne O, connu
* Déterminer I’action ) A?
« Réponse : A (non nécessairement unique) Inférence : |0, O,

Le travail attendu dans un tel probléme est de I’ordre du raisonnement inductif ; ici c’est la
connaissance de données obtenues par expérimentation et les réelles connaissances de
I’expérimentateur ou de celui a qui sont soumises les données recueillies qui doivent
permettre une mise en relation entre les données « entrées » O, et les données « sorties » Oo.
Notons qu’ici, quand on parle d’objet Oy, il s’agit plutdt d’une famille d’objets qu’on va créer
dans I’expérimentation pour obtenir la famille d’objets O,. Dans ce type de probléme,
I’expérimentation s’avére obligatoire pour se mettre dans les conditions d’une possibilité
d’induction concernant I’action a déterminer.

Dans un tel probléme, il n’est pas imaginable d’opposer des arguments du type de ceux
présentés dans le paragraphe precédent, car I’éventualité de la découverte de la réponse
concernant I’action A passe par I’expérimentation productrice de cas particuliers.

1.5. Problemes inversés et démarche expérimentale

1.5.1. La démarche sous-jacente dans un tel probléme

Le probléme inversé consiste donc en la détermination d’une action inconnue dont on peut
relever les effets sur une famille d’objets O; qu’elle transforme en une autre famille d’objets
O,.

La démarche qui est proposée dans I’environnement Cabri pour tenter de déterminer A
est une démarche dont I’initiative est prise par I’auteur du probléme : on peut reconstituer
cette démarche a partir des questions qu’il pose.

L’exécution d’un protocole utilisant les outils de Cabri va générer des donneées, les couples
(01, 02); on retrouve la une caractéristique des expériences de monstration en sciences
physiques qui produisent des données qui doivent étre facilement interprétables, c’est-a-dire
conduire aussi vite que possible au modéle a découvrir.

Il y a une recherche brouillonne ou I’auteur propose de réaliser des opeérations sur ces
données et d’observer les résultats obtenus. 1l y a production d’objets inférés par les couples
(01, 02).

Il y a une rationalisation de cette recherche quand on réussit a faire se concentrer le
chercheur du probleme sur les données numériques interprétables algébriquement. 1l y a
focalisation sur certains objets inférés particuliers.
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Il 'y a I’illumination qui donne cette interprétation et I’enchainement accéléré d’étapes qui
conduisent a la conjecture. Il y a la reconnaissance d’une liaison entre O; et O, qui doit
conduire a une conjecture sur I’action cherchée.

On peut imaginer une validation opératoire de la conjecture faite ou mieux une
démonstration de la formule conjecturée a partir des données geomeétriques du probléme.

1.5.2. Pourqguoi un tel probleme ne peut-étre un « probléme crucial »

Les étapes que nous avons fait apparaitre dans I’analyse qui précéde ne sont pas apparues
au cours d’une recherche de probleme ouvert nécessitant une prise d’initiative pour
déclencher I’investigation et la poursuivre jusqu’a la conjecture. La mise en évidence de ces
étapes est fortement corrélée a I’auteur qui a créé le probleme : il a lui-méme mis en scéne
une expérimentation de monstration qui doit conduire inévitablement au résultat cherché ; un
probléme crucial aurait d0 permettre que le chercheur de ce probléeme recoive ce probleme
sous une forme simple qui I’oblige a prendre des initiatives qui ne doivent pas lui étre
imposées. Le changement de contexte qui oblige a sauter du contexte de la géométrie a celui
de la géométrie dynamique puis a celui du tableur et enfin a celui de I’algebre formelle est un
paramétre fort qui complexifie la tache attendue. Cette tdche ne peut étre realisée que par
enchainements de techniques dans des contextes différents. Ce manque d’unité dans les
contextes d’investigation (graphique, tableur, géométrique) conduit I’auteur a concevoir et a
décrire ces investigations dans I’énoncé du probléme ne laissant a la charge du receveur du
probléme qu’une partie mince et complexe de la découverte de la solution.

1.5.3. Quelques caractéristiques d’un « probléme crucial »

Un probléme crucial est un probléme qui permettrait de déclencher des investigations du
receveur de ce probléeme dans un contexte unique. Ces investigations doivent étre menées
impérativement pour glaner des observations interprétables. Un changement de contexte ne
doit pas permettre de trouver la solution sans investigation (dans I’exemple proposé, un
raisonnement géométrique ou analytique permettait de trouver la solution). Il faudra donc
maitriser les outils du contexte dans lequel la recherche s’effectue.

Dans un probléme inversé, ce qui devait produire de I’expérimentation était le fait que
I’inconnue était une action dont la nature devait étre déterminée par les effets qu’elle
produisait sur une famille d’objets O1 ; si I’expérimentateur n’arrive pas a interpréter les
effets de cette action, il se retrouve en situation d’échec et ne peut prendre I’initiative de faire
opérer son action sur une autre famille d’objets O’; pour essayer de se mettre dans une
situation plus favorable d’interprétation. Cette impossibilité de réaliser de nouvelles
investigations est due au fait que dans le probleme qui était proposé, le contexte de résolution
était en réalité un contexte fortement associé a I’environnement papier crayon qui décrivait
une expérimentation et demandait I’interprétation formelle de ce qui était relaté.
L’investigation ne pourra étre possible pour un tel type de probleme de détermination d’une
action inconnue que si le receveur du probléme le recoit avec le contexte technologique dans
lequel ce probléme a été concu.

Les problemes de boites noires sous leur variante « détermination de constructions ou de
transformations cachées » qui ont déja fait I’objet de nombreux travaux dans I’environnement
Cabri (Capponi, Charriere, Houben et Van Hamme, Dahan), semblent répondre au cahier des
charges qui a commencé a étre brossé dans les lignes précédentes. C’est pourquoi nous allons
concentrer notre recherche sur ces problémes spécifiques.
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2. DE LA PISTE DES PROBLEMES INVERSES A CELLE DES BOITES

NOIRES

Les boites noires que présente P.M. Charriére dans la monographie du CIP « Apprivoiser
la Géométrie avec Cabri-Géometre » admettent le plus souvent comme objet initial ou objets
initiaux des objets non simples de géométrie plane (au plus simple un segment ou une
configuration du type triangle ou polygone) et comme objet finaux, le plus souvent des objets
du méme type ou plus complexes. Méme si des stratégies sont développées dans cette
brochure, comme elles sont présentées sous forme d’un catalogue, elles ne garantissent pas
gu’un chercheur les connaissant sera conduit a une démarche expérimentale, qui plus est,
canonique. C’est pourquoi, nous avons eu I’idée de concevoir des boites noires simplifiées au
maximum au niveau des objets initiaux (un point) et des objets finaux (un point, image du
précédent par une transformation cachée dans une macro-construction).

Dans I’article que nous avons présenté en 2000 a la 6th Summer Academy (ACDCA
Portoroz Slovenia) intitulé « Another approach of Teaching Mathematics with new
technologies », nous avons montré une simulation de résolution d’une telle boite noire qui
cachait une transformation géométrique non triviale dans I’environnement Cabri. Nous
notions a ce sujet que « de nouveaux exercices, de nouveaux problémes et de nouveaux
examens étaient la conséquence d’une nouvelle régulation des liens fondamentaux entre
I’enseignant et les mathématiques, I’enseignant et I’apprenant et I’apprenant et les
Mathématiques » Cette nouvelle régulation passait par une pratique d’une démarche
d’investigation médiée c’est-a-dire une démarche expérimentale médiée, objectivée le plus
souvent par un défi a relever (les défis proposés par Luc Trouche a ses éléves de Montpellier
dans I’expérimentation qui a donné lieu a la publication « Expérimenter et prouver. Faire des
mathématiques au lycée avec des calculatrices symboliques » IREM De Montpellier 1998).
Nous notions aussi que ces problémes nécessitaient du temps et que, ce qui peut étre évalué,
c’est davantage les stratégies que le succes.

Il nous a semblé que parmi les problémes de boites noires, ceux qui ont pour objectif la
détermination d’une transformation cachée dans I’environnement Cabri-Géometre, sont des
problémes qui, s’ils sont proposés a des receveurs qui ont une connaissance minimale des
outils de Cabri et de leurs usages en Mathématiques, peuvent générer un grand éventail
d’investigations. Ils sont donc susceptibles de nous aider a décomposer la démarche
expérimentale médiée. On peut espérer que si, de plus, de tels problemes sont proposés dans
un cadre de recherche publique qui favorise le débat entre pairs, on pourra atteindre une
modélisation de cette démarche plus pertinente que celle qui se dégagerait d’une recherche ou
de plusieurs recherches privées.

Dans le chapitre suivant nous allons voir de plus pres pourquoi ces problémes peuvent étre
considérés comme des problémes cruciaux de la mise en évidence formelle des étapes d’une
démarche expérimentale médiée.
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L’OBJET DIDACTIQUE BOITE NOIRE, REVELATEUR DE
LA DEMARCHE EXPERIMENTALE MEDIEE

1. LES QUALITES DIDACTIQUES DE L’OUTIL « BOITE NOIRE »
1.1. La notion de boite noire

Bernard Capponi qui est & I’origine de cette notion I’évoque ainsi dans son article
« Utilisation du logiciel Cabri-géomeétre en classe » (Université d’été -Apprentissage et
enseignement de la géométrie avec ordinateur : utilisation du logiciel Cabri-géomeétre en
classe - Grenoble 9-13 Juillet 1993) :
« L’idée de « boite noire » développée autour de Cabri-géometre consiste a donner a I’éleve
une macro-construction produisant une certaine construction a partir d’objets initiaux, sa
tache étant alors d’analyser le comportement de la figure produite pour réaliser une
construction identique »

Vincent Boury dans son mémoire de DEA de sciences cognitives (INPG Grenoble,

1992/93) intitulé « La distinction entre figure et dessin en géométrie : étude d’une « boite
noire » sous Cabri-géomeétre » précise un peu mieux ce qu’est une boite noire au sens de
Bernard Capponi :
« Dans une tache de type boite noire, on donne aux éleves un Cabri-dessin a I’écran de
I’ordinateur, qu’ils peuvent manipuler en utilisant les diverses fonctionnalités du logiciel.
Ils doivent reconstruire a I’aide de celles-ci le méme Cabri-dessin ayant un comportement
identique lors du déplacement de I’un de ses éléments. Cette tache requiert donc des éleves
qu’ils identifient les propriétés géométriques caractéristiques de ce Cabri-dessin, en un mot
la figure géométrique sous-jacente. ».

Pierre-Marie Charriére dans sa monographie du CIP de Novembre 1996, préfere une
présentation a la fois analogique et exemplifiée de ce qu’il appelle « I’idée boite noire » :
Il commence par donner un exemple arithmétique, d’ou la solution se dégage par une
approche inductive (on peut ici parler d’expérimentation générative) :
« Sivous lisez 1, 4, 9, 16, 25 ? ... vous pouvez penser 36 ! Car vous aurez découvert un
processus permettant a partir de 1 de trouver 4, a partir de 2 de trouver 9, a partir de 3 de
trouver 16, etc ...(peut-&tre avez-vous découvert ce processus ?) »
Il propose ensuite de faire de méme avec des objets géométriques en présentant les deux
Cabri-dessins suivants :

4 partir des deux points A et B on obtient une droite
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Il note d’abord que « ce dessin est ambigu et que I’activité n’a plus de sens dans I’univers
papier-crayon mais que le logiciel a été congu de maniere a conserver les liens entres les
objets géométriques » Il présente ensuite une copie d’écran montrant différentes figures
obtenues par des déplacements des points A et B :

\

=
.

différentes figures obtenues par le déplacement des points A et B

Il caractérise enfin cette boite noire par la tache qui lui est associée :
« L’objectif pour I’éléve, sera de trouver le procédé de construction »

1.2. Les boites noires, version « transformation cachée dans I’environnement Cabri »
Dans le méme texte que celui cité ci-dessus Bernard Capponi, suggérait la possibilité de
«reprendre I’idée pour faire étudier des transformations géométriques comme la
translation ou la rotation en collége ». Il précisait que ces transformations « pouvaient étre
étudiées d’abord a partir de leurs effets ». Nous allons focaliser notre attention sur un tel
type de boite noire qu’on peut ainsi définir :

Définition d’un tel probleme : sur une page Cabri, un point libre est donné (ce point
peut donc étre tiré), un autre point apparait simultanément qui est I’image du point
précédent par une transformation géométrique non accessible (ce point est donc
commandé par le mouvement du point libre).

Ce probleme de boite noire consiste en la détermination de la transformation cachée.

Domaines d’expérimentation de ces boites noires
Ces boites noires utilisées dans divers contextes :

s recherche en classe pilotée par le professeur ;

s recherche par des publics en formation initiale ou continue ;

s+ monstration de problémes nécessitant obligatoirement des démarches d’investigation

qui n’ont pas leur équivalent dans I’environnement papier crayon.
ont montré dans notre expérience personnelle un certain nombre de qualités favorisant
I’apparition d’une démarche expérimentale riche confirmant les observations de Charriére
puis Houben et Van Hamme. Ceux-ci, ont montré en 1994 que de tels problémes posés dans
I’environnement Cabri favorisaient en effet une telle démarche auprés de publics aussi divers.
Quelques-unes de ces qualités sont détaillées ci-dessous.

1.3. Qualités des boites noires favorables a I’apparition d’initiatives investigatrices de
type expérimental
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UNE PREMIERE QUALITE (obligation d’investigation)

Des données minimales dans un contexte delibérément informatique qui forcent celui qui
recoit le probleme, & expérimenter ; la seule visualisation des données d’un tel probleme non
seulement ne permet pas mais empéche une activité de résolution en pensée. La prise
d’initiative avec le médian informatique qui est a la fois I’outil et I’environnement du
probléme (c’est-a-dire le contexte au sens de Noss et Hoyles) est obligatoire et est une
condition sine qua non de TOUT démarrage. Les expérimentations doivent faire apparaitre
des effets produits, elles sont donc a priori génératives. La conjecture générée peut
éventuellement inférer une analyse qui prend la forme d’une expérimentation validative.
Boury note dans son mémoire pour des éleves de college une aptitude plus naturelle a
produire des conjectures qu’a les analyser, c’est a dire a les valider dans I’environnement
Cabri.

UNE DEUXIEME QUALITE (visibilité des investigations)

Dans toutes les expériences faites (voir une typologie plus loin), une grande variété
d’activités, le plus souvent cachées dans le travail mathématique académique, deviennent
observables. Tout « I’inavouable » finit par émerger : tout ce qui, en aucun cas, ne peut
transparaitre dans un travail fait a la maison par des éleves ou des étudiants, dans un travail en
temps limité ou dans des copies d’examen de type académique. Le « observer, conjecturer,
démontrer » de la démarche scientifique ou expérimentale (suivant les auteurs dans la
littérature didactique ou de la noosphere) prend corps. La partie usuellement privée du travail
d’investigation est observable et peut donc passer au niveau public : la réfutation peut naitre
face a une argumentation de type primitif. Il y a les mots (le signifié au sens de Saussure) et il
y a le sens des mots (le signifiant, toujours au sens de Saussure). Mettre du sens derriére les
mots, en particulier derriere le mot « observer » sera possible en décomposant toutes les
étapes pré-conjectures de la démarche expérimentale. Nous avons déja vu dans nos analyses
préeliminaires, qu’a lui seul ce mot ne peut résumer toute I’activité pré-conjecture.

UNE TROISIEME QUALITE (discrétisation de la démarche)

Le travail de résolution est discrétisé permettant ainsi, si nécessaire un compte rendu a
chaque fois fidele de ce qui est fait, initiative par initiative : le médian informatique force la
discrétisation en mettant nécessairement I’accent sur le coté technique appelé vulgairement
« presse-bouton » qui ralentit le rythme et permet une observation fine de ce qui se passe.
+Notons que la fonctionnalité « historique » de Cabri permet au chercheur de revenir pas a
pas de maniere séquentielle sur toutes les constructions qui ont été le fruit de son
investigation ; elle permet aussi a I’enseignant d’avoir un accés au cheminement de I’éléve du
moins dans les décisions opérées.
¢ Le pointeur intelligent qui permet de repérer plusieurs points au méme endroit, qui permet
aussi de se demander quel objet on va choisir pour telle ou telle manipulation, accentue cette
discrétisation opératoire. On peut donc constater que la construction sous Cabri accentue
I’appréhension séquentielle de la figure dans une appréhension corrélativement opératoire : la
dichotomie proposée par Duval semble donc plus difficile a réaliser dans cette situation
particuliere

L’action de presser le bouton n’est que le point d’orgue de la mise en place de la mini
expérience, elle-méme résultat de I’initiative prise. Avant donc de presser sur les boutons,
c’est-a-dire avant de réaliser I’expérience qu’on a décidé d’effectuer :

— |l faut mettre en place un certain matériel (faire une figure dans Cabri, éventuellement une
construction élémentaire) avec I’objectif de sa manipulation ultérieure, c’est-a-dire d’une
action qu’on prévoit d’effectuer, c’est le protocole qu’on met en place (on peut prévoir de
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tirer sur un point pour observer le mouvement d’un autre ; on peut activer la trace d’un point
dépendant pour observer et garder la trace de son déplacement quand on va animer un certain
point dont il dépend).

— Le montage de cette mini-expérience est fortement paramétré par les connaissances de
I’expérimentateur. La stratégie adoptée n’est neutre a aucun moment : c’est pour cela que
beaucoup de non-dits peuvent en plus étre exhibés d’un compte-rendu d’une telle démarche.

UNE QUATRIEME QUALITE (génération d’un débat)

Les initiatives proposées sont simples et produisent un signifié, une trace sur I’écran qui est
percue differemment par les interlocuteurs. Les propositions des uns vont entrer en conflit
avec les interprétations des autres et favoriser la génération d’un débat, d’une démarche de
preuve au sens de Balacheff. Ce dialogue externe ou interne est selon Glaeser, rappelons-le,
une marque des processus heuristiques.

1.4. Les appréhensions des figures au cours de la démarche d’investigation

La construction pas a pas de la figure mise en place favorisera une appréehension séquentielle
de cette figure dans la démarche de recherche et nous savons que cette appréhension n’est pas
celle qui est propice a un rapprochement vers la solution (Duval). Néanmoins, la dynamicité
de I’environnement et les manipulations réalisées suivant le protocole décidé ou improvise,
favoriseront une appréhension opératoire de cette figure; nous savons qu’une telle
appréhension est favorable a la découverte de la déformation qui va nous faire approcher de la
solution (toujours Duval).

2. DES «BOITES NOIRES» EN GENERAL AU MODELE

PARTICULIER PROPOSE A L’ANALYSE

2.1. Introduction

Dans une premiére approche qui a été I’approche de I’enseignant innovateur-expert, nous
n’avons vu dans cet objet didactique que le cdté ludique car extra curriculaire et nous avons
difficilement pu en imaginer une utilisation cohérente avec un enseignement académique
orienté « évaluation ». Pourtant P.M. Charriére notait déja que « Résoudre une boite noire est
proche du comportement ludique. Comme le joueur d’échec, il est nécessaire d’anticiper ».
Il affirmait aussi que « I’activité Boites noires se préte trés bien a une évaluation ». La
nécessité impérative de disposer d’un materiel informatique et du logiciel Cabri a longtemps
découragé notre désir d’utiliser des dispositifs didactiques incluant I’utilisation de cet objet.
Néanmoins, la possibilité d’utiliser une calculatrice rétroprojetable pour proposer de tels
problémes a favorisé une intégration de tels dispositifs didactiques dans notre pratique
d’enseignant et de formateur :

— Dans notre enseignement en classe de seconde, de Premiere S ou STT et terminales S ou
STT;

— en formation initiale dans notre enseignement didactique dirigé vers les PLC2 de
mathématiques a I’lUFM de Midi-Pyrénées ;

— en formation continue avec des Professeurs de Lycée ou de Colléges ;

— au cours de contacts avec des chercheurs et enseignants de diverses nationalités.

Nous pouvons dire que ce qui suit constitue un exemple de la maniére dont le chercheur
peut utiliser les données générées par I’enseignant dans sa pratique sur le long terme pour
s’aider a forger son a priori sur I’apport des boites noires dans la formalisation de la
démarche de découverte expérimentalement médiée (dans le cas ou enseignant et chercheur
sont la méme personne).
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Nous présentons en annexe comment nous avons été amené a inclure au cours de nos
activités d’enseignant des situation-problemes du type boites noires, version transformation
cachées. Le protocole adopté pour la gestion du déroulement de telles activités est I’un de
ceux suggéres par P.M. Charriere :

« Résoudre une boite noire en groupe, une personne manipulant sous les ordres des autres
(nécessité d’une tablette rétroprojetable) ».

2.2. Le protocole « boite noire » adopté
Aprés de multiples expérimentations et de multiples réglages des parameétres opérationnels
de ces boftes noires en classe, une stabilisation s’est réalisée avec les quelques caractéristiques
suivantes :
Matériel utilisé : calculatrice TI-92 rétroprojetable équipée du logiciel de géométrie
dynamique Cabri avec sa tablette de rétro projection posée sur un rétroprojecteur, un écran
jouxtant le tableau noir ou blanc de la classe. Le matériel est disposé de telle sorte que le
manipulateur puisse étre debout dans I’allée centrale et puisse se tourner (tout en opérant) vers
chaque intervenant.
Les participants: un groupe homogene de 15 a 20 éleves ou étudiants ou professeurs-
stagiaires. Pour les classes de lycée, on a donc opéré avec des groupes de modules, en tout
état de cause, en demi-classe. La notion d’homogénéité est comprise ici dans un sens tres
précis :
Le niveau scolaire ou universitaire ou de formation en Mathématiques des membres
du groupe est similaire (on ne considére absolument pas les « aptitudes » mathématiques
qui restent différentes).
Le niveau de connaissance du logiciel doit étre a peu pres le méme ; ici il s’agit plus
de comprendre ce qu’on peut éventuellement lui demander que de savoir ce qu’il peut
faire explicitement. Il est courant d’ailleurs que I’opérateur que j’étais, utilise un outil ou
une combinaison d’outils pour effectuer une manipulation qu’aurait aimé faire un
intervenant. Notons qu’une certaine homogénéisation se fait naturellement pendant
I’expérimentation : au début interviennent seulement ceux qui pensent connaitre le
mieux le logiciel et progressivement les autres entrent dans la dynamique de la séance
en proposant d’éventuelles actions plutot que I’utilisation d’un outil spécifique.
Montage mis en place : une boite noire a été créee et enregistrée sous forme d’une macro-
construction afin que la visualisation des objets cachés soit ne montre rien, soit ne donne
aucune indication sur la maniére dont le point image a été créé a partir du point antécédent
(quelques exemples de tels montages ont été montrés a Cabriworld 2 Montréal 2001). Sur
I’écran apparaissent seulement deux points d’épaisseurs différentes. Le professeur est prét a
piloter sa T1-92. Les participants sont face a I’écran avec papier et crayon pour une éventuelle
prise de notes.
Ceci est la présentation et la description du matériel d’une expérience en sciences
expérimentales
Instructions pré-expérimentales : le professeur manipulateur montre a I’écran les deux
points, montre qu’un seul des deux points peut étre saisi et tiré dans tous les sens et fait
constater que le mouvement du point manipulé est accompagné d’un déplacement du second
point. Il fait « constater » que la position du second point dépend de la position du premier
suivant une construction géométrique qu’il a lui méme cachée. L’objectif du travail propose a
la classe est de découvrir la nature de cette construction, c’est-a-dire la nature géométrique de
la transformation cachée transformant le premier point en le second. Pour cela, le professeur
est a la disposition des intervenants pour effectuer avec sa calculatrice toutes les
manipulations qui lui seront proposées jusqu’a la découverte de la solution. Les intervenants
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ont le droit de prendre des notes. Le Professeur ne répondra a aucune question autre que des
questions techniques.

Nous présentons en ANNEXE 1 les recherches de trois boites noires qui ont été
effectivement menées par des éléves du niveau de premiére S (pendant I’année scolaire
2001/2002) aux cours de séances d’une heure de module en salle d’informatique et par
groupe de deux.

Nous présentons en ANNEXE 2 un retour et en méme temps une réflexion didactique
sur I’arrivée des boites noires dans nos scénarios d’enseignements

2.3. Recherches et diffusion de stratégies « experts »
2.3.1. Méthodologie de découvertes de stratégies « experts »

Devant les stéréotypes d’attaque que j’ai pu observer au cours des démarrages des
recherches des premiéres boites noires expérimentées, j’ai éprouvé le besoin de m’imaginer
cherchant un tel probléme pour voir quelles attaques spécifiques mes connaissances de Cabri
allaient me faire concevoir. J’ai présenté a la 6th Summer Academy ACDCA 2000, une boite
noire que j’avais préalablement cherché a résoudre avec les outils que ma qualité d’expert m’a
fait mettre en évidence.

Pour cela, j’ai créé diverses boites noires avec des noms aléatoires que j’ai enregistrées
dans mon disque dur: ces boites noires utilisaient des constructions non habituelles qui
rendaient leur résolution quasiment impossible. Quelques mois plus tard, j’ai essayé de
résoudre I’une d’entre elles, prise elle aussi au hasard parmi celles préparées. J’ai donc mis au
point un certain nombre de procédures spécifiques pour tenter de venir a bout d’une telle
tache.

Ce sont ces procédures qui ont été présentées avec la boite noire en question: le but
recherché était de montrer qu’effectivement, comme le rappelait Colette Laborde, la
technologie peut générer de nouvelles activités mathématiques et pas seulement illustrer ce
qui peut se faire sans elle.

2.3.2. Diffusion des stratégies expertes : au fil de mes expériences, je distillais certaines de
ces stratégies a mes publics pour, pensais-je, enrichir la panoplie de leurs outils d’attaque pour
les boites noires qui leur seraient proposées ultérieurement. Par exemple :

— activer les traces des points antécédents et images, écrire son nom en tirant sur le point
indépendant et observer ce que donnait la trace du point dépendant pour éventuellement
mettre la main sur une solution qui pourrait étre trivialement conjecturable (S1) ;

— redéfinir le point indépendant sur une droite et demander le lieu du point image puis
bouger la droite initialement créée (S2).

De telles stratégies avaient déja été mises en évidence par Houben et VanHamme (CEIAEM
1994 et Actes du colloque inter-IREM Géométrie 1994).

L’impact de cette diffusion était plus que variable et leur intégration n’a pu réellement
étre observée que lorsque leur utilisation était cohérente avec la stratégie personnelle de
I’intervenant. De la méme maniére qu’un lycéen répugne toujours a donner des solutions
d’une équation qu’il a découvertes comme solutions évidentes, souvent ces mémes éleves
rechignent a utiliser la stratégie S1 citée plus haut qui déflorerait le probleme trop vite,
montrant ainsi le besoin des intervenants devant un probléme dont on a obtenu la dévolution,
que ce probléme soit un probléme consistant (qui doit résister par nécessité aux premieres
attaques « rudimentaires »).

Remarque : La différence avec les activités de « manip » en sciences physiques est ici
flagrante puisque la donnée des instructions détaillées de la « manip » suffit pour réaliser
celle-ci En sciences physiques, le protocole est donc imposé. Ici, dans la tentative de
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résolution de la boite noire, le protocole se batit au fur et & mesure des initiatives : le champ
des manipulations reste ouvert tout au long de la recherche.

2.4. Un modéle de démarche de résolution d’une boite noire

Mon experience de la pratique en classe et en face de publics a former, a grandi dans le
temps ; le mot expérience est a prendre au tout premier degré, c’est-a-dire une grande pratique
dans les conditions précisees dans le protocole ci-dessus. J’ai donc été amené a proposer dans
un mini-cours animé a Cabriworld 2 une boite noire cherchée avec les intervenants puis j’ai
montré comment on pouvait techniquement concevoir la macro cachant la transformation a
découvrir. Cette boite noire sera désormais nommée « fausse affinité.

J’ai donc rédigé un compte rendu de la recherche de cette boite noire qui n’est pas un
compte rendu fidéle de ce qui s’est passé, c’est une transposition réaliste de ce qui s’est passé
en partie, ce qui aurait pu se passer et qui s’est passé en d’autres circonstances et que ma
mémoire avait gardé ; disons que ma mémoire a fait une reconstitution fidéle de ce que
contenait toutes les boites résolues qu’elle avait en réserve, elle a reconstitué un modele que
j’ai donc été amené a utiliser comme objet d’étude quand j’ai voulu, partant de mon
expérience, essayer de reconstituer les étapes de la démarche expérimentale médiee.

Ceci constitue donc ma méthodologie pour parvenir a mon hypothese de recherche.

2.5. Expérimentation et investigation : la pertinence a priori du modeéle choisi

L’analyse du modele choisi, la boite noire «fausse affinité » doit permettre de
décomposer la démarche suivie en une succession d’expériences montées avec comme
objectif la résolution d’un probléme posé, en I’occurrence un probleme de boite noire. Nous
espérons donc mettre en évidence les phases d’investigation par des caractéristiques
clairement repérables qui constitueront le modéle de décomposition que nous soumettrons
plus loin dans notre travail a validation.

En sciences expérimentales, I’équivalent de cette démarche n’existe pas habituellement :
I’expérimentation a un protocole imposé pour arriver a faire dégager des données observées la
loi que I’on veut faire découvrir. L expérimentateur est un manipulateur guidé vers un but
qu’il ne peut éviter: ses connaissances sont utilisées en priorité pour comprendre les
constituants théoriques de I’expérimentation. Elles ne sont pas utilisées comme dans les boites
noires pour prendre des initiatives, pour réaliser des investigations, pour concevoir lui-méme
I’expérience qui doit le mener a un but qu’il ne connait pas ou qu’il connait mais qu’il ne
saurait valider en montant lui-méme I’expérience de validation.

P.M. Charriére affirme que les boites noires donnent priorité a la démarche scientifique et il
note que « Devant un phénoméne qui dérange, interpelle, I’homme de science cherche une
explication, une loi, qu’il mettra a I’épreuve ».

Une exception a déja été évoquée, celle des cadres d’investigations de Robin Millar dans le
projet PACKS. S’appuyant sur leurs connaissances, des éléves ont eu a monter des
expériences pour étudier des liens entre des parameétres de phénomeénes physiques concrets
(rappelons qu’il s’agissait de I’isolation thermique). La résolution de ces problemes présente
didactiqguement des analogies avec celle des problémes inversés : en effet, les éléves doivent
travailler simultanément dans plusieurs contextes : le contexte concret du probléme posé, le
contexte du modele qu’ils arrivent a créer avec le matériel fourni, le contexte de leur
représentation génétique du phénomene, le contexte formel des parametres pertinents a
sélectionner, ce qui rend complexe I’utilisation de ces investigations pour modéliser les étapes
d’une démarche expérimentale plus générale.
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3. ANALYSE DE LA BOITE NOIRE DITE « SYMETRIE GLISSEE»
3.1. Du schéma « hypothése-conclusion » a la dialectique « exploration-interprétation »

La démarche formalisée la plus connue en Mathématiques, la démarche hypothético-
déductive, est celle qui nous est venue a I’esprit pour tenter une découverte par analogie. Le
mot démarche contient I’idée de marche avec utilisation successive des deux jambes et
répétition périodique de ce mouvement binaire. Le préfixe « dé » du mot démarche étant
associé a une caractéristique spécifique a la maniére d’opérer les avancées de jambes ; tout
bipede sait marcher en effectuant la répétition de mémes actions mécaniques mais chaque
bipéede a une maniere caractéristique de marcher, sa « démarche ».

Notons que le qualificatif de va-et-vient est un qualificatif qu’on retrouve souvent dans la
littérature pour caractériser des alternances opératoires dans le domaine expérimental. Glaeser
parlait déja en 1976 de la structure cyclique du processus de résolution, ce que nous avons
déja évoque.

Ici, il serait peut-étre plus judicieux de parler de dialectique « exploration / interprétation »,
car ces deux éléments se nourrissent plus ou moins I'un de l'autre (il y a progression et non
circuit).

Or dans la démarche hypothético-déductive, on retrouve une répétition périodique de
maillons binaires « hypothese-conclusion » qui crée par enchainement une chaine
hypothético-déductive. La représentation simultanée dans notre esprit des multiples chaines
de resolution de boites noires et de ces enchainements de maillons binaires hypothése-
conclusion a créé I’illumination au sens ou on I’entend habituellement dans la théorie de la
découverte. L analogie, appuyée par les références citées dans les analyses préliminaires allait
se résumer ainsi :

LA DEMARCHE DE RESOLUTION DE BOITE NOIRE
EST UNE DEMARCHE EXPERIMENTALE

pouvant étre décomposée de maniére isomorphe a la démarche hypothético-déductive en

UN ENCHAINEMENT DE MAILLONS BINAIRES

Dans la deuxieme partie de son discours de la méthode, Descartes décrivait ainsi I’esprit de sa
methode, bien similaire a notre raisonnement analogique :

« Ces longues chaines de raisons, toutes simples et faciles, dont les géometres ont coutime
de se servir pour parvenir a leurs plus difficiles démonstrations, m’avaient donné occasion
de m’imaginer que toutes les choses qui peuvent tomber sous la connaissance des hommes
s’entresuivent en méme facon, et que, pourvu seulement qu’on s’abstienne d’en recevoir
aucune pour vraie qui ne le soit, et qu’on garde toujours I’ordre qu’il faut pour les déduire
les unes des autres, il N’y en peut avoir de si éloignées auxquelles enfin on ne parvienne, ni
de si cachées qu’on ne découvre ».

Il est assez paradoxal d’utiliser des « méthodes » rationalistes pour mettre en évidence des
étapes d’une démarche de type empirique.

A partir de 13, la nécessité de décoder la boite noire « fausse affinité » (« décoder » est
pris dans le sens, analyse de son déroulement avec la grille de décomposition « enchainement
maillons exploration-interprétation »), s’est imposée pour essayer de faire apparaitre un tel
enchainement (micro-décomposition) et commencer a caractériser son contenu (macro-
décomposition).
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3.2. Méthodologie de I’analyse qui va suivre

Cette superposition de la démarche de résolution de la boite noire « symétrie glissée » avec
une chaine de maillons binaires a été tres vite réalisée. 1l a suffi ensuite d’en dérouler son
compte rendu de maniére linaire dans une page Excel pour voir entrer celui-ci dans le moule
cadencé de ces maillons binaires.

Ces maillons sont tres vite apparus comme constitués d’une phase d’exploration
enchainée a une phase d’interprétation. Le document Excel dans lequel la démarche a éte
déroulée contenait deux parties superposées :

Le compte rendu déroulé qui était le signifié explicite de la demarche
Notre traduction des implicites qui était le signifiant de cette démarche

Les pages constituant le document Excel ont été imprimées en format paysage puis
accolées pour prendre I’aspect d’un long parchemin déroulé longitudinalement afin de nous
aider a essayer de visualiser une décomposition plus globale de la démarche.

Dans la copie de la premiere page EXCEL reproduite ci-dessous, on voit bien apparaitre les
deux parties évoquées ci-dessus sous forme de bandes :

Ditermination d'image: d
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— L’une contenant les maillons binaires répétés un grand nombre de fois avec des espaces
gu’il fallait bien interpréter, chaque maillon binaire étant représenté par un tableau a deux
lignes et deux colonnes, la premiére ligne contenant les titres « phase d’exploration », « phase
d’interprétation », la deuxieme ligne contenant les signifiants selon notre traduction des
signifiés déroulés dans la bande suivante.

— L’autre contenant le copier-coller du document étudie, c’est-a-dire le signifie de la
démarche, chaque phrase ou chaque figure étant mise sous le maillon binaire dans lequel notre
signifié avait traduit le signifiant.

3.3. Apparitions de nouvelles hypotheses apres cette mise en place

La visualisation de ce long parchemin génére instantanément une question de bon sens : y-
a-t-il un lien spécifique entre ces différents maillons, une exploration est-elle dépendante de la
suivante ou pas ? La réponse a cette question apparait évidente : le lien est évidemment plus
ou moins fort ; une étude fine permet de mettre en évidence trois catégories de liens que nous
qualifierons dans la suite d’inférentiels de type 1, 2 ou 3 (faible, normal ou fort) qui
n’apparaissent pas de maniére aléatoire dans cette chaine. Au contraire, leur présence permet
comme pour des classes d’équivalence de mettre en évidence des sous-chaines contenant
specifiqguement ces liens, ces sous-chaines sont qualifiées plus loin de chainons et leur étude
s’impose naturellement de méme que les liens particuliers entre ces chainons qu’il faut
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distinguer des liens entre le dernier maillon binaire d’un chainon et le premier maillon binaire
du chainon suivant qui sont qualifiés de rupture et dont I’étude est aussi faite.

Le chapitre suivant sera constitué du déroulement brut du parchemin ainsi composé auquel
on aura ajouté une troisiéme bande contenant les chainons qui seront mis en évidence dans
I’analyse détaillée que nous ferons de la démarche de résolution de la boite noire « symétrie
glissée» ulterieurement. Le tout meénera a une formalisation de la décomposition de la
démarche expérimentale.

ANNEXE 1 (boites noires)

Nous allons présenter quelques exemples de boites noires dans leur version « transformation
cachée ».

Le premier objectif de cette annexe est de réaliser une approche exemplifiée de cet objet
didactique particulier auquel nous allons faire appel trés largement tout au long de notre
travail.

Le second objectif, tout aussi important, est de prendre conscience des niveaux G1
informatique et G2 informatique dans lesquels Cabri nous conduit et qui sont bien distincts
des niveaux G1 et G2 du modele de Parzysz comme mis en évidence dans le chapitre
détaillant le cadre théorique de notre travail.

BOITE NOIRE 1

Sur une page Cabri, nous avons caché une rotation centrée en un point | non visible et
d’angle 90° et nous montrons diverses investigations qui ont conduit a sa résolution. Cette
présentation permettra de découvrir les spécificités d’une telle recherche. La narration qui suit
relate approximativement les étapes qui ont pu étre observées au cours de différentes
recherches menées par des eleves de Premiere S en laboratoire d’informatique et par groupe
de deux avec le Professeur qui n’était pas neutre ; celui-ci menait sa classe afin de développer
un debat scientifique pour faire émerger le maximum d’initiatives. Les débats ne sont pas
relatés a ce stade de notre travail.

Les commentaires qui accompagnent cette narration doivent permettre une meilleure
compréhension didactique de I’objet étudié.

J
m La, on a construit le milieu J
., il du méme segment, on a activé
m est le point indépendant et Ici apres avoir tracé le les traces des 3 points m, M et
M est son point image par la| segment [mM] et avoir activé J_IOUIS_ on a tire m se_Ion une
transformation cachée. sa trace, on a tiré le point m dlre_ctlon approximativement
dans tous les sens. horizontale.

142 Chapitre 10 : L’objet didactique boite noire, révélateur de la démarche expérimentale médiée




Ici, on a construit la médiatrice de [mM], o
activé sa trace dans le but de tirer le point m
dans tous les sens. Préalablement, on aura mis
un point cerclé en réserve (méthode des
confettis).

On tire le point m dans tous les sens.

On vient deposer le point en réserve sur le
point qui a I’air d’étre le point de concours de
toutes ces droites (ces droites sont
concourantes dans G1 mais le sont-elles dans
G2).

On se débarrasse ensuite des traces et de la médiatrice. Quand on tire a nouveau sur le point
m, le point M a I’air de le suivre en sorte que [mM] pivote autour du point de réserve. On
trace donc les segments joignant ce point de réserve qu’on baptisera R aux points m et M.

Ces segments sont isométriques dans G1 (ils ont Pair
visuellement de méme longueur) méme quand on déplace m.
Ces segments sont aussi orthogonaux dans G1 (I’angle qu’ils
font a I’air visuellement droit).
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Une confirmation visuelle est obtenue en activant les traces
des segments et en tirant sur le point m.

Les mesures de ces segments avec Cabri pour différentes positions de m donnent les valeurs
qui suivent :

L% |
02 c m
Scm'2.20 e
*J

3.03 cm

L’égalité des distances au point R particulier positionné a la précision du dragage pres est
infirmée dans G1 informatique mais nous fait conjecturer que dans G2, il pourrait exister un
point vérifiant cette propriété (a condition de le construire dans G2).

Les mesures des angles mMRM avec Cabri pour différentes positions de m donnent les valeurs
qui suivent :

m
m_~7891°
M m

88.8° 90.4 °

Les valeurs affichées qui sont différentes de 90° pour des raisons analogues a celles évoquées
plus haut infirment donc dans G1 informatique I’hypothese de I’angle droit. Néanmoins, la
aussi, il nous fait conjecturer I’existence possible dans G2, d’un point R pour lequel cet angle
vaudra bien 90° (a condition de le construire dans G2).

Finalement, dans G1, nous concluons que trés vraisemblablement, notre transformation
cachee est une rotation de centre R et d’angle 90°.

Si on se plonge dans G1 informatique, cette conjecture est infirmée mais en génere une autre
dans G2 : la transformation cachée est une rotation d’angle 90° de centre a déterminer, dans
G2 évidemment, c’est-a-dire par des constructions du niveau théorique de la géomeétrie
axiomatique dont Cabri est le modeéle.
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Recul théorique : si la transformation cherchée est bien
celle que nous avons conjecturé étre, alors le centre | se
trouvera a une intersection du cercle de diametre [mM]
et de la médiatrice de [mM].

Cette construction est faite dans G2 informatique et
donne le point | visible sur [I’écran qui peut
éventuellement étre traité comme un point de G1.

Une maniére de valider la fixité de ce point dans G1 est
d’activer les traces du cercle est de la médiatrice utilisée
et de tirer sur m. On peut constater visuellement que le
point | ne bouge pas et que tous nos objets dépendants
passent par ce point I.

Il est infiniment plus convaincant d’utiliser
le fait que | a été construit dans un
environnement modélisant G2 et méme G3.
Pour cela libérons le point | obtenu pour
une position particuliecre de m en le
redéfinissant comme un point libre et en le
punaisant dans la foulée pour ne pas perdre
son positionnement obtenu dans G2 mais
aussi G2 informatique. On peut maintenant
effacer le cercle et la médiatrice utilisée.

Nous pouvons maintenant effectuer sur ce point de G2 construit dans un G2 informatique, les

vérifications de mesures de distances et d’angles qui cette fois donnent :

3.268247304 ¢cm

90.00000000 °
268247304 cm

La conjecture est cette fois confortée dans G2 informatique. Elle I’est d’autant plus qu’on

augmente la précision de I’affichage des mesures.

Chapitre 10 : L’objet didactique boite noire, révélateur de la démarche expérimentale médiée 145



Si on va jusqu’a la précision maximum et
gu’on bouge le point m, toutes les positions
qu’on essaie, valident I’égalité des distances
et celle de I’angle a 90°

90.00000000 °
6.1828066595 cm

La boite noire est donc résolue localement dans G2 informatique (dans le domaine ou on a fait
varier M ; on peut imaginer des constructions plus subtiles donnant le méme résultat dans ce
domaine et un autre ailleurs comme cela est fait dans I’exemple 2 de I’annexe 2 du chapitre
20): | a été défini a partir d’une position particuliere de m et on a vérifié dans G2
informatique que ce point construit par des constructions de G2 était bien le centre de la
rotation d’angle 90° transformant tous les points considérés m en leurs M associés.

BOITE NOIRE 2

La seconde boite noire est du méme type que la précédente ; elle a été proposée aux éléves qui
avaient participé a la résolution de la précédente toujours dans les mémes conditions que pour
la boite noire 1. Une seule différence, le Professeur n’intervient pas et laisse les groupes
chercher et communiquer (méme dispositif que celui de Luc Trouche pour I’exemple relaté
dans I’article « Eppur si muove »). Les éléves ne savaient pas qu’ils avaient affaire a une
rotation mais leur attention s’est portée naturellement vers cette transformation. Le but du
travail proposé était de voir si les éleves allaient pouvoir réutiliser pertinemment les outils du
logiciels mobilisés au cours de la résolution de la boite noire 1 et s’ils allaient aussi
naturellement reproduire une stratégie de raisonnement analogue a celle développée au cours
de la boite noire 1. L’angle choisi a été un angle de 45°.

Ce qui a été observé, c’est que les phase qui menent a la conjecture apparaissent
naturellement (mise en évidence du point fixe et de la constance de I’angle dans G1) mais il y
a une difficulté a faire le saut dans G2 pour la validation : en effet les éleves ne font pas la
différence entre Glinformatique et G2 informatique :

Dans G1 informatique, il visualisent, ils superposent,

il égalisent des valeurs approximatives données par .
I’outil informatique ; c’est licite car ils manipulent " 2,63 cm
les objets de G1. 2,65 em

C’est ce qu’il font quand aprés avoir positionné et
punaisé un point repéré comme invariant par
superposition de m et M, ils effectuent les mesures ci
a droite, ils tirent sur m pour faire les observations
d’égalité approximative des distances et d’un angle
variant aux alentours de 45° qui évidemment est un
angle de référence de la littérature pédagogique en
mathématiques et en physique et qu’enfin ils
conjecturent que la transformation cachée est une
rotation d’angle 45°.

44,5 °
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Le débat n’a pas fait apparaitre la nécessité d’aller plus loin, c’est-a-dire d’essayer de
caractériser la position du centre sur la page Cabri en fonction des données du probléme (les
différents couples (m; M) disponibles). La rupture théorique est vraiment forte et il a fallu a
ce moment mon intervention pour obtenir la construction de I’éventuel centre de cette rotation
conjecturée, comme suit :

Le raisonnement auquel a été conduite la classe est le
suivant : si la transformation est bien une rotation de centre C
et d’angle 45°, alors le triangle MMC est isocele de sommet
C et d’angle au sommet 45°. Par conséquent, le point C peut
étre défini comme I’intersection de la médiatrice de [mM] et
de I’image de la demi-droite [mM) par la rotation de centre m
et d’angle (180°-45°)/2= 67.5° (calculé avec la calculatrice
de Cabri). Une construction par arc capable aurait pu étre
évidemment utilisée.

Résultat : 67,50

La encore notons les maladresses récurrentes consistant a vérifier I’égalité de Cm et CM et
I’obtention de 45° pour I’angle pour diverses positions de m. Ce qui évidemment ne valide
rien puisque dans ce cas, le point C est dépendant du couple (m ; M) utilisé pour le construire.
Le fait de rendre libre C et le punaiser pour faire ultérieurement les mesures précédentes est
fortement ancré dans G2. Ces vérifications sont du domaine de G2 informatique car ce point
C pour Cabri n’est pas un point comme le point déposé comme un confetti au jugé : c’est un
point construit.

Les deux écrans qui suivent valident seulement la construction de C pour le couple de points
donnés : c’est une validation qui est du niveau G2 informatique car elle valide des
constructions de G2 informatique avec des outils de G2 informatique.

Cm= 359 cm Cm= 3,591406333 cm
CM= 35%cm CM = 3,591406333 cm
AnglemCM - 45,0° Angle mCM = 45,00000000 °
M M
m m
c C

Dans G2 informatique, comme les objets manipulés sont des objets de G2 sur lesquels on
G2-raisonne, des mesures non exactes obtenues par I’outil informatique Cabri ne doivent pas
conduire a une conjecture d’exactitude mais a une infirmation alors que des mesures exactes
doivent conduire & une tres forte plausibilité d’exactitude (si évidemment, on s’en tient a des
constructions « simples »). C’est en cela que nous parlerons a ce stade de raisonnement quasi-
théorique.

Pour obtenir la validation G2 informatique de la conjecture, il faut multiplier les mesures.
En ce sens on pourrait peut-étre ajouter le qualificatif de locale pour le type de validation.
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Notons que si une invalidation doit survenir, il est nécessaire d’aller a I’affichage maximum
des décimales. Voici quelques écrans qui ici viennent confirmer fortement la conjecture
(Cabri-preuve, analyse synthése quasi théorique)

Remarque : certains chercheurs experts dans I’utilisation de Cabri, a cause de la grande
habitude qu’ils ont du logiciel et une bonne connaissance du domaine étudié, peuvent avoir
une idée de la généralité de la figure (ou plutét du dessin la représentant), ce qui fait que
paradoxalement, ils deviennent economes de déplacements de points !

Cm= 3,005650265 cm Cm= 0899368815 cm
CM= 3005650265 cm CM= 0899368815 cm
Angle mCM = 45,00000000 ° Angle mCM = 45,00000000 °
m
M
; s
m M

Cette rupture théorique conduit a un travail complémentaire qui dans le cas qui vient d’étre
traité méne quand méme a une validation. La bofte noire 3 a été proposé dans un troisiéme
temps pour pallier I’apparente inutilité opératoire pour les éleves de cette étape. Elle doit
permettre de se placer dans une situation plus voisine des situations expérimentales des
sciences physiques ou le travail sur les mesures conduit tres rarement & des mesures dites
« exactes »

BOITE NOIRE 3

La encore, nous avons choisi une rotation mais cette fois nous avons réglé le parametre angle
a la valeur .(nous sommes dans G2 informatique car cet angle est un angle dans la
mémoire de Cabri et les objets mathématiques qui en dépendent et qui seront utilisés le seront
avec cette valeur spécifique). Ceci devant nous permettre de faire apparaitre plus nettement
les phases de vérification théorique générables par une bonne utilisation du niveau G2
informatique qui inclut a la fois les constructions de G2 réalisées sous Cabri et les validations
sous forme de mesures sur ces mémes objets réalisées par Cabri.

Les éleves ont donc déplacé m jusqu’a trouver une position ou
ce point se superpose a son image M. lls ont ensuite amené un
point confetti sur cette position (point libre qui était en réserve).
Ils ont punaisé le point confetti a cette position pour éviter de
changer sa position et surtout éviter de le déplacer au moment
d’écarter m de cette position la.

Aprés avoir écarté m, les éléves tracent les segments [Rm] et [RM], ils marquent I’angle

mMRM ; ils déplacent ensuite le point m pour visualiser ce qui I’est dans les trois écrans qui
suivent.
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Ce travail fait dans G1 les conduit a émettre une conjecture de G1 : la transformation est une
rotation.
Pour faire une incursion dans G2, ils vont passer par G1 informatique en demandant a Cabri

de mesurer les segments [Rm] et [RM] et I’angle mRM pour différentes positions de m pour
obtenir des écrans du type suivant :

s Lﬁlzgm
59,2 °
60 N

m
™ 2,93 cm

Les investigations réalisees conduisent a la conjecture de G1 «la transformation est une
rotation d’angle 60° : ceci montre comment les élévent savent tirer parti des mesures fournies
par le logiciel concernant un point (le confetti) qui a été G1-construit et non G2-construit. Ces
guelques exemples servent en méme temps de validation dans G1. Le parametre « trouver des
valeurs exactes validant une conjecture » est un parameétre qui peut pousser les éléves a faire
le saut théorique qui permet de basculer dans G2.

Les éleves construisent le point qui voit un segment
particulier [mM] sous un angle de 60° et qui vérifie Rm
= RM, c’est-a-dire le centre de la rotation d’angle 60°
transformant un point particulier m en son correspondant
M. Ceci est un travail de G2 méme s’il est réalisé sous
Cabri (Cabri respecte I’axiomatique avec laquelle G2 est
sous-tendu) -

La figure est construite en sorte que le triangle mMT soit équilatéral direct. Le point T est
rendu libre a I’emplacement ou il vient d’étre construit puis punaisé. Les cercles de
construction sont effacés.

Les mesures réalisées valident la G2-
construction dans G1 :
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La validation dans G2 s’obtient en
o - s m
augmentant le nombre de décimales affichées
pour les 3 mesures obtenues : °
n - 8000000000 56 cm
0968756 cm
T

La validation de la conjecture va étre réalisée en changeant la position de m et voici ce que
I’on obtient, suivant qu’on laisse I’affichage des décimales par défaut ou qu’on demande
I’affichage du maximum de décimales.

0,17 °

2,57 ¢
57 em

604167491 5,944454359 em

0,17336586 °

2,567784583 cm
565327784 cm

él 601467091 cm
0,11933486 °

m

0874587 em
m

La premiére ligne conduit a une validation dans G1 mais une invalidation dans G2, faite au
niveau G2 informatique. Il serait faux, ayant connaissance des informations de la seconde
ligne de maintenir la conjecture car la construction ayant été faite au niveau G2, les mesures
devraient étre validantes au niveau G2 et si elles ne le sont pas c’est que la conjecture a la
quasi certitude d’étre fausse.

Une autre stratégie doit alors étre mise en ceuvre que les €léves n’ont pas trouvee, mais qui I’a
été grace a I’organisation d’un débat scientifique qui a conduit a faire I’analyse suivante : si la
transformation cachée est bien une rotation, alors son centre se situera a I’intersection de deux
positions particulieres de la médiatrice de [mM], ce raisonnement est du niveau G2 et les
constructions qu’il implique doivent étre réalisées dans G2 et plus spécialement dans G2
informatique :

Il s’agira de rendre indépendantes deux médiatrices des points qui ont servi a les définir pour
obtenir le nécessaire centre qu’il faudra valider dans d’autres Cabri-cas. C’est ce qu’on
appellera un raisonnement par analyse théorique et synthese théorique.
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On construit donc la médiatrice d’un segment [MM], on y
place deux points pl et q1 qu’on redéfinit comme points . )
libres et qu’on punaise ; on efface la médiatrice et on trace / ql
en pointillés la droite (p1gl). On recommence pour une g

seconde position du couple(m ;M) et on obtient la droite
(p2g2). Le point C qu’on definit comme le centre
nécessaire d’une éventuelle rotation est I’intersection de
ces deux droites dans I’environnement Cabri. La G2-
validation va consister a comparer les Cabri-mesures des
segments [Cm] et [CM] et a évaluer I’éventuelle constance

de la mesure de I’angle MCM pour diverses positions de
/p1

.
)
7 !
: .

;

3
/P2

)

Cm= 2,069599236 cm
CM= 2,069599236 cm .
Angle mCM = 60,10000000 © | 2

On fait afficher dans la foulée les mesures des
segments Cm et CM et la mesure de I’angle
MCM . Les mesures affichées des segments
sont les mémes, ce qui valide seulement la
construction de C dans G2, mais de plus la

valeur affichée de I’angle est 60.1° ce qui '
nous donne notre G2-conjecture pour la v

mesure de I’angle.

Pour maintenant valider la G2 conjecture dans G2 informatique, il suffit de voir si ces
constatations perdurent en changeant la position de m. C’est bien ce qui se passe et en Vvoici

deux exemples captures.
i T2
! q2 Cm= 8,113632043 cm !
Cm= 2,105263158 cm H , CM= 8113632043 em /
. ] J J Sl
_ / e Angle mCM = 60,10000000 ©
CM = 2,105263158 cm ; %
AnglemCM = 60,10000000° e
Jr.l f// C”F‘/
;,//, ™ !
C /rn’/
A i
(// Jrl m

151

Chapitre 10 : L’objet didactique boite noire, révélateur de la démarche expérimentale médiée



ANNEXE 2 (Témoignage)

Annexe 2.1. Une genése qui a son importance

Témoignage de notre expérience d’enseignant (susciter la motivation en formation
continue)

« J’ai toujours remarqué que I’action nécessaire de capturer I’attention de mon auditoire était
le parameétre le plus important (dans la mesure ou tous les autres en dépendent) que mon
expérience d’enseignant m’ait apporté pour améliorer les conditions de transmission des
connaissances ou des apprentissages dont j’avais la charge. Cette activité préparatoire au sens
psychologique du terme est née a I’l.P.S.T. (Institut de Promotion Supérieur du Travail de
Toulouse) ou j’ai eu la responsabilité d’enseigner au niveau de la classe terminale a des
adultes salariés qui désirait obtenir ’ESEUB (Examen Spécial d’Entrée dans les Universités,
type B, c’est-a-dire « scientifique »). Les cours magistraux avaient lieu en amphithéatre les
mardi soir et jeudi soir de 18h a 20h et le samedi matin de 10h & 12h. J’enseignais en méme
temps dans le cadre de ma fonction principale dans une classe terminale du lycée Bellevue de
Toulouse. Il est apparu tres rapidement que les démarches d’enseignement du méme objet au
méme niveau mais dans deux « contextes » différents ne pouvaient se faire dans les mémes
conditions : en particulier s’est imposée a moi la nécessité d’une introduction impérative
avant de démarrer chaque séance de formation continue a I’IPST.

— Cela pouvait étre un long rappel des résultats vus la fois précédente qui permettrait a tous
de suivre (soit pour gerer I’absence au cours précédent de certains, due a des occupations de
travail impératives, soit pour faire une transition douce entre le monde du travail et le monde
de I’étude, soit pour montrer I’intérét que I’enseignant porte a leur projet de promotion
sociale).

— Cela pouvait étre I’évocation d’un probléme historique en liaison avec la lecon qui allait
étre abordée et que je vulgarisais @ ma maniere (pour leur faire aborder la discipline d’une
autre facon, pour mettre les Mathématiques en perspective, pour introduire une démarche
différente).

En bref tout autant d’initiatives qui me permettaient de voir enfin les yeux briller du feu de
celui qui veut savoir : j’obtenais I’adhésion de I’auditoire a la démarche dans laquelle je
I’entrainais méme si je savais que ce serait la démarche classique que j’utilisais avec mes
adolescents du lycée Bellevue. »

Annexe 2.2. Ses conséquences dans un autre cadre
Suite de ce témoignage « susciter la motivation en formation initiale »
« Bien des annees plus tard, je fus confronté a un probléme qui bien que différent dans la
forme s’avéra étre fortement analogue a celui que je viens d’évoquer. Responsable d’une
classe de seconde, j’avais affaire a des éléves de niveaux tres hétérogenes, pendant une durée
tres limitée de temps dans la semaine, peu motivés par la perspective de pratiquer une
discipline imposée mais non consentie. Le resultat était que I’attention était difficile a obtenir
en début de séance, la mise en place tres fastidieuse et I’intérét des éléves faible. J’ai repensé
en priorité a mes collegues d’éducation physique qui ne mettaient jamais leurs éleves en
situation d’effort physique normal instantanément mais qui commencaient toujours par une
phase d’échauffement et une motivation par la voix. C’était finalement mon activité
préparatoire, mais le probleme était de découvrir ce qui pouvait étre I’analogue de cet
échauffement et qui pourrait me faire retrouver une lueur dans les yeux de mes éleves.

La notion de défi présente dans les boites noires ainsi que la possibilité technique d’en
présenter a I’aide de la calculatrice rétroprojetable T1-92 en classe est apparue rapidement (on
retrouve d’ailleurs des exercices défis dans le travail que Luc Trouche a fait et a publié avec
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ses éleves). S’est ensuite imposée I’idée de proposer a chaque début de séance un probléme de
recherche de « boite noire » sous forme de feuilleton (10 minutes a chaque séance) avec I’idée
sous-jacente que cette activité me permettrait de familiariser mes éleves avec le logiciel que je
voulais leur faire utiliser en salle d’informatique par la suite. Aprés le premier effet de
surprise, ne serait-ce qu’a cause des conditions matérielles de la recherche et I’impératif de
dialogue qui seul permettait de progresser (puisque dans I’activité dite presse-bouton, j’étais
le seul a presser les boutons mais sur ordre venant de la classe), la dévolution était rapidement
réalisée et les 10 minutes a chaque fois trop vite passées.

Les problémes de classe évoquées au debut étaient rapidement réglés puisque chaque
début de séance était attendu avec impatience tout autant que le résumé de la recherche de la
fois précédente que je faisais pour remettre la classe dans I’état ou elle était restée a la fin de
I’épisode précédent. La mise en route ne posait donc plus aucun probleme. Et méme quand le
temps imparti a cette activité d’échauffement était achevé, je pouvais remarquer qu’une
évolution favorable du contrat didactique était induite par ce type d’activite, méme dans les
moments autres : en particulier, les problémes d’attention et de discipline s’estompaient
pendant ces autres phases de travail en classe comme si « mériter le moment de boite noire »
était une conséquence directe d’un changement de leur comportement dans les phases
classiques de cours, une espéce de réciprocité entre les comportements du professeur et de la
classe. Le professeur ayant changé un parametre de son action dans sa liaison avec la classe,
implicitement un parametre des actions de la classe envers le professeur devait changer.

Sans entrer maintenant dans le détail de ce qui a pu étre obtenu en fonction des objectifs
locaux fixés par le professeur apprenti chercheur a ces moments de « boite noire », on peut
affirmer qu’une impression positive a induit la continuation de I’introduction de tels moments
a divers instants et divers niveaux de mon enseignement avec une évolution progressive des
objectifs qui étaient assignés a ces moments. »

2.3. Les traces de ces expériences

2.3.1. Les notes personnelles: elles ont consisté en une transcription pas a pas du
déroulement de la recherche pour mon usage personnel : le but initial était de pouvoir faire un
résumé concis de la recherche faite au cours de I’épisode précédent pour établir une continuité
avec I’épisode du jour.

2.3.2. Les notes des intervenants : les éléves devaient prendre en note individuellement tout
ce qui était fait afin d’en faire un compte-rendu de la recherche réalisée qui serait évalué. Ce
qui était obtenu était, du moins au début, un descriptif détaillé a I’extréme de toutes les
manipulations réalisées sans I’ame mathématique. Elles dénotent ce que le physicien appelle
les compétences expérimentales
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DECOUPAGE CYCLIQUE DE LA DEMARCHE DE
RESOLUTION DE LA BOITE NOIRE
« Symeétrie glissée »

Nous présentons ci dessous le texte intégral de la résolution de la boite noire que nous
avons intitulé « Symétrie glissée ». Ce texte est directement extrait des actes du congres
Cabriworld 2. La boite noire choisie est la troisieme qui fut présentée

Dans une premiere approche nous allons mettre une ligne de pointilles a chaque fois que
nous aurons repéré la fin d’un cycle exploration-interprétation. Nous aurons obtenu la
décomposition de la démarche en micro-étapes.

Une fois ce travail réalisé, nous présenterons ces cycles de maniere horizontale dans le
chapitre suivant avec comme objectif I’obtention d’un découpage en macro-étapes analogues
a celles mises en évidence dans nos analyses préliminaires.

DEBUT DE LA TRANSCRIPTION DU TEXTE ORIGINAL

v

BOITE NOIRE 3
(réinvestissement des stratégies d'attaques et de résolutions)

1. Pour se faire une idée :

¢4

2. Recherche de points invariants :
Dans ce cas, on ne trouve pas de point invariant.

3. Images de droites et cercles

Images de droites :
On crée un droite ; on redéfinit M sur cette droite bleue ; on demande le lieu de M’ quand M
se déplace sur la droite bleue ; on obtient encore une droite rouge. Le déplacement de cette
droite ne nous donne pas d’indication sur la nature de la transformation.

Images de cercles :
On crée un cercle bleu ; on redéfinit le point M sur ce cercle : la droite rouge disparait pour
laisser la place a un cercle rouge isométrique au premier.
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Mais ici quand on fait tourner le
point M dans un sens sur le cercle bleu, alors le point M’ tourne dans I’autre sens sur le cercle
rouge.

Quand on anime le cercle bleu en le tirant par son centre, il semblerait qu’il existe une
direction de droite suivant laquelle le cercle rouge poursuit le cercle bleu avec un décalage
constant.

On trace donc une droite sur laquelle on va faire glisser le centre du cercle bleu. On active la
trace du cercle rouge pour pouvoir choisir la direction de droite telle que le cercle rouge se
déplace paralléelement a notre droite comme ci-dessous :

Faisons maintenant glisser cette droite parallelement a elle méme jusqu’a ce que le cercle
rouge ait son centre se déplacant sur la méme droite que le cercle bleu.

La construction suivante permet d’obtenir le vecteur de la translation transformant ce cercle
bleu particulier en ce cercle rouge
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Redéfinissons I’origine et I’extrémité de ce vecteur, comme des points libres; ainsi ce vecteur
dont les extrémités auront été punaisée devient un vecteur fixe.

¥

Pour une confirmation visuelle on
fait apparaitre le cercle image du cercle bleu par la translation ayant pour vecteur, le vecteur
précédemment construit.
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4. Conjecture :

La transformation proposée EST-SERAIT la composée d’une translation de vecteur a
déterminer et d’une réflexion par rapport a une droite a préciser sachant qu’elle a la
direction de ce vecteur.

5. Détermination de la nature exacte de la transformation proposee )
par ANALYSE THEORIQUE-SYNTHESE EXPERIMENTALE

ANALYSE THEORIQUE
Si notre transformation est bien du type conjecturé alors le milieu de [MM’] sera toujours sur
I’axe de la réflexion.
Construisons les milieux A et B de ce segment pour deux positions
particulieres de M (les redéfinir immédiatement comme points et les punaiser) et tragons la
droite (AB).
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Si notre transformation est bien du type conjecturé alors, le vecteur de la translation est
toujours porté par un c6té du rectangle construit avec MM’ comme diagonale, ce coté ayant la
direction de I’axe de la réflexion.

; 4 -

&
On peut ainsi amener ce vecteur ou on le désire, comme ci-dessous

¥

Cette analyse théorique nous améne donc a mettre en évidence une droite et un vecteur sur la
page du logiciel qui seraient les éléments caractéristiques de la transformation conjecturée.

SYNTHESE EXPERIMENTALE
Vérifions que notre transformation est bien confondue avec celle conjecturée avec les
éléments caractéristiques mis en évidence et ce, pour un maximum de points de la page
expérimentable de Cabri.
Par M, on trace la parallele a la droite (AB) et par M’ la perpendiculaire a (AB). Ces deux
droites se coupent en N.
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Vérifions que N et M’ sont toujours a égales distances de (AB) : affichons pour cela les
mesures des deux segments joignant respectivement N et M a ce segment,
perpendiculairement a (AB)

U
Vérifions que le vecteur MN  est toujours égal au vecteur précédemment construit :
demandons au logiciel si le quadrilatére qu’ils définissent est bien un parallélogramme en
demandant si les couples de droites supports sont bien paralléles

¢

¥ S

Les vecteurs sont colinéaires
x

Cette synthese expérimentale nous améne donc a conclure que la transformation donnée
semble bien étre celle conjecturée car nous sommes limités par le nombre de vérifications
logicielles permises.
Remarque : Si on fait afficher la grille, on peut aller plus loin dans la précision des
caractéristiques de la transformation :

le vecteur serait (3 ; -2) et la droite passerait par (0 ; 2)
tout en admettant ce vecteur comme vecteur directeur.

“
¥ -,
x

s
Les vecteurs sont colinéaires

e 1 4
\\_\ £
- &

- 1 ;a

- Kf (¥R
W 1,78 cm

1,78 cm
)’N\“'..\
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La encore pour valider cette conjecture avec Cabri, il faut redéfinir le vecteur de la translation
et I’axe de la réflexion puis faire une nouvelle validation logicielle.

> FIN DE LA TRANSCRIPTION DU TEXTE ORIGINAL

Décrivons la démarche que nous allons suivre a partir de maintenant pour avancer dans la
validations de nos hypotheéses :

Cette démarche va nous permettre d’exhiber notre proposition de cadre formel de la
démarche expérimentale, c’est typiquement une démarche empirique du type de celle que
Newton décrivait comme sienne dans une lettre a Oldenbourg en Juillet 1676 quand il
décrivait la méthode par laquelle il était parvenu a la théorie de la gravitation universelle :

« La vraie méthode, vous le savez, pour s’enquérir des propriétés des choses, c’est de les
déduire des expériences. Et je vous ai dit que la théorie que j’ai proposée m’est venue, non
pas en inférant, c’est ainsi et ce n’est pas autrement..., mais en la dérivant d’expériences
d’ou elle se conclut positivement et directement. C’est pourquoi la maniére dont il convient
de I’examiner, c’est de considérer si les expériences que je propose prouvent effectivement
les parties de la théorie auxquelles elles s’appliquent, ou encore de poursuivre d’autres
expériences auxquelles on peut penser pour soumettre la théorie a I’examen ».

Remarquons que dans ce texte le mot expérience est utilisé dans deux sens bien distincts :

— Premiérement dans le sens d’une expérience premiére, d’un ensemble d’observations
accumulées dont on peut dériver une théorie.

— Deuxiémement, dans le sens d’une expérience seconde, élaborée, a I’examen de laquelle on
soumet la théorie qui s’apparente donc a ce qu’on appelle « expérimentation » en tant qu’elle
peut étre reproduite avec un contrdle rigoureux de ses variables, en tant qu’elle est construite
et pas donnée.

Nous pouvons résumer en disant que pour Newton, I’expérience remplit deux fonctions, celle
de source de la connaissance scientifique mais aussi celle de vérification des connaissances.

Dans notre démarche nous retrouvons I’expérience premiere qui se synthétise dans la boite
noire « Symétrie glissée ». Cette derniere contient la base observationnelle d’ou nous allons
exhiber notre modéle de déemarche expérimentale. La base observationnelle contient toutes les
connaissances avec lesquelles nous allons I’exploiter, c’est-a-dire toutes nos connaissances a
priori du modeéle a découvrir.

L’expérience seconde sera constituée des expérimentations de validation qui viendront
confirmer la validité du modele propose quitte a y apporter quelques aménagements.
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MACRO DECOMPOSlTIIION DE LA DEMARCHE DE RESOLUTION
DE LA BOITE NOIRE « Symétrie glissee »

1. DEROULEMENT DES MICRO-ETAPES POUR FAIRE APPARAITRE DES MACRO-ETAPES
Comme annoncé a la fin du chapitre précédent, nous reprenons horizontalement le découpage réalisé en
explicitant les cycles |exploration-interprétation| séparés par des liaisons qui sont précisées.

Ces liaisons seront notées finf 1, linf 2| et |inf 3|. Les étapes mises en évidence, ne sont pas toutes des cycles
exploration-interprétation. Elles apparaissent comme dans le compte-rendu original dans la bande médiane de
notre document et en gris.

Dans la bande inférieure du document, apparaissent les propositions de regroupements des micro-étapes en
macro-étapes mises en évidence par analogie avec celles qui ont pu étre mises en évidence dans nos diverses
analyses préliminaires.

Toutes ces propositions seront exposées et justifiées dans le chapitre suivant ou elles prendront une allure
plus formalisée et plus explicite.

La bande supérieure est réservée a notre analyse de la résolution a partir du document étudié et de nos
documents personnels relatifs a cette recherche.

La présentation du déroulement se fera dans des cadres ocres (DECOUPAGES HORIZONTAUX), alors que
le détail sera présenté dans des cadres bleus pour une meilleure lisibilité (DETAILS).
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DECOUPAGE HORIZONTAL 1

I l ETAPE 1 11 ETAPE 2 i1 ETAPE 3 nf 1 ETAPE 4A -
[Phaze denploration NN
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1 RECHERCHE ERRATIQUE

DETAILS 1

Inf 1

Phase d'exploration

Phase d'exploration

Pour se faire une idée Aucunelinference Recherche des points inva Aucune inférence

O laisse les traces de notre

D tive sur LI powur essaver de le '
moLvement

faire coincider avec ki’

1. FPour se faire une idée : 2. Fecherche de points irvariants [

Dans ce cas, on ne tmouwve pas de point invarianit. !

1 RECHERCHE EI
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ETAPE 3

Phase d'exploration

Conséquences tirées

Détermination d'images de d

O obtient des droites On pourrait en donner mais on ne
cherche pas & en donner car on ne

peut deviner |la nature de la solution

Images de drotes
COin crée une droite | on redefimt Ivl sur cette droite bleue ; on
demande |2 lieu de ' guand M se déplace sur la droite bleus ; on

ETAPE 4A

Phase d'exploration

Déetermination dimages de Pas de consequences explicites
cercles

On pourrait en donner mais on ne
cherche pas & en donner car on ne
peut deviner la nature de la solution

O obtient des cercles isomé

Images de cercles
O crée un cercle blen ; on redéfinit le point IvI sur ce cercle : la droite
rouge dizparait pour lais=zer la place & un cercle rouge izometrique au

abtient encore une droite rouge. Le déplacement de cette droite ne nous BrEmISr.
donne pas dindication sur la nature de la transformation.
‘HE ERRATIQUE
DECOUPAGE HORIZONTAL 2
ETAPE 4B [TF ETAPE 4C Inf3

Phase dexploration

images dynamiques de point{Pas de conséquences explches

| FOUITHE &N donner M on e
i |cherche pas 4 en donner car o e
2 chrvirer Ia natre o la soken

Mixiz i qaund oo Tt tocmas B poat B dine 1 ane 0 B comele becs,
e

L pon

Inférences entre étapes:

|Phase dexploration

images dynamiques de cerelinfirence of rétroaetion

mage en particuber quand ke

hun cercie ot 7on mage mo un |
[ztzamge coraeane? |
o o i bl e o b s v, |

L

e pournid i ciecle tiau |

il 4

e teBes infironcas pout condue i una nt 2

Intérence torla: d6but Tune axporation 4 lequello on aflecte des chances da Tase avancer b focherch inf 3

2 RECHERCHE ORDONNEE

DETAILS 2

ETAPE 4B

Phase d'exploration

images dynamiques de point{Pas de conséquences explicites
cercle image

O Fait tourner Il sur sorn cerc]On pourrait en donner mais on ne
cherche pas & en donner car on ne
peut deviner la nature de |a solution

hi' tourne en sens inwverse sur le
cercle image

Ilais ici guand on fait toumer le point I dans un sens sur le cercle hlen,
alors le poirt M' tourne dans 'autre =ens sur le cercle rouge.

Inférences entre étapes:

indépendance

inférence existante mais faible; un enchainement de telles inférences peut conduire & une

ETAPE 4C

Inf 3

Phase d'exploration

inférence et rétroaction

images dynamiques de cerch

DN commence & sentir gu'une
direction semkle awvoir un rle
particulier

On ohserve les déplacements
rezpectifz d'un cercle et de =on
image en particulier quand les
cercles se déplacent dans une La volonté d'une action fortemernt
direction donnée et on découvre |dépendante du résultat de I'explorstion
une direction particuli®ére que suiv|nait: tracer une telle droite!

un cercle et son image avec un

décalage constart?

COnand on anime le cercle hlen en le tirant par son centre, il

=emblerait qu'il existe une direction de droite suivant lagquelle e cercle
rouge poursuit le cercle bleu avec un décalage constant.

Inf1
Inf 2

inférence forte: début d'une exploration a laquelle on affecte des chances de faire avancer la recherchiInf 3

2 RECHERCHE ORDONNEE
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DECOUPAGE HORIZONTAL 3
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ramabage:
3 ACCELERATION DE LA RECHERCHE

DETAILS 3

| wrs ETAPE 4D s ETAPE 4E

Phase d'exploration

Phase d'exploration

Rdle de la direction repérée  |inférence et rétroaction Une droite de cette inférence et rétroaction
direction
O trace une droite awant cettdll semblerait gque la restriction de en faizant glisser le cercle; Il semblerait gque la restriction de
direction; on la déplace en notre transformation & telles droites on s'arréte pour une droite ol notre transformation & cette droite
conzervant =a direction; on valide décale dynamigquement les images notre cercle semble pousser son |soit une translation selon un wecte:
en deplacant cette droite suivant un vecteur particulier image ayant la direction de |a droite
ion parallélement & elle-méme préecedente.
Désir de validation Désir de walidstion
O trace done nne droite sur laguells on = faire glisser le centre dn Faisons rmaintenant glisser cette droite parallélement 4 elle
cercle bleu. On active |a trace du cercle rouge pour pouvoir choisir |a mé&me jusgu'a ce gue e cercle rouge ait son centre se déplagant sur |
direction de droite telle gue le cercle rouge =e deplace parallelement 5 méme droite que le cercle bleu.

notre droite comme ci-dessous :

Analyse théorigue: =i cette restriction est bien une translation, alors
son wecteur peut &tre obtenu pour un couple particulier de points
homologues

3 ACCELERATION DE LA RECHERCHE
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DECOUPAGE HORIZONTAL 4

DETAILS 4
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DECOUPAGE HORIZONTAL 5

ETAPE 5B nf3 ETAPE 5C

Phase d'explaration

it ation e o0 wecteo

o i Frvriart

Phase du consunction RIS

it e o i saction

e e bl i b ek

ETAPE 5D 3 ETAPE 5E Il 3
Phase dexploration _ [Phase d'exploration
e vl i wdiirenee | I fiativn o emeein
| intermédiaire
Lo N N Ut O viskde Dond viduslarent

bbess i I troisiation siyert be [In conjecture.
vecteu construt

1nit npperskre un double inverisntconsnste. On émet notre
[COMECTLRE rvec un désr de
T ————

founaisds Saviert un vecitur foos.

(o Fonieonm T oo w1 Tslodinit e cr vectows, cormerss
S points lores, singl o6 Yecteur ont ks exirémies suront ded

4 ANALYSE EXPERIMENTALE ET $YNTHESE EXPERIMENTALE

DETAILS5

ETAPE 5B

Phase d'exploration

Construction dun vecteur
particulier

une construction spécifigue perm{pour anticiper sur I'étape suivante
il faut comprendre gue ce vecteur
deépend la pozition du cercle bleu

inférence implicite

d'en dessiner un représertant
qui =e modifiera =i on bouge e
cercle

La constraction sutrante permnet d obtenir le wecteur de la translation
transformant ce cercle bleu particulier en ce cercle rouge

ETAPE 5C

Phase de construction

inférence et rétroaction

Libération de ce vecteur

Une double redé&finition permet de|On libére le cercle bleu de la droite
fixer ce wecteur afin de woir =on |construite
evertuel role dinwvariant

Fedéfinissons I'ongine et extrérnate de ce wecteur, cormane
des points libres; ainsi ce wecteur dont les extrémités auront &té
punaisée devient un vecteur fixe.

4 AMALYSE EXPERIMENTALE ET £
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ETAPE 3D ETAPE 5E

Phase d'exploration

Phase d'exploration

Ob=servation dynamigue inférence Wilisation d'un cercle inférence
intermeédiaire

La wisualization de ce mouwvemert|On imagine une symétrie glissée On construit Fimacge du cercle N walicde donc visuesllemernt
bleu par la translation avant le la conjecture

fait apparaitre un double invariant |con=struite . DN @met Notre
COMJECTURE avec un désiv de wecteur construit
walidation au mains visuelle

Four une confinnation wdsuelle on fait apparaitre le cercle irmage
du cercle bleu par la translation ayvant pour vecteur, le vecteur
précédemment construit.

Sionbouge le cercle blen, la conjecture apparait netternent.

SYNTHESE EXPERIMENTALE

DECOUPAGE HORIZONTAL 6

DETAILS 6

port
eur.
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DECOUPAGE HORIZONTAL 7
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5 ANALYSE THEORIQUE SYNTHESE THEORIQUE CABRI-PREUVE

DETAILS 7

ETAPE FB

Phase d'exploration

AralL v SE THEORIQIUE

3i notre transforroation est bien du type conjecturé alors ls milisn de
kM) sera toujours sur l'axe de la réflexion

Construction de I'axe

On dupligue l'analyse théorigque
en une analyse expérimentale
pour construire 'axe par S EX

inférence

N redefinit les points A =t B
pour gque [AB) soit exactement 1a
drote obtenue par C.M. EXP

Constraisons les milieux & et B de ce segment pour
deux positions particulidres de M (les redéEfinir immadistement comme
points et les punaiser) et tragons la droite (A8,
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~ ETAPEN°7C ETAPE N°7D

Phase d'exploration

Construction du vecteur inférence

On dupligque Manaly se théorique On redéfinit les extrémités de ce

en une analyse expérimentale wvecteur pour que ce soit exactement
pour construire e vecteur par .M celui obtenue par C.M. EXP et
EXPF On valide son indépendance en

veérifiant qu'on peut le tirer

Lprés avoir constmit ce wecteur, on redéfinit ses extrémités
pour le fixer definitivement
5 D1 peut ainsi ammener ce wecteur ol on le désire, corure ci-a droite

ARSLYSE THECRIZUE | R
Zi notre transformation est bien du type conjecturd alors, le vecteur de L ‘“\

Ia translation est towjours porté par un cété du rectangle construit avec
kkd' comme diagonale, ce cété ayvant la direction de I'axe de la réflexion. 1 . _

5 ANALYSE THEORIQUE SYNTHESE THEORIQUE CABRI-PREUVE

. EtaeEBA ETAPE 2B

exploration validation

Constructions et tests inférence

On construit Mo pour wErifier gue:  |Walidation de la conjecture
it F1 (', 28)= cd(M, A8 et Ceci est une déduction logique
P2 ABRMM est un parallélogramme|

Par IvI, on trace la paralléle 4 la droite (&B) et par IvI™ la
perpendiculaire & (AB). Ces dewx droites se coupent en 1.

e Werifions gue le vecteur LTl est toujours égal au wectenr
précédemment construit @ demandons au logiciel si le guadrilatére gu'ils

definizsent est bien un parallElogramimes en demandant i les
ARMOMCE DE L& SYMTHESE EXFPERIMERNT ALE couples de droites supports =ont bien paralléles

Weérifions gue notre transfornmation est bien confondue avec celle N |

conjecturés avec les eléments caractéristiques mis en evidence et ce,| e

pour un maximum de points de la page expérimertable de Cabri T
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DECOUPAGE HORIZONTAL 8

I ETAaPEOA ETAPE 98

exploration
Constructions ef lasts inférance

vecteur or suggkr

eyt syt e b Taim s analogin
Ceme rouvels conpectune nest pyeved oo qui préckde

Le vecti samt (3 ;-3) 1 I ook paseéondt par (0, 3) fot e
ckrmetiant cn vecbres ciomemt wrctees durctes:
S, —

6 ANALYSE CRITIQUE

DETAILS 8

~ EvapEoA ETAPE 9B

exploration

Constructions et tests

on visualize les coordonnées du
wecteur et I'ordonnée & l'origine o
la droite pour affiner la conjectur
analytiquement.

Cette nowvells conjecture n'est p

inférence

“Walidation de la conjecture
Hon fait mais on suggére la
méthode: il semble qutil faille

le faire par analogie
avec ce qui précéde

Enoncés

Le wecteur serait {3 ; -2} et la droite passerait par {0 ; 2) tout en
adroegttant ce wectenr cormme wectenr directenr

Femargue : 51 on fait afficher la grille, on peut aller plus loin dans la g
précision des caractéristigues de la transformation “ren

L4 encore pour walider cette conjecture, il fandrait redéfinir le wecteur
de la translation et 'axe de la réflexion puis faire une nouvelle validation
logiciels.

65 AMNALYSE CRITIQUE
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2. RECONNAISSANCE DES CADRES D’INVESTIGATIONS DANS CHAQUE MICRO ETAPE
Dans les tableaux ci-dessous nous dégageons les différents cadres d’investigations qui ont été utilisés (suivant

la typologie de Millar) dans chacune des micro-étapes. Ces cadres sont regroupés dans chacune des phases
mises en évidence apres le déroulement précédent.

1 RECHERCHE ERRATIQUE

ETAPE 1 ETAPE 2 ETAPE 3 ETAPE 4A

Cadre d’engagement 1 | Cadre d’ingéniérie au | Cadre scientifique Cadre scientifique
hasard 3A empirique 4A empirique 4A

2 RECHERCHE ORDONNEE

ETAPE 4B ETAPE 4C

Cadre de modélisation 2B

Cadre de modélisation 2C

3 ACCELERATION DE LA RECHERCHE

ETAPE 4D ETAPE 4E

Cadre d’ingeniérie par itération 3B

Cadre d’ingéniérie par itération 3B
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4 ANALYSE EXPERIMENTALE ET SYNTHESE EXPERIMENTALE

ETAPE 5B

Cadre de modélisation
2C

ETAPE 5C

Cadre de modélisation
2C

ETAPE 5D

Cadre scientifique
empirique 4B

ETAPE 5E

Cadre de modélisation
2C

5 ANALYSE THEORIQUE ET SYNTHESE THEORIQUE

ETAPE 7B

Cadre scientifique explicatif

4D

ETAPE 7D

Cadre scientifique explicatif
4D

ETAPE 8B

Cadre scientifique explicatif

4D

6 ANALYSE CRITIQUE

ETAPE 9B

Cadre scientifique explicatif 4D

3. MISE EN EVIDENCE DES TYPES D’APPREHENSIONS FIGURALES DANS CHAQUE MICRO

ETAPE

Dans les tableaux ci dessous nous indiquons les différents types d’appréhensions figurales que nous avons
reconnus (suivant la typologie de Duval) dans chacune des micro-étapes. Ces types sont regroupés dans
chacune des phases mises en évidence apreés le déroulement réalisé au paragraphe 1. Nous noterons en gras les
appréhensions perceptives et opérationnelles heuristiguement favorables.

1 RECHERCHE ERRATIQUE

ETAPE 1

Appréhension operatoire
positionnelle
Appréhension perceptive
Appréhension discursive
(tentative)

ETAPE 2

Appréhension opératoire
positionnelle
Appréhension perceptive
Appréhension discursive
(tentative)

ETAPE 3

Appréhension séquentielle
Appréhension perceptive
Appréhension discursive
Appréhension opératoire
positionnelle
Appréhension discursive
(tentative)

ETAPE 4A

Appréhension séquentielle
Appréhension perceptive
Appréhension discursive
Appréhension opératoire
positionnelle (virtuelle)
Appréhension discursive
(tentative)
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2 RECHERCHE ORDONNEE

ETAPE 4B

Appréhension opératoire positionnelle

Appréhension perceptive

ETAPE 4C

Appréhension opératoire positionnelle

Appréhension perceptive

Appréhension discursive

Appréhension opératoire positionnelle

Appréhension discursive

3 ACCELERATION DE LA RECHERCHE

ETAPE 4D

Appréhension opératoire positionnelle

Appréhension discursive

ETAPE 4E

Appréhension opératoire positionnelle

Appréhension discursive

4 ANALYSE EXPERIMENTALE ET SYNTHESE EXPERIMENTALE

ETAPE 5B

Appréhension
séquentielle
Apprehension discursive

ETAPE 5C

Appréhension séquentielle
Appréhension discursive
Appréhension opératoire
positionnelle
Appréhension discursive

ETAPE 5D

Appréhension opératoire
positionnelle
Appréhension discursive

ETAPE 5E

Appréhension opeératoire
positionnelle
Appréhension discursive

5 ANALYSE THEORIQUE ET SYNTHESE THEORIQUE

ETAPE 7B

Appréhension discursive
Appréhension séquentielle

ETAPE 7D

Appréhension discursive

ETAPE 8B

Appréhension discursive
Appréhension séquentielle
Appréhension opératoire
positionnelle
Appréhension discursive

6 ANALYSE CRITIQUE

ETAPE 9B
Appréhension perceptive
Appréhension discursive

4. ANNONCE DE LA MISE EN EVIDENCE DES NIVEAUX DE GEOMETRIE DANS CHAQUE

MICRO ETAPE

Nous gardons pour le chapitre suivant la mise en évidence des niveaux de géométrie concernés par chacune de
ces micro étapes. Une étude détaillée est nécessaire pour ce travail qui fait intervenir les niveaux connexes aux
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niveaux de Parzysz que nous avons déja présentés sous l’intitulé de niveau G1 informatique et G2
informatique.
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DECOMPOSITION FORMELLE D’UNE DEMARCHE
EXPERIMENTALE MEDIEE

Dans un probleme de boite noire il est a noter la différence entre le signifiant du
probléme, de fait dans G2, dans le monde reel des Mathématiques c’est-a-dire dans
I’abstraction ou du moins dans une abstraction certaine par rapport a G1, et son signifié qui
est proposé dans G1, I’expérimentation se faisant d’abord dans G1 puis dans un G2 modélisé
par Cabri avec comme objectif de conclure dans G2 (notons que Cabri qui est un G1 fournit
une réalisation - un modéle - d'une géométrie théorique G3); je nommerai ce dernier cadre
« Géométrie axiomatique virtuelle» ou « Géométrie Il Informatique» ou « G2
informatique ».

1. UN ENCHAINEMENT DE MAILLONS BINAIRES ET DE LIENS

INFERENTIELS (LA CHAINE EXPERIMENTALE)

L’analyse de la résolution de la boite noire faite a partir de la transposition présentée dans
les actes de Cabriworld 2 (document Excel présenté dans le chapitre 12 dans une version
Word et dans sa forme originale dans le chapitre 11), fait apparaitre deux bandes présentant
de maniére linéaire le document brut « le signifié » (bande inférieure) et I’interprétation que
nous proposons comme étant son « signifiant » (bande supérieure).

Cette démarche apparait ici comme un ENCHAINEMENT DE :

(M) Maillons binaires « phase exploratoire-phase interprétative »

(M)(L) et de

(L) Liens inférentiels de trois types qualifiés de : '

INFERENCE 1 OU FAIBLE, INFERENCE 2 OU NORMALE et INFERENCE 3 OU FORTE.

qui constitue la chaine que nous avons étudiée comme il a été indiqué ci-dessus ; cette étude
nous conduit donc a proposer la décomposition ci-dessous :

LA CHAINE OBSERVEE

(M1)(L1) (M2)(L2) (M3)(Ls) (Ms)(La) (Ms)(Lss) -...... (Mi) (L) (Mi)(Ly)
se décompose en une successions de plusieurs chainons :

Accélération
Rech.erche Rupture 1 Rechen::he Rupture 2 de Ia Rupture 3
erratique ordonnée ]
recherche Conjecture
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Analyse exp An, théorique

R 3

C up.mri et Rupture 4] et synthése |Rupture 5 Al.ls?lyse

onjecture synthése exp quasi théorique critique

| CHAINONS SUCCESSIFS | PHASES CORRESPONDANTES | COMMENTAIRES
Chainon 1 RECHERCHE ERRATIQUE phase de recherche tous azimuts
(M)(Ly)....... (M)(Ly) dans G1
Chainon 2 RECHERCHE ORDONNEE phase d’approche dans une direction
(Mi+1)(|—i+1) ....... (MJ)(LJ) donnée
Chainon 3 ACCELERATION DE LA | suite de sous-conjectures et de leurs
(Mjs)(Ljr) .. (Mi)(Ly) RECHERCHE validations
Chainon 4 ANALYSE EXPERIMENTALE et | preuve expérimentale par analyse-
(M) (L) ... (M)(LY) SYNTHESE EXPERIMENTALE | synthése

(\Validation opératoire selon Joshua)
Chainon 5 ANALYSE THEORIQUE et | preuve Cabri-théorique
(ML) -« (M) (L) SYNTHESE QUASI-THEORIQUE | (Validation explicite ou démarche
Validation quasi-explicite de preuve selon Joshua)
Chainon 6 ANALYSE CRITIQUE vérifications pour conforter la
(Mm+1)(Lmea) .. (Mp) Cabri-certitude de I’étape
précédente

Ces chainons successifs s’articulent par des liaisons spécifiques inter-chainons qui sont des
moments de rupture dans la démarche. Chaque liaison marque la fin d’un chainon (donc
d’une stratégie d’expérimentation) et annonce le chainon suivant (c’est-a-dire I’amorce d’une
nouvelle stratégie d’expérimentation).

2. LES RUPTURES

Cing liaisons inter-chainons spécifiques ont été mises en évidence dans I’analyse en cours
qui ont été qualifiées de RUPTURES :

Chainon 1/ RUPTURE 1 /cChainon 2

RUPTURE 1: c’est une premiére avancée qui marque la fin de la recherche erratique et qui
amorce la dévolution du probléeme a celui a qui il est soumis. Des enchainements
« raisonnes » semblent surgir ou pouvoir surgir ; nous qualifions de tels enchainements de
« raisonnés » dans le sens ou ils réalisent un lien de bon sens entre deux explorations
consecutives (ce que Balacheff appelle raisonnement pour le différencier des enchainements
hypothése-déduction de la démonstration). Cette premiere avancée permet donc d’entrer dans
une phase de recherche qui peut sembler plus ordonnée (...), plus prometteuse de
découverte(s).

Cette rupture semble marquer le passage

d’une investigation dans un cadre scientifique empirique
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a une investigation dans un cadre de modélisation.

Chainon 1 / Rupture 1/ Chainon 2/ RUPTURE 2 / chainon 3
RUPTURE 2 : c’est la premiére approche de la découverte, c’est la premiére piste engendrant
la premiere conjecture émise dans le cadre G2 qui marque la fin de la recherche ordonnée des
données interprétables de G1. On entre ainsi dans une phase a activité de raisonnement
logique mathématique plus dense dans G2 avec des phases de validation dans G1. On va donc
assister a une phase d’accélération de la recherche pour se rapprocher de la découverte.
Cette rupture semble marquer le passage
d’une investigation dans un cadre de modélisation

a une investigation dans un cadre d’ingéniérie par itération.

Chainon 1 / Rupture 1/Chainon 2 / Rupture 2/ Chainon 3/ RUP TURE 3/ Chainon 4
RUPTURE 3: c’est la découverte d’une conjecture solutionnant en partie notre probleme qui
semble marquer la fin de la phase d’accélération et faire entrer dans une phase plus théorique
de validation dans G2 a travers I’environnement Cabri ; c’est I’entrée dans I’analyse-synthese
expérimentale visualisant ainsi une modélisation du raisonnement par analyse-synthese.

Cette rupture semble marquer le passage

d’une investigation dans un cadre d’ingéniérie par itération

a une investigation dans un cadre, essentiellement de modélisation.

Chainon 4/ RUPTURE 4/ Chainon 5

RUPTURE 4 : I’apparition de la conjecture ultime marque la fin de la phase d’analyse-
synthese expérimentale pour entrer dans la démarche de Cabri-preuve.
Cette rupture semble marquer le passage
d’une investigation dans un cadre de modélisation
a une investigation dans un cadre scientifique explicatif.

Chainon 5/ RUPTURE 5/ Chainon 6

RUPTURE 5 : la Cabri-preuve n’empéche pas le doute de subsister dans la mesure ou les
validations de I’environnement Cabri sont plus sdres que celles de I’environnement papier-
crayon, mais pas certaines. Un changement de cadre nait souvent de ce doute et d’autres
verifications sont faites dans ce nouveau cadre ou éventuellement encore dans le précédent.
Cette rupture semble ne pas étre une rupture au sens des cadres d’investigation

car il semble qu’on reste dans un cadre scientifique explicatif.

3. ETUDE DES DIFFERENTES PHASES DE RECHERCHE

3.1. RECHERCHE ERRATIQUE

Avec la légende suivante, le schéma ci-dessous synthétise notre proposition de représentation
de cette phase

P.e. : Phase d’exploration

P.i. : Phase d’interprétation

M; : Maillon binaire exploration-interprétation numéroté i

Li : Lien inférentiel faible numéroté i

Li : premier lien inférentiel normal marquant la rupture 1
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P.i.

L1 L2 L3
M1 M2 M3 Mi

RECHERCHE ERRATIQUE

3.1.1. Le malentendu didactique

Dans cette phase, chaque tentative d’exploration semble étre indépendante des
précédentes. Cette phase peut étre qualifiée de phase de tatonnements par le chercheur : il
donne I’impression a chaque fois d’explorer quelque chose de différent, de faire des essais
aléatoires.

Ce qui se passe souvent en situation de classe, quand un tel probleme est propose, c’est
gu’un malentendu au niveau du contrat didactique semble engendrer cette attitude, soit de
I’individu, soit du groupe qui ne comprend pas qu’il est dans une phase de recherche au sens
noble de la recherche. Dans cette recherche, le démarrage donne rarement un acceés direct a la
solution, et le déroulement de cette recherche va demander un investissement en temps pour
I’action et la rétroaction (voir les problémes longs proposés par Gilles Aldon a I’lREM de
Lyon ou les travaux de I’IREM de Dijon présentés a Poitiers : Faire de maths en classe
INRP ADIREM 2003). L’individu ou le groupe pensent qu’ils cherchent pour « découvrir »
(le sens de ce verbe est double évidemment) le voile qui cache la solution. Cette analogie
n’est pas fortuite dans la mesure ou, pour les participants a la recherche, une action et une
seule doit permettre d’amener la réponse au probléeme pose ; si donc la réponse n’apparait pas
immédiatement, la réaction logique est de changer complétement I’attaque pour que le voile
que I’on va soulever découvre autre chose que ce qu’aurait pu réveéler I’action précédente.
Notons que ce malentendu peut s’établir méme quand ce n’est pas la premiére fois qu’un tel
probléme est propose.

3.1.2. Inférences faibles et logique de débat

En réalité chacune des inférences liant les premiers maillons de notre chaine qualifiées
d’inférences faibles, engendre une tentative d’exploration qui dépend néanmoins des résultats
observeées dans les tentatives précédentes dans la mesure ou on effectue rarement deux fois la
méme tentative. Il y a une mémoire des actes passes : nous avons pu noter que, souvent, ce
n’était pas le cas dans les recherches menées en groupe ou les individus proposent en tant
gu’individus et non pas en tant que membre du groupe ; ils excluent la logique du débat dans
le groupe. Bizarrement, ils s’imposent une auto-discipline personnelle de débat (un individu
suivant sa propre démarche et ignorant celle des autres peut étre amené a proposer une
tentative de manipulation déja proposée et opérée précédemment, cette proposition étant
inférée par sa proposition personnelle précédente).

Cette premiére phase nous montre la mise en place d’un débat ou la confrontation des
idées se fait de maniére multiforme :
— un débat qui anime le groupe composé d’individus ;
— un débat interne a chaque individu.
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Au début, le débat de groupe est une juxtaposition de débats personnels dans la mesure ou
chaque individu propose une succession d’actions ne prenant pas en compte les autres actions
proposees mais seulement les siennes (il n’est pas rare de voir un individu proposer une piste
déja proposée par un autre membre du groupe).
Aprés des salves désordonnées de propositions individuelles, le groupe commence petit a petit
a vivre dans la mesure ou un dialogue s’amorce entre les individus pour comprendre en
particulier les motivations des actions proposées par les autres, jusqu’a ce gqu’une avancée
survienne (la encore le groupe commence a intervenir pour mettre en évidence les doublons
quand ils surviennent). C’est cette avancée qui mettra fin a cette premiére phase de recherche.
Notons que ce dialogue est un moteur pour une progression de la recherche vers la solution
ou du moins pour une meilleure explicitation des données qui sont les conditions nécessaires
qui doivent émerger.

3.1.3. Analyse de I’avancee
Cette avancée peut étre provoquée par un individu qui va dominer le groupe par I’intime
conviction qu’il tient un bout du fil d’Ariane et proposer une action qui pour la premiére fois
va aller dans la continuité de I’action précédente.
Souvent un individu propose une action a la suite de laquelle il percoit une continuité logique
possible. Il propose donc lui-méme une action en continuité de la précédente.
Plus rarement, c¢’est un individu qui propose une action a la suite de laquelle un autre individu
va percevoir une continuité logique possible. Cet autre individu est ici amené a proposer lui-
méme une action en continuité.
3.1.4. Dépendance cognitive donc relative des maillons liés par des inférences faibles
Les premiéres explorations proposées dans cette phase de recherche erratique, qui est une
constante des observations que nous avons réalisées dans les démarches de résolution de
boites noires, varient néanmoins d’un public a un autre. Les propositions faites dépendent trés
fortement des connaissances mathématiques du public concernant la notion de
transformations et des connaissances du public concernant le logiciel utilise.

Notons que la démarche scientifique nécessite impérativement « connaissances » et
« savoir faire » (Didaskalia 6 page 139). Ici ces composantes apparaissent aussi comme des
conditions nécessaires pour amorcer la démarche de recherche expérimentale en
Mathématiques

Ces premieres explorations dépendent aussi de I’expérience du public sur les recherches de
résolutions de problemes de boites noires. Cela peut conduire a I’atrophie ou a la
disparition pure et simple de cette premiére phase. Dans de tels cas on peut néanmoins
forcer cette phase a apparaitre en fabriquant une boite noire a la fois simple dans sa
conception géométrique et compliquée dans les interprétations qu’on peut en inférer avec les
attaques usuelles des chercheurs expérimentés en boites noires: nous avons pu constater
combien il était facile de cette facon de solutionner ce probléme (de la disparition de la
premiére phase) quand a été proposée aux membres du groupe de recherche de « géométrie
dynamique » de I’IREM de Toulouse une boite noire difficile a solutionner. Malgré leurs
connaissances mathématiques élevées, leur connaissance du logiciel non moins élevée, malgré
les premiéres attaques pertinentes qui auraient pu venir & bout d’une transformation classique,
la méme phase erratique avec les mémes caractéristiques est apparue avec la compétition
entre individus (compétitions qu’on voit apparaitre a tous les niveaux ou nous avons
expérimenté), engendrant quasi systématiquement une avancée comme notée ci-dessus.
Voici quelques copies d’écran montrant quelles investigations menées de maniére ordonnée
par les membres de mon groupe IREM les a conduits a enchainer sur la phase erratique qu’ils
croyaient avoir évitée :
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1°" investigation : le point indépendant m bleu est redéfini sur un cercle bleu, le lieu de son
image M a été demandé au logiciel qui I’a renvoyé en rouge. Les expérimentateurs ont tirés
sur le centre du cercle pour obtenir successivement :

a | g

2" investigation : le point m est redéfini sur une droite bleue, le cercle précédemment

utilisé a été effacé, le lieu de M est réactualisé immédiatement. Les expérimentateurs

translatent la droite horizontalement en tirant sur le premier point ayant servi a la définir.

Citation : « On sait qu’un « expert » d’un domaine particulier peut ne plus se comporter en
expert lorsqu’il est placé dans une situation non familiere, méme lorsqu’elle ressort a son
domaine d’expertise ». Bernard Parzysz

3.1.5. Cadres d’investigation et appréhensions figurales dans cette phase

Nous avons noté que le cadre d’investigation privilégié dans cette phase semblait étre le cadre
scientifique empirique, éventuellement accouplé aux cadres d’engagement et d’ingéniérie au
hasard.

L appréhension des figures réalisées est majoritairement du type k« opératoire positionnelle »|
et chaque micro-étape se conclut avec une « appréhension discursive ». C’est le bindme
exploration-interprétation qu’on retrouve avec cette grille de lecture.

3.1.6. Une caractérisation du chainon « recherche erratique » désordre apparent

Dans cette phase, chaque maillon binaire contient une phase exploratoire ou I’investigation a
pour but d’observer quelque chose d’interprétable et une phase d’interprétation réduite a son
expression la plus simple qui est la description brute de ce qui est vu (I’interprétation est quasi
nulle méme si au niveau du signifié on n’en est pas certain).

Les liens faibles observés entre chaque maillon semblent étre en relation avec les
connaissances de I’expérimentateur. Mémes si les explorations proposeées semblent
indépendantes, elles ne le sont que dans la mesure ou I’exploration d’un maillon n’est pas la
continuation de I’exploration du maillon précédent provoquée par la phase interprétative qui
le suit.

Un cadre d’investigation scientifique empirique et une appréhension figurale d’abord
opératoire positionnelle puis discursive semblent caractériser les maillons de ce chainon.
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3.2. RECHERCHE ORDONNEE

Avec la légende suivante, le schéma ci-dessous synthétise notre proposition de représentation
de cette phase :

P.e. : Phase d’exploration

P.i. : Phase d’interprétation; M;

Maillon binaire exploration interprétation numéroté i

Li : Lien inférentiel normal numéroté i

Lj : premier lien inférentiel fort marquant la rupture 2

Pi P.i

Li Li+2

Mi Mi+1 Mi+2

RECHERCHE ORDONNEE

Pour utiliser une analogie sémantique avec la bataille navale :
Dans la phase précédente, I’expérimentateur artilleur tire un peu au hasard sur un objectif
gu’il ne voit pas, dans une zone assez large qui a-t-on vu dépend des connaissances de
I’équipage et de son savoir-faire en artillerie. Tant que rien n’est en vue, c’est-a-dire tant que
I’observation des impacts des tirs effectués ne provoque pas de réactions chez celui qui a
donné I’ordre de tir ou chez ceux qui I’entourent, la communauté ne va pas changer de
tactique et enchainer ces tirs aléatoires : on a vu qu’en réalité le qualificatif d’aléatoire est
sujet a modulations puisqu’il y a une certaine cohérence dans le choix des cibles due a I’unité
de I’équipage (équipage de mousses, équipage de marins, équipages d’éleves officiers) au
moment de I’attaque.
Dans la phase de recherche ordonnée, il va y avoir une concentration des tirs, provoquée
initialement par le dernier tir de la salve précédente (c’est la rupture 1) lequel a donné lieu a
une réaction de I’équipage en ce sens qu’un ou plusieurs membres de I’équipage vont
interpréter le dernier impact de la premiére série de tirs comme un signe de la présence de
I’objet visé dans la zone atteinte. La série suivante de tirs va se concentrer autour de la zone
de I’impact du dernier tir de la premiere salve avec I’espoir d’avoir a nouveau des impacts
interprétés comme des succes ou du moins comme une meilleure approche de I’objectif vise.
3.2.1. Inférences normales et apparition d’un débat
Nous avons noté qu’une inférence normale liait le dernier maillon binaire du chainon
préceédent au premier maillon binaire du chainon actuel. Ici, aprés avoir observé la nature de
I’image d’un cercle, les investigations vont rester concentrées sur les images de cercles : c’est
en cela que I'inférence devient normale car elle marque une stabilisation du champ
d’expérimentation. Les initiatives prises vont chercher a voir successivement.

+ Comment se comporte I’image d’un point circulant sur ce cercle.

+ Comment se comporte I’image de ce cercle quand on le tire dans le plan ;

¢ Jusqu’a le déplacer suivant des directions fixes et sentir le rble particulier que

semblerait avoir une direction bien particuliére.
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Une dynamique se crée qui permet un enchainement plus systématique dans
I’investigation : on accumule des observations autour d’un theme donné « images de cercles »
a partir d’experiences faites dans le domaine d’une géométrie concrete, représentative qui
serait celle de la géométrie G1 de Parzisz, sans validation de quelqu’ordre que ce soit sinon
évidemment que visuelle (on en reste au niveau du constat). Les liaisons qualifiées de
normales le sont ainsi essentiellement en raison de I’unité du choix stratégique qu’elles
permettent d’établir entre les initiatives prises dans chaque phase exploratoire du maillon
binaire introduit.

La probléematique du débat semble se centrer ou plutbt se concentrer autour de I’étude
d’une stratégie particuliere concernant le théme sélectionné dans la premiére inférence
normale, c’est-a-dire a I’occasion de ce que nous appelé la premiére rupture ou premier lien
inter-chainons.

3.2.2. Les intervenants dans le débat

Dans ce débat, a ce stade :

Iy a les individus qui animent le débat (animateurs)

En proposant des investigations s’enchainant « normalement » (au sens de liaisons normales
inter-maillons) qui essaient de les interpréter en faisant des remarques souvent naives du
genre « ¢a ne tourne pas dans le méme sens » (en parlant par exemple des images d’un point
tournant sur un cercle). Ceci montre bien que I’on est essentiellement dans G1.

Il'y a les individus qui parlent pour faire des remarques (arbitres)

Des remarques pouvant étre de I’ordre de la stratégie : ici certains ont pu proposer de tirer sur
le cercle de départ pour voir les modifications des images, tirant partie de la potentialité
dynamique du logiciel et permettant ainsi de faire une conjecture en acte puisque la conjecture
en question n’est pas émise du moins dans le document signifié (nous ne pouvons dire si elle
I’était dans le signifiant de ceux qui ont pu observer le résultat produit par Cabri).

Ou des remarques de bon sens: certains rappelant que telle ou telle proposition
d’investigation a déja été expérimentée, ou d’autres demandant les raisons d’une investigation
proposée car souvent celle-ci n’est pas cohérente avec la représentation de la manipulation des
objets de G1 qui est liée a une manipulation papier-crayon (par exemple : nous avons pu noter
une question du genre « pourquoi faire tourner le point sur le cercle ? » a laquelle évidemment
la réponse apportée n’a pu étre que « pour voir ! »).

Il'y a les individus qui se taisent mais qui attendent leur heure (sous-marins)

Alors qu’un nombre trés restreint d’individus acceptent d’animer la phase qualifiée
d’erratique, leur nombre augmente des qu’on passe a cette phase qualifiée d’ordonnée mais la
majorité, bien gu’attentive et souvent captivée, reste silencieuse. Il nous a semblé longtemps
difficile de qualifier I’activité de ceux qui entrent dans cette catégorie jusqu’au jour ou nous
avons pu observer I’événement suivant qui sera relaté dans le chapitre 14 (boite noire
« homothétie » expérimentée en module dans une classe de premiere scientifique) :

Le cas d’Elodie : Une éléve, qu’on peut qualifier de bonne éléve dans le sens classique du
terme (attentive, travailleuse, écoutant et tirant parti des conseils donnés, appliquée ordonnée,
méthodique et trés réservée), avait assisté de maniére extrémement passive au déroulement
des deux premieres phases de la recherche proposée a son groupe. J’ai pu observer tout ce que
je décris parce que le jour de la résolution en groupe de la boite noire « homothétie », je
manipulais ma Voyage 200 rétroprojetable ou j’avais programmé ma Cabri boite noire, assis
pres d’elle. Tout d’un coup, alors qu’elle était restée silencieuse jusque la, cette éléve prend la
parole d’une voie ferme puissante et décidée, pour proposer une investigation (proposition de
construction et manipulation qui devait valider la conjecture qu’elle s’était faite en pensée et
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que je pensais deviner). C’était la premiere fois de I’année que cette éleve prenait la parole de
sa propre initiative.

Sa proposition montrait sans aucun doute possible que son attention avait été mobilisée,
qu’elle avait digéré les propositions faites, qu’elle avait probablement testé en pensée pas mal
d’hypothéses mais que la représentation de son réle d’éléve en liaison avec la tache qui lui
incombait la poussait a ne pas intervenir pendant les phases qu’usuellement elle prend soin de
cacher ; en effet, ses devoirs sont des modéles de propreté et de présentation ou la rédaction
est une rédaction achevée comparable a celle de nos livres scolaires, ou aucune place n’est
laissée aux hésitations, aux essais, a tous ces moments fastidieux et nécessaires qui préeparent
I’apparition de la premiére conjecture ayant de grandes chances d’étre validée. Elle était
vraisemblablement dans la situation de I’éleve qui, apres avoir lu son énoncé, attend
patiemment les indications successives que ne manque pas de lui donner habituellement son
professeur afin d’augmenter ses chances de découvrir la solution. Elle a donc attendu que les
éléments apportés soient assez parlants pour voir émerger la solution et décider d’assumer son
réle conformément au contrat usuel « je propose quand j’ai trouvé » et non pas « je réalise des
investigations pour obtenir des hypotheses supplémentaires ».

Ce cas particulier, n’est en réalité pas aussi singulier qu’il peut y paraitre dans une
premiere analyse, car il met en évidence un comportement qui n’est certes pas le
comportement de tous les éléves qui se taisent pendant ces deux phases mais le comportement
de beaucoup de ces individus (il peut d’ailleurs s’agir d’éleves comme de jeunes professeurs
ou de professeurs confirmés). Nous avons tres souvent observé cette émergence brutale,
comme une résurgence d’une source qui serpentait de maniére souterraine pour réapparaitre
soudainement quand son lit souterrain disparaissait. Beaucoup d’individus interviennent
quand ils sentent que les hypothéses qui leur étaient fournies devenaient largement suffisantes
pour convaincre de maniere « quasi-démonstrative ». Le qualificatif de sous-marins que je
propose me semble approprié a un tel comportement qui est quasi prévisible. En effet, comme
un sous-marin qui manque de réserve d’oxygene et qui est donc condamné a refaire surface a
un moment ou un autre, ces individus (qui sont entrés dans le débat en n’acceptant que la
partie réception de celui-ci) vont finir, dévolution oblige, par réagir au trop plein
d’informations en acceptant la partie émission orale officielle. Cette socialisation se focalise a
la fin de cette phase de recherche ordonnée quand apparait la premiere piste, la premiére idée,
la premiere sous-conjecture. Notons que I’ouverture de cette premiére piste n’est pas
nécessairement le fait d’individus sous-marins.

Il'y a enfin les individus qui se taisent constamment (les réserves)

Notons le role crucial du compte-rendu de recherche qui peut participer a leur implication
mais surtout qui peut permettre a I’organisateur du débat de pouvoir accéder autant que faire
se peut a I’activité des individus de cette catégorie.

3.2.3. Des inférences normales vers la premiére inférence forte

Pourquoi une inférence devient forte et provoque la seconde rupture ? Pourquoi va-t-on
entrer dans une phase qui, a premiére vue, quand on analyse le signifiant qui est le notre,
semble bien similaire a la phase de recherche ordonnée ? Jusque-la, de maniére méthodique,
on accumule des résultats d’observations, des données qui gravitent autour d’un théme précis
et le theme ne va pas changer. Ces données sont du niveau de la « monstration visuelle » : ce
que I’on voit suffit a nous convaincre que la traduction que nous en faisons est la bonne ; nous
sommes au niveau de I’'immédiateté de I’expérience au niveau de la connaissance sensible.
Lorsqu’on dit apres avoir vu I’écran que I’image d’un cercle est un cercle, I’expérimentateur
n’a pas douté un instant que la transposition qu’il a faite dans G2 de la visualisation faite dans
G1 pouvait étre fausse. Il y aurait pu y avoir une expérience de validation dans le micromonde
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Cabri (du genre : faire passer un cercle par trois points de I’image et demander a Cabri si les
points de I’image sont sur le cercle en question) mais cette expérience n’a pas été faite et c’est
ce qui caracterise I’appartenance de notre maillon binaire a ce chainon 2. L’inférence normale
ne va devenir forte que lorsqu’on va réaliser que I’investigation qui va étre menée dans le
maillon suivant est une investigation qui va permettre de valider avec Cabri, c’est-a-dire
valider dans G1 un résultat qui a été conjecturé dans G2 « Il existe une droite du plan
possédant une certaine propriété en liaison avec la transformation cherchée ». Les objectifs
des maillons vont brutalement changer : de I’objectif « accumulation de données » G1/G2
équivalentes, du moins en acte on passe a I’objectif « validation dans G1 de conjectures
de G2 ».

3.2.4. Cadres d’investigation et appréhensions figurales dans cette phase

Nous avons noté que les cadres d’investigation privilégiés dans cette phase semblaient étre
des cadres de modélisation ; il s’agit de mettre en évidence par exemple des images de
cercles.

L appréhension des figures réalisées est un enchainement d’appréhension « opératoire
positionnelle » et d’appréhension perceptive pour chaque micro-étape ; une « appréhension
discursive » semble conclure cette phase de recherche ordonnée.

3.2.5. Une caractérisation du chainon « recherche ordonnée » apparente mise en ordre

Dans cette phase, les maillons binaires se suivent de maniere raisonnée et circonscrite autour
d’un theme. L’investigation a lieu dans G1 et I’interprétation se fait dans G1 avec de temps en
temps des retours vers GO. Les liaisons sont normales en ce sens qu’elles maintiennent I’unité
thématique de I’investigation.

Des investigations dans un cadre de modélisation alliées a une appréhension opératoire
positionnelle ou perceptive semblent caractériser ce chainon.

3.3. ACCELERATION DE LA RECHERCHE

3.3.1. Description de cette phase

Cette phase préparée par la rupture 2 dans laquelle un « résultat » du domaine de G2 semble
émerger (une direction repérée dans G1 semble jouer un réle particulier...), va démarrer par
une exploration qui n’est pas anodine. Elle est pleine de sous-entendus au niveau du protocole
mis en place pour confirmer dans G1 cette presque G2-conjecture : les validations faites dans
G1 sont du domaine de I’approximation ; en effet aucune expérimentation n’est proposée pour
vérifier des superpositions au moins sur I’écran. Néanmoins, ce type de validation méme
grossiere accelere le processus de découverte car il infere une nouvelle conjecture qui va
appeler sa validation comme si I’expérimentateur entrant dans cette phase avait mis la main
sur le fil d’Ariane. Ici chacun des maillons binaires représente une traction sur ce fil qui incite
I’expérimentateur a tirer et tirer encore comme s’il était, a partir de &, condamné a trouver
plus et approcher d’autant plus la solution.

3.3.2. Role spécifique des connaissances dans cette phase

Il est certain que parmi les initiatives possibles grace au caractére dynamique et I’interactivité
du logiciel, il en est une qui attire comme un aimant c’est le déplacement linéaire des objets
tirés. Dans le cas qui nous occupe, le fait que I’expérimentateur ait a disposition le concept de
direction I’a amené a faire des tentatives qui I’ont conduit a des déplacements d’objets (cercle
antécédent et son objet image de G1) suivant la méme direction. Usuellement, si le Professeur
laisse le pilotage de la manipulation a un sherpa (terminologie de Trouche), on remarque que
celui-ci  commence par des mouvements de souris horizontaux ou verticaux.
L’expérimentateur ne manipule pas a I’aveuglette ; il n’y a pas de manipulation aléatoire dans
un intervalle de temps de longueur raisonnable : toutes les expériences menées a tous les
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niveaux confirment cette affirmation. S’il y a une hypothése qu’il semble raisonnable de faire,
c’est que I’entrée dans cette phase est caractérisée par I’arrivée de la notion d’invariant. Dés
gu’un invariant fait son apparition dans la démarche que nous cherchons a décrire, la
premiere inférence forte nous fait basculer de la phase de recherche ordonnée a la phase
d’acceélération de la recherche. Le chainon qui commence a se constituer va voir se succéder
des émergences d’invariants intermédiaires s’inférant les uns les autres avec des phases de
validation, elles aussi accélérées, donc brouillonnes. Des velléités pour mettre un peu de
logique « démonstrative » sont notées de maniere épisodique avec des soucis de validations
partiellement dans G2 : dans le cas ou on a senti un invariant de type translation on peut se
contenter dans le cadre de G1 de Vvérifier la constance de la distance d’un point a son image.
Le concept de vecteur ainsi que ses différentes approches passées resurgissent pour inférer les
initiatives qui sont prises par I’expérimentateur pour réaliser I’expérience dont il a décidé le
protocole : c’est lui qui décide de positionner les objets dans une certaine position, de les
manipuler dans un certain ordre pour obtenir une confirmation « sensible » de la conjecture
ou plutdt de la sous-conjecture émise.

3.3.3. Role de médiation de I’expérience entre deux niveaux de « signifies »

On peut donc constater que I’expérience ne précéde pas la connaissance : les connaissances
inférent des expériences qui sont donc fortement dépendantes de ces connaissances. Le
protocole expérimental est généré par les connaissances comme on I’a vu ci-dessus. Les
expérimentations faites dans G1 vont stimuler les connaissances de G2 qui vont a nouveau
générer des expérimentations dans G1 pour cerner des invariants de G2 de plus en plus
localisés dans G1 (on retrouve ce va-et-vient entre G1 et G2 que Parzysz avait déja noté)
L’expérimentation apparait donc comme une médiation de I’expression d’un signifié flou,
« concrétement » descriptif, d’une situation donnée vers I’expression de ce signifié clarifié et
abstrait dans un domaine plus formel

3.3.4. La formalisation d’une conjecture, source d’une rupture epistémologique ?

d’un obstacle cognitif ?
Cette formalisation peut étre plus ou moins explicite, mais elle est en tous cas implicite a
travers le protocole adopté dans le chainon suivant (construction d’un couple de points
particuliers formé d’un point et de son image par redéfinition pour isoler un vecteur qui sera
fixe par la suite). Elle marque donc la fin de cette phase et une pause dans la recherche :
souvent d’ailleurs, on note une grande difficulté de I’auditoire participant a se concentrer sur
la suite & donner & cette recherche.
Cette rupture est en réalité une rupture forte car c’est une rupture qu’on peut qualifier
d’épistémologique, dans la mesure ou I’apparition du formel est associée a I’apparition de
I’abstrait, du monde mathématique tel qu’il est représenté dans les esprits des participants et
donc une activité d’ou I’expérimental est nécessairement exclu.
On retrouve ici la rupture notée par Johsua dans une démarche expérimentale avec option
analytique a point de départ expérimental : nous sommes dans le cas ou la phase
expérimentale a été privilégiée atrophiant de facto la phase théorique (la validation du
modele).
C’est ici que la pertinence du dispositif « boite noire » apparait le mieux. Le probléme étant
posé dans le micromonde Cabri, méme s’il appelle une solution dans G2, la validation de
celle-ci ne pourra se faire en dernier ressort que dans ce méme micromonde, forcant ainsi le
participant a trouver une procédure argumentative qui va modéliser le raisonnement par
analyse-synthese et montrer le réle tres fort a affecter aux conditions nécessaires comme
outils de renforcement de la plausibilité d’un résultat conjecturé. Remarque : rendre une
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hypothése plus plausible, au sens de Polya, c’est aussi Vérifier plus de conditions nécessaires,
c’est-a-dire plus de propriétés impliquées logiquement par cette hypothese dans G2.

3.3.5. Cadres d’investigation et appréhensions figurales dans cette phase

Nous avons noté que le cadre d’investigation privilégié dans cette phase semblait étre le cadre
d’ingéniérie par itération.

L appréhension des figures réalisées est un enchainement d’appréhension « opératoire
positionnelle » et « d’appréhension discursive ». Chaque manipulation semble permettre de
saisir les éléments cachés de la transformation comme des constructions analogues a celles
que proposerait un énoncé classique : chaque fois c’est une conjecture qui est mise en
évidence dans cette appréhension discursive.

3.3.6. Une caractérisation du chainon « accélération de la recherche »

Dans cette phase, les maillons binaires s’enrichissent grace aux liaisons fortes qui les
connectent. La phase d’exploration contient la mise en place de la construction qui va valider
la conjecture précédente et les manipulations associées ; la phase interprétative va valider ou
non la conjecture et aboutir par interprétation des manipulations faites a une autre conjecture.
Le lien fort peut ainsi s’établir entre un maillon et le suivant qui viendra valider la conjecture
concluant le précédent. Les conjectures sont faites dans G2 et les validations plutdt et
majoritairement dans G1. Elles s’accumulent pour affiner la conjecture de solution de notre
probléme. Ce chainon se conclut par I’énoncé de la conjecture dans G2 d’une réponse
partielle ou complete au probléeme posé.

Des investigations dans un cadre d’ingéniérie par itération alliées a une appréhension
opératoire positionnelle puis discursive semblent caractériser ce chainon.

A ce stade on commence & avoir une idée précise de la réponse.

3.4. ANALYSE « EXPERIMENTALE » ET SYNTHESE « EXPERIMENTALE »
3.4.1. Modélisation d’un tel chainon
Il consiste en I’attaque d’une conjecture par un traitement par analyse-synthese a la suite
d’une préparation « abstraite », une amorce qui est une analyse théorique faite donc dans G2.
Cette amorce constitue la rupture 3, qualifiée de rupture théorique. On peut dire que cette
analyse théorique se situe méme dans G3 et la synthese est imaginée dans G2. Ce qui
caractérise cette phase, c’est que I’expérience effectivement menée I’est dans le micromonde
Cabri (notons que le probleme de G2 est proposé dans sa transposition dans ce micromonde
qui est un intermédiaire entre G1 et G2 : Parzysz n’a pas proposeé de classification pour un tel
monde géométrique ; nous avons proposé « niveau G2 Informatique » et non « niveau G1
Informatique »). Cette préparation est a peine perceptible dans le compte-rendu, ce qui traduit
la situation réelle de la fréquente absence de celle-ci dans les faits observées et certainement
observables.
3.4.2. Caractérisation d’un tel chainon
C’est d’abord un souci de rigueur qui semble en étre une caractérisation immédiate : on peut
traduire en disant que, bien que travaillant dans un modele du monde géométrique euclidien,
le micromonde Cabri, bien que manipulant des objets réels, comme le physicien (attention pas
les objets réels de la géométrie mais leur représentation dans le modele Cabri),
I’expérimentateur les manipule comme s’il avait affaire a des objets abstraits (c’est-a-dire
cette fois les objets réels de la géométrie abstraite, théorique, axiomatisée, ...). Il travaille
dans G1, il manipule dans G1 en pensant, en raisonnant dans G2. Cette confusion crée
nécessairement une complexification du processus :

a. Des décisions sont prises dans G2 :
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isoler un vecteur liant un point particulier a son image, ...

b. Ces décisions sont exécutées dans G1 (qui, ne I’oublions pas, est ici au moins
inclus dans G2 Informatique) :

on trace le vecteur liant un point particulier a son image.

c. Ces actes sont amendés par un codicille dans G2 Informatique, pour pouvoir
préparer une validation qu’on voudrait dans G2.

En réalité, le codicille a commencé a étre exécuté dans la phase précédente : on a

déterminé un vecteur égal au vecteur cité et on a libéré les extrémités pour rendre

réellement ce vecteur fixe dans le logiciel, c’est-a-dire non dépendant des
mouvements du point mobile.

d. Validation dans G2 Informatique dans un premier temps, puis rapidement
abandon de telles validations pour revenir a des validations plus visuelles. On
use des possibilités dynamiques du logiciel (c’est un G1 amélioré), mais on
n’use pas ses potentialités mathématiques (pour rester dans le G2 Informatique
qui est le modéle qui colle le plus a G3).

On aurait pu vérifier dans Cabri que le vecteur fixe est toujours égal au vecteur

liant un point générique a son image, c’est-a-dire vérifier par exemple qu’un

quadrilatere est bien un parallélogramme avec les outils de test, ce qui aurait donné
une validation dans G2 informatique mais, ici, le compte-rendu analyseé suggeére
simplement une validation visuelle par animation dans G1.
C’est finalement I’apparition d’une logique formalisée dans les validations des conjectures
successives qui, caractérise cette phase : le raisonnement par analyse-synthese est pratiqué
méthodiquement méme si le cadre de son application est expérimental, c’est-a-dire dans G1 et
au mieux par moments dans G2 Informatique. On peut avoir I’impression d’étre encore dans
la phase d’accélération de recherche car les initiatives s’enchainent, la conjecture s’enrichit
pour approcher une solution. Mais tant que la conjecture finale n’a pas été découverte ou
énoncee ou envisagée de maniere implicite, on observe cette fluctuation de la rigueur (ou
plutdt du niveau de rigueur), c’est-a-dire une impossibilité de rester de maniére permanente
dans la zone G2/G2 Informatique pour des incursions encore fréquentes dans G1.
Le signifié recherché est approché de plus en plus dans cette phase instable par des signifiants
qui s’affinent au gré des validations plut6t dans G1 que dans G2 Informatique.
La différence fondamentale vient du fait que les liens forts qui connectent les maillons dans
cette phase ont un contenu connectif logique plus explicitement détectable que dans la phase
précédente.

3.4.3. Cadres d’investigation et appréhensions figurales dans cette phase

Nous avons noté que le cadre d’investigation privilégié dans cette phase semblait étre le cadre
de modélisation incluant éventuellement le cadre scientifique empirique.

L appréhension des figures réalisées I’est suivant deux types de couples d’appréhension :

— Un couple jopératoire positionnel/appréhension discursivel.

— Etun couple séquentiel/appréhension discursive.

3.4.4. Une caractérisation du chainon «analyse expérimentale et synthese
expérimentale»

Une conjecture fortement ancrée dans G2 amorce cette phase ou les maillons binaires
contiennent des analyses-synthéses pures d’un point de vue logique. L’analyse théorique se
dédouble d’une analyse jumelle dans G1 Informatique suivie d’une vérification souvent
visuelle faite dans G1 par souci d’économie (vérification ergonomique). Chaque lien fort est
une amorce « analyse théorique ». Cette phase se conclut par une conjecture marquée du
sceau d’une premiere validation expérimentale faite dans G1.
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Des investigations dans un cadre de modélisation par itération alliées a une appréhension
séquentielle puis discursive ou opératoire positionnelle puis discursive semblent caractériser
ce chainon.

A ce stade on commence & avoir la certitude de la réponse avec une bonne plausibilité due
aux validations faites dans G1 ; ce sont d’ailleurs ces validations expérimentales que nous
gualifions de synthése expérimentale. Nous avons souvent noté dans nos activités de
recherche de problemes, cette phase de fébrilité ou sentant la solution trés proche on agit de
maniére économique en temps pour se persuader aussi vite que possible qu’on a bien raison.
C’est une économie des procédures d’atterrissage : on cherche a vérifier rapidement si les
parameétres d’atterrissage sont corrects pour décider si I’atterrissage est vraiment proche. Il
nous est arrivé aussi tres souvent, aprés avoir atteint une quasi-certitude pour une conjecture
de nous apercevoir que nous ne tenions qu’une solution partielle ou bien que nous nous
trompions carrément apres une derniére et rapide tentative de validation (Glaeser avait noté
une telle éventualité dans sa phase de vérification : « le caractére affectif et passionnel de
I’Euréka est une cause fréquente de mauvaises surprises »).

En s’inspirant de la formalisation proposée par Joshua, on pourrait parler de phase de
validation opératoire. Ici on ne conservera pas son hypothese sur le caractére implicite de la
validation car, dans notre domaine mathématique, la conjecture explicite remplace le modele
a valider.

3.5. ANALYSE THEORIQUE ET SYNTHESE THEORIQUE

3.5.1. Une tres forte rupture annonciatrice

Joshua note déja que dans le cadre d’une démarche a point de départ expérimental en
Mathématiques, le changement de registre au moment du passage a la démonstration apparait
alors comme une contrainte forte.

La rupture 4 qui introduit cette phase de Cabri-preuve doit mener de la conjecture rendue
fortement plausible a cette phase de démonstration avec les outils du modéle de G2/G3 dont
nous disposons, c’est-a-dire de I’environnement Cabri qui représente le niveau G2
Informatique de validation qui est trés voisin du niveau G2 et méme parfois de G3 (la gestion
de I’infini présente dans Cabri y compris dans la version du logiciel sous TI1-92 nous a permis
de présenter la construction d’une conique générique incluant le cas de la parabole lors d’une
conférence donnée a Cabriworld 1 : un extrait des actes est présenté en annexe).

Cette Cabri-preuve est la preuve maximum que peut donner I’outil informatique.

Cette phase est une phase rarement atteinte dans les expériences que nous avons réalisées.
Elles n’ont pu I’étre que lorsque le public arrivait apres les différentes phases a une conjecture
déja rencontrée et pour laquelle la maniere de Cabri-démontrer avait été montrée (expériences
faites en module avec une classe de Premiére S pour reconnaitre une rotation).

3.5.2. Validation par analyse-synthése quasi-théorique

L analyse-synthése qui va étre pratiquée est d’une pureté formelle identique a celle qui est
pratiquée dans G3 quand on la comprend comme un raisonnement dans G2 Informatique,
c’est-a-dire dans I’environnement Cabri qui est un modele de la Géométrie axiomatisée G3
avec des outils spécifiques de comparaison de mesures portant sur des objets de G2
Informatique qui sont les équivalents dans le modele des preuves calculatoires de G2 ou G3.
L’outil redéfinition est utilisé plusieurs fois dans G2 Informatique pour positionner dans la
page Cabri des points fixes définissant I’axe éventuel de notre symétrie glissée en méme
temps que le vecteur de cette symétrie comme reliant un point particulier a son image. Les
éléments de cette symétrie sont déterminés exactement dans G2 Informatique, comme ils le
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sont dans G2 ou dans G3. La veérification se fait par I’intermédiaire d’une propriété
caracteristique de G2 : la transformation est une symeétrie glissée si et seulement si AB = MN
et ABNM est un parallélogramme. Cette vérification ne peut étre faite que dans
I’environnement Cabri car, rappelons-le, cette transformation a été donnée dans cet
environnement. Les réponses positives données par le logiciel sont nombreuses et mémes tres
nombreuses. On pourrait avoir une preuve compléte dans cet environnement, si on validait
cette conjecture avec les outils de Cabri pour tous les points de la page de Cabri, ce que nous
n’avons jamais fait, ni jamais fait faire, ni jamais vu faire. Les vérifications faites sont assez
nombreuses et sous-tendues par des vérifications de proprietés de G1 et non de GO. La
plausibilité se transforme en certitude, en Cabri-certitude. Pour beaucoup de chercheurs qui
utilisent Cabri, cette Cabri-certitude est une certitude qui n’appelle pas nécessairement une
démonstration méme quand le probléme initial est un probléeme posé dans G2 ou G3 et qui a
été modélisé dans Cabri, et qui peut donc étre traité par une démarche de preuve
démonstrative.

3.5.3. De la Cabri-preuve a la preuve ; vers la derniére rupture

Dans la boite noire étudiée, on constate que la démarche ne prend pas fin a ce stade la mais
gu’une autre phase de validation du méme type a I’air de se reproduire. La conjecture est tres
fortement validée, quasiment prouvée, mais un doute subsiste ; par suite, des possibilités de
réfutations subsistent et le bon expérimentateur est tenté d’aller se rassurer avant d’utiliser
éventuellement I’outil qu’il a reconnu comme étant réellement celui qu’il a reconnu, ce qui
crée la rupture expérimentale sans changement de registre qui va conduire a la derniére phase
que nous avons repérée.

3.5.4. Cadres d’investigation et appréhensions figurales dans cette phase

Nous avons noté que le cadre d’investigation privilégié dans cette phase semblait étre le cadre
scientifique explicatif.

L appréhension des figures réalisées I’est essentiellement suivant I’appréhension discursive
mais mobilise aussi les autres catégories d’apprehensions.

3.5.5. Une caractérisation du chainon « analyse théorique et synthese théorique »

C’est la phase de démonstration de la conjecture dans I’environnement expérimental
informatique, c’est-a-dire dans G2 Informatique. Les outils de validation sont les mémes au
niveau des constructions, mais sont les outils spécifiques du modele pour les validations de
propriétés, outils de tests ou de mesures portant sur un grand nombre d’observations.

Des investigations dans un cadre scientifique explicatif alliées a une appréhension
majoritairement discursive semblent caractériser ce chainon.

En s’inspirant encore de la formalisation proposée par Johsua, on pourrait parler ici de phase
de validation quasi-explicite. Nous avons ajouté le préfixe quasi car la démarche de preuve
est une démarche de quasi-preuve ; le test en effet est effectué dans G2 Informatique (Cabri-
preuve). Néanmoins, Joshua note que cette phase est caractérisée par un « recours a une
nouvelle catégorie d’expériences » comme nous I’avons nous-méme noté.

Remarque : L’explication est déductive, la crédibilité est inductive, allant des conséquences
aux prémisses ; or la crédibilité n’est pas une valeur logique (I’énoncé d’observation peut étre
vrai et I’hypothése générale fausse). Des lors, il n’y a pas a distinguer deux méthodes (sinon
de facon superficielle), mais deux sortes de rationalité : la rationalité logique, qui
transmet des valeurs de vérité, et la rationalité du jugement, qui transmet des valeurs de
créedibilité (Encyclopédia Universalis, article sur I’Empirisme).
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3.6. ANALYSE CRITIQUE

3.6.1. L’apres-démonstration

Cette « aprés-démonstration », aussi curieux que cela paraisse, est une phase qu’on observe
assez fréquemment aprés la fin de la phase précédente quand celle-ci a eu lieu. On peut
interpréter ce phénomeéne en pensant qu’on a provoqué un besoin de la validation par
conditions nécessaires chez ceux qui ont adhéré a cette démarche. C’est peut-étre le cas. Il est
étonnant de remarquer que cette survalidation arrive aussi quand on n’est pas sir de la preuve
apportée.

Un cas observé en classe de seconde : dans une copie d’un devoir maison, un éléve devait
prouver un résultat géométrique ; il effectue une démonstration correcte au niveau des
enchainements déductifs, puis passe a un autre paragraphe qu’il intitule « démonstration » et
qui contient une vérification du résultat obtenu pour deux ou trois cas particuliers. Cet éleve
avait probablement réalisé cette demonstration par imitation, pour faire plaisir a son
professeur, mais n’avait pas compris ce qu’était réellement une démonstration; sa
survalidation n’était pour lui qu’une argumentation pour montrer comment il s’était
convaincu.

Toutes proportions gardees, cette étape de survalidation arrive naturellement pour valider une
conjecture qui n’a pas été completement et certainement validee. Ce sont les expériences de
confirmation de Johsua.

3.6.2. Recherche d’une réfutation possible

Dans le cadre de la boite noire étudiée, a la Cabri-certitude de la preuve précédente est
associé un Cabri-doute qui ne demande qu’a étre questionné ; le questionnement d’autres
conditions nécessaires crédibilisant encore plus la certitude de notre conclusion de la phase
précédente arrive la naturellement car ce questionnement constitue encore d’autres chances de
réfutations. En effet, le chercheur se donne ainsi d’autres occasions de retrouver des erreurs
de tous genres qui ont pu se produire au cours des différentes phases précédentes. C’est ce
souci de cohérence qui est recherché en sciences expérimentales et dont I’absence est notée
tout particulierement dans les parties finales des devoirs surveillés de Mathématiques
(COPPE S., 1996)). L exemple des sciences cliniques montre un environnement dans lequel
des vérifications régulieres sont faites méme apres que le probléme ait été résolu. La partie
finale de la preuve est une partie ou I’attention et le regard critique sont maintenus dans cette
discipline comme il devrait I’étre a tout instant dans une activité de recherche et de preuve.

3.6.3. Cadres d’investigation et appréhensions figurales dans cette phase

Nous avons noté que le cadre d’investigation privilégié dans cette phase semblait étre encore
le cadre scientifique explicatif.

L appréhension des figures réalisées I’est essentiellement suivant les appréhension perceptive
et discursive.

3.6.4. Une caractérisation du chainon « analyse critique »

Cette phase est caractérisée par des expérimentations dont le but est double, survalidation du
résultat obtenu ou son éventuelle réfutation dans le cadre de G2 Informatique. Elle marque
une fin de la démarche expérimentale étudiée mais peut n’étre qu’une fin provisoire car une
réfutation n’est pas exclue a ce stade du processus suivi.

Des investigations dans un cadre scientifique explicatif alliées a une appréhension perceptive
et discursive semblent caractériser ce chainon.
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Cette étape correspond a la quatrieme étape de la démarche scientifique selon les programmes
de physique de 1987.

ANNEXE

Cette annexe contient le début du compte-rendu de la conférence donnée par Mathilde
Arragon et Jean-Jacques Dahan au cours du congres Cabriworld 1 qui s’est tenu a Sao Paulo
en 1999. Cette conférence s’intitulait « De la division harmonique a la formule de
conjugaison » (« From the cross ratio to the conjugation formula ») Nous en donnons ci-
dessous la traduction de I’original rédigé en Anglais.

1. UNE CONSTRUCTION CLASSIQUE MENANT A UNE MACRO-
CONSTRUCTION PERFORMANTE (JJD)

On donne d’abord dans le plan deux points a et b ainsi qu’un nombre, 0.5, par exemple. La
figure suivante a été construite de sorte que les points a et b vérifie I’égalité des rapports
ca/cb et da/db au nombre 0.5 donné précédemment.

Sur la figure de gauche :

O - b
bu=1;ag=aq =05
. et le résultat 1.00 est obtenu en calculant le

rapport 0.5/0.5 (ceci est une astuce qui nous
vl
2

permet d’éviter de déclarer le nombre 1
comme objet initial de la macro que nous

R:1.00
HAIN TEG AUTO FINEC

allons créer).

On trace le cercle centré au milieu de [cd] et .
passant par d. Attention : d est choisi et non ¢ 5

(une nouvelle astuce pour voir comment e

. N e g , . . + e mb=3. 07cm
« Cabri » gére I’infini). L’animation du point ) }7
. 1 _

m sur ce cercle nous permet de conjecturer ot “;/ffd-~ -
que tout point m de ce cercle vérifie ma/mb = . / !

0.5 Wl

FAIN DEG AUTO FUHC

masmb= Q. 50

On peut méme constater que si on redéfinit m comme point libre du plan, ce rapport change
suivant que m est situé a I’intérieur ou a I’extérieur de ce cercle : ma/mb < 0.5 a I’intérieur et
ma/mb > 0.5 a I’extérieur.

Cette expérimentation méne donc a la conjecture finale qui est : « I’ensemble des points m du
plan tel que le rapport ma/mb soit égal a 0.5 est un cercle centré sur la droite (ab) ». On peut
généraliser cette conjecture a des nombres autres que 0.5 :

Conjecturel: I’ensemble des points m tels que ma/mb = k est un cercle centré sur la
droite (ab) (dans I’éventualité ou k = 1, nous savons que cet ensemble n’est pas un cercle
mais la médiatrice du segment [ab]).

Vous trouverez a I’adresse internet www.ac-grenoble.fr/phychim/confjjma/index.htm la
preuve de cette conjecture : une preuve géométrique classique mais aussi une preuve
basée sur I’utilisation du module de calcul formel de la T1-92.

Conclusion: la construction décrite permet de créer la macro nommeée « linivo » ainsi
définie.
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Objets initiaux : Un premier point (jouant le role de a), un second point (jouant le role de b)
et un nombre k (jouant le role de 0.5).
Objets finaux : le «cercle » ensemble des points m tels que ma/mb = k.

Avant d’utiliser cette macro-construction, cachons toutes les constructions pour ne conserver
que les points a et b, la droite (ab) et le nombre k déclaré, soit ici 0.5.

Nous activons la trace du cercle construit et
nous obtenons la représentation de droite
apres avoir lancé une animation du nombre
0.5 (qui va prendre successivement les valeurs
0.6, 0.7, etc.

FAIN DEG AUTO FUHC

Quand le nombre 1 est choisi, on peut

constater que le cercle se transforme en la ] Y
médiatrice de [ab]; Cabri a construit le cercle
centré a I’infini sur la droite (ab) et passant

par le point d qui dans ce cas existe (c’est le s m C
- " +
milieu de [ab]). Les autres cercles ont été
obtenus sur la figure de droite pour des /

PR AZAD DES ALUTO FLMLC
valeurs de k vérifiant k > 1.

Remarque: si nous utilisons les mémes notations pour les points et leurs abscisses sur un axe
porté par la droite (ab), nous obtenons la relation :

2.(a.b+c.d)=(a+b).(c+d)
Si « a » est I’origine de I’axe, cette derniere relation devient :

2/b =1/c + 1/d.

Ces formules caractérisent quatre points qui sont en division harmonique. Cette formule
ressemble étrangement a la formule de conjugaison bien connue en optique. Nous verrons
plus loin qu’en effet ceci n’est pas fortuit !

2. LA DECOUVERTE DES CERCLES FOCAUX GRACE A CETTE MACRO-
CONSTRUCTION (JJD)

H est point d’une droite (D) (verticale ici) .
Construisons la perpendiculaire a (D) passant 0.5
par H. F est un point du plan extérieur a (D).
Editons un nombre, 0.5 par exemple.

Appliquons la macro « linivo» a F, H et 0.5 .
dans cet ordre ; nous obtenons I’ensemble des Hm n
points p du plan tels que pF/ph = 0.5, c’est-a- \_/

dire le cercle rouge de la figure de droite.
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Une application classique

Les points d’intersection m et n de ce cercle avec la perpendiculaire a (D) issue de H
appartiennent a I’ensemble des points M du plan tels que MF/MH= 0.5 (ici MH représente la

distance de M a la droite (D)).

Ainsi, quand H décrit la droite (D), m et n
décrivent cet ensemble de points on
reconnait bien évidemment la conique de
directrice (D), de foyer F et d’excentricité e =
0.5. La figure de droite représente une ellipse
gue nous avons obtenue par les traces laissées
par m et n quand on a tiré H le long de (D).

0.5

Les trois figures suivantes illustrent les trois cas classiques de coniques suivant la valeur de
I’excentricité ; elles ont été obtenues simplement en modifiant la valeur de k et en tirant a
chaque fois sur H pour générer respectivement une ellipse, une hyperbole et enfin une

parabole.
Ellipse (e =0.8) Hyperbola (e =1.4)
N\ ul /
F, \ !
: i,
romN g : i
. - |' 'IIII
;i g

T hope you admire
gestion of infinity

Ce|cercle

Le commentaire écrit en jaune se traduit par
« j’espere que vous appréciez la gestion de
I’infini ». 1l met I’accent sur le fait que la
construction de la parabole a été possible
grace au fait que le cercle construit
initialement restait un cercle (cercle-droite)
quand k = 1 et que donc la construction de m
et n était encore possible (en réalité un seul
des deux points est a distance finie)
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Une application originale

Au lieu de construire les points m et n comme cela a été fait, conservons le cercle obtenu par
application de la macro « linivo». Demandons le lieu de ce cercle quand H décrit (D)
respectivement dans chacun des trois cas précédents. Nous obtenons les trois représentations
suivantes.

Oh, surprise ! Tous ces cercles semblent envelopper notre conique, que cette conique soit une
ellipse, une hyperbole ou une parabole (dans ce dernier cas, ce sont les cercles-droites qui
enveloppent la parabole). Toutes ces expérimentations suggerent la conjecture suivante :
Conjecture 2 ; soit une droite (D), un point F et un nombre e>0 définissant la conique,
ensemble des points du plan tels que MF/MH=e, les cercles définis pour chaque point H par
MF/MH=e enveloppent cette conique extérieurement (ou sont bitangents a cette conique
extérieurement)

On pourra trouver une preuve de ce résultat dans la brochure publiée par I’'IREM de
TOULOUSE en 1998 « De la proportionnalité aux coniques en passant par les lignes de
niveaux avec la T1-92 ». La démonstration présentée est une démonstration analytique
réalisée en utilisant le module de calcul formel de la T1-92.

Ces cercles ont été étudiés depuis longtemps en mathématiques : ils sont connus sous le nom
de « cercles focaux de seconde espece » (ou bitangent extérieurement a une conique). Je dois
reconnaitre que je dois la redécouverte de ces cercles a Cabri (ce dont je suis fier car cette
redécouverte a éeté le fruit d’une démarche expérimentale de découverte). En se documentant
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dans la littérature concernant ces cercles, on peut découvrir une propriété encore plus
originale :

Dans le cas de I’hyperbole, tous ces cercles sont vus d’un foyer sous un angle constant. N’est-
ce pas magnifique ?
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PRESENTATIO[\I DES EXPERIMENTAT[ONS ET DE LA
METHODOLOGIE ADOPTEE

1. NOS HYPOTHESES DE RECHERCHE SUR LA DECOMPOSITION

FORMELLE DE LA DEMARCHE EXPERIMENTALE MEDIEE
1.1. Rappels des caractérisations mises en évidence dans le chapitre 13

RECHERCHE ERRATIQUE
Dans cette phase, chaque maillon binaire contient une phase exploratoire ou I’investigation a
pour but d’observer quelque chose d’interprétable et une phase d’interprétation réduite a son
expression la plus simple qui est la description brute de ce qui est vu (I’interprétation est quasi
nulle méme si au niveau du signifiant on n’en est pas sdr).
Les liens faibles observés entre chaque maillon semblent étre en relation avec les
connaissances de I’expérimentateur. Mémes si les explorations proposées semblent
indépendantes, elles ne le sont que dans la mesure ou I’exploration d’un maillon n’est pas la
continuation de I’exploration du maillon précédent provoquée par la phase interprétative qui
le suit.
Un cadre d’investigation scientifique empirique et une appréhension figurale d’abord
opératoire positionnelle puis discursive semblent caractériser les maillons de ce chainon.

RECHERCHE ORDONNEE
Dans cette phase, les maillons binaires se suivent de maniere raisonnée et circonscrite autour
d’un theme. L’investigation a lieu dans G1 et I’interprétation se fait dans G1 avec de temps en
temps des retours vers GO. Les liaisons sont normales en ce sens qu’elles maintiennent I’unité
thématique de I’investigation.
Des investigations dans un cadre de modélisation alliées a une appréhension opératoire
positionnelle ou perceptive semblent caractériser ce chainon

ACCELERATION DE LA RECHERCHE

Dans cette phase, les maillons binaires s’enrichissent grace aux liaisons fortes qui les
connectent. La phase d’exploration contient la mise en place de la construction qui va valider
la conjecture précédente et les manipulations associées ; la phase interprétative va valider ou
non la conjecture et aboutir par interprétation des manipulations faites a une autre conjecture.
Le lien fort peut ainsi s’établir entre un maillon et le suivant qui va venir valider la conjecture
concluant le précédent. Les conjectures sont faites dans G2 et les validations plutdt et
majoritairement dans G1. Elles s’accumulent pour affiner la conjecture de solution de notre
probléme. Ce chainon se conclut par I’énoncé de la conjecture dans G2 d’une réponse
partielle ou complete au probléme pose.

Des investigations dans un cadre d’ingéniérie par itération alliées a une appréhension
opératoire positionnelle puis discursive semblent caractériser ce chainon.

ANALYSE EXPERIMENTALE ET SYNTHESE EXPERIMENTALE
Une conjecture fortement ancrée dans G2 amorce cette phase ou les maillons binaires
contiennent des analyses-synthese pures d’un point de vue logique. L’analyse théorique se
dédouble d’une analyse jumelle dans G1 Informatique suivie d’une vérification souvent
visuelle qui est donc faite dans G1 par souci d’économie (vérification écologique). Chaque
lien fort est une amorce « analyse théorique ». Cette phase se conclut par I’atteinte d’une
conjecture marquée du sceau d’une premiére validation expérimentale faite dans G1
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Des investigations dans un cadre de modélisation par itération alliées a une appréhension
séquentielle puis discursive ou opératoire positionnelle puis discursive semblent caractériser
ce chainon.

ANALYSE THEORIQUE ET SYNTHESE THEORIQUE
C’est la phase de démonstration de la conjecture dans I’environnement expérimental
informatique c’est a dire dans G2 Informatique. Les outils de validation sont les mémes au
niveau des constructions mais sont les outils spécifiques du modele pour les validations de
propriétés, outils de tests ou de mesures portant sur un grand nombre d’observations.
Des investigations dans un cadre scientifique explicatif alliées a une appréhension
majoritairement discursive semblent caractériser ce chainon.

ANALYSE CRITIQUE
Cette phase est donc caractérisée par des expérimentations dont le but est double,
survalidation du résultat obtenu ou son éventuelle réfutation dans le cadre de G2
Informatique. Elle marque une fin de la démarche expérimentale étudiée mais peut n’étre
gu’une fin provisoire car une réfutation n’est pas exclue a ce stade du processus suivi.
Des investigations dans un cadre scientifique explicatif alliées a une appréhension perceptive
et discursive semblent caractériser ce chainon.

1.2. Synthétisation de nos hypothéses sous forme de tableau

PHASE DE CARACTERISATION CADRE APPREHENS. NIVEAU
RECHERCHE INVESTIGATION | FIGURALE | GEOMETRIE
Recherche exploration n’inférant scientifique opératoire non etudié

erratique pas une interprétation empirique positionnelle
puis discursive
Recherche | exploration respectant |~ modélisation operatoire Gl
ordonnée une unité thématique positionnelle
ou perceptive
Accélération de |  enchainement de ingéniérie par opératoire | conjectures G1
la recherche | conjectures et de leurs itération positionnelle | validations G2
validations puis discursive
Analyse les liens forts sont des | modélisation par opératoire analyse G1
expérimentale | analyses théoriques itérations ? positionnelle info
Synthése suivies de ou séquentielle | validation G1
expérimentale | vérifications visuelles puis discursive
Analyse validation théorique scientifique discursive G2 info
théorique avec les outils du explicatif
Synthése logiciel
théorique
Analyse expériences de scientifique perceptive et G2 info
critique survalidation ou de explicatif discursive
réfutation
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Pour ne pas alourdir ce tableau nous n’avons pas inclus la nature des liens inférentiels de
chaque phase repéreée ; rappelons les néanmoins :

Liens faibles dans la phase de recherche erratique.

Liens normaux dans la phase de recherche ordonnée.

Liens forts dans la phase d’accélération de la recherche et aussi dans les autres phases.

2. METHODOLOGIE DE LA PHASE DE VALIDATION

EXPERIMENTALE DE NOS HYPOTHESES DE RECHERCHE

La décomposition a laquelle nous venons d’arriver et qui constitue la plus grande partie de
notre hypothese de recherche a été mise en évidence en utilisant les probléemes de
transformations cachées et plus particulierement le probleme dit de la boite noire « fausse
affinité ».

Notre validation portera donc :

D’abord sur des problemes du méme type (validations 1 et 2)
+Proposés a un public d’experts (validation 1)
# Puis proposés a un public d’enseignés, lycéens de Premiére S (validation 2)

Ensuite sur un probleme difficile de détermination de lieu (validation 3)

¢ Avec I’analyse de la proposition de solution de Bernard Capponi (qui nous a amené ce
probléme)

¢ Puis I’analyse de la recherche sur le long terme de ce probleme par Michel Carral (faite a
partir de I’article fruit de ce travail)

2.1. Protocole pour la validation 1 (chapitre 15)

Cette premiére expérimentation de validation a eu lieu a Liége pendant le colloque de
géométrie co-organisé par I’IREM de Liege-Luxembourg et la commission Inter-lrem de
géométrie. Les conditions exactes de cette expérimentation sont détaillées dans le chapitre 15.
Son analyse aprés son compte-rendu permettront de valider la plupart des hypothéses mises
en évidence dans le tableau précédent concernant les phases pré- conjectures avec les cadres
d’investigations, les appréhensions figurales et les niveaux de géométrie repérés. La durée de
la recherche observée a été de 45 minutes.

2.2. Protocole pour la validation 2 (chapitre 16)

Cette seconde expérience a été dédoublée : en effet elle a été menée separément avec deux
groupes de modules d’une méme classe de Premiére S du Lycée Raymond Naves & Toulouse
(classe dont j’étais le Professeur de Mathématiques) dans la deuxieme partie de I’année
scolaire 2002/2003. Cette fois, les conditions exactes de cette expérimentation sont détaillées
dans le chapitre 16. Chaque séance de module a donné lieu a une observation durant aussi 45
minutes. Les analyses de ces recherches faites a la fois a partir des notes prises par moi et par
deux rapporteurs dans chaque groupe menent aussi a une large validation des hypothéses sur
les phases pré-conjectures méme si pour I’un des groupes, la troisieme phase n’a pu étre
atteinte.

2.3. Protocole pour la validation 3 (chapitre 17)

Nous avons d’abord réalisé de la méme maniére I’analyse de la résolution d’un probléme de
lieu qui nous avait été narrée par Bernard Capponi expert s’il en est de I’utilisation du logiciel
Cabri-géomeétre en géométrie et plus particulierement des boites noires dans cette
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environnement dont il a la paternité. Cette analyse va faire apparaitre les phases post-
conjectures qui n’étaient pas apparues aux cours de nos expériences de validation limitées a
45 minutes.

Nous nous sommes ensuite livrés a la méme analyse de la recherche de ce probleme
effectivement realisee sur le long terme par un chercheur avec les schemes de recherche
propres a un vrai chercheur (je veux dire par 13, un expérimentateur qui non seulement connait
des Mathématiques et ici en particulier de la Géometrie mais qui connait aussi le logiciel
Cabri pratiqguement depuis la conception de celui-ci et sait I’utiliser pour enrichir son travail
habituel de chercheur dans I’environnement papier-crayon, un expérimentateur qui sait aller
jusgu’au bout de la recherche quitte a la prolonger au gré des trouvailles bibliographiques
réalisées).

Cette analyse confortera nos hypothéses tres largement en montrant comment la démarche est
idéalisée quand elle est réalisée par un Professionnel.
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VALIDATION EXPERIMENTALE DU MODELE SUR UN
PUBLIC EXPERT

1. PRESENTATION DE L’EXPERIENCE DE LIEGE

Nous avons animé au cours du colloque « Enseignement de la géométrie dans le
secondaire » organise par I’IREM de Liege-Luxembourg et la commission Inter-Irem (France)
de géométrie a I’Université de Liége (15/17 Mai 2003) un atelier intitulé :

« Trois exemples pour illustrer la démarche expérimentale en Mathématiques avec
Cabri ».

Nous avons mené cet atelier face a un public d’une quinzaine de personnes que nous
qualifierons d’experts dans le domaine de la géométrie et de la didactique mais dont nous ne
savions pas quelle était la compétence dans I’utilisation du logiciel Cabri que nous allions
utiliser, ni méme le niveau d’instrumentation. Un ordinateur portable connecté a un systéeme
de vidéo projection a été utilisé pour les présentations préliminaires (exemples 1 et 2) et pour
la recherche proposée au public (exemple 3).

Le premier exemple a été une présentation de ce que
pouvait étre une monstration de la propriété caractéristique
de Pythagore avec wune expérience montée dans
I’environnement Cabri. Cette expérience permet de
visualiser les points du plan vérifiant I’égalité MA2 + MB2 =
BC? (en utilisant des constructions conditionnelles, le
caractére dynamique de Cabri ainsi que I’outil « Trace ») et
donc de conjecturer avec un fort degré de certitude le
résultat que nous connaissons (voir détails dans une annexe
du chapitre 1 d’introduction).

Ce premier exemple avait pour but d’instrumenter le public a une utilisation spécifique de
certains outils de Cabri dans des contextes spécifiques ; il devait permettre aussi a ceux qui
n’avaient pas une maitrise du logiciel d’intégrer rapidement la potentialité opératoire de
I’instrument. Nous pensons en particulier aux fonctionnalités de « Trace », de
« Redéfinition » et de « Lieu » qui ont été largement utilisées.

Le compte rendu écrit pour les actes de ce colloque montre le lien fort avec les sciences
expérimentales, avec en particulier I’étape du montage qui est mise en évidence et le
protocole expérimental qui est montré de maniére explicite. Cet exemple sera repris dans un
chapitre ultérieur pour développer les concepts de montage et de protocole dans la démarche
expérimentale en Mathématiques, puis dans un autre chapitre pour voir comment la
connaissance précise de ces notions peut permettre de générer une ingéniérie didactique dans
un enseignement voulant intégrer les nouvelles technologies par le biais de I’expérimental.

Le second exemple a aussi été monstratif mais il a utilisé un
niveau de connaissances mathématiques supérieur. Il a | A €
montré comment on pouvait programmer un saut aléatoire
d’un point d’une grille & I’un des points voisins grace a une
macro. Il a montré la simulation d’une promenade aléatoire
sur une grille. On a montré comment on pouvait créer un
nouvel outil en enchainant 10 fois d’affilée la précédente
macro.
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Ce second exemple avait pour but de présenter ou re-présenter au public des outils plus
sophistiqués comme les transformations ou la calculatrice (tout en montrant évidemment une
utilisation originale de Cabri). Il était important que la notion de macro soit bien comprise car
elle allait étre utilisée dans le troisieme exemple qui va faire I’objet principal de ce chapitre.

La encore le compte-rendu de cet exemple dans les actes insiste sur les notions de
montage et de protocole dans I’expérience présentée dans le Micromonde Cabri.

Le troisieme exemple est celui qui a été proposé au cours des derniéres 45 minutes de cet
atelier et qui contrairement aux deux premiers a vu le public nous piloter pour les
manipulations qu’il désirait voir réaliser. Nous avons donc été le sherpa du public expert,
dégageant ainsi les expérimentateurs des connaissances spécifiquement techniques pouvant
parasiter leurs initiatives. Nous allons, dans le paragraphe suivant, décrire le déroulement de
cette recherche puis, dans un paragraphe ultérieur, analyser les différentes phases de cette
recherche et voir si la démarche utilisée est conforme a la caractérisation formelle proposée
dans le chapitre précédent.

2. DEROULEMENT DE LA RESOLUTION DE LA BOITE NOIRE PROPOSEE
(compte rendu)

Le mot résolution doit étre pris dans I’acception suivante : suite des actions et des discours
développés par le public pour essayer de découvrir une transformation cachée. Ce mot
n’indique en aucun cas que la solution va étre trouvée, c’est-a-dire que le probléme va étre
résolu. Il est a noter que le fait de travailler dans I’environnement Cabri, nous empéche de
résoudre in fine le probléme mais force les chercheurs expérimentateurs qui pensent aboutir, a
des tentatives de validations qui permettent de mieux comprendre les dernieres phases de la
décomposition proposée au chapitre précédent.

2.1. ENTREE EN MATIERE

Un fichier Cabri que j’ai préparé est ouvert et == G ol2
I’écran de I’ordinateur rétro projeté apparait ; deux RN == ol BN = ER Ji}
points m et M de couleurs et d’épaisseurs

différentes. Ce sont les seuls présents sur la page

Cabri (BNLIEGE.fig)

M

gt

2.2. PROPOSITION DU PROBLEME

Je fais constater aux participants que je peux me saisir du
point rouge m pour le tirer ou je le désire, que le
. déplacement de m commande le déplacement de M et que
m je ne peux me saisir du point M. J’affirme que le point m
a été transformé en M par une transformation que je
connais et qui est cachée dans une macro-construction
M (outil que j’ai créé, transformant tout point de la page
Cabri en son image par ma transformation cachee).
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Le but du probleme est la mise en évidence de cette transformation par tous les moyens qui
seront proposés par les participants. Je me contenterai comme il a été dit plus haut, d’étre le
« sherpa » (dans le sens proposé par Luc Trouche). En réalité, je serai un peu plus puisque je
précise que je demanderai a Cabri de réaliser toute manipulation possible a condition qu’elle
soit suggéree par I’auditoire.

2.3. PREMIERE ATTAQUE

Le démarrage se fait sans hésitation; la premiére
proposition fuse: on me demande d’appliquer la
transformation cachée au point image M pour voir s’il M
ne se transforme pas en m. L’expertise du public fait 1
d’entrée de jeu prendre une initiative spécifique ]
jusqu’alors  jamais rencontrée auparavant: la "
transformation f vérifie-t-elle fof = identité ?

Je suis obligé pour ce faire de faire apparaitre le
systeme d’axes car ma macro construction admet ces .
axes comme objets initiaux et j’applique la macro a M
pour obtenir M”.

Le public peut constater que le point M’ image de M n’est pas confondu avec m. Je tire le
point m dans tous les sens de maniere aléatoire sur la page sans pouvoir réussir a le
superposer a M’. Je propose donc de cacher a nouveau les axes avant de continuer. On me
demande aussi d’effacer le point M’, ce que je fait.

2.4. SECONDE ATTAQUE
On me demande de déplacer horizontalement le »
point m aprés avoir préalablement activées les
traces de m et M. On obtient le résultat ci-contre
qui surprend le public. -

Il m’est demandé ensuite de faire apparaitre
I’image d’une droite, ce qui est réalisé de la .
maniére suivante : On construit d’abord une droite m
qui apparait ici horizontale.
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On redéfinit le point m comme point de la droite
créée, je demande le lieu de M quand m varie sur
cette droite et on voit donc apparaitre I’écran de
droite ou cette image semble étre constituée de la
réunion de deux demi-droites de méme origine.

I m’est demandé de déplacer la droite
d’appartenance de m, ce que je fais en tirant sur le
point initialement créé pour cette droite. Celle ci se
déplace parallelement a elle méme et I’image
change de position mais ne change pas de forme

m

M

Le public désire ensuite voir apparaitre I’image d’une droite perpendiculaire a la précédente.
Je trace donc une droite perpendiculaire a la précédente et redéfinis le point m sur cette droite.
L’image est réactualisée instantanément. Les deux écrans suivants montrent comment cette
image peut changer suivant la position de cette perpendiculaire

Je sens mon public déstabilisé par I’originalité des images possibles mais son expérience en
géométrie et son debut d’expertise des outils spécifiques de logiciel lui fait proposer une autre
initiative.
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On me demande de déterminer I’image d’un
cercle. Je construis donc un cercle et redéfinis le "
point m sur ce cercle pour faire apparaitre son
image qui a la forme ovale que I’on voit ci a
droite. On me fait tourner m sur son cercle M
d’appartenance et le public constate que son
image M tourne dans le méme sens sur sa courbe
image qui est qualifiée par certains d’ellipse.

La piste de recherches d’images d’objets classiques, droites et cercles dans des configurations
particulieres est soudainement abandonnée.

2.5. LAPISTE DES POINTS INVARIANTS

Le public me demande de libérer le point m pour essayer de le mouvoir jusqu’a une position
ou il pourra étre superposé a son image. Le guidage est rapide et efficace. Le public s’accorde
rapidement pour privilégier un point qu’on me demande de marquer. Pour cela j’adopte
I’attitude de « sherpa amélioré » en donnant une construction qui me permet de tracer un point
repérant cette position particuliere de m. Il suffit de tracer une premiére droite passant par un
premier point puis une seconde droite passant par un second point (ces deux droites ont été
créées pratiqguement perpendiculaires sur I’écran qui suit). Il suffit ensuite de les positionner
en sorte qu’elles se coupent sur la position voulue, de créer leur point d’intersection | puis de
redéfinir ce point comme un point libre donc ne dépendant plus des droites qui ont servi a le
créer.

Sur le dernier écran, on a tiré sur le point m pour I’écarter de cette position particuliere,
laissant apparaitre le point | qui semble étre un point invariant de la transformation.

2.6. RETOUR A DES RECHERCHES D’IMAGES DE DROITES
Il m’est demandé immeédiatement apres de

déterminer I’image d’une droite passant par
ce point I. On en trace donc une sur laquelle '

on crée un point générique n a qui on applique | | o
la macro pour obtenir son image N. Le lieu de "
N nous donne I’image désirée. | M
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On me demande ensuite de faire pivoter cette
droite autour de | ; on arrive a faire se
rapprocher notre paire de « demi-droites » de
la droite d’appartenance de n.

On me fait continuer cette exploration comme
suit :

On essaie ensuite de me faire trouver une
position ou la droite donnée se superpose a
son image :

m

On me fait ensuite revenir a la position précédente ou I’image de notre droite semblait étre
une demi-droite. On me demande de tracer la droite (passant par I) sur laquelle notre droite et

son image semble étre incluses.

m | -

On a donc tracé une droite quelconque verte
passant par I.
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m

-
M

On me fait a nouveau pivoter la droite rouge
jusgu’a la position ou son image se superpose
aelle:

Pour valider cette conjecture, on me demande
d’écarter la droite rouge pour construire
I’image de I’origine o par la transformation
cachée en appliquant la macro qui la cache.
On obtient le point O :

Je note qu’on ne me demande pas de mesurer
I’angle fait par la droite verte et [0O], mais de
tracer la droite (00) qui apparait ici en
pointillés

On a fait pivoter cette droite jusqu’a la
position recherchée puis on a écarté la droite
d’appartenance de n laissant bien visible la
droite désirée.

On fait remarquer qu’on obtient une droite
ayant direction orthogonale & la direction
verte semblant passer par I’origine o du repére
et que la restriction de la transformation
cherchée semble étre une symétrie par rapport
a la droite verte.

"

m ( ;
||
/

La conjecture semble validée visuellement.
On me propose quand méme de construire le
milieu du segment [0O]. On trouve le point J
qui semble se superposer a I.
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L attention du public se concentre maintenant sur le cercle qui avait été laissé de coté. La
suite va montrer que les participants vont essayer d’établir un lien entre ces images et les
droites précédemment mises en évidence.

2.7. RETOUR A DES RECHERCHES D’IMAGES DE CERCLES
La proposition d’investigation qui est faite est la suivante : trouver I’image d’un cercle centré
en I. Pour cela, nous avons été amenés a faire dans I’ordre les manipulations qui suivent :

On commence donc par redéfinir le point m N
comme un point du cercle oublié et on voit |y
donc apparaitre son image en bleu qui a une [ "
forme ovale : " I g o

Ensuite on se saisit du centre pour faire .

glisser le cercle rouge ; on voit simultanément 1
1

son image évoluer :
n

On continue de faire glisser : Encore un peu plus :
N
! N
1 1
1
J
|
B
[
n /
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La surprise est déja grande ; elle augmente
encore plus quand on arrive a la position
recherchée :

Surprise mais pas découragement car
vraisemblablement la symétrie de la figure
incite les participants a proposer de faire
glisser ce cercle le long de la droite verte. On
obtient pour commencer :

/

V

Cet écran a été obtenu quand on a fait glisser
le centre vers la droite. Certains participants
prononce le mot d’affinité dans des
affirmations du type « il y a une affinité »,
« ¢a contient une affinité » et d’autres que je
n’ai pu percevoir.

Immédiatement aprés cette manipulation, il
m’est demandé de repositionner le cercle a sa
position initiale. L’écran obtenu est le
suivant :

Cette fois c’est le mot symétrie qui surgit : on
m’évoque une symeétrie axiale d’axe la droite
verte.

2.8. UNE DERNIERE CONSTRUCTION-INVESTIGATION POUR ESSAYER

D’ABOUTIR
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Cette évocation est suivie quasi instantanément de la demande de construction du symétrique
du cercle de départ par rapport a cette droite verte. Le cercle obtenu est dessiné ci-dessous en
pointillés.

N
1

}//
‘0

Le temps qui était imparti a cet atelier étant dépassé, nous décidons de mettre fin a la
recherche.

2.9. QUELQUES REMARQUES EN GUISE DE CONCLUSION PROVISOIRE

2.9.1. Quelques remarques brutes

La boite noire n’a pas été solutionnée, mais :

Des initiatives ont été prises, variées et en liaison forte avec les connaissances mathématiques
du public, ses réflexes mais aussi ses connaissances du logiciel (notons que la premiére partie
de I’atelier, trés monstrative a permis une instrumentation accélérée de ce public particulier).
Les investigations menées se sont assez rapidement enchainées de maniére structurée apres
une phase d’accumulations de données.

Les conjectures pensées n’ont jamais été explicitées de maniere claire.

Les validations ont souvent été du type visuel et rarement du type visuel-abstrait dans le
micromonde Cabri (par exemple on n’a pas essayé pour valider une hypothese de symétrie
axiale, de vérifier les propriétés mathématiques caractérisant le fait que deux points étaient
bien disposés de maniére symétrique, c’est-a-dire une propriété de distance et
d’orthogonalité).

Le temps limité de cette recherche peut expliquer les remarques faites dans les lignes qui
précedent.

La transformation cachée était définie comme suit :

Dans le repére par défaut de Cabri d’origine o, on donne d’abord le point O par des
coordonnées choisies arbitrairement mais qui restent fixes ; on donne la droite D = (00) puis
la droite D1 qui lui est perpendiculaire en le milieu | de [00]. La transformation cachée est la
composée de la symétrie orthogonale u par rapport a D1 par la transformation v ainsi définie :
V :n——— M ou (nM) est perpendiculaire a D en h, ou h est le projeté orthogonal de n sur

D, ou nM = %.nh et ou M est situé dans le demi-plan bleu bordé par (nm) (plan supérieur

droit).
Les deux figure ci-dessous figure ci permettent d’envisager les deux cas de figures pour la
construction de M :
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Cas ou m est situé a gauche et sous D :

i 0O : (0,712040490; -1,450452850)

D1

D2

D1

2.9.2. Les objectifs de cet atelier

Les objectifs immédiats étaient de montrer :

4 qu’une instrumentation a I’outil Cabri était possible a partir d’une recherche de boite noire
menée en commun, y compris avec un public d’experts en géométrie sous la forme d’un
« débat argumentatif » (a distinguer du débat scientifique de Marc Legrand puisque celui
qui propose le probleme n’intervient a aucun moment pour orienter la recherche ou la
recadrer) ;

4 qu’une dévolution rapide de tels type de probléemes pouvait étre obtenue avec un groupe non
guidé ;

equ’une démarche expéerimentale effective se met en place avec un debat scientifique
particulier (que nous avons qualifié de «débat argumentatif ») qui prend une forme
originale et riche : c’est un dialogue ou chaque question est une proposition d’investigation et
chaque réponse ou critique en est une autre qui vient lui répondre comme un écho déviant ou
amplificateur. La démarche déja observée de multiples fois avec des publics de tous ages et de
tous niveaux est confirmée avec un public expert en géométrie.

Les objectifs plus profonds :

Cet atelier a constitué pour nous une validation des hypothéses que nous avons formulées sur
la caractérisation formelle d’une démarche expérimentale en Mathématiques. La suite de ce
chapitre aborde I’analyse de la résolution telle qu’elle a été menée dans cet atelier. 1l conclura
sur I’adéquation d’une telle décomposition avec des aménagements qui seront précises. Une
telle décomposition pourra prendre la forme d’une grille de lecture et d’analyse de démarches
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expérimentales. L’utilisation de cette grille permettra in fine de mieux réfléchir a une
ingéniérie didactique intégrant I’expérimental dans I’enseignement des Mathématiques et
dans la conception de problemes plus consistants que les problémes fermés qui sont le lot des
évaluations dans notre systéeme éducatif.

2.9.3. En guise de conclusion

La tache de résolution de probléme nécessite la connaissance de techniques qui sont le plus
souvent données pour ne pas laisser I’éléve perdu au milieu de I’océan des théorémes. Les
problémes de boites noires donnent I’occasion a I’éleve de :

# ne pas exiger les techniques qui habituellement lui sont indispensables,

mais au contraire de

¢ se livrer librement a des investigations en liaison avec des techniques auxquelles il fera
appel spontanément, c’est-a-dire d’étre réellement actif au sens mathématique du terme.

Notre devoir est de réfléchir a la maniére dont la transposition didactique des notions
abordées par ce biais se met en place. Il ne faudrait pas que des schémes d’usages se mettent
en place de maniére sauvage dans ce type de démarche, la démarche expérimentale ou
I’induction a la place importante que lui reconnaissait Polya il y a plus de cinquante ans. Les
protocoles expérimentaux des sciences expérimentales se retrouvent dans la démarche
expérimentale en mathématiques dans les méthodes d’investigations, les procédures pilotées
par le professeur : on retrouve donc I’instrumentation qui peut concerner les outils abstraits
comme les outils technologiques.

3. ANALYSE DE LA DEMARCHE DE RESOLUTION DE LA BOITE

NOIRE PROPOSEE (avec mise en évidence des phases formalisées au chapitre
précédent)

3.1. Phase 1 (phase de recherche erratique)

3.1.1. Le malentendu didactique :

Au « 2.3. Premiere attaque », on a I’impression que le public a recu ce probléme comme un
défi, une défiance vis a vis des connaissances qui sont les leurs et qui devraient leur permettre
de resoudre le probleme ; leur attaque est plus une attaque contre celui qui propose le
probléme que contre le probleme a résoudre. Cette attaque originale du public (c’est la
premiére fois qu’une telle attague nous a été proposee dans des situations du genre de celle de
ce jour), avait pour but et ceci n’est évidemment que notre interprétation de nous montrer
que :

eson niveau d’expertise était non seulement réel mais élevé dans le domaine des
transformations. Ses premiéres actions peuvent donc étre interprétées comme des actes
ostensifs a cet égard ;

¢ le public avait pergu notre probleme comme un probleme ayant pour objectif de mettre en
défaut ses compétences mathématiques en les faisant « sécher ». Sa premiere initiative va
donc consister a se saisir immédiatement de la figure donnée de maniére opérationnelle
montrant ainsi son aptitude a degager des caractéristiques heuristiques fortes de la figure
manipulable.

¢ les connaissances théoriques les plus élevées devaient étre considérées comme connues et
surtout opérationnelles. Il se place donc unilatéralement au niveau G3 montrant ainsi qu’il va
visualiser rapidement un invariant important pour la résolution.
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Le malentendu didactique est ici patent : le public pense que nous attendons une réponse, si ce
n’est la réponse. 1l veut donc montrer qu’il entre trés rapidement dans la phase de découverte
en se placant dans un niveau de géométrie qui est au moins G2, en appréhendant la figure
essentiellement de maniére opérationnelle. 1l veut se convaincre qu’il est capable d’entrer trés
rapidement, au moins dans une phase d’analyse synthése expérimentale qui selon notre
proposition de décomposition de la démarche expérimentale serait une phase avancée de cette
démarche. Son expertise dans un domaine qu’il circonscrit aux transformations « classiques »
du plan ne doit pas étre mise en doute.

3.1.2. Mise en place d’une expérience (montage, protocole, exploration, interprétation)
Cette attaque consiste donc en la mise en place d’une expérience comme suit :

Expérience 0

Montage ou construction : ce montage est mis en place en liaison avec les connaissances
specifiques de ceux qui concoivent ce montage (connaissance ou reconnaissance de
transformations f admettant des points m vérifiant (fof)(m)=m). On construit donc I’'image de
m par f, soit f(m).

Protocole : ici ce protocole n’est pas explicite ; c’est nous-méme qui le prenons en charge en
décidant que celui-ci était implicite alors que la proposition faite au départ était de
rechercher si le point M pouvait étre confondu avec son image.

Le mot « protocole » est peut étre utilisé ici de maniére abusive dans la mesure ou celui-
ci est plutdt réservé a une succession d’actions prévues a I’avance qui doivent conduire a
un résultat connu de I’expérimentateur. Disons simplement que cette succession
d’actions ne prendra le statut de protocole que si celle-ci conduit a une inférence claire.
La reproductibilitt de cette succession d’actions avec la reproductibilité des
interprétations inférentes est la caractéristique de ce que nous appellerons « protocole
expérimental ». Ici donc, le protocole est simplement une PROPOSITION
D’EXPLORATION dans une direction donnée avec des manipulations imposées et une
interprétation ouverte.

Exploration (recherche de données interprétables) : faite par nous, elle ne montre pas qu’on
peut trouver sur la page Cabri des points répondant a la condition (fof)(m)=m

Interprétation : ici I’interprétation est inexistante ; le public espérait circonscrire ses
recherches a une famille de transformations connues mais en réalité, il aboutit & un cul-de-
sac.

On pouvait ainsi penser que d’entrée, nous nous situions déja dans une phase avancée de la
recherche, la phase de recherche ordonnée et peut-étre d’accélération.

Notons que nous entrons involontairement mais fugacement dans le jeu du public puisque
nous tirons le point m dans tous les sens pour montrer que le point (fof)(m) n’arrive pas a étre
positionner sur m comme on voulait essayer de I’obtenir. Ceci était notre maniére de recentrer
le contrat pour replacer les participants dans une activité mathématique de laquelle le sherpa
devait étre exclu. C’était un moyen d’obtenir la dévolution du probleme en dehors de tout
rapport personnel a celui qui le propose. Nous avons donc, sans le vouloir, introduit une mini-
dose de débat scientifique avant de revenir a notre débat plus particulier, le débat argumentatif

3.1.3. Reconnaissance de la phase de recherche erratique
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En tout état de cause, le fait que la partie interprétative soit vide montre qu’en réalité, nous
sommes déja dans la phase de recherche erratique. Une action demandée par le public,
« effacer le point M’ » avant de continuer, montre aussi que I’exploration suivante sera
indépendante de I’exploration qui vient de s’achever. Cette action est une matérialisation
d’un lien inférentiel faible, caractéristique de I’appartenance de nos initiatives a la phase de
recherche erratique.

Cette seconde attaque dans « 2.4. Seconde attaque », va se matérialiser dans G1 ; elle va nous
montrer qu’en réalité nous sommes en pleine phase de recherche erratique.

Expérience 0’

Le montage va consister en I’activation des traces de m et M de deux couleurs différentes.

Le protocole va consister en la proposition du dragage de m a la souris le long d’une
direction approximativement horizontale pour observer la trace décrite par I’image.
L’exploration va consister en I’application du protocole.

L’interpretation elle, va consister en la « lecture mathématique » du graphique qui s’est
«tracé » ; ce que I’on voit a la forme approximative d’un V pivoté de 90° vers la droite
autour de sa pointe. Cette lecture mathématique n’est pas faite de maniere explicite mais on
peut la deviner grace a la proposition d’investigation suivante qui demande de faire
apparaitre I’image d’une droite, c’est-a-dire qui demande explicitement de passer de G1 a
G2.

Ce que I’expérimentateur obtient donc comme données expérimentalement collectées, ce sont
des points approximativement alignés d’une couleur et leurs images disposées suivant une
ligne brisée ressemblant a un V d’une autre couleur.

Ce que I’expérimentateur imagine-conjecture-interpréte, c’est que I’image de la droite
approximativement tracee est la réunion de deux demi-droites de méme origine.

Le lien inférentiel qui va annoncer le prochain maillon n’est plus un lien inférentiel faible
puisque la phase interprétative qui s’acheve n’est pas vide mais elle va précéder une
exploration plus structurée autour du theme des images de droites par la transformation
inconnue. Ce lien inférentiel est le premier lien inférentiel qualifié de normal dans cette
recherche. Il symbolise la premiére rupture vers une phase de recherche ordonnée.

3.1.4. Niveaux de géométrie

Recherche erratique
Dans notre expérience Investigations d’abord dans G2 puis G1 par notre intermédiaire.
Interprétations dans G1 ou plutdt un niveau GO avec lecture dans
Gl.
Dans notre modeéle Investigations plutdt privées dans G1.
Interprétations dans GO ou un G1 appauvri.

3.1.5. Appréhensions figurales et cadres d’investigation

Expérience 0 Expérience 0’
Appréhension séquentielle Appréhension opératoire positionnelle
Apprehension opératoire positionnelle Appréhension perceptive

Appréhension discursive
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Cadre de modélisation 2B Cadre de modélisation 2C
Cadre d’ingéniérie 3A

3.2. Phase 2 (phase de recherche ordonnee)

3.2.1. L’accroche :

La proposition de déterminer I’image d’une droite va nous amener dans G2. Le résultat de
I’exploration précédente faite « a la main » dans G1 a été interprétée implicitement comme un
point de départ pertinent pour une exploration plus ordonnée :

Plus ordonnée d’abord dans le sens de la rigueur : la droite dont on va chercher I’image est
une droite du modele informatique de notre géométrie euclidienne, le Cabri-modeéle. Les
utilisateurs percoivent la pertinence de ce Cabri-modéle a partir d’élements subjectifs et
pourtant prégnants : le tracé obtenu par I’outil droite est plus précis que celui obtenu par tirage
d’un point dont la trace est activée. La droite tracée avec I’outil « droite » est donc une vraie
droite sur laquelle les calculs faits par Cabri sont plus recevables.

Plus ordonnee aussi dans le sens d’une unité de recherche autour d’un théme qui a été choisi
par I’accroche précédemment citée.

3.2.2. Enchainement de maillons exploration-interprétation autour d’un theme :
Expérience 1

Montage : en réalité on modifie et aménage le montage précédent; on trace une droite
gu’on peut disposer « horizontalement », on redéfinit le point m pour qu’il appartienne a
cette droite.

Protocole : il consiste a demander le lieu de M quand m décrit la droite a laquelle il
appartient puis a déplacer la droite parallelement a elle méme. Cette exploration doit étre
décrite et d’éventuelles interprétations faites.

Exploration : quand les actions prévues par le protocole sont exécutées, il apparait d’abord
le lieu des images qui prend encore la forme d’un V dans la méme position que dans
I’expérience précédente. Notons qu’aucune conclusion n’est tirée oralement : ce que I’on
visualise I’est dans un G1 informatique. Cette visualisation a de facto un statut de vérité
cautionné par des actions dans I’environnement Cabri.

Interprétation : il n’y a en effet pas de doute dans I’esprit des participants au sujet de la
nature géométrique des images obtenues qui sont considérées comme des réunions de demi-
droites ou des droites. Aucune validation au niveau G2 n’est réalisée : on pourrait envisager
de tracer une droite passant par deux points d’une supposée demi-droite et tester
I’appartenance de M a la droite tracée quand m est tiré sur sa droite d’appartenance.

On pourrait croire a ce moment précis retomber dans la phase de recherche erratique
puisque les interprétations faites restent stériles concernant une éventuelle conjecture.
Néanmoins, I’expérience suivante qui est proposee reste bien dans une continuité thématique
de I’expérience précédente. La liaison est bien une liaison inférentielle de type normal. Au
lieu de déterminer des images de droites on va passer a des tentatives de détermination
d’images de cercles.

Expérience 2 :

Montage : on aménage a nouveau le montage précédent ; on trace un cercle et on redéfinit le
point m pour qu’il appartienne a cette cercle.

Protocole : il consiste d’abord a observer I’influence de la modification du montage sur
I’effet de notre transformation puis a faire tourner m sur son cercle d’appartenance pour
observer le mouvement de son image sur I’image visualisée du cercle (remarque : s’il est
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envisagé de faire se mouvoir m, il n’est envisagé, ni de déplacer le cercle en tirant sur son
centre ni de changer le rayon du cercle en tirant sur I’un de ses points afin d’accumuler des
données qui, une fois interprétées, pourront générer des liens inférentiels du moins normaux,
sinon forts)

Exploration : quand m est redéfini sur le cercle, I’image du cercle est réactualisée suivant un
« ovale » et M tourne dans le méme sens que m.

Interprétation : I’ovale est interprété par certains comme une ellipse ; de I’ovale de GO/G1,
on passe a I’ellipse de G2 sans aucune validation (une validation aurait consisté a tracer une
conique passant par cing points de cet ovale et a tester I’appartenance de M a cette conique
que Cabri aurait reconnu comme une ellipse si cela « était » le cas).

L’interprétation pauvre dans G2 conduit les participants a revenir a la phase de recherche
erratique pour tenter a nouveau une autre piste dans une thématique différente.
L’initiative qui consiste a désolidariser le point M du cercle pour aller s’intéresser aux
éventuels points invariants de la transformation, matérialise un lien inférentiel faible liant un
maillon dont I’interprétation n’a pas permis de progresser a un maillon ou I’exploration est
d’un autre type. Ce lien est un lien qui n’avait pas été prévu par le modéle sur lequel nous
travaillons dans la mesure ou ce lien inférentiel faible permet de revenir a une phase
positionnée en amont. On pourrait pour distinguer ce lien inférentiel de ceux prévus par le
modele, le qualifier de lien inférentiel faible régressif.

3.2.3. Niveaux de géométrie

Recherche ordonnée

Dans notre expérience Investigations publiques dans G1
Interprétations dans G1 ou G2, mais sans validation dans G2
Dans notre modeéle Investigations publiques dans G1

Interprétations dans G1 avec de possibles retours dans GO

3.2.4. Appréhensions figurales et cadres d’investigation

Expérience 1 Expérience 2
Appréhension séquentielle Appréhension séquentielle
Appréhension opératoire positionnelle Appréhension opératoire positionnelle
Appréhension perceptive Appréhension perceptive
Cadre de modélisation 2C Cadre de modélisation 2B

3.3. Phase 3 (retour a une phase de recherche erratique)

Expérience 3 :

Montage : on revient au montage initial, c’est-a-dire la figure de base proposée.

Protocole : on doit tirer le point m a la souris jusqu’a une position ou il coincide avec son
image M, on doit ensuite marquer sur la page Cabri un point a cet emplacement.
Exploration : un tel point semble exister méme si sa position est repérée par essais de
positions successives. La tache de repérage-marquage de ce point est réalisée suivant une
technique spécifique a I’environnement Cabri (possibilité de redéfinition). Cette technique a
été donnée a I’auditoire qui n’aurait pu I’utiliser autrement. Notons que cette partie peut étre
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comparée a la phase de réglage en sciences expérimentales ou on cherche a fixer certains
parametres de I’expérience. Ici ce sera la position particuliére d’un point « invariant » en vue
d’une utilisation ultérieure dans une autre expérience.

Interprétation : le public acquiert la « certitude » que la transformation proposée admet bien
un point invariant simplement de maniére visuelle. La superposition approximative de deux
points qui intervient dans G1 est automatiquement interprétée comme une propriété de G2.
Cette certitude est une certitude de circonstance ; elle permet de faire comme si, pour avoir
un point d’ancrage pour une recherche dans G2.

Cette « certitude » va inférer a nouveau un lien inférentiel normal pour refaire basculer la
recherche dans une phase de recherche ordonnée fortement connectée a I’existence de ce point
particulier. Ce lien est donc a nouveau un lien de rupture entre deux phases.

Nous pouvons remarquer que la mise en évidence de ce point invariant aurait pu se faire
des la premiere attaque ; cela n’a pas été le cas car I’exploration n’a pas été systématique et le
tirage du point m a été réalisé en se concentrant sur (fof)(m). Nous nous sommes donc trouvé
dans une situation analogue a celle que Glaeser qualifie de « solution inapergue ».

3.3.1. Niveaux de géométrie

Recherche erratique

Dans notre expérience Investigations dans G1 informatique
Interprétations dans G2, mais non validées dans G2
Dans notre modeéle Investigations plutot privées dans G1

Interprétations dans GO ou un G1 appauvri

3.3.2. Appréhensions figurales et cadres d’investigation

Expérience 3

Appréhension opératoire positionnelle
Appréhension perceptive
Appréhension discursive

Cadre d’ingéniérie 3A

3.4. Phase 4 (nouvelle bascule vers une phase de recherche ordonnée)
3.4.1. Images de droites passant par le « point » invariant |

Expeérience 4 :

Montage : on écarte le cercle inutile ainsi que les deux droites ayant servi a positionner | du
champ expérimental. On trace une droite passant par | (qui pourra donc pivoter autour de 1).

On place un point n sur cette droite (ce point décrira cette droite et seulement cette droite) ;
on détermine son image N en utilisant la macro cachant notre transformation ;

Protocole : demander le lieu de N quand n décrit sa droite d’appartenance. Faire pivoter la
droite d’appartenance de n pour observer I’évolution des images de cette droite. Repérer des
positions de superpositions méme partielles de la droite et de son image
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Exploration : naturellement, on voit I’image en V se déformer, avec ses branches qui se
rapprochent jusqu’a se confondre en une demi-droite ou qui s’écartent jusqu’a former une
droite. On trace une droite verte au premier emplacement repéré. Pendant cette phase, le
repére par défaut de Cabri est apparent (il a servi a I’utilisation de notre macro pour la
détermination de I’image de n).

On repeére la seconde position particuliere de la droite d’appartenance de n, ou celle-ci se
superpose a son image. On observe que cette droite semble passer par I’origine du repére et
méme qu’elle a I’air orthogonale a la premiére.

On arrive au cours de cette exploration a émettre la premiere conjecture.

Interprétation : ce qui est observé conduit le public a conjecturer que la restriction de notre
transformation a la droite repérant cette seconde position (qui semble étre confondue avec la
droite joignant o et son image) est la symétrie orthogonale par rapport a la droite verte.

3.4.2. Niveaux de géométrie

Recherche ordonnée

Dans notre expérience Investigations dans G1 informatique
Interprétations dans G1
Dans notre modeéle Investigations publiques dans G1

Interprétations dans G1 avec de possibles retours dans GO

3.4.3. Appréhensions figurales et cadres d’investigation

Expérience 4

Appréhension séquentielle
Appréhension opératoire positionnelle

Cadre de modélisation 2C

3.4.4. Premier lien inférentiel fort, premiere sous-conjecture :
La conjecture faite est la matérialisation du premier lien inférentiel fort qui va faire basculer
cette fois la recherche dans sa phase d’accélération.

3.5. Phase 5 (phase d’accélération de la recherche)

3.5.1. Mise en place d’une premiére expérience de validation d’une conjecture

On veut valider que la restriction a la perpendiculaire a la droite verte de notre transformation
est la symétrie orthogonale par rapport a cette droite verte. L’expérimentation proposée va
consister en une vérification de quelques conditions nécessaires dans G1 (visuel) avec une
Iégere incursion dans G2 (vérification visuelle qu’un milieu déterminé par Cabri semble se
superposer a I).

Expérience 5 :

Montage : On prend la figure dans I’état ou elle a été laissée. On détermine I’image O de o
par notre transformation en utilisant la macro ; on trace la droite (00) et on utilise I’outil
milieu pour marquer le milieu du segment [00].

Protocole : observer la position de (00) par rapport a la droite verte ainsi que la position de
l.
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Exploration : I’observation visuelle confirme I’orthogonalité de (0O) avec la droite verte ;
elle confirme aussi la superposition visuelle du milieu de [00] avec le point I.

Interprétation : ce qui est observeé rend plausible la conjecture émise au moment de la liaison
inférentielle forte. Notons que cette plausibilité aurait pu étre renforcée dans le domaine
G1/G2 informatique par des vérifications portant sur d’autres points que o.

3.5.2. Second lien inférentiel fort vers une cascade de conjectures :
Ce lien se matérialise par la focalisation de I’attention du public sur le cercle mis a I’écart du
champ opératoire qui va étre utilisé pour les expériences qui vont suivre.

3.5.3. Successions d’expériences vers la découverte :

Tout d’abord on se fixe pour objectif de déterminer I’image d’un cercle centré en I.
Expérience 6 :

Montage : On redéfinit le point m sur le cercle mis de c6té.

Protocole : Déplacer le cercle jusqu’a amener son centre sur 1.

Exploration : un ovale apparait comme I’image du cercle et cet ovale se brise des que le
cercle commence a traverser la droite en pointillés; on arrive a la position désirée qui incite
une exploration non prévue dans le protocole I’ovale se recompose dés que le cercle se
retrouve de I’autre coté de cette droite.

Interprétation : ce qui est observe surprend mais la symétrie de la figure va inciter le public
a proposer une autre experience.

Le lien inférentiel fort entre ces deux expériences consiste a focaliser I’expérimentation sur
des cercles plus particuliers que ceux qui avaient été utilisés auparavant.

Expérience 7 :

Montage : Redéfinir le centre sur la droite verte.

Protocole : Déplacer ce centre le long de cette droite.

Exploration : la symétrie est conservée et la déformation de I’ovale dans la direction de la
droite verte va pousser a une premiére conjecture.

Interprétation : le mot de conjecture est un peu fort a ce moment de la recherche mais
néanmoins c’est le mot correct dans la mesure ou le mot « affinité » est lancé sans autre
précision, ou on peut entendre « il y a une affinité ! ».

Un autre lien inférentiel fort va générer le besoin de relire la figure de départ a la lumiére de
ce qui vient d’étre vu ou imaginé.

Expérience 8 :

Montage : Redéfinir le centre comme point libre.

Protocole : Ramener le centre & sa position initiale.

Exploration : sans qu’il soit fait d’autre manipulation, la visualisation du cercle et de son
image a cette position initiale va encore générer une proposition qui n’était pas venue
auparavant et qui donc a été provoquée par les manipulations faites dans I’expérience
précédente.

Interprétation : cette fois la « symétrie orthogonale par rapport a la droite verte » est citée.

Le dernier lien inférentiel fort qui va précéder la derniére expérience va consister a utiliser
cette symétrie pour a nouveau réinterpréter les données de la figure.
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Expérience 9 :

Montage : construire I’image du cercle par la symétrie orthogonale d’axe vert.
Protocole : observer.

Exploration : observer.

Interprétation : aucune puisque I’atelier est arrété a ce moment la.

Nous sommes arrivés tres pres de la conjecture finale qui devait nous faire basculer dans la
phase suivante qui n’aura donc pas été validée par cet atelier.

3.5.4. Niveaux de géométrie

Accélération de la recherche

Dans notre expérience Investigations dans G1 avec conjectures dans G2
Validations dans G1 avec des tentatives d’intrusion dans G2
Dans notre modeéle Conjectures publiques dans G2

Validations publiques dans G1

3.5.5. Appréhensions figurales et cadres d’investigation
Dans le tableau ci-dessous, nous utilisons I’abréviation « App. » pour « Appréhension »

Expérience 5 Expérience 6 Expérience 7 Expérience 8 Expérience 9

App. séquentielle | App. opératoire | App. opératoire | App. opératoire | App. séquentielle
App. perceptive | positionnelle positionnelle positionnelle
App. discursive

Cadre de Cadre Cadre Cadre de Cadre de
modélisation 2C |d’ingéniéerie 3B |d’ingéniérie 3B | modélisation 2B | modélisation 2A
Cadre Cadre

scientifiqgue 4D | scientifique 4D

4. PROPOSITION D’AMELIORATION DU MODELE A LA SUITE DE
CETTE ANALYSE

4.1. Récapitulatif de I’analyse

Si on note « MPEI » le maillon quaternaire « Montage-protocole-exploration-interprétation »,
voici comment nous décomposons la démarche de notre public expert en nous servant du
modeéle exhibé dans le chapitre précédent :

PHASE 1 : PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE

[Exp 0: MPEI] Lien Inffaible [Exp 0’ : MPEI]

Lien Inf Normal de rupture
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PHASE 2 : PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE

[Exp1:MPEI] Lien Inf Normal [Exp2:MPEI]

Lien Inf faible régressif de rupture

PHASE 3 : PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE

[Exp 3 : MPEI]

Lien Inf Normal de rupture

PHASE 4 : PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE

[Exp 4 : MPEI]

Lien Inf Fort de rupture

PHASE 5 : PHASE D’ACCELERATION DE LA RECHERCHE

[Exp 5 : MPEI] Lien Inf Fort [Exp6 : MPEI] Lien Inf Fort [Exp 7 : MPEI]
Lien Inf Fort [Exp8:MPEI] Lien Inf Fort [Exp9: MPEI]

4.2. Validation des trois premiéres phases

Cette analyse conforte I’hypothese de I’existence des trois premieres phases, phase de
recherche erratique, phase de recherche ordonnée et phase d’accélération de la recherche qui
arrivent bien dans cet ordre. Nous notons néanmoins une possibilité de retour a une phase
amont par un lien qui n’avait pas été envisagé en terme de lien de rupture entre phases, c’est
celui qui a été qualifié de régressif.

4.3. Amelioration du modele des maillons

Ce qui frappe immédiatement dans cette analyse, c’est la transformation de maillons binaires
en maillons quaternaires ; chaque action proposée est une expérience qui nécessite un
montage spécifique associé a un protocole spécifique. Montage et protocole étaient implicites
dans les maillons binaires. Ces deux parties montage et protocole s’ajoutent de maniére
explicite aux parties d’exploration et d’interprétation pour composer des maillons
quaternaires.

4.4. Validation du modele des liens inférentiels

Les liens inferentiels des trois types prévus apparaissent bien entre chaque maillon méme s’ils
sont virtuels, c’est-a-dire que leur existence est liée a la nature du maillon qui le précede et de
celui qui le suit.

4.4.1. Des liens inférentiels intra-phase

A lintérieur de chaque phase, entre chaque maillon, un lien du type prévu est mis en
évidence.

4.4.2. Des liens inférentiels de rupture
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Entre chaque phase, un tel lien est aussi mis en évidence établissant le changement de phase.
4.4.3. Apparition de liens inférentiels régressifs

Il apparait en plus des liens interphases qui ramenent a une phase antérieure (en I’occurrence
ici un). Il semble raisonnable de prévoir une telle éventualité dans le cas genéral.

4.5. Validation des appréhensions figurales de chaque phase

Dans le tableau qui suit, nous allons détailler pour chacune des trois phases apparaissant
dans notre expérience, les appréhensions que nous avons mises en évidence grace a la boite
noire Montréal (sous I’intitulé « a priori ») et les appréhensions qui sont apparues dans cette
expérience (sous I’intitulé « a posteriori »). Elles seront validées ou non suivant les résultats
de la comparaison.

Recherche erratique Recherche ordonnée Accélération de la recherche
VALIDEE VALIDEE VALIDEE

A priori : A priori : A priori :

opératoire positionnelle operatoire positionnelle et opératoire positionnelle et
perceptive discursive

A posteriori : majoritairement | A posteriori : A posteriori : majoritairement

opératoire positionnelle séquentielle puis opératoire opératoire positionnelle avec
positionnelle et perceptive du séquentiel et du discursif

Nous pouvons constater que notre expérience vient valider les types d’appréhensions que
nous avions mises en évidence dans notre modele a priori de démarche expérimentale médiée.

4.6. Validation des cadres d’investigation de chaque phase

Dans le tableau qui suit, nous allons aussi détailler pour chacune des 3 phases apparaissant
dans notre expérience, les cadres d’investigations que nous avons mis en évidence grace a la
boite noire Montréal (sous I’intitulé «a priori») et les cadres d’investigations qui sont
apparus dans cette expérience (sous I’intitulé « a posteriori »). Elles seront validées ou non
suivant les résultats de la comparaison.

Recherche erratique Recherche ordonnée Accélération de la recherche
NON VALIDEE VALIDEE VALIDEE
A priori : A priori : A priori :
Scientifique empirique 4D Modélisations Ingéniérie par itération 3B
A posteriori : A posteriori : A posteriori :
Modélisations 2B, 2C et Modélisations Modélisations et ingéniérie
ingéniérie 3A par itération 3B

Ici, notre expérience valide largement les cadres d’investigations des phases de recherche
ordonnée et d’accélération de la recherche. En ce qui concerne la premiére phase, la phase de
recherche erratique, on ne retrouve pas les mémes cadres d’investigations. Une premiere
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explication tiendrait a la nature erratique de cette recherche qui aménerait I’expérimentateur a
user de cadres d’investigations différents suivants les problémes posés. Cette explication peut
constituer une hypothése que notre expérience de validation suivante pourra nous amener a
valider.

4.7. Bilan de I’analyse a posteriori
4.7.1. Le paramétre « temps »

Il apparait qu’une durée d’une heure est une durée suffisante pour faire émerger les trois
phases pré-conjecture. Ceci confirme les remarques analogues issues de nos expériences
personnelles de résolutions de boites noires du méme type dans le méme contexte avec divers
publics non spécialement experts.

4.7.2. La décomposition formelle des micro-étapes

Cette expérimentation nous a fait passer d’une conception a priori binaire de chaque
micro-etape, « exploration, interprétation », a une conception a posteriori quaternaire,
« montage, protocole, exploration, interprétation ». Nous avons remarqué que les deux parties
ajoutées étaient virtuellement contenues dans le maillon binaire a priori.

4.7.3. La décomposition formelle des macro-étapes

L’expérimentation a validé trés fortement notre décomposition en trois phases qui sont
bien du type de celles proposees dans notre modele a priori, « phase de recherche erratique,
phase de recherche ordonnée, phase d’accélération de la recherche ». Nous avons pu
néanmoins remarquer que cet enchainement n’était pas toujours celui indiqué précedemment
dans I’ordre énoncé : il pouvait y avoir des régressions, c’est-a-dire des retours a des phases
amonts avant une nouvelle progression dans I’ordre de notre modeéle a priori.

4.7.4. Les liens inférentiels

Ces liens ont aussi été validés, aussi bien les liens intra-chainons (ceux liant les micro-étapes
dans une macro-étape donnee), que les liens inter-chainons (qualifiés de rupture et liant une
macro-étape a une autre). Nous avons vu apparaitre de nouveaux liens, de la famille des liens
inférentiels qualifiés de rupture, qui reliaient une macro-étape a une macro-étape amont : nous
les avons aussi nommés liens inférentiels régressifs. Notons que la validation des liens est une
conséquence naturelle de la validation des différentes phases (macro-étapes) et de leurs
composants internes (micro-étapes).

4.7.5. Les niveaux de géométrie

Les tableaux comparatifs réalises dans le paragraphe précédent valident largement les niveaux
de géométrie proposés dans notre modeéle a priori; on peut résumer comme suit ainsi les
hypothéses validées. Notons que lorsqu’on parle d’investigations privées (dans le sens de
individuelles, personnelles), on veut signifier que les individus proposent de maniére
indépendante sans trop interférer les uns sur les autres. Notons aussi que lorsqu’on parle
d’investigation publique, on veut signifier que ce sont les individus qui continuent a proposer
mais qu’ils rétro-agissent les uns sur les autres dans ce que nous appelons un débat
argumentatif ou il peut y avoir des interventions de réfutations comme des interventions de
demandes d’éclaircissements.
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Recherche erratique Recherche ordonnée Accélération de la recherche

Investigations privées dans|Investigation publique dans|Investigation publique dans

Gl. Gl G1. Conjectures dans G2.
Interprétations privées dans | Interprétation publique dans|Validations publiques dans
un G1 appauvri Gl Gl

4.7.6. Les appréhensions figurales

Une grande analogie dans les appréhensions figurales a été notée entre les appréhensions
repérées dans notre modele a priori et celles mises en évidence au cours de notre expérience
de validation. Une forte présence de I’appréhension opératoire positionnelle semble justifier
un chemin de la découverte qui se dégage rapidement, confirmant ainsi que I’appréhension
opératoire est bien une appréhension a haute teneur heuristique comme mis en évidence par
Duval. La présence dans ces phases pré-conjecture d’une appréhension discursive montre si
besoin est, qu’en plus de leur valeurs heuristiques, les figures montées puis manipulées
permettent de comprendre les caractéristiqgues mathématiques classiques des constructions
cachées. Cela veut dire que de tels problemes conduisent a I’appréhension des figures qu’ils
générent en sorte que la valeur heuristique du contexte de recherche augmente et que
I’explicitation de la reponse formelle s’en trouve aussi favorisee.

4.7.7. Les cadres d’investigations

La encore une grande similitude des cadres d’investigations a été notée pour ce qui concerne
les deux derniéres phases pré-conjecture. Par contre, cela n’a pas été le cas pour la premiere
phase. Nous avons noté un début d’explication qui demande a étre confirmé : la recherche
tous azimuts qui caractérise cette phase de recherche erratique conduirait I’expérimentateur a
utiliser de maniere « aléatoire » de nombreux cadres possibles d’investigations !
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VALIDATION EXPERIMENTALE DU
MODELE SUR UN PUBLIC DE LYCEENS
DE PREMIERE S

1. PRESENTATION DES EXPERIENCES

Les expeériences qui suivent ont été réalisées en Avril 2003 dans ma classe de Premiere S du
Lycée Raymond Naves a Toulouse. Elles I’ont été au cours de deux séances de module ou la
méme boite noire a été proposée aux deux groupes formés chacun d’une demi-classe, la
premiere séance a eu lieu de 8h a 9h et la seconde de 9h a 10h le méme jour (chaque groupe
se composait d’une quinzaine d’éléves ; les deux groupes étaient d’un niveau mathématique
comparable).

La boite noire cachait une homothétie dont le centre avait été placé arbitrairement dans la
page Cabri d’une calculatrice Voyage 200 de Texas Instrument, le rapport de cette homothétie
avait été choisi égal a 1.5. Cette séance devait servir d’introduction a la lecon sur les
transformations et en particulier a la notion d’homothétie.

Un écran de Voyage 200 est rétro-projeté face aux
éleves : j’avais programmé dans un fichier de
I’application Cabri I'image d’un petit point en un
gros point par une homothétie de centre dont j’ai
choisi la position et de rapport égal a 1.5. Je me suis
assis au milieu des éleves, pres du rétroprojecteur et Laacit +
j’ai piloté la calculatrice face au tableau.

FAIN DEG AUTO FOWC

L]
centre

Le rapport est caché en dehors de I’écran et le centre
est aussi caché avec I’outil « Cacher-montrer ». Je
me suis arrangé pour ne pas avoir a montrer cet objet .
caché. Notons qu’il est possible avec une macro ]
construction de cacher effectivement ce point, ce qui
n’était pas indispensable pour les expériences
menées ce jour. L’écran rétro-projeté apparait donc
comme I’écran de droite.

Dans chaque groupe, deux éléves sont chargés des minutes de la séance qui me seront
remises la semaine suivante. Ces documents rédigés manuellement en grande partie transcrits
dans la suite, sont disponibles.

FAIN DEG AUTO FOMC

2. COMPTE-RENDUS DE L"EXPERIENCE FAITE AVEC LE GROUPE 1
2.1. Compte-rendus éleves : Elodie M. et Aurélie T. ont rédigé chacune un compte-rendu
minuté, transcrits parallélement ci-dessous :

Minutage Compte-rendu Elodie M Compte-rendu Aurélie T

8h09 Les éleves ont I’air de dire que le|Soit la fonction ou un gros point dépend
petit point bouge mais pas le gros|du petit point sur la page dynamique de
(lorsqu’on déplace le petit point).| Cabri.

La position du gros point dépend |Probleme : boite noire. Quelle est la
du petit. Alexandre est moins précis | transformation cachée dans la boite noire ?
que Karine. Ce qu’il dit est correct| Comment le gros point dépend du petit ?
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mais n’est  pas
mathématique.

purement

(lorsqu’on bouge le petit point, le gros
bouge également).

8h12 Quelle peut-étre la transformation
permettant de transformer le petit
point en le gros ?
8h16 Karine : apparaitre les axes Karine : on peut faire apparaitre les axes
Ludovic : faire apparaitre le lieu du | Ludovic : il faut trouver le lieu du point
gros point noir. noir.
Julien : Du gros.
Mickaél : nous devons faire apparaitre les
coordonnées des points.
8h18 Mickaél faire apparaitre les|Mickaél: (répéte) faire apparaitre les
coordonnées des points. coordonnées.
Florent : tracer le lieu du petit|Florence: tracons le lieu du gros point
point avec le gros point. avec le petit point.
Professeur : le point n’appartient | Julien : Ludovic I’a déja fait.
pas a un objet (le gros point). Cabri : (traduction du Prof) «ce point
n’appartient pas a un objet ».
8h20 Surveillante : examine les éléves | (entrée de la surveillante).
du regard. Professeur : toujours rien de brillant.
Professeur : le point ne se déplace
pas sur une courbe.
8h21 Cabri (en Francais) « le point ne se
déplace pas sur la courbe ».
8h22 Florent : deplacer le point sur I’axe | Florent : il faut le déplacer sur I’axe des
des abscisses. abscisses.
Claire: ...pour observer le|Claire: déplacons le pour observer le
mouvement. mouvement.
Coté gauche de la salle: oui pour sur
abscisse.
Claire : Non'!
8h23 Julien/Ludovic/Mickaél : veulent| Mickaél: on ne voit pas bien les
déplacer les coordonnées , « la nous | coordonnées !
les voyons mal ». Tous : (énervés) veulent arranger la place
des coordonnées sur I’écran.
8h24 Petit point sur abscisse donc|Ludovic: le point est sur I’axe des
ordonnée égale 0. abscisses donc de coordonnées 0.
8h25 Karine : quand on déplace le petit | Karine : Florence n’est pas d’accord sur la
point, le gros point se déplace de|place du point.
part et d’autre du petit. Florent: on peut avoir une droite
Professeur : la droite a 45° ne|indépendante du point ? C’est pour mettre
dépend pas du point. I’origine de ce repére a —1,45.
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8h26 Florent: tracer une droite
indépendante du point pour mettre
I’origine de ce point a -1,45 = X.
8h27 Jean: mettre le petit point a|Trace de cette droite.
I’origine du repére de I’ordonnée. | Jean : on peut mettre le point a I’origine ?
Alexandre : (agitation)
8h29 Redéfinir le point sur la droite|Jean: il faut redéfinir le point sur la
parallele aux ordonnées. droite.
8h30 Florent : autre axe de symeétrie. Florent : il y a un autre axe de symétrie.
Claire : est-ce possible de mettre la| Claire : c’est possible de mettre « trace »
« trace » du gros point ? du point ? Le gros point.
8h32 Florence/Julien/Mickaél : il faut| Mickaél et autres : cachons la droite !
cacher la droite. Claire : il faut bouger le petit point en
8h33 Avec le petit point décrire un carré. | formant un carre.
Le gros point décrit un grand carré | Mickaél : oui mais a peu prés car,
lui aussi. comment ?
8h34 Redéfinir le point sur un objet ; le| Tracé du carré pour apres redéfinir le petit
petit point sur le carré qu’on vient| point sur le carré, c’est sir qu’il y est.
de tracer. Le petit point ne se met pas sur le carré !
8h35 De plus, « tracer » la trace du gros | Replagons le ?
point quand le petit se déplace sur
le carré.
8h36 Florence : demander le lieu car|Prof: il n’yapas plus simple ?
fonction. Florence : Grace au lieu! car on est sur
une fonction.
8h37 Tous : ¢a forme un carré !
Jean : on ne peut pas faire un autre carré ?
8h38 Bouger le centre du carré. Le carré | Nous bougeons le centre du carré.
trace par le petit point semble étre | Mickaél : Ah ! C’est mieux !
proportionnel a la grandeur du carré | Nous agrandissons le carré
du gros point. Karine : on peut avoir un autre polygone ?
8h39 Karine : décrire avec le petit point | Karine : un polygone a 5 cotés.
un pentagone. Tous : il est bien placé.
8h41l Claire : propose de refaire pareil | Claire : Mettre le point sur le polygone.
(petit point sur polygone). Le gros | (Foutoir)—Tout le monde réagit car il y a
point décrit aussi un polygone. une figure tres étrange.
Karine : Nous devons trouver le centre du
carré.
Jean : Oui le carré qui a disparu.
8h43 Jean: Tracer les diagonales du|Jean: Tracons les diagonales du grand
grand carré. carre.
Mickaél répond a Jean : « Ca ne | Mickaél : Pourquoi Jean a demandé ¢a ?
sertarien ! ». Canesertarien!
8h45 GROS TROU (GROS TROU)
Florence : le gros point semble étre | Florence : (Tres confus) — on relie les

I’agrandissement du petit point
lorsqu’il se déplace.

centres des deux carrés: En fait le gros
point semble étre I’agrandissement du petit
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dans I’arriere-plan (elle parle de lumiere).

8h47

8h48

8h51

8h53

8h55

8h57

Comprend pas [I’histoire de
I’arriére- plan de Florence.
IHlumination de Marianne :

Figure dans I’espace.

Florent : barycentre serait le centre
de symeétrie de... (il ne sait pas).

Claire : Relier les sommets des
carrés par des droites.

Pas besoin de tracer la quatriéme
reliure avec le gros point et son
petit.

Mickaél : C’est une pyramide dans
I’espace.

Professeur : premier retour papier
espace.

Redéfinir le gros polygone.
Professeur : Coordonnées des

droites concourantes au cas ou ¢a
se détruise.

Tous: (personne comprend)
lumiere ? Arriére-plan ?
Marianne : Oui ! ¢’est un agrandissement
Marianne : Trouvons le point... Figure
dans I’espace.

Florent : (parle de symétrie centrale) —
Trouvons le barycentre, centre de
symétrie... (Il abandonne).

Marianne : Relions les points.

Claire : Ceux des sommets correspondant
aux carrés.

Florence : Relions par des droites.

Eva : Pas besoin de faire un 4™ carré.
Mickaél : Dans I’espace c’est comme une
pyramide.

Professeur : premier retour papier espace.
Marianne et Claire (font un dessin de
pyramide).

Quelle

Mickaél : 11 faut redéfinir le 1% polygone.

Nous notons les coordonnées des droites
concourantes au cas ou ¢a se détruise
— Les points s’alignent.

2.2. Mon compte-rendu : ayant été le sherpa de cette expérience, je me suis fondu dans le
« milieu » pour réagir de maniére aussi neutre que possible ; mes interventions n’ont eu pour
but que d’éclaircir des points techniques qui ne devaient pas faire obstacle aux initiatives
proposees par les éléves. J’ai utilisé tous les fichiers intermédiaires que j’ai enregistrés au fur
et a mesure de I’avancée de cette recherche. Voici donc ci-dessous ma transcription de ce qui

s’est passe : B

8h09
HMAIN DES AUTO FOWC AN DES AUTOD FOWC

Ceci est [I’écran présenté pour|Cet écran qui n’a pas éeté realisé aurait

soumettre la bofte noire. J’ai tiré sur le | permis, apres avoir activé les traces

petit point aprés avoir fait constaté que | des deux points, de remarquer que le

je ne peux pas tirer sur le gros point. tracé de la lettre « B» avec le petit

point engendre le tracé d’une autre

lettre « B » agrandie par rapport a la

précédente. I aurait  permis

d’approcher plus rapidement la

solution  (approche opérationnelle
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| selon Duval).

8h16

- - - - .

B B 0 = B Y] TBE

bl 0

=]

®(0.26, 1. 1M
(-1, 0,790

CEZ COORDOMMEES

0.5 A

HMAIN DEG AUTO

FOMC

Je fais apparaitre les axes ainsi que les
coordonnées des deux points comme
demandé par les éléves. Je fais
constater aux éeléves que Cabri ne me
donne rien quand je demande le lieu du
gros point quand le petit varie.
J’explique que cela est normal car le
petit point n’a pas été défini comme
point appartenant a un objet.

8h22

o A Y] vﬂﬂ

il LV

+ =

e

L] u&i =IrorErT
(-0e7q. B BAY

FAIN DEG AUTO

FOMC

Les éléves demandent d’amener le
petit point sur I’axe des abscisses pour
le déplacer le long de cet axe. Lorsque
le point est amené sur I’axe, ils sont
passablement génés par I’affichage
inadéquat des coordonnées que je suis
donc obligé d’écarter.

8h22

hd - " | -

B B 0 E [FEFEF 'aa

il L1

CE.45, 0,000

3
CE FOINT
&

C1.40,-0.090

FAIN DEG AUTO

FOMC

Aprés avoir positionné, a gauche les
coordonnées du petit point et a droite
les coordonnées du gros point, je
déplace le petit point le long de I’axe
des abscisse.

Lorsqu’on déplace ce petit point vers
la droite, le gros se déplace
horizontalement encore plus loin vers
la droite.

8h25

Lorsqu’on déplace le petit point vers la

Puis continue a se déplacer vers la

gauche, le gros point finit par rattraper | gauche, horizontalement mais, plus
le petit a I’abscisse —1.45. vite que le petit.
i N ] TR ) L ) s il N L] TR el L ) s
':_1-45: El-ElEl) (_1_45,_E|IE|9) ':_2-1E|, El-ElEl) (_2_43,_@_89)
0L 0L
. e L " CE FOINT e "
MAIY DEG ETI:I FI:I_HII MAIY DEG ETI:I FI:I_HII
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8h25

Les éeleves demandent de déplacer le
petit point sur une autre droite. Je trace
une droite inclinée approximativement
a 45° qui visuellement passe par le
petit point : je fais remarquer que cette
droite est indépendante du petit point
qui d’ailleurs ne lui appartient pas
(dans la page Cabri) tant que celui-ci
n’a pas été redéfini sur cette droite.

e F FEw [TEFEI [P, TBE

T Gyl
C-B.56, B850 L O T B N

CE FOINT | g5

0.5 A

HMAIN DEG AUTO FOMC
Le déplacement du petit point génére
un déplacement du gros le long de
cette droite, approximativement. Les
éleves veulent aussi faire passer cette
droite par le point de I’axe des
abscisses, d’abscisse —1.45.

8h26

Pendant le déplacement de cette droite
qui doit amener son origine a —1.45, les
éléves veulent que je positionne cette
droite paralléle a I’axe des ordonnées et
que je déplace le petit point sur cette
droite. Les éleves constatent que le
gros point reste sur la droite verticale.
Ils évoquent un axe de symétrie apres
avoir vu le gros point passer sous le
petit au voisinage de [I’axe des
abscisses.

i ey FEw [TEFEI [P, TBE

T Gyl
t=1.43,0.3p2

(-1.435, 0,733

0.5 A

(-1.45,0.083

HMAIN DES AUTO FOMC

Une éléve veut activer la trace du gros
point mais sous la pression d’autres
propositions, celle ci est abandonnée.

8h32

A la demande des éléves, un carré est

tracé, afin de mettre le petit point

dessus. La droite sur laquelle se

trouvait celui-ci est cachée

it Tz . '3 N '.. '5_.,_#. '5::.__,, '?“:_'BE
£-1.45,0.300 (-1.45,0.793

Ir‘“—-}- ;'sc:uiulrn "
L]

(—-1.45,0.080

HMAIN DEG AUTO FOMC

Le petit point est donc redéfini sur ce
carré

£-1.22,0.42) 4T

Ir__.!} 0.E . .
]

C-1.45,0.000

FAIN DEG AUTO FOMC

Notons que le centre du carré a été
positionné sur le point d’intersection
de la droite cachée avec I’axe des
abscisses, donc a I’abscisse —1.45.

Aprés discussion, on renonce a activer
la trace du gros point pour voir
comment il se déplace quand le petit
point va étre tiré sur son carré
d’appartenance. Les éléves finissent
par opter pour la demande du lieu du
gros point quand le petit varie avec
comme argument «une dépendance
fonctionnelle » entre les deux points...

c-1.22,0.427 4P

r=n
=

FAIN DEG AUTO FOMC

Les éleves ont la certitude que le lieu
obtenu est aussi un carreé.
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8h38 Toujours a la demande des éléves, le|La, je déplace ce point particulier pour
centre du carré est deplace, ici vers la|agrandir le carré d’appartenance du
gauche (notons que le premier point| petit point.
inférieur droit reste fixe car c’est ce|[F W% - [P T -
point qui a été utilisé comme premier || «+1.zp;0vad> H o eilEs, 1170
point pour créer le carré avec I’outil /\\ oe
« polygone régulier » de Cabri). 0s %
T [ . [ f X
t-1. , .58 (=1.34,0.78) {_é%‘u'\EIJ;EPDLTﬁiNEREGULIER
/}E‘PEI?T 0.E s . MAIN DEG AUTO FOMC
MAIN DEG AUTO FONC
8h39 Une grande periode d’excitation

.33, 0.337 C1.36,0.440

AN+
\3(‘/

CE.17, 0. 000

HMAIN DES AUTO FONC

Quand on arrive a cette position, une
éleve commence a évoquer un arriere-
plan, de la lumiere, un gros point qui
serait I’agrandissement du petit sans
que les autres comprennent.

survient ou les propositions des éléves
fusent sans qu’ils puissent se mettre
d’accord pour me demander une
manipulation particuliere. Néanmoins,
j’écoute et j’attends: J’observe
Marianne qui se saisit d’une feuille de
brouillon et qui dessine succinctement
la figure rétro-projetée en la

complétant comme suit :

3T, D350

CE.17, 0. 000
+

HMAIN DES AUTO FOMC FILE

Ses camarades ébahis, I’entendent
parler de figure dans I’espace.

Je construis maintenant un pentagone
quelconque car les éleves veulent

mettre le petit point sur un tel

olygone.

SlZoeEhlhe s (1.56,0.44)
+

(0L 17, 0,080 )f/

HMAIN DES AUTO FONC FILE

Ceci est réalisé ici par la redéfinition
du petit point sur le pentagone.

£1.33,0.842
CE FOINT

T

.9-3\:,'
L

COL 17, 3,00

MAIN DEG AUTO FOMC FILE

Les éléves sont surpris & la fois par
I’étrangeté de la figure et par la
disparition du gros carré, a tel point
que certains veulent retrouver son
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centre et pour cela je suis obligé de
revenir a la figure précédente avec
cette fois le gros pentagone qui
disparait.

8h51

Le pentagone est méme supprimé ; il
m’est demande cette fois de joindre les
sommets respectifs du grand et du petit
carré (ce que Marianne avait réalisé sur
papier). Comme la sonnerie retentit, les
éléves prennent une derniere initiative :
apres avoir constaté le concours de ces
droites, ils me demande de conserver
les coordonnées de ce point au cas ou
on perdrait des constructions.

CEL1F, .00

HMAIN DEG AUTO FOMC FILE

On définit donc I’intersection de deux
de ces droites et on fait afficher les
coordonnées de ce point : (-1.45,0.17).

2.3. Analyse de la démarche

2.3.1 Analyse brute (mise en évidence des maillons quaternaires)

Expérience 1

Montage : faire apparaitre les axes.

Protocole : demander le lieu du gros point quand le petit bouge.

Exploration : cette exploration n’est pas realisable car le petit point n’appartient pas a un
objet.

Interprétation : donc pas d’interprétation.

Expérience 2

Montage : compléter le précédent montage en affichant les coordonnées des deux points.
Protocole : demander encore le lieu du gros point quand le petit bouge.

Exploration : cette exploration n’est toujours pas réalisable car le petit point n’appartient
toujours pas a un objet.

Interprétation : encore pas d’interprétation.

Expérience 3

Montage : compléter le précédent montage en positionnant le petit point sur I’axe des
abscisses.

Protocole : déplacer le petit point le long de I’axe des abscisses.

Exploration : pendant cette exploration I’affichage des coordonnées perturbe la visualisation
de ce qui se passe.

Interprétation : la géne observationnelle empéche toute interprétation.

Expérience 4

Montage : reprendre le précédent montage et changer la position de I’affichage des
coordonnées.

Protocole : déplacer le petit point le long de I’axe des abscisses.

Exploration : le déplacement du petit point le long de I’axe des abscisses génere un
déplacement du gros point le long d’une paralléle a cet axe située légérement sous cet axe.
Quand le petit point s’éloigne vers la droite, le gros point s’en éloigne encore plus. Méme
remarque du coté gauche.

Interprétation : pas d’interprétation mathématique en terme d’image de droite.
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Expérience 5

Montage : tracer une droite en position oblique et positionner le petit point sur cette droite.
Protocole : déplacer le petit point le long de cette droite.

Exploration : le déplacement du petit point le long de cette droite génere un déplacement du
gros point le long de cette droite Iégerement au-dessus avec le méme phénomeéne observé
précédemment d’écartement du gros point par rapport au petit. Le gros point monte plus vite
et plus haut que le petit. Le gros point descend plus vite et plus bas que le petit point.
Interprétation : toujours pas d’interprétation mathématique en terme d’image de droite.

Expérience 6

Montage : amener la droite oblique en position verticale a I’abscisse —1.45.

Protocole : déplacer le petit point le long de cette droite.

Exploration : le déplacement du petit point le long de cette droite génére un déplacement du
gros point le long de cette méme droite légérement au dessus avec encore le méme
phénomene observé précédemment (écartement du gros point par rapport au petit). Le gros
point monte plus vite et plus haut que le petit. Le gros point descend plus vite et plus bas que
le petit point.

Interprétation : cette fois le mot symétrie apparait mais sans traduire une symétrie au sens
d’une transformation mais plutét une symétrie dans les observations (deux petits points
symétriques par rapport a I’axe des abscisses ont des images symétriques par rapport a I’axe
des abscisses.

Expérience 7

Montage : construction d’un carré centré sur I’axe des abscisses a I’abscisse —1.45. Redéfinir
le petit point sur ce carré.

Protocole : demander le lieu du gros point quand le petit varie sur le carré.

Exploration : le lieu obtenu ressemble a un carré plus grand que le premier.

Interprétation : le lieu obtenu est interprété comme un carré sans aucun doute dans I’esprit
des éléves.

Expérience 8

Montage : méme montage.

Protocole : déplacer et modifier les dimensions et la disposition du carré.

Exploration : le lieu obtenu ressemble toujours a un carré dont la taille est toujours plus
grande que le premier et semble proportionnelle a la taille du premier.

Interprétation : les lieux obtenus sont toujours interprétés comme des carrés sans aucun
doute dans I’esprit des éléves. Apres un retour papier, la figure est interprétée comme une
figure de I’espace.

Expérience 9

Montage : construction d’un pentagone quelcongue.

Protocole : redéfinition du petit point sur ce pentagone et observation du résultat de cette
redéfinition.

Exploration : le gros carré disparait et un polygone « semblable » au premier apparait.
Interprétation : certains éleves ne comprennent pas la disparition du gros carré et sont
surpris par I’apparition du nouveau pentagone d’ou retour sur I’expérience précédente.

Expérience 10
Montage : remettre le petit point sur le carré de départ.
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Protocole : tracer les quatre droites joignant les sommets du carré de départ aux sommets
correspondants du « carré » image.

Exploration : ces droites semblent concourantes ; on note donc les coordonnées du point
d’intersection de deux d’entre elles.

Interprétation : on arrive a une conjecture sur la concourance de ces droites en un point
particulier (qui doit étre important aux yeux des éleves puisqu’ils demandent de conserver les
coordonnées de ce point).

2.3.2. Analyse en liaison avec le modele de démarche proposé (mise en évidence des
différentes phases)

Phase erratique : cette phase inclut les expériences de 1 a 4 de maniéere claire et non
ambigué. En effet, chaque maillon se conclut par une absence d’interprétation mathématique
ou métamathématique. Les liens sont aussi de maniére non ambigué des liens inférentiels de
type faibles. Bien que I’expérience 4 s’achéve sur une absence d’interprétation explicite, le
contenu de I’expérience 5 montre que le lien entre ces deux expériences est le premier lien de
type normal qui apparait dans cette démarche : cette expérience 5 montre que le public veut se
concentrer sur un type bien ciblé d’expérimentations. Ce lien est donc un lien inférentiel
normal de rupture entre phase erratique et phase ordonnée.

Phase ordonnée : cette phase inclut les expériences de 5 a 10 ; I’exploration se concentre sur
les images de droites puis de carrés et polygones. On note des velléités d’approche de la phase
d’accélération par des apparitions fugaces d’invariants. 1l y a aussi une progression dans les
registres d’exploration ; au départ dans G1, les éleves déterminent point par point les images
des points des droites choisies alors que pour les polygones, le lieu du point image fait
apparaitre directement cette image. Dans I’utilisation des outils, on se place dans G2 mais la
lecture du résultat obtenu se fait dans le registre G1 (on voit un carré et on ne doute pas que le
I’image ne soit pas un carré).

On est trés proche d’une premiére conjecture et on peut imaginer sans risque que si on avait
pu disposer d’un temps plus long, cette expérience 10 aurait été la derniere de cette phase
annoncant ainsi le premier lien inférentiel fort de rupture vers la phase d’accelération de la
recherche.

Les liens inférentiels peuvent ne pas paraitre « normaux » si on se fie aux contenus des items
« interprétation ». Ces interprétations sont en réalité les signifiés-interprétations alors que les
signifiants-interprétations sont de type quasi normal : il suffit de constater que d’une
expérience a I’autre on reprend un protocole identique ou légérement amélioré sur un montage
qui se complexifie (une construction qui envisage des cas plus généraux).

Notons que le parametre « temps » vient de montrer le bout de son nez ; seulement deux des
trois premieres phases les plus couramment mises en évidence sont apparues.

ILa recherche a duré en tout 48 minutes

2.3.3. Bilan formalisé

Ce bilan qui suit va constituer une validation de I’arrivée et du contenu des deux premieres
phases pré-conjecture telles que présentées dans notre modele a priori. Voici la
décomposition de la démarche de résolution analysée précédemment :

PHASE 1: PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE
[Exp 1: MPEI] Lien Inf faible [Exp2:MPEI] Lien Inf faible
[Exp 3: MPEI] Lien Inffaible [Exp 4 : MPEI]
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Lien Inf Normal de rupture

PHASE 2 : PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE

[Exp 5 : MPEI] Lien Inf Normal [Exp6 : MPEI] Lien Inf Normal [Exp7 :
MPEI] Lien Inf Normal [Exp8 : MPEI] Lien Inf Normal [Exp9 : MPEI]
Lien Inf Normal [Exp10 : MPEI]

2.3.4. Niveaux de géométrie

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE

Expérience 1

Expérience 2

Expeérience 3

Expérience 4

G2

G2

Gl

GO

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE

Expérience 5

Expérience 6

Expérience 7

Expérience 8

Expérience 9

Expérience 10

G0/G1

G0/G1

G2

G1/G2

G2/G1

G2/G1

2.3.5. Appréhensions figurales

POUR LES MICRO ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE

Expérience 1

Expérience 2

Expérience 3

Expérience 4

Séquentielle

Séquentielle

Opératoire

Opératoire

positionnelle

positionnelle

POUR LES MICRO ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE

Expérience 5 | Expérience 6 | Expérience 7 | Expérience 8 | Expérience 9 | Expérience 10
Séquentielle | Séquentielle | Séquentielle | Opératoire Séquentielle | Séquentielle
Opératoire Opératoire Perceptive positionnelle | Perceptive Discursive
positionnelle | optique Discursive

2.3.6. Cadres d’investigations

POUR LES MICRO ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE

Expérience 1

Expérience 2

Expérience 3

Expérience 4

Modélisation 2A

Modélisation 2A

Engagement

Engagement

POUR LES MICRO ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE

Expérience 5

Expérience 6

Expérience 7

Expérience 8

Expérience 9

Expérience 10

Ingéniérie

Ingéniérie

Modélisation

Modélisation

Modélisation

Modélisation

3. COMPTE-RENDUS DE L’EXPERIENCE FAITE AVEC LE GROUPE 2
3.1. Compte-rendus éléves : Lauranne C et Lise G ont rédigé chacune un compte-rendu
minuté, transcrits parallélement ci-dessous :

Minutage Compte-rendu Lauranne C.
9h09 Il 'y a deux poins sur I’écran: un

Compte-rendu Lise G.
Nous avons deux points, un gros et petit.
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gros et un petit.
Le gros dépend du petit puisqu’il
bouge quand on déplace I’autre.
Par quel procédé est-on passé d’un
point a I’autre ?

Le petit point dépend du gros. Comment le
gros point dépend du petit? Par quel
procédé mathématique le gros point peut-il
dépendre du petit ?

9h14 On commence : Début
Sandra : demande si on peut voir|Sandra: Y a-t-il des choses cachées?
ce qui est caché. Il n’y a rien de|Non, il n’y arien de caché.
cache.
Quentin : on peut bouger le point|Quentin: Ou bouge le gros point?
(petity  n’importe  ou?  — |N’importe ou.
Apparemment.
Gauthier : est-ce que la distance | Gauthier : on va mesurer la distance du
entre les deux points varie|gros point au petit point pour voir si elle
beaucoup. varie quand on bouge le petit point. On

voit que la distance varie.

9h17 On met le gros point en mode trace | Gauthier : Essayons de mettre le gros
et on fait bouger le petit, de gauche | point en mode trace et de bouger le petit
a droite, puis de bas en haut. La|point. Cela ne donne rien.
trace laissée ne donne pas de
nouvelles idées. On enléve le mode
trace.

9h18 Nicolas : demande d’afficher les|Nicolas : On pourrait afficher les axes.
axes.

9h20 Sandra : demande que I’on trace le | Sandra : On va tracer un cercle de centre
cercle de centre le petit point et|le petit point et passant par le gros point.
passant par le gros point.
Nicolas : constate que les axes ne | Nicolas : Les axes ne servent a rien.
servent a rien.
On déplace le petit point centre du| Tout le monde : On va déplacer le petit
cercle. point.
Jean : le cercle change de diamétre. | Jean : Le cercle change de rayon quand on
C’est le cas en allant vers la|déplace le petit point.
gauche ; il diminue puis ré|Sophie: Essayons de déplacer le petit
augmente progressivement. point vers la gauche. Le cercle se diminue

puis s’agrandit.

9h22 Bénédicte : plutdt que de continuer | Bénédicte : On s’arréte ou le rayon du
a faire changer le rayon, il serait|cercle est le plus petit possible.
plus intéressant de connaitre le
rayon minimum du cercle.
Quentin : existe-t-il un point ou les | Quentin (avec I’aide de Jean): Est-ce
deux points de départ seraient|qu’on peut trouver un rayon nul pour ce
Superposeés. cercle, ou les deux points sont confondus.
Les autres : ou le rayon est nul.
On déplace le petit point pour
parvenir a trouver ce point.
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9h25

Jean: c¢a nous sert a quoi de
trouver le point ou le rayon est
nul ?

Pierre : c’est de la découverte. On
ne sait pas, on verra.

Hypothese de Jean: il y a deux
points cachés et on obtient le gros
point avec une composée de
vecteurs du petit point avec les
deux autres.

Jean : Au fait, ¢ca sert a quoi de trouver
I’endroit ou les deux points sont
confondus ? Il doit y avoir deux points
caches et on obtient le gros point avec une
composée de vecteur du petit point avec
les deux autres (les deux points cachés).

9h27

Sur P’intervention de Nicolas, on
retire les axes.

Quentin:  propose de tracer un
segment allant du petit point au
gros point.

Sandra : voudrait savoir pourquoi
le diametre du cercle varie, « c’est
quand méme bizarre ».

Pierre : je pensais a une fonction
dans I’espace.

Les initiatives de Quentin sont
jugées inutiles.

On demande a Quentin d’expliquer
ce qu’il voulait faire.

Nicolas : il faudrait enlever les axes.

Quentin : On va tracer un segment reliant
le petit point au gros point.

Sandra : Pourquoi le rayon du cercle
diminue puis augmente quand on déplace
le petit point ?

9h31

Amandine : interrogée, n’a pas
d’idée. Propose de remettre les axes
et d’en placer I’origine au niveau
du point ou le rayon du cercle vaut
0.

On centre alors I’écran par rapport
aux axes.

Amandine : Que veux-tu faire Quentin ?
Il faudrait remettre les axes et placer
I’origine de ces axes a I’endroit ou les
deux points sont presque confondus.

Jean: On devrait centrer I’écran par
rapport aux axes.

9h34

Gauthier : demande le lieu du gros
point par rapport au petit.

C’est impossible car le petit ne se
déplace pas sur une courbe.

Jean : afficher les coordonnées des
deux points pour voir s’il y a une
fonction.

On efface le cercle et les segments.
Les rapporteurs arrétent Jean qui
propose une nouvelle idée avant
que Il’on ait fini d’exécuter et
d’expliquer la précédente.

Gauthier : On demande le lieu du gros
point par rapport au petit.

Tout le monde: Le petit point ne se
déplace pas sur une courbe.

Jean : On va afficher les coordonnées des
deux points pour voir s’il y a une fonction
qui les lie.

Tout le monde : On efface le cercle et le
segment.

Lauranne et Lise: Il faut continuer sur
les idées commenceées.

19h38

| Pierre : demande que I’on place le|Pierre : on va mettre le petit point sur
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petit point sur I’axe des abscisses.
Le lieu demandé tout & I’heure
apparait alors. Ce lieu a I’air d’étre
sur la droite des abscisses lui aussi.
Pierre et Jean: pensent a un
barycentre.

I’axe des abscisses.

Constatation : Quand le petit point est sur
I’axe des abscisses, le lieu du gros point
est I’axe des abscisses.

Pierre et Jean : On pense a un barycentre.

9h40

On enleve les coordonnées.
Lauranne, Lise, Pierre et Jean
(discussion intense) : On veut
enlever le petit point de I’axe et
voir si les deux point sont alignés
avec l’origine.

Pierre : Il faut enlever les coordonnées.
Jean : Il faut enlever le petit point de I’axe
des abscisses et le mettre sur le plan
géneéral. Les deux points et I’origine sont-
ils alignes ?

9h43

Tout le monde : n’a pas compris
I’idée des barycentres.

On execute I’idée de Jean.
Amandine : rappelle qu’il fallait
voir si les points sont alignés avec
I’origine.

On trace une droite passant par les
deux points et on demande si elle
passe par I’origine.

Jean : fait la méme remarque qu’a 9h41.

Tout le monde : On trace la droite passant
par les deux points puis on demande si
I’origine des axes est sur la droite.

9h46

La droite n’y passe pas exactement
mais la précision n’était pas exacte
pour I’origine des axes.

La droite tourne autour d’un axe,
aaah !

Constatation: La droite tourne (presque)
autour de I’origine.

Bénédicte : Quand on bouge le petit point
n’importe ou, la droite tourne autour de
I’origine.

9h47

On déplace les points.

Benedicte : il y a un barycentre qui
lie les trois points. Un des points
serait le barycentre des deux autres.

Bénedicte : On a les deux points de départ
(le petit et le gros) et I’origine. Un de ces
points serait le barycentre des deux autres.

9h48

Elodie : calculer les distances de
I’origine au petit point puis au gros
point pour voir si elles sont égales.

Jean : Le gros point est le barycentre de
I’origine et du petit point.

Elodie : On va voir si la distance entre
I’origine et le petit point est égale a
kxdistance entre I’origine et le petit point.

9h50

On déplace le petit point. Y a-t-il
une relation entre les distances ?
On divise la grande par la petite.
On obtient 1.48.

Amandine : propose de bouger le
point et de refaire le calcul pour
verifier si le résultat est le méme.
Ce n’est pas le cas, il se modifie
mais reste proche.

Elodie : Quelle relation y a-t-il entre les
points? On divise la distance entre
I’origine et le gros point par la distance
entre I’origine et le petit point (Ici on
trouve 1.48). On prend deux autres
mesures en bougeant le petit point et on
fait le méme calcul.
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9h52

Elodie : ne sait pas quoi penser du
résultat.

3.2. Mon compte-rendu :

9h09

HMAIN DEG AUTO FONC

Le probleme est posé a partir de I’écran
de gauche. Le petit point est tiré pour
montrer que son «tirage » génere le
déplacement du gros point. La question
posée concerne la nature géometrique de
la construction permettant de construire
le gros point a partir du petit.

9h14

On me demande de montrer les objets cachés ; j’élude la question en affirmant

qu’il n’y en a pas.

Je montre ensuite que le petit point peut étre tiré n’importe ou et dans n’importe
quelle direction pour répondre a une interrogation concernant la liberté
dynamique réelle de ce point. Il est dit que le gros point se déplace n’importe ou

lui aussi.

Une autre question arrive concernant la variation de la distance entre les deux
points. Je fais donc afficher cette distance et je bouge le petit point. Les éleves
constate que cette distance varie et, méme, peut varier beaucoup :

Distance entre les 2 pointsi O.6lcm

L
. +

Distance entre les 2 points: 1.43cmk
1]

FMAIN DEG AUTO FOMC FILE

MAIN DEG AUTD FONC FILE

9h17

On active la trace du gros point puis
on tire horizontalement et
verticalement sur le petit point.

On obtient I’écran de droite. Aucune
conclusion n’est tirée de ce qui est
observé. Il est donc décidé
d’abandonner cette piste et donc de
désactiver la trace du gros point.

Distance entre les 2 points: B.3%cm

4.

)= [

HMAIN DEG AUTO FOMC FILE

9h18

Comme demandé, les axes sont
affichés. Le cercle centré au petit
point et passant par le gros point est
aussi construit :

Il est demandé ensuite de déplacer le
petit point vers la gauche :
H

ERF - FORAE T v [T

Diztance entre IE§P2 point=s: O.51cm

K CE FOINT
0.E

0.5 A

HMAIN DES AUTO FOMC FILE

Il est constaté que dans un premier
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temps son diametre diminue,

bl - - - -

Diztance entre 195‘%_ points: 1:43cm

HMAIN DEG AUTO FOMC FILE

puis dans un second temps qu’il se
met & croitre de nouveau si on
continue le deplacement du petit
point plus vers la gauche :

3 EH L] E_—r |FB 7 B
S N T e )

Oi e entre 195192 points: O, 80cm
" 0E +
0.E Y

HMAIN DEG AUTO FOMC FILE

9h22 Chez les éleves, un intérét pour cette :
configuration prend corps. Il veulent Distance entre les’2 points: B.00cm
s’intéresser au minimum de la

05

distance des deux points; cette . 0s %
question est méme reformulée en la +
recherche d’une position du petit
point ou le gros point vient se| |__ — - —
superposer a lui.

9h27 Les axes sont retirés. Un segment est | On repére a nouveau la position ou les

tracé joignant les deux points; le|deux points semblent se superposer et on
cercle centré en le petit point et|yamene I’origine des axes.
passant par le gros point est lui aussi

tracé. On tire & nouveau sur le grand || Distance edére 1es 2 points: 0.08cm
point au grand étonnement de certains 0s +

éleves qui constatent les variations du N %
rayon du cercle

Distance entre les 2 points! B.&6Z2cmk T

MAIN DEG AUTO FOMC
@ + On peut constater sur I’écran précédent
que la distance affichée (0.00cm) est

celle qui sépare les deux points.

MAIN DEG AUTO FOMC [FILE |

9h34 Il est demandé d’afficher les|On demande ensuite de redéfinir le petit
coordonnées des deux points dans |point sur I’axe des abscisses pour obtenir
une position quelconque qui ne soit| le lieu du gros point :

pas la position a I’origine :
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I
Distance entrd les 2 points: B.3%ck

- +

. ue
0.E H

Distance entrd les Z points: ©.2%ck

- 0L

petit point
(-0.62,0.52

gros point
C=0.93, 0.7

HMAIN DEG AUTO FOMC [FILE |

Le but était de découvrir un lien
fonctionnel entre ces données.
Aucune initiative n’est prise dans ce
sens.

petit point
C-0.59, 0,060

C-E.88, Q.02

TAFEF OU UTILISER €314 + [EMTERI=OK ET [ESCISAMMLLER

Comme on peut le constater sur cet
écran, ce lieu a I’air de se superposer a
I’axe des abscisses.

9h40

Les coordonnées sont enlevées. Le
petit point est désolidarisé de I’axe
des abscisses pour voir si la droite
passant par ces deux points contient
I’origine.  Ceci a lair vrai
visuellement mais est infirmé par le
test Cabri.

Distigce entrd les 2 points: B.37ck

pas sur 1'objet
0.5

0.k Hy

+

HMAlN DEG AUTO FOMC [FILE |

Néanmoins la conviction des éléves

n’est pas ébranlée concernant cette

appartenance. La manipulation du petit

point montre que notre droite semble

pivoter autour de I’origine.
E

Dists ahtrd les 2 points: B.23ck

cEPnNT FES Sur 1'objet
Bl .

0E A

HAIN DEG AUTO FONE [FiLE I
Sur cet écran, on a préalablement activé
la trace de cette droite.

9h50

Pour voir s’il y a une relation entre
les distances de nos deux points a
I’origine, ces distances sont affichées
et leur rapport calculé. On trouve ici,
1.48.

I
Di=tan entrd les 2 points! 0.39cmk

pas sur 1'objet
0.5

0.5 %
1.20cm
oelcm

R:1.48 + N TTTTEEE
MAIN TEG AOTO FONC [FILE |

On tire sur le petit point pour constater
que ce rapport bien que non constant ne
varie que peu autour de 1.5.

ffffw?"liﬁii ETH= :iEa : - f;:ﬂ

il
Distance entrd les 2 points: B.5

pas = objet
0.5
L& o
1. 7Ecm
/ . T
~i.42% 7T
MAIN TEG AUTO FONC [FILE |

L’éléve qui a proposeé cette exploration
reconnait elle-méme ne pas pouvoir tirer
une conséquence intéressante de ces
observations.

3.3. Analyse de la démarche
3.3.1 Analyse brute (mise en évidence des maillons quaternaires)

Avant le démarrage d’une quelconque expérience, ce groupe désire vérifier le montage
proposé ; on desire vérifier qu’il n’y a pas d’objet caché (ceci rappelle la situation de classe
concernant un probleme autour de la recherche de I’échelle d’une carte dans I’activité
donnée a des Premiéres STT ou la stratégie de certains éléves s’était réduite a essayer de lire
I’échelle par transparence malgré la barre noire tracée pour éliminer ce renseignement
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crucial). On désire vérifier aussi que le petit point est bien animable partout dans la page
Cabri.

Expérience 1

Montage : faire afficher la distance des deux points.

Protocole : bouger le petit point pour voir si cette distance varie.

Exploration : I’expérimentation donne une distance variable.

Interprétation : pas d’interprétation explicite mais implicitement la fonction distance de la
variable, le petit point, n’est pas une fonction constante.

Expérience 2

Montage : activer la trace du gros point.

Protocole : tirer sur le petit point de gauche a droite et de haut en bas.

Exploration : I’expérimentation laisse des traces horizontales quand le petit point se déplace
horizontalement et des traces verticales quand le petit point se déplace verticalement.
Interprétation : pas d’interprétation !

Expérience 3

Montage : désactiver le mode trace, faire apparaitre les axes et construire le cercle centré au
petit point et passant par le gros point (certains font remarquer que les axes ne servent a rien,
sans dire pourquoi ; on verra plus loin qu’en réalité, ils seront indispensables).

Protocole : déplacer le petit point longitudinalement.

Exploration : on constate que quand on déplace le petit point de gauche a droite de I’écran,
le rayon du cercle décroit puis croit.

Interprétation : pas d’interprétation.

Expérience 4

Montage : retirer les axes et tracer le segment joignant le petit point au gros point.
Protocole : tirer sur le point jusqu’a trouver une position ou la distance entre les deux points
soit égale a 0.

Exploration : cette exploration est menée avec succes car une position est localisee.
Interprétation : il y a une position ou les deux points se superposent (cette interprétation a
été explicitee au moment de la mise en place du protocole).

Expérience 5

Montage : amener I’origine des axes a cette position, remettre le petit point dans une position
quelconque et faire afficher les coordonnées des deux points.

Protocole : déplacer le petit point et observer les coordonnées affichées pour essayer de
repérer une relation fonctionnelle.

Exploration : non réalisée ( objectif perdu en chemin).

Interprétation : aucune.

Expérience 6

Montage : redéfinir le petit point sur I’axe des abscisses.

Protocole : déterminer le lieu du gros point.

Exploration : le gros point a I’air d’étre sur I’axe des abscisses ; de plus son lieu a I’air
d’étre inclus dans cet axe ou du moins trés proche de cet axe d’aprés la question « quel
objet » qu’affiche Cabri quand on approche le pointeur de I’axe des abscisses.
Interprétation : on conjecture que I’image de I’axe des abscisses par la transformation
cachée est I’axe des abscisses lui-méme.
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Expérience 7

Montage : effacer les coordonnées affichées, libérer le petit point de I’axe des abscisses et
tracer le droite joignant ces deux points.

Protocole : vérifier la conjecture « la droite passant par ces deux points passe aussi par
I’origine ».

Exploration : la vérification visuelle est faite dans le cas de figure en cours mais est infirmée
par le test d’appartenance de Cabri.

Interprétation : sous forme de conjecture « I’origine du repere fait toujours partie de la
droite joignant les deux points donnés ».

Expérience 8

Montage : si on appelle m et M respectivement le petit et le gros point, mesurer om et oM.
Protocole : évaluer le rapport oM/om et observer les variations de ce rapport quand on
déplace le petit point m.

Exploration : ce rapport vaut d’abord 1.48 et méme s’il change quand on tire sur m, il varie
tres peu autour de ce nombre.

Interprétation : elle n’est pas explicitement faite mais on est tres voisin d’une conjecture qui
pourra étre vérifiée.

3.3.2. Analyse en liaison avec le modéle proposé de la démarche (mise en évidence des
différentes phases)

Mise en évidence d’une phase préliminaire: On doit noter qu’on n’entre pas ici
immédiatement dans la phase erratique mais dans une phase préliminaire de vérification du
montage. Cette phase n’avait pas été prévue dans le modéle propose.

Phase erratique : celle-ci se compose des expériences ou maillons de 1 a 3 ; des initiatives
sont prises qui ménent a des observations dont le public ne tire pas partie. Cela justifie la
nature faible des liens inférentiels entre ces différents maillons. Le lien suivant I’expérience 3,
s’il semble étre de type faible a la fin de cette expérience car celle-ci ne s’achéve pas sur une
interprétation explicite montrant qu’on va se concentrer sur un theme précis, est en réalité le
premier de type normal car le contenu de I’expérience 4 montre une prise d’initiative se
concentrant sur I’étude de la distance entre le petit et le gros point devant conduire a la
détermination d’un point invariant de la transformation cachée.

Phase ordonnée : celle-ci se compose des expériences ou maillons de 4 a 6. De I’étude de la
déformation visuelle du cercle tracé en passant par I’étude de la déformation visuelle du
segment tracé jusqu’a la visualisation d’une distance nulle, la conviction d’avoir trouvé un
point ou I’image est confondue avec ce point est forte sinon certaine. L’expérimentation dans
G1 est menée avec une méthodologie d’un G2 expérimentateur : la recherche des points
invariants, méme si elle n’est pas ressentie ainsi, est effective et montre un niveau
d’abstraction plus éleve que celui qui transparait dans I’expérimentation. Le fait de déplacer
les axes pour amener I’origine sur cette position spéciale montre le désir d’appuyer la
découverte d’un invariant géométrique dans le registre analytique. Les liens normaux le sont
au sens ou les expérimentateurs concentrent leurs initiatives autour d’un objectif qui se
précise rapidement. La conjecture la aussi, si elle n’est pas explicite, va voir son statut validé
par I’arrivée de I’expérience 6 ou on voit une attention encore plus forte donnée a ce point que
I’on va essayer de mettre en relation avec des configurations manipulées précédemment. Cette
derniere remarque justifie la nature forte du lien entre expérience 6 et experience 7.
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Phase d’accélération : elle démarre a I’expérience 7, se continue par I’expérience 8 et est
inachevée. La validation visuelle de I’alignement des sommets correspondants marque cette
accelération. Les images des carrés, on I’a déja noté, sont considéerées comme des carrés
agrandis. C’est peut-étre la raison pour laquelle la figure est analysée de maniere plus fine
avec la mesure des distances om et oM et surtout I’évaluation de leur rapport. Cette
accélération se confirme quand on déplace le point m et qu’on observe une quasi-constance
du rapport oM/om. On sent que la recherche s’emballe et qu’on est proche de la conjecture
finale. Cette conjecture finale va vraisemblablement s’énoncer dans G2 : cette vraisemblance
est confortée par la croissance de considérations numérico-formelles dans les interprétations
des observations faites apres manipulations, c’est a dire faites aprés de nombreux essais. Le
public a mis en évidence des conditions nécessaires fortement plausibles qui auraient pu les
amener a la fin de cette phase d’accélération.

ILa recherche a duré en tout, 41 minutes|

3.3.3. Bilan formalise

Nous allons nous engager dans la méme démarche que celle réalisée lors de I’expérience
précédente. Voici donc les macro- et micro-étapes que nous venons de dégager de cette
expérience sont les suivantes :

PHASE 0 : PHASE PRELIMINAIRE
Expériences de vérifications du montage

PHASE 1: PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE
[Exp 1: MPEI]Lien Inf faible[Exp 2 : MPEI]Lien Inf faible[Exp 3 : MPEI]

Lien Inf Normal de rupture

PHASE 2 : PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE
[Exp 4 : MPEI] Lien Inf Normal [Exp5 : MPEI] Lien Inf Normal
[Exp5 : MPEI] Lien Inf Normal [Exp6 : MPEI]

Lien Inf Fort de rupture

PHASE 3 : PHASE D’ACCELERATION DE LA RECHERCHE
[Exp 7 : MPEI] Lien Inf Fort [Exp8: MPEI]

3.3.4. Niveaux de géométrie

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE

Expérience 1 Expérience 2 Expérience 3

Gl Gl G2/G1

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE
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Expérience 4 Expérience 5 Expérience 6

G2/G1 Gl G1
POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE D’ACCELERATION DE LA
RECHERCHE
Expérience 7 Expérience 8

Gl Gl

3.3.5. Appréhensions figurales
POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE

Expérience 1

Expérience 2

Expérience 3

Opératoire positionnelle
Optique

Opératoire positionnelle
Optique

Opératoire positionnelle
Optique

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE

Expérience 4

Expérience 5

Expérience 6

Séquentielle
Opératoire positionnelle

Opératoire positionnelle

Opératoire positionnelle
Discursive

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE D’ACCELERATION DE LA

RECHERCHE

Expérience 7

Expérience 8

Optique

Séquentielle

Opératoire positionnelle

3.3.6. Cadres d’investigations

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ERRATIQUE

Expérience 1

Expérience 2

Expérience 3

Scientifique explicatif 4D

Scientifique explicatif 4C

Scientifigue explicatif 4B

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE DE RECHERCHE ORDONNEE

Expérience 4

Expérience 5

Expérience 6

Modélisation 2C

Scientifique explicatif 4D

Scientifique explicatif 4D

POUR LES MICRO-ETAPES DE LA PHASE D’ACCELERATION DE LA
RECHERCHE
Expérience 7
Scientifique explicatif 4D

Expérience 8
Scientifique explicatif 4D

4. BILAN SYNTHETIQUE DES DEUX ANALYSES, ANALYSE A POSTERIORI
4.1. Validations des phases pré-conjecture du modele a priori

Il apparait que dans un temps limité, un temps analogue a celui mis en évidence dans
I’expérience de Liége, environ 45 minutes, il est raisonnable de repérer les trois premiéres
phases mises en exergue dans la décomposition formelle a priori. Ce qui a été fait au cours de

cette double expérimentation.

4.2. Validations des micro-étapes des phases pré-conjecture du modele a priori
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On note que la décomposition quaternaire des maillons de la chaine expérimentale est
confirmée ; montage et protocole prennent naturellement la place mise en évidence dans la
validation du chapitre précédent.

On note encore la difficulté de parvenir aux autres phases : le fait de ne pas avoir atteint la
bonne conjecture suffit a expliquer cet état de fait. 1l faudra donc, si on veut valider ces
phases, faire une expérimentation qui portera essentiellement sur cette partie spéciale. Il
faudra par exemple demander de justifier qu’une transformation cachée est bien d’un type
donné et d’en demander ses caractéristiques.

Les deux résolutions ont été menees de maniére tres différentes avec des progressions sur
deux phases pour I’une et sur trois phases pour I’autre. La plus courte en temps a été celle qui
a le mieux approché la solution (au sens de I’observateur extérieur évidemment, car
I’allongement du temps de recherche dans les deux groupes n’aurait pas obligatoirement
confirmé cette impression).

4.3. Validation des niveaux de géométrie du modeéle a priori
Rappelons le tableau résumant les niveaux de géométries mis en évidence dans notre modele
a priori qui avait été validé par I’expérimentation du chapitre précédent avec un public expert

Recherche erratique Recherche ordonnée Accélération de la recherche

Investigations privées dans|Investigation publique dans|Investigation publique dans
Gl. Gl. G1. Conjectures dans G2.
Interprétations privées dans | Interprétation publique dans|Validations publiques dans
un G1 appauvri. Gl. Gl.

Si on récapitule ce qui a été obtenu au cours des deux expérimentations précédentes

Recherche erratique Recherche ordonnée Accélération de la recherche
1% groupe 1% groupe 1% groupe
G2, G2, G1, GO G0/G1, GO/G1, G2, G1/G2,|Rien
G2/G1, G2/G1 2" groupe
2" groupe 2" groupe G1,G1
G1, G1, G2/G1 G2/G1, G1, G1

Le modeéle est largement VALIDE par cette double expérimentation qui montre une forte
prégnance du niveau G1 de géométrie.

On retrouve une recherche erratique souvent privée au niveau G1 méme si des tentatives
pour se placer dans G2 sont repérées (qui n’aboutissent d’ailleurs pas) : seules les techniques
de G2 sont utilisées c’est -a-dire la construction d’objets mathématiques aux instruments, ici
avec le logiciel Cabri, c’est pourquoi, nous avons pu envisager de parler de niveau G2
informatique. La technologie associée a G2 qui s’appuie sur un discours déductif (lui-méme
s’appuyant sur un fond de théorie axiomatique) n’est jamais utilisée.

On retrouve aussi une recherche ordonnée généralement publique (ce ne sont plus des
monologues juxtaposés mais des dialogues argumentatifs), s’articulant sur le niveau G1. La
encore le niveau G2 est signalé pour des constructions avec le logiciel d’objets
mathématiques précis.

On retrouve enfin cette phase de recherche ordonnée si le temps accordé pour cette recherche
est assez long. Nous avons noté que pour ce type de probleme posé dans les conditions
décrites, 45 minutes peuvent suffire mais un temps plus long peut étre nécessaire. Dans
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I’expérimentation qui a laissé apparaitre cette troisieme phase, le niveau G1 est le seul qui ait
été utilisé toujours dans un contexte publique. Si le niveau G2 ne I’a pas été, c’est qu’aucune
conjecture ou sous-conjecture claire n’a pu étre émise : elle I’aurait été dans ce cas dans G2.

4.4. Validation des appréhensions figurales du modéle a priori

Dans le tableau qui suit, nous allons détailler, pour chacune des trois phases apparaissant
dans notre expérience, les apprehensions que nous avons mises en evidence grace a la boite
noire Montréal (sous I’intitulé « a priori ») et les appréhensions qui sont apparues dans cette
expérience (sous I’intitulé « a posteriori »). Elles seront validées ou non suivant les résultats
de la comparaison.

Recherche erratique Recherche ordonnée Accélération de la recherche
VALIDEE VALIDEE VALIDEE

A priori : A priori : A priori :

opératoire positionnelle opératoire positionnelle et opératoire positionnelle et
perceptive discursive

A posteriori : A posteriori : A posteriori :

Groupe 1 Groupe 1 Groupe 1

Séquentielle et opératoire Toutes les appréhensions Rien

positionnelle interviennent

Groupe 2 Groupe 2 Groupe 2

opératoire positionnelle et Majoritairement opératoire Optique, séquentielle et

optique positionnelle opératoire positionnelle

Nous pouvons constater que notre expérience vient valider les types d’appréhensions que
nous avions mises en évidence dans notre modeéle a priori de demarche expérimentale
médiée.

Nous notons que I’appréhension opératoire positionnelle semble étre un invariant fort dans
cette recherche spécifiqgue de boite noire sous Cabri. Le logiciel avec ses potentialités
dynamiques vient accentuer la présence de cette apprehension.

Les appréhensions séquentielles viennent marquer des moments d’initiatives de
constructions et les appréhensions discursives viennent marquer les moments d’interprétations
des phénomenes générés par les actions engagées.

4.5. Validation des cadres d’investigation du modele a priori

Recherche erratique Recherche ordonnée Accélération de la recherche
NON VALIDEE VALIDEE EN SUSPENS
A priori : A priori : A priori :
Scientifique empirique 4D Modélisations Ingéniérie par itération 3B
A posteriori : A posteriori : A posteriori :
Groupe 1 Groupe 1 Groupe 1
Engagement et modélisation | Modélisations Rien
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Groupe 2

Groupe 2

Scientifiques Modélisations et scientifiques

Groupe 2
Scientifique explicatif

Ici, notre expérience valide largement les cadres d’investigations de la phase de recherche

ordonnée.

Par contre pour la phase d’accélération de la recherche, il semblerait que I’hypothése de
notre modele soit cette fois invalidée. Néanmoins, notons qu’une des deux expérimentations
ne nous pas permis d’atteindre cette phase et que la seconde n’a pas permis d’arriver a une
conjecture ou sous-conjecture explicite. Nous pourrons donc nous en tenir a une validation ou
une invalidation encore possible.

Comme dans I’expérimentation de Liége, en ce qui concerne la premiere phase, la phase de
recherche erratique, on ne retrouve pas les mémes cadres d’investigations. L hypothese du
modeéle a priori est invalidée mais I’hypothese qui avance qu’on ne peut prévoir un type
specifique de cadre d’investigation dans cette phase est, elle, validée.
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VALIDATION EXPERIMENTALE DU MODELE A PARTIR
DE LA RECHERCHE DU PROBLEME DIFFICILE DE
LHUILLIER FAITE PAR UN CHERCHEUR

1. PRESENTATION DU PROBLEME DIFFICILE
1.1. Caractérisation d’un probléeme difficile

Le caractere difficile d’un probléme n’est pas de nature intrinséque, ce caractere est a relier
essentiellement aux connaissances de celui a qui il est posé et du contexte dans lequel il est
posé.

Un probleme est difficile quand il vérifie au moins les conditions suivantes :
#sa résolution n’est pas triviale ;
#sa résolution ne fait pas appel a une notion bien repérée dans le curriculum scolaire ;
ecelui a qui on le pose ne peut savoir a priori s’il va savoir le résoudre ni méme si ses
connaissances seront suffisantes pour une éventuelle résolution.

En quelque sorte, un probléme qu’on pourrait qualifier de consistant dans la mesure ou,
pour avoir des chances d’avancer, il faudra prendre des initiatives, ne serait-ce que pour
mettre en évidence des solutions particuliéres. Cette prise d’initiatives est favorisée dans les
problémes de boites noires, c’est ce qui a été vu et validé dans les chapitres précédents. Nous
faisons I’hypothese que, dans ce type de probléme, I’émergence des phases non encore
validées de notre modéle a priori de démarche expérimentale, sera favorisée

1.2. L’arrivée de ce probléme dans notre travail :

Ce probléme nous a été « posé » pour la premiere fois par Bernard Capponi de I’IREM de
Grenoble. Le « cercle des géomeétres disparus », groupe dont Bernard Capponi fait partie,
s’intéressait particulierement a ce probléme (il en cherchait la preuve du résultat qui lui avait
été soufflée par I’expérimentation faite sous Cabri). Bernard Capponi montra cette
expérimentation pendant le Congrés de I’APMEP de Marseille. 1l faut reconnaitre qu’il nous
montra sa transposition de cette expérimentation. Méme s’il n’a jamais affirmé que cette
démarche était point par point celle qu’il avait eue avec Cabri, sa présentation a I’avantage
d’afficher la représentation que se fait un expert de Cabri d’une utilisation pertinente de ce
logiciel dans une démarche de recherche expérimentale.

Cette representation est-elle conforme a notre modéle a priori ?

Pour répondre a cette question nous nous proposons dans un premier temps de soumettre
cette démarche au crible de notre modele.

Dans un second temps, nous analyserons la recherche de ce probléeme menée de bout en
bout par un chercheur a qui nous I’avons proposé. La encore, I’analyse sera faite au crible de
notre modéle.

Enfin, nous comparerons la démarche suivie a celle de Bernard Capponi pour voir en
particulier si ce type de probleme favorise I’apparition des dernieres phases de notre modele
non validées par les expérimentations précédentes (nous pensons tout particulierement aux
phases post conjecture).

1.3. La monstration faite par Bernard Capponi
Sur une page Cabri, il représente un triangle quelconque ABC et un M point quelconque du
plan ; il construit les symétriques respectifs A’, B” et C’ du point M par rapport aux droites

Chapitre 17 : Validation expérimentale du modéle a partir de la recherche du probléme 255
difficile de Lhuillier faite par un chercheur.




(BC), (CA) et (AB), qui déterminent le triangle A’B’C’. Il nous pose ensuite le probleme
suivant :

« Existe-t-il des positions du point M égalant les aires des triangles ABC et A’B’C’ ? Si oui
les déterminer toutes. »

Son but n’était pas que nous cherchions, mais de nous présenter un compte-rendu clair ou
plutdt éclairci, ordonné de la recherche sous Cabri qui a conduit a la conjecture dont son
groupe de recherche cherchait la preuve (au sens de la démonstration).

Il commence par afficher les aires des triangles :

Aire de ABC : 5,80 cm
Aire de A'B'CY ;9,18 oo

Il me propose ensuite de tirer sur M pour repérer des positions pouvant étre solutions ; il
cherche de telles positions dans un voisinage de la position initiale de M. Il fait cette
recherche aprés avoir mis en réserve quelques points libres en haut a gauche de I’écran. Il
trouve rapidement une position ou les aires sont trés voisines (il n’arrive pas a les égaler).
Néanmoins il va se saisir d’un point de réserve pour I’amener sur cette position qui restera
donc repérée. 1l recommence ainsi plusieurs fois autour du triangle.

Alre de ABC @ 5,80 cor o 3 Aire de ABC: 5,80 el

Aire de A'B'CY ;577 eny Aire de A'B'C': 581 om

o
Alre de ABC : 580 cnr Alre de ABC : 280 e
Are de A'B'CY ;5,78 e Aire de A'B'CY ;5,80 enr

Apres les trois premiers points mis en évidence, il constate que ceux ci ne sont pas alignés et
que si I’ensemble cherché n’est pas trop compliqué ce pourrait étre un cercle passant par ces

256 Chapitre 17 : Validation expérimentale du modéle a partir de la recherche du probléme
difficile de Lhuillier faite par un chercheur.



trois points. Il cherche et détermine un quatrieme point. Il construit ensuite le cercle passant
par les trois premiers points (en utilisant la construction du cercle circonscrit a un triangle
c’est-a-dire en déterminant I’intersection de deux médiatrices)

Afre de ABC: 580 cn®
Afre de A'B'C' ;1144 eni?

Il me fait constater visuellement que le quatrieme point repéré, T4 a bien I’air d’appartenir a
ce cercle.

Pour valider la conjecture qu’il n’énonce pas mais a laquelle il m’a poussé, il me propose
d’amener le point M sur le cercle et cela a plusieurs endroits différents si possible en suivant
la courbure du cercle.

Alre de ABC : 5.80 e
Aire de A'B'C": 582 e

La validation en déplacant le point M a la main, si elle est bonne au début de la manipulation
(voir figure précédente avec une différence de 0.02cm? entre les deux aires), malheureusement
devient moins précise quand on essaie d’autres positions de M. C’est pourquoi, Bernard
propose de redéfinir le point M sur le cercle tracé pour que le probléme de I’appartenance soit
réglée pour le logiciel. On tire ensuite le point sur ce cercle et on se rend compte que I’écart
entre les deux aires persiste mais varie entre 5.60 et 5.90, le plus souvent aux alentours de
5.80 d’autant plus qu’on reste voisin des points ayant servi a tracer le cercle bleu.

Bernard me propose de m’intéresser a ce cercle et en particulier a son centre pour voir si ce ne
serait pas un point particulier du triangle ABC.

Il commence a tracer un cercle centré au centre du cercle bleu, écarte le curseur pour fixer le
rayon et s’arréte en A. Oh! surprise, ce cercle passe aussi visuellement par B et C. Notre
solution me dit-il, serait donc un cercle centré au centre du cercle circonscrit de ABC,
concentrique a celui-ci et de rayon a déterminer en fonction de celui de ABC.
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Airede ABC: 5,80 cm?
Aire de A'B'C': 5,92 e

Il fait donc afficher les rayons respectifs de ces cercles et calcule leur rapport avec la
calculatrice intégrée de Cabri. Le nombre obtenu, 1.41 a de quoi éveiller la curiosité, d’autant

que la décimale suivante est un 1 alors que V2 qui a comme écriture décimale approchée
1.414 a un 4 comme troisieme décimale.

Ajre de ABC : 580 cm?*
Ajre de A'B'C" ;. 592 a®

Rayon du cercle bleu : 3,10 em

Rayon du cercle rouge : 2,19 cm

Rapport de ces deux rayons : 1,41

I énonce donc la conjecture a laquelle il m’a amené dans un processus monstratif analogue a
celui d’une expérience de physicien :

L’ensemble des points M du plan tels que le triangle A’B’C’ ait une aire égale a celle du
triangle ABC est le cercle centré au centre du cercle circonscrit de ABC et ayant pour

rayon R. J2 ol Restle rayon du cercle circonscrit.
Sans que nous ayons le temps de souffler, il reprend la souris pour me faire la vérification de
sa conjecture :

Il redonne sa liberté a M, détruit toutes les constructions faites pour arriver a la conjecture. Il
construit le cercle circonscrit @ ABC en rouge (il est centré en 1) et fait afficher son rayon R. Il

calcule a la calculatrice R.~/2 . Il utilise ensuite le compas pour construire le cercle centré en |
et ayant pour rayon le nombre obtenu. Il redéfinit le point M sur ce cercle et on peut constater
I’égalité des deux aires. Il tire ensuite sur le point M pour lui faire occuper toutes les positions
intermédiaires possibles sur ce cercle et on continue a constater que les deux aires restent
affichées égales jusqu’a la seconde décimale.
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T1 12
o a

Alre de ABC : 5,80 co®
Ajre de A'B'C" : £ 80 emy?

Rayon du cercle circonserit, R2,19 cm

R*Racine(2} : 3,10 cm

Pour rendre encore plus plausible sa vérification, il augmente au maximum le nombre de
décimales affichées ; on peut constater I’égalité de toutes les décimales pour toute position
gu’on pourrait choisir sur le cercle trace.

Aire de ABC : 5,796398892 cm?

Aire de A'B'C' : 5,796398892 cm®

Rayon du cercle circonscrit, R : 2,19 em

R*Racine(2) : 3,10 cm

Arrivé a ce stade de cette présentation qui fut assez rapide (une dizaine de minutes sur le coin
d’une table), je pensais que Bernard en avait fini : j’étais plus que convaincu par cette Cabri-
veérification ! Je n’étais pas arrivé au bout de mes surprises.

Il désolidarisa a nouveau M de son cercle d’appartenance pour bien vérifier qu’en le déplacant
ailleurs, on ne risquait pas de trouver de points solutions qui n’auraient pas été repérés par
notre investigation.

Quand on écartait le point M de plus en plus loin a I’extérieur du cercle, I’aire du triangle
A’B’C’ augmentait de plus en plus et a ce moment-la, je fus saisi d’un petit vertige car je
réalisais que si en s’écartant dans un sens I’aire augmentait, si on animait le point M dans
I’autre sens, cette aire allait diminuer puis ré augmenter, mais quand ? C’est seulement a ce
moment, au cours de cette exhibition, que mon cerveau put prendre le relais mais Bernard me
dépassa bien rapidement en tirant le point M vers I’intérieur du triangle et je ne pus, comme il
voulait m’y amener, que constater que I’aire de notre grand triangle se rapprochait de plus en
plus de I’aire du triangle de départ au fur et a mesure que le point M se rapprochait du centre
du cercle circonscrit 1. Il devanga mes desirs en redéfinissant le point M en | et surprise qui
finalement n’en fut pas une, les deux aires s’égalaient a nouveau parfaitement.
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Afre de ABC : 5796398892 cm?
Airede A'B'C':  5,796398892 cm®

Rayon du cercle circonscrit, R : 2,19 cm

R*Racine(2) : 3,10 cm

Enfin, il revient a une version de la figure ou le point M était sur le grand cercle et il se met a
modifier les dimensions du triangle : il me fait constater que le résultat conjecturé sur un
triangle se généralisait naturellement, d’ou la curieuse conjecture finale qui appelait une
démonstration rigoureuse.

L’ensemble des points M du plan tels que le triangle A’B’C’ ait une aire égale a celle du

triangle ABC est la REUNION du cercle de rayon R.+/2 centré au centre du cercle
circonscrit de ABC (ou R est le rayon de ce cercle circonscrit) ET le centre du cercle
circonscrit.

1.4. Analyse de cette démarche monstrative en liaison avec le modéle proposé
1.4.1. Premiere approche de la démarche :

Proposition du probléme.

Recherche exhaustive de quelques points solutions.

Arrivée rapide d’une premiére conjecture (on est dans G1 avec de I’intuition).
Validation visuelle dans G1 (il y a de la déduction).

Arrivée de la seconde conjecture toujours dans G1.

Arrivée de la troisieme conjecture dans G1/G2.

Validation dans G2 informatique de ces trois conjectures.

Tentative de survalidation et infirmation de la conjecture.

Découverte de la nouvelle conjecture.

Il manque évidemment la démonstration classique pour avoir la confirmation définitive, la
plausibilité a 100%.

1.4.2. Les maillons quaternaires de la chaine expérimentale :

Expérience 1 de proposition du probleme

Montage : construire un triangle ABC, un point M et ses symétriques respectifs par rapport
aux trois cotes de ABC qui détermine un triangle A’B’C’.

Protocole virtuel : chercher les positions de M égalant les aires des deux triangles.
Exploration virtuelle : chercher et découvrir ces positions.

Interprétation virtuelle : ce sera la réponse.

Expérience 2
Montage : c’est le montage proposé dans I’expérience de proposition.
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Protocole : déplacer M jusqu’ a repérer plusieurs positions pouvant répondre a la question.
L’expérimentation sera donc faite dans G1 dans le monde sensible modélisé par la page de
travail Cabri.

Exploration : c’est I’exécution du protocole avec dép6t manuel de points aux emplacements
repérés. Les quatre points déposes le sont en des positions non alignées.

Interprétation : c’est une « intuition » qui conduit a I’inférence déductive suivante : « si
I’ensemble des points cherchés n’est pas trop compliqué alors c’est un cercle passant par ces
quatre points ».

D’ou le besoin de validation qui constitue le corps du lien inférentiel conduisant a
I’expérience suivante :

Expérience 3

Montage : construire le cercle passant par les trois premiers points déposés ; son centre sera
I’intersection des médiatrices de [T1T2] et [T2T3].

Protocole : observer la position de T4 par rapport a ce cercle.

Exploration : le protocole exécuté nous mene a I’appartenance de T4 a ce cercle.
Interprétation : les quatre points déposés sont bien cocycliques dans G1 et on commence la
validation de la premiére conjecture « I’ensemble des points cherchés est un cercle ».

Expérience 4 de validation

Montage : reprendre le montage dans I’état ou il a été laissé a la fin de la précédente
expérience.

Protocole : déplacer « approximativement» le point M sur ce cercle pour observer le
comportement des aires (on travaille donc toujours dans G1).

Exploration : on est conduit a constater que les aires sont approximativement égales.
Interprétation : c’est une validation conditionnelle qui s’énonce ainsi « si les constructions
étaient exactes et si le point M était réellement positionné sur le cercle (si on était dans G2)
alors les mesures des aires seraient égales le qualificatif « égales» étant pris dans son
acception mathématique » et non dans I’acception « égalité de valeurs approchées ».

Expérience 5

Montage : construire un cercle centré au centre du cercle précédemment construit.

Protocole : modifier le rayon de ce cercle en tirant sur I’un de ses points (ce protocole est le
résultat d’une intuition incluse dans le lien inférentiel précédent cette expérience).
Exploration : une position est repérée ou le cercle variable passe par A, B et C.
Interprétation : le centre du premier cercle serait donc le centre du cercle circonscrit (une
observation faite dans le niveau G1 permet de faire une conjecture dans le niveau G2) et on
arrive a la conjecture 1 : «I’ensemble des points cherchés est un cercle concentrique au
cercle circonscrit a ABC et de rayon supérieur a celui du cercle circonscrit ».

Expérience 6

Montage : reprendre le montage dans I’état ou il a été laissé a la fin de la précédente
expérience. Afficher les rayons respectifs de ces deux cercles (le premier et celui qui avait
I’air d’étre le cercle circonscrit a ABC).

Protocole : calculer et afficher le rapport de ces aires.

Exploration : le résultat du calcul s’affiche sous la forme 1.41.

Interprétation : la encore le résultat affiché et recu dans le niveau G1 est interprété comme

J2 donc dans le niveau G2 ; ces sauts successifs montrent que la conjecture prend corps
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dans un registre plus abstrait que les éléments concrets observés dans G1. La seconde
conjecture prend corps sous la forme finale, conjecture 2 : « I’ensemble des points cherchés
est un cercle concentrique au cercle circonscrit du triangle ABC est son rayon est égal a

R.+/2 oURest le rayon du cercle circonscrit a ABC ».

Expérience 7
Montage : revenir au montage initial en éliminant des constructions faites dans les
experiences qui précédent. Construire le cercle circonscrit @ ABC puis le cercle de méme

centre ayant comme rayon R.</2 oUR est le rayon du cercle circonscrit a ABC. Redéfinir M
sur ce dernier cercle.

Protocole : déplacer M sur ce cercle et observer les modifications des aires affichées de ABC
et A’B’C’.

Exploration : on observe que les aires affichées ne changent pas et restent égales jusqu’a la
deuxieme décimale.

Interprétation : les points de ce cercle vérifient la propriété attendue d’égalité d’aire. Cette
vérification qu’on qualifie usuellement de Cabri-preuve est du domaine de G2 car les points
M appartiennent a un cercle en raison de la propriété caractéristique géométrique qui est du
domaine de G2 mais pour étre plus précis du domaine de G2 informatique puisque nous
utilisons la modélisation de G2 par Cabri et certains de ses schemes d’utilisation qui nous
I’avons vu pouvait aussi étre considéré a d’autres moments comme une modélisation de G1
mais avec d’autres schémes d’utilisation.

Expérience 8

Montage : on ne change dans le montage précédent que I’affichage du nombre de décimales
gu’on augmente a sa valeur maximale.

Protocole : méme protocole qu’a I’expérience précédente.

Exploration : méme exploration et mémes observations sur toutes les décimales affichées.
Interprétation : renforcement de la conjecture 2.

Expeérience 9 d’analyse critique (ou de survalidation vérificative)

Montage : désolidariser M de son cercle d’appartenance, c’est-a-dire le redéfinir en tant que
point libre.

Protocole : déplacer M a la souris pour vérifier qu’il n’y a pas de points hors du précédent
cercle d’appartenance de M égalant les deux aires de nos deux triangles.

Exploration : découvrir qu’un point proche du centre du cercle circonscrit semble étre aussi
solution.

Interprétation : la derniére conjecture est invalidée mais une nouvelle plus précise se
dessine, conjecture 3 « I’ensemble trouvé dans la conjecture 2 est complété par un point ».

Expérience 10

Montage : faire une copie du montage précédent sur cette copie.
Protocole : redéfinir M au centre de ce cercle et observer les aires.
Exploration : les aires sont égalées.

Interprétation : confirmation de la conjecture 3.

Expérience 11 ou validation terminale

Montage : reprendre le montage de I’expérience 9.

Protocole : redéfinir M sur le cercle de rayon R.~/2 , déformer le triangle ABC et observer
les modifications des aires affichées.
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Exploration : les aires changent et restent égales deux a deux.
Interprétation : la conjecture 3 devient fortement plausible (étaiement de la conjecture sur
les cas Cabri-observables).

1.4.3. La décomposition suivant les phases du modele :
Voici la décomposition a laquelle nous arrivons en analysant les 11 expériences constituant la
démarche de recherche proposée par Bernard Capponi :

Phase 1 : phase de proposition du probleme (Expérience 1)

Expérience 1
Niveau de géométrie Gl
Apprehensions figurales Discursive et séquentielle
Cadres d’investigations Pas de cadre

Phase 2 : phase de recherche erratique (Expérience 2)

Expérience 2
Niveau de géométrie G1 informatique
Apprehensions figurales Opératoire positionnelle
Perceptive
Discursive
Cadres d’investigations Ingéniérie au hasard 3A

Une seule expérience permet de trouver une bonne conjecture (n’oublions pas que nous

analysons une reconstitution telle qu’elle nous a été proposée) ce qui va permettre de shunter
les phases de recherche ordonnée et d’accélération de la recherche. Le cadre d’investigation
qui permet d’avancer tres vite, le cadre d’ingéniérie au hasard est un cadre pertinent a cause
de P’outil utilise (Cabri et sa mise a jour automatique des affichages numériques) qui permet
d’explorer au hasard et de conjecturer dans la foulée lorsqu’on est un expert en géométrie.
Cette conjecture est la conséquence d’un théoréme en acte inclus dans I’un des schémes
d’utilisation de Cabri : on admet implicitement la continuité de la variation de I’aire affichée
par rapport & la position du point qui le commande. Cela permet de se convaincre que, Si un
affichage donne un nombre voisin de 1, le point qui génére cet affichage est un point trés
proche d’un point solution. Ceci nous renvoie aux indices du modele PACKS de Robin Millar
quand celui-ci parle de la compréhension des indices qui nous font prendre conscience de
I’incertitude des données.
Une autre explication plus pragmatique, dans I’exemple particulier que nous analysons est la
forte valeur monstrative de la démarche présentée ; cette démarche a pour but de réaliser la
dévolution du probleme au spectateur et le convaincre de I’efficacite immédiate de I’outil
géométrie dynamique et plus spécialement de Cabri. Ceci est confirmé par I’ordre des
appréhensions figurales mises en jeu: d’abord une appréhension opératoire positionnelle
fortement associée au caractére dynamique de I’outil utilisé, ensuite une appréhension
perceptive montrant qu’il y a des informations sensibles a recevoir et enfin I’appréhension
discursive qui montre que ces données sensibles sont interprétées formellement et permettent
d’accéder a la réalité mathématique, c’est-a-dire le niveau logico-deductif.

Phase 3 : phase d’analyse expérimentale et synthése expérimentale (Expériences 3 et 4)
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Expérience 3 Expérience 4
Niveau de géomeétrie Gl G1 informatique
Apprehensions figurales Séquentielle Opératoire positionnelle
Perceptive Perceptive
Discursive
Cadres d’investigations Modélisation 2C Scientifique explicatif 4D

Nous sommes bien dans G1 pour commencer ou la technique utilisée est I’instrument qui
permet de tracer le cercle passant par 3 points et la technologie releve de la superposition du
quatrieme point sur le cercle tracé. Le cadre d’investigation est un cadre de modélisation qui
résulte de la conjecture « les points trouvés sont sur un cercle et les points cherchés aussi » :
le choix de ce cadre dépend de I’expérience de celui qui résout le probléeme, donc de son
aptitude a conjecturer une cocyclicité de points non alignés avant d’aller chercher plus
compliqué. Le modéle «cercle » apparait vite (peut-étre trop vite pour des chercheurs
« lambda »). Les constructions nécessaires pour la construction du centre de ce cercle font
appel a une appréhension séquentielle de la figure et I’appréhension perceptive est mobilisée
pour inférer la tres plausible appartenance de T4 a ce cercle.

L’ expérience 3 se résume a « si les points cherchés sont sur un cercle alors le cercle est celui
qui passe par T1, T2 et T3 et de plus il passe par T4 » ce qui est validé comme il a été indiqué
précédemment.

Dans I’expérience 4 qui se résume a « si la solution cherchée est un cercle alors le cercle
tracé est trés voisin du cercle solution et tout point du cercle tracé vérifiera
approximativement la propriété d’égalité des aires » le niveau repéré est bien encore un G1
tant aux niveaux des techniques que des technologies. Si nous I’avons qualifié d’informatique
c’est que I’utilisation de I’instrument Cabri enrichit la technologie au niveau de la quantité des
mesures réalisées et au niveau de la rapidité de ces mesures. Cette partie synthese
expérimentale semble étre ce que Millar qualifie de cadre d’investigation scientifique
explicatif (le modele mis en évidence au cours de I’expérience précédente est validé par
superpositions percues sur I’écran de I’ordinateur qui modélise notre réel mathématique qui
serait un spatio-graphique informatique). Les appréhensions figurales mises en jeu
successivement sont bien celles qui sont mobilisées idéalement dans une investigation médiée
par Cabri : du mouvement dans I’appréhension opératoire positionnelle qui permet de générer
des phénomeénes, de la visualisation dans I’appréhension perceptive et de I’interprétation
validative dans I’appréhension discursive.

Phase 4 : phase de recherche ordonnée (Expérience 5)

Expérience 5

Niveau de géométrie G1/G2

Appréhensions figurales Opératoire positionnelle
Perceptive
Discursive

Cadres d’investigations Modélisation 2C

La nécessité d’en savoir plus sur le cercle trouvé nous fait revenir dans la phase de recherche
ordonnée par une thématique précise. Le cadre d’investigation est un cadre de modélisation
faisant intervenir les cercles concentriques au cercle trouvé et cela, de maniére dynamique ;
cela explique I’appréhension d’abord opératoire positionnelle qui induit la perception d’une
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position intermédiaire passant par les trois points ABC. L’apprehension discursive permet de
mettre en évidence le réle particulier du cercle circonscrit. La bascule G1/G2 des niveaux de
géométrie s’opere quand on passe d’une appréhension dynamique et opératoire de la figure
(G1) a I’appréhension discursive qui fait utiliser un discours déductif (G2) pour arriver a une
conjecture qui va en appeler d’autres, d’ou naturellement la phase suivante et attendue suivant
le modele a priori.

Phase 5 : phase d’accélération de la recherche (Expérience 6)

Expérience 6
Niveau de géométrie G1/G2
Appréhensions figurales Séquentielle
Perceptive
Discursive
Cadres d’investigations Scientifique explicatif 4D

Nous avons déja expliqué le changement de niveaux G1/G2 qui est produit par I’intuition

qui permet de passer de la perception du 1.41 & I'interprétation en ~/2. Cette fois,
I’appréhension initiale est séquentielle : des constructions, mesures et calculs sont effectués
dans un ordre bien déterminé pour mener a la perception dans Glet I’interprétation dans G2.
L’investigation est de type scientifique explicatif car elle méne a une conjecture formelle qui
devra étre validée. Notre modéle a priori prévoit I’arrivée d’une phase d’analyse
expérimentale et de synthese expérimentale ; c’est une phase plus avancée de ce modeéle qui
est mise en évidence ci-dessous.

Phase 6 : phase d’analyse théorique et de synthéese quasi théorique (Expériences 7 et 8)

Expérience 7 Expérience 8
Niveau de géométrie G2 informatique G2 informatique
Apprehensions figurales Séquentielle Séquentielle
Opératoire positionnelle Opératoire positionnelle
Perceptive Perceptive
Discursive Discursive
Cadres d’investigations Scientifique explicatif 4D Scientifique explicatif 4D

Le niveau G2 est assuré tant au stade des techniques que de la technologie : le cercle
circonscrit est bien tracé avec Cabri mais en utilisant des caractéristiques mathématiques
(utilisant un discours logico-déductif) ; il en est de méme pour la construction de son

homothétique dans I’homothétie de rapport /2 . Le niveau ot nous nous situons est qualifié
d’informatique car les vérifications d’appartenance qui seront faites avec le logiciel auront
une plausibilité sans aucune mesure avec celles qui pourraient I’étre en environnement papier
crayon. Ces vérifications sont d’un ordre opératoire dans le micro-monde Cabri alors qu’elles
restent dans un ordre perceptif dans I’environnement papier crayon ; on pourrait parler d’une
vérification quasi analytique en regard d’une vérification visuelle. Le cadre d’investigation est
typiquement scientifique explicatif car il va vérifier I’adéquation entre le modéle produit et le
phénomeéne qui doit avoir lieu dans le cadre du modeéle découvert. L appréhension opératoire
positionnelle de la figure permet de produire des données qui viennent valider le modéle

explicatif avancé (ici le cercle de centre le centre du cercle circonscrit et de rayon R+/2 , ol R
est le rayon du cercle circonscrit). L’analyse théorique est produite par un raisonnement du
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type «si les points qui conviennent sont bien sur le cercle envisagé expérimentalement alors
ces points devraient étre sur le cercle envisagé mais construit rigoureusement a partir de ses
propriétés caractéristiques ». Ce n’est donc pas une analyse « theorique » stricto sensu
puisqu’elle ne consiste pas a faire la preuve démonstrative de :

«si un point convient, alors il est sur un cercle particulier ayant des caractéristiques
repérées », mais par une inférence du type :

«si les points qui semblent convenir sont sur un cercle repéré experimentalement, alors,
vraisemblablement, ils seront sur un cercle dont [I’intuition nous fait deviner les
caractéristiques mathématiques ».

La synthése est menée de maniére tout a fait classique aussi bien dans I’expérience 7 que la
8; nous la qualifions de quasi théorique dans la mesure ou elle s’intéresse bien a la
vérification de I’implication :

« Si un point appartient a ce cercle particulier, alors celui-ci vérifie I’égalité des aires », mais
ou cette verification ne peut étre de I’ordre du démonstratif déductif mais du démonstratif au
niveau des points choisis sur le cercle de Cabri. La précision des calculs du logiciel permet
encore d’approcher la certitude de la vérité de cette implication sur un nombre assez grand
d’exemples avec toujours une trés forte plausibilité.

Notons que I’enchainement des appréhensions que nous avons noté semble un enchainement
idéal dans un environnement de géométrie dynamique pour une telle phase : aprés une étape
de constructions claires, une animation permet de percevoir les éléments qui vont étre
interprétés comme les invariants a repérer.

Phase 7 : phase d’analyse critique (Expérience 9)

Expérience 9

Niveau de géométrie Gl

Apprehensions figurales Opératoire positionnelle
Perceptive
Discursive

Cadres d’investigations Ingéniérie par itération 3B

On retombe bien au niveau G1 dans la mesure ou on bouge le point variable sur la page
Cabri mais que la perception des effets produits reste au niveau du sensible sans un saut
formel qui ferait passer & G2. Les visualisations successives des aires affichées justifient que
nous sommes bien dans un cadre d’investigation par itération. L’appréhension discursive
intervient quand I’expérimentateur réalise par une appréhension perceptive que la maniére
dont I’aire affichée varie va I’amener vraisemblablement a repérer un point qui n’avait pas été
envisagé dans la premiére investigation par itération autour du triangle, c’est-a-dire le centre
du cercle circonscrit lui-méme. In fine, il fait une nouvelle conjecture qui vient affiner la
précédente qui avait été validée « localement». On peut lier cette phase a la phase de
vérification dans la démarche d’expérimentation en sciences cliniques quand le praticien apres
ses actes opératoires va voir de plus pres si I’état clinique correspond a I’état attendu.

Phase 8 : d’analyse critique, d’analyse theorique et de synthese quasi théorique

(Expérience 10)
Expérience 10
Niveau de géométrie G2
G2 informatique
Appréhensions figurales Séquentielle
Perceptive
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Discursive
Cadres d’investigations Scientifique explicatif 4D

Le fait de se placer en le centre du cercle circonscrit justifie le saut au niveau G2 et le fait
que ce placement soit réalisé grace a I’outil « redéfinition » de Cabri justifie le qualificatif
d’informatique. Cette construction fait donc appréhender la figure séquentiellement avant
gu’une appréhension perceptive nous montre un affichage d’aires égales qui est interprété
dans une appréhension discursive comme « le centre du cercle circonscrit est effectivement un
autre point solution », la plausibilité de cette interprétation étant maximum dans
I’environnement Cabri (ce qui peut étre qualifié de Cabri-preuve). La encore le cadre
d’investigation a permis de valider I’hypothése «un point particulier associé au triangle
donné est solution » par une mesure faite dans I’environnement spécifique Cabri.

Phase 9 : phase d’analyse critique (Expérience 11)

Expériencell

Niveau de géométrie Gl

Appréhensions figurales Opératoire optique
Perceptive
Discursive

Cadres d’investigations Ingéniérie au hasard 3A

Cette nouvelle conjecture fait a nouveau basculer I’expérimentateur dans une nouvelle phase
d’analyse critique qui va lui faire explorer a nouveau le plan de maniére aléatoire pour essayer
de repérer éventuellement des positions écartées dans les investigations précédentes. Le cadre
d’investigation est donc un cadre d’ingeniérie au hasard au niveau de G1 avec une
appréhension d’abord opératoire optique ; les données affichées et recues par
I’expérimentateur sont interprétées essentiellement, non pas comme une validation de la
derniére conjecture faite mais comme une non invalidation de cette conjecture jusqu’a preuve
du contraire. On retrouve encore ici I’incertitude des sciences cliniques a chaque fin de phase
d’expérimentation.

1.4.4. Remarque sur une expérimentation possible plus performante pour avancer plus
vite vers la conjecture

Sur I’écran Cabri ci-dessous, nous avons utilisé une construction conditionnelle qui permet
de visualiser de deux couleurs différentes les points M générant une différence d’aire positive
ou négative. Cette construction diffusée depuis déja quelques années est une construction que
nous avions initialement utilisée pour visualiser les lignes de niveau de MA/MB (et donc
d’autres de la méme famille) en particulier au cours d’un atelier du congrés de L’A.P.M.E.P.
de Nice et paru dans un numéro spécial de la Revue PLOT (N° 101-102)
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. meae ssar | On a activé la trace de deux points
..-_msgm,l:g‘m"@ superposés a M, I’un bleu qui existe quand
v | la différence d’aire est positive et I’autre
rouge qui existe quand la différence d’aire
est négative. Ceci explique pourquoi si on
tire le point M en tous sens sur la page
e Cabri, les traces générent bien la conjecture
" 2 ou du moins permettent d’avancer plus
.y vite vers la conjecture donc devrait
| permettre aux expérimentateurs d’avancer
&1 plus loin que les 3 premiéres phases du
. modele de notre démarche a priori.

Note sur la construction utilisée : cette construction et la maniére de I’utiliser est un
montage fondamental pour conjecturer les natures de lieux du type f(M) = 0 avec le protocole
adéquat qui donne nécessairement une idée de la réponse quand celle-ci ne contient pas des
points isolés ou des points aux voisinages desquels f(M) garde un signe constant. Cette
méthode peut étre qualifiée de « balayage systématique avec trace automatisée ». La
lecture interprétative des traces laissées fait appel a une utilisation du théoreme des valeurs
intermédiaires ou plus précisément a son utilisation en actes.

On peut trouver les détails de cette construction dans la brochure de I’'IREM de Toulouse
« Enseigner et pratiquer les Mathématiques avec Cabri » de Jean-Jacques Dahan

2. RECHERCHE REALISEE PAR UN CHERCHEUR

2.1. Proposition du probléme :

Nous avons proposé ce probleme a Michel Carral a qui nous avons demandé de réaliser sa
propre recherche, sans imposer de délai. Apres une bonne année de recherche, en pointillés,
celui-ci a finalement rédigé un article narrant sa recherche (dans les actes du colloque inter-
IREM de Géométrie de Liege 2003). Nous analyserons cette recherche par comparaison a
notre modéle a priori.

2.2. Présentation de I’article « Chercher avec Cabri » narrant la recherche menée par
Michel Carral :

Cet article débute par un long préambule ou le chercheur présente les objectifs sous-tendus. Il
déclare en particulier :

«Je me propose ... de montrer comment... Cabri permet de comprendre une situation
géométrique grace a I’environnement mathématique qu’il génére, comment il est une aide a sa
résolution et a la validation des résultats obtenus ».

Il continue par I’énoncé de I’exercice proposé ou plutdt I’énoncé tel qu’il a été interprété avec
ses connaissances spécifiques :

« Soit un triangle ABC et un point P de son plan. On note A’, B’, C’, les symétriques de P par
rapport aux cotés BC, AC et AB du triangle.

Trouver le lieu géométrique des points du plan tels que I’aire du triangle A’B’C’ soit égale a
celle du triangle ABC ».

Entre la tAche donnée et la tache interprétée, il y a au moins un saut formel (saut bien repéré
dans le modele des cadres d’investigation de Robin Millar) qui est fait quand Michel Carral
interpréte ce probléme comme une détermination de lieu, mot qui n’avait pas été utilisé
lorsque le probléme lui a été proposeé.
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2.3. Analyse de la démarche en liaison avec le modele proposé
2.3.1. Les maillons quaternaires de la chaine expérimentale :

Expérience 1

Montage : construire un triangle ABC, un point P et ses symétriques respectifs par rapport
aux trois cotés de ABC qui détermine un triangle A’B’C’. afficher les aires de ces deux
triangles puis calculer et afficher leur rapport.

Protocole : déplacer P au hasard jusqu’a repérer des positions correspondant a un rapport
égal a 1.

Exploration : le déplacement est réalisé et une telle position est repérée prés ou dans le
triangle et d’autres le sont suffisamment loin dans toutes les directions.

Interprétation : une conjecture peut étre faite qui avance qu’il y a un point particulier
solution et une famille d’autres dans toutes les directions du plan symbolisées par des demi-
droites s’éloignant du triangle.

Remarque d’ordre procédologique : rechercher d’abord prées de la figure donneée puis plus
loin.

Création d’outils complémentaires pour faciliter les expériences qui suivent : création de
deux macros.

Expérience 2 (expéerience multiple)

Montage : construire pour différents triangles ABC ayant approximativement les formes
particulieres classiques les triangles A’B’C’ correspondants au point P qu’on aura
préalablement associé au triangle (on utilisera les macros créées).

Protocole : déplacer chaque point P jusqu’a détecter approximativement la position
cherchée.

Exploration : réalisation effective du protocole.

Interprétation : pour chaque triangle on reconnait le point P associé comme un certain point
particulier. Ensuite on reconnait le centre du cercle circonscrit par recoupement des cas.
Ceci est une conjecture plus précise.

Expérience 3 validation avec Cabri

Montage : reprendre le montage initial et construire le centre du cercle circonscrit du
triangle ABC.

Protocole : redéfinir P en ce centre, observer la modification du rapport affiché ; augmenter
la précision de cet affichage.

Exploration : le nombre affiché est 1 et I’augmentation de la précision d’affichage ne modifie
pas la valeur lue.

Interprétation : la conjecture est validée.

Le chercheur sort a ce moment la de la phase expérimentale pour accomplir une phase
formelle ou il propose trois démonstrations de cette conjecture pour mieux appréhender le
probléme et mieux le comprendre.

Expérience 4

Montage : reprendre la figure de départ avec le centre du cercle circonscrit o qui est
construit.

Protocole déplacer P de o vers I’extérieur du triangle et observer les variations du rapport
des aires.
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Exploration : ce rapport diminue de 1 a 0 pour augmenter ensuite indéfiniment.
Interprétation : arrivée d’une nouvelle conjecture qui avance qu’a part o il y a un point
solution sur chaque demi-droite issue de o .

Expérience 5

Montage : tracer un cercle de centre o et redéfinir P sur ce cercle.

Protocole : déplacer P sur ce cercle et observer les variations du rapport. Recommencer pour
d’autres cercles.

Exploration : la réalisation du protocole conduit & constater la constance du rapport sur
chacun de ces cercles..

Interprétation : c’est la conjecture A qui est énoncée par Michel Carral.

Digression du chercheur : il note un théoreme qui serait la conséquence du résultat
conjecturé.

Theéoreme & ...

Le chercheur sent toujours le besoin de mettre en liaison les eventuelles découvertes avec
les connaissances voisines (démarche quasi empirique).

Expérience 6

Montage : reprendre le montage précédent

Protocole : modifier le rayon du cercle et observer les variations du rapport des aires plus
précisément qu’a I’expérience précédente.

Exploration : on réalise le protocole et on remarque que le rapport décroit de 1 a 0 pour
croitre ensuite ; on remarque aussi que la valeur 0 de ce rapport semble étre approchée ou
atteinte quand le cercle est le cercle circonscrit a ABC.

Interprétation : c’est une conjecture qui avance que pour tout point du cercle circonscrit le
rapport est égal a 0. Cette conjecture est aussitot validée démonstrativement en faisant appel
a une connaissance relative a la droite de Simson d’un triangle. La démonstration de cette
conjecture rend plus plausible la conjecture A car elle améne la démonstration d’une
conjecture impliquée par la conjecture A.

Expérience 7

Montage : tracer un cercle de centre o et construire un triangle ABC inscrit dans ce cercle.
Construire un point P.

Protocole : faire afficher le rapport d’aires associé a ce point (en utilisant I’une des macros
créées). Faire parcourir le cercle au point A et observer le rapport. Modifier le rayon du
cercle et recommencer avec A, B et C.

Exploration : la réalisation du protocole conduit a constater la constance du rapport quand
A se déplace sur le cercle.

Interprétation : c’est la conjecture B qui est énoncée par Michel Carral qui permet de mieux
apprehender les propriétés probables de la figure.

Conjecture B = ...

Expérience 8

Montage : tracer une droite issue de w et redefinir P sur cette droite ; mesurer et afficher la
distance oP.

Protocole : faire afficher le systéme d’axes. Reporter P sur I’axe des abscisses et le rapport
des aires associé a P sur I’axe des ordonnées. Construire le point admettant oP et le rapport
d’aires comme coordonnées. Demander le lieu de ce point M quand P varie.
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Exploration : la lieu obtenu est une courbe qui décroit de I’ordonnée 1 a I’ordonnée 0 pour
croitre ensuite indéfiniment.

Interprétation : c’est la validation du fait qu’il existe des points éloignés du triangle
répondant a notre question (points du lieu d’ordonnée 1).

Expérience 9

Montage : créer un nouveau systeme d’axes d’origine o dont I’axe des abscisses est porté
par la droite portant P et I’axe des ordonnées est arbitraire.

Protocole : Demander les coordonnées de P(x;0) dans le nouveau systeme d’axe et construire
dans le systéme d’axes initial le point N de coordonnées x et le rapport d’aires associé a P.
Demander le lieu de N quand P varie et si nécessaire modifier les unités du nouveau systéme
d’axes pour les égaler a celles du systeme d’axes par défaut.

Exploration : la réalisation du protocole conduit a I’obtention d’une courbe symétrique par
rapport a I’axe des ordonnées ayant méme forme que la précédente qui peut venir se
superposer a la précédente si on égale effectivement les unités des deux systemes d’axes.
Interprétation : la courbe visualisée est interprétée comme une parabole ou une valeur
absolue de parabole. C’est donc encore une nouvelle conjecture qui apparait.

Expérience 10

Montage : tracer la paralléle a I’axe des abscisses du repére contenant les lieux a partir du
point de coordonnées (0 ;1)

Protocole : estimer la valeur de d pour laquelle le rapport des aires semble étre égale une
seconde fois a 1.

Exploration : Michel Carral ne donne pas cette estimation et il le justifie par le fait que sa
version du logiciel Cabri ne reconnait pas des points d’intersection de droites avec des lieux.
Interprétation : il n’y donc pas de partie interprétative autre que le refus de mesure
approximativement. En effet, le point d’intersection qui intéresse I’expérimentateur ne
pourrait étre construit en sorte que toute modification des parameétres de la figure laisse ce
point a la méme place que ses propriétés géométriques lui imposeraient de se trouver. Michel
Carral sera d’ailleurs amené a I’occasion de I’expérience 13 de donner cette justification.

Expérience 11

Montage : tracer une conique passant par cing points d’une branche du second lieu ; tracer
une autre conique passant par cing points du second lieu non recouvert par la premiére
conique. Protocole : observer I’éventuelle superposition des coniques avec le second lieu. En
particulier on changera les positions des points définissant les coniques sur le lieu ou ils ont
été créés.

Exploration : la réalisation du protocole conduit a constater visuellement la superposition
des coniques tracées avec le lieu. Néanmoins le test d’appartenance d’un point du lieu a la
conique qui le couvre n’est pas toujours positif !!!

Interprétation : c’est une autre conjecture qui énonce que le lieu des points N est formé de
deux paraboles symétriques par rapport a I’axe des ordonnées.

Expérience 12

Montage : le méme que le précédent.

Protocole : demander les équations des coniques tracées.

Exploration : on demande les équations pour visualiser leurs formes qui sont celles de
morceaux de paraboles.

Interprétation : les formes obtenues sont celles d’une valeur absolue de fonction paire du
second degré, c’est donc une validation de la derniéere conjecture.
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Expérience 13 virtuelle, en pensée

Montage : tracer le point d’intersection de I’horizontale y = 1 avec la partie montante du
lieu dans un logiciel qui pourrait donner les coordonnées de cette intersection.

Protocole : demander les coordonnées du point d’intersection de I’horizontale y = 1 avec la
partie montante du lieu.

Exploration : il faudrait demander les coordonnées en questions. Michel Carral qualifie de
Cabri-stable un tel résultat (nous avons donné une explication de ce qualificatif dans la partie
interprétation de I’expérience 10).

Interprétation : Michel Carral ne veut pas faire cette expérience car il est persuadé que la
visualisation de ce résultat numérique méme stable par modification des parametres de la
figure n’apportera rien.

Bilan théorique ou analyse théorique a point de départ expérimental :

A ce moment précis le chercheur quitte son logiciel pour raisonner logiquement en dehors
de toute manipulation expérimentale avec le logiciel. Il entre dans une phase de déduction
logique. Partant des conjectures qu’il a exhibées et qu’il admet provisoirement, il va en
déduire des conclusions qui pourront étre soumises au crible de la validation expérimentale
avec Cabri.

L accouplement des conjectures « le second lieu est une valeur absolue de parabole » et
« cette parabole atteint son minimum pour X = R rayon du cercle circonscrit a ABC » lui
permet de trouver formellement les équations de ce lieu et d’en déduire par une résolution

d’équation simple que nécessairement le rapport d’aire égale a 1 est atteint pour x = R/2 .
On reconnait ici une démarche de type quasi-empirique (Hillary Putnam).

Expérience 14

Montage : Tracer le cercle de centre w et de rayon R+/2 . Redéfinir P sur ce cercle.
Protocole : Déplacer P le long de ce cercle et observer I’affichage du rapport d’aire et
éventuellement augmenter la précision de I’affichage.

Exploration : on réalise le protocole et le rapport s’affiche a 1 et ce résultat ne se modifie
pas quand on augment la preécision.

Interprétation :  la conclusion issue de I’analyse théorique précédente est validée
expérimentalement. La conjecture finale est donc validée expérimentalement, cette conjecture
s’énoncant finalement ainsi « Le lieu cherché est formé de la réunion du centre du cercle
circonscrit et de I’homothétique du cercle circonscrit par I’homothétie de centre w et de

rapport R~/2 (w étant le centre du cercle circonscrit & ABC).

Etaiement de la conjecture ou phase d’augmentation théorique de la plausibilité de la
conjecture

Le chercheur en utilisant un raisonnement déductif d’analyse va tirer des conditions
nécessaires générées par la conjecture ; ces conséquences vont constituer des propriétés
géométriques particuliéres qui vont étre reconnues comme des propriétés vraies, c’est-a-
dire déja demontrées. Cette reconnaissance prendra donc le statut de validation de la
conjecture qui se trouve ainsi confortée. Nous parlons d’augmentation théorique de la
plausibilité dans la mesure ou la validation est une validation démonstrative portant non
sur la conjecture mais sur une ou des conditions nécessaires impliquées par la conjecture
dont nous allons croire de plus en plus a sa véracité.

Validation avec I’étude du cas ou P est positionné en le centre du cercle circonscrit.
Validation avec le point de Lemoine.
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Démonstration analytique

La recherche commence vraiment pour établir la preuve démonstrative du résultat
conjecturé dans la mesure ou le chercheur estime qu’apres tout ce travail expérimental et
théorique, cette recherche vaut la peine d’étre conduite.

Il est & noter une démarche tout a fait surprenante du chercheur qui passe le plus clair de
son temps a un travail de recherche dans la littérature. Cette recherche historique lui
permet de s’imprégner de tous les parametres du probléme et surtout d’y trouver la
démonstration cherchée. Cette fréquentation des chercheurs qui avant lui avaient abordé ce
probléme ou des problémes connexes lui donnera une vision plus générale de la
configuration étudiée et le désir d’aborder les généralisations envisageables (ce qui sera
fait dans une partie ultérieure mais ne faisait pas partie de notre commande de recherche
initiale).

2.3.2 La décomposition suivant les phases du modeéle :

Voici la décomposition a laquelle nous arrivons en analysant les 11 expériences constituant la
démarche de résolution de Michel Carral :

Phase 1 : phase de recherche erratique (Expérience 1)

Expérience 1
Niveau de géométrie G1 informatique
Appréhensions figurales Séquentielle, opératoire
positionnelle et perceptive
Cadres d’investigations Ingéniérie au hasard 3A

Le niveau G1 est justifié par I’utilisation d’une figure construite aux instruments ; les
technologies (le mode de validation ici) font aussi appel aux instruments mais le fait que ces
instruments soient ceux du logiciel Cabri nous fait qualifier le niveau de géométrie de G1
informatique. Un ordre de construction bien précis dans le montage fait appréhender la figure
de maniére séquentielle. Les indications de manipulations du protocole aménent a une
appréhension opératoire positionnelle (déplacement du point P) et simultanément a une
appréhension perceptive des rapports d’aires affichés pour repérer d’éventuelles positions de
P répondant a notre condition. La maniere d’opérer ou le point P est tiré au hasard pour
percevoir les zones possibles pouvant contenir des solutions est typique d’un cadre
d’investigation du type ingéniérie au hasard : cette méthode de type essai-erreur, possible
dans I’environnement papier-crayon associé usuellement a G1 devient heuristiquement
performante dans le micro-monde Cabri ou les tests sont instantanés, d’une grande précision,
et assez nombreux dans un temps tres limité pour repérer de maniere perceptive une bonne
approche de la solution. C’est pourquoi ce niveau G1, ou nous situons cette premiére
expérience, est qualifié d’informatique.

Notons enfin que cette expérience est reconnue comme une experience de la phase de
recherche erratique a cause essentiellement du cadre d’investigation choisi. Ce cadre est
choisi car, a priori, I’expérimentateur ne sait comment attaquer mathématiquement le
probleme. Il écrit d’ailleurs juste avant la narration de sa recherche :

« L’exercice, du moins sous cette forme, n’est pas un exercice classique, ce qui fait que I’on
se trouve un peu désarmé, un peu comme les éléves devant certains exercices que nous leur
proposons. ».
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Phase 2 : phase de recherche ordonnée et d’accélération de la recherche (Expeérience 2)

Le fait que I’expérience de depart ait éte positive dans le sens ou des indices suffisants sont
apparus au chercheur pour concentrer son exploration dans un domaine précis, montre que la
premiére rupture a donc lieu entre les phases 1 et 2 qui nous fait basculer effectivement dans
la phase de recherche ordonnée

Expérience 2
Niveau de géométrie G1 informatique
Apprehensions figurales Séquentielle, opératoire
positionnelle, perceptive et
discursive
Cadres d’investigations Ingéniérie au hasard 3A et
scientifigue empirique 4B
(tendance)

Le fait que I’expérimentateur trace des triangles ayant approximativement les formes
particuliéres usuelles peut nous faire penser que nous sommes dans GO : en effet, celui-ci
réalise ce qu’en papier-crayon on appelle des schémas. En réalité, le traitement de ces
diverses figures nécessite I’utilisation de deux macros préalablement créées qui nous placent
au niveau informatique et a un niveau G1 dans la mesure ou les interprétations sont au niveau
de la reconnaissance d’objets mathématiques (reconnaissances de points particuliers du
triangle).

La encore un ordre de construction bien précis nous fait appréhender les figures de maniere
séquentielle, le déplacement des points P jusqu’a des positions ou le rapport des aires
approche 1 nécessite une appréhension a la fois opératoire et perceptive. L’appréhension
discursive est celle qui permet de reconnaitre des positions particulieres de P (points
remarquables du triangle).

La maniére d’explorer nous place successivement dans un cadre d’ingéniérie au hasard
dans la mesure ou on recherche les positions de P de maniere aléatoire méme si ¢’est dans une
zone particuliere (dans le triangle ou prés du triangle), puis dans un cadre scientifique de
tendance quand on cherche a reconnaitre un point remarquable du triangle qui puisse étre
solution de notre probleme dans les différentes figures explorées. C’est ce travail dans ce
cadre qui génere la premiéere conjecture dans G2.

Phase 3 : phase d’analyse expérimentale et synthése expérimentale (Expeérience 3)

Expérience 3
Niveau de géométrie G1/G2 informatique
Appréhensions figurales Séquentielle perceptive et
Discursive
Cadres d’investigations Scientifique explicatif 4D

Le niveau de cette expérience est G1 dans la mesure ou les constructions sont faites aux
instruments, informatique dans la mesure ou ce sont les instruments de Cabri et G2 dans la
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mesure ou la redéfinition du point P sur le cercle circonscrit est calculé en arriere-plan par le
logiciel avec les caractéristiques mathématiques de la figure.

L’ordre des constructions, redéfinition, mesures et calculs justifient une appréhension
d’abord séquentielle de la figure réalisée au montage. La visualisation du rapport d’aire
justifie I’appréhension perceptive qui conduit a la validation de la conjecture précédente, elle
méme générée par une appréhension discursive.

Le cadre d’investigation scientifique explicatif est justifié par I’objectif de validation de
I’expérience.

La phase dans laquelle nous avons située I’expérience, analyse expérimentale et synthese
expérimentale, se justifie par la vérification d’une condition nécessaire impliquée par la
conjecture. Cette vérification d’une conjecture issue de I’expérience est faite de maniére
expérimentale.

Phase 4 : phase de recherche erratique (Expérience 4)

Un redémarrage apparait ici car le chercheur se lance dans une nouvelle recherche ou il
donne I’impression de repartir de zero.

Expérience 4

Niveau de géométrie Gl
Apprehensions figurales Opératoire, perceptive et
discursive.

Cadres d’investigations Ingéniérie par itération 4D

Au niveau de géométrie, cette expérience se situe dans G1 car on bouge des points de
maniere radiale par rapport au centre du cercle circonscrit de ABC et on réalise des mesures et
des calculs aux instruments. On pourrait éventuellement qualifier ce niveau d’informatique
dans la mesure ou les instruments utilisés au cours de cette expérience sont des instruments de
Cabri ; en réalité, tout ce qui est réalisé aurait pu I’étre dans I’environnement papier-crayon au
détail pres que le calcul d’une aire dans le monde papier-crayon est déja problématique)
puisque la précision nécessaire a I’obtention de la conjecture atteinte ne nécessitait pas
I’utilisation des instruments du logiciel. Seule différence, la rapidité d’exécution de ces
expérimentations avec Cabri.

La manipulation du point P de maniére radiale est la conséquence d’une appréhension
opératoire de cette figure et la conjecture concernant les variations du rapport d’aires est la
conséquence d’une appréhension d’abord perceptive (on voit le rapport se modifier) puis
discursive (la modification du rapport est interprétée en terme de variations de fonction).

Le cadre d’ingéniérie par itération se justifie par le choix d’un déplacement radial itéré
pour mettre en évidence un phénoméne commun de variations.

Phase 5 : phase de recherche ordonnée (Expériences 5,6,7 et 8)
La rupture qui a lieu entre la phase précédente et celle-ci conduit a une rationalisation de la

recherche puisque le chercheur va concentrer ses investigations autour d’un theme précis qu’il
va approfondir.

Expérience 5

Expérience 6

Expérience 7

Expérience 8

Niveau de Gl G1/G2 G1 informatique | G1 informatique
géométrie informatiques

Appréhensions | Séquentielle, Opératoire, Séquentielle, Séquentielle,
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figurales opératoire, perceptive et opératoire, perceptive et
perceptive et discursive perceptive et discursive
discursive discursive

Cadres Scientifique Scientifique Scientifique Scientifique

d’investigations |empirique 4C et |explicatif 4D explicatif 4D empirique 4C
scientifique
explicatif 4D

Notons dans cette série d’expériences souvent un enchainement dans cet ordre
d’appréhensions de la figure 1, séquentielle, 2, opératoire, 3, perceptive et 4, discursive qui
dénotent que la recherche se rationalise mais surtout qu’elle est organisée par le chercheur qui
commence a savoir ou il va et qui utilise des techniques qui vont I’amener systématiquement
a des interprétations positives. L’apprehension séquentielle traduit une construction réfléchie
et donc ordonnée de la figure de I’expérience, I’appréhension opératoire traduit la mise en
mouvement de certains objets de la figure concue pour I’expérience, I’appréhension
perceptive traduit I’action de visualisation des parametres pertinents de la figure ou du moins
leur évolution et enfin I’appréhension discursive traduit la capacité de I’expérimentateur de
donner du sens mathématique aux phénomeénes pergus.

Cette organisation positive de I’investigation est confirmée par le cadre d’investigation
majoritairement présent dans cette phase, le cadre scientifique explicatif qui montre que
I’expérimentateur a une idée précise du modele qu’il veut mettre en évidence dans son
investigation. Le cadre d’investigation empirique montre que le chercheur sait utiliser I’outil
Cabri pour avancer quand les idées viennent a manquer. Cette capacité du chercheur a utiliser
Cabri de maniére pertinente est aussi confirmée par les niveaux de géométrie que nous avons
repérés comme etant systématiquement informatiques ; la présence méme épisodique d’un
niveau G2 montre la volonté du chercheur de s’appuyer sur des technologies du type de la
déduction formelle.

Commentons simplement I’expérience 5 qui, a elle seule, synthétise toute I’analyse qui
précede :

Le chercheur a senti que les cercles concentriques centrés en @ pourraient avoir une
importance spécifique, c’est pour cela que son cadre d’investigation est un cadre scientifique
explicatif et que I’expérience qu’il monte doit éclairer le réle de ces cercles pour le
solutionnement du probléme posé.

Dés lors I’organisation de son investigation semble suivre systématiquement le canevas idéal ;
1/ 11 construit une figure précise (un cercle centré en w) et positionne les éléments sur lesquels
il va concentrer ses observations (il redéfinit P sur ce cercle). L’appréhension séquentielle
résume ses actions jusque la.

2/ 1l anime les élements qu’il a prévu d’animer (il tire le point P le long du cercle tracé puis il
modifie la dimension du cercle et recommence). Il appréhende 1a, son montage de maniére
opératoire.

3/ 11 concentre son attention sur I’affichage du rapport d’aires pendant les animations. La
figure est appréhendée de maniere perceptive.

4/ La perception de la constance du rapport le long d’un méme cercle est interprété de
maniere déductive en liaison avec la solution que I’on approche.

Dans tous les cas, I'usage des instruments classiques justifient le niveau G1 et la
perception des resultats dans I’environnement spécifique Cabri avec son arriere plan théorique
et analytico-numérique puissant justifie le qualificatif d’informatique.

Remarque : une attitude caractéristique d’un chercheur est a noter entre les expériences
5 et 6 ; celui-ci sort délibérément du contexte Cabri pour se lancer dans une démarche
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quasi empirique qui consiste a entrer dans un cadre formel conditionné, c’est-a-dire
qu’il entre dans le contexte d’une dialectique de raisonnement déductif. 1l suppose la
conjecture avancée comme vraie, s’en sert d’hypothése dans un raisonnement déductif
classique et en déduit un théoreme qui est évidemment conditionné par la véeracité de la
conjecture de départ. On constate que le chercheur ne reste pas le nez sur son probléme
et qu’a tout moment il est capable de sortir d’un contexte pour entrer dans un autre afin
d’enrichir sa vision du probléme et des apports possibles a ses connaissances du moment
(nous concevons la notion de changement de contexte dans le sens qui lui est donné par
Noss et Hoyles).

Phase 6 : phase d’accélération de la recherche (Expériences 9 et 10)

Expérience 9 Expérience 10
Niveau de géometrie G2 informatique Gl
Apprehensions figurales Séquentielle, et discursive Séquentielle et perceptive
Cadres d’investigations Scientifique explicatif 4D Scientifique empirique 4B

Cette phase d’accélération conduit a une accumulation de conjectures tres ciblées avant,
enfin, une conjecture importante : les niveaux parcourus sont a la fois G2 et G1. La
reconnaissance de parabole se fait dans G1 et la reconnaissance d’une valeur absolue de
parabole nécessite un changement de cadre (du graphique a I’algébrique) puis un recours au
déductif donc a un plongement dans G2. Les appréhensions figurales sont d’abord
séquentielles car I’expérimentateur réalise pour commencer un montage, c’est-a-dire qu’il
construit une figure trés précise avec un ordre de construction tout aussi précis. La premiére
conjecture est obtenue aprés une partie interprétative ou la notion de parabole apparait dans
un cadre d’investigation scientifique explicatif. L’intersection qui pourrait étre percue dans la
deuxiéme expérience dans une appréhension naturellement perceptive permettrait de dégager
une tendance résultat du cadre d’investigation empirique utilisé.

Le cadre scientifique explicatif semble fortement corrélé a I’apparition des conjectures.

Phase 7 : phase d’analyse expérimentale et synthése expérimentale (Expérience 11)

Expérience 11
Niveau de géométrie G2 informatique
Appréhensions figurales Séquentielle,  perceptive,
opératoire et discursive
Cadres d’investigations Scientifique explicatif 4D

Cette phase peut se résumer en deux sous-phases :

1/ Une expérience qui consiste a modéliser I’implication « si nos courbes sont des paraboles
(donc des coniques) alors toute conique de Cabri passant par cing points d’une de nos courbes
se superpose a cette courbe ».

2/ Une expérience qui consiste & modéliser I’implication « si une conique passant par cing
points de notre lieu se superpose au lieu alors le lieu est une conique et méme une parabole si
Cabri reconnait bien cette conique comme une parabole ».

On reconnait bien un raisonnement par analyse synthese expérimental dans G2 informatique :
nous utilisons bien une technologie du déductif fortement ancrée sur les possibilités
mathématiques et technologiques du logiciel.
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On reconnait encore I’enchainement idéal des appréhensions figurales d’un chercheur
« expérimenté » avec le canevas ordonné des appréhensions 1, séquentielle, 2, perceptive, 3,
opératoire et 4, discursive. Le cadre d’investigation s’ancre de plus en plus dans un cadre
scientifique explicatif dans la mesure ou on cherche a valider des conjectures fortement
plausibles.

Phase 8 : phase d’analyse théorique et synthése théorique (Expérience 12)

Expérience 12
Niveau de géométrie G1/G2 informatiques
Appréhensions figurales Séquentielle, perceptive et
discursive
Cadres d’investigations Scientifique

Il est difficile de prétendre que cette expérience se situe au niveau G1 informatique quand
on réalise le travail mathématique fait par le logiciel pour reconnaitre une parabole et surtout
donner des équations qui permettent d’en déduire les propriétés conjecturées de parité et de
valeur absolue dans le domaine fonctionnel ; c’est pourquoi nous prétendons qu’il y a du G2
informatique méme si ce n’est pas le cas exclusivement.

Dans cette expérience le montage est inchangé par rapport au précédent donc on ne
retrouve pas I’appréhension seéquentielle caractéristique d’une initiative d’une nouvelle
construction en vue d’une exploration spécifique. L’appréhension perceptive permet de
prendre connaissance des équations affichées et I’appréhension discursive permet de déduire
des formes d’équations obtenues les propriétés géométriques conjecturées (c’est-a-dire que le
lieu est formé de la réunion de deux morceaux de paraboles représentatives de deux fonctions
du second degré paires et opposées).

L’investigation est typiquement scientifique dans la mesure ou le modele est reconnu a partir
d’équations aux formes caractéristiques.

Le raisonnement sous-tendu par cette expérience est le suivant :

« Si nos deux paraboles sont bien du type conjecturé a I’expérience précédente alors leurs
équations vont avoir des formes spécifiques » et « Si les équations ont ces formes spécifiques
dans tous les cas alors les paraboles sont réellement du type conjecturé ».

Phase 9 : phase d’accélération de la recherche (Expérience 13)

Expérience 13
Niveau de géométrie G1 informatique
Appréhensions figurales Séquentielle et perceptive
Cadres d’investigations Scientifique empirique 4C
(relation)

Le tracé d’une droite horizontale et la détermination de son intersection avec le lieu nous
placent bien au niveau G1, évidemment informatique. Ce pourrait étre un G2 si I’expérience
était réellement faite et si les coordonnées affichées permettaient de faire une conjecture que
la méme expérience en papier crayon ne pourrait permettre d’obtenir.

L’appréhension séquentielle est le résultat d’une initiative de construction et
I’appréhension perceptive, virtuelle ici, permettrait de prendre connaissance de donnees
« calculées » par le logiciel.
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Si cette expeérience avait éte réalisée, I’intention aurait été d’induire des donnée obtenues
un lien de corrélation entre les variables et les nombres affichés : nous sommes donc bien
dans un cadre d’investigation scientifique 4C de relation.

Nouvelle sortie du contexte Cabri pour I’exécution d’une démonstration formelle quasi-
empirigue dans un contexte papier-crayon.

Phase 10 : phase d’analyse théorique et synthese théorique (Expérience 14)

Expérience 14
Niveau de géométrie G2 informatique
Appréhensions figurales Séquentielle,  opératoire,
perceptive et discursive
Cadres d’investigations Scientifique explicatif 4D

Nous sonnes enfin dans une phase d’analyse théorique est de synthese théorique car les
hypothéses utilisés sont du domaine de G2 (aussi bien au niveau géométrique que numérique),
les inférences au niveau du logico-déductif. Le qualificatif d’informatique est justifié par
exemple par la possibilités d’augmentation de la précision qui ne perturbe pas I’affichage lui-
méme résultat d’un comportement G2 du logiciel dans ses calculs.

On retrouve encore le canevas idéal d’une exploration bien menée avec enchainement
ordonné des appréhensions 1, séquentielle, 2, opératoire, 3, perceptive et 4 discursive.

Le cadre scientifique explicatif est celui de cette expérience qui consiste a tester un modéle
avec des donnees qui sont tirées de la figure réalisée.

Le raisonnement sous-tendu par cette expérience se résume a :

« Si le cercle de centre ® et de rayon R+/2 est solution de notre probléme alors tout point de
ce cercle générera un rapport d’aire égale a 1 » et a I’implication cachée.
« Si un point génére un rapport d’aire égale a 1 alors ce point est sur ce cercle ou en @ ».
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BILAN

1. DECOMPOSITION FORMELLE DE LA DEMARCHE DE DECOUVERTE
EXPERIMENTALEMENT MEDIEE PAR CABRI

1.1. Les phases postulées d’une démarche de découverte expérimentalement médiée par
Cabri

Rappelons dans un premier temps la décomposition postulée a priori grace a I’analyse de la
résolution de la boite noire « Fausse affinité » pour, dans un second temps analyser a
posteriori les validations ou invalidations que nous permettent nos expérimentations.

Phases pré-conjecture :

Accélération
dela
recherche

Recherche
erratique

Recherche

Rupture 1 N
ordonnée

Rupture 2 Rupture 3

Conjecture

Phases post-conjecture :

An. théorique
et synthése
quasi théorique

Analyse exp
et
synthése exp

L) Analyse

critique

Rupture 4 Rupture 5

Conjecture

1.2. Phases pré-conjecture

Le premier tableau ci-dessous indique pour chacune de nos expérimentations si celles-ci ont
validé ou non I’apparition des trois phases pré conjecture que nous avions postulées et qui
étaient respectivement les phases de recherche erratique, de recherche ordonnée et
d’accélération de la recherche

Recherche | Recherche | Accélération
erratigue | ordonnée | recherche
Validation
1
Gpe 1 Gpel Gpe 1
2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2
Capponi Capponi Capponi
Validation
3
Carral Carral Carral

L apparition de ces trois phases est donc validée avec une forte plausibilité aussi bien dans
les conditions d’expérimentation de Charriere avec un public expert (expériences de
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validation 1) ou un public lycéen (expériences de validation 2) que dans des conditions de
recherche idéales par un vrai chercheur (expériences de validation 3 avec Bernard Capponi ou
Michel Carral).

Les deux premiéres expériences de validation permettent en plus de préciser qu’un temps
de 45 minutes suffit a faire deégager ces trois phases toujours dans les conditions
d’expérimentation de Charriére lorsqu’il s’agit de tenter de solutionner une boite noire du
type « transformation cachée ».

Notons que si le groupe 1, concerné par I’expérience de validation 2, n’a pas atteint la
phase d’accélération de la recherche, cela est di a un manque de temps lui-méme
conséquence d’une stratégie du moins maladroite sinon trop influencée, parasitée par les
connaissances récentes dégageées en classe.

1.3. Phases post-conjecture

Le second tableau ci dessous indique pour chacune de nos expérimentations si celles-ci ont
validé ou non I’apparition des trois phases post-conjecture que nous avions postulées et qui
étaient respectivement les phases d’analyse-synthese expérimentale, d’analyse-synthese
théorique et d’analyse critique

An-Synth | An-Synth Analyse
exp théorique critique
Validation |Non validée |Non validée | Non validée
1
Gpe 1 Gpe 1 Gpe 1
Validation | Nonvalidée | Non validée | Non validee
2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe2
Non validée | Non validée | Non validée
Capponi Capponi Capponi
Validation validée validée validée
3 Carral Carral Carral
validée validée validée

L’ apparition de ces trois phases est donc invalidée dans les conditions d’expérimentation
de Charriere avec un public expert (expériences de validation 1) ou un public lycéen
(expériences de validation 2). Cette invalidation semble d’abord liée au manque de temps
(notons que le temps a déja été insuffisant pour la validation de I’apparition de la phase
d’accélération de la recherche dans le groupe 1 de lycéens). Il n’est néanmoins pas sdr qu’un
temps plus long accordé a la recherche aurait généré ces phases post-conjecture. Ces phases
sont les constituants de la preuve expérimentale dont le besoin n’aurait pas été nécessairement
ressenti par le public expert pour des raisons de contrat (le contrat était de trouver la
transformation cachée : il n’était pas précisé qu’il fallait la « prouver » ou la « démontrer »).
On peut faire des remarques du méme type pour le public lycéen qui n’est pas, en plus,
habitué a développer une démarche de démonstration dans un environnement informatique.
Par contre cette apparition est trés largement validée aussi bien quand un probléme de boite
noire est traité par un expert que quand un probléme plus difficile est cherché par un
chercheur professionnel. La phase d’analyse critique qui est une phase importante de la
démarche expérimentale en sciences expérimentales fait largement partie de I’activité de
recherche du chercheur qui travaille avec Cabri ou non.
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2. LES PROBLEMES CRUCIAUX DE NOTRE RECHERCHE
Dans notre problématique nous nous demandions si les problémes de boite noire version
« transformation cachée » pouvaient étre des problémes cruciaux de notre recherche, c’est-a-
dire des problemes dont la démarche de résolution pouvaient :
étre propices a I’émergence d’une pratique de la démarche expérimentale (critere 1) ;
permettre une formalisation de la démarche de découverte expérimentale (critere 2) ;
nous aider a mettre en évidence les différentes phase de cette démarche (critere 3).

Le critere 1 est largement validé par toutes les expérimentations faites : que ce soit un
public expert, un public de lycéens ou un public de chercheurs, les analyses des différentes
recherches menées ont montré un enchainement d’expérimentations que nous avons fini par
caractériser a posteriori par une forme quaternaire montage-protocole-exploration-
interprétation améliorant ainsi la forme binaire postulée a priori exploration-interprétation.

Le critére 2 est aussi largement validé : les expérimentations sur un public expert ou un
public lycéen dans les conditions de Charriére en temps limité ont permis une formalisation
de la démarche de découverte expérimentale pré-conjecture validant le modele postulé. Les
expérimentations sur un public de chercheurs ont permis une formalisation plus compléte de
la démarche de découverte expérimentale incluant la démarche pré-conjecture et la démarche
post-conjecture

Le critere 3 est donc validé dans les mémes conditions que le critere 2 : néanmoins on
note que les phases du modéle postulé ne se reproduisent pas nécessairement a I’identique ;
des retours en arriere ou des sauts sont possibles a I’intérieur de la phase pré-conjecture
comme dans la phase post-conjecture

3. NIVEAUX DE GEOMETRIE

3.1. Bilan synthétique

Le premier tableau synthétique ci-dessous récapitule les niveaux de géométrie mis en
évidence au cours de nos trois expérimentations. Nous avons choisi d’y indiquer les niveaux
qui apparaissaient majoritairement dans chacune des phases de notre modele :

Recherche | Recherche |Accélération| An-Synth | An-Synth | Analyse
erratiqgue | ordonnée | recherche exp théorique critique
Validation |Invest: G1 |G1, Gl info, |Conj: G1
1 info G2 Val: G2
Interp : G2
Gpel Gpe 1 Gpe 1 Gpe 1 Gpe 1 Gpe 1
Validation GletG2 G1 vers G1/G2
2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2
Gl Gl Gl
Capponi Capponi Capponi Capponi Capponi Capponi
Validation Gl info Gl/G2 Gl/G2 G1/Glinfo |G2/G2 info Gl
3 Carral Carral Carral Carral Carral Carral
Gl info Gl info Gl info G2info |G1/G2 info Gl

3.2. Analyse a posteriori

Le premier tableau annexe qui suit rappelle les niveaux de géométrie que nous avons postulés
dans chaque phase de notre modele :
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Recherche | Recherche |Accélération| An-Synth | An-Synth Analyse

erratique ordonnée | recherche exp théorique critique
Modeéle Gl Glinfo |ConjdansG2| Gl info G2 info G2 info
postulé Gl info Val dans G1 G1

Dans la recherche erratique, les niveaux G1 et G1 info sont largement validés dans les
démarches des chercheurs professionnels qui ne s’embarrassent pas dans cette phase de prise
en main du probléme d’une approche déductive. Le niveau G1 info est largement utilisé
montrant leur aptitude a utiliser I’instrument Cabri. Cette validation doit étre modulée pour les
publics expert et lycéen qui n’hésitent pas a se positionner dans G2, montrant ainsi qu’ils
pensent approcher la solution rapidement et veulent la valider rigoureusement.

Dans la recherche ordonnée, le niveau G1 info n’est pas spécialement validé ; une grande
disparité d’approche caractérise cette phase. L unité thématique de la recherche n’induit pas la
mise systématique a un niveau spécifique.

Dans la phase d’accélération de la recherche, le modele « conjectures dans G2 avec
validation dans G1 » n’est pas validé. A part Michel Carral qui reste au niveau G1 info
pendant toutes les phases pré-conjecture, dans toutes les autres expérimentations, un va-et-
vient entre G1 et G2 semble caractériser cette phase.

Dans la phase d’analyse-synthése expérimentale, le niveau G1/G1 info est validé par
Bernard Capponi et invalidé par Michel Carral qui passe dans G2 info.

Dans la phase d’analyse-synthése théorique, le niveau G2 info est validé.

Dans la phase d’analyse critique, le niveau G2 info que nous avions postulé est invalide
au profit de G1. Cette phase semble donc étre une phase ou le chercheur ne cherche pas a
faire un effort déductif qui le placerait dans G2.

3.3. Modéle a posteriori pour les niveaux de geométrie

Nous pouvons donc maintenant proposer le modele qui suit pour les niveaux de geométrie
associés aux six différentes phases de notre modele de démarche de découverte
expérimentalement médiée par Cabri :

Recherche | Recherche | Accélération| An-Synth | An-Synth Analyse
erratique | ordonnée | recherche exp théorique critique
Modéle G1 Niveau Niveau G1info G2 info G1
a posteriori Gl info variable variable G1
Modele Validé Non validé | Non validé Validé Validé Non validé
A priori

4. APPREHENSIONS FIGURALES

4.1. Bilan synthétique

Le second tableau synthétique ci-dessous récapitule les appréhensions figurales mises en
évidence au cours de nos trois expérimentations. Nous avons choisi d’y indiquer les
appréhensions qui apparaissaient majoritairement dans chacune des phases de notre modele :
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Recherche | Recherche |Accelération| An-Synth | An-Synth Analyse
erratiqgue | ordonnée | recherche exp théorique critique
Validation Op pos Op pos Op pos
1
Gpel Gpel Gpe 1 Gpe 1 Gpe 1 Gpe 1
Validation Op pos Op pos
2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2
Op pos Op pos Op pos
Capponi Capponi Capponi Capponi Capponi Capponi
Validation Op pos Op pos Autres Op pos Toutes | Op pos opt
3 Carral Carral Carral Carral Carral
Op pos Toutes Autres Autres Toutes -

4.2. Analyse a posteriori
Le second tableau annexe qui suit rappelle les appréhensions figurales que nous avons
postulées dans chaque phase de notre modele :

Recherche | Recherche | Accélération| An-Synth | An-Synth Analyse

erratique | ordonnee | recherche exp théorique critique
Modéle Op pos Op pos Op pos Seq +discurs | Discursive |Perceptive
postulé discursive perceptive discursive | Op pos+disc et discursive

Dans les phases pré-conjecture de la démarche, une appréhension opératoire est largement
validée dans tous les types d’expérimentations (1, 2 et 3). Il semblerait donc que cette
appréhension (non usuelle dans les attaques de problémes dans les situations de classe
classiques) soit fortement corrélée a I’utilisation du logiciel Cabri et en particulier & cause de
ses potentialités dynamiques.

Dans les phases post conjecture, les appréhensions postulées sont largement invalidées ;
mais cette invalidation ne se fait pas au profit d’une appréhension spécifique. Seuls les
chercheurs professionnels sont concernés et il est normal de constater qu’ils mobilisent a ce
stade qui est le stade bien classique de la démonstration toutes les appréhensions possibles. Il
resterait a vérifier si dans les conditions de Charriére avec un public expert ou un public de
lycéen qui accéderaient a ce stade post-conjecture, cette invalidation perdurerait ou si les
appréhensions que nous avions postulées seraient validées complétement ou partiellement.

4.3. Modele a posteriori pour les appréhensions figurales

Nous pouvons donc maintenant proposer le modéle qui suit pour les appréhensions figurales
associées aux six différentes phases de notre modele de démarche de découverte
expérimentalement médiée par Cabri :

Recherche | Recherche | Accélération| An-Synth | An-Synth Analyse
erratique ordonnée | recherche exp théorique critique
Modeéle Op pos Op pos Op pos Toutes Toutes Opératoire
a posteriori
Modele Validé Validé Validé Non validé | Nonvalidé | Non validé
A priori
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5. CADRES D’INVESTIGATION

5.1. Bilan synthétique

Le troisieme tableau synthétique ci-dessous recapitule les cadres d’investigation mis en
évidence au cours de nos trois expérimentations. Nous avons choisi d’y indiquer les cadres
d’investigation qui apparaissaient majoritairement dans chacune des phases de notre modele :

Recherche | Recherche |Accélération| An-Synth | An-Synth | Analyse
erratique ordonnée | recherche exp théorique critique
Validation | Modélisation | Modélisation | Modélisation
1 Ingéniérie Ingéniérie et
scientifique
Gpel Gpel Gpe 1 Gpe 1 Gpe 1 Gpe 1
Validation | Engag, mod |Ing, mod
2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2 Gpe 2
Scient expl | Mod, sci expl | Scient expl
Capponi Capponi Capponi Capponi Capponi Capponi
Validation |Ing has Modélisation | Scient expl Mod, sci expl | Scient expl | Ing it, sc expl,
3 ing has
Carral Carral Carral Carral Carral
Ing has Scientifique |Ing has, sci | Scient expl | Scientifique -
emp, sci expl

5.2. Analyse a posteriori
Le troisieme tableau annexe qui suit rappelle les appréhensions figurales que nous avons
postulées dans chaque phase de notre modele :

Recherche | Recherche | Accélération| An-Synth | An-Synth Analyse
erratique ordonnée | recherche exp théorique critique
Modeéle |Scient empir | Modélisation | Ingéniérie | Modélisation | Scient expl | Scient expl
postulé - par
itération

Dans la recherche erratique, le cadre scientifique empirique est invalidé. Les
expérimentations 1 et 2 font apparaitre autour d’un cadre de modélisation prégnant d’autres
cadres ; cette dispersion est probablement due a I’incertitude d’un début de recherche, donc
caractéristique de cette phase. L’expérimentation 3 montre que les chercheurs se placent dans
un cadre d’ingéniérie au hasard: ils savent ce qu’ils veulent obtenir et savent quels
parameétres modifier pour approcher le résultat escompté a tatons.

Dans la recherche ordonnée, le cadre de modélisation est largement validé méme si on
observe un cadre scientifique explicatif en particulier chez Michel Carral ; chez ce dernier,
c’est le besoin d’établir le plus rapidement possible une relation fonctionnelle entre les
données produites par ses expérimentations qui le pousse dans un tel cadre.

Dans la phase d’accélération de la recherche, le cadre d’ingéniérie par itération est
invalidé au profit d’un cadre essentiellement scientifique.
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Dans la phase d’analyse-synthese expérimentale, le cadre de modélisation est
partiellement invalidé au profit d’un cadre scientifique explicatif.

Dans la phase d’analyse-synthese théorique, le cadre scientifique est valide.

Dans la phase d’analyse critique, le scientifique semble aussi étre validé (cette nuance est
présente en raison du manque expérience de validation disponible : seule I’observation de la
recherche de Capponi est disponible).

5.3. Modeéle a posteriori pour les cadres d’investigation

Nous pouvons donc maintenant proposer le modéle qui suit pour les cadres d’investigation
associés aux six différentes phases de notre modele de démarche de découverte
expérimentalement médiée par Cabri :

Recherche | Recherche |Accélération| An-Synth | An-Synth | Analyse
erratique ordonnée | recherche exp théorique critique
Modele | Scient empir | Modélisation | Ingéniérie | Modélisation | Scient expl |Scient expl
a posteriori par
Itération
Modéle Non validé Validé Non validé |Non validé ? Validé Validé ?
A priori

6. LES MICRO ETAPES DE LA DEMARCHE DE DECOUVERTE
EXPERIMENTALEMENT MEDIEE PAR CABRI RENDANT L’ACTIVITE
MATHEMATIQUE EXPERIMENTALE
Les analyses des trois expériences de validations nous ont permis de décomposer les
démarches suivies en un enchainement de maillons quaternaires
Montage-protocole-exploration interprétation
dont les regroupements ont fait apparaitre les macro-étapes que nous avions postulées pour la
démarche de découverte expérimentalement médiée par Cabri.
Chacun de ces maillons est le résultat d’une initiative impulsée par le couple Boite noire-
Cabri et par I’interprétation du maillon précédent.
Notre travail a montré comment un probléme de boite noire recherché dans les conditions de
Charriére générait quasi systématiquement une activité expérimentale dans le sens ou chaque
initiative a pour résultat une mini-expérience avec toutes les caractéristiques qui lui sont
attachées en sciences expérimentales. Parmi ces caractéristiques, I’utilisation d’un
environnement expérimental qui est ici le modele de la géométrie proposé par Cabri, permet
de rendre I’activité de recherche mathématique expérimentale dans le sens ou cette utilisation
fait de cette activité usuellement purement discursive, un enchainement de mini expériences
codifiées comme en sciences physiques :
Le montage est ici la construction d’une Cabri-figure qui est associée a ses specifications,
c’est-a-dire en particulier & des manipulations ultérieures qui dépendent de ces spécifications.
Le protocole est fortement lié au montage : c’est la maniére dont la figure va étre traité par
le logiciel a travers les manipulations de I’expérimentateur. Si le protocole doit &tre changé, il
y a de fortes chances que le montage, c’est-a-dire la figure, nécessite de I’étre. 1l s’agit du
réglage des parametres qui va permettre a I’expérience de produire les données qui pourront
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étre traitées. Nous avons noté que, souvent, une modification du montage sous Cabri pouvait
étre intelligemment obtenue grace a I’outil « Redéfinition ».

L’exploration, c’est I’exécution du protocole comme en sciences expérimentales ; elle peut
mener a des sous-expériences quand I’expérimentateur veut Iégerement modifier le montage
en cours de route. Des données sont produites qui vont étre traitées dans la derniere étape du
maillon quaternaire.

L’interprétation permet en utilisant intuition ou insight de traiter ces donneées, soit pour
générer une hypothese (expérimentation générative), soit pour valider une hypothése faite au
cours d’un maillon précédent (expérimentation validative). On retrouve les possibilités de
génération d’une loi ou de validation d’une loi postulée en sciences expérimentales.

Nous avons validé I’hypothese selon laquelle la recherche de boites noires suivant les
conditions de Charriere rendait I’activité de recherche mathématiques expérimentale ; cette
activité du moins pendant la partie pré-conjecture étant semblable a celle de chercheurs
professionnels dans la mesure ou elle peut étre décomposable dans les deux cas en un
enchainement de maillons quaternaires (qu’on pourrait qualifier de maillons expérimentaux)
qu’on peut regrouper dans des parties qui constituent les phases postulées pour ce type de
démarche, c’est-a-dire la phase de recherche erratique, la phase de recherche ordonnée et
enfin la phase d’accélération de la recherche.
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CONCLUSION

Nous savions déja que Iutilisation de Cabri Géometre genérait déja des démarches
d’expérimentation dans ses utilisations en monstration ou en aide a la découverte de
conjectures dans des problemes simples et basiques.

1. Nos travaux ont montré que :

1.a. Les problémes de boites noires (dans leur version transformation cachée) généraient dans
leur recherche une démarche d’expérimentation pour conduire a la découverte, découverte de
niveau 1 (la conjecture) et decouverte de niveau 2 (conjecture et preuve expérimentale).

1.b. Une recherche publique menée dans les conditions de Charriere de ce type de probleme
fait apparaitre les trois grandes étapes conduisant & la conjecture, que les chercheurs soient
des lycéens ou des professeurs experts en géométrie, et quand la recherche se limite a environ
45 minutes. Une telle recherche conduit en général a une découverte de niveau 1.

1.c. Une recherche idéale modélisée par celle menée par un chercheur a la fois expert en
géométrie et dans I’utilisation du logiciel Cabri fait apparaitre toutes les phases du modéle que
nous avons postulées : les phases pré et post-conjecture jusqu’a la phase d’analyse critique.

1.d. La démarche de preuve expérimentale qui englobe plus particuliérement la phase post-
conjecture de la recherche expérimentalement médiée, nécessite du temps. Si un temps de 45
minutes semble suffisant pour faire émerger une conjecture dans les conditions proposées par
Charriere, il semble indispensable de laisser beaucoup plus de temps pour permettre la
génération des phases post-conjecture.

2. Nous avons aussi montré que les problémes de boites noires version « transformations
cachées » :

2.a. sont des problemes adaptés pour générer chez tout public une démarche expérimentale
fortement heuristique, qui met en évidence de maniere quasi-automatique les trois phases
d’expérimentation pré-conjecture qui sont les phases que nous avons qualifiées

- d’erratiques,

- d’ordonnées,

- d’accelération.

2.b. ont validé chez des publics de chercheurs I’apparition des phases post-conjecture que
nous avons qualifiées

- d’analyse-synthése expérimentale,

- d’analyse-synthése théorique (ou quasi théorique),

- d’analyse critique.

2.c. permettent aussi de mettre en évidence aussi bien les niveaux de géométrie
spécifiguement associés a ces phases que les appréhensions figurales et les cadres
d’investigation mobilisés qui sont :
- plutét les niveaux G1/G1 info dans la partie pré-conjecture, plutdt G2/G2 info
dans la partie post-conjecture et G1 plus spécifiquement dans la derniére phase
d’analyse critique.
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- une appréhension opératoire fortement heuristique qui semble étre le grand
invariant d’une telle démarche.

- des cadres de modélisation et des cadres scientifiques, ces derniers apparaissant
plus particulierement dans la partie post conjecture.

2.d. permettent encore de décomposer chaque phase en un enchainement d’expérimentations
qualifiees de maillons quaternaires « montage-protocole-exploration-interprétation » qui sont
soit validatives, soit génératives suivant les phases.

3. Concernant les démarches comparées de chercheur non professionnel et celles de
chercheur professionnel, nous avons constaté :

3.a. que le parameétre temps a été important dans la mesure ou il n’a pas permis aux
chercheurs non professionnels d’aborder la partie post-conjecture de la démarche, c’est-a-dire
la partie de preuve expérimentale confirmant d’une certaine maniére I’hypothese de la rupture
démonstrative faite par Johsua.

3.b. que la maniére dont cette preuve expérimentale était gérée dans I’exemple que nous
avons donné en sciences cliniques pouvait suggérer une modification structurelle de nos
problémes de boites noires rendant ces derniers producteurs de plus de doutes donc
probablement meilleurs générateurs des phases post-conjecture de la démarche de découverte
expérimentale. Cette modification consisterait & rendre la transformation cacheée dépendante
du temps : ceci est une piste de prolongement de notre travail qui pourrait permettre de faire
apparaitre toutes les phases pré- et post-conjecture dans un temps raisonnable.
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PERSPECTIVES

1. PROLONGEMENTS POSSIBLES DE NOTRE TRAVAIL

1.1. Créer des probléemes ayant les caractéristiques des boites noires version
transformation cachée pour voir si leur recherche génére aussi les phases pré-conjectures que
nous avons mises en €¢vidence (voir en annexe 1 I’exemple du Sudoku).

1.2. Proposer des problémes de boites noires version transformation cachée amputés de
la partie pré-conjecture, c’est-a-dire consistant en la preuve que la transformation cachée est
ou n’est pas une transformation qu’on donnera afin d’observer le développement de la phase
post-conjecture (voir en annexe 2 trois exemples pouvant illustrer cette piste).

2. UTILISATIONS POSSIBLES DE NOTRE TRAVAIL

2.1. Analyser des recherches de problemes ouverts ou a prises d’initiatives tirés de la
littérature pour voir dans quelle mesure ils permettent le développement d’une démarche
expérimentale de découverte dans le sens ou nous I’avons définie.

2.2. En particulier, analyser des narrations de recherche aux différents niveaux qui sont
disponibles pour voir si les problémes proposés ont généré ou non une démarche
expérimentale de découverte. On pourrait essayer de voir quelles phases apparaissent plus
spécifiquement pour utiliser ces problémes de maniere plus systématique dans 1’apprentissage
en en connaissant leurs potentialités (Annexe 3).

2.3. Concernant les recherches de problémes longs (Annexe 4), nous pouvons essayer de
voir quelles phases de la démarche elles favorisent ou sur quelles phases de cette recherche les
enseignants focalisent leurs observations ou quelles techniques usent les enseignants pour
amener les éléves a parcourir des phases absentes ou mal parcourues.

2.4. La méthode expérimentale pour les concours d’entrée dans les grandes écoles : il
serait intéressant de passer au crible de notre modele la méthode expérimentale proposée par
Francois Guénard et Henri Lemberg dans leur ouvrage « La méthode expérimentale en
mathématiques Expérimentations a 1’aide de Mathematica, Maple et de la TI92-89. Exercices
corrigés posés a 1’oral des concours d’entrée aux grandes écoles d’ingénieurs » (éditions
Springer 2001) ou ils proposent une manicre de résoudre des exercices tels que ceux cités
dans le titre de leur ouvrage. La démarche proposée commence toujours par une
expérimentation médiée par un logiciel de calcul formel pour «trouver » le résultat; ils
nomment cette phase « recherche-expérimentation » qui se conclut par une conjecture
énoncée clairement. Chaque exercice se conclut par la démonstration formelle classique qui a
¢té amenée par I’expérimentation initiale. Un travail pour le futur pourrait étre une analyse
fine des démarches proposées pour voir si la similitude entre notre modele et le mod¢le utilisé
par ces Professeurs de classes préparatoires va au dela des mots et des expressions utilisées

3. INTERET DE NOTRE TRAVAIL POUR LES ENSEIGNANTS

3.1. La connaissance de ces phases pré- et post-conjecture d’une démarche de recherche
expérimentale peut permettre aussi bien de favoriser I’apparition de ces phases par un choix
de consignes appropriées que de savoir repérer a quel stade de la recherche se trouve 1’¢leve
qui cherche.

3.2. Faire une classification des problémes suivant les étapes qu’ils générent plus
spécifiquement. Ce travail est un objectif de futures recherches ; celles-ci pourront s’appuyer
sur des problemes proposés par des enseignants connaissant la démarche que nous postulons
dans le cadre de la recherche d’un probléme largement ouvert.

Chapitre 20 : Perspectives 293



3.3. Analyser des sujets d’exercices ou d’activités proposees dans les manuels en relation
avec le modele que nous avons mis en évidence (voir annexe 5 basée sur des sujets d’ateliers
TICE proposés dans le manuel de Premiére S des éditions Belin 2001)

3.4. Une piste d’activité purement informatique (voir annexe 6 montrant un des fichiers
proposés dans TSM Resources 2004 Technology for Secondary/College Mathematics)

4. INTERET DE NOTRE TRAVAIL POUR LES ENSEIGNES

4.1. Savoir qu’une conjecture est atteinte naturellement apres les trois étapes pré-
conjectures que nous avons mises en évidence peut permettre a ’apprenti chercheur de
mieux formaliser son travail, de lui donner un cadre clair dans lequel il évolue.

4.2. Concernant les trois étapes pré-conjecture :

¢ Savoir que la recherche erratique est le fruit de prises d’initiatives (une initiation a cette
recherche peut justement étre réalisée avec des recherches de boites noires) : le résultat de ces
initiatives doit &tre un déclic, sinon cette phase perdure.

¢ Savoir que la recherche ordonnée se concentre sur un théme particulier, une idée particuli¢re
toujours avec des prises d’initiatives pour générer de I’information a traiter.

¢ Savoir que I’accélération de la recherche est la suite des initiatives prises pour collecter des
informations relatives a une idée trés précise que I’on commence a avoir et chercher a valider
cette idée.

4.3. Concernant les trois étapes post-conjecture :

¢ Une conjecture doit étre renforcée par une vérification expérimentale de ses conséquences
qui se fait au niveau perceptif, puis prouvée par une vérification expérimentale qui se fait avec
des techniques déductives (cette démarche déductive peut étre le fruit de 1’outil informatique)
¢Un doute doit néanmoins toujours subsister dans une preuve en environnement
informatique.

4.4. Concernant la preuve dans I’environnement Cabri :

Savoir que I’environnement Cabri offre des conditions de preuves trés souvent fiables au
contraire de I’environnement papier-crayon. Par exemple un lieu qui est conjecturé étre une
parabole en environnement papier-crayon 1’est de manicre perceptive et donc n’est pas prouvé
comme tel ; au contraire, si les spécifications de ce lieu en font une parabole, il y a de tres
forte chances que Cabri le reconnaisse comme tel (c’est la caractérisation du niveau G2
informatique ou se situe la réponse donnée par Cabri).

5. INTERET DE LA RECHERCHE DE TRANSFORMATIONS CACHEES DANS
DES BOITES NOIRES

Se servir de ’analyse de telles recherches pour mettre en évidence avec les éleves les étapes
d’une démarche de découverte expérimentale, puis se servir du modele dégagé pour les
recherches d’autres problémes en environnement informatique ou pas.

6. EPILOGUE

Pour résumer en quelques mots I'intérét de notre travail, notre objectif en méme temps que
nos espoirs, dans une optique didactique et pédagogique, nous avons choisi d’utiliser les mots
de Pierre (¢leve de Quatriéme) qui dit a son avis quel est I’intérét de la pratique de la narration
de recherche :

« C’est bien car ¢a permet de voir comment on cherche et de pouvoir

modifier cette fagon et que notre recherche soit plus efficace »
Les narrations de recherche de 1’école primaire au lycée
Bonafé F., Chevalier A., Combes M-C, Deville A.,Dray L. Robert J-P, Sauter M.
Co-édition 2002 I.R.E.M. de Montpellier, A.P.M.E.P.
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ANNEXE 1

Grille de SUDOKU
Popularisé¢ par le Times en Angleterre, ce

jeu consiste a remplir une grille de 9x9 A 21817
comme la grille de la figure de droite en
sorte que chaque ligne, chaque colonne et 3
chaque carré gras contienne une et une 9 6|3 1
seule fois chacun des neufs nombres 1, 2, " 6
3,4,5,6,7,8¢etO. 2 ols 612

8|3 5

3

7 9 =
2 1|7 6 4

Comme pour les boites noires, des initiatives sont obligatoires pour avancer vers la solution ;
des essais au hasard devraient cesser rapidement en raison de réfutations inévitables générées
par des doublons sur des lignes, des colonnes ou des carrés gras 3x3. La phase erratique pure
semble devoir €tre limitée dans le temps pour faire place a la phase ordonnée ou le joueur va
se concentrer sur une technique qu’il va chercher a appliquer pour remplir le plus de cases
possibles. On peut aussi s’attendre a le voir approcher la solution en proposant plusieurs
nombres pour une méme case en attendant d’éliminer certaines propositions ultérieurement.
On peut s’attendre a voir apparaitre des niveaux d’appréhension de la grille analogues aux
niveaux de géométrie G1 et G2 suivant que les nombres sont appréhendés de manicre
perceptive (pour valider ou invalider) ou discursive (pour générer des possibilités de nombres
dans des cases données). On retrouverait donc ainsi les ingrédients expérimentaux de la
démarche expérimentale, c’est-a-dire des expérimentations génératives et des
expérimentations validatives.

Descriptions de quelques techniques heuristiques de résolution

Pour mieux comprendre ces techniques, nous proposons les numérotations suivantes :
Pour les 81 cases : Case (Ligne i ; Colonne j) (i et j variant de 1 a 9)

Pour les 9 carrés gras : Carré Ck (K variant de 1 a 9)

Ces notations sont illustrées par les deux graphiques qui suivent.
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Colonnes

r 2 3 4 5 & 7 8 9

. . 2 3
3 g 6 |3 1
Wﬂ 1; Y y 4 7 Y
Lo 1Z11€ES 5 ” 9 5 6 1 2
[ 83 5
C7T1C8|C .
4} L. 3 7 9 5
9 2 1|7 6 4

L’une de ces techniques consiste a remarquer que d’une part, il y a un 9 dans les carrés C1 et
C4 et que I’on ne peut retrouver ce nombre dans ces carrés et que d’autre part, 9 est absent du
carré C7 et doit donc étre placé dans 1’une des cases vides de ce carré.

Une autre technique consiste tout en se concentrant sur les mémes trois carrés a noter qu’un
nombre 9 est dans la colonne 1, qu’un autre nombre 9 est dans la colonne 2 et que par
conséquent un autre nombre 9 peut étre placé dans la colonne 3.

L’accouplement de ces deux techniques conduit a rejeter toutes les positions de la troisiéme
colonne des carrés C1 et C4 pour choisir I’unique position possible du carré¢ C7 a la ligne 7 et
a la colonne 3

Ce probléme avec 1’exposé de ces quelques techniques rappelle le probleme des reines qui
avait été posé a K. F. Gauss et que celui-ci résolut aprés deux premicres réponses fausses
(énoncé du probléme : disposer le maximum de reines sur un échiquier en sorte que chacune
d’entre elles soit hors de portée de toute autre). Notons néanmoins que la solution du
probléme des reines suppose une recherche arborescente (avec impasses et retours arricre)
alors que pour notre probléme de Sudoku, pour I’exemple proposé ci-dessus ou tout autre
exemple du méme niveau, Roger Cuppens a mis en évidence une solution « linéaire ».
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ANNEXE 2

1. Exemple 1 ou la conjecture reste validée dans la phase post conjecture
1.1. Le fichier générant la macro « sym orth oui ou non.mac »
On commence par réaliser la construction

suivante pour pouvoir ensuite enregistrer dans la

macro « sym orth oui ou non.mac », la symétrie .
orthogonale par rapport a la droite d’équation y = ‘m
2X.

On se sert du systéme d’axes pour placer sur

I’axe des x un point quelconque Q dont on

demande les coordonnées (xq ; 0). La calculatrice 0
sert ensuite a calculer 2xqo qu’on reporte en Q’

sur I’axe des ordonnées. Le point I milieu de

[QQ’] est un point de la droite y = 2x. Ainsi, la

droite (OI) est cette droite. On crée ensuite un

point libre m dans le plan dont on construit le Q'
symétrique orthogonal M par rapport a cette
dernicre droite

Cette construction enregistrée sous forme de macro, avec comme objet initiaux, le systéme
d’axes, un point quelconque Q de I’axe des abscisses (Q différent de 1’origine) et un point
libre m et avec comme objet final le point M, permet de cacher la symétrie orthogonale par
rapport a la droite d’équation y = 2x.

1.2. Utilisation possible de la macro « sym orth oui ou non.mac »

1.2.1. Un probléme pour générer les phases post-conjecture

Un fichier Cabri contenant cette macro faisant apparaitre seulement un point libre m et son
image par la macro est fourni avec comme consigne de démontrer que la transformation
cachée est une symeétrie orthogonale par rapport a une droite a préciser.

1.2.2. Un analyse a priori de la démarche de recherche

On peut s’attendre a une appréhension opératoire et perceptive de la figure dans la mesure ou
I’expérimentateur va tirer sur m pour essayer de deviner la position d’une droite qui serait
I’axe de symétrie. Il va entrer dans la phase de recherche ordonnée dans la mesure ou il
concentrera son attention sur la recherche d’une droite particuliere.

L’accélération de la recherche devrait trés vite arriver, dans la mesure ou il va rapidement
conjecturer qu’une telle droite passe par 1’origine. Il devrait donc tracer une droite passant par
I’origine et valider expérimentalement la position en tirant encore sur m. Les
expérimentations sont au départ génératives pour mettre en évidence la droite recherchée et
ensuite validatives pour approcher ou découvrir la bonne position. Le travail imaginé serait un
travail dans G1 avec des vérifications visuelles. Le cadre d’investigation serait un cadre
d’ingéniérie au hasard.

On peut espérer l’arrivée de la bonne conjecture dans la phase précédente si
I’expérimentateur a I’idée d’essayer une droite passant par un point & coordonnées entiéres
proche des positions repérées perceptivement.

On constate déja que le probléme posé ne permet pas de faire 1’économie des phases pré-
conjectures mais on peut espérer que la relative fermeture de la question va permettre a la
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recherche de se développer comme nous I’avons imaginé ou du moins plus vite que dans un
probléme completement ouvert.

La phase d’analyse synthése expérimentale devrait arriver avec une vérification perceptive de
la propriété « M est le symétrique orthogonal de m par rapport a la droite tracée » dans G1
informatique pour de nombreuse positions de m.

La phase d’analyse syntheése théorique, dans G2 informatique, se déroulerait dans la
vérification des propriétés caractéristiques de la symétrie orthogonales, ici, test
d’orthogonalité et d’égalités de distances pour encore de nombreuses positions de m.

On ne peut espérer qu’une phase de doute génére la phase d’analyse critique qui conclut notre
modele de démarche expérimentale de découverte.

Remarque : si I’expérimentateur a 1’idée de tracer la médiatrice de [mM] et de demander son
équation. Son expérimentation serait du type génératif dans G2 informatique, incluse dans une
phase ordonnée de la recherche qui peut passer a la phase d’accélération si I’interprétation est
la bonne conjecture. Cette phase d’accélération de la recherche se déroule s’il tire sur le point
m pour constater que 1’équation de cette médiatrice reste affichée sous la forme y = 2x ; il
reste dans le niveau G2 informatique en pratiquant cette fois une expérimentation validative
de la conjecture émise. Cette derniére expérimentation peut étre aussi interprétée comme
appartenant a la phase d’analyse-synthése théorique, partie analyse seulement. La phase de
syntheése théorique est parcourue si I’expérimentateur trace la droite d’équation y = 2x, s’il
construit le symétrique orthogonal m’ de m par rapport a cette droite et s’il vérifie la
superposition de m’ et M par I’égalité permanente de leurs coordonnées avec un affichage
maximum des décimales.

2. Exemple 2 ou la conjecture reste validée localement dans la phase post-conjecture
2.1. Le fichier générant la macro « ftransform.mac»

RayonR= 8,00 cm R/3 =267 cm
Om= 10,01 cm R= 8,00cm
sign(R-Om) =-1,00 R/10 =080 cm
k=0Om-R = 2,01 ¢cm
S=(s-1)/(-2) = 1,00
kS :2,01 cm IM
m n

La construction réalisée dans le fichier précédent permet de transformer :

Tout point m du plan intérieur au cercle de centre O et de rayon OQ en son translaté par la
ur | uar
translation de vecteur Ot = EOQ
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Et tout pomt m exterleur au méme cercle en un point M tel que mM = mn+nM ou mn = Ot

et nM Ot' ou Ot‘ est un multlple de Ou (ce dernier vecteur ayant une norme ¢égale a
EOQ) ; en réalité Ot'= (Om —R) Ou .

Cette transformation est enregistrée sous forme d’une macro nommée « ftransform.macy,
avec, comme objets initiaux, le systéme d’axes, un point quelconque Q de 1’axe des abscisses
(Q différent de I’origine et assez loin de 1’origine) et un point libre m et avec comme objet
final le point M.

2.2. Utilisation possible de la macro « ftransform.mac »

2.2.1. Un probléme pour générer les phases post-conjecture

Un fichier Cabri contenant cette macro faisant apparaitre seulement un point libre m et son
image M par la macro est fourni. La consigne est donnée sous forme de question :

Cette transformation cachée est-elle une translation ? si oui, le prouver, sinon le prouver
aussi. On n’hésitera pas a valider de maniere dynamique toute preuve expérimentale.
2.2.2. Un analyse a priori de la démarche de recherche

On peut espérer d’une telle consigne qu’elle va permettre une validation dans G1 tres
rapidement ou méme G1 informatique et de passer rapidement a la phase d’analyse-synthese
expérimentale. On peut en effet imaginer que I’expérimentateur va appréhender la figure de
manicre opérationnelle dans un cadre d’investigation scientifique en tirant sur m et en
constatant de maniére perceptive une invariance dans les positions relatives de m et M.

On peut aussi espérer une utilisation de G2 informatique pour aborder 1’analyse-synthése
théorique. L’expérimentateur opérera a ce niveau, en mesurant la longueur du segment [mM],
en testant le parallélisme de ce segment a une droite horizontale et en tirant sur m pour
constater une invariance des propriétés constatées qui caractérisent la translation. Il
appréhende ainsi sa figure de manicre discursive et opérationnelle dans un cadre
d’investigation scientifique.

On peut espérer enfin que le tirage du point m assez loin de 1’origine conduira a la réfutation
attendue. La poursuite de I’exploration sur une plus grande partie de 1’écran devrait permettre
a expérimentateur qui continue a appréhender la figure de maniere opérationnelle, de se
placer dans un cadre d’investigation scientifique explicatif et 1’amener effectivement a se
placer dans la phase d’analyse critique.

3. Exemple 3 ou la conjecture est invalidée dans la phase post-conjecture
3.1. Le fichier générant la macro « angle droit.mac»

Résultat : 90,00

Q 5,45 em O

Calculatrice

ﬂl Annuler “[afa]*ﬂﬁ 995 _|
] i cos] an sue] < | i | oa] ] o | ] 1] o] | x| 0] <]
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Le fichier visualisé ci dessus permet de construire I’image du point libre m par la rotation de
centre O et d’angle 89,995° en sorte que cette transformation soit cachée dans une macro
intitulée « angle droit.macy». Ceci est rendu possible en se servant d’un angle en degré qui est

0Q

le résultat du calcul ®*89,995 ou Q est un point arbitraire de 1’axe des abscisses. On peut

constater sur la capture d’écran précédente que le résultat de ce calcul est affiché sous la
forme 90,00 en raison du réglage par défaut du nombres de décimales affichées. Ce réglage
didactique doit permettre une confusion initiale avec une rotation d’angle droit.

Cette transformation est enregistrée sous forme d’une macro nommée « angle droit.macy,
avec, comme objet initiaux, le systéme d’axes, un point quelconque Q de I’axe des abscisses
(Q différent de I’origine) et un point libre m et, comme objet final le point M. Elle cache la
rotation de centre O et d’angle 89,995°

3.2. Utilisation possible de la macro « angle droit.mac »

3.2.1. Un probléme pour générer les phases post-conjecture

Un fichier Cabri contenant cette macro faisant apparaitre seulement un point libre m et son
image M par la macro est fourni. La consigne est donnée sous forme de question :

a/ Prouver que cette transformation cachée est une rotation de centre O et d’angle a
préciser.

b/ Construire le milieu I de [mM], puis le cercle de centre | et de rayon Im. Essayer de
« prouver » avec Cabri que M appartient a ce cercle.

Essayer encore avec Cabri de « prouver » que O appartient a ce cercle. Quelle remarque
peut-on faire ?

¢/ Construire les segments [Om] et [OM], puis la marque de I’angle mOM . Quelle
remarque peut-on faire ? Quelle est I’angle de la rotation donnée ?

3.2.2. Un analyse a priori de la démarche de recherche
a/ On peut s’attendre a une entrée dans la phase d’analyse-synthése pratique avec des mesures

de Om, OM et de I’angle mOM , au constat de 1’égalité de Om et OM et au constat de

I’égalité affichée mOM = 90,00° sans mouvement; cela correspond au niveau Gl
informatique. On peut s’attendre a I’entrée dans cette phase aussi de maniére purement
perceptive, c’est-a-dire, 1’expérimentateur remarque visuellement les deux propriétés
précédentes qui perdurent quand on tire sur m ; nous sommes dans G1 informatique.

o La phase d’analyse-synthése théorique peut éEtre
Angle mOM = 90,00 atteinte par les affichages des mesures précédentes

alliés a leur invariance par animation du point m

dans tous les sens.

,13 em On aurait donc bien atteint la preuve expérimentale,

la Cabri-preuve qui I’est spécifiquement au niveau

1 . .
513 em G2 informatique.

Le but des questions suivantes est de forcer 1’arrivée de la phase d’analyse critique.
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b/ On peut s’attendre a une entrée dans la phase
d’analyse-synthése pratique par la constatation
visuelle de I’appartenance de M et O au cercle

construit. Cette phase visuelle se déroule M
enticrement dans G1 informatique quand on tire
sur m et que les appartenance perdurent 1
visuellement.
13 cm
m
1 5,13 cm
1
O

L’entrée dans la phase d’analyse-synthése théorique devrait par exemple se faire par
I’utilisation des outils de test de Cabri qui donnent une réponse affirmative pour M (ce qui
parait naturel vu la spécification du cercle construit) mais une réponse négative pour O.

Le déroulement de cette phase aurait lieu
pendant qu’on tire sur m pour voir perdurer
les mémes résultats de test. Cette phase se
déroule spécifiquement au niveau G2 M
informatique en raison de 1’appréhension
discursive faite par Cabri pour donner les ‘I
résultats de test. ,13 cm

Le point M est, le cercle

m

5,13cm
1

0]
Le point O n'est pas sur le cercle

Cette derniere Cabri-preuve contredit le fait que la transformation cachée soit une rotation de
centre O et d’angle 90°. On peut donc constater que 1’utilisation du niveau G2 informatique
alliée a la vérification de plus de conditions nécessaires déduites de la conjecture peut
conduire a la phase d’analyse critique.

¢/ L’affichage de la marque qui n’est pas celle

d’un angle droit doit venir confirmer que
g 9 Le point M est, le cercle

I’angle mOM n’est pas un angle droit.
L’analyse critique se voit ainsi justifiée dans
un tel exemple. L’affichage de plus de
décimales de la mesure de 1’angle faite par
Cabri doit permettre de découvrir le véritable 13 cm
invariant de la transformation cachée qui est 1
89,995°. :

o

Le point O n'est] pas sur le cercle

M

m

5,13 cm
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ANNEXE 3

EXEMPLE 1 AU NIVEAU COLLEGE

1. Le probleme

Narration de Magali (Narration de recherche : une nouvelle pratique pédagogique. Sauter M.
Reperes IREM N° 30 1998) pour le probléme donné sous la forme suivante :

Marjorie dispose de 28 pieces, les unes de 5F, les autres de 10F.

L’ensemble de ces 28 pieces représente une somme de 215F. Peux-tu trouver le nombre
de piéces de 5F, le nombre de piéeces de 10F que possede Marjorie ?

Raconte sur ta feuille de copie, avec le plus de précision possible, les différentes étapes de ta
recherche.

Quelles sont les idées, les remarques que tu as faites. Décris les observations qui t’ont fait
changer de méthode ou qui t’ont permis d’avancer.

2. Analyse de la narration de Magali avec notre grille

Magali commence sa narration par la description des deux initiatives qu’elle a prises ['une
apres ’autre (« Je vais essayer une multiplication... Alors je vais essayer une division »). Ces
initiatives échouent toutes les deux et Marjorie en fait la constatation avec une justification
pour la premiére initiative (« Non ce n’est pas ¢a car le nombre est trop grand ») du niveau de
I’analyse critique et sans justification pour la seconde (« Non, ce n’est pas encore ¢a »). Ces
deux initiatives expérimentales constituent la phase erratique de sa recherche ou elle
essaie de combiner les données avec des opérations connues. Son cadre d’investigation est
typiquement un cadre d’investigation caché derriére un cadre qui se voudrait un cadre de
modélisation.

Elle décrit dans un second temps sa nouvelle initiative, fruit de sa réflexion qu’on peut
qualifier de méthode d’analyse des cas ; elle se place ainsi dans un cadre d’investigation qui
est un cadre d’ingéniérie. Elle entre dans une phase de recherche ordonnée dans la mesure
ou elle se concentre sur une technique bien déterminée et dans la mesure ou elle écrit « je
pense qu’un tableau peut m’aider a trouver la solution » mais aussi « Cette méthode est un
peu longue mais je n’en ai pas d’autre ».

La phase d’accélération de la recherche se réduit a la lecture de la bonne partie du tableau
qui donne directement la solution. Le paragraphe intitulé solution commence par la
vérification que les données lues conviennent bien avant 1’énoncé explicite de la solution.

3. Quelques conclusions

On peut donc constater qu’un probléme susceptible d’étre résolu par analyse de tous les cas
peut conduire a la suppression pure et simple de la partie post-conjecture ou du moins a sa
réduction a sa plus simple expression. Si, comme celui-ci de tels problémes sont posés dans le
cadre des entiers naturels avec un domaine des possibles tres restreint, des possibilités de
réfutation de résultats trop fantaisistes sont possibles.

Une premiere analyse de la recherche narrée méme rapide a donc été possible avec la grille
produite par les résultats de notre travail. Une telle analyse pourrait étre poursuivie et affinée.

EXEMPLE 2 AU NIVEAU COLLEGE-LYCEE

1. Le probléme

Narration d’Adélaide (Les narrations de recherche de 1’école primaire au lycée. Bonafé F.,
Chevalier A., Combes M-C, Deville A., Dray L., Robert J-P, Sauter M. Co-édition 2002
[.R.E.M. de Montpellier, A.P.M.E.P.).

Vous avez un cube de 10cm d’aréte, vous appelez A un sommet de ce cube, combien y-a-
t-il de point(s) sur les arétes du cube a 15 cm du sommet A ?
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L’énoncé précédent est celui qui a été proposé en classe de troisiéme et donc celui qui fait
I’objet de la narration de recherche d’Adélaide. Un autre énoncé a été posé en classe de
Seconde, plus compliqué, sous la forme suivante :

Vous disposez d’un cube de 10 cm d’aréte et vous désignez par A un de ses sommets.
Déterminer tous les points du cube situés a 15¢cm du point A.

2. Analyse de la narration d’Adélaide avec notre grille

#Les deux premicres expérimentations décrites par Adélaide constituent la phase ordonnée
de sa recherche; ce sont deux expérimentations apparemment indépendantes, 1’une
s’appuyant sur une représentation en perspective cavaliére ou la fuyante fait un angle de 45°
avec I’horizontale et ou le coefficient de la perspective vaut 1, ’autre s’appuyant sur deux
patrons qu’elle utilise montés et démontés. Nous somme plutot dans la phase ordonnée de la
recherche a cause de I'unité¢ thématique des techniques (recherche d’intersection d’un cercle
avec des arétes sur différents modeles). Aucune de ces deux expérimentations ne lui permet
de penser qu’elle a progressé vers la découverte de la solution et pourtant dans 1’étape
suivante elle va agir comme si le résultat atteint au cours de la premicre expérimentation était
une conjecture a valider.

Premiere expérimentation : Adélaide s’engage dans un cadre d’investigation qui est un
cadre de modélisation. Sa modélisation n’est pas la bonne puisqu’elle explore cette
représentation en perspective avec une technique de géométrie plane utilisant le compas pour
déterminer des points a distance donnée d’un point donné. Elle met en évidence avec cette
technique quatre points sur quatre arétes distinctes qui seraient les points solutions. Elle est
néanmoins consciente que son exploration n’est pas rigoureuse quand elle écrit « je sais que
sur un dessin a plat, en perspective, les mesures sont fausses, donc je ne sais pas si ces points
sont bien a 15 cm de A !?!». Son exploration s’est faite au niveau Gl alors que son
argumentation critique veut donner une impression de logique déductive et se placerait plutdt
dans G2.

Seconde expérimentation : elle réalise un premier patron qu’elle se sent obliger de déplier
car elle ne sait pas tracer de cercle dans ’espace (« j’ai un petit probléme car une fois le carée
montée je n’arrive pas a tracer un cercle de 15 cm de rayon et de centre A »). Elle trouve
trois points d’intersection mais n’étant pas satisfaite de sa figure dépliée elle pense que sa non
réussite est due au fait que le patron qu’elle utilise avait placé son point A dans une position
non adéquate pour résoudre son probleéme. Elle utilise donc un second patron et bute devant la
méme difficulté de ne pas pouvoir valider les trois points trouvés par un tracé de cercle dans
I’espace.

Ces deux expérimentations se concluent par : « J’abandonne 1’idée des patrons » qui pourrait
nous faire croire que nous sommes dans la phase de recherche erratique ; on pourrait accepter
cette interprétation si on la reliait a I’indépendance des cadres de recherche de chaque
expérimentation.

#Sa troisieme idée I’amene directement dans une phase d’analyse-synthése plutot
théorique ancrée dans G2 a cause du niveau déductif présent avec 1’utilisation du théoréme
de Pythagore. Elle fait comme si les points trouvés par la construction de sa premiere
expérimentation étaient les bons.

Elle part donc de la conjecture : « le point t trouvé par la premiere construction sur [bb’] est
réellement a 15 cm de A »

Analyse : elle suppose que ce point est solution et en déduit par un calcul utilisant le théoréme
de Pythagore que la distance Bt vaut approximativement 11,2 alors que sur son dessin elle
mesure 6,2. Elle en tire d’abord la conclusion que la perspective est trompeuse avant
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d’affirmer que ce résultat lui permet de placer t. Elle réalise que le co6té du cube est 10cm, ce
qui la fait basculer dans la synthese.

Synthése : elle note « Bien sir, je n’ai pas réfléchi, il sort du carré de 10 cm d’arétes ! ».

Sa conclusion est « J’arréte avec Pythagore, il me vient une autre idée... »

¢Enfin les deux dernicres étapes de la recherche la placent typiquement dans la phase
d’accélération de la recherche pour aboutir a un résultat qui sera trés proche du bon résultat :
en tout état de cause la conjecture énoncée est correcte car elle affirme I’existence d’un point
solution sur chacune des arétes [C’D’], [C’B’] et [CC’].

Elle déduit grace au résultat obtenu au cours de la phase précédente qu’il ne peut y avoir de
points solutions sur certaines arétes particuliéres par un raisonnement fait dans G2.

Elle calcule ensuite toujours grace au théoréme de Pythagore la distance AC’ pour arriver a
démontrer que celle-ci est supérieure a 15cm.

Chacune des informations produites permet d’approcher plus la solution qui est énoncée sans
démonstration.

3. Quelques conclusions

Cette narration a montré la difficult¢ pour un éléve de Troisiéme a prendre des initiatives
expérimentales dans 1’espace a cause de la difficulté connue du passage de I’objet 3D a sa
représentation et vice versa. La phase pré-conjecture est donc plus alimentée par un travail
déductif en géométrie plane quand cela est possible ; il a fallu en effet un travail dans G2
moins expérimental pour générer la phase d’accélération de la recherche elle méme non
expérimentale mais déductive. L’utilisation d’un logiciel de géométrie tel Cabri 3D devrait
permettre de surmonter cette difficulté a prendre des initiatives expérimentales en donnant a
I’éléve un acces direct aux objets de I’espace qu’il veut créer ou manipuler. Ici, il aurait pu
visualiser directement l’intersection d’un cube et d’une sphére centrée en 1’'un de ces
sommets.

Néanmoins notre grille d’analyse nous a permis de faire cette analyse et de bien voir ce va-et-
vient entre les phases pré- et post-conjectures et la forte prégnance du niveau G2.
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ANNEXE 4

LES PROBLEMES LONGS.
1. Introduction
Toutes les remarques que nous allons faire dans ce paragraphe nous ont été inspirées par la
lecture détaillée de
Apprendre dans la durée : une tentative dans les classes de premiére.
Michel Bridenne et Denis Gardes Irem de Dijon
(Extrait de : Faire des Maths en classe ? Didactique et analyse de pratiques enseignantes.
Ouvrage coordonné par Colomb J., Douaire J. et Noirfalise R. Co-édition INRP ADIREM).
Cet article contient en particulier les énoncés de deux problémes longs traités sur des périodes
de six a sept mois suivant un protocole bien précis. Les ¢éleves de différentes classes
travaillent par groupes de trois ou quatre et chacun est considéré comme un chercheur et un
producteur de solution. Des communications par courrier électronique sont prévues entre
groupes ayant le méme numéro, le Professeur ayant acces a ce courrier qui doit permettre la
diffusion de la recherche aussi bien que la critique des propositions regues. Le Professeur
scande le travail de recherche tout au long de I’année en demandant a ses €leéves la production
de rapports de recherche intermédiaires, en organisant des séminaires ou chaque groupe fait
oralement le bilan de sa recherche devant toute la classe, en proposant en cours d’année des
exercices qui doivent apporter des techniques pour résoudre des taches du probléme long qui
ont justement été problématiques. Le Professeur peut aussi poser dans les devoirs en temps
limité des questions relatives aux échanges de courrier électronique auxquels il a eu acces.
Les problémes présentés dans cet article sont :
¢ D’une part, le probleme du tracé d’une ligne TGV qui doit relier une gare a un tunnel avec
des contraintes données :

- Eviter des zones circulaires données matérialisant 1’emplacement d’une centrale

nucléaire, une forét et un marécage.
- Traverser une riviere a un endroit précis...la longueur de la ligne doit étre inférieure a
35 kilometres. ..

- Laréalisation du tracé doit étre réalisée sous I’un des logiciels Derive).
Ce probléme s’inspire fortement de celui proposé par Gilles Aldon a ’IREM de Lyon.
¢ D’autre part, le tracé de la trajectoire d’un avion qui doit relier un point donné en altitude a
la piste d’atterrissage en passant entre montagnes et nuages avec toujours une série de
contraintes. La consigne est de représenter a la fois les obstacles et la trajectoire retenue avec
le logiciel Derive. Ce probléme s’inspire de celui proposé par Luc Trouche a ses éléves en
1998 : les ¢leves produisent par groupes de deux, en une heure, une solution sur I’écran de la
calculatrice TI-92. Dans ce dernier cas nous disposons des solutions obtenues avec les
commentaires du professeur mais pas des minutes des recherches.

2. Nos remarques

Ce type de probleme qui, a prime abord, a 1’air simple de 1’avis méme des éléves s’aveére trés
rapidement compliqué. Cela explique que dans certaines sections, les €léves bloquent devant
I’insuffisance de leurs connaissances ou que si la recherche est néanmoins entamée, les €éléves
ont du mal a sortir du registre dans lequel ils ont abord¢ la recherche.

Cette complexité réside slrement dans le fait que ce probléme va nécessiter pour sa
résolution, la résolution de nombreux sous-problémes qu’il va falloir repérer. Cette contrainte
didactique est évidemment voulue pour justifier le temps long accordé a la recherche. Elle
justifie la nécessité de donner des exercices qui vont faire émerger les techniques défaillantes
que le professeur veut fournir en cours de route.
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Il semble donc que ce type de probléme n’est pas propice a I’émergence d’une phase
erratique qui permettrait des essais dans des directions bien différentes et des registres bien
différents. L’¢éléve en général entre directement dans une phase de recherche ordonnee
quand il se focalise sur des segments et des arcs de cercles qu’il enchaine pour modéliser la
trajectoire demandée. Il travaille au niveau de G1 et son cadre d’investigation est un cadre
d’ingéniérie. Son appréhension de la figure est perceptive.

L’accélération de la recherche le conduit dans G2 quand il veut construire des courbes
dérivables en tous points (respect des tangences) mais trés vite il a besoin d’aide au niveau
mathématique car il n’a pas les connaissances de géométrie analytique qui lui permettraient de
programmer les objets simples (qu’il manipule ou trace sur papier-crayon) dans Derive.

Pour pallier ce dysfonctionnement prévisible, le systtme en place avait prévu une
communication inter-groupes qui n’a pas bien fonctionné et des séances d’exercices palliatifs,
c’est-a-dire ayant un lien avec les blocages théoriques constatés. Les enquétes reproduites
dans I’article étudié montrent que, méme si certains €leéves profitent de cet apport, pas mal
d’autres I’ignorent.

Le systetme voudrait aussi par la communication développer ’esprit critique : on voit bien
I’importance que le Professeur affecte a la communication quand il propose 1’exercice suivant
en devoir surveillé en classe :

« Le point A est sur la droite (d;) d’équation y = 4 et a pour abscisse 0.

Le point B est sur la droite (d;) d’équation y = (25/36)x — 179/24 et a pour abscisse 16,5.

L’un de vos groupes parents vous a envoyé une méthode pour trouver 1’équation d’une
parabole tangente aux deux droites (d;) et (d;) en A et B respectivement.

Voici leur travail :

[ Transcription du travail du groupe parent sur 26 lignes]

Le résultat est-il exact ?

Sinon ou se situe et quelle est la premiére erreur. Propose alors une réponse exacte, en la
justifiant. Si oui, le raisonnement proposé est-il acceptable ? Sinon quel raisonnement
proposes-tu ? »

Les auteurs de 1’article dénombrent lorsque la résolution du probléme long N° 1 est menée a
bien dix types de tache que nous considérons comme non triviales comme par exemple :

T6 : déterminer une équation d’un cercle tangent a deux droites données sécantes.
L’utilisation des techniques relatives a ces types de tiches va se faire essentiellement dans la
phase d’analyse-synthese théorique, ¢’est-a-dire dans sa partie démonstration. C’est semble-
t-il le talon d’Achille de la recherche de ce type de problémes car le systéme doit se charger
de rééquilibrer le milieu pour que la démarche ait des chances de se dérouler normalement
vers la vérification théorique des contraintes imposées.

Les ¢léments dont nous disposons dans cet article ainsi que la connaissance que nous avons
de ce type de probléme ne nous permettent pas d’aller plus avant dans une analyse d’une
démarche de recherche d’un tel type de probléme, ce que d’ailleurs nous ne cherchons pas a
faire.

3. Conclusions

Nous avons pu, en restant dans notre modele de démarche expérimentale, détecter les phases
qui étaient travaillées, celles qui émergeaient et surtout celles qui n’émergeaient pas
naturellement et pour lesquelles le professeur est obligé de mettre en place des béquilles pour
leur donner des chances de se développer.

306 Chapitre 20 : Perspectives




ANNEXE 5

ANALYSE D’ACTIVITES PROPOSEES DANS LE LIVRE DE PREMIERE S DE
BELIN 2001

Pour chacune des quatre activités sélectionnées, un fichier Cabri au moins est fourni sur CD
ROM pour expérimenter ; le sujet proposé commence systématiquement par une copie
d’écran donnant une idée de ce qui va étre expérimenté et un paragraphe intitulé « Si vous
voulez construire le fichier » qui donne les grandes lignes des constructions a réaliser pour
obtenir le montage expérimental qui sera utile. Des macro-constructions sont aussi fournies
qui doivent permettre d’expérimenter plus facilement, c’est-a-dire de ne pas perdre de temps a
des constructions annexes qui risquent de faire perdre a 1’expérimentateur le fil conducteur du
probléme a résoudre.

ATELIER TICE 138 PAGE 138

1. Enoncé
Une suite de périmeétre de triangles

> SI VOUS VOULEZ CONSTRUIRE LE FICHIER
On a construit 5 triangles T;, T, T3, T4 et Ts dont les

T4 cotés de 1’angle droit mesurent respectivement 1 cm et
T3 n cm (n représentant le numéro du triangle)

> On a placé les sommets de ces triangles sur la grille associée
au systéme d’axes.

T1 1.a. Construire, selon le méme procédé, les triangles Tg
a T] 5.

b. Faire afficher les périmétres des triangles de Ty a
Tis.

Ts

T2

c. Faire calculer et afficher les différences des périmetres de tous les triangles consécutifs a
partir de Tio. Quelle conjecture peut-on émettre concernant la suite des périmetres de ces
triangles dans I’ordre de leur numérotation ?

2.a. Faire afficher les périmétres de Tg et T; puis calculer et afficher la différence de ces
périmeétres. Ce résultat conforte-t-il la conjecture émise a la question 1.c. ?

b. Pour tout entier naturel non nul, on désigne par P, le périmétre du triangle T,. Exprimer u,
= P,+1 — P, en fonction de n.

Editer dans une liste de la calculatrice les différences u; = P, — Pi,u; =P3 — P, jusqu’a upg =
Py — P19. Comparer la liste obtenue avec celle affichée a la question 1.c.

> Sur I’écran de calcul, taper : seq(u(N), N, 1, 19,1)— L1 puis Enter ou Exe, en remplagant u(N) par la
formule, avec la variable N.

2. Analyse a priori de I’activité proposee

Cette activité est basée sur trois expérimentations :

Une premicre utilisant le fichier Cabri fourni qui n’est que le début du montage pour arriver a
faire une conjecture fausse sur la suite des différences des périmeétres de deux triangles
consécutifs. C’est donc une expérimentation générative.

Une seconde pour invalider la conjecture précédente. C’est une expérimentation validative.
Une troisieéme utilisant une calculatrice programmable pour éditer la liste de ces différences a
partir d’une formule générale préalablement établie.

Cette troisiéme expérimentation étant validative de la conjecture précédente.
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Les questions l.a., 1.b. et l.c. permettent de compléter le montage en construisant les
triangles Ts a Ts et de générer dans G1 informatique 1’affichage des différences de périmétres
a partir de Tjo. Cet affichage présente une suite de nombres semblant constante et égale a 2,00
cm (en réalité, c’est un arrondi dii au réglage par défaut du nombre de décimales dans Cabri).
Les consignes plongent donc le chercheur dans la phase d’accélération de la recherche pour
que, par une appréhension perceptive des nombres affichés, la conjecture émerge. Des
périmetres affichés, du genre, 31,03 cm et 29,04 cm devraient déclencher la survenue d’une
phase d’analyse critique. L’auteur du sujet, pour étre sr de provoquer I’arrivée de cette
phase, propose toujours dans G1 informatique dans la question 2.a. d’afficher les périmetres
de T¢ et T7, pour ensuite afficher la différence T - T¢ qui ne donne pas 2,00 cm, mais 1,99
cm. La conjecture précédente devrait donc étre invalidée et provoquer un changement dans le
réglage de ’affichage du nombre de décimales pour provoquer la bonne conjecture de la
convergence de la suite vers 2 (ce qui n’est ni fait ni suggéré). Les consignes ont placé 1’éleve
pour ces deux expérimentations dans un cadre d’investigation scientifique empirique (menant
a la découverte d’une relation).

La premiere partie de la question 2.b. consiste en la mise évidence de la formule donnant le
terme général de la suite. On pourrait s’attendre a une entrée dans une phase d’analyse-
synthese théorique ; il n’en est rien. La connaissance de cette formule doit servir a générer les
termes de la suite dans le tableur d’une calculatrice programmable : la phase qui devrait
apparaitre peut étre soit une phase d’accélération de la recherche si elle conduit a la bonne
conjecture (expérimentation générative dans ce cas), soit une phase d’analyse-synthése
pratique si elle vient seulement invalider la conjecture de la question 1.c. La derniére partie de
la question 2.b. induit plutot la deuxiéme possibilité méme si on ne sait pas si
I’expérimentateur va lire les termes de la table sur la table elle-méme (ou le nombre de
décimales est limité par la largeur de la colonne) ou sur la ligne d’affichage qui contient le
maximum de décimales affichables.

ATELIER TICE 156 PAGE 290

1. Enoncé
Dérouler une ficelle pour tracer la cycloide

> DESCRIPTION DU FICHIER

Une mesure de I'angle (IT,IM) est -0,94 *PL.

> Pour représenter une roue qui roule sans glisser, on a
créé un point I sur la droite d’équation y = 2 avec 1’outil
Point sur objet, et I’intersection T de 1’axe des abscisses
et de la perpendiculaire a cet axe passant par I. Puis on a
créé le cercle centré en I et passant par T. M a été obtenu
en reportant —xt sur le cercle C a partir de T avec 1’outil
Report de mesure en cliquant successivement et dans cet
ordre sur le nombre, le cercle et enfin le point T.

%
(5,93; 0,00

a. Lorsque M a effectué moins d’un quart de tour vers la droite, comparer OT a la longueur de
I’arc TM situé a gauche de T.

En déduire la construction de M donnée ci-dessus.

b. On fait tourner la roue vers la droite. Représenter les positions de M qui correspondent aux

abscisses de T suivantes : g, T, 3?7[, 2, 5?71, 3x, 7—27[, 47 . On évaluera pour cela I’angle

orient¢ (IT,IM) en fonction de I’abscisse de T.
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> Tirer sur I pour que I’abscisse de T prenne les valeurs voulues. Vérifier que le fichier fourni donne bien
le méme angle.

c. Faire apparaitre la courbe décrite par le point M ; cette courbe est connue sous le nom de
cycloide.
> Utiliser 1’outil Trace ou I’outil Lieu.

2. Analyse a priori de I’activité proposee

Cette activité qui a pour but la modélisation du mouvement d’une roue et la visualisation de la
cycloide ne comporte qu’une expérimentation validative : elle va consister a vérifier que le
modele produit donne bien les mémes résultats que les résultats théoriques préalablement
établis.

Elle comporte une expérimentation générative qui fait apparaitre la cycloide.

Les questions a et b, de ’ordre du théorique, doivent permettre de comprendre le montage
proposé qui est un modéle d’une roue qui tourne, mais aussi d’un point particulier de cette
roue. L’expérimentation proposée dans G1 informatique doit permettre de vérifier que les
positions de M calculées théoriquement sont bien les mémes sur le fichier fourni.
L’ appréhension perceptive est la seule mobilisée dans cette expérimentation. Si la réalisation
du fichier avait été déléguée a I’expérimentateur, il aurait fallu que celui-ci se place dans un
cadre d’investigation de modélisation pour le réaliser.

La question c. qui demande de faire apparaitre la courbe place I’expérimentateur dans G1
informatique, celui-ci appréhendant la figure de maniere opératoire s’il tire sur M apres avoir
activé la trace de ce point. Celle-ci le placera dans G2 informatique s’il demande le lieu de M
quand I varie.

ATELIER TICE 67 PAGE 313

1. Enoncé
Section d’un cdne par un plan vertical
Coeflicient de réduction: A2 > DESCRIPTION DU FICHIER A
0.8 ¢ UTILISER
OL = 4,74 cm L’espace  est  représent¢  en
OL surla fuyante : 2,37 cm perspective cavaliére et est muni

d’un repére orthonormal d’axes
(Ox), (Oy) et (Oz). Le coefficient de
réduction de la perspective affiché

est choisi arbitrairement et est
modifiable.
o X On a représenté un cercle horizontal
0 b

y >v | |(C) de centre O, inscrit dans un carré

dont les cotés sont paralléles aux
axes (Ox) et (Oy). On a placé un
point quelconque G de ce cercle et
un point S de I’axe (Oz).

81
Pl

11 est possible de tirer sur les points
cerclés Tinsi que sur OX.

On a tracé le segment [SG]. Rappelons que I’ensemble des segments [SG] décrit un cone

lorsque G parcourt le cercle (C).
> On notera qu’on peut changer 1’angle de la fuyante en tirant la demi-droite [Ox).

1. On considére deux points P; et P, respectivement sur (Ox) et (Oy) qui définissent une
droite du plan horizontal (xOy). La droite (P;P,) coupe le cercle en S1 et S2. On note P le
plan vertical contenant (P;P;). Soit T un point du segment [S;S;] et (D) la paralléle a (Oz)
passant par T. Prouver que (D) est contenue dans le plan P.
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2.a. Le plan Q défini par (Oz) et par (D) coupe le cercle (C) en deux points. Démontrer que
ces points appartiennent a la droite (OT). On désigne par M celui qui vérifie : T € [OM]. Le
plan P coupe le cone en un point H de (D). Démontrer que H est le point d’intersection de
cette droite et d’un segment que 1’on précisera.

b. En déduire que I’intersection du cone avec le plan P peut étre obtenue avec le logiciel
comme lieu d’un point quand un autre point varie sur un segment. Préciser ces deux points et
le segment.

Faire apparaitre cette intersection. Visualiser ses diverses formes suivant la position du plan
P.

2. Analyse a priori de I’activité proposée

Cette activité¢ a pour but de construire I’intersection d’un cone a axe vertical avec un plan
vertical. Une seule expérimentation est prévue a la fin de I’énoncé qui doit faire apparaitre
I’intersection en question en tant que lieu. C’est donc une expérimentation générative. Les
multiples utilisations de ce fichier en classe et en séance de travail dirigé informatique nous
ont conduit vers une phase initiale de prise en main du fichier par des manipulations guidées.
Ces manipulations doivent permettre une appréhension opératoire de la Cabri-figure. Les
conséquences prévisibles de cette appréhension sont une meilleure aptitude a utiliser la figure
pour expérimenter de maniere générative sans étre guidé explicitement comme 1’énoncé le fait
a la question 2.b. Notre expérience montre qu’une phase de prise en main de 15 minutes est
suffisante mais qu’une recherche par groupe de deux en salle informatique nécessite du temps
pour arriver a la solution. Une recherche de 40 minutes permet en général au moins a un ou
deux groupes sur les sept ou huit en activité d’arriver a la bonne solution.

Si on revient aux consignes explicites de 1’activité, elles sont contradictoires avec 1’utilisation
que nous en avons personnellement faites.

Les questions 1 et 2.a. demandent de démontrer les points qui doivent permettre de déduire
dans la question 2.a. la technique de construction sous Cabri de I’hyperbole intersection.
Alors que le titre de I’activité suggere un travail expérimental médié par Cabri, en réalité, les
consignes mettent I’éléve dans une situation papier-crayon qui correspondrait a la phase
d’analyse-syntheése théorique. L’expérimentation est donc typiquement une expérimentation
que nous avions qualifiée de papier-crayon, le résultat de 1’expérimentation étant la
conclusion de la démonstration demandée. L’expérimentation médiée par Cabri qui consiste a
demander le tracé de I’hyperbole en tant que lieu est le résultat d’une appréhension discursive
de la figure qui est fortement guidée. Il est curieux de constater qu’une appréhension
opératoire est prévue dans la derniére consigne quand on demande de « Visualiser ses
diverses formes suivant la position du plan P » alors que le probléme doit étre résolu. Un
fichier contenant toutes les constructions intéressantes a visualiser ainsi que 1’hyperbole
intersection est fourni dans le CD ROM accompagnant le livre du Professeur.
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A droite la capture d’écran est la copie de Costiceggs rednetion: ;
ce fichier fourni. Nous présentons ci- oL— 532 cm,
dessous quelques autre captures d’écran | OL surlafuyante:2,66 cm
résultats de 1’application de la derniére
consigne.

oo
A
et [

11 est possible de tirer sur les poinis
cerclés et sur la demi-droite OX.

Coefficient de réduction:
0,5

Coefficient de réduci
0,5

OL = §,32 cm

OL = 5,32 cm
OL sur la fuyante : 2,66 cm

OL sur la fuyante : 2,66

§1

11 est possible de tirer sur les points
cerclés et spr la demi-droite OX. 11 est possible de tirer sur les points
cerclés et sur la demi-droite OX.

ATELIER TICE 103 PAGE 359

1. Enoncé
Assemblage de plaques

> SI VOUS VOULEZ CONSTRUIRE LE

Déplacer le point M pour faire varier Ia FICHIER
longueur MA. Observer les positions .
correspondantes du point G. Ma-=378em | On a construit le rectangle ABCD de
IG=340em | Jargeur AD =4 cm et de longueur AB = 6
, B JE=27em | em. On a placé un point M sur le segment

[AB] et construit le rectangle AENM de
longueur AE = 8 cm tel que A soit un
point du segment [DE]
> Visualiser le repere et la grille pour
placer les points A, B, C, D et E.
> Placer M sur le segment [AB] et
construire les droites perpendiculaires
en M a (AB) et en E a (AD) pour
obtenir N.
Les rectangles représentent deux plaques homogenes d’épaisseur constante. Leurs masses
respectives sont proportionnelles a leurs aires. On a placé les centres de gravité respectifs I et

—
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J des rectangles ABCD et AENM et G le centre de gravité de 1’ensemble constitué¢ des deux
plaques.
> Les points | et J sont définis comme intersections des diagonales des rectangles.
> On a construit les polygones ABCD et AMNE pour afficher leurs aires et définir le
barycentre G avec la macro-construction Barycentre_de 2_points.
> On cache enfin tous les éléments inutiles.
1. Déplacer le point M sur le segment [AB] et observer les positions correspondantes du point
G.
2.a. Comment faut-il déplacer le point M sur [AB] pour que le point G se rapproche du point
I?
b. Expliquer pourquoi.
3.a. Placer M pour que G soit au milieu du segment [1J].
b. Calculer la longueur du segment [MA] correspondante.
4.a. Placer le point M pour que G soit sur le segment [AB].

b. Quelle conjecture peut-on faire a propos du rapport % quand G appartient a [AB] ?

Démontrer cette conjecture et en déduire la longueur MA correspondante.

2. Analyse a priori de I’activité proposée

Cette activité a pour objectif de déterminer les valeurs d’un parametre (position du point M
sur le segment [AB]) dans un assemblage de plaques rectangulaires pour amener le centre de
gravité¢ G de ’ensemble sur des positions imposées par des contraintes.

Elle repose au moins sur les quatre expérimentations imposées dans les questions 1, 2, 3 et 4.

Expérimentation 1 :

Il est demandé¢ a la question 1 de tirer sur le point G pour visualiser les positions
intermédiaires de G. Cette manicre opératoire d’appréhender la figure doit permettre de mieux
comprendre le phénomene. Il n’a été demandé¢ ni la trace, ni le lieu de G (représenté ci-
dessous en noir) quand M varie. Néanmoins cette expérimentation est du type génératif car
elle doit permettre de générer des observations que I’auteur du sujet espere génératives. On
peut espérer stimuler la phase de recherche erratique situé plutét dans Gl ou Gl
informatique. La recherche proposée se situe dans un cadre d’investigation de modélisation.

c B
M N
1
G,
J
D A E

Expérimentation 2 : encore de type opératoire, I’appréhension imposée par 1’énoncé de la
question 2.a. va pousser I’expérimentateur dans un cadre d’investigation d’ingéniérie au
hasard pour repérer le déplacement de M qui va amener le point G a se rapprocher du point 1.
On va faire défiler pendant cette expérimentation les trois phases pré-conjecture de notre
modele de démarche et rester dans G1 informatique. Le rapprochement de G du point I
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provoque un allongement et un écrasement du rectangle MAEN. Cette expérimentation est
générative de la réponse a la question posée.

c B
1
G
| M T N
D A E

Cette perception engendre une appréhension discursive dans G2 qui justifie G = quand M =
A (réponse a la question 2.b.). Cette appréhension discursive peut se dérouler successivement
dans les phases d’analyse-synthése expérimentale dans G1, puis théorique dans G2 et G2
informatique.

Expérimentation 3 :

Cette expérimentation du méme type que I’expérimentation précédente doit permettre de
trouver la position de M vérifiant la contrainte « G est le milieu de [IJ] ». Le fait de tirer sur
M pour amener G sur le milieu de [1J] permet d’appréhender la figure de maniére encore
opératoire pour conjecturer trés vite que M doit étre situé¢ au milieu de [AB]. La conjecture
réalisée dans G1 ’est de maniére perceptive, encore apres un parcours rapide des trois phases
pré-conjecture de notre modeéle de démarche. L’affichage de MA est une expérimentation
validant la conjecture dans G1 informatique.

Si ’expérimentateur crée les deux milieux respectifs des segments [1J] et [AB] et s’il vérifie
sa conjecture par superposition de G sur le premier milieu quand M se superpose au second, il
aura parcouru la phase d’analyse-synthése expérimentale qui sera une preuve expérimentale
du niveau G1.

C B
MA =299 cm
Milien (A:B) M N
I G -
eu (I3 J)
J
D A E

Si I’expérimentateur redéfinit M en le milieu de [AB] et s’il vérifie par un test Cabri que G est
le milieu de [IJ], il aura parcouru la phase d’analyse-synthése théorique qui sera la Cabri-
preuve du niveau G2 informatique avec une appréhension discursive dans un cadre
d’investigation scientifique explicatif.
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Expérimentation 4 :

L’analyse qu’on peut faire de cette N y

expérimentation est point par point la MaA = 1,49 em
méme que I’analyse de 1I’expérimentation

précédente. Elle consiste cette fois a Milien (A ; B )

repérer la position de M amenant G sur le I '

segment [AB] et de maniere corrélative
les valeurs du rapport GI/GJ et de la
distance MA.

GI= 2,13 cm
GJ= 428 cm

GL'GJ = 0,50

Remarques générales sur les quatre analyses faites

Les exemples étudiés se sont prétés a une analyse a priori des démarches qui pourraient étre
générées en liaison avec les phases de la démarche de notre modele. Une meilleure
connaissance de ce modele devrait permettre de modifier les consignes pour mieux équilibrer
les phase pré- et post-conjecture.
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ANNEXE 6

Proposition d’activité et de recherche entierement en environnement informatique

Cette activité a été proposée a TSM 2004 sous forme d’un fichier Cabri (sous la forme qui est
détaillée ci-dessous) et mise a disposition des participants des ateliers de ce stage dans le CD-
ROM qui a été congu par les animateurs.

Une activité d’introduction des fonctions du second degreé (avec la tortue d’Oundle)

¥

NN' = 1,61 cm NNY“N'H+HN" = 8,39 cm

N'H = 3’39 cm Area of the head = 4’99 o 1/ Dl‘ag pOin?s N'and N
H to explore this figure

HN" = 3,39 cm
2/ Display the coordinates

__________ B of point v and continue to
""" : drag N" /
. Drag this point
N" i down and follow

i the instructions
5,00 cm
1

1L 5

Si on déroule le rideau jaune comme il est demandé pour suivre les instructions, apparaissent
cinq séries de consignes (demandes d’expérimentations ou de reconnaissance d’une
définition) que nous traduisons ainsi :

1/ Tirer sur les points N’ et N°” pour explorer la figure.

2/ Demander ’affichage des coordonnées de v et continuer a tirer sur le point N’.

3/ Vous pouvez en déduire que la courbe décrite par v est la courbe d’une fonction g : quelle
est la variable x et que représente g(x) ?

4/ Demandez le lieu de v quand N’ varie pour obtenir cette courbe. Tirer a nouveau sur les
points N” et N’ » pour obtenir une conjecture au sujet de la fonction g..

5/ Construire une conique passant par cinq points de ce lieu et demander son équation.

Question 1

Cette premiere expérimentation permet de comprendre certaines spécifications de la figure
proposée, c’est-a-dire d’appréhender la figure de maniere séquentielle dans G1
informatique : N’ est le point sur le segment [NN’’] (figure de gauche ci-dessous), N’’ est un
point créé sur la grille associée aux axes (figure de droite ci-dessous) et enfin la téte de la
tortue semble étre équilatérale. Un travail dans G2 informatique aurait consisté a tester avec
’oracle de Cabri les égalités des cotés de ce triangle (outil « Equidistants ? »). Cette
expérimentation est générative dans un cadre d’investigation d’engagement, du moins au
départ. La phase simulée est la phase erratique : elle donne des informations indépendantes
qui n’ont pas pour I’instant de lien avec un quelconque probléme.
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5,00 cm

Question 2
La seconde expérimentation permet de voir | .. oscm NNNEEIN = 8,08 om
les coordonnées de v se modifier (en méme |ng- 305em e ——p—
temps que toutes les données affichées) quand |un"= 3,05em H

on tire sur le point N’. Elle permet de faire
appel a I’insight de I’expérimentateur qui doit
faire le lien entre les coordonnées de v et
certains autres résultats affichés: [’abscisse
de v serait NN’ et ’ordonnée de v serait 1’aire
du triangle représentant la téte.

5,00 cm

Nous pouvons remarquer que les consignes de cette question demandent seulement de tirer
sur N’ sans en tirer de conclusion spéciale : néanmoins on doit s’attendre a cette mobilisation
de I’insight comme dans une expérience en sciences physiques ou on opere dans un cadre
d’investigation scientifique empirique. Le niveau de géométrie concerné est le niveau Gl
informatique. G2 informatique aurait été mobilisé par le calcul des différences des nombres
présumés égaux avec un affichage maximum de décimales pour plusieurs positions de N. Les
consignes font entrer progressivement dans la phase de recherche ordonnée en se
concentrant sur les coordonnées de v.

Question 3

La conjecture faite, interprétée formellement, donne la réponse a la question 3 : la courbe de v
est la courbe de la fonction g qui a toute valeur de x comprise entre 0 et NN’’ fait
correspondre la mesure de I’aire du triangle N°"HN’

Question 4
La troisieme expérimentation

.. . | NN = 1,53 cm NN'N'H+HN" = 8,47 cm
genérative  quand  elle  fait |on 3 em Avenorthe head— 522 cu
apparaitre le lieu ici en rouge |mwe- 347em H
devient validative quand on tire
sur N pour constater que le point
v glisse bien le long de ce lieu. On = N
rentre dans l’accelération de la | &S0 [ \ (153 522)
recherche quand on constate
visuellement que la courbe semble
étre un arc de parabole
(appréhension perceptive dans G1
informatique).

5,00 cm
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Le cadre d’investigation est ici un cadre de modélisation

Ici I’appréhension opérationnelle
de la tortue quand on tire sur N’ | NN'= L10em DETHETERENT = 31 e
doit générer les courbes de g l:[';{_: 2255?::1“ Arealofybele s VRE R
correspondantes qui, elles, sont

saisies de maniere perceptive
comme des arcs de parabole dans
Gl informatique. Le nombre
d’arcs générés justifie un cadre
d’investigation scientifique
explicatif.

3,61 em

La conjecture qui doit étre fortement validée a la fin de cette accélération de la recherche est :
«la fonction g est une fonction quadratique ». Cette conjecture peut éEtre directement
survalidée dans Cabri 2 Plus en demandant 1’équation du lieu obtenu qui est bien une
expression du second degré en x.

Question 5

Cette derniére expérimentation est la phase
d’analyse synthése expérimentale ou I’analyse
montre bien qu’une conique passant par cinq
points particuliers du lieu se superpose a notre
lieu (niveau G1 informatique) mais aussi que
toute conique passant par cinq points
quelconques du lieu vient aussi se superposer
a notre lieu. La synthése est obtenue par le
fait que ces coniques semblent étre la méme
conique. De plus en mode pointeur,
I’approche du curseur de la conique génére
systématiquement  le  message  « cette
parabole ». Le cadre d’investigation est un
cadre scientifique explicatif. L’appréhension
est perceptive mais aussi et surtout discursive.
La demande de I’équation apporte les mémes
commentaires que le message précédent.

Notons que pour basculer dans G2 informatique, il aurait fallu tester 1’appartenance de v a la
conique construite pour le maximum de positions intermédiaires de v sur le lieu et de
positions différentes des points P1, P2, P3, P4 et P5 sur le lieu et qui définissent la conique.
Dans ce cas 14, la phase parcourue aurait été la phase d’analyse-synthése théorique.

Remarque finale : a ’exception de la phase d’analyse critique qui n’a pas été spécialement
amenée dans les consignes cette activité est celle qui a mobilisé toutes les phases de la
démarche expérimentale de découverte telles que nous les avons postulées et validées dans
notre travail.
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RESUME

Notre travail est centré sur la démarche de découverte reposant sur des
expérimentations réalisées avec Cabri-Géometre. L'analyse d'un corpus
débordant le cadre des Mathématiques clarifie la maniére dont la découverte
arrive ou est transmise, ainsi que le role de Il'expérimentation dans ces
processus. Elle justifie notre hypothése de décomposition de la démarche de
découverte expérimentale en macro-étapes pré- et post-conjectures elles-mémes
décomposables en  micro-étapes du type exploration-interprétation.
L'analyse de la résolution d'une boite noire particuliére permet d'affiner notre
modele a priori de la démarche de découverte en y précisant le r6le de la figure
(Duval), les niveaux de géométrie (praxéologies G1 et G2 de Parzysz) et leurs
prolongements que nous développons (G1 et G2 informatiques), les cadres
d'investigations (Millar) et la place de la preuve expérimentale (Johsua).

Les analyses des expérimentations mises en place permettent de disposer d'un
modele amélioré qui doit permettre aux enseignants d'avoir une connaissance
minimale des étapes heuristiques du travail de leurs éléves, de concevoir des
activités d'études et de recherches ayant des objectifs précis en liaison avec les
étapes formalisées de notre modélisation et d'envisager leur possible évaluation.
Des analyses d'activités existantes avec notre grille montrent la validité du
modele étudié. Des propositions d'activités ont été construites pour favoriser
I'apparition de telle ou telle phase de la recherche ; elles montrent la viabilité de
ce modéle dans la conception d'ingénieries didactiques genérant une démarche
conforme a la démarche postulée.

MOTS CLES

Appréhension  figurale, boite noire, cadre d’investigation, démarche
experimentale, démarche scientifique, expérience, expérimentation, exploration-
interprétation, heuristique, investigation ouverte, montage, niveau G1, niveau
G2, niveau G1 informatique, niveau G2 informatique, phase post-conjecture,
phase pré-conjecture, praxéologie, probléeme crucial, probleme inversé,
probleme difficile, protocole, recherche erratique, recherche ordonnee,
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