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La recherche sur le traitement numérique des images isdifiie depuis quelques années. On peut
trouver plusieurs causes a cette évolution. Premiemgntess ordinateurs, les téléphones portables et
les caméras deviennent des outils de consommation cewgbpérmettent la création de nouvelles ap-
plications, dans des domaines tels que la surveillance mulgmédia. Deuxiemement, des avancées
réecentes dans les techniques d’acquisition de donrem@raphie, tomographie, échantillonnage
compressif...) recquiérent des traitements numérigegsus en plus complexes. Si le développement
a grande échelle des téléphones portables est un ahengalont I'intérét social, économique et
écologique est discutable, il nous semble que les prggessfondamentaux dans I'observation de
l'infiniment petit (microscopie), de l'infiniment grande(scopes), des planétes (satellites) ou de
I'intérieur de la matiére (tomographie ou échographmuvent encore mener a des avancées sub-
stantielles dans la compréhension du corps humain ou did’ts. Ces problemes méritent a notre
avis que I'on s'y attarde, et nous apporterons une conioibut I'étude de certains d’entre eux dans
ce manuscrit.

Ce manuscrit est divisé en deux parties independantes B@remiere, nous proposons des algo-
rithmes rapides pour la reconstruction d’'images ou desagtjgins récentes telles que la décomposition
d'images en texture et en géomeétrie. Dans la deuxiént@papus nous intéressons au probleme de
la détection de changements entre des paires d'imagesé&ti&téction. Dans les deux paragraphes
suivants, nous motivons brievement ces travaux.

Résolution rapide de probEmes d’optimisation

Les avancées technologiques et les applications emesagujourd’hui ménent a des problemes
numériques de plus en plus complexes. L'un des princip&auf & surmonter est le volume croissant
des données. Donnons quelques exemples. L'image d’'umepphoto grand public est aujourd’hui
de 4000x 2600 pixels soit 10pixels. Un pixel du satellite d’observation Quickbird répente une
surface au sol de 60 par 60 centimetres. Une image de I'Alsama région natale - est donc constituée
de plus de 1¥ pixels. Une séquence vidéo d’une heure trente sur un DVidiet environ 1&t
pixels. Une image B d’'une planéte peut dépassefd0oxels ! Bien que la puissance des calculateurs
augmente régulierement, traiter de tels volumes de @emm®eh un temps raisonnable reste un défi
majeur. De plus, les chercheurs révent aujourd’hui a develtes techniques d’'imagerie en “temps
réel”. On peut penser, par exemple, a I'acquisition dijs médicales lors d’une opération, en vue
d’'assister un chirurgien. Ces considérations font qusil @ucial, lorsqu’on pose un probleme, de
savoir s'il modélise de fagon pertinente le phénomémgsigiue sous-jacent, mais aussi d’évaluer s'il
peut ou s'il pourra étre résoldfecacement.

Dans la premiére partie de ce manuscrit, nous allons né&iesser a des méthodes de traitement
d'images reposant sur des problemes d’optimisation ditsvyexes. Une caractéristique appréciable
de ces problemes est justement que 'on sait les réesowdfacdn approchée en des temps courts.
Ceci leur vaut d'étre utilisés et étudiés tres largeme@ar exemple, on trouve plus de 50 articles de
revues internationales sur la minimisation de la variataiale. Une telle abondance est souhaitable,
car elle permet au domaine de progresser rapidement, ni@iprésente aussi un inconvénient : il
devient dificile de savoir quelle méthode adopter. A quelques exaeptiecentes pres, on ne trouve
pas dans la littérature d’évaluations théoriques depaité de convergence des algorithmes. Celles-ci
permettraient une évaluation rapide des méthodes.

Dans la premiere partie de ce manuscrit, nous essayonméedier a ce probleme. Nous présentons
d’abord plusieurs techniques classiques d’optimisafious évaluons systématiquement lefiiica-
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cité théorique. Nous proposons ensuite des méthodgimales en cherchant a maximiser leurs taux
de convergence. Nous comparons ces algorithmes expéal@exent sur de nombreux problémes.
Il ressort de cette comparaison que le classement th&dgs méthodes edffectivement respecteé.
De plus, les méthodes que nous proposons sbette’ement les plus rapides. Elles représentent a
notre connaissance I'état de I'art des méthodes de prasmiee. Notons que ces résultats reposent
essentiellement sur des travaux théoriques récents rieNasterov.

Ces algorithmes peuvent servir a la reconstruction de nemskes modalités d'images (images
optiques, tomographiques, radar,...). Dans ce manusoti§ considererons plusieurs types de pertur-
bations telles que les bruits gaussiens, uniformes, irguuisls, les bruits de compressions, l&ets
de flou ou encore I'échantillonnage irrégulier. Nous nimigressons aussi a des problemes tels que
la decomposition d’'images en texture et en géométrieaaletomposition d'images sur des diction-
naires.

Détection de changements en milieu urbain

Dans la deuxieme partie de cette thése, nous nous coonsraur une application précise du trai-
tement d'images : la détection de changements entre deageisnsatellitaires de zones urbaines. Ce
probléme intéresse particulierement les institutsatéographie tels que I'lGN, qui désirent mettre a
jour régulierement des cartes des villes. La périghée certaines villes telles que Mexico ou Pékin
croit aujourd’hui de maniere incontrélable et une telfgroche est - étonnament - indispensable.
La détection de changements peut aussi servir a I'etialugle dégats apres des catastrophes natu-
relles (tremblements de terres, tempétes) ou moins tlasifeonflits armés). Finalement, plusieurs
organismes aimeraient |'utiliser a des fins de surveiktafuiscines illicites, détection d'installations
nucléaires,...).

Ce probleme est particulierementftiiile, et a notre connaissance, il n'existe pas encore de
méthode vraiment fonctionnelle pour le résoudre, biea pjusieurs laboratoires se concentrent es-
sentiellement sur ce probleme. Une de$icliltés principales a surmonter consiste dsachir des
conditions d’illuminations variables entre les deux sigde vue. Cet obstacle va nous mener, dans ce
travail, & analyser I'invariance des lignes de niveau andiions d’éclairement. On obtient plusieurs
résultats :

— Nous redéfinissons les lignes de niveau pour qu’ellesgemt de propriétés d’invariance plus
satisfaisantes qu’avec la définition classique.

— Nous ciblons précisément quelles applications peugfattivement &tre construites a partir
des lignes de niveau.

— En patrticulier, nous montrons qu’elles sont un bon outiirda détection de changements sur
des zones urbaines.

— Nous proposons alors un algorithme simple de détectioosent sur un probléeme d’optimisa-
tion convexe.

— Finalement, nous validons notre modele expérimentheraur des images de synthése et des
images naturelles. Cette étude montre une supéridr@érigue et pratique de notre méthode
par rapport a plusieurs approches courantes. Outre skEsrpances satisfaisantes, une autre
propriété intéressante de cet algorithme est gu'ilréstriapide (de I'ordre de la seconde sur une
image 1000« 1000).

Pour conclure cette introduction, nous proposons un getiffjgure 1). Il faut trouver septfiierences
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entre les deux images malgré un changement de contrastetanenglobal. Notre algorithme de
détection de changements est capable de résoudre cempmlristantanément. Et vous ? Pour vérifier
votre solution, il faudra bien lire ce manuscrit. La solatest cachée dedans...
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Fic. 1 — Les sept diérences. En haut : image au tentpsén bas : image au temps Probleme :
trouver les sept dierences malgré le changement de contraste.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Pourquoi I'optimisation convexe ?

Une grande partie de cette these a été consacréedd’ét a la résolution numérique de problemes
d’optimisation convexe. Je tiens a retracer ici le chemigeet qui m’a amené a ces problemes, car il
est a I'origine de ma démarche scientifique et je pensé pgrmettra de mieux évaluer I'impact des
résultats proposés dans cette these.

Le premier probleme que mes directeurs de thése m’onbpgéopst la decomposition en texture
et en géométrie d'images couleur ou multispectrales. rGbl@me fait suite aux travaux de thése de
J.F. Aujol [Aujol et al., 2005]. Une démarche naturelle poufeetuer cette decomposition consiste
simplement a remplacer la variation totale classique gaatiation totale couleur [Chagat al., 2001;
Blomgren et Chan, 1998] puis a utiliser I'algorithme caigent proposé par J.F. Aujet al.[Aujol et
al., 2005]. Apres quelques manipulations, le probleme a@ewéosition d’'une image couletire R"
peut s'écrire sous la forme discrétisée suivante :

min (F(X) + G(y)) (1.1)
x+y=f
ouF etG sont deux fonctions convexes noiff@rentiables d&". Les auteurs de [Aujat al., 2005] se
sont apercus qu'il peut étre résolu plus facilementamgtisant la contrainte. |l proposent de résoudre :
: Y 2
rglyn(F(x)+G(y)+ §|f - X=Y ) (1.2)
ouy € R* doit étre choisi grand. Leur algorithme s’écrit alors staiforme suivante :

1. Ayfixé, résoudre de fagon itérative : rr(iﬁ(x) + %lf - X- y|2)

2. A xfixé, résoudre de facon itérative y n((y) + %lf - X- y|2)

lls montrent alors que cet algorithme converge vers la ®oluk;, y;) de (1.2). Puis que :
Jim (3. ¥y) = (x.y")

ou (x*,y*) est la solution de (1.1). Cet algorithme a permis de résoledprobleme de décomposition
de fagcon bien plus précise que les essais pionniers [@shese, 2003; Oshet al., 2003]. Cependant
de nombreuses questions restent en suspens :

15
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— Quelle est I'influence deg sur la précision de la solution ?

— Les probléemes 1. et 2. sont résolus de facon itératig®mc inexacte. Or la preuve de conver-
gence repose sur le fait que ces deux sous-problemesesoiis 'de maniére exacte. Quelle est
I'influence des erreurs ?

— Comment choisir le nombre d'itérations aux étapes 1. 2t 2

On présente dans cette thése une méthode de résolaposant elle aussi sur une perturbation
du probleme. On évalue précisément I'impact de cetttudeation et on montre qu’elle peut étre
diminuée de facon itérative lors du processus de mirtiie. On donne un taux de convergence de
notre méthode vers une solution du probleme (1.1). Lidlgme proposé a pour seul parametre la
précision souhaitée ou le nombre d'itérations. Il a ufie@cité nettement supérieure a I'algorithme
proposé dans [Aujokt al, 2005]. D'un point de vue pratique, ceci se traduit par unalu&ation
plus facile, précise et rapide des qualités et défautmadele de decomposition. Nous pensons donc
avoir repondu convenablement & ces questions. La figdrendntre un exemple de décomposition
en utilisant I'algorithme proposé dans [Aujel al,, 2005] et celui proposé dans ce manuscrit. Nous
avons utilisé exactement les mémes parametres dansugswethodes. On peut voir que les résultats
sont diferents malgré les preuves de convergence. La solutiontde algorithme est plus proche du
résultat exact, la fonctions colt est dfeeplus basse.

Un autre probléme auquel je me suis interessé pendarttbetie est celui des “extensions Lip-
schitz minimisantes” ou probleme d’Aronsson [Aronssd@67; Aronssoret al., 2007]. Ce probléeme
intervient assez naturellement dans des problemes dhitipg [Alvarez et al,, 1993; Casellest al,,
1998]1. A notre connaissance sa meilleure application pratiquieaiiement du signal est I'interpo-
lation de modeles numériques d’élevation [Almaesal., 2002]. Le probleme est le suivant : soit
un ouvert borné aj une fonction Lipschitz définie sur la frontief€ de Q. On cherche une fonction
u e WH*(Q) telle queu = g surdQ et qui minimise la constante de Lipschitz :

sup (|u(x) - u(y)|)
XyeQ? IX—yl
La solution de ce probleme n'est pas unique et parmi lesieok) on souhaite généralement
trouver la solution de viscosité [Crandal al, 1992] (dans ce cas, celle qui minimise localement la
constante de Lispchitz). On peut montrer que cette sol@sbdta limite quand tend vers linfini du
probleme convexe suivant :

inf (f |Vu|de) (1.3)
UeEWLP(Q), ulgo=g \JQ

Pour trouver une solution au probleme d’Aronsson nous gssayé d'utiliser cette remarque.
En posant/ = u— ¢ ol ¢ est un relevement dg le probleme approché d’Aronsson devient :

inf ( f |V(v+¢)|de) (1.4)
Q

veWLP(Q), Vlgo=0
On peut montrer que le probleme dual associé s’écrit :

sup (—a(p) fg g7 dQ + fg qV¢dQ) (1.5)

geLP(Q)2, div(g)=0

en pratique ce modele est cependant mauvais pour integedémages naturelles car la donnée doit &tre Lipschitz s
le bord du domaine d’interpolation . Il interpole donc ma t®ntours'!
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Fic. 1.1 — Décomposition d'une image couleur. En haut : rasulbtenu avec I'algorithme des mini-
misations alternatives (30 minutes de calcul). En basult@sobtenu avec les méthodes proposées
dans cette thése (10 minutes pour décroitre le saut digéddiain facteur 16).
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ou pi+[—1) = 1 eta(p) est un parametre réel. Nous avons tenté de résoudpea@émes numériquement
en utilisant des éléments finis et des méthodes de preardes. Ces méthodes ne fonctionnent pas :
la convergence est tres mauvaise. C@sadités ont soulevé les questions suivantes :

— Quels sont les problémes qui peuvent &tre minimifésaeement par des méthodes de premier
ordre ?
— Quand la dualité simplifie-t'elle les problemes de miisation ?

Nous avons partiellement répondu a ces questions. Ussectie fonctions qui peuvent &tre mini-
misées #icacement par des méthodes de premier ordre sont les fostiipschitz diférentiables (les
normedP avecp # 2 ne le sont pas!). On montrera que les problemes de mirtiorisdune somme
de fonctions convexes et de fonctions fortement convexasem étre résolus tregfiwacement en
considérant les problemes duaux associés. Ces deamieen éfet un gradient Lipschitz.

En ce qui concerne le probleme d’Aronsson, une soluti@gdite et #icace a été proposée
pendant que nous travaillions sur ce probleme. Nousai$ele lecteur intéressé au travail de A.
Oberman[Oberman, 2005]. Ce dernier propose une solutiovecgente reposant sur des résultats de
[Barles et Souganidis., 1991].

1.2 Le cadre mattématique

On peut exprimer un probleme d’optimisation danSéients cadres mathématiquesff&ientes
“communautés” scientifigues proposent des algorithmesihémisation adaptés a chague niveau
d’abstraction. De fagon trés schématique on peut sépnis communautés :

1. Les informaticiens...Pour eux les fonctions a minimiser vont d’un ensemble ddial fini tel
que{0, 1, ..., 255" dans un autre ensemble de cardinal fini. Cette formulatibla gdus adaptée
a la structure des ordinateurs. On peut trouver pour cddéres une solution globale en un
nombre fini d'opérations. Ces problemes peuvent cepédrademextréemement compliqués. La
difficulté est de réduire I'espace de recherche le pliusaeement possible.
Cette approche est tres fructueuse puisqu’elle a perdésé@me Darbon (communication per-
sonnelle) de résoudre le probleéme de Rudin-Osher-FaEimprobleméV—-L! enO(nlog(n))
opérations. C’est a ma connaissance l'approche la phidegour résoudre ces problemes (J.
Darbon a montré gu’elle est optimale). Ces algorithmetenésependant adaptés a des classes
relativement restreintes de problemes.

2. Les numériciens...Pour eux les fonctions a minimiser vont&eédansR. Ce cadre nous semble
assez naturel puisqu’en langa@eun nombre exprimé au formdbublea environ 15 cHires
significatifs. De plus les images numériques sont ellema®discretes et formées d’un nombre
n fini de pixels. Les algorithmes proposés par cette comntéraeuvent souvent étre étendus
aux espaces fonctionnels. Dans cette premiére partienoussplacons clairement dans ce cadre
de travail.

3. Les analystes..lIs posent les problemes d’optimisation dans des espacesidnnels tels que
les espaces de Sobolev, les espaces de Besov, I'eBdgce Cette démarche présente plu-
sieurs avantages. Elle s’applique dans un cadre plusaémnéee le précédent et se transpose de
facon triviale au cas discret. Elle peut servir pour deisein@ents analogiques, bien que ceux-Ci
deviennent assez rares en traitement des images. Les preéen@mnvergence requiérent sou-
vent plus d’hypotheses et peuvent apporter des informafus fines sur le comportement des
méthodes.
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Bien entendu, les trois “communautés” interagissenelagnt. De plus, on peut souvent montrer
gue la solution d'un probleme discrétisé converge varsdiution du probleme continu sous-jacent
lorsque les pas d’échantillonnage tendent vers 0. Par@eemes développement limités permettent
de montrer la convergence d’une solution discrete dan®siesces de fonctions régulieres tels que
W22, Dans certains cas la théorie de la Gamma-convergencalra2002; Aubert et Kornprobst.,
2006] permet de montrer une convergence des solutiongtisorers les solutions continues dans des
espaces non hilbertiens. Poser les problemesBansus semble donc étre une solution raisonnable
et on le verra, fructueuse.

1.3 Plan de la partie

Cette partie est decoupée en 7 chapitres. Nous les dasriwievement ci-dessous :

— Chapitre 2 :il contient essentiellement des notations et des rappejfgtidiisation convexe. Un
lecteur averti peut se contenter de lire les parties (268.3.3.4) qui contiennent des définitions
originales (fonctions simples et fonctions max). Tout axgldu manuscrit, des renvois sont faits
vers cette partie.

— Chapitre 3 :c’est un chapitre bibliographique. Il contient des rapgeides taux de convergence
des schémas de minimisation de premier ordre a un pas ¢oews et récents). On montre que
la plupart des méthodes d’optimisation a un pas (desselggradient et itérations proximales
notamment) convergent ein(%) ou k est le nombre d'itérations. On rappelle ensuite que la
théorie de la complexité indique que les schémas de nsation de premier ordre ont une
efficacité majorée.

— Chapitre 4 :il contient les contributions méthodologiques princgglintroduites dans cette
these. Nous présentons d’abord un schéma d’optimisatiolti-pas de premier ordre adapté a
la minimisation de la somme d’une fonction simple et d’'unectmn Lipschitz dfférentiable.
Ce schéma a été proposé par Y. Nesterov [Nesterov, 2@dtanverge erO(k—lz). Nous mon-
trons ensuite comment étendre cet algorithme au probl#ni@a minimisation de la somme
d'une fonction max et d’'une fonction fortement convexe. @aspnte ensuite une méthode
d’optimisation eno(%) adaptée a la minimisation de la somme d'une fonction maXuete
fonction simple. Ces taux de convergence théoriquegseptent a notre connaissance I'état de
l'art.

— Chapitre 5 :nous montrons d'abord que de nombreux problemes de rasitaurd’images
(débruitage, décompression, déconvolution, agrardignt...) peuvent s’exprimer sous un for-
malisme unifié : on minimise une fonction convexe nofiédentiable (ou mal conditionnée)
sous des contraintes s’exprimant comme des notPds transforméestiaines. Nous montrons
ensuite comment appliquer les algorithmes du chapitre 4 gsoudre ces problemes.

— Chapitre 6 :nous montrons comment appliquer les algorithmes du cleapipour deécomposer
des images en texture et en géométrie. Nous proposonsré@nen nouvel algorithme de
décomposition. Et montrons sa supériorité pratique.

— Chapitre 7 :nous comparons les méthodes proposées dans cette tleesgl@sieurs schémas
d’optimisation utilisés recemment. Ces comparaisomsidot un avantage tres net aux méthodes
proposées et confirment les résultats théoriques.

— Annexes Jles annexes contiennent certains détails nécessaitgsr@iplémenter les algo-
rithmes. On présente notamment la discrétisation desatguirs gradient et divergence pour les
images multispectrales, des algorithmes rapides de piajezur des boulel® pondérées, et on
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détaille entierement une méthode de résolution dulpnoe de décomposition en texture et en
géométrie de Y. Meyer.

1.4 Contributions

Nous pensons que cette premiere partie contient des logindnis d’ordre méthodologiques, ap-
plicatif et de synthése :

— Méthodologique nous présentons plusieurs schémas d’optimisationnaigi. Ces schémas
sont tres largement inspirés des travaux de Y. Nesterestidov, 2005b; Nesterov, 2007a; Nes-
terov, 2004; Nesterov, 2005a]. Cependant, nous éten@aerisavaux a des classes de problemes
plus larges. De plus, nous proposons des variantes qursiaivplus &icaces en pratique.

— Applicatif : les algorithmes proposés sont trés performants. Par@gela probleme de Rudin-
Osher-Fatemi peut étre résolu a raison de 3 images<3®0 par seconde sur un ordinateur
portable. Nous résolvons certains problemes de facénig®, ce qui n’'était pas le cas jus-
gu'a présent. Ceci permet par exemple d’évaluer avecigion les limites des modeles de
décompression ou de décompositions d’'images. De pluspldité de ces algorithmes peut
encourager les industriels a utiliser les modeles repicaa des problemes d’optimisation.

— Synthese nous présentons de facon synthétique les résultatomleigence des méthodes
d’optimisation de premier ordre. Nous détaillons notaminue vastes classes de problemes qui
peuvent étre résolugiicacement. A notre connaissance les résultats de coneergedsentés
représentent 'état de I'art des méthodes de premiereofdous présentons aussi de fagon
unifiée le probleme de la restauration d'images. Ceci mmrsnet d’utiliser un algorithme
unique pour résoudre de tres nombreux problemes a premie éloignés. Ceux-ci étaient
jusqu’a présent résolus avec des algorithmes ayantftioadté tres variable.



Chapitre 2

Notations et rappels d’optimisation
convexe

2.1 Notations

Dans cette partie, nous décrivons quelques notations que utiliserons tout au long de manus-
crit.
Nous noteronX = R"etY = R™. Soit :
min (f(X 2.1
min (f(x) (2.1)

un probleme d’optimisationX* représente I'ensemble de ses minimiseutsteprésente un de ses
minimiseurs.f* = f(x*) est la valeur du minimum.

Soitx € X, X € R représente la i-eme composantexde

(-, )x représente un produit scalaire strSauf si on le précise, ce produit scalaire sera le produit
scalaire canonique. Pout, x> € X on aura :

= 3T 2.2)
i=1

(-, )y représente le produit scalaire surSauf si on le précise, ce produit scalaire sera le produit
scalaire canonique.
|- |x et]- |y représentent les normes associées aux produits ssaRoarx € X, on a:

IXIx = V(X %) (2.3)

[ lipex), P € [1, oo est la normeP surX:

n 1/p
IXipx) = [Z |Xi|p] (2.4)
i1

[ - ll=(x) est la normd* surX :

Xlieo(x) = iE{rlnzaxn} (%) (2.5)

.....

21
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SoitA: X — Y une transformée linéaird* représente son conjugué comple&e’ représente le
conjugué complexe da2.

Définition 2.1 (Norme euclidienne d’'un opérateur$oit B: X — Y un opérateur linéaire. La norme
de B est définie par :

IBll = max (IBxy)

XeX,|Xx<1

2.2 Rappels d’optimisation convexe

Dans cette partie, on rappelle trés rapidement les notibasalyse convexe indispensables a
la compréhension de ce manuscrit. Le lecteur intéressé@appreuve des fferentes propositions
enoncées peut se référer aux manuscrits classiqueskgfdiar, 1970; Ekeland et Temam, 1976;
Hiriart-Urruty et Lemarechal, 1996; Polyak, 1987; Neste2D04].

Définition 2.2 (Domaine d’une fonction)Soit f: X — R une fonction. Le domaine de f noté ddi
est défini par doiff) = {x € X, f(X) < oo}.

Par la suite on supposera toujours ger(f) # 0.

Définition 2.3 (Fonction convexe) Soit f : X — R une fonction. Cette fonction est dite convexe si
donf) est convexe et $i1 € [0, 1], Y(x,y) € don(f) :

f(AX+ (L= 2y) <Af(X)+ (1 - ) f(y) (2.6)
La proposition suivante peut servir a prouver la convergeatte certains algorithmes :

Proposition 2.1. Soit f : X — R une fonction convexe et « int(dom(f)). Alors f est localement
Lipschitz continue en x. Ceci impligue hotamment que f edtraee sur in{dontf)).

Pour etudier les fonctions convexes, on a tres souventrbdiine notion similaire : les ensembles
convexes.

Définition 2.4 (Ensemble convexe)Soit K ¢ X un ensemble. Cet ensemble est dit convexéxsy) €
K,¥1€]0,1]:

AX+(1-2)yeK 2.7)
La proposition suivante relie les deux notions :

Proposition 2.2. Soit f: X — R une fonction convexe. Alotr € R les ensembles, f(X) < a} sont
soit convexes soit vides.

Définition 2.5 (Projecteur) Soit K c X un ensemble convexe. Le projecteur sur K est défini par :
Ik (X) = argmin (Ju — X|x)
ueK

Définition 2.6 (Fonction propre) Une fonction convexe F sur X est propre si et seulement si §t n'e
pas identiquement égale a I'infirico et qu’elle n'atteint pas la valeuroco sur X.
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Définition 2.7 (Fonction indicatrice) Soit K € X un sous-ensemble convexe non vide de X. La fonction
indicatrice de K, notégg : X — R est définie par :

0 sixeK

oo sinon (28)

Xk (X) ={

Définition 2.8 (Sous-dfférentiel et sous-gradientfSoit f : X — R une fonction convexe. Le sous-
différentiel de f au point x int(don(f)) est défini par :

Af(x) ={neX (¥ +m(y—xx < f(X),Vy e X} (2.9)
n € 0f(X) est appelé sous-gradient.

Le sous-ditérentiel au poink a une interprétation géométrique simple. C’est I'erlsiendes hy-
perplans qui passent par le poirt {(X)) et dont le graphe passe sous le graphé.di (X) est réduit
a un singleton si et seulementfsest dérivable em. Dans ce cas)f(x) = Vf(x).

On considere maintenant le probleme d’optimisationauiiv
min(f(x)) (2.10)
XeX
ou f : X — R. On rappelle quelques résultats d’optimisation convaxemutilisera tout au long du
manuscrit :
Theoreme 2.1.Si f est convexe alors I'ensemble des minimisedrsesK convexe.

Théoreme 2.2.Si f est convexe etfierentiable alors les deux propositions suivantes soniv&lentes :
— X appartient a 'ensemble >des solutions de (2.10).
- Vfi(x)=0.

Théeoreme 2.3.Si f est convexe alors les deux propositions suivantesesprivalentes :
— X appartient a 'ensemble*Xdes solutions de (2.10).
— 0eaf(x).

Les théorémes suivants seront souvent appliqués @itgstient) dans le manuscrit [Polyak, 1987],
page 135 :

Théoréme 2.4.Soit f : X — R une fonction convexe qui admet un minimum unicguélaute suite
de points satisfaisar?(llim f(xX) = f(x*) converge vers’

Théoréme 2.5.Soit f: X — R une fonction convexe qui admet un ensemble de minim&oit{x«}
une suite de points satisfaisakﬁm f(xX) = f(x). Toute sous-suite convergente decanverge vers

un point de X.
Pour éviter les confusions rappelons une appellatiorsicjas :
Définition 2.9 (Taux de convergence linéaird)ne méthode d’optimisation a un taux de convergence
linéaire si elle génére une suite d’estimég$ qui satisfont :
X< — X |x < X0 — x|y (2.11)

ou t €]0, 1] définit le taux de convergence. Parfois on appelle aussaog, ttaux de convergence
géomeétrique.
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=10

Il est important de remarquer que taux de convergenceil@ga signifie pasf (x¢) — f(x*) <

Un tel taux de convergence est dit sous-linéaire.

Nous présentons maintenant un théoreme de dualit@geindra lui aussi tres souvent par la suite.
Notons qu'’il existe dférents théorémes de dualité : la dualité de Kuhn-Tiud¢kelualité de Fenchel, la
dualité min-max... Nous ne présentons ici que la dualit®max qui s’avere simple et fisante pour
les applications présentées dans cette these. Ndé&eemnee pour la dualité est [Ekeland et Temam,
1976], p. 176 :

Théor‘emg 2.6.Soient Ac X et Bc Y deux sous-ensembles fermés, convexes, non vides. Soit L
A x B — R une fonction. On suppose :

X+ L(X,y) convexe proprevy € B (2.12)

y — L(X,y) concave propre¥x € A (2.13)
On suppose que A est borné ou qu'il exisie=)B tel quelxllxiToo L(X, yo) = +oo.
On suppose que B est borné ou qu’il exisje=>A tel quelleYirDc><> L(xo,Y) = —c0.
Alorsona:

min(rgeanu(x, y») - max(min(L0cY)) (2.14)

xeA
Dans les cas pratiques que I'on considerera dans ce manlesconditions du theoréme seront
toujours vérifiees. Nous laisserons souvent le soin aedeale s’en convaincre. Nous présentons
maintenant un théoreme d’optimisation convexe que neussadémontré pendant notre stage de
master. Ce théoreme est sans doute connu, mais nous s'&eoré aucun livre qui le présente. De

nombreux problemes reviennent a minimiser une sommeé&érdde fonctionnelles convexes. On
s'intéresse ici a ce probleme assez général :

Théoreme 2.7.Soient F et G deux fonctions convexesRdedansR™, et 1 un réel deR*. Soit U,
'ensemble des solutions du probleme suivant :

inf (F(U) + AG(W) (2.15)

Soit U, 'ensemble des solutions du probleme suivant :

inf  (F 2.16
ué@@((m) (2.16)
Onaalors :
YA, YUy e Uy, da e R+, u, e U, (217)
Ya,VYu, € Uy, e R*, U, € U, (2.18)

Résoudre (2.15) ou (2.16) permet donc d’obtenir des swistidentique's

10n ne peut pas obtenir de résultat plus fort. Eateon peut trouveF etG telles queJ, ¢ U, ouU, ¢ U,.
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Démonstration.La preuve de (2.17) est simple. lIfftien dfet de choisie = G(u,).
La preuve de (2.18) est plus technique. On commence par gesrague I'équation (2.15) peut
etre réécrite sous la forme :

d|€r1]1{+ (u’éw;:d (F(u) + /lG(u))) (2.19)
Soit encore :
J£J1£+ (U’le;:a (F(u)) + /la) (2.20)
(2.20) est equivalent a :
J£J1£+ (U’le;ga (F(u)) + /la) (2.21)

En dfet, soientm, etm, les valeurs des infima dans2P) et (221) respectivement. On a évidemment
M, < my. On a aussing < mp. Si ce n'était pas le cas, il existerait avecG(up) < a tel que :

F(up) + AG(up) < aien]é (u,(3i211;=a (F(u) + /lG(u)))

ce qui est absurde. Résoudre (2.15) revient donc a miaimis

$a(@) = uggggg (F(W) + A (2.22)

Pour montrer (2.18), il it de vérifier que pour tout, il existe unA tel que¢, atteigne son
minimum ena. Pour ce faire, nous utilisons le lemme suivant (démop&€la suite). La fonctiol?!
définie pa¥(a) = inf (F(u)) est convexe.

u,G(u)<a

¥ est donc dérivable a gauche et a droite. On Nfteet P’ ses dérivées a droite et a gauche. De
méme, on note’,, et¢’,_ les dérivees a gauche et a droitegge Cette fonction est convexe et atteint
son minimum pour les pointstels quey’, (X) > 0 et¢” (X) < 0. En choisissant € [-¥/, (@), -V’ ()]
on s'assure queé, atteint son minimum en ce qui termine la démonstration.

O
Lemme 2.1. Si F et G sont deux fonctionnelles convexe®&ealors la fonction :
Y(@) = inf (F(u) (2.23)
u,G(u)<a
est convexe.
Démonstration.On va demontrer que :
\P(a +ﬁ) B Y(a) + ¥(B)
2 2
Les fonctionsF etG sont convexes, elles vérifient donc :
F F
F (91 er 92) B (91) J2r (92) (2.24)
G (91 ; %) _ G(a1) ; G(92) (2.25)
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La deuxieme inéquation nous permet d’obtenir les inolsisuivantes :

{(U1, Up), G(u1) < @ etG(up) < B} (2.26)
C {(u1, Up), G(up) + G(Wp) < a + B} (2.27)
c {(ul, U2),G(UI - UZ) < CHﬂ} (2.28)
2 2
On peut donc écrire :
a+p .
p —) = inf F(u
(%5 o (D)
. u; + Uz
- inf F ) 2.29
(Ul,Uz),G( UlZUZ )S# ( ( 2 ) ( )
< (M) (2.30)
(ug,U2),.G(up)<a etG(up)<er 2
1 . 1 .
= 3 ul,e'[lfl)@ (F(up)) + 2, é?ufz . ﬁ(F(UZ)) (2.31)
P(a) +¥(B)
< > (2.32)
O

L'interét de ce théoréeme est que dans certaines sinmtil est plus facile de trouver les solutions
du probleme (2.16) que celles du probleme (2.15).

Nous présentons maintenant un lemme dont on se serviregisgois au cours de la thése. Bien
gu'il semble &tre classique, nous ne l'avons pas trouves dies livres standards d’optimisation. On
propose une démonstration simple ci-apres.

Lemme 2.2. Soity : Y — R une fonction convexe fermée. Soit :

$(X) = min(¢y. x + ¢() (2.33)

La fonction est concave. De plus elle satisfaik e int(don()), d¢(x) = Y(X), ou Y(X) est
'ensemble des minimiseurs de (2.33). En particulier sist strictement convexe alapsest définie
sur toutR", elle est diferentiable et si on note(y) I'unique minimiseur de (2.33) on a:

Vo(x) = y(X) (2.34)

Démonstration.¢ est concave car c’est le minimum de fonctions linéaires. it x € int(dom(¢))
ety € Y(x). On a par définition :

$(¥) = (1, Xy + ¢(n) (2.35)
De plus on a pour toutg € X :

¢(X0) < (1, Xo)x + ¢() (2.36)
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En soustrayant ces deux inégalités, on obtient pountpatX :

B(X0) < ¢(X) + (1, Xo — X)x (2.37)
Dol n € d¢(x). Et donc :
Y(X) € 0¢(x) (2.38)

Montrons maintenant I'inclusion inverse. On raisonne farsurde. Soik € int(don{#)). Suppo-
sons qu'il existe; ¢ Y(X) tel quen € d¢(X). On a donc :

d(X0) < () + (1 X — Xy VX0 € X (2.39)
d(X) < (1, Xy + o) (2.40)

En additionnant les deux inégalités on obtient pour tQuE Y, ¢(Xo) < ¢(17) + (1, Xo)x. Donc

n € dom(p) et 0 ¢ dp(n) + Xo pour toutxy € X. On a dony(n) = 0. Or on a supposé convexe,
fermée. Son sousHtierentiel n’est donc pas réduit a I'ensemble vide sur samaine.

i

2.3 Quelques classes de fonctions convexes

Dans cette partie, nous décrivons certaines classes deios convexes. Nous verrons par la suite
que les problemes de minimisation composés de combimaisntaires de telles fonctions peuvent
généralement étre minimisés de facahcace. Nous donnons ci-apres quelques unes de leurs pro-
priétés remarquables.

2.3.1 Fonctions Lipschitz dfférentiables

Définition 2.10 (Fonction Lipschitz diférentiable) Soit f: don{f) — R une fonction dférentiable.
f est dite Lipschitz dierentiable si :

V(xy) € dom(f), [Vf(x) - Vi(y) < LIx-y| (2.41)
La classe des fonctions LipschitAT@rentiables est stable par addition :

Lemme 2.3. Soient { et f, deux fonctions respectivementet L, Lipschitz djferentiables. Soient;
etay deux réels positifs. Dans ce casf; + axf, estail; + azLy Lipschitz diferentiable.

La proposition suivante [Polyak, 1987; Nesterov, 2005b}r@és souvent utilisée pour démontrer
la convergence de schémas de minimisation ainsi que pailue¥ leur taux de convergence.

Lemme 2.4. Une fonction L-Lipschitz gérentiable satisfait/(x,y) € don{(f) :

110) = 109~ (V1(9.y = 01 < 51y~ X (2.42)

Ceci signifie qu’une fonction Lipschitz fierentiable est comprise entre deux fonctions quadra-
tiques. Pour une fonction convexe, on obtient un résultet fort :



28 Notations et rappels d’optimisation convexe

Lemme 2.5. Si f est convexe et Lipschitzférentiable alors on obtient les inégalités suivantes :

L
0< f(y) - f(x) —(VF(X),y—xx < EIX—yli (2.43)

Ces lemmes permettent de démontrer assez facilementiargence d’'une descente de gradient.
Considérons enfket l'itération suivante :

Xl = XK 2V (%) (2.44)
Danscecas,ona:
f(X) = (K -7V (X)) (2.45)
< FOXE) + (VEOK), X4 — Xy + %|xk+1 - X2 (2.46)
< (X + (72% —D)IVE(X)Z (2.47)
(2.48)

Le termer?5 — 7 est strictement négatif powr< £ et il admet un minimum em = . En faisant
ce choix, on s'assure que :

fOHYy < F(X) - 2—1L|Vf(x'<)|§< (2.49)

A notre connaissance, tous les calculs de taux de convergier méthodes de gradients s’ap-
puient sur (2.49). Les exemples de fonctions Lipschitiédentiables que nous utiliserons dans ce
manuscrit sont les suivantes :

- f(x) = X72 est 1-Lipschitz dierentiable.

— f(X) = VX2 +pu2 est/%—Lipschitz diferentiable.

X4 & sinon

X silX > u Lo
- () =1 2 est;-Llpschltz ditérentiable.
2u 2

2.3.2 Fonctions fortement convexes

Les fonctions fortement convexes sont utilisees abondambhmians ce manuscrit. Nous verrons
gu’elles peuvent souvent étre minimisées plus rapidémpes les fonctions Lipschitz fierentiables.

Définition 2.11 (Fonction fortement convexelUne fonction f: X — R est dite fortement convexe si
YA e[0,1], Y(xY) € don(f):
I
flx+ (1= ) < AFE) + (1= DY) - 5L - Ix- yl2 (2.50)

Le parametre > 0 est appelé paramétre de convexité. La classe desdasdtrtement convexe
est stable par addition :

Lemme 2.6. Soient f et f, deux fonctions fortement convexes de parametres de étinvespectif
I, et |, (eventuellement nuls). Soiemt et @, deux réels positifs. Alorg, f; + a» f, est une fonction
fortement convexe de paramétre de convexité + aol».
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Pour rendre un probleme convexe fortement convexe, ongant le perturber legérement en
lui ajoutant une fonction fortement convexe de faible atagk sur le domaine de minimisation. Ce
résultat sera utilisé plusieurs fois par la suite. Lardéfin de la forte convexité permet de montrer le
résultat central suivant :

Lemme 2.7. Soit f : X — R une fonction fortement convexe de paramétre de convexitbors
Y(x,y) € dom(f), Ynp e af(x):
I
WWZW@+WJ—H+§W—H§ (2.51)

De plus f admet un unique minimurhsur don{f) et pour tout xe don(f) :

u@zfuw+%u—ﬁ& (2.52)

La derniere inégalité permet de passer d’'un taux de cganee sur I'objectif a un taux de conver-
gence sur la distance au minimiseur.

2.3.3 Fonctions simples

Les fonctions qu’on appelle "simples” dans ce manuscribhjas encore de nom consacré dans la
litterature. Nous les définissons a partir de I'oparafgox [Moreau, 1962; Moreau, 1963; Combettes
et Wajs, 2005].

Définition 2.12 (Opérateur prox) Soit¥ : X — R une fonction convexe. L’opérateur :

proxg : X — X

X = arg miny (‘I‘(y) + 3Ix— y|§<) (2.53)

est appelé opérateur proximal associ&a

Définition 2.13 (Fonction simple) Une fonction¥ : X — R est dite "simple” si elle est convexe et
que proxy(X) peut étre calculé exactement pour tadut R* et tout xe X.

Notons que le probleme (2.53) peut &tre résolu de mardaalytique ou avec une stratégie de
minimisation exacte. Pour mieux appréhender cette diefininous donnons ci-dessous quelques
exemples de fonctions simples :

— SiY est la fonction caractéristique d’un ensemble conv@xeette fonction est notégy), alors
le probleme (2.53) est un probléme de projection. On a donc

Prox,q (X) = Mg(x)

Les fonctions caractéristiques sont donc simples si onefi@gctuer une projection sur leur
domaine de maniere exacte.
— Les fonctionsP(x) = |xlie(x) avecp € {1, 2, oo} sont simples?

2Le cas de la normk® est le plus dficile a résoudre. Le calcul peut se faire avec un algoritdengi enO(nlog(n)).
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— Les fonctions qui s’écrivent sous la form¢x) = Y1, ¢(x;) sont simples si on sait résoudre le
probléme univarié suivant :

min((y - @)* + 16(a))

ouy e RetdeR".

— Une fonction du typ&’(x) = [AXipcy) OUA : X — Y est une transformée linéaire @k [1, co]
n'est pas simple en général. Par exempld sst la discrétisation de I'opérateur gradient et que
p = 1, le probléme (2.53) devient le probléeme de Rudin-O$faemi qui doit pour le moment
étre résolu de maniére itérative et inexacte.

Les fonctions simples commencent a étre utilisees adnontknt en traitement du signal (voir
[Chauxet al,, 2007; Charet al., Accepted for publication in 2008; Dug al., 2008] et leurs réféerences),
notammment grace a des résultats théoriques récéistea JCombettes et Wajs, 2005; Nesterov,
2007a].

Expliqguons maintenant pourquoi ces fonctions présentemitérét particulier. Soif une fonction
L-Lipschitz diférentiable eW une fonction simple. On a vu précédemment (2.43) fsatisfait :

L
() < TO) + (VI X = ¥x + 51X~ yi (2.54)

D'ou :

f(¥) + ¥ < f(y) +(VEY), X = y)x + %IX - Yk + P9 (2.55)

Si I'on souhaite résoudre le probleme suivant :

miQ(f(x) + ¥(X)) (2.56)
Xe
une idée naturelle a la vue de (2.55) consiste a applignechéma du type :
X+ = arg min(f(xk) + (V) x = X9 + %|x— X2 + lI’(x)) (2.57)
XeX

ainsi on s'assure que :

FOED) + wE D) < £(XK) + w(xK) (2.58)

La suite f (xX) + ¥(x¥) est donc décroissante monotone. Literation (2.57) péne réécrite sous la
forme :

k k
arg min(E (|x ey VI )|§< - |Vf(x )|§() + lI’(x)) (2.59)
xeX L L
k

= arg min(llx IVIRRALL )|§< + l‘P(x)) (2.60)

xeX L L

V£ (XK

= proxuy (xk - —E )) (2.61)

Si on sait la calculer (i.e. quU# est simple), l'itération suivante :
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k
XL = ProXay (xk - ?) (2.62)

assure une décroissance monotone de I'énergie. La pdeugenvergence de cet algorithme est pro-
posée dans [Combettes et Wajs, 2005]. On donnera aussasprdé convergence (voir theoreme
(3.13)).

2.3.4 Fonctions max

Nous présentons ici une classe de fonctions introduites fidesterov, 2005b]. Elles ne semblent
pas posséder de nom commun dans la littérature. Dans aesorannous les appellerons fonctions
“max”. Ces fonctions ont la particularité de pouvoir ategularisées. Nous verrons aussi que la mini-
misation de la somme d’'une de ces fonctions avec une fonfitement convexe, peut étre faite de
maniére tres rapide en résolvant un probleme adjoint.

Définition 2.14 (Fonction max) On appelle fonction de type max une fonctionX — R qui s’écrit
sous la forme :

f(9 = max<Ax y)y - o(y) (2.63)
ou A: X — Y est une application linéairg, est une fonction simple.

Commeg est simple, ce maximum peut étre calculé de maniere ex&zns cette thése nous
utiliserons souvent les normé&§ p € {1, 2, oo} de transformées linéaires de I'image. Ces fonctions
peuvent s'écrire sous la forme (2.63) en pogart0 et en utilisant la dualité :

IAXipeyy = _max  ((AX Y)y) (2.64)
yeYlay)<1
Dans cette équatiof : X — Y est une transformée linéaiggest le conjugué dp(é + % = 1). On
prétera une attention particuliere au cas\@st I'opérateur discret gradient etqu {1, 2, co}. Notons
que la représentation sous forme max d’'une fonction n’astfprcément unique. Nous utiliserons
essentiellement deux caractéristiques de ces fonctions :

— La premiére est la possibilité de les regulariser earass une erreur d’approximation faible.

— La seconde est la possibilité de définir facilement urbl@me adjoint. Dans certains cas, on
peut trouver des méthodes de minimisation du problenaragilus dficaces que celles adaptée
a la résolution du probleme direct.

Régularisation des fonctions max

Nous allons voir dans ce paragraphe que les fonctions de(8/6é) peuvent étre régularisées
efficacement. Cette idée est due a Moreau-Yosida [Moreaih; 188naréchal et Sagastizabal, 1997].
Elle a été adaptée a un cas un peu plus général par YeftdesNesterov, 2005b]. Lidée est la
suivante :

Lemme 2.8. Soit f une fonction max s’écrivant sous la formgx)f= m@((Ax Yy — ¢(y))). Soit d:
ye
dom(¢) c Y — R une fonction fortement convexe de parametre de convexit@ (une telle fonction
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est souvent appelée fonction prox de I'ensemble(dpmSoity > 0 un paramétre de régularisation.
La fonction :

1,0 = MaX(AX Yy = () - ) (2.65)

est bien définie, elle est convexe et Lipschifedintiable. Soit yle minimiseur de (2.65). On a alors
3.

V(X)) = A'yu(X) (2.66)
Ce gradient est Lipschitz de parametre :
||A2
L,=— 2.67
Finalement, si on suppose d@hborné, I'approximation f satisfait :
f,(x) < f(x) < f,(x) + uD (2.68)
avec D= T%ﬁ)(d(y)). f, est donc une bonne approximatiorfféientiable de f.
yedo
Formulation d’un probl eme adjoint
Imaginons que I'on souhaite résoudre un probleme du type :
min(f(x) + ¥(x)) (2.69)
XeX

Ou f est une fonction de type max (2.63)®test une fonction convexe coercive. Si la fonction
L:(xYy) = (AXY)y — ¢(y) + W(X) satisfait les hypothéses du theoreme 2.6, on peutécri

min(f () + () (2.70)
= minmax(Axy)y - () + ¥() (2.72)
= nyg‘(rpeiQ((Ax Yy + ¥(X) - é(y)) (2.72)
= ryg‘(g@((& Ay)x + (X)) - ¢(y)) (2.73)

Dans les cas ou I'on sait calculerKrmn, A'yyx + P(X)) explicitement, on verra que le probleme
Xe
(2.72) peut parfois étre résolu pluieament que le probleme (2.70).

3c’est une conséquence directe du lemme 2.2



Chapitre 3

Meéethodes de premier ordrea un pas

Dans ce chapitre, nous commencons par présenter plusiétinedes “classiques” d’optimisation
convexe de premier ordre. Ces méthodes ont pour objectéstridre le probléme suivant :

min (f(x)) (3.1)

ol K c X est un ensemble convexe non videf etX — R est une fonction convexe propre. Toutes les
méthodes que nous allons présenter reposent sur uagdtedu type :

X = F(X, £(X9), 75, K) (3.2)

ol e af(xX¥). Ce sont des méthodes de premier ordre & un pas au sedlein’atilisent que
linformation apportée par les propriétés lieeskgpour calculer I'estiméed*l. Ces méthodes sont
tres couramment utilisées, mais leurs propriéetés deargence globale et leur taux de convergence
semblent assez mal connus. Nous les rappelons donc dampasit. Notons que les taux de conver-
gence donnés sont ajustés : si on annonce qu’une méthod@ex de convergence @(%) il existe

des problémes pour lesquels la méthode ne peut pas cenydug rapidement QL@(%).

Nous avons implémenté et comparé presque toutes cdmdest durant cette thése. Nous mon-
trerons des comparaisons pratiques dans le chapitre (Tjs Maitons les cas fierentiables, non
différentiables, contraints et non contraints séparénNmis rappelons ensuite quelques résultats de
la théorie de la complexité : la rapidite de convergeneetalis les schémas de premier ordre est
majorée.

3.1 Meéthodesa un pas : fonctions diferentiables
Dans cette partie, nous considérons le probleme suivant :

min (f(x)) (3.3)

ou f est convexel -Lipschitz ditférentiable etk c X est un ensemble convexe. Notons que ce
probleme admet un ensemble de solutions convexe qu’onXiote

33
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3.1.1 Ladescente de gradient dans le cas non contrairi (= X)

Nous commencgons par présenter le Bas= X. L'algorithme peut-étre “le plus simple” pour
résoudre le probleme (3.3) est alors le suivant :

X e X
{ Xk+§ — Xk _ Tka(Xk) (3-4)

Le théoreme suivant [Polyak, 1987, p. 21], assure soukegusonditions il converge :

Théoréme 3.8.Si0 < ¢ < % la descente de gradient (3.4) aSSld'rm d(x,X*) = 0, ot d est la
distance d’'un point a un ensemble.

La preuve est simplement basée sur le fait que la di{it§) est une suite monotone décroissante
(voir 'equation (2.49)). Un résultat bien moins conhet pourtant intéressant est le suivant [Nesterov,
2004, p. 70] :

Théoréme 3.9.Si7kK = % la descente de gradient a pas constant (3.4) assure :
2L|x0 — X%
k+4

Ce taux de convergence permet de comprendre quels sontteariaqui influencent la conver-
gence de l'algorithme :

f(xX) - f* < (3.5)

— Ladistance au minimiseur. La vitesse de convergence en dépend quadratiquemest.doiec
un facteur important.
— La constante de Lipschitz La convergence de 'algorithme en dépend linéairement.

La dépendance de I'objectif au nombre d'itérations e@(efgl). Un tel taux de convergence est sa-
tisfaisant lors des premieres itérations mais il est mauasymptotiquement. Sous l'unique hypothese
que f est Lipschitz diferentiable, les descentes de gradients permettent dohtedir des solutions
approchées assez rapidement, mais elles sont tres Emgsnéral pour obtenir des solutions ayant
une bonne précision. Ce mauvais comportement asympgotiglique qu'il faut faire treés attention
aux choix du point de départ, et si possible transformerdbdlpme pour diminuer sa constante de
Lipschitz.

Souvent la constante de Lipschlizest inconnue et elle peut étrdiitiile a évaluer précisément.
Pour obtenir un algorithme convergent, ifisiude choisirr trés petit, mais dans ce cas, on peut montrer
gue la convergence devient mauvaise, méme lors les presiitérations. D’autres stratégies de choix
de pas ont donc été élaborées. Aucune de ces stratégipsrmet d’améliorer la convergence en
O(%) mais elles peuvent permettre d’accélerer la convergdaos les premiéres itérations. Nous les
rappelons brievement ci-dessous :

— Descente de plus forte penteA chaque itération on choisit :

7 = arg min( f (X — 7V {(x¥))) (3.6)

>0

Ce probleme peut rarement &tre résolu de fagon formietiar le résoudre il fautfiectuer une
recherche linéaire. Elle est souvent faite par des methdechotomiques.

1A notre connaissance, trés peu de livres présentensodiaési ce n’est [Nesterov, 2004; louditski, 2007]
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— Descente de Gradient avec recherche legaire d’Armijo. Le past¥ est choisi de maniére a
respecter les conditions suivantes :

(X = TV (X)) < F(XK) — erIVF(X)Ix (3.7)
(X< — eV E(XK) > F(X) — ent IV F(XF)Ix (3.8)

ol e €]0,1] ety > 1 sont des parameétres de la méthode. Bien stf$k<) = 0, I'algo-
rithme s’arréte cax® est un minimiseur de (3.3). Ces conditions peuvent étreralets de fagon
itératives en utilisant des méthodes dichotomiques.

— La stratégie de Barzilai-Borwein.Une stratégie utilisée recemment pour des problemes de
minimisation de la variation totale [Zhu, 2008] consistehaisir ¥ de maniére a ce quTéI ait
un comportement similaire & I'inverse de la hessienftd (x)) 1. Ainsi la méthode de premier
ordre se rapproche d'une méthode de deuxieme ordre. d@igerersions sont proposées dans
[Barzilai et Borwein, 1988; Zhu, 2008]. Elles ménent a oleplementations du type :

= X = Xy (3.9)
T XKLV (XK) — V(K1) '
En pratique ces implémentations sont souvent pliisaeges que des implémentations a pas
constant bien que le calcul (3.9) implique un surco(t aak4atération. A notre connaissance,
il n'existe pas d’étude des taux de convergence de telethodes.

La descente de gradient peut avoir un taux de convergencera@ileur dans le cas ou la fonction
f est fortement convexe de parameétre de convéXidir définition 2.11). On obtient dans ce cas un
taux de convergence linéaire [Nesterov, 2004], p70 :

Theoreme 3.10.Si f est L-Lipschitz gierentiable et |-fortement convexe, alors la descente de gr
dient (3.4) avea® = ﬁ assure :

. L/l -1\ .
|X _Xle(L/I+1) 1O — X*|x (3.10)
et: N
oy er_ B(LA=1\T 6 o
f(x) - f SZ(L/I+1) IX* = XI5 (3.11)

Ce taux de convergence est bien meilleur asymptotiquementes taux et@(%) précédents. Le
termeL/l > 1 (aussi appelé conditionnement fiedoit &tre le plus proche de 1 possible pour obtenir
une bonne convergence. La méthode de gradient est doiuparement &icace pour minimiser des
fonctions quadratiques bien conditionnées.

3.1.2 Ladescente de gradient proj&t dans le cas contraintK c X)

La descente de gradient projeté est une des premierbsdastinventées pour résoudre le probleme
d’optimisation contraint (3.3) (elle semble avoir étéraduite dans [Polyak, 1987]). Cette méthode
est étonnament assez peu appliquée dans le domainetdmtat des images. Le probléme de Rudin-
Osher-Fatemi régularisé peut étre traité de manieeertaturelle (et convergente) avec cet algorithme.
Il'y a eu un regain d’intérét pour cette méthode récentniasir [Chambolle, 2004; Zhu, 2008] par
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exemple pour des applications a la minimisation de la tiariaotale). Nous rappelons dans cette
partie son principe, ses conditions d’applicabilité agqee son taux de convergence.

L'algorithme du gradient projeté s’écrit comme suit :

{XOEX

Xk+l — HK(Xk _ Tka(Xk)) (3-12)

Les conditions de convergence sont exactement les ménmeesetjas de la descente de gradient
sans projection [Polyak, 1987] page 207 :

Théoréme 3.11.Si0 < 7% < % la descente de gradient projeté (3.12) assure que :
~ lim d(x¥, X*) = 0.
— Si f est fortement convexe alors la convergencekders X est geometrique.
— Si f est |-fortement convexex10), L-Lipschitz et queX = 7, alorson a :

X< = x'Ix < cf (3.13)
avec g= max(1 - l|,|1 — rL]).

De la méme fagon que dans le cas non contraiffgr@intes stratégies de recherche linéaire peuvent
etre élaborées pour accélérer la convergence. Caégies sont tres proches de celles citées en 3.1.1.
En pratique il stit d’arréter la recherche linéaire si on sort du domainé.e lecteur intéressé peut
notamment se référer a [Zhu, 2008] et aux réferencesdranuscrit pour plus de détails. Un travail
recent de Y. Nesterov [Nesterov, 2007a] permet de caldaileux de convergence de la descente de
gradient projeté avec un peu de travail. Nous présentorésblltat ci-dessous :

Théoreme 3.12.Si7¢ = 1 et si les ensembles de niveau de f sont bornés :
IR < o, diameétrg{x e K, f(x) < f(XX)}) <R

alors la descente de gradient projeté (3.12) assure que :

K o~ 2LR2
()= (<) < 1=

(3.14)

3.1.3 Litération proximale pour minimiser la somme d’une fonction difféerentiable et
d’une fonction simple

Récemment, plusieurs auteurs se sont apercus que lantkesigegradient pouvait étre adaptée a
un cadre plus général que celui présenté dans les detigrseprécédentes. Nous nous intéressons ici
au probleme suivant :

min ((x) = f(X) +¥(x)) (3.15)

ou f : X — R est une fonctior_-Lipschitz diférentiable e : X — R est une fonction simple. Ce
cadre est plus général que le précédent puisque laidonictdicatrice d’'un ensemble sur lequel on
sait faire une projection est simple. Comme on I'a vu dangifagraphe (2.3.3), lorsque I'on souhaite
minimiser la somme d’une fonction simple et d’'une fonctidpdchitz, I'algorithme suivant :
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X2 e X
{ (3.16)

k+1 k Vf(Xk)
X = prox Xt —
% ¥ ( L

assure que(x¥) est décroissante monotone. On peut en fait montrer quagmithme est convergent
[Combettes et Wajs, 2005] et évaluer son taux de conveegdiesterov, 2007a]. Le résultat de conver-
gence est le suivant :

Théoreme 3.13.Supposons que les ensembles de niveau de f sont bornés :

diametrg{x € K, f(x) < f(°)}) <R
Dans ce cas, l'algorithme (3.16) assure que :

K o 2LR?
$(x) —¢(X) < 1 — (3.17)
Si de plusg est |-fortement convexe, on obtient :
| \K
6(X) - ¢(x) < (1 - I) (@() - #(<)) (3.18)

Cette méthode plus générale que les précédentes pagem@nimiser @icacement de nombreuses
fonctionnelles de traitement d'images. Nous verrons @ng ¢ju’elle peut étre accélérée en utilisant
I'information apportée par les gradients de toutes kesitons.

3.2 Meéthodesa un pas : fonctions non-dfferentiables

On verra dans le chapitre 5 que les problemes d’optimisdiés au traitement d’'images sont
souvent non dférentiables. Les méthodes présentées précédensmeintionc rarement applicables
tel qu’el. De nombreuses méthodes d’optimisation de peemiidre ont &té proposées pour résoudre
le probleme suivant :

r)gi}?(f(x)) (3.19)

ou f est convexe &K est convexe. Nous présentons les plus représentathdEssous.

3.2.1 Ladescente de sous-gradient projet

L'une des premieres méthodes proposées pour résoBdr®) (est la descente de sous-gradient
projeté. Elle s’écrit :

X2 e X
WL 2 (Xk _ TkTITk) (3.20)
7¥Ix
ol ¥ est n'importe quel élement d&f (XX). Contrairement au cas Lipschitzfidirentiable, le sous-
gradient7¥ ne donne pas une approximation polynomiale valablé da xX. C’est un hyperplan qui
permet uniquement de coupe? en deux. Dans une partigx) est plus grande qui(x¥). Il faut donc
rechercher la solution du probleme de minimisation daastie. Les conditions de convergence de
l'algorithme (3.20) sont dférentes du cas Lipschitz [Polyak, 1987] :
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Théoréme 3.14.Sit¥ satisfaitklim =0 ety o 7K = o0, alors la méthode du sous-gradient projeté
(3.20) assure que :

. . i e
Jm, 1) = 1

On rappelle que la convergence de I'objectif implique lavengence des sous-suites v&rs(voir
theoréme 2.5). Cette méthode est donc convergente. dir de 7% peut cependant étre trédfitile.
De nombreuses suites satisfont les conditions du th&stmn mauvais choix peut entrainer un taux

de convergence tres lent. Il existe en fait deux choix simplui - on le verra plus tard - sont optimaux
[Nesterov, 2004] :

Théoreme 3.15.Soit f une fonction M-Lipschitz sur une bouléxBR). La méthode (3.20) assure :

. R2+ YK ()2
min(f(x)) - f* < M#@ (3.21)
O<i<k zzizo T
En particulier, une suite optimale est= ‘/L_l oureR". Elle assure :
R2 + K ()2 2
M Zk.=o(?') S R? +rin(k + 1) (3.22)
23 0T 2rvk+1

Bien que cette méthode soit optimale, sa convergencegsdetite. En pratique d’autres méthodes
simples sont bien meilleures. Son probléme principal @sllg ne peut pas converger plus rapidement

que%. On l'imagine facilement en minimisant une fonction de tyxg surR". La méthode oscille

autour de 0 a une distance qui décroTle(%().
Un autre choix de pas optimal qui s'avere souvent bien pitisage en pratique est le suivant
[Polyak, 1987, p. 142] :

Théoreme 3.16.La méthode (3.20) avec :

Ky _ f*
k= w (3.23)
7¢I
assure que :
lim Vk(f(xX) - £) =0 (3.24)

Ce choix de pas permet de minimiser la fonctigig en une itération. Il assure une convergence
géomeétrique sif admet un minimum aiguf(x) — f* > a|x — X*|x). Peu de fonctions en traitement
d’'images satisfont cette condition, mais elle indique gettecstratégie de descente peut s'avérer treés
efficace en pratique.

Généralement, la valeur* est inconnue. Plusieurs auteurs proposent de I'évalaetitement.

Dans [Combettes et Luo, 2002], les auteurs proposent uti@ae&convergente et montrent qu’elle est

efficace en pratique. Dans [Kiwiel, 1996] I'auteur propose iplus méthodes optimales é)'(%)
D’autres variantes des descentes de sous-gradient exi€itmms a titre indicatif une méthode

multi-pas “Primale-duale” proposée par Y. Nesterov [Hest, 2007b]. Cette méthode est elle aussi

optimale. L'article est particulierement intéressaanticprésente I'historique des méthodes de premier

ordre.
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3.2.2 Ladescente de sous-gradient avec contraintes forainelles

La méthode précédente n'est applicable que si la conérili est simple (i.e. que I'on peuffec-
tuer une projection suf). De nombreux problémes ne satisfont pas cette hypath&ses présentons
ci-dessous un dernier schéma qui permet de résoudrer@etous les problemes convexes de traite-
ment d’images que I'on peut imaginer. Le fait qu’il foncti@aussi généralement indique cependant

gu'il ne peut pas étre tredteace en pratique.
Dans le majorité des cas, les contraintes sont expriméegagbn fonctionnelle. On cherche a
minimiser f sur I'ensembleK N Q ou K est simple e s’écrit sous la forme :

Q={xeR", f(X) <0} (3.25)

avec :

ﬁm=i¥%ﬁu) (3.26)

Dans (3.26), chaque fonctiofy est convexe. On suppose de plus ¢uest borné de diametie.
On considere le schéma suivant :
1. ChoisirX® € K et définirh* = «/%0.5'
2. Alitérationk:
Calculerf (x¥) etn* € 9 (x¥).
Calculerf (xX) et® € 9 (xXX).
Poser :

e[ 0% st ) < RNk
PU= s (X = Rty

Kk
PosexX"* = I (X — h* =)

L'idée sous-jacente a ce schéma est de se déplacet tarts une direction qui permet de mini-
miser f tantbt dans une direction qui permet de se rapprocher dediable des contraintes suivant la
distance a cet ensemble. On peut montrer [Nesterov, 20Q44p :

Théoreme 3.17.Supposons que f est M-Lipschitz continue sur une bo(#g B), et que la norme
des sous-gradients est bornée sur cette boule :

M’ = max e dT(X) <
{1<i<m XGB(X*’R)}(lnlx 7€ dfi(X) < oo

Dans ce cas, le schéma précédent assure gu'il existk iel que :

V3MR — . V3M'R
——— et f(X)<s —
Vk-15 vk-15

Ce schéma simple qui permet de résoudre la plupart detepneb d’optimisation convexe a donc

un taux de convergence @1(%() On verra plus tard qu'il est optimal. D’'autres approchesété

proposées pour résoudre ce genre de problemes (voikparpée [Combettes et Pesquet, 2004] et les
références de cet article). Ce dernier theoreme majuteesous la seule hypothése qu’on soit capable
de calculer les valeurs des fonctions et des sous-gradéartesmps polynomial, trouver une solution
de précisiore a un probleme d’optimisation convexe peut étre readis temps polynomial. C’est un
résultat central de la théorie de la complexité en oatidn convexe.

f(x)— f* < (3.27)
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3.2.3 Autres nethodes

L'optimisation convexe non-ffierentiable a une importance cruciale et il existe de nonda®
méthodes de premier ordre concurrentes au sous-gradaaté Citons a titre indicatif les méthodes
des plans coupant et les méthodes d’approximation liegaief.

Pour les plans coupant, a chaque itération on calcule ustgmdient. Ce sous-gradient définit un
hyperplan qui coup& en deux parties. On sait que le minimum se trouve dans leepapposée a
la direction du sous-gradient. A chaque itérations, ort piiner un polytope qui définit I'espace de
recherche.

Dans les méthodes d’'approximation linéaires, on coitgtne approximation linéaire par mor-
ceaux def. A chaque itération, on calcule un sous-gradient. Cealpiecmet de définir un hyperplan
minorantf. A chaque itérations, on peut donfiaer une minoration convexe, linéaire par morceaux
de la fonctionf. On peut minimiser cette enveloppe plutdt dueC’est la méthode de Kelley [Kelley,
1960]. Une autre solution plus stable est la méthode desnk[Nesterov, 2004]. Ces méthodes sont
cependant diiciles a impleémenter et chaque itération peut étredofgeuse en temps de calcul. Ces
méthodes ne semblent donc pas adpatées pour le momeptitnisation en trés grande dimension.

3.3 Rappels sur la tleorie de la complexié

On a vu dans la section précédente quelques méthodesndaigaition couramment utilisées en
optimisation convexe. On peut se demander s’il n’en exiatede meilleures (i.e. qui convergent plus
rapidement). La théorie de la complexité permet de rédpmora cette question. Nous rappelons ici
brievement les principaux résultats de cette théorie.

3.3.1 Cas Lipschitz dfferentiable

Nous considérons ici les problemes s’écrivant de larfieguivante :

min (f(x)) (3.28)
XeX
ou f est convexel-Lipschitz diférentiable. On note cette classe de problethe®n rappelle que
X =R"
On se concentre sur une classe de méthodes de minimiddtioime méthode de minimisatian
appartient 3\ si elle génére une suifeX} satisfaisant la condition suivante :

X e+ Lin ({V1(0), V(X, ..., V(X))
On peut montrer le résultat suivant [Nesterov, 2004, p. 61]

Théoreme 3.18.Pour tout k < %1 et tout ¥ € X, il existe une fonction € C®(X), L-Lipschitz
differentiable telle que pour toute méthodesiv, on ait :

3L - x[2

k *
f(X%) - f ZW

(3.29)

et:
1
X< = x|2 > §|x0 - X2 (3.30)
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Ce résultat est lourd de conséquences. Il indique qu’'qrenépas obtenir de taux de convergence
satisfaisant sur la distance au minimiseur en faisant enigunt une hypothése deférentiabilité sur
la fonction a minimiser. De plus il indique gu’'aucune nuth de premier ordre ne peut dépasser un
taux de convergence @(k—lz) uniformément sur tous les problemes convexé&&rdintiables.

Rappelons aussi que la descente de gradient - avec toutegatégies de recherche linéaire -
n'avait un taux de convergence qu’@(%). Ce dernier théoreme semble donc indiquer qu'on peut
peut-étre trouver des méthodes pléiscaces. On présentera dans la prochaine section une reéthod
“optimale” trouvée récemment par Y. Nesterov [NesteB)7a].

3.3.2 Cas non diferentiable

Dans cette partie nous considérons le probleme suivant :

min (f(x)) (3.31)

ou f est convexeM-Lipschitz continue sur une boulx*, R). On note cette classe de probleni¥s
On se concentre sur une classe de méthode de minimigdtiodne méthode de minimisatior!
appartient a\’ si elle peut s’écrire de la fagon suivante :

X1 e X0 + Lin ({no, ', ...,nk)})
ouVvi, n' € f(x). On peut montrer le résultat suivant [Nesterov, 200431

Théoreme 3.19.Pour tout k< n— 1, il existe une fonction f convexe M-Lipschitz s{xBR) telle
gue pour toute méthode’ra M, on ait :

oy — 7> — MR
o) Z2(1+ vk + 1)

Aucune méthode de premier ordre reposant sur les sougegtade peut donc dépasser un taux

de convergence eﬁ)(%(). Les méthodes de descente de sous-gradient préserggsdadpartie

précédentes sont donc optimales. Ces méthodes - bieptguales - peuvent toutefois étre tres lentes.
Imaginons par exemple qud = R = 1 et que I'on souhaite trouver une solution approckequi
satisfassef (x€) — f* < 1073. Avec une méthode de sous-gradient, on aura besoin - adgsreas -
de I'ordre de 10 itérations ! La borne de complexité obtenue pour des probk différentiables était
bien plus encourageante. Avec un taux de convergenég,mm n'a besoin que de 32 itérations pour
obtenir cette solution!

(3.32)

3.4 Conclusion

Les méthodes d’optimisation que nous avons présentasattent de résoudre presque tous les
problemes d’'optimisation convexe qui existent en tragetnd'image. Ceci pourrait laisser penser
gue les problemes d’optimisation convexe sont simplegsaudre. C’est faux lorsqu’on parle de
problemes d’optimisation en tres grande dimension.tlabsurde de réaliser plus de 10000 itérations
d'une descente de sous-gradient avec pas décroissamesimege de taille 100Q 1000. Or notre
expérience nous montre que c’est approximativement defgut pour obtenir une solution qui ap-
proche correctement (au sens visuel) les propriétés delldgion exacte. Les descentes de gradient
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se comportent tres bien sur des problem&&dintiables bien conditionnés, cependant plusieurs cen
taines d'itérations peuvent étre nécessaires pounohiee approximation satisfaisante. Ce nombre
est encore trop €levé pour penser a des applicationsrasteeel.

Il nous semble donc nécessaire de chercher de nouvellesidees plus gicaces d’optimisation.
Dans le chapitre suivant, nous présentons plusieursitidgms de minimisation de premier ordre et
montrons que leurs taux de convergence sont meilleurs dtine de grandeur que ceux présenteés ici.



Chapitre 4

Algorithmes de minimisation structurels
multi-pas

Dans le chapitre précédent, on a vu que les taux de comargges schémas de premier ordre
etaient majorés. Ce résultat est a interpréter avecgution. Imaginons par exemple que I'on souhaite
résoudre le probleme suivant :

. 1 ,
min( 09 = F1Ax- D& + o @.1)

OUA : X — Y est une transformée linéairelet Y une donnée a traiter. Ce probleme a recemment
pris beaucoup d'importance en traitement du signal [GHex,, 1998; Tropp, 2006] et en statistiques
[Miller, 2002]. Dans le cas odé est une matrice aléatoire il devient un probleme d’éthannage
compressif (compressed sensing) [Candes, 2006].

Une analyse rapide de ce probléme indique qu'il est conmerediférentiable. Si on utilise uni-
quement cette information et les sous-gradients de kg@eon ne peut pas espérer pouvoir montrer

un taux de convergence supérieuoé%(). Une analyse plus fine de I'energie indique qu’elle est

composée de la somme d’'une fonction Lipschiﬁéniéntiable(%mx— b|$) et d'une fonction simple

(IX12¢x))- On peut donc obtenir un taux de convergence bien meillam':)(q} en utilisant I'algo-
rithme (3.16). On va voir que de récents développementgttent méme d’obtenir des taux de
convergence e®(}).

Les bornes de complexité que I'on a indiquées dans le tegmieécédent ne sont donc vraies que
si on dispose d’'une information limitée sur les foncti@ensiinimiser telles que leurs valeurs et leurs
gradients ou sous-gradients. Il est possible de dépassdiarnes de complexité sur des classes de
problemes plus restreintes pour lesquelles on peut extphis de propriétés des fonctions.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons présenter phssi@asses de problemes noffiglientiables
pour lesquelles on peut trouver des algorithmes qui depasss bornes de complexite. On appelle ces
méthodes “algorithmes de minimisation structurels” deseexploitent la structure des fonctions en
jeu. Les algorithmes que nous allons présenter sont madtidans le sens ou a I'itératikiha direction
de descente n’est pas calculée uniquement & parfif (&) mais a partir dein({Vf(x°), ..., V(xX)}).

Toutes les classes que I'on présente sont composées aeesopondérées des fonctions listees
dans le paragraphe 2.3.

43
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4.1 Somme d’'une fonction simple et d’'une fonction Lipschitz

On a vu dans le chapitre précédent que les méthodes déeprertre ne pouvaient pas avoir un
taux de convergence plus rapide @J(ek%) uniformément sur tous les problémes convexé&gdintiables.
Les méthodes que I'on a présenté dans le paragraphe &dnatoutes un taux de convergence de
I'ordre deo(%). Yurii Nesterov a essayé de combler cettfatence et a trouvé plusieurs schémas

de minimisation erO(k—lz) présentés dans [Nesterov, 1983; Nesterov, 2005b; Nes&d05a; Neste-
rov, 2007a]. Ces schémas sont tous multi-pas au sens dtetdioh de descente n’'est pas calculée
seulement a partir du gradient a I'itération courantaign partir du sous-espace linéaire engendré par
les gradients calculés aux itérations précédentetie @e est similaire aux techniques de gradient
conjugué mais dans un cadre non quadratique. Notons [RdI9&7], p.171 que le gradient conjugué
(méthode optimale pour minimiser des fonctions convexesdrptiques) a un taux de convergence
enO(k—lz). Ce taux est identique a celui obtenu par Y. Nesterov, mais din cadre bien plus limité.

Il nous semble donc étonnant que ces méthodes ne soientilgses bien plus largement en calcul
numérique. Enfet, trés peu de travaux utilisent ces résultats pour le embnet a notre connaissance
peu d’auteurs essaient d’améliorer les résultats de Stevev.

4.1.1 Le principe des scBmas multi-pas

Dans ce paragraphe, nous présentons brievement lesmash@timaux de Y. Nesterov. Nous
utilisons la présentation la plus récente de ces travilestierov, 2007a]. On s'intéresse au probleme
suivant :

min (409 = £(9 +¥() (4.2)

ou f estL-Lipschitz diférentiable, ¥’ est une fonction simpld;fortement convexel (> 0). Dans le
schéma [Nesterov, 2007a], trois objets sont actualisésgue itération :

— Une suite minimisantex<}.
— Une suite croissante de dbeients{AK} construite de la fagcon suivante :
AC =0, AT = Ak g1 qvecatl > 0 (4.3)

— Une suite de fonctiong/"} approchant\“s :

1
() = g*(X) + AP(x) + Six- X% (4.4)
ol X2 € dom(¥) est le point de départ de la méthode et les fonctighsont des fonctions
linéaires construites a partir des gradieVitgx¥).
L'astuce de la méthode est de maintenir récursivemerttdas relations suivantes :
{ A“p(X)
¥ (%)

Ceci assure clairement :

minex (¥(x)
Ap(x) + 31x — X012, Vx e X (4.5)

IAIA

x* = X0
2Ak

$(x) - ¢(x) < (4.6)
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Il faut donc trouver le moyen de faire augmenter la siltde plus rapidement possible en main-
tenant les relations (4.5). Y. Nesterov [Nesterov, 200Ta$¢@nte une stratégie qui peut s’écrire sous
la forme algorithmique suivante:

Algorithme 4.1: Descente de gradient accéléré
Entr ée: Le nombre d'itération$\, un point de déepant® e don(¥).
Sortie : xN une estimée dg*.
début

Posen/®(x) = [x - x°%

PoserA%=0

pour k allant deO & N faire

(@12 1+4I1AK

Calculerakt1, solution de I'equation du second ordnﬁ =
AK 4+ gk+l L
k

Posen/*(x) = ; a (f(xi) +(VF(X), x - xi)x)) +A(x) + :—2L|x - X2

g
Calculerv® = arg min(y(x))
xeX

<
ARkt k
Poseryk - Ak gk+1

Poserx! = arg min(f(yk) + VI, x = Y% + %|x — Y2+ \I‘(x))

xeX
PoserAktl = Ak 4 gk+l

fin
fin

Le résultat central de Y. Nesterov est le suivant :

Théoréme 4.20.Lalgorithme (4.1) assure quekA g—i etdonc :

ki * L|X* B XO|§(
P(X) ~ $(x) £ =5 (4.7)
Sil> 0(i.e. ¥ est fortement convexe) alors il assure :
2(k-1)
k2 1 |
k> - = _
AX > max{ZL, - (1+ ZLJ ] (4.8)
D’ou
. I ~2(k-1)
(X) — p(xX) < X - 0% [1+ Z] (4.9)

Pour peu que les calculs des arg min soient calculableshéenscprésente donc un taux de conver-
gence optimal eﬁ)(k—lz). Ce taux devient linéaire dans le cas fortement convexe.

Nous avons simplifié volontairement le schéma de Y. Nesten supposant la constante de Lispchit @ennue. Son
schéma permet de I'estimer itérativement.



46 Algorithmes de minimisation structurels multi-pas

4.1.2 Comparaison avec les Bthodesa un pas

Comparons maintenant les taux de convergence de cetteodeétivec I'algorithme a un pas
(3.16) :

— Dans le cas non fortement conveke:(0), I'algorithme & un pas (3.16) assura{i®) — ¢(x*) <
%. Le taux de convergence (4.7) de I'algorithme multi-pasdesic supérieur d’'un ordre de
grandeur. Si I'on souhaite obtenir une solution de prénisio3, pour un probléme oR =
X% — x*|x = L = 1, il faudra au pire des cas 32 itérations au schéma exécélé Nesterov et
2000 itérations au schéma classique.

— Dans le cas fortement convexe, I'algorithme a un pas [&ad$€urait :

k
606 - 900) < (1 77| (6066) - 00) (@10

Notonsa = '—L Dans ce cas, la borne supérieure de I'erreur (4.10) epopionnelle & :

(1 + 4—:1)_k (4.11)

De la méme fagon la borne supérieure du taux de conveegdn®) de la méthode multi-pas est
proportionnelle a :

(1+(V2+ .5)a)_k (4.12)

En considérant qua € [0,1] 2, on azL; € [;11 %] Dans tous les cas, cette constante est bien
inferieure avV2 + .5~ 1.9.

On voit donc que le schéma de minimisation accéléré afiivacité de loin supérieure au schéma
a un pas plus classique. En traitement d'images, cecideitigar des temps de calculs divisés par des
facteurs 100 pour obtenir des solutions visuellementfagantes a certains problemes d’optimisation
mal conditionnés (voir par exemple la figure 5.8 ou le cliapf).

4.1.3 Reécriture de l'algorithme avec des fonctions prox

L'algorithme (4.1) est dficile aimplémenter tel quel. Pour l'utiliser en pratiqoe,peut le réécrire
(avec un peu de travail) sous la forme suivante :

2LVinverse du “conditionnement peut &tre supérieur a 1 dans les rares cas ol le pamadeforte convexité d# est
plus grand que la constante de Lispchitzfdélous n’avons pas rencontré de tels problemes penddattbese.
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Algorithme 4.2: Descente de gradient accélérée version implémentable
Entr ée: Le nombre d'itération$\, un point de déepant® e don(¥).
Sortie : xN une estimée dg*.

début
PoserA=0
Poserg =0
Poserx = x0
pour k allant de0 a N faire
1+I1A
t=2 T
oo t+ Vi2 + 4tA
v = proxay (X - g)
_ Ax+av
vf
X = ProXiy (y— #
g« g+avf(x
A—A+a
fin
fin

Pour utiliser cet algorithme, il $iit de savoir calculer 'opérateur prox pour touta € R*. C’est
le cas - par définition - s¥ est simple. En terme de complexité algorithmique, chatgration de ce
schéma colte deux appels a la fonction prox et deux catteV f. Chaque itération de ce schéma
colite donc deux fois celle de I'algorithme a un pas (3.E®)pratique, ce surcolit est généralement
largement compensé par le gain éhicacité de la méthode.

4.1.4 Reécriture de I'algorithme avec des projecteurs

Lorsque la fonction¥ est la fonction indicatrice d’'un ensemble convdgel'algorithme peut
encore étre réécrit sous une forme qu’on utilisera soudans les expériences numériques [Wetss

al., 2007a].
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Algorithme 4.3: Descente de gradient accélérée dans le cas contraint
Entrée: Le nombre d'iterationdN, un point de déparnt’® € dom(¥).
Sortie : xN une estimée dg*.
début

Poserk = -1

Poserg™ =0

Posen € K (une estimée précise dé si possible)

Poserl. = constante de Lipschitz def

pour k allant de0 & N — 1 faire

Calculerp® = V(XK

Calculery® = Tk (xk - ”—Lk)

Posergk = gft + Kk

CalculenX =TIk (XO - g—l_k)

k+l _ 2 k+1
Poserx = m\/k + myk

fin

fin

Notons que dans ce schéma, on ne cal®dlgu’une seule fois par itération. Ce schéma peut donc
diviser par deux les temps de calcul de I'algorithme 4.2.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons voir que ces schéfatimisation permettent de
résoudre flicacement d’autres problemes que ceux composés de la sdmnee fonction simple
et d’'une fonction Lipschitz.

4.2 Somme d’'une fonction max et d’'une fonction fortement corexe

La méthode que nous présentons dans ce chapitre a é#&érpendant la these. C’est en analy-
sant 'algorithme de A. Chambolle [Chambolle, 2004] queshaoaus sommes apercus qu'’il pouvait
étre généralisé a une classe de problemes bien plyes. [dalgorithme que nous proposons a une ef-
ficacité trés nettement supérieure a I'algorithmdah[iChambolle, 2004]. Nous donnons son taux de
convergence en norniéet en termes d’objectif, ce qui était jusqu’a présent guestion ouverte.

4.2.1 Idee de la néthode sur un exemple

Expliqguons brievement le principe de la technique sur uvengle simple. Dans [Chambolle,
2004], 'auteur propose un schém@eace et convergent pour résoudre le probleme de RudiefOsh
Fatemi :

: 2
min (19l + A1y = Yolf) (4.13)

ouV : Y — X est la discrétisation de I'opérateur gradient (voir aené.1), yo est une donnée
a débruiter el > 0 est un parametre du modele. Exprimons le probleme aydl13). On note
K={xeX|X~x <1}.0na:
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min (19l + Aly = yol?) (4.14)
= min (max«Vy, X)x) + Ay — on$) (4.15)
= r;/qew(rll?(x (y, =div X)y + Aly — yo|Y)) (4.16)
= rll?(x( |n (y —divX)y + Ay — yo|Y)) (4.17)
= max(— jdiv X|$ + (Yo, —div x)Y) (4.18)
xeK 42

A, Chambolle montre que la solution du probléme dual (4pE8)net de déterminer la solution du
probleme primal (4.13). L'intérét du probleme dual gstil est Lipschitz diférentiable alors que le
probléme primal est non fiierentiable. On peut donc le résoudf@aacement avec des méthodes de
type descente de gradient projét®ans la suite nous présentons une généralisation tiernéthode.
4.2.2 Lalgorithme et son taux de convergence

On s'intéresse ici aux problemes du type suivant :

min (f(y) + ¢(y)) (4.19)
yeY

ou f est une fonction max et est une fonctior-fortement convexe. Par définitiofi, peut s’écrire
sous la forme :

f(y) = nxgl(x«By, X)x — P(X)) (4.20)

ol B : Y — X est une fonction linéaire & : X — R est une fonction simplg-fortement convexe
(1 > 0). On suppose de plus que le domainetdest borné&. Le probleéme (4.19) peut &tre réécrit :

rynelp (f(y) + ¢(¥)) (4.21)
- mm(max((By, X)x — (X)) + go(y)) (4.22)
yeY
= max|min ((By, X)x + ¢(y)) —¥(X) (4.23)
xeX | yeY
£(%)
= n)?&x( f(x) - lI‘(x)) (4.24)
= —min (-f(0) +¥(9) (4.25)

3dans [Chambolle, 2004] I'auteur propose une méthoderaigj mais lente par rapport aux développements récents.
4Cette hypothése peut &tre remplacée par des hypothesemissance plus que linéaire a l'infini B En pratique,
nous n'aurons pas besoin deffiaer.
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D’apres le lemme 2.8, la fonctiohest concave, Lipschitz fierentiable de constante de Lipschitz
L = LB,
|
Le probleme (4.25) est appelé probleme dual ou adjo{dtZ9). Ce probleme est la somme d'une
fonction simple et d’'une fonction Lipschitzfiégrentiable. Il peut donc étre minimisfiieacement par
I'algorithme multi-pas 4.2. Analysons maintenant son tdexconvergence. Notowgy) = f(y) +¢(y)
etg(x) = —f(X) + ¥(x). Notre résultat principal est le suivant :

Théoreme 4.21.Soit I'algorithme suivant :

Algorithme 4.4: Descente de gradient dual accélérée
Entr ée: Le nombre d'itération$\, un point de depant® e don(¥).
Sortie : YN une estimée dg'.
début

Posen/°(x) = |x - X%

PoserA’=0

Poser. = 1B~ I

pour k allant de0 a N - 1 faire

£k+l)2 ~ l+,uAk
ak+l L

Calculerakt1, solution de I'equation du second ordr

VK = arg minyX(x))

XeX
AkyK - ghtlyk

- arg mm( 2 = (VFE), x = 2% + —|x 22 + ‘I’(x))

XeX

yk = arg min((y. BXy + ¢(y))
ye

k+l(X) l//k(X) + ak+l (_ f(xk+l) _ <V fA(Xk+l), X — Xk+l>x) + \P(X))
Ak+1 Ak ak+1

fin
N
Poseny™ = AN ay'
i=
fin
Il assure que :
7 - 46) < 1 (4.26)
¢y’)—¢ = AN .
0,2 N e P
avec D= xeﬂlﬁ‘(’fm('x‘ x| ) et AN > max(”BHZ, o (1+ ‘/W) ) Deplusona:
2D
VN - yIE < TAN (4.27)

On obtient donc un taux de convergencer(q}) pour une classe assez large de fonctions non-

difféerentiables. Le gain par rapport aux méthodes de souh;egtaeno( \/_) est tres grand. Notons de
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plus qu’on obtient un taux de convergence en norme ce quilesbituel (voir theoréeme 3.18 équation
(3.30)).

Démonstration.On a vu précédemment que :

min(g(y)) = max(-¢(x)) (4.28)
yeY xeX

Soit y* et x* la solution des problemes primal (gauche) et dual (dra#spectivement. On a
oY) = —o(x) et:

#(y) = —h(x) V(xy) € XxY (4.29)
Le schéma (4.2) appliqué au probleme suivant :
min (-f(9 +¥() (4.30)

géneére une suite de poir{t&} qui satisfait :

MG < min(y4(¥) (4.31)
< min 3|x- X012 + AP (x) — Zk:ai[f‘(xi) +(VE(X), x = X)x] (4.32)
T oxeX | 2 X — ’ X '

Notonsy* = arg min((y, Bx)y + ¢(y)). Ce minimium est unique carest fortement convexe. On
yeY

a f(xX) = (%, B*X)y + o(¥¥). D'apres le lemme (2.2)f est dérivable et sa dérivee &&f(x) = ByX.
Onadonc:

fd) + (VE(X), x= X)x = o(y) + (Y, By (4.33)
Notons :
1 & .
v = ¥ ; ay (4.34)

On obtient alors :
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min (4() (4.35)

e gyg{;x OB + Aw() - il dlpy) + (Y. B*xm] (4.36)
(4:38)+ g convexe min (:—2L|x ~ O + ARB(x) — ARp(F) — A, B*x)Y) (4.37)
< —Ap(¥) - A¢ rpeaxx(@yk, Xy — P(x) - ﬁx - x°|§) (4.38)
A - AT + SR 08, (4.39)

< — Ay () + %p?‘ - X2 (4.40)

A la ligne (4.39),X peut étre n'importe quel élement de arg rﬁé&?( X)y — \P(x)). Finalement,
XeX
en utilisant (4.31) on obtient :

1

ﬂp‘é‘ - X (4.41)

$(V") < —p(x) +
En soustrayanp(y*) & gauche et¢(x*) a droite (il sont égaux), on obtient :

1

() — oY) < d(X) — H(xX¥) + ﬂlik - X% (4.42)
En utilisant le theoreme 4.7, on a finalement :
D I |
o) -oty) < Bl iR 443)

Reste a majoregx* — %2 et|X* — x%2 par D pour obtenir le résultat annoncé :

D
o) -90) < (4.44)
En utilisant le théoréme 4.20 on conclut sur la croissatesA* en choisissant. = @. Finale-

ment, on utilise la relation (2.52) pour obtenir le taux dava@gence en norme.

Pour conclure, nous donnons une version implémentabl&aldeiithme (4.4) pour faciliter son
utilisation.
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Algorithme 4.5: Schéma dual accéléré implémentable
Entr ée: Le nombre d'itération$\, un point de déepant® e don(¥).
Sortie : YN une estimée dg'.

début
PoserA=0 5
Poserll = @
Poserg =0
Poserx = X°
Posery =0
pour k allant de0 a N faire
(= 21 + yA.

L
a_t+ Vi2 + 4tA

v = proxay (X - g)
_ Ax+av

- A+a

vi(2)
L

y = arg min(y, B*x)y + ¢(y))
yeY

yey+ay
g« g-avi(x
A« A+a

X = ProXay (z+

=h
5

=l
>I<|

fin

4.3 Somme de fonctions max et de fonctions simples

Dans les deux parties précédentes on a présenté dduxdees qui permettent de résoudre des
problemes tels que celui de Rudin-Osher-Fatemi ou celdiégbantillonnage compressif. Ces al-
gorithmes ne sont cependant utilisables que s'il est plesslié rendre dférentiable une partie du
probleme. Pour I'echantillonage compressif ou la dgoosition sur un dictionnaire (4.1), on avait
besoin de la dférentiabilité du termAx — b|$. Pour le probleme de Rudin-Osher-Fatemi (4.13), on
avait besoin de la éérentiabilité de la fonction colt duale (4.1%) + 2—11div X2

De nombreux problemes récents de traitement d'imageatisg@®t pas cette hypothese. C'est le
cas notamment de certains modeles de décomposition gkisnan texture et en géométrie. Prenons
I'exemple simple du modeIBV — L* analysé notamment dans [Alliney, 1997; Nikolova, 2004ach
et Esedoglu, 2005; Darbon et Sigelle, 2006]. Celui-cigt&ous la forme suivante :

TE'{] (lVXhl(Y) + A|X— X0||l(x)) (4.45)

La fonction a minimiser peut étre vue comme la somme de flanstions de type max ou comme
la somme d’une fonction simple et d’une fonction de type maxerme Vx| (v est non diierentiable,



54 Algorithmes de minimisation structurels multi-pas

la méthode de la section 4.1 n'est donc pas applicable. hetifm [x — Xolj1(x) €st non fortement
convexe, la méthode de la section 4.2 n’est donc pas - efi@lus - applicable. Pour le moment, la
seule méthode applicable que I'on ait présentée eselaade de sous-gradient (3.20) qui converge
1
enO( «/R)
Dans cette section, nous proposons trois méthodes psoudée ce genre de problémes. Nous
nous intéressons aux problemes du type :

min (£() + ¥(x) (4.46)

ou f est une fonction max é¥ est une fonction simple. On noge= f + V. Les schémas que I'on
va présenter permettent aussi de minimiser la somme dometidbn Lipschitz diférentiable, d’'une
fonction max et d’une fonction simple. Nous avons enlevéoteaction Lipschitz dfférentiable pour
simplifier la présentation. Toutes les méthodes swggeONnt un taux de convergence @6%) et
partagent le méme principe :

— Reégulariser la fonction max pour la rendre Lipschitfatentiable.
— Minimiser la fonction régularisée a I'aide d’'un scheertficace de Y. Nesterov. LtBcacité du
schéma permet de compenser I'erreur d’approximation.

Ce principe a été initialement proposé par Y. Nesterawsdalesterov, 2005b]. Nous présentons
son principe puis nous proposons une deuxieme versionnaligou seule la fonction duale est
régularisée. Nous avons récemment découvert unemariau les fonctions primale et duale sont
regularisées dans [Nesterov, 2005a]. Cekedints schémas ont tous le méme taux de convergence
théorique ero(%), mais la constant€ dépend du schéma. Suivant les problemes, il faut dcefépar
I'une ou l'autre de ces versions.

4.3.1 Regularisation du probleme primal

Dans ce paragraphe, nous présentons une stratégie wari&gtion du probleme primal (4.46).
Montrons le principe de cette stratégie sur le problé@ive— L. Plutdt que de résoudre (4.45), on
résout le probléme perturbé suivant :

n
: [ 2,2 _
r;y;l(; I(VX)I7 + p% + AlX X0||1(x)] (4.47)

n
On peut montrer quk—:Z w/|(Vx)i|2 + u2— [VXj1(y)| < nu. C'est donc une bonne approximation de
i=1

la normel® °. De plus, cette nouvelle fonction é@iﬁ‘l’ﬁ—upschitz diférentiable. On peut donc résoudre
(4.47) avec le schéma de Nesterov accéléré 4.2. Danstén sous généralisons cette approche et
analysons son taux de convergence.

On suppose ici que dans I'equation (4.46peut s’écrire sous la forme :

100 = maX(AX Yy ~ () (4.48)

5Le fait que I'erreur d’approximation augmente linéairernenn n’est pas génant. Pour un probléme en dimensjon
est naturel de souhaiter obtenir une solution de précison
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olg : Y — R est une fonction convexe de domaine borné. Le lemme 2.8qiexiors de définir une
approximation lisse dé. On choisit une fonction fortement convede domy) — R de paramétre
de forte convexité > 0. On peut alors définir 'approximation desuivante :

f.() = TE@((AX Y)v = e(y) — ud(y)) (4.49)

Cette fonction a un gradient Lispchitz dont la constante est

_ ||A2
L, = i (4.50)
De plus I'approximationf,, satisfait :
f,(x) < f(x) < f,(x) + uD (4.51)
avecD = T%(X)(d(y))' On peut maintenant définir le probleme approché dé6{4.
yedonTy
r)giQ(f,l(x) +¥(x) (4.52)

Ce probleme peut étre résolffieacement avec le schéma multi-pas de Y. Nesterov. On{ njgte
la suite de points générée par l'algorithme (44l)= f, + ‘¥, X" la solution du probleme (4.46) &
la solution du probleme (4.52). On peut alors montrer $itat suivant :

Théoreme 4.22.La stratégie suivante :
— Fixer un nombre d'itérations N
— Fixer un point de départ%

Al - IX2 — XIx
N VID

— Appliquer I'algorithme 4.1 au probleme (4.52) avec lesgmaetres ci-dessus

assure que :

— Choisir le paramétre de régularisatignde la fagon suivanteg = u(N) =

. A - X0 = x:|x VD
0< () - ¢(x") < 2 #N \ﬂ“ (4.53)
Démonstration.D’apres (4.51), on &x e X :
$(X) < du(X) < ¢(X) +uD (4.54)
De plus, d'aprés le théoreme 4.20, on a:
. AR — x|
Bu(X) < (%) + #’I‘T”X (4.55)

D'ou :
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B < Bu(X) (4.56)
< Bu(x) + HAH2|/1<T°—k;><;‘,|§< (4.57)
< gu(X) + ”Auzlz?—k;% (4.58)
< ¢(X)+uD+ —||A||2|jk; il (4.59)

Finalement au bout dd itérations, on sait que :

. IAIXE — X*Ii
. . . IAIRIX = X515 i .
On peut maintenant minimiser la fonctipn— uD + —Nr Le minimum est atteint pour
U
AL - 10 — x| . IA] - X - x:|x VD
y:,u(N):#etllvautz X T
N vID NVI

O

Notons que dans les hypothéses du théoréme 4.22, on i loesoonnaitre le term|e(2 = X Ix
C’est rarement le cas. En choisissant une majoration deme ten maintient le taux de convergence
eno(%). Une telle majoration peut notamment &tre facilementresi¥ a un domaine borné. No-
tons aussi qu’on a di faire I'hnypothese guea un domaine borné pour s’assurer que I'approximation
f, etait proche dé. La pratique montre que cette hypothese n’est pas forcenéeessaire. Expliquer
ce phénomene est un théme d’étude intéressant quoanéra peut-étre dans nos travaux futurs.

Nous avons donc présenté une stratégie de minimisatiorogverge ero(%). Ce taux de conver-
1
vk
males!). La régularisation des normésul> est une approche souvent critiquée dans les articles de
recherche. L'argument généralement invoqué est quiammsant une approximation, on ne converge
pas vers la bonne solution. Le résultat de convergencenga’présenté montre au contraire que
regulariser des fonctions nonjfirentiables est une bonne solution pour exploiter la cisszce

de leur structure.

gence est bien plus satisfaisant que le taux des méthodesudegradient e@( ) (pourtant opti-

4.3.2 Regularisation du probleme dual

Dans cette partie, nous présentons une stratégie derisgtion alternative. Cette stratégie a été
utilisée recemment dans plusieurs travaux [Aujol et Chalie, 2005; Aujolet al., 2006; Huanget al.,
2008]. Dans la suite nous analysons sfiitacité théorique (ce qui a notre connaissance est uftaes
original). Nous proposons aussi une stratégie de mintmis@lus dficace que celles proposées dans
[Aujol et Chambolle, 2005; Aujokt al, 2006; Huanget al., 2008]. Dans ces articles, les auteurs
utilisent des algorithmes de minimisations alternéesudNiwavons pas trouvé d'intérét (en termes
de taux de convergence) a ces approches, car une minionisditecte peut étrefiectuée et évite
d’obtenir des erreurs flicilement contrdlables a chaque itération.
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On considere le probleme suivant :

min| f(y) + ¢(y) (4.61)
yeY | ———o———
#(y)

ou ¢ est une fonction simple dtest une fonction max s’écrivant sous la forme :

f(y) = nxﬂeaxx«Ay, X)x — P(X)) (4.62)

Dans cette équationt est une fonction convexe de domaine bérrigidée de la méthode que
I'on présente consiste a régulariser non pas la fongirimale, mais la fonction duale. Plutdt que de
résoudre (4.61) on résout le probleme perturbé suivant

, I
min| £0) +e0) + 5y =Yy (4.63)

#i1(y)

ouy° € don{y) est une estimée de la solutigh de (4.61). La fonctiory — f(y) + I§|y — PP est

fortement convexe de parametre de convekit®n peut donc utiliser I'algorithme présenté dans la
partie 4.2 pour résoudre (4.63). La dualité min-max danne

. | ,
min (¢(y) +5ly- y°|Y) (4.64)
. |
= min(max(CAy0x = #00) + 1) + 538 (4.6
. |
~ max|min(c A+ o0 + 51y PR 09 (4.6
fi)
= —min|-fi(X) + ¥(x) (4.67)
XeX | —ws - —
#1(¥)

L'algorithme 4.4 génere une suite de poimﬁ} qui converge vers la solutioyf” du probleme
(4.63). Notons¢' la solution du probleme (4.67A); la solution du probleme (4.63) gt la solution de
(4.61). On peut alors montrer le résultat suivant :

Théoreme 4.23.Soit la stratégie suivante :

— Choisir un point § (proche de ¥) et ¥ (proche de ).
— Choisir un nombre d'itérations N.

Sles conditions d’applicabilité de la méthode de régaktion du probléme dual sont donc les mémes que celles de |
méthode de régularisation du probleme primal
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IO — x“[xIIA V2

_ YO —y*ly - N .
— Appliquer l'algorithme 4.4 au probleme (4.63).

— Poser I=

Elle assure que :

V2130 - xfIxIy° - v IvIIA|

o) - p(y") < N (4.68)
Démonstration.On a :
N def N
o) < aly) (4.69)
2 i+ Sl x (4.70)
min X0 — XI |2
< aly)+ (4.71)
e X0 - |2
sy Ly -y (4.72)
: X0 — x 2 - |IA2
"L o) gl PR % (473
Au bout deN itérations on s’assure donc que :
I X = x1% - A2
0= 6~ 9) < Iy PR+ (@.74)

En minimisant la partie de droite de (4.74) par rappdrtan obtient le résultat annonceé.
i

Comme dans la partie précédente, il faut étre capablmdjénxo—&*lx etly’—y*|y pour appliquer
la stratégie proposée dans le théoreme 4.23. Ceciresheat possible mais il fiit en fait de choisir
| de I'ordre de% pour assurer que lI'erreur décroit elle aussi,—{gri_a stratégie présentée est donc

implémentable et converge €n}).

4.3.3 Regularisation du probleme primal-dual

Dans le cas particulier adonm(y) etdom(¥) sont bornés, Y. Nesterov dans [Nesterov, 2005a] pro-
pose une méthode de minimisation qui repose sur la régalan des fonctions primales et duales.
L'interét de cette méthode est que les parametres gidaésation sont diminués itérativement lors
du processus de minimisation. Ainsi, ce n'est pas la peinfixde le nombre d'itérations pour sa-
voir comment choisir les parametres de régularisatien . Nous détaillons le principe de cette
méthode et I'appliquons sur le probleme de décompwoskiio texture et en géométrie dans I'annexe
A.3. Ce schéma de minimisation semble n’avoir jamaisirafdémenté en pratique (le papier [Nes-
terov, 2005a] ne contient aucun exemple). Notre impléatamt méne a des résultats décevants par
rapport aux méthodes présentées précédemment. Beesan principe soit trés intéressant, nous ne
la recommandons donc pas en pratique.
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Finalement, on peut se demander s'il est intéressantgigargser a la fois les fonctions primales
et duales. Ainsi la fonction & minimiser devient a la fast&ément convexe et Lipschitzftérentiable.
Cette stratégie permet de minimiser la fonction apprec&c un taux de convergence linéaire (4.8).
Cependant, le conditionnement du probléme est trop maustcette méthode ne semble pas apporter
de gain en pratique.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs algmittde minimisation dont les perfor-
mances théoriques dépassent nettement celles desdeéthlus classiques présentées dans le cha-
pitre 3. Deux d’entre eux sont a notre connaissance onigi(oir parties 4.2 et 4.3.2).

Une comparaison des taux de convergence théoriquesfiitepas forcément a montrer qu’une
méthode est plusfigcace qu’'une autre. Erffet, les taux que I'on a présentés jusqu’a présent sont
les plus préciziniformémensur de larges classes de problemes, mais ils peuventiétreneilleurs
sur des instances particuliéres de ces classes. De plusnravons pas étudié I'impact des bruits de
guantification qui apparaissent nécessairement pouraleslg en arithmétique finie et qui peuvent
dégrader notablement figcacité d’une méthode. Nous vérifierons donc expérialentent, dans le
chapitre 7, que le classement des méthodesesitiwement respecté. Les méthodes que nous venons
de présenter sont bien pluieaces que les méthodes du chapitre 3.

Par la suite, nous allons montrer que ces algorithmes pe@tsn appliqués a de nombreux
problemes de restauration rencontrés couramment g¢ertrant des images. Nous traiterons notam-
ment les problemes de restauration avec des a priori ddar@g@ ou de parcimonie. Nous trai-
terons diférents types de perturbations telles que le flou, des baditifs impulsionnels, gaus-
siens, uniformes ou de compression. Nous montrerons gqadglesthmes présentés permettent aussi
de résoudre ficacement des problemes plus complexes tels que la recctimtr d'images floues,
échantillonnées irrégulierement avec I'un des braitiss précédemment. Nous les appliquerons aussi
pour des taches de décomposition d'images en textureg@nétrie.
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Chapitre 5

Application a la restauration d'images

La restauration d'images numériques est un domaine &g vll existe des méthodes de restau-
ration treés variees adaptées a de nombreux systentigsiep diférents. Dans cette these nous nous
focaliserons sur les méthodes dites variationnelles.edtelr intéressé par une vision plus large des
differentes méthodes de restauration peut se réferersdsdanbn exhaustive suivante :

— Le livre [Mallat, 1999] présente la théorie et les apgicns des ondelettes.

— Le livre [Aubert et Kornprobst., 2006] présente les noés variationnelles en continu et les

approches par équations aux dérivées partielles.

— Les livres [Tarantola, 2005; Idier, 2008] présententaimh détaillee les problemes inverses et

les approches bayésiennes stifadents problemes de restauration.

— Les articles [Buadest al., 2005b; Buadest al.,, 2005a] présentent un nouveau formalisme de

restauration : les approches non locales.

De facon assez générale on peut considérer gu’'une imageérique est formée par un systeme
physique qui restitue une partie de l'information préeedans I'image analogique originale. En
mathématiques, on peut représenter le systeme d'aiguide I'image numérique par une fonction :

F: H - Y

Yo — Yo=F(yo) ®-1)

Dans cette équation, 'espagéest un espace fonctionnal¥, Sobolev, BV, Besov,...) modélisant
tout ce qui peut représenter une image analogifueodélise le systéme d’acquisition (echantillonnage,
flou, bruits, compression, ..Yg est 'image continue “parfaite” que I'on souhaite retrougepartir
de I'observationyy. Notons tout de suite qu'il est impossible de restituerddinformation contenue
dansyg a partir d’'un nombraen fini de pixels, a moins qué( soit lui-méme un espace de dimension fi-
nie ou déenombrable (fonctions a spectre borng, fonstawauses dans une base). Retroyyesemble
donc sans espoir, par contre on peut essayer de I'approoherieax possible. Le probléme de la
restauration d’images peut donc étre formulé comme gduituver I'image la plus “proche” dgg a
partir deyp.

Etant donné un systéme optigéeet une image numériqug, on sait quey® € F-1(yP). Cet
ensemble est rarement réduit & un singleton. Pour apprgghl faut alors définir des a priori sur
limage. Par exemple, on peut rechercher I'image la plegtitiere” parmi les élements de (o).
Ceci peut se faire & l'aide d’une énergie H — R sur les images. On définit I'image restaugge
comme suit :

61
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y' = arginf (¢(y)) (5.2)
yeF~1(yo)
Un systéeme informatique est incapable de travailler dassespaces de fonctions de dimension
infinie. Pour résoudre le probleme (5.2) on a donc souvegturs a I'astuce suivante. On définit une
famille d’espace$H™}, de dimension finiert > n) qui satisfaityy € K :

r!][noo Mgem(y) = Ylac =0 (5.3)

ou| - |g¢ est une norme suk. Pour certains espacgés, on peut obtenir des approximations plus fines
telles que :

cte

Mam() ~Yhac = = (5.4)

aveca > 0. De telles techniques sont couramment utilisées loosgutilise des élements finis ou
des diférences finies dans des espaces de fonctions régulieréiseorie de la gamma convergence
[Braides, 2002] permet souvent de montrer la convergena®ldéons discrétisées vers les solutions
continues. Pour des travaux en traitement d'images, nowsyens le lecteur aux articles [Chambolle
et Lions, 1997; Aubertt al., 2004]. Dans la suite de ce chapitre, on identiflEfaaR™ pour simplifier
les notations. Dans beaucoup de cas, on ne cherchera pgardar la résolution de I'image et donc
m sera égal &. Finalement, les problemes de restauration d'images que considérons dans cette
thése s’écrivent sous la forme suivante :

y" = arginf (¢(y)) (5.5)

yeF~1(yo)

oll¢ : R™ — R est I'a priori sur I'image eF1(yo) = Hym(F1(yo)). Le reste de ce chapitre est
organisé comme suit :

— On présente d’'abord deux types d’a priori convexesr les images qui ont emergé relativement
recemment. Ces a priori menent a des résultats de restausatisfaisants. lls donnent lieu a
des problemes pouvant étre résolus rapidement (esauttlies algorithmes présentés dans cette
these notamment), et permettent de faire une analyseematitjue de certaines propriétés des
solutions (existence, unicité, principe du maximum, ...)

— On montre finalement que de hombreux types de dégradatiomages permettent d’exprimer
F~1(yo) comme un ensemble convexe assez simple.

— On montre ensuite a travers de nombreux exemples que dd®d€s d’optimisation struc-
turelles présentées precédemment permettent dadéseticacement tous les problemes de
restauration présentées.

5.1 Deux types d’a priori convexes sur les images

Le formalisme de restauration du type (5.5) existe depugatbt 30 ans, et de trés nombreux a
priori sur les images ont été proposés. Nous n'allong g@s faire une revue exhaustive des a priori
proposés dans la littérature, mais restreignons no&septation a deux types d’a priori convexes qui
ont recemment montré leufficacité dans de nombreux travaux.
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5.1.1 Les a priori de regularité

Des travaux tels que [Geman et Geman, 1984; Redial, 1992a; Charbonnieet al, 1994;
Aubert et Vese, 1997; Chamboki al., 1998] ont permis de mettre en avant des a priori de rég@lari
du type :

oY) = B (5.6)

ouB:Y =RM— X est une transformée linéaire de I'image. Quelques foimtael® est remplacée
par une approximation du type :

o) = > ¢ (I(BY)) (5.7)
i=1

ol ¢ : R* — R est une fonction convexe se comportant comme une valeulugbad'infini. Ces a
priori peuvent étre vus comme des semi-normes liees asjexces fonctionnels :

— SiB =V, |Bylyx) correspond a la variation totale. Elle a été introduigesi[Rudinet al,
1992a], puis a éteé tres largement utilisée. Elle mediuee certaine facon la quantité d’oscil-
lations que contient une fonction. Par exemple, un bruihdk une variation totale trés forte
tandis qu’une fonction constante par morceaux a une vamiabtale modérée si 'ensemble de
ses discontinuités a une longueur finie. Minimiser laatwn totale revient donc a supposer
gu’une fonction a d’autant plus de chances de modéliseimage que celle-ci est “réguliere”.
Son intérét réside essentiellement dans le fait qujgiserve les discontinuités. Notons cepen-
dant que c’est un modeéle d’'images assez grossier qui necp@as de préserver les textures
(parties oscillantes des images) [Gousseau et Morel, 200ste aujourd’hui tres apprécié
pour reconstruire les parties lisses par morceaux des snafjeautre intérét de la variation
totale est que le calcul du gradient est simple et rapiddculea Ainsi, on peut obtenir des
algorithmes de minimisation plus rapides que pour d’'auti@ssformées telles que des trans-
formées en ondelettes redondantes.

— SiBest une transformée en ondeletl€s/.y, est une semi-norme équivalente a la semi-norme
de I'espace de Besd?fi1 [Chambolleet al., 1998; Meyer, 2001; Aujol et Chambolle, 2005]. Cet
espace est inclus daBs/. Notons qu'il ne contient pas les fonctions indicatricesndembles a
périmétre fini. On peut donc s’attendre a ce qu’il présanoins bien les contours que la semi-
normeBV. Il a été utilisé notamment pour accélérer certaimoaihmes de décomposition
d'images [Aujolet al., 2006].

— Enfin, notons que récemment, des transformées redasdiaties que les ondelettes complexes
ont été utilisées et fournissent de bons résultats siaueation [Carlavaet al, 2009]. Nous
présentons un exemple sur la figure 5.10.

5.1.2 Les repgésentations parcimonieuses

Une autre fagcon de modéliser les images consiste a @mesidu’il existe une base dans la-
quelle leur représentation est creuse. Ceci signifie euinmageyy peut s'exprimer comme la somme
pondérée d’un nombre fini (faible) d’'atomes élémepwir

Yo = Z Xipi (5.8)

i€l
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oum = Card(l) < o etx € R sont des ca@icients de pondération. Les fonctiopssont parfois
appelées atomes. Cette approche a été formalisée Mafat[et Zhang, 1993; Chest al,, 1998]. La
recherche de bases adaptées aux images a donné lieu entleenses transformées. Les premieres
transformées proposées ont sans doute été les traréssrde Fourier ou les transformées en cosinus.
Lorsque des algorithmes rapides ont existé, les analyspstéréquences en ondelettes se sont rapi-
dement montrées bien pluffieaces [Mallat, 1999]. Récemment de nombreuses autresfararees
ont vu le jour. Elles sont adaptées &@lient types d'images. Citons notamment les curveletsd€an

et Donoho, 1999], les bandlets [Le Pennec et Mallat, 20@S]peamlets [Donoho et Huo, 2002], les
transformées en ondelettes redondantes [Kingsbury,; Ta®@8uxet al., 2006].

Dans un cadre discret, ces transformées peuvent s'@oire la forme d’'une matricB € R™M
dont les colonnes sont constituées des fonctigndiscrétisees. On appelle souvent cette matrice
dictionnaire. On peut écrire :

Yo = BXx (5.9)
ouyp € R"etx € R™ Lorsquem > n, le dictionnaire est dit redondant.

Si I'on souhaite utiliser cet a priori, le probleme de resstion (5.5) peut étre exprimé comme
suit :

*

X' = arginf (|X||0(x)) (5.10)
BxeF~1(yo)

oul-logm estla norma?® définie comme le nombre de composantes non nulles de solutiony* de

(5.5) est alors définie comnyé = Bx". Minimiser une normé® est un probléme combinatoire connu

pour &treNP-complet. Il ne peut donc pas étre résolu pour des proddede trés grande dimension.

Pour approcher la solution de (5.10) on remplace souverdrial® par son enveloppe convexe qui

est la norme?!. Le probléme (5.10) devient alors :

x' = arginf (|Xj10x) (5.11)
BxeF~1(yo)
Cette stratégie a été initialement proposée dans urecadins général dans [Chenal, 1998].
Dans certains cas, on sait montrer que la solution de (5st1a enéme que celle du probleme (5.10)
[Tropp, 2006].

5.2 Differents types de perturbations

5.2.1 Les sources de perturbations

Un imageur numérique est constitué de nombreux compesguitques et électroniques qui in-
troduisent presque tous des perturbations sur I'imagechérsa de la figure 5.1 est issu de la thése
[Jalobeanu, 2001]. Il resume le principe d'acquisitioara image satellite ou d’'une image d’'appareil
photo numérique.

Chaque étape de 'acquisition introduit des perturbatiur 'image. Certaines sont déterministes,
d’autres sont probabilistes. Les perturbations les plymitantes sont généralement le flou et le bruit.

Le flou a trois sources principales :
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Scéne originale
(support continu)
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s ™
\ 4 Capteur
Géométrie
(intégration) <T——— mouvements
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Physique \‘/\ thermique
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(CAN) (discreéte)
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Fic. 5.1 — Diagramme résumant le processus de formation dimage numérigue. Nous tenons a
remercier A. Jalobeanu de nous avoir fourni cette image.
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— Le flou de difraction. Ce flou est inévitable, il est dii au fait que I'otives du diaphragme est
limitée.

— Le flou de capteur. Les capteurs CCD integrent la lumiéréesir domaine.

— Le flou de bouger. Il est présent des que I'imageur oudas@&st en mouvement.

Les bruits ont aussi des origines variées liees notamawentmperfections des appareils de me-
sure et au systéeme de transmission de I'information. Qindise :

— Le bruit photonique. Il est dii a I'arrivée aléatoiresgidnotons.

— Le bruit d’'amplification. Il est lié au systéme de transsion électronique de I'image. Il dépend
notamment de la température des composants eléctrenigue

— Les bruits de compression. Aujourd’hui I'image est raretti@nsmise sans compression préalable.
Les algorithmes de compression introduisent aussi desrpations sur I'image.

Il existe d’autres perturbations importantes de I'imagatdmwmus ne parlerons pas pendant cette
these. Nous les citons a titre indicatif :

— Les aberrations chromatiques. La distance focale optinigbend de la longueur d’onde de la
lumiere. Il est donc impossible d’avoir une mise au poirg@ée a tous les canaux de couleurs.

— Le vignettage. Lintensité lumineuse n’est pas répatt facon uniforme sur 'image.

— Lastigmatisme et le coma. Tous les rayons lumineux pramred’un point identique ne convergent
pas forcément vers le méme point du plan image. Ceci initags perturbations non linéaires.

5.2.2 La mocklisation mathématique des perturbations

En mathématiques, un modele d’'acquisition d’'imageszagéeéral peut s’écrire sous la forme
suivante :

Yo = F(yo) = C(Ar(yo x h) + b) (5.12)

Dans cette équation, I'opératiem h est un produit de convolution avec le filtneCe filtre est ap-
pelé fonction d’étalement et permet de représenterlesutypes de flous linéaires cités préecédemment.
b est un bruit additif dont les propriétés dépendent deplfi@ation. Nous en présenterons plusieurs
dans la suite de cette these. Notons qu'il existe aussirdits nultiplicatifs que nous ne traiterons pas
ici [Aubert et Aujol, 2008].A est un opérateur d’échantillonnage. Il peut étre vu cenume somme
de Diracs positionnés de fagon réguliére ou ridest un opérateur de compression de I'image.

Ce modele tres général rend I'ensemBiel(yo) difficile & exprimer et & utiliser en pratique.
A notre connaissance, aucun modele de restauration n@e@té proposé dans la littérature pour
résoudre le probleme (5.5) avec un opérateyrenant en compte autant de dégradations. Par contre
plusieurs modeles prennent en compte une ou deux de ceslyadiins. On montre dans la suite de
cette partie que pour beaucoup de ces perturbations, fidiieé ~1(yp) a la particularitée de s'écrire
sous la forme suivante :

F(yo) =ty € Y, JA(Ay - Yo)lie(v) < a} (5.13)

Dans ce problemé est une transformée linéaire (identité, transforméerelelettes, transformée
de Fourier,...)A est une matrice diagonale dont les éléments appartierdnéd) co], p appartient
a {1,2, o0}, finalementyy est I'image a restaurer. Nous détaillons ci-dessousiqulus applications
suivant le choix deé et dep.
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A=1d, pe {12 o} - débruitage ou cecomposition

Une image est tres souvent perturbée par un bruit ad@iifte degradation se modélise simple-
ment de la facon suivanteyy = y + b. y est I'image originale (discrétel, est un bruit blanc additif
etyp est I'image bruitée. Imaginons maintenant qu’on dispdsealmesure de probabilite(y) sur
I'espace des images proportionnellexy(—¢(y)) *. En utilisant le principe du maximum a posteriori,
on peut alors montrer que le “meilleur” moyen de retrouyex partir deyy consiste a résoudre le
probléme suivant :

inf  (¢(y)) (5.14)

yeYly-Yolp<a

— Il faut choisirp = 1 sib est un bruit impulsionnel ou un bruit laplacien [Alliney, 98 Nikolova,
2004; Chan et Esedoglu, 2005; Darbon et Sigelle, 2006]. LLadi§.3 montre un exemple de
restauration par variation totale.

— Il faut choisirp = 2 sib est un bruit gaussien [Rudigt al, 1992a]. La figure 5.2 montre un
exemple de restauration par variation totale.

— Il faut choisirp = o si b est un bruit uniforme [Weisst al., 2006]. La figure 5.4 montre un
exemple de restauration par variation totale.

Enfin, @ est un parametre qui dépend de la variance du bruit. Natéas présent que toutes les
images ont été obtenues a partir de I'algorithme pitesdans le paragraphe 4.3.1. Le bruit peut étre
non homogeéne et avoir une variance variable en fonctiora gsition sur I'image. Dans ce cas, on
peut résoudre le probleme suivant :

YEY,M(Iyrlilo)lpSa (¢(y)) (5 15)

ou A = diag(1) avecd; € [0,o] est une matrice diagonale qui permet de traiteafédemment
differentes parties de I'image. Au niveau des pixels qui satisf = co le modele imposg; = (yo):-

Au niveau des pixels on; = 0, la valeur dg/; dépend seulement de I'a priafi Cette idée a notam-
ment été proposée dans [Rudin et Osher, 1994; Bertalhaih 2003]. Notons aussi que ce formalisme
permet de faire de la complétion d’'images (inpainting)d€let Shen, 2005].

A = transformée en ondelettesp € {1, o}
Dans ce paragraphe, nous présentons trois modeles dereggin d'images dégradées par des
traitements informatiques :

1. Larestauration d'images compressées.
2. Larestauration d'images qui ont été seuillées daeshase d'ondelettes.

3. Le débruitage de bruit blanc.

Détaillons ces trois problemes :
— L'etat de I'art des modeles de compression d’'imagesagarit le méme principe :

1. Transformer I'image dans un espace ou elle a une reqgism creuse. Ceci est souvent
fait en utilisant une transformation linéaire inversible

ILa constante de normalisation n’est pas infinie si on supgosdes images sont d’amplitude bornée.
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Fic. 5.2 — De gauche a droite : image originale (valeur dan$]JG image bruitée (bruit gaussien) -
restauration par variation totale avee- 2 eta = |bljz(yy.

Fic. 5.3 — De gauche a droite : image originale (valeur dans]JG image bruitée (bruit poivre et sel
40%) - image restaurée par variation totale apec1 eta = |bjjyy.

Fic. 5.4 — De gauche a droite : image originale dand.]0 image originale+ bruit U([-0.2,0.2]) -
image débruitée avge = co eta = |b|jx(y).
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2. Quantifier les cd@icients de I'image transformée pour réduire I'entropielal@ouvelle
représentation.

3. Utiliser un algorithme de compression sans perte powrded coéficients quantifiés.

La premiere transformée utilisée a été la transf@raé cosinus locale (standajdeg). Le
nouveau standarghedg2000 utilise une transformée en ondelettes Daubechie<@-genre de
compression introduit degfets de type “Gibbs” aux bords des contours car les ondelsbias
des fonctions oscillantes.

Dans la suitg/ représente I'image originale gt 'image compressée. L'opérateur de dégradation
F peut s’écrire :

F(y) = AH(Q(AY) (5.16)

ou Q est un quantifieur (uniforme ou non) &est une transformée linéaire généralement inver-
sible (transformée en cosinus locale, transformée ealetids, bandelets [Mallat, 1999; Pennec
et Mallat, 2005]). Une facon naturelle de retrouyex partir deyp est de rechercher I'image mi-
nimisanty dans I'ensembl&~1(yo) [Alter et al, 2005; Durand et Froment, 2003]. Ce probléme
revient a résoudre :

_inf . (o)
yeY.Vie[l.n], I(Aly-Yo)il<=

ou les coéficientsa; représentent des pas de quantification. Il est facile &erire ce probleme
sous la forme [Weisst al,, 2008a] :

(¢(y)) (5.17)

inf
YeYAAY-Yo)lo<1

Les codficients de la matrice diagonale appartiennent a [@0]. La figure 5.5 montre des
résultats de compression et decompression en utilisectideur similaire a I'algorithme jpeg2000
[Antonini et al,, 1992]. Dans ce travail de thése, nous avons évaltickeité d’un tel algo-
rithme sur une large base de données d’'images. La congldsi@ette étude - qui n'avait pas
encore pu étre menée faute d’'algorithmes performantsguesles modeles de décompression
fournissent des résultats assez peu convaincants. Vaispst al., 2008a] et [Weisst al.,
2008b] pour plus de détails. Un autre enseignement de eettie est qu'utiliser la variation
totale régularisée fournit de meilleurs résultats deahpression en des temps plus courts.

— Un seuillage dans le domaine ondelettes est trés soudaiigg pour débruiter des image [Do-
noho, 1995; Donoho et Johnstone, 1998]. Une telle opé&ralimne des résultats satisfaisants
en des temps tres courts, mais introduit des artefactspae“§ibbs” si les ondelettes ne sont
pas redondantes. On peut montrer que résoudre un probieétgpe (5.17), (oA est une trans-
formée en ondelettes) permet de réduire ces artefacis[arand et Nikolova, 2007] pour
plus de détails).

— Récemment un modele similaire & (5.17), utilisant uoeme | & la place de la normg° a
été proposée pour débruiter des images [Durand et dlikoR007]. Nous renvoyons le lecteur
interessé a la réference [Durand et Nikolova, 2007]rpdus de détails sur la construction des
codficients.;.
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Fic. 5.5 — Exemple de décompression d’'image - HG : image ofigifialeurs dans [A]) - HD :
Image compressée en utilisant des ondelettes DaubeciTigs’8st une implémentation similaire a
jped2000) - BG : solution du probleme (5.17) en utilisant la atian totale régularisée - BD : solution
de (5.17) en utilisant la variation totale.
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A = Transform ée de Fourier,p = 2 - Déconvolution d'images, agrandissement

— Un des problemes les plus fondamentaux du traitementnakegeis est la déconvolution (pour
les non spécialistes : enlever le flou). Une telle dégradaist généralement modélisée de la
facon suivante yp = h x y + b. y est 'image originale recherché&egst un bruit blanc gaussien
eth est un noyau de convolution représentant les dégradatinas au systeme optique et aux
capteurs. Pour retrouver I'image originale, on peut rédsele probleme suivant :

(¢(¥)) (5.18)

L'opérateurhx est linéaire, il peut donc étre représenté par une ogdtride taillenxn. On peut
montrer (voir [Nget al,, 2000] par exemple) que la FFT bidimensionnelle diagoeatissi
représente la convolution avec des conditions de borddigues, et que la DCT bidimension-
nelle diagonaliséd si h est symétrique et que représente la convolution avec des conditions
de bord de Neumann. Dans les deux cas, on voitHye&crit sous la forméd = A~11A, ol

A est une matrice diagonale &test soit la FFT, soit la DCT. Comme ces deux transformations
sont des isométries dédansY, on a:

inf
YeY,lhxy—yol2<a

Ih* y = Yol2 = [HY = Yol = [1Ay — Ayol2 (5.19)
Finalement le probleme de la déconvolution en préserdaruit gaussien peut s’écrire sous la
forme :
inf (@) (5.20)

yeY,|1Ay-Aypl2<a

La figure 5.6 montre un exemple de résultat de déconvaluitdisant la variation totale. Pour
résoudre ce probleme, nous avons utilisé I'algorithragpdragraphe 4.3.1. Nous détaillerons
son principe dans la partie suivante.

— D’apres le théoreme de Shannon, on peut penser quellauneimaniere d’agrandir une image
consiste a utiliser une technique de zero-padding. Mathe@ment, ce procédé introduit des
oscillations prés des bords. Un moyen simple de les éuibesiste a résoudre le probleme
suivant :

(¢(y)) (5.21)

inf
YeYA(Ay-f)l2<a

Dans ce cas:

— fo est la transformée de Fourier de I'image réduite qu'onraradje en ajoutant des die
cients nuls dans les hautes fréquences.

— Aest une transformée de Fourientetst une matrice diagonale telle qiie= co aux endroits
ou f; est connu efl; = 0 sinon.

Ce probleme est un cas particulier d’'une classe de techsidlagrandissement proposée par

Francois Malgouyres [Malgouyres et Guichard, 2002].
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Fic. 5.6 — Déconvolution d'images - HG : image originale - HD :aige convoluée bruitée - BG :
Solution du probleme (5.20) en utilisant la variation teteegularisée - BD : solution du probléme
(5.20) en utilisant la variation totale.
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5.2.3 Resune

Nous résumons les applications citees préecédemmaeastlddaableau ci-dessous. Nous résolvons
le probleme suivant :

yepjil?y ) (#(y)) avec F1(yo) = {y € Y, |A(Ay - Yo)lirer)) (5.22)

p=1 p= 2 p=co
A =Identité débruitage bruitl débruitage de bruits débruitage de bruits
impulsionnel, gaussiens [Rudiet | bornés [Weiss et
décomposition al., 1992a] al., 2006]

d’'images [Alliney,
1997; Nikolova,
2004; Chan et
Esedoglu, 2005
Darbon et Sigelle

2006]
A = Transformée| déconvolution Déconvolution Pas de reférence
de Fourier robuste [Fuet al, | dimages [Rudin| connue
2005] et Osher, 1994
Chanet al, 1999;
Bertalmio et al,
2003], Aggrandis-
sement d'images
[Malgouyres et
Guichard, 2002]
A = Transformée| Décomposition débruitage Débruitage de
en ondelettes ou end’'images ou| dimages (pas de bruits de comprest
cosinus locale débruitage [Durand référence connue) | sion [Alter et al,
et Nikolova, 2007] 2005; Tramini et

al., 1998; Coifman
et Sowa, 2000]

5.3 Minimisation sous une contrainte @nérale

Dans cette section, nous allons montrer comment appligsealgorithmes du chapitre 4 pour
résoudre les dierents problemes cités precédemment. L'applicadi®ces algorithmes n’est pas tou-
jours triviale, et nous pensons que les exemples donné&saddie partie peuvent aider a I'utilisation
des algorithmes multi-pas. Nous donnons aussi plusieumsnamtaires sur le choix pratique des pa-
rametres des algorithmes tels que le parametre de régaiian et le nombre d'itérations. Nous trai-
tons le cas de la restauration avec a priori de régulatitepriori de parcimonie de facon séparée.
Nous résolvons plusieurs problemes originaux tels quoedbleme de la reconstruction robuste avec
échantillonage irrégulier et convolution. Nous finissqrar comparer les problemes de restauration
avec criteres de parcimonie et de régularité en termeagplexité numérique.
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5.3.1 Restauration avec criére de regularité
Version contrainte

On a vu que lorsqu’on utilise un a priori de régularité, pesblemes de restauration peuvent
souvent s’écrire sous la forme :

min (|BX|I1(Y) +XQ(X)) (5.23)

ouB: X — Y est une transformée linéair®, = {x € X, [1(AX— Xo)lir(x) < @}, A est une transformée
linéaire inversible ep € {1, 2, }. Ce probleme est convexe et nofffglientiable. Pour le résoudre, il
faut analyser les propriétés desfédientes fonctions :

— Lafonctionx — |BX1(y) peut étre vue comme une fonction de type max. On dfen e

IBXizy) = TEQX((BX v = xk(y)) (5.24)

avecK = {y € Y, lyli=(vy) < 1}. Notons queyk est une fonction de domaine borné, on peut donc
régulariser le term@Bx; (voir lemme 2.8).
— La contrainte dans I'equation (5.23) peut elle-aussk@iener sous la forme d'une fonction

max. En €et, soit||- || une norme suY et||-||. sa norme duale associépif. = Tﬁlxl Y, X)v)).
X[[X|<

On peut écrire :

T&XW(AX‘ X0), )y — allyll) (5.25)
= max[ max ((A(AX-— Xg),Y)y) —ar) (5.26)
r>0 \yeYiyl<r
= nrl%x(ru/l(Ax— X0l — ar) (5.27)
= xq(¥) (5.28)

avecQ = {x € X, [[1(AXx— X)ll+ < a}. Cependant le domaine de la fonctipm- |ly|| n’est pas
borné et on ne peut donc pas régulariser cette fonctionlatechnique de Moreau-Yosida (on
ne peut pas assurer une erreur d’approximation finie). Oreoegas non plus considérer que
xq est une fonction simple car on ne sait pas en général faiggajection suQ.
Aucun des algorithmes présentés dans le chapitre 4 nelselmibc applicable. Pour remédier a
ce probléme, on propose de faire le changement de variableAx— xg. Le probleme (5.23) devient
alors :

; -1
ZeX,ISTQI:FI)’EX)Sa (lBA (Z * XO)hl(Y)) (529)

Ainsi la fonctionz — |[BA™1(z+ Xo)|;y €St encore fonction max, et cette fois, la contrainte peat &
exprimée sous la forme de la fonction indicatrice d’'un emsle sur lequel on sait faire des projections.
On propose en annexe A.2 des algorithmes rapides et exgutsjdetions sur des boul&spondérées.
Le probleme (5.29) peut donc &tre vu comme la somme d’unetifmn max et d’'une fonction simple.
On peut résoudre ce probléme avec un taux de convergermélkéren utilisant la méthode proposée
en 4.3. Détaillons I'algorithme.
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Régularisation de la normel* Notonsf(x) = |[BA™1(x+ X0)liv)- La premiére étape de I'algorithme
consiste a calculer une approximatiorféientiable def. La stratégie la plus largement répandue
consiste a utiliser :

fi0 =) JBALx+ X)) + 42 (5.30)
i=1

On va voir que I'approximation de Moreau-Yosida (voir lem(2e3)) possede des propriétés plus
satisfaisantes. On définit :

- -1 _H) L E
fu(¥) —yemmgg)sl(@A (X+ X0), Vv 2IyIY)+ > (5.31)
On montre facilement qué,(u) = Y, v (I(BA (X + X0))il) avecy, : R — R définie comme
suit :
B IX| Si|X > pu 530
Vu(x) = Xzz +5  sinon (5.32)

¥, estconnue sous le nom de fonction de Huber. L'approximéfj¢s.31) semble plus appropriee

que I’approximationﬁ, (5.30), car toutes les deux sdﬁ'?;—l”z-Lipschitz diféerentiableg. Mais on a
pour toutx € X :

0< f,(x) - f(¥) <nu (5.33)

tandis que :
0< f,(0 - f(X) < ”7“ (5.34)

L'approximation f, semble donc &tre deux fois meilleure vis-a-vis des seisete premier ordre.
Notons que I'approximation (5.30) a été initialementgmsée pour étre minimisée par des schémas de
second ordre [Vogel et Oman, 1996] qui nécessitent degiptép de régularité allant jusqu’au second
ordre. Dans toutes les expériences numériques que nous avenées, la minimisation de (5.32)
mene a des solutions qui ont une northplus faible que (5.30). Leur aspect visuel est cependast tr’
similaire. La complexité numérique du calcul dé, et derL est identique. Nous pensons donc que
I'approximation f, doit &tre choisie préférentiellement en vue de I'utitien de schémas de premier
ordre. Notons finalement que :

I(BAT(xHx0))il (5.35)

(BA 1 (x+xX0))i i -1
SH(BA™ (X + X0))il > u
Vi(X)=ATB'Y avecV¥; = { )
(BA™ (x+X0)); i
" sinon

Comment choisir le parametre de regularisation ?  Nous pouvons maintenant utiliser I'algorithme 4.3
pour résoudre le probleme suivant :

Z' = argminf,(2 (5.36)

zeK

2Rappelons que la constante de Lipschitz détermine le tawodvergence des schémas de minimisation du premier
ordre.
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Il renvoie une estimée de (5.36). Le théoréme 4.22 indique comment choisir lapatre de
régularisatioru en fonction du nombre d'itérations (ou vice-versa). |l aste plus qu'a posed" =
AY(Z" + xg) pour obtenir une estimée de (5.23).

En pratique, on souhaite généralement utiliser le paten qui assure la meilleure qualité
d’'image. On peut observer que c’est rarement leicas 0 qui fournit les meilleurs résultats. La
minimisation de la normé* méne souvent a des solutiors telles queBx* contient beaucoup de
0. Par exemple, lorsquB = V, on minimise la variation totale. Un 0 d&x* signifie que I'image
est localement constante. M. Nikolova montre dans [NikaJ®001] que cetféet est inévitable : la
singularité en 0 de la normé favorise des solutions telles q&s¢‘ soit creux.

Un moyen d'éviter ce probleme est d'utiliser un opérat@gularisé tel que (5.31). En pratique,
pour la restauration d'images, ce choix mene a de medl&8B et des résultats plus satisfaisants
visuellement. La figure 5.7 illustre ce fait. L'image Lena dégradée par un bruit blanc gaussien
additif de variance variable. Elle est ensuite restauréetiisant divers parametres de régularisation
. On voit que la valeur optimale geest autour de 002, et ce indépendamment du SNR initial.

Pour des applications de restauration d’images naturélesnplitude comprise entre 0 et 1),
nos expériences nous ont mené a la conclusion que landdguoptimale devrait étre choisie dans
I'intervalle [0.001 0.005]. Peu de diérences visuelles sont observées dans cet intervalle.

Dans certaines situations on souhaite tout de méme migiraisactement la normé (u = 0).
Expérimentalement, pour des images normalisées darerialle [Q 1], on remarque que la solu-
tion de (5.36) en choisissapt< 0.005 est identique perceptuellement a la solution nonlaggée.
D’apres cette remarque on peut inférer qu’une précisidiisante a atteindre est :

#(2V) - £(z') < 0.005x r_21 (5.37)

- . . L 1| x0-x;
En utilisant le théoreme (4.22), pour obtenir une piéaisg, il ne faut pas plus dew

iterations. Dans notre cdsy 1, D est le carré du rayon de I'ensemble des contrainte}xg etx;|x <
VD. Dans tous les problémes que I'on a cités préecédemresnepté la déconvolution), ona~ 6n

avecd € [0, 1[. Pour obtenir une solution de précisienil ne faut donc pas plus d@@ itérations.
Pour obtenir la précision (5.37), il §it donc de%o”%. LorsqueA est une isométriglA~1B|| = ||B]|.

Le nombre d'itérations théoriques pour obtenir une igién sufisante est donc inférieure a 4{&].
Pour la variation totale, ce nombre est de I'ordre de 108@iidns.

Le taux de convergence théorique indiqgue donc que lesadéshproposées convergent vers une
solution visuellement satisfaisante en un nombre d'ttéres raisonnable. En pratique, le nombre

d’itérations nécessaires est de I'ordre #1@0.

Version lagrangienne

Quelques fois on préfére au probleme (5.23) sa versignategienne :

Min (IBXjzy + [A(AX = Xo)lie(x)) (5.38)

le théoréme 2.7 indique que les deux problemes ont desicud identiques pour un certain choix
du parametrel. La fonction a minimiser est la somme de deux fonctions rPar le résoudre, on
peut donc régulariser ces deux fonctions puis minimisefdactions régularisées avec l'algorithme
rapide 4.1. Une autre solution consiste a ajouter une ifamébrtement convexe du typ§ix — Xol?



5.3 Minimisation sous une contrainte @nérale 77

T T
34r INITIAL SNR : 34.35 ]
32t 4
301 4
©
)
g
E
3 28F 4
3
S INITIAL SNR : 20.42
]
S
S 261 4
£
s
g
Z 24 4
221 4
201 INITIAL SNR : 12.11 7
18 L L L L L L
-6 -5 -4 N -2 -1 0 1
0g, (1)
2487 -
2486 *
2485 -
(]
[=2]
©
g 24841 -
=l
{7
2
o —— |niti; .
2 aueaf Initial SNR : 20.42 dB i
o
()
s
u— 24821 *
o
x
z
D 24811 g
2481 -
2479 *
. . . . . . .
-6 -55 5 4.5 -2.5 -2 -15

-4 35
log, o(4)
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puis a résoudre un probleme dual. Dans les deux cas, @nbbin taux de convergence e(%)

Nous montrons ci-dessous comment utiliser ces technigueasnsexemple simple : la résolution du
problemeBV — I1. La généralisation au probléme général (5.38) petaise sans grandesfilcultés.
Le problemeBV — I s’écrit comme suit :

min (19X v) + A% = Xoliix) (5.39)

Dans ce casy : X — Y est une dicrétisation du gradient. Le tergg(X) = IVX1 vy + AUX—Xolix)
peut &tre réécrit sous la forme suivante :

Poo(X) = T&X«CX— F.2)2) (5.40)
\Y

N 0 y
ouZ=YxX,C= [ It ], F= [ A% ]etK = {ZE Z,2= [ " ], Xiox) < 1, Ylieoqyy < l}.
Pour résoudre (5.39), on se propose de le régulariserfdeda suivante :

min max((Cx— F,2)7 — %|z|§) + g|x— Xol% (5.41)

xeX | zeK

Pue

le parametreu permet de régulariser la fonction primale. Le parametmermet de régulariser la
fonction duale.

Résolution du probleme primal Le probleme primal ainsi réegularisé devient :

. _ E _ 2
min (IVXIl,ﬂ + AIX = Xol1u + le X0|x) (5.42)

ou| - |y, est la fonction de Huber de paramegreéfinie a partir la fonction (5.32). Pour le résoudre,
on peut utiliser I'algorithme 4.2 en posafx) = [VX|1, + X — Xo|1, €t'¥(X) = 5[x - xo|§(.

La fonction f a une constante de Lipschitz < q < P2 ') 4 fonction ¥ est fortement
convexe de parametre de forte convekitee. Si on souhaite utiliser I'algorithme 4.2, on peut choisir

€ = 0 ety > 0 dépendant de la précision souhaitée.

Résolution du probleme dual Ona:

i _ _H2Y L Sy w2
Q@?(T&X(@X k22 2|Z|Z)+2|X X°|X) (5.43)
_ ; _ €, v 2) M2
- mo{mp(iex-F oz o)) 644
— min| ZC2 - (£.C'2y + (F. 2y +E 12 (5.45)
2k |2 Ax T E2T5 '

-f@
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Pour résoudre (5.45) on peut utiliser I'algorithme 4.4 wrivoie une estimérN de la solution
~ 2 2,32
de (5.42). La fonctionf(2) a un gradient Lipschitz de constarte< [9& < ML 1) 5 fonction
¥Y(2) = %|22|z + xk (2) est fortement convexe de parametre de convéxité.

Comparaison numeérique La figure 5.9 montre le résultat d'une restauration d'imagtchée de
bruit poivre et sel avec cet algorithme. La figure 5.8 morarf@a¢on dont converge le schéma primal et
le schéma dual en choisissant des parametres d’appriicimeet e tres petits. Ce graphique montre
plusieurs propriétés intéressantes.

— Aubout de 1000 itérations, le schéma accéléré degdkmstppliqué au probleme dual réegularisé
permet d’obtenig o(X<) — go.0(X*) < 107*(¢0,0(X°) — ¢ho.0(X*)) malgré I'erreur d’approximation.
Une telle précision est comparable a ce que I'on peut abéeec des méthodes d’ordre plus
eleve.

— Sur cet exemple, les méthodes accélérées ont un ctenpant radicalement plus rapide gqu’une
simple descente de gradient. Plusieurs expériences meanéint ce fait dans le chapitre 7. Il est
particulierement clair ici. Comme on a chojsi= 1074, le pas dans la descente de gradient est
lui aussi trés petit (de I'ordre de 1%), ce qui explique le trés mauvais comportement de cette
méthode. Lors de nos expériences numériques, on aenquiit faut 1@ itérations a la descente
de gradient pour atteindre la précision du schéma de MNestel bout de 1000 itérations.

— Pour rendre la comparaison des méthodes primales etsdolake sensée, nous avons chaqisi
ete de telle fagon que la précision asymptotique soit iderig.e. que, o(X,) — ¢oo(x*)| =
l$0.4(X}) — doo(x+)]). La méthode de régularisation du probleme primal senndlplus lente
gue la méthode de régularisation du probleme dual. Neussaobservé ceci sur plusieurs
problémes.

oy -

| | —— Nesterov Dual, e=107*

E | —— Nesterov primal, u=10"*

[ | —— Projected gradient primal, p=10 -4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
number of iterations

Fic. 5.8 — Comparaison de la vitesse de convergence des apjmactades et duales avec descente de
gradient ou schémas accélérés. (Note : dans la figura poséf (XX) = ¢oo(X¥) et f* = ¢oo(X*))
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el

Fic. 5.9 — De gauche a droite : image originale, image avec pniitre et sel, image restaurée par
modeleBV — I,

Echantillonnage irrégulier et deconvolution robuste Pour conclure cette partie, nous donnons
I'exemple de la déconvolution robuste d’'une image avdw@atillonnage irrégulier. Ces expériences
ont été menées par Mikael Carlavan, stagiaire du prdf&A. Nous renvoyons le lecteur intéressé
par les détails du modele aux articles [Almagasal., 2006; Bughiret al., 2008; Carlavaet al.,, 2009].

Il consiste a résoudre un probleme du type :

TPGIQ (lBXle + [A(AX~ X0)|I1(X)) (5.46)

avec un algorithme similaire a ceux que I'on vient de pnése Les auteurs de [Almansaal., 2006]
utilisent une normé? comme attache aux données, nous I'avons remplacée panarmel® pour
étre plus robuste a des erreurs de recalage intervenastcdgorobleme. Mikael Carlavan a comparé
deux opérateurB : le gradient et la transformée en ondelettes complexes dalgsbury [Kingsbury,
19938]. Les résultats obtenus sont présentés sur la figlite

On voit que les résultats obtenus avec une régularispaoondelettes complexes sont meilleurs :
ils préservent mieux les textures. La variation totakesprie un petit mieux les contours. En termes
de SNR, la méthode de régularisation par ondelettes @mgplest meilleure.

5.3.2 Restauration avec criére de parcimonie

On a vu en (5.11) que lorsqu’on souhaite utiliser des a pderparcimonie pour résoudre les
problemes de restauration, on est ramené a la résoldtio probleme du type :

y = arginf (IYhcv)) (5.47)
YEYJAABY-X0)lip(x) <a
La fonction|yl;xyy peut étre vue comme une fonction simple. Malheureuserteeptpjection sur
'ensemblefy € Y, [1(ABy— xo)lir(x) < @} est rarement calculable exactemerBsist une transformée
redondante, et les algorithmes présentés ne sont dorappésables. On peut par contre résoudre le
probleme lagrangien :

y* = arg \i{nf(lylll(Y) + [A(ABY- Xo)linx)) (5.48)
ye

Pour ce probleme, on peut régulariser la fonctitfBy — xo)lir(x), considérer la fonctiotyly,
comme une fonction simple puis appliquer I'algorithme 4s20eobléme régularisé. On obtient alors
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Fic. 5.10 — HG : image originale - HD : image a restaurer (SNR6 8B) - BG : image restaurée avec
la variation totale (SNR : 24dB) - BD : image restaurée avec ondelettes complexes (SNRIdBY
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un taux de convergence €n3).

5.4 Minimisation avec attache aux donges|?

Dans cette partie, on s'intéresse a la minimisation diumenel de transforméefine avec une
attache aux données de tyldeDe tels problemes arrivent typiquement lorsque I'on sdtetrestaurer
des images entachées de bruits blancs gaussiens. Leppriicimaximum a posteriori mene alors a
des modeles de restauration du type suivant (a priori glda&te) :

: 2
min (1B + I(AY = Yo (5.49)

ou du type suivant (a priori de parcimonie) :

. s 2
min (Xl + 11(AB'X - ol) (5.50)

On détaille ci-dessous les méthodes pour résoudre obsepnes.

5.4.1 Restauration avec criére de regularité

Notonse(y) = [A(Ay — yo)|§(. LorsqueA est inversible (i.e. sa plus petite valeur propre est strict
ment positive) est fortement convexe comme le montre la proposition stévan

Proposition 5.3. Soit1 = diag(4;) une matrice diagonale avet €]0, c0]. On posel_ = min;(4;) et
A_(A) la plus petite valeur propre de A. Alogsest I-fortement convexe avee KUA%A_(A)%.

Démonstration.y est diferentiable ave¥o(y) = 2A*12(Ay — yo). On a donc pour toutyg, y») € Y :
Ve(y1) = Ve(y2)lz = 2A°2AY1 = Y2)l2 2 222 22 (A)ly1 - Val2 (5.51)
O

On peut maintenant formuler le probleme adjoint a (5.48)tdisant la dualité min-max :

min(1Byix + (A - Yoy (5.52)
= min(max((By, ¥x) + Ay - Yol (5:53)
yeY \ xeK
— i * _ 2
= max(min((y, B'X)y +(Ay yo)ly)) (5.54)
1
_ -1 * T AR R* 2
= r)r&x((A Yo, B"X)vy 4|/1 A Ble) (5.55)

Dans ces équatiort§ = {x € X, [X|i=(x) < a}. On peut résoudre le problemeférentiable (5.55)
avec la version 4.2 de l'algorithme de Y. NesteroB@st une trame (i.ely € Y, |Byix > €lyly avec
€ > 0). Dans ce cas on obtient un taux de convergence linéaiBea®n noyau non réduit a 0, on peut
utiliser la version 4.3 de I'algorithme accéléré et onierit un taux de convergence é}(k—lz) d’'apres
le théoreme 4.21.
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Pour finir, donnons I'exemple de I'implémentation du peshk de Rudin-Osher-Fatemi avec cette
technique. On a déja vu en (4.18) que :

|div X2

min (19l + Aly - YO|Y) = r@X[— + (Yo, —div X>Y] (5.56)

La partie gauche de (5.56) est le probleme de Rudin-Oshienrfi avec pour donnée initiayg 3.
Nous notons sa solutioyi. Le probleme de droite est son probleme adjoint. Nousnsoga solution
x*. En reprenant les notations du paragraphe 4.2 on a:

) = WYl (x) + Ay = Yol (5.57)
R |div X2 _
f(X)=- + (Yo, —div X)y (5.58)
42
A 1_ .
VIi(X) = ﬁVd'V X+ Vyo (5.59)

La constante de Lipschitz def estL < % L'algorithme 4.3 appliqué au probleme adjoint
devient :

Algorithme 5.1: Descente de gradient accélérée pour le probleme denFRbslier-Fatemi
Entrée: Le nombre d'itérationdN.
Sortie : xN une estimée dg*.
début

Poserk = -1

Posegt=0,ut=0

Posern € K (l;lne estimée précise dé si possible)

Poserl = 14V

pour k allant de0 & N faire

Calculern* = V (yo + 2 div x¢)

k
Calculery® = Tk (xk + ”T)
K

Poserg = g« + Ky
13

CalculenX = Tlk (xo - %)
kil _ 2 ke

Posendtl = 2ok 4 KLk

Posen = Uk + (i + 1)(% + yo)

fin

K
PoseruN 2u

= NFD(N+2)

fin

En utilisant le theoreme 4.21, on obtient comme résdkatonvergence :

3Nous avons interver etY pour ne pas avoir & adapter les notations des algorithmes.
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O = x*ZlIdivIZ njdiv |2
<
A2 T

o) - p(y") < (5.60)

Deplusona:

n||div |2
ity s M

Notons que trouver le taux de convergence d’un algorithmesi@ution du probléme de Rudin-
Osher-Fatemi avec des méthodes de premier ordre étqit'guprésent un probleme ouvert. Notons
aussi que les méthodes de premier ordre semblent pour lemgius #icaces que les méthodes de
second ordre pour résoudre ce probleme. Dans de nhombrk&rss récents, la résolution de (5.56)
(ou d'un probleme de structure équivalente) n'est qu'vobfeme auxiliaire qui doit étrefiectué
plusieurs fois [Becet al,, 2004; Figueiredo et Nowak, 2003; Daubecteesal., 2004; Aujol et Cham-
bolle, 2005; Aujolet al., 2006; Huanget al,, 2008]. Jusqu’a présent, les approches de premier ordre
sont toujours favorisées.

(5.61)

5.4.2 Restauration avec criére de parcimonie

La résolution du probleme (5.50) est directe. lifdien dfet d'utiliser le schéma présenté dans la
partie 4.1.1. Avec les notations de cette partie, on pés¢ = [X|1(y) (la fonction simple) etf(x) =
|A(AB*x — yo)I% (la fonction Lipschitz-diférentiable). On a :

VE(X) = 2BA A2(AB*X — o) (5.62)

Ce gradient est Lipschitz. Notonls = max4; et A_ = min4;. La constante de Lipschitz def
| ]
satisfait alors :

L < 22| 1BIP[IA)2 (5.63)

De plus, siB est une tramevx € X, ||BX| > €|x|x), alors f est fortement convexe de paramétre de
forte convexitd > 12621, (A)°.

On obtient donc un taux de convergence linéaire lordjest une trame et un taux de convergence
enO(;%) dans le cas général.

5.5 Comparaison algorithmiques des deux a priori

On a présenté dans cette thése deux types d'a priori guagpelé a priori de régularisation et a
priori de parcimonie. Il est naturel de se demander lequedeéex est le meilleur. Pour comparer les
deux approches, plusieurs criteres entrent en jeu : legselm calcul, la qualité de la restauration, les
propriétés analytiques des solutions. Nous ne traittrgie le premier point. Les deux autres peuvent
former I'objet d’une étude future.

5.5.1 Comparaison pour une attache aux dorees @nérale

On avu que les problemes de restauration avec a priorigigen@é peuvent s'écrire sous la forme
suivante :
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{Tele} (IBXigyy + 1A(AX = X0)lio(x)) (5.64)

avecB : X — Y. Les problemes de restauration avec a priori de parcinjpgiwent s'écrire sous la
forme suivante :

’Jl'? (IVhgvy + IAABY = X0)lio(x)) (5.65)

Les deux problemes peuvent étre résolus avec le mémealtanonvergence théorique @(%)
On peut donc considérer qu'ils ont la méme complexité eninguie.

5.5.2 Comparaison pour une attache aux donges|?

Lorsque I'on souhaite résoudre un probleme de restaumralimage entachée de bruit gaussien,
le principe du maximum a posteriori méne a un problemeyga t

: 2
min (1BXxy) + 41X — Xoly) (5.66)

en utilisant un a priori de régularité. Lorsqu’on utilis@ a priori de parcimonie, on obtient un
probleme du type :

. % 2
min (IXliqvy + AUBY = %0%) (5.67)

ou B est un dictionnaire ou une trame. On a vu que les problem66)(bt (5.67) peuvent tous deux
étre résolus e® (k—lz) lorsqueB a un noyau non réduit & 0. LorsqBeest une trame, les deux problémes
peuvent étre résolus avec un taux de convergence linatantique dépendant seulement de la plus
petite et de la plus grande valeur singuliereBde

Les a priori de régularité et de parcimonie menent dordea problemes de complexité algorith-
mique équivalente.

5.5.3 Une comparaison peliminaire de la qualité de restauration

Pour finir ce chapitre, nous proposons une comparaisomyn@ire de la qualité de restauration
avec des criteres de régularité ou de parcimonie. Nougolis une image avec un bruit gaussien
additif et résolvons les problemes (5.66) et (5.67). €etimparaison n’est qu’'indicative, car nous
To’oA
710A
To’lA
711A
ou A est une transformée décimée de Haar a 5 niveaux, etopérhteurr; j est un opérateur de
translation d’une distandesuivant I'axex et d’'une distancg suivant I'axey. Ainsi, 'opérateurB :

R" — R* est invariant par translation jusqu’au second niveau a®m@osition. C’est une trame
ajustée. Les atomes élémentaires de cette trame soffibre®ns indicatrices de carrés. De telles
fonctions modélisent mal les structures des images.

La figure 5.11 présente les résultats de restaurations ld@ans choisi le parameétrede telle
maniére que la normié des résidus soient identiques. Avec cette transfornegagbultats de restau-
ration avec criteres de régularité sont bien plus saiahts (amélioration de3dB).

avons choisi une transformée treés simple et pas assendadi®. Nous avons poge =
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Fic. 5.11 — HG : image originale - HD : image a restaurer (SNR.624IB) - BG : image restaurée
avec des criteres de régularité (SNR :131dB) - BD : image restaurée avec des critéres de parcamoni
(SNR : 2979 dB)
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Nous pensons qu’une comparaison théorique est néagsair pouvoir porter des conclusions
plus valables sur la pertinence des deux a priori. Des cagmns pratiques en utilisant des trans-
formées plus redondantes de type curvelet permettraiessi @e conclure avec plus de précision.
Nous nous attaquerons sans doute a ce probleme danselasuibs travaux.

5.6 Mini-guide de I'utilisateur

Nous venons de montrer de facon détaillée commentettiles schémas de minimisation multi-
pas proposés dans le chapitre 4. Pour conclure ce chapatms, resumons brievement comment et
dans quels cas utiliser ces algorithmes. Ce paragraphestiél a ceux qui souhaitent rapidement
savoir quelle méthode utiliser et comment l'utiliser paarprobléme particulier. Tous les algorithmes
présentés s'appliquent a un probleme du type :

r)1(1€|)£1 (f(X) +¥(x) (5.68)

ou f et¥ sont convexes. La premiere étape pour appliquer cesitilg@s consiste invariablement a
caractériser la classe de fonctions a laquelle appagif et'V. Ces fonctions peuvent appartenir
simultanément a plusieurs classes. Dans ce cas, il failegrer les méthodes suivant I'ordre suivant :

1. Sif est Lipschitz diférentiable et s¥ est simple : passer au paragraphe 5.6.1. On obtient un
taux de convergence supériet@ék—lz).

2. Sif est une somme de fonctions max et de fonctions LipschitzBtesit fortement convexe :
passer au paragraphe 5.6.2. On obtient un taux de convergapérieur @(k—lz)

3. Si f est une fonction max ¥ est simple : passer au paragraphe 5.6.3. On obtient un taux de
convergence supérieurGy().

Finalement, notons qu’assez souvent, un probléme nergiexpas directement sous la forme (5.68).
Cependant, en manipulant le probleme initial astucieesgnon peut souvent se ramener a cette for-
mulation. Nous espérons que les quelques exemples dpna&sdemment et dans le chapitre a venir
peuvent donner des idées pour transformer un problengladarme (5.68).

5.6.1 Lipschitz differentiable + Simple

Le prototype des problemes de ce type est le suivant :
(1 ’
min §|Ax— by + Xz (5.69)

. . 1 . .
oU A : X — Y est une transformée linéaire. La fonctién: x — §|Ax— b|$ est||Al[>-Lipschitz

differentiable. La fonctiot?(x) : x — 1|x|j1x) est simple. Ce genre de probleme arrive typiquement

lorsque I'on souhaite decomposer une image sur un didiogriorsque I'on souhaite déconvoluer des

images entachées de bruits gaussiens ou encore pouotéspes de type échantillonage compressif.
La stratégie que I'on suggere consiste a appliquerdidtigme de Y. Nesterov présenté dans la

section 4.1. La version implémentable est I'algorithm2 Lelui-ci converge linéairement s'il existe

€ > 0 tel que||AX| > €|X|x (A est une trame). Il converge @1(k—12) si le noyau deA n’est pas réduit a

{0}.
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5.6.2 Max+ Fortement convexe

Le prototype des problemes de ce type est le suivant :

. h X
min (IBth(X) + SlAY - yO|y) (5.70)

ou B :Y — Xestune transformée linéaire &t: Y — Y est une transformeée linéaire inversible. La
fonction f : y = [By1(x) est une fonction max. La fonctioHl : y g|Ay— yo|$ est une fonction
fortement convexe. Par exempleBi= V et A = |d, ce probleme est celui de Rudin-Osher-Fatemi.
A peut représenter un produit de convolution inversiblejagts ce cas, I'equation (5.70) devient un
probleme de déconvolution.

La stratégie que nous suggérons est d'appliquer I'alyme présenté dans la section 4.2. |
consiste a formuler un probléme dual et a le résoudre Eafgorithme 4.5. Cet algorithme converge
lineéairement sB est une trame. Il converge é]n(k—lz) si le noyau deB n’est pas réeduit #0}.

5.6.3 Max+ Simple

Ce formalisme incorpore un trés grand nombre de probléteksque la déconvolution avec des
bruits gaussiens, des bruits impulsionnels, des bruifsumés, des bruits de compression, avec des a
priori de régularité ou de parcimonie, sous forme conteabu lagrangienne. Nous conseillons deux
stratégie de minimisation dans cette these :

1. Lastratégie a préférer siles calculs ne sont pascwampliqués (il faut le vérifier a chaque fois),
consiste a remplager le probleme (5.68) par le suivant :

r)pei)p(f(x) +W(x) + elx - X%) (5.71)

On exprime alors le probleme dual a (5.71) et on le résaed Balgorithme 4.4. Un exemple
est proposé dans le paragraphe 5.3.1. Cet algorithme rgmeeo(%).

2. S'il est trop dificile d’exprimer un probleme dual, on remplace le problgé&8) par le sui-
vant :

min (£.09 +¥(¥) (5.72)

ou f, est une approximation flierentiable def. On résoud ce probleme avec I'algorithme 4.2.
On obtient un taux de convergence@(# ).



Chapitre 6

Decomposition d'images

Dans ce chapitre on va voir que les algorithmes proposésepeaussi étre appliqués aux problémes
de décomposition d'images en texture et en géométriesNooposons une comparaison rapide des
differents modeles de décomposition et en proposons un aowpe fournit des résultats tres satis-
faisants.

6.1 Lorigine des mockles de @composition

La premiere application de la variation totale en traitetn@images fut proposée par Rudin-
Osher-Fatemi dans [Rudet al., 1992a]. Elle consistait a resoudre :

inf (f|Du|+f|u—f|2dQ) (6.1)
ueBvV Q Q

Dans son livre [Meyer, 2001], Y. Meyer a étudié ce modékotiquement et a mis en évidence
son incapacité a séparer la partie géométrique d'omage et ses parties oscillantes. |l propose alors
un modele dit de déecomposition en texture et en géomé&our simplifier la présentation, nous
présentons ce modele dans le cadre discret. Le lecteanegsé par le formalisme continu peut se
reféerer a [Meyer, 2001; Aujadt al., 2005] pour plus de détails. Y. Meyer définit une norme :

Vg = inf o 6.2

Mc gddiv(g):v(lgll ) (6.2)
et propose de décomposer une imdgen une partie géométrique et une partie oscillante en
résolvant le probleme suivant :

inf  (IVulag + AMa) (6.3)

(uV)ex2, f=u+v

La normeG d’une fonction est faible pour des fonctions oscillantesagenne nulle et grande pour
des fonctions “géomeétriques” (par exemple des fonctimsstantes par morceaux). C'est pourquoi
ce modele devrait permettre d’extraire plUicacement les parties oscillantes d’'une image que le
modele classique de Rudin-Osher-Fatemi. Notons que t#&pne est convexe.

89
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6.2 Reformulation du probleme

Dans son travail, Y. Meyer n'a pas proposé de méthode rigom&de résolution. Les premiers
auteurs a s'étre intéressés a cette tache sont L.ateSeOsher dans [Osher et Vese, 2003]. Plus tard
d’autres chercheurs se sont attaqués a ce problemesQCitdamment les travaux de J.F. Aujol et. al.
dans [Aujol, 2004] et de D. Goldfarb et. al. dans [Goldfarbret, 2005]. Le premier travail résout
le probleme en le régularisant puis en utilisant un schél@ premier ordre. Les auteurs montrent
la convergence de leur algorithme. Le second résout ld@raben utilisant I'algorithme de second
order cone programming. |l converge vers une solution ex&xs deux techniques restent cependant
améliorables. La premiere converge trop lentement et joun \eerifier qu’elle ne donne qu’'une assez
mauvaise approximation de la solution. La seconde méttiodee une solution exacte (a la précision
machine prés), mais elle ne permet pas de traiter de gromsges car elle requiert une quantité de
mémoire et des temps de calcul trés importants. Dans ta dei cette partie, nous présentons une
méthode de résolution originale.

NotonsJ(u) = [Vul;1(y). Le probleme de Y. Meyer discrétisé s’écrit :

: - . 4
min J(u)+/lgddri\rl1(lgr)1:f_u(lgll (Y))) (6.4)

Proposition 6.4. Le probleme (6.4) peut &tre reformulé comme suit ;

inf  (J(f - div(g))) (6.5)
geYldlleo<a

Démonstration. |l suffit d’utiliser le changement de varialle= f — div(g). Ceci permet d’obtenir un
probleme d’optimisation qui ne dépend que de la varigblEopérateurdiv est surjectif deY dans
X=X-{(y,7,...,7),y € R}. On peut donc écrire :

90+ int - Gglo)) = nf (- div) + g (66)
En remplacant le parameétre lagrangieaen contrainte, on obtient le résultat annoncé. |

Au lieu de résoudre le probléme (6.5), on peut résoudre :

inf  (J,(f - div(g))) (6.7)

geY|dlieo vy <@

ou J, est une régularisation deet on obtient un algorithme avec un taux de convergenc@(égm
Notons que si on remplace la noriiepar une normé? dans I'équation (6.5), on retrouve le modele
de Osher-Solé-Vese [Oshetral., 2003]. Celui-ci peut &tre résolu @I(k—lz) en utilisant une approche
duale. On peut aussi remplacer la nortflepar une normd?!, ce qui donne lieu & un modele de
décomposition inédit que nous utiliserons dans la sette nouvelle formulation du probleme
permet de contraindre facilement les propriétés du chgnmge qui peut étre utile pour faire des
décompositions d'images adaptatives.
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6.2.1 Comparaison pratique des dferents moctles

Nous comparons ici les résultats de decomposition eisartil :

— le modeéle de Meyer :

geY,lEiJPOI(y)Sa (J‘u(f B le(g))) (6.8)

le modele de Vese-Osher :

inf (J,(f - div(g))) (6.9)

ge{|g||2(y)50

le modeleBV — |1 :

inf (%) (6.10)

xeX,lx—flll(x)SHSa

le modele inédit :
inf  (J,(f - div(g))) (6.11)

gEY,lghl(Y)SQ

Tous ces problémes peuvent &tre résoftisacement avec l'algorithme 4.2.

Fic. 6.1 — Image a decomposer

Dans toutes les expériences, on choisit pour paramétrégigarisationu = 0.001. Aprés 150
itérations de faible co(it, on n'observe plus d’évolatide la décomposition. Pour obtenir un résultat
similaire, les descentes de gradient projeté nécesgiten de 5000 itérations. Pour pouvoir comparer
les diférents modeles, on a choisi le parametide telle maniére a ce que toutes les parties texturées
aient la méme normig.

La figure 6.2 montre que le modele de Y. Meyer ne permet pa®deatement retirer les par-
ties oscillantes des habits de Barbara. On peut montrerith&ment que I'amplitude de la texture
(composantey) est bornée par un parameétre dépendant linéairemeatddas (6.5). Ce résultat est
sans doute a l'origine du résultat décevant. Sur I'ederdpnné, le modele de Vese-Osher donne des
résultats plus satisfaisants. Ceci a déja été rengadgus [Yinet al.,, 2007].

Le modeleBV — I sépare correctement les parties oscillantes et géimés: La méme obser-
vation peut &tre faite lorsque I'on minimise la nortedu champg dans (6.5). On remarque que
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Fic. 6.2 — Décomposition en partie géomeétrique et en padalante. Haut : modele de Y. Meyer.
Bas : modele de Osher-Solé-Vese
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les deux décompositions sont trés similaires. Le mout&dit (6.11) semble cependant extraire plus
efficacement les parties oscillantes (chaise en arriere plaabits par exemple). Ce modele semble
aussi donner lieu a une partie geéomeétrique leégereplastfloue. Nous pensons que ceci doit étre dO
au fait que la discrétisation est pludtdsive. Elle repose enffet sur des dférences finies d’ordre
4. Ces résultats expérimentaux indiquent qu'il seraiissdoute intéressant d’étudier les propriéetés
analytiques de ce nouveau modele.

Fic. 6.3 — Décompositions en partie geométrique et en pastidlante. Haut : modelBV —I* - Bas :
résultat de la minimisation de la norredu champy dans (6.5)

Pour finir, notons qu’un autre modele de décompositiomd{jes a été proposé dans [Staetk
al., 2005]. Ce modele peut lui aussi étre résolu par les oueth présentées dans cette these.
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Chapitre 7

Comparaisons ex@rimentales

Dans cette partie, nous comparons les algorithmes de nsiafion proposés avec plusieurs autres
approches. Nous nous concentrons uniquement sur leepreblliés a la variation totale. Nous avons
soumis un papier a SIAM Journal of Scientific Computing susget [Weisset al., 2007b].

De tres nombreuses méthodes ont été proposées sawdre ces problemes. Certaines reposent
sur des équations aux dérivées partielles [Rudin et©$B84; Rudiret al,, 1992a], avec des schémas
semi-implicites [Krishnaret al., 2006] ou des méthodes de point fixe [Vogel et Oman, 199&uiés
reposent sur la minimisation d’'une énergie discréti€gepeut notamment citer les méthodes de sous-
gradient [Combettes et Luo, 2002], les méthodes a baseogerpions sur des hyperplans [Combettes
et Pesquet, 2004], les méthodes de quasi Newton (ausdeappmi-quadratiques) [Charbonnier
et al,, 1994], les méthodes de type Newton [Li et Santosa, 1986]néthodes de second order cone
programming [Goldfarb et Yin, 2005], les méthodes de imierieurs [Fiet al., 2005], ou encore des
approches par graph-cuts [Darbon et Sigelle, 2006; Chdeyt&fl05]. Reécemment plusieurs auteurs
ont proposé des méthodes duales ou primales-duales EEhhn1999; Hintermiller et Stadler, 2006;
Chambolle, 2004; Zhu, 2008]. Ce petit état des lieux estzaksn d’étre exhaustif. La bibliographie
de ce domaine contient plus de 50 articles de journaux etlgagtagmente régulierement. Il est donc
impossible de réimplémenter toutes ces méthodes. Bg lelur dficacité dépend fortement de choix
comme les préconditionneurs. Nous restreignons donc oimgaraisons numeériques aux méthodes
classiques de premier ordre. Pour les nommer : les méthdmlesus-gradients et les descentes de
gradient.

7.1 Le probleme de Rudin-Osher-Fatemi

Le premier probleme que nous considérons est celui denRDgher-Fatemi. De nombreux articles
récents donnent des résultats de convergence pour dem®bt il permet de comparer les approches
primales et duales. Le probléeme de Rudin-Osher-Fatensistena résoudre :

. a ,
!(QL (lVXhl(X) + §|X - X0|2) (7.1)

$(X)
Il peut &tre régularisé de la fagon suivante :

. pl )
IXQ;‘((IVXIL# + EIX— ><o|2) (7.2)
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ou| - |1, est la fonction de Huber définie en (5.32). Le probleme du@l.1) peut etre exprimé de la
facon suivante :

div 5
max| —
yeK

o o —div y>y) (7.3)

ouK = {y € Y, lyli=(yy < 1}. Le probleme (7.1) peut-étre résolu avec au moins 5 atieth présentées
dans cette thése :

Algol La premiére méthode est la plus rapide théoriguemdietcnsiste a résoudre le probleme
dual (7.3) avec un schéma de Nesterov (voir algorithme &®t)a montré un taux de conver-
gence er0 ().

Algo2 La deuxieme méthode consiste a résoudre le problamé(@.3) avec une méthode de
gradient projeté. On a montré un taux de convergend@ (%)

Algo3 La troisieme méthode consiste a résoudre le probl&gelarisé (7.2) avec un schéma de
Nesterov. La aussi on a montré un taux de convergen@z(ébl

Algo4 La quatrieme méthode est la descente de gradient appligu probleme régularisé (7.2).

On peut montrer que cette méthode convergé)én\}i) [Weisset al.,, 2007b].

Algob La cinquieme méthode est la descente de sous-gradiejetéravec pas optimal (3.20).
7 doit appartenir au sousfterentiel de la variation totale ext pour obtenir un algorithme
convergent. On choisit :

(V)i ; Ky.
ok = —div(w) avecy; = | o SIVX)ilz> 0
0 sinon

(7.4)

Le pas de la descent¥ est choisi en fonction du theéoréme 3.23. Pour appliquiée seratégie, |l
faut connaitref *. Comme on ne connait pas cette valeur, on laisse un prograoumer jusqu’a
convergenceAlgol), il renvoit une valeur trés proche dé. Cet algorithme est inutilisable en
pratique. Il sert uniguement de réféerence.

On utilise 'image Lena de taille 258 256 a valeurs dans [Q@]. On lui ajoute un bruit gaussien
(o = .15). Ceci correspond aux images 7.1. La figure bas-gauchg €BtGlonnée pour montrer que
la stratégie de régularisation de la variation totaléfe@e pas la solution de fagon perceptuelle.

Lesfigures 7.2, 7.3 et 7.4 montrent respectivement les esutb convergence en termes d’objectif
(6(X) — ¢(x*)), en terme de distand@ & la solution [p(XX) — ¢(x*)|x) et en terme de distand® a la
solution (¢(X<) — (X")li=(x))-

Ces courbes contiennent de nombreuses informations q@edépouillons ci-dessous :

— On remarque d'abord que la précision des algorithmes sanbaur une régularisation du
probleme Algo3 et Algo4) est bornée inférieurement par une constante positieead’erreur
d’approximation. Il est donc inutile, apres avoir fixé Ergmetre de régularisatign de faire un
trop grand nombre d'itérations. Les stratégies pr&mentlans les theorémes 4.22 et 4.23 sont
de bonnes approximations en pratique.

— La descente de sous-gradient projeddg@5) converge assez rapidement dans les premiéres
iterations, puis elle semble osciller autour du minimuracaune décroissance lente.

— Le classement pratique des algorithmes correspond exacteau classement théorique. En
termes imagés, onAlgol >> Algo2 ~ Alga3 >> Algo4 ~ Algas. Algol est bien le meilleur
algorithme vis-a-vis de tous les criteres. L'algorithilgo2 se comporte assez bien dans les
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Fic. 7.1 — HG : image originale - HD : image bruitée - BG : solutie(7.2) en utilisant I'algorithme
Algo3 et en posani = 1072 - BD : solution exacte de (7.1) obtenue en appliqualtjol jusqu’a
convergence
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Fic. 7.2 — Convergence dedfidirents algorithmes en terme d’objectif.
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Fic. 7.3 — Convergence dedf#irents algorithmes en terme de distatfcau minimiseur.
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Fic. 7.4 — Convergence dedfdirents algorithmes en terme de distatit@au minimiseur.

premiéres itérations. Son comportement asymptotiqueies moins bon que celui délgol.
L'algorithme Algo3 semble étre moinsfitcace queAlgo2. Il a cependant la mémeheacité
théorique ero(%). Ce fait est confirmé par la petite plage d'itérations squkl il donne de
meilleurs résultats quélgo2. Finalement les algorithme&lgo4 et Algo5 qui convergent en
O(%() doivent &tre évités.

— Dans les formulations primales et duales, les algorithaceglérés de Nesterov se comportent
bien mieux que les méthodes de descente a un pas.

— La convergence en norme est aussi bonne que la convergerdabjdctif. Ce n’'est pas trés
étonnant pour la normé a la vue de l'inégalité (2.52). C’est plus inattendu plaunormel.

— Pour obtenir une précision en norrie de 1/255 ~ 4 x 1073, I'algorithme Algol a besoin
d’environ 900 itérations. Ce résultat devrait réjouirDhRrbon qui a recemment proposé un
algorithme enO(nlog(n)) pour résoudre le probleme de Rudin-Osher-Fatemi axané@me
précision ([Darbon, 2008]). Ce résultat semble indiggee les techniques a base de graph-
cut devraient étre préférées aux techniques préssrdans cette thése. Pour le moment, elle
ne permettent de résoudrfieacement que les problémes a base de variation totaletrapue
avec des attaches aux données sans interactions entrigdbss Bspérons gu’elle puisse étre
étendues a des classes de fonctions plus larges a Faveni

Pour conclure, nous avons vu que les schémas accétecesmportent bien mieux que les schémas
a un pas. Cette expérience confirme aussi que le passagei@d germet de largement accélérer la
minimisation des problemes fortement convexes.

On a vu queAlgo2 et Algo3 convergent tous deux eﬁh(%) On a voulu vérifier gu’en pratique,
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leur comportement était similaire, malgré le paramd&eégularisation introduit damdgo3. Dans la
figure 7.5, on régularise I'image Lena en posast 1. On peut voir que pour tout nombre d’itérations
k, il existe une pairek; u) telle que la précision obtenue avAigo3 est la méme que celle obtenue
avecAlgo2. Ce résultat indique bien que la technique “régulansat schéma accéléré” a a peu pres
la méme @icacité que I'algorithme de A. Chambolldl est un peu plus dur d'utilisation, car il faut
fixer le nombre d'itérations en fonction du parametreelgutarisatioru, mais il peut &tre utilisé pour
une classe de problémes bien plus large.

Une derniere remarque intéressante est que la préaisaximale qui peut étre obtenue avec la
technique de régularisation dépendudeéairement. Ceci confirme une fois de plus la théorie.
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Fic. 7.5 — Comparaison délgo2 etAlgo3 avec diferents parameétres de régularisation

7.2 Autres problemes contraints

Nous nous intéressons maintenant a la comparaison déeaes primales. Nous comparons les
algorithmesAlgo3, Algo4 et Algos pour résoudre le probleme de minimisation de la varatidale
sous contraintes (5.5) avecfféirentes fonction§. Dans tous les cas, on poge= 0.001 2. Nous
testons I'éficacité du schéma soudi@irentes contraintes. Les modeéles testés sont :

— Le probleme de Rudin-Osher-Fatemi (Fig. 7.6).

— Le problemeBV - 11 (Fig. 7.7).

— Le probleme de déconvolution (Fig. 7.8).

Onremarque que dans tous les cas, le schéma de Nesteroeficamtée tres nettement supérieure
aladescente de gradient projeté. La descente de sodigigrprojeté avec pas optimal permet de faire
décroitre I'objectif de facon tres rapide des les pages itérations. Asymptotiquement, son taux de
convergence semble plus mauvais que I'approche “Nesten@gularisation”. Notre conclusion est

l'algorithme Algo2 a été proposé dans ([Chambolle, 2005])
2ce choix méne a des solutions qui sont identiques perekghoent aux solutions en posant 0
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Fi. 7.6 — Evolution dé{VuX||; — ||Vull1 avec échelle logarithmique pour le probléme de Rudine®sh
Fatemi. Résultats sur la figure 7.1.
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--— Projected Gradient Descent , u=10_3
- - -Projected Subgradient Descent

[IVu*|1-[Val |y
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Fic. 7.7 — Evolution dé{VuX||; — ||VU]1 en échelle logarithmique pour le problemB¥ — I1. Résultats
sur la figure 6.3.
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Fic. 7.8 — Evolution dé|VuX||; — |[VUll1 en &chelle logarithmique pour le probléme de déconiaiut
Résultats sur la figure 5.6.

que la méthode de sous-gradient projeté avec une suitasie’p précalculée peut étre interessante
pour obtenir une solution approchée en trés peu d’itérat Pour obtenir des solutions précises en
des temps de calcul Iegérement supérieurs, I'approctigopée est bien plus appropriée.

7.3 Discussion

7.3.1 Stabilitt du sclema de Nesterov

Plusieurs personnes ayant testé les méthodes de Y. blestaus ont fait part de leur étonnement
a la vue de ces résultats. Efiet, leurs tests avaient montré de nettes instabilitéscérsa qui le
rendait moins bon que les simples descentes de gradienkg@mpi. Notre conclusion est radicale-
ment opposée. Dans tous les cas testés, la méthodédecatulti-pas a unefecacité tres nettement
supérieure aux méthodes a un pas.

Nous avons tout de méme remarqué qu’aymptotiquement,éllnode de Y. Nesterov peut se
comporter moins bien gu’'une simple descente de gradietd.dgrmet de réduire le saut de dua-
lite d’un facteur variant entre 20et 10° (ce qui est largement fiisant pour les besoins du trai-
tement d’'images), tandis que les méthodes de gradientegpemh de réduire ce saut d’'un facteur
environ 10 fois supérieur (avec des temps de convergerscgl'fu 1000 fois supérieurs). Nous pen-
sons que ce défaut de la méthode est dii au fait que ladongti(équation (4.4)) est composée d’une
grande somme de gradients pondérés par leicieats croissantéX. Un tel calcul est instable en
arithmétique finie. Il peut &tre intéressant en pratideeéinitialiser cette variable périodiquement, si
I'on souhaite obtenir de trés bonnes précisions.
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7.3.2 Comparaisons avec d’autres gthodes

Les méthodes de second ordre sont couramment utiliseegéepudre les problemes de restau-
ration évoqués. Il nous semble que ces méthodes repedsdes concurrents les plus redoutables a
notre approche. De nombreux articles suggérent la miaiiis semi-quadratiqgue [Geman et Yang,
1995; Charbonnieet al,, 1994]. M. Nikolova et R. Chan ont montré recemment querséthodes
étaient strictement équivalentes aux méthodes de-@Naston [Nikolova et Chan, 2007]. M. Allain
et al.ont montré que leur taux de convergence est linéaire ifAdaal.,, 2006]. Un tel taux de conver-
gence est meilleur asymptotiquement que notre décmn'esam(ok%). En pratique, on observe une
convergence bien plus rapide pour les méthodes de quagibN€une dizaine d'itérations fiisents
pour obtenir des solutions stables). La contrepartiedegsiairement dans le fait qu'il faut résoudre
un trés grand systeme linéaire a chaque itérationfitaité de cette méthode dépend donc forte-
ment du conditionnement des systémes linéaires et dx cleopréconditionneurs. Des expériences
préliminaires sans préconditionnement donnent un aganhet aux méthodes proposées dans cette
these. Bien entendu, il faudrait mener plus d’expériermmur confirmer ce résultat.

Les méthodes de second order cone programming ont gieg@es recemment [Yet al,, 2007]
et menent a des solutions trés précises. Cependatenigs de calcul sont tres grands. Cette approche
ne nous semblent pas raisonnable pour résoudre des miEbken trées grande dimension. Cela reste
une trés bonne stratégie pour évaluer les qualiteésfatts d'un modele.

Des approches treés prometteuses par graph-cuts ont mea@n@té proposée pour résoudre les
probléemes de variation totale [Darbon et Sigelle, 2006ar@holle, 2005]. Les auteurs résolvent les
problemesBV — |1, BV — 12 et BV — I*. lls montrent qu'ils obtiennent des solutions exactes(&ao-
teur de quantification pres) en un nombre fini d’itératicharbon semble avoir trouvé une méthode
de résolution optimale e@(nlog(n)) ([Darbon, 2008+ communication privée). Un tel taux est bien
meilleur que tout ce qu’on a proposé dans cette these.ndapela méthode n’est pour le moment ap-
plicable qu’a une classe de probleme trés restreintgafi@n totale anisotrope contraintes simples).
L'approche présentée dans cette these permet de resand classe de problemes bien plus vaste
avec une fficacité restant trés bonne.

Nous pensons que des solutions trés précises n'ont pad gré&rét en traitement d’'images. Le
systeme visuel humain est incapable de percevoir de petibelifications de I'image. Par exemple un
bruit uniforme d’amplitude 5 que 'on ajoute a une imageé&®adur 256 niveaux est imperceptible.
Nous pensons donc que les méthodes de premier ordre stictji@ement adaptées au traitement
d'images. Les méthodes que nous avons proposées convgage des solutions approchées en des
temps trés courts et les algorithmes proposés sont $aileplémenter.
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Chapitre 8

Conclusions et perspectives

Dans cette premiére partie de thése, nous avons propas@ntbreux schémas de minimisation de
premier ordre adaptés a de larges classes de fonctiomancment utilisées en traitement d'images.
Nous avons expliqué théoriquement I'interét des tégplnes duales d’optimisation ainsi que l'intérét
des méthodes de régularisation. L'application des reasede Y. Nesterov a ces divers problemes
montre gu’elles ont un avantage tres net sur d’autres iggbs recemment proposées dans le domaine
du traitement d'images. Nous espérons donc que cette fh@snettra de dynamiser la recherche
théorique et pratique sur les schémas multi-pas qui sthpbur le moment étre étudiés par trés peu
d’auteurs (A notre connaissance uniqguement Y. Nesterov).

Pendant cette these, nous nous sommes posé de nombreesisng qui n’ont pas encore trouvé
de réponse et nous motivent particulierement a contidaes la recherche. Nous les détaillons ci-
dessous :

— Comment minimiser des fonctions a dérivées non borh&ns cette these, on a toujours
eu implicitement recours a la propriété (2.43) des fiamst Lipschitz diférentiables. Si on
Ote cette propriété, plus aucun des algorithmes streistudécrits ne fonctionnent. On peut
donc se demander comment minimiser des fonctions dexypelog(AX) ou A est une trans-
formée linéaire! ou des fontions du typg — |AXip(y) avecp ¢ {1, 2, oo}2. Etrangement, ces
fonctions diférentiables semblent plus compliquées a minimiser guioes fonctions non
differentiables telles que les normésde transformées linéaires. Une partie de réponse peut
venir de la théorie des fonctions auto-concordantes pestet Nemirovskii, 1994; Nesterov
et Todd, 1997] dont le log fait partie. Pour ces fonctionss thux de convergence satisfai-
sants sont obtenus avec des méthodes de second ordre guoiyfseintérieurs. Aucun taux de
convergence n'a été trouvé a notre connaissance peundthodes de premier ordre.

— Quelles sont les fonctions pour lesquelles les méthodgseaeier ordre permettent de définir
des taux de convergence en normiE®@s souvent, nous avons présenté des taux de convergenc
en termes d’objectif. Le théoreme 3.18 indique que trow\es taux de convergence en norme
est en général impossible lorsque I'on souhaite minimigs fonction a gradient Lipschitz. Il
serait intéressant de trouver des classes de problemes$driement convexes) pour lesquelles
on peut donner des taux de convergence en norme.

1Une telle fonction apparait notamment dans les problaeeteconvolution avec bruit de Poisson.

2Précisons que la minimisation de norniegp # 2) nous semble &tre le pire probléme rencontré pendatat tese.
Nous ne voyons pas comment le résoudre autrement qu'eésantildes techniques de descente avec pas décroissant qui
convergent em(%(). Les techniques de régularisation notamment n’ont auai@nét pratique.
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Conclusions et perspectives

— Qui des a priori de régularité ou des a priori de parcimorfi@irnissent les meilleurs résultats

de restauration ? Quels sont les liens entre les solutiossdéex problemesCes deux a priori
sur les images fournissent de bons résultats de restaurttisont aujourd’hui tres largement
utilisés. Dans cette thése, nous avons montré que laleaitgpalgorithmique de la minimisa-
tion des deux criteres est équivalente. Il serait irs&aat de comparer ces criteres en pratique
et en théorie.

Comment comparer les méthodes proposées aux méthaadsedupérieur 2es algorithmes

de second ordre tels que les méthodes de points intérsemtsde sérieux concurrents aux
méthodes de premier ordre proposées dans cette thesariparaison théorique de ces méthodes
n'est pas triviale, car il faut prendre en compte la compéexie la résolution de systemes
linéaires. Pour montrer aux adeptes des méthodes de gypoN que la question est loin d’étre
tranchée, rappelons que la technique du gradient coaj(lgigement utilisée pour inverser des
systemes linéaires) converge@(nk—lz) (au pire des cas), tout comme la méthode optimale de Y.
Nesterov.



Deuxieme partie

Sur I'invariance des lignes de niveau aux
changements d’illuminations.
Application a la detection de

changements.
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Chapitre 1

Introduction

La deuxieme partie de cette thése est quasi indépendarig précédente. Nous y abordons le
probleme de la détection de changements entre deux insafgelfitaires de haute résolution par des
méthodes variationnelles. Ce probleme va nous mentrdéeg et a utiliser I'invariance des lignes de
niveau d’'une image a des variations des conditions d'ithation. Ces résultats ont vu le jour grace
a une collaboration avec Alexandre Fournier (doctoranpiijet Ariana). Dans cette introduction,
nous commencgons par définir le probleme de la détectochdngements et montrons qu'il doit &tre
effectué a partir d'attributs d’'images invariants aux ctinds de prises de vue. Nous faisons ensuite
un bref rappel bibliographique des attributs d’'images iawvdas aux variations d’illumination. Nous
détaillons finalement le plan de la partie et Enumérorsscantributions.

1.1 Un bref apercu de la probEmatique

1.1.1 Qu’est-ce que la étection de changements ?

Que doit faire un algorithme de détection de changemerite deux images ? Pour commencer
cette partie, nous proposons une définition originale derobleme. Nous renvoyons le lecteur a
I'article [Radkeet al,, 2005] pour voir le probleme sous des angleiedents.

La difficulté principale pour définir un algorithme de détectam changements est de trouver
les changements de scene autres que ceux qui sont dus araigoos d'acquisition diérentes.
Formulons ce probleme mathématiguement. SaigntQ — R etu, : Q — R deux photographies
d’'une méme région, prises a deux instantedénts. On considere que I'image est issue d’'une
“scene”S;. S; peut regrouper plusieurs propriétés du monde réelsteliee sa géométrie 3D et ses
propriétés de réflectance. L'imageest prise sous un ensemble de conditions de prise deMaagle
de vue, conditions d’illuminations,...). On suppose agssi 'imageu, est issue d’une scerg sous
un ensemble de conditions. Sous ces hypothéses tres générales (qu’on détaglles précisement
par la suite), on peut écrire :

Uy = Us, L, (1.1)
U2 = Us, L, = Us, |, +C12

ol us, |, est 'image de la scén®; sous les conditionks, us, |, est 'image de la scén®; sous les
conditionsL; etcy 2 est une image des changements entre I'imaget 'imageu,. Dans ce travail le
probleme de la détection de changements est défini conitne s
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Trouver 'image ¢ & partir de u et Ww.

1.1.2 Le principe de la nethode variationnelle

Pour retrouver; 2, on peut introduire dea priori sur I'image de changements ainsi que sur les
liens entreus, , etus, |,. Ceci nous méne a la résolution d’un probléme du typessii:

c12 = arginf(¢(c) + ¥(uz — ¢, u1)) (1.2)
ceX

ou¢ : X — R est un a priori sur 'image de changementsPet X x X — R est une fonction qui
favorise les couples d'images pouvant étre issues d'wr@erscene. On cherche donc I'image la plus
probable parmi les changements qui ne sont pas dus aux iooisdit’acquisition. Nous venons de
poser les bases du probleme. Toute fadlilté consiste maintenant a trouver et a justifier desaaipr

Dans ce travail, nous nous intéressons surtout a I'aip#iorCelui-ci doit favoriser les images
pouvant provenir d'une méme scene sous des conditionsaldiférentes. Mathématiquement, on va
donc chercher a construire une fonction qui satisfait tesltions suivantes :

lI’(l,ISJ_l,Us,LZ) = 0VS

) 1.3
\P(Usl’Ll, uSzJ—z) > 0siS1#Sy ( )

V(L1,L2) {

Pour assurer une telle invariance, la fonctiBrdoit &tre construite a partir d’'attributs d'images
invariants aux conditions de prises de vues. Il existe utdgditure vaste concernant ce domaine. Nous
réferons le lecteur intéressé par un apercu au livrer[tl§ et Zisserman, 1992]. Suivant la définition
gue I'on donne a “prise de vue”, ces attributs vont étfiedents. Par exemple, si on suppose que “prise
de vue” signifie position de I'imageur, il faudra trouver désibuts invariants aux transformédires
ou homographiques. Dans ce travail, nous supposerons gjukelx imagesl; et u, sont prises du
méme endroit avec le méme angle de YuRar contre, nous supposerons que la position et I'iniensit
de la source de lumiere varient. Nous allons donc devoistcoine ¥ a partir d’attributs invariants aux
conditions d'illumination.

1.1.3 Les attributs d'images invariants aux conditions d’ilumination

La recherche de caractéristiques d’'images invariantéuénination est un probleme récurrent
en traitement d’images. La référence [Chetral, 2008] donne un bon état de I'art de ce domaine.
Nombre d’applications, comme la reconnaissance, I'égttinfréehaussement de contraste, le recalage
d'images et la détection de changements doivent étrercites a partir de tels attributs.

L'ensemble des contours ou des discontinuités d'une insage probablement la caractéristique
la plus utiliseée [Marr, 1982]. Ceux-ci sont généraleinéus a des discontinuités de I'élévation ou
de l'albédo de la scene et sont invariants aux changentgititsnination dans le sens ou ils ap-
paraissent sur une image pour la plupart des conditionsiithation. Récemment, Caselles al.
[Caselleset al,, 1999a] ont proposé un outil alternatif. Les auteurs nanitgue les lignes de niveau
sont invariantes aughangements de contraste localbensemble des lignes de niveau (ou carte to-
pographique) présente deux avantages importants paortagmx contours. Premiérement, dans un
cadre discret, la définition des contours repose en gésér un seuil, contrairement a la carte topo-
graphique. Deuxiemement, la carte topographigue permegabnstruire une image, ce qui n'est pas

c’est une hypothése raisonnable étant donné que ldtsate’observation sont en orbite héliosynchrone espasau
méme endroit périodiguement
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le cas de caractéristiques singulieres telles que lesmlimuités ou les jonctions multiples. Certaines
applications des cartes topographiques — comme la diteddti changements [Monasse et Guichard,
2000; Ballesteet al,, 2000], le recalage [Monasse, 1999] ou le rehaussemernrdeaste [Caselles

et al, 1999b] ont été recemment proposées et donnent dekatesconvaincants. Cependant, si les
lignes de niveaux sont invariantes aux changements deastegrlocaux, elles ne sont pas invariantes
aux changements d’illuminatioh On peut en fet trouver des scénes dont les lignes de niveaux
varient en fonction des conditions d’éclairement. La feglirl présente un exemple de surface dont
les lignes de niveau ne sont pas invariantes vis-a-vis lisgements d'illumination. Un tel exemple
montre que les méthodes citées plus haut ne sont pas etmmant justifiees.

Dans cette partie, nous trouvons des conditions nécessairsffisantes sur la géométrie de la
sceéne pour que les lignes de niveau soient invariantes anietions de la direction d’incidence de la
lumiere. Dans un premier temps, nous montrons qu’elles isgariantes si et seulement si la scéne
est développable et que son albédo varie selon certaireggions. Ces surfaces présentent un intérét
limité, car elles modélisent peu de scenes réellesi @aes mene a I'etude de l'invariance pour des
surfaces développables par morceaux. Nous montrons gui@dges de ces objets ont des lignes de
niveau “presque” invariantes.

1.1.4 VLalgorithme et ses concurrents

La plupart des constructions humaines peuvent étre denésd comme développables par mor-
ceaux. Les résultats théoriques démontrés dans aetie pdiquent qu’on peut tirer parti des lignes
de niveau pour réaliser un algorithme adapté a la détede changements sur des couples d'images
recalées. Cet algorithme est particulierement adamti lp détection de changements sur des images
de chantiers ou des images urbaines en téledétection. Nous défirissonc une fonctiol qui tire
parti des lignes de niveaux des images. Cette approche dienrgeun algorithme simple et invariant
aux conditions d'illumination qui fournit de bons réststa

D’autres auteurs ont tenté d’élaborer des algorithmedédection de changements robustes aux
variations d’illumination. Les revues sur la détectionatleangements [Let al, 2004; Radkeet al,,
2005] en donnent quelgues exemples. Les premieres tagdtirent des égalisations linéaires de
contraste [Wiemker, 1997]. Quelquefois, ces égalisatipauvent étre locales (normalisation de la
variance et de la moyenne sur des fenétres) [Lillestrafid2]L L utilisation du ratio entre les deux
images [Tothet al, 2000; Watanabet al., 1998] est parfois préconisé. Plus recemment des aubedr
suggéré un rehaussement global de contraste [TheiRer&ins, 2007]. On verra que ces approches
ne permettent pas de corriger correctement toutes legivagad’illumination. Des tests utilisant ces
techniques menent a un grand nombre de fausses alarmen€&avaux sont plus proches de notre
approche. Dans [Watanalet al., 1998], les auteurs supposent que les toits sont plats etegue
réflectance est lambertienne. Sous ces hypotheses, rilsenbque le ratio entre les deux images peut
etre utilisé afin de détecter les ombres et les changenugmle que soit la direction d'illumination.
Leurs hypothéses sur la scene sont cependant tresctigeBi Dans [Monasse et Guichard, 2000;
Ballesteret al., 2000], les auteurs proposent un algorithme de détectarhdngements qui s’appuie
largement sur les lignes de niveau. On verra que la défindis lignes de niveau qu'ils proposent
ne les rend pas invariantes aux changements d’illuminati@me pour des scénes tres simples. A

2ll nous semble que la définition d’un changement de comtrasil [Casellest al, 1999a] est un peu artificielle. On
peut voir les changements de contraste locaux comme laedigssansformations la plus large qui assure l'invariaree d
cartes topographiques.

3C’est un probléme réel pour I'évaluation de I'avancetues travaux.
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Fic. 1.1 — Haut : images d’'un ddome en 3 dimensions illuminé idape modele de Phong en utilisant
deux directions d’incidence filerentes. Bas : quelques lignes de niveau associées aomridtions
respectives.
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la fin de cette partie, on compare ceff@tientes approches sur des images de synthése et des images
Quickbird haute résolution. Ces expériences donnenvantage net a notre méthode.

1.2 Plan de la partie et contributions

Cette partie est divisée en 5 chapitres courts :

— Dans le deuxiéme chapitre, on introduit les notationsnepr@sente brievement le modeéle de
formation d'images (le modéle de Phong). On définit @@&aient la notion de “scene” et de
“conditions de prise de vue”.

— Le troisieme chapitre contient une étude théoriquewdgques propriétés des lignes de niveau.
Nous commencons par les définir. Cette définition eftidinte de celle proposée dans [Caselles
et al,, 1999a]. Nous montrons ensuite plusieurs résultats asngwi serviront essentiellement
a montrer les résultats du chapitre 4.

— Le quatrieme chapitre contient les résultats théasges plus importants de cette partie. On
caractérise les scénes qui fournissent des lignes dawniveariantes aux changements d'illu-
mination.

— Dans le quatrieme chapitre, on présente un algorithmglsi de détection de changements
reposant sur les lignes de niveau. On compare ensuite siesnp@nces sur des images de
synthese et sur des images satellitaires Quickbird.

Nous pensons que cette étude contient plusieurs coritritsubriginales :

— La modélisation du probleme de détection de changeserion a proposé dans l'introduction
est originale. Nous espérons que ce formalisme pourraréngges travaux futurs.

— Nous évaluons l'invariance des lignes de niveau sous gteamuveau. Nous modélisons
completement le principe de formation de I'image depussppriétés de réflectance des sur-
faces, les conditions d'illumination et les transformeesperspective. Cette vision des choses
nous mene a redéfinir les lignes de niveau. Nous montroasegtte nouvelle définition fournit
de meilleurs résultats d’'invariance en théorie et eriguat

— Nous caractérisons précisement I'espace des scénédsmpe lieu & une invariance des lignes
de niveau. Nous pensons que ce résultat théorique aideo# sapidement si l'utilisation des
lignes de niveau est sensée ou non pour le développemere dpplication.

— D’un point de vue pratique, on propose un algorithme deddietn de changements. On montre
gu'il a une diicacité plus grande que les approches généralemerséasli De plus, il fonc-
tionne en temps réel. Nous pensons que cet algorithme peuit en I'état comme une brique
elémentaire d’'un systeme de détection de changemesiepblué. Il peut aussi servir a assister
un opérateur pour faire une détection de changementsefi@rfoous avons pu I'expérimenter
pendant cette thése).
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Chapitre 2

La formation des images : perspective et
modele de Phong

Dans ce chapitre, nous présentons brievement le modétgmation d’images que nous considérons
dans cette partie. Nous définissons précisement cetguiesscene et ce que signifie conditions de
prises de vue.

2.1 Notations

Nous commencgons par présenter plusieurs notationsge@grette partie. Sdt un sous-ensemble
connexe deR?, Soitu : Q — R une fonctionC2. Vu = [uy, U] représente le gradient de V2u =
[ Uip U2
U2 U2
ety des élements de". x // y signifie quex ety sont colinéaires (0 est colinéaire a tout élemerit'ye
Soitw c Q. On notew la fermeture dev (vis-a-vis de la topologie induite par la métrique euelithe).
Lintérieur dew (défini comme le plus grand ouvert inclus das)ssera désigné infferemment paw °
ou int(w). ugrn est la mesure de Lebesgue d&fisMmp correspond a I'espace des matrices Bgnes
etn colonnes.

représente sa Hessienne. SoitR? — R?, J(p) représente la jacobienne geSoientx

2.2 Perspective, sene et lumire

Les notations qui suivent sont illustrées sur la figure 2.1 :

— Qreprésente le plan image. C’est un ouvert connexg%de

— Q représente le plan objet.

— s:Q — R désigne I'élévation de la scéne.

N(X) représente la normale a la surface de la scéne au posfk]).

— P : (X,2) — xestune projection 3D sup. Cette projection peut étre par exemple une pro-
jection en perspective ou une projection homographiqueveédma que les résultats énoncés ne
dépendent pas de cette projection.

— pest I'application définie par :

2.1)
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On suppose qup est un difeomorphisme!. Un diffeomorphisme étant bijectif, cela implique
que la caméra peut voir tous les points de la surface.

Tout au long de cette partie, on prend comme convention de&r eot gras les symboles relatifs
au plan objet et en police réguliere les symboles relatifplan image. Par exempl®, = p~1(Q)
représente le plan objet. De mémexs Q, on définit implicitemenk = p~1(x) qui est un point de€2.

Finalement,| est un vecteur d&2. ll représente la direction d’'incidence de la lumiérgljet

, o I
représente son intensite.

|
A
7z
&

i

| |

X

Fic. 2.1 — Notations

2.3 Hypotheses sur la surface et le maele d’illumination

Pour modéliser les interactions entre les surfaces entéehe, on utilise le modéle empirique de
Phong [Phong, 1975]. Dans ce modele, I'image d’'une surateestituée a partir de 3 composantes
illustrées sur la figure 2.2 :

— La composante ambiante. Elle modélise la lumiére quiuréace va reémettre lorsqu’elle est
illuminée par une lumiére ambiante (éclairage unifoaas toutes les directions en tout point
de la scene).
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— La composante ffuse. Elle correspond a une lumiere qui serait reémideramement dans
toutes les directions de I'espace. Elle ne dépend doncepkssmbsition de I'observateur.

— La composante spéculaire. C’est une composante quilisedeffet “miroir” d’'une surface.
Elle dépend de la position de I'observateur et de la diveatfincidence de la lumiere.

Ambient + Diffuse Specular = Phong Reflection

Fic. 2.2 — Les 3 composantes du modele de Phong. Source : Wikipad

Dans notre travail, on fait les hypotheses suivantes ssurface et la lumiére :

Hypothese 2.1.0n considéere que la lumiere est composée de lumiereaarted’'amplitudey (com-
posante présente uniformément dans toute la scene) latdere directionnelle (tous les rayons de
lumiere incidente sont paralleles et d'intensité @pal

Hypothese 2.2.0n suppose que la surface des objets est lambertienne avalbénio variablex :
Q — R} [Horn et Brooks, 1989].

L'albédo peut étre vu comme la couleur d’un objet. Un objat a un albédo nul (aucune lumiéere
n'est réflechie), tandis qu’un objet blanc a un albédmdrdne surface lambertienne est une surface
qui n'a pas de composante spéculaire. Les images des gbjet&on considere sont donc la somme
de la composante ambiante et de la composatffigsei uniquement.

Hypothese 2.3.Afin d’éviter la présence d’'ombres, on suppose que I'argtee | et N est strictement
inférieur ar/2 sur un ensemble de directiofisc R de mesure de Lebesgue non nulle. L’'ensemble
des illuminations possiblds, o] est note? = L x R™.

Avec ces hypotheses, une sc&hest décrite completement par le couple (élevatioggd. On
notera doneS = (s, @). Les conditions d’illumination sont completement dfes par le vecteuk =
[l,y] € £ (lumiére directionnelld dansR3 et lumiére ambiantes dansR). Sous les hypothéses
précédentes, I'image de la scenes sous les conditions d'illuminatioh peut s'écrire comme suit
[Phong, 1975] :

usL(¥) = (I, N(X)) +7) - a(X) (2.2)
ou (-,-) représente le produit scalaire canoniqueRdeNotons que les résultats que I'on va donner
sont également valables pour le modele de formation djersuivant :

Us.L(X) = ¢ (K1, N(X)) + ) - a(x)) (2.3)
olg : R — R est une fonction strictement monotone qui modélise ungaent global de contraste.
Pour simplifier les notations, on utilise uniguement le elediécrit dans I'equation 2.2.
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Chapitre 3

Invariance des lignes de niveau aux
changements d’illumination

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats thiesrjgrincipaux de cette partie : on caractérise
géomeétriqguement les scénes qui donnent lieu a dessligeeniveau invariantes aux changements
d’illumination. Ces résultats théoriques seront apms dans le chapitre suivant au probleme pratique
de la détection de changements. Ce chapitre est divisaaregsections :

— Premiérement, nous définissons les lignes de niveau efroms quelques-unes de leurs pro-
priétés.

— Nous rappelons ensuite quelques éléments de géerd#ierentielle indispensables ala compréhension
des résultats d’invariance.

— Nous analysons l'invariance des lignes de niveau, lortageene et I'albédo sont réguliers.

— Nous analysons ensuite cette invariance lorsque la stefebédo présentent des disconti-
nuités.

3.1 Definition et propri étés des lignes de niveau

Dans cette section, nous définissons les lignes de nivealonaons plusieurs de leurs propriétés
mathématiques. Un lecteur interessé uniquement paeksdtats applicatifs de cette these peut se
contenter de lire le paragraphe 3.1.1. Le paragraphe 3oht®eat plusieurs résultats qui servent es-
sentiellement a montrer le theoreme 3.26 sur I'invargades lignes de niveau.

3.1.1 DEfinition

Soitu : Q — R une fonction. On suppose queest définie dans to. Les lignes de niveau sont
définies de la fagon suivante :

Définition 3.15(Lignes de niveau)Les lignes de niveau de u sont les composantes connexesddani
1984] des ensemblgs € Q, u(x) = a}

Cette définition est généralement utilisée pour destfonsC! dont le gradient ne s’annule pas.
Dans ce cas, on peut montrer que les lighes de niveau sonbdeses de Jordan fermées, ou des
courbes dont les extremités appartiennent a la framtieQ. Pour la classe générale de fonctions que
I'on considére, les lignes de niveau peuvent &tre n'itgpguel objet connexe du plan tel que des

119
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courbes, des morceaux de plans, des points, des fracfdt®tans que méme des fonctions infiniment
regulieres ne donnent pas lieu a des lignes de niveapfeghcomme le montre le théoreme suivant
[Agr, 2002], p.97 :

Théeoreme 3.24.Tout fermé d&R" s’exprime comme le zéro d’'une fonctioff C

Le terme “ligne” est donc un abus de langage. Les auteurs ale[@éset al., 1999a; Guichard et
Morel, 2001] donnent une autre définition des lignes deanive

Définition 3.16 (lignes de niveau [Casellet al., 1999a; Guichard et Morel, 2001]B0it u une fonc-
tion semi-continue supérieurement. Les lignes de niveau sbnt définies comme les frontieres des
composantes connexes des ensembles de niyeauR, u(x) < 1}.

Les lignes de niveau ainsi définies sont des courbes ; Capgnubus verrons plus loin que cette
définition ne garantit pas I'invariance aux changemeniudiination, méme pour des scenes tres
simples.

3.1.2 Quelques esultats matrtematiques

Dans ce paragraphe, nous caractérisons les couples @sgag ont les mémes lignes de niveau.
Les lemmes présentés dans ce paragraphe serviront plysolar caractériser les scénes donnant lieu
ades lignes de niveau invariantes par changements diiiition. Un lecteur intéressé essentiellement
par les résultats applicatifs peut passer outre ces ceel@sultats.

Les lemmes 3.9 et 3.10 servent a montrer le lemme 3.12 cairsgortant par la suite.

Lemme 3.9. Soit C: Q — R% une application (nous ne faisons aucune hypothése ddanég.
Soit Le .#. On note L I'hyperplan orthogonal a L.
Soitw = int({x € Q,C(X) € L+}).
Pour presque tout le . c R*, w = 0.

Démonstration.On noteY = {L € .Z,w # 0}. SoitQq = {Q? N Q}. Qg ¢ Q?, Qg est alors un
ensemble dénombrable.

Soita; € Qg etY; = {L € £, & € w}. Y est un sous-ensemble inclus dans un sous-espace vec-
toriel strict deR*. Dans le cas contraire, il existerait 4 élements/gé.1, Lo, L3, L4 formant une base
deR*. Etant donné qu€(a) L L; Vj € {1,23,4}, celaimpliqueraitC(a;) = 0, ce qui contredirait
C(a) € RY.

Laremarque précédente implique que(Y;) = 0 et donqups(Ugeq, Yi) = 0. De plusgcq, Yi =
Y (car chaque ouvert non-vidg_ contient un élement de?). Par conséquentizs(Y) = 0. m|

Lemme 3.10.Soitw c Q un ouvert. Soientiet w deux fonctions Q) telles que ¥x € w, Vui(X) //
Vuz(X), Vui(X) # 0 et Vup(X) # 0. Alors uy et w ont les mémes lignes de niveau sur

Démonstration.Vu, et Vu, étant non-nulles suk, le theoreme des fonctions implicites implique
que les lignes de niveau dg et u, sont des courbe8?. De plus, ces courbes peuvent étre définies
uniguement grace a leurs normales respecti\{%1| et lg—ﬂil qui sont égales. m|
Lemme 3.11.Soient y et w deux fonctions Q). S'il existe un point x Q tel queVuy(x) n’est pas
colinéaire avuy(x), alors uy et b, n'ont pas les mémes lignes de niveau Qur
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Démonstration.CommeVu,(X) et Vup(X) ne sont pas colinéaires, ils sont non nuls tous les deux.
Commeu; et u, sontCl, il existe un ouvertw’ sur lequelVu; # 0 etVu, = 0. Comme la fonction
Vup

ﬁ est continue suR? — {(0,0)}, il existe un ouvertv c «’ sur quuelIVull n'est pas colinéaire a

%. On peut appliquer le theoréme des fonction implicitescai ouvert et on se rend compte que
I'équation de la ligne de niveau de passant pax et celle deu, sont diférentes suw, ce qui conclut

la preuve. m|
Nous voila prét a montrer le résultat le plus importaeitdifficile) du chapitre :

Lemme 3.12. Soient y et u, deux fonctions Q) telles quevx € Q, Vui(x) // Vua(X). Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

— Prop. 1: u et w n'ont pas les mémes lignes de niveau ;

— Prop. 2 : Il existe un ouvert non-vide c Q tel que :

VX e , {Vul(x) =0 3.1)
Vup(X) # 0

oUVYX € w, {Vul(x) #0 (3.2)
VUZ(X) =0

Démonstration.La demonstratiofProp. 2= Prop. lest simple :

Etant donné qu¥u; = 0 surw, U; est constante suy et est donc incluse dans une ligne de niveau
deuy, alors queVu, # 0 implique qued(x,y) € w? tels queus(x) # Ux(y). En conséquencey n'est
pas inclus dans une ligne de niveauude

On montre maintenarRrop. 1= Prop. 2par I'absurde.

On suppose qu'il existe deux fonctioB3(Q), u; etu, telles que :

(H1) VxeQ, Vuy(x) // Vua(X)
(H2) il n’existe pas d’ensemble ouveritel que :

VX e , {Vul(x) =0 (3.3)
Vuz(X) # 0

OUVYX € w, {Vul(x) #0 (3.4
Vup(X) =0

(H3) Les lignes de niveau dg sont diférentes des lignes de niveauwde

Soient :
Q0 ={xe€Q,Vuy(x) =0}

Qo0 = {X€Q,Vuy(x) =0}

1. Dans un premier temps, on remarque (ﬂjﬁ) = fzz,o.
En efet, supposons :
{Ql,o Cc Qoo (3.5)

Qo0 C Q10

Q10 étant un ouvert, on 81 C Q2. En appliquant le méme raisonnement, on obtiesg c
Q10, et finalement; o = Qyp.
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Supposons maintenant que le systeme d’équations 3.a8est f

521,0 ¢ Qoo Or 5022,0 ¢ Qo (3.6)

En conséquence, quitte a inverser les indices, il e»«'s@le,o \ Q20 tel queVuy(x) = O et
Vux(X) # 0. Par conséquent, d’'apres la cpntinuitéVd@ il existe un ouvertvy C Q1 o contenant
xtel queVuy # 0 surwy. Par ailleursoy C Qg implique queVui(X) = 0 surwy. Ce qui contredit
(H2).

. Onnotet = Q \ f)lﬁo. SurQH, les lignes de niveausont dfférentes de celles de.u

Encore une fois, on utilise une démonstration par I'absu@h suppose que les lignes de niveau
deu; sont les mémes que les lignes de niveawgsur Q*. D’apres le paragraphe précédent,
Vu; et Vu, sont nuls suf)l,o = fzz,o. Par continuité, ceci est également valableégb. Par
conséquenti; et u, sont toutes deux constantes sur chaque composante coldnelmele,o.
ChaqueU; est une~ligne de niveau; et up sur 5021,0- Considérons maintenant une ligne de
niveauA deu; dansQ™*. On peut considérer deux cas :

— SoitVi, Uyn A = 0. Dans ce casA est clairement une ligne de niveauwiedansQ. Le méme
raisonnement pouvant étre appliqué,aA est également une ligne de niveauudalansQ.

— Soitdi, U;Nn A # 0. AetU; étant tous deux des ensembles conneXeslJ; est un ensemble
connexeu; étant continue, il vient que; est constante s#xu U;. De mémeu, est constante
surAu U;.

Les lignes de niveau de&, etu, sont donc les mémes sfrce qui est contradictoire avec nos

hypothéses.

. Soitw1 ¢ Q un ouvert tel quéZu; = 0 surw;. Nécessairemendy; C f!l et doncw; N QF = 0.

Il n’existe donc pas d’ouvert d@* sur lequelVu; = 0. Ce résultat est également valable avec
Up. SoitQ] = {x, Vuy(X) # 0} etQ; = {X, Vup(X) # 0}. Q] etQ; sont des ouverts denses dans
Q.. D’apres le theoreme de Baire, il vient qQg N Q7 est un ouvert dense dafs.

. D’apres le Lemme 3.10, on sait que les lignes de niveay deu, sont identiques suRy N Q3.

La continuité deu; et u; assure qu'elles sont également identiquespN Q7 = Q*. Ce
résultat est en contradiction avec la conclusion du 2).

3.2 Rappels de gonetrie differentielle

Nous commencons par rappeler brievement deux défisitraportantes en geométrief@irentielle :

Définition 3.17 (Courbure gaussienne).a courbure gaussienne d’'une surface @ est définie
comme le produit de ses deux courbures principales. Aveaatasions, la courbure gaussienne de s
est définie commaet(V2s).

Définition 3.18 (Surface développableXon appelle surface développable une surfacedont la
courbure gaussienne est nulle partout [Spivak, 1999].

Les exemples classiques de surfaces développables sgiafes, les cylindres et les cones. Une
surface développable possede les propriétés susvfpivak, 1999] :
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— Chaque point de la surface appartient a une ligne (lergémce) entierement contenue dans la
surface.
— Le plan tangent a la surface est le méme en chaque poiatgénEratrice.

3.3 Invariance des lignes de niveau dans le caggulier

Dans ce qui suit, nous caractérisons les scenes quipesseles lignes de niveau invariantes a
lillumination lorsques estC? eta estCt. On peut montrer que sous ces hypothéses de régulasite,
estC! pour toutL € .. Ceci va nous permettre de calculer explicitement le gradipatial deus; .
L'espace de scenes dans ce paragraphe est défini comme suit

Définition 3.19. © est 'ensemble des scénes=S(s, @) telles que s est €développableq est C
et varie uniquement dans la direction orthogonale auxegétiices de s. Aux points ou s est plane
(def(V2s) = 0), @ peut varier dans n'importe quelle direction.

Nous allons montrer l'invariance des lignes de niveau stireasemble étape par étape. Pour
commencer, on se concentre sur une propriété locale degesn la direction du gradient. Plusieurs
algorithmes invariants aux changements de contrasteespesr cette caractéristique. Par exemple,
les auteurs de [Lisani et Morel, 2003] l'utilisent en déime de changements, les auteurs de [Cao
et Bouthemy, 2006; Cheat al,, 2000; Chenret al,, 2008] I'utilisent pour calculer des mesures de
dissimilarité entre deux images et les auteurs de [DroslRuenpf, 2004] I'utilisent pour ectuer
des recalages non rigides d'images. Le théoreme suiwaattérise les scénes pour lesquelles ces
approches sont compléetement justifiees mathématiqueme

Théoréme 3.25.Soient s= C2(Q) eta € CL(Q). Les propositions suivantes sont équivalentes :
— Prop. 1:VY(L1,Lp) € Zx.Z, ¥xeQ, Vus,(X) // Vus,(X)
— Prop.2:Se0®

Ce théoreme montre que la direction du gradient, dans derégulier, est une caractéristique
invariante aux changements d’illumination si et seulenséfd scene appartient@. Lorsque nous
rédigions ces résultats, nous avons découvert queedaklats analogues ont été obtenus dans [€hen
al., 2000; Cheret al,, 2008]. Les auteurs montrent que la direction du gradienpresque invariante
aux changements d’illumination dans le sens ou sa disiwibpar rapport a I'orientation de la lumiére
est concentrée le long d’un vecteur pour la plupart deescén

Démonstration.On exprime d’abord le gradient deen fonction des, a et (, y). Des considérations
simples en géomeétrie donnekifx) = ¥(Vs(x)) = 2100901 g, ets, sont les derivees partielles

VS (X)+s2(x)+1’

de s suivant les deux axes du plan objet. Soit= p~%(x). En utilisant la régle de dérivation des
fonctions composées et I'equation 2.2, on obtient :

Vusi(x) = | |W(VS() - V2S(X) a(x) +P(VS(X)) - Va() |+ yVa) | - I(p)(X)
’ ~ | — ——— —_———— —— —_——— —_———
€Mz eMa €M eR €Mz €Mz eMi eMpo

Cette équation peut &tre réécrite comme suit :

Vus, (¥ = (I - AKX) +yVa(¥)) - I(p™)(X) 3.7)
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avec :

S12 S22

M1(X) et Ma(x) € M3 sont les deux colonnes 8&(Vs(x))a(x) et N(x) = ¥(VS(x)).
Ces résultats préliminaires étant donnés nous pouvistenant demontré?rop. 1= Prop. 2
SoitS une scene telle que :

A(X) :( [M1, Mg] [ S11 812 ]+ N - [a1, @] )(x) (3.8)

V(Ll, L2) €. ¥ x f, VX e Q, VUS,Ll(X) // VUS,LZ(X) (39)

SoitD : Q — S? la direction d'invariance d¥us . Aux pointsxou VL € .Z, Vug (X) =0,D
peut correspondre a n'importe quel vecteuiRde

Comme I'équation (3.9) est vraie pour tout(f1], [l2,y2]) € £ x &, elle est vraie en particulier
poury; = y, = 0. En conséquence, on néglige le terper dans I'eéquation (3.7). La relation (3.9)
peut alors s'écrire :

VieL,VxeQ, |-AX)-J(PpHX / DX (3.10)

p étant un difeomorphisme,J(p~1)(X) est une matrice & 2 inversible. La propriété (3.10) ne
dépend donc pas dEp?) et est vraie seulement si la matriééx) posséde deux lignes colinéaires.
Ceci peut &tre réécrit de la facon suivante :

a(x)C(x)
b(x)C(x)

(3.11)

{ (s11M1 + s12M>2 + @1N)(X)
(s12M1 + $2M> + a2N)(X)

ol @ b) : Q — R?etC : Q — Mgz sont des fonction€°. Un calcul élementaire (mais fastidieux)
meéne a det{1;, M, N](x)) > 0, de telle fagon que les vecteuvk (x), M2(x), N(x) forment une base
deR3. Par conséquent, Le systéme d’équations (3.11) imgliqu

S11 S12
siz () /]| S22 [(X) (3.12)
a1 [0%)
de sorte que :
S11 S12 ai
(2 )oon( 22 )oon( e (313)

Finalement, I'equation (3.13) conduit\ e , det(V2s(x)) = 0 ce qui implique ques est

S

développable. On peut vérifier facilement que le vecteapre deV2s(x) est( 522 )(x). Ce vecteur
2

propre pointe dans la direction orthogonale a la gériéeatles passant par le point L'équation 3.13
indique donc que(x) varie dans la direction orthogonale a cette génémtRour les points tels que
V2s(x) = 0, a peut varier dans n'importe quelle direction.

Montrons maintenarfrop. 2= Prop. 1 SoitS = (s, @) € ®. En conséquencex € Q, det(V2s(x)) =
0. Il existe donc €y, c», a, b) : Q@ — R* tels que :

cia ©Ga
cib b

(3.14)

[ S11 S12]
S12 2
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avecc b = ca. De plus, comme le gradient varie orthogonalement aueigénces, il existes; tel
que :

[a1, a2] = csla, b (3.15)

En utilisant les équations (3.14) et (3.15), on peut éddarmatriceA (voir équation (3.8)) sous la
forme :

A = [aC, bC] (3.16)

avecC = Mic; + Mac, + Ncz. On peut ensuite simplifier I'equation (3.7) sous la forme :

Vus (%) = (1, C) +yea)[a, b)) () - I(pH(X) (3.17)

ce qui nous améne¥us (X) // [a b](x) - I(p~1)(X) pour toutL € .Z.
o

On se concentre maintenant sur les résultats concernavérlance des lignes de niveau. Le
théoreme 3.25 permet de montrer aisément la propostioante :

Corollaire 3.1. Les lignes de niveau sont invariantes aux changementamiitlation seulement si la
scene appartient &.

Démonstration.ll s'agit d’'une conséquence directe du théoreme 3.2 d¢ime 3.11. m|

Naturellement, nous aimerions maintenant montrer lgprégue du corollaire 3.1. Hélas, elle est
fausse. Toutes les scénes apparten@nant pas des lignes de niveau invariantes aux changements
d’illumination. Par exemple, la figure 3.1 montre un conecun albédo constant. Si la lumiére
incidente est dirigée exactement dans la direction de l&ix cone (gauche), la radiométrie du cone
est uniforme et son image est en conséquence composée skute ligne de niveau. Dans tous les
autres cas, (image de droite), les lignes de niveau comespb aux génératrices du cone.

Nous pouvons énoncer un résultat plus faible, qui cotapke corollaire 3.1. La preuve de ce
théoreme fait intervenir les lemmes du chapitre préoéd

Theoreme 3.26.Soit S € ©. Pour presque toutes les paires de conditions d’illumio@{lL,, L) €
£ x & (par rapport & la mesure de LebesgueRfex R?) les lignes de niveau desy, sont les mémes
que celles degy,

Démonstration.On suppos& € . Ceci implique (cf. démonstration du théoreme 3.25) Gug, =
(L,C)-[a,b]avecC : Q@ — R%et[a, b] : Q — R?, des fonction€°(Q). On adone/(Ly, Ly) € £ x.Z,
Vx e Q, Vus,(X) / Vus,(X).

SoitQ+ = {x € Q,[a,b](x) # 0}. Cet ensemble est un ouvert @eetb sontC°(Q). Soit

wL =int({x € QF, VUS,L(X) =0} (3.18)
Cet ensemble est également caractérisé par :
wL = int({xe QF,C(x) e L*}) (3.19)

D’apres le lemme 3.9, pour presque tdyte ., wi, = 0. En conséquence, pour presque tout
L1 € .Z, Yw ouvert deQ*, Ix € w tel queVus,(X) # 0. La continuité dé/us |, implique I'existence
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Fic. 3.1 — Haut : images d’'un cone sous deux lumieres d’indderditérentes. Bas : quelques unes
de leurs lignes de niveau.
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d’'un ouvertwy c QF contenantx et sur lequeVus;, # 0. De plus, pour presque toup € .Z,
w, = 0, de sorte qu'il existeX’ € wx tel queVuy(X’) # 0.
Finalement, pour presque toli(L,) € . x %, Yw C QF, AX € wtel que :

Vui(x) # 0
Vuy(x) # 0

De plus,¥x € Q \ Q*, Vui(x) = Vux(X) = 0.
On remarque par ailleurs que la contraposée du lemme 312 es

u; et up ontles mémes lignes de niveay (3.20)
Yw ouvert deQ™, Ax € w, (3.21)

Vui(x) # 0 Vui(x) =0
{ Vua(X) # 0 { Vup(X) =0 (322)

On en déduit que pour presque tolg,(L2) € £ x .Z, usy, etus, ont les mémes lignes de
niveau. O

Ce théoreme et le corollaire 3.1 montrent gu'il existeg§aue” une équivalence entre ces deux
propositions :

— La scene a des lignes de niveau invariantes.

— La scéne appartient@

3.4 Invariance des lignes de niveau dans le cas noagulier

Dans la section précédente, nous avons caractéerm@éaquement toutes les scénes qui pro-
duisent des lignes de niveau invariantes. Ces scénes ey qui appartiennent@. Malheureuse-
ment, I'espac@® contient trop peu de surfaces pour modéliser des sceaéistes'. On pourrait donc
conclure que les lignes de niveau ne sont pas un bon outilgssuwrer I'invariance aux changements
d’illumination. En réalité nous allons voir que les lignée niveau sont quasi invariantes pour un es-
pace de scéne plus large que le précédent. Nous noussstids dans cette section au casSagst
une fonctionC? développable par morceaux et que son albédo varie onttadgiment aux génératrices
sur chaque morceau. On commence par donner une définigoiserde cet espace :

Définition 3.20. = est I'espace des scén8s= (3 @) tel qu'il existe un ensemble fifivi}ic; et une
scéne S= (s ) qui satisfont :

— Vi e |, wj c Q est un ouvert connexe de mesure non-nulle.

-V, ), winwj=0.

— Ujqrwi = Q.

— Vi, Sl,, € O (larestriction de S av; appartient a@).

1Une exception notable est celle des documents courbésfeuile de papier courbée est une surface développable.
On peut donc imaginer utiliser le theoreme 3.26 pour testales images de documents courbés, et ce independammen
des conditions d’éclairement. Cette idée a déja kpbo@ée par quelques auteurs dans le domaine du shapesfrading
[Courteilleet al., 2007; Taret al,, 2006; Wadeet al.,, 1997]
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— Finalement, on suppose qu&,Sde méme que [i) admet une limite a la frontiere de;. Ceci
permet de défini6 = (5 @) partout. Par exemple, on peut la définir comme suit :

(S a)(x) = (s a)(x) Si X € Uje|wi
§(x) = lim sup s(y)
) sinon
a(X) = lim sup a(y)
r—0yeB(x.r)

Fic. 3.2 — Exemples de non-invariance des lignes de niveau daasC? par morceaux. Les élements
colorés représentent des lignes de niveau non singalier

Les propriétés d'invariance que I'on va donner sont phiklés que précédemment. La figure 3.2
illustre avec deux exemples pourquoi on n'obtient pas ueriance compléete. Sur la partie gauche, la
plupart des lignes de niveau du toit en forme de cylindre deatsegments du toit. Selon I'orientation
de la lumiere, un ou plusieurs de ces segments fusionnel@vear du batiment. En conséquence,
les lignes de niveau ne sont pas invariantes. La partieeddstla figure 3.2 montre I'image d’'un
batiment avec un toit a deux versants plats. Si la diredtie la lumiere appartient au plan bisecteur
de ces deux versants, ces derniers auront la méme radient&ur la plupart des illuminations, le
toit sera constitué de deux lignes de niveau (jaune et Jpadmrs que pour un ensemble de mesure
nulle d’illuminations, il sera constitué d'une seule lgde niveau. Dans ce qui suit, on exprime ces
remarques de maniere formelle.

Soitw un sous ensemble d&. On pose les notations suivantes :

— k(x, L) est la ligne de niveau des, telle quex = p(X) € «(x, L) ;
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— kw(X, L) est la ligne de niveau dgs |, telle quex € «, (X, L).

Proposition 3.5. Soit S un élément d& Soieniw; etw; deux ouverts connexes adjacents. Deux lignes
de niveau adjacentes de ., et Us i, ne fusionnent pour presque aucun L.

Démonstration.Soit z € k,, (Xi, L) Ny, (X, L) etz = p~(2).
Ona:

VX € Koy (Xi5 L), U(X) = u(x)

Et en particulier :

ux) = lim ()

XEWw

lim (1 N) + ) @) (X

XEw

u(x)

Z € K (Xi, L) Nky (%, L) donc,z € w; N wj. Commep est un difeomorphismez € w; N w; et
!(iin)z x = z. En conséquence, d'apres les hypothéses précédentas

XEwW;

ue) = L lim, @N) () + v lim, a(x) (3.23)
Gl @M 0+ im0 (3.24)
- - (3.25)
De méme,on a:
u(xj) = (1, lim (@N) (x)) +y lim a(x) (3.26)
Xew; Xew;

D’ol u(x) = u(x;) si et seulement si :

(. fim, (M) (9 ~ lim, (N) () + y[ymz a(x) - lim, a(x)] -0 3.27)

Xewi XEwJ‘ Xewi Xewj

T1

On considere alors deux cas :
- si )!i_rE(N, a)(X) # )I(iEnW(N, a)(X), alors I'équation (3.27) est vérifiee si et seulemernt séside
XEWj XeEwj
dans un hyperplan particulier @¢. Un tel espace est de mesure de Lebesgue nulle.
— si )!i_r)r;(N, a)(X) = )I(i_my(N, a)(x), alors on est ramenés au d@$ en conséquenceus, () et

XEWj Xewj
us, (X)) forment une unique ligne de niveau qui est invariante poesgue toutes les conditions
d’illumination.

O

Ce résultat permet de montrer la quasi invariance desdiglieeniveau sur une classe de scene
particulierement intéressante :
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Corollaire 3.2. Soit S une scene plane par morceaux ayant un albédo cdrstanhagque morceau.
Les lignes de niveau desy sont alors les mémes pour presque tout L (ce sont les imagemdr-
ceaux).

Démonstration.C’est une conséquence de la proposition 3.5. |

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé I'invariance desdige niveau aux changements d’illumi-
nation. Premiérement, nous avons redéfini les lignes dsanipour qu'elles jouissent de propriétés
d’invariance plus importantes. Nous avons montré que enéwec cette nouvelle définition, elles ne
sont pas invariantes pour toutes les scenes. Nous avasscal@ctérisé geomeétriguement les scénes
qui produisent des lignes de niveau invariantes. Cet espaceenes ne modélise de fagon satisfai-
sante quasi aucun éléement du monde réel. Nous avons domicéta quasi invariance des lignes de
niveau sur des surfaces développables par morceaux.

Ces surface modélisent assez bien la structure des villgdus généralement, des constructions
humaines. Dans le chapitre suivant, nous allons nous sgevirette remarque pour construire un
algorithme de détection de changements invariant auxitonsl d'illuminations.



Chapitre 4

Application a la detection de
changements

131



132 Application a la détection de changements

On s’interesse dans ce chapitre au probleme de détetdi@mmangements en mettant a profit les
résultats précédents. Le probleme de la détectiorhdagements est tresfidicile. A notre connais-
sance, aucune méthode ne permet aujourd’hufetauer une détection fiable. D’aprés des résultats
récents, ce probleme est mal posé [Céeal., 2000]. Sans une interprétation sémantique, il esfien e
impossible de décider si deux images représentent laenséeme sous deux conditions d’illumination
différentes ou bien deux scenefi@lientes [Cheet al, 2000]. Les principales flicultés a surmonter
pour définir un algorithme de détectioffieace sont les changements d'illumination et les change-
ments de prise de vue. A cediiliultés s’ajoutent la quantité importante de détailstéa@solution
qui rendent instables les algorithmes. Ce dernier pointus$i certains auteurs a se concentrer uni-
guement sur les changements importants du paysage urlsamilet Morel, 2003].

Cependant, les opérateurs humains sont capabl&gctiger une détection de changement ma-
nuelle (bien que de nombreuses situations soient ambigiligsrix de longues heures éfert. Pour
effectuer la détection, les humains ont souvent recours ariemrétation de la scéne. Cette re-
marqgue indique qu'il faut introduire des hypothésegriori sur la géomeétrie des scenes étudiées.
Certains auteurs [Let al., 2006; Lillestrand, 1972; Fourniet al, 2008] tentent de détecter des objets
dont les bords sont des lignes ou des polygones. Ceux-cieogitashdes probabilités de correspondre
a des batiments. D’autres auteurs supposent que diédEvde la scene est constante par morceaux
[Watanabeet al, 1998]. Dans ce chapitre, nous supposerons que les sggpati@ennent & (voir
définition 3.20). Nous proposons un algorithme simpleemailise le constraste de deux images. Apres
ce pré-traitement, une simplefidirence pixel a pixel fournit des résultats encouragednte ce soit
sur des images issues de scénes synthétiques OpenGL ionades réelles (Quickbird).

4.1 Justification des hypotleses

Pour que notre algorithme fonctionne bien, nous faisond#ineuses hypotheses sur le paysage
urbain. Nous les détaillons et justifions ci-dessous :

Hypothése 1les surfaces ont une réflectance lambertienne ;

Hypothese 2la lumiere a deux composantes : une composante ambiante etamposante direc-
tionnelle ;

Hypothése 3La scene appartientz;
Hypothese 4 Les deux images sont parfaitement recalées ;
Hypothese 50n néglige le probleme des ombres projetées.

— L'Hypothése 1 est assez naturelle dans le sens ou larpldea surfaces urbaines sont mates
(asphalte, béton). Cette hypothese n’est pas valable l@acas de surfaces mouillées ou de
vitres par exemple.

— L'Hypotheése 2 est une approximation valable. On peut idénsr qu’il n'y a qu’une seule
source ponctuelle de lumiere a I'infini (le soleil). La liare ambiante est due a lafiiision
de la lumiere solaire dans I'atmospheére et a ses reflexdanles divers objets de la scene.

— L'Hypothése 3 s’appuie sur la structure géométrique stenes urbaines. Elle est plus dure
a justifier puisqu’elle dépend des normes locales d'éechire de chaque partie du monde.
Toutefois, de maniére générale en architecture on gumeague les scénes sont développables
par morceaux. Les toits en forme de déme par exemple sativerhent rares. La figure 4.1
est issue de [Lafarget al, 2008]. Dans cet article, les auteurs cherchent a reaoresties
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paysages urbains en 3 dimensions. Le dictionnaire utilis&ient uniquement des batiments

qui satisfont cette hypothese.

Flat roof Platform roof Shed roof

v v P

Gable roof |Dissymetric gable Saltbox roof

@

® ©°

Mansard roof Elliptic roof Semi-elliptic roof

oo P

variant L variant T variant +

A0 B

Fic. 4.1 — Dictionnaire de toits utilisés dans [Lafargeal., 2008] pour modéliser des villes d'ar-
chitecture européenne. Elles sont toutes constituéesalecaux de surfaces développables. Images

fournies gracieusement par F. Lafarge.

— L'Hypothese 4 est une hypothése forte. En théorie tipessible de commander au satellite de
prendre une photographie a deux instantiédents du méme endroit avec le méme angle de
vue. Les images dont on dispose ne satisfont pas cette lagsodn général. Pour résoudre ce
probleme, des techniques de recalage non rigide sonsseioes. Des perspectives intéressantes
voient le jour dans des articles tels que [Droske et Rum@428ybic et Unser, 2003; Liet
al., 2006]. Cependant, méme apres recalage, des erreurgalkya peuvent persister (voir
figure 4.2). On verra plus tard que plusieurs fausses aladé&testées par notre méthode sont

expliquées par les erreurs de parallaxe.

— L'hypothése sur les ombres est bien entendu déraistsrdbus aurons besoin d’un post trai-
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Fic. 4.2 — lllustration des erreurs de parallaxe : deux scetestiques sont représentées avec des
géomeétries dférentes.

tement pour retirer les changements dis aux ombres. tegxissieurs techniques pour trouver
les ombres sur des images (voir par exemple [Wataetbk 1998]).

4.2 Notre algorithme de cetection de changements

Sous les hypothéses évoquées précédemment, on a suedelmapitre précédent que les lignes
de niveau devraient étre “presque” invariantes aux chaegés d’illumination. Nous proposons une
méthode d’égalisation de contraste et une procédureétictibn de changements qui tirent parti
de ce résultat. Reprenons le formalisme présenté demiotluction. Soienu; et u, deux images
parfaitement recalées, prises sous des conditionsrdiiflations dfférented_; etL,. SoitS; la scéne
3D ayant donné lieu &;. Avec ces notations on peut écrire :

Uy = Us, 1, 4.1)
U2 = Us, L, +C12

ou c; 2 est 'image des changements de I'imagea I'image u,. Dans cette équations, |, et ci 2
sont inconnus. Afin de les déterminer, on introduit dg®iori. On résout alors un probléeme du type
suivant :

c12 = arginf(g(c) + ¥(uz — ¢, up)) (4.2)
ceX
ou¢ : X — R est un a priori sur 'image de changementsPet X x X — R est une fonction qui
favorise les couples d'images pouvant étre issues d'wraerscene. Dans la plupart des applications,
les changements n’apparaissent que sur une petite sudaliendge. Dans ce travail préliminaire,
nous posons simplemegfc) = [cljy(x), car la norme?! favorise les structures “parcimonieuses”.
Nous discutons maintenant le choix de la fonctibnD’apres le theoreme 3.25, on sait que I'on
doit chercheic parmi les fonctions telles qu&(u, — ¢) // Vu;. Ceci méne naturellement a considérer
des énergie¥ du type suivant :
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\P(U,V):LQDGVU'VJ'VDCIQ 4.3)

ou ¢ est une fonction croissante telle guf) = 0, u est I'inconnue ev est fixée. Sip est convexe,
alorsV¥ est convexe enet le probleme (4.2) peut étre résoltieacement avec les méthodes présentées
dans la premiere partie. Nous avons testé plusieursiforsge, mais les résultats ne sont pas convain-
cants. Les énergies basées sur le gradient introduissninteractions trop locales et ne donnent pas
de bons résultats. Nous nous sommes donc tournés velisdtion des lignes de niveau. D’apres le
théoreme 3.26 et la proposition 3.5, il est naturel de icé@mer queus, |, appartient a 'espace des
images qui ont les mémes lignes de niveau gueOn appelle cet espagg,. On pose alors simple-
ment :

[0 siueyy
Y(u,uy) = { s sinon (4.4)
Finalement, pour détermineg », le probleme a résoudre est le suivant :
inf (Juz — Ul (4.5)

USxuy

et on pose; 2 = Up — U ouU est la solution de I'équation (4.5). Ce probléme peu &irmulé comme
suit :

« trouver I'imageu la plus proche de, qui possede les mémes lignes de niveaulgue

Pour résoudre le probleme (4.5), il faut discrétiggr On propose la stratégie suivante :

1. On posalg = L%JA (quantification uniforme).
2. Pour chaque niveskn (k € Z), on sépare les composantes connédgsde I'ensemble, =

{x € R", ug(x) = kA}. Dans les simulations, on utilise la 8-connexité.

On définity,, comme I'ensemble des images constantes sur chaque cortgpOzanAvec cette
définition, la solution du probleme (4.5) peut étre cletanalytiquement :

Uy, = medianegl., ) (4.6)

Ce type d’'algorithme a déja été utilisé et analysécales motivations completementiérentes
(traitement des images couleurs) dans [Caselled., 2002]. C’est un algorithme trés rapide (moins
de 0.4 secondes sur une image 18&QD00 sur un Processeur Intel Xeon a 1.86 GHz).

Un détail important est que cet algorithme est asymétrigdn peut donc résoudre le probleme
suivant :

uief)}zz (|U1 - U||1(x)) (4.7)

afin de déterminer une seconde image de changemments u; —U. Cette asymétrie permet notamment
de déterminer a quelle scéne appartient un objet defettfigure 4.4)
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4.3 Reésultats et comparaisons

Dans cette section, nous comparons |'approche proposedsux algorithmes classiques : la
projection monotone [Moisan, 2005] et la comparaison deeard’ensembles de niveau a partir de la
FLST (Fast Level Set Transform) [Monasse et Guichard, 28algesteret al., 2000]. Le premier est
un outil fondamental en traitement d'images. Le secondaslé sur des principes assez similaires
aux notres. Nous commencons par les décrire brieverpaig nous les comparons sur des images de
synthése ainsi que des images réelles.

4.3.1 Description d’approches alternatives
Projection monotone

La projection monotone (décrite dans [Moisan, 2005]) estlaire a une égalisation globale de
contraste des deux images. Nous I'avons choisie car ellplestgénérale que les égalisations de
contraste linéaires couramment utilisées [Raglkal., 2005; Wiemker, 1997]. On suppose a nouveau
que les deux images peuvent étre écrites comme suit :

Uy = Us, 1, (4.8)
U2 = Us, L, +C12

La projection monotone s’appuie sur I'hypothese suivaaieux images de la méme scéene prises
sous des conditions d’illuminationsfférentes dférent uniguement par un changement de contraste
global et monotone. Ceci implique que, |, = go Us, |, oUg: R — R est une fonction croissante.
Pour déterminer les changements, on cherche alors ladarigtiui minimise I'énergie suivante :

g= arg min(|g oup — Uzli) (4.9)

gcroissante

Finalement, on pose > = go u; — Up. Le probleme (4.9) peut étre résolu ®(M) opérations oun
est le nombre de pixels [Moisan, 2005] avec un algorithmek&m

Comparaison des arbres d’ensembles de niveau

Les auteurs de [Ballestet al., 2000; Monasse et Guichard, 2000] proposent un algoritimvee i
riant aux changements de contraste pour la détection dgyeheents. Cet algorithme est proche du
nodtre étant donné qu'il fait appel aux lignes de niveau.

Le principe de l'algorithme est le suivant : premieremetiaque image est decomposée en un
arbre de “formes” (les composantes connexes des ensembleivahu). La figure 4.5 représente
la FLST de deux fonctions constantes par morceaux. Les ddursasont ensuite comparés. On
considére qu’une forme dans I'arbre deappartient aussi a I'arbre de s'il existe une forme dans
cet arbre qui a approximativement les mémes moments (@atrg; aire,...). Sur la figure 4.5, les
formes sans correspondance sont celles possédanuéée@. Les images de changememts, et
Cp1 sont alors recomposées a partir des formes sans cordgspan Nous renvoyons le lecteur a
[Ballesteret al., 2000; Monasse et Guichard, 2000] pour de plus ampledslétai
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4.3.2 Resultats sur des images de synése

Afin d'illustrer les résultats présentés dans ce chapitious avons développé une application
OpenGL, permettant de générer des scénes correspoachatite modele. Elle permet de visualiser
facilement ces scenes sous des conditions d'illuminadifiérentes. Les images en haut de la fi-
gure 4.3 montrent des prises de vues de deux scenes “wshdlans cet exemple, quelgue batiments
ont disparu ou apparu, certains ont été déplacés et, gniaiques-uns ont été modifiés.

Dans cet exemple jouet, la scene n'appartient p&car un des batiments est un déme. Les
autres hypothéses de notre modeles sont satisfaitesesdtats de détection de la figure 4.4 montrent
clairement les avantages de notre méthode :

— Le résultat de I'algorithme de projection monotone est gatisfaisant. Un changement global
de contraste ne peut pas reproduire les inversions localesdibmétrie dues aux changements
de direction d'illumination. Ceci explique la grande qutintle fausses alarmes sur les toits en
forme de dents de scie par exemple.

— Les mauvais résultats de la FLST sont plus subtils. Rmemént, dans nos simulations, nous
comparons les formes uniquement a partir de leurs bamgeet leurs surfaces. Ces caractéristiques
sont trop simples pour donner des résultats satisfaisaatss [Monasse et Guichard, 2000], les
auteurs suggerent l'utilisation de moments d’ordre sepé Ceci présente I'inconvénient de
devoir regler plus de paramétres et d’augmenter les tetapsalculs. De plus, méme munis
d’'une bonne mesure de comparaison, la méthode devraitiéclparce que la FLST n’est pas
invariante aux changements d’illumination. Par exemgldigure 4.5 montre une image d’'un
toit simple a deux versants. Les FLST de I'image sous déumihations dfférentes sont loin
d’étre identigues. Quelque soit la mesure de comparaiseinalgorithme détectera la forme
labélisée “2” comme changée.

— Le résultat de notre algorithme est beaucoup plus cocaatn On remarque qu’il échoue au
niveau du dome (fausses alarmes dues a la courbure gaussien nulle). Ceci était prévisible
étant donné que le ddéme n’est pas une surface dévelleplosieurs lignes de niveau sont
détectées comme changées. Ceci est di au fait que fesslide niveau ne sont que quasi-
invariantes, comme on I'a montré dans le chapitre pré&sedEntre les deux prises de vue, le
batiment au toit en forme de cylindre en haut au milieu a bdedong de son axe. Seules les
parties qui ne se recouvrent pas on été détectées. Sexaraple, il faut clairement interpréter
la scene pour détecter tout le batiment.

4.3.3 Resultats sur des images deetédétection

On s’intéresse maintenant a des images réelles. Lesthgg®s que nous avons émises sur la
surface des scénes ne sont valables qu'a des échellestamigs. Les tuiles des toits, par exemple,
peuvent rarement étre considérées comme dévelogpabidis qu'a grande échelle le toit satisfait
cette hypothese. Pour appliquer I'algorithme que noussdécrit précédemment, on commence donc
par decomposar; etu, en une partie texturée et une partie géométrique. Onitil@wuniquement sur
la partie géométrique. Dans nos simulations, nous aviliieue modeéle de décomposition de Rudin-
Osher-Fatemi [Rudiret al, 1992b]. Jusqu’a présent, nous n'avons pas considéescembres dans
notre modele. Les régions ombragées sont uniqueméaitéss par la lumiére ambiante. Leur inten-
sité radiométrique peut étre considérée comme ddrkod’un dixieme de celle des régions éclairées
par la lumiere du soleil. On peut facilement retirer lesngements dis aux ombres en retirant les
changements de faible intensité. Des techniques plusstimplées pour détecter les ombres ont été
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Fic. 4.3 — Exemple jouet. Haut : Deux images sous des conditidfisrehtes d’illumination, avec
quelques changements sur les scénes. Bas : véritegaea {ggs changements sont indiqués en vert).
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Fic. 4.4 — Exemple jouet. Premiére ligne, détection de chaweges en utilisant notre algorithme.
Deuxieme ligne : détection de changements en utilisasigdrithme de projection monotone.
Troisieme ligne : détection de changements en utilisafLIST.
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Fic. 4.5 — Haut : images d’un toit simple a deux versants sous diemminations diférentes. Bas :
FLST de chaque image.



4.4 Conclusion et perspectives 141

proposées [Watanalst al., 1998].

Nous proposons des comparaisons sur deux paires d'imageleb@d. Les trois méthodes dépendent
d’un seuil. On fournit donc des courbes ROC (courbes de t&rsiiques d'@icacité) pour comparer
les performances des algorithmes quand les seuils vatiestvérités de terrain ont été faites a la
main.

Aéroport d’Abidjan

Sur cette image, la détection de changement est assezadi$Es trois algorithmes donnent de
bons résultats. Comparé aux deux approches utiliségslg®comparaisons, notre algorithme donne
des résultats satisfaisants, avec peu de faux négatiéfscetre moins de faux positifs, et ce en trés
peu de temps (3 secondes au total pour cette image). Nottaritapon de la FLST ne donne pas de
résultats satisfaisants comparés aux autres approClkesest probablement di au fait que nous ne
comparons que les aires et barycentres des zones. Less®@ia2(cf. figure 4.8) montrent que notre
algorithme est sensiblement plus performant que les aap@®ches. Par exemple, pour obtenir 85 %
de vrais positifs, on obtient 5 % de fausses alarmes, aldéstqux égal de vrais positifs les autres
algorithmes générent tous deux plus de 20 % de faussesesar

Les principales causes d’échec de notre algorithme serdrteurs de recalage : quelques lignes
peintes sur la piste ne sont pas recalées parfaitemenglgiugs parois d'immeubles ne coincident pas
exactement. Enfin quelques fausses alarmes sont dues awgeahent saisonniers de la végétation
autour du parking.

Ville de Pékin

Ce couple d’'images est beaucoup plugicie a traiter que le précédent. Effet, des modifica-
tions importantes ont eu lieu sur la scéne entre les desgpde vue. Aussi, nous n'avons pu proposer
gu’une vérité de terrain a une échelle grossiere. &akgorithme donne néanmoins des résultats glo-
balement satisfaisants. Avec un seuil correctement ghaisabtient 75 % de vrais positifs avec 25 %
de fausses alarmes. Les autres méthodes générent utetdaxsses alarmes bien supérieur. Les me-
sures fournies sur les courbes ROC (figure 4.10) sont dislest&tant donnée la précision de la vérité
terrain. Une inspection visuelle méne cependant a laem@mclusion. Les seuls résultats exploitables
semblent étre ceux fournis par notre algorithme.

4.4 Conclusion et perspectives

Dans cette partie, nous avons caractérisé les scengsagliiisent des images dont les lignes de
niveau sont invariantes aux changements d’illuminationré&ultat théorique nous a permis de définir
un algorithme simple de détection de changements. Cetitlgee donne des résultats satisfaisants
par rapport aux techniques existantes. Ses taux de boteetidé sont a peu pres de 75 % sur des
scenes dficiles avec seulement 25 % de fausses détections. Nousnzeqse cet algorithme simple
et rapide pourrait étre inclu dans un systeme de détegtios évolué utilisant plusieurs tests pour
prendre une décision. En I'état il peut déja assisfecacement une détection manuelle des change-
ments. Nous espérons que le formalisme introduit - appayées résultats numériques présentés -
encouragera d’autres chercheurs a proposer des algesttiendétection de changements reposant sur
des méthodes variationnelles.
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Fic. 4.6 — Images Quickbird (61 cm de résolution) de I'aérombAbidjan. Haut : I'aéroport le
04/02/2003 et le 0/07/2003. Bas : vérités de terrain (les changements sontuédign vert).
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Fic. 4.7 — Images Quickbird (61 cm de résolution) de I'aérbpokbidjan. Premiere ligne : détection
de changements en utilisant notre algorithme. Deuxiegmeli détection de changements en utilisant
une projection monotone. Troisieme ligne : détectionllEngements en utilisant la FLST.
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Fic. 4.9 — Images Quickbird (&In de résolution) de Pékin. Premiére ligne : Pékin en 2@@Li¢he)

et 2003 (droite). Deuxieme ligne - gauche : vérité dediar(les changements sont indiqués en vert) -
droite : Détection de changements en utilisant notre d@lgoe. Troisieme ligne - gauche : détection
de changements en utilisant un projection monotone - drdig¢ection de changements en utilisant la

FLST.
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Fic. 4.11 — Et voici la solution du probleme proposé en intatiiun... En haut : trouvez les sept
différences. En bas : la solution obtenue par notre algoritteg&tection.
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Annhexe A

Annexes

A.1 Discrétisation du gradient et de la divergence (couleur)

Dans cette partie, pour simplifier les notations, on ndgigj, k) la valeur deu au pixel {, j) du
canalk. ny etny représentent les nombres de pixels dans les directioimontales et verticales res-
pectivement.

Pour discrétiser le gradient, on utilise le schema affieinces finies de premier ordre suivant (il
a été introduit dans [Chambolle, 2004]). Pous X :

(Vu)(i, j, K) = ((B2U)(i, |, k), (G2)(, | K)) (A.1)
Vu est un élément d¥.
o fui+ 1K —u(, k) sili<ny
@206.1.19 - { ) e (.2
oo fu@i, j+ LK) —u(, ),k sij<ny
020610 = { 0 Y (A3)
Cette définition permet de définir la divergence correeteinpar dualité en imposant :
<Vu, p>y= - < u,div(p) >x (A.4)
Un calcul relativement simple donne :
pl(iajak)_pl(i_]-? J?k) sil<i < Ny
-pH(i - 1],k sii = ny
(A.5)

p2(|,J,k)—p2(|,J—1,k) S|l< J <ny
+ p?(i, j, K) sij=1
—p?(, j - LK) sij=ny
Il est a noter que 'opérateuwtiv est surjectif d&¥ dansX — {(y, v, ...,v),y € R}.
De plus on peux montrer (en adaptant trés peu la preuve dejBdile, 2004]) quédivil> < 2V2,

et ce indépendamment du nombre de canaux. Cette estitn&esée.
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A.2 Projections sur des boules$P pondeérées p € {1, 2, «})

Dans tout le manuscrit, on suppose que la projection suraldesiP pondérées est faisable. Cer-
tains opérateurs de projection ne sont pas triviaux a@mphter. Nous proposons donc des solutions
a ce probleme. Nous notors = {y € X |A(y - f)|, < a}, ou A est une matrice diagonale dont les
élementsy; appartiennent a [@o]. Le probleme de la projection s peut s’écrire :

Ik (x) = arg min(|y— x|§) (A.6)
{yeK}

Soityla solution de (A.6). Une premiere remarque importantideaour toutp est que sij = 0,
alorsy; = x;. Sidj = o alorsy; = fi. Dans tous les algorithmes, la premiére étape consisie aléixer
ces valeurs connues. Ceci nous permet de restreindre mieiné@n au cas ou; €]0, oof.

A.2.1 Projection sur une boulel* pondérée

Le projecteur est celui sur des boul®&s Il s’écrit sous forme analytique :

_ Xi silAi(fi—x)| < a
= { fi+ Xfa sinoln | A7)
P x=fil A
A.2.2 Projection sur une boulel! pondérée
Aprés un changement de variables, la projection sur unke bbs'écrit :
Tk (x) = argmin|u— X3 (A.8)

{u,JAujr<a}

avecyj €]0, o[ eta > 0.

— Si|AX|; < @, alorsu = x.

— Dans les autres cas, I'existence et I'unicité du mininnisésulte de la forte convexité ¢{le- x|§
et de la convexité dK. Il existeo € [0, o[ tel que la solution de (A.8) est donnée par la solution
du probleme lagrangien suivant :

I (X) = arg minju — X3 + or|Aul (A.9)
ueR"

La solution de ce probléme s’écrit de fagon analytique :

ol adi

) xi—sgr(x)= sl >
u(@) _{ 0 ’ sinon ’ (A.10)

Soit'¥(o) = |Au(c)|1. Notre probleme consiste a trouvetel que¥ (o) = a. ¥ est une fonction
convexe (donc continue) et décroissante. De (3 = |11, et lim,_,., P(c) = 0. D’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, pour toat[0, [1X|1], il existe o tel que¥ (o) = a.
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¥o) = A (A.11)
i=1
= > Alxl-ca/2) (A.12)
i,IXi|>0/2
= Z Alxi| - oA?/2 (A.13)
iLyi>o

avecy;, = 2'1—’?' Maintenant il est important de remarquer giieest une fonction décroissante
par morceaux linéaire. Les changements ddfimient directeurs ne peuvent intervenir qu’aux
valeurso = y;. Un algorithme pour calculer est donc le suivant :

Algorithme A.1: Projection sur une boulé pondérée

Entr ée: x un vecteur a projeter, = diag(1;) avecd; € R}, @ € R*

Sortie : ula projection dexsur{u € X, [AX|1x < a}

début

Pouri € [1..n], calculery; = % [O(n) opérations]

Utiliser untri rapide, pour trouver la permutation telle quek — yjw) Soit croissante.
[O(n)log(n) opérations]

2
Calculer les sommes partielle®(yju) = E(K) = 37, i Xjg)| — .

E est décroissante. [O(n) opérations]
— SIiE(1) < @, posera; = 0, bl = [AX|1, @ = Yjq), b2 = E(1). [O(1) opérations]

— Sinon, trouvek tel queE(k) > o etE(k+ 1) < a.
Posera; = ;i bl = [E(K)l1, & = Yjii1), b2 = E(k + 1). [O(n) opérations]
Posero = M [O(1) opérations]

Posen = u(o) en utilisant (A.10). [O(n) opérations]

fin

A.2.3 Projection sur une boulel? pondérée

La projection sur une boulé pondérée (une ellipsoide) s’écrit :

Ik (x) = argminly — x5 (A.14)
{ylyB<a)

Contrairement aux cd$® et 1!, nous ne proposons pas de solution exacte a ce problenus. No
proposons un algorithme qui méne a des solutions ayarpn@eesion machine en des temps linéaires
par rapport au nombre de variables.

— Premiérement, on remarque gue X Si |/lx|§ <

— Sinon, on peut montrer en utilisant des multiplicateurd agrange qu'’il existe un parametre

o > 0 tel que la solution de (A.14) s’écrive :

— X

= Al
o= Far+1 (A.15)
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De plus on sait quel)7|2 = a. Soit¥(o) = 2L, | j"§+1|2 On recherche un parametretel que

¥(0) = . On peut montrer qu¥ est convexe decrmssante Pour trowvesn peut utiliser la
méthode de Newton. Elle s’écrit :

1. Posek =0,0% = 0.
2. Calculera® = ¥(c).

3. Calculesk = ¥ (o) = -2y 1m

(a=d¥)
,Bk
5. Posek = k+ 1, revenir & 2 jusqu’a ce queX — a| < e.

4. Posew*tl = oK 4

6. Posey = m

Enthéorie ce schéma converge de fagon quadratique.tDates nos expériences sur la déconvolution,

nous n'avons jamais eu besoin de plus de 15 itérations gateniv une solution ayant un précision a
10715, Les ellipsoides sont degénérées dans ce cas. Le nondyen d'itérations est 6. La projection
sur une bould? pondérée est donc trés rapide.

A.3 Une méthode rapide cktaillee de Aa Z : Décomposition d'images

Dans cette partie, on détaille entierement la démarch@ermet de résoudre le probleme de .
Meyer de facon #icace, en utilisant la technique de régularisation vagi@blle schéma optimal de
minimisation de Y. Nesterov [Nesterov, 2005a; NesteroQ72). La méthode décrite dans [Nesterov,
2005a] est particulierement longue a expliquer et aicedOn se contente donc de montrer ici son
principe général ainsi que sa particularisation au gnolel de Y. Meyer. On souhaite résoudre le
probleme suivant :

min (£(x) (A.16)

ou Q: est un ensemble convexe fermé bornéXdet f est convexe su@;. On suppose de plus gde
est une fonction qui s'écrit sous la forme :

f09 = F09 + max(¢<Ax uy - ¢(x) (A.17)

ou f est convexe su®1, Q, est un ensemble convexe fermé borhest une fonction convexe s@
etA: X — Y est une transformée linéaire. Le probléme adjoint A§\s’écrit sous la forme :

max(¢(w) (A.18)
#(U) = =4(u) + min ((Ax uy + () (A.19)

On a de plusp(u) < f(X) Y(u,X) € Y x X (la differencef(x) — ¢(u) est le saut de dualité). L'idée
de la méthode proposée dans [Nesterov, 2005a] est lanseliva

— Remplacerf, par une fonction régularisé, < f.
— Remplacenp, par une fonction régulariség,, > ¢.
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— Générer une suite de parametres £5%) et de points ¥, u¥) tels que :

fiun (X) < 0 (U) (A.20)

lim 4§ = lim i3 =0 (A.21)
L'auteur appelle la condition (A.2®aut de dualité excessif.

Nous détaillons maintenant le principe de cette méthanldesprobléme de décomposition en
texture et en géométrie de Y. Meyer. On a vu précédemmsmice probléme peut étre réécrit sous la
forme :

min_(1V(1 = div X)) (A.22)

[Xjoo vy <@
Dans ce problemk e X est 'image multispectrale a decomposer R™ x R™ x R ol n; est le

nombre de canaux de I'image. On a aési R™ x R x R x 2.V : X — Y est la discrétisation du
gradient. En utilisant les notations introduites pré&gachent, on a :

Qr={xeY[X¥x <} (A.23)
f(x) = [V(I - div X)|1 (A.24)
A = —Vdiv (A.25)

$(U) = (VI, Uy (A.26)
Q2 = {x€ Y[Xe < 1} (A.27)
fx)=0 (A.28)

A.3.1 Approximations différentiables

Pour trouver une approximationftéirentiable des fonctions primales et duales, on utiliseda
marqgue du paragraphe 2.3.4. Il faut choisir deux foncti@nement convexes. On choisit des fonc-

2
tions du type% L. Notons :

£,,09 = max((Ax upy + (V1. upE2 (A.29)

D’apres le théoreme 2.8, est une approximation fierentiable de la fonction codt primafe
On peut régulariser la fonction duale de la méme fagon :

$u() = (T, U + min ((Ax uyy + Z2eE ) (A.30)

Ces deux problémes peuvent étre résolus de maniéergigoal :

tapres avoir listé les fonctions fortement convexes les plassiques, on se rend compte qu'il n’est pas intéressan
numériguement d’en choisir une autre.
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Proposition 1.6. Le maximum (A.29) est atteint pour :

Ax+ Vf
Uy, (X) = HQz( ) (A.31)
N _ _ AP :
De plus, f, est Lipschitz dférentiable de constante;l= — eton a:
H2
Ax+ Vf
Vi, (X) = A*HQZ( ’ ) (A.32)

. . 1 n . . o
Enfin, si on note b = mgx(§|u|$) =5 lapproximation f, satisfaitVx € Qq, f(X) — u2D> <
ueQo
fuo (%)

Proposition 1.7. Le minimum (A.30) est atteint pour :

A*u
Xlll(u) = Ilg, (_ ) (A.33)
H1
. : . . . Al
De plus,¢,, est Lipschitz dférentiable, de constante de Lispchitz+ A etona:
M1
Ve, (U) = A, (U) + VI (A.34)

. 1 ne? o -
Enfin, si on note B = mgx(§|x|$) = &, I'approximation ¢,,, satisfaitVu € Qa, ¢,,(u) <
xeQ1

2
¢(u) + u1D1.

A.3.2 Sclema de minimisation

Dans son article [Nesterov, 2005a], l'auteur propose uiagégfie pour maintenir le saut de dualité
excessif (A.20) tout en réduisant les paramétres ddaégation. Notons :

. L
T,(X) = arg mm((V fp(X), Y = Xy + ?l|y— x|$) (A.35)
yeQq
_ n@(x—V”*”) (A36)
Ly
Notons aussi :
L
S,(U) = arg ma><(V¢M(u),v — Uy - 72|v - u|$) (A.37)
veQy
= HQ2 (U + Vd)#—lz(bl)) (A38)

On obtient alors le résultat de convergence suivant :

2c’est une descente de gradient sur le probléeme primalaégé
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Proposition 1.8. L'algorithme (A.2) assure que :
4All
f(X) - ¢(u) < N VPiD2 (A.39)
C’est donc la encore un algorithme é}(%) Son intérét par rapport aux techniques présentées

dans la section 4.3 est que le parametre de regularigaioioit pas étre choisi en fonction du nombre
d’itérations. Ceci simplifie son utilisation.

Algorithme A.2: Technique de saut de dualité excessif appliguée augmabtde Y. Meyer
Entr ée: Le nombre d'itérationd\, un point de déparnt® € Q;.
Sortie : X une estimée dg*.
début SIA

Posemu; = — M= 1Al

Calculerx = T,,(3°) et = u,,(x9).

pour k allant de0 & N faire
_ 2
T= %3

si k est pair alors

A1 = &g, 1 = 4llAl/

A2 = 15, p2 = 2||Ala.

L1 = A2 /p2, Lo = [IAI/p1.

X=(1-1)X+ 7%, (U).
U (1-7)u+ 71Uy, (R).
X T(R).

fin
i k est impair alors

A1 = &5, p1 = 4llAl/

A2 = 5, p2 = 2||Ala.

L1 = A2 /p2, Lo = IAI/p1.

(72}

= (1 - 1)u+ 1u,(X).
— (L -1)X+ 7%,,(0).
— Sy, (0).

c| x| ©

fin

fin
fin

A.4 Etlacouleur?

Nous avons travaillé regulierement sur le problemeadeektauration d'images multi-spectrales
au cours de la thése. Les premiers résultats obtenus hpa®oaffisamment satisfaisants pour publi-
cation. Nous continuerons donc de travailler sur ce sujptiget 'année de post-doc a venir. Nous
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tenons simplement & préciser ici que tous les schemamges permettent de résoudre de fagon tri-
viale les problemes a base de variation totale couleuafi@hal., 2001; Blomgren et Chan, 1998]. La
variation totale couleur s'écrit :

TV = >[IV kP (A.40)
i K

ou (Vu)i,jk est la discrétisation du gradient #tieme canal des au pixel (, j). Elle peut se réécrire
par dualité sous la forme :

TV(u) = T%X«q’ Vu)y) (A.41)

ou(, -)y est le produit scalaire canoniquevat € R™™*"ex2 (0. est le nombre de canaux). Finalement
pour obtenir la variation totale couleur, ilf§tide choisir :

K={geYlg,;l <1V(Q,)]) (A.42)

avecqj € R"*2 gt | - | est la norme euclidienne d&<*2. Tous nos codes fonctionnent avec cette
définition de la variation totale couleur. Notons que puss articles ont recemment été publiés pour
résoudre les problemes a base de variation totale coidewal et al., 2008; Bresson et Chan, 2007].
Les algorithmes proposés dans cette thése sont bien @li@mpants ). Notons tout de méme que
les articles [Duvakt al., 2008; Bresson et Chan, 2007] contiennent des analyse€matigues plus
fines des propriétés de la variation totale couleur.
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RESUME

Cette these contient des contributions en analyse ngqoegt en vision par ordinateur.

Dans une premiére partie, nous nous intéressons adties rapide, par des méthodes de premier ordre, de¢mus
d’optimisation convexe. Ces problemes apparaissentelltment dans de nombreuses taches telles que la reociitstr
d’'images, I'eéchantillonnage compressif ou la decomjmsid'images en texture et en géométrie. lls ont la paldigte
d’etre non diférentiables ou treés mal conditionnés. On montre qu’disant des propriétés fines des fonctions a minimiser
on peut obtenir des algorithmes de minimisation extrenmergfcaces. On analyse systématiquement leurs taux de conver-
gence en utilisant des résultats récents dis a Y. Nestees méthodes proposées correspondent - a notreissanee - a
I'état de I'art des méthodes de premier ordre.

Dans une deuxiéme partie, nous nous intéressons auepmebile la détection de changements entre deux images
satellitaires prises au méme endroit a des instafitsrdints. Une des filicultés principales a surmonter pour résoudre ce
probleme est de sfranchir des conditions d'illuminationsfirentes entre les deux prises de vue. Ceci nous meneidd’é
de l'invariance aux changements d'illuminations des ligde niveau d’'une image. On caractérise completementéeges
qui fournissent des lignes de niveau invariantes. Cellesfcespondent assez bien a des milieux urbains. On pecgloss
un algorithme simple de détection de changements qui ifodes résultats tres satisfaisants sur des imagesesyonties et
des images Quickbird réelles.

ABSTRACT

This PhD contains contributions in numerical analysis ancbimputer vision.

In the first part, we focus on the fast resolution, using firsteo methods, of convex optimization problems. Those
problems appear naturally in many image processing tdskafiage reconstruction, compressed sensing or textaréoon
decompositions. They are generally noffetientiable or ill-conditioned. We show that they can be adlvery dficiently
using fine properties of the functions to be minimized. Weya®ain a systematic way their convergence rate using recent
results due to Y. Nesterov. To our knowledge, the proposetthads correspond to the state of the art of the first order
methods.

In the second part, we focus on the problem of change detelbtween two remotely sensed images taken from the
same location at two ferent times. One of the mainfficulty to solve this problem is the fierences in the illumination
conditions between the two shots. This leads us to studyetfed line illumination invariance. We completely charaize
the 3D scenes which produce invariant level lines. We shat tiiey correspond quite well to urban scenes. Then we
propose a variational framework and a simple change deteatgorithm which gives satisfying results both on syrithet
OpenGL scenes and real Quickbird images.



