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Résumé

Résumé de la thèse en français : L’ensemble de toutes les congruences d’une algèbre,
ordonné par inclusion, est un treillis algébrique (Birkhoff), ses éléments compacts sont
les congruences finiment engendrées ; elles forment un demi-treillis. Un demi-treillis est
relevable dans une variété V s’il est isomorphe au demi-treillis des congruences compactes
d’une algèbre de V . Les travaux de Wehrung sur CLP, ainsi que ceux de Ploščica, illustrent
que même pour une variété d’algèbres facile à décrire, comme la variété de tous les treillis,
ou une variété finiment engendrée, la caractérisation des demi-treillis relevables est difficile.

Le point critique entre deux variétés V et W est le plus petit cardinal d’un demi-treillis
relevable dans V mais pas dans W .

Nous introduisons un outil, de nature catégorique, donnant des liens entre les relève-
ments de diagrammes de demi-treillis et les relèvements de demi-treillis dans une variété
donnée. Nous montrons que si V et W sont des variétés finiment engendrées de treillis telles
que W ne relève pas tous les demi-treillis relevés par V , alors le point critique entre V et W
est soit fini, soit un aleph d’indice fini. Nous trouvons deux variétés finiment engendrées
de treillis modulaires dont le point critique est ℵ1, ce qui infirme une conjecture posée par
Tůma et Wehrung.

Nous prouvons, en utilisant la théorie des anneaux réguliers de von Neumann et la
théorie du monoïde de dimension d’un treillis, que le point critique entre des variétés
engendrées par des treillis de sous-espaces vectoriels d’espaces vectoriels de même dimension
finie sur des corps finis est au moins ℵ2. Nous prouvons l’égalité pour les dimensions 2 et 3.
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4 RÉSUMÉ

Résumé de la thèse en anglais : The set of all congruences of a given algebra,
ordered by inclusion, is an algebraic lattice (Birkhoff), its compact elements are the finitely
generated congruences ; they form a semilattice. A semilattice is liftable in a variety V if it
is isomorphic to the semilattice of all compact congruences of an algebra in V . The works
of Wehrung on CLP, and of Ploščica, illustrate that even for an easy to describe variety
of algebras, like the variety of all lattices, or the finitely generated varieties, characterizing
the liftable semilattices is hard.

The critical point of two varieties V and W is the smallest cardinal of a semilattice
liftable in V but not in W .

We introduce a tool, with categorical flavor, that gives a link between lifting diagrams
of semilattices and lifting semilattices in a given variety. Given finitely generated varieties
of lattices V and W such that W does not lift all semilattices liftable in V , we prove that
the critical point of V and W is either finite or some aleph of finite index. We give two
finitely generated varieties of modular lattices with critical point ℵ1, which disproves a
conjecture of Tůma and Wehrung.

Using the theory of Von Neumann regular rings together with the dimension monoid
of a lattice, we prove that the critical point of varieties of lattices generated by subspace
lattice of vector spaces of the same finite dimension on finite fields is at least ℵ2. We prove
the equality for dimensions 2 and 3.
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CHAPITRE 1

Introduction

Une algèbre A est un ensemble non vide muni d’opérations d’une puissance finie de A
dans A. Une congruence de A est une relation d’équivalence compatible avec les opérations.
L’ensemble de toutes les congruences de A est un treillis algébrique, appelé treillis des
congruences de A et noté ConA. L’ensemble de toutes les congruences finiment engendrées
de A est un (∨, 0)-demi-treillis, noté ConcA. Une variété d’algèbres V est la classe de
toutes les algèbres ayant les même lois et satisfaisant un ensemble d’identités fixé. Un
(∨, 0)-demi-treillis D est relevable dans V s’il est isomorphe à ConcA pour A ∈ V. Nous
notons alors Conc V la classe de tous les (∨, 0)-demi-treillis relevables dans V. L’un des
problèmes abordés dans cette thèse est l’étude de Conc V, pour certaines variétés V.

Soient V1 et V2 deux variétés ; le point critique de V1 sous V2, noté crit(V1; V2) est le
plus petit cardinal d’un (∨, 0)-demi-treillis dans Conc V1 − Conc V2. Nous donnons dans
cette thèse des résultats généraux sur les point critiques. À partir d’un «bon» diagramme
de (∨, 0)-demi-treillis nous construisons un (∨, 0)-demi-treillis appelé condensat. Un relève-
ment du condensat permet de construire un relèvement du diagramme, mais ce condensat
est de cardinal plus grand que le diagramme. Cela nous permet de déduire, dans le Co-
rollaire 3.6.14, que si V1 et V2 sont des variétés finiment engendrées de treillis alors soit
crit(V1; V2) < ℵω soit crit(V1; V2) = ∞ (i.e. Conc V1 ⊆ Conc V2). Enfin nous calculons
des points critiques entre des variétés de treillis explicitement données, en particulier nous
donnons deux variétés de treillis ayant un point critique ℵ1, résolvant ainsi un problème
posé par Tůma et Wehrung en 2002.

1.1. Rappels historiques

Grätzer et Schmidt ont démontré dans [17] que tout (∨, 0)-demi-treillis est relevable
avec une algèbre dont toutes les lois sont unaires. Cependant l’ensemble des lois construites
est de cardinal infini. En général ce cardinal ne peut pas être restreint, comme l’ont prouvé
Freese, Lampe et Taylor dans [7] : Soient V un espace vectoriel de dimension infinie sur
un corps indénombrable K et Subc V le (∨, 0)-demi-treillis des sous-espaces vectoriels de
dimension finie de V . Si A est un relèvement de Subc V , alors le type de similarité de A a au
moins cardK opérations. Cependant, si nous faisons quelques hypothèses supplémentaires,
le nombre d’opérations peut être restreint. Lampe démontre dans [26] que tout (∨, 0)-
demi-treillis borné est relevable avec un magma.

Pour une variété d’algèbres V, nous notons Conc V la classe de tous les (∨, 0)-demi-
treillis relevables dans V. En général, étant donné une variété V, caractériser Conc V est
difficile, même pour des variétés très simples. Par exemple, Funayama et Nakayama ont
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8 1. INTRODUCTION

montré dans [9] que ConL est un treillis distributif pour tout treillis L (cela équivaut à
dire que Conc L est un demi-treillis distributif). La question de savoir si la réciproque est
vraie est appelée CLP. Tout d’abord Dilworth a étudié la réciproque dans le cas fini, il a
démontré (mais pas publié) que tout treillis distributif fini est treillis des congruences d’un
treillis fini. La première preuve publiée de ce résultat est due à Grätzer et Schmidt dans
[16].

Schmidt démontre dans [35] que tout treillis distributif fini est le treillis des congruences
d’un treillis modulaire (infini). Plus tard il démontre dans [36] que tout treillis distributif
avec 0 est le treillis des congruences compactes d’un treillis. En utilisant les mêmes outils
Huhn prouve dans [21] que tout (∨, 0)-demi-treillis de cardinal au plus ℵ1 est relevable
avec un treillis.

Une autre approche basée sur le relèvement de diagrammes fut proposée par Pudlák en
1985 dans [32]. Pour cela nous devons d’abord introduire le foncteur Conc. Il est défini de
la manière suivante : si f : A→ B est un morphisme d’algèbres, nous posons :

(Con f)(α) = la congruence de B engendrée par {(f(x), f(y)) | (x, y) ∈ α},
nous notons Conc f : ConcA → ConcB la restriction de f , c’est un morphisme de (∨, 0)-
demi-treillis. Cela définit un foncteur Conc de la catégorie des algèbres d’un type de simi-
larité donné dans la catégorie des (∨, 0)-demi-treillis.

Si I est un ensemble ordonné et C une catégorie, alors un système inductif indexé par I
de C est une famille (Ai, fi,j)i≤j dans I telle que fi,j : Ai → Aj est une flèche de C, fi,i = idAi

et fj,k ◦ fi,j = fi,k pour tous i ≤ j ≤ k dans I.
La notion de limite inductive d’un système inductif est usuelle. Si ~A = (Ai, fi,j)i≤j dans I

est un système inductif, nous notons (A, fi)i∈I = lim−→ ~A une limite inductive de ~A. Toute
variété d’algèbres, considérée en tant que catégorie, possède toutes les limites inductives
indexées par un ensemble ordonné. Il est bien connu que le foncteur Conc préserve les
limites inductives filtrantes croissantes (on peut par exemple le démontrer facilement en
utilisant le Lemme 3.1.2).

Théorème. Soient V une variété d’algèbres, soit I un ensemble ordonné filtrant crois-
sant et soit ~A = (Ai, fi,j)i≤j dans I un système inductif indexé par I. Si

(A, fi)i∈I = lim−→(Ai, fi,j)i≤j dans I,

alors
(ConcA,Conc fi)i∈I = lim−→(ConcAi,Conc fi,j)i≤j dans I.

Le théorème suivant est prouvé par Pudlák dans [32].

Théorème. Tout (∨, 0)-demi-treillis distributif est réunion filtrante croissante de (∨, 0)-
demi-treillis distributif finis.

En utilisant ce résultat, Pudlák prouve qu’il existe un foncteur Ψ de la catégorie des
treillis distributifs avec 0 dans la catégorie des treillis telle que Conc ◦Ψ soit équivalent à
l’identité.

Le résultat suivant est prouvé par Bulman-Fleming et McDowell dans [2].
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Théorème. Tout (∨, 0)-demi-treillis distributif est limite inductive d’un système fil-
trant croissant d’algèbres de Boole finies.

Contrairement à la situation avec le résultat de Pudlák, la limite inductive dans ce
résultat n’est pas une réunion croissante. Cependant cette approche permet à Grätzer,
Lakser et Wehrung de montrer dans [18] que tout (∨, 0)-demi-treillis distributif de cardinal
au plus ℵ1 est relevable avec un treillis localement fini, avec 0, et relativement complémenté.
Des résultats de relèvement avec d’autres structures découlent aussi de ce théorème.

Une 2-échelle est un treillis I tel que tout segment initial de I est fini et tout élément
de I a au plus deux prédécesseurs immédiats. En appliquant le lemme de Zorn, il est facile
de construire des 2-échelles de cardinal ℵ1 (voir [3]).

Voici une brève description des preuves basées sur l’approche de Pudlák. On considère
un (∨, 0)-demi-treillis D de cardinal ℵ1 et une 2-échelle I. Le (∨, 0)-demi-treillis D est
isomorphe à lim−→ ~D, où ~D est un système inductif indexé par I d’algèbres de Boole finies.

On construit alors un système inductif ~A d’algèbres de type voulu, tel que Conc ◦ ~A ∼= ~D.
On a alors D ∼= Conc lim−→ ~A. L’algèbre lim−→ ~A est un relèvement de D du type voulu.

Wehrung prouve dans [40] qu’il existe un (∨, 0)-demi-treillis distributif de cardinal ℵω+1

qui n’est pas relevable dans la variété de tous les treillis, réfutant ainsi la conjecture CLP.
Ce résultat fut ensuite affiné par Růžička qui prouve dans [33] qu’il existe un treillis de
cardinal ℵ2 qui n’est pas relevable dans la variété de tous les treillis. Ploščica prouve dans
[30], en affinant les méthodes précédentes, qu’il existe une algèbre de majorité M dans une
variété finiment engendrée, telle que M est de cardinal ℵ2 et ConcM n’est pas relevable
dans la variété de tous les treillis.

L’étude de CLP a posé de nouvelles questions. Si A est une algèbre, alors ConcA a-t-il
des relèvements vérifiant des propriétés supplémentaires ? Par exemple si L est un treillis,
existe-t-il une algèbre A, congruence-permutable telle que Conc L ∼= ConcA ? Cette as-
sertion fut infirmée par Růžička, Tůma et Wehrung dans [34] où ils montrèrent (avant la
solution de CLP) que si V est une variété non distributive de treillis, alors Conc FV(ℵ2)
n’est pas relevable avec une algèbre congruence-permutable, où FV(ℵ2) est le treillis libre-
ment engendré par ℵ2 générateurs sur V. En particulier il existe un (∨, 0)-demi-treillis de
cardinal ℵ2 qui n’est relevable ni avec un groupe, ni avec un module, mais qui est relevable
avec un treillis. Ils montrèrent aussi que la borne ℵ2 est optimale : Tout (∨, 0)-demi-treillis
de cardinal au plus ℵ1 est relevable avec un groupe ou un module.

Étant donnés deux variétés V1 et V2 d’algèbres, le point critique entre V1 et V2 est le
plus petit cardinal d’un (∨, 0)-demi-treillis relevable dans V1 mais pas dans V2, c’est à dire

crit(V1; V2) = min {cardS | S ∈ Conc V1 − Conc V2} .
Notons Λ la variété de tous les treillis et G la variété de tous les groupes, alors crit(Λ; G) =
ℵ2.

Soient D la variété de tous les treillis distributifs, N5 la variété de treillis engendrée
par N5 (cf. Figure 2.1) et M3 la variété de treillis engendrée par M3. Les points critiques
suivants sont connus :

crit(N5; D) = 5,
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crit(M3; D) = ℵ0.

Le cas des variétés finiment engendrées de treillis fut particulièrement étudié. Soit M0,1
n

la variété de treillis bornés engendrée par Mn (cf. Figure 4.3). Ploščica prouve dans [28] et
[29] que crit(M0,1

n ; M0,1
m ) = ℵ2 pour tous n > m ≥ 3. Il montre aussi que crit(Mn; Mm) ≤ ℵ2

pour tous n > m ≥ 3.

1.2. Contenu de ce travail

L’approche utilisée ici pour résoudre le problème, aussi bien de la détermination de
Conc V que du calcul d’un point critique, est basée sur la construction d’un objet appelé
condensat. Soit I un ensemble ordonné et soit (U, |·|) un recouvrement normé de I (cf. Défi-
nition 3.2.3). Pour toute variété d’algèbres V et tout diagramme ~D ∈ VI , nous construisons
un élément de V, appelé condensat de ~D et noté Cond(U, ~D) (cf. Définition 3.4.1). Si (U, |·|)
a une «bonne» propriété combinatoire relativement au cardinal du type de similarité de V et
de ~D, alors ~D a un relèvement dans V si et seulement si Cond(U, ~D) a un quasi-relèvement
dans V (cf. Définition 3.5.3).

En particulier si nous avons un diagramme ~D de (∨, 0)-demi-treillis indexé par un
ensemble ordonné avec un «bon» recouvrement normé et que ~D n’est pas relevable dans
une variété V, alors le condensat de ~D n’est pas relevable dans V. De même pour les points
critiques, si un diagramme est relevable dans une première variété, mais pas dans une
seconde, alors nous obtenons une majoration du point critique (le cardinal du condensat).

Soient V1 et V2 deux variétés congruence-distributives finiment engendrées. En utilisant
le condensat et le théorème de compacité, nous obtenons diverses équivalences. Notamment
crit(V1; V2) > ℵ0 si et seulement si tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis finis indexé par
une chaîne finie, relevable dans V1 est aussi relevable dans V2. Par un raisonnement plus
technique, utilisant un argument de compacité, nous montrons que soit crit(V1; V2) < ℵω
soit crit(V1; V2) =∞.

Nous donnons ensuite deux variétés finiment engendrées de treillis modulaires ayant
un point critique ℵ1 (cf. Section 4.1). Cela est démontré en donnant un diagramme de
(∨, 0)-demi-treillis finis, indexé par {0, 1}2, relevable dans la première variété mais pas
dans la seconde. Nous répondons ainsi à une question posée par Tůma et Wehrung dans
[37, Problem 5].

Soit V une variété finiment engendrée de treillis modulaires, soit ℓ un majorant de la
longueur des membres simples de V1. En utilisant la théorie du monoïde de dimension d’un
treillis, introduit par Wehrung dans [38], ainsi que de la théorie les anneaux réguliers au
sens de von Neumann, nous prouvons que crit(V;Var(SubF n)) ≥ ℵ2, pour tout corps F
(cf. Théorème 4.2.5). Comme application immédiate, nous obtenons crit(Mn; M3) ≥ ℵ2.
Par suite, en utilisant le résultat de Ploščica dans [28], nous obtenons crit(Mn; Mm) = ℵ2,
pour tous entiers n > m ≥ 3.

Nous trouvons aussi un diagramme de (∨, 0)-demi-treillis finis relevable dans Mn, mais
pas relevable dans Var(SubF 3) pour tout corps fini F vérifiant 1+ cardF < n. Grâce aux
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outils introduits plus tôt nous obtenons :

crit(Mn;Var(SubF 3)) = ℵ2,

pour tout n ≥ 4 et tout corps F vérifiant 1 + cardF < n (cf. Corollaire 4.3.15). Nous
obtenons aussi :

crit(Var(SubF 3);Var(SubK3)) = ℵ2,

pour tous corps finis F et K tels que cardF > cardK (cf. Corollaire 4.3.16).
L’existence d’un recouvrement normé κ-compatible d’un ensemble ordonné I (cf. Dé-

finition 3.2.3) est liée à une propriété combinatoire infinie (voir Théorème 3.3.2 et Corol-
laire 3.3.3). Par exemple la caractérisation des alephs montrée par Kuratowski dans [25],
implique que {0, 1}n+1 a un recouvrement normé ℵ0-compatible de cardinal κ si et seule-
ment si κ ≥ ℵn. Nous montrons, avec une preuve analogue à celle de Kuratowski, que si C
est une chaîne, alors Cn a un recouvrement normé ℵ0-compatible de cardinal ℵn. Nous mon-
trons de plus cette propriété combinatoire sur l’ensemble ordonné I est liée à la dimension
d’ordre de I (cf. Corollaire 3.3.11). Dans le Lemme 3.3.12 nous montrons que la dimension
d’ordre du cube tronqué {P ∈ P({0, . . . , n}) | cardP ≤ n+1 ou cardP = n+2} est n+1.
Comme conséquence immédiate nous obtenons des ensembles libres plus grands que dans
la preuve de Kuratowski, c’est à dire que pour tout f : [ℵn]n → [ℵn]<ω il existe X ∈ [ℵn]n+2

tel que pour tout Y ∈ [ℵn]n, nous avons f(Y ) ∩X ⊆ Y . Le cas n = 4 donne un ensemble
libre à 6 éléments, et répond ainsi a une question posée par Erdös, Hajnal, Máté et Rado
dans [5, Equation (2), Section 46, pp 285].





CHAPITRE 2

Rappels

Dans ce chapitre nous rappellerons la plupart des définitions et résultats requis pour
comprendre le reste de cette thèse.

Le cardinal d’un ensemble X est le plus petit ordinal en bĳection avec X. Un cardinal
est le cardinal d’un ensemble. Un cardinal est un ordinal (et donc ensemble) de cardinal
lui-même. Nous notons ℵ0 le plus petit cardinal infini, ℵ1 le plus petit cardinal strictement
plus grand que ℵ0, de manière général si α > 0 est un ordinal ℵα est le plus petit cardinal
strictement plus grand que tous les ℵβ pour β < α.

Nous notons ω le plus petit ordinal dénombrable, ω = {0, 1, 2, . . .} (donc, à strictement
parler, ω = ℵ0). Si n est un entier naturel, nous notons parfois n = {0, . . . , n− 1}.

Soit X un ensemble. Nous notons P(X) l’ensemble des parties de X. Soit κ un cardinal.
Nous notons :

[X]κ = {Y ∈ P(X) | cardY = κ},
[X]≤κ = {Y ∈ P(X) | cardY ≤ κ},
[X]<κ = {Y ∈ P(X) | cardY < κ}.

En particulier [X]<ℵ0, souvent noté [X]<ω est l’ensemble des parties finies de X.

2.1. Catégories

Définition 2.1.1. Une catégorie C est la donnée des entités suivantes :
– Une classe notée Ob C, dont les éléments sont appelés objets de C ;
– Une classe notée Mor C, dont les éléments sont appelés flèches de C ;
– Pour tout f ∈ Mor C, d’un unique objet appelée source de f et d’un unique objet

appelée but de f , nous notons alors f : A → B pour indiquer que la source de f est
A et que le but de f est B. Nous noterons Hom(A,B) la classe de toutes les flèches
f : A→ B ;

– Pour tous A,B et C dans Ob C, d’une application ◦ : Hom(B,C) × Hom(A,B) →
Hom(A,C), (f, g) 7→ f ◦ g ;

– Pour tout objet A, d’une flèche idA : A→ A appelée identité de A ;
soumises aux conditions suivantes

(1) Si f : A→ B, g : B → C et h : C → D, alors h◦ (g ◦f) = (h◦ g)◦f , ce morphisme
est noté h ◦ g ◦ f .

(2) Si f : A→ B, alors f ◦ idA = idB ◦ f = f .

13
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Exemples 2.1.2. – La catégorie Ens dont les objets sont les ensembles et les flèches
sont les applications.

– La catégorie Grp dont les objets sont les groupes et les flèches sont les homomor-
phismes de groupes.

– La catégorie Ann dont les objets sont les anneaux et les flèches sont les homomor-
phismes d’anneaux.

– Nous identifions tout ensemble ordonné P avec la catégorie dont les objets sont les
éléments de P et qui a exactement une flèche, notée (i ≤ j), de i dans j, dans le cas
où i ≤ j dans P (cf. Définition 2.3.1).

– La catégorie opposée d’une catégorie C est la catégorie, notée Cop qui a les mêmes
objets que C et les flèches et la composée sont retournées, i.e. f : B → A dans MorCop

si et seulement si f : A→ B dans Mor C.

Notation 2.1.3. Soit J une catégorie soient i, j ∈ ObJ , nous notons iEj s’il existe une
flèche f : i → j dans MorJ . On remarque que la relation E est une relation de pré-ordre
(mais pas une relation d’ordre en général).

Définition 2.1.4. Soit C une catégorie, une flèche f : A→ B est un isomorphisme s’il
existe g : B → A tel que f ◦ g = idB et g ◦ f = idA. La flèche g est alors unique, c’est la
réciproque de f , nous la notons f−1.

Dans les catégories Ens, Grp et Ann des ensembles, groupes et anneaux, respective-
ment, la notion d’isomorphisme correspond à la notion usuelle d’isomorphisme. Dans un
ensemble ordonné P tout isomorphisme est l’identité d’un certain objet.

Définition 2.1.5. Soient C et D deux catégories. Un foncteur Ψ: C→ D est la donnée
de deux correspondances Ψob : Ob C→ ObD et Ψfl : MorC→ Mor D telles que :

– Si f : A→ B est une flèche de C, alors Ψfl(f) : Ψob(A)→ Ψob(B).
– Si A est un objet de C, alors idΨob(A) = Ψfl(idA).
– Si f : A→ B et g : B → C sont des flèches de C, alors Ψfl(f) ◦Ψfl(g) = Ψfl(f ◦ g).
Nous noterons toujours Ψ(A) au lieu de Ψob(A) et Ψ(f) au lieu de Ψfl(f). La composée

de foncteurs se définit de manière naturelle, ainsi que le foncteur identité de C, noté idC,
pour toute catégorie C.

Remarque 2.1.6. Une catégorie est petite si les classes des objets et des flèches sont
des ensembles. Ainsi cela donne un nouvel exemple de catégorie.

– La catégorie Cat dont les objets sont toutes les petites catégories, et les flèches sont
les foncteurs.

Exemples 2.1.7. Le foncteur d’oubli de la catégorie Ann dans la catégorie Grp, qui
à un anneau associe le groupe additif de l’anneau et à un morphisme d’anneaux associe le
morphisme correspondant de groupes.

Définition 2.1.8. Soient C et D deux catégories, soient Ψ1,Ψ2 : C→ D deux foncteurs.
Une transformation naturelle de Ψ1 vers Ψ2 est une famille ~t = (tA)A∈Ob C de flèches de D

telle que
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– tA : Ψ1(A)→ Ψ2(A), pour tout A ∈ Ob C.
– Pour tout f : A→ B flèche de C, le diagramme suivant commute :

Ψ1(A)
Ψ1(f)−−−→ Ψ1(B)

tA

y tB

y

Ψ2(A)
Ψ2(f)−−−→ Ψ2(B)

C’est à dire tB ◦Ψ1(f) = Ψ2(f) ◦ tA.

Soient C et D des catégories, soient Ψ1,Ψ2,Ψ3 : C → D des foncteurs, soient ~s =
(sA)A∈Ob C : Ψ1 → Ψ2 et ~t = (tA)A∈Ob C : Ψ2 → Ψ3 des transformations naturelles. Alors
~t ◦ ~s = (tA ◦ sA)A∈ObC : Ψ1 → Ψ3 est une transformation naturelle.

Définition 2.1.9. Soient C et D deux catégories, la catégorie des foncteurs de C dans
D, notée DC est la catégorie dont les objets sont les foncteurs de C dans D et les flèches
sont les transformations naturelles.

Les objets de cette catégorie sont parfois appelés diagrammes de D indexé par C.
Si C = I est la catégorie associée à un ensemble ordonné, alors DI est la catégorie des

systèmes inductifs de D indexé par I. Ses objets sont appelés systèmes inductifs. Si de plus
I est filtrant croissant, alors les objets de DI sont appelés systèmes filtrant croissant.

Les isomorphismes de CD sont appelés isomorphismes naturels.

Définition 2.1.10. Les catégories C et D sont équivalentes, s’il existe des foncteurs
Ψ1 : C→ D et Ψ2 : D→ C et des isomorphismes naturels t1 : Ψ2◦Ψ1 → idC et t2 : Ψ1◦Ψ2 →
idD.

Proposition 2.1.11. Soit C1, C2 et D des catégories, alors les catégories DC1×C2 et
(DC1)C2 sont équivalentes. L’équivalence est définie de la manière suivante :

Soit F : C2 → DC1 un foncteur, c’est à dire un objet de (DC1)C2. Nous pouvons définir
un foncteur :

F̂ : C1 × C2 → D

(c1, c2) 7→ D(c2)(c1) pour tout (c1, c2) ∈ Ob(C1 × C2)

(f, g) 7→ D(g)c′1 ◦D(c2)(f) pour tout (f : c1 → c′1, g : c2 → c′2) ∈ Mor(C1 × C2),

où D(g) = (D(g)k)k∈ObC1.
Si F,G : C2 → DC1 sont des foncteurs et t : F → G est une transformation naturelle,

c’est à dire t = (tc2)c2∈Ob C2 est une famille de Mor(DC1) où tc2 = (tc1c2)c1∈Ob C1 : F (c2) →
G(c2) est une transformation naturelle. Alors nous pouvons définir une transformation
naturelle :

t̂ = (tc1c2)(c1,c2)∈Ob(C1×C2) : F̂ → Ĝ
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Réciproquement, étant donné un foncteur F : C1 × C2 → D, nous pouvons définir un
foncteur F̃ : C2 → DC1 de la manière suivante sur les objets :

F̃ (c2) : C1 → D

c1 7→ F (c1, c2), pour tout c1 ∈ ObC1

f 7→ F (f, idc2), pour tout f ∈ Mor C1

qui est un foncteur, pour tout c2 ∈ ObC2, et F̃ est définie de la manière suivante sur les
flèches :

F̃ (g) = (F (idc1 , g))c1∈Ob C1 : F̃ (c2)→ F̃ (c′2)

qui est une transformation naturelle, pour tout (g : c2 → c′2) ∈ Mor C2.
Soit t : F → G une transformation naturelle, c’est à dire t = (tc1,c2)(c1,c2)∈Ob(C1×C2) est

une famille de flèches où tc1,c2 : F (c1, c2)→ G(c1, c2), alors :

tc2 = (tc1,c2)c1∈Ob C1 : F̃ (c2)→ G̃(c2) est une transformation naturelle.

et

t̃ = (tc2)c2∈ObC2 : F̃ → G̃ est une transformation naturelle.

Posons :

Φ: (DC1)C2 → DC1×C2

F 7→ F̂ pour tout F ∈ Ob(DC1)C2

t 7→ t̂ pour tout t ∈ Mor(DC1)C2

et

Ψ: DC1×C2 → (DC1)C2

F 7→ F̃ pour tout F ∈ Ob(DC1×C2)

t 7→ t̃ pour tout t ∈ Mor(DC1×C2)

alors Ψ et Φ définissent des équivalences entre les catégories (DC1)C2 et DC1×C2).

Définition 2.1.12. Un objet initial d’une catégorie C est un objet A de C tel que pour
tout B ∈ Ob C il existe exactement une flèche de A vers B dans Mor C.

Un objet terminal d’une catégorie C est un objet initial de Cop, c’est à dire un objet A
de C tel que pour tout B ∈ ObC il existe exactement une flèche de B vers A.

Définition 2.1.13. Soient C et D des catégories. Soit ~A un diagramme de D indexé
par C. Un cocône de ~A est une famille (X, fi)i∈Ob C, où X ∈ Ob D et fi : ~A(i)→ X vérifient
fj ◦ ~A(t) = fi pour toute flèche t : i→ j de C. Un morphisme de cocônes h : (X, fi)i∈Ob C →
(Y, gi)i∈ObC est une flèche h : X → Y de D telle que h ◦ fi = gi, pour tout i ∈ Ob C.

La catégorie des cocônes de ~A est la catégorie dont les objets sont les cocônes de ~A et
les flèches sont les morphismes de cocônes. Une colimite de ~A, appelée dans la suite limite
inductive de ~A, est un objet initial de la catégorie des cocônes de ~A.
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Si le diagramme ~A est un système inductif filtrant croissant (i.e. C est la catégorie
associée à un ensemble ordonné filtrant croissant), alors la limite de ~A est appelée limite
inductive filtrante croissante

Remarque 2.1.14. Il n’existe pas toujours d’objet initial, ni d’objet terminal, ni de
limite inductive, mais lorsqu’un de ces objets existe il est unique à unique isomorphisme
près. Attention, cette unicité de l’isomorphisme entre deux limites inductives d’un système
inductif ~A est dans la catégorie des cocônes de ~A.

Nous noterons (X, fi)i∈Ob C = lim−→ ~A une limite de ~A, c’est un objet de la catégorie

des cocônes de ~A. Parfois nous considérerons X comme la limite inductive, et noterons
X = lim−→ ~A. Les morphismes fi pour i ∈ ObC sont les morphismes réalisant la limite, les

morphismes fi≤j pour i ≤ j dans Ob C sont les morphismes de transition. Si ~t : ~A → ~B
est une flèche de DC (i.e. une transformation naturelle), alors les propriétés universelles
permettent de construire une application lim−→~t : lim−→ ~A→ lim−→ ~B. Si toutes les limites induc-
tives de D indexées par C existent nous considérerons parfois que lim−→ est un foncteur de
DC dans D.

Définition 2.1.15. Soient C et D deux catégories dans lesquelles les limites filtrantes
croissantes existent toutes. Un foncteur Ψ: C→ D préserve les limites inductives filtrantes
croissantes si pour tout ensemble ordonné I filtrant croissant et tout système inductif ~A
de C indexé par I si les morphismes fi : ~A(i)→ lim−→ ~A, pour i ∈ I, réalisent la limite, alors

Ψ(lim−→ ~A) = lim−→(Ψ ◦ ~A) et les morphismes Ψ(fi) : Ψ( ~A(i))→ Ψ(lim−→ ~A), pour i ∈ I, réalisent
la limite.

2.2. Modèles et sous-structures élémentaires

Définition 2.2.1. Un langage L = (L,R, φ) est un triplet, tel que L et R sont
des ensembles disjoints et φ : L ∪ R → ω est une application vérifiant φ(R) ⊆ ω − {0}.
Nous notons ℓ ∈ L est un symbole de loi (parfois appelé symbole de fonction ou symbole
d’opération) pour dire ℓ ∈ L et appelons φ(ℓ) l’arité de ℓ. Nous notons c ∈ L est un
symbole de constante pour dire c ∈ L et φ(c) = 0 . Nous notons α ∈ L est un symbole de
relation pour dire α ∈ R et appelons φ(α) l’arité de α.

Le cardinal de L = (L,R, φ), est card L = cardL+ cardR.
Une formule du premier ordre de L est un expression bien formée en ∀, ∃, (, ),=

, ou , et ,¬, des symboles de variable, souvent prise dans la famille (xk)k∈ω, des sym-
boles de loi et des symboles de relation. Les notions de terme, formule atomique, variable
libre sont définies de manière usuelle.

Un modèle d’un langage L = (L,R, φ) est un ensemble M non-vide muni d’une famille
(ℓM)ℓ∈L et d’une famille (αM)α∈R, telles que ℓM : Mφ(ℓ) → M est une application pour tout
ℓ ∈ L et αM ⊆ Mφ(α) est une relation pour tout α ∈ R. S’il n’y a pas ambiguïté, nous
notons ℓ au lieu de ℓM et α au lieu de αM .
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Soit M un modèle de L , soit ψ une formule avec ~x = (x1, . . . , xn) comme variables
libres. Soit ~a = (a1, . . . , an) dans M , nous posons que ψ(~a) est vraie si l’interprétation de
la formule dans M est vraie.

Un sous-modèle N d’un modèle M de L est une partie non vide de M close par les
lois de M . Nous munissons alors N d’un structure de modèle, avec comme lois de N les
restrictions des lois de M , et comme relation de N la restriction des relations de M .

Une sous-structure élémentaire de M est un sous-modèle de M qui satisfait les mêmes
formules du premier ordre, c’est à dire que pour toute formule ψ ayant ~x comme variable
libre, pour tout ~a dans N , ψ(~a) est vraie dans N si et seulement si ψ(~a) est vraie dans M .

Un langage L est un type de similarité s’il n’y a pas de symbole de relation dans L .
Nous appelons alors L -algèbre un modèle de L . Si A est une L -algèbre, une sous-algèbre
de A est un sous-modèle de A. La plus petite sous-algèbre contenant un ensemble X donné
est la sous-algèbre engendrée par X. Si A est une sous-algèbre de A engendrée par un
ensemble X fini, alors A est finiment engendrée.

Si A et B sont des L -algèbres, alors un morphisme de A dans B est une application
f : A → B tel que f(ℓA(a1), . . . , ℓ

A(an)) = ℓB(f(a1), . . . , f(an)) pour tout entier n, tout
symbole de loi n-aire ℓ et tout a1, . . . , an ∈ A.

Si (Ax)x∈X est une famille de L -algèbres, alors le produit de (Ax)x∈X est la L -algèbre
dont l’ensemble sous-jacent est

∏
x∈X Ax et les lois sont définies par :

ℓ((a1
x)x∈X , . . . , (a

n
x)x∈X) = (ℓ(a1

x), . . . , ℓ(a
n
x))x∈X

pour tout entier n, tout ℓ symbole de loi n-aire et tous (a1
x)x∈X , . . . , (a

n
x)x∈X dans

∏
x∈X Ax.

L’application πt :
∏
x∈X Ax։At, (ax)x∈X 7→ at est un morphisme surjectif appelé projection

canonique.

Par exemple le langage des groupes ordonnés est L = {∗, −1, 1, <}, où ∗ est un symbole
de loi binaire, −1 est un symbole de loi unaire, 1 est un symbole de loi zéro-aire et < est
un symbole de relation binaire. Les suites de symboles suivantes sont des formules sans
variable libre :

(∀x)(x ∗ x−1 = 1)

(∀x, y, z)
(
x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z

)

la suite de symboles suivante est une formule avec x comme variable libre

(∀y)(y < x ou y = x)

Par contre la suite de symboles suivante n’est pas une formule

x1(∀))(∃(
Par exemple l’ensemble Q des nombres rationnels est un modèle de {+,×, 0, 1, <}, de plus
il satisfait les formules suivantes :

(∀x, y)
(
x < y =⇒ (∃z)(x < z < y)

)

(∀x)(∃y)(x+ y = 0)

(∀x, y, z)(y < z =⇒ x+ y < x+ z)
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(∀x, y)(x < y ou x = y ou y < x)

et bien d’autres.

Notation 2.2.2. Si L est un type de similarité, nous notons (A,L ) pour dire que
A est une L -algèbre. Si L ′ ⊆ L , nous notons (A,L ′) la L ′-algèbre, ayant le même
ensemble sous-jacent que A, mais dans laquelle l’ensemble des lois est restreint à L ′.

Théorème 2.2.3 (Löwenheim-Skolem). Soit L un langage, soit M un modèle de L ,
soit X ⊆ M , alors il existe N une sous-structure élémentaire de M tel que X ⊆ N et
cardN ≤ cardX + card L + ℵ0.

Définition 2.2.4. Soit K une classe d’algèbres de même type de similarité. Une algèbre
K ∈ K est projective dans K si pour tout morphisme surjectif f : A։B d’algèbres dans K

et tout morphisme d’algèbres g : K → B, il existe un morphisme h : K → A tel que
f ◦ h = g. Si K est comprise, nous dirons simplement K est projective.

Définition 2.2.5. Soit L un type de similarité. Un terme est une expression bien
formée en les symboles de lois de L et des symboles de variables, généralement prise dans
la famille (xk)k∈ω.

Une identité est un couple de terme, généralement noté t1 = t2. Si les variables apparais-
sant dans t1 et t2 sont dans {x1, . . . xn}, nous notons l’identité t1(x1, . . . , xn) = t2(x1, . . . xn).

Une L -algèbre satisfait l’identité t1(x1, . . . , xn) = t2(x1, . . . xn) si elle satisfait la for-
mule (∀x1, . . . , xn)(t1(x1, . . . , xn) = t2(x1, . . . xn)).

Une variété de L -algèbres est la classe de toutes les L -algèbres satisfaisant un en-
semble d’identités fixé.

Voici quelques exemples d’identités, si ∗ est un symbole de loi binaire, et 0 est un
symbole de constante :

x1 ∗ (x2 ∗ x3) = (x1 ∗ x2) ∗ x3 (∗ est associative)

x ∗ x = x (∗ est idempotente)

x1 ∗ x2 = x2 ∗ x1 (∗ est commutative)

x ∗ 0 = x (0 est neutre à droite pour ∗)
0 ∗ x = x (0 est neutre à gauche pour ∗)
x ∗ 0 = 0 (0 est absorbant à droite pour ∗)
0 ∗ x = 0 (0 est absorbant à gauche pour ∗)

On dit que 0 est neutre pour ∗ s’il est neutre à gauche et à droite. On dit que 0 est absorbant
pour ∗ s’il est absorbant à droite et à gauche.

Une algèbre (G, ∗, −1, 1) est un groupe si ∗ est une loi binaire associative, 1 est une
constante neutre pour ∗ et elle satisfait les identités supplémentaires suivantes x ∗ x−1 = 1
et x−1 ∗ x = 1.

Une algèbre (G,+,−, 0) est un groupe abélien si + est une loi binaire associative et
commutative, − est une loi unaire et 0 est une constante neutre pour + et elle satisfait
les identités supplémentaires suivantes x + (−x) = 0 et (−x) + x = 0. Nous notons alors
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x− y au lieu de x+ (−y). Une algèbre (M,+, 0) est un monoïde commutatif si + est une
loi binaire associative et commutative et 0 est une constante neutre pour +.

Une algèbre (R,+,−, ·, 0) est un anneau si (R,+, 0) est un groupe abélien et · est une
loi binaire associative et elle satisfait les identités suivantes x · (y + z) = x · y + x · z et
(y + z) · x = y · x + z · x. Nous notons généralement xy au lieu de x · y. S’il n’y a pas
d’ambiguïté sur les lois nous noterons R est un anneau. Une algèbre (R,+,−, ·, 0, 1) est un
anneau unitaire si (R,+,−, ·, 0) est un anneau et 1 est une constante neutre pour ·. S’il
n’y a pas d’ambiguïté sur les lois nous noterons R est un anneau unitaire.

Soit R un anneau, nous notons Rop = (R,+,−, ·op, 0) où ·op est défini par x ·op y = y ·x
pour tous x, y ∈ R. Cela nous définit un anneau. Si R est un anneau unitaire, nous
construisons de manière analogue un anneau unitaire Rop.

Considérons le type de similarité {m} où m est un symbole de loi ternaire. Une algèbre
de majorité est une {m}-algèbre satisfaisant les identités suivantes :

m(x, x, y) = m(x, y, x) = m(y, x, x) = x

Un sous-groupe (resp., sous-anneau, sous-anneau unitaire, sous-algèbre de majorité) est
une sous-algèbre d’un groupe (resp., anneau, anneau unitaire, algèbre de majorité).

La classe des groupes, la classe des anneaux, la classe des anneaux unitaires, la classe
des algèbres de majorité, la classe des K-espaces vectoriels, où K est un corps fixé, forment
des variétés. Par contre la classe des corps n’est pas une variété.

Définition 2.2.6. Soit L un type de similarité, soit K une classe de L -algèbres. La
variété engendrée par K, notée Var(K), est la classe des L -algèbres satisfaisant toute les
identités satisfaites par toutes les algèbres de K. C’est la plus petite variété contenant K.
Nous la notons aussi parfois VarS(K) s’il y a ambiguïté sur l’utilisation des symboles de
lois dans S.

Une variété est finiment engendrée si elle est de la forme Var(K) où K est une classe
finie d’algèbres finies.

Si K = {A}, nous notons Var(A) au lieu de Var(K).

Définition 2.2.7. Soit (Ax)x∈X est une famille d’algèbres, posons A =
∏
x∈X Ax, no-

tons πx : A։Ax la projection canonique. Une algèbre B est produit sous-direct de (Ax)x∈X
s’il existe f : B →֒ A telle que πx ◦ f soit surjectif pour tout x ∈ X.

Notations 2.2.8. Soit K une classe d’algèbres de même type de similarité.
– Notons HK la classe de toutes les algèbres isomorphes à un quotient d’une algèbre

de K.
– Notons SK la classe de toutes les algèbres isomorphes à une sous algèbre d’une algèbre

de K.
– Notons PK la classe de toutes les algèbres isomorphes à un produit d’algèbres de K.
– Notons PSK la classe de tous les produits sous-directs de toutes les familles d’algèbres

de K.
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Si V est une variété d’algèbres alors HK = SK = PK = V. Birkhoff a démontré que la
conjonction de ces égalités caractérise les variétés. Par suite Tarski montra que

Var(K) = HSPK

et Kogalovskǐı améliora ce résultat en prouvant

Var(K) = HPSK.

2.3. Ensembles ordonnés et treillis

Définition 2.3.1. Un ensemble ordonné (P,≤) est un ensemble P muni d’une relation
binaire ≤ satisfaisant les formules suivantes :

(∀x)(x ≤ x) (réflexive)

(∀x, y, z)
(
(x ≤ y et y ≤ z) =⇒ x ≤ z

)
(transitive)

(∀x, y)
(
(x ≤ y et y ≤ x) =⇒ x = y

)
(antisymétrique)

La relation ≤ est appelée relation d’ordre. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, nous écrivons
P au lieu de (P,≤) et nous notons ≤ la relation d’ordre. Une relation de pré-ordre est
une relation réflexive et transitive. Si P et Q sont des ensembles ordonnés, une application
f : P → Q est croissante ou isotone si f(x) ≤ f(y) pour tous x ≤ y dans P .

Si ≤ est une relation d’ordre, alors l’ordre réciproque, généralement noté ≥ est défini
par a ≥ b si et seulement si b ≤ a pour tous a, b ∈ P . Le dual de P est l’ensemble ordonné
(P,≥).

La relation d’ordre ≤ est totale si la formule suivante est satisfaite dans P :

(∀x, y)(x ≤ y ou y ≤ x)

Un ensemble ordonné P est une chaîne si l’ordre de P est total. La longueur de P est
lh(P ) = sup{(cardC) − 1 | C ⊆ P est une chaîne} ; nous notons lhP = ∞ s’il y a des
chaînes arbitrairement grandes.

Soit Q ⊆ P . Un majorant de Q est un élément p ∈ P tel que q ≤ p pour tout q ∈ Q. Si
de plus p ∈ Q, alors p est le plus grand élément de Q. Comme ≤ est antisymétrique, alors
il y a bien unicité du plus grand élément. Nous définissons dualement, en utilisant l’ordre
réciproque, minorant de Q et plus petit élément de Q. Un ensemble ordonné P est bien
ordonné si toute partie non vide a un plus petit élément. Si P est un ensemble ordonné,
nous notons P− la partie de P formée des éléments non minimaux et P= la partie de P
formée des éléments non maximaux.

La borne supérieure de Q est le plus petit des majorants, noté
∨
Q s’il existe. Dualement,

la borne inférieure de Q est le plus grand des minorants noté
∧
Q, s’il existe. Si Q = {x, y},

nous notons, quand il n’y a pas ambiguïté, x∧ y la borne inférieure de Q et x∨ y la borne
supérieure de Q.

Soit P un ensemble ordonné. Soient x ≤ y dans P , nous notons [x, y]P = {t ∈ P | x ≤
t ≤ y}, ou simplement [x, y] si P est compris, un tel ensemble est appelé intervalle de P .
Un successeur de x ∈ P est un élément y > x de P tel que [x, y] = {x, y}, nous notons
alors y ≻ x, nous dirons aussi que x est un prédécesseur immédiat de y et noterons x ≺ y.
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Soit P un ensemble ordonné, soient Q,R des parties de P , nous posons :

Q ↓R = {x ∈ Q | q ≤ r pour un r ∈ R}.

Q ↑R = {x ∈ Q | q ≥ r pour un r ∈ R}.

Un ensemble ordonné T est un arbre s’il a un plus petit élément et T ↓ t est une chaîne
pour tout t ∈ T . Un ensemble ordonné P est bien fondé si toute partie non vide de P a
un élément minimal. On dit que P est initialement fini si P ↓ p est fini pour tout p ∈ P .
Une partie I de P est filtrante croissante si pour tous x et y dans I il existe z ∈ I tel que
z ≥ x et z ≥ y. Un idéal de P est une partie non vide filtrante croissante I de P telle que
P ↓ I = I. Nous notons IdP l’ensemble des idéaux de P . Soit p ∈ P , alors P ↓ p est l’idéal
engendré par p, un tel idéal est appelé idéal principal. L’idéal I est propre si I 6= P .

Dualement un filtre de P est un idéal du dual de P . Un filtre de P est donc une partie
non vide F de P tel que P ↑ F = F et pour tous x, y ∈ F il existe z ∈ F tel que x, y ≥ z.
Nous définissons aussi les filtres principaux. Soit p ∈ P , alors P ↑ p est le filtre engendré
par p, un tel filtre est appelé filtre principal. Le filtre F est propre si F 6= P .

Définition 2.3.2. Un sup-demi-treillis est une ∨-algèbre D telle que ∨ est associative,
commutative et idempotente. Un (∨, 0)-demi-treillis est une {∨, 0}-algèbre D telle que D
est un sup-demi-treillis et 0 est neutre pour ∨. Un (∨, 0, 1)-demi-treillis est une {∨, 0, 1}-
algèbre D telle que D est un (∨, 0)-demi-treillis et 1 est absorbant pour ∨.

Les classes de tous les sup-demi-treillis, tous les (∨, 0)-demi-treillis et tous les (∨, 0, 1)-
demi-treillis, respectivement forment des variétés d’algèbres.

Proposition 2.3.3. Soit D un sup-demi-treillis. On définit la relation ≤ par x ≤
y ⇐⇒ y = x ∨ y. Alors (D,≤) est un ensemble ordonné, de plus pour tous x, y ∈ D, la
partie {x, y} a x ∨ y comme borne supérieure. Si 0 est neutre pour ∨ alors 0 est le plus
petit élément de D. Si 1 est absorbant pour ∨ alors 1 est le plus grand élément de D.

Réciproquement si (D,≤) est un ensemble ordonné tel que pour tous x, y ∈ D, l’en-
semble {x, y} a une borne supérieure, notée x ∨ y, alors D est un sup-demi-treillis. Si de
plus D a un plus petit élément, alors D est un (∨, 0)-demi-treillis. Si D a aussi un plus
grand élément alors D est un (∨, 0, 1)-demi-treillis.

Dans la suite nous utiliserons la structure d’ensemble ordonné et la structure d’algèbre
des (∨, 0)-demi-treillis.

Définition 2.3.4. Un treillis est un ensemble ordonné (P,≤) tel que la borne supé-
rieure et la borne inférieure de {x, y} existent, elles sont alors notées x ∨ y et x ∧ y pour
tous x, y ∈ P .
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Proposition 2.3.5. Soit L un treillis, alors les lois binaires ∧ et ∨ vérifient les identités
suivantes :

x ∨ x = x x ∧ x = x (2.3.1)

x ∨ y = y ∨ x x ∧ y = y ∧ x (2.3.2)

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z (2.3.3)

x ∧ (x ∨ y) = x x ∨ (x ∧ y) = x (2.3.4)

Si de plus L a un plus petit élément 0 alors 0 est absorbant pour ∧ et 0 est neutre pour ∨.
Si L a un plus grand élément 1 alors 1 est neutre pour ∧ et absorbant pour ∨.

Soit L une (∨,∧)-algèbre vérifiant les identités (2.3.1)-(2.3.4), alors L est un treillis
pour l’ordre défini par x ≤ y ⇐⇒ x ∨ y = y pour tous x, y ∈ L. La borne supérieure de
{x, y} est x∨ y, la borne inférieure de {x, y} est x∧ y. Si nous avons un élément 0 neutre
pour ∨ ou absorbant pour ∧, alors 0 est le plus petit élément de L. Similairement si nous
avons un élément 1 absorbant pour ∨ ou neutre pour 0 alors 1 est le plus grand élément.

En particulier la classe de tous les treillis, (resp., les treillis minorés, resp., les treillis ma-
jorés, resp., les treillis bornés) est une variété de {∨,∧}-algèbres (resp., {∨,∧, 0}-algèbres,
resp., {∨,∧, 1}-algèbres, resp., {∨,∧, 0, 1}-algèbres). Dans la suite nous utiliserons la struc-
ture d’ensemble ordonné et la structure d’algèbre des treillis.

La proposition suivante est montrée dans [13, Lemma I.4.8].

Proposition 2.3.6. Soit L un treillis, alors IdL est un treillis qui satisfait les mêmes
identités que L.

En particulier si V est une variété de treillis et L ∈ V alors IdL ∈ V.

Définition 2.3.7. Soit L un treillis. Le dual de L, noté Ld, est le treillis dont l’ordre
est l’ordre réciproque de celui de L. Cela revient à échanger les lois ∨ et ∧ de L.

Le dual d’une identité est l’identité dans laquelle on a échangé les symboles ∨ et ∧.
Si V est une variété de treillis alors le dual de V, notée par Vd, est la classe des duaux

des treillis de V. C’est la variété de tous les treillis satisfaisant les identités duales des
identités de V.

Définition 2.3.8. Un treillis L est distributif s’il satisfait l’identité suivante :

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
Un treillis L est modulaire s’il satisfait l’identité suivante :

x ∧ ((x ∧ y) ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
Un treillis L est arguésien s’il satisfait l’identité suivante :

(a0 ∨ b0) ∧ (a1 ∨ b1) ∧ (a2 ∨ b2) ≤ (a0 ∧ (a1 ∨ d)) ∨ (b0 ∧ (b1 ∨ d)),

où d désigne (a0 ∨ a1) ∧ (b0 ∨ b1) ∧
((

(a1 ∨ a2) ∧ (b1 ∨ b2)
)
∨
(
(a0 ∨ a2) ∧ (b0 ∨ b2)

))
.
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Remarque 2.3.9. Si t1 et t2 sont des termes, alors t1 ≤ t2 est équivalent à l’identité
t1 ∧ t2 = t1.

Tout treillis distributif est arguésien. Tout treillis arguésien est modulaire.

Si L est distributif alors :

x ∨ (y ∧ z) = x ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z) par (2.3.4).

= x ∨ ((x ∨ y) ∧ z) car L est distributif.

= (x ∧ (x ∨ y)) ∨ ((x ∨ y) ∧ z) par (2.3.4).

= (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) car L est distributif.

Donc tout treillis distributif est dualement distributif.
Soit L un treillis modulaire alors :

x ∨ ((x ∨ y) ∧ z) = (x ∧ (x ∨ y)) ∨ ((x ∨ y) ∧ z) par (2.3.4).

= (x ∨ y) ∧ ((x ∧ (x ∨ y)) ∨ z) car L est modulaire.

= (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) par (2.3.4).

Donc tout treillis modulaire est dualement modulaire.
Le théorème suivant a été montré par Stone.

Théorème 2.3.10 (Stone). La variété de tous les treillis distributifs est la plus petite
variété non-triviale de treillis.
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Fig. 2.1. Les treillis M3 et N5.

Le treillis M3 est modulaire mais pas distributif. Le treillis N5 n’est ni modulaire ni
distributif. Nous notons M3 la variété de treillis engendrée par M3 et N5 la variété de
treillis engendrée par N5.

Le théorème suivant montre que M3 est N5 sont minimaux pour ces propriétés. En
particulier cela implique que M3 est la plus petite variété de treillis modulaires non distri-
butive et N5 est la plus petite variété de treillis non modulaires. On en trouve une preuve
dans [13, Theorem II.1.2].
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Théorème 2.3.11. Un treillis L est modulaire si et seulement si aucun de ses sous-
treillis n’est isomorphe à N5.

Un treillis L est distributif si et seulement s’il n’a aucun sous-treillis isomorphe à M3

ou N5.

Définition 2.3.12. Soit L un treillis. Un élément x ∈ L est inf-irréductible si pour
toute partie finie X de L vérifiant

∧
X = x, nous avons x ∈ X.

Un élément x ∈ L est complètement inf-irréductible si pour toute partie X de L vérifiant∧
X = x, nous avons x ∈ X.

L’ensemble de tous les éléments complètement inf-irréductible de L est noté M(L).
Si x est complètement inf-irréductible, alors

∧
y>x y existe, cet élément est noté x∗, nous

avons alors x ≺ x∗.

En fait x∗ est le plus petit élément strictement plus grand que x, c’est le seul successeur
de x.

Définition 2.3.13. Un treillis L est complet, si toute partie Q ⊆ L a une borne
supérieure et une borne inférieure.

Un élément x ∈ L est compact si lorsque x ≤ ∨X pour une partie X de L alors x ≤ ∨Y
pour une partie finie Y de X. L’ensemble des éléments compacts de L, noté C(L), est alors
un (∨, 0)-demi-treillis pour la restriction de l’ordre de L.

Un treillis complet L est algébrique si tout élément x de L s’écrit x =
∨
Q pour une

certaine partie Q de C(L).
Soit A et B des treillis algébrique. Un morphisme de treillis algébriques est une ap-

plication f : A → B telle que f(
∨
X) =

∨
f(X) pour tout X ⊆ A, et f(x) est compact

pour tout x ∈ C(A). Un tel morphisme ne préserve pas en général l’opération de borne
inférieure.

Par exemple si E est un ensemble alors P(E) est un treillis algébrique. Les éléments
compacts sont les parties finies de E. Si D est un (∨, 0)-demi-treillis alors l’ensemble des
idéaux de D, noté IdD, est un treillis algébrique, dont les éléments compacts sont les
idéaux principaux.

Si G est un groupe alors l’ensemble SubG des sous-groupes de G est un treillis algé-
brique, dont les éléments compacts sont les sous-groupes finiment engendrés. De manière
similaire, si V est un espace vectoriel alors SubV l’ensemble des sous-espaces vectoriels
de V est un treillis algébrique, les éléments compacts sont les sous-espaces vectoriels fini-
ment engendrés, c’est à dire de dimension finie.

Définition 2.3.14. Soit φ : D → D′ un morphisme de (∨, 0)-demi-treillis. Nous notons
Idφ : IdD → IdD′ l’application qui à I ∈ IdD associe l’idéal de D′ engendré par φ(I) =
{φ(x) | x ∈ I}.

Soit f : A→ B un morphisme de treillis algébriques. Nous notons C(f) : C(A)→ C(B)
la restriction de f de C(A) vers C(B).

Théorème 2.3.15. Soit S la catégorie des (∨, 0)-demi-treillis, soit A la catégorie des
treillis algébriques. Alors Id et C sont des foncteurs qui définissent une équivalence de
catégories entre les catégories S et A .
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La notion de distributivité des treillis s’étend aux (∨, 0)-demi-treillis. Cette notion ne
s’exprime plus avec des identités, mais avec une formule du premier ordre.

La proposition suivante est montrée dans [13, Lemma II.5.1].

Définition 2.3.16. Un (∨, 0)-demi-treillis D est distributif si pour tous x, y, z dans D
tels que x ≤ y ∨ z, il existe y′, z′ dans D tels que y′ ≤ y, z′ ≤ z et x = y′ ∨ z′.

La proposition suivante montre le lien entre la distributivité pour les treillis et celle
pour les (∨, 0)-demi-treillis.

Proposition 2.3.17. Soit D un (∨, 0)-demi-treillis, alors D est distributif si et seule-
ment si IdD est distributif.

Soit L un treillis algébrique, alors L est distributif si et seulement si C(L) est distributif.

Définition 2.3.18. Soit L un treillis, un idéal N de L est neutre, si le sous-treillis de
IdL engendré par N, I, J est distributif pour tous I, J ∈ IdL.

Nous notons NId(L) l’ensemble de tous les idéaux neutres de L.

Définition 2.3.19. Soit L un treillis borné, soit x ∈ L. Notons 0 le plus petit élément
de L et 1 le plus grand élément de L. Un complément de x est un élément y ∈ L tel que
x ∧ y = 0 et x ∨ y = 1.

Un treillis L est complémenté si tout élément a au moins un complément. Un treillis L
est uniquement complémenté si tout élément a exactement un complément.

Un treillis L est sectionnellement complémenté s’il a un plus petit élément (ici noté 0)
et pour tout x ∈ L, le treillis [0, x] = {t ∈ L | 0 ≤ t ≤ x} est complémenté.

Un treillis L est booléen s’il est distributif et complémenté.

Remarque 2.3.20. Le treillis Mn pour tout n ≥ 3 (cf. Figure 4.3) est complémenté
mais pas uniquement complémenté.

Tout treillis booléen est uniquement complémenté. Si X est un ensemble, alors P(X)
est un treillis booléen. Si X est un ensemble fini, alors P(X) est un treillis booléen fini, de
plus tout treillis booléen fini est isomorphe à un tel treillis.

Notation 2.3.21. Soit L un treillis avec 0, soient a, b, c dans L tels que b ≤ a, nous
noterons a = b⊕ c si a = b ∨ c et 0 = b ∧ c.

Remarque 2.3.22. Par définition, si L est sectionnellement complémenté, alors pour
tous a ≤ b dans L, il existe c ∈ L tel que a = b⊕ c. Cependant un tel élément n’est pas en
général unique.

Lemme 2.3.23. Soient K et L des treillis sectionellement complémentés, soit f : K → L
un morphisme de treillis préservant 0, alors f est injective si et seulement si f sépare 0
(i.e. f(x) = 0 implique x = 0 pour tout x ∈ K).

Définition 2.3.24. Soit L un treillis. Soient a, b, x dans L. Les éléments a et b sont
perspectifs relativement à x si a ∧ x = b ∧ x et a ∨ x = b ∨ x. Nous notons alors a ∼x b.

Soient a, b dans L. Les éléments a et b sont perspectifs s’il existe x ∈ L tel que a ∼x b.
Nous notons alors a ∼ b.
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Proposition 2.3.25. Soit L un treillis sectionnellement complémenté. Un idéal I de
L est neutre si et seulement s’il est clos par perspectivité, c’est à dire pour tous a et b
éléments perspectifs de L si a ∈ I alors b ∈ I.

La proposition suivante est prouvée dans [1, Theorem III.13.20] et [13].

Proposition 2.3.26. Si L est un treillis modulaire sectionellement complémenté, alors
ConL ∼= NIdL.

Définition 2.3.27. Un treillis L satisfait la condition de Whitman si pour tous a, b, c
et d dans L :

a ∧ b ≤ c ∨ d implique soit a ≤ c ∨ d soit b ≤ c ∨ d soit a ∧ b ≤ c soit a ∧ b ≤ d.

Cette condition a été introduite par Whitman parmi quatre autres pour caractériser
les treillis libres. Comme l’illustre la proposition suivante d’autres treillis vérifient cette
condition.

Proposition 2.3.28. Le treillis Mn satisfait la condition de Whitman pour tout n ≥ 3.

Rappelons la notion de projectivité pour un treillis.

Définition 2.3.29. Soit K une classe de treillis. Un treillis L ∈ K est projectif dans K

si pour tout morphisme surjectif f : A։B de treillis dans K et tout morphisme de treillis
g : L→ B, il existe un morphisme h : L→ A tel que f ◦ h = g.

En particulier si L est un treillis projectif dans K, pour tout A ∈ K et tout morphisme
surjectif f : A ։ L il existe un morphisme injectif h : L →֒ A tel que f ◦ h = idL (en
particulier, L est un rétracte de A).

Davey et Sands ont montré dans [4, Theorem 1] un lien entre la condition de Whitman
et la projectivité.

Théorème 2.3.30 (Davey-Sands). Soit K la classe de tous les treillis sans chaînes
infinies. Un treillis L ∈ K est projectif dans K si et seulement s’il satisfait la condition de
Whitman.

Définition 2.3.31. Une 2-échelle I est un treillis initialement fini, tel que tout élément
a au plus deux prédécesseur immédiat.

Nous utiliserons dans cette thèse une 2-échelle comme indexe de système filtrant crois-
sant. Ditor a démontré le lemme suivant dans dans [3], en utilisant le lemme de Zorn.

Lemme 2.3.32. Il existe une 2-échelle de cardinal ℵ1.

2.4. Congruences

Notation 2.4.1. Soit X un ensemble et θ est une relation d’équivalence sur X, soit x ∈
X. La classe d’équivalence de x modulo θ est x/θ = {y ∈ X | (x, y) ∈ θ}, un tel ensemble
est appelé une classe d’équivalence de α. Si X ′ ⊆ X, nous notons X ′/θ = {x/θ}x ∈ X ′,
ainsi X/θ est l’ensemble de toutes les classes d’équivalences de α.
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Définition 2.4.2. Soit L un type de similarité, soit A une L -algèbre. Une congruence
de A est une relation d’équivalence α de A telle que si (ak, bk) ∈ α pour tous 1 ≤ k ≤ n,
alors (ℓ(a1, . . . , an), ℓ(b1, . . . , bn)) ∈ α pour toute loi n-aire ℓ ∈ L .

Le treillis des congruences de A est l’ensemble de toutes les congruences de A avec
comme ordre l’inclusion, ce qui lui donne une structure de treillis, noté ConA.

Le quotient de A par α, noté A/α, est l’ensemble des classes d’équivalence de α.
Soit X ⊆ A2, alors

⋂{α ∈ ConA | α ⊇ X} est une congruence appelée congruence
engendrée par X et notée ΘA(X), c’est la plus petite congruence contenant X.

Soit f : A→ B un morphisme de treillis, nous posons :

Con f : ConA→ ConB

α 7→ ΘB({(f(x), f(y)) | (x, y) ∈ α})
Une congruence α est finiment engendrée si elle s’écrit ΘA(X) pour un certain X ⊆ A2

fini. Nous notons ConcA l’ensemble des congruences finiment engendrées de A, c’est un
(∨, 0)-demi-treillis. Si B ⊆ A nous notons Conc

B(A) = {ΘA(X) | X ∈ [B2]<ω} l’ensemble
des congruences de A finiment engendrées par des paramètres dans B.

Soit f : A → B un morphisme de treillis, nous posons Conc f : ConcA → ConcB la
restriction de Con f de ConcA vers ConcB. C’est un morphisme de (∨, 0)-demi-treillis.

Posons f−1(β) = {(x, y) ∈ A2 | (f(x), f(y)) ∈ β}, c’est une congruence de A.
Le noyau de f est ker f = f−1(idB) = {(x, y) ∈ A2 | f(x) = f(y)}.
Si G est un groupe alors les congruences de G correspondent aux sous-groupes normaux

de G. En fait si N est un sous-groupe normal de G, alors la relation θN défini par (x, y) ∈
θN si et seulement si xy−1 ∈ N est une congruence de G. Réciproquement si θ est une
congruence de G, alors Nθ = {x ∈ G | (x, e) ∈ θ} (où e désigne l’élément neutre de G) est
un sous-groupe normal de G.

Si A est un anneau, alors les congruences de A correspondent aux idéaux bilatères de
A, cela se fait de manière analogue au cas des groupes (cf. Proposition 2.7.4).

Le lemme suivant montre qu’on peut reconnaître qu’un morphisme f injectif en connais-
sant seulement Conc f . Un morphisme φ de (∨, 0)-demi-treillis sépare 0 si le seul élément
ayant pour image 0 par φ est 0.

Lemme 2.4.3. Soit f : A → B un morphisme d’algèbres, alors f est injective si et
seulement si Conc f sépare 0.

Théorème 2.4.4 (Birkhoff). Soit L un type de similarité, soit A une L -algèbre. Alors
ConA est un treillis algébrique. Les congruences compactes de ConA sont les congruences
finiment engendrées de A.

En utilisant le Théorème 2.3.15 nous obtenons alors ConA ∼= Id ConcA. Cela montre
que pour avoir une bonne compréhension de ConA il suffit de connaître ConcA.

Proposition 2.4.5. Soit L un type de similarité. Soit A une L -algèbre. Soit α une
congruence de A, alors A/α a une structure de L -algèbre. L’application π : A ։ A/α,
x 7→ x/α est un morphisme surjectif d’algèbres, appelée projection canonique.

L’application Con π induit un isomorphisme (ConA) ↑ α→ Con(A/α).
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Notation 2.4.6. Soient α ⊆ β des congruences de A. La congruence quotient de β par
α est la congruence de A/α définie par β/α = (Con π)(β), où π : A։A/α est la projection
canonique.

Proposition 2.4.7. Soit f : A → B un morphisme d’algèbres. Soit α ∈ ConA, soit
β ∈ ConB. Si (Con f)(α) ⊆ β, alors g : A/α → B/β, x/α 7→ f(x)/β définit un mor-
phisme d’algèbres. Notons π : A։ A/α et π′ : B ։ B/β les projections canoniques, alors
le diagramme suivant est commutatif :

A
f−−−→ B

π

y
yπ′

A/α −−−→
g

B/β

Proposition 2.4.8. Soit B une algèbre, soit A une sous-algèbre de B, notons f : A→
B le morphisme d’inclusion. Soit θ ∈ ConB, alors θ ∩ (A × A) = f−1(θ). Nous notons
alors A/θ = {a/θ | a ∈ B}, c’est une sous-algèbre de B/θ. Dans la suite nous noterons
A/θ au lieu de A/θ ∩ (A× A).

Soit A une algèbre, soit θ ∈ ConA, soit X ⊆ A. Nous notons X/θ = {x/θ | x ∈ X}, la
Proposition 2.4.8 montre qu’il n’y a pas d’ambiguïté, même pour X sous-algèbre de A.

Si α et β sont des relations de A, nous notons α ◦ β la composée de relations définie de
la manière suivante :

α ◦ β = {(x, y) ∈ A2 | (∃z ∈ A)((x, z) ∈ α et (z, y) ∈ β}.
Soit (Ai)i∈I une famille d’algèbres de même type de similarité. Soit αi une congruence

de Ai, pour tout i ∈ I. Nous notons
∏
i∈I αi la congruence de

∏
i∈I Ai définie de la manière

suivante :
∏

i∈I

αi =

{(
(xi)i∈I , (yi)i∈I

)
∈
∏

i∈I

Ai ×
∏

i∈I

Ai |
(
∀i ∈ I

)(
(xi, yi) ∈ αi

)}

Définition 2.4.9. Soit A une algèbre, soit n ∈ ω. L’algèbre A est congruence n-
permutable si pour tous α et β dans ConA nous avons :

α ◦ β ◦ α ◦ . . .︸ ︷︷ ︸
n fois

= β ◦ α ◦ β . . .︸ ︷︷ ︸
n fois

L’algèbre A est congruence-permutable si elle est congruence 2-permutable, c’est à dire
que pour tous α, β dans ConA nous avons α ◦ β = β ◦ α.

Par exemple tous les groupes sont congruence-permutables. La chaîne à trois éléments
en tant que treillis est congruence 3-permutable, mais n’est pas congruence-permutable.
Une chaîne infinie en tant que treillis n’est congruence n-permutable pour aucun entier n.

Définition 2.4.10. Une algèbre A est congruence-distributive si ConA est distributif
(ou de manière équivalente ConcA est distributif). Une variété d’algèbres V est congruence-
distributive si toutes les algèbres de V sont congruence-distributives.
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Exemple 2.4.11. La variété de tous les treillis est congruence-distributive (Funayama
et Nakayama dans [9]). La variété de toutes les algèbres de majorité est congruence-
distributive (Jónsson [24]).

Exemple 2.4.12. Posons G = Z/2Z × Z/2Z. Le treillis des congruences de G est
isomorphe à SubG, lui-même isomorphe à M3. Ce treillis n’est pas distributif (cf. Théo-
rème 2.3.11), donc G n’est pas congruence-distributif.

Lemme 2.4.13. Soit A et B deux algèbres, supposons que A × B soit congruence-
distributive, alors :

ConA× ConB → Con(A× B)

(α, β) 7→ α× β, est un isomorphisme.

Remarque 2.4.14. Comme l’illustre l’exemple 2.4.12, il faut bien supposer que A ×
B est congruence-distributive, car en posant A = B = Z/2Z, les groupes A et B sont
congruence-distributifs, mais Con(A×B) 6∼= ConA× ConB.

Définition 2.4.15. Une algèbre A est sous-directement irréductible si elle a une plus
petite congruence non nulle (i.e différente de la congruence id). Cela revient à dire que
l’ensemble sous-jacent de A n’est pas un singleton et l’identité de A est complètement
inf-irréductible.

Si A est sous-directement irréductible, alors le monolithe de A la plus petite congruence
non nulle de A.

Une algèbre A est simple si ConA est une chaîne à deux éléments. Cela revient à dire
que l’ensemble sous-jacent de A n’est pas un singleton et que toute congruence de A est
soit l’identité de A soit A×A.

Notation 2.4.16. Soit V une variété d’algèbres, nous notons SI(V) la classe de toutes
les algèbres sous-directement irréductibles de V.

Exemple 2.4.17. Soit A une algèbre, soit θ ∈ M(ConA), alors A/θ est sous-directement
irréductible de monolithe θ∗/θ.

La notion de groupe simple usuelle coïncide avec la notion d’algèbre simple, car les
sous-groupes normaux correspondent aux congruences.

Proposition 2.4.18. Soit L un treillis modulaire de longueur finie, si L est sous-
directement irréductible, alors L est simple.

Cela provient du résultat plus général suivant :

Proposition 2.4.19. Soit L un treillis modulaire de longueur finie, alors ConL est
booléen.

Le treillis des congruences d’une algèbre est algébrique, dans un tel treillis les éléments
complètement inf-irréductibles ont un rôle important. Le théorème suivant est prouvé dans
[10, Theorem I.4.23].

Théorème 2.4.20. Dans un treillis algébrique tout élément est la borne inférieure d’un
ensemble d’éléments complètement inf-irréductibles.
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Ce théorème s’applique en particulier dans un treillis des congruences d’une algèbre.
La congruence id est la borne inférieure d’un ensemble d’éléments complètement inf-
irréductibles. Nous pouvons en déduire le Théorème de Birkhoff suivant.

Théorème 2.4.21 (Birkhoff). Une algèbre A est un produit sous-direct de ses quotients
sous-directement irréductibles, défini de la manière suivante :

A→
∏

θ∈M(ConA)

A/θ

a 7→ (a/θ)θ∈M(ConA)

En conséquence pour toute variété V d’algèbres nous avons V = PSSI(V).

2.5. Ultraproduits

Définition 2.5.1. Soit X un ensemble. Un filtre sur X est un filtre de P(X).
Un ultrafiltre sur X est un filtre propre maximal de P(X).

En particulier P(X) ↑ {x} = {Y ⊆ X | x ∈ Y } est un ultrafiltre sur X, pour tout
x ∈ X. Un tel ultrafiltre est appelé ultrafiltre principal.

Une quasi-partition d’un ensemble X est une famille (Yk)k∈K de parties de X telle que
X =

⋃
k∈K Yk et Yk ∩ Yl = ∅ pour tout k 6= l dans K (nous ne demandons pas que les Yks

soient non vides). La quasi-partition est finie si K est fini.

Proposition 2.5.2. Soit U un ultrafiltre sur un ensemble X. Soit (Yk)k∈K une quasi-
partition finie de X, alors il existe k ∈ K tel que Yk ∈ U.

La proposition suivante permet de construire des ultrafiltres non principaux. Cependant
pour la prouver il faut utiliser le Lemme de Zorn.

Proposition 2.5.3. Tout filtre propre est inclus dans un ultrafiltre.

Démonstration. Soit F un filtre propre sur un ensemble X, soit C une chaîne de
filtres propres contenant F , alors

⋃
C est un filtre propre contenant F . Le lemme de

Zorn implique qlors qu’il existe des éléments maximaux dans l’ensemble des filtres propres
contenant F . �

Par exemple, fixons un ensemble infini X, posons F = {Y ⊆ X | X − Y est fini},
l’ensemble des parties de X dont le complémentaire est fini. Il est facile de voir que F est
un filtre propre. Il existe donc un ultrafiltre U contenant F . Supposons que U soit principal.
Soit x ∈ X tel que U = P(X) ↑ {x}, en particulier {x} ∈ U, mais X − {x} ∈ F ⊆ U, donc
∅ = {x}∩ (X−{x}) ∈ U. En conséquence U = P(X) n’est pas propre ; contradiction. Cela
nous permet donc de construire un ultrafiltre non principal.

La donnée d’un filtre sur un ensemble X permet de construire une congruence d’un
produit d’algèbres sur X.

Proposition 2.5.4. Soit (Ax)x∈X une famille d’algèbres de même type de similarité et
soit F un filtre sur X. Posons A =

∏
x∈X Ax, considérons la relation définie de la manière

suivante :
ΘF =

{
(a, b) ∈ A2 | {x ∈ X | ax = bx} ∈ F

}
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alors ΘF est une congruence de A.

La notation ΘF sera utilisée dans la suite de cette section, sans préciser la famille
d’algèbres.

Définition 2.5.5. Un ultraproduit des (Ax)x∈X est un quotient (
∏
x∈X Ax)/ΘF , où F

est un ultrafiltre sur X.
Soit K une classe d’algèbres de même type de similarité, nous notons PUK la classe de

tous les ultraproduits de toutes les familles d’algèbres de K.

Les ultraproduits satisfont les même formules du premier ordre que leurs facteurs.

Théorème 2.5.6 (Łoš). Soit U un ultrafiltre sur X, soit (Ax)x∈X une famille d’algèbres
de même type de similarité, soit ψ une formule du premier ordre sans variables libres. Alors∏
x∈X Ax/ΘU satisfait ψ si et seulement si {x ∈ X | Ax satisfait ψ} appartient à U.

En particulier un ultraproduit d’un nombre fini d’algèbres finies est l’une de ces algèbres.

Proposition 2.5.7 (Frayne, Morel et Scott). Soit K une classe finie d’algèbres finies
de même type de similarité. Alors PUK = K.

Le lemme suivant est prouvé par Jónsson dans [24], voir aussi [22, Lemma 1.4]

Lemme 2.5.8 (Jónsson). Soit (Ax)x∈X une famille d’algèbres. Posons A =
∏
x∈X Ax,

soit B une sous-algèbre congruence-distributive de A, soit θ une congruence inf-irréductible
de B. Alors il existe un ultrafiltre U sur X tel que ΘU ↾ B ⊆ θ.

Ce lemme permet de trouver les treillis sous-directement irréductibles d’une variété
congruence-distributive, à partir d’un ensemble de générateurs de cette variété.

Proposition 2.5.9 (Jónsson [24]). Soit K une classe d’algèbres telle que VarK soit
congruence-distributive. Alors :

SI(VarK) ⊆ HSPUK,

VarK = PSHSPUK.

En utilisant la Proposition 2.5.7, nous montrons qu’une variété finiment engendrée
d’algèbres congruence-distributives n’a qu’un nombre fini de sous-variétés.

Proposition 2.5.10 (Jónsson [24]). Soit K une classe finie d’algèbres finies tel que
VarK soit congruence-distributive. Alors

SI(VarK) ⊆ HSK,

VarK = PSHSK.

La classe SI(VarK) n’a à isomorphisme près qu’un nombre fini de membres. La variété
VarK n’a qu’un nombre fini de sous-variétés.

Ce qui nous donne de plus un moyen de trouver les algèbres sous-directement irré-
ductibles, il suffit de tester toutes les algèbres quotients d’une sous-algèbre d’une algèbre
de K.
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2.6. Groupes abéliens pré-ordonnés

Définition 2.6.1. Un monoïde commutatif A est conique si x + y = 0 implique x =
y = 0, pour tous x, y ∈ A.

Un monoïde commutatif A est de raffinement si pour tous a0, a1, b0 et b1 dans A tels
que a0 + a1 = b0 + b1 il existe c0,0, c0,1, c1,0, c1,1 tels que :

a0 = c0,0 + c0,1, a1 = c1,0 + c1,1, b0 = c0,0 + c1,0 et b1 = c0,1 + c1,1.

Par exemple Nn est un monoïde de raffinement conique.

Définition 2.6.2. Soit A un monoïde commutatif. Le pré-ordre algébrique sur A est
la relation définie, pour tous x, y ∈ A, par x ≤ y ⇐⇒ (∃z ∈ A)(x+ z = y).

Remarque 2.6.3. Il est immédiat que ≤ est une relation de pré-ordre sur A. Ce n’est
pas en général une relation d’ordre, si par exemple A est un groupe abélien, alors x ≤ y
pour tous x, y ∈ A.

Définition 2.6.4. Un cône d’un groupe abélien G est un sous-monoïde du monoïde
sous-jacent à G. Un cône C de G est strict si le seul élément x de G tel que x et −x sont
dans C est 0.

Par exemple Nn est un cône strict de Zn. On remarque que si C est un cône strict d’un
monoïde G, alors C est conique.

Définition 2.6.5. Un groupe abélien pré-ordonné est un groupe abélien G muni d’une
relation de pré-ordre ≤ compatible avec + (i.e. telle que si x ≤ y et x′ ≤ y′ dans G, alors
x+ x′ ≤ y + y′).

Le cône ou monoïde des éléments positifs de G, noté G+ est {x ∈ G | 0 ≤ x}.
Soit G et H des groupes abéliens pré-ordonnés. Un morphisme de groupes abéliens pré-

ordonnés est un morphisme de groupes f : G→ H préservant le pré-ordre. Ce qui équivaut
à f(G+) ⊆ H+.

Un groupe abélien ordonné est un groupe abélien pré-ordonné dans lequel la relation
de pré-ordre est une relation d’ordre. Ceci équivaut à dire que le monoïde G+ est conique.

Remarque 2.6.6. Si G est groupe abélien pré-ordonné, alors la restriction de l’ordre
de G à G+ est l’ordre algébrique sur G+.

On peut considérer un groupe abélien pré-ordonné comme un couple (G,C) où G est
un groupe abélien et C est un cône de G. La relation d’ordre est alors définie par x ≤ y
dans G si y − x ∈ C.

Définition 2.6.7. Une unité d’ordre d’un groupe abélien pré-ordonné G est un élément
u ∈ G+ tel que pour tout x ∈ G il existe n ∈ N tel que x ≤ nu, où nu = u+ u+ · · ·+ u︸ ︷︷ ︸

n fois

.

Remarque 2.6.8. Si u est une unité d’ordre d’un groupe abélien pré-ordonné G, alors
pour tout x ∈ G il existe n ∈ N tel que −nu ≤ x ≤ nu. Tout élément x ∈ G s’écrit
x = nu− (nu− x), où nu et nu− x sont des éléments positifs de G, donc G est engendré
en tant que groupe par G+.
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Définition 2.6.9. La catégorie des groupes abéliens pré-ordonnés avec unité d’ordre,
notée P, est la catégorie dont les objets sont les couples (G, u) où G est un groupe abélien
pré-ordonné et u est une unité d’ordre deG, une flèche f : (G, u)→ (H, v) est un morphisme
de groupes abéliens pré-ordonnés f : G→ H tel que f(u) = v.

Notation 2.6.10. Le foncteur ∇ est le foncteur qui a un groupe abélien associe son
plus grand quotient parmi ceux qui sont des demi-treillis. Ainsi ∇(M) = M/≍ où ≍ est
définie par x ≍ y ⇐⇒ (∃n ∈ N)(x ≤ ny et y ≤ nx), pour tous x, y ∈M .

Nous notons ∇ le foncteur qui à un groupe abélien pré-ordonné G associe ∇(G+).

2.7. Anneaux réguliers

Les résultats de cette section sont tous connus, la plupart des résultats sont prouvés
dans [19].

Définition 2.7.1. Un élément x d’un anneau R est idempotent, si x2 = x. Un élément
x d’un anneau unitaire R est inversible s’il existe y ∈ R tel que xy = yx = 1, dans ce
cas l’élément y est unique, c’est l’inverse de x, il est noté x−1. Deux éléments x et y de R
sont orthogonaux si xy = yx = 0. Une famille x1, . . . , xn est orthogonale si xi et xj sont
orthogonaux, pour tous i 6= j dans {1, . . . , n}.

Remarque 2.7.2. Un corps est un anneau dans lequel tout élément non nul a un
inverse.

Définition 2.7.3. Une partie I d’un anneau R est un idéal à droite de R, si I est
un sous-groupe de (R,+, 0) et xy ∈ I pour tout (x, y) ∈ I × R. Un idéal à droite de R
est un idéal à gauche de Rop. Un idéal bilatère de R est une partie de R qui est à la fois
idéal à droite et un idéal à gauche, nous appelons parfois idéal de R un idéal bilatère de
R. Nous notons Id(R) l’ensemble de tous les idéaux de R, c’est un treillis algébrique pour
l’inclusion ; nous notons IdcR l’ensemble de tous les éléments compacts de IdR.

Si x ∈ R, alors xR = {xλ | λ ∈ R} est un idéal à droite, appelé idéal à droite principal.
Nous notons L(R) = {xR | x ∈ R} ordonné par inclusion.

Proposition 2.7.4. Soit R un anneau, les applications suivantes sont des isomor-
phismes mutuellement réciproques de ConR dans IdR.

IdR→ ConR

I 7→ {(x, y) ∈ R2 | x− y ∈ I};

ConR→ IdR

θ 7→ {x ∈ R | (x, 0) ∈ θ}.
Notation 2.7.5. Si I est un idéal d’un anneau R, nous notons R/I au lieu du quotient

R/{(x, y) ∈ R2 | x− y ∈ I}. Si a ∈ R, nous notons a + I = {a + x | x ∈ I}, c’est la classe
de a modulo la congruence définie par I.
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Définition 2.7.6. Soit R un anneau (resp., un anneau unitaire), considérons le type
de similarité LR = {+,−, 0} ∪ {hλ | λ ∈ R}, où + est un symbole de loi binaire, 0 est un
symbole de constante et hλ est un symbole de loi unaire pour tout λ ∈ R. Un R-module à
droite est une algèbre (M,LR), telle que (M,+,−, 0) est un groupe abélien et satisfait les
identités suivantes :

hα(x+ y) = hα(x) + hα(y)

hβ(hα(x)) = hαβ(x)

Si R est un anneau unitaire, nous demandons de plus que h1(x) = x soit satisfaite.

Notation 2.7.7. Si R est un anneau, nous notons MR pour indiquer que M est un
R-module à droite. Nous notons aussi xλ au lieu de hλ(x) pour tout x ∈M et tout λ ∈ R.

Un sous-R-module ou sous-module est une sous-algèbre d’un module. Un morphisme
de R-modules est un morphisme d’algèbres entre R-modules. Si M est un module, nous
notons SubM le treillis de tous les sous-modules de M , c’est un treillis algébrique. Nous
notons SubcM le (∨, 0)-demi-treillis de tous les sous-modules finiment engendrés de M , ce
sont les éléments compactes de SubM .

Si K est un corps, un K-espace vectoriel est un K-module à droite.

Théorème 2.7.8. Soit G un groupe, alors ConG est arguésien. Soit R un anneau,
alors ConR ∼= IdR est arguésien. Soit R un anneau et soit M un R-module à droite, alors
SubM ∼= ConM est arguésien.

Exemple 2.7.9. Sur la Figure 2.2 nous avons le treillis Sub F3
2, où F2 désigne le corps

à deux éléments.
Soit R un anneau, alors R est muni d’une structure naturelle de R-module, il est

noté RR. Soit M un groupe abélien, alors M est muni d’une structure naturelle de Z-
module, il est noté MZ.

Soit R un anneau, alors SubRR est l’ensemble de tous les idéaux à droite de R, en
particulier L(R) ⊆ SubRR. Cependant L(R) n’est pas en général un treillis, comme le
montre l’exemple suivant (communiqué à l’auteur par F. Wehrung).

Posons R = Z[
√
−5]. Considérons N : R → N définie par N(u + v

√
−5) = u2 + 5v2,

pour tous u, v ∈ Z. Il est facile de vérifier que N est multiplicative. Posons a = 1 −
√
−5

et b = 1 +
√
−5. Nous avons 6 = a × b = 2 × 3, donc 2R et aR contiennent 6R et 2aR.

Supposons qu’il existe x ∈ R avec 2R, aR ⊇ xR ⊇ 6R, 2aR. Nous avons x ∈ 6R et x ∈ 2aR,
donc par la multiplicativité de la norme N(x) divise N(2a) = 24 et N(6) = 36, de même
N(2) = 4 et N(a) = 6 divisent N(x). Il en découle, par un simple calcul de pgcd et ppcm,
que N(x) = 12. Mais il est de plus facile de voir que u2 + 5v2 = 12 n’a pas de solutions
entières ; contradiction. Les éléments 2R et aR ne peuvent donc pas avoir de sup dans
L(R), ce dernier n’est donc pas un treillis.

Définition 2.7.10. Soit R un anneau et M est un R-module à droite, considérons
(EndM,+,−, ·, 0) où EndM est l’ensemble des morphismes de MR dans MR, muni des
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Fig. 2.2. Le treillis Sub F3
2.

opérations définies de la manière suivante :

f + g : M → M

x 7→ f(x) + g(x)

fg : M → M

x 7→ f(g(x))

0 : M → M

x 7→ 0

−f : M → M

x 7→ −f(x)

pour tous f, g dans EndM . Alors EndM est un anneau unitaire appelé anneau des endo-
morphismes de M .
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Définition 2.7.11. Soit R un anneau. Soit x ∈ R, un quasi-inverse de x est un élément
y ∈ R tel que x = xyx. L’anneau R est régulier au sens de von Neumann (nous dirons
régulier dans le reste de cette thèse) si tout x ∈ R a un quasi-inverse.

Supposons que R soit unitaire, alors R est régulier par unités si tout x ∈ R a un
quasi-inverse inversible.

Notons qu’un quasi-inverse n’est pas, en général, unique. Par exemple n’importe quel
élément est un quasi-inverse de 0.

Exemples 2.7.12. Tout corps est un anneau régulier (et même régulier par unités).
Notons Mn(F ) la F -algèbre des matrices n× n de F , pour tout corps F et tout entier

n > 0. Une F -algèbre matricielle est une F -algèbre isomorphe à Mk1(F )× · · · ×Mkn
(F ),

pour des entiers naturels k1, . . . , kn strictement positifs. L’anneau correspondant est appelé
anneau matriciel, il est régulier par unités (on dit alors que la F -algèbre correspondante
est régulière par unités).

Une F -algèbre localement matricielle est une F -algèbre telle que toute partie finie est
incluse dans une sous-algèbre matricielle. L’anneau correspondant est un anneau régulier
appelé anneau matriciel. Il est régulier par unité si et seulement si il est unitaire.

La classe de tous les anneaux réguliers est stable par produits directs, quotients et
limites inductives filtrantes croissantes.

Lemme 2.7.13. Soient x, y, a des éléments d’un anneau R. Si a est un quasi-inverse
de x − xyx, alors x a un quasi-inverse dans a + I, où I est l’idéal bilatère de R engendré
par y.

Démonstration. Posons x′ = x− xyx, alors :

x = x′ + xyx

= x′ax′ + xyx

= (x− xyx)a(x− xyx) + xyx

= xax− xaxyx− xyxax+ xyxaxyx+ xyx

donc x′ = xbx où b = a− axy − yxa+ yxaxy + y appartient à a+ I. �

Proposition 2.7.14 (cf. [19, Lemma 1.3]). Soit I un idéal d’un anneau R. Alors R
est régulier si et seulement si I et R/I sont réguliers.

Démonstration. Si R est régulier, alors il est facile de voir que R/I est aussi régulier.
Soit x ∈ I, soit y ∈ R un quasi-inverse de x, posons y′ = yxy dans I, alors xy′x = xyxyx =
xyx = x, donc y′ est un quasi-inverse de x dans I.

Réciproquement supposons que I et R/I soient réguliers. Soit x ∈ R. L’anneau R/I est
régulier, donc il existe y ∈ R tel que x+ I = xyx+ I, d’où x− xyx ∈ I. La régularité de
I implique l’existence d’un quasi-inverse de x− xyx, en conséquence par le Lemme 2.7.13,
x a un quasi-inverse. �

Proposition 2.7.15 (cf. [19, Proposition 1.4]). Tout produit sous-direct d’une famille
finie d’anneaux réguliers est un anneau régulier.
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Lemme 2.7.16. Soit a et b des éléments idempotents d’un anneau régulier R, alors aRb
est un sous-anneau de R, tout élément de aRb a un quasi-inverse dans bRa, a est neutre à
gauche et b est neutre à droite (pour la multiplication). En particulier, aRa est un anneau
régulier unitaire.

Démonstration. Il est immédiat que aRb est un sous-anneau de R. Soit x ∈ aRb,
alors il existe t ∈ R tel que x = atb, nous avons ax = aatb = atb = x, donc a est neutre
à gauche, de même b est neutre à droite. Soit y ∈ R un quasi-inverse de x, nous avons
xbyax = xyx = x, dons bya est un quasi-inverse de x, de plus bya est dans bRa. La
deuxième partie du lemme découle immédiatement de la première. �

Proposition 2.7.17 (cf. [19, Lemma 1.6]). Soit n un entier naturel non nul, soit
e1, . . . , en une famille orthogonale d’éléments idempotents d’un anneau unitaire R, telles
que 1 = e1 + · · ·+ en. Alors R est régulier si et seulement si pour tous i, j ∈ {1, . . . , n} et
tout x ∈ eiRej, il existe y ∈ ejRei tel que xyx = x.

Le théorème suivant est prouvé dans [19, Theorem 1.7].

Théorème 2.7.18. Soir R un anneau régulier unitaire, soit P un R-module à droite
projectif finiment engendré. Alors EndP est un anneau régulier.

Le lemme suivant est prouvé par Fryer et Halperin dans [8].

Lemme 2.7.19 (Fryer et Halperin). Soit R un anneau, soient a, b dans R tel que a soit
idempotent. Soit de plus u un quasi-inverse de b − ab. Alors les assertions suivantes sont
satisfaites :

(1) Posons c = (b− ab)u. Alors aR+ bR = (a+ c)R.

(2) Supposons que b soit idempotent et posons d = u(b−ab). Alors aR∩bR = (b−bd)R.

(3) Supposons que b soit idempotent et aR ⊆ bR. Alors bR = aR⊕ (b− ab)R.

Démonstration. (1) Comme a2 = a, nous avons ac = a(b−ab)u = (ab−a2b)u =
0, donc en utilisant le fait que u est un quasi-inverse de b − ab, nous obtenons
(a+c)c = c2 = (b−ab)u(b−ab)u = (b−ab)u = c, donc a = a+c−c = a+c−(a+c)c,
en conséquence aR ⊆ (a+ c)R. Nous avons b− ab = (b− ab)u(b− ab) = c(b− ab),
donc b = ab+ cb−cab = (a+ c)b− (a+ c)b et donc bR ⊆ (a+ c)R. En conséquence
aR+bR ⊆ (a+c)R. Réciproquement a+c = a+(b−ab)u = a(a−bu)+bu ∈ aR+bR,
donc (a + c)R ⊆ aR+ bR.

(2) Nous avons b − ab = (b − ab)u(b − ab) = (b − ab)d, donc b − bd = ab − abd =
a(b − bd) ∈ aR. L’égalité b2 = b implique que b − bd = b(b − d) ∈ bR ; par suite
(b − bd)R ⊆ aR ∩ bR. Réciproquement soit x ∈ aR ∩ bR. Comme a et b sont
idempotents, nous avons x = ax = bx, donc dx = u(b− ab)x = u(x− x) = 0, d’où
x = bx = (b− bd)x ∈ (b− bd)R. Donc aR ∩ bR ⊆ (b− bd)R.

(3) Nous avons a = a2 ∈ aR ⊆ bR et b est idempotent, donc a = ba. Soit x ∈
aR ∩ (b − ab)R. Comme a2 = a, nous avons x = ax ∈ a(b − ab)R = {0} ; en
conséquence aR ∩ (b− ab)R = {0}. L’égalité b = ab+ (b− ab) est satisfaite, donc
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bR ⊆ aR+(b−ab)R. Réciproquement de l’égalité a = ba et de l’idempotence de b
découle b− ab = b2 − bab = b(b− ab) ∈ bR, donc aR+ (b− ab)R ⊆ bR.

�

Remarque 2.7.20. Soit R un anneau. Soit x ∈ R, soit y un quasi-inverse de x, alors
x = xyx ∈ xR. Posons x′ = xy alors x′ est idempotent, car x′x′ = xyxy = xy = x′, de
plus xR = x′R, car xR = xyxR ⊆ xyR ⊆ xR. En particulier dans un anneau régulier,
nous avons x ∈ xR, pour tout x ∈ R et tout idéal principal est engendré par un élé-
ment idempotent. Le Lemme 2.7.19 montre que si R est un anneau régulier, alors tout
idéal à droite finiment engendré est un idéal principal, donc SubcRR = L(R) = {xR |
x élément idempotent de R}.

Une application directe du Lemme 2.7.19 montre ce qui suit :

Corollaire 2.7.21. Soit R un anneau régulier. L’ensemble ordonné L(R) est un sous-
treillis sectionnellement complémenté de SubRR. En particulier L(R) est Arguésien.

Le résultat suivant est prouvé par Herrmann dans [14, Proposition 3].

Corollaire 2.7.22 (Herrmann). Soit R un anneau régulier. Soit M un module à droite
d’un anneau S, soit f : R→ EndMS un morphisme d’anneaux. Alors il existe une unique
application ϕ : L(R) → SubMS telle que ϕ(xR) = im f(x). Cette application ϕ est un
morphisme de treillis préservant 0. Elle est injective si et seulement si f est injective.

Démonstration. Posons S = EndMS . Si xR ⊆ yR, alors, comme x ∈ xR, nous
avons x ∈ yR, donc f(x) ∈ f(y)S et donc im f(x) ⊆ im f(y). En conséquence l’application
ϕ est bien définie, elle est de plus isotone et ϕ({0}) = {0}.

Soient a, b idempotents dans R. Par le Lemme 2.7.19(1), il existe z ∈ R tel que aR +
bR = zR. Comme R est régulier, z ∈ zR, il existe donc x, y dans R tels que z = ax + by.
D’où :

ϕ(aR+ bR) = ϕ((ax+ by)R) = im f(ax+ by) ⊆ im f(a) + im f(b) = ϕ(aR) + ϕ(bR).

Comme ϕ est isotone, l’inclusion réciproque est aussi vraie et donc ϕ(aR+ bR) = ϕ(aR)+
ϕ(bR).

Soient a, b ∈ R idempotents, soit u un quasi-inverse de b − ab, posons d = u(b − ab),
nous avons alors aR ∩ bR = (b − bd)R (cf. Lemme 2.7.19(2)). Soit t ∈ ϕ(aR) ∩ ϕ(bR).
Comme f(a) et f(b) sont idempotents, t = f(a)(t) = f(b)(t), donc f(d)(t) = 0 et donc
t = f(b)(t) = f(b − bd)(t) appartient à im f(b − bd) = ϕ((b − bd)R) = ϕ(aR ∩ bR). Donc
ϕ(aR) ∩ ϕ(bR) ⊆ ϕ(aR ∩ bR). Comme ϕ est isotone l’inclusion réciproque est aussi vraie.
En conséquence ϕ est un morphisme de treillis préservant 0.

Comme L(R) est un treillis sectionnellement complémenté, ϕ est un isomorphisme si et
seulement si ϕ sépare 0 (cf. Lemme 2.3.23). Soit aR ∈ L(R). Nous avons les équivalences
suivantes ϕ(aR) = {0} ⇐⇒ im f(a) = {0} ⇐⇒ f(a) = 0 ⇐⇒ a ∈ ker f . Donc ϕ est
injective si et seulement si ker f = {0} ce qui est équivalent à f injective. �

Corollaire 2.7.23. Soit R et S des anneaux réguliers, soit f : R→ S un morphisme
d’anneaux. Il existe une unique application φ : L(R)→ L(S) telle que φ(xR) = f(x)S pour
tout x ∈ R, de plus φ est un morphisme de treillis.
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Démonstration. Considérons le groupe abélien sous-jacent à S comme un Z-module,
noté SZ, et définissons f(x) comme la multiplication à gauche par x de S (c’est un endomor-
phisme de S) pour tout x ∈ R. Ainsi f est un morphisme d’anneaux de R dans EndSZ. En
appliquant le Corollaire 2.7.22 à f nous obtenons une unique application ϕ : L(R)→ SubSZ

telle que φ(xR) = f(x)S pour tout x ∈ R, l’application ϕ est de plus un morphisme de
treillis préservant 0. Remarquons enfin que l’image de ϕ est incluse dans L(S). �

Remarque 2.7.24. Nous noterons L(f) l’application définie dans le Corollaire 2.7.23.
Nous avons L(idR) = idL(R) pour tout anneau régulier R. Si R, S, T sont des anneaux
réguliers et f : R → S et g : S → T sont des morphismes d’anneaux, alors L(g ◦ f) =
L(g) ◦ L(f). En conséquence L est un foncteur de la catégorie des anneaux réguliers et
morphisme d’anneaux dans la catégorie des treillis arguésien sectionnellement complémenté
et morphisme de treillis préservant 0.

Proposition 2.7.25. Soit F un corps, soit R = Mk1(F ) × · · · × Mkn
(F ), pour des

entiers naturels k1, . . . , kn > 0, alors L(R) ∼= SubF k1 × SubF k2 × · · · × SubF kn.

En particulier le treillis L(M3(F2)) est représenté sur la Figure 2.2.

Proposition 2.7.26. Le foncteur L préserve les limites inductives filtrantes crois-
santes.

Proposition 2.7.27. Si R est un anneau régulier, alors L(R) est borné si et seulement
si R est unitaire. Le plus grand élément est alors R = 1R.

Si R et S sont des anneaux réguliers unitaires et f : R→ S est un morphisme d’anneaux
unitaires, alors L(f) préserve les bornes.

Démonstration. Si R est unitaire, alors R = 1R ∈ L(R) est le plus grand élément.
Réciproquement soit eR le plus grand élément de L(R), nous pouvons supposer que e est
idempotent. Soit t ∈ R, alors tR ∈ L(R), donc t ∈ tR ⊆ eR, en utilisant e2 = e, nous
obtenons t = et.

Soit x ∈ R, par ce qui précède nous avons x = ex. Soit y un quasi-inverse de x − xe.
Par ce qui précède nous avons y = ey, donc :

x− xe = (x− xe)y(x− xe) = xyx− xyxe− xeyx+ xeyxe = xyx− xyxe− xyx+ xyxe = 0

donc x = xe = ex, donc R est unitaire.
Soient R et S des anneaux réguliers unitaires. Soit f : R→ S un morphisme d’anneaux

unitaires. Nous avons L(f)(1R) = f(1)S = 1S, donc f préserve bien les bornes. Réci-
proquement supposons que L(f) préserve les bornes, alors L(f)(1R) = f(1)S est le plus
grand élément de L(S), de plus f(1) est idempotent, donc par un raisonnement similaire
au précédent f(1) est l’élément neutre de S (pour ·). �

Proposition 2.7.28 (Jónsson dans [23, Lemma 10.2]). Soit R un anneau régulier et e
un élément idempotent de R. Alors eRe est régulier et la fonction I 7→ IR, définit un
isomorphisme de treillis de L(eRe) dans L(R) ↓ eR.
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Démonstration. Soit x ∈ eRe. Si y est un quasi-inverse de x dans R, alors eyexeye =
eyxye = exe = x donc eye est un quasi-inverse de x dans eRe. En conséqunce eRe est
régulier.

Soit t ∈ eRe. Soit I = teRe ∈ L(R), alors φ(I) = IR = teReR ⊆ teR = tR. Récipro-
quement φ(I) = IR = teReR = tReR ⊇ teR = tR. Donc φ(I) = φ(teRe) = tR est dans
L(R) ↓ eR. En fait φ = L(f), où f : eRe →֒ R est l’inclusion canonique.

Soit J ∈ L(R) ↓ eR. Soit x idempotent dans R tel que J = xR. Comme x ∈ xR ⊆ eR
et e est idempotent, nous avons ex = x. Donc xR = xxR = xrxR ⊆ xeR ⊆ xR, donc
xeR = xR = J . Posons a = xe, nous avons a2 = xexe = xxe = xe = a et J = aR, de plus
a = xe = exe ∈ eRe, d’où J = φ(aRe). Ce qui montre que φ est surjective.

Soit a un élément idempotent de eRe, φ(aRe)∩ eRe = aR∩ eRe = aRe ; donc φ est un
isomorphisme. �

Un treillis est coordinatisable s’il est isomorphe à L(R) pour un anneau régulier R. Une
conséquence immédiate de la proposition 2.7.28 est que tout idéal principal d’un anneau
coordinatisable est coordinatisable.

Le résultat suivant, prouvé par Faith et Utumi dans [6, Lemma 2], permet de réduire
des problèmes sur les anneaux réguliers au cas unitaire.

Proposition 2.7.29 (Faith et Utumi). Tout anneau régulier R est réunion filtrante
croissante de tous ses sous-anneaux de la forme eRe pour e idempotent de R.

Démonstration. Soit X une partie finie de R. Il découle du Corollaire 2.7.21 appliqué
à Rop qu’il existe un idempotent f de R tel que RX ⊆ Rf . Il découle du Corollaire 2.7.21
appliqué à R qu’il existe g un idempotent de R tel que XR+fR ⊆ gR. Nous avons f ∈ gR
et g est idempotent donc f = gf . Posons e = f + g− fg, un calcul direct montre que e est
idempotent. Comme fe = f et eg = g, nous obtenons que X ⊆ Rf = Rfe, donc X = Xe,
nous avons aussi X ⊆ gR = egR, donc X = eX. En conséquence X ⊆ eRe. �

Les équivalences suivantes, sur les isomorphismes d’idéaux (en tant que modules), sont
bien connues

Lemme 2.7.30. Soient a et b des éléments idempotents d’un anneau R. Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) aR et bR sont isomorphes en tant que R-modules à droite.

(ii) Il existe des éléments mutuellement quasi-inverses x, y dans R tels que a = yx et
b = xy.

(iii) Il existe x, y dans R tels que a = yx et b = xy.

Démonstration. Montrons (i) =⇒ (ii). Soit f : aR → bR un isomorphisme de R-
modules à droite. L’élément x = f(a) appartient à bR, et x = f(aa) = f(a)a appartient à
Ra, donc x ∈ bRa. Nous montrons de manière similaire que y = f−1(b) appartient à aRb.
Les égalités suivantes sont vraies :

a = f−1(f(a)) = f−1(x) = f−1(bx) = f−1(b)x = yx,
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de même b = xy. Par suite, en utilisant x ∈ Ra et y ∈ Rb, nous obtenons xyx = xa = x et
yxy = yb = y.

L’implication (ii) =⇒ (iii) est triviale. Montrons (iii) =⇒ (i). Soit t ∈ aR. En obser-
vant que xt = xat = xyxt = bxt appartient à bR, nous pouvons définir un homomorphisme
de R-modules à droite f : aR→ bR, t 7→ xt. Nous pouvons de même définir un morphisme
de R-modules à droite g : bR → aR, t 7→ yt. Soit t ∈ aR, alors g(f(t)) = yxt = at = t,
donc g ◦ f = idaR, nous obtenons de manière similaire f ◦ g = idbR, donc f et g sont
mutuellement réciproques. �

Remarque 2.7.31. Soient x, y ∈ R tels que a = yx et b = xy. Les éléments x et y sont
mutuellement quasi-inverses si et seulement si à la fois x ∈ bRa et y ∈ aRb.

Lemme 2.7.32. Soit M un R-module à droite sur un anneau R et soient A et B des
sous-modules de MR. Si A et B sont perspectifs dans le treillis SubMR, alors ils sont
isomorphes. Si A ∩ B = {0}, alors la réciproque est vraie.

Démonstration. Si C est un sous-module de MR tel que A ⊕ C = B ⊕ C, alors
l’application f : A → B qui à a ∈ A associe l’unique b ∈ B tel que a − b ∈ C est un
isomorphisme. Réciproquement si A ∩ B = {0} et f : A → B est un isomorphisme, alors
A⊕ C = B ⊕ C, où C = {a− f(a) | a ∈ A}. �

Le lemme suivant est prouvé par Wehrung dans [39, Lemma 4.1] dans le cas unitaire,
mais le résultat est vrai dans le cas général.

Lemme 2.7.33 (Wehrung). Soit I un idéal d’un anneau R. Soient a, b des idempotents
de R tels que aR et bR sont isomorphes en tant que R-modules à droite. Alors a ∈ I si et
seulement si b ∈ I.

Démonstration. Par le Lemme 2.7.30 il existe x ∈ bRa et y ∈ aRb tels que a = yx
et b = xy. Si a ∈ I, comme y ∈ aRb, nous avons y ∈ I, donc b = xy ∈ I. �

Les deux lemmes suivants sont prouvés par Wehrung dans [39, Lemma 4.2 et Theorem
4.3] dans le cas unitaire, mais ils restent vrais dans le cas général.

Lemme 2.7.34 (Wehrung). Soit R un anneau régulier et soit N un idéal de L(R).
Alors N est neutre si et seulement si N est clos par isomorphisme (i.e. si X ∈ N et
X ∼= Y , alors Y ∈ N).

Démonstration. Supposons que N soit clos par isomorphisme. Soit X ∈ N , soit
Y ∈ L(R) tel que X ∼ Y . Les modules XR et YR sont des sous-modules de RR, la
Proposition 2.3.25 implique qu’ils sont perspectifs dans SubRR = L(R). Le Lemme 2.7.32
implique alors que X et Y sont isomorphes.

Supposons que N soit neutre. Soient X, Y ∈ L(R) tels que X ∼= Y et Y ∈ N . Il découle
du Corollaire 2.7.21 qu’il existe Y ′ ∈ L(R) tel que (X∩Y )⊕Y ′ = Y . Comme X∩Y ⊆ X et
X ∈ N , nous avons X∩Y ∈ N . Comme X ∼= Y et Y ′ est un sous-module de Y , il existe X ′

un idéal à droite de R tel que X ′ ⊆ X et X ′ ∼= Y ′. Nous avons X ′∩Y ′ ⊆ X∩Y ∩Y ′ = {0},
donc X ′ ∩ Y ′ = {0}, donc le Lemme 2.7.32 implique que X ′ et Y ′ sont perspectif dans
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L(R). Nous avons X ′ ⊆ X, donc X ′ ∈ N , mais N est neutre, donc la Proposition 2.3.25
montre que Y ′ ∈ N , en conséquence Y = (X ∩ Y )⊕ Y ′ appartient à N . �

Lemme 2.7.35 (Wehrung). Soit R un anneau régulier et N un idéal neutre de L(R).
Alors xR ∈ N implique que yxR ∈ N , pour tous x, y ∈ R.

Démonstration. Soit y′ un quasi-inverse de y. Par la Proposition 2.7.29 il existe un
élément idempotent e de R tel que x, y ∈ eRe, en particulier xe = ex = x, ye = ey = y et
et = t pour tout t ∈ xR. Il découle du Corollaire 2.7.21 que Y = xR∩(e−y′y)R appartient
à L(R). Comme Y ⊆ xR et L(R) est sectionellement complémenté, il existe Z ∈ L(R) tel
que Y ⊕ Z = xR. Notons f : xR ։ yxR la multiplication à gauche par y. Soit t ∈ ker f ,
alors (e− y′y)t = et− y′yt = et− 0 = t, donc t ∈ Y . Réciproquement, soit t ∈ Y . Il existe
t′ ∈ R tel que t = (e− y′y)t′, donc yt = y(e− y′y)t′ = (ye− yy′y)t′ = (y − y)t′ = 0, d’où
t ∈ ker f . En conséquence ker f = Y . Donc f induit un isomorphisme de Z dans yxR.
Comme Z ⊆ xR, Z ∈ N , donc, le Lemme 2.7.34 implique yxR ∈ N . �

Le théorème suivant est prouvé par Wehrung dans [39, Theorem 4.3] pour R unitaire,
cependant le résultat reste vrai dans le cas général.

Théorème 2.7.36 (Wehrung). Soit R un anneau régulier. Alors nous pouvons définir
des isomorphismes mutuellement réciproques de la manière suivante :

ϕ : NId L(R)→ IdR

N 7→ {x ∈ R | xR ∈ N},

ψ : IdR→ NId L(R)

I 7→ L(R) ↓ I.

Démonstration. Soit N ∈ NId L(R). Soit x ∈ ϕ(N), soit y ∈ R. Nous avons xyR ⊆
xR, donc xyR ∈ N et donc xy ∈ ϕ(N). Le Lemme 2.7.35 montre que yxR ∈ N et donc
yx ∈ ϕ(N). En conséquence ϕ(N) est bien un idéal de R. Soient x et y des éléments
idempotents de R tels que X = xR et Y = yR.

Soit I un idéal de R. Par construction ψ(I) est un idéal de L(R). Soient X, Y ∈ ψ(I)
tels que X ∼= Y . Comme xR ⊆ I, x ∈ I, donc par le Lemme 2.7.33 nous avons y ∈ I, d’où
Y ⊆ I. En conséquence ψ(I) est stable par isomorphisme, le Lemme 2.7.34 implique alors
que ψ(I) est un idéal neutre de L(R). Il est facile de vérifier que ψ et φ sont mutuellement
réciproques. �

Le Corollaire 2.7.21 montre que L(R) est sectionellement complémenté pour tout an-
neau régulier R. Comme conséquence immédiate du Théorème 2.7.36 et de la Proposi-
tion 2.3.26 nous obtenons la proposition suivante, montrée par Wehrung dans [39, Corollary
4.4] dans le cas unitaire.

Proposition 2.7.37 (Wehrung). Pour tout anneau régulier R, Conc L(R) est iso-
morphe à IdcR.
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Nous allons maintenant introduire le foncteur K0 qui associe à un anneau un groupe
abélien pré-ordonné, pour plus de détails le lecteur peut consulter [19, Section 15].

Définition 2.7.38. Soit R un anneau, nous notons FP(R) la classe de tous les K-
modules à droite projectifs finiment engendrés. Nous notons V (R) le monoïde commutatif
des classes d’isomorphismes des éléments de FP(R). Nous notons [A]v la classe du module
à droite projectif finiment engendré A dans V (R). L’addition est définie par [A]v + [B]v =
[A× B]v. L’élément neutre est [0]v où 0 désigne le R-module à gauche à un élément.

Remarque 2.7.39. Soit R un anneau. Le monoïde V (R) est conique, si de plus R est
régulier alors V (R) est un monoïde de raffinement.

Définition 2.7.40. Soit R un anneau unitaire. Deux modules A et B de FP(R) sont
stablement isomorphes s’il existe n ∈ N tels que A×Rn

R
∼= B×Rn

R. La relation «être stable-
ment isomorphe» est une relation d’équivalence, soit S l’ensemble des classes d’équivalence
de cette relation. Notons [A] la classe de A dans S, pour tout A ∈ FP(R). Il est facile de
vérifier que si A est stablement isomorphe à A′ et B est stablement isomorphe à B′, alors
A×B est stablement isomorphe à B×B′. Nous pouvons donc définir une addition sur S par
[A] + [B] = [A×B]. L’ensemble S est ainsi muni d’une structure de monoïde commutatif.
Il est de plus facile de voir que S est simplifiable, i.e. si [A] + [B] = [A] + [C] dans S, alors
[B] = [C]. Le monoïde S se plonge donc dans le groupe abélien pré-ordonné universel de S,
que nous notons K0(R), nous pouvons considérer que S ⊆ K0(R) et K0(R)+ = S. Les élé-
ments deK0(R) sont de la forme [A]−[B] pour A et B dans FP(R), avec [A]−[B] = [C]−[D]
si et seulement si [A] + [D] = [B] + [C], pour tous A,B,C,D ∈ FP(R).

Remarque 2.7.41. Si R est un anneau unitaire régulier, alors K0(R) est engendré en
tant que groupe par {[eR] | e élément idempotent de R}. L’élément [R] = [1R] est une
unité d’ordre de K0(R).

Nous pouvons étendre K0 en un foncteur de la catégorie des anneaux unitaires avec
morphismes d’anneaux unitaires, dans la catégorie des groupes abéliens pré-ordonnés (voir
[19, Section 15]). Si ϕ : R→ S est un morphisme d’anneaux unitaires, alors K0(ϕ)(eR) =
ϕ(e)S pour tout élément idempotent e ∈ R. En particulier K0(ϕ)([R]) = [S].

Nous pouvons donc définir le foncteur (K0(−), [−]) de la catégorie des anneaux unitaires
dans P la catégorie des groupes abéliens pré-ordonnés avec unité d’ordre.

Proposition 2.7.42. Les foncteurs K0 et (K0(−), [−]) préservent les produits finis et
les limites inductives filtrantes croissantes.

Remarque 2.7.43. Si R est un anneau régulier par unités, alors [A] = [B] si et seule-
ment si A ∼= B, pour tous A,B ∈ FP(R). En particulier K0(R)+ = V (R).

La proposition suivante est une conséquence de [19, Corollary 2.23] ; voir aussi la preuve
de [39, Proposition 4.6].

Proposition 2.7.44. Nous avons l’isomorphisme naturel ∇ ◦ V ∼= Conc ◦L.

Nous appliquerons toujours ces résultats à des anneaux unitaires et réguliers R tels que
V (R) est simplifiable (i.e., R est régulier par unités), donc K0(R)+ = V (R).
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Le théorème suivant est prouvé dans [19, Theorem 15.23].

Théorème 2.7.45. Soit F un corps, soit R une F -algèbre matricielle et soit S une
F -algèbre régulière par unités.

(1) Soit f : (K0(R), [R]) → (K0(S), [S]) dans la catégorie P, il existe un morphisme
de F -algèbres unitaire φ : R→ S tel que K0(φ) = f .

(2) Si φ, ψ : R → S sont deux morphismes de F -algèbres, alors K0(φ) = K0(ψ) si et
seulement il existe un automorphisme intérieur θ de S tel que φ = θ ◦ ψ.

Le lemme suivant est bien connu.

Lemme 2.7.46. Soit F un corps, soit u = (uk)1≤k≤n une famille d’entiers naturels non
nuls, soit R =

∏n
k=1 Muk

(F ). Alors (K0(R), [R]) ∼= (Zn,u).

2.8. Le monoïde de dimension d’un treillis

Le monoïde de dimension a été introduit par Wehrung dans [38], cela permet de
construire le foncteur Kℓ

0 sur les treillis qui est un analogue du foncteur K0 sur les an-
neaux.

Définition 2.8.1. Soit L un treillis. Le monoïde de dimension de L, noté DimL est
le monoïde commutatif défini par les générateurs ∆(a, b) et les relations suivantes :

(1) ∆(a, a) = 0, pour tout a ∈ L.

(2) ∆(a, b) + ∆(b, c) = 0, pour tous a ≤ b ≤ c dans L.

(3) ∆(a, a ∨ b) = ∆(a ∧ b, b), pour tous a, b ∈ L.

Lorsqu’il y a ambiguïté nous noterons ∆L(a, b) au lieu de simplement ∆(a, b).
Si f : K → L est un morphisme de treillis, nous pouvons définir un morphisme de

monoïdes Dim f défini sur les générateurs de DimK par (Dim f)(∆(a, b)) = ∆(f(a), f(b)).

Remarque 2.8.2. Nous définissons ainsi un foncteur Dim de la catégorie des treillis
avec morphismes de treillis dans la catégorie des monoïdes commutatifs avec morphismes
de monoïdes.

Notation 2.8.3. Nous notons Kℓ
0 le foncteur qui à un treillis associe le groupe de

Grothendieck (i.e. le groupe abélien pré-ordonné universel) de DimL. C’est un foncteur
de la catégorie des treillis et morphismes de treillis dans la catégorie des groupes abéliens
pré-ordonnés et morphismes de groupes abéliens pré-ordonnés.

Remarque 2.8.4. Si L est un treillis borné, de plus petit élément 0 et de plus grand
élément 1, alors (l’image canonique dans Kℓ

0(L) de) ∆(0, 1) est une unité d’ordre de Kℓ
0(L).

Si f : K → L est un morphisme de treillis bornés (i.e. le morphisme préserve les bornes),
alors Kℓ

0(f) préserve les unités d’ordre définies de cette manière.

Wehrung démontre dans [38, Corollary 2.3] que le foncteur Dim est un précurseur du
foncteur Conc, en fait Conc L est isomorphe au plus grand quotient demi-treillis de DimL.

Proposition 2.8.5. Nous avons l’équivalence naturelle ∇ ◦Dim ∼= Conc.
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Nous appliquerons toujours cette proposition à des treillis L tels que DimL est simpli-
fiable, donc Kℓ

0(L)+ ∼= DimL. Dans ce cas nous avons alors ∇ ◦Dim ∼= Conc.
La proposition suivante est prouvée par Wehrung dans [38, Proposition 5.5].

Proposition 2.8.6. Soit L un treillis modulaire sans chaîne bornée infinie. Soit P
l’ensemble de toutes les classes de projectivité des intervalles premiers de L. Notons |a, b|ξ
le nombre d’occurrences d’un intervalle de ξ dans une chaîne maximale de l’intervalle [a, b].
Alors il existe un isomorphisme π : DimL→ (Z+)(P ) tel que π(∆(a, b)) = (|a, b|ξ | ξ ∈ P )
pour tous a ≤ b dans L.

Cela permet de prouver le lemme suivant, qui donne une description explicite de Kℓ
0(L)

pour tout treillis modulaires L de longueur finie (dans ce cas l’ensemble P est fini).

Lemme 2.8.7. Soit L un treillis modulaire de longueur finie, posons X = M(ConL).
Alors il existe un isomorphisme π′ : Kℓ

0(L)→ ZX tel que

π′(∆(a, b)) = (lh([a/θ, b/θ]) | θ ∈ X), pour tous a ≤ b dans L.

En particulier (Kℓ
0(L),∆(0, 1)) est isomorphe à (ZX , (lh(L/θ))θ∈X).

Démonstration. Pour tout ξ ∈ P notons par θξ la plus grande congruence de L qui
n’écrase aucun intervalle premier dans ξ. Il découle de la modularité de L que l’application
ξ 7→ θξ définit une bĳection de P dans X. Tout intervalle premier n’étant pas dans ξ est
écrasé par θξ, pour tout ξ ∈ P . Soient a ≤ b dans L, soit ξ ∈ P . Soit a0 ≺ a1 ≺ · · · ≺ an
dans L tels que a0 = a et an = b. Soit 0 ≤ r1 < r2 < · · · < rs < n tous les entiers
tels que [ark , ark+1] ∈ ξ pour tout 1 ≤ k ≤ s. Donc |a, b|ξ = s. Posons rs+1 = n. Comme
[ark , ark+1] ∈ ξ et [ark+t, ark+t+1] 6∈ ξ pour tout 1 ≤ t ≤ rk+1 − rk − 1, nous obtenons :

ark/θξ ≺ ark+1/θξ = ark+2/θξ = · · · = ark+1
/θξ, pour tout 1 ≤ k ≤ s.

En conséquence les relations suivantes sont satisfaites :

a/θξ = ar1/θξ ≺ ar2/θξ ≺ · · · ≺ ars/θξ ≺ ars+1/θξ = b/θξ.

Donc lh([a/θξ, b/θξ]) = s = |a, b|ξ. Le lemme découle alors de la Proposition 2.8.6. �



CHAPITRE 3

Relèvements de diagrammes et points critiques

Une grande partie des résultats de ce chapitre sont disponibles dans [11].

3.1. Une propriété à la Löwenheim-Skolem

Définition 3.1.1. Soit U un ensemble ordonné, soit J une petite catégorie, et soit
~κ = (κu)u∈U une famille de cardinaux. Une classe V d’algèbres de même type de similarité
est (U, J,~κ)-Löwenheim-Skolem, si pour tout foncteur A : J → V et pour toute famille de
congruences (αju)

j∈Ob J
u∈U , avec αju ∈ Con A(j) tels que :

∑

j∈ObJ

cardConc(A(j)/αju) < κu, pour tout u ∈ U,

il existe une famille (Bj
u)
j∈Ob J
u∈U d’algèbres telles que :

(1) L’algèbre Bj
u est une sous-algèbre de A(j) pour tout u ∈ U et tout j ∈ Ob J .

(2) L’algèbre Bj
u/α

j
u est dans V pour tout u ∈ U et tout j ∈ Ob J .

(3) L’inclusion Bj
u ⊆ Bj

v est satisfaite pour tout u ≤ v dans U et tout j ∈ ObJ .

(4) L’inclusion A(f)(Bj
u) ⊆ Bk

u est satisfaite pour tout u ∈ U et tout morphisme
f : j → k dans J .

(5) Le morphisme Con(qju) est un isomorphisme, où qju : Bj
u/α

j
u →֒A(j)/αju est l’injec-

tion canonique.

(6) L’inégalité
∑
j∈Ob J cardBj

u < κu est vérifiée pour tout u ∈ U .

Le résultat suivant est démontré dans [15, Theorem 10.4].

Lemme 3.1.2. ΘB(x, y) ≤ ∨i<m ΘB(xi, yi) si et seulement si il existe un entier naturel
non nul n, une liste ~z de paramètre de B, et des termes t1, . . ., tn tels que

x = t1(~x, ~y, ~z),

y = tn(~x, ~y, ~z),

tj(~y, ~x, ~z) = tj+1(~x, ~y, ~z) (pour tout j < n).

Cela nous permet de déduire le lemme suivant qui montre qu’une sous-structure élé-
mentaire d’une algèbre A a comme congruences les restrictions des congruences de A.

Lemme 3.1.3. Soit A une sous-structure élémentaire d’une algèbre B, où le langage est
enrichi d’une congruence β de B. Alors Conc q : Conc(A/β) → Conc(B/β) est injective,
où q : A/β → B/β est l’injection canonique.

47
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Démonstration. Soient x, y, x1, . . . , xm, y1, . . . , ym dans A, tels que l’inégalité

ΘB/β(x/β, y/β) ≤
∨

1≤k≤m

ΘB/β(xk/β, yk/β) soit satisfaite.

Par le Lemme 3.1.2 il existe un entier naturel non nul n, une liste ~z de paramètres dans B
et des termes t1, . . ., tn tels que

x ≡ t1(~x, ~y, ~z) (mod β),

y ≡ tn(~x, ~y, ~z) (mod β),

tj(~y, ~x, ~z) ≡ tj+1(~x, ~y, ~z) (mod β), (pour tout j < n).

Comme A est une sous-structure élémentaire de B, nous pouvons supposer que ~z est dans A,
d’où ΘA/β(x/β, y/β) ≤ ∨1≤k≤m ΘA/β(xk/β, yk/β). Donc Conc q est injective. �

Définition 3.1.4. Soit κ un cardinal. Une algèbre est localement < κ si toute sous-
algèbre finiment engendrée est de cardinal < κ. On défini de manière analogue une algèbre
localement ≤ κ. Une algèbre est localement finie si elle est localement < ℵ0.

Une variété est localement < κ (resp., localement ≤ κ) si tous ses membres sont loca-
lement < κ (resp., localement ≤ κ).

Remarque 3.1.5. Soit L un type de similarité. Toute L -algèbre est localement ≤
card L . Soit κ un cardinal, soient L ⊆ L ′ des types de similarité, soit (E,L ′) une algèbre
tell que (E,L ) soit localement ≤ κ, alors (E,L ′) est localement ≤ κ+ card(L ′ −L ).

Soit κ un cardinal. Si E est une algèbre localement ≤ κ, alors toute sous-algèbre de E
engendrée par au plus κ éléments a au plus κ éléments.

Le lemme suivant se démontre de manière analogue au Théorème de Löwenheim-Skolem,
en utilisant le Lemme 3.1.2, comme dans le Lemme 3.1.3, mais de manière récursive.

Lemme 3.1.6. Soit L un type de similarité. Soit E une L -algèbre, soit Q ⊆ E. Soit
(Li)i∈I une famille de sous-types de similarité de L . Soit κ un cardinal infini. Si (E,L )
est localement ≤ κ, alors il existe une sous-algèbre (F,L ) de (E,L ) telle que :

(1) L’inclusion Q ⊆ F est satisfaite,

(2) L’inégalité cardF ≤ κ+ cardQ+ card I est vérifiée,

(3) Le morphisme Conc qi : Conc(F,Li)→ Conc(E,Li) est injectif, où qi : (F,Li)→
(E,Li) est le morphisme d’inclusion, pour tout i ∈ I.

Démonstration. Soit A0 la sous-algèbre de (E,L ) engendrée par Q. Comme E est
localement ≤ κ, nous avons cardA0 ≤ κ + cardQ. Soit n < ω. Supposons avoir construit
des sous-algèbres A0 ⊆ · · · ⊆ An de (E,L ) de cardinal au plus κ + cardQ+ card I, telles
que pour tous 0 ≤ u < v ≤ n, pour tout i ∈ I, pour tout m ∈ N, pour tous x, y, x1, . . . , xm,
y1, . . . , ym dans Au nous avons l’équivalence suivante

Θ(E,Li)(x, y) ≤
∨

1≤k≤m

Θ(E,Li)(xk, yk) ⇐⇒ Θ(Av,Li)(x, y) ≤
∨

1≤k≤m

Θ(Av ,Li)(xk, yk).
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Soit i ∈ I. Soient x, y, x1, . . . , xm, y1, . . . , ym dans Xn, tels que l’inégalité

Θ(E,Li)(x, y) ≤
∨

1≤k≤m

Θ(E,Li)(xk, yk) soit satisfaite. (3.1.1)

Par le Lemme 3.1.2 il existe un entier naturel non nul r, une liste ~z de paramètres dans E
et des termes t1, . . ., tr tels que

x = t1(~x, ~y, ~z),

y = tr(~x, ~y, ~z),

tj(~y, ~x, ~z) = tj+1(~x, ~y, ~z) (pour tout j < r). (3.1.2)

Nous pouvons donc construire X ⊆ E tel que An ⊆ X, cardX ≤ cardAn + card I + κ
et pour tout i ∈ I et tous x, y, x1, . . . , xm, y1, . . . , ym dans Xn satisfaisant (3.1.1), il
existe un entier naturel non nul r, une liste ~z de paramètres dans X et des termes t1,
. . ., tr satisfaisant (3.1.2). Soit An+1 la sous-algèbre de (E,L ) engendrée par X. Comme
(E,L ) est localement ≤ κ, nous avons cardAn+1 ≤ cardX + κ ≤ cardAn + card I + κ ≤
κ+ cardQ+ card I. De plus, par construction, l’hypothèse de récurrence est vérifiée.

Il existe donc une suite (An)n<ω de sous-algèbres de (E,L ) de cardinal au plus κ +
cardQ + card I telles que pour tous 0 < u < v, pour tout i ∈ I, pour tout m ∈ N, pour
tous x, y, x1, . . . , xm, y1, . . . , ym dans Au nous avons l’équivalence suivante

Θ(E,Li)(x, y) ≤
∨

1≤k≤m

Θ(E,Li)(xk, yk) ⇐⇒ Θ(Av,Li)(x, y) ≤
∨

1≤k≤m

Θ(Av ,Li)(xk, yk).

Posons F =
⋃
n<ω An, nous avons Q ⊆ A0 ⊆ F et cardF ≤ ∑

n<ω cardAn ≤ κ + cardQ+
card I. Il est de plus facile de vérifier que pour tout i ∈ I, pour tout m ∈ N, pour tous x,
y, x1, . . . , xm, y1, . . . , ym dans F nous avons l’équivalence suivante

Θ(E,Li)(x, y) ≤
∨

1≤k≤m

Θ(E,Li)(xk, yk) ⇐⇒ Θ(F,Li)(x, y) ≤
∨

1≤k≤m

Θ(F,Li)(xk, yk).

Il en découle que le morphisme Conc qi : Conc(F,Li)→ Conc(E,Li) est injectif. �

Lemme 3.1.7. Soit κ un cardinal infini. Soit L un type de similarité, soit V une variété
de L -algèbres localement ≤ κ, soit J une petite catégorie, soit A : J → V un foncteur, soit
αj une congruence de A(j) et soit Qj une partie de A(j) pour tout j ∈ Ob J . Alors il existe
une famille (Bj)j∈ObJ d’algèbres telles que :

(1) L’algèbre Bj est une sous-algèbre de A(j) pour tout j ∈ ObJ .

(2) L’inclusion A(f)(Bj) ⊆ Bk est vérifiée pour toute flèche f : j → k de J .

(3) Le morphisme Con(qj) est un isomorphisme, où qj : Bj/αj → A(j)/αj est l’injec-
tion canonique pour tout j ∈ Ob J .

(4) L’inégalité suivante est satisfaite :

cardBj ≤ κ+ card Mor(J ↾ j) +
∑

iEj

(
card Conc(A(i)/αi) + cardQi

)
,

pour tout j ∈ Ob J , où J ↾ j est la sous-catégorie pleine de J avec comme classe
d’objets {i ∈ Ob J | iE j}.
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(5) L’inclusion Qj ⊆ Bj est satisfaite pour tout j ∈ Ob J .

Démonstration. Soit (Q′
j)j∈Ob J une famille d’ensembles tels que :

(1) L’ensemble Q′
j est une partie de A(j).

(2) L’égalité Conc(A(j)/αj) = Conc
Q′

j/αj (A(j)/αj) est satisfaite.

(3) L’inégalité cardQ′
j ≤ ℵ0 + cardConc(A(j)/αj) + cardQj est satisfaite.

(4) L’inclusion Qj ⊆ Q′
j est satisfaite.

pour tout j ∈ Ob J
Fixons une famille (xj)j∈Ob J ∈

∏
j∈J A(j). Soit I une partie finie de Ob J , notons I

la sous-catégorie pleine de J dont la classe d’objets est I. Posons TI =
⊔
j∈I A(j), où

⊔

est la réunion disjointe. Posons LI = Mor I ⊔ ⋃j∈I({j} ×L ). Nous allons faire de LI un
langage du premier ordre, (i.e., donner une arité à chaque élément de LI) et munir TI
d’une structure de modèle de LI . Pour toute opération n-aire ℓ ∈ L et tout j ∈ Ob J ,
nous posons que (j, ℓ) est un symbole de loi n-aire, et :

(j, ℓ)TI (a1, a2, . . . , an) =





ℓA(j)(a1, a2, . . . , an) si a1, a2, . . . , an ∈ A(j),
xj sinon,

pour tous a1, a2, . . . , an ∈ TI . Tout f ∈ Mor I est un symbole de loi unaire, et pour f : i→ j
nous posons :

fTI (a) =





A(f)(a) pour tout a ∈ A(i),
xj pour tout a ∈ TI −A(i).

Considérons L ′
I =

⋃
j∈I({j} ×L ) ⊆ LI . Montrons que (TI ,L

′
I) est localement ≤ κ. Soit

X une partie finie de TI . Posons Xj = {xj} ∪ (X ∩A(j)) pour tout j ∈ I. Soit Yj la sous-
algèbre de (A(j),L ) engendrée par Xj , pour tout j ∈ I. Comme A(j) est localement ≤ κ
et Xj est fini, nous avons cardYj ≤ κ, pour tout j ∈ I. Posons Y =

⊔
j∈I Yj, alors Y est une

sous-algèbre de (TI ,L
′
I) et Y ⊇ X. Il en découle que (TI ,L

′
I) est localement ≤ κ+ card I.

Nous avons de plus LI −L ′
I = Mor I, donc (TI ,LI) est localement ≤ κ + card Mor I.

Considérons les types de similarité Lj = {j} × L , pour tout j ∈ Ob J . Le type de
similarité Lj est un sous-type de similarité de LI , pour tout I ∈ [Ob J ]<ω − {∅} et tout
j ∈ I. Par induction sur card I, en appliquant le Lemme 3.1.6, nous montrons qu’il existe
une famille (T ′

I ,LI)I∈[ObJ ]<ω−{∅} d’algèbres telles que :

(1) L’algèbre (T ′
I ,LI) est une sous-algèbre de (TI ,LI),

(2) le morphisme Conc q
I
j : Conc(T

′
I ,Lj) → Conc(TI ,Lj) est injectif, où nous notons

qIj : (T ′
I ,Lj)→ (TI ,Lj) le morphisme d’inclusion, pour tout j ∈ I.

(3) l’inclusion
⊔
i∈I Q

′
i ⊆ T ′

I est vérifiée,

(4) l’inclusion T ′
K ⊆ T ′

I est vérifiée,

(5) l’inégalité cardT ′
I ≤ κ+

∑
i∈I cardQ′

i + cardMor I est vraie,
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pour toutes parties finies non vides K ⊆ I de Ob J .
Soit I une partie finie non vide de Ob J , soit j ∈ I. Posons BI

j = A(j)∩T ′
I . Considérons :

qIj : (T ′
I ,Lj)→ (TI ,Lj),

pIj : (BI
j ,Lj)→ (A(j),Lj),

sIj : (BI
j ,Lj)→ (T ′

I ,Lj),

tIj : (A(j),Lj)→ (TI ,Lj),

les morphismes d’inclusion. Par construction Conc q
I
j est injectif. Le diagramme suivant

commute :

(T ′
I ,Lj)

qI
j−−−→ (TI ,Lj)

sI
j

x
xt

I
j

(BI
j ,Lj) −−−→

pI
j

(A(j),Lj)

Soit θ une congruence de (BI
j ,Lj), alors θ ∪ idT ′

I
est une congruence de (T ′

I ,Lj). Ce qui
montre que Conc s

I
j est injectif. En conséquence Conc p

I
j est injectif. Les assertions suivantes

sont satisfaites :

(1) Le morphisme Conc p
I
j : (BI

j ,L ) → (A(j),L ) est injectif, où nous désignons par
pIj : (BI

j ,L )→ (A(j),L ) le morphisme d’inclusion.

(2) l’inclusion Q′
j ⊆ BI

j est satisfaite,

(3) l’inclusion BK
j ⊆ BI

j est satisfaite,

(4) cardBI
j ≤ κ+

∑
i∈I cardQ′

i + card Mor I,

(5) A(f)(BI
i ) ⊆ BI

j pour tout f : i→ j dans I,

pour toutes parties finies non vides K ⊆ I de Ob J et tout j ∈ K.
Posons Bj =

⋃
I∈[Ob(J↓j)]<ω−{∅}B

I
j , c’est une réunion filtrante croissante des algèbres BI

j ,
pour I ∈ [Ob(J ↓ j)]<ω − {∅}. Nous avons alors :

– Le morphisme Conc pj : Conc(Bj/αj) → Conc(A(j)/αj) est une injection, où nous
notons pj : Bj/αj → A(j)/αj l’injection canonique.

– Le morphisme Conc qj : Conc(Bj/αj) → Conc(A(j)/αj) est un isomorphisme. En
effet, l’inclusion Q′

j ⊆ Bj est vérifiée. Donc Conc(A(j)/αj) = Conc
Bj/αj (A(j)/αj), ce

qui montre que Conc qj est surjectif.
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– Les inégalités suivantes sont satisfaites

cardBj ≤
∑

I∈[Ob(J↾j)]<ω−{∅}

(
κ +

∑

i∈I

cardQ′
i + card Mor I

)

≤ κ+
∑

iEj

cardQ′
i +

∑

I∈[Ob(J↾j)]<ω−{∅}

(
card Mor I

)

≤ κ+
∑

iEj

(
cardQi + Conc(A(i)/αi)

)
+ card Mor(J ↾ j)

– L’inclusion A(f)(Bi) ⊆ Bj est vraie, pour tout f : i→ j dans J ,
pour tout j ∈ Ob J . �

Lemme 3.1.8. Soit λ un cardinal infini. Soit L un type de similarité, soit V une variété
de L -algèbres localement ≤ λ, soit U un ensemble ordonné, soit J une petite catégorie,
soit ~κ = (κu)u∈U une famille de cardinaux tels que :

(1) L’inégalité λ+ card Mor J < κu est satisfaite pour tout u ∈ U .

(2) pour toute famille (κju)
j∈ObJ
u∈U de cardinaux avec κju < κu pour tout u ∈ U et j ∈

Ob J , l’inégalité
∑
v≤u

∑
j∈Ob J κ

j
v < κu est satisfaite.

Alors V est (U, J,~κ)-Löwenheim-Skolem.

Démonstration. Soit A : J → V un foncteur, fixons aussi (αju)
j∈Ob J
u∈U une famille de

congruences telle que αju ∈ Con A(j) pour tous u ∈ U et j ∈ ObJ , et que :
∑

j∈ObJ

card Conc(A(j)/αju) < κu, pour tout u ∈ U .

Considérons le foncteur A′ : J × U → V défini par

A′ : J × U → V

(j, u) 7→ A(j) pour tout (j, u) ∈ Ob(J × U),

(f : i→ j, u ≤ v) 7→ A(f) pour tout (f : i→ j, u ≤ v) ∈ Mor(J × U).

Comme αju est une congruence de A′(j, u) pour tout (j, u) ∈ Ob(J×U). Par le Lemme 3.1.7,
il existe une famille (Bj

u)(j,u)∈Ob(J×U) d’algèbres telles que :

(1) L’algèbre Bj
u est une sous-algèbre de A′(j, u) pour tout (j, u) ∈ Ob(J × U).

(2) L’inclusion A′(f, u ≤ v)(Bj
u) ⊆ Bk

v est vraie pour toute flèche (f : j → k, u ≤ v)
de J × U .

(3) Le morphisme Con(qju) est un isomorphisme, où qju : Bj
u/α

j
u →֒A′(j, u)/αju est l’in-

jection canonique pour tout (j, u) ∈ Ob(J × U).

(4) L’inégalité suivante est satisfaite, pour tout (j, u) ∈ Ob(J × U) :

cardBj
u ≤ λ+ card Mor

(
(J × U) ↾ (j, u)

)
+

∑

(i,v)E(j,u) dans J × U

(
card Conc(A

′(i, v)/αiv)
)
.
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Les assertions (1)− (5) de la Définition 3.1.1 sont satisfaites. De plus :

cardMor
(
(J × U) ↾ (j, u)) ≤ ℵ0 + card MorJ + card(U ↓ u) < κu,

pour tout (j, u) ∈ Ob(J × U). Mais card Conc(A
′(i, u)/αiu) = card Conc(A(i)/αiu) < κu

donc les inégalités suivantes sont vraies :
∑

(i,v)E(j,u) dans J × U

(
card Conc(A

′(i, v)/αiv)
)
≤
∑

v≤u

∑

i∈Ob J

(
card Conc(A(i)/αiv)

)
< κu.

Donc cardBj
u < κu, pour tout u ∈ U et tout j ∈ ObJ . Donc, en utilisant les hypothèses

du lemme, on vérifie l’inégalité suivante :
∑

j∈ObJ

cardBj
u < κu, pour tout u ∈ U. �

Lemme 3.1.9. Soit S un (∨, 0)-demi-treillis fini. Soit V une variété finiment engendrée
d’algèbres congruence-distributives. Alors, à isomorphisme près, il existe au plus un nombre
fini d’algèbres A ∈ V telle que ConcA ∼= S. Toutes ces algèbres sont finies.

Démonstration. Comme V est une variété finiment engendrée d’algèbres congruence-
distributives, par la Proposition 2.5.10, il existe, à isomorphisme près, un nombre fini
d’algèbres sous-directement irréductibles dans V et elles sont toutes finies. Soit A ∈ V telle
que ConcA ∼= S. Comme A se plonge dans un produit de sous-directement irréductibles
A →֒∏

θ∈M(ConA)A/θ (cf. Théorème 2.4.21) et M(ConA) ∼= M(IdS) est fini, l’algèbre A est
finie et nous avons même une borne sur le cardinal de telles algèbres. �

Lemme 3.1.10. Soit V une variété congruence-distributive finiment engendrée (ou la
classe des algèbres congruence n-permutable d’une variété congruence-distributives finiment
engendrée), soit U un ensemble ordonné initialement fini, soit J un ensemble ordonné fini,
posons κu = ℵ0 pour tout u ∈ U . Alors V est (U, J,~κ)-Löwenheim-Skolem.

Démonstration. Soit A : J → V un foncteur, considérons (αju)
j∈ObJ
u∈U une famille de

congruences, telle que αju ∈ Con(A(j)) et Conc(A(j)/αju) soit fini pour tout u ∈ U et tout
j ∈ J .

Par le Lemme 3.1.9, A(j)/αju est fini pour tout u ∈ U et tout j ∈ J . Soit Qj
u une partie

finie de A(j) telle que A(j)/αju = {q/αju | q ∈ Qj
u} pour tout j ∈ J et tout u ∈ U . Soit Bj

u

la sous-algèbre de A(j) engendrée par
⋃{A(i, j)(Qi

v) | v ≤ u et i ≤ j} pour tout j ∈ J et
tout u ∈ U . Comme V est finiment engendrée, tous les objets de V sont localement finis,
et donc Bj

u est fini pour tout j ∈ J et tout u ∈ U . De plus les assertions suivantes sont
satisfaites :

(1) L’algèbre Bj
u est une sous-algèbre de A(j) pour tout u ∈ U et j ∈ Ob J .

(2) L’algèbre Bj
u/α

j
u = A(j)/αju est dans V pour tout u ∈ U et tout j ∈ ObJ .

(3) L’inclusion Bj
u ⊆ Bj

v est satisfaite pour tous u ≤ v dans U et j ∈ ObJ .
(4) L’inclusion A(j, k)(Bj

u) ⊆ Bk
u est vraie pour tout u ∈ U et tout j ≤ k dans J .

(5) Le plongement canonique qju : Bj
u/α

j
u → Aj/αju est un isomorphisme, donc Con(qju)

est un isomorphisme pour tout u ∈ U et tout j ∈ J .
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(6) L’inégalité
∑
j∈Ob J cardBj

u < ℵ0 est vérifiée pour tout u ∈ U . �

3.2. Noyaux, ensembles ordonnés supportés et recouvrements normés

Définition 3.2.1. Une partie finie V d’un ensemble ordonné U est un noyau, si pour
tout u ∈ U , il existe un plus grand élément v ∈ V tel que v ≤ u. Nous notons alors cet
élément V · u.

Un ensemble ordonné U est supporté, si chaque partie finie de U est incluse dans un
noyau de U .

Nous notons V · u le plus grand élément de V ∩ u, pour tout noyau V de U et tout
idéal u de U . Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la finitude du noyau.

Lemme 3.2.2. Toute intersection d’un ensemble non vide de noyaux de U est un noyau
de U .

Démonstration. Comme les noyaux de U sont finis, une intersection de noyaux s’écrit
comme une intersection finie. Il suffit donc de démontrer le lemme pour l’intersection de
deux noyaux.

Soit V et W des noyaux de U . Soit u0 ∈ U , nous construisons par induction u2k+1 =
V ·u2k et u2k+2 = W ·u2k+1, pour tout entier k. Par construction un ≥ un+1 pour tout entier
n. La suite (u2k+1)k∈ω de V est décroissante. Mais V est fini, la suite est donc constante
à partir d’un certain rang. Il existe donc k ∈ ω tel que u2k+3 = u2k+1. Posons v = u2k+1.
Par suite u2k+3 ≤ u2k+2 ≤ u2k+1 = v = u2k+3, donc v = u2k+3 = u2k+2 = u2k+1. Donc
v = V · v = W · v ∈ V ∩W . Soit w ∈ V ∩W ∩ ↓u. Alors w ≤ u0. Si w ≤ u2n+1, alors
w = W · w ≤W · u2n+1 = u2n+2. Si w ≤ u2n, alors w = V · w ≤ V · u2n = u2n+1. Donc par
induction nous obtenons w ≤ un pour tout n ∈ ω. Par suite w ≤ u2k+1 = v. Donc v est le
plus grand élément de V ∩W ∩ ↓u. �

Définition 3.2.3. Un recouvrement normé d’un ensemble ordonné I est un couple
(U, |·|), où U est un ensemble ordonné supporté et |·| : U → I, u 7→ |u| est une application
croissante.

Un idéal aiguisé de (U, |·|) est un idéal u de U tel que {|v| | v ∈ u} a un plus grand
élément, nous notons alors |u| cet élément. Par exemple, pour tout u ∈ U , l’idéal principal
U ↓ u est aiguisé ; nous identifierons souvent u et U ↓ u. Notons Ids(U, |·|) l’ensemble de
tous les idéaux aiguisés de (U, |·|), ordonné par inclusion.

Un idéal aiguisé u de (U, |·|) est extrémal, s’il n’existe pas d’idéaux aiguisés v avec
v > u et |v| = |u|. Notons Ide(U, |·|) l’ensemble de tous les idéaux extrémaux de (U, |·|).

Le recouvrement normé est étroit si l’application Ide(U, |·|) ↓ u → I ↓ |u|, v 7→ |v| est
un isomorphisme d’ensembles ordonnés pour tout u ∈ Ide(U, |·|).

Soit ~κ = (κi)i∈I une famille de cardinaux. Nous disons que (U, |·|) est ~κ-compatible, si
pour toute application croissante F : Ide(U, |·|) → P(U) telle que cardF (u) < κ|u| pour
tout u ∈ Ide(U, |·|)=, il existe une application croissante σ : I → Ide(U, |·|) telle que :

(1) L’égalité |σ(i)| = i est satisfaite pour tout i ∈ I.

(2) L’inclusion F (σ(i)) ∩ σ(j) ⊆ σ(i) est satisfaite pour tous i ≤ j dans I.
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Nous dirons ‘κ-compatible’ au lieu de ~κ-compatible si κi = κ pour tout i ∈ I.

On remarque que la condition (2) implique que V · σ(i) = V · σ(j) pour tous i ≤ j
dans I et tout noyau V de U inclus dans F (σ(i)).

Le lemme suivant donne des exemples d’ensembles ordonnés supportés.

Lemme 3.2.4. Soit X un ensemble, soit (Ax)x∈X une famille d’ensembles, soit E ⊆
[X]<ω tel que E = [X]<ω ↓ E. Posons :

U =
⋃

P∈E

∏

x∈P

Ax.

Nous considérons les éléments de U comme des fonctions (partielles) et «être plus grand»
signifie «étendre». Alors U est un ensemble ordonné supporté initialement fini.

Démonstration. Soit V une partie finie de U . Soit D =
⋃{domu | u ∈ V }. Posons

F = {P ∈ E | P ⊆ D}. Comme D est réunion fini d’ensemble fini il est fini, par suite F
est aussi fini. Posons :

Yx = {ux | u ∈ V et x ∈ domu}, pour tout x ∈ D.

Posons :
W = {u ∈ U | dom u ∈ F et (∀x ∈ dom u)(ux ∈ Yx)}.

L’ensemble F et les ensembles Yx pour x ∈ D sont tous finis, donc W est fini.
Soit u ∈ U , posons P = {x ∈ dom u | x ∈ D et ux ∈ Yx}. Alors P ⊆ D ∩ dom u, donc

P ∈ E, d’où P ∈ F , ainsi u ↾ P ∈ W . Soit w ∈ W tel que w ≤ u. Soit x ∈ domw, alors
x ∈ D et ux = wx ∈ Yx, d’où domw ⊆ P , donc w ≤ u ↾ P . En conséquence u ↾ P est le
plus grand élément de W ↓ u. �

Pour construire des recouvrements normés nous utiliserons généralement le lemme sui-
vant.

Lemme 3.2.5. Soit I un ensemble ordonné avec un plus petit élément, tel que si i, j ont
un majorant dans I alors i ∨ j existe. Soit J ⊆ I tel que tout élément de I soit une borne
supérieure fini d’éléments de J . Posons E = [J ]<ω ↓{J ↓ i | i ∈ I}. Soit (Aj)j∈J une famille
d’ensembles non vides. Posons :

U =
⋃

P∈E

∏

x∈P

Ax.

Posons |u| = ∨
dom u pour tout u ∈ U . On remarque que domu peut être vide, dans ce cas

|u| est le plus petit élément de I. Alors (U, |·|) est un recouvrement normé étroit initialement
fini de I. L’ensemble des idéaux extrémaux est le suivant :

Ide(U, |·|) =




{u ↾ P | P partie finie de dom u} | u ∈
⋃

i∈I

∏

j∈J↓i

Aj






Si au moins un des Ax est infini alors cardU =
∑
j∈J Aj
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Démonstration. Par construction E = [X]<ω ↓ E, donc le Lemme 3.2.4 implique
que U est supporté et initialement fini, donc (U, |·|) est un recouvrement normé initialement
fini de I.

Soit i ∈ I, soit u ∈ ∏j∈J↓iAj , posons :

u = {u ↾ P | P partie finie de dom u}.
soit v ∈ u, posons P = dom v, ainsi P = dom v ⊆ dom u = J ↓ i. Donc P ∈ E, par
suite v ∈ U . Soit w ∈ U tel que w ≤ v, posons Q = domw. Comme w ≤ v, nous avons
w = v ↾Q = (u ↾ P ) ↾Q = u ↾Q donc w ∈ u.

Soient v, w ∈ u, posons P = dom v ∪ domw, alors P est une partie finie de J ↓ i donc
u ↾ P ∈ u et v, w ≤ u ↾ P . Donc u est un idéal de U .

Soit v ∈ u, alors dom v ⊆ J ↓ i, donc |v| = ∨
dom v ≤ i. Soient P ⊆ J tel que P soit fini

et
∨
P = i, ainsi P ⊆ J ↓ i = domu, donc u ↾ P ∈ u. Nous avons donc |u ↾ P | = ∨

P = i,
ce qui montre que u est un idéal aiguisé de (U, |·|) et |u| = i.

Soit v un idéal aiguisé de (U, |·|) tel que |v| = |u| = i et v ⊇ u. Soit v ∈ v. Posons
P = ↓v, alors

∨
P ≤ i, donc P ⊆ J ↓ i, d’où u ↾P ∈ u ⊆ v. Comme v est un idéal il existe

w ∈ v tel que v, u ↾ P ≤ w. Cela implique v = w ↾ P = u ↾ P , en conséquence v = u. Donc
u est un idéal extrémal de (U, |·|).

Montrons réciproquement que tout idéal extrémal de (U, |·|) est de cette forme. Soit
u ∈ Ide(U, |·|). Posons i = |u|. Soient u, v ∈ u soit j ∈ dom u ∩ dom v, il existe w ∈ u tel
que u, v ≤ w, donc u(j) = w(j) = v(j). Nous pouvons donc construire v ∈ ∏j∈J↓iAj tel
que u = v ↾ dom u pour tout u ∈ u. Posons :

v = {v ↾ P | P partie finie de dom v}.
ainsi v ≤ u et |v| = i = |u|, mais v est extrémal, donc v = u.

Montrons que le recouvrement normé est étroit. Pour simplifier les notations nous
identifierons les idéaux extrémaux avec les éléments de

⋃
i∈I

∏
j∈J↓iAj . Soit u ∈ Ide(U, |·|),

soit i = |u|, posons :

σ : I ↓ i→ Ide(U, |·|) ↓ u

k 7→ u ↾ (J ↓ k)
Soit k ∈ I ↓ i, alors |σ(k)| = ∨

(J ↓ k) = k. Soit v ≤ u, posons k = |v|, donc dom v = J ↓ k,
donc σ(k) = u ↾ (J ↓ k) = v. Donc σ et |·| sont réciproques. Ce qui montre que (U, |·|) est
un recouvrement normé étroit de I. �

Proposition 3.2.6. Soit T un arbre bien fondé, soient ~κ = (κt)t∈T et (κ′t)t∈T− des
familles de cardinaux infinis telles que pour tout t ∈ T− les assertions suivantes soient
vraies :

(1) Si t a un prédécesseur immédiat alors κ′t ≥ κt∗ .

(2) Si t n’a pas de prédécesseur immédiat, alors pour toute famille (κ′′s)s<t de cardinaux
tels que κ′′s < κs pour tous s < t, l’inégalité

∑
s<t κ

′′
s < κ′t est satisfaite.

Alors il existe (U, |·|) un recouvrement normé étroit ~κ-compatible de T tel que cardU =∑
t∈T− κ′t.
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Démonstration. Soit J = T−, soit E = [J ]<ω ↓{J ↓ t | t ∈ T}, alors E est l’ensemble
des chaînes finies de T−. Posons φ(t) = J ↓ t pour tout t ∈ T . Posons :

U =
⋃
{
∏

t∈C

κ′t | C ∈ E
}

;

remarquons que la chaîne C peut être vide. Posons |u| = ∨
dom u pour tout u ∈ U , |∅| est le

plus petit élément de T . Par le Lemme 3.2.5, (U, |·|) est un recouvrement normé initialement
fini étroit de T . L’ensemble {x ↾P | P partie finie de φ(t)} est un idéal extrémal de (U, |·|),
pour tout t ∈ T et tout x ∈ ∏s∈φ(t) κ

′
s. Dans la suite nous identifions cet idéal avec x. Tous

les idéaux extrémaux de (U, |·|) sont de cette forme. Nous avons de plus cardU =
∑
t∈T− κt.

Soit F : Ide(U, |·|) → P(U) une application croissante telle que cardF (u) < κ|u| pour
tout u ∈ Ide(U, |·|)=. Posons :

Ft(u) = {vt | v ∈ F (u) et t ∈ dom v}, pour tout t ∈ T− et tout u ∈ Ide(U, |·|).
Soit S une partie de T− tel que S = T ↓ S et soit x ∈ ∏t∈S κ

′
t tel que xt /∈ Ft(x ↾ φ(s))

pour tous s < t dans S. Soit t ∈ T− tel que t /∈ S et φ(t)−{t} ⊆ S. Si t a un prédécesseur
immédiat, alors :

card
⋃

s<t

Ft(x ↾ φ(s)) = cardFt(x ↾ φ(t∗)) car Ft est croissante

< κt∗ car x ↾ φ(t∗) n’est pas maximal dans Ide(U, |·|)
≤ κ′t

Si t n’a pas de prédécesseur immédiat, alors card
⋃
s<t Ft(x↾φ(s)) ≤ ∑s<t cardFt(x↾φ(s)) <

κ′t. Dans les deux cas, nous pouvons étendre x a S ∪ {t} en choisissant xt /∈ Ft(x ↾ φ(s))
pour tous s < t dans T .

Comme T est bien fondé, nous pouvons construire par induction x ∈ ∏t∈T− κ′t tel que
xt /∈ Ft(x ↾ φ(s)) pour tous s < t dans T . L’application σ : T → Ide(U, |·|), t 7→ x ↾ φ(t) est
croissante et |σ(t)| = t pour tout t ∈ T .

Soit s < t dans T . Soit u ∈ F (x ↾φ(s))∩ (x ↾φ(t)) et soit C = domu. Alors C ⊆ φ(t) et
u = x ↾ C. Soit s < r ≤ t, par construction xr /∈ Fr(x ↾ φ(s)), donc r /∈ C. D’où C ⊆ φ(s),
par suite u = x ↾ C appartient à x ↾ φ(s). �

Corollaire 3.2.7. Soit T un arbre bien fondé et soit κ un cardinal infini tel que
cardT ≤ κ et card(↓t) < cf κ pour tout t ∈ T . Alors il existe (U, |·|) un recouvrement
normé étroit κ-compatible de T tel que cardU = κ.

Démonstration. Soit κt = κ′t = κ pour tout t ∈ T . Les hypothèses de la Proposi-
tion 3.2.6 sont satisfaites. �

3.3. Combinatoire des recouvrements normés

Comme l’illustre le lemme suivant, le problème d’existence d’un recouvrement normé
κ-compatible d’un ensemble ordonné donné est de nature combinatoire.
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Lemme 3.3.1. Soit I un (∨, 0)-demi-treillis initialement fini, soient κ et λ des cardinaux
infinis, soit J ⊆ I. Supposons qu’il existe un recouvrement normé initialement fini étroit
et λ-compatible de I de cardinal κ. Alors pour tout f : [κ]<ω → [κ]<λ il existe une injection
σ : J ֌ κ telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I.

Démonstration. Soit (U, |·|) un recouvrement normé initialement fini λ-compatible
de I, tel que cardU = κ. Posons X = [U ]<ω, alors cardX = κ, donc une application
[κ]<ω → [κ]<λ correspond à une application f : [X]<ω → [X]<λ. Posons

F : Ide(U, |·|)→ [U ]<λ

u 7→
⋃⋃

{f(s) | s ∈ [Ide(U, |·|) ↓ u]<ω}
La λ-compatibilité du recouvrement normé implique qu’il existe σ : I → Ide(U, |·|) isotone,
telle que

(i) L’égalité |σ(i)| = i est vraie pour tout i ∈ I.

(ii) L’inclusion F (σ(i)) ∩ σ(j) ⊆ σ(i) est satisfaite pour tous i ≤ j dans I.

Soient i ≤ j dans I. Soit a ∈ f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j). Il existe k ∈ J ↓ j tel que a = σ(k).
Comme σ est isotone, σ(t) ≤ σ(

∨
J ↓ i) = σ(i) pour tout t ∈ J ↓ i, donc :

σ(J ↓ i) ⊆ Ide(U, |·|) ↓ σ(i),

d’où ⋃
f(σ(J ↓ i)) ⊆ F (σ(i)),

Mais σ(k) = a ∈ f(σ(J ↓ i)), en conséquence σ(k) ⊆ F (σ(i)). Comme k ≤ j, nous
avons σ(k) ⊆ σ(j), donc (ii) implique σ(k) ⊆ F (σ(i)) ∩ σ(j) ⊆ σ(i), donc k ≤ i, ainsi
a = σ(k) ∈ σ(J ↓ i). En conclusion f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i). �

Théorème 3.3.2. Soit I un (∨, 0)-demi-treillis initialement fini, soient κ et λ des car-
dinaux infinis, notons J = J(I) l’ensemble des éléments sup-irréductibles de I. considérons
les assertions suivantes.

(1) Il existe un recouvrement normé initialement fini étroit λ-compatible de I de car-
dinal κ.

(2) Pour tout f : [κ]<ω → [κ]<λ il existe σ : J ֌ κ telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I.

Alors (1) =⇒ (2). Réciproquement si card I < cf λ alors (2) =⇒ (1).

Démonstration. Le Lemme 3.3.1 nous montre que (1) =⇒ (2).
Réciproquement, supposons (2) vraie et card I ≤ cf λ. Comme I est un (∨, 0)-demi-

treillis initialement fini, tout élément de I est une borne supérieure finie d’éléments de J .
Posons :

E = [J ]<ω ↓ {J ↓ i | i ∈ I}.
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Posons
U =

⋃

P∈E

κP .

Posons |u| = ∨
dom u pour tout u ∈ U . Par le Lemme 3.2.5, (U, |·|) est un recouvrement

normé étroit initialement fini de I. Cela permet aussi d’identifier Ide(U, |·|) avec
⋃
i∈I κ

J↓i.
Tout élément maximal de Ide(U, |·|) correspond a un élément de κJ↓i pour un élément
maximal i de I.

Soit F : Ide(U, |·|)→ PU une application croissante telle que cardF (u) < λ pour tout
u ∈ Ide(U, |·|). Posons :

f : [κ]<ω → [κ]<λ

Y 7→
⋃
{

im v | u ∈
⋃

i∈I=
Y J↓i et v ∈ F (u)

}

Cette application est bien définie car im v est fini pour tout v ∈ U , l’ensemble Y J↓i est
fini pour tout i ∈ I, le cardinal card I < cf λ et cardF (u) < λ pour tout i ∈ I= et tout
u ∈ Y J↓i ⊆ Ide(U, |·|)=.

Il existe donc σ : J ֌ κ telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I.

Posons :

ν : I → Ide(U, |·|)
i 7→ σ ↾ (J ↓ i)

Soit i ∈ I, nous avons |ν(i)| = |σ ↾ (J ↓ i)| = ∨
(J ↓ i) = i. Soient i ≤ j dans I. Si i = j

alors F (σ(i)) ∩ σ(j) ⊆ σ(i). Nous supposerons dans la suite i 6= j et donc i 6∈ I=. Soit
v ∈ F (ν(i)), tel que v ≤ ν(j). Posons P = dom v, nous avons v = ν(j)↾P = (σ↾(J↓j))↾P =
σ ↾ P .

Nous avons ν(i) ∈ (σ(J ↓ i))J↓i et v ∈ F (ν(i)), donc im v ⊆ f(σ(J ↓ i)), d’où σ(P ) ⊆
f(σ(J ↓ i)). De plus, P ⊆ J ↓ j, donc :

σ(P ) ⊆ f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i).
Mais σ est injective, donc P ⊆ J ↓ i. Donc v = σ ↾ P ≤ σ ↾ (J ↓ i) = ν(i). Donc si on
considère que ν(i) et ν(j) sont des idéaux nous avons F (σ(i)) ∩ σ(j) ⊆ σ(i). �

L’existence des recouvrements normés des treillis booléens tronqués est donc liée a une
propriété combinatoire.

Corollaire 3.3.3. Soient κ, λ des cardinaux infinis, µ un cardinal et n < µ un entier
naturel. Posons I = [µ]≤n ∪ {µ}, posons J = J(I), alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) Il existe (U, |·|) un recouvrement normé initialement fini étroit λ-compatible de I
tel que cardU = κ.
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(2) Pour tout f : [κ]<ω → [κ]<λ il existe σ : J ֌ κ telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I.

(3) Pour tout f : [κ]n → [κ]<λ il existe X ∈ [κ]µ tel que pour tout Y ∈ [X]n nous avons
f(Y ) ∩X ⊆ Y .

Démonstration. Le Théorème 3.3.2 montre que les assertions (1) et (2) sont équiva-
lentes.

Posons J = J(I) = {{m} | m ∈ µ}. Supposons (2) vraie, soit f : [κ]n → [κ]<λ, considé-
rons :

f : [κ]<ω → [κ]<λ

X 7→
⋃
{f(Y ) | Y ∈ [X]n}

il existe donc σ : J ֌ κ telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I.

Posons X = σ(J) = {σ({m}) | m ∈ µ}. Comme σ est injective, nous avons cardX = µ,
donc X ∈ [κ]µ. Soit Y ∈ [X]n, il existe P ∈ [µ]n tel que :

Y = {σ({m}) | m ∈ P}.
Ainsi σ(J ↓ P ) = {σ(t) | t ∈ J ↓ P} = {σ({m}) | m ∈ P} = Y . Comme cardY = n, nous
obtenons f(Y ) = f(Y ) et X = σ(J) = σ(J ↓ µ), donc

f(Y ) ∩X = f(Y ) ∩X = f(σ(J ↓ P )) ∩ σ(J ↓ µ) ⊆ σ(J ↓ P ) = Y,

ce qui montre (2) =⇒ (3).
Supposons maintenant (3), soit f : [κ]<ω → [κ]<λ croissante, considérons f ↾ [κ]n, il

existe X ∈ [κ]µ tel que pour tout Y ∈ [X]n nous avons f(Y ) ∩X ⊆ Y .
Nous avons card J = µ = cardX, nous pouvons donc fixer une bĳection σ : J ֌ X.

Soient P < Q dans I, soit P ′ ∈ [µ]n tel que P ′ ⊇ P . Donc

f(σ(J ↓ P )) ∩ σ(J ↓Q) ⊆ f(σ(J ↓ P ′)) ∩ σ(J) ⊆ f(σ(J ↓ P ′)) ∩X.
Posons Y = σ(J ↓ P ′), alors Y ∈ [X]n, donc f(Y ) ∩X ⊆ Y . Donc :

f(σ(J ↓ P )) ∩ σ(J ↓Q) ⊆ f(Y ) ∩X ⊆ f(Y ) = Y = σ(J ↓ P ′).

Soit m ∈ Q − P , il existe P ′ ∈ [µ]n tel que P ′ ⊇ P et m 6∈ P ′, ce qui montre que
σ({m}) 6∈ f(σ(J ↓ P )) ∩ σ(J ↓Q). En conclusion f(σ(J ↓ P )) ∩ σ(J ↓Q) ⊆ σ(J ↓ P ). �

La propriété combinatoire infinie suivante est prouvée par Máté dans [20], voir aussi
[5, Theorem 46.2]. Cette propriété est aussi utilisé par Ploščica dans [28].

Proposition 3.3.4. Soit n ≥ 0 un entier, soit α un ordinal, soit κ ≥ ℵα+2, soit
f : [κ]3 → [κ]<ℵα. Alors il existe X ∈ [κ]n tel que pour tout Y ∈ [X]2, f(Y ) ∩X ⊆ Y .

Comme application immédiate du Corollaire 3.3.3 et de la Proposition 3.3.4 nous ob-
tenons :
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Lemme 3.3.5. Soit n ≥ 3 un entier. Posons n = {0, 1, . . . , n− 1}, et posons :

In = {P ∈ P(n) | soit card(P ) ≤ 2, soit P = n}.
Soit α un ordinal. Alors il existe (U, |·|) un ℵα-compatible recouvrement normé étroit ini-
tialement fini de In tel que cardU = ℵα+2.

L’ensemble ordonné I3 est le cube, I4 est illustré sur la Figure 3.1.
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Fig. 3.1. L’ensemble ordonné I4.

Remarque 3.3.6. Dans la suite, si f : [X]<ω → P(Y ) est croissante, nous notons alors
f(A) =

⋃{f(B) | B ∈ [A]<ω} pour tout A ⊆ X.

Lemme 3.3.7. Soient I et I ′ des ensembles ordonnés bien fondés tels que toute partie
majorée a une borne supérieure. Notons 0 le plus petit élément de I et 0′ le plus petit
élément de I ′. Posons J = J(I) et J ′ = J(I ′). Posons I ′′ = I × I ′, posons J ′′ = J(I × I ′) =
(J × {0′}) ∪ ({0} × J ′). Soient µ ≤ γ < λ ≤ κ des cardinaux infinis tels que card I < cf µ.
Supposons que pour toute f : [κ]<ω → [κ]<λ croissante il existe σ : J ֌ κ telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I.

et que pour toute f : [γ]<ω → [γ]<µ croissante il existe σ : J ′ ֌ λ telle que :

f(σ(J ′ ↓ i)) ∩ σ(J ′ ↓ j) ⊆ σ(J ′ ↓ i), pour tous i ≤ j dans I ′.

Alors pour toute f : [κ]<ω → [κ]<µ croissante il existe σ : J ′′ ֌ κ telle que :

f(σ(J ′′ ↓ i)) ∩ σ(J ′′ ↓ j) ⊆ σ(J ′′ ↓ i), pour tous i ≤ j dans I ′′.

Démonstration. Soit F : [κ]<ω → [κ]<µ croissante. Soit Y ∈ [κ]<ω, nous avons :

F (Y ∪ γ) =
⋃
{F (Y ∪ Z) | Z ∈ [γ]<ω}
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donc

cardF (Y ∪ γ) = card
(⋃
{F (Y ∪ Z) | Z ∈ [γ]<ω}

)
≤

∑

Z∈[γ]<ω

µ = γ + µ = γ < λ

Posons :

f : [κ]<ω → [κ]<λ

Y 7→ F (Y ∪ γ) =
⋃
{F (Y ∪ Z) | Z ∈ [γ]<ω}

Par les hypothèses du Lemme, il existe donc σ : J → κ telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I. (3.3.1)

Nous avons :

F (Y ∪ σ(J)) =
⋃
{F (Y ∪ σ(P )) | P ∈ [J ]<ω}, pour tout Y ∈ [γ]<ω.

Nous avons card(F (X)) < µ pour tout X ∈ [κ]<ω et card([J ]<ω) < cf µ, donc :

cardF (Y ∪ σ(J)) = card(
⋃
{F (Y ∪ σ(P )) | P ∈ [J ]<ω}) < µ, pour tout Y ∈ [γ]<ω.

et card σ(J) < cf µ ≤ µ. Nous pouvons donc poser :

f ′ : [γ]<ω → [γ]<µ

Y 7→ γ ∩
(
σ(J) ∪ F (Y ∪ σ(J))

)

il existe donc σ′ : J ֌ γ telle que :

f ′(σ′(J ′ ↓ i)) ∩ σ′(J ′ ↓ j) ⊆ σ′(J ′ ↓ i), pour tous i ≤ j dans I ′. (3.3.2)

Nous avons J ′′ = J(I × I ′) = (J × {0′}) ∪ ({0} × J ′), nous pouvons donc poser :

σ′′ : J ′′ → κ

t 7→



σ(j) si t = (j, 0′), avec j ∈ J.
σ′(j′) si t = (0, j′), avec j′ ∈ J ′.

Les applications σ et σ′ sont injectives. De plus, pour j′ ∈ J ′, l’équation (3.3.2) implique
f ′(σ′(J ′ ↓ 0′)) ∩ σ′(J ′ ↓ j′) ⊆ σ′(J ′ ↓ 0′). Nous avons de plus J ′ ↓ 0′ = ∅ et f ′(∅) ⊇ γ ∩ σ(J),
donc :

γ ∩ σ(J) ∩ σ′(J ′ ↓ j′) ⊆ ∅
de plus σ′(j′) ∈ γ ∩ σ′(J ′ ↓ j′), donc σ′(j′) 6∈ σ(J). Ce qui nous prouve l’injectivité de σ′′.

Soient (i, i′) ≤ (j, j′) dans I × I ′. Nous avons :

σ′′(J ′′ ↓ (i, i′)) = σ′′((J ↓ i× {0′}) ∪ ({0′} × J ′ ↓ i)) = σ(J ↓ i) ∪ σ′(J ′ ↓ i′)
de même

σ(J ′′ ↓ (j, j′)) = σ(J ↓ j) ∪ σ′(J ′ ↓ j′)
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par suite :

F
(
σ′′(J ′′ ↓ (i, i′))

)
∩ σ′′(J ′′ ↓ (j, j′))

= F
(
σ(J ↓ i) ∪ σ′(J ′ ↓ i′)

)
∩
(
σ(J ↓ j) ∪ σ′(J ′ ↓ j′)

)
(3.3.3)

Nous avons :

γ ∩ F
(
σ(J ↓ i) ∪ σ′(J ′ ↓ i′)

)
⊆ γ ∩ (σ(J) ∪ F

(
σ(J) ∪ σ′(J ′ ↓ i′)

)
= f ′(σ′(J ′ ↓ i′))

de plus σ′(J ′ ↓ j′) ⊆ γ, avec (3.3.2) nous obtenons :

F
(
σ(J ↓ i) ∪ σ′(J ′ ↓ i′)

)
∩ σ′(J ′ ↓ j′) ⊆ f ′(σ′(J ′ ↓ i′)) ∩ σ′(J ′ ↓ j′) ⊆ σ′(J ′ ↓ i′) (3.3.4)

Nous avons :

F
(
σ(J ↓ i) ∪ σ′(J ′ ↓ i′)

)
⊆ F

(
σ(J ↓ i) ∪ γ

)
= f(σ(J ↓ i)).

donc (3.3.1) implique :

F
(
σ(J ↓ i) ∪ σ′(J ′ ↓ i′)

)
∩ σ(J ↓ j) ⊆ f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i). (3.3.5)

Les équations (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) impliquent :

F
(
σ′′(J ′′ ↓ (i, i′))

)
∩ σ′′(J ′′ ↓ (j, j′)) ⊆ σ(J ↓ i) ∪ σ′(J ′ ↓ i′) = σ(J ′′ ↓ (i, i′)) �

Lemme 3.3.8. Soit T un arbre, soit κ un cardinal tel que cardT < κ et cardT ↓ t < cf κ
pour tout t ∈ T . Soit J = J(T ), alors pour toute f : [κ]<ω → [κ]<κ il existe σ : J ֌ κ telle
que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans T .

Démonstration. Notons ⊥ le plus petit élément de T . Soit f : [κ]<ω → [κ]<κ. Sup-
posons que T ′ ⊆ T− tel que T ′ = T− ↓ T ′. Supposons que nous ayons une application
σ : T ′ ֌ κ injective tel que :

f(σ(T− ↓ s)) ∩ σ(T− ↓ t) ⊆ σ(T− ↓ s), pour tous s ≤ t dans T ′ ∪ {⊥}.
Rappelons que nous notons f(M) =

⋃{f(N) | N ∈ [M ]<ω}, pour tout M ⊆ κ. Soit t ∈ T−

tel que t′ ∈ T ′ pour tout ⊥ < t′ < t. Posons :

A = σ(T ′) ∪ f(σ((T− ↓ t)− {t})).
Nous avons :

cardA = card(T ′) + card f(σ((T− ↓ t)− {t}))
≤ card(T ) +

∑(
card(f(P )) | P ∈ [(T− ↓ t)− {t}]<ω

)

Mais cardT < κ, card(f(P )) < κ pour tout P ∈ [κ]<ω et card[(T− ↓ t) − {t}] = cf κ,
donc cardA < κ. Nous pouvons donc choisir x ∈ κ−A. Étendons σ a T ′ ∪ {t}, en posant
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σ(t) = x. Comme x ∈ κ− A ⊆ κ− σ(T ′), l’application σ : T ′ ∪ {t} → κ est injective. Soit
s ≤ t.

f(σ(T− ↓ s)) ∩ σ(T− ↓ t)
= f(σ(T− ↓ s)) ∩ ({σ(t)} ∪

⋃

s≤t′<t

σ(T− ↓ t′))

= (f(σ(T− ↓ s)) ∩ {σ(t)}) ∪
⋃

s≤t′<t

f(σ(T− ↓ s)) ∩ σ(T− ↓ t′))

mais par construction σ(t) = x 6∈ f(σ(T−↓s)) et par hypothèse f(σ(T−↓s))∩σ(T−↓t′)) ⊆
σ(T− ↓ s) pour tout t > t′ ≥ s, nous avons donc :

f(σ(T− ↓ s)) ∩ σ(T− ↓ t) ⊆ σ(T− ↓ s)
Nous pouvons donc construire par induction une application injective σ : T− → κ−λ telle
que :

f(σ(T− ↓ s)) ∩ σ(T− ↓ t) ⊆ σ(T− ↓ s), pour tous s ≤ t dans T .
�

En raisonnant par induction et en utilisant le Lemme 3.3.7 et le Lemme 3.3.8, nous
obtenons le lemme suivant qui généralise le Théorème des ensembles libres de Kuratowski.

Lemme 3.3.9. Soit T un arbre fini, soit n ∈ N soit κ un cardinal infini, posons I =
T n+1, posons J = J(I), alors pour tout f : [κ+n]<ω → [κ+n]<κ il existe σ : J ֌ κ telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I.

Le résultat suivant est conséquence immédiate du Lemme 3.3.9 et du Théorème 3.3.2

Lemme 3.3.10. Soit T un arbre fini, soit n ∈ N soit κ un cardinal infini, il existe un
recouvrement normé initialement fini étroit κ-compatible de T n+1 de cardinal κ+n.

Corollaire 3.3.11. Soit κ un cardinal infini, soit n ∈ N, soit I un treillis fini de
dimension d’ordre n+ 1, soit J = J(I), pour tout f : [κ+n]<ω → [κ+n]<κ il existe σ : J ֌ κ
telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans I.

Démonstration. L’ensemble ordonné I est fini et de dimension d’ordre n + 1, nous
pouvons donc supposer que I ⊆ Cn+1 où C est une chaîne finie. Nous avons alors J ⊆ I.
Par le Lemme 3.3.10 il existe (U, |·|) un recouvrement normé initialement fini étroit κ-
compatible de T n+1 tel que cardU = κ+n. Le Lemme 3.3.1 prouve donc que pour tout
f : [κ+n]<ω → [κ+n]<κ il existe σ : J ֌ κ+n telle que :

f(σ(J ↓ i)) ∩ σ(J ↓ j) ⊆ σ(J ↓ i), pour tous i ≤ j dans Cn+1.

ce qui conclut la preuve car I ⊆ Cn+1. �

Lemme 3.3.12. Soit n ∈ N. Posons :

I = {P ⊆ {0, . . . , n+ 1} | cardP ≤ n ou cardP = n + 2}.
alors la dimension d’ordre de I est n+ 1.
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Démonstration. Soit C = {0, 1, 2} la chaîne à trois éléments. Soit p ∈ n+ 1. Consi-
dérons tp : n+ 1→ C définie par :

tp(k) =





2 si k = p

0 si k 6= p
, pour tout k ∈ n + 1.

considérons tn+1 : n+ 1→ C définie par tn+1(k) = 1 pour tout k ∈ n + 1. Posons :

µ : I → Cn+1

P 7→
∨

p∈P

tp.

Par construction, µ est une application croissante. Soit P ∈ I, nous avons alors :

µ(P )(k) =






2 si k ∈ P
0 si n+ 1 6∈ P et k 6∈ P
1 si n+ 1 ∈ P et k 6∈ P

, pour tout k ∈ n + 1.

Soient P,Q dans I tels que µ(P ) ≤ µ(Q). Soit p ∈ P . supposons p ≤ n, alors µ(Q)(p) =
µ(P )(p) = 2, donc p ∈ Q. Supposons p = n+ 1.

Si pour tout q ∈ n+ 1 nous avons µ(Q)(q) = 2, alors n + 1 ⊆ Q, donc cardQ ≥ n+ 1,
comme Q ∈ I nous avons Q = n + 2, donc p = n + 1 ∈ Q.

Soit q ∈ n + 1 tel que µ(Q)(q) 6= 2, donc µ(P )(q) 6= 2, de plus n + 1 ∈ P , donc
µ(P )(q) = 1, d’où µ(Q)(q) = 1. Nous avons donc p = n + 1 ∈ Q. En conséquence P ⊆ Q.

La dimension d’ordre de I est donc au plus n+ 1, de plus 2n+1 se plonge dans I, donc
la dimension d’ordre de I est n + 1. �

Le théorème suivant découle immédiatement du Lemme 3.3.12, du Corollaire 3.3.11 et
du Corollaire 3.3.3.

Théorème 3.3.13. Soit n ∈ N, soit κ un cardinal infini, alors pour tout f : [κ+n]n →
[κ+n]<κ, il existe X ∈ [κ+n]n+2tel que pour tout Y ∈ [X]n nous avons f(Y ) ∩X ⊆ Y .

En particulier cela permet de répondre à la question posée par Erdös, Hajnal, Máté
et Rado dans [5, Equation (2), Section 46, pp 285]. Pour tout f : [ℵ4]

4 → [ℵ4]
<ω il existe

X ∈ [ℵ4]
6 tel que pour tout Y ∈ [X]4, f(Y ) ∩X ⊆ Y . Ou encore (ℵ4, 4,ℵ0)→ 6.

3.4. Condensats

Définition 3.4.1. Soit I un ensemble ordonné, soit (U, |·|) un recouvrement normé de
I et soit ~A = (Ai, fi,j)i≤j dans I un diagramme d’algèbres de même type de similarité.

– Un support V de a ∈ ∏u∈U A|u| est un noyau V de U tel que :

au = f|V ·u|,|u|(aV ·u), pour tout u ∈ U .

– Posons :

CondU( ~A, V ) =

{
a ∈

∏

u∈U

A|u| | V est un support de a

}
, pour tout noyau V de U .
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Le condensat de ~A sur U est :

Cond( ~A, U) =
⋃{

CondU( ~A, V ) | V est un noyau de U
}
.

– Notons supp a le plus petit support de a, aussi appelé le support de a.
Par le Lemme 3.2.2 le support de a existe pour tout a ∈ Cond( ~A, U).

Lemme 3.4.2. Avec les notations de la définition précédente les assertions suivantes
sont satisfaites.

(1) L’ensemble CondU( ~A, V ) est une sous-algèbre de
∏
u∈U A|u| pour tout noyau V

de U .

(2) L’inclusion CondU( ~A, V ) ⊆ CondU( ~A,W ) est vraie pour tous noyaux V et W de U
tels que V ⊆W .

(3) L’ensemble Cond( ~A, U) est une sous-algèbre de
∏
u∈U A|u|, de plus c’est la réunion

filtrante croissante des CondU( ~A, V ), avec V noyau de U .

(4) Le morphisme πV : CondU( ~A, V ) → ∏
v∈V A|v|, a 7→ a ↾ V est un isomorphisme

pour tout noyau V de U .

(5) L’algèbre Cond( ~A, U) est une réunion filtrante croissante de produits finis des Ais.

(6) Le morphisme πu : Cond( ~A, U)→ A|u|, a 7→ au est surjectif pour tout u ∈ U .

(7) L’application :

πu : Cond( ~A, U)→ A|u|

a 7→ f|supp(a)·u|,|u|(asupp(a)·u)

est un morphisme surjectif d’algèbres, pour tout u ∈ Ids(U, |·|). Soit de plus V un

noyau de U , et a ∈ CondU( ~A, V ), alors πu(a) = f|V ·u|,|u|(aV ·u).

Démonstration. Les assertions (1), (2) et (3) sont évidentes. Le morphisme πV dans
(4) est clairement injectif. Soit x ∈ ∏v∈V A|v|, posons au = f|V ·u|,|u|(xV ·u) pour tout u ∈ U .
Alors V est un support de a et a ↾ V = x. Donc πV est bien un isomorphisme. L’assertion
(5) est conséquence de (4) et (3). L’assertion (6) découle de (4).

Vérifions maintenant (7). Soit u ∈ Ids(U, |·|). Soit V un noyau de U et soit a ∈
CondU( ~A, V ), alors :

πu(a) = f|supp(a)·u|,|u|(asupp(a)·u)

= f|V ·u|,|u|(f|supp(a)·u|,|V ·u|(asupp(a)·u))

= f|V ·u|,|u|(aV ·u)

Cela nous montre alors grâce à (3) que πu est un morphisme d’algèbres. Soit v ∈ u tel que
|v| = |u| et soit V un noyau de U tel que v ∈ V . Alors |V · u| = |u| et πu ↾CondU( ~A, V ) =

f|V ·u|,|u| ◦ πV ·u ↾ CondU( ~A, V ) = πV ·u ↾ CondU( ~A, V ) est surjective. �

Nous appelons l’application πu définie ci-dessus la projection canonique de Cond( ~A,u)
à A|u|.
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Exemple 3.4.3. Soit I = {0, 1} la chaîne à deux éléments, considérons U = {⊥} ⊔ ω
où x < y si et seulement si x = ⊥ et y ∈ ω. Pour u ∈ U , nous posons |u| = 0 si u = ⊥ et
|u| = 1 si u ∈ ω. Alors (U, |·|) est un recouvrement normé ℵ0-compatible de I.

Un diagramme ~A indexé par I correspond à un morphisme f : A0 → A1. Nous avons
alors :

Cond( ~A, U) = {(a⊥, (an)n∈ω) ∈ A0 × Aω1 | {n ∈ ω | an 6= f(a⊥)} est fini}
Proposition 3.4.4. Soit V une classe d’algèbres close par produit fini et par réunion fil-

trante croissante, soit I un ensemble ordonné, soit (U, |·|) un recouvrement normé de I, soit
~A = (Ai, fi,j)i≤j dans I et ~B = (Bi, gi,j)i≤j dans I deux objets de VI et soit ~h = (hi)i∈I : ~A→ ~B
une flèche de VI . Alors il existe des morphismes d’algèbres :

CondU(~h, V ) : CondU( ~A, V )→ CondU( ~B, V )

(au)u∈U 7→ (h|u|(au))u∈U , pour tout noyau V de U

et

Cond(~h, U) : Cond( ~A, U)→ Cond( ~B, U)

(au)u∈U 7→ (h|u|(au))u∈U

De plus, Cond(−, U) : VI → V est un foncteur.

3.5. Relèvements

On fixe dans cette section une classe S de (∨, 0)-demi-treillis, close par produit fini et
par réunion filtrante croissante, soit I un ensemble ordonné, soit ~κ = (κi)i∈I une famille
de cardinaux, soit (U, |·|) un recouvrement normé ~κ-compatible de I, et soit V une classe
d’algèbres de même type de similarité.

Proposition 3.5.1. Soit ~D = (Di, φi,j)i≤j dans I un objet de S
I , soit u ∈ Ids(U, |·|),

soit π
~D
u

: Cond( ~D, U) ։D|u| la projection canonique. Alors la partie

θ
~D
u

= {a ∈ Cond( ~D, U) | π ~D
u

(a) = 0},
est un idéal de Cond( ~D, U), et Id(π

~D
u

) ↾ ↑θ ~D
u

: ↑ θ ~D
u
→ Id(D|u|) est un isomorphisme, où

nous abrégeons (Id Cond( ~D, U)) ↑ θ ~D
u

par ↑θ ~D
u

.

Démonstration. Le morphisme ρu = Id(π
~D
u

) est surjectif et ρu(θ
~D
u

) = 0, donc ρu↾↑θ ~D
u

est surjectif.
Fixons v ∈ u tel que |v| = |u|. Soient L,L′ ∈ ↑θ ~D

u
tels que ρu(L) ⊆ ρu(L′), il faut

prouver que L ⊆ L′. Soit a ∈ L. Comme π ~D
u

(a) ∈ ρu(L′), il existe a′ ∈ L′ tel que π ~D
u

(a) ≤
π
~D
u

(a′). Soit V un support commun de a et a′ tel que v ∈ V . On a |u| = |v| ≤ |V · u| ≤ |u|,
donc |V · u| = |u|, et donc φ|V ·u|,|u| = id. En conséquence

aV ·u = φ|V ·u|,|u|(aV ·u) = π
~D
u

(a) ≤ π
~D
u

(a′) = φ|V ·u|,|u|(a
′
V ·u) = a′V ·u.
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Posons :

bw =




aw si V · w 6= V · u
0 si V · w = V · u , pour tout w ∈ U .

L’ensemble V est un support de b, et π ~D
u

(b) = φ|V ·u|,|u|(bV ·u) = 0.
Soit w ∈ U . Si V · w 6= V · u, alors aw = bw ≤ a′w ∨ bw. Si V · w = V · u, alors

|u| = |V · u| = |V · w| ≤ |w|. Donc :

a′w = φ|V ·w|,|w|(a
′
V ·w) = φ|u|,|w|(φ|V ·u|,|u|(a

′
V ·u)) = φ|u|,|w|(π

~D
u

(a′)),

et de même, aw = φ|u|,|w|(π
~D
u

(a)). Comme π ~D
u

(a) ≤ π
~D
u

(a′), nous obtenons que aw ≤ a′w.
Donc nous avons prouvé que a ≤ b ∨ a′. De b ∈ θ ~D

u
∈ L′ et a′ ∈ L′ il découle a ∈ L′. Donc

L ⊆ L′, par suite ρu est un plongement. �

Lemme 3.5.2. Soit (ψi)i∈I = ~ψ : ~C → ~D une flèche de S I , soit u ∈ Ids(U, |·|). Alors :

ψ|u| ◦ π ~Cu = π
~D
u
◦ Cond(~ψ, U),

et
Id(Cond(~ψ, U))(θ

~C
u
) ⊆ θ

~D
u
.

Démonstration. Soit ~C = (Ci, γi,j)i≤j dans I , soit ~D = (Di, δi,j)i≤j dans I , soit V un
noyau de U et soit a ∈ CondU( ~C, V ). Par la Proposition 3.4.4, V est aussi un noyau de
Cond(~ψ, U)(a) et

π
~D
u

(Cond(~ψ, U)(a)) = δ|V ·u|,|u|((Cond(~ψ, U)(a))V ·u)

= δ|V ·u|,|u|(ψ|V ·u|(aV ·u))

= ψ|u|(γ|V ·u|,|u|(aV ·u))

= ψ|u|(π
~D
u

(a))

L’inclusion découle immédiatement de cette égalité. �

Définition 3.5.3. Soit ~D un objet de S I . Un U-quasi-relèvement de ~D dans V est
un couple (τ, T ), où T ∈ V et τ : Conc T → Cond( ~D, U) est un (∨, 0)-homomorphisme tel
que ↑αu → ↑θ ~Du , β 7→ Id(τ)(β) ∨ θ ~D

u
est un isomorphisme pour tout u ∈ Ide(U, |·|), où

αu =
∨{β ∈ Conc T | τ(β) ∈ θ ~D

u
}.

Dans la définition ci-dessus nous avons utilise l’identification de ConT avec le treillis
des idéaux de Conc T . Dans la suite nous allons étendre la Définition 3.5.3 des objets de
S I aux diagrammes de S I .

Définition 3.5.4. Soit J une catégorie et D : J → S I un foncteur. Un U-quasi-
relèvement de D dans V est un couple (~τ , J), où J : J → V est un foncteur et ~τ =
(τ j)j∈ObJ : Conc ◦J → Cond(D(−), U) est une transformation naturelle, tel que (τ j , J(j))
est un U -quasi-relèvement de D(j) pour tout j ∈ Ob J .

Les lemmes suivants sont évidents.
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Lemme 3.5.5. Soit ~D un objet de S I , soit T ∈ V et soit τ : Conc T → Cond( ~D, U) un

isomorphisme. Alors (τ, T ) est un U-quasi-relèvement de ~D.

Lemme 3.5.6. Soit J une catégorie, soit D : J → S I un foncteur, soit J : J → V un
foncteur et soit τ = (τ j)j∈ObJ : Conc ◦J→ Cond(D(−), U) un isomorphisme naturel. Alors
(τ, J) est un U-quasi-relèvement de D.

Le lemme suivant exprime une propriété de commutativité entre le foncteur Cond et le
foncteur Conc.

Lemme 3.5.7. Soit ~A = (Ai, fi,j)i≤j dans I un objet de VI , posons :

~D = Conc ◦ ~A = (ConcAi,Conc fi,j)i≤j dans I .

Soit pu : Cond( ~A, U) ։A|u| la projection canonique pour tout u ∈ Ids(U, |·|). Posons :

τ : Conc Cond( ~A, U)→ Cond( ~D, U)

β 7→ ((Conc pv)(β))v∈U

Alors (τ,Cond( ~A, U)) est un U-quasi-relèvement de ~D.

Démonstration. Notons πu : Cond( ~D, U) → D|u| la projection canonique et posons
θu = θ

~D
u

pour tout u ∈ Ids(U, |·|). Soient x, y ∈ Cond( ~A, U) et posons β = ΘCond( ~A,U)(x, y).
Alors τ(β) = (ΘA|u|

(xu, yu))u∈U . Soit V un support commun de x et y. Pour tout u ∈ U ,

ΘA|u|
(xu, yu) = ΘA|u|

(f|V ·u|,|u|(xV ·u), f|V ·u|,|u|(yV ·u))

= Conc(f|V ·u|,|u|)(ΘA|V ·u|
(xV ·u, yV ·u))

Donc V est un support de τ(β). Par suite τ prend ses valeurs dans Cond( ~D, U). De plus,
pour x, y, V et β comme ci-dessus,

πu(τ(β)) = Conc(f|V ·u|,|u|)(τ(β)V ·u)

= Conc(f|V ·u|,|u|)(ΘA|V ·u|
(xV ·u, yV ·u))

= ΘA|u|
(pu(x), pu(y)),

donc πu ◦ τ = Conc pu pour tout u ∈ Ids(U, |·|).
Soit u ∈ Ids(U, |·|) et posons αu =

∨{β ∈ Conc(Cond(A,U)) | τ(β) ∈ θu}. Les
équivalences suivantes sont satisfaites, pour tout β ∈ Conc Cond( ~A, U) :

β ⊆ ker pu⇐⇒ Conc(pu)(β) = 0

⇐⇒ πu ◦ τ(β) = 0

⇐⇒ τ(β) ∈ θu

⇐⇒ β ⊆ αu,

d’où αu = ker pu. Soit τu : ↑αu→ ↑θu l’application définie par τu(β) = (Id τ)(β)∨θu pour
tout β ∈ Con Cond( ~A, U) contenant αu. Comme (Id πu)(θu) = 0, le diagramme suivant est
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commutatif :
↑θu

Id(πu)

((QQQQQQQQQQQQQQ

↑αu

τu

OO

Con(pu)
// Con(A|u|)

Comme (Id πu) ↾ ↑θu et (Con pu) ↾ ↑αu sont tous les deux des isomorphismes, τu l’est
aussi. �

Lemme 3.5.8. Soit J une catégorie, soit A : J → VI un foncteur, posons D = Conc ◦A.
Soit τ j : Conc(Cond(A(j), U))→ Cond(Conc(A(j)), U) l’application du Lemme 3.5.7 pour
tout j ∈ J . Soit τ = (τ j)j∈ObJ . Alors (τ,Cond(A(−), U)) est un U-quasi-relèvement de D.

Démonstration. Nous savons (cf. Lemme 3.5.7) que (τ j ,Cond(A(j), U)) est un U -
quasi-relèvement de D(j) pour tout j ∈ ObJ .

Soit A(j) = (Aji , t
j
i,i′)i≤i′ dans I pour tout j ∈ Ob J . Soit f : j → k une flèche de J , soit

A(f) = (afi )i∈I , soit pku : Cond(A(k), U) ։ Ak|u| la projection canonique pour tout u ∈ U .
Soient x, y ∈ Cond(A(j), U). Alors :

Cond
(

Conc A(f), U
)(
τ j
(
ΘCond(A(j),U)(x, y)

))

= Cond
(

Conc A(f), U
)((

ΘAj

|u|
(xu, yu)

)

u∈U

)

=
(

Conc(a
f
|u|)
(
ΘAj

|u|
(xu, yu)

))

u∈U

=
(
ΘAk

|u|

(
af|u|(xu), a

f
|u|(yu)

))

u∈U

=
(
ΘAk

|u|

(
pku(Cond(A(f), U)(x)), pku(Cond(A(f), U)(y))

))

u∈U

=
(

Conc(p
k
u)
(
ΘCond(A(k),U)

(
Cond(A(f), U)(x),Cond(A(f), U)(y)

)))

u∈U

=τk
(
ΘCond(A(k),U)

(
Cond(A(f), U)(x),Cond(A(f), U)(y)

))

=τk
(

Conc

(
Cond(A(f), U)

)(
ΘCond(A(j),U)(x, y)

))

Donc le diagramme suivant est commutatif :

Cond(Conc A(j), U)
Cond(Conc A(f),U)−−−−−−−−−−−→ Cond(Conc A(k), U)

τ j

x

xτk

Conc Cond(A(j), U)
Conc Cond(A(f),U)−−−−−−−−−−−→ Conc Cond(A(k), U)

ce qui conclut la preuve. �
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Théorème 3.5.9. Soit J une petite catégorie, supposons que V est clos par image

homomorphe, et est
(

Ide(U, |·|)=, J, (κ|u|)u∈Ide(U,|·|)=

)
-Löwenheim-Skolem. Soit D : J →

S I un foncteur, soit (~τ ,A) un U-quasi-relèvement de D dans V. Soit D(j) = ~Dj =(
Dj
i , φ

j
i,i′

)

i≤i′ dans I
pour tout j ∈ ObJ , soit D(f) = ~ψf = (ψfi )i∈I pour tout f ∈ MorJ . Si

∑
j∈ObJ cardDj

i < κi pour tout i ∈ I, alors il existe dans V un relèvement du diagramme

D̂ : I × J → S , associé à D (cf. Proposition 2.1.11).

Démonstration. Fixons u ∈ Ide(U, |·|) et j ∈ ObJ , posons θj
u

= θD(j)
u

comme définie
dans la Proposition 3.5.1, posons :

αj
u

=
∨
{β ∈ Conc A(j) | τ j(β) ≤ θj

u
},

posons τ j
u
: ↑ αj

u
→ ↑θj

u
, β 7→ Id(τ j)(β) ∨ θj

u
, comme dans la Définition 3.5.3, notons

pj
u
: A(j) ։ A(j)/αj

u
la projection canonique, notons aussi πj

u
: Cond(D(j), U) ։ Dj

|u| la
projection canonique définie dans le Lemme 3.4.2(7). L’application χj

u
= Con(pj

u
)◦(τ j

u
)−1◦

(Id(πj
u
) ↾ ↑θj

u
)−1 est un isomorphisme (cf Figure 3.2).

Id(Dj
|u|)

χj
u

++

↑θj
u

Id πj
u

oo ↑αj
u

τ j
u

oo
Con pj

u

// Con(A(j)/αj
u
)

Fig. 3.2. L’isomorphisme χj
u
.

De plus
∑
j∈ObJ card Conc(A(j)/αj

u
) =

∑
j∈ObJ cardDj

|u| < κ|u| pour tout u ∈ Ide(U, |·|)=.

Donc il existe une famille (Bj
u
)j∈ObJ
u∈Ide(U,|·|)=

d’algèbres telles que :

(1) L’algèbre Bj
u

est une sous-algèbre de A(j),
(2) L’algèbre Bj

u
/αj

u
est dans V,

(3) L’inclusion Bj
u
⊆ Bj

v
est satisfaite,

(4) L’inclusion A(f)(Bj
u
) ⊆ Bk

u
est satisfaite,

(5) Le morphisme Con(qj
u
) est un isomorphisme, où qj

u
: Bj

u
/αj

u
→ A(j)/αj

u
est l’in-

jection canonique,
(6) L’inégalité

∑
j′∈Ob J cardBj′

u
< κ|u| est satisfaite,

pour tout u ≤ v dans Ide(U, |·|)= et pour tout morphisme f : j → k dans J . De plus, nous
pouvons étendre cette famille à Ide(U, |·|), en posant Bj

u
= A(j), les assertions (1) − (5)

sont satisfaites pour tout u ≤ v dans Ide(U, |·|), et pour tout morphisme f : j → k dans J .
Posons :

F : Ide(U, |·|)→ P(U)

u 7→
⋃
{supp τ j(ΘA(j)(x, y)) | j ∈ Ob J et x, y ∈ Bj

u
}
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alors F (u) < κ|u| pour tout u ∈ Ide(U, |·|)=. Comme (U, |·|) est ~κ-compatible, il existe une
application croissante σ : I → Ide(U, |·|) telle que :

(1) L’égalité |σ(i)| = i est satisfaite pour tout i ∈ I.

(2) L’égalité V · σ(i) = V · σ(i′) est satisfaite pour tous i ≤ i′ dans I et tout noyau V
de U inclus dans F (σ(i)).

Soit i ∈ I et j ∈ Ob J . L’application ξji = (Con(qjσ(i)))
−1 ◦ χσ(i) est un isomorphisme (cf

Figure 3.3) et l’algèbre B(i, j) = Bj
σ(i)/α

j
σ(i) ∈ V appartient à V.

Id(Dj
i )

χj

σ(i)

++

ξj
i

00

↑θjσ(i)
Id(πj

σ(i)
)

oo ↑αjσ(i)
τ j

σ(i)

oo
Con(pj

σ(i)
)

// Con(A(j)/αjσ(i))

Con(B(i, j))

Con(qj

σ(i)
)

OO

Fig. 3.3. L’isomorphisme ξji .

Soit i ≤ i′ dans I, soit j ∈ Ob J , soient x, y ∈ Bj
σ(i), soit β = ΘA(j)(x, y). Les égalités

suivantes sont satisfaites :

Con(pjσ(i))(β ∨ αjσ(i)) = Θ
A(j)/αj

σ(i)
(x/αjσ(i), y/α

j
σ(i))

= Con(qjσ(i))(ΘB(i,j)(x/α
j
σ(i), y/α

j
σ(i))). (3.5.1)

de même :
Con(pjσ(i′))(β) = Con(qjσ(i′))(ΘB(i′,j)(x/α

j
σ(i′), y/α

j
σ(i′))). (3.5.2)

De plus, posons V = supp(τ j(β)), alors V ⊆ F (σ(i)), donc V · σ(i) = V · σ(i′) et donc :

πjσ(i′)(τ
j(β)) = φ|V ·σ(i′)|,|σ(i′)|(τ

j(β)V ·σ(i′)) par le Lemme 3.4.2(7)

= φ|V ·σ(i)|,i′(τ
j(β)V ·σ(i)) car V · σ(i′) = V · σ(i) et |σ(i′)| = i′

= φi,i′ ◦ φ|V ·σ(i)|,i(τ
j(β)V ·σ(i))

= φi,i′ ◦ πjσ(i)(τ
j(β)) par le Lemme 3.4.2(7).

Donc :
Id(φji,i′) ◦ Id(πjσ(i)) ◦ Id(τ j)(β) = Id(πjσ(i′)) ◦ Id(τ j)(β) (3.5.3)

Comme αj
u

=
∨{β ∈ Conc A(j) | τ j(β) ≤ θj

u
}, nous avons Id(τ j)(αj

u
) ≤ θj

u
. Donc :

τ j
u
(β ∨ αj

u
) = Id(τ j)(β ∨ αj

u
) ∨ θj

u
= Id(τ j)(β) ∨ θj

u
, pour tout u ∈ Ide(U, |·|). (3.5.4)

Comme Id(πj
u
)(θj

u
) = 0, les équations suivantes sont satisfaites :

Id(πj
u
) ◦ τ j

u
(β ∨ αj

u
) = Id(πj

u
) ◦ Id(τ j)(β), pour tout u ∈ Ide(U, |·|). (3.5.5)
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Donc :

Id(φji,i′) ◦ Id(πjσ(i)) ◦ τ jσ(i)(β ∨ αjσ(i)) = Id(φji,i′) ◦ Id(πjσ(i)) ◦ Id(τ j)(β) par (3.5.5)

= Id(πjσ(i′)) ◦ Id(τ j)(β) par (3.5.3)

et donc, par (3.5.5), les égalités suivantes sont satisfaites

Id(φji,i′) ◦ Id(πjσ(i)) ◦ τ jσ(i)(β ∨ αjσ(i)) = Id(πjσ(i′)) ◦ Id(τ jσ(i′))(β ∨ αjσ(i′)) (3.5.6)

d’où :

ξji′ ◦ Id(φji,i′) ◦ (ξji )
−1(ΘB(i,j)(x/α

j
σ(i), y/α

j
σ(i)))

= ξji′ ◦ Id(φji,i′) ◦ Id(πjσ(i)) ◦ τ jσ(i) ◦ (Con(pjσ(i)) ↾ ↑αjσ(i))
−1

◦ Con(qjσ(i))(ΘB(i,j)(x/α
j
σ(i), y/α

j
σ(i)))

= ξji′ ◦ Id(φji,i′) ◦ Id(πjσ(i)) ◦ τ jσ(i)(β ∨ αjσ(i)) par (3.5.1)

= ξji′ ◦ Id(πjσ(i′)) ◦ τ jσ(i′)(β ∨ αjσ(i′)) par (3.5.6)

= (Con qjσ(i′))
−1 ◦ Con(pjσ(i′)) ◦ (τ jσ(i′))

−1

◦ Id(πjσ(i′) ↾ ↑θjσ(i′))
−1 ◦ Id(πjσ(i′)) ◦ τ jσ(i′)(β ∨ αjσ(i′))

= (Con qjσ(i′))
−1 ◦ Con(pjσ(i′))(β ∨ αjσ(i′))

= ΘB(i′,j)(x/α
j
σ(i′), y/α

j
σ(i′)). par (3.5.2)

Il en découle que le morphisme qui suit est bien défini :

gji,i′ : B(i, j)→ B(i′, j)

x/αjσ(i) 7→ x/αjσ(i′)

et le diagramme suivant est commutatif :

Id(Dj
i′)

ξj

i′−−−→ Con(B(i′, j))

Id(φj

i,i′
)

x
xCon(gj

i,i′
)

Id(Dj
i )

ξj
i−−−→ Con(B(i, j))

(3.5.7)

Soit f : j → k une flèche de J , soit i ∈ I et posons u = σ(i). Comme (~τ,A) est
un U -quasi-relèvement de D, le diagramme suivant est commutatif :

Id(Dk
i )

Id(πk
u
)←−−−− Id(Cond(D(k), U))

Id(τk)←−−− Con(A(k))

Id(ψf
i
)

x Cond(D(f),U)

x Con(A(f))

x

Id(Dj
i )

Id(πj
u
)←−−−− Id(Cond(D(j), U))

Id(τ j)←−−− Con(A(j))

(3.5.8)
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Soit β ∈ Conc A(j) telle que τ j(β) ∈ θk
u
. Donc πj

u
(τ j(β)) = 0, d’où :

0 = ψfi (π
j
u
(τ j(β))) = πk

u

(
τk
(

Conc(A(f))(β)
))

et donc Con(A(f))(β) ≤ αk
u
. Ce qui prouve :

Con(A(f))(αj
u
) = Con(A(f))

(∨
{β ∈ Conc(A(j)) | τ j(β) ∈ θk

u
}
)
≤ αk

u

ce qui montre que le morphisme suivant est bien défini :

f̃i : A(j)/αj
u
→ A(k)/αk

u

x/αj
u
7→ A(f)(x)/αk

u

et que le diagramme suivant est commutatif :

A(k)
pk

σ(i)−−−→ A(k)/αkσ(i)

qk
σ(i)←−−− B(i, k)

A(f)

x f̃i

x

xf̃i↾B(i,j)

A(j)
pj

σ(i)−−−→ A(j)/αjσ(i)

qj

σ(i)←−−− B(i, j)

(3.5.9)

En combinant les diagrammes commutatifs (3.5.9) et (3.5.10) avec les définitions de ξki et
de ξji on montre que le diagramme suivant est commutatif :

Id(Dk
i )

ξk
i−−−→ Con(B(i, k))

Id(ψf
i
)

x

xCon(f̃i↾B(i,j))

Id(Dj
i )

ξj
i−−−→ Con(B(i, j))

(3.5.10)

Pour i ≤ i′ dans I et f : j → k dans J , posons

B(i→ i′, f : j → k) : B(i, j)→ B(i′, k)

x/αjσ(i) 7→ A(f)(x)/αkσ(i′).

Soit i′′ ≥ i′ dans I et f ′ : k → k′ dans J , alors :

B(i′ → i′′, f ′) ◦B(i→ i′, f)(x/αjσ(i)) = B(i′ → i′′, f ′)(A(f)(x)/αkσ(i′))

= A(f ′)(A(f)(x))/αk
′

σ(i′)

= A(f ′ ◦ f)(x)/αk
′

σ(i′)

= B(i→ i′′, f ′ ◦ f)(x/αjσ(i)).
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Donc B : I × J → V est un foncteur. De plus par (3.5.7) et (3.5.10) le diagramme suivant
est commutatif :

Id(Dk
i′)

ξk
i′−−−→ Con(B(i′, k))

Id(φk
i,i′

)

x
xCon(gk

i,i′
)

Id(Dk
i )

ξk
i′−−−→ Con(B(i, k))

Id(ψf
i
)

x

xCon(f̃i↾B(i,j)))

Id(Dj
i )

ξj
i−−−→ Con(B(i, j))

Comme D̂(i ≤ i′, f) = φki,i′ ◦ ψfi et B(i → i′, f) = gki,i′ ◦ f̃i, le diagramme suivant est
commutatif :

Id(D̂(i′, k))
ξk
i′−−−→ Con(B(i′, k))

Id(~D(i→i′,f))

x
xCon(B(i→i′,f))

Id(D̂(i, j))
ξj
i−−−→ Con(B(i, j))

�

3.6. Points critiques

Définition 3.6.1. Soit V une classe d’algèbres de même type de similarité. La classe
de congruence compactes de V est la classe de tous les (∨, 0)-demi-treillis S telles qu’il
existe A ∈ V telle que S est isomorphe à ConcA. Nous notons cette classe Conc V.

Définition 3.6.2. Soit V1 une classe d’algèbres de même type de similarité, soit V2

une classe d’algèbres de même type de similarité. Le point critique de V1 sous V2 est :

crit(V1; V2) = min{cardD | D ∈ Conc(V1)− Conc(V2)},
si Conc V1 6⊆ Conc V2, sinon nous posons crit(V1; V2) =∞.

Le point critique symétrique de V1 et V2 est défini par

crits(V1; V2) = min{crit(V1; V2), crit(V2; V1)}.
simplement appelé point critique dans [37].

Le corollaire suivant prouve que, pour une catégorie J fixée et un arbre T , si on peut
relever dans V1 et V2 les même diagrammes indexés par J de (∨, 0)-demi-treillis «pas trop
grands», alors on peut relever dans V1 et V2 les même diagrammes indexés par T × J de
(∨, 0)-demi-treillis «pas trop grands». Remarquons de plus que la condition (1) ci-dessous
est automatiquement vérifiée si card L1 ≤ κ et card L2 ≤ λ.

Corollaire 3.6.3. Soit S la variété de tous les (∨, 0)-demi-treillis, soient L1 et L2

des types de similarité, soit V1 une variété de L1-algèbres, soit V2 une variété de L2-
algèbres, soient λ < κ des cardinaux infinis, soit I un arbre bien fondé et soit J une petite
catégorie, tels que :
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(1) V1 est localement ≤ κ et V2 est localement ≤ λ.

(2) card Mor(J) < κ.

(3) card I ≤ κ.

(4) card(↓i) < cf κ pour tout i ∈ I.

(5) Tout foncteur D : J → S tel que card D(j) ≤ κ pour tout j ∈ Ob J , qui a un
relèvement dans V1, a un relèvement dans V2.

Alors tout foncteur D : I×J → S tel que card D(i, j) < κ pour tout i ∈ I et tout j ∈ Ob J ,
qui a un relèvement dans V1, a un relèvement dans V2.

Démonstration. Soit D : I × J → S un foncteur tel que card D(i, j) < κ pour tout
i ∈ I et tout j ∈ Ob J , soit A : I × J → V1 un relèvement de D. Notons αi,j la congruence
identité de A(i, j) pour tout i ∈ I et tout j ∈ ObJ . Par le Lemme 3.1.7 nous pouvons
supposer :

card A(i, j) ≤ κ+
∑

i′≤i

∑

j′∈Ob J

∑

f : j′→j

card D(i′, j′) ≤ κ.

De plus par le Corollaire 3.2.7 il existe un recouvrement normé (U, |·|) étroit et κ-compatible
de I tel que cardU ≤ κ. Comme vu dans la Proposition 2.1.11, le foncteur A correspond
à un foncteur Ã : J → VI

1 et le foncteur D correspond à un foncteur D̃ : J → S
I . Le

Lemme 3.5.8 implique qu’il existe τ = (τ j)j∈Ob J tel que (τ,Cond(Ã(−), U)) est un U -
quasi-relèvement de D̃ et :

card Cond(Ã(j), U) ≤
∑

V ∈[U ]<ω

card
∏

u∈V

A(|u|, j) ≤
∑

V ∈[U ]<ω

κ ≤ κ, pour tout j ∈ Ob J

Donc il existe un relèvement de Conc Cond(Ã(−), U) dans V2, et donc il existe un U -
quasi-relèvement B : J → V2 de D̃ dans V2. De plus le Lemme 3.1.8 implique que V2

est (Ide(U, |·|)=, J, (κ)
u∈Ide(U,|·|)=)-Löwenheim-Skolem, donc, par le Théorème 3.5.9, D a un

relèvement dans V2. �

En raisonnant par récurrence, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.6.4. Soit S la variété de tous les (∨, 0)-demi-treillis, soient L1 et L2

des types de similarité, soit V1 une variété de L1-algèbres, soit V2 une variété de L2-
algèbres, soit κ un cardinal infini, soit I1, I2, . . . , In des arbres, soit J une catégorie, tels
que :

(1) V1 est localement ≤ κ+ et V2 est localement ≤ κ.

(2) card I1 + card I2 + · · ·+ card In−1 + card MorJ ≤ κ.

(3) card In ≤ κ+.

(4) card(↓i) ≤ κ pour tout i ∈ In.

(5) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis D : J → S , tel que card D(j) ≤ κ+n, qui
a un relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.
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Alors tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis D : I1 × I2 × · · · × In × J → S , tel que
card D(i1, i2, . . . , in, j) ≤ κ pour tout (i1, i2, . . . , in, j) ∈ I1 × I2 × · · · × In ×ObJ , qui a un
relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.

Le corollaire suivant est similaire au Corollaire 3.6.3. Il montre qu’avec des variétés
finiment engendrées d’algèbres congruence-distributives, nous pouvons aller un cran plus
loin.

Corollaire 3.6.5. Soit S la variété de tous (∨, 0)-demi-treillis, soient L1 et L2

des types de similarité, soit V1 une variété de L1-algèbres, soit V2 une variété finiment
engendrée de L2-algèbres congruence-distributives, soit I un arbre initialement fini, et J
un ensemble ordonné fini, tels que :

(1) V1 est localement ≤ ℵ0.

(2) card I ≤ ℵ0.

(3) Tout foncteur D : J → S tel que card D(j) ≤ ℵ0 pour tout j ∈ J , qui a un
relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.

Alors tout foncteur D : I × J → S , tel que D(i, j) est fini pour tout (i, j) ∈ I × J , qui a
un relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.

Démonstration. Soit D : I × J → S un foncteur tel que D(i, j) est fini pour tout
(i, j) ∈ I × J . Soit A : I × J → V1 un relèvement de D. Notons αi,j la congruence identité
de A(i, j) pour tout (i, j) ∈ I × J . En utilisant le Lemme 3.1.7, nous pouvons supposer
que :

card A(i, j) ≤ ℵ0 +
∑

i′≤i

∑

j′≤j

card D(i′, j′) ≤ ℵ0.

De plus, par le Corollaire 3.2.7, il existe un recouvrement normé (U, |·|) de I étroit
et ℵ0-compatible tel que cardU ≤ ℵ0. Le foncteur A correspond à un foncteur Ã : J → VI

et le foncteur D correspond à un foncteur D̃ : J → VI . Le Lemme 3.5.8 montre qu’il existe
τ = (τ jj∈J) tel que (τ,Cond(Ã(−), U)) est un U -quasi-relèvement de D̃, et :

card Cond(Ã(j), U) ≤
∑

V ∈[U ]<ω

card
∏

u∈V

A(|u|, j) ≤
∑

V ∈[U ]<ω

ℵ0 = ℵ0, pour tout j ∈ J .

Le Lemme 3.1.10 implique que V2 est (Ide(U, |·|)=, J,ℵ0)-Löwenheim-Skolem. Donc par
le Théorème 3.5.9, D a un relèvement dans V2. �

En combinant le Corollaire 3.6.4 et le Corollaire 3.6.5, nous obtenons le corollaire sui-
vant. Ce résultat est similaire au Corollaire 3.6.4, mais avec des diagrammes de (∨, 0)-demi-
treillis finis. Il permet de donner une borne sur le point critique si on trouve un diagramme
fini de (∨, 0)-demi-treillis finis, relevable dans la première variété mais pas dans la seconde.

Corollaire 3.6.6. Soit S la variété de tous les (∨, 0)-demi-treillis, soient L1 et L2

des types de similarité, soit V1 une variété de L1-algèbres localement ≤ ℵ0, soit V2 une
variété finiment engendrée de L2-algèbres congruence-distributives, soit I1, I2, . . . , In des
arbres finis, soit In+1 un arbre dénombrable initialement fini. Si crit(V1; V2) > ℵn, alors
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tout foncteur D : I1 × I2 × · · · × In+1 → S tel que D(i1, i2, . . . , in+1) est fini pour tout
(i1, i2, . . . , in+1) ∈ I1 × I2 × · · · × In+1, qui a un relèvement dans V1, a un relèvement
dans V2.

Le corollaire suivant est une variante du Corollaire 3.6.3, mais avec une classe de (∨, 0)-
demi-treillis et une variété d’algèbres.

Corollaire 3.6.7. Soit S une classe de (∨, 0)-demi-treillis (resp., (∨, 0, 1)-demi-
treillis) stable par produit fini et par réunion filtrante croissante (resp., réunion filtrante
croissante préservant 0 et 1), soit L un type de similarité, soit V une variété de L -algèbres,
soient λ < κ des cardinaux infinis, soit I un arbre bien fondé, soit J une catégorie tel que :

(1) V est localement ≤ λ.

(2) card Mor(J) < κ.

(3) card I ≤ κ.

(4) card(↓i) < cf κ pour tout i ∈ I.

(5) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis (resp., (∨, 0, 1)-demi-treillis) D : J → S

tel que card D(j) ≤ κ pour tout j ∈ Ob J , a un relèvement dans V.

Alors tout foncteur D : I×J → S tel que card D(i, j) < κ pour tout i ∈ I et tout j ∈ Ob J ,
a un relèvement dans V.

Démonstration. Par le Corollaire 3.2.7 il existe un recouvrement normé (U, |·|) de I
étroit et κ-compatible tel que cardU ≤ κ. Soit D : I × J → S un diagramme de (∨, 0)-
demi-treillis (resp., (∨, 0, 1)-demi-treillis) tel que card D(i, j) < κ pour tout i ∈ I et tout
j ∈ ObJ . Ce foncteur correspond à un foncteur D̃ : J → S I . Mais :

card Cond(D̃(j), U) ≤
∑

V ∈[U ]<ω

card
∏

u∈V

D(|u|, j) ≤
∑

V ∈[U ]<ω

κ ≤ κ,

pour tout j ∈ Ob J . De plus Cond(D̃(−), U) est un diagramme de (∨, 0)-demi-treillis (resp.,
(∨, 0, 1)-demi-treillis) de S . Donc Cond(D̃(−), U) a un relèvement A : J → V, et, par le
Lemme 3.5.7, A : J → V est un U -quasi-relèvement de D̃. De plus, par le Lemme 3.1.8, V

est (Ide(U, |·|)=, J, (κ)
u∈Ide(U,|·|)=)-Löwenheim-Skolem. Donc, par le Théorème 3.5.9, D a un

relèvement dans V. �

Par récurrence nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.8. Soit S une classe de (∨, 0)-demi-treillis (resp., (∨, 0, 1)-demi-
treillis) stable par produit fini et par réunion filtrante croissante (resp., réunion filtrante
croissante préservant 0 et 1), soit L un type de similarité, soit V une variété de L -
algèbres, soit κ un cardinal infini, soient I1, I2, . . . , In des arbres bien fondés, soit J une
catégorie telle que :

(1) V est localement ≤ κ.

(2) card I1 + card I2 + · · ·+ card In−1 + card MorJ ≤ κ.

(3) card In ≤ κ+.
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(4) card ↓i ≤ κ pour tout i ∈ In.

(5) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis (resp., (∨, 0, 1)-demi-treillis) D : J → S ,
tel que card D(j) ≤ κ+n, a un relèvement dans V.

Alors tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis (resp., (∨, 0, 1)-demi-treillis) D : I1×I2×· · ·×
In×J → S , tel que card D(i1, i2, . . . , in, j) ≤ κ pour tout (i1, i2, . . . , in, j) ∈ I1× I2×· · ·×
In ×ObJ , a un relèvement dans V.

Corollaire 3.6.9. Soit S une classe de (∨, 0)-demi-treillis (resp., (∨, 0, 1)-demi-
treillis) stable par produit fini et par réunion filtrante croissante (resp., réunion filtrante
croissante préservant 0 et 1), soit L un type de similarité, soit V une variété de L -algèbres.
Si tout S ∈ S a un relèvement dans V, alors tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis (resp.,
(∨, 0, 1)-demi-treillis), indexé par un produit fini d’arbres bien fondés, a un relèvement
dans V.

En utilisant le résultat de Lampe dans [26], prouvant que tout (∨, 0, 1)-demi-treillis est
le (∨, 0)-demi-treillis des congruences compactes d’un magma, nous obtenons la générali-
sation de son résultat de représentation simultanée dans [27], à tous les diagrammes de
(∨, 0, 1)-demi-treillis, indexés par un ensemble ordonné fini.

Corollaire 3.6.10. Soit S la catégorie de tous les (∨, 0, 1)-demi-treillis avec (∨, 0, 1)-
homomorphisme, soit I un ensemble ordonné fini. Alors tout diagramme D : I → S a un
relèvement dans la variété de tous les magmas.

Démonstration. Notons V la variété de tous les magmas. Pour I = 2n, avec un
entier naturel non nul n, le résultat est une conséquence du Corollaire 3.6.9. Soit I un
ensemble ordonné fini. Soit D : I → S un diagramme de (∨, 0, 1)-demi-treillis. Posons
SX = lim−→(D↾X) = lim−→i∈X

D(i), pour tout X ∈ P(I), (il est bien connu que tout diagramme
de (∨, 0, 1)-demi-treillis et (∨, 0, 1)-homomorphismes a une colimite). Soit sX,Y : SX → SY
le morphisme canonique pour tous X ⊆ Y ⊆ I. Alors

D′ : P(I)→ S

X 7→ SX , pour tout X ∈ P(I)

(X ⊆ Y ) 7→ sX,Y , pour tous X ⊆ Y ⊆ I

est un foncteur. Comme P(I) ∼= 2I , il existe un relèvement A′ : P(I)→ V de D′. De plus,
comme SI↓i = D(i) et sI↓i,I↓j = D(i ≤ j) pour tous i ≤ j dans I, le foncteur

A : I → V

i 7→ A′(I ↓ i), pour tout i ∈ I
(i ≤ j) 7→ A′(I ↓ i ⊆ I ↓ j), pour tous i ≤ j ∈ I

est un relèvement de D. �

Le résultat suivant est une propriété de compacité pour les relèvements de diagrammes.
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Théorème 3.6.11. Soit S la classe de tous les (∨, 0)-demi-treillis distributifs, soit V

une variété finiment engendrée d’algèbres congruence-distributives, soit J une petite caté-
gorie, tel qu’il existe au plus un nombre fini de flèches entre deux objets quelconques, soit
D : J → S un foncteur tel que D(j) est fini pour tout j ∈ J . Si tout sous-diagramme fini
de D a un relèvement dans V, alors D a un relèvement dans V.

Démonstration. Soit (Kj)j∈J une famille de parties finies de V telle que si ConcA
est isomorphe à D(j), pour un certain A ∈ V et un j ∈ ObJ , alors A est isomorphe à un
élément de Kj .

Pour toute partie finie I de Ob J , notons I la sous-catégorie pleine de J dont la classe
des objets est I. Soit AI : I → V un foncteur et soit ξI = (ξiI)i∈Ob I : Conc ◦A → D ↾ I un
isomorphisme naturel. Nous pouvons supposer AI(i) ∈ Ki pour tout i ∈ I.

Posons QS = {P ∈ [ObJ ]<ω | S ⊆ P} et notons F le filtre sur [Ob J ]<ω engendré par
{QS | S ∈ [Ob J ]<ω}. Comme QS1 ∩ QS2 = QS1∪S2 pour tous S1, S2 ∈ [Ob J ]<ω, le filtre F

est propre, donc il existe un ultrafiltre U tel que F ⊆ U.
La notion de quasi-partition a déjà été vue au début de la Section 2.5. Soit j ∈ Ob J .

La famille ({P ∈ Q{j} | AP (j) = A})A∈Kj
est une quasi-partition finie de Q{j}, donc il

existe un unique Aj ∈ Kj tel que Rj = {P ∈ Q{j} | AP (j) = Aj} appartient à U.
Soit f : i → j une flèche de J . La famille ({P ∈ Ri ∩ Rj | AP (f) = s})s : Ai→Aj

est
une quasi-partition finie de Ri ∩ Rj ∈ U, donc il existe un unique sf : Ai → Aj tel que
Sf = {P ∈ Ri ∩ Rj | AP (f) = sf} appartient à U.

Soit i ∈ Ob J , soit P ∈ Sidi
, alors AP (i) = Ai et idAi

= idAP (i) = AP (idi) = sidi
.

Soit f : i → j et g : j → k deux flèches de J , soit P ∈ Sf ∩ Sg ∩ Sg◦f . Donc AP (i) = Ai,
AP (j) = Aj, et AP (k) = Ak. De plus :

sg ◦ sf = AP (g) ◦AP (f) = AP (f ◦ g) = sg◦f .

Nous obtenons le foncteur :

A : J → V

i 7→ Ai pour tout i ∈ Ob J

f 7→ sf pour tout f ∈ MorJ

Pour tout j ∈ ObJ , la famille ({P ∈ Rj | ξjP = φ})φ : Conc A(j)→D(j) est une quasi-
partition finie de Rj , donc il existe un unique φj : Conc A(j) → D(j) tel que l’ensemble
Tj = {P ∈ Rj | ξjP = φj} appartient à U.

Soit f : i → j une flèche de J , soit P ∈ Sf ∩ Ti ∩ Tj . Alors les égalités suivantes sont
satisfaites :

φj ◦ Conc A(f) = ξjP ◦ Conc AP (f) = D(f) ◦ ξiP = D(f) ◦ φi,
et donc (φj)j∈ObJ : Conc ◦A → D est un isomorphisme naturel. Donc D a un relèvement
dans V. �

Le corollaire suivant donne une caractérisation de tous les couples de variétés finiment
engendrées d’algèbres congruence-distributives avec un point critique indénombrable.
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Corollaire 3.6.12. Soit V1 une variété localement finie de type de similarité dénom-
brable, soit V2 une variété finiment engendrée d’algèbres congruence-distributives. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) crit(V1; V2) > ℵ0.

(2) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis finis indexé par un arbre qui a un relève-
ment dans V1 a un relèvement dans V2.

(3) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis finis indexé par une chaîne finie qui a un
relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.

Démonstration. Si (1) est vraie, alors par le Corollaire 3.6.5 tout diagramme de
(∨, 0)-demi-treillis finis indexé par un arbre fini qui a un relèvement dans V1 a un relèvement
dans V2. Donc par le Théorème 3.6.11, l’assertion (2) est satisfaite.

Supposons maintenant (3). Par le Théorème 3.6.11, tout diagramme de (∨, 0)-demi-
treillis finis indexé par ω qui a un relèvement dans V1 a un relèvement dans V2. Soit D
un (∨, 0)-demi-treillis dénombrable distributif. Soit A ∈ V1 tel que ConcA ∼= D. Par le
Lemme 3.1.7 nous pouvons supposer que A est dénombrable. Donc nous pouvons écrire
A =

⋃
n∈ω An, où An est une sous-algèbre finie de A et Am ⊆ An pour tous m ≤ n

dans ω. Soit fm,n : Am → An le plongement canonique pour tous m ≤ n dans ω. Posons
A = (An, fm,n)m≤n∈ω. Il existe donc un diagramme B = (Bn, gm,n)m≤n∈ω et un isomor-
phisme naturel ξ : Conc ◦A→ Conc ◦B. Donc, comme le foncteur Conc préserve les limites
inductives filtrantes croissantes,

ConcA ∼= Conc(lim−→A) ∼= lim−→(Conc ◦A) ∼= lim−→(Conc ◦B) ∼= Conc(lim−→B). �

Le corollaire suivant donne une caractérisation des points critiques ∞ d’un couple de
variétés finiment engendrées d’algèbres congruence-distributives.

Corollaire 3.6.13. Soit V1 une variété localement finie, soit V2 une variété finiment
engendrée d’algèbres congruence-distributives. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) crit(V1; V2) ≥ ℵω.

(2) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis finis indexé par {0, 1}n, pour un entier
naturel n, qui a un relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.

(3) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis finis indexé par un (∨, 0)-demi-treillis fini,
qui a un relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.

(4) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis finis indexé par un (∨, 0)-demi-treillis, qui
a un relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.

(5) Tout diagramme de (∨, 0)-demi-treillis indexé par un (∨, 0)-demi-treillis, qui a un
relèvement dans V1 a un relèvement dans V2.

(6) crit(V1; V2) =∞, c’est-à-dire Conc V1 ⊆ Conc V2.

Démonstration. Par le Corollaire 3.6.6, l’assertion (1) implique (2). Par le Théo-
rème 3.6.11, l’assertion (3) implique (4). Les implications (5) =⇒ (6) et (6) =⇒ (1) sont
évidentes.
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Notons S la classe de tous les (∨, 0)-demi-treillis distributifs. Supposons maintenant
que (2) est satisfaite. Soit L un (∨, 0)-demi-treillis fini, soit D un diagramme de (∨, 0)-
demi-treillis finis indexé par L, soit A : L→ V1 un relèvement de D. Posons :

D′ : P(L)→ S

X 7→ D(
∨
X)

X ⊆ Y 7→ D(
∨
X ≤

∨
Y ).

Alors D′ est un foncteur. De plus, le foncteur A′ : P(L)→ V1 défini par

X 7→ A(
∨
X)

X ⊆ Y 7→ A(
∨
X ≤

∨
Y )

est un relèvement de D′. Donc, par (2), il existe un relèvement B′ : P(L) → V2 de D′. De
plus :

B : L→ V2

x 7→ B′(L ↓ x) pour tout x ∈ L
(x ≤ y) 7→ B′(L ↓ x ⊆ L ↓ y) pour tous x ≤ y ∈ L

est un relèvement de D. Ce qui montre (3).
Supposons (4). Soit L un (∨, 0)-demi-treillis, soit D : L→ S un foncteur, soit A : L→

V1 un relèvement de D. Fixons a ∈ A(0). Soit :

G ={(Qx)x∈L | Qx est une sous-algèbre finie de A(x), pour tout x ∈ L,

A(x ≤ y)(Qx) ⊆ Qy, pour tous x ≤ y ∈ L et a ∈ Q0, }
ordonné par (Qx)x∈L ≤ (Q′

x)x∈L si Qx ⊆ Q′
x pour tout x ∈ L. La sous-algèbre

〈A(0 ≤ x)(a)〉A(x) de A(x) engendrée par A(0 ≤ x)(a)

est finiment engendrée, donc finie (car V1 est localement finie). Donc G est un (∨, 0)-demi-
treillis avec comme plus petit élément

(
〈A(0 ≤ x)(a)〉A(x)

)

x∈L
.

Soit :

A′ : G× L→ V1

(Q, x) 7→ Qx

((Q, x) ≤ (Q′, x′)) 7→ (A(x ≤ x′) ↾Qx : Qx → Qy)

Considérons Ã′ : L→ VG
1 comme défini dans la Proposition 2.1.11. Alors :

lim−→ Ã′(x) =
⋃

Q∈G

A′(Q, x) = A(x), pour tout x ∈ L

lim−→ Ã′(x ≤ y) =
⋃

Q∈G

A′((Q, x) ≤ (Q, y)) = A(x ≤ y), pour tous x ≤ y ∈ L
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Comme Conc A′ a un relèvement dans V1, il a aussi un relèvement B′ : G×L dans V2. Soit

B = lim−→◦B̃
′ : L→ V2.

Comme Conc préserve les limites inductives filtrantes croissantes, nous avons les isomor-
phismes naturels suivants :

D ∼= Conc ◦A
∼= Conc ◦ lim−→◦Ã

′

∼= lim−→◦Conc ◦Ã′

∼= lim−→◦Conc ◦B̃′

∼= Conc ◦ lim−→◦B̃
′

∼= Conc ◦B. �

Corollaire 3.6.14. Soit V1 une variété localement finie, soit V2 une variété fini-
ment engendrée d’algèbres congruence-distributives. Alors exactement une des assertions
suivantes est satisfaite :

(1) crit(V1; V2) est fini.

(2) crit(V1; V2) = ℵn, pour un entier naturel n.

(3) crit(V1; V2) =∞, c’est-à-dire Conc V1 ⊆ Conc V2.

Lemme 3.6.15. Soit I un ensemble ordonné initialement fini, soit (U, |·|) un recouvre-
ment normé ℵ0-compatible de I tel que cardU = κ ≥ ℵ0 et Ide(U, |·|) est initialement fini.
Soit V1 une variété d’algèbres localement ≤ κ, soit V2 une variété finiment engendrée d’al-
gèbres congruence-distributives telle que crit(V1; V2) > κ. Soit ~D : I → S un diagramme

de (∨, 0)-demi-treillis finis. Si ~D est relevable dans V1, alors ~D est relevable dans V2.

Démonstration. Soit J l’ensemble ordonné à un élément. Par le Lemme 3.1.10, la
variété V2 est (Ide(U, |·|)=, J, κ)-Löwenheim-Skolem.

Soit ~A = (Ai, fi,j)i≤j dans I un relèvement de ~D dans V1. Comme ConcAi est fini, quitte
à remplacer Ai par un sous-treillis et en utilisant le Lemme 3.1.7, nous pouvons supposer
que cardAi ≤ κ pour tout i ∈ I. Du Lemme 3.5.7 découle l’existence d’un U -quasi-
relèvement (τ,Cond( ~A, U)) de ~D dans V1. De plus :

card Cond( ~A, U) ≤
∑

V ∈[U ]<ω

card

(
∏

u∈V

A|u|

)
≤

∑

V ∈[U ]<ω

κ ≤ κ

Comme crit(V1; V2) > κ, il existe B ∈ V2 et un isomorphisme :

ξ : Conc Cond( ~A, U)→ ConcB.

Donc (τ ◦ ξ, B) est un U -quasi-relèvement de ~D (cf. Lemme 3.5.6). Par ailleurs nous savons
que V2 est (Ide(U, |·|)=, J,ℵ0)-Löwenheim-Skolem, en conséquence, par le Théorème 3.5.9,
il existe un relèvement de ~D dans V2. �
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De manière analogue nous obtenons le résultat similaire avec des variétés d’algèbres
quelconques.

Lemme 3.6.16. Soient ℵ0 < λ < κ des cardinaux réguliers. Soit I un ensemble ordonné
tel que card(I ↓ i) < λ pour tout i ∈ I. Soit (U, |·|) un recouvrement normé λ-compatible
de I tel que card(Ide(U, |·|) ↓ u) < κ pour tout u ∈ Ide(U, |·|)=, et cardU ≤ κ. Soit V1

une variété d’algèbres localement ≤ κ. Soit V2 une variété d’algèbres localement ≤ λ. Soit
~D = (DP , ϕP,Q)P≤Q dans I un système inductif de (∨, 0)-demi-treillis. Supposons que les
conditions suivantes soient satisfaites :

(1) crit(V1; V2) > κ.

(2) card(DP ) < λ pour tout P ∈ I=.

(3) card(Di) ≤ κ pour tout élément i ∈ I maximal.

(4) ~D est relevable dans V1.

Alors ~D est relevable dans V2.

Démonstration. Soit J l’ensemble ordonné à un élément. Par le Lemme 3.1.8, la
variété V2 est (Ide(U, |·|)=, J,ℵ0)-Löwenheim-Skolem.

Soit ~A = (Ai, fi,j)i≤j dans I un relèvement de ~D dans V1. Comme card(ConcAi) ≤ κ,
quitte à remplacer Ai par un sous-treillis et en utilisant le Lemme 3.1.7, nous pouvons
supposer que cardAi ≤ κ pour tout i ∈ I. Le Lemme 3.5.7 implique l’existence d’un
U -quasi-relèvement (τ,Cond( ~A, U)) de ~D dans V1. En plus :

card Cond( ~A, U) ≤
∑

V ∈[U ]<ω

card

(
∏

u∈V

A|u|

)
≤

∑

V ∈[U ]<ω

κ ≤ κ

Comme crit(V1; V2) > κ, il existe B ∈ V2 et un isomorphisme :

ξ : Conc Cond( ~A, U)→ ConcB.

Donc (τ ◦ξ, B) est un U -quasi-relèvement de ~D (cf. Lemme 3.5.6). Nous savons par ailleurs
que V2 est (Ide(U, |·|)=, J,ℵ0)-Löwenheim-Skolem, en conséquence, par le Théorème 3.5.9,
il existe un relèvement de ~D dans V2. �



CHAPITRE 4

Calcul effectif de points critiques

Grâce aux outils introduits nous pouvons maintenant calculer des points critiques entre
diverses variétés de treillis.

4.1. Un couple de variétés avec un point critique ℵ1

Dans cette section nous construirons deux variétés finiment engendrées de treillis mo-
dulaires ayant un point critique ℵ1, résolvant ainsi une question de Tůma et Wehrung posée
dans [37, Problem 5]. La même construction est exposée dans [11].

Lemme 4.1.1. Soit A une algèbre finie avec ConA distributif, soit α ∈ ConA et posons
Q = {θ ∈ M(ConA) | α 6≤ θ}. Si tous les A/θ pour θ ∈ Q sont simples, alors l’application
canonique ConA→ Con(A/α)×∏θ∈Q Con(A/θ) est un isomorphisme.

Démonstration. Comme Con(A/ξ) ∼= ↑ξ pour tout ξ ∈ ConA, il suffit de prouver
que l’application j : ConA→ (↑α)×∏θ∈Q(↑θ), ξ 7→ (ξ∨α, (ξ∨θ)θ∈Q) est un isomorphisme.
Si α ∧ ∧Q 6= 0, alors il existe θ ∈ M(ConA) telle que α ∧ ∧Q 6≤ θ, alors α 6≤ θ (donc
θ ∈ Q) et

∧
Q 6≤ θ, une contradiction ; d’où α∧∧Q = 0. La distributivité de ConA montre

que j est injectif.
Montrons maintenant que j est surjectif. Soit β ∈ ↑α, soit γθ ∈ ↑θ pour tout θ ∈ Q.

Posons ξ = β ∧ ∧θ∈Q γθ. Nous avons α ∨ β = β et α ∨ θ = A× A pour tout θ ∈ Q, donc :

ξ ∨ α = (β ∧
∧

θ∈Q

γθ) ∨ α = (β ∨ α) ∧
∧

θ∈Q

(γθ ∨ α) = β ∧
∧

θ∈Q

(A× A) = β

Nous obtenons de manière analogue ξ ∨ θ = γθ pour tout θ ∈ Q, ce qui prouve que j est
surjectif. �

Nous disons qu’une classe V d’algèbres de même type de similarité est finiment semi-
simple, si tout membre fini sous-directement-irréductible de V est simple. Un exemple
important de variété finiment semi-simple est la variété de tous les treillis modulaires.

Lemme 4.1.2. Soient V1 et V2 des variétés d’algèbres congruence-distributives de même
type de similarité, avec V1 finiment semi-simple. Nous supposons de plus que pour toute
algèbre finie non simple A ∈ V1, si A se plonge dans une algèbre simple de V1, alors A se
plonge dans une algèbre simple de V2.

Soit f : A → A′ un morphisme entre des algèbres finies de V1. Notons α (resp., α′)
la plus petite congruence de A (resp., A′) tel que A/α ∈ V2 (resp., A′/α′ ∈ V2), avec les
projections canoniques πα : A։A/α (resp., π′

α′ : A′։A′/α′). Soit B ∈ V2, soit p : B։A/α
un morphisme surjectif, et soit ξ : ConcA → ConcB un isomorphisme tel que (Conc p) ◦

85
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ξ = Conc πα. Alors il existe B′ ∈ V2, un morphisme g : B → B′, un morphisme surjectif
p′ : B′ ։ A′/α′ et un isomorphisme ξ′ : ConcA

′ → ConcB
′, tel que le diagramme suivant

soit commutatif :

ConcA
Conc f //

Conc πα

xxppppppppppp

ξ∼=

��

ConcA
′

ξ′∼=

��

Conc π′
α′

''NNNNNNNNNNN

Conc(A/α) Conc(A
′/α′)

ConcB

Conc p

ffffNNNNNNNNNNN
Conc g // ConcB

′

Conc p′

77 77ppppppppppp

S’il existe au moins une algèbre simple dans V2, alors Conc ◦A a un relèvement dans V2,
pour tout diagramme A : ω → V1 d’algèbres finies,

De plus, si V1 est localement fini, alors crit(V1; V2) ≥ ℵ1.

Démonstration. Notons πθ : A։A/θ (resp., π′
θ : A

′ ։A′/θ) la projection canonique
pour tout θ ∈ ConA (resp., θ ∈ ConA′). L’algèbre A/f−1(α′) est isomorphe à une sous-
algèbre de A′/α′ ∈ V2, donc A/f−1(α′) ∈ V2, d’où f−1(α′) ⊇ α, donc Conc(f)(α) ⊆ α′,
par suite le morphisme gα : A/α→ A′/α′, x/α 7→ f(x)/α′ est bien défini et le diagramme
suivant est commutatif :

A
f−−−→ A′

πα

y π′
α′

y

A/α
gα−−−→ A′/α′

Posons hα = gα ◦ p.
Posons Q = {θ ∈ M(ConA′) | A′/θ 6∈ V2}. Soit θ ∈ Q. L’algèbre A/f−1(θ) est

isomorphe à une sous-algèbre de A′/θ qui est une algèbre simple de V1. Si A/f−1(θ) n’est
pas simple, alors A/f−1(θ) ∈ V2 et A/f−1(θ) est une sous-algèbre d’une algèbre simple
de V2. Donc l’une des deux assertions suivantes est satisfaite :

(1) L’algèbre A/f−1(θ) est une sous-algèbre d’une algèbre simple dans V2.

(2) L’algèbre A/f−1(θ) est simple et n’est pas dans V2.

Si A/f−1(θ) 6∈ V2, posons Bθ = B/ξ(f−1(θ)), qui est une algèbre simple et posons
hθ : B ։ Bθ la projection canonique. Si A/f−1(θ) ∈ V2, alors il existe une algèbre simple
Bθ ∈ V2 et un plongement gθ = A/f−1(θ) →֒Bθ. De plus, comme A/f−1(θ) ∈ V2, l’inclusion
f−1(θ) ⊇ α est vraie. Notons pθ : A/α → A/f−1(θ) la projection canonique. Posons hθ =
gθ ◦ pθ ◦ p.

Soit φθ : Conc(A
′/θ)→ ConcBθ le seul isomorphisme possible, posons ξ′θ = φθ◦Conc π

′
θ,

pour tout θ ∈ Q. Soit ξ′α′ = Conc π
′
α′ .

L’algèbre B′ = A′/α′ ×∏θ∈QBθ appartient à V2. Considérons

g : B → B′

x 7→ (hα(x), (hθ(x))θ∈Q).
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Comme ConB′ ∼= Con(A′/α′) × ∏θ∈Q Con(Bθ) est fini, toute congruence de B′ est com-
pacte, donc ConcB

′ = ConB′. Nous pouvons donc définir l’application

ξ′ : ConcA
′ → ConcB

′

x 7→ ξ′α′(x)×
∏

θ∈Q

ξ′θ(x).

Par le Lemme 4.1.1, l’application canonique :

ψ : ConcA
′ → Conc(A

′/α′)×
∏

θ∈Q

Conc(A
′/θ) est un isomorphisme.

l’application idConc(A′/α′) ×
∏
θ∈Q φθ est aussi un isomorphisme, donc l’application ξ′ =

(idConc(A′/α′) ×
∏
θ∈Q φθ) ◦ ψ est un isomorphisme.

Notons par p′ : B′ ։ A′/α′ et par p′θ : B
′ → Bθ les projections canoniques, pour tout

θ ∈ Q.
L’égalité (Conc p

′) ◦ ξ′ = ξ′α′ est évidente. De plus p′ ◦ g = gα ◦ p, donc l’égalité suivante
est satisfaite :

(Conc p
′) ◦ (Conc g) ◦ ξ = (Conc gα) ◦ (Conc p) ◦ ξ = (Conc gα) ◦ Conc πα. (4.1.1)

Comme gα ◦ πα = π′
α′ ◦ f nous obtenons

(Conc p
′) ◦ (Conc g) ◦ ξ = (Conc π

′
α′) ◦ Conc f = (Conc p

′) ◦ ξ′ ◦ Conc f.

Soit θ ∈ Q, alors les égalités suivantes sont vérifiées :

(Conc p
′
θ) ◦ ξ′ ◦ (Conc f) = ξ′θ ◦ (Conc f) = φθ ◦ (Conc π

′
θ) ◦ (Conc f).

Supposons que A/f−1(θ) 6∈ V2. Soit β ∈ ConcA, alors les équivalences suivantes sont
satisfaites :

((Conc p
′
θ) ◦ ξ′ ◦ (Conc f))(β) = 0⇐⇒ Conc(π

′
θ ◦ f)(β) = 0

⇐⇒ β ⊆ f−1(θ)

⇐⇒ ξ(β) ⊆ ξ(f−1(θ))

⇐⇒ (Conc hθ)(ξ(β)) = 0

⇐⇒ ((Conc p
′
θ) ◦ (Conc g) ◦ ξ)(β) = 0.

en conséquence, comme Bθ est simple, nous obtenons

(Conc p
′
θ) ◦ ξ′ ◦ (Conc f) = (Conc p

′
θ) ◦ (Conc g) ◦ ξ,

pour tout θ ∈ Q telle que A/f−1(θ) 6∈ V2. (4.1.2)

Supposons que A/f−1(θ) ∈ V2. les égalités suivantes sont satisfaites :

(Conc p
′
θ) ◦ (Conc g) ◦ ξ = (Conc hθ) ◦ ξ

= (Conc gθ) ◦ (Conc pθ) ◦ (Conc p) ◦ ξ
= (Conc gθ) ◦ (Conc pθ) ◦ (Conc πα)

= (Conc gθ) ◦ (Conc πf−1(θ)).
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Soit β ∈ ConcA, les équivalences suivantes sont satisfaites :

(Concp
′
θ) ◦ (Conc g) ◦ ξ(β) = 0

⇐⇒ (Conc gθ) ◦ (Conc πf−1(θ))(β) = 0

⇐⇒ (Conc πf−1(θ))(β) = 0 comme gθ est injective

⇐⇒ β ⊆ f−1(θ)

⇐⇒ Conc(π
′
θ ◦ f)(β) = 0

⇐⇒ (Conc p
′
θ) ◦ ξ′ ◦ (Conc f)(β) = 0.

En conséquence, comme Bθ est simple,

(Conc p
′
θ) ◦ ξ′ ◦ (Conc f) = (Conc p

′
θ) ◦ (Conc g) ◦ ξ,

pour tout θ ∈ Q telle que A/f−1(θ) ∈ V2. (4.1.3)

Comme ConcB
′ →֒Conc(A/α

′)×∏θ∈Q ConcBθ, par (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) le diagramme
suivant est commutatif :

ConcA
Conc f−−−−→ ConcA

′

ξ

y ξ′

y

ConcB
Conc g−−−→ ConcB

′

Soit S une algèbre simple de V2, soit A : ω → V1 un diagramme d’algèbres finies, soit
αn la plus petite congruence de A(n) telle que A(n)/αn ∈ V2, soit πnθ : A(n) ։ A(n)/θ la
projection canonique pour tout θ ∈ Con A(n). Soit Qn = {θ ∈ M(Conc A(n)) | A(n)/θ 6∈
V2}, pour tout n ∈ ω. Soit φθ : Conc(A(0)/θ) → S le seul isomorphisme possible. Soit
ξα0 = Conc π

0
α0

, soit ξθ = φθ ◦ Conc π
0
θ , pour tout θ ∈ Q0. Posons B0 = (A(0)/α0) × SQ0,

soit p0 : B0 ։ A(0)/α0 la projection canonique. Par le Lemme 4.1.1, le morphisme

ξ0 : Conc A(0)→ ConcB0

x 7→ ξα0(x)×
∏

θ∈Q0

ξθ(x)

est un isomorphisme, de plus (Conc p0) ◦ ξ0 = ξα0 = Conc π
0
α0

. Nous construisons, en
appliquant par induction la première partie du lemme, une famille (Bn)n∈ω d’algèbres de V2,
une famille (gn : Bn → Bn+1)n∈ω de morphismes et une famille (ξn : Conc A(n) → Bn)n∈ω
d’isomorphismes tel que le diagramme suivant soit commutatif pour tout n :

Conc A(n)
Conc A(n≤n+1)

//

ξn
��

Conc A(n+ 1)

ξn+1

��
ConcBn Conc gn

// ConcBn+1

(4.1.4)
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Ce qui nous donne un foncteur

B : ω → V2

n 7→ Bn

(n ≤ m) 7→ gm−1 ◦ gm−2 ◦ · · · ◦ gn
qui relève Conc ◦A dans V2.

Supposons maintenant que V1 est localement finie. Soit A ∈ V1 telle que ConcA est
dénombrable, alors, quitte à remplacer A par l’un de ses sous-treillis, nous pouvons supposer
que A est dénombrable (cf. Lemme 3.1.7) et est la limite inductive filtrante croissante d’un
diagramme A : ω → V1 d’algèbres finies. Alors Conc ◦A a un relèvement dans V2, donc,
comme Conc préserve les limites inductives filtrantes croissantes, ConcA a un relèvement
dans V2. Donc crit(V1; V2) > ℵ0. �

Corollaire 4.1.3. Soit V1 la variété engendrée par T1, soit V2 la variété engendrée
par T2, T3 et T4, où T1, T2, T3 et T4 sont les treillis de la Figure 4.1. Alors crit(V1; V2) = ℵ1.
Ce résultat est aussi vraie pour les variétés de treillis bornés correspondantes (resp., treillis
avec zéro).

Observons que les variétés V1 et V2 sont autoduales.

Démonstration. Le treillis T1 est engendré par a1, a2, a3, a4, a5 et a6 qui sont tous
doublement irréductibles. Il s’ensuit que les sous-treillis maximaux de T1 sont les T1−{ak},
pour tout 1 ≤ k ≤ 6. Mais tous ces treillis sont isomorphes à T2, T3 ou T4, les hypothèses
du Lemme 4.1.2 sont donc satisfaites donc crit(V1; V2) ≥ ℵ1.

Posons D0 = 24, D1 = D2 = 22, D3 = 2. Posons :

φ1 : D0 → D1

(α, β, γ, δ) 7→ (α ∨ β, γ ∨ δ)

φ2 : D0 → D2

(α, β, γ, δ) 7→ (α ∨ δ, β ∨ γ)

ψ : 22 → D3

(α, β) 7→ α ∨ β
Soit

−→
D le diagramme commutatif suivant :

D3

D1

ψ
==||||||||

D2

ψ
aaBBBBBBBB

D0

φ1

aaBBBBBBBB φ2

==||||||||
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Fig. 4.1. Les treillis T1, T2, T3 et T4.

Posons S1 = T1 − {a2, a3} et S2 = T1 − {a5, a6}. Alors S1 et S2 sont des sous-treillis de
T1 ; posons S0 = S1 ∩ S2. Soient i1 : S0 → S1, i2 : S0 → S2, j1 : S1 → T1, j2 : S2 → T1 les
injections canoniques. Alors le diagramme suivant est un relèvement de

−→
D dans V1.

T1

S1

j1
>>~~~~~~~~

S2

j2
``@@@@@@@@

S0

i1

``@@@@@@@@ i2

>>~~~~~~~~
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Fig. 4.2. Les treillis S0, S1 et S2.

Supposons que
−→
D a un relèvement dans V2 :

B3

B1

g1
>>||||||||

B2

g2
``BBBBBBBB

B0

f1

``BBBBBBBB f2

>>||||||||

soit (ξk : Dk → ConBk)0≤k≤3 l’isomorphisme de diagrammes correspondant. Les mor-
phismes de (∨, 0)-demi-treillis φ1, φ2 et ψ séparent 0, donc f1, f2, g1 et g2 sont injectives,
nous pouvons donc supposer que ce sont des morphismes d’inclusion de sous-treillis. Un
calcul rapide prouve que T2, T3, T4, T4 − {a4},M3,3,M3 et 2 sont à isomorphisme près les
seuls treillis simples de V2. Quitte à prendre un treillis plus grand nous pouvons supposer
que B3 ∈ {T2, T3, T4}. Nous pouvons aussi supposer que B1 et B2 sont maximaux pour
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l’inclusion parmi les sous-treillis de B3 en respectant la propriété d’avoir un treillis de
congruences isomorphe à 22 (∗). C’est à dire qu’il n’existe pas de sous-treillis B′ de B3 avec
B1 ( B′ et B′ est une extension préservant les congruences de B1. Nous demandons une
propriété semblable avec B2.

Soit h : B0 → B1 ∩ B2, k1 : B1 ∩ B2 → B1 et k2 : B1 ∩ B2 → B2 les morphismes
d’inclusion. Soit θ1 = ξ0(1, 0, 0, 0), θ2 = ξ0(0, 1, 0, 0), θ3 = ξ0(0, 0, 1, 0) et θ4 = ξ0(0, 0, 0, 1).
Alors les égalités suivantes sont vraies :

(Con f1)(θ1) = (Con f1)(ξ0(1, 0, 0, 0)) = ξ1(φ1(1, 0, 0, 0)) = ξ1(1, 0).

De même, (Con f1)(θ3) = (Con f1)(θ4) = ξ1(0, 1), donc :

(Con f1)(θ1) 6≤ (Con f1)(θ3) et (Con f1)(θ1) 6≤ (Con f1)(θ4),

mais f1 = k1 ◦ h, donc (Conh)(θ1) 6≤ (Conh)(θ3) et (Conh)(θ1) 6≤ (Conh)(θ4). De plus
(Con f2)(θ1) = ξ1(1, 0) et (Con f2)(θ2) = ξ1(0, 1), donc (Conh)(θ1) 6≤ (Conh)(θ2). De
manière analogue, (Conh)(θi) 6≤ (Conh)(θj), pour tous i 6= j dans {1, 2, 3, 4} et donc
Con(B1 ∩ B2) a une antichaîne à 4-éléments. Comme B1 ∩ B2 est un treillis modulaire de
longueur 4, Con(B1 ∩ B2) ∼= 24.

Les égalités (Con f1)(ξ0(0, 0, 1, 1)) = ξ1(φ1((0, 0, 1, 1))) = ξ1(0, 1) sont vraies, donc f1

induit un plongement de B0/ξ0(0, 0, 1, 1) dans B1/ξ1(0, 1), mais Con(B0/ξ0(0, 0, 1, 1)) ∼=
22, donc B1/ξ1(0, 1) est un treillis de longueur au moins 2. Nous prouvons de manière
analogue que B1/ξ1(1, 0) est un treillis de longueur au moins 2. Donc tous les quotients
sous-directement irréductible de B1 sont de longueur au moins 2. La même propriété est
vraie pour B2. Donc B1 et B2 n’ont pas de quotient isomorphe à 2 (∗∗).

Supposons que B3 = T2. Comme T2 est engendré par a1, a2, a3, a4 et a6, qui sont tous
doublement irréductibles, les sous-treillis maximaux de T2 sont les T2 − {ak}, pour k ∈
{1, 2, 3, 4, 6}, tous ces treillis ont un treillis de congruences isomorphe à 22. Donc les sous-
treillis de T2 maximaux parmi ceux ayant la propriété d’avoir un treillis de congruences
isomorphe à 22 sont les T2 − {ak}, pour k ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Mais T2 − {ak} a un quotient
isomorphe à 2, pour tout k ∈ {1, 2, 3, 4}. Donc par (∗) et (∗∗), B1 = B2 = T2 − {a6}, d’où
24 ∼= Con(B1 ∩ B2) ∼= 22. Donc B3 6= T2. Par un argument dual nous avons aussi B3 6= T3.

Supposons que B3 = T4. Les sous-treillis T4 maximaux avec la propriété d’avoir un
treillis de congruences isomorphe à 22 sont T4 − {ak}, pour tout k ∈ {1, 2, 5, 6}, le treillis
T4−{a4, t1}, et le treillis T4−{a4, t2}. De plus T4−{a5}, T4−{a6}, T4−{a4, t1} et T4−{a4, t2}
ont tous un quotient isomorphe à 2, donc, par (∗) et (∗∗) les treillis B1 et B2 appartiennent
à {T4−{a1}, T4−{a2}}. Mais Con(T4−{a1}) ∼= Con(T4−{a2}) ∼= Con(T4−{a1, a2}) ∼= 22,
ce qui mène à une contradiction. Par conséquence ~D n’a pas de relèvement dans V2. Donc,
par le Corollaire 3.6.6, crit(V1; V2) ≤ ℵ1.

Tout les morphismes dans cette preuve préservent 0 et 1, donc

crit(V0,1
1 ; V0,1

2 ) = crit(V0
1; V

0
2) = crit(V0,1

1 ; V2) = ℵ1,

où V
0,1
1 (resp., V

0,1
2 ) est la variété de treillis bornés engendrée par T1 (resp., T2, T3 et T4) ;

et nous avons un résultat analogue pour V0
1, etc. �
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4.2. Un minorant pour certains points critiques

Dans cette section, en utilisant les propriétés géométriques de certains treillis modu-
laires, nous prouverons que divers point critiques sont au moins ℵ2. Ces résultats sont
exposés dans [12].

Lemme 4.2.1. Soit F un corps. Soit I une 2-échelle, soit Gi = (Zni ,ui) tel que u
i =

(uik)1≤k≤ni
est une unité d’ordre, soit Ri =

∏ni

k=1 Mui
k
(F ) pour tout i ∈ I. Soit fi,j : Gi → Gj

pour tous i ≤ j dans I tel que ~G = (Gi, fi,j)i≤j dans I est un système inductif dans P.
Alors il existe un système inductif (Ri, φi,j)i≤j dans I d’anneaux F -matriciels qui est un K0-
relèvement de (Gi, fi,j)i≤j dans I tel que φi,j est un morphisme unitaire pour tous i ≤ j
dans I.

Démonstration. Par le Lemme 2.7.46 il existe un isomorphisme de P

τi : (K0(Ri), [Ri])→ Gi = (Zni ,ui) pour tout i ∈ I.

Posons gi,j = τ−1
j ◦ fi,j ◦ τi, pour tous i ≤ j dans I.

Pour i = j = 0 (le plus petit élément de I), nous posons φ0,0 = idR0 . Soit i ∈ I avec i′

comme prédécesseur immédiat. D’après le Théorème 2.7.45(1) il existe ψi′,i : Ri′ → Ri tel
que K0(ψi′,i) = gi′,i.

Si i a seulement i′ comme prédécesseur immédiat, supposons que nous ayons un système
inductif (Rj , φj,k)j≤k≤i′ qui est un K0-relèvement de (Gj, fj,k)j≤k≤i′. Posons φj,i = ψi′,i ◦φj,i′
pour tout j < i, et φi,i = idRi

. Il est clair que (Ri, φj,k)j≤k≤i est un système direct relevant
(Gj, fj,k)j≤k≤i.

Si i a deux prédécesseurs immédiats i′ et i′′. Posons ℓ = i′ ∧ i′′. Si nous avons des
systèmes inductifs (Rj , φj,k)j≤k≤i′ et (Rj, φj,k)j≤k≤i′′ relevant respectivement (Gj, fj,k)j≤k≤i′
et (Gj, fj,k)j≤k≤i′′. Les égalités suivant sont vraies

K0(ψi′,i ◦ φℓ,i′) = K0(ψi′,i) ◦K0(φℓ,i′) = gi′,i ◦ gℓ,i′ = gℓ,i,

de même K0(ψi′′,i ◦ φℓ,i′′) = gℓ,i = K0(ψi′,i ◦ φℓ,i′). Par le Théorème 2.7.45(2), il existe un
automorphisme intérieur θ de Ri tel que θ ◦ ψi′′,i ◦ φℓ,i′′ = ψi′,i ◦ φℓ,i′. Posons φi′,i = ψi′,i
et φi′′,i = θ ◦ ψi′′,i. Donc φi′,i ◦ φi′∧i′′,i′ = φi′′,i ◦ φi′∧i′′,i′′, nous pouvons alors construire un
système inductif (Rj , φj,k)j≤k≤i.

En raisonnant par induction, nous obtenons un système inductif (Ri, φi,j)i≤j dans I tel
que K0(φi,j) = gi,j pour tous i ≤ j dans I. �

Lemme 4.2.2. Soit F un corps. Soit L un treillis modulaire borné tel que tous les
sous-treillis finiment engendrés de L sont de longueur finie. Supposons que cardL ≤ ℵ1.
Alors il existe un anneau localement matriciel R tel que ConL ∼= Con L(R) et L(R) ∈
Var0,1(SubF n | n < ω).

Si de plus il existe n < ω tel que n ≥ lh(K) pour tous les treillis simples K ∈ Var(L) de
longueur finie, alors il existe un anneau localement matriciel R tel que ConL ∼= Con L(R)
et L(R) ∈ Var0,1(SubF n).

Démonstration. Soit I une 2-échelle de cardinal ℵ1. Soit ρ : I ։ L une surjection
et notons Li le sous-treillis de L engendré par ρ(I ↓ i) ∪ {0, 1}, pour tout i ∈ I. Notons
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fi,j : Li → Lj le morphisme d’inclusion, pour tous i ≤ j dans I. Alors ~L = (Li, fi,j)i≤j dans I

un système inductif de treillis modulaires de longueur finie et de 0, 1-morphismes de treillis
bornés.

Supposons qu’il existe n < ω tel que n ≥ lh(K) pour tout treillis simple K ∈ Var(L)

de longueur finie. Soit ~G = Kℓ
0 ◦ ~L, posons Xi = M(ConLi) pour tout i ∈ I, et posons

rix = lh(Li/x) pour tout x ∈ Xi. Comme Li/x est un treillis modulaire sous-directement
irréductible de longueur finie, il est simple, donc rix ≤ n, pour tout i ∈ I et tout x ∈ Xi.
Par le Lemme 2.8.7, Gi

∼= (ZXi , (rix)x∈Xi
) pour tout i ∈ I.

Posons Ri =
∏
x∈Xi

Mri
x
(F ). Le Lemme 2.7.46 implique :

(K0(Ri), [Ri]) ∼= (ZXi , (rix)x∈X) ∼= Gi.

Le Lemme 4.2.1 donne la construction d’un système inductif ~R = (Ri, φi,j)i≤j dans I dont
les morphismes préservent les unités, tel que :

K0 ◦ ~R ∼= ~G = Kℓ
0 ◦ ~L. (4.2.1)

De plus,

L(Ri) ∼= L



∏

x∈Xi

Mri
x
(F )


 ∼=

∏

x∈Xi

L(Mri
x
(F )) ∼=

∏

x∈Xi

Sub(F ri
x) ∈ Var0,1(SubF n).

Soit R = lim−→ ~R. Comme L préserve les limites inductives, L(R) ∼= lim−→(L◦ ~R), mais L◦ ~R est
un diagramme de Var0,1(SubF n), donc L(R) ∈ Var0,1(SubF n). De plus, les isomorphismes
suivants sont satisfaits :

Conc(L(R)) ∼= ∇(K0(R)) par la Proposition 2.7.44

∼= ∇(K0(lim−→ ~R))

∼= ∇(lim−→(K0 ◦ ~R)) car K0 préserve les limites inductives

∼= ∇(lim−→(Kℓ
0 ◦ ~L)) par (4.2.1)

∼= ∇(Kℓ
0(lim−→ ~L)) car Kℓ

0 préserve les limites inductives
∼= ∇(Kℓ

0(L))
∼= Conc L par la Proposition 2.8.5.

L’autre cas, sans la restriction sur la longueur des treillis simples est similaire. �

Le Lemme 4.2.2 fonctionne avec des treillis bornés, cependant tout treillis se plonge
dans un treillis borné dans la même variété. Dans la suite de cette section, en utilisant ce
résultat, nous allons généraliser le Lemme 4.2.2 au treillis sans bornes.

Lemme 4.2.3. Soit L un treillis, soit L′ = L ⊔ {0, 1} tel que 0 est le plus petit élément
de L′ et 1 est le plus grand élément de L′. Soit f : L →֒L′ le morphisme d’inclusion. Alors
Conc f est un (∨, 0)-plongement de (∨, 0)-demi-treillis et (Conc f)(Conc L) est un idéal de
Conc L

′.
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Démonstration. Soit θ ∈ Conc L, soit L′
θ = (L/θ) ⊔ {0, 1} tel que 0 est le plus petit

élément L′
θ et 1 soit le plus grand élément. L’application suivante :

g : L′ → L′
θ

x 7→





0 si x = 0

1 si x = 1

x/θ if x ∈ L
est un morphisme de treillis et ker g = θ ∪ {(0, 0), (1, 1)} est une congruence de L′. Il
en découle que (Conc f)(θ) = θ ∪ {(0, 0), (1, 1)}. Donc Conc f est un plongement. Soit
β =

∨n
i=1 ΘL′(xi, yi) ∈ Conc L

′, tel que β ⊆ (Conc f)(θ). Nous pouvons supposer que
xi 6= yi pour tout 1 ≤ i ≤ n. Donc, comme (xi, yi) ∈ θ ∪ {(0, 0), (1, 1)}, (xi, yi) ∈ θ pour
tout 1 ≤ i ≤ n. Posons α =

∨n
i=1 ΘL(xi, yi), alors (Conc f)(α) = β. Donc (Conc f)(Conc L)

est un idéal de Conc L
′. �

Lemme 4.2.4. Soit R un anneau régulier et soit I un idéal bilatère de R. Alors les
assertions suivantes sont satisfaites :

(1) L’ensemble I est un sous-anneau régulier de R.

(2) Tout idéal à droite (resp., à gauche) de I est un idéal à droite (resp., à gauche)
de R.

(3) En particulier Id(I) = Id(R) ↓ I et L(I) = L(R) ↓ I.

Démonstration. L’assertion (1) découle de [19, Lemma 1.3].
Soit J un idéal à droite de I, soit a ∈ J , soit x ∈ R. Comme I est régulier il existe

y ∈ I tel que a = aya, d’où ax = ayax, mais a ∈ I, donc yax ∈ I, de plus J est un idéal à
droite de I, donc ax = ayax ∈ J . En conséquence J est un idéal à droite de R. De manière
similaire tout idéal à gauche de I est un idéal à gauche de R. Donc Id(I) = Id(R) ↓ I.

Soit a ∈ R idempotent. Si aR ⊆ I, alors a ∈ I, donc aI ⊆ aR = aaR ⊆ aI et donc
aI = aR, d’où aR ∈ L(I). Donc L(I) = L(R) ↓ I. �

Théorème 4.2.5. Soit F un corps. Soit V une variété de treillis modulaires (resp., une
variété de treillis modulaires bornés). Supposons que tout les treillis finiment engendrés de V

soient de longueur finie. Alors

crit(V;Var0(SubF n | n ∈ ω)) ≥ ℵ2 (resp., crit(V;Var0,1(SubF n | n ∈ ω)) ≥ ℵ2).

Si L ∈ V est de cardinal au plus ℵ1, alors il existe un anneau régulier A tel que ConL ∼=
Con(LA) et L(A) ∈ Var0(SubF n) (resp., L(A) ∈ Var0,1(SubF n)).

S’il existe n < ω tel que lh(K) ≤ n pour tout treillis simple de longueur finie K ∈ V1,
alors :

crit(V;Var0(SubF n)) ≥ ℵ2 (resp., crit(V;Var0,1(SubF n)) ≥ ℵ2).

Si L ∈ V est de cardinal au plus ℵ1, alors il existe un anneau régulier A tel que ConL ∼=
Con(L(A)) et L(A) ∈ Var0(SubF n) (resp., L(A) ∈ Var0,1(SubF n)).

Remarquons que le treillis L(A) est, de plus, relativement complémenté ; en particulier
il est congruence-permutable.
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Démonstration. Le cas borné est une application immédiate du Lemme 4.2.2.
Soit V une variété de treillis modulaires dans laquelle les treillis finiment engendrés

sont de longueur finie. Soit L ∈ V tel que cardL ≤ ℵ1, soit L′ = L ⊔ {0, 1} comme dans
le Lemme 4.2.3 et soit D l’idéal de Conc L

′ correspondant à Conc L. Par [13, Chapter
I, Section 4, Exercise 14] nous avons L′ ∈ V, donc, par le Lemme 4.2.2, il existe un
anneau régulier R tel que L(R) ∈ Var0(SubF n) et Conc(LR) ∼= Conc L

′. Il découle de la
Proposition 2.7.37 que Conc(LR) ∼= IdcR. Soit I l’idéal de R correspondant à D. Alors
ConL ∼= IdD ∼= IdR ↓ I ∼= Id I ∼= Con(LI), de plus L(I) = L(R) ↓ I appartient à V2. �

Nous pouvons maintenant calculer des points critiques entre diverses variétés de treillis.
Considérons les treillis Mn et Mn,m pour tous 3 ≤ m,n ≤ ω sur la Figure 4.3. Soit Mn la
variété de treillis engendrée par Mn, soit Mn,m la variété de treillis engendrée par Mn,m,
soit M0

n la variété de treillis avec 0 engendrée par Mn etc.

�
�

�
�

��

@
@

@
@

@@

A
A

A
A

AA

0

a1 a2 an

1

�
�

�
�

��

�
�
�
�
��

@
@

@
@

@@

. . .

t

t t t

t

�
�

�
�

��

@
@

@
@

@@

A
A

A
A

AA
�

�
�

�
��

�
�
�
�
��

@
@

@
@

@@

. . . A
A

A
A

AA

�
�

�
�

��
�

�
�

�
��

�
�
�
�
��

@
@

@
@

@@

. . .

t

t t t

t t t

t

0

a1 a2 an

b1 b2 bm

1

Fig. 4.3. Les treillis Mn et Mn,m.

Le Théorème 4.2.5 nous permet d’obtenir la généralisation suivante du résultat de
Ploščica dans [29].

Corollaire 4.2.6. Soient m > n ≥ 3 des entiers, alors crit(Mm; Mn) = ℵ2.

Démonstration. Tout treillis simples de Mn est de longueur au plus deux, de plus
Sub F2

2
∼= M3 ∈Mn, où F2 est le corps à deux éléments. Il découle donc du Théorème 4.2.5

que crit(Mm; Mn) ≥ ℵ2.
Réciproquement, Ploščica a démontré dans [28] qu’il existe un (∨, 0)-demi-treillis de

cardinal ℵ2, relevable dans Mm, mais pas relevable dans Mn. Donc crit(Mm; Mn) ≤ ℵ2. �

Dans la Section 4.3 nous donnerons un autre (∨, 0)-demi-treillis de cardinal ℵ2, relevable
dans Mn, mais pas relevable dans Mm.
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4.3. Majorants pour certains points critiques

Les résultats de cette section sont exposés dans [12].
En utilisant les résultats du Chapitre 3, nous prouvons d’abord que si un treillis simple

d’une variété de treillis V1 a une longueur strictement plus grande que celles de tous les
treillis simples d’une variété de treillis V2, alors crit(V1; V2) ≤ ℵ0.

Remarque 4.3.1. Soit x ≺ y dans un treillis L. Soit (αi)i∈I une famille de congruences
de L, si (x, y) ∈ ∨i∈I αi, alors (x, y) ∈ αi pour un i ∈ I. En particulier il existe une plus
grande congruence séparant x et y. Une telle congruence est complètement inf-irréductible.
Dans un treillis de longueur finie toutes les congruences complètement inf-irréductibles sont
de cette forme.

Lemme 4.3.2. Soit L un treillis et n ≥ 0. Si Conc L ∼= 2n alors lh(L) ≥ n. Si C est une
chaîne maximale finie de L, alors Conc f est surjective, où f : C → L est le plongement
canonique.

Démonstration. Si L n’a pas de chaîne maximale finie, alors lh(L) ≥ n est immédiat.
Supposons que C soit une chaîne maximale finie de L. Notons 0 = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xm = 1
les éléments de C. Soit f : C → L le plongement canonique.

Soit k ∈ {0, . . . , m− 1}. Nous avons xk ≺ xk+1, donc ΘL(xk, xk+1) est sup-irréductible
dans Conc L. Comme Conc L est booléen, ΘL(xk, xk+1) est un atome de Conc L.

Soit θ un atome de Conc L, nous avons :

θ ≤ ΘL(0, 1) =
m−1∨

k=0

ΘL(xk, xk+1)

Donc il existe k ∈ {0, . . . , m − 1} tel que θ ≤ ΘL(xk, xk+1). Mais ΘL(xk, xk+1) est un
atome de Conc L, d’où θ = ΘL(xk, xk+1). Donc Conc f est surjective, par suite m ≥ n, en
conséquence lh(L) ≥ n. �

Théorème 4.3.3. Soit V1 une variété de treillis (resp., une variété de treillis bornés),
soit V2 une variété finiment engendrée de treillis, soit D un (∨, 0)-demi-treillis fini. Si il
existe un relèvement K ∈ V1 de D de longueur strictement plus grande que tout relèvement
de D dans V2, alors crit(V1; V2) ≤ ℵ0. En plus si V1 est une variété finiment engendrée de
treillis modulaires et V2 est non-triviale, alors crit(V1; V2) = ℵ0.

Démonstration. Comme D est fini, quitte à prendre un sous-treillis, nous pouvons
supposer que cardK ≤ ℵ0. Soit n la plus grande longueur d’un relèvement de D dans V2.
Comme lh(K) > n, il existe une chaîne C de K de longueur n + 1 (resp., nous pouvons
supposer que 0 et 1 sont dans C). Soit f : C → K l’injection canonique. Supposons que
g : C ′ → K ′ soit un relèvement de Conc f dans V2. Comme f est injective, g est aussi
injective. Comme ConcK

′ ∼= ConcK ∼= D, lh(K ′) ≤ n. En plus ConcC
′ ∼= Conc C ∼= 2n+1.

Il découle donc du Lemme 4.3.2 que lh(C ′) = n + 1. D’où n ≥ lh(K ′) ≥ lh(C ′) = n + 1 ;
une contradiction.

En conséquence Conc f n’a pas de relèvement dans V2. Comme cardK ≤ ℵ0 et en
appliquant le Corollaire 3.6.6 nous obtenons crit(V1; V2) ≤ ℵ0 (dans le cas borné f préserve
les bornes, le résultat reste vraie).
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Si de plus V1 est une variété finiment engendrée de treillis modulaires, alors les (∨, 0)-
demi-treillis finis relevables dans V1 sont les treillis booléens finis. Les treillis finis booléens
sont aussi relevables dans V2. En conséquence crit(V1; V2) = ℵ0. �

Le corollaire suivant est une conséquence directe du Théorème 4.3.3 et du Théo-
rème 4.2.5. Il montre que le point critique entre une variété finiment engendrée de treillis
modulaires et une variété de treillis engendrée par le treillis des sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel fini ne peut pas être ℵ1.

Corollaire 4.3.4. Soit V une variété finiment engendrée de treillis modulaires, soit F
un corps fini, soit n ≥ 1 un entier. S’il existe un treillis simple K ∈ V tel que lh(K) > n,
alors crit(V;Var(SubF n)) = ℵ0, sinon crit(V;Var(SubF n)) ≥ ℵ2.

Nous donnerons maintenant un diagramme de (∨, 0)-demi-treillis ~S relevable dans Mn,
tel que pour toute variété finiment engendrée de treillis, engendrée par des treillis de lon-
gueur au plus trois, le diagramme ~S est relevable dans V si et seulement si Mn ∈ V.

Soit n ≥ 3 un entier. Posons n = {0, 1, . . . , n− 1}, et posons :

In = {P ∈ P(n) | soit card(P ) ≤ 2, soit P = n},
(voir Chapitre 3, Lemme 3.3.5). Notons a0, . . . , an−1 les atomes de Mn. Posons AP = {ax |
x ∈ P}∪{0, 1}, pour tout P ∈ In. Soit fP,Q : AP → AQ l’inclusion canonique, pour P ⊆ Q

dans In. Alors ~A = (AP , fP,Q)P≤Q dans In est un système inductif dans M0,1
n . Le diagramme ~S

est défini comme Conc ◦ ~A.

Lemme 4.3.5. Soit ~B = (BP , gP,Q)P≤Q dans In un relèvement de Conc ◦ ~A avec des treillis,
tel que gP,Q soit une inclusion, pour tout P ≤ Q dans I. Soient u < v dans B∅. Soit P ∈ In
alors :

ΘBP
(u, v) = BP × BP , la plus grande congruence de BP .

Soit ~ξ = (ξP )P∈I : Conc ◦ ~A→ Conc ◦ ~B un isomorphisme naturel. Soient x, y ∈ n distincts.
Soient bx ∈ [u, v]B{x}

et by ∈ [u, v]B{y}
. Posons P = {x, y}. Soit c ∈ {0, 1}. Alors les

assertions suivantes sont satisfaites :

(1) Si ΘB{x}
(u, bx) = ξ{x}(ΘA{x}

(c, ax)), alors ΘBP
(u, bx) = ξP (ΘAP

(c, ax)).

(2) Si ΘB{z}
(u, bz) = ξ{z}(ΘA{z}

(c, az)) pour tout z ∈ {x, y}, alors bx ∧ by = u.

(3) Si ΘB{x}
(bx, v) = ξ{x}(ΘA{x}

(c, ax)), alors ΘBP
(bx, v) = ξP (ΘAP

(c, ax)).

(4) Si ΘB{z}
(bz, v) = ξ{z}(ΘA{z}

(c, az)) pour tout z ∈ {x, y}, alors bx ∨ by = v.

(5) Si ΘB{x}
(u, bx) = ξ{x}(ΘA{x}

(c, ax)) et ΘB{y}
(by, v) = ξ{y}(ΘA{y}

(c, ay)), alors bx ≤
by.

Démonstration. Comme fP,Q préserve les bornes, Conc fP,Q préserve les bornes, donc
Conc gP,Q préserve les bornes, pour tout P ≤ Q dans In. Soit u < v dans B∅. Comme B∅

est simple, ΘB∅
(u, v) est la plus grande congruence de B∅. En plus, Conc g∅,P préserve les

bornes, pour tout P ∈ In. En conséquence :

ΘBP
(u, v) = BP ×BP , la plus grande congruence de BP .
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(1) Les égalités suivantes sont satisfaites :

ΘBP
(u, bx) = (Conc g{x},P )(ΘB{x}

(u, bx))

= (Conc g{x},P )(ξ{x}(ΘA{x}
(c, ax))) par hypothèse

= ξP ◦ (Conc f{x},P )(ΘA{x}
(c, ax))

= ξP (ΘAP
(c, ax)).

(2) Les inclusions suivantes sont satisfaites :

ΘBP
(u, bx ∧ by) ⊆ ΘBP

(u, bx) ∩ΘBP
(u, by)

= ξP (ΘAP
(c, ax)) ∩ ξP (ΘAP

(c, ay)) par (1)

= ξP (ΘAP
(c, ax) ∩ΘAP

(c, ay))

= ξP (idAP
) = idBP

.

donc u = bx ∧ by.
(3) Similaire à (1).

(4) Les inclusions suivantes sont vraies :

ΘBP
(bx ∨ by, v) ⊆ ΘBP

(bx, v) ∩ΘBP
(by, v)

= ξP (ΘAP
(c, ax)) ∩ ξP (ΘAP

(c, ay)) par (3)

= ξP (ΘAP
(c, ax) ∩ΘAP

(c, ay))

= ξP (idAP
) = idBP

.

donc v = bx ∨ by.
(5) Les inclusions suivantes sont vraies :

ΘBP
(by, bx ∨ by) ⊆ ΘBP

(u, bx) ∩ΘBP
(by, v)

= ξP (ΘAP
(c, ax)) ∩ ξP (ΘAP

(c, ay)) par (1) et (3)

= ξP (ΘAP
(c, ax) ∩ΘAP

(c, ay))

= ξP (idAP
) = idBP

.

donc by = bx ∨ by, d’où bx ≤ by. �

Le lemme suivant montre que si nous avons un suffisamment «petit» relèvement de
Conc ◦ ~A dans une variété, alors Mn appartient à cette variété.

Lemme 4.3.6. Soit ~B = (BP , gP,Q)P≤Q dans In un relèvement de Conc ◦ ~A par des treillis.
Supposons que B{x} soit une chaîne de longueur deux pour tout x ∈ n. Alors Mn se plonge
dans Bn.

Démonstration. Soit ~ξ = (ξP )P∈In : Conc ◦ ~A → Conc ◦ ~B un isomorphisme naturel.
Comme fP,Q est un plongement, Conc fP,Q sépare 0, donc Conc gP,Q sépare 0, nous pouvons
donc supposer que gP,Q est une inclusion de BP dans BQ, pour tous P ≤ Q dans In.

Soient u < v dans B∅. Il découle du Lemme 4.3.5 que ΘB{x}
(u, v) est la plus grande

congruence de B{x}. En plus B{x} est une chaîne à trois éléments, donc u est le plus petit
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élément de B{x} et v est le plus grand élément. Dans la suite nous notons bx l’élément du
milieu de B{x}.

La congruence ξ{x}(ΘA{x}
(0, ax)) est sup-irréductible, en conséquence elle est égale soit

à ΘB{x}
(u, bx) soit à ΘB{x}

(bx, v). Posons :

X ′ = {x ∈ n | ξ{x}(ΘA{x}
(0, ax)) = ΘB{x}

(u, bx)},
X ′′ = {x ∈ n | ξ{x}(ΘA{x}

(0, ax)) = ΘB{x}
(bx, v)}.

Comme ΘA{x}
(0, ax) est le complément de ΘA{x}

(ax, 1) et ΘB{x}
(u, bx) est le complément

de ΘB{x}
(bx, v), nous obtenons aussi :

X ′ = {x ∈ n | ξ{x}(ΘA{x}
(ax, 1)) = ΘB{x}

(bx, v)}
X ′′ = {x ∈ n | ξ{x}(ΘA{x}

(ax, 1)) = ΘB{x}
(u, bx)}.

Donc n = X ′ ∪X ′′. Comme cardn ≥ 3, nous avons cardX ′ ≥ 2 ou cardX ′′ ≥ 2.
Supposons que cardX ′ ≥ 2. Soient x, y dans X ′ distincts. Le Lemme 4.3.5(2), implique

que bx ∧ by = u. Par le Lemme 4.3.5(4), bx ∨ by = v.
Soient x, y dans X ′ distincts. Soit z ∈ X ′′. Comme :

ξ{x}(ΘA{x}
(0, ax)) = ΘB{x}

(u, bx) et ξ{z}(ΘA{z}
(0, az)) = ΘB{z}

(bz, v)

il découle du Lemme 4.3.5(5) que bx ≤ bz. Comme :

ξ{z}(ΘA{z}
(az, 1)) = ΘB{z}

(u, bz) et ξ{y}(ΘA{y}
(ay, 1)) = ΘB{y}

(by, v)

il découle du Lemme 4.3.5(5) que bz ≤ by. Donc bx ≤ by. D’où u = bx ∧ by = bx > u, une
contradiction.

Donc X ′′ = ∅, d’où X ′ = n et donc {u, b0, b1, . . . , bn, v} est un sous-treillis de Bn

isomorphe à Mn. Le cas cardX ′′ ≥ 2 est similaire. �

En utilisant le Lemme 3.6.15 avec le recouvrement normé du Lemme 3.3.5 nous obtenons
le résultat suivant.

Lemme 4.3.7. Soit V1 une variété d’algèbres localement ≤ ℵ2, soit V2 une variété
finiment engendrée d’algèbres congruence-distributives telle que crit(V1; V2) > ℵ2. Soit
~D : In → S un diagramme de (∨, 0)-demi-treillis finis. Si ~D est relevable dans V1, alors
~D est relevable dans V2.

En utilisant le Lemme 3.6.16 avec le recouvrement normé du Lemme 3.3.5 nous obtenons
le résultat suivant.

Lemme 4.3.8. Soit α ≥ 1 un ordinal. Soient V1 une variété d’algèbres avec un type de
similarité de cardinal au plus ℵα. Soit ~D = (DP , ϕP,Q)P≤Q dans In un système inductif de
(∨, 0)-demi-treillis. Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites :

(1) crit(V1; V2) > ℵα+2.

(2) card(DP ) < ℵα, pour tout P ∈ In − {n}.
(3) card(Dn) ≤ ℵα+2.
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(4) ~D est relevable dans V1.

Alors ~D est relevable dans V2.

Le lemme suivant implique en particulier qu’un treillis modulaire de longueur trois est
une extension préservant les congruences de l’une de ses sous-chaînes.

Lemme 4.3.9. Soit L un treillis de longueur au plus trois, soient u, v dans L tels que
ΘL(u, v) = L× L. Si Conc L ∼= 22, alors il existe x ∈ L avec u < x < v tel que L est une
extension préservant les congruences de la chaîne C = {u, x, v}.
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Fig. 4.4. Le treillis N5.

Démonstration. Comme Conc L ∼= 22, lh([u, v]) ≥ 2. Si lh([u, v]) = 2, alors soit
C = {u, x, v}, où x est un élément tel que u < x < v. Soit i : C → L l’injection canonique.
Le morphisme Conc i : Conc C → Conc L est surjectif, de plus Conc C ∼= 22 ∼= Conc L, donc
Conc i est un isomorphisme.

Supposons maintenant que [u, v] est de longueur trois. Comme lh(L) ≤ 3, lh(L) = 3, u
est le plus petit élément de L et v est le plus grand élément de L.

Supposons que L a un sous-treillis isomorphe à N5, nommons ses éléments comme
dans la Figure 4.4. Alors C = {u, y, z, v} est une chaîne maximal de L. Soit i : C → L le
morphisme d’inclusion. Par le Lemme 4.3.2, Conc i est surjectif. Donc, comme ConL ∼= 22,
et ΘL(u, y), ΘL(y, z), et ΘL(z, v) sont les atomes de ConL,

ΘL(y, z) ⊆ ΘL(u, y) ∩ΘL(y, z) ∩ΘL(z, v) = idL,

une contradiction. En conséquence L ne contient aucun sous-treillis isomorphe à N5, par
suite L est modulaire.

Comme ConL ∼= 22 et lh(L) = 3, L n’est pas distributif. Donc il existe un sous-treillis
de L isomorphe à M3, soit a < x1, x2, x3 < b ses éléments. Comme L est modulaire,
[a, x1]L ∼= [x1, b]L, donc lh([a, b]L) est pair. Mais 2 ≤ lh([a, b]L) ≤ 3, d’où lh([a, b]L) = 2,
donc a ≺ x1 ≺ b. Cette chaîne peut être complétée en une chaîne maximale c ≺ a ≺ x1 ≺ b
ou a ≺ x1 ≺ b ≺ c. Par symétrie nous pouvons supposer que b < c. Observons que
a = u et c = v. Posons C = {u, b, v} et C1 = {u, x1, b, v}. Soit i : C → L et i1 : C1 → L les
morphismes d’inclusions. Comme C1 est une chaîne maximale, Conc i1 est surjectif. Comme
ΘL(u, x1) = ΘL(x1, b) = ΘL(u, b), Conc i1 et Conc i ont la même image, donc Conc i est
surjectif, en conséquence Conc i est un isomorphisme. �
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Les résultats du Lemme 4.3.9 ne peuvent pas être étendus aux treillis de longueur quatre
ou plus. Le treillis de la Figure 4.5 n’est l’extension préservant les congruences d’aucune
chaîne avec u et v comme extrémités.
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Fig. 4.5. Le Lemme 4.3.9 ne s’étend pas aux plus grandes longueurs.

Lemme 4.3.10. Soit n ≥ 4 un entier, soit V une variété finiment engendrée de treillis
telle que Mn 6∈ V. Si lh(K) ≤ 3 pour tout treillis simple K de V, alors crit(M0,1

n ; V) ≤ ℵ2.

Démonstration. Supposons que crit(M0,1
n ; V) > ℵ2. Comme Mn ∈ M0,1

n , ~A est un
système inductif de M0,1

n indexé par In. Il découle du Lemme 4.3.7 que Conc ◦ ~A a un
relèvement ~B = (BP , gP,Q)P≤Q dans In dans V. Comme ConBn

∼= 2, le treillis Bn est simple,
donc, en utilisant les hypothèses sur V nous avons lh(Bn) ≤ 3, d’où lh(B{x}) ≤ 3 pour tout
x ∈ n. Le treillis B∅ est simple, donc, en prenant u < v dans B∅, nous pouvons supposer que
B∅ = {u, v}.Par le Lemme 4.3.9, quitte à remplacer B{x} par un sous-treillis, nous pouvons
supposer que B{x} est une chaîne de longueur deux, pour tout x ∈ n. Il découle alors du
Lemme 4.3.6 que Mn est un sous-treillis de Bn, et donc que Mn ∈ V, une contradiction. �

Théorème 4.3.11. Soit V1 une variété finiment engendrée de treillis modulaires, soit V2

une variété finiment engendrée de treillis. Soit n ≥ 3 un entier tel que Mn ∈ V1 − V2. Si
lh(K) ≤ 3 pour tout treillis simple K ∈ V1, alors crit(V1; V2) ≤ ℵ2. Si de plus l’une des
deux conditions suivante est réalisée

(1) lh(K) ≤ 2 pour tout treillis simple K ∈ V1 et M3 ∈ V2.

(2) lh(K) ≤ 3 pour tout treillis simple K ∈ V1 et SubF 3 ∈ V2 pour un corps F .

Alors crit(V1; V2) = ℵ2.

Démonstration. Par le Lemme 4.3.10, crit(V1; V2) ≤ ℵ2.



4.3. MAJORANTS POUR CERTAINS POINTS CRITIQUES 103

Supposons que lh(K) ≤ 2 pour tout treillis simple K ∈ V1 et M3 ∈ V2. Comme
Sub F2

2
∼= M3 ∈ V2, d’après le Théorème 4.2.5, crit(V1; V2) ≥ ℵ2.

Supposons que lh(K) ≤ 3 pour tout treillis simple K ∈ V1 et SubF 3 ∈ V2 pour un
corps F , d’après le Théorème 4.2.5, crit(V1; V2) ≥ ℵ2. �

De manière analogue nous obtenons les points critiques suivants.

Corollaire 4.3.12. Les égalités suivantes sont satisfaites

crit(Mn; Mm,m) = ℵ2;

crit(M0,1
n ; Mm,m) = ℵ2;

crit(M0,1
n ; M0,1

m,m) = ℵ2;

crit(Mn; M
0
m,m) = ℵ2;

crit(Mn; M
0
m) = ℵ2, pour tous n,m avec 3 ≤ m < n ≤ ω.

Démonstration. Soit n′ ≤ n un entier tel que m < n′ < ω. Comme Mn′ 6∈ Mm,m, le
Lemme 4.3.10 montre que crit(M0,1

n′ ; Mm,m) ≤ ℵ2, donc :

crit(M0,1
n ; Mm,m) ≤ ℵ2. (4.3.1)

Le treillis Sub F3
2
∼= M3 est dans Mm,m, les treillis simples de Mm,m sont de longueur au

plus trois et les treillis finiment engendrés de Mn sont de longueur finie (il sont même finis).
Donc, par le Théorème 4.2.5

crit(Mn; M
0
m,m) ≥ ℵ2. (4.3.2)

Nous obtenons de la manière analogue l’inégalité suivante :

crit(M0,1
n ; M0,1

m,m) ≥ ℵ2. (4.3.3)

Toute les égalités du corollaire sont des conséquences immédiates de (4.3.1), (4.3.2) et
(4.3.3). �

Cela nous permet de prouver le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.13. crit(M4,3; M3,3) ≤ ℵ2.

Cette question a été posée par Ploščica.

Lemme 4.3.14. Soit F un corps, soit n ∈ ω. Alors Mn ∈ Var(SubF 3) si et seulement
si n ≤ 1 + cardF .

Démonstration. Si F est infini alors le résultat est évident. Nous pouvons donc
supposer que F est fini.

Si n ≤ 1 + cardF , alors Mn est un sous-treillis de M1+cardF
∼= SubF 2 ∈ Var(SubF 3),

donc Mn ∈ Var(SubF 3).
Supposons maintenant que Mn ∈ Var(SubF 3). Par le Lemme 2.5.10, Mn est un quo-

tient d’un sous-treillis de SubF 3. Comme Mn satisfait la condition de Whitman, le théo-
rème de Davey-Sands (Théorème 2.3.30) prouve que Mn est projectif dans la classe de
tous les treillis finis. En conséquence, comme SubF 3 est fini, Mn est un sous-treillis de
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SubF 3. Donc il existe des sous-espaces vectoriels distincts A,B, V1, V2, . . . , Vn de F 3 tels
que Vi ∩ Vj = A et Vi + Vj = B, pour tous 1 ≤ i < j ≤ n. Soient i, j, k distincts, alors :

dimVi + dimVj = dimB + dimA = dim Vi + dimVk.

Donc dimVj = dimVk. Mais dimA < dimV1 < dimB ≤ dimF 3 = 3. Si dimA = 1, alors
Mn est isomorphe à {A/A, V1/A, . . . , Vn/A,B/A} qui est un sous-treillis de Sub(B/A), avec
dimB/A = 2.Si dimA = 0, alors :

dimB = dim(V1 ⊕ V2) = dim V1 + dimV2 = 2 · dimV1.

Donc dimB est pair, de plus dimB ≤ 3, en conséquence dimB = 2.
Dans les deux cas Mn est un sous-treillis de SubE pour un F -espace-vectoriel E de

dimension deux. Mais SubE ∼= M1+cardF , donc n ≤ 1 + cardF . �

Corollaire 4.3.15. Soit F un corps fini et soit n > 1 + cardF . Alors :

crit(Mn;Var(SubF 3)) = ℵ2;

crit(Mn;Var0(SubF 3)) = ℵ2;

crit(M0,1
n ;Var(SubF 3)) = ℵ2;

crit(M0,1
n ;Var0,1(SubF 3)) = ℵ2.

Démonstration. Par le Lemme 4.3.14, Mn 6∈ Var(SubF 3). De plus, tous les treillis
simples de Var(SubF 3) sont de longueur au plus trois. Donc le Lemme 4.3.10 implique
l’inégalité suivante :

crit(M0,1
n ;Var(SubF 3)) ≤ ℵ2. (4.3.4)

Comme tous les treillis simples de Mn sont de longueur au plus deux, il découle du
Théorème 4.2.5 que

crit(Mn;Var0(SubF n)) ≥ ℵ2, et crit(M0,1
n ;Var0,1(SubF n)) ≥ ℵ2. (4.3.5)

Toute les égalités désirées sont conséquences des inégalités (4.3.4) et (4.3.5). �

Corollaire 4.3.16. Soient F et K des corps finis. Si cardF > cardK alors les égalités
suivantes sont satisfaites :

crit(Var(SubF 3);Var(SubK3)) = ℵ2;

crit(Var(SubF 3);Var0(SubK3)) = ℵ2;

crit(Var0,1(SubF 3);Var(SubK3)) = ℵ2;

crit(Var0,1(SubF 3);Var0,1(SubK3)) = ℵ2.

Démonstration. Par le Lemme 4.3.14, M1+cardF 6∈ Var(SubK3), de plus les treillis
simples de Var(SubK3) sont de longueur au plus trois. Donc, par le Lemme 4.3.10 :

crit(Var0,1(SubF 3);Var(SubK3)) ≤ ℵ2. (4.3.6)
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Comme tous les treillis simples de Var(SubF 3) sont de longueur au plus trois, le
Théorème 4.2.5 implique les inégalités suivantes :

crit(Var(SubF 3);Var0(SubKn)) ≥ ℵ2, (4.3.7)

crit(Var0,1(SubF 3);Var0,1(SubKn)) ≥ ℵ2. (4.3.8)

Toutes les autres égalités du corollaire sont conséquences de (4.3.6), (4.3.7) et (4.3.8). �

Lemme 4.3.17. Soit V une variété finiment engendrée de treillis (resp., une variété
finiment engendrée de treillis avec 0), soit m ≥ 2 un entier. Supposons que pour tous
treillis simples K de V, il n’existe pas b0, b1, . . . , bm−1 > u dans K tel que bi∧ bj = u (resp.,

bi ∧ bj = 0), pour tous 0 ≤ i < j ≤ m− 1. Alors crit(M0,1
2m−1; V) ≤ ℵ2.

Démonstration. Posons n = 2m−1 ≥ 3. Soit ~A = (AP , fP,Q)P≤Q dans In le système di-
rect de M0,1

n défini plus haut. Supposons que crit(M0,1
n ; V) > ℵ2. Par le Lemme 4.3.7, il existe

un relèvement ~B = (BP , gP,Q)P≤Q dans In de Conc ◦ ~A dans V. Soit ~ξ = (ξP )P∈In : Conc ◦ ~A→
Conc ◦ ~B un isomorphisme naturel. Quitte à prendre un sous-treillis de B∅, nous pouvons
supposer que B∅ = {u, v} avec u < v. Comme l’application fP,Q est une inclusion, nous
pouvons supposer que gP,Q est une inclusion, pour tous P ≤ Q dans In.

Soit x ∈ n. Le Lemme 4.3.5 implique que ΘB{x}
(u, v) est la plus grande congruence de

B{x}. Donc :
ΘB{x}

(u, v) = ξ{x}(ΘA{x}
(0, ax)) ∨ ξ{x}(ΘA{x}

(ax, 1))

En conséquence il existe tx0 = u < tx1 < · · · < txr+1 = v dans B{x} tels que, pour tout
0 ≤ i ≤ r :

soit (txi , t
x
i+1) ∈ ξ{x}(ΘA{x}

(0, ax)) soit (txi , t
x
i+1) ∈ ξ{x}(ΘA{x}

(ax, 1))

Posons bx = tx1 . Posons :

X ′ = {x ∈ n | ΘB{x}
(u, bx) = ξ{x}(ΘA{x}

(0, ax))}

X ′′ = {x ∈ n | ΘB{x}
(u, bx) = ξ{x}(ΘA{x}

(ax, 1))}.
Par symétrie nous pouvons supposer que cardX ′ ≥ cardX ′′ (nous pouvons remplacer le
diagramme ~A par son dual si nécessaire). Comme n = X ′ ∪ X ′′ et cardn = n = 2m − 1,
cardX ′ ≥ m. Soient x, y ∈ X ′ distincts, il découle du Lemme 4.3.5(2) que bx ∧ by = u.
Nous obtenons ainsi une famille d’éléments (bx)x∈X′ plus grands que u telle que bx∧ by = u
(resp., bx ∧ by = u = 0) pour tous x 6= y dans X ′, une contradiction. �

Avec une preuve similaire, en utilisant le Lemme 4.3.8 au lieu du Lemme 4.3.7 nous
obtenons le lemme suivant.

Lemme 4.3.18. Soit V une variété de treillis (resp., une variété de treillis avec 0),
soit m ≥ 2 un entier. Supposons que pour tous treillis simples K de V, il n’existe pas
b0, b1, . . . , bm−1 > u dans K tel que bi ∧ bj = u (resp., bi ∧ bj = 0), pour tous 0 ≤ i < j ≤
m− 1. Alors crit(M0,1

2m−1; V) ≤ ℵ2.
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Théorème 4.3.19. Soit V une variété finiment engendrée de treillis ou une variété
finiment engendrée de treillis avec 0. Si M3 ∈ V alors :

crit(Mω; V) = ℵ2;

crit(M0
ω; V) = ℵ2.

Soit V une variété finiment engendrée de treillis bornés. Si M3 ∈ V alors :

crit(M0,1
ω ; V) = ℵ2.

Démonstration. Soit V une variété finiment engendrée de treillis, soit m le plus grand
cardinal d’un treillis simple de V. Les hypothèses du Lemme 4.3.17 sont satisfaites, donc
crit(M0,1

2m−1; V) ≤ ℵ2, en conséquence crit(M0,1
ω ; V) ≤ ℵ2.

Notons par F2 le corps à deux éléments. Soit V une variété de treillis avec 0 (resp.,
avec 0 et 1), tel que M3 ∈ V. La variété Mω est localement finie, donc tous les treillis
finiment engendrés de Mω sont de longueur finie, de plus tous les treillis simples de Mω

sont de longueur au plus deux. Le Théorème 4.2.5 implique donc que

crit(Mω;Var0(Sub F2
2)) ≥ ℵ2 (resp., crit(M0,1

ω ;Var0,1(Sub F2
2)) ≥ ℵ2).

Enfin Sub F2
2
∼= M3, donc crit(Mω; V) ≥ ℵ2. �
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Points critiques de couples de variétés d’algèbres

L’ensemble de toutes les congruences d’une algèbre, ordonné par inclusion, est un treillis algébrique (Bir-
khoff), ses éléments compacts sont les congruences finiment engendrées ; elles forment un demi-treillis. Un
demi-treillis est relevable dans une variété V s’il est isomorphe au demi-treillis des congruences compactes
d’une algèbre de V . Les travaux de Wehrung sur CLP, ainsi que ceux de Ploščica, illustrent que même
pour une variété d’algèbres facile à décrire, comme la variété de tous les treillis, ou une variété finiment
engendrée, la caractérisation des demi-treillis relevables est difficile. Le point critique entre deux variétés V

et W est le plus petit cardinal d’un demi-treillis relevable dans V mais pas dans W .
Nous introduisons un outil, de nature catégorique, donnant des liens entre les relèvements de dia-

grammes de demi-treillis et les relèvements de demi-treillis dans une variété donnée. Nous montrons que
si V et W sont des variétés finiment engendrées de treillis telles que W ne relève pas tous les demi-treillis
relevés par V , alors le point critique entre V et W est soit fini, soit un aleph d’indice fini. Nous trouvons
deux variétés finiment engendrées de treillis modulaires dont le point critique est ℵ1, ce qui infirme une
conjecture posée par Tůma et Wehrung.

Nous prouvons, en utilisant la théorie des anneaux réguliers de von Neumann et la théorie du monoïde
de dimension d’un treillis, que le point critique entre des variétés engendrées par des treillis de sous-espaces
vectoriels d’espaces vectoriels de même dimension finie sur des corps finis est au moins ℵ2. Nous prouvons
l’égalité pour les dimensions 2 et 3.

Critical points of pairs of varieties of algebras

The set of all congruences of a given algebra, ordered by inclusion, is an algebraic lattice (Birkhoff), its
compact elements are the finitely generated congruences ; they form a semilattice. A semilattice is liftable

in a variety V if it is isomorphic to the semilattice of all compact congruences of an algebra in V . The
works of Wehrung on CLP, and of Ploščica, illustrate that even for an easy to describe variety of algebras,
like the variety of all lattices, or the finitely generated varieties, characterizing the liftable semilattices is
hard. The critical point of two varieties V and W is the smallest cardinal of a semilattice liftable in V but
not in W .

We introduce a tool, with categorical flavor, that gives a link between lifting diagrams of semilattices
and lifting semilattices in a given variety. Given finitely generated varieties of lattices V and W such
that W does not lift all semilattices liftable in V , we prove that the critical point of V and W is either
finite or some aleph of finite index. We give two finitely generated varieties of modular lattices with critical
point ℵ1, which disproves a conjecture of Tůma and Wehrung.

Using the theory of Von Neumann regular rings together with the dimension monoid of a lattice, we

prove that the critical point of varieties of lattices generated by subspace lattice of vector spaces of the

same finite dimension on finite fields is at least ℵ2. We prove the equality for dimensions 2 and 3.
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