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II. Présentation

A) L’atelier d’inférence ATINF: motivation. description, état
actuel

La déduction automatique a aujourd’hui plus de 40 ans. On peut dire
qu'elle est arrivée a maturité et il est possible d’en donner une
description abstraite et générale. [Dav83] et [BL84] en présentent une
histoire claire et compléte jusqu’en 1984. [Wos88] donne une idée assez
précise des problémes ouverts dans I'approche que nous appellerons
‘classique”. Dés la fin des années 70 et le début des années 80, une
approche beaucoup plus générale commence a se préciser, parallélement
a l'approche classique. C’est l'approche des démonstrateurs
programmable fondés sur les notions de tactiques ou de stratégies
exprimées dans un méta-langage. LCF et ML en sont les premiers
exemples publies [GMW79]. Cette approche s'est beaucoup développée,
elle est actuellement connue sous le nom de cadres logiques (“logical
frameworks”). Au lieu d’étudier et d’implémenter des calculs
particuliers pour chaque logique elle propose d’employer des sortes de
méta-logiques implémentables dans lesquelles toutes les logiques
usuelles sont représentables. AUTOMATH [dBr80], Nuprl [C+86] et Coq
[D+91] en sont peut-étre les exemples les plus significatifs.

On peut considérer que les cadres logiques correspondent aux
logiques générales (“general logics”) étudiées par les logiciens [Ebb85],
[Mes87], [Avr91]. En ce qui concerne cette remarque, il est intéressant de
citer [Ebb85] page 26:

“What is a logic? The answer to this question is a
pragmatic! one: we collect some basic features common to
well-known 1logical systems and use them as defining
properties of a logic..In order to escape this dilemma we
do not fix a single definition, but leave it to the
working logician to choose a suitable notion according to
the needs of specific situations..”

Au début des années 80 on pouvait déja faire une classification des
différentes approches en 3 grandes catégories. Cette classification,
toujours valable, est faite selon que I'accent est mis sur:

1 Les italiques sont & nous.
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1- L’efficacité (approche classique): c’est a dire sur la recherche
de bons calculs, bonnes stratégies (parfois heuristiques), bonnes
implémentations, etc..

2- La généralité: cette approche cherche a éviter le foisonnement
de démonstrateurs pour des logiques et calculs différents. C’est
I'approche des cadres logiques.

3- La facilité d’interaction: I'une des raisons de cette recherche
est certainement que l'augmentation du pouvoir des démonstrateurs
permettait de s’attaquer de fagon automatique (interactive) a des
théoremes difficiles. Dans cette catégorie on peut encore diviser les
travaux en deux sous-catégories. La premiére concerne la traduction
entre calculs différents pour la méme logique (voir par exemple [And80],
[And91]). Cette traduction a aussi été tentée entre une logique et une
langue naturelle ([Che76], [Hua90]). L'autre sous-catégorie concerne la
présentation structurée des preuves [Lin90], [LP90], [CHZ91], [CH93],
[CH97?].

Les travaux dans la troisiéme catégorie sont de loin les moins
nombreux, mais le besoin d'outils puissants pour la manipulation des
preuves est de plus en plus évident.

L'objectif du projet ATINF (ATelier d'INFérence), démarré en 1985,
est d’essayer de combiner les avantages des 3 approches et de
formaliser, pour les incorporer, des techniques puissantes du
raisonnement humain (telles que la recherche simultanée de preuves et
contre-exemples, ['utilisation d’analogies, le raisonnement dans des
théories, etc.). Il devait étre aussi un cadre permettant d’incorporer
facilement des démonstrateurs et des outils de calcul formel développés
ailleurs.

Les raisons pour initier un tel projet sont trés naturelles. On était
arrivé  a une situation ou la reprogrammation systématique
d’algorithmes d’unification, de transformateurs en forme clausale, de
démonstrateurs, etc. (la plupart étant rapidement abandonnés parce que
trop inefficaces ou trop primitifs) était un gaspillage d’énergie
manifeste. De plus, les structures de données et les entrées des
différents démonstrateurs et outils associés (dont certains sont trés
efficaces) étant incompatibles, ils ne pouvaient pas coopérer. Notons
aussi que des outils trés généraux comme Nuprl n’étaient (ne sont) pas
des démonstrateurs.

Concernant son implémentation, le projet ATINF a donc été congu
comme un ensemble de modules indépendants qui communiquent selon
des protocoles communs. Cette stratégie (qui, pour des raisons
matérielles était la seule que nous pouvions appliquer) s’est avérée trés
réaliste pour faire coopérer les trés nombreux (et parfois excellents)
logiciels d’'inférence développés indépendamment de par le monde.

- 10 -
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Ainsi, un tel atelier d’inférence devait permettre la connexion
d’outils d’inférence trés diversifiés ce qui imposait I'utilisation d’un
formalisme trés général pour la communication et la présentation des
preuves, formules, etc.. GLEF,;,\ est la solution que nous avons proposée
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pour [lintégration.

Les bases de la conception

GLEF so1ye respecte la philosophie d’ATINF, dont la spécification

informelle est résumée ci-dessous. Cette spécification informelle tente
ainsi de regrouper les caractéristiques que devrait avoir un ensemble

d’'outils d’inférence (formels) orienté utilisateur.
ATINF doit:

-

étre extensible.

demander le moins d’expertise possible de l'utilisateur (qui
ne doit pas étre considéré comme un programmeur). Les
preuves doivent donc étre présentées d'une fagon la plus
proche possible de la présentation usuelle.

permettre de définir la classe la plus large possible de
logiques et de calculs.

éditer et si possible vérifier des preuves dans les logiques
définies.

utiliser un formalisme permettant une définition
‘incrémentale” des logiques, <c’est a dire les
caractéristiques communes des différentes logiques doivent
étre définies une seule fois et réutilisées.

permettre de présenter des preuves obtenues par des
démonstrateurs extérieurs a ATINF.

permettre d’'incorporer dans le méme cadre unifié, des
systemes de manipulation symbolique.

permettre différentes représentations hiérarchiques et
graphiques pour une méme preuve. La présentation d'une
preuve doit étre indépendante de la fagon dont la preuve a été
obtenue.

étre capable d’exhiber et de cacher une partie quelconque
d’'une preuve, formule, etc..

donner a ['utilisateur la possibilité d’utiliser des outils tels
que le filtrage et [I'unification (premier ordre et ordre
supérieur), de transformation de formules, indépendamment
d’'un démonstrateur particulier.

étre capable de mémoriser et de modifier des parties
quelconques d’une preuve.

- 11 -
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- donner a [Iutilisateur la possibilit¢ de nommer et manipuler
tout objet ((sous-) preuve, formule, symboles, etc.) de fagon
homogeéne.

- permettre de grouper plusieurs pas d'une preuve en pas de
taille arbitraire.

Il est clair que le troisieme et quatrieme point ci-dessus sont des
exigences auxquelles on essaye de se rapprocher le plus possible sans
perdre les capacités de Preuve, mais elles ne peuvent étre réellement
satisfaites que par des outils trés évolués comme Coq.

Le dessin ci-dessous donne ’ensemble des outils actuellement dans
ATINF:

. Recherche Outils externes
Mise sous Simultanée - OTTER
— p . ——p
Clausale de Réfutations - MAPPLE
et de Modéles
Démonstrateur
Editeur de Preuves en
4> Géométrie
GLEF , 1nr
¢ GEOTHER
Démonstrateurs en . . Démonstrateurs en
Logiques Classiques Unification Logiqu;s Non
E-Unification Classiques
Résolution avec < > ‘

Sortes Ordonnées nilication l!« . Tableaux.en J
et Paramodulatio d'Ordre ogiques Multivaluée
Supérieur

Tableaux L Tableaux en ]
(avec égalité > ogiques Modale

Finalement nous devons signaler que la manipulation de “grosses
preuves” est un probléme capital sur lequel converge la communauté de
chercheurs en déduction automatique et celle des mathématiciens se
servant d'outils d’inférence (voir par ex. [Lam90], [Lam91], [Hor93]).

- 12 -
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ITII. Polices de caractéres

Décrivons ici la signification des différentes polices de caractéres
et attributs typographiques utilisés dans ce mémoire de thése.

- Le Gras indique, en dehors des titres, un point
important.

- Les /taliques indiquent un terme qui apparait pour
la premiéere fois.

- Le Souligné indique, en dehors des titres, une
référence a un chapitre ou a une annexe.

- La police Chicago indique un choix de menu ou un
bouton de GLEF (voir chapitre Utilisation section
A).

- La police Palatino indique un nom (parfois décliné
dans le texte) de manipulations élémentaires
(voir Chapitre Réalisation section B.8.a).

- La police Monaco est employée pour les
programmes.

- La police Times est employée dans les formules.
Times Italique indique une variable.

- 13 -
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IV. Définition

A) Notions Préliminaires

Cette partie introduit, d’abord de maniére intuitive, puis de maniére
plus rigoureuse, les notions que nous devons traiter dans notre systéme
(logique, preuve, etc.). Moins concise et moins précise, mais peut-étre
moins abstraite et plus proche de notre implémentation qu’une
formulation utilisant les catégories, nous préférons ici une formulation
ensembliste.

Notions intuitives

La logique est 'étude de la conséquence (théorie des preuves). La
conséquence est une relation entre des jugements.

Un jugement est un fait qui peut étre vérifié ou non. Le plus
souvent, un jugement exprime le fait qu’un objet a une certaine
propriété. Par exemple, qu’une formule soit un théoréme. Cette propriété
s'appelle forme de jugement de base, et ce type de jugement
s'appelle jugement de base.

Une preuve est un objet qui permet de persuader quelqu’un d’'un
jugement. En pratique cette définition laisse trop de liberté. Le plus
souvent, aussi bien en mathématiques que dans la vie courante, une
preuve (ou déduction) est une construction faite a 'aide de
raisonnements admis, a partir de jugements admis.

Un raisonnement est une relation entre un certain nombre de
jugements, c’est d’ailleurs une forme particuliére de jugement. L'un de
ces jugements est appelé conclusion, les autres sont appelés
prémisses.

Une régle d’inférence est un raisonnement admis. Un axiome est
un jugement admis, il peut étre considéré comme une regle d’inférence
sans prémisses. Une hypothése est un jugement admis provisoirement.

Par exemple, considérons Ile modus-ponens en logique
propositionnelle (A et B sont des formules quelconques):

A A=B
B

“étre vrai” est une forme de jugement de base. “A est vrai” et “4= B est
vrai” sont les jugements de base prémisses de la regle d’inférence. “B est

- 14 -
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vrai” est son jugement de base conclusion. Supposer une proposition P
revient a considérer le jugement de base “P est vrai” comme hypothése.

Notations

Un ensemble est délimité par des accolades, un multi-ensemble est
délimité par des crochets. Une liste (n-uplet) est délimitée par des
parenthéses. Ces symboles peuvent étre omis, quand aucune ambiguité
n’est possible. Les ensembles et les multi-ensembles peuvent étre
décrits en extension ou en compréhension.

On note @ I'ensemble vide et @ le multi-ensemble vide. On note P(E)
'ensemble des sous-ensembles d’'un ensemble E et M(E) I'ensemble de

ses sous-multi-ensembles.
Parfois, la virgule dénotera l'union d’ensembles ou de multi-

ensembles.
Notion de logique

Un langage est un ensemble dont les éléments sont appelés
formules.

En théorie des preuves, une relation de conséquence sur un langage X
est une relation |- entre des multi-ensembles de formules telle que (A
dénote une formule, T’ et A dénotent des multi-ensembles de formules):

(i) AF A réflexivité restreintel [Avr91]

(i) —==mzmmm—m— o2 transitivité (ou régle de coupure)?

Un élément3 d’'une relation de conséquence s’appelle séquent.

Cette définition de relation de conséquence a été choisie la plus
générale possible (dans la limite du raisonnable, voir citation
d’Ebbinghaus dans le chapitre Présentation), on n’impose aucune
condition (récursif, récursivement énumérable, etc.) sur X et | [Gab91].

by

La restriction aux multi-ensembles finis correspond a la définition de

1Par rapport a la réflexivité définie par Scott (i) définie plus loin.
26 schema 1 oy ®,....0,,® dénotent des propositions, dénote la proposition

sig@,...et ¢, alors @. Les pointillés servent a différencier cette notation de celle de regle

d’'inférence, tout en gardant une notation graphique. Notons que ¢ dénote la proposition ¢. (Dans
[Sco74], ce schéma de proposition est noté avec une barre simple et les régles d’inférences sont
notées avec une double barre).

30n peut voir une relation comme une partie d’'un produit cartésien.
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4 - Définition - 29/05/94

[Avr91]. Soulignons toutefois les différences avec d’autres définitions
de relation de conséquence.

- Contrairement a la relation de conséquence de Tarski (1938)
et conformément a celle de Scott (1969) [Sco74], on admet
plusieurs conclusions.

- L'une des conditions supplémentaires suivantes, classées ici
de la plus forte vers la plus faible, est parfois ajoutée:

NEa, e (Seo7e
(iii) r]’rzl—Al’Az monotonie [Sco74]

iii)’ hra ffaibli t [Gab91], [Avro1
(iii) I“I,Fz—I—A affaiblissement [Gab91], [Avr91]
L, T'FA THB tHaibli t restreint [Gabo1
(iii) _“1:,A_I:—B"- affaiblissement restreint [Gab91]

Toutefois, des logiques usuelles (appelées logiques non
monotones) ne satisfont pas la condition i), ni méme la
condition (iiiy ou (iii)” (la notion de logique est définie plus
loin).

- De méme, la condition () est souvent remplacée par une
condition plus forte:

i mmmme——- réflexivité [Sco74]

Mais cette condition n’est pas satisfaite par les logiques
relevantes ou linéaires.

- Notons que dans [Mes87], une relation de conséquence doit
satisfaire les propriétés (iii) et (i), des relations de
conséquences non monotones ou non réflexives sont
considérées comme des calculs pour des relations de
conséquence qui le sont (voir plus loin la définition de
calcul).

- Il est plus courant de considérer une relation entre
ensembles qu’une relation entre multi-ensembles. Toutefois,
les logiques relevantes, linéaires et les logiques de
Lukasiewicz a nombre de valeurs finies nécessitent emploi
de multi-ensembles. Quelques rares logiques aménent a
considérer des structures plus complexes (listes [Avro1],
ensembles partiellement ordonnés, etc. [Gab91]). Mais cela
complique la condition de transitivité: on trouve la notion de
transitivité substitutionnelle dans [Gab91].
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Si on considérait une structure de liste, la régle
d'échange permettrait de simuler la structure de multi-
ensemble et la régle de contraction permettrait de simuler
celle d’ensemble (ces régles sont données ici pour une
relation de conséquence mono-conclusion) [Lam93a]:

I'A,BA+C éch Lame3
i’jb;{,‘zﬁ— —é' change [Lam93a]
A, AL A+-C . Lam93
'fiA,'&'v—'&' contraction [Lam93a]

- Quand on utilise des variables schématiques, on suppose la
relation de conséquence uniforme, c'est a dire fermée par
substitution [Avr91]. Mais cette propriété dépend de la
structure des formules et complique I’expression des
propriétés.

- Une relation de conséquence est dite compacte [Avr91],
[Ebb85], ssi quand on a THA, on peut trouver des ensembles
finis de formules T,cI' et A,cA tels que I FA,.
Contrairement a I'usage, nous n’imposons pas la compacité
des relations de conséquence. Une relation de conséquence
peut méme faire intervenir des ensembles qu’on ne puisse pas
réduire ainsi & des ensembles récursifs, ou récursivement
énumérables. Bien entendu, un calcul pour une relation de
conséquence peut ne pas étre complet (voir plus loin les
définitions de calcul et de calcul complet).

Si A est un multi-ensemble de formules, FA et A dénotent

respectivement @A et AFQ. Une relation de conséquence est
consistante [Sco74] ssi pour toute formule A on a:

HAou AW

On de fagon plus concise (d’aprés (i) et (ii)): .
Elle est compléte [Sco74] ssi pour toute formule 4 on a:

FA ou A+

En théorie des modeéles, une relation de satisfaction sur un ensemble
S, dont les éléments sont appelés structures, et un langage X, est une
relation E entre une structure et une formule. Une formule ¢ est valide
dans S ssi VseSskE ¢, on le note Sk ¢.

Exemples [FHV92]:

- 17 -
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- En logique du premier ordre, on définit la relation de
satisfaction par rapport aux structures (D,I,w), ou est D un
univers, I est une interprétation des prédicats et des
fonctions sur l'univers et w est une valuation des variables

sur D.
- En logique modale, on définit la relation de satisfaction par

rapport aux structures (W.R,7,w), o W est un ensemble de
mondes, R est une relation d’accessibilité, z définit la vérité
dans chaque monde et w est un monde particulier.

Notons que [Ebb85] propose de représenter les structures par des
algébres. Une signature 7 définit une structure algébrique S(7). Une
logique est alors un couple (L.F,), ol L associe un langage a une
signature, et k=, associe une relation de satisfaction F,(7) sur S(t) et
L(z) quand 7 est une signature.

A toute relation de satisfaction k, on peut associer les relations |-,
et +, définies par:

ob.¢ ssi VseSsFEo=skE ¢
okF,p ssi SFo=SkE ¢
Notons que [FHV92] impose en plus l'uniformité de ces relations en
supposant qu’une notion de substitution soit définie pour le langage
considéré.
[FHV92] propose aussi de mettre § sous la forme
{(mw) |meMAweW,}. Chaque élément de me M représente une classe

d’équivalence de S, W, étant alors en correspondance avec celle classe.
Pour chaque M, on pose:

mE @ ssi VweW, (mw)E ¢
ok y@ ssi VmeMmE c=mkE ¢

On peut étendre naturellement les relations F., F, et -, aux multi-
ensembles de formules:

'HA ssi VseS /\rsi= c=VsE g
o€

PpeA

't,A ssi VmeM /\l_ml= c=>VmE ¢
oe

peA

I'H,A ssi /\rSI= o= VSE ¢
o€

[1:

Ensuite, on montre facilement que F,ck, ck, et que +, est une
relation de conséquence qui vérifie (i et (i, on l'appelle M-conséquence.
Si on identifie S et {(mw) | meSawe{e}} (resp. {(mw) | me{e}awes}), on
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a kg=F, (resp. Fy=F,). -, et -, sont donc aussi des relations de
conséquence vérifiant (i) et (iy, on les appelle relations de conséquence
de vérité et de validité.

Exemples [FHV92]:

- En logique du premier ordre, on montre la correction de la
régle d’inférence (les notions de régle d’inférence et de
correction d’une regle d’inférence par rapport & une relation
de conséquence sont définies plus loin) de généralisation par
rapport a la validité (¢, Vxe¢@) en montrant sa correction par

rapport a la M-conséquence, ou W,  est I'ensemble des

valuations sur D et M={(D,]) | IweW,, (D,1,w)eS}].

- En logique modale, on montre la correction de la réegle
d’'inférence de nécessité par rapport a la validité (¢ O¢) en
montrant sa correction par rapport a la M-conséquence, ou
M={(W,R )| 3weW (W,R,m,w)eS} et W, . est 'ensemble des

mondes W.

Ainsi, nous avons vu différentes formes de relations de
conséquence. Certaines sont purement syntaxiques, d’autres sont issues
d’'une approche sémantique. Notons que de nombreuses relations de
conséquence issues d’'une approche sémantique ne sont pas compactes
[Avr91].

Tenant compte de ces considérations, nous adoptons la définition
formelle de logique suivante:

Une logique est un couple L=(X,CR) ou X est un langage et CR est un
ensemble fini de relations de conséquence sur X.

La plupart du temps, la structure d'un langage peut étre
caractérisée a laide de relations de conséquence. Par exemple, les
formules bien formées du langage propositionnel peuvent étre vues
comme les théorémes du systéme axiomatique dont les formules bien
formées sont les chaines de symboles, les axiomes sont les variables
propositionnelles et les régles d'inférence sont les régles usuelles de
formation [Avr91]. Ainsi, on peut considérer des logiques dont une
partie de la structure du langage a ainsi été transférée vers
I’ensemble des relations de conséquence.

Le but des théorémes suivants est de montrer qu’en augmentant le
langage, on peut remplacer I'ensemble des relations de conséquence
d’'une logique par une seule relation de conséquence. Etant donnée une
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logique L=(X,CR), on introduit un nouveau symbole j, pour chaque relation
de conséquence + de CR. On pose ensduite:

={j o|+ €eCRApeZ}
X’ s'appelle 'ensemble des jugements de base de |a logique. Le symbole
j- s’appelle la forme du jugement de base ¢ [HHP89].

Théoréme: Etant donnée une logique L=(Z,CR). Soit T={j o |+ €eCRA@eXx}
'ensemble des jugements de base de L, et
F ={({lir o | peT)j. v | yeA]) |k eCRAT,AeM(Z) AT+ Al.
F est une relation de conséquence sur X’.

Preuve:
Réflexivité:
Soit AeX’, alors A est de la forme Jr ¢aOU - €CR et ¢, e

par réflexivité de +,ona ¢, 0,
par déefinition de +, (j. ¢,)F (j, ?,)
C’est a dire A-H' A
a

Transitivité:

Soit AeX’ et T,T,,A,A, e M(Z)
supposons I'\'A;,A et AT,H A,
alors A est de la forme j, ¢, ou I e CR et ¢, eX
I'=[oli €] T;=[¢]j per,]
A =[‘Plj1- (PGAI] A; =[¢|jr (pGA2]
ol {[jr oo T [ dloealli o,

on pose {

Jr (PA’[jr (PI(P € l"{]l—' [Jr (PI‘P € A;]
{ I+AlL o,

P A,
LG ALA;
[i- o e LT [i: elo e ara;]
I,IF A,LA,
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J={j|VoeZjpez’}
Théoréme: Soit |+ ={([(p | joeT) [y | jwea]) | TH A}
CR ={~; |jel}
si T=#Q alors CR’=CR.

Preuve:

ona r, ={(oliecli o1 oeTl}[v|i veli viveal)|r-a}
, ={T.A) | THA}

b, =
dou CR' o> CR
soit + eCR
JjeJtH = F;
commeXz@ I+ eCRF,;=F, =F
d’ou CR’cCR
et CR' =CR

n]

Corollaire: Toute logique L=(X,CR) de langage non vide, peut étre
représentée par une logique & une et une seule relation de
conséquence L'=(2’+"). Dans le cas ou CR est un singleton, L et L’

sont isomorphes.

Nous ne considérerons donc que des logiques a une seule
relation de conséquence, sachant que celles ci peuvent étre
des représentations de logiques a plusieurs relations de
conséquence.

Notion de preuve

Etant donné un langage X, un séquent formel est un couple de multi-

ensembles de formules dénoté par I'= A [Avr91]. On note S(X), I'ensemble
des séquents formels. Soit » un entier naturel, une régle d’inférence
d’arité n+1(n>=0) est une relation R entre S(X)" et S(Z). Le plus souvent,
on considére des régles d’inférence décidables, mais considérer des
regles d'inférence semi-décidables ne change pas le caractere
récursivement énumérable de la classe des théorémes [McC62].

Une prémisse de R est un séquent formel apparaissant dans un
ensemble de séquents formels relié par R a un séquent formel. Une
conclusion de R est un séquent formel relié par R & un ensemble de
séquents formels. Un axiome est une régle d'inférence d'arité 1
(contrairement & l'usage qui veut qu’un axiome soit une formule).
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Etant donné un séquent formel s:(TC'=A), F(s) dénote le jugement
I'-A. La notion de correction d’une régle d'inférence établit le rapport
entre relation de conséquence et régle d’inférence. Une regle d’inférence
R est dite correcte pour la relation de conséquence | ssi on a:

Pour la notion de preuve (le mot déduction serait plus adéquat, mais
il est moins usuel), nous préférons une représentation intuitive, sous
forme de graphe a la représentation usuelle, plus simple a formaliser,
sous forme de liste.

Etant donné un langage X et un ensemble RI de régles d'inférence,
une preuve est un triplet 7=(N,E,D) ou N est un ensemble fini dont les
éléments sont appelés noeuds, E est une fonction associant un séquent
formel a chaque nosud, D est une relation entre P(N) et N qui vérifie les
deux conditions de correction:

V(s,n,)e D3ReRI ({E(n,) | m, es},E(nz))e R (régles)
—3n,...,n,e Nn =n, A2<V< idseP(N)n_ esa(s,n)eD (cycles)

{neN | VseP(N)(s,n)& D} s’appelle I'ensemble des hypothéses de la
preuve. {neN | VseP(N)nes=Vn'eN(s,n’)e D} s’appelle I'ensemble des
conclusions de la preuve. Une preuve compléte (resp. partielle) est une

preuve dont I'ensemble des hypothéses est vide (resp. non vide). Une
preuve connexe est une preuve dont I'ensemble des conclusions est un

singleton.

La notion de preuve est trés générale. Quand on caractérise le
langage d’'une logique a l'aide de relations de conséquence, elle regroupe
un grand nombre d'objets:

constante fonction terme
atome connectif logique formule
axiome regle d’inférence| composition de
regles
d’inférence

En logique du premier ordre, une preuve peut représenter
un objet de ce tableau, une variable dénotant un tel objet
ou un ensemble de tels objets et variables.

Un éditeur de preuves doit donc permettre d’éditer tous ces objets de
maniére homogeéne.
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Notion de calcul

Un calcul, sur un langage, est un algorithme qui énumeére des couples
de formules. Il génére ainsi une relation I+ [Gab91].

Un formalisme est un couple F=(Z,C) ou X est un langage et C est un
calcul sur X.

Un systéme logique est un couple S=(L,C) ou L=(Z,+) est une
logique et C est un calcul sur £ [Mes87]. Par exemple, la logique
propositionnelle munie d’une procédure qui parcourt I’ensemble les
formules en déterminant, & l'aide d’'une table de vérité, si chaque
formule est une tautologie a énumérer, forme un systéme logique.

C est dit correct pour L si I ct. Il est dit complet pour L si + cl-

[Sco74], [Mes87], [AvrI1].

Un calcul de preuves sur un langage X est un calcul sur T fondé sur
les notions d’axiome et de régle d’inférence. C’est a dire, étant donné un
ensemble de régles d'inférence, I+ est défini par I'ensemble des couples
(T',A) tels qu’il existe une preuve dont I’ensemble des hypothéses est

vide et I'ensemble des conclusions est {I'= A}.

Un systéme formel est un couple F=(Z,C) ou X est un langage et C
est un calcul de preuves sur X.

Exemples de représentations de systémes formels de plus en plus
générales [AvrIo1]:

- systémes axiomatiques (ou systémes de Hilbert
pour les théorémes)

- type Hilbert (ce sont des systémes axiomatiques
employés avec la méthode d’extension qui est
décrite plus loin)

- déduction naturelle

- type Gentzen

Une signature ¢ est un objet caractérisant un langage noté X/c.
Une théorie est un ensemble de formules. Etant donnés un calcul de
preuves C et une théorie T, on note C+7T le calcul obtenu en ajoutant

I'axiome {(@,@:ﬂp)](peT} a l'ensemble des regles d’inférence de C.

Remarque: C+3=C.
Certains calculs de preuves, comme les systémes axiomatiques, ne
permettent de prouver que des théorémes, c’est a dire de construire des

preuves de séquents formels de la forme = ¢.
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La méthode d’extension [Avr91] permet d’employer un tel calcul C
pour générer une relation I~ de la maniére suivante: On a T-¢ si Q- .o
(IFc.r est la relation générée par C+I', T étant considéré comme un

ensemble).

Quand la relation de conséquence considérée est a conclusion unique,
prise sur des ensembles finis et satisfait I'affaiblissement, cette
méthode constitue un calcul correct.

Jugements d’ordre supérieur

Le jugement hypothétique J,>J, exprime une certaine forme de
conséquence: J, est prouvable sous I'hypothése J,. Etant donné un langage
Z, le jugement schématique /\ J(x) exprime une certaine forme de
geénéralité: J(x) est uniformément prouvable en x [HHP89]. On considére
le nouveau langage X’ égal a la fermeture de X par > et /.
Contrairement a [HHP89], on n’impose pas l'appartenance de x a une
classe de termes, mais seulement & X¥’. En effet, nous considérons que
A,.cJ(x) est une représentation abrégée d'un jugement de la forme
A, C(x)> J(x), ce qui correspond a notre notion de preuve. Toutefois,
nous emploierons cette représentation dans le cadre de LF [HHP89] ou CC
[CHB8S8].

On considére un systéme de déduction naturelle uniforme (c’est a
dire clos par substitution [Avr91]), pur (voir [Avr91]), & conclusion
simple, pris sur des ensembles finis et satisfaisant I'affaiblissement.
Sauf pour la régle d'affaiblissement, quand elle est explicite, la forme
générale de ses régles dinférence, qui peut contenir des variables

schématiques (x,...x,), est [Avr91]:

R
v, v,
v

Les jugements hypothétique et schématique [Avr91], [HHP89]
permettent de coder ces reégles d'inférence de la maniére générale
suivante:

Ny (0= 00 = )= (0= o =y, ) — v
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Régle d'inférence

Code

régle de transitivité [ A] A>(A> B)>B
(explicite) A B
B
constante Form(true) > Form(true)
régle de formation Form(A) Form(B) /N, s Form(A)>— Form(B)> Form(A = B)
pour un connectif Form( A— B)
logique
(implication)
axiome Form( A) Form( B) A\ .y Form(A) >~ Form(B) >~ True(A => (B=> A))

True(A=> (B=> A))

Form(A) Form(B) True(A) True(A= B) A\ s Form(A)>— Form(B)> True(A) > True(A => B)> True(B)
True(B)

reégle d’inférence
(modus ponens)

régle d'inférence de [Tme(A)] N\ 1 s Form(A) > Form(B)>— (True(A) >~ True(B)) > True(A = B)

déduction naturelle Form(A) Form(B) True(B)
(introduction de True(A = B)
'implication)

Exemples de codes pour différentes régles d'inférence.

Quand la logique considérée est une représentation d'une logique a
plusieurs relations de conséquence, les jugements de base qui
constituent les parties droites des séquents d’une régle d’inférence
peuvent tous avoir la méme forme. Celle-ci peut alors étre considérée
comme une régle de formation pour une catégorie syntaxique
caractérisée par cette forme. Par exemple, un connectif logique peut
étre considéré comme une régle de formation de la catégorie syntaxique
formule. En LF, la forme de jugement de base peut étre représentée par
un type. Les catégories syntaxiques des variables introduites sont
spécifiées au niveau de la représentation du jugement schématique.

Implémentation de systémes logiques

Par implémenter, nous entendons programmer ou spécifier sur un
systéme informatique.

Etant donné un systéme logique S=(L,C) ol L=(Z,+), on désire
implémenter le formalisme F=(X,C), c’est a dire, son langage et son
calcul. Par abus de langage, nous parlerons d’implémenter
(programmer ou spécifier) le systéeme logique, voire méme la logique.
Nous avons répertorié trois méthodes principales, de généricité
croissante, mais d’efficacité a priori décroissante, du point de vue de la
déduction automatique.

1) La méthode théorie consiste & programmer F directement. Par
exemple, on peut programmer ainsi la théorie des entiers ou des
ensembles.
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2) Quand C est un calcul de preuves, la méthode logique consiste a
employer un systéme formel auxiliaire F'=(2,C"), déja implémenté. Dans
ce systeme formel, on spécifie une signature o et une théorie T telles
que X=X'/c et C=C'+T. Parfois, ¢ est déterminée par T et n’est pas
spécifiée (c’est le cas de PROLOG). Par exemple, un systeme formel pour
une logique du premier ordre peut étre utilisé pour spécifier une théorie
non inductive des entiers.

3) La méthode cadre logique consiste a spécifier 3 et C pour un
programme, appelé cadre logique, capable de les simuler. Souvent, on
emploie un formalisme auxiliaire F'=(Z',C"), déja implémenté, T et C sont
spécifiés dans X' et simulés par C'. Ce formalisme doit &tre le plus
simple possible, mais permettre la description d’'une classe de
formalismes la plus large possible [HHP89]. Il permet de bien distinguer
le niveau objet du méta-niveau. Par exemple, LF est un cadre logique
capable de représenter de nombreux systemes formels. Un autre exemple
est LDS [Gab91], qui tente de circonscrire les systemes formels de la
maniére la plus naturelle possible.

Notons que les formalismes auxiliaires des méthodes logique et
cadre logique sont eux-mémes implémentés par I'une des trois
méthodes décrites.

Les spécifications des méthodes logiques et cadre logique peuvent
étre combinées a [laide d'opérateurs, afin d’obtenir de nouvelles
spécifications, que I'on appelle spécifications structurées.

Méthode
Théorie Logique Cadre logique
Programmé z,C >, C z, C
Spécifié o, T z,C

Hiérarchie

Etant donnée une preuve m=(N,E,D), une partie de preuve est un
triplet (N’,E’,D’) tel que N’ est une partie de N, E' est la restriction de E
a N', et D' est une partie de la restriction de D P(N’)x N’. Remarque:
toute partie de preuve est une preuve.

On appelle lemme, une partie connexe de preuve qui semble
“exceptionnelle”, soit parce que sa conclusion est ‘“intéressante”, soit
parce qu'elle se répéte telle quelle ou “a quelque chose prés”, a d’autres
endroits de la preuve. La notion d’exception peut étre laissée i
I’appréciation de l'auteur de la preuve ou formalisée dans une
certaine mesure.

- 26 -



B)

4 - Définition - 29/05/94

Une personne qui regarde une preuve aimerait d’abord considérer les
lemmes comme des pas de preuve élémentaires. Ensuite, elle aimerait
examiner les lemmes qui ne lui paraissent pas évidents. Ainsi, quand on
choisit un ensemble de lemmes, deux lemmes peuvent étre imbriqués
(N,cN,vN,cN)), mais ils ne peuvent pas se recouvrir
(NAN,#DAN,z N, AN,z N,) (Bien que leurs nceuds puissent étre
associés aux mémes séquents formels).

En particulier, considérer les parties connexes maximales d’une
preuve comme des lemmes, correspond & ne regarder d’abord, que ses
hypothéses et ses conclusions.

lllustration de la notion de lemme.
On dénombre six lemmes, divisés en trois niveaux,
représentés par des teintes de plus en plus claires.

La possibilité de nommer et de référencer des preuves connexes
réalise cette hiérarchisation des preuves. Notons qu’appliquée
systématiquement, cette méthode pourrait redonner aux preuves la
structure de liste usuelle, que nous avons écartée initialement.

Conclusion

Un éditeur de preuves est un outil qui doit permettre a I'utilisateur
de construire des preuves, de les mémoriser, de les imprimer, de
modifier des preuves existantes, et de définir de nouveaux langages et
calculs, en vérifiant si possible la correction des opérations réalisées.
Dans sa plus simple expression, un traitement de texte ou mieux, un
programme de dessin pourrait étre considéré comme un éditeur de
preuves trés général. Mais il faut reconnaitre qu’il ne serait pas trés
pratique. |l faut donc préciser un certain nombre de contraintes,
permettant & l'utilisateur de développer ses preuves dans un cadre mieux
adapté, prédéfini par un concepteur. Ce cadre peut étre basé sur la notion
de déduction, d’ou l'utilité des notions introduites.

Besoins de [I'utilisateur d’outils d’inférence

D’aprés l'analyse de ce qui précéde, les besoins d’ordre général de
l'utilisateur d’outils d’inférence pourraient vraisemblablement
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correspondre a un environnement de travail ayant les possibilités
suivantes (ces possibilités sont a rapprocher des bases de la conception
d’ATINF données dans la partie B du chapitre Présentation):

Visualisation de preuves

Une preuve (déja construite) doit étre présentée de maniere
usuelle. C’est a dire, en accord avec les habitudes de I'utilisateur
(mathématicien, logicien, etc.).

En particulier, cette présentation doit é&tre graphique, pour
respecter les notations de [I'utilisateur, pouvant employer différents
symboles, avec différentes dispositions.

Pour une meilleure lisibilité et une meilleure compréhension, elle
doit étre structurée, selon les souhaits de I'utilisateur. Cette notion de
structure est fondée sur celle de déduction, qui est, bien entendu,
indépendante du calcul utilisé. Notamment, il faut éviter la
représentation naive ol chaque pas d'inférence est représenté par une
ligne contenant la conclusion et les numéros des lignes contenant les
prémisses de la régle appliquée. Ceci n’interdit pas ['utilisation de
lemmes quand elle est justifiée.

Pour étre adaptée a tout utilisateur, celui-ci doit pouvoir la
diriger. Au début, il ne voit que la conclusion et les prémisses de la
preuve présentée. Ensuite, il peut examiner les parties de-preuves qui ne
lui semblent pas évidentes, dans I'ordre qu'il désire.

Quand une preuve est longue (beaucoup de formules ou de symboles),
il faut pouvoir cacher les pas (régles d'inférences, connectifs logiques,
etc.) considérés comme moins importants, afin de diminuer sa taille, ce
qui correspond a considérer des pas d'inférence de taille arbitraire. La
présentation doit donc étre hiérarchique, et permettre I'examen
récursif des regroupements de pas d'inférence cachés.

[Lam93b] montre I'intérét de présenter des preuves mathématiques
usuelles de maniére structurée et hiérarchique, méme si elles ne sont
pas entiéerement formalisées.

Finalement, différents utilisateurs pouvant se servir de différentes
notations, une preuve doit pouvoir étre présentée de plusieurs
manieéres.

Edition de preuves

Cet environnement permet I'édition de preuve, c’est a dire non
seulement leur visualisation, leur mémorisation et leur impression,
mais aussi leur création, modification et leur réutilisation,
directement par [I'utilisateur ou par Iintermédiaire d'outils d'inférence.
Les outils d’inférence pouvant appliquer des regles d'inférence de
maniéere contrblée, I'éditeur de preuve peut aussi jouer le réle d'un
démonstrateur interactif.
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Vérification de preuves

Il vérifie systématiquement la correction des preuves fournies, et
des modifications suggérées directement par [utilisateur ou par
intermédiaire d’outils d’inférence. Bien entendu, cette vérification ne
peut se faire que dans la limite de sa connaissance du systéme formel
considéré.

Définition de systémes formels

Il propose un cadre naturel pour définir des systémes formels.
Etant donnée la définition d'un systéme formel, il permet
immédiatement & [l'utilisateur d'éditer des preuves, en vérifiant ses
manipulations. Cette possibilité permet I’expérimentation rapide de
systémes formels en évitant la programmation d'outils d’inférence
spécifiques (éditeur, vérificateur, démonstrateur interactif, etc.).

Interface utilisateur

La qualité de son interface vise a mettre l'utilisateur en confiance.
Elle est naturelle, c’est a dire simple et intuitive. Par exemple, elle
peut employer des éléments d'/UGG (Interface Utilisateur Graphique
Générique) standards (menus, boutons, etc.) répartis et définis de
maniére judicieuse. Dans la mesure du possible, elle est homogéne et ne
dépend pas de la logique considérée ni des outils associés. Autrement
dit, I’environnement n’exige de [I'utilisateur ni d’efforts de
programmation, ni d’efforts de mémorisation.

L’interface est particulierement soignée pour la construction de
preuves pas a pas et pour I'appel et le réglage des parameétres des

outils d’inférence.
Intégration des outils existants

Il propose un ensemble d’outils d’inférence qui peut étre complété
par [lutilisateur. |l peut utiliser tous les outils d’inférence
existants, pas seulement ceux qui lui sont particuliérement adaptés.
Cette caractéristique est particuliecrement importante puisqu’elle
permet de présenter des preuves obtenues par n’importe quel
démonstrateur (pour plus de détail voir chapitre Utilisation sections B.3
et C.2.c).

Communication entre les outils

Il permet de faire communiquer directement et de maniére
transparente les outils d’inférence fondés sur le méme systéeme formel.
Il permet aussi de faire communiquer des d’outils d’inférence fondés sur
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des systémes formels différents, par lintermédiaire d’outils
d’inférence capables de traduire des preuves entre systémes formels.

Conclusion

L’environnement de travail que nous venons de décrire peut étre vu
comme un systeme de liaison entre [I'utilisateur et différents
outils d’inférence. Du c6té de I'utilisateur, la liaison se traduit par
une interface pratique et la possibilité d’éditer des preuves. Du co6té des
démonstrateurs, elle se traduit par 'emploi de passerelles mono ou bi-
directionnelles.

] LEF et ATINF., une réponse possible a ces soin

Un éditeur de preuves est un outil qui permet a l'utilisateur de
construire, visualiser, mémoriser, imprimer et modifier des preuves.
Seul, il satisfait certains besoins de Iutilisateur d’outils d’inférence.

Notre idée était de réaliser un éditeur de preuves qui puisse étre
étendu, afin de répondre a la plupart de ces besoins. Nous avons donc
développé GLEF (Graphical Logical Edition Framework), un éditeur de
preuves graphique, paramétrable par le systéme formel considéré et sa
présentation, qui peut appeler et régler les paramétres d’outils
d’'inférence, ou d’autres outils. Par ailleurs, il tente de factoriser les
similitudes de ces outils.

On peut considérer GLEF comme une interface ou un outil
d'intégration pour ATINF. Mais il constitue un éditeur de preuves
indépendant, qui peut coopérer avec des outils extérieurs a ATINF, ou les
connecter entre eux.

Notons que ATINF et GLEF sont des outils évolutifs. ATINF regroupe
des outils d'inférence de plus en plus nombreux. GLEF permet de
connecter ces outils (parmi d'autres), il considére donc de nouveaux
systemes formels et factorise de nouvelles similitudes.
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V. Etat de I’Art

Introduction

Ce chapitre constitue un tour d’horizon des travaux concernant la
spécification de systémes formels, les outils d’inférence et les éditeurs
de documents.

L'étude des différents travaux sur la spécification de systemes
formels (premiére partie) met en évidence des fondements théoriques
possibles pour GLEF.

Celles des outils d'inférence (deuxiéme partie) et des éditeurs de
documents (troisiéme partie) établissent une liste de caractéristiques
souhaitables pour ATINF. Une discussion termine chaque partie. Bien
entendu, réaliser un systéme regroupant toutes ces caractéristiques
n‘est pas envisageable. Mais GLEF peut étre potentiellement capable
de coopérer avec des outils d'inférence quelconques et de les
connecter entre eux, tout en regroupant les caractéristiques communes
a la majorité des outils d’inférence et des éditeurs de documents.

A) Spécification de systémes formels

Etant donné un systeme logique S=(L,C) ol L=(Z,), on désire
implémenter le formalisme F=(X,C). Dans le chapitre précédent, nous
avons vu trois méthodes d’implémentation.

Ces méthodes sont le reflet d’études théoriques de plus en plus
poussées. Si leur efficacité décroit a priori, leur difficulté d e
programmation est relativement constante et chaque implémentation
permet de spécifier des classes de systemes formels de plus en plus
larges.

Cette partie ne décrit que la spécification, la programmation
étant étudiée dans la partie suivante, qui concerne les outils d’inférence.
Les exemples de formalismes donnés dans cette partie ont un caractére
relativement général, ils ont suscité de nombreuses implémentations.
Les formalismes spécifiques aux outils d’inférence sont décrits avec
ceux-ci, dans la partie suivante.

1. Méthode théorie

La méthode théorie consiste & programmer F directement. En
pratique, il faut programmer C et une interface pour la lecture et
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I'écriture de X. Notons que cette méthode permet de considérer des
calculs autres que des calculs de preuves.

Par exemple, pour implémenter la théorie des entiers selon cette
méthode, on peut programmer les opérateurs arithmétiques (successeur,
somme, produit, égalité), et une interface pour la lecture et I'écriture
d’expressions arithmétiques. De la méme fagon, on peut programmer la
théorie des ensembles, l'algébre élémentaire, etc..

Une calculatrice ou, de fagon plus générale, un outil de calcul
formel (arithmétique, algébrique, etc.) constituent de telles
implémentations.

2. Méthode logique

La méthode logique consiste a spécifier une signature et une théorie
dans un systéme formel auxiliaire déja impléments.

by

Souvent, ce systéme formel auxiliaire correspond a une logique
usuelle. Par exemple, citons la logique propositionnelle, le A-calcul, les
logiques de preuves de programmes, la logique des prédicats du premier
ordre, la logique des prédicats d’ordre supérieur, etc.. De nombreuses
variantes et hybrides de ces logiques usuelles existent aussi.

Notons que des logiques différentes peuvent avoir le méme langage.
C'est le cas, par exemple, des logiques propositionnelles classiques et
intuitionnistes. On peut aussi imaginer des logiques linéaires ou
relevantes qui aient méme langage.

Rappelons, a l'aide de grammaires, les langages des logiques
usuelles:

* Pour la logique propositionnelle;

<F> ::= <proposition>
| —<F> /* négation */
| <F>1 A <F>; /* conjonction */
| <F>; v <F>, /* disjonction */
| <F>; = <F>; | <F>; & <F>, /* implications */
| <F>1 & <F>; /* équivalence */

OU <proposition> est un terminal (de l'analyse syntaxique, mais non-
terminal de I'analyse lexicale) dénotant un nom.

* Pour le A-calcul:

<F> ::= <constante>
| <variable>
| A <variable>.<F> /* abstraction */
| <F>1 <F>; /* application */

OU <constante> et <variable> sont des terminaux dénotant des noms pris
dans deux ensembles différents.
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* Pour la logique des prédicats du premier ordre:

/* formules */

<F> 1= <A> | —<F> | <F>1 A <F>; | <F>; v <F>,
| <F>) = <F>; | <F>) & <F> | <F>; & <F>;
| V <variable> <F> /* universalité */
| 3 <variable> <F> /* existence */

/* atomes */

<A> ::= <prédicat> | <prédicat> ( <T>1,..,<T>p)

/* termes */

<T> ::= <variable>

| <fonction> | <fonction> ( <T>7,..,<T>p)

Ou <prédicats, <fonction> et <variable> sont des terminaux dénotant des
noms pris dans trois ensembles différents.

* Pour la logique des prédicats d'ordre supérieur:

/* formules */

<F> :1:= <A> | —<F> | <F>1 A <F>; | <F>; v <F>,
| <F>1 = <F>; | <F>; & <F>; | <F>; & <F>;
| V <variable> <F> /* universalité */
| 3 <variable> <F> /* existence */

/* atomes */

<A> ::= <variable> | <variable> ( <T>p,..,<T>p)

| <prédicat> | <prédicat> ( <T>1,..,<T>q)
/* termes */
<T> ::= <variable> | <variable> ( <T>1,..,<T>q)
| <fonction> | <fonction> ( <T>1,..,<T>;)

OU <prédicat>, <fonction> et <variable> sont des terminaux dénotant des
noms pris dans trois ensembles différents.

* Pour les preuves de programmes, on utilise une partie de la
grammaire du langage de programmation concerné. Cette partie
correspond aux suites d’instructions.

En paralléle, on utilise une logique auxiliaire, par exemple, la
logique des prédicats du premier ordre avec égalité, entiers et fonctions
sur les entiers. '

La grammaire peut étre de la forme:

<P> ::= <F>1 <I*> <F>;

/* Formules de la logique auxiliaire */
<F> ::= ..

/* Suites d’instructions */

<I*> := ..

Dans une instance de la premiére régle, les termes qui correspondent &
<F>; et <F>, s’appellent respectivement pré-condition et post-condition.
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3. Méthode cadre logique

La méthode cadre logique consiste a spécifier le systéme formel
(langage et calcul) pour un programme capable de les simuler.

Les représentations de type systéme axiomatique, Hilbert,
déduction naturelle ou Gentzen pourraient étre considérées comme des
cadres logiques de généricité croissante, si elles étaient entierement
formalisées [Avr91].

Les formalismes de AUTOMATH, LF et CC sont des A-calculs typés de
différentes puissances [Bar92], que I'on peut employer comme des cadres
logiques. LDS est un cadre logique qui tente de rester plus “proche” des
systemes formels qu'il permet de définir.

AUTOMATH [dBr8o0j

Le projet AUTOMATH (1967) a été le premier a suivre une telle
approche, il a conduit a définir une famille de formalismes dans lesquels
la verification de preuves était réduite a une vérification de types, les
régles d'inférence étant définies par des constantes.

L'idée était de développer un systeme d'écriture permettant
d’exprimer toutes les théories mathématiques. Ce systéeme devait étre
suffisamment précis pour effectuer des vérifications purement
syntaxiques, c’est a dire sans interprétation. Des essais de
formalisation avaient déja été tentés par Leibniz, Peano et Hilbert, mais
I'apparition de [I'ordinateur a permis de standardiser la notion de
verification formelle (dans les limites théoriques déterminées par le
théoréme d'incomplétude de Gadel).

Les trois motivations pour le développement d'un formalisme
permettant d’exprimer toutes les théories mathématiques étaient la
vérification des preuves, la compréhension des mathématiques et
'automatisation de cailculs.

Bien qu’en général, les mathématiciens vérifient les preuves des
théoremes qu’ils utilisent ou démontrent, la vérification purement
formelle est trop méticuleuse, et ils sont parfois amenés a faire
confiance a leur intuition ou a des théorémes déja démontrés par
d’autres mathématiciens.

Si la théorie mathématique utilisée est tres peu intuitive ou si
plusieurs théories mathématiques sont meélangées, cette confiance peut
étre source d’erreurs. Un formalisme permettrait d’automatiser la
vérification des preuves.

L'étude des systémes formels a permis de mieux comprendre les
mécanismes mathématiques en différenciant les notions de langage, de
méta-langage et d’interprétation. Le role de Pinterprétation est souvent
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sous-estimé. Un formalisme permettrait d'isoler le langage et le
raisonnement de [interprétation.

En complément de la vérification automatique, les ordinateurs
peuvent effectuer différents calculs utiles. Par exemple, ils peuvent
calculer quels axiomes et quelles régles d’inférence interviennent dans
une preuve de théoréme.

De maniéere générale, on peut écrire les mathématiques sous forme
de livres constitués d’'une suite de lignes. Au niveau de chaque ligne, on
considére un contexte courant, qui peut étre étendu ou restreint par des
lignes particuliéres. Un contexte peut contenir une liste de déclarations
de variables, d’hypothéses et de notions mathématiques.

En SEMIPAL, le langage de base de AUTOMATH, on utilise une
représentation semblable. Cependant, un contexte ne peut contenir que
des déclarations de variables et des hypothéses. Les notions
mathématiques sont définies par les lignes précédentes et ne peuvent
pas étre retirées.

Il est possible d’écrire trois sortes de lignes (x est un nom, M est un

terme):

- Les ouvertures de blocs (x) étendent le contexte courant par
de nouvelles variables ou hypothéses.

- Les définitions (x:=M) introduisent des symboles définis
comme des termes construits sur les variables et les
hypothéses du contexte courant, et les symboles introduits
par les lignes précédentes.

- Les lignes PN (x:=pN) introduisent des symboles primitifs
(constantes, axiomes, etc.).

Apres chaque définition, ou ligne PN, le contexte est réinitialisé a la
liste vide.

Exemple:

/* Chaque variable apparaissant avant le signe * est une
ouverture de bloc */
/* £ est une fonction & un argument */
x * £ := PN V
/* g est une fonction a deux arguments */
X,¥y * g := PN
/* h est définie en fonction de f et g */
X * h := g(f(X),X)

La é-réduction est une régle de réécriture qui consiste a développer les
définitions, Elle correspond grosso-modo & I'évaluation des macros dans
les langages structurés.
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On peut étendre SEMIPAL par le A-calcul (A-SEMIPAL). Rappelons que
les termes du A-calcul (appelés A-termes) sont des termes dont certains
sous-termes peuvent manquer. Les sous-termes manquants sont
remplacés par des variables muettes introduites par des abstractions.
L’application permet de compléter les A-termes en remplagcant certaines
variables muettes par des termes donnés.

Notations:

- [x]E Abstraction sur le terme E, peut contenir la variable
muette x a certaines places de sous-termes.
- {p}E Application du terme fonction & au terme argument p.

La B-réduction et la n-réduction sont deux régles de réécriture relatives
aux notions d'abstraction et d’application. Leur définition est:

{p} [X]E
[(x/D]E ([X/plE dénote le terme obtenu en
substituant p aux occurrences libres de x
dans E)
[x]{x}E
E (si E ne contient pas x)

Une autre extension de SEMIPAL consiste a utiliser des types pour
limiter la construction de termes (PAL). A chaque terme est associé un
type, qui est un terme de méme nature.

Pour introduire les types, on change la syntaxe des ouvertures de
blocs et des lignes PN (x est un nom, T est un terme):

x:T Ouverture de bloc.
X:=PN:T Ligne PN.

Un terme noté type sert de type primitif. On utilise parfois un second
type primitif noté prop, pour typer les propositions.

Pour construire le terme p(E,...E,) & partir de p(x....x,), le type de
chaque E; doit étre égal & celui de x, ol les occurrences de X...x,_, ont été
remplacées par E..E_,. L’égalité considérée est une égalité
définitionnelle, pour tester si deux termes sont égaux, il faut effectuer
toutes les &-réductions possibles (on ne considére pas encore I'extension
par le A-calcul).

Le type de p(E...E,) est celui de p(x...x,) ol les occurrences de
x...,x, ont été remplacées par E,...E,.

Les types des symboles introduits par les définitions sont obtenus
par extension de cette régle. Toutefois, pour vérifier ce type, on peut
écrire les définitions sous la forme:

X:=M:T Définition.
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L'utilisation des types permet la mise en ceuvre du principe de
Curry-Howard qui définit les propositions comme des types. Les
preuves d'une proposition sont les termes admettant cette proposition

pour type.

La vérification d'une preuve d'une proposition consiste a vérifier
que la proposition est effectivement un type de la preuve. La recherche
d’'une preuve d’une proposition consiste a rechercher un terme admettant

cette proposition pour type.
Exemple:

On considére un réel g et deux fonctions ® et ¥ de 'ensemble des
réels dans lui méme. On suppose avoir déja démontré le théoréme:

Théoréme 1. Soit x un réel. Supposons ¥(x)>1 .
Soit » un entier. Supposons ®(x)>x". Alors ¥ (x)>n.

Et les deux propositions ¥(g)>1 et @(g)>¢%. On veut démontrer ¥(q)>5 ...

On dénote respectivement les preuves du théoréeme, des deux
propositions et la proposition & démontrer par Th1, (1), (2) etp.

Démontrer ¥ (g)>5 revient a rechercher un terme p de type bp.
Appliquons le théoréme pour x=g et n=5:

Th2 := Thl(qg, (1),5,(2)):P

Cette application vérifie que g est un réel, (1) est une preuve de ¥(g¢)>1, 5
est un entier, (2) est une preuve de ®(g)>g5 et Thi(q, (1).,5, (2)) est de type
P. Th2 est le nom de la nouvelle preuve.

Définissons la notion de degré d'un terme. type est un terme de degré
1. Si le terme E est de type F, le degré de E est celui de F plus 1.

Les propositions sont représentées par des termes de degré 2, les
preuves sont représentées par des termes de degré 3. En pratique, on
décrit les théories mathématiques a I'aide de termes de degrés
inférieurs ou égaux a 3.

Pour combiner ces deux extensions (A-calcul et typage) de SEMIPAL
(AUT-QE, AUT-68, AUT-SL), on type les variables introduites par les
abstractions. Il faut ensuite déterminer les types des A-termes, par des
regles de jugement de typage4, dont dépendent le pouvoir d’expression et
les propriétés formelles du langage.

4L’introduction de la notion de jugement de typage permet d’homogénéiser cette description avec
celles de LF [HHP89] et CC [CH88], étudiés dans les sections suivantes.
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Le jugement de typage “Dans le contexte I', le terme E est de type F”
se note ‘T E: F".

Typage des A-termes de AUT-QE et AUT-SL:

I'[x:A] F B(x):C(x)
T | [:A]B(x):[x:A]1C(x)

En AUT-68, cette régle est différente si B est de degré 2:

I'[x:A] |- B(x):type
rkF [x:A]B(x):type

De plus, dans I'abstraction [x:A]B, seuls certains degrés sont admis
pour A et B (({2},{1,2,3}) pour AUT-QE, ({2}1,{2,3}) pour AUT-68, (N, N)
pour AUT-SLS).

La regle d’inclusion de type:

T T:[x:Altype
T |- T:type

est autorisée en AUT-QE, interdite en AUT-SL et forcée en AUT-68 (qui
ignore systématiquement les abstractions sur type).

PAL, AUT-QE et AUT-68 peuvent étre décrits comme des PTS (Pure
Type System) [Bar92]. Ainsi, on peut les comparer avec précision a
d’autres A-calculs similaires, comme LF [HHP89] ou CC [CH8S8].

Pour les termes, on utilise une autre égalité définitionnelle. Celle-
ci est définie par la fermeture réflexive, symétrique et transitive les
regles de B, n, et §-réduction.

Etablir la confluence et la terminaison (pour les termes bien typés)
de la Bnd-réduction montre la décidabilité de I’égalité
définitionnelle. Deux termes sont égaux si et seulement si leurs
formes normales sont égales. Cette propriété permet ensuite d'établir la
décidabilité de tous les jugements des théories des types de la
famille AUTOMATH.

Le théoréeme de fermeture affirme que si un terme A est correct et
se réduit en un terme B, alors B est correct. Ce théoréme permet

d’éviter les vérifications de types lors des B-réductions.

SEn AUT-SL, tout livre peut étre écrit & 'aide d’une seule ligne, en transformant les lignes PN en
ouverture de blocs et en éliminant les définitions. Ce formalisme se rapproche ainsi de CC [CH88],
étudié plus loin.
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Si les livres devaient préciser chaque pas de réécriture, ils auraient
une taille relativement importante et seraient vraisemblablement
illisibles. La décidabilité de [I'égalité définitionnelle dans les
formalismes de AUTOMATH permet de réaliser des vérificateurs
automatiques pour les livres qui omettent certains pas de réécriture,
voire tous.

Cependant, le calcul des formes normales peut étre assez long,
surtout dans les livres de grande taille. L'utilisateur peut alors aider un
vérificateur automatique en ajoutant des lignes supplémentaires.

Etant donnée une proposition p, la recherche d’une preuve consiste a
trouver un terme p tel que l'on puisse écrire la définition th := p:p dans
un livre donné. Dans le cas général, c’est un probleme trés difficile.

Toutefois, un démonstrateur automatique pourrait étre utilisé
pour rechercher de tels termes quand ceux-ci sont simples ou pour un
livre représentant une théorie mathématique bien connue.

Les formalismes de AUTOMATH ont été utilisés pour traduire ou
écrire, puis vérifier des livres de mathématiques entiers (“Grundlagen”
de Landau (1930) traduit et vérifié en AUT-QE, “Real Analysis” de Zucker
(1975) écrit et vérifieé en AUT-Pl). Lors de la traduction de livres de
mathématiques, on a pu noter la constance du rapport entre le nombre de
lignes d’'une preuve formelle et le nombre de lignes de la preuve
informelle dont elle est issue (entre 10 et 20).

Pour des raisons purement contingentes, le projet AUTOMATH a été
abandonné, mais il a eu des suites importantes, notamment ses
descendants LF et CC.

LF [AHM87], [HHP87], [HHP89]

Les logiques utilisées par les philosophes, les physiciens, les
linguistes, les informaticiens, les logiciens ou les mathématiciens sont
tres diverses. La réalisation d'un outil d’inférence pour une logique
particuliere est assez longue. Mais de nombreuses tiaches sont
similaires pour la réalisation de différents outils d’inférence.

Au niveau la syntaxe, il faut gérer les opérateurs de liaison, les
substitutions, les schémas de formules, de termes, de régles. Il faut
ensuite définir la représentation formelle des preuves, et les
mécanismes permettant de vérifier leur construction. On peut enfin
réaliser un démonstrateur automatique, programmer des tactiques, des
compositions de tactiques, l'unification, le filtrage, etc..

LF (Logical Framework) est un formalisme qui permet de
définir une large classe de logiques. Il permet de spécifier de
maniére simple et générale le langage, les axiomes, les régles
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d'inférence et les preuves, en termes d'un A-calcul TI-typé (c’est a dire
un A-cacul avec des produits dépendants pour typer les abstractions)
trés proche des formalismes de AUTOMATH. En résolvant une fois pour
toutes les problémes précédents, il peut servir de fondement au
développement d’outils capables d'éditer, vérifier ou rechercher des
preuves, et permettre éventuellement de les paramétrer par le systéme
formel objet.

Le principe de Curry-Howard, employé dans les formalismes de
AUTOMATH, consiste a représenter les propositions par des types. Une
proposition est un théoréme si et seulement s'il existe un terme
admettant sa représentation pour type. Ce terme représente alors une
preuve de ce théoréme. Les langages de AUTOMATH permettent ainsi de
simuler la vérification et la recherche de preuves.

De maniére plus générale, une logique posséde un langage dans
lequel on peut faire des méta-propositions de la forme “p est vraie” ou
“p est valide” (¢ est une formule). Cette forme de proposition s’appelle
jugement de base. Chaque logique posséde un ensemble caractéristique
de jugements de base.

Le principe utilisé dans LF consiste a représenter les
jugements par des types. Un jugement est vrai si et seulement si sa
représentation est le type d'un terme. Ce terme représente alors une
preuve du jugement.

En plus des jugements de base, on emploie deux jugements d’ordre
supérieur. Le jugement hypothétique exprime une forme de conséquence:
“Si on suppose J,, alors J,” (J, et J. sont des jugements). Le jugement
schématique exprime une forme de généralité “Pour tout x de C, on a J(x)”
(/ est un jugement). Ces deux formes de jugements d’ordre supérieur
peuvent étre représentées en LF.

Une regle d'inférence de la logique objet est représentée par une
constante dont le type est un jugement d'ordre supérieur (dans le cas
d’'un axiome, ce jugement d’ordre supérieur ne contient pas de jugement
hypothétique). Les régles d’inférence constituent ainsi les
preuves primitives de jugements d’ordre supérieur. Ainsi,
l'utilisation des jugements d’ordre supérieur unifie les notions de régle
d’inférence, et de dérivation de regles d'inférence, et de preuve.

Le langage de LF est constitué de trois sortes de termes les objets,
les familles et les genres. Les objets (notés M, N, P) représentent les
entités syntaxiques, les preuves et les regles d'inférence. Les familles
(notées A, B, C) représentent les classes syntaxiques, les jugements et
les propositions, elles permettent de classifier les objets. Les genres
(notés K, L) servent a classifier les familles. Cette limitation a trois
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niveaux est a rapprocher des limitations sur les degrés des termes dans
les formalismes de AUTOMATH.

Voici la grammaire du langage. On ne distingue les variables (notées
x, y, z) des constantes (notées a, b pour les objets et ¢, d pour les
familles) que pour des raisons de clarté.

- Genres: K::= Type | IIx:A.K
- Familles: Ai=alllxABIAx:ABIAM
- Objets: M:=clx|Ax:AMIMN

Pour I'exposé des régles de jugement de typage de LF [HHP89], les
contextes et les signatures mémorisent respectivement Iles
environnements de types des variables et des constantes. Ces réegles ne
sont pas présentées ici, notons toutefois que les produits dépendants
(notés TIIx:...), qui représentent les espaces fonctionnels, servent
intuitivement a typer les abstractions.

- Contextes: =0 I1rxA
- Signatures: Ti=(01Z,aK1Z,c:A

A linstar des formalismes de AUTOMATH, I'étude des propriétés
formelles de LF, établit la décidabilité de I’égalite
définitionnelle (existence de formes fn-normales uniques fortes) puis
celle de toutes les assertions de sa théorie de types. On peut
donc écrire un vérificateur automatique pour les livres LF.

En LF, un systeme formel objet est défini par une signature. Pour
justifier cette définition, il faut exhiber une bijection compositionnelle,
c'est a dire une bijection qui commute avec la substitution, entre le
systeme formel et la classe des termes définie par la signature.

De maniére générale, cette signature définit la syntaxe des
formules, les jugements de base et les régles dinférence (jugements
d’ordre supérieur). Une constante représente chaque catégorie
syntaxique, connectif logique, schéma d’axiome et régle d’inférence du
systéme formel. Ainsi, chacune de ses preuves est représentée par une
combinaison de constantes. La preuve est dite correcte ssi le
formalisme permet d’écrire cette combinaison a la suite de la signature
du systéme formel.

Exemple:
Catégories syntaxiques:

Term: Type
Formula: Type
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Fonctions:

c: Term
f: Term — Term
g: Term —» Term - Term

Prédicats:

P: Term — Formula

Connectifs logiques:

=: Formula — Formula — Formula

La catégorie syntaxique variable est inutile, car les variables du
systeme formel objet sont représentées par des variables de LF d’'un
type approprié. Ainsi, des constantes dont le domaine est de type
fonctionnel peuvent représenter les opérateurs de liaison:

V: (Term — Formula) — Formula

Si ¢ est la bijection compositionnelle qui code le systéme formel de
'exemple en LF, on a:

&(Vx.¢(x)) = V(Ax:Term g(¢(x)))

Grace a cette représentation, les problémes des a-conversions
(renommage) et des substitutions sans captures sont traitées une fois
pour toutes par le noyau LF. Notons que pour des liaisons non standard de
variables, une autre représentation est nécessaire. Par exemple, la
notion de jugement permet d’exprimer des contraintes contextuelles.

Les regles d’inférence correspondant a des jugements
hypothétiques et schématiques peuvent étre représentées par des
constantes de LF. C’est le cas des regles d'inférence des systémes de
Hilbert et de déduction naturelle, mais pas de celles des logiques
linéaires ou relevantes. Rappelons qu’en logique linéaire (resp.
relevante) chaque hypothése doit étre utilisée une fois et une seule
(resp. au moins une fois).

Exemples de représentations de régles d’inférence en LF:

- La régle d’inférence “modus-ponens” du calcul
propositionnel :
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AA=B
B

se code par un terme de la forme :
I1A:0 T1B:o T(A)>T(A=B)—T(B)

- La regle de déduction naturelle correspondant au théoréme de
la déduction :

(4)
A B
B

se code par un terme de la forme :
ITA:0 T1B:0 T(A)—(T(A)—T(B))—~T B)

On note ici Il'utilisation d’un jugement d’ordre supérieur T(A)— T(B)
comme deuxiéme argument de la régle d’inférence.

LF permet ainsi de définir tous les systemes purs de Hilbert et de
déduction naturelle.

La notion de jugement de base est essentielle pour la définition
de logiques modales pour lesquelles on emploie simultanément plusieurs
formes de jugement de base (vrai, valide).

La notion de jugement d’ordre supérieur est essentielle pour la
représentation des systémes de déduction naturelle. Les régles
d'inférence de ces systémes peuvent en effet admetire des preuves de
jugements d’ordre supérieur comme arguments. De fagon plus générale,
cette notion permet d’exprimer la dérivation de regles d’'inférence et
Putilisation de ces régles d'inférence dérivées.

LF a permis de définir de nombreux systémes formels, au cours de
différents travaux, par exemple:

- Des logiques modales

- Des A-calculs

- La théorie des types de LF

- Une sémantique opérationnelle

- Des langages de programmation logique

CC [CH85], [CH86], [CH88]

CC (Calculus of Constructions) est un autre formalisme descendant
de AUTOMATH, fondé sur la correspondance de Curry-Howard entre les
propositions et les types. Il permet d’écrire des preuves dans un style de
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déduction naturelle. On peut le considérer comme un cadre logique ou
comme un langage de programmation ou les programmes sont vus
comme des preuves de leurs spécifications. C'est un A-calcul I1-typé
dont la théorie des types, plus puissante que celle de LF (bien qu'il ne
soit destiné qu’a formaliser les mathématiques constructives [HHP89)),
il permet d’exprimer des notions imprédicatives.

La structure des termes de CC est fondée sur les constructeurs
suivants:

- Univers: *

- A-abstraction: Ax:NM
- Produit dépendant: [x:AIM
- Application: (M N)
- Variable: x

L’'univers joue le réle des types primitifs type et prop des
formalismes de AUTOMATH.

Pour la syntaxe abstraite des termes, on utilise la notation de de
Bruijn [dBr72]. Les variables sont codées par des entiers. L’entier n code
la variable liée par le ni¢éme opérateur de liaison situé au dessus dans le

terme.
Exemples:

- (Ax:M)((Ay:N)(x y) x) se code AMAN,(2 1))
- [x:A]ly:B](x y) se code [A][B](2 1)

A cause des opérateurs de liaison, Falgébre de termes définie par
les constructeurs précédents n’est pas libre. On définit donc les termes
biens formés (notés A, B). Un contexte (noté T, A) est un terme bien
formé constitué d’une suite de produits sur *. Un objet (noté M, N) est un
terme bien formé qui n'est pas un contexte.

Une construction est un terme bien formé et bien typé relativement
a la théorie de types définie par les regles de jugement de typage [CH88].
Pour exposer ces regles, on utilise les deux formes de jugement:

A ‘Le contexte A est bien typé
dans le contexte bien typé r”

I'FmA “L’'objet M est bien typé et de
type A, dans le contexte bien
typé r”

Exemples:
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I “I' est un contexte bien typé”

r'-mA “M est une proposition bien
typée sur la liste d’arguments
déclarés par A”

r'+M:N “M est une preuve de la
proposition N, dans le contexte
d’hypothéses I

A linstar des formalismes de AUTOMATH et de LF, trois degrés de
typage suffisent en pratique:

- Un contexte sert a typer des propositions logiques.

- Une proposition est représentée par un type.

- Une preuve est représentée par une construction dont le type
est la représentation d’'une proposition. En effagant les types
d’'une preuve, on obtient un A-terme pur qui représente
Palgorithme de la preuve.

Exemples:

- L’algorithme d’identité polymorphe est construit par la
preuve: (AA:*)(Ax:A)x dont le type est défini par le jugement:
[A:¥][x:A)JA: * | (AA:*)(Ax:A)x:[A:*][x:A)A
Cette proposition peut se lire comme le schéma d’implication
A=A

- Le systéme est consistant, car il n’est pas possible de
construire une preuve pour la proposition [A:*]A.

Notations:

- Ax.N dénote (Ax:M)N quand le type de x est déterminé par le
contexte.

- VA.X dénote [A:*]X.

- A — B dénote [x:A]B quand x n’est pas libre dans B.

L'étude des propriétés formelles de CC, établit la décidabilité
de [I’égalité définitionnelle (existence de formes Bm-normales
uniques fortes) puis celle de toutes les assertions de sa théorie
de types. On peut donc écrire un vérificateur automatique pour les
livres CC.

Le formalisme est consistant, les représentations de certaines
propositions ne sont types d’aucune construction.

Pour la mécanisation de CC, il est possible de réécrire les régles de
jugement de typage en normalisant systématiquement les types. Ainsi,
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les réductions ne sont plus faites a chaque test d’égalité définitionnelle,
mais une fois pour toutes.

CC a été développé dans l'idée de faciliter la réalisation de
programmes. On peut considérer qu’une assertion de la forme A FM:p
exprime que I'algorithme v,(M), dont les o, arguments sont décrits par A,
obéit aux spécifications P. a et v sont des fonctions définies dans [CH88].
a, est le nombre des produits de A dont le type introduit n’est pas un
contexte. v,(M) est l'algorithme obtenu en “retirant” de M toutes les
informations de type. C'est un A-terme pur de A% (ensemble des A-
termes a o, variables libres). Il se termine quand ses entrées sont bien
typées.

Presque toutes les fonctions partielles récursives peuvent étre
définies en CC. Par exemple, toutes les fonctions totales récursives,
que l'on peut prouver totales en logique d’ordre supérieur, correspondent
aux algorithmes extraits des preuves de la proposition nat—nat pour le
type approprié nat = VA (A—A) — (A—A).

Pour réaliser un outil fondé sur CC, un certain nombre
d’améliorations d’ordre pratique sont possibles.

L'introduction de définitions permettrait de simplifier les termes
et d’optimiser [l'utilisation de la mémoire et les temps de calcul. Par
exemple, let x=M, in M, pourrait dénoter (Ax:P)M, M ).

Dans les constantes (polymorphes), la plupart des arguments
propositionnels sont redondants, car on peut souvent les inférer comme
sous-termes des types des arguments qui les suivent. Ainsi, autoriser la
définition d’arguments implicites, synthétisés lors des
applications, simplifie I'écriture de celles-ci. [CH88] montre comment
vérifier automatiquement si un argument peut étre considéré comme
implicite. L'utilisation d’arguments implicites est courante en
mathématiques. Par exemple, en théorie des catégories, le domaine et le
co-domaine de fetg ne sont pas indiqués dans la composition fo g, car
ils sont déterminés par fetg.

Des formats de la forme suivante permettraient de spécifier la
syntaxe des constantes définies:

{A:*}{B:*}{C:*} [£:A-B] 0 [g:B=C] « [x:A] (g (f x))
(Les accolades mettent les arguments implicites en évidence)

COQ [D+91] est une implémentation de CC qui permet de définir des
types inductifs (Calculus of Inductive Constructions). Il a permis

d’écrire et de vérifier des programmes tels que division euclidienne,
heap sort, merge sort, etc..
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LDS [Gab91]

Quand on considére plusieurs logiques, on voit que des logiques
d’origines tres éloignées peuvent étre formalisées de maniére trés
similaire. Par exemple, la représentation sous forme de table de vérité
de la logique classique est trés proche de celles des logiques de
Lukasiewicz a valeurs finies mais éloignée de celle de la logique
intuitionniste. L’inverse se produit pour la représentation de type
Gentzen.

Un cadre logique dans lequel la plupart des logiques pourraient
étre exprimées de maniére similaire serait trés utile. Un tel cadre
logique, nommé LDS (Labelled Deductive Systems) a été proposé par D.
Gabbay [Gab91].

Dans beaucoup de logiques, on utilise le modus-ponens et les régles
de quantification sont les mémes. Souvent, leurs différences peuvent
étre vues comme des méta-considérations sur la théorie des preuves ou
la sémantique. Pour ramener ces méta-considérations au niveau objet,
LDS représente les méta-informations dans des étiquettes associées
aux formules. Ainsi, a:A dénote la formule A étiquetée par a.

On considére qu’'une relation de conséquence est une relation entre
une structure de formules et une formule (mono-conclusion),
satisfaisant la réflexivité restreinte et la transitivité substitutionnelle
(T[A] signifie que A apparait quelque part dans T et I'[A] signifie que A
remplace A au sein de I'):

A+A T[A]FB

Du point de vue du calcul, les structures de formules sont décrites par
les étiquettes. Par exemple, {a;:A,...,a,:A,}.a,...<a, représente un ensemble
ordonné.

Aux regles d’inférence classiques, on ajoute des reégles de
propagation des étiquettes. La structure des différentes regles est
figée pour toutes les logiques. Par exemple, [I'élimination de
'implication (modus-ponens) a toujours la forme$:

a:A
B:A= B

B+aB si'%yp(r B)

6+ et Wpp dépendent de la logique objet.
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L'introduction de [limplication (théoréme de la déduction) a la forme:
“pour montrer nA= B, ouvrir une boite, supposer x:A et montrer y:B”,
représentée par le schéma suivant7:

Y:A= B Delaboite
a:A Hypothése But

B

B:B
Sortie y:A = B si ¥, (a, 8,7)

¥up et ¥, sont des conditions a I'application des regles, exprimées dans
un méta-langage adéquat. Les régles de quantification sont les mémes

pour toutes les logiques.
Toutefois, on a la liberté de choisir I’ensemble d’étiquettes,

les propriétés de +, les formules importées et les régles
autorisées a lintérieur des boites, et les conditions (Pyp et ¥;)
relatives a l'application des régles.

Par exemple, les étiquettes considérées pour la logique linéaire
sont des multi-ensembles d’'étiquettes atomiques. + représente I'union
de multi-ensembles. Toute formule peut étre importée. Les définitions
respectives de ¥ yp(c,B) et ¥ ,(a,B,7) sont anB=Crazd et
acfBAry=B-[a]. A est un théoréme si on peut dériver J:A.

Considérer des ensembles d’étiquettes atomiques, au lieu de multi-
ensembles, permet d’obtenir la logique relevante.

Ensuite, remplacer ¥/ «,B,y) par y=p-{a}, donne la logique
intuitionniste.

Finalement, admettre une boite dont la derniére formule étiquetée
soit ou le but courant, ou un but précédent, donne la logique classique.

Voici une preuve de la formule (B= A)=((A= B)= (A= B)) en logique
relevante (ou intuitionniste, ou classique). On ne peut pas transformer
cette preuve en logique linéaire car la ligne 2.2.6 contiendrait la formule
a,aaa,:B dont une étiquette a, subsisterait jusqu’a la fin:

7y dépend de la logique objet.
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@:(B=>A)= ((A= B)= (A= B)) Delaboiteq,
1 a:B=A Hypothése But
2 a:(A=B)=(A= B) Delaboitea, |(A= B)= (A= B)

2.1 a,;A= B  Hypothése But

2.2 a,a:A= B Delaboitea; |A=B
221 a;:A Hypothése But
2.2.2 a,;A= B Import B

223 a:B=A Import
224 aa;B  MP(2.2.1,2.2.2)
2.2.5 a,a,0:A MP(2.2.4,2.2.3)

2.2.6 a,aa:B MP(2.2.5,2.2.2)
Sortie a,a,:A = B

Sortie ¢,:(A= B)= (A= B)

Sortie @:(B=> A) = ((A=> B)=> (A= B))

Pour la logique modale, les mondes sont représentés par des
étiquettes, les regles concernant les connectifs o et ¢ sont fondées sur
la relation d’ordre partiel < entre les mondes.

Pour les logiques de Lukasiewicz, le principe de Curry-
Howard ou les systemes experts, les formules peuvent étre
respectivement étiquetées par des rationnels, des A-termes ou des réels.
On peut considérer une logique non monotone comme un réseau de
logiques monotones. C’est a dire, on associe une logique monotone
particuliéere a chaque structure de formules.

4. Structuration de spécifications

Quand on emploie les méthodes logique et cadre logique, il est
intéressant de combiner des spécifications, afin d’obtenir des
spécifications structurées. Cette section présente différents langages
développés pour structurer les combinaisons de spécifications.

Actuellement, peu d’outils d’inférence proposent de tels langages.

Une approche fondée sur la théorie des catégories [HST89]

[HST89] présente une étude catégorique des notions de relation de
conséquence, logique et théorie.

Une relation de conséquence est un couple (S,F), ou § est un
ensemble de formules (langage) et + une relation binaire entre des
ensembles finis de formules et des formules8.

8La notion de relation de conséquence mono-conclusion de [Avr92] correspond a la relation .
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Une Jlogique L (systéme formel) est un foncteur Sigt —»CrR d’une
catégorie de signatures dans la catégorie des relations de conséquence.
Concernant la partie objet de L, si = est une signature de Sigt, on définit

(|L|z,l—’,;)=L(Z). La notion de morphisme ¢ de signatures est utile pour

combiner les théories, d'ou la partie fléche.
Une théorie est un sous-ensemble de ILI; clos par £,

Etant donnée une logique L, [HST89] propose d’utiliser un langage
pour structurer les théories. La grammaire de ce langage est la
suivante:

P ::= (Z, )
| Pl v P2
| translate P along o
| derive P via ¢

Z étant une signature et ® une partie de ILI;, (Z,9) représente la théorie
définie par la fermeture de @ par F3. L'union U permet de combiner
deux théories de méme signature. translate permet de renommer les
symboles d’une signature a I'aide d’un morphisme o de signatures. derive
permet de cacher certains symboles d'une signature a l'aide d’'un
morphisme ¢ de signatures.

De plus, ces primitives suffisent pour définir la notion trés utile de
théorie générique.

Par exemple, considérons une logique pour les équations algébriques.
La théorie Groupe peut étre représentée par une signature T définissant
une loi de composition interne, un élément (neutre) et une fonction
(symétrique), et un ensemble d’équations donnant leurs propriétés
(caractérisant @). De maniére similaire, la théorie Commutatif peut
exprimer la commutativité d’'une loi de composition interne.

On peut alors définir la théorie Groupe Abélien par:

Groupe Abélien = Groupe
v (translate Commutatif along ocg)

Ol occ est le morphisme qui fait coincider les lois de composition

internes.
On peut aussi définir la théorie Monoide par:

Monoide = derive Groupe via oy

Ol oy est le morphisme qui permet “d’oublier” I'existence d’'un élément
symétrique.

La recherche de preuves dans une théorie structurée se ramene
naturellement a celle de preuves dans les théories qui la composent.
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Ceci est utile quand ces derniéres sont plus simples ou mieux connues
que la théorie structurée initiale.

Pour rechercher une preuve dans une logique, on emploie souvent une
logique auxiliaire dont on posséde une implémentation. On définit
donc la notion de représentation d’'une logique dans une autre, comme une
transformation naturelle permettant de coder uniformément une
signature de la premiére a l'aide d'une signature lautre, tout en
conservant la relation de conséquence image.

Avec certaines précautions, il est possible de traduire une
théorie structurée de la logique objet en une théorie structurée de la
logique auxiliaire, afin de travailler entiérement dans la logique
auxiliaire.

LF est une logique particuliére, permettant de spécifier une large
classe de logiques [HHP89]. Une signature X de SIGiF définit une logique
LF,:Sigt¥ — CR.

LF; ne sert pas directement & représenter une logique objet, elle est
d’abord restreinte a la portée d'un ensemble J caractérisant les
jugements de base de cette logique. Une présentation de logique est donc
définie comme un couple (Z,J).

[HST89] étudie comment structurer les présentations de logiques,
a la maniére des théories structurées, afin d’utiliser un langage

similaire.
Une approche ensembliste [LB92]

Pour la structuration de théories, une approche plus récente et plus
simple est fondée sur la théorie des ensembles. Elle est mieux
adaptée a l'implémentation.

Une logique ou frame est un 5-uplet (Sig, Sen, Hyp, Prf, R). Ou Sig est le
treillis des signatures possibles. Sen et Hyp sont des fonctions donnant
respectivement I'ensemble des formules et le treillis des hypothéses

possibles, a partir d’'une signature T de Sig. En particulier, Hyp(Z) peut
étre I'ensemble des parties de Sen(X). Prf est une fonction donnant
lensemble des preuves d’'une formule en fonction d’une signature = et
d’'un ensemble d’hypothéses I'e Hyp(Z). R est 'ensemble des renommages
possibles sur Sig.

Etant donnée une logique L, une théorie est un triplet (Z,I',C) ou
Ze Sig, Te Hyp(Z), et C est un ensemble de théorémes (¢,r) ol @e Sen(XT) et
me Prf(X,T',9). Contrairement & I'étude précédente [HST89], une théorie ne
contient pas I'ensemble des théorémes, mais seulement I’ensemble C
des théoremes démontrés.
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Cette restriction rend I’application de théories génériques
décidable, ce qui est important pour I'implémentation d’un langage de
Structuration de théories. De plus, elle formalise la notion de
bibliothéque de théoréemes démontrés.

S-CLEAR est un langage de structuration de théories fondé sur la
notion de frame. Sa syntaxe est indépendante du frame utilisé. La
grammaire pour I'expression des théories est la suivante:

<T> ::=

/* Référence & une théorie déja définie */
X

/* Spécifie une théorie de base (z,r,C) */

| theory(z,T,C)
/* Opérations décrites dans le texte */
| join(<T>1,<T>;) | meet (<T>1,<T>3)

| enrich(<T>,%,I,C) | select (<T>,Z2,T,C)
/* Application d‘une théorie générique */
| ([X1:T1s e Xn:ThlT) (T, T'1,0,T'5)
/* Renomme les éléments de la signature d’une théorie */

| T
Avec:
Z ::= sign % | rx
I ::= hyps Ih | T
C ::= thms ¢ | rC
r ::= 19 | ror’

join (meet) réalise I'union (I'intersection) de deux théories, en calculant
la borne inférieure (supérieure) de I'ensemble des signatures contenant
(contenues dans) les signatures de <T>, et <T>,. enrich (select) étend
(restreint) une théorie, en ajoutant (sélectionnant) des éléments ne
constituant pas eux-mémes des théories.

Notons que les opérations sur les théories correspondent a des
opérations ensemblistes, plus naturelles et plus faciles a
programmer que les opérations catégoriques de la section précédente
[HST89] (morphismes, etc.).

Dans S-CLEAR La définition de théories génériques est uniquement
syntaxique. Ces théories génériques ont plusieurs applications:

Elles permettent de raisonner de maniére abstraite: On peut
construire des théorémes dans une théorie et les ajouter a une théorie
existante, via un renommage reliant leurs signatures et leurs
hypothéses. Par exemple, supposons que la théorie croup soit définie, la
théorie générique suivante permet de réutiliser ses théorémes:

Generic Inherit_Group (x: :Group)

body
enrich x by thms(Group)

end
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Ensuite, si on définit une théorie 1nt, dont les théorémes expriment
qu'elle est un groupe relativement a une partie de sa signature. On peut
lui ajouter tous les théoréemes démontrés dans Group par:

Inherit_Group(Int) with X,o0,id,-1 as int,+,0,-

Elles permettent aussi de factoriser la construction de
théories. Par exemple, la distributivité peut étre définie de maniére
générique par:

Generic Distr(x::sign X, *:X2-X,y::sign X, +:X2-X)

body
enrich join(x,y) by hyps
Va,b,ceX.a* (b+c)=(a*b)+(a*c)
Va,b, ceX. (b+c) *a=(b*a) + (c*a)
end

Elles permettent finalement la gestion de bibliothéques de
théories, grace a la possibilité de “fermer” une théorie, pour la
réutiliser & un autre moment, via un renommage. Une bibliothéque est
représentée par un ensemble de théories fermées.

Generic Close_Group

body

.. /* Définition de Group */
end

Comme le langage de la section précédente, S-CLEAR permet non
seulement de structurer les théories pour un systéme formel, mais aussi
de structurer la définition de systémes formels pour un cadre logique.
L'article précédent prenait LF comme exemple, celui-ci prend CC.

5. Notion de Relation de Conséquence [Avr91]

Les cadres logiques décrits dans cette partie ne permettent pas de
décrire tous les systémes formels. Pour développer et employer d’autres
cadres logiques, plus généraux, il est important de garder a I'esprit une
vision des notions de logique et de calcul de preuve qui ne soient pas
dépendantes de tel ou tel cadre logique.

[Avr91] présente clairement les notions de logique et de systéme
formel et les classe selon différents critéres.

Une /ogique est un couple constitué d’un ensemble de formules
appelé /angage et d'une relation de conséquence. Une relation de
conséquence sur un ensemble de formules est une relation binaire
entre des multi-ensembles finis de formules tels que (4 dénote une
formule, T et A dénotent des multi-ensembles de formules):

(i) AF A réflexivité restreinte
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(i) —==msmmm el 2 transitivité (ou régle de coupure)

Les multi-ensembles permettent d’exprimer plus de notions que les
ensembles (par exemple la “pertinence”). Et leur manipulation reste plus
simple que celle des listes [CKB85].

Le plus souvent, les relations de conséquence considérées en théorie
des preuves sont compactes (si on a A, on peut trouver T,cTI et
AycA finis et tels que Io-4A, [Mes87]). On emploie donc des multi-

ensembles finis.

Une relation de conséquence est réguliére si elle peut étre
considérée entre des ensembles, au lieu de multi-ensembles. C’est a dire
IMAFA = T,A,AFA et THAA = I'HAAA.

Une relation de conséquence est monotone si elle satisfait la
condition de monotonie:

(iii) sm=mm——e——- monotonie

On appelle connectif, un connectif logique du langage ou une
combinaison de connectifs. Etant donnée une relation de conséquence,
un connectif interne est un connectif que l'on caractérise par une
équivalence entre deux séquents de formes particuliéres. Par exemple, +
est une disjonction interne ssi:

I'FA,ALB = THAA+B

Un connectif de combinaison est un connectif que l'on caractérise
par une équivalence entre un séquent et une paire de séquents de formes
particulieres. Par exemple, v est une disjonction de combinaison ssi:

AvBTHA = ATHA BTHA

L’équivalence qui caractérise chaque connectif des deux sortes
peut étre décomposée en deux regles, que l'on peut transformer
systématiquement en régles qui ont la propriété de la sous-formule. Une
fois transformées, ces régles correspondent aux regles d’introduction
et d’élimination du connectif concerné, dans une représentation du
type Gentzen.

En déduction naturelle, on définit souvent les connectifs a l'aide de
regles d’introduction. Mais [lalternative qui consiste a considérer les
équivalences précédentes est préférable.
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Enfin, une relation de conséquence peut étre caractérisée par
trois critéres: la régularité, la monotonie et les connectifs des deux
sortes qu’elle admet.

Par exemple, la relation de conséquence de la logique intuitionniste
est la relation de conséquence réguliere, monotone, minimale, qui admet
une disjonction, une conjonction, une contradiction et une implication
internes. En remplacant dans cette définition, I'implication interne par
une implication forte interne, on obtient la logique classique.

Pour développer des preuves pour une relation de conséquence, on
emploie la notion de systéme formel. Un systéme formel doit étre
correct, effectif et, si possible, complet.

Les représentations uniformes de type systéme axiomatique,
Hilbert, déduction naturelle et Gentzen (purs ou non) permettent
d’'exprimer des classes de systémes formels de plus en plus larges.
Notons que LF est un cadre logique pour les systémes de déduction
naturelle réguliers, monotones, purs et mono-conclusion.

Pour ces représentations, les impuretés apparaissent
essentiellement sous forme de conditions supplémentaires a
'application des régles. [Avr91] les classe en différents niveaux, selon
si elles considérent la structure des multi-ensembles, celle des
formules ou celle des preuves des prémisses.

Parfois, il est utile de considérer des représentations non
uniformes de systémes formels. Par exemple, LF permet de représenter
plusieurs relations de conséquence en méme temps. Une autre approche
intéressante consiste a représenter des séquents de séquents.

6. Discussion

ATINF et GLEF doivent permettre a leurs utilisateurs de travailler
dans des logiques variées. Une approche séduisante est d'employer un
cadre logique pour représenter différents systemes formels, avec
leurs preuves. Ce cadre logique assurerait la correction des preuves
considérées et faciliterait la communication entre les outils d’inférence
et l'utilisation simultanée de plusieurs logiques.

Bien entendu, on ne doit pas tenter de définir un nouveau cadre
logique. Les cadres logiques existants ont des fondements théoriques
solides. L’'étude des propriétés formelles d’'un autre cadre logique est
hors du cadre de ce travail.

LDS est un cadre logique tres intéressant. Il permet notamment de
traiter la relevance. Mais il n'est pas encore totalement formalisé.

Les descendants du projet AUTOMATH [dBr80], LF et CC sont des
cadres logiques fondés sur des A-calculs typés similaires. En fait, le
calcul de LF est inclus dans celui de CC [HHP89], [Bar92]. Toutefois, leurs
approches sont différentes. En CC, des constantes définissent les
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connectifs logiques de maniére constructive. En LF, elles définissent le
langage et les régles d'inférence grace aux notions de jugement de base
et de jugements d'ordre supérieur (hypothétique et schématique).

Les régles de jugement de typage de CC, sa syntaxe concise et
homogéne, et sa technique de synthése automatique d’arguments
implicites [CH88] pourraient étre employées dans GLEF. D’autre part, la
notion de jugement introduite pour LF [HHP89] serait particulierement
utile pour représenter simultanément plusieurs relations de
conséquence, comme, par exemple, en logique modale.

Nous avons choisi de représenter les systémes formels selon le
principe de LF, en employant le calcul de CC. Comme de toute fagon,
Fadéquation du codage de chaque systeme formel doit étre vérifiée, ce
choix est justifié. Mais employer CC permet de représenter directement
des preuves constructives ou des programmes.

L'intégration a la syntaxe d’artifices de présentation semblables
aux formats de CC serait inutile. En effet, dans le développement de
I'éditeur de preuves, le formalisme employé ne devrait pas servir
directement a la présentation. Nous préférons utiliser un langage de
présentation graphique et mieux adapté. En effet, la représentation des
preuves dans les cadres logiques n’est pas trés naturelle et leur forme
est trés éloignée de leur présentation usuelle.

En complément du cadre logique, on pourrait employer un langage de
structuration de théories comme ceux décrits dans [HST89] ou [LB92]. Ce
langage faciliterait la spécification de systémes formels et la
gestion de bibliothéques de logiques, de théoréemes et de preuves.

Gardons a l'esprit que les cadres logiques existants ne permettent
pas encore de représenter tous les systémes formels utiles. La
réalisation de GLEF devra donc é&tre suffisamment modulaire, afin
d’évoluer vers des cadres logiques plus puissants lors de leur
découverte [Avr91]. En étudiant les représentations des systémes
formels et des preuves dans les cadres logiques, il est envisageable de
mettre automatiquement a jour les bibliothéques déja construites, par
exemple, a l'aide de morphismes de signatures [HST89].

B) Différents outils ‘inférenc

La capacité de calcul des ordinateurs permet une application
efficace des formalismes décrits dans la section précédente. Cette
application est utile, non seulement pour leur utilisation, mais aussi
lors de leur développement.

On pense souvent que tout programme doit &tre réalisé a partir de
spécifications précises. Ceci est vrai, dans un contexte d’utilisation. Les
programmes sans spécifications sont toutefois trés utiles pour le
développement expérimental [Pau88].
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Un outil d’inférence est un programme capable de manipuler des
preuves. La plupart des outils d’inférence existants ont été les objets de
développement expérimentaux. Hétérogénes, ils ont, en leur temps,
apporté un lot d’idées nouvelles, avant d’étre sous-utilisés voire
totalement abandonnés [Pau88].

Mais aucun systéme ne regroupe les capacités des différents outils
d’inférence. S’il fallait tout reprogrammer, la réalisation d'un tel
systeme serait un travail colossal.

On pourrait plutét les utiliser tels quels, dans un cadre leur
apportant une interface utilisateur simple et homogéne, assurant la
correction des preuves et leur intercommunication. Ce cadre pourrait
étre distribué avec les outils d’inférence, pour I'éducation ou une
utilisation plus intensive.

Pour développer un tel cadre, nous avons étudié les différentes
formes de programmes correspondant a la définition d’outil d’inférence.

Leurs fonctions principales sont la vérification, la recherche
automatique ou interactive, la mémorisation et la transformation de
preuves. Les programmes existants sont souvent des hybrides de ces
fonctions. Par exemple, un vérificateur automatique capable de traiter
des pas d’inférence non élémentaires ou un démonstrateur interactif
capable de compléter automatiquement une preuve partielle, ont des
capacités de démonstration automatique. Par ailleurs, de nombreux
outils d’inférence intégrent leur propre outil de mémorisation de
preuves.

Chaque réalisation correspond a I'une des trois méthodes
d'implémentation de systémes logiques: théorie, logique ou cadre
logique. Cette correspondance est intentionnelle, car une méme
réalisation peut servir a implémenter des systémes logiques selon
différentes méthodes. Par exemple, les systémes formels fondés sur la
théorie constructive des types peuvent servir de cadres logiques. NUPRL
[CKB85] permet ainsi d'implémenter des systémes logiques selon la
méthode cadre logique.

Notons que la réalisation d’'un démonstrateur automatique est
souvent difficile pour les méthodes théorie et logique et extrémement
difficile pour la méthode cadre logique. Méme celle d’un vérificateur
automatique ou d’un démonstrateur interactif peut étre difficile pour la
méthode cadre logique.

Cette section présente différents outils d’inférence, classés selon
leur fonction principale. Toutefois, aucun vérificateur purement
automatique n’est présenté. En effet, il n'y a pas de différence
fonctionnelle entre un vérificateur automatique pur et le formalisme
qu’il implémente, on se rapportera donc & la section précédente.
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PC [McC62]

En 1962, Mac Carthy envisageait déja d'utiliser les ordinateurs pour
construire, vérifier et transformer des preuves. L’ordinateur pourrait
devenir un assistant puissant et peu sujet aux erreurs, pour le
développement de programmes et la recherche en
mathématiques.

Pour réduire le travail de programmation, la recherche et la
vérification automatique de programmes remplaceraient leur écriture
manuelle et leur test. Rappelons en effet que les programmes peuvent
étre vus comme des preuves de leurs spécifications.

Pour aider le mathématicien, les preuves seraient recherchées,
complétées ou vérifiées de maniére automatique.

Cette utilisation est fondée sur Pexistence de systemes formels
dans ‘lesquels les preuves peuvent étre exprimées de maniére
suffisamment bréve et naturelle.

Un systeme formel (logique) est composé de deux parties, un langage
et une relation.

Le /angage est un ensemble de chaines de caractéres, caractérisable
par un prédicat calculable g(s). En pratique, le calcul de g(s) correspond a
une analyse grammaticale.

La relation est caractérisable par un prédicat, calculable mais pas
toujours totale, v(s,p) ol s est une formule et p est une information de
forme quelconque. Un théoréme est une formule s telle que 3p v(s,p). Une
preuve est une information p suffisante pour affirmer, en calculant v(s,p),
qu'une formule s est un théoréme.

Dans la plupart des systémes formels, v(s,p) exprime que p est une
liste de formules terminée par s, telle que chaque formule soit un
axiome ou une conséquence immédiate des formules précédentes.

PC (Proof Checker) est un systéme écrit en LISP, il constitue un
environnement pour la réalisation de vérificateurs de preuves, pour
différents systéemes formels. Un vérificateur de preuves est un
programme calculant le prédicat v(s,p).

Une régle d'inférence est représentée par un prédicat calculable
mais pas toujours total: rule(premisses, conclusions, parameter).
L’argument parameter donne des informations supplémentaires pour
'application de la régle d’inférence. Par exemple, il peut indiquer
quelles sont les formules A et B d'une application du modus-ponens.
Admettre les prédicats partiels calculables ne change pas la classe des
regles d’inférences pouvant étre définies. En effet, toute regle
d’'inférence partielle peut étre rendue totale en limitant le nombre de
ses pas de calcul par une borne ajoutée comme argument, dans parameter.
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Un systeme formel est représenté par un ensemble de regles
d'inférence caractérisé par un prédicat is_rule(r).

Une preuve n'est pas une simple liste de formules. C'est un 6-uplet
(state, premgen, conclgen, paragen, rulegen, stategen).les éléments
rulegen, premgen, conclgen, paragen sont des fonctions qui calculent une
regle d'inférence et ses différents arguments en fonction d’un état state.
L'élément stategen est une fonction qui calcule une nouvelle valeur de
state, pour continuer la vérification.

PC est codé comme un prédicat: proofcheck (prem, concl,proof).
L'argument prem sert & mémoriser les conclusions intermédiaires dans la
vérification itérative. La vérification de v(s,p) correspond a un appel de
proofcheck avecC prem vide, s dans concl etp dans proof.

PC constitue un cadre trés général, les représentations choisies
pour les preuves et les systémes formels facilitent la réalisation d’un
certain nombre de notions:

Les preuves peuvent étre considérées comme des programmes
générant des applications de régles d'inférence. Ainsi, on pourrait
employer des procédures de décision, des démonstrateurs
automatiques ou des tactiques et des opérateurs de tactiques, ces
différentes notions sont présentées plus loin.

Une régle dérivée peut étre considérée comme un pas de preuve
unique: Il suffit d’admettre proof_check comme régle d’inférence, en
modifiant is_rule. Notons que la forme proof_check est effectivement
celle d’'une régle d'inférence.

Certains systémes formels permettent de déduire des régles
d’inférence: Il suffit d’autoriser, dans is_rule, lutilisation de ces
regles d’'inférence, mémorisées dans les prémisses de proof check.

Une certaine forme de déduction naturelle peut étre incorporée
en ajoutant une régle d'inférence correspondant au théoréme de la
deduction. Cette regle d’inférence permet de déduire P=Q de prémisses
qui permettent de déduire Q si on leur ajoute P.

Le principe de PC est assez séduisant. Néanmoins, I'utilisateur doit
trouver une représentation interne pour les preuves, programmer des
fonctions capables de fournir les applications de regles d’inférence dans
'ordre ou elles interviennent et programmer les regles d'inférence et
les procédures de décision au plus bas niveau. Cette programmation est a
refaire pour chaque systéme formel utilisé.

VT [DS79]

PC est fondé sur une notion de systéme formel trés générale, mais
avec un faible niveau de formalisation. Il oblige [Iutilisateur 2
programmer la plupart des notions usuelles relatives aux systémes
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formels. Son utilisation est sire, dans la mesure ol cette
programmation est correcte.

En pratique, on préfére utiliser un systeme formel capable
d’exprimer de maniére siire et naturelle un maximum de
notions mathématiques.

D’aprés le théoréme d’incomplétude de Godel, tout systéme formel
“intéressant” est incomplet. Son extension par programmation peut donc
toujours étre envisagée. :

[DS79] ne présente pas une réalisation concrete, mais la possibilité
d’étendre un systéme formel par programmation tout en assurant la
correction.

Pour réduire la taille des preuves formelles, ou réduire le temps de
calcul, un vérificateur de preuves doit étre extensible dans plusieurs
directions. Cependant, les extensions doivent préserver sa correction,
cette propriété s’appelle stabilité.

VT est un vérificateur de preuves, non implémenté, qui permet
'ajout de régles méta-théoriques et [I'utilisation de programmes
externes, tout en assurant la stabilité.

L'ajout d’axiomes, possible dans certains vérificateurs de preuves,
peut réduire la taille des preuves formelles et augmenter la
classe des formules décidables, mais la stabilité est difficile a vérifier.
D’autre part, les régles d'inférence dérivées assurent la stabilité, mais
ne suffisent pas toujours & maintenir la taille des preuves formelles en
rapport avec celle des preuves informelles. L'ajout de régles méta-
théoriques, au sens de VT permet de rester plus proche des preuves
informelles tout en assurant la stabilité.

Notons aussi qu’utiliser des programmes externes accélére la
vérification, lorsque certaines théories ont été construites.

VT est fondé sur un systéme formel FS pour la logique du premier
ordre, avec notions d’ensembles, d’entiers et de listes et les fonctions
associées, de ® I'ensemble des entiers et de fonctions de calcul de la
taille des termes, utiles pour définir les inductions.

Le systéme formel LFS est construit comme FS, mais sans o. Les
formules de LFS sont décidables. FS suffit a formaliser tous les calculs
finis utilisés pour obtenir les valeurs de vérité des formules de LFS: FS
est complet pour les formules de LFS.

Selon la méthode de Gadel, les formules de FS peuvent étre codées
par des entiers (¢ dénote le code de la formule 9). Grace a ce codage, on
peut écrire des formules de LFS décrivant la syntaxe de FS: TERM(X),
FORM(X) et SENT(X), indiquant respectivement que X est le code d'un
terme, d'une formule ou qu'il est un code valide.
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Ces formules permettent de construire deux formules de FS: TRUE(X)
et FALSE(X), qui indiquent respectivement que X est le code d'une
formule vraie ou fausse de LFS. Notons qu’il est impossible de construire
de telles formules pour les formules de FS.

VT est un vérificateur pour les preuves dans FS. Il gére un
ensemble VA (Verified Assertions) de formules de FS et un ensemble RI
(Rules of Inference) de formules de LFS. Si & appartient & RI, &(x) vrai

exprime que « est de la forme [4,....1,,¢] et ¢ est une conséquence de

Ab,...,A, selon la régle &(X). On suppose que @&(a) ne change pas de valeur
de vérité si on ajoute des 1, & . Initialement VA est vide et RI contient
les axiomes et les regles d’inférence de base de FS.

Une preuve est une formule de FS de la forme n=[¢:,...,¢7,,]telle que

pour chaque 0<i<n, ¢;+1 appartient a VA ou ¢,; est une conséquence de

¢.,...,0,, selon une régle de RI.

Ainsi, on peut construire les formules PROVE(X,Y) de LFS, indiquant
que Y est une preuve de la formule de code X, et THM(X) de FS, indiquant
gue X est le code d’un théoréme.

VT peut étre utilisé selon six modes (¢,7r € FS, @ € LFS):

- Le mode | (bibliotheque) permet de vérifier qu'une formule ¢
appartient a VA.

- Le mode Il (vérification) permet de vérifier qu’'une preuve =
prouve une formule ¢. Il consiste & tester PROVE(gp,x), dont le

calcul se termine.
- Le mode Il (ajout d’assertion) permet d’'ajouter une formule

pa VA,

- Le mode IV (ajout de regle) permet d’ajouter une formule & a
RI, étant donnés une justification ¢ et une preuve =x. VT
vérifie d’abord si ¢ est bien de la forme:

IX(9(X) = (¥t THM(X(1))) = THM(X(Len(X))

Puis teste PROVE(?pF,n), pour accepter ou rejeter la nouvelle

regle &.

- Les modes V et VI permettent d’ajouter de nouveaux
symboles de fonctions ou de prédicats. Une regle de
réécriture (8-réduction) est alors ajoutée a VA.

On démontre facilement la stabilité de VT sous ses différents modes
d’utilisation.
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Pour utiliser un systéme de calcul externe M, on peut coder ses
programmes et leurs données par des constantes de LFS. Ainsi, on
suppose posséder deux formules de LFS: IS_MPROG(X) indiquant que X est
un code de programme pour M et GOESBY (program,input,output,path) décrivant
le fonctionnement de M.

GOESBY permet de construire une formule de FS,
YIELDS(program,input,output), décrivant I'appel de programmes.

On désire utiliser des programmes assurant qu’une formule ¢ de FS
est vraie (fausse) si leur sortie est true (false) quand leur entrée est le
code ¢ de la formule. Notons que ces programmes peuvent boucler ou
avoir d'autres sorties. Avant d’utiliser un programme de code 5,
on doit vérifier les formules de FS suivantes:

VX SENT(X) A YIELDS(B,X,true) = TRUE(X)
VX SENT(X) A YIELDS(B X false) = FALSE(X)

Un systéeme de vérification de programmes peut faciliter la
vérification de ces formules. Un tel systéme est décrit par une formule
de LFS, IS_VERIF(X,Y,Z), indiquant que X est le code d’'une preuve de
programme pour le programme de code Y dont les entrées et les sorties
doivent vérifier une formule de FS, @(X,Y) de code Z. Avant d’utiliser
un systéme de vérification IS_VERIF, on doit vérifier la formule
de FS suivantes:

VX,PROG,PROP,INP,OUP.ASRT
[AS_VERIF(X,PROG,PROP) A IS_MPROG(PROG)
A YIELDS(PROG,INP,OUP) A SUBST(PROP,INP,OUP,ASRT))

= TRUE(ASRT)]

Néanmoins, aprés vérification de chaque programme, il reste & vérifier
les formules de FS suivantes:

VX SENT(X) A &(X,true) = TRUE(X)
VX SENT(X) A @(X false) = FALSE(X)

Ainsi, lintroduction de programmes et de vérificateurs de
programmes de plus en plus puissants peut se faire par couches
successives.

1. Méthode théorie

Reéaliser un outil d’inférence pour une théorie mathématique bien
connue est relativement facile. Néanmoins, réaliser un tel outil pour
’ensemble des théories mathématiques, méme bien connues, est un

travail colossal.
Présentons quelques outils d’inférence développés pour des théories

mathématiques.
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Une expérience dans I’enseignement [Sup84]

Professeur a l'université de Stanford, l'auteur de cet article est 'un
des pionniers de [I'utilisation de démonstrateurs automatiques ou
interactifs. Dés 1963, il se servait de ces outils pour enseigner la
logique et l'algébre élémentaires.

En 1972, le cours de logique élémentaire a été porté entiérement
sur ordinateur. Il est maintenant utilisé dans d’autres universités et
connait un grand succés auprés des éléves. En 1974, ce fut le cours sur
la théorie des ensembles. Celui-ci est régulierement utilisé, mais la
construction des preuves manque de naturel.

L'enseignement de ces cours est pris entierement en compte par
lordinateur. Au fil de son apprentissage, I'éléve est conduit a démontrer
des théorémes, en guise d'exercices.

En partant de la conclusion, il construit une preuve pas a pas (“top-
down”) en appliqguant des régles d’'inférence ou en utilisant des
théoremes déja démontrés (régles d'inférence dérivées), de maniere
interactive.

Un démonstrateur automatique, utilisé comme une boite noire,
permet de vérifier les buts non développés.

Par exemple, le cours sur la théorie des ensembles est organisé
autour de 600 théorémes, I'éleve en démontre en moyenne entre 30 et 50.

Comparer la fagon dont une preuve est construite par un éléve et sa
forme finale est intéressant. Le processus de construction est souvent
anarchique et hautement interactif, méme si la preuve finale est
mieux organisée.

Cette expérience a permis a lauteur de définir les besoins de
I'éleve et du professeur en matiere d’enseignement mathématique
assisté par ordinateur.

Du point de vue de I'éléve, un cours doit étre accessible et ne pas
nécessiter de connaissances en informatique ou en programmation. Un
moyen simple de tester une interface est d'observer comment les éléves
construisent les preuves.

Pour cela, une interface de contrdle est plus ergonomique, plus
simple, plus concise et plus flexible qu'un langage mathématique.

Le démonstrateur automatique employé devrait étre capable de
résoudre les pas de preuve qui paraissent faciles aux éléves de
différents niveaux, leur vérification pas a pas étant une perte de temps.
La connaissance des théories enseignées devrait permettre
I'amélioration des démonstrateurs automatiques.
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Des heuristiques seraient trés utiles pour guider [I'éléeve bloqué
pendant la construction d'une preuve. Mais la réalisation de telles
heuristiques est extrémement difficile.

Pour certains cours, I'utilisation de graphiques est aussi trés
importante.

Le point de vue du professeur est tout aussi important que celui de
I'éléve, si I'on souhaite le développement de tels systémes
d’enseignement.

Une structure de cours générique et souple devrait leur étre
proposée, sans nécessiter de connaissances en informatique ou en
programmation.

Comme pour les éléves, une interface de contréle serait préférable
a un langage de spécification.

De plus, il serait souhaitable d'étudier comment faciliter la
réalisation des heuristiques destinées a guider les éléves.

Ces besoins sont justifiés par le fait qu’un certain nombre d’autres
cours sont susceptibles d'étre entiérement informatisés. Toutefois,
aucun d’'entre eux ne dépasse le niveau du lycée:

- Géométrie élémentaire (a présenter de fagon
constructive).

- Algébre linéaire.

- Calcul différentiel et intégral.

- Equations différentielles.

- Introduction a l'analyse.

- Introduction aux probabilités.

- Théorie des automates.

CAP: Tentative de formalisation compléte [Hir86]

CAP (Computer Aided Proof) est un projet ambitieux visant a
réaliser un vérificateur automatique de preuves, pour l'ensemble des
théories mathématiques connues. Un tel outil serait particuliérement
utile pour I'’enseignement.

Les preuves & vérifier sont des preuves formelles, dont certaines
parties peuvent étre omises. Le vérificateur doit donc avoir des
capacités de démonstration automatique.

La vérification serait simplifiée par des pas d’inférence inductive,
grace a l'utilisation d’'une base de connaissances. Cette-ci pourrait
étre elle-méme mise a jour par apprentissage inductif.
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L'utilisation d’'une base de connaissances constituerait une approche
méta-théorique pouvant traiter différentes théories mathématiques
simultanément9.

L'algebre linéaire a été la premiére théorie mathématique réalisée
(CAP-LA). Le langage de description des preuves (PDL) est équivalent a la
déduction naturelle de Gentzen. Il est cependant présenté sous une forme
indentée utilisant un langage naturel (pseudo langue naturelle).

Le systeme est constitué d'un éditeur structuré pour PDL, d’'une base
de connaissance et du vérificateur. L'utilisateur écrit une preuve en PDL
et la soumet au vérificateur. Celui-ci utilise un systéme d’inférence
pour les deductions et un systéme de réécriture pour les égalités. I
peut utiliser ou mémoriser des regles d'inférences ou des égalités dans
la base de connaissance.

CAP-LA a permis d'écrire et de vérifier & 90%, le livre “Matrices
and Determinants” de S.Furuya.

La poursuite du projet CAP devrait concerner I'amélioration de
l'interface, celle de CAP-LA (traitement de I'ordre supérieur, des
symétries, etc.), et I’extension a d’autres branches des mathématiques,
comme SDG, une théorie géométrique récente, ou QJ un systéme formel
constituant simultanément une logique et un langage de programmation.

2. Démonstrateurs automatiques

Un systéme formel étant donné, un démonstrateur automatique est
un programme partiel capable de dire si un jugement de base est vrai ou
faux, et éventuellement de fournir une preuve. Souvent, on considére la
forme de jugement de base “est un théoréme”.

Quand la forme de jugement de base considérée est décidable, une
procédure de décision est un démonstrateur automatique total.

Cette section décrit un démonstrateur automatique trés connu,
OTTER. Ce démonstrateur automatique peut considérer des systémes
formels implémentés selon la méthode logique, dans la logique des
prédicats du premier ordre.

OTTER [McC90]

OTTER est un démonstrateur automatique fondé sur la résolution
pour la logique des prédicats du premier ordre, avec égalité. Il utilise
plusieurs régles d’inférence, comme la factorisation, différentes formes
de résolution (résolution binaire, hyper-résolution, UR-résolution) et la
paramodulation.

9Attention, employer simultanément différentes axiomatiques peut poser des problémes!
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OTTER met la formule & démontrer, entrée par l'utilisateur, sous
forme clausale. De nombreuses options servent ensuite & choisir les
regles d'inférence a utiliser parmi celles proposées, restreindre leur
application, traiter I'égalité, ordonner les termes et les clauses ou
contréler la recherche. Notons que la stratégie obtenue n’est pas
toujours compléte.

OTTER a été implémenté en C, il est relativement rapide et gere la
mémoire de maniére efficace. Il a permis de trouver des preuves non
guidées de plusieurs problémes réputés difficiles, et a été utilisé pour
- trouver, souvent de fagon interactive, la solution de certains problémes
ouverts en mathématiques [Wos88].

3. Démonstrateurs interactifs

Pour la logique propositionnelle, qui est décidable, on sait que le
probleme de la satisfaisabilité est NP-complet. Pour la logique du
premier ordre, qui est semi-décidable (la résolution plus la
factorisation forment un calcul complet), non seulement on ne peut pas
borner le temps de calcul, mais on ne peut pas non plus borner la
mémoire utilisée.

Toutefois, on peut réaliser un démonstrateur pratique, si I'on
permet le contrdle précis de celui-ci par [I'utilisateur. Un tel
démonstrateur s’appelle démonstrateur interactif. Notons qu’un
démonstrateur interactif peut toujours appeler des démonstrateurs
automatiques, pour réduire le travail de I'utilisateur.

a) Dans une logique fixe (méthode logique)

EKL [Ket84], [KW83]

EKL est un démonstrateur interactif fondé sur une logique dont le
langage est trés expressif. Tout en restant correct, EKL considére les
problemes de complétude, de décidabilité et de complexité comme
secondaires. En effet, trés peu de théories mathématiques usuelles sont
décidables. Laisser les procédures de décision filtrer les entrées
qu’elles peuvent traiter est préférable.

La logique utilisée est composée de la logique d’ordre fini, munie
d’'un A-calcul typé, de notions d’ensembles, d’entiers et de listes, de
schémas d’induction, d’une instruction conditionnelle et d’opérateurs
méta-théoriques T et !. L'opérateur T est une forme de quotation, il
permet a EKL de manipuler ses propres formules, en les considérant
comme des constantes. L'opérateur inverse | est une forme d'évaluation.
En pratique, ces opérateurs méta-théoriques sont relativement peu
utilisés car souvent, I'ordre supérieur peut les simuler. Par exemple, le
schéma d’induction:
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TP(0) A (Vn.P(n) = P(n")) = Vn.P(n)

peut aussi s’écrire:
VP.P(0) A (Vn.P(n) = P(n’)) = Vn.P(n)

Entre chaque commande, I'état de EKL est matérialisé par un
contexte courant et une preuve courante. Un contexte est un ensemble de
déclarations associant chacune un atome a une signification syntaxique.
Une preuve est un ensemble de lignes inter-dépendantes.

Les commandes de EKL servent a augmenter le contexte courant
par ajout de nouveaux axiomes, symboles ou faits,... a créer de
nouvelles lignes avec dépendances, par spécialisation de variables
universelles, réécriture ou procédure de décision,... a ajouter des
dépendances par analyse de cas, introduction conditionnelle ou lien
direct,... a détruire ou a copier des lignes avec leurs dépendances...

Le systeme est écrit en LISP. Celui-ci sert aussi de langage de
programmation sous EKL. LISP n’étant pas un langage fortement typé, des
informations de types sont associées a chaque atome:

- Le type restreint ['utilisation des atomes pour la
construction de termes. L’algébre des types est générée par
les constructeurs produit, disjonction, application et liste.
Le constructeur liste sert a écrire des fonctions d’arité
variable.

- La sorte indique si 'atome est défini par l'utilisateur ou s'il
s’agit d’'un élément du systéeme.

- Le type syntaxique indique si 'atome est considéré comme
une variable, une constante, un opérateur de liaison, une
définition, etc..

Par exemple, le constructeur d’ensemble {xIP(x)} est un opérateur de
liaison de type <ground>®truthval->ground.

Souvent, les discours mathématiques utilisent des manipulations
logiques relativement simples, mais des réécritures plus nombreuses et
plus complexes. Le noyau de EKL est donc un puissant systeme de
réécriture.

Ce systéme de réécriture utilise l'algorithme d’unification d’ordre
supérieur de Huet. D’'aprés [Ket84], “on peut montrer” que cet algorithme
converge quand toutes les variables d’ordre supérieur apparaissent dans
une seule des deux formules a unifier (ce qui ne semble pas encore été
fait).

EKL permet de contrdler les réécritures de maniére précise. En
effet, P(x)=>A=B peut s’interpréter de différentes maniéres (remplacer
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P(x)=>A=B par vrai, remplacer B par A quand P(x) est vrai, etc.). Chaque
regle de réécriture est donc définie par un terme de type:
<fact>®<mode of use>—<rewriting procedure>

<fact> sert a filtrer les régles de réécriture applicables dans un
environnement donné. <mode of use> spécifie I'une des différentes
conditions standard d’application. <rewriting procedure> définit les variables
a unifier, la partie gauche et la partie droite de la régle, et un ensemble
de conditions supplémentaires & son application, sous forme de formules
EKL ou de procédures LISP.

Il effectue automatiquement de nombreuses simplifications telles
que Bmn-réduction, élimination de quantificateurs, évaluation de
formules, traitement des opérateurs associatifs, appels d’attachements
fonctionnels et simplifications méta-théoriques.

L'utilisateur peut en effet utiliser des attachements fonctionnels.
Pour assurer sa stabilité, EKL posséde une liste standard de fonctions.
Quand [l'utilisateur définit un symbole dont le nom correspond a celui
d’'une fonction de cette liste, la fonction est automatiquement attachée
au symbole.

Les simplifications méta-théoriques consistent a remplacer Tl: par
t, quand les variables libres de : ne sont pas capturées, ou a remplacer
F(Ts,...Tt,) par Tt, quand F est attachée a une fonction LISP et r est le

résultat de I'application de F a1,,...z,.

EKL a été utilisé pour prouver de nombreuses propriétés des
fonctions de base de LISP (arrEND, REVERSE, etc.), et pour vérifier le livre
d’analyse de Landau, pour étre comparé a AUTOMATH.

LCF [Mil85], [Pau85], [GMW79]

Initialement destiné a la vérification de programmes et de circuits,
LCF (Logic for Computable Functions) est I'un des premiers
démonstrateurs interactifs.

L’environnement LCF est écrit en ML (Meta Language), un langage de
programmation fonctionnel interprété, développé pour I'occasion. C'est
un langage d’ordre supérieur, une fonction peut étre passée en
parameétre, retournée comme valeur ou incluse dans une structure de
données. Un mécanisme permet de gérer simplement les erreurs et les
exceptions.

ML impose surtout une discipline de types polymorphes
apportant la sécurité des types tout en gardant la souplesse des
langages non typés. Il a été développé et utilisé plus tard avec le
succés que l'on connait.
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La logique des preuves de LCF, PPLAMBDA (Polymorphic Predicate A-

calculus) est composée de la logique du premier ordre avec A-calcul et
égalité. Fondé sur la théorie des fonctions calculables de Scott, elle est
particulierement adaptée a la formulation et a la démonstration de
propriétés sur les algorithmes.

Le calcul utilisé est un systéme de déduction naturelle avec des
regles classiques d'introduction et d’élimination. Le langage et le calcul
sont directement écrits en ML [CHP86]. ML a donc servi en méme temps
de langage de programmation pour LCF et de méta-langage pour
PPLAMBDA.

La discipline de types de ML permet de distinguer avec certitude les
valeurs représentant des termes, des formules ou des théorémes. Par
exemple, la valeur 1=0 de type formule, ne doit jamais acquérir le type
théoréme. Pour assurer cette consistance, les théorémes ne peuvent
étre construits qu’avec les fonctions ML qui représentent des régles
d’inférence.

Dans I'environnement LCF, sous l'interpréte ML, appliquer des régles
d’inférence a des théorémes, pour obtenir d’autres théorémes, permet de
construire des preuves de fagon “bottom-up”.

Cependant, les notions de buts et de tactiques de LCF permettent de
construire des preuves de fagon “top-down”, souvent de maniére plus
naturelle. Un but est une formule & démontrer, le but initial est donc le
théoreme & démontrer. Une tactique permet de décomposer un but en
buts plus simples. Notamment, on peut écrire une tactique
correspondant I'application de chaque régle d’inférence a I'envers. Le
principe consiste a décomposer chaque but avec une tactique, jusqu’a ce
qu’il n'y ait plus de buts. Exemple de décomposition de but en déduction
naturelle:

ra B and_intro
1. TFA
2. T}EB

Formellement, les buts sont représentés par des objets ML de type
goal. Ces buts peuvent étre satisfaits par des événements, représentés
par des objets ML de type event. Les types ML suivants définissent la
notion de tactiquel0:

tactic = goal - (goal list # validation)
validation = event list — event

La fonction de validation produite par une tactique permet de
construire un événement qui satisfait un but a partir d’événements

10, représente le type foncﬁonnel, # représente le produit cartésien.
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satisfaisant les buts qui le décomposent. Ainsi, les fonctions de
validation produites par les tactiques appliquées a un but de maniére
‘top-down”, peuvent étre composées pour construire I'événement

correspondant de maniére “bottom-up”.
En pratique, les événements sont des théorémes et la relation de

satisfaction est I'égalité. Les régles d'inférence et les regles dérivées
sont des exemples de fonctions de validation. Quand il n'y a plus de buts,
la composition des fonctions de validation construit I'objet de type
théoréme qui correspond au but initial.

Les tactiques peuvent étre composées avec des opérateurs de
tactiques, pour automatiser leur appel manuel répétitif:

T tac; THEN tac; applique tac; a chaque but généré par
tac;.

- taco THENL [tacy;..;tac,] applique respectivement
tac; a chaque but généré par tac,, si leur nombre
est n, il échoue sinon.

- tac; ORELSE tac; applique tac;, applique tac, quand
tac; échoue.

- REPEAT tac; applique tac; jusqu’a son échec sur

tous les buts générés.

LCF propose un certain nombre de tactiques standard.

En particulier, un simplificateur permet d'appliquer des régles de
réécritures. Une tactique spécifique sert a appeler ce simplificateur.
Des opérateurs similaires a ceux des tactiques permettent de combiner

les fonctions de réécriture.

LCF permet de sauvegarder les théories développées dans des
fichiers. Ces fichiers peuvent étre réedités ensuite. Notamment, ils
peuvent servir a construire d’autres théories, en structurant celles-ci.
Des opérateurs permettent de combiner des théories, d’instancier une
théorie ou de cacher des parties d’'une théorie.

LCF a permis de construire de nombreuses preuves, notamment pour
vérifier:
- La correction de compilateurs, en sémantique

dénotationnelle.
- Des programmes, notamment d’analyse grammaticale et

d’unification.
- Des circuits, dont certains ont pu étre fabriqués.
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HOL (Higher Order Logic) [Gor87] est une version de LCF pour la
logique d’ordre supérieur, utilisée en particulier pour la vérification de
circuits.

NUPRL [CKB85], [C+86]

NUPRL (Nearly Ultimate Proof Refinement Logic) est un
démonstrateur interactif destiné aux preuves mathématiques. Son
architecture est similaire a celle de LCF, mais son interface est plus
moderne (souris, fenétres).

Comme LCF, il permet de construire des preuves de maniére “top-
down” en décomposant des buts en buts plus simples. Il gére les
bibliothéques de définitions, de théorémes et de programmes constituant
les théories mathématiques développées. ML sert de langage de
programmation et de méta-langage a sa logique objet.

La logique de NUPRL est un A-calcul typé. Selon la correspondance de
Curry-Howard, les propositions sont représentées par des types. Les
types sont générés par des types primitifs, des variables de types et des
constructeurs de types.

Nous avons choisi de présenter NUPRL comme un démonstrateur
interactif pour une logique fixe, car il n’était initialement destiné qu’a
la formalisation des mathématiques constructives [HHP89]. Toutefois, la
logique de NUPRL peut servir de cadre logique, a l'instar de LF ou
CC.

Types primitifs:

void Type vide.
int Entiers relatifs.
atom Chaines de caractéres.

Constructeurs de types (T, et T, sont des types):

T, list Liste.
T, - Ty Espace fonctionnel.

x:T1 » Ty Espace fonctionnel dépendant.
T, # Ty Produit cartésien.

x:Ty # T, Produit cartésien dépendant?1,
™ | Ty Union disjointe.

{x:T7 | Ty} Ensemble, T, représente une proposition sur

X.
(x,y):T1 // Ty Q uotient, T, représente une relation

d’équivalence sur T;.

11Similaire au ITx:... de LF et CC.
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Un ensemble de constantes et de fonctions pré-définies servent a
construire et & manipuler les termes de différents types. Notamment,
NUPRL propose deux fonctions pour Finduction sur les entiers et les
listes.

Contrairement & la théorie des ensembles, ol [I'égalité est une
notion universelle, 1’égalité, en NUPRL, est toujours définie
relativement a un type. Ainsi, le fait que les termes a et b soient de type
T et égaux dans ce type se note a = b in T. En plus de I'égalité, cette
relation exprime I'appartenance a un type: le fait que le terme a soit de
type T peut, en effet, s’écrire a = a in T, que I'on abrége a in T.

Une notion est dite prédicative si elle est introduite par
quantification sur un type qui ne la contient pas. Pour obtenir une
structure de types prédicative, on considére une hiérarchie infinie
d’univers (notés U, U,...), fermés par les constructeurs de types. U, sert
de type aux types primitifs. U;,; (i20) sert de type a U; et a tous les

termes de type U;.

Un mécanisme de définition permet d’étendre la syntaxe de ce
langage a l'aide de formats. Par exemple, si on écrit la fonction ML abs,
qui calcule la valeur absolue d’un entier, |<x:int>| =< abs (<x>) définit la
notation x| pour la valeur absolue de x.

Le fait de représenter les propositions par des types permet une
économie substantielle du langage (T, et T, sont des types):

T # Ty Dénote la conjonction de T, et T,.
T | Ty Dénote la disjonction de T; et T,.
x:Tp # Ty Dénote I'existence d'un terme x de type
T vérifiant T,.
X:Ty » Ty Dénote que tout terme x de type T1 vérifie
Ts.

Par exemple, I'ensemble des entiers naturels peut s’écrire (x:int x>0} ou
X:int#x20.

La logique de NUPRL sert a construire des jugements de la forme
(n20, 75..., T, S, s sont des termes):
X1:T1,Xn: Ty F S [ext s]

Un jugement est vrai si le terme s admet s comme type pour toute
substitution correcte des variables X1es Xpo
Par exemple, le jugement suivant est vraij:

F 0 <1 [ext axiom]

La notion de jugement sert de relation de satisfaction au sens de
LCF [GMW79]. Chaque but de NUPRL exprime le fait qu'un type soit habité,
sous certaines hypothéses. On le représente par un séquent de la forme:
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X1:T1e, Xn:Th F S

Dans LCF, un événement était un terme de type théoréme. Dans
NUPRL, un événement est un terme s qui représente une preuve: s
satisfait un but x,:7,..,x,:T, F S si et seulement si le jugement x;:7;.., x,: T,
F s [ext s] est vrai. Quand la décomposition n’est pas complete, la
composition des fonctions de validation produit un terme qui représente
une preuve partielle.

Les tactiques permettent d’automatiser la décomposition de buts
dans NUPRL. NUPRL propose un large éventail de tactiques, écrites en ML,
extensible par [utilisateur.

Contrairement a LCF, la construction des preuves constituant les
événements assure la correction des tactiques utilisées. En effet, ML
empéche la construction de preuves incorrectes. Il faut néanmoins
vérifier la relation de satisfaction aprés chaque appel de tactique.

Les tactiques correspondant a I'application de régles d'inférence a
'envers ne sont pas écrites en ML. La fonction ML refine, prédéfinie par
NUPRL, transforme automatiquement une régle d’inférence en
tactique. Les tactiques produites par refine vérifient elles-méme la
relation de satisfaction.

Les tactiques considérées dans NUPRL sont de deux sortes, les
tactiques de raffinement et les tactiques de transformation.

Une tactique de raffinement s’'applique a un but non décomposé. A
I'écran, le nom de la tactique apparait comme régle de décomposition du
but. Mais la validation produite correspond a une régle dérivée pouvant
regrouper plusieurs pas d'inférence.

Une tactique de transformation peut s’appliquer a n'importe quel
but. Elle peut analyser ou transformer la décomposition de ce but
(mémorisation, comparaison, optimisation, duplication, décomposition
analogue, etc.). Les applications de tactiques produites apparaissent a
I'écran. Notons qu’'a toute tactique de raffinement correspond une
tactique de transformation.

Les types ML suivants sont comparables & ceux définis pour LCF,
mais ils permettent d'appliquer des tactiques & des buts non
décomposés:

tactic = proof — (proof list # validation)
validation = proof list — proof

NUPRL propose les opérateurs de tactiques de LCF et les deux
nouveaux opérateurs de tactiques:

- COMPLETE tac; applique tac; sur tous les buts générés, si tac,
permet de tous les décomposer, il échoue sinon.
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- PROGRESS tac; applique tac; si les buts générés ne contiennent
pas le but initial, il échoue sinon. Cet opérateur est utile
pour éviter les boucles infinies, par exemple, lors de
I'utilisation de rRepEAT.

Comme LCF, NUPRL propose des notions de tactiques et d’opérateurs
de tactiques similaires pour les régles de réécriture.

Edition interactive de preuves tolérant et mettant les erreurs
en évidence [RA83]

Un éditeur de preuves imposant la correction de chaque pas
d'inféerence n’est pas toujours pratique.

C’est particulierement vrai pour I'édition de programmes considérés
comme preuves de leurs spécifications. Assurer systématiquement la
compatibilité des post-conditions et des pré-conditions attachées aux
blocs d'instructions assemblés est trop contraignant.

Un éditeur de programmes pratique pourrait laisser [I'utilisateur
écrire un programme sous la forme textuelle usuelle. Il se
contenterait de mettre les instructions présumées responsables du non
respect des spécifications en évidence. L'utilisateur pourrait alors
choisir entre corriger une erreur particuliéere et écrire le reste du
programme.

En effet, le fait qu’un programme ne respecte pas ses
spécifications n’est pas une propriété locale. La correction d’une
erreur peut en produire ou en corriger d’autres.

[RA83] présente un éditeur de programmes structuré, qui tolére et
met les erreurs en évidence. Cet éditeur a été réalisé avec CSG [Gri87].
Etant donnée la description d'une classe de termes, sous forme d'une
grammaire & attributs, CSG génére automatiquement un éditeur de
termes pour cette classe.

Une grammaire & attributs est obtenue en attachant des attributs
aux symboles d’'une grammaire hors contexte. Un ensemble d’équations
dites sémantiques est associé a chaque regle de production. Chacune de
ces équations définit la valeur d’un attribut attaché a un symbole, en
fonction des valeurs des autres attributs. Si cet attribut est attaché au
symbole non terminal de gauche, il est dit synthétisé. S'il est attaché a
un symbole de droite, il est dit hérité. Dans une grammaire a attributs,
les régles de production modélisent la structure des termes et les
attributs modélisent les dépendances non locales entre leurs
différents sous-termes.

A chaque sous-terme d'un terme, on peut associer un ensemble de
valeurs. Ces valeurs correspondent aux attributs de Ia régle de
production utilisée pour construire le sous-terme. Un terme est dit
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correctement attribué lorsque les valeurs associées a tous ses sous-
termes vérifient les équations sémantiques.

Quand on modifie un terme avec un éditeur produit par CSG, ces
valeurs sont mises a jour de maniére automatique, incrémentale et
optimale en temps, en respectant les équations sémantiques.

Les grammaires a attributs permettent de spécifier des calculs de
preuves. Les régles d’inférence (et les axiomes) sont représentées par
des régles de production munies d’équations sémantiques. Les
valeurs des attributs considérés sont des formules. Les preuves
correspondent aux termes correctement attribués.

Pour admettre les preuves incomplétes, on peut ajouter a chaque
non-terminal x, une régle de la forme x ::= 1, munie d’équations
sémantiques adéquates. Un attribut supplémentaire peut servir a
indiquer si une preuve est compléte.

Vérifier qu’une preuve démontre un théoréme consiste a vérifier une
propriété des attributs attachés a la racine du terme édité.

Dans le cadre de I'éditeur de programmes, les formules considérées
sont celles d'une logique du premier ordre. Une formule sert a
caractériser I'environnement de variables entre deux instructions du
programme. Elles forment les valeurs de deux attributs post et pre,

respectivement hérité et synthétisé.

<Stmt> ::= if <Cond> Then <StmtList> else <StmtList> fi
StmtList;.post = Stmt.post
StmtList,.post = Stmt.post
Stmt.pre = (Cond = StmtList;) A (-Cond = StmtList,)

Initialement, [I'utilisateur introduit les deux formules ¢, et @yos,
représentant les spécifications du programme a éditer. Quand la valeur
de lattribut post du programme final est ¢,., ¢, doit vérifier la valeur
de l'attribut pre.

L’éditeur donne donc la valeur ¢, a l'attribut post du programme
édité, dés la création du programme L initial. Un test est une formule
attachée a une regle de production. A chaque modification, un test,
attaché a la régle de production principale de la grammaire, indique si
¢pre satisfait la valeur synthétisée de pre. Quand c'est le cas, le

programme respecte ses spécifications.

Program ::= {Assertion} <StmtList> {Assertion}
StmtList.post = Assertion,

check:IsTheorem(Assertion; = StmtList.pre)

Pendant I’écriture d’'un programme, [I'utilisateur est conduit a
introduire d’autres contraintes (invariants de boucles, spécifications
de sous-programmes, etc.). Un test similaire, construit a partir des
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attributs et d’expressions locales au programme, exprime chaque
contrainte. |l permet une localisation plus précise des erreurs.

A chaque modification, I'éditeur recherche le premier terme
(parcours “bottom-up”), dont la regle de production contient un test
faux. Le bloc d’instruction correspondant a ce terme est mis en
évidence.

<Stmt> ::= while <Cond> Invariant <Assertion>
do <StmtList> od
StmtList.post = Assertion
Stmt.pre = Assertion
check: IsTheorem( (Assertion A —Cond) = Stmt.post)
check:IsTheorem( (Assertion A Cond) = StmtList.pre)

Pour prouver les tests, I'éditeur de programmes appelle un
démonstrateur automatique. En cas d'échec, la vérification du test est
laissée a [l'utilisateur. Pour construire la preuve, un éditeur similaire
a Iléditeur de programmes est proposé. Le calcul choisi pour ces
contraintes est un systéme de Gentzen pur.

Les régles d’inférence sont les regles d’introduction et
d’élimination des connectifs logiques et des régles traitant I'égalité et
Iinégalité. Elles sont représentées par des régles de production.

Un séquent est représenté par deux attributs hérités ante et succ,
reliés par des équations sémantiques.

Les contraintes de cette deuxiéme grammaire a attributs consistent
a vérifier si des formules données apparaissent dans les valeurs des
attributs ante ou succ hérités. Une simple procédure de décision
permet de calculer les tests correspondants.

Notons aussi que des tactiques pourraient aider I'utilisateur dans
la démonstration des théorémes du premier ordre. Dans le cadre des
grammaires a attributs, ces tactiques pourraient étre réalisées a I'aide
d’attributs capables de modifier un terme. Il est envisagé d'étendre CSG
au traitement de tels attributs.

IPE [Bur86]

IPE (Interactive Proof Editor) est un éditeur de preuves “top-down”
pour la logique propositionnelle et la logique des prédicats du premier
ordre. Sa simplicité d’utilisation est remarquable.

L'utilisation de grammaires a attributs pour maintenir la correction
de preuves étant mise en évidence par [RA83], un évaluateur d’attributs
incrémental a été écrit en ML. IPE a été réalisé avec cet évaluateur.

Les preuves sont représentées par des termes, un attribut hérité
contient le but courant, un attribut synthétisé indique si la preuve
de ce but est compléte.
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Initialement, IPE demande la formule & démontrer a I'utilisateur. Le
but correspondant a cette formule est affiché. Le calcul utilisé par IPE
est un systeme de déduction naturelle. Chaque but représente un séquent
affiché sous la forme: show <premise;>, .. <premise,> entails <conclusion>,
s'il a n prémisses ou show <conclusions, s'il N’a pas de prémisse.

Chaque prémisse (conclusion) d'un séquent détermine la régle
d’élimination (d’introduction) correspondant a son connectif logique
racine. Lorsque [l'utilisateur clique sur une prémisse ou une conclusion,
cette régle est appliquée (a I'envers) et les buts obtenus sont affichés.

Quand la preuve est compléte, IPE indique que la formule initiale est
un théoreme.

Pendant la construction d'une preuve, I'utilisateur peut faire un
mauvais choix, en cliquant sur une formule ne conduisant pas a une
preuve compléte. Il peut alors revenir en arriére en cliquant sur une
autre formule du méme séquent. La partie de preuve sous ce séquent est
effacée et la nouvelle régle est appliquée.

Pour la logique propositionnelle, la seule action de cliquer
suffit pour construire des preuves avec Ia possibilité de
revenir sur tous les choix effectués.

Pour la logique des prédicats du premier ordre, les actions de
construction ne sont guére plus complexes. Pendant I'application d’une
regle correspondant a un quantificateur, I'utilisateur est invité a
introduire une nouvelle constante ou & spécifier un terme.

Néanmoins, trouver les bons choix pour compléter une preuve est
plus délicat, I'ordre de décomposition des quantificateurs étant

particulierement important.

IPE permet de mémoriser les théoréemes démontrés. Ceux-ci peuvent
étre reéutilisés pour construire d’autres preuves. Les théorémes
applicables a un séquent sont obtenus par filtrage sur les théoremes
mémorisés.

IPE est délibérément resté un systéme naif. Il ne propose pas de
recherche automatique de preuves. Sa logique est simple et ne contient
pas I'égalité.

Mais en contrepartie, son interface est particulierement
attrayante.

b) Paramétrables par le systéme formel utilisé (méthode
cadre logique)

EFS [Gri87]

EFS (Environment for Formal Systems) est un démonstrateur
interactif générique, c'est & dire paramétrable par le systeme formel
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utilisé. Ce systéeme formel objet est défini dans I'un des deux cadres
logiques proposés. Le langage de ces cadres logiques est un A-calcul II-
typé. Leurs calculs de types sont CC [CH88] et LF [HHP89).

Quand on emploie CC, les constantes du A-calcul définissent les
connectifs logiques de maniére constructive. Quand on emploie LF, elles
définissent le langage et les regles d'inférence du systéme formel. Le
A-calcul traite une fois pour toutes ’analyse syntaxique, le
calcul des variables libres, les substitutions et les o-
conversions.

Etant donnée la définition d’un systeme formel objet, EFS, qui a été
réalisé avec CSG [Gri87], se comporte un éditeur structuré pour ce
systeme formel. Ainsi, il permet de construire les A-termes, de leur
associer des noms ou des présentations textuelles, d’'écrire des regles
de raffinement, de regrouper ces informations en théories et de
hiérarchiser celles-ci. La structure de fichier EFS regroupe I’ensemble
de ces notions de maniére homogéne.

Par exemple, la présentation textuelle de chaque constante du A-
calcul est définie par un format de la forme:

<a> => <b> == (implies a b)

Contrairement 4 NUPRL [C+86], EFS est capable de traiter les
variables sans développer les présentations.

On obtient la forme Bné-normale d’'un A-terme en commengant par
développer les présentations et les nommages qu’il contient. Un autre
algorithme de mise sous forme normale permet de conserver
certaines présentations, choisies par I'utilisateur.

Comme I'éditeur de programmes de [RA83], EFS tolére les preuves
incorrectes et met les erreurs en évidence, grace aux grammaires a
attributs.

Une preuve peut étre construite de maniére “bottom-up”, par
assemblage successif des constantes définissant le systéme formel
objet. Toutefois, des régles de raffinement, au sens de NUPRL,
permettent une construction “top-down”, souvent plus pratique.

Des régles de raffinement standard sont proposées. L’utilisateur
peut définir d’autres régles de raffinement. Leur validité, qui dépend du
systéeme formel objet, est vérifice dés leur introduction.

Une régle de raffinement est applicable quand sa conclusion filtre
le but courant. Pour produire les nouveaux buts et la fonction de
validation, il suffit d’appliquer la substitution obtenue, aux hypothéses
et a la fonction de validation de la regle de raffinement.

Ajouter un méta-langage comme ML rendrait EFS plus souple. En
particulier, ML permettrait de produire automatiquement les régles de
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raffinements correspondant a [I'application de régles d’inférence a
'envers, comme dans NUPRL.

ISABELLE [Pau88]

ISABELLE est un démonstrateur interactif générique, écrit en ML,
qui a permis d’implémenter la logique du premier ordre, la logique
d'ordre supérieur, la théorie des ensembles et la théorie constructive
des types.

Au lieu de représenter les régles d’inférence par des fonctions,
comme dans LCF, elles sont représentées par des relations. Cette
représentation facilite la construction de preuves “top-down” et rend
les constructions de preuves “top-down” et “bottom-up” homogénes.

Pour appliquer une régle d’inférence de maniére “top-down
(“bottom-up”), il suffit d’unifier sa conclusion (I'une de ses
prémisses) avec un but non décomposé (la conclusion) de la preuve
éditée.

Ainsi, l'unification d’ordre supérieur permet de traiter de
maniére purement syntaxique les applications de régles
d’inférence et plus généralement la construction de preuves d'une
certaine classe de logiques.

Bien que le probléme de [I'unification d’ordre supérieur soit
indécidable, les cas rencontrés en pratique semblent simples, et
’algorithme de Huet fonctionne bien.

”

Le langage de ISABELLE est un A-calcul typé avec deux jugements
d’ordre supérieur, hypothétique et schématique (notés =, et A)
identiques a ceux considérés dans LF [HHP89], et une facilité de
définition (notée =). Ces jugements d’ordre supérieur permettent
d’exprimer les régles d'inférence des systémes de déduction
naturelle. Pour isoler la méta-logique (=, Aet =) de la logique objet,
les formules de celle-ci sont notées entre crochets ([, 1).

Par exemple, la régle de généralisation:

A
Vx A

Peut s’écrire:
AF.(Ax[F(x)]) = [Vx F(x)]

La régle pure de déduction naturelle:
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[4]
B

ADB
Peut s’écrire:
AAB.((A]=[B])=[A > B]

ISABELLE propose des tactiques et des opérateurs de tactiques
[GMW?79]. Comme dans NUPRL, une tactique standard permet d’appliquer
n’'importe quelle régle dinférence de maniére ‘bottom-up”. Mais
I'écriture des régles d’inférence et de cette tactique standard sont
beaucoup plus simples.

A-PROLOG [FM87]

Les opérations de recherche et d’unification sont essenticlles
pour réaliser des démonstrateurs. Une caractéristique des langages de
programmation logique étant de traiter ces opérations, il est naturel
de les employer pour réaliser des démonstrateurs interactifs.

Un langage de programmation logique classique tel que PROLOG ne
suffit pas a décrire les logiques de maniére naturelle. En
particulier, les termes du premier ordre ne permettent pas une
expression naturelle des probléemes de quantification.

Un langage d’ordre supérieur comme A-PROLOG est préférable.

A-PROLOG est fondé sur un A-calcul simplement typé. Le type o des
propositions, les connectifs logiques A, v et = de type o - 0 — o et les
constantes II et = de type (@ — o) — o sont prédéfinis (o est une variable

de type). Vx A et 3x A dénotent respectivement ITAx.A et SAx.A.

On considére trois classes de propositions. Les formules atomiques
(notées A) sont les propositions primitives. Les formules buts (notées G)
et les clauses (notées D) sont définies par la grammaire suivante:

G:=AIGAGIGVGID=>GIVxGI3xG
D:=AIG=>AIVxD

Un programme (noté P) est un ensemble fini de clauses.

Six opérations servent a rechercher si une formule but G donnée est
déductible d’'un programme P donné.

- Quand G =G, A G,, aND tente de déduire G, de P et G, de P.
- Quand G =G, v G,, or tente de déduire G, de P ou G, de P.
- Quand G =D = G,, aucMeNT tente de déduire G, de PU{D}.
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- Quand G =VxG,, GENERIC ajoute une nouvelle constante c et
tente de déduire [x/c]G, de P.

- Quand G = 3x G,, INsSTANCE recherche un A-terme ¢ et de déduire
[x/11G, de P.

- Quand G =A, BackcHAIN recherche si une instance d’une clause
de P est de la forme G ou G, = G. Dans ces cas respectifs, G
est déductible de P, et BAckcHAIN tente de déduire G, de P,
sinon G n’est pas déductible de P.

Bien que le calcul formé par ces six opérations soit correct et
complet, la stratégie de A-PROLOG n’est pas compléte.

L’égalité définitionnelle (Bn-conversion) de A-PROLOG et les
problemes d’unification d’ordre supérieur rencontrés sont décidables.

A linstar de LF [HHP89], un ensemble de constantes typées spécifie
le langage d’'un systéme formel:

not: form — form

and, or, implies: form - form - form

exists, forall: (i » form ) - form

entails: (list form) — form — sequent

Une régle d’inférence peut étre représentée par une clause, a I'aide
d’un prédicat proof qui joue le réle d’'une forme de jugement de base au
sens de LF. proof construit aussi la preuve formelle correspondant aux
regles d’inférence utilisées.

Par exemple, le modus-ponens est représenté par:

(proof A pj) A (proof (implies A B) py)
= (proof B (modus-ponens p; pz))

L’'introduction de [I'implication en déduction naturelle est
représentée par:

Vpa ((proof A pa) = (proof B (pg pa)))
= (proof (implies A B) (imp_i pg))

La regle de généralisation est représentée par:

Vy (proof (Ay) (py))
= (proof (forall A) (forall_i p))

Dans ce contexte, on peut directement utiliser A-PROLOG comme un
vérificateur de preuves ou un démonstrateur automatique. La
formule but (proof a p) ol a est une formule de la logique objet et p est
une preuve permet de vérifier si p est une preuve de a. La formule but
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(proof A .x) ou A est une formule de la logique objet et x est une variable
permet de démontrer 2, x sera instanciée par la preuve éventuellement
trouvée.

Les tactiques et les opérateurs de tactiques, au sens de LCF,
permettent de contréler la recherche de preuve [GMW79]. A-PROLOG est
alors utilisé comme un démonstrateur interactif.

Les buts considérés correspondent aux formules buts, pas aux
formules atomiques. La structure de but pouvant simuler celle de liste,
on maintient un but courant unique, pas une liste de buts restant a
développer, comme dans LCF.

Ainsi, un ensemble de constantes typées définit le langage des
expressions buts:

truegoal: goalexp

andgoal, orgoal: goalexp —goalexp —goalexp
existsgoal,allgoal: (o —goalexp) —goalexp
impgoal: o —»goalexp —»goalexp

Une tactique est une relation entre deux buts. Le prédicat maptac
applique récursivement une tactique a un but composé, et construit en
retour le but composé résultant. Intuitivement, I'effet de maptac est de
“‘compiler” Papplication de tactique a un but composé en clauses
interprétées par A-PROLOG. maptac permet une écriture simple et rapide
des opérateurs de tactiques:

(T1 g1 92) A (maptac T; gz g3) = (then Ty T; g1 g3)
(T1 91 92) v (T2 91 g2) = (orelse T; Ty g1 g3)

(idtac g g)
(orelse (then T (repeat T)) idtac g; gj3)

= (repeat T g; g2)
(T g1 92) A (goalreduce g; truegoal) = (complete T g; g3)
Ces opérateurs sont plus généraux que leurs versions LCF, écrites en ML.
Par exemple, dans la premiére expression, si T, échoue, I'opérateur then
tente de prouver (T, g; g2) d'une autre fagon. Toutefois, le prédicat de
coupure de A-PROLOG permet de simuler les versions LCF, en “oubliant”
les chemins laissés de coté.

Définir une régle d'inférence de maniére déclarative, au lieu de
procédurale, permet de I'employer comme tactique élémentaire.

Par exemple, les trois régles d’inférence précédentes sont
respectivement redéfinies par:

(modus-ponens_tac
(proofgoal B (modus-ponens p; pz))
(andgoal (proofgoal A p;) (proofgoal (implies A B)))

(imp_1i_tac
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(proofgoal (implies A B) (imp_i Pr))
(allgoal pp (impgoal

(hyp A pa)

(proofgoal B (pg pa))))

(forall_i_tac
(proofgoal (forall A) (forall_i p))
(allgoal y (proofgoal (Ay) (p y))))
Notons que le terme (hyp 2 p,) de imp_i_tac est ajouté au programme par
Fopération AUGMENT qui traite impgoal.
Il est possible d’écrire d’autres tactiques élémentaires, comme une
tactique de simplification de but ou une tactique utilisateur.

Notons que le formalisme de ISABELLE est un sous-formalisme de A-
PROLOG. A-PROLOG pourrait donc directement simuler ISABELLE. Mais il
ne serait probablement pas aussi efficace.

Un algorithme capable de traduire une signature LF en A-PROLOG a
été réalisé, ses propriétés formelles restent a établir.

Coq [D+91]

Cog est un démonstrateur interactif fondé sur CCind (Calcul des
Constructions inductives). Ce formalisme permet notamment de définir
les connectifs logiques en spécifiant leurs regles d’introduction. Leurs
regles d’élimination sont alors des théorémes qu’il faut démontrer.

Coq sert aussi de langage de programmation pour écrire des
‘programmes certifiés” et permet d'en extraire le contenu
algorithmique.

Le formalisme CCind correspond & CC [CH88] étendu par la
possibilité de définir des types inductifs, par exemple, comme les types
des entiers naturels, des listes, des arbres, ou plus particulierement des
preuves. Dans Coq, on définit un type inductif en donnant la signature de
ses constructeurs. Son environnement est alors étendu par ce type
inductif, des constantes représentant ses constructeurs, une opération
de déstructuration, fondée sur la notion de filtrage, et un principe
d’induction.

Au lieu d’'avoir une seule sorte *, comme dans CC, on emploie trois
sortes set, Prop et Type. set est la sorte des spécifications, en particulier
des types de données, qui typent les programmes. prop est la sorte des
propositions, qui typent les preuves. Type est le type de prop. Les sortes
Set et prop permettent d’éviter les confusions entre les termes qui
représentent les objets logiques et ceux qui représentent les objets
mathématiques axiomatisés.

Le schéma général de définition d’un type inductif de nom x, de type
a et de constructeurs ¢, .., ¢, est:
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Inductive Definition X:A =
c1:C
| c2:Cy

[ Cp:Cp.

Par exemple, le type des entiers naturels construits avec o et s peut
étre défini part2:

Inductive Set nat = O:nat | S:nat->nat.

Un type inductif peut dépendre de paramétres. Par exemple, le type
des listes polymorphes peut étre défini par:

Inductive Set list [A:Set] =
nil: (list A)
| cons:A->(list A)->(list A].

Les définitions inductives ne sont pas nécessairement récursives,
l'intérét dans ce cas étant I'opération de déstructuration et le principe
d’induction. Par exemple, le produit et la somme disjointe peuvent étre
définis par:

Inductive Set prod [A,B:Set] = pair:A->B->(A*B).
Inductive Set sum [A,B:Set] =
inl:A->(A+B)
| inr:B->(A+B).

On peut aussi définir des relations de maniére inductives. Par
exemple, l'ordre sur les entiers naturels peut étre défini par:

Inductive Definition LE:nat->nat->Prop =
LE_O: (n:nat) (LE O n)
| LE_SS: (n,m:nat) (LE n m)->(LE (S n) (Sm)).

L’'opération de déstructuration sert a définir les fonctions
primitives récursives sur le type inductif. Ces fonctions sont définies
par cas, c'est a dire en donnant leurs valeurs pour les termes de la forme
(ci a1 .. ap) pour chaque constructeur c; d'arité p, du type inductif.

Ainsi, si p est un terme dont le type est inductif et p est un type
alors l'opération de déstructuration <pP> match p with est ajoutée a
I’environnement.

Par exemple, pour définir une fonction £ de a+B dans P, on peut donner
ses valeurs t; et t, pour les termes des formes (inl A B a) et (inr A B b)
ol a et b sont variables. Si p est de type A+8, le terme <p> match p with est
de type (a->P)->(B->P)->P. Ce qui permet de définir £ comme ([p:a+B]<p>
match p with [a:Alt; [b:Blty).

120n note quelques différences de syntaxe par rapport au schéma général.
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Le principe d’induction sert au raisonnement par induction sur les
éléments du type inductif. Il ne change pas a lui tout seul la classe des
théorémes, mais comme on ne peut pas le démontrer, on doit I'ajouter
explicitement a I'environnement. Par exemple, le principe d’induction sur
les entiers naturels est représenté par une constante de type
(P:nat->Prop) (P O)->(n:nat) ((P n)->(P (S n)))->(n:nat) (P n).

En logique minimale, on utilise un seul connectif logique,
'implication, et un seul quantificateur, le quantificateur universel. En
représentant une proposition par le type de ses preuves, I'isomorphisme
de Curry-Howard, établit une correspondance entre les propositions et
les types, les preuves et les termes. Ainsi, P et 0 étant deux
propositions, I'espace fonctionnel P—Q représente I'implication P=Q.

Les sémantiques de Heyting suggerent de représenter une preuve de
Vx:T.P par une fonction qui associe une preuve P[x/tf] a tout terme r de type
T. Les types dépendants, le polymorphisme et les constructeurs de types
de CC permettent d’écrire et de typer de tels termes.

En déduction naturelle, les connectifs logiques sont représentés par
leurs régles d’introduction et d’élimination. Les régles d’introduction
sont analogues aux constructeurs d’'un type inductif. Les regles
d’élimination sont analogues a I'opération de déstructuration.
Représenter un connectif logique par un type inductif revient a noter que
la forme de ses régles d’élimination peut é&tre déduits de la
spécification de ses regles d’introduction.

La définition et la signification de l'opération de déstructuration
(dont on peut déduire les régles d’élimination) de quelques connectifs
logiques sont données dans le tableau suivant:

Connectif Définition Signification de
logique I’opération de
déstructuration
faux Inductive Proposition False =. De False, on peut déduire
toute proposition C
vrai Inductive Proposition True = Pour déduire C de True,
I:True. il suffit de prouver C
conjonction | Inductive Proposition and Pour déduire Cde (and A B),
[A,B:Prop] = il suffit de prouver
conj:A->B->(and A B). A->B->C
disjonction | Inductive Proposition or Pour déduire C de (or A B),
[A,B:Prop] = il suffit de prouver
or_introl:A->(or A B) A->CetB->C
| or_intror:B->(or A B).
quantificateur | Inductive Proposition ex Pour déduire Cde (ex A P),
existentiel [A:Set,P:A->Prop] = il suffit de prouver
ex_intro: (x:A) (P x)->C
(x:A) (P X)->(ex A P).
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De méme, I'égalité de Leibniz est exprimée comme la plus faible
relation qui relie tout terme a lui méme:

Inductive Proposition eq [A:Set,x:A] =
refl_equal: (eq A x X).
Son opération de déstructuration signifie que pour déduire (P u) de (egq A
t u), il suffit de prouver (p t).

Comme les exemples précédents peuvent le suggérer, le langage
manipulé par un utilisateur de Coq n’est pas directement celui de CCind,
mais un langage plus naturel appelé Mathematical Vernacular. Ce langage
propose un mécanisme de sections, pour structurer les définitions et
maitriser la portée des déclarations. i permet d’introduire des
abréviations ou de définir la syntaxe des opérateurs introduits, afin de
simplifier la présentation textuelle les termes manipulés.

Le démonstrateur interactif est fondé sur la notion de tactiques,
avec les constructeurs de tactiques classiques. Plusieurs groupe de
tactiques primitives sont prédéfinies. Les tactiques d’introduction
permettent de décharger les hypothéses et les variables du but courant
vers le contexte local. La tactique Exact permet d’introduire directement
un terme représentant une preuve du but courant. Les tactiques de
résolution servent a appliquer les théorémes déja démontrés ou les
axiomes. Les tactiques d’élimination servent a réduire les constantes
inductives en leurs constructeurs. Elles correspondent aux
raisonnements par cas et par induction. Les tactiques de conversion
servent a transformer le but courant, les hypothéses ou les parameétres
locaux, modulo les B&-conversions et I’élimination des constantes
inductives. Les tactiques automatiques cherchent a résoudre le but
courant de maniére automatique.

Coq propose aussi une interface X-WINDOW fondée sur plusieurs
fenétres, avec un mécanisme de couper-coller textuel. Une fenétre
principale permet & [I'utilisateur d’entrer les commandes, et en affiche
les résultats. Elle est surmontée de plusieurs menus qui permettent
d’accéder directement a ces commandes. Une autre fenétre affiche
I'environnement courant de Coq, ses menus permettent d’examiner son
contenu ou de le réinitialiser. Deux autres fenétres apparaissent quand
le démonstrateur interactif est activé. Une de ces fenétre présente le
but courant et ses hypothéses locales. Ses menus correspondent aux
différents groupes de tactiques primitives. Un bouton permet aussi
d’entrer les tactiques composées. L’autre fenétre présente la liste des
sous-buts, elle permet de changer le but courant, qui est mis en
évidence, par simple clic.

Une application particuliérement intéressante de Coq est de
développer des programmes certifiés, c’est a dire qui respectent leurs
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spécifications. Au lieu d’avoir des preuves qui considérent des
programmes, on incorpore les preuves aux programmes. Comme nous
Pavons vu, les sortes prop et set permettent de distinguer les
propositions et les spécifications, les preuves et les programmes, ces
objets étant mutuellement imbriqués. Coq propose ainsi un mécanisme
capable d’extraire le contenu algorithmique des programmes certifiés
dans un dialecte ML nommé FML. Notons que ce contenu algorithmique est
typable dans Fo, un A-calcul qui correspond & CC, sans les types
dépendants.

Coq propose finalement d’optimiser le code obtenu et de le traduire
vers les dialectes ML de différents compilateurs (CAML, LML, GAML).
Notons que la vérification de type de ces compilateurs doit parfois étre
désactivée, car elle n’est pas toujours assez puissante pour typer le
code, pourtant correct, généré par Coq. Cette traduction permet de
bénéficier de toute la technologie des compilateurs existants, et de
comparer le code généré a un code écrit manuellement. Elle pourrait
aussi suggérer des améliorations pour ces compilateurs, en particulier
au niveau logique.

4. Outils de transformation automatique de preuves

Cette section concerne les outils capables de transformer une
preuve, sans modifier ses hypothéses et sa conclusion, mais en
changeant ses pas d'inférence ou le systéme formel employé. Des
algorithmes destinés a mettre une preuve, ou une partie de preuve
(formule, etc.), sous telle ou telle forme, certaines tactiques de
transformation de NUPRL [C+86], constituent de tels outils.

La traduction d’une formule a démontrer dans le langage accepté
par un démonstrateur automatique, et la traduction de la preuve
produite par un démonstrateur automatique dans un autre systéme
formel sont des transformations particulierement utiles. Par exemple,
mettre une formule du premier ordre sous forme clausale permet de la
réfuter avec un démonstrateur automatique par résolution. OTTER
[McC90] effectue une telle traduction.

Décrivons les outils de transformation de formules et de preuves
développés pour ATINF.

Transformation de formules [BCC88], [Boy91], [Boy92]

Un transformateur de formules [BCC88] a été réalisé dans le cadre
de ATINF. Son noyau et son interface utilisateur graphique sont
respectivement écrits en LISP et en C. Le noyau peut étre utilisé de
maniére totalement indépendante de [linterface utilisateur. Ainsi, le
démonstrateur par résolution de ATINF et l'extension d’OTTER
décrite dans [BCP94] I'appellent directement.

- 87 -



5 - Etat de I'Art - 29/05/94

L'utilisateur introduit une formule du langage des prédicats du
premier ordre a transformer. La syntaxe utilisée est trés souple: les
connectifs logiques A et v sont d’arité variable, les notations préfixées
et infixées sont admises.

Une fenétre présente cette formule graphiquement. L'une des
sous-formules, nommée sélection, est mise en évidence. Des boutons
servent a déplacer la sélection ou a Iui appliquer diverses
transformations (forme clausale, forme disjonctive, etc.).

Il est possible de bloquer une sous-formule, les transformations la
considerent alors comme atomique et ne la modifient pas. Les sous-
formules bloquées sont indiquées entre crochets.

Par rapport a leur application naive, les transformations connues
sont améliorées. Par exemple, la forme normale prénexe choisie pour
VxP(x)AVyQ(y) est VxP(x)AQ(x), pas Vx,yP(x)AQ(y).

Notons aussi la disponibilité de la réduction de la portée des
quantificateurs, qui sert en particulier a réduire les arités des
fonctions de skolem, avant skolémisation.

L'utilisateur peut choisir de conserver des propriétés
formelles de la formule initiale (modéles, satisfaisabilité,
validité). Le transformateur de formules assure cette conservation en
désactivant les boutons correspondants aux transformations
interdites. Par exemple, si [l'utilisateur choisit de conserver la
satisfaisabilité, la skolémisation ne peut étre appliquée que sur les
formules de polarité positive, la skolémisation duale ne peut étre
appliquée que sur les formules de polarité négative, et sur les formules
de polarité nulle, on ne peut appliquer que des transformations
conservant les modeles.

Le transformateur de formules sert notamment a mettre des
formules sous forme clausale. La réfutation d’'une formule par un
démonstrateur par résolution dépend essentiellement de la forme
clausale obtenue. La mise sous forme clausale standard correspond a une
linéarisation, une skolémisation, une mise sous forme normale prénéxe
puis conjonctive. Pour améliorer la linéarisation, les équivalences
peuvent étre linéarisées différemment, selon leurs polarités. Cette
amélioration effectue des simplifications et diminue le nombre de
clauses obtenues.

Un renommage d'une formule consiste a remplacer certaines de ses
sous-formules par des littéraux formés de nouveaux prédicats. Aprés un
renommage, si on met la conjonction d’'une formule et les définitions des
nouveaux preédicats sous forme clausale, I'ensemble de clauses peut
varier considérablement. On peut donc chercher un renommage
favorisant la réfutation. Bien que I'on ne connaisse pas de relation
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directe entre la longueur de la réfutation et le nombre de clauses, celui-
ci semble étre un bon critére pour le choix d'un renommage.

La mise sous forme clausale étant déterminée, le nombre de clauses
produites pour une formule se calcule trés rapidement et
récursivement (en fonction des nombres de clauses produites pour ses
sous-formules directes et leurs négations).

Ce calcul permet d'écrire un algorithme efficace [Boy91], [Boy92]
qui, étant donnée une formule, produit un renommage (nommé Ropt), pour
lequel le nombre de clauses produites est inférieur a ceux de la
transformation standard améliorée et du renommage structure
preserving décrit dans [Boy92][PG86] (optimalité restreinte). Dans le cas
des formules linéaires, le nombre de clauses est optimal dans
'ensemble des renommages possibles. ‘

Cet algorithme a été intégré au transformateur de formules. Les
résultats expérimentaux montrent son efficacité, en particulier pour les
formules dont la mise sous forme clausale produit un grand nombre de
clauses.

Traduction de preuves [CDH93]

Pour la mécanisation des logiques non-classiques on peut classifier
les méthodes existantes en deux grandes catégories: les méthodes
directes et les méthodes par traduction. La premiére consiste a
implémenter des calculs particuliers pour chaque logique. La deuxiéme
traduit les logiques non-classiques (logiques sources) en logique
classique du premier ordre (logique cible). Dans cette deuxiéme
approche, qui semble devenir la plus employée, il reste un probléme
essentiel: la preuve est obtenue dans une logique différente de celle ou
le probléme a été spécifié.

Nous avons proposé dans [CDH93] un cadre pour le transfert (partiel)
des preuves obtenues dans la logique cible vers la logique source. Ce
transfert donne au moins un schéma de la preuve dans la logique cible.
Dans un certain sens, la traduction partielle inverse proposée peut étre
considérée comme une fagon de transférer des stratégies de la logique
cible vers la logique source, puisque les pas de preuves en logique du
premier ordre gardent la “trace” de la stratégie avec laquelle ils ont été
obtenus.

5. Traitement de la langue naturelle

Dans cette section, on considére “la” langue naturelle. Bien
évidemment, cette langue naturelle représente une langue vivante
particuliere ou un jargon mathématique particulier (on peut méme
distinguer les formes écrites et parlées, l'origine ou le statut social de
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I'utilisateur, etc. [Dyb82]). L'utilisateur est habitué aux preuves en
langue naturelle. Ces preuves utilisent les phénoménes trés
complexes de la langue naturelle (analogies, commentaires,
métaphores, utilisation de pronoms, etc.) usuels a I'étre humain.

Hélas, on ne sait pas encore, et on ne saura peut-étre jamais
entiérement formaliser Ia langue naturelle et ses phénomeénes. En
particulier, I'ordinateur ne peut pas interpréter directement les preuves
en langue naturelle. Dans une certaine mesure, I'utilisateur peut
s’adapter aux preuves formelles. Mais leur manque de clarté est une
contrainte qui limite la taille des preuves qu'il peut appréhender
directement.

Pour faciliter la communication entre I'utilisateur et la machine, on
tente de traduire les preuves formelles en langue naturelle, et
réciproquement.

Pour traduire une preuve formelle en langue naturelle, on simule
celle-ci par une grammaire formelle dont le langage est appelé langage
naturel. Ce langage peut étre considéré comme un systéme formel
dégénéré. La traduction de preuves formelles en langue naturelle est
donc, en quelque sorte, un cas particulier de la traduction de preuves
entre systémes formels.

La traduction de preuves en langue naturelle en langage naturel ou
en preuves formelles fait intervenir des mécanismes de reconnaissance
plus complexes, qui tentent d’extraire la structure formelle de ces
preuves.

a) Traduction de preuves formelles en langage naturel

L’enjeu de la traduction automatique de preuves formelles en langue
naturelle est I'acceptation des systémes de déduction automatiques par
les mathématiciens.

En pratique, on génére un langage naturel. Le processus de traduction
est composé d'une suite d’étapes de transformation et de simplification
terminée par une étape de production de messages. Cette suite d’étapes
sert a produire la preuve la plus claire possible.

Notons que les deux articles [Che76] et [Lin88] concernent
essentiellement la transformation de preuves. Nous avons choisi de les
présenter ici car ils décrivent des étapes du processus de traduction de
preuves formelles en langue naturelle.

Linéarisation [Che76]

La forme des preuves formelles des systemes de déduction naturelle
est relativement proche de celle des preuves en langue naturelle
correspondantes. Cette proximité provient du mécanisme de traitement
des hypothéses de ces systémes. Choisir un systéme de déduction
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naturelle comme point de départ pour traduire les preuves formelles en
langage naturel est donc judicieux.

EXPOUND est un programme pour traduire en langage naturel, des
preuves d’'un systéme de déduction naturelle pour la logique des
prédicats du premier ordre.

Etant donné un systéme formel, une preuve est souvent représentée
par une suite de lignes. Plusieurs ordres sont possibles pour ces lignes.
La linéarisation consiste a les ordonner pour obtenir la représentation
la plus claire possible.

Dans un premier temps, EXPOUND linéarise donc la preuve formelle.
Pour cela, il reconstruit son graphe. Il applique ensuite des régles de
regroupement de nceuds voisins, de maniére itérative. Par la suite, un
noeud peut donc contenir plusieurs lignes. Ces regles considérent le
nombre de prédécesseurs et de successeurs de chaque nceud et le nombre
de lignes qu'ils contiennent.

Quand toutes les régles ont été appliquées, les nceuds restants
correspondent aux paragraphes de la preuve en langage naturel 2a
produire. Un tri topologique de ces nceuds termine la linéarisation.

Dans un deuxiéme temps EXPOUND traduit la preuve linéarisée en
langage naturel.

Une table fournie par l'utilisateur permet de traduire les instances
de prédicats contenus dans les formule. Elle contient des informations
lexicales concernant chaque prédicat employé dans la preuve:

- Des formes verbales décrivent ses formes positive ou
négative, active ou passive.

- Des prépositions peuvent précéder chacun des arguments.

- Un genre permet de choisir un pronom approprié, quand c’est
nécessaire.

- Un type syntaxique indique comment compacter l'introduction
d’'une variable et le fait qu’elle satisfasse le prédicat13,

La traduction des connectifs logiques A, v, =, est directe. Par
contre, EXPOUND tente de compacter les formules quantifiées en
employant les types syntaxiques.

Dans les nceuds représentant les paragraphes, il produit une phrase
pour chaque ligne, en fonction de la ligne précédente et de la régle
d’inférence utilisée. Les lignes “évidentes” sont éliminées.

13Cette notion est a rapprocher de I'utilisation de variables sortées, qui simplifie certaines formules en
éliminant les prédicats correspondant aux sortes.
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Les différents paragraphes sont enfin reliés par des phrases
d’introduction et présentés de maniére indentée, pour former la preuve
en langage naturel.

Introduction de lemmes [Lin88]

Les preuves formelles sont souvent obtenues & I'aide de
démonstrateurs automatiques. Toutefois, elles ne se présentent pas
toujours sous la forme de déductions naturelles. En particulier, un grand
nombre de démonstrateurs automatiques produisent des preuves par
résolution.

Les preuves par résolution peuvent étre traduites en déduction
naturelle, de maniére directe et automatique. Mais pour une preuve par
résolution longue ou complexe, cette traduction tend a diminuer sa
clarté au lieu de I'améliorer.

Lors du processus de traduction, on peut introduire des lemmes,
pour éviter les duplications de sous-preuves et structurer la preuve en
déduction naturelle obtenue.

Un graphe de clauses est un multi-graphe dont les noeuds sont des
clauses fermées, et les liens sont des ensembles de littéraux de ces
clauses, égaux au signe prés. Un graphe de déduction est un graphe de
clauses sans cycles, en considérant les chemins passant d’'une clause a
Fautre par deux littéraux de signes contraires et contenus dans le méme
lien. Un graphe de réfutation est un graphe de déduction dont tous les
litteraux sont reliés. Un lien est dit séparant ssi il est nécessaire a la
connexité du graphe considéré.

P |[+T—O—|-T |-S —0— +S| +P | +R

+P -Q Y -Q -P +R

+Q

Exemple de graphe de réfutation minimal. Les carrés contiennent les littéraux, les assemblages de
carrés contiennent représentent les clauses. Les ronds matérialisent la séparation entre les littéraux
positifs et négatifs des liens.

Une preuve par résolution peut étre facilement représentée par un
graphe de réfutation minimal. Par exemple, le lien en haut a gauche du
graphe précédent représente le pas de résolution qui produit la
résolvante —Pv—S, a partir des clauses —PvT et —Tv—S. La traduction
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en déduction naturelle consiste a transformer ce graphe pas a pas en
utilisant une représentation mixte appelée preuve de déduction naturelle
généralisée.

A chaque pas de la transformation, on applique un algorithme de
restructuration a chaque graphe de réfutation restant. Cet algorithme
recherche les séparants, et duplique les sous-graphes “triviaux” reliés
par ces liens.

Les autres liens séparants définissent une partition du graphe. Un
sous-graphe appartenant a cette partition est dit positif ssi tous ses
littéraux proviennent des axiomes, et négatif sinon. Comme un littéral
provenant du théoréme a démontrer peut étre égal a un littéral provenant
d’'un axiome. On mémorise l'origine de chaque littéral, dans le graphe de
réfutation, pendant sa construction.

Suivant la polarisation et la position relative des sous-graphes,
I'algorithme introduit des lemmes, conduit la preuve par une analyse
de cas, etc.. Par exemple, pour introduire un lemme, tous les sous-
graphes concernés doivent étre positifs.

La preuve finalement obtenue peut étre linéarisée par la méthode de
Chester [Che76] (voir la section précédente).

Toutefois, il est préférable de linéariser séparément les
lemmes obtenus pendant la recherche de la preuve formelle ou sa
traduction en déduction naturelle.

Finalement, on peut essayer de simplifier la preuve linéarisée. Mais
cette simplification dépend essentiellement du contexte d’utilisation de
la preuve et de son lecteur. Notons que donner un modeéle de ce lecteur
est envisageable.

Choix des formes des références et production des messages
[Hua90]

Apres linéarisation, une preuve en déduction naturelle peut
finalement étre traduite automatiquement en langage naturel [Che76].

Pour traduire une ligne, le programme de traduction doit écrire des
références aux formules déja démontrées et a la régle d’inférence
utilisées.

La forme d'une référence peut étre explicite, omise ou implicite.
Elle est explicite si elle dénote littéralement une formule ou une régle
d’inférence. Elle est implicite si elle n’indique qu’'un moyen de retrouver
celle-ci.

Le choix de la forme de référence pour une formule dépend de la
présence de celle-ci a I'esprit de [I'utilisateur. Cette présence est
fonction des distances physique et structurelle entre la ligne
courante et la derniére apparition de la formule.
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Pour formaliser la notion de distance structurelle, on peut
décomposer la preuve de déduction naturelle en unités. Ces unités sont
définies par I'utilisation des régles d’inférence structurelles (un certain
sous-ensemble des régles d’inférence du systéme de déduction
naturelle), et celle des définitions et des théorémes du niveau courant.
On considere en effet qu’une théorie mathématique est structurée en
niveaux, chaque niveau correspond & une ou plusieurs sous-théories.

La valeur de la distance structurelle, prés ou loin, dépend des
positions relatives des plus petites unités contenant la formule
référencée et la ligne courante.

La distance physique prenant le méme type de valeur, on associe une
forme de référence a chacune des quatre combinaisons possibles:

Distance Distance Structurelle
Physique prés loin
prés omise implicite ou omise
loin implicite ou explicite explicite

Le Choix de la forme de référence pour une regle d’inférence
dépend de sa familiarité vis a vis de [Iutilisateur. Cette familiarité est
essentiellement fonction de la théorie mathématique utilisée: Les régles
dérivées des niveaux inférieurs sont omises, celles du niveau courant
sont implicites ou explicites.

Les régles d’inférence structurelles sont explicites, les autres sont

omises.

Finalement, le programme de traduction en langage naturel combine
les choix des formes des différentes références contenues dans chaque
ligne, pour produire un message. Toutefois, il peut encore modifier ces
choix dans certains cas particuliers.

b) Analyse de preuves en langue naturelle

Comme on ne connait pas de formalisation de Ia langue naturelle, ni
méme des preuves en langue naturelle, on ne sait pas les analyser
compléetement.

D’autre part, la traduction manuelle en preuves formelles, de
preuves en langue naturelle, est une perte de temps et le plus
souvent d’informations.

On sait pourtant analyser les lexémes et les parties purement
formelles, comme certaines formules mathématiques, des preuves en
langue naturelle. Pour aller plus loin, on peut raisonnablement penser
que leur structure obéit & une certaine grammaire et tenter d’extraire
celle-ci de maniére automatique.
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Mais le probléme général d’analyse entiérement automatique de
preuves en langage naturel est extrémement difficile, et loin d'étre

résolu.
Une grammaire pour les preuves orales [Dyb82]

Plus proche de la pensée de son auteur, une preuve orale est souvent
moins formelle qu'une preuve écrite correspondante. Toutefois, comme
I'interlocuteur ne peut pas accéder librement a son contenu, elle doit
contenir plus de connexions, références et déclarations explicites.
Ces informations supplémentaires facilitent 'analyse de la preuve.

On ne sait pas entierement formaliser une langue naturelle.
Cependant, on peut supposer qu’'une preuve soit une unité de discours de
structure rigoureuse, au méme titre qu’une blague ou une histoire.

Afin de capturer cette structure, une analyse de nombreuses preuves
orales a été tentée. Cette analyse a été menée de maniére purement
syntaxique, en évitant d’interpréter les preuves orales par des preuves
formelles.

Les données expérimentales regroupent un grand nombre de preuves
orales, contenant les interruptions de linterlocuteur.

Différents locuteurs, choisis pour éviter les divergences de
structure dues a la langue naturelle utilisée (Anglais) et a leur pays
d'origine, et mis dans des conditions sociales similaires, ont émis ces

différentes preuves orales.

L’analyse de ces données a mis en évidence une structure syntaxique
générale des preuves orales, malgré les variations dans [I'explicitation
des hypothéses, des déclarations et des références et dans la taille des
pas d’inférence, dues aux différents locuteurs. Cette structure
syntaxique se compose de deux niveaux.

La structure de haut niveau décrit I'organisation générale de la
preuve orale, interruptions comprises. De nombreuses marques orales la
matérialisent: “I want to prove that...” ..., “...hence <THEOREM>.".

Une suite de transformations d’une structure logique arborescente
incompléte et d'un pointeur vers un sous-arbre de cette structure
permet de la modéliser. Ces transformations, invoquées par les
marques orales, consistent a compléter pas a pas la structure logique ou
a déplacer le pointeur.

[Dyb82] donne une grammaire et un ensemble de regles de réécriture
d’arbres formalisant la structure logique et Iles différentes
transformations possibles, pour une certaine classe de preuves orales.
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La structure de bas niveau est celle des formules mathématiques,
qui correspondent & certains terminaux de la structure logique
précédente. Les parenthéses ne sont pas prononcées, mais matérialisées
par des pauses et des changements d'intonation.

Exemple:

La formule (ANB)x(CND)=(AxC)n(Bx D) se prononce:

“A intersect B cartesian product with

C intersect D, equals

A cartesian product C intersect with
B cartesian product D.”

Cette structure peut étre modélisée par le méme type de
transformations que celles de la structure de haut niveau.

Vérification de preuve en langue naturelle écrite [Sim88]

La formalisation manuelle d’une preuve en langue naturelle peut étre
assez longue. De plus, elle peut détruire certaines informations utiles au
lecteur. [Sim88] décrit un vérificateur de preuves tentant compte
d’informations habituellement éliminées. Les preuves considérées sont
celles d'un livre d'algébre élémentaire donné, “Elementary Theory of
Numbers” de LeVeque W. J..

La preuve a vérifier est fournie sous forme d’un fichier LATEX.
LATEX est un langage de description de documents souvent utilisé avec
le formatteur de documents TEX, qui permet de produire des documents
mathématiques de grande qualité.

LATEX permet donc une représentation trés peu destructrice des
preuves en langue naturelle écrite.

Dans un premier temps, la preuve est analysée et traduite dans un
langage intermédiaire. Chaque phrase est transformée en une liste
contenant des formules mathématiques formelles et les mots situés
hors de ces formules. L'utilisateur doit expliciter manuellement les
références implicites, en particulier les pronoms.

PROOF CONNECTOR est un programme capable d’analyser
grammaticalement le langage intermédiaire, d’appeler un démonstrateur
automatique pour effectuer les mémes déductions qu’un lecteur de la
preuve.

Pendant I'analyse, il gére le but, le contexte d’hypothéses, lemmes
et définitions, et le contexte structurel courants. Le contexte structurel
indique si I'analyseur considére un pas de récurrence, un cas d’une
analyse par cas, etc..
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PROOF CONNECTOR est écrit en quelques lignes d’un dialecte PROLOG
admettant une certaine forme de variables du second ordre. La simplicité
de la grammaire employée suggére que le systéme ne s’éloigne pas
trop de la “pensée” de I'auteur de la preuve.

Un démonstrateur automatique est en cours d’expérimentation. Plus
généralement, le démonstrateur automatique employé devrait étre assez
puissant pour déduire le but dans les contextes courants, tout en
retournant une preuve formelle simple de cette déduction. Cette preuve
formelle permettrait & PROOF CONNECTOR de construire la preuve
formelle globale. En cas d’échec, il devrait s’interrompre rapidement
pour laisser PROOF CONNECTOR tenter d’autres chemins de la grammaire.

Le vérificateur a permis de vérifier un sixiéme des preuves du livre
considéré. Néanmoins, il a fallu expliciter manuellement la plupart des
pronoms.

6. Discussion

Malgré leur difficulté, voire leur incapacité a démontrer la plupart
des théorémes mathématiques connus, I’apport des outils d’inférence a
la recherche en mathématiques a été substantiel.

Les démonstrateurs automatiques ont permis I'expérimentation et
le développement de systémes formels aux propriétés formelles de
plus en plus fortes. Les vérificateurs automatiques et les
démonstrateurs interactifs ont permis ceux de formalismes au pouvoir
d’expression de plus en plus grand. Actuellement, il existe des cadres
logiques capables d'exprimer le langage, le calcul et les preuves de
larges classes de systémes formels.

Quelques anciennes conjectures, comme le théoréme des quatre
couleurs, ont pu étre démontrées de maniére automatique. Leurs preuves
ont une structure simple, mais elles sont de tailles trop importantes
pour I'étre humain.

Un autre apport non négligeable est la spécification de ML, un
langage de programmation en méme temps polymorphe et fortement typé.

Certains outils d'inférence, comme OTTER, HOL connaissent du
succés auprés des utilisateurs. Voir des outils d’inférence utilisés par
des non informaticiens, notamment pour I'enseignement [Sup84], est
aussi trés encourageant.

Néanmoins, la plupart des outils d’inférence ont été abandonnés.
Les outils d'inférence modernes intégrent plus ou moins bien leurs
possibilités. Par exemple, PC [McC62] était capable de vérifier une
preuve en effectuant les applications de régles d'inférence programmées
par l'utilisateur. Bien que la programmation de la plupart des notions
relatives aux systemes formels fusse laissée a [Iutilisateur, la
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similarité entre ce principe et les opérateurs de tactiques des
démonstrateurs interactifs, beaucoup plus récents, est remarquable.

De nombreux outils d’inférence, anciens ou récents, servent
actuellement a [I'expérimentation. A différents niveaux de
formalisation, ils recouvrent les fonctions de vérification automatique,
démonstration automatique ou interactive, mémorisation et
transformation que nous avons présentées.

Aucun d’entre eux ne posséde les capacités de tous les autres. Le
projet CAP [Hir86] montre bien la possibilité d’envisager la réalisation
d'outils d’inférence pour chaque théorie mathématique connue, selon la
méthode théorie. Le fait que des outils d'inférence fondés sur cette
méthode soient effectivement utilisés [Sup84] justifie ce travail
colossal. Mais un tel systtme n'est pas réalisable a court terme.

Une autre possibilité est de réaliser un environnement gérant
Putilisation simultanée de différents outils d’inférence, en assurant
notamment la correction et la stabilité.

Cet environnement aurait des possibilités inexistantes dans les
systemes actuels.

Les démonstrateurs automatiques, ont été décevants,
relativement aux espoirs fondés sur eux. Pourtant, ils peuvent étre tres
utiles au sein de démonstrateurs interactifs.

Entre formalismes, les transformations permettraient au
systeme de récupérer des théories, des logiques ou des preuves
formelles existantes. Entre logiques, elles feraient collaborer différents
démonstrateurs automatiques. Au sein d’'une logique, elles aideraient les
démonstrateurs automatiques (mise sous forme clausale, nommage).

Plus tard, le traitement de la langue naturelle permettrait a
I'utilisateur d’introduire des preuves ou de récupérer des théories, des
logiques ou des preuves informelles qui existent dans les nombreux
livres mathématiques. Les preuves ainsi récupérées pourraient étre
transformées en langage naturel, puis en preuves formelles. On pourrait
alors les vérifier automatiquement ou les présenter de maniére
hiérarchique et structurée. La capacité de générer et de reconnaitre les
preuves en langue naturelle pourrait étre un facteur déterminant pour
l'acceptation des outils d’inférence par les mathématiciens.

Vu la généralité de la macro-structure des preuves en langue
naturelle [Dyb82], on pourrait méme réaliser un analyseur
indépendant de la logique utilisée. Les parties de preuves
spécifiques & la logique utilisée (formules mathématiques) seraient
laissées a des analyseurs spécifiques. Bien entendu, ces analyseurs
pourraient étre différents selon “la” langue naturelle utilisée (langue,
jargon, preuve écrite ou parlée, etc.).

On peut envisager d'utiliser de nombreux autres outils. Un
formatteur de documents (LATEX) aiderait I'impression de preuves. Un
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outil de calcul formel (MATHEMATICA, MAPLE) vérifierait des théorémes
ou simplifierait des formules dans des théories mathématiques connues,
comme l'algébre élémentaire.

On assemblerait les outils d’inférence pour former des chaines. Par
exemple, une chaine ambitieuse pourrait regrouper les outils de
reconnaissance de [I'écriture, analyse de la langue naturelle,
transformation en logique du premier ordre, nommage, mise sous forme
clausale, démonstration automatique, transformation en déduction
naturelle, linearisation, génération de langage naturel.

Dans ces chaines, les classiques clavier, souris, écran, imprimante
ou les moins courants stylet, microphone, scanner, caméra, etc.
serviraient d’interfaces utilisateur matérielles.

La plupart des outils d'inférence sont d’'un abord difficile pour
I'utilisateur. Cela provient de leur théorie sous-jacente ou de leur
méthode de contrdle. Notamment, les théories sous-jacentes de
certains vérificateurs automatiques, et les méthodes de contréle de
certains démonstrateurs automatiques sont particulierement difficiles.
De plus, leurs interfaces utilisateur sont plus ou moins évoluées et leurs
présentations sont plus ou moins riches.

Leur utilisation simultanée pose d’autres problémes.

lls sont hétérogénes. L'utilisateur doit souvent apprendre la
théorie sous-jacente et la méthode de contréle de chaque outil
d'inféerence qu’il emploie. Notons que plusieurs démonstrateurs
interactifs hétérogénes peuvent étre utilisés a partir d’'une méme
interface utilisateur graphique [TBK92].

lls sont isolés. La programmation et la vérification, par
I'utilisateur, d’interfaces de communication entre plusieurs outils
d’inférence peut étre longue et difficile. Pour n outils d’inférence (n>0),
jusqu'a n(n-1)/2 interfaces (une pour chaque paire d'outil) sont a
réaliser.

Malgré leur multiplicité, nous avons pu classer les outils
d’'inférence selon leur fonction principale et mettre en évidence un
certain nombre de similarités.

On congoit donc aisément un environnement pour homogénéiser et
regrouper les accés a différents outils d’inférence. Pour la méthode de
contrle, une interface utilisateur unique factoriserait les commandes
usuelles comme le réglage des parameétres, la décomposition de buts,
I'appel de régles d'inférence ou de tactiques, etc.. Pour la théorie sous-
jacente, une représentation générique unique factoriserait les notions
usuelles telles que formule, systéme formel, etc.. La majorité de la
théorie sous-jacente et de la méthode de contréle serait donc apprise
une fois pour toutes.
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Concernant I’abord difficile, la théorie sous-jacente et la
méthode de controle de I’environnement ne serait pas toujours plus
simple que celles des outils dinférence employés. Toutefois, un
éditeur structuré, une interface utilisateur graphique moderne
et une présentation graphique usuelle aideraient [utilisateur a
surmonter sa réticence a utiliser des langages de programmation ou des
formalismes spécifiques.

Pour rompre I’'isolement, la généricité de I'environnement et
I'utilisation de vues multiples faciliterait la communication entre
outils d'inférence et la possibilité de considérer plusieurs logiques en

méme temps.

L'utilisation d’'un cadre logique, fondé par exemple sur le principe de
Curry-Howard, est un fondement solide pour la réalisation d’un tel
environnement.

Un cadre logique permet d’exprimer le langage, le calcul et les
preuves d’'une large classe de systémes formels.

Ainsi, il constitue un support pour la communication entre
linterface utilisateur et les divers outils d’inférence (démonstrateurs
automatiques, bibliotheques, etc.).

Il assure la correction des preuves manipulées et la stabilité de
environnement, lors de I'ajout de nouveaux outils d'inférence. Vérifier
la correction des outils d’inférence utilisés n’est plus nécessaire,
contrairement a VT [DS79].

L’environnement peut évoluer. Si le cadre logique était changé, un
transformateur récupérerait automatiquement les informations
(systemes formels, théories et preuves), seules les interfaces entre les
outils d’inférence et le cadre logique resteraient a modifier.

Comme le projet CAP [Hir86], la réalisation d'un environnement
fondé sur un cadre logique est un pas vers celle d'un systéme
universel. Toutefois, la méthode cadre logique ne semble pas imposer
un travail aussi colossal, elle assure naturellement la correction et
la stabilité, et peut facilement récupérer les théories et les preuves
développées avec des méthodes théories ou logiques.

C) Edition graphique et structurée

Cette section présente différents types d’éditeurs existants.
L'analyse de leurs caractéristiques a permis de définir celles de
I'éditeur de preuves. En particulier, 'étude des éditeurs de documents a
mis en évidence des idées encore inexploitées dans les
démonstrateurs interactifs et les éditeurs de preuves existants.

Les éditeurs existants peuvent étre classés en quatre familles:
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- Les éditeurs textuels'4.

- Les éditeurs structurés qui permettent la manipulation de
textes munis d’'une structure de haut niveau.

- Les éditeurs graphiques qui permettent la manipulation
d’éléments graphiques plus divers, avec des dispositions plus
souples et plus riches.

- Les éditeurs simultanément graphiques et structurés.

Les éditeurs de ces quatre familles peuvent aussi étre génériques. Un
éditeur générique permet de spécifier la structure ou la
présentation des informations a éditer.

Nous ne discuterons pas d’interfaces utilisateur graphiques
modernes, ni des commandes du genre annuler, couper, copier, coller,
effacer ou déplacer, présentes dans la majorité des éditeurs récents.
Nous supposerons ces notions connues.

Pour introduire les éditeurs textuels, considérons la notion de
programme. Un programme posséde une structure qui obéit a une
syntaxe déterminée, avec des contraintes contextuelles. Son aspect
visuel est congu pour un affichage sur n’importe quel terminal ou
imprimante, c’est a dire textuel.

Les programmes sont souvent édités a l'aide d’éditeurs textuels tels
que VI ou EMACS. Il existe aussi quelques rares éditeurs structurés
comme celui de THINK PASCAL'S (Macintosh). En effet, EMACS n’est pas
un véritable éditeur structuré, il permet bien de compléter des
programmes a l'aide de formats prédéfinis, mais il ne vérifie pas la
syntaxe de maniére interactive.

Pour introduire les éditeurs graphiques, considérons la notion de
document. Un document est souvent d'une grande richesse graphique.
Il peut contenir des éléments graphiques de différentes natures, tels que
textes, graphiques, tableaux, schémas, formules, photographies,
disposés de maniére structurée. Cette structure est relativement
souple. Les contraintes contextuelles sont relativement faibles. Elles
servent & numéroter les figures ou les sections, et au traitement des
références.

Un document peut étre édité avec un éditeur textuel pour étre
imprimé avec un formatteur de document tel que LATEX. D’ailleurs, on
pourrait facilement écrire un éditeur structuré fondé sur LATEX.

De nombreux éditeurs graphiques (nommés WYSIWYG) tels que
MACWRITE, MACDRAW, MACPAINT, WORD (Macintosh), permettent
conjointement de produire des documents de qualité acceptable, de

14Un texte est une suite de lettres et de symboles de positionnement (espaces, tabulations, retours a
la ligne etc....).
15 'éditeur de THINK PASCAL ne vérifie pas les contraintes contextuelles.
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maniere rapide et agréable. lls proposent une aide superficielle a la
structuration (paragraphes, styles, mode plan, etc.).

Plusieurs éditeurs de documents graphiques et structurés, tels que
INTERLEAF, MENTOR-RAPPORT, FRAMEMAKER ou TEXTURES existent aussi.
Notons que TEXTURES (Macintosh) est un éditeur graphique et structuré
pour les documents LATEX.

Nous présenterons d'autres éditeurs existants, de maniére plus
approfondie, leurs principes (généricité, etc.) étant particuliérement
intéressants.

En résumé, une information (programme, document ou autre) peut
étre graphique ou non. Cependant, postulons que toute information est
structurée.

A priori, une image est une information graphique non structurée. On
montre pourtant (par échantillonnage et dénombrement) que la plupart
des images possibles n’existent pas dans l'univers. En pratique, une
image posséde, le plus souvent, une structure que I'on ne formalise pas
(personnages, objets, etc.).

L’utilisation d’éditeurs non structurés consiste a laisser
'utilisateur vérifier lui-méme la structure de Iinformation
éditée. Notamment, c'est le cas des éditeurs de photographies tels que
PHOTOSHOP (Macintosh).

Du point de vue informatique, une preuve est une information
fortement structurée, pouvant avoir des contraintes contextuelles
(le fait qu’une preuve soit compléte, qu'une branche d’un tableau
sémantique soit fermée, etc.). Du point de vue humain, c’est une
information graphique pouvant contenir de nombreux symboles et
graphismes.

Présentons donc des éditeurs structurés, dont certaines
caractéristiques manquent aux éditeurs graphiques et structurés.
Présentons ensuite des éditeurs graphiques et structurés pour les
documents, puis les preuves.

1. Edition générique structurée

En informatique, les programmes sont les informations structurées,
avec contraintes syntaxiques, les plus manipulées. Les outils les plus
avancés, notamment génériques, en matiére d'édition, sont donc des

éditeurs textuels.
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CSG [Gri87]

CSG (Cornell Synthesiser Generator) est un programme capable de
produire un éditeur structuré, a partir d'une spécification des
termes a éditer.

Cette spécification est composée d’une grammaire hors-contexte,
d’informations d’affichage, de regles d’analyse, de contraintes
contextuelles et de commandes spécifiques. Les contraintes

contextuelles sont spécifiées par des attributs ajoutés a la grammaire.

Les éditeurs produits par CSG partagent la méme interface
textuelle. Chaque éditeur maintient I’arbre de dérivation de la
grammaire hors-contexte, correspondant au fichier en cours d'édition.

Il propose les commandes spécifiques et des commandes usuelles
standard, indépendantes de la spécification. Ces commandes permettent
de transformer I'arbre de dérivation. Copier, couper, coller ou déplacer
un sous-arbre de dérivation sont des exemples de commandes usuelles
standard.

Aprés chaque transformation, les attributs sont mis a jour de
maniére incrémentale, et les contraintes contextuelles non respectées
sont mises en évidence.

Lors de sa construction, un arbre de dérivation peut contenir des
trous, que l'utilisateur peut compléter au clavier ou par les commandes.

CENTAUR [BCDIKLP87], [JR92]

CENTAUR est une version de seconde génération (en LISP) du
systtme MENTOR (INRIA) utilisé depuis de nombreuses années comme
environnement de développement de programmes.

Il forme un environnement interactif et générique. Etant données la
syntaxe et la sémantique d'un langage, il produit automatiquement un
éditeur structuré, un interpréte et d'autres outils de mise au point pour
ce langage.

Pour spécifier la syntaxe et la sémantique du langage objet,
CENTAUR propose plusieurs langages auxiliaires.

METAL permet de spécifier les syntaxes concrétes et
abstraites. Il admet des régles de grammaires pour la syntaxe
concrete, annotées par des indications pour construire les arbres
abstraits.

TYPOL permet de spécifier la sémantique. Il admet des régles de
sémantique naturelle.

PPML permet de spécifier un pretty-printer pour présenter les
termes. Il admet des regles constituées chacune d'un filtre et d'un
format. Le filtre détermine les termes auxquels la regle est applicable.
Le format décrit leur présentation sous forme d’'une boite pouvant
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contenir des terminaux, des variables du filtre ou d'autres boites. Le
type de chaque boite indique si ses éléments doivent étre disposés de
maniére horizontale, verticale, horizontale avec retour a la ligne, etc..
Les variables indiquent les emplacements des présentations des sous-
termes qui leur correspondent. Elles permettent un appel récursif au
pretty-printer.

Le noyau de CENTAUR représente et manipule les données internes.

Une machine logique PROLOG traite la sémantique.

VTP (Virtual Tree Processor) traite la syntaxe abstraite. C’'est un
module générique de manipulation de structures arborescentes
annotées. Une classe de structures arborescentes annotées étant
spécifiée, il fournit des primitives pour manipuler les structures de

cette classe.
VTP est général, fiable et stable, indépendant de CENTAUR. Mais
sa rapidité et la compacité des données manipulées sont encore a

améliorer.
C'est le ceeur de I'éditeur structuré de CENTAUR. Les primitives

qu’il fournit constituent les manipulations de base de I’éditeur, les
manipulations plus complexes étant programmées en LISP a partir de ces
primitives.

L'interface utilisateur graphique, moderne (menus, boutons,
fenétres, etc.) et portable (fondée sur X-WINDOWS) de CENTAUR, a été
réalisée a partir d’'une bibliothéque standard Le_Lisp.

Les fenétres de CENTAUR contiennent des vues textuelles pouvant
étre éditées de maniére structurée. Les textes de ces vues
correspondent aux différents formalismes prédéfinis de CENTAUR, ou
définis par I'utilisateur, ou & des imbrications de ces formalismes. lls
peuvent dépendre les uns des autres, la modification de I'un entrainant
la modification de plusieurs autres.

Bien qu’originalement prévu pour le développement de programmes,
CENTAUR permet [I'édition d’autres types de documents
structurés.

CENTAUR-RAPPORT, HYPER-CENTAUR [Ver89]

CENTAUR-RAPPORT est une expérience similaire 8 MENTOR-
RAPPORT. Il constitue une extension de CENTAUR pour I'édition de
textes structurés.

HYPER-CENTAUR est une extension de CENTAUR facilitant la mise en
place de liens non hiérarchiques, matérialisant les références a des

- 104 -



5 - Etat de PArt - 29/05/94

parties de documents. Quand on modifie un document contenant des
objets référencés, ces liens sont automatiquement mis & jour.

L’application d’'HYPER-CENTAUR a CENTAUR-RAPPORT permet de
construire des outils de type hypertexte [Ver89].

THEO [Des88a], [Des88b]

THEO est un autre démonstrateur interactif générique réalisé sous
CENTAUR et écrit en TYPOL. Les logiques objets sont elles aussi
représentées en TYPOL. THEO bénéficie de I''UGG de CENTAUR et de son
langage de présentation graphique de termes, PPML.

Aprés avoir spécifié une logique objet et un séquent & prouver,
I'utilisateur peut construire une preuve, de maniére bottom-up, en
choisissant un but & développer, une tactique & lui appliquer et ses
arguments éventuels, avec la souris, jusqu’a ce qu'il n’y ait plus de buts.

Parmi ses tactiques primitives, THEO propose des facilités de
démonstration automatique (“prolog”, “breadth first”, “complete”),
d’édition (“cut’, “paste”) et permet de construire les preuves pas a pas
(“user”).

Contrairement au démonstrateur interactif décrit dans [Has88],
THEO ne mémorise pas les arbres de preuves TYPOL complets, tels qu'ils
sont présentés a I'écran. La forme choisie pour mémoriser les preuves
est plus compacte et plus proche de la représentation des preuves dans
les formalismes issus de AUTOMATH ([CH88], [HHP89]). Une preuve est
représentée par un terme défini inductivement par (R est un nom d'un
schéma d'axiome, d'un régle d’inférence ou d’un théoréme de la logique
objet, T est un séquent objet, P, sont des termes qui représentent des
preuves):

R:T preuve primitive
T séquent a prouver
(RP,...,P,) application

Avec cette représentation, une seule régle de résolution suffit pour
construire les preuves:

Pl n:—f—,c = P(np)/c]

Ou P, n:£ et ¢ sont respectivement des instances de la preuve courante,
c

de la regle d’inférence objet de nom n et d’'un séquent & prouver de la
preuve courante. Ces instances sont déterminées par unification de la
conclusion de la régle d'inférence objet choisie et du séquent a prouver
choisi dans la preuve courante.
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[Des88a] présente ensuite différentes alternatives pour représenter
les preuves. Pour chacune de ces alternatives, on peut définir une régle
de résolution similaire.

La premiere alternative, moins compacte, consiste a ajouter un
argument a l'application (R P,...,P,) pour chaque méta-variable de la régle
d’inférence objet de nom R qui apparait dans sa conclusion, mais pas
dans ses prémisses. Cet argument sert a mémoriser les termes
substitués a ces méta-variables, au sein de la preuve, ce qui n’était pas
possible avec la forme de représentation précédente.

La deuxiéme alternative consiste a considérer les preuves comme
des schémas dont les variables représentent les séquents a prouver.
Cette alternative se rapproche de la représentation des preuves dans les
formalismes issus de AUTOMATH.

En fait, dans ces formalismes, les preuves et les regles d'inférence
objets sont représentées par des schémas dont les variables
représentent non seulement les hypothéses (séquents a prouver) et les
prémisses, mais aussi toutes les méta-variables de ces hypothéses et
prémisses.

Telle quelle, cette représentation est beaucoup moins compacte que
celle de THEO. Mais la synthése automatique des arguments implicites
[CH88] permet de représenter les preuves de ces formalismes par des
termes plus compacts et plus proches de ceux de THEO.

Application a I'édition de preuves [Has88]

L'utilisation de CENTAUR pour construire des arbres de preuves
pas a pas est presque directe. Tous les systémes de Gentzen peuvent
étre définis en TYPOL, sous leur présentation usuelle. [Has88] montre
ainsi comment réaliser un démonstrateur interactif fondé sur les
notions de but et de tactique.

Ce démonstrateur interactif permet la construction “top-down” de
preuves dans deux fenétres, une fenétre Preuve et une fenétre regles.
Le processus de construction correspond au cycle principal suivant:

- Sélectionner un but non résolu dans la fenétre preuve (avec
la souris).

- Demander le développement de ce but. Cest a dire faire
apparaitre la liste des régles d'inférences applicables dans
la fenétre regles.

- Sélectionner une régle d'inférence dans la fenétre régles.

- Demander rl'application de la regle d’inférence sélectionnée
au but sélectionné.
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Aprés application d’'une reégle d’'inférence, ses prémisses forment de
nouvelles feuilles de l'arbre de preuves, qui constituent de nouveaux
buts a résoudre.

Quelques commandes auxiliaires facilitent [I'utilisation du
démonstrateur interactif:

- Certains buts peuvent étre évalués de fagon externe. Une
évaluation réussie peut générer de nouveaux buts a résoudre.

- Les pas de preuves intermédiaires peuvent étre cachés16.

- Les différentes transformations d’'une preuve peuvent étre
annulées. On peut ramener celle-ci a n’importe quel état
précédent.

- L’'ouverture et la fermeture d'un niveau de profondeur
numérotée permet d’isoler la résolution d’'un but. Cet

isolement correspond a considérer le but comme un lemme.

Notons que la portée de la commande d’annulation est limitée au niveau
courant. La mémoire utilisée pour I'annulation au dela du niveau courant
peut étre récupérée sur demande.

Une possibilité particulierement importante est celle d’automatiser
la production d’applications de régles d’inférence, notamment par
induction structurelle, a l'aide de tactiques.

Les commandes (sélection, développement, application) et les
fonctions (affichage, menus) de [I'éditeur forment les tactiques
primitives. Les réegles TYPOL (compilées en programmes PROLOG)
permettent de composer ces tactiques primitives.

Mélanger les tactiques automatiques et les décisions de
I'utilisateur est trés facile. En fait, l'interaction de [I'éditeur avec
I'utilisateur est considérée comme une tactique particuliére:

command
display<c{—>0o> menu<cp—»>CMD,03> o3| CMD: o4 tactic<TAC> o4 | TAC

61 F "user"

La description précédente définit la tactique “user”, qui consiste a:

- Afficher l'état courant.

- Attendre une commande utilisateur.

- Exécuter la commande.

- Appeler la tactique courante, qui est le plus
souvent la tactique “user”.

16Cette possibilité ne correspond pas a l'introduction de regles dérivées, tous les pas de preuves sont
ici cachés en bloc.
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2. Edition générique graphique et structurée de documents

Les éditeurs graphiques de documents les plus évolués sont des
éditeurs génériques. Considérer une structure est indispensable pour
décrire une présentation graphique générique. Présentons donc des
éditeurs de documents en méme temps graphiques, génériques et
structurés.

LILAC [Bro88]

LILAC est fondé sur l'utilisation de deux fenétres contenant deux
vues différentes du document édité. Une vue textuelle, appelée vue
source, contient le programme qui décrit le document par sa structure
logique, sa présentation et son contenu. Une vue graphique WYSIWYG,
appelée vue page, contient 'image du document, c’est & dire la sortie du
programme.

L'utilisateur peut indifféremment éditer les deux vues a I'aide du
clavier et de la souris. En pratique, il modifie essentiellement la vue
page, ce qui correspond a modifier le programme en modifiant sa
sortie.

La vue source permet d'effectuer les manipulations difficiles ou
impossibles dans la vue page (structure logique, contraintes,
comportement conditionnel). Mais le programme sert surtout a décrire
le comportement des manipulations WYSIWYG.

Une structure de données hiérarchique est associée a chaque vue.

L’arbre abstrait syntaxique du programme correspond a la vue
source. LILAC le manipule plus facilement que le texte méme de la
fenétre.

Une structure qui décrit le type, la position et les dimensions des
éléments constituant Iimage du document correspond a la vue page.
Cette structure est formée de boites et de colle.

Les notions de boites et de colle sont empruntées 4 TEX. Une boite
est un rectangle invisible contenant une substance visible, I'encre. Une
page, une ligne, un mot sont des exemples de boites. Les boites sont
reliées entre elles par de la colle, une substance invisible matérialisant
les espaces entre les boites et I'élasticité de ces espaces. Les boites et
la colle sont disposées en listes horizontales ou verticales, formant de
nouvelles boites appelées boites composées.

Cette structure de boites joue un réle fondamental pour la
sélection, la mise en évidence et la mise a jour incrémentale de I'image:
elle permet de lier I'arbre syntaxique abstrait & son image, de maniére
bidirectionnelle.
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Chaque structure de données peut étre traduite vers l'autre par un
algorithme de transfert. La rapidité de ces algorithmes est vitale:

- Ces algorithmes sont incrémentaux: Si I'on modifie une partie
de l'une des structures, l'algorithme recalcule uniquement la
partie correspondante dans l'autre structure.

- Le langage de programmation utilisé est de type fonctionnel,
mieux encapsulé qu’'un langage de macros (comme celui de
TEX). Des appels fonctionnels demeurent en effet des unités
syntaxiques, alors qu’une structure de macros est développée
en une chaine de caracteres.

- La structure des programmes est la plus proche possible de
celle des documents, et donc de la structure de boites.

L'éditeur WYSIWYG a été étudié pour traiter le plus simplement
possible les structures définies par [I'utilisateur. C’est la structure
logique qui spécifie les manipulations WYSIWYG possibles. En cela, LILAC
se comporte comme un éditeur syntaxique indirect.

EDIMATH [Qui87]

EDIMATH est destiné aux formules mathématiques. L'intérét de
ces formules est leur structure logique figée. On représente une
formule mathématique par un arbre dont les feuilles sont des symboles
ou des chaines de caractéres, et les noeuds sont les constructeurs de la
structure logique.

La formulel7:

f): n
% (kglsinzxk(t) )f(t)dt

0

17 ’image présentée a été effectivement construite avec EDIMATH.
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est ainsi représentée par I'arbre:

formule

fraction intégrale bloc chaine

I gl | O 'f(t)dt'
|
numérateur  dénominateur limite sup. limite inf. |
I I racine I |
chaine chaine I chaine |
1 2n chaine 0 |

y

Comme LILAC, EDIMATH est fondé sur I'utilisation d’une structure de
boites, utile pour I'affichage, et la reconnaissance des sélections faites
avec la souris.

Mais cette structure de boite est isomorphe a larbre qui représente
la formule: Une boite est associée a chaque constructeur, symbole ou
chaine de caractére utilisé. Les régles de positionnement et de
dimensionnement de ces boites sont figées.

Toutes les manipulations de formules peuvent donc se faire dans une
vue graphique, EDIMATH est un éditeur a une seule vue.

L’algorithme de calcul des boites effectue un parcours “bottom-up”
de larbre représentant la formule.

Au niveau de chaque feuille, il calcule les dimensions d’'un rectangle
appelé boite, englobant la chaine de caractéres associée.

Au niveau de chaque nceud, il positionne les symboles et les sous-
boites contenus, avant de calculer les dimensions de la boite englobante.
Ce positionnement est défini par le constructeur associé au nceud, il
tient compte de la taille des symboles et des sous-boites, et évite les
recouvrements.

Liste des constructeurs définis dans EDIMATH:

- exposant: un constituant,

- indice: un constituant,

- fraction: deux constituants, le numérateur et le
dénominateur,

- racine: un constituant,

- Intégrale: deux constituants, les deux bornes,

- triple: trois constituants, principal, inférieur et
supérieur,
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- Vvecteur: un nombre variable de constituants, les
éléments,

- bloc: trois constituants, les deux symboles
délimiteurs et le contenu.

En plus de ces huit constructeurs de base, et des chaines de
caracteres, EDIMATH utilise la notion de symbole. Un symbole est un
caractére qui doit subir un traitement particulier. Deux formes de
symboles sont utilisées: les symboles de grande taille (union, somme) et
les symboles élastiques (radical, barre de fraction).

Notons que [Iutilisation de symboles de grande taille pourrait
maintenant étre évitée en utilisant des polices de caractéres définies
mathématiquement (Postscript, TrueType), dont les caractéres peuvent
étre agrandis a volonté.

Pour I'édition graphique et structurée de documents, on pourrait
tenter de généraliser I'utilisation de constructeurs au sens d’EDIMATH.
C’est I'approche choisie dans MENTOR-RAPPORT. Cette solution affaiblit
toutefois la richesse des documents en spécifiant leurs entités et leur
organisation de maniére définitive.

GRIF [Qui87]

Contrairement & LILAC, GRIF sépare la structure logique, la
présentation et le contenu des documents.

La structure logique et la présentation sont programmées de
maniére extérieure a I'éditeur. Le contenu est édité de maniére WYSIWYG.
Comme EDIMATH, du méme auteur, GRIF est un éditeur de documents
a une seule vue.

Le langage de programmation des structures logiques, appelé méta-
modéle, permet de décrire de fagon homogéne des modéles représentant
des classes de documents. Certains documents peuvent contenir des
objets tels que tableaux ou formules mathématiques. Les classes de ces
objets peuvent étre définies dans le méta-modéle. Leurs instances
peuvent étre insérées dans tout document. Par exemple, l'auteur a utilisé
le méta-modele pour redéfinir les formules mathématiques telles
qu’elles existent dans EDIMATH.

Le méta-modéle est un langage de description qui permet de définir
des éléments génériques. Le nommage de ces éléments introduit une
certaine forme de typage.

Les éléments génériques primitifs sont la chaine de caractéres, le
graphique (formes géométriques simples), I'image et le symbole. Les
constructeurs suivants permettent de composer ces éléments:
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- L’agrégat définit un élément constitué d’une suite d’éléments
de types donnés.

- La Jliste définit un élément formé d'une succession
d’éléments de type donné.

- Le choix définit un élément dont le type appartient & un
ensemble donné.

- L'unité (extension du choix) représente un élément primitif,
un modele externe ou un élément exportable de la structure
logique.

- La référence représente un renvoi a un élément de type donné
ou a un élément associé (note, graphique) dont la position
n'est pas figée dans le document.

Finalement, des attributs sémantiques peuvent étre associés a tout
élément, primitif ou composé, pour indiquer s'il constitue une entrée
d'index, le titre d’une ceuvre, s'il est dans une langue particuliére, etc..

Un autre langage de programmation permet de décrire la
présentation en termes abstraits, indépendamment de tout appareil.
Toutefois, la présentation finale tient compte des limites de I'appareil
utilisé.

Une structure de boites représente les documents de maniére
interne. Comme dans EDIMATH, et contrairement a LILAC, il n'y a pas de
colle. Mais des régles de positionnement et de dimensionnement fondées
sur la définition de huit axes, sont associées a chaque boite.

Left VMiddle Vref  Right
| I
Top : ;
I I
| |
HMiddle — | — — — — — | — — — - — 4+ -
I I
HRef =— | — = — — — |— — - F - 4 -
Bottom ] ]
|

Huit axes des boites de GRIF.

L'objet du langage de présentation est de construire la structure de
boites, et les instances de regles associées, a partir de la structure
logique et du contenu du document é&dité.

Pour cela, il permet d’introduire de nouvelles boites pour la
numeérotation, les en-tétes et les regles de mise en page, de décrire le
contenu des boites des images, des éléments graphiques et des
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symboles, de décrire la mise en valeur des attributs. Finalement, il
permet de spécifier les relations donnant les dimensions et les
positions relatives des différentes boites utilisées: les boites associées
aux éléments de la structure logique du document, les boites de
présentation ajoutées pour les besoins de la présentation et les boites
de mise en page crées implicitement par les régles de mise en page.

En résumé, GRIF est un éditeur de documents, graphique, structuré, a
une seule vue et paramétrable par la structure logique et la présentation
des documents. En cela, il constitue une généralisation d’EDIMATH,
de MENTOR-RAPPORT et de LILAC.

Autres principes de visualisation [SB92]

L'image d’'un document étant donnée, plusieurs méthodes permettent
sa visualisation sur un écran. La plupart de ces méthodes présentent des
inconvénients: Si on réduit I'image a la taille de I'écran, ses détails
peuvent disparaitre. Si on ne visualise qu’'une portion de image, en la
déplagant & l'aide d’ascenseurs ou d’hyper-liens, la structure globale
de limage n’apparait pas. Si on utilise plusieurs vues, de plus en plus
rapprochees, des portions d’écran sont redondantes, donc gaspillées.

[SB92] propose une méthode de visualisation résolvant ces trois
problemes. Elle consiste a visualiser I'image, comme si la fleche de la
souris était une loupe.

Le programme décrit s’applique aux graphes. De nombreuses
méthodes existent, pour calculer une présentation esthétique de graphes.
On suppose donc une telle présentation donnée, sous la forme suivante:

A chaque nceud est associée une boite et une importance relative. La
boite est définie par sa taille et la position de son centre. Les arétes du
graphe relient les centres de différentes boites.

Lorsque [I'utilisateur déplace le point de mire, matérialisé par la
fleche de la souris, les boites proches ou importantes sont agrandies,
les boites éloignées ou secondaires sont réduites. Pour simuler le
fonctionnement d’une loupe et éviter les recouvrements, les boites
autour du point de mire sont dispersées suivant une fonction de
distorsion, appliquée aux coordonnées cartésiennes, ou, plus
naturellement, a la distance des coordonnées polaires:

d+r
dr+1

g(r)= d est le paramétre de

distorsion, le programme est en
effet contr6lé par quelques
paramétres de ce type.
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Le mouvement est naturel, car la position du point de mire est identique
avant et apres transformation.

Une boite et son contenu peuvent étre affichés ou omis,
séparément, en fonction de la taille finale de la boite. Cette taille
dépend de sa position et de son importance.

La fonction de distorsion n'est appelée que pour un nombre restreint
de points de chaque boite. Ainsi, les boites et les arétes restent
respectivement rectangulaires et linéaires dans 'image finale. Des
arétes, initialement disjointes, peuvent donc se croiser. Mais
les calculs a effectuer sont considérablement réduits. En pratique, le
temps de calcul des boites est négligeable devant le temps d’affichage.

[SB92] rappelle aussi I'existence d’autres systemes de visualisation
de graphes: :

Par exemple, PERSPECTIVE WALL [SB92] applique une image en deux
dimensions sur trois panneaux en trois dimensions. Le panneau central
montre les détails et les panneaux des cotés, fuyant vers [I'infini,
montrent la structure globale.

La démarche de CONE TREE [SB92] consiste a représenter un graphe
en trois dimensions, de maniére a ce que chaque nceud soit le sommet
d’un céne, ses fils étant disposés en cercle sur le céne. La visualisation
se fait en trois dimensions, avec des calculs d’ombre et de transparence.
On se déplace “dans” le graphe avec une caméra, dont I'objectif se
comporte comme une loupe.

3. Edition graphique et structurée de preuves

Il existe d’une part, des outils d’inférence paramétrables par
la logique utilisée (partie précédente), d’'autre part, des éditeurs
paramétrables par la présentation (section précédente).

Envisageant d’étendre la généricité de Ila présentation aux
outils d’inférence, nous présentons quelques interfaces d’outils
d’inférence, capables de présenter les preuves graphiquement.

Une interface spécifique [Bra92]

Cet article présente un outil d'inférence avec son interface
graphique. Nous l'avons choisi pour l'intérét de la logique utilisée.
Toutefois, la forme de linterface utilisateur graphique employée est
relativement classique...

En logique temporelle, la vérification de modeéles consiste a
démontrer une formule donnée, pour un systeme donné. La méthode
traditionnelle parcourt I'ensemble des états du systéme et échoue
lorsque cet ensemble est infini. Une extension de la méthode des
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tableaux sémantiques, présentée par [I'auteur, permet de traiter des
systémes dont le nombre d'états est infini.

Cette méthode ne permet de démontrer a la main que des formules
tres simples, pour des systémes trés simples. Au contraire, un
démonstrateur interactif est trés utile, car de nombreux calculs peuvent
étre automatisés.

Ainsi, [Bra92] présente un démonstrateur interactif avec son
interface utilisateur graphique, respectivement écrits en ML et en
C, sous X-WINDOWS, et reliés par un pipe UNIX.

La logique utilisée est le u-calcul modal, dont les formules sont
définies par (K est un sous-ensemble de I'ensemble L des étiquettes, Z
est une variable):

Z variable

- négation
DD, conjonction
D v, disjonction

[K]D nécessité
<K>P possibilité

vZ.D plus grand point fixe
wZ.@ plus petit point fixe

Pour traiter les formules de point fixe, on utilise la notion de
définition.

Ainsi, les noeuds des tableaux sémantiques contiennent des séquents
de la forme S,® ou S est un ensemble d’états, & est une formule du n-
calcul modal, sous forme normale positive, et A est une liste de
définitions.

Un ncoeud du tableau est valide ssi c’est une prémisse d’une
application correcte d'une régle d'inférence ou une feuille qui ferme une
branche ou termine un motif de branche infinie, c'est a dire, qu’elle est
déja apparue plus haut dans la branche.

L'outil permet de choisir différents systémes. En particulier, il
contient un module pour la description de réseaux de Pétri. Un réseau
de Pétri est un triplet (s, T,F) ol s est un ensemble de places pouvant
contenir des jetons, T est un ensemble de transitions pouvant ajouter ou
retirer des jetons aux places et r est une fonction décrivant T
formellement.

Pour appliquer la méthode aux réseaux de Pétri, les propositions
atomiques sont les (in)égalités linéaires sur les contenus des places et
les états sont décrits par des combinaisons booléennes de telles
(in)égalités.
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Un systeme est spécifié par une structure de données ML. Dans le
cas des réseaux de Pétri, un simple codage de la définition suffit.

a B

b C

Réseau de Pétri utilisé dans 'exemple.

L’interface utilisateur est composée d’'une fenétre graphique
contenant le tableau sémantique. L'inversion vidéo indique le noeud
sélectionné. Un cadre estompé indique un noeud dont la validité n'a
encore pas été reconnue.

Des boutons surmontent cette fenétre:

(Make Root) (Apply) (Chk rule) (Edit) (Show) (WTEdit) (WChK) (Auto-Appiy) (Log)

SO = 10 L2

T = 10 =T

Entrée d’une formule

by

Make Root permet a [Iutilisateur d’entrer le séquent initial au
clavier. L’analyseur syntaxique utilisé provient de ML-YACC.

Apply applique une régle d'inférence au nceud sélectionné. La regle a
utiliser est entiérement déterminée par la formule. Pour la disjonction
et la possibilité, elles nécessitent des précisions supplémentaires de la
part de [Iutilisateur.

Chk rule vérifie la validité d’un nceud. Il appelle des fonctions
spécifiques au systéme choisi.

Edit permet a [I'utilisateur de modifier I'ensemble des états d’'un
nosud. Bien entendu, le noeud modifié et ses parents ne sont plus marqués
valides.

Auto-Apply applique toutes les regles d'inférences ne nécessitant
pas d’intervention de [Iutilisateur.

Show montre des informations concernant un nceud.

Log montre la séquence de messages produite par I'outil pendant la

session.
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(Make Root) ( Apply ) (ChK rule) (Edit) (Show) (WTEdit) (WTTHK) (Auto-Apply) (Log)

HCAa = D} I- (v Z.(A = DY a <))
{a=Dy-2_1
(A = D} I- (A= 1D} a<oZ_1)

KA = DY I-{{A = 1))

A= IN-7 ¢

Etat du tableau aprés Auto-Apply et développement de la possibilité. Il reste & montrer la validité de
la feuille de droite. Chk rule peut détecter qu'elle termine un motif de branche infinie.

Le fait qu’'un point fixe soit vrai pour un état peut dépendre du fait
qu'il soit vrai pour d’autres états. Toutefois, il ne doit pas exister de
chaine infinie de dépendances. Parfois, I'existence d’une relation
exprimant la convergence des dépendances permet d’affirmer qu’il
n'existe pas de telle chaine.

WfEdit permet a I'utilisateur d’entrer une telle relation. Dans le cas
des réseaux de pétri, c’est une combinaison booléenne d’'(in)égalités
entre les contenus des places aux différents états.

WfChk vérifie si les états de tous nosuds concernés vérifient la
relation.

Une interface pour les démonstrateurs interactifs [TBK92]

[TBK92] présente une interface utilisateur destinée aux
démonstrateurs interactifs fondés sur les notions de buts et de
tactiques.

De nombreux avantages découlent de sa réalisation indépendante
du démonstrateur interactif employé: On a pu la réaliser dans un
langage de programmation approprié. Elle permet d’utiliser
différents démonstrateurs interactifs, réalisés dans
différents langages de programmations. On peut la lancer sur une
machine séparée. Son portage est indépendant de celui des
démonstrateurs interactifs.

Notamment, linterface expérimentale, réalisée sous CENTAUR
[BCDIKLP87], a été utilisée pour HOL [Gor87], ISABELLE [Pau88] et le
démonstrateur interactif en A-PROLOG [FM87].

Sous linterface, le démonstrateur interactif employé est caché a
I'utilisateur. Ce dernier ne voit constamment que deux fenétres. Une
fenétre contient la liste des buts restant a développer. L’autre
contient le script de tactiques représentant les actions déja
effectuées par I'utilisateur, en termes de tactiques et d'opérateurs de
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tactiques. Tant qu’il reste des buts a développer, ce script est
incomplet. A chaque but correspond en effet un “trou” du script.

A tout moment, on peut afficher une fenétre contenant le graphe
des théories utilisées. En cliquant sur un nceud de cette fenétre, la
liste des théorémes de la théorie correspondante apparait. L’interface
permet en effet de manipuler les gestionnaires de théories des
différents démonstrateurs interactifs.

L'utilisateur peut choisir un but et une tactique a lui appliquer,
en entrant le nom et les arguments de la tactique a la place du trou qui
correspond au but.

Pour aider ['utilisateur, I'interface propose un menu des
tactiques applicables a un trou sélectionné dans la fenétre script.
Pour calculer ce menu, chaque tactique est associée a une fonction qui
vérifie si elle peut étre appliquée a un but.

De méme, elle propose un menu des réécritures applicables a un
terme sélectionné dans la fenétre buts. Pour calculer ce menu,
I'interface recherche les théorémes de la forme Vx,...,x, A=B dans la
hiérarchie de théories utilisée.

Quand l'utilisateur a besoin d’entrer un théoréeme comme argument
d’'une tactique, il peut cliquer sur la liste des théorémes d'une
théorie.

Le but de ces manipulations est de remplacer chaque trou par le
code d'appel d’une tactique. En cliquant sur le bouton Expand, la tactique
est appelée et les deux fenétres principales sont mises a jour. En
particulier, les opérateurs de tactiques adéquats sont introduits dans la
fenétre script.

L’interface propose deux fonctions d’annulation de principes
différents. L’annulation historique consiste a revenir a un script
précédent. L'annulation locale consiste a remplacer une partie de script
par un trou.

L’intégration aux démonstrateurs interactifs, d'un protocole de
communication spécifique avec Iinterface, est évitée par
'exploitation directe de leurs entrées et sorties standards.
Toutefois, on doit souvent modifier la fonction de sortie d’un
démonstrateur interactif pour qu’elle produise des données facilement
analysées par l'interface.

Du démonstrateur interactif vers I’interface, le protocole de
communication est spécifié par un ensemble d’actions possibles.
Chaque action est définie par les marques délimitant la communication
dans la sortie standard du démonstrateur interactif, I'analyseur et la
commande a employer.
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Inversement, l'interface produit des commandes et des termes
analysés par le démonstrateur automatique. Les termes entrés
directement par l'utilisateur ne sont pas analysés par linterface, mais
transmis au démonstrateur interactif.

Pour présenter les buts, les scripts et les termes produits par le
démonstrateur interactif, I'interface utilise les modules de présentation
textuelle et graphique de CENTAUR. Notamment, la couleur est employée
pour mettre les termes de méme types en évidence.

En particulier, PPML [BCDIKLP87] permet de présenter les formules
en spécifiant les symboles & utiliser, leur espacement et leur décalage
vertical, pour chaque constructeur.

Pour une vitesse acceptable de [linterface, les algorithmes de
présentation et de communication sont incrémentaux.

4. Discussion

Comme un document, une preuve peut étre décrite par une
structure logique, une présentation et un contenu. Un éditeur de
preuves paramétrable par la logique et la présentation doit, comme
LILAC ou GRIF, et contrairement a EDIMATH ou MENTOR-RAPPORT,
permettre de décrire ces trois composantes. Comme dans GRIF, et
contrairement a LILAC, il est souhaitable de séparer les descriptions de
ces trois composantes afin, par exemple, de réutiliser les structures
logiques ou de changer leur présentation.

Un langage de définition doit permettre de décrire la structure
logique des systéemes formels et des preuves. Bien entendu, les
langages de définition proposés par les éditeurs de documents sont trop
faibles. De méme, les formalismes de CENTAUR sont moins bien adaptés
a la description de systemes formels qu'a celle de langages de
programmation. Bien que TYPOL suffise a spécifier certains systémes
formels [Des88], [Has88], il n'a pas été étudié dans ce but.

Employer un cadre logique est donc préférable. Notons que TYPOL
pourrait servir de langage de programmation pour implémenter un cadre
logique [Des88]. Mais il n’existe pas encore d’éditeur de preuves
genérique graphique, fondé sur un cadre logique. Par exemple, ALF
[ACN90] est un éditeur de preuves graphique fondé sur la théorie
constructive des types. |l pourrait donc servir a définir des systémes
formels, comme NUPRL [C+86]. Mais il n'est pas générique du point de vue
de la présentation.

Notons que linterface décrite dans [TBK92] ne propose ni logique ni
cadre logique. La construction de preuves dépend donc du démonstrateur
interactif employé et [Iintroduction graphique de formules par
I'utilisateur est impossible. Cette interface n’est donc pas générique,
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mais elle factorise les similitudes des différents démonstrateurs
interactifs qu’elle fédere.

Des outils comme VTP [BCDIKLP87] ou CSG [Gri87] pourraient servir
a réaliser le noyau d'édition pour le cadre logique. Cependant, nous
désirons employer un cadre logique existant. La syntaxe abstraite des
cadres logiques existants étant stables et trés simple, une
implémentation directe est peut &tre plus facile et vraisemblablement
plus efficace. Notons que des attributs, au sens de CSG, pourraient
traiter des contraintes contextuelles (le fait qu’une preuve soit
complete, qu’'une branche d'un tableau sémantique soit fermée, etc.) non
formalisées dans le cadre logique choisi.

Un langage de présentation peut servir a décrire la
présentation graphique des preuves. Vraisemblablement, il doit étre
fondé sur la notion de structure de boites.

Le langage PPML utilisé sous CENTAUR est simple et concis.
L'utilisation du filtrage est particulierement pratique, pour indiquer les
occurrences de termes. Mais les dispositions possibles pour les boites
sont relativement limitées. Elles correspondent en effet aux capacités
d’un pretty-printer.

Le langage de présentation décrit dans GRIF est presque aussi
simple. Méme si sa syntaxe est plus lourde, la possibilité de réutiliser
les présentations le rend plus concis en pratique. Mais surtout, il est
plus puissant: Il permet notamment de spécifier la présentation des
formules d’EDIMATH. Lui ajouter une notion de filtre ou d’occurrence
permettrait de I’adapter facilement a la présentation de termes.

Quand une structure de boites ne rentre pas dans la surface d’écran
allouée, on peut utiliser des méthodes de visualisation similaires a
celles décrites dans [SB92].

Comme EDIMATH ou GRIF, un éditeur doit permettre d'éditer le
contenu dans une vue unique, avec la présentation choisie par
l'utilisateur. Il ne doit pas, comme LILAC, imposer de vue pour
programmer ce contenu. Toutefois, plusieurs parties peuvent composer
une vue [TBK92]. :

Pour la manipulation de texte (CSG) ou de structures de boites
(GRIF), un éditeur structuré permet de manipuler un contenu via son
image & I'écran. Soulignons la similitude entre CSG et GRIF en notant
que les boites sont représentées, de maniére interne, par des termes.
Ces termes possédent des attributs (position, dimension, contenu) dont
le calcul peut étre contextuel et incrémental.

L'objet du projet CENTAUR [BCDIKLP87] est de produire un atelier de
programmation comprenant éditeur, interpréte, et debugger a partir des
spécifications formelles d’un langage de programmation. On peut faire le
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rapprochement entre logique et langage de programmation, preuve et
programme, correction et respect des spécifications. D’autres
similitudes existent certainement. Ainsi, l'activité de démonstration
peut étre vue comme une activité de programmation. Dans ce sens, des
travaux indépendants ont consisté a employer CENTAUR pour construire
des preuves [Des88], [Has88].

Ainsi, I'éditeur de preuves pourrait étre vu comme une sorte de
CENTAUR adapté aux logiques. On pourrait donc copier
I’architecture de CENTAUR. Son interface utilisateur graphique
moderne, portable et puissante serait conservée. Le langage de définition
remplacerait METAL et TYPOL. Le langage de présentation remplacerait
PPML. Le noyau de traitement des termes du cadre logique remplacerait
VTP.

Du point de vue de la communication I'idée consistant a exploiter
les entrées et les sorties standard permet de réutiliser sans
modification de nombreux outils d’inférence. Cette idée, décrite dans
[TBK92], a été utilisée pour les premiéres interfaces utilisateur
graphiques des outils d’inférence de ATINF [BCC88], [CH93].
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VI. Réalisation

Introduction

Ce chapitre décrit la réalisation de GLEF (Graphical Logical Edition
Framework), un éditeur de preuves graphique interactif et paramétrable
par la logique utilisée. Permettant la communication entre différents
outils d'inférence, il réalise lintégration d’ATINF (ATelier d’'INFérence).

La premiére partie de ce chapitre décrit les notions formelles
développées pour GLEF. La deuxiéme partie décrit sa programmation
proprement dite.

A) Réalisation formelle

Dans un environnement de programmation (LISP, CAML, A-PROLOG),
une collection de primitives pour manipuler et présenter des termes
pourraient former un éditeur de preuves générique. Mais I'utilisateur
devrait apprendre une partie du langage de programmation pour appeler
ou paramétrer ces primitives.

Employer un langage de spécification adapté aux systémes
formels est préférable. Bien qu’un tel langage impose aussi une certaine
forme de programmation a I'utilisateur, ce travail de programmation est
minimal.

La séparation des spécifications de la définition et de la
présentation d'un systéme formel est utile. Elle permet notamment
d’'omettre la présentation et d'utiliser une présentation par défaut, pour
spécifier rapidement un systéme formel. Elle permet aussi de spécifier
plusieurs présentations pour un méme systéme formel. Ainsi,
I'utilisateur peut employer une présentation respectant ses notations
habituelles et adaptée a sa connaissance du systéme formel objet.

Nous considérons donc un Jangage de définition et un langage de

présentation.
1. Un formalisme de définition
a) Objet

Fonder GLEF sur un langage de définition le rend indépendant de
tout outil d'inférence. Il peut ainsi manipuler et présenter les preuves
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de maniéere autonome. Toutefois, un langage de présentation permet de
spécifier leur présentation.

De plus, un langage de définition facilite la communication entre
différents outils d’inférence, en unifiant les spécifications de systémes
formels.

Associé au langage de définition, un calcul permet 4 GLEF de
vérifier, dans une certaine mesure, les manipulations de lutilisateur et
les preuves fournies par les outils d'inférence. Ainsi, nous considérons
plutdt un formalisme de définition.

Comme nous l'avons vu dans les chapitres précédents, un cadre
logique est un formalisme capable de représenter une large classe de
systemes formels. Trouver un cadre logique le plus général et le plus
naturel possible est un probleme trés difficile. LF [HHP89] et CC [CH88],
issus de AUTOMATH [dBr80], et LDS [Gab91] sont des cadres logiques
résultant de tels travaux.

Employer un cadre logique existant comme formalisme de
définition parait donc raisonnable. Nous avons choisi un formalisme
proche de LF et CC, en l'adaptant & nos besoins par quelques extensions
syntaxiques.

b) Rappels sur le Calcul des Constructions [CH88]

CC est un formalisme d'ordre supérieur, capable, a Iinstar de LF, de
représenter des systémes formels dans un style de déduction naturelle,
et vérifier les preuves de ces systémes formels.

Les constructions sont les termes bien typés d’un A-calcul I-typé
dont les types sont des termes de méme nature. Suivant la
correspondance de Curry-Howard entre propositions et types, les
propositions sont représentées par des types, et les preuves sont des
constructions typées par ces propositions.

c) Langage du Calcul des Constructions

Les différentes régles de formation de ce langage sont:

- Univers: *

- MA-abstraction: Aa:A.b,
- Produit dépendant: Ma:A.B,
- Application: (M N)
- Variable: x

L'univers est une constante qui joue le role de I'univers de tous les
types, sans elle-méme avoir de type. Si pour tout terme a de type 4, |l
existe un terme b, de type B,, I'abstraction permet de construire la
fonction notée Aa:A.b,, qui associe b, & tout a. Le produit dépendant permet
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de construire son type Ia:A.B,. Dans le formalisme de définition de GLEF,
les syntaxes employées pour Aa:A.b, et Ia:A.B, sont respectivement <a:A>b,
et [a:A]B,'8. Quand a n’apparait pas dans b, <A>b dénote <a:A>b, qui est une
fonction constante. Quand a4 n'apparait pas dans B, [A]b dénote [a:A]B, ce
type représente I'ensemble BA des fonctions de A vers B. L’'application,
sert a appliquer les fonctions a des arguments. Une abstraction, un
produit dépendant ou un contexte introduit chaque variable.

Un contexte est une liste de couples, notés [x:M], associant chacun
une variable & un type.. Les régles de formation sont toujours appliquées
dans un contexte, éventuellement vide.

LF et CC sont des cadres logiques fondés sur des A-calculs typés
similaires. Le calcul de LF est en fait un sous-calcul strict de CC
[HHP89], [Bar92]. Toutefois, leurs approches sont différentes. En CC, les
constantes définissent les connectifs logiques de maniére constructive.
En LF, elles définissent le langage et les regles d’inférence grace aux
notions de jugement de base et de jugements d’ordre supérieur
(hypothétique et schématique).

CCind, le formalisme de Coq [D+91], permet de définir des régles
d’inférence comme les constructeurs de types inductifs représentant des
connectifs logiques. Cependant, pour des raisons techniques, il ne permet
pas de définir directement des régles d'inférence inductives.

Nous avons choisi de représenter les systemes formels selon le
principe de LF, en employant le calcul de CC. Comme de toute facon,
I'adéquation du codage de chaque systéme formel doit é&tre vérifiée, ce
choix est justifié. Mais employer CC permet de représenter directement
des preuves constructives ou des programmes.

d) Langage de définition

Le langage de CC aurait pu servir tel quel comme langage de
définition. Malgré la puissance d’expression de CC, employer son langage
pour définir certaines notions qui pourraient étre directement
introduites au niveau de la syntaxe est parfois difficile. Pour simplifier
son utilisation, nous avons donc choisi de lui ajouter des notions de
multi-ensembles et de types ensembles. Ces notions permettent en
particulier d’écrire des fonctions associatives et commutatives
d’arité variable, de profils multiples, et a arguments de types
multiples.

A moment ou cette thése est terminée, comme Coq est dans le
domaine public, on pourrait peut-étre tenter d'utiliser CCind pour définir

18Notons ces syntaxes ne correspondent pas a celles employées dans COQ [DFHHPW91], qui sont
respectivement [a:A]b, et (a:A)B,. La syntaxe du formalisme de définition de GLEF devrait donc étre

mise a jour.
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les notions que nous avons ajoutées a CC. Toutefois, la représentation
des preuves manipulées pourrait étre plus complexe. Bien entendu, on
pourrait manipuler cette représentation de maniére automatique, mais
quel serait I'impact sur Iefficacité.

Le langage de définition contient quatre catégories syntaxiques
principales, les termes élémentaires, les types et les contextes et les
termes. Leur définition inductive est donnée par 'ensemble de régles de
production suivantes. Chaque régle de production correspond a une

catégorie syntaxique élémentaire dont le ou les noms sont donnés a
droite.

Terme élém. N Univers
| [x:Type] Terme élém. Produit dépendant
| Type+ Type de multi-ensemble (Liste)
[ <Xx:Type>Terme élém. Abstraction
| {Terme élém...., Terme élém.} Multi-ensemble
I [x=Terme élém.] Terme élém. Nommage
| (Terme élém. Terme élém.) Application
I x . Variable
Type = {Terme élém...., Terme élém.}
Contexte L Contexte vide
| Context[x: Type] Introduction de constante
| Context[x=Terme élém.] . Nommage (Introduction de nom)
Terme ::= Terme élém. | Type

Avec la regle de priorité d’opérateurs:
(x:T1t+ = [x:T1(t+)

Les symboles ‘{’ et ‘}' sont employés ici (et dans la description des
regles de jugement de typage qui suit) par souci de clarté. lls sont notés
‘" et} lors de lutilisation du langage de définition. En effet, les types
et les multi-ensembles ne peuvent pas étre confondus au sein d’un
terme.

Notons que le langage inclus celui de CC, plus de nouvelles
catégories syntaxiques: Multi-ensemble, Type de multi-ensemble et
Type. De plus, dans CC certains termes peuvent étre considérés comme
des types, alors que dans le langage de définition, tout type est un
ensemble de types élémentaires, qui ne sont pas des types. Notons que la
notion de type ensemble correspond aux types conjonctifs [Hue91], pas
a une relation de conséquence a plusieurs conclusions [Avr91].

Nous utiliserons les abréviations suivantes, pour raccourcir les
expressions (T est un type, r et #, sont des termes élémentaires, x et x;
sont des noms, et I', et I, sont des contextes):
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t = {z} (Dans un sous-terme)
X xy: T = (x1:7T)..., [x,: T (Dans les produits dépendants ou les contextes)
(4 .. 1) = (wlty &) . 1)

[(T1t = [x:T1t (Si x n’apparait pas dans t)

Dans le formalisme de définition, un systeme formel objet peut étre
représenté par un contexte I',. Ce contexte étant donné, tous les
contextes considérés prolongent I, et tous les termes sont considérés
dans de tels contextes. Lors de [I'édition, le contexte 'y, est appelé
contexte d’édition.

En plus des expressions précédentes, nous utiliserons aussi une
expression spéciale appelée pool. Cette notation permet a [I'utilisateur
de GLEF d’introduire de nouvelles constantes de type T au contexte
d’édition, pendant [I’édition.

F] [.x-—-pOOl : T] F2 = F] [x: T] rz Pool

En effet, pendant la construction d’une preuve, l'utilisateur peut
souhaiter étendre I,. Par exemple, en logique propositionnelle, il peut
vouloir ajouter des propositions. Sans lui laisser la liberté de modifier
completement le contexte d’édition, on peut I'autoriser a ajouter des
entités de types donnés. Cette autorisation est spécifiée au niveau
du langage de définition, car elle concerne la maniére d’employer le
systeme formel objet.

Une entité est une variable introduite par T, par lintermédiaire
éventuel d’'un nommage. Une variable pure est une variable qui n’est pas
une entité. Etant donné un contexte I, une variable libre de I" est une
variable pure introduite par . Etant donné un terme : considéré dans un
contexte I, une variable libre de ¢ est une variable libre de r9, et une
variable liée de ¢ est une variable, forcément pure, introduite dans .

Finalement, le formalisme de définition ne permettant pas de
définir toutes les manipulations de A-termes, on admet dans T, la
définition d’entités évaluables, distinguées par la notation [$x:M]. Une
entité évaluable est une entité qui, lorsquelle est appliquée a un certain
nombre d’arguments, se transforme automatiquement en un terme de
type égal a celui de I'application qu’elle remplace. Notons que cette
application n’est pas constructible, puisqu’elle est toujours
évaluée. L’évaluation de cette application est définie de maniére
totalement externe, par programmation. Cependant, nous avons choisi de
laisser une information au niveau du formalisme de définition, en
obligeant les nom des entités évaluables & commencer par le caractére $.

195elon cette définition, un terme ne contient pas forcément des instances de toutes ses variables
libres.
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Par exemple, l'union et le parcours de multi-ensembles sont des entités
évaluables tres utiles.

Les sections suivantes montrent I'apport des extensions du langage
de définition a sa puissance syntaxique.

Des fonctions associatives et commutatives d’arité variable

Considérons le connectif logique “et” a deux arguments, dans CC,
son profil peut étre défini dans le contexte:

[formula:*]
Par:
[and: [formula] [formula] formula].

Le formalisme de définition admet cette écriture comme une
simplification de la définition plus compléte suivante:

[formula: {*}]
[and: {[{formula}] [{formula}] formula}]

Cependant, on peut aussi écrire une version de “et” associative et
commutative d’arité variable:

[and: {[{{formula}+}]formula}]
La simplification de cette définition donne:
[and: [formula+] formula]
Exemple:
Dans le sous-contexte: [P,Q,R: formula]
On peut écrire: (and {P,Q,R})
Des fonctions de profils multiples
Considérons les deux régles d’inférence:

Ao B AoB
A=B%AcB

Dans CC, elles peuvent se définir dans le contexte suivant:

[formula: *]

[equiv: [formula] [formula] *]
[implies_right: [formula] [formula] *]
[implies_left: [formula] [formula] *]

- 127 -



6 - Réalisation - 29/05/94

Par:
[rule_right: [A,B:formula]l [ (equiv A B)]
- (implies_right A B)]
[rule_left: (A,B: formula] [ (equiv A B)]

(implies_left A B)]

Le formalisme de définition admet cette écriture comme une
simplification de la définition plus compléte suivante:

[formula: {*}]

[equiv: {[{formula}] [{formula}]*}]

[implies_right: {[{formula}] [{formula}]*}]

[implies_left: {[{formula}] [{formula}]*}]

[rule_right: {[A,B: {formula}] [{ (equiv A B)}]
(implies_right A B)}]

[rule_left: {[A,B: {formula}] [{(equiv A B)}]

(implies_left A B)}]

Cependant, on peut aussi définir ces deux regles d’inférence comme
une seule regle de profil multiple:

[rule: {[A,B: {formula}] [{ (equiv A B)}]
(implies_right A B),
[A,B: {formula}] [{ (equiv A B)}]
(implies_left A B)}]
La simplification de cette définition donne:
[rule: {[A,B: formula] [ (equiv A B)]
(implies_right A B),
[A,B:formulal [ (equiv A B)]
(implies_left A B)}]
Des arguments de types muitiples

Considérons un opérateur apply appliquant son premier argument, qui
est une fonction de profil multiple, & deux autres arguments de types
différents. Le langage de définition permet de définir un tel opérateur:

[apply= <f:{[type;] formula, [type,] formula}>
<a:type;><b:type;>(and {(f a), (f b)})]

Le type de apply est:
[{[type;]formula, [type,] formula}] [type;] [type,] formula

e) Dépendance du langage de définition et de Ila
présentation:

Dans le langage de définition certains termes peuvent étre écrits de
plusieurs fagons.
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Exemples:

<x:term>(f x) €t <y:term>(f y)
(and {P,Q}) et (and {Q,P})

On pourrait éviter ces ambiguités de notation:

- Les noms de variables pourraient étre éliminés a l'aide des
indices de De Bruijn [dBr72], dont le principe est rappelé dans
la description de la réalisation pratique (deuxiéme partie).

- Les éléments des multi-ensembles et des types pourraient
étre triés selon un ordre total.

Mais a l'instar du A-calcul, ces ambiguités rendent le formalisme de
définition beaucoup plus naturel pour l'écriture ou la lecture directe des
systémes formels et des preuves.

D’autre part, elles permettent une liaison naturelle entre la
spécification d'une définition et celle de sa présentation, écrite par
I'utilisateur.

- L’'emploi de références est nécessaire pour présenter les
entités d’une logique. Ces références pourraient étre
déterminées a l'aide d’entiers similaires aux indices de De
Bruijn, mais il est plus facile d'utiliser les noms des entités.

- Si l'ordre des éléments des multi-ensembles et des types n’a
aucune importance pour la définition, il peut en avoir pour la
présentation.

Repousser ['élimination des ambiguités au niveau de la syntaxe
abstraite est donc préférable.

Ces considérations montrent ainsi les limites du principe de
séparation entre définition et présentation.

f) Regles de jugement de typage

Aprés avoir décrit le langage du formalisme de définition, décrivons
son calcul. Comme celui de CC, il est entierement défini par un ensemble
de regles de jugement de typage.

Les jugements de typage sont des jugements de base servant a
décrire les types des termes de maniére formelle. Les types servent a
limiter la construction syntaxique d’applications. En particulier,
cette limitation leur permet de représenter des propositions objet
(principe de Curry-Howard) ou des jugements objets [HHP89].
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Le langage de définition propose des opérateurs qui n’existent pas
dans le langage de CC. Les différences de langage entre le formalisme de
définition et CC ne sont donc pas uniquement lexicales, et leurs regles
de jugement de typage différent. Le formalisme de définition peut ne
pas avoir toutes les propriétés formelles de CC.

Etablir ces propriétés formelles est trés difficile et hors du cadre
de cette thése. Dans un premier temps, nous ne sommes concernés que
par son utilisation comme cadre logique. Montrer la correction de la
représentation de chaque exemple développé serait le plus important
[HHP89]. Ensuite, on pourrait étudier la complétude de cette
représentation et la décidabilité du calcul, etc.. En attendant, les
différents exemples développés donnent un apercu de sa puissance
d’expression.

Les régles de jugement de typage suivantes satisfont donc nos
besoins. Notons qu’en éliminant les multi-ensembles, les types de multi-
ensembles, les nommages et les nommages partiels, en n’autorisant que
des types singletons et en utilisant les abréviations, on retrouve et
langage et les régles de jugement de typage de CC [Hue91]. Toutes les
classes de termes (catégories syntaxiques objets) pouvant étre définie
avec CC peuvent donc I'étre avec le formalisme de définition. ‘

Dans ces régles:

Le jugement de typage s’écrit sous la forme I'Y«T, qui signifie “r
est un contexte valide, et le terme élémentaire r est du type T dans .
(T, T; sont des types, r et s, sont des termes élémentaires et I' est un

contexte):

Univers: e *{}
F'F Ty ... T F t:T,

Constante:
Cix:{t....,}n F *={}
't T
Nommage:
9 [ix=t] F *{}
o I F *{} get(Tx)=(x:T]
Variable: T FxT
I' F ¢T get(Tx)=[x=t]
' - xT
. I'ix:T,] + T,
Produit dépendant:
P I (x:Te{+}

T} T 5T, ... T | 1,7,
T {r...t}+:{*}
Cix:T) F t{t...t} (120)
| <x:T>t:{[x:T]t,...,[x:T]t,,}

Type de multi-ensemble: (n=20)

Abstraction:
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CF*{}T FuT ... T} 1T,
' F (4.4} {type_union(T,...,T,)+}
I F ol T F 6T, type_apply(T,,To)#{}
I' | (i ):type_apply(T,,T,)

Multi-ensemble: (n=20)

Application:

Ou, avec les notations ensemblistes usuelles pour les types:

type_union(7...,T,) = (U; T;
type_apply(T,,T5) = {t; : Ie T, t;=(x:Ts11; A tep(T5,T»)}
tep(Ty,7T5) = (Vt,e T 3t,e T, to(1,1,))
tCl(Tl,Tg) = (vtze T2 EIt]e T] tO(tl,tz))
to(t,,5,) = (=1,
\4 t1= [x: T]]t,l A t2= [x: T2] t’z A tO(t’],t,z) A th(Tz,Tl)
A\ t1=T|+ A t2=T2+ A tCl(T],Tz)
tep(T,,T,) signifie qu'une constante dont le type est de la forme {(x:T1¢,...}
peut étre appliquée a un argument de type T,. tcl(T,,T,) signifie qu’un
multi-ensemble dont le type est de la forme {T,+,...} peut contenir un
élément de type T,.to sert & la définition récursive mutuelle de tcp et tcl.

get est défini récursivement par:

get(l'[y: T1,x) = if x=y then [x:T] else get(I" x)
get(T' [y=t1,x) = if x=y then [x=t] else get(T,x)
get(ex) =¢

Remarques et exemples:

- Pour que le formalisme ait de “bonnes” propriétés formelles,
il faudrait peut-étre restreindre la régle des constantes a
Tie {{}.{*}} et la régle du produit dépendant & T,e {{}.{*}}. En
effet, ces restrictions correspondent a limiter la régle de
formation du produit aux régles {(x,%,*),(*,0,0),(1,*,*),(0,0,0)}
dans un PTS [Bar92].

- Quand : est une abstraction ou un multi-ensemble, les
jugements de la forme suivante ne sont pas déductibles:

FI_ [x:T|]t2T2
T'—{t}+:T

- Les régles suivantes donnent les types de {} et des multi-
ensemble contenant {}.

I+
I 0:40+]
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I'={C....C,}: ..., 4}
TH{G...,C (. .1, O+ 1)

(n=2p=20)

- Arguments et fonctions de types multiples:
Soient a de type 7, et f de type {71, [T )3 (n21). S'il existe i
tel que T; T, alors f peut étre appliquée a a.

- Comparaison de fonctions, de fonctions de fonctions, etc. a
arguments de types multiples. Notons “Iinversion” du sens
de I'application de tcp a chaque niveau:

Si tep(T,T,) (par exemple T T,)
alors tep({ (T,16}1{ (T4}
ep{ LTt 1B [ (T,1018))

Par exemple, on a:
({5 T [ Yoo [{[ 2 o 22 Hab{l% oz Ti]e}) a=1vi=2)
Donc, si a est de type {[[T,‘uTz’]tl]tz} ou {[[ﬂzqu]t,]tz}, et f est

de type [[{[ﬂ']t,,[J;Z]t,}]tz,[{[lg‘]t,,[I;Z]t,}]tzlt3 alors f peut étre
appliquée a a.
Bien entendu, { ({r.5}16} # { ({15, ({t}11,}.

- Comparaison de types de multi-ensembles, de types de types
de listes, etc. d’éléments de types multiples:

Si tcl(T,.T,) (par exemple ToT,)
alors tel{Z+}{T,+})
el{{T+}+ LT+ 1+

Par exemple:

Si a est de type {4}, et f est de type {({{A.B}+,C}+1D} alors f
peut étre appliquée a { (a}}.

Bien entendu, {{z,,1,}+} = {{t.}+{t;}+}.

Place du formalisme de définition par rapport a CCind

Avec la récente disponibilité de Coq [D+91] (voir chapitre Etat de
I'Art), il est naturel de se demander si son formalisme CCind (Calcul des
Constructions inductives), ne permettrait pas de simuler le FD
(Formalisme de Définition).

C’est en effet possible, les multi-ensembles peuvent étre
représentés par un type inductif semblable 2 celui des listes
polymorphes. L'union et I'égalité de multi-ensembles correspondent
alors respectivement a la concaténation et a un prédicat inductif, a
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definir sur ce type inductif. Toutefois, notons que ces opérations
augmentent la complexité des preuves, car chacune de leur utilisations
doit étre prouvée de fagon explicite. Concernant le filtrage et
Funification, bien qu’il soit possible de tenter de les programmer dans
CCind, ces programmes ne seraient certainement pas assez efficaces
pour étre exploités de maniére intensive. On peut donc les introduire
comme des regles de transformation externes, comme pour le FD (voir
partie B).

Quant aux types ensembles, ils sont proches des types inductifs
sommes. La différence est que dans le FD, la fonction type_apply permet
de simplifier leur utilisation. En effet, pour représenter certaines
applications du FD par des applications de CCind, il faut transformer
leurs arguments par des injections, des fonctions primitives récursives,
des abstractions et d’autres applications. Par exemple, le contexte du FD
suivant:

(£: [{A,B,C}]D] [g: [[BIDIE] [a: {A,C}]
Peut étre représenté par contexte de CCind:
[£: [A+(B+C) ]D] [g: [ [BID]E] [a:A+C]

Dans ces contextes respectifs, les deux applications du FD: (f a) et
(g £) peuvent étre représentées par les deux applications de CCind, qui
sont plus complexes:

(f (match a with <x:A>(inl A B+C x) <x:C>(inr A B+C (inr B C x))))
(g <x:B> (f (inr A B+C (inl B C x))))

Ainsi, les représentations dans CCind de preuves qui emploient des
multi-ensembles ou des types ensembles sont syntaxiquement plus
complexes que leurs représentations dans le FD. Bien entendu, cette
complexité additionnelle pourrait étre traitée de maniére entiérement
automatique. Cependant, on peut se demander si les réalisations
employant CCind pour simuler le FD, a la place du FD, seraient toujours
aussi efficaces.

g) Possibilités du formalisme de définition

Le formalisme de définition hérite ses principales possibilités de
LF et CC.

Définition d’un systeme formel et de preuves

Dans le formalisme de définition, on emploie le principe de LF
(représenter les jugements par des types [HHP89]) qui est plus général
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que le principe de Curry-Howard (représenter les propositions par des
types). Nous supposons que ce choix ne pose pas de problémes.

Un systéme formel est représenté par un contexte du
formalisme de définition. Ce contexte définit les entités constituant le
langage et le calcul du systéeme formel.

I commence le plus souvent par les catégories syntaxiques
('exemple considéré est un systéme de déduction naturelle pour la
logique du premier ordre):

[term, formula, judgement : *]

Viennent ensuite les connectifs logiques (contrairement au principe
de Curry-Howard, on impose pas la logique minimale):

[and, or, implies, equiv:

[formula] [formula] formula]
[not: [formula] formula]
[exists, forall:

[[term] formula] formula]

Les formes de jugement de base (le principe de ELF permet en effet
de définir plusieurs formes de jugements, afin de représenter plusieurs
relations de conséquence, ce qui permet des représentation relativement
simples de certaines logiques modales [HHP89)):

[true: [formula] judgement ]

Et finalement, les schémas d’axiomes et les régles d’inférence:

(4)
L B . Alx]
. B all_i: A
-t AT - VrAlx]

[imp_i: [A,B:formula]
[[(true A)] (true B)]
(true (implies A B))]
[all_i: [A:[term]formula]
[[x:term] (true (A x))]
(true (forall A))]

Une preuve (connexe) est représentée par un terme dont le
type est le jugement de base démontré, dans le contexte qui définit le
systeme formel employé ou dans un de ses prolongements. On admet en
effet de prolonger ce contexte par la définition d’entités
supplémentaires (fonctions, constantes, prédicats), ou des nommages
de termes. Ces nommages servent notamment a mémoriser les preuves
(connexes) construites, afin de les réutiliser. On peut aussi le
prolonger par une liste de termes, afin de sauvegarder les fenétres
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d’édition contenant une preuve (connexe ou non) (voir Environnements de
Définition section B.e).

[f,9: [term]formula]
[P: [formula])

[p = (:me_i ...)]

Notons que les multi-ensembles du FD permettent de représenter
des logiques linéaires ou de pertinence, des relations de conséquence
multi-conclusions (par exemple avec des calcul de séquents multi-
conclusions), ou les branches des tableaux sémantiques (voir chapitre
Reéalisation). Les types-ensembles servent quant & eux a surcharger
les constantes, par exemple, pour représenter les deux régles
d’introduction de la disjonction dans un systéme de Gentzen, par une
seule constante.

Entités syntaxiques des systémes formels

Un systeme formel est une structure syntaxique dont les catégories
syntaxiques peuvent étre définies inductivement a I'aide de
constructeurs ou de regles schématiques. Dans I'exemple précédent, nous
I'avons comment le formalisme de définition permet, & I'instar du Calcul
des Constructions, de représenter et de simuler ces différentes entités
syntaxiques (catégories syntaxiques, constructeurs et regles
schématiques) de maniére homogéne. En effet, du point de vue du
formalisme de définition, il n'y a pas de différence entre les
représentations des différentes entités syntaxiques, seul le calcul de
type permet de déterminer le langage et les preuves
admissibles. Notons que les régles schématiques sont représentées par
des constructeurs qui admettent leurs variables et des preuves de leurs
prémisses pour arguments. La plupart des systémes formels étant des
structures syntaxiques similaires au systéme formel présenté, cet
exemple peut guider la définition d’autres systémes formels.

En considérant les représentations des entités syntaxiques dans le
formalisme de définition, et en omettant les variables schématiques, on
voit que la plupart des entités syntaxiques d'un systéme formel
permettent de construire un terme d'une catégorie syntaxique a partir
d’'un certain nombre, éventuellement nul, de termes d’une catégorie
syntaxique unique.

L'omission des variables schématiques est naturelle, en effet, on a
tendance a penser qu’'une régle d'inférence permet de construire une
preuve d'une instance de sa conclusion, en fonction de preuves
d'instances de ses prémisses, en omettant, sauf lorsque c’est
strictement nécessaire, de préciser les valeurs prises par les variables.
Rappelons que [CH88] donne une méthode générale pour déterminer
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automatiquement les arguments qui peuvent é&tre omis dans une
application, cette méthode s’adapte aussi a notre formalisme de
définition.

Dans I'exemple précédent, les entités syntaxiques dont la catégorie
syntaxique de départ est égale a celle d’arrivée sont les fonctions et les
constantes, les connectifs logiques, les régles d’inférences et les
schémas d’axiomes. Celles dont la catégorie syntaxique de départ est
différente de celle d’arrivée sont les prédicats et les formes de

jugement de base.

Fonctions, Connectifs Régles
Constantes logiques d'inférence,
Axiomes

Jugements
de base

Formes de
jugements
de base

Les “bulles” représentent les différentes catégories syntaxiques
d'un systéme formel pour une logique du premier ordre,
les fleches indiquent les catégories syntaxiques de départ et d'arrivée
des constructeurs et des regles schématiques.

Prédicats

Intérét du nommage

Le nommage permet d’abord de hiérarchiser les définitions, pour
les rendre plus claires. En effet, un nommage sert a séparer la
définition des utilisations d'un terme. En particulier, les
utilisations d’'un schéma d’application sont ses instances.

Exemple:

Avant nommage:

(A = A).

Aprés nommage:

«.[F = <x:formula>(x = x)].. (définition)
«.(F A).. (utilisation)
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Ay

Ay

utilisation du nom

définition du nom

AX
AX
Yy
B - Entité (axiome, régle
x d'inférence, connectif logique,
constante, fonction, prédicat,
etc.).
X O - Variable libre.
Exemple de terme entiérement A l'aide d'un nommage, ce X - Variable liée.
développé terme peut étre hiérarchisé Ax - Symbole de liaison.

Le choix des termes nommés est trés important. Si le nommage de
certains termes simplifie une définition, le nommage d’autres termes
peut, au contraire, la compliquer. De plus, choisir un par un les termes a
nommer n’est pas toujours possible.

- Le nommage permet de séparer les démonstrations des
utilisations des lemmes mis en évidence dans une preuve.

- Il permet aussi de factoriser les symétries
‘intéressantes” d'une définition. Deux termes sont
symétriques ssi ils sont instances d'un méme terme, qui
n‘est pas une variable pure. Deux termes sont en effet
toujours instances d’'un méme terme: ils sont instances
d’une variable libre dont le type est I'union de leurs
types. Une symétrie est un ensemble de termes deux a deux
symetriques. La plupart des définitions comportent un grand
nombre de symétries sans intérét, par exemple, les instances
d’'une méme entité.

La structure des termes de certaines classes n’est pas
significative. Par exemple, on peut souvent transformer une
preuve correcte en modifiant la structure de ses pas
d’inférence. Par contre, on peut rarement changer la
structure de ses formules. Une notion de symétrie plus fine
peut prendre cette remarque en compte. Deux termes sont
symeétriques ssi ils sont instances de deux termes de méme
types, qui ne sont pas des variables pures, et la preuve reste
correcte si on remplace un terme factorisant par l'autre. Le
nommage permet de factoriser ces symétries fines.
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Notons que le formalisme de définition peut servir a vérifier -
a posteriori la correction de la preuve modifiée.

- Finalement, le nommage permet de regrouper les pas
d’'inférence en pas d’inférence de taille arbitraire.
Quand une preuve formelle contient de trés nombreux pas
d'inférence, méme trés simples, I'utilisateur ne peut pas les
visualiser tous. En plus du critere de taille, des critéres
similaires & ceux employés pour introduire les lemmes et
factoriser les symétries peuvent améliorer le choix de ces
regroupements.

Ainsi, des programmes de recherche de lemmes [Lin88] et de
symétries (voir travail futur chapitre Travail futur et conclusion
section A.13) pourraient hiérarchiser automatiquement les définitions.

Méme preuve présentée avec trois
niveaux de détail différents

2z

N » B
Ay
\
X x y

~——— Premier niveau
= Deuxiéme niveau
~~Troisiéme niveau

La présentation des preuves profite de cette hiérarchie.
L'utilisateur peut visualiser séparément un terme nommé et les
définitions contenant ses instances. En particulier, une preuve étant
introduite via un nommage, I'utilisateur peut la visualiser séparément
des preuves qui la réutilisent.

En plus de la hiérarchisation des définitions, le nommage permet de
simplifier certaines démonstrations automatiques de théorémes.
Par exemple, un algorithme peut nommer les sous-formules d’'une
formule de la logique du premier ordre, pour minimiser le nombre et la
taille des clauses obtenues lors de sa mise sous forme clausale et
faciliter ainsi sa réfutation automatique par résolution [Boy92].

h) Limites a la vérification des définitions

Dans le formalisme de définition, la vérification des preuves, des
systemes formels, ou plus généralement des définitions se fait grace au
calcul de types. Ce calcul est défini par les régles de jugement de
typage.

Un systéme formel et ses preuves ne sont donc vérifiés que dans la
mesure ou le langage et le calcul sont entiérement définis dans le
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formalisme de définition. S’ils sont définis partiellement, la
vérification n’est que partielle.

La vérification suppose la correction de la définition et des entités
évaluables. Ces problémes ne sont évidemment pas présentés dans les
systemes dont le but est la formalisation des mathématiques. Une
description claire des solutions possibles, dans les limites théoriques
imposées par les résultats de Godel, est donnée dans [CKB85]

2. Un langage de boites

Objet

Si le langage de définition suffit a donner & GLEF une certaine
“connaissance” de la logique et des preuves, il ne peut pas servir de
langage de communication avec I'utilisateur, car il n'est pas adapté a
I’étre humain.

Or la premiére fonction de GLEF est de présenter des preuves dans
différentes logiques. En mathématiques l'usage est de les présenter de
maniere essentiellement graphique. On emploie de nombreux symboles
disposés de manieres non linéaires, variant suivant les logiques ou les
théories utilisées.

Pour cette présentation, nous avons choisi d’employer un langage
graphique trés général. C’est un langage de boites emprunté aux
formatteurs et éditeurs de documents tels que TEX et GRIF [Qui87]. En ce
qui nous concerne, les documents considérés sont des preuves.

Ce langage permet de présenter la plupart des logiques en
respectant l'usage courant. Bien évidemment, il peut présenter toutes
les logiques textuelles.

Employer un langage de communication simultanément
graphique et trés général différencie GLEF des éditeurs de
preuves existants.

Notion de boite

La plupart des documents sont Pl x| =Gl b = E

consitués d’élements graphiques Structure de boites d'une formule.
élémentaires: caractéres, symboles.

Ces éléments graphiques élémentaires sont regroupés en éléments
graphiques composés: phrases, formules, et ainsi de suite, jusqu’au
document complet.

La boite de chaque élément graphique est le rectangle invisible
circonscrit dont les c6tés sont horizontaux ou verticaux. L’ensemble des
boites d’un document forme donc une structure arborescente, dont
des feuilles sont les boites des éléments graphiques élémentaires et les
nceuds non-terminaux sont les boites des éléments graphiques composés.
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Principe

Chaque boite détermine I'emplacement occupé par I'élément
graphique qui lui correspond. Ainsi, positionner et dimensionner chaque
boite feuille suffit & déterminer la disposition de tout le document.

Toutefois, positionner et dimensionner chaque boite de la structure
arborescente, par rapport 4 ses boites environnantes, est souvent plus

naturel et plus pratique.
Formalisation

Dans GLEF, chaque boite est représentée par dix champs: quatre
cotés, quatre axes et deux dimensions. On luj associe un certain nombre
de relations qui lient ces champs & ceux des boites environnantes.

Les boites environnantes
considérées sont:

- Sa boite meére.

- Sa boite sceur suivante
ou précédente. On
suppose les boites

Coté haut .

sceurs ordonnées dans
leur boite meére.

Médiane horizontale La boite fictive (dans le
Base horizontale sens ou elle n’est pas

mémorisée), unique,

circonscrite a

- Largeur —> 'ensemble de ses

boites filles.

Les relations considérées sont des équations du premier degré
entre ses champs et ceux des boites environnantes. Les relations
implicites liant les champs d’'une méme boite s'ajoutent a ces équations.
Ces relations implicites sont les combinaisons linéaires des quatre
équations du premier degré suivantes:

Coté gauche
Meédiane verticale
Base verticale
Coté droit

Hauteur
1

Coté bas

hauteur = cé6té bas - cb6té haut

largeur = c6té droit - cété gauche

2 * médiane horizontale = cété bas + cbété haut

2 * médiane verticale = coté droit + cbté gauche

Notons que ['utilisation de boites fictives revient a considérer des
équations sur les maximums et les minimums des coordonnées des
cotés des boites filles concernées.

Les notions de boite, de champs et de boites environnantes ont été
empruntées & GRIF [Qui87]. Toutefois, les relations autorisées sont plus
générales que celles de GRIF.
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3. Un langage de présentation

Pour présenter une définition, GLEF doit traduire celle-ci du
langage de définition en langage de boites. Pour profiter de la richesse
du langage de boites et satisfaire I'utilisateur, cette traduction ne peut
pas étre totalement indépendante de la définition.

Une présentation spécifie donc la transformation de termes en
structures de boites. Un langage de présentation permet de décrire une
présentation pour chaque définition, de maniére séparée.

La syntaxe du langage de présentation étant plus complexe que celle
du langage de définition, sa description doit é&tre plus formelle. La
grammaire compléte du langage de présentation est donnée en Annexe B.

Les instructions du langage de présentation sont classées en trois
catégories: Les instructions de parcours de termes, les instructions de
construction de boites et les instructions de structuration.

Les instructions de parcours de termes servent a parcourir les
termes du formalisme de définition, pour examiner leur structure et
orienter la construction des boites. A chaque instruction, on considére le
terme courant parcouru.

Une occurrence est une liste de codes indiquant le chemin allant de
la racine d'un terme a l'un de ses sous-termes. Une occurrence
généralisée est une liste similaire, autorisant en plus, le passage d'un
terme a son type et d’une application & son niéme argument.

La notion d'occurrence généralisée permet de changer
provisoirement le terme courant. Par exemple, le code suivant exécute
les instructions <rules>, en considérant le terme a I'occurrence
généralisée <occ> du terme courant, comme nouveau terme courant:

SELECT <occ>:BEGIN
<rules>
END;

Les instructions de construction de boites permettent de construire
des boites en précisant leurs contenus, positions et dimensions. A
chaque instruction, on considére la boite courante, en cours de
construction.

On peut créer une boite fille en changeant provisoirement la boite
courante. Le code suivant crée une boite fille et exécute les instructions
<rules> en considérant cette boite fille comme nouvelle boite courante:

CREATE: BEGIN
<rules>
END
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On peut ajouter des équations a la boite courante. Le code suivant
positionne le coté supérieur de la boite courante par rapport a sa boite
englobante:

TOP = ENCLOSING.TOP + 5;

On peut donner des attributs graphiques a la boite courante. Le code
suivant permet d’encadrer la boite courante:

GRAPHICS: 'R’ ;

On peut donner des attributs typographiques a toutes les boites
suivant la boite courante. Le code suivant met tous les textes en
caractéres italiques de taille 9:

STYLE: ‘TiS9';

Enfin, on peut créer des boites feuilles. Les boites feuilles peuvent
contenir des images, des symboles, du texte, ou la présentation externe
d’un terme. La présentation de termes peut en effet &tre programmée de
fagon externe, quand le langage de présentation ne suffit pas. Le code
suivant crée une boite feuille contenant le symbole <name>. Les
instructions <rules> permettent de positionner la boite, ou de lui ajouter
des attributs graphiques ou typographiques:

SYMBOL ‘<name>’ :BEGIN
<rules>
END;

Des instructions associant un nom, un nom de police et un caractére
servent a déclarer les symboles. Le choix de polices Postscript pour
déclarer les symboles assure la portabilité vers la plupart des
ordinateurs (Macintosh, PC, SUN, NEXT, DEC, etc.). Méme certains
formatteurs TEX emploient ces polices a la place des polices TEX
originales. Le code suivant permet d’associer le caractére <chars de la
police <font> au symbole <name>.

ASSIGN <name> <font> <char>;

Finalement, les instructions de structuration servent a décrire la
présentation de chaque entité de maniére structurée et générique, car
I'utilisateur ne veut et ne peut pas décrire complétement chacun des
termes utilisés.

Ces instructions sont fondées sur la notion de parure. Une parure est
un bloc d'instructions associé & un nom. Le code suivant donne le nom
<name> aux instructions <ruless:
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<name>: BEGIN
<rules>
END;

Chaque constructeur du formalisme de définition (univers, variable,
produit, abstraction, application, liste, multi-ensemble, type) posséde
une parure par défaut. Pour spécifier la présentation des
applications des entités définies dans le formalisme de définition,
Futilisateur peut aussi écrire des parures portant leurs noms.

Ces parures définissent une présentation générique. Ainsi, le code
suivant construit la structure de boites correspondant a la présentation
générique du terme a l'occurrence généralisée <occ> du terme courant.
Les instructions <rules> permettent de positionner la boite, ou de Ilui
ajouter des attributs graphiques ou typographiques:

PLACE <occ>:BEGIN
<rules>
END;

La notion de parure sert aussi a factoriser I'écriture de code, on
peut écrire des parures dont les noms ne sont ni ceux des parures par
défaut ni ceux des entités introduites par I'environnement de définition.
Une instruction permet I'utilisation du bloc d’instructions de la parure:

PRESENT:box ;

Quand plusieurs parures ont le méme nom, seule la derniére parure
est prise en compte. Cela permet par exemple de redéfinir les parures
par défaut, ou de préciser une présentation particuliere pour une entité
d’'une logique dans une théorie particuliére.

L'interprétation d’une parure peut produire des erreurs, quand, par
exemple, le terme courant n’est pas de la forme attendue. Dans la
description de [I'algorithme de présentation, nous verrons comment
I'utilisation des parures par défaut, supposées correctes, permet
d’éliminer toutes les erreurs.

Pour comparer le langage de présentation aux langages de
programmation, notons que l'instruction PRESENT correspond & un appel
de type procédural et que linstruction PLACE correspond plutét a un
appel dirigé par les données.

Dans PPML [BCDIKLP87] I'emploi de filtres remplace le parcours de
termes. Cette méthode semble plus naturelle que la méthode des
occurrences. Nous envisageons donc d’ajouter la notion de filtre au
langage de présentation (voir chapitre Travail futur et Conclusion
section A.5). Notons que les filtres correspondent aux procédures qui
admettent des arguments, dans les langages de programmation.
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L’'exemple suivant met en évidence I'intérét des parures pour la
factorisation et la généricité du code. Soit (forall <x:term> (or (P x)
(@ x))) le terme du langage de définition a présenter sous la forme

[(Vx POVQ)). Sa présentation pourrait étre spécifiée complétement,
sans utiliser de parures auxiliaires. Vu la richesse du langage de
boites, le code correspondant est trés long. En pratique, un tel code
n‘est jamais employé, mais il peut aider & comprendre le fonctionnement
élémentaire du langage de présentation (emploi des occurrences
généralisées, positionnement et dimensionnement relatif des boites). Ii
est donné en Annexe C.

En général, les parures servent a factoriser les suites
d’instructions qui apparaissent fréquemment dans une présentation:

box:BEGIN

WIDTH=ENCLOSED.WIDTH;
HEIGHT=ENCLOSED.HEIGHT;
END;

inbox:BEGIN
LEFT=ENCLOSING.LEFT;
TOP=ENCLOSING. TOP;
END;

line_t:BEGIN
LEFT=PREVIOUS.RIGHT;
TOP=PREVIOUS.TOP;
END;

line_t_space:BEGIN
LEFT=PREVIOUS.RIGHT+5;
TOP=PREVIOUS.TOP;

END;

Elles servent aussi a spécifier la présentation des entités du
formalisme définition dont elles portent le nom. La séparation de ces
parures permet leur réutilisation et la structuration des
présentations. Par exemple, donnons une parure commune pour les
quantificateurs universel et existentiel:

exists, forall : BEGIN

PRESENT: box;

TEXT ' (':BEGIN
PRESENT': inbox;

END;

SYMBOL NAME:BEGIN
PRESENT:line_t;

END;

PLACE A.1.REFERENCE:BEGIN
PRESENT:line t;

END;

PLACE A.1.BLOC:BEGIN

- 144 -



6 - Réalisation - 29/05/94

PRESENT:line_t_space;

END;

TEXT ') ':BEGIN
PRESENT:line_t;

END;

END;

Quand la notion de filtre sera intégrée & GLEF, la syntaxe pourra étre
la suivante:

(exists <x:termsb), (forall <x:term>b) :BEGIN

PRESENT: box;

TEXT ' (':BEGIN
PRESENT: inbox;

END;

SYMBOL NAME:BEGIN
PRESENT:line_t;

END;

PLACE x:BEGIN
PRESENT:line_t;

END;

PLACE b:BEGIN
PRESENT:line_t_space;

END;

TEXT ') ':BEGIN
PRESENT: line_t;

END;

END;
Finalement, on voit que [Iutilisation de parures rend les spécifications
concises, claires et génériques.

4. Conclusion

Nous avons décrit les différents langages développés pour réaliser
GLEF. Bien entendu ces langages ne sont pas figés. Le formalisme de
définition pourrait étre remplacé par un cadre logique mieux adapté. Les
langages de boites et de présentation pourraient étre remplacés par des

langages plus naturels ou plus puissants.
La partie suivante décrit I'implémentation et la mise en ceuvre de

ces langages au sein de GLEF.
B) Réalisation pratique
1. Choix des outils de développement

Nous avions besoin d’outils favorisant la réalisation d’une
application:

- Capable d’analyser et d’interpréter des langages.
- Communiquant avec d’autres applications.
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- Proposant une /UG (Interface Utilisateur Graphique) moderne
(menus, dialogues, etc.).

- Composant et affichant des vues graphiques.

- Rapide.

- Gérant sa mémoire de maniére précise (voir section B.3.b).

- Pouvant étre distribuée a un large public.

Justifier la démarche qui, en dehors de nos golts personnels, nous a
conduits a programmer en C++ sur Macintosh, peut étre utile. Examinons
donc quelques outils susceptibles de satisfaire nos besoins.

Les environnements de haut niveau

Voyons d'abord les outils les plus puissants, qui permettent souvent
les développements les plus rapides. Notons qu’une caractéristique
essentielle des environnements de haut niveau est la méta-
programmation, c'est a dire, la possibilité de construire des programmes
de maniére dynamique.

CENTAUR

Le systeme dont le fonctionnement est le plus proche de celui
d’ATINF est le systtme CENTAUR [BCDIKLP87], pourtant destiné a
I'édition de programmes dans des langages structurés.

CENTAUR utilise en effet la description d’'un langage de
programmation pour présenter et permettre I'édition de programmes
respectant leurs spécifications.

On peut immédiatement faire le rapprochement entre logique et
langage de programmation, preuve et programme, correction et respect
des spécifications, il y a vraisemblablement beaucoup d’autres
similitudes. Un travail a été effectué dans ce sens, il consiste a
employer CENTAUR pour construire des preuves [Has88].

Toutefois, les formalismes de description des langages de
programmation ne sont pas vraiment adaptés a la définition de systémes
formels. Nous préferons employer un formalisme spécialisé comme CC
[CH88] ou LF [HHP89].

Les langages de programmation étant textuels, leur présentation est
beaucoup plus simple que celle des logiques, qui emploie de nombreux
symboles et graphismes. Nous préférons donc employer un formalisme
plus général de présentation de documents.

Ainsi, CENTAUR ne posséde pas le potentiel de base d’un éditeur de
preuves. Par contre, il aurait éventuellement pu étre utilisé pour
produire des éditeurs pour les formalismes de définition et de
présentation, mais notre but n'est pas de travailler directement sur ou
dans ces formalismes.
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Finalement, développer GLEF de maniére indépendante est plus facile
que d'intégrer ce potentiel de base & CENTAUR.

LISP

Les environnements LISP sont trés pratiques pour développer des
programmes. lls proposent une gestion automatique de la mémoire, de
grandes bibliothéques de fonctions, des outils de mise au point puissants
et leurs interprétes permettent le test individuel des fonctions
développées. Des extensions existantes (analyse lexicale et
grammaticale, IUG) leur permettent de répondre a nos besoins.

Nous verrons toutefois que la gestion automatique de la mémoire
nous est inutile, car nous devons la gérer d’'une maniére trés
particuliére.

CAML

CAML [CH90] est un langage de programmation structuré
simultanément polymorphe (C) et fortement typé (PASCAL),
interfacé avec LEX et YACC. Il est donc particulierement bien adapté a la
définition de notre formalisme de définition de logiques.

Notons que CAML light est une version simplifiée de CAML, qui
fonctionne sur les “petites” machines.

Problémes liés a [I’utilisation d’un environnement de haut
niveau

En fait, plusieurs raisons nous ont dissuadés d’employer un
environnement de haut niveau pour réaliser GLEF. Certaines de ces
raisons reléevent de la distribution a un large public, d’autres sont
purement techniques. Notons qu'au moins une de ces raisons concerne
chaque environnement, ou le concernait, au début de la réalisation de
GLEF.

Quand un environnement utilise beaucoup de mémoire, il ne peut
pas toujours fonctionner sur une “petite” machine, surtout en paralléle
avec d’autres applications. Un environnement peut aussi manquer ou
couter cher sur certaines machines. Et, quand il ne permet pas de
réaliser des applications indépendantes, chaque utilisateur doit en
posséder une version.

Souvent, un environnement est relativement fermé, et ne facilite
pas son extension par des fonctions hors du langage. Au contraire, on
doit modifier directement son code, ce qui rendrait GLEF dépendant de
son implémentation. Souvent délicates a programmer, ces modifications
excluent I'emploi d'un tel environnement comme outil de prototypage.
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Les langages de programmation

Employer un langage de programmation classique permet d'éviter les
problemes liés & un environnement existant. L'utilisation de la mémoire
peut étre optimisée et les applications peuvent fonctionner
indépendamment de [I'outil de développement, méme sur les “petites”
machines.

A la méta-programmation prés, les langages de programmation
satisfont tous nos besoins. La méta-programmation n’est pas toujours
facile, mais elle est toujours possible. Par exemple, on peut appeler
dynamiquement des fonctions compilées séparément. Mais comme un
appel dynamique n’est pas portable, réaliser ou employer un interpréte
auxiliaire est préférable.

Parmi les langages de programmation classiques, le C++ semble étre
le standard actuel. Les extensions objets sont dailleurs trés utiles pour
homogénéiser et modulariser les développements. Notamment, elles
donnent au langage une certaine forme de polymorphisme multi-sortes
fort, ce qui le rapproche un peu de CAML.

L’utilisation d’objets en C++ profite de celle d'un compilateur
optimisant correctement les recherches de méthodes. Nous avons choisi
un compilateur a l'interface rapide et agréable, mais qui n’optimise pas
le code obtenu. Toutefois, GLEF pourra étre recompilé avec un meilleur
compilateur.

Interface utilisateur graphique

Pour étre agréable et pratique a utiliser, GLEF doit proposer une /UG
(Interface Utilisateur Graphique) moderne. On ne doit pas confondre
'lUG, qui sert & contréler un programme, et les primitives graphiques,
qui servent a dessiner et sont analysées plus loin.

Actuellement, la plupart des machines proposent une ou plusieurs
IUGG natives (Interface Utilisateur Graphique Générique). Du point de vue
de I'utilisateur, ces IUGG sont semblables, mais il n'est pas possible de
les programmer indépendamment de la machine. Toutefois, I'utilisation
de classes d'objets disponibles sur la plupart des machines réduit
considérablement les codts de développement, et minimise ainsi les

colts de portage.

Toutefois, il existe un noyau d'lUGG, X-WINDOW, dont laspect visuel
n‘est pas figé. C'est le cosur de différentes IUGG (Motif, OpenWin, MacX,
etc.), sur différentes machines. Ainsi, un programme qui emploie X-
WINDOW fonctionne sur toutes ces IUGG. X-WINDOW est maintenant trés
réepandu et son emploi est incontournable.
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Quand nous avons commencé & réaliser GLEF (premiére version sur
SUN en 88), X-WINDOW n’était pas tout a fait figé, les rares IUGG
fondées sur lui étaient trés sommaires, et peu de programmes
employaient. A I'époque, nous avions choisi d’employer une IUGG native
(SUNTOOLS, puis MacOS).

Bien entendu, les versions futures de GLEF emploieront X-WINDOW,
certainement via BEDROCK. BEDROCK est une bibliothéque de classes
d’objets, en phase finale de développement chez Apple, IBM, et
SYMANTEC. Elle permet de réaliser des applications indépendantes de la
machine employée et de son IUGG (Macintosh, WINDOWS PC, NT, X-
WINDOW, etc.). Notons que NEURON DATA développe une bibliothéque
similaire, appelée OPENINTERFACE, mais qui est beaucoup plus colteuse.

Primitives graphiques

Pour dessiner, GLEF a besoin de primitives graphiques. La plupart
des systémes d’exploitation et des IUGG (MS-DOS, UNIX, MacOS, X-
WINDOW, etc.) en proposent. A quelques détails prés (nom, ordre des
arguments), beaucoup d’entre elles sont semblables. N'utiliser que ces
primitives, en encapsulant leur appel, permet d’obtenir un code
relativement portable.

Postscript est un langage de description de documents, reconnu
comme standard pour l'impression. Display-Postscript est un ensemble
de primitives graphiques, qui pourrait devenir un standard pour
I’affichage.

Plusieurs machines (SUN, NEXT) I'emploient déja dans leurs IUGG.
Apple et IBM envisagent aussi de I'employer dans leur futur systéme
d’exploitation commun (PINK). Toutefois, une IUGG peut encapsuler les
primitives graphiques qu’elle emploie et les masquer au programmeur.

Matériel

Le Macintosh et le NEXT sont encore les seules machines dont les
IUGG obéissent & des normes trés précises. En effet, des applications qui
emploient des boutons, des menus et des fenétres de méme forme ne
sont pas toujours homogénes. En plus de son IUGG, Apple édite des
documentations sur la maniere d’écrire une application (couleur des
icones, touches de fonctions standard, etc.). Ainsi, les IUGG du Macintosh
et du NEXT sont les plus naturelles et les plus homogénes. Cela ne
signifie pas qu’elles manquent de puissance (NEXT est fondé sur UNIX).
L’alliance entre Apple et IBM laisse supposer que I'lUGG du Macintosh
soit destinée a une distribution de plus en plus large. Notons qu’elle
sera, elle aussi, fondée sur UNIX.

Finalement, nous avons choisi de programmer GLEF en C++ sur un
Macintosh, en employant I'lUGG et les primitives graphiques natives de
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cette machine. Bien entendu, nous emploierons BEDROCK pour porter GLEF
a d'autres machines. Nous emploierons aussi CAML light, si ce nouvel
environnement de programmation se révéle mieux adapté a nos besoins.

2. Implémentation des langages

GLEF doit analyser et interpréter des définitions et des
présentations spécifiées dans les langages décrits dans la premiére
partie.

Les syntaxes de ces langages sont simples et bien déterminées. Les
compilateurs d’analyseurs lexicaux et grammaticaux, LEX et YACC, ont
donc produit automatiquement leurs analyseurs syntaxiques.

Les langages sources de LEX et YACC permettent de programmer des
actions complémentaires a effectuer par les analyseurs. Ainsi, le
langage source de YACC a permis de programmer la construction des
arbres abstraits syntaxiques. Pendant cette construction, analyseur
syntaxique du formalisme de définition vérifie les contraintes de
types. Finalement, GLEF manipule directement les arbres abstraits
syntaxiques.

Notons que pour les premiéres versions de GLEF, nous avions écrit un
programme générant automatiquement les sources LEX, YACC et C++, pour
I'analyse syntaxique, la construction et la manipulation des arbres
abstraits syntaxiques d'un langage, & partir d’une spécification de sa
syntaxe. Ce programme a été trés utile pendant la phase de
développement formel des langages. Mais les structures des arbres
abstraits syntaxiques produits par les analyseurs obtenus n’étant pas
assez souples, nous avons finalement abandonné ce programme.

3. Implémentation du formalisme de définition
a) Optimisation du temps de calcul

Le formalisme de définition est constitué d'un langage et d'un calcul
de types, destiné a vérifier les définitions. Ce calcul de types appelle,
sans arrét, des transformations récursives de termes (recalage, mise
sous forme normale) qui durent relativement longtemps.

Décrivons donc la principale méthode employée pour accélérer la
vérification de types, dont la rapidité est essentielle.

Calcul des types

Le calcul du type d’un terme peut durer longtemps, surtout si le
terme est composé d’'un grand nombre de constructeurs. Or le calcul de
types calcule au moins une fois, et souvent de nombreuses fois, le type

de chaque terme:

- 150 -



6 - Réalisation - 29/05/94

- Une définition peut contenir plusieurs instances du méme
terme.

- La présentation peut nécessiter la visualisation du type de
certains termes.

- Pendant [I'édition, la vérification de contraintes de types
autorise certaines manipulations.

- Le calcul du type d’'un terme réutilise les types de ses sous-
termes.

Pour éviter de calculer plusieurs fois le type de la plupart des
termes, GLEF mémorise tous les termes rencontrés avec leurs types.
Comme nous le verrons, la maniére de mémoriser ces couples utilise
relativement peu de mémoire et permet un accés rapide aux types des

termes.
Calcul des formes

Une définition peut introduire des fonctions de profils multiples.
Souvent, I'application d’une telle fonction a une liste d’arguments
donnée n’est permise que par certains profils. En particulier,
I'application de cette fonction a une liste d’arguments maximale donnée
n'est permise, la plupart du temps, que par un seul profil.

Cependant, la présentation de [I'application d’une fonction de
profil multiple dépend des profils qui la permettent.

Pour garder la trace des profils utilisés, on associe a chaque terme
t un ensemble d’entiers appelée forme, et noté form(t), de méme cardinal
n que son type.

Si le terme considéré n'est pas une application, cet ensemble est
celui des n premiers entiers.

Sinon, on considére sa fonction £ de profils profil(f). Les profils de
£ ayant permis I'application forment un sous-ensemble de profil (f).
form(t) est le sous-ensemble de form(£) tel que les entiers conservés
sont ceux dont la position dans form(£f) correspond a celle de ces profils
dans profil (£). Ceci est possible car les types sont gérés sous forme
de listes. Comme nous l'avons vu, c’est une des limites de
'indépendance entre définition et présentation.

Le calcul des formes ne dure pas trés longtemps, mais il est trés
facile de mémoriser la forme de chaque terme rencontré, a coété de son

type.
Autres calculs

Pour les prochaines versions de GLEF, nous envisagerons de
memoriser les recalages et les formes normales de la méme maniére
(voir chapitre Travail futur et conclusion section A.4).
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b) Gestion de la mémoire

Mémoriser sans précautions le type et la forme de chaque terme
(dans chaque contexte) peut nécessiter une quantité excessive de
mémoire20. GLEF gére donc lutilisation de la mémoire de maniére plus

fine.

I emploie une méthode trés générale, applicable quand un
programme doit mémoriser un grand nombre de données avec une forte
probabilit¢ de redondance, ce qui est trés courant en démonstration
automatique.

Ce programme peut éviter de construire plusieurs fois la méme
donnée, en répertoriant les données déja créées, pour les
réutiliser. La table de hash est une forme de répertoire efficace.

Parfois, les données concernées sont structurées. Par exemple, ce
sont les termes d’une algébre. La fonction de hash peut exploiter
cette structure. Pour calculer le code de hash d’une donnée structurée, il
suffit de réutiliser les codes de hash des données qui la composent.
Comme ce calcul n'est pas récursif, il est trés rapide, surtout pour les
termes de taille importante.

GLEF emploie cette méthode pour mémoriser les atomes, les termes,
les contextes, les jugements de typage, les parures, les occurrences et
les systémes d’équations (avec leurs solutions) associés & chaque boite
(voir section B.6).

Sans cette méthode, la mémoire était principalement utilisée par
les termes. Avec cette méthode, I'économie réalisée sur les termes est
en pratique de 90% a 99%21', les meilleurs résultats concernent les
exemples les plus volumineux, qui sollicitent justement le plus de

mémoire.

Notons qu’un environnement LISP mémorise les atomes de cette
maniére, mais pas les listes. Quand un programme LISP utilise un grand
nombre de données avec une forte probabilité de redondance, on pourrait
employer un interpréte LISP dont les primitives éviteraient de
construire plusieurs fois les mémes données LISP. Toutefois, le
programme ne pourrait pas appeler des primitives comme rplaca, qui
alterent directement les données structurées.

20pjysieurs dizaines de méga-octets pour des preuves de quelques centaines de pas d'inférence.
21L es statistiques sont calculées par GLEF.
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c) Représentation des termes et des types

Cette section décrit les structures de données du formalisme de
définition. Ces structures de données sont gérées selon les méthodes
decrites juste avant.

Utilisation d’objets

Dans un premier temps, nous avons choisi de représenter les
données du formalisme de définition par des objets, pour faciliter et
accélérer le développement. Par exemple, les termes sont représentés
par des objets et leurs manipulations (recalage, forme normale,
unification, etc.) sont définies comme des méthodes.

Un graphe d’héritage peut donc décrire la structure des termes:

terme
univers variable application introduction liste collection
indice fonction nom argument éléments
argument type
? \ /
produit abstraction multi-ensemble type

Graphe d’héritage

Les objets sont représentés par les noeuds du graphe. Sous leurs noms
apparaissent les champs qui les composent. Notons que les types
apparaissent sur la méme branche que les multi-ensembles, car ils ont
de nombreuses méthodes communes.

Utilisation des indices de De Bruijn [dBr72]

En A-calcul, les noms des variables peuvent ralentir différentes
manipulations. Par exemple, le test d’égalité de deux termes doit tenir
compte de Pindifférence des noms des variables liées. La
substitution doit éviter la liaison accidentelle de variables libres du
terme substitué avec des variables du terme destination. Pour cela, on
pourrait renommer systématiquement les variables libres du terme
substitué. En A-calcul typé, d'autres liaisons accidentelles peuvent
survenir lors de [lutilisation d'un type dans certains contextes. De
méme, on pourrait renommer systématiquement les variables libres du
type.

Notons que ces renommages seraient particulierement génants pour
GLEF, car les noms des variables peuvent apparaitre dans la présentation

graphique des termes.

Pour éviter ces problémes, nous avons choisi de représenter les
termes par leur notation de De Bruijn. Cette notation consiste a

- 153 -



6 - Réalisation - 29/05/94

remplacer chaque variable liée par un entier indiquant la distance a son
symbole de liaison. Cette distance, appelée indice de De Bruijn, est
exprimée en nombre de symboles de liaisons rencontrés, lorsqu'on
remonte de la variable & son symbole de liaison, en suivant la structure
du terme.

Les variables non lides (entités et variables libres) sont
considérées comme liées par un contexte extérieur au terme. En A-calcul
typé, la notation de De Bruijn oblige a considérer chaque terme dans son
contexte d’utilisation. En effet, contrairement a Ia notation
classique, la notation de De Bruijn d'un terme varie en fonction de ce
contexte. Les indices des variables non liées augmentent (diminuent)
quand on le prolonge (réduit).

d) Manipulations formelles

Cette section décrit les différentes manipulations formelles
employées par GLEF. Introduisons quelques notions préliminaires pour
faciliter cette description.

Définitions et notations

Les symboles [ et ] délimitent les listes. @ et:: dénotent
respectivement la concaténation de listes et lajout d’un élément a une

liste. 1l dénote la longueur de Ia liste /.
Z dénote I'’ensemble des entiers, N dénote I'’ensemble des entiers

positifs, N, dénote I'’ensemble {1...,n}. On définit addition d’'un entier a
un ensemble d'entiers par: S+n={s+n | seS}.

La notation classique d’un terme est appelée terme concret. Sa
notation de De Bruijn est appelée terme abstrait. Les notions de terme
concret et abstrait correspondent a celles de syntaxe concréte et
abstraite. Dans ce qui suit, le mot terme, sans précision, signifie terme
concret.

Un contexte est une liste de termes abstraits associés chacun a un
nom (voir section A.1.d pour la définition des contextes bien formés). Un
contexte I, prolonge un contexte I, ssi il existe un contexte r; tel que
I'=I3@T;. V=N, représente I'ensemble des variables (entités et variables
libres) introduites par le contexte r. V,?:V,.]\Vr2 représente I'ensemble

des variables introduites par I, mais pas par I,, quand T prolonge r,.

Comme un terme abstrait est toujours considéré dans un contexte,
on définit une référence par un couple formé d'un terme abstrait et de
son contexte. La fonction r sert & construire une référence a partir d’'un
contexte et d'un terme abstrait. Les fonctions y et t servent
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respectivement a extraire le contexte et le terme abstrait d'une
référence.

Une occurrence est la position occupée par un sous-terme d’un
terme donné. Selon l'usage courant, une occurrence est représentée par
une liste de codes indiquant le chemin allant de la racine du terme au
sous-terme concerné.

La notion d’occurrence généralisée est similaire. Elle autorise en
plus le passage d'un terme a son type, d’une application & son niéme
argument et d'une abstraction ou d’un produit dépendant & sa variable
lice. Elle est trés utile pour la présentation et les manipulations de

termes.

Recalage

Dans des contextes différents, un terme concret peut étre
représenté par des termes abstraits différents. Le recalage [Hue91]
transforme un terme abstrait, pour qu’il représente le méme terme
concret, lorsqu’'on prolonge ou on réduit son contexte, ou le contexte d’un
terme qui le contient.

C’est une fonction récursive trés simple, qui ne change pas les
indices des variables liées et ajoute aux indices de certaines variables
non liées (entités et variables libres) un entier positif ou négatif appelé
valeur de recalage.

t+(m,n) dénote le terme abstrait t recalé de n, les variables non liées
d’indices inférieurs ou égaux a m n’étant pas modifiées. t+n dénote #+(0,n).
t-n dénote r+(-n). Quand ¢ est une variable et m=0, + correspond a I'addition
des entiers.

Notons que le recalage peut échouer. r+(m,n) échoue si et seulement si
{ieV,|m<ini+n<l+m}=@, ol V, est 'ensemble des variables non liées

de .
Diminution de contexte

La diminution d'un contexte sert a retirer certaines de ses
introductions de variables. Les types des variables introduites aprés ces
introductions (et situées avant dans la liste) doivent étre recalés.
Notons que la diminution d’'un contexte échoue quand certains de ces

recalages échouent.
On note NV le contexte I diminué de I'ensemble V de variables. Etant

donné un contexte F=[(n,,t,)---;(rzlr[,tln)} on pose:
r\ i=[(n,,tl == 2.0) 3ty = (= 1= 1)} 5(mioro iy - 1);(n,.+,,ti+,)---(nlrl,tm)]

On définit ensuite:
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{r\ V=(C\)\(V\{i}) (VcV.ai=max(V))
r\g=r

Quand aucun recalage n'échoue, le contexte obtenu est bien formé.
Egalité

Nous employons différentes notions d’'égalité entre termes
abstraits, et avons écrit un test pour chacune de ces notions.

L’égalité structurelle permet d'indiquer si deux termes abstraits,
dans les mémes contextes, sont égaux et leur présentation est la méme.
Comme nous l'avons vu, les termes abstraits sont mémorisés dans des
tables de hash et ne sont jamais construits plusieurs fois. Ce test est
donc immédiat et se réduit & une comparaison de pointeurs.

L’égalité de création est une égalité structurelle, utile quand I'un
des deux termes n’est pas encore mémorisé dans la table de hash, et doit
justement y étre ajouté. Ce test est constitué d'un rapide parcours de
profondeur 1, et de tests immédiats d’égalité structurelle. Il suppose en
effet que les sous-termes du terme ajouté sont déja mémorisés dans la
table de hash. ’

L'égalité abstraite sert a tester si deux termes abstraits, dans les
mémes contextes, sont identiques au sens du formalisme de définition. A
cause des noms des variables liées (qui restent mémorisés au niveau des
liaisons pour la présentation) et des muilti-ensembles, un parcours
complet des terme est obligatoire (voir juste aprés les remarques
concernant les formes normales). Cependant des tests d’égalité
structurelle peuvent le court-circuiter.

L’égalité concréte sert a tester si deux termes abstraits, dans deux
contextes, représentent le méme terme. Comme GLEF normalise
systématiquement les termes, I'égalité concréte correspond a I'égalité
définitionnelle des termes concrets. Ce test est écrit de la méme fagon
que celui de I'égalité abstraite, mais il évite les recalages en
considérant directement les valeurs de recalage.

Formes normales

Nous supposons que le formalisme de définition admette la
normalisation forte pour la Bnd-réduction. Toutefois, pour traiter les
multi-ensembles, les types ensembles et les noms des variables liées,
les procédures de test d’égalité abstraite et concréte sont récursives
et particulierement codlteuses.

Pour des tests d'égalité plus efficaces, les prochaines versions de
GLEF calculerons une forme Bné-normale, modulo les multi-ensembles,
les types ensembles et les noms des variables liées. Par exemple, pour
les multi-ensembles et les types ensembles, mémoriser chaque terme
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une fois et une seule permet d’employer I'ordre défini par les
pointeurs au lieu d’'un ordre plus long a calculer (lexicographique, etc.).
Quant aux noms des variables liées, nous envisageons de les retirer des
termes (voir chapitre Travail futur et conclusion section A.4). Les tests
d’égalité définitionnelle entre deux termes se réduiront donc a I'égalité
structurelle de leurs formes normales (aprés recalage pour I'égalité
concrete), c’'est a dire & une comparaison de pointeurs.

Méme si la B-réduction reste systématiquement appliquée, les
termes ne seront pas systématiquement normalisés. Mais la forme
normale de chaque terme sera systématiquement calculée et mémorisée,
comme son type et sa forme. Ainsi, elle sera calculée une et une seule
fois. Notamment, la procédure de normalisation des termes ne
sera plus récursive (aux recalages prés), car elle réutilisera les
formes normales de leurs sous-termes, déja calculées.

De plus, mémoriser séparément la forme normale de chaque
terme, dans chaque contexte est préférable a normaliser directement
chaque terme. En effet, cela permet de laisser les éléments des multi-
ensembles et des types ensembles & leurs places, pour la présentation.

Notons aussi que pour simplifier encore I'égalité concréte, chaque
forme normale pourrait étre mémorisée sous la forme d'un terme et
d’une valeur de recalage. Le terme correspondrait au recalage de la
forme normale par la valeur de recalage, choisie négative, de valeur
absolue maximum.

Fermeture

La fermeture consiste & lier certaines variables libres d'un terme
abstrait, le contexte associé étant diminué de ces variables. Selon le
genre de fermeture choisi, les variables concernées sont liées par des
abstractions ou des produits dépendants.

Simplification

La simplification consiste a éliminer parmi les abstractions en téte
d’'un terme abstrait, celles qui introduisent des variables inutilisées
dans ce terme abstrait. Comme cette opération ne change pas le contexte
du terme abstrait, elle n’en tient pas compte.

Notons qu’éliminer des abstractions a lintérieur d’'un terme est plus
délicat, car il faudrait considérer leur environnement d'utilisation.

Substitution

Une substitution sur un contexte I est un ensemble de couples
associant une variable de V, a un terme abstrait, considéré dans rI. Le
type T, du terme doit étre “compatible” au sens de ’application, avec
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celui T, de la variable. C’est a dire, on doit avoir tcp(7,,T,) (voir les régles
de jugement de typage section A.1.d).
Etant données une référence r et une substitution sur ¥(r), Ila

substitution consiste a remplacer dans t(r), les variables de la
substitution par leurs termes associés (en effectuant les recalages
adéquats), et de diminuer ¥(r) de ces variables.

Filtrage et Unification

Le filtrage est un cas particulier de Punification, il est traité de
maniére similaire.

by

L’unification de deux références r, et r, consiste a tester si
remplacer dans (5) et i(r), certaines variables de Vi) €t Vg, par des

termes de ¥(r) et ¥(r,) permet d'égaliser (concretement) i(r) et ¥(n), dans
¥(r) et ¥(r). De plus, on peut associer des variables de Vi) avec des
variables de Vm), pour qu'elles soient remplacées par des termes égaux
(concrétement). Les variables substituables sont les variables de Vi) €t
T dont on autorise le remplacement. Les constantes sont les autres.

Notre algorithme d'unification Suppose par ailleurs que les
contextes I et I, des deux termes abstraits soient de la forme:

I=yp@v,@n@r;
I=p@v,@y@Tr;

Les variables substituables sont celles introduites par v,@ y, et v,@ Y
c’est a dire V, o, +|v/|, dans I; (i=1,2). Les variables introduites par y, dans

I et I, sont associées, c'est a dire k+|y|+[| dans I, est associée a
k+|y,|+[v,|] dans r, (k=1..[7). Notons que tous les contextes sont
déterminés quand on donne T; et n, =|y, (i=1,2,3).

h
v I

Y2

L — —Pig— —P>
Constantes Variables Constantes
substituables

Forme des contextes de deux termes abstraits a unifier.

- 158 -



6 - Réalisation - 29/05/94

Les cas rencontrés en pratique sont ceux ol m=n=0 (les deux
ensembles de variables substituables sont “disjoints”) et |v|=|v,|=0 (les
deux ensembles de variables substituables sont “confondus”). Notons que
méme dans le premier cas, v, et v, peuvent étre égaux.

Notons aussi que plusieurs substitutions peuvent satisfaire un
filtrage ou une unification a cause des multi-ensembles et des types
ensembles.

Pour le moment, nous employons un algorithme d’unification du
premier ordre. Mais I'emploi d'un algorithme d’unification d’ordre
supérieur améliorerait I’ergonomie de GLEF (voir chapitre Travail
futur et conclusion section A.8).

Cet algorithme est récursif, ses arguments sont les deux termes
abstraits, leurs deux contextes, deux valeurs de recalage associées et un
indice de profondeur. Notons que les deux contextes sont donnés sous une
forme particuliére. Cette forme indique les variables substituables et
permet de mémoriser les substitutions, en évitant leur construction
séparée. Ces informations sont associées au niveau de chaque élément
des deux contextes. Grace a la forme de ses arguments, l'algorithme
n'effectue ni remplacements, ni recalages, il est donc trés
efficace.

Quand une unification réussit, combiner les informations associées
aux deux contextes permet de calculer les couples de substitutions a
appliquer aux deux références. Cette combinaison consiste a ordonner les
introductions des variables substituables des deux contextes, en
considérant les contraintes de dépendance de types. Elle n’effectue
pas explicitement les recalages de ces introductions et des variables
libres des termes unifiés, mais les code seulement. Ensuite,
I'algorithme de substitution exploite ce codage pour éviter des
transformations intermédiaires des termes unifiés.

Du point de vue externe, on considére simplement que Iunification
retourne un couple de substitutions.

Renommage

GLEF doit permettre a [Iutilisateur de changer les noms des
variables libres ou liées, pour améliorer la présentation des preuves.
Bien entendu, l'utilisateur ne peut pas changer les noms des entités,
mais la manipulation décrite ici est générale.

Etant données une référence et une occurrence généralisée indiquant
la position d'une variable dans le terme abstrait de la référence, le
renommage consiste a changer le nom de la variable concernée, dans la
référence.
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Grace aux indices de De Bruijn, changer le nom d'une variable est
immédiat, il suffit de le changer au niveau de sa liaison, que
celle-ci soit située dans le terme abstrait ou dans le contexte.

Cependant, comme chaque terme abstrait est mémorisé une fois et
une seule, changer le nom d’une variable au niveau de sa liaison change
son nom dans toutes les liaisons qui introduisent un contexte
structurellement égal, dans le reste de la preuve. De plus, comme les
types sont mémorisés séparément des termes, changer le nom d’une
variable liée dans le type d'un terme change son nom dans le type de
tous les termes de types structurellement égaux. C'est une limite de
indépendance entre la représentation interne des termes abstraits et
leur présentation.

Pour économiser la mémoire, les futures versions de GLEF
mémoriserons vraisemblablement les noms des variables séparément
des liaisons (voir chapitre Travail futur et conclusion section A.4).
L’égalité structurelle ne tiendra donc plus compte de ces noms et le
probléeme de dépendance concernera les termes égaux de maniére

abstraite.

Suppression et Remplacement

by

Intuitivement, le remplacement consiste a mettre un terme a la
place d'un sous-terme d'un terme donné. La suppression consiste a
mettre une variable libre a la place du sous-terme. Ces opérations
peuvent enlever ou ajouter des variables libres au terme englobant. La
suppression est un cas particulier du remplacement, elle est traitée de
maniére similaire.

En A-calcul non typé, le remplacement ne pose pas de problémes. En
logique du premier ordre, le terme remplagant doit seulement étre de Ila
sorte du terme remplacé (formule ou terme).

En A-calcul typé, le remplacement est plus délicat. Pour préserver le
typage, il doit modifier certains sous-termes hors du sous-terme
remplacé, pour changer leurs types.

Une opération auxiliaire permet donc de modifier un terme pour
changer son type. Elle pourrait simplement remplacer le terme par une
nouvelle variable libre, mais elle doit changer le moins possible la

structure du terme modifié. Pour [Iinstant, elle correspond a
’algorithme suivant:

- Si le terme est une application, on essaie de conserver sa
fonction la plus imbriquée, en changeant un par un les types
de ses arguments, par un appel récursif a 'opération

auxiliaire.
- Sinon, on le remplace par une nouvelle variable libre.
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Notons que [I'opération auxiliaire généralise I'application du
remplacement aux sous-termes situés & des occurrences généralisées.

Un autre algorithme, plus général, est donné en Annexe A, mais il
n'est pas encore implémenté.

Profils des manipulations formelles

Avant d’écrire les profils des manipulations formelles, introduisons
d’autres notations. x, » dénotent respectivement le produit cartésien et
I’espace fonctionnel. x:TxU(x) représente un produit cartésien

dépendant. 7" dénote T...xT. r, dénote la ii®me projection.

S dénote I'ensemble des chaines de caractéres. context, term et
occurrence dénotent respectivement I'ensemble des contextes, I’ensemble
des termes et I'ensembles des occurrences généralisées. reference
P(context x term) dénote des références (le terme est typable dans le
contexte bien formé). substitution — P(N x term) dénote I'ensemble des

substitutions.
Les profils des manipulations formelles peuvent s’écrire (quand la
place des arguments est ambigué, leurs noms sont rappelés):

teterm—>term U ZXZ—Z U P(Z)xZ — P(Z)

close € r:reference x P(Vﬂ,))
simplify € term — term U reference — reference
filter € reference’x context X N — P(substitution)

unify € reference”x context x N° — P(substitutionz)

(-7, T3smy,my )
rename € reference X occurence x S — reference
delete € reference X occurence — reference
replace € reference X occurence X reference — reference
( référence destination, occurrence, référence remplagante)

substitute € reference X substitution — reference

* transforme naturellement une fonction de A—B en une fonction de
P(A)—P(B), et substitute en une fonction de reference x P(substitution) — P(reference).

Notons que la description des profils ne tient pas compte des
erreurs. En fait, on suppose qu'une fonction puisse toujours retourner
une valeur ¢ quand elle échoue, et que cette valeur fasse échouer les
fonctions qui I'appellent.
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e) Environnements de définition

En mémoire externe, les définitions ne contiennent pas directement
des termes concrets, mais des contextes qui peuvent introduire des
termes concrets avec des nommages. Une primitive du type #include sert
a relier les différentes parties d'une définition répartie sur plusieurs
fichiers. Ces parties forment des contextes de niveau supérieur appelés
environnements de définition. Les environnements de définition servent
a structurer les définitions, sans employer de véritable langage de
structuration [HST89], [LB92] (voir chapitre Travail futur et conclusion
section A.11).

Ainsi, ils servent a définir des langages et des systemes formels
par raffinements successifs. Par exemple, un prolongement de la
définition des tableaux sémantiques en logique du premier ordre peut
deéfinir les tableaux sémantiques en logique modale, etc. (voir chapitre
Utilisation section C.2.d et C.3).

lls servent a spécifier des théories. Par exemple, un
prolongement de la définition du langage de la logique du premier ordre
peut définir les axiomes d’'une théorie des ensembles (voir chapitre
Utilisation section C.2.b).

Enfin, ils servent a séparer les preuves de leurs systémes
formels. En effet, quand [I'utilisateur emploie un systeme formel, il veut
choisir les preuves a considérer.

Pour permettre la mémorisation de preuves en cours de
construction (non connexes), une liste de termes peut prolonger le
contexte spécifié par un environnement de définition. Ces termes sont
considérés dans ce contexte. Notons que I'analyseur actuel de GLEF
n'admet que des contextes. La procédure de sauvegarde de preuves
nomme donc systématiquement les termes construits dans la fenétre
d’édition, pour son édition ultérieure. Cette faiblesse de GLEF devrait
étre corrigée rapidement.

4. Implémentation du langage de présentation

Représentation interne

La représentation interne des parures du langage de présentation est
classique. Toutefois, les parures sont mémorisées dans une table de hash
pour un accés rapide et une économie de mémoire.

Présentation des termes

L’algorithme de présentation des termes traduit les termes
abstraits du formalisme de définition en structures de boites, en
obéissant aux parures du langage de présentation.
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6 - Réalisation - 29/05/94

Comme indiqué dans la description formelle du langage de
présentation, cet algorithme considére un terme courant, a présenter
dans une boite courante.

- Si le terme courant est instance d’'un nommage qui porte le
nom d’une parure, et la boite courante n’est pas une boite de
plus hau<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>