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Resune des contributions

Dans cette trese, nousetudions lesevenements visuels. Enparticulier, nous nous ineressons au lien
entre les lieux au ils se produisent et les contours d'ombres.

Dans un premier temps, nous proposons un travail treorique sur la @ nition d'une notion de vue dans
une sene formee d'objets convexes qui fait la part belle aux sillouettes visibles des objets. Cette formula-
tion est proche de celle adopte dans le cas du graphe d'aspects suslebjets lisses et est directement lee
au probeme d'extraction des limites d'ombres. Dans cette mémeetude, nous posons lequivalence entre
deux vues de facon naturelle au moyen d'une application topologique siple (un honeomorphisme) : deux
vues sontequivalentes si on y voit les m&mes objets et qu'ils sont organies de la m&éme manére lams
envers les autres . Pour conclure ces travaux, nous caractrisons geonetriquementles lieux ai se pro-
duisent lesevenements visuels et nous prouvons que ces poinferment des ensembles nulle part denses.
Le cadre que nous construisons est le premier qui permet de consrdra la fois des objets lisses et des
objets poledriques. C'esta-dire, en quelque sorte, des maales treoriques ickaux et leurs approximations
pratiques sous la forme d'objets polyedriques simples (cf. chapie 4).

Ensuite, nous cemontrons des bornes treoriques sur la complex des limites entre lumere et pe-
nombre ainsi gqu'entre ombre et penombre. Ce sont les premeres brnes non triviales. Plus peciement,
pour un ensemble dek polyedres convexes de complexie totaleneclaies par une source polygonale, nous
exhibons une borne inerieure (n?k3 + nk®) sur le nombre maximal de composantes connexes d'ombre
et nous prouvons une borne sugerieureO(n3k?3) sur la complexie des limites ombre-pnombre . Ces
bornes, accompagrees de toutes celles cemontees au chapitr®, montrent que I'ombre d'une telle sene
peut avoir une structure compligwee (cf. chapitre 5).

Finalement, nous utilisons nos esultats sur la caracerisation geonetriqgue desevenements visuels dans
le contexte d'objets convexes pour proposer une nethode qui pernted'extraire les limites entre lumere
et penombre et entre ombre et penombre dans une s@ne fornee depolyedres convexeseclaies par une
source surfacique. C'est la premere fois qu'une approche pergt d'identi er un sur-ensemble restreint
des limites entre ces trois grands types de egions. Du point de vuelu passagea lechelle, nos esultats
sonta la fois cecevants et porteurs d'espoir. Nous arrivonsa eduire consicerablement la taille des objets
intermediaires utilis pour la construction des limites entre les egions (le squelette de visibilie, les
arrangements, etc). Malheureusement, nous n'arrivons pas toujoursdirer partie de ces aneliorations du
point de vue du temps de calcul.

En conclusion, nous dirons que ces travaux proposent des eponse®ditesa des questions dont la
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plupart n‘avaient pas de eponse. De plus, ils montrent que certanes voies consiceees comme closes, car
porteuses d'aucun espoir, peuvent apporter des indications ineessantes lorsqu'elles sont abordees sous
des angles dierents. Par exemple, nos travaux sur les maillages deiscontinuies nous permettent de
concevoir une nethode d'extraction des limites entre les egiors d'ombre qui pourrait avoir un inerét
dans des cadres dierents de l'informatique graphique. Nous pensonsentres autres, a modi er cette
approche pour construire une technique d'approximation des contows d'ombre qui pourrait avoir un
inerét pratique (cf. chapitre 6) oua I'utiliser pour la ceation d'un outil capable d'estimer la p ertinence
des ombres calcukes par des algorithmes d'approximation.

Vi



Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre nous abordons I'un des grands probemes de l'informatue graphique : le traitement
des ombres pour la syntlese d'images ealistes. Tout particulerement, nous y pesentons I'approche de
l'llumination globale dans laquelle intervient cette question.

Pour exposer leseements sur lesquels porte notre travail, nousommencerons parenoncer lequation
de rendu qui cecrit le mockele physique au c ur de l'illuminat ion globale. Ensuite, nous introduirons les
algorithmes de lancer de rayons et de radiosie : deux grandes nmethoes qui permettent d'approcher la
solution de cetteequation. Finalement, apes avoiretabli le lie n entre ombres etequation de rendu, nous
verrons quelles sont les di cules rencontees par la nethod e de la radiosie pour traiter ces ombres ainsi
que les interrogations qui en decoulent.

1.1 Mocle de lillumination globale

1.1.1 Syntlese d'images ealistes

Avant toute autre chose, posons le cadre de la synthese d'images et dnissons I'objectif d'un pro-
gramme de rendu ealiste. Un utilisateur fournit la description d' une s@ne sous la forme d'une liste
de formes geonetriques auxquelles sont attriblees des caractistiques physiques et visuelles (proprees
maerielles, textures, etc). Parmi ces objets, certains jouentle role de sources lumineuses. Le logiciel a
pour but de calculer une image qui repesente la s@ne, ainsi cecrite, de la mange la plus ealiste
possible . Notons qu'il est dicile de peciser de manere formelle ce qu'il faut consicerer comme une

image ealiste . Neanmoins, nous nous accorderons pour dire qu'une image est ealistsi elle se rap-
proche,a vue d'il, de celle qui aurait pu &tre obtenue en photogr aphiant la s@ne cecrite.

1



Chapitre 1. Introduction

Description |:’> Logiciel de
de la s@ne rendu

Fig. 1.1 { Description du fonctionnement tes gereral d'un logiciel de rendu. L' image de droite est extraite de
l'ouvrage de Pharr et Humphreys [ 91].

1.1.2 Equation de rendu

La cetermination de la couleur de chaque point d'une s@ne est I''n des probemes poss par le rendu
ealiste. Il est epandu d'aborder cette question sous l'angle de lillumintation globale (global illumina-
tion) dont un expos synttetique peut étre trouve dans l'ouvrage de D ute, Bala et Bekaert [ 36]. Cette
approche repose sur la simulation d'un mocdele physique de la proggation de lumére pour obtenir une
approximation des quanties chromatiques qui c nissent une image ealiste. En particulier, le mockle
qui est classiquement utilie en synttese d'images se dectiau travers de lequation de rendu (rendering
equation) de Kajiya [67]. Suivant cette formulation®, la quantie de lumere, ou radiance (radiance), qui
quitte un point d'une surface de la sene est la somme entre la radnce emise par cette surface et la
radiance, en provenance des autres surfaces, qui est eechiegr la surface consiceee (gure 1.2).

£1

Z3

Fig. 1.2 { Mockle de la propagation lumineuse. La quantie de lumere, qui qui tte la surface S depuis x versy,
est la somme entre la lumereemise par S depuis x versy et l'inegrale des quanties de lumere recues, depuis
les autres surfaces de la s&ne, puis eechies. Sur cette gure, nous avons repesene deux directions, z; ! x et
Z2 ! X, de lumere arrivant en x qui engendrent des e exions dans la direction x ! .

Plus formellement, consicerons une surfacé; prise parmi un ensemble de surfaceS. NotonsL(x ! )
la radiance quittant x 2 S; dans la direction dey et Lo(x ! Yy) la radianceemise par S; au point x versy
(la surface S; peut &tre une source lumineuse, c'est ce que traduit ). Ce mocktle est cecrit par lequation
inegrale

z
|_ﬁl yg = fi)%zl_y? + fr(z! x;x! yL(z! x)V(x;2)G(x;z)dz; (1.1)

{z— 228
lumere quittant X luméreemise | {Z }
lumére eechie

ILes seconds chapitres des ouvrages P0] et [36] proposent une pesentation adapeea l'informatique grap hique de la
terminologie physique utili€e dans ce contexte.

2



1.2. Approximation de la solution : lancer de rayons et radiose

al fr(z! x;x ! y)estune distribution qui indique le rapport entre la quantie d e lumére arrivant en
x depuis z et celle quittant x versy. C'est au travers de cette fonction, appekeBsdf (Bidirectionnal
Scattering Distribution Function ), que sont traduites les proprees maerielles des surfacesde la s@ne.
Egalement dans cetteequation, I'application V est un pedicat binaire qui indique si deux points x et z
sont mutuellement visibles :V (x; z) vaut 1 si x voit z, alors qu'il prend la valeur O dans le cas contraire.
Finalement, G est un terme geonetrique qui rend compte de l'atenuation de la puissance de la lumere
lorsque z skloigne du znith de x (gure 1.3).

S

<“-0-0-0-0-0--

Si Si

Fig. 1.3 { Importance de l'orientation entre les surfaces sur la quantie de lum &re apporee par une source Sj a

une surfaceS;. Sur une feriode de temps donree, la quantie de particules lumineuses (photons) , qui se ceplacent
dans une direction donree, et, qui traversent S; diminue lorsque I'angle entre les normales aux surfacesS; et S;

augmente. Or, cette quantie de photons cetermine la quantie de lumi ere qui arrive en S; depuis S;. Sur ces
deux sclemas les aires des surfaces sont identiques (entre le dessin de gehe et celui de droite). L'angle entre

les normalesa S; et S; est nul sur le sctema de gauche alors qu'il est d'environ 60 deges sur cdui de droite. La

portion de S; quiemet des photons recus par S; est moindre sur le sclema de droite que sur celui de gauche.
D'a I'atenuation de la quantie denergie recue par Si depuis S; quand l'angle entre les normales augmente (en
valeur absolue). Pour plus de cetails, voir, par exemple, [ 20] ou [36€].

1.2 Approximation de la solution : lancer de rayons et radiosie

En illumination globale, simuler la propagation lumineuse revienta resoudre lequation inegrale ( 1.1).
Malheureusement, la fonction de radiance, solution de cette equatin, est une fonction d'un espace de
dimension in nie qui ne peut pas étreevallee exactement (voir, par exemple, [20]). Nous sommes alors
contraints de nous ramenera la recherche d'uneapproximation de la solution. Pour ce faire, deux grandes
classes d'approches sont couramment appliguees au cadre de l'illumation globale : les methodes Monte-
Carlo et les nethodes parebments nis.

1.2.1 Lancer de rayons et visibilie pointa point

Bien que notre propos se porte principalement sur la methode de ramsie, nous cebutons par une
digression. L'algorithme du lancer de rayons (ray-tracing) [123 consicere un point de vuey (>e par
l'utilisateur) et cherche a evaluer la quantie L(x; ! y) pour un ensembleX = fxj;:::;Xpg den
points engendes akatoirement’ dans I'espace de la sene. Une premere etape de l'algorithme estle

2En toute rigueur, ces points ne sont pas recessairement engend es akatoirement mais les variantes deterministes du
lancer de rayons produisent greralement des esultats de m oins bonne qualie que leurs alternatives stochastiques (vo ir
[91], par exemple).
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construire lechantillon de points en lesquels evaluer la fonction de radianceL. Pour cela, il cee un
ensemble de directions qui ¢ nissent une famille de rayonsenanant de y et passant par les pixels de
limage a synthetiser. Lorsque I'un de ces rayons lane@ dans la se@ne rencontre un objet, le point
d'intersection le plus proche de son origine est retenu comme un pai de X . Ensuite, une fois queX a
ekt engende, l'algorithme consicere chaque point x; de X et tente de calculer une approximation de la
quantie L(x; ! y). Il fait alors appela un processus akatoire (et ecursif) qui determine un ensemble

fr(z ! xi;xi! YLz ! xi)V(Xi;z)G(Xi;z);
j=1

qui sous certaines conditions est une bonne approximation dé(x; ! y). Le fragment de code de la
gure 1.4estun exemple simple (et partiel) d'impementation de l'algorit hme du lancer de rayon. Notons,
pour conclure cette parenttese, que le lancer de rayons peut &rvu comme une adaptation des nethodes
Monte-Carloa lillumination globale (pour plus de cketails sur cet al gorithme et cette dernere remarque,

il est possible de se ekrer aux ouvrages de Glassner}] ou de Pharr et Humphreys P1]).

1.2.2 Radiosite et visibilie surfacea surface

La radiosie (radiosity) [50], voiregalement [19] et [84], est une utilisation d'une nethode pareements
nis dans le contexte de lillumination globale. Contrairementa la methode de lancer de rayons, qui
approche la fonction en un ensemble ni de points, son principe estle fournir une approximation de
la solution d'une forme simpliee de lequation de rendu gquat ion (1.1)) par une combinaison lireaire
exprimee dans un espace de dimension nie. D'un point de vue caldatoire, la recherche de la meilleure
approximation est ramereea la esolution d'un syseme lireai re. Nous pesentons ici les grandes lignes
de cette nethode et renvoyons aux ouvrages classiques de Cohen et Wade P0] ou de Sillion et Puech
[107] pour les cetails suppementaires.

1.2.2.1 Hypotlese des surfaces di uses etequation de radiosie

L'une des cks des methodes parekments nis est la cecomposition du domaine de & nition de la
fonctiona approcher en un ensemble de fragments simplesA ce titre, il peut paratre naturel que la
di cule du probeme augmente avec la dimension du domaine. Or, | a radiance, solution de lequation de
rendu (1.1), est ce nie sur un domaine en quatre dimensions (deux dimensios pour chaque variable de
position). Ceci fait direa Heckbert que  nite element methods are most appropriate for scenes containing
only di use surfaces, since the radiance function is then a fundbn of only two variables [...], and it can be
easily discretized. Monte Carlo methods are usually used for gersrscenes, where the radiance function
is a function of four variables [...] and nite element methods would b too cumbersome [59].

Des lors, an de limiter la dimension du domaine de ¢ nition de ce tte quantie et de permettre
des impementations e caces de la radiosie, son utilisation est restreinte a des s@nes forrees de
surfaces ickalement di uses, c'esta-direa des surfaces queechissent la lumere de manere uniforme,
sur I'ensemble des directions. Sous cette hypottese, les temsf, (z! x;x! y), L(x! y)etLe(x! ),

4



1.2. Approximation de la solution : lancer de rayons et radiose

/I Calcule l'image projeee par la sene sur lecran.
void generate _image (Screen screen, Scene scene)
f
/I Calcule la radiance pour chaque pixel de l'image.
foreach (Pixel p in screen.pixels ())
f
Color incoming _radiance = BLACK;
/I Engendre des rayons passant par le pixel p.
Rays rays = generate randomrays (screen, p);
/I Estime la quantie de lumere apporee par chaque rayon.
foreach (Ray r in rays)
incoming _radiance += trace _ray (scene, r);
/I Fixe la couleur du pixel.
screen.pixel (p) = incoming _radiance;

/I Determine la couleur apporee suivant le rayon r.
Color trace _ray (Scene scene, Ray r, int depth = 0)
f
/Il Lorsque la profondeur de la ecursion atteint la limite il faut arréter.
if (depth >= MAXDEPTH)
return BLACK;

/I Determine la premere intersection de r avec un objet de la s@ne.
Intersection first _intersection = scene.first _intersection (r);

/I S'l n'y a pas d'intersection, la quantie de lumere est nulle.
if  (first _intersection == NULL)
return BLACK;

/I Prend en compte la quantie de lumere emise par I'objet intersece.
Color color = first  _intersection.emitted light ();

/I Approxime la radiance qui arrive directement depuis les sources lumineuses.
foreach (Light I in scene.lights ())
f

Ray shadowray = generate _ray _to _light (first _intersection, [);

color += trace _ray (scene, shadow _ray, MAXDEPTH - 1);

g

/I Approxime la radiance qui arrive depuis les autres surfaces.
Rays rays = generate _randomrays (first _intersection, r);
foreach (Ray ray in rays)

color += trace _ray (scene, ray, depth + 1);

return color;

Fig. 1.4 { Un fragment de pseudo-code qui cecrit I'algorithme du lancer de rayons. L a fonction generate _image
calcule l'image projeee sur lecran screen a partir de la description de la s@ne scene. La fonction trace _ray se
charge de ceterminer une approximation de la radiance arrivant en un point sui vant la direction opposea celle
du rayon r.
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qui apparaissent dans lequation (1.1), sont rameresa une unique cependance en la positionx et sont
remplaes®, respectivement, par (x), B(x) et E(x). Lequation de rendu devient

z

B(x)= E(xX)+ K (x;z)B(z)dz; (1.2)
z2S

al B est une quantie en deux dimensions et a1K est ce ni par :

K(x;z)= (X)V(x;2)G(x;2):

Notons toutefois que cette hypottese sur les proprees e exi ves des objets de la sene est parti-
culerement contraignante. Comme le disent Sillion et Puech, the assumption that all surfaces are ideal
di use re ectors is rarely met in practice. Deviation from di use behavi or is necessary for photorealistic
image synthesis ([107], page 149). Bien que cela tepasse le cadre de cette these, remarquoque des
approches ontet envisages pour contourner cette limitation [66, 118 51].

1.2.2.2 Choix de l'espace de dimension nie et maillage de la sene

La radiosie repose sur la cecomposition des surfaces de la seneneements surfaciques simples et
sur l'approximation de la solution de lequation ( 1.2) sur chacun de cesekments. La solution exacte de

Fig. 1.5 { Divers maillages d'une s@ne, ties de [ 77]. Lesekments des maillages repesengs sur la ligne sugerie ure
sont des quadrilaeres alors que ceux de la ligne inkrieure sont des triangles.

3Cet exercice n'est pas uniquement une eecriture. Ces nouvel les quanties sont egerement dierentes des pe@den tes
mais peuvent y étre relees par des formules physiques (voir p ar exemple les seconds chapitres des ouvrages P0] et [36]).
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1.2. Approximation de la solution : lancer de rayons et radiose

lequation de radiosite est approctee (sur chaque ekment) p ar une combinaison lireaire exprimee dans
un espace fonctionnel de dimension nie. Pour un morceau de surfacg, lI'approximation est ¢ nie sous
la forme

X
Bi(x) = i i (X);
=1

et dekments surfaciques ont et consicees en radiosit e. Citons notamment les espaces de fonctions
constantes |0, 84] ou les espaces d'ondelette$[]. Par exemple, la fonction

8
<1 six2§,

Ci(x):_ _ (1.3)
-0 six 625,

est une base de l'espace des fonctions constantes alors que la gutés illustre divers maillages d'une
s@ne.

Finalement, remarquons que de multiples combinaisons jouant sur laature des fonctions de base
et sur la forme desekments du maillage peuvent étre envisages. Comme le font remarquer Sillion et
Puech ([107], page 109), l'utilisation d'espaces de fonctions plus expressifs eeiments de maillage plus
complexes recessite le calcul de moins de facteurs de forme (voiedion 1.2.2.4 mais plus dicilesa
evaluer que lors du recoursa des espaces fonctionnels simples.

1.2.2.3 Minimisation de l'erreur et extraction du syseme lireair e

Une fois pose la combinaison lireaire qui approche la solution de équation (1.2), la recherche de la
meilleure solution approctee est ramereea la esolution d'un syseme | ireaire. Encore une fois, nous ex-
posons la cemarche gererale et renvoyons aux textes cies peedemment pour les details compementaires.

L'objectif est de trouver I'approximation B qui minimise l'erreur jB° Bj. Bien que nous ne sachions
pas esoudre (exactement) cette dierence, nous pouvons expriner I'erreur d'approximation sous la forme

z

r(x)= B(x) E(X) ) K (x;z)B(z2)dz;

obtenue en substituantBa B dans lequation (1.2). Minimiser I'erreur revient ainsia  choisir la fonction
B pour laguelle la norme de la fonction esidueller est la plus proche de zro.Evaluer exactement la norme
de la fonction r reste tout de méme un probemea part entere et n'est pas eal isable informatiquement.

Pour contourner cette nouvelle di cule, nous commercons par choisir un espace fonctionnel de di-
mension nie contenu dans I'espace auquel appartient. La fonction B qui minimise l'erreur esiduelle

le produit scalaire c ni par Z
hgi = f(x)g(x)dx;
S
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la solution optimale \eri e la contrainte :

8i2f1:::;ng;Hi;ri =0: (1.4)

Historiqguement, divers espaces de projection ontet consicees. En particulier, la methode de Galerkin,
appliqee en radiosie par Heckbert et Winget [ 62] et par Zatz [12§], suggere d'utiliser pour la projection
I'espace de ck nition de I'approximation B, qui est engende pour chaque surface du maillagé&; par la

et chaque fonction de base j , en

D Z E
hi,ri=hy;Bi h j;Ei i K(x;z)B(z)dz =0;
z2S

et, apes ceveloppement et mise en forme des produits scalairecorrespond au syseme lireaire

X
i = Ej + Kij k5 (1.5)
k;l

al Z Z Z
Eij = i (X)E (X)dX et K ikl = i (X) K (X; Z) Kl (Z)dXdZZ
S S

Si k

IntILDJitivement, le terme Ej est la quantie de lumereemise et projete sur la fonction de base j . Quant

a  Kik ki, c'est la somme des contributions provenant des autres surfaces despace exprinee
suivant la j eme coordonree de l'espace des fonctions. Finalement, le termk ;i , qui est appek facteur

de forme gererali® (generalized form facton), traduit les interactions lumineuses entre les morceaux du

maillage.

1.2.2.4 Facteurs de forme

La ce nition du syseme lireaire qui permet la esolution de | équation de radiosie repose sur
levaluation du terme Kj . Quand I'espace de projection est celui des fonctions constantese derme
correspond \eritablementa la visibilie entre deuxeem ents du maillage de la s@ne : en exprimantk
au moyen de la base cecritea lequation ( 1.3), nous obtenons

Z Z
Kik = — K (x; z)dxdz;
Ai s s,
a1 A est l'aire de la surfaceS; (gure 1.6).

La cetermination d'un facteur de forme est un probeme dicile qu i fait intervenir des questions
de visibilie entre des surfaces. Historiguement, plusieursapproches ontee proposes qui decrivent ces
guanties par des formes closes (pour des con gurations geonetriques simples) ou qui en donnent des
approximation au moyen de nethodes nuneriques. Par exemple, Steder et Hanrahan proposent une
expression close du facteur de forme entre deux polygones sans obstacle04. En ce qui concerne les
methodes nuneriques, lI'une des plus ekbres techniques d'approximation est obtenue par la methode
de I' hemicube [19). D'autres utilisent des projections entre surfaces {06 ou le lancer de rayons §1].
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1.3. Ombres

Si

Fig. 1.6 { Interpetation georretrique du facteur de forme pour la radiosie s ur I'espace des fonctions constantes.

Pour une vue d'ensemble des nethodes dévaluation des facteursle forme, nous renvoyons aux textes
classiques et particulerementa [20, gure 4.3, page 71].

Notons, pourelargir un peu le propos, que certaines approches en radidsivisentaeviter la question
du calcul des facteurs de forme. Par exemple, Dute, Bala et Bekadrpesentent trois approches, au
chapitre 6 de leur ouvrage B6], qui associent des methodes de Monte-Carloa la radiosie. Nousnoterons
egalement, pour insister sur la di cule de levaluation des fac teurs de forme, que les auteurs justi ent,
entre autres, le recoursa ces straegies hybrides par le fait que because the nasty problems of accurate
form factor computation and their storage are avoided, Monte Calo radiosity methods can handle much
larger models in a reliable way ([36], page 152).

1.2.2.5 Resolution du syseme lireaire

Le syseme lireaire (1.5) comporte nN equations pour nN inconnues, ai N est le nombre deements
du maillage et n est la dimension de I'espace des fonctions choisi pour projeter lalksition de lequation
de radiosie. Ceci donne lieua des sysemes extrémement grosPar exemple, Dute et ses coauteurs
arment que the size of the linear systems that need to be solved can be verygkarone equation per
patch; 100,000 patches is quite common) ([36€], page 157). Des lors, la esolution de ce syseme par une
simple nethode d'inversion de sa matrice n'est pas concevable pauwles raisons de performances en temps
et en espace nemoire. C'est pour pallier ces dicules que les rethodes ieratives ontee introduites.

En particulier, les algorithmes de Gauss-Seidel et de Southwell soparmi les plus utilies (voir [ 20] ou
[107])) dans le cadre de la radiosie.

Finalement, notons qu'en plus de leur avantage en terme de performaes, les methodes ieratives
permettent de construire la solution approctee de lequation (1.2), et de produire une image, entre
chaque ieration. Il est donc possible de mettre un terme au procesus ieratif ces qu'une image d'une
qualie su santeaet engendee.

1.3 Ombres

Nous nous tournons maintenant vers les contours d'ombre, treme centratle cette these. Apes avoir ex-
pligte pourquoi elles mreritent une attention toute particule re, nous nous concentrerons sur le lien qu'elles
entretiennent avec lequation de rendu. Finalement, nous abordeons la question de la caracerisation
cgeonetrigue des ombres. Dans le reste de ce chapitre, nous disomgi'un point est dans |I'ombre (shadow)

9



Chapitre 1. Introduction

s'il existe un segment qui relie ce pointa un point d'une source Umineuse et qui intersecte un object
(opaque et qui nemet pas de lumere) de la s@ne.

1.3.1 Ro6le des ombres

Pour obtenir une image ealiste, il est particulerement importan t de simuler correctement les egions
ombees. Elles jouent un réle peponcerant pour la compehension humaine d'un environnement. La
gure 1.7 ainsi que les articles {19 et [12( illustrent ce pkenonene.

Fig. 1.7 { Importance de I'ombre pour la perception d'une s@ne. Sur l'image de gauche, sans ombre, il est di cile
de positionner le personnage par rapport au sol et de ceterminer la forme du sol. En revanche, sur celle de droite,
sur laquelle I'ombre aet ajouke, la position du robot ainsi que la na ture onduke du sol sontevidentes. Ces
images sont extraites de p5].

Pour autant, nous pourrions dire que les ombres ne constituent pas deskements particuliers pour
le mockle d'illumination globale gouverre par lequation de rendu. A vrai dire, uneevaluation correcte
de la fonction de radiance d'une s@®ne entrane une determinaibn parfaite des egions d'ombres. Mal-
heureusement, I'approximation de la solution de lequation de rerdu introduit des erreurs qui peuvent
constituer un probeme : Rademacher et ses coauteursd[/] montrent que la qualie de la perception d'une
image augmente avec la qualie des ombres. Des lors, pour obtenir unémage ealiste, nous ne pouvons
pas nous contenter d'une grossere evaluation des zones ombees. kst primordial de minimiser les er-
reurs d'approximation au voisinage des egions d'ombres (quittea £ permettre une approximation plus
grossere ailleurs). Or, les limites de ces egions, de méme cicertaines transitions en leur sein, se situent
a des positions a1 se produisent des discontinuies dans la saltion de lequation de rendu (ou dans ses
cerivees d'ordre 1 ou 2) [56, 76]. C'est un ptenorrene di cilea prendre en compte. En particu lier, pour
la nethode de radiosie.

1.3.2 Limites d'ombres, discontinuies et radiosie

Heckbert [56, 58, 57] et Lischinski, Tampieri et Greenberg [76] ontetabli que des discontinuies dans la
fonction de radiosit (ou dans ses cerivees) apparaissent aux bords ds zones d'ombre ainsi qua l'inerieur
de ces derneres. Or, la nethode de radiosit n'est pas, au prenier abord, adaptea la prise en compte de
fortes variabilies dans la fonctiona approcher. Cela provient de I'expression de la solution de lequation
comme une combinaison lireaire de fonctions simples. Les changemeritsusques sont dursa moceliser
et de grosses erreurs d'approximation se forment au voisinage de cesabstinuies.
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1.3. Ombres

Pour palier ces dicules, plusieurs nethodes ontete envi sages. Une premere repose sur le ra -
nement du maillage pour les cellules qui ont une erreur trop eleve ; a la condition qu'il soit faisable
de quanti er les erreurs d'approximation sur uneement du mail lage. C'est le principe de laradiosie
herarchique (hierarchical radiosity) [53]. Par oppositiona cette strakgie a posteriori, qui cemarre d'un
maillage grossier et qui le rane dces qu'elle trouve une erreur superieure a un certain seuil, il aee
propose une approchea priori. Il s'agit de localiser les points ai se produisent les discontinies et de
s'en servir comme d'une ossature pour la construction du maillage deudaces de la sene. C'est l'icke
du maillage de discontinuies (discontinuity meshing) introduit, paralelement, par Heckbert [ 56, 58, 57]
et par Lischinski, Tampieri et Greenberg [76, 77]. Les images de la gurel.8illustrent la dierence entre
des rendus d'une méme s@ne avec et sans maillage de discontibsi

Fig. 1.8 { Ces deux images montrent la dierence entre une sene rendue sans maillage de discontinuie @ gauche)
et une s@ne rendue avec maillage de discontinuies @ droite). Un plus gra nd ou appar&t sur l'image de gauche.
Ces images sont extraites de [7].

1.3.3 Localisation des discontinuies

L'algorithme du maillage de discontinuies repose sur une localisationde ces discontinuies. Dans
ce but, il est indispensable de caractrisergoretriqguement les lieux ai elles se produisent Pour cela,
revenonsa lequation de radiosie equation ( 1.2)) :

Z

B(x)= E(xX)+ (x) B(2)V (x;z)G(x;z)dz:
z2S

En supposant que la fonction de radiance soit continuea la surface desources lumineuses (citons Li-
schinski et ses coauteurs qui arment :  Let us assume, [...], that the radiance function across the soue
is smooth (C! ), as is the case with primary sources [76]), le seul terme susceptible d'introduire des
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Chapitre 1. Introduction

discontinuies dans I'expression de la radiosie B est le pedicat de visibilie V (qui prend ses valeurs
dansf0; 1g). Les changements brusques dans la visibilie introduisent de discontinuies dans la fonction
de radiosie.

Pour que les choses soient bien claires, prenons un exemple en delinensions ( gure 1.9). Consice-
rons un segment lumineuxS, un segment ecepteurR et un obstacle polygonalO. Nous nous ineressonsa
un point qui se ceplace le long du segmenR. Lorsqu'il se trouve enp (sctema de gauche de la gurel.9),
ce point ne recoit aucuneenergie lumineuse depuiss. Imaginons maintenant qu'il se ceplace en direction
du point g (sctema de droite). Quand le point atteint la position d, il commencea recevoir de lenergie
depuis la sourceS : la radiance recue par le point passe subitement de Oa une valeut. 6 0. D'au la
pesence d'une discontinuie dans la cerivee premere d e la fonction de radiance.

-S

Fig. 1.9 { lllustration des sources de discontinuie dans lequation de radios ie (en deux dimensions). La surface R
esteclaiee par la surface S en pesence de I'objet O. Le point p est compktement cacte de S par O. En revanche,
les points d et g ont une vue, bien que partielle, de S.

Grosserement, lorsqu'un point se ceplacea la surface d'un objet, une discontinuie dans la fonction
de radiosie se produit quand la vue, que ce point a des sources luimeuses, change qualitativement. Ce
type de changement est appeke urenement visuel (visual eveny).

Historiqguement, la notion dévenements visuels est apparue ave les travaux sur les graphes d'aspects
meres par Koenderink et van Doorn [72, 71]. Intuitivement, ils traduisent une icee simple puisqu'il s
correspondent aux instants al la vue d'un observateur, qui se cepace dans une sene, change. Neanmoins,
ils posent de nombreuses questionsa la fois pratiques et treoriges. Notamment, ils sou rent du manque
d'un cadre universel de ¢k nition. En letat actuel des recherches, il n'existe pas de cadre gereral dans
lequel la vue (et lequivalence entre les vues) d'une seneest clairement posee : en fonction de la nature
des objets consicees, dierentes e nitions incompatible s sont proposes.

Pour construire le maillage de discontinuies, Heckbert, d'une pat, et Lischinski et ses coauteurs,
d'autre part, se basent sur une notion de vue introduite pour les polgdres par Gigus et Malik [44]. De ce
concept de vue (et de lequivalence entre les vues) cecoule um carackrisation georretrique des lieux au
se produisent lesevenements visuels : des surfaces engeaels par les sommets et les arétes des polyedres
de la sene. Malheureusement, méme pour des s@nes de tailleoyenne, voire faible, le nombre de ces
surfaces est tes important et implique la construction d'une ossature du maillage de discontinuies tes
grosse. Trop grosse ?

En consicerant une con guration simpliee ai les polyedres de | a s@®ne projettent des ombres sur un
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plan, des bornes treoriques triviales peuvent étre fournies sula taille, dans le pire des cas, de |'ossature
du maillage de discontinuies. Toutefois, aucune borne ne n'est ®nnue pour cette structure. D'ay, la
premere question qui motive notre travail :

‘ Question 1 { Quelles bornes peut-on obtenir sur la complexie du maillage de dscontinuies ?

De plus, compte tenu de la remarque faite par Hart, Dute et Greenbeg: many of the resulting mesh
elements do not a ect the nal image quality ([54], page 1), nous nous posons les questions suivantes :

‘ Question 2 { Une autre c nition de la vue dans une s@ne polyedrique est-elle envisageable ? ‘

’ Question 3 { Quelles conequences cette c nition aurait-elle sur le calal des ombres ? ‘

1.3.4 Dicules du calcul des ombres

Finalement, pour conclure cette introduction nous donnons un petit apeicu historique du calcul
d'ombres en informatique graphique, en insistant sur la di cule inkerentea cette thche. Aux balbutie-
ments de la discipline, les sources de lumere sont approcteepar des sources simples et idcales
les sources ponctuelles, les sources directionnelles et les edrde lumere (voir, par exemple, les ouvrages
de Foley [42], de Shirley et de ses coauteurslp5 ou de Akenine-Meller et Haines [3]). Decider si un point
est dans I'ombre d'une source de ce type se ramenea une requétde visibilie  pointa point , qui se
esout facilement.

Malheureusement, I'approximation des sources de lumere au moye de sources ickales ne permet
pas de simuler tous les types de senes. Par exemple, Akenineellier et Haines enoncent que [those]
shadows usually look less realistic and can sometimes be migmpreted as actual geometric features, such
as a crease in a surface ([3], page 250). Cette a rmation est conforee, notamment, par les travaux de
Rademacher et de ses coauteurs cies pe@demmentd7].

Ce plenonene vient de ce que ces ombres, appekesmbres dures(hard shadow$, engendrent des
variations trop marguees dans les zones de penombres. Pour une seaeclaiee par k sources iccaliees, le
nombre total de niveaux possibles d'ombrage est au plusk2alors que dans une se@ne eelle les variations
dans l'intensie des zones de penombre, ont tendance a étre cotinues. Il est donc recessaire d'avoir
recoursa des sources non iceali®es qui, de par leur nature susicique, correspondent auxemetteurs qui
se trouvent dans la nature. Celles-ci sonta l'origine desombres douces(soft shadow$. La gure 1.10
illustre la dierence entre les deux types d'ombres.

Toutefois, la prise en compte des ombres douces est beaucoup plus aeddl est méme admis que
c'est I'un des probemes les plus complexes en synttese d'iages. Par exemple, Soler et Sillionecrivent :
the computation of soft shadows, i.e. shadows cast by extendeghli sources, is one of the most di cult
challenges in rendering for computer graphics [10§. Cette dierence de complexie vient de ce que nous
avons deux probemes profoncement distincts. Dans le contexte @& sources ponctuelles, determiner si un
point est dans I'ombre se ramenea un ensemble de requétes desibilie  pointa-point . Au contraire,
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Fig. 1.10 { Ces deux images ontee obtenues par illumination d'un méme mo cle. L'image de gauche est le
esultat de leclairage par une source ponctuelle, I'ombre est donc dure. L'o mbre de droite est engendee par une
source surfacique. Ces images sont extraites ded5).

pour des sources surfaciques, la question est plus subtile et meh jeu des questions de visibilie surface
a surface qui ne sont pas encore esolues.

1.4 Resune

La prise en compte des sources lumineuses surfaciques est resase pour la simulation de certaines
s@nes ealistes. Malheureusement, ce type demetteurs pse des probemes threoriques et pratiqgues. Dans
le cadre de la radiosie, ces dicules se manifestent au travers de discontinuies dans lequation de
radiosit, que l'algorithme a du mala appehender. La raison en est son incapaciea moceliser les grandes
variations sur deseements du maillage. L'une des straegies posdiles, pour egler ces complications, est de
ceterminer a priori les lieux au se produisent ces discontinuies et de se baserus ceux-ci pour construire
le maillage. L'extraction des positions de discontinuies repose surune caracterisation geonetrique de
celles-ci par le biais des surfaces devenements visuels. Dancette ttese, nous abordons deux grandes
questions. En premier lieu, nous tachons de fournir une eponseheorique sur la taille de l'arrangement
qui contraint le maillage de discontinuies. Le but est d'extraire d es surfaces devenements visuels, un
sous-ensemble plus compact su santa la syntlese d'ombres eailstes.
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Chapitre 2

Probématiques et contributions

2.1 Eenements visuels d'ensembles convexes disjoints

Au chapitre d'introduction, nous avons soulee 'un des principaux probemes constaes du maillage
de discontinuies : sa trop grande taille en memoire. Nous avons egalenent releve que, selon certains
sfecialistes, ce ptenonene pourrait &tre aggrawe, voire expligwe, par la pesence d'informations super ues.
Nous nous demandons donc s'il ne serait pas possible d'adopter une ¢k tion alternative de la vue d'une
s@ne qui aurait pour conequences d'engendrer des surfacesedénements visuels en moindre quantie et
dont nous pourrions garantir la pertinence. Le maillage de discontinuies ainsi construit occuperait moins
de place.

2.1.1 Divers cadres de e nitions incompatibles

Pour cebuter, consicerons le cas concret d'une sene compose @ spleres. L'une d'elles est une
source lumineuse. Nous souhaitons utiliser I'algorithme de radiosiepour synttetiser une image ealiste
a partir de cette description. La premereetape est de construire un maillage des spleres, par exemple,
en calculant une triangulation de chacune de ces surfaces. Le maillage dedene est ensuite reconstruit
par l'algorithme de radiosie pour prendre en compte les surfaces @d\enements visuels €v et eee)
engendees par ledriangles qui cecrivent les approximations polyedriques des objets (lesspleres). C'est
I'approche classique dite de maillage de discontinuies. D'un pant de vue pratique, elle a le cefaut de
ceer des subdivisions trop cetailees, qui occupent trop de place en memoire et qui contiennent plus
que les informations strictement recessaires. Mais que se passdéfril Si nous ne consicerions que les
surface$ devenements visuels engendees par lesspleres elles-m&mes ? Intuitivement, cela reviendrait
a ne prendre en compte que les apparitions, disparitions et occulitions partielles des splreres plut6t
que des triangles qui les composent. En particulier, en se focalisaaur la source lumineuse, les surfaces
devenements visuels partitionneraient ainsi I'espace en trais grandes egions : celles depuis lesquelles il

4Nous verrons un peu plus loin que les lieux a1 se produisent des ewenements visuels dans une sene formee de spteres
forment des surfaces.
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est possible de voir l'inegralie de la source de lumere, celles depuis lesquelles seulement une portion
de lemetteur est visible et celles a1 I'observateur est inegralement cacte de la source. Cette partition
corresponda la ce nition classique des ombres douces engendeepar des sources surfaciques, c'esta-dire
la cecomposition de lI'ensemble des surfaces de la sene en zonds lumere (full light), de pnombre
(penumbra) et d'ombre (umbra) (voir gure 2.1).

source 4y r

P

sol

o¢

Fig. 2.1 { Les trois types de egions d'ombre. Le segment du haut est la source lumineuse alors que le triangle
O est un objet bloquant. Sur le screma de gauche, le point p est dans la lumere (aucun des segments entrep et
la source n'intersecte O). Au centre, il est dans I'ombre (tous les segments entre p et la source intersectent O). A
droite, il est dans la ppnombre (le segment pq n'intersecte pas O alors que pr le fait).

Pour e nir la nature des surfaces devenements visuels dansle cas des spteres, ineressons-nous aux
travaux qui portent sur la notion de vue d'une splrere et qui sonta l'origine du concept devenements
visuels. Historiguement, lesevenements visuels ontet introduits par Koenderink et van Doorn [72, 71]
en méme temps que la structure dugraphe d'aspects(aspect graph). Ce sont dans les recherches sur le
graphe d'aspects que nous trouvons l'un des probemes que nous trait@ndans cette these : I'absence d'un
cadre cereral colerent de ce nition de la vue d'une sene et desewenements visuels qui s'y produisent.

2.1.1.1 Concept de graphe d'aspects

Commercons par pesenter la structure du graphe d'aspects. Plabns-nous dans le contexte de la
vision par ordinateur et abordons le probeme de faire reconna’tre unobjet O en trois dimensions par
un programme informatique. L'approchea l'origine du graphe d'aspects st de ¢k nir une repesentation

simple de l'objet an de la comparer avec une base de donrees contenant les deriptions (suivant
la méme repesentation) de formes identiees. Le but est détablir une correspondance qui permette
d'identier O. Le graphe d'aspects est une repesentation simple de O. Compte tenu de cet objectif,
le principe de construction du graphe d'aspects est de consicereun ensemble de points de vues autour
de l'objet O et detablir une partition de cet ensemble en egions depuis leguelles lavue de I'objet est
toujours la méme Le graphe d'aspects, en lui-méme, est la structure combinatoire gj associe un sommet
a chacune des egions de cette partition des points de vue et qui B deux sommets lorsqu'ils correspondent
a des egions adjacentes.

Pour faire le lien entre le graphe d'aspects et lesexenements &uels, il sut de pensera la partition
des points de vue. Les ewnements visuels marquent les changemts structuraux dans la vue qu'un
observateur mobile a d'une sene (ou d'un objet). En d'autres ternmes, pour passer d'une egion de la
partition des points de vuea une autre, il faut transiter par le lieu d'unevenement visuel. Il s'en suit que
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2.1. Ewnements visuels d'ensembles convexes disjoints

les limites entre les egions, de la partition de I'espace des pois de vues, sont fornees par les points (les
surfaces) al se produisent lesevenements visuels.

2.1.1.2 Deux cadres de ¢ nition : polydres et objets lisses

La partition de I'espace des points de vues est I'ensemble des classde points ayant laméme vued'un
objet. Pour entrer dans les cktails, et peciser la c nition d u graphe d'aspects, il faudraitetablir ce que
nous entendons par ces notions de vue et dequivalence entre les gs. Malheureusement, il n'existe pas
de ¢ nition de ces concepts qui fasse abstraction de la nature des gbts consicees (polyedres, objets
lisses, etc). Par congquent, la caracerisation desewnemats visuels cepend toujours du cadre choisi.
Pire, les & nitions proposes dans les dierents cadres sont incompatibles.

Poledres. Dans le contexte de polyedres, Gigus et Malik 4], dont les travaux servent de basea de
nombreux articles d'informatique graphique, ¢ nissent la vue d'un objet comme une structure com-
binatoire appeke graphe de structure etigueee d'image (labelled image structure graph Léquivalence
entre les vues est un isomorphisme entre graphes. Pour ceveloppéeur algorithme de construction du
graphe d'aspects, ils pesentent une description geonetrique des lieux a se produisent lesewenements
visuels engendes par des polyedres. Il en existe deux typesles surfaces devenements visuelev et les
surfaces devenements visuelseee. Les surfacesev sont des morceaux de plan qui sont engendes par un
sommet et une aréte (sckema de gauche de la gure.2). Quant aux surfaceseee, ce sont des morceaux
de quadriques engrendes par trois arétes (schema de droite deal gure 2.2).

Fig. 2.2 { Lieux d'apparition desewnements visuels de polyedres. A gauche, une surfaceev est la portion de

plan engendee par l'aréte e et le sommet v (portion grie). A droite, une surface eee. C'est une portion d'une
surface quadrique engendee par trois arétes.

Objets lisses et lisses par morceaux. Pour des surfaces lisses, la vue est e nie comme une pro-
jection de I'espace ambiant vers celui des points de vues et lequalence entre les vues est une paire de

17



Chapitre 2. Probematiques et contributions

changements de coordonrees qui sont de clas€ . La treorie des singularies, initee par Whitney [ 127,
e nit un catalogue complet des ewenements visuels [5, 93]. Il existe cing types de surfaces egkes sur
lesquelles sont localies lesevenements visuels produst par des surfaces lisse$$, 98, 99] et 19 pour des
surfaces lisses par morceawdp, 101]. Pour le cas particuliers d'objets convexes, il existe deux type de
surfaces devenements visuels : les surfaces++t et les surfaced +t +t . Les premeres sont des ensembles
de droites dans des plans tangentsa deux objets (sctema de gauche dge gure 2.3) alors que les secondes
sont des ensembles de droites tangentesa trois objets (sctema ddroite de la gure 2.3).

Fig. 2.3 { Droites devenements visuels t++ et t+t +t. Une droite t +# (sclema de gauche) est une droite
tangente aux deux objets qui est contenue dans un plan tangent communa ces abjets. Une droite t +t +t (sctema
de droite) est une droite tangentea trois objets.

Ainsi, pour esumer, il n'existe pas de e nition de vue (et de | quivalence entre vues) qui ne cepende
pas de la nature des objets consictes. Ceci implique I'absencd'une caractrisation globale des ensembles
devevenements visuels valable pour une sene compose de ders types d'objets (un polyedre et une
sprere, par exemple). Par contre, ils prennent sens dans les divs cadres que sont les polyedres, les
objets lisses ou les objets lisses par morceaux.

2.1.1.3 Incompatibilie des surfaces déenements visuels

En elle-méme cette absence de c nition gererale n'est pas acessairement un probeme. Pourtant, il
existe une raison pour etre cerange par ce manque d'universalie du cadre detude : I'incompatibilie entre
les dierentes ¢ nitions. Pour illustrer ce probeme, rev enons au cas de la sene fornee de spleres. Les
spteres, chacune & nie par une unigueequation algebrique, sont des objets lisses. D'apes la classi cation
pour les objets lisses et convexes, mentionree ci-dessus, lesenements visuels se produisent sur les
surfacest ++ et t +t +t . Toutefois, suivant un angle plus pratique (par exemple, dans l'algorihme de
radiosit), nous souhaitons plutdét manipuler des approximations de @s spteres sous la forme de polyedres.
D'apes la classi cationetablie dans ce cadre, lesevenements visuels apparaissent sur des surfacesv et
eee. Or, si les surfacesee et t + +t sont compatibles, les surfaces ++ sont en revanche beaucoup plus
restrictives que leurs homologuesv. Elles imposent une contrainte sur l'existence d'un plan bitangeh
qui n'est pas pesente dans le cas des surfaces devenementv. Nous avons ainsi une divergence sur la
nature des surfaces devenements visuels suivant que nous coitsrons des spleres ou des approximations
polyedriques de ces spleres. C'est d'autant plus dommageable, dan faisant tendre les approximations
polyedriques vers les spleres (en augmentant la pecision du naillage), nous serions en droit d'attendre
une convergence des surfaces devenements visuels engendg par les polyedres et celles correspondant
aux spleres.
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2.1.2 L'objectif d'un cadre greral et colerent

Nous venons de voir que lesevenements visuels ne sont pas ce nidans un cadre greral qui engloberait
tous les objets . De surcra', il y a une absence de passerelles entre dieres contextes qui sont pourtant
compementaires. Ceci nous pose probeme lorsque nous consicer@ades spteres. M&me en augmentant la

pecision du maillage d'une sptere pour le faire tendre vers la saltion de lequation algebrique qui decrit
la sptere, les surfaces devenements visuels divergent. Nos souhaiterions ¢k nir un cadre qui permette de
ceer le lien entre notre mockle treorique ickal (la sene de spheres) et son approximation pratique
(la sene de polyedres qui forment des maillages des spteres).

Plus gereralement, un objectif vers lequel il serait souhaitable de tendre est une uni cation des cadres
detude a n d'obtenir un lien incontestable entre moctles th eoriques continus et repesentations pratiques
discetes. C'est un objectifa long terme qui n'est pas propre au traitement des exenements visuels.
Neanmoins, dans la probematique desewenements visuels, nows souhaiterions arrivera une formulation
qui ne cepende plus de la classe des objets consicees mais,ybt,a une e nition sur des objets gereraux.

Du moins, dans un premier temps, nous voudrions obtenir une c nition qui permette un passage entre
les descriptions continues et discetes.

2.1.3 Approche

A n de ceer un premier lien entreexenements visuels d'obj ets continus et discrets, nous avons choisi
de nous placer dans le cadre d'ensembles d'objets convexes et digjside R3. Nous justi ons le choix
des objets convexes et disjoints par trois grandes raisons. Premeneent, il ne faut pas s'en cacher, les
objets convexes et disjoints sont plus simplesa appehender ge des objets plus gereraux. Pour illustrer
ceci, il sut de se etrera la classi cation desevenemen ts visuels d'objets lisses par morceaux. Pour des
objets lisses par morceaux quelconques (en ealig, certaines contraintes sont ajoutes sur ces objets,

il y a 19 types devenements visuels alors que ce nombre chute a2 lorsque la contrainte de convexie
est ajouee. Deuxemement, un certain nombre d'objets gereraux peuvent étre cecomposs au moyen
de convexes non disjoints (en graphisme, par exemple, les maillages woliques de tous types d'objets).
Nous esperons donc qu'une meilleure compehension du cas des emgigles convexes et disjoints sera une
etape vers la prise en compte des objets convexeson disjoints puis, a terme, si les esultats obtenus
sont satisfaisants, des objets gereraux. Finalement, le contextedes objets convexes a une intersection
non vide avec les dierents cadres de description deseenenents visuels sans, pour autant, &tre contenu
proprement dans aucun. En e et, I'exemple de la sptere le montrebien. Une spltere n'est pas un polyedre
mais son approximation (qui estegalement convexe) I'est. De mémeatte approximation polyedrique ne
rentre pas dans la classi cation des objets lisses par morceatralors que la sptere y trouve sa place. Ce
serait donc bien un premier lien entre cadres continus et discrat

5Les contraintes qui permettent de poser le cadre des objets liss es par morceaux sont trop contraignantes [ 102]. De toute
manere, nous souhaiterions traiter les approximations poly edriques d'objets lisses independamment de leurs maillages et,
en particulier, sans tenir compte du nombre de sommets. Or, la not ion de stabilie dans le cas des objets lisses par morceaux
repose justement sur la prise en compte des singularies (donc des sommets) dans les contours apparents.
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2.1.4 Caracerisation geonetrique des lieux déenements v isuels

Au chapitre 4, nous proposons une ¢k nition de la vue d'une sene fornee d'enembles convexes et
disjoints de R® ainsi qu'une formulation de lequivalence entre les vues. Ces gpositions mettent l'accent
sur la prise en compte des contours visibles des objets et sont cakntes avec notre envie de traduire
les apparitions, disparitions et occultations partielles d'objets onvexes. Ensuite, nous cemontrons une
caracerisation geonetrique des lieux ai se produisent cesevenements visuels : les points qui appartiennent
a des droites tangentesa deux objets dans un plan support communa eux-ci (droites t ++ ) ou qui se
trouvent sur des droites tangentesa trois objets (droitest +t +t ). De plus, nous cemontrons, ce qui est
pekrable pour certaines applications, que I'ensemble des liax devenements visuels, c'esta-dire des
positions ai se produisent des changements qualitatifs dans la vud'un observateur mobile, est nulle part
dense. Notons que dans l'iceal, il serait souhaitable de cemontrer ge ces lieux forment des surfaces (plus
peciement, des unions cenombrables de surfaces) car cela pmettrait de garantir une probabilie nulle
de choisir akatoirement un point de vue instable. Nous n'y arrivons pasdans le cas gereral mais nous
franchissons une premereetape dans cette direction. Finalemet, remarquons que les lieux devenements
visuels sont des surfaces pour les polyedres alors que la questioat@uvert pour les objets lisses.

2.1.5 Inerét des esultats

Ces esultats sont les premiersaetablir un lien clair, dans I'etude desewnements visuels, entre le
contexte discret (des polyedres) et le contexte continu (des obgts lisses par morceaux). lls posent les
bases de esultats de passagea la limité. C'est ineressant dans la mesure ai il existe des implicatiors
dans des travaux de recherche actuels. Par exemple, la structurdu squelette de visibilie introduite par
Durand, Drettakis et Puech [33, 35 pour encoder les surfaces devenements visuels, peut seechir sur
des polyedres (le cadre originel de sa c nition) ou sur des splees. La question est alors de savoir si
en approximant de plus en plus nement les spheres par des polydres, nous obtenons un squelette de
visiblie de polyedres qui tend vers celui calcuk sur les spreres. Reciproquement, est-ce que les esultats
treoriques qui fontetat d'une complexit lireaire pour la tail le du squelette dans le cas de spteref)
sont utilisables dans le cas des polyedres.

Un autre inerét de nos esultats eside dans leur compatibilit e avec les cadres plus restrictifs, mais ha-
bituels, de ck nition desevenements visuels. En e et, pou r des polyedres convexes et disjoints, la c nition
desevenements visuelsev et eee par Gigus et Malik se retrouve dans nos esultats en consicerant chacae
des faces des polyedres comme des objets propres. Au fond, cela h'pasetonnant puisque nos esultats
rebvent d'une compehension des faces comme c nissant un obgt (un ensemble de faces prises comme
un tout), alors que Gigus et Malik travaillent sur une intuition, au de meurant puissante, des interactions
entre des soupes de polygones. De méme, notre formulation desevenements visuelsiotamment pour
les spleres, est compatible avec le cas des objets convexes etsés par morceaux (a les evenements
visuels sontegalement lest ++ et lest +t + ).

6Ces esultats ne sont pas pesenes dans cette trese.
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2.2 Complexie des limites d'ombres

Pour notre seconde probematique, nous partons d'un constat simple :é manque d'e cacie constat
du maillage de discontinuies ne peut tre ni in rie ni corrobor e par des esultats theoriques existants. En
particulier, rien ne nous permet detablir un lien entre I'ine cacik pratique et une complexit intrinseque
trop importante. Dans le cadre de notre premere probematique, nous avons eechia une formulation de
la vue d'une s@ne qui correspondrait avec la ¢ nition classique des ombres engendees par des sources
surfaciques : la decomposition en zones de lumere, de pnombreet d'ombre. Ici, nous choisissons de
travailler sur I'arrangement des limites entre ces trois types deegions. Nous pensons que cet ensemble
de courbes forme une ossature pertinente du maillage de discontineg.

Pour justi er le besoin d'uneetude treorique, consicerons un e sene compogse d'objets polyedriques
de R® de complexit totale n. L'un de ces objets est une source lumineuse quieclaire un plan pesentant
le sol (gure 2.4). Les autres polyedres jouent le rble d'obstacles et engendrent deombres sur ce plan.
Dans ce mockle, le nombre de surfaces devenements visuels++ est au pire O(n?) alors que celui de
surfacest + + est O(n®). Par consquent, la taille du maillage de discontinuies dans le gan du sol est
dans le cas le pire :0(n®) puisque la taille d'un arrangement dek courbes de complexie constante est
au pire O(k?). Cette complexie est edhibitoire pour une utilisation prat ique mais rekve d'une analyse
triviale qui ne tient pas compte de la nature particulere de la source lumineuse ni des dierentes limites
entre les egions.

Fig. 2.4 { Image d'une s@ne compose de polyedres dont l'un (en blanc) est une source lumineuse. Cette sene
projette des ombres sur un plan repesentant le sol.

Notre objectif est donc de pesenter une analyse treorique du mailage de discontinuies. En particulier,
nous souhaitons etablir des bornes de complexie concernant la taie de cette structure. L'existence de
bornes de faible complexie pourrait gitimer cette structure et motiver des recherches nouvellesa son
sujet. A l'oppo<, des bornes de forte complexit seraient des signes, va des preuves, de son inacequation
avec la esolution pratique de la synttese d'ombres.
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2.2.1 Mockles de s@nes

Reprenons la description de la sene peedente et cetaillons la un petit peu. Nous nous placons dans
le cadre de polyedres convexes d&® ai certains objets jouent le role de sources lumineuses et d'aués
d'obstacles. Les ombres sont projeees sur un plan (qui symboliseelsol et qui, par facilie, est identie
avec le planxOz du repere canonique de I'espace euclidien de dimension 3). Un poirgst dans lalumere
(full light) si aucun des segments qui le lienta un point d'une source luminese n'intersecte d'obstacle de
la s@ne (sctema de gauche de la gure2.1). A l'oppos, il est dans I'ombre (umbra)’ si tous les segments
attactesa des points de surfaces lumineuses intersectent un ddtacle (sctema central de la gure 2.1).
Finalement, un point est dans la ppnombre (penumbra) s'il n'‘est ni dans I'ombre, ni dans la lumere,
c'esta-dire qu'il existe deux points de surfaces lumineusegjui engendrent avec ce point un segment qui
n'intersecte l'inerieur d'aucun bloqueur et un segment bloque par un obstacle (screma de droite de la
gure 2.1).

2.2.2 PResultats obtenus

Nous consicerons dierents types de s@®nes, en commercant par és situations les plus simples a n de
roder notre intuition. Premerement, nous prenons le cas d'une gne formee de k polyedres convexes et
illumiree par un segment lumineux. Ensuite, nous consicerons e s@ne contenantk polyedres convexes
qui peuvent tous etre des sources lumineuses (le cas ai léspolyedres seraient des sources lumineuses
n'est pas ineressant car il n'y aurait pas d'ombre). A chaque fois, la complexit totale des polyedres est
n. Nous cemontrons les bornes sugerieures, sur la complexie dexomposantes connexes d'ombres, ainsi
gue les bornes inkrieures, sur le nombre maximum de composantesmnexes d'ombre, qui sont esunees
dans le tableau?2.1.

] Type de s@ne \ Minoration | Majoration |
Segment lumineux
2 triangles disjoints 4 O(1)
2 polyedres convexes, epais et disjoints (n O(n)
k polyedres convexes et disjoints ( nk?+ k%) O(nk?3)
k polyedres convexes ( nkZ + k%) 0(n?%k?)
Source(s) polygonale(s) Source unique O(k) sources
k polyedres convexes | (n?k®+nk® | O(n3k3)

Tab. 2.1 { Bornes inkrieures sur le nombre maximum de composantes connexes et benes sugerieures sur la
complexie des ombres projetes sur un plan par un segment lumineux ou des sources polygonales en pesence
de k polyedres convexes de complexie totale O(n). Rappelons qu'un polyedre est epais si le rapport entre le

rayon de la petite sptere englobante et celui de la plus grande sptere inscrite dans I'objet est majoe par

De plus, bien que le calcul des limites ombre-penombre  soit beaucoup plus complexes que celui des
fronteres entre ppnombre et lumére, nous prouvonsegalement des bornes sur la complexie des egions
de penombre. Ces esultats sont pesenes au tableau 2.2.

"Remarquons que le terme ombre est le méme que celui employe pou r traduire shadow. Or, I'ombre ( shadow) est I'union
de la penombre et de I'ombre ( umbra). Nous tacherons de faire en sorte que l'utilisation du mot omb  re soit toujours claire.
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] Sources lumineuses | Borne intrieure | Borne sugerieure \
O(1) polyedres convexes de taillem (n (K)+ km+k?® [ O(n (k)+ km (k) + k?)
O(k) polyedres convexes de taille totaleO(n) ( nk + k% O(nk (k) + k%

Tab. 2.2 { Bornes sur la complexie de I'union des egions d'ombre et de penombre pro jeees sur un plan par un
ensemble dek polyedres convexes dont certains sont des sources lumineuses.

2.2.3 Inerét des esultats

Ces esultats sont les premiersa faire intervenir, dans les bones de complexie sur le maillage de
discontinuies, le nombre d'objets k ainsi que la complexie n des polyedres. lls montrent, comme nous
pouvions le penser, que la complexie du maillage de discontinui#és est moindre lorsque I'on tire partie
des structures qui lient les faces des polyedres de la sen@lutdt que de consicerer les faces £paement).
De plus, les bornes inkrieures que nous cemontrons ne sont ni tviales ni intuitives. En particulier, le cas
des quatre composantes connexes d'ombre pour deux triangleseclagepar un segment lumineux est un
exemple de esultat qui peut sembler surprenant. Cela traduit le fait que notre intuition (encore moins,
notre compehension) du probeme n'est vraiment pas excellente

Finalement, sous I'hypothese que la structure n'aurait un ine rét que si sa complexie dans le pire
des casetait au plus quadratique, nos esultats con rmeraient que le maillage de discontinuies est une
structure trop lourde pour avoir un inerét pratique. Y compris e n restreignant son ossature aux limites

ombre-genombre et lumere-enombre . Toutefois, comme souvent avec les bornes de complexie
treorique dans le pire des cas, nous ne pouvons pas a rmer que la techigue du maillage de discontinuies
soit inexploitable en pratique. Malge sa complexit theorique ap parente. C'est d'autant plus vrai que les
outils que nous utilisons pour cemontrer les bornes treoriques nesont pas forement optimaux et que les
bornes inkrieures que nous construisons sont gereralement patologiques.

2.3 Calcul des limites d'ombres

Reprenons les deux premeres probematiques que nous avons abeeks. En premier lieu, nous avons
construit une ¢ nition de la vue d'une sene qui est colerente avec la cecomposition en egions de
lumere, penombre et ombre. Pour cette notion de vue, nous avonsdabli une caracerisation geonetrique
des lieux devenements visuels. Cecietant, nous n'avons @s propo® de moyen d'extraire les limites

lumere-enombre et  ombre-penombre  a partir de I'ensemble des lieux devenements visuels. D'a
cette premere question :

’Question { Commentetablir le lien entreevxenements visuels et les ty pes de limites d'ombres ?

Dans un second temps, nous nous sommes bases sur l'icee que les iies Ilumere-penombre et
ombre-enombre  jouaient un réle crucial dans la construction des ombres. Mais :

Question { Les limites ombre-genombre et lumeére-genombre  su sent-ellesa synthetiser
des ombres convaincantes ?
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Finalement, comme nous l'avons remargLe, les bornes treoriques dienues dans le pire des cas ne sont
pas su santes pour rejeter la validie du maillage de discontinuites. Malge ces nouvelles pesomptions,
de la complexie intrineeque de la nethode du maillage de discontinuies, nous devons pousser plus en
avant notre analyse pour atteindre notre objectif original. Il serait interessant detablir une analyse en
moyenne de la complexie du maillage de discontinuies. Malheureusement, ces travaux sont beaucoup
plus compligiesa mener que ceux dans le pire des cas. D'autant pis que faire une analyse en moyenne
recessite d'étre capable de & nir un moctle akatoire dec rivant les donrees du probeme, c'esta-dire les
s@nes typiquement traiees dans le cas du maillage de discontinies. Or, la construction d'un mockle
akatoire de s@nes eelles est un probeme non esolu du domaire de la synttese d'images (cf., par exemple,
[16]). D'au cette dernere question :

Question { Une analyse experimentale de la taille de l'arrangement des limites d'ombres
con rmerait-elle les esultats treoriques ?

2.3.1 Construction de l'ossature du maillage de discontinuies

Durand, Drettakis et Puech [33, 34] proposent d'utiliser le squelette de visibilie pour I'extr action des
courbes de discontinuies d'une sene compose de poledresLeur approche sou re d'un colt en temps
de calcul et en taille memoire ainsi que d'une sensibilie aux impecisions nuneriques qui la rendent
inutilisable en pratique. Par exemple, ils rapportent, au sujet del'utilisation du squelette de visibilie en
radiosie, que two major limitations of this work can be identi ed, the rsti s high memory consumption
and the second is numerical robustness problems of the algorithmegs ([34], page 34). Pour autant, des
travaux ecents permettent de nuancer ce propos. Notamment, Goaoc a mpo% un algorithme de calcul
du squelette de visibilie qui ogere en temps O(n?k? logn) [49] dans le cas d'une sene de complexitn
fornee par k polyedres convexes disjoints. Les travaux de Bmnnimann et ses coaeurs [14] peuvent servir
a letendre aux polyedres convexes non disjoints. Cet algorithme (en tout cas le balayage de I'espace pour
extraire les n uds du squelette) aee impemene par Zhang et ses coauteurs129. lls obtiennent une
\eri cation exgerimentale de la borne sugerieure en O(n?k? logn) pour lenunreration de certains n uds
du squelette par l'algorithme propo% par Brennimann et al.

2.3.2 Approche

Dans ce chapitre, nous nous placons dans le cadre de senes fornees dolyedres convexes et disjoints
de R® qui projettent des ombres sur un plan repesentant le sol (gure 2.4, page 21). Le c ur de notre
approche est de restreindre les courbes qui contraignent la consiction du maillage de discontinuies aux
limites entre les trois grands types de zones ombees (ombre, pwmbre et lumere). Dans un premier
temps, nous cemontrons qu'un sous-ensemble du squelette de Vislie de Durand, Drettakis et Puech est
su sant pour localiser ces courbes. Pour cela, nous caracerisons unresemble de conditions recessaires
pour qu'une courbe soit une limite lumere-pgnombre  ou une limite  ombre-pggenombre . Ensuite, nous
proposons une nethode pour extraire un ensemble de courbes qui caant les limites entre les egions
ombees. Finalement, nous pesentons une validation exgerimertale de notre approche.
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2.3.3 Resultats obtenus

Pour des senes akatoires, le nombre de nuds dans le squelette @ visibilie que nous construi-
sons est largement inkrieura celui des n uds qui forment le squelette de Durand, Drettakis et Puech
(jusqua 80%). De plus, la quantie de courbes que nous en extrapns pour contraindre le maillage de
discontinuies est fortement moindre que celle utiliee dansl'approche classique du maillage de disconti-
nuies. Finalement, les premeres images que nous produisonslssent entrevoir des esultats visuellement

ineressant.

Nous pensons que nos travaux apportent une premere eponse a unee@marque faite par Sillion et
Puech en 1996 : although the essence of the algorithm is fairly simple, the compliéx of the calculation
often renders discontinuity meshing prohibitively expensive to usenl practice critical surfaces and curves
should only be computed for a small number of signi cant events. ifce there is no way to determine
automatically whether the discontinuity associated with a given dtical line will be visible in the rendered
image, heuristics can be based on the predicted order of the discamiities (favoring D° and D! discon-
tinuities) and on the strength of the light source Sillion et Puech ([107, page 125) en carackrisant
certaines discontinuies (les limites entre les egions d'omlre, penombre et lumere) qui jouent un réle

dans l'image nale.
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Chapitre 3

Etat de l'art

Lesewenements visuels sont le | conducteur de ce chapitre. Toua d'abord, nous nous ineressons au
graphe d'aspects qui est le cadre dans lequel ils sont apparus et dangjiel ils ontee abondamment
etudes. Ensuite, nous pesentons certaines structures informatiques qui visenta encoder les surfaces
devenements visuels d'une sene. En particulier, nous etudions le squelette de visibilie. Finalement,
nous nous focalisons sur le réle des surfaces dewenements vigis dans les probematiques lees a la
synttese d'ombres.

3.1 Graphe d'aspects

3.1.1 Caractristigues fondamentales

Dans le contexte de la reconnaissance d'objets, l'objectif du graphe'aspects est de proposer une
repesentation synthetique des dierentes vues, appeke s aspects(aspectg, d'un objeta classi er. Prenons
un objet en trois dimensions. Construire le graphe d'aspects revid@a partitionner I'espace qui entoure
I'objet en egions maximales depuis lesquelles la vue de celui-ceste la méme.A chaque egion de I'espace
partitionre, le graphe d'aspects associe un sommet et une repeseation de la vue commune aux points
de la egion. Les sommets de egions limitrophes sont les par une aete du graphe d'aspects. Ces liens
sont appeksevenements visuels (visual eventg et correspondenta des changements structurels entre
deux vues d'un méme objet.

Cette esquisse du graphe d'aspects repose sur trois impecision®remerement, nous n'‘avons pas
cetaile ce que nous entendions par l'espace des points de vue qui entoure I'objet. Ensuite, nous ne
sfeci ons pas formellement ce qu'est la vue d'un objet. Finalemat, nous ne posons pas de d nition de
lequivalence entre deux vues. Pour ¢ nir et manipuler le grap he d'aspects, il est recessaire de combler
ces lacunes. De plus, il est ineressant, voire indispensablale determiner les types devenements visuels
qui apparaissent dans le graphe d'aspects et de caraceriser les liguwu ils se produisent dans l'espace
des points de vue.
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En vision par ordinateur, il existe deux principaux (mais pas uniques) espaces de ceplacement autour
des objetsa classier. Le premier, le plus simplea manipuler, est une sptere qui englobe I'objet. Les
points de vue se situenta la surface de cette sphere. L'objet elsprojee sur un plan qui passe par le
point de vue et dont la normale corresponda la direction formee par ce point de vue et le centre de
la sphere. C'est la projection orthographique (orthographic projection). Le second espace de ceplacement
est I'ensemble des points eels (prive de I'objet). Intuiti vement, le point de vue se trouve n'importe au
autour de I'objet. L'objet est projeea la surface d'une sptere imaginaire qui englobe le point de vue et
le epare strictement de I'objet. C'est la projection perspective (perspective projection).

3.1.2 Poledres

Comme nous l'avons dit, ¢ nir le graphe d'aspects c'est poser une @nition de la notion de vue
d'un objet et de lequivalence entre les vues. Nous suivons ici caclema. Ensuite, nous nous ineressons
aux evenements visuels. Nous pesentons les dierents types de surfaces devenements introduits par
Gigus et Malik [44] puis nous introduisons les esultats de de Berg et ses coauteuf§ 8] concernant des
bornes treoriques sur la complexie du graphe d'aspects. Finalenent, nous abordons l'algorithmique de
construction du graphe d'aspects.

Vue. La methode la plus courante, dixit Bowyer et Dyer dans [12], pour c nir la vue en deux di-
mensions d'un polyedre est de recourir augraphe de structure d'image(image structure graph. Pour
construire une repesentation de I'aspect d'un objet depuis un wint p, il sut de ceterminer I'arrange-
ment des arétes de I'objet visibles depuis ce point en respecttafa projection leea I'espace des points
de vues. Le graphe de structure d'image est la structure combinatoir@ssoceea cet arrangement. Re-
marquons qu'il est courant d'appeler les sommets de I'arrangement, ddrle dege est sugerieur ouegala
deux, desjonctions (junctions). Les sctemas de la gure 3.1 repesentent un objet (sctema de gauche)
dont le graphe de structure d'image est celui indiqe sur le sctena central quand l'objet est consicee
opaque et celui sur le sclema de droite quand il est transparent.

Fig. 3.1 { La gure de gauche montre un objet. Le sctema central est le graphe de struc ture d'image assoce
a l'aspect de l'objet consicee opaque alors que le sctema de droite montre un encodage de l'aspect de I'objet
transparent.

En pratique, il est possible d'augmenter le graphe de structure en jautant desetiquettes aux sommets
ou aux arcs. Par exemple, Gigus et Malik 44] ajoutent un marqueur aux arcs de leur graphe pour indiquer
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si 'aréte assocee esta une jonction convexe ou concave entre de& faces de I'objet vu depuisp.

Equivalence de vues. Evaluer lequivalence entre deux vues revienta comparer deux graphes de
structure d'image. Cette operation est purement combinatoire et coresponda cecider de I'existence d'un
isomorphisme entre deux graphes etiquee$. Ainsi, dans le contexte de polyedres, la vue d'un objet
depuis un point donre de I'espace, tout comme lequivalence ente les vues, repose sur des consicerations
combinatoires.

Eenements visuels. Au travers de leur recherche d'un algorithme pour le calcul du graphe @spects
de polyedres, Gigus et Malik [44] introduisent les deux types de surfaces dewenements vigels du cas
poledrique : les surfacesev et eee. Une surfaceev est une portion de plan engende par une arétee et
un sommetv (sclema de gauche de la gure3.2) alors qu'une surfaceeee est un morceau de quadrique
qui repose sur les trois arétese;, e, et e3 (sctema de droite de la gure 3.2). Plus formellement, une
surfaceev, noee he;vi, engendee (generated par une aréte e et un sommetv, est I'ensemble des points
qui se trouvent de part et d'autre de e et v sur une droite transversaleae et qui passe parv. Une surface
eee, hote hey; e; e3i, engendee par les arétese, e; et e3 est I'ensemble des points qui se trouvent sur
des droites transversales aux arétes;, e, et e3 sans etre entre les arétes.

Fig. 3.2 { Lieux d'apparition desewenements visuels de polyedres. A gauche, une surfaceev est la portion de

plan engendee par l'aréte e et le sommet v (portion griee). A droite, une surface eee engendee par les arétes
€1, e et e;. C'est une portion d'une surface quadrique engendee par trois arétes.

Complexie du graphe d'aspects. Le nombre de surfaces devenemenseee est majoe par O(n?)

alors que celui des surfacesv l'est par O(n?). La complexie, dans le pire des cas, d'un arrangement
de n arcs de courbes coniques esD(n?) alors que celle d'un arrangement den morceaux de surfaces
quadriques estO(n®). Par consquent, des bornes simples concernant la complexiedans le pire des

8Le prokeme d'isomorphisme entre deux graphes nonetiquees  reste ouvert en treorie de la complexie : personne ne sait
dire s'il appartienta la classe p ni méme s'il est np-complet . Quand les graphes sontetiquees, cette question est cec idable
en temps polynomial.
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cas, du graphe d'aspects d'un poledre de complexien sont respectivementO(n®) et O(n®) pour les
projections orthographique et perspective.

Les travaux de de Berg et de ses coauteurs’§] partent de l'icee selon laquelle toutes les surfaces
devenements eee engendees par uneenuneration compekte des triplets d'arétes ne participent pasa la
partition de I'espace des points de vue. La born@®(n?) sur le nombre de surfacegee serait pessimiste. De
plus, deux surfaces devenementseee valides ne s'intersectent pas recessairement. Les borne®(n?)
et O(n®) sur la complexie de l'arrangement seraient inapproprees dans @ cas. En e et, ils obtiennent
les bornes sugerieures, pour la complexie dans le pire des ca£)(n*k?) et O(nfk3) pour les projections
orthographique et perspective quand les s@nes consiccees sbriornees de k polyedres convexes de
complexit totale n. Ces bornes, comme l'ont cemonte Aronov et ses coauteurs{], sont e ectivement
atteintes.

Approches algorithmiques. Gigus et Malik [44], puis Gigus, Canny et Seidel{3], suggerent denurre-

rer les courbes devenements visuels, sur la sptere des déctions, engendees par les paires arétes-sommets
(ev) et les tripets d'arétes (eee) de I'objet polyedrique. Puis, ils proposent de construire I'arrangement
de ces courbes et, nalement, de ceterminer un repesentant pur chacune de ses cellules. La dierence
principale entre les deux approches est dans la gestion des ocdluss. Gigus et Malik font abstraction
de celles-ci pour construire une premere version de I'arrangen® sur la sphere des directions. Ensuite,
l'arrangement est simplie et les arétes inconsistantes sont retees. Gigus, Canny et Seidel ne prennent
gue les courbes correctes pour la construction de l'arrangement etdtent ainsi letape de simpli cation.

3.1.3 Ensembles lisses et lisses par morceaux

Une fois encore nous nous ineressonsa la notion de vue eta celle etjuivalence entre les vues. Puis,
NouUs NouUs concentrons sur lesevenements visuels.

Vue etequivalence. Le cadre des ensembles lisses et, plus gereralement, des emd®es lisses par
morceaux est plus complige. La vue d'un objet en un pointp se ¢ nit comme la projection , qui
associe a tout point q de l'objet, la direction qui passe parp et g. Deux vuesf et g & nies par des
projections sontequivalentes s'il existe un couple de changemés de coordonreesh et k de classeC*
telles que :

h f=9g k:

De manere intuitive cela revienta dire que deux vues en p et g sontequivalentes s'il est possible, en
appliquant des modi cations C! a l'objet eta sa projection en p d'obtenir la méme projection qu'au
point g.

Treorie des singularies. Le contour d'un objet lisse vu depuis un point quelconque est une colbe, du
plan ou de la sptere des directions, qui peut, comme toute autre coure planaire, contenir des singularies.
Pour certains objets lisse$, la treorie des singularies, initee par Whitney [ 127, cecrit les singularies

9La theorie des singularies restreint sonetude aux projectio  ns qui \eri e certaines conditions de grericie.
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qui peuvent survenir sur le contour d'un objet vu depuis un point & etudie l'impact du deplacement
de ce point de vue sur cette courbel[l7, 5]. En particulier, une combinaison de travaux de Whitney
[122 et de Mather [80] permet détablir la stabilie du contour d'un objet lisse pour pratiquement tous
les points de vue. Un esultat similaire peut étre etabli sur la stabilie des contours de certains objets
lisses par morceaux, notamment, grace aux travaux de RiegerlDZ qui montrent que l'ensemble des
points de vue instables estegalement de mesure nulle. Pour conale ce bref paragraphe, notons que
les objets algebriques lisses par morceaux n'‘entrent pas tous dan Icadre des esultats de la theorie
des singularies car ils ne \eri ent pas les conditions de & ni tion de la theorie : il existe des sous-
espaces ouverts et denses de l'espace des surfaces algbriques de faible gegir lesquels la condition
de projection-gerericie est fausse  ([87], page 70). La validie des esultats ne peut étre obtenue qu'en
imposant des contraintes tes restrictives sur ces objets.

Eenements visuels. Dans ces deux cadres, des classi cations des lieux dexenemesitvisuels ontet
etablies. Il existe cinq types de surfaces egkes sur lesgelles sont locali®es lesevenements visuels produits
par des surfaces lisse$B, 98, 99 et 19 pour des surfaces lisses par morceauq, 107. Toutefois, il esta

Fig. 3.3 { Droites devenements visuels t ++ ett+t + .

noter que ce nombre devenements visuels chutea deux pour de convexes lisses par morceaux. Ceux-ci
se produisent lorsque le point d'observation se trouve sur une droét ++ ou une droite t +t +t . Suivant
la terminologie adopte dans l'article [90], cela revienta dire que lesewnements visuelst ++ ont lieu
quand l'observateur se place sur une droite tangentea deux objets comxes et contenue dans un plan qui
leur est support (voir gure 3.3) ou ks que l'observateur est sur une droite tangentea trois objets Ce
cas est celui desevenementd + +t (voir gure 3.3). Il estevident qu'il appara’t ici une grande similitude
avec le cas des polyedres expoe peedemment puisque leevenementst + + correspondent auxeee.
En revanche, il n'y a pas de eelleequivalence : lest ++ sont des cas particuliers desv. lls imposent
I'existence d'un plan bitangent suppkmentaire.

Complexie et approches algorithmiques. Pour le cas d'un objet lisse e ni par une equation
algebrique implicite et obsene sous la projection orthographique, Petitiean, Ponce et Kiegman PO,
86] proposent un algorithme nunerique de construction du graphe d'aspets similairea celui de Gigus
et Malik. lls ceterminent les equations algebriques des courbes devenements visuels sur la sptere des
directions, calculent I'arrangement de ces courbes etelisent un repesentant de la vue dans chacune des
cellules. En utilisant une approche symbolique, Riegerl[0]] reprend le cas de la projection orthographique
et letenda la projection perspective. Pour la projection ort hographique et des objets lisses c nis par des
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surfaces algebriquesparanetees, Ponce et Kriegman P6] impementent un algorithme nurrerique alors
gue Rieger propose une nethode symboliquelDd. En ce qui concerne le nombre d'aspects distincts d'un
objet algebrique et lisse par morceaux forne den surfaces de dege majoe par , Petitiean cemontre les
bornesO(n'? 1?) pour la projection orthographique et O(n'® 18) pour la projection perspective B8, 89].
Notons nalement, que Kriegman et Ponce [/3] et Eggert and Bowyer [39] ontelaboe des nethodes de
calcul du graphe d'aspects pour des solides de evolution vus suivantine projection orthographique et
gue Eggert B8] aetendu leur travaila la projection perspective.

3.2 Squelette de visibilie

Le graphe d'aspects est un outil pour la esolution du probeme de clasi cation d'objets. Il fait
intervenir la partition de I'espace en egion ayant la méme vue. Dans les cas des polyedres ou des objets
lisses et lisses par morceaux, dont nous venons de parler, les limstentre les egions distinctes sont des
surfaces composes de droites : des morceaux de plans et de surfaegges. Plantinga et Dyer [97] furent
les premiersa proposer une structure pouvant encoder toutes cesurfaces egees. Une autre approche
est le squelette de visibilie (visibility skeleton) introduit par Durand, Drettakis et Puech [ 33].

3.2.1 Encodage deseenements visuels dans le squelette de visibilit e

Pour des polyedres, et des ck nitions particuleres de vue et dequivalence entre les vues, Gigus et
Malik ont exhite deux types de surfaces devenements visuek : les surfacesv et eee (cf. section 3.1.2).
Chacune d'entre elles est climiee par deux droites particuleres qui n‘ont plus aucun dege de libere :
les droites transverses extrémes(extremal stabbing line$ [113. Pour une surfaceev, note he;vi, ces
droites peuvent étre de deux sortes : les droitesv ou vee. Une droite vv qui ctlimite cette surface passe
par le sommetv et par I'une des extemies de e alors qu'une droite vee rencontre v, l'aréte e et une
tierce aréte de la sene (sclema gauche de la gures.4). Pour la surface eee, nokee he;; e;; esi, les droites
extrémes sont de typevee ou eeee. Une droite vee passe par l'une des extemies d'une des arétes
et rencontre les deux autres alors qu'une droiteceee touche quatre arétes dont les trois qui e nissent
he;; e; e3i (sctema de droite de la gure 3.4). Il est courant de dire que ces droites sontsupporees ou
engendees par les sommets ou arétes qu'elles rencontrent.

Le squelette de visibilie, tel qu'il aet introduit par Du rand et ses coauteurs 33|, repose sur la
notion de segments libres maximauxmaximal free segment}. Pour faire simple, un segment estibre s'il
n'intersecte transversalement (proprement) aucun objet entre 8s deux extemies alors qu'il est maximal
s'il n'existe aucun segment libre qui le contienne inegralemen Des lors, le squelette de visibilie peut
&tre vu comme une structure combinatoire. Les sommets (ou n uds) soh les segments libres maximaux
qui appartiennenta des droites vv, vee et eeee et qui rencontrent les gererateurs de ces droites. Un
arc relie deux sommets dont les droites extrémes assocees @litent une méme surface devenements
visuels.
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Fig. 3.4 { Sur le sctema de gauche et 1 celimitent la surface ev supporee par e et v. La droite "o est une
droite vv alors que *; est une droite vee. Sur le sclema de droite, les droites "¢ et "1 cklimitent la surface eee
supporee par les arétes ey, e; et e;. La droite "¢ est une droite eeee alors que "1 est une droite vee.

3.2.2 Algorithmique
3.2.2.1 Strakgies par la force brute

La premere impementation d'un algorithme de calcul du squelett e de visibilie est cecrite dans
l'article de Durand, Drettakis et Puech [33]. Dans une sene compose de polyedres convexes (ur
current implementation requires convex polyhedra as input [33]), leur programme enunere les droites
support de segments libres maximaux en analysant toutes les combinaisons de sommets, arétes et
faces. Les segments non libres sont exclus au moyen d'un lancer de oag (qui permetegalement de
ceterminer les extemies des segments libres maximaux). Les arcs du squelette sont obtenus en reliant
les nuds engendes par les mémes eements et en utilisant un catalogue de con gurations possibles.
L'utilisation d'heuristiques geonetriques permet de rejete r certaines combinaisons de sommets, arétes et
faces et le calcul des droites supportant les n udseeee est eduita une approximation. Les auteurs
rapportent, toutefois, que cette approximation n'est pas probematique : the [...] algorithm presented
here seems to perform well in practice ([33], page 6). Il esta noter que Teller et Hohmeyer [L16 dcecrivent
une technique nunerique (introduite par Teller [ 113) pour le calcul deseeee alors que Everettet al. [40]
et Devillers et al. [27] pesentent uneetude des pedicats exacts pour le calcul desdroites transversales.

Pour une sene compose de polyedres de complexit totalen, cette approche a dans le pire des cas
une complexie en temps ( n®) : il fautenumerer les quadruplets d'arétes, en O(n*), puis tester la libere
du segment pour chaque con guration, enO(n). Une etude experimentale meree par Durand [31] fait
etat d'un temps de calcul de l'ordre de n%®.

Duguet et Drettakis [30] proposent un algorithme qui visea esoudre le probkeme de robusesse aux
impecisions nurreriques de l'approche de Durand et ses coauters. lIs utilisent une arithnetique d'inter-
valleekmentaire pour introduire une tokrance aux egere rescences geonetriques. Leur impementation,
qui se limitea construire un sous-ensemble tes restreint du squelette de visibilie, permet de calculer les
ombres dans des s&nes allant jusqua 100 000 polygones alors que Duraed al. doivent se contenter de
1 500 polygones (en raison, notamment, des instabilies nuneriques arrigces a la main ).
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/I Le squelette a construire.
Skeleton skeleton;

/I Calcule les nuds VV du squelette.
foreach (Pair<Vertex> vv in scene.pair _of _vertices ())
if  (may_produce_vv_node (scene, wv))
skeleton.add _node (compute_vv_node (scene, w));

/I Calcule les nuds VEE du squelette.
foreach (Vertex v in scene.vertices ())
foreach (Pair<Edge> ee in scene.pair _of _edges ())
if (may_produce _vee_node (scene, v, ee))
skeleton.add _node (compute_.vee_node (scene, v, ee));

/I Calcule les nuds EEEE du squelette.
foreach (Triple<Edge> eee Iin scene.triple _of _edges ())
if  (may_produce _eeee_node (scene, eee))
skeleton.add _node (compute_eeee_node (scene, eee));

/I Reconstruction du squelette a partir de ces nuds.
skeleton.rebuild  _from_nodes ();

3.2.2.2 Strakgie par balayage

A n de calculer le squelette de visibilie de manere plus e ¢ ace, Goaoc 49 propose un algorithme
par balayage pour une s@ne de complexie totalen et compose dek polyedres convexes disjoints. La
complexie treorique de cette approche est O(nk?logn). Bmnnimann et ses coauteurs [L4] etendent
l'algorithme de calcul des n uds du squelette aux polyedres convexes non disjoints. Pour étre complets,
notons que Efrat et ses coauteursy7] sontegalementa l'origine d'un algorithme par balayage qui permet
d'extraire les droites transversales isokes parmi un ensembleek polyedres convexes de complexie totale
n. Nous pesentons la strakgie de balayage propose dans4P] pour des polyedres convexes disjoints et
laissons le lecteur inerese se ekrera l'article [ 14] pour la prise en compte des intersections.

Consicerons une sene dek polyedres convexes disjoints plaes en position gererique : b s@ne ne
contient ni triplet de sommets colireaires, ni quadruplets de sonmets, pris sur au moins deux polyedres,
qui soient coplanaires. Les polyedres sont composes d'un total den arétes. Pour chaque arétee, I'algo-
rithme balaie I'espace en faisant tourner un plan autour de celle-ci. Le positions extrémes du plan de
balayage assoceae sont les plans des deux faces qui lui sont incidentes ( gur&.5). Nous notons ¢ la
position initiale et 4 la position nale.

Chaque plan de balayage intersecte les polyedres de la sene sous forme de polygones du plan.
Notons : le plan de balayage etP; l'intersection du polydre P avec le plan ;. Sous I'hypottese de
cerericie de la s@ne, une aréte d'un polyedre P qui intersecte le plan de balayage ; corresponda un
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Fig. 3.5 { Position de balayage du plan autour de I'aréte e. La s@ne est vue dans un plan normala l'aréte e, le
triangle P corresponda la trace du polyedre P dans ce plan. Le plan de balayage part de la position du plan o
et tourne jusqua la position ;.

sommet du polygoneP; alors qu'une face deP quirencontre ; engendre une aréte dé;. Un segment libre

maximal du plan ; est sur une surfaceev s'il passe par un sommet dee et rencontre tangentiellement

un sommet d'un polygone du plan (c'esta-dire une aréte du polyedre assoce). Le cas d'un segment libre
maximal qui passe pare et un sommet d'un polyedre est pris en compte lors du balayage autour de arétes
incidentesa ce sommet. Un segment libre maximal est sur une surfaceee s'il passe tangentiellement par
deux sommets de deux polygones et s'il coupe (gure 3.6).

A chaque plan de balayage, les segments libres maximaux peuvent étgbtenus en construisant le
squelette de visibilie 2d des polytopes. Bien entendu, pour des raisons de performances, l'algthime
construit le squelette de visibilie 2d dans le plan o puis maintient sa structure combinatoire au fur eta
mesure du balayage. Durant ce processus, trois types devenenmgs (de balayage) peuvent se produire : les
V-events , lesF-events etlesT-events . Un V-event corresponda l'intersection du plan de balayage
avec un sommet d'un polyedre de la s@ne. UnF-event se produit lorsqu'un segment maximal est contenu
dans le plan d'une face d'un polyedre autre que celui auquel apparent l'aréte e (gure 3.7). Finalement,
un T-event se produit quand deux segments libres maximaux deviennent coleaires ( gure 3.8).

Les nuds du squelette correspondenta certains exenements de balayage. Lors d'unV-event , le
sommet et les extemies de e engendrent jusqua deux nuds vv (selon les occultations). Lors d'un
T-event deux types de n uds peuvent étre produits : (i) si le T-event concerne une extemite de e et
deux polyedres, un nud vee est cee (ii) sile T-event fait intervenir trois polyedres distincts et que
le segment libre maximal (obtenu en eunissant les deux segmentsedenus colireaires) intersectee, un
nud eeee apparat. La reconstruction des arcs du squelette se fait simplenre au fur eta mesure du
balayage [L4]. La gure 3.9 est le pseudo-code de cet algorithme.

3.2.3 Resultats de complexie

Les premiers esultats de complexie portant sur le squelette de visibilie fontetat d'une borne ( n%)
sur sa taille [35] et d'un algorithme de construction qui s'execute en temps ( n®) pour des s@nes fornees
den triangles [33]. D'un point de vue theorique, Bm®nnimann et ses coauteurs ont cemonte que la taille du
squelette de visibilie d'une sene de complexie n formee par k polyedres convexes (non recessairement
disjoints) est ( n?k?) [14] et ont propose un algorithme de calcul du squelette qui ogere en tenps
O(n?k?logn) [14, 49]. Remarquons que ce esultat peut étreetendua des polyedres non convexes apes
une decomposition enekments convexes de ceux-ci. Pour une soe de complexie n et fornee de k
polyedres, il est raisonnable de s'interroger sur la complexie du squelette de visibilie lorsque tous les
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Qi

Fig. 3.6 { Segments libres maximaux appartenanta des surfaces devenements v isuels ev et eee. Sur le sclema
de gauche, les segments, et "1 passent par les sommets dee et le sommet e; de P; qui corresponda une aréte du
polyedre P. Sur le screma de droite, le segment” passe par les sommets; et f; qui correspondenta des arétes
des polyedres P et Q.

Fig. 3.7 {Un F-event . Tous les sclemas correspondenta ce qui se produit dans le plan de balayage ;. Le sclema
de gauche repesente la con guration avant le F-event : le segment libre maximal est suppore par l'aréte e; de
P. Le sctema de droite illustre la situation apes le F-event ai le segment libre maximal a change de support.
Le sctema central est le lieu du F-event ai le segment libre maximal devient coplanaire avec la face f de P.

Fig. 3.8 { Un T-event . Tous les sctemas correspondenta ce qui se produit dans le plan de balayage :. Le
sctema de gauche repesente la con guration avant le T-event : les segments libres maximaux sont ordonres
suivant l'ordre inverse des aiguilles d'une montre. Le sctema de droite il lustre la situation apes le T-event
les segments sont tres suivant le sens des aiguilles d'une montre : ily a eu inversion de l'ordre. Le sctema central
est le lieu du T-event quand les segments sont aligres.
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3.2.

Squelette de visibilie

/I Le squelette de visibilie 3D construit par l'algorithme.
Skeleton skeleton;

/I Pour chaque aréte de la sene on balaye I'espace.
foreach (Edge e in scene.edges ())
f
/Il La liste des exenements de balayage.
PriorityQueue<Event> event _queue;

/I Les positions extrémes du plan de balayage.
Plane pi .0 = e.incident _face (0).plane ();

Plane pi .1 = e.incident _face (1).plane ();

/I Calcule le squelette de visibilie 2D dans pi 0.
scene.compute_2d_skeleton (pi _0);

/I Parcours des sommets de la s@ne et ajout des V-events.
foreach (Vertex v in scene.vertices ())
f

if  (vertex _betweentwo_planes (v, pi -0, pi _1) && !fully _occluded (e, V))

event _queue.insert ( new VEvent (v));
g

/I Parcours des faces de la sene et ajout des F-events.
foreach (Face f in scene.faces ())
f
if (face _intersects _edge (f, €))
event _queue.insert ( new FEvent (f));

g

/I Traitement des exenements.

while ('event _queue.empty ())

f
/' Analyse lexenement en téte de liste.
Event event = event _queue.front ();

/I Un eenement T-event s'est-il produit depuis le dernier elenement ?
if  (change_of _bitangent _order _around_vertex (scene, event))
event _queue.insert (compute _t _event (scene, event));

/I Si aucun nouvel exenement n'est apparu, on traite celui-ci.
if  ('event _queue.has_beenchanged ())
treat _event (skeleton, event _queue.pop_front ());

Fig. 3.9 { Pseudo-code de l'algorithme de construction du squelette de visibilite par balayage.
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objets sont de complexies similaires (c'esta-dire n=k). En consicerant des polyedres disjoints et en
supposant que la taille de leur silhouette peut étre borree parO(' n=k), Glisse cemontre une borne
de O(n372k572) sur la taille du squelette de visibilie [ 47, page 87]. De plus, il cemontre que la taille
moyenne prise sur I'ensemble des points de vue, de la silhouette d'unghedre convexe de complexie
n=k est majoee par O( n=k) [46], sugeerant qu'il est raisonnable d'observer la borne O(n3-2k52).
Finalement, il aegalementek prouwe que le squelette de visibilie de n spheres distriblees akatoirement,
suivant dierentes distributions, a une taille moyenne lire aire enn et au plus quadratique pour d'autres
mockles (triangles, polygones epais de complexie constante) [26]. D'un point de vue plus pratique,
Durand [31] constate que la taille du squelette de visibilie est en moyeme n%# alors que Zhang et ses
coauteurs [L29 obtiennent une con rmation exgerimentale de la borne sugerieure en O(n%k? logn) pour
la construction des n uds vee et eeee par l'algorithme propos par Bennimann et al.

3.2.4 Squelette de visibilie, complexe de visibilie et graphe d'asp ects

Nous cléturons cette section par une discussion sur le squelette désibilie en trois dimensions.
Nous constatons qu'il est courant de l'introduire par l'internediai re du complexe de visibilie (visibility
complex) : le squelette de visibilie serait le 1-squelette du complexe de visibilie®®. Nous reprenons ce
cheminement en mettant I'accent sur I'une des faiblesses de detapproche : la perte du sens profond du
squelette de visibilie.

3.2.4.1 Cheminement classique vers le complexe de visibilie en trois dimensions

[ nition historique du complexe de visibilie du plan. Placons-nous dans le plan et consicerons
un ensemble d'objets. Le complexe de visibilie est une struatire introduite par Pocchiola et Vegter [95, 94]
pour encoder la visibilie dans R?. Le principe est de se placer dans l'espace des rayons du plan et de
¢k nir une relation dequivalence entre les rayons : deux rayons'! (p;t) et (q;%) sontequivalents s'ils sont
suppores par une méme droite oriente et si le segmenpqn'intersecte l'inerieur d'aucun objet de la sene
(gure 3.10). Cette relation dequivalence traduit I'invariance de la vue d' un rayon lorsqu'il s'approche ou
skloigne (suivant une direction rectiligne) d'un objet sans renmntrer d'obstacle. Le complexe de visibilie

de Pocchiola et Vegter est e ni comme la partition de l'espace desrayons en classes dequivalence
engendees par la relation ci-dessus. Autrement dit, le complexale visibilie regroupe les rayons qui ont

la méme vue. C'est un objet matrematique qui possde une struture ekgante de complexe cellulaire.

I nition alternative. La ce nition du complexe de visibilie de Pocchiola et Vegter est centee sur
les rayons. En se focalisant sur les droites qui les supportent, #st possible de c nir le complexe de
visibilie dans I'espace des segments libres maximaux (cf. seixin 3.2.1 pour une ce nition). Consicerons

un point p et une direction d. Les deux rayons f; t) et (p; +) sont suppores par la méme droite. Notons
p: le premier point d'intersection propre entre le rayon (p; t) et un objet de la s@ne. Par synetrie, le
point p est la premere intersection propre de (; 4) avec la sene. Pour s'assurer de l'existence de ces

10gyijvant la terminologie mattematique, le  k-squelette de visibilie est le sous-ensemble du complexe de visibilie forme
des faces de dimension au plusk.
11 Nous notons (p;#) le rayon d'origine p et dirige suivant 4.
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Fig. 3.10 { D nition de la relation dequivalence entre les rayons pour le ¢ omplexe de visibilie de Pocchiola et
Vegter. Les rayons (p; t) et (p;¥) ne sont pas suppores par la méme droite donc ils ne sont pasequivalents. De
méme, (p; t) et (q; t) ne sont pasequivalents car pq intersecte l'inerieur de Oj;. En revanche, les rayons ;) et
(r;v) le sont.

points, nous pouvons ajouter un objet imaginaire qui englobe la s@ne. dus les rayons partant d'un point
du segmentp p. et diriges suivant § sontequivalents (pour la relation dequivalence donree ci-avant). Il
en est de méme pour ceux orienes suivant la direction #. Les rayons peuvent ainsi étre regroupes sous
la forme de segments libres maximaux et le complexe de visibiliee ni sur cet espace (voir Goaoc [49]
pour plus de cktails).

[ nition du complexe de visibilie dans l'espace. Partant de cette formulation alternative,
Durand, Drettakis et Puech [35] introduisent le complexe de visibilie pour I'espacea trois dimensions :
c'est la partition de I'espace des segments libres maximaux dB® en composantes connexes de segments
reposant sur les mémes objets.

3.2.4.2 Inacquation du 1-squelette

En trois dimensions, il est commun de ce nir le squelette de vishilie comme le 1-squelette du complexe
de visibilie. Malheureusement, suivant le cadre dans lequel ous nous plecons (objets lisses, polyedres,
etc), la structure obtenue par cette formulation peut dierer de celle pesentea la section 3.2.1 et ne
permet plus d'encoder l'inegralie des surfaces devene ments visuels. Par exemple, prenons le cas de
polyedres convexes disjoints. Pour une c nition donree de la notion de vue (et dequivalence de vues),
nous cemontrons au chapitre 4 que lesevenements visuels se produisent, entres autresellong de droites
t +# . C'esta-dire que des segments libres maximaux tangentsaleux objets, dans un plan bitangent, sont
les lieux devenements visuels. Or, les faces de dimension8 et 1 du complexe de visibilie correspondent
respectivement aux composantes de segments tangentsa 3 eta 4 obgf(la dimension de l'espace des
segments libres maximaux deR® est 4, celle d'une face de segments tangentsk objets est 4 k, voir
par exemple B5]). Le 1-squelette ne contient pas les surfaces devenements ++ .
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3.2.4.3 Des graphes d'aspects, des squelettes de visibilie

Comme il est ¢k ni, le complexe de visibilie encode la vue le long d'un segment libre maximal alors
gue les travaux sur le graphe d'aspects montrent que les caraceraions des lieux desevenements visuels
sont parfois plus riches. Par exemple, savoir qu'un point se trouve I'emplacement d'unevenement visuel
engende par deux spleres est plus informatif que de savoir quee point est sur un segment tangent aux
deux objets : ce point appartient, en plus,a un plan bitangent aux spleres (cf. section3.1.3. Etre sur un
segment ai se produit unevenement visuel, c'est, en quelgie sorte, avoir des informations sur la vueau-
tour de ce segment (par exemple, savoir que ces objets sont localement ¢ggmts). Consicerer le squelette
de visibilie comme un sous-ensemble du complexe de visibiditrevienta ignorer ce suppement d'informa-
tions. Nous pensons donc que le squelette de visibilie devrait #e consicee comme une repesentation
proche de la partition de I'espace des points de vue (la structuraluale du graphe d'aspects) qui ferait
abstraction du mode de projection et dont la taille serait eduite ; en raison de sa e nition dans l'espace
des segments libres maximaux plutdét que dans celui des points de guA ce titre, il va de soi que sa
formulation devrait étre  parametee  par les m&mes notions que celles qui serventa la & nition du
graphe d'aspects (vue etequivalence de vues, cf. sectiod.l).

3.3 Syntlese d'ombres

Pour nir, nous en venonsa la synttese des ombres. Jusqua present nous avonsetabli le lien entre
les ombres et les exenements visuels et nous avons illustedur utilie dans le calcul du maillage de
discontinuies. Dans cette section nous allons etudier le rble qie lesewnements visuels jouent dans les
nmethodes de rendu des ombres.

3.3.1 Lancer de rayons

Nous sommes ineresses par les nethodes de syntlese d'ombreleesa la radiosie. Toutefois, nous
ebutons notre tour d'horizon par un rapide survol des approches lees au lancer de rayons. Les algorithmes
stochastiques de lancer de rayons calculent les egions d'ombre artilisant une discetisation des sources
lumineuses et en trecant un rayon pour chaque point echantillonre a la surface des emetteurs PR1].
Malheureusement, l'obtention d'une ombre visuellement convainante recessite bien souvent d'utiliser
des centaines de rayons par pixel et requiert un temps de calcul iportant (voir, notamment, [ 91]).
Pour pallier ces di cules, au moins deux optiques compementair es ontet envisages dans le monde
de l'informatique graphique : eduire le nombre de rayons traes @ acekrer le traitement de chacun
d'entres eux. L'une des pistes les plus fructueuses est de ¢ir partie de la coterence spatiale des s@nes
pour augmenter la rapidie et la pertinence de requétes pointsa points : deux rayons tes proches I'un
de l'autre ont de fortes chances de se comporter de manere similaire . C'est pour exploiter cet
avantage qu'Amanatides f] ou Heckbert et Hanrahan pB0] proposent d'utiliser des faisceaux de rayons
plutét que des rayons isoks. Une autre possibilie est de recouira des indicateurs de pertinence pour le
choix des rayons traes. Par exemple, Nishita et Nakamaeg3], Chin et Feiner [18], Tanaka et Takahashi
[112 ou Laine et ses coauteurs74] adaptent la nethode des volumes d'ombres, introduite par Crow pP3],
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pour esquisser les egions d'ombre et en ceduire les pixels quireritent une attention particulere. En

e et, quand un point est competement dans lI'ombre d'une source ou a!'il peut la voir en inegralig, il
est inutile de tracer de nombreux rayons vers celle-ci. En revare, lorsqu'il n'a qu'une vue partielle de
la source lumineuse, il est important d'utiliser de nombreux rayons pour estimer la proportion visible de
la surface de lemetteur.

3.3.2 Maillage de discontinuies en radiosie

Nous revenonsa la nethode du maillage de discontinuies utilisee dans l'algorithme de radiosie. Dans
un premier temps, nousetudions les dierents types de discortinuies et nous cecrivons les con gurations
geonetriques qui les engendrent. Ensuite, nous pesentons és approches algorithmiques pour construire
le maillage de discontinuies.

3.3.2.1 Nature des discontinuies

Commercons par introduire la terminologie de Heckbert p€]. Une fonction f a au moins une discon-
tinuie DX si elle est de class€X ! sans étre de class€X. Une source surfacique quiemettrait de facon
continue peut induire sur les objets des discontinuiesD?, D! ou D?2. Il est important de noter que :

the lowest degree discontinuities generally cause the greatest error([57], page 6). Il estegalementa
remarquer que selon le principe de propagation des discontinuiegnone par Heckbert [57], les disconti-
nuies sur la source se epercutent sur celles des surfacesclaiees au premier niveau, puis au second, et
nalement de proche en proche. Lischinski, Tampieri et Greenbeg [76, pages 6a 9] illustrent les dierents
types de discontinuies et les con gurations georretriques qui les engendrent.

Discontinuies DY, Ces discontinuies apparaissent aux intersections entre les objs de la sene. Leur
nombre est, dans le pire des ca$)(n?) pour une sene de complexien. Neanmoins, il est particulerement
important de prendre ces discontinuies en compte car elles indisent de remarquables changements dans
la fonction de radiance.

Discontinuies D!. D'apes Stewart et Ghali [ 111], les discontinuies D! apparaissent lorsque deux
arétes de poledres de la sene, dont l'une peut &tre sur la surce, sont coplanaires et que le plan induit
intersecte la source lumineuse. Elles sontegalement engendss par le plan d'une face d'un polyedre qui
coupe la source. D'apes Ghali et Stewart, il estimportant de les pendre en compte car elle correspondent,
principalement dans le cas des arétes coplanaires,a des arefactserceptibles sur I'image rendue ({11],
premere page). Pour faire le lien avec les travaux pesenes dans cette these, restreignons cette remarque
a des polyedres convexes. Notons que dans le premier cas, ai deux @ties de polyedres distincts sont
coplanaires, cette discontinuie se produit pour des points d'ure surface dewenements visuelst ++ et
peut correspondrea un passage entre une zone de genombre et une zodembre (voir chapitre 6). En
revanche, dans le second cas, la limite ne se trouve sur aucune desfaces devenements visuels d'objets
convexes mais se situe inegralement dans la penombre.
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Discontinuie D2. Ce sont toutes les autres discontinuies. Elles se trouvent aux emlacements ai
se produisent les exenements visuelsev, dierents de ceux caraceri®es par Stewart et Ghali, et les
e\enements eee.

3.3.2.2 Algorithmique du maillage de discontinuies

La nethode du maillage de discontinuies aet initee par Heck bert [56]. Pour calculer ce maillage
sur des s@nes polyedriques, il est recessaire de ceternmier lesevenements ev et eee. Historiquement, les
premiers algorithmes de Heckbert et de Lischinski, Tampieri et Grenberg se cantonnent auxewvenements
ev. C'est uniguement avec les travaux de Stewart et Ghali 109, 110 et de Drettakis et Fiume [28] que
sont apparus les premiers algorithmes prenant en charge les surfaceswdhements visuels eee.

Eenements Ev. Les approches cevelopees, d'un coe, par Heckbert b6, 58, 57] et, de l'autre, par
Lischinski, Tampieri et Greenberg [76] calculent les surfaces ai se produisent lesevenements guelsev
impliguant la source lumineuse, puis determinent les occlu®ns et construisent les arrangements des
segments, non bloqies, sur les surfaces des objets. Quelquesminces minimes de construction de
l'arrangement et de test de visibilie existent entre ces deuxapproches.

Eenements EEE. Les travaux de Teller [L13 114 fournissent une nethode pour calculer les surfaces
devenements eeea l'aide d'une description des droites dans I'espace de Placke(le rapport technique [11§
pesente une methode pour calculer les droites transversales quatre segments/droites). Pour le calcul du
maillage de discontinuies, Stewart et Ghali [109, 110, d'une part, et Drettakis et Fiume [ 28], d'autre part,
sont les premiersa proposer des nethodes qui incluent la constiction des surfaces devenementseee.
L'icke communea ces articles est de calculer les surfaces demements visuels qui intersectent la source
lumineuse. Une repesentation, sous la forme de ce qu'ils appelt une projection arrere, de la vue de
la source est stoclee dans chacune des cellules de I'arrangemergsdcourbes devenements visuels sur les
polygones ecepteurs. La dierence principale entre ces artices est I'accent mis par les auteurs sur I'aspect
pratique de leur approche. Drettakis et Fiume herarchisent I'espace pour produire un algorithme qu'ils
a rment etre plus rapide, sur des cas eels, alors que Stewart et Ghali se concentrent sur la complexie
treorique de leur approche. Notons, pour nir, que ces nethodes ortet utilisees dans des approches
combinant maillage de discontinuies et radiosie herarchique [ 29, 77].

Squelette de visibilie. Durand, Drettakis et Puech [33, 34, 31] introduisent le squelette de visibilie
pour encoder les surfaces devenements visuels (cf. sectioB.2.1). Des lors, il leur est possible de calculer le
maillage de discontinuies d'une s@ne, aussi bien que d'imptmenter d'autres techniques leesa la radiosie
et aux probemes de visibilie en synttese d'images. Par exemge, cette solution est une alternative a
l'algorithme de Teller et Hanrahan [115 pour calculer la visibilie entre deux polygones (utiliee dans
la methode de radiosie herarchique de Hanrahan, Salzman et Auppere [53]). En outre, cette capacie
a cegager des informations pecises sur la visibilie entre deux cellules du maillage de discontinuies est
cruciale pour l'impementation de la nmethode d'optimisationa e rreur borree propose par Lischinski et
al. [79). Duguet et Drettakis [30] ra nent la methode de calcul des ombres de Durand et al. pour la

42



3.3. Synthkese d'ombres

rendre plus esistante aux impecisions nuneriques inter entes aux probemes geonetriques.

3.3.3 Le temps eel et le calcul d'ombres

Jusqua maintenant nous avons aborc la synthese des ombres dande cadre de l'illumination globale
(voir chapitre 1). En particulier, nous nous sommes ineresses au maillage de discdimuies. Pourelargir
le propos, nous cedions cette sectiona la pesentation des deux échniques principalement utilisses pour
la gereration des ombres dans le cas de l'informatique temps-eel : les volumes d'ombres et les cartes
d'ombres. Avant de poursuivre, notons que l'article de Hasenfratz, Lapiere, Holzschuch et Sillion p5]
et l'ouvrage d'Akenine-Meller et Haines [3] nous servent de ekrences et contiennent des cetails surés
nmethodes que nous survolons ici.

3.3.3.1 Les volumes d'ombres

Pour cecrire la nethode des volumes d'ombres(shadow volume}introduite par Crow [ 23] et adapee
aux cartes graphigues par Heidmann3], consicerons une s@neeclaiee par un point lumineux. Chaque
objet & nit, avec la source, un volume dans lequel tout point se trouve cacte de la lumere (sckema de
gauche de la gure 3.11). La premereetape de Il'algorithme est de construire ces volumes Ensuite, lors
de la phase de rendu, ceterminer si un pointp esta l'inerieur d'un volume d'ombre se faiten  tracant
un rayon entre le point de vue etp. Lorsque ce rayon intersecte une face d'un volume faisant face au point
de vue, un compteur est incemeng, alors qu'il est cecemenge quand le rayon traverse une face tournant
le dos au point de vue. Quand le compteur a une valeur strictement posve, le point p est dans I'ombre
d'un des objets (sckema de droite de la gure 3.11). Dans une utilisation temps-eel , il est inutile

suuice

0,

O point de vue

sol p

Fig. 3.11 { Le sclema de gauche montrent les volumes d'ombres (en gri®) engendes par les objets O; et O,. Le
sctema de droite illustre le pro@d de lancer de rayon qui permet de cet erminer que le point p est dans I'ombre.
A chaque face d'un volume d'ombre tourree vers le point de vue, le compteur assoce au point p est incemene
alors qu'il est cecemente pour chaque face  qui tourne le dos au point de vue.

d'utiliser un lancer de rayon explicite. Cette nethode peut &tre impkmente sur les cartes graphiques
modernes en faisant usage du stencil-bu er  [69].

Pouretendre la technique des volumes d'ombresa des sources Haciques, plusieurs approches sont
envisageables. Par exemple, il est possible dechantillonner lesources par des points lumineux et de com-
biner les volumes d'ombres. Autrement, Haines42] propose d'utiliser ce qu'il appelle des plateaux qui
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cecrivent une heuristique pour atenuer les ombres dures et exgendrer des transitions dans la ppnombre.
Une nethode reprise et anelioee par Wyman et Hansen [127]. Finalement, Akenine-Maller et Assarsson
[2, 8, 9] introduisent ce qu'ils nomment les penumbra wedges. Chaque aréte d'une silhouette d'un objet
bloguant, vue depuis un point e de la source, ¢ nit un volume avec la source (schema de gauche de la
gure 3.12). Ces volumes sont cetermires par leur algorithme. Ensuite, ils calculent un volume d'ombres
classique depuis le point e de la source. Les pixels qui se trouent dans I'un des penumbra wedges
peedemment construits sont modués en fonction de leur postion visa-vis du volume d'ombre (sctema
de droite de la gure 3.12). Leur impementation est enterement ealie au moyen des composants
maeriels des cartes graphiques.

souice

sol penumbra wedges

Fig. 3.12 { Le sctema de gauche montre les penumbra wedges (en grie) engendes par l'objet O et la source
lumineuse. Le scltema de droite repesente le volume d'ombre engende par un point de la source et I'objet O. Les
deux penumbra wedges repesenes intersectent ce volume. Leclairement des points de la s@ne est modie en

congquence.

3.3.3.2 Les cartes d'ombres

La technique descartes d'ombres(shadow map3 aek introduite par Williams [ 125 et estimpemente
sur les cartes graphiques modernesgt]]. Pour un point lumineux, la vue de la sene depuis la source est
calcuke et stoclee dans la carte des ombres. Ensuite, l'algoritme classique de suppression des surfaces
cactees (algorithme du z-buer ) est appliqie depuis le point de vue de I'observateur. Pour chaque
pixel, la distance entre I'objet visible et la source est compare a l'information correspondante dans la
carte des ombres. Si l'objet visible (depuis 'observateur) est jus loin de la source que celui contenu
dans la carte des ombres, ce premier est dans I'ombre et la couleur chixel est moduke en fonction
(gure 3.13.

Diverses nethodes ont et proposes pour adapter la technique des cartes d'ombres aux sources
surfaciques. En premier lieu, Herf et Heckbert suggerent §5, 61] dechantillonner la source lumineuse par
un ensemble de points et de calculer une carte des ombres en chacunaks points. Pour chaque ecepteur
de la s&ne, les dierentes cartes des ombres sont combirees ahs une texture qui permet de simuler
les ombres dans l'image nale. C'estegalement ce principe qui estapris etetendu dans la nethode
d'Agrawala et ses coauteurs I]. Ces approches peuvent produire des esultats de bonne qualitnais sont
fortement cependantes du nombre de points utiliees pour l'approximation de la source lumineuse. En
particulier, il peut etre coateux d'obtenir de bons esultat s. An de s'abstraire de cette complication,
certains auteurs proposent des straegies qui calculent une unige carte d'ombre (ou un faible nombre
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Fig. 3.13 { La vue depuis le point lumineux est calcuke et stoclee dans la carte des ombres. La s&ne est ensuite
rendue depuis le point de vue en prenant en consiceration les informations contenues dans la cartes des ombres.
Image extraite de [32].

de cartes) et qui font appela des traitements des informations contaues dans la carte pour construire
des approximations visuellement convaincantes des egions d'ombrePar exemple, nous pouvons citer
Heidrich, Brabec et Seidel p4], Brabec et Seidel 3] ou Soler et Sillion [LOg (voir [55] pour de plus
amples cetails).
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Chapitre 4

Exenements visuels d'ensembles
convexes

4.1 Introduction

Introduit dans le contexte de la vision par ordinateur, le graphe d'aspectd72, 71] est une repesentation
synttetique des dierentes vues appekesaspects d'un objeta classi er. Construire le graphe d'aspects,
c'est partitionner I'espace qui entoure un objet en egions maximale depuis lesquelles la vue de celui-ci
reste structurellement la méme A chaque egion de la partition, le graphe d'aspects associe un sommet
et une repesentation de la vue commune aux points de la egion. Les ammets de egions limitrophes
sont les par une aréte du graphe d'aspects. Ces liens sont appetesenements visuels. lls correspondent
a des changements structurels entre deux vues de l'objet.

Cette pesentation simple du graphe d'aspects repose sur des cong#s impecis : qu'est-ce que la vue
d'un objet depuis un point quelconque ? Comment peut-on & nir I'equivalence entre deux vues ? Quelle
est la nature desewenements visuels? Qu se produisent-# ? De nir formellement le graphe d'aspects
impose de peciser chacun de ces points. De fait, le graphe d'aspecest une structure paranetee par
les notions de vue et dequivalence entre les vues. Nous pourrions @me parler de dierents graphes
d'aspects qui cecoulent de la manere dont sont poses ces deux ations. D'autant plus que ces deux
e nitions, de vue et dequivalence des vues, conditionnent la nature desewenements visuels et les lieux
al ils se produisent. Historiquement, dierentes etudes ontet propoges en fonction de la classe des
objets consickes.

Dans le contexte de polyedres, Gigus et Malik }}4], dont les travaux servent de basea de nombreux ar-
ticles en informatique graphique, ce nissent la vue d'un objet comme une structure combinatoire appeke
graphe de structureetiquete d'image Léquivalence entre les vues est un isomorphisme entre graphefls
identi ent deux types de surfaces a1 se produisent lesevenements visuels : les surfacesv et les surfaces
eee.
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Pour une classe restrictive de surfaces lisses, la treorie desngularies, initee par Whitney [ 127,
e nit un catalogue complet des exenements visuels [5, 93]. Elle repose sur letude des contours des
objets. La vue est ce nie comme une projection de I'espace ambiant grs lecran alors que lequivalence
entre les vues se traduit par I'existence d'une paire de changemende coordonrees de class€? . Il existe
cing types de surfaces egees sur lesquelles sont localigesevenements visuels produits par des surfaces
lisses (8, 98, 99 et 19 pour des surfaces lisses par morceaud, 101].

Malheureusement, ces dierents cadres sont incompatibles. D'me part, en raison des contraintes dras-
tiques sur les objets lisses consictes, la tteorie des sindaries ne permet pas de decrire lesevenements
visuels des polyedres pris comme des objets lisses par morceaux'abtre part, les notions de vues sont
fondamentalement dierentes suivant les cadres. La vue d'un polyedre est la description de toute sa struc-
ture combinatoire, independamment de sa silhouette, alors que cét d'un objet lisse est essentiellement le
contour visible de cet objet. L'une des conequences de cette inmpatibilie se traduit pour le cas d'une
sprere par l'existence de deux caracerisations distinctes de surfaces devenements visuels suivant que
la sphere est vue comme un objet lisse ou I'objet limite d'une suie de polyedres qui la maille de plus en
plus nement (cf. section 2.1, page15).

Dans ce chapitre, nousetudions des objets convexes disjoints d@3. Nous proposons une ¢ nition
de la vue d'un objet convexe base sur sa silhouette visible. Deuvues identiques sont des vues topologi-
gquementequivalentes (horreomorphes). Sous ces  nitions, nos cemontrons que les lieux devenements
visuels appartiennenta deux types de rayons : les rayons ++ et les rayonst +t +t . De plus, nous mon-
trons que les ensembles de points dont sont issus ces rayons sontlaubart denses. Ces esultats sont
ineressants dans le sens a ils pesentent le premier cadrequietablisse un lien entre les objets lisses et
les polyedres. De plus, nos ¢k nitions sont compatibles avec lescadres existants des objets lisses et des
polyedres. Pour ce dernier, il sut de consicerer les faces despolyedres comme des objets independants.

4.1.1 Terminologie

Un objet est un ensemble convexe ferne d&R3. La dimension d'un objet est celle de son enveloppe
ane : 0 pour un point, 1 pour un segment, 2 pour un polygone, etc. Unes@ne est un ensemble ni
d'objets deuxa deux disjoints. Un point de vue est un point quelconque qui n‘appartienta l'inerieur
eventuellement relatif) d'aucun objet.

Plan support et rayon tangent. Un plan est supporta un objet X s'il intersecte X et celimite un
demi-espace contenant I'objet. Lerayon (p;t) d'origine p et dirige suivant la direction d est I'ensemble
des points : n o

(p;t)= p+ty : t2 R,

Un rayon (p; t) qui intersecte un objet X esttangenta X s'il est contenu dans l'un de ses plans support,
sinon il I'intersecte transversalement Un rayon (p; t) intersecte un objet X avant un objet Y si la distance
minimale entre p et (p; ¢) \ X est inkrieurea la distance minimale entre p et (p; t)\ Y. Un rayon voit un
objet X s'il rencontre X sans traverser un autre objet de la sene avanX . Un point p voit un objet X s'il
existe un rayon depuisp qui voit X . Dans ce cas, l'objetX estvisible depuisp. Un rayon qui est tangent
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a deux objets X et Y (respectivement trois objets X, Y et Z) est bitangenta X et Y (respectivement
tritangenta X, Y et Z). Un rayon bitangenta X etY contenu dans un plan support commun aux deux
objets X et Y est dit bitangent limitea X et Y. Pour reprendre la notation introduite dans [90], un rayon

bitangent limite est un rayon t ++ alors qu'un rayon tritangent est un rayon t + +t .

Contours apparents. La silhouette d'un objet X depuis p, noee silh (X), est 'ensemble des direc-
tions des rayons issus de qui sont tangentsa X . La silhouette de chaque objet est une courbe convexe,
eventuellement eduitea un arc de grand cercle oua un point, d e I'ensemble des directions?. Le contour
apparent d'un objet X depuisp est I'ensemble des directions des rayons issus g@equi sont tangentsa X

et qui voient cet objet. Par extension, le contour apparent d'une sane depuisp est l'union des contours
apparents des objets depuig. Nous le notons .

Directions singuleres et jonctions. Consicerons le contour apparent , d'une s@ne obsenee depuis
le point p. La direction 4 estegulere si , estrecti able (homeomorphea R) au voisinage det, autrement
d estsingulere dans . Une jonction o de |, est une direction singulere pour laquelle le rayon @; t)
intersecte au moins deux objets tangentiellement ( gure4.1). Le dege d'une jonction est le nombre d'arcs
du contour apparent , incidentsa celle-ci (la gure 4.1 montre des jonctions de deges 3 et 4). Nous
notons deg(t) le dege de la jonction 4. Finalement, une face du contour apparent , est l'adterence
d'une composante connexe d&?n .

X>

"
X1

Fig. 4.1 { Contours apparents et jonctions. Les jonctions d et ¥ sont de dege 3 alors que w est de dege 4. La
portion en pointiles entre 4 et ¥ appartienta la silhouette de X mais n'est pas un arc de son contour apparent.
Tous les autres arcs font partie des contours apparents des objets.

Points de vue agrees et fortement cgrees. Un point de vue p est cegeree  s'il verie au
moins I'une des trois conditions :

(i) il appartienta I'enveloppe a ne d'un objet de dimension deux v isible depuisp,
(i) il est l'origine d'un rayon bitangent limite qui voit les deux ob jets auxquels il est tangent,
(iii) il est I'origine d'un rayon tritangent qui voit les trois objets auxquels il est tangent.

Un point de vue cegeree p est fortement cegeree  s'il est I'origine d'un rayon (p; ¢) bitangent limite et
gue la jonction d est de dege 3 dans le contour apparent de la sene depuig. Un point de vue cegeree
mais non fortement cegeree est faiblement cegeree (gure 4.2).
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08

Fig. 4.2 { Contours apparents depuis des points de vue cegerees (la zone gri ®e sur le second sctema ne fait pas
a proprement parler du contour apparent mais permet de visualiser la ggom etrie du contour ai I'objet X cache
partiellement Y auquel appartient le segment en pointiles). De gauchea droite, les p oints sont : des points
singuliers sur le premier sctema, une intersection entre les silhouettes des deux objets sur le troiseme sclema et
des jonctions sur les trois autres. Le premier point de vue \eri e la propret e (i), les trois suivants satisfonta la
condition (ii) alors que le dernier respecte la propret (iii). Notons q ue le point de vue assoce au second sctema
est fortement cegeree alors que tous les autres sont faiblement d egerees.

Stabilie par honeomorphisme eteenements visuels. Deux contours apparents , et ¢, qui
repesentent respectivement les vues d'une méme se@neapuis les pointsp et g, sontequivalents par
homeomorphisme s'il existe un honeomorphisme ambianth : S?! S? tel que h( )= . Un point de
vue p est stable par honmeomorphismesi, pour tout point g d'un voisinage dep, les contours apparents

p et ¢ sontequivalents par homeomorphisme, sinon il estinstable. Les points de vue instable sont le
lieu desewenements visuels

Ensembles denses et nulle part denses. Un ensembleE est dense dans un ensembleF si tout
voisinage d'un point x de F contient un point de E. L'ensemble E est nulle part dense dans F si son
compementaire est un ouvert dense dand-.

4.1.2 PResultats

Notre premier esultatetablit la connexion entre les points de vu e faiblement cegerees et les lieux
devenements visuels de la manere suivante :

Treoeme 1.  Tout point de vue non cegeree est stable (par honeomorphisme) alors que tout point de
vue faiblement cegeree est instable (par honeomorphisme).
Autrement dit, ce threoemeetablit que les points de vue g erees correspondent essentiellement au

lieu desevenements visuels :

Corollaire 2. Soient Psjpe I'ensemble des points de vue faiblement cegerees,Psx celui des points
fortement cegerees et Pgy celui ar se produisent lesevenements visuels, nous avons :

Prale  Pev  Prort :

Cette caracerisation est optimale au sens ai il existe des points & vue fortement cegerees qui sont
stables pour notre ce nition dequivalence (stabilie par honme omorphisme). Dans certaines applications,
il est pekrable que I'ensemble des lieux devenements visuels, c'esta-dire des positions ai se produisent
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des changements topologiques dans la vue d'un observateur mobile, sogsentiellement un ensemble de
dimension deux. Nous cemontrons que I'ensemble des lieux deenements visuels est un ferne d'inerieur
vide :

Theoeme 3.  L'ensemble des points de vue cegerees est nulle part dense.

4.2 Peliminaires

4.2.1 Ordre d'intersection rayon-objets

Les intersections entre un rayon et un ensemble d'objets disjoirst sont des segments eventuellement
des points) deuxa deux disjoints. Un rayon induit un ordre sur les ensembles de segments qu'il contient.
Deux rayons de mé&me origine, qui intersectent deux objetX et Y, le font dans le m&me ordre :

Lemme 4. Deux rayons, issus d'un méme point et intersectant deux objets disjois X etY, rencontrent
X etY dans le méme ordre.

Cemonstration. La gure 4.3 illustre cette cemonstration. Consicerons un point p quelconque et deux
directions d et v tels que les rayons §; t) et (p;#) intersectent les objets X et Y. Les rayons ;) et
(p; ¥) sont coplanaires. Le rayon ;) intersecte X enx, et Y eny, alors que {;¥) rencontre X en x,
et Y eny,. Ces quatre points sont en position convexe et forment un quadrilaee Q dans le plan qui
contient (p; t) et (p; ). Supposons que |; t) rencontre X avant Y alors que (;v) intersecte Y avant X .

H Yu H

Fig. 4.3 { Sur le sclema de gauche, I'ordre d'intersection entre les rayons (p; ) et (p;¥) et les objets X et Y est
le méme. Le sclema de droite illustre la contradiction obtenue en suppo sant que les rayons intersectent les objets
dans un ordre dierent : les objets X et Y s'intersectent.

Les segments¢, X, et y,yy sont alors les diagonales du quadrilaereQ. Par conequent, X, X, intersecte
YuYv- Or, X X, est contenu dansX alors quey,y, appartienta Y (par convexie de X et de Y). Ceci
contredit I'nypothese selon laquelle X et Y sont disjoints. D'au le esultat. O

Par congquent, le syseme de rayons originaires d'un pointp induit un ordre partiel sur les objets
d'une s@ne. Nous le notons . Deux ordres , et g ainsi & nis sont compatibless'ils concident pour
toutes les paires dekments comparables suivant chacun des oras.

Lemme 5. Au voisinage d'un point p, tous les points induisent des ordres compatibles avecy,.

51



Chapitre 4. Evenements visuels d'ensembles convexes

Cemonstration. Supposons qu'il existe un rayon p; t)emanant de p qui intersecte X puis Y. Puisque X
et Y sont convexes et fernes, ils peuvent &tre ®paes strictenent par un plan xvy (le plan xy & nit
deux demi-espaces ouverts et disjoints dont I'un contientX et l'autre Y). Du fait de la ®paration stricte
entre X etY, le point p ne peut pas appartenir au plan xy . L'existence du rayon (p; t) qui intersecte X
avant Y implique que p est du méme coe de xy queX. De plus, il existe un voisinagePxy dep contenu
dans ce méme demi-espace. Il s'en suit que tout rayon, qui quittein point de Pxy et qui intersecte X et
Y, rencontre X avant Y. L'intersection P de tous les voisinage®xy de p ¢ nis pour des paires d'objets
(X;Y ) comparables par | est un voisinage dep qui induit des ordres compatibles avec , (le voisinage
P n'est pas eduit au point p car I'ensemble des objets de la s@ne est ni). D'al le esultat. O

4.2.2 [Deformation continue de la silhouette d'un objet

Consicerons maintenant un objet X de dimension superieure ouegalea deux et un point de vuep
qui n'est pas dans I'enveloppe a ne de X si ce dernier est de dimension deux. Nous cemontrons qu'il est
toujours possible de trouver un voisinage® du point de vue p dans lequel la silhouette deX se deforme
continment lorsque le point de vue se ceplace dan$.

Lemme 6. Soient X un objet de dimension superieure ouegalea deux etp un point de vue tels quep
nappartienne pasa l'enveloppe ane de X si celui-ci est de dimension deux. Il existe un voisinag®
de p et une application continue' : P S'! S tels que, pour tout pointq 2 P, l'application partielle
' (g; ) soit un homreomorphisme entre St et la silhouette deX depuisa.

Nous cecomposons cette preuve en trois etapes. Dans un premier teng) nous construisons l'appli-
cation ' . Ensuite, nous raisonnons sur des coupes de l'objeX dont nous cemontrons localement la

continuie. Finalement, nous combinons ces arguments pour conclura la continuie de

Ce nition de ' . Consicerons une direction 4 telle que le rayon (p; t) passe par un point de l'inerieur

relatif de X et tel qu'il existe un plan  orthogonala (p;t) qui pare p de X. Notons P un voisinage
de p qui (i) est ®pae de X par et (ii) tel que tout rayon partant d'un point de P dans la direction ¢
intersecte X transversalement (sctema de gauche de la guret.4). Depuis tout point q 2 P, la silhouette
silhq (X) de X est une courbe convexe d&° qui est prise enetau entre la direction 4 et le grand
cercled’ des directions orthogonalesati (screma de droite de la gure 4.4). Pour tout t 2 S, notons 4

le point de &’ suivant la parametrisation naturelle du grand cercle +” . L'arc de geodesique @ la surface
de $%) entre ¢ et & , pour tout t 2 St, intersecte la silhouettesilh 4 (X) en un unique point, noe ' (q;t).

Continuie des coupes de  X. Pour tout point g2 P et toute valeur t 2 S, nous notons (q;t) le
plan engende par g, ¢ et & , et muni du regere  q; ;4 . Nous cemontrons maintenant que le bord des
intersections entre (q;t) et X varie continment en fonction de g et t.

Lemme 7. L'application quia (q;t) fait correspondre le bord de (qg;t)\ X est continue surP  S* pour
la topologie induite par la distance de Hausdor .
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K

Fig. 4.4{Denitionde ' .Coupes en deux dimensions et repesentes dans un plan passant pam. Sur le sctema de
droite, le plan de coupe contientegalement la direction 4/ . Le point ' (q;t) esta l'intersection entre la geodesique

qui relie ta # sur la sptere des directions. La direction en pointiles est 'unique dire ction de la silhouette
silh 4 (X) qui rencontre la godesique de ta +f .

Demonstration. Fixons gy 2 P et to 2 St. Notons X (q;t) la coupe deX par le plan (q;t), c'esta-dire
queX (o;) = (g;H)\ X.

Tout d'abord, supposons queX soit un objet de dimension trois. Pour tout > 0, nous appelonsX;
et X les images du bord deX (op;to) par une homothetie dont le centre est un point inerieura X (go; to)
et de rapports respectifs 1 et 1+ (gure 4.5). Puisque X; est inegralement contenu dans l'inerieur
de X et X est dans celui de son compementaire, la distance de Hausdor entr&; [ X et le bord de X
est positive. Nous la notons > 0. Le rayon deX est borre inckependamment de et = O( ). Notons
Ci et C¢ les sommes de Minkowski d&X; et X ¢ avec une boule ouverte de dianetre centee en l'origine.
Etant donre que C; et C. sont des ouverts et qu'ils intersectent (gp;to), ils continuent d'intersecter

(g; 1) pour tout voisinage su samment petit de ( ¢p;tp). Pour tout couple (q;t) ainsi ¢ ni, les coupes
(g;)\ Ci et (q;t)\ Ce se trouventa une distance O( ) du bord de X (gp;to) et entourent le bord de
X (a;1).

Fig. 4.5 { Denitions de X, Xe, Cj et Ce.

Lorsque X est de dimension deux, le méme argument peut étre employead condition de & nir Ce
comme la somme de Minkowski de&X ¢ avec un disque ouvert de diametre , cente en l'origine, et contenu
dans le plan contenantX . La trace de (p;to) dans le plan deX est une droite qui intersecteC,. Puisque
ce dernier est ouvert, tout plan (q;t) pour (q;t) susamment proche de (p;to) intersecte C.. Le reste
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de la preuve est obtenue par le méme proecde que pour le cas trithensionnel. D'ai le esultat. O

Preuve du lemme6. Dans le plan (q;t) la trace du point g est »e (puisque celui-ci est l'origine du
regere) et, d'apes le lemme 7, la trace du bord de X varie contintment au sens de la distance de Hausdor .
Or, ' (q;t) est la direction de la tangentea X orientee positivement par rapporta «/ depuis q dans le
plan (qg;t), la continuie de ' s'en suit. O

4.2.3 Isolation des intersections propres de silhouettes

Prenons deux objetsX et Y et une intersection o entre leurs silhouettes depuis un pointp. Il se
peut qu'il n'existe aucun voisinage U de ¢ qui isole cette intersection des autres intersections entre les
silhouettes deX et Y depuisp. Par exemple, consicerons une fquence strictement croissaatde nombres
eels ( k)xz2n qui a pour terme initial o = 0 et converge vers 2 . Les enveloppes convexes respectives des
points du cercle unitaire ayant pour coordonrees angulaires 5 et ¢+ sont deux polygones convexes
dont les bords s'intersectent en un nombre in ni (mais cenombrable) de points qui admettent (1;0)
comme point d'accumulation ( gure 4.6). Or, il est possible de construire une sene dans laquelle, dejs
un point de vue donre, de tels ensembles sont les silhouettes de=dx objets disjoints.

Fig. 4.6 { Exemple d'un point d'accumulation dans I'ensemble des intersections entre les silhouettes de deux
objets.

Toutefois, nous cemontrons que ce ptenorene ne peut pas se prodeé si le rayon (p; ) n'est pas
bitangent limitea X et Y. Pour cebuter, nous prouvons un lemme technique : lorsqu'une sue de grands
cercles intersectent une courbe convexe en deux points qui teedt vers un unique point commun, le
grand cercle limite est supporta la courbe en ce point. Ce esulat estegalement valide si la courbe est
la silhouette d'un objet depuis un point de vue mobile.

Lemme 8. Soient X un objet de dimension sugerieure ou egale a deux,(p;);,, Une suite de points
et (fi);,5 une suite de directions. Supposons quép;);,, converge vers un pointp qui nN'est pas dans
l'enveloppe ane de X quand celui-ci est de dimension deux, qués;);,, a une limite A et que le grand
cercle i coupe la silhouette deX depuisp; en deux directions distinctest; et ¥ qui convergent vers une
méme et unique directiont. Alors, le grand cercle f” est support enta la silhouette de X depuisp.
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Cemonstration. Etant donre que 4, et f sont des directions orthogonales, nous avons :

ht ;A = Pui'ﬂi'+hui;ﬁ Al = hy;A  wi:
_{'z_i
0

Ainsi, le produit scalaire hy;;ni tend vers 0. Ceci implique, par continuie, que les directionst et A
sont normales. De plus, en raison de la continuie de la ceformation ¢ la silhouette d'un objet lors du
ceplacement du point de vue (lemme6), nous pouvons a rmer que t 2 silh; (X). Raisonnons maintenant
par I'absurde en supposant quen’ ne soit pas supporta silh, (X). Vu que silh, (X) traverse 1’ en 4,
elle doit traverser ce grand cercle en un autre pointy 6 4. Soient U et V deux voisinages disjoints
et susamment petits de o et de v. D'apes le lemme de continuie de la deformation de silhg (X)
(lemme 6), il existe un voisinage dep dans lequel, pour tout point ¢, la courbe silhg (X) intersecte
A’ dans U et dans V. Or, par hypotrese (#;) et (%) tendent vers +. Ceci implique qu'il existe un i

v

silh g (X)

Fig. 4.7 { Les directions 4; et % appartiennenta U alors que v est dansV.

su samment granda partir duquel les deux directions 4; et v, avect; 6 ¥, sont contenues dandJ. En
conequence, pour cette valeur dd, silhg (X) intersecte A° en trois points distincts (gure 4.7). Une
contradiction qui implique le esultat. O

Nous pouvons maintenant montrer que toute intersection, entre deux shouettes, qui ne se trouve pas
sur un rayon bitangent limite peut étre isoke des autres intersections entre les deux courbes.

Lemme 9. Soit o une intersection entre les silhouettes de deux objef§ et Y depuis un point p telle
gue le rayon(p;t) ne soit pas bitangent limitea X et Y. Il existe un voisinageU de ¢ qui ne contient
aucune intersection distincte det entre les silhouettes deX etY depuisp.

Demonstration. Supposons qu'il n‘existe pas de voisinage de qui l'isole des autres intersections entre
les silhouettes deX et Y. Ainsi au voisinage det, il existe une in nie d'intersections entre les silhouette s
de X et Y depuis p. L'ensemble des intersections des silhouettes d€ et Y est un ensemble compact.
Par consequent, il contient une suite (t;);,, qui converge et dont lesekments sont deuxa deux distincts.
Soit (m;),,, une suite de directions telles quem; soit normale au grand cercle passant pati; et thj+1 .
La compacie de S$? implique qu'une sous-equence de i) converge. Notons f);,, Cette ®quence,n
sa limite et (%);,, la sous-quence de4) qui corresponda (). Par construction, #; est la normale au
grand cercle passant pams; et ¥j+1 . En appliquant le lemme 8, avecp;, = p, X = X et la suite (f;) que
nous venons de ¢ nir, nous obtenons que le grand cercl@’ de normalef est supporta la silhouette
de X depuisp au point ¥ = lim;, +1 ¥%. Le méme argument s'appliquea l'objet Y. Ainsi, (p;t) est un
rayon bitangent limitea X et Y. Une contradiction qui implique le esultat. O
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Lemme 10. Soit p un point d'ai n'est issu aucun rayon bitangent limitea deux objets dsjoints X et Y.
Il existe un nombre ni d'intersections entre les silhouettes deX et Y depuisp.

Bemonstration. Supposons qu'il existe une in nie d'intersections entre les silhouettes deX etY depuis
p. L'ensemble des intersections des silhouettes d¢ et Y est un ensemble compact. Par consgquent, il
existe une direction ¢ qui est un point d'accumulation de cet ensemble. D'apes le lemme9, c'est une
contradiction avec le fait que p ne soit I'origine d'aucun rayon bitangent. O

4.2.4 Stabilie locale des intersections propres

Lemme 11. Soit 4 une intersection entre les silhouettes de deux objef§ et Y depuis un pointp telle
que le rayon(p; ) ne soit pas bitangent limitea X et Y. Pour tout voisinage su samment petit U de 4,
il existe un voisinageP de p pour lequel, pour toutq 2 P, U contient une unique intersection entre les
silhouettes deX etY depuisq.

Cemonstration. Etant donre que le rayon (p;t) n'est pas bitangent limitea X et Y, il existe un ouvert
U qui contient 4 et aucune autre intersection entre les silhouettesaX et'Y depuisp (lemme 9). De plus,
vu que ces silhouettes sont des courbes convexes, il est possibéedhoisir U de sorte que chacune d'entre
elles intersecte le bord ddJ exactement deux fois.

Nous commercons par montrer I'existence d'une intersection, conteue dansU, entre les silhouettes
de X et Y depuis tout point q 2 P. Les silhouettes deX et Y s'intersectent proprement (ne sont
pas tangentes) end puisque (p;t) n'est pas bitangent limitea X et Y. Il s'en suit que ces silhouettes
intersectent le bord de U en quatre points qui alternent. Lorsque le point de vue se ceplace, teque U
reste xe, ces points d'intersection se deplacent contindmen (d'apes le lemme 6). Des lors, au voisinage
dep, ils continuent d'alterner le long du bord de U et les silhouettes dexX et Y continuent de s'intersecter
dansU.

Montrons maintenant que l'intersection entre les silhouettes deX et Y est uniqgue dansU. Nous
raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe des points de vue litrairement proche de p depuis
lesquels les silhouettes dX et Y s'intersectent en deux points distincts deU. Consicerons les suites

(G)ian: (H)ian €t (M)ian

telles que, pour tout i, les directions ¢; et % soient des intersections distinctes entre les silhouettes de
X et Y depuis le point . Notons #; la direction normale au grand cercle qui passe pas; et % . Par
compacie, il existe une extraction commune telle que les squencesd (), (t (iy), (¥ ¢iy) et (A (i))
convergent. En particulier, la suite (q (j)) tend vers p alors que @ (;y) et (v (;)) ont pour limite 4. Ce
second point s'explique par le fait que I'ensemble des rayons tangesa un convexe est ferme et qued
est la seule direction deU suivant laquelle un rayon issu dep est bitangenta X et Y. En appliquant le
lemme 8, nous obtenons que les silhouettes d¥ et Y admettent un grand cercle support commun ent.
Une contradiction avec le fait que (; t) n'est pas bitangent limitea X et Y. D'al le esultat. O
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4.3 Structure du contour apparent d'une se&ne

Le contour apparent de deux objetsX et Y depuis un point de vue cegeree peut avoir un nombre
in ni de jonctions (comme le montre I'exemple peecdent), des jonctions de dege sugerieura trois ou
des faces non hormeomorphesa des disques gventuellement tras). Neanmoins, nous cemontrons que le
contour apparent d'une s@ne depuis un point de vue non cegeree a une structure simple.

Lemme 12. Le contour apparent d'une sene depuis un point de vue non degeee contient un nombre
ni de jonctions, chacune de dege trois, et ses faces sont honeomghesa des disques eventuellement
troles.

Demonstration. Tout d'abord, supposons que |, contienne une in nie de jonctions. Chaque jonction

est la direction d'un rayon depuis p qui voit tangentiellement deux objets de la sene. Puisque le norore
d'objets est ni, il existe un ensemble in ni de jonctions qui correspondent aux rayons voyant tangentiel-
lement la méme paire d'objetsX et Y. D'apes le lemme 10, c'est une contradiction avec le fait quep
soit non cegeree.

Chaque jonction du contour apparent , de la sene corresponda un rayon qui voit tangentiellement

exactement deux objets puisquep est non cegeree. Consicerons la jonction 4. Au voisinage ded, chacun
des ensemblesilh , (X)) nftg et silh (Y) nfug est forme de deux arcs. PuisqueX Y, les deux arcs
de silh, (X') sont localement contenus dans le contour apparent ,. Etant donre que p est non cegeree,
il n'existe pas de grand cercle qui soita la fois supportasilh, (X ) eta silh, (Y) en 4. Ces courbes sont
convexes et s'intersectent donc proprement ef. De plus, I'un des deux arcs desilh, (Y') corresponda des
rayons qui intersectent X proprement. Vu que X , Y, ceci implique que cet arc n'est pas (localement)
dans le contour apparent ,. Par consquent, le dege de est trois.

Soient F une face de , et v un point de F. Si ¥ n'appartient pas au contour apparent de la sene

n, alors il se trouvea linerieur de $*n . Or, $n |, est un ouvert. La faceF est donc localement
horreomorphe au plan autour dep. Si est un point egulier de , (c'esta-dire que |, est recti able au
voisinage dev), le contour | est une courbe convexe e est honeomorphea un demi-plan. Finalement,
si v est une jonction de |, alors v est de dege 3 et decoupe la sptere des directions, au voisinage de
en trois secteurs dont I'un au moins est contenu dan$ (par ¢ nition de F). Si les trois secteurs sont

contenus dansF, la face est hormreomorphe au plan au voisinage de. Si au plus deux secteurs sont dans
la face, au voisinage dev, la face est homeomorphe a un demi-plan. Ainsi, F est soit homeomorphea
un plan, soit homeomorphea un demi-plan au voisinage de tous ses pointsPar consquent, F est une
sous-varee @ bords) du plan *? [70, treoeme 4.17]. O

4.4 L'ensemble des points de vue agrees est nulle part dense

Nous nous ineressonsa l'ensemble des points de vue cegeres et nous cemontrons que cet ensemble
est nulle part dense.

12Nous supposons que la s@ne n'est pas vide.
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4.4.1 Rayons bitangents limites

Consicerons une paire d'objetsX et Y. Nous commercons par cemontrer que I'ensemble des points
d'as partent des rayons bitangents limitesa X et Y est nulle part dense.

Lemme 13. L'ensemble des origines de rayons bitangents limitesa deux objets disjus est nulle part
dense.

Cemonstration. La preuve de ce esultat est une congequence immnediate des lemes 14 et 15. O

4.4.1.1 Rayons bitangents limites dans des plans ®parateurs

Un rayon bitangent limitea X et Y est dit sparateur s'il appartienta un plan support communa X
etY qui les ®pare.

Lemme 14. L'ensemble des origines de rayons bitangents limites ®parateursa deusbjets disjoints est
nulle part dense.

Demonstration. Soient X et Y deux objets disjoints, (p; ) un rayon tangenta X avant Y et H un plan
qui contient (p; t) et £pare X de Y. Notons Hy le demi-espace ouvert celimie par H dont I'adterence
contient Y. Pour tout point g2 Hy, consicerons Cq I'enveloppe convexe deg et Y. L'intersection entre
H et Cq est contenue dansy . Il s'en suit que l'intersection entre Cy et X ne peut étre que vide. Ainsi, il
n'existe pas de rayon issu d'un point deHy qui intersecte X avant Y. Etant donre qu'il existe des points
de Hy arbitrairement proches dep, celui-ci n'‘est pas dans l'inerieur de I'ensemblePxy des origines de
rayons bitangents limitesa X et Y qui rencontrent X avant Y. L'ensemble Pxy est donc d'inerieur
vide. En appliquant le méme argument, on obtient quePy x , I'ensemble des origines de rayons bitangents
limitesa X et Y qui rencontrent Y avant X, estegalement d'inerieur vide. Etant donre que Pxy et

Fig. 4.8 { L'enveloppe convexe Cq engendee par g et Y est inegralement contenue dans le demi-espaceHy .
Py x sont deux ensembles fermes d'inerieur vide, leur union esegalement fernee et d'inerieur vide. Par

congquent, cet ensemble est nulle part dense. D'al le esiiat. O

4.4.1.2 Rayons bitangents limites dans des plans non ®parateurs

Le méme esultat est obtenu pour les rayons bitangents limites dansdes plans non sparateurs bien
gue cela soit plus complexe.
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Lemme 15. L'ensemble des origines de rayons bitangents limites non sparateursdeux objets disjoints
est nulle part dense.

Peliminaires techniques. Rappelons qu'en tout point du bord d'un objet convexe, il existe un pan
support. Dans le cas ai ce plan est unique, nous disons que le pointteggulier , sinon il est singulier.
L'ensemble des points eguliers du bord@ X d'un objet convexe X est un ouvert dense dans@ X (voir,
par exemple, [L1]). Si p est un point egulier du bord @Xd'un convexe X, nous notonsH(X) le plan
supporta X enp et A,(X) sa normale qui pointe vers 'exerieur de X . Nous commercons par cemontrer
le lemme technique suivant :

Lemme 16. Soit p un point egulier du bord de X. Les applications q 7! Hq(X) et g 7! \g(X), qui
associenta un point son plan support et sa normale, sont continas enp.

Demonstration. Supposons que I'applicationq 7! Ag(X ) ne soit pas continue enp. Ces lors, il existe > 0
et une suite de points @;);,, ! Ptels que l'angle entrerp, (X) et 1y (X) soit sugerieura . Par compacie
de S, nous extrayons une sous-suite convergente deag (X)), Notons # cette limite. Par ce nition,
pour tout point p;, le plan de normalefy, (X) est supporta X en p;. Il s'en suit que le plan ¢ nia la
limite, passant par p et de normalen, est un plan supporta X en p. Or, par hypottese, f est dierente
de fAp(X). Il y a donc deux plans support distincts en p. Une contradiction avec la egularie de p qui
implique que I'application g 7! Rg(X ) est continue.

Maintenant, posonsHq(X) = ( fig(X); dg). La quantie dq \eri e legalie
!
dq = Tgl))((fOx A (X)o:

Or, la continuie de l'application g 7! Aq(X) en p implique celle deq 7! dy. Finalement, I'application
g 7! Hyq(X) est continue. D'au le esultat. O

Nous pouvons maintenant montrer que I'ensemble des origines de rayonsténgents limites non
gparateursa deux objets disjoints est nulle part dense.

Bemonstration du lemme 15. Notons C l'enveloppe convexe deX [ Y. Supposons queC soit d'inerieur
non vide { sans quoi le esultat est imnediat. Consicerons un plan ®parant strictement X deY et la
courbe \ @C Remarquons que toute droite supporta un rayon bitangent limite non fparateur coupe
la courbe en un point p.

Points singuliers de . Puisque <pare X de Y, il y a une bijection entre les plans supporta C en
p et les droites supporta , vue comme courbe de , en p. Les points singuliers deC sur sont donc
les points singuliers de . Si deux droites bitangentes passent paip 2 , ce point est inerieura un
quadrilaere plan contenu dans le bord @ C Par consequent, il existe un unique plan supporta C enp. Il
passe donc exactement un plan bitangent par point singulier dg. Comme une courbe convexe du plan
a un nombre au plus cenombrable de points singuliers, I'union de ceplans bitangents rencontrant en
un point singulier est d'inerieur vide.
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Hp(C)

Fig. 4.9 { Bijection entre le plan support H,(C)a @Cet la droite supporta  enp. La droite D de est support
a enp.

Points eguliers de . Notons H,(C) le plan supporta C en un point egulier p de . Puisque \ H,(C)
est une droite supporta , l'intersection \ H(C) est soit un point, soit un intervalle d'inerieur non
vide du plan

Il'y a un nombre au plus cenombrable d'intervalles de points. De plus, toute paire de points dans un
intervalle donre a méme plan support. Par conequent, I'ensemlte des origines de rayons bitangents dont
l'intersection avec appartienta un intervalle de points est une union cenombrable de plans. Il est donc
d'inerieur vide. Revenons donc au cas a l'intersection de \ H,(C) est eduitea un point isok. Par
un point egulier isok p passe exactement une droite bitangente. Notonsi, sa direction (orienee de X
vers Y). Montrons tout d'abord que p 7! d, est continue en tout point egulier. Par I'absurde, supposons
qu'il existe > 0 et une suite (;)i2n qui tende versp et telle que l'angle entret,, et 4, soit sugerieura

. Par compacie de S?, la suite (ti,, ) contient une sous-suite convergente. Notons cette limite. Ainsi, il
existe une sous-suite :
(P@)! p avec (Hp ,)! H6 Hp:

Puisque le rayon @ ();tp ,) appartient au plan H, , , nous avons, par continuie de I'application
g 7! Hq en un point egulier (lemme 16), que le rayon (p;t) appartienta Hp. Pour tout j, la droite
passant parp; de vecteur directeur ty, intersecte X et Y. Or, ces objets sont fermes. Nous en deduisons
gue la droite passant parp et de vecteur directeur 4 rencontre X et Y. Cette droite etant contenue
dansH,p, elle est bitangente dans un plan non parateur et deux droites bitagentes passent pap. Une
contradiction avec la egularie de p. D'au la continuie de 7! ty en tout point egulier.

Soient R I'ensemble des points eguliers (isoks) de et D Il'ensemble des droites bitangentes ren-
contrant R . La fonction :D ! R , qui associea une droite son intersection avec , est bijective
et continue. De plus, la continuie de I'application q 7! 4y (demontee ci-dessus) implique la continuie
de !. L'application est donc un homeomorphisme. Par consquent, I'union des droites d& inter-
sectant un intervalle de R est d'inerieur vide. Comme R est le compementaire dans d'un nombre
enombrable de points singuliers et d'intervalles de points eguiers, il se cecompose en un nombre au
plus cenombrable d'intervalles. L'union des droites de D (les droites bitangentes rencontrant en un
point egulier) est donc I'union d'un nombre au plus cenombrable d' ensembles d'inerieurs vides et est
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donc d'inerieur vide. O

4.4.2 Rayons tritangents

Nous prouvons que I'ensemble des origines de rayons tritangents estlfeipart dense. Pour cela, nous
commercons par le cas des origines de rayons qui ne sont pas sur des raydmitangents limites.

Peliminaires techniques. Avant tout, nous pesentons un lemme technigue. Prenons un objetX et
un rayon (p; t) tangenta X. Soit At une direction normalea t telle que le planHy contenant (p;t) et

1 intersecte X sans le contenir ni en étre un plan support. Supposons qua pointe dans la direction du
demi-plan ouvert de Hy celimie par ( p;t) et ne contenant pasX \ H, (gure 4.10). Pour le paranetre

t 2] ; [, notons Hy(t) I'image de H, par la rotation d'angle t et d'axe p+ RA. Nous disons qu'un
rayon de Hy (t) dont l'origine est sur p+ Rn rencontre X par le dessussi A pointe vers le demi-plan de
Hx (t) celimie par la droite support au rayon qui ne rencontre pas X \ Hy(t).

A

X\ Hy

Fig. 4.10 { La direction f pointe vers le demi-plan de Hy, climie par la droite supporta (  p;t), qui ne contient
pas X \ Hy. Le rayon (p;t) rencontre I'objet X par le dessus.

Lemme 17. |l existe un voisinageN de f pour lequel il existe > 0 tel que, quelques soienth 2 N et
t2] ; [, tout rayon dans Hy (1), issu d'un point du segment[p  m;p + m], dont la direction fait un
angle au plus avect et tangenta X, rencontre X par le dessus.

Cemonstration. Dans un premier temps, supposons qu& soit un objet tridimensionnel. Puisque le plan
H, n'est pas supporta X, il existe une boule ouverteB contenue dansX dont le centre appartienta Hy.
Vu que (p; t) est tangenta X, nous pouvons supposer que le projee orthogonat du centre deB sur la
droite support de (p; ) appartient au rayon. Soient un plan orthogonala + qui $pare strictement B du
rayon (p; ) et g le synetrique de p par rapporta c. Consicerons deux boules ouvertes8,, et B, centees
respectivement enp et g, qui sont £paees de B par le plan (schema de gauche de la gure4.1]).
Aucun rayon qui part de B, et traverse By n'intersecte B (autrement il devrait couper en deux points
distincts). Il existe ¢ > 0 pour lequel tout rayon issu d'un pointa une distance au plus ¢ de p et dont
la direction fait un angle au plus o avec intersecte B, et B,. Notons R ce voisinage de [f; t).

Soit N un voisinage ferme den tel que, pour tout m 2 N, le produit scalaire hn; mi soit strictement
positif et le plan Hy, intersecte B. Il existe 1 > 0 pour lequel, quelque soitm 2 N, il existe une boule
ouverte By, B de rayon ; dont le centre appartient au plan H,, (schema de droite de la gure 4.11).
Fixons , > 0 tel que les images dél, par les rotations d'axe p+ Rn et d'angles , et ; intersectent la
boule By. Notons que, pour tousm 2 N ett 2] ,; 2, l'intersection entre le plan Hp, (t) et By n'est
pas vide.
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A

. doooso0od Boules de rayon i

Fig. 4.11 { Le sctema de gauche montre les deux boulesB, et By. Il existe un voisinage de (p; t) compos de
rayons issus deB et qui intersectent By. Le schema de droite montre que pour toute direction m de N, il existe
une boule de rayon ; centee en un point de Hpy et contenue dansB. Ce sclema repesente la situation dans le
plan normala ¢ au centre de la bouleB.

Pour nir, xons = min( o; 2). Quelques soientm 2 N ett 2] ; [, tout rayon appartenanta
l'intersection entre R et le plan Hg, (t) est au dessus deéB, dans Hg (t). Il s'en suit que si ce rayon est
tangenta X, alors il est au dessus d&X dansHg ().

Dans le cas aiX est un objet de dimension deux, le m&me argument peut étre applig en consicerant
un disque D ouvert dans X . D'au le esultat. O

Lemme 18. Soit (p;t) un rayon tangenta X, Y et Z. Il existe un voisinageU de d tel qu'il existe un
ouvert arbitrairement proche dep depuis lequel ne part aucun rayon tritangentaX, Y et Z suivant une
direction de U.

Cemonstration. Soient X, Y et Z les trois objets rencontes par le rayon (p; ) et soient x, y et 2
trois plans supports ent respectivementa X, Y et Z tels que (p; t) appartiennea chacun de ces plans. Ces
trois plans partagent I'espace en six sextants distincts (le rayon§; ) n'est pas bitangent limite). Chacun
des objets rencontre exactement trois egions conscutives : d'ne part chaque objet est contenu dans
un demi-espace climie par son plan support, d'autre part, chague objet doit traverser les deux plans
dierents de son plan support (le rayon ( p; t) n'est pas bitangent limite). Dans chaque egion, d'apes le
lemme 4, les objets sont tres par ordre d'intersection avec les rayons isus dep (par convention, l'ordre
est X, Y puis Z). Il y a huit combinaisons possibles. Eneliminant les synetries, hous nous ramenons
aux quatre cas repesenesa la gure 4.12 Pour chaque cas, nous construisons un ouvert arbitrairement
proche dep depuis lequel n'est issu aucun rayon tangentaxX, Y et Z.

Premier cas : Ce cas correspond au schema en hauta gauche de la guré.12 a1 S; correspond au
sextant qui n'intersecte aucun objet etSyy z a celui qui intersecte les trois objets. Notonst une normale
a o dirigee vers S; comme indigle sur le sctema de la gure 4.13 Notons le plan passant parp et
contenant les directionst et 7. Remarquons que peut &tre choisi tel qu'il ne soit supporta aucun des
trois objets puisqu'il intersecte Sxy z .

Dans le plan , les trois objets sont en dessous du rayornp{ ). D'apes le lemme 17, pour chacun des
trois objets, il existe un voisinageN de # pour lequel il existe > 0 tel que, quelque soitm 2 N, tout
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Fig. 4.12 { Ensembles des contours apparents engendes par trois objetsX, Y et Z. Les couleurs correspondent
au premier objet pouvant étre intersece par le rayon issu p et contenu dans ce sextant (la couleur la plus claire
corresponda X, la plus fonee est assoceea Z alors que le blanc correspond indieremmenta I'in ni oua un
guatreme objet renconte transversalement).

Fig. 4.13 { Le sctema de gauche montre le choix de la direction A. Quant au sctema de droite, il repesente les
coupes par les plans et . .

rayon issu d'un point du segment p  m;p + m], suivant une direction qui fait un angle au plus avec
d et tangenta I'objet, soit tangenta cet objet par le dessus. Prenons le minimum des et l'intersection
des trois voisinages den.

Pour tout m 2 N, notons et . les plans images du plan contenanip, ¢ et m par rotation
d'angles et+ autour de I'axe p+ Rm. Les intersections de ces plans avec la sphere des directions $on
repesentes sur le sctema de droite de la gure4.13 Ces deux plans intersectent x, y et z comme
indigLe sur les sctemas inkrieurs de la gure 4.14. Or, pour qu'une tangente partantdeq2 [p  m;p+ m]
et laissant les objets du m&me cok puisse exister, il faudrait dns chacun de ces plans gu'elle intersecte
deux fois une méme droite (x pour et y pour . ).C'estimpossible et cela cemontre qu'il n'existe
localement pas de tangenteaX , Y et Z depuis tout point g arbitrairement proche de p dans la direction
m2N.
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m

Fig. 4.14 { Balayage par des plans obtenus par rotation autour de I'axe p+ Rm. Le sctema sugerieur est une
coupe de la sene par le plan . Le sctema inkrieur gauche est celui d'une coupe dans le plan alors que celui
de droite est une coupe dans le plan + .

Nous proedons maintenant de manere similaire pour extraire une drection qui convienne dans chacun
des autres cas.

Autres cas : Dans le second cas, nous consicerons I'ensemble des directions oges vers le sextant qui
intersecte uniqguement l'objet Z. Pour le troiseme, nous choisissons I'ensemble des directionsientes vers
l'unique sextant qui n'intersecte aucun objet. Finalement, dansle dernier cas nous utilisons lI'ensemble
des directions orienees vers le sextant qui intersecte unigement X (voir gure 4.15). Mis ensembles ces
guatre cas cemontrent le esultat de ce lemme. O

Lemme 19. L'ensemble des origines de rayons tangentsa trois objets disjoints sa étre les origines de
rayons bitangents limitesa deux d'entre eux est d'inerieur vide.

Bemonstration. Consicerons les trois objets disjointsX , Y et Z et supposons que I'ensemble des origines
de rayons tritangentsa X, Y et Z ne soit pas d'inerieur vide. Soit B une boule ouverte incluse dans cet
ensemble. Puisque, pour chaque paire d'objetsq; Y ), (X;Z ) ou (Y;Z), 'ensemble des origines de rayons
bitangents limites est nulle part dense (lemmel3), nous pouvons supposer qud n'intersecte aucun des
ensembles dont sont issus des rayons bitangents limitesa ces oltige Par conequent, depuis chaque point
p 2 B, il existe un nombre ni de rayons bitangentsa deux des trois objets (lemme 10). De plus, quittea
restreindre B, la stabilie locale des intersections entre les silhouettes d deux objets (lemmell), garantit
gue le nombre de rayons bitangents aux deux premiers objets est leamfe depuis tout point deB.

En raison de la stabilie des intersections entre paires de silhoattes (lemme11), il existe un voisinage P
depuis lequel la bitangente aux deux premiers objets reste unigudans chaqueV; lors du deplacement
du point de vue dansP (quittea eduire les V;).

Nous construisons un pro@ce ieratif qui permet d'exhiber un point de P depuis lequel ne part aucun
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m m il
Y Y Y
ql 1’ ! q q
p z p x p z
Q X ' z X
m m m
X z Q X
ql//'/ q qL/
P ———_ _ *p x p z
o e’ et

Fig. 4.15 { Chaque colonne corresponda une con guration. Le sckema sugerieur indiq ue les position de la direction
f ainsi que des plans et . . Les trois sclemas inkrieurs sont les coupes de la sene dans les plansontenant
p, ¢ et m, et .+ (dans cet ordre).
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rayon tritangenta X, Y et Z. Supposons quet; soit la direction d'un rayon tritangenta X, Y et Z.
En raison de l'instabilie locale des jonctions t +t +t (lemme 18), pour tout voisinage su samment petit
U; Vi dedy, il existe une bouleB; arbitrairement proche de p depuis laguelle aucun des rayons diriges
suivant une direction de U; n'est tritangenta X, Y et Z. Puisque B, peut étre choisie arbitrairement
proche dep, nous prenons une boule qui satisfaita la propree B;  P. Des lors, il n'existe pas de
rayon t +t +t issu d'un point de B; et dirige suivant une direction de U;. De plus, tout rayon bitangent
(a fortiori tout rayon t +t +t ) est cantonrea un unique voisinage V;, pour 1 <j k. Par conequent, le
nombre de rayonst +t +t depuis chaque point deB; est au plusk 1.

A letape i> 1 de ce processus, nous consicerons la directiog et son voisinageV;. Pour un point
qguelconquep; de B; 1, nous construisons la bouleB;  B; ; et le voisinageU; V; tels qu'aucun des
rayons deB; U; ne soit tritangenta X, Y et Z. Aucun rayon tritangent nemane d'un point de B;

suivant une direction prise dansUs;:::;U;. De plus, chaque rayon bitangent est isok dans un voisinage
Vj, pouri<j k. Par congquent, il y a au plusk i rayons tritangentsa X, Y et Z issus d'un méme
point de B;.

Ainsi, la boule By P contient exclusivement des points depuis lesquels ne sont issiucuns rayons
tritangentsa X, Y et Z. Des lors, pour tout voisinage P de p, il est possible d'extraire un point n'appar-
tenanta aucun rayon t +t +t . Une contradiction qui implique le esultat. O

Lemme 20. L'ensemble des origines de rayons tangentsa trois objets disjoints estulle part dense.

Cemonstration. Soient T I'ensemble des origines de rayons tangentsa trois objets disjointst B celui des
rayons bitangents limitesa deux de ces objets. L'ensembld est nulle part dense (lemmel3). Il s'en suit
que B est d'inerieur vide. De plus, T n B est d'inerieur vide (lemme 19). Par consequent, T, qui est
l'union de deux ensembles d'inerieurs vides, est d'inerieur vide. Puisque T est ferme, il est nulle part
dense. O

Demonstration du teoeme 3. La s@ne comporte un nombre ni d'objets. Ainsi, I'union des enveloppes
anes des objets de dimension deux est une union nie de plans qui ds bienevidemment, nulle part
dense. Par congquent, I'ensemble des points cegerees st un sous-ensemble de I'union de trois ensembles
nulle part denses : I'ensemble des origines de rayons bitangentsiites (lemme 13), I'ensemble des origines
de rayons tritangents (lemme20) et 'ensemble des enveloppes a nes d'objets bidimensionnelL'est donc
un ensemble nulle part dense. O

4.5 Les points de vue non cgrees sont stables

Dans cette section, nousetablissons la stabilie par hormeomorphisne des points non cegerees. Nous
consicerons un point non cegeree quelconque p et le contour apparent depuisp. La preuve se cecompose
en trois grandesetapes. Dans un premier temps, nous montrons que dartsut voisinage su samment
petit P de p, il est possible de construire, pour chague poing 2 P, une bijection entre les jonctions de

p etde 4. Ensuite, en utilisant la continuie des deformations des silh ouettes des objets, nousetendons
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cette bijection en une isotopie de , vers 4. Finalement, nous utilisons cette isotopie pour construire
un homeomorphisme entre les contours apparents plonges dans la la $pre des directions.

4.5.1 Stabilie locale des jonctions

Lemme 21. Soient p un point de vue non cegeree et d une jonction du contour apparent depuisp.
Pour tout voisinage su samment petit U de 4, il existe un voisinageP de p tel que le contour apparent
depuis tout point g2 P contienne une unique jonction dansuU.

Cemonstration. Etant donre que p est un point de vue non cegeree, le rayon (p;t) est tangenta
exactement deux objets visiblesX et Y (dans cet ordre) puis tarverse eventuellement d'autres objets
apes Y. Les objets sont fernes. Ainsi, si ; t) ne rencontre aucun objet apesY, il existe un voisinage
R de (p; t) tel qu'aucun rayon de R n'intersecte d'objet autre que X ou Y. Sinon, soitZ le premier objet
intersece transversalement par (p; t). Il existe un voisinage R de (p; t) tel que tout rayon de R traverse
X, Y ouZ avant de rencontrer un autre objet. Suivant le lemmel1l, il existe un voisinageP de p tel que,
quelque soitq 2 P, I'ensembleU contienne une unique intersection entre les silhouettes d¥ et Y depuis
g. Notons que les voisinaged) et P sonteventuellement restreints an que P U soit contenu dansR.
D'apes le lemme de stabilie des ordres d'intersection (lemme 5), pour tout point g2 P, l'intersection
entre les silhouettes deX et Y est visible et est une jonction de 4. De plus, puisque par construction
P U R, aucune autre intersection entre des silhouettes d'objets dierents de X et Y n'est visible
depuisg. D'as le esultat. O

4.5.2 Construction de l'isotopie

Nous cemontrons le lemme22 qui garantit I'existence d'un voisinage P de p dans lequel il est possible
de ¢ nir une isotopie entre les contours apparents. Pour sctematiser la construction, nous partons du
contour apparent depuis p. Il contient un nombre ni de jonctions et celles-ci restent stables dansP.
Pour tout point g dans P, il sut de faire la correspondance entre les jonctions de | et celles de .
De plus, quittea restreindrea nouveau P, les arcs qui joignent ces jonctions se deforment continment.
C'est ainsi que nousetendons cette correspondance en une applicati continue qui en tout point q de P
est un homeomorphisme entre , et .

Lemme 22. Soit p un point de vue non cegeree. Pour tout voisinage su samment petit P de p, il
existe une application continue' : P p ! S telle que, pour tout pointq 2 P, I'application partielle
' (g; ) soit un homeomorphisme entre et le contour apparent depuisg.

Demonstration. D'apes le lemme 12, le contour apparent |, contient un nombre ni de jonctions. Nous

jonctions. D'apes le lemme 21, pour tout i, il existe un voisinageP; de p tel que le contour apparent 4
depuis n'importe quel g 2 P; contienne une unique jonction dansy;. L'intersection P desP; (en nombre
ni) est un voisinage de p. L'application ' restreintea P f t;;:::; k0 est la bijection qui, pour tout
tout couple (q;i), envoie la jonction de , dansU; sur la jonction de 4 dansU;.
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Nous montrons commentetendre’' aux arcs. Consicerons les arcs de  qui sont celimies par deux
jonctions. Soient l'arc d'extemies 4 et t; et U; et U; les voisinages respectifs de ces deux jonctions.
Pour tout point ¢ 2 P, l'application ' envoiet; et % sur' (q;4) 2 U et' (g;4) 2 U;. Maintenant,
quitte a restreindre chacun des voisinagesUy (et par conequent P), nous pouvons supposer que l'arc

ne touche aucun bords dedJ autre que U; et U;. D'apes le lemme de continuie de la ceformation
des silhouettes (lemme6) et quitte a eduire P, nous pouvons armer que la ceformation de  (lors
d'un ceplacement dans P) continue de ne rencontrer aucun des bords de&l. Ainsi, I'arc  (qui se
ceforme contindment) relie les jonctions ' (g;d) et ' (q;4) pour tout g 2 P. L'application ' sétend
donc contindment aux arcs simples du contour apparent. Quant aux contous fernes (qui ne contiennent
aucune jonction), I'extension de' decoule de la ceformation continue des silhouettes. D'al le esultat. [

4.5.3 Extensiona la splere des directions

Dans cette section, nousetendons l'isotopie entre les contours appants e niea la section peedente
en un honeomorphisme de la sphrere des directions vers elle-mée.

Lemme 23. Soit p un point de vue non cegeree. Il existe un voisinage P de p tel que, pour toutq?2 P,
il existe un homeomorphisme deS? dans elle-méme qui envoie le contour apparent depujssur le contour
apparent depuisg.

Cemonstration. Notons P le voisinage dep et I'application donres par le lemme 22. Soit q2 P, nous
notons I'honeomorphisme (q; ) entre le contour apparent depuisp et celui depuisg. Nous montrons
que sktenda la splere des directions S°.

SoientFp une face du contour apparent depuig et Fq la face correspondante dans le contour apparent
depuis g. Puisque induit une isotopie entre l'identie de , et , la face Fq est bien de nie et possede
la méme topologie queF, : un disque ouvertD) aveck trous (lemme 12). Nous montrons que sétend
en un honeomorphisme deF, vers Fq par ecurrence sur K.

Cask =0. Soientrp, : Fp! Dgetrq:Fq! Do deux homeomorphismes. L'application = rg rpt
est un homeomorphisme du bord (de l'adrerence?®) de Dy dans lui-méme qui peut etre etendu en un
homeomorphisme deDo (gure 4.16). Si  corresponda cette extension, alorsr, 1 roetend en

un hormeomorphisme entre les faces, et Fq.

Cask = 1. Les facesF, et Fq sont toutes deux celimiees par deux courbes fernees. Soientr, : Fp ! D;
etrq:Fq! Dy deux homeomorphismes. L'application = rg Mo 1 est un honeomorphisme du bord
de D; dans lui-méme. M&me s'il existe un homeomorphisme de D; dans lui-méme quiechange les deux
courbes fermees composant le bord dé,, nous pouvons supposer, quitte aechangerr, et rq, que
envoie chaque courbe du bord dd; sur elle-méme.Etant donre que  est isotopea l'identie sur le
bord de Fp, les restrictions 1 et » de a chaque courbe du bord deD; sont isotopesa l'identie. Par
congeqguent, nous pouvonsetendre a l'inerieur de D; en utilisant l'isotopie entre 1 et , (gure 4.17).
En notant  cette extension, 'application r, * rpetend en un homeomorphisme entreF, et Fq.

13Dans cette preuve, nous parlons du bord de l'ouvert D\. Il faut bien str lire le bord de l'adterence de  Dy.
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Fp Fq
I’x rq
¢ ()

(x)

Do

Fig. 4.16 { Extension de  en un honeomorphisme de F, vers Fq. L'application  envoie les pointsx et y du
bord de Do sur (x) et (y). L'extension de envoie le centre O de Do sur lui-méme. Le point x(t) du rayon
Ox est envoye sur  (x(t)) de O (x).

Fig. 4.17 { Extension de en un honeomorphisme de F, vers Fq. Le disque D1 est ceccompos en une famille de
disques concentriques paramnetes par [0; 1] depuis 1 vers ». L'application est construitea partir de l'isotopie
h:S' [0;1] entre 1 et ».

Induction pour k > 2. Pour k 2, il n'est pasevident qu'il existe deux applications rp : Fy ! Dy et
rq: Fq ! Dy qui envoient les courbes (du bord) assocees par sur la méme courbe du bord deDy.
Nous pouvons, toutefois, proeder par ecurrence de la facon suivate : choisir deux points a et b sur la
méme composante du bord dé=, avec la propree que a, b, (a) et (b) soient des points eguliers des
contours apparents depuis respectivemenp et g. Soit une courbe simple entrea et b qui reste dans
linerieur de F, et pare une courbe du bordL des autres @ I'exception de la portion du bord entre
a et b). De manere similaire, soit °une courbe simple de l'inerieur de Fq qui joint  (a)a (b) et qui
epare (L) des autres courbes du bord de=y. Par construction, nous orientons et ©de sorte que
L et (L) soienta droite des arcs orienes allant de a versb et de (a) vers (b) (gure 4.18. Nous
etendons  en un honeomorphisme de [ @F vers °[ @F. Ensuite, F, et Fq sont £paees en deux
faces. Puisque les jonctions introduites sont de dege 3, chaque faceee est honmeomorphea un disque
D, . Etant donre que L et l'autre courbe du bord sont dans des faces dierentes, nous avonsn <k . En
appliquant I'hypottese de ecurrence, nous cemontrons le esultat. O
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Fig. 4.18 { Letape d'induction : les faces F, et Fq sont cecomposes en un anneau et une face avec un trou de
moins.

4.6 Instabilie des points de vues faiblement ckgrees

Dans cette section, nous cemontrons l'instabilie des points de we faiblement cegerees. De plus,
nous pesentons un exemple qui montre que ce esultat ne peut &e etendu a tous les points de vue
BErees.

4.6.1 |Instabilie des points de vue faiblement cegerees

Lemme 24. Soit p un point de vue faiblement cegeree, il existe un point g arbitrairement proche de p
tel que les contours apparents depuip et g ne soient pas honeomorphes.

Demonstration. Tout d'abord, observons que si , contient soit une in nie de jonctions, soit des jonc-
tions de dege 4, le esultat estimnediat. En e et, d'apeslet reoeme 3, il existe un point q arbitrairement
proche dep tel que q ne soit pas cegeree. Le contour apparent depuis g contient un nombre ni de jonc-
tions, chacune de dege 3 (lemmel2). Dans les deux cas, il s'en suit que les contours , et 4 ne sont
pas hormreomorphes.

Maintenant, montrons que depuis tout point d'un voisinage dep, les contours apparents contiennent
au moins autant de jonctions de dege 3 que . Soit k le nombre de jonctions de dege 3 dans , et
soient tig;:::; tk ces jonctions. Pour 1 ik, notons X; et Y; les deux premiers objets interseces par
le rayon (p; ). Quelque soit 1 i Kk, il existe un voisinageU; de t; et un voisinageP; de p tels que,
U; isole t; des autres jonctions de , et, pour chaque pointg de P;, le dessin ¢ contienne une jonction
de dege 3 entre les contours apparents deX; et Y; dans U;. En e et, puisque le rayon (p;t) n'est pas
bitangent limitea X; et Y;, ce esultat cecoule des lemmesl1 et 4. Remarquons que ces jonctions sont
deuxa deux distinctes. Ainsi,  contient au moins k jonctions de dege 3.

Supposons maintenant que l'une des jonctions de dege 3 de, soit une jonction t +t +t . Soient 4
cette jonction et X, Y et Z les objets tangentsa (p;t) dans cet ordre. Remarquons que la jonction
entre X et Y continue d'exister au voisinage dep. Pour chacun des deux types de jonctiort + +t de
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Fig. 4.19 { Depuis tout point g arbitrairement proche de p, il existe une jonction entre les contours apparents de
X et Z depuis g.

dege 3, en reprenant I'argument cevelope dans la preuve du lemme 18, nous construisons un rayon

arbitrairement proche de (p; t) qui est bitangenta X et Z sans toucherY (gure 4.19. Puisque ce rayon

est arbitrairement proche de (p; t), il est £pae de toute autre jonction entre X et Z. Des lors, le contour
q contient au moins k + 1 jonctions de dege 3 et n'est donc pas honmeomorphea .

Finalement, supposons que , ne contienne pas de jonctiont +t +t . Il s'en suit que , contient
une direction d telle que (p; t) soit bitangent limite. Le cas ai # est I'extemie de deux segments est
trivial. Supposons que ce ne soit pas le ca®( est donc localement cacte parX (cf. sctema trois de la
gure 4.2, page50). Soient X et Y les deux premiers objets tangentsa p; t). La direction + appartient
a une composante connexe d'intersection entre les silhouettesilh, (X) et silh, (Y). Si silhy (X) et
silh, (Y) concident, il existe un point g arbitrairement proche de p depuis lequelsilh 4 (X) et silh 4 (Y)
se rencontrenta une intersection de dege 3 (sctema de gauche @l la gure 4.20). Sinon, nous pouvons

‘ﬁ&ﬁ&

Fig. 4.20 { Depuis tout point q arbitrairement proche de p, il existe une jonction de dege 3 entre les contours
apparents de X et Y depuis q.

supposer qued est l'une des extemies de cette composante (le rayon p; ) n'intersecte aucun objet
avant X etY puisque dans le cas contraire il y aurait une jonctiont +t +t ). La direction d peut étre isoke
des autres jonctions de . Or, il existe un rayon (q;+) arbitrairement proche de (p; +) tel que silh 4 (X)
et silh 4 (Y) s'intersectent en une jonction de dege 3 (sclema de droite dda gure 4.20). Dans ces deux
cas, le contour apparent 4 contient au moins k + 1 jonctions de dege 3. Par consquent, les contours
p et 4 ne sont pas homeomorphes. O

En combinant ce esultat avec la stabilie des points de vus non degerees, nous pouvons cemontrer
le theoreme 1.
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Cemonstration du treoeme 1. L'honeomorphisme construit au lemme 23 cemontre que les points de
vue non cegerees sont stables alors que le lemme24 garantit I'instabilie des points de vue faiblement
kegerees. D'al le esultat. O

4.6.2 Stabilie d'un point de vue fortement cegree

Pour nir, nous pesentons une con guration dans laquelle la vue est gable malge la pesence d'un
rayon t +H et une con guration instable. C'est la raison qui nous pousse a dier encier les points de
vue faiblement cegerees, pour lesquels nous avons cemonte l'instabilie (lemme 24), des points de vue
fortement cegerees qui n'induisent pas toujours une instab ilie dans la vue.

Lemme 25. Il existe des points de vue fortement cegerees qui sont stables et d'atres qui sont instables.

Bemonstration. Commercons par construire un point de vue stable. Prenons deux culseX et Y de sorte
gue les deux faces superieures d& et Y soient coplanaires. Soienp un point de vue dans ce plan et p; t)
un rayon qui intersecte les deux faces (sclema de gauche de la gerd.21). Deux vues de la s@nes sont

H

Fig. 4.21 { Une con guration geonetrique dans laquelle la vue depuis p est stable alors que le rayon (p; t) est un
rayon t ++ . Sur le sctema de droite, la vue superieure est celle depuis p alors que la intrieure est celle depuis le
point q.

montees sur le sckema de droite de la gure 4.21 La vue superieure est celle depuigp alors que la vue
inkrieure est obtenue depuis le pointq (sitte au dessus du plan bitangent). Ces deux contours apparents
sont homeomorphes. De plus, il est facile de voir que depuis tout poind'un voisinage su samment petit
de p, nous obtenons un contour apparent homeomorphea . Ceci garantit la stabilie de la vue au
voisinage dep.

Construisons maintenant un point de vu fortement degeree ins table. Consicerons un plan et deux
triangles tels que le sommet superieur de chaque triangle soit dange plan. Prenons un point sur la
droite ce nie par ces deux sommets et tel que le contour apparent conienne une jonction de dege 3
(gure 4.22). La vue depuisp et la vue depuisg ne sont pas horeomorphes. O
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vue depuisp vue depuisq

Fig. 4.22 { Une con guration georretrique dans laquelle la vue depuis p est instable alors que le rayon (p; t) est
un rayon t ++ . Sur le screma de droite, les deux vues sont dierentes.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propos une ¢k nition de la vue d'une gne fornee d'ensembles convexes
et disjoints de R ainsi qu'une formulation de lequivalence entre les vues. Ces prpositions mettent
l'accent sur la prise en compte des contours visibles des objets sbnt coterentes avec notre envie de
traduire les apparitions, disparitions et occultations partielles dobjets convexes. Ensuite, nous avons
cemonte une caracerisation geonetrique des lieux ar se pr oduisent cesevenements visuels : les points
qui appartiennenta des droites tangentesa deux objets dans un plansupport communa ceux-ci (droites
t +4# ) ou qui se trouvent sur des droites tangentesa trois objets (droitest +t +t ).

Ces esultats sont les premiersaetablir un lien clair, dans I'etude desewenements visuels, entre le
contexte discret (des polyedres) et le contexte continu (des olgts lisses par morceaux). lls posent les
bases de esultats de passagea la limite. C'est ineressant danda mesure ai il existe des implications
dans des travaux de recherche actuels. Par exemple, la structurdu squelette de visibilie introduite par
Durand, Drettakis et Puech [33, 35 pour encoder les surfaces devenements visuels, peut seechir sur
des polyedres (le cadre originel de sa & nition) ou sur des sptees. La question est alors de savoir si en
e ectuant une approximation de plus en plus nement les spheres par des polyedres, nous obtenons un
squelette de visibilie de polyedres qui tend vers celui caktuk sur les spheres. Reciproguement, est-ce que
les esultats treoriques qui fontetat d'une complexie lin eaire pour la taille du squelette dans le cas de
spleres [26] sont utilisables dans le cas des polyedres.

Un autre inerét de nos esultats eside dans leur compatibilit e avec les cadres plus restrictifs, mais ha-
bituels, de c& nition desevenements visuels. En e et, pou r des polyedres convexes et disjoints, la & nition
desewenements visuelsev et eee par Gigus et Malik se retrouve dans nos esultats en consicerant chacae
des faces des polyedres comme des objets propres. Au fond, cela h'pasetonnant puisque nos esultats
rebvent d'une compehension des faces comme & nissant un obgt (un ensemble de faces prises comme
un tout), alors que Gigus et Malik travaillent sur une intuition, au de meurant puissante, des interactions
entre des soupes de polygones. De méme, notre formulation desewenements visuel]siotamment pour
les splteres, est compatible avec le cas des objets convexes etsés par morceaux (a lesewnements
visuels sontegalement lest ++ et lest +t + ).

Finalement, un certain nombre d'objets gereraux peuvent &tre ceccomposs au moyen de convexes non
disjoints (en graphisme, par exemple, les maillages volumiques de tsuypes d'objets). Nous esperons
donc qu'une meilleure compehension du cas des ensembles conesxet disjoints sera une etape vers la
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prise en compte des objets convexa®on disjoints puis,a terme, si les esultats obtenus sont satisfaisants,
des objets gereraux.
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Chapitre 5

Complexie des egions d'ombre et
de mnombre

Ce chapitre est une transcription, Egrement remanee, d'un travail e ectie avec Olivier Devillers,
Hazel Everett, Marc Glisse, Sylvain Lazard et Raimund Seidel 24]*4.

5.1 Introduction

Les ombres jouent un réle central dans la perception des profondeurs des agencements ggonetriques
[79, 119. Malheureusement, le calcul ealiste et e cace des ombres est o probeme ardu, et ce parti-
culerement dans le cas de sources lumineuses non ponctuelles. &igrande varee d'approches ontet
consiceees pour le rendu d'ombres (voir, par exemple, les traaux de synttese 32, 12€]) et de nombreuses
methodes font un usage intensif des composants maeriels pour le titement graphique (voir l'article de
synttese [55]).

] Type de s@ne \ Minoration | Majoration |
Segment lumineux
2 triangles disjoints 4 o)
2 polyedres convexes,epais et disjoints (n O(n)
k polyedres convexes et disjoints ( nk?+ k%) O(nk?3)
k polyedres convexes ( nkZ+ k% 0(n%k?)
Source(s) polygonale(s) Source unique O(k) sources
k polyedres convexes | (n%®+nk®) | 0O(n%k®)

Tab. 5.1 { Bornes inkrieures sur le nombre maximum de composantes connexes et banes sugerieures sur la
complexie des ombres projetes sur un plan par un segment lumineux ou des sources polygonales en pesence de
k polyedres convexes de complexie totale O(n).

14 Les travaux de recherche sur cet article ontee inites lors d  u $minaire : Fifth McGill-INRIA Workshop on Compu-
tational Geometry in Computer Graphics  qui s'est tenu du 4 au 10 vrier 2006 au Bellairs Research Institute of McGill
University in Holetown, St. James, Barbados, West Indies.
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] Sources lumineuses | Borne intrieure | Borne sugerieure \
O(1) polyedres convexes de taillem (n (kK)+ km+k?® [ O(n (k)+ km (k) + k?)
O(k) polyedres convexes de taille totaleO(n) ( nk + k%) O(nk (k) + k%

Tab. 5.2 { Bornes sur la complexie de I'union des egions d'ombre et de penombre pro jetes sur un plan par un
ensemble dek polyedres convexes dont certains sont des sources lumineuses.

Un point est dans I'ombre s'il ne voit aucune portion d'aucune source de lumere; il est dansad lumere
s'il voit inegralement toutes les sources lumineuses ; sinon, ilest dans lagnombre. Alors que la limite
entre la penombre et la lumere est plutdét bien appehende e (voir la section 5.3), il en est autrement
pour la limite de I'ombre. Neanmoins, il s'est ceveloppee une literature importante concernant le calcul
explicite de ces limites d'ombres ; voir, par exemple8, 33, 34, 35, 57, 83, 110, 113.

Dans ce chapitre nous cemontrons diverses bornes, esunees dankes tableaux 5.1 et 5.2, concer-
nant la complexie de I'ombre et de la penombre projeees sur un plan xe par un segment lumineux
ou des sources convexes et polygonales, en pesence d'obstacles caageet pouvant étre polygonaux ou
poledriques dans R3. Dans ce chapitre, et sauf mention contraire, les objets de la senésources lumi-
neuses et obstacles) sont supposs deuxa deux disjoints dans lag des bornes inkrieures et peuvent, en
revanche, s'intersecter pour les bornes sugerieures. Nous morins, en particulier, qu'un unique segment
lumineux peut projeter, en pesence de deux triangles, quatrecomposantes d'ombre. Nous cemontrons
gue I'ombre & nie par un segment lumineux et deux obstacles convees et epais de complexit totale
n peut avoir pas moins de (n) composantes connexes. Nous cemontronsegalement une borne inerige
( nk2+ k*) concernant le nombre maximum de composantes connexes de 'ombre eteiborne sugerieure,
dans le pire des casQ(n?k?) (resp., O(nk?3)) sur la complexie de I'ombre dans une s@ne formee d'un
segment lumineux et dek polyedres convexes pouvant s'intersecter (resp., polyedres anvexes disjoints)
de complexit totale n. Finalement, nous prouvons que l'ombre projete sur un plan par unesource po-
lygonale et k obstacles convexes peut avoir (1?k® + nk®) composantes connexes et a, dans le pire des
cas, une complexie O(n3k?). Ce sont les premeres bornes concernant la taille de I'ombre enoihction de
k et den.

Notre travail peut étre rele a celui sur le graphe d'aspects. En termes de complexie, de Berg et
ses coauteurs 8] ont cemonte qu'une s@ne constittee de k polyedres convexes de complexie totalen
possde, au plus,0(n*k?) vues orthographiques distinctes et, au plus,0(n®k®) vues perspectives. Ces
bornes, comme I'ont cemonte Aronov et ses coauteurs p], sont e ectivement atteintes. Ici, notre travail
limite I'espace des points de vue au plan des ombres (un plan ) enhe consicere que les vues qui mettent
en jeu des sources de lumere.

Ces esultats sont surprenants dans le sens ai ils montrent que'dmbre projeee par un unique seg-
ment lumineux peut avoir de nombreuses composantes connexes. Le fajue I'ombre est quatre com-
posantes connexes dans le cas al les obstacles sont deux triangles estwgrande surprise. Nos bornes
inerieures de ( nk?+ k*) et ( n?k3 + nk®) sur le nombre maximum de composantes connexes, pokr
polyedres convexes de complexien, sont plutét pathologiques puisque les obstacles sont tes longs et
tes ns. Toutefois, nous pesentonsegalement un exemple qui montre une borne inkrieure ( n) sur ce
nombre maximum de composantes connexes dans une s@ne formee de dquolyedres convexes epais
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eventuellement cegerees a deux polygones convexes epais ) de complexie n. En ce qui concerne
les bornes sugerieuresO(nk?®), O(n?k?) et O(n%k?®), bien qu'elles ne soient pasa priori optimales, elles
repesentent une anelioration substantielle des bornes pee@demment connues : les bornes triviale®(n*)
et O(n®). Finalement, il est ineressant de mettre l'accent sur le fait que méme pour les cas les plus
simples de sources non ponctuelles, obtenir des bornes optimales $a complexie des egions d'ombre
et en comprendre la structure est un probeme ambitieux et non trivial.

De plus, ils montrent que I'ombre, qui est celimiee par des arcs de coniques, est intrinequement plus
complexe que la frontere entre les egions de lumere et de gnombre qui est compose par des segments
de droites et pour laquelle nous cemontrons que la complexie dansé pire des cas est (nk + k*) et
O(nk (k)+ k%), ar (k) correspond au pseudo-inverse de la fonction d'Ackermann ; de pluspisqu'il n'y
a que O(1) sources lumineuses de complexite totalem, la complexie dans le pire des cas de la frontere
entre lumere et penombre est majoee par ( n (k) + km + k?) et O(n (k) + km (k) + k?).

Ce chapitre s'organise comme suit. La prochaine section introduit le notations et ¢ nitions. Nous
pesentonsa la section 5.3 les bornes inkrieures et quasi optimales sur la complexie ded limite entre la
lumere et la ppnombre projeee sur un plan par un source polygonale en pesence de polyedres convexes
obstacles. Nous cemontrons,a la section5.4, les bornes superieures sur la complexie de I'ombre et,a la
section’5.5, les bornes inkrieures sur le nombre maximum de composantes corxes d'ombres. Finalement,
nous concluonsa la section5.6.

5.2 Preliminaries

Let s be a line segment andp a point. We denote by hs; pi the set of line transversals tos and p,
i.e., the set of lines through p and intersecting s. Similarly, for any triple of segments s;, s, and ss,
we denote byhs;;s;;s3i its set of line transversals. It is a well-known fact that hs;; s;; szi consists of
lines belonging to the same regulus of a ruled quadric surface (seeg. [103). More precisely, the line
transversals lie on a hyperboloid of one sheet when the three segmenése pairwise skew and not all
parallel to the same plane. If the segments are pairwise skew and all patel to the same plane, then the
line transversals lie on a hyperbolic paraboloid. Otherwise, they & in one or two planes. Hence any set
of transversals, whetherhs; pi or hs;; s;; s3i, forms patches of a quadric (possibly degenerating to one or
two planes). Moreover, the set of transversals consists of at most theepatches, or more formally, at most
three connected components in line spacelf]. Slightly abusing the notation, we let hs; pi and hs;;s;; Sai
denote not just sets of lines but also the patches of surfaces iR3.

Let P be a nite set of convex polygons or convex polyhedra inR® with L P identied as light
sources The elements of P are called the objects of the scenes and the objects irP n L are called the
obstacles A surface = he;vi is called anev-surface if there exist two distinct objects P; Q 2 P so that
eis an edge ofP, v a vertex of Q and intersects a light source. A surface = he;;e;;esi is called an
eee-surface if there exist three distinct objects P;Q; R 2 P so that e;, & and e; are respective edges of
P, Q and R and intersects a light source. It is interesting to notice that our de nition of ev and eee
surfaces is more restrictive than the common onell], in the sense that it only considers a surface as a
ev or eee surface if it intersects a light source.
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Any plane intersects an ev-surface or aneee-surface in a set of arcs of a conic (each possibly empty
or possibly a line segment).

Here we are interested in the arcs of conics that correspond to boundasebetween shadow regions
on the shadow plane. In particular, we are interested in arcs in , called shadow boundariesresulting
from the intersection between and maximal free line segments® that intersect a light source and are
supported by a line which is on anev or eee surface. The shadow boundaries de ne an arrangement on

which we call the shadow arrangement

A point pis in the umbra if, for every point g on a light source, the segmentpq intersects an object
from P nL. Similarly, pis in full light if for any point g on a light source, the segmenpq does not intersect
any object from P nL. Otherwise, p is in the penumbra.

We will make extensive use of the fact that the e ective boundaries ofthe umbra and penumbra
consist of arcs of the shadow arrangement (see, for examples7]). Notice that not all arcs of the sha-
dow arrangement are on the umbra or penumbra boundaries; some arcs corpend to other lighting
discontinuities.

Throughout this paper, we consider the regions of umbra and penumbra on glane cast by a segment
light source or polygonal light source(s) in the presence of convex polygons convex polyhedra.

5.3 The penumbra boundary

We prove here bounds on the complexity of the common boundary of the pemabra and the full light
cast on a plane by a set ok convex polyhedra of total complexity n, some of which are light sources.
We refer to the union of the umbra and penumbra as theshadow region We can assume without loss of
generality that the light sources do not intersect the interior of the obstacles since, otherwise, the shadow
region is trivially the whole plane. We rst recall some straightforward and well-known properties of the
shadow region.

Property 1. The shadow region cast by a light source on a plane in the presence of obstes is the
union of all the shadow regions cast by each obstacle.

Property 2. The shadow region cast on a plane by a convex polygonal light sources in the presence of
one convex polyhedrorP is the intersection of halfplanes in . Each halfplane is de ned as the intersection
of with a (closed) halfspace (i) that contains P, (ii) whose interior does not intersect S, and (iii) that

is bounded by a plane tangent toP and S and containing an edge of one of them. In other words, each
halfspace is bounded by a plane separating from S and containing an ev-surface which is tangent to
P and S.

Note that these two properties imply that the boundary of the shadow region is only composed of line

15 A line segment e is said to be free with respect to an object X if and only if eis an edge of a three-dimensional polyhedron
whose interior does not intersect X ; a segment e is said to be free if it is free with respect to all the objects of the scene.
A maximal free line segment is a free line segment that is maximal under in clusion. As a consequence, each endpoint of a
maximal free segment is either at in nity or lies on some objec t.
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light -
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Fig. 5.1{ ( k®)and ( k (k)) lower bounds.

segments induced byev-surfaces.

Theoeme 26.  The complexity of the shadow region cast on a plane by a setlotonvex polyhedra of total
complexity n, some of which are light sources, is, in the worst case, in nk + k%) and O(nk (k) + k%),
where (k) denotes the pseudo-inverse of the Ackermann function. If there are onl@(1) light sources of
total complexity m, then the complexity of the shadow region is in( n (k) + km + k?) and O(n (k) +
km (k) + k?).

Demonstration. By Property 2, the shadow cast on a plane by a polygonal light source in the presence
of one convex polyhedron is a convex polygon. Furthermore, if the light soice hasm edges and the
polyhedron hasn; edges, the shadow region in hasO(n; + m) edges. By Property 1, the shadow region
in the presence ofk convex polyhedra of total complexity n is thus the union of k convex polygons of
total complexity O(n + km), which has complexity O((n + km) (k) + k?) [7]. The same bounds hold if
there are O(1) light sources of total complexity m. Similarly, if O(k) of the convex polyhedra of the scene
are light sources, of total complexity n, the shadow region is the union ofO(k?) convex polygons of total

complexity O(nk), which has complexity O(nk (k) + k#).

For the proof of the lower bounds, we consider the following collectin of examples { which are adapted
from lower bounds in [7]. In all constructions the shadow plane is the plane z = 0.

(k?) and (k%) examples. Refer to Figure 5.1. We consider a point light source at a heightz (large
enough) and a grid consisting ofk thin horizontal and parallel rectangles at height z = 1 together with
k other thin horizontal and parallel rectangles at height z = 2. They form a grid of shadow on plane
which has size (k?). Replacing the point light source by k point light sources very close to each other
gives, similarly, a shadow region of complexity (k*).

(k (k)) example. Referto Figure5.1. Again, the light source is a point with large positive z-coordinate.
We consider a set ofk line segments in planez = 1 (with positive y coordinates) having, in that plane,
an upper envelope of size ( (k))[124. We transform each line segment into a trapezoid linking it to its
projection on the y = 0 line (in plane z = 1). We get a set of trapezoids whose shadow, in plane = 0,
for a point light source at large enoughz is basically the upper envelope of the segments. Note that the
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trapezoids can easily be made disjoint by placing them in di erent hotizontal planes very close to plane
z=1.

(n (k)) example. Refer to Figure 5.2. First modify the above ( k (k)) example such that the left
\vertical" side of each trapezoid has slope and the right \vertical" side has slope , for some large
enough. Now, by some suitable scaling, we make all slopes of the vertical vslstrictly smaller than '%
(in absolute value). Assemblep copies of the previous construction into a large regularg-gon where each
side is, in fact, an upper envelope of complexity (k (k)). Finally, this construction can be seen ask

convex 3¢-gons by connecting all of they copies of the same trapezoid by extending their walls.

This set of k convex 3t-gons, embedded in dierent horizontal planes close to thez = 1 plane,
engender, in the presence of a point light source at large enough shadows of complexityn (k).

(mk) example. Refer to Figure 5.3. We use a horizontalm-gon as light source and a thin rectangle as
obstacle. Then the shadow has size (). Using multiple copies of the obstacle such that the di erent
shadows are disjoint easily gives an (mk) example. O

There is still a small gap between the (nk + k*) lower bound and the O(nk (k) + k*) upper bound
and between the (k?+ mk + n (k)) lower bound and the O(k? + mk (k) + n (k)) upper bound.

5.4 Upper bounds

In this section we prove the following two upper bounds on the compéxity of the umbra cast on a
plane by a segment light source or polygonal light source(s).

Treoeme 27.  The complexity of the umbra cast on a plane by one segment light soenn the presence of
k convex polyhedra of total complexityn is O(n?k?) if the polyhedra may intersect andO(nk?3) otherwise.

Theoeme 28.  The complexity of the umbra cast on a plane by a set &f (possibly intersecting) convex
polyhedra of total complexityn, some of which are light sources, i€(n%k?).
We rst recall a technical lemma from [7§].

Lemme 29 ([78, Lemma 2.1]). Given a collection of p arcs of conics in the plane such that any vertical
line in  intersects at mostq arcs,® the maximum complexity of the arrangement of the plane induced
by these curves is( pg).

5.4.1 The umbra cast by a segment light source

We will actually prove an upper bound on the complexity of the shadow arangement which yields
the same bound for the complexity of the umbra. Notice that, in the case of asingle segment light source,

16 emma 2.1 in [ 78] is stated with Jordan arcs that pairwise intersect at most a cons  tant number of times and such that
any vertical line intersects the arcs in a total of at most g points. This can trivially be extended to (possibly vertical) conic
arcs such that any vertical line intersects at most g arcs.
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o

Fig. 5.2{ ( n (k)) lower bound.
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Fig. 5.3 { ( mk) lower bound.

the eee-surfaces = he;;ey; esi that contribute to the shadow arrangement are such that one ofe;, e, or

€3 is the segment light source. Similarly, when consideringev -surfaces

light source or v is one of its endpoints.

= he;vi either e is the segment

To prove Theorem 27 we consider a plane rotating about the line supporting the segment lighsource.
First, if the segment light source, s, is not parallel to the shadow plane , we apply a projective transfor-
mation to the scene, sending to in nity the point of intersection b etween the line containings and plane

; this does not change the complexity of the shadow arrangement. We can hus assume in the rest of
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this section that the segment light source is parallel to . The sweep pane, denoted , intersects the
shadow plane in a line parallel tos; we will say that, throughout the sweep, this line moves from left to
right.

In this proof we consider an arrangementA of arcs of conics in  which contains the shadow arran-
gement. We will establish an upper bound ofO(nk?) on the complexity of A which will yield the bound
of Theorem 27. The arrangementA is de ned as the arrangement of the potential shadow boundaries; a
potential shadow boundaryis an arc of conic de ned as the intersection of with (i) those lines th at are
transversal to the light sources, and the edgese; and e, of two other convex polyhedra and that do not
intersect the interior of these convex polyhedra (the connected @amponents of these lines form patches of
eee-surfaces) and (ii) those lines that are transversal to a vertex and an d@ge of two convex polyhedra,
one of which is the segment light source, and that do not intersect theriterior of these convex polyhedra
(the connected components of these lines form patches @v-surfaces).

We now count the number of crossings between an instance of the sweefape and the potential
shadow boundaries.

Lemme 30. Plane properly intersects at mostO(nk) potential shadow boundaries if the obstacles of
the scene may intersect andd(k?) otherwise.

Cemonstration. The potential shadow boundaries are de ned as the intersection with of lines ™ which
are (i) transversal to the segment light sources and tangent to two convex polyhedra, (ii) transversal
to an endpoint of s and tangent to another convex polyhedron, or (iii) transversal to s and to a convex
polyhedron vertex.

An instance of the sweep plane never properly intersects an arc of type (iii) (sice such an arc is
either included in  or does not intersect it). Now, if intersects an arc of one of the other two types,

then contains the corresponding line”, which is tangent to two polygons of P\ . If the k convex
polygons may intersect (resp., are pairwise disjoint), there areO(nk) (resp., O(k?)) lines in  that are
tangent to two polygons of P\ | hence the result. O

Proof of Theorem 27. We consider an orthogonal frame in plane whosevertical axis is parallel to the
segment light sources; the other axis is calledhorizontal.

We bound the number of potential shadow boundaries. Each arc correspondsither to a patch of an
ev or eee surface. Consider rst the ev-surfaces. Since either the edge or the vertex is on the light source
there are at mostO(n) such surfaces.

Now consider the arcs generated byeee-surfaces. Letn; be the number of vertices of convex poly-
hedron P;, 1 i k. The number of eee-surfaces invoIvir|1jg the light source and edges from convex

polyhedra P; and P; is O(n; + n;j) [14, Corollary 2.6]. Then, , ; | O(ni + nj) = O(nk).

There are at most O(nk) potential shadow boundaries and a vertical line intersects at mostO(nk)
or O(k?) such arcs depending on whether the obstacles intersects (Lemn0). Thus Lemma 29 gives an
upper bound of O(n%k?) or O(nk?) on the complexity of the arrangementA. The total complexity of the
shadow arrangement, and thus of the umbra, is thusO(n?k?) if the obstacles may intersect andO(nk?)
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otherwise. O

Note that the upper bound of Theorem 27 is not known to be tight. However, we prove, in Lemmas36,
that this is a tight bound on the complexity of the arrangement A.

5.4.2 The umbra cast by polygonal light sources

To prove Theorem 28 we consider an arrangemenB of arcs of conics that, as in the previous section,
contains the shadow arrangement. This arrangemenB is de ned as the arrangement of potential shadow
boundaries where, in this section, potential shadow boundaries are #hintersections of with (i) the lines
that are transversal to a vertex and an edge of two convex polyhedra and thatlo not intersect the interior
of these convex polyhedra (the connected components of these linesriin patches of ev-surfaces) (ii) the
lines that are transversal to edges of three convex polyhedra and thatal not intersect the interior of these
convex polyhedra (the connected components of these lines form patek of eee-surfaces). Notice thatB
may contain arcs generated by surfaces that do not intersect the light surces or possibly by surfaces that
intersect the interior of other convex polyhedra in the scene. We Wi establish a O(n®k?®) upper bound
on the complexity of B which yields the same bound for the complexity of the umbra.

We start with the following lemma (see also B7)).

Lemme 31. Anyline L in  properly intersects at mostO(nk?) potential shadow boundaries.

Cemonstration. An intersection point between L and a potential shadow boundary corresponds to a line
transversal which belongs to anev or eee surface. Consider rst ev-surfaces. The line transversal lies in a
plane which containsL and a vertex, sayv, of one of the convex polyhedra. There exisD(n) such planes
and in each of them there are at mostO(k) lines through v that are tangent to a convex polyhedron (since
we only consider proper intersections betweer. and the potential shadow boundaries). Thus there are
at most O(nk) points on L and potential shadow boundaries which correspond to lines irev-surfaces.

Now we considereee-surfaces. Letn; be the number of vertices of convex polyhedrorP;, for 1
i k. The number of eee-surfaces generated by three edges of convex polyhedfR, P; and P, not
intersecting the interior of P;, P; and P, and that intersect L is O(n; + n; + n;) [14, Main Lemmal].
1 i« O(ni + nj + nj) = O(nk?), there are at most O(nk + nk?) = O(nk?) potential shadow
boundaries which intersect the lineL on . O

Since

Proof of Theorem 28. Here, we introduce an arbitrary coordinate frame Oxy in the plane . We call
Ox the horizontal axis and Oy the vertical axis. We rst break all conic arcs into maximal horizontally
monotone pieces. This increases the number of arcs only by a constant tac.

As in the proof of Theorem 27, we bound the number of potential shadow boundaries. Letn; be
the number of vertices of convex polyhedronP;, 1 i k and e an edge. The number ofeee-surfaces
pertinent to B and involving e and edges from_convex polyhedrd&; and P; is O(n; + n;) [14, Corollary

2.6]. Thus, for each edgeg, there are, at most, i< K O(n; + nj) = O(nk) eee-surfaces havinge as
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a generating segment. Furthermore, the number ofev-surfaces involving edgee or one of its vertices is
O(n). Since there existn edges, the total number of potential shadow boundaries is therefor®(n?k).

In conclusion, there are at mostO(n?k) potential shadow boundaries and a vertical line intersects at
most O(nk?) such arcs (Lemma31). Thus Lemma 29 gives an upper bound ofO(n3k?) on the complexity

of the arrangementB. The total complexity of the shadow arrangement, and thus of the umbra, isthen
0o(n3k3). O

5.5 Lower bounds

In this section we present several lower bounds on the complexity ahe umbra.

5.5.1 The umbra cast by a segment light source

Here we concentrate on the umbra cast by a segment light source in the psence of various con gu-
rations of obstacles.

Theoeme 32. A segment light source and two triangles may cast, on a plane, four nooected components
of umbra.

Cemonstration. Consider the following scene consisting of a segment light sourcs, two triangles, T;
and T,, and a shadow plane, , the horizontal plane of equation z = 0; see Figure5.4(a) and (b).

Figure 5.5a) shows a superset of the shadow arrangement generated by this con gation (the arran-

[EEN
IS

vz =12

F-----------=ll
)

(b)

Fig. 5.4 { (a) Two triangles and a segment light source (viewed from above) that cast 4 connected components

of umbra on the plane z = 0. (b) The scene rendered with the ray tracer OpenRTthe umbra is in light grey);
courtesy of Andreas Dietrich.
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‘Rz L.

(@) (b)

Fig. 5.5{ (a) Superset of the shadow arrangement on plane . The four shaded regions are t he regions of umbra.
(b) The four connected components of umbra and the four lines used in the proof of Theorem 32.

gementA de ned in Section 5.4). Although it can be shown that the four shaded regions in the gure are

exactly the umbra, we will simply argue here that there are at least fourconnected components. We do
this by exhibiting four segments in the umbra and then arguing that they are each in di erent connected

components.

The idea is to consider a series of planes rotating about the segmenglit source and the intersections
of those planes with the two triangles and the shadow plane ; Figuré.6 shows such a sequence. We then
examine the umbra in those planes by considering the relevant bitagents.

Let P+ be one such plane (containings) and going through the point (0; 7;0) and L. the intersection
of P, and . Figure 5.6(b) shows the segments, the intersections betweenP., and the two triangles T,
and T, L. and four bitangents that together de ne the umbra on L. . Consider the two segmentsR}
and R; as shown in Figure5.6(b). It is easy to see, by examining the bitangents, thatR] and R} are in
the umbra. Hence there are two segments of umbra on the lin¢é . . We obtain two other segments,R;
and R, , by taking the symmetric plane P with respect to the xz-plane (through point (0; 7;0) and
whose intersections with the scene is shown on Figurg.&(d)).

Now, we show that the four segmentsR;, R, , R; and R, lie in di erent connected components of
umbra. In order to prove this result, we exhibit two lines on whi ch contain no point in the umbra and
separate the four segments as shown in Figurg.5b).

First consider the planey = 0 containing the light segment s and orthogonal to the shadow plane .
This plane intersects in a line, 1, as shown in Figure5.5(b), and separatesR; and R; from R; and
R, sinceP, and P are symmetric about the planey = 0. To show that ; contains no point of the
umbra, consider the intersection of they = 0 plane with the segment s and the two triangles T; and T ;
see Figure5.6(c). A study of the bitangents reveals that no point of ; lies in the umbra.

Now consider the plane orthogonal to , parallel to the two triangle hypotenu ses and going through the
midpoint of s. Let , be the intersection of this plane with ; see Figure 5.5(b). Elementary computations
show that the line , separatesR; and R, from R; and R; . There can be no point of the umbra on »
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@ (b) (©

Ry Ro
(d) (€)

Fig. 5.6 { Views in the sweep plane with bitangents that de ne the umbra. The number o f components of umbra
in the intersection of the sweep plane and the plane z =0 is : (a) one (sweep plane through (0; 10; 0)), (b) two
(sweep planeP. through (0;7;0)), (c) zero (sweep planey = 0), (d) two (sweep plane P through (0; 7;0)), (e)
one (sweep plane through (G 10; 0)).

since the plane intersects the light source but not the triangles (se Figure5.4(a)). This completes the
proof. O

Note that the line supporting s and the lines supporting the triangle hypotenuses are pairwise skew
and not all parallel to a common plane. Thus the correspondingeee-surface is a hyperboloid of one
sheet which intersects in a hyperbola. We determine the equation of this hyperbolic curve to be
41y?> 52xy +928 = 0. This curve admits two asymptotes which contain no point in the umbra and which
separate the connected components of umbra. One of these asymptotes is and we could have chosen
the other to be ».

Note also that in our example, the light source is parallel to the shadow phne, and there are also
many symmetries. None of this is critical ; the example can be perturled and the result still holds.

We now prove a lower bound for fat convex polyhedra, that is, convex poliiedra whose aspect ratios
are bounded from below by a positive constant whem goes to in nity.

Tleoeme 33.  The umbra cast on a plane by one segment light source in the presencetwb fat disjoint
convex polyhedra of total complexityn can have ( n) connected components.

Cemonstration. Our lower-bound example consists of one segment light sourcg, a convex polyhedron
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Fig. 5.7 { ( n) lower bound.

Q, of sizeO(n), and another convex polyhedron,Qs, of constant size. Refer to Figure5.7.

First we consider three non-parallel segmentss;, |, and I3 all parallel to the shadow plane . Let
= hsy; ;131 be the quadric patch(es) consisting of the lines stabbings;, I, and 3. In the shadow plane
, by adding suitable halfplanes P, and P3; as obstacles limited by the lines supportingl, and I3, we
obtain , a single conic arc of \ , bounding the umbra where the umbra is on the concave side of
(Figure 5.7-left).

We now considerp;, one of the endpoints ofs;, and curves ,, 3, the intersections of planesP,, P
with the cone of apexp; and base (Figure 5.7-center), respectively.

Next, we reduce the obstaclesP, and P3; to convex polygonsQ, and Qs by bounding them by a
polygonal approximation of , and 3 such that Q3 remains within (i.e., on the convex side of) 3 and
Q: intersects , n times (Figure 5.7-right). The umbra cast by s; on in the presence of Q, and Qs
then consists ofn connected components that are the intersection of the concave region cside and
the convex polygon that is the intersection of the cone of ape)p; and baseQ, with the plane .

Note that the polygons Q, and Qs are fat, that is, they have bounded positive aspect ratio whenn
goes to in nity, since Q. consists of a segment and of an approximation of a conic an@3 is of constant
size. Finally, polygonsQ, and Q3 can be trivially transformed into fat convex polyhedra without changin g
the umbra. O

Fig. 5.8 { ( nk?) lower bound.
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S1
0
A

Fig. 5.9 { ( k*) lower bound.

Tleoeme 34.  The umbra cast on a plane by one segment light source in the presence koiisjoint
convex polyhedra of total complexityn can have ( nk?) connected components.

Cemonstration. Consider three non-parallel segments;;l,, and I3 all parallel to the shadow plane and
planesP, |, andP3 I3 parallel to , refer to Figure 5.8 The surfacehs;;l;Isi intersects in a conic
arc

Now consider the following setup :s; is the light source ; P, hask narrow rectangular holes (or slits)
parallel and arbitrary close to I, ; similarly P3 hask slits parallel and arbitrary close to I3. (A plane with
k such slits can be modelled byO(k) rectangles). Each pair of slits,s, from P, and sz from P3, together
with the light source s; induce a piece of penumbra in that is essentially a thickened copy of the conic
arc

We thus get that the umbra covers the whole plane except for k? curves of penumbra that are all
close to (see Figure5.8left).

Finally, we trim the two planes P, and Pj3, creating an n-sided convex polygon on such that the
region outside this polygon is in light or penumbra and each edge interség all the k? curves. The umbra
then consists of O(nk?) regions inside the convex polygon and between thé? conics (see Figure5.8
right). Note that the O(k) convex obstacles can each be transformed into a convex polyhedron by e¢h
addition of a single vertex without changing the umbra. O

Theoeme 35. The umbra cast on a plane by a segment light source in the presencekoflisjoint convex
polyhedra can have( k*) connected components.

Demonstration. Refer to Figure 5.9. As in the previous lower-bound example, we createk? curves of
penumbra using parallel thin holes. Making a second set of thin holegn each plane, we create a second
family of curves of light and penumbra intersecting the rst one. The umbra is now the complement of
the union of these two sets of curves and it consists of k*) connected components. O

We now present a lower bound on the maximum complexity of the arrangemat A, introduced in
Section 5.4.1, which proves (together with the proof of Theorem 27) that the worst-case complexity of
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Fig. 5.10 { ( nk?) lower bound on the complexity of arrangement A.

this arrangement is ( nk3).

Lemme 36. The arrangement A cast by one segment light source in the presence kfconvex obstacles
of total complexity n can have an complexity ( nk?).

Cemonstration. The proof is obtained by using large obstacles with small holes so that te shadow plane
is almost completely in umbra with small curves of penumbra drawn by rays going through these holes.
Such obstacles with small holes can be created using several convex ygins.

We consider a conic drawn in and a line 1; (containing the light source) intersecting in a point
of

Let x, = \ Iy (xg is atinnity if I, is parallel to ) and x5, X3, X4, Xs be four other points on
and xg, X7 be two other points on I;, then any quadric through these seven points contains and I;.
Since a quadric is de ned by nine points, by choosing the two othempoints in a di erent manner we can
construct di erent quadrics containing |, and

First we construct a set of quadric surfaces, 1, ... g, close together. On ; we choose two lines
I2; and I3, such that all the lines I,; for all i and a givenh are close together. Then we can construct
a (non-convex) polyhedral obstacle of sizéD(k) with thin holes around lines Ip; for h=2;3;1 i k.
We consider a planeP above, and parallel to, that intersects the quadrics ; in a family of conics ;
that are close together. We can construct in planeP a convexn-gon Q that intersects all these conicsn
times each.

Before the introduction of Q, the picture in is a slab of penumbra around . Adding Q cuts this
penumbra into n pieces, and, in each piece, there ark di erent intensities. Indeed, let py be a point
in one of these pieces on and such that all the k transversals through p, and the three line segments
l1, 2, and Iz, i = 1;:::;k, are non-obstructed. If we move a pointp along and away from py these
transversals through p get obstructed one after another by Q until they are all obstructed, i.e., until p
is in the umbra (see Figure5.10 left and center). This de nes ( nk) regions of penumbra of di erent
intensities of light around

Now, we choose a completely di erent quadric °far from the ; but still containing  and I;. Thus,
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Fig. 5.11 { ( n?k®) lower bound.

we can choose two lined? and 1§ in the same regulus asl; and arrange obstacles to light through
thin holes around 19 and 1$. The area lit through these holes is also a small area around . We can
arrange things such that this area is much thinner than the previous oneand thus we get a thin curve of
penumbra which crosses all the (nk) regions we have described above. Now, makink holeslg;i around
I3 and k holesl3; around I3 we transform this thin penumbra curve into k? \parallel" curves making the
size of the arrangement (nk?3). O

5.5.2 The umbra cast by a polygonal light source

Note that the lower bound of ( nk? + k*) of Section 5.5.1 for a segment light source can easily be
modi ed into a lower bound of ( nk®+ k®) in the case of a polygonal light source (by adding a third
plane with O(k) slits and a big polygonal light source). We present here a lower bounaf ( n2k3 + nk®)
on the complexity of the umbra cast by a polygonal light source in the preence ofk polygonal obstacles.

Theoeme 37.  The umbra cast on a plane by one polygonal light source in the presenof k disjoint
convex polyhedra of total complexityn can have ( n?k®) connected components.

Cemonstration. Refer to Figure 5.11. Let p be a point and P; a small n-gon light source very close top.
Add an n-gon obstacle very close to the light source so that the light source behas like n point light
sources (when viewed from the correct side).

Now consider a plane obstacle withk thin holes parallel to a line |,. This createsnk parallel thin lines
of light on the shadow plane that can be made arbitrarily close to a lineL (by having the k thin holes
su ciently close to each other and the n point light sources su ciently close to each other). Note that by
duplicating this construction (and thus with two polygonal light sourc es which behave as 2 point light
sources) we get an arrangement ofrk lines of light with nk? connected components of umbra.

Now consider two linesl9 and I9. The set of line transversals tol?, 13 and L is a quadric. Cut this
guadric by a plane and approximate (a pieceC of) the resulting conic by a convex polyline with n vertices,
PL. The set of transversals to this polyline with I and 13 de nes a curve on the shadow plane that cuts
L in O(n) points. We de ne a light source as the convex hull ofPY and put an obstacle very close to it
so that the light source behaves as if the polylineP? was the light source (when viewed from the right
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region). Now, replacing!9 and I3 by two plane obstacles with ( k) thin holes close and parallel tol$ and
19, respectively, we get (k?) curves of light, each of which intersects (n) times each of thenk lines of
light close to L. This gives ( nk®) connected components of umbra.

Note that the two light sources P; and P can be merged into one by considerind®°in the same
plane asP;, by noticing that there are enough degrees of freedom ot and 19 so that the convex hull of
P, and an arc of the conic containsC on its boundary. O

Tleoeme 38. The umbra cast on a plane by one polygonal light source in the presenof k disjoint
convex polyhedra of total complexityn can have ( nk®) connected components.

Demonstration. Refer to Figure 5.12 Consider three horizontal pairwise skew lined,, I, I3 that lie above
a horizontal plane . Their set of line transversals forms a patch of quadric in R3. Let C be the conic
de ned as the intersection of this quadric with . Replace each of the |; by a plane obstacle andk thin
holes close tol; and place a large (horizontal) light sourceS above these plane obstacles.

Consider now ann-gon P that intersects C at O(n) points. Let s4 and s5 be two intersecting horizontal
segments. LetP° be the n-gon symmetric to P with respect to the point of intersection betweens, and
ss. We consider P° as a light source and put an obstacle very close to it so that it behaves as ane-
dimensional polygonal light source when viewed fromC. This induces on the shadow plane a polyline of
light that intersects C at O(n) points.

Now perturb segmentss, and ss so that they do not intersect and replace them by (horizontal)
plane obstacles withk thin holes close and parallel tos; and ss, respectively. We hence gek? curves of
light, each of which consists ofO(n) conic arcs that each intersectsC ; hence each of thes&? curves of
light intersects C at O(n) points. By chosing the holes nearly, I, and I3 su ciently close to each other,
respectively, each of thek? curves of light close toP intersects O(n) times each of thek® curves of light
close toC. We hence getO(nk®) connected components of umbra. O

We nally present a lower bound on the complexity of the arrangementB, introduced in Section5.4.2,

k? curves of light, each of which
consists of (n) conic arcs that
each intersects each of thek®
conic curves of light

Fig. 5.12 { ( nk®) lower bound.
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Fig. 5.13 { ( n®k®) lower bound on the complexity of arrangement B.

which proves (together with the proof of Theorem28) that the complexity of this arrangement is ( n3k3).

Recall that arrangement B contains, by construction, all the curves that correspond to limit of umbra
and, more generally, all the curves where the derivative of the light mtensity is discontinuous. Note,
however, that this arrangement also contains arcs that increase its conipxity and that are not relevant

to light simulation (for instance, the arcs generated by surfaces that @ not intersect the light sources or
by surfaces that intersect the interior of other polyhedra in the sene).

Lemme 39. The arrangementB cast by polygonal light sources in the presence &f convex obstacles of
total complexity n can have a complexity ( n3k®).

Demonstration. Suppose, for simplicity, that n and k are such that ¢ and % are integers. We rst consider
a construction of two families of% polygons each, as introduced in14]; see Figure5.13 Consider a -
regular polygon A; in the plane x = 0. Next we consider a copy,By, of A; scaled by a factor of (1 +"),
and on each edge oBg we pIace% points. Polygon B, 1 i %, is constructed by taking the i
point on each edge oBB,. If " is small enough, the intersection points ofA; and B; are outside the other
polygonsB; for 1 | g andi 6 j. Now the A;, for 2 i %, are constructed as copies oA; scaled
by a factor 1+ IR Finally, we translate slightly all these polygons so that they do not lie in planex = 0.
Namely, the A; are translated by i in the negative x direction and the B; are translated by i in the

positive x direction.

We consider all these polygons as obstacles except for th&;, i even, which we consider as light
sources. Furthermore, we scale down all these polygons so that the smebehaves like (nk) almost point
light sources that are arbitrarily close to each others (viewed from thecorrect side). On the other hand,
consider a translated copy,Rq, of By in the plane, sayx = 10. In that plane, let Sy be a rotated copy of
Ro so that they intersect 2§ times. Consider now two families of polygonsR; and S; that are % arbitrarily
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close copies oRg and of Sy, respectively, and translate them slightly outside of the planex = 10 so that
no two polygons intersect.

We consider the arrangementB on plane, sayx = 20, induced by these polygons. LetE be the set of
pairs of edges, one from &,; and one from aB; that bound one of the almost point light sources (.e.,
any two edges that intersect in projection on the planex = 0).

Consider two edgesry and s of Rx and S:, respectively, that intersect in projection on the plane
x = 10. Any pair of edges in E de nes with ry an arc of the arrangementB and, similarly, any (possibly
di erent) pair of edges in E de nes with s- another arc of B ; furthermore, two such arcs intersect by
construction (since the two arcs are, roughly speaking, the umbra of tw intersecting segments cast by
two arbitrarily close point light sources). There are ( k?) choices of pairs ofRx and S, & choices of
edgerg on Rg and 2 choices of segmens:- on S ; hence, there are (nk) choices of pairs of edgesy
and s-. Since E consists of ( nk) pairs of edges, the arrangemenB contains ( n®k?) distinct pairs of
intersecting arcs, that is, ( n3k3) vertices. Note nally that all the polygons A;, Bj, Rx and S: can be
easily transformed into pairwise disjoint very thin convex polyheda. O

As mentioned above, the arrangementB contains the arrangement, B®, of the curves where the
derivative of the light intensity is discontinuous, but it also cont ains a number of arcs that increase its
complexity and that are not relevant to light simulation. The best lower bound we know on the size
of B%is ( nk? + n%k*). To prove that it can have size ( n?k*), we use the same construction as in
Theorem 37 (Figure 5.11) and simply replace the two polygons that behave liken point light sources
by the construction presented in the proof of Lemma39 (Figure 5.13) that behaves like nk point light
sources. Note that this bound does not apply to the boundary of the umbra lecause the construction does
not perfectly emulate nk point light sources and the thin strips of light (close to line L in Figure 5.11)
on the shadow plane overlap. To prove thatB° can have size (n®k?), we consider a point light source
and a polygon of sizen=4. We then duplicate this construction elsewhere, so that the shades created by
the polygons and their associated point light sources are two polygons in t shadow plane that intersect
n=2 times (twice per edge). We nally replace each point light source bythe construction presented in
the proof of Lemma 39 that behaves like nk point light sources.

5.6 Conclusion

The purpose of this paper is to establish the complexity of the boundaies between the umbra, pe-
numbra and fully-lit regions on a plane in a polyhedral scene consistig of k convex objects of total
complexity n.

The results presented here constitute a rst step toward undestanding the intrinsic structure and
complexity of the umbra in this setting. We have proved that if the light is reduced to one line segment,
then the umbra may have as many as (nk?+ k*) connected components and has worst-case complexity
O(nk?3). We have also shown that a polygonal light source could generate an umbra ith as many as
( n%k3+ nk®) connected components and worst-case complexit®(n3k?). In both cases these components
of umbra are delimited by arcs of conics. These results prove that th umbra is intrinsically much more
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intricate than the boundary between full light and penumbra which is bounded by line segments and has
complexity O(n (k) + km (k) + k?), where m is the complexity of the light source.

Our upper bounds, in fact, apply to the complexity of the arrangement of the curves where the
derivative of the light intensity is discontinuous. These arrangements clearly include the boundary of the
umbra, but also a lot of curves inside the penumbra that are not relevahto the umbra. Furthermore, our
upper bound, O(nk?®), on the complexity of these arrangements is tight for a segment light sorce. For
polygonal light sources, our upper and lower boundsQ(n®k3) and ( n3k?+ n%k*), on the complexity of
these arrangements are not tight but they are tighter than for the complexty of the umbra. This perhaps
explains why our bounds on the complexity of the umbra are not tight. Notice, however, that we do have
tight bounds for small n (n = O(k)) and, in the case of segment light source, for smalk (k = O(1)).
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Chapitre 6

Contours d'ombres

Dans le cadre de la methode de radiosie, la premere etape de b construction d'un maillage de
discontinuies [57, 76] est la localisation des courbes @ la surface des objets) ai se pduisent des dis-
continuies dans la solution de lequation de rendu (cf. section 1.3.2, page 10). Durand, Drettakis et
Puech [33, 34] proposent d'utiliser le squelette de visibilie pour I'extr action de ces courbes. Malheureu-
sement, la construction et le stockage de cette structure, tout comme ceux du maillage de discontinuits,
sou rent d'un codt en temps de calcul et en taille nemoire qui les rendent inutilisables en pratique.
Toutefois, plusieurs nuances peuvent étre apporeesa ce const. D'une part, des travaux ecents pro-
posent des esultats encourageants sur la taille du squelette de sibilie et ceveloppent une algorithmique
moins colteuse que celle utilisee par Durand et ses coauteursf{csection 3.2.3 page35). D'autre part, des
srecialistes d'informatique graphique rapportent que de nombreuss discontinuies, prises en compte pour
la construction du maillage, ont un impact mineur sur la qualie de I'image engendee par l'algorithme
de radiosie. Citons Hart, Dute et Greenberg : many of the resulting mesh elements do not a ect the
nal image quality. ([54], page 1). Ce maillage pourrait ainsi étre simplie sans nuire au esultat nal.

Dans ce chapitre, nous nous placons dans le cadre de s@nes formees polyedres convexes et disjoints
de R® qui projettent des ombres sur un plan repesentant le sol (gure 6.1). Le c ur de notre approche
est de restreindre les courbes qui contraignent la construction dumaillage de discontinuies aux limites
entre les trois grands types de zones ombees (ombre, penombre etitnere). Dans un premier temps, nous
céemontrons qu'un sous-ensemble du squelette de visibilie & Durand, Drettakis et Puech est su sant
pour localiser ces courbes. Pour cela, nous caracerisons un enserabtle conditions recessaires pour
gu'une courbe soit une limite luméere-enombre  ou une limite ombre-penombre . Ensuite, nous
proposons une nethode pour extraire un ensemble restreint de cobles qui contient les limites entre les
egions ombees. Finalement, nous pesentons une validation exgrimentale de notre nethode.

Notre approche repose sur lintuition suivante : la dierence d'eclairement entre deux cellules ad-
jacentes du maillage de discontinuies est faible, voire regligeabd, lorsque les vues d'une méme source
lumineuse polyedrique depuis ces deux cellules ne dierebque par 'apparition (ou la disparition) d'une
face de la source. Ce principe est d'autant plus marque que le raticentre la surface de la face et celle
de la source est faible. Ainsi, deux cellules peuvent &tre regupees si elles voient les mémesbjets bien
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Fig. 6.1 { Image d'une sene compose de polyedres dont I'un (en blanc) est une source lumineuse. Cette se&ne
projette des ombres sur un plan repesentant le sol.

gu'elles n'en voient pas les mémefaces Les esultats tteoriques pesenes au chapitre 4 formalisent cette
icke et permettent de e nir le squelette de visibilie p our les objets plutdt que pour les ensembles de
triangles qui les composent. Le nombre de n uds dans le squelette deisibilie que nous construisons
est signi cativement inkrieura celui des n uds qui forment le squelette de Durand, Drettakis et Puech
(jusqua 80%). De plus, la quantie de courbes que nous en extrapns pour contraindre le maillage de
discontinuies est largement moindre que dans I'approche classige. Finalement, les premeres images que
nous produisons laissent entrevoir des esultats visuellemenineressants.

6.1 Bases tleoriques : limites des egions ombees

Nous commercons par etablir le lien entre les lieux de certains eenements visuels et les limites
d'ombres dans une s@ne eclaiee par uneunique source lumineuse. Ces esultats sont plus simples a
pesenter pour une unique source lumineuse mais setendentdcilement au cas de plusieurs sources. Pour
une seneeclaiee par plusieurs sources, les zones d'ombresr# les intersections des egions d'ombre de
chaque source (un point est dans I'ombre s'il est dans I'ombre déoutes les sources) alors que les zones
de penombre sont les unions des portions de nombre de chacune desurces (un point est dans la
penombre s'il est dans la ppnombre d'au moins une source).

Commercons par rappeler une evidence . Un point qui appartienta une egion totalementeclaiee
voit I'inegralie de la source lumineuse. Lorsque ce point se teplace, il entre dans une zone de nombre
ks lors qu'un objet vient se placer devant la source. C'est unevenement visuel. De méme, un point
qui se teplace dans I'ombre quitte cette egion pour entrer dans laggnombre lorsque la source de lumere
devient (partiellement) visible. Ici encore, unexenement visuel se produit. Ainsi, tous les points (du plan)
qui forment les limites lumere-penombre et  ombre-penombre  sont des points ai se produisent des
ewxenements visuels particuliers.

Au chapitre 4, nous avons propo% de prendre en compte la silhouette visible dluobjet pour & nir
la vue depuis un point quelcongue. Les transitions entre lumereet enombre ainsi qu'entre ombre et
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penombre correspondenta desevenements visuels : dans le pemier cas, la silhouette de la source lumineuse
passe de totalement visible a partiellement visible alors que dans le second elle passe dhvisible

a visible . Pour cette ce nition de vue, nous avons cemonte que lesewe nements visuels se produisent
en deux types de points : les points d'as partent des rayons tangerga deux objets dans un plan support
a ces objets (rayonst ++t ) et les points d'as sont issus des rayons tangentsa trois objets (ayonst + +t ).
Cette carackrisation n'est pas parfaite dans la mesure a nous avos cemonte qu'il existe certains
points d'as sont issus des rayonst ++ qui ne sont pas le lieu dexenements visuels. Malheureusemen
nous ne connaissons pas de caracerisation plus pecise de ces liegk\enements visuels. Pour autant,
nous verrons que ces ensembles de surfaces devenements @l sont su sants pour nos besoins et
contiennent substantiellement moins deements que ceux irtroduits par Gigus et Malik [ 44].

Dans le cadre de polyedres convexes et disjoints, les ensembles goints a1 se produisent lesewene-
ments visuels se cecrivent simplement : ce sont des surfacekes origines de rayong +# appartiennenta
des portions de plans qui sont tangentsa deux polyedres distinctsen un sommet et une aréte (respective-
ment) : les surfacesev bitangentes. Les origines de rayons + +t forment, quanta elles, des portions de
surfaces quadriques tangentesa des triplets d'arétes : les sfaceseee. Les surfacesev bitangentes sont
cklimiees par des droites extrémes de typevv (supporees par deux sommets) ouvee (un sommet et
deux aréetes) alors que les surfacesee le sont par des droitesvee et eeee (quatre arétes) comme illuste
sur les sclemas de la gure6.2.

Fig. 6.2 { Sur le sctema de gauche o et "1 celimitent les surfaces ev sy et s1 supporees par e et v (cf.
section 6.1.1). La droite "¢ est une droite vv alors que “; est une droite vee engendee par v, e et e;. Sur le
sctema de droite, les droites "¢ et "1 celimitent la surface eee supporee par les arétes ey, €1 et e;. La droite "o
est une droite eeee alors que "1 est une droite vee.

6.1.1 Terminologie

Nous reprenons la terminologie introduite au chapitre4. Un plan estsupporta un objet X s'il intersecte
X et qu'il celimite un demi-espace contenant I'objet. Le rayon (p;t) d'origine p et dirige suivant la
direction d est I'ensemble des points :

n 0
(p;t)= p+td : t2 R,
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Un rayon (p; t) qui intersecte un objet X esttangenta X s'il est contenu dans l'un de ses plans support,
sinon il l'intersecte transversalement Un rayon (p; t) intersecte un objet X avant un objet Y si la distance
minimale entre p et (p; ¢) \ X est inkrieurea la distance minimale entre p et (p; )\ Y. Un rayon voit un
objet X s'il intersecte X sans intersecter transversalement un autre objet de la sene avanX . Un point
p voit un objet X s'il existe un rayon depuisp qui voit X . Dans ce cas, I'objetX est visible depuisp. Un
rayon qui est tangenta deux objets X et Y (respectivement trois objetsX, Y et Z) est bitangenta X et
Y (respectivementtritangenta X, Y et Z). Un rayon bitangenta X etY contenu dans un plan support
commun aux deux objetsX et Y est dit bitangent limitea X et Y. Pour reprendre la notation introduite
dans P0], un rayon bitangent limite est un rayon t ++ alors qu'un rayon tritangent est un rayon t +t +t .

Contours apparents. La silhouette d'un objet X depuis p est I'ensemble des directions des rayons
emanant de p qui sont tangentsa X . La silhouette de chaque objet est une courbe convexe,eventueheent
eduitea un arc de grand cercle oua un point, de I'ensemble des drections S?. Le contour apparent d'un
objet X depuisp est I'ensemble des directions des rayons quittanp qui sont tangentsa X et qui voient
cet objet. Par extension, le contour apparent d'une s@ne depuip est I'union des contours apparents des
objets de la s@ne vus depuip.

Eenements visuels. Une famille de rayons critiques ev bitangents engendeepar e et v est une
composante connexe de rayons qui passent paret v, voient les objets contenante et v et voient un

meme objet transversalement. Unefamille de rayons critiques eee engendee par e;, e, et e3 est une
composante connexe de rayons rencontrant les arétes, e, et e, voyant les objets contenante;, e, et
€3 et voyant un méme objet transversalement. Remarquons qu'il se peuwjue les rayons qui forment une
famille de rayons critiques n'intersectent pas d'objet transvesalement. L'ensemble des points d'as sont
issus les rayons d'une méme famille de rayons critiques est ursairface devenements visuels ( gure 6.3).

6.1.2 Germes des rayons deenement visuel

Nous souhaitons ceterminer les limites entre les dierentes regions ombees dans le plarz = 0 sous
I'nypothese que tous les objets de la sene sont dans le demi-eapez > 0. Nous savons que tout point
d'une limite entre deux egions est le lieu d'au moins unewnement visuel. Pour chacun de ces point®,
Nous nous ineressons au contour apparent depuip. En particulier, nous consicerons les rayonst ++ et
t +t +t issus dep.

Prenons un rayon (; t) et supposons qu'il soitt ++# out +t +t . La direction d corresponda l'inter-
section des silhouettes depuip d'au moins deux objets. Il existe un voisinageU de d qui isole cette
intersection des autres intersections entre les silhouettes deobjets de la s@ne puisque le nombre d'in
tersections entre les silhouettes de deux polyedres de compléx nie est ni. Le germe du rayon (p;t)
est la portion du contour apparent depuis p restreinta U. Pour les rayons inerieurs aux familles de
rayons critiques ev et eee, il en existe 8 types repesenes aux gures 6.4 et 6.5 (cf. chapitre 4 pour
plus de cetails). Les germes correspondant aux rayons extrémes deje vv, vee ou eeee ne sont pas
repesenes car ils ne jouent pas de role particulier dans I'extaction des limites d'ombre (seuls comptes les

sous-germes ev et eee qu'ils contiennent). Notons que ces germes sont plus compliqies. iRalement,
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deux surfaces distincte

Fig. 6.3 { Les egions so, S1, S2, S3 et Sa sont cing surfaces devenements visuels engendees par l'aréte e et le
sommetv. Il est important de remarquer que sz et s4 sont deux surfaces dierentes car les rayons critiques assoces
qui passent par v puis e ne rencontrent pas le méme objet transversalement. Les rayons depuiss, intersectent To
alors que ceux depuissz ne le font pas.

pour simpli er I'expose, hous nommons ces germes comme indigue auxgures 6.4 et 6.5 (pour les germes
eee, l'objet noe 1 n'est pas recessairement sittea I'in ni, ce peut étre I'ob jet supportant I'extemie
du segment libre maximal tangenta X, Y et Z).

Equivalence des germes d'une famille de rayons critiques. Soient une famille de rayons cri-
tiques et (p; t) un rayon appartenanta tels que (p;t) soit t +# sans étre tritangent out + +t sans
gtre quadritangent (le rayon (p; t) n'est pas de typevv, vee ou eeee). Nous commercons par cemontrer
que tous les rayons critiques de ont des germesequivalents, c'esta-dire des germes honmeomorplseau
germe de 0; t).

Lemme 40. L'ensemble des rayons critiqueg ++t non tritangents ou t +t +t non quadritangents de
ont un germe homeomorphea celui de(p; t).

Cemonstration. Soit (g;+) un rayon critique de . Demontrons que les germes assocesafg; t) et (q;v)
sont homeomorphes. Consicerons les silhouettes des objets gmdans la direction 4. Comme illustea la

classi cation de la page 100, nous avons trois segments qui s'intersectent en un méme pointgldirection
d). Leurs extemies varient continiment (d'apes le lemme d e continuie de la silhouette, lemme 6 du
chapitre 4) et ils s'intersectent toujours en un point commun. Les contours appaents fornmes par les
silhouettes sont donc horreomorphes. Il sut d'ajouter que l'ordre d es objets est pesene (lemme4 du
chapitre 4). D'al le esultat. O
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G

ve-sep ev-sep

¢
3

ve-non-sep ev-non-seon

Fig. 6.4 { Les dierents types de germes ev. Les deux sctemas de la ligne sugerieure repesentent les germes de
rayons eparateurs alors que ceux de la ligne in€rieure sont les germes des rapns non sparateurs. Le premier
objet intersece (tangentiellement) par le rayon ( p;t) est I'objet grie le plus clair.

eee-x1ly eee-xzy

eee-xvl z eee-xvz 1

Fig. 6.5 { Les dierents types de germes eee. Le code couleur corresponda l'ordre d'intersection des objets par
le rayon (p; t) (I'objet grige le plus clair est le premier renconte alors que le plus fo ne est le dernier objet toucte
tangentiellement).
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Types des familles de rayons critiques et des surfaces dewen ements visuels.  Etant donre
que les rayons, qui appartiennenta l'inerieur d'une méme famille de rayons critiques, ont des germes
equivalents, nous appelonsfamille de rayons critiques de typeX une famille dont les rayons ont le germe
X . Une surface devenements visuels de typeX est une surface devenements visuels assoceea une famid
de rayons critiques de typeX.

6.1.3 Limites lumere-gnombre et Ev ®parateurs

Nous caracerisons les germes qui sont assoces aux rayons qui peuveengendrer des limites entre
lumere et penombre :

Tleoeme 41. Lalimite lumere-pgnombre  est induite par les surfaces devenements visuelsev-sep
et ve-sep tangentesa la source lumineuse.

Demonstration. Supposons que le poinp soit l'origine d'un rayon ( p;t) qui soit un rayon t +t +t . Nous
construisons un voisinage (sur le solPP de p ne contenant que des points qui ont une vue partielle de la
source. NotonsX, Y et Z les trois objets interseces tangentiellement par le rayon g; ) et S la source
lumineuse. Nous supposons qu¥ , Y et Z sont tres suivant leur ordre d'intersection avec le rayon (p; 4).
Remarquons qu'il est possible quer et S ou Z et S soient confondus.

Demontrons d'abord I'existence d'un ouvert U de S? arbitrairement proche de + tel que, pour toute
direction ¥ 2 U, le rayon (p;%) intersecte proprement un objet (X, Y ou Z) puis la sourceS. Soit S
est confondue avecY ou Z. Auquel cas, puisque les silhouettes d&X et S depuis p ®parent lI'espace en
guatre secteurs localement autour dey, il existe un ensemble de directions formant ave@ des rayons qui
traversent les deux objets. Soit la sourceS est dierente de ces trois objets. Il sut alors de remarquer
que le rayon (p; t) rencontre transversalementS. Il existe donc un voisinage de la directiond dans lequel
toutes les directions e nissent avec p des rayons qui intersectent transversalemen. Puisque (p; t) est
tangent aux objets fermes X, Y et Z, il existe un ensemble ouvert dans ce voisinage de qui ne contient
gue des directions de rayons qui coupent transversalement I'un deobjets.

Pour conclure ce cas, il sut de remarquer qu'au chapitre 4, nous avons prouwe que les silhouettes des
objets X, Y, Z et S se ceplacent contin0ment (lemme 6). Ainsi, il existe un voisinage P de p dans lequel
le rayon dirige suivant v depuis n'importe quel point q de P intersecte transversalement un premier objet
puis la source. Par congquent, aucun des points d® ne voit totalement la source lumineuse.

Le méme argument est applicable au cas d'un poinp depuis lequel est issu un rayont ++ sparateur
non tangenta la source lumineuse ou un rayont ++ non sparateur. D'al le esultat. O

Remarque. Nous venons de cemontrer que depuis un point d'une limite lumere-ggnombre  ne sont
issus que des rayongv-sep ou ve-sep tangentsa la source lumineuse. En revanche, la eciproque n'st
pas vraie (cf. teoeme 43, ci-apes).
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6.1.4 Limites gnombre-ombre, EV non eparateurs et Eee

Nous caracerisons les germes qui sont assoces aux rayons qui peuveengendrer des limites entre
ombre et penombre :

Theoeme 42.  Lalimite ombre-genombre est induite par les surfaces devenements visuelsev-non-
sep tangentesa la source lumineuse, les surfacesee-x 1 y tangentesa la source lumineuse et les surfaces
eee-xzy .

Cemonstration. Soit U un voisinage ded. Supposons quep soit I'origine d'un rayon t +t +t, noe ( p; 4),
dont le germe contient quatre egions. NotonsX, Y et Z les trois objets interseces tangentiellement par
le rayon (p;t) et S la source lumineuse. Nous supposons que, Y et Z sont tres suivant leur ordre
d'intersection avec le rayon (; t). Remarquons qu'il est possible queY et S ou Z et S soient confondus.

Il existe un ouvert U de S arbitrairement proche de t tel que, pour toute direction ¥ 2 U, le rayon
(p; %) intersecte uniquement la sourceS ( gure 6.6). Choisissons une directionv 2 U. Au chapitre 4, nous
avons cemonte que les silhouettes des objetsX, Y, Z et S se deplacent contindment (lemme 6). Ainsi,
pour tout voisinage su samment petit V de v, il existe un voisinage P de p depuis lequel tout rayon
dirige suivant I'une des directions de V intersecte uniquementS. En congquence, aucun point deP n'est
totalement dans I'ombre de la source lumineuse.

Fig. 6.6 { Les directions ¥ et les voisinagesV de v pour I'un des deux germes de rayoneee ayant quatre egions.
Le choix de v varie en fonction de la source lumineuse. Sur le sclema de gauche, la source eslierente de Y et
de Z, au centre la source estZ alors qua droite c'est l'objet Y.

Le méme argument est applicable au cas ai le poinp est 'origine d'un rayon t ++ separateur, d'un
rayon ve-non-sep , d'un rayon ev-non-sep non tangenta la source ou d'un rayoneee-x1 y non tangent
a la source S. D'au le esultat. O

Remarque. Nous venons de cemontrer que depuis un point d'une limite ombre-ggnombre ne sont issus
gue des rayonsev-non-sep tangentsa la source lumineuse, des rayongee-x1 y tangentsa la source ou
des rayonseee-xzy . En revanche, la eciproque n'est pas vraie (cf. treoeme 45, ci-apes).

6.1.5 Simpli cation de l'arrangement des limites potentielles

Chaque surface dewenements visuels de typeev ou eee intersecte le plan en un segment ou en
une portion de conique. En particulier, les courbes qui correspondi aux surfaces devenements visuels
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cecrites dans les treoemes 41 et 42 forment un sur-ensemble des limites lumére-ggnombre et ombre-
penombre . Les courbes induitent par les surfaces devenements visuelde type ev $parateur tangentesa
la source lumineuse sont appeketimites lumere-penombre  potentielles Quant aux courbes induitent
par les surfaces devenements visuels de typesv-non-sep tangentesa la source lumineuse, les surfaces
devenements visuels eee-x 1 y tangentesa la source lumineuse et les surfaces devenementsisuels eee-
xzy , elles sont appekedimites ombre-genombre potentielles Notons A l'arrangement de ces courbes.
An de eduire la taille du sur-ensemble des limites entre les egions ombees, nous cemontrons aux
treoemes 43 et 45 qu'il est possible deliminer certains arcs deA.

Tleoeme 43. Soient ¢; et ¢; deux limites lumere-penombre  potentielles. Sic; et ¢, s'intersectent
en un point p de leurs inerieurs respectifs, deux des arcs incidentsap nappartiennent pasa des limites
lumere-genombre

Cemonstration. Supposons quec; et ¢; soient des limites lumere-genombre . Chaque courbe epare
localement le plan en deux egions dont I'une uniquement est uneegion de lumere (puisque chacune des
courbes spare lumere et penombre). Consiceronsc; . La courbe ¢, l'intersecte proprement enp. Des lors,

C C1 C2 Cz (o

Fig. 6.7 { Deux courbes dewenements visuels c; et ¢, s'intersectent en p. Sur la gure de droite, les zones griees
repesentent des egions de penombre. Les deux arcs en pointiles s ur la gure de droite ne peuvent étre des limites
entre lumere et penombre puisqu'ils sont inegralement dans la penom  bre.

I'un des deux arcs dec, est localement contenu dans la egion engendee pac; qui n'est pas une egion
de lumere. Il s'en suit que cet arc de c, ne pare pas une egion de lumere d'une zone de penombre
(gure 6.7). Ce n'est donc pas une limite lumere-penombre . Le méme argument cemontre que l'un
des arcs dec; n'est pas une limite lumere-ggnombre . D'au le esultat. O

Il existe une grande dierence entre le cas des limites lumere-genombre et celui des limites  ombre-
penombre . Un point du sol est dans la penombre engendee par un ensemble de bueurs si et seulement
s'il est dans la penombre projeee par au moins un de ces objets. & revanche, un point du sol peut-&tre
dans l'ombre ceee par l'union des obstacles sans etre dans I'ombre&ngendee par chaque objet prisa
part. C'est ce prenonene qui oblige a prendre en compte les germs eee pour la cetermination des
limites ombre-ppnombre alors que seuls des surfaces de typ sonta l'origine des limites  lumére-
penombre

Lemme 44. Soit (p;t) un rayon d'une famille de rayons critiques qui engendre une limite ombre-
enombre  potentielle. Il existe un rayon (q;%) arbitrairement proche de (p;t) qui intersecte la source
sans intersecter I'un des gererateurs de
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