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R�esum�e des contributions

Dans cette th�ese, nous �etudions les �ev�enements visuels. Enparticulier, nous nous int�eressons au lien

entre les lieux o�u ils se produisent et les contours d'ombres.

Dans un premier temps, nous proposons un travail th�eorique sur la d�e�nition d'une notion de vue dans

une sc�ene form�ee d'objets convexes qui fait la part belle aux silhouettes visibles des objets. Cette formula-

tion est proche de celle adopt�ee dans le cas du graphe d'aspects sur les objets lisses et est directement li�ee

au probl�eme d'extraction des limites d'ombres. Dans cette même �etude, nous posons l'�equivalence entre

deux vues de fa�con naturelle au moyen d'une application topologique simple (un hom�eomorphisme) : deux

vues sont �equivalentes si on y voit � les mêmes objets et qu'ils sont organis�es de la même mani�ere lesuns

envers les autres� . Pour conclure ces travaux, nous caract�erisons g�eom�etriquementles lieux o�u se pro-

duisent les �ev�enements visuels et nous prouvons que ces pointsforment des ensembles nulle part denses.

Le cadre que nous construisons est le premier qui permet de consid�erer �a la fois des objets lisses et des

objets poly�edriques. C'est-�a-dire, en quelque sorte, des mod�eles th�eoriques id�eaux et leurs approximations

pratiques sous la forme d'objets poly�edriques simples (cf. chapitre 4).

Ensuite, nous d�emontrons des bornes th�eoriques sur la complexit�e des limites entre lumi�ere et p�e-

nombre ainsi qu'entre ombre et p�enombre. Ce sont les premi�eres bornes non triviales. Plus pr�ecis�ement,

pour un ensemble dek poly�edres convexes de complexit�e totalen �eclair�es par une source polygonale, nous

exhibons une borne inf�erieure 
( n2k3 + nk5) sur le nombre maximal de composantes connexes d'ombre

et nous prouvons une borne sup�erieureO(n3k3) sur la complexit�e des limites � ombre-p�enombre � . Ces

bornes, accompagn�ees de toutes celles d�emontr�ees au chapitre5, montrent que l'ombre d'une telle sc�ene

peut avoir une structure compliqu�ee (cf. chapitre 5).

Finalement, nous utilisons nos r�esultats sur la caract�erisation g�eom�etrique des �ev�enements visuels dans

le contexte d'objets convexes pour proposer une m�ethode qui permet d'extraire les limites entre lumi�ere

et p�enombre et entre ombre et p�enombre dans une sc�ene form�ee depoly�edres convexes �eclair�es par une

source surfacique. C'est la premi�ere fois qu'une approche permet d'identi�er un sur-ensemble restreint

des limites entre ces trois grands types de r�egions. Du point de vuedu passage �a l'�echelle, nos r�esultats

sont �a la fois d�ecevants et porteurs d'espoir. Nous arrivons �a r�edu ire consid�erablement la taille des objets

interm�ediaires utilis�es pour la construction des limites ent re les r�egions (le squelette de visibilit�e, les

arrangements, etc). Malheureusement, nous n'arrivons pas toujours �atirer partie de ces am�eliorations du

point de vue du temps de calcul.

En conclusion, nous dirons que ces travaux proposent des r�eponses in�edites �a des questions dont la

v
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plupart n'avaient pas de r�eponse. De plus, ils montrent que certaines voies consid�er�ees comme closes, car

porteuses d'aucun espoir, peuvent apporter des indications int�eressantes lorsqu'elles sont abord�ees sous

des angles di��erents. Par exemple, nos travaux sur les maillages de discontinuit�es nous permettent de

concevoir une m�ethode d'extraction des limites entre les r�egions d'ombre qui pourrait avoir un int�erêt

dans des cadres di��erents de l'informatique graphique. Nous pensons, entres autres, �a modi�er cette

approche pour construire une technique d'approximation des contours d'ombre qui pourrait avoir un

int�erêt pratique (cf. chapitre 6) ou �a l'utiliser pour la cr�eation d'un outil capable d'estimer la p ertinence

des ombres calcul�ees par des algorithmes d'approximation.
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre nous abordons l'un des grands probl�emes de l'informatique graphique : le traitement

des ombres pour la synth�ese d'images r�ealistes. Tout particuli�erement, nous y pr�esentons l'approche de

l'illumination globale dans laquelle intervient cette question.

Pour exposer les �el�ements sur lesquels porte notre travail, nouscommencerons par �enoncer l'�equation

de rendu qui d�ecrit le mod�ele physique au c�ur de l'illuminat ion globale. Ensuite, nous introduirons les

algorithmes de lancer de rayons et de radiosit�e : deux grandes m�ethodes qui permettent d'approcher la

solution de cette �equation. Finalement, apr�es avoir �etabli le lie n entre ombres et �equation de rendu, nous

verrons quelles sont les di�cult�es rencontr�ees par la m�ethod e de la radiosit�e pour traiter ces ombres ainsi

que les interrogations qui en d�ecoulent.

1.1 Mod�ele de l'illumination globale

1.1.1 Synth�ese d'images r�ealistes

Avant toute autre chose, posons le cadre de la synth�ese d'images et d�e�nissons l'objectif d'un pro-

gramme de rendu r�ealiste. Un utilisateur fournit la description d' une sc�ene sous la forme d'une liste

de formes g�eom�etriques auxquelles sont attribu�ees des caract�eristiques physiques et visuelles (propri�et�es

mat�erielles, textures, etc). Parmi ces objets, certains jouent le rôle de sources lumineuses. Le logiciel a

pour but de � calculer � une image qui repr�esente la sc�ene, ainsi d�ecrite, de la mani�ere la � plus r�ealiste

possible� . Notons qu'il est di�cile de pr�eciser de mani�ere formelle ce qu' il faut consid�erer comme une

� image r�ealiste � . N�eanmoins, nous nous accorderons pour dire qu'une image est r�ealistesi elle se rap-

proche, �a vue d'�il, de celle qui aurait pu être obtenue en photogr aphiant la sc�ene d�ecrite.
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Description
de la sc�ene

Logiciel de
rendu

Fig. 1.1 { Description du fonctionnement tr�es g�en�eral d'un logiciel de rendu. L' image de droite est extraite de
l'ouvrage de Pharr et Humphreys [ 91].

1.1.2 �Equation de rendu

La d�etermination de la couleur de chaque point d'une sc�ene est l'un des probl�emes pos�es par le rendu

r�ealiste. Il est r�epandu d'aborder cette question sous l'angle de l' illumintation globale (global illumina-

tion ) dont un expos�e synth�etique peut être trouv�e dans l'ouvrage de D utr�e, Bala et Bekaert [ 36]. Cette

approche repose sur la simulation d'un mod�ele physique de la propagation de lumi�ere pour obtenir une

approximation des quantit�es chromatiques qui d�e�nissent une im age r�ealiste. En particulier, le mod�ele

qui est classiquement utilis�e en synth�ese d'images se d�ecrit au travers de l'�equation de rendu (rendering

equation) de Kajiya [67]. Suivant cette formulation1, la quantit�e de lumi�ere, ou radiance (radiance), qui

quitte un point d'une surface de la sc�ene est la somme entre la radiance �emise par cette surface et la

radiance, en provenance des autres surfaces, qui est r�e�echie par la surface consid�er�ee (�gure 1.2).

x

z1

z2

y

S

Fig. 1.2 { Mod�ele de la propagation lumineuse. La quantit�e de lumi�ere, qui qui tte la surface S depuis x vers y,
est la somme entre la lumi�ere �emise par S depuis x vers y et l'int�egrale des quantit�es de lumi�ere re�cues, depuis
les autres surfaces de la sc�ene, puis r�e�echies. Sur cette �gure, nous avons repr�esent�e deux directions, z1 ! x et
z2 ! x, de lumi�ere arrivant en x qui engendrent des r�eexions dans la direction x ! y.

Plus formellement, consid�erons une surfaceSi prise parmi un ensemble de surfacesS. Notons L(x ! y)

la radiance quittant x 2 Si dans la direction dey et L e(x ! y) la radiance �emise par Si au point x vers y

(la surfaceSi peut être une source lumineuse, c'est ce que traduitL e). Ce mod�ele est d�ecrit par l'�equation

int�egrale

L(x ! y)
| {z }

lumi�ere quittant x

= L e(x ! y)
| {z }
lumi�ere �emise

+
Z

z2S
f r (z ! x; x ! y)L (z ! x)V (x; z)G(x; z)dz;

| {z }
lumi�ere r�e�echie

(1.1)

1Les seconds chapitres des ouvrages [20] et [36] proposent une pr�esentation adapt�ee �a l'informatique grap hique de la
terminologie physique utilis�ee dans ce contexte.
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1.2. Approximation de la solution : lancer de rayons et radiosit�e

o�u f r (z ! x; x ! y) est une distribution qui indique le rapport entre la quantit�e d e lumi�ere arrivant en

x depuis z et celle quittant x vers y. C'est au travers de cette fonction, appel�eeBsdf (Bidirectionnal

Scattering Distribution Function ), que sont traduites les propri�et�es mat�erielles des surfacesde la sc�ene.
�Egalement dans cette �equation, l'application V est un pr�edicat binaire qui indique si deux points x et z

sont mutuellement visibles : V (x; z) vaut 1 si x voit z, alors qu'il prend la valeur 0 dans le cas contraire.

Finalement, G est un terme g�eom�etrique qui rend compte de l'att�enuation de la puissance de la lumi�ere

lorsque z s'�eloigne du z�enith de x (�gure 1.3).

Si Si

Sj

Sj

Fig. 1.3 { Importance de l'orientation entre les surfaces sur la quantit�e de lum i�ere apport�ee par une source Sj �a
une surfaceSi . Sur une p�eriode de temps donn�ee, la quantit�e de particules lumineuses (photons) , qui se d�eplacent
dans une direction donn�ee, et, qui traversent Si diminue lorsque l'angle entre les normales aux surfacesSi et Sj

augmente. Or, cette quantit�e de photons d�etermine la quantit�e de lumi� ere qui arrive en Si depuis Sj . Sur ces
deux sch�emas les aires des surfaces sont identiques (entre le dessin de gauche et celui de droite). L'angle entre
les normales �a Si et Sj est nul sur le sch�ema de gauche alors qu'il est d'environ 60 degr�es sur celui de droite. La
portion de Sj qui �emet des photons re�cus par Si est moindre sur le sch�ema de droite que sur celui de gauche.
D'o�u l'att�enuation de la quantit�e d'�energie re�cue par Si depuis Sj quand l'angle entre les normales augmente (en
valeur absolue). Pour plus de d�etails, voir, par exemple, [ 20] ou [36].

1.2 Approximation de la solution : lancer de rayons et radiosit�e

En illumination globale, simuler la propagation lumineuse revient �a r�esoudre l'�equation int�egrale ( 1.1).

Malheureusement, la fonction de radiance, solution de cette �equation, est une fonction d'un espace de

dimension in�nie qui ne peut pas être �evalu�ee exactement (voir, par exemple, [20]). Nous sommes alors

contraints de nous ramener �a la recherche d'uneapproximation de la solution. Pour ce faire, deux grandes

classes d'approches sont couramment appliqu�ees au cadre de l'illumination globale : les m�ethodes Monte-

Carlo et les m�ethodes par �el�ements �nis.

1.2.1 Lancer de rayons et visibilit�e � point �a point �

Bien que notre propos se porte principalement sur la m�ethode de radiosit�e, nous d�ebutons par une

digression. L'algorithme du lancer de rayons (ray-tracing ) [123] consid�ere un point de vue y (�x�e par

l'utilisateur) et cherche �a �evaluer la quantit�e L (x i ! y) pour un ensemble X = f x1; : : : ; xn g de n

points engendr�es al�eatoirement2 dans l'espace de la sc�ene. Une premi�ere �etape de l'algorithme estde

2En toute rigueur, ces points ne sont pas n�ecessairement engend r�es al�eatoirement mais les variantes d�eterministes du
lancer de rayons produisent g�en�eralement des r�esultats de m oins bonne qualit�e que leurs alternatives stochastiques (vo ir
[91], par exemple).
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Chapitre 1. Introduction

construire l'�echantillon de points en lesquels �evaluer la fonction de radiance L . Pour cela, il cr�ee un

ensemble de directions qui d�e�nissent une famille de rayons �emanant de y et passant par les pixels de

l'image �a synth�etiser. Lorsque l'un de ces rayons � lanc�e dans la sc�ene� rencontre un objet, le point

d'intersection le plus proche de son origine est retenu comme un point de X . Ensuite, une fois queX a

�et�e engendr�e, l'algorithme consid�ere chaque point x i de X et tente de calculer une approximation de la

quantit�e L (x i ! y). Il fait alors appel �a un processus al�eatoire (et r�ecursif) qui d �etermine un ensemble

de points Z = f z1; : : : ; zm g dans la sc�ene et �evalue la somme

mX

j =1

f r (zj ! x i ; x i ! y)L (zj ! x i )V (x i ; zj )G(x i ; zj );

qui sous certaines conditions est une bonne approximation deL(x i ! y). Le fragment de code de la

�gure 1.4 est un exemple simple (et partiel) d'impl�ementation de l'algorit hme du lancer de rayon. Notons,

pour conclure cette parenth�ese, que le lancer de rayons peut être vu comme une adaptation des m�ethodes

Monte-Carlo �a l'illumination globale (pour plus de d�etails sur cet al gorithme et cette derni�ere remarque,

il est possible de se r�ef�erer aux ouvrages de Glassner [45] ou de Pharr et Humphreys [91]).

1.2.2 Radiosit�e et visibilit�e � surface �a surface �

La radiosit�e (radiosity ) [50], voir �egalement [19] et [84], est une utilisation d'une m�ethode par �el�ements

�nis dans le contexte de l'illumination globale. Contrairement �a la m �ethode de lancer de rayons, qui

approche la fonction en un ensemble �ni de points, son principe estde fournir une approximation de

la solution d'une forme simpli��ee de l'�equation de rendu (�equat ion (1.1)) par une combinaison lin�eaire

exprim�ee dans un espace de dimension �nie. D'un point de vue calculatoire, la recherche de la� meilleure�

approximation est ramen�ee �a la r�esolution d'un syst�eme lin�eai re. Nous pr�esentons ici les grandes lignes

de cette m�ethode et renvoyons aux ouvrages classiques de Cohen et Wallace [20] ou de Sillion et Puech

[107] pour les d�etails suppl�ementaires.

1.2.2.1 Hypoth�ese des surfaces di�uses et �equation de radiosit�e

L'une des cl�es des m�ethodes par �el�ements �nis est la d�ecomposition du domaine de d�e�nition de la

fonction �a approcher en un ensemble de fragments simples.�A ce titre, il peut parâ�tre naturel que la

di�cult�e du probl�eme augmente avec la dimension du domaine. Or, l a radiance, solution de l'�equation de

rendu (1.1), est d�e�nie sur un domaine en quatre dimensions (deux dimensions pour chaque variable de

position). Ceci fait dire �a Heckbert que � �nite element methods are most appropriate for scenes containing

only di�use surfaces, since the radiance function is then a function of only two variables [...], and it can be

easily discretized. Monte Carlo methods are usually used for general scenes, where the radiance function

is a function of four variables [...] and �nite element methods would be too cumbersome� [59].

D�es lors, a�n de limiter la dimension du domaine de d�e�nition de ce tte quantit�e et de permettre

des impl�ementations � e�caces � de la radiosit�e, son utilisation est restreinte �a des sc�enes form�ees de

surfaces id�ealement di�uses, c'est-�a-dire �a des surfaces qui r�e�echissent la lumi�ere de mani�ere uniforme,

sur l'ensemble des directions. Sous cette hypoth�ese, les termesf r (z ! x; x ! y), L (x ! y) et L e(x ! y),
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1.2. Approximation de la solution : lancer de rayons et radiosit�e

// Calcule l'image projet�ee par la sc�ene sur l'�ecran.
void generate image (Screen screen, Scene scene)
f

// Calcule la radiance pour chaque pixel de l'image.
foreach (Pixel p in screen.pixels ())
f

Color incoming radiance = BLACK ;
// Engendre des rayons passant par le pixel p.
Rays rays = generate randomrays (screen, p) ;
// Estime la quantit�e de lumi�ere apport�ee par chaque rayon.
foreach (Ray r in rays)

incoming radiance += trace ray (scene, r) ;
// Fixe la couleur du pixel.
screen.pixel (p) = incoming radiance ;

g
g

// D�etermine la couleur apport�ee suivant le rayon r.
Color trace ray (Scene scene, Ray r, int depth = 0)
f

// Lorsque la profondeur de la r�ecursion atteint la limite il faut arrêter.
if (depth >= MAXDEPTH)

return BLACK ;

// D�etermine la premi�ere intersection de r avec un objet de la sc�ene.
Intersection first intersection = scene.first intersection (r) ;

// S'il n'y a pas d'intersection, la quantit�e de lumi�ere est nulle.
if (first intersection == NULL)

return BLACK ;

// Prend en compte la quantit�e de lumi�ere �emise par l'objet intersect�e.
Color color = first intersection.emitted light () ;

// Approxime la radiance qui arrive directement depuis les sources lumineuses.
foreach (Light l in scene.lights ())
f

Ray shadowray = generate ray to light (first intersection, l) ;
color += trace ray (scene, shadow ray, MAX DEPTH - 1) ;

g

// Approxime la radiance qui arrive depuis les autres surfaces.
Rays rays = generate randomrays (first intersection, r) ;
foreach (Ray ray in rays)

color += trace ray (scene, ray, depth + 1) ;

return color ;
g

Fig. 1.4 { Un fragment de pseudo-code qui d�ecrit l'algorithme du lancer de rayons. L a fonction generate image
calcule l'image projet�ee sur l'�ecran screen �a partir de la description de la sc�ene scene. La fonction trace ray se
charge de d�eterminer une approximation de la radiance arrivant en un point sui vant la direction oppos�ee �a celle
du rayon r .
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Chapitre 1. Introduction

qui apparaissent dans l'�equation (1.1), sont ramen�es �a une unique d�ependance en la positionx et sont

remplac�es3, respectivement, par� (x), B (x) et E (x). L'�equation de rendu devient

B (x) = E(x) +
Z

z2 S
K (x; z)B (z)dz; (1.2)

o�u B est une quantit�e en deux dimensions et o�u K est d�e�ni par :

K (x; z) = � (x)V (x; z)G(x; z):

Notons toutefois que cette hypoth�ese sur les propri�et�es r�eexi ves des objets de la sc�ene est parti-

culi�erement contraignante. Comme le disent Sillion et Puech,� the assumption that all surfaces are ideal

di�use reectors is rarely met in practice. Deviation from di�use behavi or is necessary for photorealistic

image synthesis� ([107], page 149). Bien que cela d�epasse le cadre de cette th�ese, remarquons que des

approches ont �et�e envisag�ees pour contourner cette limitation [66, 118, 51].

1.2.2.2 Choix de l'espace de dimension �nie et maillage de la sc�ene

La radiosit�e repose sur la d�ecomposition des surfaces de la sc�ene en �el�ements surfaciques simples et

sur l'approximation de la solution de l'�equation ( 1.2) sur chacun de ces �el�ements. La solution exacte de

Fig. 1.5 { Divers maillages d'une sc�ene, tir�es de [ 77]. Les �el�ements des maillages repr�esent�es sur la ligne sup�erie ure
sont des quadrilat�eres alors que ceux de la ligne inf�erieure sont des triangles.

3Cet exercice n'est pas uniquement une r�e�ecriture. Ces nouvel les quantit�es sont l�eg�erement di��erentes des pr�ec�eden tes
mais peuvent y être reli�ees par des formules physiques (voir p ar exemple les seconds chapitres des ouvrages [20] et [36]).
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1.2. Approximation de la solution : lancer de rayons et radiosit�e

l'�equation de radiosit�e est approch�ee (sur chaque �el�ement) p ar une combinaison lin�eaire exprim�ee dans

un espace fonctionnel de dimension �nie. Pour un morceau de surfaceSi , l'approximation est d�e�nie sous

la forme

~B i (x) =
nX

j =1

� ij � ij (x);

o�u ( � i 1; : : : ; � in ) est une base de l'espace des fonctionnel restreint �aSi . Di��erents espaces de fonctions

et d'�el�ements surfaciques ont �et�e consid�er�es en radiosit� e. Citons notamment les espaces de fonctions

constantes [50, 84] ou les espaces d'ondelettes [51]. Par exemple, la fonction

ci (x) =

8
<

:
1 si x 2 Si ,

0 si x 62Si ,
(1.3)

est une base de l'espace des fonctions constantes alors que la �gure1.5 illustre divers maillages d'une

sc�ene.

Finalement, remarquons que de multiples combinaisons jouant sur lanature des fonctions de base

et sur la forme des �el�ements du maillage peuvent être envisag�ees. Comme le font remarquer Sillion et

Puech ([107], page 109), l'utilisation d'espaces de fonctions plus expressifs et d'�el�ements de maillage plus

complexes n�ecessite le calcul de moins de facteurs de forme (voir section 1.2.2.4) mais plus di�ciles �a

�evaluer que lors du recours �a des espaces fonctionnels simples.

1.2.2.3 Minimisation de l'erreur et extraction du syst�eme lin�eair e

Une fois pos�ee la combinaison lin�eaire qui approche la solution de l'�equation (1.2), la recherche de la

� meilleure� solution approch�ee est ramen�ee �a la r�esolution d'un syst�eme l in�eaire. Encore une fois, nous ex-

posons la d�emarche g�en�erale et renvoyons aux textes cit�es pr�ec�edemment pour les d�etails compl�ementaires.

L'objectif est de trouver l'approximation ~B qui minimise l'erreur j ~B � B j. Bien que nous ne sachions

pas r�esoudre (exactement) cette di��erence, nous pouvons exprimer l'erreur d'approximation sous la forme

r (x) = ~B (x) � E (x) �
Z

z2 S
K (x; z) ~B (z)dz;

obtenue en substituant ~B �a B dans l'�equation ( 1.2). Minimiser l'erreur revient ainsi �a � choisir � la fonction
~B pour laquelle la norme de la fonction r�esidueller est la plus proche de z�ero.�Evaluer exactement la norme

de la fonction r reste tout de même un probl�eme �a part enti�ere et n'est pas r�eal isable informatiquement.

Pour contourner cette nouvelle di�cult�e, nous commen�cons par choisir un espace fonctionnel de di-

mension �nie contenu dans l'espace auquel appartientr . La fonction ~B qui minimise l'erreur r�esiduelle

se projette sur l'origine de cet espace. En notant (! 1; : : : ; ! n ) une base de l'espace de projection ethf; g i

le produit scalaire d�e�ni par

hf; g i =
Z

S
f (x)g(x)dx;
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la solution optimale v�eri�e la contrainte :

8i 2 f 1; : : : ; ng; h! i ; r i = 0 : (1.4)

Historiquement, divers espaces de projection ont �et�e consid�er�es. En particulier, la m�ethode de Galerkin,

appliqu�ee en radiosit�e par Heckbert et Winget [ 62] et par Zatz [128], sugg�ere d'utiliser pour la projection

l'espace de d�e�nition de l'approximation ~B , qui est engendr�e pour chaque surface du maillageSi par la

base (� i 1; : : : ; � in ). La contrainte exprim�ee �a l'�equation ( 1.4) se transforme alors, pour chaque surfaceSi

et chaque fonction de base� ij , en

h� ij ; r i = h� ij ; ~B i � h � ij ; E i �
D

� ij ;
Z

z2 S
K (x; z) ~B (z)dz

E
= 0 ;

et, apr�es d�eveloppement et mise en forme des produits scalaires, correspond au syst�eme lin�eaire

� ij = E ij +
X

k;l

K ijkl � kl ; (1.5)

o�u

E ij =
Z

S
� ij (x)E (x)dx et K ijkl =

Z

Si

� ij (x)
Z

Sk

K (x; z)� kl (z)dxdz:

Intuitivement, le terme E ij est la quantit�e de lumi�ere �emise et projet�ee sur la fonction de base� ij . Quant

�a
P

k;l K ijkl � k;l , c'est la somme des contributions provenant des autres surfaces del'espace exprim�ee

suivant la j -�eme coordonn�ee de l'espace des fonctions. Finalement, le termeK ijkl , qui est appel�e facteur

de forme g�en�eralis�e (generalized form factor), traduit les interactions lumineuses entre les morceaux du

maillage.

1.2.2.4 Facteurs de forme

La d�e�nition du syst�eme lin�eaire qui permet la r�esolution de l '�equation de radiosit�e repose sur

l'�evaluation du terme K ijkl . Quand l'espace de projection est celui des fonctions constantes, ce terme

correspond v�eritablement �a la visibilit�e entre deux �el�em ents du maillage de la sc�ene : en exprimantK ijkl

au moyen de la base d�ecrite �a l'�equation ( 1.3), nous obtenons

K ik =
1

A i

Z

Si

Z

Sk

K (x; z)dxdz;

o�u A i est l'aire de la surfaceSi (�gure 1.6).

La d�etermination d'un facteur de forme est un probl�eme di�cile qu i fait intervenir des questions

de visibilit�e entre des surfaces. Historiquement, plusieursapproches ont �et�e propos�ees qui d�ecrivent ces

quantit�es par des formes closes (pour des con�gurations g�eom�etriques simples) ou qui en donnent des

approximation au moyen de m�ethodes num�eriques. Par exemple, Schr•oder et Hanrahan proposent une

expression close du facteur de forme entre deux polygones sans obstacles [104]. En ce qui concerne les

m�ethodes num�eriques, l'une des plus c�el�ebres techniques d'approximation est obtenue par la m�ethode

de l'� hemicube� [19]. D'autres utilisent des projections entre surfaces [106] ou le lancer de rayons [81].
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1.3. Ombres

Si

Sk

Fig. 1.6 { Interpr�etation g�eom�etrique du facteur de forme pour la radiosit�e s ur l'espace des fonctions constantes.

Pour une vue d'ensemble des m�ethodes d'�evaluation des facteursde forme, nous renvoyons aux textes

classiques et particuli�erement �a [20, �gure 4.3, page 71].

Notons, pour �elargir un peu le propos, que certaines approches en radiosit�e visent �a �eviter la question

du calcul des facteurs de forme. Par exemple, Dutr�e, Bala et Bekaert pr�esentent trois approches, au

chapitre 6 de leur ouvrage [36], qui associent des m�ethodes de Monte-Carlo �a la radiosit�e. Nousnoterons

�egalement, pour insister sur la di�cult�e de l'�evaluation des fac teurs de forme, que les auteurs justi�ent,

entre autres, le recours �a ces strat�egies hybrides par le fait que� because the nasty problems of accurate

form factor computation and their storage are avoided, Monte Carlo radiosity methods can handle much

larger models in a reliable way� ([36], page 152).

1.2.2.5 R�esolution du syst�eme lin�eaire

Le syst�eme lin�eaire ( 1.5) comporte nN �equations pour nN inconnues, o�u N est le nombre d'�el�ements

du maillage et n est la dimension de l'espace des fonctions choisi pour projeter la solution de l'�equation

de radiosit�e. Ceci donne lieu �a des syst�emes extrêmement gros. Par exemple, Dutr�e et ses coauteurs

a�rment que � the size of the linear systems that need to be solved can be very large (one equation per

patch ; 100,000 patches is quite common)� ([36], page 157). D�es lors, la r�esolution de ce syst�eme par une

simple m�ethode d'inversion de sa matrice n'est pas concevable pour des raisons de performances en temps

et en espace m�emoire. C'est pour pallier ces di�cult�es que les m�ethodes it�eratives ont �et�e introduites.

En particulier, les algorithmes de Gauss-Seidel et de Southwell sont parmi les plus utilis�es (voir [ 20] ou

[107]) dans le cadre de la radiosit�e.

Finalement, notons qu'en plus de leur avantage en terme de performances, les m�ethodes it�eratives

permettent de construire la solution approch�ee de l'�equation (1.2), et de produire une image, entre

chaque it�eration. Il est donc possible de mettre un terme au processus it�eratif d�es qu'une image d'une

qualit�e su�sante �a �et�e engendr�ee.

1.3 Ombres

Nous nous tournons maintenant vers les contours d'ombre, th�eme centralde cette th�ese. Apr�es avoir ex-

pliqu�e pourquoi elles m�eritent une attention toute particuli�e re, nous nous concentrerons sur le lien qu'elles

entretiennent avec l'�equation de rendu. Finalement, nous aborderons la question de la caract�erisation

g�eom�etrique des ombres. Dans le reste de ce chapitre, nous disonsqu'un point est dans l'ombre (shadow)
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s'il existe un segment qui relie ce point �a un point d'une source lumineuse et qui intersecte un object

(opaque et qui n'�emet pas de lumi�ere) de la sc�ene.

1.3.1 Rôle des ombres

Pour obtenir une image r�ealiste, il est particuli�erement importan t de simuler correctement les r�egions

ombr�ees. Elles jouent un rôle pr�epond�erant pour la compr�ehension humaine d'un environnement. La

�gure 1.7 ainsi que les articles [119] et [120] illustrent ce ph�enom�ene.

Fig. 1.7 { Importance de l'ombre pour la perception d'une sc�ene. Sur l'image de gauche, sans ombre, il est di�cile
de positionner le personnage par rapport au sol et de d�eterminer la forme du sol. En revanche, sur celle de droite,
sur laquelle l'ombre a �et�e ajout�ee, la position du robot ainsi que la na ture ondul�ee du sol sont �evidentes. Ces
images sont extraites de [55].

Pour autant, nous pourrions dire que les ombres ne constituent pas des �el�ements particuliers pour

le mod�ele d'illumination globale gouvern�e par l'�equation de rendu. �A vrai dire, une �evaluation correcte

de la fonction de radiance d'une sc�ene entrâ�ne une d�etermination parfaite des r�egions d'ombres. Mal-

heureusement, l'approximation de la solution de l'�equation de rendu introduit des erreurs qui peuvent

constituer un probl�eme : Rademacher et ses coauteurs [97] montrent que la qualit�e de la perception d'une

image augmente avec la qualit�e des ombres. D�es lors, pour obtenir uneimage r�ealiste, nous ne pouvons

pas nous contenter d'une grossi�ere �evaluation des zones ombr�ees. Ilest primordial de minimiser les er-

reurs d'approximation au voisinage des r�egions d'ombres (quitte �a se permettre une approximation plus

grossi�ere ailleurs). Or, les limites de ces r�egions, de même que certaines transitions en leur sein, se situent

�a des positions o�u se produisent des discontinuit�es dans la solution de l'�equation de rendu (ou dans ses

d�eriv�ees d'ordre 1 ou 2) [56, 76]. C'est un ph�enom�ene di�cile �a prendre en compte. En particu lier, pour

la m�ethode de radiosit�e.

1.3.2 Limites d'ombres, discontinuit�es et radiosit�e

Heckbert [56, 58, 57] et Lischinski, Tampieri et Greenberg [76] ont �etabli que des discontinuit�es dans la

fonction de radiosit�e (ou dans ses d�eriv�ees) apparaissent aux bords des zones d'ombre ainsi qu'�a l'int�erieur

de ces derni�eres. Or, la m�ethode de radiosit�e n'est pas, au premier abord, adapt�ee �a la prise en compte de

fortes variabilit�es dans la fonction �a approcher. Cela provient de l'expression de la solution de l'�equation

comme une combinaison lin�eaire de fonctions simples. Les changementsbrusques sont durs �a mod�eliser

et de grosses erreurs d'approximation se forment au voisinage de ces discontinuit�es.
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1.3. Ombres

Pour palier ces di�cult�es, plusieurs m�ethodes ont �et�e envi sag�ees. Une premi�ere repose sur le ra�-

nement du maillage pour les cellules qui ont une erreur trop �elev�ee ; �a la condition qu'il soit faisable

de quanti�er les erreurs d'approximation sur un �el�ement du mail lage. C'est le principe de laradiosit�e

hi�erarchique (hierarchical radiosity ) [53]. Par opposition �a cette strat�egie a posteriori, qui d�emarre d'un

maillage grossier et qui le ra�ne d�es qu'elle trouve une erreur sup�erieure �a un certain seuil, il a �et�e

propos�e une approchea priori . Il s'agit de localiser les points o�u se produisent les discontinuit�es et de

s'en servir comme d'une ossature pour la construction du maillage des surfaces de la sc�ene. C'est l'id�ee

du maillage de discontinuit�es (discontinuity meshing) introduit, parall�element, par Heckbert [ 56, 58, 57]

et par Lischinski, Tampieri et Greenberg [76, 77]. Les images de la �gure1.8 illustrent la di��erence entre

des rendus d'une même sc�ene avec et sans maillage de discontinuit�es.

Fig. 1.8 { Ces deux images montrent la di��erence entre une sc�ene rendue sans mail lage de discontinuit�e (�a gauche)
et une sc�ene rendue avec maillage de discontinuit�es (�a droite). Un plus gra nd ou apparâ�t sur l'image de gauche.
Ces images sont extraites de [77].

1.3.3 Localisation des discontinuit�es

L'algorithme du maillage de discontinuit�es repose sur une localisationde ces discontinuit�es. Dans

ce but, il est indispensable de caract�eriserg�eom�etriquement les lieux o�u elles se produisent. Pour cela,

revenons �a l'�equation de radiosit�e (�equation ( 1.2)) :

B (x) = E(x) + � (x)
Z

z2 S
B (z)V (x; z)G(x; z)dz:

En supposant que la fonction de radiance soit continue �a la surface des sources lumineuses (citons Li-

schinski et ses coauteurs qui a�rment : � Let us assume, [...], that the radiance function across the source

is smooth (C1 ), as is the case with primary sources� [76]), le seul terme susceptible d'introduire des
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discontinuit�es dans l'expression de la radiosit�e B est le pr�edicat de visibilit�e V (qui prend ses valeurs

dans f 0; 1g). Les changements brusques dans la visibilit�e introduisent des discontinuit�es dans la fonction

de radiosit�e.

Pour que les choses soient bien claires, prenons un exemple en deuxdimensions (�gure 1.9). Consid�e-

rons un segment lumineuxS, un segment r�ecepteurR et un obstacle polygonalO. Nous nous int�eressons �a

un point qui se d�eplace le long du segmentR. Lorsqu'il se trouve enp (sch�ema de gauche de la �gure1.9),

ce point ne re�coit aucune �energie lumineuse depuisS. Imaginons maintenant qu'il se d�eplace en direction

du point q (sch�ema de droite). Quand le point atteint la position d, il commence �a recevoir de l'�energie

depuis la sourceS : la radiance re�cue par le point passe subitement de 0 �a une valeurL 6= 0. D'o�u la

pr�esence d'une discontinuit�e dans la d�eriv�ee premi�ere d e la fonction de radiance.

p

S

R p

S

Rq

O

d

Fig. 1.9 { Illustration des sources de discontinuit�e dans l'�equation de radios it�e (en deux dimensions). La surface R
est �eclair�ee par la surface S en pr�esence de l'objet O. Le point p est compl�etement cach�e de S par O. En revanche,
les points d et q ont une vue, bien que partielle, de S.

Grossi�erement, lorsqu'un point se d�eplace �a la surface d'un objet, une discontinuit�e dans la fonction

de radiosit�e se produit quand la vue, que ce point a des sources lumineuses, change qualitativement. Ce

type de changement est appel�ee un�ev�enement visuel (visual event).

Historiquement, la notion d'�ev�enements visuels est apparue avec les travaux sur les graphes d'aspects

men�es par Koenderink et van Doorn [72, 71]. Intuitivement, ils traduisent une id�ee simple puisqu'il s

correspondent aux instants o�u la vue d'un observateur, qui se d�eplace dans une sc�ene, change. N�eanmoins,

ils posent de nombreuses questions �a la fois pratiques et th�eoriques. Notamment, ils sou�rent du manque

d'un cadre � universel� de d�e�nition. En l'�etat actuel des recherches, il n'existe pas de cadre g�en�eral dans

lequel la vue (et l'�equivalence entre les vues) d'une sc�eneest clairement pos�ee : en fonction de la nature

des objets consid�er�es, di��erentes d�e�nitions incompatible s sont propos�ees.

Pour construire le maillage de discontinuit�es, Heckbert, d'une part, et Lischinski et ses coauteurs,

d'autre part, se basent sur une notion de vue introduite pour les poly�edres par Gigus et Malik [44]. De ce

concept de vue (et de l'�equivalence entre les vues) d�ecoule une caract�erisation g�eom�etrique des lieux o�u

se produisent les �ev�enements visuels : des surfaces engendr�ees par les sommets et les arêtes des poly�edres

de la sc�ene. Malheureusement, même pour des sc�enes de taillemoyenne, voire faible, le nombre de ces

surfaces est tr�es important et implique la construction d'une ossature du maillage de discontinuit�es tr�es

grosse. Trop grosse ?

En consid�erant une con�guration simpli��ee o�u les poly�edres de l a sc�ene projettent des ombres sur un
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plan, des bornes th�eoriques triviales peuvent être fournies sur la taille, dans le pire des cas, de l'ossature

du maillage de discontinuit�es. Toutefois, aucune borne �ne n'est connue pour cette structure. D'o�u, la

premi�ere question qui motive notre travail :

Question 1 { Quelles bornes peut-on obtenir sur la complexit�e du maillage de discontinuit�es ?

De plus, compte tenu de la remarque faite par Hart, Dutr�e et Greenberg : � many of the resulting mesh

elements do not a�ect the �nal image quality � ([54], page 1), nous nous posons les questions suivantes :

Question 2 { Une autre d�e�nition de la vue dans une sc�ene poly�edrique est-elle envisageable ?

Question 3 { Quelles cons�equences cette d�e�nition aurait-elle sur le calcul des ombres ?

1.3.4 Di�cult�es du calcul des ombres

Finalement, pour conclure cette introduction nous donnons un petit aper�cu historique du calcul

d'ombres en informatique graphique, en insistant sur la di�cult�e inh�erente �a cette tâche. Aux balbutie-

ments de la discipline, les sources de lumi�ere sont approch�ees par des sources� simples� et � id�eales � :

les sources ponctuelles, les sources directionnelles et les cônes de lumi�ere (voir, par exemple, les ouvrages

de Foley [42], de Shirley et de ses coauteurs [105] ou de Akenine-M•oller et Haines [3]). D�ecider si un point

est dans l'ombre d'une source de ce type se ram�ene �a une requêtede visibilit�e � point �a point � , qui se

r�esout facilement.

Malheureusement, l'approximation des sources de lumi�ere au moyen de sources id�eales ne permet

pas de simuler tous les types de sc�enes. Par exemple, Akenine-M•oller et Haines �enoncent que� [those]

shadows usually look less realistic and can sometimes be misinterpreted as actual geometric features, such

as a crease in a surface� ([3], page 250). Cette a�rmation est confort�ee, notamment, par les travaux de

Rademacher et de ses coauteurs cit�es pr�ec�edemment [97].

Ce ph�enom�ene vient de ce que ces ombres, appel�eesombres dures(hard shadows), engendrent des

variations trop marqu�ees dans les zones de p�enombres. Pour une sc�ene �eclair�ee par k sources id�ealis�ees, le

nombre total de niveaux possibles d'ombrage est au plus 2k alors que dans une sc�ene r�eelle les variations

dans l'intensit�e des zones de p�enombre, ont tendance �a être continues. Il est donc n�ecessaire d'avoir

recours �a des sources non id�ealis�ees qui, de par leur nature surfacique, correspondent aux �emetteurs qui

se trouvent dans la nature. Celles-ci sont �a l'origine desombres douces(soft shadows). La �gure 1.10

illustre la di��erence entre les deux types d'ombres.

Toutefois, la prise en compte des ombres douces est beaucoup plus ardue. Il est même admis que

c'est l'un des probl�emes les plus complexes en synth�ese d'images. Par exemple, Soler et Sillion �ecrivent :

� the computation of soft shadows, i.e. shadows cast by extended light sources, is one of the most di�cult

challenges in rendering for computer graphics� [108]. Cette di��erence de complexit�e vient de ce que nous

avons deux probl�emes profond�ement distincts. Dans le contexte de sources ponctuelles, d�eterminer si un

point est dans l'ombre se ram�ene �a un ensemble de requêtes de visibilit�e � point-�a-point � . Au contraire,
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Fig. 1.10 { Ces deux images ont �et�e obtenues par illumination d'un même mo d�ele. L'image de gauche est le
r�esultat de l'�eclairage par une source ponctuelle, l'ombre est donc dure. L'o mbre de droite est engendr�ee par une
source surfacique. Ces images sont extraites de [55].

pour des sources surfaciques, la question est plus subtile et meten jeu des questions de visibilit�e� surface

�a surface � qui ne sont pas encore r�esolues.

1.4 R�esum�e

La prise en compte des sources lumineuses surfaciques est n�ecessaire pour la simulation de certaines

sc�enes r�ealistes. Malheureusement, ce type d'�emetteurs pose des probl�emes th�eoriques et pratiques. Dans

le cadre de la radiosit�e, ces di�cult�es se manifestent au travers de discontinuit�es dans l'�equation de

radiosit�e, que l'algorithme a du mal �a appr�ehender. La raison en est son incapacit�e �a mod�eliser les grandes

variations sur des �el�ements du maillage. L'une des strat�egies possibles, pour r�egler ces complications, est de

d�eterminer a priori les lieux o�u se produisent ces discontinuit�es et de se baser sur ceux-ci pour construire

le maillage. L'extraction des positions de discontinuit�es repose surune caract�erisation g�eom�etrique de

celles-ci par le biais des surfaces d'�ev�enements visuels. Dans cette th�ese, nous abordons deux grandes

questions. En premier lieu, nous tâchons de fournir une r�eponse th�eorique sur la taille de l'arrangement

qui contraint le maillage de discontinuit�es. Le but est d'extraire d es surfaces d'�ev�enements visuels, un

sous-ensemble plus compact su�sant �a la synth�ese d'ombres r�ealistes.
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Chapitre 2

Probl�ematiques et contributions

2.1 �Ev�enements visuels d'ensembles convexes disjoints

Au chapitre d'introduction, nous avons soulev�e l'un des principaux probl�emes constat�es du maillage

de discontinuit�es : sa trop grande taille en m�emoire. Nous avons �egalement relev�e que, selon certains

sp�ecialistes, ce ph�enom�ene pourrait être aggrav�e, voire expliqu�e, par la pr�esence d'informations superues.

Nous nous demandons donc s'il ne serait pas possible d'adopter une d�e�nition alternative de la vue d'une

sc�ene qui aurait pour cons�equences d'engendrer des surfaces d'�ev�enements visuels en moindre quantit�e et

dont nous pourrions garantir la pertinence. Le maillage de discontinuit�es ainsi construit occuperait moins

de place.

2.1.1 Divers cadres de d�e�nitions incompatibles

Pour d�ebuter, consid�erons le cas concret d'une sc�ene compos�ee de sph�eres. L'une d'elles est une

source lumineuse. Nous souhaitons utiliser l'algorithme de radiosit�epour synth�etiser une image r�ealiste

�a partir de cette description. La premi�ere �etape est de constru ire un maillage des sph�eres, par exemple,

en calculant une triangulation de chacune de ces surfaces. Le maillage de la sc�ene est ensuite reconstruit

par l'algorithme de radiosit�e pour prendre en compte les surfaces d'�ev�enements visuels (ev et eee)

engendr�ees par lestriangles qui d�ecrivent les approximations poly�edriques des objets (lessph�eres). C'est

l'approche classique dite de maillage de discontinuit�es. D'un point de vue pratique, elle a le d�efaut de

cr�eer des subdivisions trop d�etaill�ees, qui occupent trop de place en m�emoire et qui contiennent plus

que les informations strictement n�ecessaires. Mais que se passerait-il si nous ne consid�erions que les

surfaces4 d'�ev�enements visuels engendr�ees par lessph�eres elles-mêmes ? Intuitivement, cela reviendrait

�a ne prendre en compte que les apparitions, disparitions et occultations partielles des sph�eres plutôt

que des triangles qui les composent. En particulier, en se focalisant sur la source lumineuse, les surfaces

d'�ev�enements visuels partitionneraient ainsi l'espace en trois grandes r�egions : celles depuis lesquelles il

4Nous verrons un peu plus loin que les lieux o�u se produisent des � ev�enements visuels dans une sc�ene form�ee de sph�eres
forment des surfaces.
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est possible de voir l'int�egralit�e de la source de lumi�ere, celles depuis lesquelles seulement une portion

de l'�emetteur est visible et celles o�u l'observateur est int�egralement cach�e de la source. Cette partition

correspond �a la d�e�nition classique des ombres douces engendr�ees par des sources surfaciques, c'est-�a-dire

la d�ecomposition de l'ensemble des surfaces de la sc�ene en zonesde lumi�ere (full light ), de p�enombre

(penumbra) et d' ombre (umbra) (voir �gure 2.1).

O O O

source

solp p p

q r

Fig. 2.1 { Les trois types de r�egions d'ombre. Le segment du haut est la source lumineuse alors que le triangle
O est un objet bloquant. Sur le sch�ema de gauche, le point p est dans la lumi�ere (aucun des segments entrep et
la source n'intersecte O). Au centre, il est dans l'ombre (tous les segments entre p et la source intersectent O). �A
droite, il est dans la p�enombre (le segment pq n'intersecte pas O alors que pr le fait).

Pour d�e�nir la nature des surfaces d'�ev�enements visuels dans le cas des sph�eres, int�eressons-nous aux

travaux qui portent sur la notion de vue d'une sph�ere et qui sont �a l'origine du concept d'�ev�enements

visuels. Historiquement, les �ev�enements visuels ont �et�e introduits par Koenderink et van Doorn [72, 71]

en même temps que la structure dugraphe d'aspects(aspect graph). Ce sont dans les recherches sur le

graphe d'aspects que nous trouvons l'un des probl�emes que nous traitons dans cette th�ese : l'absence d'un

cadre g�en�eral coh�erent de d�e�nition de la vue d'une sc�ene et des �ev�enements visuels qui s'y produisent.

2.1.1.1 Concept de graphe d'aspects

Commen�cons par pr�esenter la structure du graphe d'aspects. Pla�cons-nous dans le contexte de la

vision par ordinateur et abordons le probl�eme de faire reconnâ�tre unobjet O en trois dimensions par

un programme informatique. L'approche �a l'origine du graphe d'aspects est de d�e�nir une repr�esentation

� simple � de l'objet a�n de la comparer avec une base de donn�ees contenant les descriptions (suivant

la même repr�esentation) de formes identi��ees. Le but est d'�e tablir une correspondance qui permette

d'identi�er O. Le graphe d'aspects est une repr�esentation� simple � de O. Compte tenu de cet objectif,

le principe de construction du graphe d'aspects est de consid�ererun ensemble de points de vues autour

de l'objet O et d'�etablir une partition de cet ensemble en r�egions depuis lesquelles lavue de l'objet est

toujours la même. Le graphe d'aspects, en lui-même, est la structure combinatoire qui associe un sommet

�a chacune des r�egions de cette partition des points de vue et qui lie deux sommets lorsqu'ils correspondent

�a des r�egions adjacentes.

Pour faire le lien entre le graphe d'aspects et les �ev�enements visuels, il su�t de penser �a la partition

des points de vue. Les �ev�enements visuels marquent les changements structuraux dans la vue qu'un

observateur mobile a d'une sc�ene (ou d'un objet). En d'autres termes, pour� passer� d'une r�egion de la

partition des points de vue �a une autre, il faut transiter par le lieu d'un �ev�enement visuel. Il s'en suit que
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les limites entre les r�egions, de la partition de l'espace des points de vues, sont form�ees par les points (les

surfaces) o�u se produisent les �ev�enements visuels.

2.1.1.2 Deux cadres de d�e�nition : poly�edres et objets lisses

La partition de l'espace des points de vues est l'ensemble des classes de points ayant lamême vued'un

objet. Pour entrer dans les d�etails, et pr�eciser la d�e�nition d u graphe d'aspects, il faudrait �etablir ce que

nous entendons par ces notions de vue et d'�equivalence entre les vues. Malheureusement, il n'existe pas

de d�e�nition de ces concepts qui fasse abstraction de la nature des objets consid�er�es (poly�edres, objets

lisses, etc). Par cons�equent, la caract�erisation des �ev�enements visuels d�epend toujours du cadre choisi.

Pire, les d�e�nitions propos�ees dans les di��erents cadres sont incompatibles.

Poly�edres. Dans le contexte de poly�edres, Gigus et Malik [44], dont les travaux servent de base �a de

nombreux articles d'informatique graphique, d�e�nissent la vue d'un objet comme une structure com-

binatoire appel�ee graphe de structure �etiquet�ee d'image (labelled image structure graph). L'�equivalence

entre les vues est un isomorphisme entre graphes. Pour d�evelopperleur algorithme de construction du

graphe d'aspects, ils pr�esentent une description g�eom�etrique des lieux o�u se produisent les �ev�enements

visuels engendr�es par des poly�edres. Il en existe deux types :les surfaces d'�ev�enements visuelsev et les

surfaces d'�ev�enements visuelseee. Les surfacesev sont des morceaux de plan qui sont engendr�es par un

sommet et une arête (sch�ema de gauche de la �gure2.2). Quant aux surfaceseee, ce sont des morceaux

de quadriques engrendr�es par trois arêtes (sch�ema de droite de la �gure 2.2).

ve

e1

e2

e3

Fig. 2.2 { Lieux d'apparition des �ev�enements visuels de poly�edres. �A gauche, une surfaceev est la portion de
plan engendr�ee par l'arête e et le sommet v (portion gris�ee). �A droite, une surface eee. C'est une portion d'une
surface quadrique engendr�ee par trois arêtes.

Objets lisses et lisses par morceaux. Pour des surfaces lisses, la vue est d�e�nie comme une pro-

jection de l'espace ambiant vers celui des points de vues et l'�equivalence entre les vues est une paire de
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changements de coordonn�ees qui sont de classeC1 . La th�eorie des singularit�es, initi�ee par Whitney [ 122],

d�e�nit un catalogue complet des �ev�enements visuels [5, 93]. Il existe cinq types de surfaces r�egl�ees sur

lesquelles sont localis�es les �ev�enements visuels produits par des surfaces lisses [68, 98, 99] et 19 pour des

surfaces lisses par morceaux [98, 101]. Pour le cas particuliers d'objets convexes, il existe deux types de

surfaces d'�ev�enements visuels : les surfacest ++t et les surfacest +t +t . Les premi�eres sont des ensembles

de droites dans des plans tangents �a deux objets (sch�ema de gauche dela �gure 2.3) alors que les secondes

sont des ensembles de droites tangentes �a trois objets (sch�ema dedroite de la �gure 2.3).

Fig. 2.3 { Droites d'�ev�enements visuels t ++t et t +t +t . Une droite t ++t (sch�ema de gauche) est une droite
tangente aux deux objets qui est contenue dans un plan tangent commun �a ces objets. Une droite t +t +t (sch�ema
de droite) est une droite tangente �a trois objets.

Ainsi, pour r�esumer, il n'existe pas de d�e�nition de vue (et de l '�equivalence entre vues) qui ne d�epende

pas de la nature des objets consid�er�es. Ceci implique l'absenced'une caract�erisation globale des ensembles

d'�ev�evenements visuels valable pour une sc�ene compos�ee de divers types d'objets (un poly�edre et une

sph�ere, par exemple). Par contre, ils prennent sens dans les divers cadres que sont les poly�edres, les

objets lisses ou les objets lisses par morceaux.

2.1.1.3 Incompatibilit�e des surfaces d'�ev�enements visuels

En elle-même cette absence de d�e�nition g�en�erale n'est pas n�ecessairement un probl�eme. Pourtant, il

existe une raison pour être d�erang�e par ce manque d'universalit�e du cadre d'�etude : l'incompatibilit�e entre

les di��erentes d�e�nitions. Pour illustrer ce probl�eme, rev enons au cas de la sc�ene form�ee de sph�eres. Les

sph�eres, chacune d�e�nie par une unique �equation alg�ebrique, sont des objets lisses. D'apr�es la classi�cation

pour les objets lisses et convexes, mentionn�ee ci-dessus, les �ev�enements visuels se produisent sur les

surfacest ++t et t +t +t . Toutefois, suivant un angle plus pratique (par exemple, dans l'algorithme de

radiosit�e), nous souhaitons plutôt manipuler des approximations de ces sph�eres sous la forme de poly�edres.

D'apr�es la classi�cation �etablie dans ce cadre, les �ev�enements visuels apparaissent sur des surfacesev et

eee. Or, si les surfaceseee et t +t +t sont compatibles, les surfacest ++t sont en revanche beaucoup plus

restrictives que leurs homologuesev. Elles imposent une contrainte sur l'existence d'un plan bitangent

qui n'est pas pr�esente dans le cas des surfaces d'�ev�enementsev. Nous avons ainsi une divergence sur la

nature des surfaces d'�ev�enements visuels suivant que nous consid�erons des sph�eres ou des approximations

poly�edriques de ces sph�eres. C'est d'autant plus dommageable, qu'en faisant tendre les approximations

poly�edriques vers les sph�eres (en augmentant la pr�ecision du maillage), nous serions en droit d'attendre

une convergence des surfaces d'�ev�enements visuels engendr�ees par les poly�edres et celles correspondant

aux sph�eres.
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2.1. �Ev�enements visuels d'ensembles convexes disjoints

2.1.2 L'objectif d'un cadre g�en�eral et coh�erent

Nous venons de voir que les �ev�enements visuels ne sont pas d�e�nisdans un cadre g�en�eral qui engloberait

� tous les objets� . De surcrô�t, il y a une absence de passerelles entre di��erents contextes qui sont pourtant

compl�ementaires. Ceci nous pose probl�eme lorsque nous consid�erons des sph�eres. Même en augmentant la

pr�ecision du maillage d'une sph�ere pour le faire tendre vers la solution de l'�equation alg�ebrique qui d�ecrit

la sph�ere, les surfaces d'�ev�enements visuels divergent. Nous souhaiterions d�e�nir un cadre qui permette de

cr�eer le lien entre notre mod�ele th�eorique � id�eal � (la sc�ene de sph�eres) et son approximation� pratique �

(la sc�ene de poly�edres qui forment des maillages des sph�eres).

Plus g�en�eralement, un objectif vers lequel il serait souhaitable de tendre est une uni�cation des cadres

d'�etude a�n d'obtenir un lien incontestable entre mod�eles th� eoriques continus et repr�esentations pratiques

discr�etes. C'est un objectif �a long terme qui n'est pas propre au traitement des �ev�enements visuels.

N�eanmoins, dans la probl�ematique des �ev�enements visuels, nous souhaiterions arriver �a une formulation

qui ne d�epende plus de la classe des objets consid�er�es mais, plutôt, �a une d�e�nition sur des objets g�en�eraux.

Du moins, dans un premier temps, nous voudrions obtenir une d�e�nition qui permette un passage entre

les descriptions continues et discr�etes.

2.1.3 Approche

A�n de cr�eer un premier lien entre �ev�enements visuels d'obj ets continus et discrets, nous avons choisi

de nous placer dans le cadre d'ensembles d'objets convexes et disjoints de R3. Nous justi�ons le choix

des objets convexes et disjoints par trois grandes raisons. Premi�erement, il ne faut pas s'en cacher, les

objets convexes et disjoints sont plus simples �a appr�ehender que des objets plus g�en�eraux. Pour illustrer

ceci, il su�t de se r�ef�erer �a la classi�cation des �ev�enemen ts visuels d'objets lisses par morceaux. Pour des

objets lisses par morceaux� quelconques� (en r�ealit�e, certaines contraintes sont ajout�ees sur ces objets),

il y a 19 types d'�ev�enements visuels alors que ce nombre chute �a2 lorsque la contrainte de convexit�e

est ajout�ee. Deuxi�emement, un certain nombre d'objets g�en�e raux peuvent être d�ecompos�es au moyen

de convexes non disjoints (en graphisme, par exemple, les maillages volumiques de tous types d'objets).

Nous esp�erons donc qu'une meilleure compr�ehension du cas des ensembles convexes et disjoints sera une

�etape vers la prise en compte des objets convexesnon disjoints puis, �a terme, si les r�esultats obtenus

sont satisfaisants, des objets g�en�eraux. Finalement, le contextedes objets convexes a une intersection

non vide avec les di��erents cadres de description des �ev�enements visuels sans, pour autant, être contenu

proprement dans aucun. En e�et, l'exemple de la sph�ere le montrebien. Une sph�ere n'est pas un poly�edre

mais son approximation (qui est �egalement convexe) l'est. De même cette approximation poly�edrique ne

rentre pas dans la classi�cation des objets lisses par morceaux5 alors que la sph�ere y trouve sa place. Ce

serait donc bien un premier lien entre cadres continus et discrets.

5Les contraintes qui permettent de poser le cadre des objets liss es par morceaux sont trop contraignantes [ 102]. De toute
mani�ere, nous souhaiterions traiter les approximations poly� edriques d'objets lisses ind�ependamment de leurs maillages et,
en particulier, sans tenir compte du nombre de sommets. Or, la not ion de stabilit�e dans le cas des objets lisses par morceaux
repose justement sur la prise en compte des singularit�es (donc des sommets) dans les contours apparents.
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2.1.4 Caract�erisation g�eom�etrique des lieux d'�ev�enements v isuels

Au chapitre 4, nous proposons une d�e�nition de la vue d'une sc�ene form�ee d'ensembles convexes et

disjoints de R3 ainsi qu'une formulation de l'�equivalence entre les vues. Ces propositions mettent l'accent

sur la prise en compte des contours visibles des objets et sont coh�erentes avec notre envie de traduire

les apparitions, disparitions et occultations partielles d'objets convexes. Ensuite, nous d�emontrons une

caract�erisation g�eom�etrique des lieux o�u se produisent ces �ev�enements visuels : les points qui appartiennent

�a des droites tangentes �a deux objets dans un plan support commun �a ceux-ci (droites t ++t ) ou qui se

trouvent sur des droites tangentes �a trois objets (droites t +t +t ). De plus, nous d�emontrons, ce qui est

pr�ef�erable pour certaines applications, que l'ensemble des lieux d'�ev�enements visuels, c'est-�a-dire des

positions o�u se produisent des changements qualitatifs dans la vued'un observateur mobile, est nulle part

dense. Notons que dans l'id�eal, il serait souhaitable de d�emontrer que ces lieux forment des surfaces (plus

pr�ecis�ement, des unions d�enombrables de surfaces) car cela permettrait de garantir une probabilit�e nulle

de choisir al�eatoirement un point de vue instable. Nous n'y arrivons pasdans le cas g�en�eral mais nous

franchissons une premi�ere �etape dans cette direction. Finalement, remarquons que les lieux d'�ev�enements

visuels sont des surfaces pour les poly�edres alors que la question est ouvert pour les objets lisses.

2.1.5 Int�erêt des r�esultats

Ces r�esultats sont les premiers �a �etablir un lien clair, dans l' �etude des �ev�enements visuels, entre le

contexte discret (des poly�edres) et le contexte continu (des objets lisses par morceaux). Ils posent les

bases de r�esultats de passage �a la limite6. C'est int�eressant dans la mesure o�u il existe des implications

dans des travaux de recherche actuels. Par exemple, la structuredu squelette de visibilit�e introduite par

Durand, Drettakis et Puech [33, 35] pour encoder les surfaces d'�ev�enements visuels, peut se d�e�nir sur

des poly�edres (le cadre originel de sa d�e�nition) ou sur des sph�eres. La question est alors de savoir si

en approximant de plus en plus �nement les sph�eres par des poly�edres, nous obtenons un squelette de

visiblit�e de poly�edres qui tend vers celui calcul�e sur les sph�eres. R�eciproquement, est-ce que les r�esultats

th�eoriques qui font �etat d'une complexit�e lin�eaire pour la tail le du squelette dans le cas de sph�eres [26]

sont utilisables dans le cas des poly�edres.

Un autre int�erêt de nos r�esultats r�eside dans leur compatibilit �e avec les cadres plus restrictifs, mais ha-

bituels, de d�e�nition des �ev�enements visuels. En e�et, pou r des poly�edres convexes et disjoints, la d�e�nition

des �ev�enements visuelsev et eee par Gigus et Malik se retrouve dans nos r�esultats en consid�erant chacune

des faces des poly�edres comme des objets propres. Au fond, cela n'est pas �etonnant puisque nos r�esultats

rel�event d'une compr�ehension des faces comme d�e�nissant un objet (un ensemble de faces prises comme

un tout), alors que Gigus et Malik travaillent sur une intuition, au de meurant puissante, des interactions

entre des� soupes� de polygones. De même, notre formulation des �ev�enements visuels, notamment pour

les sph�eres, est compatible avec le cas des objets convexes et lisses par morceaux (o�u les �ev�enements

visuels sont �egalement lest ++t et les t +t +t ).

6Ces r�esultats ne sont pas pr�esent�es dans cette th�ese.
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2.2 Complexit�e des limites d'ombres

Pour notre seconde probl�ematique, nous partons d'un constat simple : le manque d'e�cacit�e constat�e

du maillage de discontinuit�es ne peut être ni in�rm�e ni corrobor� e par des r�esultats th�eoriques existants. En

particulier, rien ne nous permet d'�etablir un lien entre l'ine �cacit�e pratique et une complexit�e intrins�eque

trop importante. Dans le cadre de notre premi�ere probl�ematique, nous avons r�e�echi �a une formulation de

la vue d'une sc�ene qui correspondrait avec la d�e�nition classique des ombres engendr�ees par des sources

surfaciques : la d�ecomposition en zones de lumi�ere, de p�enombreet d'ombre. Ici, nous choisissons de

travailler sur l'arrangement des limites entre ces trois types der�egions. Nous pensons que cet ensemble

de courbes forme une ossature pertinente du maillage de discontinuit�es.

Pour justi�er le besoin d'une �etude th�eorique, consid�erons un e sc�ene compos�ee d'objets poly�edriques

de R3 de complexit�e totale n. L'un de ces objets est une source lumineuse qui �eclaire un plan repr�esentant

le sol (�gure 2.4). Les autres poly�edres jouent le rôle d'obstacles et engendrent des ombres sur ce plan.

Dans ce mod�ele, le nombre de surfaces d'�ev�enements visuelst ++t est au pire O(n2) alors que celui de

surfacest +t +t est O(n3). Par cons�equent, la taille du maillage de discontinuit�es dans le plan du sol est

dans le cas le pire :O(n6) puisque la taille d'un arrangement de k courbes de complexit�e constante est

au pire O(k2). Cette complexit�e est r�edhibitoire pour une utilisation prat ique mais rel�eve d'une analyse

triviale qui ne tient pas compte de la nature particuli�ere de la source lumineuse ni des di��erentes limites

entre les r�egions.

Fig. 2.4 { Image d'une sc�ene compos�ee de poly�edres dont l'un (en blanc) est une source lumineuse. Cette sc�ene
projette des ombres sur un plan repr�esentant le sol.

Notre objectif est donc de pr�esenter une analyse th�eorique du maillage de discontinuit�es. En particulier,

nous souhaitons �etablir des bornes de complexit�e concernant la taille de cette structure. L'existence de

bornes de faible complexit�e pourrait l�egitimer cette structure et motiver des recherches nouvelles �a son

sujet. �A l'oppos�e, des bornes de forte complexit�e seraient des signes, voire des preuves, de son inad�equation

avec la r�esolution pratique de la synth�ese d'ombres.
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2.2.1 Mod�eles de sc�enes

Reprenons la description de la sc�ene pr�ec�edente et d�etaillons la un petit peu. Nous nous pla�cons dans

le cadre de poly�edres convexes deR3 o�u certains objets jouent le rôle de sources lumineuses et d'autres

d'obstacles. Les ombres sont projet�ees sur un plan (qui symbolise le sol et qui, par facilit�e, est identi��e

avec le planxOz du rep�ere canonique de l'espace euclidien de dimension 3). Un pointest dans lalumi�ere

(full light ) si aucun des segments qui le lient �a un point d'une source lumineuse n'intersecte d'obstacle de

la sc�ene (sch�ema de gauche de la �gure2.1). �A l'oppos�e, il est dans l' ombre (umbra)7 si tous les segments

attach�es �a des points de surfaces lumineuses intersectent un obstacle (sch�ema central de la �gure 2.1).

Finalement, un point est dans la p�enombre (penumbra) s'il n'est ni dans l'ombre, ni dans la lumi�ere,

c'est-�a-dire qu'il existe deux points de surfaces lumineusesqui engendrent avec ce point un segment qui

n'intersecte l'int�erieur d'aucun bloqueur et un segment bloqu�e par un obstacle (sch�ema de droite de la

�gure 2.1).

2.2.2 R�esultats obtenus

Nous consid�erons di��erents types de sc�enes, en commen�cant par les situations les plus simples a�n de

roder notre intuition. Premi�erement, nous prenons le cas d'une sc�ene form�ee de k poly�edres convexes et

illumin�ee par un segment lumineux. Ensuite, nous consid�erons une sc�ene contenantk poly�edres convexes

qui peuvent tous être des sources lumineuses (le cas o�u lesk poly�edres seraient des sources lumineuses

n'est pas int�eressant car il n'y aurait pas d'ombre). �A chaque fois, la complexit�e totale des poly�edres est

n. Nous d�emontrons les bornes sup�erieures, sur la complexit�e descomposantes connexes d'ombres, ainsi

que les bornes inf�erieures, sur le nombre maximum de composantes connexes d'ombre, qui sont r�esum�ees

dans le tableau2.1.

Type de sc�ene Minoration Majoration

Segment lumineux
2 triangles disjoints 4 O(1)

2 poly�edres convexes, �epais et disjoints 
( n) O(n)
k poly�edres convexes et disjoints 
( nk2 + k4) O(nk3)

k poly�edres convexes 
( nk2 + k4) O(n2k2)

Source(s) polygonale(s) Source unique O(k) sources
k poly�edres convexes 
( n2k3 + nk5) O(n3k3)

Tab. 2.1 { Bornes inf�erieures sur le nombre maximum de composantes connexes et bornes sup�erieures sur la
complexit�e des ombres projet�ees sur un plan par un segment lumineux ou des sources polygonales en pr�esence
de k poly�edres convexes de complexit�e totale O(n). Rappelons qu'un poly�edre est � -�epais si le rapport entre le
rayon de la petite sph�ere englobante et celui de la plus grande sph�ere inscrite dans l'objet est major�e par � .

De plus, bien que le calcul des limites� ombre-p�enombre � soit beaucoup plus complexes que celui des

fronti�eres entre p�enombre et lumi�ere, nous prouvons �egalement des bornes sur la complexit�e des r�egions

de p�enombre. Ces r�esultats sont pr�esent�es au tableau 2.2.

7Remarquons que le terme ombre est le même que celui employ�e pou r traduire shadow. Or, l'ombre ( shadow) est l'union
de la p�enombre et de l'ombre ( umbra ). Nous tâcherons de faire en sorte que l'utilisation du mot omb re soit toujours claire.
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Sources lumineuses Borne inf�erieure Borne sup�erieure

O(1) poly�edres convexes de taillem 
( n� (k) + km + k2) O(n� (k) + km� (k) + k2)
O(k) poly�edres convexes de taille totaleO(n) 
( nk + k4) O(nk� (k) + k4)

Tab. 2.2 { Bornes sur la complexit�e de l'union des r�egions d'ombre et de p�enombre pro jet�ees sur un plan par un
ensemble dek poly�edres convexes dont certains sont des sources lumineuses.

2.2.3 Int�erêt des r�esultats

Ces r�esultats sont les premiers �a faire intervenir, dans les bornes de complexit�e sur le maillage de

discontinuit�es, le nombre d'objets k ainsi que la complexit�e n des poly�edres. Ils montrent, comme nous

pouvions le penser, que la complexit�e du maillage de discontinuit�es est moindre lorsque l'on tire partie

des structures qui lient les faces des poly�edres de la sc�ene (plutôt que de consid�erer les faces s�epar�ement).

De plus, les bornes inf�erieures que nous d�emontrons ne sont ni triviales ni intuitives. En particulier, le cas

des quatre composantes connexes d'ombre pour deux triangles �eclair�es par un segment lumineux est un

exemple de r�esultat qui peut sembler surprenant. Cela traduit le fait que notre intuition (encore moins,

notre compr�ehension) du probl�eme n'est vraiment pas excellente.

Finalement, sous l'hypoth�ese que la structure n'aurait un int�e rêt que si sa complexit�e dans le pire

des cas �etait au plus quadratique, nos r�esultats con�rmeraient que le maillage de discontinuit�es est une

structure trop lourde pour avoir un int�erêt pratique. Y compris e n restreignant son ossature aux limites

� ombre-p�enombre � et � lumi�ere-p�enombre � . Toutefois, comme souvent avec les bornes de complexit�e

th�eorique dans le pire des cas, nous ne pouvons pas a�rmer que la technique du maillage de discontinuit�es

soit inexploitable en pratique. Malgr�e sa complexit�e th�eorique ap parente. C'est d'autant plus vrai que les

outils que nous utilisons pour d�emontrer les bornes th�eoriques nesont pas forc�ement optimaux et que les

bornes inf�erieures que nous construisons sont g�en�eralement pathologiques.

2.3 Calcul des limites d'ombres

Reprenons les deux premi�eres probl�ematiques que nous avons abord�ees. En premier lieu, nous avons

construit une d�e�nition de la vue d'une sc�ene qui est coh�eren te avec la d�ecomposition en r�egions de

lumi�ere, p�enombre et ombre. Pour cette notion de vue, nous avons �etabli une caract�erisation g�eom�etrique

des lieux d'�ev�enements visuels. Ceci �etant, nous n'avons pas propos�e de moyen d'extraire les limites

� lumi�ere-p�enombre � et � ombre-p�enombre � �a partir de l'ensemble des lieux d'�ev�enements visuels. D'o�u

cette premi�ere question :

Question { Comment �etablir le lien entre �ev�enements visuels et les ty pes de limites d'ombres ?

Dans un second temps, nous nous sommes bas�es sur l'id�ee que les limites � lumi�ere-p�enombre � et

� ombre-p�enombre � jouaient un rôle crucial dans la construction des ombres. Mais :

Question { Les limites � ombre-p�enombre � et � lumi�ere-p�enombre � su�sent-elles �a synth�etiser

des ombres convaincantes ?
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Finalement, comme nous l'avons remarqu�e, les bornes th�eoriques obtenues dans le pire des cas ne sont

pas su�santes pour rejeter la validit�e du maillage de discontinuit �es. Malgr�e ces nouvelles pr�esomptions,

de la complexit�e intrins�eque de la m�ethode du maillage de discontinuit�es, nous devons pousser plus en

avant notre analyse pour atteindre notre objectif original. Il serait int �eressant d'�etablir une analyse en

moyenne de la complexit�e du maillage de discontinuit�es. Malheureusement, ces travaux sont beaucoup

plus compliqu�es �a mener que ceux dans le pire des cas. D'autant plus que faire une analyse en moyenne

n�ecessite d'être capable de d�e�nir un mod�ele al�eatoire d�ec rivant les donn�ees du probl�eme, c'est-�a-dire les

sc�enes typiquement trait�ees dans le cas du maillage de discontinuit�es. Or, la construction d'un mod�ele

al�eatoire de sc�enes r�eelles est un probl�eme non r�esolu du domaine de la synth�ese d'images (cf., par exemple,

[16]). D'o�u cette derni�ere question :

Question { Une analyse exp�erimentale de la taille de l'arrangement des limites d'ombres

con�rmerait-elle les r�esultats th�eoriques ?

2.3.1 Construction de l'ossature du maillage de discontinuit�es

Durand, Drettakis et Puech [33, 34] proposent d'utiliser le squelette de visibilit�e pour l'extr action des

courbes de discontinuit�es d'une sc�ene compos�ee de poly�edres. Leur approche sou�re d'un coût en temps

de calcul et en taille m�emoire ainsi que d'une sensibilit�e aux impr�ecisions num�eriques qui la rendent

inutilisable en pratique. Par exemple, ils rapportent, au sujet del'utilisation du squelette de visibilit�e en

radiosit�e, que � two major limitations of this work can be identi�ed, the �rst i s high memory consumption

and the second is numerical robustness problems of the algorithm used � ([34], page 34). Pour autant, des

travaux r�ecents permettent de nuancer ce propos. Notamment, Goaoc a propos�e un algorithme de calcul

du squelette de visibilit�e qui op�ere en temps O(n2k2 logn) [49] dans le cas d'une sc�ene de complexit�en

form�ee par k poly�edres convexes disjoints. Les travaux de Br•onnimann et ses coauteurs [14] peuvent servir

�a l'�etendre aux poly�edres convexes non disjoints. Cet algorithme (en tout cas le balayage de l'espace pour

extraire les n�uds du squelette) a �et�e impl�ement�e par Zhang et ses coauteurs [129]. Ils obtiennent une

v�eri�cation exp�erimentale de la borne sup�erieure en O(n2k2 logn) pour l'�enum�eration de certains n�uds

du squelette par l'algorithme propos�e par Br•onnimann et al.

2.3.2 Approche

Dans ce chapitre, nous nous pla�cons dans le cadre de sc�enes form�ees de poly�edres convexes et disjoints

de R3 qui projettent des ombres sur un plan repr�esentant le sol (�gure 2.4, page21). Le c�ur de notre

approche est de restreindre les courbes qui contraignent la construction du maillage de discontinuit�es aux

limites entre les trois grands types de zones ombr�ees (ombre, p�enombre et lumi�ere). Dans un premier

temps, nous d�emontrons qu'un sous-ensemble du squelette de visibilit�e de Durand, Drettakis et Puech est

su�sant pour localiser ces courbes. Pour cela, nous caract�erisons un ensemble de conditions n�ecessaires

pour qu'une courbe soit une limite� lumi�ere-p�enombre � ou une limite � ombre-p�enombre � . Ensuite, nous

proposons une m�ethode pour extraire un ensemble de courbes qui contient les limites entre les r�egions

ombr�ees. Finalement, nous pr�esentons une validation exp�erimentale de notre approche.
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2.3.3 R�esultats obtenus

Pour des sc�enes al�eatoires, le nombre de n�uds dans le squelette de visibilit�e que nous construi-

sons est largement inf�erieur �a celui des n�uds qui forment le squelette de Durand, Drettakis et Puech

(jusqu'�a 80%). De plus, la quantit�e de courbes que nous en extrayons pour contraindre le maillage de

discontinuit�es est fortement moindre que celle utilis�ee dans l'approche classique du maillage de disconti-

nuit�es. Finalement, les premi�eres images que nous produisons laissent entrevoir des r�esultats visuellement

int�eressant.

Nous pensons que nos travaux apportent une premi�ere r�eponse �a une remarque faite par Sillion et

Puech en 1996 :� although the essence of the algorithm is fairly simple, the complexity of the calculation

often renders discontinuity meshing prohibitively expensive to use. In practice critical surfaces and curves

should only be computed for a small number of signi�cant events. Since there is no way to determine

automatically whether the discontinuity associated with a given critical line will be visible in the rendered

image, heuristics can be based on the predicted order of the discontinuities (favoring D 0 and D 1 discon-

tinuities) and on the strength of the light source� Sillion et Puech ([107], page 125) en caract�erisant

certaines discontinuit�es (les limites entre les r�egions d'ombre, p�enombre et lumi�ere) qui jouent un rôle

dans l'image �nale.
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Chapitre 3

�Etat de l'art

Les �ev�enements visuels sont le �l conducteur de ce chapitre. Tout d'abord, nous nous int�eressons au

graphe d'aspects qui est le cadre dans lequel ils sont apparus et dans lequel ils ont �et�e abondamment

�etudi�es. Ensuite, nous pr�esentons certaines structures informatiques qui visent �a encoder les surfaces

d'�ev�enements visuels d'une sc�ene. En particulier, nous �etudions le squelette de visibilit�e. Finalement,

nous nous focalisons sur le rôle des surfaces d'�ev�enements visuels dans les probl�ematiques li�ees �a la

synth�ese d'ombres.

3.1 Graphe d'aspects

3.1.1 Caract�eristiques fondamentales

Dans le contexte de la reconnaissance d'objets, l'objectif du graphe d'aspects est de proposer une

repr�esentation synth�etique des di��erentes vues, appel�ee s aspects(aspects), d'un objet �a classi�er. Prenons

un objet en trois dimensions. Construire le graphe d'aspects revient �a partitionner l'espace qui entoure

l'objet en r�egions maximales depuis lesquelles la vue de celui-ci reste la même.�A chaque r�egion de l'espace

partitionn�e, le graphe d'aspects associe un sommet et une repr�esentation de la vue commune aux points

de la r�egion. Les sommets de r�egions limitrophes sont li�es par une arête du graphe d'aspects. Ces liens

sont appel�es �ev�enements visuels (visual events) et correspondent �a des changements structurels entre

deux vues d'un même objet.

Cette esquisse du graphe d'aspects repose sur trois impr�ecisions. Premi�erement, nous n'avons pas

d�etaill�e ce que nous entendions par � l'espace des points de vue qui entoure l'objet� . Ensuite, nous ne

sp�eci�ons pas formellement ce qu'est la vue d'un objet. Finalement, nous ne posons pas de d�e�nition de

l'�equivalence entre deux vues. Pour d�e�nir et manipuler le grap he d'aspects, il est n�ecessaire de combler

ces lacunes. De plus, il est int�eressant, voire indispensable,de d�eterminer les types d'�ev�enements visuels

qui apparaissent dans le graphe d'aspects et de caract�eriser les lieux o�u ils se produisent dans l'espace

des points de vue.
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En vision par ordinateur, il existe deux principaux (mais pas uniques) espaces de d�eplacement autour

des objets �a classi�er. Le premier, le plus simple �a manipuler, est une sph�ere qui englobe l'objet. Les

points de vue se situent �a la surface de cette sph�ere. L'objet est projet�e sur un plan qui passe par le

point de vue et dont la normale correspond �a la direction form�ee par ce point de vue et le centre de

la sph�ere. C'est la projection orthographique (orthographic projection). Le second espace de d�eplacement

est l'ensemble des points r�eels (priv�e de l'objet). Intuiti vement, le point de vue se trouve n'importe o�u

autour de l'objet. L'objet est projet�e �a la surface d'une sph�ere imaginaire qui englobe le point de vue et

le s�epare strictement de l'objet. C'est la projection perspective (perspective projection).

3.1.2 Poly�edres

Comme nous l'avons dit, d�e�nir le graphe d'aspects c'est poser une d�e�nition de la notion de vue

d'un objet et de l'�equivalence entre les vues. Nous suivons ici cesch�ema. Ensuite, nous nous int�eressons

aux �ev�enements visuels. Nous pr�esentons les di��erents types de surfaces d'�ev�enements introduits par

Gigus et Malik [44] puis nous introduisons les r�esultats de de Berg et ses coauteurs[78] concernant des

bornes th�eoriques sur la complexit�e du graphe d'aspects. Finalement, nous abordons l'algorithmique de

construction du graphe d'aspects.

Vue. La m�ethode la plus courante, dixit Bowyer et Dyer dans [12], pour d�e�nir la vue en deux di-

mensions d'un poly�edre est de recourir augraphe de structure d'image(image structure graph). Pour

construire une repr�esentation de l'aspect d'un objet depuis un point p, il su�t de d�eterminer l'arrange-

ment des arêtes de l'objet visibles depuis ce point en respectant la projection li�ee �a l'espace des points

de vues. Le graphe de structure d'image est la structure combinatoireassoci�ee �a cet arrangement. Re-

marquons qu'il est courant d'appeler les sommets de l'arrangement, dont le degr�e est sup�erieur ou �egal �a

deux, desjonctions (junctions). Les sch�emas de la �gure 3.1 repr�esentent un objet (sch�ema de gauche)

dont le graphe de structure d'image est celui indiqu�e sur le sch�ema central quand l'objet est consid�er�e

opaque et celui sur le sch�ema de droite quand il est transparent.

Fig. 3.1 { La �gure de gauche montre un objet. Le sch�ema central est le graphe de struc ture d'image associ�e
�a l'aspect de l'objet consid�er�e opaque alors que le sch�ema de droite montre un encodage de l'aspect de l'objet
transparent.

En pratique, il est possible d'augmenter le graphe de structure en ajoutant des �etiquettes aux sommets

ou aux arcs. Par exemple, Gigus et Malik [44] ajoutent un marqueur aux arcs de leur graphe pour indiquer
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si l'arête associ�ee est �a une jonction convexe ou concave entre deux faces de l'objet vu depuisp.

�Equivalence de vues. �Evaluer l'�equivalence entre deux vues revient �a comparer deux graphes de

structure d'image. Cette op�eration est purement combinatoire et correspond �a d�ecider de l'existence d'un

isomorphisme entre deux graphes �etiquet�es8. Ainsi, dans le contexte de poly�edres, la vue d'un objet

depuis un point donn�e de l'espace, tout comme l'�equivalence entre les vues, repose sur des consid�erations

combinatoires.

�Ev�enements visuels. Au travers de leur recherche d'un algorithme pour le calcul du graphe d'aspects

de poly�edres, Gigus et Malik [44] introduisent les deux types de surfaces d'�ev�enements visuels du cas

poly�edrique : les surfacesev et eee. Une surfaceev est une portion de plan engendr�e par une arêtee et

un sommet v (sch�ema de gauche de la �gure3.2) alors qu'une surfaceeee est un morceau de quadrique

qui repose sur les trois arêtese1, e2 et e3 (sch�ema de droite de la �gure 3.2). Plus formellement, une

surfaceev, not�ee he; vi , engendr�ee (generated) par une arête e et un sommet v, est l'ensemble des points

qui se trouvent de part et d'autre de e et v sur une droite transversale �a e et qui passe parv. Une surface

eee, not�ee he1; e2; e3i , engendr�ee par les arêtese1, e2 et e3 est l'ensemble des points qui se trouvent sur

des droites transversales aux arêtese1, e2 et e3 sans être entre les arêtes.

ve

e1

e2

e3

Fig. 3.2 { Lieux d'apparition des �ev�enements visuels de poly�edres. �A gauche, une surfaceev est la portion de
plan engendr�ee par l'arête e et le sommet v (portion gris�ee). �A droite, une surface eee engendr�ee par les arêtes
e1 , e2 et e3 . C'est une portion d'une surface quadrique engendr�ee par trois arêtes.

Complexit�e du graphe d'aspects. Le nombre de surfaces d'�ev�enemenseee est major�e par O(n3)

alors que celui des surfacesev l'est par O(n2). La complexit�e, dans le pire des cas, d'un arrangement

de n arcs de courbes coniques estO(n2) alors que celle d'un arrangement den morceaux de surfaces

quadriques estO(n3). Par cons�equent, des bornes simples concernant la complexit�e,dans le pire des

8Le prob�eme d'isomorphisme entre deux graphes non �etiquet�es reste ouvert en th�eorie de la complexit�e : personne ne sait
dire s'il appartient �a la classe p ni même s'il est np-complet . Quand les graphes sont �etiquet�es, cette question est d�ec idable
en temps polynomial.
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cas, du graphe d'aspects d'un poly�edre de complexit�en sont respectivementO(n6) et O(n9) pour les

projections orthographique et perspective.

Les travaux de de Berg et de ses coauteurs [78] partent de l'id�ee selon laquelle toutes les surfaces

d'�ev�enements eee engendr�ees par une �enum�eration compl�ete des triplets d'arêt es ne participent pas �a la

partition de l'espace des points de vue. La borneO(n3) sur le nombre de surfaceseee serait pessimiste. De

plus, deux surfaces d'�ev�enementseee � valides � ne s'intersectent pas n�ecessairement. Les bornesO(n2)

et O(n3) sur la complexit�e de l'arrangement seraient inappropri�ees dans ce cas. En e�et, ils obtiennent

les bornes sup�erieures, pour la complexit�e dans le pire des cas,O(n4k2) et O(n6k3) pour les projections

orthographique et perspective quand les sc�enes consid�er�ees sont form�ees de k poly�edres convexes de

complexit�e totale n. Ces bornes, comme l'ont d�emontr�e Aronov et ses coauteurs [6], sont e�ectivement

atteintes.

Approches algorithmiques. Gigus et Malik [44], puis Gigus, Canny et Seidel [43], sugg�erent d'�enum�e-

rer les courbes d'�ev�enements visuels, sur la sph�ere des directions, engendr�ees par les paires arêtes-sommets

(ev ) et les tripets d'arêtes (eee) de l'objet poly�edrique. Puis, ils proposent de construire l'arrangement

de ces courbes et, �nalement, de d�eterminer un repr�esentant pour chacune de ses cellules. La di��erence

principale entre les deux approches est dans la gestion des occlusions. Gigus et Malik font abstraction

de celles-ci pour construire une premi�ere version de l'arrangement sur la sph�ere des directions. Ensuite,

l'arrangement est simpli��e et les arêtes inconsistantes sont retir�ees. Gigus, Canny et Seidel ne prennent

que les courbes correctes pour la construction de l'arrangement et �evitent ainsi l'�etape de simpli�cation.

3.1.3 Ensembles lisses et lisses par morceaux

Une fois encore nous nous int�eressons �a la notion de vue et �a celle d'�equivalence entre les vues. Puis,

nous nous concentrons sur les �ev�enements visuels.

Vue et �equivalence. Le cadre des ensembles lisses et, plus g�en�eralement, des ensembles lisses par

morceaux est plus compliqu�e. La vue d'un objet en un point p se d�e�nit comme la projection � p qui

associe �a tout point q de l'objet, la direction qui passe par p et q. Deux vues f et g d�e�nies par des

projections sont �equivalentes s'il existe un couple de changements de coordonn�eesh et k de classeC1

telles que :

h � f = g � k:

De mani�ere intuitive cela revient �a dire que deux vues en p et q sont �equivalentes s'il est possible, en

appliquant des modi�cations C1 �a l'objet et �a sa projection en p d'obtenir la même projection qu'au

point q.

Th�eorie des singularit�es. Le contour d'un objet lisse vu depuis un point quelconque est une courbe, du

plan ou de la sph�ere des directions, qui peut, comme toute autre courbe planaire, contenir des singularit�es.

Pour certains objets lisses9, la th�eorie des singularit�es, initi�ee par Whitney [ 122], d�ecrit les singularit�es

9La th�eorie des singularit�es restreint son �etude aux projectio ns qui v�eri�e certaines conditions de g�en�ericit�e.
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qui peuvent survenir sur le contour d'un objet vu depuis un point et �etudie l'impact du d�eplacement

de ce point de vue sur cette courbe [117, 5]. En particulier, une combinaison de travaux de Whitney

[122] et de Mather [80] permet d'�etablir la stabilit�e du contour d'un objet lisse pour pratiquement tous

les points de vue. Un r�esultat similaire peut être �etabli sur la stabilit�e des contours de certains objets

lisses par morceaux, notamment, grâce aux travaux de Rieger [102] qui montrent que l'ensemble des

points de vue instables est �egalement de mesure nulle. Pour conclure ce bref paragraphe, notons que

les objets alg�ebriques lisses par morceaux n'entrent pas tous dans le cadre des r�esultats de la th�eorie

des singularit�es car ils ne v�eri�ent pas les conditions de d�e�ni tion de la th�eorie : � il existe des sous-

espaces ouverts et denses de l'espace des surfaces alg�ebriques de faible degr�e pour lesquels la condition

de projection-g�en�ericit�e est fausse � ([87], page 70). La validit�e des r�esultats ne peut être obtenue qu'en

imposant des contraintes tr�es restrictives sur ces objets.

�Ev�enements visuels. Dans ces deux cadres, des classi�cations des lieux d'�ev�enements visuels ont �et�e

�etablies. Il existe cinq types de surfaces r�egl�ees sur lesquelles sont localis�es les �ev�enements visuels produits

par des surfaces lisses [68, 98, 99] et 19 pour des surfaces lisses par morceaux [98, 102]. Toutefois, il est �a

Fig. 3.3 { Droites d'�ev�enements visuels t ++t et t +t +t .

noter que ce nombre d'�ev�enements visuels chute �a deux pour des convexes lisses par morceaux. Ceux-ci

se produisent lorsque le point d'observation se trouve sur une droite t ++t ou une droite t +t +t . Suivant

la terminologie adopt�ee dans l'article [90], cela revient �a dire que les �ev�enements visuelst ++t ont lieu

quand l'observateur se place sur une droite tangente �a deux objets convexes et contenue dans un plan qui

leur est support (voir �gure 3.3) ou d�es que l'observateur est sur une droite tangente �a trois objets. Ce

cas est celui des �ev�enementst +t +t (voir �gure 3.3). Il est �evident qu'il apparâ�t ici une grande similitude

avec le cas des poly�edres expos�e pr�ec�edemment puisque les �ev�enements t +t +t correspondent auxeee.

En revanche, il n'y a pas de r�eelle �equivalence : lest ++t sont des cas particuliers desev. Ils imposent

l'existence d'un plan bitangent suppl�ementaire.

Complexit�e et approches algorithmiques. Pour le cas d'un objet lisse d�e�ni par une �equation

alg�ebrique implicite et observ�e sous la projection orthographique, Petitjean, Ponce et Kriegman [90,

86] proposent un algorithme num�erique de construction du graphe d'aspects similaire �a celui de Gigus

et Malik. Ils d�eterminent les �equations alg�ebriques des courbes d'�ev�enements visuels sur la sph�ere des

directions, calculent l'arrangement de ces courbes et� �elisent � un repr�esentant de la vue dans chacune des

cellules. En utilisant une approche symbolique, Rieger [101] reprend le cas de la projection orthographique

et l'�etend �a la projection perspective. Pour la projection ort hographique et des objets lisses d�e�nis par des
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surfaces alg�ebriquesparam�etr�ees , Ponce et Kriegman [96] impl�ementent un algorithme num�erique alors

que Rieger propose une m�ethode symbolique [100]. En ce qui concerne le nombre d'aspects distincts d'un

objet alg�ebrique et lisse par morceaux form�e den surfaces de degr�e major�e par� , Petitjean d�emontre les

bornesO(n12� 12) pour la projection orthographique et O(n18� 18) pour la projection perspective [88, 89].

Notons �nalement, que Kriegman et Ponce [73] et Eggert and Bowyer [39] ont �elabor�e des m�ethodes de

calcul du graphe d'aspects pour des solides de r�evolution vus suivantune projection orthographique et

que Eggert [38] a �etendu leur travail �a la projection perspective.

3.2 Squelette de visibilit�e

Le graphe d'aspects est un outil pour la r�esolution du probl�eme de classi�cation d'objets. Il fait

intervenir la partition de l'espace en r�egion ayant la même vue. Dans les cas des poly�edres ou des objets

lisses et lisses par morceaux, dont nous venons de parler, les limites entre les r�egions distinctes sont des

surfaces compos�ees de droites : des morceaux de plans et de surfaces r�egl�ees. Plantinga et Dyer [ 92] furent

les premiers �a proposer une structure pouvant encoder toutes cessurfaces r�egl�ees. Une autre approche

est le squelette de visibilit�e (visibility skeleton) introduit par Durand, Drettakis et Puech [ 33].

3.2.1 Encodage des �ev�enements visuels dans le squelette de visibilit� e

Pour des poly�edres, et des d�e�nitions particuli�eres de vue et d'�equivalence entre les vues, Gigus et

Malik ont exhib�e deux types de surfaces d'�ev�enements visuels : les surfacesev et eee (cf. section 3.1.2).

Chacune d'entre elles est d�elimit�ee par deux droites particuli�eres qui n'ont plus aucun degr�e de libert�e :

les droites transverses extrêmes(extremal stabbing lines) [113]. Pour une surfaceev, not�ee he; vi , ces

droites peuvent être de deux sortes : les droitesvv ou vee. Une droite vv qui d�elimite cette surface passe

par le sommet v et par l'une des extr�emit�es de e alors qu'une droite vee rencontre v, l'arête e et une

tierce arête de la sc�ene (sch�ema gauche de la �gure3.4). Pour la surfaceeee, not�ee he1; e2; e3i , les droites

extrêmes sont de typevee ou eeee. Une droite vee passe par l'une des extr�emit�es d'une des arêtes

et rencontre les deux autres alors qu'une droiteeeee touche quatre arêtes dont les trois qui d�e�nissent

he1; e2; e3i (sch�ema de droite de la �gure 3.4). Il est courant de dire que ces droites sontsupport�ees ou

engendr�ees par les sommets ou arêtes qu'elles rencontrent.

Le squelette de visibilit�e, tel qu'il a �et�e introduit par Du rand et ses coauteurs [33], repose sur la

notion de segments libres maximaux(maximal free segments). Pour faire simple, un segment estlibre s'il

n'intersecte transversalement (proprement) aucun objet entre ses deux extr�emit�es alors qu'il est maximal

s'il n'existe aucun segment libre qui le contienne int�egralement. D�es lors, le squelette de visibilit�e peut

être vu comme une structure combinatoire. Les sommets (ou n�uds) sont les segments libres maximaux

qui appartiennent �a des droites vv , vee et eeee et qui rencontrent les g�en�erateurs de ces droites. Un

arc relie deux sommets dont les droites extrêmes associ�ees d�elimitent une même surface d'�ev�enements

visuels.
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v
e0

e1

`0

`1

s1

s0

e0

e1

e3

e2

`0 `1

Fig. 3.4 { Sur le sch�ema de gauche `0 et `1 d�elimitent la surface ev support�ee par e0 et v. La droite `0 est une
droite vv alors que `1 est une droite vee. Sur le sch�ema de droite, les droites `0 et `1 d�elimitent la surface eee
support�ee par les arêtes e0 , e1 et e3 . La droite `0 est une droite eeee alors que `1 est une droite vee.

3.2.2 Algorithmique

3.2.2.1 Strat�egies par la � force brute �

La premi�ere impl�ementation d'un algorithme de calcul du squelett e de visibilit�e est d�ecrite dans

l'article de Durand, Drettakis et Puech [33]. Dans une sc�ene compos�ee de poly�edres convexes (� our

current implementation requires convex polyhedra as input� [33]), leur programme �enum�ere les droites

support de segments libres maximaux en analysant� toutes � les combinaisons de sommets, arêtes et

faces. Les segments non libres sont exclus au moyen d'un lancer de rayons (qui permet �egalement de

d�eterminer les extr�emit�es des segments libres maximaux). Les arcs du squelette sont obtenus en reliant

les n�uds engendr�es par les mêmes �el�ements et en utilisant un catalogue de con�gurations possibles.

L'utilisation d'heuristiques g�eom�etriques permet de rejete r certaines combinaisons de sommets, arêtes et

faces et le calcul des droites supportant les n�udseeee est r�eduit �a une approximation. Les auteurs

rapportent, toutefois, que cette approximation n'est pas probl�ematique : � the [...] algorithm presented

here seems to perform well in practice� ([33], page 6). Il est �a noter que Teller et Hohmeyer [116] d�ecrivent

une technique num�erique (introduite par Teller [ 113]) pour le calcul deseeee alors que Everett et al. [40]

et Devillers et al. [27] pr�esentent une �etude des pr�edicats exacts pour le calcul desdroites transversales.

Pour une sc�ene compos�ee de poly�edres de complexit�e totalen, cette approche a dans le pire des cas

une complexit�e en temps �( n5) : il faut �enum�erer les quadruplets d'arêtes, en O(n4), puis tester la libert�e

du segment pour chaque con�guration, enO(n). Une �etude exp�erimentale men�ee par Durand [31] fait

�etat d'un temps de calcul de l'ordre de n2:5.

Duguet et Drettakis [30] proposent un algorithme qui vise �a r�esoudre le probl�eme de robustesse aux

impr�ecisions num�eriques de l'approche de Durand et ses coauteurs. Ils utilisent une arithm�etique d'inter-

valle �el�ementaire pour introduire une tol�erance aux d�eg�en�e rescences g�eom�etriques. Leur impl�ementation,

qui se limite �a construire un sous-ensemble tr�es restreint du squelette de visibilit�e, permet de calculer les

ombres dans des sc�enes allant jusqu'�a 100 000 polygones alors que Durandet al. doivent se contenter de

1 500 polygones (en raison, notamment, des instabilit�es num�eriques corrig�ees � �a la main � ).
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// Le squelette a construire.
Skeleton skeleton ;

// Calcule les n�uds VV du squelette.
foreach (Pair<Vertex> vv in scene.pair of vertices ())

if (may produce vv node (scene, vv))
skeleton.add node (compute vv node (scene, vv)) ;

// Calcule les n�uds VEE du squelette.
foreach (Vertex v in scene.vertices ())

foreach (Pair<Edge> ee in scene.pair of edges ())
if (may produce vee node (scene, v, ee))

skeleton.add node (compute vee node (scene, v, ee)) ;

// Calcule les n�uds EEEE du squelette.
foreach (Triple<Edge> eee in scene.triple of edges ())

if (may produce eeee node (scene, eee))
skeleton.add node (compute eeee node (scene, eee)) ;

// Reconstruction du squelette �a partir de ces n�uds.
skeleton.rebuild from nodes () ;

3.2.2.2 Strat�egie par balayage

A�n de calculer le squelette de visibilit�e de mani�ere plus e�c ace, Goaoc [49] propose un algorithme

par balayage pour une sc�ene de complexit�e totalen et compos�ee dek poly�edres convexes disjoints. La

complexit�e th�eorique de cette approche est O(n2k2 logn). Br•onnimann et ses coauteurs [14] �etendent

l'algorithme de calcul des n�uds du squelette aux poly�edres convexes non disjoints. Pour être complets,

notons que Efrat et ses coauteurs [37] sont �egalement �a l'origine d'un algorithme par balayage qui permet

d'extraire les droites transversales isol�ees parmi un ensemble de k poly�edres convexes de complexit�e totale

n. Nous pr�esentons la strat�egie de balayage propos�ee dans [49] pour des poly�edres convexes disjoints et

laissons le lecteur int�eress�e se r�ef�erer �a l'article [ 14] pour la prise en compte des intersections.

Consid�erons une sc�ene dek poly�edres convexes disjoints plac�es en position g�en�erique : la sc�ene ne

contient ni triplet de sommets colin�eaires, ni quadruplets de sommets, pris sur au moins deux poly�edres,

qui soient coplanaires. Les poly�edres sont compos�es d'un total den arêtes. Pour chaque arêtee, l'algo-

rithme balaie l'espace en faisant tourner un plan autour de celle-ci. Les positions extrêmes du plan de

balayage associ�e �ae sont les plans des deux faces qui lui sont incidentes (�gure3.5). Nous notons � 0 la

position initiale et � 1 la position �nale.

Chaque plan de balayage intersecte les poly�edres de la sc�ene sous la forme de polygones du plan.

Notons � t le plan de balayage etPt l'intersection du poly�edre P avec le plan � t . Sous l'hypoth�ese de

g�en�ericit�e de la sc�ene, une arête d'un poly�edre P qui intersecte le plan de balayage� t correspond �a un
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e
� 1

� 0

P

Fig. 3.5 { Position de balayage du plan autour de l'arête e. La sc�ene est vue dans un plan normal �a l'arête e, le
triangle P correspond �a la trace du poly�edre P dans ce plan. Le plan de balayage part de la position du plan � 0

et tourne jusqu'�a la position � 1 .

sommet du polygonePt alors qu'une face deP qui rencontre � t engendre une arête dePt . Un segment libre

maximal du plan � t est sur une surfaceev s'il passe par un sommet dee et rencontre tangentiellement

un sommet d'un polygone du plan (c'est-�a-dire une arête du poly�edre associ�e). Le cas d'un segment libre

maximal qui passe pare et un sommet d'un poly�edre est pris en compte lors du balayage autour des arêtes

incidentes �a ce sommet. Un segment libre maximal est sur une surface eee s'il passe tangentiellement par

deux sommets de deux polygones et s'il coupee (�gure 3.6).

�A chaque plan de balayage, les segments libres maximaux peuvent êtreobtenus en construisant le

squelette de visibilit�e 2d des polytopes. Bien entendu, pour des raisons de performances, l'algorithme

construit le squelette de visibilit�e 2d dans le plan� 0 puis maintient sa structure combinatoire au fur et �a

mesure du balayage. Durant ce processus, trois types d'�ev�enements (de balayage) peuvent se produire : les

V-events , les F-events et les T-events . Un V-event correspond �a l'intersection du plan de balayage

avec un sommet d'un poly�edre de la sc�ene. UnF-event se produit lorsqu'un segment maximal est contenu

dans le plan d'une face d'un poly�edre autre que celui auquel appartient l'arête e (�gure 3.7). Finalement,

un T-event se produit quand deux segments libres maximaux deviennent colin�eaires (�gure 3.8).

Les n�uds du squelette correspondent �a certains �ev�enements de balayage. Lors d'unV-event , le

sommet et les extr�emit�es de e engendrent jusqu'�a deux n�uds vv (selon les occultations). Lors d'un

T-event deux types de n�uds peuvent être produits : (i) si le T-event concerne une extr�emit�e de e et

deux poly�edres, un n�ud vee est cr�e�e (ii) si le T-event fait intervenir trois poly�edres distincts et que

le segment libre maximal (obtenu en r�eunissant les deux segments devenus colin�eaires) intersectee, un

n�ud eeee apparâ�t. La reconstruction des arcs du squelette se fait simplement au fur et �a mesure du

balayage [14]. La �gure 3.9 est le pseudo-code de cet algorithme.

3.2.3 R�esultats de complexit�e

Les premiers r�esultats de complexit�e portant sur le squelette de visibilit�e font �etat d'une borne �( n4)

sur sa taille [35] et d'un algorithme de construction qui s'ex�ecute en temps �( n5) pour des sc�enes form�ees

den triangles [33]. D'un point de vue th�eorique, Br•onnimann et ses coauteurs ont d�emontr�e que la taille du

squelette de visibilit�e d'une sc�ene de complexit�e n form�ee par k poly�edres convexes (non n�ecessairement

disjoints) est �( n2k2) [14] et ont propos�e un algorithme de calcul du squelette qui op�ere en temps

O(n2k2 logn) [14, 49]. Remarquons que ce r�esultat peut être �etendu �a des poly�edres non convexes apr�es

une d�ecomposition en �el�ements convexes de ceux-ci. Pour une sc�ene de complexit�e n et form�ee de k

poly�edres, il est raisonnable de s'interroger sur la complexit�e du squelette de visibilit�e lorsque tous les
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Fig. 3.6 { Segments libres maximaux appartenant �a des surfaces d'�ev�enements v isuels ev et eee. Sur le sch�ema
de gauche, les segments̀0 et `1 passent par les sommets dee et le sommet et de Pt qui correspond �a une arête du
poly�edre P . Sur le sch�ema de droite, le segment ` passe par les sommetset et f t qui correspondent �a des arêtes
des poly�edres P et Q.

e

Pt

e1 f t
e2

Fig. 3.7 { Un F-event . Tous les sch�emas correspondent �a ce qui se produit dans le plan de balayage� t . Le sch�ema
de gauche repr�esente la con�guration avant le F-event : le segment libre maximal est support�e par l'arête e1 de
P. Le sch�ema de droite illustre la situation apr�es le F-event o�u le segment libre maximal a chang�e de support.
Le sch�ema central est le lieu du F-event o�u le segment libre maximal devient coplanaire avec la face f de P .

Fig. 3.8 { Un T-event . Tous les sch�emas correspondent �a ce qui se produit dans le plan de balayage� t . Le
sch�ema de gauche repr�esente la con�guration avant le T-event : les segments libres maximaux sont ordonn�es
suivant l'ordre inverse des aiguilles d'une montre. Le sch�ema de droite il lustre la situation apr�es le T-event o�u
les segments sont tri�es suivant le sens des aiguilles d'une montre : il y a eu inversion de l'ordre. Le sch�ema central
est le lieu du T-event quand les segments sont align�es.
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// Le squelette de visibilit�e 3D construit par l'algorithme.
Skeleton skeleton ;

// Pour chaque arête de la sc�ene on balaye l'espace.
foreach (Edge e in scene.edges ())
f

// La liste des �ev�enements de balayage.
PriorityQueue<Event> event queue ;

// Les positions extrêmes du plan de balayage.
Plane pi 0 = e.incident face (0).plane () ;
Plane pi 1 = e.incident face (1).plane () ;

// Calcule le squelette de visibilit�e 2D dans pi 0.
scene.compute 2d skeleton (pi 0) ;

// Parcours des sommets de la sc�ene et ajout des V-events.
foreach (Vertex v in scene.vertices ())
f

if (vertex between two planes (v, pi 0, pi 1) && !fully occluded (e, v))
event queue.insert ( new VEvent (v)) ;

g

// Parcours des faces de la sc�ene et ajout des F-events.
foreach (Face f in scene.faces ())
f

if (face intersects edge (f, e))
event queue.insert ( new FEvent (f)) ;

g

// Traitement des �ev�enements.
while ( !event queue.empty ())
f

// Analyse l'�ev�enement en tête de liste.
Event event = event queue.front () ;

// Un �ev�enement T-event s'est-il produit depuis le dernier �ev�enement ?
if (change of bitangent order around vertex (scene, event))

event queue.insert (compute t event (scene, event)) ;

// Si aucun nouvel �ev�enement n'est apparu, on traite celui-ci.
if ( !event queue.has been changed ())

treat event (skeleton, event queue.pop front ()) ;
g

g

Fig. 3.9 { Pseudo-code de l'algorithme de construction du squelette de visibilit �e par balayage.
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objets sont de complexit�es similaires (c'est-�a-dire n=k). En consid�erant des poly�edres disjoints et en

supposant que la taille de leur silhouette peut être born�ee parO(
p

n=k), Glisse d�emontre une borne

de O(n3=2k5=2) sur la taille du squelette de visibilit�e [ 47, page 87]. De plus, il d�emontre que la taille

moyenne, prise sur l'ensemble des points de vue, de la silhouette d'un poly�edre convexe de complexit�e

n=k est major�ee par O(
p

n=k) [46], sugg�erant qu'il est raisonnable d'observer la borneO(n3=2k5=2).

Finalement, il a �egalement �et�e prouv�e que le squelette de visibilit�e de n sph�eres distribu�ees al�eatoirement,

suivant di��erentes distributions, a une taille moyenne lin�e aire en n et au plus quadratique pour d'autres

mod�eles (triangles, polygones� �epais � de complexit�e constante) [26]. D'un point de vue plus pratique,

Durand [31] constate que la taille du squelette de visibilit�e est en moyenne n2:4 alors que Zhang et ses

coauteurs [129] obtiennent une con�rmation exp�erimentale de la borne sup�erieure en O(n2k2 logn) pour

la construction des n�uds vee et eeee par l'algorithme propos�e par Br•onnimann et al.

3.2.4 Squelette de visibilit�e, complexe de visibilit�e et graphe d'asp ects

Nous clôturons cette section par une discussion sur le squelette devisibilit�e en trois dimensions.

Nous constatons qu'il est courant de l'introduire par l'interm�ediai re du complexe de visibilit�e (visibility

complex) : le squelette de visibilit�e serait le 1-squelette du complexe de visibilit�e10. Nous reprenons ce

cheminement en mettant l'accent sur l'une des faiblesses de cette approche : la perte du sens profond du

squelette de visibilit�e.

3.2.4.1 Cheminement classique vers le complexe de visibilit�e en trois dimensions

D�e�nition historique du complexe de visibilit�e du plan. Pla�cons-nous dans le plan et consid�erons

un ensemble d'objets. Le complexe de visibilit�e est une structure introduite par Pocchiola et Vegter [95, 94]

pour encoder la visibilit�e dans R2. Le principe est de se placer dans l'espace des rayons du plan et de

d�e�nir une relation d'�equivalence entre les rayons : deux rayons11 (p; ~u) et (q;~v) sont �equivalents s'ils sont

support�es par une même droite orient�ee et si le segmentpqn'intersecte l'int�erieur d'aucun objet de la sc�ene

(�gure 3.10). Cette relation d'�equivalence traduit l'invariance de la vue d' un rayon lorsqu'il s'approche ou

s'�eloigne (suivant une direction rectiligne) d'un objet sans rencontrer d'obstacle. Le complexe de visibilit�e

de Pocchiola et Vegter est d�e�ni comme la partition de l'espace desrayons en classes d'�equivalence

engendr�ees par la relation ci-dessus. Autrement dit, le complexede visibilit�e regroupe les rayons qui ont

la même vue. C'est un objet math�ematique qui poss�ede une structure � �el�egante � de complexe cellulaire.

D�e�nition alternative. La d�e�nition du complexe de visibilit�e de Pocchiola et Vegter es t centr�ee sur

les rayons. En se focalisant sur les droites qui les supportent, ilest possible de d�e�nir le complexe de

visibilit�e dans l'espace des segments libres maximaux (cf. section 3.2.1 pour une d�e�nition). Consid�erons

un point p et une direction ~u. Les deux rayons (p; ~u) et (p; � ~u) sont support�es par la même droite. Notons

p+ le premier point d'intersection propre entre le rayon (p; ~u) et un objet de la sc�ene. Par sym�etrie, le

point p� est la premi�ere intersection propre de (p; � ~u) avec la sc�ene. Pour s'assurer de l'existence de ces

10 Suivant la terminologie math�ematique, le k-squelette de visibilit�e est le sous-ensemble du complexe de visibilit�e form�e
des faces de dimension au plus k.

11 Nous notons ( p; ~u) le rayon d'origine p et dirig�e suivant ~u.
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p ~u

~v

q

r

O1

O2

Fig. 3.10 { D�e�nition de la relation d'�equivalence entre les rayons pour le c omplexe de visibilit�e de Pocchiola et
Vegter. Les rayons (p; ~u) et ( p;~v) ne sont pas support�es par la même droite donc ils ne sont pas �equivalents . De
même, (p; ~u) et ( q; ~u) ne sont pas �equivalents car pq intersecte l'int�erieur de O1 . En revanche, les rayons (p;~v) et
(r;~v) le sont.

points, nous pouvons ajouter un objet imaginaire qui englobe la sc�ene. Tous les rayons partant d'un point

du segmentp� p+ et dirig�es suivant ~u sont �equivalents (pour la relation d'�equivalence donn�ee ci-avant). Il

en est de même pour ceux orient�es suivant la direction� ~u. Les rayons peuvent ainsi être regroup�es sous

la forme de segments libres maximaux et le complexe de visibilit�ed�e�ni sur cet espace (voir Goaoc [49]

pour plus de d�etails).

D�e�nition du complexe de visibilit�e dans l'espace. Partant de cette formulation alternative,

Durand, Drettakis et Puech [35] introduisent le complexe de visibilit�e pour l'espace �a trois dimensions :

c'est la partition de l'espace des segments libres maximaux deR3 en composantes connexes de segments

reposant sur les mêmes objets.

3.2.4.2 Inad�equation du 1-squelette

En trois dimensions, il est commun de d�e�nir le squelette de visibilit�e comme le 1-squelette du complexe

de visibilit�e. Malheureusement, suivant le cadre dans lequel nous nous pla�cons (objets lisses, poly�edres,

etc), la structure obtenue par cette formulation peut di��erer de celle pr�esent�ee �a la section 3.2.1 et ne

permet plus d'encoder l'int�egralit�e des surfaces d'�ev�ene ments visuels. Par exemple, prenons le cas de

poly�edres convexes disjoints. Pour une d�e�nition donn�ee de la notion de vue (et d'�equivalence de vues),

nous d�emontrons au chapitre 4 que les �ev�enements visuels se produisent, entres autres, le long de droites

t ++t . C'est-�a-dire que des segments libres maximaux tangents �adeux objets, dans un plan bitangent, sont

les lieux d'�ev�enements visuels. Or, les faces de dimensions0 et 1 du complexe de visibilit�e correspondent

respectivement aux composantes de segments tangents �a 3 et �a 4 objets (la dimension de l'espace des

segments libres maximaux deR3 est 4, celle d'une face de segments tangents �ak objets est 4� k, voir

par exemple [35]). Le 1-squelette ne contient pas les surfaces d'�ev�enementst ++t .
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3.2.4.3 Des graphes d'aspects, des squelettes de visibilit�e

Comme il est d�e�ni, le complexe de visibilit�e encode la vue le long d'un segment libre maximal alors

que les travaux sur le graphe d'aspects montrent que les caract�erisations des lieux des �ev�enements visuels

sont parfois plus riches. Par exemple, savoir qu'un point se trouve �a l'emplacement d'un �ev�enement visuel

engendr�e par deux sph�eres est plus informatif que de savoir que ce point est sur un segment tangent aux

deux objets : ce point appartient, en plus, �a un plan bitangent aux sph�eres (cf. section3.1.3). Être sur un

segment o�u se produit un �ev�enement visuel, c'est, en quelque sorte, avoir des informations sur la vueau-

tour de ce segment (par exemple, savoir que ces objets sont localement tangents). Consid�erer le squelette

de visibilit�e comme un sous-ensemble du complexe de visibilit�e revient �a ignorer ce suppl�ement d'informa-

tions. Nous pensons donc que le squelette de visibilit�e devrait être consid�er�e comme une repr�esentation

proche de la partition de l'espace des points de vue (la structureduale du graphe d'aspects) qui ferait

abstraction du mode de projection et dont la taille serait r�eduite ; en raison de sa d�e�nition dans l'espace

des segments libres maximaux plutôt que dans celui des points de vue. �A ce titre, il va de soi que sa

formulation devrait être � param�etr�ee � par les mêmes notions que celles qui servent �a la d�e�nition du

graphe d'aspects (vue et �equivalence de vues, cf. section3.1).

3.3 Synth�ese d'ombres

Pour �nir, nous en venons �a la synth�ese des ombres. Jusqu'�a pr�esent nous avons �etabli le lien entre

les ombres et les �ev�enements visuels et nous avons illustr�e leur utilit�e dans le calcul du maillage de

discontinuit�es. Dans cette section nous allons �etudier le rôle que les �ev�enements visuels jouent dans les

m�ethodes de rendu des ombres.

3.3.1 Lancer de rayons

Nous sommes int�eress�es par les m�ethodes de synth�ese d'ombresli�ees �a la radiosit�e. Toutefois, nous

d�ebutons notre tour d'horizon par un rapide survol des approches li�ees au lancer de rayons. Les algorithmes

stochastiques de lancer de rayons calculent les r�egions d'ombre enutilisant une discr�etisation des sources

lumineuses et en tra�cant un rayon pour chaque point �echantillonn�e �a la surface des �emetteurs [21].

Malheureusement, l'obtention d'une ombre visuellement convaincante n�ecessite bien souvent d'utiliser

des centaines de rayons par pixel et requiert un temps de calcul important (voir, notamment, [ 91]).

Pour pallier ces di�cult�es, au moins deux optiques compl�ementair es ont �et�e envisag�ees dans le monde

de l'informatique graphique : r�eduire le nombre de rayons trac�es et acc�el�erer le traitement de chacun

d'entres eux. L'une des pistes les plus fructueuses est de tirer partie de la coh�erence spatiale des sc�enes

pour augmenter la rapidit�e et la pertinence de requêtes points �a points : deux rayons tr�es proches l'un

de l'autre ont de � fortes chances� de se comporter de mani�ere� similaire � . C'est pour exploiter cet

avantage qu'Amanatides [4] ou Heckbert et Hanrahan [60] proposent d'utiliser des faisceaux de rayons

plutôt que des rayons isol�es. Une autre possibilit�e est de recourir �a des indicateurs de pertinence pour le

choix des rayons trac�es. Par exemple, Nishita et Nakamae [83], Chin et Feiner [18], Tanaka et Takahashi

[112] ou Laine et ses coauteurs [74] adaptent la m�ethode des volumes d'ombres, introduite par Crow [23],
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pour esquisser les r�egions d'ombre et en d�eduire les pixels quim�eritent une attention particuli�ere. En

e�et, quand un point est compl�etement dans l'ombre d'une source ou qu'il peut la voir en int�egralit�e, il

est inutile de tracer de nombreux rayons vers celle-ci. En revanche, lorsqu'il n'a qu'une vue partielle de

la source lumineuse, il est important d'utiliser de nombreux rayons pour estimer la proportion visible de

la surface de l'�emetteur.

3.3.2 Maillage de discontinuit�es en radiosit�e

Nous revenons �a la m�ethode du maillage de discontinuit�es utilis�ee dans l'algorithme de radiosit�e. Dans

un premier temps, nous �etudions les di��erents types de discontinuit�es et nous d�ecrivons les con�gurations

g�eom�etriques qui les engendrent. Ensuite, nous pr�esentons les approches algorithmiques pour construire

le maillage de discontinuit�es.

3.3.2.1 Nature des discontinuit�es

Commen�cons par introduire la terminologie de Heckbert [56]. Une fonction f a au moins une discon-

tinuit�e D k si elle est de classeCk � 1 sans être de classeCk . Une source surfacique qui �emettrait de fa�con

continue peut induire sur les objets des discontinuit�esD 0, D 1 ou D 2. Il est important de noter que :

� the lowest degree discontinuities generally cause the greatest error� ([57], page 6). Il est �egalement �a

remarquer que selon le principe de propagation des discontinuit�es,�enonc�e par Heckbert [57], les disconti-

nuit�es sur la source se r�epercutent sur celles des surfaces �eclair�ees au premier niveau, puis au second, et

�nalement de proche en proche. Lischinski, Tampieri et Greenberg [76, pages 6 �a 9] illustrent les di��erents

types de discontinuit�es et les con�gurations g�eom�etriques qui les engendrent.

Discontinuit�es D 0. Ces discontinuit�es apparaissent aux intersections entre les objets de la sc�ene. Leur

nombre est, dans le pire des cas,O(n2) pour une sc�ene de complexit�en. N�eanmoins, il est particuli�erement

important de prendre ces discontinuit�es en compte car elles induisent de remarquables changements dans

la fonction de radiance.

Discontinuit�es D 1. D'apr�es Stewart et Ghali [ 111], les discontinuit�es D 1 apparaissent lorsque deux

arêtes de poly�edres de la sc�ene, dont l'une peut être sur la source, sont coplanaires et que le plan induit

intersecte la source lumineuse. Elles sont �egalement engendr�ees par le plan d'une face d'un poly�edre qui

coupe la source. D'apr�es Ghali et Stewart, il est important de les prendre en compte car elle correspondent,

principalement dans le cas des arêtes coplanaires, �a des art�efactsperceptibles sur l'image rendue ([111],

premi�ere page). Pour faire le lien avec les travaux pr�esent�es dans cette th�ese, restreignons cette remarque

�a des poly�edres convexes. Notons que dans le premier cas, o�u deux arêtes de poly�edres distincts sont

coplanaires, cette discontinuit�e se produit pour des points d'une surface d'�ev�enements visuelst ++t et

peut correspondre �a un passage entre une zone de p�enombre et une zoned'ombre (voir chapitre 6). En

revanche, dans le second cas, la limite ne se trouve sur aucune des surfaces d'�ev�enements visuels d'objets

convexes mais se situe int�egralement dans la p�enombre.
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Discontinuit�e D 2. Ce sont toutes les autres discontinuit�es. Elles se trouvent aux emplacements o�u

se produisent les �ev�enements visuelsev, di��erents de ceux caract�eris�es par Stewart et Ghali, et les

�ev�enements eee.

3.3.2.2 Algorithmique du maillage de discontinuit�es

La m�ethode du maillage de discontinuit�es a �et�e initi�ee par Heck bert [56]. Pour calculer ce maillage

sur des sc�enes poly�edriques, il est n�ecessaire de d�eterminer les �ev�enements ev et eee. Historiquement, les

premiers algorithmes de Heckbert et de Lischinski, Tampieri et Greenberg se cantonnent aux �ev�enements

ev. C'est uniquement avec les travaux de Stewart et Ghali [109, 110] et de Drettakis et Fiume [28] que

sont apparus les premiers algorithmes prenant en charge les surfaces d'�ev�enements visuels eee.

�Ev�enements EV . Les approches d�evelopp�ees, d'un côt�e, par Heckbert [56, 58, 57] et, de l'autre, par

Lischinski, Tampieri et Greenberg [76] calculent les surfaces o�u se produisent les �ev�enements visuelsev

impliquant la source lumineuse, puis d�eterminent les occlusions et construisent les arrangements des

segments, non bloqu�es, sur les surfaces des objets. Quelques di��erences minimes de construction de

l'arrangement et de test de visibilit�e existent entre ces deuxapproches.

�Ev�enements EEE . Les travaux de Teller [113, 114] fournissent une m�ethode pour calculer les surfaces

d'�ev�enements eee �a l'aide d'une description des droites dans l'espace de Pl•ucker(le rapport technique [116]

pr�esente une m�ethode pour calculer les droites transversales �a quatre segments/droites). Pour le calcul du

maillage de discontinuit�es, Stewart et Ghali [109, 110], d'une part, et Drettakis et Fiume [ 28], d'autre part,

sont les premiers �a proposer des m�ethodes qui incluent la construction des surfaces d'�ev�enementseee.

L'id�ee commune �a ces articles est de calculer les surfaces d'�ev�enements visuels qui intersectent la source

lumineuse. Une repr�esentation, sous la forme de ce qu'ils appellent une projection arri�ere, de la vue de

la source est stock�ee dans chacune des cellules de l'arrangement des courbes d'�ev�enements visuels sur les

polygones r�ecepteurs. La di��erence principale entre ces articles est l'accent mis par les auteurs sur l'aspect

pratique de leur approche. Drettakis et Fiume hi�erarchisent l'espace pour produire un algorithme qu'ils

a�rment être plus rapide, sur des cas r�eels, alors que Stewart et Ghali se concentrent sur la complexit�e

th�eorique de leur approche. Notons, pour �nir, que ces m�ethodes ont �et�e utilis�ees dans des approches

combinant maillage de discontinuit�es et radiosit�e hi�erarchique [ 29, 77].

Squelette de visibilit�e. Durand, Drettakis et Puech [33, 34, 31] introduisent le squelette de visibilit�e

pour encoder les surfaces d'�ev�enements visuels (cf. section3.2.1). D�es lors, il leur est possible de calculer le

maillage de discontinuit�es d'une sc�ene, aussi bien que d'impl�ementer d'autres techniques li�ees �a la radiosit�e

et aux probl�emes de visibilit�e en synth�ese d'images. Par exemple, cette solution est une alternative �a

l'algorithme de Teller et Hanrahan [115] pour calculer la visibilit�e entre deux polygones (utilis�ee dans

la m�ethode de radiosit�e hi�erarchique de Hanrahan, Salzman et Aupperle [53]). En outre, cette capacit�e

�a d�egager des informations pr�ecises sur la visibilit�e entre deux cellules du maillage de discontinuit�es est

cruciale pour l'impl�ementation de la m�ethode d'optimisation �a e rreur born�ee propos�ee par Lischinski et

al. [75]. Duguet et Drettakis [30] ra�nent la m�ethode de calcul des ombres de Durand et al. pour la
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rendre plus r�esistante aux impr�ecisions num�eriques inh�er entes aux probl�emes g�eom�etriques.

3.3.3 Le temps r�eel et le calcul d'ombres

Jusqu'�a maintenant nous avons abord�e la synth�ese des ombres dansle cadre de l'illumination globale

(voir chapitre 1). En particulier, nous nous sommes int�eress�es au maillage de discontinuit�es. Pour �elargir

le propos, nous d�edions cette section �a la pr�esentation des deux techniques principalement utilis�ees pour

la g�en�eration des ombres dans le cas de l'informatique� temps-r�eel � : les volumes d'ombres et les cartes

d'ombres. Avant de poursuivre, notons que l'article de Hasenfratz, Lapierre, Holzschuch et Sillion [55]

et l'ouvrage d'Akenine-M•oller et Haines [3] nous servent de r�ef�erences et contiennent des d�etails sur les

m�ethodes que nous survolons ici.

3.3.3.1 Les volumes d'ombres

Pour d�ecrire la m�ethode des volumes d'ombres(shadow volumes) introduite par Crow [ 23] et adapt�ee

aux cartes graphiques par Heidmann [63], consid�erons une sc�ene �eclair�ee par un point lumineux. Chaque

objet d�e�nit, avec la source, un volume dans lequel tout point se trouve cach�e de la lumi�ere (sch�ema de

gauche de la �gure 3.11). La premi�ere �etape de l'algorithme est de construire ces volumes. Ensuite, lors

de la phase de rendu, d�eterminer si un pointp est �a l'int�erieur d'un volume d'ombre se fait en � tra�cant �

un rayon entre le point de vue etp. Lorsque ce rayon intersecte une face d'un volume faisant face au point

de vue, un compteur est incr�ement�e, alors qu'il est d�ecr�ement�e quand le rayon traverse une face tournant

le dos au point de vue. Quand le compteur a une valeur strictement positive, le point p est dans l'ombre

d'un des objets (sch�ema de droite de la �gure 3.11). Dans une utilisation � temps-r�eel � , il est inutile

source

sol

O1

O2

p

point de vue

+
�

+

Fig. 3.11 { Le sch�ema de gauche montrent les volumes d'ombres (en gris�e) engendr�es par les objets O1 et O2 . Le
sch�ema de droite illustre le proc�ed�e de lancer de rayon qui permet de d�et erminer que le point p est dans l'ombre.
�A chaque face d'un volume d'ombre tourn�ee vers le point de vue, le compteur associ�e au point p est incr�ement�e
alors qu'il est d�ecr�ement�e pour chaque face � qui tourne le dos � au point de vue.

d'utiliser un lancer de rayon explicite. Cette m�ethode peut être impl�ement�ee sur les cartes graphiques

modernes en faisant usage du� stencil-bu�er � [69].

Pour �etendre la technique des volumes d'ombres �a des sources surfaciques, plusieurs approches sont

envisageables. Par exemple, il est possible d'�echantillonner lessources par des points lumineux et de com-

biner les volumes d'ombres. Autrement, Haines [52] propose d'utiliser ce qu'il appelle des� plateaux � qui
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d�ecrivent une heuristique pour att�enuer les ombres dures et engendrer des transitions dans la p�enombre.

Une m�ethode reprise et am�elior�ee par Wyman et Hansen [127]. Finalement, Akenine-M•oller et Assarsson

[2, 8, 9] introduisent ce qu'ils nomment les� penumbra wedges� . Chaque arête d'une silhouette d'un objet

bloquant, vue depuis un point �x�e de la source, d�e�nit un volume avec la source (sch�ema de gauche de la

�gure 3.12). Ces volumes sont d�etermin�es par leur algorithme. Ensuite, ils calculent un volume d'ombres

classique depuis le point �x�e de la source. Les pixels qui se trouvent dans l'un des� penumbra wedges�

pr�ec�edemment construits sont modul�es en fonction de leur position vis-�a-vis du volume d'ombre (sch�ema

de droite de la �gure 3.12). Leur impl�ementation est enti�erement r�ealis�ee au moyen des composants

mat�eriels des cartes graphiques.

source

sol

O

volume d'ombre

penumbra wedges

Fig. 3.12 { Le sch�ema de gauche montre les� penumbra wedges� (en gris�e) engendr�es par l'objet O et la source
lumineuse. Le sch�ema de droite repr�esente le volume d'ombre engendr�e par un point de la source et l'objet O. Les
deux � penumbra wedges� repr�esent�es intersectent ce volume. L'�eclairement des points de la sc�ene est modi��e en
cons�equence.

3.3.3.2 Les cartes d'ombres

La technique descartes d'ombres(shadow maps) a �et�e introduite par Williams [ 125] et est impl�ement�ee

sur les cartes graphiques modernes [41]. Pour un point lumineux, la vue de la sc�ene depuis la source est

calcul�ee et stock�ee dans la carte des ombres. Ensuite, l'algorithme classique de suppression des surfaces

cach�ees (algorithme du � z-bu�er � ) est appliqu�e depuis le point de vue de l'observateur. Pour chaque

pixel, la distance entre l'objet visible et la source est compar�ee �a l'information correspondante dans la

carte des ombres. Si l'objet visible (depuis l'observateur) est plus loin de la source que celui contenu

dans la carte des ombres, ce premier est dans l'ombre et la couleur dupixel est modul�ee en fonction

(�gure 3.13).

Diverses m�ethodes ont �et�e propos�ees pour adapter la technique des cartes d'ombres aux sources

surfaciques. En premier lieu, Herf et Heckbert sugg�erent [65, 61] d'�echantillonner la source lumineuse par

un ensemble de points et de calculer une carte des ombres en chacun de ces points. Pour chaque r�ecepteur

de la sc�ene, les di��erentes cartes des ombres sont combin�ees dans une texture qui permet de simuler

les ombres dans l'image �nale. C'est �egalement ce principe qui est repris et �etendu dans la m�ethode

d'Agrawala et ses coauteurs [1]. Ces approches peuvent produire des r�esultats de bonne qualit�e mais sont

fortement d�ependantes du nombre de points utilis�es pour l'approximation de la source lumineuse. En

particulier, il peut être coûteux d'obtenir de bons r�esultat s. A�n de s'abstraire de cette complication,

certains auteurs proposent des strat�egies qui calculent une unique carte d'ombre (ou un faible nombre
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Fig. 3.13 { La vue depuis le point lumineux est calcul�ee et stock�ee dans la ca rte des ombres. La sc�ene est ensuite
rendue depuis le point de vue en prenant en consid�eration les informations contenues dans la cartes des ombres.
Image extraite de [32].

de cartes) et qui font appel �a des traitements des informations contenues dans la carte pour construire

des approximations visuellement convaincantes des r�egions d'ombre. Par exemple, nous pouvons citer

Heidrich, Brabec et Seidel [64], Brabec et Seidel [13] ou Soler et Sillion [108] (voir [ 55] pour de plus

amples d�etails).
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Chapitre 4

�Ev�enements visuels d'ensembles

convexes

4.1 Introduction

Introduit dans le contexte de la vision par ordinateur, le graphe d'aspects[72, 71] est une repr�esentation

synth�etique des di��erentes vues, appel�ees aspects, d'un objet �a classi�er. Construire le graphe d'aspects,

c'est partitionner l'espace qui entoure un objet en r�egions maximales depuis lesquelles la vue de celui-ci

reste structurellement la même. �A chaque r�egion de la partition, le graphe d'aspects associe un sommet

et une repr�esentation de la vue commune aux points de la r�egion. Les sommets de r�egions limitrophes

sont li�es par une arête du graphe d'aspects. Ces liens sont appel�es�ev�enements visuels. Ils correspondent

�a des changements structurels entre deux vues de l'objet.

Cette pr�esentation simple du graphe d'aspects repose sur des concepts impr�ecis : qu'est-ce que la vue

d'un objet depuis un point quelconque ? Comment peut-on d�e�nir l' �equivalence entre deux vues ? Quelle

est la nature des �ev�enements visuels ? O�u se produisent-ils ? D�e�nir formellement le graphe d'aspects

impose de pr�eciser chacun de ces points. De fait, le graphe d'aspects est une structure param�etr�ee par

les notions de vue et d'�equivalence entre les vues. Nous pourrions m̂eme parler de di��erents graphes

d'aspects qui d�ecoulent de la mani�ere dont sont pos�ees ces deux notions. D'autant plus que ces deux

d�e�nitions, de vue et d'�equivalence des vues, conditionnent la nature des �ev�enements visuels et les lieux

o�u ils se produisent. Historiquement, di��erentes �etudes on t �et�e propos�ees en fonction de la classe des

objets consid�er�es.

Dans le contexte de poly�edres, Gigus et Malik [44], dont les travaux servent de base �a de nombreux ar-

ticles en informatique graphique, d�e�nissent la vue d'un objet comme une structure combinatoire appel�ee

graphe de structure �etiquet�ee d'image. L'�equivalence entre les vues est un isomorphisme entre graphes.Ils

identi�ent deux types de surfaces o�u se produisent les �ev�enements visuels : les surfacesev et les surfaces

eee.
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Pour une classe restrictive de surfaces lisses, la th�eorie des singularit�es, initi�ee par Whitney [ 122],

d�e�nit un catalogue complet des �ev�enements visuels [5, 93]. Elle repose sur l'�etude des contours des

objets. La vue est d�e�nie comme une projection de l'espace ambiant vers l'�ecran alors que l'�equivalence

entre les vues se traduit par l'existence d'une paire de changements de coordonn�ees de classeC1 . Il existe

cinq types de surfaces r�egl�ees sur lesquelles sont localis�esles �ev�enements visuels produits par des surfaces

lisses [68, 98, 99] et 19 pour des surfaces lisses par morceaux [98, 101].

Malheureusement, ces di��erents cadres sont incompatibles. D'une part, en raison des contraintes dras-

tiques sur les objets lisses consid�er�es, la th�eorie des singularit�es ne permet pas de d�ecrire les �ev�enements

visuels des poly�edres pris comme des objets lisses par morceaux. D'autre part, les notions de vues sont

fondamentalement di��erentes suivant les cadres. La vue d'un poly�edre est la description de toute sa struc-

ture combinatoire, ind�ependamment de sa silhouette, alors que celle d'un objet lisse est essentiellement le

contour visible de cet objet. L'une des cons�equences de cette incompatibilit�e se traduit pour le cas d'une

sph�ere par l'existence de deux caract�erisations distinctes des surfaces d'�ev�enements visuels suivant que

la sph�ere est vue comme un objet lisse ou l'objet limite d'une suite de poly�edres qui la maille de plus en

plus �nement (cf. section 2.1, page15).

Dans ce chapitre, nous �etudions des objets convexes disjoints deR3. Nous proposons une d�e�nition

de la vue d'un objet convexe bas�ee sur sa silhouette visible. Deux vues identiques sont des vues topologi-

quement �equivalentes (hom�eomorphes). Sous ces d�e�nitions, nous d�emontrons que les lieux d'�ev�enements

visuels appartiennent �a deux types de rayons : les rayonst ++t et les rayonst +t +t . De plus, nous mon-

trons que les ensembles de points dont sont issus ces rayons sont nulle part denses. Ces r�esultats sont

int�eressants dans le sens o�u ils pr�esentent le premier cadrequi �etablisse un lien entre les objets lisses et

les poly�edres. De plus, nos d�e�nitions sont compatibles avec lescadres existants des objets lisses et des

poly�edres. Pour ce dernier, il su�t de consid�erer les faces despoly�edres comme des objets ind�ependants.

4.1.1 Terminologie

Un objet est un ensemble convexe ferm�e deR3. La dimension d'un objet est celle de son enveloppe

a�ne : 0 pour un point, 1 pour un segment, 2 pour un polygone, etc. Une sc�ene est un ensemble �ni

d'objets deux �a deux disjoints. Un point de vue est un point quelconque qui n'appartient �a l'int�erieur

(�eventuellement relatif) d'aucun objet.

Plan support et rayon tangent. Un plan est support �a un objet X s'il intersecte X et d�elimite un

demi-espace contenant l'objet. Lerayon (p; ~u) d' origine p et dirig�e suivant la direction ~u est l'ensemble

des points :

(p; ~u) =
n

p + t~u : t 2 R+

o
:

Un rayon (p; ~u) qui intersecte un objet X est tangent �a X s'il est contenu dans l'un de ses plans support,

sinon il l'intersecte transversalement. Un rayon (p; ~u) intersecte un objet X avant un objet Y si la distance

minimale entre p et (p; ~u) \ X est inf�erieure �a la distance minimale entre p et (p; ~u) \ Y . Un rayon voit un

objet X s'il rencontre X sans traverser un autre objet de la sc�ene avantX . Un point p voit un objet X s'il

existe un rayon depuisp qui voit X . Dans ce cas, l'objetX est visible depuis p. Un rayon qui est tangent
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�a deux objets X et Y (respectivement trois objets X , Y et Z ) est bitangent �a X et Y (respectivement

tritangent �a X , Y et Z ). Un rayon bitangent �a X et Y contenu dans un plan support commun aux deux

objets X et Y est dit bitangent limite �a X et Y . Pour reprendre la notation introduite dans [90], un rayon

bitangent limite est un rayon t ++t alors qu'un rayon tritangent est un rayon t +t +t .

Contours apparents. La silhouette d'un objet X depuis p, not�ee silh p (X ), est l'ensemble des direc-

tions des rayons issus dep qui sont tangents �a X . La silhouette de chaque objet est une courbe convexe,

�eventuellement r�eduite �a un arc de grand cercle ou �a un point, d e l'ensemble des directionsS2. Le contour

apparent d'un objet X depuis p est l'ensemble des directions des rayons issus dep qui sont tangents �a X

et qui voient cet objet. Par extension, le contour apparent d'une sc�ene depuisp est l'union des contours

apparents des objets depuisp. Nous le notons � p.

Directions singuli�eres et jonctions. Consid�erons le contour apparent � p d'une sc�ene observ�ee depuis

le point p. La direction ~u est r�eguli�ere si � p est recti�able (hom�eomorphe �a R) au voisinage de~u, autrement

~u est singuli�ere dans � p. Une jonction ~u de � p est une direction singuli�ere pour laquelle le rayon (p; ~u)

intersecte au moins deux objets tangentiellement (�gure4.1). Le degr�e d'une jonction est le nombre d'arcs

du contour apparent � p incidents �a celle-ci (la �gure 4.1 montre des jonctions de degr�es 3 et 4). Nous

notons deg(~u) le degr�e de la jonction ~u. Finalement, une face du contour apparent � p est l'adh�erence

d'une composante connexe deS2 n � p.

~u

~v ~w
X 1

X 2

Fig. 4.1 { Contours apparents et jonctions. Les jonctions ~u et ~v sont de degr�e 3 alors que ~w est de degr�e 4. La
portion en pointill�es entre ~u et ~v appartient �a la silhouette de X 2 mais n'est pas un arc de son contour apparent.
Tous les autres arcs font partie des contours apparents des objets.

Points de vue d�eg�en�er�es et fortement d�eg�en�er�es. Un point de vue p est d�eg�en�er�e s'il v�eri�e au

moins l'une des trois conditions :

(i) il appartient �a l'enveloppe a�ne d'un objet de dimension deux v isible depuisp,

(ii) il est l'origine d'un rayon bitangent limite qui voit les deux ob jets auxquels il est tangent,

(iii) il est l'origine d'un rayon tritangent qui voit les trois objets auxquels il est tangent.

Un point de vue d�eg�en�er�e p est fortement d�eg�en�er�e s'il est l'origine d'un rayon ( p; ~u) bitangent limite et

que la jonction ~u est de degr�e 3 dans le contour apparent de la sc�ene depuisp. Un point de vue d�eg�en�er�e

mais non fortement d�eg�en�er�e est faiblement d�eg�en�er�e (�gure 4.2).
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X

Y

Fig. 4.2 { Contours apparents depuis des points de vue d�eg�en�er�es (la zone gri s�ee sur le second sch�ema ne fait pas
�a proprement parler du contour apparent mais permet de visualiser la g�eom� etrie du contour o�u l'objet X cache
partiellement Y auquel appartient le segment en pointill�es). De gauche �a droite, les p oints � sont : des points
singuliers sur le premier sch�ema, une intersection entre les silhouettes des deux objets sur le troisi�eme sch�ema et
des jonctions sur les trois autres. Le premier point de vue v�eri�e la propri�et� e (i), les trois suivants satisfont �a la
condition (ii) alors que le dernier respecte la propri�et�e (iii). Notons q ue le point de vue associ�e au second sch�ema
est fortement d�eg�en�er�e alors que tous les autres sont faiblement d �eg�en�er�es.

Stabilit�e par hom�eomorphisme et �ev�enements visuels. Deux contours apparents � p et � q, qui

repr�esentent respectivement les vues d'une même sc�ene depuis les pointsp et q, sont �equivalents par

hom�eomorphisme s'il existe un hom�eomorphisme ambiant h : S2 ! S2 tel que h(� q) = � p. Un point de

vue p est stable par hom�eomorphismesi, pour tout point q d'un voisinage dep, les contours apparents

� p et � q sont �equivalents par hom�eomorphisme, sinon il est instable. Les points de vue instable sont le

lieu des �ev�enements visuels.

Ensembles denses et nulle part denses. Un ensembleE est dense dans un ensembleF si tout

voisinage d'un point x de F contient un point de E. L'ensemble E est nulle part dense dans F si son

compl�ementaire est un ouvert dense dansF .

4.1.2 R�esultats

Notre premier r�esultat �etablit la connexion entre les points de vu e faiblement d�eg�en�er�es et les lieux

d'�ev�enements visuels de la mani�ere suivante :

Th�eor�eme 1. Tout point de vue non d�eg�en�er�e est stable (par hom�eomorphisme) alors que tout point de

vue faiblement d�eg�en�er�e est instable (par hom�eomorphisme).

Autrement dit, ce th�eor�eme �etablit que les points de vue d�eg� en�er�es correspondent essentiellement au

lieu des �ev�enements visuels :

Corollaire 2. Soient Pfaible l'ensemble des points de vue faiblement d�eg�en�er�es,Pfort celui des points

fortement d�eg�en�er�es et PEV celui o�u se produisent les �ev�enements visuels, nous avons :

Pfaible � PEV � Pfort :

Cette caract�erisation est optimale au sens o�u il existe des points de vue fortement d�eg�en�er�es qui sont

stables pour notre d�e�nition d'�equivalence (stabilit�e par hom�e omorphisme). Dans certaines applications,

il est pr�ef�erable que l'ensemble des lieux d'�ev�enements visuels, c'est-�a-dire des positions o�u se produisent
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des changements topologiques dans la vue d'un observateur mobile, soit essentiellement un ensemble de

dimension deux. Nous d�emontrons que l'ensemble des lieux d'�ev�enements visuels est un ferm�e d'int�erieur

vide :

Th�eor�eme 3. L'ensemble des points de vue d�eg�en�er�es est nulle part dense.

4.2 Pr�eliminaires

4.2.1 Ordre d'intersection � rayon-objets �

Les intersections entre un rayon et un ensemble d'objets disjoints sont des segments (�eventuellement

des points) deux �a deux disjoints. Un rayon induit un ordre sur les ensembles de segments qu'il contient.

Deux rayons de même origine, qui intersectent deux objetsX et Y , le font dans le même ordre :

Lemme 4. Deux rayons, issus d'un même point et intersectant deux objets disjoints X et Y , rencontrent

X et Y dans le même ordre.

D�emonstration. La �gure 4.3 illustre cette d�emonstration. Consid�erons un point p quelconque et deux

directions ~u et ~v tels que les rayons (p; ~u) et (p;~v) intersectent les objets X et Y . Les rayons (p; ~u) et

(p;~v) sont coplanaires. Le rayon (p; ~u) intersecte X en xu et Y en yu alors que (p;~v) rencontre X en xv

et Y en yv . Ces quatre points sont en position convexe et forment un quadrilat�ere Q dans le plan qui

contient (p; ~u) et (p;~v). Supposons que (p; ~u) rencontre X avant Y alors que (p;~v) intersecte Y avant X .

xu

yu

xv
yv

p

~u

~v

xu

yu

xv

yv

p

~u

~v

Fig. 4.3 { Sur le sch�ema de gauche, l'ordre d'intersection entre les rayons (p; ~u) et ( p;~v) et les objets X et Y est
le même. Le sch�ema de droite illustre la contradiction obtenue en suppo sant que les rayons intersectent les objets
dans un ordre di��erent : les objets X et Y s'intersectent.

Les segmentsxu xv et yu yv sont alors les diagonales du quadrilat�ereQ. Par cons�equent, xu xv intersecte

yu yv . Or, xu xv est contenu dansX alors que yu yv appartient �a Y (par convexit�e de X et de Y). Ceci

contredit l'hypoth�ese selon laquelle X et Y sont disjoints. D'o�u le r�esultat.

Par cons�equent, le syst�eme de rayons originaires d'un pointp induit un ordre partiel sur les objets

d'une sc�ene. Nous le notons� p. Deux ordres � p et � q ainsi d�e�nis sont compatibless'ils co•�ncident pour

toutes les paires d'�el�ements comparables suivant chacun des ordres.

Lemme 5. Au voisinage d'un point p, tous les points induisent des ordres compatibles avec� p.
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D�emonstration. Supposons qu'il existe un rayon (p; ~u) �emanant de p qui intersecte X puis Y . PuisqueX

et Y sont convexes et ferm�es, ils peuvent être s�epar�es strictement par un plan � XY (le plan � XY d�e�nit

deux demi-espaces ouverts et disjoints dont l'un contientX et l'autre Y ). Du fait de la s�eparation stricte

entre X et Y , le point p ne peut pas appartenir au plan� XY . L'existence du rayon (p; ~u) qui intersecte X

avant Y implique que p est du même côt�e de� XY queX . De plus, il existe un voisinagePXY de p contenu

dans ce même demi-espace. Il s'en suit que tout rayon, qui quitteun point de PXY et qui intersecte X et

Y , rencontre X avant Y . L'intersection P de tous les voisinagesPXY de p d�e�nis pour des paires d'objets

(X; Y ) comparables par� p est un voisinage dep qui induit des ordres compatibles avec� p (le voisinage

P n'est pas r�eduit au point p car l'ensemble des objets de la sc�ene est �ni). D'o�u le r�esultat.

4.2.2 D�eformation continue de la silhouette d'un objet

Consid�erons maintenant un objet X de dimension sup�erieure ou �egale �a deux et un point de vuep

qui n'est pas dans l'enveloppe a�ne deX si ce dernier est de dimension deux. Nous d�emontrons qu'il est

toujours possible de trouver un voisinageP du point de vue p dans lequel la silhouette deX se d�eforme

continûment lorsque le point de vue se d�eplace dansP.

Lemme 6. Soient X un objet de dimension sup�erieure ou �egale �a deux etp un point de vue tels quep

n'appartienne pas �a l'enveloppe a�ne de X si celui-ci est de dimension deux. Il existe un voisinageP

de p et une application continue ' : P � S1 ! S2 tels que, pour tout point q 2 P, l'application partielle

' (q;�) soit un hom�eomorphisme entre S1 et la silhouette deX depuis q.

Nous d�ecomposons cette preuve en trois �etapes. Dans un premier temps, nous construisons l'appli-

cation ' . Ensuite, nous raisonnons sur des coupes de l'objetX dont nous d�emontrons localement la

continuit�e. Finalement, nous combinons ces arguments pour conclure�a la continuit�e de ' .

D�e�nition de ' . Consid�erons une direction ~u telle que le rayon (p; ~u) passe par un point de l'int�erieur

relatif de X et tel qu'il existe un plan � orthogonal �a ( p; ~u) qui s�epare p de X . Notons P un voisinage

de p qui (i) est s�epar�e de X par � et (ii) tel que tout rayon partant d'un point de P dans la direction ~u

intersecte X transversalement (sch�ema de gauche de la �gure4.4). Depuis tout point q 2 P, la silhouette

silh q (X ) de X est une courbe convexe deS2 qui est � prise en �etau � entre la direction ~u et le grand

cercle~u? des directions orthogonales �a~u (sch�ema de droite de la �gure 4.4). Pour tout t 2 S1, notons ~u?
t

le point de ~u? suivant la param�etrisation naturelle du grand cercle ~u? . L'arc de g�eod�esique (�a la surface

de S2) entre ~u et ~u?
t , pour tout t 2 S1, intersecte la silhouettesilh q (X ) en un unique point, not�e ' (q; t).

Continuit�e des coupes de X . Pour tout point q 2 P et toute valeur t 2 S1, nous notons� (q; t) le

plan engendr�e par q, ~u et ~u?
t , et muni du rep�ere

�
q; ~u; ~u?t

�
. Nous d�emontrons maintenant que le bord des

intersections entre � (q; t) et X varie continûment en fonction de q et t.

Lemme 7. L'application qui �a (q; t) fait correspondre le bord de� (q; t) \ X est continue surP � S1 pour

la topologie induite par la distance de Hausdor�.
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X
�

p

P

X

q

~u?
t

~u

' (q; t)

~u

Fig. 4.4 { D�e�nition de ' . Coupes en deux dimensions et repr�esent�ees dans un plan passant parp. Sur le sch�ema de
droite, le plan de coupe contient �egalement la direction ~u?

t . Le point ' (q; t) est �a l'intersection entre la g�eod�esique
qui relie ~u �a ~u?

t sur la sph�ere des directions. La direction en pointill�es est l'unique dire ction de la silhouette
silh q (X ) qui rencontre la g�eod�esique de ~u �a ~u?

t .

D�emonstration. Fixons q0 2 P et t0 2 S1. Notons X (q; t) la coupe deX par le plan � (q; t), c'est-�a-dire

que X (q; t) = � (q; t) \ X .

Tout d'abord, supposons queX soit un objet de dimension trois. Pour tout � > 0, nous appelonsX i

et X e les images du bord deX (q0; t0) par une homoth�etie dont le centre est un point int�erieur �a X (q0; t0)

et de rapports respectifs 1� � et 1 + � (�gure 4.5). Puisque X i est int�egralement contenu dans l'int�erieur

de X et X e est dans celui de son compl�ementaire, la distance de Hausdor� entreX i [ X e et le bord deX

est positive. Nous la notons� > 0. Le rayon deX est born�e ind�ependamment de � et � = O(� ). Notons

Ci et Ce les sommes de Minkowski deX i et X e avec une boule ouverte de diam�etre� centr�ee en l'origine.
�Etant donn�e que Ci et Ce sont des ouverts et qu'ils intersectent� (q0; t0), ils continuent d'intersecter

� (q; t) pour tout voisinage su�samment petit de ( q0; t0). Pour tout couple (q; t) ainsi d�e�ni, les coupes

� (q; t) \ Ci et � (q; t) \ Ce se trouvent �a une distance O(� ) du bord de X (q0; t0) et entourent le bord de

X (q; t).

Ce

Ci

X

Ce

Ci

X

Fig. 4.5 { D�e�nitions de X i , X e, Ci et Ce.

Lorsque X est de dimension deux, le même argument peut être employ�e �a la condition de d�e�nir Ce

comme la somme de Minkowski deX e avec un disque ouvert de diam�etre� , centr�e en l'origine, et contenu

dans le plan contenantX . La trace de� (q0; t0) dans le plan deX est une droite qui intersecteCe. Puisque

ce dernier est ouvert, tout plan � (q; t) pour (q; t) su�samment proche de ( q0; t0) intersecte Ce. Le reste
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de la preuve est obtenue par le même proc�ed�e que pour le cas tridimensionnel. D'o�u le r�esultat.

Preuve du lemme6. Dans le plan � (q; t) la trace du point q est �x�ee (puisque celui-ci est l'origine du

rep�ere) et, d'apr�es le lemme 7, la trace du bord deX varie continûment au sens de la distance de Hausdor�.

Or, ' (q; t) est la direction de la tangente �a X orient�ee positivement par rapport �a ~u?
t depuis q dans le

plan � (q; t), la continuit�e de ' s'en suit.

4.2.3 Isolation des intersections propres de silhouettes

Prenons deux objetsX et Y et une intersection ~u entre leurs silhouettes depuis un pointp. Il se

peut qu'il n'existe aucun voisinage U de ~u qui isole cette intersection des autres intersections entre les

silhouettes deX et Y depuisp. Par exemple, consid�erons une s�equence strictement croissante de nombres

r�eels (� k )k2 N qui a pour terme initial � 0 = 0 et converge vers 2� . Les enveloppes convexes respectives des

points du cercle unitaire ayant pour coordonn�ees angulaires� 2k et � 2k+1 sont deux polygones convexes

dont les bords s'intersectent en un nombre in�ni (mais d�enombrable) de points qui admettent (1; 0)

comme point d'accumulation (�gure 4.6). Or, il est possible de construire une sc�ene dans laquelle, depuis

un point de vue donn�e, de tels ensembles sont les silhouettes de deux objets disjoints.

� 0

� 1

� 2

� 3

� 4

� 5

: : :

Fig. 4.6 { Exemple d'un point d'accumulation dans l'ensemble des intersections entre les silhouettes de deux
objets.

Toutefois, nous d�emontrons que ce ph�enom�ene ne peut pas se produire si le rayon (p; ~u) n'est pas

bitangent limite �a X et Y . Pour d�ebuter, nous prouvons un lemme technique : lorsqu'une suite de grands

cercles intersectent une courbe convexe en deux points qui tendent vers un unique point commun, le

grand cercle limite est support �a la courbe en ce point. Ce r�esultat est �egalement valide si la courbe est

la silhouette d'un objet depuis un point de vue mobile.

Lemme 8. Soient X un objet de dimension sup�erieure ou �egale �a deux, (pi ) i 2 N une suite de points

et (~ni ) i 2 N une suite de directions. Supposons que(pi ) i 2 N converge vers un pointp qui n'est pas dans

l'enveloppe a�ne de X quand celui-ci est de dimension deux, que(~ni ) i 2 N a une limite ~n et que le grand

cercle ~n?
i coupe la silhouette deX depuispi en deux directions distinctes~ui et ~vi qui convergent vers une

même et unique direction~u. Alors, le grand cercle ~n? est support en~u �a la silhouette de X depuis p.
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D�emonstration. �Etant donn�e que ~ui et ~ni sont des directions orthogonales, nous avons :

h~ui ; ~ni = h~ui ; ~ni i| {z }
0

+ h~ui ; ~n � ~ni i = h~ui ; ~n � ~ni i :

Ainsi, le produit scalaire h~ui ; ~ni tend vers 0. Ceci implique, par continuit�e, que les directions ~u et ~n

sont normales. De plus, en raison de la continuit�e de la d�eformation de la silhouette d'un objet lors du

d�eplacement du point de vue (lemme6), nous pouvons a�rmer que ~u 2 silh p (X ). Raisonnons maintenant

par l'absurde en supposant que~n? ne soit pas support �a silh p (X ). Vu que silh p (X ) traverse ~n? en ~u,

elle doit traverser ce grand cercle en un autre point~v 6= ~u. Soient U et V deux voisinages disjoints

et su�samment petits de ~u et de ~v. D'apr�es le lemme de continuit�e de la d�eformation de silh qi (X )

(lemme 6), il existe un voisinage dep dans lequel, pour tout point qi , la courbe silh qi (X ) intersecte

~n? dans U et dans V . Or, par hypoth�ese (~ui ) et (~vi ) tendent vers ~u. Ceci implique qu'il existe un i

~u ~vi
~ui

U

~v V

silh qi (X )

Fig. 4.7 { Les directions ~ui et ~vi appartiennent �a U alors que ~v est dans V .

su�samment grand �a partir duquel les deux directions ~ui et ~vi , avec~ui 6= ~vi , sont contenues dansU. En

cons�equence, pour cette valeur dei , silh qi (X ) intersecte ~n? en trois points distincts (�gure 4.7). Une

contradiction qui implique le r�esultat.

Nous pouvons maintenant montrer que toute intersection, entre deux silhouettes, qui ne se trouve pas

sur un rayon bitangent limite peut être isol�ee des autres intersections entre les deux courbes.

Lemme 9. Soit ~u une intersection entre les silhouettes de deux objetsX et Y depuis un point p telle

que le rayon(p; ~u) ne soit pas bitangent limite �a X et Y . Il existe un voisinageU de ~u qui ne contient

aucune intersection distincte de~u entre les silhouettes deX et Y depuis p.

D�emonstration. Supposons qu'il n'existe pas de voisinage de~u qui l'isole des autres intersections entre

les silhouettes deX et Y . Ainsi au voisinage de~u, il existe une in�nit�e d'intersections entre les silhouette s

de X et Y depuis p. L'ensemble des intersections des silhouettes deX et Y est un ensemble compact.

Par cons�equent, il contient une suite (~ui ) i 2 N qui converge et dont les �el�ements sont deux �a deux distincts.

Soit ( ~mi ) i 2 N une suite de directions telles que~mi soit normale au grand cercle passant par~u2i et ~u2i +1 .

La compacit�e de S2 implique qu'une sous-s�equence de (~mi ) converge. Notons (~ni ) i 2 N cette s�equence,~n

sa limite et (~vi ) i 2 N la sous-s�equence de (~ui ) qui correspond �a (~ni ). Par construction, ~ni est la normale au

grand cercle passant par~v2i et ~v2i +1 . En appliquant le lemme 8, avecpi = p, X = X et la suite (~ni ) que

nous venons de d�e�nir, nous obtenons que le grand cercle~n? de normale~n est support �a la silhouette

de X depuis p au point ~v = lim i ! + 1 ~vi . Le même argument s'applique �a l'objet Y . Ainsi, ( p; ~u) est un

rayon bitangent limite �a X et Y . Une contradiction qui implique le r�esultat.
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Lemme 10. Soit p un point d'o�u n'est issu aucun rayon bitangent limite �a deux objets disjoints X et Y .

Il existe un nombre �ni d'intersections entre les silhouettes deX et Y depuis p.

D�emonstration. Supposons qu'il existe une in�nit�e d'intersections entre les silhouettes deX et Y depuis

p. L'ensemble des intersections des silhouettes deX et Y est un ensemble compact. Par cons�equent, il

existe une direction ~u qui est un point d'accumulation de cet ensemble. D'apr�es le lemme9, c'est une

contradiction avec le fait que p ne soit l'origine d'aucun rayon bitangent.

4.2.4 Stabilit�e locale des intersections propres

Lemme 11. Soit ~u une intersection entre les silhouettes de deux objetsX et Y depuis un point p telle

que le rayon(p; ~u) ne soit pas bitangent limite �a X et Y . Pour tout voisinage su�samment petit U de ~u,

il existe un voisinageP de p pour lequel, pour tout q 2 P, U contient une unique intersection entre les

silhouettes deX et Y depuis q.

D�emonstration. �Etant donn�e que le rayon (p; ~u) n'est pas bitangent limite �a X et Y , il existe un ouvert

U qui contient ~u et aucune autre intersection entre les silhouettes �aX et Y depuis p (lemme 9). De plus,

vu que ces silhouettes sont des courbes convexes, il est possible de choisir U de sorte que chacune d'entre

elles intersecte le bord deU exactement deux fois.

Nous commen�cons par montrer l'existence d'une intersection, contenue dansU, entre les silhouettes

de X et Y depuis tout point q 2 P. Les silhouettes deX et Y s'intersectent proprement (ne sont

pas tangentes) en~u puisque (p; ~u) n'est pas bitangent limite �a X et Y . Il s'en suit que ces silhouettes

intersectent le bord de U en quatre points qui alternent. Lorsque le point de vue se d�eplace, et que U

reste �xe, ces points d'intersection se d�eplacent continûment (d'apr�es le lemme 6). D�es lors, au voisinage

de p, ils continuent d'alterner le long du bord de U et les silhouettes deX et Y continuent de s'intersecter

dans U.

Montrons maintenant que l'intersection entre les silhouettes deX et Y est unique dansU. Nous

raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe des points de vue arbitrairement proche de p depuis

lesquels les silhouettes deX et Y s'intersectent en deux points distincts deU. Consid�erons les suites

(qi ) i 2 N ; (~ui ) i 2 N et (~vi ) i 2 N

telles que, pour tout i , les directions ~ui et ~vi soient des intersections distinctes entre les silhouettes de

X et Y depuis le point qi . Notons ~ni la direction normale au grand cercle qui passe par~ui et ~vi . Par

compacit�e, il existe une extraction commune � telle que les s�equences (q� ( i ) ), (~u� ( i ) ), (~v� ( i ) ) et (~n� ( i ) )

convergent. En particulier, la suite (q� ( i ) ) tend vers p alors que (~u� ( i ) ) et (~v� ( i ) ) ont pour limite ~u. Ce

second point s'explique par le fait que l'ensemble des rayons tangents �a un convexe est ferm�e et que ~u

est la seule direction deU suivant laquelle un rayon issu dep est bitangent �a X et Y . En appliquant le

lemme 8, nous obtenons que les silhouettes deX et Y admettent un grand cercle support commun en~u.

Une contradiction avec le fait que (p; ~u) n'est pas bitangent limite �a X et Y . D'o�u le r�esultat.

56



4.3. Structure du contour apparent d'une sc�ene

4.3 Structure du contour apparent d'une sc�ene

Le contour apparent de deux objetsX et Y depuis un point de vue d�eg�en�er�e peut avoir un nombre

in�ni de jonctions (comme le montre l'exemple pr�ec�edent), des jonctions de degr�e sup�erieur �a trois ou

des faces non hom�eomorphes �a des disques (�eventuellement trou�es). N�eanmoins, nous d�emontrons que le

contour apparent d'une sc�ene depuis un point de vue non d�eg�en�er�e a une structure simple.

Lemme 12. Le contour apparent d'une sc�ene depuis un point de vue non d�eg�en�er�e contient un nombre

�ni de jonctions, chacune de degr�e trois, et ses faces sont hom�eomorphes �a des disques �eventuellement

trou�es.

D�emonstration. Tout d'abord, supposons que � p contienne une in�nit�e de jonctions. Chaque jonction

est la direction d'un rayon depuis p qui voit tangentiellement deux objets de la sc�ene. Puisque le nombre

d'objets est �ni, il existe un ensemble in�ni de jonctions qui correspondent aux rayons voyant tangentiel-

lement la même paire d'objetsX et Y . D'apr�es le lemme 10, c'est une contradiction avec le fait quep

soit non d�eg�en�er�e.

Chaque jonction du contour apparent � p de la sc�ene correspond �a un rayon qui voit tangentiellement

exactement deux objets puisquep est non d�eg�en�er�e. Consid�erons la jonction ~u. Au voisinage de~u, chacun

des ensemblessilh p (X ) n f ~ug et silh p (Y ) n f ~ug est form�e de deux arcs. PuisqueX � p Y, les deux arcs

de silh p (X ) sont localement contenus dans le contour apparent �p. �Etant donn�e que p est non d�eg�en�er�e,

il n'existe pas de grand cercle qui soit �a la fois support �a silh p (X ) et �a silh p (Y ) en ~u. Ces courbes sont

convexes et s'intersectent donc proprement en~u. De plus, l'un des deux arcs desilh p (Y ) correspond �a des

rayons qui intersectent X proprement. Vu que X � p Y, ceci implique que cet arc n'est pas (localement)

dans le contour apparent � p. Par cons�equent, le degr�e de~u est trois.

Soient F une face de � p et ~v un point de F . Si ~v n'appartient pas au contour apparent de la sc�ene

� p, alors il se trouve �a l'int�erieur de S2 n � p. Or, S2 n � p est un ouvert. La faceF est donc localement

hom�eomorphe au plan autour dep. Si ~v est un point r�egulier de � p (c'est-�a-dire que � p est recti�able au

voisinage de~v), le contour � p est une courbe convexe etF est hom�eomorphe �a un demi-plan. Finalement,

si ~v est une jonction de � p, alors ~v est de degr�e 3 et d�ecoupe la sph�ere des directions, au voisinage de~v,

en trois secteurs dont l'un au moins est contenu dansF (par d�e�nition de F ). Si les trois secteurs sont

contenus dansF , la face est hom�eomorphe au plan au voisinage de~v. Si au plus deux secteurs sont dans

la face, au voisinage de~v, la face est hom�eomorphe �a un demi-plan. Ainsi, F est soit hom�eomorphe �a

un plan, soit hom�eomorphe �a un demi-plan au voisinage de tous ses points.Par cons�equent, F est une

sous-vari�et�e (�a bords) du plan 12 [70, th�eor�eme 4.17].

4.4 L'ensemble des points de vue d�eg�en�er�es est nulle part dense

Nous nous int�eressons �a l'ensemble des points de vue d�eg�en�er�es et nous d�emontrons que cet ensemble

est nulle part dense.

12 Nous supposons que la sc�ene n'est pas vide.
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4.4.1 Rayons bitangents limites

Consid�erons une paire d'objetsX et Y . Nous commen�cons par d�emontrer que l'ensemble des points

d'o�u partent des rayons bitangents limites �a X et Y est nulle part dense.

Lemme 13. L'ensemble des origines de rayons bitangents limites �a deux objets disjoints est nulle part

dense.

D�emonstration. La preuve de ce r�esultat est une cons�equence imm�ediate des lemmes14 et 15.

4.4.1.1 Rayons bitangents limites dans des plans s�eparateurs

Un rayon bitangent limite �a X et Y est dit s�eparateur s'il appartient �a un plan support commun �a X

et Y qui les s�epare.

Lemme 14. L'ensemble des origines de rayons bitangents limites s�eparateurs �a deuxobjets disjoints est

nulle part dense.

D�emonstration. Soient X et Y deux objets disjoints, (p; ~u) un rayon tangent �a X avant Y et H un plan

qui contient (p; ~u) et s�epare X de Y . Notons HY le demi-espace ouvert d�elimit�e par H dont l'adh�erence

contient Y . Pour tout point q 2 HY , consid�erons Cq l'enveloppe convexe deq et Y . L'intersection entre

H et Cq est contenue dansY . Il s'en suit que l'intersection entre Cq et X ne peut être que vide. Ainsi, il

n'existe pas de rayon issu d'un point deHY qui intersecte X avant Y . �Etant donn�e qu'il existe des points

de HY arbitrairement proches dep, celui-ci n'est pas dans l'int�erieur de l'ensemblePXY des origines de

rayons bitangents limites �a X et Y qui rencontrent X avant Y . L'ensemble PXY est donc d'int�erieur

vide. En appliquant le même argument, on obtient quePY X , l'ensemble des origines de rayons bitangents

limites �a X et Y qui rencontrent Y avant X , est �egalement d'int�erieur vide. �Etant donn�e que PXY et

X

Y

H
p

q

Cq
HY

~u

Fig. 4.8 { L'enveloppe convexe Cq engendr�ee par q et Y est int�egralement contenue dans le demi-espaceH Y .

PY X sont deux ensembles ferm�es d'int�erieur vide, leur union est�egalement ferm�ee et d'int�erieur vide. Par

cons�equent, cet ensemble est nulle part dense. D'o�u le r�esultat.

4.4.1.2 Rayons bitangents limites dans des plans non s�eparateurs

Le même r�esultat est obtenu pour les rayons bitangents limites dansdes plans non s�eparateurs bien

que cela soit plus complexe.
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Lemme 15. L'ensemble des origines de rayons bitangents limites non s�eparateurs �adeux objets disjoints

est nulle part dense.

Pr�eliminaires techniques. Rappelons qu'en tout point du bord d'un objet convexe, il existe un plan

support. Dans le cas o�u ce plan est unique, nous disons que le point est r�egulier , sinon il est singulier.

L'ensemble des points r�eguliers du bord@Xd'un objet convexe X est un ouvert dense dans@X(voir,

par exemple, [11]). Si p est un point r�egulier du bord @Xd'un convexe X , nous notonsHp(X ) le plan

support �a X en p et ~np(X ) sa normale qui pointe vers l'ext�erieur de X . Nous commen�cons par d�emontrer

le lemme technique suivant :

Lemme 16. Soit p un point r�egulier du bord de X . Les applications q 7! Hq(X ) et q 7! ~nq(X ), qui

associent �a un point son plan support et sa normale, sont continues enp.

D�emonstration. Supposons que l'applicationq 7! ~nq(X ) ne soit pas continue enp. D�es lors, il existe � > 0

et une suite de points (pi ) i 2 N ! p tels que l'angle entre~npi (X ) et ~np(X ) soit sup�erieur �a � . Par compacit�e

de S2, nous extrayons une sous-suite convergente de (~npi (X )) i 2 N. Notons ~n cette limite. Par d�e�nition,

pour tout point pi , le plan de normale~npi (X ) est support �a X en pi . Il s'en suit que le plan d�e�ni �a la

limite, passant par p et de normale~n, est un plan support �a X en p. Or, par hypoth�ese, ~n est di��erente

de ~np(X ). Il y a donc deux plans support distincts en p. Une contradiction avec la r�egularit�e de p qui

implique que l'application q 7! ~nq(X ) est continue.

Maintenant, posons Hq(X ) = ( ~nq(X ); dq). La quantit�e dq v�eri�e l'�egalit�e

dq = max
x 2 X

f
�!
Ox � ~nq(X )g:

Or, la continuit�e de l'application q 7! ~nq(X ) en p implique celle de q 7! dq. Finalement, l'application

q 7! Hq(X ) est continue. D'o�u le r�esultat.

Nous pouvons maintenant montrer que l'ensemble des origines de rayons bitangents limites non

s�eparateurs �a deux objets disjoints est nulle part dense.

D�emonstration du lemme 15. Notons C l'enveloppe convexe deX [ Y . Supposons queC soit d'int�erieur

non vide { sans quoi le r�esultat est imm�ediat. Consid�erons � un plan s�eparant strictement X de Y et � la

courbe � \ @C. Remarquons que toute droite support �a un rayon bitangent limite non s�eparateur coupe

la courbe � en un point p.

Points singuliers de � . Puisque � s�epare X de Y , il y a une bijection entre les plans support �a C en

p et les droites support �a � , vue comme courbe de� , en p. Les points singuliers deC sur � sont donc

les points singuliers de� . Si deux droites bitangentes passent parp 2 � , ce point est int�erieur �a un

quadrilat�ere plan contenu dans le bord @C. Par cons�equent, il existe un unique plan support �a C en p. Il

passe donc exactement un plan bitangent par point singulier dep. Comme une courbe convexe du plan

a un nombre au plus d�enombrable de points singuliers, l'union de cesplans bitangents rencontrant � en

un point singulier est d'int�erieur vide.
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�

X

Y

�

p

Hp(C)

D

Fig. 4.9 { Bijection entre le plan support H p (C) �a @Cet la droite support �a � en p. La droite D de � est support
�a � en p.

Points r�eguliers de � . Notons Hp(C) le plan support �a C en un point r�egulier p de � . Puisque � \ Hp(C)

est une droite support �a � , l'intersection � \ Hp(C) est soit un point, soit un intervalle d'int�erieur non

vide du plan � .

Il y a un nombre au plus d�enombrable d'intervalles de points. De plus, toute paire de points dans un

intervalle donn�e a même plan support. Par cons�equent, l'ensemble des origines de rayons bitangents dont

l'intersection avec � appartient �a un intervalle de points est une union d�enombrable de plans. Il est donc

d'int�erieur vide. Revenons donc au cas o�u l'intersection de � \ Hp(C) est r�eduite �a un point isol�e. Par

un point r�egulier isol�e p passe exactement une droite bitangente. Notons~up sa direction (orient�ee de X

vers Y ). Montrons tout d'abord que p 7! ~up est continue en tout point r�egulier. Par l'absurde, supposons

qu'il existe � > 0 et une suite (pi ) i 2 N qui tende versp et telle que l'angle entre~upi et ~up soit sup�erieur �a

� . Par compacit�e de S2, la suite (~upi ) contient une sous-suite convergente. Notons~u cette limite. Ainsi, il

existe une sous-suite :

(p� ( i ) ) ! p avec (~up� ( i ) ) ! ~u 6= ~up:

Puisque le rayon (p� ( i ) ; ~up� ( i ) ) appartient au plan Hp� ( i ) , nous avons, par continuit�e de l'application

q 7! Hq en un point r�egulier (lemme 16), que le rayon (p; ~u) appartient �a Hp. Pour tout j , la droite

passant parpj de vecteur directeur~upj intersecte X et Y . Or, ces objets sont ferm�es. Nous en d�eduisons

que la droite passant par p et de vecteur directeur ~u rencontre X et Y . Cette droite �etant contenue

dans Hp, elle est bitangente dans un plan non s�eparateur et deux droites bitangentes passent parp. Une

contradiction avec la r�egularit�e de p. D'o�u la continuit�e de q 7! ~uq en tout point r�egulier.

Soient R� l'ensemble des points r�eguliers (isol�es) de� et D � l'ensemble des droites bitangentes ren-

contrant R� . La fonction  : D � ! R� , qui associe �a une droite son intersection avec� , est bijective

et continue. De plus, la continuit�e de l'application q 7! ~uq (d�emontr�ee ci-dessus) implique la continuit�e

de  � 1. L'application  est donc un hom�eomorphisme. Par cons�equent, l'union des droites deD � inter-

sectant un intervalle de R� est d'int�erieur vide. Comme R� est le compl�ementaire dans� d'un nombre

d�enombrable de points singuliers et d'intervalles de points r�eguliers, il se d�ecompose en un nombre au

plus d�enombrable d'intervalles. L'union des droites de D � (les droites bitangentes rencontrant � en un

point r�egulier) est donc l'union d'un nombre au plus d�enombrable d' ensembles d'int�erieurs vides et est
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donc d'int�erieur vide.

4.4.2 Rayons tritangents

Nous prouvons que l'ensemble des origines de rayons tritangents est nulle part dense. Pour cela, nous

commen�cons par le cas des origines de rayons qui ne sont pas sur des rayons bitangents limites.

Pr�eliminaires techniques. Avant tout, nous pr�esentons un lemme technique. Prenons un objetX et

un rayon (p; ~u) tangent �a X . Soit ~n une direction normale �a ~u telle que le plan H~n contenant (p; ~u) et

~n intersecte X sans le contenir ni en être un plan support. Supposons que~n pointe dans la direction du

demi-plan ouvert de H~n d�elimit�e par ( p; ~u) et ne contenant pasX \ H~n (�gure 4.10). Pour le param�etre

t 2 ]� �; � [, notons H~n (t) l'image de H~n par la rotation d'angle t et d'axe p + R~n. Nous disons qu'un

rayon de H~n (t) dont l'origine est sur p + R~n rencontre X par le dessussi ~n pointe vers le demi-plan de

H~n (t) d�elimit�e par la droite support au rayon qui ne rencontre pas X \ H~n (t).

~n

~up

X \ H~n

Fig. 4.10 { La direction ~n pointe vers le demi-plan de H ~n , d�elimit�e par la droite support �a ( p; ~u), qui ne contient
pas X \ H ~n . Le rayon (p; ~u) rencontre l'objet X par le dessus.

Lemme 17. Il existe un voisinageN de ~n pour lequel il existe� > 0 tel que, quelques soient~m 2 N et

t 2 ] � �; � [, tout rayon dans H ~m (t), issu d'un point du segment[p � �~m; p + �~m], dont la direction fait un

angle au plus� avec~u et tangent �a X , rencontre X par le dessus.

D�emonstration. Dans un premier temps, supposons queX soit un objet tridimensionnel. Puisque le plan

H~n n'est pas support �a X , il existe une boule ouverteB contenue dansX dont le centre appartient �a H~n .

Vu que (p; ~u) est tangent �a X , nous pouvons supposer que le projet�e orthogonalc du centre deB sur la

droite support de (p; ~u) appartient au rayon. Soient � un plan orthogonal �a ~n qui s�epare strictement B du

rayon (p; ~u) et q le sym�etrique de p par rapport �a c. Consid�erons deux boules ouvertesBp et Bq, centr�ees

respectivement enp et q, qui sont s�epar�ees de B par le plan � (sch�ema de gauche de la �gure4.11).

Aucun rayon qui part de Bp et traverse Bq n'intersecte B (autrement il devrait couper � en deux points

distincts). Il existe � 0 > 0 pour lequel tout rayon issu d'un point �a une distance au plus � 0 de p et dont

la direction fait un angle au plus � 0 avec~u intersecte Bp et Bq. Notons R ce voisinage de (p; ~u).

Soit N un voisinage ferm�e de~n tel que, pour tout ~m 2 N , le produit scalaire h~n; ~mi soit strictement

positif et le plan H ~m intersecte B . Il existe � 1 > 0 pour lequel, quelque soit~m 2 N , il existe une boule

ouverte B ~m � B de rayon � 1 dont le centre appartient au plan H ~m (sch�ema de droite de la �gure 4.11).

Fixons � 2 > 0 tel que les images deH~n par les rotations d'axe p+ R~n et d'angles � � 2 et � 2 intersectent la

boule B~n . Notons que, pour tous ~m 2 N et t 2 ] � � 2; � 2[, l'intersection entre le plan H ~m (t) et B ~m n'est

pas vide.

61



Chapitre 4. �Ev�enements visuels d'ensembles convexes

~n

~up

X

B

N

~n

~u

B

boules de rayon � 1

�

c
q

Fig. 4.11 { Le sch�ema de gauche montre les deux boulesBp et Bq . Il existe un voisinage de (p; ~u) compos�e de
rayons issus deBp et qui intersectent Bq . Le sch�ema de droite montre que pour toute direction ~m de N , il existe
une boule de rayon � 1 centr�ee en un point de H ~m et contenue dans B . Ce sch�ema repr�esente la situation dans le
plan normal �a ~u au centre de la boule B .

Pour �nir, �xons � = min( � 0; � 2). Quelques soient ~m 2 N et t 2 ] � �; � [, tout rayon appartenant �a

l'intersection entre R et le plan H ~m (t) est au dessus deB ~m dans H ~m (t). Il s'en suit que si ce rayon est

tangent �a X , alors il est au dessus deX dans H ~m (t).

Dans le cas o�uX est un objet de dimension deux, le même argument peut être appliqu�e en consid�erant

un disque D ouvert dans X . D'o�u le r�esultat.

Lemme 18. Soit (p; ~u) un rayon tangent �a X , Y et Z . Il existe un voisinageU de ~u tel qu'il existe un

ouvert arbitrairement proche dep depuis lequel ne part aucun rayon tritangent �aX , Y et Z suivant une

direction de U.

D�emonstration. Soient X , Y et Z les trois objets rencontr�es par le rayon (p; ~u) et soient � X , � Y et � Z

trois plans supports en~u respectivement �a X , Y et Z tels que (p; ~u) appartienne �a chacun de ces plans. Ces

trois plans partagent l'espace en six sextants distincts (le rayon (p; ~u) n'est pas bitangent limite). Chacun

des objets rencontre exactement trois r�egions cons�ecutives : d'une part chaque objet est contenu dans

un demi-espace d�elimit�e par son plan support, d'autre part, chaque objet doit traverser les deux plans

di��erents de son plan support (le rayon ( p; ~u) n'est pas bitangent limite). Dans chaque r�egion, d'apr�es le

lemme 4, les objets sont tri�es par ordre d'intersection avec les rayons issus dep (par convention, l'ordre

est X , Y puis Z ). Il y a huit combinaisons possibles. En �eliminant les sym�etries, nous nous ramenons

aux quatre cas repr�esent�es �a la �gure 4.12. Pour chaque cas, nous construisons un ouvert arbitrairement

proche dep depuis lequel n'est issu aucun rayon tangent �aX , Y et Z .

Premier cas : Ce cas correspond au sch�ema en haut �a gauche de la �gure4.12 o�u S1 correspond au

sextant qui n'intersecte aucun objet etSXY Z �a celui qui intersecte les trois objets. Notons~n une normale

�a ~u dirig�ee vers S1 comme indiqu�e sur le sch�ema de la �gure 4.13. Notons � le plan passant parp et

contenant les directions~u et ~n. Remarquons que� peut être choisi tel qu'il ne soit support �a aucun des

trois objets puisqu'il intersecte SXY Z .

Dans le plan � , les trois objets sont en dessous du rayon (p; ~u). D'apr�es le lemme 17, pour chacun des

trois objets, il existe un voisinageN de ~n pour lequel il existe � > 0 tel que, quelque soit~m 2 N , tout
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x1 x2

y2 z2

y1z1

x1 x2

y2 z1

y1z2

x1 x2

y1 z2

y2z1

x1 x2

y1 z1

y2z2

X

Y ZS1

SXY Z

Fig. 4.12 { Ensembles des contours apparents engendr�es par trois objetsX , Y et Z . Les couleurs correspondent
au premier objet pouvant être intersect�e par le rayon issu p et contenu dans ce sextant (la couleur la plus claire
correspond �a X , la plus fonc�ee est associ�ee �a Z alors que le blanc correspond indi��eremment �a l'in�ni ou �a un
quatri�eme objet rencontr�e transversalement).

� X

� Z

� Y
~n

~u

� � "

� "

Fig. 4.13 { Le sch�ema de gauche montre le choix de la direction ~n. Quant au sch�ema de droite, il repr�esente les
coupes par les plans� � � et � + � .

rayon issu d'un point du segment [p � �~m; p + �~m], suivant une direction qui fait un angle au plus � avec

~u et tangent �a l'objet, soit tangent �a cet objet par le dessus. Prenons le minimum des � et l'intersection

des trois voisinages de~n.

Pour tout ~m 2 N , notons � � � et � + � les plans images du plan contenantp, ~u et ~m par rotation

d'angles� � et + � autour de l'axe p+ R~m. Les intersections de ces plans avec la sph�ere des directions sont

repr�esent�ees sur le sch�ema de droite de la �gure 4.13. Ces deux plans intersectent� X , � Y et � Z comme

indiqu�e sur les sch�emas inf�erieurs de la �gure 4.14. Or, pour qu'une tangente partant de q 2 [p� �~m; p+ �~m]

et laissant les objets du même côt�e puisse exister, il faudrait dans chacun de ces plans qu'elle intersecte

deux fois une même droite (� X pour � � � et � Y pour � + � ). C'est impossible et cela d�emontre qu'il n'existe

localement pas de tangente �aX , Y et Z depuis tout point q arbitrairement proche de p dans la direction

~m 2 N .
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p ~u

~m

p � Z

~m

� Y

� X

p � Z

~m

� X

� Y

q q

Fig. 4.14 { Balayage par des plans obtenus par rotation autour de l'axe p + Rm. Le sch�ema sup�erieur est une
coupe de la sc�ene par le plan� . Le sch�ema inf�erieur gauche est celui d'une coupe dans le plan � � � alors que celui
de droite est une coupe dans le plan� + � .

Nous proc�edons maintenant de mani�ere similaire pour extraire une direction qui convienne dans chacun

des autres cas.

Autres cas : Dans le second cas, nous consid�erons l'ensemble des directions orient�ees vers le sextant qui

intersecte uniquement l'objet Z . Pour le troisi�eme, nous choisissons l'ensemble des directions orient�ees vers

l'unique sextant qui n'intersecte aucun objet. Finalement, dansle dernier cas nous utilisons l'ensemble

des directions orient�ees vers le sextant qui intersecte uniquement X (voir �gure 4.15). Mis ensembles ces

quatre cas d�emontrent le r�esultat de ce lemme.

Lemme 19. L'ensemble des origines de rayons tangents �a trois objets disjoints sans être les origines de

rayons bitangents limites �a deux d'entre eux est d'int�erieur vide.

D�emonstration. Consid�erons les trois objets disjointsX , Y et Z et supposons que l'ensemble des origines

de rayons tritangents �a X , Y et Z ne soit pas d'int�erieur vide. Soit B une boule ouverte incluse dans cet

ensemble. Puisque, pour chaque paire d'objets (X; Y ), (X; Z ) ou (Y; Z), l'ensemble des origines de rayons

bitangents limites est nulle part dense (lemme13), nous pouvons supposer queB n'intersecte aucun des

ensembles dont sont issus des rayons bitangents limites �a ces objets. Par cons�equent, depuis chaque point

p 2 B , il existe un nombre �ni de rayons bitangents �a deux des trois objets (lemme10). De plus, quitte �a

restreindre B , la stabilit�e locale des intersections entre les silhouettes de deux objets (lemme11), garantit

que le nombre de rayons bitangents aux deux premiers objets est le m^eme depuis tout point deB .

Choisissons un point quelconquep de B . Notons ~u1; : : : ; ~uk les directions des bitangentes aux deux

premiers objets depuisp et V1; : : : ; Vk des voisinages de ces directions qui les isolent les unes des autres.

En raison de la stabilit�e des intersections entre paires de silhouettes (lemme11), il existe un voisinageP

depuis lequel la bitangente aux deux premiers objets reste unique dans chaqueVi lors du d�eplacement

du point de vue dansP (quitte �a r�eduire les Vi ).

Nous construisons un proc�ed�e it�eratif qui permet d'exhiber un point de P depuis lequel ne part aucun
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Fig. 4.15 { Chaque colonne correspond �a une con�guration. Le sch�ema sup�erieur indiq ue les position de la direction
~n ainsi que des plans� � � et � + � . Les trois sch�emas inf�erieurs sont les coupes de la sc�ene dans les planscontenant
p, ~u et ~m, � � � et � + � (dans cet ordre).
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rayon tritangent �a X , Y et Z . Supposons que~u1 soit la direction d'un rayon tritangent �a X , Y et Z .

En raison de l'instabilit�e locale des jonctions t +t +t (lemme 18), pour tout voisinage su�samment petit

U1 � V1 de ~u1, il existe une bouleB1 arbitrairement proche de p depuis laquelle aucun des rayons dirig�es

suivant une direction de U1 n'est tritangent �a X , Y et Z . Puisque B1 peut être choisie arbitrairement

proche de p, nous prenons une boule qui satisfait �a la propri�et�e B1 � P . D�es lors, il n'existe pas de

rayon t +t +t issu d'un point de B1 et dirig�e suivant une direction de U1. De plus, tout rayon bitangent

(a fortiori tout rayon t +t +t ) est cantonn�e �a un unique voisinage Vj , pour 1 < j � k. Par cons�equent, le

nombre de rayonst +t +t depuis chaque point deB1 est au plusk � 1.

�A l'�etape i > 1 de ce processus, nous consid�erons la direction~ui et son voisinageVi . Pour un point

quelconquepi de B i � 1, nous construisons la bouleB i � B i � 1 et le voisinageUi � Vi tels qu'aucun des

rayons de B i � Ui ne soit tritangent �a X , Y et Z . Aucun rayon tritangent n'�emane d'un point de B i

suivant une direction prise dansU1; : : : ; Ui . De plus, chaque rayon bitangent est isol�e dans un voisinage

Vj , pour i < j � k. Par cons�equent, il y a au plus k � i rayons tritangents �a X , Y et Z issus d'un même

point de B i .

Ainsi, la boule Bk � P contient exclusivement des points depuis lesquels ne sont issus aucuns rayons

tritangents �a X , Y et Z . D�es lors, pour tout voisinage P de p, il est possible d'extraire un point n'appar-

tenant �a aucun rayon t +t +t . Une contradiction qui implique le r�esultat.

Lemme 20. L'ensemble des origines de rayons tangents �a trois objets disjoints estnulle part dense.

D�emonstration. Soient T l'ensemble des origines de rayons tangents �a trois objets disjointset B celui des

rayons bitangents limites �a deux de ces objets. L'ensembleB est nulle part dense (lemme13). Il s'en suit

que B est d'int�erieur vide. De plus, T n B est d'int�erieur vide (lemme 19). Par cons�equent, T , qui est

l'union de deux ensembles d'int�erieurs vides, est d'int�erieur vide. Puisque T est ferm�e, il est nulle part

dense.

D�emonstration du th�eor�eme 3. La sc�ene comporte un nombre �ni d'objets. Ainsi, l'union des enveloppes

a�nes des objets de dimension deux est une union �nie de plans qui est, bien �evidemment, nulle part

dense. Par cons�equent, l'ensemble des points d�eg�en�er�es est un sous-ensemble de l'union de trois ensembles

nulle part denses : l'ensemble des origines de rayons bitangents limites (lemme13), l'ensemble des origines

de rayons tritangents (lemme20) et l'ensemble des enveloppes a�nes d'objets bidimensionnels.C'est donc

un ensemble nulle part dense.

4.5 Les points de vue non d�eg�en�er�es sont stables

Dans cette section, nous �etablissons la stabilit�e par hom�eomorphisme des points non d�eg�en�er�es. Nous

consid�erons un point non d�eg�en�er�e quelconque p et le contour apparent depuisp. La preuve se d�ecompose

en trois grandes �etapes. Dans un premier temps, nous montrons que danstout voisinage su�samment

petit P de p, il est possible de construire, pour chaque pointq 2 P, une bijection entre les jonctions de

� p et de � q. Ensuite, en utilisant la continuit�e des d�eformations des silhouettes des objets, nous �etendons
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cette bijection en une isotopie de � p vers � q. Finalement, nous utilisons cette isotopie pour construire

un hom�eomorphisme entre les contours apparents plong�es dans la la sph�ere des directions.

4.5.1 Stabilit�e locale des jonctions

Lemme 21. Soient p un point de vue non d�eg�en�er�e et ~u une jonction du contour apparent depuisp.

Pour tout voisinage su�samment petit U de ~u, il existe un voisinageP de p tel que le contour apparent

depuis tout point q 2 P contienne une unique jonction dansU.

D�emonstration. �Etant donn�e que p est un point de vue non d�eg�en�er�e, le rayon ( p; ~u) est tangent �a

exactement deux objets visiblesX et Y (dans cet ordre) puis tarverse �eventuellement d'autres objets

apr�es Y . Les objets sont ferm�es. Ainsi, si (p; ~u) ne rencontre aucun objet apr�esY , il existe un voisinage

R de (p; ~u) tel qu'aucun rayon de R n'intersecte d'objet autre que X ou Y . Sinon, soit Z le premier objet

intersect�e transversalement par (p; ~u). Il existe un voisinage R de (p; ~u) tel que tout rayon de R traverse

X , Y ou Z avant de rencontrer un autre objet. Suivant le lemme11, il existe un voisinageP de p tel que,

quelque soitq 2 P, l'ensembleU contienne une unique intersection entre les silhouettes deX et Y depuis

q. Notons que les voisinagesU et P sont �eventuellement restreints a�n que P � U soit contenu dansR.

D'apr�es le lemme de stabilit�e des ordres d'intersection (lemme 5), pour tout point q 2 P, l'intersection

entre les silhouettes deX et Y est visible et est une jonction de � q. De plus, puisque par construction

P � U � R, aucune autre intersection entre des silhouettes d'objets di��erents de X et Y n'est visible

depuis q. D'o�u le r�esultat.

4.5.2 Construction de l'isotopie

Nous d�emontrons le lemme22 qui garantit l'existence d'un voisinage P de p dans lequel il est possible

de d�e�nir une isotopie entre les contours apparents. Pour sch�ematiser la construction, nous partons du

contour apparent depuis p. Il contient un nombre �ni de jonctions et celles-ci restent stables dansP.

Pour tout point q dans P, il su�t de faire la correspondance entre les jonctions de � p et celles de � q.

De plus, quitte �a restreindre �a nouveau P, les arcs qui joignent ces jonctions se d�eforment continûment.

C'est ainsi que nous �etendons cette correspondance en une application continue qui en tout point q de P

est un hom�eomorphisme entre � p et � q.

Lemme 22. Soit p un point de vue non d�eg�en�er�e. Pour tout voisinage su�samment petit P de p, il

existe une application continue' : P � � p ! S2 telle que, pour tout point q 2 P, l'application partielle

' (q;�) soit un hom�eomorphisme entre � p et le contour apparent depuisq.

D�emonstration. D'apr�es le lemme 12, le contour apparent � p contient un nombre �ni de jonctions. Nous

les notons~u1; : : : ; ~uk . Pour chaque~ui , consid�erons un voisinage su�samment petit Ui qui l'isole des autres

jonctions. D'apr�es le lemme 21, pour tout i , il existe un voisinagePi de p tel que le contour apparent � q

depuis n'importe quel q 2 Pi contienne une unique jonction dansUi . L'intersection P desPi (en nombre

�ni) est un voisinage de p. L'application ' restreinte �a P � f ~u1; : : : ; ~uk g est la bijection qui, pour tout

tout couple (q; i), envoie la jonction de � p dans Ui sur la jonction de � q dans Ui .
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Nous montrons comment �etendre ' aux arcs. Consid�erons les arcs de �p qui sont d�elimit�es par deux

jonctions. Soient � l'arc d'extr�emit�es ~ui et ~uj et Ui et Uj les voisinages respectifs de ces deux jonctions.

Pour tout point q 2 P, l'application ' envoie ~ui et ~vi sur ' (q; ~ui ) 2 Ui et ' (q; ~uj ) 2 Uj . Maintenant,

quitte �a restreindre chacun des voisinagesUk (et par cons�equent P), nous pouvons supposer que l'arc

� ne touche aucun bords desUk autre que Ui et Uj . D'apr�es le lemme de continuit�e de la d�eformation

des silhouettes (lemme6) et quitte �a r�eduire P, nous pouvons a�rmer que la d�eformation de � (lors

d'un d�eplacement dans P) continue de ne rencontrer aucun des bords desUk . Ainsi, l'arc � (qui se

d�eforme continûment) relie les jonctions ' (q; ~ui ) et ' (q; ~uj ) pour tout q 2 P. L'application ' s'�etend

donc continûment aux arcs simples du contour apparent. Quant aux contours ferm�es (qui ne contiennent

aucune jonction), l'extension de' d�ecoule de la d�eformation continue des silhouettes. D'o�u le r�esultat.

4.5.3 Extension �a la sph�ere des directions

Dans cette section, nous �etendons l'isotopie entre les contours apparents d�e�nie �a la section pr�ec�edente

en un hom�eomorphisme de la sph�ere des directions vers elle-même.

Lemme 23. Soit p un point de vue non d�eg�en�er�e. Il existe un voisinage P de p tel que, pour tout q 2 P,

il existe un hom�eomorphisme deS2 dans elle-même qui envoie le contour apparent depuisp sur le contour

apparent depuisq.

D�emonstration. Notons P le voisinage dep et � l'application donn�es par le lemme 22. Soit q 2 P, nous

notons  l'hom�eomorphisme � (q;�) entre le contour apparent depuisp et celui depuisq. Nous montrons

que  s'�etend �a la sph�ere des directions S2.

Soient Fp une face du contour apparent depuisp et Fq la face correspondante dans le contour apparent

depuis q. Puisque � induit une isotopie entre l'identit�e de � p et  , la faceFq est bien d�e�nie et poss�ede

la même topologie queFp : un disque ouvert D k aveck trous (lemme 12). Nous montrons que s'�etend

en un hom�eomorphisme deFp vers Fq par r�ecurrence sur k.

Cas k = 0 . Soient r p : Fp ! D0 et r q : Fq ! D0 deux hom�eomorphismes. L'application � = r q �  � r � 1
p

est un hom�eomorphisme du bord (de l'adh�erence13) de D0 dans lui-même qui peut être �etendu en un

hom�eomorphisme deD0 (�gure 4.16). Si � � correspond �a cette extension, alorsr � 1
q � � � � r p �etend  en

un hom�eomorphisme entre les facesFp et Fq.

Cas k = 1 . Les facesFp et Fq sont toutes deux d�elimit�ees par deux courbes ferm�ees. Soientr p : Fp ! D1

et r q : Fq ! D1 deux hom�eomorphismes. L'application � = r q �  � r � 1
p est un hom�eomorphisme du bord

de D1 dans lui-même. Même s'il existe un hom�eomorphisme� de D1 dans lui-même qui �echange les deux

courbes ferm�ees composant le bord deD1, nous pouvons supposer, quitte �a �echangerr q et � � r q, que

� envoie chaque courbe du bord deD1 sur elle-même. �Etant donn�e que  est isotope �a l'identit�e sur le

bord de Fp, les restrictions � 1 et � 2 de � �a chaque courbe du bord deD1 sont isotopes �a l'identit�e. Par

cons�equent, nous pouvons �etendre� �a l'int�erieur de D1 en utilisant l'isotopie entre � 1 et � 2 (�gure 4.17).

En notant � � cette extension, l'application r � 1
q � � � � r p �etend  en un hom�eomorphisme entreFp et Fq.

13 Dans cette preuve, nous parlons du bord de l'ouvert D k . Il faut bien sûr lire le bord de l'adh�erence de D k .
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4.5. Les points de vue non d�eg�en�er�es sont stables

r p r q

D0

Fp Fq

 

O

x

y

� � (O)

� (x)

� (y)

� �

Fig. 4.16 { Extension de  en un hom�eomorphisme de Fp vers Fq . L'application � envoie les points x et y du
bord de D 0 sur � (x) et � (y). L'extension � � de � envoie le centre O de D 0 sur lui-même. Le point x(t) du rayon
Ox est envoy�e sur � � (x(t)) de O� (x).

� 2

� 1

h(�; t)

t

Fig. 4.17 { Extension de  en un hom�eomorphisme de Fp vers Fq . Le disque D 1 est d�ecompos�e en une famille de
disques concentriques param�etr�es par [0 ; 1] depuis � 1 vers � 2 . L'application � � est construite �a partir de l'isotopie
h : S1 � [0; 1] entre � 1 et � 2 .

Induction pour k > 2. Pour k � 2, il n'est pas �evident qu'il existe deux applications r p : Fp ! D k et

r q : Fq ! D k qui envoient les courbes (du bord) associ�ees par sur la même courbe du bord deD k .

Nous pouvons, toutefois, proc�eder par r�ecurrence de la fa�con suivante : choisir deux points a et b sur la

même composante du bord deFp avec la propri�et�e que a, b,  (a) et  (b) soient des points r�eguliers des

contours apparents depuis respectivementp et q. Soit  une courbe simple entrea et b qui reste dans

l'int�erieur de Fp et s�epare une courbe du bordL des autres (�a l'exception de la portion du bord entre

a et b). De mani�ere similaire, soit  0 une courbe simple de l'int�erieur de Fq qui joint  (a) �a  (b) et qui

s�epare  (L ) des autres courbes du bord deFq. Par construction, nous orientons  et  0 de sorte que

L et  (L ) soient �a droite des arcs orient�es allant de a vers b et de  (a) vers  (b) (�gure 4.18). Nous

�etendons  en un hom�eomorphisme de [ @Fp vers  0 [ @Fq. Ensuite, Fp et Fq sont s�epar�ees en deux

faces. Puisque les jonctions introduites sont de degr�e 3, chaque face cr�e�ee est hom�eomorphe �a un disque

Dm . �Etant donn�e que L et l'autre courbe du bord sont dans des faces di��erentes, nous avonsm < k . En

appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence, nous d�emontrons le r�esultat.
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a

b
L



 (b)

 (a)

 0

 (L )

Fig. 4.18 { L'�etape d'induction : les faces Fp et Fq sont d�ecompos�ees en un anneau et une face avec un trou de
moins.

4.6 Instabilit�e des points de vues faiblement d�eg�en�er�es

Dans cette section, nous d�emontrons l'instabilit�e des points de vue faiblement d�eg�en�er�es. De plus,

nous pr�esentons un exemple qui montre que ce r�esultat ne peut être �etendu �a tous les points de vue

d�eg�en�er�es.

4.6.1 Instabilit�e des points de vue faiblement d�eg�en�er�es

Lemme 24. Soit p un point de vue faiblement d�eg�en�er�e, il existe un point q arbitrairement proche de p

tel que les contours apparents depuisp et q ne soient pas hom�eomorphes.

D�emonstration. Tout d'abord, observons que si � p contient soit une in�nit�e de jonctions, soit des jonc-

tions de degr�e 4, le r�esultat est imm�ediat. En e�et, d'apr�es le t h�eor�eme 3, il existe un point q arbitrairement

proche dep tel que q ne soit pas d�eg�en�er�e. Le contour apparent depuis q contient un nombre �ni de jonc-

tions, chacune de degr�e 3 (lemme12). Dans les deux cas, il s'en suit que les contours �p et � q ne sont

pas hom�eomorphes.

Maintenant, montrons que depuis tout point d'un voisinage dep, les contours apparents contiennent

au moins autant de jonctions de degr�e 3 que �p. Soit k le nombre de jonctions de degr�e 3 dans �p et

soient ~u1; : : : ; ~uk ces jonctions. Pour 1� i � k, notons X i et Yi les deux premiers objets intersect�es par

le rayon (p; ~ui ). Quelque soit 1 � i � k, il existe un voisinageUi de ~ui et un voisinagePi de p tels que,

Ui isole ~ui des autres jonctions de � p et, pour chaque point q de Pi , le dessin � q contienne une jonction

de degr�e 3 entre les contours apparents deX i et Yi dans Ui . En e�et, puisque le rayon (p; ~u) n'est pas

bitangent limite �a X i et Yi , ce r�esultat d�ecoule des lemmes11 et 4. Remarquons que ces jonctions sont

deux �a deux distinctes. Ainsi, � q contient au moins k jonctions de degr�e 3.

Supposons maintenant que l'une des jonctions de degr�e 3 de �p soit une jonction t +t +t . Soient ~u

cette jonction et X , Y et Z les objets tangents �a (p; ~u) dans cet ordre. Remarquons que la jonction

entre X et Y continue d'exister au voisinage dep. Pour chacun des deux types de jonctiont +t +t de
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X

Y
Z

X

Y
Z

Fig. 4.19 { Depuis tout point q arbitrairement proche de p, il existe une jonction entre les contours apparents de
X et Z depuis q.

degr�e 3, en reprenant l'argument d�evelopp�e dans la preuve du lemme 18, nous construisons un rayon

arbitrairement proche de (p; ~u) qui est bitangent �a X et Z sans toucherY (�gure 4.19). Puisque ce rayon

est arbitrairement proche de (p; ~u), il est s�epar�e de toute autre jonction entre X et Z . D�es lors, le contour

� q contient au moins k + 1 jonctions de degr�e 3 et n'est donc pas hom�eomorphe �a � p.

Finalement, supposons que �p ne contienne pas de jonctiont +t +t . Il s'en suit que � p contient

une direction ~u telle que (p; ~u) soit bitangent limite. Le cas o�u ~u est l'extr�emit�e de deux segments est

trivial. Supposons que ce ne soit pas le cas,Y est donc localement cach�e parX (cf. sch�ema trois de la

�gure 4.2, page50). Soient X et Y les deux premiers objets tangents �a (p; ~u). La direction ~u appartient

�a une composante connexe d'intersection entre les silhouettessilh p (X ) et silh p (Y ). Si silh p (X ) et

silh p (Y ) co•�ncident, il existe un point q arbitrairement proche de p depuis lequelsilh q (X ) et silh q (Y )

se rencontrent �a une intersection de degr�e 3 (sch�ema de gauche de la �gure 4.20). Sinon, nous pouvons

Fig. 4.20 { Depuis tout point q arbitrairement proche de p, il existe une jonction de degr�e 3 entre les contours
apparents de X et Y depuis q.

supposer que~u est l'une des extr�emit�es de cette composante (le rayon (p; ~u) n'intersecte aucun objet

avant X et Y puisque dans le cas contraire il y aurait une jonctiont +t +t ). La direction ~u peut être isol�ee

des autres jonctions de � p. Or, il existe un rayon (q;~v) arbitrairement proche de (p; ~u) tel que silh q (X )

et silh q (Y ) s'intersectent en une jonction de degr�e 3 (sch�ema de droite dela �gure 4.20). Dans ces deux

cas, le contour apparent � q contient au moins k + 1 jonctions de degr�e 3. Par cons�equent, les contours

� p et � q ne sont pas hom�eomorphes.

En combinant ce r�esultat avec la stabilit�e des points de vus non d�eg�en�er�es, nous pouvons d�emontrer

le th�eoreme 1.
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Chapitre 4. �Ev�enements visuels d'ensembles convexes

D�emonstration du th�eor�eme 1. L'hom�eomorphisme construit au lemme 23 d�emontre que les points de

vue non d�eg�en�er�es sont stables alors que le lemme24 garantit l'instabilit�e des points de vue faiblement

d�eg�en�er�es. D'o�u le r�esultat.

4.6.2 Stabilit�e d'un point de vue fortement d�eg�en�er�e

Pour �nir, nous pr�esentons une con�guration dans laquelle la vue est stable malgr�e la pr�esence d'un

rayon t ++t et une con�guration instable. C'est la raison qui nous pousse �a di��er encier les points de

vue faiblement d�eg�en�er�es, pour lesquels nous avons d�emontr�e l'instabilit�e (lemme 24), des points de vue

fortement d�eg�en�er�es qui n'induisent pas toujours une instab ilit�e dans la vue.

Lemme 25. Il existe des points de vue fortement d�eg�en�er�es qui sont stables et d'autres qui sont instables.

D�emonstration. Commen�cons par construire un point de vue stable. Prenons deux cubes X et Y de sorte

que les deux faces sup�erieures deX et Y soient coplanaires. Soientp un point de vue dans ce plan et (p; ~u)

un rayon qui intersecte les deux faces (sch�ema de gauche de la �gure 4.21). Deux vues de la sc�enes sont

p

~u
~u

q

Fig. 4.21 { Une con�guration g�eom�etrique dans laquelle la vue depuis p est stable alors que le rayon (p; ~u) est un
rayon t ++t . Sur le sch�ema de droite, la vue sup�erieure est celle depuis p alors que la inf�erieure est celle depuis le
point q.

montr�ees sur le sch�ema de droite de la �gure 4.21. La vue sup�erieure est celle depuisp alors que la vue

inf�erieure est obtenue depuis le pointq (situ�e au dessus du plan bitangent). Ces deux contours apparents

sont hom�eomorphes. De plus, il est facile de voir que depuis tout point d'un voisinage su�samment petit

de p, nous obtenons un contour apparent hom�eomorphe �a � p. Ceci garantit la stabilit�e de la vue au

voisinage dep.

Construisons maintenant un point de vu fortement d�eg�en�er�e ins table. Consid�erons un plan et deux

triangles tels que le sommet sup�erieur de chaque triangle soit dansce plan. Prenons un point sur la

droite d�e�nie par ces deux sommets et tel que le contour apparent contienne une jonction de degr�e 3

(�gure 4.22). La vue depuis p et la vue depuisq ne sont pas hom�eomorphes.
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p

~u

q

vue depuisp vue depuisq

Fig. 4.22 { Une con�guration g�eom�etrique dans laquelle la vue depuis p est instable alors que le rayon (p; ~u) est
un rayon t ++t . Sur le sch�ema de droite, les deux vues sont di��erentes.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propos�e une d�e�nition de la vue d'une sc�ene form�ee d'ensembles convexes

et disjoints de R3 ainsi qu'une formulation de l'�equivalence entre les vues. Ces propositions mettent

l'accent sur la prise en compte des contours visibles des objets etsont coh�erentes avec notre envie de

traduire les apparitions, disparitions et occultations partielles d'objets convexes. Ensuite, nous avons

d�emontr�e une caract�erisation g�eom�etrique des lieux o�u se pr oduisent ces �ev�enements visuels : les points

qui appartiennent �a des droites tangentes �a deux objets dans un plansupport commun �a ceux-ci (droites

t ++t ) ou qui se trouvent sur des droites tangentes �a trois objets (droitest +t +t ).

Ces r�esultats sont les premiers �a �etablir un lien clair, dans l' �etude des �ev�enements visuels, entre le

contexte discret (des poly�edres) et le contexte continu (des objets lisses par morceaux). Ils posent les

bases de r�esultats de passage �a la limite. C'est int�eressant dansla mesure o�u il existe des implications

dans des travaux de recherche actuels. Par exemple, la structuredu squelette de visibilit�e introduite par

Durand, Drettakis et Puech [33, 35] pour encoder les surfaces d'�ev�enements visuels, peut se d�e�nir sur

des poly�edres (le cadre originel de sa d�e�nition) ou sur des sph�eres. La question est alors de savoir si en

e�ectuant une approximation de plus en plus �nement les sph�erespar des poly�edres, nous obtenons un

squelette de visibilit�e de poly�edres qui tend vers celui calcul�e sur les sph�eres. R�eciproquement, est-ce que

les r�esultats th�eoriques qui font �etat d'une complexit�e lin� eaire pour la taille du squelette dans le cas de

sph�eres [26] sont utilisables dans le cas des poly�edres.

Un autre int�erêt de nos r�esultats r�eside dans leur compatibilit �e avec les cadres plus restrictifs, mais ha-

bituels, de d�e�nition des �ev�enements visuels. En e�et, pou r des poly�edres convexes et disjoints, la d�e�nition

des �ev�enements visuelsev et eee par Gigus et Malik se retrouve dans nos r�esultats en consid�erant chacune

des faces des poly�edres comme des objets propres. Au fond, cela n'est pas �etonnant puisque nos r�esultats

rel�event d'une compr�ehension des faces comme d�e�nissant un objet (un ensemble de faces prises comme

un tout), alors que Gigus et Malik travaillent sur une intuition, au de meurant puissante, des interactions

entre des� soupes� de polygones. De même, notre formulation des �ev�enements visuels, notamment pour

les sph�eres, est compatible avec le cas des objets convexes et lisses par morceaux (o�u les �ev�enements

visuels sont �egalement lest ++t et les t +t +t ).

Finalement, un certain nombre d'objets g�en�eraux peuvent être d�ecompos�es au moyen de convexes non

disjoints (en graphisme, par exemple, les maillages volumiques de tous types d'objets). Nous esp�erons

donc qu'une meilleure compr�ehension du cas des ensembles convexes et disjoints sera une �etape vers la
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prise en compte des objets convexesnon disjoints puis, �a terme, si les r�esultats obtenus sont satisfaisants,

des objets g�en�eraux.
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Chapitre 5

Complexit�e des r�egions d'ombre et

de p�enombre

Ce chapitre est une transcription, l�eg�erement remani�ee, d'un travail e�ectu�e avec Olivier Devillers,

Hazel Everett, Marc Glisse, Sylvain Lazard et Raimund Seidel [24]14.

5.1 Introduction

Les ombres jouent un rôle central dans la perception des profondeurs et des agencements g�eom�etriques

[79, 119]. Malheureusement, le calcul r�ealiste et e�cace des ombres est un probl�eme ardu, et ce parti-

culi�erement dans le cas de sources lumineuses non ponctuelles. Une grande vari�et�e d'approches ont �et�e

consid�er�ees pour le rendu d'ombres (voir, par exemple, les travaux de synth�ese [32, 126]) et de nombreuses

m�ethodes font un usage intensif des composants mat�eriels pour le traitement graphique (voir l'article de

synth�ese [55]).

Type de sc�ene Minoration Majoration

Segment lumineux
2 triangles disjoints 4 O(1)

2 poly�edres convexes, �epais et disjoints 
( n) O(n)
k poly�edres convexes et disjoints 
( nk2 + k4) O(nk3)

k poly�edres convexes 
( nk2 + k4) O(n2k2)

Source(s) polygonale(s) Source unique O(k) sources
k poly�edres convexes 
( n2k3 + nk5) O(n3k3)

Tab. 5.1 { Bornes inf�erieures sur le nombre maximum de composantes connexes et bornes sup�erieures sur la
complexit�e des ombres projet�ees sur un plan par un segment lumineux ou des sources polygonales en pr�esence de
k poly�edres convexes de complexit�e totale O(n).

14 Les travaux de recherche sur cet article ont �et�e initi�es lors d u s�eminaire : Fifth McGill-INRIA Workshop on Compu-
tational Geometry in Computer Graphics qui s'est tenu du 4 au 10 f�evrier 2006 au Bellairs Research Institute of McGill
University in Holetown, St. James, Barbados, West Indies.
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Sources lumineuses Borne inf�erieure Borne sup�erieure

O(1) poly�edres convexes de taillem 
( n� (k) + km + k2) O(n� (k) + km� (k) + k2)
O(k) poly�edres convexes de taille totaleO(n) 
( nk + k4) O(nk� (k) + k4)

Tab. 5.2 { Bornes sur la complexit�e de l'union des r�egions d'ombre et de p�enombre pro jet�ees sur un plan par un
ensemble dek poly�edres convexes dont certains sont des sources lumineuses.

Un point est dans l'ombre s'il ne voit aucune portion d'aucune source de lumi�ere ; il est dans la lumi�ere

s'il voit int�egralement toutes les sources lumineuses ; sinon, ilest dans lap�enombre. Alors que la limite

entre la p�enombre et la lumi�ere est plutôt bien appr�ehend�e e (voir la section 5.3), il en est autrement

pour la limite de l'ombre. N�eanmoins, il s'est d�evelopp�ee une l itt�erature importante concernant le calcul

explicite de ces limites d'ombres ; voir, par exemple [28, 33, 34, 35, 57, 83, 110, 113].

Dans ce chapitre nous d�emontrons diverses bornes, r�esum�ees dansles tableaux 5.1 et 5.2, concer-

nant la complexit�e de l'ombre et de la p�enombre projet�ees sur un plan �xe par un segment lumineux

ou des sources convexes et polygonales, en pr�esence d'obstacles convexes et pouvant être polygonaux ou

poly�edriques dans R3. Dans ce chapitre, et sauf mention contraire, les objets de la sc�ene(sources lumi-

neuses et obstacles) sont suppos�es deux �a deux disjoints dans le cas des bornes inf�erieures et peuvent, en

revanche, s'intersecter pour les bornes sup�erieures. Nous montrons, en particulier, qu'un unique segment

lumineux peut projeter, en pr�esence de deux triangles, quatrecomposantes d'ombre. Nous d�emontrons

que l'ombre d�e�nie par un segment lumineux et deux obstacles convexes et � �epais � de complexit�e totale

n peut avoir pas moins de 
( n) composantes connexes. Nous d�emontrons �egalement une borne inf�erieure


( nk2+ k4) concernant le nombre maximum de composantes connexes de l'ombre et une borne sup�erieure,

dans le pire des cas,O(n2k2) (resp., O(nk3)) sur la complexit�e de l'ombre dans une sc�ene form�ee d'un

segment lumineux et dek poly�edres convexes pouvant s'intersecter (resp., poly�edres convexes disjoints)

de complexit�e totale n. Finalement, nous prouvons que l'ombre projet�ee sur un plan par unesource po-

lygonale et k obstacles convexes peut avoir 
(n2k3 + nk5) composantes connexes et a, dans le pire des

cas, une complexit�e O(n3k3). Ce sont les premi�eres bornes concernant la taille de l'ombre en fonction de

k et de n.

Notre travail peut être reli�e �a celui sur le graphe d'aspects. En termes de complexit�e, de Berg et

ses coauteurs [78] ont d�emontr�e qu'une sc�ene constitu�ee de k poly�edres convexes de complexit�e totalen

poss�ede, au plus,O(n4k2) vues orthographiques distinctes et, au plus,O(n6k3) vues perspectives. Ces

bornes, comme l'ont d�emontr�e Aronov et ses coauteurs [6], sont e�ectivement atteintes. Ici, notre travail

limite l'espace des points de vue au plan des ombres (un plan �x�e) etne consid�ere que les vues qui mettent

en jeu des sources de lumi�ere.

Ces r�esultats sont surprenants dans le sens o�u ils montrent que l'ombre projet�ee par un unique seg-

ment lumineux peut avoir de nombreuses composantes connexes. Le faitque l'ombre est quatre com-

posantes connexes dans le cas o�u les obstacles sont deux triangles est une grande surprise. Nos bornes

inf�erieures de 
( nk2 + k4) et 
( n2k3 + nk5) sur le nombre maximum de composantes connexes, pourk

poly�edres convexes de complexit�en, sont plutôt pathologiques puisque les obstacles sont tr�es longs et

tr�es �ns. Toutefois, nous pr�esentons �egalement un exemple qui montre une borne inf�erieure 
( n) sur ce

nombre maximum de composantes connexes dans une sc�ene form�ee de deux poly�edres convexes� �epais �
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5.2. Preliminaries

(�eventuellement d�eg�en�er�es �a deux polygones convexes � �epais � ) de complexit�e n. En ce qui concerne

les bornes sup�erieuresO(nk3), O(n2k2) et O(n3k3), bien qu'elles ne soient pasa priori optimales, elles

repr�esentent une am�elioration substantielle des bornes pr�ec�edemment connues : les bornes trivialesO(n4)

et O(n6). Finalement, il est int�eressant de mettre l'accent sur le fait que même pour les cas les plus

simples de sources non ponctuelles, obtenir des bornes optimales sur la complexit�e des r�egions d'ombre

et en comprendre la structure est un probl�eme ambitieux et non trivial.

De plus, ils montrent que l'ombre, qui est d�elimit�ee par des arcs de coniques, est intrins�equement plus

complexe que la fronti�ere entre les r�egions de lumi�ere et de p�enombre qui est compos�ee par des segments

de droites et pour laquelle nous d�emontrons que la complexit�e dans le pire des cas est 
(nk + k4) et

O(nk� (k) + k4), o�u � (k) correspond au pseudo-inverse de la fonction d'Ackermann ; de plus, lorsqu'il n'y

a que O(1) sources lumineuses de complexit�e totalem, la complexit�e dans le pire des cas de la fronti�ere

entre lumi�ere et p�enombre est major�ee par 
( n� (k) + km + k2) et O(n� (k) + km� (k) + k2).

Ce chapitre s'organise comme suit. La prochaine section introduit les notations et d�e�nitions. Nous

pr�esentons �a la section 5.3 les bornes inf�erieures et quasi optimales sur la complexit�e de la limite entre la

lumi�ere et la p�enombre projet�ee sur un plan par un source polygonale en pr�esence de poly�edres convexes

obstacles. Nous d�emontrons, �a la section5.4, les bornes sup�erieures sur la complexit�e de l'ombre et, �a la

section5.5, les bornes inf�erieures sur le nombre maximum de composantes connexes d'ombres. Finalement,

nous concluons �a la section5.6.

5.2 Preliminaries

Let s be a line segment andp a point. We denote by hs; pi the set of line transversals tos and p,

i.e., the set of lines through p and intersecting s. Similarly, for any triple of segments s1, s2 and s3,

we denote by hs1; s2; s3i its set of line transversals. It is a well-known fact that hs1; s2; s3i consists of

lines belonging to the same regulus of a ruled quadric surface (seee.g. [103]). More precisely, the line

transversals lie on a hyperboloid of one sheet when the three segmentsare pairwise skew and not all

parallel to the same plane. If the segments are pairwise skew and all parallel to the same plane, then the

line transversals lie on a hyperbolic paraboloid. Otherwise, they lie in one or two planes. Hence any set

of transversals, whetherhs; pi or hs1; s2; s3i , forms patches of a quadric (possibly degenerating to one or

two planes). Moreover, the set of transversals consists of at most three patches, or more formally, at most

three connected components in line space [15]. Slightly abusing the notation, we let hs; pi and hs1; s2; s3i

denote not just sets of lines but also the patches of surfaces inR3.

Let P be a �nite set of convex polygons or convex polyhedra inR3 with L � P identi�ed as light

sources. The elements ofP are called the objects of the scenes and the objects inP n L are called the

obstacles. A surface � = he; vi is called anev-surface if there exist two distinct objects P; Q 2 P so that

e is an edge ofP, v a vertex of Q and � intersects a light source. A surface� = he1; e2; e3i is called an

eee-surface if there exist three distinct objects P; Q; R 2 P so that e1, e2 and e3 are respective edges of

P, Q and R and � intersects a light source. It is interesting to notice that our de� nition of ev and eee

surfaces is more restrictive than the common one [12], in the sense that it only considers a surface as a

ev or eee surface if it intersects a light source.

77



Chapitre 5. Complexit�e des r�egions d'ombre et de p�enombre

Any plane � intersects an ev-surface or aneee-surface in a set of arcs of a conic (each possibly empty

or possibly a line segment).

Here we are interested in the arcs of conics that correspond to boundaries between shadow regions

on the shadow plane�. In particular, we are interested in arcs in �, called shadow boundaries, resulting

from the intersection between � and maximal free line segments15 that intersect a light source and are

supported by a line which is on anev or eee surface. The shadow boundaries de�ne an arrangement on

� which we call the shadow arrangement.

A point p is in the umbra if, for every point q on a light source, the segmentpq intersects an object

from P nL. Similarly, p is in full light if for any point q on a light source, the segmentpq does not intersect

any object from P n L. Otherwise, p is in the penumbra.

We will make extensive use of the fact that the e�ective boundaries ofthe umbra and penumbra

consist of arcs of the shadow arrangement (see, for example, [57]). Notice that not all arcs of the sha-

dow arrangement are on the umbra or penumbra boundaries ; some arcs correspond to other lighting

discontinuities.

Throughout this paper, we consider the regions of umbra and penumbra on aplane cast by a segment

light source or polygonal light source(s) in the presence of convex polygonsor convex polyhedra.

5.3 The penumbra boundary

We prove here bounds on the complexity of the common boundary of the penumbra and the full light

cast on a plane by a set ofk convex polyhedra of total complexity n, some of which are light sources.

We refer to the union of the umbra and penumbra as theshadow region. We can assume without loss of

generality that the light sources do not intersect the interior of the obstacles since, otherwise, the shadow

region is trivially the whole plane. We �rst recall some straightforward and well-known properties of the

shadow region.

Property 1. The shadow region cast by a light source on a plane in the presence of obstacles is the

union of all the shadow regions cast by each obstacle.

Property 2. The shadow region cast on a plane � by a convex polygonal light sourceS in the presence of

one convex polyhedronP is the intersection of halfplanes in �. Each halfplane is de�ned as the intersection

of � with a (closed) halfspace (i) that contains P, (ii) whose interior does not intersect S, and (iii) that

is bounded by a plane tangent toP and S and containing an edge of one of them. In other words, each

halfspace is bounded by a plane separatingP from S and containing an ev-surface which is tangent to

P and S.

Note that these two properties imply that the boundary of the shadow region is only composed of line
15 A line segment e is said to be free with respect to an object X if and only if e is an edge of a three-dimensional polyhedron

whose interior does not intersect X ; a segment e is said to be free if it is free with respect to all the objects of the scene.
A maximal free line segment is a free line segment that is maximal under in clusion. As a consequence, each endpoint of a
maximal free segment is either at in�nity or lies on some objec t.
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Fig. 5.1 { 
( k2) and 
( k� (k)) lower bounds.

segments induced byev-surfaces.

Th�eor�eme 26. The complexity of the shadow region cast on a plane by a set ofk convex polyhedra of total

complexity n, some of which are light sources, is, in the worst case, in
( nk + k4) and O(nk� (k) + k4),

where � (k) denotes the pseudo-inverse of the Ackermann function. If there are onlyO(1) light sources of

total complexity m, then the complexity of the shadow region is in
( n� (k) + km + k2) and O(n� (k) +

km� (k) + k2).

D�emonstration. By Property 2, the shadow cast on a plane � by a polygonal light source in the presence

of one convex polyhedron is a convex polygon. Furthermore, if the light source has m edges and the

polyhedron hasni edges, the shadow region in � hasO(ni + m) edges. By Property 1, the shadow region

in the presence ofk convex polyhedra of total complexity n is thus the union of k convex polygons of

total complexity O(n + km), which has complexity O((n + km)� (k) + k2) [7]. The same bounds hold if

there areO(1) light sources of total complexity m. Similarly, if O(k) of the convex polyhedra of the scene

are light sources, of total complexity n, the shadow region is the union ofO(k2) convex polygons of total

complexity O(nk), which has complexity O(nk� (k) + k4).

For the proof of the lower bounds, we consider the following collection of examples { which are adapted

from lower bounds in [7]. In all constructions the shadow plane � is the plane z = 0.


 (k2 ) and 
 (k4 ) examples. Refer to Figure 5.1. We consider a point light source at a heightz (large

enough) and a grid consisting ofk thin horizontal and parallel rectangles at height z = 1 together with

k other thin horizontal and parallel rectangles at height z = 2. They form a grid of shadow on plane �

which has size 
( k2). Replacing the point light source by k point light sources very close to each other

gives, similarly, a shadow region of complexity 
( k4).


 (k � (k)) example. Refer to Figure 5.1. Again, the light source is a point with large positive z-coordinate.

We consider a set ofk line segments in planez = 1 (with positive y coordinates) having, in that plane,

an upper envelope of size 
(k� (k))[124]. We transform each line segment into a trapezoid linking it to its

projection on the y = 0 line (in plane z = 1). We get a set of trapezoids whose shadow, in planez = 0,

for a point light source at large enoughz is basically the upper envelope of the segments. Note that the
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trapezoids can easily be made disjoint by placing them in di�erent horizontal planes very close to plane

z = 1.


 (n� (k)) example. Refer to Figure 5.2. First modify the above 
( k� (k)) example such that the left

\vertical" side of each trapezoid has slope and the right \vertical" side has slope �  , for some large

enough. Now, by some suitable scaling, we make all slopes of the vertical walls strictly smaller than k�
n

(in absolute value). Assemblen
k copies of the previous construction into a large regularnk -gon where each

side is, in fact, an upper envelope of complexity 
(k� (k)). Finally, this construction can be seen ask

convex 3n
k -gons by connecting all of the n

k copies of the same trapezoid by extending their walls.

This set of k convex 3n
k -gons, embedded in di�erent horizontal planes close to thez = 1 plane,

engender, in the presence of a point light source at large enoughz, shadows of complexityn� (k).


 (mk ) example. Refer to Figure 5.3. We use a horizontalm-gon as light source and a thin rectangle as

obstacle. Then the shadow has size 
(m). Using multiple copies of the obstacle such that the di�erent

shadows are disjoint easily gives an 
(mk) example.

There is still a small gap between the 
( nk + k4) lower bound and the O(nk� (k) + k4) upper bound

and between the 
( k2 + mk + n� (k)) lower bound and the O(k2 + mk� (k) + n� (k)) upper bound.

5.4 Upper bounds

In this section we prove the following two upper bounds on the complexity of the umbra cast on a

plane by a segment light source or polygonal light source(s).

Th�eor�eme 27. The complexity of the umbra cast on a plane by one segment light source in the presence of

k convex polyhedra of total complexityn is O(n2k2) if the polyhedra may intersect andO(nk3) otherwise.

Th�eor�eme 28. The complexity of the umbra cast on a plane by a set ofk (possibly intersecting) convex

polyhedra of total complexityn, some of which are light sources, isO(n3k3).

We �rst recall a technical lemma from [78].

Lemme 29 ([78, Lemma 2.1]). Given a collection ofp arcs of conics in the plane� such that any vertical

line in � intersects at most q arcs,16 the maximum complexity of the arrangement of the plane induced

by these curves is�( pq).

5.4.1 The umbra cast by a segment light source

We will actually prove an upper bound on the complexity of the shadow arrangement which yields

the same bound for the complexity of the umbra. Notice that, in the case of asingle segment light source,
16 Lemma 2.1 in [ 78] is stated with Jordan arcs that pairwise intersect at most a cons tant number of times and such that

any vertical line intersects the arcs in a total of at most q points. This can trivially be extended to (possibly vertical) conic
arcs such that any vertical line intersects at most q arcs.

80



5.4. Upper bounds

3n
k -gon containing an in-

stance of the same segment
in each of the n

k copies of
the upper envelope

light source

k convex 3n
k -gons

Fig. 5.2 { 
( n� (k)) lower bound.

full light

light

shadow

obstacle

full light

light

obstacles

shadow

Fig. 5.3 { 
( mk ) lower bound.

the eee-surfaces� = he1; e2; e3i that contribute to the shadow arrangement are such that one ofe1, e2 or

e3 is the segment light source. Similarly, when consideringev-surfaces� = he; vi either e is the segment

light source or v is one of its endpoints.

To prove Theorem 27 we consider a plane rotating about the line supporting the segment light source.

First, if the segment light source, s, is not parallel to the shadow plane �, we apply a projective transfor-

mation to the scene, sending to in�nity the point of intersection b etween the line containings and plane

� ; this does not change the complexity of the shadow arrangement. We can thus assume in the rest of
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this section that the segment light source is parallel to �. The sweep plane, denoted � , intersects the

shadow plane in a line parallel tos ; we will say that, throughout the sweep, this line moves from left to

right.

In this proof we consider an arrangementA of arcs of conics in � which contains the shadow arran-

gement. We will establish an upper bound ofO(nk3) on the complexity of A which will yield the bound

of Theorem 27. The arrangement A is de�ned as the arrangement of the potential shadow boundaries ; a

potential shadow boundaryis an arc of conic de�ned as the intersection of � with (i) those lines th at are

transversal to the light source s, and the edgese1 and e2 of two other convex polyhedra and that do not

intersect the interior of these convex polyhedra (the connected components of these lines form patches of

eee-surfaces) and (ii) those lines that are transversal to a vertex and an edge of two convex polyhedra,

one of which is the segment light source, and that do not intersect the interior of these convex polyhedra

(the connected components of these lines form patches ofev -surfaces).

We now count the number of crossings between an instance of the sweep plane � and the potential

shadow boundaries.

Lemme 30. Plane � properly intersects at most O(nk) potential shadow boundaries if the obstacles of

the scene may intersect andO(k2) otherwise.

D�emonstration. The potential shadow boundaries are de�ned as the intersection with � of lines ` which

are (i) transversal to the segment light sources and tangent to two convex polyhedra, (ii) transversal

to an endpoint of s and tangent to another convex polyhedron, or (iii) transversal to s and to a convex

polyhedron vertex.

An instance � of the sweep plane never properly intersects an arc of type (iii) (since such an arc is

either included in � or does not intersect it). Now, if � intersects an arc of one of the other two types,

then � contains the corresponding line`, which is tangent to two polygons of P \ � . If the k convex

polygons may intersect (resp., are pairwise disjoint), there areO(nk) (resp., O(k2)) lines in � that are

tangent to two polygons of P \ � , hence the result.

Proof of Theorem 27. We consider an orthogonal frame in plane � whosevertical axis is parallel to the

segment light sources ; the other axis is calledhorizontal.

We bound the number of potential shadow boundaries. Each arc correspondseither to a patch of an

ev or eee surface. Consider �rst the ev-surfaces. Since either the edge or the vertex is on the light source,

there are at most O(n) such surfaces.

Now consider the arcs generated byeee-surfaces. Letni be the number of vertices of convex poly-

hedron Pi , 1 � i � k. The number of eee-surfaces involving the light source and edges from convex

polyhedra Pi and Pj is O(ni + nj ) [14, Corollary 2.6]. Then,
P

1� i<j � k O(ni + nj ) = O(nk).

There are at most O(nk) potential shadow boundaries and a vertical line intersects at mostO(nk)

or O(k2) such arcs depending on whether the obstacles intersects (Lemma30). Thus Lemma 29 gives an

upper bound of O(n2k2) or O(nk3) on the complexity of the arrangement A. The total complexity of the

shadow arrangement, and thus of the umbra, is thusO(n2k2) if the obstacles may intersect andO(nk3)
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otherwise.

Note that the upper bound of Theorem 27 is not known to be tight. However, we prove, in Lemma36,

that this is a tight bound on the complexity of the arrangement A.

5.4.2 The umbra cast by polygonal light sources

To prove Theorem 28 we consider an arrangementB of arcs of conics that, as in the previous section,

contains the shadow arrangement. This arrangementB is de�ned as the arrangement of potential shadow

boundaries where, in this section, potential shadow boundaries are the intersections of � with (i) the lines

that are transversal to a vertex and an edge of two convex polyhedra and thatdo not intersect the interior

of these convex polyhedra (the connected components of these lines form patches of ev -surfaces) (ii) the

lines that are transversal to edges of three convex polyhedra and that do not intersect the interior of these

convex polyhedra (the connected components of these lines form patches ofeee-surfaces). Notice that B

may contain arcs generated by surfaces that do not intersect the light sources or possibly by surfaces that

intersect the interior of other convex polyhedra in the scene. We will establish a O(n3k3) upper bound

on the complexity of B which yields the same bound for the complexity of the umbra.

We start with the following lemma (see also [37]).

Lemme 31. Any line L in � properly intersects at mostO(nk2) potential shadow boundaries.

D�emonstration. An intersection point between L and a potential shadow boundary corresponds to a line

transversal which belongs to anev or eee surface. Consider �rst ev -surfaces. The line transversal lies in a

plane which containsL and a vertex, sayv, of one of the convex polyhedra. There existO(n) such planes

and in each of them there are at mostO(k) lines through v that are tangent to a convex polyhedron (since

we only consider proper intersections betweenL and the potential shadow boundaries). Thus there are

at most O(nk) points on L and potential shadow boundaries which correspond to lines inev -surfaces.

Now we considereee-surfaces. Letni be the number of vertices of convex polyhedronPi , for 1 �

i � k. The number of eee-surfaces generated by three edges of convex polyhedraPi , Pj and Pl , not

intersecting the interior of Pi , Pj and Pl , and that intersect L is O(ni + nj + nl ) [14, Main Lemma].

Since
P

1� i<j<l � k O(ni + nj + nl ) = O(nk2), there are at most O(nk + nk2) = O(nk2) potential shadow

boundaries which intersect the lineL on �.

Proof of Theorem 28. Here, we introduce an arbitrary coordinate frame Oxy in the plane �. We call

Ox the horizontal axis and Oy the vertical axis. We �rst break all conic arcs into maximal horizontally

monotone pieces. This increases the number of arcs only by a constant factor.

As in the proof of Theorem 27, we bound the number of potential shadow boundaries. Letni be

the number of vertices of convex polyhedronPi , 1 � i � k and e an edge. The number ofeee-surfaces

pertinent to B and involving e and edges from convex polyhedraPi and Pj is O(ni + nj ) [14, Corollary

2.6]. Thus, for each edgee, there are, at most,
P

1� i<j � k O(ni + nj ) = O(nk) eee-surfaces havinge as
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a generating segment. Furthermore, the number ofev -surfaces involving edgee or one of its vertices is

O(n). Since there existn edges, the total number of potential shadow boundaries is thereforeO(n2k).

In conclusion, there are at mostO(n2k) potential shadow boundaries and a vertical line intersects at

most O(nk2) such arcs (Lemma31). Thus Lemma 29 gives an upper bound ofO(n3k3) on the complexity

of the arrangement B . The total complexity of the shadow arrangement, and thus of the umbra, isthen

O(n3k3).

5.5 Lower bounds

In this section we present several lower bounds on the complexity ofthe umbra.

5.5.1 The umbra cast by a segment light source

Here we concentrate on the umbra cast by a segment light source in the presence of various con�gu-

rations of obstacles.

Th�eor�eme 32. A segment light source and two triangles may cast, on a plane, four connected components

of umbra.

D�emonstration. Consider the following scene consisting of a segment light source,s, two triangles, T1

and T2, and a shadow plane, �, the horizontal plane of equation z = 0 ; see Figure5.4(a) and (b).

Figure 5.5(a) shows a superset of the shadow arrangement generated by this con�guration (the arran-

8

4

0

� 4

� 8

� 7 � 5 � 3 3 5 7

z = 5

z = 12

z = 12

z = 5

z = 12

z = 12

z = 14z = 14

y

x

(a) (b)

Fig. 5.4 { (a) Two triangles and a segment light source (viewed from above) that cast 4 connected components
of umbra on the plane z = 0. (b) The scene rendered with the ray tracer OpenRT(the umbra is in light grey) ;
courtesy of Andreas Dietrich.
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Fig. 5.5 { (a) Superset of the shadow arrangement on plane �. The four shaded regions are t he regions of umbra.
(b) The four connected components of umbra and the four lines used in the proof of Theorem 32.

gementA de�ned in Section 5.4). Although it can be shown that the four shaded regions in the �gure are

exactly the umbra, we will simply argue here that there are at least fourconnected components. We do

this by exhibiting four segments in the umbra and then arguing that they are each in di�erent connected

components.

The idea is to consider a series of planes rotating about the segment light source and the intersections

of those planes with the two triangles and the shadow plane ; Figure5.6 shows such a sequence. We then

examine the umbra in those planes by considering the relevant bitangents.

Let P+ be one such plane (containings) and going through the point (0; 7; 0) and L + the intersection

of P+ and �. Figure 5.6(b) shows the segments, the intersections betweenP+ and the two triangles T1

and T2, L + and four bitangents that together de�ne the umbra on L + . Consider the two segmentsR+
1

and R+
2 as shown in Figure5.6(b). It is easy to see, by examining the bitangents, thatR+

1 and R+
2 are in

the umbra. Hence there are two segments of umbra on the lineL + . We obtain two other segments,R�
1

and R�
2 , by taking the symmetric plane P� with respect to the xz-plane (through point (0; � 7; 0) and

whose intersections with the scene is shown on Figure5.6(d)).

Now, we show that the four segmentsR+
1 , R�

1 , R+
2 and R�

2 lie in di�erent connected components of

umbra. In order to prove this result, we exhibit two lines on � whi ch contain no point in the umbra and

separate the four segments as shown in Figure5.5(b).

First consider the plane y = 0 containing the light segment s and orthogonal to the shadow plane �.

This plane intersects � in a line, � 1, as shown in Figure5.5(b), and separatesR+
1 and R+

2 from R�
1 and

R�
2 since P+ and P� are symmetric about the plane y = 0. To show that � 1 contains no point of the

umbra, consider the intersection of they = 0 plane with the segment s and the two triangles T1 and T2 ;

see Figure5.6(c). A study of the bitangents reveals that no point of � 1 lies in the umbra.

Now consider the plane orthogonal to �, parallel to the two triangle hypotenu ses and going through the

midpoint of s. Let � 2 be the intersection of this plane with � ; see Figure 5.5(b). Elementary computations

show that the line � 2 separatesR+
1 and R�

2 from R�
1 and R+

2 . There can be no point of the umbra on� 2
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R+
2 R+

1

(a) (b) (c)

R�
1 R�

2

(d) (e)

Fig. 5.6 { Views in the sweep plane with bitangents that de�ne the umbra. The number o f components of umbra
in the intersection of the sweep plane and the plane z = 0 is : (a) one (sweep plane through (0; 10; 0)), (b) two
(sweep planeP+ through (0 ; 7; 0)), (c) zero (sweep plane y = 0), (d) two (sweep plane P� through (0 ; � 7; 0)), (e)
one (sweep plane through (0; � 10; 0)).

since the plane intersects the light source but not the triangles (see Figure 5.4(a)). This completes the

proof.

Note that the line supporting s and the lines supporting the triangle hypotenuses are pairwise skew

and not all parallel to a common plane. Thus the correspondingeee-surface is a hyperboloid of one

sheet which intersects � in a hyperbola. We determine the equation of this hyperbolic curve to be

41y2 � 52xy +928 = 0. This curve admits two asymptotes which contain no point in the umbra and which

separate the connected components of umbra. One of these asymptotes is� 1 and we could have chosen

the other to be � 2.

Note also that in our example, the light source is parallel to the shadow plane, and there are also

many symmetries. None of this is critical ; the example can be perturbed and the result still holds.

We now prove a lower bound for fat convex polyhedra, that is, convex polyhedra whose aspect ratios

are bounded from below by a positive constant whenn goes to in�nity.

Th�eor�eme 33. The umbra cast on a plane by one segment light source in the presence oftwo fat disjoint

convex polyhedra of total complexityn can have
( n) connected components.

D�emonstration. Our lower-bound example consists of one segment light sources1, a convex polyhedron
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( n) lower bound.

Q2 of sizeO(n), and another convex polyhedron,Q3, of constant size. Refer to Figure5.7.

First we consider three non-parallel segmentss1, l2 and l3 all parallel to the shadow plane �. Let

� = hs1; l2; l3i be the quadric patch(es) consisting of the lines stabbings1, l2 and l3. In the shadow plane

�, by adding suitable halfplanes P2 and P3 as obstacles limited by the lines supportingl2 and l3, we

obtain � , a single conic arc of� \ �, bounding the umbra where the umbra is on the concave side of�

(Figure 5.7-left).

We now considerp1, one of the endpoints ofs1, and curves� 2, � 3, the intersections of planesP2, P3

with the cone of apexp1 and base� (Figure 5.7-center), respectively.

Next, we reduce the obstaclesP2 and P3 to convex polygonsQ2 and Q3 by bounding them by a

polygonal approximation of � 2 and � 3 such that Q3 remains within ( i.e., on the convex side of)� 3 and

Q2 intersects � 2 n times (Figure 5.7-right). The umbra cast by s1 on � in the presence of Q2 and Q3

then consists ofn connected components that are the intersection of the concave region outside � and

the convex polygon that is the intersection of the cone of apexp1 and baseQ2 with the plane �.

Note that the polygons Q2 and Q3 are fat, that is, they have bounded positive aspect ratio whenn

goes to in�nity, since Q2 consists of a segment and of an approximation of a conic andQ3 is of constant

size. Finally, polygonsQ2 and Q3 can be trivially transformed into fat convex polyhedra without changin g

the umbra.

l2

l3

l2

l3

P2

P3

s1 s1

Fig. 5.8 { 
( nk 2) lower bound.
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Fig. 5.9 { 
( k4) lower bound.

Th�eor�eme 34. The umbra cast on a plane by one segment light source in the presence ofk disjoint

convex polyhedra of total complexityn can have
( nk2) connected components.

D�emonstration. Consider three non-parallel segmentss1; l2, and l3 all parallel to the shadow plane � and

planesP2 � l2 and P3 � l3 parallel to �, refer to Figure 5.8. The surfacehs1; l2; l3i intersects � in a conic

arc � .

Now consider the following setup :s1 is the light source ; P2 has k narrow rectangular holes (or slits)

parallel and arbitrary close to l2 ; similarly P3 has k slits parallel and arbitrary close to l3. (A plane with

k such slits can be modelled byO(k) rectangles). Each pair of slits,s2 from P2 and s3 from P3, together

with the light source s1 induce a piece of penumbra in � that is essentially a thickened copy of the conic

arc � .

We thus get that the umbra covers the whole plane � except for k2 curves of penumbra that are all

close to � (see Figure5.8-left).

Finally, we trim the two planes P2 and P3, creating an n-sided convex polygon on � such that the

region outside this polygon is in light or penumbra and each edge intersects all the k2 curves. The umbra

then consists ofO(nk2) regions inside the convex polygon and between thek2 conics (see Figure5.8-

right). Note that the O(k) convex obstacles can each be transformed into a convex polyhedron by the

addition of a single vertex without changing the umbra.

Th�eor�eme 35. The umbra cast on a plane by a segment light source in the presence ofk disjoint convex

polyhedra can have
( k4) connected components.

D�emonstration. Refer to Figure 5.9. As in the previous lower-bound example, we createk2 curves of

penumbra using parallel thin holes. Making a second set of thin holesin each plane, we create a second

family of curves of light and penumbra intersecting the �rst one. The umbra is now the complement of

the union of these two sets of curves and it consists of 
(k4) connected components.

We now present a lower bound on the maximum complexity of the arrangement A, introduced in

Section 5.4.1, which proves (together with the proof of Theorem 27) that the worst-case complexity of
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Fig. 5.10 { 
( nk 3) lower bound on the complexity of arrangement A.

this arrangement is �( nk3).

Lemme 36. The arrangement A cast by one segment light source in the presence ofk convex obstacles

of total complexity n can have an complexity
( nk3).

D�emonstration. The proof is obtained by using large obstacles with small holes so that the shadow plane

� is almost completely in umbra with small curves of penumbra drawn by rays going through these holes.

Such obstacles with small holes can be created using several convex polygons.

We consider a conic� drawn in � and a line l1 (containing the light source) intersecting � in a point

of � .

Let x1 = � \ l1 (x1 is at in�nity if l1 is parallel to �) and x2, x3, x4, x5 be four other points on �

and x6, x7 be two other points on l1, then any quadric through these seven points contains� and l1.

Since a quadric is de�ned by nine points, by choosing the two otherpoints in a di�erent manner we can

construct di�erent quadrics containing l1 and � .

First we construct a set of quadric surfaces,� 1, � 2. . . � k , close together. On� i we choose two lines

l2;i and l3;i , such that all the lines lh;i for all i and a given h are close together. Then we can construct

a (non-convex) polyhedral obstacle of sizeO(k) with thin holes around lines lh;i for h = 2 ; 3; 1 � i � k.

We consider a planeP above, and parallel to, � that intersects the quadrics � i in a family of conics � i

that are close together. We can construct in planeP a convexn-gon Q that intersects all these conicsn

times each.

Before the introduction of Q, the picture in � is a slab of penumbra around � . Adding Q cuts this

penumbra into n pieces, and, in each piece, there arek di�erent intensities. Indeed, let p0 be a point

in one of these pieces on� and such that all the k transversals through p0 and the three line segments

l1, l2;i , and l3;i , i = 1 ; : : : ; k, are non-obstructed. If we move a pointp along � and away from p0 these

transversals through p get obstructed one after another byQ until they are all obstructed, i.e., until p

is in the umbra (see Figure5.10 left and center). This de�nes 
( nk) regions of penumbra of di�erent

intensities of light around � .

Now, we choose a completely di�erent quadric� 0 far from the � i but still containing � and l1. Thus,
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Fig. 5.11 { 
( n2k3) lower bound.

we can choose two linesl0
2 and l0

3 in the same regulus asl1 and arrange obstacles to light � through

thin holes around l0
2 and l0

3. The area lit through these holes is also a small area around� . We can

arrange things such that this area is much thinner than the previous one, and thus we get a thin curve of

penumbra which crosses all the 
(nk) regions we have described above. Now, makingk holesl0
2;i around

l0
2 and k holesl0

3;j around l0
3 we transform this thin penumbra curve into k2 \parallel" curves making the

size of the arrangement 
(nk3).

5.5.2 The umbra cast by a polygonal light source

Note that the lower bound of 
( nk2 + k4) of Section 5.5.1 for a segment light source can easily be

modi�ed into a lower bound of 
( nk3 + k6) in the case of a polygonal light source (by adding a third

plane with O(k) slits and a big polygonal light source). We present here a lower boundof 
( n2k3 + nk5)

on the complexity of the umbra cast by a polygonal light source in the presence ofk polygonal obstacles.

Th�eor�eme 37. The umbra cast on a plane by one polygonal light source in the presence of k disjoint

convex polyhedra of total complexityn can have
( n2k3) connected components.

D�emonstration. Refer to Figure 5.11. Let p be a point and P1 a small n-gon light source very close top.

Add an n-gon obstacle very close to the light source so that the light source behaves like n point light

sources (when viewed from the correct side).

Now consider a plane obstacle withk thin holes parallel to a line l2. This createsnk parallel thin lines

of light on the shadow plane that can be made arbitrarily close to a lineL (by having the k thin holes

su�ciently close to each other and the n point light sources su�ciently close to each other). Note that by

duplicating this construction (and thus with two polygonal light sourc es which behave as 2n point light

sources) we get an arrangement of 2nk lines of light with n2k2 connected components of umbra.

Now consider two linesl0
2 and l0

3. The set of line transversals tol0
2, l0

3 and L is a quadric. Cut this

quadric by a plane and approximate (a pieceC of) the resulting conic by a convex polyline with n vertices,

P0
1. The set of transversals to this polyline with l0

2 and l0
3 de�nes a curve on the shadow plane that cuts

L in O(n) points. We de�ne a light source as the convex hull ofP0
1 and put an obstacle very close to it

so that the light source behaves as if the polylineP0
1 was the light source (when viewed from the right
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region). Now, replacing l0
2 and l0

3 by two plane obstacles with 
( k) thin holes close and parallel tol0
2 and

l0
3, respectively, we get 
( k2) curves of light, each of which intersects 
(n) times each of thenk lines of

light close to L . This gives 
( n2k3) connected components of umbra.

Note that the two light sources P1 and P0
1 can be merged into one by consideringP00

1 in the same

plane asP1, by noticing that there are enough degrees of freedom onl0
2 and l0

3 so that the convex hull of

P1 and an arc of the conic containsC on its boundary.

Th�eor�eme 38. The umbra cast on a plane by one polygonal light source in the presence of k disjoint

convex polyhedra of total complexityn can have
( nk5) connected components.

D�emonstration. Refer to Figure 5.12. Consider three horizontal pairwise skew linesl1, l2, l3 that lie above

a horizontal plane �. Their set of line transversals forms a patch of quadric in R3. Let C be the conic

de�ned as the intersection of this quadric with �. Replace each of the l i by a plane obstacle andk thin

holes close tol i and place a large (horizontal) light sourceS above these plane obstacles.

Consider now ann-gonP that intersects C at O(n) points. Let s4 and s5 be two intersecting horizontal

segments. LetP0 be the n-gon symmetric to P with respect to the point of intersection between s4 and

s5. We consider P0 as a light source and put an obstacle very close to it so that it behaves as aone-

dimensional polygonal light source when viewed fromC. This induces on the shadow plane a polyline of

light that intersects C at O(n) points.

Now perturb segments s4 and s5 so that they do not intersect and replace them by (horizontal)

plane obstacles withk thin holes close and parallel tos4 and s5, respectively. We hence getk2 curves of

light, each of which consists ofO(n) conic arcs that each intersectsC ; hence each of thesek2 curves of

light intersects C at O(n) points. By chosing the holes nearl1, l2 and l3 su�ciently close to each other,

respectively, each of thek2 curves of light close toP intersects O(n) times each of thek3 curves of light

close toC. We hence getO(nk5) connected components of umbra.

We �nally present a lower bound on the complexity of the arrangementB , introduced in Section 5.4.2,

l1

�

l3

P0

l2 s4

s5

P
C

l1

�

l3

P0

l2
s4

s5

k2 curves of light, each of which
consists of �( n) conic arcs that
each intersects each of thek3

conic curves of light

k3 conic curves of light

Fig. 5.12 { 
( nk 5) lower bound.

91



Chapitre 5. Complexit�e des r�egions d'ombre et de p�enombre

B1

B2
B3

B0

A2

A1 g
Ri

Si

x

y

z

Fig. 5.13 { 
( n3k3) lower bound on the complexity of arrangement B .

which proves (together with the proof of Theorem28) that the complexity of this arrangement is �( n3k3).

Recall that arrangement B contains, by construction, all the curves that correspond to limit of umbra

and, more generally, all the curves where the derivative of the light intensity is discontinuous. Note,

however, that this arrangement also contains arcs that increase its complexity and that are not relevant

to light simulation (for instance, the arcs generated by surfaces that do not intersect the light sources or

by surfaces that intersect the interior of other polyhedra in the scene).

Lemme 39. The arrangement B cast by polygonal light sources in the presence ofk convex obstacles of

total complexity n can have a complexity
( n3k3).

D�emonstration. Suppose, for simplicity, that n and k are such that n
k and k

4 are integers. We �rst consider

a construction of two families of k
4 polygons each, as introduced in [14] ; see Figure5.13. Consider a n

k -

regular polygon A1 in the plane x = 0. Next we consider a copy,B0, of A1 scaled by a factor of (1 +"),

and on each edge ofB0 we place k
4 points. Polygon B i , 1 � i � k

4 , is constructed by taking the i th

point on each edge ofB0. If " is small enough, the intersection points ofA1 and B i are outside the other

polygons B j for 1 � j � k
4 and i 6= j . Now the A i , for 2 � i � k

4 , are constructed as copies ofA1 scaled

by a factor 1 + i
k " . Finally, we translate slightly all these polygons so that they do not lie in plane x = 0.

Namely, the A i are translated by i� in the negative x direction and the B i are translated by i� in the

positive x direction.

We consider all these polygons as obstacles except for theA i , i even, which we consider as light

sources. Furthermore, we scale down all these polygons so that the scene behaves like �( nk) almost point

light sources that are arbitrarily close to each others (viewed from thecorrect side). On the other hand,

consider a translated copy,R0, of B0 in the plane, sayx = 10. In that plane, let S0 be a rotated copy of

R0 so that they intersect 2n
k times. Consider now two families of polygonsRi and Si that are k

4 arbitrarily
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close copies ofR0 and of S0, respectively, and translate them slightly outside of the planex = 10 so that

no two polygons intersect.

We consider the arrangementB on plane, sayx = 20, induced by these polygons. LetE be the set of

pairs of edges, one from aA i and one from aB j that bound one of the almost point light sources (i.e.,

any two edges that intersect in projection on the planex = 0).

Consider two edgesr k and s` of Rk and S` , respectively, that intersect in projection on the plane

x = 10. Any pair of edges in E de�nes with r k an arc of the arrangementB and, similarly, any (possibly

di�erent) pair of edges in E de�nes with s` another arc of B ; furthermore, two such arcs intersect by

construction (since the two arcs are, roughly speaking, the umbra of two intersecting segments cast by

two arbitrarily close point light sources). There are �( k2) choices of pairs ofRk and S` , n
k choices of

edger k on Rk and 2 choices of segments` on S` ; hence, there are �( nk) choices of pairs of edgesr k

and s` . Since E consists of �( nk) pairs of edges, the arrangementB contains 
( n3k3) distinct pairs of

intersecting arcs, that is, 
( n3k3) vertices. Note �nally that all the polygons A i , B j , Rk and S` can be

easily transformed into pairwise disjoint very thin convex polyhedra.

As mentioned above, the arrangementB contains the arrangement, B 0, of the curves where the

derivative of the light intensity is discontinuous, but it also cont ains a number of arcs that increase its

complexity and that are not relevant to light simulation. The best lowe r bound we know on the size

of B 0 is 
( n3k2 + n2k4). To prove that it can have size 
( n2k4), we use the same construction as in

Theorem 37 (Figure 5.11) and simply replace the two polygons that behave liken point light sources

by the construction presented in the proof of Lemma39 (Figure 5.13) that behaves like nk point light

sources. Note that this bound does not apply to the boundary of the umbra because the construction does

not perfectly emulate nk point light sources and the thin strips of light (close to line L in Figure 5.11)

on the shadow plane overlap. To prove thatB 0 can have size 
(n3k2), we consider a point light source

and a polygon of sizen=4. We then duplicate this construction elsewhere, so that the shadows created by

the polygons and their associated point light sources are two polygons in the shadow plane that intersect

n=2 times (twice per edge). We �nally replace each point light source bythe construction presented in

the proof of Lemma 39 that behaves like nk point light sources.

5.6 Conclusion

The purpose of this paper is to establish the complexity of the boundaries between the umbra, pe-

numbra and fully-lit regions on a plane in a polyhedral scene consisting of k convex objects of total

complexity n.

The results presented here constitute a �rst step toward understanding the intrinsic structure and

complexity of the umbra in this setting. We have proved that if the light is reduced to one line segment,

then the umbra may have as many as 
(nk2 + k4) connected components and has worst-case complexity

O(nk3). We have also shown that a polygonal light source could generate an umbra with as many as


( n2k3+ nk5) connected components and worst-case complexityO(n3k3). In both cases these components

of umbra are delimited by arcs of conics. These results prove that the umbra is intrinsically much more
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intricate than the boundary between full light and penumbra which i s bounded by line segments and has

complexity O(n� (k) + km� (k) + k2), where m is the complexity of the light source.

Our upper bounds, in fact, apply to the complexity of the arrangement of the curves where the

derivative of the light intensity is discontinuous. These arrangements clearly include the boundary of the

umbra, but also a lot of curves inside the penumbra that are not relevant to the umbra. Furthermore, our

upper bound, O(nk3), on the complexity of these arrangements is tight for a segment light source. For

polygonal light sources, our upper and lower bounds,O(n3k3) and 
( n3k2 + n2k4), on the complexity of

these arrangements are not tight but they are tighter than for the complexity of the umbra. This perhaps

explains why our bounds on the complexity of the umbra are not tight. Notice, however, that we do have

tight bounds for small n (n = O(k)) and, in the case of segment light source, for smallk (k = O(1)).
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Chapitre 6

Contours d'ombres

Dans le cadre de la m�ethode de radiosit�e, la premi�ere �etape de la construction d'un maillage de

discontinuit�es [ 57, 76] est la localisation des courbes (�a la surface des objets) o�u se produisent des dis-

continuit�es dans la solution de l'�equation de rendu (cf. section 1.3.2, page 10). Durand, Drettakis et

Puech [33, 34] proposent d'utiliser le squelette de visibilit�e pour l'extr action de ces courbes. Malheureu-

sement, la construction et le stockage de cette structure, tout comme ceux du maillage de discontinuit�es,

sou�rent d'un coût en temps de calcul et en taille m�emoire qui les rendent inutilisables en pratique.

Toutefois, plusieurs nuances peuvent être apport�ees �a ce constat. D'une part, des travaux r�ecents pro-

posent des r�esultats encourageants sur la taille du squelette de visibilit�e et d�eveloppent une algorithmique

moins coûteuse que celle utilis�ee par Durand et ses coauteurs (cf. section3.2.3, page35). D'autre part, des

sp�ecialistes d'informatique graphique rapportent que de nombreuses discontinuit�es, prises en compte pour

la construction du maillage, ont un impact mineur sur la qualit�e de l' image engendr�ee par l'algorithme

de radiosit�e. Citons Hart, Dutr�e et Greenberg : � many of the resulting mesh elements do not a�ect the

�nal image quality. � ([54], page 1). Ce maillage pourrait ainsi être simpli��e sans nuire au r�esultat �nal.

Dans ce chapitre, nous nous pla�cons dans le cadre de sc�enes form�ees de poly�edres convexes et disjoints

de R3 qui projettent des ombres sur un plan repr�esentant le sol (�gure 6.1). Le c�ur de notre approche

est de restreindre les courbes qui contraignent la construction dumaillage de discontinuit�es aux limites

entre les trois grands types de zones ombr�ees (ombre, p�enombre et lumi�ere). Dans un premier temps, nous

d�emontrons qu'un sous-ensemble du squelette de visibilit�e de Durand, Drettakis et Puech est su�sant

pour localiser ces courbes. Pour cela, nous caract�erisons un ensemble de conditions n�ecessaires pour

qu'une courbe soit une limite � lumi�ere-p�enombre � ou une limite � ombre-p�enombre � . Ensuite, nous

proposons une m�ethode pour extraire un ensemble restreint de courbes qui contient les limites entre les

r�egions ombr�ees. Finalement, nous pr�esentons une validation exp�erimentale de notre m�ethode.

Notre approche repose sur l'intuition suivante : la di��erence d'�eclairement entre deux cellules ad-

jacentes du maillage de discontinuit�es est faible, voire n�egligeable, lorsque les vues d'une même source

lumineuse poly�edrique depuis ces deux cellules ne di��erent que par l'apparition (ou la disparition) d'une

face de la source. Ce principe est d'autant plus marqu�e que le ratioentre la surface de la face et celle

de la source est faible. Ainsi, deux cellules peuvent être regroup�ees si elles voient les mêmesobjets bien
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Fig. 6.1 { Image d'une sc�ene compos�ee de poly�edres dont l'un (en blanc) est une source lumineuse. Cette sc�ene
projette des ombres sur un plan repr�esentant le sol.

qu'elles n'en voient pas les mêmesfaces. Les r�esultats th�eoriques pr�esent�es au chapitre 4 formalisent cette

id�ee et permettent de d�e�nir le squelette de visibilit�e p our les objets plutôt que pour les ensembles de

triangles qui les composent. Le nombre de n�uds dans le squelette de visibilit�e que nous construisons

est signi�cativement inf�erieur �a celui des n�uds qui forment le squelette de Durand, Drettakis et Puech

(jusqu'�a 80%). De plus, la quantit�e de courbes que nous en extrayons pour contraindre le maillage de

discontinuit�es est largement moindre que dans l'approche classique. Finalement, les premi�eres images que

nous produisons laissent entrevoir des r�esultats visuellementint�eressants.

6.1 Bases th�eoriques : limites des r�egions ombr�ees

Nous commen�cons par �etablir le lien entre les lieux de certains �ev�enements visuels et les limites

d'ombres dans une sc�ene �eclair�ee par uneunique source lumineuse. Ces r�esultats sont plus simples �a

pr�esenter pour une unique source lumineuse mais s'�etendent facilement au cas de plusieurs sources. Pour

une sc�ene �eclair�ee par plusieurs sources, les zones d'ombres sont les intersections des r�egions d'ombre de

chaque source (un point est dans l'ombre s'il est dans l'ombre detoutes les sources) alors que les zones

de p�enombre sont les unions des portions de p�enombre de chacune dessources (un point est dans la

p�enombre s'il est dans la p�enombre d'au moins une source).

Commen�cons par rappeler une� �evidence � . Un point qui appartient �a une r�egion totalement �eclair�ee

voit l'int�egralit�e de la source lumineuse. Lorsque ce point se d�eplace, il entre dans une zone de p�enombre

d�es lors qu'un objet vient se � placer devant � la source. C'est un �ev�enement visuel. De même, un point

qui se d�eplace dans l'ombre quitte cette r�egion pour entrer dans lap�enombre lorsque la source de lumi�ere

devient (partiellement) visible. Ici encore, un �ev�enement visuel se produit. Ainsi, tous les points (du plan)

qui forment les limites � lumi�ere-p�enombre � et � ombre-p�enombre � sont des points o�u se produisent des

�ev�enements visuels particuliers.

Au chapitre 4, nous avons propos�e de prendre en compte la silhouette visible d'un objet pour d�e�nir

la vue depuis un point quelconque. Les transitions entre lumi�ereet p�enombre ainsi qu'entre ombre et
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p�enombre correspondent �a des �ev�enements visuels : dans le premier cas, la silhouette de la source lumineuse

passe de� totalement visible � �a � partiellement visible � alors que dans le second elle passe d'� invisible �

�a � visible � . Pour cette d�e�nition de vue, nous avons d�emontr�e que les �ev�e nements visuels se produisent

en deux types de points : les points d'o�u partent des rayons tangents �a deux objets dans un plan support

�a ces objets (rayonst ++t ) et les points d'o�u sont issus des rayons tangents �a trois objets (rayonst +t +t ).

Cette caract�erisation n'est pas parfaite dans la mesure o�u nous avons d�emontr�e qu'il existe certains

points d'o�u sont issus des rayonst ++t qui ne sont pas le lieu d'�ev�enements visuels. Malheureusement,

nous ne connaissons pas de caract�erisation plus pr�ecise de ces lieuxd'�ev�enements visuels. Pour autant,

nous verrons que ces ensembles de surfaces d'�ev�enements visuels sont su�sants pour nos besoins et

contiennent substantiellement moins d'�el�ements que ceux introduits par Gigus et Malik [ 44].

Dans le cadre de poly�edres convexes et disjoints, les ensembles de points o�u se produisent les �ev�ene-

ments visuels se d�ecrivent simplement : ce sont des surfaces.Les origines de rayonst ++t appartiennent �a

des portions de plans qui sont tangents �a deux poly�edres distinctsen un sommet et une arête (respective-

ment) : les surfacesev bitangentes. Les origines de rayonst +t +t forment, quant �a elles, des portions de

surfaces quadriques tangentes �a des triplets d'arêtes : les surfaceseee. Les surfacesev bitangentes sont

d�elimit�ees par des droites extrêmes de type vv (support�ees par deux sommets) ouvee (un sommet et

deux arêtes) alors que les surfaceseee le sont par des droitesvee et eeee (quatre arêtes) comme illustr�e

sur les sch�emas de la �gure6.2.

v
e0

e1

`0

`1

s1

s0

e0

e1

e3

e2

`0 `1

Fig. 6.2 { Sur le sch�ema de gauche `0 et `1 d�elimitent les surfaces ev s0 et s1 support�ees par e0 et v (cf.
section 6.1.1). La droite `0 est une droite vv alors que `1 est une droite vee engendr�ee par v, e0 et e1 . Sur le
sch�ema de droite, les droites `0 et `1 d�elimitent la surface eee support�ee par les arêtes e0 , e1 et e3 . La droite `0

est une droite eeee alors que `1 est une droite vee.

6.1.1 Terminologie

Nous reprenons la terminologie introduite au chapitre4. Un plan est support �a un objet X s'il intersecte

X et qu'il d�elimite un demi-espace contenant l'objet. Le rayon (p; ~u) d' origine p et dirig�e suivant la

direction ~u est l'ensemble des points :

(p; ~u) =
n

p + t~u : t 2 R+

o
:
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Un rayon (p; ~u) qui intersecte un objet X est tangent �a X s'il est contenu dans l'un de ses plans support,

sinon il l'intersecte transversalement. Un rayon (p; ~u) intersecte un objet X avant un objet Y si la distance

minimale entre p et (p; ~u) \ X est inf�erieure �a la distance minimale entre p et (p; ~u) \ Y . Un rayon voit un

objet X s'il intersecte X sans intersecter transversalement un autre objet de la sc�ene avant X . Un point

p voit un objet X s'il existe un rayon depuisp qui voit X . Dans ce cas, l'objetX est visible depuis p. Un

rayon qui est tangent �a deux objets X et Y (respectivement trois objetsX , Y et Z ) est bitangent �a X et

Y (respectivement tritangent �a X , Y et Z ). Un rayon bitangent �a X et Y contenu dans un plan support

commun aux deux objetsX et Y est dit bitangent limite �a X et Y . Pour reprendre la notation introduite

dans [90], un rayon bitangent limite est un rayon t ++t alors qu'un rayon tritangent est un rayon t +t +t .

Contours apparents. La silhouette d'un objet X depuis p est l'ensemble des directions des rayons

�emanant de p qui sont tangents �a X . La silhouette de chaque objet est une courbe convexe, �eventuellement

r�eduite �a un arc de grand cercle ou �a un point, de l'ensemble des directions S2. Le contour apparent d'un

objet X depuis p est l'ensemble des directions des rayons quittantp qui sont tangents �a X et qui voient

cet objet. Par extension, le contour apparent d'une sc�ene depuisp est l'union des contours apparents des

objets de la sc�ene vus depuisp.

�Ev�enements visuels. Une famille de rayons critiques ev bitangents engendr�ee par e et v est une

composante connexe de rayons qui passent pare et v, voient les objets contenant e et v et voient un

même objet transversalement. Unefamille de rayons critiques eee engendr�ee par e1, e2 et e3 est une

composante connexe de rayons rencontrant les arêtese1, e2 et e3, voyant les objets contenante1, e2 et

e3 et voyant un même objet transversalement. Remarquons qu'il se peut que les rayons qui forment une

famille de rayons critiques n'intersectent pas d'objet transversalement. L'ensemble des points d'o�u sont

issus les rayons d'une même famille de rayons critiques est unesurface d'�ev�enements visuels (�gure 6.3).

6.1.2 Germes des rayons d'�ev�enement visuel

Nous souhaitons d�eterminer les limites entre les di��erentes r�egions ombr�ees dans le planz = 0 sous

l'hypoth�ese que tous les objets de la sc�ene sont dans le demi-espace z > 0. Nous savons que tout point

d'une limite entre deux r�egions est le lieu d'au moins un �ev�enement visuel. Pour chacun de ces pointsp,

nous nous int�eressons au contour apparent depuisp. En particulier, nous consid�erons les rayonst ++t et

t +t +t issus dep.

Prenons un rayon (p; ~u) et supposons qu'il soit t ++t ou t +t +t . La direction ~u correspond �a l'inter-

section des silhouettes depuisp d'au moins deux objets. Il existe un voisinageU de ~u qui isole cette

intersection des autres intersections entre les silhouettes des objets de la sc�ene puisque le nombre d'in-

tersections entre les silhouettes de deux poly�edres de complexit�e �nie est �ni. Le germe du rayon (p; ~u)

est la portion du contour apparent depuis p restreint �a U. Pour les rayons int�erieurs aux familles de

rayons critiques ev et eee, il en existe 8 types repr�esent�es aux �gures 6.4 et 6.5 (cf. chapitre 4 pour

plus de d�etails). Les germes correspondant aux rayons extrêmes de type vv , vee ou eeee ne sont pas

repr�esent�es car ils ne jouent pas de rôle particulier dans l'extraction des limites d'ombre (seuls comptes les

� sous-germes� ev et eee qu'ils contiennent). Notons que ces germes sont plus compliqu�es. Finalement,
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deux surfaces distinctes

T0

e

v

s0

s1

s2
s3s4

Fig. 6.3 { Les r�egions s0 , s1 , s2 , s3 et s4 sont cinq surfaces d'�ev�enements visuels engendr�ees par l'arête e et le
sommet v. Il est important de remarquer que s3 et s4 sont deux surfaces di��erentes car les rayons critiques associ�es
qui passent par v puis e ne rencontrent pas le même objet transversalement. Les rayons depuiss4 intersectent T0

alors que ceux depuiss3 ne le font pas.

pour simpli�er l'expos�e, nous nommons ces germes comme indiqu�e aux�gures 6.4 et 6.5 (pour les germes

eee, l'objet not�e 1 n'est pas n�ecessairement situ�e �a l'in�ni, ce peut être l'ob jet supportant l'extr�emit�e

du segment libre maximal tangent �a X , Y et Z ).

�Equivalence des germes d'une famille de rayons critiques. Soient � une famille de rayons cri-

tiques et (p; ~u) un rayon appartenant �a � tels que (p; ~u) soit t ++t sans être tritangent ou t +t +t sans

être quadritangent (le rayon (p; ~u) n'est pas de typevv , vee ou eeee). Nous commen�cons par d�emontrer

que tous les rayons critiques de� ont des germes �equivalents, c'est-�a-dire des germes hom�eomorphes au

germe de (p; ~u).

Lemme 40. L'ensemble des rayons critiquest ++t non tritangents ou t +t + t non quadritangents de�

ont un germe hom�eomorphe �a celui de(p; ~u).

D�emonstration. Soit (q;~v) un rayon critique de � . D�emontrons que les germes associ�es �a (p; ~u) et (q;~v)

sont hom�eomorphes. Consid�erons les silhouettes des objets enp dans la direction ~u. Comme illustr�e �a la

classi�cation de la page100, nous avons trois segments qui s'intersectent en un même point (la direction

~u). Leurs extr�emit�es varient continûment (d'apr�es le lemme d e continuit�e de la silhouette, lemme 6 du

chapitre 4) et ils s'intersectent toujours en un point commun. Les contours apparents form�es par les

silhouettes sont donc hom�eomorphes. Il su�t d'ajouter que l'ordre d es objets est pr�eserv�e (lemme4 du

chapitre 4). D'o�u le r�esultat.

99



Chapitre 6. Contours d'ombres

~u ~u

~u ~u

ve-sep ev-sep

ve-non-sep ev-non-sep

Fig. 6.4 { Les di��erents types de germes ev. Les deux sch�emas de la ligne sup�erieure repr�esentent les germes de
rayons s�eparateurs alors que ceux de la ligne inf�erieure sont les germes des rayons non s�eparateurs. Le premier
objet intersect�e (tangentiellement) par le rayon ( p; ~u) est l'objet gris�e le plus clair.

~u ~u

~u~u

eee-x 1 y eee-xzy

eee-xy 1 z eee-xyz 1

X

Y

1

X

Y

Z

X

1

YZ

X

Z

Y1

Fig. 6.5 { Les di��erents types de germes eee. Le code couleur correspond �a l'ordre d'intersection des objets par
le rayon (p; ~u) (l'objet gris�e le plus clair est le premier rencontr�e alors que le plus fo nc�e est le dernier objet touch�e
tangentiellement).
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Types des familles de rayons critiques et des surfaces d'�ev�en ements visuels. �Etant donn�e

que les rayons, qui appartiennent �a l'int�erieur d'une même famille de rayons critiques, ont des germes

�equivalents, nous appelonsfamille de rayons critiques de typeX une famille dont les rayons ont le germe

X . Une surface d'�ev�enements visuels de typeX est une surface d'�ev�enements visuels associ�ee �a une famille

de rayons critiques de typeX .

6.1.3 Limites lumi�ere-p�enombre et EV s�eparateurs

Nous caract�erisons les germes qui sont associ�es aux rayons qui peuvent engendrer des limites entre

lumi�ere et p�enombre :

Th�eor�eme 41. La limite � lumi�ere-p�enombre � est induite par les surfaces d'�ev�enements visuelsev-sep

et ve-sep tangentes �a la source lumineuse.

D�emonstration. Supposons que le pointp soit l'origine d'un rayon ( p; ~u) qui soit un rayon t +t +t . Nous

construisons un voisinage (sur le sol)P de p ne contenant que des points qui ont une vue partielle de la

source. NotonsX , Y et Z les trois objets intersect�es tangentiellement par le rayon (p; ~u) et S la source

lumineuse. Nous supposons queX , Y et Z sont tri�es suivant leur ordre d'intersection avec le rayon (p; ~u).

Remarquons qu'il est possible queY et S ou Z et S soient confondus.

D�emontrons d'abord l'existence d'un ouvert U de S2 arbitrairement proche de ~u tel que, pour toute

direction ~v 2 U, le rayon (p;~v) intersecte proprement un objet (X , Y ou Z ) puis la source S. Soit S

est confondue avecY ou Z . Auquel cas, puisque les silhouettes deX et S depuis p s�eparent l'espace en

quatre secteurs localement autour de~u, il existe un ensemble de directions formant avecp des rayons qui

traversent les deux objets. Soit la sourceS est di��erente de ces trois objets. Il su�t alors de remarquer

que le rayon (p; ~u) rencontre transversalementS. Il existe donc un voisinage de la direction~u dans lequel

toutes les directions d�e�nissent avec p des rayons qui intersectent transversalementS. Puisque (p; ~u) est

tangent aux objets ferm�es X , Y et Z , il existe un ensemble ouvert dans ce voisinage de~u qui ne contient

que des directions de rayons qui coupent transversalement l'un des objets.

Pour conclure ce cas, il su�t de remarquer qu'au chapitre 4, nous avons prouv�e que les silhouettes des

objets X , Y , Z et S se d�eplacent continûment (lemme 6). Ainsi, il existe un voisinage P de p dans lequel

le rayon dirig�e suivant ~v depuis n'importe quel point q de P intersecte transversalement un premier objet

puis la source. Par cons�equent, aucun des points deP ne voit totalement la source lumineuse.

Le même argument est applicable au cas d'un pointp depuis lequel est issu un rayont ++t s�eparateur

non tangent �a la source lumineuse ou un rayont ++t non s�eparateur. D'o�u le r�esultat.

Remarque. Nous venons de d�emontrer que depuis un point d'une limite� lumi�ere-p�enombre � ne sont

issus que des rayonsev-sep ou ve-sep tangents �a la source lumineuse. En revanche, la r�eciproque n'est

pas vraie (cf. th�eor�eme 43, ci-apr�es).
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6.1.4 Limites p�enombre-ombre, EV non s�eparateurs et EEE

Nous caract�erisons les germes qui sont associ�es aux rayons qui peuvent engendrer des limites entre

ombre et p�enombre :

Th�eor�eme 42. La limite � ombre-p�enombre� est induite par les surfaces d'�ev�enements visuelsev-non-

sep tangentes �a la source lumineuse, les surfaceseee-x 1 y tangentes �a la source lumineuse et les surfaces

eee-xzy .

D�emonstration. Soit U un voisinage de~u. Supposons quep soit l'origine d'un rayon t +t +t , not�e ( p; ~u),

dont le germe contient quatre r�egions. NotonsX , Y et Z les trois objets intersect�es tangentiellement par

le rayon (p; ~u) et S la source lumineuse. Nous supposons queX , Y et Z sont tri�es suivant leur ordre

d'intersection avec le rayon (p; ~u). Remarquons qu'il est possible queY et S ou Z et S soient confondus.

Il existe un ouvert U de S2 arbitrairement proche de ~u tel que, pour toute direction ~v 2 U, le rayon

(p;~v) intersecte uniquement la sourceS (�gure 6.6). Choisissons une direction~v 2 U. Au chapitre 4, nous

avons d�emontr�e que les silhouettes des objetsX , Y , Z et S se d�eplacent continûment (lemme 6). Ainsi,

pour tout voisinage su�samment petit V de ~v, il existe un voisinage P de p depuis lequel tout rayon

dirig�e suivant l'une des directions de V intersecte uniquementS. En cons�equence, aucun point deP n'est

totalement dans l'ombre de la source lumineuse.

V
V

V

Fig. 6.6 { Les directions ~v et les voisinagesV de ~v pour l'un des deux germes de rayoneee ayant quatre r�egions.
Le choix de ~v varie en fonction de la source lumineuse. Sur le sch�ema de gauche, la source estdi��erente de Y et
de Z , au centre la source estZ alors qu'�a droite c'est l'objet Y .

Le même argument est applicable au cas o�u le pointp est l'origine d'un rayon t ++t s�eparateur, d'un

rayon ve-non-sep , d'un rayon ev-non-sep non tangent �a la source ou d'un rayon eee-x 1 y non tangent

�a la source S. D'o�u le r�esultat.

Remarque. Nous venons de d�emontrer que depuis un point d'une limite� ombre-p�enombre � ne sont issus

que des rayonsev-non-sep tangents �a la source lumineuse, des rayonseee-x 1 y tangents �a la source ou

des rayonseee-xzy . En revanche, la r�eciproque n'est pas vraie (cf. th�eor�eme 45, ci-apr�es).

6.1.5 Simpli�cation de l'arrangement des limites potentielles

Chaque surface d'�ev�enements visuels de typeev ou eee intersecte le plan en un segment ou en

une portion de conique. En particulier, les courbes qui correspondent aux surfaces d'�ev�enements visuels
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d�ecrites dans les th�eor�emes 41et 42 forment un sur-ensemble des limites� lumi�ere-p�enombre � et � ombre-

p�enombre � . Les courbes induitent par les surfaces d'�ev�enements visuelsde type ev s�eparateur tangentes �a

la source lumineuse sont appel�eeslimites � lumi�ere-p�enombre � potentielles. Quant aux courbes induitent

par les surfaces d'�ev�enements visuels de typeev-non-sep tangentes �a la source lumineuse, les surfaces

d'�ev�enements visuels eee-x 1 y tangentes �a la source lumineuse et les surfaces d'�ev�enementsvisuelseee-

xzy , elles sont appel�eeslimites � ombre-p�enombre� potentielles. Notons A l'arrangement de ces courbes.

A�n de r�eduire la taille du sur-ensemble des limites entre les r�egions ombr�ees, nous d�emontrons aux

th�eor�emes 43 et 45 qu'il est possible d'�eliminer certains arcs deA.

Th�eor�eme 43. Soient c1 et c2 deux limites � lumi�ere-p�enombre � potentielles. Si c1 et c2 s'intersectent

en un point p de leurs int�erieurs respectifs, deux des arcs incidents �ap n'appartiennent pas �a des limites

� lumi�ere-p�enombre � .

D�emonstration. Supposons quec1 et c2 soient des limites� lumi�ere-p�enombre � . Chaque courbe s�epare

localement le plan en deux r�egions dont l'une uniquement est une r�egion de lumi�ere (puisque chacune des

courbes s�epare lumi�ere et p�enombre). Consid�erons c1. La courbec2 l'intersecte proprement enp. D�es lors,

p

c1c2

p

c1c2

p

c1c2

Fig. 6.7 { Deux courbes d'�ev�enements visuels c1 et c2 s'intersectent en p. Sur la �gure de droite, les zones gris�ees
repr�esentent des r�egions de p�enombre. Les deux arcs en pointill�es s ur la �gure de droite ne peuvent être des limites
entre lumi�ere et p�enombre puisqu'ils sont int�egralement dans la p�enom bre.

l'un des deux arcs dec2 est localement contenu dans la r�egion engendr�ee parc1 qui n'est pas une r�egion

de lumi�ere. Il s'en suit que cet arc de c2 ne s�epare pas une r�egion de lumi�ere d'une zone de p�enombre

(�gure 6.7). Ce n'est donc pas une limite� lumi�ere-p�enombre � . Le même argument d�emontre que l'un

des arcs dec1 n'est pas une limite � lumi�ere-p�enombre � . D'o�u le r�esultat.

Il existe une grande di��erence entre le cas des limites� lumi�ere-p�enombre � et celui des limites� ombre-

p�enombre � . Un point du sol est dans la p�enombre engendr�ee par un ensemble de bloqueurs si et seulement

s'il est dans la p�enombre projet�ee par au moins un de ces objets. En revanche, un point du sol peut-être

dans l'ombre cr�e�ee par l'union des obstacles sans être dans l'ombreengendr�ee par chaque objet pris �a

part. C'est ce ph�enom�ene qui oblige �a prendre en compte les germes eee pour la d�etermination des

limites � ombre-p�enombre � alors que seuls des surfaces de typeev sont �a l'origine des limites � lumi�ere-

p�enombre � .

Lemme 44. Soit (p; ~u) un rayon d'une famille de rayons critiques� qui engendre une limite� ombre-

p�enombre � potentielle. Il existe un rayon (q;~v) arbitrairement proche de (p; ~u) qui intersecte la source

sans intersecter l'un des g�en�erateurs de� .
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