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NotationsGrandeurs physiques et géométriques
u Champ de vitesse eulérien
ρ Densité
p Pression
µ Vis
osité dynamique
Σ Tenseur �uide des 
ontraintes
g Gravité
E Energie
e Etirement
Ee Fon
tionnelle d'énergie élastique
Te Tension élastique
νe Coe�
ient de raideur
Fe For
e élastique
λe Densité linéique de masse
xG Centre de gravité
ω Vitesse angulaire
r Ve
teur position par rapport au 
entre de gravité
J Matri
e d'inertie
M Masse
Ω, Ωf (t), Ωs(t) Domaines de 
al
ul
Γe(t) Membrane élastique
γ Paramétrage
n, τ Ve
teurs normal et tangent
κ Courbure
φ Fon
tion level-setParamètres numériques
∆x, ∆t Pas de dis
rétisation spatial et temporel
ε Largeur d'interfa
e
η Paramètre de pénalisation
σ Largeur de voisinage3



4Espa
es fon
tionnels, opérateurs
D′ Espa
e des distributions
Lp(Ω), 1 ≤ p <∞ Espa
e des fon
tions f : Ω → R telles que ‖f‖Lp :=(∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

< +∞
L∞(Ω) Espa
e des fon
tions f : Ω → R mesurables tellesqu'il existe une 
onstante C telle que |f(x)| ≤ Cp.p. sur Ω
Hm, H1

0 Espa
es de Sobolev
C(0, T ) Espa
e des fon
tions f :]0, T [→ R 
ontinues
H {u ∈ L2(Ω), div u = 0, u.n|∂Ω = 0}
Vr {v ∈ Hr(Ω), div v = 0, v = 0 sur ∂Ω}, pour r > 0
K(t) {u ∈ V, D(u(t)) = 0 dans D′(Ωs(t))}
Ωs,σ(t) {x ∈ Ω, dist(x,Ωs(t)) < σ}
Kr

σ(t) {v(t) ∈ Vr, D(v(t)) = 0 dans D′(Ωs,σ(t))}
P r

σ(t) Proje
tion orthogonale de Vr sur Kr
σ(t)

〈., .〉 Produit s
alaire
‖.‖ Norme
div(u) Divergen
e de u
D(u) Tenseur des vitesses de déformation
∇, ∆ Gradient et Lapla
ien
×, ⊗ Produits ve
toriel et tensorielDivers
χΩ Fon
tion 
ara
téristique de Ω
H Fon
tion de Heaviside
δ Masse de Dira

ζ Masse de Dira
 régulariséedist Fon
tion distan
eSupp Fon
tion support
Id Matri
e identité dans R

d
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Introdu
tionLa simulation numérique représente une alternative de plus en plus importante auxtests expérimentaux pour l'étude de systèmes physiques mettant en jeu des �uides et desstru
tures.Ces systèmes présentent des 
ara
téristiques physiques très variées et 
on
ernent des appli-
ations dans des domaines tels que l'aéronautique, la méde
ine, ou l'étude des phénomènesenvironnementaux.En 
e qui 
on
erne la méde
ine par exemple, la simulation numérique permet d'obtenir
ertains diagnosti
s sans faire appel à des méthodes invasives, et 
onstitue une appro
he
omplémentaire aux expérien
es in vivo ou in vitro. Dans d'autres appli
ations, les 
oûtsimportants asso
iés aux tests expérimentaux peuvent être 
onsidérablement réduits parune étude numérique préalable, 
'est le 
as notamment en aéronautique.En pratique, la simulation numérique d'un problème de 
ouplage �uide-stru
ture 
or-respond à la résolution d'un problème triple : en plus de la résolution de 
ha
un des
omposants (�uide et stru
ture) on se doit en e�et de traiter le 
ouplage entre les deux,
e qui 
omporte des aspe
ts très di�érents selon les appli
ations 
onsidérées.Pour la simulation numérique de l'é
oulement du sang dans une artère on ne peut pasnégliger la déformation de l'artère dûe à l'é
oulement et l'in�uen
e de 
ette déformationsur l'é
oulement lui-même, dès lors que l'on souhaite obtenir des résultats numériquesréalistes. Par ailleurs la simulation de l'é
oulement de l'air autour d'une aile d'aviondoit quant à elle tenir 
ompte de la géométrie éventuellement 
omplexe de l'aile et du
omportement fortement turbulent de l'é
oulement d'air dû à la vitesse importante dedépla
ement d'un avion.En�n, 
ertains phénomènes qui peuvent être traités de manière 
ontinue à 
ertainesé
helles peuvent aussi entrer dans le 
adre de l'intera
tion �uide-stru
ture. C'est le 
aspar exemple de l'étude de l'é
oulement des boues, pour laquelle il faut simuler le transportpar un �uide d'un grand nombre de parti
ules, entrant éventuellement en 
ollision.Les attentes vis-à-vis de la simulation numérique de problèmes de 
ouplage �uide-stru
turepeuvent elles aussi être très variables. Dans l'idéal on espère proposer un 
ode de 
al
ulà la fois peu 
oûteux en temps, pré
is, simple à implémenter et ouvert a�n de permettrel'utilisation de 
odes existants pour 
ertains 
al
uls intermédiaires. Cependant en pra-7



8 Introdu
tiontique un 
ompromis entre toutes 
es propriétés et une représentation satisfaisante des
ara
téristiques physiques du problème doit souvent être adopté. On 
hoisit ainsi d'utili-ser parfois des modèles simpli�és négligeant 
ertains e�ets, de modi�er la rhéologie d'uné
oulement, ou en
ore de dé
oupler au maximum le problème.Les méthodes numériques dédiées à la simulation de problèmes de 
ouplage �uide-stru
turepeuvent alors être 
lassées selon trois 
ritères : la formulation eulérienne ou lagrangiennede l'é
oulement, la lo
alisation de la stru
ture par suivi ou 
apture d'interfa
e, et la priseen 
ompte des intera
tions entre le �uide et la stru
ture. De 
es 
ritères dépend notam-ment le 
hoix du ou des maillages utilisés, �xes ou adaptatifs.Les deux modèles de 
ouplage �uide-stru
ture que nous 
onsidérons sont 
eux d'unemembrane (stru
ture �ne) élastique et d'un solide rigide immergés dans un �uide vis-queux in
ompressible.Nous nous plaçons dans le 
adre d'une formulation eulérienne du �uide, ave
 dé�nitiond'un maillage �xe 
artésien sur lequel les di�éren
es �nies sont utilisées pour la dis
réti-sation spatiale. Ce 
hoix justi�é par un sou
i de simpli
ité permet entre autre l'utilisationd'un solveur de la librairie FISHPACK pour le 
al
ul de la pression. On résout les équationsde Navier-Stokes in
ompressible dé
rivant la 
onservation de la quantité de mouvementet la 
onservation de la masse du �uide, de manière à prendre en 
ompte exa
tement lesfor
es hydrodynamiques mises en jeu. Les interfa
es �uide-stru
ture sont 
apturées par laméthode level-set introduite dans les travaux de S. Osher et J.A. Sethian en 1988 [58℄ :on représente l'interfa
e impli
itement en utilisant une fon
tion dont la ligne de niveau
0 
orrespond à 
haque instant à l'interfa
e. En�n l'a
tion de la stru
ture est prise en
ompte en modi�ant les équations du �uide. Dans le 
as de la membrane, on exprime lafor
e élastique à l'aide d'une loi de 
omportement reliant la 
ontrainte à la déformation.Cette for
e lo
alisée sur la membrane est in
luse dans les équations du �uide ave
 la mé-thode de frontière immergée proposée par C.S. Peskin en 1977 [62℄, dont nous utilisonsla formulation eulérienne introduite par E. Maitre et G.H. Cottet dans ([20℄, [21℄). En 
equi 
on
erne le 
ouplage ave
 le solide rigide, on se pla
e dans le 
adre des méthodes dedomaine �
tif qui permettent de 
onsidérer un domaine de 
al
ul global 
omprenant à lafois le �uide et la stru
ture. Le respe
t de la 
ontrainte de rigidité dans le solide a�n qu'ilne se déforme pas est ensuite obtenu en ajoutant dans les équations du �uide un termede pénalisation.Dans 
e 
ontexte, nous nous intéressons à deux problématiques.La méthode de frontière immergée permet de prendre en 
ompte la for
e élastique d'une



Introdu
tion 9membrane dans les équations du �uide, 
e qui produit un système d'équations 
ouplantles variables relatives au �uide et à la stru
ture. Pour la résolution de 
e système 
ouplé,si on utilise à 
haque pas de temps la valeur au pas de temps pré
édent des variables du�uide (resp. de la stru
ture) pour 
al
uler la nouvelle valeur des variables de la stru
ture(resp. du �uide), on résout les équations de manière dé
alée, et on parle alors de 
ouplagefaible ou expli
ite. Inversement si l'on souhaite à 
haque pas de temps for
er le 
ouplagede manière à véri�er à 
haque instant les 
onditions d'interfa
e, alors il faut résoudre leséquations de manière simultanée, et on obtient un 
ouplage fort ou impli
ite. L'appro
heintermédiaire 
onsistant à ne 
oupler fortement que 
ertains e�ets produit des s
hémassemi-impli
ites.Le 
hoix d'un 
ouplage expli
ite, semi-impli
ite ou impli
ite entre le �uide et la stru
tureest 
ru
ial 
ar il 
onditionne fortement la stabilité des 
al
uls. En e�et plus le 
ouplage estimpli
ite plus les 
al
uls seront stables. Mais la stratégie de 
ouplage a aussi une réper
us-sion sur le 
oût des 
al
uls. Si l'utilisation d'un s
héma expli
ite né
essite de prendre depetits pas de temps a�n de minimiser le dé
alage entre le 
al
ul des di�érentes variables,le 
ouplage impli
ite suppose de résoudre à 
haque pas de temps un système 
ouplé non-linéaire par une méthode itérative, dont le temps de 
onvergen
e peut amoindrir l'intérêtde prendre de grands pas de temps.La stabilité des 
al
uls dépend aussi fortement des paramètres physiques (raideur de lamembrane, vis
osité du �uide, rapport des densités,...) et des 
ara
téristiques géomé-triques de l'appli
ation 
onsidérée. L'hypothèse d'un �uide très visqueux permettra parexemple d'améliorer la stabilité.L'étude de la stabilité des 
al
uls représente don
 une part importante des re
her
hesmenées au sujet de la méthode de frontière immergée. De nombreux s
hémas impli
itesont été développés mais leur 
oût semble rédhibitoire en pratique. Le repli vers des s
hé-mas semi-impli
ites a fourni 
ependant des méthodes plus réalistes du point de vue deleur mise en ÷uvre. A�n de déterminer quels sont les e�ets à traiter de manière impli-
ite dans 
es méthodes il est avant tout né
essaire de 
omprendre quelles sont les sour
esde l'instabilité, i.e. identi�er l'in�uen
e des paramètres physiques ou géométriques sur le
omportement de s
hémas expli
ites, semi-impli
ites ou impli
ites.Dans le 
as du 
ouplage �uide-solide rigide, la dé�nition d'un domaine �
tif 
omprenantle �uide et le solide permet la dé�nition d'un maillage stru
turé sur lequel des solveursexistants peuvent être employés pour la résolution du �uide par exemple.En 
e qui 
on
erne la 
ontrainte rigide dans le solide, la méthode de pénalisation 
onsisteà ajouter un terme dans les équations du �uide, dont le poids peut être ajusté par un 
o-e�
ient qui numériquement doit être 
hoisi su�samment grand a�n d'obtenir la pré
isionsouhaitée.Préalablement à l'utilisation numérique d'une méthode de pénalisation il est né
essaire devéri�er que le problème ainsi dé�ni modélise bien le modèle de 
ouplage 
onsidéré, 
'est-à-dire que lorsque le 
oe�
ient de pénalisation devient grand les solutions du problème
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tionpénalisé 
onvergent vers les solutions d'une formulation admise du 
ouplage.D'autre part il est souhaitable d'un point de vue numérique que l'ajout du terme depénalisation dans les équations du �uide a�e
te au minimum l'e�
a
ité et la pré
isiondes 
al
uls. Si le mouvement d'un 
orps rigide peut être modélisé de di�érentes manières(vitesse égale à la 
omposition d'une translation et d'une rotation, déformation nulle), le
hoix du terme de pénalisation est don
 
onditionné aussi par les 
ontraintes numériques.Ce do
ument est organisé de la manière suivante :Dans le 
hapitre 1 nous abordons les di�érents aspe
ts de la simulation numérique desmodèles de 
ouplage �uide-stru
ture, et nous proposons une revue des méthodes numé-riques de la littérature relatives à 
e sujet.Les modèles mathématiques pour un �uide visqueux in
ompressible, une membrane élas-tique en dimension 2, et un solide rigide sont ensuite détaillés dans leur formulation 
las-sique (eulérienne pour le �uide et lagrangienne pour la membrane élastique et le soliderigide). En�n le modèle eulérien pour le 
ouplage �uide-membrane élastique en dimension2 proposé dans ([20℄, [21℄) et utilisant une formulation level-set de la méthode de frontièreimmergée est dé
rit.Le 
hapitre 2 est 
onsa
ré à l'étude de stabilité du modèle eulérien pour le 
ouplage�uide-membrane élastique.Une 
ondition de stabilité numérique pour 
e modèle est tout d'abord 
al
ulée via l'ana-lyse d'un modèle de tension de surfa
e linéarisé en dimension 1. Cette 
ondition mettanten relation les e�ets visqueux et la tension de surfa
e est ensuite 
omparée à des 
ondi-tions de la littérature, notamment 
elles proposées dans [10℄ et [81℄, et utilisée pour destests numériques en dimension 2, sur l'exemple de la relaxation d'une membrane élastiquedans un �uide visqueux in
ompressible.En�n la question de la stabilité numérique sous l'angle de la 
onservation d'énergie totaledu système au niveau dis
ret est abordée par la dé�nition d'un s
héma semi-dis
ret entemps 
onservatif.En�n dans le 
hapitre 3 nous nous intéressons à l'analyse numérique d'une méthodede pénalisation pour le 
ouplage �uide-solide rigide en dimension 2 ou 3. Le problèmepénalisé est obtenu en pénalisant les équations de Navier-Stokes pour le �uide par la dif-féren
e entre la vitesse �uide et la vitesse rigide dans le solide. Cette méthode 
onstitueune généralisation au 
as d'obsta
les mobiles de la méthode de [5℄, et le 
al
ul de la vitesserigide est réalisé ave
 la méthode de proje
tion de [59℄.Nous montrons la 
onvergen
e des solutions de 
e problème vers 
elles d'une formulationfaible introduite dans [24℄ et [33℄, en utilisant des outils proposés dans [52℄.



Introdu
tion 11Des tests numériques pour la sédimentation d'un 
ylindre rigide dans un �uide en 2D sonten�n présentés a�n de valider la prise en 
ompte de la 
ontrainte rigide dans le solide.
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Chapitre 1Modèles mathématiques de 
ouplage�uide-stru
tureLa simulation de milieux multiphysiques passe par la prise en 
ompte de problèmes de
ouplage très divers dans lesquels un ou plusieurs �uides interagissent ave
 éventuellementune ou plusieurs stru
tures, de nature physique et géométrique variable. De la diversitédes domaines d'appli
ation visés (biologie, aéronautique,...) et des 
ara
téristiques desmodèles étudiés (in
ompressibilité, élasti
ité, rigidité,...) est apparu un large 
hoix de mé-thodes numériques, visant à résoudre le triple problème posé : la résolution simultanée du�uide, de la stru
ture, et du 
ouplage entre les deux.Les deux modèles auxquels nous nous sommes intéressé mettent en jeu d'une part un �uidevisqueux in
ompressible, d'autre part soit une membrane élastique soit un solide rigide.Il s'agit don
 premièrement de lo
aliser une stru
ture (interfa
e ou domaine) transportéepar le �uide, et de 
al
uler les for
es hydrodynamiques liées au mouvement de 
elle-
i.Dans le premier 
as il faut en plus 
al
uler la for
e élastique portée par la membrane etagissant sur le �uide. Dans le se
ond, une 
ontrainte de rigidité doit être satisfaite auniveau du domaine solide.En s'inspirant de la 
lassi�
ation proposée dans [71℄ dans le 
ontexte d'é
oulements bi-�uide à interfa
e libre, on peut répartir les méthodes numériques de 
ouplage pour lesmodèles pré
édemment 
ités selon trois 
ritères :Formulation de l'é
oulement �uide : eulérienne, lagrangienne, ou eulérienne -lagrangienneLa formulation eulérienne de l'é
oulement �uide 
onsiste à travailler sur un maillage�xe, dé�ni sur le domaine de 
al
ul tout entier, et à travers lequel le �uide, et éventuel-lement les autres 
omposantes du modèle, sont transportés. Dans le 
as de la présen
e13
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ouplage �uide-stru
tured'une stru
ture dans le �uide, on peut 
onserver 
e maillage en dé�nissant un domaine �
-tif 
omprenant le �uide et la stru
ture, dans lequel on peut ignorer dans un premier tempsla présen
e de la stru
ture a�n de 
al
uler le �uide. Inversement, en formulation lagran-gienne, 
haque maille ou parti
ule est asso
iée à un élément de �uide et suit l'é
oulement.Cette formulation, dans laquelle les lois de 
onservation (in
ompressibilité par exemple)s'expriment moins simplement, est don
 moins naturelle pour l'étude des é
oulements�uides. Cependant, de bons résultats ont été obtenus ave
 
ette formulation par John-son et Tezduyar [45℄, Hu et al. [38℄ pour l'étude d'é
oulements �uide-parti
ules rigides.En�n la formulation eulérienne-lagrangienne utilise les deux pré
édentes. Si l'on souhaitedé�nir une formulation eulérienne sur le domaine �uide seulement, qui est modi�é ave
l'é
oulement, alors le maillage ne peut rester �xe sur le bord de 
elui-
i. La méthode ALE(Arbitrary Lagrangian Eulerian) proposée par Hirt et al. [34℄ 
onsiste à travailler à par-tir d'un maillage du domaine �uide initial, et à déformer 
e maillage suivant une vitesse
oin
idant ave
 la vitesse du �uide à l'interfa
e �uide-stru
ture, et arbitraire mais régu-lière ailleurs. Une attention parti
ulière doit alors être apportée au traitement des termesd'adve
tion sur le maillage 
ourant, a�n de tenir 
ompte du mouvement de 
elui-
i. Cetteformulation est notamment utilisée dans le 
as de grands dépla
ements de la stru
turedans [77℄ ou par exemple pour l'étude d'un problème de 
ouplage �uide-parti
ules dans[53℄ et [40℄.Lo
alisation de la stru
ture : suivi ou 
aptureLa question de la lo
alisation de la stru
ture peut être résolue de deux manières di�é-rentes. On peut d'une part répartir sur la stru
ture des marqueurs lagrangiens, et suivreles traje
toires de 
es marqueurs. On réalise alors le suivi de la stru
ture. Chaque mar-queur est asso
ié à un élément de la stru
ture, et en terme de 
onservation de la masse,
ette méthode donne don
 de bons résultats. Depuis le travail de [41℄, de nombreuses re-
her
hes ont été e�e
tuées dans 
e sens, voir notamment [25℄. Cependant lors de grandesdéformations, la distorsion de 
es marqueurs peut devenir 
ontraignante sur les pas detemps de 
al
ul, et l'on peut préférer des méthodes impli
ites dites de 
apture, dans les-quelles on introduit une fon
tion auxilliaire 
ontinue ou non de variables de 
hamps tellesque la densité, ou la fra
tion de �uide par exemple. Ces méthodes sont généralement as-so
iées à une formulation eulérienne pour le �uide.La méthode VOF (Volume Of Fluid) proposée par Hirt et Ni
hols [35℄ 
onsiste à uti-liser la fra
tion de volume de �uide dans 
haque maille 
omme fon
tion auxilliaire. Lare
onstru
tion de l'interfa
e à partir de 
ette fon
tion auxilliaire est un point 
ru
ial dela méthode et qui a sus
ité de nombreux travaux. On obtient une bonne 
onservation dela masse, mais la dis
ontinuité de la fon
tion auxilliaire pose des problèmes au niveaunumérique, notamment pour l'évaluation des grandeurs géométriques liées à l'interfa
e�uide-stru
ture.D'autres méthodes de 
apture utilisent une version 
ontinue de fon
tion 
ara
téristique.



15C'est le 
as de la méthode de 
hamp de phase introduite ave
 les travaux de Cahn, Hil-liard et Allen ([12℄, [3℄), et qui rempla
e une interfa
e raide entre deux milieux par unezone de transition de faible épaisseur. Cette méthode est notamment utilisée pour l'étudede modèles multi-�uides dans [43℄ et [6℄. La fon
tion 
ara
téristique, appelée 
hamp dephase, dé�nie à partir d'un modèle d'énergie, varie de manière 
ontinue mais rapide auniveau de l'interfa
e, et demeure uniforme ailleurs. Une bonne résolution du dépla
ementde l'interfa
e passe don
 par un 
al
ul pré
is du pro�l du 
hamp de phase dans sa zonede transition. Cette méthode permet une bonne 
onservation de la masse. Cependant lafon
tion 
ara
téristique possède un sens physique (
on
entration, température,...) et nepeut don
 pas être 
hoisie de manière arbitraire. Cette 
ontrainte disparait dans la mé-thode Level-set proposée par Osher et Sethian dans [58℄, qui utilise seulement le niveau 0de la fon
tion 
ara
téristique, une fon
tion distan
e par exemple, pour lo
aliser l'interfa
e�uide-stru
ture. On peut alors a

éder fa
ilement aux grandeurs géométriques de l'inter-fa
e via la fon
tion auxilliaire. Dans 
es méthodes, la dé�nition impli
ite de l'interfa
epermet le passage de modèles de la dimension 2 à la dimension 3 ave
 peu d'e�ort etun traitement naturel des 
hangements de topologie. Des phénomènes de fusion ou dedissolution d'interfa
e non physiques peuvent néanmoins apparaitre lorsque l'é
oulementest sous-résolu. Dans [26℄ et [32℄, l'ajout de parti
ules sans masse positionnées au niveaude l'interfa
e et adve
tées par une méthode lagrangienne est étudié a�n de déte
ter 
etype de phénomèmes, et d'améliorer la re
onstru
tion de l'interfa
e. Parmi les nombreuxtravaux réalisés autour de la méthode level-set ([15℄, [83℄, [57℄, [68℄), on peut 
iter uneméthode hybride VOF/level-set, pro�tant des qualités des deux méthodes, utilisée dans[75℄ sur un maillage �xe et [82℄ sur un maillage adaptatif.Prise en 
ompte des intera
tions entre le �uide et la stru
tureLa prise en 
ompte des intera
tions entre le �uide et la stru
ture est un problème
omportant plusieurs aspe
ts, et qui a sus
ité de nombreux travaux de re
her
he au 
oursdes dernières années.Tout d'abord, les for
es hydrodynamiques induites par le �uide sur la stru
ture peuventêtre déterminées de manière appro
hée ou exa
te. Les méthodes d'approximation, baséessur l'utilisation de modèles simpli�és pour le �uide, 
omme par exemple des modèles deStokes ou de �uide potentiel, réduisent le 
oût des 
al
uls en ignorant 
ertains e�ets (latrainée pour un é
oulement potentiel ou les for
es d'inertie pour un é
oulement de Stokes).On peut aussi 
iter dans 
e 
adre la méthode dite de Latti
e Boltzmann, qui 
onstruitun modèle 
inétique simpli�é pour le mouvement de parti
ules dis
rètes de �uide, et quifournit de bons résultats lorsque les gradients de pression sont relativement petits. Cetteméthode est utilisée pour la simulation du mouvement de parti
ules solides dans un �uidedans [47℄.Inversement, la simulation numérique dire
te 
onsiste à résoudre les équations de 
onser-
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ouplage �uide-stru
turevation pour déterminer exa
tement l'a
tion du �uide sur la stru
ture. Plus pré
isément onrésout les équations de Navier-Stokes dans le domaine �uide, et le prin
ipe fondamentalde la dynamique permet de déterminer sans approximation le mouvement de la stru
-ture. Cette méthode, introduite par Hu, Cro
het, Joseph [39℄, pour l'étude de systèmes�uide-parti
ules, trouve de nombreuses appli
ations, notamment pour l'étude de la sédi-mentation et des suspensions de parti
ules, du transport lubri�é, des boues.Ensuite, le 
ouplage temporel peut être impli
ite, i.e. le �uide et la stru
ture sont 
al
uléssimultanément, ou expli
ite, dans 
e 
as la résolution est e�e
tuée de manière alternée,l'état de l'un étant 
al
ulé à partir d'un état antérieur de l'autre.En 
e qui 
on
erne la prise en 
ompte numérique des intera
tions entre le �uide et lastru
ture, l'appro
he la plus 
lassiquement utilisée est la méthode ALE, dans laquelledes 
onditions d'interfa
e sont expli
itement imposées aux bords du domaine �uide dontle maillage évolue ave
 le dépla
ement de la stru
ture. Ces méthodes sont pré
ises maisrelativement 
oûteuses 
ar, à 
haque pas de temps, des modi�
ations d'ordre géométriqueliées au dépla
ement de la stru
ture doivent être e�e
tuées. De plus 
es méthodes peuventêtre di�
iles à implémenter en 3D. Aussi, pour les deux modèles de 
ouplage que nousavons étudiés, de nombreux travaux ont mené à l'élaboration de di�érentes alternatives.En e�et, dans le 
as parti
ulier d'une stru
ture de dimension inférieure à 
elle du do-maine �uide (
ourbe 1D dans R
2, surfa
e 2D dans R

3), les 
onditions d'interfa
e peuventêtre remplaçées par un terme de for
e singulier dans les équations du �uide. C'est dans
et esprit que les méthodes de frontière immergée ont été introduites par Peskin dans [62℄,a�n de modéliser et simuler initialement des systèmes 
ouplant un �uide et une stru
ture
onstituée de �bres uni-dimensionnelles agissant sur le �uide par des for
es élastiques.L'appli
ation visée était plus spé
ialement l'étude de modèles biologiques dé
rivant l'a
-tion mé
anique 
ardiaque en intera
tion ave
 un é
oulement sanguin. Une revue de 
esméthodes est établie dans [63℄.La formulation mathématique met en relation des variables eulériennes (pour le �uide) etlagrangiennes (pour la stru
ture) via des masses de Dira
 à support sur les �bres, 
e quipermet de faire apparaître les for
es des �bres en se
ond membre des équations du �uide,portées par 
es masses de Dira
.Numériquement, les variables eulériennes sont dé�nies sur un maillage 
artésien �xe, et lesuivi de la stru
ture né
essite l'introdu
tion de marqueurs lagrangiens le long des �bres,transportés lors du mouvement de 
elles-
i. Ces marqueurs peuvent né
essiter une at-tention parti
ulière lors de grandes déformations. Le passage entre 
es deux systèmes devariables est e�e
tué grâ
e à des interpolations, qui peuvent 
onduire à une perméabilitédes �bres. La méthode de frontière immergée proposée dans [64℄ permet d'améliorier la
onservation du volume en dé�nissant un opérateur de proje
tion modi�é pour le 
al
ulde la vitesse �uide. On peut également 
iter la méthode d'interfa
e immergée de [49℄ qui



17en in
orporant la 
omposante normale de la for
e élastique dans les 
onditions de sauten pression donne aussi de bons résultats en terme de 
onservation de volume, et permetune résolution pré
ise de la pression au niveau de l'interfa
e. Cependant la simpli
ité dela méthode originelle est perdue.A�n d'éviter les interpolations entre variables eulériennes et lagrangiennes, Cottet etMaitre ([20℄, [21℄) ont proposé de 
apturer l'interfa
e �uide-stru
ture ave
 la méthodelevel-set, obtenant ainsi une formulation 
omplètement eulérienne du modèle �uide-stru
ture.Le dépla
ement de la stru
ture est alors e�e
tué par la résolution d'une équation d'adve
-tion sur le maillage �uide �xe. D'autre part les dérivées de la fon
tion level-set donnenta

ès dans le 
as d'un é
oulement in
ompressible à l'étirement de la stru
ture. La for
eélastique apparaissant dans les équations du �uide s'exprime don
 entièrement à partir dela fon
tion level-set et d'une masse de Dira
 régularisée. De par la formulation level-set,
ette méthode s'applique fa
ilement à des surfa
es immergées en 3D. En�n il est montrédans [21℄ que la régularisation de la for
e élastique n'a�e
te pas la 
onservation de l'éner-gie du système au niveau 
ontinu.Dans le 
as général, lorsqu'une 
ontrainte doit être satisfaite dans la stru
ture, notam-ment la rigidité, la dé�nition d'un domaine �
tif 
omprenant les domaines �uide et solidepermet d'étudier le modèle 
ouplé sur un maillage �xe et éventuellement régulier. La ré-solution du modèle peut alors être dé
ouplée en la résolution d'un problème �uide sur ledomaine �
tif tout entier et en la prise en 
ompte de la 
ontrainte dans le domaine solide.Une première méthode 
onsiste alors à travailler ave
 une formulation variationnelle danslaquelle la 
ontrainte rigide est prise en 
ompte dans les espa
es fon
tionnels eux-mêmes.Dans [51℄, la 
onvergen
e d'une dis
rétisation en temps et en espa
e d'une telle formula-tion par une méthode de type Lagrange-Galerkin est montrée. Les espa
es d'éléments �nisutilisés sont alors adaptés de 
eux asso
iés à un problème �uide 
lassique pour prendreen 
ompte la 
ontrainte rigide.Dans [60℄ et [29℄, la 
ontrainte de rigidité est satisfaite via l'introdu
tion d'un multipli-
ateur de Lagrange représentant la for
e volumique né
essaire pour maintenir le soliderigide. De la même manière que la pression est utilisée a�n d'annuler la divergen
e du
hamp de vitesse dans la résolution des équations de Navier-Stokes, la présen
e de 
e mul-tipli
ateur a pour but d'annuler le tenseur des vitesses de déformation dans le domainerigide, 
e qui 
onduit à résoudre un problème elliptique.La méthode proposée dans [59℄ 
al
ule quant à elle la vitesse rigide du solide par proje
-tion de la vitesse du �uide 
al
ulée dans le domaine rigide, de manière à 
onserver lesmoments linéaire et angulaire du solide. Le 
hamp �uide 
al
ulé sur tout le domaine estdon
 projeté dans l'espa
e des 
hamps rigides dans le solide, 
e qui suggère de faire làen
ore le lien ave
 les méthodes de splitting de type Chorin-Temam pour la résolution deséquations de Navier-Stokes. Cette méthode simple à implémenter permet de prendre en
ompte la rigidité de manière peu 
oûteuse, et représente don
 une solution e�
a
e pourl'étude de modèles de 
ouplage ave
 un grand nombre de parti
ules rigides, par exemple
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ouplage �uide-stru
turepour l'étude du transport lubri�é ou des boues. Des tests numériques pour la sédimen-tation d'une ou plusieurs parti
ules rigides en 2D et 3D sont présentés dans [59℄ et [69℄.Cette méthode est également implémentée dans [13℄ pour l'animation d'objets rigides deformes 
omplexes tombant dans l'eau.En�n, la 
ontrainte rigide peut aussi être satisfaite à l'aide d'une pénalisation des équa-tions du �uide, 
'est-à-dire par l'ajout d'un terme forçant la 
ontrainte rigide dans lesolide. On parle de pénalisation L2 (resp. H1) lorsqu'elle 
on
erne le 
hamp de vitesse(resp. ses dérivées). Ce type de méthode a été largement développé pour l'étude d'é
ou-lements autour d'obsta
les �xes. Dans [4℄ un modèle de Brinkman (milieux poreux) estutilisé pour dé�nir des méthodes de pénalisation L2 (basée sur la perméabilité, nulle dansle solide rigide et in�nie dans le �uide) et H1 (basée sur la vis
osité, in�nie dans le so-lide rigide). Di�érentes validations numériques relatives à 
es méthodes sont présentéesdans [46℄. Dans [5℄, la pénalisation L2 est basée sur l'annulation de la vitesse dans l'obs-ta
le. D'autres travaux sur 
e type de modèles se trouvent dans [67℄, ave
 notammentl'étude de di�érentes 
onditions d'interfa
e, et la pré
ision de 
es méthodes en fon
tiondu traitement numérique de l'interfa
e. Dans le 
adre d'é
oulements �uide-parti
ules, lemouvement d'une boule rigide dans un �uide visqueux est étudié dans [16℄ à l'aide d'un
hangement de variable par rapport au 
entre du solide, et d'une pénalisation du 
hampde vitesse en dehors du domaine �uide-solide rigide. La méthode proposée dans [66℄ pé-nalise le tenseur des vitesses de déformation dans le solide, 
e qui revient à 
onsidérer
e milieu 
omme un �uide de vis
osité in�nie ; la vitesse rigide étant par ailleurs 
al
uléepar une proje
tion. Dans [65℄, une nouvelle formulation du tenseur des 
ontraintes du�uide permet de plus d'établir plusieurs stratégies de pénalisation, et ainsi de traiter deproblèmes multi-�uides pouvant 
ontenir des phases gazeuses et des parti
ules rigides. Le
as de plusieurs solides en mouvement est traité dans [52℄ ave
 une pénalisation H1. En�nla méthode de pénalisation proposée dans [44℄ permet d'é
rire une formulation variation-nelle basée sur des espa
es fon
tionnels non 
ontraints, en pénalisant dans les équationsle tenseur des déformations.Pour l'étude des modèles de 
ouplage �uide - membrane élastique en 2D, et �uide -solide rigide en 2D ou 3D, nous nous plaçons dans le 
adre suivant :(1) La formulation eulérienne de l'é
oulement �uide, qui autorise l'utilisation d'unmaillage régulier �xe, dé�ni sur un domaine �xe. Les di�éren
es �nies sont utiliséespour la dis
rétisation spatiale.(2) La lo
alisation de la stru
ture par 
apture, ave
 la méthode level-set, en utilisantnotamment les propriétés de la méthode présentées dans [20℄ dans le 
as d'unemembrane élastique (expression de la for
e élastique). Pour le 
ouplage �uide-soliderigide, la formulation level-set est non seulement utilisée pour la lo
alisation de lastru
ture mais aussi pour la gestion des 
onta
ts entre solides (déte
tion des 
onta
tset utilisation d'un modèle simpli�é de 
ollision).(3) La simulation numérique dire
te des for
es hydrodynamiques.
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lassique 19(4) L'utilisation de la méthode de frontière immergée (en formulation level-set) pourl'appli
ation de la for
e élastique de la membrane.(5) La pénalisation des équations du �uide pour la réalisation de la 
ontrainte de ri-gidité du solide suivant une généralisation de la méthode présentée dans [5℄.Dans 
e 
hapitre nous présentons les équations régissant les modèles physiques étudiésdans la suite.Après avoir rappelé les 
ara
téristiques des deux systèmes de 
oordonnées utilisés pourl'é
riture de 
es modèles, eulérien et lagrangien, nous présentons les équations dé
rivantles trois types de milieux 
onsidérés - �uide visqueux in
ompressible, membrane élastique,solide rigide - d'abord dans leur formulation 
lassique (eulérienne pour le �uide, lagran-gienne pour la membrane élastique et le solide rigide).Le modèle 
omplètement eulérien de [20℄ et [21℄ pour le 
ouplage �uide - membrane élas-tique est ensuite introduit. Ce modèle utilise la méthode de Frontière Immergée de Peskinpour la prise en 
ompte de la for
e élastique, ave
 une lo
alisation de la membrane parla méthode Level-Set. En remarquant que les dérivées de la fon
tion Level-Set donnentdire
tement a

ès à l'étirement de la membrane, 
ette formulation permet notammentd'obtenir un modèle 
ouplé dans lequel le terme de for
e élastique est exprimé 
omplè-tement à partir de la fon
tion Level-Set, et apparaît en se
ond membre des équations deNavier-Stokes. Les interpolations liées au passage des variables lagrangiennes à eulériennesdans la méthode 
lassique sont ainsi supprimées, résolvant le problème de la perméabi-lité de la membrane. On peut en outre montrer que 
e modèle satisfait une propriété de
onservation de l'énergie totale.Les méthodes de Frontière Immergée et Level-Set, ainsi que les questions numériquesliées à leur utilisation sont tout d'abord présentées, puis le modèle eulérien de 
ouplage�uide/membrane élastique est établi.Nous pré
isons en�n les méthodes numériques utilisées pour la résolution des équationsde Navier-Stokes dans les simulations.1.1 Modèles mathématiques en formulation 
lassique1.1.1 Coordonnées lagrangiennes et eulériennesOn peut dé
rire l'évolution d'un milieu physique de deux manières di�érentes, en uti-lisant les 
oordonnées lagrangiennes ou eulériennes pour é
rire les équations.La première méthode, lagrangienne, 
onsiste à atta
her les propriétés aux parti
ules dumilieu, et à suivre 
es parti
ules dans leur mouvement. Elles sont alors repérées par leurposition X(t, t0, x0) au 
ours du temps, où X(t, t0, x0) est la position dans un repère �xe,à l'instant t, de la parti
ule qui o

upait la position x0 à l'instant t0.La se
onde, eulérienne, 
onsiste à atta
her les propriétés aux points du repère �xe quel'on a 
hoisi. Une 
ara
téristique physique donnée est alors dé�nie en 
haque point du
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ouplage �uide-stru
turerepère et à 
haque instant 
omme étant 
elle de la parti
ule qui passe en 
e point à 
etinstant. Le 
hamp de vitesse u est alors introduit a�n de dé
rire le mouvement du milieu.Les 
hamps de vitesse u et de position X(s, t, x) sont reliés par la relation 
inématiquesuivante :
u(t, x) =

(
∂X(s, t, x)

∂s

)

|s=tD'autre part si l'on 
onnait le 
hamp de vitesse u on peut retrouver le 
hamp des positions
X en résolvant l'équation di�érentielle suivante :





∂X(t, t0, x0)

∂t
= u(t, X(t, t0, x0))

X(t0, t0, x0) = x0Travailler en 
oordonnées eulériennes revient don
 à se pla
er en un point géométrique Xet à é
rire les bilans mé
aniques, énergétiques, et thermodynamiques au voisinage de 
epoint �xe.On dé�nit en�n la dérivée parti
ulaire d'une quantité eulérienne φ(t, X) par :
dφ

dt
=
∂φ

∂t
+ u · ∇φEn mé
anique des �uides, on utilise généralement les 
oordonnées eulériennes, qui per-mettent de dé
rire le 
omportement global de l'é
oulement, sans peut-être déterminerl'ensemble des positions des parti
ules du système.Au 
ontraire, en élasti
ité, les 
ontraintes sont exprimées par rapport à un état de réfé-ren
e, et il est plus naturel de travailler en formulation lagrangienne, a�n de mesurer lesvariations de longueur dans le milieu, par rapport à l'état de référen
e.En�n, le mouvement rigide d'un solide est 
lassiquement exprimé en variables lagran-giennes.Ce sont dans 
es formulations 
lassiques (eulérienne pour le �uide, lagrangienne pourla membrane élastique et le solide rigide) que sont é
rites les équations dans 
ette partie.1.1.2 Equations de Navier Stokes in
ompressible pour un �uidenewtonienSoit T>0. Nous étudions l'évolution d'un �uide newtonien visqueux in
ompressibledans ⋃

t∈[0,T ]

({t} × Ωf(t)), Ωf (t) ouvert borné de R
d, d = 2, 3.On note, pour (t, x) ∈

⋃

t∈[0,T ]

({t} × Ωf (t)) :
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lassique 21� uf(t, x) le 
hamp de vitesse� ρf (t, x) ≥ 0 la densité� p(t, x) le 
hamp de pression� µf(t, x) ≥ 0 la vis
osité dynamique� Σf (t, x) le tenseur des 
ontraintes de Cau
hy� D(uf(t, x)) le tenseur des vitesses de déformation� n(t, x) la normale sortante à Ωf (t)Nous supposons l'é
oulement isotherme et sans é
hange de 
haleur ave
 l'extérieur.Lois de 
onservationL'in
ompressibilité (
onservation du volume) s'exprime en fon
tion de la vitesse eulé-rienne uf par
div uf = 0 dans Ωf (t) (1.1)D'autre part l'équation de 
onservation de la masse ou équation de 
ontinuité s'é
rit dansle 
as général :

∂ρf

∂t
+ div(ρfuf) = 0 dans Ωf (t)Dans le 
as in
ompressible, elle devient :

∂ρf

∂t
+ uf · ∇ρf = 0 dans Ωf (t) (1.2)En�n, d'après le théorème fondamental de la dynamique, la variation de la quantité demouvement d'un volume de �uide est égale à la somme des for
es (volumiques et surfa-
iques) appliquées à 
e volume. On en déduit par dé�nition du tenseur des 
ontraintes deCau
hy l'équation suivante (forme 
onservative) :

∂(ρfuf)

∂t
+ div(ρfuf ⊗ uf) = div Σf + ρffext dans Ωf (t) (1.3)où fext est une for
e volumique extérieure.Loi de 
omportement : �uide newtonienLe tenseur des vitesses de déformation est dé�ni par :

D(uf) =
1

2
(∇uf + (∇uf)

t) (1.4)Un �uide in
ompressible est dit newtonien si son tenseur des 
ontraintes de Cau
hy s'ex-prime par :
Σf = −pId + 2µfD(uf) (1.5)
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ouplage �uide-stru
tureEquations de Navier-Stokes in
ompressiblePour un �uide visqueux in
ompressible newtonien, nous obtenons don
 :




∂(ρfuf)

∂t
+ div(ρfuf ⊗ uf) + ∇p− 2 div(µfD(uf)) = ρffext dans Ωf(t)

div uf = 0 dans Ωf (t)
∂ρf

∂t
+ div(ρfuf) = 0 dans Ωf (t)

(1.6)La pression p est 
al
ulée à une 
onstante près et les deux systèmes pré
édents doiventêtre 
omplétés par des 
onditions initiales et aux limites.Energie totaleDans le 
adre dans lequel nous nous plaçons (é
oulement isotherme et sans é
hange de
haleur ave
 l'extérieur), l'énergie totale Et du système "�uide in
ompressible" se réduità son énergie 
inétique Ec :
Et = Ec =

1

2
ρf |uf |2 (1.7)1.1.3 Equations pour une 
ourbe élastique 1DDans 
e paragraphe les équations sont é
rites 
lassiquement en variables lagrangiennes,leur réé
riture en variables eulériennes est détaillée dans la partie 1.2.Soit T > 0. Nous étudions l'évolution d'une 
ourbe fermée élastique Γe(t) dans R

2, pour
t ∈ [0, T ]. Soit γ : [0, T ] × [0, L] → γ(t, s) un paramétrage régulier de Γe(t), ave
 s l'abs-
isse 
urviligne.Soit Γ̃e sa 
on�guration au repos (en général Γ̃e 6= Γe(0)), de paramétrage régulier γ̃(s).L'étirement e de la 
ourbe Γe(t) est alors dé�ni par

e(t, γ(t, s)) =
|γs(t, s)|
|γ̃s(s)|

sur [0, T ] × [0, L] (1.8)On note, pour (t, s) ∈ [0, T ] × [0, L] :� Λe(t, s) la densité de masse de Γe(t)� τ(t, s) le ve
teur tangent à Γe(t), τ =
γs

|γs|� n(t, s) et κ(t, s) la normale et la 
ourbure de Γe(t)� Te(t, s) la tension de Γe(t)� Fext la densité de for
e extérieure exer
ée sur Γe(t)� νe le 
oe�
ient de raideur de Γe(t)
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lassique 23� Fe(t, s) la densité de for
e élastique de Γe(t)En tant que milieu mono-dimensionnel, la 
ourbe Γe(t) n'est pas 
onsidérée 
omme in-
ompressible.Lois de 
onservationLa 
onservation de la masse est dé
rite par l'équation :
∂

∂t
(Λe(t, s)) = 0 (1.9)D'autre part la quantité de mouvement de Γe(t) est dé�nie par :

Λe(t, s)γt(t, s)Les for
es agissant sur une portion [s, s+ ds] de Γe(t) sont de deux types :� les for
es extérieures, de densité totale Fext� les for
es de tension appliquées en s+ds et s par le reste de la 
ourbe Γe(t), suivant
τ(s) ou τ(s+ ds), et de sens opposé : Te(t, s+ ds) et −Te(t, s)Sur la portion [s, s + ds], la 
onservation de la quantité de mouvement s'exprime don
par :

(Λe(t, s)γt(t, s)ds)t = Te(t, s+ ds) − Te(t, s) + Fext(t, s)dsDon
, en passant à la limite en ds→ 0, et en utilisant (1.9), on a :
Λe(t, s)γtt(t, s) =

∂Te

∂s
(t, s) + Fext(t, s) (1.10)Energie et for
e élastiqueLa densité de for
e élastique exer
ée par Γe(t) apparait dans (1.10) sous la forme

Fe(t, s) =
∂Te

∂s
(t, s)Une autre manière de l'obtenir est de la dériver à partir de l'énergie élastique de Γe(t).C'est 
e qui est proposé dans [63℄. En e�et, si l'on suppose que l'énergie élastique Eesto
kée dans Γe(t) est donnée par :

Ee =

∫ L

0

Ee

( |γs|
|γ̃s|

)
ds (1.11)ave
 Ee une loi d'énergie à pré
iser, la densité de for
e élastique Fe exer
ée par Γe(t) peutêtre interprétée 
omme la dérivée de Fré
het de Ee, qui apparait lorsque l'on exprime laperturbation δEe d'énergie élastique induite par une perturbation δγ du milieu :

Fe = −δEe

δγ
ave
 δEe = −

∫ L

0

∂

∂s

(
E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
γs

|γs|

)
δγds
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ouplage �uide-stru
tureet s'exprime alors par :
Fe(t, s) =

∂

∂s

(
E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
γs

|γs|

) (1.12)En posant
Te(t, s) = E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
γs

|γs|on retrouve
Fe(t, s) =

∂Te

∂s
(t, s) (1.13)En dérivant, on obtient (en utilisant une formule de Frénet)

Fe(t, s) =
∂

∂s

(
E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
τ

)

=

(
∇E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
.γs

)
τ + E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
|γs|κn

=

[(
∇E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
.τ

)
τ + E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
κn

]
|γs|Cette dernière formule fait apparaitre les 
omposantes tangentielle et normale de la densitéde for
e élastique.Loi de 
omportementA�n de 
ompléter le modèle, nous exprimons la relation entre la tension Te et l'étire-ment e =

|γs|
|γ̃s|

de Γe(t), 
e qui revient à 
hoisir la loi E ′
e dans l'expression :

Te(t, s) = E ′
e

( |γs|
|γ̃s|

)
γs

|γs|Nous supposons E ′
e(r) = 0 pour r ≤ 1 a�n d'annuler la tension lorsque la membrane estau repos.Le 
hoix

E ′
e(r) = νe(r − 1) pour r ≥ 1 (1.14)permet d'obtenir un modèle d'élasti
ité linéaire en 
e qui 
on
erne la relation entre défor-mations et 
ontraintes, mais qui reste géométriquement non linéaire, 
'est-à-dire que l'onne fait pas de linéarisation dans le 
as des petits dépla
ements de la membrane.Remarque : Nous ne prenons pas en 
ompte les for
es de 
ourbure dans 
e modèle.
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lassique 251.1.4 Equations pour un solide rigideSoit T>0. Nous étudions l'évolution d'un solide rigide homogène Ωs(t) dans R
d,

d = 2, 3, pour t ∈ [0, T ].On dé�nit :� xG(t) son 
entre de gravité� r(t, x) le ve
teur position d'un point de Ωs(t) par rapport au 
entre de gravité xG(t) :
r(t, x) = x− xG(t) (1.15)� ω(t) sa vitesse angulaireOn a alors Ωs(t) = X(t,Ωs(0)) ave
 X véri�ant





∂X

∂t
= x′G(t) + ω(t) × r(t, X(t))

X(0, x) = x
(1.16)On suppose en�n sa densité ρs 
onstante.Lois de 
onservationOn dé�nit les moments linéaire et angulaire de Ωs(t) par :� Msx

′
G(t) le moment linéaire ave
 Ms la masse dé�nie par

Ms =

∫

Ωs(t)

ρsdx (1.17)� Js(t)ω(t) le moment angulaire ave
 Js(t) la matri
e d'inertie dé�nie par
Js(t) =

∫

Ωs(t)

ρs(r
2(t, x)Id − r(t, x) ⊗ r(t, x))dx (1.18)Soit n(t, x) la normale sortante à Ωs(t), et le ve
teur gext (resp. le tenseur Σext) repré-sentant les for
es volumiques (resp. surfa
iques) appliquées au solide. La 
onservation desmoments linéaire et angulaire de Ωs(t) s'é
rit alors :

Ms
d2xG(t)

dt2
=

∫

Ωs(t)

ρsgext(t, x)dx+

∫

∂Ωs(t)

Σext(t, s).n(t, s)ds (1.19)et
d(Js(t)ω(t))

dt
=

∫

Ωs(t)

ρsr(t, x) × gext(t, x)dx+

∫

∂Ωs(t)

r(t, s) × (Σext(t, s).n(t, s))ds
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ouplage �uide-stru
turei.e.
Js(t)

dω(t)

dt
=

∫

Ωs(t)

ρsr(t, x) × gext(t, x)dx+

∫

∂Ωs(t)

r(t, s) × (Σext(t, s).n(t, s))ds

−ω(t) × (Js(t).ω(t)) (1.20)Pour l'obtention de (1.20) nous avons utilisé la propriété
dJs(t)

dt
ω(t) = ω(t) × (Js(t).ω(t))Nous utilisons pour montrer 
ette propriété la relation suivante pour a, b, et c troisve
teurs :
(a⊗ b) · c = (b · c)a (1.21)

dJs(t)

dt
ω(t) =

d

dt

(∫

Ωs(t)

ρs(r
2(t, x)I − r(t, x) ⊗ r(t, x))dx

)
ω(t)

=

∫

Ωs(t)

ρs
d

dt

(
r2(t, x)I − r(t, x) ⊗ r(t, x)

)
ω(t)dxDon


dJs(t)

dt
ω(t) =

∫

Ωs(t)

ρs

(
2

(
r.
dr

dt

)
ω −

(
r ⊗ dr

dt

)
ω −

(
dr

dt
⊗ r

)
ω

)
dx

(1.21)
=

∫

Ωs(t)

ρs

(
2

(
r.
dr

dt

)
ω −

(
ω.
dr

dt

)
r − (ω.r)

dr

dt

)
dxOr

dr(t, x))

dt
=

d(x− xG(t))

dt

= −∂xG(t))

∂t
+ (x′G(t) + ω(t) × r(t, x)).∇(x− xG(t))

= −x′G(t) + (x′G(t) + ω(t) × r(t, x)).I

= ω(t) × r(t, x)
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dJs(t)

dt
ω(t) = −

∫

Ωs(t)

ρs(ω(t).r(t, x))(ω(t) × r(t, x))dx

= −ω(t) ×
∫

Ωs(t)

ρs(ω(t).r(t, x))r(t, x)dx

(1.21)
= −ω(t) ×

∫

Ωs(t)

ρs((r(t, x) ⊗ r(t, x)).ω(t))dx

= −ω(t) ×
(∫

Ωs(t)

ρs(r(t, x) ⊗ r(t, x))dx.ω(t)

)

= ω(t) × (Js(t).ω(t))
ar
ω(t) ×

(∫

Ωs(t)

ρs(r(t, x))
2
Idx

)
.ω(t) = 0Remarque : Si le solide est un disque (pour d = 2) ou une sphère (pour d = 3), leterme ω(t) × (Js(t).ω(t)) disparait de la 
onservation du moment angulaire 
ar dans 
e
as Js =

∫

Ωs

ρs(r(t, x))
2
Idx.1.1.5 Vers un milieu 
ontinu multiphysiqueCette partie a été 
onsa
rée à la présentation de manière indépendante des équationspour un �uide in
ompressible, une membrane élastique, et un solide rigide. Dans la suite,nous sommes amenés à 
onsidérer 
omme un milieu 
ontinu les systèmes 
ouplés "�uide-membrane élastique" et "�uide-solide rigide".Nous dé�nissons alors un 
hamp de vitesse (eulérien) ainsi que des 
ara
téristiques phy-siques (densité, vis
osité) sur tout le domaine d'étude. L'utilisation d'un 
hamp de vitesse
ontinu né
essite de faire i
i 
ertaines hypothèses d'ordre physique. En e�et, nous sup-posons que le 
onta
t "�uide-membrane" ou "�uide-solide" est 
ollant, i.e. qu'il ne peuty avoir glissement, a�n d'éviter une dis
ontinuité dans la 
omposante tangentielle du
hamp de vitesse au niveau de 
es interfa
es. Nous supposons d'autre part qu'il n'y a pasde transfert de matière entre les di�érents systèmes.1.2 Modèle eulérien de 
ouplage �uide-membrane élas-tique en 2DSoit T>0. Dans toute 
ette partie nous 
onsidérons une membrane élastique Γe(t),

t ∈ [0, T ], immergée dans un �uide in
ompressible 
ontenu dans le domaine Ω ⊂ R
2.On note γ(t, s) son paramétrage à l'instant t, et γ0(s) le paramétrage à l'instant 0. Soit
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ture
Γ̃e sa 
on�guration au repos (en général Γ̃e 6= Γe(0)), de paramétrage régulier γ̃(s).
1.2.1 Méthode de Frontière ImmergéeLa méthode de Frontière Immergée de Peskin [63℄ utilise pour 
e problème une des-
ription eulérienne de la vitesse et de l'in
ompressibilité du système, et une des
riptionlagrangienne de la 
on�guration (position, étirement) de la membrane. Le prin
ipe est demettre en intera
tion 
es deux des
riptions a�n de résoudre le problème de 
ouplage surle maillage eulérien, via un unique système d'équations.Soit u le 
hamp de vitesse eulérien du milieu 
ontinu, dé�ni sur Ω tout entier.On 
onsidère les variables lagrangiennes suivantes :� γ : (t, s) ∈ [0, T ] × [0, L] → γ(t, s) la position des points matériels de la membrane,ave
 s la 
oordonnée 
urviligne atta
hée à la membrane.� Fe : (t, s) ∈ [0, T ] × [0, L] → Fe(t, s) la densité de for
e élastique de la membrane,entièrement déterminée à partir de son étirement |γs|

|γ̃s|
.� Λe : (t, s) ∈ [0, T ] × [0, L] → Λe(t, s) la densité de masse de la membrane.La méthode de Frontière Immergée 
onsiste à résoudre les points suivants :� La densité de for
e élastique Fe(t, s), dérivée d'une énergie, s'exprime en fon
tionde γ(t, s) par

Fe(t, s) =
∂

∂s

(
E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
γs

|γs|

) (1.22)où E ′
e est une loi de 
omportement élastique.� Cette for
e est distribuée au voisinage de la membrane, à l'aide d'une masse de Dira


δ régularisée numériquement. Une densité eulérienne de for
e élastique fe dé�niesur les points du maillage �uide est 
al
ulée en résolvant l'équation d'intera
tionsuivante :
fe(t, x) =

∫

[0,L]

Fe(t, s)δ(x− γ(t, s))ds (1.23)
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ouplage �uide-membrane élastique en 2D 29En multipliant fe par une fon
tion test ψ et en intégrant sur Ω on obtient :
∫

Ω

fe(t, x)ψ(x)dx =

∫

Ω

∫

[0,L]

Fe(t, s)δ(x− γ(t, s))dsψ(x)dx

=

∫

[0,L]

Fe(t, s)

∫

Ω

ψ(x)δ(x− γ(t, s))dxds

=

∫

[0,L]

Fe(t, s)ψ(γ(t, s))ds

=

∫

Γe(t)

1

|γs|
Fe(t, s)ψ(s)|γs|ds

= 〈 1

|γs|
Fe(t, s)δΓe(t), ψ(s)〉 (1.24)� La vitesse eulérienne u est alors solution des équations de Navier-Stokes in
ompres-sible ave
 en se
ond membre la densité eulérienne de for
e élastique :





(ρ+
1

|γs|
ΛeδΓe(t))

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
+ ∇p− 2 div(µD(u)) =

1

|γs|
FeδΓe(t)

div u = 0
(1.25)La densité de masse eulérienne de la membrane élastique apparaissant dans la pre-mière équation de 1.25 est dé�nie par

λe(t, x) =

∫

[0,L]

Λe(t, s)δ(x− γ(t, s))ds (1.26)Et ave
 le même raisonnement que pré
édemment, on a
∫

Ω

λe(t, x)ψ(x)dx = 〈 1

|γs|
Λe(t, s)δΓe(t), ψ(s)〉 (1.27)� u est en�n interpolée aux points de 
ontr�le γ(t, s) à l'aide de la fon
tion δ, et lamembrane est transportée ave
 le 
hamp obtenu :

u(t, γ(t, s)) =

∫

Ω

u(t, x)δ(x− γ(t, s))dx (1.28)
∂γ(t, s)

∂t
= u(t, γ(t, s)) (1.29)Le 
al
ul de 1.28 suppose que le 
hamp de vitesse u est 
ontinu à travers l'interfa
e.On 
onsidère pour 
ela que la membrane possède de la vis
osité, 
elle du �uide, dansla première équation de 1.25.
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ouplage �uide-stru
tureIl est à noter que les intégrales (1.23) et (1.26) sont mathématiquement di�érentes de(1.28). En e�et, si (1.28) est e�e
tuée sur le domaine 2D Ω, et demeure don
 bornée,les deux autres sont des intégrales 
urvilignes sur Γe(t), don
 l'intégration de la fon
tionsingulière δ donne lieu à une singularité dans les équations (1.25). Une formulation baséesur des 
onditions de sauts au niveau de la membrane est proposée dans [72℄ a�n déviter
ette singularité.En 
omparaison ave
 les méthodes de type ALE, la méthode de Frontière immergée est re-lativement simple et fa
ile à implémenter. Elle 
onstitue don
 une bonne alternative pourl'étude des problèmes de 
ouplage �uide stru
ture, notamment dans le 
as de géoméries
omplexes, puisque la résolution du �uide reste e�e
tuée sur un maillage �xe et régulier.Cependant l'utilisation d'une masse de Dira
 régularisée numériquement au niveau del'interfa
e tend à masquer les éventuels sauts des variables du système à 
et endroit, 
equi limite en général la pré
ision de la méthode à l'ordre 1, sauf pour des solutions régu-lières, 
'est-à-dire en présen
e d'interfa
es d'épaisseur non nulle, pour lesquelles l'ordre 2est alors atteint ([30℄). La pré
ision peut néanmoins être améliorée à travers l'approxima-tion de la masse de Dira
, nous dis
utons 
e point plus pré
isément dans la suite. D'autrepart, l'interpolation du 
hamp de vitesse eulérien sur le maillage lagrangien est re
onnuepour être responsable d'une mauvaise 
onservation du volume. En e�et, l'in
ompressiblitédu 
hamp de vitesse est altérée lors de 
ette interpolation. Dans [64℄, un opérateur deproje
tion modi�é pour le 
al
ul de la vitesse �uide est introduit à 
et e�et, mais on perdalors en partie l'avantage de la simpli
ité de la méthode. Le modèle eulérien de ([20℄) et([21℄) présenté dans la suite résout 
e problème en supprimant l'interpolation du 
hampde vitesse elle-même.Approximation de la masse de Dira
En pratique, la for
e élastique singulière lo
alisée sur la membrane est régularisée a�nd'obtenir une for
e volumique dont le support se situe dans un voisinage de 
elle-
i. Celarevient alors à régulariser l'interfa
e �uide-stru
ture. Cette approximation de la masse deDira
 est un point important de la méthode de frontière immergée 
ar 
ette fon
tion estl'outil mathématique permettant d'appliquer la for
e de la stru
ture sur le �uide. Cela adon
 une in�uen
e sur la pré
ision de la méthode.En dimension 1, la fon
tion singulière δ est don
 rempla
ée par une fon
tion δε, ave

ε = C∆x, C > 0, telle que




δε ∈ C∞(R)Supp(δε) ⊂ [−ε, ε],
∀x̄ ∈ R, δε(x− x̄) =

1

ε
ζ

(
x− x̄

ε

)
⇀ δ0(x− x̄) dans D′(R) quand ε→ 0

(1.30)
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 ζ une fon
tion de tron
ature.En dimension d ≥ 2, le 
hoix 
lassique pour δε est un produit de fon
tions à une va-riable :
δε(x− x̄) = δε,1(x1 − x̄1)...δ

ε,d(xd − x̄d) =
1

εd
ζ1

(
x1 − x̄1

ε

)
...ζd

(
xd − x̄d

ε

) (1.31)où x1, ..., xd sont les 
omposantes de x.Dans [62℄, un 
ertain nombre de 
onditions de 
ompatibilité sur la fon
tion δε sont enu-mérées en plus des propriétés de 
ontinuité (a�n d'éviter les sauts de vitesse et de for
eau niveau de l'interfa
e lors de l'évaluation sur le maillage eulérien) et de support borné(pour des raisons de 
oût des 
al
uls).En parti
ulier, dans le 
as 1D, en dé�nissant l'erreur de dis
rétisation E par
E =

∣∣∣∣∣f(x̄) − ∆x
∑

i∈Z

δε(xi − x̄)f(xi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫

Ω

δ0(x− x̄)f(x)dx− ∆x
∑

i∈Z

δε(xi − x̄)f(xi)

∣∣∣∣∣(1.32)ave
 {xi = i∆x}i∈Z un maillage eulérien régulier, il est montré dans [7℄ que si δε satisfait
q 
onditions de moments dis
rets, q > 0, i.e. si

∀x̄ ∈ R, ∆x
∑

i∈Z

δε(xi − x̄)(xi − x̄)r =

{
1 si r = 0

0 si 1 ≤ r < q
(1.33)alors E ≤ C(∆x)q pour f ∈ Cq−1(Supp(δε)) et f (q−1) lips
hitz 
ontinue sur 
et intervalle.Ce résultat est obtenu en é
rivant le développement de Taylor à l'ordre q − 1 de f .Ainsi pour q = 1 (resp. q = 2) les fon
tions 
onstantes (resp. linéaires) sont interpoléesexa
tement. La 
ondition ∆x

∑

i∈Z

δε(xi − x̄) = 1 assure simplement que δε reste de masse1.Le résultat est étendu en dimension d ≥ 2 dans [79℄ pour des 
onditions analogues sur lesfon
tions δε,k.Pour 2ε ≥ q∆x [79℄, il existe au moins une fon
tion δε satisfaisant q 
onditions de momentspour un ordre q donné. D'autres 
onditions formulées dans [62℄ permettent de déterminer
ette fon
tion de manière unique.Ainsi, pour q = 2, on obtient :
ζ(r) =





1

4

(
3 − 4|r| +

√
1 + 8|r| − 16r2

) si |r| ≤ 1

2
1

4

(
5 − 4|r| −

√
−7 + 24|r| − 16r2

) si 1

2
< |r| ≤ 1

0 sinon
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ouplage �uide-stru
tureUne très bonne approximation 
ouramment utilisée de la fon
tion pré
édente est :
ζcos(r) =






1

2
(1 + cos(πr)) si |r| ≤ 1

0 sinonCette fon
tion ne satisfait 
ependant qu'une 
ondition de moment dis
ret, pour r = 0.Pour q = 3 on peut trouver l'expression de la fon
tion 
al
ulée à l'aide de MAPLE, dans[72℄.Une manière d'améliorer la pré
ision de l'approximation de la masse de Dira
 est don
d'imposer des 
onditions supplémentaires sur les moments dis
rets, i.e. exiger une meilleureinterpolation des fon
tions d'ordre plus élevé. Cependant, 
es 
onditions supplémentairess'a

ompagnent d'une augmentation du support, 
e qui a

roit dans le même temps le
oût des 
al
uls, malgré une meilleure résolution de la stru
ture.D'autre part, lorsque la fon
tion f ou ses dérivées présente un saut au niveau de l'in-terfa
e, et 
'est notamment le 
as de la dérivée normale de la vitesse dans la méthodede Frontière Immergée, l'ordre de pré
ision diminue. Dans [7℄, des 
onditions de momentuni-latérales supplémentaires sont satisfaites pour atteindre le même ordre que dans le
as régulier :
∀x̄ ∈ R, ∆x

∑

i∈Z

δε(xi − x̄)(xi − x̄)rH(xi − x̄) = 0 si 1 ≤ r < q (1.34)ave
 H la fon
tion de Heaviside.La méthode d'interfa
e immergée de [49℄ permet aussi d'obtenir plus de pré
ision en é
ri-vant des 
onditions de sauts prenant en 
ompte une partie de la for
e élastique.Ce qui pré
ède 
on
erne des modèles dans lesquels la membrane est représentée de ma-nière expli
ite. Dans le 
as d'une représentation impli
ite de 
elle-
i, par exemple ave
 laméthode Level-Set, un 
hoix 
lassique pour δε est 1

ε
ζ

(
φ

ε

) où le niveau 0 de φ représentel'interfa
e, et ε est de l'ordre de 1 ou 2 pas d'espa
e. Il est montré dans [79℄ que 
e 
hoix,qui a l'avantage de la simpli
ité, peut entrainer une erreur en O(1) sur le 
al
ul de lalongueur de l'interfa
e, indépendamment de la fon
tion ζ 
hoisie. Deux méthodes sontproposées pour améliorer 
et ordre de pré
ision, la première basée sur une approximationdu produit 1.31, l'autre sur un ε variable. Dans les deux 
as la fon
tion φ et ses dérivéessont utilisées pour 
onstruire la nouvelle approximation.
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ouplage �uide-membrane élastique en 2D 331.2.2 Méthode level setLe prin
ipe de la méthode Level-Set introduite dans [58℄ est de représenter Γe(t) parl'intermédiaire d'une fon
tion régulière φ telle que
Γe(t) = {x ∈ Ω, φ(t, x) = 0} (1.35)i.e. φ(t, γ(t, s)) = 0 pour (t, s) ∈ [0, T ]× [0, L], 
e qui donne, en dérivant par rapport à t :

φt(t, γ(t, s)) + u(t, γ(t, s)) · ∇φ(t, γ(t, s)) = 0 (1.36)On se donne don
 une fon
tion initiale φ0 représentant Γe(0), et à 
haque instant on
her
he une fon
tion φ solution sur tout Ω de l'équation suivante :
{
φt + u · ∇φ = 0 sur ]0, T ] × Ω

φ = φ0 sur {0} × Ω
(1.37)Si φ0 est de 
lasse C1, le problème dé
rit par l'équation (1.37) admet une solution uniquede 
lasse C1 donnée par :

φ(t, x) = φ0(X(0; x, t)) (1.38)On 
hoisit en général la fon
tion φ0 
omme la distan
e signée à Γt :
φ0(x) =

{
−dist(x,Γe(0)) si x est dans le domaine intérieur à Γe(0)dist(x,Γe(0)) si x est dans le domaine extérieur à Γe(0)

(1.39)Il est à noter que même si la fon
tion level-set est initialisée à une distan
e, elle ne le restepas en général lors de son transport.Expression des grandeurs géométriquesAve
 le 
hoix de signe de φ0 fait pré
édemment, la normale extérieure n au domainedélimité par Γe(t), et sa 
ourbure κ s'expriment par :
n(t, x) =

∇φ(t, x)

|∇φ(t, x)| (1.40)
κ(t, x) = div

∇φ(t, x)

|∇φ(t, x)| (1.41)En 2D en parti
ulier, on peut de plus exprimer la tangente τ à Γe(t) par
τ(t, x) =

∇× φ(t, x)

|∇φ(t, x)| (1.42)
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ouplage �uide-stru
tureExpression de variables du milieu 
ontinuSoit H la fon
tion dé�nie par :
H(y) =

{
1 si y < 0

0 si y ≥ 0
(1.43)Alors

H(φ(t, x)) =

{
1 si x est dans le domaine intérieur à Γe(t)

0 si x est dans le domaine extérieur à Γe(t)
(1.44)Et H(φ) est aussi solution (au sens des distributions) de l'équation de transport :

(H(φ))t + u · ∇(H(φ)) = 0 (1.45)Don
 toute variable α du milieu 
ontinu, de valeurs α1 (resp. α2) à l'intérieur (resp. àl'extérieur) de Γe(t), peut s'exprimer par :
α(φ) = α2 +H(φ)(α1 − α2) (1.46)Nous donnons dans la suite une version régularisée de la fon
tion H(φ), dans le 
adre dela méthode de frontière immergée.Transport de la fon
tion level-setLa formulation level-set d'un problème de 
ouplage �uide-stru
ture repose sur le trans-port d'une fon
tion auxilliaire φ. Un soin parti
ulier doit don
 être apporté à la résolutionnumérique de l'équation d'adve
tion sur φ. En e�et, si l'on souhaite obtenir des infor-mations mé
aniques sur la stru
ture à partir de φ, il est préférable de s'orienter vers dess
hémas pré
is et peu di�usifs.Si de nombreux s
hémas existent pour l'équation de transport, les 
ontraintes 
itées pré-
édemment en éliminent 
ertains, notamment le plus 
lassique, le s
héma amont, tropdi�usif, et le s
héma de Lax-Wendro�, déli
at à é
rire en dimension 2 et qui d'autre partse 
omporte assez mal pour une solution irrégulière. En�n les interpolations né
essairesà la mise en pla
e de la méthode des 
ara
téristiques nous amènent à 
hoisir d'autress
hémas.Traitement des termes 
onve
tifs Les s
hémas ENO (Essentially Non Os
illatory),introduits dans [31℄ en 1987 et adaptés du s
héma amont, 
hoisissent le sten
il d'interpo-lation en fon
tion d'un 
ritère de régularité lo
ale de la solution numérique, 
ontrairementaux méthodes traditionnelles de di�éren
es �nies basées sur des interpolations à sten
il�xe. Le but de 
es s
hémas est en e�et d'éviter les endroits où la fon
tion est irrégulière, etl'ajustement du 
ritère de régularité permet d'obtenir des s
hémas d'ordre élevé. Voir [70℄
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isions sur 
es s
hémas. Plus ré
emment, les s
hémas WENO (WeightedEssentially Non-Os
illatory) ont été développés. Ces s
hémas utilisent une 
ombinaison
onvexe de sten
ils d'interpolation, plut�t que de 
hoisir le meilleur sten
il. Aux endroitsoù la fon
tion est irrégulière, ils se 
omportent 
omme des s
hémas ENO. En 
e qui
on
erne la pré
ision, les résultats obtenus ave
 
es s
hémas sont 
omparables ave
 
euxobtenus ave
 des s
hémas tels que le s
héma de Fromm ou le s
héma de Beam-Warming.On utilise dans les simulations présentées dans la suite un s
héma WENO d'ordre 5 pourl'équation de d'adve
tion de la fon
tion level-set.Traitement des termes temporels L'attention a

ordée à la dis
rétisation des termes
onve
tifs est justi�ée par la grande sensibilité des méthodes level-set à l'approximation de
es termes. En 
e qui 
on
erne la dis
rétisation des termes temporels, l'expérien
e semblemontrer que l'in�uen
e sur la qualité de la solution numérique est moindre. Nous utilisonsdon
 un s
héma d'Euler d'ordre 1 dans nos simulations.Cependant, si l'on souhaite augmenter l'ordre de la dis
rétisation temporelle, on peut parexemple 
hoisir d'utiliser des s
hémas de Runge Kutta dits "total variation diminishing"(RK TVD). Ces s
hémas, proposés dans [70℄, garantissent qu'il n'y a pas 
réation d'os
il-lations supplémentaires lorsque l'on augmente l'ordre de la dis
rétisation temporelle, parrapport au s
héma d'Euler.1.2.3 Expression de la for
e élastique en formulation level-setExpression de l'étirement de Γe(t) en fon
tion de φDans [20℄ et [21℄ il est montré que l'on peut à 
haque instant exprimer la variation delongueur ou étirement de Γe(t) en fon
tion de la fon
tion φ.Nous présentons i
i le 
al
ul de l'étirement donné dans [20℄ en partant du paramétrage de
Γe(t). Une autre preuve, basée sur des 
onsidérations plus géométriques, est donnée dans[21℄.On introduit le 
hamp d'étirement e : [0, T ] × Ω → R dé�ni par :

e(t, γ(t, s)) =
|γs(t, s)|
|γ̃s(s)|

sur [0, T ] × [0, L] (1.47)En dérivant 
ette expression par rapport à t, on obtient :
et + u · ∇e =

γst · γs

|γs||γ̃s|
= e

γst · γs

|γs|2
(1.48)
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ouplage �uide-stru
tureAve
 la dé�nition de φ, et en se donnant une fon
tion initiale e0, on 
her
he alors e solutionde :




et + u · ∇e = e

[Du]∇× φ · ∇ × φ

|∇φ|2 sur ]0, T ] × Ω

e = e0 sur {0} × Ω
(1.49)Dans le 
as d'un é
oulement �uide in
ompressible, on peut alors montrer que |∇φ| véri�ela même équation que e. Don


|∇φ(t, γ(t, s))|
|∇φ0(γ0(s))|

=
|e(t, γ(t, s))|
|e0(γ0(s))|

(1.50)Dans le 
as où e0 est 
onstant, on peut alors 
hoisir φ0 
omme la distan
e signée à Γ(0)multipliée par e0, et ainsi odtenir e = |∇φ| à 
haque instant sans le 
al
uler.Expression de la for
e élastique en fon
tion de φOn rappelle la densité de for
e élastique dérivée pré
édemment en formulation lagran-gienne :
Fe(t, s) =

[(
∇E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
.τ

)
τ + E ′

e

( |γs|
|γ̃s|

)
κn

]
|γs|Les résultats (1.40), (1.41), (1.42), et surtout (1.50) nous permettent de réé
rire 
ettedensité 
omplètement en fon
tion de φ [21℄ :

Fe = P∇φ⊥ (∇ (E ′
e(|∇φ|))) |∇φ| − E ′

e(|∇φ|)κ(φ)∇φ (1.51)ave
 P∇φ⊥ la proje
tion sur l'hyperplan orthogonal à ∇φ.On peut aussi réé
rire 
ette densité de for
e sous la forme
Fe =

(
∇ (E ′

e(|∇φ|)) −∇.
(
E ′

e(|∇φ|)
∇φ
|∇φ|

) ∇φ
|∇φ|

)
|∇φ| (1.52)1.2.4 Formulation level-set de la méthode de frontière immergéeEn utilisant (1.51) ou (1.52), on présente maintenant une formulation 
omplètementeulérienne de la méthode de frontière immergée pour le 
ouplage �uide-membrane élas-tique en 2D, proposée dans [20℄, et qui permet d'éviter les interpolations entre variableseulériennes et lagrangiennes, grâ
e à l'utilisation d'une fon
tion level-set pour lo
aliser lastru
ture.Il reste pour 
ela à exprimer l'approximation de la masse de Dira
 en fon
tion de φ.
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e �uide-stru
ture en formulation level-setLa régularisation de l'interfa
e �uide-stru
ture se traduit en formulation level-set par([21℄) :
1

ε
ζ

(
φ

ε

)
|∇φ|⇀ δ{φ=0} dans M(Ω)ave
 M(Ω) le dual de Cc(Ω).On fait don
 l'approximation volumique suivante pour ε petit :

1

ε
ζ

(
φ

ε

)
|∇φ| ≃ δ{φ=0} (1.53)La quantité |∇φ| qui apparait dans 
ette approximation représente la largeur du voisinagede la membrane sur lequel on applique la for
e.Traitement de l'étalement de la fon
tion level setL'approximation (1.53) suppose de pouvoir 
ontr�ler le gradient de la fon
tion level-set, 
ar 
ela va déterminer le support de la fon
tion de régularisation, et don
 de la for
eelle-même.Or si la fon
tion level-set est initialisée 
omme une fon
tion distan
e, elle ne le reste pasné
essairement lors de son dépla
ement. On présente don
 trois méthodes visant à obtenirà partir de la fon
tion level-set une fon
tion distan
e à 
haque pas de temps, 
'est-à-direune fon
tion de gradient unitaire.Ré-initialisation par résolution d'une équation d'Hamilton-Ja
obi La premièresolution 
onsiste à résoudre à 
haque instant t l'équation d'Hamilton-Ja
obi suivante :





∂d

∂τ
= signe(φ)(1 − |∇d|)

d(0, x) = φ(t, x)
(1.54)ave
 la fon
tion signe prenant ses valeurs dans {−1; 0; 1} suivant le signe de φ.On observe que lorsque l'état stationnaire est atteint, le gradient de d est unitaire.Cette méthode a été introduite par Sussman, Smereka et Osher dans [76℄.En réé
rivant l'équation pré
édente sous la forme

∂d

∂τ
+ w · ∇d = signe(φ) (1.55)
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ouplage �uide-stru
tureave
 w = signe(φ) ∇d
|∇d|

, il apparait que le problème à résoudre est hyperbolique, et queles 
ara
téristiques partent perpendi
ulairement de {φ = 0}, 
e qui signi�e que la re
ons-tru
tion de φ s'e�e
tue en partant de l'interfa
e. Pour obtenir une distan
e au voisinagede l'interfa
e seulement, quelques itérations su�sent don
.Cependant, en dehors du fait que 
ette méthode exige la résolution d'une équation sup-plémentaire, elle peut aussi induire numériquement un petit dépla
ement de l'interfa
edu fait de la 
ompressibilité du 
hamp w. On peut trouver une des
ription plus détailléede 
ette méthode dans [57℄.Modi�
ation de l'équation d'adve
tion en dehors de l'interfa
e Une autre solu-tion, proposée initialement par Zhao, Chan, Merriman, et Osher dans [83℄ à partir d'uneidée de Evans et Spru
k, et reprise ensuite dans d'autres travaux, est de rempla
er l'équa-tion d'adve
tion de φ par l'équation suivante :
φt(t, x) + (u · ∇φ)(t, x− (φ∇φ)(t, x)) = 0 (1.56)Ainsi l'interfa
e représentée par {φ = 0} est bien transportée par la vitesse u, et la fon
tion

φ reste une distan
e à 
haque instant. Cependant, le 
ara
tère non lo
al de 
ette équationpeut apparaître gênant pour des appli
ations en mé
anique des �uides.Renormalisation par le gradient Dans le 
as où l'on souhaite exprimer la for
e élas-tique de la membrane entièrement en fon
tion de la fon
tion level-set, 
'est-à-dire obtenirl'étirement à partir du gradient de φ, les deux méthodes pré
édentes ne peuvent pas êtreutilisées 
ar elles modi�ent toutes les deux la fon
tion φ, don
 son gradient.La troisième solution, proposée par Cottet dans [19℄ est inspirée par l'observation sui-vante : au voisinage de l'interfa
e, une bonne approximation de la distan
e à 
elle-
i estdonnée par φ
|∇φ|

. Ainsi on peut 
onserver l'information mé
anique d'étirement portée parle gradient de la fon
tion level-set, tout en 
ontr�lant l'épaisseur numérique de l'interfa
e.Cette méthode, en ne modi�ant pas φ, possède ainsi de bonnes propriétés de 
onservationde volume. Des résultats numériques en 
omparaison ave
 
eux obtenus en utilisant unere-initialisation sont présentés à 
e sujet dans [23℄. Le modèle 2D 
onsidéré est une mem-brane 
ir
ulaire transportée dans un é
oulement 
réé par un vortex, et dont on 
ontr�le lalongueur. Le résultat de référen
e est obtenu par une méthode de suivi d'interfa
e ave
 ungrand nombre de marqueurs. Si les résultats dépendent de la résolution utilisée pour les
al
uls, 
es tests montrent que la méthode de renormalisation représente une alternativee�
a
e et peu 
oûteuse aux méthodes de re-initialisation.En pratique, 
ette méthode 
onsiste à rempla
er numériquement l'approximation (1.53)par
1

ε
ζ

(
φ

ε|∇φ|

)
≃ δ{φ=0} (1.57)
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e élastique en formulation level-setAve
 (1.50) et (1.53) on peut é
rire l'approximation suivante de la for
e apparaissanten se
ond membre de (1.25) :
1

|γs|
FeδΓe(t) ≃

1

|∇φ|Fe|∇φ|
1

ε
ζ

(
φ

ε

)
≃ Fe

1

ε
ζ

(
φ

ε

)Et en utilisant (1.52), la forme régularisée de la for
e élastique apparaissant en se
ondmembre des équations du �uide est alors :
Fe =

(
∇ (E ′

e(|∇φ|)) −∇.
(
E ′

e(|∇φ|)
∇φ
|∇φ|

) ∇φ
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ

(
φ

ε

) (1.58)On peut également obtenir 
ette expression en la dérivant dire
tement d'une énergieélastique régularisée. On introduit l'énergie élastique régularisée suivante :
Ee(φ) =

∫

Ω

Ee(|∇φ|)
1

ε
ζ

(
φ

ε

)
dx (1.59)En dérivant 
ette expression de l'énergie par rapport au temps, on obtient [21℄ :

d

dt
Ee(φ) =

∫

Ω

(
∇.
(
E ′

e(|∇φ|)
∇φ
|∇φ|

) ∇φ
|∇φ| − ∇ (E ′

e(|∇φ|))
)
|∇φ|1

ε
ζ

(
φ

ε

)
udx (1.60)En utilisant le fait que la variation en temps de l'énergie élastique est l'opposé de lapuissan
e des for
es élastiques, i.e. que

d

dt
Ee(φ) = −

∫

Ω

Fe(t, x)udx (1.61)On retrouve alors (1.58). En�n, une expression équivalente est 
al
ulée dans [22℄ :
Fe = div

(
E ′

e(|∇φ|)
(

I − ∇φ⊗∇φ
|∇φ|

)
1

ε
ζ

(
φ

ε

)) (1.62)Expression des variables 
ontinuesSoit la fon
tion en
ore notée H dé�nie par :



H(r) =

∫ ∞

r

ζ(s)ds si −1 ≤ r ≤ 1,
H(r) = 1 si r < −1, H(r) = 0 si r > 1

(1.63)
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ouplage �uide-stru
tureC'est une régularisation de la fon
tion H dé�nie pré
édemment par (1.43).Ainsi toute variable α du milieu 
ontinu, de valeurs α1 (resp. α2) à l'intérieur (resp. àl'extérieur) de Γ(t), peut être régularisée en utilisant H :
αε(φ) = α2 +H

(
φ

ε

)
(α1 − α2) (1.64)En parti
ulier, on note ρ1 et ρ2 les densités à l'intérieur et à l'extérieur de la membrane.Ave
 (1.53) on peut é
rire l'approximation suivante de la densité de masse apparaissantdans (1.25) :

1

|γs|
ΛeδΓe(t) ≃

1

|∇φ|Λe|∇φ|
1

ε
ζ

(
φ

ε

)
≃ Λe

1

ε
ζ

(
φ

ε

)On dé�nit alors une densité sur l'ensemble du milieu 
ontinu par :
ρε(φ) = ρ2 +H

(
φ

ε

)
(ρ1 − ρ2) + Λe

1

ε
ζ

(
φ

ε

) (1.65)Ave
 
ette dé�nition la densité ρε(φ) véri�e bien l'équation de 
onservation de la masse :
∂ρε(φ)

∂t
+ (u.∇)ρε(φ) = 0 (1.66)De même, ave
 µ1 et µ2 les vis
osités à l'intérieur et à l'extérieur de la membrane, ondé�nit la vis
osité du milieu 
ontinu par :

µε(φ) = µ2 +H

(
φ

ε

)
(µ1 − µ2) (1.67)Modèle 
ontinu : formulation level-set de la méthode de frontière immergéepour le 
ouplage �uide-membrane élastique en 2DEn 
on
lusion, on a la formulation suivante [21℄ :






ρε(φ)

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
+ ∇p− div(µε(φ)D(u)) =

[
∇ (E ′

e(|∇φ|)) −∇.
(
E ′

e(|∇φ|)
∇φ
|∇φ|

) ∇φ
|∇φ|

]
|∇φ|1

ε
ζ

(
φ

ε

)

div u = 0

φt + u · ∇φ = 0



Résolution de Navier Stokes 41Egalité d'énergieEn multipliant l'équation de 
onservation des moments par u, et en intégrant sur Ω etsur [0, T ], on obtient l'égalité d'énergie suivante [21℄ :
1

2

∫

Ω

ρε(φ)u2(T, x)dx +

∫ T

0

∫

Ω

µε(φ)D(u)2dxdt+

∫

Ω

Ee(|∇φ|)
1

ε
ζ

(
φ

ε

)
(T, x)dx

=
1

2

∫

Ω

ρε(φ0(x))u
2
0(x)dx+

∫

Ω

Ee(|∇φ0|)
1

ε
ζ

(
φ0

ε

)
(x)dxou en
ore

Ec(T ) + Ee(T ) +

∫ T

0

∫

Ω

µε(φ)D(u)2dxdt = Ec(0) + Ee(0) (1.68)
'est-à-dire que modulo de la dissipation visqueuse, l'énergie totale du système, 
onsti-tuée des énergies 
inétique Ec et élastique Ee, est 
onservée. La régularisation de la for
eélastique utilisant la formulation level-set n'induit don
 pas de dissipation d'énergie sup-plémentaire dans le système.Cette égalité d'énergie est notamment utilisée dans [22℄ a�n de montrer l'existen
e lo
alede solutions fortes en 3D du modèle 
ouplé.1.3 Résolution de Navier StokesNous présentons en�n les méthodes numériques que nous utilisons pour la résolutiondes équations de Navier-Stokes, dans les di�érents problèmes de 
ouplage étudiés. Onsuppose qu'il n'y a pas de for
e extérieure.Méthode de proje
tionLors de la résolution numérique des équations de Navier-Stokes, une di�
ulté majeureest la résolution de manière 
ouplée de la vitesse et de la pression. En e�et, la résolutionsimultanée de l'équation des moments et de la 
ondition d'in
ompressibilité fait apparaitreune matri
e non 
reuse et non symétrique. A�n de résoudre 
e problème, nous utilisonsune méthode à pas fra
tionnaire, dite méthode de proje
tion de Chorin-Temam, qui, enséparant les e�ets visqueux et 
onve
tifs de l'in
ompressibilité, permet d'obtenir deux pro-blèmes elliptiques indépendants. Nous rappelons i
i le s
héma numérique 
orrespondant,utilisé dans les simulations présentées dans la suite.Dans le premier pas du s
héma la pression est 
omplètement ignorée, et on 
al
uleseulement les termes de 
onve
tion C et di�usion D. Le deuxième pas, ou pas de proje
-tion, permet de projeter la vitesse sur l'espa
e des vitesses à divergen
e nulle. L'équationde 
onservation de la masse est en�n résolue a�n de 
al
uler la densité.Etant donné ρn, un, pn, fn, l'algorithme est le suivant :
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ouplage �uide-stru
ture1-Cal
ul des termes de 
onve
tion-di�usion On 
al
ule le terme 
onve
tif C demanière expli
ite, en utilisant par exemple un s
héma WENO 
omme pour la fon
tionlevel-set.D'autre part, on traite le terme di�usif D impli
itement, par di�éren
es �nies 
entrées.En�n, en utilisant un s
héma d'Euler en temps, on résout
ρn ũ

n+1 − un

dt
+ ρnCn −Dn+1 = 0 (1.69)2-Résolution de la pression et proje
tion de la vitesse Le deuxième pas, ou pasde proje
tion, permet de projeter la vitesse sur l'espa
e des vitesses à divergen
e nulle.On résout 




ρnu
n+1 − ũn+1

dt
+ ∇pn+1 = 0

∇ · un+1 = 0

un+1.n|∂Ω = 0

(1.70)ave
 la pression solution de l'équation elliptique suivante




div

(
1

ρn
∇pn+1

)
= div ũn+1

∇pn+1.n|∂Ω = 0
(1.71)Lorsque ρn est 
onstant, il s'agit d'une équation de Poisson, pour laquelle de nombreuxsolveurs par di�éren
es �nies existent, sur grille 
entrée ou dé
alée. On 
ite notammentla librairie Fortran FISHPACK(http ://www.
isl.u
ar.edu/
ss/software/�shpa
k/).Les tests numériques que nous présentons dans la suite se situent soit dans 
e 
as, soitdans le 
as de faibles gradients de densité. On peut alors faire une approximation de typeBoussinesq sur la densité pour la résolution de la pression et la proje
tion. Par exemple,pour le 
ouplage �uide-solide rigide on utilise ρ =

ρs + ρf

2
dans (1.70) et (1.71).La 
ondition aux bords sur un+1 impose la 
ondition ∇pn+1.n|∂Ω = 0 sur la pression.Cette 
ondition aux bords arti�
ielle entraine une 
ou
he limite numérique qui empê
hele s
héma d'être 
omplètement d'ordre 1 sur la vitesse en norme H1 et sur la pression ennorme L2.D'autre part l'erreur de partitionnement (splitting) est d'ordre O(dt), don
 le s
héma estlui aussi au mieux d'ordre O(dt), quelque soit le s
héma en temps utilisé pour le premierpas.



Con
lusion 43Grille dé
aléeOn utilise une grille dé
alée de type MAC (marker-and-
ell) pour la dis
rétisationspatiale des équations de Navier-Stokes par di�éren
es �nies : la pression est dé�nie auxnoeuds (i, j), alors que les vitesses (horizontale et verti
ale si on se pla
e en 2D) sontdé�nies sur les fa
es des mailles en (i + 1/2, j) et (i, j + 1/2). De manière générale tousles 
hamps s
alaires (densité, vis
osité, pression, fon
tion level-set lorsque l'on fait le
ouplage) sont dé�nis aux n÷uds.L'utilisation d'une telle grille permet d'une part d'obtenir une pré
ision d'ordre 2 pour le
al
ul de la pression, 
ar les dérivées des vitesses sont dire
tement obtenues aux n÷udsde pression, et d'autre part d'imposer au niveau dis
ret la 
ontrainte d'in
ompressibilitéde manière exa
te aux points de 
al
ul des vitesses lors de l'étape de proje
tion (1.70).1.4 Con
lusionAprès une revue des méthodes numériques pour le 
ouplage �uide - stru
ture, nousavons présenté dans 
e 
hapitre les modèles mathématiques dé
rivant un �uide visqueuxin
ompressible, une membrane élastique, et un solide rigide, d'abord de manière indé-pendante, et dans des formulations 
lassiques. Puis nous nous sommes 
on
entrés sur lades
ription d'un modèle 
omplètement eulérien pour le 
ouplage �uide -membrane élas-tique, utilisant la méthode de Frontière Immergée ave
 une lo
alisation de la membranepar la méthode Level-Set.Le 
hapitre suivant est 
onsa
ré à une étude numérique de 
e modèle, notamment en 
equi 
on
erne sa stabilité numérique.
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Chapitre 2Stabilité numérique du 
ouplageeulérien �uide-membrane élastique
2.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous nous intéressons à la stabilité numérique du modèle eulérien deFrontière Immergée introduit dans le 
hapitre pré
édent pour le 
ouplage �uide-membraneélastique en 2D.En e�et, de manière générale dans la méthode de Frontière Immergée, il est re
onnu quel'appli
ation de la for
e portée par la stru
ture induit une forte restri
tion sur le pas detemps, dès lors que 
ette for
e est traitée expli
itement. Cet aspe
t de la méthode estd'ailleurs évoqué par Peskin dans [63℄ 
omme l'un des axes de reher
he à privilégier pourla méthode de Frontière Immergée.A�n de lever la restri
tion sur le pas de temps, de nombreux travaux ont été 
onsa-
rés à l'étude de méthodes impli
ites en temps ([80℄, [54℄, [73℄, [74℄, [56℄). Cependant enpratique les algorithmes proposés sont très 
oûteux 
ar le 
al
ul de 
haque pas de temps
orrespond à la résolution d'un problème non linéaire 
ouplé par une méthode itérative,dont la 
onvergen
e peut être de plus di�
ile à obtenir, notamment lorsque la densitéde la stru
ture est pro
he de 
elle du �uide. On perd alors le béné�
e de l'utilisation degrands pas de temps.La dé�nition de 
ouplage semi-impli
ite ou approximativement impli
ite permet d'obtenirdes s
hémas plus réalistes du point de vue de leur mise en oeuvre et de leur e�
a
ité.Dans [80℄, [73℄, [74℄ et [8℄ un s
héma traitant impli
itement la 
onve
tion-di�usion maisexpli
itement la for
e élastique est étudié. Un s
héma approximativement impli
ite estégalement proposé dans [80℄ en 
onsidérant une approximation de la position de la stru
-ture en �n de pas de temps pour le 
al
ul de la for
e. Le s
héma proposé dans [27℄ permeten�n de garantir la stabilité pour un large 
hoix de paramètres, en traitant seulementles e�ets de masse ajoutée de manière impli
ite, 
e qui permet de 
onserver une 
ertaine45
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ouplage eulérien �uide-membrane élastiquee�
a
ité. Les e�ets de masse ajoutée 
ara
térisant l'a
tion du �uide sur la stru
ture de-viennent importants dès lors que la densité du �uide et de la stru
ture sont pro
hes. Une
ondition de stabilité mettant en jeu le rapport des densités et ne dépendant pas du pasde temps est 
al
ulée dans [14℄. Cette 
ondition indique que quelque soit le pas de tempsou le s
héma de 
ouplage en temps utilisés, les 
al
uls peuvent demeurer instables si l'e�etde masse ajoutée est trop important.L'étude de la stabilité des s
hémas de 
ouplage peut être abordée de plusieurs manières. Ene�et, outre l'appro
he numérique 
onsistant à observer la stabilité éventuelle des 
al
ulslorsqu'on augmente le pas de temps et/ou la raideur de la stru
ture, don
 la for
e élas-tique, il est possible d'anti
iper 
e genre de 
omportement en étudiant l'énergie dis
rètedu système �uide-stru
ture. Physiquement l'énergie totale du système doit être 
onser-vée, don
 la véri�
ation de 
ette propriété au niveau dis
ret doit permettre d'assurer lastabilité. Dans [8℄ il est montré pour une formulation en éléments �nis que les s
hémassemi-impli
ite et impli
ite de [80℄ sont en 
e sens respe
tivement 
onditionnellement etin
onditionnellement stables. C'est également l'appro
he employée dans [56℄ dans une for-mulation semi-dis
rète en temps pour l'étude de divers s
hémas impli
ites. L'étude menéedans ([73℄, [74℄) suit une appro
he di�érente. Une analyse linéaire permet d'isoler lesmodes d'os
illation d'une �bre élastique soumis à une petite perturbation a�n de tirer des
on
lusions sur une méthodologie de 
ouplage à adopter pour obtenir la stabilité. Il estnotamment montré que la 
ombinaison faible vis
osité du �uide/grande for
e élastique estsour
e d'instabilité. Cela explique que numériquement pour 
ertaines appli
ations 
ommela simulation de l'é
oulement sanguin dans les artères, la vis
osité du �uide est parfois
hoisie bien plus grande que sa valeur physique, a�n de 
onserver des pas de temps rai-sonnables.Nous présentons tout d'abord le test de relaxation d'une membrane élastique immergéedans un �uide in
ompressible sur lequel nous e�e
tuons les validations numériques dansla suite, et nous donnons quelques pré
isions sur le lien entre la dis
rétisation spatiale dela for
e élastique et 
ertaines instabilités numériques, a�n de limiter dans la suite notreétude aux instabilités liées au 
ouplage en temps.Grâ
e à une analyse de stabilité d'un modèle 1D linéarisé, nous 
al
ulons ensuite des
onditions de stabilité sur le pas de temps, pour des s
hémas traitant le 
ouplage entrele �uide et la membrane de manière expli
ite, semi-impli
ite ou impli
ite. Ces 
onditionsliant les e�ets visqueux et élastiques sont 
omparées ave
 des 
onditions de la littérature,et on valide ensuite numériquement la 
ondition obtenue ave
 l'analyse 1D pour le s
hémasemi-impli
ite, sur le test de relaxation en 2D.La �n de 
e 
hapitre est 
onsa
rée à l'étude d'un s
héma de 
ouplage en temps 
onservantl'énergie dis
rète du système.



Modèle 472.2 ModèleSoit T>0. Nous 
onsidérons une membrane élastique sans masse Γe(t), t ∈ [0, T ],immergée dans un �uide visqueux in
ompressible homogène 
ontenu dans le domaine
Ω ⊂ R

2.Soit u le 
hamp de vitesse �uide. On 
onsidère la fon
tion level-set φ initialisée 
omme ladistan
e signée à Γe(0) et telle que :
Γe(t) = {x ∈ Ω, φ(t, x) = 0}, ∀t ∈ [0, T ]2.2.1 Modèle eulérien de 
ouplage �uide-membrane élastiqueOn rappelle le modèle eulérien de 
ouplage dé�ni au 
hapitre pré
édent :






ρ (ut + u.∇u) + ∇p− µ∆u = Fe

Fe =

[(
∇(E ′

e(|∇φ|)) ·
∇ × φ

|∇φ|

)
· ∇ × φ

|∇φ| − E ′
e(|∇φ|)κ(φ)

∇φ
|∇φ|

] |∇φ|
ε

ζ

(
φ

ε

)

div u = 0

φt + u · ∇φ = 0

(2.1)ave
 la loi de 
omportement
E ′

e(r) = νe(r − 1) (2.2)où νe est le 
oe�
ient de raideur de Γe(t).Rappelons également que la for
e élastique peut s'é
rire de manière équivalente sous laforme
Fe = div

(
E ′

e(|∇φ|)
(

I − ∇φ⊗∇φ
|∇φ|

)
1

ε
ζ

(
φ

ε

)) (2.3)2.2.2 Relaxation d'une membrane élastiqueDans la suite nous validons numériquement la stabilité du s
héma de 
ouplage surun problème 
ouramment utilisé dans la littérature ([48℄, [8℄, [56℄, [37℄), dans lequel unemembrane élastique étirée de forme initiale elliptique relaxe vers sa forme d'équilibre, un
er
le.La membrane est immergée dans un �uide visqueux in
ompressible homogène, initiale-ment au repos, don
 le volume qu'elle délimite reste 
onstant. Les os
illations autour dela forme d'équilibre sont plus ou moins nombreuses en fon
tion de la vis
osité du �uideet de la raideur de la membrane.Nous 
hoisissons une ellipse initiale d'axe horizontal a = 0.75 et verti
al b = 0.5. L'étire-ment initial 
onstant appliqué est e = 1.2526. Dans 
es 
onditions, la forme d'équilibreest un 
er
le de rayon R =
√

0.5 × 075 =
√

0.375 ≃ 0.6125, 
e qui 
orrespond à un 
er
le



48 Stabilité numérique du 
ouplage eulérien �uide-membrane élastiquede rayon 0.5 (état au repos) étiré ave
 e = 1.2526. Les di�érents états de la membranesont présentés sur la �gure 2.1.
FINAL INITIAL

REPOS

(EQUILIBRE)

Fig. 2.1 � Formes de la membrane élastique à l'état initial, �nal, et au repos
A�n de pré
iser la dynamique du système on montre l'évolution des axes de l'ellipse, etle pro�l de pression pour quelques valeurs de la raideur de la membrane et de la vis
ositédu �uide.Sur les �gures (2.2-2.5) on présente les résultats obtenus ave
 νe = 1 et µ = 0.01. Lesos
illations des rayons sont amorties jusqu'à atteindre un état stationnaire 
orrespondantau 
er
le.La for
e élastique imposée par la membrane est plus forte aux endroits où la 
ourbureest importante, 
e qui induit une pression plus forte à 
es endroits-là. Les pro�ls de pres-sion de 2.3-2.4 montrent 
es surpressions lorsque la membrane a la forme d'une ellipse,à t = 0.2 et t = 2.2. Le dernier pro�l, sur la �gure 2.5, 
orrespond à l'état d'équilibre à

t = 30, ave
 une pression 
onstante à l'intérieur et à l'extérieur de la membrane.
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Fig. 2.2 � Evolution des axes de l'ellipse
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Fig. 2.4 � Pro�ls de pression à t = 2.2
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t = 30.0007

−0.0752

−0.0197

0.0358

0.0913

0.147

0.202

0.258

X
Y

Z

Z
−

A
xi

s

−0.622

0

0.9947

y

0.007812

1

1.992 x

0.007812

1

1.992

t=30

Fig. 2.5 � Pro�ls de pression à t = 30

D'autre part en faisant varier la raideur νe de la membrane, on 
hange la dynamiquede la relaxation. En e�et, le nombre d'os
illations avant d'atteindre l'état stationnaire estd'autant plus grand que la membrane est raide. Les os
illations des axes obtenues pour
νe = 0.1 et νe = 10 ave
 µ = 0.01 sont présentées sur la �gure 2.6.
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Fig. 2.6 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 0.1 (gau
he) et νe = 10 (droite), ave

µ = 0.01En�n plus la vis
osité du �uide est grande plus les os
illations sont amorties. Onprésente les résultats obtenus pour µ = 0.1 et µ = 0.001 ave
 νe = 1 sur la �gure 2.7.
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Fig. 2.7 � Evolution des axes de l'ellipse pour µ = 0.1 (gau
he) et µ = 0.001 (droite),ave
 νe = 12.2.3 Cal
ul numérique de la for
e élastiqueAvant de nous 
onsa
rer à l'étude de stabilité du 
ouplage en temps, quelques re-marques doivent être faites en 
e qui 
on
erne la dis
rétisation spatiale de la for
e élas-tique.En e�et une attention parti
ulière doit être apportée à la dis
rétisation des termes 
om-portant des dérivées d'ordre élevé de φ.



Modèle 53C'est notamment le 
as de la 
ourbure dé�nie par
κ(φ) = div

( ∇φ
|∇φ|

) (2.4)On a observé qu'une dis
rétisation de 
ette expression non développée 
ause des instabili-tés numériques au niveau de l'interfa
e, et en pratique on dis
rétise don
 plut�t l'expres-sion
κ(φ) =

φxx(φy)
2 + φyy(φx)

2 − 2φxxφxφy

|∇φ|3 (2.5)D'autre part, pour la 
omposante tangentielle de la for
e le développement
∇(E ′

e(|∇φ|)) = E ′′
e (|∇φ|)∇

2φ∇φ
|∇φ| (2.6)avant dis
rétisation permet d'obtenir de meilleurs résultats.Remarquons en�n que l'on peut aussi gagner en régularité en transportant l'étirement dela membrane. En e�et le modèle 2.1 é
rit au niveau 
ontinu utilise la propriété e = |∇φ|,or au niveau dis
ret son approximation peut entraîner aussi des instabilités numériques.Si l'on souhaite 
al
uler expli
itement l'étirement de la membrane, alors il faut résoudrel'équation suivante : 



et + u · ∇e = e

[Du]∇× φ · ∇ × φ

|∇φ|2
e = e0

(2.7)Et on rempla
e l'expression de la for
e élastique en fon
tion de φ :
Fe =

[(
∇(E ′

e(|∇φ|)) ·
∇ × φ

|∇φ|

)
· ∇ × φ

|∇φ| − E ′
e(|∇φ|)κ(φ)

∇φ
|∇φ|

] |∇φ|
ε

ζ

(
φ

ε

) (2.8)par l'expression suivante en e et φ :
Fe =

[(
∇(E ′

e(e)) ·
∇ × φ

|∇φ|

)
· ∇ × φ

|∇φ| −E ′
e(e)κ(φ)

∇φ
|∇φ|

]
e

ε
ζ

(
φ

ε

) (2.9)La �gure 2.8 montre un exemple d'évolution des axes de l'ellipse sans développement duterme ∇(E ′
e(|∇φ|)) ni transport de l'étirement, en 
omparaison ave
 le résulat obtenu sil'on applique l'un de 
es deux traitements.



54 Stabilité numérique du 
ouplage eulérien �uide-membrane élastique

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 1.15

 1.2

 1.25

 1.3

 1.35

 1.4

 1.45

 1.5

 0  2  4  6  8  10

R
x,

R
y

temps

rayon y
rayon x

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 1.15

 1.2

 1.25

 1.3

 1.35

 1.4

 1.45

 1.5

 0  2  4  6  8  10

R
x,

R
y

temps

rayon y
rayon x

Fig. 2.8 � Evolution des axes de l'ellipse - A gau
he, sans développement de ∇(E ′
e(|∇φ|))et ave
 e = |∇φ|. A droite, ave
 développement de ∇(E ′

e(|∇φ|)) ou ave
 transport de eLes remarques pré
édentes permettent d'envisager les di�
ultés numériques induitespar l'utilisation de la forme 
onservative de la for
e dé�nie par (2.3). En e�et 
ette ex-pression est fortement in
ompatible ave
 les méthodes 
itées 
i-dessus a�n d'améliorer lastabilité, et par ailleurs la dérivation de la fon
tion ζ qui est une masse de Dira
 régula-risée ajoute une di�
ulté.En 
on
lusion, une attention parti
ulière doit être apportée à la dis
rétisation de la for
eélastique, a�n d'éviter 
ertaines instabilités numériques. Ces instabilités ne doivent pas enl'o

uren
e être 
onfondues ave
 l'instabilité des 
al
uls que nous étudions dans la suite,liée au 
hoix du pas de temps et du s
héma de 
ouplage en temps.2.3 Cal
ul d'une 
ondition de stabilitéDe la même manière que pour les termes inertiels, le traitement expli
ite de la for
eélastique induit une 
ondition sur le pas de temps si l'on veut assurer la stabilité des
al
uls. Cette 
ondition peut d'ailleurs être bien plus restri
tive que 
elle relative auxtermes inertiels, dès lors que la raideur des stru
tures 
onsidérées devient importante.Le but de 
ette partie est don
 de 
al
uler une 
ondition sur ∆t, du même type que la
ondition de Courant-Friedri
hs-Lewy (CFL) pour la 
onve
tion, et faisant intervenir laraideur νe de la membrane.On présente d'abord des 
onditions de stabilité disponibles dans la littérature pour desproblèmes de 
ouplage relativement pro
hes de 
elui que l'on étudie, à savoir des problèmesmulti-�uide ave
 prise en 
ompte de la tension de surfa
e à l'interfa
e entre les deux �uides.Puis, sur une version 1D linéarisée de notre modèle, on étudie l'existen
e d'une 
onditionde stabilité pour di�érents s
hémas traitant le 
ouplage (u, φ) de manière expli
ite, semi-
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ite, ou impli
ite.En�n, on présente les tests numériques illustrant sur le problème 2D les résultats del'analyse 1D.2.3.1 Conditions de stabilité existantesEn 
e qui 
on
erne les problèmes de 
ouplage multi-�uides ave
 prise en 
ompte dela tension de surfa
e, nous présentons deux 
onditions de stabilité disponibles dans lalittérature.Ces problèmes sont 
ara
térisés par la présen
e d'une for
e lo
alisée au niveau de l'inter-fa
e entre les deux �uides, dé�nie par
F = −νeκnave
 νe le 
oe�
ient de tension de surfa
e, κ et n la 
ourbure et la normale à l'interfa
e.Cela 
orrespond don
 à 
hoisir en parti
ulier E ′(r) = νe dans (2.1).La première 
ondition est 
elle 
al
ulée par Bra
kbill, Kothe et Zema
h [10℄ par uneméthode heuristique. Cette 
ondition est en e�et obtenue en imposant au pas de tempsde permettre la résolution des ondes 
apillaires se propageant sur l'interfa
e :
c∆tB
∆x

<
1

2
(2.10)ave
 c la vitesse de phase d'une onde 
apillaire, et le fa
teur 1

2
permettant de traiter le
as de deux ondes de dire
tions opposées entrant dans la même maille de largeur ∆x.En notant k le nombre d'onde, la vitesse de phase c peut être estimée de la manièresuivante :

c =

(
νek

ρ1 + ρ2

) 1
2 (2.11)ave
 ρ1 et ρ2 les densités respe
tives des deux �uides.Comme la vitesse de phase maximale cmax est obtenue pour le nombre d'onde kmax =

π

∆x
orrespondant à la longeur d'onde minimale 2∆x que l'on puisse déte
ter ave
 des maillesde taille ∆x, en inje
tant (2.11) dans (2.10), on obtient
∆tB <

(
ρ̂(∆x)3

2πνe

) 1
2 (2.12)où ρ̂ =

ρ1 + ρ2

2
.
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ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueCette 
ondition de stabilité 
ouramment utilisée met don
 en relation les e�ets d'iner-tie et la tension de surfa
e. L'exposant 3
2
sur ∆x en fait en pratique une 
ondition assezrestri
tive, notamment par rapport à la 
ondition CFL 
lassique sur les termes inertiels.La se
onde 
ondition, proposée par Vigneaux [81℄, 
on
erne quant à elle le rapport dese�e
ts visqueux ave
 la tension de surfa
e :

∆tV ≤ min(∆t1,∆t2), ave
 ∆t1 = c1
∆x

‖u‖L∞

et ∆t2 = c2
µ∆x

νe
(2.13)La 
ondition sur ∆t1 est la 
ondition CFL 
lassique pour le terme d'inertie, ave
 c1 dé-pendant du s
héma de dis
rétisation spatiale utilisé.La 
ondition sur ∆t2 est obtenue par une étude mathématique du problème 
ontinu, ensupposant que le s
héma numérique l'appro
he de manière 
onsistante.Des estimations sur la perturbation de vitesse induite par une perturbation de l'interfa
epermettent de déterminer un pas de temps ∆t2 tel que le dépla
ement de l'interfa
e enun pas de temps soit su�samment petit par rapport à la perturbation, évitant ainsi lesos
illations de l'interfa
e. La 
onstante c2 est ensuite déterminée numériquement.Pour l'étude qui suit, nous nous plaçons dans le 
ontexte de la se
onde 
ondition, ave
une étude du rapport entre e�ets visqueux et élastiques, en négligeant les e�ets inertiels.2.3.2 Etude de stabilité de Von Neumann sur un modèle 1D li-néariséOn réalise une étude de stabilité de Von Neumann sur une linéarisation du modèle de
ouplage en 1D. Pour simpli�er, on réduit la for
e élastique à une tension de surfa
e, 
equi revient à 
hoisir E ′(r) = νe dans le modèle (2.1).Dé�nition du modèle 1D linéariséOn 
onsidère le modèle de 
ouplage 2D suivant :





∂u

∂t
+ u.∇u− µ∆u+ ∇p = −νeκ(φ)∇φ1

ε
ζ

(
φ

ε

)

div u = 0
∂φ

∂t
+ u.∇φ = 0

(2.14)
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ondition de stabilité 57obtenu en prenant E ′(r) = νe dans (2.1), et on introduit pour l'étude de stabilité le modèle1D suivant :




∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− µ

∂2u

∂x2
= −νe

∂2φ

∂x2

∂φ

∂x

1

ε
ζ

(
φ

ε

) sur [0, T ] × R

∂φ

∂t
+ u

∂φ

∂x
= 0 sur [0, T ] × R

(2.15)On souhaite étudier la stabilité autour de la solution stationnaire (u, φ) dé�nie par :
{
u(x) = 0

φ(x) = x
(2.16)On 
onsidère don
 une solution (u, φ) = (u+ ũ, φ+ φ̃) de (2.15), où (ũ, φ̃) est une petiteperturbation. On obtient :





∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂x
− µ

∂2ũ

∂x2
= −νe

∂2φ̃

∂x2

(
1 +

∂φ̃

∂x

)
1

ε
ζ

(
φ+ φ̃

ε

)

∂φ̃

∂t
+ ũ

∂φ̃

∂x
+ ũ = 0

(2.17)Don
, en ne gardant que les termes linéaires :




∂ũ

∂t
− µ

∂2ũ

∂x2
= −νe

∂2φ̃

∂x2

1

ε
ζ

(
φ

ε

)

∂φ̃

∂t
+ ũ = 0

(2.18)En e�et,
∂2φ̃

∂x2

(
1 +

∂φ̃

∂x

)
1

ε
ζ

(
φ+ φ̃

ε

)
≃ ∂2φ̃

∂x2

1

ε
ζ

(
φ+ φ̃

ε

)
≃ ∂2φ̃

∂x2

1

ε

[
ζ

(
φ

ε

)
+
φ̃

ε
ζ ′
(
φ

ε

)]
≃ ∂2φ̃

∂x2

1

ε
ζ

(
φ

ε

)Pour simpli�er les 
al
uls qui suivent on 
hoisit l'expression suivante pour ζ :



ζ(r) = 1 si |r| ≤ 1

2
,

ζ(r) = 0 sinon (2.19)Remarquons que pour ζ (φ
ε

)
= 0, i.e. loin de l'interfa
e �uide-membrane, le système(2.18) est non 
ouplé. On 
hoisit don
 de se restreindre pour l'étude qui suit au 
as

ζ

(
φ

ε

)
= 1, 
e qui revient à se pla
er dans le voisinage de l'interfa
e, même s'il n'est pas
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ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueévident que la présen
e de la membrane n'in�uen
e pas la stabilité des 
al
uls dans toutle domaine, et inversement que les 
al
uls dans le reste du domaine n'aient pas d'e�etstabilisant sur les 
al
uls à l'interfa
e.On étudie don
 la stabilité sur le modèle 1D linéarisé suivant (auquel on a ajouté des
onditions initiales) :




∂u

∂t
− µ

∂2u

∂x2
= −νe

ε

∂2φ

∂x2
sur [0, T ] × R

∂φ

∂t
+ u = 0 sur [0, T ] × R

u(0, x) = f(x), φ(0, x) = g(x) sur R

(2.20)ave
 ε > 0, µ ≥ 0 et νe > 0. (Le 
as νe = 0 est ex
lu a�n de 
onserver le système (2.20)
ouplé.)Ce modèle trés simpli�é n'est pas supposé dé
rire de manière générale le 
ouplage �uide-membrane élastique, puisqu'il n'in
lut pas les non-linéarités de la for
e élastique parexemple, ou en
ore les e�ets inertiels. Cependant il permet d'exhiber la relation entreles e�ets visqueux et la tension de surfa
e, pour 
ertains régimes d'é
oulement.Stabilité et analyse de FourierOn note un
j = u(tn, xj) et φn

j = φ(tn, xj), j = 0, ...,M + 1, et on étudie la stabiliténumérique de plusieurs s
hémas de 
ouplage en temps pour le modèle 1D, 
'est-à-direque l'on souhaite déte
ter les os
illations non bornées de la solution numérique (un
j , φ

n
j )lorsque les paramètres physiques (µ, νe) et numériques (∆x, ∆t) varient.Commençons par rappeler le prin
ipe de l'analyse de Fourier pour l'étude de stabilitéd'un modèle.On 
onsidère la solution numérique (V n

j )j=1,M dé�nie par
V n

j =

(
un

j

φn
j

)En dé�nissant la norme suivante :
‖f‖2 =

(
2M∑

i=1

∆x|fi|2
) 1

2

,étudier la stabilité d'un s
héma de 
ouplage par rapport à 
ette norme revient à déterminerl'existen
e d'une 
onstante K > 0 indépendante de ∆x et ∆t telle que
‖V n‖2 ≤ K‖V 0‖2
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ondition de stabilité 59pour tout n ≥ 0, quelle que soit la donnée initiale V 0 et les paramètres physiques dumodèle.D'autre part pour 
ha
un des s
hémas étudiés, on peut 
al
uler une matri
e d'itération
A telle que

V n+1 = AV nou en
ore
V n = AnV 0Par 
onséquent, la stabilité du s
héma est équivalente à

‖An‖2 = sup
V ∈R2M ,V 6=0

‖AnV ‖2

‖V ‖2

≤ K, ∀n ≥ 0On dé
ompose les solutions un
j et φn

j en sommes de modes de Fourier :
un

j =
∑

k∈Z

ξn(k)e2iπkj∆x

φn
j =

∑

k∈Z

χn(k)e2iπkj∆xEn inje
tant dans le s
héma un mode de Fourier pour 
ha
une des variables, on peut alorsdéterminer une matri
e d'ampli�
ation A(k) telle que :
(
ξn(k)
χn(k)

)
= (A(k))n

(
ξ0(k)
χ0(k)

)Une 
ondition né
essaire pour la stabilité du s
héma (i.e. ‖An‖2 ≤ K), appelée 
onditionde Von Neumann, est alors
ρ(A(k)) ≤ 1où ρ(A(k)) est le rayon spe
tral de A(k).Si en parti
ulier A(k) est une matri
e normale (AA∗ = A∗A ave
 A∗ adjointe de A),alors ‖A(k)‖2 = ρ(A(k)), et la 
ondition pré
édente est également su�sante. Dans le 
asgénéral on a seulement ‖A(k)‖2 ≥ ρ(A(k)) et il faut alors envisager la diagonalisation de

A(k) si l'on souhaite obtenir une 
ondition su�sante.Dans la suite on utilise l'analyse de Fourier a�n d'obtenir des 
onditions né
essaires destabilité sur di�érents s
hémas. L'étude est menée sur un modèle très simpli�é, et les
on
lusions que l'on en tire sont plut�t qualitatives. On se 
ontente don
 de 
onditionsné
essaires de stabilité.
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ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueEtude de stabilitéOn rappelle le modèle étudié :





∂u

∂t
− µ

∂2u

∂x2
= −νe

ε

∂2φ

∂x2
sur [0, T ] × R

∂φ

∂t
+ u = 0 sur [0, T ] × R

u(0, x) = f(x), φ(0, x) = g(x) sur R

(2.21)On 
hoisit i
i de se restreindre à un traitement impli
ite de la di�usion. On dé�nit troiss
hémas de 
ouplage en temps :� S
héma 1 : Couplage (u, φ) expli
ite :





un+1
j − un

j

∆t
− µ

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2
= −νe

ε

φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1

(∆x)2

φn+1
j − φn

j

∆t
+ un

j = 0

u0
j = fj, φ0

j = gj

(2.22)
� S
héma 2 : Couplage (u, φ) semi-impli
ite :





un+1
j − un

j

∆t
− µ

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2
= −νe

ε

φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1

(∆x)2

φn+1
j − φn

j

∆t
+ un+1

j = 0

u0
j = fj, φ0

j = gj

(2.23)
� S
héma 3 : Couplage (u, φ) impli
ite :





un+1
j − un

j

∆t
− µ

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2
= −νe

ε

φn+1
j+1 − 2φn+1

j + φn+1
j−1

(∆x)2

φn+1
j − φn

j

∆t
+ un+1

j = 0

u0
j = fj , φ0

j = gj

(2.24)
En pratique le s
héma 1 dans lequel le 
ouplage (u, φ) est expli
ite n'est pas utilisé, 
araprès résolution de l'équation sur u on dispose naturellement de un+1 pour transporter
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φn. Don
 on peut utiliser fa
ilement le s
héma 2. Cependant 
e s
héma est étudié pourétablir une 
omparaison ave
 la 
ondition (2.13).On détaille dans la suite les 
al
uls permettant d'obtenir les 
onditions de stabilité pré-sentées dans le tableau 2.1.S
héma Couplage (u, φ) Condition de stabilité1 Expli
ite ∆tA ≤ µε

νe2 Semi-Impli
ite ∆tA <
(µε+ max(µε,

√
νeε∆x))

νe3 Impli
ite in
onditionnellement stableTab. 2.1 � Conditions de Von Neumann pour les s
hémas expli
ite/semi-impli
ite/impli
ite, 
al
ulées sur le modèle 1D linéariséS
héma 1 : Couplage (u, φ) expli
ite Soit k ∈ Z. En remplaçant un
j par ξn(k)e2iπkj∆xet φn

j par χn(k)e2iπkj∆x dans (2.22), et en omettant la dépendan
e en k de χn et ξn pourdes raisons de lisibilité, on obtient




(
1 +

4µ∆t

(∆x)2
sin2 (πk∆x)

)
ξn+1 = ξn +

4νe∆t

ε(∆x)2
sin2 (πk∆x)χn

χn+1 = χn − ∆tξn

(2.25)En notant β(k) =
4νe∆t

ε(∆x)2
sin2 (πk∆x) et δ(k) = 1 +

4µ∆t

(∆x)2
sin2 (πk∆x), on a

{
δ(k)ξn+1 = ξn + β(k)χn

χn+1 = χn − ∆tξn
(2.26)i.e. sous forme matri
ielle :

(
ξn+1

χn+1

)
=




1

δ(k)

β(k)

δ(k)
−∆t 1



(
ξn

χn

)
= A(k)

(
ξn

χn

)Les valeurs propres m± de A(k) sont les solutions de l'équation
δ(k)

1 + ∆tβ(k)
m2 − δ(k) + 1

1 + ∆tβ(k)
m+ 1 = 0
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ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueOr δ(k) = 1 +
µε

νe

β(k) don
 on peut résoudre de manière équivalente l'équation
1 + µε

νe
β(k)

1 + ∆tβ(k)
m2 −

2 + µε
νe
β(k)

1 + ∆tβ(k)
m+ 1 = 0dont le dis
riminant est donné par :

∆(k) =
β(k)

(1 + ∆tβ(k))2

[(
µε

νe
− 4∆t

)
µε

νe
β(k) − 4∆t

]

Remarquons que pour k = 0, β(k) = 0 et on résout alors l'équation m2 −2m+1 = 0 dontla ra
ine double est 1. On suppose don
 dans la suite que k 6= 0, i.e. β(k) > 0 
ar νe > 0.En utilisant le fait que 1 + ∆tβ(k)

1 + µε
νe
β(k)

représente le 
arré des modules des ra
ines 
om-plexes lorsque ∆(k) < 0, on distingue trois 
as :� Pour ∆t >
µε

νe

(i.e. 1 + ∆tβ(k)

1 + µε
νe
β(k)

> 1), alors né
essairement ∆(k) < 0 et l'on ob-tient deux valeurs propres 
omplexes, 
onjuguées l'une de l'autre, et de module√
1 + ∆tβ(k)

1 + µε
νe
β(k)

> 1. La 
ondition de Von Neumann n'est don
 pas respe
tée.� Pour ∆t <
µε

νe
(i.e. 1 + ∆tβ(k)

1 + µε
νe
β(k)

< 1),� Si ∆(k) < 0, on obtient deux valeurs propres 
omplexes, 
onjuguées l'une del'autre, et de module √1 + ∆tβ(k)

1 + µε
νe
β(k)

< 1.� Si ∆(k) > 0, on obtient deux valeurs propres réelles distin
tes, données par
m± =

2 +
µε

νe
β(k) ±

√
β(k)

√(
µε

νe
− 4∆t

)
µε

νe
β(k) − 4∆t

2 + 2
µε

νe

β(k)Don

2 +

µε

νe
β(k) −

√
β(k)

√(
µε

νe

)2

β(k)

2 + 2
µε

νe
β(k)

≤ m± ≤
2 +

µε

νe
β(k) +

√
β(k)

√(
µε

νe

)2

β(k)

2 + 2
µε

νe
β(k)
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0 <

2

2 + 2
µε

νe

β(k)
≤ m± ≤

2 + 2
µε

νe
β(k)

2 + 2
µε

νe

β(k)
= 1Don
 |m±| ≤ 1.� En�n si ∆(k) = 0 on obtient la ra
ine double

m =
2 +

µε

νe
β(k)

2 + 2
µε

νe

β(k)Don
 |m| < 1.Dans le 
as ∆t <
µε

νe
la 
ondition de Neumann est don
 toujours respe
tée.� En�n pour ∆t =

µε

νe
(i.e. 1 + ∆tβ(k)

1 + µε
νe
β(k)

= 1), alors
∆ =

β(k)

(1 + ∆tβ(k))2

[
−3

(
µε

νe

)2

β(k) − 4∆t

]
< 0,et on obtient deux valeurs propres 
omplexes de module √1 + ∆tβ(k)

1 + µε
νe
β(k)

= 1. D'oùla 
ondition de Neumann est respe
tée.En 
on
lusion, une 
ondition né
essaire pour la stabilité du s
héma 1 est
∆tA ≤ µε

νe
(2.27)Remarquons que dans le 
as où µ = 0, 
e s
héma est don
 in
onditionnellement instable.S
héma 2 : Couplage (u, φ) semi-impli
ite Soit k ∈ Z. En remplaçant un
j par

ξn(k)e2iπkj∆x et φn
j par χn(k)e2iπkj∆x dans (2.23), et en omettant la dépendan
e en kde χn et ξn pour des raisons de lisibilité, on obtient

{
δ(k)ξn+1 = ξn + β(k)χn

χn+1 = χn − ∆tξn+1
(2.28)
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ouplage eulérien �uide-membrane élastiquei.e. 




ξn+1 =
1

δ(k)
ξn +

β(k)

δ(k)
χn

χn+1 =

(
1 − ∆tβ(k)

δ(k)

)
χn − ∆t

δ(k)
ξnou en
ore sous forme matri
ielle :

(
ξn+1

χn+1

)
=




1

δ(k)

β(k)

δ(k)

− ∆t

δ(k)

δ(k) − ∆tβ(k)

δ(k)



(
ξn

χn

)
= B(k)

(
ξn

χn

)

Les valeurs propres m± de B(k) sont les solutions de l'équation
δ(k)m2 − (δ(k) + 1 − ∆tβ(k))m+ 1 = 0Or δ(k) = 1 +

µε

νe
β(k) don
 on peut résoudre de manière équivalente l'équation
(

1 +
µε

νe

β(k)

)
m2 −

(
2 +

(
µε

νe

− ∆t

)
β(k)

)
m+ 1 = 0dont le dis
riminant est donné par :

∆(k) = β(k)

((
µε

νe

− ∆t

)2

β(k) − 4∆t

)
= 4∆tβ(k)

((
µε

νe

− ∆t

)2
νe

ε(∆x)2
sin2 (πk∆x) − 1

)On ex
lut le 
as k = 0 pour lequel l'équation a une ra
ine double 1, et on remarque que
1

1 +
µε

νe

β(k)
< 1Posons w =

(
µε

νe

− ∆t

)2
νe

ε(∆x)2
. On distingue plusieurs 
as :� Si w ≤ 1, i.e. ∆t ∈

[
µε

νe

−
√
ε∆x√
νe

;
µε

νe

+

√
ε∆x√
νe

], alors ∆(k) ≤ 0.Lorsque ∆(k) < 0 on obtient don
 deux valeurs propres 
omplexes, 
onjuguées l'unede l'autre, et de module√√√√ 1

1 +
µε

νe
β(k)

< 1.Si ∆(k) = 0 la ra
ine double est
m =

2 +

(
µε

νe

− ∆t

)
β(k)

2 + 2
µε

νe
β(k)



Cal
ul d'une 
ondition de stabilité 65Don
 0 ≤ m ≤ 1.D'où la 
ondition de Neumann est respe
tée pour ∆t ∈
[
µε

νe
−

√
ε∆x√
νe

;
µε

νe
+

√
ε∆x√
νe

].� Si w > 1 et ∆t <
µε

νe

−
√
ε∆x√
νe

, alors il existe des valeurs de k pour lesquelles
∆(k) > 0.Pour k tel que ∆(k) ≤ 0 on obtient la stablitié par le même raisonnement quepré
édemment.Si ∆(k) > 0, les deux valeurs propres sont telles que leur produit et leur somme sontpositifs, don
 m± ≥ 0 > −1. Comme m− ≤ m+, il su�t de montrer que m+ ≤ 1 :

m+ ≤
1 +

(
µε

νe
− ∆t

)
β(k)

1 +
µε

νe
β(k)

≤ 1Don
 la 
ondition de Neumann est respe
tée pour w > 1 et ∆t <
µε

νe
−

√
ε∆x√
νe

.� Si w > 1 et ∆t >
µε

νe

+

√
ε∆x√
νe

, 
omme m− ≤ m+ il su�t de montrer m+ ≤ 1 et
m− ≥ −1.On a fa
ilement m+ ≤ 2

2 + 2
µε

νe

β(k)
≤ 1.D'autre part,

m− ≥ −1 ⇔ 2 +

(
µε

νe

− ∆t

)
β(k) −

√
β(k)

√(
µε

νe

− ∆t

)2

β(k) − 4∆t ≥ −2 − 2
µε

νe

β(k)

⇔ 4 +

(
3µε

νe

− ∆t

)
β(k) >

√
β(k)

√(
µε

νe

− ∆t

)2

β(k) − 4∆t ≥ 0En élevant au 
arré on obtient
m− ≥ −1 ⇒ µε

νe

(
2µε

νe

− ∆t

)
β2(k) +

(
6µε

νe

− ∆t

)
β(k) + 4 ≥ 0 (2.29)Rappelons que β(k) ≥ 0 et étudions le trin�me en β(k). Son dis
riminant est :

∆ =

(
2µε

νe

+ ∆t

)2

> 0Ses ra
ines sont don
 β1 = − νe

µε
et β2 =

4

∆t− 2µε
νe

.Si ∆t <
2µε

νe
alors les deux ra
ines sont négatives, et 
omme le trin�me est positif
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ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueen dehors de ses ra
ines, alors (2.29) est toujours véri�ée.Si au 
ontraire ∆t >
2µε

νe

alors β1 < 0 et β2 > 0. Le trin�me est positif pour
β(k) < β2. Or on peut véri�er que 
ela est impossible.En�n pour ∆t =

2µε

νe
, (2.29) se réduit à 4µε

νe
β(k)+4 ≥ 0, 
e qui est toujours véri�é.On en 
on
lut don
 que (2.29) est véri�ée si et seulement si ∆t ≤ 2µε

νe
.Si w > 1 et ∆t >

µε

νe

+

√
ε∆x√
νe

, la 
ondition de Neumann est don
 respe
tée ssi
∆t ≤ 2µε

νe
.Au total, on en 
on
lut don
 qu'une 
ondition né
essaire pour que le s
héma 2 soit stableest

∆tA <
µε+ max(µε,

√
νeε∆x)

νe
(2.30)Remarque : Dans le 
as µ = 0, on peut réé
rire le système (2.23) sous la forme :





φn+1
j − 2φn

j + φn−1
j

(∆t)2
− νe

ε

φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1

(∆x)2
= 0

φ0
j = gj , φ1

j = gj − ∆tfj

(2.31)qui 
onstitue une dis
rétisation de l'équation d'onde




∂2φ

∂t2
− νe

ε

∂2φ

∂x2
= 0 sur [0, T ] × R

φ(0, x) = g(x), ∂φ(0, x)

∂t
= −f(x) sur R

(2.32)ave
 un s
héma expli
ite 
entré en temps et en espa
e.Or la 
ondition sur le pas de temps pour la stabilité du s
héma (2.31) est (voir [2℄ parexemple) :
∆t <

√
ε∆x√
νe

(2.33)On véri�e qu'en prenant µ = 0 dans la 
ondition (2.30), on obtient (2.33).
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héma 3 : Couplage (u, φ) impli
ite Soit k ∈ Z. En remplaçant un
j par ξn(k)e2iπkj∆xet φn

j par χn(k)e2iπkj∆x dans (2.24), et en omettant la dépendan
e en k de χn et ξn pourdes raisons de lisibilité, on obtient
{
δ(k)ξn+1 = ξn + β(k)χn+1

χn+1 = χn − ∆tξn+1
(2.34)i.e. {

ξn = δ(k)ξn+1 − β(k)χn+1

χn = χn+1 + ∆tξn+1
(2.35)i.e. sous forme matri
ielle :

(
ξn+1

χn+1

)
=

(
δ(k) −β(k)
∆t 1

)−1(
ξn

χn

)
=

1

δ(k) + β(k)∆t

(
1 β(k)

−∆t δ(k)

)(
ξn

χn

)
= C(k)

(
ξn

χn

)Les valeurs propres m± de C(k) sont les solutions de l'équation
(δ(k) + ∆tβ(k))m2 − (δ(k) + 1)m+ 1 = 0Or δ(k) = 1 +

µε

νe
β(k) don
 on peut résoudre de manière équivalente l'équation
(

1 +

(
µε

νe
+ ∆t

)
β(k)

)
m2 −

(
2 +

µε

νe
β(k)

)
m+ 1 = 0dont le dis
riminant est donné par :

∆(k) = β(k)︸︷︷︸
≥0

((
µε

νe

)2

β(k) − 4∆t

)

On ex
lut le 
as k = 0 pour lequel l'équation a une ra
ine double 1, et on remarque que
1

1 +

(
µε

νe
+ ∆t

)
β(k)

< 1Lorsque ∆(k) < 0 on obtient don
 deux valeurs propres 
omplexes, 
onjuguées l'une del'autre, et de module√√√√√ 1

1 +

(
µε

νe
+ ∆t

)
β(k)

< 1.
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ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueDans le 
as où ∆(k) > 0, les deux valeurs propres réelles s'e
rivent
m± =

2 +
µε

νe
β(k) ±

√
β(k)

√(
µε

νe

)2

β(k) − 4∆t

2 + 2

(
µε

νe
+ ∆t

)
β(k)Don


2 +
µε

νe
β(k) −

√
β(k)

√(
µε

νe

)2

β(k)

2 + 2

(
µε

νe

+ ∆t

)
β(k)

≤ m± ≤
2 +

µε

νe
β(k) +

√
β(k)

√(
µε

νe

)2

β(k)

2 + 2

(
µε

νe

+ ∆t

)
β(k)i.e.

0 ≤ 2

2 + 2

(
µε

νe
+ ∆t

)
β(k)

≤ m± ≤
2 + 2

µε

νe
β(k)

2 + 2

(
µε

νe
+ ∆t

)
β(k)

≤ 1Don
 |m±| ≤ 1.En�n dans le 
as ∆(k) = 0 la ra
ine double est
m =

2 +
µε

νe
β(k)

2 + 2

(
µε

νe
+ ∆t

)
β(k)Don
 |m| ≤ 1.En 
on
lusion la 
ondition de Neumann est toujours respe
tée.Con
lusionL'étude de stabilité de Von Neumann sur les s
hémas expli
ite, semi-impli
ite, et im-pli
ite montre d'une part que les deux premiers s
hémas sont 
onditionnellement stables,et on véri�e d'autre part que le s
héma impli
ite est in
onditionnellement stable.Les 
onditions (2.27) et (2.30) sont seulement des 
onditions né
essaires de stabilité,étant donné que les matri
es A(k) et B(k) ne sont pas normales. Cependant, 
es 
ondi-tions illustrent bien l'importan
e du rapport des e�ets visqueux et élastiques. En e�et, les
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tions les plus fortes sur le pas de temps sont obtenues pour une faible vis
osité etune grande raideur de la membrane. Ces 
onditions sont en 
e sens 
omparables ave
 la
ondition (2.13).Plus pré
isément le paramètre ε apparaissant dans (2.27) et (2.30) représente une largeurde voisinage de l'interfa
e �uide-membrane sur lequel est appliquée la for
e, et on le 
hoi-sit en pratique de l'ordre du pas d'espa
e ∆x. En prenant ε = ∆x dans (2.27) et (2.30)on obtient
∆tA ≤ µ∆x

νe
(2.36)pour le s
héma expli
ite, et

∆tA <
µ∆x+ max(µ,

√
νe∆x)∆x

νe

(2.37)pour le s
héma semi-impli
ite.On retrouve don
 pour le s
héma expli
ite la 
ondition (2.13), et le traitement semi-impli
ite du 
ouplage (u, φ) dans le s
héma 2 permet fa
ilement d'obtenir une relaxationde 
ette 
ondition. En e�et à ∆x et µ �xés, à partir d'une 
ertaine valeur de νe, on obtientune dépendan
e du pas de temps en 1/
√
νe au lieu de 1/νe, 
e qui est beau
oup moinsrestri
tif lorsque νe est grand. Cette relaxation de la 
ontrainte peut être expliquée par lefait que l'analyse mathématique sur le modèle 
ontinu dans [81℄ ne tire pas pro�t du 
ou-plage semi-impli
ite entre u et φ. Cette hypothèse est appuyée par la 
ondition 
al
uléepour le s
héma expli
ite.D'autre part, lorsque la vis
osité du �uide est faible, la 
ondition (2.37) est appro
héepar

∆tA <

√
∆x3

νe
(2.38)On se trouve alors dans le 
adre de la 
ondition (2.12), ave
 une dépendan
e en ∆x àl'ordre 3

2
.Pour le s
héma semi-impli
ite, la 
ondition de stabilité 
al
ulée est don
 à rappro
herde (2.12) ou (2.13) en fon
tion du régime de l'é
oulement. Lorsque les e�ets visqueux sontimportants, on est dans le 
ontexte de l'étude mathématique de [81℄. Sinon le 
hoix dupas de temps est 
onditionné essentiellement par le rapport entre le pas d'espa
e et laraideur, 
e qui rejoint le résultat de [10℄ obtenu par une méthode heuristique.On présente dans la suite une validation numérique de la 
ondition de stabilité pourle s
héma semi-impli
ite 
al
ulée pré
édemment, sur un modèle 2D de 
ouplage �uide-membrane élastique.
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ouplage eulérien �uide-membrane élastique2.3.3 Etude numérique du s
héma semi-impli
iteDans 
ette partie, on étudie numériquement la stabilité du s
héma suivant :




un+1 − un

∆t
+ un.∇un − µ∆un+1 + ∇pn+1 − F (φn) = 0

F (φn) =

[(
E”(|∇φn|)∇

2φn∇φn

|∇φn|
∇ × φn

|∇φn|

) ∇× φn

|∇φn|
−E ′(|∇φn|)κ(φn)∇φn]

1

ε
ζ

(
φn

ε|∇φn|

)

div un+1 = 0

un+1
∂Ω = 0
φn+1 − φn

∆t
+ un+1∇φn = 0

+C.I.C'est une version 2D non linéaire du s
héma semi-impli
ite de la partie pré
édente.On impose une 
ondition limite Diri
hlet homogène sur la vitesse.Dans l'étude pré
édente, on a 
al
ulé la 
ondition de stabilité suivante pour le modèle1D linéarisé :
∆tA <

(µ+ max(µ,
√
νe∆x))∆x

νe
(2.39)Pour le modèle 2D non linéaire on impose la 
ondition suivante :

∆tA ≤ C
(µ+ max(µ,

√
νe∆x))∆x

νe
(2.40)ave
 C une 
onstante positive déterminée numériquement.Le but de l'étude numérique est de véri�er que sous 
ette 
ondition sur ∆t les 
al
ulssont stables pour di�érentes valeurs des paramètres νe, µ et ∆x. On souhaite en parti
u-lier valider la dépendan
e en 1/

√
νe de la 
ondition de stabilité.On e�e
tue les 
al
uls sur le 
as test de la relaxation d'une membrane élastique dansun �uide in
ompressible, et on se pla
e pro
he de l'équilibre, en 
hoisissant l'état initial

(ã = 0.65, b̃ = 0.575), ave
 un étirement e = 1.2526, 
e qui 
orrespond à l'état d'équilibre
R ≃ 0.6113, ave
 un é
art d'environ 6% entre le rayon �nal et 
ha
un des axes de l'ellipse.Le domaine de 
al
ul est [0, 2] × [0, 2] et on dé�nit M = 2/∆x.



Cal
ul d'une 
ondition de stabilité 71Cas d'une grande vis
ositéOn étudie d'abord un é
oulement à faible nombre de Reynolds, en prenant µ = 1 . On
al
ule 
ependant les termes d'inertie 
ar lorsque la raideur de la membrane augmente,ils deviennent non négligeables. Leur traitement expli
ite induit l'ajout d'une 
onditionCFL 
lassique sur le pas de temps, même si en pratique 
ette 
ondition est moins sévèreque la 
ondition sur la raideur, et n'est don
 pas a
tivée.La 
onstante C apparaissant dans (2.40) est déterminée numériquement. On utilise lavaleur C = 0.2 pour les 
al
uls qui suivent.
Dépendan
e de la 
ondition de stabilité par rapport à la raideur νe On faitvarier νe de 1 à 106 ave
 ∆x = 0.03125 (M = 64) et µ = 1, et on 
ontr�le l'évolutiondes axes de l'ellipse lors de sa relaxation vers un 
er
le. Pour 
haque raideur, le temps desimulation est 
hoisi égal à 200/

√
νe.On présente dans le tableau 2.2 les pas de temps utilisés pour les simulations (∆tA),ainsi que les pas de temps ∆tV et ∆tB obtenus en utilisant les 
onditions (2.13) et (2.12).On 
hoisit la même 
onstante (C = 0.2) pour la 
ondition (2.13), même si on pourraiteventuellement l'ajuster, mais 
'est surtout la dépendan
e par rapport à νe que l'on veutmettre en éviden
e, pour de grandes raideurs.

νe ∆tA ave
 C = 0.2 ∆tV ave
 C = 0.2 ∆tB

1 1.25 × 10−2 6.25 × 10−3 C × 5.52427 × 10−3

102 1.72985 × 10−4 6.25 × 10−5 C × 5.52427 × 10−4

104 1.16735 × 10−5 6.25 × 10−7 C × 5.52427 × 10−5

106 1.1111 × 10−6 6.25 × 10−9 C × 5.52427 × 10−6Tab. 2.2 � Pas de temps pour µ = 1, M = 64 et νe variable, 
al
ulés ave
 les 
onditionsde stabilité (2.37), (2.13) et (2.12)
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Fig. 2.9 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 1, µ = 1, M = 64
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Fig. 2.10 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 102, µ = 1, M = 64
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Fig. 2.11 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 104, µ = 1, M = 64
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Fig. 2.12 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 106, µ = 1, M = 64Les �gures 2.9-2.11 montrent que la 
ondition (2.30), moins restri
tive que la 
ondi-tion (2.13) lorsque νe augmente, semble su�r pour garantir la stabilité pour une 
ertainegamme de raideur. Cependant pour νe = 106, la relaxation totale n'est pas atteinte. Orpour une telle valeur de νe de fortes instabilités non linéaires peuvent apparaître et ainsimettre à défaut l'analyse linéaire pré
édemment menée. D'autre part, on rappelle que lestests numériques sont e�e
tués ave
 un pas d'espa
e ∆x = 0.03125, don
 la taille desos
illations devient assez rapidement inférieure au pas d'espa
e, et il n'est pas 
lair que



74 Stabilité numérique du 
ouplage eulérien �uide-membrane élastiquel'on puisse alors 
ontr�ler les os
illations dans 
es 
onditions.En�n il semble que le 
hoix du pas de temps ne soit pas la seule 
ause de l'instabilité. La�gure 2.13 montre que les résultats obtenus ave
 un pas de temps dix fois plus petit nesont pas améliorés du point de vue de la stabilité.
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Fig. 2.13 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 106, µ = 1, M = 64, et C = 0.02Remarque : Le fait que la stabilité des 
al
uls ne soit pas améliorée lorsque l'on
hoisit un pas de temps plus petit suggère que la mise en pla
e d'un s
héma impli
ite sur
e modèle ne pourrait éventuellement pas prévenir 
ontre les instabilités observées ave
le s
héma semi-impli
ite. D'autre part les 
al
uls sont réalisés ave
 une membrane sansmasse, 
'est-à-dire que l'on impose partout la densité du �uide ρf = 1. On se trouve don
dans une situation dans laquelle les e�ets de masse ajoutée, représentant les intera
tionsentre les variations du 
hamp de pression dans le �uide et la membrane, sont importants.Or il est montré dans [42℄ que dans 
e 
as la 
onvergen
e de la méthode itérative utiliséepour résoudre l'algorithme impli
ite peut être di�
ile à obtenir, à moins d'utiliser unesous-relaxation dont le 
oe�
ient dépend fortement du problème 
onsidéré.A�n d'appréhender la part des e�ets de masse ajoutée dans l'instabilité des 
al
uls, onpeut a�e
ter une masse à la membrane élastique. On dé�nit alors la densité du milieu
ontinu de la manière suivante :
ρ(φ) = ρf +

Λe

ε
ζ

(
φ

ε

)ave
 Λe la densité linéique de masse de la membrane.



Cal
ul d'une 
ondition de stabilité 75On présente le résultat obtenu ave
 Λe = 1 pour νe = 106, µ = 1, M = 64 sur la �-gure 2.14.
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Fig. 2.14 � Evolution des axes de l'ellipse pour Λe = 1, νe = 106, µ = 1, M = 64, et
C = 0.2

Si de nouvelles petites os
illations apparaissent, l'ajout de la masse pour la membranepermet néanmoins de 
ontr�ler les 
al
uls sur un temps plus long. D'autre part le tempsde relaxation semble plus 
ohérent viv-à-vis des résultats obtenus pour les autres raideurs.Une étude plus approfondie des e�ets de masse ajoutée sur la stabilité, ainsi que la miseen pla
e d'un s
héma impli
ite (dans le 
as éventuellement d'une membrane ave
 massea�n de prévenir les problèmes de 
onvergen
e) 
onstituent don
 deux axes de re
her
he àenvisager pour 
e modèle.
Dépendan
e de la 
ondition de stabilité par rapport à ∆x D'autre part en faisantvarier ∆x à µ = 1 et νe = 1 �xés on peut véri�er la dépendan
e en ∆x de la 
ondition.Les pas de temps 
al
ulés ave
 les trois 
onditions sont présentés dans le tableau 2.3.
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ouplage eulérien �uide-membrane élastique
M ∆tA ave
 C = 0.2 ∆tV ave
 C = 0.2 ∆tB

64 1.25 × 10−2 6.25 × 10−3 C × 1.10485 × 10−3

128 6.25 × 10−3 3.125 × 10−3 C × 3.90625 × 10−4

256 3.125 × 10−3 1.5625 × 10−3 C × 1.38107 × 10−4Tab. 2.3 � Pas de temps pour µ = 1, νe = 1 et ∆x variable, 
al
ulés ave
 les 
onditionsde stabilité (2.37), (2.13) et (2.12)L'évolution des axes de l'ellipse pour M = 64, 128, et 256 est présentée sur la �gure2.15.
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Fig. 2.15 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 1, µ = 1 et ∆x variableOn véri�e que les 
al
uls restent stables pour les di�érentes valeurs de ∆x.



Cal
ul d'une 
ondition de stabilité 77Cas d'une vis
osité faibleOn 
hoisit maintenant µ = 10−2 et on fait varier νe de 1 à 104 ave
 ∆x = 0.03125(M = 64). Pour 
haque raideur, le temps de simulation est 
hoisi égal à 100/
√
νe.On présente dans le tableau 2.4 les pas de temps utilisés pour les simulations (∆tA),ainsi que les pas de temps ∆tV et ∆tB obtenus en utilisant les 
onditions (2.13) et (2.12).

νe ∆tA ave
 C = 0.2 ∆tV ave
 C = 0.2 ∆tB

1 1.16735 × 10−3 6.25 × 10−5 C × 1.10485 × 10−3

102 1.1111 × 10−4 6.25 × 10−7 C × 1.10485 × 10−4

104 1.10548 × 10−5 6.25 × 10−9 C × 1.10485 × 10−5Tab. 2.4 � Pas de temps pour µ = 10−2,M = 64 et νe variable, 
al
ulés ave
 les 
onditionsde stabilité (2.37), (2.13) et (2.12)Dans 
e 
ontexte la 
ondition sur ∆tV est beau
oup trop restri
tive du fait de la faiblevaleur de la vis
osité. Il est d'ailleurs noté dans [81℄ que dans le 
as d'une faible vis
ositéla 
ondition (2.13) n'a plus lieu d'être et que l'on peut plut�t utiliser (2.12).Les résultats pour νe = 1, 102, et 104 sont présentés sur les �gures 2.16, 2.17 et 2.18.
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Fig. 2.16 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 1, µ = 10−2, M = 64
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Fig. 2.17 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 102, µ = 10−2, M = 64
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Fig. 2.18 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 104, µ = 10−2, M = 64On peut tirer les mêmes 
on
lusions que dans le 
as µ = 1, sauf que l'instabilité ap-paraît à partir d'une raideur plus faible que pré
édemment.On peut aussi faire varier ∆x. On présente dans le tableau 2.5 les pas de temps obte-nus ave
 les trois 
onditions.



Cal
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M ∆tA ave
 C = 0.2 ∆tV ave
 C = 0.2 ∆tB

64 1.16735× 10−3 6.25 × 10−5 C × 1.10485 × 10−3

128 4.21875× 10−4 3.125 × 10−5 C × 3.90625 × 10−4

256 1.53732× 10−4 1.5625 × 10−5 C × 1.38107 × 10−4Tab. 2.5 � Pas de temps pour µ = 10−2, νe = 1 et ∆x variable, 
al
ulés ave
 les 
onditionsde stabilité (2.37), (2.13) et (2.12)L'évolution des axes de l'ellipse pour M = 64, 128, et 256 est présentée sur la �gure2.19.
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Fig. 2.19 � Evolution des axes de l'ellipse pour νe = 1, µ = 10−2 et ∆x variableOn véri�e que les 
al
uls restent stables pour les di�érentes valeurs de ∆x.



80 Stabilité numérique du 
ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueCon
lusionLes tests numériques permettent de valider la 
ondition de stabilité (2.37) 
al
ulée paranalyse d'un modèle 1D linéarisé, pour le s
héma semi-impli
ite sur un modèle 2D nonlinéaire. En e�et, pour une gamme relativement large de raideur, on véri�e bien la dépen-dan
e en ∆x et 1/
√
νe de la 
ondition, qui est moins restri
tive que (2.13) sur l'ordre en

νe, même pour une grande vis
osité. De plus la mise en pla
e du s
héma semi-impli
ite nedemande au
un e�ort par rapport à 
elle du s
héma expli
ite, puisque l'on dispose natu-rellement de la nouvelle valeur du 
hamp de vitesse pour transporter la fon
tion level-set.D'autre part, les pas de temps 
al
ulés ave
 (2.37) et (2.12) sont du même ordre.Cependant pour (µ = 1, νe = 106) et (µ = 10−2, νe = 104) la 
ondition ne semble plusvalide. Or pour 
es valeurs des paramètres les instabilités non-linéaires sont renfor
ées,les e�ets inertiels ne peuvent être négligés, et on sort du 
adre de l'analyse 1D. D'autrepart lorsque l'on diminue le pas de temps on n'améliore pas la stabilité.On �nit 
e 
hapitre par une étude d'un s
héma de 
ouplage en temps permettant de
onserver l'énergie totale dis
rète du système. La 
onservation de l'énergie est en e�et un
ritère que l'on peut utiliser pour étudier la stabilité des 
al
uls.2.4 Conservation de l'énergie dis
rètePour le modèle (2.1), on rappelle que l'on dispose de l'estimation d'énergie suivanteau niveau 
ontinu :
Ec(T ) + Ee(T ) +

∫ T

0

∫

Ω

µD(u)2dxdt = Ec(0) + Ee(0) ∀T > 0 (2.41)ave
 Ec(T ) et Ee(T ) les énergies 
inétique et élastique au temps T , 
'est-à-dire que modulodissipation visqueuse, l'énergie totale du système est 
onservée.On souhaite être en mesure d'établir le même type d'estimation après dis
rétisation entemps. Cette partie est don
 
onsa
rée à l'étude d'un s
héma de 
ouplage en temps 
onser-vant l'énergie dis
rète [8℄.2.4.1 S
héma de 
ouplage en temps 
onservatifComme le s
héma proposé dans la suite utilise la forme 
onservative de la for
e élas-tique ave
 transport de l'étirement, on présente rapidement sa dérivation à partir del'énergie.



Conservation de l'énergie dis
rète 81Dérivation au niveau 
ontinu de la forme 
onservative de la for
e élastique àpartir de l'énergieOn 
onsidère l'énergie élastique Ee, dé�nie par :
Ee =

∫

Ω

Ee(e)
1

ε
ζ

(
φ

ε

)
dx (2.42)On a

dEe

dt
=

∫

Ω

E ′
e(e)et

1

ε
ζ

(
φ

ε

)
+ Ee(e)

1

ε2
ζ ′
(
φ

ε

)
φtdxOr e et φ sont solution de




et + u · ∇e = −e∇φ⊗∇φ

|∇φ|2 : ∇u

φt + u · ∇φ = 0Don

dEe

dt
= −

∫

Ω

(
E ′

e(e)u · ∇e+ E ′
e(e)e

∇φ⊗∇φ
|∇φ|2 : ∇u

)
1

ε
ζ

(
φ

ε

)
+ Ee(e)

1

ε2
ζ ′
(
φ

ε

)
u · ∇φdx

= −
∫

Ω

− div

(
E ′

e(e)e
∇φ⊗∇φ
|∇φ|2

1

ε
ζ

(
φ

ε

))
u+

(
E ′

e(e)∇e
1

ε
ζ

(
φ

ε

)
+ Ee(e)

1

ε2
ζ ′
(
φ

ε

)
∇φ
)
udx

= −
∫

Ω

− div

(
E ′

e(e)e
∇φ⊗∇φ
|∇φ|2

1

ε
ζ

(
φ

ε

))
u+ ∇

(
Ee(e)

1

ε
ζ

(
φ

ε

))
udxD'où

Fe = ∇
(
Ee(e)

1

ε
ζ

(
φ

ε

))
− div

(
E ′

e(e)e
∇φ⊗∇φ
|∇φ|2

1

ε
ζ

(
φ

ε

)) (2.43)



82 Stabilité numérique du 
ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueS
héma de 
ouplageOn 
onsidère le s
héma de 
ouplage suivant :
ρ






un+1 − un

∆t
+ ρ(un+1.∇)un+1 − µ∆un+1 + ∇P n+1 = F n+1 (2.44)

F n+1 = ∇
(
Ee(e

n+1)ζn
)
− div

[
E ′

e(e
n+1)en+1∇φn ⊗∇φn

|∇φn|2 ζn

] (2.45)
div un+1 = 0 (2.46)
un+1

∂Ω = 0 (2.47)
φn+1 − φn

∆t
+ un+1∇φn+1 = 0 (2.48)

en+1 − en

∆t
+ un+1∇en+1 = −en+1∇φn ⊗∇φn

|∇φn|2 : ∇un+1 (2.49)
e0 = |∇φ0| (2.50)
ζn+1 − ζn

∆t
+ un+1∇ζn = 0 (2.51)

ζ0 =
1

ε
ζ

(
φ0

ε

) (2.52)On utilise la forme 
onservative de la for
e élastique 
ar elle permet d'obtenir les esti-mations d'énergie dans la suite, et on traite 
e terme de for
e de manière semi-impli
ite,dans le sens où 
ertains termes (e et φ) sont impli
ites, et ζ est expli
ite. Ce 
hoix esten
ore justi�é par la re
her
he d'estimations d'énergie.On ajoute deux équations d'adve
tion s
alaires, sur e et ζ . Ces deux équations sont obte-nues à partir de l'équation d'adve
tion sur φ. e représente l'étirement de la membrane, eton exprime don
 la for
e et l'énergie élastique en fon
tion de e plut�t que de |∇φ|, mêmesi au niveau 
ontinu 
es deux quantités sont égales.En 
e qui 
on
erne le 
ouplage en temps, le traitement impli
ite de 
ertains termes né-
essite en pratique la mise en pla
e d'une méthode itérative pour la résolution de 
haquepas de temps.On note En
c l'énergie 
inétique dis
rète au temps tn, dé�nie par :

En
c =

ρ

2

∫

Ω

(un)2dx (2.53)et En
e l'énergie élastique dis
rète au temps tn, dé�nie par :

En
e =

∫

Ω

Ee(e
n)ζndx (2.54)ave


Ee(r) =
νe

2
(r − 1)2 (2.55)



Conservation de l'énergie dis
rète 83En multipliant (2.44) par un+1 et en intégrant sur Ω, on a :
ρ

∆t

(∫

Ω

(un+1)2dx−
∫

Ω

un.un+1dx

)
+ ρ

∫

Ω

un+1.∇un+1.un+1dx− µ

∫

Ω

∆un+1.un+1dx

+

∫

Ω

∇P n+1.un+1dx−
∫

Ω

F n+1.un+1dx = 0En utilisant la relation a2 − ab = 1
2
[a2 − b2 + (a− b)2], on obtient :

ρ

∆t

(∫

Ω

(un+1)2dx−
∫

Ω

un.un+1dx

)
=

ρ

2∆t

(∫

Ω

(un+1)2dx−
∫

Ω

(un)2dx+

∫

Ω

(un+1 − un)2dx

)De plus, ave
 (2.46) et (2.47) :
ρ

∫

Ω

un+1.∇un+1.un+1dx =
ρ

2

∫

Ω

un+1.∇((un+1)2)dx = 0et ∫

Ω

∇P n+1.un+1dx = 0En�n, en intégrant par parties et ave
 (2.47) :
µ

∫

Ω

∆un+1.un+1dx = −µ
∫

Ω

(∇un+1)2dxAu total on a :
ρ

2∆t

(∫

Ω

(un+1)2dx−
∫

Ω

(un)2dx+

∫

Ω

(un+1 − un)2dx

)
+µ

∫

Ω

(∇un+1)2dx−
∫

Ω

F n+1.un+1dx = 0(2.56)Or 
omme ∫
Ω

(un+1 − un)2dx ≥ 0, on obtient
1

∆t

(
En+1

c − En
c

)
+ µ

∫

Ω

(∇un+1)2dx−
∫

Ω

F n+1.un+1dx ≤ 0 (2.57)Dans le 
as 
ontinu, on peut 
on
lure fa
ilement 
ar dEe

dt
= −

∫
Ω
F.udx, 
e qui permetdon
 de faire apparaître la dérivée de l'énergie élastique dans l'estimation.I
i on a ave
 (2.46) et (2.47) :

−
∫

Ω

F n+1.un+1dx =

∫

Ω

div

[
E ′

e(e
n+1)en+1∇φn ⊗∇φn

|∇φn|2 ζn

]
.un+1dx (2.58)



84 Stabilité numérique du 
ouplage eulérien �uide-membrane élastiqueEn intégrant par parties, on obtient don

−
∫

Ω

F n+1.un+1dx = −
∫

Ω

E ′
e(e

n+1)en+1∇φn ⊗∇φn

|∇φn|2 : ∇un+1ζndxOr ave
 (2.49)
−
∫

Ω

F n+1.un+1dx =

∫

Ω

E ′
e(e

n+1)
en+1 − en

∆t
ζndx+

∫

Ω

E ′
e(e

n+1)un+1.∇en+1ζndx

=

∫

Ω

E ′
e(e

n+1)
en+1 − en

∆t
ζndx+

∫

Ω

un+1.∇(Ee(e
n+1))ζndx

=

∫

Ω

E ′
e(e

n+1)
en+1 − en

∆t
ζndx+

∫

Ω

un+1.∇(Ee(e
n+1)ζn)dx

−
∫

Ω

Ee(e
n+1)un+1.∇ζndxDe plus ave
 (2.46) et (2.47)

−
∫

Ω

F n+1.un+1dx =

∫

Ω

E ′
e(e

n+1)
en+1 − en

∆t
ζndx−

∫

Ω

Ee(e
n+1)un+1.∇ζndxEn�n ave
 (2.51)

−
∫

Ω

F n+1.un+1dx =

∫

Ω

E ′
e(e

n+1)
en+1 − en

∆t
ζndx+

∫

Ω

Ee(e
n+1)

ζn+1 − ζn

∆t
dxOr 
omme E est 
onvexe,

∫

Ω

E ′
e(e

n+1)
en+1 − en

∆t
ζndx ≥

∫

Ω

Ee(e
n+1) −Ee(e

n)

∆t
ζndxOn obtient don


−
∫

Ω

F n+1.un+1dx ≥
∫

Ω

Ee(e
n+1) − Ee(e

n)

∆t
ζndx+

∫

Ω

Ee(e
n+1)

ζn+1 − ζn

∆t
dx

≥ 1

∆t

(∫

Ω

Ee(e
n+1)ζn+1dx−

∫

Ω

Ee(e
n)ζndx

)

≥ 1

∆t
(En+1

e − En
e )Finalement on a

1

∆t

(
En+1

c − En
c

)
+ µ

∫

Ω

(∇un+1)2dx+
1

∆t
(En+1

e − En
e ) ≤ 0 (2.59)



Con
lusion 85Cette inégalité montre que le s
héma est dissipatif. On perd don
 la 
onservation del'énergie par rapport au niveau 
ontinu. Cependant, 
e s
héma semi-dis
ret en temps a labonne proriété de ne pas 
réer d'énergie, et 
'est 
ette propriété qui nous intéresse en 
equi 
on
erne la stabilité du modèle.L'obtention de l'inégalité (2.59) suppose d'une part que l'on utilise la forme 
onserva-tive de la for
e, 
e qui permet d'intégrer par partie dans (2.58), et d'autre part que l'ontransporte ζ et e, 
e qui permet de 
on
lure en faisant apparaître les énergies élastiquesaux temps tn et tn+1.Or numériquement la dis
rétisation de la for
e élastique sous 
ette forme est déli
ate 
ar ilfaut 
al
uler des dérivées spatiales de ζ , qui est une masse de Dira
 régularisée (voir partie2.2.3). D'autre part le transport de ζ suppose d'utiliser un s
héma très peu di�usif, parexemple WENO5, et de régulariser su�samment l'interfa
e, i.e. de 
hoisir ε relativementgrand.Du fait des di�
ultés liées à la dis
rétisation spatiale, l'intérêt de l'utilisation de 
e s
héman'a pas vraiment été mis en éviden
e par les tests numériques réalisés. D'autre part la
onvergen
e de la méthode itérative pour la résolution de 
haque pas de temps peut êtredi�
ile à obtenir.2.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons étudié la stabilité numérique d'un modèle eulérien deFrontière Immergée pour le 
ouplage �uide-membrane élastique en 2D.L'analyse de Von Neumann d'une version 1D linéarisée de 
e modèle dans le 
as d'une ten-sion de surfa
e a permis de 
al
uler une 
ondition de stabilité sur le pas de temps mettanten relation les e�ets visqueux et la tension de surfa
e. Selon le régime de l'é
oulement,
ette 
ondition peut être rappro
hée des 
onditions proposées dans [81℄ et [10℄. En e�et,pour un é
oulement relativement visqueux on se pla
e dans le 
ontexte de l'étude mathé-matique de [81℄. Ave
 un 
ouplage 
omplètement expli
ite du �uide et de la membraneon retrouve alors la 
ondition (2.13), alors qu'un traitement semi-impli
ite, naturellementmis en ÷uvre numériquement, permet de relaxer 
ette 
ondition du point de vue de sadépendan
e par rapport à la raideur de la membrane. D'autre part, lorsque la vis
ositéest plus faible, la 
ondition 
al
ulée met l'a

ent sur le rapport entre la tension de surfa
eet le pas de dis
rétisation spatiale, et l'on obtient alors un 
ondition très pro
he de (2.12),ave
 une dépendan
e en ∆x à l'ordre 3/2.Les tests numériques réalisés sur le 
as de la relaxation d'une membrane élastique dans un�uide visqueux in
ompressible en 2D ave
 le s
héma semi-impli
ite permettent de valider
ette 
ondition dans une situation plus 
omplexe, pour une 
ertaine gamme de raideurs



86 Stabilité numérique du 
ouplage eulérien �uide-membrane élastiquede la membrane. Au delà d'une 
ertaine raideur le modèle 1D linéarisé semble 
ependantêtre mis à défaut par l'apparition de fortes instabilités non-linéaires, non déte
tées dansl'analyse de stabilité.L'etude des e�ets de masse ajoutée et la mise en pla
e d'un s
héma impli
ite en temps
onstituent deux perspe
tives de re
her
he en 
e qui 
on
erne l'étude de stabilité de 
emodèle.En�n, la stabilité des 
al
uls pouvant être abordée via le 
ritère physique de 
onserva-tion de l'énergie, nous avons présenté un s
héma de 
ouplage permettant d'assurer 
ettepropriété au niveau semi-dis
ret en temps. La mise en ÷uvre numérique de 
e s
hémareste à approfondir du fait des di�
ultés liées à la dis
rétisation spatiale des expressionsutilisées pour l'obtention des estimations, et aussi du point de vue de la 
onvergen
e dela méthode itérative inhérente au traitement impli
ite de 
ertains termes.



Chapitre 3Méthode de pénalisation pour le
ouplage �uide-solide rigide
3.1 Introdu
tionOn 
onsidère dans 
e 
hapitre un modèle de 
ouplage �uide visqueux in
ompressible- solide rigide en dimension d (d = 2 ou 3).On se pla
e dans le 
adre de la simulation numérique dire
te de l'é
oulement, 
'est-à-direque l'on résout de manière exa
te les for
es hydrodynamiques mises en jeu. De plus, ladé�nition d'un domaine �
tif 
omprenant les domaines �uide et solide permet d'étudier
e modèle 
ouplé sur un maillage �xe et régulier.A�n d'imposer la 
ontrainte rigide dans le domaine solide transporté par l'é
oulement�uide, on 
onsidère en�n une extension de la méthode de pénalisation L2 proposée dans[5℄ au 
as où le domaine solide évolue.La méthode que l'on étudie 
onsiste à 
al
uler la vitesse rigide du solide par proje
-tion de la vitesse �uide, et à imposer ensuite 
ette vitesse par pénalisation des équationsdu �uide. D'un point de vue numérique, elle apparait don
 
omme une généralisationde la méthode de proje
tion proposée dans [59℄, qui 
orrespond au 
as parti
ulier d'un
ouplage expli
ite en temps d'ordre 1, ave
 un paramètre de pénalisation égal au pas detemps. Elle 
onstitue don
 une solution e�
a
e pour le 
ouplage �uide-solide rigide 
arle 
al
ul de la vitesse rigide par proje
tion est simple à implémenter et peu 
oûteux, etun traitement impli
ite du terme de pénalisation permet d'atteindre une bonne pré
isionpour de grands 
oe�
ients de pénalisation.Une formulation vorti
ité de 
ette méthode est étudiée dans [18℄ pour l'étude d'é
oule-ments �uide-solides rigides en 2D et 3D, ave
 
ollisions.Nous nous proposons dans 
e 
hapitre d'établir la 
onvergen
e des solutions du problèmepénalisé dé�ni par 
ette méthode vers 
elles d'une formulation faible du 
ouplage. D'un87
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ouplage �uide-solide rigidepoint de vue théorique on se pla
e dans le 
ontexte des méthodes de pénalisation pourlesquelles des résultats d'analyse numérique ont déjà été obtenus. Une étude de 
onver-gen
e est en e�et réalisée pour un modèle 2D �uide-obsta
le rigide �xe dans [4℄ et [5℄. Le
as de plusieurs solides rigides en mouvement dans un �uide est également traité dans[52℄, pour une méthode de pénalisation H1 en 2D.Dans 
e 
hapitre nous introduisons tout d'abord une formulation faible du modèle de
ouplage et dé�nissons le problème pénalisé L2. Nous montrons ensuite la 
onvergen
edes solutions de 
e problème vers la formulation faible lorsque le paramètre de pénalisa-tion tend vers 0.Nous envisageons ensuite la 
onvergen
e d'un problème de pénalisation H1 dé�ni à partirdu problème L2 vers une formulation dé
ouplée du modèle.Nous présentons en�n des tests numériques e�e
tués ave
 la méthode de pénalisation L2sur un exemple de sédimentation a�n de valider numériquement sa 
onvergen
e, notam-ment au niveau de la prise en 
ompte de la 
ontrainte rigide.3.2 Formulation faible et méthode de pénalisation L2Soit T > 0 et t ∈ [0, T ]. On 
onsidère un domaine Ω ouvert borné de R
3 
onstitué de� Ωf (t) 6= ∅ : �uide visqueux in
ompressible newtonien homogène, de densité ρf > 0et vis
osité µf > 0� Ωs(t) 6= ∅ : solide rigide homogène, de densité ρs > 0, de 
entre de gravité xG(t), demasse Ms, et de matri
e d'inertie Js(t), ave


xG(t) =
1

Ms

∫

Ωs(t)

ρsxdx, Ms =

∫

Ωs(t)

ρsdx, Js(t) =

∫

Ωs(t)

ρs(r
2
I3 − r ⊗ r)dx (3.1)où r(t, x) = x − xG(t), I3 est la matri
e identité dans M3, et ⊗ représente le produittensoriel.On suppose que Ω = Ωs(t) ∪ Ωf (t) et Ωs(t) ∩ Ωf (t) = ∅ pour tout t ∈ [0, T ].

Ωs(t) est un domaine rigide dont la régularité est don
 
elle de la donnée initiale Ωs(0),
hoisissons-là C2.La seule for
e extérieure 
onsidérée est la gravité g.Ce problème de 
ouplage est dé
rit 
lassiquement dans la formulation suivante :
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



uf(0) = u0
f

xG(0) = 1
Ms

∫

Ωs(0)

ρsxdx

x
′

G(0) = u0
G

ω(0) = ω0

Ωs(0) = Ω0
s

Xs(0, x) = x

(3.2)
Trouver (t, x) → (uf(t, x), p(t, x), xG(t), ω(t)) tel que :� Dans le domaine �uide Ωf (t) : (uf , p) solution des équations de Navier-Stokes in-
ompressible :

ρf

(
∂uf

∂t
+ uf .∇uf

)
− div Σf = ρfg dans Ωf (t) (3.3)

div uf = 0 dans Ωf (t) (3.4)ave
 Σf = −pI3 + 2µfD(uf) le tenseur des 
ontraintes du �uide newtonien.� Dans le domaine solide Ωs(t) : (xG, ω) solution des équations de 
onservation desmoments linéaire et angulaire :La vitesse du solide rigide est donnée par us(t, x) = x
′

G(t) + ω(t) × r(t, x). Dans
e modèle, le solide est immergé dans le �uide, don
 les for
es surfa
iques agissantsur 
elui-
i sont les 
ontraintes du �uide, et la seule for
e volumique 
onsidérée estla gravité. La 
onservation des moments établie en (1.19) et (1.20) s'é
rit don
 dans
e 
as :
Msx

′′

G = Msg +

∫

∂Ωs(t)

Σf .nds (3.5)
Jsω

′

=

∫

∂Ωs(t)

r × (Σf .n)ds− ω × (Js.ω) (3.6)ave
 n la normale sortante à ∂Ωs(t), x′

G et ω les vitesses linéaire et angulaire dusolide (voir �gure 3.1).� Le domaine solide Ωs(t) est transporté par la vitesse rigide us :
Ωs(t) = Xs(t,Ω

0
s) (3.7)

∂Xs

∂t
= x

′

G + ω × r(t, Xs) (3.8)
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g

Ω s

xG

Gu

(t)

(t)

(t)
ω(t)

n (x,t)

Ωf (t)

Fig. 3.1 � Modèle �uide-solide rigide� Sur les bords de Ωs(t) et Ωf (t) on a les 
onditions suivantes :
{
uf = x

′

G + ω × r sur ∂Ωs(t)

uf = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ωf (t)
(3.9)Cette formulation du modèle �uide-solide rigide fait don
 apparaitre deux problèmesdistin
ts, dé�nis sur 
ha
un des domaines Ωs(t) et Ωf(t), 
ouplés par des 
onditions àl'interfa
e �uide-solide, et 
omplétés par des 
onditions aux limites et initiales. On étudiedans la suite l'approximation de 
es problèmes 
ouplés par un unique problème dé�ni sur

Ω tout entier, obtenu par une méthode de pénalisation.Pour 
ela on 
ommen
e par introduire une formulation faible du problème de 
ouplage.3.2.1 Formulation faibleOn note Q =]0, T [×Ω, et on dé�nit les espa
es fon
tionnels suivants :� V = {u ∈ H1
0 (Ω), div u = 0},� H = {u ∈ L2(Ω), div u = 0, u.n|∂Ω = 0},� K(t) = {u ∈ V, ∃(Vu, ωu) ∈ R

2 × R
2, u|Ωs(t) = Vu + ωu × (x− xG(t))}.Les éléments de K(t) sont don
 les vitesses rigides dans Ωs(t). On a le lemme suivant :Lemme 3.2.1 L'espa
e K(t) est dé�ni de manière équivalente par

K(t) = {u ∈ V, D(u) = 0 dans Ωs(t)} (3.10)Preuve On peut trouver une démonstration de 
e résultat dans [55℄, p.65.S'il existe (Vu, ωu) ∈ R
2 × R

2 tel que u|Ωs(t) = Vu + ωu × (x− xG(t)) alors
∇u|Ωs(t) =




0 −ω3
u ω2

u

ω3
u 0 −ω1

u

−ω2
u ω1

u 0



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2
(∇u+ ∇ut) = 0 dans Ωs(t).Ré
iproquement, si on suppose D(u) = 0 dans Ωs(t), alors

∇u|Ωs(t) = D(u) +
1

2
(∇u−∇ut) =

1

2




0 ∂2u
1 − ∂1u

2 ∂3u
1 − ∂1u

3

∂1u
2 − ∂2u

1 0 ∂3u
2 − ∂2u

3

∂1u
3 − ∂3u

1 ∂2u
3 − ∂3u

2 0




Soit ωu =
1

2



∂2u

3 − ∂3u
2

∂3u
1 − ∂1u

3

∂1u
2 − ∂2u

1


. Alors pour i, j = 1, 2, 3 on a ∂jω

i
u = 0. En e�et, pour i = 1par exemple,

1

2
∂j(∂2u

3 − ∂3u
2) =

1

2
(∂j∂2u

3 − ∂j∂3u
2)

=
1

2
(∂j∂2u

3 + ∂2∂3u
j − ∂2∂3u

j − ∂j∂3u
2)

=
1

2
(∂2(∂ju

3 + ∂3u
j) − ∂3(∂2u

j + ∂ju
2))

= ∂2(D(u))j,3 − ∂3(D(u))j,2

= 0Don
 ∇u|Ωs(t) est 
onstant en espa
e et s'exprime par :
∇u|Ωs(t) =




0 −ω3
u ω2

u

ω3
u 0 −ω1

u

−ω2
u ω1

u 0


En intégrant, on obtient don


∃(Vu, ωu) ∈ R
2 × R

2, u|Ωs(t) = Vu + ωu × (x− xG(t))

2On introduit maintenant une formulation globale du problème de 
ouplage, proposée dans[24℄ et [33℄.Soit χΩs(t) la fon
tion 
ara
téristique de Ωs(t), dé�nie par
χΩs(t)(t, x) =

{
1 si x ∈ Ωs(t)

0 sinon
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ouplage �uide-solide rigideAlors on 
onsidère la formulation variationnelle suivante :Etant données ρ0 = ρsχΩ0
s

+ ρf (1 − χΩ0
s
), u0 ∈ K(0), et H0 = χΩ0

s
, trouver (t, x) →

(ρ(t, x), u(t, x), H(t, x)) tel que
(Pfaible)





ρ,H ∈ C(0, T ;Lq(Ω)) ∀q ≥ 1,

u ∈ L∞(0, T,H) ∩ L2(0, T,V), u(t) ∈ K(t) pour t ∈ (0, T ) p.p.,
Ωs(t) = {x ∈ Ω, H(t, x) = 1},
∀ξ ∈ H1(Q) ∩ L2(0, T,K(t)),∫

Ω

[ρu∂tξ + (ρu⊗ u− 2µD(u)) : D(ξ) + ρgξ] dx =
d

dt

∫

Ω

ρuξdx

∀ψ ∈ C1(Q), ψ(T ) = 0,∫ T

0

∫

Ω

H
∂ψ

∂t
+Hu∇ψdxdt+

∫

Ω

H0ψ(0)dx = 0
∫ T

0

∫

Ω

ρ
∂ψ

∂t
+ ρu∇ψdxdt+

∫

Ω

ρ0ψ(0)dx = 0

(3.11)
Cette formulation est analogue à la formulation faible de Navier-Stokes, ave
 la 
ontraintede rigidité prise en 
ompte dans les espa
es de fon
tions. D'autre part l'équation de trans-port sur ρ peut se déduire de 
elle de H et de la dé�nition de ρ0 ; elle est ajoutée pour lepassage à la limite dans le problème de pénalisation.On justi�e d'abord l'introdu
tion de 
ette formulation faible à partir de la formulationforte dans laquelle les équations du �uide et du solide sont dé
ouplées. On montre lelemme suivant :Lemme 3.2.2 Soit u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ];H1(Ω)) telle que

u =

{
us dans Ωs(t)

uf dans Ωf (t)
(3.12)ave
 uf solution de (3.3, 3.4, 3.9) et us = x′G + ω × r solution de (3.5-3.6).Soit ρ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩ C(0, T ;Lq(Ω)), ∀q ≥ 1, telle que

ρ =

{
ρs dans Ωs(t)

ρf dans Ωf (t)
(3.13)et

H = χΩs(t) (3.14)On dé�nit en�n µ en prolongeant la vis
osité µf du �uide sur tout le domaine Ω.Alors (ρ, u,H) est solution de (Pfaible).



Formulation faible et méthode de pénalisation L2 93Preuve Par dé�nition de H on a immédiatement Ωs(t) = {x ∈ Ω, H(t, x) = 1} ave

H ∈ C(0, T ;Lq(Ω)) ∀q ≥ 1, et ∀ψ ∈ C1(Q), ψ(T ) = 0,

∫ T

0

∫

Ω

H
∂ψ

∂t
+Hu∇ψdxdt+

∫

Ω

H0ψ(0)dx = 0D'autre part, par 
onservation de la masse, ρ est solution d'une équation de transport par
u, d'où ρ ∈ C(0, T ;Lq(Ω)) ∀q ≥ 1 et ∀ψ ∈ C1(Q), ψ(T ) = 0,

∫ T

0

∫

Ω

ρ
∂ψ

∂t
+ ρu∇ψdxdt+

∫

Ω

ρ0ψ(0)dx = 0 (3.15)En�n u ∈ L∞(0, T,H)∩L2(0, T,V) et u(t) ∈ K(t) 
ar u = us = x
′

G+ω×r dans Ωs(t), ave

x

′

G et ω les vitesses linéaire et angulaire du solide ; et u = uf solution de Navier-Stokesdans Ωf(t). On pose Vu = x
′

G et ωu = ω.Il reste à obtenir l'équation de 
onservation des moments.Soit ξ ∈ H1(Q) ∩ L2(0, T,K(t)), alors ∃(Vξ, ωξ) ∈ R
2 × R

2 tel que
ξ(t, x) = Vξ(t) + ωξ(t) × (x− xG) ∀(t, x) ∈

⋃

t∈[0,T ]

({t} × Ωs(t)) (3.16)On utilise ξ 
omme fon
tion test sur 
ha
un des domaines Ωs(t) et Ωf(t).En multipliant l'équation (3.3) par ξ et en intégrant sur Ωf (t), on a :
∫

Ωf (t)

(ρ (∂tu+ u.∇u)) ξdx
︸ ︷︷ ︸

(a)

=

∫

Ωf (t)

div Σfξdx

︸ ︷︷ ︸
(b)

+

∫

Ωf (t)

ρgξdx (3.17)ave

(a) =

d

dt

∫

Ωf (t)

ρuξdx−
∫

Ωf (t)

dρ

dt
uξdx−

∫

Ωf (t)

ρu
dξ

dt
dx

(3.15)
=

d

dt

∫

Ωf (t)

ρuξdx−
∫

Ωf (t)

ρu
∂ξ

∂t
dx−

∫

Ωf (t)

ρu⊗ u : ∇ξdx

u⊗u symétrique
=

d

dt

∫

Ωf (t)

ρuξdx−
∫

Ωf (t)

ρu
∂ξ

∂t
dx−

∫

Ωf (t)

ρu⊗ u : D(ξ)dxLemme 3.2.1
=

d

dt

∫

Ωf (t)

ρuξdx−
∫

Ωf (t)

ρu
∂ξ

∂t
dx−

∫

Ω

ρu⊗ u : D(ξ)dx
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(b) = −

∫

∂Ω

(Σf .n)ξds−
∫

∂Ωs(t)

(Σf .n)ξds−
∫

Ωf (t)

Σf : ∇ξdx

ξ(t)∈K(t)
= −Vξ

∫

∂Ωs(t)

(Σf .n)ds− ωξ

∫

∂Ωs(t)

(x− xG) × (Σf .n)ds−
∫

Ωf (t)

2µD(u) : ∇ξdx

(3.5),(3.6)
= Vξ

∫

Ωs(t)

ρgdx− VξMs
dVu

dt
− ωξJs

dωu

dt
+ ωξ

∫

Ωs(t)

(x− xG) × ρgdx

− ωξ(ωu × (Js.ωu)) −
∫

Ωf (t)

2µD(u) : ∇ξdx

D(u) symétrique
= Vξ

∫

Ωs(t)

ρgdx− VξMs
dVu

dt
− ωξJs

dωu

dt
+ ωξ

∫

Ωs(t)

(x− xG) × ρgdx

− ωξ(ωu × (Js.ωu)) −
∫

Ωf (t)

2µD(u) : D(ξ)dx

ξ(t)∈K(t)
=

∫

Ωs(t)

ξρgdx− VξMs
dVu

dt
− ωξJs

dωu

dt
−
∫

Ω

2µD(u) : D(ξ)dx− ωξ(ωu × (Js.ωu))Au total on a
d

dt

∫

Ωf (t)

ρuξdx −
∫

Ωf (t)

ρu
∂ξ

∂t
dx−

∫

Ω

ρu⊗ u : D(ξ)dx = −VξMs
dVu

dt
− ωξJs

dωu

dt

+

∫

Ωs(t)

ξρgdx− ωξ(ωu × (Js.ωu)) −
∫

Ω

2µD(u) : D(ξ)dx+

∫

Ωf (t)

ξρgdxi.e.
d

dt

∫

Ωf (t)

ρuξdx+ VξMs
dVu

dt
+ ωξJs

dωu

dt
=

∫

Ωf (t)

ρu
∂ξ

∂t
dx

+

∫

Ω

((ρu⊗ u− 2µD(u)) : D(ξ) + ξρg)dx

− ωξ(ωu × (Js.ωu)) (3.18)D'autre part, sur Ωs(t), on a
d

dt

∫

Ωs(t)

ρuξdx =

∫

Ωs(t)

ρ
du

dt
ξdx+

∫

Ωs(t)

ρ
∂ξ

∂t
udx+

∫

Ωs(t)

ρu⊗ u : D(ξ)dx

ξ(t)∈K(t)
=

∫

Ωs(t)

ρ
du

dt
ξdx

︸ ︷︷ ︸
(c)

+

∫

Ωs(t)

ρ
∂ξ

∂t
udx
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du

dt

u(t)∈K(t)
=

dVu

dt
+
dωu

dt
× (x− xG) + ωu ×

d(x− xG)

dt
Vu=x

′

G, ωu=ω
=

dVu

dt
+
dωu

dt
× (x− xG) + ωu × (u− Vu)

u(t)∈K(t)
=

dVu

dt
+
dωu

dt
× (x− xG) + ωu × (ωu × (x− xG))Don


(c) =

∫

Ωs(t)

ρ

[
dVu

dt
+
dωu

dt
× (x− xG) + ωu × (ωu × (x− xG))

]
[Vξ + ωξ × (x− xG)] dx

(3.19), (3.20)
=

∫

Ωs(t)

ρ
dVu

dt
Vξdx+

∫

Ωs(t)

ρ

(
dωu

dt
× (x− xG)

)
.Vξdx

+

∫

Ωs(t)

ρ(ωu × (ωu × (x− xG))).Vξdx+

∫

Ωs(t)

ρ
dVu

dt
.(ωξ × (x− xG))dx

+

∫

Ωs(t)

ρ

(
dωu

dt
× (x− xG)

)
. (ωξ × (x− xG)) dx

+

∫

Ωs(t)

ρ(ωu × (ωu × (x− xG))).(ωξ × (x− xG))dx

= Ms
dVu

dt
Vξ + Vξ.

(
dωu

dt
×
∫

Ωs(t)

ρ(x− xG)dx

)

+ Vξ.(ωu × (ωu ×
∫

Ωs(t)

ρ(x− xG)dx)) +
dVu

dt
.

(
ωξ ×

∫

Ωs(t)

ρ(x− xG)dx

)

+
dωu

dt
Jsωξ + ωξ.(ωu × (Js.ωu))Or par dé�nition du 
entre de gravité, ∫

Ωs(t)

ρ(x− xG)dx = 0, don

(c) = Ms

dVu

dt
Vξ +

dωu

dt
Jsωξ + ωξ.(ωu × (Js.ωu))
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ouplage �uide-solide rigideDans 
es 
al
uls on a utilisé les égalités suivantes (ave
 r(t, x) = x− xG(t)) :
∫

Ωs(t)

ρ(ωu × (ωu × (x− xG))).(ωξ × (x− xG))dx =

∫

Ωs(t)

ρ(ωu × (ωu × r)).(ωξ × r)dx

=

∫

Ωs(t)

ρ((ωu.r)ωu − |ωu|2r)(ωξ × r)dx

=

∫

Ωs(t)

ρ(ωu.r)ωu.(ωξ × r)dx

=

∫

Ωs(t)

ρ(ωu.r)ωξ.(r × ωu)dx

= −
∫

Ωs(t)

ρωξ.(ωu.r).(ωu × r)dx

=

∫

Ωs(t)

ρωξ.(ωu × (r2ωu − (r.ωu)r))dx

= ωξ.(ωu × (Js.ωu)) (3.19)et
∫

Ωs(t)

ρ

(
dωu

dt
× (x− xG)

)
. (ωξ × (x− xG)) dx =

∫

Ωs(t)

ρ

(
dωu

dt
× r

)
. (ωξ × r) dx

=

∫

Ωs(t)

ρ

((
dωu

dt
.ωξ

)
|r|2 −

(
dωu

dt
.r

)
. (r.ωξ)

)
dx

=

∫

Ωs(t)

ρ

(
dωu

dt
|r|2Iωξ −

dωu

dt
(r ⊗ r)ωξ

)
dx

=
dωu

dt
.

∫

Ωs(t)

ρ
(
|r|2I − (r ⊗ r)

)
dx.ωξ

=
dωu

dt
(Js.ωξ) (3.20)Au total sur Ωs(t),

d

dt

∫

Ωs(t)

ρuξdx−Ms
dVu

dt
Vξ −

dωu

dt
Jsωξ =

∫

Ωs(t)

ρ
∂ξ

∂t
udx+ ωξ.(ωu × (Js.ωu)) (3.21)En sommant (3.18) et (3.21), on obtient

d

dt

∫

Ω

ρuξdx =

∫

Ω

(
ρ
∂ξ

∂t
u+ (ρu⊗ u− 2µD(u)) : D(ξ) + ξρg

)
dx (3.22)

2



Formulation faible et méthode de pénalisation L2 97On montre ensuite que les solutions su�samment régulières de la formulation (Pfaible)sont solutions de (3.2-3.9), à 
ondition d'imposer le bon mouvement rigide à l'intérieurdu solide. On montre le lemme suivant :Lemme 3.2.3 Soit
ρ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) (3.23)

u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ];H1(Ω)) (3.24)
H ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) (3.25)solution de (Pfaible) ave
 u|Ωs(t) = us, u|Ωf (t) = uf , ρ|Ωs(t) = ρs, ρ|Ωf (t) = ρf . Alors si us estdé�nie par

us = x′G + ω × r dans Ωs(t), xG ∈ H2(0, T ), ω ∈ H1(0, T ), (3.26)il existe p ∈ L2(0, T ;H1(Ωf(t))) telle que (uf , p, xG, ω) soit solution de (3.2-3.9).Preuve Soit (ρ, u,H) véri�ant les hypothèses de régularité (3.23-3.25) et solution de
(Pfaible). Alors ∀ξ ∈ H1(Q) ∩ L2(0, T,K(t)),

∫

Ω

[ρu∂tξ + (ρu⊗ u− 2µD(u)) : D(ξ) + ρgξ] dx =
d

dt

∫

Ω

ρuξdxi.e. en soustrayant de 
haque 
oté ∫
Ω
ρu
dξ

dt
dx,

∫

Ω

[
d(ρu)

dt
ξ + 2µD(u) : D(ξ) − ρgξ

]
dx = 0 (3.27)Obtention de (3.3), (3.4) et (3.9) dans Ωf (t) :Comme u est solution de (Pfaible), alors u ∈ L2(0, T ;V), don
 l'équation (3.4) est vé-ri�ée et u est nulle sur le bord de Ω.De plus, ave
 (3.26) la 
ondition (3.9) sur le bord de Ωs(t) est aussi véri�ée.En�n, en 
hoisissant en parti
ulier ξ ∈ L2(0, T,V(Ωf (t)) prolongée par 0 dans Ωs(t), alors

ξ ∈ L2(0, T,K(t)) et on a ave
 (3.27) :
∫

Ωf (t)

[
ρf
duf

dt
ξ + 2µD(uf) : D(ξ) − ρfgξ

]
dx = 0 ∀ξ ∈ L2(0, T,V(Ωf (t)) (3.28)C'est une forme variationnelle de Navier-Stokes dans Ωf (t). Il existe don
 p ∈ L2(0, T ;H1(Ωf (t)))telle que (uf , p) soit solution de Navier-Stokes au sens faible dans Ωf (t).Et ave
 les hypothèses de régularité (3.23-3.25) on peut alors en 
on
lure que

d(ρfuf)

dt
− 2µ div(D(uf)) + ∇p− ρfg = 0 p.p. dans [0, T ] × Ωf (t) (3.29)
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ouplage �uide-solide rigideObtention de (3.5-3.6) :En 
hoisissant maintenant ξ ∈ H1(Q) ∩ L2(0, T,K(t)), (3.27) s'é
rit
∫

Ωf (t)

[
d(ρfuf)

dt
ξ + 2µD(uf) : D(ξ) − ρfgξ

]
dx+

∫

Ωs(t)

[
d(ρsus)

dt
ξ + 2µD(us) : D(ξ) − ρsgξ

]
dx = 0En intégrant par partie dans le premier membre, et en utilisant (3.29) on a :

∫

Ωf (t)

[
d(ρfuf)

dt
ξ + 2µD(uf) : D(ξ) − ρfgξ

]
dx =

∫

Ωf (t)

[
d(ρfuf)

dt
− 2µ div(D(uf)) − ρfg

]
ξdx

−
∫

∂Ωs(t)

2µ(D(uf).n)ξds

=

∫

Ωf (t)

−∇pξdx−
∫

∂Ωs(t)

2µ(D(uf).n)ξds

=

∫

∂Ωs(t)

(p.n)ξds−
∫

∂Ωs(t)

2µ(D(uf).n)ξds

= −
∫

∂Ωs(t)

(Σf .n)ξdsave
 n la normale sortante à Ωs(t).On obtient don

−
∫

∂Ωs(t)

(Σf .n)ξds+

∫

Ωs(t)

[
d(ρsus)

dt
ξ + 2µD(us) : D(ξ) − ρsgξ

]
dx = 0i.e., 
omme D(ξ) = 0 dans Ωs(t),

−
∫

∂Ωs(t)

(Σf .n)ξds+

∫

Ωs(t)

[
d(ρsus)

dt
− ρsg

]
ξdx = 0A�n d'obtenir (3.5) on suppose d'abord ξ|Ωs(t) = Vξ(t) ave
 Vξ ∈ H1(0, T ).Ave
 (3.26), on a

∫

Ωs(t)

ρ
du

dt
Vξdx =

∫

Ωs(t)

ρs
dus

dt
Vξdx = x′′G

∫

Ωs(t)

ρsdxVξ +

∫

Ωs(t)

ρs
d(ω × r)

dt
Vξdx

= Msx
′′
GVξ +

∫

Ωs(t)

ρs

(
dω

dt
× r

)
Vξdx+

∫

Ωs(t)

ρs

(
ω × dr

dt

)
Vξdx

= Msx
′′
GVξ +

(
dω

dt
×
∫

Ωs(t)

ρsrdx

)
Vξ +

∫

Ωs(t)

ρs(ω × (ω × r))Vξdx

= Msx
′′
GVξ +

(
ω ×

(
ω ×

∫

Ωs(t)

ρsrdx

))
Vξ

= Msx
′′
GVξ
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ar ∫
Ωs(t)

ρsrdx = 0,et ∫

Ωs(t)

ρgVξdx =

∫

Ωs(t)

ρsdxgVξ = MsgVξD'où
Msx

′′
G · Vξ =

[∫

∂Ωs(t)

(Σf .n)ds +Mg

]
· Vξ ∀Vξ ∈ H1(0, T )
e qui est une formulation variationnelle de (3.5).A�n d'obtenir (3.6) on suppose ensuite ξ|Ωs(t) = ωξ(t) × r(x, t) ave
 ωξ ∈ H1(0, T ).Ave
 (3.26), on a

∫

Ωs(t)

ρs
dus

dt
(ωξ × r)dx = x′′G

(
ωξ ×

∫

Ωs(t)

ρsrdx

)
+

∫

Ωs(t)

ρs

(
dω

dt
× r

)
(ωξ × r)dx

+

∫

Ωs(t)

ρs (ω × (ω × r)) (ωξ × r)dx

=

∫

Ωs(t)

ρs

(
dω

dt
× r

)
(ωξ × r)dx+

∫

Ωs(t)

ρs (ω × (ω × r)) (ωξ × r)dx
ar ∫
Ωs(t)

ρsrdx = 0.En utilisant (3.19) et (3.20) on obtient don

∫

Ωs(t)

ρs
dus

dt
(ωξ × r)dx =

(
Js.

dω

dt

)
ωξ + (ω × (Js.ω))ωξDe plus ∫

Ωs(t)

ρsg(ωξ × r)dx =

∫

Ωs(t)

ρsr × gdxωξet ∫

∂Ωs(t)

(Σf .n)(ωξ × r)ds =

∫

∂Ωs(t)

r × (Σf .n)dsωξOn en 
on
lut don
 que
(
Js.

dωu

dt

)
ωξ =

[∫

∂Ωs(t)

(r × (Σf .n))ds+

∫

Ωs(t)

ρsr × gdx− (ω × (Js.ω))

]
ωξ ∀ωξ ∈ H1(0, T )
e qui est une formulation variationnelle de (3.6).Obtention de (3.7-3.8) :Ces deux équations sont obtenues par dé�nition de H dans (Pfaible) et en utilisant (3.26).

2
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ouplage �uide-solide rigide3.2.2 Méthode de pénalisation L2D'après le Lemme 3.2.1, une vitesse rigide us peut être 
ara
térisée de deux manièreséquivalentes :
∃(uG, ω) ∈ R

2 × R
2, us(t, x) := uG(t) + ω(t) × r(t, x) ⇐⇒ D(us) = 0 (3.30)Ces deux 
ara
térisations suggèrent deux manières possibles de traiter la 
ontrainte derigidité :� En faisant agir la pénalisation sur le tenseur des déformations D(us), on s'orientevers des méthodes de pénalisation H1, 
ar on agit sur les dérivées de la vitesse. Cetype de pénalisation est notamment utilisé dans [52℄ pour 
onstruire des solutionsappro
hées, en vue de démontrer l'existen
e de solutions.� En pénalisant plut�t l'é
art entre la vitesse et une vitesse rigide bien dé�nie, on agitsur la vitesse elle-même, et on parle don
 de pénalisation L2.La pénalisation que nous étudions dans la suite est une pénalisation L2. Le but de 
etteméthode est d'imposer à un 
hamp de vitesse global u d'être égal à us := uG +ω× r dans

Ωs(t). Deux questions se posent alors :� Comment imposer u = us dans Ωs(t) ?� Comment 
al
uler les 
omposantes uG et ω de la vitesse rigide us ?Pour imposer u = us dans Ωs(t), on ajoute dans les équations modélisant le �uide unterme exprimé en fon
tion de la di�éren
e entre u et us, et lo
alisé sur le solide.En 
e qui 
on
erne la vitesse rigide, 
e n'est pas une donnée du problème, elle résulte au
ontraire des for
es hydrodynamiques mises en jeu par l'é
oulement �uide. On présentedans la partie suivante son 
al
ul par la méthode de proje
tion de [59℄.Cal
ul de la vitesse rigidePour le 
al
ul de la vitesse rigide, on utilise la méthode de proje
tion de [59℄. Cetteméthode suppose que si l'on dispose dans tout le domaine Ω de la solution (ρ, u) duproblème bi-�uide suivant :




ρ

(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
− div Σ = ρg

div u = 0
∂ρ

∂t
+ u.∇ρ = 0

u(0) = u0

ρ(0) = ρsχΩ0
s
+ ρf (1 − χΩ0

s
)

(3.31)
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 Σ = −pI3 + 2µD(u), alors la dé�nition suivante de us := uG + ω × r :
us =

1

Ms

∫

Ωs(t)

ρu · dx+

(
J−1

s .

∫

Ωs(t)

r × ρu · dx
)
× r (3.32)permet de véri�er la 
onservation des moments linéaire et angulaire du solide :

d(MsuG)

dt
=

∫

Ωs(t)

ρsgdx+

∫

∂Ωs(t)

Σ.ndset
d(Jsω)

dt
=

∫

∂Ωs(t)

r × (Σ.n)dsEn e�et, si
uG =

1

Ms

∫

Ωs(t)

ρu · dxAlors
d(MsuG)

dt
=

d

dt

∫

Ωs(t)

ρudx

=

∫

Ωs(t)

d

dt
(ρu)dx

=

∫

Ωs(t)

ρgdx+

∫

Ωs(t)

div Σdx

=

∫

Ωs(t)

ρsgdx+

∫

∂Ωs(t)

Σ.ndsOn obtient don
 la 
onservation du moment linéaire.De même, si
ω = J−1

s .

∫

Ωs(t)

r × ρu · dx
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ouplage �uide-solide rigideAlors
d(Jsω)

dt
=

d

dt

∫

Ωs(t)

r × ρudx

=

∫

Ωs(t)

d

dt
(r × ρu)dx

=

∫

Ωs(t)

dr

dt
× ρudx+

∫

Ωs(t)

r × d

dt
(ρu)dx

=

∫

Ωs(t)

dr

dt
× ρudx+

∫

Ωs(t)

r × div Σdx+

∫

Ωs(t)

r × ρgdx

=

∫

Ωs(t)

dr

dt
× ρudx+

∫

Ωs(t)

r × div Σdx+

(∫

Ωs(t)

ρsrdx

)
× g

=

∫

Ωs(t)

dr

dt
× ρudx+

∫

Ωs(t)

r × div ΣdxOr, en posant T.ei = r × (Σ.ei), on a pour la première 
omposante par exemple
(div T)1 =

3∑

j=1

∂

∂xj
(r2Σ3j − r3Σ2j)

=

3∑

j=1

(
r2
∂Σ3j

∂xj
− r3

∂Σ2j

∂xj

)
+

3∑

j=1

(
∂r2
∂xj

Σ3j −
∂r3
∂xj

Σ2j

)

= (r × div Σ)1 + (Σ32 − Σ23)Don

div T = r × div Σ +




Σ32 − Σ23

Σ13 − Σ31

Σ21 − Σ12


 Σ symétrique

= r × div ΣEt ∫

Ωs(t)

r × div Σdx =

∫

Ωs(t)

div Tdx
Green
=

∫

∂Ωs(t)

T.nds =

∫

∂Ωs(t)

r × (Σ.n)dsD'autre part,
r(t, x) = x− xG(t)Don


dr(t, x)

dt
=
∂x

∂t
+ u(t, x).∇x− dxG(t)

dt
= u(t, x) − uG(t)
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∫

Ωs(t)

dr

dt
× ρudx =

∫

Ωs(t)

(u− uG) × ρudx

=

∫

Ωs(t)

u× ρudx−
∫

Ωs(t)

uG × ρudxComme u× ρu = 0, on en déduit
∫

Ωs(t)

dr

dt
× ρudx =

1

Ms

∫

Ωs(t)

u×
(∫

Ωs(t)

ρudx

)
dx

=
1

Ms

∫

Ωs(t)

udx×
∫

Ωs(t)

ρudx

= 0D'où
d(Jsω)

dt
=

∫

∂Ωs(t)

r × (Σ.n)dsOn obtient ainsi la 
onservation du moment angulaire.La méthode de pénalisation que l'on étudie utilise 
ette proje
tion, sauf que le 
hampde vitesse dé�ni sur Ω et que l'on projette pour 
al
uler la vitesse rigide n'est pas exa
-tement un 
hamp �uide, mais la solution d'un problème �uide pénalisé.
Dé�nition du problème pénaliséOn peut maintenant dé�nir le problème de pénalisation. Soit η > 0 le paramètre depénalisation. C'est un petit paramètre que l'on fait tendre vers 0 pour appro
her le modèlede 
ouplage 
lassique.On dé�nit alors de nouvelles variables globales (ρη, uη, pη, uη,s, Hη) dépendant de η.La 
ontrainte de rigidité est imposée en ajoutant dans l'équation de 
onservation de laquantité de mouvement de Navier-Stokes un terme de pénalisation, lo
alisé sur le domainesolide, et dépendant du paramètre η :

1

η
ρηHη(uη − uη,s)La pénalisation n'est pas seulement appliquée sur le bord du domaine solide, mais danstout 
e domaine, on parle don
 de pénalisation volumique.
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ouplage �uide-solide rigideD'autre part, la présen
e de ρη dans 
e terme n'est pas né
essaire du point de vue de lamodélisation mais permet d'obtenir ensuite le Lemme 3.3.2 utilisé lors des estimations apriori.On obtient alors la formulation suivante :Etant données (ρη(0) = ρ0
η, uη(0) = u0

η, Hη(0) = χΩ0
s
) trouver (ρη, uη, pη, Hη) tel que

ρη, Hη ∈ L∞(Q), uη ∈ L∞(0, T,H) ∩ L2(0, T,V), pη ∈ L2(Q)solution dans ]0, T [×Ω de
Pη





ρη

(
∂uη

∂t
+ div(uη ⊗ uη)

)
− µ div(D(uη)) + ∇pη +

1

η
ρηHη(uη − uη,s) = ρηg(3.33)

div uη = 0 (3.34)
uη,s =

1

Mη

∫

Ω

ρηuη ·Hηdx+

(
J−1

η .

∫

Ω

ρηrη × uη ·Hηdx

)
× rη (3.35)

ρηt + uη.∇ρη = 0 (3.36)
Hηt + uη,s.∇Hη = 0 (3.37)ave


rη = x− xGη, xGη =
1

Mη

∫

Ω

ρηHηxdx (3.38)
Mη =

∫

Ω

ρηHηdx (3.39)et
Jη =

∫

Ω

ρη(r
2
ηI3 − rη ⊗ rη)Hηdx (3.40)et la 
ondition limite suivante pour uη :

uη = 0 sur ]0, T [×∂Ω (3.41)On pose Ωηs(t) = {x ∈ Ω, Hη(t, x) = 1}.Les équations (3.33) et (3.34) 
orrespondent à un problème de Navier-Stokes pénalisépar la di�éren
e dans Ωηs(t) entre uη et la vitesse rigide uη,s 
al
ulée dans (3.35) parproje
tion expli
ite sur l'espa
e des fon
tions rigides de L2(Ωηs(t)).La densité ρη est transportée ave
 uη, don
, au terme de pénalisation près, les estimationssur (3.33), (3.34) et (3.36) sont les mêmes que pour les équations de Navier-Stokes.
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e 
hoix Mη =

∫

Ω

ρηHηdx ne reste pas 
onstant.En�n la fon
tion 
ara
téristique Hη (don
 le solide) est transporté ave
 la vitesse rigide
uη,s, 
e qui garantit que Ωηs(t) n'est pas déformé. On a

|Ωηs(t)| =

∫

Ω

Hηdx = |Ω0
ηs|Remarquons 
ependant que uη,s ne s'annule pas au bord, don
 en toute rigueur, il faudraitimposer une 
ondition limite sur Hη pour traiter les 
as dans lesquels uη,s est entrante. Sion suppose que le solide ne tou
he pas le bord du domaine, 
ette 
ondition est 0, 
e quirevient à résoudre (3.37) sur R

n tout entier, puis à prendre sa restri
tion sur Ω.
ρη etHη n'étant pas transportées par le même 
hamp de vitesse, on n'a don
 pas ρηHη = ρsen général.En�n, d'un point de vue numérique (voir se
tion 3.5), le 
al
ul expli
ite de la vitesserigide permet de transporter le solide ave
 une vitesse régulière.On souhaite montrer dans la suite que lorsque le paramètre η tend vers 0, la solutiondu problème Pη 
onverge vers 
elle de la formulation faible Pfaible dé
rite pré
édemment.3.3 Analyse numérique de la méthode de pénalisation

L2Cette partie est 
onsa
rée à l'étude de 
onvergen
e du problème pénalisé Pη vers laformulation faible Pfaible du problème 
ouplé. On fait don
 tout d'abord des estimationsa priori sur les di�érentes variables du problème pénalisé, a�n d'obtenir les 
onvergen
esné
essaires au passage à la limite en η.L'obtention de 
es 
onvergen
es est réalisée en deux temps. On obtient d'abord des 
onver-gen
es faibles sur les vitesses uη et uη,s par des estimations 
lassiques sur Navier-Stokeset à partir de l'équation dé�nissant la vitesse rigide, ainsi que la 
onvergen
e forte de Hηet ρη, en utilisant un résultat de 
ompa
ité de Di Perna et Lions ([50℄, p.41).Le point 
entral de l'étude 
onsiste ensuite en l'obtention de la 
onvergen
e forte de uηdans L2(Q). Cette 
onvergen
e est en e�et né
essaire pour passer à la limite dans le termenon linéaire div(uη ⊗uη) de Navier-Stokes, et nous utilisons des outils introduits dans [52℄pour l'obtenir.Le but de 
ette partie est don
 de montrer le théorème suivant :
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ouplage �uide-solide rigideThéorème 3.3.1 Sous les hypothèses de régularité établies pré
édemment, soit (ρη, uη, pη, Hη)solution de Pη. Si ∀t ∈ [0, T ], Ωs(t)∩ ∂Ω = ∅, alors il existe une sous-suite de (ρη, uη, Hη)et des fon
tions (ρ, u,H) telles que
ρη → ρ,Hη → H fort dans C(0, T ;Lq(Ω)) ∀q ≥ 1,

uη → u fort dans L2(Q) et faible dans L∞(0, T,H) ∩ L2(0, T,V)et telles que (ρ, u,H) est une solution de (Pfaible).3.3.1 Lemme de proje
tionOn montre tout d'abord dans 
ette partie une propriété liée à la 
ara
térisation d'unevitesse rigide, et qui 
onstitue un argument essentiel à l'obtention des premières esti-mations a priori pour l'étude de 
onvergen
e. Le Lemme 3.3.2 montre que la vitesse uη,sdé�nie dans Pη est la proje
tion de uη dans L2(Ωs,η(t)) sur l'ensemble des vitesses rigides :Lemme 3.3.2 Soit ξ un 
hamp de vitesse rigide, i.e. tel que ξ(x) = Vξ +ωξ × rη(x) ave

Vξ ∈ R

3 et ωξ ∈ R
3. Si uη,s est dé�nie par

uη,s =
1

Mη

∫

Ω

ρηHηuηdx+

(
J−1

η .

∫

Ω

ρηHηrη × uηdx

)
× rη,Alors ∫

Ω

ρηHη(uη − uη,s)ξdx = 0 (3.42)Si de plus Hη a pour support Ωη,s(t), le résultat peut être généralisé au 
as d'un 
hamp ξdépendant du temps, et rigide dans Ωη,s(t).Preuve On pose
Vuη =

1

Mη

∫

Ω

ρηHηuηdx

ωuη = J−1
η .

∫

Ω

ρηHηrη × uηdxave
 Mη et Jη dé�nis par (3.39) et (3.40).Ainsi
uη,s(x) = Vuη + ωuη × rη(x)
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∫

Ω

ρηHη(uη − uη,s)ξdx =

∫

Ω

ρηHη

[
uη −

(
Vuη + ωuη × rη

)]
[Vξ + ωξ × rη] dx

= Vξ

∫

Ω

ρηHηuηdx+ ωξ

∫

Ω

ρηHηrη × uηdx− VuηVξ

∫

Ω

ρηHηdx

− Vuη

(
ωξ ×

∫

Ω

ρηHηrηdx

)
− Vξ

(
ωuη ×

∫

Ω

ρηHηrηdx

)

−
∫

Ω

ρηHη(ωuη × rη)(ωξ × rη)dx

= VξMηVuη + ωξ(Jη.ωuη) − VuηVξMη

− Vuη

(
ωξ ×

∫

Ω

ρηHηrηdx

)
− Vξ

(
ωuη ×

∫

Ω

ρηHηrηdx

)

−
∫

Ω

ρηHη(ωuη × rη)(ωξ × rη)dxOr (ωuη ×rη)(ωξ ×rη) = (ωξωuη)r
2
η − (rη.ωξ)(rη.ωuη), don
 ∫

Ω

ρηHη(ωuη ×rη)(ωξ ×rη)dx =

ωξ(Jη.ωuη).Et par dé�nition de rη, ∫
Ω

ρηHηrηdx = 0. Au total on obtient don

∫

Ω

ρηHη(uη − uη,s)ξdx = ωξ(Jη.ωuη) − ωξ(Jη.ωuη) = 0

2

En parti
ulier, on a don
 par dé�nition de uη,s :
∫

Ω

ρηHη(uη − uη,s)uη,sdx = 03.3.2 Estimations sur les équations de transport et de Navier-StokesLes majorations e�e
tuées pour obtenir les estimations font apparaitre une 
onstantepositive toujours notée C, et dont la valeur est éventuellement modi�ée dans les étapesde 
al
ul.
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ouplage �uide-solide rigideEstimations sur les équations de transport : 
onvergen
es faibles de ρη et HηAve
 (3.36) et (3.37) on montre grâ
e à des estimations 
lassiques
ρη bornée dans L∞(0, T, L∞(Ω)) (3.43)et
Hη bornée dans L∞(0, T, L∞(Ω)) (3.44)Plus pré
isément, pour t ∈]0, T [,

ρmin := min(ρs, ρf) ≤ ρη(t, x) ≤ max(ρs, ρf), Hη(t, x) ∈ {0, 1} (3.45)Don
 il existe des sous-suites de ρη et Hη, en
ore notées ρη et Hη telles que
ρη ⇀ ρ dans L∞(0, T, L∞(Ω)) faible*, (3.46)et
Hη ⇀ H dans L∞(0, T, L∞(Ω)) faible*, (3.47)ave
 les mêmes bornes sur les limites ρ et H .L'existen
e de la limite faible H nous permet alors de poser

Ωs(t) = {x ∈ Ω, H(t, x) = 1} (3.48)Estimations sur les équations de Navier-StokesEn multipliant l'équation (3.33) par uη et en intégrant sur Ω, on obtient :
∫

Ω

ρη

(
∂uη

∂t
+ div(uη ⊗ uη)

)
uηdx− µ

∫

Ω

div(D(uη))uηdx+

∫

Ω

∇pηuηdx

+
1

η

∫

Ω

ρηHη(uη − uη,s)uηdx =

∫

Ω

ρηguηdx
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 (3.34) et (3.41),
∫

Ω

ρη

(
∂uη

∂t
+ div(uη ⊗ uη)

)
uηdx =

1

2

∫

Ω

ρηuη

(
∂uη

∂t
+ div(uη ⊗ uη)

)
dx

+
1

2

∫

Ω

∂(ρηuη)

∂t
uη + div(ρηuη ⊗ uη)uηdx

=
1

2

∫

Ω

div(ρη|uη|2uη)dx+

∫

Ω

∂(ρη|uη|2)
∂t

dx

=
1

2

∫

Ω

ρη|uη|2 div(uη)dx+

∫

Ω

uη.∇(ρη|uη|2)dx

+

∫

Ω

∂(ρη|uη|2)
∂t

dx

=

∫

Ω

∂(ρη|uη|2)
∂t

dxet ∫

Ω

uη.∇pηdx = 0Comme d'autre part, ave
 le Lemme 3.3.2
∫

Ω

ρηHη(uη − uη,s)uηdx =

∫

Ω

ρηHη(uη − uη,s)
2dxon a don
 au total, ave
 √Hη = Hη,

1

2

d

dt
‖√ρηuη‖2

L2(Ω)
+µ‖D(uη)‖2

L2(Ω)+
1

η
‖√ρηHη(uη − uη,s)‖2

L2(Ω)
≤ ‖√ρηuη‖L2(Ω)‖g‖L∞(Q)‖ρη‖

1
2

L2(Q)i.e. en utilisant (3.43) et ‖g‖L∞(Q) ≤ C :
1

2

d

dt
‖√ρηuη‖2

L2(Ω)
+ µ‖D(uη)‖2

L2(Ω) +
1

η
‖√ρηHη(uη − uη,s)‖2

L2(Ω)
≤ C‖√ρηuη‖L2(Ω)D'où en intégrant en temps sur [0, T ] :

‖√ρη(t)uη(t)‖2

L2(Ω)
+ 2µ‖D(uη)‖2

L2(Q) +
2

η
‖√ρηHη(uη − uη,s)‖2

L2(Q)

≤ ‖√ρη0uη0‖2

L2(Ω)
+ C

∫ T

0

‖√ρη(s)uη(s)‖L2(Ω)dsOn pose {
y(t) = ‖√ρη(t)uη(t)‖L2(Ω)

y0 = ‖√ρη0uη0‖L2(Ω)
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ouplage �uide-solide rigideOn a alors
y2(t) ≤ y2

0 + C

∫ T

0

y(s)dsDon
 en appliquant Gronwall ([9℄ p.84), on a
y(t) ≤ y0 +

C

2i.e.
‖√ρη(t)uη(t)‖L2(Ω)

≤ ‖√ρη0uη0‖L2(Ω)
+
C

2
≤ CEnsuite, en utilisant Korn ([9℄, p.329), on a

‖∇uη‖L2(Q) ≤ C‖D(uη)‖L2(Q) ≤ CEn�n, on a
1√
η
‖√ρηHη(uη − uη,s)‖L2(Q)

≤ COn obtient don

uη bornée dans L2(0, T,H1

0 (Ω)), (3.49)
√
ρηuη et uη bornées dans L∞(0, T, L2(Ω)), (3.50)

1√
η

√
ρηHη(uη − uη,s) et 1√

η
Hη(uη − uη,s) bornées dans L2(Q). (3.51)Don
 il existe des sous-suites de ρη, uη, uη,s et Hη, en
ore notées ρη, uη, uη,s et Hη, tellesque

uη ⇀ u dans L2(0, T,H1
0(Ω)) faible, (3.52)

√
ρηuη ⇀ w et uη ⇀ u dans L∞(0, T, L2(Ω)) faible*, (3.53)

√
ρηHηuη −

√
ρηHηuη,s → 0 et Hηuη −Hηuη,s → 0 dans L2(Q) fort. (3.54)L'identi�
ation de la limite w ave
 √

ρu est déduite de la 
onvergen
e forte de ρη, obte-nue en utilisant des résultats de 
ompa
ité de DiPerna-Lions ([61℄) sur les équations detransport.En e�et, ave
 ([61℄, théorème II.4), la 
onvergen
e faible (3.52), et (3.34), on obtient
ρη → ρ dans C(0, T, Lq(Ω)) fort ∀q ∈ [1,+∞[ (3.55)ave
 ρ solution de {

ρt + u.∇ρ = 0 sur ]0, T [×Ω

ρ(0, x) = ρ0(x) sur Ω
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onvergen
e forte permet alors de passer à la limite dans le produit √ρηuη.En e�et soit v ∈ Lq(0, T, Lr(Ω)) ave
 q > 2 et r > 6
5
. On a

∫ T

0

∫

Ω

(
√
ρηuη −

√
ρu)vdxdt =

∫ T

0

∫

Ω

(uη − u)
√
ρvdxdt+

∫ T

0

∫

Ω

(
√
ρη −

√
ρ)uηvdxdtOr en dimension inférieure ou égale à trois H1 s'inje
te dans L6, don
 de (3.52) on déduit

uη ⇀ u dans L2(0, T, L6(Ω)) faible,et 
omme ρ est bornée dans L∞(Q),
lim
η→0

∫ T

0

∫

Ω

(uη − u)
√
ρvdxdt = 0D'autre part de la 
onvergen
e forte (3.55) on peut déduire la 
onvergen
e forte de √

ρηdans le dual de l'espa
e dans lequel on 
hoisit uηv, ∀q > 2 et ∀r > 6
5
, et on obtient don


lim
η→0

∫ T

0

∫

Ω

(
√
ρη −

√
ρ)uηvdxdt = 0En 
on
lusion on a

√
ρηuη ⇀

√
ρu dans Lq(0, T, Lr(Ω)) faible, ave
 q < 2 et r < 6. (3.56)3.3.3 Passage à la limite dans la vitesse rigideLa vitesse rigide est dé�nie par
uη,s(t, x) = uη,G(t) + ωη(t) × rη(t, x)ave


uη,G(t) =

∫

Ω

ρηuη ·Hηdx
∫

Ω

ρηHηdxet
ωη(t) =

(∫

Ω

ρη(r
2
ηI − rη ⊗ rη)Hηdx

)−1

.

∫

Ω

ρηrη × uη ·Hηdxet rη bornée dans L∞(Q).On montre tout d'abord que 
ette vitesse 
onverge faiblement, puis que sa limite s'ex-prime de manière analogue en fon
tion des limites de ρη, uη et Hη. On a besoin pour 
ela
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ouplage �uide-solide rigidede la 
onvergen
e forte de Hη.D'une part on a ∫

Ω

ρηHηdx ≥ ρmin

∫

Ω

Hηdx = ρmin|Ω0
s| > 0don
 ave
 les bornes établies pré
édemment sur ρη, uη et Hη, on obtient

uη,G(t) bornée dans L∞(0, T )D'autre part, on véri�e que 
haque 
omposante de J−1
η =

(∫

Ω

ρη(r
2
ηI − rη ⊗ rη)Hηdx

)−1est bornée indépendamment de η et t.En e�et, pour a ∈ R
3\{0},

aTJηa =
3∑

i,j=1

ai

(∫

Ωs(t)

ρη(|rη|2δij − rη,irη,j)dx

)
aj

≥ ρmin

(∫

Ωs(t)

|rη|2
3∑

i,j=1

δijaiajdx−
∫

Ωs(t)

3∑

i,j=1

(rη,i.ai)(rη,j .aj)dx

)

≥ ρmin

∫

Ωs(t)

(|rη|2|a|2 − |rη.a|2)dx

≥ ρmin

∫

Ωs(t)

|rη × a|2dx > 0De plus, 
omme le domain rigide Ωηs(t) ne se déforme pas, il 
ontient pour tout t uneboule de 
entre xηG(t) et de rayon R > 0. Ainsi on a
aTJηa ≥ ρmin

∫

B(xηG(t),R)

|rη × a|2dx = ρmin

∫

B(0,R)

|x× a|2dx ≥ C(R)|a|2ave
 C(R) = 2R5π
15

> 0. En prenant a = J
− 1

2
η b, on a pour tout b ∈ R

3\{0},
bTJ−1

η b = |J− 1
2

η b|2 ≤ 1

C(R)
|b|2d'où 
haque 
omposante de J−1

η est bornée indépendamment de η et t.Ave
 les bornes établies pré
édemment sur ρη, uη et Hη, on a don

ωη(t) bornée dans L∞(0, T )
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 une sous suite en
ore notée uη,s de uη,s telle que
uη,s ⇀ us := uG + ω × r dans L∞(0, T, L∞(Ω)) faible* (3.57)En 
al
ulant le gradient de uη,s :

∇uη,s =




0 −ω3
η ω2

η

ω3
η 0 −ω1

η

−ω2
η ω1

η 0


on véri�e que ∇uη,s est aussi bornée dans L∞(0, T, L∞(Ω)). D'où la 
onvergen
e

uη,s ⇀ us dans L∞(0, T,W 1,∞(Ω)) faible* (3.58)Reste à identi�er la limite us ave
 la proje
tion de u dans l'espa
e des 
hamps rigidesdans Ωs(t). If faut pour 
ela pouvoir passer à la limite dans les expressions de uη,G et ωη,
e qui requiert la 
onvergen
e forte de Hη. Elle est obtenue en appliquant de nouveau lesrésultats de 
ompa
ité de DiPerna-Lions [61℄ :
Hη → H dans C(0, T, Lp(Ω)) fort ∀p ∈ [1,+∞[ (3.59)ave
 H solution de {

Ht + us.∇H = 0 sur ]0, T [×R
n

H(0, x) = H0(x) sur R
nLe problème 
i-dessus est posé dans R

n, 
ar us ne s'annule pas sur ∂Ω. Cependant ensupposant que le solide rigide ne tou
he jamais le bord de Ω, alors on peut imposer H = 0sur ∂Ω. D'autre part on montre dans la suite (Lemme 3.3.5) qu'à la limite Hu = Hus,don
 H est aussi solution du problème suivant pour lequel on dispose d'une 
onditionpour la vitesse sur ∂Ω :
{
Ht + u.∇H = 0 sur ]0, T [×Ω

H(0, x) = H0(x) sur ΩCette 
onvergen
e nous permet alors d'obtenir la 
onvergen
e forte de rη vers r dans
C(0, T, Lp(Ω)), ∀p ≥ 1. En e�et, ave
 (3.59) et (3.55) on peut passer à la limite dans Mηet obtenir M =

∫

Ω

ρHdx. Ainsi,
rη − r = xG − xGη =

1

M

∫

Ω

ρHdx− 1

Mη

∫

Ω

ρηHηdx→ 0 dans C(0, T, Lp(Ω)) ∀p ≥ 1(3.60)
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ouplage �uide-solide rigideFinalement, les 
onvergen
es (3.52), (3.59), (3.55), et (3.60) nous permettent de passer àla limite dans uη,G et ωη et d'obtenir us = uG + ω × r ave

uG(t) =

∫

Ω

ρu ·Hdx
∫

Ω

ρHdx
, ω(t) =

(∫

Ω

ρ(r2
I − r ⊗ r)Hdx

)−1

.

∫

Ω

ρr × u ·Hdx, et r = x− xG

où xG =

∫

Ω

ρHxdx
∫

Ω

ρHdx
.3.3.4 Convergen
e forte de uη dans L2((0, T )× Ω)A�n de passer à la limite dans le terme d'inertie de Navier-Stokes, on doit disposer enplus des 
onvergen
es faibles pré
édentes de la 
onvergen
e forte de uη dans L2(Q).Lorsque l'on étudie les équations de Navier-Stokes, ave
 les mêmes estimations que 
ellesobtenues 
i-dessus, et ave
 des données (
onditions initiales, for
e extérieure) de mêmerégularité, on peut obtenir 
ette 
onvergen
e forte en estimant la dérivée en temps fra
-tionnaire d'ordre γ > 0 de uη dé�nie par

F−1((2iπτ)γF(uη)(τ))ave
 F et F−1 les opérateurs de transformée de Fourier et transformée de Fourier inverse.Voir par exemple [78℄ p.285 pour la démonstration.C'est également la méthode employée dans [5℄ dans le 
as d'un obsta
le rigide �xe a�nd'étudier des méthodes de pénalisation L2 et H1. Cependant, l'ajout du terme de pé-nalisation dans Navier Stokes ne permet pas l'utilisation de 
ette méthode. En e�et, 
eterme est lo
alisé (par l'intermédiaire de la fon
tion Hη) sur le domaine solide qui dépenddu temps, 
e qui impose de 
al
uler une transformée de Fourier de produit de fon
tionsdépendant du temps lors de l'obtention de l'estimation.La méthode que nous avons 
hoisi d'utiliser i
i est adaptée de 
elle proposée dans [52℄.Dans 
et arti
le les auteurs étudient la 
onvergen
e d'un problème de pénalisation detype H1 vers la formulation faible d'un modèle �uide-solides rigides en 2D. Cette mé-thode 
onsiste à faire intervenir un opérateur de proje
tion orthogonale sur des espa
esde vitesses rigides dans des domaines légèrement plus grands que le domaine solide étudié,et ne dépendant pas du paramètre de pénalisation. On adapte d'une part les résultats de[52℄ au 
as de la dimension 3, d'autre part la spé
i�
ité du problème de pénalisation que
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i résidant dans le 
al
ul expli
ite de la vitesse rigide, par proje
tion du 
hamp�uide, nous montrons don
 la 
onvergen
e forte sur uη en utilisant 
ette expression de lavitesse rigide.Dans les 
al
uls qui suivent, σ représente une épaisseur de voisinage du domaine so-lide, et r un ordre de régularité des 
hamps de vitesse.On démontre tout d'abord quelques résultats intermédiaires, puis en faisant intervenirl'opérateur de proje
tion on 
on
lut en obtenant la 
onvergen
e forte de uη dans L2(Q).NotationsSoit σ > 0 et r ∈ [0, 1]. On note :� Ωs,σ(t) = {x ∈ Ω, dist(x,Ωs(t)) < σ}� V0 = {v ∈ L2(Ω), div v = 0, v · n = 0 sur ∂Ω}� Vr = {v ∈ Hr(Ω), div v = 0, v = 0 sur ∂Ω}, pour r > 0� Kr
σ(t) = {v(t) ∈ Vr, D(v(t)) = 0 dans D′(Ωs,σ(t))}� P r
σ (t) la proje
tion orthogonale de Vr sur Kr

σ(t)

σ

Ωsσ(t)

Ωs(t)

Fig. 3.2 � Domaine rigide agrandiA�n de montrer la 
onvergen
e forte de uη dans L2((0, T )×Ω), on e�e
tue la dé
ompositionsuivante :
∫ T

0

∫

Ω

|uη − u|2dxdt ≤ 1

ρmin

(∫ T

0

∫

Ω

|ρ(u2
η − u2)|dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

|2ρu(u− uη)|dxdt
)
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ouplage �uide-solide rigideAve
 (3.53) la se
onde intégrale du terme de droite tend vers 0, don

∫ T

0

∫

Ω

|uη − u|2dxdt ≤ 1

ρmin

(∫ T

0

∫

Ω

|ρηu
2
η − ρu2|dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

|(ρη − ρ)u2
η|dxdt

)De plus ave
 (3.49) et (3.55) la se
onde intégrale du terme de droite tend vers 0, don

∫ T

0

∫

Ω

|uη − u|2dxdt ≤ 1

ρmin

(∫ T

0

∫

Ω

|ρηuηP
r
σ (uη) − ρuP r

σ(u)|dxdt

+

∫ T

0

∫

Ω

|ρηuη(uη − P r
σ(uη))|dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

|ρu(P r
σ(u) − u)|dxdt

)

≤ 1

ρmin
(‖ρηuηP

r
σ(uη) − ρuP r

σ(u)‖L1(Q)

+ ‖ρη‖L∞(Q)‖uη‖L2(Q)‖P r
σ(uη) − uη‖L2(Q)

+ ‖ρ‖L∞(Q)‖u‖L2(Q)‖P r
σ(u) − u‖L2(Q))En�n ave
 (3.49) et (3.43), on a

∫ T

0

∫

Ω

|uη − u|2dxdt ≤ 1

ρmin
(‖ρηuηP

r
σ(uη) − ρuP r

σ (u)‖L1(Q)

+ C‖P r
σ(uη) − uη‖L2(Q)

+ C‖P r
σ(u) − u‖L2(Q)) (3.61)On observe que pour obtenir la 
onvergen
e forte souhaitée, il faut don
 montrer les
onvergen
es suivantes :

lim
σ→0

‖P r
σ(u) − u‖L2(Q) = 0 (3.62)

lim
σ→0

lim
η→0

‖P r
σ (uη) − uη‖L2(Q) = 0 (3.63)

lim
σ→0

lim
η→0

‖ρηuηP
r
σ(uη) − ρuP r

σ(u)‖L1(Q) = 0 (3.64)Commençons par établir quelques lemmes te
hniques.
Résultats préliminairesOn montre tout d'abord le résultat d'intégration suivant :
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tions mesurables de [0, T ] dans R telle que




fn(t) → 0 p.p. sur [0, T ] (i)∫ T

0

(fn(t))pdt ≤ C, p > 2 (ii)Alors ∫ T

0

(fn(t))2dt→ 0Preuve Soit ε > 0. Ave
 le théorème d'Egorov ([11℄, p.75) et (i), il existe Aε ⊂ [0, T ]telle que {
|[0, T ]\Aε| < ε

fn → 0 uniformément sur AεD'où
∃N ∈ N, ∀n ≥ N, ∀t ∈ Aε, |fn(t)|2 < εDon
 ∫

Aε

(fn(t))2dt ≤ ε|Aε| ≤ εTD'autre part, ave
 (ii),
∫

[0,T ]\Aε

(fn(t))2dt ≤
∫

[0,T ]\Aε

1qdt

∫

[0,T ]

(fn(t))pdt ≤ εqCave
 1
q

+ 1
p

= 1
2
.On obtient don
 ∫ T

0

(fn(t))2dt ≤ εT + εqCD'où ∫ T

0

(fn(t))2dt→ 0

2

Le lemme qui suit permet d'estimer la solution d'un problème de Stokes dans le domaine
Ω\Ωs,σ(t) en fon
tion du prolongement dans Ωs,σ(t) de la 
ondition sur le bord ∂Ωs,σ(t) :
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ouplage �uide-solide rigideLemme 3.3.4 Soit u(t) ∈ H1(Ωs,σ(t)) telle que u|∂Ωs,σ(t)(t) = g(t), f(t) ∈ L2(∂Ω) et
((w(t), p(t)) ∈ H1(Ω\Ωs,σ(t)) × L2(Ω\Ωs,σ(t)) solution du problème de Stokes linéaire





−∆w(t) + ∇p(t) = 0 sur Ω\Ωs,σ(t)

divw(t) = 0 sur Ω\Ωs,σ(t)

w(t) = g(t) sur ∂Ωs,σ(t)

w(t) = f(t) sur ∂ΩAlors il existe σ0 > 0 tel que pour tout σ < σ0,
∃C > 0, ‖w(t)‖L2(Ω\Ωs,σ(t)) ≤ C

(
‖u(t)‖

1
2

L2(Ωs,σ(t))‖∇u(t)‖
1
2

L2(Ωs,σ(t)) + ‖f(t)‖L2(∂Ω)

)Preuve Soit φ(t) ∈ L2(Ω\Ωs,σ(t)). Alors il existe (v(t), q(t)) ∈ H1(Ω\Ωs,σ(t))×L2(Ω\Ωs,σ(t))solution du problème de Stokes linéaire





−∆v(t) + ∇q(t) = φ(t) sur Ω\Ωs,σ(t)

div v(t) = 0 sur Ω\Ωs,σ(t)

v(t) = 0 sur ∂(Ω\Ωs,σ(t))Alors, 
omme on a supposé une régularité C2 sur Ω\Ω0
s, elle est 
onservée lors du mouve-ment rigide, don
 pour Ω\Ωs(t) ; et pour σ su�samment petit (σ < σ0) pour Ω\Ωs,σ(t).On obtient don
 le résultat de régularité suivant ([78℄, prop 2.3., p.35) :

(v(t), q(t)) ∈ H2(Ω\Ωs,σ(t)) ×H1(Ω\Ωs,σ(t))et il existe une 
onstante C > 0 telle que
‖v(t)‖H2(Ω\Ωs,σ(t)) + ‖q(t)‖H1(Ω\Ωs,σ(t)) ≤ C‖φ(t)‖L2(Ω\Ωs,σ(t)) (3.65)La 
onstante C dépend de la géométrie de ∂(Ω\Ωs,σ(t)) mais peut être 
hoisie indépen-damment de σ grâ
e à la régularité du mouvement rigide.Ainsi

∫

Ω\Ωs,σ(t)

w(t)φ(t)dx = −
∫

Ω\Ωs,σ(t)

w(t)∆v(t)dx+

∫

Ω\Ωs,σ(t)

w(t)∇q(t)dx

= −
∫

∂(Ω\Ωs,σ)(t)

w(t)
∂v(t)

∂n
ds+

∫

Ω\Ωs,σ(t)

∇w(t)∇v(t)dx

+

∫

∂(Ω\Ωs,σ)(t)

w(t)q(t).nds−
∫

Ω\Ωs,σ(t)

divw(t)q(t)dx
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∫

Ω\Ωs,σ(t)

w(t)φ(t)dx = −
∫

∂(Ω\Ωs,σ)(t)

w(t)
∂v(t)

∂n
ds+

∫

∂(Ω\Ωs,σ)(t)

∂w(t)

∂n
v(t)ds

−
∫

Ω\Ωs,σ(t)

∆w(t)v(t)dx+

∫

∂(Ω\Ωs,σ)(t)

w(t)q(t).ndsDe plus ave
 v = 0 sur ∂(Ω\Ωs,σ(t)) et ∆w(t) = ∇p(t)
∫

Ω\Ωs,σ(t)

w(t)φ(t)dx = −
∫

∂(Ω\Ωs,σ)(t)

w(t)
∂v(t)

∂n
ds

+

∫

Ω\Ωs,σ(t)

∇p(t)v(t)dx+

∫

∂(Ω\Ωs,σ)(t)

w(t)q(t).ndsEn�n, 
omme w(t) = g(t) sur ∂Ωs,σ(t), w(t) = f(t) sur ∂Ω et div v(t) = 0

∫

Ω\Ωs,σ(t)

w(t)φ(t)dx = −
∫

∂Ωs,σ(t)

g(t)
∂v(t)

∂n
ds+

∫

∂Ωs,σ(t)

g(t)q(t).nds

−
∫

∂Ω

f(t)
∂v(t)

∂n
ds+

∫

∂Ω

f(t)q(t).nds

≤ ‖g(t)‖L2(∂Ωs,σ(t))

(
‖∇v(t)‖L2(∂Ωs,σ(t)) + ‖q(t)‖L2(∂Ωs,σ(t))

)

+ ‖f(t)‖L2(∂Ω)

(
‖∇v(t)‖L2(∂Ω) + ‖q(t)‖L2(∂Ω)

)En utilisant des théorèmes de tra
e sur les espa
es de Sobolev, on obtient
∫

Ω\Ωs,σ(t)

w(t)φ(t)dx ≤ C‖g(t)‖L2(∂Ωs,σ(t))

(
‖v(t)‖H2(Ω\Ωs,σ(t)) + ‖q(t)‖H1(Ω\Ωs,σ(t))

)

+ C‖f(t)‖L2(∂Ω)

(
‖v(t)‖H2(Ω\Ωs,σ(t)) + ‖q(t)‖H1(Ω\Ωs,σ(t))

)

(3.65)

≤ C
(
‖g(t)‖L2(∂Ωs,σ(t)) + ‖f(t)‖L2(∂Ω)

)
‖φ(t)‖L2(Ω\Ωs,σ(t))

≤ C
(
‖u(t)‖

1
2

L2(Ωs,σ(t))‖∇u(t)‖
1
2

L2(Ωs,σ(t)) + ‖f(t)‖L2(∂Ω)

)
‖φ(t)‖L2(Ω\Ωs,σ(t))D'où le résultat. 2On montre ensuite qu'à la limite η → 0, la solution u du problème �uide pénalisé estrigide dans Ωs(t) :



120 Méthode de pénalisation pour le 
ouplage �uide-solide rigideLemme 3.3.5 Les limites H, u et us dé�nies dans (3.59), (3.52) et (3.57) véri�ent
Hu = Hus (3.66)Preuve On montre tout d'abord que

Hηuη ⇀ Hu dans Lq(0, T, Lr(Ω)) faible, ave
 q < 2 et r < 6 (3.67)En e�et soit v ∈ Lq(0, T, Lr(Ω)) ave
 q > 2 et r > 6
5
. On a

∫ T

0

∫

Ω

(Hηuη −Hu)vdxdt =

∫ T

0

∫

Ω

(uη − u)Hvdxdt+

∫ T

0

∫

Ω

(Hη −H)uηvdxdtOr en dimension inférieure ou égale à trois H1 s'inje
te dans L6, don
 de (3.52) on déduit
uη ⇀ u dans L2(0, T, L6(Ω)) faible,et 
omme H est bornée dans L∞(Q),

lim
η→0

∫ T

0

∫

Ω

(uη − u)Hvdxdt = 0D'autre part de la 
onvergen
e forte (3.59) on peut déduire la 
onvergen
e forte de Hηdans le dual de l'espa
e dans lequel on 
hoisit uηv, et on obtient don

lim
η→0

∫ T

0

∫

Ω

(Hη −H)uηvdxdt = 0On montre ensuite que
Hηuη,s ⇀ Hus dans Lp(0, T, Lp(Ω)) faible, ∀p ∈ [1,+∞[ (3.68)En e�et soit v ∈ Lp(0, T, Lp(Ω)) ave
 p > 1. On a

∫ T

0

∫

Ω

(Hηuη,s −Hus)vdxdt =

∫ T

0

∫

Ω

(uη,s − us)Hvdxdt+

∫ T

0

∫

Ω

(Hη −H)uη,svdxdtComme H est bornée dans L∞(Q), on a ave
 (3.57) :
lim
η→0

∫ T

0

∫

Ω

(uη,s − us)Hvdxdt = 0D'autre part de la 
onvergen
e forte (3.59) on peut déduire la 
onvergen
e forte de Hηdans le dual de l'espa
e dans lequel on 
hoisit uη,sv, et on obtient don

lim
η→0

∫ T

0

∫

Ω

(Hη −H)uη,svdxdt = 0
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onvergen
es (3.67) et (3.68) nous permettent de déduire que
Hηuη −Hηuη,s ⇀ Hu−Hus dans Lq(0, T, Lr(Ω)) faible, ave
 q < 2 et r < 6 (3.69)On rappelle en�n que

Hηuη −Hηuη,s → 0 dans L2(Q) fort. (3.70)En identi�ant les limites dans (3.69) et (3.70) on obtient le résultat.
2En�n on justi�e l'utilisation des espa
es "légèrement agrandis" par rapport à Ωs(t) enmontrant que lorsque l'on passe à la limite en η, on a les in
lusions suivantes :Lemme 3.3.6

∀σ > 0, ∃η0 > 0, ∀η < η0, Ωηs(t) ⊂ Ωs,σ(t) et Ωs(t) ⊂ Ωηs,σ(t) ∀t ∈ [0, T ]. (3.71)Preuve D'après la 
onvergen
e forte de Hη ave
 p = 1, on a
∀ε > 0, ∃η0 > 0, ∀η < η0, ∀t ∈ [0, T ],

∫

Ω

|Hη(t, x) −H(t, x)|dx < ε
e qui signi�e
∀ε > 0, ∃η0 > 0, ∀η < η0, ∀t ∈ [0, T ], |Ωηs(t)−Ωs(t)|+|Ωs(t)−Ωηs(t)| < ε (3.72)Par l'absurde supposons qu'il existe σ0 > 0 tel que pour tout η0 > 0, on puisse trouver un
η < η0 et un t ∈ [0, T ] tels que les in
lusions de (3.71) ne soient pas toutes deux réalisées.Cela revient à dire que l'on peut trouver un xη(t) ∈ Ωηs(t) tel que d(xη(t),Ωs(t)) > σ0.D'autre part le domaine Ωηs(t) est une déformation rigide du domaine initial don
 possèdela même régularité C2. Par 
onséquent, indépendamment de η, il existe un ρ assez petitde sorte que pour tout point de Ωηs(t) il existe une boule de rayon ρ > 0 
ontenant 
epoint et in
luse dans Ωηs(t). Alors il existe aussi une boule de rayon ρ̄ := min(ρ, σ0/3)
ontenant le point et in
luse dans Ωηs(t). Cette dernière est plus pré
isément in
luse dans
Ωηs(t) \ Ωs(t). En e�et elle 
ontient un point à distan
e supérieure à σ0 de Ωs(t) et sondiamètre est inférieur à 2σ0/3. On a don
 montré que

∃σ0, ∀η0 > 0, ∃η > 0, ∃t ∈ [0, T ], |Ωηs(t) − Ωs(t)| > πρ̄2ave
 ρ̄ indépendant de η et t. Ce
i 
ontredit (3.72).
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ouplage �uide-solide rigideLemmes de 
onvergen
eA�n de montrer (3.62-3.64), on établit maintenant trois lemmes de 
onvergen
e faisantintervenir l'opérateur de proje
tion P r
σ . Par dé�nition, 
et opérateur possède les propriétéssuivantes :
P r

σ auto adjoint (3.73)
∀u ∈ Kr

σ(t), P r
σ(u) = u (3.74)

∀u ∈ Vr, ∀vσ ∈ Kr
σ(t), ‖P r

σu− u‖Vr ≤ ‖vσ − u‖Vr (3.75)Pour la démonstration du premier (resp. deuxième) lemme, on 
onstruit d'abord une vi-tesse vσ(., t) (resp. vησ(., t)) dans Kr
σ(t) permettant d'obtenir une 
onvergen
e en espa
esur vσ − u (resp. vησ − uη) en utilisant entre autres les Lemmes 3.3.4, 3.3.5 et 3.3.6,puis la propriété (3.75) nous permet de prolonger le résultat à P r

σu(., t) − u(., t) (resp.
P r

σuη(., t) − uη(., t)). La 
onvergen
e en temps est alors obtenue en utilisant le Lemme3.3.3.Remarquons que les vitesses vσ et vησ doivent entre autre être à divergen
e nulle danstout Ω. Une manière d'obtenir de telles fon
tions est d'introduire une fon
tion de 
ou-rant ψσ (resp. ψησ) telle que vσ = ∇ × ψσ (resp. vησ = ∇ × ψησ) 
ar on a alors
div vσ = div(∇ × ψσ) = 0 (resp. div vησ = div(∇ × ψησ) = 0). L'in
onvénient de 
etteméthode est que l'on obtient des fon
tions vσ et vησ non nulles au bord de Ω, et qu'une
onvolution est alors né
essaire a�n d'obtenir une 
ondition de Diri
hlet homogène. L'in-trodu
tion de problèmes de Stokes dont vσ et vησ sont les solutions nous permet d'éviterla 
onvolution évoquée pré
édemment.Pour le Lemme 3.3.9, on utilise un résultat de 
ompa
ité d'Aubin-Simon pour obtenirla 
onvergen
e.Lemme 3.3.7

lim
σ→0

‖P r
σ(u) − u‖L2(0,T,Vr(Ω)) = 0, ∀r ∈ [0, 1[ (3.76)Preuve Etape 1 : Soit t ∈]0, T [ �xé. On 
onstruit vσ(., t) ∈ Kr

σ(t) tel que
lim
σ→0

‖vσ(., t) − u(., t)‖Vr(Ω) = 0 p.p. sur ]0, T [Soit σ > 0 �xé et vσ(., t) tel que




−∆vσ(., t) + ∇p(., t) = −∆u(., t) dans Ω\Ωs,σ(t)

div vσ(., t) = 0 dans Ω\Ωs,σ(t)

vσ(., t) = us(., t) sur ∂Ωs,σ(t)

vσ(., t) = 0 sur ∂Ω
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us =

1

M

∫

Ω

ρu ·Hdx+

(
J−1.

∫

Ω

ρr × u ·Hdx
)
× rD'après le Lemme 3.3.5, u(., t) = us(., t) dans Ωs(t). Don
 en prolongeant vσ(., t) par

us(., t) dans Ωs,σ(t), on a vσ(., t) ∈ Kr
σ(t).On note eσ(., t) = vσ(., t) − u(., t). Ainsi eσ(., t) véri�e





−∆eσ(., t) + ∇p(., t) = 0 dans Ω\Ωs,σ(t)

div eσ(., t) = 0 dans Ω\Ωs,σ(t)

eσ(., t) = us(., t) − u(., t) sur ∂Ωs,σ(t)

eσ(., t) = 0 sur ∂ΩDe même on prolonge eσ(., t) par us(., t)− u(., t) dans Ωs,σ(t). On a alors eσ(., t) ∈ Kr
σ(t),et eσ(., t) = 0 dans Ωs(t).a) On montre que

lim
σ→0

‖eσ(., t)‖L2(Ω) = 0 p.p. sur ]0, T [ (3.77)En e�et,
‖eσ(., t)‖2

L2(Ω) = ‖eσ(., t)‖2
L2(Ωs(t))

+ ‖eσ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t)) + ‖eσ(., t)‖2

L2(Ω\Ωs,σ(t))Or
‖eσ(., t)‖2

L2(Ωs(t)) = ‖∇eσ(., t)‖2
L2(Ωs(t))

= 0 (3.78)don

‖eσ(., t)‖2

L2(Ω) = ‖eσ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t)) + ‖eσ(., t)‖2

L2(Ω\Ωs,σ(t))D'après le Lemme 3.3.6, l'épaisseur du domaine Ωs,σ(t)\Ωs(t) est inférieure à σ, don
 enutilisant la preuve du Lemme 5.10 de [28℄, on a p.p. sur ]0, T [ :
‖eσ(., t)‖2

L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t)) ≤ C
(
‖eσ(., t)‖2

L2(∂Ωs(t))
+ σ2‖∇eσ(., t)‖2

L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t))

)Et, en utilisant un théorème de tra
e ([9℄, p.249)
‖eσ(., t)‖2

L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t)) ≤ C
(
‖eσ(., t)‖L2(Ωs(t))

‖∇eσ(., t)‖L2(Ωs(t))

+σ2‖∇eσ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t))

)

(3.78)

≤ Cσ2‖∇eσ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t))
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ouplage �uide-solide rigideOr eσ(., t) = us(., t)−u(., t) dans Ωs,σ(t). Don
, 
omme u(., t) et us(., t) sont dans H1
0 (Ω),on a

‖∇eσ(., t)‖L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t)) ≤ ‖∇eσ(., t)‖L2(Ωs,σ(t)) ≤ ‖∇eσ(., t)‖L2(Ω) ≤ Cave
 C ne dépendant pas de σ.D'où
‖eσ(., t)‖2

L2(Ωs,σ(t)\Ωs(t)) ≤ Cσ2D'où
‖eσ(., t)‖2

L2(Ωs,σ(t)) ≤ Cσ2On peut maintenant faire l'estimation suivante
‖eσ(., t)‖2

L2(Ω\Ωs,σ(t))

Lemme 3.3.4
≤ C‖eσ(., t)‖L2(Ωs,σ(t))‖∇eσ(., t)‖L2(Ωs,σ(t)) ≤ CσD'où

lim
σ→0

‖eσ(., t)‖2
L2(Ω) = 0b) On a d'autre part

‖eσ(., t)‖2
H1(Ω) ≤ ‖eσ(., t)‖2

H1(Ω\Ωs,σ(t))
+ ‖eσ(., t)‖2

H1(Ωs,σ(t))ave
 ‖eσ(., t)‖2
H1(Ω\Ωs,σ(t))

≤ C grâ
e à des estimations sur le problème de Stokes dont
eσ(., t) est solution ([78℄, prop 2.3., p.35), et ‖eσ(., t)‖2

H1(Ωs,σ(t)) ≤ C 
ar u(., t) et us(., t)sont bornées dans H1(Ω).Don

‖eσ(., t)‖H1(Ω) ≤ C p.p. sur ]0, T [ (3.79)
) On en déduit que

lim
σ→0

‖eσ(., t)‖Vr(Ω) = 0 ∀r ∈ [0, 1[ p.p. sur ]0, T [ (3.80)En e�et, en utilisant une inégalité d'interpolation ([1℄ p. 135)
‖eσ(., t)‖Vr(Ω) ≤ ‖eσ(., t)‖1−r

L2(Ω)‖eσ(., t)‖r
H1(Ω) (3.81)On obtient alors le résultat en utilisant (3.77) et (3.79).Etape 2 : Par dé�nition de la proje
tion P r

σ sur Kr
σ(t),

‖P r
σu(., t) − u(., t)‖Vr(Ω) ≤ ‖vσ(., t) − u(., t)‖Vr(Ω)
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lim
σ→0

‖P r
σu(., t) − u(., t)‖Vr(Ω) = 0 p.p. sur ]0, T [ (3.82)Etape 3 : La fon
tion fσ : t 7→ ‖P r

σu(., t) − u(., t)‖Vr(Ω) est mesurable sur [0, T ] et
omme 0 ∈ Kr
σ(t)

‖fσ‖
2
r

L
2
r (0,T )

=

∫ T

0

‖P r
σu(., t) − u(., t)‖

2
r

Vr(Ω)dt
(3.75)

≤
∫ T

0

‖0 − u(., t)‖
2
r

Vr(Ω)dt

(3.81)

≤ C

∫ T

0

‖u(., t)‖
2(1−r)

r

L2(Ω) ‖u(., t)‖
2
V1(Ω)dt

≤ C‖u‖
2(1−r)

r

L∞(0,T,L2(Ω))‖u‖
2
L2(0,T,V1(Ω))

(3.49)(3.50)

≤ COn a don
 



lim
σ→0

fσ(t) = 0 p.p. sur ]0, T [

fσ mesurable sur [0, T ]

‖fσ‖L
2
r (0,T )

≤ C ave
 r < 1D'où, d'après le Lemme 3.3.3,
lim
σ→0

‖fσ‖L2(0,T ) = 0i.e.
lim
σ→0

‖P r
σu− u‖L2(0,T,Vr(Ω)) = 0

2Le lemme suivant est l'analogue du Lemme 3.3.7 adapté à uη. La preuve suit le mêmeplan, sauf qu'au lieu d'avoir u− us = 0 dans Ωs(t), on a seulement l'estimation 3.51 pourla di�éren
e uη − uη,s.Lemme 3.3.8
lim
σ→0

lim
η→0

‖P r
σ(uη) − uη‖L2(0,T,Vr(Ω)) = 0, ∀r ∈ [0, 1[ (3.83)Preuve Etape 1 : Soit t ∈]0, T [ �xé. On 
onstruit vησ(., t) ∈ Kr

σ(t) tel que
lim
σ→0

lim
η→0

‖vησ(., t) − uη(., t)‖Vr(Ω) = 0 p.p. sur ]0, T [
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ouplage �uide-solide rigideSoit σ > 0 �xé et vησ(., t) tel que




−∆vησ(., t) + ∇p(., t) = −∆uη(., t) dans Ω\Ωs,σ(t)

div vησ(., t) = 0 dans Ω\Ωs,σ(t)

vησ(., t) = uη,s(., t) sur ∂Ωs,σ(t)

vησ(., t) = 0 sur ∂ΩEn prolongeant vησ(., t) par uη,s(., t) dans Ωs,σ(t), on a vησ(., t) ∈ Kr
σ(t).On note eησ(., t) = vησ(., t) − uη(., t). Ainsi eησ(., t) véri�e






−∆eησ(., t) + ∇p(., t) = 0 dans Ω\Ωs,σ(t)

div eησ(., t) = 0 dans Ω\Ωs,σ(t)

eησ(., t) = uη,s(., t) − uη(., t) sur ∂Ωs,σ(t)

eησ(., t) = 0 sur ∂ΩDe même on prolonge eησ(., t) par uη,s(., t) − uη(., t) dans Ωs,σ(t).a) On montre que
lim
σ→0

lim
η→0

‖eησ(., t)‖L2(Ω) = 0 p.p. sur ]0, T [ (3.84)Pour σ > 0 �xé, ave
 le Lemme 3.3.6 il existe η0 > 0 tel que ∀η < η0,
Ωηs(t) ⊂ Ωs,σ(t) et Ωs(t) ⊂ Ωηs,σ(t) (3.85)Soit η < η0 �xé. On a don


‖eησ(., t)‖2
L2(Ω) = ‖eησ(., t)‖2

L2(Ωηs(t))
+ ‖eησ(., t)‖2

L2(Ωs,σ(t)\Ωηs(t)) + ‖eησ(., t)‖2
L2(Ω\Ωs,σ(t))Or 
omme Ωηs(t) ⊂ Ωs,σ(t), on a ave
 l'estimation (3.51)

∫ T

0

‖eησ(., t)‖2
L2(Ωηs(t))

dt ≤ Cη (3.86)D'autre part, ave
 (3.85) Ωs,σ(t)\Ωηs(t) a une épaisseur inférieure à 2σ, et on a de nouveauave
 la preuve du Lemme 5.10 de [28℄ et un théorème de tra
e de ([9℄, p.249) :
‖eησ(., t)‖2

L2(Ωs,σ(t)\Ωηs(t)) ≤ C
(
‖eησ(., t)‖2

L2(∂Ωηs(t)) + σ2‖∇eησ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t)\Ωηs(t))

)

≤ C
(
‖eησ(., t)‖L2(Ωηs(t))‖∇eησ(., t)‖L2(Ωηs(t))

+ σ2‖∇eησ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t)\Ωηs(t))

)

≤ C
(
‖eησ(., t)‖L2(Ωηs(t))‖∇eησ(., t)‖L2(Ωηs(t))

+ σ2‖∇eησ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t))

) (3.87)
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‖eησ(., t)‖2

L2(Ωs,σ(t)) ≤ C
(
‖eησ(., t)‖2

L2(Ωηs(t)) + ‖eησ(., t)‖L2(Ωηs(t))‖∇eησ(., t)‖L2(Ωηs(t))

+ σ2‖∇eησ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t))

) (3.88)En�n pour le dernier terme on utilise le Lemme 3.3.4 :
‖eησ(., t)‖2

L2(Ω\Ωs,σ(t)) ≤ C‖eησ(., t)‖L2(Ωs,σ(t))‖∇eησ(., t)‖L2(Ωs,σ(t)) (3.89)Il reste à intégrer en temps les estimations (3.87), (3.88) et (3.89).Comme eησ(., t) = uη,s(., t) − uη(., t) dans Ωs,σ(t), ave
 uη(.,t) et uη,s(.,t) bornées dans
L2(0, T,H1

0 (Ω)) on a ∫ T

0

‖∇eησ(., t)‖2
L2(Ωs,σ(t))dt ≤ C (3.90)Ave
 (3.86) et (3.90) on peut don
 intégrer en temps les estimations (3.87), (3.88) et(3.89), et on obtient en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz :

∫ T

0

‖∇eησ(., t)‖L2(Ω\Ωs,σ(t))dt ≤ C

(∫ T

0

‖eησ(., t)‖L2(Ωs,σ(t))dt

) 1
2

≤ C(η + η
1
2 + σ2)

1
2et ∫ T

0

‖∇eησ(., t)‖L2(Ωs,σ(t)\Ωηs(t))dt ≤ C(η
1
2 + σ2)D'où au total

‖eησ(., t)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
η + η

1
2 + σ2 + (η + η

1
2 + σ2)

1
2

)D'où
lim
σ→0

lim
η→0

∫ T

0

‖eησ(., t)‖2
L2(Ω)dt = 0De 
ette 
onvergen
e forte dans L2 on déduit alors la 
onvergen
e p.p. sur ]0, T [ :

lim
σ→0

lim
η→0

‖eησ(., t)‖L2(Ω) = 0 p.p. sur ]0, T [ (3.91)b) On a d'autre part
‖eησ(., t)‖2

H1(Ω) ≤ ‖eησ(., t)‖2
H1(Ω\Ωs,σ(t))

+ ‖eησ(., t)‖2
H1(Ωs,σ(t))ave
 ‖eησ(., t)‖2

H1(Ω\Ωs,σ(t))
≤ C grâ
e à des estimations sur le problème de Stokes dont

eησ(., t) est solution ([78℄, prop 2.3., p.35), et ‖eησ(., t)‖2
H1(Ωs,σ(t)) ≤ C 
ar uη(., t) et uη,s(., t)
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ouplage �uide-solide rigidesont bornées dans H1(Ω).Don

‖eησ(., t)‖H1(Ω) ≤ C p.p. sur ]0, T [ (3.92)
) On en déduit que

lim
σ→0

lim
η→0

‖eησ(., t)‖Vr(Ω) = 0 ∀r ∈ [0, 1[ p.p. sur ]0, T [ (3.93)En e�et, en utilisant une inégalité d'interpolation ([1℄ p. 135)
‖eησ(., t)‖Vr(Ω) ≤ ‖eησ(., t)‖1−r

L2(Ω)‖eησ(., t)‖r
H1(Ω) (3.94)On obtient alors le résultat en utilisant (3.91) et (3.92).Etape 2 : Par dé�nition de P r

σ ,
‖P r

σuη(., t) − uη(., t)‖Vr(Ω) ≤ ‖vησ(., t) − uη(., t)‖Vr(Ω)Don

lim
σ→0

lim
η→0

‖P r
σuη(., t) − uη(., t)‖Vr(Ω) = 0 p.p. sur ]0, T [ (3.95)Etape 3 : La fon
tion fησ : t 7→ ‖P r

σuη(., t) − uη(., t)‖Vr(Ω) est mesurable sur [0, T ]et 
omme 0 ∈ Kr
σ(t)

‖fησ‖
2
r

L
2
r (0,T )

=

∫ T

0

‖P r
σuη(., t) − uη(., t)‖

2
r

Vr(Ω)dt
(3.75)

≤
∫ T

0

‖0 − uη(., t)‖
2
r

Vr(Ω)dt

(3.94)

≤ C

∫ T

0

‖uη(., t)‖
2(1−r)

r

L2(Ω) ‖uη(., t)‖2
V1(Ω)dt

≤ C‖uη‖
1−r

r

L∞(0,T,L2(Ω))‖uη‖2
L2(0,T,V1(Ω))

(3.49),(3.50)

≤ COn a don
 




lim
σ→0

lim
η→0

fησ(t) = 0 p.p. sur ]0, T [

fησ mesurable sur [0, T ],

‖fησ‖L
2
r (0,T )

≤ CD'où, d'après le Lemme 3.3.3,
lim
σ→0

lim
η→0

‖fησ‖L2(0,T ) = 0
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lim
σ→0

lim
η→0

‖P r
σ (uη) − uη‖L2(0,T,Vr(Ω)) = 0

2

Lemme 3.3.9
lim
σ→0

lim
η→0

‖ρηuηP
r
σ(uη) − ρuP r

σ (u)‖L1(Q) = 0, ∀r ∈]0, 1[ (3.96)Preuve Soit r ∈]0, 1[ et σ > 0. Ave
 le Lemme 3.3.6, il existe η0 > 0 tel que ∀η < η0

Ωηs(t) ⊂ Ωs,σ/3(t) ∀t ∈ [0, T ].Soit η < η0 �xé.On divise l'intervalle [0, T ] en NT sous-intervalles Ik = [(k − 1)τ, kτ ], τ = T/NT , k =
1, .., NT . On 
hoisit NT su�samment grand (dépendant de σ) tel que

Ωs,σ/2(kτ) ⊂ Ωs,σ(t) et Ωs,σ/3(t) ⊂ Ωs,σ/2(kτ), ∀t ∈ Ik ∀k = 1, .., NT (3.97)Cela est possible 
ar Ωs,σ(t) est transporté par la vitesse rigide us L
∞ en temps (L2 su�t)et par 
onstru
tion régulière en espa
e. Don
 la solution Xs du problème de Cau
hy






dX

dt
= us(t, X(t))

X(0, x) = xest 
ontinue en temps et régulière en espa
e. Or 
omme Ωs,σ(t) = Xs(t,Ω
0
s,σ), en prenant

t su�samment pro
he de kτ on a les in
lusions (3.97).On se pla
e sur l'un des Ik, k = 1, .., NT , et on 
onsidère l'équation
∂(ρηuη)

∂t
+ div(ρηuη ⊗ uη) − µ div(D(uη)) + ∇pη +

1

η
ρηHη(uη − uη,s) − ρηg = 0En prenant une fon
tion test ξ nulle en dehors de Ik et telle que ξ(., t) ∈ K1

σ/2(kτ) pour
t ∈ Ik, on obtient, ave
 la double in
lusion Ωηs,σ(t) ⊂ Ωs,σ/3(t) ⊂ Ωs,σ/2(kτ) et le Lemme3.3.2 ∫

Ik

∫

Ω

[(ρηuη)ξt + (ρηuη ⊗ uη − µD(uη)) : D(ξ) + ρηgξ] dxdt = 0
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ouplage �uide-solide rigideOn peut é
rire les estimations suivantes :
∣∣∣∣
∫

Ik

∫

Ω

D(uη) : D(ξ)dxdt

∣∣∣∣ ≤ ‖D(uη)‖L2(Ik,L2(Ω))‖D(ξ)‖L2(Ik,L2(Ω))

(3.49)

≤ C‖ξ‖L2(Ik ,H1
0 (Ω))

≤ C‖ξ‖L2(Ik ,K1
σ/2

(kτ))

≤ C‖ξ‖L4(Ik ,K1
σ/2

(kτ))D'autre part,
∣∣∣∣
∫

Ik

∫

Ω

(ρηuη ⊗ uη) : D(ξ)dxdt

∣∣∣∣ ≤
∫

Ik

‖ρη‖L∞(Ω)‖uη ⊗ uη‖L2(Ω)‖D(ξ)‖L2(Ω)dt

≤ ‖ρη‖L∞(Ik,L∞(Ω))

∫

Ik

‖uη‖2
L4(Ω)‖ξ‖H1

0 (Ω)dtDon
 ave
 (3.43) et [1℄ , p. 139,
∣∣∣∣
∫

Ik

∫

Ω

(ρηuη ⊗ uη) : D(ξ)dxdt

∣∣∣∣ ≤ C

∫

Ik

‖uη‖
1
2

L2(Ω)‖∇uη‖
3
2

L2(Ω)‖ξ‖H1
0 (Ω)dt

≤ C‖uη‖
1
2

L∞(Ik,L2(Ω))

∫

Ik

‖∇uη‖
3
2

L2(Ω)‖ξ‖H1
0 (Ω)dtAve
 (3.50) et l'inégalité de Hölder,

∣∣∣∣
∫

Ik

∫

Ω

(ρηuη ⊗ uη) : D(ξ)dxdt

∣∣∣∣ ≤ C‖∇uη‖
2
3

L2(Ik,L2(Ω))‖ξ‖L4(Ik,H1
0 (Ω))En�n, ave
 (3.49), on obtient

∣∣∣∣
∫

Ik

∫

Ω

(ρηuη ⊗ uη) : D(ξ)dxdt

∣∣∣∣ ≤ C‖ξ‖L4(Ik,H1
0 (Ω)) ≤ C‖ξ‖L4(Ik,K1

σ/2
(kτ))On é
rit en�n l'estimation suivante

∣∣∣∣
∫

Ik

∫

Ω

ρηgξdxdt

∣∣∣∣ ≤ ‖ρη‖L∞(Ik ,L∞(Ω))‖ξ‖L4(Ik,K1
σ/2

(kτ)) ≤ C‖ξ‖L4(Ik,K1
σ/2

(kτ))On obtient don
 ∣∣∣∣
∫

Ik

∫

Ω

ρηuηξtdxdt

∣∣∣∣ ≤ C‖ξ‖L4(Ik ,K1
σ/2

(kτ))
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σ/2(kτ), ξt(., t) ∈ K1

σ/2(kτ) ⊂ K0
σ/2(kτ) ; et on a

|〈ρηuη, ξt〉| = |〈ρηuη, P
0
σ/2(kτ)ξt〉|

(3.73)
= |〈P 0

σ/2(kτ)(ρηuη), ξt〉|

= |〈 d
dt
P 0

σ/2(kτ)(ρηuη), ξ〉|Don
 ∣∣∣∣
∫

Ik

〈 d
dt
P 0

σ/2(kτ)(ρηuη), ξ〉dt
∣∣∣∣ ≤ C‖ξ‖L4(Ik ,K1

σ/2
(kτ))D'où

d

dt
P 0

σ/2(kτ)(ρηuη) bornée dans L 4
3 (Ik, (K1

σ/2(kτ))
∗) (3.98)Comme de plus ρηuη est bornée dans L2(Ik, L

2(Ω)),
P 0

σ/2(kτ)(ρηuη) bornée dans L2(Ik,K0
σ/2(kτ)) (3.99)L'in
lusionK0

σ/2(kτ) ⊂ (Kr
σ/2(kτ))

∗ étant 
ompa
te pour r > 0, et l'in
lusion (Kr
σ/2(kτ))

∗ ⊂
(K1

σ/2(kτ))
∗ étant 
ontinue pour r < 1, en appliquant le théorème d'Aubin-Simon (voir[9℄, p.98) ave
 (3.98) et (3.99), on obtient que P 0

σ/2(kτ)(ρηuη) est relativement 
ompa
tedans L2(Ik, (Kr
σ/2(kτ))

∗) ∀r ∈]0, 1[.Ave
 (3.52) on en déduit, quitte à extraire une sous-suite, que
lim
η→0

P 0
σ/2(kτ)(ρηuη) = P 0

σ/2(kτ)ρu dans L2(Ik, (Kr
σ/2(kτ))

∗) fort ∀r ∈]0, 1[ (3.100)D'autre part, ave
 (3.97),
P 0

σ/2(kτ)P
r
σ (t) = P r

σ (t) ∀t ∈ Ik ∀r ∈]0, 1[ (3.101)D'où
∫

Ik

〈ρηuη, P
r
σ(t)(uη)〉L2(Ω)dt

(3.101)
=

∫

Ik

〈ρηuη, P
0
σ/2(kτ)P

r
σ (t)uη〉L2(Ω)dt

(3.73)
=

∫

Ik

〈P 0
σ/2(kτ)(ρηuη), P

r
σ(t)uη〉L2(Ω)dt

=

∫

Ik

〈P 0
σ/2(kτ)(ρηuη), P

r
σ(t)uη〉(Kr

σ/2
)∗,Kr

σ/2
dtOr uη bornée dans L2(0, T,Vr(Ω)) ∀r ∈]0, 1[. Don
 P r

σ(t)uη bornée dans L2(0, T,Kr
σ/2)

∀r ∈]0, 1[.Et il existe une sous-suite de P r
σ (t)uη en
ore notée P r

σ (t)uη telle que
P r

σ(t)uη ⇀ P r
σ(t)u dans L2(0, T,Kr

σ/2) faible (3.102)



132 Méthode de pénalisation pour le 
ouplage �uide-solide rigideD'où,
lim
η→0

∫

Ik

〈ρηuη, P
r
σ(t)(uη)〉L2(Ω)dt

(3.100,3.102)
=

∫

Ik

〈P 0
σ/2(kτ)ρu, P

r
σ(t)u〉L2(Ω)dt

(3.73)
=

∫

Ik

〈ρu, P 0
σ/2(kτ)P

r
σ(t)u〉L2(Ω)dt

(3.101)
=

∫

Ik

〈ρu, P r
σ(t)u〉L2(Ω)dtEn sommant sur k = 1, .., NT , on obtient

lim
η→0

‖ρηuηP
r
σ (uη) − ρuP r

σ(u)‖L1(Q) = 0D'où
lim
σ→0

lim
η→0

‖ρηuηP
r
σ(uη) − ρuP r

σ(u)‖L1(Q) = 0

2Con
lusionEn passant à la limite dans 
haque terme de la dé
omposition (3.61), on peut main-tenant établir la 
onvergen
e forte d'une sous-suite de uη dans L2(Q) :Soit ε > 0.Ave
 le Lemme 3.3.7,
∃σ0 > 0, ∀σ < σ0, ‖P r

σ (u) − u‖L2(Q) < εAve
 le Lemme 3.3.8,
∃σ0 > 0, ∀σ < σ0, ∃η0 > 0, ∀η < η0, ‖P r

σ(uη) − uη‖L2(Q) < εAve
 le Lemme 3.3.9,
∃σ0 > 0, ∀σ < σ0, ∃η0 > 0, ∀η < η0, ‖ρηuηP

r
σ(uη) − ρuP r

σ(u)‖L1(Q) < εOn obtient don
 pour une sous-suite uη de uη :
∃η0 > 0, ∀η < η0,

∫ T

0

∫

Ω

|uη − u|2dxdt < CεD'où il existe une sous-suite de uη en
ore notée uη, et u ∈ L2(Q) telles que
uη → u dans L2(Q) fort (3.103)On peut aussi en déduire, ave
 (3.46), que

ρηuη ⇀ ρu dans L2(Q) faible (3.104)



Analyse numérique de la méthode de pénalisation L2 1333.3.5 Passage à la limiteOn montre qu'en passant à la limite en η une sous-suite (ρη, uη, Hη) de solution du pro-blème pénalisé (Pη) 
onverge vers une solution (ρ, u,H) de la formulation faible (Pfaible) :� ρ ∈ L∞(Q) :On a montré que
ρη ⇀ ρ dans L∞(Q) faible*� u ∈ L∞(0, T, L2(Ω)) ∩ L2(0, T,V) :On a montré que

uη ⇀ u dans L2(0, T,V) faible,
√
ρηuη bornée dans L∞(0, T, L2(Ω))et

ρη bornée dans L∞(Q)Don

uη bornée dans L∞(0, T, L2(Ω))

uη 
onverge don
 faiblement dans 
et espa
e, et sa limite u est dans L∞(0, T, L2(Ω))∩
L2(0, T,V).� u(t) ∈ K(t) :Ave
 le Lemme 3.3.5, on a

Hu = Hus = H(uG + ω × r)et H est la fon
tion 
ara
téristique de Ωs(t), don
 on a bien u(t) ∈ K(t).� Transport de ρ et H :On a montré que ρη et Hη 
onvergent fortement dans C(0, T, Lp(Ω)) ∀p ∈ [1,+∞[,et que leurs limites ρ et H véri�ent
{
ρt + u.∇ρ = 0 sur ]0, T [×Ω

ρ(0, x) = ρ0(x) sur Ωet {
Ht + us.∇H = 0 sur ]0, T [×R

n

H(0, x) = H0(x) sur R
nDon
 pour ψ ∈ C(Q) telle que ψ(T ) = 0, on a

∫ T

0

∫

Ω

ρ
∂ψ

∂t
+ ρu∇ψdxdt+

∫

Ω

ρ0ψ(0)dx = 0
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∫ T

0

∫

Ω

H
∂ψ

∂t
+Hus∇ψdxdt+

∫

Ω

H0ψ(0)dx = 0Or ave
 le Lemme 3.3.5, on a Hu = Hus, don
 H véri�e aussi
∫ T

0

∫

Ω

H
∂ψ

∂t
+Hu∇ψdxdt+

∫

Ω

H0ψ(0)dx = 0� Conservation de la quantité de mouvement :On 
onsidère l'equation
∂(ρηuη)

∂t
+ div(ρηuη ⊗ uη) − µ div(D(uη)) + ∇pη +

1

η
ρηHη(uη − uη,s) − ρηg = 0En la multipliant par une fon
tion ξσ ∈ H1(Q)∩L2(0, T,K1

σ(t)), et en intégrant sur
Ω on obtient
∫

Ω

[
∂(ρηuη)

∂t
+ div(ρηuη ⊗ uη) − µ div(D(uη)) + ∇pη +

1

η
ρηHη(uη − uη,s) − ρηg

]
ξσdx = 0Or ave
 les Lemmes 3.3.2 et 3.3.6 il existe η0 > 0 tel que pour η < ηO :

∫

Ω

ρηHη(uη − uη,s)ξσdx = 0

∫

Ω

−µ div(D(uη))ξσdx =

∫

Ω

µD(uη) : D(ξσ)dx

∫

Ω

div(ρηuη ⊗ uη)ξσdx =

∫

Ω

−(ρηuη ⊗ uη) : D(ξσ)dx

∫

Ω

∂(ρηuη)

∂t
ξσdx =

d

dt

∫

Ω

ρηuηξσdx−
∫

Ω

ρηuη
∂ξσ
∂t

dxAu total, on a
∫

Ω

[
ρηuη

∂ξσ
∂t

+ (ρηuη ⊗ uη − µD(uη)) : D(ξσ) + ρηgξσ

]
dx =

d

dt

∫

Ω

ρηuηξσdxAve
 les 
onvergen
es
uη ⇀ u dans L2(0, T,H1

0 (Ω)) faible
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uη → u dans L2(Q) fort

ρηuη ⇀ ρu dans L2(Q) faible
ρη → ρ dans L2(Q) fortOn obtient don
 à la limite η → 0 :

∫

Ω

[
ρu
∂ξσ
∂t

+ (ρu⊗ u− µD(u)) : D(ξσ) + ρgξσ

]
dx =

d

dt

∫

Ω

ρuξσdxCe résultat est obtenu pour ξσ ∈ H1(Q) ∩ L2(0, T,K1
σ(t)), ave
 σ > 0 quel
onque. A�nde passer à la limite en σ, on utilise une version 3D du Lemme 4.3. de [52℄. Or 
e lemmeutilise le fait qu'en 2D la vitesse relative entre deux solides ou entre un solide et le borddu domaine est nulle lors d'un 
onta
t. Pour le 
as 3D, il est 
ependant montré dans[36℄ qu'un mouvement rotationnel d'axe la normale au solide peut subsister. On distinguedon
 deux 
as. Si pour tout t ∈ [0, T ] il n'y a pas 
onta
t entre le solide et le bord dudomaine, i.e. si Ωs(t) ∩ ∂Ω = ∅, on a alors ∀ξ ∈ H1(Q) ∩ L2(0, T,K1(t))

∫

Ω

[
ρu
∂ξ

∂t
+ (ρu⊗ u− µD(u)) : D(ξ) + ρgξ

]
dx =

d

dt

∫

Ω

ρuξdxDans le 
as où le solide entre en 
onta
t ave
 le bord du domaine, on ne peut guarantirla 
onvergen
e.Les points pré
édents montrent don
 que l'on a bien le thérorème 3.3.1, i.e., dans le 
asoù le solide n'entre jamais en 
onta
t ave
 le bord,
Pη → Pfaible quand η → 0 (3.105)3.4 Extension : méthode de pénalisation H1Tout en 
onservant le 
al
ul expli
ite de la vitesse rigide par proje
tion de la vitesse�uide, on peut dé�nir une méthode de pénalisation H1.En e�et, on peut aussi 
her
her à annuler D(u) dans le domaine solide, 
e qui revient à
onsidérer d'un point de vue physique le solide rigide 
omme un �uide de vis
osité in�nie.On obtient alors la formulation suivante :Etant données (ρη(0) = ρ0

η, uη(0) = u0
η, Hη(0) = χΩ0

s
) trouver (ρη, uη, pη, Hη) telles que

ρη, Hη ∈ L∞(Q) uη ∈ L∞(0, T,H) ∩ L2(0, T,V), pη ∈ L2(Q)
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Pη





ρη

(
∂uη

∂t
+ div(uη ⊗ uη)

)
− µ div

((
1 +

1

η
Hη

)
D(uη)

)
+ ∇pη +

1

η
ρηHη(uη − uη,s) = ρηg(3.106)

div uη = 0 (3.107)
uη,s =

1

Mη

∫

Ω

ρηuη ·Hηdx+

(
J−1

η .

∫

Ω

ρηrη × uη ·Hηdx

)
× rη (3.108)

ρηt + uη.∇ρη = 0 (3.109)
Hηt + uη,s.∇Hη = 0 (3.110)C'est une généralisation de la méthode de pénalisation H1 de [5℄ pour le 
as d'un obsta
lerigide non �xe, et par rapport au problème étudié dans [52℄, on ajoute un terme pénalisantaussi la vitesse elle-même.L'étude présentée dans la partie pré
édente et 
on
ernant la 
onvergen
e en η de la pé-nalisation L2 vers la formulation faible Pfaible peut simplement être transposée au 
as dela pénalisation H1 (voir [52℄), et on obtient ainsi la 
onvergen
e de 
e nouveau problèmepénalisé vers la formulation faible dé�nie en début de 
hapitre.Cependant, l'ajout du terme de pénalisationH1 permet d'obtenir l'estimation suivante enmultipliant l'équation de 
onservation de la quantité de mouvement par la fon
tion test

uη :
1√
η

√
ρηHη(uη − uη,s) bornée dans L2(0, T,H1

0(Ω)) (3.111)Muni de 
ette nouvelle estimation, on peut 
her
her à obtenir la 
onvergen
e du problèmepénalisé vers une formulation du modèle dans laquelle les équations du �uide et du soliderigide apparaissent de manière dé
ouplée. Plus pré
isément, on espère montrer que lalimite u de uη véri�e :� u solution faible de Navier-Stokes dans Ωf (t)� u = uG + ω × r dans Ωs(t) ave
 
onservation des moments linéaire et angulaireCela suppose de pouvoir par exemple passer à la limite en η dans le terme
∫

Ω

∆uη(1 −Hη)φdx, φ ∈ L2(0, T,V)et don
 de disposer d'une estimation sur la norme H2 de uη sur Ω tout entier.Or les seules estimations de la norme H2 de uη que l'on peut obtenir 
on
ernent lessous-domaines Ωs(t) et Ωf (t), et on ne peut garantir la régularité de uη à l'interfa
ede 
es deux domaines qui dépendent du temps. Le problème de Navier-Stokes pénaliséprend en e�et la forme d'un problème bi-�uide à vis
osité dis
ontinue au niveau de ∂Ωs(t).
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onvergen
e du problème de pénalisation H1 vers la formulation dé-
ouplée des équations reste don
 un problème ouvert.D'autre part il est montré dans [5℄ pour le 
as d'un obsta
le rigide �xe que numérique-ment 
ette pénalisation n'améliore pas les résultats. La dis
rétisation spatiale du termede pénalisation H1 exprimé en fon
tion des dérivées de la vitesse peut en e�et légèrementmodi�er la taille de l'obsta
le, et ainsi la dynamique de l'é
oulement 
al
ulé.3.5 Résultats numériquesOn présente i
i les résultats numériques obtenus ave
 la méthode de pénalisation L2 surdes modèles 2D et 3D 
ouplant un solide rigide (
ylindre ou sphère) et un �uide visqueuxin
ompressible. Des tests 
on
ernant une formulation vorti
ité et une dis
rétisation parméthodes parti
ulaires sont présentés dans [18℄ et [17℄.On pré
ise tout d'abord les méthodes de dis
rétisation et l'algorithme de 
ouplage entemps utilisé pour la prise en 
ompte du solide dans la résolution de 
e modèle. Puis onprésente les résultats numériques obtenus ave
 la méthode de pénalisation, notamment en
e qui 
on
erne la prise en 
ompte de la 
ontrainte rigide dans le solide.3.5.1 Mise en ÷uvre numériqueOn utilise la méthode level-set pour lo
aliser le solide et 
al
uler la vitesse rigide, enprenant φ ≤ 0 dans Ωs(t), et on initialise φ0 
omme la distan
e signée à ∂Ω0
s .On introduit ensuite la fon
tion H dé�nie par

H(y) =





1 si y < −1
1
2

(
1 − y − 1

π
sin(πy)

) si −1 ≤ y ≤ 1

0 si y > 1En notant ε > 0 un petit paramètre numérique de l'ordre du pas d'espa
e, typiquement
ε = 1.5∆x, H (φ

ε

) représente alors une régularisation de la fon
tion 
ara
téristique de
Ωs(t) (voir �gure 3.3).Les termes de 
onve
tion sont 
al
ulés ave
 un s
héma WENO d'ordre 5, et on uti-lise un s
héma 
entré en espa
e pour le terme de di�usion.La 
onve
tion est traitée de manière expli
ite, la di�usion en impli
ite.Les 
al
uls sont e�e
tués sur une grille dé
alée de type MAC.On utilise une méthode de proje
tion expli
ite de type Chorin-Temam pour la résolutiondu problème �uide, et la pression est 
al
ulée en utilisant le solver FISHPACK (fon
tion
hstcrt sur grille dé
alée), en faisant une approximation sur la densité.
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0

1

INTERFACECORPS RIGIDE FLUIDE

2ε

φ

φ

H(  /  )ε

Fig. 3.3 � Fon
tion 
ara
téristique régulariséeOn dis
rétise l'intervalle de temps [0, T ] en [tn, tn+1] = [n∆t, (n+ 1)∆t], n ∈ {0, .., N}, eton note un = u(tn), pn = p(tn), φn = φ(tn), Hn = H
(

φn

ε

), ρn = ρ(φn).Soit ∆x le pas de dis
rétisation spatial et M le nombre de mailles.For
e de 
ollision Bien que l'on ne traite pas le 
as de plusieurs solides dans les testsqui suivent, on utilise un modèle de 
ollision permettant de gérer le 
onta
t numériqueentre le solide et le bord du domaine, dans le 
as de 
onditions limites de Diri
hlet. Onintroduit don
 la for
e de 
ollision fcol proposée dans [18℄ dans le 
adre d'une formulationLevel-set :
fcol(x) = ρ

∑

ij

κij

ε
ζ

(
φi(x)

ε

) ∇φj(x)

φj(x)
exp (−φj(x)/ε) (3.112)ave


ζ(y) =

{
0 si y < −1 ou y > 1
1
2
(−1 − cos(πy)) si −1 ≤ y ≤ 1et φi, φj les fon
tions Level-Set asso
iées aux solides i et j, ε = 1.5∆x, et κij un 
oe�
ientnumérique.Cette for
e, dé
rivant toutes les intera
tions possibles entre les solides du système, estdérivée à partir d'un modèle 1D de 
ollision Hamiltonien à 
ourte portée. Lors de la 
ol-lision elle 
onserve l'énergie du système, à la dissipation visqueuse près.Les fon
tions Level-Set sont utilisées d'une part pour déte
ter le 
onta
t, d'autre partpour dé�nir la dire
tion (suivant ∇φ) et la portée de la for
e. Cette expression supposeque 
es fon
tions restent des distan
es, 
e qui ne né
essite pas de renormalisation puis-qu'elles sont tranportées par une vitesse rigide. Par dé�nition de φ, 
haque terme de la



Résultats numériques 139somme est orienté vers l'extérieur du solide Ωsj .La fon
tion 
ut-o� ζ permet de distribuer la for
e sur l'interfa
e �uide-solide, et les 
oe�-
ients κij sont 
hoisis proportionnels au 
arré des vitesses relatives des solides juste avantla 
ollision. Ils sont réglés à la main dans les tests qui suivent.Ce terme de for
e est ajouté dans le se
ond membre de l'équation de 
onservation desmoments du problème �uide.On présente maintenant l'algorithme de 
ouplage sous forme semi-dis
rète en temps.Algorithme de 
ouplage Etant donné un, pn, et φn :Etape 1 : Résolution d'un problème bi-�uide sur tout le domaine : 
al
ulde (ũ, pn+1) :� [1a℄ Cal
ul des termes de 
onve
tion-di�usion et for
es extérieures :
u∗ = un − ∆t(un.∇)un +

∆t

ρn
µ∆u∗ + ∆tgave


ρn = ρs.H
n + ρf . (1 −Hn)� [1b℄ In
ompressibilité - Cal
ul de la pression :





∆pn+1 =
ρ̄

∆t
div u∗

ũ = u∗ − ∆t

ρ̄
∇pn+1ave
 ρ̄ =

ρf + ρs

2
.Etape 2 : Prise en 
ompte du solide :� [2a℄ : Cal
ul et ajout de la for
e de 
ollision

ucol = ũ+ ∆tfcol� [2b℄ : Cal
ul de la vitesse linéaire uG par proje
tion de ucol :
uG =

∫

Ω

ρnucol ·Hndx
∫

Ω

ρnHndx
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ouplage �uide-solide rigide� [2
℄ :Cal
ul de la vitesse angulaire ω par proje
tion de rn × ucol :
ω = J−1

∫

Ω

ρnrn × ucol ·Hndxave
 J =
(∫

Ω
ρn|rn|2Hn

Idx
)

I et rn = r(φn) =
Rayon + φn

|∇φn| ∇φn dans le 
as d'un
ylindre (en 2D) ou d'une sphère (en 3D).� [2d℄ :Cal
ul de la vitesse rigide us

us = uG + w × rn� [2e℄ :Corre
tion du 
hamp de vitesse - Pénalisation� Traitement expli
ite :
un+1 − ucol

∆t
=

1

η
Hn(us − un)� Traitement impli
ite :

un+1 − ucol

∆t
=

1

η
Hn(us − un+1) ⇔ un+1 =

ucol + ∆t
η
Hnus

1 + ∆t
η
Hnave
 η le paramètre de pénalisation.Le traitement impli
ite du terme de pénalisation permet de prendre des 
oe�
ientsde pénalisation beau
oup plus grands, don
 on fait 
e 
hoix pour les tests qui suivent.Etape 3 : Transport du solide

φn+1 = φn − ∆t · us · ∇φnRemarque 1 : On 
hoisit de satisfaire la 
ontrainte d'in
ompressibilité avant la 
ontraintede rigidité. En pro
édant de 
ette manière, les deux 
ontraintes sont en théorie mieux trai-tées 
ar
D(u) = 0 ⇒ div u = 0 (3.113)On véri�e que l'on a au total, pour un traitement impli
ite du terme de pénalisation,

un+1 − un

∆t
=
un+1 − ucol

∆t
+
ucol − ũ

∆t
+
ũ− un

∆t
= (un.∇)un− µ

ρn
∆u∗+g+fcol+

1

η
Hn(us−un+1)(3.114)Remarque 2 : Le 
al
ul de la vitesse rigide par proje
tion de la vitesse �uide estsimple à implémenter, et peu 
oûteux. D'autre part le traitement impli
ite du terme depénalisation ne né
essite pas de faire des itérations supplémentaires. Don
 le traitementde la 
ontrainte de rigidité induit un 
oût supplémentaire très faible par rapport à 
elui dela résolution du problème �uide. Le transport du solide revient en�n à la résolution d'uneéquation d'adve
tion, ave
 un 
hamp de vitesse rigide don
 plus régulier que le 
hamp�uide.
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tion de [59℄ et [69℄En prenant η = ∆t dans l'étape [2e℄ ave
 traitement expli
ite du terme de pénalisation,on obtient la méthode de proje
tion proposée dans [59℄ et [69℄. Cette méthode 
onsisteà alterner résolution d'un problème �uide et pas de proje
tion pour imposer la rigiditédans le solide, dans le même esprit que la méthode de Chorin-Temam par exemple pourimposer l'in
ompressibilité d'un 
hamp �uide. Cependant le traitement expli
ite de 
eterme 
onditionne alors la stabilité du 
ouplage, et on doit se limiter à des valeurs de ηde l'ordre de ∆t.Le traitement impli
ite du terme de pénalisation permet de 
hoisir des valeurs de η aussipetites que l'on veut, et don
 d'améliorer la pré
ision de la méthode. De 
e point de vuela méthode de pénalisation étudiée peut être 
onsidérée 
omme une généralisation de laméthode de proje
tion.3.5.3 Test 2D : 
ylindre rigide en sédimentationModèleOn réalise un test de sédimentation d'un 
ylindre rigide dans un �uide visqueux in-
ompressible, ave
 les données utilisées dans [29℄ pour l'étude d'une méthode de domaine�
tif utilisant des multipli
ateurs de Lagrange pour imposer la rigidité. Le domaine de
al
ul est le re
tangle de dimension [0, 2]× [0, 6], et on 
hoisit des 
onditions de Diri
hlethomogène sur la vitesse. Le 
ylindre a un rayon de 0.125, et son 
entre se trouve initiale-ment en (1, 4).On applique au système une for
e de gravité verti
ale g orientée vers le bas.Le solide a

élère tout d'abord sous l'e�et de la gravité, puis 
ette a

élération est 
om-pensée par les for
es de fri
tion et le solide atteint alors une vitesse stationnaire, avant detou
her le bord inférieur du domaine et de s'immobiliser.On observe tout d'abord l'é
oulement �uide/solide rigide d'un point de vue qualitatif,en traçant les iso-lignes de vorti
ité 
réées par le mouvement du solide.On véri�e ensuite que la 
ondition de rigidité est bien respe
tée dans le solide, en étudiantle tenseur des vitesses de déformation D(u) dans le solide.En�n on tra
e les pro�ls de vitesse et de vorti
ité lorsque ∆x → 0, et on véri�e la 
onver-gen
e de la méthode lorsque ∆x → 0.Les paramètres rhéologiques de l'é
oulement sont présentés dans le tableau 3.1 :Les paramètres κ de la for
e de 
ollision sont 
hoisis égaux à 30, et on traite le terme depénalisation de manière impli
ite.
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H=6

L=2

g

Fig. 3.4 � Cylindre 2D en sédimentation
ρf ρs µf g1 1.5 0.01 -980Tab. 3.1 � Paramètres de l'é
oulement 2D en sédimentationIso-lignes de vorti
itéOn dé�nit la vorti
ité de l'é
oulement par

w = ∇× u (3.115)ave
 × le produit ve
toriel. En 2D, 
'est un 
hamp s
alaire dont les lignes de niveau per-mettent d'étudier qualitativement l'é
oulement, pour des paramètres rhéologiques donnés.Pour le jeu de paramètres pré
édemment 
ité, les iso-lignes de vorti
ité 
réées par l'é
ou-lement sont présentées sur la �gure 3.5 à di�érents instants. On véri�e la symétrie desdeux vortex 
réés au niveau de l'interfa
e �uide-solide.Ces tests sont réalisés ave
 η = 10−6∆t, ∆t = 10−5 et M = 256 (i.e. ∆x = 7.8125×10−3).Un zoom sur le solide au temps t = 0.25 est présenté sur la �gure 3.6. On véri�e qu'iln'y a pas ou très peu de vorti
ité à l'intérieur du solide.Respe
t de la 
ontrainte de rigiditéA�n de véri�er que la 
ontrainte de rigidité est 
orre
tement prise en 
ompte dans lesolide, on 
al
ule la norme L2 du tenseur des vitesses de déformation D(u) dans Ωs(t) en
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tion du paramètre η. On souhaite en e�et estimer l'erreur de modélisation 
orrespon-dant à l'utilisation du modèle pénalisé.On pose
‖D(u)‖2

L2(Ωs(t)) :=
∑

ij,φij<0

(
D2

11(uij) + 2D2
12(uij) +D2

22(uij)
)
(∆x)2ave
 D11, D12 et D22 les 
omposantes de D(u) (symétrique).Les erreurs ainsi que leurs ordres de 
onvergen
e numérique sont présentés dans le ta-bleau 3.2 pour M = 512 (i.e. ∆x = 3.90625 × 10−3), ∆t = 10−5, à t = 0.1.Les ordres de 
onvergen
e α sont 
al
ulés de la manière suivante, par exemple pour

η ‖D(u)‖L2(Ωs(t)) α pour O(ηα)

10−4 3.32311 -
10−6 5.16197 × 10−2 0.9044
10−8 5.33934 × 10−4 0.9927
10−10 8.18427 × 10−6 0.9073
10−12 8.15739 × 10−8 1.0007Tab. 3.2 � Erreurs sur ‖D(u)‖L2(Ωs(t)) et ordres de 
onvergen
e à t = 0.1, M = 512

η = 10−8 :
α =

ln(5.33934 × 10−4) − ln(5.16197 × 10−2)

ln(10−8) − ln(10−6)On obtient don
 une 
onvergen
e numérique de la méthode en O(η).Or la méthode de résolution du problème �uide est d'ordre 2 en espa
e, don
 pour
η < 10−10 = 10−5∆t l'erreur de modélisation devient inférieure à l'erreur de dis
rétisation(≃ 1.5×10−5). En pratique on n'a don
 pas besoin de prendre des valeurs trop petites de η.On se pla
e dans une 
oupe horizontale du domaine à travers le 
entre de gravité dusolide. Les pro�ls de vitesse 
orrespondants aux valeurs pré
édentes de η (ave
 en plus lavaleur η = 10−2) sont présentés sur la �gure 3.7.
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ouplage �uide-solide rigidePro�ls de vitesse verti
ale et de vorti
itéOn étudie la 
onvergen
e de la méthode de pénalisation suivant ∆x sur une solutionstationnaire.Les pro�ls de vitesse verti
ale v et de vorti
ité w a t = 0.1 au niveau du 
entre de gravitédu solide sont présentés sur les �gures 3.8 et 3.9 pour η = 10−6∆t, ∆t ∈ [10−5, 10−4].On véri�e bien que la valeur de η est su�samment petite pour obtenir une vitesse rigidedans le solide.3.5.4 Test 3D : sphère rigide en sédimentationL'utilisation de la méthode level-set pour la lo
alisation du solide permet d'adapterfa
ilement le 
ode à la dimension 3. On réalise un test de sédimentation d'une sphèrerigide de rayon de 0.1 dans un �uide visqueux in
ompressible in�ni. Le domaine de 
al
ulest un 
ube de 
�té 1, et on 
hoisit des 
onditions périodiques aux bords de 
e domaine.On applique une for
e de gravité verti
ale orientée vers le bas au système.Les paramètres rhéologiques de l'é
oulement sont présentés dans le tableau 3.3.En dimension 3 la vorti
ité W est un 
hamp ve
toriel, et on peut tra
er les iso-surfa
es
ρf ρs µf g1 2 0.001 -1Tab. 3.3 � Paramètres de l'é
oulement 3D en sédimentationde sa norme L2. Le résultat est présenté sur la �gure 3.10.3.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons étudié une méthode de pénalisation L2 pour le 
ouplage�uide-solide rigide en dimension 2 ou 3, généralisant la méthode de [5℄ au 
as d'un obsta
lerigide mobile, et 
al
ulant la vitesse rigide expli
itement en utilisant la proje
tion dé�niedans [59℄.L'analyse numérique de 
ette méthode montre que les solutions du problème pénalisé
onvergent vers 
elles d'une formulation faible du 
ouplage, introduite dans [24℄ et [33℄.La 
onvergen
e d'une méthode de pénalisation H1 dé�nie par extension de la méthodepré
édente vers une formulation dé
ouplée des équations du �uide et du solide reste 
e-pendant à établir.
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lusion 145Cette étude a don
 permis de faire l'analyse d'une méthode qui numériquement 
or-respond à une généralisation de la méthode de proje
tion de [59℄, tout en tirant pro�t dela formulation pénalisation.L'algorithme numérique 
orrespondant permet 
omme la méthode de proje
tion de 
al
u-ler simplement et à moindre 
oût la vitesse rigide puis de transporter le solide ave
 
ettevitesse régulière, et d'autre part, grâ
e au traitement impli
ite du terme de pénalisation,on peut espérer obtenir une bonne pré
ision des 
al
uls.Les tests numériques présentés permettent de valider la prise en 
ompte de la 
ontrainterigide dans le solide, ainsi que la 
onvergen
e numérique en espa
e de la méthode. Cestests 
on�rment don
 les résultats obtenus ave
 une formulation vorti
ité et une dis
réti-sation par méthodes parti
ulaires dans [18℄ et [17℄.
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t = 0.45 t = 0.55

t = 0.65 t = 0.75

Fig. 3.5 � Iso-lignes de vorti
ité
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Fig. 3.6 � Iso-lignes de vorti
ité à t = 0.25
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Fig. 3.10 � Surfa
es de vorti
ité
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Con
lusionNous nous sommes intéressés à deux modèles de 
ouplage �uide-stru
ture, dans les-quels un �uide visqueux in
ompressible interagit ave
 soit une membrane élastique soitun solide rigide.Stabilité numérique du 
ouplage eulérien �uide-membrane élas-tique en dimension 2Dans le 
hapitre 2, nous avons étudié la stabilité numérique d'un modèle eulérien pro-posé dans [20℄ pour le 
ouplage �uide-membrane élastique en dimension 2, obtenu parune formulation level-set de la méthode de frontière immergée.A�n d'identi�er les sour
es d'ordre paramétrique de l'instabilité numérique observée lorsdu 
ouplage expli
ite ou semi-impli
ite du �uide et de la membrane (mais aussi éventuel-lement ave
 un 
ouplage impli
ite), nous avons e�e
tué une analyse linéaire d'un modèlede 
ouplage 1D. Nous avons 
al
ulé une 
ondition de stabilité reliant les e�ets visqueux etélastiques. Lorsque la vis
osité du �uide est grande, 
ette 
ondition est très pro
he de 
elleétablie dans [81℄ à l'aide d'une étude mathématique du problème 
ontinu, mais ave
 unedépendan
e moins restri
tive par rapport à la raideur. En pratique 
e gain peut devenirimportant pour de fortes raideurs. Le lien ave
 la 
ondition obtenue dans [10℄ par uneappro
he heuristique apparait pour des vis
osités plus faibles. Dans 
e 
as la 
onditionmet en relation la raideur et le pas de di
rétisation spatiale. Nous avons don
 obtenu une
ondition qui selon le régime de l'é
oulement, don
 du poids des e�ets visqueux, peut être
omparée ave
 les 
onditions de [81℄ ou [10℄.A la lumière des résultats numériques obtenus sur un problème 2D, 
ette 
ondition 
onsti-tue une première étape vers la 
ompréhension du problème. Cependant 
ette 
onditionex
lut un 
ertain nombre d'e�ets non linéaires qu'il apparaît né
essaire de 
onsidérer pourune étude plus approfondie. Les e�ets de masse ajoutée, re
onnus pour être sour
e d'in-stabillité lorsque les densités du �uide et la stru
ture sont pro
hes, sont notamment unepiste éventuelle. D'un point de vue numérique, la mise en ÷uvre de s
hémas impli
ites ousemi-impli
ites raisonnables en 
oût de 
al
ul et robustes du point de vue de la 
onver-gen
e reste un obje
tif majeur. En�n nous avons étudié un s
héma de 
ouplage en temps
onservant l'énergie au niveau dis
ret. L'implémentation d'un tel s
héma est envisageable153



154 Con
lusiona�n d'attaquer le problème de l'instabilité sous un angle un peu di�érent, en utilisant 
e
ritère physique.Méthode de pénalisation pour le 
ouplage �uide-solides rigidesLe 
hapitre 3 a été 
onsa
ré à l'étude d'une méthode de pénalisation pour le 
ouplage�uide-solide rigide.L'analyse numérique a montré la 
onsistan
e de la méthode en établissant la 
onvergen
edes solutions du problème pénalisé vers 
elles d'une formulation faible du 
ouplage admisedans la littérature ([24℄,[33℄,...). Nous avons utilisé pour 
ela des outils introduits dans[52℄ pour l'analyse d'une méthode H1 en dimension 2.Cette méthode L2 qui pénalise la vitesse elle-même et qui s'applique au 
as d'un solidemobile représente une appro
he alternative aux pénalisations H1 agissant sur le tenseurdes vitesses de déformation.Numériquement, elle s'ins
rit dans le 
adre des méthodes de domaine �
tif qui permettentde travailler sur un maillage �xe régulier, et d'utiliser ainsi 
ertains solveurs existants,quelle que soit la géométrie des domaines �uides et solides. D'autre part le 
al
ul expli
itede la vitesse rigide permet de disposer en pratique d'un 
hamp de vitesse régulier pourtransporter le solide. On peut en�n espérer obtenir une bonne pré
ision numérique grâ
eau traitement impli
ite presque naturel du terme de pénalisation.La méthode a été implémentée pour la sédimentation d'un 
ylindre (2D) et d'une sphèrerigide (3D). Les premiers tests numériques montrent que la 
ontrainte de rigidité est
orre
tement prise en 
ompte dans le solide, et que la méthode 
onverge numériquement.D'autres tests en dimension 2 et 3 sont envisagés pour une validation plus 
omplète, ave
notamment un 
ontr�le de la vitesse de sédimentation, dans le 
as d'un ou plusieurs solides,en tirant pro�t au maximum de la formulation level-set pour la gestion des 
ollisions.
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MÉTHODES LEVEL-SET ET PÉNALISATION POUR LE CALCULD'INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURERÉSUMÉ : Ce travail est 
onsa
ré à l'étude de problèmes de 
ouplage �uide-stru
ture pardes méthodes de frontière immergée et de pénalisation. Dans une première partie nousabordons les di�érents aspe
ts de la simulation numérique de modèles 
ouplant un �uide etune stru
ture (formulation de l'é
oulement, lo
alisation de la stru
ture et prise en 
omptedes intera
tions), puis nous présentons les modèles sur lesquels nous nous 
on
entronsdans la suite : �uide in
ompressible/membrane élastique et �uide in
ompressible/soliderigide. Dans la deuxième partie nous étudions la stabilité numérique d'une formulationlevel-set de la méthode de frontière immergée pour le 
ouplage �uide/membrane élastique.Une nouvelle 
ondition de stabilité pour 
e modèle est 
al
ulée par analyse d'un modèlelinéarisé 1D, puis validée numériquement en 2D. En�n la troisième partie est 
onsa
rée àl'analyse numérique d'une méthode de pénalisation pour le 
ouplage �uide/solide rigide,dans laquelle la vitesse rigide est 
al
ulée par proje
tion, et pour laquelle un traitementimpli
ite naturel du terme de pénalisation permet de satisfaire la 
ontrainte de rigiditéave
 pré
ision dans le solide. Nous montrons la 
onvergen
e du problème pénalisé versune formulation faible du 
ouplage, et illustrons 
e résultat sur des tests numériques ensédimentation.MOTS-CLEFS : frontière immergée, level-set, pénalisation, intera
tion �uide-stru
ture,membrane élastique , solide rigide, Navier-Stokes, 
ondition de stabilitéLEVEL-SET METHOD AND PENALIZATION FOR FLUID STRUCTUREINTERACTIONSABSTRACT : This dissertation is dedi
ated to the study of �uid stru
ture intera
tionproblems with either the immersed boundary method or a penalization method. The �rstpart des
ribes the numeri
al methods dedi
ated to the simulation of �uid-stru
ture in-tera
tion models (�ow formulation, stru
ture lo
alization, intera
tions treatment), thendetails the models we are dealing with in parti
ular : in
ompressible �uid/elasti
 mem-brane and in
ompressible �uid/rigid solid. In the se
ond part we study the numeri
alstability of a level-set formulation of the immersed boundary method applied to �uid-elasti
 membrane 
oupling. A new stability 
ondition for this model is derived from thelinear analysis of a 1D model, and then validated numeri
ally on a membrane relaxationtest 
ase. Finally, in the third part we fo
us on the numeri
al analysis of a penalizationmethod for �uid/solid 
oupling. In this method the rigid velo
ity is 
omputed by a pro-je
tion method, and the impli
it treatment of the penalization term gives good pre
isionreults. We prove the 
onvergen
e of the penalized problem toward a weak formulation.Then we propose some numeri
al eviden
e of the good behavior of our numeri
al methodon a sedimentation test 
ase.KEY WORDS : immersed boundary, level-set, penalization, �uid-stru
ture intera
tion,elasti
 membrane, rigid solid, Navier-Stokes equations, stability 
ondition
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