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Introduction

La simulation numérique représente une alternative de plus en plus importante aux
tests expérimentaux pour I'étude de systémes physiques mettant en jeu des fluides et des
structures.

Ces systémes présentent des caractéristiques physiques trés variées et concernent des appli-
cations dans des domaines tels que I'aéronautique, la médecine, ou I’étude des phénoménes
environnementaux.

En ce qui concerne la médecine par exemple, la simulation numérique permet d’obtenir
certains diagnostics sans faire appel a des méthodes invasives, et constitue une approche
complémentaire aux expériences in vivo ou in vitro. Dans d’autres applications, les coiits
importants associés aux tests expérimentaux peuvent étre considérablement réduits par
une étude numeérique préalable, c’est le cas notamment en aéronautique.

En pratique, la simulation numérique d’'un probléme de couplage fluide-structure cor-
respond a la résolution d’un probléme triple : en plus de la résolution de chacun des
composants (fluide et structure) on se doit en effet de traiter le couplage entre les deux,
ce qui comporte des aspects trés différents selon les applications considérées.

Pour la simulation numérique de I’écoulement du sang dans une artére on ne peut pas
négliger la déformation de I'artére die a ’écoulement et I'influence de cette déformation
sur 1I’écoulement lui-méme, dés lors que l'on souhaite obtenir des résultats numériques
réalistes. Par ailleurs la simulation de I’écoulement de l'air autour d’'une aile d’avion
doit quant a elle tenir compte de la géométrie éventuellement complexe de l'aile et du
comportement fortement turbulent de I'’écoulement d’air da a la vitesse importante de
déplacement d’un avion.

Enfin, certains phénoménes qui peuvent étre traités de maniére continue a certaines
échelles peuvent aussi entrer dans le cadre de 'interaction fluide-structure. C’est le cas
par exemple de I’étude de I’écoulement des boues, pour laquelle il faut simuler le transport
par un fluide d’'un grand nombre de particules, entrant éventuellement en collision.

Les attentes vis-a-vis de la simulation numérique de problémes de couplage fluide-structure
peuvent elles aussi étre trés variables. Dans 1'idéal on espére proposer un code de calcul
a la fois peu coiiteux en temps, précis, simple a implémenter et ouvert afin de permettre
I'utilisation de codes existants pour certains calculs intermédiaires. Cependant en pra-
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tique un compromis entre toutes ces propriétés et une représentation satisfaisante des
caractéristiques physiques du probléme doit souvent étre adopté. On choisit ainsi d’utili-
ser parfois des modeéles simplifiés négligeant certains effets, de modifier la rhéologie d'un
écoulement, ou encore de découpler au maximum le probléme.

Les méthodes numeériques dédiées a la simulation de problémes de couplage fluide-structure
peuvent alors étre classées selon trois critéres : la formulation eulérienne ou lagrangienne
de I’écoulement, la localisation de la structure par suivi ou capture d’interface, et la prise
en compte des interactions entre le fluide et la structure. De ces critéres dépend notam-
ment le choix du ou des maillages utilisés, fixes ou adaptatifs.

Les deux modéles de couplage fluide-structure que nous considérons sont ceux d’une
membrane (structure fine) élastique et d’un solide rigide immergés dans un fluide vis-
queux incompressible.

Nous nous placons dans le cadre d’'une formulation eulérienne du fluide, avec définition
d’'un maillage fixe cartésien sur lequel les différences finies sont utilisées pour la discréti-
sation spatiale. Ce choix justifié par un souci de simplicité permet entre autre I'utilisation
d’un solveur de la librairie FISHPACK pour le calcul de la pression. On résout les équations
de Navier-Stokes incompressible décrivant la conservation de la quantité de mouvement
et la conservation de la masse du fluide, de maniére a prendre en compte exactement les
forces hydrodynamiques mises en jeu. Les interfaces fluide-structure sont capturées par la
méthode level-set introduite dans les travaux de S. Osher et J.A. Sethian en 1988 [58] :
on représente l'interface implicitement en utilisant une fonction dont la ligne de niveau
0 correspond & chaque instant a l'interface. Enfin 'action de la structure est prise en
compte en modifiant les équations du fluide. Dans le cas de la membrane, on exprime la
force élastique a I'aide d’une loi de comportement reliant la contrainte & la déformation.
Cette force localisée sur la membrane est incluse dans les équations du fluide avec la mé-
thode de frontiére immergée proposée par C.S. Peskin en 1977 [62], dont nous utilisons
la formulation eulérienne introduite par E. Maitre et G.H. Cottet dans ([20], [21]). En ce
qui concerne le couplage avec le solide rigide, on se place dans le cadre des méthodes de
domaine fictif qui permettent de considérer un domaine de calcul global comprenant a la
fois le fluide et la structure. Le respect de la contrainte de rigidité dans le solide afin qu’il
ne se déforme pas est ensuite obtenu en ajoutant dans les équations du fluide un terme
de pénalisation.

Dans ce contexte, nous nous intéressons a deux problématiques.

La méthode de frontiere immergée permet de prendre en compte la force élastique d’une
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membrane dans les équations du fluide, ce qui produit un systéme d’équations couplant
les variables relatives au fluide et a la structure. Pour la résolution de ce systéme couplé,
si on utilise a chaque pas de temps la valeur au pas de temps précédent des variables du
fluide (resp. de la structure) pour calculer la nouvelle valeur des variables de la structure
(resp. du fluide), on résout les équations de maniére décalée, et on parle alors de couplage
faible ou explicite. Inversement si I’on souhaite & chaque pas de temps forcer le couplage
de maniére a vérifier a chaque instant les conditions d’interface, alors il faut résoudre les
équations de maniére simultanée, et on obtient un couplage fort ou implicite. I.’approche
intermédiaire consistant & ne coupler fortement que certains effets produit des schémas
semi-implicites.

Le choix d’un couplage explicite, semi-implicite ou implicite entre le fluide et la structure
est crucial car il conditionne fortement la stabilité des calculs. En effet plus le couplage est
implicite plus les calculs seront stables. Mais la stratégie de couplage a aussi une répercus-
sion sur le cotit des calculs. Si I'utilisation d'un schéma explicite nécessite de prendre de
petits pas de temps afin de minimiser le décalage entre le calcul des différentes variables,
le couplage implicite suppose de résoudre a chaque pas de temps un systéme couplé non-
linéaire par une méthode itérative, dont le temps de convergence peut amoindrir I'intérét
de prendre de grands pas de temps.

La stabilité des calculs dépend aussi fortement des paramétres physiques (raideur de la
membrane, viscosité du fluide, rapport des densités,...) et des caractéristiques géomé-
triques de l'application considérée. L’hypothése d’un fluide trés visqueux permettra par
exemple d’améliorer la stabilité.

[’étude de la stabilité des calculs représente donc une part importante des recherches
menées au sujet de la méthode de frontiére immergée. De nombreux schémas implicites
ont été développés mais leur cotit semble rédhibitoire en pratique. Le repli vers des sché-
mas semi-implicites a fourni cependant des méthodes plus réalistes du point de vue de
leur mise en ceuvre. Afin de déterminer quels sont les effets a traiter de maniére impli-
cite dans ces méthodes il est avant tout nécessaire de comprendre quelles sont les sources
de I'instabilité, i.e. identifier 'influence des paramétres physiques ou géométriques sur le
comportement de schémas explicites, semi-implicites ou implicites.

Dans le cas du couplage fluide-solide rigide, la définition d’un domaine fictif comprenant
le fluide et le solide permet la définition d’un maillage structuré sur lequel des solveurs
existants peuvent étre employés pour la résolution du fluide par exemple.

En ce qui concerne la contrainte rigide dans le solide, l1a méthode de pénalisation consiste
a ajouter un terme dans les équations du fluide, dont le poids peut étre ajusté par un co-
efficient qui numériquement doit étre choisi suffisamment grand afin d’obtenir la précision
souhaitée.

Préalablement a I'utilisation numérique d’'une méthode de pénalisation il est nécessaire de
vérifier que le probléme ainsi défini modélise bien le modéle de couplage considéré, c’est-
a-dire que lorsque le coefficient de pénalisation devient grand les solutions du probléme
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pénalisé convergent vers les solutions d’'une formulation admise du couplage.

D’autre part il est souhaitable d’'un point de vue numérique que l'ajout du terme de
pénalisation dans les équations du fluide affecte au minimum [D'efficacité et la précision
des calculs. Si le mouvement d’un corps rigide peut étre modélisé de différentes maniéres
(vitesse égale a la composition d’une translation et d’une rotation, déformation nulle), le
choix du terme de pénalisation est donc conditionné aussi par les contraintes numériques.

Ce document est organisé de la maniére suivante :

Dans le chapitre 1 nous abordons les différents aspects de la simulation numérique des
modéles de couplage fluide-structure, et nous proposons une revue des méthodes numeé-
riques de la littérature relatives a ce sujet.

Les modéles mathématiques pour un fluide visqueux incompressible, une membrane élas-
tique en dimension 2, et un solide rigide sont ensuite détaillés dans leur formulation clas-
sique (eulérienne pour le fluide et lagrangienne pour la membrane élastique et le solide
rigide). Enfin le modéle eulérien pour le couplage fluide-membrane élastique en dimension
2 proposé dans (|20], [21]) et utilisant une formulation level-set de la méthode de frontiére
immergée est décrit.

Le chapitre 2 est consacré a l'étude de stabilité du modele eulérien pour le couplage
fluide-membrane élastique.

Une condition de stabilité numérique pour ce modéle est tout d’abord calculée via I’ana-
lyse d’'un modéle de tension de surface linéarisé en dimension 1. Cette condition mettant
en relation les effets visqueux et la tension de surface est ensuite comparée a des condi-
tions de la littérature, notamment celles proposées dans [10] et [81], et utilisée pour des
tests numériques en dimension 2, sur I’exemple de la relaxation d’'une membrane élastique
dans un fluide visqueux incompressible.

Enfin la question de la stabilité numérique sous I’angle de la conservation d’énergie totale
du systéme au niveau discret est abordée par la définition d’un schéma semi-discret en
temps conservatif.

Enfin dans le chapitre 3 nous nous intéressons a l’analyse numérique d’une méthode
de pénalisation pour le couplage fluide-solide rigide en dimension 2 ou 3. Le probléme
pénalisé est obtenu en pénalisant les équations de Navier-Stokes pour le fluide par la dif-
férence entre la vitesse fluide et la vitesse rigide dans le solide. Cette méthode constitue
une généralisation au cas d’obstacles mobiles de la méthode de [5], et le calcul de la vitesse
rigide est réalisé avec la méthode de projection de [59].

Nous montrons la convergence des solutions de ce probléme vers celles d’une formulation
faible introduite dans [24] et [33], en utilisant des outils proposés dans [52].
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Des tests numériques pour la sédimentation d'un cylindre rigide dans un fluide en 2D sont
enfin présentés afin de valider la prise en compte de la contrainte rigide dans le solide.
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Chapitre 1

Modéles mathématiques de couplage
fluide-structure

La simulation de milieux multiphysiques passe par la prise en compte de problémes de
couplage trés divers dans lesquels un ou plusieurs fluides interagissent avec éventuellement
une ou plusieurs structures, de nature physique et géométrique variable. De la diversité
des domaines d’application visés (biologie, aéronautique,...) et des caractéristiques des
modéles étudiés (incompressibilité, élasticité, rigidité,...) est apparu un large choix de mé-
thodes numériques, visant a résoudre le triple probléme posé : la résolution simultanée du
fluide, de la structure, et du couplage entre les deux.

Les deux modéles auxquels nous nous sommes intéressé mettent en jeu d’une part un fluide
visqueux incompressible, d’autre part soit une membrane élastique soit un solide rigide.
Il s’agit donc premiérement de localiser une structure (interface ou domaine) transportée
par le fluide, et de calculer les forces hydrodynamiques liées au mouvement de celle-ci.
Dans le premier cas il faut en plus calculer la force élastique portée par la membrane et
agissant sur le fluide. Dans le second, une contrainte de rigidité doit étre satisfaite au
niveau du domaine solide.

En s’inspirant de la classification proposée dans |[71] dans le contexte d’écoulements bi-
fluide a interface libre, on peut répartir les méthodes numériques de couplage pour les
modéles précédemment cités selon trois critéres :

Formulation de I’écoulement fluide : eulérienne, lagrangienne, ou eulérienne -
lagrangienne

La formulation eulérienne de I’écoulement fluide consiste a travailler sur un maillage
fixe, défini sur le domaine de calcul tout entier, et & travers lequel le fluide, et éventuel-
lement les autres composantes du modéle, sont transportés. Dans le cas de la présence

13



14 Modeéles mathématiques de couplage fluide-structure

d’une structure dans le fluide, on peut conserver ce maillage en définissant un domaine fic-
tif comprenant le fluide et la structure, dans lequel on peut ignorer dans un premier temps
la présence de la structure afin de calculer le fluide. Inversement, en formulation lagran-
gienne, chaque maille ou particule est associée & un élément de fluide et suit I’écoulement.
Cette formulation, dans laquelle les lois de conservation (incompressibilité par exemple)
s’expriment moins simplement, est donc moins naturelle pour I’étude des écoulements
fluides. Cependant, de bons résultats ont été obtenus avec cette formulation par John-
son et Tezduyar [45], Hu et al. [38] pour I’étude d’écoulements fluide-particules rigides.
Enfin la formulation eulérienne-lagrangienne utilise les deux précédentes. Si ’on souhaite
définir une formulation eulérienne sur le domaine fluide seulement, qui est modifié avec
I’écoulement, alors le maillage ne peut rester fixe sur le bord de celui-ci. La méthode ALE
(Arbitrary Lagrangian Eulerian) proposée par Hirt et al. [34] consiste a travailler a par-
tir d'un maillage du domaine fluide initial, et a déformer ce maillage suivant une vitesse
coincidant avec la vitesse du fluide a l'interface fluide-structure, et arbitraire mais régu-
liére ailleurs. Une attention particuliére doit alors étre apportée au traitement des termes
d’advection sur le maillage courant, afin de tenir compte du mouvement de celui-ci. Cette
formulation est notamment utilisée dans le cas de grands déplacements de la structure
dans |77] ou par exemple pour 'étude d’un probléme de couplage fluide-particules dans
[53] et [40].

Localisation de la structure : suivi ou capture

La question de la localisation de la structure peut étre résolue de deux maniéres diffé-
rentes. On peut d’une part répartir sur la structure des marqueurs lagrangiens, et suivre
les trajectoires de ces marqueurs. On réalise alors le suivi de la structure. Chaque mar-
queur est associé a un élément de la structure, et en terme de conservation de la masse,
cette méthode donne donc de bons résultats. Depuis le travail de [41], de nombreuses re-
cherches ont été effectuées dans ce sens, voir notamment [25]. Cependant lors de grandes
déformations, la distorsion de ces marqueurs peut devenir contraignante sur les pas de
temps de calcul, et I’'on peut préférer des méthodes implicites dites de capture, dans les-
quelles on introduit une fonction auxilliaire continue ou non de variables de champs telles
que la densité, ou la fraction de fluide par exemple. Ces méthodes sont généralement as-
sociées a une formulation eulérienne pour le fluide.

La méthode VOF (Volume Of Fluid) proposée par Hirt et Nichols [35] consiste a uti-
liser la fraction de volume de fluide dans chaque maille comme fonction auxilliaire. La
reconstruction de l'interface a partir de cette fonction auxilliaire est un point crucial de
la méthode et qui a suscité de nombreux travaux. On obtient une bonne conservation de
la masse, mais la discontinuité de la fonction auxilliaire pose des problémes au niveau
numérique, notamment pour I’évaluation des grandeurs géométriques liées a l'interface
fluide-structure.

D’autres méthodes de capture utilisent une version continue de fonction caractéristique.
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C’est le cas de la méthode de champ de phase introduite avec les travaux de Cahn, Hil-
liard et Allen ([12], [3]), et qui remplace une interface raide entre deux milieux par une
zone de transition de faible épaisseur. Cette méthode est notamment utilisée pour I’'étude
de modéles multi-fluides dans [43] et [6]. La fonction caractéristique, appelée champ de
phase, définie a partir d’'un modéle d’énergie, varie de maniére continue mais rapide au
niveau de 'interface, et demeure uniforme ailleurs. Une bonne résolution du déplacement
de I'interface passe donc par un calcul précis du profil du champ de phase dans sa zone
de transition. Cette méthode permet une bonne conservation de la masse. Cependant la
fonction caractéristique posséde un sens physique (concentration, température,...) et ne
peut donc pas étre choisie de maniére arbitraire. Cette contrainte disparait dans la mé-
thode Level-set proposée par Osher et Sethian dans [58|, qui utilise seulement le niveau 0
de la fonction caractéristique, une fonction distance par exemple, pour localiser I'interface
fluide-structure. On peut alors accéder facilement aux grandeurs géométriques de l'inter-
face via la fonction auxilliaire. Dans ces méthodes, la définition implicite de l'interface
permet le passage de modéles de la dimension 2 a la dimension 3 avec peu d’effort et
un traitement naturel des changements de topologie. Des phénoménes de fusion ou de
dissolution d’interface non physiques peuvent néanmoins apparaitre lorsque I’écoulement
est sous-résolu. Dans [26] et [32], I'ajout de particules sans masse positionnées au niveau
de l'interface et advectées par une méthode lagrangienne est étudié afin de détecter ce
type de phénomeémes, et d’améliorer la reconstruction de I'interface. Parmi les nombreux
travaux réalisés autour de la méthode level-set ([15], [83], [57], [68]), on peut citer une
méthode hybride VOF /level-set, profitant des qualités des deux méthodes, utilisée dans
[75] sur un maillage fixe et [82] sur un maillage adaptatif.

Prise en compte des interactions entre le fluide et la structure

La prise en compte des interactions entre le fluide et la structure est un probléme
comportant plusieurs aspects, et qui a suscité de nombreux travaux de recherche au cours
des derniéres années.

Tout d’abord, les forces hydrodynamiques induites par le fluide sur la structure peuvent
étre déterminées de maniére approchée ou exacte. Les méthodes d’approximation, basées
sur l'utilisation de modéles simplifiés pour le fluide, comme par exemple des modéles de
Stokes ou de fluide potentiel, réduisent le cott des calculs en ignorant certains effets (la
trainée pour un écoulement potentiel ou les forces d’inertie pour un écoulement de Stokes).
On peut aussi citer dans ce cadre la méthode dite de Lattice Boltzmann, qui construit
un modéle cinétique simplifié pour le mouvement de particules discrétes de fluide, et qui
fournit de bons résultats lorsque les gradients de pression sont relativement petits. Cette
méthode est utilisée pour la simulation du mouvement de particules solides dans un fluide
dans [47].

Inversement, la simulation numérique directe consiste a résoudre les équations de conser-
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vation pour déterminer exactement l'action du fluide sur la structure. Plus précisément on
résout les équations de Navier-Stokes dans le domaine fluide, et le principe fondamental
de la dynamique permet de déterminer sans approximation le mouvement de la struc-
ture. Cette méthode, introduite par Hu, Crochet, Joseph [39], pour I'étude de systémes
fluide-particules, trouve de nombreuses applications, notamment pour 'étude de la sédi-
mentation et des suspensions de particules, du transport lubrifié, des boues.

Ensuite, le couplage temporel peut étre implicite, i.e. le fluide et la structure sont calculés
simultanément, ou explicite, dans ce cas la résolution est effectuée de maniére alternée,
I’état de 'un étant calculé a partir d’un état antérieur de ’autre.

En ce qui concerne la prise en compte numérique des interactions entre le fluide et la
structure, ’approche la plus classiquement utilisée est la méthode ALE, dans laquelle
des conditions d’interface sont explicitement imposées aux bords du domaine fluide dont
le maillage évolue avec le déplacement de la structure. Ces méthodes sont précises mais
relativement cotiteuses car, a chaque pas de temps, des modifications d’ordre géométrique
liées au déplacement de la structure doivent étre effectuées. De plus ces méthodes peuvent
étre difficiles & implémenter en 3D. Aussi, pour les deux modéles de couplage que nous
avons étudiés, de nombreux travaux ont mené a 1’élaboration de différentes alternatives.

En effet, dans le cas particulier d’une structure de dimension inférieure a celle du do-
maine fluide (courbe 1D dans R?, surface 2D dans R?), les conditions d’interface peuvent
étre remplacées par un terme de force singulier dans les équations du fluide. C’est dans
cet esprit que les méthodes de frontiére immergée ont été introduites par Peskin dans [62],
afin de modéliser et simuler initialement des systémes couplant un fluide et une structure
constituée de fibres uni-dimensionnelles agissant sur le fluide par des forces élastiques.
L’application visée était plus spécialement 1'étude de modéles biologiques décrivant 1’ac-
tion mécanique cardiaque en interaction avec un écoulement sanguin. Une revue de ces
méthodes est établie dans [63].

La formulation mathématique met en relation des variables eulériennes (pour le fluide) et
lagrangiennes (pour la structure) via des masses de Dirac a support sur les fibres, ce qui
permet de faire apparaitre les forces des fibres en second membre des équations du fluide,
portées par ces masses de Dirac.

Numériquement, les variables eulériennes sont définies sur un maillage cartésien fixe, et le
suivi de la structure nécessite 'introduction de marqueurs lagrangiens le long des fibres,
transportés lors du mouvement de celles-ci. Ces marqueurs peuvent nécessiter une at-
tention particuliére lors de grandes déformations. Le passage entre ces deux systémes de
variables est effectué grace a des interpolations, qui peuvent conduire & une perméabilité
des fibres. La méthode de frontiére immergée proposée dans [64] permet d’améliorier la
conservation du volume en définissant un opérateur de projection modifié pour le calcul
de la vitesse fluide. On peut également citer la méthode d’interface immergée de [49] qui
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en incorporant la composante normale de la force élastique dans les conditions de saut
en pression donne aussi de bons résultats en terme de conservation de volume, et permet
une résolution précise de la pression au niveau de I'interface. Cependant la simplicité de
la méthode originelle est perdue.

Afin d’éviter les interpolations entre variables eulériennes et lagrangiennes, Cottet et
Maitre (|20], [21]) ont proposé de capturer U'interface fluide-structure avec la méthode
level-set, obtenant ainsi une formulation complétement eulérienne du modéle fluide-structure.
Le déplacement de la structure est alors effectué par la résolution d’une équation d’advec-
tion sur le maillage fluide fixe. D’autre part les dérivées de la fonction level-set donnent
acces dans le cas d’un écoulement incompressible a I'étirement de la structure. La force
élastique apparaissant dans les équations du fluide s’exprime donc entiérement & partir de
la fonction level-set et d'une masse de Dirac régularisée. De par la formulation level-set,
cette méthode s’applique facilement a des surfaces immergées en 3D. Enfin il est montré
dans [21] que la régularisation de la force élastique n’affecte pas la conservation de I’éner-
gie du systéme au niveau continu.

Dans le cas général, lorsqu’une contrainte doit étre satisfaite dans la structure, notam-
ment la rigidité, la définition d’un domaine fictif comprenant les domaines fluide et solide
permet d’étudier le modéle couplé sur un maillage fixe et éventuellement régulier. La ré-
solution du modéle peut alors étre découplée en la résolution d’un probléme fluide sur le
domaine fictif tout entier et en la prise en compte de la contrainte dans le domaine solide.
Une premiére méthode consiste alors a travailler avec une formulation variationnelle dans
laquelle la contrainte rigide est prise en compte dans les espaces fonctionnels eux-mémes.
Dans [51], la convergence d’une discrétisation en temps et en espace d'une telle formula-
tion par une méthode de type Lagrange-Galerkin est montrée. Les espaces d’éléments finis
utilisés sont alors adaptés de ceux associés & un probléme fluide classique pour prendre
en compte la contrainte rigide.

Dans [60] et [29], la contrainte de rigidité est satisfaite via l'introduction d’un multipli-
cateur de Lagrange représentant la force volumique nécessaire pour maintenir le solide
rigide. De la méme maniére que la pression est utilisée afin d’annuler la divergence du
champ de vitesse dans la résolution des équations de Navier-Stokes, la présence de ce mul-
tiplicateur a pour but d’annuler le tenseur des vitesses de déformation dans le domaine
rigide, ce qui conduit a résoudre un probléme elliptique.

La méthode proposée dans [59] calcule quant a elle la vitesse rigide du solide par projec-
tion de la vitesse du fluide calculée dans le domaine rigide, de maniére & conserver les
moments linéaire et angulaire du solide. Le champ fluide calculé sur tout le domaine est
donc projeté dans l'espace des champs rigides dans le solide, ce qui suggeére de faire la
encore le lien avec les méthodes de splitting de type Chorin-Temam pour la résolution des
équations de Navier-Stokes. Cette méthode simple & implémenter permet de prendre en
compte la rigidité de maniére peu coiiteuse, et représente donc une solution efficace pour
I’étude de modéles de couplage avec un grand nombre de particules rigides, par exemple
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pour I'étude du transport lubrifié ou des boues. Des tests numériques pour la sédimen-
tation d’une ou plusieurs particules rigides en 2D et 3D sont présentés dans [59] et [69].
Cette méthode est également implémentée dans [13] pour I'animation d’objets rigides de
formes complexes tombant dans l'eau.

Enfin, la contrainte rigide peut aussi étre satisfaite a I'aide d’une pénalisation des équa-
tions du fluide, c’est-a-dire par 'ajout d’un terme forcant la contrainte rigide dans le
solide. On parle de pénalisation L? (resp. H') lorsqu’elle concerne le champ de vitesse
(resp. ses dérivées). Ce type de méthode a été largement développé pour I'étude d’écou-
lements autour d’obstacles fixes. Dans [4] un modéle de Brinkman (milieux poreux) est
utilisé pour définir des méthodes de pénalisation L? (basée sur la perméabilité, nulle dans
le solide rigide et infinie dans le fluide) et H! (basée sur la viscosité, infinie dans le so-
lide rigide). Différentes validations numériques relatives a ces méthodes sont présentées
dans |46]. Dans [5], la pénalisation L? est basée sur annulation de la vitesse dans I'obs-
tacle. D’autres travaux sur ce type de modéles se trouvent dans [67], avec notamment
I’étude de différentes conditions d’interface, et la précision de ces méthodes en fonction
du traitement numérique de 'interface. Dans le cadre d’écoulements fluide-particules, le
mouvement d'une boule rigide dans un fluide visqueux est étudié¢ dans [16] a I'aide d’un
changement de variable par rapport au centre du solide, et d’une pénalisation du champ
de vitesse en dehors du domaine fluide-solide rigide. La méthode proposée dans [66] pé-
nalise le tenseur des vitesses de déformation dans le solide, ce qui revient & considérer
ce milieu comme un fluide de viscosité infinie ; la vitesse rigide étant par ailleurs calculée
par une projection. Dans [65], une nouvelle formulation du tenseur des contraintes du
fluide permet de plus d’établir plusieurs stratégies de pénalisation, et ainsi de traiter de
problémes multi-fluides pouvant contenir des phases gazeuses et des particules rigides. Le
cas de plusieurs solides en mouvement est traité dans [52] avec une pénalisation H'. Enfin
la méthode de pénalisation proposée dans [44] permet d’écrire une formulation variation-
nelle basée sur des espaces fonctionnels non contraints, en pénalisant dans les équations
le tenseur des déformations.

Pour I'étude des modéles de couplage fluide - membrane élastique en 2D, et fluide -
solide rigide en 2D ou 3D, nous nous placons dans le cadre suivant :

(1) La formulation eulérienne de Iécoulement fluide, qui autorise l'utilisation d’un
maillage régulier fixe, défini sur un domaine fixe. Les différences finies sont utilisées
pour la discrétisation spatiale.

(2) La localisation de la structure par capture, avec la méthode level-set, en utilisant
notamment les propriétés de la méthode présentées dans [20] dans le cas d’une
membrane élastique (expression de la force élastique). Pour le couplage fluide-solide
rigide, la formulation level-set est non seulement utilisée pour la localisation de la
structure mais aussi pour la gestion des contacts entre solides (détection des contacts
et utilisation d’'un modéle simplifi¢ de collision).

(3) La simulation numeérique directe des forces hydrodynamiques.
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(4) L’utilisation de la méthode de frontiére immergée (en formulation level-set) pour
I’application de la force élastique de la membrane.

(5) La pénalisation des équations du fluide pour la réalisation de la contrainte de ri-
gidité du solide suivant une généralisation de la méthode présentée dans [5].

Dans ce chapitre nous présentons les équations régissant les modéles physiques étudiés
dans la suite.

Aprés avoir rappelé les caractéristiques des deux systémes de coordonnées utilisés pour
I’écriture de ces modeéles, eulérien et lagrangien, nous présentons les équations décrivant
les trois types de milieux considérés - fluide visqueux incompressible, membrane élastique,
solide rigide - d’abord dans leur formulation classique (eulérienne pour le fluide, lagran-
gienne pour la membrane élastique et le solide rigide).

Le modéle complétement eulérien de [20] et [21] pour le couplage fluide - membrane élas-
tique est ensuite introduit. Ce modele utilise la méthode de Frontiére Immergée de Peskin
pour la prise en compte de la force élastique, avec une localisation de la membrane par
la méthode Level-Set. En remarquant que les dérivées de la fonction Level-Set donnent
directement accés a l'étirement de la membrane, cette formulation permet notamment
d’obtenir un modéle couplé dans lequel le terme de force élastique est exprimé compleé-
tement a partir de la fonction Level-Set, et apparait en second membre des équations de
Navier-Stokes. Les interpolations liées au passage des variables lagrangiennes a eulériennes
dans la méthode classique sont ainsi supprimées, résolvant le probléme de la perméabi-
lité de la membrane. On peut en outre montrer que ce modéle satisfait une propriété de
conservation de I’énergie totale.

Les méthodes de Frontiére Immergée et Level-Set, ainsi que les questions numeériques
liées a leur utilisation sont tout d’abord présentées, puis le modéle eulérien de couplage
fluide/membrane élastique est établi.

Nous précisons enfin les méthodes numériques utilisées pour la résolution des équations
de Navier-Stokes dans les simulations.

1.1 Modéles mathématiques en formulation classique

1.1.1 Coordonnées lagrangiennes et eulériennes

On peut décrire I’évolution d’un milieu physique de deux maniéres différentes, en uti-
lisant les coordonnées lagrangiennes ou eulériennes pour écrire les équations.
La premiére méthode, lagrangienne, consiste a attacher les propriétés aux particules du
milieu, et & suivre ces particules dans leur mouvement. Elles sont alors repérées par leur
position X (¢,tg, xo) au cours du temps, ou X (¢, %y, zo) est la position dans un repére fixe,
a l'instant ¢, de la particule qui occupait la position xy a I'instant ¢.
La seconde, eulérienne, consiste a attacher les propriétés aux points du repére fixe que
I'on a choisi. Une caractéristique physique donnée est alors définie en chaque point du
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repére et a chaque instant comme étant celle de la particule qui passe en ce point a cet
instant. Le champ de vitesse u est alors introduit afin de décrire le mouvement du milieu.

Les champs de vitesse u et de position X (s,¢,z) sont reliés par la relation cinématique

suivante : 8X( . )
s, t,x
u<t7 x) - ( aS ) |s=t

D’autre part si I'on connait le champ de vitesse u on peut retrouver le champ des positions
X en résolvant ’équation différentielle suivante :

W = u(t, X(t,tg, 7o)

X (to, to, xo) = o

Travailler en coordonnées eulériennes revient donc a se placer en un point géométrique X
et a écrire les bilans mécaniques, énergétiques, et thermodynamiques au voisinage de ce
point fixe.

On définit enfin la dérivée particulaire d’une quantité eulérienne ¢(¢, X) par :

i = o9 +u-Vo
dt ot

En mécanique des fluides, on utilise généralement les coordonnées eulériennes, qui per-

mettent de décrire le comportement global de I'écoulement, sans peut-étre déterminer

I’ensemble des positions des particules du systéme.

Au contraire, en élasticité, les contraintes sont exprimées par rapport a un état de réfé-

rence, et il est plus naturel de travailler en formulation lagrangienne, afin de mesurer les

variations de longueur dans le milieu, par rapport a ’état de référence.

Enfin, le mouvement rigide d'un solide est classiquement exprimé en variables lagran-

giennes.

Ce sont dans ces formulations classiques (eulérienne pour le fluide, lagrangienne pour
la membrane élastique et le solide rigide) que sont écrites les équations dans cette partie.

1.1.2 Equations de Navier Stokes incompressible pour un fluide
newtonien

Soit T>0. Nous étudions I’évolution d’un fluide newtonien visqueux incompressible
dans U ({t} x Q4 (1)), Q4(t) ouvert borné de R, d = 2, 3.
te[0,7)

On note, pour (t,z) € U ({t} x Qf(1)) :

t€[0,T]
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<

7(t,x) le champ de vitesse

(t,x) > 0 la densité

t,x) le champ de pression

#(t,x) > 0 la viscosité dynamique

#(t,x) le tenseur des contraintes de Cauchy

(uf(t x)) le tenseur des vitesses de déformation
x) la normale sortante & € (¢)

’Eb
A~

UM’;

n(
Nous supposons I’écoulement isotherme et sans échange de chaleur avec ’extérieur.

Lois de conservation

L’incompressibilité (conservation du volume) s’exprime en fonction de la vitesse eulé-
rienne uy par

divuy = 0 dans Q¢(t) (1.1)

D’autre part I'équation de conservation de la masse ou équation de continuité s’écrit dans
le cas général :

aaptf +div(psus) = 0 dans Q¢(t)
Dans le cas incompressible, elle devient :
Ops
6’; +uys- Vpr =0 dans Qy(¢) (1.2)

Enfin, d’aprés le théoréme fondamental de la dynamique, la variation de la quantité de
mouvement d’un volume de fluide est égale a la somme des forces (volumiques et surfa-
ciques) appliquées a ce volume. On en déduit par définition du tenseur des contraintes de
Cauchy ’équation suivante (forme conservative) :

Apyuy)
ot

oll fext est une force volumique extérieure.

+div(ppus @ uy) = div X; + ps fext dans Qf(t) (1.3)

Loi de comportement : fluide newtonien

Le tenseur des vitesses de déformation est défini par :
1
D(ug) = 5(Vuy + (Vuy)") (1.4)

Un fluide incompressible est dit newtonien si son tenseur des contraintes de Cauchy s’ex-
prime par :
Yy = —pla+ 245 D(uy) (1.5)
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Equations de Navier-Stokes incompressible

Pour un fluide visqueux incompressible newtonien, nous obtenons donc :

0
% +div(pup @ ug) + Vp — 2div(pD(us)) = py fexe dans Qp(1)

divuy = 0 dans Q¢(t) (1.6)

0 .

% +div(prus) = 0 dans Qg(t)

La pression p est calculée & une constante prés et les deux systémes précédents doivent
étre complétés par des conditions initiales et aux limites.

Energie totale

Dans le cadre dans lequel nous nous plagons (écoulement isotherme et sans échange de
chaleur avec l'extérieur), I’énergie totale & du systéme "fluide incompressible" se réduit

a son énergie cinétique &, :
1
& = &= 5pslugl® (1.7)

1.1.3 Equations pour une courbe élastique 1D

Dans ce paragraphe les équations sont écrites classiquement en variables lagrangiennes,
leur réécriture en variables eulériennes est détaillée dans la partie 1.2.

Soit T' > 0. Nous étudions I’évolution d’une courbe fermée élastique I',(t) dans R?, pour
t €10,7T]. Soit v : [0,T] x [0, L] — 7(t, s) un paramétrage régulier de T'.(t), avec s I’abs-
cisse curviligne. B

Soit I'. sa configuration au repos (en général I'. # I'.(0)), de paramétrage régulier 7(s).

[’étirement e de la courbe I'.(¢) est alors défini par

e(t,v(t,s)) = % sur [0, 7] x [0, L] (1.8)

On note, pour (¢,s) € [0,7] x [0, L] :

Ac(t, s) la densité de masse de I'.(t)

7(t, s) le vecteur tangent a T'.(t), 7 = s

|7s
— n(t,s) et k(t,s) la normale et la courbure de I (%)

— T.(t,s) la tension de I'.(t)
— F.. la densité de force extérieure exercée sur I'.(%)
— 1, le coefficient de raideur de I ()
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— F.(t,s) la densité de force élastique de I'.(¢)

En tant que milieu mono-dimensionnel, la courbe I'.(¢) n’est pas considérée comme in-
compressible.

Lois de conservation

La conservation de la masse est décrite par I’équation :

O (At ) =0 (1.9)

D’autre part la quantité de mouvement de I'.(t) est définie par :

Ae (tv 8)% <t7 S)

Les forces agissant sur une portion [s, s + ds] de T'.(¢) sont de deux types :
— les forces extérieures, de densité totale F,,;
— les forces de tension appliquées en s+ ds et s par le reste de la courbe I'.(¢), suivant
7(s) ou 7(s + ds), et de sens opposé : T,(t,s + ds) et —=T,(t,s)
Sur la portion [s,s + ds], la conservation de la quantité de mouvement s’exprime donc
par :
(Ae(t, s)vi(t, s)ds)y = T.(t, s + ds) — To(t, s) + Feu(t, s)ds

Donc, en passant a la limite en ds — 0, et en utilisant (1.9), on a :

oT.
Ac(t, s)vu(t,s) = s (t,8) + Feue(t, s) (1.10)

Energie et force élastique

La densité de force élastique exercée par I'.(t) apparait dans (1.10) sous la forme

0T,
F.(t,s) = s (t,s)

Une autre maniére de 'obtenir est de la dériver a partir de 'énergie élastique de I'.(%).
C’est ce qui est proposé dans [63]. En effet, si I'on suppose que ’énergie élastique &,
stockée dans I'.(t) est donnée par :

L
Ee:/ Ee(@Sl)ds (1.11)
0 7]

avec I, une loi d’énergie a préciser, la densité de force élastique F, exercée par I'.(t) peut
étre interprétée comme la dérivée de Fréchet de &, qui apparait lorsque 'on exprime la
perturbation 0&, d’énergie élastique induite par une perturbation -+ du milieu :

L
F, = & avec 0&, = —/ 2 (Eé <|ZS|) s ) dvyds
oy o Os |78| |78|
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=3 (5 (8) )

it = B ([2) 2

WS| |78‘

et s’exprime alors par :

En posant

on retrouve
oT.
F.(t,s) = t, 1.13
(t,5) = Z(t,9) (1.13)

En dérivant, on obtient (en utilisant une formule de Frénet)

0 , o
R = g (e (E))
(VE; (—'Yf‘) .%) B ("Zs|) -
7s] ]
- {(VEQ <|ZS|) .7') T+ E! <|ZS|) /m} |V
|73‘ |78‘

Cette derniére formule fait apparaitre les composantes tangentielle et normale de la densité
de force élastique.

Loi de comportement

Afin de compléter le modéle, nous exprimons la relation entre la tension 7, et 'étire-

ment e = };M

5|

de T'.(t), ce qui revient & choisir la loi E. dans I’expression :

it = B ([2]) 2

WS| |78‘

Nous supposons E/(r) = 0 pour r < 1 afin d’annuler la tension lorsque la membrane est
au repos.
Le choix

E.(r) = ve(r — 1) pour r > 1 (1.14)

permet d’obtenir un modéle d’élasticité linéaire en ce qui concerne la relation entre défor-
mations et contraintes, mais qui reste géométriquement non linéaire, c’est-a-dire que 1’on
ne fait pas de linéarisation dans le cas des petits déplacements de la membrane.

Remarque : Nous ne prenons pas en compte les forces de courbure dans ce modéle.
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1.1.4 Equations pour un solide rigide
Soit T>0. Nous étudions I’évolution d’un solide rigide homogeéne ,(t) dans R?
d=2,3, pour t € [0,T].

On définit :
— x(t) son centre de gravité
— r(t, x) le vecteur position d’un point de €,(¢) par rapport au centre de gravité x(t) :

r(t,x) =x —xg(t) (1.15)

— w(t) sa vitesse angulaire

On a alors Q4(t) = X (t,€,(0)) avec X vérifiant

0X
o~
X(0,z) =

(1) +w(t) x r(t, X (1)) (1.16)

On suppose enfin sa densité ps constante.

Lois de conservation

On définit les moments linéaire et angulaire de Q4 (¢) par :
~ Mxy(t) le moment linéaire avec M, la masse définie par

M, = psdx (1.17)
Qs (t)

— Js(t)w(t) le moment angulaire avec J,(t) la matrice d’inertie définie par
Js(t) = / ps(r2(t, )y — r(t,z) @ r(t,x))dx (1.18)
Qu(t)

Soit n(t,z) la normale sortante a Q4(t), et le vecteur gey (resp. le tenseur ey) repré-
sentant les forces volumiques (resp. surfaciques) appliquées au solide. La conservation des
moments linéaire et angulaire de €4(¢) s’écrit alors :

d*rq(t
M, xGQ( ) :/ PsGext (L, T d:p+/ Yext (t, s).n(t, s)ds (1.19)
dt Qu(t) 994 (t)

et

w = As(t) PsT (t l’) X gext t ZU dl’ + /;Qs Eext(tv 8)'n(t7 8))d8
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i.e.

Js(t)? = / psT(t, ) X gext (t, z)dx —i—/ r(t,s) X (Bext (£, s).n(t, s))ds
Q. (1) 804 (t)

—w(t) x (Jo(t)w(?)) (1.20)

Nous utilisons pour montrer cette propriété la relation suivante pour a, b, et ¢ trois
vecteurs :

(a®b)-c=(b-c)a (1.21)

Donc

Or

drt,z)) _ dz—ze(t)
dt dt
— _&Ugit)) + (25 (t) + w(t) x r(t,x)).V(z — zg(t))
= —ag(t) + (zg(t) +w(t) x r(t,x)).I

= w(t) xr(t,x)
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Donc

dJ,(t)
dt

w(t) = —/Q o ps(w(t).r(t,z))(w(t) x r(t,x))dx
= —w(t) x/ ps(w(t).r(t,x))r(t,z)dx

Qs(t)

20 —ax | L pllr(t2) © (0. 0) ol

=  —w(t) x ( o ps(r(t,x) @ r(t, x))dx.w(t))
— W) % (L(0)w()

N W(t) ( /Q . ps(r(t, x))2ﬂdx) w(t) =0

Remarque : Si le solide est un disque (pour d = 2) ou une sphére (pour d = 3), le
terme w(t) x (Js(t).w(t)) disparait de la conservation du moment angulaire car dans ce

cas J, :/ ps(r(t, z))?ldz.

E]

1.1.5 Vers un milieu continu multiphysique

Cette partie a été consacrée a la présentation de maniére indépendante des équations

pour un fluide incompressible, une membrane élastique, et un solide rigide. Dans la suite,
nous sommes amenés a considérer comme un milieu continu les systémes couplés "fluide-
membrane élastique" et "fluide-solide rigide".
Nous définissons alors un champ de vitesse (eulérien) ainsi que des caractéristiques phy-
siques (densité, viscosité) sur tout le domaine d’étude. L utilisation d’un champ de vitesse
continu nécessite de faire ici certaines hypothéses d’ordre physique. En effet, nous sup-
posons que le contact "fluide-membrane" ou "fluide-solide" est collant, i.e. qu’il ne peut
y avoir glissement, afin d’éviter une discontinuité dans la composante tangentielle du
champ de vitesse au niveau de ces interfaces. Nous supposons d’autre part qu’il n’y a pas
de transfert de matiére entre les différents systémes.

1.2 Modéle eulérien de couplage fluide-membrane élas-
tique en 2D

Soit T>0. Dans toute cette partie nous considérons une membrane élastique I'.(t),
t € [0,T], immergée dans un fluide incompressible contenu dans le domaine 2 C R2.
On note (¢, s) son paramétrage a l'instant ¢, et 7o(s) le paramétrage a I'instant 0. Soit
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I', sa configuration au repos (en général I', # I'.(0)), de paramétrage régulier 7(s).

1.2.1 Meéthode de Frontiére Immergée

La méthode de Frontiére Immergée de Peskin [63| utilise pour ce probléme une des-
cription eulérienne de la vitesse et de I'incompressibilité du systéme, et une description
lagrangienne de la configuration (position, étirement) de la membrane. Le principe est de
mettre en interaction ces deux descriptions afin de résoudre le probléme de couplage sur
le maillage eulérien, via un unique systéme d’équations.

Soit u le champ de vitesse eulérien du milieu continu, défini sur €2 tout entier.
On considére les variables lagrangiennes suivantes :

— v :(t,s) €0,T] x [0, L] — ~(t, s) la position des points matériels de la membrane,
avec s la coordonnée curviligne attachée a la membrane.

— F,: (t,s) € [0,T] x [0, L] — F.(t,s) la densité de force élastique de la membrane,

[7s]

sl

— Ae: (t,8) €10, T] x [0, L] — Ac(t, s) la densité de masse de la membrane.

entierement déterminée a partir de son étirement

La méthode de Frontiére Immergée consiste a résoudre les points suivants :

— La densité de force élastique F.(t,s), dérivée d’une énergie, s’exprime en fonction

de ~v(t, s) par
9 (1 |%|) %)
Ft,s)=— (B (L 1.22
() 38( (I%I s (1:22)

ot £/ est une loi de comportement élastique.

— Cette force est distribuée au voisinage de la membrane, a I'aide d’une masse de Dirac
0 régularisée numériquement. Une densité eulérienne de force élastique f. définie
sur les points du maillage fluide est calculée en résolvant 1’équation d’interaction
suivante :

fe(t,z) = /[OL] F.(t,$)0(x —~(t,s))ds (1.23)
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En multipliant f. par une fonction test ¢ et en intégrant sur {2 on obtient :

/Qfe(t,x)w(x)dx = /Q/[O’L]Fe(t,s)é(x—'y(t,s))dsd)(x)dx

= F.(t,s x)0(x — y(t,s))dxds
/M (t >/Qw<>< At 5))

_ /[ RACRICIEOIE

1
_ / L FL(t, 8)0(8)|slds
reu)|7%|

= <ﬁFe(t, 8)0r. (1), ¥(s)) (1.24)

— La vitesse eulérienne u est alors solution des équations de Navier-Stokes incompres-
sible avec en second membre la densité eulérienne de force élastique :

1 ou . 1
(p+ |I/\eérew)) (E + u.Vu) + Vp —2div(uD(u)) = mFe(h(t)

| (1.25)
divu=20

La densité de masse eulérienne de la membrane élastique apparaissant dans la pre-
miére équation de 1.25 est définie par

Ae(t,x) = / Ac(t, s)0(x — ~(t, s))ds (1.26)
[0,L]
Et avec le méme raisonnement que précédemment, on a
1
[ adtstente = (oAt 8. 00 (127)
Q s

— u est enfin interpolée aux points de controle (¢, s) a I'aide de la fonction ¢, et la
membrane est transportée avec le champ obtenu :

u(t,y(t,s)) = / u(t,z)é(x —(t,s))dx (1.28)

Q

ov(t,s

HICLIRSD) (1.20)

Le calcul de 1.28 suppose que le champ de vitesse u est continu a travers 'interface.

On considére pour cela que la membrane posséde de la viscosité, celle du fluide, dans
la premiére équation de 1.25.
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Il est a noter que les intégrales (1.23) et (1.26) sont mathématiquement différentes de
(1.28). En effet, si (1.28) est effectuée sur le domaine 2D €2, et demeure donc bornée,
les deux autres sont des intégrales curvilignes sur I'.(¢), donc I'intégration de la fonction
singuliére § donne lieu & une singularité dans les équations (1.25). Une formulation basée
sur des conditions de sauts au niveau de la membrane est proposée dans [72] afin déviter
cette singularité.

En comparaison avec les méthodes de type ALE, la méthode de Frontiére immergée est re-
lativement simple et facile & implémenter. Elle constitue donc une bonne alternative pour
I’étude des problémes de couplage fluide structure, notamment dans le cas de géoméries
complexes, puisque la résolution du fluide reste effectuée sur un maillage fixe et régulier.
Cependant 1'utilisation d’une masse de Dirac régularisée numériquement au niveau de
I'interface tend & masquer les éventuels sauts des variables du systéme a cet endroit, ce
qui limite en général la précision de la méthode a 'ordre 1, sauf pour des solutions régu-
liéres, c’est-a-dire en présence d’interfaces d’épaisseur non nulle, pour lesquelles 'ordre 2
est alors atteint ([30]). La précision peut néanmoins étre améliorée a travers ’approxima-
tion de la masse de Dirac, nous discutons ce point plus précisément dans la suite. D’autre
part, I'interpolation du champ de vitesse eulérien sur le maillage lagrangien est reconnue
pour étre responsable d’'une mauvaise conservation du volume. En effet, I'incompressiblité
du champ de vitesse est altérée lors de cette interpolation. Dans [64], un opérateur de
projection modifié pour le calcul de la vitesse fluide est introduit a cet effet, mais on perd
alors en partie I'avantage de la simplicité de la méthode. Le modéle eulérien de ([20]) et
(|21]) présenté dans la suite résout ce probléme en supprimant l'interpolation du champ
de vitesse elle-méme.

Approximation de la masse de Dirac

En pratique, la force élastique singuliére localisée sur la membrane est régularisée afin
d’obtenir une force volumique dont le support se situe dans un voisinage de celle-ci. Cela
revient alors a régulariser 'interface fluide-structure. Cette approximation de la masse de
Dirac est un point important de la méthode de frontiére immergée car cette fonction est
I'outil mathématique permettant d’appliquer la force de la structure sur le fluide. Cela a
donc une influence sur la précision de la méthode.

En dimension 1, la fonction singuliére ¢ est donc remplacée par une fonction §¢, avec
e =CAz, C > 0, telle que

5 € C=(R)
Supp(0°) C [—¢,¢], ) (1.30)
VEER, §(x—7)= ¢ (x - x) — y(z — 7) dans D'(R) quand € — 0

€
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avec ¢ une fonction de troncature.

En dimension d > 2, le choix classique pour 6° est un produit de fonctions & une va-
riable :

6 (x — ) = 6 () — 41)...65%2g — Tg) = Lo (:ﬁ%@) e (xd%fd) (1.31)

ed

ou x1,..., x4 sont les composantes de .

Dans [62], un certain nombre de conditions de compatibilité sur la fonction 0% sont enu-
meérées en plus des propriétés de continuité (afin d’éviter les sauts de vitesse et de force
au niveau de l'interface lors de I’évaluation sur le maillage eulérien) et de support borné
(pour des raisons de cotit des calculs).

En particulier, dans le cas 1D, en définissant I'erreur de discrétisation E par

E = f(i)—AxZée(:ci—_ '/50 T —1I) dx—A:c25€ T Z)'

€2 €7
(1.32)

avec {2’ = iAx};cz un maillage eulérien régulier, il est montré dans [7] que si 6° satisfait
q conditions de moments discrets, ¢ > 0, i.e. si

Vi eR, AxY 6 (5 - 7)(af — 7Y = {1 =0 (1.33)
p 0sil<r<gq

alors £ < C(Az)? pour f € CT'(Supp(6°)) et £ lipschitz continue sur cet intervalle.

Ce résultat est obtenu en écrivant le développement de Taylor a 'ordre ¢ — 1 de f.

Ainsi pour ¢ = 1 (resp. ¢ = 2) les fonctions constantes (resp. linéaires) sont interpolées

exactement. La condition Ax Z 6% (2" — z) = 1 assure simplement que &° reste de masse
i€z

1.

Le résultat est étendu en dimension d > 2 dans |79] pour des conditions analogues sur les

fonctions 6=*.

Pour 2e > gAx [79], il existe au moins une fonction 6 satisfaisant ¢ conditions de moments

pour un ordre ¢ donné. D’autres conditions formulées dans [62] permettent de déterminer

cette fonction de maniére unique.

Ainsi, pour ¢ = 2, on obtient :

1 1
% <3 —A|r|+/1+8|r] — 167’2> si|r] < 3
= 1
C(r) = 1 (5 — 4| = /=T +24r| — 16r2> si 5 < Ir] <1

0 sinon
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Une trés bonne approximation couramment utilisée de la fonction précédente est :

(14 cos(mr)) si|r] <1

N —

Ccos (T) =

0 sinon

Cette fonction ne satisfait cependant qu’une condition de moment discret, pour » = 0.
Pour ¢ = 3 on peut trouver I'expression de la fonction calculée a I'aide de MAPLE, dans
[72].

Une maniére d’améliorer la précision de 'approximation de la masse de Dirac est donc
d’imposer des conditions supplémentaires sur les moments discrets, i.e. exiger une meilleure
interpolation des fonctions d’ordre plus élevé. Cependant, ces conditions supplémentaires
s’accompagnent d’une augmentation du support, ce qui accroit dans le méme temps le
coiit des calculs, malgré une meilleure résolution de la structure.

D’autre part, lorsque la fonction f ou ses dérivées présente un saut au niveau de l'in-
terface, et c’est notamment le cas de la dérivée normale de la vitesse dans la méthode
de Frontiére Immergée, 'ordre de précision diminue. Dans [7], des conditions de moment
uni-latérales supplémentaires sont satisfaites pour atteindre le méme ordre que dans le
cas régulier :

VZER, Az) 6 (' —7)(a' —2)H(x' —2) =0si1 <r <q (1.34)

1E€EL

avec H la fonction de Heaviside.
La méthode d’interface immergée de [49] permet aussi d’obtenir plus de précision en écri-
vant, des conditions de sauts prenant en compte une partie de la force élastique.

Ce qui précéde concerne des modéles dans lesquels la membrane est représentée de ma-
niére explicite. Dans le cas d’une représentation implicite de celle-ci, par exemple avec la

1
méthode Level-Set, un choix classique pour 6% est —( (?) ot le niveau 0 de ¢ représente
e’ \ ¢

I'interface, et € est de I'ordre de 1 ou 2 pas d’espace. Il est montré dans [79]| que ce choix,
qui a l'avantage de la simplicité, peut entrainer une erreur en O(1) sur le calcul de la
longueur de l'interface, indépendamment de la fonction ( choisie. Deux méthodes sont
proposées pour améliorer cet ordre de précision, la premiére basée sur une approximation
du produit 1.31, I'autre sur un ¢ variable. Dans les deux cas la fonction ¢ et ses dérivées
sont utilisées pour construire la nouvelle approximation.
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1.2.2 Meéthode level set

Le principe de la méthode Level-Set introduite dans [58] est de représenter I'.(¢) par
I'intermédiaire d’'une fonction réguliére ¢ telle que

L) = o € Q,6(t,2) = 0} (1.35)
i.e. ¢(t,7y(t,s)) = 0 pour (t,s) € [0,T] x [0, L], ce qui donne, en dérivant par rapport a t :

Gt y(t; ) +ult, (L, 5)) - Vot y(t, s)) = 0 (1.36)

On se donne donc une fonction initiale ¢y représentant I'.(0), et & chaque instant on
cherche une fonction ¢ solution sur tout 2 de I’équation suivante :

(1.37)

¢ +u-Vo=0sur0,T] xQ
¢ = ¢p sur {0} x

Si ¢y est de classe C1, le probléme décrit par I’équation (1.37) admet une solution unique
de classe C'! donnée par :

o(t, ) = ¢o(X(0;2,1)) (1.38)

On choisit en général la fonction ¢g comme la distance signée a I'; :

—dist(x,I'.(0)) si x est dans le domaine intérieur a I'.(0
6o) = { bl O )

dist(x,T'.(0)) si x est dans le domaine extérieur a I'.(0)

Il est a noter que méme si la fonction level-set est initialisée & une distance, elle ne le reste
pas en général lors de son transport.
Expression des grandeurs géométriques

Avec le choix de signe de ¢q fait précédemment, la normale extérieure n au domaine
délimité par I'.(t), et sa courbure x s’expriment par :

n(t, x) = % (1.40)
k(t,z) = div % (1.41)

En 2D en particulier, on peut de plus exprimer la tangente 7 a I'.(¢) par

Vot x)

1) = 50, o)

(1.42)
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Expression de variables du milieu continu

Soit H la fonction définie par :

1siy<0
H(y) =1 . (1.43)
O0siy>0
Alors
1 si x est dans le domaine intérieur a I'.(¢
Hpl ) =1 e itérient 3 1[0 (141
0 si = est dans le domaine extérieur a I'.(¢)
Et H(¢) est aussi solution (au sens des distributions) de I’équation de transport :
(H(¢)): +u-V(H(¢)) =0 (1.45)

Donc toute variable o du milieu continu, de valeurs oy (resp. ap) a Uintérieur (resp. a
I'extérieur) de T'.(t), peut s’exprimer par :

a(p) = ay + H(¢) (o — az) (1.46)

Nous donnons dans la suite une version régularisée de la fonction H(¢), dans le cadre de
la méthode de frontiére immergée.

Transport de la fonction level-set

La formulation level-set d’un probléme de couplage fluide-structure repose sur le trans-

port d’une fonction auxilliaire ¢. Un soin particulier doit donc étre apporté a la résolution
numérique de 1’équation d’advection sur ¢. En effet, si I'on souhaite obtenir des infor-
mations mécaniques sur la structure a partir de ¢, il est préférable de s’orienter vers des
schémas précis et peu diffusifs.
Si de nombreux schémas existent pour I’équation de transport, les contraintes citées pré-
cédemment en éliminent certains, notamment le plus classique, le schéma amont, trop
diffusif, et le schéma de Lax-Wendroff, délicat & écrire en dimension 2 et qui d’autre part
se comporte assez mal pour une solution irréguliére. Enfin les interpolations nécessaires
a la mise en place de la méthode des caractéristiques nous ameénent a choisir d’autres
schémas.

Traitement des termes convectifs Les schémas ENO (Essentially Non Oscillatory),
introduits dans [31] en 1987 et adaptés du schéma amont, choisissent le stencil d’interpo-
lation en fonction d’un critére de régularité locale de la solution numérique, contrairement
aux méthodes traditionnelles de différences finies basées sur des interpolations a stencil
fixe. Le but de ces schémas est en effet d’éviter les endroits ot la fonction est irréguliére, et
'ajustement du critére de régularité permet d’obtenir des schémas d’ordre élevé. Voir [70]
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pour plus de précisions sur ces schémas. Plus récemment, les schémas WENO (Weighted
Essentially Non-Oscillatory) ont été développés. Ces schémas utilisent une combinaison
convexe de stencils d’interpolation, plutét que de choisir le meilleur stencil. Aux endroits
ou la fonction est irréguliére, ils se comportent comme des schémas ENO. En ce qui
concerne la précision, les résultats obtenus avec ces schémas sont comparables avec ceux
obtenus avec des schémas tels que le schéma de Fromm ou le schéma de Beam-Warming.
On utilise dans les simulations présentées dans la suite un schéma WENO d’ordre 5 pour
I’équation de d’advection de la fonction level-set.

Traitement des termes temporels [L’attention accordée a la discrétisation des termes
convectifs est justifiée par la grande sensibilité des méthodes level-set a I’approximation de
ces termes. En ce qui concerne la discrétisation des termes temporels, I'expérience semble
montrer que 'influence sur la qualité de la solution numérique est moindre. Nous utilisons
donc un schéma d’Euler d’ordre 1 dans nos simulations.

Cependant, si I’on souhaite augmenter l'ordre de la discrétisation temporelle, on peut par
exemple choisir d’utiliser des schémas de Runge Kutta dits "total variation diminishing"
(RK TVD). Ces schémas, proposés dans [70|, garantissent qu’il n’y a pas création d’oscil-
lations supplémentaires lorsque ’on augmente 'ordre de la discrétisation temporelle, par
rapport au schéma d’Euler.

1.2.3 Expression de la force élastique en formulation level-set
Expression de I’étirement de I'.(¢) en fonction de ¢

Dans [20] et [21] il est montré que I'on peut a chaque instant exprimer la variation de
longueur ou étirement de I'.(¢) en fonction de la fonction ¢.
Nous présentons ici le calcul de I'étirement donné dans [20] en partant du paramétrage de
[.(t). Une autre preuve, basée sur des considérations plus géométriques, est donnée dans
[21].

On introduit le champ d’étirement e : [0, 7] x @ — R défini par :

e(t,v(t,s)) = Pt 5)] sur [0, 7] x [0, L] (1.47)

()]

En dérivant cette expression par rapport a t, on obtient :

Vst Vs o Vst Vs
e

e, +u-Ve = ° =
Vs 7] |7s]2

(1.48)
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Avec la définition de ¢, et en se donnant une fonction initiale ey, on cherche alors e solution
de :

[DulV x ¢-V x ¢
Vol
e=ep sur {0} x

e, +u-Ve=e

sur |0, 7] x €2 (1.49)

Dans le cas d'un écoulement fluide incompressible, on peut alors montrer que |V¢| vérifie
la méme équation que e. Donc

Vot At )| _ [e(tA(t5))
Voo lea(r0(5) (1.50)

Dans le cas ou e est constant, on peut alors choisir ¢y comme la distance signée a I'(0)
multipliée par ey, et ainsi odtenir e = |V¢| a chaque instant sans le calculer.

Expression de la force élastique en fonction de ¢

On rappelle la densité de force élastique dérivée précédemment en formulation lagran-

gienne :
e = (o7 (5g) 7)o () o e

Les résultats (1.40), (1.41), (1.42), et surtout (1.50) nous permettent de réécrire cette
densité complétement en fonction de ¢ [21] :

Fe = Py (V(E(IVOD)) Vel — EL(IV])k(¢) Ve (1.51)

avec Py, la projection sur I'hyperplan orthogonal a V.
On peut aussi réécrire cette densité de force sous la forme

oo o (o Y6\ Vo
F= (VEvon - v. BV TG ) ) 199 (152

1.2.4 Formulation level-set de la méthode de frontiére immergée

En utilisant (1.51) ou (1.52), on présente maintenant une formulation complétement
eulérienne de la méthode de frontiére immergée pour le couplage fluide-membrane élas-
tique en 2D, proposée dans [20], et qui permet d’éviter les interpolations entre variables
eulériennes et lagrangiennes, grace a 1'utilisation d’une fonction level-set pour localiser la
structure.

Il reste pour cela a exprimer ’approximation de la masse de Dirac en fonction de ¢.
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Régularisation de I’interface fluide-structure en formulation level-set

La régularisation de I'interface fluide-structure se traduit en formulation level-set par
([21]) -
L (¢
EC g |V¢| — 5{¢:0} dans M(Q)

avec M(Q2) le dual de C.(2).

On fait donc I'approximation volumique suivante pour € petit :

1
EC (?) V| ~ drg—0y (1.53)

La quantité |V¢| qui apparait dans cette approximation représente la largeur du voisinage
de la membrane sur lequel on applique la force.

Traitement de 1’étalement de la fonction level set

L’approximation (1.53) suppose de pouvoir controler le gradient de la fonction level-

set, car cela va déterminer le support de la fonction de régularisation, et donc de la force
elle-méme.
Or si la fonction level-set est initialiste comme une fonction distance, elle ne le reste pas
nécessairement lors de son déplacement. On présente donc trois méthodes visant a obtenir
a partir de la fonction level-set une fonction distance a4 chaque pas de temps, c’est-a-dire
une fonction de gradient unitaire.

Ré-initialisation par résolution d’une équation d’Hamilton-Jacobi La premiére
solution consiste a résoudre a chaque instant ¢ I’équation d’Hamilton-Jacobi suivante :

od = signe(¢)(1 — |Vd|)

or (1.54)
d(0,z) = (¢, x)
avec la fonction signe prenant ses valeurs dans {—1;0; 1} suivant le signe de ¢.
On observe que lorsque 1’état stationnaire est atteint, le gradient de d est unitaire.
Cette méthode a été introduite par Sussman, Smereka et Osher dans [76].
En réécrivant I’équation précédente sous la forme
od
— +w - Vd = signe(¢) (1.55)

or
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vd

vd|’
les caractéristiques partent perpendiculairement de {¢ = 0}, ce qui signifie que la recons-
truction de ¢ s’effectue en partant de l'interface. Pour obtenir une distance au voisinage

de l'interface seulement, quelques itérations suffisent donc.

avec w = signe(¢) il apparait que le probléme a résoudre est hyperbolique, et que

Cependant, en dehors du fait que cette méthode exige la résolution d’une équation sup-
plémentaire, elle peut aussi induire numériquement un petit déplacement de l'interface
du fait de la compressibilité du champ w. On peut trouver une description plus détaillée
de cette méthode dans [57].

Modification de I’équation d’advection en dehors de I’interface Une autre solu-
tion, proposée initialement par Zhao, Chan, Merriman, et Osher dans [83] & partir d'une
idée de Evans et Spruck, et reprise ensuite dans d’autres travaux, est de remplacer 1’équa-
tion d’advection de ¢ par I’équation suivante :

Gt x) + (u- Vo) (t,x — (9Ve)(t, x)) = 0 (1.56)

Ainsi I'interface représentée par {¢ = 0} est bien transportée par la vitesse u, et la fonction
¢ reste une distance a chaque instant. Cependant, le caractére non local de cette équation
peut apparaitre génant pour des applications en mécanique des fluides.

Renormalisation par le gradient Dans le cas ol I’on souhaite exprimer la force élas-
tique de la membrane entiérement en fonction de la fonction level-set, ¢’est-a-dire obtenir
I’étirement a partir du gradient de ¢, les deux méthodes précédentes ne peuvent pas étre
utilisées car elles modifient toutes les deux la fonction ¢, donc son gradient.

La troisiéme solution, proposée par Cottet dans [19] est inspirée par 'observation sui-
vante : au voisinage de l'interface, une bonne approximation de la distance a celle-ci est
donnée par \VLM' Ainsi on peut conserver I'information mécanique d’étirement portée par
le gradient de la fonction level-set, tout en controlant I’épaisseur numérique de I'interface.
Cette méthode, en ne modifiant pas ¢, posséde ainsi de bonnes propriétés de conservation
de volume. Des résultats numériques en comparaison avec ceux obtenus en utilisant une
re-initialisation sont présentés a ce sujet dans [23]. Le modéle 2D considéré est une mem-
brane circulaire transportée dans un écoulement créé par un vortex, et dont on controle la
longueur. Le résultat de référence est obtenu par une méthode de suivi d’interface avec un
grand nombre de marqueurs. Si les résultats dépendent de la résolution utilisée pour les
calculs, ces tests montrent que la méthode de renormalisation représente une alternative
efficace et peu coiiteuse aux méthodes de re-initialisation.

En pratique, cette méthode consiste & remplacer numériquement l’approximation (1.53)

par
1 ~Y
EC (8|V l) ~ Ofp—0} (1.57)
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Force élastique en formulation level-set

Avec (1.50) et (1.53) on peut écrire 'approximation suivante de la force apparaissant
en second membre de (1.25) :

1 1. (¢
F.é ~F (| =
e = (g Vel C() FC()

Et en utilisant (1.52), la forme régularisée de la force élastique apparaissant en second
membre des équations du fluide est alors :

F= (VEven - v. (B0va) o ) o ) IVelie (2)

On peut également obtenir cette expression en la dérivant directement d’une énergie
élastique régularisée. On introduit I’énergie élastique régularisée suivante :

&) = [ EveDe (%) do (159

En dérivant cette expression de I’énergie par rapport au temps, on obtient [21] :

60 = [ (v (B09aD g5 ) o~ T (B0 ) (9126 (£) e (1o0)

En utilisant le fait que la variation en temps de l’énergie élastique est I'opposé de la
puissance des forces élastiques, i.e. que

%56(@ = —/QFe(t, x)udz (1.61)

On retrouve alors (1.58). Enfin, une expression équivalente est calculée dans [22] :

F, = div (E;(|v¢|) (H - VT@W) = (?)) (1.62)

Expression des variables continues

Soit la fonction encore notée H définie par :

H(r):/ ((s)dssi —1 <r <1,
H(r)y=1sir<—1,H(r)=0sir>1

(1.63)
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C’est une régularisation de la fonction H définie précédemment par (1.43).
Ainsi toute variable o du milieu continu, de valeurs «; (resp. ap) a l'intérieur (resp. a
'extérieur) de I'(¢), peut étre régularisée en utilisant H :

au(¢) = an + H (?) (a1 — a) (1.64)

En particulier, on note p; et ps les densités a 'intérieur et a l'extérieur de la membrane.
Avec (1.53) on peut écrire I'approximation suivante de la densité de masse apparaissant

dans (1.25) :
1 1 1 (¢
—A0 ~ A~ -
i = phvelze (2) = (2)

On définit alors une densité sur ’ensemble du milieu continu par :

p=(¢) =p2+ H ((b) (p1 = p2) +A%C (9) (1.65)

3

Avec cette définition la densité p.(¢) vérifie bien 1’équation de conservation de la masse :

Ip-(9)
ot

+ (u.V)p=(¢) = 0 (1.66)

De méme, avec pp et po les viscosités a l'intérieur et a I'extérieur de la membrane, on
définit la viscosité du milieu continu par :

pe(¢) = p2 + H <¢) (11 — p2) (1.67)

Modéle continu : formulation level-set de la méthode de frontiére immergée
pour le couplage fluide-membrane élastique en 2D

En conclusion, on a la formulation suivante [21] :

(p (¢) (% +u. Vu) + Vp — div(p(¢) D(u)) =
Lv <E_;<Lv¢\>> -v. (Bveb oS ) o] Ivelte (2)
\(bivfui Vo =0
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Egalité d’énergie

En multipliant I’équation de conservation des moments par u, et en intégrant sur €2 et
sur [0, 7], on obtient I’égalité d’énergie suivante [21] :

s [ + [ [ o [ wgvopie (2) @
_ %/Qpa(qﬁo(x))ug(:p)der/QEe(|V¢0|)§C (%) (z)dx

E(T)+ E(T) + / : / pe(¢) D (u)*dxdt = £.(0) + £.(0) (1.68)

c’est-a-dire que modulo de la dissipation visqueuse, I’énergie totale du systéme, consti-
tuée des énergies cinétique &, et élastique &, est conservée. La régularisation de la force
élastique utilisant la formulation level-set n’induit donc pas de dissipation d’énergie sup-
plémentaire dans le systéme.

Cette égalité d’énergie est notamment utilisée dans [22] afin de montrer Iexistence locale
de solutions fortes en 3D du modéle couplé.

1.3 Reésolution de Navier Stokes

Nous présentons enfin les méthodes numériques que nous utilisons pour la résolution
des équations de Navier-Stokes, dans les différents problémes de couplage étudiés. On
suppose qu’il n’y a pas de force extérieure.

Méthode de projection

Lors de la résolution numérique des équations de Navier-Stokes, une difficulté majeure
est la résolution de maniére couplée de la vitesse et de la pression. En effet, la résolution
simultanée de ’équation des moments et de la condition d’incompressibilité fait apparaitre
une matrice non creuse et non symétrique. Afin de résoudre ce probléme, nous utilisons
une méthode a pas fractionnaire, dite méthode de projection de Chorin-Temam, qui, en
séparant les effets visqueux et convectifs de I'incompressibilité, permet d’obtenir deux pro-
bléemes elliptiques indépendants. Nous rappelons ici le schéma numérique correspondant,
utilisé dans les simulations présentées dans la suite.

Dans le premier pas du schéma la pression est complétement ignorée, et on calcule
seulement les termes de convection C' et diffusion D. Le deuxiéme pas, ou pas de projec-
tion, permet de projeter la vitesse sur I'espace des vitesses a divergence nulle. L’équation
de conservation de la masse est enfin résolue afin de calculer la densité.

Etant donné p", u™, p", f*, 'algorithme est le suivant :
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1-Calcul des termes de convection-diffusion On calcule le terme convectif C' de
maniére explicite, en utilisant par exemple un schéma WENO comme pour la fonction
level-set.

D’autre part, on traite le terme diffusif D implicitement, par différences finies centrées.

Enfin, en utilisant un schéma d’Euler en temps, on résout

~n+1 _ . n
p"% 4 pnCm — D = (1.69)

2-Résolution de la pression et projection de la vitesse Le deuxiéme pas, ou pas
de projection, permet de projeter la vitesse sur 1’espace des vitesses a divergence nulle.

On résout
n+l _ ~n+l
pnu + vpn+1 — O
dt

n-+

u 1.n|ag =0

avec la pression solution de ’équation elliptique suivante

1
div (—Vp”“) = divgntt
pn

Vp"“.mm =0

(1.71)

Lorsque p" est constant, il s’agit d’une équation de Poisson, pour laquelle de nombreux
solveurs par différences finies existent, sur grille centrée ou décalée. On cite notamment
la librairie Fortran FISHPACK

(http ://www.cisl.ucar.edu/css/software /fishpack /).

Les tests numériques que nous présentons dans la suite se situent soit dans ce cas, soit
dans le cas de faibles gradients de densité. On peut alors faire une approximation de type
Boussinesq sur la densité pour la résolution de la pression et la projection. Par exemple,

pour le couplage fluide-solide rigide on utilise p = # dans (1.70) et (1.71).

La condition aux bords sur u"*! impose la condition Vp"“.n‘ag = 0 sur la pression.
Cette condition aux bords artificielle entraine une couche limite numérique qui empéche
le schéma d’étre complétement d’ordre 1 sur la vitesse en norme H'! et sur la pression en
norme L2,

D’autre part I'erreur de partitionnement (splitting) est d’ordre O(dt), donc le schéma est
lui aussi au mieux d’ordre O(dt), quelque soit le schéma en temps utilisé pour le premier
pas.
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Grille décalée

On utilise une grille décalée de type MAC (marker-and-cell) pour la discrétisation

spatiale des équations de Navier-Stokes par différences finies : la pression est définie aux
noeuds (i, j), alors que les vitesses (horizontale et verticale si on se place en 2D) sont
définies sur les faces des mailles en (i + 1/2,7) et (i, + 1/2). De maniére générale tous
les champs scalaires (densité, viscosité, pression, fonction level-set lorsque 1'on fait le
couplage) sont définis aux neeuds.
L’utilisation d’une telle grille permet d’une part d’obtenir une précision d’ordre 2 pour le
calcul de la pression, car les dérivées des vitesses sont directement obtenues aux noeuds
de pression, et d’autre part d’imposer au niveau discret la contrainte d’incompressibilité
de maniére exacte aux points de calcul des vitesses lors de I’étape de projection (1.70).

1.4 Conclusion

Apreés une revue des méthodes numériques pour le couplage fluide - structure, nous
avons présenté dans ce chapitre les modéles mathématiques décrivant un fluide visqueux
incompressible, une membrane élastique, et un solide rigide, d’abord de maniére indé-
pendante, et dans des formulations classiques. Puis nous nous sommes concentrés sur la
description d’un modéle complétement eulérien pour le couplage fluide -membrane élas-
tique, utilisant la méthode de Frontiére Immergée avec une localisation de la membrane
par la méthode Level-Set.

Le chapitre suivant est consacré a une étude numérique de ce modéle, notamment en ce
qui concerne sa stabilité numérique.
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Chapitre 2

Stabilité numérique du couplage
eulérien fluide-membrane élastique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la stabilité numérique du modéle eulérien de

Frontiére Immergée introduit dans le chapitre précédent pour le couplage fluide-membrane
élastique en 2D.
En effet, de maniére générale dans la méthode de Frontiére Immergée, il est reconnu que
I’application de la force portée par la structure induit une forte restriction sur le pas de
temps, dés lors que cette force est traitée explicitement. Cet aspect de la méthode est
d’ailleurs évoqué par Peskin dans [63] comme I'un des axes de reherche a privilégier pour
la méthode de Frontiére Immergée.

Afin de lever la restriction sur le pas de temps, de nombreux travaux ont été consa-
crés a I'étude de méthodes implicites en temps ([80], [54], [73], [74], [56]). Cependant en
pratique les algorithmes proposés sont trés cotiteux car le calcul de chaque pas de temps
correspond a la résolution d’un probléme non linéaire couplé par une méthode itérative,
dont la convergence peut étre de plus difficile & obtenir, notamment lorsque la densité
de la structure est proche de celle du fluide. On perd alors le bénéfice de l'utilisation de
grands pas de temps.

La définition de couplage semi-implicite ou approximativement implicite permet d’obtenir
des schémas plus réalistes du point de vue de leur mise en oeuvre et de leur efficacité.
Dans [80], [73], [74] et [8] un schéma traitant implicitement la convection-diffusion mais
explicitement la force élastique est étudié. Un schéma approximativement implicite est
également proposé dans [80] en considérant une approximation de la position de la struc-
ture en fin de pas de temps pour le calcul de la force. Le schéma proposé dans [27| permet
enfin de garantir la stabilité pour un large choix de paramétres, en traitant seulement
les effets de masse ajoutée de maniére implicite, ce qui permet de conserver une certaine

45
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efficacité. Les effets de masse ajoutée caractérisant I’action du fluide sur la structure de-
viennent importants dés lors que la densité du fluide et de la structure sont proches. Une
condition de stabilité mettant en jeu le rapport des densités et ne dépendant pas du pas
de temps est calculée dans [14]. Cette condition indique que quelque soit le pas de temps
ou le schéma de couplage en temps utilisés, les calculs peuvent demeurer instables si I’effet
de masse ajoutée est trop important.

[’étude de la stabilité des schémas de couplage peut étre abordée de plusieurs maniéres. En
effet, outre ’approche numérique consistant a observer la stabilité éventuelle des calculs
lorsqu’on augmente le pas de temps et/ou la raideur de la structure, donc la force élas-
tique, il est possible d’anticiper ce genre de comportement en étudiant I’énergie discréte
du systéme fluide-structure. Physiquement ’énergie totale du systéme doit étre conser-
vée, donc la vérification de cette propriété au niveau discret doit permettre d’assurer la
stabilité. Dans [8] il est montré pour une formulation en éléments finis que les schémas
semi-implicite et implicite de [80] sont en ce sens respectivement conditionnellement et
inconditionnellement stables. C’est également 1’approche employée dans [56] dans une for-
mulation semi-discréte en temps pour I’étude de divers schémas implicites. [.’étude menée
dans (73], |[74]) suit une approche différente. Une analyse linéaire permet d’isoler les
modes d’oscillation d’une fibre élastique soumis & une petite perturbation afin de tirer des
conclusions sur une méthodologie de couplage & adopter pour obtenir la stabilité. Il est
notamment montré que la combinaison faible viscosité du fluide/grande force élastique est
source d’instabilité. Cela explique que numériquement pour certaines applications comme
la simulation de I’écoulement sanguin dans les artéres, la viscosité du fluide est parfois
choisie bien plus grande que sa valeur physique, afin de conserver des pas de temps rai-
sonnables.

Nous présentons tout d’abord le test de relaxation d'une membrane élastique immergée
dans un fluide incompressible sur lequel nous effectuons les validations numériques dans
la suite, et nous donnons quelques précisions sur le lien entre la discrétisation spatiale de
la force élastique et certaines instabilités numériques, afin de limiter dans la suite notre
étude aux instabilités liées au couplage en temps.

Grace a une analyse de stabilité d’'un modele 1D linéarisé, nous calculons ensuite des
conditions de stabilité sur le pas de temps, pour des schémas traitant le couplage entre
le fluide et la membrane de maniére explicite, semi-implicite ou implicite. Ces conditions
liant les effets visqueux et élastiques sont comparées avec des conditions de la littérature,
et on valide ensuite numériquement la condition obtenue avec I'analyse 1D pour le schéma
semi-implicite, sur le test de relaxation en 2D.

La fin de ce chapitre est consacrée a I’étude d’un schéma de couplage en temps conservant
I’énergie discréte du systeme.
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2.2 Modéle

Soit T>0. Nous considérons une membrane élastique sans masse T.(t), t € [0,T],
immergée dans un fluide visqueux incompressible homogéne contenu dans le domaine
Q C R~
Soit u le champ de vitesse fluide. On considére la fonction level-set ¢ initialisée comme la
distance signée a I'.(0) et telle que :

T.(t) ={z € Q ot,z) =0}, Vt €[0,T]

2.2.1 Modéle eulérien de couplage fluide-membrane élastique

On rappelle le modéle eulérien de couplage défini au chapitre précédent :

(0 (uy +u.Vu) + Vp — pAu = F,
= |(vEven) - o5 ) S5 - mvelse £ | oG (2)

Vol ) 1Vl Voll e " \e) (1)
divu =0
\(bt +u- V(b =0
avec la loi de comportement
El(r)=rve(r—1) (2.2)

ou v, est le coefficient de raideur de I'.(t).

Rappelons également que la force élastique peut s’écrire de maniére équivalente sous la
forme VooV 1 (6
®
F. =div | E(|V I—— | -C| - 2.3
w (Even (1- T 2 (5)) 29

2.2.2 Relaxation d’une membrane élastique

Dans la suite nous validons numériquement la stabilité du schéma de couplage sur
un probléme couramment utilisé dans la littérature (48], [8], [56], [37]), dans lequel une
membrane élastique étirée de forme initiale elliptique relaxe vers sa forme d’équilibre, un
cercle.

La membrane est immergée dans un fluide visqueux incompressible homogéne, initiale-
ment au repos, donc le volume qu’elle délimite reste constant. Les oscillations autour de
la forme d’équilibre sont plus ou moins nombreuses en fonction de la viscosité du fluide
et de la raideur de la membrane.

Nous choisissons une ellipse initiale d’axe horizontal a = 0.75 et vertical b = 0.5. L’étire-
ment initial constant appliqué est e = 1.2526. Dans ces conditions, la forme d’équilibre
est un cercle de rayon R = /0.5 x 075 = +/0.375 ~ 0.6125, ce qui correspond a un cercle
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de rayon 0.5 (état au repos) étiré avec e = 1.2526. Les différents états de la membrane
sont présentés sur la figure 2.1.

FINAL . ~.. INITIAL
(EQUILIBRE) .~~~ ~

~- - REPOS

F1G. 2.1 — Formes de la membrane élastique a 1’état initial, final, et au repos

Afin de préciser la dynamique du systéme on montre I’évolution des axes de 'ellipse, et
le profil de pression pour quelques valeurs de la raideur de la membrane et de la viscosité
du fluide.

Sur les figures (2.2-2.5) on présente les résultats obtenus avec v, = 1 et u = 0.01. Les
oscillations des rayons sont amorties jusqu’a atteindre un état stationnaire correspondant
au cercle.

La force élastique imposée par la membrane est plus forte aux endroits ou la courbure
est importante, ce qui induit une pression plus forte a ces endroits-l1a. Les profils de pres-
sion de 2.3-2.4 montrent ces surpressions lorsque la membrane a la forme d’une ellipse,
at=0.2ett=22. Le dernier profil, sur la figure 2.5, correspond a lI'état d’équilibre a
t = 30, avec une pression constante a l'intérieur et a I’extérieur de la membrane.
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F1G. 2.2 — Evolution des axes de I'ellipse

0.9947 0.335

0.239

0.144

Z—-Axis

0.0478

-0.048

-0.144

]

7812

-0.24

1.992 1992

F1G. 2.3 — Profils de pression a t = 0.2
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0.9947 0.291

0.148

Z—-AXis

0.0769

0.00542

-0.066

085322

7812

-0.137

1.992 1,992

F1G. 2.4 — Profils de pression a t = 2.2
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0.9947 0.258

0.202

0.147

Z—-AXis

0.0913

0.0358

-0.0197

0087833

7812

-0.0752

1.992" 1.092

F1G. 2.5 — Profils de pression a t = 30

D’autre part en faisant varier la raideur v, de la membrane, on change la dynamique
de la relaxation. En effet, le nombre d’oscillations avant d’atteindre ’état stationnaire est
d’autant plus grand que la membrane est raide. Les oscillations des axes obtenues pour
ve = 0.1 et v, = 10 avec p = 0.01 sont présentées sur la figure 2.6.
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F1G. 2.6 — Evolution des axes de ellipse pour v, = 0.1 (gauche) et v, = 10 (droite), avec

p=0.01

Enfin plus la viscosité du fluide est grande plus les oscillations sont amorties. On
présente les résultats obtenus pour g = 0.1 et = 0.001 avec v, = 1 sur la figure 2.7.
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I I I
15 20 25
temps

30

F1G. 2.7 — Evolution des axes de 'ellipse pour p = 0.1 (gauche) et p = 0.001 (droite),

avec v, = 1

2.2.3 Calcul numérique de la force élastique

Avant de nous consacrer a I'étude de stabilité du couplage en temps, quelques re-
marques doivent étre faites en ce qui concerne la discrétisation spatiale de la force élas-

tique.

En effet une attention particuliére doit étre apportée a la discrétisation des termes com-

portant des dérivées d’ordre élevé de ¢.
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C’est notamment le cas de la courbure définie par

o) = v (%) (2.4)

On a observé qu’une discrétisation de cette expression non développée cause des instabili-
tés numériques au niveau de 'interface, et en pratique on discrétise donc plutot ’expres-

sion
¢J1$(¢y)2 + ¢yy(¢m)2 - 2¢$$¢Z‘¢y
k(d) = 2.5
(%) o (25)
D’autre part, pour la composante tangentielle de la force le développement
’ V2gV¢
V(E(IVel) = E{(IVe]) Vol (2.6)

avant discrétisation permet d’obtenir de meilleurs résultats.

Remarquons enfin que I'on peut aussi gagner en régularité en transportant I’étirement de
la membrane. En effet le modéle 2.1 écrit au niveau continu utilise la propriété e = |V,
or au niveau discret son approximation peut entrainer aussi des instabilités numériques.

Si 'on souhaite calculer explicitement 'étirement de la membrane, alors il faut résoudre
I’équation suivante :
[DulV x ¢ -V x ¢

Ve =
e +u e e \V¢|2 (2.7)

€ =€

Et on remplace 'expression de la force élastique en fonction de ¢ :

F= |(vEaven - T50) - Tagt - Evebsor o] e () e

par l'expression suivante en e et ¢ :

R (V) Yot ) et - s S (2) e

La figure 2.8 montre un exemple d’évolution des axes de 'ellipse sans développement du
terme V(E.(]V¢|)) ni transport de I'étirement, en comparaison avec le résulat obtenu si
I'on applique 1'un de ces deux traitements.
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T
T

rayony A\ rayony

rayon x ------- \ rayonx ------- |

Rx,Ry
Rx,Ry

temps temps

F1G. 2.8 — Evolution des axes de I'ellipse - A gauche, sans développement de V(E.(|V¢|))
et avec e = |[V¢|. A droite, avec développement de V(E.(|V¢|)) ou avec transport de e

Les remarques précédentes permettent d’envisager les difficultés numériques induites
par l'utilisation de la forme conservative de la force définie par (2.3). En effet cette ex-
pression est fortement incompatible avec les méthodes citées ci-dessus afin d’améliorer la
stabilité, et par ailleurs la dérivation de la fonction ¢ qui est une masse de Dirac régula-
risée ajoute une difficulté.

En conclusion, une attention particuliére doit étre apportée a la discrétisation de la force
élastique, afin d’éviter certaines instabilités numériques. Ces instabilités ne doivent pas en
I'occurence étre confondues avec l'instabilité des calculs que nous étudions dans la suite,
lie au choix du pas de temps et du schéma de couplage en temps.

2.3 Calcul d’une condition de stabilité

De la méme maniére que pour les termes inertiels, le traitement explicite de la force
élastique induit une condition sur le pas de temps si 'on veut assurer la stabilité des
calculs. Cette condition peut d’ailleurs étre bien plus restrictive que celle relative aux
termes inertiels, dés lors que la raideur des structures considérées devient importante.
Le but de cette partie est donc de calculer une condition sur At, du méme type que la
condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) pour la convection, et faisant intervenir la
raideur v, de la membrane.

On présente d’abord des conditions de stabilité disponibles dans la littérature pour des
problémes de couplage relativement proches de celui que I'on étudie, a savoir des problémes
multi-fluide avec prise en compte de la tension de surface a I'interface entre les deux fluides.
Puis, sur une version 1D linéarisée de notre modele, on étudie I'existence d’une condition
de stabilité pour différents schémas traitant le couplage (u, ¢) de maniére explicite, semi-
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implicite, ou implicite.
Enfin, on présente les tests numériques illustrant sur le probléme 2D les résultats de
I'analyse 1D.

2.3.1 Conditions de stabilité existantes

En ce qui concerne les problémes de couplage multi-fluides avec prise en compte de
la tension de surface, nous présentons deux conditions de stabilité disponibles dans la
littérature.

Ces problémes sont caractérisés par la présence d’une force localisée au niveau de l'inter-
face entre les deux fluides, définie par

F = —v.kn

avec v, le coefficient de tension de surface, x et n la courbure et la normale a I'interface.
Cela correspond donc a choisir en particulier £'(r) = v, dans (2.1).

La premiére condition est celle calculée par Brackbill, Kothe et Zemach [10] par une
méthode heuristique. Cette condition est en effet obtenue en imposant au pas de temps
de permettre la résolution des ondes capillaires se propageant sur I'interface :

CAtB < 1
Az 2

(2.10)

1
avec c la vitesse de phase d’une onde capillaire, et le facteur — permettant de traiter le

cas de deux ondes de directions opposées entrant dans la méme maille de largeur Az.
En notant k£ le nombre d’onde, la vitesse de phase ¢ peut étre estimée de la maniére

suivante : )
ek \ 2
c= ( Y ) (2.11)
p1+ P2

avec pp et po les densités respectives des deux fluides.

. ) s
Comme la vitesse de phase maximale ¢, est obtenue pour le nombre d’onde k., = —

x
correspondant a la longeur d’onde minimale 2Axz que I'on puisse détecter avec des mailles
de taille Az, en injectant (2.11) dans (2.10), on obtient

Ay
Aty < (%) (2.12)

01‘1/32p1+p2.
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Cette condition de stabilité couramment utilisée met donc en relation les effets d’iner-
tie et la tension de surface. L’exposant % sur Az en fait en pratique une condition assez
restrictive, notamment par rapport a la condition CFL classique sur les termes inertiels.

La seconde condition, proposée par Vigneaux [81], concerne quant a elle le rapport des
effects visqueux avec la tension de surface :

Aty < min(Aty, Aty), avec Aty = ¢j——— (2.13)

La condition sur At; est la condition CFL classique pour le terme d’inertie, avec ¢; dé-
pendant du schéma de discrétisation spatiale utilisé.

La condition sur Aty est obtenue par une étude mathématique du probléme continu, en
supposant que le schéma numérique I'approche de maniére consistante.

Des estimations sur la perturbation de vitesse induite par une perturbation de I'interface
permettent de déterminer un pas de temps Aty tel que le déplacement de l'interface en
un pas de temps soit suffisamment petit par rapport a la perturbation, évitant ainsi les
oscillations de l'interface. La constante ¢y est ensuite déterminée numériquement.

Pour I'étude qui suit, nous nous placons dans le contexte de la seconde condition, avec
une étude du rapport entre effets visqueux et élastiques, en négligeant les effets inertiels.

2.3.2 Etude de stabilité de Von Neumann sur un modéle 1D li-
néarisé

On réalise une étude de stabilité de Von Neumann sur une linéarisation du modéle de
couplage en 1D. Pour simplifier, on réduit la force élastique a une tension de surface, ce
qui revient & choisir E'(r) = v, dans le modéle (2.1).

Définition du modéle 1D linéarisé

On considére le modéle de couplage 2D suivant :

u +u.Vu— pAu+ Vp = —ueﬁ(gb)V(blC (?)

ot e’ \¢€

diveu =0 (2.14)
% +uVo=0

ot
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obtenu en prenant E’(r) = v, dans (2.1), et on introduit pour I’étude de stabilité le modéle
1D suivant :

ou ou 0*u Popopl (¢

L s el (4 T] x R

gt +ugx Hou? Y02 0 < (5) sur [0, 7] (2.15)
9 09 _ '
By +u8x =0sur [0,7] xR

On souhaite étudier la stabilité autour de la solution stationnaire (u, ¢) définie par :

{g@ =0 (2.16)

On considére donc une solution (u, ¢) = (u + w, ¢ + ¢) de (2.15), ou (u, ¢) est une petite
perturbation. On obtient :

o _on o (. 0d\1. (d+e
a*“a—x‘”@—"’ew(”a—x>g¢( :

~ ~ (2.17)
9 05
Donc, en ne gardant que les termes linéaires :
on 0% Pol [
% + 7 —
or T

En effet,

Po (. 00\l (6+0) %01 (d+06\ _PoL| (d\ o, (o\|_ 001 (o
@<1+%>EC( - )-wé( - >—ax2;[<(g)+g< (g)]—@g (‘)

Pour simplifier les calculs qui suivent on choisit ’expression suivante pour ( :

() =1silrl < 3,
¢(r) = 0 sinon

(2.19)

Remarquons que pour C(?) = 0, i.e. loin de l'interface fluide-membrane, le systéme
€

(2.18) est non couplé. On choisit donc de se restreindre pour l'étude qui suit au cas

¢

¢ (—) =1, ce qui revient a se placer dans le voisinage de I'interface, méme s’il n’est pas
€
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évident que la présence de la membrane n’influence pas la stabilité des calculs dans tout
le domaine, et inversement que les calculs dans le reste du domaine n’aient pas d’effet
stabilisant sur les calculs a I'interface.

On étudie donc la stabilité sur le modéle 1D linéarisé suivant (auquel on a ajouté des
conditions initiales) :
ou 0%u v, 0%¢
T HES = 0, 7] xR
7 Moz = "z oa S 0 T1 X
EJru:Osur 0,7] x R
u(0,2) = f(x), 6(0,2) = g(x) sur B

avec € > 0, u > 0 et v, > 0. (Le cas v, = 0 est exclu afin de conserver le systéme (2.20)
couplé.)

Ce modeéle trés simplifié n’est pas supposé décrire de maniére générale le couplage fluide-
membrane élastique, puisqu’il n’inclut pas les non-linéarités de la force élastique par
exemple, ou encore les effets inertiels. Cependant il permet d’exhiber la relation entre
les effets visqueux et la tension de surface, pour certains régimes d’écoulement.

(2.20)

Stabilité et analyse de Fourier

On note uj = u(t,,x;) et ¢ = ¢(t,,x;), j = 0,..., M + 1, et on étudie la stabilité
numérique de plusieurs schémas de couplage en temps pour le modéle 1D, c’est-a-dire
que l'on souhaite détecter les oscillations non bornées de la solution numeérique (u;‘, gb?)
lorsque les paramétres physiques (i, v.) et numériques (Ax, At) varient.

Commencons par rappeler le principe de I’analyse de Fourier pour I'étude de stabilité
d’un modéle.

On considere la solution numérique (V;*);=1 ar définie par
En définissant la norme suivante :

u"
J ¢j

2M
£z = (Z Axmlz) :
i=1

étudier la stabilité d’'un schéma de couplage par rapport a cette norme revient a déterminer
I'existence d’une constante K > 0 indépendante de Ax et At telle que

V"2 < KV,
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pour tout n > 0, quelle que soit la donnée initiale V? et les paramétres physiques du
modeéle.

D’autre part pour chacun des schémas étudiés, on peut calculer une matrice d’itération
A telle que

vt = AyT
ou encore
V= AnVO
Par conséquent, la stabilité du schéma est équivalente a
A"V
[A™l2 = sup 247Vl K, ¥n>0

vermyzo [Vl

On décompose les solutions u} et ¢} en sommes de modes de Fourier :

u;ﬂ, _ Z én(k)emﬁrij:r

keZ

Qb? _ Z Xn(k>€2i7rijJ:

kEZ

En injectant dans le schéma un mode de Fourier pour chacune des variables, on peut alors
déterminer une matrice d’amplification A(k) telle que :

(580w (£5)

Une condition nécessaire pour la stabilité du schéma (i.e. |A"||» < K), appelée condition
de Von Neumann, est alors

p(A(k)) <1

ou p(A(k)) est le rayon spectral de A(k).

Si en particulier A(k) est une matrice normale (AA* = A*A avec A* adjointe de A),
alors ||A(k)||2 = p(A(k)), et la condition précédente est également suffisante. Dans le cas
général on a seulement ||A(k)||2 > p(A(k)) et il faut alors envisager la diagonalisation de
A(k) si l'on souhaite obtenir une condition suffisante.

Dans la suite on utilise ’analyse de Fourier afin d’obtenir des conditions nécessaires de
stabilité sur différents schémas. L’étude est menée sur un modéle trés simplifié, et les
conclusions que l'on en tire sont plutot qualitatives. On se contente donc de conditions
nécessaires de stabilité.
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Etude de stabilité

On rappelle le modéle étudié :

% 0%u Ve 02¢

e s T] x R
gé) Hom2 — 52 S [0,T] x
5 tu=0su [0.T] xR (2.21)

u(0,x) = f(z), ¢(0,2) = g(x) sur R

On choisit ici de se restreindre a un traitement implicite de la diffusion. On définit trois
schémas de couplage en temps :

— Schéma 1 : Couplage (u, ¢) explicite :

u?“ —uy B u;‘jfll — 2u?+1 + u?fll _ Ve Ofi — 207 + 04
At a (Az)? £ (Az)?
n+1 n
AR/ (2.22)
At J
u) = fj, ¢ = g;
— Schéma 2 : Couplage (u, ¢) semi-implicite :
w2t gt g, 200+ 6
At a (Az)? £ (Az)?
n+1 n
A (2.23)
At J
u) = fi, ¢ = g;
— Schéma 3 : Couplage (u, ¢) implicite :
D e B e e
At (Ax)? 5 (Azx)?
n+1 n
At J

u) = f;, ¢ = g;

En pratique le schéma 1 dans lequel le couplage (u, ¢) est explicite n’est pas utilisé, car
aprés résolution de I’équation sur u on dispose naturellement de w"*! pour transporter
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¢". Donc on peut utiliser facilement le schéma 2. Cependant ce schéma est étudié pour
¢tablir une comparaison avec la condition (2.13).

On détaille dans la suite les calculs permettant d’obtenir les conditions de stabilité pré-
sentées dans le tableau 2.1.

Schéma | Couplage (u, ¢) Condition de stabilité
1 Explicite Aty < He
Ve
VVeEA
2 Semi-Implicite | Aty < (e + max(pie, \vcAr))
Ve
3 Implicite inconditionnellement stable
TaB. 2.1 — Conditions de Von Neumann pour les schémas explicite/semi-

implicite/implicite, calculées sur le modéle 1D linéarisé

Schéma 1 : Couplage (u, ¢) explicite Soit k € Z. En remplacant u}} par £"(k)e*™4e
et ¢ par x"(k)e*™ 2 dans (2.22), et en omettant la dépendance en k de ™ et £" pour
des raisons de lisibilité, on obtient

4IU/At ) n+tl _ ¢n 4V6At 2 n
(1 + (Ar)? sin (Wk?AZL‘)) gl =g+ EEVAE sin® (mkAx) x (2.25)
Xn+1 — Xn _ Atgn
AN 4pAt
En notant B(k) = EEVAE sin? (mkAz) et 6(k) =1+ (Ar)? sin? (tkAz), on a
n+l _ ¢n n

i.e. sous forme matricielle :

1 Bk)
n+1 - n n
(S)={aw ow | (&) =am ()
X At 1 X X
Les valeurs propres m* de A(k) sont les solutions de I’équation

d(k) 9 d(k)+1

N YN
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£
Or §(k) =1+ 'u—ﬁ(k) donc on peut résoudre de maniére équivalente I’équation
Ve

LAk L 2R

L+ ABR) T 1+ AtB(k)

dont le discriminant est donné par :

M) = g | (48 b — s

Remarquons que pour k = 0, 3(k) = 0 et on résout alors I'équation m? —2m+1 = 0 dont
la racine double est 1. On suppose donc dans la suite que k # 0, i.e. S(k) > 0 car v, > 0.

1+ Atp(k)
1+ E5(k)

plexes lorsque A(k) < 0, on distingue trois cas :

En utilisant le fait que représente le carré des modules des racines com-

1+ AtG(k
— Pour At > [Ij—j (i.e. I:TEE((I{:)) > 1), alors nécessairement A(k) < 0 et 1'on ob-
tient deux valeurs propres complexes, conjuguées 1'une de l'autre, et de module
1+ Atp(k)

> 1. La condition de Von Neumann n’est donc pas respectée.

1+ ’Ij—:ﬁ(k)

pe . 1+ AlB(k)
e ———= <1

Ve (i-e 1+ 2=5(k) <D

— Si A(k) < 0, on obtient deux valeurs propres complexes, conjuguées 1'une de

1+ AtG(k)

1+ ‘V‘—jﬁ(k)

— Si A(k) > 0, on obtient deux valeurs propres réelles distinctes, données par

— Pour At < —

I'autre, et de module < 1.

2+“5ﬁ )+ /B0 \/ 4At Vﬁ(k)—élAt
mi = g ‘
2+2“—5(k)

Ve

Donc

+§fﬁ@0— B(k) (EE)Qﬁ%)

Ve

+ 2500+ /A (22) s

<m*< ‘
2 1+ 225 8(k) == 2 1+ 225 8(k)

Ve Ve
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i.e.
) 2 + 21 3(k)
0< ————<m*<——t— =1
2+ 2E5 3(k) 2+ 25 3(k)

Donc |m*| < 1.

— Enfin si A(k) = 0 on obtient la racine double

2+ ?ﬁ(k‘)
T s

Ve

Donc |m| < 1.

£
Dans le cas At < H€ 1a condition de Neumann est donc toujours respectée.
Ve

pe 0 1+ AtB(k)

— Enfin pour At = ” i.e. W

= 1), alors

B(k) %
A=——-"——|-3|— k) —4At| <0
(1+ AtG(k))? Ve B(k) ’
1+ AtG(k
et on obtient deux valeurs propres complexes de module %ﬁ() = 1. D’ou
1+ E5(k)
la condition de Neumann est respectée.
En conclusion, une condition nécessaire pour la stabilité du schéma 1 est
Aty < = (2.27)
I/(i

Remarquons que dans le cas ot g = 0, ce schéma est donc inconditionnellement instable.

Schéma 2 : Couplage (u,¢) semi-implicite Soit & € Z. En remplacant u} par
£ (k)e*™ AT et ¢ par x"(k)e*™I27 dans (2.23), et en omettant la dépendance en k
de x" et £" pour des raisons de lisibilité, on obtient

{6<k>§"+1 = &+ Bk)X" 2.28)

Xn—l—l — Xn _ At£n+1
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i.e.

€= S T
o (1200 A
T ( o) )t o)
ou encore sous forme matricielle :
(L W
et | am) o) €\ _py (€
( NG ) | At sk - Ats) ( NG ) = B(k) ( NG )
o(k) o(k)

Les valeurs propres m* de B(k) sont les solutions de I’équation
S(k)ym* — (§(k) +1— AtB(k))m+1=0

£
Or §(k) =1+ 'u—ﬁ(k) donc on peut résoudre de maniére équivalente I’équation

(1 + ’Ij—fﬁ(k;)) (2 + (Ve At) ﬁ(k)) m+1=0

dont le discriminant est donné par :

A(k) = B(k) ((? - At) 2 B(k) — 4At> = 4ALB(k) ((? - At)2 5(27;)2 sin? (rhAz) — 1)

On exclut le cas k = 0 pour lequel I’équation a une racine double 1, et on remarque que
1

1+ E8(k)

Ve

<1

2
Posons w = | 25 — At . On distingue plusieurs cas :
Ve (A:c)

eA A
- Siw <1, ie At e [E—\/_ x'ﬁ+\/g x},alorsA(k)SO

Ve Ve Ve o Ve

Lorsque A(k) < 0 on obtient donc deux valeurs propres complexes, conjuguées I'une

1
de l'autre, et de module | ———— < 1.

1+ 28k

Ve

Si A(k) = 0 la racine double est

2+ (“—5 - At) (k)

Ve

" 21+ 225 5(k)

Ve
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Donc 0 <m < 1.
pe  VeEAr pe  EAu

D’ou la condition de Neumann est respectée pour At € | — + )

Ve VVe Ve Ve
pe  \JelAx

-Siw > 1et At < Z— — , alors il existe des valeurs de k& pour lesquelles

U, Ve
A(k) > 0.

Pour k tel que A(k) < 0 on obtient la stablitié par le méme raisonnement que
précédemment.

Si A(k) > 0, les deux valeurs propres sont telles que leur produit et leur somme sont
positifs, donc m* > 0 > —1. Comme m~ < m™, il suffit de montrer que m* <1 :

1+ (E - At) B(k)
+ < Ve

[E
1+ V—ﬁ(k:)

(&

<1

m

pe  NeAx

Donc la condition de Neumann est respectée pour w > 1 et At < *— — .

Ve Ve
) € eAx )
- Siw >1et At > M—+f , comme m~ < m™ il suffit de montrer m*™ < 1 et
Ve N

m- > —1. 5
On a facilement m*™ < —F < 1.
2 +2y—ﬁ(k:)

D’autre part,

m->-1 & 2+ (“—5 . At) B(k) — m\/(’;—g . At)Qﬁ(k) —ant > —2 2Bk

€ I/(i

& 44 (?we _ At) B(k) > m\/(’;—e - At)Qﬁ(k) — 4Nt > 0

e

En élevant au carré on obtient

mm>-1 = £ (2“5 - At) B2(k) + (6“6 - At) Blk)+4>0 (2.29)

Ve Ve €

Rappelons que G(k) > 0 et étudions le trindme en (k). Son discriminant est :

2ue 2
A:<M +At) >0

Ve

4
At — 21

Ve

_ v
Ses racines sont donc ; = —— et 3y =
e

2
Si At < pe

alors les deux racines sont négatives, et comme le trinome est positif
Ve
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en dehors de ses racines, alors (2.29) est toujours vérifiée.

2ue . .
alors 1 < 0 et B > 0. Le trindbme est positif pour

Si au contraire At >

e
B(k) < B2. Or on peut vérifier que cela est impossible.

2ue dpe
Enfin pour At = o , (2.29) se réduit & a B(k)+4 > 0, ce qui est toujours vérifié.
‘ ‘ 2ue
On en conclut donc que (2.29) est vérifiée si et seulement si At < e
I/e

A
Siw > 1et Ap > HE L VEAT
Ije \/Ije

, la condition de Neumann est donc respectée ssi

Al < 2HE
I/e

Au total, on en conclut donc qu’une condition nécessaire pour que le schéma 2 soit stable
est

_ ke + max(ue, \/VeeAx)

Ve

At 4 (2.30)

Remarque : Dans le cas ;1 = 0, on peut réécrire le systéme (2.23) sous la forme :

Y N R
(At)? € (Ax)? (2.31)
¢ = g;, o) = g; — Atf;

qui constitue une discrétisation de I’équation d’onde

P v 0%

—5 — — o, =0sur [0,7] xR
ot e Ox 96(0, 2) (2.32)
¢(07x) = g(x)a T == _f<.§lf) sur R

avec un schéma explicite centré en temps et en espace.

Or la condition sur le pas de temps pour la stabilité du schéma (2.31) est (voir [2] par
exemple) :

At <

‘/j?f (2.33)

On vérifie qu’en prenant p = 0 dans la condition (2.30), on obtient (2.33).
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Schéma 3 : Couplage (u, ¢) implicite Soit k € Z. En remplacant u par £"(k)e* ™74+
et ¢ par x"(k)e*™ 2 dans (2.24), et en omettant la dépendance en k de x" et £" pour
des raisons de lisibilité, on obtient

()€ = €+ BRI
{Xn+1 _ Xn o At€n+1 * (234)
i.e.
£ = 5(R)E™! — Bl
{Xn — Xn+1 + At€n+1 (235)

i.e. sous forme matricielle :

(f;: ) :(5@ Y )(i ) :5(k)+1ﬁ(k)At(—1At ?f';)) ) (i ) :C<’“><f;)

Les valeurs propres m* de C(k) sont les solutions de 1’équation

(5(k) + AtB(k)m* — (6(k) +1)m+1=0

£
Or §(k) =1+ 'u—ﬁ(k) donc on peut résoudre de maniére équivalente I’équation
Ve

Ve €

(1 + (ﬁ +At) ﬁ(k:)) m* — (2+ ?ﬁ(k:)) m+1=0

dont le discriminant est donné par :
2
LLE
A(k) = 3(k) <(—) B(k) 4At>
~~~ e
>0
On exclut le cas k = 0 pour lequel I’équation a une racine double 1, et on remarque que
1
€
L%GL+AQB@)

e

<1

Lorsque A(k) < 0 on obtient donc deux valeurs propres complexes, conjuguées 'une de

1
I'autre, et de module < 1.

1+CE+AQg@)

Ve
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Dans le cas o A(k) > 0, les deux valeurs propres réelles s’ecrivent

24 ’;—Eﬁ(k) + «/ﬁ(k)\/(ﬁ—e) B(k) — 4At

mt =
242 (“—E + At) (k)
Donc
2 2
2+ 2 6(k) - /BR) (’;—5) B(k) 2+ L2B(k) + v/BR) (Z—g) B(k)

e e S m:t S e e

2+2(Z—€+At> (k) 2+2(‘;—5+At) B(k)
i.e. e

2+ 2 5k
0< ’ <m* < Ze <1
2+2<?+At) B(k) 2+2(?+At> (k)

Donc |m*| < 1.
Enfin dans le cas A(k) = 0 la racine double est

UE
2+ y—ﬁ(k:)

m = <

242 (@ +At) (k)

Ve

Donc |m| < 1.

En conclusion la condition de Neumann est toujours respectée.

Conclusion

L’étude de stabilité de Von Neumann sur les schémas explicite, semi-implicite, et im-
plicite montre d’une part que les deux premiers schémas sont conditionnellement stables,
et on vérifie d’autre part que le schéma implicite est inconditionnellement stable.

Les conditions (2.27) et (2.30) sont seulement des conditions nécessaires de stabilité,
étant donné que les matrices A(k) et B(k) ne sont pas normales. Cependant, ces condi-
tions illustrent bien 'importance du rapport des effets visqueux et élastiques. En effet, les
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restrictions les plus fortes sur le pas de temps sont obtenues pour une faible viscosité et
une grande raideur de la membrane. Ces conditions sont en ce sens comparables avec la
condition (2.13).

Plus précisément le paramétre ¢ apparaissant dans (2.27) et (2.30) représente une largeur
de voisinage de l'interface fluide-membrane sur lequel est appliquée la force, et on le choi-
sit en pratique de I'ordre du pas d’espace Az. En prenant ¢ = Ax dans (2.27) et (2.30)
on obtient

A
Aty < B2 (2.36)
Ve
pour le schéma explicite, et
A Ax)A
At < HAT +max(u, Vv.Ar) A (2.37)
Ve

pour le schéma semi-implicite.

On retrouve donc pour le schéma explicite la condition (2.13), et le traitement semi-
implicite du couplage (u, ¢) dans le schéma 2 permet facilement d’obtenir une relaxation
de cette condition. En effet & Az et p fixés, a partir d’une certaine valeur de v,, on obtient
une dépendance du pas de temps en 1/,/v. au lieu de 1/v., ce qui est beaucoup moins
restrictif lorsque v, est grand. Cette relaxation de la contrainte peut étre expliquée par le
fait que I'analyse mathématique sur le modéle continu dans [81] ne tire pas profit du cou-
plage semi-implicite entre u et ¢. Cette hypothése est appuyée par la condition calculée
pour le schéma explicite.

D’autre part, lorsque la viscosité du fluide est faible, la condition (2.37) est approchée
par

Ax3

Ve

AtA <

(2.38)

On se trouve alors dans le cadre de la condition (2.12), avec une dépendance en Az a
'ordre 3.
2

Pour le schéma semi-implicite, la condition de stabilité calculée est donc & rapprocher
de (2.12) ou (2.13) en fonction du régime de 1’écoulement. Lorsque les effets visqueux sont
importants, on est dans le contexte de I’étude mathématique de [81]. Sinon le choix du
pas de temps est conditionné essentiellement par le rapport entre le pas d’espace et la
raideur, ce qui rejoint le résultat de [10] obtenu par une méthode heuristique.

On présente dans la suite une validation numérique de la condition de stabilité pour
le schéma semi-implicite calculée précédemment, sur un modéle 2D de couplage fluide-
membrane élastique.
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2.3.3 Etude numérique du schéma semi-implicite

Dans cette partie, on étudie numériquement la stabilité du schéma suivant :

c,n+1 _ . n
% + u".Vu™ — pAu"t + Vptt — F(¢") =0
V24V Y x ¢\ V x ¢
F n — E77 n
)= |(F e IVl e ) o
~B VeIV 1 (o
divu"™ =0
updt =0
¢n+1 B ¢n n+1 n o __
AL +u" Ve =0
Eren

C’est une version 2D non linéaire du schéma semi-implicite de la partie précédente.
On impose une condition limite Dirichlet homogéne sur la vitesse.

Dans I’étude précédente, on a calculé la condition de stabilité suivante pour le modéle
1D linéarisé :

(11 + max(p1, V7 BT) A

Aty < (2.39)
Ve
Pour le modéle 2D non linéaire on impose la condition suivante :
VUAT))A
Aty < C’(’u + max(p, Vi Ar)) A (2.40)

V(i
avec (' une constante positive déterminée numériquement.

Le but de I'étude numérique est de vérifier que sous cette condition sur At les calculs
sont stables pour différentes valeurs des parameétres v,, et Az. On souhaite en particu-
lier valider la dépendance en 1/,/7, de la condition de stabilité.

On effectue les calculs sur le cas test de la relaxation d’'une membrane élastique dans
un fluide incompressible, et on se place proche de I'équilibre, en choisissant 1’état initial
(a = 0.65, b= 0.575), avec un étirement e = 1.2526, ce qui correspond a 'état d’équilibre
R ~ 0.6113, avec un écart d’environ 6% entre le rayon final et chacun des axes de lellipse.
Le domaine de calcul est [0,2] x [0,2] et on définit M = 2/Ax.
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Cas d’une grande viscosité

On étudie d’abord un écoulement a faible nombre de Reynolds, en prenant =1 . On
calcule cependant les termes d’inertie car lorsque la raideur de la membrane augmente,
ils deviennent non négligeables. Leur traitement explicite induit ’ajout d'une condition
CFL classique sur le pas de temps, méme si en pratique cette condition est moins sévére
que la condition sur la raideur, et n’est donc pas activée.

La constante C' apparaissant dans (2.40) est déterminée numériquement. On utilise la
valeur C' = 0.2 pour les calculs qui suivent.

Dépendance de la condition de stabilité par rapport a la raideur v, On fait
varier v, de 1 a 10% avec Az = 0.03125 (M = 64) et ;1 = 1, et on controle I'évolution
des axes de D'ellipse lors de sa relaxation vers un cercle. Pour chaque raideur, le temps de
simulation est choisi égal a 200//7.

On présente dans le tableau 2.2 les pas de temps utilisés pour les simulations (Aty),
ainsi que les pas de temps Aty et At obtenus en utilisant les conditions (2.13) et (2.12).
On choisit la méme constante (C' = 0.2) pour la condition (2.13), méme si on pourrait
eventuellement I'ajuster, mais c’est surtout la dépendance par rapport a v, que I'on veut
mettre en évidence, pour de grandes raideurs.

Ve | Aty avec C' = 0.2 | Aty avec C = 0.2 Alpg

1 1.25 x 1072 6.25 x 1072 C x 5.52427 x 1073
10% | 1.72985 x 10~* 6.25 x 107° C x 5.52427 x 1074
10* | 1.16735 x 107° 6.25 x 1077 C % 5.52427 x 1075
106 | 1.1111 x 1076 6.25 x 107 C' x 5.52427 x 1076

TAB. 2.2 — Pas de temps pour = 1, M = 64 et v, variable, calculés avec les conditions
de stabilité (2.37), (2.13) et (2.12)
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Fia. 2.9 - Evolution des axes de l'ellipse pour v, =1, p =1, M = 64
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F1G. 2.10 — Evolution des axes de Dellipse pour v, = 10%, p =1, M = 64
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F1G. 2.11 — Evolution des axes de Dellipse pour v, = 10*, =1, M = 64
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F1G. 2.12 — Evolution des axes de Dellipse pour v, = 10%, u =1, M = 64

Les figures 2.9-2.11 montrent que la condition (2.30), moins restrictive que la condi-
tion (2.13) lorsque v, augmente, semble suffir pour garantir la stabilité pour une certaine
gamme de raideur. Cependant pour v, = 10°, la relaxation totale n’est pas atteinte. Or
pour une telle valeur de v, de fortes instabilités non linéaires peuvent apparaitre et ainsi
mettre a défaut ’analyse linéaire précédemment menée. D’autre part, on rappelle que les
tests numeériques sont effectués avec un pas d’espace Axr = 0.03125, donc la taille des
oscillations devient assez rapidement inférieure au pas d’espace, et il n’est pas clair que
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I’on puisse alors controler les oscillations dans ces conditions.

Enfin il semble que le choix du pas de temps ne soit pas la seule cause de I'instabilité. La
figure 2.13 montre que les résultats obtenus avec un pas de temps dix fois plus petit ne
sont pas améliorés du point de vue de la stabilité.

LN

0.65 T —
e verticg
axe horizon
it 0.61%3
i il

0.64

)
i

0.63

0.62

0.61

0.6

0.59

0.58 R

Il Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2
temps

F1G. 2.13 — Evolution des axes de I'ellipse pour v, = 105, =1, M = 64, et C' = 0.02

Remarque : Le fait que la stabilité des calculs ne soit pas améliorée lorsque 1’'on
choisit un pas de temps plus petit suggére que la mise en place d'un schéma implicite sur
ce modéle ne pourrait éventuellement pas prévenir contre les instabilités observées avec
le schéma semi-implicite. D’autre part les calculs sont réalisés avec une membrane sans
masse, c’est-a-dire que I'on impose partout la densité du fluide py = 1. On se trouve donc
dans une situation dans laquelle les effets de masse ajoutée, représentant les interactions
entre les variations du champ de pression dans le fluide et la membrane, sont importants.
Or il est montré dans [42] que dans ce cas la convergence de la méthode itérative utilisée
pour résoudre 1’algorithme implicite peut étre difficile & obtenir, & moins d’utiliser une
sous-relaxation dont le coefficient dépend fortement du probléme considéré.

Afin d’appréhender la part des effets de masse ajoutée dans l'instabilité des calculs, on
peut affecter une masse a la membrane élastique. On définit alors la densité du milieu

continu de la maniére suivante :
A, )
=prt+—( (=
p(®) = py . ¢ (E)

avec A, la densité linéique de masse de la membrane.
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On présente le résultat obtenu avec A, = 1 pour v, = 10% p = 1, M = 64 sur la fi-
gure 2.14.
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F1G. 2.14 — Evolution des axes de 'ellipse pour A, = 1, v, = 10%, p = 1, M = 64, et
C=02

Si de nouvelles petites oscillations apparaissent, I’ajout de la masse pour la membrane
permet néanmoins de controler les calculs sur un temps plus long. D’autre part le temps
de relaxation semble plus cohérent viv-a-vis des résultats obtenus pour les autres raideurs.

Une étude plus approfondie des effets de masse ajoutée sur la stabilité, ainsi que la mise
en place d'un schéma implicite (dans le cas éventuellement d’'une membrane avec masse
afin de prévenir les problémes de convergence) constituent donc deux axes de recherche &
envisager pour ce modéle.

Dépendance de la condition de stabilité par rapport & Az D’autre part en faisant
varier Ax & u =1 et v, = 1 fixés on peut vérifier la dépendance en Az de la condition.
Les pas de temps calculés avec les trois conditions sont présentés dans le tableau 2.3.
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M | Aty avec C = 0.2 | Aty avec C = 0.2 Atp
64 1.25 x 1072 6.25 x 1073 C' x 1.10485 x 1073
128 6.25 x 1073 3.125 x 1073 C x 3.90625 x 104
256 3.125 x 1073 1.5625 x 1073 C x 1.38107 x 10~*

TAB. 2.3 — Pas de temps pour o = 1, v, = 1 et Az variable, calculés avec les conditions
de stabilité (2.37), (2.13) et (2.12)

L’évolution des axes de I'ellipse pour M = 64, 128, et 256 est présentée sur la figure
2.15.

I I I
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FiG. 2.15 — Evolution des axes de l'ellipse pour v, = 1, u = 1 et Az variable

On vérifie que les calculs restent stables pour les différentes valeurs de Ax.
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Cas d’une viscosité faible
On choisit maintenant g = 1072 et on fait varier v, de 1 & 10* avec Az = 0.03125

(M = 64). Pour chaque raideur, le temps de simulation est choisi égal & 100//7.

On présente dans le tableau 2.4 les pas de temps utilisés pour les simulations (At,),
ainsi que les pas de temps Aty et At obtenus en utilisant les conditions (2.13) et (2.12).

Ve | Aty avec C' = 0.2 | Aty avec C = 0.2 Alpg

1 1.16735 x 1072 6.25 x 1077 C x 1.10485 x 1073
102 | 1.1111 x 1074 6.25 x 1077 C' x 1.10485 x 10~*
10| 1.10548 x 107° 6.25 x 107 C x 1.10485 x 107°

TAB. 2.4 — Pas de temps pour j = 1072, M = 64 et v, variable, calculés avec les conditions
de stabilité (2.37), (2.13) et (2.12)

Dans ce contexte la condition sur Aty est beaucoup trop restrictive du fait de la faible
valeur de la viscosité. Il est d’ailleurs noté dans [81] que dans le cas d’une faible viscosité
la condition (2.13) n’a plus lieu d’étre et que I'on peut plutot utiliser (2.12).

Les résultats pour v, = 1, 102, et 10* sont présentés sur les figures 2.16, 2.17 et 2.18.
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FIG. 2.16 — Evolution des axes de l'ellipse pour v, = 1, u = 1072, M = 64
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F1G. 2.17 — Evolution des axes de l'ellipse pour v, = 10%, u

temps

1072, M = 64

FIG. 2.18 — Evolution des axes de l'ellipse pour v, = 10*, p

On peut tirer les mémes conclusions que dans le cas u = 1, sauf que l'instabilité ap-

parait a partir d’'une raideur plus faible que précédemment.

On peut aussi faire varier Az. On présente dans le tableau 2.5 les pas de temps obte-

nus avec les trois conditions.
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M | Aty avec C = 0.2 | Aty avec C = 0.2 Atp

64 | 1.16735x 1073 6.25 x 107° C % 1.10485 x 1073
128 | 4.21875 x 1074 3.125 x 107° C x 3.90625 x 10~
256 | 1.53732x 1074 1.5625 x 107° C x 1.38107 x 10~*

TAB. 2.5 — Pas de temps pour = 1072, v, = 1 et Az variable, calculés avec les conditions
de stabilité (2.37), (2.13) et (2.12)

L’évolution des axes de I'ellipse pour M = 64, 128, et 256 est présentée sur la figure

2.19.
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F1G. 2.19 — Evolution des axes de l’ellipse pour v, = 1, u = 1072 et Ax variable

On vérifie que les calculs restent stables pour les différentes valeurs de Ax.
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Conclusion

Les tests numériques permettent de valider la condition de stabilité (2.37) calculée par
analyse d’'un modele 1D linéarisé, pour le schéma semi-implicite sur un modéle 2D non
linéaire. En effet, pour une gamme relativement large de raideur, on vérifie bien la dépen-
dance en Az et 1/,/v, de la condition, qui est moins restrictive que (2.13) sur I'ordre en
Ve, méme pour une grande viscosité. De plus la mise en place du schéma semi-implicite ne
demande aucun effort par rapport a celle du schéma explicite, puisque ’on dispose natu-
rellement de la nouvelle valeur du champ de vitesse pour transporter la fonction level-set.
D’autre part, les pas de temps calculés avec (2.37) et (2.12) sont du méme ordre.

Cependant pour (u = 1,7, = 10°) et (z = 1072, v, = 10*) la condition ne semble plus
valide. Or pour ces valeurs des paramétres les instabilités non-linéaires sont renforcées,
les effets inertiels ne peuvent étre négligés, et on sort du cadre de I'analyse 1D. D’autre
part lorsque I'on diminue le pas de temps on n’améliore pas la stabilité.

On finit ce chapitre par une étude d’un schéma de couplage en temps permettant de
conserver l'énergie totale discréte du systéme. La conservation de I’énergie est en effet un
critére que ’on peut utiliser pour étudier la stabilité des calculs.

2.4 Conservation de I’énergie discréte

Pour le modéle (2.1), on rappelle que l'on dispose de estimation d’énergie suivante
au niveau continu :

E(T) +&(T) + /T/ pD(u)?dzdt = £.(0) + E.(0) VT >0 (2.41)

avec E.(T') et E.(T) les énergies cinétique et élastique au temps 7', ¢’est-a-dire que modulo
dissipation visqueuse, I’énergie totale du systéme est conservée.

On souhaite étre en mesure d’établir le méme type d’estimation aprés discrétisation en
temps. Cette partie est donc consacrée a ’étude d’un schéma de couplage en temps conser-
vant I’énergie discréte [8].

2.4.1 Schéma de couplage en temps conservatif

Comme le schéma proposé dans la suite utilise la forme conservative de la force élas-
tique avec transport de l’étirement, on présente rapidement sa dérivation a partir de
I’énergie.
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Dérivation au niveau continu de la forme conservative de la force élastique a
partir de I’énergie

On considére I’énergie élastique &, définie par :

£, = /QEe@)lg (é) da (2.42)

On a

d&, , 1 L,
o :/QEe(e)etgg (?) +Ee(e)8—2§ (?) Oidx

Or e et ¢ sont solution de

Vo Vo
{et+u-VeeW :Vu
¢ +u-Vo=0
Donc
d€. , , o\ Vo@ Vo L (¢ 1., (¢
v = —/Q (Ee(e)u -Ve+ Ee(e)eW : Vu) EC (g> + Ee(e)gg“ (g> u - Vodr
: , Vo Vel (¢ , 1. (o L., (o
= — /&:2 —div (Ee<€)€WgC (g)) U+ (Ee(e)V€gC <g) -+ Ee<€)€—2c <g) V(b) udzx
, , Vo Vel (¢ 1. (¢
= — /Q —div (Ee(e)eng (g)) u+V (Ee(e)gg“ (g>) udx
D’ou

F=vV (Ee(e)éc (?)) _ div (Eg(e)e%;“ (?)) (2.43)
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Schéma de couplage

On considére le schéma de couplage suivant :

( un-i—l —u"

A7 + p(u" V) u" T — pAt 4 v P = ot (2.44)
F'™ =V (E(e")¢") — div [EL(e" e "+17V‘Tv§ng¢ ¢" (2.45)
divu"™ =0 (2.46)
updt =0 (2.47)
¢n+1 (bn n+1 n+l __

pd Tar  Tw Ve =0 (2.48)
ettt — et n+lyy ntl nt1 VO @ V" n+1
e = V¢’ (2.50)
Cn+1 gn it 0
At +u" V(" =0 (2.51)
0
=1 (¢ ) (2.52)

\

On utilise la forme conservative de la force élastique car elle permet d’obtenir les esti-
mations d’énergie dans la suite, et on traite ce terme de force de maniére semi-implicite,
dans le sens ou certains termes (e et ¢) sont implicites, et ¢ est explicite. Ce choix est
encore justifié par la recherche d’estimations d’énergie.

On ajoute deux équations d’advection scalaires, sur e et (. Ces deux équations sont obte-
nues a partir de I’équation d’advection sur ¢. e représente I'étirement de la membrane, et
on exprime donc la force et 1’énergie élastique en fonction de e plutot que de |V¢|, méme
si au niveau continu ces deux quantités sont égales.

En ce qui concerne le couplage en temps, le traitement implicite de certains termes né-
cessite en pratique la mise en place d’'une méthode itérative pour la résolution de chaque
pas de temps.

On note & I'énergie cinétique discréte au temps ¢", définie par :

gr=" / (™) ?dz (2.53)
2 Ja
et £ I'énergie élastique discréte au temps t", définie par :
El = / E.(e")("dx (2.54)
Q
avec
v,

E.(r) = 56(7* —1)? (2.55)
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En multipliant (2.44) par v"*! et en intégrant sur , on a :

- (/ (u"“)%x—/u”.u"“daz) + p/u"“.Vu”“.u”“d:c—u/Au"“.u”“da:
At \Ja Q 0 Q

+ /VP"“.U"“d:E—/F"+1.u"+1dx:0
Q Q

En utilisant la relation a® — ab = $[a? — b* + (a — b)?], on obtient :

L ( /Q (u"t)2de — /Q un.un+lda;) =4 ( /Q (umt)2da — /Q (u™)?dz + /Q (! — u")zdx)

De plus, avec (2.46) et (2.47) :

P/ u" TVt " dr = g/u"H.V((UnJrl)z)dx =0
Q Q

et
/ VP tdr =0
Q

Enfin, en intégrant par parties et avec (2.47) :

u/Au"H.u"“dx:—,u/(Vu"“)de
Q Q

Au total on a :

P (/ (u")*dx — /(u")2d:c + /(u”+1 - u”)2daz) +u/(Vu”“)2da:—/ F " de =0
24t \ Jq 0 0 0 0

(2.56)
Or comme /(u"Jrl —u")?dx > 0, on obtient
Q
1
— (&t =&+ M/(Vun+1)2dx — / F' " dr <0 (2.57)
: : dé&. :
Dans le cas continu, on peut conclure facilement car FTa fQ Fludx, ce qui permet

donc de faire apparaitre la dérivée de I’énergie élastique dans I'estimation.

Ici on a avec (2.46) et (2.47) :

—/F”“.u”“da::/div [Eé(e”“)enﬂmw " (2.58)
Q 0 [Von|
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En intégrant par parties, on obtient donc

—/FnJrl.unJrld.I‘ — _/El<en+1>€n+1v¢”®V¢" :vunJrlCndx
Q o [Vor|?

Or avec (2.49)
en+1 — e
—/F"+1.u"+1d:p = /Eé(e"“)ignd:er/Eé(e"“)u"“.Ve"HC"dx
Q Q
- /Eé(e”“)T_eC"d:c—l—/u”“.V(Ee(e"H))C"d:c
t Q

€ — €

= /Eé(e”“)TtnC"d:c—l—/Qu”“.V(Ee(e"H)C")d:c

De plus avec (2.46) et (2.47)
6nJrl_en
—/F”+1.u"+1dx _ /Eé(enJrl)iCndx_/Ee<en+1)un+1.vgndx
Q Q At Q
Enfin avec (2.51)
n+l _ _n Cn+1 gn
- Fn+1. n+1d — /El n+1y € € nd /Ee n+1
[t = [ pe S+ [ RGeS

Or comme E est convexe,

n+l _ _n E (6n+1) ) (en)
El n+1 € € n > / € € n
/Q (e )7At "dx > g A7 ("dx

On obtient donc
E n+1y E n n+1 n
—/F"+1.u"+1dx Z / e<e ) 6(6 )Cndl"F/Ee(en—’—l)C C
Q Q Q

At At
Z i(/ Ee(6n+1)cn+1dl‘—/Ee(en)gndl‘)
t \Ja Q
1
> n+l _ on
_— At<g€ 56)

Finalement on a

N — (&Mt —£gM <0 (2.59)
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Cette inégalité montre que le schéma est dissipatif. On perd donc la conservation de
I’énergie par rapport au niveau continu. Cependant, ce schéma semi-discret en temps a la
bonne proriété de ne pas créer d’énergie, et c’est cette propriété qui nous intéresse en ce
qui concerne la stabilité du modéle.

L’obtention de l'inégalité (2.59) suppose d’une part que 'on utilise la forme conserva-
tive de la force, ce qui permet d’intégrer par partie dans (2.58), et d’autre part que 1’on
transporte ( et e, ce qui permet de conclure en faisant apparaitre les énergies élastiques
aux temps t" et "1

Or numériquement la discrétisation de la force élastique sous cette forme est délicate car il
faut calculer des dérivées spatiales de (, qui est une masse de Dirac régularisée (voir partie
2.2.3). D’autre part le transport de ¢ suppose d’utiliser un schéma trés peu diffusif, par
exemple WENOD, et de régulariser suffisamment I'interface, i.e. de choisir € relativement
grand.

Du fait des difficultés liées a la discrétisation spatiale, I'intérét de I'utilisation de ce schéma
n’a pas vraiment été mis en évidence par les tests numériques réalisés. D’autre part la
convergence de la méthode itérative pour la résolution de chaque pas de temps peut étre
difficile & obtenir.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilité numérique d'un modéle eulérien de
Frontiére Immergée pour le couplage fluide-membrane élastique en 2D.

L’analyse de Von Neumann d’une version 1D linéarisée de ce modéle dans le cas d’une ten-
sion de surface a permis de calculer une condition de stabilité sur le pas de temps mettant
en relation les effets visqueux et la tension de surface. Selon le régime de 1’écoulement,
cette condition peut étre rapprochée des conditions proposées dans [81] et [10]. En effet,
pour un écoulement relativement visqueux on se place dans le contexte de I’étude mathé-
matique de [81]. Avec un couplage complétement explicite du fluide et de la membrane
on retrouve alors la condition (2.13), alors qu’un traitement semi-implicite, naturellement
mis en ceuvre numériquement, permet de relaxer cette condition du point de vue de sa
dépendance par rapport a la raideur de la membrane. D’autre part, lorsque la viscosité
est plus faible, la condition calculée met I'accent sur le rapport entre la tension de surface
et le pas de discrétisation spatiale, et I'on obtient alors un condition trés proche de (2.12),
avec une dépendance en Az a l'ordre 3/2.

Les tests numériques réalisés sur le cas de la relaxation d’'une membrane élastique dans un
fluide visqueux incompressible en 2D avec le schéma semi-implicite permettent de valider
cette condition dans une situation plus complexe, pour une certaine gamme de raideurs
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de la membrane. Au dela d’une certaine raideur le modeéle 1D linéarisé semble cependant
étre mis a défaut par apparition de fortes instabilités non-linéaires, non détectées dans
I’analyse de stabilité.

L’etude des effets de masse ajoutée et la mise en place d'un schéma implicite en temps
constituent deux perspectives de recherche en ce qui concerne I'étude de stabilité de ce
modeéle.

Enfin, la stabilité des calculs pouvant étre abordée via le critére physique de conserva-
tion de I’énergie, nous avons présenté un schéma de couplage permettant d’assurer cette
propriété au niveau semi-discret en temps. La mise en ceuvre numeérique de ce schéma
reste & approfondir du fait des difficultés liées a la discrétisation spatiale des expressions
utilisées pour I'obtention des estimations, et aussi du point de vue de la convergence de
la méthode itérative inhérente au traitement implicite de certains termes.



Chapitre 3

Méthode de pénalisation pour le
couplage fluide-solide rigide

3.1 Introduction

On considére dans ce chapitre un modéle de couplage fluide visqueux incompressible
- solide rigide en dimension d (d = 2 ou 3).
On se place dans le cadre de la simulation numérique directe de I’écoulement, c’est-a-dire
que 'on résout de maniére exacte les forces hydrodynamiques mises en jeu. De plus, la
définition d’'un domaine fictif comprenant les domaines fluide et solide permet d’étudier
ce modele couplé sur un maillage fixe et régulier.
Afin d’imposer la contrainte rigide dans le domaine solide transporté par I’écoulement
fluide, on considére enfin une extension de la méthode de pénalisation L? proposée dans
[5] au cas o le domaine solide évolue.

La méthode que l'on étudie consiste a calculer la vitesse rigide du solide par projec-
tion de la vitesse fluide, et & imposer ensuite cette vitesse par pénalisation des équations
du fluide. D’un point de vue numérique, elle apparait donc comme une généralisation
de la méthode de projection proposée dans [59], qui correspond au cas particulier d’un
couplage explicite en temps d’ordre 1, avec un paramétre de pénalisation égal au pas de
temps. Elle constitue donc une solution efficace pour le couplage fluide-solide rigide car
le calcul de la vitesse rigide par projection est simple & implémenter et peu cotiteux, et
un traitement implicite du terme de pénalisation permet d’atteindre une bonne précision
pour de grands coefficients de pénalisation.

Une formulation vorticité de cette méthode est étudiée dans [18] pour 'étude d’écoule-
ments fluide-solides rigides en 2D et 3D, avec collisions.

Nous nous proposons dans ce chapitre d’établir la convergence des solutions du probléme
pénalisé défini par cette méthode vers celles d'une formulation faible du couplage. D’un
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point de vue théorique on se place dans le contexte des méthodes de pénalisation pour
lesquelles des résultats d’analyse numérique ont déja été obtenus. Une étude de conver-
gence est en effet réalisée pour un modeéle 2D fluide-obstacle rigide fixe dans [4] et [5]. Le
cas de plusieurs solides rigides en mouvement dans un fluide est également traité dans
[52], pour une méthode de pénalisation H' en 2D.

Dans ce chapitre nous introduisons tout d’abord une formulation faible du modéle de
couplage et définissons le probléme pénalisé L?. Nous montrons ensuite la convergence
des solutions de ce probléme vers la formulation faible lorsque le paramétre de pénalisa-
tion tend vers 0.

Nous envisageons ensuite la convergence d’un probléme de pénalisation H! défini & partir
du probléme L? vers une formulation découplée du modéle.

Nous présentons enfin des tests numeériques effectués avec la méthode de pénalisation L?
sur un exemple de sédimentation afin de valider numériquement sa convergence, notam-
ment au niveau de la prise en compte de la contrainte rigide.

3.2 Formulation faible et méthode de pénalisation L?
Soit T'> 0 et t € [0,T]. On considére un domaine € ouvert borné de R? constitué de

— Qy(t) # 0 : fluide visqueux incompressible newtonien homogene, de densité py > 0
et viscosité py > 0

— Q,(t) # 0 : solide rigide homogene, de densité p, > 0, de centre de gravité zg(t), de
masse Mj, et de matrice d’inertie J4(t), avec

1
/ psrdx, My = / psdx, Jy(t) = / ps(rls —r @7r)dr (3.1)
M Ja,w (1) Qu(t)

{L‘G'(t) =

ou r(t,r) = x — xg(t), I3 est la matrice identité dans Ms, et ® représente le produit
tensoriel.

On suppose que € = Q. (t) U Q(t) et Qu(t) N Qs(t) = 0 pour tout t € [0, T].

(1) est un domaine rigide dont la régularité est donc celle de la donnée initiale Q4(0),
choisissons-1a C2.

La seule force extérieure considérée est la gravité g.

Ce probléme de couplage est décrit classiquement dans la formulation suivante :
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Etant données

us(0) = uf
ze(0) = MLS/ psxdx
0,(0)
26(0) = uf, (3.2)
w(0) = w’
Q,(0) =
Xs(0,2) =x

\

Trouver (¢,x) — (us(t,x),p(t, z), xc(t), w(t)) tel que :

— Dans le domaine fluide Q¢(t) : (uy,p) solution des équations de Navier-Stokes in-

compressible :
an .
P\ +up.Vuy | —divEs = prg dans Q(¢) (3.3)
divuy = 0 dans Qy(¢) (3.4)
avec Xy = —pls + 2urD(uy) le tenseur des contraintes du fluide newtonien.

— Dans le domaine solide 4(¢) : (z¢g,w) solution des équations de conservation des
moments linéaire et angulaire :

La vitesse du solide rigide est donnée par u,(t,r) = x4(t) + w(t) x r(t,x). Dans
ce modéle, le solide est immergé dans le fluide, donc les forces surfaciques agissant
sur celui-ci sont les contraintes du fluide, et la seule force volumique considérée est
la gravité. La conservation des moments établie en (1.19) et (1.20) s’écrit donc dans

ce cas :
Mz, = Mg +/ ¥ s.nds (3.5)
094 (1)
Jw = / rx (Ern)ds —w x (Jy.w) (3.6)
090,()

avec n la normale sortante a 9 (t), z et w les vitesses linéaire et angulaire du
solide (voir figure 3.1).
— Le domaine solide §4(t) est transporté par la vitesse rigide us :

Qs(t) = XS(ta Qg) (3'7)

0X,

el T+ w x r(t, X,) (3.8)
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Q4(t)

BN

Fic. 3.1 — Modéle fluide-solide rigide

/n(x)

u G(t) 9

— Sur les bords de Q4(t) et Q¢(¢) on a les conditions suivantes :

{uf = x5 +w X 1 sur 90, (t) (3.9)

up =0 sur 0Q N OQ(t)

Cette formulation du modéle fluide-solide rigide fait donc apparaitre deux problémes
distincts, définis sur chacun des domaines €2(¢) et €f(¢), couplés par des conditions a
I'interface fluide-solide, et complétés par des conditions aux limites et initiales. On étudie
dans la suite 'approximation de ces problémes couplés par un unique probléme défini sur
() tout entier, obtenu par une méthode de pénalisation.

Pour cela on commence par introduire une formulation faible du probléme de couplage.

3.2.1 Formulation faible

On note @ =]0, T[x€2, et on définit les espaces fonctionnels suivants :
- V={ue€ H}(Q),divu = 0},

- H={ue L*Q),divu = 0,u.ng, =0},

- K(t) ={ueV,3A(V,,w,) € R X R* ujg ) = Vi +wy X (. —z6(t))}-

Les éléments de IC(t) sont donc les vitesses rigides dans Q4(¢). On a le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 L’espace K(t) est défini de maniére équivalente par
K(t) ={ueV,D(u) =0 dans Q4(t)} (3.10)

Preuve On peut trouver une démonstration de ce résultat dans [55], p.65.
S'il existe (V,,w,) € R? x R? tel que ujg, ¢ = Vi, + wy X (x — z¢(t)) alors

0 —w W2

_ 3 1

VU|QS(t) = wu 0 —wu
—w? Wl 0
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et on obtient D(u) = 1(Vu + Vu') = 0 dans €Q(t).
Réciproquement, si on suppose D(u) = 0 dans Q4(¢), alors
1 1 0 62u1 — 61U2 83’&1 — 61u3
Vo, = D(u) + §(Vu —Vu') = = | Ou® — Oyut 0 Osu? — Oou’

81u3 — 83u1 82u3 — 63U2 0

82u3 — 83u2
Soit w, = 3 Osut — 01u® | Alors pour i,j =1,2,3 on a 0wl = 0. En effet, pour i = 1

81u2 — 82u1
par exemple,

%@(@ug — 83u2) = %(@@ug — 0j63u2)
= %(@@u?’ + 8283uj — 8283uj — 8j83u2)

_ %(aQ(aju?ﬁ - Ogu?) — Dy(Do? + D))

= Oa(D(u))js— 05(D(u))jz2
= 0

Donc Vuq, ) est constant en espace et s’exprime par :

3 2
O3 —w;, wul
VU|QS(t) = Wy, 0 —W,
2 1
—w; W, 0

En intégrant, on obtient donc

IV, wy) € R2X R ujg 1) = Vi, + wy X (. — 26(1))

On introduit maintenant une formulation globale du probléme de couplage, proposée dans
[24] et [33].
Soit xa,( la fonction caractéristique de €24(t), définie par

1siz e Q(t)

0 sinon

Xa.(0)(t, 7) = {
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Alors on considére la formulation variationnelle suivante :

Etant données p” = pyxay + pr(1 — xao), v’ € K(0), et H® = xqo, trouver (t,z) —
(p(t,[[’), (t,[[’) ( )) tel que

(p,H € C(0,T;L9()) Vg =1,
we L>®0,T,H)NL*0,T,V), wu(t)e K(t) pourte (0,T) p.p.,
O,(t) = {z € Q, H(t,z) = 1},
Ve € HYQ) N L2(0, T, K(t)),
d
(Phaibte) / [pudi€ + (pu @ u — 2uD(u)) : D(E) + pgél dz = a /. puédz (3.11)
Vi) € C( Q) Y(T) =0,

/ / H—+Hw¢dzdt+ / H%(0)
/ / +pqupd:cdt+/pr()a::

Cette formulation est analogue a la formulation faible de Navier-Stokes, avec la contrainte
de rigidité prise en compte dans les espaces de fonctions. D’autre part I’équation de trans-
port sur p peut se déduire de celle de H et de la définition de p°; elle est ajoutée pour le
passage a la limite dans le probléme de pénalisation.

On justifie d’abord l'introduction de cette formulation faible a partir de la formulation
forte dans laquelle les équations du fluide et du solide sont découplées. On montre le
lemme suivant :

Lemme 3.2.2 Soit u € L*(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; L*(Q)) N C([0,T]; H'(2)) telle que

us dans Q(t)
u= (3.12)
uy dans Qy(t)

avec uy solution de (3.3, 3.4, 3.9) et us = vy, +w x 1 solution de (3.5-3.6).
Soit p € L*(0,T; HY(Q)) N C(0,T; L1(Q)), Vg > 1, telle que

Q
_ ) ps dans s(t) (3.13)
ps dans Qg(t)

et

On définit enfin pv en prolongeant la viscosité py du fluide sur tout le domaine €).
Alors (p,u, H) est solution de (Plgipie)-
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Preuve Par définition de H on a immédiatement Q () = {x € Q, H(t,z) = 1} avec
H e C(0,T; L9Q) Vg > 1, et Yob € CH(Q), »(T) = 0,

T 8'1/1 0 B
/0 /QHE + HuVidzdt + /QH $(0)da = 0

D’autre part, par conservation de la masse, p est solution d’une équation de transport par
u, doit p € C(0,T; L)) Yq > 1 et Wi € C1(Q), ¥(T) =0,

T
/0 ) paa—f + puNVpdxdt + /onz/J(O)d:c =0 (3.15)

Enfin u € L=(0, T, H)NL*(0,T, V) et u(t) € K(t) car u = u, = v, +w xr dans Q,(t), avec
Ty et w les vitesses linéaire et angulaire du solide; et u = u; solution de Navier-Stokes
dans Q(t). On pose V, = 7, et w, = w.

Il reste a obtenir I’équation de conservation des moments.

Soit £ € HY(Q) N L*(0, T, K(t)), alors 3(V,we) € R? x R? tel que

£t ) = Ve(t) + welt) x (x —ag) Y(tx) e [ ({t} x () (3.16)

t€[0,T]
On utilise £ comme fonction test sur chacun des domaines €Q(t) et Qf(2).

En multipliant I’équation (3.3) par £ et en intégrant sur Q¢(¢), on a :

/ (p (Opu + u.Vu)) &dx = / div X ,&dx +/ pg&dx (3.17)
N Qf(t) Qf(t) , Qf(t)

(a) (0)
avec

d dp de

(a) = — puldx —/ —uédx —/ pu—dx
dt Ja, @ ) dt Q) dt
(3.195)

: d
= — puédx — / pu%dx — / pu@u: Vedr
dt Jay o0 Ot 20

u®u symétrique d a
®u symétriq yr pugdx_/ pua—gda:—/ pu@u: D(E)dx
t Qp(t) Qr(t) t Qp(t)

Lemme_3.2.1

o0& /
— udx—/ u—dx — u@u: D(E)dx
e Qf(t)pﬁ puz, N (€)
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et
(b) = —/ (Z]f.n)fds—/ (Ef.n)§ds—/ Xy Védx
Iy} Qs (t) Qf(t)
Eex() .
= —Vg/ (Xf.n)ds — wg/ (x —xg) x (Xp.n)ds —/ 2uD(u) : Védz
00 (t) 04 (1) Q(t)
(3.5),3.6) av, dw,

Vg/ pgdx — Ve M—= — weJ—= + wg/ (x — zg) X pgdz

D(u) S}glétrique ‘/5/ pgd$ o ‘/gM — + C%/ (1‘ — fL‘G’) X pgd:E
Qs(t) Qs(t)

— we(wy X (Js.wy)) —/Q o 2uD(u) : D(€)dx

d d
{OER) Epgda — VeM,—" Vu _ eyt / 2D (u) : D(€)dx — we(wy X (Jywy))

Au total on a

0& dV, dw,
pr puldx  — / adaz — /qu ®@u: D(€)dr = _%MSE — ngJsﬁ
/ Epgdr — we(wy, X (Js.wy)) — / 2uD(u) : D(&)dx —|—/ Epgdx
Q4 (t) ) Qf(t)
ie.
d v, dew, 9¢
— puldr + VeMy—— +weJs—— = / pu—dz
dt Jo,u A T o, Ot

+ [ pueu—2uD(w) s DE) + pg)i
Q
— We(wy X (Js.wy)) (3.18)

D’autre part, sur (t), on a

d ¢
— puldx = / p— fd:p +/ p—udz +/ pu @ u: D(&)dx
dt Jo ) . dt Qu(t) "ot Qu(t) ©

E(t)EK(t) / o
= p— fd:er / p—udx
Qs (1) dt Qs (t) ot
—_———

(©)
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Or
du  wwexw — dVy  dw, d(x — zg)
dt B g T <@ re) ewx =
Vu:aclc_,wu:w qu dwu
= i X (r—xg) +wy X (u—"V,)
u(t)eX(t dv, dw,
Donc
dwu
(c) = { 7 x(:c—xg)+wux(wux(x—:cg))] Ve +we X (x —2¢)] do
Q4 (%)
. . dw,,
(3.19), 3.20) dx —|—/ p ( “u (x — :Ug)) Vedz
Qu(t) Qu(t) dt

e
T

o) Wy X (x — :cG))).nga:jL/ pd;; (we X (x —2¢))dx

; /( (d“’“ $—$G)>-(W§X($—$G))d$

+ / e X (& — 26)))-(we X (& — 76))da
0 ( t)
av, dw
= M—=Ve + V. “ — d
dt & < dt X /S;S(t) p(l’ xG) 'T)
v,
+ Ve (wy X (wy X / p(x — xg)dr)) + : (c% X / plx — :cg)d:c)
Qu(1) dt Qu(t)
dwy,
+ %szg + we.(wy X (Jswy))

Or par définition du centre de gravité, / p(x — zg)dz = 0, donc
Qs ()

AV, dw,
Ve + 8 Jowe + we(wa % (Jowa))

() = M, dt

Tdt
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Dans ces calculs on a utilisé les égalités suivantes (avec r(t,z) = o — x¢(t)) :
/ plwy X (wy X (2 —2¢))).(we X (x — 2¢g))de = plwy X (wy X 1)).(we X 1)dx

Qs (t)
p((Wy-r)wy — W] *r) (we x 7)dx

P(wy.T)wy. (we X 7)dx

pwy.r)we. (1 X wy,)dz

o~

s(t)

= — pwe.(wy.r).(wy X 7)dz
(t)

_ / pwe.(wa X (rPwy, — (rew,)r))dz

= we.(wy X (Jswy)) (3.19)

—(Jy.we) (3.20)

Au total sur Q4(¢),

d v, dw,

98
de — M——V — — Jswe = —ud, (wy X (Js.wy 3.21
puldx o Ve o Jswe /Qs(t)patu T+ we.(wy X (Jswy))  (3.21)

dt Qs (t)

En sommant (3.18) et (3.21), on obtient

— | puldx = / (p%u + (pu®@u—2uD(u)) : D(&) + fpg) dx (3.22)
Q Q

O
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On montre ensuite que les solutions suffisamment réguliéres de la formulation (Praipe)
sont solutions de (3.2-3.9), a condition d’imposer le bon mouvement rigide a l'intérieur
du solide. On montre le lemme suivant :

Lemme 3.2.3 Soit

p € L*(0,T; H'(Q))n HY(0,T; L*(Q)) (3.23)
u € L*0,T; H*(Q) N HY0,T; L*(Q)) N C([0,T]; H'()) (3.24)
H e L*(0,T; H ()N H'(0,T; L*(Q)) (3.25)

solution de (Ppaipie) avec wja ) = s, U, 1) = Uf, PlQ.(t) = Pss P t) = Py Alors siu, est
définie par

Us = Tl +w x v dans Q(t), xg € H*(0,T), we HY0,T), (3.26)
il existe p € L*(0,T; H'(Q(t))) telle que (uy,p,xa,w) soit solution de (3.2-3.9).

Preuve Soit (p,u, H) vérifiant les hypothéses de régularité (3.23-3.25) et solution de
(Praible). Alors V€ € HY(Q) N L*(0, T, K(t)),

[ (pudie + (pu w 2uDw)) D) + py) o = 51 [ puci
Q Q
: . dg
i.e. en soustrayant de chaque coté fQ pu%daz,
d
/Q {%f +2uD(u) : D(&) — pgf} dx =0 (3.27)

Obtention de (3.3), (3.4) et (3.9) dans Q(¢) :

Comme u est solution de (Pruine), alors u € L*(0,T;V), donc I'équation (3.4) est vé-
rifiée et u est nulle sur le bord de (2.

De plus, avec (3.26) la condition (3.9) sur le bord de Q(t) est aussi vérifiée.

Enfin, en choisissant en particulier £ € L*(0, T, V(€2,(t)) prolongée par 0 dans Q(¢), alors
€€ L*0,T,K(t)) et on a avec (3.27) :

d
[ [t - i) D€~ prae] as =0 vee oY@ @29
r(t

C’est une forme variationnelle de Navier-Stokes dans 2 (¢). I existe donc p € L*(0,T; H'(24(t)))
telle que (uy, p) soit solution de Navier-Stokes au sens faible dans Q¢(¢).

Et avec les hypothéses de régularité (3.23-3.25) on peut alors en conclure que

d(pyuy)

T 2pdiv(D(uy)) + Vp — prg =0 p.p. dans [0, 7] x Q(¢) (3.29)
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Obtention de (3.5-3.6) :

En choisissant maintenant £ € H'(Q) N L*(0,T, K(t)), (3.27) s’écrit

[d ] d(psus
|2 e s o) D) - prag| s | [ (o )£+2MD(us):D(§)—psg£] dr =0
Qi L dt | o L dt

En intégrant par partie dans le premier membre, et en utilisant (3.29) on a :

_d T d
/ (Pf“f)g +2uD(uy) : D(€) — prg€| dz = / {M — 2pudiv(D(uy)) — Pfg] §dx
o L dt | o L dt

[ 2ulDlug)meds
89, (1)

_ / _Vpde — / 241(D(uy) m)€ds
Q1) 09, (1)

= [ s~ [ ou(D(ug)m)eds
0Qs(t) 0Qs(t)

= —/ (Xy.n)éds
89 (¢)

avec n la normale sortante a €,(¢).
On obtient donc
d(psus
[t [Ty D(6) - puge] o =0
90 (t) Qu(t)
i.e., comme D(§) = 0 dans Q4(?),

d SsYs
—/ (Xy.n)éds +/ [M — psg] Edx =0
990 (t) Qu(t) dt

Afin d’obtenir (3.5) on suppose d’abord &q ) = Ve(t) avec Ve € H'(0,T).
Avec (3.26), on a

d dug d
/ p—uvgda: = / psi‘/gd:c = :U'é/ psdaVe +/ pSMngaz
Q. dt Q. dt (1) Qu(1) dt

d d
— MLV +/ ps (—“ x 7’) ngaﬂ—/ ps (w x —T) Vedx
Qs (t) dt Qs (1) dt

d
= MalVe + <d—L: X / psrdx) Ve +/ ps(w X (w x r))Vedz
Q) Qs (t)
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car fﬂs(t) psrdr =0,

/ pgVedr = / psdrgVe = M,gVe
Qs(t) Qs (t)

Mad, - Ve = {/an (t)(Zf.n)ds + Mg} Ve YV € HY0,T)
ce qui est une formulation variationnelle de (3.5).

Afin d’obtenir (3.6) on suppose ensuite & ) = we(t) X r(z,t) avec we € H(0,T).
Avec (3.26), on a

d d
/ psﬁ(wg xr)ydx = xf, (wg X / psrd:p) +/ Ps (d_j X r) (we x 7)dzx
Qs(t) Qs(t) Qs (1)

+ /Qs(t) ps (w X (w x 1)) (we x 7)dx

- [ e (% %) ex ot [ g (0 xr) s x o

Qs(t)

car fﬂs(t) psrdr = 0.

En utilisant (3.19) et (3.20) on obtient donc

du dw
s— dv = | Js.— 5.
/ﬂs(t) s (we X 7)dx ( dt) we + (w X (J5.w))we
De plus

/ psg(we X r)de = / psT X gdrwe
Qs(t) Qs(t)

/ (Xf.n)(we x 1)ds = / rx (Xp.n)dswe
89 (t)

O (1)
On en conclut donc que

d
(Js.ﬂ) we = {/ (r x (Xy.n))ds —i—/ pst X gdr — (w x (Jow))|we Ywe € H(0,T)
dt 904 () Qs (t)

ce qui est une formulation variationnelle de (3.6).

Obtention de (3.7-3.8) :

Ces deux équations sont obtenues par définition de H dans (Ppipe) et en utilisant (3.26).
O
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3.2.2 Meéthode de pénalisation 2

D’aprés le Lemme 3.2.1, une vitesse rigide ug peut étre caractérisée de deux maniéres
équivalentes :

J(ug, w) € R* x R uy(t, x) := ug(t) +w(t) x r(t,z) <= D(uy) =0 (3.30)

Ces deux caractérisations suggérent deux maniéres possibles de traiter la contrainte de
rigidité :

— En faisant agir la pénalisation sur le tenseur des déformations D(us), on s’oriente
vers des méthodes de pénalisation H', car on agit sur les dérivées de la vitesse. Ce
type de pénalisation est notamment utilisé dans [52] pour construire des solutions
approchées, en vue de démontrer I’existence de solutions.

— En pénalisant plutot ’écart entre la vitesse et une vitesse rigide bien définie, on agit
sur la vitesse elle-méme, et on parle donc de pénalisation L2

La pénalisation que nous étudions dans la suite est une pénalisation L?. Le but de cette
méthode est d'imposer a un champ de vitesse global u d’étre égal a us := ug +w X r dans
Q4(t). Deux questions se posent alors :

— Comment imposer u = u; dans 4(t) 7
— Comment calculer les composantes ug et w de la vitesse rigide ug ?

Pour imposer u = u, dans 4(t), on ajoute dans les équations modélisant le fluide un
terme exprimé en fonction de la différence entre u et ug, et localisé sur le solide.

En ce qui concerne la vitesse rigide, ce n’est pas une donnée du probléme, elle résulte au
contraire des forces hydrodynamiques mises en jeu par I’écoulement fluide. On présente
dans la partie suivante son calcul par la méthode de projection de [59].

Calcul de la vitesse rigide

Pour le calcul de la vitesse rigide, on utilise la méthode de projection de [59]. Cette
méthode suppose que si I'on dispose dans tout le domaine €2 de la solution (p,u) du
probléme bi-fluide suivant :

(
P <% +u.Vu) —divX = pg

ot
divu =0
dp B (3.31)
o +u.Vp=0
u(0) = u°

(P(0) = psxag + pr(1 — xag)
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avec X = —plls + 2uD(u), alors la définition suivante de ug := ug +w X r:
1 -1
Us = pu-dx + | J; . rxpu-dr | xr (3.32)
M Jo, @ Q. (t)

permet de vérifier la conservation des moments linéaire et angulaire du solide :

d( M,
M = / psgder/ Y.nds
dt Qs (t) 894 (1)
et
d(Js
(o) :/ r X (X.n)ds
dt 090 (1)
En effet, si
1
UG = / pu - dx
M Ja,w
Alors
dWMoug) - d [
dt dt Qs(t)

d
= —(pu)dx
/Qs(t) 2t
= / pgdx+/ div Xdz
Qs (t) Qs (t)

= / psgder/ Y.nds
Qs (1) 99 (1)

On obtient donc la conservation du moment linéaire.

De méme, si
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Alors

/ r X pudx
Qs (t

a
dt

= / rxpud
a.) d

d
= —Xpud:er/ r X —(pu)dx
/Qs(t) dt Q. () dt( )
d
= / —Tx,ouder/ rxdindx+/ r X pgdx
0. dt Qs (t) Qs (1)
d
= / —Tx,ouder/ rxdind:E+</ psrdx)xg
0. dt Qs (t) Qs (1)
dr .
= / —xpud:c—l—/ r x divXdx
Q. dt Q1)

Or, en posant T.e; = r x (X.e;), on a pour la premiére composante par exemple

3
. 0
(leT)l = Z agj 7’223]' —T322j)
J

3 3
823‘ 822 67“2 87“3
-2 <T2 5%‘] ]> v < - Ox ZQj)

J=1 J=1

= (’I" x div 2)1 + (232 — 223)

Donc
232 - 223 .
AvT =r x divy 4+ | Sy — Dy | =Y 0 divy
Z]21 - Z12
Et

/ r x divXdr = / div Tdz =" / T.nds = / r X (X.n)ds
Q) Q1) 994 (t) 99 (t)

D’autre part,
r(t,x) =x — xg(t)

Donc

dr(t,z) Oz dxg(?)
o Tuba)Ve——g

u(t, ) — ug(t)
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Donc

d
/ i pudr = / (u—ug) X pudx
() dt Q. (1)

= / uxpudaz—/ ug X pudx
Qs(t) Qs (t)

Comme u X pu = 0, on en déduit

dr 1
— X pudr = / U X ( / pudx) dx
/Qs(t) dt M Ja,@ Qu(t)
1
= / udxr X / pudx
M;s Jo,0 Qu(t)

d(Jo) :/ r X (X.n)ds
dt 090 (1)

On obtient ainsi la conservation du moment angulaire.

I
o

La méthode de pénalisation que I'on étudie utilise cette projection, sauf que le champ
de vitesse défini sur 2 et que 'on projette pour calculer la vitesse rigide n’est pas exac-
tement un champ fluide, mais la solution d’un probléme fluide pénalisé.

Définition du probléme pénalisé

On peut maintenant définir le probléme de pénalisation. Soit 7 > 0 le paramétre de
pénalisation. C’est un petit paramétre que 1’on fait tendre vers 0 pour approcher le modéle
de couplage classique.

On définit alors de nouvelles variables globales (p,, u,, py, Uy s, H,) dépendant de 7.

La contrainte de rigidité est imposée en ajoutant dans I’équation de conservation de la

quantité de mouvement de Navier-Stokes un terme de pénalisation, localisé sur le domaine
solide, et dépendant du paramétre 7 :

1
Eann (uy — up,s)

La pénalisation n’est pas seulement appliquée sur le bord du domaine solide, mais dans
tout ce domaine, on parle donc de pénalisation volumique.
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D’autre part, la présence de p, dans ce terme n’est pas nécessaire du point de vue de la
modélisation mais permet d’obtenir ensuite le Lemme 3.3.2 utilisé lors des estimations a
priori.

On obtient alors la formulation suivante :
Etant données (p,(0) = py), u,(0) = u)), H,(0) = xqo) trouver (p,, uy, py, H,) tel que
oy, Hy € L®(Q), u, € L>(0,T,H)N L*(0,T,V), p, € L*Q)

solution dans |0, T'[x2 de

( ou , . 1
Pn (8—; + div(u, ® “n)) — pdiv(D(uy)) + Vp, + ;ann(un — Up,s) = Pyg
(3.33)
P, divu, :10 (3.34)
ns = 7 / Pty - Hydx + (Jn_l. / Py X Uy - Hndx) X Ty (3.35)
nJQ Q
P+ un.Vp, =0 (3.36)
| H,, + .. VH,=0 (3.37)
avec .
M, Jq
M, = / pyH,d (3.39)
Q
et
Iy = / py(rills — ry @ ) Hyda (3.40)
Q
et la condition limite suivante pour u,, :
u, = 0 sur |0, T[x0 (3.41)

On pose Q,5(t) ={z € Q, H,(t,z)=1}.

Les équations (3.33) et (3.34) correspondent & un probléme de Navier-Stokes pénalisé
par la différence dans €,,(t) entre w, et la vitesse rigide u, , calculée dans (3.35) par
projection explicite sur l'espace des fonctions rigides de L*(€,,(1)).

La densité p, est transportée avec u,, donc, au terme de pénalisation prés, les estimations
sur (3.33), (3.34) et (3.36) sont les mémes que pour les équations de Navier-Stokes.
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Cependant avec ce choix M, = / pnHydx ne reste pas constant.
Q

Enfin la fonction caractéristique H, (donc le solide) est transporté avec la vitesse rigide
uy s, ce qui garantit que §,,(¢) n’est pas déformé. On a

Q,0(1)] = / Hydi = |0,

Remarquons cependant que u,, ; ne s’annule pas au bord, donc en toute rigueur, il faudrait
imposer une condition limite sur H, pour traiter les cas dans lesquels u,, s est entrante. Si
on suppose que le solide ne touche pas le bord du domaine, cette condition est 0, ce qui
revient a résoudre (3.37) sur R™ tout entier, puis & prendre sa restriction sur €.

py et H, n’étant pas transportées par le méme champ de vitesse, on n’a donc pas p, H,, = p,
en général.

Enfin, d'un point de vue numeérique (voir section 3.5), le calcul explicite de la vitesse
rigide permet de transporter le solide avec une vitesse réguliére.

On souhaite montrer dans la suite que lorsque le paramétre n tend vers 0, la solution
du probléme P, converge vers celle de la formulation faible Py, décrite précédemment.

3.3 Analyse numérique de la méthode de pénalisation
L2

Cette partie est consacrée a I'étude de convergence du probléme pénalisé P, vers la
formulation faible Pfqp. du probléme couplé. On fait donc tout d’abord des estimations
a priori sur les différentes variables du probléme pénalisé, afin d’obtenir les convergences
nécessaires au passage a la limite en 7.

[’obtention de ces convergences est réalisée en deux temps. On obtient d’abord des conver-
gences faibles sur les vitesses u,, et u,  par des estimations classiques sur Navier-Stokes
et a partir de I'équation définissant la vitesse rigide, ainsi que la convergence forte de H,
et p,, en utilisant un résultat de compacité de Di Perna et Lions ([50], p.41).

Le point central de I’étude consiste ensuite en I'obtention de la convergence forte de u,
dans L?(Q). Cette convergence est en effet nécessaire pour passer a la limite dans le terme
non linéaire div(u, ®u,) de Navier-Stokes, et nous utilisons des outils introduits dans [52]
pour ’obtenir.

Le but de cette partie est donc de montrer le théoréme suivant :
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Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses de régularité établies précédemment, soit (p,, w,, py, H,)

solution de P,. SiVt € [0,T], Qs(t) N0 = 0, alors il existe une sous-suite de (py, u,, Hy)
et des fonctions (p,u, H) telles que

py — p, Hy — H fort dans C(0,T; L1(Q2)) Vq > 1,

u, — u fort dans L*(Q) et faible dans L>(0,T,H) N L*(0,T, V)

et telles que (p,u, H) est une solution de (Pjapie).

3.3.1 Lemme de projection

On montre tout d’abord dans cette partie une propriété liée a la caractérisation d’une
vitesse rigide, et qui constitue un argument essentiel a I'obtention des premiéres esti-
mations a priori pour I’étude de convergence. Le Lemme 3.3.2 montre que la vitesse u,,
définie dans P, est la projection de u, dans L*(Q,(t)) sur 'ensemble des vitesses rigides :

Lemme 3.3.2 Soit & un champ de vitesse rigide, i.e. tel que () = Ve +we x 1y(x) avec
Ve € R? et we € R, Siu,, est définie par

1
Un,s = M. / pnHyuydx + (Jnl. / pnH Ty X und:c) X Ty,
nJQ Q

Alors
/ﬂann(u77 — Upy)édr =0 (3.42)

St de plus H,, a pour support Q, s(t), le résultat peut étre généralisé au cas d’un champ
dépendant du temps, et rigide dans €, 4(t).

Preuve On pose

1
Vun:—/pHuda:
M, Jo Pt

Wy, = Jn_l. / Py X updx
Q

avec M, et J, définis par (3.39) et (3.40).
Ainsi

Ups(7) = Vi, + Wy, X 1p(T)
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et
/Qann(un — Un,s)6dr = /Qann [ty = (Va, +wu, X 1) ] [Ve + we x 1] da
= %/annund:L’—i-wg/annrn X und:c—Vunvg/annda:
Q Q Q

- Vi, (wg X / annrndx) — Ve (wun X / annrndzp)
Q Q

- /QPan(wun X 1) (we X 1) da
= VeM,Vy, + we(Jywy,) — Vi, Ve M,

- Vi, (wg X / annrndx) — Ve (wun X / annrndzp)
Q Q

- /QPan(wun X 1) (we X 1) da

Or (wy, X 1) (we X 1) = (Wewy, )77 — (17.we) (1w, ), donc / pnH (W, X 1) (We X 1y )da =
Q
we (Jy-wu,).
Et par définition de r,, / pyHyrydz = 0. Au total on obtient donc
0

/Qann(u,7 —Ups)dr = we(Jywy,) — we(Jywy,) =0

En particulier, on a donc par définition de w,, :
/ Py (U — i )ty s = O
Q

3.3.2 Estimations sur les équations de transport et de Navier-
Stokes

Les majorations effectuées pour obtenir les estimations font apparaitre une constante
positive toujours notée C', et dont la valeur est éventuellement modifiée dans les étapes
de calcul.
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Estimations sur les équations de transport : convergences faibles de p, et H,

Avec (3.36) et (3.37) on montre grace a des estimations classiques
py bornée dans L*>(0,T, L>(€2))

et

H,, bornée dans L>(0,7T, L>(12))
Plus précisément, pour ¢t €]0, 77,
Prmin 1= min(ps, py) < py(t,x) < max(ps, pr),  Hy(t,z) € {0,1}
Donc il existe des sous-suites de p, et H,, encore notées p, et H, telles que
py — p dans L>(0,T, L>(Q2)) faible™,

et

H, — H dans L*>(0,T, L>(Q)) faible*,
avec les mémes bornes sur les limites p et H.

[’existence de la limite faible H nous permet alors de poser

O,(t) = {x € Q, H(t,z) = 1}

Estimations sur les équations de Navier-Stokes

En multipliant I'équation (3.33) par u, et en intégrant sur €2, on obtient :

0
/ P (% + div(u, ® Un)) updr — N/ div(D(uy))undz + / Vpytydx
Q @ “

1
+ —/ann(un—ums)und:c:/pngunda:
nJa Q

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Or, avec (3.34) et (3.41),

o 0
/Qpn <% + div(u, ® Un)) updr = Pty (% + div(u, ® un)) dx

t
a(pnun)
ot

2

div(pﬂuﬂ%@dm—i—/%dw
Q t

1

= —/Qp,]|un|2div(un)d:p+/Qun.V(pn|un|2)d$

N~ N~

S— — —

w, + div(p,u, ® u,)u,dx

—_

(\V]

2

o[ Ry,
T

_ [ 2o,
0 ot

et
/ Uy.Vppdr =0
Q
Comme d’autre part, avec le Lemme 3.3.2

/Qann<un — Uy, )Updr = / Py (uy — un,s)2d4’7
Q

on a donc au total, avec \/H, = H,,

1d 2 2 1 2 3
337 VPt I D)+ B = .y < [VFrllzllalli@llol e

i.e. en utilisant (3.43) et ||g||p) < C :

5 VBTl ) I Gy + VB = 03 3y < B

D’oul en intégrant en temps sur [0, 7] :

2
2 2 2
IV Ol g, + 2D + Ay = 1) g

T
< rmtonley + € [ IV )lods
0

On pose

{y(t) = H\/m(t)un@)"m(m
Yo = HWUWOHL%Q)
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On a alors .
v < s +C [ yls
0

Donc en appliquant Gronwall ([9] p.84), on a

C
y(t) < Y + 5
i.e.

C
IVPn()uy ()l 2y < Vom0l o0y + 5 = €

Ensuite, en utilisant Korn ([9], p.329), on a
IVunllp2iq) < ClID(un)llp2iq) < €
Enfin, on a
1

\/T—IH\/p_an(un - un,S)Hp(Q) <C

On obtient donc

u, bornée dans L*(0, T, Hy(R)), (3.49)
/Pty et u, bornées dans L>(0,T, L*(9)), (3.50)

1 1
%\/p_nl‘]n(m7 — Uy;) et %Hn(u,7 — u, ) bornées dans L*(Q). (3.51)

Donc il existe des sous-suites de p,, u,, u,, et H,, encore notées p,, u,, u, s et H,, telles
que

u, — u dans L*(0,T, Hy(RQ)) faible, (3.52)
VPrtty — w et u,; — u dans L=(0,T, L*(Q)) faible*, (3.53)
VonHyuy — /pnHyuys — 0 et Hyu, — Hyu, s — 0 dans L*(Q) fort. (3.54)

L’identification de la limite w avec ,/pu est déduite de la convergence forte de p,, obte-
nue en utilisant des résultats de compacité de DiPerna-Lions ([61]) sur les équations de
transport.

En effet, avec ([61], théoréme I1.4), la convergence faible (3.52), et (3.34), on obtient

pn — p dans C(0,T, L)) fort Vq € [1, +o0] (3.55)

avec p solution de

pr +u.Vp=0sur |0, T[xQ
p(0,2) = po(x) sur Q
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Cette convergence forte permet alors de passer a la limite dans le produit /p,u,,.
En effet soit v € LI(0, T, L"(2)) avec ¢ > 2 et 7> 2. On a

/O ' /Q (V/Prtty — v/pu)vdudt = /0 ) /Q (uy = w)y/prdudt + /0 T /Q(@ ~ VPt

Or en dimension inférieure ou égale a trois H' s’injecte dans L®, donc de (3.52) on déduit
u, — u dans L*(0,T, L°(Q2)) faible,

et comme p est bornée dans L>°(Q)

T
lim/ /(u77 —u)y/pvdxdt =0
o Ja

n—0

D’autre part de la convergence forte (3.55) on peut déduire la convergence forte de ,/p,
dans le dual de 'espace dans lequel on choisit w,v, Vg > 2 et Vr > g, et on obtient donc

lim /0 : /Q (/P — v/P)ugvdadt = 0

n—0
En conclusion on a

VP — /pu dans L9(0, T, L"(Q2)) faible, avec ¢ < 2 et r < 6. (3.56)

3.3.3 Passage a la limite dans la vitesse rigide
La vitesse rigide est définie par
Up,s(t, ) = uyc(t) +wy(t) X ry(t, z)

avec

/ Py - H,dx
Q

upc(t) =
/ pnHydx
Q

et
-1
wy(t) = (/ pn(rf,}l -7y ® Tn)Hndl‘) ./pnrn X u, - Hydx
Q Q

et r, bornée dans L>(Q).

On montre tout d’abord que cette vitesse converge faiblement, puis que sa limite s’ex-
prime de maniére analogue en fonction des limites de p,, u, et H,. On a besoin pour cela
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de la convergence forte de H,,.

D’une part on a
/anndzp > Pmm/ H,dx = Pmin| Q2] >0
Q Q
donc avec les bornes établies précédemment sur p,, u, et H,, on obtient

uy (t) bornée dans L>(0,T)

~1
D’autre part, on vérifie que chaque composante de Jn_l = (/ pn(rfl]l -1 ® r,,)Hndx)
Q

est bornée indépendamment de 7 et t.

En effet, pour a € R3\{0},

3
' Jpa = ) (/ pn(|ry|?035 — 'f’n,z"f’n,j)dﬂf> a;
ij=1 Qs (t)

3 3
Drmin ( / Y dijai0;da — / > (rn,i.ai)(rn,j.aj)dx)
Qs (1) Qs(t)

ij=1 ij=1

v

> poin / (Irol2laf? = |rpaf?)da
Qs (t)

> pmm/ |T7] X a|2d:p >0
Qs (t)

De plus, comme le domain rigide €2,,(¢) ne se déforme pas, il contient pour tout ¢ une
boule de centre x,;(t) et de rayon R > 0. Ainsi on a

aTJna Z pmzn/

B(znc(t),R)

r, x al*dx = pmm/ lz x a*dz > C(R)|al?
B(0,R)

avec C'(R) = 21;“;” > 0. En prenant a = J,, b, on a pour tout b € R3\{0},

1

bT flb: _%b2< b2

d’out chaque composante de J;l est bornée indépendamment de 7 et t.
Avec les bornes établies précédemment sur p,, u, et H,, on a donc

wy(t) bornée dans L>(0,7)



Analyse numérique de la méthode de pénalisation L> 113

Au total, il existe donc une sous suite encore notée u, s de u, , telle que
Ups — Us i = Ug +w X r dans L>(0,T, L>(Q2)) faible* (3.57)

En calculant le gradient de w,,, :

! 2

03 wy wnl

Vi, s = wn2 01 —w,
—w, Wy, 0

on vérifie que Vu,, ¢ est aussi bornée dans L>(0,7', L*=(2)). D’ou la convergence
s — us dans L>(0, T, W>(Q)) faible* (3.58)

Reste a identifier la limite uy avec la projection de u dans 'espace des champs rigides
dans (). If faut pour cela pouvoir passer a la limite dans les expressions de wu, ¢ et w,,
ce qui requiert la convergence forte de H,,. Elle est obtenue en appliquant de nouveau les
résultats de compacité de DiPerna-Lions [61] :

H, — H dans C(0,T, LP(2)) fort ¥p € [1, +o0[ (3.59)

avec H solution de

H, +u, VH = 0 sur |0, T[xR"

H(0,z) = Ho(x) sur R
Le probléme ci-dessus est posé dans R"™, car u, ne s’annule pas sur 0{2. Cependant en
supposant que le solide rigide ne touche jamais le bord de 2, alors on peut imposer H = 0
sur 0N2. D’autre part on montre dans la suite (Lemme 3.3.5) qu’a la limite Hu = Hus,

donc H est aussi solution du probléme suivant pour lequel on dispose d’une condition
pour la vitesse sur 0f2 :

Hy+u.VH =0 sur |0, T[xQ
H(0,z) = Ho(x) sur 2

Cette convergence nous permet alors d’obtenir la convergence forte de r, vers r dans
C(0,T,LP(Q2)), Yp > 1. En effet, avec (3.59) et (3.55) on peut passer a la limite dans M,

et obtenir M = / pHdzx. Ainsi,
9)

1 1
Ty — T =Xg— Tgy = M/S;pHd{L‘ — ﬁ/ﬂanndl‘ — 0 dans C(O,T,LP(Q)) \V/p >1
n
(3.60)
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Finalement, les convergences (3.52), (3.59), (3.55), et (3.60) nous permettent de passer a
la limite dans u, ¢ et w, et d’obtenir uy = ug +w X r avec

/pu-de
Q

—1
ug(t) = =——— w(t) = (/p(r2H—T®T)de) ./p’r’wada:, et r=2x—zg
/pHda: @ Q@
Q

/ pHzdx
Q

ol xg = S—m.
/pde
Q

3.3.4 Convergence forte de u, dans L*((0,7T) x Q)

Afin de passer a la limite dans le terme d’inertie de Navier-Stokes, on doit disposer en
plus des convergences faibles précédentes de la convergence forte de u, dans L*(Q).

Lorsque I'on étudie les équations de Navier-Stokes, avec les mémes estimations que celles
obtenues ci-dessus, et avec des données (conditions initiales, force extérieure) de méme
régularité, on peut obtenir cette convergence forte en estimant la dérivée en temps frac-
tionnaire d’ordre v > 0 de u, définie par

FH(2imT) F (ug)(7))

avec F et F~! les opérateurs de transformée de Fourier et transformée de Fourier inverse.
Voir par exemple 78] p.285 pour la démonstration.

C’est également la méthode employée dans [5] dans le cas d’un obstacle rigide fixe afin
d’étudier des méthodes de pénalisation L? et H'. Cependant, 'ajout du terme de pé-
nalisation dans Navier Stokes ne permet pas l'utilisation de cette méthode. En effet, ce
terme est localisé (par I'intermédiaire de la fonction H,)) sur le domaine solide qui dépend
du temps, ce qui impose de calculer une transformée de Fourier de produit de fonctions
dépendant du temps lors de 'obtention de I'estimation.

La méthode que nous avons choisi d’utiliser ici est adaptée de celle proposée dans [52].
Dans cet article les auteurs étudient la convergence d’un probléme de pénalisation de
type H! vers la formulation faible d’'un modeéle fluide-solides rigides en 2D. Cette mé-
thode consiste a faire intervenir un opérateur de projection orthogonale sur des espaces
de vitesses rigides dans des domaines légérement plus grands que le domaine solide étudié,
et ne dépendant pas du paramétre de pénalisation. On adapte d’une part les résultats de
[52] au cas de la dimension 3, d’autre part la spécificité du probléme de pénalisation que
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I’on étudie ici résidant dans le calcul explicite de la vitesse rigide, par projection du champ
fluide, nous montrons donc la convergence forte sur u, en utilisant cette expression de la
vitesse rigide.

Dans les calculs qui suivent, o représente une épaisseur de voisinage du domaine so-
lide, et 7 un ordre de régularité des champs de vitesse.

On démontre tout d’abord quelques résultats intermédiaires, puis en faisant intervenir
opérateur de projection on conclut en obtenant la convergence forte de w, dans L*(Q).

Notations

Soit o > 0 et r € [0, 1]. On note :
— Q. (t) = {x € Q,dist(z,Q(t)) < o}

- VW ={ve L*Q),dive=0,v-n =0 sur 90}
- V' ={ve H(Q),dive =0,v = 0 sur dQ}, pour r >0
—- Ko (t) ={v(t) € V", D(v(t)) = 0 dans D'(Qs ()}

— PI(t) la projection orthogonale de V" sur K (¢)

FiG. 3.2 - Domaine rigide agrandi

Afin de montrer la convergence forte de u, dans L*((0,7')x), on effectue la décomposition
suivante :

T 1 T T
/ / |u,y — ul?dadt < (/ / |o(u2 — u?)|dwdt + / / 12pu(u — un)|d:cdt)
0o Ja Pmin \Jo Jo 0 Jo
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Avec (3.53) la seconde intégrale du terme de droite tend vers 0, donc

T 1 T T
/ / |,y — ul?dzdt < (/ / | oyl — pu?|dadt +/ / |(pn — p)u§|d:cdt)
o Ja Pmin \Jo Ja 0o Ja

De plus avec (3.49) et (3.55) la seconde intégrale du terme de droite tend vers 0, donc

T 1 T
/ / luy — uf*dzdt < : (/ / |pyun Py (uy) — puPy(u)|dxdt
0 Q Pmin 0 Q

T T

b [ ot = Praidsde+ [ [ puter - wldsat)
0 Q 0 Q
1 T T

< Loy Pr() - P @) o

+ ol lunll oy 1P ) — ol 2o

+ polle=@llull2@ll Py (u) — ulli2@)

Enfin avec (3.49) et (3.43), on a

min

T
1
| = aPdsat < =l sl = puP ) ve
0
£ CIP () — wyll o)
£ ORI W) — ullia) (3.61)

On observe que pour obtenir la convergence forte souhaitée, il faut donc montrer les
convergences suivantes :

tim | P5(u) — ull gy = 0 (3.62)
lim lin |12 (1) = 0 12) = 0 (3.63)
li i [l P (1) = pu 3 ()| 23 = 0 (3.64)

Commencons par établir quelques lemmes techniques.

Résultats préliminaires

On montre tout d’abord le résultat d’intégration suivant :
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Lemme 3.3.3 Soit {f,} une suite de fonctions mesurables de [0,T] dans R telle que

fngrt) — 0 p.p. sur[0,T] (i)
| i< =2 G

Alors
| oy —o

Preuve Soit ¢ > 0. Avec le théoréeme d’Egorov ([11], p.75) et (i), il existe A. C [0,T]
telle que

fn — 0 uniformément sur A,

{HO,T]\AEI <e

D’ou
AN € N,Vn > N, Vt € A, |fu(t)]? < e

Donc

/ (fu(t)?dt < e|A.| < eT
Ae

D’autre part, avec (i),

/ (fn(t))2dt§/ 1th/ (fa(t))Pdt < eC
[0,T1\ A [0,T]\ A [0,T]

1,1 _ 1

avec = 4+ = = 3.
q + P 2

On obtient donc

/T(fn(t))zdt <eT +¢&'C
0
D’ou

/0 (fu(t))2dt — 0

Le lemme qui suit permet d’estimer la solution d’un probléme de Stokes dans le domaine
M\ Q (1) en fonction du prolongement dans € ,(¢) de la condition sur le bord 92 , () :
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Lemme 3.3.4 Soit u(t) € H'(Q,(t)) telle que wpn, () = gt), f(t) € L*(09Q) et
(w(t),p(t)) € HY O\ Qo (1)) x L2 Q\Qy,(t)) solution du probléme de Stokes linéaire

—Aw(t) + Vp(t) = 0 sur Q\Qy (1)
divw(t) = 0 sur Q\Q, 4 ()

w(t) = g(t) sur 0 (1)

w(t) = f(t) sur OS2

Alors il existe og > 0 tel que pour tout o < oy,

1 1
3C >0, Nw@®leaze <C (Hu(t)H[Q/?(QS’J(t))Hvu(t)Hz?(sta(t)) + ||f(t)||L2(8Q)>

Preuve Soit ¢(t) € L*(Q\Q,,(¢)). Alorsil existe (v(t),q(t)) € HY(Q\ Qs (£))x L2(Q\ Qs (1))
solution du probléme de Stokes linéaire

—Av(t) + Vg(t) = ¢(t) sur Q\Qs o (1)
divo(t) = 0 sur Q\Q, , ()
v(t) = 0 sur I(Q\Qy 4 (1))

Alors, comme on a supposé une régularité C? sur Q\Q, elle est conservée lors du mouve-
ment rigide, donc pour Q\§(¢); et pour o suffisamment petit (o < oy) pour Q\Q ().
On obtient donc le résultat de régularité suivant ([78|, prop 2.3., p.35) :

(v(t), q(t)) € H*(Q\Qu0 (1)) x H (Q\Q4(1))
et il existe une constante C' > 0 telle que

vl 2z @) + 14O a0 < ClloO zoasw) (3.65)

La constante C' dépend de la géométrie de O(2\§2s,(f)) mais peut étre choisie indépen-
damment de o grace a la régularité du mouvement rigide.

Ainsi

w de = — w(t)Av(t)dx w(t)Vq(t)dx
JRCET fo s [ wwva)

ON\Qs,5(2)
¢
= —/ w(t)av—()ds—l—/ Vuw(t)Vu(t)dx
AT o) (1) on T (1)

4 / w(t)q(t).nds — / div w(t)qg(t)dz
A(N\2s,0) () O\Qs,0 (¢)
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Or divw(t) = 0, donc

/ wt)o(t)de = — / wity W g 4 / owll)  1yds
N\ (1) AT o)1) on AN On

- Aw(t)v(t)dz w .nds
/ e At / ()

O(2\Qs,0)(t)

De plus avec v = 0 sur I(Q\Qy (1)) et Aw(t) = Vp(t)

/ w(t)p(t)dr = — / w(ty W g
ety AT o) (1) on

+ /Q I CHOS / w(t)(t) nds

O(2\Qs,0) (1)

Enfin, comme w(t) = g(t) sur 08, (t), w(t) = f(t) sur 0Q et divo(t) =0

Ov(t)
dr = — d .nd
[ e = = [ g% s [ gato)nas

ov(t)
— . f(@) 5 ds+/(99 f(t)q(t).nds

19(8) || L2000 1) (VOO 2260000 + la@)]| 22600 0 1))
+ IF O le200) (V)] 22000) + la(E) || L200))

n

VAN

En utilisant des théorémes de trace sur les espaces de Sobolev, on obtient

/ oy VOO0 < Cla®lzzon,q0) (IOle@azw + 100 lneoo)
s,0(t

+ OO (10Ol me@ao + 12Ol oo )

(3.69)
< C(llg®ll2aw. @y + 1F Ol 200) 1O 2@aw)
1 1

< C (1o, . o IVEB a0, 0y + 1O llz200) 16O 2nasmy

D’ou le résultat. O

On montre ensuite qu’a la limite  — 0, la solution u du probléme fluide pénalisé est
rigide dans €(t) :
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Lemme 3.3.5 Les limites H, u et ug définies dans (3.59), (3.52) et (3.57) vérifient
Hu = Hu, (3.66)
Preuve On montre tout d’abord que
H,u, — Hu dans L(0,7, L"(Q2)) faible, avec ¢ < 2 et 7 < 6 (3.67)

En effet soit v € LI(0,T,L™(2)) avec ¢ > 2 et r > 2. On a

T T T
/ /(Hnun — Hu)vdxdt = / /(un — u)Hvudzxdt + / /(Hn — H)u,vdxdt
o Jo o Ja o Ja

Or en dimension inférieure ou égale a trois H' s’injecte dans L®, donc de (3.52) on déduit
u, — u dans L*(0,T, L°(Q)) faible,

et comme H est bornée dans L>°(Q),

T
lim/ /(un —u)Hvdxdt =0
n—0 0 Q

D’autre part de la convergence forte (3.59) on peut déduire la convergence forte de H,
dans le dual de l'espace dans lequel on choisit u,v, et on obtient donc

T
lim/ /(H77 — H)u,vdzdt =0
On montre ensuite que
H,u, s — Hu, dans LP(0,T, LP(Q2)) faible, Vp € [1, +00] (3.68)

En effet soit v € LP(0,T, LP(2)) avec p > 1. On a

/ /Huns Hug)vdzdt = / /uns— HvdxdtJr/ /H H)u, sudzdt

Comme H est bornée dans L*(Q), on a avec (3.57) :

lim/ / Uy s — us) Hodaxdt = 0
n—0

D’autre part de la convergence forte (3.59) on peut déduire la convergence forte de H,,
dans le dual de l'espace dans lequel on choisit w,, sv, et on obtient donc

T
lim/ /(H77 — H)u, svdxdt =0
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Les convergences (3.67) et (3.68) nous permettent de déduire que
H,u, — Hyu, s —~ Hu — Hu, dans L(0,T, L"(2)) faible, avec ¢ <2 et 7 <6  (3.69)
On rappelle enfin que
H,u, — Hyu, s — 0 dans L*(Q) fort. (3.70)

En identifiant les limites dans (3.69) et (3.70) on obtient le résultat.
O

Enfin on justifie I'utilisation des espaces "légérement agrandis" par rapport a Q4(¢) en
montrant que lorsque 1’on passe a la limite en 7, on a les inclusions suivantes :

Lemme 3.3.6
Vo >0, dng >0, Vi <1y, Qys(t) C Qs 0(t) et Q(t) C Qs 0(t) VE € [0,T7. (3.71)

Preuve D’apreés la convergence forte de H, avec p =1, on a
Ve>0, Jp>0, Vp<m, Viel[0,T), / H, (£ 7) — H(t, 2)|de < ¢
Q

ce qui signifie
Ve >0, 3Jmy>0, Vn<mn, Vtel0,T], [Qt)—Q)]+|Q(t)—Q(t)] <e (3.72)

Par I'absurde supposons qu’il existe oy > 0 tel que pour tout 79 > 0, on puisse trouver un
n <mnoetunt € [0,7T] tels que les inclusions de (3.71) ne soient pas toutes deux réalisées.
Cela revient a dire que I'on peut trouver un z,(t) € ,,(t) tel que d(z,(t), 2(t)) > 0.
D’autre part le domaine 2,,(¢) est une déformation rigide du domaine initial donc possede
la méme régularité C2. Par conséquent, indépendamment de 7, il existe un p assez petit
de sorte que pour tout point de €,,(¢) il existe une boule de rayon p > 0 contenant ce
point et incluse dans €,(t). Alors il existe aussi une boule de rayon p := min(p, oo/3)
contenant le point et incluse dans €,,(¢). Cette derniére est plus précisément incluse dans
Q5(t) \ Qs(t). En effet elle contient un point a distance supérieure a oy de Q4(¢) et son
diamétre est inférieur a 20y/3. On a donc montré que

Joo, Yo >0, In >0, 3t € [0,T], [Qs(t) — Q(t)| > 7p°

avec p indépendant de 7 et ¢. Ceci contredit (3.72).
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Lemmes de convergence

Afin de montrer (3.62-3.64), on établit maintenant trois lemmes de convergence faisant
intervenir l'opérateur de projection P;. Par définition, cet opérateur possede les propriétés
suivantes :

P! auto adjoint (3.73)
Yu e KL(t), Pl(u)=wu (3.74)
Yu eV, Yu, € KL(t), ||Pru—ullyr < ||ve — ullyr (3.75)

Pour la démonstration du premier (resp. deuxiéme) lemme, on construit d’abord une vi-
tesse v, (., 1) (resp. vy, (.,t)) dans K[ (t) permettant d’obtenir une convergence en espace
sur v, — u (resp. v,, — u,) en utilisant entre autres les Lemmes 3.3.4, 3.3.5 et 3.3.6,
puis la propriété (3.75) nous permet de prolonger le résultat a Plu(.,t) — u(.,t) (resp.
Plu,(.,t) — u,(.,t)). La convergence en temps est alors obtenue en utilisant le Lemme
3.3.3.

Remarquons que les vitesses v, et v,, doivent entre autre étre a divergence nulle dans
tout 2. Une maniére d’obtenir de telles fonctions est d’introduire une fonction de cou-
rant 1, (resp. ,,) telle que v, = V X 9, (resp. v, = V X 1,,) car on a alors
divo, = div(V x 1,) = 0 (resp. divv,, = div(V x 1,,) = 0). L’inconvénient de cette
méthode est que I'on obtient des fonctions v, et v,, non nulles au bord de €2, et qu’une
convolution est alors nécessaire afin d’obtenir une condition de Dirichlet homogéne. L.’in-
troduction de problémes de Stokes dont v, et v,, sont les solutions nous permet d’éviter
la convolution évoquée précédemment.

Pour le Lemme 3.3.9, on utilise un résultat de compacité d’Aubin-Simon pour obtenir
la convergence.

Lemme 3.3.7
(1711% ||PJ(U) — u||L2(O7T7V’I‘(Q)) = O, Vr € [O, 1[ (376)

Preuve Etape 1 : Soit ¢t €]0, 7| fixé. On construit v, (.,t) € K= (t) tel que
}}L% v (., 1) = ul., t)|lvr) = 0 p.p. sur ]0, T
Soit o > 0 fixé et v,(.,t) tel que

—Av, (., 1) + Vp(.,t) = —Au(., t) dans Q\Q,,(¢)
divv,(.,t) = 0 dans Q\Q, ,(¢)

(., 1) = us(.,t) sur 0 ,(t)

(.,t) = 0 sur 09

Vo
Vo
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1
usz—/pu.deJr(J_l./prxu.de> X T
M Jq Q

D’aprés le Lemme 3.3.5, u(.,t) = uy(.,t) dans Q4(¢). Donc en prolongeant v,(.,t) par
us(.,t) dans Q; ,(t), on a v,(.,t) € Ku(1).

avec

On note e,(.,t) = v,(.,t) — u(.,t). Ainsi e, (., t) vérifie

—Aey(.,t) + Vp(.,t) = 0 dans Q\ Qs , ()
divey(.,t) = 0 dans Q\Q, ,(¢)

(-
Co(-s) = us(, 1) = ul.,t) sur Q4 (t)
es(.,t) = 0 sur 0f2

De méme on prolonge e, (.,t) par us(.,t) —u(.,t) dans Qg ,(¢). On a alors e, (.,t) € K. (1),
et e,(.,t) = 0 dans Q,(¢).

a) On montre que
}Tiﬂ% lea(-, t)|l2@) = 0 p.p. sur 0, T (3.77)

En effet,

2 2 2 2
lea (- Ol z2q) = llea (s Ol z2, ) + llea (s O z2 ., enazey T lea (Ol asey)

Or
”eo(-’t)”i?(ns(t)) = Hveo(-at)”i?(gs(t)) =0 (3.78)

donc
2 2 2
lea (D72 = llea (s Dz, enasey T leaC Oz @as @)

D’apreés le Lemme 3.3.6, I'épaisseur du domaine € ,(¢)\€2,(¢) est inférieure a o, donc en
utilisant la preuve du Lemme 5.10 de [28], on a p.p. sur |0, 77 :

2 2 2
leo(, O z2 @, inamey < C<||60('7t)||L2(8QS(t))+02||ve0("t)HL?(QS,U(t)\STS(t)))

Et, en utilisant un théoréme de trace (|9], p.249)

2
leaC Oy < C <||60('7t)HL?(QS(t))HveU("t)HL?(Qs(t))

2
+0°||Ves (., 1) HL?(QS,U(t)\STS(t)))

78) 5 2
< Co ||V60'('7 t)||L2(Qs,o(t)\Q_s(t))
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Or e,(.,t) = us(.,t) —u(.,t) dans Qg ,(t). Donc, comme u(.,t) et uy(.,t) sont dans Hj (),
on a
IVeo (Ol 2, onasy < 1Veal, D2, @) < IVes(, D)l 2@ < C

avec ' ne dépendant pas de o.
D’ou
les (s t)”i%m,dt)\ﬂ(ﬂ) < Co’
D’ou
leo (s Dll32(e, 0y < Co?

On peut maintenant faire I’estimation suivante

9 Lemme 3.3.4
lea (o Ol z2@a3 ) < Cllea (s Ol 2, iy IVea (Dl 2, , @) < Co

D’ou
lim lea (s )72y =0

b) On a d’autre part
”60<'7t)”§{1(ﬂ) < ”eo<-at)”§{1(g\m(t)) + |’60('7t)H?{1(QS,U(t))

avec ||ey (., )||H1(Q\Q” < C grace a des estimations sur le probléme de Stokes dont

e, (.,t) est solution ([78] prop 2.3., p.35), et Hea(.,t)H%l(Q”(t)) < C car u(.,t) et ug(.,1t)
sont bornées dans H'((2).

Donc
lea (-, )|y < C p.p. sur |0, T (3.79)

¢) On en déduit que

1iIT(l) lea (-, ) |lvr) = 0 Vr € [0, 1] p.p. sur |0, T (3.80)
En effet, en utilisant une inégalité d’interpolation ([1| p. 135)

lea (- t)llvr@ < llea (s )l 2y llea (- Ol ) (3.81)

On obtient alors le résultat en utilisant (3.77) et (3.79).

Etape 2 : Par définition de la projection P! sur K7 (t),

| Pru(.,t) — u(, t)||lvr) < l|ve(,t) —ul, 1) |lvro)
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Donc

(lfiir(l) |Pru(.,t) —u(.,t)||yr) = 0 p.p. sur ]0, T (3.82)

Etape 3 : La fonction f, : t — [[Plu(.,t) — u(.,t)||yr @) est mesurable sur [0,7] et
comme 0 € K7 (1)

T o 2 (3.75) T 2
el gy = | IR0 = a2 10— ul Ol
(3.81) T 2(1-1) )
<O oy T
0
2(1—r) 9
< Cllull ot 0,7, 220 Ul L2 0,101 )
(3.49)(3.50)
<
On a donc

lir% f-(t) =0 p.p. sur |0, T
f» mesurable sur [0, 7]

1 foll 2 2 01) < Cavecr <1

D’ou, d’aprés le Lemme 3.3.3,

B |l 20,7y = 0

i.e.
lim || PJu — ull 20,1 = 0

Le lemme suivant est I’analogue du Lemme 3.3.7 adapté a u,. La preuve suit le méme
plan, sauf qu’au lieu d’avoir u — us, = 0 dans €,(¢), on a seulement I’estimation 3.51 pour
la différence wu,, — ..

Lemme 3.3.8

lim hm | Py (uy) — || 2(0,mvr0)) = 0, Vr € [0,1] (3.83)

oc—0n
Preuve Etape 1 : Soit t €]0, T fixé. On construit v,,(.,t) € K. (t) tel que

lim hm |vye (-, ) =y (-, ) |lvr) = 0 p.p. sur ]0, T

c—0n—0
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Soit o > 0 fixé et v,,(.,t) tel que
—Avye (., 1) + Vp(., 1) = —Au,(., t) dans Q\Q, ,(?)
div v, (., t) = 0 dans Q\Q,(¢)
Upo (-, 1) = wy (., ) sur 082 (%)
Upo (., 1) = 0 sur 09
En prolongeant v,,(.,t) par u,,(.,t) dans §, ,(t), on a v,,(.,t) € K, (¢).

On note €,,(.,t) = vy (., ) — uy(., t). Ainsi e,,(.,t) vérifie
—Ae, (., t) + Vp(.,t) = 0 dans Q\Qy ,(¢)
div ey, (., t) = 0 dans Q\Q,(¢)

(-
Eno (5 1) = Ups(- 1) — up(., 1) sur 08 4 (1)
€no (., t) = 0 sur 09

De méme on prolonge e,,(.,t) par u, (., t) — u,(.,t) dans Q. (¢).

a) On montre que

lnr(l) hm leno (- ) 22() = 0 p.p. sur |0, 7] (3.84)
n—
Pour o > 0 fixé, avec le Lemme 3.3.6 il existe 79 > 0 tel que Vn < 1,

Qs(t) C Qs 5(t) et Qu(t) T Qs o (1) (3.85)

Soit n < ny fixé. On a donc

2 2 2 2
lens (- D)l 720y = llens (Ol + lene G Oz, onammey T 11ene (D l2@a70)

Or comme €,,(t) C Q,,(t), on a avec I'estimation (3.51)

T
/0 leno (- )17,y B < Cm (3.86)

D’autre part, avec (3.85) Qs ,(¢)\€,5(t) a une épaisseur inférieure a 20, et on a de nouveau
avec la preuve du Lemme 5 10 de [28] et un théoréme de trace de ([9], p.249) :

2 2 2 2
lens (s O 2o, onammey < C<”e""<"t)”L2(mns<t>>+0’ ”Vew@t)”mms,a(t)\ﬂ_m(t»)

IN

C (1w (Dl 2oy Ve (+ Ol 20,09
2 2

o ||v67]0('7 t) ||L2(sta(t)\ﬂ_ns(t)))

C <||6na('7 t)HL?(QnS(t)) ||v6770(” t) ||L2(Qns(t))

2
0'2HV€170<-7 t)”L2(Qs,U(t)))

IN -+

_I_

(3.87)
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Donc
2 2
”eno<-vt)”L2(Qs,o(t)) < C <”67]0<'7t)”L2(Qns(t)) + ”eVlU<'7t)”L2(Qns(t))”ve770<'7t)”L2(Qns(t))

_'_ 0'2”v€na(-,t)HiQ(QS’U(t))) (388)

Enfin pour le dernier terme on utilise le Lemme 3.3.4 :

lens (-, ¢) ||i2(g\m(t)) < Clleno(, t)”m(gs,o(t)) Ve (., t) HL?(Qs,a(t)) (3.89)

Il reste a intégrer en temps les estimations (3.87), (3.88) et (3.89).
Comme e,,(.,t) = Uys(.,t) — uy(.,t) dans € ,(t), avec uy ) et u, s bornées dans
L*(0,T, HY(Q)) on a

T
| I¥es 0 e < € (3.90)

Avec (3.86) et (3.90) on peut donc intégrer en temps les estimations (3.87), (3.88) et
(3.89), et on obtient en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1
2

T T
1
/0 Ve (o Dl gy @t < € (/0 Hena(.,t)HLQ(QS,U(t))dt) <CO(n+nz+o°)

NI

et
T
| 19wl st < Clot 4%

D’ou au total

leno(- D3y < C (n+nt+0%+ (n+nt+0%)})

D’ou
T

lim lim ||e,](,(.,t)||22(mdt:O

oc—0n—0

De cette convergence forte dans L? on déduit alors la convergence p.p. sur |0, T :

lim hm lleno (- )| 2() = O p.p. sur |0, 7] (3.91)

o—0n—0

b) On a d’autre part

Hena(-at)H%{l(Q) < ||€no(-at)||§p(g\@(t)) + ||6na('>t)||§{1(§zs,a(t))

avec ||e,q (., < (' grace a des estimations sur le probléme de Stokes dont

D -
eno (., ) est solution ([78] prop 2.3.,p.35), et lego (- 1 H(q, oy < C car uy(.,t) et uy (., 1)
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sont bornées dans H*((2).

Donc
leno (- )|l m1@) < C p.p. sur |0, T] (3.92)

¢) On en déduit que

lim hm lleno (- )|[vr) = 0 Vr € [0,1] p.p. sur |0, T (3.93)

oc—0n—

En effet, en utilisant une inégalité d’interpolation ([1| p. 135)

leas (Dl < llens (Dl lens (Dl (3.94)
On obtient alors le résultat en utilisant (3.91) et (3.92).
Etape 2 : Par définition de P,

1Pyt ( ) =ty (- )llvr@) < llvme (1) = un(, 1)l

Donc
lim hm | Py (., t) — uy(., t)|[yr) = 0 p.p. sur ]0, T (3.95)

o—0n—0

Etape 3 : La fonction f,, : t — |[[Plu,(.,t) — u,(.,t)|lvr) est mesurable sur [0, 7]
et comme 0 € K7 (%)

2 T , 2 (375) T 2
il = [ 175000 =Bt < [ 10— w0t

(3.94) T 2(1-7) 9
e / it ) Nt Dl gy

<
(3.49),(3.50)
<

= 2
Cllugll e o.1, 120 1unll 720,710

On a donc
hn% lim fno( ) =0 p.p. sur |0, T
o— 7]—>
fne mesurable sur [0, 77,

<C

ano”L%(O,T)

D’ou, d’aprés le Lemme 3.3.3,

(lg(l)}yﬁ% ”fnoHL%OvT) =0
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Le.
ling Lim, | 5 (uty) — | 20,070 = 0
O
Lemme 3.3.9
lirré lirré | ponten Py (1) — puP)(w)| 1) = 0, ¥r €]0,1] (3.96)
oc—0n—
Preuve Soit r €]0, 1] et o > 0. Avec le Lemme 3.3.6, il existe 1y > 0 tel que Vn < 1
Qs (t) C Q0/3(t) VE €10, T7.
Soit n < n fixé.
On divise l'intervalle [0,T] en Ny sous-intervalles I, = [(k — 1), k7|, 7 = T/Np, k =
1, .., Np. On choisit Np suffisamment grand (dépendant de o) tel que
Qs,o/g(kﬁ') C sta(t) et 9370/3(75) C 9370—/2(]{:7—), Vtel, Vk=1,.,Nr (397)

Cela est possible car €, (t) est transporté par la vitesse rigide us L en temps (L?* suffit)
et par construction réguliére en espace. Donc la solution X, du probléme de Cauchy

dX
X . x()
X(0,z) =x

est continue en temps et réguliére en espace. Or comme €, ,(t) = X,(¢,€2 ), en prenant
t suffisamment proche de k7 on a les inclusions (3.97).

On se place sur I'un des I, k = 1,.., Ny, et on considére I’équation

A p,u . ) 1
% + div(pyuy ® uy) — pdiv(D(u,)) + Vp, + ;Panmn — Up,s) = pyg =0

En prenant une fonction test £ nulle en dehors de I}, et telle que £(.,t) € lC(lf/z(k:T) pour
t € I, on obtient, avec la double inclusion €, ,(t) C €2, 5/3(t) C € 5/2(kT) et le Lemme
3.3.2

/I /Q [(pnun)ée + (ppuy @ wy — pD(uy)) : D(E) + pyg€] dzdt =0
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On peut écrire les estimations suivantes :

/QD(un)rD(é“)dﬂfdt < IDCup) [z 2@ 1P 21,2062

(3.49)
< COlléllzee,.m )
< Clélleaat wn)
< Oléllpsact wn)
D’autre part,
/I /Q<pnun®un>:D<s>d$dt’ < /,||,on||Loo<m||un®unllL2<mllD<€>llL2<mdt
& k
<

< Noall ez / ot 1€
k

Donc avec (3.43) et [1] , p. 139,

1 3
/] <pnun®un>:D<5>da:dt\ < 0 [ ol IVl Il
k k

1 3
Clltgl 2t 126y / 1930 220 € 3 ey
k

IA

Avec (3.50) et I'inégalité de Holder,

2
Q(pnun®un)iD(£)dfcdt' < COlIVugllzeg, 12 1€l L, 1 @)

Enfin, avec (3.49), on obtient

/I/pnun®un (f)dxdt’ < C||§||L4(1k,H5(Q))§C||§||L4(1k,;c},/2(k7))
k

On écrit enfin Uestimation suivante

/ / pngfdazdt!s||pn||Loo<fk,Loo<n>>||§||L4u,w,@ o < Clléllzans oo
Iy,

On obtient donc

/ /pnunftdl‘dt’ < Cliél sy 00
i Jo
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Or £(.,t) € Ky jo(kT), &(.,t) € K} jp(kT) C K7 )(kT); et on a
[(onun, §)l = [{pyuy, P£/2<k7)§t>|
7
OLD (B0, (k) (o). )

= Pk (o), )

Donc
/ k<jtPU/2<kT><pnun>, &)dt| < Ol any
D’ou
(ZPO/Q(kT)(pnun) bornée dans LS(Ik, (IC},/Z(/W))*) (3.98)
Comme de plus p,u, est bornée dans L?(I;, L*(f2)),

P (kT)(pyuy) bornée dans L?(Iy, Ky o (kT)) (3.99)

e}

L’inclusion ICS/Q(]{ZT) C (K% 5(kT))* étant compacte pour r > 0, et I'inclusion (K} , (k7)) C
(K3 o (kT))* étant continue pour 7 < 1, en appliquant le théoréme d’Aubin-Simon (voir
[9], p.98) avec (3.98) et (3.99), on obtient que P, (k7)(p,u,) est relativement compacte
dans L2(Iy, (K, ,(kT))*) ¥r €]0,1].

Avec (3.52) on en déduit, quitte a extraire une sous-suite, que

lin% P(S/Q(k;T)(pnun) P /2(k7')pu dans L*(Iy, ( o/2(kT))") fort Vr €]0, 1] (3.100)
77—)

o

D’autre part, avec (3.97),
P o(kT)Py(t) = Py(t) Vt € I, Vr €]0,1] (3.101)
D’ou
. 3.101) ;
[ Ao P @ e CEV | (o P ) P e
k k
(3.73)
0 ARk ) P O] o
k

= AP o) PO
k

Or w, bornée dans L*(0,T,V"(Q)) Vr €0,1[. Donc P;(t)u, bornée dans L*(0,T, K}, )
Vr €]0,1[.
Et il existe une sous-suite de P} (t)u, encore notée P} (t)u, telle que

P} (t)yu, — Py(t)u dans L*(0,T, K, ) faible (3.102)
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D’ou,

7]_’0 lea e}

. . (3.100,3.102) )
lim [ (pyeg, P(E) () oyt 10 / (P, (kr)pu, P2 (t)u) 2oyt
Ik: Ik

3.73
313 /@wﬂﬂmmmmm@ﬁ

I,

D0 o P00 20

I,

En sommant sur £ = 1, .., Ny, on obtient
L oy Py () — puly (u)llri@) =0
D’ou

tim lim |10, P (1) — puPy () 1) = 0

Conclusion

En passant a la limite dans chaque terme de la décomposition (3.61), on peut main-
tenant établir la convergence forte d’une sous-suite de u, dans L*(Q) :
Soit £ > 0.
Avec le Lemme 3.3.7,

dog > 0, Vo < o9, ||P;(u) —u|r2q) < €
Avec le Lemme 3.3.8,
Jog >0, Yo < oy, Ing >0, ¥ <no, || Py(uy) — upllr2) < €
Avec le Lemme 3.3.9,
Jop > 0, Yo < oo, Ine >0, Y <o, ||pyunPy(uy) — puPy(uw)|ri@g) <€

On obtient donc pour une sous-suite u,, de w,, :

T
Ine > 0, Vn < no, / / lu, — u|’dzdt < Ce
o Ja

D’ou il existe une sous-suite de u, encore notée u,, et u € L*(Q) telles que
u, — u dans L*(Q) fort (3.103)
On peut aussi en déduire, avec (3.46), que

pytty — pu dans L*(Q) faible (3.104)



Analyse numérique de la méthode de pénalisation L> 133

3.3.5 Passage a la limite

On montre qu’en passant a la limite en 1 une sous-suite (p,, u,, H,) de solution du pro-
bléme pénalisé (F,) converge vers une solution (p, u, H) de la formulation faible (Ppqpiec) :

° peL>Q):
On a montré que
py — p dans L>(Q) faible*

o uc L>0,T,L*(Q) N L30,T,V) :
On a montré que
u, — u dans L*(0,7,V) faible,

/Pty bornée dans L>(0, T, L*(12))

et
py bornée dans L*(Q)

Donc
u, bornée dans L>(0, T, L*(Q))

u, converge donc faiblement dans cet espace, et sa limite u est dans L*>(0, T, L*(Q2))N
L*(0,T,V).

o u(t) € K(t) :
Avec le Lemme 3.3.5, on a

Hu= Hus=H(ug +w X1)

et H est la fonction caractéristique de €4(t), donc on a bien u(t) € K(¢).

e Transport de pet H :
On a montré que p, et H, convergent fortement dans C(0, T, L(2)) Vp € [1,4o0],
et que leurs limites p et H vérifient

pr +u.Vp =0 sur |0, T[xQ
p(0,z) = po(x) sur Q

H(0,z) = Ho(x) sur R"
Donc pour ¢ € C(Q) telle que (7)) =0, on a

{Ht +us.VH = 0 sur |0, T[xR"

Yoo 0 _
/0 /ﬂpat +puV1pd:cdt+/Qp »(0)dx =0
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/ / H— + HuVpdzdt + / H%)(0)dz =

Or avec le Lemme 3.3.5, on a Hu = Hu,, donc H vérifie aussi

Rl 0 _
/0 /QHat +Huwd:cdt+/QH »(0)dx =

e Conservation de la quantité de mouvement :

et

On considére ’'equation

A pyury)

. . 1
P + div(pyu, ® uy) — pdiv(D(u,)) + Vp, + ;ann(“n —Ups) — png =0

En la multipliant par une fonction &, € H'(Q) N L*(0,T,KL(t)), et en intégrant sur
(2 on obtient

d(pyu . : 1
/Q { (/gt 2 + div(pyuy @ uy) — pdiv(D(uy)) + Vp, + EPan(un — Up,s) — Ppg| Eodz =0

Or avec les Lemmes 3.3.2 et 3.3.6 il existe 79 > 0 tel que pour n < no :

/ oy (U — iy 5)Eodz = 0

Q

| i (Du))ds = [ pDlu,) : D
Q Q

/ div(ppun @ up)&odr = / —(pytiy @ up) : D(&5)dx
Q Q

a(pnun) d 0o
/Q éo dt/pnunéodx /pnun ot dx

Au total, on a

08y d
/ {pnunﬁ + (pnun ® Uy — :uD(un)) : D(Sa) + pngga} dr = E / pnun§0d$
Q Q
Avec les convergences

u, — u dans L*(0, T, Hy(9)) faible
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u, — u dans L*(Q) fort
pytty — pu dans L*(Q) faible

py — p dans L*(Q) fort

On obtient donc a la limite n — 0 :

o d
/[ ai + (pu @ u — pD(u)) : (fa)+pg§a}dx—£ puéydz

Ce résultat est obtenu pour &, € H'(Q) N L*(0,T,KL(t)), avec 0 > 0 quelconque. Afin
de passer a la limite en o, on utilise une version 3D du Lemme 4.3. de [52]. Or ce lemme
utilise le fait qu’en 2D la vitesse relative entre deux solides ou entre un solide et le bord
du domaine est nulle lors d’un contact. Pour le cas 3D, il est cependant montré dans
[36] qu'un mouvement rotationnel d’axe la normale au solide peut subsister. On distingue
donc deux cas. Si pour tout ¢ € [0,7] il n’y a pas contact entre le solide et le bord du
domaine, i.e. si Q,(t) NI =0, on a alors V¢ € HY(Q) N L*(0, T, K'(t))

/l gﬁ + (pu®u — pD(u)) : D(§)+pgé] d:c—% puédzx

Dans le cas ou le solide entre en contact avec le bord du domaine, on ne peut guarantir
la convergence.

Les points précédents montrent donc que 'on a bien le théroréme 3.3.1, i.e., dans le cas
ol le solide n’entre jamais en contact avec le bord,

P, — Pfaipie quand 7 — 0 (3.105)

3.4 Extension : méthode de pénalisation H'

Tout en conservant le calcul explicite de la vitesse rigide par projection de la vitesse
fluide, on peut définir une méthode de pénalisation H!.
En effet, on peut aussi chercher & annuler D(u) dans le domaine solide, ce qui revient a
considérer d’un point de vue physique le solide rigide comme un fluide de viscosité infinie.
On obtient alors la formulation suivante :

Etant données (p,(0) = py), u,(0) = u)), H,(0) = xao) trouver (py, u,, p,, Hy,) telles que

o, Hy € L®(Q)  u, € L(0,T,H) N L*(0,T,V), p, € L*Q)
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solution dans ]0, T[x€Q de

( Ju , , 1 1
Pn (a—: + div(u, ® un)) — pdiv ((1 + EHW) D(un)) + Vpy, + Eann(un — Un,s) = Png
(3.106)
divu, =0 (3.107)

P, "
Uns = 35 / Pty - Hydx + (Jn_l. / Py X Uy - Hndx) X Ty (3.108)
nJQ Q

Py + uy.Vp, =0 (3.109)
| H,, + 1, . VH, =0 (3.110)

C’est une généralisation de la méthode de pénalisation H' de [5] pour le cas d’un obstacle
rigide non fixe, et par rapport au probléme étudié dans [52], on ajoute un terme pénalisant
aussi la vitesse elle-méme.

L’étude présentée dans la partie précédente et concernant la convergence en 7 de la pé-
nalisation L? vers la formulation faible Prjpe peut simplement étre transposée au cas de
la pénalisation H' (voir [52]), et on obtient ainsi la convergence de ce nouveau probléme
pénalisé vers la formulation faible définie en début de chapitre.

Cependant, 'ajout du terme de pénalisation H' permet d’obtenir I’estimation suivante en
multipliant I’équation de conservation de la quantité de mouvement par la fonction test
Uy
1
Vi

Muni de cette nouvelle estimation, on peut chercher a obtenir la convergence du probléme
pénalisé vers une formulation du modéle dans laquelle les équations du fluide et du solide
rigide apparaissent de maniére découplée. Plus précisément, on espére montrer que la
limite u de w, vérifie :

— w solution faible de Navier-Stokes dans Q(¢)

- u =ug +w x r dans 4(t) avec conservation des moments linéaire et angulaire
Cela suppose de pouvoir par exemple passer a la limite en 77 dans le terme

/PrHy(ty — uy, ) bornée dans L*(0, T, Hy () (3.111)

/ Au,(1 — H,)pdx, ¢ € L*(0,T,V)
Q
et donc de disposer d’une estimation sur la norme H? de u, sur § tout entier.

Or les seules estimations de la norme H? de w, que l'on peut obtenir concernent les
sous-domaines €,(t) et f(¢), et on ne peut garantir la régularité de u, a l'interface
de ces deux domaines qui dépendent du temps. Le probléme de Navier-Stokes pénalisé
prend en effet la forme d’un probléme bi-fluide & viscosité discontinue au niveau de 0€2,(t).
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L’obtention de la convergence du probléme de pénalisation H' vers la formulation dé-
couplée des équations reste donc un probléme ouvert.

D’autre part il est montré dans [5| pour le cas d’un obstacle rigide fixe que numérique-
ment cette pénalisation n’améliore pas les résultats. La discrétisation spatiale du terme
de pénalisation H' exprimé en fonction des dérivées de la vitesse peut en effet légérement
modifier la taille de 'obstacle, et ainsi la dynamique de I’écoulement calculé.

3.5 Reésultats numériques

On présente ici les résultats numériques obtenus avec la méthode de pénalisation L? sur

des modéles 2D et 3D couplant un solide rigide (cylindre ou sphére) et un fluide visqueux
incompressible. Des tests concernant une formulation vorticité et une discrétisation par
méthodes particulaires sont présentés dans [18] et [17].
On précise tout d’abord les méthodes de discrétisation et 1’algorithme de couplage en
temps utilisé pour la prise en compte du solide dans la résolution de ce modéle. Puis on
présente les résultats numeériques obtenus avec la méthode de pénalisation, notamment en
ce qui concerne la prise en compte de la contrainte rigide dans le solide.

3.5.1 Mise en ceuvre numérique

On utilise la méthode level-set pour localiser le solide et calculer la vitesse rigide, en
prenant ¢ < 0 dans €,(¢), et on initialise ¢y comme la distance signée a 9°.
On introduit ensuite la fonction H définie par

1 siy < —1
H(y)=q3(1—y—Ltsin(ry)) si-1<y<1
0 siy>1

En notant € > 0 un petit paramétre numérique de 'ordre du pas d’espace, typiquement
e = 15Azx, H ? représente alors une régularisation de la fonction caractéristique de
€

Qg(t) (voir figure 3.3).

Les termes de convection sont calculés avec un schéma WENO d’ordre 5, et on uti-
lise un schéma centré en espace pour le terme de diffusion.
La convection est traitée de maniére explicite, la diffusion en implicite.
Les calculs sont effectués sur une grille décalée de type MAC.
On utilise une méthode de projection explicite de type Chorin-Temam pour la résolution
du probléme fluide, et la pression est calculée en utilisant le solver FISHPACK (fonction
hstert sur grille décalée), en faisant une approximation sur la densité.
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H@le

[1

\. :

~

0
2e

P T >

CORPS RIGIDE INTERFACE FLUIDE

F1G. 3.3 — Fonction caractéristique régularisée

On discrétise U'intervalle de temps [0, 7] en [t", t""1] = [nAt, (n + 1)At], n € {0,.., N}, et

on note u" = u(t"), p" = p(t"), ¢" = P(t"), H* = H (%), p" = p(o™).
Soit Az le pas de discrétisation spatial et M le nombre de mailles.

Force de collision Bien que I'on ne traite pas le cas de plusieurs solides dans les tests
qui suivent, on utilise un modéle de collision permettant de gérer le contact numérique
entre le solide et le bord du domaine, dans le cas de conditions limites de Dirichlet. On
introduit donc la force de collision f., proposée dans [18] dans le cadre d’une formulation

Level-set :
feale) = p 32 ¢ (P ¥ oy (01 3.112)

)

0 siy<—louy>1
Sy) = 1(—1—cos(my)) si—-1<y<1
2 _— _—

avec

et ¢;, ¢, les fonctions Level-Set associées aux solides 7 et j, ¢ = 1.5Az, et x;; un coefficient
numeérique.

Cette force, décrivant toutes les interactions possibles entre les solides du systéme, est
dérivée a partir d’'un modele 1D de collision Hamiltonien a courte portée. Lors de la col-
lision elle conserve I’énergie du systéme, a la dissipation visqueuse preés.

Les fonctions Level-Set sont utilisées d'une part pour détecter le contact, d’autre part
pour définir la direction (suivant V¢) et la portée de la force. Cette expression suppose
que ces fonctions restent des distances, ce qui ne nécessite pas de renormalisation puis-
qu’elles sont tranportées par une vitesse rigide. Par définition de ¢, chaque terme de la
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somme est orienté vers I'extérieur du solide (2.

La fonction cut-off ¢ permet de distribuer la force sur I'interface fluide-solide, et les coeffi-
cients x;; sont choisis proportionnels au carré des vitesses relatives des solides juste avant
la collision. Ils sont réglés a la main dans les tests qui suivent.

Ce terme de force est ajouté dans le second membre de I’équation de conservation des
moments du probléme fluide.

On présente maintenant 1’algorithme de couplage sous forme semi-discréte en temps.

Algorithme de couplage FEtant donné u", p", et ¢™ :

Etape 1 : Résolution d’un probléme bi-fluide sur tout le domaine : calcul
de (i, ")

— [1a] Calcul des termes de convection-diffusion et forces extérieures :
ut=u" — At(u".V)u" + —pAu* + Atg
pn

avec

— [1b] Incompressibilité - Calcul de la pression :

Aptt = % div u*
t
U= u* — Tvanrl

Pit Ps

avec p = 5

Etape 2 : Prise en compte du solide :

— [2a] : Calcul et ajout de la force de collision
Ueol = U+ Atfcol

— [2b] : Calcul de la vitesse linéaire ug par projection de g,y :

/ P U - H'dx
Q

/ p"H"dx
Q

ug =
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— [2¢] :Calcul de la vitesse angulaire w par projection de r"™ X g,y :
w=J*! / P X Ueyy - H"dx
Q

Rayon + ¢"

Vo™ dans le cas d’un
Vo v

avec J = ([, p"|r"|PH"ldz) I et ™ = r(¢") =
cylindre (en 2D) ou d’une sphére (en 3D).

— [2d] :Calcul de la vitesse rigide us
Ug = Ug +w X 1"

— [2€] :Correction du champ de vitesse - Pénalisation
— Traitement explicite :

"t — ey 1
—— = —H"(us —u"
— Traitement implicite :
1 At rrn
untt — Ueol _ 1H"<u8 B un+1) - un+1 _ Ueol + AntH Usg

avec 7 le parameétre de pénalisation.

Le traitement implicite du terme de pénalisation permet de prendre des coefficients

de pénalisation beaucoup plus grands, donc on fait ce choix pour les tests qui suivent.
Etape 3 : Transport du solide

¢n+1:¢n_At‘uS‘v¢n

Remarque 1 : On choisit de satisfaire la contrainte d’'incompressibilité avant la contrainte
de rigidité. En procédant de cette maniére, les deux contraintes sont en théorie mieux trai-
tées car

D(u) =0=divu =0 (3.113)
On vérifie que I'on a au total, pour un traitement implicite du terme de pénalisation,

't — ™ Mt — gy Uee — U U — U™ L 1
_ co co — " V)" — At ” _gn — n+1
At A T A T A W AU feork L H (s
(3.114)

Remarque 2 : Le calcul de la vitesse rigide par projection de la vitesse fluide est
simple a implémenter, et peu cotteux. D’autre part le traitement implicite du terme de
pénalisation ne nécessite pas de faire des itérations supplémentaires. Donc le traitement
de la contrainte de rigidité induit un cotit supplémentaire trés faible par rapport a celui de
la résolution du probléme fluide. Le transport du solide revient enfin a la résolution d’une
équation d’advection, avec un champ de vitesse rigide donc plus régulier que le champ
fluide.
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3.5.2 Lien avec la méthode de projection de [59] et [69]

En prenant = At dans I'étape [2e] avec traitement explicite du terme de pénalisation,

on obtient la méthode de projection proposée dans [59] et [69]. Cette méthode consiste
a alterner résolution d'un probléme fluide et pas de projection pour imposer la rigidité
dans le solide, dans le méme esprit que la méthode de Chorin-Temam par exemple pour
imposer l'incompressibilité d’'un champ fluide. Cependant le traitement explicite de ce
terme conditionne alors la stabilité du couplage, et on doit se limiter a des valeurs de 7
de l'ordre de At.
Le traitement implicite du terme de pénalisation permet de choisir des valeurs de 7 aussi
petites que 'on veut, et donc d’améliorer la précision de la méthode. De ce point de vue
la méthode de pénalisation étudiée peut étre considérée comme une généralisation de la
méthode de projection.

3.5.3 Test 2D : cylindre rigide en sédimentation
Modéele

On réalise un test de sédimentation d’un cylindre rigide dans un fluide visqueux in-
compressible, avec les données utilisées dans [29] pour I’étude d’une méthode de domaine
fictif utilisant des multiplicateurs de Lagrange pour imposer la rigidité. Le domaine de
calcul est le rectangle de dimension [0, 2] x [0, 6], et on choisit des conditions de Dirichlet
homogéne sur la vitesse. Le cylindre a un rayon de 0.125, et son centre se trouve initiale-
ment en (1,4).

On applique au systéme une force de gravité verticale g orientée vers le bas.

Le solide accélére tout d’abord sous l'effet de la gravité, puis cette accélération est com-
pensée par les forces de friction et le solide atteint alors une vitesse stationnaire, avant de
toucher le bord inférieur du domaine et de s’immobiliser.

On observe tout d’abord 1’écoulement fluide/solide rigide d’un point de vue qualitatif,
en tracant les iso-lignes de vorticité créées par le mouvement du solide.

On vérifie ensuite que la condition de rigidité est bien respectée dans le solide, en étudiant
le tenseur des vitesses de déformation D(u) dans le solide.

Enfin on trace les profils de vitesse et de vorticité lorsque Ax — 0, et on vérifie la conver-
gence de la méthode lorsque Az — 0.

Les paramétres rhéologiques de I’écoulement sont présentés dans le tableau 3.1 :

Les paramétres x de la force de collision sont choisis égaux a 30, et on traite le terme de
pénalisation de maniére implicite.
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H=6

L=2

Fic. 3.4 — Cylindre 2D en sédimentation

P | Ps | Hf g
1 | 1.5]0.01]-980

TAB. 3.1 — Paramétres de ’écoulement 2D en sédimentation

Iso-lignes de vorticité

On définit la vorticité de I’écoulement par
w=Vxu (3.115)

avec X le produit vectoriel. En 2D, c’est un champ scalaire dont les lignes de niveau per-
mettent d’étudier qualitativement I’écoulement, pour des parameétres rhéologiques donnés.
Pour le jeu de paramétres précédemment cité, les iso-lignes de vorticité créées par 1’écou-
lement sont présentées sur la figure 3.5 a différents instants. On vérifie la symétrie des
deux vortex créés au niveau de l'interface fluide-solide.

Ces tests sont réalisés avec n = 1076A¢, At = 107° et M = 256 (i.e. Az = 7.8125 x 1073).
Un zoom sur le solide au temps ¢ = 0.25 est présenté sur la figure 3.6. On vérifie qu’il
n’y a pas ou tres peu de vorticité a I'intérieur du solide.

Respect de la contrainte de rigidité

Afin de vérifier que la contrainte de rigidité est correctement prise en compte dans le
solide, on calcule la norme L? du tenseur des vitesses de déformation D(u) dans Q(t) en
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fonction du paramétre 1. On souhaite en effet estimer I'erreur de modélisation correspon-
dant a I'utilisation du modéle pénalisé.

On pose

||D(U)||i2(gs(t)) = Z (D31 (uij) + 2D35(uig) + Diy(uij)) (Ax)?
15,0i;<0

avec D1, D1y et Doy les composantes de D(u) (symétrique).

Les erreurs ainsi que leurs ordres de convergence numérique sont présentés dans le ta-
bleau 3.2 pour M = 512 (i.e. Az = 3.90625 x 1073), At =107°, at = 0.1.
Les ordres de convergence « sont calculés de la maniére suivante, par exemple pour

n | D)2y | @ pour O(n®)
1074 3.32311 -

1079 | 5.16197 x 102 0.9044
1078 | 5.33934 x 1074 0.9927
10719 | 8.18427 x 10~¢ 0.9073
10712 | 8.15739 x 10~8 1.0007

TAB. 3.2 — Erreurs sur || D(u)||r2(, @) et ordres de convergence a t = 0.1, M = 512

n=10"%:
In(5.33934 x 107*) — In(5.16197 x 107?)
In(10-8) — In(10-9)

o =

On obtient donc une convergence numérique de la méthode en O(n).

Or la méthode de résolution du probléme fluide est d’ordre 2 en espace, donc pour
n < 10719 = 1075At I'erreur de modélisation devient inférieure a I'erreur de discrétisation
(~ 1.5x107°). En pratique on n’a donc pas besoin de prendre des valeurs trop petites de .

On se place dans une coupe horizontale du domaine & travers le centre de gravité du
solide. Les profils de vitesse correspondants aux valeurs précédentes de 7 (avec en plus la
valeur 7 = 1072) sont présentés sur la figure 3.7.
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Profils de vitesse verticale et de vorticité

On étudie la convergence de la méthode de pénalisation suivant Ax sur une solution
stationnaire.
Les profils de vitesse verticale v et de vorticité w a t = 0.1 au niveau du centre de gravité
du solide sont présentés sur les figures 3.8 et 3.9 pour n = 107°A¢t, At € [107°,1071].
On vérifie bien que la valeur de 7 est suffisamment petite pour obtenir une vitesse rigide
dans le solide.

3.5.4 Test 3D : sphére rigide en sédimentation

L’utilisation de la méthode level-set pour la localisation du solide permet d’adapter
facilement le code a la dimension 3. On réalise un test de sédimentation d’une sphére
rigide de rayon de 0.1 dans un fluide visqueux incompressible infini. Le domaine de calcul
est un cube de coté 1, et on choisit des conditions périodiques aux bords de ce domaine.
On applique une force de gravité verticale orientée vers le bas au systéme.

Les paramétres rhéologiques de 1’écoulement sont présentés dans le tableau 3.3.
En dimension 3 la vorticité W est un champ vectoriel, et on peut tracer les iso-surfaces

Pr | Ps wr 9
112 (0.001]-1

TAB. 3.3 — Paramétres de ’écoulement 3D en sédimentation

de sa norme L2. Le résultat est présenté sur la figure 3.10.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié une méthode de pénalisation L? pour le couplage
fluide-solide rigide en dimension 2 ou 3, généralisant la méthode de [5] au cas d’un obstacle
rigide mobile, et calculant la vitesse rigide explicitement en utilisant la projection définie
dans [59].

L’analyse numérique de cette méthode montre que les solutions du probléme pénalisé
convergent vers celles d’une formulation faible du couplage, introduite dans [24] et [33].
La convergence d'une méthode de pénalisation H' définie par extension de la méthode
précédente vers une formulation découplée des équations du fluide et du solide reste ce-
pendant a établir.
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Cette étude a donc permis de faire ’analyse d’'une méthode qui numériquement cor-
respond & une généralisation de la méthode de projection de [59], tout en tirant profit de
la formulation pénalisation.

L’algorithme numérique correspondant permet comme la méthode de projection de calcu-
ler simplement et & moindre cotit la vitesse rigide puis de transporter le solide avec cette
vitesse réguliére, et d’autre part, grace au traitement implicite du terme de pénalisation,
on peut espérer obtenir une bonne précision des calculs.

Les tests numériques présentés permettent de valider la prise en compte de la contrainte
rigide dans le solide, ainsi que la convergence numérique en espace de la méthode. Ces
tests confirment donc les résultats obtenus avec une formulation vorticité et une discréti-
sation par méthodes particulaires dans [18] et [17].



146 Méthode de pénalisation pour le couplage fluide-solide rigide
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FiG. 3.6 — Iso-lignes de vorticité a ¢t = 0.25
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F1G. 3.9 — Profil de vorticité a t = 0.1, n = 107 6A¢t
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F1a. 3.10 — Surfaces de vorticité
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés a deux modéles de couplage fluide-structure, dans les-
quels un fluide visqueux incompressible interagit avec soit une membrane élastique soit
un solide rigide.

Stabilité numérique du couplage eulérien fluide-membrane élas-
tique en dimension 2

Dans le chapitre 2, nous avons étudié la stabilité numérique d'un modéle eulérien pro-
posé dans [20] pour le couplage fluide-membrane élastique en dimension 2, obtenu par
une formulation level-set de la méthode de frontiére immergée.

Afin d’identifier les sources d’ordre paramétrique de l'instabilité numérique observée lors
du couplage explicite ou semi-implicite du fluide et de la membrane (mais aussi éventuel-
lement avec un couplage implicite), nous avons effectué une analyse linéaire d’'un modéle
de couplage 1D. Nous avons calculé une condition de stabilité reliant les effets visqueux et
élastiques. Lorsque la viscosité du fluide est grande, cette condition est trés proche de celle
établie dans [81] & I'aide d’une étude mathématique du probléme continu, mais avec une
dépendance moins restrictive par rapport a la raideur. En pratique ce gain peut devenir
important pour de fortes raideurs. Le lien avec la condition obtenue dans [10] par une
approche heuristique apparait pour des viscosités plus faibles. Dans ce cas la condition
met en relation la raideur et le pas de dicrétisation spatiale. Nous avons donc obtenu une
condition qui selon le régime de I’écoulement, donc du poids des effets visqueux, peut étre
comparée avec les conditions de [81] ou [10].

A la lumiére des résultats numériques obtenus sur un probléme 2D, cette condition consti-
tue une premiére étape vers la compréhension du probléme. Cependant cette condition
exclut un certain nombre d’effets non linéaires qu’il apparait nécessaire de considérer pour
une étude plus approfondie. Les effets de masse ajoutée, reconnus pour étre source d’in-
stabillité lorsque les densités du fluide et la structure sont proches, sont notamment une
piste éventuelle. D’'un point de vue numérique, la mise en ceuvre de schémas implicites ou
semi-implicites raisonnables en coiit de calcul et robustes du point de vue de la conver-
gence reste un objectif majeur. Enfin nous avons étudié un schéma de couplage en temps
conservant ’énergie au niveau discret. L'implémentation d’un tel schéma est envisageable
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afin d’attaquer le probléme de I'instabilité sous un angle un peu différent, en utilisant ce
critére physique.

Méthode de pénalisation pour le couplage fluide-solides rigides

Le chapitre 3 a été consacré a 1’étude d’'une méthode de pénalisation pour le couplage
fluide-solide rigide.
[’analyse numérique a montré la consistance de la méthode en établissant la convergence
des solutions du probléme pénalisé vers celles d’'une formulation faible du couplage admise
dans la littérature (]24],[33],...). Nous avons utilisé pour cela des outils introduits dans
[52] pour 'analyse d’une méthode H' en dimension 2.
Cette méthode L? qui pénalise la vitesse elle-méme et qui s’applique au cas d’un solide
mobile représente une approche alternative aux pénalisations H' agissant sur le tenseur
des vitesses de déformation.
Numériquement, elle s’inscrit dans le cadre des méthodes de domaine fictif qui permettent
de travailler sur un maillage fixe régulier, et d’utiliser ainsi certains solveurs existants,
quelle que soit la géométrie des domaines fluides et solides. D’autre part le calcul explicite
de la vitesse rigide permet de disposer en pratique d’un champ de vitesse régulier pour
transporter le solide. On peut enfin espérer obtenir une bonne précision numérique grace
au traitement implicite presque naturel du terme de pénalisation.
La méthode a été implémentée pour la sédimentation d’un cylindre (2D) et d’une sphére
rigide (3D). Les premiers tests numériques montrent que la contrainte de rigidité est
correctement prise en compte dans le solide, et que la méthode converge numériquement.
D’autres tests en dimension 2 et 3 sont envisagés pour une validation plus compléte, avec
notamment un controle de la vitesse de sédimentation, dans le cas d’un ou plusieurs solides,
en tirant profit au maximum de la formulation level-set pour la gestion des collisions.
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METHODES LEVEL-SET ET PENALISATION POUR LE CALCUL
D’'INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURE

RESUME : Ce travail est consacré a I'étude de problémes de couplage fluide-structure par
des méthodes de frontiére immergée et de pénalisation. Dans une premiére partie nous
abordons les différents aspects de la simulation numérique de modéles couplant un fluide et
une structure (formulation de I’écoulement, localisation de la structure et prise en compte
des interactions), puis nous présentons les modéles sur lesquels nous nous concentrons
dans la suite : fluide incompressible/membrane élastique et fluide incompressible/solide
rigide. Dans la deuxiéme partie nous étudions la stabilité numérique d’une formulation
level-set de la méthode de frontiére immergée pour le couplage fluide/membrane élastique.
Une nouvelle condition de stabilité pour ce modéle est calculée par analyse d'un modéle
linéarisé 1D, puis validée numériquement en 2D. Enfin la troisiéme partie est consacrée a
I'analyse numérique d’une méthode de pénalisation pour le couplage fluide/solide rigide,
dans laquelle la vitesse rigide est calculée par projection, et pour laquelle un traitement
implicite naturel du terme de pénalisation permet de satisfaire la contrainte de rigidité
avec précision dans le solide. Nous montrons la convergence du probléme pénalisé vers
une formulation faible du couplage, et illustrons ce résultat sur des tests numériques en
sédimentation.

MOTS-CLEFS : frontiére immergée, level-set, pénalisation, interaction fluide-structure,
membrane élastique , solide rigide, Navier-Stokes, condition de stabilité

LEVEL-SET METHOD AND PENALIZATION FOR FLUID STRUCTURE
INTERACTIONS

ABSTRACT : This dissertation is dedicated to the study of fluid structure interaction
problems with either the immersed boundary method or a penalization method. The first
part describes the numerical methods dedicated to the simulation of fluid-structure in-
teraction models (flow formulation, structure localization, interactions treatment), then
details the models we are dealing with in particular : incompressible fluid/elastic mem-
brane and incompressible fluid/rigid solid. In the second part we study the numerical
stability of a level-set formulation of the immersed boundary method applied to fluid-
elastic membrane coupling. A new stability condition for this model is derived from the
linear analysis of a 1D model, and then validated numerically on a membrane relaxation
test case. Finally, in the third part we focus on the numerical analysis of a penalization
method for fluid/solid coupling. In this method the rigid velocity is computed by a pro-
jection method, and the implicit treatment of the penalization term gives good precision
reults. We prove the convergence of the penalized problem toward a weak formulation.
Then we propose some numerical evidence of the good behavior of our numerical method
on a sedimentation test case.

KEY WORDS : immersed boundary, level-set, penalization, fluid-structure interaction,
elastic membrane, rigid solid, Navier-Stokes equations, stability condition
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