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Toto avait I'habitude de se lever tard. Pour le
sermonner, son peére lui raconta l'histoire d'un
petit gargon qui s'était levé tot et avait trouvé un
billet de cinq cents francs dans la rue. "Tu vois,"
lui dit son pere, "s'il était arrivé un peu plus
tard, quelqu'un d'autre aurait trouvé le billet
avant lui". Toto acquiesga, puis, aprés avoir
réfléchi un instant, dit triomphalement:
"D'accord, Papa, mais celui qui a perdu le billet,
il a di se lever encore plus t6t 211",






Résumé

Cette thése propose une méthode de codage optimisé d'automate synchrone
dans un environnement de type compilateur de silicium. Dans une premiére
partie, on recherche sur le graphe d'états des situations prédictives de
minimisation des équations des variables internes et des sorties. Ceci définit des
contraintes sur le codage en terme d'une liste de "groupes d'adjacence" d'états a
immerger sur des faces ou cubes de I'hypercube. Dans une deuxiéme partie, le
codage est réalisé en satisfaisant au mieux ces affectations de faces et leurs
intersections.

Les principes de base de cette approche sont les suivants:

(i) pour la premiére phase, la recherche de situations prédictives de
minimisation est fondée sur la théorie des "paires de partition” de Hartmanis.
Les situations sont recherchées entrée par entrée; cette approche locale
permettra de faire face aux grandes complexités. Remarquons que le codage des
entrées n'est pas abordé. La priorité est donnée aux fusions potentielles de
mondmes dans les équations. On ne recherchera pas de fagon indifférenciée
comme dans d'autres approches (Mustang, par exemple) toutes les minimisations
possibles incluant les factorisations. En effet, il est raisonnablement estimé que
seule la fusion de mondmes assure un gain en surface et en connectique.

(ii) pour la deuxiéme phase, les techniques d'immersion dans I'hypercube
seront trés sophistiquées. Elles reprendront une représentation de I'hypercube
par le treillis de l'ensemble des parties d'un ensemble 3 N éléments. Pour
résoudre les problémes des "contraintes intersectantes”, c'est-a-dire des
contraintes impliquant des sous-ensembles d'états en commun, une théorie dite
théorie des cubes intersectants sera proposée.

Les résultats de cette thése ont donné lieu 3 un logiciel intégré dans le
systtme ASYL. Les résultats obtenus en gain de surface sur silicium, de chemin
critique et de facteur de routage sont parmi les meilleurs actuellement connus,

Mots-clés

codage d'automates synchrones, groupes d'adjacence, immersion,
hypercube, cube intersectant
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Abstract

This thesis proposes a state assignment method for finite state machines
based on a sophisticated and powerful embedding theory called intersecting cube
theory.

In a first part, predictive minimization situations are looked for in the
control flowgraph. The research is based on the partition pair theory of Stearns
and Hartmanis aiming at reduced dependency of the output and next state
equations towards inputs and present state variables. This leads to the definition
of encoding constraints in terms of adjacency groups defined as sets of states to
be put bijectively on faces or cubes of the hypercube. These sets of states are
generally intersecting ones. Therefore, the second part proposes a solution of the
generalized intersecting face or cube embedding problem. The hypercube is
viewn as the lattice of the parts of a set of N elements, and the intersecting cube
embedding problem is processed within the frame of the corresponding theory.
This approach has been implemented by a software in the ASYL system,
experimented on the official as well as on industrial examples. The gain in
silicon area, critical path, and routing factor with respect to random assignment,
appears to be one of the best presently known.

Keywords

state assignment, synchronous finite state machine, adjacency groups,
embedding, hypercube, intersecting cube
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Le codage des états d'un automate d'états finis a €té largement étudié dans le
pass€. L'objectif était d'une part d'obtenir des équations des variables internes et
de sortie simples, et d'autre part d'étudier les aléas ou courses critiques dans les
systeémes asynchrones.

En ce qui concerne le premier objectif, une des approches les plus
fructueuses était fondée sur la théorie des “couples de partitions” exposée dans
[HARG66]. A partir de I'analyse du tableau des états, cette théorie établit une
relation directe entre le codage des états et la simplicité des équations des
variables internes et des sorties, ceci en décomposant le probléme pour chaque
valeur d'entrée. En ce qui concerne le deuxiéme objectif, 1'approche utilisée
dans [SAUS87] consiste 2 identifier des ensembles de groupes d'états devant étre
immergés dans des faces ou cubes disjoints de I'hypercube. Cette approche a
permis de dégager un certain nombre de techniques de représentation de
I'hypercube et d'immersion de groupes d'états. Comme résultat direct, elle a
permis d'améliorer les résultats d'Huffman [HUF54] sur le codage universel des
automates asynchrones. Notons qu'aucune des ces deux approches ne visait
vraiment le traitement des problémes de grande complexité. Elle se préoccupait
essentiellement de dégager les notions de base sous-jacentes a ces problémes.

Au cours des 5 dernieres années, un regain d'intérét trés vif s'est manifesté
sur ce probléme de codage d'automates d'états finis. En effet, avec 1'avénement
des compilateurs de silicium, les outils de synthése se sont vus propulsés au
premier rang des enjeux stratégiques des outils de conception assistée par
ordinateur de VLSI. Dans ces outils le but d'un codage optimisé de contrdleur
est principalement la réduction de complexité des équations des variables
internes et des sorties mais les méthodes doivent cette fois faire face a de trés
grandes complexités (automate 3 plus de 100 états, équations logiques a plus de
1000 monémes, etc.) et donner lieu & des logiciels performants. Les méthodes
seront donc des méthodes heuristiques dont I'efficacité sera testée sur des cas
types ou benchmarks internationaux.

Les heuristiques proposées procédent toutes en 2 temps. Une premiére
phase analysera la structure de I'automate (tableau ou graphe des états) et en
déduira des "situations" de minimisation potentielle des équations de sortie ou
des variables internes. Ces situations donneront lieu A des contraintes sur le
codage des états impliqués dans ces situations. Sj Cces contraintes sont respectées,
on pourra démontrer qu'il y a gain de complexité en terme de nombres de
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monémes ou de littéraux dans des équations. Dans un deuxiéme temps, des
techniques de codage ou d'immersion dans I'hypercube chercheront a respecter
un nombre maximal de ces contraintes.

Il est & noter que le concept de simplification des équations des variables
internes et des sorties doit étre 1ié A une simplification réelle dans la réalisation
physique (circuit plus petit et plus rapide). Cette réalisation physique concerne
plusieurs cibles technologiques, les deux cibles les plus classiques étant la logique
2 couches (NOR/NOR) du type réseaux programmables (PLA) et la logique
multicouche réalisée sur cellules standards de bibliothéque précaractérisée. Les
méthodes de prédiction de minimisation vont dépendre des cibles car les
techniques de minimisation en dépendent elles-mémes.

La premiére approche, dans cette nouvelle série de travaux, est sans aucun
doute, celle concernant les réseaux programmables (PLA) dans [DEMS83],
[DEMB84]. Elle s'appuie fortement sur les progrés en minimisation 2-couches,
appelée minimisation globale, obtenue quelques années auparavant pour cette
méme cible ((BRA8S5] [SIC88]).

L'approche de cette these vise en priorité les réalisations multicouche sur
cellules standards tout restant applicable pour la cible 2-couches. Les principes
de base de notre approche sont les suivants :

(i) pour la premitre phase, la recherche de situations prédictives de
minimisation est fondée sur la théorie des paires de "partition" de Hartmanis
[HARG66]. Les situations sont recherchées entrée par entrée; cette approche locale
permettra de faire face aux grandes complexités; remarquons que le codage des
entrées n'est pas abordé. La priorité est donnée aux fusions potentielles de
mondmes dans les équations. On ne recherchera pas de facon indifférenciée
comme dans d'autres approches (Mustang) toutes les minimisations possibles
incluant les factorisations. En effet, il est raisonnablement estimé que seule la
fusion de mondmes assure un gain en surface et en connectique.

(ii) pour la deuxiéme phase, les techniques d'immersion dans I'hypercube
seront trés sophistiquées. Elles reprendront une représentation de I'hypercube
par le treillis de I'ensemble des parties d'un ensemble 3 N éléments. Pour
résoudre les problémes des "contraintes intersectantes”, c'est-a-dire des
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contraintes impliquant des sous-ensembles d'états e€n commun, une théorie dite
théorie des cubes intersectants sera proposée ([SAU89abc], [SAU90ab)).

Le plan de cette thése sera donc le suivant. Apres une bréve présentation du
probleme, les techniques de recherche de situations sont présentées. Ces
situations sont d'abord les situations de fusion potentielle des monémes
(situations privilégiées comme nous l'avons dit), puis les situations 2
factorisation des équations qui sont prises en compte seulement si le codage de
certains états est encore libre. Dans un chapitre suivant, la théorie des cubes
intersectants est présentée. Un autre chapitre donnera alors I'algorithme de
codage proposé et implanté, Le chapitre suivant donnera les détails sur les
résultats pratiques obtenus sur les "benchmarks" de référence, sur plusieurs sites
industriels et sur plusieurs cibles technologiques. Un dernier chapitre
commentera les similitudes et différences par rapport aux autres approches.
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CHAPITRE 1

DEFINITIONS PREALABLES ET SITUATION DU PROBLEME
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1.1. AUTOMATE D'ETATS FINI ET CODAGE

Un automate d'états fini est défini par un quintuplet (I, O, S, A, §) on
I est un ensemble fini de variables d'entrée {if, ..., il{l}

O est un ensemble fini de variables de sortie {01, ..., olol}
S est un ensemble fini d'états {s1s .01 slgl)

& est une application de I X S — S, appelée fonction d'état suivant
A est I'une des deux applications suivantes:

A :I1x S - O dans le cas d'un automate de Mealy

A : S — O dans le cas d'un automate de Moore

A est la fonction de sortie.

A un instant donné, I'automate se trouve dans un état s, appelé état courant.

I évoluera en fonction des entrées vers un état s', appelé état suivant. Une
transition est définie par un triplet (s, s', i) vérifiant s' = &(s, i). Dans la suite,
on ne considerera que les automates synchrones. Le temps est représenté par des
instants discrets, et on peut également écrire la fonction d'état suivant et la
fonction de sortie de la maniére suivante:

= &(s(1), i(t))

= A(s(t)) pour un automate de Moore

ou

o(t+1) = &(s(t), i(t)) pour un automate de Mealy

1.2. REPRESENTATIONS CLASSIQUES

Les trois fagons les plus classiques de représenter un automate d'états finis,
sont la représentation par un graphe de transitions, la représentation par un
tableau d'états et la représentation par une liste normalisée de transitions qui est
un format standard d'échange de benchmarks.

1.2.1. Graphe de Transitions

L'automate est représenté par un graphe G(V, T) ou

V est I'ensemble des noeuds du graphe associé bijectivement a
I'ensemble des états,

T est I'ensemble des arcs associés bi jectivement aux transitions.
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Dans le cas d'un automate de Moore, chaque état s est étiqueté par un
vecteur de sortie A(s) et chaque transition est étiquetée par un vecteur d'entrée i.
Dans le cas d'un automate de Mealy, seules les transitions sont étiquetées et ce,
par un couple constitué d'un vecteur d'entrée i et d'un vecteur de sortie A(s, i).

Chaque composante de i et de A(s) peut prendre ses valeurs dans {0, 1, -},

la valeur "-" représentant indifféremment 0 ou 1.

vecteur [vecteur
vecteur vecteur d'entrée [ de sortie
de sortie_  d'entrée

) : i @ 3 i/ A(s,i) @

état état état état
courant suivant courant SUlVI?n[
&(s,i) 6(s,i)
Modele de Moore Modele de Mealy

Figure I-1 : Représentation par graphes de transition
1.2.1.2. Représentation compacte
Cette représentation est une représentation condensée de la précédente.
Pour les vecteurs d'entrée, on ne spécifie que les composantes égales 2 O et a 1.
Les monémes associés aux valeurs d'entrée sont appelés prédicats ou conditions
sur les entrées. Pour les vecteurs de sortie, seules les composantes égales a 1

dans un état ou sur une transition seront indiquées. La figure I-2 donne un
exemple d'automate dans une telle représentation.

Modele de Moore Modele de Mealy

Figure I-2: Représentation compacte
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1.2.2. Tableau d'états

C'est un tableau dans lequel une ligne est associée A un état et une colonne
est associ€ée a un vecteur d'entrée. Chaque case indiquera I'état suivant, et la
sortie émise dans le cas d'un automate de Mealy. Pour un automate de Moore,
une colonne supplémentaire indiquera le vecteur de sortie émettre en fonction
de I'état courant. Le tableau d'états correspondant a l'automate de la figure I-2
est donnée dans la figure suivante.

éat \ab[00 |01 [10 |11 |]o gt &F 00 01 10 M
courant . courant / 0
sl sl st ]| s2]s3(lo sl s1/0 s1/0 | s2/0 s3/1
s2 s4 [s2 | s4ls21lo0 s2 s4/1 s2/0| s4/1 | s2/0
s3 sl |s1] s1]s1 1 s3 s1/0] s1/0] s1/0 s1/0
s4 s3 |s3 | sl]sl 1 s4 s3/1 s3/1 | s1/0 s1/0
Modele de Moore Modele de Mealy

Figure 1-3: Représentation par tableau d'états

1.2.3. Liste normalisée de transitions
“—%

L'automate est représenté par un tableau dont chaque ligne représente une
transition et la sortie émise. C'est un tableau' mixte, indiquant les valeurs dans
{0, 1, -} pour les variables de I et O, et des symboles pour l'ensemble S pour
chaque transition. Chaque ligne posséde (I 11+ 10 | + 2) colonnes décrivant
dans l'ordre une configuration d'entrée, 1'état courant, 1'état suivant et la
configuration de sortie correspondante. Pour un automate de Mealy, la sortie est
associ¢e a la transition alors que pour un automate de Moore, la sortie est
associée a I'état courant; dans ce dernier cas, la sortie est donc identique pour
toutes les transitions ayant le méme état origine.
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entrée | état état entrée | état état
(ab) | courant | suivant|sortie (ab) | courant | suivant|sortie
0- sl sl 0 0- sl sl 0
10 sl s2 0 10 sl s2 0
11 sl s3 0 11 sl s3 1
-1 s2 s2 0 -1 s2 s2 0
-0 s2 s4 0 -0 s2 s4 1
-- s3 sl 1 -- s3 sl 0
1- s4 sl 1 1- s4 sl 0
0- s4 s3 1 0- s4 s3 1
Modéle de Moore Modele de Mealy

Figure I-4: Représentation par liste de transitions'

1.3. RELATIONS DE SUCCESSION

1.3.1. Relation de succession étendue a un sous-ensemble d'états

Soit B = {(sgs e S } un sous-ensemble de I'ensemble des états S.

Pour une entrée i donnée, on définit &§(B, i) = {6(sy, i), ..., &(sy, i)}

comme l'ensemble des états successeurs des états de l'ensemble B pour cette
entrée. :

1.3.2. Relation de succession étendue 3 une artition de l'ensemble
e 9T OO CTENIdUE a une partition de lensemble
des états

Soit [ une partition de I'ensemble des états avec [] = {By, ..., By}. Pour
une entrée i donnée, on définit §([1, i) = [6(B1, i), ..., (B, i)} comme
I'ensemble des blocs successeurs des blocs de [].

1.3.3. Relation de succession étendue 2 un_sous-ensemble des
e~ O CTEOOTON _cl€ndue a un_sous-ensemble des
prédicats d'entrée

Soit P un sous-ensemble des prédicats d'entrée avec P = {p1>---» P}
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Pour un état s donné, on définit &(s, P) = {&(s, P1)s ---» 8(s, py)} comme

I'ensemble des états successeurs de I'état s pour l'ensemble P de prédicats
d'entrée.

1.3.4. Relation de succession étendue a4 une partition de l'ensemble
=== o~ 990" CICNCUE a une partition de !ensemble

des prédicats d'entrée

Soit [I(i) une partition de l'ensemble des prédicats d'entrée avec
o = (P, ..., Py }. Pour un état s donné, on définit &(s, II(i)) par
&G, [1() = {6, Py, ..., &G, P)}, I'ensemble des blocs successeurs de I'état s

pour les blocs de [1(i).

1.4. DEFINITION DU CODAGE

Coder un automate consiste A associer injectivement a chaque état une
valeur d'une variable booléenne générale Y a3 N composantes appelées variables
internes. Ceci implique que 2N > 1S |, ou encore N > logy(1S1).

La valeur de Y associée a un état est appelée code de cet état.

Les états de I'automate étant codés, les applications & et A se traduisent par
les applications suivantes:

x 1) S Y(t+1)
YA og+1)

ou

Y(t) x 1) B Ot+1).

Les équations correspondantes définies par Y(t+1) = f(Y(t), I(t)) et par
l'une des deux fonctions O(t) = z(Y(t)) ou O(t+1) = z(Y(t), I(t)) sont appelées
€quations des variables internes et des sorties. Pour alléger I'écriture, on écrira
Y pour Y(t+1) et y pour Y(t).

| Différents types de codage sont connus: les deux plus classiques sont le
codage "1 parmi N" et le codage compact.

1.4.1. Codage dit "1 parmi N"

C'est un codage ot une seule des composantes de Y vaut 1, ceci pour tout
Y.
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1.4.2. Codage compact

C'est un codage ol N atteint sa plus petite valeur, c'est-a-dire, le plus
petit entier supérieur ou égal a log,(| S I).

1.5. CODAGE D'UN ENSEMBLE DE 2K ETATS SUIVANT K BIPARTITIONS
Soient (ﬂl, . Hk] k bipartitions de l'ensemble des états avec

IM; = ary, ﬂjl ). On appelle codage d'un ensemble de 2K états SUiViolflt k
bipartitions le codage consistant 2 affecter la valeur 0 (resp. 1) a la ji¢me
variable interne Yj du code de tout sommet appartenant 2 l'ljp (resp. ]'[j1 ), avec
la condition que les codes de tous ces états sont distincts.

exemple
Considérons I'ensemble des états {s1, s2, s3, s4}; soient {(s1, s2), (s3, s4)}
et {(s1, s3), (s2, s4)} deux bipartitions de cet ensemble. Un codage de ces états

suivant les deux partitions est l'ensemble {10, 11, 00, 01} associé bijectivement a
{sl, s2, 53, s4}.

L'objet de cette these est I'étude de I'impact du codage sur la simplification

de ces équations. La variable booléenne Y est une variable booléenne générale;

chacune de ses composantes Yj sera appelée variable interne.

1.6. PROBLEME DU CODAGE

1.6.1. Définitions préalables

1.6.1.1. Noeud actif iable int

C'est un noeud correspondant 4 un état dont le code contient un 1 pour cette
variable interne.

Le noeud associé a 1'état s est actif pour la variable interne Y si et

seulement si 1a k®™M€ composante de Y vaut 1.

1.6.1.2. Noeud actif e g e de M

C'est un noeud correspondant 2 un état ol cette sortie est égale a 1.
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Le noeud associé a I'état s est actif pour la sortie 0 si et seulement si
A =1. |

C'est un arc correspondant 2 une transition ol cette sortie est émise.

L'arc correspondant 2 la transition (s, 8', i) est actif pour la sortie 0 si et
seulement si (A(s, i))j =1.

A [] [] 3

geénérale 3 N composantes

On appelle monéme-associé A une valeur d'une variable booléenne
générale 3 N composantes le monome canonique A N variables, dont la j¢Me
variable apparait sous forme directe (complémentée) si le i€ME pit de cette
valeur est égal a 1 (0] respectivement). Par exemple, si Y = 101, alors le
mondme associé a Y est y3. y2 yl.

graphe

C'est le mondme associé a la valeur de la variable Y associée 2 cet état et au
noeud correspondant du graphe. On notera le mondme associé au code de 1'état s
MAC(s).

L6.L6. Mo " \u_eraphe des ¢

C'est le produit du monéme associé au noeud source de l'arc et de la
condition d'entrée apparaissant sur l'arc.

Le mondme associé i l'arc correspondant i la transition (s, s', i) est égal a
MAC(s).1.

7. Expression bool iée 3 un ensembl

C'est 1a somme des mondmes associés a chacun des noeuds.

] ] (]

C'est la somme des mondmes associés a chacun des arcs.
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C'est I'expression booléenne associée 2 'ensemble de ses arcs entrants.

L'expression produite par un noeud correspondant A un état S s'écrit
2'[transitions (s, S, i)} MAC(s").i

1.6.2. Génération des équations des variables internes et des sorties
== 000 C65 tqualions des variables internes et des sorties
L.6.2.1. E i 1 iable int

C'est 1a somme des expressions booléennes produites par tous les noeuds
actifs pour cette variable.

L'équation pour la variable interne Yy s'écrit
Yk = Z{transitions (s', s, i) / Cy (s) = 1) MAC(s).i

1.6.2.2. Equation d' i omate de M

C'est I'expression booléenne associée A 1'ensemble des noeuds actifs pour
cette sortie.

L'équation de la sortie oj s'écrit
05 = Z{ états s/(.?..(s))j = 1) MAC(s)

1.6.2.3. Equation g i e de Meal

C'est I'expression booléenne associée 2 I'ensemble des arcs actifs pour cette
sortie.

L'équation de la sortie 0 s'écrit
%) = Z{transitions (s, s', I)/(AGs, i); = 1) MACG)L.
exemple

Considérons I'automate de Moore de la figure I-5. Affectons, par exemple,
les codes 00, 01, 10 et 11 aux états sl, s2, s3 et s4 respectivement; les variables
internes sont Y2 et Y1.
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état état
entrée | courant | suivant|sortie
0 sl s2 0
1 sl s3 0
0 s2 s4 0
1 s2 s2 0
- s3 sl 1
- s4 sl 1

Figure I-5: Exemple d'automate

Les noeuds actifs pour Y2 sont s3 et s4 et les noeuds actifs pour Y1 sont s2
et s4; les noeuds actifs pour la sortie o sont s3 et s4. On obtient alors les
équations non minimisées suivantes: _

Y2 = y2.yl.i+ y2.yl.i
Y1 = y2.yl.0+ y2.yli+ y2.yl.]
o = y2.W + y2.yl

1.7. IMPACT DU CODAGE SUR LES EQUATIONS DES VARIABLES
INTERNES ET DES SORTIES

1.7.1. Définitions préalables
1.7.1.1. Hypercube Booléen

On appelle hypercube Booléen de dimension N I'espace {0, I]N.
L'hypercube sera aussi appelé N-cube.

1.7.1.2, Sommet
Un sommet de I'hypercube de dimension N est associé bijectivement 2 une

valeur d'un vecteur 3 N composantes (Yl, s YN) OU Y; € {0, 1}. Par exemple,

(0, 1, 0) est un sommet de I'hypercube de dimension 3. La valeur booléenne
associée a ce sommet est appelée code de ce sommet.
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1.7.1.3. Sous-cube de dimension |

Un sous-cube de dimension k, ou k-cube, d'un hypercube de dimension N
(k < N) est un ensemble de 2K sommets distincts tels que (N - k) composantes
soient invariantes (c'est-a-dire, égales a 0 ou 1) dans le code de ces sommets. Par
exemple, pour N = 4, les sommets, définis par leurs codes (Y4, Y3,Y2, Y1), de
I'ensemble {0010, 0011, 0110, 0111} constituent un 2-cube; les composantes
invariantes sont Y4 et Y2.

0 isti ' - i i

C'est le monéme a (N - k) variables associé aux (N - k) composantes
invariantes pour ce k-cube. Par exemple, le mondme caractéristique du 2-cube
du paragraphe précédent est Y4 .Y2.

La distance de Hamming entre deux sommets v et v' d'un hypercube, noté

H(v, v'), est défini par le nombre de composantes dont les valeurs sont
différentes. Par exemple, H(010, 111) est égal a 2.

1.7.2. Impact du codage sur les équations des variables internes et
des sorties

Un codage optimisé a pour but de simplifier les équations de variables
internes et des variables de sortie. Pour cela, des propriétés ou situations
intéressantes donnant lieu A des minimisations potentielles seront détectées dans
le graphe des états. Une approche globale étant trop complexe, on recherche des
situations locales, et une notion de coiit permettra de définir une heuristisque de
type glouton pour optimiser ce gain.

2 'un '‘écri i
et des sorties
Considérons 1'automate de Moore donné en figure I-5. Si les codes 10, 01,
11 et 00 sont affectés respectivement aux états s, s2, s3 et s4, on obtient les

€quations minimisées suivantes composées d'un total de 14 littéraux; un littéral
correspond & une occurrence de variable directe ou complémentée:
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Y2 = y2. y1 +y2.(yl +i)
Y1 = y2. yl + y2 .yli
0 =y2.yl +y2yl

Par contre, si on choisit les codes {00, 01, 11, 10}, on obtient de nouvelles
€quations minimisées comprenant 9 littéraux:
o =y2 _
Y2 y2.(yl.i+yl.i)
Yl = y2.(yl+i)

On constate ainsi que le deuxiéme codage conduit a des équations dont la
complexité est beaucoup plus réduite en termes de nombre de littéraux.
Analysons cet exemple et pour cela, écrivons les équations symboliques des

variables internes et des sorties. Les ¢équations symboliques sont des équations
€crites en fonction des codes des états non encore connus; s; regroupe

symboliquement les variables internes du code de §;-
sl = MAC(s3) + MAC(s4)

s2 = MAC(s1).i + MAC(s2).i
s3 = MACGs]).i_

s4 = MAC(s2). i

0 = MAC(3) + MAC(s4)

Au vu de ces équations, un certain nombre de remarques peuvent étre
faites.

Considérons I'expression de s1; si les états s3 et s4 ont des codes adjacents,
I'expression de sl se réduit 3 un seul monéme. On dit qu'il y a fusion de
mondmes potentiels. Pour de telles situations, on parlera de situations 2
fusion potentielle de mondmes. Les noeuds impliqués dans une telle situation
constituent un groupe d'adjacence; les contraintes de codage associées A ces
noeuds consiste a les placer sur un cube de I'hypercube a l'exclusion de tout
autre noeud. En respectant cette contrainte, la fusion de mondmes devient
effective.

Considérons l'expression de s2; les mondmes impliqués ne peuvent pas se
réduire a un seul monéme. Par contre, si on donne a sl et s2 des codes ayant
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plusieurs bits en commun, alors on peut effectuer une factorisation. Appelons M
le monéme commun 3 MAC(s1) et MAC(s2); alors MAC(s1) peut s'écrire M.M1
et MAC(s2) peut s'écrire M.M2. L'expression de sl devient alors
M.(M1.i + M2.i). On parle pour ce type de situation de situation a

factorisation potentielle de monémes. D'une manitre générale, dans une
telle situation, pour 1'équation d'une variable interne ou de sortie, on trouve une
somme de la forme MAC(s1).el + MAC(s2).e2. Si, d'une part, MAC(sl) et
MAC(s2), et d'autre part, el et e2 ont des parties communes M12 et e12
respectivement, alors cette somme peut se réécrire
M12.e12.(M1'el' + M2'.e2'). La partie M12 dépendra du nombre de bits en
commun dans les codes de s1 et s2. Pour augmenter le gain d'une telle situation,
il est souhaitable que s1 et s2 aient des codes les plus proches possibles au sens de
la distance de Hamming.

Considérons maintenant les expressions de sl et o; elles comportent toutes
les deux I'expression MAC(s3) + MAC(s4). Cette expression constitue donc une
partie commune pour les deux fonctions sl et o; elle peut ainsi étre
redéfinie en tant que sous-fonction, et étre utilisée dans ces deux fonctions.
D'une maniere générale, dans une telle situation, on est en présence de deux
fonctions dont les expressions partielles sont données de la maniére suivante:

F1 = MAC(sl1).el
F2 = MAC(s2).e2

De la méme maniére ici, si, d'une part, MAC(s1) et MAC(s2), et d'autre
part, el et e2 ont des parties communes M12 et €12 respectivement, alors ces
deux fonctions peuvent étre réécrites de la maniére suivante:

F1 = Ml12el2.Ml.el' (MAC(s1)=MI12.Ml etel =el2.el’)
F2 = Ml2.e12.M2.e2' (MAC(s2) =MI12.M2ete2 =el2.e2"

M12.e12 peut étre redéfinie comme sous-fonction commune 2 F1 et F2 dans

une phase de factorisation ultérieure. Or, dans la réalisation globale d'un

- ensemble de fonctions, une sous-fonction n'est implantée qu'une fois, et son
utilisation pour plusieurs fonctions constituera un gain important.



39

1.7.3. Stratégie générale

L'algorithme de codage que nous proposons repose essentiellement sur deux
étapes:

A - Recherche des situations a fusion de mondmes; Obtention d'un
ensemble de groupes d'adjacence et déduction de contraintes de
codage, et codage des états respectant un maximum de contraintes

B - Recherche des situations 2 factorisation de mondémes; Déductions de
contraintes en termes de distance et codage final

L'algorithme commence par la recherche des situations pour lesquelles des
simplifications par fusion de mondmes sont possibles. Ceci donne lieu a des
ensembles de noeuds, appelés groupes d'adjacence, devant étre affectés 3 des
sous-cubes de I'hypercube. Le nombre généralement élevé de tels groupes fait
que les contraintes de codage associées 2 ces groupes d'adjacence ne peuvent pas
toutes €tre respectées en général. 11 s'avére alors nécessaire de définir une
pondération de ces groupes afin de définir une priorité de respect des contraintes
associ€es. Cette pondération comporte un coiit local intrinséque au groupe
considéré, et une contribution globale diie aux intersections pouvant exister avec
d'autres groupes d'adjacence.

Apres ces étapes, il convient d'affecter chaque groupe d'adjacence i un
sous-cube de I'hypercube. Les groupes sont traités successivement par ordre de
colit décroissant; pour chaque groupe, la recherche d'un cube vérifiant certaines
propriétés du groupe est effectuée. Si aucun cube n'est trouvé, le groupe est
abandonné et on passe au prochain groupe, et ceci jusqu'a ce que tous les
groupes aient été considérés. L'immersion des groupes d'adjacence étant
terminée, on peut alors déterminer les codes possibles pour chaque état. A ce
niveau, certains états peuvent ne pas avoir de code unique. La détermination
d'un code unique pour ces états sera alors effectuée au vu des étapes suivantes.

L'étape suivante consiste A rechercher les situations A factorisation de
mondmes. De la méme maniére ici, pour définir une priorité de respect des
contraintes associées A ces situations, une pondération est nécessaire. On
montrera par la suite que la pondération utilisée sera un facteur d'attraction
calculé pour tout couple d'états. Ainsi, des codes proches au sens de la distance
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de Hamming sont donnés aux couples d'états ayant les plus fortes attractions.
Ceci est effectué en considérant pour chaque état I'ensemble des codes pouvant
lui étre affecté et en choisissant celui pour lequel I'attraction est maximale. Cette
derniere étape a pour effet de figer le code de chaque état.

La philosophie générale de I'approche consiste 2 privilégier les fusions de
mondmes car dans ce cas seulement, une réduction en termes de surface, de
connectique et de chemin critique sera assurée dans la réalisation finale.
Seulement quand ces situations ont été traitées, on considere les situations de
deuxi€éme type, et 1'on pourra constater que le gain supplémentaire sera
beaucoup plus réduit.

1.8. REALISATION MATERIELLE

1.8.1. Schéma logique

Pour la réalisation matérielle d'un automate, il sera nécessaire de choisir N
points de mémorisation (bascules) qui serviront 3 mémoriser 1'état courant de
l'automate. Divers types de bascules sont disponibles; citons les bascules D, JK et
T. Les équations de sortie ne dépendant que de 1'état courant, et éventuellement
des entrées (Mealy), seront indépendantes du type de bascule choisi. Par contre,
les équations de calcul des variables internes (fonction d'état suivant) seront
calculées en fonction du type de la bascule. Dans cette étude, on ne considérera
que le cas des bascules D; dans ce cas, les logiques a synthétiser pour le calcul
d'état suivant et des sorties sont les logiques associées aux applications & et A.

Meal :
( ) fim{ Fonction de calcul
des sorties — %
— A Sorties
0]
- Fonction de calcul
Entrées d'état suivant
I —> 5
o]
" %
état & état
courant ‘ survant
Horloge

Figure I-6: Schéma classique d'un automate
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Le schéma classique du circuit matériel pour la synthése d'un automate est
donné dans la figure précédente.

1.8.2. Cibles logiques

La logique utilisée pour la synthése des fonctions & et A peut étre 1'un des
deux types suivants, soit de la logique deux-couches, soit de la logique
multicouche.

Dans une logique de type deux-couches, le nombre de portes traversées par
un signal d'entrée jusqu'a la sortie est au plus égal a deux. Par contre, dans une
logique de type multicouche, le nombre de portes traversées peut étre
quelconque. .

1 i X-

La logique deux-couches est généralement utilisée pour la réalisation de
fonctions écrites sous forme de sommes de mondmes. Une premiére couche
réalise les mondmes au vu des variables d'entrée au moyen de portes ET, et une
deuxiéme couche réalise la fonction au vu des monomes générés au moyen de
portes OU. Un circuit classique de type deux-couches est le PLA, qui est un
circuit de structure réguliére compos¢ de deux étages dits étage ET et étage OU.
Une représentation formelle d'un PLA est donné dans l'exemple suivant. Le
critere principal d'optimisation d'un PLA est le nombre de mondmes qu'il
contient car la surface de ce PLA est directement proportionnel a ce nombre.

exemple

La figure suivante donne la représentation formelle d'un PLA. Le PLA
décrit 'ensembles des fonctions f1, f2 et f3 définies par
fl=a+b.c +ab.c

.d +b.c.d+ac+ab.c
.d +a+b.c +ac

f2=a
f3=a
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Figure I-7: Exemple d'un PLA

La logique multicouche est généralement utilisée pour la réalisation de

fonctions écrites sous forme d'expressions booléennes quelconques 2 partir des
opérateurs classiques de somme, produit et négation.

exemple

:qu_'—)_n
b,

. [

Figure I-8: Exemple d'un réseau multicouche

La logique le plus généralement utilisée pour la réalisation consiste en un
ensemble de cellules dites "cellules standards". D'autres types de circuits qui sont
de plus en plus utilisés actuellement sont les composants a logique programmable
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(PLD: Programmable Logic Devices); citons par exemple les PALs
(Programmable Array Logic) et les PGAs (Programmable Gate Arrays).

Dans cette étude, nous nous concentrerons sur le codage optimisé
d'automates synthétisés sur cellules standards. Nous nous intéresserons aussi a
évaluer ce codage pour d'autres cibles telles que les PLAs, PALs et PGAs de
type Xilinx,






45

CHAPITRE 11

RECONNAISSANCE DE SITUATIONS
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2.1. RECONNAISSANCE DE SITUATIONS A FUSION POTENTIELLE DE
MONOMES

Comme annoncé dans le chapitre précédent, deux types de situations seront
recherchées au niveau du graphe de contréle. Ce chapitre a pour objet de
présenter les diverses situations retenues et montrer comment elles doivent étre
traitées.

2.1.1. Définitions préliminaires

Ce sont les expressions produites par les noeuds de ce sous-graphe partiel.

2 ituation prédicti inimisati
Une situation prédictive de minimisation est un sous-graphe partiel du
graphe d'états tel que les expressions produites par ce sous-graphe partiel
donnent lieu a des fusions de mondmes ou 3 des factorisations pour les équations
des variables internes et/ou des sorties. Dans le premier cas, on parlera de
situations 2 fusion potentielle de mondmes et dans le second cas, de situations a
factorisation potentielle de monémes.

Les situations correspondent i des sous-graphes partiels définissant des
(sous-) automates pour lesquels il existe des propriétés de dépendance réduites
pour les variables internes et/ou les sorties.

Situations a fusion potentielle de monodmes

I s'agit de fagon générale d'un ensemble de noeuds tel que des contraintes
imposées sur les codes des états correspondants aménent des fusions de mondmes
dans I'expression des sorties et des variables internes produite par ces noeuds.
Cette fusion peut se produire 2 I'intérieur de I'expression booléenne produite par
un noeud ou entre des mondmes appartenant a des expressions booléennes
produites par des noeuds distincts actifs pour une variable interne ou pour une
sortie.

Situations a factorisation potentielle de monémes

Il s'agit d'un ensemble de noeuds tel que des contraintes associées aux codes
des états correspondants aménent des factorisations potentielles dans les
€quations des variables internes et/ou des sorties. De la méme maniére que dans
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le cas précédent, des factorisations peuvent avoir lieu 2 l'intérieur de
I'expression booléenne produite par un noeud, ou entre des mondmes
appartenant a des expressions booléennes produites par des noeuds distincts.

2.1.2. Situations & fusion de monémes

Quatre situations de ce type sont présentées, et pour chacune d'elles, on
montre quelles sont les contraintes & imposer sur les codes des états et quelles
sont les simplifications qui en découlent.

Situation 1 : Situation relative 2 un ensemble de noeuds et
concernant les fonctions de sortie d'un automate de Moore

Il s'agit du cas le plus simple ou le sous-graphe partiel est réduit & un
ensemble de noeuds sans arc. Cette situation concerne les équations de sortie
pour un automate de Moore, car dans ce cas-13, les sorties sont associées aux
états.

Considérons un ensemble de p = 2K noeuds actifs pour la méme sortie o.

@ ® ©®°

Figure II-1 : Etats émettant la méme sortie

L'expression de o est égale A l'expression booléenne associée a I'ensemble
de ces noeuds, a savoiro =Y, (n=12p) MAC(s,,).

Le but recherché est de remplacer cette expression par un unique mondme.

Pour fusionner les monémes, on cherchera 2 placer ces noeuds sur un k-cube de
I'hypercube, avec k > log,(p), & I'exclusion de tout autre noeud.

Les p mondmes de I'expression produite par la sortie o sont alors réduits au
mondme caractéristique du k-cube utilisé. Ces p noeuds forment un groupe
d'adjacence cubique ou plus simplement un groupe d'adjacence.
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Situation 1' : Situation relative 3 un ensemble de noeuds source
d'arcs étiquetés par la méme condition et concernant les
fonctions de sortie d'un' automate de Mealy

Le sous-graphe partiel est ici réduit 3 un ensemble d'arcs sans noeud. Cette
situation concerne les équations de sortie pour un automate de Mealy, car dans
ce cas-13, les sorties sont associées aux transitions.

Considérons un ensemble de p= 2k arcs actifs étiquetés par la méme
condition d'entrée C et émettant la méme sortie o.

Clo Clo Clo Clo

O _ O O

Figure II-2 : Transitions émettant la méme sortie

La sous-expression produite pour la sortie o par ces noeuds est égale a
I'expression booléenne associée a I'ensemble de ces arcs, a savoir C.Z[n =1ap)

MAC(s,,), ou encore C.¥, (n=1ap)} MACGsp).

Les mémes contraintes de codage s'appliquent donc aux p noeuds source des
arcs concernés; le monéme unique obtenu pour la sous-expression de la sortie o
est €gal au produit de la condition C et du mondme caractéristique du k-cube.

) 1.2.2. Situati les variables |

Théoréme 1 de dépendance réduite [HARG6]

Si, dans un automate d'états fini, la variable Yj est codée suivant une
bipartition Hj et Yj' suivant une bipartition ﬂj', et si l'lj' = §(I1;, i), alors Yj'
ne dépend que de Yj pour l'entrée i.

En d'autres termes, Yj' s'écrit i. )'71 + SF, ou )7} est égal a yj ou 7_'

L'utilisation de ce théoréme sera illustrée dans le paragraphe suivant.
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Application 3 la recherche de la situation 2: Situation concernant un
ensemble d'arcs étiquetés par une méme condition

Considérons dans le graphe d'états (figure II-3), un ensemble de 2K arcs

distincts étiquetés par une méme condition C et leurs noeuds destination. Si on
code les noeuds source de ces arcs par k variables { Yy, ..., Yy} suivant k

bipartitions (IIy, ..., I}, et les noeuds destination par k variables
{Yy' ..., Y') suivant k partitions {I1y', ..., Iy '}, avec ]'[j' = &(I1;, C) pour

j =12k, alors les expressions produites par les noeuds destination de ces arcs
pour chacune des variables (Y{' .., Yy '} se réduisent A un seul monéme sous

la forme suivante:
Yj'=C.)7}pourj=~l ak
On peut aussi exprimer ceci en disant que I'on place les 2k noeuds source
sur un k-cube et les 2K noeuds destination sur un k-cube en respectant les
relations d'adjacence du cube source dans le cube destination lors de l'application
état présent — état suivant pour cette entrée.

Les équations données plus haut sont déduites du théoréme de dépendance
réduite, et ne concernent que le sous-graphe considéré, soit k variables internes
{Y{, ..., Y} pour les noeuds source et k variables internes {Y{', ..., Yi'} pour
les noeuds destination. Comme le codage est effectué dans un hypercube de
dimension N, les N - k autres variables internes sont laissées invariantes pour
I'ensemble des états source ainsi que pour les états destination. Les expressions
obtenues pour les variables internes sont donc complétées de la maniére suivante:

Yj'=M.C.)7jpourj= lak
Yj'=00u M.Cpourj=k+1aN

ol M représente le mondme caractéristique du k-cube contenant les noeuds
source. De fagon plus précise, dans la dernitre équation, Yj' =0
(resp.Yj' =M.O)sile jiéme bit invariant des codes des noeuds destination est 0
(resp. 1).
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Figure II-3 : Arcs étiquetés par des conditions identiques

Considérons l'exemple de la figure II-3. Supposons que les 4 noeuds
origine soient affectés a2 un 2-cube défini par les deux bipartitions
{(s1, 52), (53, s4)} et {(s1, s3), (s2, s4)}. On construit I'image de ces deux
bipartitions par &: les deux bipartitions {(s5, s6), (s7, s8)} et {(sS, s7), (s6, s8)}
sont obtenues. Le but est donc de placer les noeuds s5, s6, s7 et s8 sur un 2-cube,
défini par les bipartitions obtenues. Ceci est illustré dans la figure suivante.

%
)
v
I
»
EeS

w
w

“"--n.um
|||....-. —

||' TO—
72]
(=,

2]
~

Figure II-4: Partitions induites par une condition identique

En résumé, les contraintes imposées sur les codes des états sont les
suivantes:
Placer les 2K noeuds source sur un k-cube; ceci définit les k bipartitions de
ce k-cube
Construire les k bipartitions correspondantes pour le deuxiéme ensemble de

2K noeuds en respectant la relation état courant — état suivant
Placer ces noeuds dans un k-cube définies par les k bipartitions obtenues

Considérons I'exemple de la figure II-3. Si les codes 0101, 0100, 0111 et
0110 sont affectés aux états s1, s2, s3 et s4 respectivement, un codage possible
pour s5, s6, s7 et s8 est 1101, 1100, 1001 et 1000. M, le monéme caractéristique
du cube source, est égal 2 Y4 -¥3
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Les équations obtenues sont donc

Y4 = y4 .y3
Y3 = Y¥4-Y3-¥2
Yy =0

Y) = Y4Y3-Y2

En résumé, pour chacune des variables invariantes égale a 1 des codes des

états successeurs, le mondéme associé au k-cube contenant les états prédécesseurs
sera obtenu. Les autres variables Yj' produisent chacune un monéme égal au

produit du mondme précédent et de fj, Yj étant la variable invariante dans la
partition correspondante.

F nérée 1 (si ion 3): Si ion rédui n 1 n
inataire d'ar i r une mém ndition d'entrée et concernan
1 ion riables intern '

Cette situation correspond a un sous-graphe réduit 4 un noeud et 2 ses arcs
entrants. Il s'agit d'un ensemble de p = 2K ¢tats qui, pour une condition identique
C, ont le méme état suivant.

Figure II-5 : Noeud a entrance multiple

Le noeud concemné ici est le noeud s vers lequel convergent les arcs.
L'expression booléenne produite par le noeud s est égale a
Z(n =13 p}C.MAC(sn), ou encore C.Z{n =12p) MAC(s,)). C'est une
expression incluse dans 1'équation de toutes les variables internes pour lesquelles
ce noeud est actif. Le but recherché est, comme dans le cas de la situation 1, de
remplacer cette expression par un unique monéme. Pour ceci, il faut placer
comme précédemment les p noeuds sur un k-cube; l'ensemble de ces p noeuds
constituent donc un groupe d'adjacence. Les p mondémes de I'expression produite
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par le noeud s sont alors réduits au produit de la condition C et du monéme
caractéristique du k-cube utilisé.

exemple

Dans I'exemple de la figure II-5, un ensemble de codes possibles pour les
états sl, s2, s3 et s4 est {1000, 1001, 1010, 1011}. L'expression initiale
C.(y4. y3.y2.yl +y4.y3.y2 y1 + y4.y3 .y2. yl + y4.y3 y2.y1) est ainsi
réduite 2 C.y4. y3 .

Forme dégénérée 2:

Un cas particulier intéressant, car fréquent dans les graphes de contréle, est
celui d'un ensemble de-boucles étiquetées par une méme condition d'entrée C. Il
suffira alors de placer les états associés A ces boucles sur un k-cubes. En effet,
chaque état Sy ici vérifie Sy = 6(sn, C). Ainsi, toute partition [] de ces états
vérifie [I = §(I1, C). Donc, toute bipartition l'[j associée a une variable Yj
vérifie les hypothéses du théoréme de Hartmanis. Les simplifications
s'appliquent donc ici pour tout ensemble de bipartitions.

Théoréme 2 de dépendance réduite.

Ce théoréme est comparable au théoréme 1, mais ici les rdles des entrées et
des états sont inversés.

Considérons 2K arcs ayant comme origine un méme noeud s et étiquetés par
ok prédicats correspondant aux 2K mondmes canoniques a k variables. On peut

également dire que les 2k prédicats sont codés suivant k bipartitions
[Hl, ...,I]k} des prédicats a k variables d'entrée.

Si les 2K noeuds extrémités de ces arcs sont placés sur un k-cube selon
I'ensemble des bipartitions (I1y', ..., I1'}) définies par ]'[j' = &(s, Hj) pour

j=1ak, alors les expressions produites par les 2X noeuds se réduisent a un seul
monome pour chacune des variables internes de I'ensemble [Yl, ..-s Y} } associé

a {ﬂl', o T ')

Les équations de ces variables s'écrivent alors
Yj = MAC(@). i] pourj=12ak

Yj = Oou MAC(s) pourj=k+1aN
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Preuve:

Y; étant codé suivant l'lj' = &(s, ]'lj), cela signifie que les noeuds actifs pour
la variable Yj sont les extrémités de l'ensemble des arcs étiquetés par une entrée

ij égale a 1 (ou 0), les autres entrées prenant les 2k-1 valeurs possibles. Ceci
implique que Y; = MAC(s). j, pour j = 1 2 k.

Les autres variables internes, étant invariantes, leur équation est donnée par
Yj=Ooqu=MAC(s)pourj=k+ 1aN

Application 2 la recherche de la situation 4. Situation relative 3 un ensemble

‘ar nt un méme n origine ncernant les fonctions de variable
internes
Dans cette situation (figure II-6), on considére le cas de p= 2K arcs ayant
un méme noeud origine et étiquetés par des prédicats de la forme C.Cp, 0u {C,)

est un ensemble de 2X monémes canoniques a k variables. Ces mondémes
définissent ainsi k bipartitions pour les k variables d'entrée { if, ..oy i)

Figure II-6 : Etat 2 sortance multiple

L'application du théoréme 2 impose de placer les 2K noeuds extrémités de
ces arcs sur un k-cube défini par les k bipartitions de noeuds induites par les k
bipartitions des prédicats d'entrée. Ainsi, les expressions produites se réduisent
toutes & un seul mondme comme suit (le prédicat C apparait dans toutes les
équations car il est présent sur tous les arcs):
Y; =MACG).C. 'i] pourj=1ak
Yj .=0o0u MAC(s).C pourj=k+1aN

On note aussi que cette situation introduit une sous-fonction commune 3
toutes ces €quations, qui est le monéme MAC(s).C.
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Pour I'exemple donné 2 la figure II-6, cette situation impose de placer les
noeuds associés A l'ensemble des états {sl, s2, s3, s4} sur un 2-cube. Les
bipartitions des noeuds induites par a et b sont respectivement {(s1, s2), (s3, s4)}
et {(s1, s3), (s2, s4)}. Il convient donc de placer chacun de ces quatre blocs sur
un 1-cube.

Affectons, par exemple, les codes 0110, 011 1, 0100 et 0101 aux états sl, s2,
s3 et s4 respectivement. Ceci conduit 2 la génération des équations suivantes:

Yy =0
Y3 = MAC(s).(a.b + a.b+a.b +ab)
=MACts)
Y, = MAC(s).(a.b + a.b)
= MAC(s). a
Y; = MAC(s).(a.b+ ab)
= MAC(s).b

2.1.3. Extension des groupes d'adiacenée de cardinalité différente de

Dans certains cas, les groupes d'adjacence ne contiennent pas un nombre de
noeuds égal a une puissance de 2. Dans ce cas, si cela est possible, on les
complétera par des états virtuels n'apparaissant pas dans l'automate. Nous
montrerons ultérieurement comment effectuer cette opération et quelles sont les
conditions nécessaires pour cela.

2.1,3.1. Etats fantomes
Lors du codage compact d'un automate, on utilise un nombre de bits N tel
que N soit le plus petit entier vérifiant 2N > 1S | . Pour certains automates, cette
inégalité est stricte; il y a alors 2N - | S | codes inutilisés. De maniére 2 utiliser
I'espace complet des codes, on compleétera I'ensemble des états par un ensemble
d'états virtuels noté F = (f|, ..., flr]} avec | Fl = 2N | S| ces états sont

N
I

appelés états fantomes.
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Cela permet de définir un sur-automate (I, O, S', &', A") ot
=SUF
&' est définie par
-sis € Salors &'Cs, i) = 8(s, 1)
-sis € Falors &'(s, i) est un élément quelconque de S'
A' est définie par
-sis € Salors A'(s, i) = A(s, i)
-sis € Falors A'(s, i) est un élément quelconque de O
ou
-sis € Salors A'(s) = A(s)
-sis € Falors A'(s) est un élément quelconque de O

L'extension de l'automate initial entraine I'existence de valeurs non définies
dans les fonctions booléennes associées aux variables internes et aux sorties, et
permet une meilleure simplification de ces fonctions.

\

Dans certaines situations, le nombre de noeuds impliqués dans un groupe
d'adjacence peut étre inférieur a 2k, Or, les contraintes de codage imposent que
les noeuds impliqués dans chaque contrainte soient placés sur un k-cube. Dans ce
cas-1, si cela est possible, on complétera le groupe d'adjacence avec un nombre
d'états fantdmes de fagon 2 ce que le nouveau groupe contienne 2K noeuds. On
montrera ultérieurement comment cette opération est réalisée et quelles sont les
conditions nécessaires pour le faire.

2.1.4. Conclusion sur la phase de reconnaissance de situations
Seoet. LODCHSION SUr 1a phase de reconnaissance de situations

Au vu du graphe d'états, un certain nombre de contraintes sont imposées
sur le codage des groupes d'adjacence associés aux différentes situations
détectées pour préparer un maximum de simplifications ultérieures. Néanmoins,
le nombre de groupes d'adjacence peut étre suffisamment grand pour qu'il ne
soit pas possible de respecter les contraintes induites par tous ces groupes. Dans
ce cas-13, il s'averera nécessaire d'en satisfaire un certain nombre de fagon 2
obtenir le plus grand gain possible dans une approche de type glouton. Pour
cela, il est nécessaire d'introduire une pondération des groupes d'adjacence dans
le but de définir des priorités sur ces groupes.
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2.1.5. Gain associé 2 un groupe d'adjacence
Sesese Jo— O0DCTC 4 UN groupe d adjacence

La pondération utilisée pour chaque groupe sera le gain qu'on espere
obtenir en satisfaisant les contraintes de codage associées. Ce gain sera évalué en
faisant la somme de deux gains, un gain local évalué en fonction du groupe isolé,
et un gain global prenant en compte les interactions avec d'autres groupes. En
effet, deux groupes peuvent contenir des noeuds communs. La satisfaction des
contraintes associées 2 un groupe peut induire la satisfaction partielle des
contraintes associées a un autre groupe en plagant sur un sous-cube I'ensemble
des noeuds communs. La prise en compte des intersections entre groupes permet
ainsi de créer des sous-fonctions communes entre différentes fonctions. Cette
considération nous améne A donner une grande importance dans cette étude 3
l'intersection de groupes d'adjacence.

Le gain local est le nombre de littéraux gagnés en plagant un groupe
d’adjacence sur un cube. Cette évaluation se fera en considérant le coiit induit
par le meilleur codage de ce groupe comparé au cofit d'un mauvais codage (pire
cas ou cas moyen). Le gain utilisé sera alors égal a la différence de ces deux
coiits.

L'évaluation des gains est faite en fonction du nombre de littéraux car ce
nombre refléte de maniére assez correcte la “quantité” de logique utilisée. De
plus, dans le cas de fusion de mondmes, une réduction significative de la
connectique est également observée.

Situation 1 et 1"

Dans la situation ', l'ensemble des monémes utilisés est
{C.MAC(s,) pourn =142 P}. Le mondme C étant en commun, il ne sera généré

qu'une fois. Par contre, les p monémes MAC(s,,) seront tous générés. Chacun de
ces mondmes étant construit sur N variables, le nombre de littéraux impliqués
est égal a pN.

Dans le meilleur cas, on ne génere que le produit de C par un monéme
composé€ de N - k littéraux (associé au k-cube).

Le gain s'obtient en faisant la différence entre les littéraux générés par les
mondmes seulement, car dans les deux cas, l'expression C est générée, soit
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(p - DN + k. Dans le cas de la situation 1, le raisonnement est"analogue et
conduit au méme gain.
Situation 2

Pour cette situation, une évaluation aussi précise que pour les situations
précédentes n'est pas possible, car elle concerne plusieurs variables internes 2 la
fois. On effectuera donc une évaluation moyenne et certaines hypothéses seront
faites sur le nombre de bits 2 1 dans le code des états.

Pour rendre I'évaluation des coits plus claire, on va considérer les
équations dans les deux cas.

Dans le meilleur cas, les équations des variables internes s'expriment sous la
forme:

SF = CMS ol MS est le mondme associé au k-cube des
\
noeuds prédécesseurs

Y; = SF. )75' pour 1<j<k (les k variables internes
associées aux partitions)

Y; = OouSFpourk<j<N (en moyenne, la moitié des
variables sont égales a 1)

Dans le pire cas, les expressions seront de la forme :
SF = C

SF

r = SF.MAC(s,) o s, dénote le rieme poed prédécesseur
Yj = Z{re Rj) SF, pour ISjSN.ofl Rj= [r/Cj(sr')= 1} et
s, dénote le '®M€ noeud successeur

Dans le meilleur cas, si les contraintes de codage sont satisfaites, k variables
internes générent 2 littéraux chacune, et en moyenne, (N - k)/2 autres variables
internes générent 1 littéral chacune. On ne prendra pas en compte la
contribution de C car ce monéme apparait dans les deux cas. MS étant un
mondme & N - k littéraux, le coiit total est donc égal a (3N + k)/2.

Dans le pire cas, d'une maniére générale, tous les mondmes associés aux p
arcs sont utilisés et redéfinis comme sous-fonctions (SF;). Chacune de ces p
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sous-fonctions générent (1 + N) littéraux. De Plus, on peut supposer qu'en
moyenne, N/2 bits sont égaux a 1 dans le code de chaque état successeur. Au
total, pour les p états successeurs, le nombre de littéraux utilisés est en moyenne
¢gal 2 pN/2, d'ol un total de pN/2 + p(1 + N), ou encore p(1 + 3N/2) littéraux.

Le gain obtenu est donc égal 2 3N(p - 1)/2 + p - k/2, ce qui peut étre
approché par 3N(p - 1)/2, le terme (P - k/2) étant négligeable pour de petites
valeurs de p et de k.

Situation 3

L'évaluation du gain pour cette situation est la méme que pour la situation
I', a la différence prés que dans cette derni¢re, seule la fonction de sortie
bénéficie de ce gain. Dans le cas présent, le gain est obtenu pour chacune des
variables internes égale a 1 dans le code du noeud successeur, et doit étre donc
multiplié par le nombre de variables pour lesquelles ce noeud est actif. Ce
nombre n'étant pas connu d'avance, on supposera qu'une moyenne de N/2 bits
sont égaux a 1 d'ol le gain final Nl(p - I)N +k]/2.

Situation 4

Dans le meilleur cas, on en arrivera A une écriture des expressions des
variables internes sous la forme:

SF = C.MAC(S)

Y; = SF. fj pour I<j <k (les k variables internes
associées aux partitions)

Y; = OouSFpourk<j<N (en moyenne, la moitié des

J
variables sont égales 2 1)

Dans le pire cas, les expressions seront de la forme:
SF = C.MAC(S).

SF, = SF.M; ol M; représente le mon6éme canonique a k

variables associé au r'®™M€ arc pour 1 < r< 2k

Yj = Zppe R;) SF, pour 1< j <N od Rj=1{r/Cisp=1)

Dans le meilleur cas, si les contraintes de codage sont satisfaites, k variables
internes générent 2 littéraux chacune, et en moyenne, (N - k)/2 variables
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génerent 1 littéral chacune. On ne prendra pas en compte la contribution de SF
car elle apparait dans les deux cas. Le coiit total est donc égal a (N + 3k)/2.

Dans le pire cas, d'une maniére générale, tous les mondmes associés aux 2K
arcs sont utilisés et redéfinis comme sous-fonctions. Chacune de ces sous-
fonctions générent (k + 1) littéraux. De plus, on peut supposer qu'en moyenne,
N/2 bits sont égaux a 1 dans le code de chaque état successeur. Au total, pour les
2K états successeurs, le nombre de littéraux utilisés est en moyenne égal a
N/2.2K, d'oit un total de N/2.2k + 2K(k + 1), ou encore 2K(N/2 + k + 1)
littéraux.

En réécrivant le coiit dans le meilleur cas par (N2+k+ 1+ (k/2-1)),1le
gain obtenu est pris égal A (2K - 1)(N/2 + k + 1), en négligeant le terme (k/2 -
1), les valeurs de k n'étant jamais trés grandes.

2.1.5.2, Gain global
Les coiits locaux définis plus haut permettent de prédire le gain attendu
pour la logique produite isolément par les noeuds de chacune des situations si les
contraintes de codage imposées aux états associés sont respectées. Néanmoins, ce
coiit local ne permet pas une prise en compte du gain réel obtenu en satisfaisant

les contraintes d'une situation, si en ce faisant, les contraintes d'une autre
situation peuvent étre satisfaites ou partiellement satisfaites.

Par exemple, considérons deux groupes d'adjacence {sl, s2, s3, s4) et
{s1, s2, s5, s6}. Si on réussit a placer les noeuds du premier groupe sur un
2-cube, alors le placement de {s1, s2} sur un 1-cube, sous-cube du 2-cube
obtenu, contribue partiellement au placement des états du deuxiéme groupe sur
un 2-cube.

Le gain global pour un groupe d'adjacence est égal au gain local pour ce
groupe augmenté de la somme des gains des intersections de ce groupe avec les
autres groupes d'adjacence.

Pour I'exemple donné, le gain global du groupe d'adjacence {sl, s2, 3, 54}
est €gal & GainLocall({sl, s2, s3, s4}) + GainLocal2({s1, s2}) ou GainLocall et
GainLocal2 sont les fonctions de gain local associées aux types des deux groupes
d'adjacence respectivement. Ceci aura pour conséquence de traiter en premier
lieu les contraintes ayant beaucoup de parties intersectantes.
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2.2. RECONNAISSANCE DE SITUATIONS A FACTORISATION
POTENTIELLE DE MONOMES

Les situations que l'on considerera ici sont celles pour lesquelles une
simplification maximale par fusion de monémes n'est pas possible, mais od des
factorisations ou des mises en commun d'expressions sont possibles. Ces
situations sont analogues aux quatre situations précédentes sauf pour les
conditions apparaissant sur les arcs.

2.2.1. Définitions préalables

Nous allons donner dans cette partie les définitions de base nécessaires pour
comprendre quel type de factorisation nous recherchons [BRAS82], [BRAS87].

z z ] l B ! 'I -I E! 3
Soient f et g deux expressions polynomiales de deux fonctions booléennes.

Le produit algébrique f.g existe et est unique si f et g dépendent d’ensembles de
variables disjoints. Il est défini par :

fg=% m;.m; pour i=1..n et pour j=1 & m
avec f = ¥ m; pour i=1 A n

etg=2mjpourj=lém

exemple
f=a+b+c
g=d+le

fg=ad+ale+bd+b.le+cd+cle

Remarquons que le produit de deux expressions polynomiales dont les
ensembles de variables ne sont pas disjoints est défini par les relations suivantes :

a.la=0
aa=a

Ainsi on peut étendre le produit algébrique de deux expressions
polynomiales.
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exemple
expl =ac+b.le
exp2 = a.e

expl.exp2 = a.c.a.e + b.lee=a.ce +0=a.ce

2.2.1.2. Division _aleébri

g est un diviseur algébrique de fsi :
f = g.h + r ot g.h est un produit algébrique,
iln’existe pash’ telque h<h’etf=gh’ +r
et r est une expression polynomiale (h<h' <=> h<h'eth #h').
Le quotient h et le reste r sont uniques.

g est un facteur algébrique de f si f = g.h

exemples
f=ab.c+ab.d+abe+d
g=c+d+e estundiviseur algébrique de f.
=a.b est le quotient de la division.
r=d est le reste de la division.
2.2.1.3.E ion_lit

Une expression polynomiale f est libre s’il n’existe pas de mondéme m (avec
m différent de 1) qui soit un facteur algébrique de f.

exemples
+a.c n’est pas libre car a est un facteur algébrique
+ c est libre

n’est pas libre car a et b sont des facteurs algébriques triviaux.
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k est un noyau algébrique d’une expression polynomiale f si k = f/c

(division algébrique) ol ¢ est un mondme et k est une expression polynomiale
libre. ¢ est appelé le conoyau de k.

On note K(f) ’ensemble des noyaux algébriques de f. Il est intéressant
d’ordonner cet ensemble en le partitionnant en sous-ensembles Ki(f). Ainsi
définit-on le degré d’un noyau de la fagon suivante :

* un noyau k est dit un noyau de degré 0 s’il n’accepte comme noyau
que lui-méme.

* un noyau k est de degré n s'il a au moins un noyau de degré (n-1)
mais aucun noyau de degré (n) ou plus excepté lui-méme.

Ko(f) est ’ensemble des noyaux de degré 0 et Kj(f) est ’ensemble des
noyaux de degré i. On obtient la partition suivante des noyaux de f, K(f) :

{(Ko() , K1(f) , ......... Kn-1(f) , Kn(f)} = K(f)

On peut remarquer aussi qu'un noyau est formé de plus d'un monéme car
un monéme n'est pas une expression libre. On peut considérer que f est un
noyau algébrique d'elle-méme et que le conoyau associé est 1.

2.2.1.5. Noyau global

On appelle k noyau global s'il est le noyau de plusieurs fonctions
booléennes.

exemples
fi=abc+abd+aef+ g
ko=c+d conoyau : a.b degré 0
ki=b.c+bd+ef conoyau : a degré 1
ko est un noyau de degré 0 de f; et aussi un noyau de degré 0 de k.
fo=ab.c+abe+dfc+dfe
ko=c+e conoyau : a.b degré 0

conoyau : d.f
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Un méme noyau peut avoir plusieurs conoyaux associés.

2.2.2. Application a la recherche de situations

Les situations étudiées concernent les arcs étiquetés par des entrées
intersectantes en aval d'états ayant des codes intersectants. Un ensemble d'arcs
sont €tiquetés par des entrées intersectantes s'il existe au moins un littéral
commun dans les conditions apparaissant sur ces arcs.

On appelle monéme de proximité d'un ensemble de noeuds le
mondme associé aux composantes invariantes des codes des états associés 2 ces
noeuds.

On appelle monéme de proximité d'un ensemble d'arcs le mondme
composé des littéraux apparaissant dans toutes les conditions associées aux arcs.

: I n

)

Considérons un ensemble d'arcs étiquetés par des entrées intersectantes. Soit
M le mondéme de proximité des noeuds source et soit C le monéme de proximité
des arcs ayant ces noeuds comme origines. Alors pour toute variable interne
€gale A 1 dans au moins deux noeuds distincts, il y a création d'une partie de
conoyau égal 3 M.C dans 'expression de cette variable. Si plusieurs variables
internes sont actives dans au moins deux noeuds distincts, alors le monéme M.C
devient une partie de conoyau commune 2 plusieurs fonctions.

Cette situation est illustrée dans la figure suivante:

0000 0100 0010 0001

a.b a.c a.d a.e
1100 1101 0110

Figure II-7: Arcs 2 entrées intersectantes

Ici M est égal a —)74_ et C est égal a a. Ecrivons les équations des variables
internes Y4 et Y3.
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Y4 =a.yd.yl (y3.y2.b+y3. y2.c+ y3.y2.d)
Y3 =a.y4.y3.(y2.yl b+y2. yl.d+ y2.yle)

On note que a.;z est une partie de conoyau commune 3 Y3 et Y4.

2.2.2.2. Situation 2 Neeud : i)

Cette situation est un cas particulier de la situation 1, ot les noeuds source
sont confondus en un seul noeud s. Soit C le monéme de proximité des arcs

ayant ce noeud comme origine. Si p noeuds sont actifs pour une variable interne
Yj, alors le monéme MAC(s).C est une partie de conoyau de l'expression de Yj.
Si plusieurs variables sont égales a 1 dans au moins deux noeuds successeurs,

La figure suivante illustre ce cas.

0101

alors ce mondme constitue une partie de conoyau commune i plusieurs
fonctions.
1011 1000 0010 1001

Figure II-8: Noeud 2 sortance multiple

Le mon6éme de proximité des arcs est égél a a; la partie de conoyau obtenue
est égale a y4 .y3. y2 .yl.a. Illustrons ceci en écrivant les équations de Y4 et Y2
par exemple. .

Y4 = y4 .y3.y2 .ylab.(c+d+ )
Y2 = y4.y3.y2 yla(b.c +e)

2.2.2.3. Situation 3: Noeud 3 en i

Cette situation est un autre cas particulier de la premiére situation oi les
noeuds successeurs sont confondus en un seul noeud s. Soient M le monéme de
proximité des noeuds source et C le mondéme de proximité des arcs ayant ce
noeud comme destination, alors M.C est un conoyau commun pour toute
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variable pour laquelle le noeud s est actif. Ceci est illustré dans la figure
suivante, ou M est égal 2 y4 .yl et C égal A a.

0100 0010 0110

5858

Figure I1-9: Noeud a entrance multiple

Toute variable Yj égale 2 1 dans le code de S admet pour sous-expression
=y4.yla(y3.y2.b+ y3.§.c +y3.y2.d + y3.y2.e)

\
!

r

Cette situation analogue 2 la premiére concemne ici les sorties d'un automate
de Mealy au lieu des variables internes. De la méme maniére ici, si M et C sont
les mondmes de proximité des noeuds et des arcs actifs pour la sortie o
respectivement, alors le monéme M.C est un conoyau dans l'expression de o.
Dans I'exemple de la figure II-10, y4 .a est un noyau de l'expression de o.

0100 0010 0001

; a.b/o ; a.c/o ; a.d/o ; a.efo

Figure II-lO. Arcs actlfs pour un automate de Mealy avec entrées intersectantes

2.2.3. Conclusion sur la phase de reconnaissance de situations a
[} []
factorisation

Les situations énoncées ci-dessus ne sont pas traitées globalement; en effet,
le gain obtenu par la factorisation pourra étre exprimé pour tout couple de
noeuds cités dans les situations précédentes. On parlera donc de gain associé a un
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couple de noeuds et on parlera d'attraction; le gain sera proportionnel aux
litt€raux communs, donc 2 leur proximité au sens de la distance de Hamming.

Ilustrons ceci dans I'exemple de la figure II-11.

ab.c a.b.d a.e

“

Figure II-11: Exemple de codage d'une situation 2 factorisation de monémes

On note ici que le couple d'arcs en aval des noeuds sl et s2 comportent 2
littéraux en commun contrairement aux autres couples d'arcs qui n'en
comportent qu'un. Affectons les codes 0000, 0001 et 0111 respectivement 2 s1,
s2 et s3. Alors I'expression d'une variable Yj égale a 1 dans le code de s pour
cette situation est égale a

Yj=y4.a( y3.y2.b.(yl c+ yl.d) + y3.y2.yl.e)

Affectons les mémes codes 0000, 0111 et 0001 respectivement 2 sl, s2 et
s3. On note cette fois qu'on a "€loigné" les codes de sl et s2. L'expression de Y;

obtenue cette fois est égale a
Yj=y4.a( y3.y2.(yl .bc+ yl.e) + y3.y2.yl.b.d)

On note donc que la premiére expression posséde 13 littéraux alors que la
deuxiéme en posséde 14. Le littéral en moins dans la premiére expression
provient du fait que le littéral b en commun a pu étre mis en facteur dans celle-
ci. On en conclut donc qu'il est plus intéressant de rapprocher les codes des états
s1 et s2 car les arcs en aval des noeuds associés admettent plus de littéraux en
commun,

2.2.4. Pondération par attraction de couples d'éléments

La conclusion précédente nous améne 3 pondérer les situations par la
définition d'une "attraction” pour tout couple d'états. Cette attraction est définie
par le nombre de littéraux mis en facteur en rapprochant le code des deux états
impliqués. Nous allons montrer dans ce qui suit que cette attraction dépend du
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mondme de proximité entre les noeuds impliqués et du mondme de proximité
des arcs correspondants.

Notons M le monéme de proximité des noeuds source, M' le mondme de
proximité des noeuds successeurs, et C le mondme de proximité des arcs
associés. On dénotera le nombre de littéraux d'un mondme m par NbLit(m).

2.2.4.1, Situation 1

Le nombre de littéraux gagnés pour une variable interne égale a 1 dans les
codes des deux états successeurs est égale a NbLit(M) + NbLit(C). Ce gain est
multipli€ par le nombre de variables internes pour lesquelles les noeuds
successeurs sont actifs; on peut supposer que la moitié de ces variables

invariantes sont égales A 1, soit NbLit(M')/2 variables. Le gain total est donc
(NbLit(M) + NbLit(C))*NbLit(M")/2.

Le raisonnement est le méme ici sauf que le monéme M doit ici étre

remplacé par MAC(s), le monéme associé au noeud source. Or NbLit(MAC(s))
est égal A N, ce qui donne le gain (N + NbLit(C))*NbLit(M")/2.

2.2.4.3. Situation 3

La variation s'applique ici au noeud successeur. Pour chaque variable
interne pour laquelle ce noeud est actif, le gain en littéraux est
NbLit(M) + NbLit(C). On suppose ici que N/2 variables sont égales A 1 dans le

code de I'état associé a ce noeud. Le gain final est donc
(NbLit(M) + NbLit(C))*N/2.

Cette situation est analogue 2 la précédente sauf qu'elle ne concerne qu'une

variable de sortie. Le gain n'est donc pas pondéré par N/2 et est pris égal a
NbLit(M) + NbLit(C).

L'évaluation des gains présentés dépend des mondmes M, M’ et C. Or les
mondmes M et M' dépendent des codes donnés aux états impliqués et ne sont pas
connus; c'est pourquoi il ne sera possible de ne donner qu'une évaluation
moyenne de ces gains en posant NbLit(M) = NbLit(M') = N/2.
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2.3. CONCLUSION GENERALE SUR LA RECONNAISSANCE DES
SITUATIONS

Deux types de situations sont détectées dans un graphe de contrdle. Dans
une premiére phase, des situations 2 fusion de mondmes sont recherchées, et un
certain nombre de groupes d'adjacence sont obtenus. Ces groupes d'adjacence
sont pondérés et I'immersion d'un maximum de ces groupes d'adjacence est
effectuée en affectant chacun de ces groupes a un sous-cube de I'hypercube. Dans
une deuxieéme phase, les situations 2 factorisation de monémes sont recherchées
et les attractions entre couple d'états sont évaluées en fonction des situations
détectées. L'affectation des codes aux états se fait en minimisant les distances
entre états fortement attirés.
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CHAPITRE III

THEORIE DES CUBES INTERSECTANTS
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Dans le chapitre concernant la recherche de situations a fusion de monémes,
nous avons vu que les contraintes imposées A de telles situations consistent a
affecter les groupes d'adjacence a des sous-cubes ou cubes de I'hypercube. Un
groupe d'adjacence donné peut avoir des noeuds en commun avec certains
groupes d'adjacence et étre disjoint des autres. L'affectation des groupes
d'adjacence 2 des cubes devra respecter les intersections et les disjonctions

existant entre ces groupes. Cela implique que les noeuds communs 3 deux
groupes d'adjacence G et G, devront se retrouver sur le cube intersection des

deux cubes auxquels G et Gy auront été affectés. De méme, si deux groupes

d'adjacence sont disjoints, les cubes auxquels ils seront affectés devront étre
disjoints.

Cette phase d'immersion consistera 2 affecter les groupes d'adjacence 2 des
cubes un par un dans une approche de type glouton en commengant par les
groupes de plus fort gain. La recherche d'un cube pour un groupe d'adjacence se
fera en respectant les relations d'intersection et de disjonction avec les cubes
auxquels auront été affectés les groupes d'adjacence déjd considérés. Cette
recherche est fondée sur la théorie des cubes intersectants que nous allons
présenter ici.

On distinguera deux parties principales; la premiére donnera un certain
nombre de définitions et de propriétés sur les cubes ou sous-cubes de
I'hypercube et la seconde partie traitera des conditions nécessaires et/ou
suffisantes pour la recherche de cubes vérifiant un certain nombre de relations
d'intersection et de disjonction avec d'autres cubes.

3.1. THEORIE DES CUBES: DEFINITIONS PRELIMINAIRES

3.1.1. Rappels sur la théorie des ensembles
\\m’—\

L'hypercube étant par la suite représenté par le treillis des sous-ensembles
d'un ensemble a N éléments, nous allons rappeler au préalable des définitions et
des propriétés classiques de la théorie des ensembles; ces propriétés seront
utilisées dans les démonstrations qui seront présentées.

Pour des raisons de simplicité d'écriture on notera un ensemble d'entiers
par une chaine ordonnée de ses éléments; le caractére ordonné n'est ici qu'un
artifice d'écriture. Par exemple, (1, 2, 4} sera noté 124.
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‘A est 'ensemble complémentaire de A dans un ensemble universel E,
c'est-a-dire, Cg A.

_dénote I'ensemble des éléments de A n'appartenant pas a B, c'est-a-dire,
ANB.

Tout ensemble A peut s'écrire A = (ANB) U (A/B).
Toute union A U B peut s'écrire A UB = A U (B/A).
3.1.1.1. Relation d'ordre ef équival
Par définition, ACB & ANB = A.
ACB & ANB=A

& AUB=B

=1 épB_:-ﬂ

& BCA
AcB = ANCCBNC
ACBetA'C B = AUA'C BUB'
3.1.1.2. Propriété I linalités d bl
VAVB|AnBI<I|Al
YAVB AcB&IlANBI=1Al
YVAYBANB=0 < |AUBI=1Al+IBI
YAVBIABI=IAl-1AnBI
VAVBACB & IABI=IAl-IBI
VAVB (AcBetlAl=IB)& A=B
VAI'Al=IEIl-lAl

3.1.2. L'hypercube représenté par_le treillis de Boole

Un treillis est un ensemble ordonné (P, <) tel que toute partie de P admette
une borne inférieure et une borne supérieure dans P.
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En particulier, P admet un élément minimal €gal a sa borne inférieure, et
un €lément maximal égal A sa borne supérieure.

L'hypercube booléen BN (B = (0, 1}) muni de la relation d'ordre
habituelle entre vecteurs booléens [KUNG68] est un treillis d'élément minimal
@, ..., 0) et d'élément maximal (1, ..., 1). La borne supérieure d'un ensemble
de vecteurs de BN est obtenue en faisant la somme (+) de ces vecteurs, et la
borne inférieure en faisant le produit bit 2 bit (.) de ces vecteurs.

L'ensemble des parties de {1, ..., N}, ({1, ..., N}), muni de la relation
d'inclusion entre parties d'éléments est un treillis d'élément minimal @ et
d'élément maximal (1, ..., N}. La borne supérieure d'un ensemble de sous-
ensembles de {1, ..., N} est obtenue en faisant I'union (U) de ces sous-
ensembles, et la borne inférieure en faisant l'intersection (M) de ces sous-
ensembles.

Il est connu que (BN, +, .) est isomorphe a (P ({1, ..., N}), U, M)

Les représentations du 3-cube données dans la figure III-1 illustrent
I'hypercube vu comme un treillis de Boole. Dans la représentation par un treillis
de Boole, les parties d'éléments associées aux noeuds du cube peuvent étre
interprétés comme donnant le numéro des bits égaux a 1 dans les coordonnées
binaires. De fagon plus générale, en tenant compte des propriétés bien connues
de permutations possibles dans le cube ou de changement d'origine, ces parties
d'éléments peuvent étre interprétés comme donnant l'identification des bits
différant par leurs valeurs de ceux d'une origine de référence noté @. Ces
parties d'€léments seront appelées coordonnées relatives et seront notées £. On
parlera également d'ensembles d'indices.

101 111 i i

LN,

3! i23

Figure III-2 : Différentes représentations d'un 3-cube
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3.1.2.1. Face ou cube de I'hypercube
Un cube, ou une face, est défini par un couple [zmin' b3 max) avec

€nin € ¥max- et contient tous les sommets ¥ tels que €, < E < ¥ ...

Ainsi, un cube est défini de maniére unique par ses coordonnées relatives
. ' . .
minimale zmin (qu'on appellera aussi origine) et maximale zmax'

3.1.2.2. Ensembl éristique d' |

On définit €, l'ensemble caractéristique d'un cube [E ;. € ax]s Par
€ = € ax/Emin- On note ainsi que ¥ . NE- = @. On peut aussi noter un

cube par [&;, &0 U Ecl.
exemple

Dans le 3-cube de la figure III-2, [2, 123], [1, 123] sont de§ sous-cubes de
I'hypercube, [@, 123] est I'hypercube lui-méme. 13 et 23 sont respectivement les
ensembles caractéristiques des deux cubes [2, 123] et [1, 123].

imensi !

La dimension d'un cube est égale 2 | ?’C |. Le nombre de sommets contenus
dans un cube est alors égal a 2l i,
exemple

Le 2-cube [2, 123] contient 22 sommets, notamment 2, 12, 23 et 123.

3.1.3. Intersection de cubes

3.1.3.1. Définiti

L'intersection de deux cubes [€ ;.. & nax] €t (&' mins &' ax] est égal 2
I'ensemble des sommets appartenant 2 la fois aux deux cubes.
3.1.3.2. Propriété 1
L'intersection de deux cubes [€,;., € max] et (¥ min &' hax) si elle existe,

est égale & [& ., U &' ., zmaxnz'max]' Cette intersection existe si et

seulement [, U &' .0, EmaxN &' max] est un cube, c'est-a-dire, si
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Enin Y ¥nin € € naxNE max- Cette intersection est illustrée dans la figure
II1-3.

Preuve

¥ e Enin Enaxlet e (%' min ¥'max!
S Cpinc¥cipoet @ i ctc €' hax)

< ¥nin Y Eminc ¥c zmaxnz'max

cqfd

min max

min max

zmin U z;nin zmaxh z;nax

Figure III-3 : Intersection de deux cubes

31,33, Condition nécessat fisante d' on de g

cubes

Deux cubes [¥,;, zmax] et [z'min’ z'max] ont une intersection si et

. (] 1]
seulement si zmin c ¥ max €t & min S zmar

Preuve:

Pour que l'intersection existe, - il faut et il suffit que
EminVY ¥qin S EnaxN €' maxs € qui est équivalent 2 € nin S  A—
z'min < zmax'

Cmin Y ¥min € EmaxN¥
< Cmin S EmaxNEmax) et (&' min € ¥ max"¥'max)

S Cpin € pax et Emin € Emax) et (F'min € Tpax et E'min € ¥max)

max)

Les propriétés €,,:, € ., et €' min © ¥'max sont vérifiées de par la
définition méme des cubes.

cqfd
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3.1.3.4. Propriété 2: Disionction de d |

Deux cubes [€ ;.. € hax] et [ nins €' ax] sont disjoints si et seulement si

Ernin € ¥'max ot ¥ nin € Emax-La preuve est immédiate.
exemple
Les deux 2-cubes [@, 12] et [2, 123] ont pour intersection I'aréte [2, 12].

Les cubes [3, 123] et [2, 12] n'ont pas d'intersection car 3 n'est pas inclus
dans 12.

AN\

123

Figure III-4: Exemple d'intersection
3.1.3.5. Propriété 3
La partie caractéristique du cube intersection de deux cubes s'il existe est
égale 2 l'intersection des parties caractéristiques des cubes intersectants.
Preuve:

Soient deux cubes [&;, €. U Ecet (& mins &' min Y €'c); calculons
leur intersection. C'est le cube [€,;, U €' i, (B min Y EO)NE' qin Y o)l

(Emin Y EON(E yip Y o
= Cmin"E'min Y ¥0) Y E'nin"Emin Y E) U ECNEQ)
= (min" ¥ max) YV (&' minNEmax) Y Gt
Or T in" &' max = € min car 8 ip € ¥ 'max €St une condition
d'intersection

A . ]
De la méme maniére, on montre que ' . < ¥ ..

On vérifie de plus que ¥ -N¥'c est disjoint de ¥, ; U &' in- En effet,
Cmin VY EminNEcnE o= EpinNicnEo)u & ninN¢cn¥o) =0
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Le cube intersection peut donc s'écrire
[imin U Z'min, (Zmin v E'min) v (zcﬁz'c)], Zmin v i'min étant l'origine
du cube et ¥’ son ensemble caractéristique.

exemple

Le cube [2, 12] intersection des deux cubes (D, 12] et [2, 123] a pour
ensemble caractéristique 1, qui est I'intersection des ensembles caractéristiques
12 et 13 des cubes initiaux.

3.1.3.6. Corollaire
La dimension du cube intersection de deux cubes (8 ins € min Y Eclet
[i'min, Z'min v 'S'C]°est égale a I'SCnZ'C '

3.1.4. Inclusion de cubes

3.1.4.1, Définiti
Le cube K =&, 'Smax] est inclus dans le cube K' = (& nine z'max] si et
seulement si I'intersection des deux cubes K.K' est égal a K.

3.1.4.2. Condition nécessai fisante dinclusi

Le cube K = [zmin’ € hax] est inclus dans le cube K' = [z'min’ z'max] si et
seulement si &'p.. < ¥ . et Tmax S ¥'max- On notera cette inclusion
K¢ K.

Preuve:

Le cube intersection K.K' est égal a (€ min Y € ine 'imaxnz'max].

Donc, (K € K') & (¥, v €' nin = Emin €t EnaxN 8 max = € nax)-

Or, Gin Y ¥ pin = Emin) © E'pin © € min)

et (EmaxN¥max = $max) © (rnax S ¥max):

cqfd
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Dans ce cas-ci, on a aussi la relation ¥' ;. < Tin € ¥max © ¥'max:
On peut aussi énoncer la condition nécessaire et suffisante z'min c zmin et
ZC c t'C.
Preuve

Montrons aussi que  [(8'yin € Epin) et (Bpay € B'as)]
& [(Bmin € Emin) et Ec < ¥l
=>:
(Z'min = zmin) et (zmax < z'max)
» Ic= ¥ max/€min S ¥ max/ Emin € ¥ max/ €' min = ¥
Donc (3¢ < ¥'¢)

<:
(&' min S Emin) et Eccto > Emax = Emin U tcc 2min SR e
Or Ein € Tax = EminV ¥cc Emax YV ¥c= €' nax
Donc (¥, € &' hax)

cqfd

Les propriétés qui ont été énoncées jusqu'ici vont maintenant nous
permettre de résoudre un ensemble de problémes liés 2 la recherche de cubes
vérifiant un certain nombre de conditions de dimensions, d'intersections et de
disjonctions.

3.2. RECHERCHE DE CUBES RESPECTANT CERTAINES CONTRAINTES

Dans l'introduction, on a mentionné le fait qu'un groupe d'adjacence doit
étre affecté A un cube. Ce cube doit vérifier les relations d'intersection et de
disjonction avec les cubes auxquels sont affectés les groupes d'adjacence déja
immergés dans une approche progressive de type glouton. Cette partie a pour
but de donner des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour la recherche de
tels cubes, ceci afin de pouvoir définir des algorithmes rapides de recherche de
cubes.

Trois problémes principaux vont étre soulevés. Le premier concerne la
recherche d'un cube ayant une intersection de dimension fixée avec un cube
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donné. Le deuxiéme tentera de généraliser le premier probléme; il concerne la
recherche d'un cube ayant des intersections avec un ensemble de cubes connus et
ceci pour des dimensions d'intersection connues. Le dernier probléme concerne
la recherche d'un cube disjoint d'un cube donné.

3.2.1. Recherche d'un cube de dimension fixée avant une
intersection avec un cube donné

Le probléme posé ici est de trouver un cube [¥ mine z'max] de dimension
k' intersectant avec un cube donné [zmin’ zmax] de dimension k. Montrons la
construction de ce cube.

Pour ce cube, on recherche son couple de coordonnées relatives
(&' mine €' max] en distinguant trois sous-ensembles dindices de €', qui peut
alors étre réécrit ¥ max1 VY ¥ max2 Y & max3- Ces sous-ensembles sont
détaillés dans ce qui suit.

z'maxl est I'ensemble d'indices hérités localement l'intérieur du cube; il
est égal a z'min’ pour z'min choisi convenablement. Cela provient du fait que
€ hax 2 €' \hin Pour que [z'min' z'max] soit un cube.

z'max2 est I'ensemble d'indices hérités de 1'autre cube; il est égal 2
b min/zmin' En effet, une des conditions d Intersection impose que
¥'max 2 Emin- Donc des indices de € nin autres que ceux de § min Sont
rajoutés a z'max. z'max2 est ainsi une partie de I'ensemble caractéristique du
cube recherché.

€' nax3» I'ensemble d'indices restants de ¥ max- contient (k' - | & max2 )
indices. Pour des raisons d'existence et d'intersection, z'max contient I'ensemble
zmin v 2'min; les indices de ces ensembles sont donc imposés. Une fois z'maxl
et z'maxZ construits, il convient de compléter I'ensemble c.aractéristique par
(k'- 18" .50 | ) indices n'apparaissant pas dans ¥, U ¥ ..

exemple

Dans un hypercube de dimension 5, on cherche un 2-cube [€' ;0 z'max]
intersectant avec [12, 1234]. Une solution est, par exemple, [23, 1235]. Ici,
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¥'max1 = ¥'min = 23; notons que €' min € €max = 1234. Ceci impose que

z'maxZ = 1. Pour constituer z'max3’ il reste 1 indice a trouver parmi 45; on
choisit 5 par exemple.

cube

On choisit un ensemble &' \hin Vvérifiant z'min c zma L'ensemble

X
€' maxo de cardinal | € nin/€'min | est obtenu. Pour que la construction du

deuxieme cube soit possible, il est nécessaire que la dimension de I'héritage,
cad | €,:./8 . |, ne dépasse pas k' d'ou la condition nécessaire

) (] (] ' 12 . .
| € min/€ min <k | € nin/€'min | s'écrit aussi | . € nin" &' min | ce

NE . |> |-k

qui donne | € 218 0

min" € min

hour compléter le cube

Une fois cette condition vérifiée, il faudra fournir les k' - 'zmin/z min |

indices nécessaires pour compléter le cube. Ces indices n'appartiennent

forcément ni 2 & nnia ¥ . . Ils seront donc pris dans (Eip v ¥ min) > 1€

nombre d'indices dlspombles est donc égal a | (¥, , v ¥ i) |, soit
N-1%5inY Emin |, ou encore N - | € min ! - Emin/®'min |- On en déduit
donc que k' - | ¥ . /&' . |<N-| €nin |- Enin/® min |+ ou encore

I8 hin | SN - K.

min

Les conditions nécessaires et suffisantes d'existence d'un k'-cube
[¥' min: €' max] intersectant avec un k-cube [ mins €max] donné sont:

(Emin 8 min 121 Epin | -K) 4 A ¥ | SN -K)

Autrement dit, l'intersection des deux cubes n'est possible que si l'origine
€' i du deuxnéme cube, minorant de §,,,., admet au plus (N - k') indices, et

comporte au moins ( € in | - k') indices en commun avec € min-



83

exemple

Dans un hypercube de dimension S, on cherche un 2-cube [z'min’ z'max]
intersectant avec [123, 1234]. On cherche z'min qui a au plus 3 indices et a au
moins 1 indice en commun avec 123. Une solution pour z'min pourrait é€tre
124, par exemple, ce qui donnerait le cube [124, 12345].

3.2.2. Recherche d'un cube de dimension fixée ayant une
intersection de dimension fixée avec un cube donné
\

Le probléme posé ici est le suivant : étant donné un k-cube
K=1[%,i € nax ], déterminer un k'-cube K'= (%' nin €' max] ayant une

intersection avec K, qui soit un cube K" de dimension k",

De la méme maniére que précédemment, décomposons le deuxiéme cube.
z'maxl et z'maxZ sont les mémes ensembles que précédemment; par contre une
décomposition plus fine pour la partie restante de z'max est nécessaire. Les deux
sous-ensembles sont les suivants:

z'max3 est I'ensemble d'indices caractéristiques de l'intersection et est donc
composé de k" indices. On a vu que cet ensemble est égal 2 E-NE'c. En
construisant €'c, on doit veiller 2 ce que €'c soit disjoint de €' hin» Ce qui
impose que les indices composant l'intersection sont des indices de ?’C autres que
ceux apparaissant dans i'min' Il convient alors de choisir k" indices de

€/€'in Pour composer cette intersection.

2'max4 est I'ensemble d'indices restants de z'max ne participaqt pas a
l'intersection; il contient k' - 1¢¥ 'max2 | - k") indices. Ces indices
n'appartiennent ni a ¥, . nia €' in’ €t ne peuvent plus étre choisis dans ic

car l'intersection a déja été constituée lors de la construction de max3 b4 max4

est donc un sous-ensemble de zmin U z'min U ZC . Or zmin U 'SC U z'min

’ N N . . . '
estégala &, .. U ¥ . . cequipeut se simplifieren ¥, car ¥ min € ¥max-

b3 max4 €St donc un sous-ensemble de zmax .

La construction de z'max est résumée dans la figure suivante (figure III-5):
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¥'maxl| ¥'max2 ¥'max3 ¥'max4
3'min zmin/z'mm k" indices de zC/z'min k'-l'i'male-k" indices de Emax
Figure III-5 : Structure du cube intersectant
exemple

Supposons que dans un 5-cube, on veuille trouver un 3-cube intersectant
avec le 2-cube [12, 1234] de telle sorte que l'intersection soit un 1-cube.
Montrons la construction d'un tel cube.

On doit choisir un minorant de 1234 pour &' in POUr qu'une intersection

existe (¥'in € €,,ax)- Prenons par exemple €naxl = &' min = 14
Pour les mémes raisons d'intersection, on a ¥ min € &'max- donc
€' hax 2 12. L'ensemble d'indices additionnel qui prov1ent de & ;, est

b3 max?2 = 2mm/2 min» C'est-a-dire 2.

On veut maintenant obtenir une intersection de dimension 1. Les indices de
'8'C constituant l'intersection ne peuvent provenir que de EC, a savoir 34. Or

l'indice 4 a déja été utilisé dans z'mm L'ensemble des indices disponibles est
donc égal & ¥/¥',i,, c'est-a-dire 3. 11 faut donc en choisir 1 élément; ceci

donne z'max3 =3,

A ce point, §'c est partiellement constitué et contient les 2 indices 23.

Comme on veut un 3-cube, il reste A fournir encore un indice. Cet indice ne peut
provenir ni de i n Di de 'S'mm qui ont déja été utilisés. Aucun autre indice de

EC ne peut étre utlllse car l'intersection est déja constituée. Comme montrée
précédemment, I'union de ces trois ensembles est égal a 'imax; I'ensemble des

indices disponibles est donc 5. 11 faut en choisir 1 indice; donc z'max4 =35.

Le cube obtenu est donc [14, 12345] et l'intersection qui en découle est
[124, 1234]. La construction de ce cube est résumée dans la figure suivante.
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Ein =14 | 14]2]3 5|

Sha= T t

max min zmax4 = 1 indice de'.‘,’max
z;naxZ = 2min/ z;nin - 'i;nax4= 1 indice de fC/'Zmin

Figure III-6 : Construction du cube intersectant
' 4 |}

ruire I'intersecti

Pour construire 1'intersection et constituer le sous-ensemble
pouvoir choisir k" indices 2 partir de /¥t
| 8c/® i | 2 k"

[} .
€' max3» il faut
min’ ¢eci impose donc que

Or ¥ peut aussi s'écrire o= (ic/i'min) U (Zcmi'min). Ces ensembles
étant disjoints, on a aussi | B/ min =18 1-1 EcNE g |
On obtient donc la condition nécessaire

' chi'min l < l zc l -k"=k-k"

Cette condition impose que le nombre d'indices que z'min a au plus (k - k")
indices en commun avec Ec.

1.2.2.2. Condition de_place_sut s indi

La condition précédente permet de savoir s'il y a suffisamment d'indices
pour construire l'intersection. Néanmoins, pour garantir une intersection de

dimension k", il faut que k" soit Plus petit que la place restante apres la
constitution de z'max2’ soit k" < (k' - | z'max2 ).

Or | & maxal =1 ?’min/z'min I=1 Emin |- | z'minmzmin .

Donck"<k'- 1% »l&k <@ -| Emin |+ 18 0 e 1),

Ce qui donne comme condition nécessaire

| Z'minnimin I>k"- k' + | 'Smin |
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Si les conditions précédentes sont satisfaites, on est sir de pouvoir
construire l'intersection. Une fois cela fait, il se peut que le cube construit a ce
point ne soit pas un k'-cube; il faut donc constituer z'max4 avec

k'- 1 ¥ .40 | - k" indices pris de &, ,ax - Pour que cela soit possible, il faut

quek' - 180 l-k" <l ¥ . |

D'une part, | € . | =N-1°% |, et d'autre part

m a x
18 max2 =185, 1| €' min" & min | aménent a la condition
k' - 18 i |+ EminN"Emin | -kK"sSN-TE . |, cesta-dire,
P8 min " Emin | SN-K +k"+ 18 |- € nax |- En utilisant le fait que
¥max = ¥minV ¥c, onobtientk =1 B l=18 . |-1% . |

A}

On en déduit la condition nécessaire suivante
I8 i Emin | SN-K + k" -k

Les deux conditions précédentes donnent l'intervalle des valeurs pour les
nombres d'indices de €', ;.\ qui peuvent étre choisis dans € nin-

Constituer z'maxl en choisissant z'min c zmax vérifiant les trois
conditions précitées.

Construire 2'max2 en calculant zmin/z'miw

Choisir k" indices de ¥/%',;, pour effectuer l'intersection.

Compléter le k'-cube avec des indices pris dans & nax -

Les conditions nécessaires précédentes garantissent de pouvoir construire le
cube; ce sont donc des conditions suffisantes d'existence de solutions.
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3.2.3. Cas particulier de l'inclusion

On va montrer ici que la recherche d'un k'-cube K' inclus dans un k-cube K
donné se raméne 2 chercher un k'-cube intersectant avec le k-cube K générant un
cube intersection de dimension k'

Ceci permettra de ramener le cas de l'inclusion au cas plus général de
l'intersection
Preuve

Supposons K' ¢ K.

CK&®KNK'=K'> dimension(KNK') = dimension(K')
est donc bien un cube admettant une intersection de dimension k' avec K.

Inversement, si K et K' ont un k'-cube pour intersection, alors
lEcn¥cl=k

|2'C|=k'(=> I'?,CmZ'CI=IZ'CI© 3'Cg zc

Montrons 2min c ¥ 'min> Pour des raisons d'intersection on a
¥min € ¥max = min Y ¥C

¥min € Tminv ¥ Emin’t'c S Tmin

Comme (Z'C c zc = EC c i'c ), imin/'ic c Emin/i'c et donc
Zmin/ zC < z'min |

Mais i /80 = B, i, ce qui amene 2 Enin € 'min

On a donc K et K' qui intersectent et Tnin € ¥'min €< ¥, ceci
entraine K' ¢ K

cqfd

3.2.4. Recherche d'un cube de dimension fixée ayant des

intersections de dimensions fixées avec un ensemble de cubes

donnés

Le probleme posé ici est de trouver un k-cube K =[% min® zmax]
intersectant avec un ensemble de cubes {Kl, ...» K} de dimensions (ks oo kp)
fixées, et tel que les dimensions {k'y, ..., k') des intersections avec ces cubes

soient fixées.
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On ne propose pas de conditions nécessaires et suffisantes pour trouver un
tel cube, mais on donnera un ensemble de conditions nécessaires permettant de
filtrer au maximum I'ensemble des solutions possibles.

Pour bien comprendre ces conditions nécessaires, on prendra I'exemple
suivant et on montrera la conséquence de l'application de chacune de ces
conditions.

exemple

Soient K= [123, 12345] et K5 = [146, 13456]. Dans un hypercube de
dimension 7, on cherche un 3-cube intersectant avec K1 et K,, de telle sorte que
les intersections soient respectivement de dimensions ki'=0etky' =1.

3.2.4.1. Conditi E . I ffi I , |
Imette des int i ble d | ] E
Soit [Kl, ..., K} un ensemble de cubes donnés avec K= izmini, zmaxi]

pouri=12an. Alors, K = [zmin, zmax] intersecte avec chacun des cubes si et

n .
seulement si €. < (M) zmaxi et Enax 2 Y iminf On notera BSm la borne
i=1 i=1

n
supérieure nzmax- (de I'ensemble des valeurs possibles) de zmin et BIM la

borne inférieure U zmm (de I'ensemble des valeurs possibles) de zmaX‘
i=1
Preuve

Pour que K intersecte avec {Ky, ..., K}, il faut et il suffit que la condition
d'intersection avec chaque K; soit vérifiée, c'est-a-dire,

Vi=lan (B, € zmax et &yax 2 2mm )

Or (Vi=1an ¥ ; ¢ Emax; © Emin € (\)

et (Vi=1an ¥, o Emin; © Fmax 2 Uzmm ).
cqfd
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Un cube [zmin’ zmax] solution du probléme posé vérifie donc
Enin © BSm =1345et ¥, . 2 BIM = 12346,

Corollaire: Dimension minimale d'un tel cube

La dimension minimale du cube K = [zmin’ zmax] intersectant avec un
ensemble de cubes (K, ..., K, } est égale 2 | BIM/BSm |.

Preuve

€, par définition, est égale 2 € maxEmin-

Or $in € BSm = ¥ . o BSm. Donc, comme € max 2 BIM, ¥,
vérifie £ 2 BIM/BSm, d'od la dimension du cube | ¥ |2 | BIM/BSm |.

cqfd

3.2.4.3. Condition nécessai la_dimension minical

du cube recherché

Le corollaire précédent nous précise qu'une dimension minimale est

imposée au cube recherché. Comme ce cube doit étre un k-cube, il faut que
| BIM/BSm | <k.

exemple

La dimension minimale imposée est égale a | 12346/1345 | =| 26 | = 2. On
peut continuer la recherche d'un 3-cube.

Pour bien suivre I'exemple, on indiquera l'ensemble des valeurs possibles
de ?’min' noté EO, apres application de chaque condition nécessaire. Notons que

tout ensemble possible pour zmin est un sous-ensemble de 1345.

Au départ, EO = {@, 1, 3, 4, 5, 13, 14, 15, 34, 35, 45, 134, 135, 145, 345,
1345}.

cubes

Pour construire le cube recherché, il faudra choisir ¥ C BSm.

min =
L'intersection de ce cube avec les autres cubes imposant que 3max =2 BIM, un
ensemble d'indices ¥p; égal a BIM/Z i, sont hérités des origines de I'ensemble
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des cubes. Pour que la construction du k-cube soit possible, il faut que
| BIM/E_ ;. | <k. La condition nécessaire est donc

| BIMNE, . |1>IBIM |-k

Notons aussi que, comme .. € BSm,ona ¥ _; NBSm = € in- On peut
donc réécrire la condition précédente par
| BIMNBSm)NE . [>IBIMI-k
exemple

La condition impose de trouver ¥ . vérifiant | 134n% . |>5-3= 2.

EO devient {13, 14, 34, 134, 135, 145, 345, 1345). Voyons, par exemple,
pourquoi § . =15 ne convient pas. Le cube partiel obtenu est [15, 123456] qui

est un 4-cube, ce qui est trop grand. On entend par cube partiel le cube dont la
coordonnée relative maximale est égale 2 zminu &y, c'est-a-dire,

[(min EminVEnl-

3.2.4.5. Condition nécessaire di intersections heérite

L'ensemble d'indices hérités des autres cubes BIM/E  ;, est un sous-
ensemble de 'SC. Ce sous-ensemble impose donc une intersection partielle avec
chaque cube K;, égal a (BIM/imin)n'SCi. Or l'intersection voulue avec chaque
cube K; est de dimension k;'. Pour que ces dimensions soient respectées, il faut
que la condition suivante soit respectée: ¥i=1an | (BIM/imin)r\'SCi | <k;. En
d'autres termes, il faut que ¥i=1 an | (BIMNEC)NE i |>1 BIMN ¥, | - k.
Cette condition peut étre aussi exprimée par

Yi=1an| (BIMNBSmNE )N iy | >1 BIMNEc, | -k

exemple

La condition impose de trouver €, . vérifiant
11344508 i 12 1134n45 1 -0 et 1 134035028 121134035 |- 1,
ou encore | 4nE i 1> 1etl3nE ;>0

- EO devient {14, 34, 134, 145, 345, 1345). Voyons pourquoi € nin =13 ne

convient pas. Le cube partiel obtenu est [13, 12346). L'ensemble d'indices
hérités est égal 2 246. Ceci impose les indices d'intersection 246145 = 4 et
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246M35 = @ pour K et K, respectivement. On note que l'intersection partielle
obtenue avec K 1 est de dimension 1 et donc trop grande.

Si la condition précédente est vérifiée, alors les intersections partielles sont
plus petites que celles voulues. Considérons un cube K;; I'ensemble des indices

composant son intersection partielle est (BIMnZCi)/imin. Il faut donc la
compléter cette intersection avec k;' - | (BIMm'SCi)/imin | indices. Ces indices
doivent étre pris dans ici (car ils forment l'intersection), sont différents de
ceux de BIMm'iCi, et n'appartiennent pas a § . car ces indices d'intersection

appartiennent forcément 2 'SC. L'ensemble d'indices disponibles est donc égal a
("5Ci/BIM)/Zmin. Il faut donc qu'il reste suffisamment d'indices pour compléter

chaque intersection, d'od k;' - | (BIMm'SCi)/'Smin < (zci/BIM)/?;min l, ou
encore k;' < | (BIMN¥¢.)/8, ;1 |+ (Ecy/BIM)/ i . Or BIMN X, et
BIM/iCi sont deux ensembles disjoints, ce qui implique (BIMr'\'ZCi)/'c'imin et
(3 c./BIM)/E ;0
I (BIMNE )/ pmin | + 1 (B /BIMY/E i, | = | £c/€min |- La condition

nécessaire devient donc k;' < | zci/zmin |, ou encore | 3Cimzmin < ici | -

sont encore disjoints, ce qui entraine que

k;'. Par définition, on a aussi | 'ECi | = k;.

Finalement, pour tous les cubes, en utilisant le fait que 'zmin € BSm, on
obtient la condition nécessaire suivante:

Vi=lanl BSmNEc)NE ;I <k; - K.

exemple

La condition impose de trouver zmin vérifiant
| 1345n45M% . 1<2-0etl 134503518 1in | S 2 - 1, ou encore

14508 i I <2et135n8, . I<1.
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EO devient {14, 34, 134, 145}. Voyons pourquoi €,in = 345 ne convient

pas. Le cube partiel obtenu est [345, 123456). L'ensemble d'indices hérités est

égal & 126. Ceci impose les indices d'intersection 126145 = @ et 126n35 =0
pour K; et K5 respectivement. Il faut fournir un indice pour l'intersection avec

K, et celui-ci devrait étre pris dans '8C2 = 35. Or ces deux indices ont déja été
utilisés dans . .

(]

iti 1 n mpl

individucllement cl intersect]

Dans la section précédente, on a cherché s'il existait suffisamment d'indices
pour compléter les intersections. Néanmoins on n'a pas vérifié s'il existait
suffisamment de place dans le k-cube recherché pour rajouter les indices
nécessaires pour compléter ces intersections. Une fois I'héritage EH =

BIM/Emin obtenu, la place restante dans le k-cube pour d'autres indices est égale

a
k - 1 ¥4 |. L'intersection imposée pour chaque cube K; étant égale 2 '8Hn'ici, la

place restante doit pouvoir contenir les k;' - l szzCi | indices a fournir pour
compléter I'intersection.La place restante k - | €p4 | doit donc étre inférieure ou
égale A k;' - | 3Hm£Ci |, ce qui peut aussi s'écrire k - ki'<|8yl-1 'SHm'SCi l.
Comme szzCi C ¥y,onal¥yl-| anzCi | = | EH/zCi | et ainsi
| szCi l <k - ki'. Remplagons &y par BIM/E ,;,,» on obtient
| (BIM/ECi)/Zmin | <k - k;', ce qui amene 2 Ia condition nécessaire suivante
Vi=12anl| ((BSmABIM)YZc)NEpmin | 21 BIM/EC) |-k + K

exemple

La condition impose de trouver € nin Vérifiant
| (134/45)n8 i 121 12346/451-3 40
et| (13435)NE . 12112346351 - 3 + 1, ou encore

113 il 21etl 140, 122,

- EO devient (14, 134, 145}. Voyons pourquoi § .. = 34 ne convient pas.
Le cube partiel obtenu est [34, 12346]. L'ensemble d'indices hérités est égal 2
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126. Ceci impose les indices d'intersection 126145 = @ et 12635 = @ pour K;
et K5 respectivement. 11 faut fournir un indice pour l'intersection avec Ky mais

il ne reste plus de place pour introduire cet indice dans zmax°

MWW T T——" e indisidualie nent

Considérons le cube recherché et faisons le bilan de sa construction partielle
effectuée jusqu'a maintenant. zmin C BSm a été choisi comme origine; cela a

imposé un héritage ¥4 = BIM/E i, pour la partie caractéristique €, dii aux
origines des autres cubes. Pour chacun des cubes K;, cet héritage a imposé une

intersection partielle N .. Celle-ci a été complétée par des indices de &,
H Cl Cl

autres que ceux de BIM ou de ¥;., pour obtenir une intersection 2 k;' indices.
Si le k-cube n'est pas constitué, c'est-a-dire si 'ensemble 'ic construit jusqu'a

présent ne comporte pas encore k indices, alors il faudra compléter le cube
partiel par un nombre nécessaire d'indices.

Origine|Héritage des autres cubeJ

'zmin EH/ zc- tH A .zc. Indices de Indices de
1 1 20 /(BIMUV Emin) 'iminu’SHU'ic

i .,
> >re+— sl —®| pour compléter

k' indices composant I'intersection le cube
1 —sle >

k = dimension du cube

‘;

Figure III-7 : Structure du cube intersectant au vu de chaque intersection

On voit d'apres le schéma précédent que le sous-ensemble de zmax obtenu
contient €., Epyetk; - | ianCi | indices de ('.",Ci/BIM)/'Smin utiles a
compléter l'intersection avec le cube K;. ZH peut aussi s'écrire comme union
disjointe de szzCi et ZH/'ZCi; EH/'ZCi est 'ensemble d'indices ne prenant pas
part a l'intersection. Le nombre d'indices qui composent partiellement & est
donc égal a | ZH/‘ZCi |+ k;'. Le nombre d'indices 2 fournir pour compléter le

cube au vu du cube K; est ainsi égal 2 k - | 2H/£Ci | - k;'.
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Pour compléter le cube, les indices nécessaires ne peuvent étre pris ni dans
& in Ni dans EH/'ZCi. Ils ne peuvent pas non plus étre pris parmi les indices de

ici ne composant pas l'intersection, car l'intersection a été construite avec la

dimension voulue. zmin U zH/ZCiU Eci est donc l'ensemble d'indices

disponibles. Le nombre d'indices disponibles est égal a
l 2min U 2H/2Ci () zci I, c'est-a-dire N - | Emin U 2H/'8Ci ) Zci '

Or /% ; est disjoint de ¥ ;. et de ¥ ;» ce qui donne
l imin v ‘£H/'£Ci v zci | =1 Emin v zci I +1 ‘ZH/XCi |. En réécrivant
'8Ci U &, i Par Eci U Xmin/’ici, le nombre d'indices disponibles est alors égal
aN-I| iH/'SCi I-1 e, |-1 tmin/zCi |. La condition pour pouvoir compléter
le cube au vu du cube K; est donc la suivante:

k-| ZH/ECi |- ki'<N- I ZH/ici |- ici I-1 Emin/ici I
ce qui, en simplifiant, se réécrit pour tous les cubes:

Vi=l an | BSm/Ec)NE i) <N -k; -k +k;'

exemple

La condition impose de trouver zmin vérifiant
| (1345/45)n% i 1< 7-2-3+ 0et] (134535)n8, . 1<7-23+1,

ou encore | 13nE ;1 <2etl 1400 | <3.
EO reste égal a {14, 134, 145}.
her 'un igi li

Dans l'exemple que l'on a développé pour illustrer les conditions
nécessaires, on note que l'ensemble EO de tous les minorants de BSm a été
construit, puis réduit a I'application de chacune des conditions nécessaires. Dans
la réalité, une méthode visant 3 accélérer la recherche d'un ensemble d'origines
potentielles est utilisée. Pour cela, on génére un ensemble d'inéquations 2 partir
des conditions nécessaires, auquel on applique certaines régles de simplification.
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Simplification d'un ensemble d'inéquations

On a vu dans ce qui précéde que chaque condition nécessaire impose une
restriction sur la valeur que peut prendre zmin' Cette restriction s'exprime sous
la forme d'une inéquation de la forme | zminﬁz ISc,ons représente une des

inégalités < ou 2, et Ereprésente un ensemble connu et ¢ un nombre connu

d'indices. Apres application des différentes conditions nécessaires, un ensemble
'inéquati . <

d'inéquations de la forme { | EninN &k |'S o) est obtenu,

On donne par la suite un ensemble de regles permettant de simplifier ces
inéquations.

Inéquations inutiles

Deux cas d'inéquations inutiles se présentent.

Le premier cas conceme une inéquation de la forme | € inNE 12 0. Cette
Inequation est inutile car quelle que soit la valeur de zmin’ cette inégalité est
vérifiée.

Le deuxiéme cas conceme une inéquation de la forme | € hinNE | <c, avec

la condition | ¢ | < c. Cette inéquation est alors inutile car quelle que soit la
valeur de €., onal . nEl<|¥l<ec.

Inéquations sans solution
On énonce deux cas d'inéquations sans solution.

Le premier cas concerne une inéquation de la forme | iminmi | > c, avec

la condition | ¥ | < c. Il n'existe pas de solution car, sous la condition
précédente, l'inéquation | €. "€ | > ¢ impliquerait | € inNE 1> 181 Ceci

est impossible car quelle que soit la valeur de Enine | EninnE <1 21,

Le deuxieme cas concerne une inéquation de la forme | €hinNE | <c, avec

la condition ¢ < 0. I n'existe pas de solution car, sous cette condition, on aurait
I '€ min € | <0, ce qui est impossible.
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Réduction du probléme

Deux cas intéressants peuvent permettre de réduire le probléme de la
recherche de zmin' Le premier cas permet de trouver des indices dont on est

slir qu'ils appartiennent 2 zmin' Par contre, le deuxiéme cas permet de trouver
ceux qui n'appartiennent pas a ¥ .

Le premier cas concerne une inéquation de la forme | EninNem I3 3
l[pour un m donné. On montre dans ce cas que & in2 ¥ et ¥ .0 est
solution de I'ensemble d'inéquations réduit { | EninN /8 ) s - 1 SWat A

l; k # m).

Preuve

Notons d'abord que
l Zminn'zk I § Ck =3 2mmn(ik/£m) l § Ck - | 'Sminnikn'im l

Onaaussi | 8, "¢ |>] Il o | zminﬁ?’ I=1¢I
& Ein2 e
& 'mem'?, =%

Sous la condition zminnzm =%,
=1

' ’Sminm(ik/im) ' § Ck - I iknim |
cqfd

Le deuxi¢me cas conceme une inéquation de la forme | &, ; "% 1<0
pour un m donné. On montre dans ce cas que ¥,; "E, =@ et € nin St
solution de I'ensemble d'inéquations réduit { | 8 ; ~(€, /% )|s ¢ k #m]).

Preuve
Notons d'abord les équivalences suivantes:

2pinnEm 10 & 18,0 1=0 & 2 .t =0
- Sous la condition §,; "% =0,
I mer\(ik/im) ' § Ck - I '£minm'8km'£m I = I zmmr\(zk/'im) l § C
cqfd
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exemple

Soit le syst¢tme d'inéquations suivant obtenu en appliquant les conditions
nécessaires a 'exemple précédent:

|8 in134 122

| 8 nin4 121

1E,n3120

1€ inn13 121

| 8 ninn14 122

I8 in4s <2

I8 i35 1<1

|8 ninn131<2

I8 inn141<3

On note que les inéquations 3, 6, 8 et 9 sont inutiles. Des inéquations
restantes, on note que les inéquations 2 et 5 entrainent que zmin D 14. En

appliquant les régles de réduction, on aboutit a:
I ‘Sminm3 >0

I 'iminm3 I>0
|8 hinn3s5 <1

Les inéquations 1 et 4 deviennent inutiles. Il ne subsiste que l'inéquation 7.
A partir de 1, il suffit de rechercher les minorants de 35 vérifiant cette inégalité
a savoir @, 3 et 5. Les solutions pour & ... sont donc 14, 134 et 145. On

retrouve bien 1'ensemble EO des origines retenues.

Apres application de toutes les conditions nécessaires précédentes on aboutit
a un ensemble d'origines possibles pour le cube recherché. On veut montrer ici
que tous les éléments de cet ensemble ne permettent pas de construire le cube
recherché. Considérons pour cela la solution zmin = 134; alors on ne peut pas

trouver de cube respectant a la fois les dimensions voulues pour toutes les
intersections. Construisons le cube; le 2-cube partiel obtenu est égal a

[134, 12346]. L'ensemble d'indices hérités est égal & 26. Ceci impose les indices
d'intersection 2645 = @ et 26135 = @ pour K; et K5 respectivement. 11 faut
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alors fournir un indice pour l'intersection avec K, et celui-ci ne peut qu'étre

égal & 5 (§9/& iy = 35/134). Ce qui donnerait le 3-cube [134, 123456]. Or ce
cube admet une intersection de dimension 1 avec K1, ce qui est trop grand. Donc

avec zmin = 134, on ne peut pas construire le cube recherché.

Par contre pour zmin = 14 et 2min = 145, les cubes obtenus sont

respectivement [14, 12346] et [145, 123456]; ce sont deux 3-cubes qui respectent
les dimensions des intersections.

n i r '‘ensembl
igi ibl
Probléme général

Soit EO l'ensemble des origines vérifiant les conditions nécessaires;
considérons une origine zmin € EO et résumons la construction du cube

recherché a partir de l'origine choisie.

L'héritage imposé pour ¥ par le choix de ¥; est BIM/E ;- La
dimension du cube partiel est donc | BIM/E . |.

2) 11 faut donc compléter le cube partiel obtenu par un ensemble E 3
k- I BIM/€ ;) | indices pris dans BIM U ¥, .

L'intersection imposée par 1'héritage pour le cube K; est égale a
BIMNE ¢/ Epyi, de dimension | BIMNE ¢ /%, .

Il faut fournir k;' - | BIMmiCi/Z | indices pris dans

min
zci/(zmin U BIM) pour compléter chacune des intersections.

Au vu de toutes ces remarques, on doit chercher un ensemble E vérifiant
|En BIMU % ; I=k-|BIM/E_. |

min
et

Vi=l an | En(¥c/BIM U Z ) | =k; - | (BIMNEC)/ & i |

min
exemple

Pour zmin = 134 dans I'exemple précédent, on doit trouver E vérifiant
|En57 l=1etl En51=0etl En5 | =1
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| EN5 | =0et] EN5 | =1 étant contradictoires, il n'existe pas de solution.

Pour zmin = 14 dans I'exemple précédent, on doit trouver E vérifiant
| En571=0et| En51=0etl EnS | =0.
La solution est E = @, d'ou le cube [14, 14 236].
Résolution d'un ensemble d'équations de la forme | ExNE | = ek
Comme annoncé dans le paragraphe précédent, la construction des cubes

solutions du probléme posé se fera donc par la recherche d'un ensemble E
vérifiant les égalités précédentes des qu'une des origines zmin possibles est

fixée. On se retrouve donc avec un ensemble d'équations de la forme
(| EgnEl = ex; k =12 P+1) od E est un ensemble d'indices, ey est un

nombre d'indices a fournir et P dénote le nombre de cubes du probléme. On
peut montrer que ce probléme se raméne a la résolution d'un systeme linéaire a
solutions dans {0, I]N.

ivalen n ¢ inéaire d'équatio
Définition: Vecteur indicateur

Soit E une partie de {1, ..., N}. On définit le vecteur indicateur VE de E
par un vecteur de {0, I}N, vérifiant VE, = 1 si et seulement sik € E.

Vecteur indicateur d'une intersection

Soient X, A et B des parties de {1, ..., N}.
Alors X = ANB & VXk = VAk.VBk.

Cardinal d'un ensemble

Le cardinal d'un ensemble E peut s'écrire Zfi]VEk-

Ceci permet d'écrire | ENE | = lIiIVEk'.VEk. En terme de matrice on
peut écrire | ENE | = VE'TVE oa TVE est Ia matrice transposée de VE.

Construction de la matrice

Chaque équation de la forme | E NE | = €k peut donc s'écrire VE,.
TyE = ex- On construit ainsi une (P+1)xN-matrice M dont 1a ki€me ligne M
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est égale a VEk. On obtient donc 1'équation M.TVE = Te, ol e est le vecteur
(€1, ..., ep). Cette matrice n'est en général pas carrée, ce qui entraine que son

déterminant est nul et donc le systéme admet une solution non unique. De plus,
ce probléme s'apparente 2 un programme linéaire en nombres entiers car, pour
ce systtme, on recherche des solutions qui appartiennent 2 l'espace BN. La NP-
complétude de ce probléme et la complexité des algorithmes mis en oeuvre pour
sa résolution font que I'on optera pour une méthode qui consiste a affecter les
valeurs 0 et 1 a chaque variable jusqu'a obtention d'une solution.

Néanmoins, pour accélérer cette recherche, on utilisera quatre reégles de
simplification qui permettent de réduire le systzme.

Regles de simplification -
Régle 1:

On est en présence d'une équation de la forme | E_ NE I= | E, | On
montre dans ce cas que E o E;, et que E est solution de l'ensemble réduit
d'équations { | (Ex/Eqy)NE | = ek - | EynE, | pour k # m})

Preuve
Notons les équivalences suivantes:

(Ep El=1E, ) & By € B) & (B E=E,).

De plus, pour k # m, en réécrivant | E,nE |, on a
ey =| EynE | =| (B nE )nE | + By /E, ) E |.

Or ExN(EqNE) = EynE, doti ey = | By E | + 1 (B /E ) E |
Ainsi (| EgnE | = &) & (| B /E)nE | = ¢ - | E,nE,_ 1)
cqfd
Régle 2:
Deux cas d'impossibilité se présentent ici.

- Pour le premier cas, on est en présence d'une équation de la forme
- o, [ 3 )
| E,NE |= e, avec la condition | Ep, | < ep,. On montre dans ce cas qu'il n'y
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a pas de solution. En effet, chercher E vérifiant | E_ NE | = em avec e, > |E
| revient a chercher E vérifiant | EpE | > E |, ce qui est impossible.

Pour le deuxi¢me cas, on est en présence d'une équation de la forme
| E,,NE I= €m avec la condition e, < 0. Il n'y a pas de solution 2 cette

€quation car quelle que soit la valeur de E, | E_,nE I> 0.

Régle 3:

On est en présence d'une équation de la forme | E ,NE |= 0. On montre
dans ce cas que ENE_, =@ et que E est solution de 1'ensemble réduit d'équations

{ | By/E)E | = ¢y pour k £ m})

Preuve
(E,nE | =0) & (E,NE = ).
On a vu que | ExnE | = | (B "B )AE | + | (B /E, ) E I. |
Or EyN(Ey,NE) = @, d'oit ¢ = | EynE | = | (B /E,)E |
Ainsi (| ExnE | = ¢)) & (| (Bi/E)NE | = ¢)

cqfd |
Régle 4

On est en présence de deux équations de la forme | EnNE |=e, et
| E ,NE I= €m' avec la condition E ) € E - On montre alors que 1'équation
| E;y'NE |= e+ peut étre remplacée par | En/EmNE |l =¢ -e .

Preuve
(Em S En) © By =B UE /E)
Donc (I EpynE | = ey) € (| Epy E | +1 (B /E, )NE) | = em’)
OrlEjnEl=e.

Donc (I By E | = ey) & (| (B /Ep)nE) | = e - em)
cqfd
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Recherche exhaustive de solution

On est dans le cas ol aucune des quatre régles précédentes n'est applicable.
Dans ce cas, on ne peut éviter la recherche exhaustive de solution. On montre
alors qu'il suffit de considérer une équation quelconque | EnNEl=e, de

choisir un sous-ensemble E' de E, 2 ey indices et ensuite de résoudre
I'ensemble réduit d'équations { | (Ex/E)NE | = ey - | E'NE, l; k # m). Cette
opération est répétée avec d'autres sous-ensembles E' de Eq,-

Le probléme se raméne donc A démontrer I'équivalence suivante:

(E est solution de { | E,nE | =¢; })

- =
Vm 3B’ vérifiant (E'l = | E) nElet E'C EetE € E, )
tel que E est solution de { | (Ex/E))NE | = ey - | EpnE' l; k # m)

Preuve

Notons tout d'abord I'égalité suivante:

VEy YEp! (By/Ep)E | = ¢y - | EgnE E .
=>:

Comme E est solution de { | E,nE | = ek ), E est solution de | E_ NE | =
e, pour tout m.

Pour tout m, si on pose E' = E,NE, on obtient un ensemble E' vérifiant
|E'l=1 (E,,NEletE'C EetE C E.,,. De plus, pour tout k#m, on obtient
| (B /E)E | = ¢y -1 E nE .

«:
Fixons un m arbitraire
Soit E' vérifiant (| E'| = | (E,nE | et E'C EetE C E,)
(El=I(EprEletE'C EetEC E)

= (El=1E NEletE C ENE)
& (E'=E NE)
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Donc | (Ey/E;)NE | = ¢ - | E NE' |
& | BER)NE | = ¢ - | ENE,nE, |

cqfd

Cette derniére propriété nous permet en fait de choisir une équation et de
chercher toutes les solutions pour cette équation. Pour chacune des solutions de
cette équation, on pourra remettre 3 jour I'ensemble des équations restantes et
ainsi, récursivement, réappliquer une des quatre régles de simplification, si cela
est possible, sinon d'effectuer un nouveau choix selon cette derniére propriété.

exemple

Soit le systeme d'équations suivant:
| En12346 =3

2 |En2451=1
3) |ENn13461=2
@ |En123571=2

Les équations 1 et 3 permettent d'appliquer la régle 4, a savoir remplacer
I'équation 1 par | En2 | = 1.

Par cette transformation, I'équation 1 permet d'appliquer la régle 1: donc
Eo2

Le systéme se réduit ainsi a
IEN451=0
3) |En13461=2
@ |En13571=1

L'équation 2 permet maintenant d'appliquer la régle 2: donc EN45 = @

Le systeme se réduit donc a
| En136 1 =2
@ |En1371=1

A ce point, aucune régle de simplification ne peut étre appliquée. On
effectue donc la recherche exhaustive.

Cherchons, par exemple, les solutions de I'équation 3, ce qui donne 13, 16
et 36.
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Choisissons, par exemple, 13 comme solution; ceci nous améne, apres
remise 4 jour du systeme restant, 3 | En7 | = -1; donc il n'y a pas de solution

(régle 3).

Par contre prenons 16 ou 36 comme solution; dans les deux cas, ceci améne
a | En7 | = 0; donc EN7 = @. Finalement, les solutions obtenues sont E = 126 et

E = 236.

3.2.5. Impossibilité de généraliser les conditions nécessaires et
suffisantes d'intersection entre deux cubes

D'autres conditions nécessaires basées sur les conditions nécessaires et
suffisantes données pour l'intersection entre deux cubes auraient pu &tre
utilisées. Celles-ci peuvent étre énoncées de la maniére suivante:

Le k-cube K = [§, ., € 1ax] admet des intersections avec un ensemble de

cubes
{K{, ..., K} de dimensions respectives {k, ..., k..} pour des intersections
1 n P 1 n!P

de dimensions respectives k1, ..., k')
entraine

zmin BSm
et Vi (k; 1<+I£mm | < IzminimzminlsN-uki'-ki)
et ¥i (I chm’imm | < kl - kl')

Montrons que ces conditions ne sont pas suffisantes, et moins efficaces que
les conditions nécessaires précédentes. Cherchons les origines zmin vérifiant ces

conditions nécessaires pour I'exemple précédent; on obtient alors le systéme
d'inéquations suivant:
113, | <

| 138, i 12
14518 . | <
| 14n% . | <
| 14nE ;1>
13518 1<

I2
<3
I>1
I<1
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Les seules inéquations intéressantes sont (5) et (6); toutes les autres sont
inutiles. Les origines vérifiant ces deux inégalités sont 1, 4, 14, 13, 34, 134, 15,
45 et 145. Au vu de ces solutions, deux remarques s'imposent. Premiérement,
ces conditions nécessaires ne sont pas suffisantes, car I'ensemble d'origines
trouvé est plus grand que l'ensemble des origines solutions. Deuxi¢émement, on
note aisément que le "pouvoir filtrant" de ces conditions nécessaires est
nettement plus faible que celles données précédemment. La raison en est que ces
conditions nécessaires garantissent de pouvoir construire un cube ayant une
intersection avec chaque cube K; avec la dimension voulue, mais ne garantissent
pas que le cube obtenu soit le méme pour tous les cubes, ce qui est une condition
plus forte.

A titre d'exemple, considérons l'origine zmin = 45. Au vu du cube
K1 =1[123, 12345], le seul 3-cube ayant une intersection de dimension 0 avec K 1
est [45, 12345]; au vu du cube Ky = [146, 13456], le cube solution est

[45, 13456]. Les solutions retenues pour les 2 cubes sont différentes. Par contre,
si zmin = 14, pour Kl, les cubes solutions sont (14, 12346] et [14, 12347] et
pour K,, les cubes solutions sont (14, 13467], [14, 14567], [14, 12346] et

[14, 12456]. Le cube solution commun est donc [14, 12346].

3.2.6. Recherche d'un cube de dimension connue disjoint d'un cube
donné

On propose ici de rechercher un k'-cube K' = [z'min’ ?"max] disjoint d'un
k-cube K = [ zmin’ 'Smax]. On rappelle que K et K' sont disjoints si et seulement
si 8'hin & € nax OU € nin & €'max- On effectuera la construction de K' en
considérant les deux cas z'min o zmax et z'min c zmax’ et on donnera les
conditions nécessaires et suffisantes de cette construction dans chacun des cas.

3.2.6.1. Choix de ¥' 'minm'minﬂm.ax

Condition nécessaire et suffisante d'existence de 3'min

Dans ce cas-ci, le fait que rmin o ?’max garantit la disjonction entre les
deux cubes. On va montrer dans ce cas-la que la condition nécessaire et
suffisante est la suivante: (| EhninD Emax 12 Detd € hin | SN-K).
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Preuve

D'une part, (8'in € E110%) © B'nin” Emax = 9)

S (i Enax PO 18 N . 121)

D'autre part, pour construire le cube aprés avoir choisi & min Vérifiant la

condition précédente, il faut et il suffit que le nombre d'indices disponibles pour
constituer Z'C soit supérieur A k', c'est-a-dire N - | € hin | > k', dou la

condition nécessaire: | € in | SN-K.

La condition nécessaire et suffisante pour construire le cube recherché est
donc )

(¥ minO Enax 12 Det 8 . 1<N-K)
cqfd
Construction de K'

Choisir z'min & zmax vérifiant les conditions nécessaires et suffisantes

Choisir k' indices de z'min pour constituer 'S'C.

2 hoi t'min tel que 3'ming ZM
Condition nécessaire et suffisante d'existence de z'min

Ici, il faudra a tout prix éviter de construire K' de telle sorte que
z'max 2 ¥ in- On va montrer que la condition nécessaire et suffisante ici est la

suivante:
|Zminmiminlsl'ﬁminl-letlZmiHISN-k - 1.
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Preuve

Remarquons d'abord que (Epin S &' nin) = (& min €' hax)s Ce qu'on

veut éviter.
Donc il faudra choisir €' ;. tel que €' min 2 Emin

Or B'tmin 2 Emin) © | Emin" E'min | <! Epip |
& 18T i <18 121
Une fois cette condition garantie, pour que z'max )] zmin’ il faut aussi
s'assurer que Z'C 2 zmin/i'min; cela provient de l'implication suivante:
(F'max 2 Emin) © (F'c=¥max/ ¥'min 2 Emin/ ' min)-

En demnier lieu, il faudra aussi s'assurer qu'il reste suffisamment d'indices
pour pouvoir compléter ¥'c.

Décomposons ¥'c: ¥'c = ¥'cn¥ i U &/ min:
Comme E'-NE' . =@, ona T/ in=¥c.
Ce qui nous permet de réécrire &
¥'e= TN min/E min) Y ¥/ pinU¥ min)
et donc
=18l =18 cn(E /8 i) | +] T/ iV min) |

D'une part, on assure le fait que (Fc? € min/€ min) par l'équivalence

suivante:
(z'C P zmin/ z'min) < | z'Ch(zmin/ 2'min) I<I (zmin/ z'min) I-1

et d'autre part, on garantit qu'il y ait suffisamment d'indices disponibles
pour constituer ' par le fait que:

I.S'C/(‘sminu’z'min)ISI zminuz'min '

Ces deux conditions entrainent donc:
K< Crin/Emip) |- D+1 8, ¥

min
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Or ( zminuz'min = ¥nin N €'min et Emin/ €'min = Emin " ¥min )

Sk<E N -1+ Emin M €' min | en remplagant

. ] L
Mais | 'Sminm '8 min | + ' imin N '8 min l

=1 zminm z'min N zmin a z'min I=1 z'min l=N-1%
Onen déduit k' <N - | 8’ ;| -1 etainsi | €', |<N-k'-1.

min

Inversement, si cette condition est vérifiée, alors on pourra choisir des
. \ ) : .
indices de €./€' ;. pour constituer ¥ C tout en respectant la condition

'S'C 2 zmin/z'min’ et il restera suffisamment d'indices dans 3minu'8 min

pour compléter le cube.
cqfd
Construction du cube recherché
Choisir ¢ min € zmax vérifiant les conditions nécessaires et suffisantes |

Cmin | SN-K-Tetl 8 i n8 . 1<1E . I-1.

Choisir un nombre n d'indices de | zmin/z min | vérifiant

k' - l Eminui'min l<n<l|¥

min/z'min - D).

Choisir (k' - n) indices de | €. W€ . | pour compléter le cube.

Justifions 1'encadrement de n. En construisant Z’C, on choisira certains

indices dans ¥,.. /&' . et les autres dans EninY € min - On a vu que le

nombre maximal d'indices qu'on peut prendre dans € nin/€ ' min est

L8 in/E ' min | - 1, clest-a-dire, n < 1'% hin/€ ' min | - 1, dob

(] ]
k' -| 2minu£ min | < n.

Une fois, ces n indices de 2min/z'min choisis, il faut alors prendre (k' - n)

indices de ¥ UE' . . Cela n'est possible que si k' - n < | EninY ' min |
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exemple

On cherche tous les 2-cubes disjoints de K = [1, 12] dans un hypercube de
dimension 3.

Cherchons les solutions dans le cas 1; il faut trouver les ensembles z'min
vérifiant
(Epinn3l2Detd ¥ 1<3-2=1),
z'min = 3 est la seule solution. Construisons le cube. On choisit 2 indices
différents de 3, c'est-a-dire, 12. Le cube obtenu est donc [3, 123].

Cherchons les solutions dans le cas 2; il faut trouver les z'min vérifiant

A% ipl<lil-1=0etl ¥, 1<3-2-1=0

z'min = @ est la seule solution. Construisons le cube. On choisit n indices
de /€ min=1avec2-1231=0<n<l1]-1= 0). Puis, pour compléter
le cube, on choisit 2 indices de 23. On obtient ainsi le cube [@, 23].

Ces deux solutions sont illustrées dans la figure suivante.

13

Cube solution
[3, 123]

. aréte [1, 12]
Cube solution

[9, 23] ?

Figure III-8: Recherche de cubes disjoints d'un cube donné
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CHAPITRE 1V

ALGORITHME DE CODAGE
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Ce chapitre est divisé en deux parties: la premiére traite de l'immersion
cubique des groupes d'adjacence obtenus apres la recherche de situations a fusion
de mon6mes dans 1'hypercube, et la deuxiéme montre comment les contraintes
de codage induites par les situations a factorisation sont satisfaites.

4.1. IMMERSION DES GROUPES D'ADJACENCE DANS L'HYPERCUBE

A la fin de la recherche des situations a fusion potentielle de mondmes, on
obtient une liste de groupes d'adjacence pondérés a immerger dans 1'hypercube;
il faut alors affecter chaque groupe d'adjacence a un cube de I'hypercube.

Avant de décrire l'algorithme d'immersion, certaines notations seront
introduites, et certaines propriétés sur les groupes d'adjacence et leur extension
par ajout d'états fantémes seront énoncées.

4.1.1. Contraintes sur les états fantomes

M
Notations

On rappelle que I'ensemble de tous les états fantémes rajoutés a l'ensemble

des états de l'automate considéré est noté F. Cet ensemble est non-vide si le

nombre d'états de l'automate est strictement inférieur 3 2N, ou N est le nombre
de bits de codage choisi.

L'ensemble des états du i*™€ groupe d'adjacence sera noté L;.

Comme tout groupe d'adjacence est affecté a un cube, le nombre d'états
qu'il contient doit étre égal a une puissance de 2. Néanmoins, pour certains
groupes d'adjacence, cette condition n'est pas vérifiée. Pour remédier a cela, ils
doivent étre complétés avec des états fantdmes. Ainsi, l'ensemble

(éventuellement vide) des états fantémes rajoutés au iM€ groupe d'adjacence
sera noté F;. Un groupe d'adjacence sera alors représenté par le couple G; =,

F)). Le cube auquel est affecté le groupe d'adjacence G; est noté K;.

Le groupe d'adjacence intersection de deux groupes d'adjacence G; et Gj,

noté Gij’ est égal a (Lij’ Fij) ol Lij et Fij représentent Lir\Lj et FinFj

respectivement.
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Dans la suite, [ X'] représentera le plus petit entier supérieur ou égal 2 X.
De maniére analogue, L X | représentera le plus grand entier inférieur ou égal a
X.

4.1.2. Contraintes sur I'ensemble des états fantomes d'un roupe
= 0 o —OCIDC €S clals lantomes d un groupe
d'adjacence

i L 1]
Soit G; un groupe d'adjacence tel que | L; | soit différent d'une puissance de

2. Ce groupe d'adjacence doit alors étre étendu par un ensemble d'états fantdmes
F; pour pouvoir étre affecté a un k;-cube vérifiant 2Ki = | L;1+1Fl

On en déduit que k; > [Logy( 1 L; 1)Tet I Fy 1= 2Ki - | L; 1.

D’autre part, comme | F; | <IF |, on a aussi 2ki < | L; I + I F I Ceci
entraine que k; <[Logy(IL; 1+ IF1)1.

Les valeurs minimale et maximale de k;, notées (ki)min et (ki)max

respectivement, sont égales a [Logy(1L;1)7 et [Logy(IL; I+1F1)].

Notons que dans certains cas, un groupe d'adjacence ne peut pas étre
étendu car il n'y a pas suffisamment d'états fantdmes (ceci se traduit par
(k)min > Kdmax)-

exemple

Considérons un automate pour lequel I'ensemble F des états fantomes
disponibles admet 5 éléments, soit F = (fl, ..., f5} et soit Gi=(Ly, Fp)le

groupe d'adjacence pour lequel Ly = {s1, 52, s3}.

Alors (kK1)min =2 et (k1)max = 3- Ainsi, on peut faire l'extension de Gy de
deux maniéres, soit avec | F{ | = 1, ce qui entraine que Fy = {f1}, par exemple,
soit avec | Fy I = 5, ce qui entraine que F;=F.

Considérons maintenant un autre groupe d'adjacence dont le nombre d'états
est €gal & 9. Pour pouvoir étendre le groupe d'adjacence, il faudrait que

I’ensemble F des états fantdmes comporte au moins 7 éléments, ce qui n'est pas
le cas. Notons que k... =4 et Kmax = 3.



Soit Gj un groupe d'adjacence déja étendu et soit G; un groupe d'adjacence
dont I'extension doit étre effectuée.

Deux cas peuvent se présenter, soit | Lij I # 0, soit | Lij | = 0, selon si
Iintersection des ensembles d’états des deux groupes est vide ou non.

CasILij|¢0

Dans ce premier cas, les groupes d'adjacence sont affectés 2 deux cubes
admettant une intersection. Soit kij la dimension du cube intersection; les 2Kij
noeuds de ce cube contiennent alors les états en commun entre les deux groupes
d'adjacence, ce qui impose | Lij I+ Fij I = 2Kij. La condition sur I'ensemble des

états fantémes de Gi est alors | anFi I = 2kij -1 Lij I, une fois kij’ déterminée.

leur minimal kjj

Au vu de I'équation précédente, on a | Lij I < 2kij, ce qui entraine

kij >[ Log, (I Lij 1)1. D'autre part, ce cube est l'intersection des deux cubes K;
et Kj de dimensions respectives k; et kj, auxquels sont affectés les deux groupes
d'adjacence G; et Gj respectivement. Or une des conditions nécessaires

d'existence d'une intersection entre les deux cubes K; = [zmini'zmaxi] et
Kj = [zmin"zmaxj] est la suivante: | zmininzminj ISN+ kij -k - kj. On en

déduit la condition nécessaire kij > ki + kj -N.

Ainsi la valeur minimale que peut prendre k;;, notée (kij)min' est égale a

(kij)min = max(I'Logz( I Lij | )-"ki + kj -N)

Valeur maximale de k_ij

I Fiij | vérifie | Fiij I < min( | F I, | Fj | ). Donc

2kij:|Lijl+lFij|'<"Lij l+min(lFi I, 1 Fj 1). On en déduit
que kij_SI_LogZ(ILij I+min(lFiI,leI)J.
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Ainsi, la valeur maximale que peut prendre kij’ notée (kij)max est égale a
(kijmax = LLogy(I Ly; I + min(I Fj 1, 1 F;1)J.

Caleijlzo

Ici, il n'y a pas d'état commun entre les ensembles d'états des deux groupes

d'adjacence. Il y a alors deux fagons possibles d'effectuer I'extension du groupe
d'adjacence G;, selon si on choisit d'avoir Fiij =@ ou Fir\Fj = 0.

Dans le premier cas, on choisit d'affecter les deux groupes d'adjacence a
deux cubes disjoints. Ceci impose donc 2 chercher F; tel que | Fij I=0.

Dans le deuxi¢me cas, on crée une intersection entre les deux groupes
d'adjacence. Les valeurs minimale et maximale pour k;; sont calculées de la

J
méme maniere que dans le cas | Lij 1£0.

Comme une intersection est recherchée, kij vérifie kij 2 0. On obtient ainsi
(ku)mm = max(O,ki + kj - N).
et (kij)max = I_Log2(min( | Fi I, Fj | ))_'

Notons que, dans certains cas, il peut ne pas y avoir de solution A ce

probléme si (kij)min > (kjj)max.

exemple

Plagons-nous dans un hypercube de dimension 4 et considérons un automate

a 12 états; donc ’ensemble F des états fantdmes est égal a (f1, 12, f3, f4).
Supposons qu’un groupe d’adjacence G, soit égal a

({sl, s2, s3, s4, s5}, {f1, £2, £3}). Soit G, un groupe d'adjacence tel que
Ly = {s1, 52, 53, s6, s7, s8). L'extension de G, se fait en utilisant un ensemble
Fp de 2 états fantomes. Gy et G, peuvent alors étre affectés 4 des 3-cubes. On

est dans le cas d’une intersection non vide entre les deux groupes d’adjacence.

Les conditions sur le cube intersection imposent que (k12)min =2 et
(k12)max = 2. Comme | Ly I =3, ceci entraine que | Fipl=1.

On recherche donc Fy vérifiant | Fy | =2 et | {f1, 2, f3}NF5 | = 1. Une
solution est alors Fy = {fl, f4}.

Ainsi Gy = ({s1, s2, 53, s6, 57, s8}, {f], f4}) est une extension.
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Considérons un deuxi¢me exemple. Plagons-nous dans un hypercube de

dimension 3 et considérons un automate 2 7 états. F est alors réduit a (f1}. Soit
un groupe d'adjacence étendu G 1 = ({s1, s2, s3}, {f1}) et un groupe d'adjacence

G non encore étendu pour lequel L, = {s4, 55, s6}. Montrons que ces deux

groupes ne peuvent avoir aucune intersection. En effet, pour une intersection, on
aurait (k12)min =]let (k12)max = 0. Pour une disjonction, il faudrait trouver

un état fantéme différent de f1 pour compléter G, ce qui est impossible.

4.1.3. Technique de retour-arriére et extension des grou es
=a2e2. ECNIQUE dé retour-arriere et extension des groupes

Considérons I'ensemble des groupes d'adjacence suivants (on ne distinguera

pas les états fantdmes):
G = (s, s2, 53, s4}, Gy = {51, 52, s5, 56}, G3 = {s1, s3}, Gy = (85,57} et

Gs = {53, s7}.

Sans entrer dans les détails, on donne les cubes affectés aux trois premiers
groupes d'adjacence: K = [, 12], K, =[9, 13], K3 =[0,2].
Deux solutions possibles pour G4 sont alors K4 =1[13,123] et K4' =13, 23].

Les deux possibilités d'affectation des noeuds dans I'hypercube aprés immersion
des quatre premiers groupes d'adjacence sont illustrées dans la figure suivante.

13 123

13

12
7)) 2
Figure IV-1: Solutions différentes pour le méme ensemble de groupes
d'adjacence

Si on choisit K4 comme étant le cube auquel est affecté Gy, alors on ne

trouvera pas de solution pour G5. On sera obligé de remettre en cause la

' solution de Gy et choisir K4' comme alternative. Avec ce choix, I'immersion de
G5 devient possible et le cube associé K5 est égal a [2, 23].
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4.1.4. Nécessité de générer les intersections intermédiaires entre

groupes d'adjacence

L'immersion des groupes d'adjacence requiert de les placer sur des cubes
vérifiant des relations d'intersection et de disjonction induites par les parties
communes entre ces groupes. Ainsi, si p groupes d'adjacence ont été affectés a p
cubes, alors, pour le prochain groupe, on recherche les relations entre ce groupe
et les p groupes précédents. On est alors tenté d'effectuer la recherche d'un cube
vérifiant les relations d'intersection et de disjonction avec les p cubes. Or, on va
montrer sur un exemple que cela n'est pas suffisant. En effet, lors de la
recherche du cube pour le demier groupe, on devra tenir compte de l'affectation
des intersections intermédiaires entre groupes d'adjacence.

-

Considérons les trois groupes d'adjacence suivants qu'on voudrait
immerger dans un 3-cube: Gy = {sl, 52}, Gy = {s1,s3} et G3 = {52, s3}.

G est affecté au 1-cube K = (9, 1]. Pour G», on note qu'il y a un état en
commun avec Gy, ce qui impose de chercher un 1-cube ayant une intersection de
dimension 0 avec K. Une solution pour K5 est [@, 2]. On considére ensuite Gj
qui admet 1 sommet en commun avec G et un sommet en commun avec G.

Les états {s2, s3} devront donc étre placés sur un 1-cube. La figure suivante
illustre le placement des sommets s, s2 et s3 aprés immersion des deux
premiers groupes d'adjacence et montre qu'il n'est pas possible de placer les
états {s2, s3} sur une aréte, ou 1-cube.

23 123

Figure IV-2: Immersion partielle

Pourtant, pour l'immersion du troisiéme groupe, on voudrait obtenir un
1-cube ayant pour intersections un 0-cube avec [D, 1] et un O-cube avec [@, 2].
Un tel cube existe; c'est le cube [D, 3]. Ceci est en contradiction avec la

conclusion précédente. Le probléme provient du fait que l'on a spécifié les
dimensions des cubes intersections au vu du nombre d'états en commun entre G 1
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et G3 d'une part, et entre Gj et Gy d'autre part, sans tenir compte des états qui
€taient impliqués dans ces intersections.

En effet, on a imposé que les cubes intersections soient de dimension 0 car
les intersections G 3 et Gp3 comportent chacune un état. Par contre, on n'a pas

spécifié que ces états étaient différents. Au vu de la solution [@, 3], on voit bien
qQue c'est I'état s1 qui est considéré comme étant I'état en commun entre G3 et
G d'une part, et entre Gj3 et G, d'autre part, et non pas s2 et s3 respectivement

comme c'est le cas.

Donc, pour éviter ce genre de probléme, il s'avérera nécessaire a chaque
étape de calculer les intersections imposées par l'immersion avant de passer au
traitement du prochain groupe d'adjacence. Ainsi, pour I'exemple utilisé on
obtiendra

Gy={sl,s2}) K =109,1]
Gy={sl,83} K, =1[9,2]

G12= [Sl} — K12=K1.K2=[g, g]
Au vu de cette solution, il faudra maintenant rechercher pour G3 un 1-cube
ayant pour intersections un O-cube avec K et un O-cube avec K, et tel qu'il soit
disjoint de K. Dans ce cas-13, on ne trouve pas de solution.

4.1.5. Extension des groupes d'adjacence aux cubes supérieurs

Dans I'exemple développé au-dessus, on note qu'il n'y a pas de solution au
probleme si les groupes d'adjacence sont affectés 3 des 1-cubes. Supposons que
seuls ces trois états soient impliqués; on peut alors utiliser un ensemble de 5 états
fantmes. Ceci entraine alors que chaque groupe d'adjacence peut étre affecté 2
un k-cube avec 1 <k < 2. Dans le cas ol k = 2, chaque groupe d'adjacence peut
€tre étendu avec 2 états fantdmes chacun. On montre dans ce qui suit la solution
de I'immersion:

\)

Gy =(slLs2},{f,f2)) = K, =[g,12]

Gy =(sL,s3},{f,f3)) - K, =[g,13]

Gy = ({sl}, {f1}) = Kyy =[0,1]

G3 =({s2,83), (fl,f4)) +— K; =[@,23]

Gpz =({s2}, (f1}) = K3 =09,2]

Gyz = ({s3}, (£3}) = Kyy =0, 3]
—

Gia3 = ({}, {f1)) K123 =19, 9]
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Les codes de sl, s2 et s3 au vu de cette immersion sont donc [1], [2] et [3],
ce qui correspond 2 un codage en 1 parmi N. En pratique, 1'algorithme qui
essaie d'immerger les groupes d'adjacence dans des cubes de dimension
supérieure A la dimension minimale s'est avéré trop coliteux en temps CPU.
C'est pourquoi on a choisi de se restreindre au cube de dimension minimale dans
la réalisation de I'algorithme final.

4.1.6. Algorithme d'immersion
1.1.6.1, Présentati snérale de 1'algoritt

L'algorithme d'immersion des groupes d'adjacence est décrite
sommairement dans la procédure suivante. Celle-ci regoit en entrée l'ensemble
trié des groupes d'adjacence G a immerger. En retour, elle construit G_IMM,
I'ensemble des groupes d'adjacence pour lesquels l'immersion a réussi, et les
intersections entre ces groupes d'adjacence. Elle construit de méme l'ensemble
des cubes solutions pour chacun des groupes d'adjacence de G_IMM.

Immersion (G, G_IMM, CUBES)
" G_IMM « {}
CUBES « {}

pour chaque groupe d'adjacence G; € G faire
déterminer (ki)min et (ki)max en fonction de | Li letde | FI

si (ki)min > (kj)mayx alors
TROUVE « FAUX
sinon
ki = (kmin
finsi

12
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12

pour tout j tel que G € G_IMM faire
déterminer {L;; ij = L nLJ}
déterminer {(k J)mm] en fonction de L;;

k et kj
finpour

lj’

répéter
pour tout j tel que G € G_IMM
déterminer {(klj)max] en fonction de L et FJ
si 3j tel que (klj)mm > (klj)max alors
TROUVE « FAUX
sinon
répéter
choisir (kjq, ...  kj )tq (k; )mm SklJ < (ku)max

déterminer { | F I } en fonctlon de k;, kJ et k

résoudre le systemeIF l—2kl-lL IetIF I-2klj-IL I
si une solution pour F; est trouvée alors
trouver un cube K; tel que dlm(K i) =k et dxm(K K; ) k
si {K; solutions) ¢ @ alors
stocker {K; solutions} et choisir un cube K;
TROUVE « VRAI
finsi
finsi
Jusqu'a (TROUVE
ou toute combinaison de (ki1 -ee kip) a été utilisée)

finsi
si non TROUVE alors
remettre en cause les solutions pour les G de G_IMM

Jjusqu'a TROUVE ou toutes les solutions ont été remlses en cause

si TROUVE alors

G_IMM « G_IMM U {G;; }u (G}
CUBES « CUBES U {K;; } U {K;}
finsi
finpour

fin Immersion

-
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2. Explication il 'algorithm

L'algorithme précédent considere les groupes d'adjacence successivement
par ordre de coiit décroissant.

Un premier test vérifie qu'il y a suffisamment d'états fantdmes pour
I'extension d'un groupe d'adjacence incomplet. Par exemple, un groupe a 5 états
ne pourrait pas étre complété s'il y a seulement 2 états fantémes
((ki)min =3> (k;)max= 2)- Si le test est correct, la dimension du cube est

affectée a la dimension minimale.

Ensuite, les dimensions minimales et maximales des cubes associés aux
intersections du groupe courant et des groupes déja immergés sont calculées. Les
dimensions minimales dépendent du nombre d'états en commun entre les
groupes, et des dimensions des cubes associés aux groupes. Les dimensions
maximales dépendent aussi du nombre d'états fantémes des groupes.

Un deuxiéme test vérifie que la construction des intersections est possible.
Par exemple, un groupe d'adjacence {sl, s2, s3, s4} admet un seul état en
commun avec un autre groupe (sl, s5, s6, s7}. L'intersection doit donc étre
affecté & un cube de dimension 0. Si on effectue I'immersion dans un hypercube
de dimension 3, on ne trouvera pas de solution. La raison en est que, dans un
3-cube, toute intersection entre deux 2-cubes est au moins de dimension 1.

Une fois ces tests effectués, on choisit une combinaison valide de
dimensions pour les intersections recherchées. Au vu de cette combinaison, un
systtme d'équations est généré pour la recherche de l'ensemble des états
fantémes du groupe considéré. Ce systéme est résolu. S'il n'y a pas de solution,
une autre combinaison est essayée jusqu'a I'obtention d'une solution. On peut
alors tenter une immersion dans I'hypercube. Si I'immersion réussit, 'ensemble
des cubes solutions obtenus est stocké. Notons que cette immersion peut trouver
par recherche-arriére, un autre ensemble de cubes pour l'ensemble des groupes
d'adjacence déja immergés. Si on ne trouve pas de cube, on essaie encore une
autre combinaison jusqu'a ce que toutes les combinaisons aient été essayées.

Quand on sort de la boucle interne, si aucune solution n'a été trouvée, on
remet en cause les solutions pour les groupes d'adjacence précédents. En effet,
ces groupes ont €t immergés pour un certain choix d'ensembles d'états
fantdmes. On recherche donc d'autres ensembles d'états fantdmes pour lesquels
une immersion est encore possible. Pour chacune des nouvelles solutions
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obtenues, on peut chercher si l'immersion du groupe d'adjacence courant n'est
toujours pas possible.

Si, malgré la remise en cause des solutions précédentes, aucune solution
n'est obtenue pour le groupe considéré, alors celui-ci est "abandonné”. Au cas
contraire, les intersections de ce groupe avec les autres groupes sont calculées et
stockées comme nouveaux groupes d'adjacence. De méme, les cubes associés aux
intersections sont calculés et rajoutés 2 la liste des cubes.

L'algorithme se termine quand il n'y a plus de groupe d'adjacence a
considérer.

Notons que pour simplifier 1'explication de l'algorithme, nous n'avons parlé
que des intersections entre groupes d'adjacence et entre cubes, tout en sachant
que pour certains groupes d'adjacence, une disjonction est possible. Dans ce cas,

certaines parties de l'algorithme devront étre adaptées. La détection d'une
possibilité de disjonction se fera en vérifiant si | L; | = 0. Dans le cas d'une

disjonction entre les groupes G; et Gj, il suffira d'imposer que | Fij I=0et
d'ignorer la valeur de kij' De méme, on ne recherchera pas un cube Kj tel que
dim(Ki.Kj) = kij’ mais tel qu'il soit disjoint de K;.

1.1.6.3. Ilustration de P'algorithme di .

Considérons trois groupes d'adjacence constitués des ensembles d'états
respectifs Lj = {sl, s2, 53, s4, 55}, L, = {51, 52, 56, 57, s8} et L3 = {s3, 56, s9}.

On veut effectuer I'immersion de ces groupes d'adjacence dans un S-cube. On
supposera que l'ensemble des états fantdmes est F = {f1, 2, f3, f4, £5}.

Considérons le premier groupe; on calcule kq qui vérifie 3 < k; < 3. Donc,
kq =3, ce qui entraine | F; I = 3. On prendra comme solution Fy = {fl, f2, £3).
11 faut trouver un 3-cube pour ce groupe d'adjacence. Une solution pour K 1 est

(D, 123].

On passe au deuxiéme groupe. La dimension k5 du cube est égale a 3. Ceci
entraine | F5 | = 3. On calcule Lo = {s1, s2} de cardinal 2. On cherche la
dimension de l'intersection: kqo vérifie 1 <k;, < 2. Prenons kip =1, ce qui
entraine | F{5 | = 0, c'est-a-dire | Fon({fl, f2, f3} | = 0. Une solution pour F, est

{f4, £5, £6}. Il faut donc trouver un 3-cube qui a une intersection de dimension
1 avec [@, 123] . Une solution pour K5 est [@, 145].
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Par intersection, le groupe d'adjacence Gyg = ({51, 52}, {}) se retrouve sur
le cube [@, 1].

On considére ensuite L; L3 doit étre complété par F5 vérifiant | F3l=1.
On recherche les relations d'intersection. Li3 = {s3}, Ly3 = {s6} et
L12,3 = {}. Ainsi, k13 vérifie 0 < ki3<1, ko3 vérifie 0 < ko3 < 1. Au vu de
L12,3, on ne peut avoir qu'une disjonction entre Gj et Gy (car Fio = {D.
Pour cela, on effectuera la recherche d'un cube K3 intersectant avec les deux
cubes K et K5 et disjoint de leur intersection K19; cela n'est pas possible. Il n'y
a donc pas de solution pour Lj.

Dans ce cas, on essaie de remettre en cause la solution pour Gy; on cherche
une autre solution pour F; erl prenant k9 = 2; ceci entraine | Fio I'=2. Comme
| Fy l=3et F; = {f1, 2, f3}, une solution pour F, est {f1, f2, f4}. Le cube K,y
obtenu pour G est alors égal a [@, 124].

On remet 3 jour G19 qui devient ({sl, s2}, (f1, 2}); ce groupe est donc
affecté au cube [@, 12].

On revient au groupe G3. Les conditions sur k19 et ki3 ne sont pas
altérées. Par contre, au vu de GIZ’ on peut maintenant choisir une disjonction
(qui n'aménera 2 aucune solution pour les mémes raisons que précédemment),
ou une intersection de dimension k12’3 = 0. Cette derni¢re solution sera prise.
On recherche une combinaison valide; la seule qui marche est kjp=1ki3=1
et k12’3 = 0, ce qui se traduit par la recherche de F3 vérifiant | F3 =1,
| {f1, £2, f3})nF3 1 =1, | {fl, f2, f4}nFg 1 =1 et | {fl, f2}AF3 | = 1. Une
solution existe; c'est F3 = {f1}. 1l convient maintenant de trouver un 2-cube

ayant des intersections de dimension 1, 1 et 0 respectivement avec [@, 123],
[D, 124] et [@, 12]; c'est le cube [D, 34].

La remise en cause de la solution pour G, a donc permis de réussir
I'immersion de Gj.

4 inati

Une fois I'immersion terminée, on obtient la liste des groupes d'adjacence
pour lesquels I'immersion a réussi de méme que le cube associé A chacun de ces
groupes. Il convient maintenant au vu de cette solution de retrouver le code de
chaque état. Ceci est fait trivialement en considérant chaque état comme étant un
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groupe d'adjacence. Il suffira alors de calculer les relations d'intersection ou de
disjonction existant entre ce nouveau groupe d'adjacence et les groupes
d'adjacence immergés. Ceci est effectué simplement en cherchant, pour chaque
groupe d'adjacence, si cet état lui appartient ou pas. Il reste donc a rechercher
un O-cube ayant une intersection de dimension 0 avec le cube associé a tout
groupe d'adjacence contenant cet état, et disjoint du cube associé i tout groupe
d'adjacence ou il n'apparait pas. Deux cas peuvent alors se produire, soit la
solution est unique, soit il existe plusieurs codes possibles pour cet état. Dans ce
dernier cas, les codes obtenus sont soit restreints au cube associé a un des
groupes d'adjacence, soit disjoints de tous les cubes associés aux groupes
d’adjacence immergés. Cela dépendra du fait que I'état appartient 2 un des
groupes d'adjacence immergés ou pas.

exemple
Considérons les trois groupes d'adjacence suivants: Gy = {sl, 52, 53, s4},
Gy = {s1, 55} et G3 = {s2, 56). Supposons de plus que I'ensemble des états de

l'automate comporte aussi les états s7 et s8.

Sans entrer dans les détails, on donne les cubes associés aux trois premiers
groupes d'adjacence: K; = [@, 12], Ky =10, 3], K3 = [12, 123]. On obtient ainsi

par intersection les groupes d'adjacence intermédiaires G4 et Gy3. La solution
complete de I'immersion est décrite ci-apres.

Gy ={(sl,s2,53,54} — [0, 12]

Gy = {s1, s5) = [9,3]
Gy = {s1} = [0, 0]
G3 = {s2, 56} = [12,123)
Gj3 = (s2) - [12,12]

Pour trouver le code de s5, par exemple, il faut rechercher un 0-cube ayant
une intersection de dimension 0 avec [@, 3], mais disjoint de [@, 12], [@, @], [12,
123] et [12, 12]. L'unique solution est le O-cube [3, 3], qu'on note [3] par
simplicité. On procéde de la méme fagon pour les autres états; on obtient ainsi le
résultat suivant:

sl = [D], s2-12], $3 - [1]ou [2], s4 = [1] ou [2],
s5-[3], s6-1[123], s7-[13]ou [23],  s8 - [13] ou [23]
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On note que les états s1, s2, s5 et s6 ont des positions bien déterminées sur
I'hypercube. Les états s5 et s6 sont restreints a deux positions au sein du cube
[D, 12]; ce cube est associé au groupe d’adjacence G auquel ils appartiennent
tous deux. Par contre, les états s7 et s8 se retrouvent sur des sommets disjoints
de tous les cubes obtenus aprés immersion, 2 savoir [13] et [23].

Lorsqu'on immerge un groupe d'adjacence, il importe seulement que les
€tats de ce groupe se retrouvent sur un sous-cube de I'hypercube. Une fois cette
condition vérifiée, la position des états i l'intérieur du sous-cube est sans
importance, hormis le respect des intersections qui peuvent exister avec d'autres
groupes d'adjacence. Ainsi, s3, par exemple, peut se retrouver indifféremment
sur le sommet [1] ou [2] pour l'immersion de {sl, s2, s3, s4}. Néanmoins,
I'affectation de ce sommet i la position [1], par exemple, peut favoriser de
meilleurs simplifications qu'a la position [2]. La position unique d'un état dans
T'hypercube sera ainsi déterminée dans un deuxiéme temps au vu des attractions
entre €tats calculées lors de la détection des situations a factorisation potentielle
de mondmes.

1 hoix I

rd

Le noeud associé a l'état de code O est le seul noeud qui n'est actif pour
aucune variable interne. Cela veut dire que les mondmes apparaissant sur les
arcs entrants de ce noeud ne sont utilisés dans aucune équation des variables
internes. Néanmoins, certains de ces arcs peuvent étre actifs pour une sortie dans
le cas d'un automate de Mealy. Dans ce cas, seuls les mondmes apparaissant sur
les arcs non étiquetés par une sortie n'apparaissent dans aucune équation des
variables internes et de sortie. Ainsi, pour un automate de Moore, I'état qui est
codé O est celui qui correspond au noeud avec le plus grand nombre d'arcs
entrants. Pour un automate de Mealy, c'est I'état correspondant au noeud ayant
le plus d'arcs entrants non étiquetés par une sortie qui aura le code 0.
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4.2. IMMERSION DES ENSEMBLES D'ETATS A FACTORISATION
POTENTIELLE DE MONOMES

Apres l'immersion des groupes d’adjacence, certains états n'ont pas un code
unique possible. Ce probléme sera résolu au vu des situations a factorisation.
Pour cela, on a défini des attractions entre états qui permettront d'affecter un
code unique a chaque état; pour ce faire, des états ayant une forte attraction
entre eux seront donné des codes proches au sens de la distance de Hamming.
Cette partie montrera comment calculer ces attractions, et comment au vu de ces
attractions, les codes seront affectés aux états n'ayant pas encore un code unique.

4.2.1. Calcul des attractions

On rappelle les situations considérées: ce sont (1) les arcs a entrées
intersectantes, (2) les noeuds 3 sortance multiple, (3) les noeuds & entrance
multiple et (4) les arcs actifs pour les sorties d'un automate de Mealy avec
entrées intersectantes. L'attraction entre deux états s; et s au sein de la ki¢me
situation est notée Gaink(si, sj). L'attraction globale entre deux états s; et S est
notée ATT(si, sj). L'algorithme de calcul des attractions est décrite

sommairement dans ce qui suit; il regoit en entrée les ensembles S et O des états
et des sorties de I'automate, et calcule I'ensemble ATT des attractions pour tout

couple d'états. L'algorithme cumule les attractions de tout couple d'état a chaque
fois qu'ils sont impliqués dans une méme situation.
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procédure Calcul_Attraction(S, O, ATT)

pour tout état s € S faire
pour tout couple d'états (s sj) successeurs de s faire

I ATT(Si, SJ) ATT(Si, SJ) + Gainz(si, SJ)
finpour
finpour

pour tout état s € S faire
pour tout couple d'états (s;, sj) prédécesseurs de s faire

| ATT(s;, 5) « ATT(s;, sj) + Gaing(sj, ;)
finpour
finpour

-

pour tout o € O faire
pour tout couple d'états (s;, sj) en amont d'arcs actifs pour o faire

| ATTG;, 5) « ATT(s;, 5 + Gaing(s;, s)
finpour
finpour

pour tout couple d'états (85 sj) successeurs de s faire

pour tout couple d'états (s, s;) resp. successeurs de s; et de S faire
ATT(Si, Sj) «~— ATT(Si, SJ) + Gainl(si, Sj)
ATT(sk, s) « ATT(sy, s + Gainl(sk, sp

finpour

finpour

fin Calcul_Attraction

4.2.2. Obtention d'un code unique pour chaque état

Une fois, les attractions calculées, on peut déterminer le code de chaque
état. On souhaiterait que les codes de deux états soient d'autant plus proches que

I'attraction entre ces deux états est forte. Cela reviendra 3 maximiser la fonction
objective Y, (i #j) ATT(s;, sj)*Proximité(C(si), C(sj)), ou Proximité(c, c') est le

nombre de bits identiques entre deux codes c et c'. Or, Proximité(c, c') est égal A

N - H(c, ¢'), ou H est la distance de Hamming. Le probléme se ramene donc 2
minimiser la fonction objective Z[i # i) ATT(s;, sj)*H(C(si), C(sj)). La
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résolution de ce probléme est connue comme étant NP-compléte [ARM62a].
C'est pour cette raison que nous utiliserons une heuristique de type glouton.
L'algorithme qui permet de figer le code de chaque état est décrit ci-apres. Il
regoit comme entrées l'ensemble ECU des états 2 code unique, l'ensemble ECM
des €tats a codes multiples et CP l'ensemble des ensembles de codes possibles
pour chaque état. Il met A jour 'ensemble C des codes des états.

procédure Figer_Code(ECU, ECM, CP, C)

tant que ECM # @ faire
choisir s € ECM maximisant ¥, (s'e ECU) ATTG, s

choisir ¢ € CP(s) minimisant ¥, (s' e ECU) ATT(s, s")*H(c, C(s')
ECM « ECM/{s}; ECU « ECU U {s}; C(s) & c;

our tout s' e ECM faire .
CP(s') « CP(s")/{c})
finpour

tant que (3s" tel que | CP(s") | = 1) faire
ECM « ECM/{s"}; ECU « ECU uU {s"}; C(s") « CP(s")

our tout s' e ECM faire
CP(s') « CP(s')/{C(s"))
finpour
fintant
fintant
fin Figer_Code

4.2.3. Explication de I'algorithme
2.2, LXplication de 1 algorithme

Supposons que certains états aient déja des codes uniques. On recherche
I'état s qui est le plus fortement attiré par ces états fixés. Ensuite, on choisit
parmi les codes possibles de s celui qui permettra de minimiser la fonction
objective au vu des états déja fixés. L'état s est enlevé de ECM et rajouté 3 ECU.
Le code de s, C(s), est mis 2 jour. Ce code est ensuite enlevé de I'ensemble des
codes possibles de chaque état de ECM. Ceci peut avoir pour effet de fixer le
code d'un autre état. En effet, supposons que les codes possibles pour un état s"
donné de ECM soient cl et c2, et que cl soit affecté a un autre état. Alors, le
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seul code possible pour s" devient c2, ce qui se traduit par ICP(s") I = 1. Le
choix de c2 pour s" peut avoir le méme effet pour un autre état; on continuera la
mise-a-jour tant que des états se retrouveront avec des codes uniques.

On réitere alors la boucle tant qu'il y a des états qui n'ont pas de code
unique.

Si, au départ, il n'y a pas d'état A code unique, alors on choisira 1'état pour
lequel la somme des attractions avec les autres états est la plus grande. On fixera
son code arbitrairement 2 un de ses codes possibles.

exemple

Supposons que les ensembles de codes associés aux états soient les suivants:

CP(s1) = {[Q]) CP(s2) = {[2], [12]}
CP(s3) = ([1]) CP(s4) = ([2], [12]}
CP(s5) = ([3], [13]) CP(s6) = {[3], [13], [23], [123])

CP(s7) = ([3], [13], [23], [123]}

Au départ ECU = (s1, s3} et ECM = (s2, s4, s5, s6, s7}. Les attractions
entre les différents couples d'états sont données dans le tableau suivant.

sl | s2|s3|s4]|s5]|s6]s7
sl | - {10189 |12|11] 7
s2 |10 - [12] 8 |19 (12] 4
s3 |8 |121-]17]16]|10] 8
s4 |19 8|7]-18|8]S8
S |12] 9|6 8]-19]12
s6 [11[12(10] 8 | 9| - |11
sT |71 48| 8]|12]11] -

Figure IV-3: Tableau des attractions entre états

- Les attractions avec les états de ECU sont 22, 16, 18, 21 et 15
respectivement pour s2, s4, s5, s6 et s7.
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s2 est donc choisi; les codes possibles de s2 sont [2] et [12]. La valeur de la
fonction objective partielle au vu de ECU pour chacun des codes est donnée par

code [2] : 10*H([@],[2]) + 12*H([1],[2]) = 34
code [12] : 10*H([@],[12]) + 12*H([1],(12]) = 32

Le code choisi pour s2 est [12]). ECU devient {sl, s2, s3} et ECM devient
{s4, 55, 56, s7)}. CP est mis a jour, ce qui donne

CP(s1) — {[@]} CP(s2) = {[12]}
CP(s3) = {[1]) CP(s4) — {[2])
CP(s5) = {[3], [13]) CP(s6) = {[3], [13], [23], [123]}

CP(s7) = {[3], [13], [23], [123]}

On note que le code de s4 devient unique. ECU devient alors
{sl, s2, 53, s4}, et ECM devient {s5, s6, s7}. CP n'est pas modifié.

Les attractions avec les états de ECU sont 35, 41 et 27 respectivement pour
85, s6 et s7.

s6 est choisi. On calcule de la méme maniere la valeur de la fonction
objective partielle pour chacun des codes de s6; ceci donne respectivement 83,
80, 84 et 81 pour [3], [13], [23] et [123].

Le code de s6 est donc pris égal a [13). Ceci impose le code [3] pour sS.
Apreés mise-a-jour, on obtient ECU = {sl, s2, 53, s4, 55, s6}, ECM = {s7}. CP
devient

CP(s1) = (9]} CP(s2) = {[2]}
CP(s3) = {[1]} CP(s4) = {[12])
CP(s5) = {[3]} CP(s6) — {[13]}

CP(s7) = ([23],[123])

Finalement, on calcule la valeur de la fonction objective partielle pour
chacun des codes de s7; ceci donne respectivement 88 et 92 pour [23] et [123].
[23] est donc choisi comme code de s7.

4.3. CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre deux algorithmes pour la génération
des codes des états. Le premier concerne l'immersion des groupes d'adjacence
dans des sous-cubes de l'hypercube. Il est montré comment chaque groupe
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d'adjacence est étendu au vu des groupes déja traités. Ce groupe est alors affecté
a un sous-cube dont la recherche est effectuée en considérant les relations
d'intersection et de disjonction avec les groupes déja traités. Les différentes
extensions possibles de chaque groupe et les divers cubes générés pour celui-ci
constituent deux types de recherche-arriere. Ces recherches sont accélérées par
l'utilisation de conditions nécessaires et/ou suffisantes de la théorie des cubes
intersectants. Le deuxiéme algorithme calcule les attractions entre couples
d'états. Puis il en effectue l'immersion en considérant pour chaque état
l'ensemble de ses codes possibles; le code minimisant une fonction objective liée
a l'attraction entre les états est choisi pour cet état. Le processus est répété
jusqu'a que tous les états soient codés. Finalement, I'état qui aura pour code O est
choisi, et les codes des autres états sont remis 2 jour.
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CHAPITRE V

RESULTATS ET EVALUATIONS
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Ce chapitre a pour objet de montrer les résultats obtenus en utilisant le
logiciel de codage optimisé qui a été intégré dans le systtme ASYL. Les
évaluations ont été faites sur des exemples d'automates provenant en majorité des
benchmarks proposés par le Centre Micro-électronique de Caroline du Nord
(MCNC) [MCNC87]. Tous les tableaux présentés rappelleront les
caractéristiques de ces automates dans les quatre premieres colonnes; I donne le
nombre d'entrées, O le nombre de sorties, S le nombre d'états et P le nombre de
transitions dans ces automates. Trois types de comparaison seront effectués; le
premier concerne la comparaison d'un codage optimisé par rapport 4 un codage
aléatoire pour une réalisation sur cellules standards, le deuxiéme concerne la
comparaison du codage d'ASYL a celui de JEDI, et le troisieme évalue I'effet
d'un codage optimisé pour des cibles autres que des cellules standards.

S5.1. ETUDE DE L'EFFICACITE DU CODAGE OPTIMISE PAR RAPPORT A
UN CODAGE ALEATOIRE

Pour cette comparaison, nous avons voulu évaluer l'efficacité du codage
optimisé d'ASYL pour quatre stratégies différentes.

5.1.1. Etude de 1'apport des situations a fusion de monémes
\Mﬂp—\\

Nous avons d'abord recherché uniquement les situations a fusion de
mondmes (L1) et évalué le gain obtenu par rapport & un codage aléatoire
(moyenne de cinq codages aléatoires).

5.1.2. Etude de I'apport des situations a factorisation

Pour ces situations, nous avons différencié trois cas:

a) Seules les situations créant des expressions algébriques communes 2
plusieurs fonctions (les noeuds 2 entrance multiple, les arcs actifs pour une sortie
avec entrées intersectantes) sont considérées apres détection des situations de
type L1. Dans ce cas, on parlera de stratégie L2a.

B) Seules les situations créant des expressions algébriques avec sous-
expressions communes 2 plusieurs fonctions (les arcs a entrées intersectantes, les
noeuds a sortance multiple) sont considérées apres détection des situations de
type L1. Dans ce cas, on parlera de stratégie L2b.
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Y) toutes les situations 2 factorisation sont considérées aprés détection des
situations de type L1. Dans ce cas, on parlera de stratégie L2c.

Cette distinction est faite toujours dans I'idée de ne pas chercher a mettre
immédiatement en place trop de facteurs communs pouvant nuire a la
connectique. '

Les tableaux 1 et 2 montrent les résultats obtenus pour une réalisation sur
cellules standards aprés codage optimisé en considérant les quatre stratégies
précitées L1, L2a, L2b et L2c. Ils donnent respectivement les surfaces globales
(en mils2) et les facteurs de routage (rapport surface des connexions/surface des
cellules) des circuits finaux aprés synthése par le logiciel de VLSI Technology
Inc. en utilisant la bibliotheque de cellules standards VSC320 1,2u. Les résultats
d'un codage aléatoire sont utilisés comme base de comparaison; ils ont été
obtenus en faisant la moyenne des résultats obtenus pour cing codages aléatoires
différents. Le tableau 3 récapitule les pourcentages de gain obtenus pour la
surface globale et le facteur de routage par rapport au codage aléatoire; le gain
est évalué selon la formule:

Qain = (Surface Aléatoire ~ SurfaceOptimisé)/ Surface Aléatoire *100%

Au vu de ces tableaux, on note un gain global en surface de 31,4%, 37,9%,
37,8% et 35,3% respectivement pour les stratégies L1, L2a, L2b et L2c. Le gain
global est obtenu en calculant la surface totale pour une stratégie et celle pour le
codage aléatoire, et en évaluant le gain selon la formule précédente. Le gain
moyen en surface est égal a 27,9%, 32,2%, 31,2% et 31,3% pour les mémes
stratégies respectivement. Pour le facteur de routage, le gain moyen est de
12,5%, 15,2%, 14,6% et 14,1%.
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Exemple | Caractéristiques | Surface
O] S aléa L1 L2a L2b L2c
arbiter 9 120 281,2] 126,0| 126,8] 126,2] 161 3
bbara 2 110 131,1| 86,6 83,1 93,8 83,1
bbsse 7116 255,31 192,8] 187,7] 179,9 190,3
bbtas 216 38,7 30,0/ 27,0 29,9 28,9
cse 7116 430,0] 342,8| 324,8] 324.8 308,8
dk14 S|7 205,3] 205,7{ 145,8] 140,4 143,8
dk16 3127 683,5| 522,8| 441,7] 441,7] 441 5
dk17 318 118,8] 90,2 93,8 93,8 92,1
dk27 2|7 40,6] 31,1 35,3 35,3 32,1
donfile 1|24 424,6] 206,2| 174,3 150,4] 173,3
esd 7 121 704,0] 362,3] 483,9] 502,7 530,7
exl 19120 534,3] 380,3| 316,9] 388,0 330,7
ex4 9114 132,7|] 102,8 84,81 111,7 90,2
ex6 818 | 190,5| 176,2] 148,5] 148,5 143,1
jay 33| 58 | 1403,2] 856,8] 666,7 682,71 847,7
keyb 2119 | 589,8] 341,3] 380,5 320,6] 317.,0
kirkman 6 |17 370 358,1 259,8| 228,8] 228.8 228,8
lion9 119 80,5 45,7 53,7 53,7 53,7
mark1 1 16| 15 154,61 131,9| 102,4 130,6/ 1109
modulo]? | 1112 48,1 422 42,2 42,2 42,2
opus | 6 |11 | 1614] 992] 970 97,0 96,9
lanet 19148 | 115} 1681,1 1604,0 1431,6] 1258,4 1338,2
sl 6 120 107§ 1060,2] 5944 602,8] 613,0] 603,4
sla 6 120 107] 743,9] 341,8] 41 2,5 347,6] 4089
s8 1|5 | 47,7] 41,1 41,1 41,1 41,1
sand 9 132 | 184] 1496,8]1371,8]1295,4 1204,1] 1328,3
scf 56 1121] 166 3314,0 2866,012187,2] 2518,6 -
sse 7116 560 246,2| 2008 187,7] 1 98,2] 190,3
styr 10130 | 166] 1570,1 9249] 914,9] 871,9 939,0
tav 414 35,3] 332] 332 33,2 332
tbk 3 132]1569f 2012,7 538,1| 542,91 500,6 5421
trainl1 1111 { 66,1 57,0] 52,9 52,9 52,9

Tableau 1: Compara:son de surfaces globales (différentes options pour ASYL)
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Exemple § Caractéristiques Facteur de Routage

I11]O0]S aléa L1 L2a] L2b L2c
arbiter 919120 1,05] 0,82] 0,75] 0,72 0,92
bbara 412110 084] 064] 0,68 0,70] 0,68
bbsse 717116 099 0,82] 0,.84] 0,78 0,86
bbtas 21216 0,56 047] 0,43] 0,59 0,54
cse 717116 1,181 1,17] 1,10] 1,10] 1,16
dk14 815]7 092] 0.83] 0,84| 0,77] 0,84
dkl16 413127 108 1,451 1,33] 1,23] 1,23 1,20
dkl17 41381 082] 0,741 0,70] 0,70] 0,71
dk27 21217 0,591 0,521 0,51] 0,51 0,47
donfile 211124 1,22] 096] 094] 0,.87] 091
esd 141 7 |21 | 154 1,421 1,01 1,11 1,19 1,31
exl 9119120 ] 138 1,23] 1,03] 0,86] 1,08 0,92
ex4 6]91]14 0,81] 0,71] 0,61] 0,71 0,70
ex6 5S]18]8 0,88 1,00; 0,87] 0,87 0,80
jay 4 133|158 181 1,901 1,571 1,35 1,25 1,44
keyb 712119] 170 1,26] 099] 1,08] 0,93] 0,89
kirkman § 12| 6 | 17| 370 1,02] 091] 0,82] 0,82] 0,82
lion9 21119 0,75] 0,621 0,76] 0,76 0,76
mark1 S116]15 1,05| 093] 0,76] 1,02] 0,88
modulol2f 1] 1 |12 064| 064] 0,64] 0,64 0,64
opus 516111 0,88] 0,71] 0,64] 0,64] 0,64
planet 7119]48] 115 1,911 1,81 1,82] 1,72 1,67
sl 816 120] 107 1,58 1,23] 148] 1,28 1,28
sla 816120 107 1,571 1,15] 1,36] 1,22 1,34
s8 4111}5 0,67] 061] 0,61 0,61 0,61
sand 111 9 |32 184 1,711 1,71 1,52] 1,49 1,60
scf 27156 121] 166f 2,81] 2,76] 2.64] 2,33 -
sse 717116 1,00 095| 0,84] 0,92 0,86
styr 9110]30] 166 1,731 1,53| 1,48] 1,54 1,48
tav 41414 491 061 053] 053] 0,53] 0,56
tbk 61 31]32]1569 1,81] 1,31 1,34] 1,24 1,31
trainl1 211111 25 0,69] 0,731 0,67] 0,67] 0,67

Tableau 2: Comparaison de facteurs de routage (différentes options pour ASYL)
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Exemple aractéristiques Surface Facteur de Routage

0) L1] L2a] L2b| L2c] Li1J] L2al L2b[| L2c
arbiter 9] 20 35,2] 54,9] 55,1] 42,6 21,9] 28,6 314] 12,4
bbara 2] 10 33,91 36,6] 28,5 23,8/19,0]16,7] 19,0
bbsse 7] 16 24,5] 26,5 29,5 17,21 15,21 21,2] 13,1
bbtas 2 22,5] 30,2]| 22,7 16,11 23,2]-540] 3,6
cse 7] 16 20,3] 24,5] 24,5 0,84 6,8/6,80] 1,7
dk14 5 29,0] 31,6] 30,0} 9,80] 8,7] 16,3 8,7
dk16 3] 27 35,4] 35,4] 354] 8,30] 15,21 15,2 17,2
dk17 3 21,0] 21,0] 22,5] 9,80] 14,6 14,6 13,4
dk27 2 13,1] 13,1] 20,9] 11,9/ 13,6 13,6 20,3
donfile 1] 24 38,9] 64,6 59,21 21,3]23,0] 28,7 25,4
esd 7] 21 31,3] 28,6] 24,61 28,9] 21,8 16,2 7,7
exl 191 20 40,7] 27,4] 38,1] 16,3]30,1] 12,2 25,2
ex4 9] 14 36,1 15,8] 32,0] 12,3]24,7] 12,3 13,6
ex6 8 22,0 22,0] 24,9f8-13,6] 1,1 1,1] 9,1
jay 33| 58 52,5] 51,3] 39,6] 17,4] 28,9] 34,2 24,2
keyb 2] 19 35,5] 45,6] 46,31 21,4143 26,21 294
kirkman 6] 17 36,1{ 36,1 36,1§ 10,8][ 19,6 19,6 ] 19,6
lion9 1] 9 33,3] 33,3] 33,38 17,3 -1,3 -1,3] -1,3
mark1 16] 15 33,8| 15,5] 28,3 11,4]27.6] 2.9 16,2
modulol 1] 12 12,3] 12,3] 12,3§] 0,0] 0,0] 0,0 0,0
opus 6] 11 39,9] 39,9] 40,0§ 19,3]27,3]27.3 27,3
planet 19] 48 14,8] 25,11 204§ 5,2] 4,719,90 12,6
sl 6] 20 43,1] 42,2| 431§ 22.2] 6,3 19,01 19,0
sla 6] 20 44,5] 53,3| 45,0f 26,8] 13,4 22,3] 14,6
s8 1] § 13,8] 13,8] 13,8f 9,0 9,0 9,01 9,0
sand 9] 32 13,51 19,6] 11,3f 0,0 11,1 129 6,4
scf 56 (121 34,0] 24,0 24,0 1.8] 6,0 17,11 17,1
sse 7] 16 23,8] 19,5 22,7} 5,0]16,0 8,00 14,0
styr 10] 30 41,7{ 44,5] 40,2 11,6] 14,5 11,0] 14,5
tav 4] 4 5,90] 5,90 5,9F 13,1] 13,1 13,1] 8,2
tbk 3] 32 73,0] 75,11 73,1 27.6] 26,0 31,5] 27,6
trainl 1 1] 11 20,0] 20,0f 20,0§ -5.8] 2,9 290 2,9
Moyenn 32,2{31,2131,3§12,5 15,2114,6]14,1

Tableau 3: Pourcentage des gains en surface et en facteur de routage

Deux remarques principales s'imposent au vu de ces chiffres:

1) La stratégie L1 est responsable de la Plus grande partie de I'optimisation

apportée, mais n'est pas suffisante. En effet, si nous consi
stratégie L2a,

dérons par exemple la
nous notons qu'un gain de 27,9% est obtenu pour la phase

d'optimisation L1 avec un gain total de 32,2% apreés la phase d'optimisation L2a.
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Cette deuxieéme phase est donc nécessaire pour compléter le gain de la phase L1
mais n'apporte qu'une contribution minime. Le tableau suivant (tableau 4)
compare les meilleurs résultats obtenus pour l'une des stratégies L2 aux résultats
de la stratégie L1, confirmant le faible apport, mais néanmoins utile, des
stratégies L2.

Exemple Caractéristiques ASYL L1 I[ASYL (meilleur L2)
arbiter 919120 46 126,0 10,82 | 109 126,2 [0,72] 9,9
bbara 412110 60 86,6 10,64 | 87|l 83,1 [0,68] 8,7
bbsse 717116 56 192,8 10,82 ]10,3]| 179,9 |0,78] 9.9
bbtas 2121]6 24 30,0 {047 ] 7.3 27,0 {0,43] 7,3
cse 717116 91 342,8 11,17 ] 6,4 308,8 [1,16] 6,4
dk14 815]17] -56 205,7 10,83 ]10,0ff 140,3 |0,77]10,0
dk16 4 1 3127 108 5228 1,33 [13,3]] 441,5 |1,20]13,3
dk17 41318 32 90,2 10,74 | 7.3 92,1 10,71 7,3
dk27 21217 14 31,1 10,52 | 5,3 32,1 10,47] 5,3
donfile 211124 96 206,2 0,96 1104 1504 [0,87] 8,5
esd 141 7 |21 154 3623 |1,01 [17,3][ 483,9 [1,11]16,3
exl 9 119]20] 138 380,3 |1,03 14,2} 316,9 |0,86]12,3
ex4 61914 21 102,8 |0,71| 7,6 84,8 10,61] 6,1
ex6 S]18]8 34 176,2 11,00 | 9,2] 143,1 [0,80] 9,2
jay 4 |33]58] 181 856,8 11,57 |18,8]| 666,7 |1,35]19,7
keyb 712119] 170 341,3 10,99 [17,9] 317,0 |0,89[17,9
kirkman 121 6 |17 ] 370 2598 1091 J11,1] 228,8 [0,82]11,1
lion9 21119 25 45,7 10,62 | 5,9 53,7 10,76] 4,3
mark1 S|116]15 22 131,9 10,93 ] 9,5|| 1024 [0,76] 7,0
modulo]2 111112 24 42,2 10,64 | 5,5 42,2 10,64] 5.5
opus 516]11 22 99,2 [0,71 ] 9,2 96,9 10,64]| 9,2
planet 71191481 115] 1604,0 |1,81 [18,5 1258,4 11,72]18,3
sl 816 1]20] 107 5944 11,23 [14,5]| 602,8 [1,48]14,5
sla 816 (20] 107 3418 11,15 ]11,9] 3476 [1,22]11,9
s8 41115 20 41,1 10,61 ] 5,1 41,1 |0,61] 5,1
sand 1119132 184 1371,8 [1,71 [209 1204,1 {1,49]18,7
scf 27 [ 56 |121] 166 || 2850,0 |2,75 22,3 2187,2 12,64]18,4
sse 717116 56 2008 10,95 110,3]] 187,7 [0,84] 9,9
styr 9 110]30| 166 924,9 11,53 120,0]] 871,9 [1,54]16,1
tav 4141]4 49 33,2 {0,53] 4,6 33,2 ]0,53] 4,6
tbk 6 13 ]32] 1569 538,1 11,31 149 5006 [1,24]14,9
trainl 1 211111 25 57,0 10,731 50f| 52,9 [0,67] 5,0

Tableau 4: Etude de I'apport des situations 2 factorisation
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2) Pour toutes les stratégies, on note non seulement un gain important en
surface mais aussi un gain important en facteur de routage. Ce gain est d'autant
plus important qu'il signifie en fait un plus grand gain en surface de routage
qu'en surface active (surface des cellules), nous confortant dans notre idée que la
prise en compte des situations a fusion de monémes permettrait un meilleur gain
en surface de routage. Pour mieux illustrer ceci, considérons I'exemple
“arbiter". La surface obtenue pour un codage aléatoire est de 281,2 pour un
facteur de routage de 1,05. On en déduit donc une surface active de 137,2 et une
surface de routage 144,0. Apres le codage de type L1, la surface totale obtenue
est de 126,0 comprenant une surface active de 69,2 et une surface de routage de
56,8. On obtient ainsi un gain de 49,6% en surface active et de 60,6% en
surface de routage. On note qu'un plus grand gain en surface de routage est
obtenu au détriment de la surface active; ceci est dii au fait que les situations de
type L1 favorisent une simplification maximale de la logique au sein d'une
méme fonction au détriment d'une mise en commun de logique entre différentes
fonctions. '

Les gains en surface active et en surface de routage sont présentés dans le
tableau 5. Le gain global en surface active est respectivement de 27,3%, 32,0%,
30,5% et 28,8% pour les stratégies L1, L2a, L2b et L2c, et le gain moyen est
respectivement de 23,5%, 26,8%, 26,8% et 26,0%. Le gain global en surface de
routage est respectivement de 33,9%, 41,5%, 42,4% et 39,3%, et le gain moyen
de 34,0%, 37,4%, 36,8% et 35,9%. On note les plus grands pourcentages de
gain pour la surface de routage dans les différents cas.
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Exemple | Caractéristiques Surface Active Surface de Routage

I1]1O] S L2a] L2b] L2c] L1| L2a] L2b| L2c
arbiter 919] 20 47,2| 46,3| 38,8} 60,6] 62,3] 63,1 46,3
bbara 41210 30,6] 31,4] 30,6] 43,5]43,8]42,8] 43,8
bbsse 717] 16 20,5] 17,81 20,3} 31,6/ 32,5] 35,2] 30,7
bbtas 21 2] 6 23,9] 31,6] 24,4] 31,0/41,6]279] 27,1
cse 717] 16 21,6] 21,6] 27,5} 20,6] 26,9] 26,9 28,7
dk14 815] 7 25,91 23,0] 26,9] 5,20] 32,3]35,5{ 33,3
dkl16 41 3| 27 29,0] 29,01 28,1] 26,2] 39.8] 39,81 40,5
dk17 413] 8 15,5| 15,5] 17,5} 28,3] 27,8] 27,8] 28,6
dk27 212 7 8,5] 8,50] 14,5§ 29,41 20,9 20,9 31,9
donfile 2] 1] 24 53,0f 51,3] 52,6] 56,7] 63,8]65,2] 64,6
esd 41 7] 21 21,2] 24,0] 21,04 55,9] 38,4 36,3] 27,1
exl 19] 20 28,9] 36,4] 28,1} 34,5]/503]44,2] 46,2
ex4 9] 14 28,2] 32,4| 27,64 28,11 45,9 40,7] 37,5
ex6 8] 8 21,6] 21,6] 21,54 1,20{22,5]22,5] 28,7
jay 33| 58 41,4]| 38,8] 28,2§ 43,1]158,3]59,7] 45,6
keyb 21 19 29.9| 24,5] 35,71 48,4] 399|442 54,6
kirkman 6| 17 29,11 29,11 29,1 31,5{43,0]43,0] 43,0
lion9 2111 9 33,7] 33,7] 33,74 49,3] 32,8]32,8] 32,8
mark1 5116] 15 22,9] 32,8| 21,8) 19,7]44,2]34,7] 34,4
modulol1?2f 1] 1] 12 12,31 12,3] 12,3§ 12,31 12,3]12,3] 12,3
opus 516] 11 31,1 31,1] 31,2 45,5/49,9]49,9] 49,9
planet 7119] 48 12,11 8,90] 13,2§ 6,40{ 16,3] 18,0 24,1
sl 8]16| 20 40,8] 35,7] 35,6 49,5[44,6]|479] 47,8
sla 816] 20 39,6] 35,8] 39,6§ 59,8] 47,7 50,1] 48,5
s8 411] 5 10,6 10,6] 10,6} 18,6/ 18,6] 18,6 18,6
sand 11] 9] 32 6,93] 5,801 7,54 8,40{17,3]179] 13,5
scf 27 |56 1121 30,9] 24,5] 13,0§ 13,9]35,1]37,4] 27,9
sse 717] 16 17,1] 20,6] 16,94 20,5|30,4]26,91 28,5
styr 9110] 30 359| 37,4] 34,2] 43,8/ 45,1|44,2] 43,7
tav 41 4] 4 1,0 1,0] 29§ 14,0{14,0] 14,0 10,9
tbk 6] 3] 32 67,6] 66,2] 67,24 76,5 76,0] 76,8 ] 76,3
trainl 1 21 1] 11 19,0{ 19,0] 19,04 10,9] 21,4]21,4] 21,4
Moyenn 26,8/26,8/26,0§34,0/37,4]36,8[35,9

- Tableau 5: Pourcentage des gains en surface active et surface de routage
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Le tableau 6 indique les chemins critiques correspondant aux quatre
stratégies de codage. Le gain moyen obtenu est respectivement de 13,5%,
15,2%, 13,7% et 14,7%.

Exemple Caractéristiques Temps Chemin Critique
I110O0]|S P rand| L1 | L2a| L2b | L2c
arbiter 9191]120]| 46 44,4 §12,30/10,9 |10,9] 99 | 10,9
bbara 4 121101 60 41,4 110,621 8,7 | 8,8] 8,9 8,8
bbsse 717116] 56 29,2 112421103 99] 11,7 9,9
bbtas 2]121]6 24 17,8 ) 6,54] 73| 7,3] 7.3 7,3
cse 717 116] 91 83,1 115,70112,8 [14,1| 14,1 ] 12,8
dk14 81517 56 28,2 110,32{110,0 [10,0] 10,0 [ 10,0
dk16 413127 108 162,6 114,52|113,3 {13,3] 13,3 [ 13,3
dk17 41318 32 331 802 73] 73| 173 7.3
dk27 21217 14 320 564 53] 53] 5,3 5.3
donfile 211124 96 2298 §14,14{104 | 8,5] 9.8 ] 10,4
esd 141 7 |21 | 154 171,6 §17,24[17,3 |16,3] 16,1 | 16,3
exl 9 [19]20] 138 107,7 1 16,76{14,2 [12,3] 149 | 123
ex4 6|9 ]14]| 21 150) 852] 76| 7,0] 6,5 6,1
ex6 51818 34 2,6 112,52]1 92| 92] 92| 9,2
jay 4 133]58] 181 606,1 §19,82118,8 [19,7] 178 | 17,3
keyb 712119] 170 127,9 §18,52117,9 1179 179 [ 17,9
kirkman 121 6 |17 | 370 5,3 §15,34]11,1 [12,7] 11,4 | 12,7
lion9 21119 25 66848 664] 59| 59| 59 43
mark1 SJ116|15]| 22 099 848] 95| 70| 8,7 9,2
modulo12 1]111]112] 24 2151 6,78] 5,5 5,5] 5,5 5,5
opus S]16(|11] 22 149§ 9,70] 9,2 9,2] 92 9,2
planet 7119148 115 2235 §23,34]18,5]19,8] 18,3 | 22,5
sl 816 |20] 107 217,4117,70] 4,5]145] 154 ] 15,4
sla 816 120] 107 115,5 16441119 [11,9] 121 ] 11,9
s8 41115 20 1141 574| 5,1 5,1] 5,1 5,1
sand 11] 9 |32] 184 111,2 121,80]20,9 [20,9] 18,7 | 20,9
scf 27156 |121] 166 24,22 | 2421209 [22,3] 184 -
sse 717116] 56 30,1 §13,02/10,3] 99] 13,7 9,9
styr 9 110/30] 166 323,2 §21,68/20,0 |16,1] 18,7 | 16,6
tav 41414 49 26 ) 548] 46| 46| 46| 6,2
tbk 6 | 3132]1569] 820,1 31,20 149 [15,1] 16,8 | 15,1
trainl 1 211 ]11] 25 6901 6,38] 50| 50| 50] 5,0
Moyenne 13,5]15,2 13,7]14,7

Tableau 6: Comparaison des chemins critiques (différentes options pour ASYL)
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5.2. COMPARAISON DU CODAGE D'ASYL AU CODAGE DE JEDI

Deux types de comparaison seront effectués ici, une comparaison en
considérant la meilleure surface globale obtenue pour différentes options de
chacun des logiciels, et une comparaison en considérant le meilleur chemin
critique.

Pour cela, chaque automate a été codé, d'une part, par trois options de
codage de JEDI ("i-dominated", "o-dominated", "io-dominated"), et d'autre part,
par les quatre stratégies d'ASYL. Pour le premier type de comparaison, les
résultats correspondant a la meilleure surface globale obtenue sont considérés.
Pour le second type, ce sont ceux qui correspondent au meilleur chemin critique
qui sont choisis. Donc, pour chaque automate, sept codages ont été effectués, et
la synthése pour chacun des codages réalisée.

Le premier tableau (tableau 7) concerne la comparaison en considérant la
meilleure surface globale, et le facteur de routage et le chemin critique
correspondants. On note la supériorité des résultats d'ASYL en ce qui concerne
la surface globale et le facteur de routage. Par contre, les résultats d'ASYL
concernant le chemin critique sont 1égérement moins bons que ceux de JEDI,
Notons quand méme que le chemin critique considéré ici ne concerne que les
cellules, sans prendre en compte la connectique. Une évaluation plus fine doit
étre effectuée pour obtenir le chemin critique réel au vu des capacités induites
par les fils de connexions. Dans I'ensemble, un gain moyen de 10,6% en surface
globale et de 20,1% en facteur de routage est obtenu pour ASYL, contre une
perte de 6,3% en chemin critique.

Le deuxi¢me tableau (tableau 8) concerne la comparaison en considérant le
meilleur chemin critique, et la surface globale et le facteur de routage
correspondants. Ici, on note une amélioration du chemin critique d'ASYL, une
perte de seulement 2,7% étant notée. D'un autre coté, le gain moyen en surface
globale augmente et devient 14,6% pour un gain moyen en facteur de routage de
21,5%.

Ces différents gains pour les deux cas précités sont représentés dans les
graphes des figures V-1 et V-2. Tous les points situés au-dessus de la droite de
gain nul de chaque graphe indiquent un meilleur résultat pour ASYL. Ces points
sont indiqués en fonction d'une complexité croissante en terme de surface
globale trouvée par ASYL.
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Exemple Caractéristiques JEDI (M.S) ASYL (M.S)

arbiter 919120 46 1928 1097 | 7,7|| 125,9 [0,82]10,9
bbara 412110 60 93,8 10,93 | 8,2 83,1 ]0,68] 8.8
bbsse 717116 56 224,1 11,00 |10,8] 179,9 [0,78]11,7
bbtas 2121]6 24 32,1 0,74 ] 4,6 27,0 10,43 7,3
cse 717116 91 3918 11,33 |13,1]| 308,8 [1,16][12.,8
dk14 81517 56 180,0 1097 | 7,5/ 140,3 {0,77[10,0
dk16 4 131]27] 108 463,3 11,30 [14,4]| 441,5 [1,20[13,3
dk17 4 13]8 32 90,2 10,86 | 6,6 90,2 10,74] 7.3
dk27 21217 14 33,2 10,68 3,8 31,1 ]0,52] 5,3
donfile 211]24 96 101,1 {089 7,3]| 1504 ]0,87] 9.8
esd 141 7 |21 | 154 516,0 11,38 |13,6]] 362,3 [1,01]17,3
exl 9 119]120] 138 3550 11,38 112,6]| 316,9 0,86]12,3
ex4 619]14 21 103,8 10,78 | 6,5 84,8 10,61 7,0
ex6 S|{8]8 34 169,2 11,06 | 11,5]| 143,1 |0,80] 9,2
keyb 712119] 170 406,2 |1,24 [14,0f] 317,0 {0,89]17,9
kirkman 121 6 |17 | 370 449,3 11,21 [14,3]| 228,8 [0,82]11,1
lion9 21119 25 68,6 0,92 5,% 45,7 10,62] 5,9
mark 1 S]116]15 22 1455 |1,13 ] 79( 102,4 0,76 7,0
modulo12 111]12 24 48,2 10,83 | 4,9 42,2 10,64] 5.5
opus S|16]11 22 113,5 {0,85| 8,0 96,9 10,64 9,2
lanet 7119148 115 1109,2 1,77 18,6 ]| 1258,4 ]1,72]18,3
sl 816120 107 205,3 10,99 [ 13,1]| 594,4 [1,23]14,5
sla 816120 107 300,3 11,37 [ 14,6] 341,8 [1,15[11,9
s8 41115 20 74,7 10,75| 64 41,1 10,61| 5,1
sand 1119 132] 184 1353,0 |1,91 20;” 1204,1 |1,49(18,7
scf 27 | 56 |121] 166 ]| 3540,2 |3,37 19,6 )1 2187,2 |2,64]18,4
sse 717116 56 227,2 11,02 [10,8] 187,7 |0,84] 9.9
styr 9 110]30] 166] 10109 [1,62 18,0 871,9 |1,54]18,7
tav 4 1414 49 332 [0,68] 4,7 33,2 {0,53] 4,6
tbk 6 | 3 132] 1569 5873 11,56 [15,8] 500,6 [1,24]16,8
trainl 1 211111 25 108,9 1096 | 7.5 52,9 10,67| 5,0

Tableau 7: Comparaison des meilleurs résultats en surface d'ASYL et de JEDI
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Caractéristiques JEDI (M.C.C) T ASYL (M.C.C)

Exemple

arbiter 919120 46 195,5 11,00 | 7,7]| 126,2 |0,72] 9,9
bbara 412110 60 93,8 10,93 | 8,2 86,6 |0,64] 8,8
bbsse 717116 56 250,6 |1,13110,0]] 187,7 |0,84] 9,9
bbtas 21216 24 32,1 |0,74| 4,6 27,0 10,43] 7,3
cse 717116 91 391,8 |1,33 13,1" 308,8 |1,16] 6,4
dk14 81517 56 180,0 {097 | 7,5|| 140,4 |0,77]10,0
dk16 4 13]27] 108 482,0 11,45 1122 441,5 |1,20[13,3
dk17 41318 32 90,2 10,86 | 6,6 90,2 10,74] 7,3
dk27 2 1217].14 33,2 10,68 ] 3,8 31,1 10,52] 5,3
donfile 211 [24 96 101,1 10,89 | 7,3]] 174,3 ]0,94] 8,5
esd 141 7 |21 154 516,0 1,38 [13,6f 502,7 |1,19]16,1
exl 9 119120] 138 355,0 11,38 112,6]] 316,9 [0,86]12,3
ex4 619114 21 103,8 [0,78 | 6,5 90,2 10,70] 6,1
ex6 51818 34 172,3 1,09 |10,5]| 143,1 0,80 9,2
keyb 712]119] 170 406,2 11,24 114,0ff 317,0 [0,89]17,9
kirkman 121 6 |17 370 499,9 11,21 |13,3})| 259,8 [0,91]11,1
lion9 21119 25 68,6 10,92 | 5,1 53,7 10,76] 4,3
mark 1 S]116]15 22 145,5 11,13 | 7,9]| 102,4 [0,76] 7,0
modulo12 111112 24 48,2 10,83 | 4,9 42,2 10,64] 5,5
opus S16]11 22 113,5 (0,85 | 8,0 96,9 10,64] 9,2
planet 7119148 115] 1109,2 [1,77 [18,6] 1258,4 [1,72 18,3
sl 8 16 [20] 107 417,6 11,26 [12,9] 594,4 [1,23]14,5
sla 816 20| 107 385,1 11,48 |11,2]] 341,8 [1,15][11,9
s8 41115 20 74,7 10,751 6,4l 41,1 |0,61] 5,1
sand 1119 J32] 184 1353,0 [1,91[20,5][1204,1 [1,49 18,7
scf 271561121 166 || 3540,2 |3,37 [19,6] 2518,6 2,33{18,4
sse 717116 56 2536 |1,16 |10,8ff 187,7 ]|0,84] 9,9
styr 9110]30] 166 13783 |1,96 | 17,6 914,9 |1,48]16,1
tav 41414 49 33,2 {0,68] 4,7 33,2 10,53] 4,6
tbk 6 | 3 132] 1569 587,3 11,56 |15,8] 538,1 [1,31]14,9
trainl 1 2 11]11 25 108,9 10,96 | 7.5 52,9 10,67] 5,0

Tableau 8: Comparaison des meilleurs résultats en chemin critique d'ASYL et de
JEDI
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Figure V-1: Représentations des gains d'ASYL par rapport a JEDI en
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5.3. EVALUATION DU CODAGE D'ASYL SUR D'AUTRES CIBLES

5.3.1. Circuits Xilinx

La premiére cible considérée concerne les circuits de type Xilinx. Ces
circuits se présentent comme des matrices de cellules identiques (CLB:
Configurable Logic Block) pouvant réaliser une ou deux fonctions logiques
€lémentaires de 3 A 5 variables, et contenant des points de mémorisation. Une
représentation d'un circuit Xilinx est donnée dans la figure V-3.

Cellules de base
partie comb{atoire entr:ée d'activation
10>
sorties
entrées . (1 ou2)
(40ub) >

X
\

bascules D

L1
Canaux de routage
inter-cellules

Figure V-3: Représentation d'un circuit Xilinx

L'évaluation du codage a été faite sur un certain nombre de benchmarks de
tailles différentes, et les résultats obtenus sont présentés dans le tableau suivant.
Le gain moyen en nombre de CLBs est de 24,6% et en niveaux de 5,8%. Ces
pourcentages indiquent que le codage optimisé d'ASYL est aussi adapté pour la
cible Xilinx.

Comme chaque CLB contient une bascule, on n'est pas limité au codage
compact pour un automate, l'augmentation du nombre de bascules ne
représentant pas un surcoiit en logique. Nous avons voulu effectuer une synthése
de ces automates en utilisant un codage en 1 parmi N ("pire cas") pour voir si on
obtenait un gain en logique. Les résultats sont donnés dans le méme tableau. Le
graphe des points exprimant la différence en nombre de CLBs pour un codage
en 1 parmi N par rapport au codage d'ASYL est représentée dans la figure V-4,
Les points au-dessus de la droite de différence nulle sont ceux pour lesquels
l'utilisation d'un codage 1 parmi N est plus coiiteuse. On remarque qu'a partir
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d'une certaine taille du circuit, le codage en 1 parmi N fournit une meilleure
solution.

Exemple Caractéristiques Aléatoire ASYL || I/N
I 0 S P__ || CLB| Niv. || CLB| Niv. [|[CLB[Niv.
arbiter 9 9 20 ] 46 || 36 3 21| 4 -l -
bbara 4 2 10 | 60 || 25 4 161 4 || 22] 4
bbsse | 7 7 16 | 56 || 37 5 27| 4 321 5
bbtas | 2 2 6 | 24 4 1 41 1 511
cse 7 7 16 | 91 || 63 5 41 6 46| 6
dk14 | 8 5 7 156 || 19 2 21| 2 301 3
dk16 | 4 3 27 1108 || 68 5 52| 4 43] 4
dk17 14 ] 3 8 | 32 6 1 6] 1 151 3
dk27 P 2 7 | 14 3 1 3 1 5] 1
donfile P 1 24 1 96 | 49 5 191 4 jj% 3
esd i 14 | 7 21 154 139 8 90 | 7 61| 5
jay | 4 ]33 | s8 ]181 [[135 6 82| 5 -l -
keyb | 7 2 19 1170 | 106 8 92| 8 45| 7
kirkman J12 ] 6 17 1370 | 42 7 321 7 46| 8
lion9 1 2 1 9 | 25 7 2 41 2 || 13] 4
mark1 B 6 15 | 22 7 2 41 2 I -] -
modulol2 | 1 1 12 | 24 4 1 41 1 6] 1
opus 1 5 6 11 | 22 | 24 4 16 | 3 18] 3
planet | 7 [ 19 | 48 [115 [[178 8 Jl|130 | 7 88| 8
sl | 8 6 20 1107 [134 6 84| 6 79| 4
sla | 8 6 20 1107 || 97 6 |l 45| 5 S0| 4
s8 { 4 1 S 120 4 2 S| 2 171 3
sand 111 | 9 32 1184 ||177 8 |I139 ] 7 110] 6
scf 1 27 |1 56 |121]166 [[283 8 11200 6 -1 -
sse 1 7 7 16 | 56 || 34 4 27| 4 -l -
styr 9 110 | 30 J166 [|178 8 1171 7 I -f -
tav | 4 4 4 | 49 6 2 6| 2 8] 3
tbk 6 3 32 15691226 | 11 86| 8 ||194]11
train11 {2 |1 [11]25 8| 2 71 2 | -] -

Tableau 9: Comparaison concernant la cible Xilinx
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Figure V-4: Comparaison graphique du codage 1 parmi N au codage d'ASYL

L'explication est la suivante: lors de la synthése d'un automate, on note,
d'une maniére générale, que la complexité de la logique réalisant les fonctions
d'état suivant et de sortie décroit avec l'augmentation du nombre de bascules.
Pour une synthése sur cellules standards, le gain en logique obtenu par
l'utilisation d'un plus grand nombre de bascules est contrecarré par la perte en
surface due a ces bascules additionnelles. Néanmoins, pour les circuits de type
Xilinx, une bascule est disponible pour chaque CLB utilisé. On aurait donc
intérét & utiliser plus de bascules pour diminuer la logique sans que I'utilisation
d'une nouvelle bascule nous oblige a prendre un nouveau CLB. Pour de gros
automates, méme si un codage en 1 parmi N est effectué, la logique demeure
importante et nécessite un certain nombre de CLBs. Ces CLBs fournissent
néanmoins un nombre de bascules suffisants pour effectuer le codage en 1 parmi
N. Par contre, pour les petits automates, utiliser un codage en 1 parmi N impose
d'utiliser un nombre de CLBs nécessaire a obtenir les bascules. Néanmoins, la
logique pour ces petits automates ne nécessitent pas un tel nombre de CLBs;
certains CLBs sont seulement utilisés pour leurs bascules. 11 devient alors évident
que le nombre de bascules a utiliser pour les automates est "proportionnel” a
leur complexité.

5.3.2. Circuits de type PAL

La deuxiéme cible considérée concerne les circuits de type PAL sous forme
de boitiers du commerce. Ce sont des dispositifs physiques programmables qui
réalisent des fonctions sous forme de sommes de mondmes, ol aucun mondéme
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n'est partagé entre fonctions. Certains boitiers peuvent contenir des points de
mémorisation. Ils sont représentés dans la figure suivante.

Entrées

ETAGE OU

FIGE

I

E4EIK4E;

%D» B> g
=D 1> 3
D

~ ETAGEET
PROGRAMMABLE

Entrée d'activation

Figure V-5: Représentation d'un PAL

Les résultats obtenus pour la réalisation sur des circuits de ce type pour la
bibliotheque MMI sont présentés dans le tableau suivant. Le gain moyen en
nombre de boitiers utilisés est de 20,8% et en niveaux de 6,3%. Le gain ici est
du méme ordre que dans le cas des Xilinx.

Exemple Caractéristiques Aléatoire ASYL
I 0) S P B N Aw B N
bbsse 7 7 16 | 56 2 1 2 1
cse 7 7 16 | 91 3 2 || 2 1
dkl16 4 3 27 | 108 3 2 || 1 2
donfile 2 1 24 | 96 2 2 1 1
esd 14 | 7 21 | 154 8 2 7 2
jay 4 | 33 | 58 |181 6 2 5 2
kirkman 12 ] 6 17 | 370 3 2 3 2
opus 5 6 11 | 22 1 1 1 1
planet 7 19 | 48 | 115 5 2 5 2
sl 8 6 20 | 107 4 2 3 2
sla 8 6 20 | 107 3 2 2 2
sand 11 ] 9 32 |184 8 2 % 7 2
sse 7 7 16 | 56 2 1 2 1
styr 9 ] 10 | 30 | 166 6 2 I 4 2
- |tbk 6 3 32 11569 6 2 I 3 2

Tableau 10: Comparaison concernant la cible PAL
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5.3.3. Circuits de type PLA (comparaison avec NOVA)

La derniére cible concerne les PLAs (réalisation deux-couches). Nous avons
voulu évaluer notre logiciel sur cette cible, méme si celui-ci est plus adapté a une
cible multicouche. Des comparaisons ont été effectués avec un logiciel de codage
spécialisé pour la cible deux-couches, NOVA. Celui-ci est un outil développé a
l'université de Berkeley [VIL89ab)] qui, contrairement 3 ASYL, ne recherche pas
des situations au sein du graphe d'un automate, mais effectue une minimisation
symbolique de la liste des transitions. Les contraintes de codage sont alors
déduites de la liste minimisée, et un codage est alors effectué par immersion de
ces contraintes dans I'hypercube. Notons que NOVA se restreint 2 la cible PLA
car la minimisation symbolique n'a donné des résultats probants a I'heure
actuelle que sur ce type de circuits. Les résultats de cette comparaison sont
donnés dans le tableau suivant. On note que NOVA obtient un gain de 6,3% par
rapport a ASYL. Seule la stratégie L1 a été utilisée dans ASYL car, pour la cible
deux-couches, on ne s'intéresse pas aux factorisations possibles. Ces résultats
sont fortement encourageants car avec la minimisation symbolique on obtient
exactement les groupes d'adjacence qu'il faut immerger, et ASYL s'en sort sans
effectuer cette minimisation symbolique.



Exemple Caractéristiques NOVA ASYL
0) S Mondmes Mondmes
bbara 2 10 24 26
bbsse 7 16 29 33
bbtas 2 6 9 9
cse 7 16 45 47
dk14 5 7 25 27
dk16 3 27 | 108 57 59
dk17 3 8 19 19
dk27 2 7 | 8 8
donfile 1 24 | 96 | 28 38
exl 19 | 20 | 138 | 37 44
ex4 9 14 | 21 | 18 % 19
ex6 ] 8 8 | 34 25 27
keyb 2 19 1170 48 lk 49
kirkman 6 17 370 60 62
lion9 1 9 | 25 9 Il 10
mark1 16 | 15 | 22 17 li 20
modulo12 1 12 | 24 11 lF 11
opus 6 11 | 22 16 15
planet 19 | 48 | 115 86 94
sl 6 20 | 107 63 74
sla 6 20 | 107 69 61
s8 1 5 120 8 10
sand 9 32 | 184 89 | 105
scf 56 |121 1166 137 137
sse 7 16 | 56 30 33
styr 10 | 30 | 166 94 89
tav 4 4 | 49 11 11
tbk 3 32 |1569 57 58
trainl1 1 11 | 25 9 11

Tableau 11: Comparaison concernant la cible PLA entre ASYL et NOVA

§.4. CONCLUSION

L'évaluation des différentes stratégies de codage d'ASYL par rapport 2 une
moyenne de codages aléatoires a démontré clairement que les meilleures
optimisations étaient apportées par la considération de situations a fusion de
mon6mes. Un apport additionnel des situations 2 factorisation n'est quand méme
pas a négliger. Des comparaisons faites avec un des meilleurs logiciels connus,
JEDI, montrent la supériorité du codage d'ASYL sur celui-ci. Forts de ces
résultats, nous avons voulu évaluer notre logiciel pour d'autres cibles
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multicouches comme les circuits programmables Xilinx, et les PALs de la série
MMIL. Un gain moyen de I'ordre de 20-25% dans les deux cas nous rassure 2 cet
effet. Néanmoins, pour la cible Xilinx, il serait intéressant de reconsidérer le
codage en utilisant plus de bits. En dernier lieu, méme si notre outil s'adresse
Plus a des cibles multicouches, nous avons voulu étudier son comportement pour
la cible deux-couches. Des comparaisons effectuées avec NOVA montrent une
1égere avance de celui-ci sur ASYL. Cette lacune pourrait éventuellement étre
remédiée par l'utilisation du codage symbolique.
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CHAPITRE VI

COMPARAISON AVEC D'AUTRES METHODES
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6.1.LETAT DE L'ART

Le probléme du codage d'automates est apparemment un vieux probléme et
a fait I'objet de nombreuses publications depuis les années 50.

Au départ, les préoccupations étaient principalement d'éviter des courses
critiques au sein d'automates asynchrones. En effet, les automates asynchrones
sont des circuits qui évoluent en fonction des changements des entrées et qui
passent par un certain nombre d'états instables avant d'atteindre un état stable.
Les courses critiques proviennent de la différence de rapidité d'évolution des
variables internes, et peuvent amener I'automate i un état non prévu ((KOH78])).
Celles-ci arrivent principalement quand plusieurs variables internes changent en
méme temps. Pour pallier ce probleéme, il faut alors s'arranger pour que ces
variables ne changent qu'une seule 2 la fois lors de I'évolution de l'automate. A
cet effet, des méthodes de codage ont été proposées qui pouvaient assurer
I'absence de telles courses critiques ([SAU68], [LIU63], [SAU72ab], [TRA66],
[UNG63)). ‘

D'autres auteurs se sont plutdt intéressés i obtenir des réalisations physiques
peu coliteuses. Pour ce faire, Armstrong essaye de rapprocher les codes de
certains états pouvant apparaitre ensemble dans une méme fonction logique. II se
base sur le fait que si plusieurs couples d'états permettent la création d'un unique
monome, alors ces mondémes peuvent encore fusionner pour donner de plus gros
mondémes, et ainsi de suite ([ARMS62a)). Puis il généralise 1'idée dans [ARMG62b]
en considérant des paquets d'états courants et des paquets d'entrée. Pour ceux-ci,
il calcule les états suivants et définit des regles de codage de ces différents
paquets. Stearns et Hartmanis effectuent des codages en considérant des couples
de partitions dans le graphe et proposent les théorémes de dépendance réduites
que nous avons vus dans un chapitre précédent ((HAR61ab], [HARG6)). Karp
reprend leur théorie et propose une méthode de codage systématique dans
[KARG64]. Dolotta dans [DOL64] procéde autrement en considérant des "colonnes
codables": ce sont des colonnes binaires de base qui quand elles sont juxtaposées
constituent un ensemble de codes différents pour les états d'un automate. Un cofit
en logique utilisée est évaluée pour chacune des colonnes et un nombre
nécessaire de colonnes les moins cofiteuses sont choisies pour constituer les codes
des états de I'automate. L'algorithme de [TOR68] semble étre une amélioration
de I'algorithme de Karp, oi des filtres efficaces sont mis en oeuvre pour limiter
encore plus le nombre de colonnes codables.
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Plus récemment, avec l'apparition d'outils de minimisation hautement
optimisés, de nouveaux algorithmes de codage sont apparus. Ces algorithmes
supposent une bonne connaissance de ces outils et tendent tous 2 préparer le
travail de ces minimiseurs. Les logiciels actuels les plus connus vont étre décrits
dans les paragraphes suivants. Quelques notions préliminaires seront avant tout
introduites pour permettre une meilleure compréhension des algorithmes mis en
oeuvre.

6.2. NOTIONS PRELIMINAIRES

6.2.1. Minimisation symbolique

La minimisation symbolique consiste a trouver une représentation de cofit
minimal d'un circuit indépendamment du codage binaire des entrées ou des
sorties. D'une maniére générale, dans des descriptions de haut niveau, des
variables ne sont pas représentées sous forme binaire mais sous forme de
symboles. La description d'un automate en est un cas typique: les variables "état
courant” et "état suivant” prennent un certain nombre de valeurs symboliques
qui sont les états de l'automate. On comprend alors aisément que le codage de
ces variables symboliques influence fortement la complexité du circuit final.
Cette méthode de codage repose sur deux étapes principales: 1°) la recherche
d'une représentation minimale de la fonction qui soit indépendante du codage des
entrées et des sorties, 2°) un codage de ces entrées et sorties compatible avec la
représentation minimale trouvée.

De Micheli [DEM85a] énonce quatre types de codage symbolique: le codage
des entrées uniquement, le codage des sorties uniquement, le codage d'entrées et
de sorties, et le codage d'entrées et de sorties de telle sorte que le codage des
entrées soit le méme que celui des sorties (le codage des états est du dernier
type). Il annonce ensuite un algorithme permettant de résoudre la premiere étape
des quatre types de codage précédents. Il subsiste alors la deuxidme étape qui
consiste 2 satisfaire un certain nombre de contraintes sur les codes 2 trouver
pour les symboles. Pour les symboles d'entrée, les contraintes sont d'affecter des
sous-ensembles de symboles & des sous-cubes de 'hypercube des codes de ces
symboles. Pour les symboles de sortie, une relation d'ordre est générée et les
codes des symboles doivent étre tels que la relation d'ordre induite sur ces codes
est respectée.
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6.2.2. Technigues de codage

Dans la phase d'immersion, il s'agit d'affecter des ensembles de symboles a
des sous-cube de I'hypercube. Deux techniques peuvent étre utilisées pour ce
faire. La premiére consiste A considérer des codes de taille fixée a l'avance et de
placer les symboles sur des sommets de I'hypercube en respectant les relations
cubiques. Elle est connue sous le nom de codage par ligne ("row-encoding").
Une deuxiéme technique, le codage par colonne ("column-encoding"), consiste a
constituer le code des symboles bit par bit. En fait, le bit ajouté, quand cela est
nécessaire, permet de séparer les états d'un méme groupe d'adjacence de ceux
qui n'y sont pas. On parle alors de bissection de I'hypercube.

exemple

Considérons les groupes d'adjacence suivants {sl, s2, 53, s4}, {s2, s3, sS5} et
{s1, s2, s6}. L'ensemble des états est de cardinal 7.

Procédons au codage par ligne; la dimension est d'ores et déja fixée a 3.

{s1, s2, s3, s4} est affecté au cube des codes {000, 001, 010, O11}. Puis
{s2, 53, s5} est affecté au cube des codes {000, 001, 100, 101}. Finalement
{s1, s2, s6} est affecté au cube des codes {000, 010, 100, 110}. Ceci a pour
conséquence de définir pour les états {sl, s2, s3, s4, 85, s6, s7} les codes 010,
000, 001, 011, 101, 110 et 111 respectivement.

Procédons maintenant au codage par colonne.

Une premiére variable sépare (s1, s2, $3, s4} de {s5, s6, s7}. On choisit Y1
de telle sorte que Y1({sl, s2, s3, s4}) = 0 et Y1({sS, $6, s7}) =1. On déduit
directement que le mondme associé au premier groupe est Y1 .

Une deuxiéme variable sépare ensuite {s2, s3, s5} de {sl, s4, s6, s7}. On
obtient alors Y1,Y2({s2, s3}) = 00, Y1,Y2({s1, s4}) = 01, et YL,Y2({s5}) =10
et Y1,Y2({s6, s7})= 11. Le mondéme associé au deuxieme groupe est alors Y2 .

Une troisi€éme variable sépare {sl, s2, s6} de {s3, s4, s5, s7}. On obtient
finalement Y1,Y2,Y3({s2})=000, Y1,Y2,Y3({s3})=001, Y1,Y2,Y3({sl })=010,
Y1,Y2({s4})=011, Y1,Y2,Y3({s5})=101, Y1,Y2,Y3({s6})=110 et
Y1,Y2,Y3({s7})=111. Le monéme associé au troisitme groupe est Y3 .
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6.3. PRINCIPAUX OUTILS DE CODAGE

6.3.1. KISS

KISS est un logiciel développé par de De Micheli a l'université de
Californie ((DEM84a]) et s'adresse 2 la cible deux-couches.

Dans une premiére approche [DEMS83], l'auteur n'utilise pas de
minimisation symbolique, mais analyse chaque couple de transitions de
l'automate et en déduit des contraintes. Selon certaines conditions sur les entrées
et les sorties, il déduit des contraintes sur les codes des états courants et suivants
de ces couples de transition. Ces contraintes peuvent €tre des contraintes
d'adjacence, de couverture (inclusion binaire) ou de distance minimale 3
respecter entre codes. Deux cas se présentent: soit les deux transitions peuvent
étre fusionnées permettant le gain d'un monéme, soit des variables peuvent étre
enlevées du mondme d'une des deux transitions. La partie de l'immersion
consiste alors 2 respecter ces contraintes.

Plus tard, I'auteur crée KISS o la minimisation symbolique est effectuée
avant la phase d'immersion.

inimisati mboli KI

L'auteur, méme s'il est conscient que le codage d'états est un probléme de
codage d'entrées et de sorties symboliques, ne s'attaque qu'au probléme du
codage de ces états en tant que symboles d'entrée uniquement. Ceci peut se faire
facilement en effectuant un codage dit "1 parmi N" des états. On remarque alors
que les codes constitués de plus d'un "1" de méme que le code tout a "0"
n'interviennent pas dans l'automate. Ces codes peuvent alors étre utilisés comme
des entrées pour lesquelles les fonctions ont une valeur indéterminée (on parle
alors de couverture a phi [KUN68] d'une fonction incomplétement spécifiée).
Aprés minimisation, un systtme minimal en termes de monémes est obtenu,
définissant ainsi les groupes d'adjacence pour les états. Les cardinaux de certains
groupes d'adjacence peuvent encore étre réduits car dans certains cas, certains
états sont redondants au vu d'autres groupes d'adjacence.

L'auteur démontre que, si toutes les contraintes sont satisfaites, alors on ne
peut pas trouver plus de mondmes que dans le systéme obtenu. Par contre, apres
immersion et obtention des codes, la minimisation peut donner de meilleurs
résultats, car les contraintes sur les sorties n'ont pas été considérées.
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6.3.1.2. Immersion

KISS utilise un codage par colonne pour sa phase d'immersion. Néanmoins,
au lieu de travailler directement sur les groupes d'adjacence, une matrice de
contraintes est définie. Un certain nombre de regles de simplification sont alors
appliquées sur cette matrice pour en diminuer le nombre de contraintes et ainsi
accélérer l'immersion. Par exemple, une régle détecte de lignes identiques, et
une autre détecte les lignes inverses. Dans les deux cas, une des lignes est
supprimée. Aprés la phase de simplification, la matrice réduite est utilisée pour
effectuer 'immersion. Chaque contrainte est considérée a son tour, et il est
vérifié s'il est nécessaire de rajouter une variable, ou certains codes peuvent étre
déterminés pour des états évitant l'utilisation d'une nouvelle variable. KISS
procede ainsi jusqu'a satisfaction de toutes les contraintes.

Plus tard, 1'auteur comble les lacunes de KISS apres avoir mis au point le
minimiseur symbolique CAPPUCCINO. Ce logiciel considére 2 la fois les
variables symboliques d'entrée et de sortie, et gere les deux typeé de contraintes
obtenu pour coder les symboles associés.

6.3.2. JEDI

JEDI [LIN89] est un outil de codage symbolique développé par B. Lin a
l'université de Californie a Berkeley qui vise la cible multicouche. Il peut ainsi
s'attaquer au probléme du codage d'automates od les symboles considérés sont
les états d'un automate. Une premiére phase consiste en un calcul d'attractions
entre symboles d'une méme variable symbolique et une deuxiéme phase affecte
des codes proches a des symboles ayant une forte attraction entre eux.

6.3.2.1. Calcul d'attractions
Deux stratégies similaires sont utilisées pour le codage des variables
symboliques d'entrée et des variables symboliques de sortie.

Considérons une variable symbolique de sortie VS et notons | VS, .ees VS )

lI'ensemble de ses valeurs possibles. Dans un premier temps, JEDI recherche
I'ensemble Ij des mondmes pour lesquels VS vaut vSjs ceci pour chaque valeur

vsj. Ensuite, 1'attraction my entre deux symboles Vs; et vsy est calculé selon la
SR

formule bgl E—: P(ija,ikb), ou P(ija,ikb) est la proximité entre les mondmes
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ija et iy, Cette formule évalue en fait le nombre de littéraux communs 2 tout
couple de monémes de Ij et Iy, et essaye de prédire les factorisations qui peuvent

avoir lieu quand les deux symboles vs; et vsy ont des codes proches.

Le calcul des attractions dans le cas des entrées se fait de maniere similaire.
Pour une variable d'entrée VE admettant I'ensemble des valeurs { Veps «ee ven},

JEDI calcule I'ensemble Oj des vecteurs de sortie pour lesquels VE vaut ve;. Les

attractions sont alors calculés en utilisant une formule identique en remplagant
les mon6mes par les vecteurs de sortie. Ici, cette formule évalue le nombre de
fois que les sorties utilisent un couple de symboles d'entrée, et prédit la création
d'expressions communes entre ces sorties.

Pour chacune des variables symboliques, JEDI considére la matrice des
attractions m;y pour tout couple de valeurs de cette variable. Le but est d'alors

de trouver un codage des symboles qui minimise la somme

n n

DI my *H(c;j, oy ), od c; représente le code du ji®Me symbole. Minimiser
j=1 k=it+l

cette somme revient 2 donner des codes trés proches aux symboles ayant une
forte attraction entre eux. Ensuite, une heuristique est utilisée pour minimiser
cette somme. A tout moment, le symbole non codé ayant la plus forte attraction
pour les symboles codés est pris en compte. Le code inutilisé le plus proche de
ceux des symboles codés lui est affecté. Ceci est répété jusqu'a ce que tous les
symboles soient codés.

JEDI considere le codage d'automates comme un cas particulier ou les états
sont les symboles a coder. Néanmoins, il n'est pas spécifi€ comment JEDI traite
ce cas particulier, car ici les états sont 2 la fois symboles d'entrée et symboles de
sortie.

6.3.3. MUSTANG

MUSTANG est un autre outil de l'université de Californie développé par
S. Devadas ([DEV87], [DEV88)), qui s'intéresse aussi a la cible multicouche. Il
proceéde d'une maniére analogue a JEDI, 2 ceci prés qu'il ne s'intéresse pas au
probléme général du codage symbolique, mais se restreint au codage des
automates. L'algorithme procéde en deux étapes: un calcul d'attractions entre
états et un codage par proximité identique a celui de JEDI.
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Le calcul d'attractions se fait au vu du graphe du contréleur. Deux
stratégies sont adoptées pour MUSTANG: une stratégie dite "fanin oriented"
(guidée par les entrées) et une autre dite "fanout oriented" (guidée par les
sorties).

6.3.3.1. Calcul d'attracti
Stratégie fanin

Dans la stratégie fanin, MUSTANG considére les états successeurs produits
par des entrées similaires et des états présents similaires. Tout couple d'états
admettant beaucoup d'état prédécesseurs communs et produits pour plusieurs
entrées similaires auront une trés forte attraction. Par cette stratégie,
MUSTANG espere provoquer la création d'un grand nombre de mondémes
communs entre plusieurs fonctions.

L'attraction entre deux états 5; et 5; est alors composée d'une premiére

partie égale a N/2*) pred(sy, sj)*pred(s, sj), ou N est le nombre de bits de
Sk

codage et pred(s,, sy) dénote le nombre de fois on I'état Sy apparait comme

prédécesseur de Sy Pour la deuxi¢me partie de l'attraction, MUSTANG

considere chaque entrée i et son complément, et calcule pour chaque état le

nombre de fois ol cet état est produit par une transition comportant cette entrée.

Cette occurrence est notée succ(i, Sx) pour l'entrée i et I'état sx. L'attraction est

alors complétée par le terme z succ(i, s ) *succ(i, sp) + succ( i, sg)*succ(i,
i

Sl).

Stratégie fanout

Dans cette stratégie, MUSTANG considére les €tats qui produisent des
sorties similaires et qui admettent des état suivants similaires. Les états ayant
beaucoup d'états suivants communs et émettant beaucoup de commandes
identiques seront donnés de fortes attractions. Le calcul d'attraction pour tout
couple d'états se fait de maniere analogue au cas précédent en considérant
maintenant les états en tant que successeurs et les sorties. Ici, MUSTANG
recherche 2 maximiser la taille des mondémes communs entre différentes
fonctions.
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6.3.3.2, Affectation des codes
La technique d'immersion utilisée par MUSTANG est connue sous le terme

anglais de "wedge clustering” (regroupement par paquets). Dans cette technique,
a chaque étape, un état s et un ensemble de N états associés {s1, ..., s\ tels que

N
la somme 2 att(s, sp) soit maximale sont sélectionnés. Un ensemble de N+1

k=1
codes inutilisés est choisi pour ces états de maniere A minimiser la distance
existant entre eux (notons que certains de ces états peuvent déja avoir été codés).
Une fois cela fait, I'état s est supprimé de l'ensemble des états considérés et le
procédé est recommencé avec les états restants jusqu'a ce que tous les états aient
été codés.

6.3.4. NOVA

NOVA a été développé par T. Villa A l'université de Californie ([VIL89a],
[VIL89b]). Cet outil s'intéresse principalement a la cible deux-couches, quoique
des évaluations sur la cible multicouche aient été effectuées et donné des résultats
satisfaisants pour l'auteur.

4.1, Constituti 'adjacen

Grdce a la cible deux-couches, NOVA peut utiliser de maniére efficace
l'algorithme de minimisation symbolique de De Micheli [DEMS85a] par le biais
du meilleur minimiseur deux-couches existant & I'heure actuelle, c'est-a-dire
Espresso ([RUD85], [BRAS85]). Un ensemble de groupes d'adjacence est alors
obtenu aprés cette étape de minimisation de méme que la relation d'ordre 2
respecter sur les codes des états. Ces deux types de contraintes sont obtenus car
le codage d'états d'un automate correspond au codage d'entrées et de sorties
symboliques.

$.3.4.2, Immersion
NOVA effectue un codage par ligne consistant i affecter ces groupes
d'adjacence aux sous-cubes de I'hypercube. La méthode consiste 2 construire la
fermeture par intersection de ces groupes d'adjacence d'une part et 2 construire
le treillis de tous les sous-cubes de I'hypercube d'autre part. Notons que ce

treillis est différent du treillis booléen lui-méme. L'immersion consiste alors 2
trouver un isomorphisme entre l'ensemble des groupes d'adjacence de la
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fermeture et une partie du treillis des cubes. Cela revient en fait i associer a
chaque groupe d'adjacence un cube, de telle sorte que les relations d'intersection
et d'inclusion entre groupes d'adjacence soient respectées pour les cubes. En
cela, la méthode de NOVA ne differe pas d'ASYL, 2 la différence prés que la
représentation des cubes n'est pas la méme, et que NOVA génére exhaustivement
tous les cubes et les teste jusqu'a obtenir le bon. ASYL procede différemment en
construisant le cube au vu des intersections voulues.

Selon T'option choisie, NOVA s'attaque aussi 2 la résolution des contraintes
d'ordre imposées sur le code des états par la minimisation symbolique.
Néanmoins, une plus grande priorité est donnée aux groupes d'adjacence. Pour
prendre en compte les contraintes d'ordre, NOVA modifie sa génération de
cubes pour un groupe d'adjacence en vérifiant de plus si le cube choisi ne viole
pas ces contraintes.

6.3.5. Autres logiciels .

La plupart des autres logiciels présentés dans la littérature ne sont en fait
que I'utilisation de KISS avec ([COP86)) ou sans modifications (ITSES86)).

CASTOR [RIE90] est un logiciel développé a l'université de Karslruhe et
intégré dans le systtme CADDY [ROS88]. CASTOR ressemble beaucoup a KISS,
sauf pour la maniére de traiter les contraintes de codage. En effet, CADDY ne
considere pas les contraintes une par une, mais sélectionne un ensemble de
contraintes deux a deux disjointes. Les contraintes sont codées sur un nombre
suffisant de bits, et le processus est recommencé avec un autre ensemble de
contraintes. CASTOR ne s'adresse qu'aux PLAs pour le moment, des
améliorations étant en cours pour pouvoir prendre en compte la cible
multicouche.

Une tentative intéressante a été faite dans [WOLSS] pour réaliser un autre
type de codage guidé par la création de noyaux. Les auteurs utilisent le modele
d'un automate ou les codes des états peuvent étre programmés de l'extérieur.
Ceci impose alors des circuits internes de reconnaissance des états avec des
valeurs de codes préprogrammés. L'idée est alors de choisir de bonnes valeurs
de codes de maniére A créer des noyaux intéressants. Malheureusement, la
méthode n'a pas été probante, les auteurs ayant constaté que des codages
aléatoires donnaient de meilleurs résultats que leur logiciel.
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6.3.6. Conclusion

Nous avons vu que tous les algorithmes de codage reposent principalement
sur deux étapes: une recherche de situations dans le graphe de 1'automate et une
immersion des états dans 1'hypercube.

La recherche de situations se fait par analyse du graphe, ou par
minimisation symbolique. Selon le cas, des contraintes d'adjacence sont définies
sur les états, ou alors ce sont des attractions qui sont évaluées pour tous les
couples d'états. D'autres contraintes comme la définition d'une relation d'ordre
entre les codes des états peuvent étre obtenues.

La phase d'immersion se fait alors par deux types de codage, soit par ligne
ou par colonne. L'immersion des groupes d'adjacence peut se faire par l'un des
deux types quelconques. Les problémes d'attraction ou de couverture (relation
d'ordre) se font plus aisément par codage par ligne, puisque tous les bits sont
nécessaires pour effectuer les évaluations.

Le tableau suivant résume les méthodes utilisées par les différents
algorithmes.

immersion cubique |codage par proximité [ codage par colonne

minimisation KISS
symbolique NOVA JEDI CAPPUCCINO
calcul MUSTANG

d'attractions ASYL (L2)

recherche de
situations ASYL (L1)
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CONCLUSION GENERALE
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Nous avons vu que, d'une maniére générale, tous les algorithmes de codage
procedent en deux étapes: une premiére étape détecte des situations pouvant
amener des simplifications et une deuxiéme étape qui consiste a satisfaire les
contraintes imposées par la premiére étape. Nous avons montré la recherche de
ces situations en nous basant sur les travaux de Stearns et de Hartmanis. En ce
qui concerne la deuxiéme étape, nous avons proposé une nouvelle théorie dite de
cubes intersectants permettant de gérer au mieux les contraintes obtenues.

Le premier chapitre nous a permis de poser les bases du probléme. Les
définitions de base ont été données, et la notion de situation prédictive de
minimisation a été introduite. A cet effet, les différentes situations amenant des
simplifications ont été illustrées.

Dans le deuxi®me chapitre, nous avons présenté des théorémes
fondamentaux de la théorie de Stearns et Hartmanis, et montré leur application 2
la recherche de situations dites  fusion de monémes. Une généralisation nous a
ensuite permis de définir les situations a factorisation, en complément des
situations a fusion de mondmes. Des notions de coiits ont été introduites pour
définir des priorités sur ces situations.

Avant de pouvoir décrire l'algorithme de codage, la théorie des cubes
intersectants a été développé au troisiéme chapitre permettant ainsi d'avoir des
outils de base efficaces pour la phase d'immersion cubique. Plusieurs conditions
nécessaires et/ou suffisantes ont été énoncées pour la recherche de cubes
vérifiant des relations d'intersection, d'inclusion et de disjonction avec d'autres
cubes.

Dans le quatrieme chapitre, I'extension de groupes d'adjacence est abordée.
En effet, pour certains automates, tout I'espace des codes n'est pas utilisé. Cela
permet la création d'états fictifs, appelés états fantémes, qu'on peut rajouter a
l'automate sans changer son comportement. Ces états fantdmes permettront
d'étendre tout groupe d'adjacence de telle sorte qu'il puisse étre associé
bijectivement A un sous-cube de I'hypercube. L'algorithme d'immersion cubique
est présenté, de méme qu'un algorithme “glouton" qui fige le code des états au
vu des attractions entre états définies par les situations a factorisation.

Le cinquiéme chapitre concerne 1'évaluation de l'algorithme de codage. Une
premire étape consiste i faire des évaluations par rapport a un codage aléatoire.
Ceci permet d'analyser l'efficacité des différentes stratégies utilisées. Une
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deuxieéme étape s'occupe de la comparaison d'ASYL avec JEDI, un des meilleurs
logiciels de codage connus. La supériorité des résultats d'ASYL est démontrée,
confirmant I'idée que les situations 2 fusion de mondémes sont celles qui
permettent de réduire grandement la surface diie aux connexions entre cellules
de base. Enfin dans une dernitre étape, l'algorithme est évalué sur d'autres
cibles. Dans ce cas aussi, les résultats sont probants.

Dans le sixi¢éme chapitre, les techniques de codage les plus connues sont
présentées aprés un bref rappel des travaux antérieurs dans ce domaine. La
description de chaque technique donne une idée des différentes fagons de mettre
en oeuvre un algorithme de codage, qui, néanmoins, restent toutes basées sur les
deux étapes mentionnées plus haut.

Il est surprenant de noter que le codage d'automates qui a été abordé dans
les années 50 est encore un sujet d'actualité. En effet, avec la complexité
croissante des circuits synthétisés de nos jours et 'apparition sans cesse
renouvelée de nouveaux circuits, les techniques de minimisation, et de ce fait, les
outils pouvant prévoir ces minimisations, doivent &tre adaptées. Le sujet n'est
donc pas clos méme si les logiciels actuels atteignent un degré d'optimalité trés
élevé.
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