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Introduction

Cette thése contient une étude spectrale de certaines classes d’opérateurs de Schro-
dinger continus (agissant sur L?(IR%)) et discrets avec le potentiel du type surfacique. Le
modeéle de base est donné par la formule

H=-A+V (0.1)

oil —A est le laplacien sur IR? et (V)(z) = v(z)p(z) est I'opérateur de multiplication par
une fonction réelle de la variable v(zy, z3) € R% x R® identifiée avec = € IRd, d = di+ds,
décroissante assez rapidement par rapport a la variable z, € IR%, p. ex.

| v(@r,22) |< O+ [z [)7=7% (0.2)

pour certaines constantes C, dg > 0 et possédant des propriétés d’ergodicité par rapport a

la variable z; € IR™ pour assurer 'existence de I'objet dit "la densité d’états surfaciques".
Cette introduction est divisée en parties suivantes :

(A) La densité d’états des opérateurs de Schridinger ergodiques

(B) La notion du déplacement spectral

(C) La densité d’états surfaciques

(D) Une bréve description de résultats de la these

(E) Les énoncés des résultats de chaque chapitre

(

)
F) L’index des notations essentielles

(A) La densité d’états des opérateurs de Schridinger ergodiques

La modélisation des phénomeénes physiques en milieu désordonné conduit a I’étude de
I'opérateur de Schrodinger aléatoire

H,=-A+V,

ol w € Q et (2,F) est un espace mesurable muni d’une mesure de probabilité P. En
particulier le modéle de la structure périodique d'un cristal idéal perturbée de maniére

7



8 Introduction

homogéne en moyenne spatiale devrait assurer I'existence de la limite thermodynamique
comparant le volume avec le nombre des niveaux d’énergie du systéme restreint & une
région bornée. Une théorie générale de ces modeéles a été développée par L. Pastur ([53],
[54]) qui a introduit la notion de la densité d’états d’opérateurs ergodiques. Dans le cas
ou V,, est Popérateur de multiplication par la fonction v, (z) on suppose que 'on a

vo(r — 2) = v (),

avec une application mesurable 7, : @ — € conservant la mesure P pour tout z € IR¢

(respectivement z € Z%). L’hypothése de I'ergodicité signifie que I'on doit avoir P(A) = 0
oulsi A€ F est T -invariant pour tout z € IR? (respectivement z € Z%).

Une classe des opérateurs de Schrodinger ergodiques est donnée par le potentiel presque
périodique. En effet, suivant M. A. Shubin [59] on peut définir P comme la mesure de
Haar sur le groupe compact engendré par la famille des translations du potentiel presque
périodique.

Une autre classe des opérateurs de Schrodinger ergodiques est donnée par le modéle
d’Anderson ou on considére le potentiel localisé autour des sites du réseau Z¢ avec des
constantes de couplage formant une famille des variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées ( p. ex. le cours de W. Kirsch [34] ou F. Klopp [40]).

Une définition de la densité d’états des opérateurs de Schrodinger ergodiques utilise
les opérateurs H, ; définis sur L?(] — L; L[?) comme HY; = —A+V,, avec les conditions
de Dirichlet ou HL{X ;= —A+V, avec les conditions de Neumann au bord de | — L; L[%.
Pour f: IR — C qui décroit assez rapidement & l'infini, on pose

ng L (f) = (2L)%r f(H} ) = (2L) de (H3.1),

ot \i(Hp) < - < MN(HE ) < Aa(HSp) < ... est la suite des valeurs propres
(comptées avec leurs mulitiplicitées) de Hj ;. Si f € S(IR) ('espace de Schwartz des
fonctions a décroissance rapide sur R) alors les limites

n(f) = lim ”gL(f) lim nNL(f)

L—oo L—oo

existent P-presque stirement et sont indépendantes de w. Ainsi le théoréme de répresen-

tation de Riesz permet d’écrire
= / FN) AN (V)
R

ol on intégre par rapport a la mesure dont la fonction de répartition

N(A) =sup{n(f): 0< f <1, suppf C]—o0; A[}
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s’appelle la densité d’états intégrée.

L’importance de la densité d’états se voit déja sur le fait que son support (en tant que
la mesure) vérifie
suppn = o(H,) (0.3)

P-presque stirement. Des études plus fines de la nature du spectre et des propriétés dy-
namiques du transport sont également liées a la régularité de la densité d’états intégrée :
on peut citer p. ex. les articles de R. Johnson, J. Moser, J. Avron, B. Simon ([2], [6],]7],
[31],[41], [64]) en ce qui concerne les potentiels presque périodiques et J. M. Combes, P.
D. Hislop, F. Klopp, S. Molchanov, P. Stollmann, W.Kirsch ([16],[21],[14],[34],[50],[62])
en ce qui concerne le modéle d’Anderson.

Un résultat fondamental concernant la régularité de la densité d’état intégrée est
I’estimation

E(nL(X(p-c,5+q) < Cé, (0.4)

obtenue par Wegner ([65]) pour le modéle d’Anderson discret (ici E(...) désigne Iespérance
et X[ap est la fonction caractéristique de l'intervalle [a,b]). Dans les travaux qui suivent,
J. M. Combes, P. D. Hislop, S. Nakamura, A. Klein, W. Kirsch, E. Mourre, P. Stollmann,
H. Zenk... (voir [12], [13], [16], [21],[14], [34], [62], [33], |68] et les références citées dans ces
travaux) prouvent l'estimation de Wegner pour des modéles continus et pour des systémes
a N corps (voir aussi F. Klopp, H. Zenk [44] pour l'existence de la densité d’états des
systémes a N corps ).

Les estimations de Wegner jouent un role clé dans ’analyse multi-échelles permet-
tant de prouver des propriétés de la localisation (le spectre purement ponctuel presque
stirement) pour ces modeéles ([3], [4], [5], [38], [29], [32], [62]).

(B) La notion du déplacement spectral

Sous 'hypotheése que le potentiel décroit assez rapidement a ’infini, on peut développer
la théorie de la diffusion basée sur la fonction de déplacement spectral introduite par I.
Lifshits et M. Krein ([49], [48]). Cette notion a donné lieu & de nombreux travaux (voir [66],
[67] pour divers résultats et références). La fonction de déplacement spectral est définie
de fagon générale pour une paire d’opérateurs auto-adjoints (A, B) dont la différence est
nucléaire, c’est a dire || A — B ||, < o0 ot || . || g, désigne la norme trace. Elle est définie
par la relation

/IR CONAFN) = t(F(B) — F(A)), (0.5)

dite formule de trace. Dans cette relation, trA désigne la trace de A et f est une fonction
d’une classe convenable. Quant & la fonction réelle (, elle doit étre dans tous les cas
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localement intégrable. Il est clair que la validité de (0.5) pour toute fonction f € C°(IR)
implique 'unicité de ¢ & une constante preés.

En vertu du théoréme spectral, la fonction ( est donnée formellement par la relation
C(A) = tr(Ea(X) — Ep(N)), (0.6)

ot F4()\) est la résolution spectrale de l'identité pour A et Ep()) celle relative a B. Le
probléme est que la différence F4(\) — Ep(A) n’est pas forcément nucléaire. Cela est di
a la non-régularité de la fonction caractéristique de 'intervalle | — oo, A]. Néanmoins, la
fonction de déplacement spectral ¢ est donnée par la relation (voir|66])

CON) = L tim argdet|T + (B — AYRa(A + i), (0.7)

T e—0*

ot R4(z) est la résolvante de A.

La fonction ( est reliée a la matrice de diffusion S(A) du couple (A, B) par la formule
de Birman-Krein

det S(\) = exp(—27((N)), (0.8)
pour tout A € g,.(A).

Comme nous l'avons vu déja, les fonctions ( et n ont été introduites dans deux
contextes différents. Mais pour l'opérateur de Schrodinger continu en dimension 1 pour
un potentiel vy () qui est la restriction a l'intervalle | — L, L[ d’un certain champ aléatoire
ergodique v(x),z € R. V. Kostrykin et R. Schrader (|45]) ont montré que si (1()) est la
fonction de déplacement spectral attachée & ce potentiel, alors la limite

1
lim —(r(A
[t LCL( )
existe, et elle coincide avec la différence entre les densités d’états intégrées des deux
opérateurs

2 o) et —
dx vl € dx

agissant dans L?(IR).
(C) La densité d’états surfaciques

Il s’agit d’un cas intermédiaire entre les deux théories précédentes. On rencontre cette
situation particuliére dans la théorie de I’état solide lorsqu’une surface sépare deux milieux
homogénes ayant des propriétés différentes. De fait, dans une telle situation, on observe
des ondes surfaciques qui se propagent le long de la surface de séparation et qui sont
localisées au voisinage de cette surface. Ces ondes surfaciques correspondent a une partie
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du spectre qu’on appelle " spectre de surface" ([3], [4], [10],[28], [29], [30],[32],[38], [63]
pour divers résultats et références).

Chahrour dans ([8],[9]) a considéré un potentiel v ergodique dans les directions lon-
gitudinales x; et décroissant dans les directions transversales xs. Il a donc étudié le cas
analogue de la densité d’état intégrée n et la fonction de déplacement spectral (. C’est
pourquoi il a introduit une quantité analogue a n. C’est la densité d’états surfaciques N
définie pour une classe de f par

NUH) = lim (o (f(H) — f(HY)) (0.9)

ot HY est le laplacien discret, x, est la fonction caractéristique de |— L, L[?, H} et HY* sont
les restrictions des opérateurs H et H® a ] — L, L|? avec la condition au bord (Neumann
ou Dirichlet) et K;(-,-) est le noyau de lopérateur f(H) — f(H") pour un classe de
f € C3(R), donc la densité d’états surfaciques est définie comme une distribution d’ordre
au plus 3.

L’outil principal de la preuve est 'identité de la résolvante qu’il a choisie convenable-
ment. Contrairement & la densité d’état intégrée, la limite dans (0.9) n’est pas nécessaire-
ment positive, si f est positive; cela est dii & la soustraction. C’est la raison pour laquelle
on ne peut pas conclure que la densité d’états surfaciques est une mesure positive. De
plus Chahrour ([8]) a montré un théoréme sur le spectre analogue a (0.3), a savoir

suppN\o(H°) = o(H)\o (H°).

Ces résultats sont semblables a ceux de H. English, W. Kirsch, M. Schréder, B. Simon
[20] sur I’équation de Schrédinger continue dans un contexte un peu différent, car 1'espace
est partagé en deux demi-espaces, chacun portant un potentiel ergodique différent. Dans
le cas continu les preuves sont souvent plus compliquées techniquement (par exemple [20]
utilise des intégrales de Wiener).

Pour ce qui est de la théorie de la diffusion, rappelons que la fonction de dépla-
cement spectral a été introduite et étudiée pour les potentiels décroissant & l'infini
(|66],167],[49],[48]). Mais ce cas sort de ce cadre. C’est pourquoi Chahrour (|8]) a introduit
une quantité analogue a (¢ c’est la fonction généralisée de déplacement spectral Z définie
par

/ T 1 /
POV = Jim / POV (N)dA

L—oo
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pour une classe de fonction f € C(IR) avec (; est la fonction de déplacement spectral
du couple (H° + vp, H®) avec vy, est la restriction de v & | — L, L[#. De plus Kostrykin,
Schrader (|47], [46]) et Chahrour (|8]) ont montré que la densité d’états surfaciques est une
dérivée d’une fonction intégrable qui ressemble a la fonction généralisée de déplacement
spectral.

La régularité de la densité d’états surfaciques joue un réle fondamental dans I’étude de
la localisation. Cette régularité est connue pour les opérateurs de Schrodinger surfaciques
avec potentiel sous la forme d’une suite de variables aléatoires bornes indépendantes et
identiquement distribues (voir [8], [10]) par contre pour le cas continu le résultat n’est pas
encore connu, ¢’est pourquoi on va étudier I’approximation de la densité d’état surfaciques
continue par la suite des densités surfaciques discrétes et ceci le but du Chapitre 1 dans
le cas presque périodique et du Chapitre 2 dans le cas d’Anderson.

On peut aussi citer Kirsch et Warzel ([38]) en ce qui concerne la définition de densité
d’états surfaciques utilisant les conditions aux bords de Neumann et Dirichlet.

(D) Une bréve description de résultats de la these.

Dans le Chapitre 1 on considére H donné par (0.1) avec v(xy, z3) presque périodique
par rapport a z1 et on décrit les opérateurs analogues discrets H”, ott h > 0 avec Iespace de
configuration hZ< au lieu de R%. On prouve alors le résultat sur 'approximation du spectre
de H par le spectre de H" analogue a celui de J. Herczynski [25] et on présente la preuve de
I'existence de la densité d’états surfacique en expliquant les différentes maniéres de passer
a la limite thérmodynamique en montrant que le passage a la limite thermodynamique
pour H" devient uniforme quand h — 0. De plus on montre que le support de la densité
d’états de H coincide avec le spectre de H sur | — 00, 0] et dans le sens des distributions
la densité d’états de H est la limite des densités d’états de H".

Dans le Chapitre 2 on étudie le modeéle d’Anderson : on définit la densité d’états
surfaciques suivant ’approche de F. Klopp [40] et on prouve que dans le sens des distri-
butions la densité d’états surfacique du modéle continu est la limite des densités d’états
surfaciques discrétes quand h — 0.

Dans le Chapitre 3 on prouve les estimations utilisées dans le chapitres précédents.
D’abord on estime la décroissance hors la diagonale dans une version plus faible que celle
de Thomas-Combes (|11],[12],[22]), mais en controlant toutes les constantes uniformément
par rapport a h. Puis on estime des effets perturbatifs du potentiel dans la version utile
pour le probléme a N corps considéré dans le Chapitre 5.

Dans le Chapitre 4 on généralise les résultats précédents au cas des potentiels avec
singularités. En particulier on considére les fonctions presque périodiques dans les classes
de Stepanov et des singularités du type coulombien en tenant compte des dimensions d;
et dg.
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Dans le Chapitre 5 on étudie le modéle incluant les interactions entre NV particules. Il
s’agit d’une généralisation du modéle surfacique standard o le potentiel global est donné
comme une somme des potentiels surfaciques. On prouve 'existence de la limite thermo-
dynamique analogue a celle de la densité d’états surfacique standard sous I’hypothése de
I'existence de la densité d’états surfacique standard du probléme avec un seul potentiel
surfacique (correspondant a linteraction entre deux particules). Il s’avére que la densité
d’états surfacique généralisée du probléme a N corps est la somme des densité d’états
surfaciques correspondant aux sous-systémes a 2 corps et sous certaines hypothéses cela
assure le fait que le spectre du probléme a N corps contient le spectre de chaque sous-
systéme a 2 corps au dessous du spectre du hamiltonien libre. Cette affirmation est vraie
en particulier dans le cas du modéle standard & N corps dans le champ extérieur presque
périodique (sous I’hypothése de la décroissance convenable pour des interactions entre les
particules).

(E) Les énoncés des résultats de chaque chapitre

Chapitre 1

On suppose que (0.2) est satisfaite avec certains C, 0y > 0 et zo +— v(+, x2) définit I'ap-
plication continue IR™ — CAP(IR™), ot CAP(IR™) est défini comme le plus petit sous-
espace fermé de L= (IR™) contenant toutes les fonctions exponentielles {z; — e Frems -

Soit H l'opérateur
H=-A+V

et pour tout h €]0; 1], H" les opérateurs a différences finies agissant sur le réseau hz¢ =
{hn € R*: n € Z*} par
H"= A" V"

ot V" est défini & I’aide du potentiel v par la formule
(Vh)(hn) = v(hn)p(hn) pour ¢ € I*(hZ%)
et

d
o(hn + he;) + p(hn — he;) — 2¢(hn)
(A"g) () =S AR ,
j=1
Pour H et H" cités ci-dessus on va montrer les théorémes suivants :
Théoréme 0.1. Pour toute fonction f € C§°(IR), la limite thermodynamique

N(f,H) :LII_IEONL(faH)a

avec Ni(f, H) = 2L) % trxp(f(H) — f(=A)) et x1 la fonction caractéristique du cube
| — L, L[4, existe.
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La distribution f — N(f, H) s’appelle la densité d’états surfaciques de H.
Théoréme 0.2. Pour toute fonction f € C3°(IR), la limite thermodynamique
N(f, H") = lim Ny(f, H")
existe. De plus pour tout € > 0 on peut trouver h., L. > 0 tels que

Sup  sup ‘N(f>Hh)_NL(faHh>‘ <g,
L>Le 0<h<he

avec, Ni(f, H?) = (2L)~ > (F(H™) = fF(=A"))onk, Sk,

{keZ?: hke[-T; T[4}
ot Opp(hn) =0 sin # k et dp(hk) = 1.

Le but principal de ce chapitre est de montrer que
Théoréme 0.3. Pour toute fonction f € C;°(IR) on a

N(f, H) =l N(f, H").

On va mettre en évidence une relation entre N(f, H) et le spectre de H.

Théoréme 0.4. On désigne par supp N (-, H) le support de la distribution f — N(f, H)
et o(H) le spectre de l'opérateur H. Alors

o(H)=supp N(-, H) Ua(—A). (0.10)

La relation (0.10) est analogue a la relation (0.3).

Chapitre 2

Dans ce chapitre on introduit les notations suivantes

Hy=-A+W+ > w,

~eZh

ol v, (71, 9) = v(z1 — 7, 22),v : IR — IR un potentiel et (wy) ezt sont des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées et bornées non constantes.

Nous supposerons que :
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i) v est continue, vérifie que pour tout € > 0, N € IN il existe une constante Cy telle
que
| v(@r,22) |< On(1+ |20 [)70 7514 [ 22 )7

i)W : R = R™ x R™ — IR est un potentiel continu vérifiant
x W(xy 4+ y1,x0) = W(xy,22) pour tout y € /bl
* il existe (50 > dQ,CN >0 | W(ZL‘],Q?Q) |< CN(1+ | To |)_60
pour tout (x1, 1) € R x IR%.
On définit la famille d’opérateurs H" agissant sur I(hZ?)

H'= A"+ W + Z wyvil

ou (Whe)(hn) = W(hn)p(hn) et (v2e)(hn) = v, (hn)p(hn) pour ¢ € 1(hZ?).

Soit k € IN*, on définit la suite d’opérateurs de Schrodinger

Hyp=H,+ Z Wy Z Ty+8Vy

veCinzdt  BE(2k+1)ZM

et le cas discret

Hﬁ,k = Hh + Z Wr Z T,y_,_g’l)];

,ygc;jl nz% Be(2k+1)Z%M

ot O ={m e Z" ,m; €| —k—1/2,k+1/2] pour j=1,...,d;} est le cube de centre 0
et de coté 2k+1 et 7, est la translation dans IR% par rapport & v. Pour w € ; H, et Hgk
sont des opérateurs de Schrodinger (2k + 1)Zd1 périodiques.

On introduit

. 1
Nip, Hop) = lim W“(Xf(%(ffw,k)—@(ffo))
: 1 0 0
= lim Wtr(XL (p(Hu) = p(H)),
) 1
Nl Hyp) = Jim gt (" (p(HD ) = o(H")
: 1 h/. h,00 h 0,h
= fmoonat (™ (P (Hy ) — o(H™Y)).

pour tout ¢ € C°(IRY). Dans ce chapitre on va montrer les théorémes suivants :
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Théoréme 0.5. Soient N}, € D'(IR) définies par la formule o — N(p, H! ). Alors la
suite (N{!)rew converge presque sirement dans D'(IR) vers une limite N"(-, H,) ; pour
tout ¢ € Cg°(IR),e > 0,h €]0,1[ il existe k. tel que pour tout k > k. on ait

| N(907H£,k) - N((P, HLL) ’< €.

De plus la distribution o — N (@, H") ne dépend pas de w et on va appeler la densité
d’états surfaciques pour l'opérateur H".

Théoréme 0.6. Soient Ny, € D'(IR) définie par la formule ¢ — N(p, H, ). Alors la
suite (Ngo)kew converge presque strement dans D'(IR) vers une limite N (-, H,), c’est a
dire pour tout ¢ € C§°(IR),e > 0, il existe k. tel que pour tout k > k. on ait

| N(QO, Hw,k) - N(Q@,Hw) |< €.

De plus la distribution ¢ — N(p, H,) ne dépend pas de w et on va l'appeler la densité
d’états surfaciques pour l'opérateur H,,.

Le résultat principal de ce chapitre est la généralisation du Théoréme 0.3 pour I'opé-
rateur de Schrédinger surfacique du type d’Anderson.

Théoréme 0.7. Pour toute fonction ¢ € CP(IR) on a

lim N (¢, H) = N(¢, Ho).

Chapitre 3

Dans ce chapitre on s’intéresse aux approximations de la résolvante en norme B, pour
aboutir a des estimations en norme trace. Pour un ensemble fixé K, (v,) ek est une famille

des fonctions réelles v, € L2 (IR%), vérifiant la propriété suivante : que pour tout x € K

et ¢ € C§°(IR) il existe des constantes Cp, ¢ > 0 telles que
sl < (1= co)l|Al] + Collgl |- (0.11)
Sur l'espace de Hilbert LZ(IRd), on consideére les opérateurs auto-adjoints
H,=-A+V,, (Vip)(z) = vilx)p(x) pour ¢ € L*(IRY)
et sur I2(h(Z%)) on considére

H'= A"+ Vh (Vo) (hn) = v.(hn)p(hn) pour ¢ € I(RZ%).
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On abrége B = B(L*(R%)), B" = B(*(hZ")) pour p > 1, B, = B,(L*(RY)), B! =
B,(I*(hZ")) et on définit x, € B, x! € B" par

(Xy®)(2) = Xcw(@)p(x) pour ¢ € L*(RY),

(Xbp) (hn) = xeq) (hn)p(hn) pour ¢ € I*(hZ?),

o C(y) ={z € RY: 2 —y € [0; 1[*} pour y € Z*. Le but principal dans les estimations
présentées dans ce chapitre est de montrer un résultat analogue a ’estimation de Thomas-
Combes (voir [11],[12],[22]) pour les opérateurs H,, H" uniformément par rapport a h.
Essentiellement, on va montrer les propositions suivantes :

Proposition 0.1. Soit f € C{(IR). Alors pour tout N € IN il existe une constante
Cy > 0 telle que les estimations

xS (Hoxylls, < On(1+ ]y =y~

et

Iy F(HD Xl lsr < Cn(L+ly —y')Y
soient valables pour tous k € K, y,y' € Z% et 0 < h < 1.
Pour étudier les effets perturbatifs, on introduit
=N W) = Y (4 ly = 3) Mg (Ve = Vi) (I = 2) 7|3,
gez?
EN" (y,y) = min{E}" (y), 2V ()}
Pour y,y € Z% on va prouver

Proposition 0.2. Si f € C5°(IR), alors pour tout N € IN il existe une constante Cy > 0
telle que les estimations

Iy (f () = F(He))xylls, < On(1 4y —o'))"VEV (1, 9)
soient valables pour tout k, k' € K et y,y € Z°.
Et pour le cas discret on introduit
v @) =D (4 1ly =) NG VE = VT = A" [
gez?
Ennv(y,y) = min{Z0% (y), EpN (1Y)}

et on va montrer le résultat suivant :
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Proposition 0.3. Si f € C5°(IR), alors pour tout N € IN il existe une constante Cy > 0
telle que les estimations

X5 (F () = FOEDX sy < On(L+ Iy = o) VERN (0. 9/)

soient valables pour tout k, k' € K, y,y' € Z% et 0 < h < 1.

Chapitre 4

Dans ce chapitre on considére ['opérateur de multiplication

(V) () = v(@)e(z),
pour ¢ € C°(IR?) et pour p > 0 on écrit v € V* si et seulement si

lollve = sup (14 [gaD)’[IX@ru VI = A) " ls < o0,
(y1,y2)EZN xZ %2

ol ||-||5 est la norme de I’espace d’opérateurs bornés B(L*(IR%)) = Bet x, € B est définie
par

(xy#)() = Xew)(2)p(z) pour ¢ € L*(RY),
avec C(y) = {z € R : 2 —y € [0; 1[4}
On suppose l'existence des Cy, ¢ > 0 telles que

lvel] < (1 = co)llAgpl] + Coll¢l]
soit satisfaite pour toute ¢ € C§° (IRd), ce qui permet de définir I'opérateur auto-adjoint
H=-A+YV,
et de considérer

NE'(f, H) = L)™ trxg (f(H) = f(=4)),
ol f € C(RY) et x£ € B est donné par

(X%l@)(x) = X[~L; LA x[-L/; I/ [d2 (z)p(x),

pour ¢ € L*(IRY).

On désigne par V,, I'ensemble des fonctions v € C(IR™ x IR™) telles que 9 — v(-, z3)
est une application continue IR? — CAP(IR"), ot CAP(IR™) est muni de la norme
héritée de L=(IR™). On va écrire v € V), si et seulement si v € L2 .(RY) est adhérent
a Vpp dans la norme || - |[yo (c’est-a-dire pour tout € > 0 il existe v. € V,, tel que

||[v = ve||y,, <é€). Le théoréme essentiel est la généralisation des Théorémes 0.1 et 0.4.
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Théoréme 0.8. Siv € V), NV* avec p > dy et f € C3°(R), alors la limite
N(f.H) = i NI 1)
eziste dans D'(IR) et on a
o(H) = [0; co[Usupp N (-, H).

De méme, on définit By, = B(1*(hZ")) et on note par —A" le Laplacien discret sur
I>(hZ%). Soit H" € B;, donné par la formule

Hh = —AM 4 VP
(Vep)(hn) = 0" (hn)p(hn),

avec

o"(hn) = hd/ dxv(hn + x).
[0; h[4

On définit ng:gp comme la fermeture de V,, dans ng’o (c’est-a-dire que le plus petit

sous-espace fermé de ng’o contenant V). Siv € VP2 N ngfgp avec p > do, p1 > 2, po > 2

et Z—i + Z—; < 2, alors les assertions des Théorémes 0.2 et 0.3 restent vraies avec H" au lieu
de H".

Chapitre 5

On s’intéresse, dans cette partie, a I’analyse spectrale d’'un systéme quantique formé
d’un nombre fini de particules dont ’'Hamiltonien est défini par un opérateur de Schro-
dinger aléatoire H* := —A + V* dans l'espace de Hilbert L?(X), o X est un espace
euclidien de dimension finie et A est 'opérateur de Laplace-Beltrami. On suppose que
'espace de configuration X est un espace euclidien de dimension finie, || - || est la norme
de L*(X), B = B(L*(X)) est l'algebre de Banach des opérateurs bornés sur L?(X) et
B, = Bi(L*(X)) TI'idéal des opérateurs a trace sur L?*(X). Pour plus de détails sur le
probléme a N corps voir [1|. Le but de ce chapitre est de montrer I'existence d'une li-
mite thermodynamique. Cette limite définit un objet du type de la densité d’état qui
correspond a la densité d’états surfaciques dans le cas du systéme a 2 corps .

On considére
HO = _AX + ‘/Oa

ou Ax désigne 'opérateur de Laplace-Beltrami sur X et V{ est un opérateur de multipli-
cation par la fonction réelle vy € L2 (X) avec la borne relative nulle par rapport a Ay,
c’est-a-dire que pour tout £ > 0 il existe C. > 0 telle que pour toute ¢ € C§°(X) on ait

Vol < ellaxell + Ceflell,
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oit (V) () = v(w)p(x) pour @ € X.

On considére un ensemble fini A et (X,)qc4 une famille finie de sous-espaces vectoriels
X, C X tels que X, # X pour tout a € A. Soit 7, : X — X, la projection orthogonale
sur X,. On pose 7* = I —,, X* = Kerm,. Alors 7 est la projection orthogonale sur X
et X est le supplémentaire orthogonal de X, dans X. Ensuite, on considére H donné par

H=H"+V, (0.12)

avec
V= E V.,
acA

ou V, est un opérateur de multiplication par la fonction réelle v, € L2 (X) avec la borne

relative nulle par rapport & Ay, c’est-a-dire pour tout ¢ > 0 il existe C. > 0 telle que
pour toute ¢ € C5°(X) on ait

[IVagll < ellAxell + Ccllell,

ot (Vap)(x) = ve(x)p(z) pour ¢ € C°(X). Pour r > 0, y € X soit xp(y,r) € B 'opérateur
de multiplication par la fonction caractéristique de la boule B(y,r) ={z € X : |z —y| <
r}, et on suppose que pour tout a € A on peut trouver C,, p, > 0 tels que pour tout
y € X on ait

IXBEnVall = A) s < Ca(l+ |7y[) .

On commence par introduire une quantité analogue a la densité d’états surfaciques dans
le cas continu pour l'opérateur H défini par I'expression (0.12). On montre tout d’abord
Iexistence d’une telle quantité en tant que distribution sur une certaine classe des fonc-
tions réelles. Pour cela on introduit

di = max{dim X, :a € A}, A, ={a € A: dim X, = d;},

alors on définit
H,=H"+V,,
pour a € A;.
Pour L > 1 et f € C5°(IR) on définit

1

N H,) =
L(fa ) f)/dlLdl

tr Xpo.0)(f(Ha) — f(H")).

oil g4, est le volume de la boule unité dans IR**. On peut énoncer :
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Théoréme 0.9. Soit f € Cg°(IR). On suppose que p, > d — dy pour tout a € A et la

limaite
N(f, Ha) = Lhm NL(fa Ha) <013)
existe pour tout a € Ay. Alors la limite
) 1
N(f. H) = Am va Lh tr X, (f(H) = f(H)) (0.14)
existe et on a
N(f,H) =Y N(f H,). (0.15)
ac Ay

Ces résultats sont semblables a ceux de [20] dans le cas continu et de [8] dans le cas
discret dans un contexte peu différent.
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Chapitre 1

Approximations discrétes de la densité
d’états surfaciques presque périodique

1.1 Enoncés des résultats

Soit d = dy + dy avec di, dy € IN. On identifie z € IR? avec (zq,25) € R™ x
IR™ et on s’intéresse a Popérateur de Schrodinger sur L2(IR?) avec le potentiel continu,
presque périodique par rapport z; € R% et décroit rapidement en variable zo € RR®%.
Plus précisément soit C AP(IR™) l'espace des fonctions continues presque périodiques
R% — (C, défini comme le plus petit sous-espace fermé de LOO(]Rdl) contenant toutes les

fonctions exponentielles {z; — ei'””l}ve]Rd1 et soit v : IRY — IR la fonction vérifiant les
hypotheéses

(H1) il existe C, § > 0 tels que pour tout (z1,25) € R™ x IR on ait
[0(21, 22)] < C(1+ |ag])~= 7" (1.1)
(H2) la formule x5 +— v(-,x,) définit I'application continue R®? — CAP(IR™), ot
CAP(IR™) est défini comme au dessus avec la norme héritée de L>°(IR™).
Sur 'espace de Hilbert LQ(IRd) on consideére I'opérateur auto-adjoint
H=-A+YV, (1.2)
ou A est 'opérateur de Laplace et
(Vo)(a) = v(z)p(x) pour ¢ € L*(RY). (1.3)

27
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Si Z ¢ R alors xz : RY — {0, 1} désigne la fonction caractéristique de Z et pour
L, L' > 0 soit x¥ l'opérateur défini sur L?(IR%) par

(XL ©)(x) = X(1; pjor x(-1r; 2 (@)p(2)  pour ¢ € LA(RY). (1.4)

Alors il est bien connu que (|55],[17]) pour toute fonction test f € C§°(IR) les opérateurs
X f(=A) et xE f(H) appartiennent a la classe d’opérateurs a trace sur L?(IRY) et on
peut introduire

NE(f H) = (L) tr ooy XE (F(H) — f(=1)). (1.5)
Dans la Section 1.3 on donnera la démonstration de :

Théoréme 1.1. On suppose que le potentiel de ['opérateur de Schrédinger H wvérifie
les hypotheses (H1) et (H2). Alors pour toute fonction f € C§°(IR) il existe la limite
thermodynamique

N(f,H) = Jin NH(f,H). (L6)

La distribution f — N(f, H) s’appelle la densité d’états surfaciques de H et on mon-
trera le fait qu’elle est la limite des densités d’états surfaciques des opérateurs aux dif-
férences finies H" agissant sur le réseau hZ® = {hn € R? : n € Z%} de taille h €]0; 1]
quand h — 0.

Plus précisément, soit 12(th) I’espace de Hilbert dont les éléments sont les applica-
tions ¢ : hZ* — C telles que

1/2
lelln = (D lethm)?) ™ < o0, (1.7)
nezZ®
et dont le produit scalaire est donné par la formule
(. 0), = > @(hn)i(hn). (1.8)

nez®

Alors le laplacien discret agit sur ¢ € 1?(hZ%) selon la formule

(M) (hn) = Z o(hn + hej) — 2gp}(Lf2m) + p(hn — he;) (19)

j=1
ot e; = (1,0,...,0),...,e4 = (0,...,0,1) est la base canonique de IR? et soit

H" = A" v (1.10)
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ou V" est défini a 'aide du potentiel v par la formule
(Vhp)(hn) = v(hn)p(hn) pour ¢ € I(RZ%). (1.11)

Par analogie au cas continu on définit

e p— 3 (P = F(=AM)Se b)y (112)

dy
(2L) {k€Z®: hke[-L; L[ x[-L'; L'[42}
ol dp(hn) = 0sin # k et dpr(hk) = 1. Alors on a

Théoréme 1.2. On suppose que H" est donné par (1.10) avec v vérifiant les hypothéses
(H1) et (H2). Alors pour toute fonction f € C§°(IR) il existe la limite thermodynamique

N(f.H") = lim NH(f,H"). (1.13)
De plus pour tout € > 0 on peut trouver L., he > 0 tels que

sup sup |N(f,Hh)—NLL(f,Hh)| <e. (1.14)
L>L. 0<h<h.

En ce qui concerne les démonstrations présentées dans la suite, les résultats des Théo-
rémes 1.1 et 1.2 concernant la famille des pavés [—L; L[ seront obtenus grace a 1'étude
des pavés [—L; L[%x[—L'; L'[*2. En particulier on prouvera les théorémes suivants :

Théoréme 1.3. Soit f € C5°(IR) et L' > 1. Alors les limites

NY(f.H) = lim N'(f,H),  NY(f,H") = lim NJ'(f,H")  (115)
existent et pour tout € > 0 on peut trouver L., h. > 0 tels que

sup sup |NY(f, H") — NE(f, H")| <e. (1.16)

L>L. 0<h<h,
De plus il existe une constante C' > 0 telle que pour tout L' > 1 on ait
INY(f,H) = N(f,H)| <CL™, (1.17)

sup [NV (f, H" — N(f,H")| < L™, (1.18)

0<h<1

Il est également possible de retrouver N(f, H) et N(f, H") utilisant le procédé suivant :
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Théoréme 1.4. Soit f € C5°(IR) et L > 1. Alors les limites

Ni(f,H) = lim N{'(f.H),  Ny(f H")= lim N{'(f,H") (1.19)
existent et on peut trouver une constante C' > 0 telle que pour L, L' > 1 on ait
|N£l(f7H)_NL(f7H)‘ SCL/?éOa (120)
sup [NF (f, H") = Ny (f, H")| < OL"~%. (1.21)
0<h<1

Si I'opérateur x$° est défini sur L2(IR?) par la formule
(XT @) (@) = X[_1, 11 xmez (€)p(2)  pour ¢ € L*(IRY), (1.22)

alors X (f(H) — f(—A)) appartient & la classe d’opérateurs & trace sur L?(IR?) et on a
les expressions

NL(f H) = (1) tex @ (F(H) — f(—A)), (1.23)
N HY) = Ll)dl 3 (PO = F(=AM)b e (1.24)

{kezZ?: hke[-L; L[4 xIR92}
ou la série (1.24) converge absolument. De plus on a
N(f, H) = lim Ni(f.H),  N(f,H") = lim N.(f,H") (1.25)
et pour tout € > 0 on peut trouver L., h. > 0 tels que
sup sup |N.(f,H")—N(f,H")| <e. (1.26)

L>L. 0<h<h.
Enfin dans la Section 1.4 on prouvera :
Théoréme 1.5. Pour toute fonction f € C§°(IR) on a

N(f,H) = lim N(f, H"). (1.27)

Théoréme 1.6. (a) On désigne par o(H) (respectivement o(H")) le spectre de l’opérateur
H (respectivement H"). Alors

oH)=() | o(#M, (1.28)

k>0 0<h<k
ou autrement dit

o(H) = {\ € R: liminfdist (c(H"),\) = 0}. (1.29)

h—0

(b) On désigne par supp N (-, H) (respectivement supp N (-, H")) le support de la dis-
tribution f — N(f, H) (respectivement f — N(f, H")). Alors

o(H") = supp N(-, H") U o (—=A"), (1.30)
o(H) =supp N(, H)Ua(—=A). (1.31)
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1.2 Idées de base

Soit B(H) 'algébre des opérateurs bornés sur 'espace de Hilbert H et soit Bi(H)
I'idéal des opérateurs a trace. Si (e;)jes est une base orthonormée de l'espace de Hil-
bert séparable H (c’est-a-dire J est dénombrable), alors par définition A € Bi(H) <

ZjeJ |(Ae;, ej>H| < 00 et

trpyA = Z (Aej, €j),, pour A € Bi(H). (1.32)

jedJ

Si p > 1 alors par définition A € B,(H) < (A*A)P/2 € Bi(H) et

[Alls, 0 = (brs( A" AP/2) ", (1.33)
On abrege
B = B(L*(R%)), B" = B(I*(hZ?)), (1.34)
B, = B,(L*(IRY)), B! = B,(I*(hz?)), (1.35)
traray A = tr A, trp2 (2 Al =t AP (1.36)

En introduisant 1’opérateur X}LL’LI € B" défini par

(X%’L,SO)(h”) = X[~L; L% x[-L/; L'[dz(h”)SD(h”) pour ¢ € ZQ(hzd) (1.37)

et en utilisant le fait que (4)4cz¢ est une base orthonormée de 1?(hZ?) on trouve 'ex-
pression

NE(f, H") = L) e oY (F(H") — f(—AM). (1.38)

Dans la suite on considére le pavé unité C(y) = {x € R? : 2 —y € [0; 1[¢} pour y € R*
et on définit x, € B, XZ € B" par

(xy2)(®) = X (x)@(x) pour ¢ € L*(IRY), (1.39)

(xi)(hn) = xc(y (hn)p(hn) pour ¢ € I*(hZ?). (1.40)

Soit K un ensemble (& préciser plus tard) et on suppose que v, € L®(IR?) est réelle
pour tout xk € K. On va étudier les opérateurs auto-adjoints

H,=—-A+V,, H'= —AM vk (1.41)

(Vep) (@) = ve(@)p(),  (Vig)(hn) = ve(hn)p(hn). (1.42)

L’énoncé du résultat clé pour la suite est le suivant :
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Proposition 1.1. Soit f € C§°(IR) et (Hy)wex donnés par (1.41).
(a) On suppose qu’il existe Cy > 0 telle que

[Vills = sup |ve(z)] < Co
zelR?

pour tout k € K. Alors il existe une constante C' > 0 telle que

I f (H) 5, + [y f(HD) sy < C,

pour tout k € K, y € R et 0 < h < 1.
(b) Soit 6 > 0. On suppose

Msw = sup (14 ’%2‘)6’1)5(.%1,.1'2) — v (21, 22)] < 0.

(x1,z2)€RY

Alors, il existe Cs > 0 telle que

(1+ ’?/2‘)5|’X(y1,y2)(f(Hn) — f(He )Xo |18, < CsMs e
(14 192D 11Xy ) (PO = FOH)) Xy |51 < Cs M
pour tout K,k €K, ye R et 0 < h < 1.
La Proposition 1.1 implique
Corollaire 1.1. (a) Il eziste une constante Cy > 0 telle que

sup [NE'(f, H) — N22(f, H)| < Co(L7% + L),

L>1

sup sup |N72(f, H") — NP (f, H")| < Co(L7™ + Ly™).

L>10<h<1

(b) Les Théorémes 1.1, 1.2 et 1.4 résultent du Théoréme 1.3.
(c) 1l existe une constante C > 0 telle que pour tout L, L' > 1 on ait

sup [NF,,(f. H) — NF(f,H)| < CL™,

0<p<1

sup  sup |NF,(f H")— NF(f,H")| <CL™.

0<p<l 0<h<l

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)
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Démonstration du corollaire 1.1. (a) On suppose Ly > L. Alors
N2 (f, HY) = NS HY) = 20" (™ = xp™)(F(HY) = f(=AM). (1.52)
On introduit
ML, Ly) = (Z8 0 [=Ls L") x (Z% N [= (L = 1); L= 1[%) (1.53)
et on remarque que

h,L h,L h,L h,L
X=X = Z XZ(XL f=xr ) (1.54)
yeA(L,L1)

Cependant, utilisant la Proposition 1.1 avec V" = V" V& = 0 on voit que Ms, » < oo
avec 0 = dy + 0g et (1.47) permet d’estimer

0 N (OB = XEP)(FCHP) = F(=AM)] < OO o),
donc la valeur absolue de (1.52) est majorée par

> C(1+[yal)™= < L™,

{y2€Z2: |yo|>L1—1}

(b) On va tout d’abord vérifier que le Théoréme 1.2 résulte du Théoréme 1.3 et du
Corollaire 1.1(a). Pour obtenir 'assertion du Théoréme 1.2 on doit montrer que pour tout
€ > 0 il est possible de trouver L., h. > 0 tels que

Ly>L;>L.= sup |NLL;(f, H") — NLL;(f, H")| <e. (1.55)
0<h<hg

Soit Cy > 0 la constante du Corollaire 1.1(a) et L. tel que CoL'-% < ¢/8. Ensuite
I'assertion du Théoréme 1.3 permet de trouver L. > L. et h. > 0 tels que

Ly > Ly > L. = [NF(f, H") = NF=(f, H")| <

INLE(f, HY) — NE(F, H)| o+ |NEe(f, H?Y) — Np=(f, H")| < & (1.56)
pour 0 < h < h.. Ainsi (1.56) et (1.49) impliquent
INF2(f HY) = N HN] < NS (F HY) = NP )|

STUINEESH) = NE(FHD)| < 5+ Co(2L7" + L% + Ly™) <ce,

1<k<2
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pour Ly > L; > L., 0 < h < h,.

Et il est clair que ’assertion du Théoréme 1.1 s’obtient du Théoréme 1.3 et du Corol-
laire 1.1(a) de maniére analogue. En ce qui concerne le Théoréme 1.4, il est évident
I'assertion du Corollaire 1.1(a) implique lexistence des limites (1.19) et les estima-
tions (1.20), (1.21). Ensuite pour justifier (f(H) — f(—A))x? € B; on remarque que
la suite ((f(H) — f(=A))x¥)rew est Cauchy dans B; et sa limite dans B; coincide
avec (f(H) — f(=A))x$ car limp o |[xPe — x¥ ¢|| = 0 pour tout ¢ € L?*(IR%). De
la méme maniére on trouve que ((f(H") — f(—A")x¥)pen converge dans B vers
(f(H") = F(=A")xL>, ou

(X7 @) (hn) = X{_ 1. 11 ez (hn)p(hn)  pour ¢ € IP(hZ?). (1.57)

Ainsi, on a
Np(f, H") = (20)"" trxp ™ (F(H") = f(=A")), (1.58)
et par conséquent, la série (1.24) converge absolument. Finalement pour tout € > 0 il

existe L. > 0 tel que

L < L.= sup sup|Np(f, H") = Np(f, H")| < CoL'™™ < ¢/2,

0<h<1 L>1

donc (1.26) résulte de (1.14).
(¢) Soit (L) = ZU N ([—(L +2); L+2)%\ [—(L —1); L—1]%). Alors

h,L' h,L h,L h,L
Xon, =Xt = > aea =t (1.59)
yEN (L) xZ%2
et compte tenu du fait que card A’(L) < CoL%~! on a pu estimer le membre gauche de
(1.51) par
L™ sup Y Xy ) (FCH™) = F(=A")X{y 5
N €z yo2€Z%2
SCL™ Y (L |pl) = <cL
Y2 €Z%2

De la méme fagon on peut montrer le résultat pour le cas continu ce qui donne (1.50).

O

Corollaire 1.2. Pour prouver le Théoréme 1.5 il suffit de montrer que pour toute fonction

0 € CF(IRY) on a
lim " O (F(H") — F(—A") = tr O(F(H) — f(~A)), (1.60)

h—0
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ot © et O" sont les opérateurs de multiplication
(Op)(2) = 0(x)p(x) pour ¢ € L*(IRY), (1.61)
(©"p)(hn) = O(hn)p(hn) pour ¢ € I*(hZY). (1.62)

Démonstration du Corollaire 1.2. L’assertion du Théoréme 1.5 sera démontrée si on montre
que pour tout € > 0, il est possible de trouver L., h. > 0 tels que

L>L.= sup [NE(j,H")— NF(J.H) <e (1.63)
0<h<hg

Soit Cy > 0 la constante du Corollaire 1.1(a) et L. tel que CoL-% < /8. Ensuite,
pour L > 0 on peut choisir 0, € C°(IRY) telle que 0 < 0, < 1, 0, = 1 sur [—L; L[ et
suppfr C [-L — 1; L+ 1[%. On introduit les opérateurs O, et ©F définis par

(O1¢)(2) = O,(2)p(z) pour ¢ € L*(IRY),
(O%p)(hn) = 0. (hn)p(hn) pour ¢ € I*(hZ"),

et on montre qu’il est possible de choisir L. tel que

L>L.= sup [N{(f,H") —t"OL(f(H") = f(-=AM)] <e/4,  (1.64)
0<h<he
L> L. = [NHf H) - twOL(f(H) — f(-A)| <</4. (1.65)
En effet, pour obtenir (1.64) on remarque que
o —xpt = > NACIES

yEA(L,L)U(A' (L) xZ%)

ou A(L,L) et A’'(L) sont identiques a celle de la démonstration du Corollaire 1.1. De la
méme maniere on trouve

o " (OF = PPN (FHT) = F(=AM)] < CoL™,
yEN (L)x Z%
Do O = XpIXG(FHY) = f(=AM) <L
yEA(L,L)
et (1.64) est assurée si CoL7% + C1 L' < £/4. De maniére analogue on obtient (1.65) et

pour terminer la démonstration de (1.63) il suffit de remarquer que (1.60) assure l'existence
de h. > 0 tel que

sup |tr" O (F(H") — f(=A")) — trOL(f(H) — f(=A))] <e/2.

O0<h<he¢
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Lemme 1.1. Soit ¢ > 0. On peut trowver N(g) € IN, 7., € R®, v.;, € C(R™) pour
k=1,...,N(e) tels que

2

(e)
v(xy, x9) — vak(xg)em%v’“ < €.
1

=
Il

ou el € B(I2(hZ™)), Vi e B(1*(hZ™)) sont donnés par

Ve, k

(el p1)(hny) = €™k @y (hny)  pour ¢y € P(hZ™),

(V’fkcpg)(hng) = v k(hn2)pa(hng) pour ¢y € h*(hZ®).

£

Démonstration. Soit & > 0 et w.(xy,20) = v(w1,22)0.(x2) ot 6. € C(IR™) est choisie
telle que 0 < 6, <1 et |v(x) — w.(z)| < £/2 pour tout z € IR®. Ensuite on remarque que
pour tout ¢’ > 0 il existe ¢’ > 0 tel que

2 — 25| <0 = sup |we(x1, 22) — we(wy, 75)] <&
$161Rd1

et utilisant par exemple les formules de polyndéme de Bernstein, on peut trouver les coef-
ficients ¢y y, .- € IR tels que pour tout z; € R, z, € supp 6. on ait

9
v(x1, 22) — Z v(@1, Y2/ N (€))CN(e) o e | < 1

Yy ezdz Nsupp B¢
{vez2: |v|<2d;N(e)}

si N(g) € IN est choisi suffisamment grand.
Pour terminer la démonstration on remarque que v(-, N(g)"'yy) € CAP(IR™) permet
de trouver N'(g) et ¢z py, € €, Yoy, € R pour k= 1,..., N'(¢) tels que

. 9
1T
wa(xlaxQ)_ § Ce k,y2© lve’k’yQUE,k,yz('f?) < 5
yQEZdQF‘\suppGg
1<k<N'(e)
avec
12
Ve kyo (T2) = E , CN(5)7y2,V75$295(:E2).

{vez?: |v|<2d1N(e)}
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1.3 Démonstrations des Théorémes 1.1-1.4

Les démonstrations sont basées sur I’étude de la famille d’opérateurs (H,),cpa définit

sur L2(IR?) par la formule
H =-A+V., (1.66)

(Vo) (z) = v(xy + 2, 22)p(x) pour ¢ € L*(IRY). (1.67)
On commence par I’énoncé du résultat clé de cette section :

Proposition 1.2. Soit f € C(IR), L' € IN et y, € Z™. On pose

ul(2) = ) X (FUL) — F(=A), (1.68)

wel-L; L[*
ou [—L; L'[=Zn[-L;L[. Alorsul € CAP(R").

Démonstration de fait que la Proposition 1.2 implique le Théoréme 1.1 :

Soit T(.0) I'opérateur de la translation, (7{.0)¢)(x) = @(x1 — z,22). Alors

H =T, 0H.T(-.0), X)) = Tw1,0)X(032) T (~91.,0) (1.69)
T X (1) f () =t Ty, 0)X 0,92) f (Hy )T (41 0) (1.70)

et il est clair que
uy (0) = ug (y1)- (1.71)

Ainsi, notant [L] la partie entiére de L on peut écrire

QL™ > i (w) = NE(f.H), (1.72)
yi1€[-L;L[N

et compte tenu du Corollaire 1.1 il suffit de montrer que pour tout € > 0 il existe L. > 0

tel que
Ly> Ly > L. = N[ (f, H) = NE(f, H)| < &. (1.73)

Soit C la constante de 'assertion du Corollaire 1.1(c) et soit L. > 4C} /e. Alors, pour
obtenir (1.73) il suffit de montrer

Ly>Ly> L. = |NE(f, H) = NE,(f, H)| <&/2. (1.74)

Par définition de CAP(IR™) on peut trouver N(¢) € IN, c., € €, . € R™ tels que 'on
ait
lug (2) = ul' ()] < /8, (1.75)
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avec
N(e)

ul (z) = Z Co ek, (1.76)
k=0
Il suffit donc de montrer que pour tout € > 0, la fonction

Nig(fH) = @)™ Y w(y) (1.77)

y1€[-L;L[%

posséde une limite quand L — oo. En effet, la condition de Cauchy pour L — N EL[/ L]( f, H)
assure l'existence de L. > 0 tel que

Ly > Ly > Le = [N (f, H) = NEj (f H)| < /4, (178)
et (1.75) permet d’estimer

pour L = Ly et L = Ly, donc I'inégalité triangulaire implique (1.74).
Il reste & justifier que pour tout v € IR%, la fonction

LNy =@L)™ 3 e (1.80)

yel-L; L[4

posséde une limite quand L — oo. Cependant dans le cas v € 27Z%, lassertion est
évidente car

11— Niy(v)| = |1 = (2[L]) “card [ — L; L["| <C/L—0 quand L — oc.

Il reste a étudier le cas v = (y(1),...,v(dy)) & 20Z%. Si jo € {1,...,d} est tel que
v(jo) ¢ 27Z, alors on achéve la démonstration en utilisant

L—-1
Z e(jo)

v=—L

(1.81)

_ 2
= JeinGo) — 1|

| Ny (v)] =TI, <2L7MeV) — 117t — 0

b

1 L—-1
—— Z e (9)
Q[L] v=—1L

quand L — oc.
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Avant de commencer la démonstration de la Proposition 1.2 on va introduire des
notations auxiliaires. Si A est un espace de Banach, alors C’pp(IRdl; A) désigne I’ensemble
des applications ® : R — A telles que pour tout € > 0 on peut trouver N () € IN,
Yer ERM A€ A(k=1,...,N(g)) tels que

N(e) 12
sup ||®(z) — Zk:l AL ek |4 <e. (1.82)

zeR%
On remarque que Cpp, (]Rdl; A) est un espace de Banach avec la norme

1®][oc = sup [|®(2)]|a- (1.83)

zeR%

Lemme 1.2. Si V, est donné par (1.67), alors la fonction z — 'V, appartient a
Cop(R™; B).

Démonstration. Soit € > 0. Alors on a ||V — V.|| < € avec V. = ij:(f)) Vek ou Vek
désigne I'opérateur de multiplication par v, ;(z) = €7=:"19, ;. (z2) comme dans la Section
1.2. Alors

N(e)
Vz,a = T(;}(])‘/O,ET(Z,O) = Z V‘E’keiz’yg’k (184)
k=0
etona ||V, =V.ells =T (V = Vo) Teo)lls < & O

Lemme 1.3. Soit p > 1. Alors Cp,(IR™; B,) est un idéal bilatéral de ’algébre de Banach
Cop(RM; B). Si ®@; € Cop(R™; By,) pour j =1, 2, alors on a ®1®, € Cpp(IR"; B,) avec
p = p1p2/(p1 + p2).

Démonstration. Si®; € Cpp(R™; B,,) et e > 0, alors on peut trouver N(g) et A. ;. ; € By,

J

Vek,j € R™ (k=1,..., Ne) tels que

N(e) . .
(Da,j(z) = Zk:l Aa,k,j e Ve k. (185)

vérifie ||@;(2) — . ;(2)l[s,, <e(1+||P1]]o + ||®2]o) "t Puisque

1 _ 1 4 1
> = o + = — ||Aa,k,1Aa,k/,2

18, < |[Ackalls,, [[Acp 2lls,, (1.86)

on peut trouver N, et A, € By, vox € R™ (k =1,..., N?) tels que

€7 ek (1.87)

)

NZ
@571(Z)®872(Z) = k:lAE
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et on peut estimer ||®(2)Py(2) — P.1(2)P2(2)]|5, par
[(@1(2) = c1(2))P2(2)]8, + [[Pe1(2)(Pa(2) = Pea(2))]s, <

91(2) = @21(2)]8,, [|92(2)]]5,, + [|Pe1(2)]]5,, [[P2(2) — Pea(2)]]5,, <e.

On en déduit P, € C'pp(IRdl; B,) et en remplagant B, par B dans ce raisonnement
on trouve que Cp,(IRY; B) est une algébre. Enfin utilisant le raisonnement analogue avec

[[Ac k1A 2l 8, < |[Ackallsl|Acw 2llB,, (1.88)
on trouve que Cpp(IRdl; B,) est un idéal & gauche et pareillement

| Ak Ae 2|8, < || AckallB, || Ak 2

|5, (1.89)

permet de trouver que Cp,(IR™; B,) est un idéal a droite. O

On aura également besoin du

Proposition 1.3. Soit A\g > 1+ 2||V||z et pour m € IN* on pose

R" = (=A+V.+XD)™,  (RM)™ = (=AM + V! + \I)™™. (1.90)

z

Si p > max{m, 2}, p > d/2 et N € IN, alors on peut trouver des constantes Cn , > 0
telles que l’on ait
DR gy + IR ey < Com (1.91)

X B2 Xy 18,0+ 11X (R ™ Xy Ml < Cxvan(L+ 1y = o/ (1.92)
pour tout y,y' € Z% et 0 < h < 1.

La démonstration de la Proposition 1.3 sera détaillée dans le Chapitre 3.

Démonstration de la Proposition 1.2.

On fixe mg € IN tel que mg > 2 + g. Soit € > 0. Le théoréme de Weierstrass permet

de trouver un polynéme d’une variable réelle, g.(s) = kN:(f)) ce 8%, tel que
sup ‘(A + /\O)mof(A) — Ge ((>‘ + )\0)_1) ‘ < 5/00777107 (193)

A>No/2

ot Cp 1, est la constante de la formule (1.91). En posant fo(A) = (A+Xg) ™ g. (A + Xo) ™)
on obtient
A )‘0/2 == (f()‘) - fa(A)) < 5(/\ + AO)_mO/CO,moa
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donc
9
T trx, (f(H.) — f(H2))xy < ot Xy ROxy < €. (1.94)

0,mo

Ainsi, il suffit de prouver que pour tout € > 0 la fonction

N(e)

z = trx, f-(H,) = Z coptr Xy RTOTE,
k=0

appartient & CAP(IR™). Pour cela on va montrer que les fonctions z — @, ,,,(2) = x, R
appartiennent a C'pp(]Rdl,Bl) pour m > mg. Plus précisément, on va établir

p > max{m, 2+ 9} = ®,,, € Cp,(R™, B,/m) (1.95)

par récurrence par rapport a m € IN*.
On commence par m = 1. On pose R = (—=A + \oI) 7! et

Gy 1n(2) = xyR ) (-V.R)". (1.96)

k=0

Puisque ||V, R||s < 1/2 on peut écrire

®y1(2) = XyRe = Xy R(I + V.R) ™' = x,RY (~V.R)" (1.97)
k=0
et on trouve
1@y.1(2) = Byan(2)lls, < lxRlls, Y. IV2RIE < 27V|[x,Rlls,- (1.98)
k=N+1

Ainsi pour montrer (1.95) pour m = 1 il suffit de savoir que ®,; x € Cpp(IR™,B,).
Mais les fonctions z — (V,R)* appartiennent a C,,(IR™, B) et x,R € B,, dott &,1 5 €
Cop(RY, B,).

En utilisant le raisonnement par récurrence on suppose que I’assertion (1.95) est vraie
pour un certain m € IN*. Alors le Lemme 1.3 assure que

(I)y,erl,N = Z (I)yvch)yﬁm S Cpp(Rdlvlgp/(m+1))

y'e[-N; N[*
et en utilisant la Proposition 1.3 on peut estimer

N'> N = [Py m1,n7(2) — ¢y7m+1,N(Z)||Bp/(m+1) <
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Z ||XyRZXy/||Bp||Xy/RT||Bp/m
Y E[-N’; N'[N\[-N; N[*

< ) CO+4ly—yp <N
Y €ZN[-N; N[

Ainsi, @, ,,,41 est la limite de la suite (P41 n8) venw dans Cpp(]Rdl, B, /(m+1))-

U
Proposition 1.4. Soient f € C°(R), L' €IN, p> 0 et y; € Z™. On pose
wpi (2) =t g (F(H2) = f(=AN), (1.99)
ot XZfzﬁ/ € B" est défini par la formule
(X o) (hny, hny) = Z XC(y1y2) (M1 / p, hng)o(hny, hing) (1.100)
y2€[—L"; L' [[dQ
pour (ny,ng) € Z" x Z* et p € 1*(hZ*).
Sie >0, p €[5 1] alors on peut trouwver N(g) € NN, cg’,? €C, vp € R" (k =
0,...,N(e)) tels que
N(e)
sup sup u Zchpezz%’“ <e/8, (1.101)
0<h<1 zeRd
sup |cg,f\ < 00. (1.102)

0<h<1

Démonstration du fait que la Proposition 1.4 implique le Théoréeme 1.2

Au début on observe que pour p € hIN, y; € Z™ on peut écrire

u27§/(py1) - tI‘ T(pyl 0) pO (f(H;Lyl) f( Ah)) (—py1,0)° (1103)

ou T(},L)yl,o) est l'opérateur de la translation,
(T(’;yl’o)w)(hn) = p(hny — py1, hny) pour ¢ € 1*(hZ?). (1.104)

Compte tenu de

h
py1,0 )prl T( py1,0)

h,L’ /
Tl X0 Ty = Xowr Lo — H" (1.105)

Xp’yl ’
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on obtient
pO (pyl) = tr" X;‘Zfl(f(Hh) - f(—Ah)). (1.106)
En introduisant la notation [L], = p[L/p| on trouve
Z Xz,zi/ = X?L]Lp/ (1.107)

yi€[-L/p; L/p["™
et par conséquent
(L) D> (o) = Nip, (£, H"). (1.108)
yi€l—L/p; L/p[™

Compte tenu du Corollaire 1.1 il suffit de montrer que pour tout £ > 0 il existe L. > 0
tel que
Ly> Ly > L. = |[NL(f,H") = NL(f,H")| <e. (1.109)

Choisissant L. assez grand et utilisant le Corollaire 1.1(c) on voit que pour obtenir (1.109)
il suffit de montrer que pour un choix convenable de p(h,e) € [1/2; 1] N AN on a

Ly> Ly > L. = N[ o (fHY) = Nl (fH")| < /2. (1.110)
Soient cg’,’; , Ye,k choisis comme dans la Proposition 1.4 et
N(e)
NIf =Y NI (ven), (1.111)
k=0
ou ‘
NL(Ve) = (2[L]p)_d1 Z e Pk, (1.112)
y1€l~L/p; Lo["
Alors (1.101) avec p = p(h,e) assure que
NG, (F Y = NP9 < /8 (1.113)
et pour obtenir (1.110) il suffit de montrer
Ly > Ly > L. = [N — NP2 < ¢, (1.114)

Ainsi, il suffit de prouver que (1.112) posséde une limite quand L — oo et le fait que pour
tout € > 0 on peut trouver h. > 0, C. tels que

sup | NP9 (y.) — lim NP®9 (4 )| < C./L. (1.115)
0<h<he L—oo
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On peut supposer .o = 0 (avec la possibilité d’avoir CQO = 0) et 7., # 0 pour k =
1,...,N(e). Alors (1.115) pour k = 0 est évident et pour démontrer (1.115) avec & > 1 on
pose

(¥ 13132N(s) ist (e, 20Z") pour t > 0 (1.116)

Alors la fonction ¢ — d.(t) est continue et {t € IR : d.(t) = 0} est discréte. Ainsi
on peut trouver t(e) € [1/2; 3/4] tel que d.(t) > 0 et h(e) > 0 tel que t(e) < ¢t <
t(e) + h(e) = d.(t) > d.(t())/2, donc sous 'hypotheése 0 < h < h(e) il est possible de
trouver p(h,e) € [1/2; 1JNAIN tel que d.(p(h,e)) > d.(t(€))/2. Comme au début de cette
section on peut estimer

|NPE) ()| < 2L7 e =E)/2 g1, (1.117)
Ainsi on a démontré que le Théoréme 1.2 résulte de la Proposition 1.4.

O

Démonstration de la Proposition 1.4. Soit A = (A")g<p<1 une famille d’espaces de
Banach A", Alors on écrira ® € Cp,(IR™; A) si et seulement si ® = (®")g.p<1 est une
famille d’applications ®" : R — A" telle que pour tout € > 0 on peut trouver N (e) € N,
Ve € RN, Al € A" (k=0,...,N(g)) tels que

sup sup ||®"(z) — Z],V(a)A?keiz%v’“HAh <e€ (1.118)
0<h<1 zeR% J=0 '
et supg_p<1 |[AL ]| an < 00 pour k=0,...,N(e).
Alors (2 — VMocpar € Cop(R™; (B")g<n<1) et le Lemme 1.3 restent valables égale-
ment. Il reste & suivre la démonstration de la Proposition 1.4 en remplacant R,, V., R,
B,/m par (RMocn<t, (VM)ocn<t, (AP + XoI) ™ Vocn<r et (B, )ocn<i respectivement.

p/m
0
1.4 Démonstrations des Théorémes 1.5 et 1.6
On note par F l'opérateur unitaire sur L?(IR?) donné par la formule
(Fe)(&) = (27T)d/2/ e @ Ep(z)dr pour ¢ € L' N L*(IRY) (1.119)
Rd

et on introduit la bijection isométrique F" : 12(hZ%) — L*([—=/h; 7/h[?) par la formule

(Fho)(€) = 2 /h)™* Y~ e ™™ p(hn) pour ¢ € I' NI*(RZY). (1.120)

nez?
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Lemme 1.4. Soit § € C(IRY). On définit 0" € 1>(hZ%) par 6"(hn) = (hn) pour n € Z°.
Alors pour tout N € IN on a

sup sup  hYHEN |(F0,)(€)] < oo. (1.121)
0<h<1 ¢g[—m/h; n/h[@

Démonstration. Pour N € IN posons 0% = (—A")N@" 1l est clair que

sup |07 (hn)| < C sup max 02 O < (1.122)
nez? zeRd 1SIS

et plus généralement, pour tout N € IN on a

Cy = sup sup |0%(hn)| < oo, (1.123)
0<h<1 pezd
donc
(FHOR)E)] < @n/h)~ 2 Y7 |0x(hn)| < Onh™2, (1.124)

{nez?: hnesupp 0%}
De l'autre coté, on a (F"0%)(€) = 9, (E)N(F"0")(€) avec

d

U

Z 2= ZCOS (&) _ > %SinQ(géj) . (1.125)

Il reste a remarquer que
€ [=m/h; w/h[" = I < 0n(8) < 1€ (1.126)
avec (1.124) impliquent(1.121) . O

On note J" I'injection isométrique L*([r/h; 7/h[¢) — L*(IR%) qui s’obtient en prolon-
geant les fonctions par la valeur 0 sur R\ [—7/h; 7/h[?. Alors

I = Pl minsnid € L*([—7/h; 7/h[*) pour ¢ € L*(IRY) (1.127)

est la formule de l'opérateur adjoint a J".
Pour T" > 0 on définit xr € B par la formule

(x19)(€) = X1, 72(§)p (&)  pour ¢ € L*(IRY). (1.128)
Ensuite on définit Pr € B et Pt € B" par
Pr=F*xrF, P} = (J"F"Y xr J"F" (1.129)

et on remarque que T > 7/h = PP = 1.
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Lemme 1.5. Si T" > 1 est fizé, alors

lim sup |[(I — P2)©" PL||gn = 0. (1.131)
T—00 g<p<1

Démonstration. Soit é%T, € B(L*([—=/h; 7/h]?)) défini par

Oh = F"(I — PHO"Ph(F") . (1.132)
Alors
CmIGEY | KA (€, €)(€) e, (1.133)
[~ /hs /B[4
K%,T'(fafl) = (1= Xxpr, T[df))(%)dﬂ(]:heh)(f - fl)X[fT’; T/[d(f/)- (1.134)

En vertu du Lemme 1.4 pour 7" > T” on peut estimer
| K70 (&, )] < (1= Xy 7 (€)COn (1 + 1€ = €)M x s a ()
< CONT =T+ ¢ = D)™ xir e (€) (1.135)

Si N > d alors on peut estimer

H@TT’HBQ(LQ([—n/h; x/h[1) = /}RM |K7 (6,6 dede’ <

[ AECHIT — T[N (1+ € — €)Y < ChT — T
(=T T[4 [=m/h; m/h[
et pour terminer la démonstration de (1.131) on remarque que pour 7" fixé on a
(I = Pr)®" Prol| g1 = |07 7] |82 (1= /s = /mie))
<107 |Ba(L2 (= /s mpmityy — 0 quand T — oo.

La démonstration de (1.130) est semblable : 8 € C°(IR?) assure le fait que F6 est a
décroissance rapide, c’est-a-dire pour tout N € IN il existe Cy > 0 telle que

|FO(E)] < On(1+ €)Y (1.136)

et définissant 'opérateur (:)T 1 = F (I — Pr)©PrF* on trouve 'expression
@TT/ / Krpi(§,6) (&) dg (1.137)
Kro(€,€) = (1= Xoqy e () (2m) "2 (FO) (€ — & )Xo, 12 (€)), (1.138)

permettant d’appliquer le méme raisonnement qu’auparavant. O
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Lemme 1.6. On suppose 0 € C’go(IRd) et ©, ©" comme dans le Corollaire 2.4. On pose

O — FOF*, oh — Jh}—h@h(Jh}—h)*’
V=FVF, V= JFVFY
Alors pour tout T" > 0 on a
lim [|(6 ~ )xrlls = 0. i [(V — V¥)xrlls = 0.
Démonstration. Soit € > 0. On va montrer qu’il existe h. > 0 tel que

sup ||(© — Oyl <e.
0<h<he

Mais le Lemme 1.5 assure qu’il existe T'= T'(¢) > T" tel que
17 = xr)Oxalls = |I(1 — Pr)®Pr|ls < /3,
(T = x)8"xr |5 = [|(I = P£)O"Pp||sn < /3,

donc pour obtenir (1.141) il suffit de prouver

sup |[x7(0 — ©" x| < /3.

0<h<he

On peut supposer que h < h. < /T < x/T". Alors

(xr(8" — B)xr )y /K%iéwmﬁ

K (€,€6) = (2m) X Ly pa (&) (RIFO" — FO)(€ — €)X (_rr, 1rpa(E).

Ensuite on remarque que

lim K7 7/(¢,€) =0 pour £, ¢ € RY,

(1.139)

(1.140)

(1.141)

(1.142)

(1.143)

(1.144)

(1.145)

(1.146)

(1.147)

(1.148)

En effet, pour tout £ € IR? on a h?F"0"(&) — FO(E) quand h — 0, parce qu’il s’agit de

la suite des sommes de Riemann de I'intégrale de la fonction appartenant a C$°(IR?).
Pour terminer la démonstration de la premiére assertion (1.141) on remarque qu’il

existe Cy > 0 telle que |}?§E’T, (&,¢)] < Coxpr, rpa(§,€'). Le théoréme de la convergence

dominée de Lebesgue permet de conclure que (1.148) implique

lim sup X7 (0 — ") xr|[% < lim sup [z (O - " xr|[3,
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<lim | K (6,6 dede’ =o.

~ h—0 ]R2

Pour terminer la démonstration de la deuxiéme assertion (1.141) on doit trouver h. > 0
tel que

sup [|(V = V"xrl|s < e. (1.149)
0<h<he

Le Lemme 1.1 assure I'existence de N(¢) € IN, 7., € R™, v.;, € C(R™), k= 1,..., N(¢)
tels que l'on ait ||V — V.||p < /3 avec

N(e)
Vo= ey, ®Vig,

k=1
o e, , € B(L*(R™)), V. € B(L*(IR™)) sont donnés par
(6. p01)(21) = €k oy (1) pour ¢ € LA(IR™M),
(Verp2)(22) = vep(m2)pa(s) pour ¢y € L*(IR™).

On a également ||V — V||zn < £/3 avec

N(e)
‘/ah = Z 6”‘7//6,]6 ® ‘/Zvlk”

k=1

ouel € B(2(hz™)), VI, € B(I*(hZ™)) sont donnés par

Ve, k

(e p1)(hny) = e"™k oy (hny) pour ¢y € IP(RZ™),

(V202) (hna) = vej(hno)pa(hna)  pour i, € h*(RZ™).

Ainsi, au lieu de montrer (1.149) il suffit de prouver

sup [|(Ve = V)xr|ls < /3 (1.150)
0<h<he
avec _ _
V; — f“/’gf‘*7 ‘/;h — th‘h‘/ah(thh)*.

Ensuite, on remarque que F = F; ® Fo, ou F; pour j = 1, 2, est 'opérateur unitaire sur
L*(IR%) donné par la formule

(Fipi)&) = (277)_dj/2/ "% p(x;) dr; pour ; € L*(RY)

R%
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et en introduisant V; ;, = F,V, 1 F; on trouve

N(e)
= Z T’Ys,k ® ‘/Ehk
k=1

ot (T, ,02)(2) = @a(2 — Yo k) pour @y € L2(IR™).
De maniére analogue F" = Ff' @ F avec F!' : [*(hZ%) — L*([—7/h; m/h[%) pour
7 =1, 2, est donnée par la formule

(Flei) (&) = 2m/h)~572 Y ™ %pi(hn;) pour f; € I' NIP(WZY),

nez%

et en introduisant encore ‘th = thgl\/;‘k(thf)* on trouve que pour h < 7/7T on a

VX1 = X/ Z >, T vzme Xy ® VX,

k=1 zezs
ol XT € B(L*(IR%)) avec j = 1, 2 est donné par la formule
O 23)(#3) = X\, 7yus (2)05(2;) pour ¢ € LA(RY).
Dans la suite, on prend h. = 7/(T + maxi<p<n(e) [7k|) €t on remarque que
0<h<h, :>VhXT— Z T%kXT ®VkXT'
z€ZM

Cependant la démonstration de la partie (a) donne pareillement

lim || (Ve = VIOXT seqnezy) =0, (1.151)
et compte tenu de
N(e) _ _
0<h<he= (Vo= VOxr =D Ty’ ® (Ve = VAXY .
k=1
L’inégalité (1.150) résulte de (1.151). O
Lemme 1.7. Soit \g > 1+ 2||V|| et posons
R=(-A+V +XD)™",  R'=(=A"+V" 4 NI, (1.152)
R=FRF*,  R'=J'FWh(JhFh)* (1.153)

Alors limy_o||R — R"||g = 0.
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Démonstration. Compte tenu des expressions

R=R,Y (-VR,)*, — R'=RI> (-V"Rh,
k=0 k=0

ol on a désigné

Ro=F(~=A+XI)'F*, Rt = J'FH A"+ V4 A D) (I FY,

il suffit de montrer

lim ||Ro — R"|[z =0, lim||VR, — V'"R"|z =0.
h—0 h—0

D’abord on montre que pour tout € > 0 il existe h. > 0 tel que

sup ||Ro — R||5 < e.
0<h<he

Cependant B
(Ro0)(€) = (I€]* + X0) ™" 2(8),

(RE0)(E) = X(npns = /nia(€) (DR (E) + Xo) 10(6),

ou ¥y, est donné par (1.125) et on remarque qu’il existe Cy > 0 tel que

(I =xr)Rolls = sup (I + )™ < CT ™,

EERN[-T; T[4

h<n/T = |- xr)Rs= sup  (9p(&) +Xo)™" < CoT 72,

EeERN[-T; T[4

(1.154)

(1.155)

(1.156)

(1.157)

ot la derniére estimation résulte de (1.126). Pour justifier (1.155) il suffit de choisir T tel

que CoT—2 < €/4 et utiliser le fait que

Il reste & montrer 'existence de h. > 0 tel que

sup ||V"R, — VR.||s < ¢.

0<h<he

Soit T tel que 2||V||sCoT 2 < €/4. Si h. > 0 est suffisamment petit, alors

sup [[V"(RL = Ro)lls < |V lsl| RS — Rollis < 2/4,

0<h<he

(1.158)

(1.159)

(1.160)
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et compte tenu du Lemme 1.6,

sup ||(V" = V)xrlls < /4. (1.161)
0<h<h.

Pour obtenir (1.159) on estime
V" Re = VR[5 < |[VM(RE = Ro)lls + [|(V" = V)xrlls]| Bolls
HIV* = VI[s/I(I = x1)Roll

et il reste a remarquer que (1.160), (1.161) permettent de majorer la derniére expression
par 3¢ + 2||V||pCoT 2 < e. O

Lemme 1.8. Pour démontrer le Théoréeme 1.5 il suffit de montrer que l’on a

lim tr" PO"(R"™0" = tr PrOR™O, (1.162)

h—0
pour tout T' > 1 ethQ—l—g.

Démonstration. Compte tenu du Corollaire 1.2 il faut montrer que pour tout ¢ > 0 il
est possible de trouver h. > 0 tel que

sup |tr" ©"f(H")O" — trOf(H)O| < e. (1.163)

0<h<he
Montrons, qu’il existe T'(¢) tel que pour 7' > T'(¢) on a
(1 = PR)O" f(H")OM |51 < /4. (1.164)
En effet, le membre gauche de (1.164) est majoré par ¢;(h) + (2(h) avec
Gu(h) = |I(I = Pr)O" Pp | || f (H")©" | 55,
Ga(h) = ||0"(1 = Pr)(Nol — A"l [|(Aol — A" R |lg(H")O"|| 51
ou on a noté g(A) = (Ao + A) f(A). Puisque

(I = P (Aol — A")7H|gn = sup Ao+ 9n(9)]7H < CT"2,
ée[—mn/h; w/h[I\[-T"; T'[¢

on peut choisir 7" suffisamment grand pour assurer (2(h) < €/8 pour tout h €]0; 1] et
ensuite le Lemme 1.5 permet de choisir 7" suffisamment grand pour assurer (;(h) < /8
pour tout h €]0; 1].

De maniére analogue il est possible de trouver 7'(¢) tel que
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T=2T(e)=||(I - Pr)Of(H)O||s <e/4 (1.165)

Dans le deuxiéme pas on considére une approximation de f par (f./)e~o comme dans
la démonstration de la Proposition 1.2. Alors il existe Cy > 0 telle que pour tout &' > 0,

I1PrO"(f — fo)(H")O"||gp < € [|(R")"O" |5y < Coe',
[tr PrO(f — fo)(H)O] < €' ||(R")"Ol|s, < Coe”
Soit &' = ¢/(8Cy). Alors (1.163) résulte de

sup |tr" PrO" f.(H")O" — tr PrOf..(H)O| < /4 (1.166)

0<h<he

et on termine la démonstration en observant que (1.162) assure 'existence de h. > 0 tel
que (1.166) soit satisfaite. O

Démonstration du Théoréme 1.5

La démonstration est basée sur les égalités
tr PrOR™OPr = tr XTéém(:)XT,
trh PRO"(RM™O" Pl = tr xrO"(R")™0"xr,
qui permettent d’écrire (1.162) sous la forme
}liE,notrXT ((:)h(ﬁh)m(:)h — (:)}N%m(:)> xr = 0. (1.167)
Pour démontrer (1.167) on remarque que
Ixz(O"(R")"O" — OR™O)xrl5, < Gi(h) + Ga(h) + G(h),

avec o N N
Gu(h) =10 (R")™||5, [|(©" — ©)xrlls,
G(h) = [|O"((R")™ = B™)O) |5,
Gs(h) = [|xr (" — )| ||R"6||s,.
En utilisant .
(Eh)m . Em _ Z (Eh)m’—l(éh . ﬁ)ém—m’

m/=1
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on peut estimer

G(h) < Y 110" (B)™ iy 1R = Blls (B Oll5,, )

m/=1
avec la convention que I'on utilise la norme || - [[5 au lieu de || - [|5, _,, .., dans le cas
m' =1et aulieude || - |5, _, .._., dans le cas m" = m. Mais
~ ~ ’_ ’_
sup [|0"(R")™ 5,y oy = sup 10" (R")™ 5, )00y < 0,
0<h<1 0<h<1

est démontré dans le Chapitre 3 et de maniére analogue on a
pm—m' _ m—m’
17 Ol sy = 17 OBy sy < -

Ainsi, en utilisant le Lemme 1.8, on trouve limy, o (2(h) = 0. Pour terminer la démons-
tration on remarque de maniére analogue que limy,_o (;(h) = limj,_ (3(h) = 0 résulte du
Lemme 1.5.

0

Démonstration du Théoréme 1.6.

Pour commencer on remarque que

ree\() U oEM

k>0 0<h<k

signifie que A € C\ Uy p,-,. o(H") pour un certain x > 0, c’est-a-dire

dist (A, U U(Hh)> — inf dist (A, o(H")) >0

0<h<k
0<h<k

pour un certain k > 0 et il est clair que cela équivaut a

li%n iélf dist (A, o (H")) > 0.

Lemme 1.9. Pour toute f € C°(IR) on a ||f(H")]

sr = |[f(H)l|s quand h — 0.

Démonstration. Comme dans la Section 3 on peut écrire

2

(€)
1(f = f)E)|s = [[(f = f)(H")]|gn < € avee fo(A) = Y cre(A+ o) 7",

1

=
Il
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pour certains N(¢) € IN, ¢, € C (k=1,...,N(¢)). Ainsi, il suffit de montrer que pour
tout ¢ > 0 on a ||f-(H")||gn — ||f-(H)||s quand h — 0. En utilisant les notations du
Lemme 1.7 on observe que

||cha ||Bh_||zck€Rh |5
converge vers

N(e) N(e)
1> erelflls = 11) creR¥ls,
k=1 k=1

quand h — 0 du fait que ||]/§h—_§||3—>0quandh—>(). O

Démonstration de l’assertion (a). Soit A € IR tel que liminf), o dist (A, o(H")) >

Il existe kK > 0 et r > 0 tels que 0 < h < k = dist (\,0(H")) > r. Soit f € C* (]R)

telle que suppf CJA —r; A+ r[et f(A) = 1. Alors 0 < h < k = f(H") = 0 et
|| f(H)||s = limp—o || f(H")||g» = 0 implique f(H) =0, donc A ¢ o(H).

Supposons maintenant A € R\ o(H). Alors il existe f € C®(IR) telle que f = 1 sur

A —=1r/2; X+ 7r/2] et suppf CIA —1r; A+ [, ou r = dist (A\,0(H)). Alors f(H) =0

=0,

et on en déduit liminfy, o dist (A, 0(H")) > 0. En effet, si liminf, o dist (A, o (H"))
il existe une suite hy — 0 telle que [\ — /2; A+ /2] Na(H"™) #£ 0 et ||f(H"™)||sn
SUDseo(prmny | f(8)] = 1, la contradiction 1 = limy o || f(H "|gr = ||f(H)||s = 0.

O

Lemme 1.10. Soit u € CAP(IR™). Pour ¢ > 0 on définit I’ensemble
P.(u) = {z € R : ||Tou — Ul| oo rary < €},

ot Tou(zy) = u(zy — 2). Alors on peut trouver p. > 0 tel que chaque boule de rayon p.
rencontre P.(u), ¢’est-a-dire B(x1, p-) N P-(u) # O pour tout z; € R,

Démonstration. Pour v € R™ on note e,y (z1) = €7 et on observe que {Tse,},cpa est
une partie compacte de L°(IR™). Si u € CAP(IR™) et ¢ > 0 alors on peut trouver
N(E) €N, vp € R" c.p, € C (k=1,...,N(¢)) tels que I'on ait

N(e)

[[u — Ua||L°°(]Rd1) < € avec Ue = Z Cek Sren
k=1
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Ensuite, on remarque que la fermeture de {T,u.}, gar dans L®(IR™) est une partie com-
pacte de L=(IR™). En effet, si (2, )men est une suite quelconque, on peut en extraire une
sous-suite (2m,,)jen telle que (7%, e, )jew converge dans L>®(IR™) et il est possible
d’extraire des sous-suites (zm,,)jen, K = 1,..., N(g), pour assurer la convergence de la
S u.)jen dans L®(IR™).

Ainsi il existe un recouvrement fini de {7 u./3},cra par des boules de rayon /3 dans
L°°(]Rd1), c’est-a-dire qu'il existe une partie finie J. € IR% telle que pour tout z; € IR%
on peut trouver z.(x) € J. vérifiant

sous-suite (7},

HTles/a - TZ&(JSl)ua/?)HLOO(IRdl) = ”Tml—zE(m)us/fi - u€/3||L°°(le1) <e/3,
c’est-a-dire z1 — 2.(21) € Pey3(ues3) C Pe(u). Ainsi B(xy, |2-(z1)|) N P-(u) # O et il suffit
de prendre p. tel que J. C B(0, p;). O

Démonstration de [’assertion (b). Dans le cas discret la démonstration a été donnée
par Charour [8], donc il reste a considérer le cas continu. D’abord il est évident que

supp N(-, H) \ o(—A) C o(H).

En effet, si A ¢ o(H) Uo(—=A) et r = dist (A, 0(H) Uo(—A)), alors f(H) =0 = f(—A)
pour toute f € C*°(IR) avec supp f CJ\—r; A+ 7| et par conséquent N(f, H) = 0 assure
A ¢ supp N (-, H). Pour montrer ensuite

o(H)\ o(=A) Csupp N(-, H),

onfixe A € o(H)\o(—A) = o(H)N|—o0; 0 et on va prouver que 'on a N(f, H) > 0 pour
toute fonction f € C{°(IR) telle que f > 0, f = 1 au voisinage de A et supp f C] —o0; 0.
Pour commencer on va montrer ’existence de Ly > 0 tel que

NE(f, H) = (2Lo) ™t X7 f(H) > 0.

En effet, A\ € o(H) assure I'existence de p € L*(IRY) tel que o[l r2ray = et (f(H)p, ) >
1/2, donc

lim sup tr x7 f(H) > limsup (f(H)x7e, x7e) = (f(H)p, ) > 1/2.

L—oco L—oco
Pour L > 0 et 2 € R¥ on introduit

C(z,L) = {z; € R% : % —ze[0; 1["Y x [~L; L[®,

UL(Z) =tr XC(z,L)f(H) =tr XC(O,L)f(HzL),
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ou H,;, = T(.10)HT(—.10) comme dans la Section 3.

Dans la suite soit Ly > 0 fixé tel que u™(0) > 0 et g9 > 0 tel que 25 < u™(0). On
fixe pg > 1 suffisamment grand et on remarque que u’° € CAP(]Rdl) assure le fait que
pour tout ; € IR™ il existe z(x;) € P.,(u"°) tel que z(z1) — 21 € [0; po — 1[#* en vertu
du Lemme 1.10. Alors pour tout y; € Z* on a

2(y1p0) Lo + [0; Lo[™C yrpoLo + [0; (po — 1) Lo +[0; Lo[™,
et posant L, = pyLg on trouve z(y1p0)Lo + [0; Lo[®C y1 Ly + [0; Li[% d’ou

C(2(y1p0), Lo) C C(y1, L1)

et
tT (Xe(,L1) — XC(=(yipo),Lo)) f (H) =

trf(H)1/2(Xc(y1,L1) - XC(z(y1p0)7L0))f(H)1/2 > 0.

Ainsi ult (y1) > w0 (z2(y1p0)) et puisque |[u (2(y1p0)) — ul0(0)| < g résulte de 2(y1p0) €
P.,(ul?), on trouve
u® (y1) = u™(0) — g9 = 5u™(0).

Ensuite
LEN(f, H) > limsup(2k) ™ tr ;2 f(H)

k—o00

et on termine la démonstration en remarquant que pour £k € IN on a

(2k)~tr Xy, f(H) = (2k) ™" > u (y1) > Lul(0).

y1€EZNU N[—k; k%



Chapitre 2

Approximation de la densité d’états
surfaciques pour un opérateur de

Schrodinger surfacique du type
d’Anderson

2.1 Introduction

L’étude mathématique des opérateurs de Schrodinger aléatoires surfaciques , autant
dans le cas discret que continu, a commencé au début des années soixante dix. Elle s’est
considérablement développée lors des trente derniéres années et a présenté un terrain
fertile d’interaction entre la physique et les mathématiques. Trés riche en phénomenes, elle
se situe a l'intersection de nombreux champs des mathématiques (équations aux dérivées
partielles, théorie des probabilités, théorie des opérateurs, analyse harmonique, etc) ainsi
que de la physique (mécanique quantique, physique statistique, théorie des champs, etc).

Cet opérateur fait I'objet de nombreuses études ([50],[51],[30],[37], [20], [19], [8] pour
divers résultats et références ). Par exemple Molchanov, Jaksic, Pastur, Khoruzhenko,
Chahrour ([50],[51],[30],[37], [8]) ont montré que pour un modele ou le potentiel est une
suite de variables aléatoires indépendante identiquement distribués, les branches surfa-
ciques du spectre situées a l'extérieur de o(—A). On dit alors que les états surfaciques
sont localisés. Dans les travaux ([3],[38]) on montre la localisation (on a le spectre pure-
ment ponctuel).

Suivant 1'approche de Klopp [40] on va définir la densité d’états surfaciques pour le
modéle du type d’Anderson utilisant des approximations périodiques.

Soit W : IR? = R™ x IR®? — IR un potentiel continu vérifiant :
1) W(xqy + y1, 22) = W(xq,x2) pour y; € z%h.

o7
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ii) 1l existe dy > dy et une constante C' > 0 telle que pour tout (xy,z5) € R* x R“
on ait

| W (1, 22) [< C(1+ | 22 |) 7.
Sur L?(IR%) ; considérons I'opérateur de Schrodinger périodique par rapport a
H=H'+W
o H° = —A. Le modéle d’Anderson continu par rapport & x; est 'opérateur aléatoire

Hy=H+v,=H+ Y wpu,

yeZ4

oil v (71, 29) = v(z1 — 7, 22),v : IR — IR un potentiel et (wy),ezu sont des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées et bornées non constantes. Nous sup-
poserons que v est continue, vérifie que pour tout € > 0, N € IN il existe une constante
Cy telle que

| v(z1,22) [< On (1 |2y )7 751+ 2 )7

On considére la famille d’opérateurs H” agissant sur [2(hZ%), h > 0
Hh — HO,h + Wh

avec HO" = —A" est le laplacien discret défini par (1.9), W" est Popérateur de multipli-
cation définit par (W")(hn) = W (nh)p(hn) pour tout o € I>(hZ?) et

HG = H" + v,

ot (v'¢)(hn) = v, (hn)p(hn) pour tout ¢ € I>(hZ?).

w

2.2 Les approximations périodiques

Soit k € IN*, on définit la suite d’opérateurs de Schrodinger

Hw,k =H + Z Wr Z Ty+3Uy

veCiinzdt  BE(2k+1)ZN

et le cas discret
h h
H =H'+ Y w, D Tyt pvl

veClinzh  fe(2k+)Zh



2.2. Les approximations périodiques 59

ot O ={m e Z" m; €| —k—1/2,k+1/2] pour j=1,...,d;} est le cube de centre 0
et de coté 2k+1 et 7, est la translation dans IR par rapport a . Pour w € Q; H,, et H! |
sont des opérateurs de Schrodinger (2k + 1)Zd1 périodiques.

Utilisant Théorémes 1.1 et 1.2 on peut introduire

1
Nlp Hop) = Jim orsgtrOi(p(Hux) = o(H?))
. 1 o
= opa O (e(Hes) — o(H7),
1
N(pHLy) = Jim ot (G (L) = (1)

tr" (X2 (p(HL ) — o(HOM)).

= lim

1
L—oo (2L)%
pour tout ¢ € C°(IRY). On peut montrer ainsi les Théorémes suivants :

Théoréme 2.1. Soient N}, € D'(R) définie par la formule ¢ — N(p, H]}). Alors la
suite (N{!)rew converge presque sirement dans D'(IR) vers une limite N"(-, H,,) ; pour
tout ¢ € Cg°(IR),e > 0,h €]0,1[ il existe k. tel que pour tout k > k. on ait

| N(@7H£,k) - N(QO, HLL) |< €.

De plus la distribution o — N (@, H") ne dépend pas de w et on va Uappeler la densité
d’états surfaciques pour l'opérateur H".

Théoréme 2.2. Soient Ny, € D'(IR) définie par la formule ¢ — N(p, H, ). Alors la
suite (Ngo)kew converge presque strement dans D'(IR) vers une limite N (-, H,), c’est a
dire pour tout p € C§°(IR),e > 0, il existe k. tel que pour tout k > k. on ait

| N(QO, Hw,k) - N(@,Hw) |< E.

De plus la distribution ¢ — N(p, H,) ne dépend pas de w et on va Uappeler la densité
d’états surfaciques pour lopérateur H,,.

Avant de montrer ces deux théorémes on peut énoncer une généralisation du théoréme
1.5 pour l'opérateur de Schrodinger surfacique du type d’Anderson

Théoréme 2.3. Pour toute fonction ¢ € CP(IR) on a

lim N (ip, HS) = N(¢, H,).
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2.3 Démonstrations des Théorémes 2.1 et 2.2

Pour montrer les Théorémes 2.1 et 2.2 on aura besoin de

Proposition 2.1. Pour tout m > max{l,1+d/2} ; il existe une constante Cy,, > 0 telle
que pour tout z, A € C\IR et (y,y') € Z* x Z% on a

1y (2 = H) 7O = HE) x|y < Onma Iz |" N0 (1 [y =y )7

Démonstration. Le résultat découle immédiatement du fait que d(z) > |Imz| et du Lemme
3.6 pour p =m + 1. ]

Démonstration du Théoréeme 2.1
Soit ¢ € Cg°(IR), on a

— " (O, (p(HE ) = o(H*)x"s,)
volc, Ck k

avec X", (¢)(hn) = x_a (hn1)p(hn) pour tout ¢ € C5°(R) et ¢}' = (2k +1)C, le domaine
o k
fondamental de (2k + 1)Z". En utilisant le fait que

h E h
XCZ1 Xcgl-i-'y’

veciinzh
la symétrie de C’,fl et la propriété de cocylicité de la trace on a
b O (P (HZ 1) —p(H")xa,)

=X ) — )
dq d
YEc, NZ1

=Y O, (e — (O, ).

yec Nz

Or
volCH = ol C§ H(cr, N Z)™

ou f(c) désigne le cardinal de ¢, on a donc
h _ 1
Vol (CTd (e N Z)

h(. . h h 0,h h
S 6 O (P(HE ) = (), ).

dy
YEC,
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Comme les variables aléatoires (w,), sont indépendantes et identiquement distribuées on
a

B0 (p(HE ) — (M) )
= e NZ)MEr" (e, (p(HS ) = o(H)Xw ),
co Y co Y
d’ou
E(N}! =
(V) = e
Pour tout k£ > 0 on définit

ol (W) = " Ola,  (P(HE ) = o(HY)X 0, ).

E(t1" (0, (9 (HE ) = $(HO) s, ).

On va montrer la condition de Cauchy

lim sup | o/w‘k(w) - a;” w(w) |=0.
k—oo k'>k ’ ’

On fixe \g > 0 assez grand pour assurer
I<Xo+H}, et I<X+HL,

pour tout w dans 2 et Vh € IR*; k € IN*. En utilisant la formule de Helffer-Sjostrand (voir
[23]) :
o(H) = / 0:p(2)(z — H) '(\g + H) %z N dz (2.1)
C

ol ¢ : C — C est une extension de ¢ telle que

a) Vz € IR, ¢(z) = ¢(2)

b) suppp C {z € C\ | Imz |< 1}
) peS({zeC\|Imz|<1})

o

—n

d) La famille des fonctions x — 0:¢(x +1iy). | y |™ pour tout | y |< 1 est bornée dans
S(IR) et on a l'estimation suivante : Vn > 0,d > 0,3 > 0 il existe une constante ¢, 3
telle que

sup sup | 0% (| y |7 0:5(z + iy)) |< Cnof sup sup | xalﬁf/gp | .
ly|<1lzeR B'<n+B+2,0/<a z€lR

Une telle extension existe toujours pour ¢ € S(IR) et en appliquant cette formule dans
notre cas, on peut écrire

7 - _
(O‘:,k — a:’k,)(w) =5 / 85g0(z)/\f,7k’k,(z)dz Adz
C
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C10 CO

Comme ¢ > d/2, la Proposition 2.1 assure que nglﬂ(z —H! )T (Ao + Hﬁ,k)_qxgglﬂ et
XPa (2= H} )Mo+ H) )79 . est a trace donc A, ;. (2) est a trace et on a
CO +v ) CO +v sy

1 Aﬁ,k,k' s, < A+ B (2.2)
avec
- h

=1 (2= H)™ = (2= H) )00 — ) g

W (= HE) Al e — HE) o — H) Xl
ou,

Ag,k,k’,w = vﬁ’k — vik, = Z (wWa — wa)v(hny — o, hng),
{|la|>k,acZ a=amod(2k+1)Z%1 }

et

= xga (2= Hg )7 (o + HS )™ = (Mo + Hﬁ,qu)x’;gi ||

Coty

—_

g—
= ngi (2 — Hﬁ,k)_l< (Ao +H k)l qu k. w (Ao + Hﬁ,w‘l)x’;gi ||B{L .
Yy =1 Y

On va majorer en premier temps le terme A :

A< 30 I (2= HE) T AL, o |
pezh
X g (2= D)™ o = HL o)X sy

<MY I - HA)TN

B+a+C,
BEZM |a|>k,acZ™

h
| X5+Cgl(z - Hw k’) (>\0 Hw k’) Xcd1+ ||Bh
Or d’apres la Proposition 2.1 pour tout NV € IN il existe une constante cy > 0 telle que

I, (2 = MO = HEY Iy g e | Tz |57 (1 5=y )7
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et il existe K>0 telle que

K
h h \=1,_h_ h
| Xcglﬂ(z —H,) v Xgtratch 1< [ Tmz | | Taa—mv HLoo(Cgl)

avec T, est la translation dans IR% par rapport & . Par conséquent

KCN
A< Z Z | Imz |[N+2 (1+ |y — B )V | 7o-+a—yv ||L°°(C§1) '

BEZN |a|>k,acZh

De méme pour le terme B on a une estimation analogue

KCN
B< TN
S22 Thepe (e pe et b

Bez |a\>k,a€Zd1

donc utilisant ces deux estimations et la décroissance de ;¢ par rapport a I'axe réel et
en vertu de (2.1) et (2.2) on a

[E (" O (P(HD L) = o(HD o)X, ) |

< [ ¥ %

BEZY |a|>kacZh

Kex | 053 ||| Tt [l

) _
dz N dz.
[Tmz N2 (14 |y — BNy %

(2.3)

Or E | v || Lo (o)< 00, en vertu du théoréme de convergence doming, le membre
0

yeZ4
gauche de (2.3) tend vers zéro pour tout h €]0,1] si k& — oo. On peut conclure que

al  (w) est une suite de Cauchy et donc convergente et on appelle o/ (w) sa limite. De

e h h : h P
la méme facon on peut montrer | af ,(w) — ag,(w) |[—= 0 si k& — oo donc ol satisfait

ah(7s(w)) = al'y5(w) avee To((w,) czn) = ((44),cze) POUr tout w = (wy), gz - Par
conséquent pour montrer le théoréme il suffit de vérifier que

1
H(CrNZ)™ Yo ladw) —akw) =0
g ’YE(CkﬂZ)dl
st k = co. Alors Texistence limy—oo N I?,w(SO) sera prouvée si on montre la convergence de
! h
~E(CHNZ)%

Soit Py la mesure définie sur une partie borélienne A C IR comme la probabilité de
{w, € A}. Alors supp Fy est compact et la famille des translations (7,), .z« possede la
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propriété de 'ergodicité sur I'espace produit (supp PO)Zdl. Ainsi le théoréeme de Birkhoff

(voir par exemple [54]) s’applique a la famille (ol (w)),cza = (af(7y(w)),cz4 en assurant

I'existence de limy_,, T)(w) presque stirement et son indépendance de w.

O

Démonstration du Théoréme 2.2

On remarque que la Proposition 2.1 reste valable dans le cas continu donc en suivant
la méme démarche que la démonstration précédente en remplagant H” & bar Hy g, H" par
H, etle Al par

Af’k/ = Vwk — Vu k! = Z (wa — wa)v(z1 — a, z3)

|a|>k,a€Z% a=amod(2k+1)Z%

on peut démontrer le Théoréme 2.2.

2.4 Démonstration du Théoréme 2.3 :

Le théoréme montre bien que la densité d’états surfaciques d’un opérateur de mo-
déle d’Anderson continu (dans le sens d;) peut étre approximée par la densité d’états
surfaciques continue. En effet,

| No(e) = No(@) IS I Nul9) = Niw(9) |
+ | Niw(9) = Niw(9) |
+ | Niu(e) = No(o) |-

D’une part, d’aprés le Théoreme 2.2 et le théoréme de Lebesgue on a pour tout € > 0, il
existe k. > 0 tel que pour tout £ > k. on ait

E(| No(p) = New(p) |) < /3.

D’autre part d’aprés le Chapitre 1 (Théoréme 1.5) on a pour tout € > 0, il existe h.
tel que pour tout h < h. on ait

E(| Niw(®) = New(0) ) < /3.

En utilisant le Théoréme 2.1 et le théoréme de Lebesgue pour tout € > 0, hg €]0, 1], il
existe k. tel que k > k. on ait

E(| Niw(0) = No(o) ) < /3.
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65

D’ou pour tout € > 0, il existe h. tel que pour tout h < h. on ait
E(| Nj(#) = No(0) ) <&,

le théoréme est démontré.
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Chapitre 3

Estimations de la décroissance

3.1 Enoncés

Soit K un ensemble fixé et soit (v,)xecx une famille des fonctions réelles v, € L2 (IR?).

On considére 'hypothése qu’il existe des constantes Cy, ¢y > 0 telles que I'inégalité

el < (1= co)llAgl] + Collgl| (3.1)

soit satisfaite pour tout k € K et ¢ € C(IRY). Alors on peut définir les opérateurs
auto-adjoints sur I'espace de Hilbert L?(IR%) par les formules

H,=-A+V, (3.2)

(Vep) () = ve(@) () (3.3)
pour ¢ € Cg°(IRY).
Comme auparavant, on abrége B = B(L*(IR%)) et pour p > 1 on note B, = B,(L*(IR%)).
Pour y € IR? on désigne par xc(y) la fonction caractéristique du pavé C(y) = {x €
R*: 2 —y € [0; 1[?} et on définit x, € B par la formule
() () = Xew) (2)p (), (3.4)

oit ¢ € L?*(IR%). On va montrer un résultat analogue & I'estimation de Thomas-Combes
voir ([11],[12]),]22]) pour les opérateurs H,,, H" uniformément par rapport a h. On a alors
les Propositions suivantes :

Proposition 3.1. Si f € C§°(IR), alors pour tout N € IN il existe une constante Cy > 0
telle que l’estimation

Xy f (Ho)xylls, < On(L+ 1y —y/)7Y (3.5)

soit valable pour tout k € K et y,y € Z°.

67
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Pour étudier les effets perturbatifs on introduit
ENT () = Y (4 [y =) NMxa(Ve = V) = 8) s
gez?

et
EN" (y,y) = min{E}" (y), ZV" ()},
pour y,y’ € Z% et dans la Section 3 on va montrer

Proposition 3.2. Si f € C5°(IR), alors pour tout N € IN il existe une constante Cy > 0
telle que les estimations

[ (f (i) = F(Ha))xylls < C(1+ Iy =/ ) VER (0.4
soient valables pour tout k, k' € K et y,y € Z°.

On va démontrer les résultats analogues dans le cas discret. On suppose que (v").cx
est une famille des suites hZ? — R et qu’il existe des constantes Cy, o > 0 telles que
I'inégalité

h, _h h, _h h
Su}gllvnw [l < (1= co)l| A" || + Colle" || (3.6)
KE

soit satisfaite pour tout k € K et ¢ € [*>(hZ%). On considére les opérateurs définit sur
1?(hZ%) par les formules

H'= A" VI (3.7)
(V") (hn) = v (hn)@" (hn) (3.8)

pour ¢" € I>(hZ%).
On abrége B" = B"(L*(IR")) et pour p > 1 on note B! = BI(L*(IR?)). Pour y € R
on définit XZ € B" par

(Xie") (hn) = Xegy) (hn)@" (hn) (3.9)

oil " € I?(hZ%). Dans la Section 2 on va démontrer

Proposition 3.3. Si f € C§°(IR), alors pour tout N € IN il existe une constante Cy > 0
telle que les estimations

Iy f ()X sy < On(L+ly — o)~ (3.10)

soient valables pour tout k € K, y,y/ € Z% et 0 < h < 1.
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Ensuite pour 3,1y’ € Z¢ on introduit
=) =Y (L4 ly — a) NIXa(VE = VYT = A" g,
gez?
= (v, y) = min{ERN ), ERN )

et dans la Section 3 on va montrer

Proposition 3.4. Si f € C5°(IR), alors pour tout N € IN il existe une constante Cy > 0
telle que les estimations

I (F () = FOHEDX sy < On(L+ Iy = o) VERN (0, 9/)

soient valables pour tout k, k' € K, y,y' € Z% et 0 < h < 1.

Corollaire 3.1. La partie (a) de la Proposition 1.1 du Chapitre 1 résulte de [’assertion
de la Proposition 3.1.

En effet, utilisant la décomposition
I=) xh (3.11)
y’GZd

on peut estimer

I f (HD s < > IIXEFEHD N 50 <

yeZd
Y Con(l+ly—y) ™" =D Can(l+]y) " =C)< o0
yEZd yEZd

pour tout k € K, y € Z%, 0 < h < 1 et de maniére analogue

Xy S (H)ll5, < C < 00

pour tout k € K, y € Z%.

Un raisonnement analogue a celui du Corollaire 3.1 donne également

Corollaire 3.2. Pour tout N € IN il existe une constante C'y > 0 telle que les estimations

1y (f (H) = f(Ho))ls < ONER" (9),

IX(FCHE) = F(HE) s < CREN (1),
soient valables pour touty € Z%, K,k € K et 0 < h < 1.
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Enfin l'assertion (b) de la Proposition 1.1 du Chapitre 1 résulte de

Corollaire 3.3. Soit f € Cg°(IR) et § > 0.
(a) S’il existe C' > 0 telle que

X1y (Ve = Vi) (I = 8) 7[5 < C(L+ [ga])~°,
pour tout (y1,y2) € ZY x Z%, alors il existe C' > 0 telle que
X twre) (F(Hi) = F(Hw)) 5, < C'(1+ [ya])~°,

pour tout (y1,ys) € Z™ x Z*.

b) S’il existe C > 0 telle que
Hx?yl,yz)(vh - Vn@x[ - Ah)ilHBh < C(l + ’yg‘)ié,

K

pour tout (y1,ya) € ZM x Z% et 0 < h < 1, alors il existe C' > 0 telle que
Xy oy (FOHE) = FCH) gy < C'(1+ [ya]) ™"
pour tout (y1,ys) € ZM x Z® et 0 < h < 1.
Démonstration du corollaire 3.3 Siy = (y1,v2), § = (%1, J2), alors utilisant
(L4 )’ < (Lt ly =gl + 152D < (L4 ly = 9)° (1 + [2])°
on voit que 'assertion (a) résulte du Corollaire 3.2 avec N > d + 1+ 0, car

EN W) <O (Ll —a) T+ ) <
gez?

COL+ ) > (A +ly—g) ™ =C"(1+ |ya) .
gez?

Il est clair que I'assertion (b) s’obtient de maniére analogue.
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3.2 Démonstrations des Propositions 3.1 et 3.3

Les démonstrations des Propositions 3.1, 3.3 sont semblables. On commence par
détailler la démonstration de la Proposition 3.3. Le raisonnement est basé sur un certain
nombre des lemmes et on a besoin d’introduire des notations supplémentaires.

Pour X\ € C on pose

d(\) = inf inf min{dist (c(H"), \), 1}, (3.12)

0<h<1rek
ott o(H") désigne le spectre de H”. Dans la suite on note
RMA) = (H! = \I)™! (3.13)
si d(A) > 0 et on observe que
[RE)] g = max{1, 1/d(A)}. (3.14)
Lemme 3.1. On suppose p > 2 et p > d/2. Il existe une constante Cy > 0 telle que

d(A\) > 0= sup sup ||XZRZ()‘)||B{; < Chd(N)7 (3.15)

0<h<1 yezd
Démonstration. D’abord on remarque que ’hypothése (3.1) permet d’estimer
12 = AMRE )l = (1 = ViRVl < Cod(N)
et par conséquent il suffit de prouver

sup sup |[xh(I — Ah)’lHBg < 0. (3.16)
0<h§1 yezd

Pour 6, € L*°([—x/h; m/h[?) on définit ©,, € B(L?([—7/h; 7/h[?)) par

(Onp) () = 0n(&)p(€) pour € L*([~/h; m/h["). (3.17)

Soit F" la transformée de Fourier discréte définie par la formule (1.120) du Chapitre 1.
On définit
K, (0y) = F** 0" F'x! e B, (3.18)

et on remarque que l’estimation évidente

15, On)elln < 10nF " xyelln < sup [04(E)] ]l (3.19)
€l /h; m/ld

implique || Ky, (0n)||gr < [|0n]] Loo ((—r/n; 7 /n[a)-
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On va démontrer qu’il existe une constante C' > 1 telle que
||Ky<9h)||lﬁ‘g < CHQ}IHLP([—Tr/h; w/h[%)s (320)

pour p > 2. En effet pour p > 2 (3.20) résulte par interpolation des espaces BI'; si on
prouve (3.20) pour p=2.

Pour k € Z% soit 0y, € I(hZ?) tel que 6 (hk) = 1 et Spp(hn) = 0 si n # k. Alors
(k) peze est une base orthonormée de 12(hZ?) et (3.20) pour p=2 résulte de

HK eh HBh - Z H@hfh 5hk“%2([—ﬂ/h; m/h[d)
kez?

= > | FOnF" Onkl 22 (/e it
{kezZ?: hk—ye[0; 1[¢}
< h= 2/ D) 0wl 2 (s g
Cependant, on a (F"A"p)(&) = —9,(&)(F o) (€) ot

d

d
22 1—cos (RE))) Zhi . (hgj) (3.21)

Jj=1

pour ¢ € [—7/h; m/h[¢, donc
(I — Ah)_lxg = K, (05) avec 0,(&) = (9n(€) + 1)~ L. (3.22)

En utilisant 9,,(€) > 1[¢|* pour € € [—n/h; «/h[* et le fait que

p>d/2= sup/ (1+i|§|2)_1d§ < 00,
]R,d

0<h<1

on voit que (3.16) découle de (3.20) . O

Lemme 3.2. On suppose p > 2 et p > d/2. Alors, pour tout N € IN, on peut, trouver
une constante Cy > 0 telle que

g REN) X llsr < Cnd(N) V(1 + [y —y' ). (3.23)

pour k €K, y,y € Z%, 0 < h < 1.
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Démonstration. Soit B(y,r) = {x € R*: |z —y| < r} la boule de rayon r > 0 centrée en
y € Z* et on définit Xh,, ek e B" par

(Xb ) (hn) = X By (hn)e(hn) pour ¢ € I*(hZ7)

(@Zyrcp)(hn) = 0,,(hn)p(hn) pour ¢ € l2(th)

avec 8, ,(x) = 0(|x — y|/r) ou 8 € C(IR) est telle que suppd C [-3/2; 3/2],0 <6 <1
et 0 =1sur [—1; 1].
Au lieu de (3.23) nous allons prouver que l'on a

L<ly—y|= lIxgRN)xy povllsy < Cnd(N) VLY. (3.24)

Il est clair que (3.24) est vrai pour N = 0 en vertu du Lemme 3.1. Dans la suite on
considére N € IN* dans le raisonnement par récurrence.

Utilisant (I — © ’L/2N)XZ’,L/2N =0 et XZ@Z’,L/TV =0sidVvd<L< ly — /| on peut
écrire

XZRZ<)‘)@Z’,L/2N = XZ,L/QN [@h' JL/2N s RZ(/\)]XZ/,TNL
Xy R (V[=A", 6y on | R (N)Xy, 1o (3.25)
On établie maintenant la suite on va établir I’existence de la constante C > 0 telle

sup sup [|[~A", ©F , ox RN s < Cd(N) L7 (3.26)

0<h<1 Y emd

4 la base canonique de IR? et soit # € C3°(IR?). On pose

(T j0) (hn) = (h(n + e;)),
(©"p)(hn) = 0(hn)g(hn),
(Ol;9)(hn) = O(h(n + e;))p(hn)
et on remarque que
(H)h(TiiLej + Tﬁhej) + (67 + @]ij - 2@h)TI€Lej + <@h - @}ij)(Ti?ej - Tﬁhe])

Par conséquent

'M&

[ Ah @y L/2N (CH)ZX/LJThe + @y NLJ (Tiilej - Tfhej)) (327)

Jj=1
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. A h,+ h
ou O,y ; € B" sont de la forme

nh,
(0% 1.50)(hn) = O 1 (hn)p(hn) (3.28)
avec N
supp Q;iLJ C supp b, o8 + B(0,2h), (3.29)
sup \HyNLJ(hn)] < Cy max sup 070,,.1,/on (z)| < CLL71. (3.30)
nez¢ <IVIS2 peRd

On en déduit (3.26) compte tenu du fait que

1 (The, — T2 )R Mllsn < Cod(N) IR (T, — T2y )T — A") 7

Bh

d —1

< Cod(N)™' sup 207 [sin(hg)|| 1+4h7D sin®(hE;/2)
—m/h<&;<m/h j=1

< 2Cod(N) ™ sup [&1(1+ €))7 < Cd(V) T
£eR?

Dans la suite on suppose 2h < L/2N+1 et par conséquent
(I - XZ’,L/ZN—l)[_Ah7 @Z/,L/zN] =0,

donc en utilisant (3.25) on peut estimer le membre gauche de (3.24) par

||Xth( )XZ/7L/2N—1||B;L |[—-A", @ZI,L/zN]RZ(A)HBh

< On_1dN)NL N O d(N) L
en vertu de 'hypothése de récurrence (3.24) pour N — 1 et (3.26). O

Lemme 3.3. On suppose p > 2, p > d/2 et on fire \g € C tel que d(Ny) > 1/2. Si
m, N € IN et p > m+1, alors on peut trouver une constante Cy ,, telle que les estimations

Iy B o) Re(Mxpllgr < OnndN) (14 Jy =y (3.31)

p/(m+1)
soient valables pour tout v,y € R% et 0 < h < 1.

Démonstration. On abrége RM'()\g) = R" et R'(\g)™ = R pour m € IN. On observe
que le cas m = 0 a été traité dans le Lemme 3.2. Dans la suite, on fixe m > 1 et on
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suppose que l'assertion est vraie pour m — 1. Utilisant le Lemme 3.2 avec A\g et N +d+1
au lieu de A et N, on estime le membre gauche de (3.31) par

> IR sl G RE™ T RE N llen <
gezs

Cn ANV (A ly =g A+ g -y )Y, (3.32)

gez?
en vertu de '’hypothése de récurrence. On observe ensuite que l'inégalité
A+ly=g)A+17-y) =1+]y -y
permet d’estimer (3.32) par
ChmdN) N Ay =y DD+ ly—al) ™,
gezs

cest-a-dire O, d(N) V711 + |y — o). s

Démonstration de la Proposition 3.1

On fixe Ay € C tel que d(Ag) > 1/2 et on note f,,,(A) = (A—Xg)"f(A). On va exprimer
fm(H,) alaide de la formule de Hellfer-Sjostrand. Pour cela on note par fm une extension
analytique de f,,, c’est-a-dire f,, € C*°(C) vérifie

a) f(z) = f(z) pour z € R

b) suppf C {z € €: Rez € supp f, [Imz| < 1}

c¢) pour tout N € IN il existe Cy > 0 telle que
0= fm(2)] < Cw[Tm 2|,

ol Os f(2) = 5(0, + z@y)fm(aﬁ +iy) et x =Rez, y =Imz.

Alors utilisant ’expression
fm(HEY) = L / Oz fm(2)RIN(2)dz A\ dz
2T C
et f(H") = R'(Xo)™ frn(H") on trouve

i ra —
XZf(H:)XZ/ = %/@azfm(Z)XzRZ()\o)mRZ(z)xz,dz Adz.
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On termine la démonstration en estimant [|x} f(H) x|z par

Con SUp_ 0= fn (2)| | XL RE0) ™ RIE(2)X ||y <
zeC\R

Cnn(1+ [y =y sup [Tm 2770z fu(2)
zeC\IR

en vertu du Lemme 3.3 avec p=m +1> 1+ d/2 et d(z) > |Im z|.

3.3 Démonstrations des Propositions 3.2 et 3.4
Lemme 3.4. On suppose p > d/2, p > 2, on fixze \g € C tel que d(Xg) > 1/2 et on pose

M Ny, y) = IR D)™ (REN) = R ()X 50 (3.33)

p/(m+1)

Si N,m € N et p>m+ 1, alors il existe une constante Cy,, > 0 telle que l'on ait

e 0y, y) < Cn(L+ Jy — /)N a2V 2208 () (3.34)
pour tout k, k' € K, y,y € Z* et 0 < h < 1.

Démonstration. On abrége R'(\g)™ = RM™. Alors

MempN 1y ¥) = Y AIXERETRENXA(VE = VE)XERE (N)X |

gez?

p/(m+1)
résulte de lidentité  RM(A\) — R (N) = REO\)(VE — VYR (X)) et

MmNy y) <> min (N g,y 9),

sezd jefL, 2}
ou
K,k 1 ,m
TN 9585 9) = (DG RETRENG s, NG (VE = VIR (M) s,
Ty 9505 9) = DGR s BEN)(VE = Vgl [1xG R (V)X s
avec la convention ||y Rhm||3h = [|[x2]|gn = 1 si m = 0.

En introduisant

E () = g (V= VYT = A" s (3.35)
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on peut estimer

XAV = VEYRE ()| |gn < CA(N)T'ZR" (3)
et en utilisant le Lemme 3.3 avec 2N au lieu de N on trouve
M Oy, §) < Cl nd(N) N2+ Jy — ) TV ERT ().

Le raisonnement dans la démonstration du Corollaire 3.1 permet de voir que le Lemme
3.3 assure 'existence de C\, > 0 telle que ||x; B, < C,, et par conséquent

K,k',2

MmN 4,95 9) < O nd (V)22 (14 |y — ) VER(9).
Cependant,
. ~\—N I ~\=Ny _ St~ =N
min{(1+ [y — )", A+ [y =9)""} = L+ max{ly —gl, [y’ — 9]})
<O4gly—gl+ly —a) ™ <Q+gly—yD™"
permet d’estimer minje(y, oy nh’ ’j(k,y,y',@) par
Connd(N) N2 (1 4y — o/ )N min{(1+ [y — g)) ™, (1 + |y — §)"VI=" (9)

et pour terminer la démonstration on remarque que

> min{(L+]y =)~ L+ 1y~ )= @) <

gezs
min{ Y " (1+ ]y —g) V=R @), Y A+l — ) V=T (@)}
jez? gez?
et la derniére expression est égale EZ”N,(y, y'). ]

Lemme 3.5. Pour tout k,x' € K, y,y' € Z°,0<h<1etNeIN ona

Sin . y) = L+ ly =y ) VERR ().
Démonstration. Si EZ’”,@) est donné par la formule (3.35) alors

@) => A+l =) Ve (@) >

gez®
SO+l —yl+ly—a) Ve (@) >
jez?
S+ -y N+ - ) NE @)
gez?

et la derniére somme est égale (1 + |y — y’|)*NEZ'f\;(y) O



78 Chapitre 3. Estimations de la décroissance

Lemme 3.6. On suppose p > d/2, p > 2, on fize \g € C tel que d(Xg) > 1/2 et on pose

T 9:9) = (X (RE0)™ = R (M) ™) REN) x| g1 (3.36)

p/(m+1)
Sim, N € IN et p>m+ 1, alors on peut trouver une constante éN,m > 0 telle que l'on
ait

T vy, y) < Cnm(L+ Jy — /)N d) N 2208 () (3.37)

pour tout k, k' € K, y,y/ € Z% et 0 < h < 1.

Démonstration. On abrége R = R'()\g) et R'(\g)™ = R™™ pour tout m € IN. Alors
Xo(RE™ = REREOXG = > > Bred(w.v/,9)
gez? je{l, 2}
avec
By 5) = Xy (B = R R G RN
K,k ~ h,m— ,m—
By Ay ) = Xy Ry (Ry™ ™ = RE™ xRy (V)

Utilisant le Lemme 3.4 avec m — 1, 2N, Ay au lieu de m, N, A et le Lemme 3.2 on peut
estimer

1By, )51

p/(m+1)

Iy (B = RORE™ xg s, 1G Re(Wxy llsy <

N dN) L+ Jy —g)TNER N A+ g — )Y
Ainsi
BNy Dl <

gez?
ClymdN) V214 |y — ) VERN(y) <

CnndN) N2 (1 + |y =y DVEEN (W),

ol la derniere inégalité résulte du Lemme 3.5.
Sim =1 alors B;f”;/:i(y,y’ ,J) = 0 et par conséquent l'assertion du lemme est vraie
pour m = 1. Supposons maintenant que m > 2 et l'assertion du lemme est vraie pour
— 1. Alors HB;;f\(y Y, y)HBﬁ/(mH) s’estime par

g R (R = R Oxgllsn G RE )Xyl <

CrmdN) N A+ y — g) 2V ERR W) A+ |y — g) 72N
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et comme auparavant on trouve

S BEE 2Ny, 9|

gez?

p/(m+1)

< CnndN) NN+ [y =y ) VERR(Y) <

ChmdN) ™V M1+ |y — o)V EN (0, y),

terminant démonstration par récurrence. L]

Démonstration de la Proposition 3.2

Soit fm une extension presque-analytique de f,,(A) = (A — X\g)" f(A) comme dans la
démonstration de la Proposition 3.1. Alors, en utilisant la formule de Helffer-Sjostrand

FOHD) = f(HD) = / 0z fn(2) (RZ’mRZ(z) . RZ;’”R%)) dz A dz,
2r Je
ot R™ = R!(\)™. On termine la démonstration en estimant
[y () = FEHD) Xy <

Con sup 10:Jn(2)] 11 (BE"RE() = B RE(2) ) Xy lsy <

zeC\IR

Cnn(L 4|y =y )TVER N (v, y) sup [Tmz[77210; fiu(2)],
zeC\R

ol la derniere inégalité résulte des Lemmes 3.4 et 3.6 compte tenu de
Ry R (2) = Ry Ry (2) = Ry™(Ry(2) — Ru(2)) + (BY™ = R Ry (2)

et d(z) > |Im z|.

Démonstration de la Proposition 3.4
On observe qu’il s’agit de la version continue de ’assertion de la Proposition 3.2 et il
suffit de suivre le raisonnement analogue en utilisant R, au lieu de R et 23" au lieu de

—K,K
=

SN

O
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Chapitre 4

Les potentiels avec singularités

4.1 Enoncés des résultats

On suppose que v € L%OC(]Rd) est une fonction réelle telle qu’il existe des constantes

Cy, cg > 0 vérifiant 'estimation
lopl] < (1 = co)||[A¢]| + Col|¢]l,

pour toute ¢ € Co°(IR?). Alors on peut définir 'opérateur auto-adjoint sur L?(IR?) par la
formule

H=-A+YV,
ot (Vp)(w) = v(x)p(x) pour ¢ € Cgo(RY).
Comme auparavant on désigne par || - ||z la norme de I'espace d’opérateurs bornés

B(L*(IR)) = B, pour y € Z% on note C(y) = y + [0; 1[* , on définit les opérateurs x,,
x¥ € B par les formules
(Xy@) () = Xew) (@)e(2),

(ngo)(x) = X[-L; L[%1 x[-L'; L'[d2 (z)p(z)
oil p € L*(IRY) et on s’intéresse a la quantité
NE'(f, H) = (20)"" trxf (F(H) = f(=4)),

pour f € C5°(IR).
Définition de V”. Pour p > 0 on écrit v € V? si et seulement si

lollve = sup (14 |y2)* X,V = A) 7|5 < 0.
(ylzyQ)GZdl de2

On a alors

81
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Théoréme 4.1. On suppose v € VP avec p > dy et L' > 1. Alors la limite
Ni(f. H) = lim Ni'(f H)
existe et pour un certain C > 0 on a

sup |NL<f7 H) - Nfl(fa H)| < CL/d2_p'
L>1
Définition de V,,. On désigne par V,, I'ensemble des fonctions v € C(IR™*%) telles
que x5 — v(-, z3) est une application continue R%2 — CAP(IR™), ot C AP(IR™) est muni
de la norme héritée de L®(IR™).
Définition de V9. v € V) si et seulement si v € L} (IR?) est adhérent & V,, dans

loc
la norme || - |0, c’est-a-dire que pour tout € > 0 il existe v. € V,, tel que ||v —v.||yo < e.

Théoréme 4.2. Siv € )V

pp’

L'>1 et feC(R), alors il existe la limite
NY(f, H) = lim NE(f, H).

Théoréme 4.3. Siv € V), NV avec p > dy et f € C(IR), alors on a lexistence des
limites

N(f H) = lim N{(f,H)= lim N(f H),
et f — N(f,H) est une distribution D'(IR) avec le support vérifiant
o(H) = [0; co[Usupp N (-, H).

Notre but suivant est de décrire des conditions d’intégrabilité locale permettant d’es-
timer la norme de V? et assurant la possibilité d’utiliser ’approximation discréte. Dans
le Chapitre 5 on considére des interactions du type & N corps ot un cas important est
fourni par le potentiel de la forme

v(xy, x9) = 11}(:61)efc|x2||9(:2|’1

avec d; = 3(N — 1), dy = 3 et ¢ > 0 (I'interaction du type de Yukawa).
Pour pouvoir étudier des cas comme le potentiel indiqué ci dessus on va distinguer les
propriétés des régularités en direction de IR™ x {0} et {0} x IR*2,
Py o d d d d . . d
Définition de LP?(R™,IR™). p € LF2(IR™,IR™) si et seulement si ¢ € Lj, (IR") est
telle que

p1/p2 1/p1
el = ([ ([ | letoapan)an ) <
R% R%2
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Définition de VF>*. On va écrire v € VE2# si et seulement si v € LL (IRY) est tel que

lolbger = sup (14 o)l Xl g et ey < 00
(y1,y2)€Z%1 xZ%2

Définition de V;’f pp* On va écrire v € V;’f op si et seulement si v € V]’j’f’o est adhérent

a Vpp dans la norme de ng’o, c’est-a-dire que pour tout € > 0 il existe v, € V,, tel que
[0 — Ve[| pa0 < €.
P1

Proposition 4.1. On suppose p1 > 2, ps > 2 et ;% + z—i <2.8ve V{)’f’o, alors pour tout
e > 0 1l existe C. > 0 telle que l’on ait

[loel] < ellAgl] + Cellel]

pour toute p € C°(IRY) et il existe une constante C' = C, telle que l’on ait

p1,p2,p

[ollve < Cllellygas

pour tout v € VP,

Comme dans le Chapitre 1 on désigne par || - ||, la norme de I>(hZ?), on abrége
B, = B(I*(hZ")) et on note par —A" le laplacien discret sur 1*(hZ?).
Dans la suite H" € By, est défini par la formule

H' = —Ah 471
(V") (hn) = 3" (hn)g" (hn),

avec

o"(hn) = h_d/ v(hn + x) dz.
[0; h[?

Théoréme 4.4. Siv € ng”" N V};’ipp avec p > do, p1 > 2, py > 2 et Z—i + g—; < 2, alors les

assertions des Théoremes 1.2 — 1.6 du Chapitre 1 restent vraies avec H" au lieu de H".

Définition des fonctions presque périodiques de Stepanov SP*AP(IR™)
Soit £P . (IR™) I'espace de Banach défini par la condition ¢ € £ (IR%) si et seule-

unif unif

ment si ¢ € LV (IR™) vérifie

loc

1/p1
lollers oy = sup ( / |so<m1+y1>|p1dx1) <
0: 1[4

y1€RM

On définit I'espace SPAP(IR™) comme I'ensemble des fonctions v € £P! . (IR™) qui sont
adhérents & CAP(IR™) dans la norme de £ .(IR™).

unif
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Exemple. Pour r» > 0 on considére
Op (1, 02) = wi (1) 22| W (22)

avec
w, € SMAP(R™)
jwa(22)| < C(L+ |za])~”

ol C' > 0 est une constante. Alors on a v, € Ve Vhe osir <d /D2

4.2 Démonstrations

Soit (Hy)xex la famille d’opérateurs du Chapitre 3 et

NE(f, He, Hy) = L) “tr xE (f(Ho) — f(Hy)).

(4.1)

Démonstration du Théoréme 4.1. En utilisant les estimations du Chapitre 3 dans le

raisonnement de la Section 2 du Chapitre 1 on trouve
INZH(f, Hey Hr) = NE2(f, Ho, Ho)| < C(LY7° + Ly ™) |[vs = vl v,
donc la condition ||v, — v ||ye < 00 avec p > dy assure I'existence de

NL(f? HMH”»') - LlliinooNL/(ﬁ HMHH’)'

Dans le cas particulier H,, = —A et H,, = H on trouve ’assertion énoncée.

(4.2)

O

Démonstration du Théoréme 4.2. 11 suffit de vérifier que pour tout x € K =|0; 1] il

existe v, vérifiant (H1), (H2) du Chapitre 1 tel que

sup |NE' (£, H) = NE (£ Ho)| = sup |NE (.. H,)| < /4.

L>1

(4.3)

En effet, si v, vérifie (H1), (H2) du Chapitre 1, alors on a I'existence de limy ., N (f, H,)

et on peut trouver L(k) > 0 tel que
Ly > Ly > L(k) = [NE, (f, He) = NL(f, He)| < #/4,
ce qui implique la condition de Cauchy
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et Iexistence de limy o N (f, H).
Soit ¥y € C§°(IR) telle que 0 < Yy < 1 et Yy =1 sur [—1; 1]. On définit

HY = —A+ v,
ot L" > 1et (VE'¢)(z) = v (2)p(x) pour ¢ € C(IRY) avec
v (21, 20) = vy, 22)00 (|| /L.
Alors, on peut estimer
INF(fHH ) <COv Y vl L),
ye€Z%2N[-L/; L']42

avec

(e L) = Y (L lyz =507 sup [Ixgugm (V= V5 = 2)7 I

dy
g2ezd2 ylez

<Cy > (14 1y2 = Gal) " [0 lvo.

{g2€Z2: |j2|>L"}

Donc pour N > dy on trouve
L > (k) = INE(f, B HE )| < O LN [ollyo < /8

si L"(k) est fixé suffisamment grand.

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Ensuite on observe que suppv™’®) ¢ R® x [-L"(k); L"(k)]* permet d’utiliser la
définition de V), pour assurer I'existence de v, vérifiant (H1), (H2) du Chapitre 1 et

|NLL/(f7 HmHLu(n))| < CHUL//(K) — UnHVD < /£/8.

On termine la démonstration en remarquant que (4.6) et (4.7) assurent (4.3).

(4.7)

O

Démonstration du Théoréme 4.3. L'existence et ’égalité des limites pour H résultant
des propriétés analogues pour les opérateurs H, décrits dans la démonstration précédente.

Pour prouver ’assertion concernant le support on remarque que

et
1f(H) = f(Ho)lls < Cllv = vgllyo — 0,
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quand x — 0 implique ||f(H,)||s — ||f(H)||s quand x — 0. Ainsi suivant le raisonnement

du Chapitre 1 on trouve
o(H)=() |J o(H,)
e>00<k<e
et de maniére semblable o(H) = [0; oco[Usupp N(-, H) résulte de l'égalité o(H,) =
[0; co[Usupp N(+, Hy).
O

La démonstration de la Proposition 4.1 sera donnée dans la Section 3.

Avant de commencer la démonstration du Théoréme 4.4 on compare la nouvelle formule
de la discrétisation avec celle du Chapitre 1. Plus précisément on va montrer

Lemme 4.1. On suppose que v vérifie les hypotheses (H1), (H2) et H" est défini comme
dans le Chapitre 1. Si H" est défini comme dans la Section 1 de ce chapitre, alors

lim sup |NE'(f,H", H")| =0 (4.8)

h—0 LI/'>1

et les énoncés des Théoremes 1.2 — 1.6 du Chapitre 1 restent valables avec H" au lieu de
H".

Démonstration. Si p > ds, alors les résultats du Chapitre 3 permettent d’estimer

INE(f, HY B < sup (14 [hno|)?| (" — ) (hng, hny))|

n1€ZY nocZ 2

et la derniére expression tend vers 0 quand h — 0 si p < dy + 0. En effet, (z1,22) —
(1 + |z2])?v(21, 22) est uniformément continue sur R x IR% si p < dy + dy et

|(v" — ") (hny, hny)| < sup  |v(hn) — v(hn + )|
x€[0; h[?

Ainsi, NF'(f, H", H") = NF'(f, H") — NY (f, H") — 0 quand h — 0 uniformément par
rapport & L, L' > 1 et de plus, (4.8) assure que les énoncés des théorémes 1.2-1.5 du
Chapitre 1 restent valables avec H" au lieu de H".

Afin d’obtenir Passertion du Théoreme 1.6 du Chapitre 1 pour H" en suivant le rai-
sonnement précédent, il suffit de prouver 1’égalité

o(H)y=( J o(a"),

e>00<h<e
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qui résulte du fait que ||f(H")||z» — ||f(H)||s quand h — 0. Cependant

IF(EY) = F(EM s < sup C(1+ [hngl)?| (0" — 5") (s, hmo)],

n1€ZM noczZ%
tend vers 0 quand h — 0, donc ||f(H")||gn — ||f(H")||g» — 0 quand h — 0 et le résultat
du Chapitre 1 assure ||f(H")||gn — ||f(H)||s quand h — 0. O

Dans la suite on décrit la version discréte des normes VP»”. Pour une application
" hZ® — C on pose

p1/pa\ /P
Héphuzgf(hzdl,m@) = Z Z ]aph(hnl, hng)|P2 J
nieZh no€Z%
et v
71+72
||p"||ypsp = v o2 sup (14 (92D’ Ix(yy ) " iz nzs iz
e (y1,y2)€Z%1 xZ%2
Alors on a

Proposition 4.2. Il existe une constante C = Cy, 4, , telle que lon ait

~h
s (19"l < Clivlhgee, (4.9)

pour tout v € VP,

La démonstration de cette proposition sera donnée dans la Section 3.

La démonstration du Théoréme 4.4 se base sur

Proposition 4.3. Soient p1 > 2, ps > 2 tels que % + Z—; < 2. On suppose que 0" : hZ¢ —
IR vérifie la condition supy.,<; ||17h|\vp2,5 < 00. Alors
- Pl

(a) pour tout € > 0 il existe C. > 0 telle que l'on ait
18" (| < ell A" | + Celle" I, (4.10)

pour tout " € >(hZ%), 0 < h <1 et (y1,1) € Z" x Z®,

(b) il existe une constante C' = C,, ,, , telle que l'on ait

(14 Ly2D)? 11Xy VI = A | < Cl[0"yrzr, (4.11)

pour tout (y1,ys) € Z" x 7% et 0 < h < 1.
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La démonstration de cette proposition sera donnée dans la Section 3.

Démonstration du Théoréme 4.4 Dans la suite on suppose que p; > 2, py > 2 satisfont
% + Z—; < 2 et (V1) ek est une famille des suites hZ? — IR telle que

sup sup thHsz,Z < 0. (4.12)
keEK 0<h<1 P1

Comme dans le Chapitre 3, on note
H!' = —A"+ VI (4.13)
(V") (hn) = v (hn)¢" (hn), (4.14)
et on consideére
NE (£ H ) = (L) XY (F(HE) = F(H))).

En combinant I’assertion de la Proposition 4.2 avec les estimations du Chapitre 3, on

trouve
sup |NII: (f7 HZ’ H:’)’ < OL,dQH”Z - U.Z’HV?’?*Ou (415)
L>1 p1.h

et comme précédemment p > d, assure

INPU(f, Hi, H) = NP2 (f, i, Hy )| < C(LP™" 4 L) vl — Uﬁf\\vgla’g-

Dans le cas particulier H" = —A" et H, = H" défini a Paide de v € VPP on obtient
Pexistence de Ny (f, H") = limp_o NF'(f, H") et Iestimation
sup sup |NL(f, H") — lim NL'(f, H")| < CcL%. (4.16)

On observe que 'utilisation du critére de Cauchy de maniére analogue comme dans les
démonstrations des Théoréme 4.2 et 4.3 permet d’obtenir les assertions des théorémes 1.2-

1.6 du chapitre 1 avec H" et v € Vye2raYre - sachant existence d’une famille (H')ocx<1

p1,PP
telle que

sup |[NE'(f, H" H")| < r/4, (4.17)
L,L'>1

ott H" = A" 4 V" ayec o défini a I'aide de v, vérifiant les hypothéses (H1), (H2).
Ainsi, pour compléter la démonstration on remarque que

INE (f Y HY| < CL®(|0" = G| yeo0 < C'L®|[o = vl pa,
P1,

et hypothese v € VB2 N VP2# permet de trouver v, vérifiant les hypothéses (H1), (H2)

de la méme facon que celle de la démonstration du Théoréme 4.2.

O
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4.3 Estimations des normes

Pour j =1,2,0 < h < 1et p > 1 on définit IP(hZ%) comme I’ensemble des applications
o : hZ% — C telles que

1/p

H(:O?Hlp(hzdj) = Z |(p?<hnj)‘p < 0.

TLjEZdj
De plus loo(thj) désigne ’ensemble des applications bornées 90? . hZ% — C et on note

H"‘)?”lw(hzdj): sup |<,0?(hn])|

n; €Z%
Pour y € Z% et Y; € Z% on note
Cly)=y+[0;1[",  C'y) =y+[0; 2",
Cly;) =y, +[0; 1[", C'(y;) = y; +[0: 2V,

Démonstration de la Proposition 4.2. On pose
@h($1, hng) = / U(Z‘l, To + hng) h_de.iEg.
(05 A[42

Alors
f}h(hnl, hng) = / {Eh(hnl + x1, hng) h_dldl'l,

[0; h[h

et I'inégalité de Holder assure

\17h(hn1, hn2)|p1 S / |1Eh(hn1 + Zy, hn2)|p1 hidldl’l.
[0; A[*1

Donc

W Xegn (hna)[0" (hny, hng) P < / @™ (21, hng)|Prday,

’
nlezdl c (yl)

et introduisant la notation

’&Z}JLI (hnb hn2) = Xc(yl)(hnl)ﬁh(hnl, hng),

[Ugl (21, hns) = XC’(yﬂ(xl)wh(xh hns),
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on trouve
hdl/mH@Zl('ahn2)||z2(hzd1) < ||wgl('ah”2)||Lp1(Rd1)‘

Ensuite on pose vy, (1, %2) = Xc¢r(y)(1)v(21, T2) et on remarque que

||w§1("hn2)””1(ﬁd1) < / . [0y, (- 22 + hn2)||Lp1(;|Rdl)h_d2d:E2
[0; h[42

résulte de la convexité de la norme, donc

O S R e [Pt

[0; A%

et I'inégalité de Holder assure

dipy —
W60 )12, S/[o.h[dl oy, (2 + B[22, gy h s
Ainsi
d +d1P2
h™ Z XC(y2) hn2)||vy1( hn2)| 12(hzd1) < / ||Uy1(-,l‘2)| prl(mdl)d’r2
no€Z% C'(yz)

et finalement )
724'_71 -
N ||XC(y)“h||l£§(hzd1,hzd2) < ||XC/(y)U||LZ§(Rd1,Rd2)

donne 'assertion de la proposition.

Lemme 4.2. On suppose p > 2 et 0 < d/p < s. Alors il existe une constante C = Cs 4
telle que
||wh@h|’l2(hzd) < Chd/prthp(hzd) (1 — Ah)S/Q hHl? (hzZ)> (4.18)

pour tout " € 1>(hZ?).

Démonstration. Si F" est la transformée de Fourier définie dans la Section 4 du chapitre
1, alors

™12 nzey = WF" " z2(1=n /s = /i) (4.19)

<1+Z — cos h@))) |

et définissant
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pour tout s € IR on trouve

(1 — Ah)s/280h||z2(hzd) = ||19?7:h90h||L2([—7r/h; m/h[d)-

Si p > 2 alors on peut trouver ¢’ € [1; 2| tel que 1/¢' = 1/p 4+ 1/2. Alors l'inégalité de
Holder donne

Hfh(thLq/([fﬂ'/h; w/h[®) < Hﬁ}isHLf’([fTr/h; Tr/h[d)Hﬂgfh(thLz([fw/h; w/h[®)s
et compte tenu du fait que ps > d assure

1/p
sup. 9% -ep < ([ (15 IR 2a6) < o,

0<h<

il existe une constante C' telle que
||-7:h90h||Lq’([_7r/h; 7 /h[d) < (I - Ah)s/290h||12(hzd)~ (4.20)
Compte tenu de (4.19) et
1" i nzay < /B~ 2NF" " |12 ph i) (4.21)

on peut utiliser le théoréeme de I'interpolation des espaces LP pour assurer
1 1 B
5"’ E =1= H@hqu(hzd) < (QW/h)d/q d/QHFhSDhHLq'([_W/h; w/h[d)- (4.22)

1 1-1_-1_
=1 5

Pour terminer on remarque que 7 .

% permet d’utiliser I'inégalité de Holder

1w "l 2nzy < w1z 19" iz

ce qui termine la démonstration en vertu de (4.20) et (4.22) ou on utilise 4 — 2& = g. O

démonstration de la Proposition 4.3. On peut décomposer
Ah:A’f®]2+]1®A37

ol A;‘ désigne le laplacien discret sur I?(hZ%) et I ; désigne l'opérateur de 'identité sur
12(hZ%) pour j =1, 2. L’hypothése %+f>_§ < 2 permet de trouver sy > dy/py et so > dy/po
tels que s1 + s9 < 2 et que pour tout € > 0 il existe C. > 0 tel que

1(1y = AY)Y2 @ (I — A5)*2M |4 < ]| A" |1 + Cell" [ |n.
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Pour simplifier on suppose supp o" C [0; 1]¢ et on montre

- dil d72 ~ S S
18" " < Cho 2|67 g2 iz oy |1 (1 = A2 @ (Lo = A28 | (4.23)

En introduisant
@?1('7 hn?) - (]1 - AII‘L)Sl/QQPh('a hn?)v

@"(hna) = BOP[6"(, A )l iz,
on trouve que le Lemme 4.2 avec d; au lieu de d et v"(-, hny) au lieu de w" donne
Do @) (o) P <Y (@ (hna)es, (i, ) 2. (4.24)
n16Zd1 n1€Zd1

En utilisant le Lemme 4.2 avec ds au lieu de d et w" au lieu de w” on trouve

D @t (hng) gl (s hng) P < N[@" |3, 00, 195, o (R i) 2 (4.25)

no sz2

avec
(pls—bhsg(hnl? ) = (12 - Ag)82/2¢h(hn1? )

Ainsi (4.24) et la sommation des inégalités (4.25) par rapport a ny € Z“ donnent
~h _h Dl h
0"l < Chin w2 ||| 22y z02) |66, 5, |

c’est-a-dire on obtient (4.23).
U

Démonstration de la Proposition 4.1. On observe qu’il s’agit de la version continue de
I’assertion de la Proposition 4.3 et il suffit de suivre le raisonnement analogue en utilisant
la transformée de Fourier F au lieu de F" et les laplaciens sur IR% au lieu de A?.

O



Chapitre 5

Probléme a N corps

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a un modéle mathématique d’un systéme quantique
dans un milieu non-homogéne avec des propriétés d’homogénéité en moyenne spatiale
permettant la définition d’une limite thermodynamique qui compare le volume avec le
nombre des niveaux d’énergie en dessous d'une valeur donnée pour le systéme restreint a
une région bornée. On désigne par H (respectivement H°) hamiltonien du systéme avec
interactions (respectivement sans interactions). On suppose que ’hamiltonien du systéme
est un opérateur de Schrodinger sur L2(IR?) de la forme

H=H"+V, (5.1)

ou V est 'opérateur de multiplication par le potentiel d’interactions entre les particules
du systéme.

Un cas particulier de NV particules sans interactions dans un champ extérieur pério-
dique ou presque périodique est donné par l'opérateur auto-adjoint sur L2(IF{3N ) de la
forme

Mo
(Hp) (1, ... ==Y Dy (w1, ) + i) (T, s ), (5.2)

2m
j=1 =7

oum; > 0 est la masse de la particule numéro j, x; = (lél), arg ), (3)) € IR? est sa position,
Ay = 0? Kt ++0? ) +0? ) et le potentiel extérieur v; : IR? — IR est périodique ou presque
J

perlodlque pour j =1,...,N.
On pose A = {(J, )€]N2:1§j<k:§N}et

W(j’k)(l’l, ”_7.1;N) =XT; — T pour (]7 k) € A

93
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Alors, on suppose que V' est donné par la formule

(Vo) (@) =Y valm"z)p(@) (5-3)

acA

ol le potentiel de I'interaction entre les particules numéro j et k s’exprime par la fonction
V(i k) IR? — IR qui décroit rapidement a l'infini.

Pour décrire le cas général on suppose que 'espace de configuration X est un espace
euclidien de dimension finie, || - || est la norme de L*(X), B = B(L*(X)) est I’algebre de
Banach des opérateurs bornés sur L*(X) et By = B;(L?*(X)) I'idéal des opérateurs a trace
sur L2(X). On considére

H® = —Ax + Vj, (5.4)

ou Ay désigne 'opérateur de Laplace-Beltrami sur X et V[ est un opérateur de multipli-

cation par la fonction réelle vy € L2 (X) avec la borne relative nulle par rapport a Ay,

c’est-a~dire pour tout ¢ > 0 il existe C. > 0 telle que pour toute ¢ € C§°(X) on ait
Vol < ellAxell + Cellol| (5.5)

ot (Vop)(x) = vo(x)¢(z) pour x € X.

On peut remarquer que l'opérateur (5.2) s’écrit sous la forme (5.4) si X = (IR*Y, (-, .))
avec ((z1,...,2n), (Y1,---,YN)) = Zjvzl 2m;x; - ;.

Pour A € IR on désigne par Ej_« y(H") le projecteur spectral de H sur | — oo, A] et
XB(yr) € B est Popérateur de multiplication par la fonction caractéristique de la boule

B(y,r) ={x € X : |[x —y| < r} pour r > 0, y € X. La relation de base entre le volume
et le nombre des niveaux d’énergie est donnée par

Proposition 5.1. Soit A € IR. Alors sous [’hypothése faite sur Vo on a

sup || X B(y,1) E—oon (H®) |5, < 00 (5.6)
yeX

et par conséquent il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout L > 1 on ait
0 im
l/f ()\) = tr XB(y,L)E}—oo7/\]<HO) S CALd X. (57)

La démonstration de ce résultat est essentiellement la traduction de la démonstration
du Corollaire 3.2 du Chapitre 3.

Pour décrire V' on considére un ensemble fini A et (X,)sca une famille finie des
sous-espaces vectoriels X, C X tels que X, # X pour tout a € A. Soit 7, : X — X,
la projection orthogonale sur X,. On pose 7* = [ — 7., X* = Kerm,. Alors 7 est la
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projection orthogonale sur X* qui est le supplémentaire orthogonal de X, dans X. On

considére
V = Z 7 (5.8)
acA

ol V, est un opérateur de multiplication par la fonction réelle v, € L2 (X) avec la borne
relative nulle par rapport & Ay, c’est-a-dire pour tout € > 0 il existe C. > 0 telle que
pour toute ¢ € C5°(X) on ait

IVagll < el Axel| + Ccllel] (5.9)

ot (Vop)(x) = va(x)p(x) pour ¢ € C§°(X). De plus on suppose que pour tout a € A on
peut trouver C,, p, > 0 tels que 'on ait

IXBe Vel = A) 75 < Ca(1 4 [xy[) 7" (5.10)

pour tout y € X.
Dans la suite H = HY + V avec H vérifiant (5.4-5.5) et V vérifiant (5.8-5.10).
Alors 'assertion de la Proposition 5.1 reste vraie pour H, c¢’est-a-dire pour une certaine

constante C on a ‘
Vf()\) = trXB(y,L)E}—oo,A}(H) S C)\Ldlmx. (511)

Dans la suite on note
d =dim X, d; = max{dim X, : a € A} (5.12)
et on énonce le résultat suivant :

Proposition 5.2. Soit A’ C A et

H=H"+> V, (5.13)
acA’

avec la convention H' = H® si A" = 0. Soit f € C(RR) et
P =min{p,: a € A\ A'}. (5.14)
(a) Si po=d—d, = d, <dy pour tout a € A\ A’ alors
trxgon (f(H) = f(H) = O(L" + L7). (5.15)
(b) S’il existe a € A\ A’ tel que p, =d — d, = d — dy alors

trxpo.0) (f(H) — f(H)) = O(L" In L + L), (5.16)
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Utilisant 1’assertion de la Proposition 5.2 avec H' = H° on voit que pour toute fonction

feCP(R) on a

/ FOVL - dvH () — dvt(A)) = tr Lo (F(H) — F(H')) — 0

quand L — oo. Ceci correspond au résultat du travail de F. Klopp, H. Zenk [44] décrivant
I'équivalence de 'existence de la densité d’états standards pour H et pour HY, c’est-a-dire
I'existence de la limite faible des mesures L=4dv et L‘ddl/fo quand L — o0, ainsi que
I’égalité de ces limites si elles existent.

Par conséquent, des informations concernant le spectre de H peuvent étre obtenues
uniquement par une étude plus fine du comportement des mesures dv quand L — oo.
Pour cela on introduit

A ={aeA: dimX, =d,}, (5.17)
H,=H"+V,, (5.18)
oua € A et pour f € C°(R), L > 1, on définit

1

g o n (f(He) = FH7), (5.19)

NL(f7 HCL) =

ol 7, désigne le volume de la boule unité dans IR™.

Notre résultat principal est

Théoréme 5.1. Soit f € Cg°(IR). On suppose que p, > d — dy pour tout a € A et la

limite
N(f, Ha) = Lhm NL(fa Ha) (520)
existe pour tout a € Ay. Alors la limite
) 1
N H) = Jim e o (1) = () (5.21)
1

existe et on a

=Y N(f,H,). (5.22)

acAq

On en déduit

Corollaire 5.1. On suppose que p, > d — dy pour tout a € A et f — N(f, H,) définit
une distribution D'(IR) pour tout a € A;y. Alors

(a) La formule f — N(f, H) définit une distribution D'(IR).
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(b) La restriction de la distribution N(-, H,) a R\ o(H") est une mesure positive dont

le support vérifie
supp N (-, Hy) \ o(H") C o(H,) \ o(H")

et la restriction de la distribution N(-, H) a R\ o(H°) est une mesure positive dont le

support vérifie
supp N (-, H) \ o(H") C o(H) \ o(H°).

(¢) La formule (5.22) assure
supp N(-, H) \ o(H°) = | J supp N(-, H,) \ o(H")
ac Ay
et compte tenu de (b) on a
U supp N (-, Hy) \ o(H®) C o(H) \ o(H").
ac Ay
Corollaire 5.2. On suppose que p, > d — dy pour tout a € A et [ — N(f, H,) définit
une distribution D'(IR) telle que
supp N (-, H,) \ o(H") = o(H,) \ o(H")
pour tout a € A;. Alors
| o(Ho) \ o(H) C o(H)\ o(H).
ac Ay

Pour commenter I’hypothése de I'existence de N(f, H,) on peut se servir d’une isomé-
trie j, : IR — X donnée par
d

Ja(@V, 2 @) =3 "l De;,
j=1

ou (ej);=1,..q4 est une base orthonormée de X telle que e; € X, pour j =1,...,d;. On a
alors

Proposition 5.3. On suppose que pour tout a € A on a p, > d — dy et pour tout a € Ay
on a v, 0j, € VY, et vgo j, € CAP(R?) ou bien SPAP(R?) avec p > 2, p > d/2, en
notations du Chapitre 4. Alors
(a) Pour toute f € C§°(IR) on a lexistence de la limite (5.20) et
N(f, Ho) = (L) Xg; ga(f (A + Vou + Vo) = (=2 + Vi),
ot pour p € C(IRY) on a défini

(Vap) (@) = valja(@)) (@), (Voup)(@) = volja()) ().
(b) Si Vo =0, alors on a supp N(-, H,) \ o(H®) = o(H,) \ o(H").
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5.2 Démonstration de la Proposition 5.2

Dans la suite, X est muni d’une base orthonormée fixée (e;);=1, . 4, on identifie x =
zWe+- - Fz@ey avec (2, ... 2@) € R? et pour y € X on écrit y € Z%si et seulement si
y=1yWey 4+ -+ yDey avec yM, ..., y¥ € Z. Enfin Xy est 'opérateur de multiplication
par la fonction caractéristique du cube C(y) comme dans le Chapitre 1. Dans toute la
suite, f € C5°(IR) est fixée.

Lemme 5.1. Si H et H' vérifient les hypothéses de la Proposition 5.2 alors

Iy (F(H) = F(H) |15, <C Y (14 |xy]) . (5.23)

a€A\A

Démonstration. En vertu du Corollaire 3.2 du Chapitre 3 on a

lIxy (f(H) = f(H")) |[5, < CNEn(y)

avec

Exy) =D A+ly—a) Mg D Vall —A)ls.

gez? ac A\A

Ainsi on peut estimer

Evy) < > Ex(),

a€A\A!

ol
En) = @ +1y—a) NixgVal — A)7s.

gez?

En vertu de ’hypothése (5.10) on a

EN) <O (4 ly—gl) N+ [xtg))
jez?
et (14 |y—g))(1+ |7%y|) > 1+ |7%y| permet d’estimer =% (y) par
C(L+ |y Y (L4 |y — )N = C'(1+ [x"y|)
yez?

si on choisit N > d + p,. m

Lemme 5.2. Pour a € A on pose d, = dim X, et

O (L) = Y (L+|ry) (5.24)

yeZ4NB(0,2L)
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(a) Si py +d, > d alors ®,(L) = O(L4%).
(b) Si po + dy = d alors ®,(L) = O(L% In L).
(¢) Si po + dy < d alors ®,(L) = O(LIra).

Démonstration. Dans la suite on suppose que L > Ly ot Ly est fixé en fonction de la
dimension d. Alors on peut majorer

P,(L) < C’/ (14 |r%x|) Pedx.

B(0,3L)
Ensuite, on observe que B(0,3L) C B,(3L) + B*(3L) ou
B,(r)=B(0,r)NX,, B%r)=B(0,r)NnX*
et compte tenu du fait que vol B,(3L) = 74, (3L)% on trouve
®o(L) < C'L*Py-4,,(L)

avec .
B,lL) = | (Lt al) e =ca [ 514 5) s,
{zeR™: |2|<3L} 0

donc on a

p>m= o, ,(L)=0(1),

p=m= &, ,(L)=0(nL),

p<m= d, ,(L)=0(L"7")
et les assertions (a), (b), (c¢) en résultent. O

Démonstration de la Proposition 5.2. Si L > L alors on peut écrire

XB(0,L) = XB(0,L) Z Xy
yeZNB(0,2L)

et le Lemme 5.1 permet d’estimer ||xpo.)(f(H) — f(H'))||s, par

Y. I (FEH) = fE) s < Y (L),
yeZNB(0,2L) a€A\A
ot ®,(L) est défini dans le Lemme 5.2.
Soit a € A\ A’ tel que p, < d — d,. Alors le Lemme 5.2(c) assure

® (L) < CL* P < CL*".
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Soit a € A\ A’ tel que p, > d — d,. Alors le Lemme 5.2(a) assure
d,(L) < OL% < CL™.
Soit a € A\ A’ tel que p, = d —d, et d, < dy. Alors le Lemme 5.2(b) assure
(L) < CL%InL < CL*™,

ce qui termine la démonstration de 1’assertion (a).

Pour obtenir 'assertion (b) il reste a remarquer que
pa=d—d,=d—d = ®,(L) <CL"InL

résulte du Lemme 5.2(b).

5.3 Démonstration du Théoréme 5.1

Dans cette section on suppose que toutes les hypothéses du Théoréme 5.1 sont satis-
faites. Pour commencer on remarque qu’au lieu de prouver l'assertion du Théoréme 5.1
pour l'opérateur H, il suffit de la prouver pour I'opérateur

H=H+) V. (5.25)

acA;
En effet, on a

Lemme 5.3. Si H' est donné par (5.25) et f € C3°(IR) alors
Jim L~tr xpor) (f(H) — f(H) = 0. (5.26)
Démonstration. En vertu du Lemme 5.1 on a

IxBo.n (F(H) = f(H) |5, C Y ®u(L)

ac A\ A1

avec ®,(L) du Lemme 5.2 et la démonstration s’achéve en utilisant les estimations du
Lemme 5.2 pour a € A\ A;. O
La suite de la démonstration utilise une partition de la boule B(0, L) en 2 4 card .4;

parties deux a deux disjointes. Si Y C X et r > 0 alors on note

B(Y,r)={zx € X : dist(z,Y) <r} =Y + B(0,r).
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On fixe £ > 0 suffisamment petit et on définit

XS(L)=B(0,L)\ | B(X.,2L%),
ac€ A1
X:(L)=B(0,L) N B(X,,2L°)\ |J B(Xws,2L%)
a’eA1\{a}
pour tout a € A; et

Xe (L) \ U X

acAy

Lemme 5.4. Pour a € A; on pose IS(L) = Z% N B(0,2L) \ B(X,, L?) et

PLL) = Y (L+[xy)

yel'e (L)
Soit P1 = minaeAl Pa- Si0 < p1e < p1+ dl —d alors @Z(L) = O(Ldl*spl),

Démonstration. Siy € T¢(L) alors |r%y| > L¢ et par conséquent

(14 72yl < (1+ [noy]) 1490 < Lore(1 4 [oy) -9

Il reste & remarque que 'hypothése p; — p1e > d — dy permet d’estimer
Sl = oLt
y€Z9NB(0,2L)
comme dans la démonstration du Lemme 5.1 .

Lemme 5.5. On définit x5 ; € B par la formule
(XG00)(@) = XXi(L)(x)QD(x)
pour ¢ € L*(X) et on pose
fn =X (JH) = f(HY).
Alors ||G= |, = O(LA 20",

Démonstration. Compte tenu du fait que x5 ;xy # 0=y € (,eq, I

1G5 2lls < D [IXG5plls < C ) (L)

yezd ac Ay

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(L), on peut estimer

avec ®¢(L) du Lemme 5.4, donc I’assertion énoncée résulte de 'assertion du Lemme 5.4.

]
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Lemme 5.6. Pour a € A; on pose

Z,L - XZ,L (f(Hl> - f(Ha)) ) (533)

ol X5 1, € B est défini pour p € L*(X) par la formule

(Xa,L9) (@) = Xxz(0)(2)p(2). (5.34)
Alors ||G27L||B1 = O(L4—=rr),
Démonstration. Compte tenu du fait que x;  x, # 0 = y € Ua,eAl\{a} (L), on peut

estimer
HGZ,,LHBl < Z ||XyGZ,L||BI <C Z (I)Z’(L)v
yez? a’€Ai\{a}

avec ®¢,(L) du Lemme 5.4, donc 'assertion énoncée résulte de l'assertion du Lemme
5.4. O

Démonstration du Théoréme 5.1. Compte tenu du Lemme 5.3 il suffit de montrer

lim L™ %tr Gy =0

L—oo

avec
GrL = XL (f(H’) — f(H") = Y ((f(Ha) - f(HO))) :
Soit x € B défini par la formule
(XZ,20) (@) = xx= (1) (z) (),
pour ¢ € L?(X). On peut alors écrire la décomposition
XL = Xj—,L + Xa—,L + Z Xi—,L
ac Ay

et exprimer
Gr=GLL+G2 + ) (Go+Goy),

acA;

ou G ; sont comme dans le Lemme 5.5, G; ; sont comme dans le Lemme 5.6,

G, =Xy (f(H,) — f(H")),

&L= (f(H) -3 f(Ha)> .

acA;
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On observe que ||G% ;|[5, = O(L® 1) en vertu du Lemme 5.5 et il est possible de rem-

placer H' par H, dans le raisonnement, donc on a aussi ||C~¥Z7L||lg1 = O(L%~¢r1). Ensuite
IG5 LllB, = O(LM7¢¢1) est assuré par le Lemme 5.6 et pour terminer la démonstration il
reste a prouver l'existence de k > 0 tel que

G Llls, = O(L%").
Pour obtenir cette derniére estimation on écrit

> X Lf (Bl < Ceard I%(L),

yezZ?

Yo > xS f (Ha)lls, < CeardI*(L),

a€ A1 yezd
onT5(L) = {yez*: XyX° 1 # 0}. Cependant
I'*(L) C Ugeu, Urea\fa} Lo (L)
avec I¢ (L) = Z N B(0,3L) N B(X,,3L%) N B(Xy, 3L¢). Mais
B(X,,3L°) N B(Xy,3L°) = B(X,,3L7),

o X, = Xy N Xy. On désigne par X aa g supplémentaire orthogonal de X, . dans X.
Alors
cardI (L) < vol (X,0 N B(0,4L) + X N B(0, 4L%))

et
VOl Xa,a’ M _B(O7 4L) — ’Yd(a,a’) (4_[/)(1(@,(1/)7

vol X 1 B(0,4L7) = Ya-ataary(4L°)" 1,

ot d(a,a’) = dim X, o. Ainsi
card Fz a’(L> < CLd(a,a’)+6(d7d(a,a’)) _ LEd‘F(l*E)d(a,a/)
et compte tenu de d(a,a’) < d; — 1 on obtient
cardI2 (L) < CLs+0-a)d-D) — opdi=r

avec k =1—¢(d+1—dy) >0sie<1/d
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