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Résumé

Cette thése est divisée en deux parties. La premiére est consacrée a 1’étude des angles
de mélange des fermions en Théorie Quantique des Champs (TQC). Nous montrons que,
du fait de la non-orthonormalité de ses états propres de masse, la matrice de mélange d’un
systéme non-dégénéré de fermions couplés ne peut pas étre considérée comme unitaire;
puis, dans le cadre du Modéle Standard, que les angles de mélange des quarks et des
leptons se révélent compatibles avec une structure précise des courants neutres, ot uni-
versalité et absence des courants changeant la saveur sont violées avec la méme amplitude.
Puis nous retrouvons de maniére perturbative la non-unitarité de la matrice de mélange
par I'annulation des transitions non-diagonales a une boucle entre états propres de masse.
Nous étudions enfin les transformations de saveur pertinentes dans cette démarche, et
esquissons un lien entre les courants neutres et la matrice de masse considérée habituelle-
ment pour des systémes couplés. La deuxiéme partie présente les premiers résultats d’une
étude générale des contraintes apportées en TQC par les symétries discrétes (parité P,
conjugaison de charge C' et renversement du temps T') sur le Lagrangien et le propagateur
fermioniques. Nous montrons, dans le cas d’une génération, que ces derniers, écrits de
la maniére la plus générale compatible avec 'invariance de Lorentz, sont naturellement
invariants sous le produit PCT, puis que les états propres d’'un propagateur invariant
sous C' sont des fermions de Majorana.






Abstract

This thesis is divided into two parts. The first one is devoted to the study of the
fermion mixing angles in Quantum Field Theory (QFT). We show that, due to the non-
orthonormality of its mass eigenstates, the mixing matrix of a nondegenerate system of
coupled fermions cannot be considered a priori to be unitary ; then, in the standard mo-
del framework, that all mixing angles of quarks and leptons are consistent with a precise
structure of neutral currents, in which universality and absence of flavour changing cur-
rents are equally violated. This scheme yields the quark-lepton complementarity relation
between the Cabibbo angle and the second mixing angle of neutrinos. We also recover
perturbatively the nonunitarity of the mixing matrix by cancelling nondiagonal one-loop
transitions between mass eigenstates, and show how the gauge symmetry nevertheless
guarantees the unitarity of the Cabibbo matrix which occurs in renormalized gauge cur-
rents. We finally study the flavour transformations that are relevant in this procedure,
and outline a link between the neutral currents and the mass matrix usually conside-
red for coupled systems. The second part presents the first results of a general study of
the constraints cast in QFT by the discrete symmetries (parity P, charge conjugation
C' and time reversal T') on the fermionic Lagrangian and propagator. We show for one
generation that the latter, being written in the most general way compatible with Lo-
rentz invariance, are naturally PCT-invariant, and that the eigenstates of a C-invariant
propagator are Majorana fermions.

xi
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Introduction

La Théorie Quantique des Champs (TQC) [1, 2|, née de la volonté d’unifier les deux
révolutions majeures de la Physique du début du vingtiéme siécle que sont la Mécanique
Quantique et la Relativité Restreinte, est la théorie physique présentant a ce jour la des-
cription de la Nature la plus achevée, sinon en termes de perfection du formalisme, du
moins en raison de son éclatante correspondance avec le réel, éprouvée depuis plusieurs
dizaines d’années dans les accélérateurs de particules. Le Modéle Standard |2, 3] dont elle
constitue le fondement mathématique est ainsi confirmé expérimentalement & des préci-
sions inégalées dans I’histoire de la Physique. Malgré la profusion de théories concurrentes
cherchant "au-dela du Modéle Standard" a pallier aux manques tout relatifs de ce dernier
(en particulier a réaliser I'inclusion de la gravité pour aboutir a une théorie unifiée des
quatre interactions fondamentales), mais dont le principal défaut est ’absence de toute
confirmation expérimentale, ce dernier constitue encore aujourd’hui le paradigme actuel
de référence pour la description des constituants fondamentaux de la matiére que sont les
fermions, et de leurs interactions (hormis la gravité) véhiculées par les bosons.

Notre thése réunit des travaux consacrés a divers aspects de ’étude des fermions en
Théorie Quantique des Champs. Elle se compose de deux parties largement indépen-
dantes, bien qu’ayant vocation in fine a se rejoindre I'une 'autre, correspondant aux deux
directions principales selon lesquelles s’est structurée notre recherche autour de cette thé-
matique générale.

La premiére partie, d’orientation plus phénoménologique, est consacrée aux angles de
mélange des fermions en TQC. L’origine du phénoméne de mélange se trouve dans le
fait que les états fermioniques présents dans les interactions, c¢’est & dire se transformant
de maniére déterminée sous les groupes de jauge associés, ne possédent pas de masse
définie. En d’autres termes, les états propres d’interaction ne coincident pas avec les états
propres de masse, mais forment une superposition de ces derniers. Celle-ci est décrite par
une matrice de mélange qui, dans le cadre du Modéle Standard, est définie comme unitaire.
Nous montrons dans cette partie que les principes fondamentaux de la TQC impliquent
de maniére générale que la matrice de mélange d’un systéme non dégénéré de fermions en
interaction n’est a priori pas unitaire. Puis, & partir de cette proposition fondamentale,
nous mettons en évidence une structure particuliére des courants neutres dans la base
des états de saveur réalisée par les angles de mélange des quarks et des leptons observés
dans la nature, et caractérisée par 1'égalité des violations de 'universalité des courants
neutres et de I'absence de tels courants changeant la saveur occasionnées par la déviation
de l'unitarité de la matrice de mélange.

La seconde partie de notre thése présente quand a elle les premiers résultats d’un tra-
vail encore inachevé, consacré, dans la ligne de celui réalisé par Machet et al. [4] sur les
mésons neutres, a I’étude exhaustive des contraintes engendrées en TQC sur le Lagran-
gien et le propagateur des fermions par les symétries discrétes que sont la parité P, la
conjugaison de charge C, et le renversement du temps 7', d’otl par conséquent la nature



2 Introduction

des états fermioniques correspondants. Nous construisons sur la base des spineurs de Weyl
le Lagrangien puis le propagateur quadratiques les plus généraux compatibles avec I'in-
variance de Lorentz, et vérifions que ceux-ci sont naturellement invariants sous le produit
PC'T. Puis nous montrons que les états propres d’un propagateur invariant sous C' sont
des fermions de Majorana.



Premiére partie

Angles de mélange des quarks et des
leptons en Théorie Quantique des
Champs






Depuis la découverte du fait que les états propres des interactions faibles ne coincident
pas avec les états physiques de masse et de durée de vie bien définies, mais s’écrivent
comme une superposition de ces derniers, les tentatives visant & donner une explication
aux valeurs des angles de mélange observés dans la nature ont donné lieu a de nombreux
travaux. Ainsi Weinberg [5] proposa de relier le sinus de 1’angle de Cabibbo au rapport des
masses des quarks d et s, mais cette tentative n’ayant d’autre fondement qu’empirique,
demeura insatisfaisante. La question fit 'objet d’un intérét encore croissant suite a la
découverte des oscillations de neutrinos, et des grands angles de mélange qu’elles révélaient
chez ces derniers. La plupart des modéles proposés a ce jour impliquent la recherche de
symétries dans les familles de particules de maniére a contraindre la matrice de masse a
adopter des formes déterminées, ou "textures", permettant de retrouver les configurations
d’angles de mélange mesurées expérimentalement chez les quarks et les leptons |6, 7, 8, 9].

Nous proposons dans la premiére partie de cette thése une approche originale de cette
question fondée sur une structure particuliére des courants neutres liée a la non unitarité de
la matrice de mélange. Celle-ci a pour avantage de ne reposer que sur les bases théoriques
du Modéle Standard, 14 ot nombre de voies explorées invoquent la physique au-dela
du Modéle Standard pour justifier par exemple certaines textures de matrices de masse
(ainsi [10]). D’autre part, cette démarche nous permet d’éviter le recours aux textures,
qui présentent un double inconvénient : non seulement une matrice de masse unique
et constante constitue seulement une approximation pour décrire les systémes couplés
en TQC [11], mais les configurations particuliéres de cette derniére que constituent les
textures (caractérisées notamment par la présence d’un certain nombre de zéros) sont de
plus instables sous des transformations unitaires des fermions et ne peuvent représenter
de vraies propriétés physiques des systémes considéres [12].

Apreés un rappel préliminaire des principaux traits du Modéle Standard faisant 'objet
du premier chapitre, nous montrons sur la base d’arguments généraux de TQC que la
base des états propres de masse d’un systéme non-dégénéré de fermions en interaction n’a
aucune raison d’étre orthonormale, et que la matrice de mélange reliant cette derniére a
la base des états propres de saveur ne peut pas étre considérée a priori comme unitaire.
Le chapitre 3 expose le corps de notre démarche. Commencant par deux générations,
nous paramétrons une matrice de mélange générique avec deux angles de mélange au lieu
d’un seul. La propriété du Lagrangien des courants neutres, fondée expérimentalement,
d’étre déterminé par la matrice identité dans la base des états propres de masse, ne se
transporte pas directement dans la base des états propres de saveur. En nous placant dans
un petit voisinage, que nous définissons, nous montrons que la configuration particuliére
des courants neutres dans la base des états propres de saveur dans laquelle 'universalité
et I’absence des courants changeant la saveur sont violées avec la méme amplitude confére
a I'angle de mélange autour duquel est paramétré notre voisinage la valeur de I'angle de
Cabibbo déterminée expérimentalement. Puis nous passons au cas le plus général de trois
familles de fermions, et montrons que la méme structure des courants neutres est réalisée
par les angles de mélange des quarks comme des neutrinos.

Dans le chapitre 4, nous retrouvons les résultats des chapitres précédents sur la matrice
de mélange a partir de considérations perturbatives. Nous montrons dans le cas de deux
générations que l'introduction de contre-termes finis pour annuler les transitions non
diagonales apparaissant a une boucle entre différents états propres de masse conduit par
la diagonalisation du Lagrangien a définir une nouvelle base d’états propres de masse
renormalisés, qui est non orthonormale. Nous obtenons de cette facon le paramétrage de
la matrice de mélange au voisinage du cas unitaire utilisé au chapitre 3, le parameétre



de déviation de l'unitarité étant constitué par le coefficient du contre-terme ajouté au
Lagrangien. Néanmoins, nous montrons que la symétrie de jauge permet de préserver
I'unitarité de la matrice de Cabibbo apparaissant dans les courants chargés exprimés
dans la base de masse renormalisée.

Enfin, nous consacrons le dernier chapitre a I’étude, dans le cas de deux familles, des
transformations unitaires pertinentes dans le cadre de notre approche. Nous mettons en
évidence la présence de symétries reliées a la structure particuliére des courants neutres
mise en évidence par les configurations des angles de mélange des quarks et des leptons
observées dans la nature. Nous cherchons ensuite a établir un lien entre notre démarche
fondée sur les courants neutres, et les approches les plus communément suivies fondées la
plupart du temps sur la recherche de symétries de la matrice de masse. Puis nous consi-
dérons pour finir les transformations unitaires sur les fermions de saveur dans le cadre
de 'approche perturbative exposée au chapitre 4, et nous montrons qu’il est toujours
possible d’aligner dans I'un deux secteurs d’isospin donné la base de masse sur la base de
saveur, de maniére telle que cela préserve la structure des courants chargés, justifiant en
cela d'une maniére nouvelle l'identification implicitement réalisée dans ’approche stan-
dard entre la matrice de mélange de I'un des secteurs et le produit des matrices de chaque
secteur apparaissant dans les courants chargés.



Chapitre 1

Le mélange de fermions dans le Modéle
Standard

Dans cette partie, nous esquissons a grands traits une présentation du Modéle Standard
de la physique des particules (voir les références |2, 3]).

1.1 Le Modéle Standard : bref survol

Le modéle standard est la théorie décrivant, avec une précision inégalée a ce jour, les
particules fondamentales et leurs interactions, a I'exception de la gravité. Il consiste en une
théorie quantique des champs renormalisable fondée sur une invariance de jauge locale de
groupe de jauge SU(3)c x SU(2)r, x U(1)y. On peut le décomposer en deux secteurs : la
Chromodynamique Quantique, construite sur le groupe SU (3)¢, décrivant les interactions
fortes entre particules colorées (quarks et les gluons) ; et la Théorie Electrofaible, fondée
sur le groupe SU(2); x U(1)y, qui décrit de maniére unifiée les interactions faible et
électromagnétique. Notre travail se situe exclusivement dans le cadre de cette derniére.

Les champs du Modéle Standard se répartissent en deux catégories : bosons et fer-
mions. Les bosons de jauge, qui sont les médiateurs des interactions, appartiennent a la
représentation ajointe du groupe de jauge associé : gluons pour l'interaction forte, bosons
W et Z° vecteurs de 'interaction faible, et photon 7 responsable de I'interaction élec-
tromagnétique. Ce sont des particules de spin entier, dont la distribution statistique est
décrite par la statistique de Bose-Einstein. Les fermions quand & eux sont les champs de
matiére dont les interactions sont décrites via les bosons de jauge. Ce sont des particules
de spin demi-entier obéissant & la statistique de Fermi-Dirac.

1.1.1 Bosons

Le secteur électrofaible SU(2), x U(1)y du Modéle Standard contient quatre bosons
de jauge : ce sont les trois champs vectoriels non massifs AL et le champ vectoriel B,
associés respectivement aux générateurs du groupe de jauge SU(2), et U(1)y. Tous ces
champs sont primitivement non massifs, en raison du fait que les termes quadratiques du
type Ai“Ai ou BB, ne sont pas invariants sous une transformation de jauge. Le couplage
de ces bosons de jauge & un champ de matiére est réalisé par la dérivée covariante. Celle-ci
s’écrit, pour un champ fermionique appartenant & une représentation générale du groupe

7
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SU(2)p, et de charge U(1) (ou hypercharge) Y, sous la forme

D, = <8M —igAlT" — ig'%BM) v (1.1)
ot les T sont les générateurs du groupe SU(2), correspondant aux matrices de Pauli dans
la représentation de définition : T% = "7 Le couplage ainsi réalisé est déterminé par les
seules propriétés de transformation du champ fermionique sous les groupes de symétrie
des interactions. Cette caractéristique est a l'origine de la propriété d’universalité des
couplages dont nous parlerons plus loin.

L’attribution d’une masse aux bosons de jauge requiert l'introduction d’un champ
supplémentaire, doublet scalaire de SU(2), d’hypercharge Y (®) =1 : le champ de Higgs

+
o = ( 20 ), dont la valeur moyenne dans le vide
- 0
(®)o = (0]®[0) = | o (1.2)
V2
entraine la brisure spontanée de la symétrie de jauge

SU©2). x ULy 2 U1)om. (1.3)

A lissue de celle-ci, le terme cinétique D“(IDTD“@, construit a partir de la dérivée covariante
D@ = (0, —igA,T" — i59 B,|® (1.4)
et évalué & la valeur moyenne dans le vide (1.2), fait apparaitre des termes de masse pour

les bosons de jauge. On obtient de la sorte quatre bosons de jauge de masses définies,
s’exprimant comme des combinaisons linéaires des champs primitifs : trois bosons massifs

+ 1 1T 2 A2 2 g*v®
Wo = _Q(Au FiA;) de masse my, = e (1.5)
70 = ;( A3 —¢B,) demasse m%y = (g°+ ’2)1)—2 (1.6)
\/W g i g W Z g g 4 .
et un quatriéme conservant une masse nulle,
1
A, = ————=(g'A) +gB,) demasse my=0. (1.7)

Ce dernier est associée a la symétrie résiduelle U (1), subsistant aprés la brisure, et cor-
respond au boson vecteur de 'interaction électromagnétique, le photon. La transformation
reliant les bosons de jauge neutres (Z)), A,) aux champs (A%, B,) est orthogonale :

790 cosf, —sind A3
M _ w w
< A, ) o ( sinf,,  cosf, ) < BZ ) (1.8)

L’angle de rotation 6,,, appelé angle de Weinberg, vérifie les relations

/

9

cosf, = , sinf,, =

g2 + g/2
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En terme des champs bosoniques états propres de masse, la dérivée covariante devient

1 /
‘Duth—dig(Wﬂﬂ”¥+WZﬂP)—ﬁ——————ZOQﬁT3—gQY)—%—iE——<AATB+Y)

\/_ /92+g’2 H /92+g’2
(1.10)

ou T = (T' £4T?) = (0" £+ io?). Le générateur de l'interaction électromagnétique
associée a la symétrie non brisée U(1).,, et couplé au boson de jauge A, correspondant,
se reconnait dans le dernier terme du membre de droite. On identifie ainsi 'opérateur de
charge électromagnétique, dont la valeur propre est le nombre quantique de méme nom :

Q:§+Q. (1.11)

En utilisant les relations (1.9), on donne finalement a la dérivée covariante sa forme
suivante :

g
cos 6,

D

. g - - 0 (73 f 2 ;
B zﬁu—zﬁ (Wrrt +w, T7) —i Z,) (T° — sin® 0,Q) — ieA,Q. (1.12)
Dans cette expression, les deuxiéme et troisiéme termes du membre de droite corres-
pondent respectivement aux interactions faibles & courants chargés et a courants neutres;

le dernier terme décrit 'interaction électromagnétique.

1.1.2 Fermions

Les interactions faibles ont la particularité de violer de maniére maximale la parité :
seuls les champs de chiralité gauche sont présents dans les courants faibles et interagissent
avec les bosons de jauge correspondants. Les champs de chiralité gauche et droite sont
donc indépendants, et forment respectivement des singlets et des doublets du groupe de
jauge SU(2)r. 11 s’ensuit que les degrés de liberté dynamiques fondamentaux pour les
fermions sont les champs de Weyl a deux composantes, de chiralité définie, qui réalisent
des représentations irréductibles du groupe de Lorentz propre orthochrone LL (cf. § 6.2).

D’autre part le contenu fermionique du Modéle Standard présente une structure répé-
titive, correspondant a la duplication d’'un méme ensemble de cinq représentations diffé-
rentes du groupe de jauge fondamental. Les champs de matiére se regroupent ainsi en trois
générations, chacune d’entre elles étant constituée de 15 fermions & deux composantes

€iL s ViL s €iR > Wil , iR, diL, , diR (1-13)

(7 étant I'indice de famille, les indices de couleur pour les champs des quarks étant sous-
entendus), dont la répartition en termes de multiplets du groupe fondamental SU(3)¢ X
SU(2) x U(1)y est présentée dans le tableau 1.1.

Du fait que les champs fermioniques de chiralité gauche et droite appartiennent &
des représentations différentes du groupe de jauge SU(2), les termes de masse ordinaire
myn) = m(Yrg + Wripr) violent invariance de jauge et ne peuvent pas étre inclus dans
le Lagrangien. La symétrie de jauge contraint ainsi les fermions a demeurer non massifs.
Comme pour les bosons, ce probléme est résolu par la brisure spontanée de symétrie
réalisée par la valeur moyenne dans le vide du champ de Higgs. Celui-ci permet d’écrire
de nouveaux termes d’interaction scalaire-fermion-fermion invariants sous le groupe de
jauge, les termes de couplage de Yukawa :

(Aa)ij Qi @ djr + (M)ij € Qirza 5 ujr + (Ae)ij Lir, @ R (1.14)
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Ly(1,2,—-1) Qr(3,2,1/3) | (1,1,—2) (3,1,4/3) (3,1,—2/3)

U
€R UR dR
(i),
c
s ), HR CRr SR
t
TR tr br
(4),

TaB. 1.1 — Champs fermioniques du Modéle Standard.

(€2 étant le tenseur 2 x 2 antisymétrique). Suite & la brisure spontanée de la symétrie de
jauge, ces derniers prennent la forme

dir, (Mg)ijdir + @ir, (My)ijujr + €r (Me)ij ejr, (1.15)

oll les matrices v

M, = EAQ (1.16)

sont les matrices de masse pour chaque "secteur" o regroupant les particules de méme
isospin (quarks de type w ou d, leptons chargés ou neutrinos). Ces matrices sont défi-
nies dans une base de champs fermioniques qui, comme nous l'avons vu, réalisent des
représentations définies du groupe de jauge qui déterminent leurs transformations dans
les interactions associées : la base des états propres de saveur. Elles n’ont aucune raison
d’étre diagonales, et mélangent de ce fait, au sein de chaque secteur, les différentes géné-
rations de fermions. Dans le formalisme traditionnel du Modéle Standard, les matrices de
masse (1.16) sont diagonalisées au moyen de transformations bi-unitaires : ainsi dans le
cas des quarks de type u

KIM,L, = D,. (1.17)
Les masses des fermions sont alors données par les éléments de la matrice diagonale D.
Quant aux matrices unitaires K et L réalisant la diagonalisation, elles sont les matrices
de mélange permettant de relier les champs primitifs du Lagrangien, qui sont les états
propres de saveur, aux champs physiques, qui diagonalisent la matrice de masse et sont
ainsi définis comme les états propres de masse :

ur, = Kytumr, et ur = LyUmp (1.18)

Les courants chargés prennent quand & eux dans la base des états propres de masse une
forme non-diagonale

JH = apytdy, = U™ (KL Ky) dor- (1.19)
La matrice unitaire (K]K9) relie, dans les interactions faibles & courants chargés, les

quarks physiques de type u et de type d. Elle est connue sous le nom de matrice de
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) |13, 14].
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1.2 Le probléme des masses des neutrinos
Le méme courant chargé s’écrit pour les leptons, de maniére similaire & (1.19),
J“Jr = DL’y“eL = Iij’}/u (KiKe) E€mlL- (120)

Or dans le strict cadre du Modéle Standard, les neutrinos ont une masse nulle. De ce
fait, leurs états propres de masse étant dégénérés, leur base est définie & une rotation
prés et peut absorber dans une simple redéfinition le produit K!K,, qui disparait ainsi
complétement de la théorie sans donner lieu & un mélange observable dans I'interaction
véhiculée par le courant (1.20).

Cependant, nous savons aujourd’hui depuis la découverte du phénomeéne d’oscillation
des neutrinos, que la masse de ceux-ci, si elle est sans doute trés petite, n’est néanmoins pas
nulle. Les champs des neutrinos v;;, du Modéle Standard, de chiralité gauche, possédent
donc un partenaire de chiralité droite. L’extension la plus simple du Modéle Standard
permettant de rendre compte du caractére massif des neutrinos inclut donc les champs
supplémentaires v;r, qui sont des singlets du groupe de jauge SU(2), x U(1)y et n’ont
de ce fait aucune interaction avec leur environnement!. Ces champs permettent d’écrire
le terme d’interaction de Yukawa suivant :

(>\1/>ij Eij EiL (I)* VjR; (121)
qui génére aprés la brisure spontanée de la symétrie de jauge le terme de masse de Dirac

(MD)Z']‘ DiL VjR- (122)

14

Il est possible d’écrire également un second type de terme, le terme de masse de Majorana

%(lew)ijl/iRV;‘:R- (123)
A la différence du précédent, ce terme ne peut pas étre généré par des interactions de
Yukawa renormalisables du type de celles que nous avons vues. De plus, il brise la conser-
vation du nombre leptonique, qui est 'une des symétries accidentelles du Modéle Standard,
de deux unités. Pour cette raison, il ne peut étre autorisé que si les neutrinos ne portent
pas de charge conservée supplémentaire.

La combinaison des deux types de masses, réécrites de maniére synthétique comme

1— D
M, T, M, = ( (M(})T ]\]\jM ) (1.24)
est & la base du mécanisme de see-saw (dans le cas M™ > MP), qui & travers ses
nombreuses variantes est actuellement le plus couramment invoqué pour expliquer la
remarquable petitesse des masses des neutrinos (pour une présentation de see-saw et de
'état actuel des connaissances sur la phénoménologie des neutrinos massifs, voir [15] et
les références a 'intérieur).

Dans le cas, donc, ot les neutrinos sont massifs et non-dégénérés (ce qui est la situation
effectivement réalisée dans la nature), la matrice unitaire KJK, apparaissant dans le

Tls sont appelés pour cette raison neutrinos "stériles", bien que cette dénomination puisse englober
plus largement d’autres champs suplémentaires de neutrinos
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courant chargé (1.20) des leptons ne peut pas disparaitre dans une redéfinition de la
base de masse. Comme la matrice CKM pour les quarks, elle caractérise le couplage des
neutrinos et des leptons chargés physiques (états propres de masse) dans les interactions
faibles & courants chargés. Elle est connue sous le nom de matrice de Pontecorvo-Maki-
Nakagawa-Sakata (PMNS) [16, 17].

Dans la suite de notre travail sur les angles de mélange des fermions (et en particulier
des leptons), nous supposerons bien stir comme acquis le caractére massif des neutrinos,
aujourd’hui solidement établi, mais sans nous préoccuper de la nature de leurs masses. En
revanche, le travail dont nous présentons les premiers résultats dans la deuxiéme partie de
notre these trouve 'une de ses motivations dans la volonté de déterminer, sur des bases
théoriques rigoureuses de Théorie Quantique des Champs, la nature exacte des neutrinos,
particules de Dirac ou Majorana.

D’autre part, nous passerons sous silence la question de 'origine de ces masses, et les
éventuels ingrédients de "nouvelle physique" susceptibles de lui apporter une réponse, nous
limitant & intégrer de maniére minimale le strict fait du caractére massif des neutrinos.
Pour cette raison, nous nous situerons dans le cadre du Modéle Standard, bien qu’il
s’agisse de sa version "élargie" aux masses des neutrinos.

1.3 Conclusion : les différentes bases fermioniques

Au terme de ce parcours vue d’ensemble du Modéle Standard, résumons la situation.
Les fermions forment des systémes couplés décrits par deux bases indépendantes, dont la
dissociation est la conséquence directe de leurs interactions :

e La base des états propres de saveur, qui se transforment de facon définie sous le
groupe de jauge de l'interaction électrofaible. Ils seront notés dans la suite par I'indice f

(flavour).

e La base des états propres de masse, qui diagonalisent la matrice de masse. Ce sont
les champs physiques, qui se propagent, et appartiennent & des représentations définies
du groupe de Lorentz propre orthochrone. Ils seront désignés dans la suite par I'indice m.

Dans le cas des leptons, une troisiéme base apparait, constituée ni plus ni moins des
neutrinos "leptoniques", c’est a dire les neutrinos électronique v., muonique v, et neutrino
7 généralement confondus dans la littérature (voir par exemple [3]) avec les neutrinos
de saveur définis comme les états propres de l'interaction faible. Ecrivons en effet le
Lagrangien des courants chargés leptoniques dans la base des états propres de masse :

€f Vef €m Vem

g - g - f
Lee = —=7"W [y Uyt +h.c. = =—=~y*"W wm | K K v +h.c.
c.c m “w m m VERS% um
V2 S RN V2 i Vo
(1.25)

Le neutrino leptonique vy est défini comme le neutrino produit, dans un processus d’inter-
action faible & courants chargés, avec le lepton chargé ¢ ou a partir du lepton £~, ou bien
enfin comme le neutrino détecté dans un processus d’interaction faible & courants char-
gés a travers la production d’un lepton chargé ¢~ dans I’état final. En d’autres termes, le
neutrino leptonique correspond au neutrino mesuré expérimentalement par ’identification
du lepton chargé associé dans un processus d’interaction faible a courants chargés |18].
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Or les leptons détectés expérimentalement sont toujours des états propres de masse. En
conséquence, les neutrinos leptoniques sont définis, en vertu de 1’équation (1.25), comme

Ve Vem Vef
v, | =K/K, | v | =K} [ vy |. (1.26)
Vr Vrm VTf

Du point de vue théorique, donc, les neutrinos électronique, muonique et 7 sont différents
des neutrinos de saveur définis comme les neutrinos se transformant de facon déterminée
sous le groupe de jauge des interactions faibles.

Néanmoins, il est aujourd’hui admis généralement que dans le cas des leptons chargés,
les états propres de saveur s’identifient aux états propres de masse. En effet, les leptons
chargés sont détectés expérimentalement a travers les interactions électromagnétiques, qui
sont insensibles a la saveur. La seule propriété qui permette de les distinguer, que ce soit
de maniére cinématique ou a travers leurs produits de désintégration, est donc leur masse.
Les leptons chargés étant donc définis en tant qu’états propres de masse, la saveur est
mesurée pour eux a travers la masse. En d’autres termes, saveur et masse coincident [19].
Cette caractéristique est également analysée sous un angle différent par [20], qui montre
I'impossibilité de détecter une superposition cohérente d’états propres de masse, c’est a
dire I’absence d’oscillations pour les leptons chargés (voir aussi [21, 22]).

Le consensus actuel est donc de considérer K, = 1, auquel cas le produit K g K, se
réduit a la matrice de mélange K, des neutrinos, et les neutrinos leptoniques s’identifient
aux neutrinos de saveur.






Chapitre 2

Systémes de fermions couplés
non-dégénérés en Théorie Quantique
des Champs

Nous avons vu dans le chapitre précédent que ’ensemble des fermions connus a ce
jour et décrits par le Modéle Standard, forme un systéme de particules couplées non-
dégénérées, c’est a dire de masses distinctes, dont les matrices de mélange sont unitaires
par construction. Nous montrons maintenant a partir de considérations générales de Théo-
rie Quantique des Champs que la base des états propres de masse d’un tel systéme n’a
aucune raison d’étre orthonormale. Par conséquent, la matrice de mélange reliant cette
derniére & la base des états propres de saveur ne peut pas étre considérée a priori comme
unitaire.

2.1 Etats propres de masse

Dans le formalisme canonique de TQC, le Lagrangien est écrit en termes d’entités
(champs et constantes) "nues", infinies et non physiques. Aprés le calcul des corrections
radiatives apparaissant a partir du premier ordre dans ’approche perturbative, on obtient
les champs et paramétres physiques, renormalisés, définis & partir des champs "nus" par
des corrections infinies (suppression des divergences ultraviolettes) et finies. A lissue de
cette procédure de renormalisation, les paramétres et grandeurs physiques du Lagrangien
dépendent de I’échelle d’énergie considérée. Cette dépendance d’échelle est décrite par les
équations de groupe de renormalisation (pour plus de détails, voir par exemple [2]).

En particulier le propagateur fermionique acquiert du fait des corrections radiatives
une dépendance dans I'impulsion p. Si & 'ordre de I'arbre il correspond bien au propaga-
teur libre .—— (my étant la masse "nue", non renormalisée), il inclut aux ordres supérieurs
dans la constante de couplage e des contributions décrites par la fonction de self-énergie
—iX(p). Cette fonction est égale a la somme de tous les diagrammes 1PI ! (une-particule-
irréductible) comportant une ligne fermionique entrante et une ligne fermionique sortante
portant une impulsion p (tous ces diagrammes étant amputés des propagateurs corres-
pondant aux lignes externes). A I'ordre d’une boucle dans le développement perturbatif
(€2), elle correspond au diagramme suivant :

1Un diagramme 1PI est un graphe que 1’on ne peut couper en deux en suprimant une seule ligne
interne.

15
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-k

p k P

Fig.1 : Diagramme a une boucle de la fonction de self-énergie

Le propagateur fermionique complet dans l'espace des impulsions S(p), donné par la
transformée de Fourier de la fonction & deux points (0|T(x)y(y)|0) = Sp(z — y), est
égal a la somme de toutes les insertions de la fonction de self-énergie entre deux lignes
fermioniques. Cette somme se simplifiant comme celle d’une série géométrique en —i%(p),
il s’exprime sous la forme suivante :

:]b—mo—E(p)’

Considérons maintenant un systéme de n fermions couplés de masses m;(i = 1...n) deux
a deux distinctes : m; # m; pour ¢ # j. Le propagateur S(p) et la fonction de self-énergie
Y(p) sont des matrices n x n. Le propagateur peut encore s’écrire comme

S(p) (2.1)

~ P M(p)

en définissant M (p) = mg + X(p) comme la matrice de masse renormalisée. Les masses
physiques p? = m? du systéme sont définies comme les poles du propagateur complet

S(p) :

S(p) (2.2)

det S~ (p) =0 (2.3)

pP=Di

Les masses ainsi définies sont indépendantes de la procédure de renormalisation. De ’ex-
pression du propagateur (2.2), il s’ensuit directement qu’elles sont également les valeurs
propres de la matrice M (p) :

det (p— M(p)| =0, (2.4)

p=pi

ou bien identiquement celles de 'opérateur Lagrangien quadratique renormalisé L (p),
qui s’écrit comme l'inverse du propagateur :

det L (p)

= 0. (2.5)

p=Dp:

Le Lagrangien L®)(p) est une matrice n x n hermitienne. Il admet donc, quelle que soit
I'impulsion p, un ensemble de n valeurs propres A, (p), supposées non dégénérées, auquel
sont associés n vecteurs propres ¥5_,  (p). Ceux-ci forment, du fait de I’hermiticité du
Lagrangien, une base orthonormale.

Considérons en particulier une impulsion p; donnée quelconque correspondant a 1'un

des n poles du propagateur. En vertu de (2.5), 'une des valeurs propres de Lo(p;) est



2.2 Cas d’un systéme a deux particules 17

nulle ; par convention nous choisirons précisement la i-éme, de sorte que \;(p;) = 0. L’état
propre correspondant ! = 1)’(p;) est un état propre de masse. Il vérifie par définition :

LP(p=p;) g, =0. (2.6)

Les n vecteurs propres du Lagrangien L®)(p;) se composent donc de I’état propre de masse
¢! ainsi que de n — 1 autres vecteurs propres, notés w; (07D orrespondant aux valeurs
propres non nulles A\, (p;) de L®(p;). Ces derniers représentent des états non physiques,
situés hors couche de masse, et qui ne se propagent pas. [L’ensemble de ces états forme

comme nous ’avons dit une base orhonormale :
(Gl @) =1 et (g, |, a#i)=0. (2.7)

Les n états propres de masse (gpfn,i = 1---n), qui sont les vecteurs propres correspon-
dants, pour chaque p = p;, a la valeur propre nulle du lagrangien, appartiennent donc cha-
cun respectivement & n bases orthonormales distinctes : les n bases de vecteurs propres
du lagrangien L®(p) pour chaque p = p;. Ils n’ont donc a priori aucune raison d’étre
orthogonaux entre eux :

(P | o) #£0, i#k (2.8)

Ainsi, les états propres de masse ne forment pas, de maniére générale en Théorie Quantique
des Champs, une base orthonormale.

Comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent, les fermions sont, dans le cadre du
Modéle Standard, des systémes mélangés décrits par deux bases distinctes : la base des
états propres de saveur Wy, et celle des états propres de masse ¥,,. Ces deux bases sont
reliées par une matrice de mélange K définie de la facon suivante :

U, =KU,,. (2.9)

Or, comme nous avons montré que la base des états propres de masse n’est pas orthonor-
male, il s’ensuit que la matrice de mélange, reliant la base des états propres de saveur a
une base non orthonormale, ne peut pas étre considérée comme unitaire :

K'K #1. (2.10)

2.2 Cas d’un systéme a deux particules

Le systéme le plus simple composé de 2 particules (de masses m; et my) est illustré
par la figure 2.
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v b AP0 ¢ (p)

A (P)

Yo

Py p P2
Fig. 2 : Etats propres d’un systéme binaire couplé

La base des états propres de saveur (¢, 12y), indépendante de p, est représentée par
les deux lignes horizontales inférieures. Les deux états propres du Lagrangien renormalisé
L®(p) forment une base orthonormale (¢1(p),2(p)) dépendant de p. Lorsque p varie,
celle-ci décrit un ensemble continu de bases orthonormales représenté par les deux courbes
supérieures. Pour chaque valeur de p, la base orthonormale (¢1(p),¥2(p)) est reliée a la
base de saveur par une matrice unitaire K (p) paramétrée par I'angle 6(p) :

iy ) ( 1(p) ) ( cosf(p)  sind(p) ) ( 1(p) )

=K = ) 2.11
(i) =m0 (50 ) = (55 oy ) (o 210
En particulier, la base orthonormale & p; = m; (resp. py = my) est formée des états ! et
w? (resp. ©2, et wy). Ces deux bases sont reliées a la base des états propres de saveur par

deux matrices unitaires d’angles respectifs 6; et 6,. En revanche, (¢! 02 ) ne constitue
pas a priori une base orthonormale.

La matrice de mélange K définie par

( Z;; ) — K ( iiz ) (2.12)

est reliée aux matrices K (p;)(i = 1...2) de la maniére suivante :

= ! D(p1)K11(p2) D(p2)Kia(p1)
"= Koa(p1) K11(p2) — Ki2(p1) Ka1(p2) ( D(p1)Ko1(p2) D(p2)Kaa(p1) ) ' (2.13)

Son inverse s’exprime comme

1 _ [ Baa(p)/Dp)  —Ki(p)/D(p)
i _(—K21(p2)/2)(p2) Kll(p2)/D(p2)> (2.14)

ot D(p) = det K(p). Si nous tenons compte maintenant du paramétrage unitaire des
matrices K (p;) par les angles 0; et 6, les relations réciproques entre les états propres de
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saveur et de masse s’écrivent de maniére simple sous la forme suivante :
1
L —S
Spgn — 1 1 wlf : (215)
Oom Sy C2 Yoy

Vir \ _ 1 C2  $1 P (2.16)
Vaf C1C2 + 8152 \ —52 €1 P ) .
Les états propres de masse vérifient les relations

lom| =1 = @2, (prleh) = sica — c152 # 0. (2.17)

2.3 Conclusion

Nous avons montré qu’en Théorie Quantique des Champs la base des états propres
de masse d’un systéme de fermions non-dégénérés n’est pas orthonormale. La cause pre-
miére se trouve dans les corrections radiatives qui entrainent une dépendance des entités
physiques comme le propagateur dans I'impulsion p, c’est a dire dans I’échelle d’énergie.
La cause seconde est la non-dégénérescence, c’est a dire la présence d’une pluralité de
poles p; pour le propagateur, correspondant aux masses physiques distinctes du systéme.
Les états propres correspondants, qui sont les états physiques du systéme, sont de ce fait
dispersés dans des bases orthonormales différentes, qui sont les bases des états propres du
Lagrangien évalué a chacun des poles, ce qui entraine la disparition de 'orthonormalité
de la base qu’ils constituent. L’unitarité de la théorie n’est pas mise en cause : pour un
systéme décrit par un Lagrangien hermitien, la matrice reliant les états propres de saveur
& ceux du Lagrangien formant une base orthonormale dépendant de p, est unitaire pour
toute valeur donnée de p. Cependant, la non-dégénérescence entraine, au sein de chacune
des bases orthonormales apparaissant pour chaque p;, I’existence d’états non physiques a
coté du seul état physique de masse définie m;. Quand & la matrice de mélange reliant
la base des états propres de masse a celle des états propres de saveur, chacune de ses
colonnes correspondant & une colonne de K (p) évaluée a un p; distinct (voir (2.13)), elle
ne peut dés lors plus étre unitaire.

La non-unitarité de la matrice de mélange est donc établie ici & partir d’arguments
généraux de Théorie Quantique des Champs, et pour tous les types de fermions couplés
non-dégénérés, a la différence d’autres approches (cf. en particulier |23, 24|) qui la consi-
dérent de maniere effective comme un phénomene induit a basse énergie par une nouvelle
physique située "au-dela du Modéle Standard", dans le cadre de théories visant & rendre
compte des masses des neutrinos (c’est le cas par exemple du mécanisme de see-saw).

Mentionnons enfin que la non-unitarité de la matrice de mélange reliant la base des
états propres de saveur a celle des états propres de masse est également cohérente avec
les travaux menés depuis plus de dix ans pour définir de maniére rigoureuse la base de
saveur en Théorie Quantique des Champs. Ceux-ci ont en effet montré (voir notamment
125, 26, 27]) qu’il était possible de construire a tout instant un espace de Fock des champs
de saveur (c’est a dire les champs d’interaction) équivalent de maniére non unitaire a
I'espace de Fock des champs de masse définie. La légitimité de ’espace de saveur ainsi
défini est néanmoins, & notre connaissance, une question encore débattue, la dépendance
temporelle héritée par celui-ci de la transformation non unitaire permettant de le relier a
I’espace de masse, ainsi que sa dépendance vis-a-vis de paramétres de masse arbitraires,
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ayant suscité des critiques sur le bien-fondé et la pertinence physique d’une telle démarche
[28, 18].



Chapitre 3

Angles de mélange des quarks et des
leptons en Théorie Quantique des
Champs

Ayant établi la non-unitarité de la matrice de mélange en Théorie Quantique des
Champs, nous exposons dans ce chapitre la partie centrale de notre travail. Nous montrons,
en considérant les cas successifs de deux et trois générations, que les angles de mélange des
quarks comme des leptons réalisent une structure précise de violation de I'unitarité dans les
courants neutres, correspondant a 1’égalité de 'amplitude des violations de I'universalité
et de I’absence des courants changeant la saveur au voisinage du cas unitaire exact. Nous
obtenons ce faisant, a partir de la seule physique des courants neutres du Modéle Standard,
la relation de complémentarité quarks-leptons reliant ’angle de Cabibbo des quarks au
deuxiéme angle de mélange des neutrinos.

3.1 Deux générations

3.1.1 Courants neutres

Nous commencons par le cas simple de deux générations de fermions, qui peuvent étre
indifféeremment des quarks ou des leptons. Afin de fixer les notations, nous travaillerons
avec ces derniers. Nous pouvons écrire de maniére synthétique les bases Wy et U,, des états
propres de saveur et de masse en réunissant les doublets correspondants pour chacune des
familles :

V67f Ve,m
_ | Ywr _ | Yum
\I/f = 6; et \I’m = e y (31)
iy o
Les matrices de mélange K, et K, reliant I'une a 'autre sont définies par
K,

Comme nous I'avons établi dans le chapitre précédent, ces matrices 2 X 2 ne sont pas
unitaires en Théorie Quantique des Champs. Notre analyse du cas a deux particules a
montré qu’il était possible de les paramétrer comme non-unitaires en faisant intervenir
deux angles de mélange (voir les équations (2.15, 2.16)) au lieu d’un seul (comme cela est

21
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fait dans le cas standard pour la matrice de Cabibbo). Nous choisissons dans la suite un
paramétrage plus général prenant en compte la liberté d’une phase supplémentaire dans
la définition de chacun des deux états propres de masse :

i _ i 0 _i6
K;l;(ecl eSl), K[lz(e.c3 ,633), (3.3)

ePsy  eBey e¥sy €eYey

c’est-a-dire

1 ePey ety
K, = — . , , 3.4
e tB)(cyey + $182) ( —efsy ey (3.4)

1 e“c,  efsy
K, = — - - . 3.5
¢ ei(0+w) (6304 + 8384) ( —e'sy 62963 ( )

Comme nous ’avons rappelé dans le premier chapitre, ’approche conventionnelle du
modéle standard part du Lagrangien électrofaible écrit, par construction, dans la base des
états propres de 'interaction de jauge a partir de la dérivée covariante (1.12) :

Liaible = V9" (%(W,T T+ W, T7)+ Cog ; Z0(T® — sin? er)) U,y (3.6)

P () () () e

forment une représentation du groupe de jauge SU(2); de I'interaction faible :

Les matrices

[T, 1% =-T*, [T, 7% =T_, [T,T7]=2T" (3.8)

et Popérateur de charge Q leptonique a la forme !

o-(+1)

Les courants neutres dans la base des états propres de saveur sont donc controlés, dans
chacun des sous-espaces 2 x 2 constitué des fermions de méme charge électrique, par la
matrice identité :

9

T/ 0 3 a2
Lc.n = oS 0w \IlfL’}/‘uZu (T — Sin QwQ) \I’fL
_ g T w70 1 ‘
= 2cosew\1’fL’}/ Z,u < ‘ (_1 T 2Sin2 Hw)ﬂ ) \I[fL- (310)

Ils présentent de ce fait intrinséquement, a 'ordre de l'arbre, deux caractéristiques fon-
damentales : 'universalité, c’est-a-dire I'invariance des courants neutres par échange des
familles, et ’absence de courants neutres changeant la saveur. La premiére, qui corres-
pond & lidentité des éléments diagonaux de la matrice 1, a sa raison profonde dans le
fait que les couplages des fermions aux champs de jauge, réalisés a I'intérieur des dérivées

2
'Dans le cas des quarks Q = ( a1 I )
3
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covariantes, dépendent uniquement de la représentation du groupe de jauge réalisée par
le fermion considéré, laquelle ne varie pas lors d’un changement de famille. La seconde est
exprimée par la nullité des éléments non-diagonaux de 1.

Dans cette approche standard, les matrices de mélange sont issues de la diagonalisation
bi-unitaire de la matrice de masse et sont donc, a ce titre, unitaires. Par conséquent, les
deux caractéristiques sus-mentionnées se transportent directement dans le Lagrangien
écrit dans la base des états propres de masse :

Low = Cosg 5 U 2T — sin 6,Q)W
T
N 2cogs9w@m”MZ3 ( = K] ) ( : (—1+2sin”6,,)1 ) ( e K, ) Ve
T
- QC(fSQw@mLV“ZS ( Rt (=1 +2sin%6,) K| K, ) Vi
- 2cogsﬁwqij7uZ2 ( : (—1 1 2sin%0,)1 ) Wi (3.11)

Notre démarche inverse la logique précédente, et prend pour point de départ le Lagran-
gien d’arrivée de 'approche standard, c’est a dire le Lagrangien (3.11) exprimé dans la
base des états propres de masse. Nous supposons que les courants neutres sont détermi-
nés dans cette base par la matrice identité, c’est a dire que 'universalité et I’absence de
courants neutres changeant la saveur sont satisfaites a 'ordre de ’arbre dans la base des
états propres de masse. Cette hypothése est pleinement conforme a la réalité physique
déterminée par les mesures expérimentales. Celles-ci en effet mesurent les particules phy-
siques, qui se propagent, c’est & dire des états propres de masse, et montrent que les deux
propriétés précédentes sont vérifiées avec une grande précision.

En résumé, nous postulons, sur la base des observations expérimentales, le Lagrangien
des courants neutres controlé dans la base des états propres de masse par la matrice
identité :

_ g 3 0 (3 12
/v‘c.n — coS Qw \I[eryuZu (T — Sl QwQ) \I[mL
_ g I w70 ]1‘
= Jooso Y2 ( NS EEETa ) U, (3.12)

Cependant, a la différence de I'approche standard, cette propriété ne se transporte pas
directement de la base des états propres de masse vers celle des états propres de saveur,
car nos matrices de mélange K, et K, ne sont pas unitaires. Ein passant dans la base de
saveur, le Lagrangien prend de ce fait la forme suivante :

- g = 0/3 .9
Ec‘n — cos@w\llvauZ“(T — S1i er)\Iij

_ g = 0 (Ku_l)T‘ ]1‘ Ku_l‘
- QCOSQw\I/fL’YMZ'u ( ‘ (K[1>T ‘ (_1 ¥ 2811’12 9w>11 ‘ Kgl \IJfL

9 g g [(E)TES!
= goa Lzl (K K )

3.1.2 Cas standard et matrice unitaire

Les courants neutres apparaissent donc déterminés par les produits (K;1)TK 1 et
(K[l)TK[l dans la base des états propres de saveur. Les deux propriétés physiques d’uni-
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versalité et d’absence des courants neutres changeant la saveur a 'ordre de 'arbre, qui se
traduisent respectivement par les conditions d’identité des éléments diagonaux et de nul-
lité des éléments non-diagonaux, sont réalisées lorsque les matrices de mélange satisfont
la condition :

(K, )'K,} =1 (3.14)

qui exprime précisément 'unitarité de la matrice de mélange K.
Avec le paramétrage (3.3) adopté , les produits apparaissant dans le membre de gauche
de I’équation (3.14) ont la forme suivante :

2 2
K_l TK_l i (&) + So C181 — C259
( v ) v - C1S1 — CoS 32 +C2 Y
121 292 1 2

2 2
(K_l)JrK_l - C3 + S1 C3S3 — C454
¢ ¢ - _ 2 2 .
C383 — C484 s34+ ¢y

Le traitement des leptons chargés étant strictement paralléle a celui des neutrinos, nous
travaillerons avec ces derniers pour fixer les idées. La condition d’unitarité (3.14) équivaut

a
2+ s3=cs+ s Universalité dans les courants neutres

€181 = €289 OU (151 = —CSo  Absence de courants neutres changeant la saveur

e La premiére équation, équivalant & cos(26;) = cos(263), implique 6y = +6;[r].

e La seconde condition, équivalant & sin(20;) = +sin(265), implique 0y = +6;[x] ou
92 = :F91 + 7T/2[7T]

Nous obtenons donc un unique ensemble de solutions :
92 = i@l[ﬂ}, (315)

a I'intérieur duquel il est possible, en résolvant séparément les deux conditions, de distin-
guer deux sous-ensembles de solutions correspondant a des valeurs particuliéres des angles
de mélange :

0, =0 [g} 0y = +0,[x]}, {0, = % [g} 0y = £0,[x]}. (3.16)
Le second de ces sous-ensembles regroupe notamment les angles de mélange maximaux.
Il est intéressant de noter la sensibilité de ces divers types de solutions par rapport a de
petites variations dans le plan (6, 6,). Considérons par exemple I'effet d’un déplacement
infinitésimal 6, — 65+ de I’angle 65 autour d’un point donné. Les conditions d’universalité
cos(20,) — cos(26;) et d’absence de courants neutres changeant la saveur cosy + 187 = 0
varient respectivement de —4ecysy et e(c3 — s3). Il s’ensuit que :

e pour les solutions discrétes du type 0 [g], la premiére variation s’annule, mais non
la seconde. la condition d’universalité est satisfaite a 'ordre €2, tandis que celle d’absence
des courants neutres changeant la saveur ’est seulement a 1’ordre e.
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e pour les solutions discretes du type 7§ [%] correspondant au mélange maximal,
Iinverse se produit : I’absence de courants neutres changeant la saveur est satisfaite a

I'ordre €2, I'universalité a I'ordre e.

e pour les solutions générales 0y = +6, [r], les deux conditions sont satisfaites a I’ordre
€ seulement.

[’absence de courants neutres changeant la saveur est donc spécialement assurée par
le mélange maximal, tandis que 'universalité I'est pour les angles proportionnels a /2.

Nous voyons donc que les deux propriétés d’universalité dans les courants neutres et
d’absence de tels courants changeant la saveur a l'ordre de ’arbre, se traduisant par la
condition (K ;1)K 1 = 1, réduisent la dépendance de la matrice de mélange & un angle
unique en liant les deux angles par la relation 6, = +6;[n]. Cette contrainte trés générale,
provenant de la résolution rigoureuse du systéme trigonométrique équivalent a (3.14), peut
étre simplifiée en tenant compte du fait qu’il est toujours possible de se ramener, par un
choix convenable de signes pour les champs fermioniques, & des angles de mélange situés
dans I'intervalle [0, 7]. On peut donc ne considérer que la solution unique du systéme
précédent dans cet intervalle, qui est 05 = 6.

Alinsi, en requérant 'universalité dans les courants neutres et I’absence de tels courants
changeant la saveur, nous avons imposé a posterior: I'unitarité a notre matrice de mélange
paramétrée a priori comme non-unitaire. Ce premier résultat confirme la cohérence de
notre approche, et méme s’il n’apporte rien de nouveau en ce qu’il nous fait retrouver la
matrice de mélange unitaire présente dans I’approche standard, du moins apparait-il fondé
sur des bases physiques plus rigoureuses que cette derniéere, dans laquelle 'unitarité de la
matrice de mélange est considérée comme donnée a priori. De plus, notre démarche nous
permet de distinguer, parmi ’ensemble continu des solutions (3.15), des sous-ensembles de
solutions discrétes a angle fixé, parmi lesquels celui correspondant au mélange maximal,
qui semble jouer un réle important dans la matrice de mélange des neutrinos.

3.1.3 Développement au voisinage de 'unitarité et angle de Ca-
bibbo

Nonobstant le retour au cas unitaire dont nous avons vérifié qu’il pouvait s’effectuer
naturellement & partir de notre approche, nous avons montré au chapitre précédent que
la matrice de mélange d’un systéme de fermions couplés non dégénérés ne pouvait pas
prétendre & I'unitarité en Théorie Quantique des Champs. Nous nous attendons certes a
ce que la déviation par rapport a I'unitarité soit trés faible : I’accord non démenti a ce jour,
et avec une précision spectaculaire, du Modéle Standard avec les données expérimentales,
nous donne a penser que les manifestations observables auxquelles serait susceptible de
donner lieu la non-unitarité de la matrice de mélange sont suffisamment faibles pour se
situer en-deca de la précision des mesures actuelles. Ce présupposé est confirmé par les
résultats d’un travail similaire mené sur les kaons neutres [4]. Bien que I'écart des masses
des fermions du Modéle Standard, auquel est proportionnel la déviation de 'unitarité de
leur matrice de mélange, soit supérieur a celui des kaons neutres, nous sommes néanmoins
conduits & penser que la réalité physique se situe dans un petit voisinage des solutions
standard mises en évidence ci-dessus, correspondant a une matrice de mélange unitaire.
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Nous décrivons a deux dimensions ce voisinage a ’aide d’un parameétre infinitésimal € :
92 == 61 -+ €, (317)

La matrice de mélange K, paramétrée comme précédemment par

K= ( e, e ) , (3.18)

ePsy  ePey

dévie de 'unitarité de la maniére suivante :

oy = (g ) e (Sma) o Yo )

Le membre de droite de (3.19) fait clairement apparaitre que les deux propriétés phy-
siques d’universalité dans les courants neutres et d’absence de tels courants changeant la
saveur, correspondant respectivement a 'identité des éléments diagonaux et la nullité des
éléments non-diagonaux, ne peuvent plus étre satisfaites simultanément a I'ordre € comme
elles le sont a ordre 0 dans le cas unitaire (6, = 6,).

Néanmoins, il est possible de conserver une propriété plus faible, a savoir que la dévia-
tion par rapport a 'unitarité soit telle que les deux propriétés physiques sus-mentionnées
soient violées avec la méme amplitude. Cette nouvelle condition se traduit par I'égalité
2| sin(26)] = | cos(261)|, c’est a dire

tan(20,) — :I:%. (3.20)

Cette équation admet pour solutions deux valeurs opposées de I'angle ¢, correspondant a
cosfy, = 0.9732 et sin #; = £0.2298. Or ces valeurs sont remarquablement proches des in-
tervalles expérimentaux obtenus pour les éléments |V,q4| = |ciac13| (Jer2| € [0.9735,0.9740])
et |Vius| = |s12c13| (Js12] € [0.2236,0.2278]) de la matrice C KM, dont la mesure permet
la détermination de I'angle 615 pour les quarks, encore appelé angle de Cabibbo? [29].
En d’autres termes, la valeur physique de 1'angle de Cabibbo observée dans la nature
se trouve étre celle qui assure 'égalité de 'amplitude des violations des deux propriétés
physiques d'universalité des courants neutres et d’absence des courants neutres changeant
la saveur causées par la non-unitarité de la matrice de mélange.

Le changement de variable z = tan(m/4 — 1) < tan6; = 1% dans 'équation (3.20)
fait apparaitre de maniére remarquable la célébre équation

1
——z=41 & 2*+rx-1=0 (3.21)
T

dont 'une des quatre solutions #5, %5

n’est autre que le nombre d’or [30]

ool *2@ (3.22)

Nous pouvons donc exprimer les solutions de (3.20) en fonction de ¢ :

-1 1
p-l jetl
p+1 p—1

tanf = + (3.23)

2Moyennant ’excellente approximation 613 = 0, c’est & dire ¢3 = 1.
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En particulier, les deux premiéres correspondent a la tangente de 'angle de Cabibbo.

L’équation (3.21) est invariante sous les transformations  — 1/x et + — —x (ainsi que
leur combinaison © — —1/z). Les symétries correspondantes de (3.20) sont respectivement
0, — —by, 6, — £m1/2 — 0y, ainsi que 6, — 0, £ /2.

Pour comprendre la signification physique de ces symétries il nous faut revenir a 1’ex-
pression du courant neutre, qui s’écrit dans le voisinage du cas Cabibbo

g 0 —1N\f -1
Lonentres = =—————"Z) U (KK (3.24)
neut 2c0s. ) 2 ru(K70) fL
_ g P e = sin(26,) —e % cos(26,)
~ 2cos va Zi (\DfL\I]fL el ( —e®cos(20)  —sin(26,) (BP0

On montre facilement que :

e (3.25) est invariant sous la transformation ¢, — —6; si les champs se transforment
simultanément comme :
up — ec; et cp — ecy (3.26)

e (3.25) est invariant sous la transformation 6; — +m/2 — 6, si les champs se trans-
forment simultanément comme :

up — e“up et cp— ey, (3.27)
ol ¢ est un angle quelconque.

Ainsi, la symétrie z — 1/x refléte I'invariance du courant neutre sous 1’échange des
familles uy < ¢y, df < sy, c’est a dire la condition d’universalité, tandis que la symétrie
xr — —x correspond a un simple changement de phase dans les champs.

3.2 Trois générations

Nous nous proposons maintenant d’étendre ’approche précédente au cas le plus gé-
néral de trois générations de fermions, recouvrant ’ensemble des particules connues a ce
jour. Ceci nous aménera a montrer que les configurations d’angles de mélange des trois
générations de quarks et de leptons mesurées expérimentalement sont compatibles avec
la méme structure particuliére de déviation de 'unitarité de la matrice de mélange dans
les courants neutres, qui s’est révélée satisfaite dans le cas de deux familles par I'angle de
Cabibbo des quarks.

Définissons pour commencer notre matrice de mélange a trois générations. Nous nous
inspirons pour ce faire du procédé utilisé dans ’approche standard pour la matrice de
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa :

K=Ky x K3 x K (3.28)

a la différence prés que les K; Tl sont maintenant des matrices non unitaires construites a

partir de matrices 2 x 2 parametrees chacune par deux angles de mélange (0ij, 0, ;) ala
maniére du chapitre précédent. En notant &; = cos(f;;) et §; = sin(f;;), nous obtenons
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une matrice paramétrée par six angles de mélange, au lieu de 3 dans le cas unitaire
standard :

1 0 0 C13 0 513 C12 S12 0
K_l = 0 Co3 S93 X 0 1 0 X —512 612 0
C13C12 C13512 513
= —C23512 — C12523513  C23C12 — S12823513  $23C13 . (3-29)
512523 — C12C23513  —C12523 — S12C23513  C23C13

Ce faisant, nous adoptons un paramétrage simplifié par rapport a celui le plus général pour
une matrice 3 X 3 non unitaire, en omettant volontairement les phases supplémentaires
présentes a deux dimensions (cf. (3.3)). En particulier, nous n’incluons pas les phases
paramétrant la violation de C'P, supposant de ce fait implicitement que les effets de cette
derniére, présente dans le secteur des quarks, ne modifient pas de maniére significative les
résultats obtenus, ni n’infirment la pertinence physique de la démarche qui les sous-tend.

Dans la suite, pour alléger le texte, les éléments du produit (K ~!)TK~! seront abrégés
en [i, 7], et les courants neutres correspondants seront notés {ij}. Ainsi, pour les quarks,
{12} représente, selon le secteur considéré, @sry*crr, ou dspy*ssr, et dans le cas des
neutrinos, Verr Y v, rr ou ey sy

En suivant la méme démarche que celle adoptée pour deux générations, nous supposons
dans un premier temps que la matrice de mélange (3.29) est unitaire, de telle sorte que
les courants neutres sont déterminés, dans la base des états propres de saveur comine
dans celle des états propres de masse, par la matrice identité. Les équations exprimant les
conditions d’unitarité nous permettront de déterminer les solutions "standard", a partir
desquelles nous pourrons considérer de petites déviations par rapport a I'unitarité de la
matrice de mélange dues aux différences de masse des différentes particules, engendrant
une petite déviation par rapport a I’identité pour la matrice contrélant les courants neutres
dans la base de saveur.

La condition d’unitarité de la matrice de mélange

(KHIK™' = 1. (3.30)

exprime 'universalité et I’absence de courants changeant la saveur a l'ordre de l'arbre
pour les courants neutres dans la base de saveur, en supposant que ces deux propriétés
sont vérifies dans la base des états propres de masse.

Les trois conditions provenant de ’absence de courants neutres non diagonaux sont :

e absence des courants {13} et {31} :

[13] = 0 = [31] < c12 [c13513 — C13513(C33 + 533)] — C13512(Cags23 — Ca3dag) = 0;  (3.31)
e absence des courants {23} et {32} :

23] = 0 = [32] & s12 [c13513 — C13513(Ch3 + S33) | + C13C12(Cossa3 — Ca3Sas) = 0;  (3.32)
e absence des courants {12} et {21} :

[12] = 0 = [21] & s15c19¢T5 — S12C12(C5 + S53) + S12€12875(535 + )

+ 513(812512 — C12€12)(Ca3S23 — Ca3Sa3) = 0. (3.33)
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Les deux conditions indépendantes issues de 'universalité s’écrivent :

e égalité des courants {11} et {22} :

[11] = [22] = 0 & (ciy — 575) [cf5 + 515(535 + C33)] — (Clp — 575)(ch5 + 533)

+ 2813(C23523 — C23523)(C12512 + S12¢12) = 0;  (3.34)

o égalité des courants {22} et {33} :

[22] — [33] = 0 & 57, + (35 + 533) — (855 + C33) + (1 + 575) [§%3<3§3 + Ghg) — 5%3}

+ 2512513C12(C23823 — 23523) = 0. (3.35)

[’égalité des courants {11} et {33} n’est pas une condition indépendante, mais s’exprime
comme la somme des deux équations précédentes.

Nous sommes donc en présence d’un systéme complexe de cinq équations trigonomé-
triques dont la résolution immédiate n’est pas évidente. Pour en simplifier 'approche,
commencons par annuler I'un des deux angles correspondant au mélange entre les géné-
rations 1 et 3. Cette approximation est pleinement légitimée par les observations expéri-
mentales aussi bien dans le secteur des quarks que dans celui des neutrinos, qui montrent
tous les deux un mélange trés faible entre les générations 1 et 3. On peut montrer (cf.
appendice A) que si I'on annule 'un des angles relatifs 4 ce mélange, 'autre s’annule alors
simultanément. Nous posons donc en premiére approximation

913 - O - élg. (336)

Dans cette limite, les équations (3.31), (3.32), (3.33), (3.34) et (3.35), deviennent

812(co3893 — Ca3823) = 0 (3.37a)
Cra(Ca3S23 — C23523) = 0 (3.37b)

S12C12 — 812612(Co3 + §33) =0 (3.37¢)

(cfy = s1a) — (Cly — 8%,)(chs + 533) = 0 (3.37d)
5%2 + 5?2(033 + 5%3) - (333 + 5%3) =0. (3.37e)

Le systéme se simplifie considérablement, et on montre aisément (cf. appendice B) qu’il
admet deux solutions :

e 015 et Hy3 standards :
tho = 012, B3 = 0O3. (3.38)

e 015 standard et les deux angles 0,3 et 9~23 maximaux :

912 = 012, 523 = — = 923. (339)

NS

En effet, bien que la solution (3.39) corresponde & un sous-cas de (3.38), elle apparait
néanmoins de maniére indépendante lors de la résolution du systéme.
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En nous inspirant du travail réalisé dans le cas de deux générations, nous nous propo-
sons maintenant d’étudier, au voisinage de chacune de ces deux solutions exactes corres-
pondant a 'approximation d’une matrice de mélange unitaire, une structure particuliére
des courants neutres donnée par 'ansétz suivant :

a +(a—pF) £(a—7)
(KK —1={ £(a—p) 6 +(B-7) |, (3.40)
Ha—7) £(B-7) ¥

Cette structure n’est autre que la généralisation pour trois générations de celle mise
en évidence par 'angle de Cabibbo dans le cas de deux familles : elle revient a considérer,
pour chacun des trois couples de fermions possibles dans un secteur d’isospin donné, que
la violation de I'universalité dans les courants neutres est égale a celle de ’absence de tels
courants changeant la saveur. En étant appliquées a la forme générale (3.29) de la matrice
de mélange, de telles conditions donnent lieu & un systéme d’équations dont les solutions
correspondent avec une trés bonne approximation aux configurations d’angles de mélange
déterminées expérimentalement pour les quarks comme pour les neutrinos.

3.2.1 Le secteur des quarks

Nous paramétrons le voisinage de la premiére de solution (3.38) de la maniére suivante
(cf. (3.17)) :

9:12 = O +e,
Oo3 = oz + 1. (3.41)

Le cas simplifié 0,3 = 0 = 0,3

Nous nous placons a nouveau, pour commencer, dans ’approximation consistant a
annuler les deux angles de mélange reliant les générations 1 et 3. Dans le voisinage ca-
ractérisé par (3.41), les conditions équivalant & I'unitarité de la matrice de mélange ne
sont plus satisfaites exactement, ce qui correspond a une déviation de la valeur zéro, au
premier ordre dans les paramétres € et 77, des membres de gauche des équations du systéme
(3.37), :

ns12(Ca3 — Sh3), (3.42a)
77012(033 - 3%3)7 (3.42b)
€(cly — s1a) + 2nC12512C2353, (3.42c)
deciasiy — 20(Cly — 835)Ca3503, (3.42d)
—2ec12512 + 2n(1 + ¢2,) 3593 (3.42¢)

Nous imposons maintenant la méme condition que pour deux générations, a savoir que
la propriété d’absence des courants {12}, {21} (équation (3.42c)) est violée avec la méme
amplitude que I'universalité pour les courants {11} et {22} (équation (3.42d)) :

|277812012823623 + E(C%Q — 852)| = ‘ — 27’]823023(0%2 — 8%2) + 46812012‘. (343)

Nous choisissons le signe"+" pour les deux membres de cette équation, de telle maniére
que l'on retrouve, lorsque fo3 = 0, c’est a dire en revenant au cas de deux générations,
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I'équation satisfaite par angle de Cabibbo avec un signe "+" également : tan 615 = +1/2.
Nous imposons la méme condition dans la voie (2, 3), d’ott & partir de (3.42b) et (3.42¢) :

[nc1a(chs — 533)| = [2nsa3ca3(1 + ¢fy) — 2es19¢10). (3.44)

Nous pouvons alors extraire de (3.43) le rapport 7n/e, afin de I'introduire dans (3.44), ce
qui nous permet d’obtenir finalement 'expression de I'angle 653 en fonction de 645 :

C12
2 2
(s12€12 + €1y — 51)

4s19c12 — (0%2 - 3%2)

tan(26y3) = (3.45)

1 + C%Q — 2812012

La représentation graphique de 653 = f(602) est donnée figure 3 ci-dessous, avec les inter-
valles expérimentaux pour fy3 (droites horizontales) et 615 (droites verticales). Etudions
sa compatibilité avec les valeurs expérimentales des angles de mélange des quarks.

L’angle 6,35 est obtenu expérimentalement a partir de la mesure de V., = s93¢13 dans
le paramétrage "standard" de la matrice CKM (d’on 'on déduit directement sin(fas)
en prenant avec une trés bonne approximation c¢;3 = 1). Les mesures les plus récentes,
extraites des désintégrations semi-leptoniques des mésons B en ¢, donnent |V,| = (41.7 £
0.7) x 1073 (déterminations inclusives) et |Vi| = (41.6 £ 0.6) x 1073 (déterminations
exclusives) [29]. L’intervalle correspondant pour o3 est donc [0.041,0.0422 — 424].

L’angle 6,5 peut quant & lui étre déterminé & partir de la mesure de V,y = cioc13
ou bien de V,s = s12¢13. La premiére, effectuée dans les désintégrations nucléaires beta
0t — 0T, donne |V,4| = 0.97377 4+ 0.00027 [29], d’ou I'intervalle [0.2285,0.2307] (droites
pourpres) pour fq5. La seconde, extraite des désintégrations semileptoniques des kaons,
conduit & |V, = 0.2257 £ 0.0021 [29], d’ou lintervalle [0.2255,0.2298] (droites noires)
pour f5.
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Fig. 3 : 093 en fonction de 615 (quarks); le cas simplifié 613 = 0 = 0,5

La valeur de o3 mesurée expérimentalement correspond, par notre relation (3.45), a 612 ~
0.221, c’est & dire cos(fy2) ~ 0.9757. Cette valeur de 0}, se situe a 7.5 x 1073 de la borne
inférieure de 'intervalle expérimental issu de la mesure de V4, et & 4.5 x 1072 de la borne
inférieure de l'intervalle correspondant a V.

Nous voyons donc que dans I'approximation 613 = 0 = 513, les valeurs expérimentales
des angles de mélange des quarks sont proches des solutions aux contraintes exprimées
par le systéme (3.42).
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Le cas général

Nous considérons a présent de la maniére la plus générale le voisinage de la configu-
ration exacte dans laquelle les trois angles de mélange des quarks sont de type standard

91-]- = Oij [71'] .

O = 012 +e, (3.46)
Oz = Oa3+1, (3.47)
913 = 913 + P (348)

La violation des propriétés d’universalité et d’absence des courants neutres changeant la
saveur se traduit par la déviation des membres de gauche de équations (3.31) a (3.35) de
la valeur zéro :

nC13 [312(033 — 523) + 2313012023323} — peia(cly — s25) =0 (3.49a)

news [—c1a(c3s — $33) + 2513512C23523] — psia(cly — s73) =0 (3.49b)

— e(cly — sTy) + 1 [s13(c35 — 533)(cly — $T2) — 2ca3503¢12512(1 + 573) ]
+ 2p613813012812 =0 (349C)

46012312 + n [—4513512012(033 — 833) — 2023523(6%2 — 8%2)(1 + S%s)}
+ 2pci3si3(cly — s35) =0 (3.49d)

— 2es12012 + 1) [2513C12512(C5 — S55) + 2023523 ((cTy — sT5) + cT3(1 + 53,)) ]
+ 2pci3si3(1 4+ s7,) =0 (3.49e)

2es19¢12 + 1 [ —28513C12512(Ch3 — 553) + 2093503 (¢T3 (1 + ) — (cfy — s12))]
+ 2pcizsi3(1 4 cly) =0 (3.49f)

Nous avons rajouté 'équation non indépendante (3.49f), dont nous aurons également
besoin pour la résolution, et qui exprime la violation de I'universalité pour les courants
diagonaux {11} et {33}. Elle s’écrit comme la somme de (3.49d) et (3.49¢).

Le principe de notre calcul est le méme que précédemment : nous imposons succes-
sivement dans chaque canal (1,2), (2,3) et (1,3), que Pabsence des courants neutres
non-diagonaux soit violée avec la méme amplitude que 1'universalité de la paire de cou-
rants neutres diagonaux correspondants. Nous obtenons ainsi trois équations qui nous
permettent d’éliminer les trois parameétres €, 1 et p de déviation par rapport au cas uni-
taire exact.

e La condition que 'absence du courant non-diagonal {12} soit violée avec la méme force
que l'universalité dans les courants {11} et {22}, exprimée par (3.49¢) = —(3.49d) ? |
permet d’exprimer p en fonction de € et 7 :

~ Aeigsin — (cfy — s1o)
2c13513(C12812 + ¢35 — $3y)
€938 S13(C22 — 52.)(4c19819 — (2 — 82
+77( 2593 (1 4 2y 4 13(C33 — 833)(4cr1as12 — (ciy 12))) (3.50)

2 2
C13513 2013313(012312 + Cip — 512)

p:

3Le signe "-" permet de retrouver la relation tan(2012) = 1/2 dans le cas d’un retour a deux générations,
c’est-a-dire lorsque fo3 = 613 =0=1n=p.
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e Nous insérons alors cette expression dans la relation (3.49b) = —(3.49¢) * exprimant
la méme condition dans le canal (2,3), ce qui nous permet d’éliminer p pour obtenir le

rapport €/7 :

€
- = 313(033 - 3%3)

—012013(033 — 833) + 2023823(3 + 013813812> — 812(0%3 813)(1 + s )% (3 51)
5 .

4cr9519—(c25—52,) 4012512—(02 —s2,)
2¢15819 — S1o(C24 — S 127512 1 127512
12812 — S12(C34 13)2c13313(c12512+012_s2 ) + (14 s1,) cr2s12 4y —57,

e Finalement, en introduisant cette derniére équation dans la relation |(3.49a)| = —|(3.49f)]
exprimant la méme condition dans le canal (1,3), 'on parvient a4 une relation sous forme
de fonction implicite F'(612, a3, 613) = 0, indépendante de €, 1) et p, reliant les trois angles
de mélange 912, 623 et 913.

De méme que précédemment, nous pouvons représenter graphiquement 6s3 comime une
fonction de 015 en vertu de la fonction F', pour des valeurs de 0,5 fixées. L’intervalle expé-
rimental pour 'angle 6,3 des quarks est donné par la détermination de |V,,| = |sin(613)| =
(4.31 £0.30) x 107 |29]. Dans la représentation suivante nous avons choisi trois valeurs
particuliéres : la valeur expérimentale 613 = 0.004 (droite bleue) encadrée entre 013 = 0
(droite rouge) et 613 = 0.01 (droite verte).
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Fig. 4 : 03 en fonction de 615 (quarks); le cas général.

Nous pouvons observer que les valeurs expérimentales des angles de mélange des
quarks apparaissent, dans le cas général, significativement plus proches des solutions aux
contraintes exprimées par le systéme (3.42) que dans approximation précédente.

3.2.2 Le secteur des leptons

Etudions maintenant la deuxiéme solution exacte (3.39) des conditions d’unitarité,
pour laquelle ;5 est de type standard et 3 est maximal. Remarquons d’ores et déja
que cette derniére valeur se trouve étre celle communément admise comme référence pour
langle de mélange 53 des neutrinos, pour lequel 'intervalle expérimental obtenu par la
mesure des oscillations des neutrinos atmosphériques est Onm ~ O3 = 43.37533 [29].

n_n

4Le signe permet de retrouver ’équation (3.45) lorsque ’on revient au cas 613 =0 =p



34 Chapitre 3. Angles de mélange des quarks et des leptons en Théorie Quantique des
Champs

Le cas simplifié 6,5 = 0 = 6,5

Nous nous plagons dans un voisinage de la configuration précédente paramétré de la
maniére suivante :

O = O12 + €,
923 = 7T/4 s 0923 = 923 + n. (352)

Comme pour les quarks, la déviation de I'unitarité s’exprime par celle des membres de
gauche des équations (3.31) a (3.35) de la valeur zéro :

1
=57 (512 + €c1a), (3.53a)

1 2
51 (12 = €s12), (3.53b)
—n512C19 + €(57, — ¢ip) (1 4 1), (3.53¢)
—n(cly — s75) + desiacia(1 + 1), (3.53d)
n(1+ cly) — 2es19¢12(1 + 1), (3.53e)

Considérons le canal (1, 2). La condition que la violation de ’absence des courants neutres
non diagonaux {12} et {21} exprimée par (3.53c) soit égale a la violation de I'universalité
pour les courants neutres diagonaux {11} et {22} donnée par (3.53d) se traduit par

—ns12€12 + €(s1y — 1) (1 + 1) = —n(cy — 535) + 4esiacia(1 + 7). (3.54)

Comme nous l'avons montré, la déviation par rapport a 'unitarité dans un systéme de
fermions couplés non-dégénérés est due précisément a la différence entre les masses des
différentes particules. Ceci nous conduit a supposer que 'amplitude de chacun des trois
paramétres €, n et p de déviation de l'unitarité croit avec 1’écart entre les masses des
particules mélangées respectivement par les angles 015 et 053 et #;3. Supposons maintenant
que la hiérarchie des masses présente chez les neutrinos suit le méme schéma que chez
les quarks, i.e. que I’écart entre les masses de la seconde et la troisiéme génération est
beaucoup plus grand que ’écart existant entre les masses de la premiére et la deuxiéme
génération®. Il s’ensuit alors que nous pouvons négliger les termes proportionnels & e
devant les termes en 7 dans 'équation (3.54), qui se rameéne alors a sjoc1s = 1y — 839,

d’ou il vient directement
tan(2912) = 2. (355)

Notons que dans le cas de deux générations, seuls les termes en e apparaissent dans
(3.54), ce qui nous donne de retrouver 1’'équation tan(26,5) = 1/2 correspondant a 1’angle
de Cabibbo 6., i.e. I'angle de mélange 9% pour les quarks.

La valeur de 6,5 correspondante 615 = 31,7 se situe dans l'intervalle expérimental
obtenu pour cet angle par la mesure des oscillations des neutrinos solaires : 0, ~ 6,5 =
33.9723 [29].

5Un autre argument peut étre avancé a ’appui de cette hypothése : du fait que les trois angles jouent
des roles a priori symétriques, I’annulation simultanée de 6 et é, montrée pour 63, a lieu également pour
012 et O23. Une des conséquences est que les trois parameétres €, 1 et p de déviation de I"unitarité doivent
étre proportionnels aux angles de mélange correspondants (ou & I'une de leurs puissances), respectivement
012 et 623 et 613. Dans le cas des leptons, ce phénomeéne vient confirmer le bien-fondé de notre hypothése :
en effet, 'angle 6535 correspondant au mélange maximal est supérieur a 615.



3.2 Trois générations 35

Par ailleurs, une autre conséquence trés importante de la relation (3.55) (ainsi que de
la relation paralléle (3.20) pour les quarks) est la suivante : du fait de

1 1

tan(209) = = = —
an(202) = 5 = 2oL

(3.56)

nous obtenons directement et de maniére exacte la relation de complémentarité quarks-
leptons entre 'angle de Cabibbo et le deuxiéme angle de mélange des neutrinos |31, 32, 33| :

0% + 08, = %. (3.57)
Depuis sa mise en évidence, cette relation n’a eu de cesse d’intriguer les physiciens. Elle a
suscité de nombreux travaux visant en particulier & 'expliquer dans le cadre de théories
d’unification quarks-leptons a de hautes échelles d’énergie, typiquement égales a celle des
théories de grande unification (cf. en particulier [32, 33]). Notre résultat est d’autant plus
remarquable que nous obtenons la relation de complémentarité quarks-leptons dans le
simple cadre du Modéle Standard, sans postuler d’autre physique que celle, bien connue,

des courants neutres.

Il est intéressant pour finir d’étudier la sensibilité de ces résultats par rapport a 63,
dont la valeur réelle, si elle semble trés petite, n’est cependant certainement pas nulle.
Considérons en effet une petite valeur de 'angle 6,3 (nous prendrons pour simplifier 05 ~
013). Les membres de gauche des équations (3.33) ([12] = 0 = [21]) et (3.34) (J[11]|=[22]])
deviennent alors

—21S12C12823C23 + 5(5%2 - C?z) + 77513<C§3 - 533)(6%2 - 5%2)7
—21893Ca3(Cly — S39) + d€siaciy — 21513(Chy — 553)(2519C12 + €(cly — 535)). (3.58)

Dans ces deux expressions, les termes proportionnels a sin(6;3) sont également propor-
tionnels a (c3; — s3;), de sorte qu’ils S’annulent pour o3 = 7/4. Ainsi, notre solution
comportant I’angle #53 maximal n’a pas de dépendance en 6,3, et est de ce fait stable par
rapport a une variation de 613 autour de 0.

Le cas général

Passons maintenant au cas général i3 # 0 # 613 (p # 0), en nous placant dans un
voisinage du cas unitaire standard, et en choisissant pour les angles 65 et 053 les valeurs
déterminées précédemment :

1 ~
012 = 5 arctan(2) s 912 = 912 -+ €, (359)
O3 = /4 | O3 =0a3+n, (3.60)

Nous suivons la méme démarche que celle empruntée pour les quarks : partant a nouveau
de la série (3.49) exprimant les déviations des courants neutres par rapport a l'unitarité,
nous imposons successivement dans chacun des trois canaux (1,2), (2,3) et (1,3) que
I’absence de courants neutres non diagonaux soit violée avec la méme amplitude que
I'universalité pour ces mémes courants neutres. Pour chacune de ces trois conditions le
choix du signe + lors de la suppression des valeurs absolues nous conduit a considérer
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huit (i.e. 23) différentes relations du type F (619, 023,613) = 0. Attribuant a 615 et 03 les
valeurs respectives de ; arctan(2) et 7/4, ces fonctions implicitent deviennent finalement
des équations dans l'angle 6,3, dont la résolution numérique nous permet de déterminer
autant de valeurs possibles de cet angle de mélange, dont la valeur précise pour les leptons
est actuellement une question toujours en discussion.

Nous obtenons donc huit solutions pour 63, qui se groupent en quatre solutions diffé-
rentes avec leurs opposés. Parmi celles-ci, la solution obtenue par la combinaison de signes
(—,+,+) (ainsi que (—, —, —) pour I'angle opposé) dans les équations :

013 = £5.7107%, sin(03) = 3.3107°. (3.62)
satisfait la contrainte suivante, issue de I'expérience [29] :
sin®(0y3) < 0.032; (3.63)

Ainsi, 'une des solutions des équations exprimant I’égalité des violations de 'universalité
des courants neutres et de I’absence des courants neutres changeant la saveur, se trouve
compatible avec la configuration des angles de mélange des neutrinos déterminée expé-
rimentalement & ce jour (c’est-a-dire plus exactement avec ’état présent des contraintes
expérimentales sur les angles de mélange des neutrinos, en particulier ’angle 6,3 encore
indéterminé).

3.3 Discussion

Les résultats précédents ont été établis indifféremment pour les angles de mélange
paramétrant les deux matrices associées chacune a I'un des deux secteurs d’isospin donné ;
en d’autres termes, dans le cas des quarks (respectivement des leptons), pour les angles
correspondant a la matrice K, des quarks de type u (resp. la matrice K, des neutrinos)
comme pour ceux correspondant a la matrice K, des quarks de type d (resp. la matrice
K, des leptons chargés).

Or les valeurs des angles de mélange mesurées expérimentalement correspondent aux
angles paramétrant le produit K K, (resp. K] K;) apparaissant dans les courants chargés,
et considéré dans I’approche standard comme la matrice de mélange des quarks (resp. des
leptons). Ces valeurs sont donc reliées a priori a une fonction des angles de mélange
"réels" des quarks (resp. des leptons) de charges différentes, qui paramétrent les matrices
K, et Ky (resp. K, et K;) séparément. Ainsi dans le cas simple de deux générations de
quarks, si les matrices de mélange K, et K; sont paramétrées comme des matrices de
rotation d’angles respectifs 6, et 6, (voir 4.17), 'angle de Cabibbo paramétrant de la
méme maniére la matrice K:[Kd s’exprime comme 0. = 6, — 0;. En revanche, le motif
particulier de violation de l'unitarité que nous avons mis en évidence dans les courants
neutres est réalisé lorsque les angles de mélange 0, et ; eux-mémes prennent la valeur de
I’angle de Cabibbo déterminée par I’expérience.

Le probléme est le méme dans le cas des leptons. Si le phénoméne d’oscillation des
neutrinos n’est en lui-méme déterminé que par leur seule matrice de mélange K, la
détection des neutrinos permettant la détermination expérimentale de ces oscillations,
réalisée de maniére indirecte a travers la détection de leptons chargés de masses définies

dans les interactions faibles & courants chargeés, fait quand a elle intervenir le produit
KIK,.
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Le décalage apparaissant ainsi entre les résultats de notre approche et la réalité expé-
rimentale peut cependant étre résorbé en supposant l'alignement, dans 'un des secteurs,
de la base des états propres de masse sur celle des états propres de saveur. Ce paradigme
est assez naturel dans le cas des leptons, puisque le fait que les deux bases coincident pour
les leptons chargés repose sur de solides bases physiques (cf. chapitre 1). Dans le cas des
quarks en revanche, il est plus difficile de le justifier, et de rendre compte de I'asymétrie
qu’il génére entre les deux secteurs de quarks d’isospins différents. Nous en verrons ce-
pendant au chapitre 5 une justification, fondée sur 'invariance des courants chargés sous
des rotations unitaires des fermions de saveur.

3.4 Conclusion

En conclusion, notre étude a montré que certaines solutions des équations exprimant,
dans les courants neutres, ’égalité des violations de 'universalité et de I'absence des cou-
rants changeant la saveur, correspondent avec une trés bonne approximation aux configu-
rations d’angles de mélange déterminées expérimentalement pour les quarks comme pour
les neutrinos; ou, en d’autres termes, que les valeurs issues des mesures expérimentales
des angles de mélange des quarks et des leptons sont compatibles avec la structure par-
ticuliére de violation de 'unitarité de la matrice de mélange réalisée par les contraintes
sus-mentionnées. La distinction entre les premiers et les seconds est établie sur la seule
base des valeurs initiales adoptées pour certains des angles de mélange, et au voisinage
desquelles est paramétrée la violation de 'unitarité.

Il va de soi qu’on ne peut tirer de tels résultats aucune conclusion quand a l'origine
physique des valeurs des angles de mélange des fermions observées dans la nature. Notre
travail ne prétend pas fournir de critére physique permettant d’expliquer ou de déter-
miner ces valeurs. Se situant a un niveau bien plus modeste, il pointe néanmoins une
caractéristique assez remarquable des configurations des angles de mélange mesurées ex-
périmentalement, une particularité de fait, dont nous sommes incapables a ’heure actuelle
d’estimer la portée et la signification.






Chapitre 4

Une approche perturbative de la
non-unitarité de la matrice de mélange

La non-unitarité de la matrice de mélange pour des systémes de fermions non-dégénérés
constitue le fondement de la démarche exposée dans les chapitres précédents. Nous ’avons
établie sur la base d’arguments fondamentaux de Théorie Quantique des Champs, en dé-
montrant que les états propres de masse de tels systémes ne sont pas orthogonaux de
maniére générale, en raison précisément de la différence de leurs masses. Nous montrons
dans le présent chapitre qu’il est possible de retrouver ce résultat a partir d’'une approche
perturbative : I'introduction de contre-termes finis pour annuler les transitions non diago-
nales apparaissant & une boucle entre différents états propres de masse conduit a définir
une nouvelle base d’états propres de masse renormalisés. Cette base est non-orthonormale,
et se trouve donc reliée a la base d’états propres de saveur par 'intermédiaire d’'une ma-
trice de mélange non-unitaire.

4.1 Transitions non-diagonales & une boucle

Considérons les deux premiéres familles de quarks. A I'ordre de I’arbre, les états propres
de masse nus pour les quarks de type u comme pour ceux de type d forment une base
orthonormale. Celle-ci est obtenue & partir de la base des états propres de saveur, supposée
orthonormale, par une matrice de mélange unitaire issue de la diagonalisation de la matrice
de masse classique M, :

diag(mg, ms) = C;OMoHdo. (4.1)

Nous avons donc :

0 0
(),-a(d), (9), () 42
L m L R m R
()l ), (), (i) =
¢ ) N\ em Jp f /R AN

Les propagateurs matriciels dans la base nue des états propres de masse sont diagonaux
du fait de ’absence de transitions entre différents états. Cependant, si nous passons a
Iordre d’une boucle dans le développement perturbatif, les corrections radiatives dues a
I’auto-énergie entrainent I’apparition dans ces propagateurs de termes non diagonaux cor-
respondant a des transitions entre états propres de masse différents, telles que la transition
d®, — sY représentée ci-dessous :

39
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0
Uy,

dn Sn
+

p q P

Fig.5 : Transitions d°, - s°, & une boucle

Ces transitions ont la forme d’un terme cinétique non-diagonal

F0? meme,miy) Sy (1 —77) dy, (4.4)
oil la fonction f est sans dimension et inclut les facteurs g2 sin 0. cos 0. (m? —m?) (0. étant
I'angle de Cabibbo). Leur amplitude est exprimée par le produit scalaire entre les champs
fermioniques initiaux et finaux correspondant a des états propres de masse différents. En
conséquence, elles détruisent Porthonormalité de la base nue (d2,, %)) des états propres
de masse.

Pour conserver I'orthonormalité de la base (d°,s?) a Pordre d’une boucle dans le
développement perturbatif, il est nécessaire d’ajouter au Lagrangien des contre-termes de
fagon a supprimer les transitions non diagonales représentées Fig.1. En nous fondant sur

le travail |34], nous pouvons montrer que I'introduction des contre-termes finis
—(Aa 55,50 = 7) iy + Ba 5,1 = 7) by + C 30, (1477, + D 55,(1477)d, ) (45)
dans le Lagrangien, avec

A, — mef " =m) —mif (p* = mg) ’
mg —mg ’ mi —mg ’

Bd = —My Cd, Dd = —Mg Cd, (46)

o mama(F@? = m?) = [ = m3)

entraine Pannulation des termes cinétiques non diagonaux lorsque I'un des champs d2, ou
sY est sur couche de masse.

Les contre-termes (4.5), qui présentent tous une structure chirale, sont de deux types :
des termes cinétiques, multipliant A, et Cy, et des termes de masse, en facteur de B, et

0
C,. En notant ¢ = ( 86” ), ils s’écrivent respectivement, pour la partie cinétique
- 1 - 1
_Ad ¢2mL ( 1 ) p¢2mL - Cd ¢2mR ( 1 ) pwng’ (47)
et pour la partie massive
n Dy n By
s (g, D ) W= T p, %) s (43
d d

Le lagrangien complet, renormalisé a une boucle, s’écrit dés lors dans la base de masse :
— 1 —A - 1 -C
L = ¢2mL ( _Ad 1 I )pqu)gmL + ¢ng ( _Cd 1 a )ﬁd}ng
- mg D - mg B
T G LT e (4.9)

Bd ms Dd mg
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4.2 Diagonalisation du lagrangien a une boucle

L’ajout des contre-termes de Shabalin (4.5) au Lagrangien initial conduit a un Lagran-
gien renormalisé non-diagonal aussi bien dans sa partie cinétique que dans celle relative
aux masses. Nous cherchons alors dans un second temps a diagonaliser simultanément
les matrices présentes dans ce nouveau Lagrangien, de facon a déterminer une nouvelle
base d’états propres de masse "renormalisés" dans laquelle ce Lagrangien complet aura la
méme forme, diagonale, que le Lagrangien "nu" de départ. Cette procédure sera conduite
en deux étapes, consistant a diagonaliser successivement et séparément les termes ciné-
tiques dans un premier temps, puis les termes de masse.

Commencons donc par la partie cinétique, dont les matrices sont symétriques. Comme
nous cherchons a obtenir des termes de méme forme que les termes non renormalisés, la
diagonalisation mise en oeuvre doit nous conduire & la matrice unité, et non a une matrice
dont les éléments diagonaux soient égaux aux valeurs propres de la matrice initiale. En
conséquence, nous ne pouvons pas suivre simplement la procédure standard. Alors que
celle-ci mettrait en oeuvre, considérant que les matrices des termes cinétiques sont symé-
triques, des matrices unitaires, nous cherchons a "diagonaliser" les matrices des termes
cinétiques par des matrices non unitaires.

Avant d’aller plus loin, penchons-nous sur cette derniére affirmation et montrons que
la contrainte d’aboutir & une matrice unité conduit in fine & des matrices non unitaires,
méme dans le cas d'une diagonalisation standard. En effet, celle-ci s’écrit

A0 ) sl )= ) e

ol la matrice \% 1 _q ) est unitaire et correspond & une rotation de 7. Les termes
cinétiques deviennent alors

1 - 1 _

5(1 + Ay)(d+35)p(d+s)+ 5(1 —Ay)(d—=3)p(d—s). (4.11)

Si nous voulons retrouver une matrice unité, il nous faut normaliser les états par, res-

pectivement, ﬂi - et \/i Ve En définitive, la matrice de mélange apparaissant pour les

termes cinétiques est donc

1 1
L VI+Aq \/P{Ad , (4.12)
V2 -4 V144

et n’est plus unitaire.

Nous cherchons donc des matrices non-unitaires vérifiant

+ 1 —Ad a9yt 1 _Cd
Vd<_Ad . )vd_ﬂ_ud(_cd A (4.13)

En réalité, comme nous travaillons dans le cadre d'un développement perturbatif a I’ordre
d’une boucle, il nous suffit que ces égalités soient satisfaites au premier ordre dans les
paramétres A, et Cy. On peut montrer que cela est réalisé par les matrices Vy et Uy
suivantes :

Y - COS Y14 Sin g
d - —singrg + Agcosprg €osprg + Agsinprg
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Aqg petit < COS L4 Sin Yrq )
- —sin(prg — Ag) cos(pra — Ag) )’
U, _ ( COS Y Rd Sin YRq )
—sin prq + Cqcos ra  €os Prq + Cqsin Qry
Ca petit ( COS P R4 sin YRg )
~ —sin(prg — Cq) cos(pra —Cq) )’

(4.14)

Ces matrices dépendent respectivement des angles arbitraires ¢4 et pgg.
Les termes cinétiques se récrivent alors

’d_}gmL }6 (V})ilvdildjgmL + 1;27”3 ]6 (udT)iludilwng7 (415)
ce qui conduit & définir une nouvelle base d’états

dyr

_ 1 _ P d
XdL = Vd 1"¢2mL = Vd 1Cd01 ( SiL ) y XdR = Ud 1¢2mR = Ud 1Hd01 ( m ) ) (4-16)

SfR

dans laquelle ils retrouvent la forme diagonale habituelle qu’ils avaient avant I'introduction
des contre-termes. Les matrices Cqo et Hgo, déja vues plus haut, sont les deux matrices
intervenant dans la diagonalisation bi-unitaire de la matrice de masse classique. Nous les
choisissons paramétrées de la maniére suivante :

Coo = ( cos by, —sinbyr, ) My = ( cosfyr —sinb,p ) . (4.17)

sin QdL COS HdL sin edR COS GdR

Comme les matrices V; et Uy ne sont pas unitaires, il en est de méme des nouvelles matrices
de mélange Cyg Vy et Hgo U, reliant la base de saveur a la nouvelle base d’états propres de
masse définie par les états xr .

Passons maintenant & la partie du Lagrangien renormalisé relative aux termes de
masse. Dans la nouvelle base d’états propres de masse xr g issue de la diagonalisation
(dans la matrice unité) des termes cinétiques, celle-ci s’écrit de la maniére suivante :

70 mq Dy 0o - i mqg Dg
%mL( B, m, )%m}z—XdL [Vd( B, m. )Ud} XdR (4.18)

Nous diagonalisons cette fois-ci la nouvelle matrice de masse de la maniére standard, par
une transformation bi-unitaire (qui laisse invariants les termes cinétiques diagonaux) :

D
V] {V; < Zﬁd . )ud] Uy = ( H " ) (4.19)

A la suite de cette opération, nous voyons apparaitre une nouvelle base d’états propres de
masse, dans laquelle le Lagrangien renormalisé (incluant les contre-termes de Shabalin) a
une forme diagonale, identique & celle du Lagrangien nu. Cette base, non-orthonormale,
est constituée par les deux vecteurs

_ Ayl e d _ 14 ye1n d
€ =V; 1XdL:Vd 1lecd01 ( SZ )7 Car = Uj 1XdR:Ud 1L{d 1Hd01 ( sj:; >’ (4.20)

reliés a la base des états propres de saveur par les matrices de mélange non-unitaires
CaoVaVy (fermions gauches) et HqoUyU,y (fermions droits).
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Considérons les fermions gauches. Nous paramétrons la matrice unitaire V,; de la maniére

suivante :
. COS Qng sin 92Ld
Vd N ( —sin Qng COS 92Ld ) ’ (421)

d’out nous obtenons

cos(pra + 02r4) sin(prqg + 02r4) )
ViV = . : 4.22
v ( —sin(prq + Oara — Ag) cos(prq + bapa — Ag) (4.22)

puis finalement

cos(pra + bara — Oar)  sin(wra + bara — Oar) )
CioViVy = . 4.23
wrand ( —sin(¢rg + Oara — Oar) cos(pra + Ozpa — Oar) ( )

+Ad — sin GdL COS((,OLd + ‘92Ld) — sin GdL sin(gpLd + (92Ld) (4 24)
cos 041, cos(prg + O2rq)  cosOqr sin(wrg + Oar4) T

L’angle 4 étant arbitraire, nous pouvons 'utiliser pour éliminer 0s74 : g + 0orqg = 0,

ce qui nous permet d’obtenir finalement la matrice de mélange Cy reliant Csif L) a &ar, :
fL
o . COS QdL — Ad sin QdL —sin QdL
Ca = CaVaVa - ( sinfy;, + AgcosO,  cosByr
Ad fvm(lll COS(@dL + Ad) —sin HdL
- sin(HdL + Ad) COS edL
Cette matrice non-unitaire satisfait les relations
C CT -~ 1-— 2Ad sin GdL COS HdL Ad(COS2 HdL — sin2 QdL) (4 25)
d™d ™ Ad(C082 QdL — sin2 edL) 1+ 2Ad sin HdL COS edL ’ '
1 Ay
Cics = < A, 1 ) =YVl (4.26)
L’inverse de cette méme matrice de mélange est donné par
1 cosByr, sin 0,7,
Cd o < —sin QdL — Ad COS QdL COS QdL — Ad sin QdL ) (427)
cos 047, sin 0,47,
~ . . 4.28
( — sm(QdL + Ad) COS(edL + Ad) ) ( )

Nous retrouvons donc exactement la méme forme (aux phases prés) que celle de la ma-
trice de mélange (3.18) vue au chapitre 3, le paramétre perturbatif A, correspondant au
paramétre € de violation de 'unitarité. De méme, le produit

(Cd_l)Tcd_l ~ ( 1+ 2Ad SiH@dL COS GdL Ad(SiHQ QdL — COS2 GdL) ) '

Ad(sin2 GdL — COS2 edL) 1-— 2Ad sin QdL COS QdL

est strictement équivalent a son homologue non perturbatif du chapitre 3 (équation (3.19))
controlant les courants neutres dans la base de saveur (en supposant que ceux-ci s’écrivent
dans la base de masse avec la matrice unité). Nous verrons a la fin de cette section que
le résultat de ’approche perturbative est exactement le méme que celui de 'approche
générale fondée sur des arguments non perturbatifs de Théorie Quantique des Champs :
les courants neutres du Lagrangien renormalisé & une boucle, dans la base de masse
renormalisée (et non la base nue), sont déterminés par la matrice unité, de sorte qu’ils
sont controlés par le produit (Cd_l)TCd_1 dans la base des états propres de saveur.

(4.29)
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4.2.1 Reésumé de la démarche perturbative

Il est bienvenu a ce stade de faire un résumé de la démarche suivie, pour faire res-
sortir plus clairement les étapes par lesquelles nous sommes passés du Lagrangien nu au
Lagrangien effectif renormalisé & une boucle.

Nous partons, a l'ordre de 'arbre - c’est a dire au niveau classique - de deux bases
nues de masse et de saveur, orthonormales et liées entre elles par une matrice de mélange
unitaire.

En passant a I'ordre d’une boucle, les corrections radiatives détruisent I’orthonormalité
de la base des états propres de masse en conférant aux transitions non-diagonales entre
ces états une amplitude non nulle. Nous introduisons alors des contre-termes finis de sorte
d’annuler les termes cinétiques non-diagonaux, et de conserver I’orthonormalité de la base
nue des états propres de masse. Cette opération a pour effet d’altérer la matrice des termes
cinétiques du Lagrangien complété, qui cesse d’étre égale a I'unité, et celle des termes de
masse, qui cesse d’étre diagonale.

La matrice unité est rétablie dans les termes cinétiques au prix d’une transformation
non-unitaire qui définit, & partir de la base nue des états propres de masse, une nouvelle
base d’états x non-orthonormale.

Puis nous exprimons la matrice de masse dans cette nouvelle base y, avant de la
diagonaliser par une transformation bi-unitaire qui ne change pas les termes cinétiques.

Cette derniére étape définit la base des états propres de masse renormalisés &£, obtenue
a partir de la base x par 'une des transformations unitaires intervenant dans la diagona-
lisation. Elle est donc, comme cette derniére, non orthonormale, et se trouve reliée a la
base des états propres de saveur par une matrice de mélange C non unitaire.

L’approche perturbative que nous avons suivie nous conduit donc a retrouver le ré-
sultat dégagé sur la base d’un traitement plus général au chapitre 2, & savoir que les
états propres de masse d'un systéme de fermions non dégénérés ne sont pas orthonor-
maux, et que la matrice de mélange les reliant & la base des états propres de saveur est
par conséquent non unitaire. Dans les deux démarches, ce fait fondamental est établi
comme la conséquence des corrections radiatives, en particulier la self-énergie, apparais-
sant en Théorie Quantique des Champs. Notre premiére argumentation, sans rentrer dans
le détail du calcul perturbatif, remarque simplement que les corrections radiatives en-
trainent une dépendance dans I'impulsion des objets physiques comme le propagateur ou
la matrice de masse, qui conjuguée a la différence des masses de particules entraine la non-
orthonormalité de la base de masse. De maniére différente, ’approche perturbative permet
de retrouver ce résultat en examinant de maniére détaillée les corrections radiatives et la
renormalisation du Lagrangien & une boucle.

4.3 Courants chargés et matrice de Cabibbo renorma-
lisée

Ayant obtenu dans le canal (d, s) la forme de la matrice de mélange non unitaire reliant
la base de saveur & la base non orthonormale des états propres de masse renormalisés, nous
nous proposons dans cette partie de calculer la forme prise par la matrice de Cabibbo dans
le Lagrangien renormalisé a une boucle. Nous verrons que le raisonnement juste, prenant
en compte la totalité du Lagrangien tel que déterminé par U'invariance de jauge SU(2),
nous permet de retrouver une matrice de Cabibbo renormalisée qui reste unitaire.
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4.3.1 Calcul naif et matrice de Cabibbo non unitaire

Il est possible de suivre la méme démarche que ci-dessus pour le canal (u, c), en consi-
dérant des transitions non-diagonales entre les états u,, et c,,. Nous obtenons alors une
forme semblable pour la matrice de mélange :

c v gl < cos(0, + Ay) —sinb,y )

sin(f,r + Ay)  cosb,r (4.30)

ou A, est le correspondant du paramétre A, vu précédemment. Nous pouvons en déduire
immeédiatement la matrice de Cabibbo exprimée dans la nouvelle base &, et &, des états
propres de masse renormalisés :

c = cic,
. COS(@dL — 9uL> — (Ad — Au) sin(QdL — euL) — sin(HdL — QuL) + Au COS(@dL — 9uL>
o sin(QdL — 0uL> + Ad COS(@dL — guL) COS(@dL — QuL)
-~ COS <9dL - 9uL + (Ad — Au)) — sin(GdL — HuL — Au) .
~ SiIl(@dL - '9uL + Ad) COS(QdL — 9uL> ’

Celle-ci n’est pas unitaire, quelles que soient les valeurs des paramétres A, et Ag.

4.3.2 Symétrie de jauge et hermiticité, ou comment retrouver une
matrice de Cabibbo unitaire

En effet, du fait de 'invariance de jauge SU(2)y, les termes cinétiques en p sont asso-
ciés, a l'intérieur de la dérivée covariante, aux couplages des fermions avec les champs de
jauge de I'interaction faible. Il en résulte que les contre-termes de Shabalin introduits pour
la partie cinétique, ajoutant des composantes non-diagonales aux matrices présentes dans
cette partie du Lagrangien, s’appliquent de facto simultanément aux termes d’interaction.
En écrivant les termes cinétiques sous leur forme symétrique! Tow= L(Tov—(99)0),
le Lagrangien incluant ces contre-termes hérite donc de la forme suivante dans 1'espace
des états propres de masse :

L—(a, &, &, &, ) (AWQ%(W:{A,T+}+W;{A,T-})

0

umL
9 ar —sn2e,Q)) | e | s
cosf, " A1,
S(r)nL
avec
1 —A,
A, 1
A= | (4.33)
T

P () ()it )

Voir & ce sujet le paragraphe 8.1.1.

)

(4.31)
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sont les générateurs du groupe de jauge SU(2)y, et

Q= ( el =y ) (4.35)

est I'opérateur de charge pour les quarks. Il est aisé de vérifier que le Lagrangien (4.32) est
hermitien. La matrice Cy est la matrice de Cabibbo classique, définie comme Cy = Clo Cao-
Les matrices de mélange classiques C,o et Cqo pour les secteurs u et d sont paramétrées,
comme en (4.17) :

Ouar —sinby 4

sin eu,d;L COS eu,d;L
Les courants chargés s’écrivent alors sous la forme
n 9 Wi (a, &,)C dy, +wy (4, S0, )C Upnr, (4.37)
Y \/5 o UL CmL S(r)nL o mL  SmL anL ) .

ol

C = % K _ZU _f“ )CO+C0( —ild _fd M (4.38)

est la matrice de Cabibbo dans la base des états propres de masse nus. Cette derniére
s’écrit dans la base des états propres de masse renormalisés

1 —A, 1 —A
(T Jare( L, )

VIVE(VD) o + oV V) Vava

—_

g

=
<,

¢:

N~ N~ DN

(Vv ieovava+ VIVICvh)Va) (4.39)

En tenant compte de Pégalité Co = ClCao = (V1)1 (V) [CIC4V; V5, nous en dédui-
sons I'expression suivante :

1
¢ =5 (VIve ) v eled +[eledv v v ) . (aa0)

. - . _ in 2 — 2
Puis en utilisant la relation V, }(V! )=" =14 4,4 ( :(I)ISI 2£L"’Ld (;(1)1: 2£L"’Ld ) , NOus
’ ’ - Lu,Ld — Lu,Ld

obtenons le résultat intermédiaire :

1 sin Q(QOLU + ‘92Lu) — COS 2(90Lu + 92Lu)
= Cleg+ - !
¢ CuCat 2 {Au ( —c082(pry + baru) —sin2(ery + O2r4) CuCa

1 sin 2(80Ld + 92Ld) — COS Q(SOLd + eng)
+44 CiCa ( —c082(prg + O2rq) —sin2(¢rg + Oarq) (4.41)

Finalement, en choisissant comme précédemment ¢, + 6ar, = 0 = prq + Oar4, nOUS
pouvons déduire :

1
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1 ( _<Ad — Au) sin(@dL — GUL) (Ad + Au) COS(QdL - euL) >

_ cic,— - .
2 (Ad + Au) COS(@dL — 9uL> (Ad — Au) s1n(9dL — HuL)

- COS(QdL — 0uL> — sin(@dL — guL)
sin(far, — Our)  cos(bar, — bur)

—|—%(Ad _ Au) ( — sin(QdL — 9uL) — cos(GdL — HUL) )

cos(@dL — 9uL) — Sin(edL - euL)

( cos QE Slﬂ@f ) ' (4.42)

—sinf,. cosf,

Q

ou l'angle 0. est donné par
~ 1
95 = guL — QdL + §(Au — Ad) (443)

Ainsi, nous avons montré qu’en raison de la symétrie de jauge SU(2);, du Lagrangien, la
matrice de Cabibbo apparaissant dans les courants chargés des états propres de masse
renormalisés ne s’exprime plus comme le simple produit C!Cy, mais se définit de maniére
plus compliquée a priori. Elle peut néanmoins se ramener, au premier ordre dans les
paramétres A, et Ay, & une matrice de rotation ipso facto unitaire. L’angle de Cabibbo
"renormalisé" qui la paramétre dévie de sa valeur standard 6, — 0,7, par la petite variation
%(Ad — A,) dépendant des paramétres du développement perturbatif.

4.3.3 Conclusion : courants neutres dans la base des états propres
de masse renormalisés

Pour conclure, tournons-nous vers les courants neutres. Leur expression dans la base
des états propres de masse nus est donnée par le Lagrangien (4.32) :

p_9 o 1_2 in2 m =0 1 — Ay u(r]nL
7 cosQwZ“ <(2 3 oM bu) (s Cnr ) -4, 1 A

11 o 1A\ (&
+(_§‘|—§Sln20w)(d2nL S?nL)(_Ad 1d)( 0L>)- (4.44)

SmL

Aprés diagonalisation, ils s’écrivent simplement dans la base non orthonormale des états
propres de masse renormalisés

b= VoVt (U ) et g = vyt (e (4.45)
u,L — Vy u CO d,L — Vq d 50 .

mL mL

sous la forme suivante :

v 9 o 2 9, 5 10
Y COSQwZ“ <(2 381H ew)gu,L O 1 Su,L

+ (—% + % sin® 0,,) a1 ( é (1] ) fd,L) . (4.46)

Alinsi, a4 une boucle, le Lagrangien des courants neutres dans la base des états propres de
masse renormalisés est déterminé par la matrice unité. De I'étude des courants chargés
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et neutres, nous déduisons donc que les générateurs du groupe de jauge SU(2), dans la
base des états propres de masse renormalisés sont donnés par

P )it e

L’unitarité de la matrice de Cabibbo renormalisée €, montrée dans le paragraphe pré-
cédent, garantit la fermeture de ’algébre : [T*, T*] = 2T37 et assure ainsi que ces trois
matrices forment bien une représentation du groupe de jauge SU(2)y.

I’approche perturbative suivie dans cette partie apparait donc pleinement cohérente
en elle-méme comme avec 'approche "générale" développée dans les chapitres précédents.
Elle aboutit par un autre chemin au méme résultat fondamental, qui sert de fondement
a notre étude des angles de mélange des quarks et des leptons : en Théorie Quantique
des Champs, les courants neutres sont controlés, dans la base des états propres de masse
renormalisés, par la matrice unité. En revanche ils sont déterminés, dans la base des états
propres de saveur, par le produit (C71)TC~! ot C est la matrice de mélange non-unitaire
reliant les deux bases.



Chapitre 5

Symétries, angles de mélange et
matrices de masse

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux transformations sur les états propres de
saveur, en cherchant tout d’abord a mettre en évidence la présence de symétries reliées
a la structure particuliére de la déviation de 'unitarité de la matrice de mélange dans
les courants neutres qui se trouve réalisée dans la nature, comme nous 1’avons montré au
chapitre 3, par les angles de mélange des quarks et des leptons. Puis nous proposons une
premiére ébauche de réflexion pour établir des liens entre notre démarche et les approches
les plus communément suivies pour rendre compte des angles de mélange observés dans
la nature, fondées la plupart du temps sur la matrice de mélange. Enfin nous considé-
rons les transformations unitaires sur les fermions de saveur dans le cadre de I'approche
perturbative exposée au chapitre précédent, et nous montrons qu’il est toujours possible
d’aligner dans I'un deux secteurs (i.e. quarks de type u ou d, neutrinos ou leptons char-
gés) la base de masse sur la base de saveur, tout en préservant la structure des courants
chargés, ce qui nous permet de conclure par 1a notre discussion sur les différentes bases
d’états propres (initiée au chapitre 1 et continuée au chapitre 3) en retrouvant le point de
vue communément admis et mis en oeuvre dans le Modéle Standard.

Nous nous limiterons dans tout le chapitre au cas de deux générations, pour lequel les
motifs de symétrie sont plus évidents.

5.1 Symétrie horizontale

La démarche que nous avons suivie nous a conduit a des configurations d’angles de
mélange reproduisant avec une grande fidélité celles mesurées expérimentalement pour
les quarks et les leptons. Elle se fonde sur une structure particuliére des courants neutres
liée & la déviation de I'unitarité des matrices de mélange, qui confére a ces derniéres une
forme bien précise pouvant s’interpréter en termes de symétries horizontales, reliant dans
les différentes familles les particules de méme isospin SU(2) (ou, ce qui est équivalent, de
méme charge électromagnétique).

Considérons pour fixer les idées le courant neutre reliant les quarks d et s. Comme
nous l'avons vu, celui-ci est déterminé par le produit (C1)'C~1, ot C est la matrice de
mélange 2 X 2 des quarks de type d dans le cas de deux familles.

Lorsque C dévie de I'unitarité, le Lagrangien des courants neutres s’écrit de la maniére
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la plus générale dans la base des états propres de saveur

= Zy [adpyds + B5py"sy + 8 dpy"sy + (50" dy] (5.1)
2cosf, "

avec a # et § # 0 # ( exprimant respectivement la violation de 'universalité et la
présence de courants neutres changeant la saveur. Or la propriété "maitresse" que nous
avons mise en évidence au chapitre 3, comme jouant un role majeur dans la physique des
angles de mélange, caractérise les conséquences de la déviation de la matrice de mélange
par rapport a 'unitarité au niveau des courants neutres. Elle consiste dans I’égalité des
déviations des courants neutres par rapport & 'universalité et a 'absence de courants
changeant la saveur, et se traduit dans le Lagrangien (5.1) par la relation suivante entre
les coefficients

d=(==x(a—p) (5.2)

qui entraine

9 ) = 7 _
EZQmw‘%&M”“”+ﬁﬁwﬁdﬂa—@dw%ﬂﬂa—mswwﬂ. (5.3)

Ce Lagrangien peut se réécrire sous la forme

dpy'dy + 557" sy
2

deytdy — 5" -
ﬂ:(&—ﬁ)( i Ak it} Sf+df’y”8f+8f’)/ﬂdf)}

g 0
= Z
2cosf, " (r+0)

2

faisant apparaitre, dans le second terme, les trois composantes du triplet de courants

[ (duAdim — 5V Sm) » dmVr Sms Sy dy] dont les charges générent un groupe SU(2).

Grace a lindétermination en signe (+) du terme en (o — ) dans (5.3), la propriété
caractéristique (5.2) de ce Lagrangien est invariante sous la permutation Sy : d — s,s — d
qui se confond a deux dimensions avec le centre du groupe SU(2) qui lui est sous-jacent. Le
Lagrangien lui-méme n’est cependant pas invariant, et a ce titre le groupe S5 ne constitue
pas un groupe de symétrie.

Nous avons montré par ailleurs que la matrice de mélange était paramétrée au voisinage
de l'unitarité par 0 = 0 + ¢, c’est a dire

1y cos 0/ sin 0 - cos 0 sin ¢
€)= ( —sin(f +¢€) cos(f + ¢) ) N ( —sinf —ecosf cosf —esinf ) (5:4)

Le courant neutre résultant présente par conséquent la structure suivante
CHIO) CTHO) = 1+ 2 T.(0), (5.5)

ou la matrice T,(0) est donnée par

1 sin20 — cos 260
T.(0) = 5 ( —cos20 —sin20 ) ' (5.6)

Quelle que soit la valeur de I'angle 6, la transformation unitaire sur les états fermioniques

Qg(a, b) = ¢! @+vT=0) (5.7)
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ol a et b sont des paramétres complexes arbitraires, satisfait la relation

Qy(a,) (€ (O)C(8)] QY(a.b) = (€)' (B)C(6). (5.8)
Elle laisse de ce fait invariant le Lagrangien des courants neutres
g 0, —1\fp—1
L= sosarans(ehie)y, (5.9)
9 w7047, «Q ﬁ -
= Z, Uy, 1
2C089w,y K f(ﬁ—a o] ) f (5.10)

Pour un angle 6 donné quelconque, I'ensemble des transformations y(a,b), ou a et b
décrivent 'ensemble des nombres complexes, forme de maniére évidente un groupe :

QQ(CLJ)) Qg(&/,b/) = Qg(a—l—a/,b—i—b/). (5.11)

Ce groupe est le groupe horizontal de symétrie du Lagrangien des courants neutres para-
métrés par I'angle 6 dans la base des états propres de saveur.

Les courants conservés correspondants sont obtenus a partir du Lagrangien total ajou-
tant, a celui des courants neutres précédent, la partie cinétique i ¥ o,

oL
JH=—— U, 5.12
oo, (5:12)

Ils s’écrivent respectivement W 44 W, et W4T (0) W}, et s’identifient donc naturellement
aux courants physiques de I'interaction électrofaible : courant électromagnétique et cou-
rant neutre.

Par ailleurs, dans la base des vecteurs propres de €2

L —v1 +sin 20 i /1 — sin 260
V2 v/1 —sin 26 V2 \ V14sin20 )7

la matrice 7'(¢) prend la forme diagonale

A= ( L . ) =27°. (5.14)

et la transformation horizontale Qy(a, b) devient

(5.13)

Qy(a,b) = @), (5.15)

c’est & dire, & une phase arbitraire prés, une transformation U(1) par I'un des générateurs,
T3, de la symétrie SU(2) mise en évidence plus haut dans le triplet de courants neutres
du canal (d, s).

Pour finir, nous avons vu que le groupe des transformations (5.7) constitue un groupe
de symétrie du Lagrangien des courants neutres dans la base de saveur, et ce, quelle que
soit la valeur de I'angle 6 paramétrant la matrice de mélange. Or la propriété maitresse
régissant les angles de mélange impose une structure particuliére a la matrice de mélange
et donc aux courants neutres, qui transparait dans le lagrangien (5.3) vu plus haut :

(C_l)TCﬂ:(ﬁga ﬁga):a;ﬁﬂju(l;ﬁ\/gﬂ (5.16)
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ou T = \/Lg é _21
a la condition cos(26)) = 2sin(20), c’est a dire tan(20) = 1/2, qui n’est autre que la
relation vérifiée avec une grande précision par I’angle de Cabibbo. Par conséquent, a deux
dimensions, le groupe de symétrie du Lagrangien des courants neutres effectivement réalisé
dans la nature est le groupe des transformations €y, paramétré par ’angle de Cabibbo.

. En fonction du paramétrage (5.4), la structure (5.16) équivaut

5.2 Angles de mélange et matrices de masse

La démarche que nous avons adoptée permet d’obtenir une détermination des angles
de mélange a partir de propriétés physiques des courants neutres dans la base de saveur;
elle est en cela originale et totalement indépendante de la plupart des approches phéno-
ménologiques actuellement suivies pour rendre compte des angles de mélange déterminés
a partir de I'expérience, qui toutes reposent sur la recherche de "textures" pour la matrice
de masse des quarks ou des neutrinos, c’est-a-dire de configurations particuliéres de ces
derniéres susceptibles de faire apparaitre les angles de mélange mesurés par I'expérience
(voir par exemple [6, 7, 8, 9] et les références internes). La recherche de ces textures est
lice & celle de symétries de saveur parmi les quarks ou les leptons, dont elles constituent
I'expression au niveau de la matrice de masse (c’est le cas notamment de la symétrie
de permutation S3 pour les leptons qui peut faire émerger le mélange tri-bimaximal, cf.
[35, 36, 37, 38| et les références internes). Or, ce type d’approche fondée sur la matrice de
masse souffre de plusieurs défauts : d’une part, une matrice de masse unique et constante
n’est pas pertinente pour décrire les systéme couplés non dégénérés en TQC [11]; d’autre
part, les textures ne sont pas stables sous des transformations unitaires des fermions, et ne
peuvent de ce fait représenter de véritables propriétés physiques des systémes considérés
[12].

Il doit néanmoins exister des ponts entre notre étude sur les courants neutres et les
travaux fondés sur les matrices de masse. En effet, la matrice de mélange C présente
dans les courants neutres sous la forme du produit (C~1)'C~! n’est autre que la matrice
diagonalisant la matrice de masse, c’est a dire la matrice constituée des vecteurs propres
de cette derniére. Il est deés lors légitime de chercher d’éventuelles relations entre les angles
de mélange déterminés via notre procédure et la matrice de masse. La question se pose
en ces termes : dans quelle mesure des contraintes sur les matrices de mélange, telles
que celles que nous avons pu mettre en évidence dans les courants neutres, peuvent-elles
engendrer des contraintes sur la matrice de masse qu’elles diagonalisent ?

Sans prétendre apporter a cette question de réponse exhaustive, nous montrons dans
ce paragraphe qu’il est possible d’établir un lien entre une matrice de masse constante
symétrique et les courants neutres au voisinage de 'unitarité de la matrice de mélange,
en faisant apparaitre de nouveau un groupe de symétrie SU(2) de saveur sous-jacent.

5.2.1 Rappels sur la matrice de masse en Théorie Quantique des
Champs

En Théorie Quantique des Champs, pour un systéme de fermions couplés non dégé-
nérés, travailler avec une matrice de masse unique ne peut étre qu’'une approximation, au
méme titre qu’'une matrice de mélange unitaire.

Comme nous 'avons vu au chapitre 2, la TQC impose de travailler avec une matrice
de masse renormalisée dépendant de ’échelle en énergie p considérée. Celle-ci est définie
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a partir du propagateur complet, incluant a tous les ordres les corrections radiatives dues
a Pauto-énergie 3(p) :

T h—mo-S(p)  p- M(p)

c’est & dire M(p) = mo + X(p) (mg étant la masse nue). Les valeurs propres de M sont
les masses physiques p;, c’est a dire les poles du propagateur complet S(p). Elles sont
solutions de I’équation

S(p)

(5.17)

det (p — M(p)) =0 (5.18)

Pour une masse p; donnée quelconque, M (p;) admet un systéme de n vecteurs propres
orthonormés. L’'un de ceux-ci correspond a la masse physique p;, tandis que les n — 1
autres sont des états non physiques. Les états propres de masse appartiennent donc a
des bases orthonormales différentes, et ne forment pas eux-mémes, en général, une base
orthonormale.

Ainsi, pour décrire un systéme de n particules non-dégénérées, n matrices de masses
distinctes sont nécessaires, comme cela avait déja été établi pour les bosons dans le cadre
d’une étude des systémes binaires de mésons neutres [4, 11]. Une matrice de masse unique
et constante ne peut étre qu'une approximation limitée pour un traitement rigoureux en

TQC.
5.2.2 Matrice de masse et courants neutres

Aprés cette mise en garde, nous commencons par nous placer dans 'approximation sus-
mentionnée et considérons un systéme binaire pourvu d’une matrice de masse symétrique

réelle M = ( CCL Z ), de valeurs propres my et moy. Cette matrice peut s’écrire sous la
forme
Am [ cos?20 sin 260 my + me
M_m+7(51n29 —C0820>, —T, Am—ml—mg, (519)

ol 'angle # est obtenu a la suite de la diagonalisation de M, par

2c

tan 20 = .
an —

(5.20)

Remarquons tout d’abord qu’il est possible d’ajouter a la matrice de masse une matrice
constante k1, ol k est un paramétre quelconque, sans changer Am ni 'angle de mélange
0 : on voit ainsi qu’a un angle de mélange donné peuvent étre associées une infinité de
matrices de masse distinctes. Essayons de caractériser I’ensemble de ces matrices, c’est a
dire I’ensemble des matrices du type défini plus haut (symétriques réelles) pour lesquelles

% = u, pour u une constante réelle quelconque. Ces matrices sont de la forme

Ou) = | u = N (5.21)

u

a §(a—b) a+b a—b(l u)
+

E(a—b) b 2 2

et forment, pour un v donné quelconque, un groupe abélien réel dont deux représentants

1
particuliers sont 1 et 7 (u) = ——— ( Lo ), avec T2(u) = 1.

VItuz \ v —1
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D’autre part, nous avons montré dans les chapitres précédents (équations (3.19) et
(4.29)) que la déviation de la matrice de mélange par rapport a l'unitarité entrainait,
dans un voisinage du cas unitaire :

sin20 — cos 20 > . (5.22)

B
()i 1_€<—COS29 —sin 20

Nous pouvons en déduire une relation trés simple entre le courant neutre (controlé par le
produit (C~1)TC~1) et la matrice de masse M :

(Cc—Hict-1 M —m m

> () = (0. (5.23)

Considérons maintenant les trois générateurs 2 x 2 hermitiens

1 1 1 w 1 /0 —i 1 1 u —1
m =y (0 ) 303 (0 0) s (4 )
(5.24)
Ceux-ci satisfont les relations de commutation [7;,7;] = i€;;17y, et forment donc une
représentation de l'algébre de Lie du groupe SU(2), définie de maniére continue par le
paramétre u. Ils sont reliés aux générateurs standards %O’i,i =1, 2,3 par les relations

L(U) _ 1 u 1 %0'1 B
(7)) - == ) (1) -- (5.25)
et se raménent a ces derniers dans la limite u — +ooc.

En choisissant le paramétrage u = tan(26) :

1/ cos20 sin26 1/0 —i 1 sin20 —cos20
7;”(9)_§(s,ir129 —cos20>’7;(9)_§(i 0 )’TZ(G)_§<—00829 —sin29)’
(5.26)

nous pouvons écrire de maniére trés simple les termes de masse et de courants neutres en
fonction des générateurs précédents :

M =m + AmT,(0) (5.27)
(CHIC™! =1+ 2¢T.(0). (5.28)

Le générateur 7, génére la transformation de rotation

2T, _ N cosy sing
e cos ¢ + 207, sin ¢ (—singp cos 5 (5.29)

qui transforme 7, et 7, I'un dans 'autre de la maniére suivante :

621'50’2; ,];(6) 6721'907;, _ Ccos @ sin ¥ 7;3<9) — 7;(9 - QD) (5 30)
7.(0) —sing cosg 7.(9) T.0—-¢) ) '
En particulier, pour ¢ = 7, e’z tourne les fermions de 7 et échange les deux générateurs :

To(u) = =T.(u), T-(u) — To(u).
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5.3 Transformations unitaires des fermions de saveur

Nous avons mentionné en ouverture de la partie précédente que les textures des ma-
trices de masse présentaient l'inconvénient majeur d’étre instables sous des transforma-
tions unitaires des champs fermioniques. Nous nous proposons maintenant d’étudier la
stabilité de la démarche perturbative exposée au chapitre précédent sous ces mémes trans-
formations. Bien que celles-ci ne constituent pas des symétries du Lagrangien, elles laissent
invariante la procédure de renormalisation a l'aide des contre-termes de Shabalin, ainsi
que la valeur de 'angle de Cabibbo qui en constitue 'aboutissement.

5.3.1 Transformations unitaires générales

Nous appliquons aux quarks de type u et de type d deux transformations unitaires
arbitraires et distinctes €2, et € :

! /
I T B L A (5.31)
StL SfL Crr CfL

Sous ces transformations, les couplages de Yukawa du Lagrangien prennent la forme

: d _ _
(de SfL)Md<S;§>+(UfL CfL)Mu(Z;j:)

- d U
=(d., 3., \Q,M fR>+ a,., & QuMu( fR) 5.32
(50 ) s (0 ) (i 5 ) 200 ((20) G

Les matrices de masses classiques des canaux (u, ¢) et (d, s) sont donc multipliées & gauche
respectivement par 2, et 4. Il en est de méme des matrices de mélange qui diagonalisent
les précédentes : celles-ci deviennent éuO = Q,C.o et édo = 4Cq0. En conséquence la base
des états propres de masse classiques n’est pas affectée par la transformation, mais elle
est reliée a la base de saveur transformée par les nouvelles matrices de mélange :

dy L 7 , / d
m =C fL :CT QT fL :CJr FL 5.33
(S%L) do(srfL) do*“d S/fL do SiL ( )
0 . / /
()= (b )=l () =cl () s
mL fL fL L

Comme notre approche perturbative est construite a partir du Lagrangien exprimé dans la
base des états propres de masse, elle demeure par conséquent entiérement inchangée sous
les transformations unitaires (5.31) des états propres de saveur. A l'instar des états clas-
siques, les états propres de masse renormalisés restent les mémes, et seule est transformée
la matrice qui les relie a la nouvelle base de saveur :

-1 d(r)nL -1, Of d/fL —1,t de

XdL:Vd SOL :Vd CdOQd S;”L :Vd CdO SL (5-35)
—1yy—1 d9nL —1yy=1p1 Of ,fL —1yy—1p7 de

&ar :Vd Vd SOL = Vd Vd CdOQd S}L :V:i Vd CdO SfL (5-36)

En conclusion, 'angle de Cabibbo obtenu par 'approche perturbative que nous avons
exposée dans le chapitre précédent est bien une grandeur physique invariante sous les
transformations unitaires des états propres de saveur.
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Examinons maintenant les conséquences de ces transformations sur la structure du
Lagrangien. Il est utile d’exprimer dans cette perspective une transformation unitaire
générale () dans la base constituée par les générateurs du groupe U(2) que sont 1, 7,.(6),
7,(0) et T.(0) pour n’importe quelle valeur de 'angle 6, en particulier 6, et 6, :

Q) = i(at+BTo(0)+5y Ty (0)+B:T-(9)) (5.37)

D’autre part, les termes de courants neutres (5.28) et de masse (5.27) du Lagrangien sont
déterminés respectivement par les matrices 7, et 7. Nous avons déja montré, dans la
section (5.1), que les premiers étaient invariants sous la transformation particuliére €2, =

e @tB:7:(9) - on montre de maniére strictement paralléle que les seconds sont invariants
sous Q, = elltB:T(9))

Sous la transformation la plus générale (5.37) des champs fermioniques de saveur, les
deux termes deviennent

OO0 ~ T, (e - %) T,

Q0T ~ T( —%) + 5.7, (5.38)

De méme, il est possible d’exprimer, au premier ordre dans les paramétres A, et Ay, les
courants chargés dans la base des états propres de saveur en fonction de la matrice 7 :
en faisant usage des relations

e (1) el= 2o+ o), (539

Ca < ) L ) C,t = —2T.(04) + o(Ay), (5.40)

nous pouvons déduire de la premiére ligne de (4.42)
= _ _ A, _ 1 Aqg 1 _ d
Eur®6r = (g o) [1 - 5en” ( 1 >Cl - 7@( 1 )Cd 1} V“( st )

= (@ & ) [1+ ATo(0.) + AdT(04)] 7" ( ‘jjjj ) : (5.41)

Les courants chargés dans la base des états propres de saveur transformés deviennent par
conséquent

SfL

4
. ; .
_iﬂg Q<2<9u - 0d)> — Z% R(2(0, — Qd)) T z%)

d
(apr ¢ ) Q1+ AT(0,) + AdT.(04)) QE( e ) ~ (ap ) [QuQL

u d
+A, <i(a” —a)T(04) + 7. <9d — %) + %ﬁi 7,

102 Q20— 0a)) + i B0~ 2)) - —d)} ( o ) - (5:42)

SfL
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avec Q(6) — ( sinf cosé > ot R(6) = < cosf) —sinf )

—cosf sinf sin 6 cos 6

Ainsi, il apparait clairement que tous les termes du Lagrangien, ¢’est-a-dire les termes
de masse, les courants neutres et les courants chargés, voient leur structure profondément
modifiée sous des transformations unitaires générales indépendantes dans chaque secteur.
Ce changement correspond a une brisure forte de la symétrie de saveur SU(2) x U(1).

En conclusion, si les grandeurs physiques demeurent invariantes sous des transfor-
mations unitaires arbitraires sur les fermions de saveur gauches, ces transformations ne
constituent pas pour autant des symétries du Lagrangien. Ceci peut se comprendre comme
la conséquence de la non-dégénérescence du systéme considéré. Nous savons que la diffé-
rence de masse entre les fermions est intimement reliée au défaut d’unitarité de leur ma-
trice de mélange. C’est seulement dans le cas particulier ot ces deux grandeurs s’annulent
simultanément, que les termes de masse et de courants neutres du Lagrangien, devenant
I'un comme 'autre égaux a l'identité, apparaissent de maniére triviale invariants sous les
transformations unitaires des fermions de saveur. La levée de la dégénérescence a pour
conséquence directe de briser la symétrie correspondant a l'invariance du Lagrangien sous
ces transformations.

5.3.2 Rotations de saveur

Il est pertinent de considérer plus précisément les transformations unitaires particu-
liéres que sont les rotations de saveur :

! .
( A ) — R, ( drz ) R, =T = ( e ) , (5.43)
fL fL @ COos
u’ u : costt sind
fL ) _ /L _ 20T, _
( A ) Rﬁ( crr ) , fy=e ( —sind cosv ) ' (5.44)

Comme nous 'avons vu dans le cas général, les rotations de saveur ne modifient pas la
base des états propres de masse, mais la matrice de mélange reliant cette derniére a la
base transformée des états propres de saveur : éu(] = RyC,p et éd() = R,Cqo pour les quarks
de type u et d respectivement. Dans le cas particulier des rotations, nous pouvons écrire
la forme explicite de ces nouvelles matrices de mélange :

()= (oot i) () om
()= (oot im0t Y () g

Ces expressions simples montrent qu’il est possible, pour des angles ¢ et ¥ choisis égaux
respectivement a 0, et 6,, de se ramener & de matrices de mélange égales a l'identité 1,
c’est a dire d’aligner, indépendamment dans les deux secteurs, les états propres de saveur
sur les états propres de masse classiques, non renormalisés.

Considérons d’autre part effet des rotations (5.43) et (5.44) sur la structure du La-
grangien. L’équation (5.30) montre que ces derniéres préservent la relation entre les termes
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de masse et les courants neutres, en les faisant tourner contintiment 'un dans I'autre
comme un doublet de SU(2) :

rIOR = (g _ ) w00 ) =m0 G
RIOR = _imdo 5 “amatp_g) ) =T 6

Les courants chargés (5.41) dans la base des états propres de saveur deviennent quant a
eux

( ﬂ,fL E/fL ) Rﬂ []1+ AuTz(eu) +félclj—vz(edﬂ RI@ ’Vu ( SiL )
L

~ (e ) [0 )

ot (-5 i (o0 29| ().

fL

cos(¥ —¢)  sin(d — @)

—sin(d — ¢) cos(V — )
modification de la structure des courants chargés. Ces derniers ne se projettent plus sur la
seule base constituée de 1 et 7_, sauf si les angles ¢ et 9 sont égaux, auquel cas I'identité
1 est bien conservée.

Ainsi, bien que des rotations de saveur indépendantes dans les deux canaux (u,c)
et (d,s) ne changent pas la grandeur physique que constitue I'angle de Cabibbo, elles
modifient néanmoins les différentes parties du Lagrangien. A ce titre, elles ne peuvent
constituer des symétries de ce dernier.

Le changement du premier terme de 1 en ( ) correspond a une

5.3.3 Alignement des états propres de saveur et de masse

L’approche perturbative permet de montrer qu’il est toujours possible d’aligner les
états propres de saveur et de masse classiques par des rotations indépendantes dans chacun
des deux secteurs, tout en préservant les grandeurs physiques telles 'angle de Cabibbo
dans le cas de deux générations de quarks. Les angles de mélange paramétrant les matrices
de mélange dans chaque secteur n’ont donc pas de réelle signification physique, mais les
seuls angles de mélange physiquement pertinents sont ceux apparaissant dans la matrice
KK, (K] K, pour les leptons) controlant les courants chargés.

D’autre part, seule une rotation commune des deux secteurs permet de préserver la
structure des courants chargés dans la base des états propres de saveur. En faisant de la
sorte, il n’est possible d’aligner les états propres de saveur sur ceux de masse que dans
un seul des deux secteurs. L’angle de mélange du secteur non aligné coincide alors avec
Iangle de mélange physique qui se rencontre dans les courants chargés.

Au terme de notre travail, nous retrouvons donc le point de vue standard selon lequel
il est toujours possible d’aligner masse et saveur dans I'un des deux secteurs, en le fondant
sur les considérations d’invariance des courants chargés sous des rotations unitaires des
fermions de saveur.



Conclusion

La ligne directrice fondamentale de la premiére partie de notre travail de thése a été la
non-unitarité de la matrice reliant, pour un systéme de fermions couplés non-dégénérés, la
base des états propres de masse (dont chacun est défini a une valeur particuliére de 1'im-
pulsion p) & celle des états propres d’interaction (ou états propres de saveur). Nous avons
défini cette matrice comme la matrice de mélange du systéme fermionique étudié. Nous
avons montré que les valeurs des angles de mélange des quarks comme des leptons me-
surées expérimentalement réalisent une méme structure particuliére des courants neutres
dans la base de saveur, occasionnée par la déviation de la matrice de mélange par rapport
a P'unitarité ; cette structure étant définie par 1’égalité des violations de I'universalité dans
les courants neutres et de 'absence des courants neutres changeant la saveur. L’approche
ainsi suivie se situe dans le strict cadre théorique du Modéle Standard (élargi de maniére
minimale pour tenir compte du caractére massif des neutrinos), sans faire appel a ce que
I'on regroupe actuellement sous le terme de "nouvelle physique", comme la supersymé-
trie, les théories grand-unifiées (GUT) ou encore les dimensions supplémentaires. Elle offre
de plus un traitement unifié des quarks et des leptons, non parce que leurs matrices de
masses présentent la méme texture, comme cela a pu étre proposé dans la littérature (cf.
par exemple [40]), mais parce que leurs angles de mélange satisfont la méme condition
physique au niveau des courants neutres.

Partant de la non-unitarité de la matrice de mélange établie par des arguments gé-
néraux de Théorie Quantique des Champs pour un systéme non-dégénéré de fermions
couplés, nous avons considéré d’abord a deux dimensions un voisinage du cas unitaire
standard défini par un angle de mélange unique et un petit paramétre de déviation de
I'unitarité. Dans ce voisinage, les courants neutres dans la base des états propres de saveur
dévient, au premier ordre dans le paramétre précédent, de la matrice identité, mais nous
avons montré que la contrainte d’égalité des violations de I'universalité dans les courants
neutres et de 'absence des courants neutres changeant la saveur était satisfaite de maniére
précise par 'angle de Cabibbo physique des quarks. Puis en suivant la méme démarche
dans le cas de trois familles, nous avons montré que la structure des courants neutres dans
la base des états propres de saveur au voisinage de 'unitarité correspondant a cette méme
contrainte, était également réalisée avec une trés bonne approximation par les configura-
tions des angles de mélange observées dans la nature aussi bien pour les quarks que pour
les leptons.

Nous avons étudié ensuite un exemple précis de calcul perturbatif dans le cas de deux
familles, permettant de mettre en évidence le lien entre la non-unitarité de la matrice
de mélange et les corrections radiatives apparaissant a ’ordre d’une boucle. Nous avons
montré que la suppression de certaines transitions non-diagonales a une boucle entre
états propres de masse est réalisée par I'ajout de contre-termes au Lagrangien, dont la
diagonalisation subséquente entraine l'apparition d’une base non orthonormale d’états
propres de masse renormalisés. La matrice de mélange reliant cette derniére présente la
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méme forme que celle déterminée au chapitre 3 au voisinage de 'unitarité, le parameétre
de déviation étant ici donné par le coefficient du contre-terme de Shabalin. L’invariance
de jauge garantit cependant 'unitarité de la matrice de Cabibbo apparaissant dans les
courants chargés exprimés dans la base de masse renormalisée.

Nous avons étudié pour finir les symétries en jeu dans notre démarche. Alors que
les approches les plus couramment suivies se résument a la recherche de symétries au
niveau de la matrice de masse, nous avons montré que les motifs pertinents se révélaient
plutot dans la violation de certaines propriétés liées aux courants neutres. Nous avons
tout d’abord déterminé un groupe de symétrie horizontale du Lagrangien des courants
neutres lié a la structure particuliére de ces derniers satisfaite par les angles de mélange.
Puis nous nous sommes intéressés aux liens possibles entre les courants neutres et la
matrice de masse dans 'approximation d’une matrice de masse unique et constante. Nous
avons enfin considéré les transformations unitaires sur les fermions de saveur, montrant
que celles-ci conservaient les grandeurs physiques comme ’angle de Cabibbo, et qu’elles
permettaient d’aligner dans 1'un des secteurs la base de saveur sur la base de masse tout
en préservant la structure des courants chargés dans la base des états propres de saveur.

Comme nous l'avons dit, ce travail ne se situe pas "au-dela du Modéle Standard";
cependant il n’appartient pas non plus a strictement parler a ce dernier. En effet, bien
qu’il soit conduit dans le cadre de celui-ci, auquel il emprunte son arriére-plan mathé-
matique ainsi que son contenu physique, il se fonde néanmoins de maniére décisive sur
la non-unitarité des matrices de mélange, a la différence du Modéle Standard, qui ne
comporte quand & lui par construction que des matrices de mélange unitaires. Cette pro-
priété d’unitarité, qui se trouve légitimée de facto par 'accord extraordinaire des résultats
expérimentaux avec les prédictions du Modéle Standard, peut ainsi étre considérée, au
sein de ce dernier, comme une propriété "accidentelle" d’objets étant, par ailleurs, intrin-
sequement, non-unitaires. D’autre part, comme nous ’avons mis en évidence, les angles
de mélange des fermions mesurés expérimentalement réalisent une structure particuliére
des courants neutres apparaissant au voisinage de la situation standard caractérisée par
I'unitarité de la matrice de mélange. Nous pouvons donc considérer que notre approche
se situe au "voisinage du Modéle Standard". Bien que nous nous soyons situés a dessein
hors d’une telle perspective dans le cadre de notre travail, il apparait néanmoins que
ce domaine est susceptible d’exhiber des manifestations de basse-énergie de la physique
"au-dela du Modéle Standard". Le lien entre les résultats que nous avons obtenus de
maniére indépendante de la "nouvelle physique" (en particulier la structure particuliére
des courants neutres correspondant aux angles de mélange présents dans la Nature) et
les manifestations de cette derniére, constitue un domaine de recherche riche & explorer
dans la suite. Une autre perspective ouverte a la suite de nos travaux est la recherche
d’un fondement théorique solide a la quantification observée de la tangente du double des
angles de mélange (1,2) des quarks et des leptons par des multiples de %, ainsi que le
recouvrement par un calcul perturbatif explicite de la propriété maitresse, stipulant 1’éga-
lité de 'amplitude des violations des deux propriétés physiques d’universalité des courants
neutres et d’absence des courants neutres changeant la saveur causées par la non-unitarité
de la matrice de mélange.



Deuxiéme partie

Fermions et symétries discrétes en
Théorie Quantique des Champs
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Nous présentons dans la seconde partie de cette thése les premiers résultats d’un travail
plus général sur les systémes de fermions couplés en Théorie Quantique des Champs,
conduit sur le modéle de celui réalisé sur les systémes binaires de mésons neutres quasi-
dégénérés par Machet et al. |4, 11]. Ce travail est consacré a I'étude exhaustive, en TQC,
du propagateur fermionique et des contraintes apportées sur ce dernier par les symétries
discrétes, dans le but de déterminer de maniére rigoureuse la nature des états physiques
des fermions, définis en TQC comme les états propres du propagateur a chacun de ses
poles, ainsi que 'influence des symétries discrétes sur ces derniers. Cette question se révéle
étre d’'une pertinence particuliére dans le cas des neutrinos, dont la nature exacte, de Dirac
ou de Majorana, est au coeur des préoccupations actuelles.

Nous étudions dans la suite le cas d’une particule libre unique, hors de toute inter-
action avec le champ électrofaible. Nous consacrons une large place & des considérations
préliminaires assez générales, qui font 'objet des deux premiers chapitres. Aprés quelques
rappels sur les fondamentaux de la description des fermions en TQC que sont les spineurs
de Weyl et de Dirac, nous passons en revue de maniére systématique les lois de trans-
formation de ces champs fondamentaux sous les différentes symétries discrétes (parité P,
conjugaison de charge C' et renversement du temps T') et leurs produits. Ce faisant nous
ne prétendons pas faire oeuvre originale, mais cherchons a présenter une synthése claire et
cohérente faisant ressortir de facon explicite les difficultés et points délicats souvent peu
honorés dans la littérature, et a poser ainsi des fondements solides pour la suite de notre
étude. Puis, dans le chapitre suivant, nous construisons a partir des spineurs de Weyl a
deux composantes le Lagrangien quadratique le plus général autorisé par la symétrie de
Lorentz, et montrons que celui-ci décrit simultanément par construction un fermion et son
antiparticule. Nous étudions ensuite les contraintes apportées sur ce Lagrangien par les
symétries discrétes C' et PCT, et montrons que celui-ci est naturellement invariant sous
la symétrie PCT.

Enfin nous passons dans le dernier chapitre au formalisme propagatoriel, et nous étu-
dions les contraintes engendrées par la symétrie PC7T sur les valeurs moyennes des T-
produits d’opérateurs de champ. Cela nous permet de proposer une réalisation concréte
pour le propagateur fermionique invariant sous PC7T, de forme similaire a celle du La-
grangien vu précédemment. Puis, comme pour ce dernier, nous étudions les contraintes
engendrées par les symétries discrétes, en particulier la conjugaison de charge C, et mon-
trons finalement que les états propres du propagateur invariant sous C sont des fermions
de Majorana.






Chapitre 6

Préliminaires

6.1 Notations

Nous rappelons la forme des matrices de Pauli

o (10N 4 [(01\ 5, (0 =i\ 5 (1 0Y
“‘(01 =10 )7 =i o) o 1)i (6

Les matrices v sont définies par la relation d’algébre

{77} =2¢" (6.2)
oll g"” est le tenseur métrique :
1 0 0 0
0 -1 0 0
p
1o o -1 0 (63)
0o 0 0 -1

Nous travaillerons avec les matrices v dans la représentation de Weyl (ou représentation
chirale) :

1 4 0 —ot 1
0 __ T _ . 0.1 .2 3 _
v—(ﬁ )m—(gi 0)%—@7777—(%_1[), (6.4)

et l'on note

avec
(72)T = 7‘;, (vz)T = v‘z, 711’1’3)* = - 371’2’2, 2
) =", (") =7 () = () = =
(70)2 _ ’(75 2_1, 71 2,3)2 — 1,
PO =17 =1, (") = 1. (6.7)
Les matrices de Pauli vérifient les relations
(00)2 =1= (Ui)27 {ai,aj} = 26% . (6.8)
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ainsi que
0;50—37 = 5,6')/50«5 - 5@[35577 (6.9)
ou encore

oclo? = —(0'), o0%0%0? =0’ = o?oto? = (0°, —5*) = ", (6.10)

En ce qui concerne la notation des termes cinétiques,
O — —
Oty (A0)2 ot 0N _(p—-p7 0
YV Pu (v)pu( 0W) ( 0 N ) (6.11)

6.2 Spineurs de Weyl et de Dirac

Les fermions, constituants de la matiére, sont des particules de spin 1/2, dont la
description nécessite deux degrés de liberté (deux composantes). Ils sont décrits par des
champs appartenant & des représentations de dimension 2 du groupe SL(2, C)!, le groupe
de double recouvrement du groupe de Lorentz 2 LL. Or le groupe SL(2,C) admet deux
représentations non équivalentes du type spineur : la représentation (1/2,0) réalisée par les
spineurs & deux composantes avec indices non pointés £* (o = 1,2), et la représentation
(0,1/2) conjuguée de la précédente, réalisée par les spineurs & deux composantes avec
indices pointés % (o = 1,2). Les spineurs £ et 7 se transforment donc sous le groupe
SL(2,C) de la maniére suivante :

&' = ag' +p¢? n" =a'n' + g (6.12)
& =€ + 86 =t 6 (6.13)
avec «, 3, v, 0 nombres complexes vérifiant ad — 3y = 1. Ces spineurs a deux composantes

sont appelés spineurs de Weyl. Les spineurs ci-dessus présentant I'indice en haut sont des
spineurs contravariants. A 'aide du tenseur 2 x 2 totalement antisymétrique

1 .
€ap = < —(1) 0 ) = (0, (6.14)
avec €ag = €45 et B = 4B = —€q8, DOUSs pouvons définir les spineurs covariants corres-
pondants, avec indice en bas :

o = €apl” £ = "¢ (6.15)
Nous avons ainsi & = &2, & = —€L n; = ng et ny = —ni. Nous pouvons de plus définir

une quantité invariante sous SL(2,C) :
£-(=8% =812 =3¢ = —&u(™ (6.17)

Les champs de spineurs anti-commutent entre eux (ce sont des variables de Grassmann),
d’otu les relations

§-0=8" =G =" =("& (6.18)

1SL(2,0) est le groupe des matrices complexes 2 x 2 de déterminant 1.
2Par groupe de Lorentz nous entendons ici la composante connexe du groupe SO(1,3), formant le
sous-groupe SO'(1,3) = LL constitué des transformations de Lorentz propres orthochrones.
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Comme nous le verrons plus loin, les deux types de spineurs a indices pointés et non
pointés sont liés par une transformation discréte. Ils se transforment 'un dans I'autre
sous l'opération de parité : £€* — n4. Pour construire un objet se transformant en soi sous
le groupe de Lorentz incluant la parité, il est nécessaire de combiner les deux types de
spineurs dans un spineur a quatre composantes, ou spineur de Dirac :

_ (&
Up = ( o ) € (1/2,0) & (0,1/2). (6.19)

Le spineur de Dirac v est une représentation réductible du groupe de Lorentz, mais il
forme une représentation irréductible du groupe de Lorentz étendu par la parité. Il peut
étre décomposé de maniére covariante en deux composantes de chiralité définie (gauche

L et droite R) a laide de la matrice v°, qui du fait de la propriété (v°)? = 1 permet de
1495

définir deux projecteurs ~5- :

VYp =YL+ g (6.20)

avec ] 5 5
- 1+
= 7 iﬂD et wR = 27 wD- (621)

Les champs v, et 1r sont les états propres de I'opérateur de chiralité v correspondant
a ses deux valeurs propres +1 :

V== et Y=g (6.22)

Dans la représentation de Weyl des matrices de Dirac, les deux composantes supérieures
du spineur de Dirac ont la chiralité droite, et les deux composantes inférieures la chiralité
gauche. En d’autres termes, les spineurs chiraux gauche et droit s’identifient aux spineurs

de Weyl :
wR:(§0>> ¢L=<nod). (6.23)

6.3 Equation de Dirac

L’équation de Dirac pour un fermion de masse m s’écrit sous forme covariante avec le
spineur de Dirac

(v"pu —m)p =0 (6.24)

ol p, = 10, est le quadri-vecteur énergie-impulsion. A ce vecteur a quatre composantes
est associée la matrice 2 X 2 hermitienne définie de la facon suivante :

3
p=Y puot=p"—p-d (6.25)

Il est possible de considérer les éléments de la matrice p comme les quatre composantes
indépendantes d’un spineur de second rang avec un indice pointé et un indice non pointé :

Pap = (Pap = (" — P+ 3)ap- (6.26)
Remarquons que pour un tel spineur, 'ordre des indices pointés et non pointés est libre,
et pag = Ppa- Cela ne signifie pas pour autant qu’il en soit de méme lorsque I’on manipule
Iexpression explicite de la matrice correspondante, et que I'on puisse faire commuter les
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indices dans le terme de droite ci-dessus. Pour garder la cohérence dans nos définitions,
il est important de bien noter que (p° — p- &) est la matrice des pss avec des indices infé-
rieurs, le premier étant pointé. La matrice transposée (qui est aussi la matrice conjuguée
complexe) (p° — - 7)T = (p° — p'- &)* est alors définie comme la matrice des Do avec le
premier indice non pointé :

0 = =T 0 = =
Pag =" =P 0)py =" =P F)pa ="Pja (6.27)
De la sorte, toutes nos définitions sont parfaitement cohérentes : pgs est égal a 1'élément

(8, ) de la matrice transposée, c’est a dire a ’élément (o, 5) de la matrice normale, égal
a pdg.

Nous pouvons définir de la méme facon le spineur p®? d’indices supérieurs. En vertu
des égalités

P = epise® = (0*)T (B0 = 5-5)55(0%) = (0*(0° —p5)0*) ™ = (0" +0-0)")*, (6.28)
qui entrainent . .
="+ 5 5), (6.29)

les éléments de la matrice (p° + 7 - &) correspondent aux composantes du spineur p®?
d’indices supérieurs (le premier étant non pointé). La matrice transposée (p° + p- )T =
(p° +p- &)* est alors associée au spineur p®?, avec le premier indice pointé. Nous pouvons
écrire une équation identique a (6.27) :

& = \T\ GO S Ba G

Les deux spineurs que nous venons de définir nous permettent d’écrire ’équation de
Dirac dans la base des spineurs de Weyl, sous la forme d’un systéme de deux équations
couplées :

Y a
Py = mé (6.31)
D3aE™ = M. (6.32)
Dans le cas d’une particule de masse nulle, ces deux équations se découplent et nous
obtenons une équation indépendante pour chacun des spineurs de chiralité donnée :

(po—p-3)E=0 (6.33)
(po+p-3)n=0 (6.34)

Pour une particule de masse nulle, py = |p], donc en notant 7 = p/[p] le vecteur unité
dans la direction de I'impulsion, les équations (6.33) et (6.34) deviennent simplement

g-néE=¢ et g-nn=—n. (6.35)

L’opérateur & - n mesure la projection du spin le long de I'impulsion. On appelle cette
grandeur hélicité. Nous voyons donc que les spineurs de Weyl sont des états propres de
I’hélicité, le spineur gauche (resp. droit) 7 (resp. &) ayant une hélicité négative (resp.
positive). La chiralité peut donc se confondre avec ’hélicité pour une particule de masse
nulle, mais seulement dans ce cas. Bien que la confusion soit fréquente dans la littérature,
chiralité et hélicité sont deux choses fort différentes. Seulement dans le cas particulier de
masse nulle, les spineurs de chiralité définie sont états propres de I'hélicité, et possédent
de ce fait également une hélicité définie.



Chapitre 7

Symeétries discrétes

Nous étudions dans ce chapitre les symétries discrétes de parité P, conjugaison de
charge C, et renversement du temps 7T, et clarifions leurs actions respectives sur les spi-
neurs de Weyl, considérés successivement comme fonctions classiques grassmanniennes
(approche fonctionnelle), puis comme opérateurs (approche opératorielle). Pour finir, nous
abordons briévement les cas particuliers constitués par les fermions de masse nulle et ceux
de Majorana, dont les définitions font intervenir les symétries C' et PC.

7.1 Symétries

Une opération de symétrie est une transformation ¥ — W’ sur les états d’un systéme
physique (représentés par des rayons dans 'espace de Hilbert) qui préserve les transitions
de probabilité :

2 2
(DO = ol (7.1)
Un théoréme fondamental prouvé par Wigner (dont on trouvera une démonstration com-
pléte dans [1]) énonce que toute transformation de symétrie peut étre représentée sur
I’espace de Hilbert par un opérateur qui est ou bien unitaire et linéaire, ou bien antiuni-
taire et antilinéaire.
Dans le premier cas, ¢’ = U avec

(U [Ux) = | x) (7.2)
UM+ px) = AUV + pUx. (7.3)
Dans le second cas, ¢/ = At avec
(A | Ax) = (x [¥) = (¥ | )" (7.4)
AN+ px) = N A + p* Ax. (7.5)

Rappelons ici briévement la démonstration du fait que tout opérateur antiunitaire (resp.
unitaire) est antilinéaire (resp. linéaire) : Si A est un opérateur antiunitaire et A un nombre
complexe,

(A | AXx) = (A [ ) = M{x [ ) = A" (A4 | Ax) (7.6)
et de méme dans le cas unitaire (U | U y) = MU | Ux). Bien qu’élémentaire, cette pro-
position permet néanmoins de ne pas se laisser induire en erreur dans des cas comme celui
de la conjugaison de charge, ou la propriété d’(anti-)unitarité d’un opérateur semble en
contradiction avec la forme que prend ce dernier en agissant sur les champs fermioniques.
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L’adjoint d’un opérateur linéaire est défini par

(W|UTX) = (Ulx). (7.7)

Pour un opérateur antilinéaire, la condition ci-dessus ne peut plus étre satisfaite car le
membre de gauche serait antilinéaire en x et ¢ alors que le membre de droite serait linéaire
dans les deux états. L’adjoint est donc défini par 1’égalité [1]

(Y|ATy) = (Ay|x)* = (x|AY). (7.8)

Avec ces définitions, les conditions d’unitarité et d’antiunitarité prennent toutes les deux
la méme forme :

UUT=1=U'U, ~ AAT=1=ATA, (7.9)
c’est a dire
Ut=u-', Al=A47" (7.10)

Le transformé d’un opérateur O agissant sur les états de I'espace de Hilbert est défini
par la relation

(Y|OlY) = W'O"|Y). (7.11)
e Pour une transformation unitaire,
(¥|Oly) = WUOU ), (7.12)
d’ou la relation
O =U0U. (7.13)

e Dans le cas d’une transformation antiunitaire,

(W[Op) = (A™'Y|O|A ) = (YJAOAT [y)" = (Y|(AOAT) ]y), (7.14)

d’out découle
O = (A0OA™HT. (7.15)

Ainsi quel que soit le cas, que la symétrie soit représentée par un opérateur unitaire ou
antiunitaire, I'application associant a chaque opérateur I'opérateur transformé est linéaire
(voir [41]| pour plus de précisions).

Considérons pour finir le produit (/|O7[+)). Par définition, pour toute transformation
(unitaire ou antiunitaire), il est égal & (¢'|(O7)'|¢)'). D’autre part, nous pouvons écrire

(WOM) = (V]O)" = (W|O'[W)* = W'|(O) ), (7.16)

d’ou nous déduisons

(Of) = (0. (7.17)

Cette relation s’applique en particulier & un opérateur de champ V¥, et nous admettons
de ce fait par souci de cohérence sa validité au niveau des champs classiques 1) :

(T = (@), () =) (7.18)

Ces deux propriétés nous seront utiles pour déduire dans la suite les lois de transformation
des conjugués complexes des champs (fonctions classiques et opérateurs).
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7.2 Parité
La transformation de parité consiste dans 'inversion d’espace
(2%, 7) 5 (2, —7) (7.19)
Elle renverse également le sens de I'impulsion, mais non le spin, et inverse par conséquent

le signe de I’hélicité.

7.2.1 Fonctions grassmanniennes

Avec la convention P? = —1 [42], les champs de Weyl classiques se transforment sous
lopération de Parité de la facon suivante :

E4(F,1) S ina(~7,1) Nal,1) = i€ (~2.1) (7.20)

(T t) B —in® (=7, 1) n%(Z,t) D —iga (1, 1). (7.21)

Les champs transformés des champs conjugués complexes sont définis comme les champs
conjugués complexes des champs transformés :

P& = (PE°) (7.22)

d’ou
(67)(3.0) = ~i(na)"(~7,1) ()" (Z.6) = —i(6")"(~,1) (7.23)
(€)"(Z,t) 5 i(n™)*(—2.1) (n™)*(T,1) 5 i(8a)*(— 7, 1), (7.24)
L’action de la conjugaison de charge sur un spineur de Dirac s’écrit de la fagon suivante :
Papp = iy%p. (7.25)

7.2.2 Opérateurs

L’action de la parité sur les opérateurs de champ s’écrit, en utilisant la correspondance
(7.13) pour les opérateurs unitaires :

PU(Z, )P = iU (-7,1), (7.26)

c’est-a-dire, en termes des champs de Weyl :

PENZ, )P = ing(—2,1) Pne (T, )P~ = i (—7, 1) (7.27)
PEL(T, )P :—ir]( 7)) Pz, )Pt = —il,(—7,t) (7.28)
PE(E P = —i(na)'(—7,1) P(na) (&, )P~ = —i(¢) (=7, 1) (7.29)
P& (@ )P =i(n*) (=7,1) P (Z)P~" = i(&a) (=7, 1) (7.30)

7.3 Conjugaison de charge

L’opération de conjugaison de charge associe a chaque particule son antiparticule,
de charge opposée’. Elle n’agit pas sur les variables spatio-temporelles (en particulier
I'impulsion) ni sur le spin et conserve de ce fait 'hélicité.

ILe terme de charge ici a un sens général, qui recouvre non seulement la charge électrique, mais
également la charge baryonique, leptonique, etc. selon le contexte physique.
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7.3.1 Fonctions grassmanniennes

La conjugaison de charge est une transformation unitaire et linéaire dont I'action sur
un spineur de Dirac peut s’écrire de la fagon suivante :

—T
Cypp =Uc¥p , (7.31)
ol Up est un opérateur unitaire :
UC = i’}/2’}/0, (Uc)TUC =1= (Uc)z. (732)
En notant que w_DT = ~%)%, nous pouvons écrire de maniére équivalente I'action de
lopérateur C' sous la forme
Capp = 172, (7.33)

Nous en déduisons la transformation de conjugaison de charge pour les spineurs de Weyl :

N () 2y _Ui'nf>_ 9 —(”d*)
C-(TI@)_W (nd) —l< Uzﬁﬁfﬁg _<ga5§ﬂﬁ*>_ e ) (7.34)

d’ou
(1) S ™ (7,1) na(Z,t) 5 €(7,1) 7.35)
@ 1) S i@ 1) (T, t) S € (2, ) (7.36)
ou de maniére équivalente
(€ (@, 1) S (7, 1) (1a)"(Z,1) 5 €a(Z, 1) (7.37
(€a)* (@, 1) S nal@, 1) ()" (2, 1) S (1) (7.38)

Le calcul de C? donne :

C?p = C.(Cpp) = C.(iv*p) = i (Copy) = iv*(Capp) " = in*(iv°) Y = ¥,
(7.39)
d’ott C? = 1. Notons qu’il est possible de retrouver ce résultat en utilisant les lois de
transformation (7.35) & (7.38) exprimant directement l'action de 'opérateur C sur les
spineurs de Weyl a deux composantes. Ainsi, par exemple, C%2.£* = C.(n®) = (C.n®)* =
£,

7.3.2 Opérateurs

Le passage aux opérateurs de champs s’effectue naturellement selon la régle de corres-
pondance (7.13) pour les opérateurs unitaires :

CU(Z,t)C = in? Ui (Z,1), (7.40)

c’est-a-dire, en termes des champs de Weyl :

ce(@ et = (n")'(,1) Ca(Z,1)C7" = (&) (7,8) (7.41)
C&a(T1)CT" = (na)'(2,1) Cr(Z,1)C™" = (€7)1(7,1) (7.42)
C(EM @ e = (n)(@,1) Cna)' (7, )C™" = (€a)(7, 1) (7.43)
C(&)'(@, )€™ = (na)(7,1) Co)H(@ C™" = (£)(Z,1). (7.44)
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Bien que la conjugaison de charge ait une forme antilinéaire, du fait que son action sur
les fonctions d’ondes (7.33) comme sur les opérateurs de champ (7.40) comporte une
conjugaison complexe, il s’agit bien d’une opération unitaire et linéaire (cf. [2], p. 70). La
raison profonde en est la cohérence avec le théoréme PCT, qui affirme 'existence, dans
toute théorie quantique des champs locale, d’un opérateur antiunitaire unique © = PCT
(voir [44] et [45]). Si C était un opérateur antilinéaire (et de ce fait antiunitaire?), le
produit PCT des trois transformations discrétes serait alors unitaire (étant donné que
lopération de renversement du temps 7' est, comme nous le verrons dans le paragraphe
suivant, antiunitaire), ce qui constituerait une contradiction avec le théoréme PCT.
Ainsi la forme que prend l'opération de conjugaison de charge en agissant sur un
spineur (fonction grassmannienne ou opérateur de champ) ne constitue en aucun cas une
définition compléte de cette transformation ; on doit lui adjoindre de maniére indépendante
la propriété d’unitarité (et donc de linéarité), qui ne saurait en étre déduite directement.
Cette considération est vraie de maniére générale pour toute transformation, mais plus
particuliérement pour C, T et PCT, dans le cas desquelles le lien entre la forme de la
transformation sur un spineur et sa propriété d’(anti)unitarité peut sembler contre-intuitif.

7.3.3 Transformation PC

Il est utile d’écrire également les lois de transformation des spineurs sous le produit
CP, car ce dernier intervient en particulier pour les particules de masse nulle. Les spineurs
de Weyl se transforment sous C'P de la fagon suivante :

ez t) 55 igr (—1,1) s (T, 1) 5 it (=2, 1) (7.45)
(1) 55 —ie® (=7, 1) N (=, t) 5 —ini (2, 1) (7.46)
ainsi que
(SUCHEENCA) ()" (&,0) &5 —in(=2.t) (747
(6a)(@,1) = i€ (=, 1) ()" (F.4) 5 ina(—T.1). (7.48)
On peut vérifier que PC' = CP, et que (PC)? = —1.
7.4 Renversement du temps
Cette transformation consiste a inverser le signe du temps :
(2%, &) 5 (—2°, %) (7.49)

Elle renverse également le sens de I'impulsion ainsi que 'orientation du spin, et laisse de
ce fait I’hélicité inchangée.

7.4.1 Fonctions grassmanniennes

Du fait qu’elle échange les états initiaux et finaux du systéme auquel elle s’applique,
I'opération de renversement du temps est décrite par un opérateur antiunitaire (et donc
antilinéaire) :

(To|Tw) = (@), TT=TT'=1. (7.50)

2En supposant bien sir que C soit bien une transformation de symétrie au sens de Wigner.
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Son action sur un spineur de Dirac peut s’écrire comme
Tapn(7,t) = Urdp (&, —1), (7.51)
ou Ur est un opérateur unitaire :
Ur = 14340, (7.52)
L’expression (7.51) peut se récrire sous la forme
Tpp =795, (7.53)

Nous pouvons en déduire I'action du renversement du temps sur les spineurs de Weyl :

(T ) > €4(T, —t) () - —n%(Z, —1) (7.54)
EalZ 1) 5 —£°%(F, —t) (T, 1) 5 ni(E, —t) (7.55)
et sur leurs conjugués complexes
(E9)*(Z,1) © Ea(T, 1) (na)*(Z,1) = —n°(&, —t) (7.56)
(€a) (T, 1) & —€%(F, 1) (1) (@, 1) 5 1a(T, —t). (7.57)

L’action du renversement du temps sur les fonctions grassmanniennes comporte, a I'instar
de la conjugaison de charge, une conjugaison complexe; mais a la différence de cette
derniére et de maniére plus intuitive, cette transformation est cette fois bien antiunitaire
et antilinéaire. Le calcul de T2 donne ainsi

T? = T.(v'v*¢}) = v (T)) = v (Tbp)* =+ (v'*)¥p = —vp,  (7.58)

d’ott T? = —1. On peut montrer de la méme maniére que CT = T'C.

7.4.2 Opérateurs

L’action du renversement du temps sur les opérateurs de champ s’écrit, en utilisant la
correspondance (7.15) pour les opérateurs antiunitaires :

TU(Z, )T ' =~ U(F, 1), (7.59)

c’est-a-dire, en termes des champs de Weyl :

TENT, )T = &4(F, —t) Tne(Z, )T ! = —n™(F, —t) (7.60)
TE(T )T = —£9(F, —t) Tn*(7, )T " = na(&, —t) (7.61)
TEM@HT " = (&)'(T, 1) T(EN@HT = —(€)'(z, 1) (7.62)
Tn)"(@ )T = —(n")N (7, 1) T")'(@ T = (na) (7, 1) (7.63)

Ici encore, 7 est bien antiunitaire et antilinéaire, bien que son action sur les opérateurs
de champs ne fasse pas intervenir de conjugaison complexe.
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7.5 Transformation PCT

A la différence des trois symétries discrétes P, C' et T' vues précédemment, la symétrie
antiunitaire PCT est une symétrie fondamentale de toute théorie quantique des champs
locale, comme cela est établi par le théoréme du méme nom (voir [44] et [45] ainsi que
les références internes). Elle se trouve en particulier intimement liée & l'invariance de
Lorentz. Dans la suite cependant, nous nous bornerons a utiliser la définition effective de
PCT comme produit des symétries discrétes sus-mentionnées afin de calculer son action
sur les champs fermioniques.

7.5.1 Fonctions grassmanniennes

En utilisant la linéarité de P, nous pouvons montrer que 'opérateur PCT agit de la
fagon suivante sur un spineur de Dirac :

PCT.4pp = PC(v'7*¢p) = v P(=in*¢p) = iv' 77 (i°)0op = =77y *¢p, (7.64)
c’est & dire
PCTa)p(x) = iy hp(—x). (7.65)
Son action sur un spineur de Weyl s’écrit quand a elle

pPCT PCT

() i (—x) na(z) S —ina(—a) (7.66)
Ea(z) it (— ) n(x) S it (—x). (7.67)

Pour les champs complexes conjugés, nous obtenons de méme

PCT(x) = —in " (—x) (7.68)

et
(€Y () S —i(e) (~a) (na)* () " i(na)*(—2) (7.69)
() () " —i(g) (—2) () (x) S i) (—a). (7.70)

P et C étant unitaires et T' antiunitaire, le produit PC'T est antiunitaire. Bien que nous
la retrouvions ici par voie extrinséque, cette caractéristique est une propriété intrinséque
fondamentale de la symétrie qui découle directement du théoréme PCT. D’autre part,
comme C' et T comportent tous deux une conjugaison complexe, celle-ci disparait du
produit PCT. Ainsi, 'action de PC'T sur les fonctions d’ondes de Dirac ne comporte pas
de conjugaison complexe, en dépit du fait que cet opérateur soit antiunitaire (et donc
antilinéaire).

Le calcul de (PCT)? s’effectue en particulier de la maniére suivante :

CT) - (PCT - )

CT)(— 7777@/))
’Y’Y’Y)(PCT) Y
VY () (PCT) - 4
777737777w

= ¥,

d’ou (PCT)? =1 (ce que 'on peut retrouver directement & partir des spineurs de Weyl).

(PCT)? -y =

H
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7.5.2 Opérateurs

L’action de © = PC7T sur les opérateurs de champ est définie au moyen de la corres-
pondance (7.15) pour les opérateurs antiunitaires :

OV (2)0™! = —iy° Tl (—2), (7.71)

c¢’est-a-dire, en termes des champs de Weyl :

0¢*(2)0~" = —i(6*)!(~) O14(2)07" = i(na)'(—2) (7.72)
08 (2)07" = —i(&) ' (—2) O (x)0~" = i(n") (—2) (7.73)
O£ (2)0! = ig”(—x) O(13)!(2)07" = —ina(~2) (7.74)
O(&)!(2)07" = i (~x) (") (x)0~" = —in(~a). (7.75)

7.6 Fermions de masse nulle

Une particule de masse nulle ne posséde que deux degrés de liberté physiques, et sa
description ne nécessite donc qu’un seul spineur de Weyl & deux composantes, £¢ ou 74,
de chiralité fixée, droite ou gauche. De plus, comme nous I’avons vu dans la partie (6.2),
dans ce cas particulier les spineurs de Weyl sont également états propres de I'hélicité, et
possédent donc une hélicité bien définie, 1. De ce fait, les particules de masse nulle ont
une hélicité intrinséque déterminée. On peut comprendre cela d’une autre maniére : pour
une particule de masse nulle, il n’est pas possible de modifier la projection du spin le long
de I'impulsion par un changement de référentiel effectué a 1’aide d’un boost de maniére a
inverser la direction de 'impulsion. Du point de vue expérimental, cela apparait clairement
pour le neutrino. Bien que I'on sache aujourd’hui que sa masse n’est pas nulle, celle-ci est
néanmoins suffisamment petite pour que 'on mesure que le neutrino a une hélicité gauche
(—1), et 'antineutrino une hélicité droite (41).

La conséquence de ceci est que 'antiparticule d’un fermion de masse nulle ne corres-
pond pas au conjugué de charge du spineur de Weyl le décrivant, mais a son transformé
par C'P. En effet, le conjugué de charge d’un fermion de Weyl appartenant a une re-
présentation définie du groupe SL(2,C), s’il se transforme de la méme maniére sous le
groupe de Lorentz, est néanmoins défini par un fermion appartenant a la représentation
conjuguée : ainsi par exemple, (£%)¢ = (n®)* (la conjuguaison complexe assurant que (n%)*
appartient a la méme représentation (1/2,0) que £*). Par conséquent il n’est pas possible
de définir 'antiparticule d’un fermion décrit par un spineur de Weyl unique, par les lois
de transformation (7.35) & (7.38) des fermions de Weyl sous la conjugaison de charge C.

Le cas des neutrinos déja évoqué permet d’illustrer et de mieux comprendre cette
impossibilité spécifique aux particules de masse nulle. La conjugaison de charge ne modifie
ni 'impulsion ni le spin des particules, et de ce fait ne change pas non plus 'hélicité. Or
un antineutrino ne peut avoir qu’une hélicité droite, opposée a celle du neutrino d’hélicité
gauche, et ne peut donc pas étre défini comme le transformé par C' du spineur a deux
composantes décrivant le neutrino. En revanche le transformé par C'P convient tout a fait :
puisque l'opération de parité inverse le sens de 'impulsion et donc le signe de I'hélicité,
le conjugué par C'P du neutrino gauche est un champ droit que 'on peut définir comme
celui de I'antineutrino.

Ce résultat s’obtient naturellement en raisonnant a partir de la définition du conjugué
de charge d’une particule massive décrite par un spineur de Dirac. Nous pouvons écrire
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formellement une particule de masse nulle comme un spineur de Dirac dont deux des
composantes sont nulles. Par exemple pour un spineur gauche

0
Yp = = (77' ) (7.76)
Le conjugué de charge de ce spineur de Dirac est défini en (7.33) par C.iop = iv*)}), ce
qui donne

o(2)-(2) (& T ()= (%) o

Nous pouvons réécrire le produit —ios(14)* comme 7", c’est a dire —i(n4)“". Le conjugué
de charge est donc bien un spineur droit, défini qui plus est comme le conjugué C'P du
spineur de Weyl décrivant la particule.

Ainsi, pour une particule de masse nulle, le conjugué de charge est défini comme le
conjugué C'P du spineur & deux composantes correspondant. De cette sorte, antiparticule
d’un fermion gauche est un fermion droit®, et réciproquement. Notons cependant que
cette particularité est strictement réservée aux particules de masse nulle, et ne saurait en
aucun cas étre étendue aux fermions massifs (en particulier aux neutrinos, lorsque ceux-ci
sont considérés hors modéle standard comme massifs). En effet, la définition, spécifique
aux particules de masse nulle, de 'antiparticule comme le conjugué C'P de la particule
correspondante est obtenue précisément a partir de la définition, commune aux fermions
massifs, de 'antifermion comme conjugué de charge C' du fermion initial.

7.7 Fermions de Majorana

Un fermion de Majorana est défini comme un état propre de 'opérateur C. Comme
C? = 1, les deux valeurs propres possibles sont 1 et —1. Un spineur de Majorana est donc
égal (au signe prés) a son conjugué de charge :

Yy = ¢y, (7.78)

Cela implique que les spineurs de Weyl doivent satisfaire 'une des deux conditions équi-
valentes :

€% = 4 (7.79)
Na = £, (7.80)

Un spineur de Majorana se construit donc a partir d’un seul spineur de Weyl, et posséde
donc moitié moins de degrés de liberté qu'un spineur de Dirac :

i = ( ﬁ; > ou  xi = ( i(”_d)* ) . (7.81)

Les deux formes ci-dessus sont identiques par les relations (7.79) et (7.80). Elles sont de
plus reliées par conjugaison de charge :

C _ C _
Ui X U X (7.82)

3"Gauche" et "droit" désignent ici aussi bien la chiralité que I’hélicité, les deux étant confondues pour
un fermion de masse nulle.
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. + + o . .
Nous pouvons remarquer que la forme des spineurs 1;; et x3, fait intervenir un spineur
de Weyl avec son conjugué par C'P :

+ & + i(_i)w,@)CP )
= NN , = : 7.83
Yo ( +(—i)(€ )CP > XM ( s ( )
Les fermions de Majorana ont ainsi une parité C'P égale a +i, c’est-a-dire :
CPyy, = +iy%y,  OPxa = +iv"x75 (7.84)

Nous pouvons écrire des termes de masse de Majorana des deux facons suivantes,
toutes deux invariantes sous SL(2,C) :

Uarbar = Y17 0 = £((€9)"(6a)" + &) = £((6%)" (&) — €°&) (7.85)
Oary" s = Ui 0 = £ (= (€97 (€)" + &E%) = F((€)" (L) +€°&).  (7.86)

Nous pouvons écrire de méme deux types de termes cinétiques de Majorana :

A
W'pr_;;@bM = @ZJ}L\/[ < <p p.O‘) % ) (3%

0 (p° + p.&
= (€)@ -7 + (£ (&)) 0 +5a)(£&)
= ()" - p.9)E" + & + P.F)Es, (7.87)
O = W, ( (p° —Op.a) ﬁ P
= () 0° =) — (£ (&)) (0 + 7o) (£E)
= (&) ("~ p.9)E" — L’ +P.5)E; (7.88)

Tout fermion de Dirac peut s’écrire comme la somme de deux fermions de Majorana, de
valeurs propres respectives C' = —1 et C = +1 :

()G () o

Réciproquement, tout fermion de Majorana peut s’écrire, d’une infinité de maniéres,
comme la somme d’un fermion de Dirac et de son conjugué de charge :

( zz > - ( 56;7; f]f? ) | (7.90)

oil les spineurs de Weyl ne sont pas fixés, mais seulement leur combinaison £ + (n®)*.
Enfin, tout fermion de Majorana peut également s’écrire comme la somme d’un fermion
gauche (ou droit) et de son conjugué de charge :

ir = ( ﬂf;a ) - ( 5((; ) * ( iog; ) = Yr £ i7V"Yh = Yr & (Vr)". (7.91)

ou

<
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o ) =g iR = g (D) (7.92)
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Lagrangien classique pour une particule

Intéressons-nous a présent aux contraintes apportées par les symétries discrétes sur
le Lagrangien fermionique. Le Lagrangien considéré ici est le Lagrangien classique utilisé
dans le cadre de I'approche fonctionnelle de la Théorie Quantique des Champs, dans
laquelle les champs fermioniques sont des fonctions classiques anticommutantes écrites en
fonction de variables de Grassmann.

8.1 Construction du Lagrangien

Nous voulons écrire le Lagrangien quadratique le plus général, pour un fermion unique,
autorisé par la symétrie de Lorentz. Notre premier travail est donc de recenser les termes
invariants sous Lorentz pouvant étre construits avec les spineurs de Weyl £* et 7, (formant
le spineur de Dirac décrivant de maniére habituelle une particule de matiére), ainsi que
le spineur de second rang p*’ associé au quadri-vecteur impulsion p*. La présence ou
non de ce dernier induit une partition entre les termes cinétiques (comportant 'opérateur
différentiel p*”) et les termes de masse (batis sur les seuls champs fermioniques £* et 7).

8.1.1 Termes cinétiques

Les termes les plus généraux qu’il est possible d’écrire avec les spineurs £%, 75 et paﬁ
sont les suivants :

Ead™ s EabP(E) ()P (1a) D0 (Es) (8.1)

e’ 1pas(n”)", (€%)Pap€”,  (€%) pas(n’)". (8.2)
En utilisant les définitions (7.35) a (7.38) des champs conjugués de charge, ainsi que
I’expression du spineur a deux indices, ces produits se réécrivent

5 (0 +7-3) g, (08)* 0°+5-3)Png, (na)* (0°+5-0)ns, ()" (0°+5-3)*"n5, (8.3)

() (0" =7 )as€”, (€ (W° 5 3)ap(€”), (€) (0" —5-F)ast”s (€%)' (0" —P-0)ap(€”)".

(8.4)
Dans la suite nous écrirons les termes cinétiques sous une forme symeétrique, faisant agir
a chaque fois 'opérateur différentiel sur les deux champs, a sa gauche comme a sa droite.
En utilisant le fait que le Lagrangien est toujours défini a une dérivée totale prés, nous
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pouvons écrire la relation Y0y = —(0¥)x en négligeant le terme 9(¢x), ce qui nous
permet de définir

YTy = S0y — (U)X, (8

Il est important de bien remarquer qu’une telle notation permet de faire "commuter"
les champs fermioniques. En effet, du fait méme que ces champs anticommutent, nous
pouvons écrire

0T x = 30— 06)) = 5~ +x00) =X T . (5.6

Nos termes cinétiques prennent donc finalement la forme (en omettant volontairement les
indices spinoriels de 'opérateur différentiel)

(6)" (0" + 0+ F)ng, (05)" (0" + -GG (na)" 0+ F)ng, (na)" (@’ +9-0)m5,  (8.7)
(€)@ =7 e, (€)@ =7 ), €0 —p-F)E”, (€)@ -7 F)E)"

8.1.2 Termes de masse

En tenant compte des possibilités d’anticommutation des champs, les termes quadra-
tiques invariants de Lorentz que nous pouvons écrire de la maniére la plus générale a
partir des deux spineurs de Weyl £% et 7, se réduisent aux huit produits suivants :

&l &™) (€)(&)" (€) e nMna (&) DEY, (m)(n®) (8.9)

De méme que pour les termes cinétiques, ceux-ci peuvent se réécrire en fonction des
champs conjugués de charge comme

(n&)"€", (a)" (%) (€%) g, (€) e, (€%) nar (€%)7 05, (Ma)€% (na)(€)°.  (8.10)

8.1.3 Résumé

L’examen systématique des paragraphes précédents fait apparaitre que les termes qua-
dratiques les plus généraux autorisés par la symétrie de Lorentz mélangent les spineurs
de Weyl £* et n;, et leurs conjugués de charge, et qu’il n’est de ce fait pas possible de
séparer un fermion de son antiparticule. Le Lagrangien doit décrire conjointement les deux
entités, et est donc amené a s’écrire naturellement dans la base des quatre spineurs de
Weyl & deux composantes mise en évidence dans les termes quadratiques précédemment

étudiés :
(é“a) (f'a)
B ga c _ na *
U = (ne)° = (&)" , (8.11)
Ne UE

Dans cette base, le Lagrangien quadratique le plus général invariant sous la symétrie de
Lorentz prend la forme suivante :

ap ap m mr1 o 1
by B p=p-o m; m
r— gt 1 1 1 R1

m m b o o =
L2 2 (52 2)(p0+p0_)

Mo MR2 a2 Qo

v, (8.12)
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41, f2, My et my sont des masses de Dirac :

Lpirac = 1(§%) N + p2(na) E" +mi (%) (na) + ma(na)(§%)° (8.13)

mr1, Mg1, M2 €t mpo sont des masses de Majorana :

Lhtajorana = mr1(§%) (0a)" + mr2(na) € + mr1(€%) na + mr2(na)* (§%)°
= mr1(§7)(§a)” + mr28al® + mpin®na + mpe2(na) (n®)". (8.14)

8.2 Contraintes PCT sur le Lagrangien

Il n’est pas aisé de déterminer la juste forme des contraintes engendrées par la symétrie
PCT sur le Lagrangien classique, et une telle entreprise n’est pas dépourvue d’ambiguités.
Nous pouvons étre tentés de prime abord de traiter la symétrie PCT de maniére analogue
a n'importe quelle symétrie d’espace-temps, et d’exprimer l'invariance du Lagrangien,
considéré comme fonctionnelle des champs classiques, de la maniére suivante :

LIOU(—2)] = L]¥(2)] (8.15)

Cependant cette définition se révéle largement insatisfaisante dans la mesure ou le La-
grangien dans les champs transformés L[OW(—z)] se trouve étre en fait égal & Popposé
—L[¥(x)] du Lagrangien de départ, comme cela peut se vérifier de maniére simple, par
exemple pour un terme de masse : O((£*)*)O(ns) = —(£*)*Nq-

Pour obtenir une définition rigoureuse de 'invariance du Lagrangien sous la transfor-
mation PCT, il est préférable de considérer ce dernier du point de vue de la quantification
canonique comme un opérateur. Dans cette approche, les champs fermioniques ne sont
plus des fonctions classiques grassmanniennes mais des opérateurs agissant dans l'espace
de Fock des états du systéme. L’invariance du Lagrangien £® = £ s’exprime alors, grace
a la loi (7.15) de transformation d’un opérateur sous une symétrie antiunitaire, comme

(OL(z)0™M = L(—x). (8.16)
Prenons 'exemple d’un terme de masse. Nous obtenons

(© ) (@)pmna(z) ©71) = (0 (€M)i(2)07'0mO ' Ons(z) ©671)'

(Ona ()01 (01,071 (O(£2)* (2)07)

= (=i)a(—2)m (=) (€) (=)

(=) (6%) (). (8.17)

L’action de la symétrie PC'T sur le Lagrangien est donc caractérisée non seulement par
la transformation des champs selon les lois définies dans la section (7.5), mais également
par l'inversion des produits de ces champs, qui consiste a les lire de la droite vers la
gauche, et non pas de la gauche vers la droite. Cette régle d’inversion a été introduite
par Schwinger [46], suivi en cela par Pauli [47], et la procédure de transformation du
Lagrangien faisant suivre la transformation des champs de l'inversion est désignée sous
le nom de convention de Schwinger-Pauli. Elle suppose que les produits des champs de
fermions soient antisymeétrisés pour toutes les permutation des champs, auquel cas dans
I'exemple ci-dessus, le terme de masse u1((£%) g — 74 (€%)T) est invariant sous PCT.
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Nous choisissons donc d’adopter cette méme régle de transformation sous PCT pour
notre Lagrangien classique, dont les champs sont des fonctions grassmanniennes, en conser-
vant néanmoins les produits de spineurs sous une forme simple, non antisymétrisée. Ce-
pendant, afin de prendre en compte la statistique de Fermi-Dirac, et de pouvoir identifier
terme & terme le Lagrangien transformé avec le Lagrangien primitif (dans la variable
—x), nous faisons anticommuter les champs dans une derniére étape de la procédure de
transformation, ce qui nous permet de restaurer leur ordre initial.

Le résultat pour les termes de masse est strictement identique & celui obtenu par le
calcul ci-dessus, a la différence prés que la conjugaison hermitienne est remplacée par la
conjugaison complexe, et qu’'une anticommutation supplémentaire permet de retrouver
I'ordre de départ, tout en supprimant le signe (—). La transformation PCT s’écrit donc

(€Y (@) pma(z) "5 (€ () mma(—a). (8.18)

Nous retrouvons dans le membre de droite le terme correspondant du Lagrangien £(—x),
ce qui montre que les termes de masse sont invariants sous la transformation PCT.

La méme procédure s’applique aux termes cinétiques. Le transformé de l'opérateur
différentiel p, = 10, est

(©p,07) = (60,07 = ~id, = —p, (8.19)

du fait de l'inversion x+ — —x. Le spineur correspondant pO‘B (resp. pag) devient donc
—p®? (resp. —pag). Prenons I'exemple d'un terme diagonal :

(€ (@) (0° — 7 7)(x) TS ()P (—a) () — 5 F)((€))°(—z)  (8.20)
— i) ()" — 7 ) (=) () (~x) (8.21)
— P -5 F)(E) (—a). (8.22)

Comme pour les termes de masse, le membre de droite s’identifie a son correspondant
dans le Lagrangien d’arguments inversés £(—zx).

Ainsi les termes cinétiques, comme les termes de masse, apparaissent invariants sous
la transformation PCT'. Tous ces produits de champs fermioniques n’ont aucune carac-
téristique particuliére sinon celle d’étre, par construction, invariants de Lorentz. Nous
obtenons donc une illustration trés simple du théoréme PCT sous sa forme lagrangienne,
a savoir que le Lagrangien quadratique le plus général invariant sous les transformations
de Lorentz (8.12), posséde de fait la symétrie PCT.

8.3 Contraintes internes

Du fait que les champs conjugués de charge sont exprimés en fonction des conjugués
complexes des champs de Weyl, il est possible d’écrire grace a 'anticommutation des
champs un certain nombre de relations entre les différents termes du Lagrangien, qui
réduisent le nombre de parameétres de (8.12). Ces relations font intervenir également ’an-
ticommutation des champs, définis au niveau du Lagrangien classique comme des variables
de Grassmann.

Commencons donc par regarder ce qu’il advient pour un terme de masse :

(6% e = (§%)ng0as = 11(&) 0’ 0apoiy, 0
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Ml(fé) % aﬁ( 0as08y — 5a3575)
fo‘)c* G aﬁ—(@)c"n 3)
£%) g — 2(£%)ng)
= ( 7]&7 (8.23)

d’ott nous pouvons déduire p; = my. Nous obtenons pour les autres masses de Dirac la
relation analogue po = meo. En revanche les termes de masse de Majorana conduisent a
des tautologies et n’offrent pas de contraintes supplémentaires.

—H1

= M7y (55) aﬁ( 0as0py — Gapdss)
((
pa((

O

Considérons maintenant un exemple parmi les termes cinétiques. Ici encore il nous
<~

faut garder a l'esprit que la notation symétrique O que nous avons adoptée nous permet
de faire commuter les champs fermioniques. Nous obtenons donc par exemple

(€ (P =7 3)apt” = (&) =P F)ap™

B 0 o s
= ar(m)"(p’ + 9 5)"(ny)° (8.24)

d’ott vient, en identifiant avec le terme (B (n$)*(p° + 7~ 5)“5772, la relation ay = (5. De
méme, les autres termes cinétiques permettent d’obtenir ay = 31, a; = as et by = bs.

Ainsi, le Lagrangien quadratique le plus général possédant la symétrie de Lorentz
s’écrit sous la forme

( o a ) W mr1

b p ' m; m

_ ot 1 R1

L=1 P — ( a b )W v (8.25)
mo  Mpg2 5 '

8.4 Contraintes données par C

Le Lagrangien transformé par C' correspond au Lagrangien dans lequel les spineurs
de Weyl sont remplacés par leurs spineurs conjugués, comme cela est manifeste pour le
Lagrangien opératoriel de la quantification canonique :

CLC'=L (8.26)

Deés lors, la condition que le Lagrangien soit invariant sous la conjugaison de charge se
traduit de maniére simple par

L[] = £[T]. (8.27)

Les contraintes apportées par la symétrie C se confondent, pour les termes de masse de
Dirac, avec les contraintes internes vues dans le paragraphe précédent. Pour les termes de
masse de Majorana, en revanche, 'invariance par C' entraine mp; = mpgy et mrs = mpo.
Enfin pour les termes cinétiques, la symétrie C' impose o = et a = b.
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La symeétrie C contraint donc le Lagrangien a prendre la forme suivante, dans laquelle
chacune des quatre sous-matrices 2 x 2 est symétrique :

o a S m

(a a)(po—p-a) n’f '

Lo = 1 1
P2 M2 a a \So . o=

My p 4 o ) (p" + p.0)

(8.28)



Chapitre 9

Propagateur pour une génération

9.1 Le propagateur fermionique

Le propagateur fermionique S(z) d’'un systéme décrit par une base de n champs
(1;)i=1..n €st une matrice dotée d’une structure de tenseur de Lorentz dont les éléments
sont les valeurs moyennes dans le vide des produits chronologiques (ou T-produits) de
deux opérateurs fermioniques :

a ar’l x
S5 (x) = {0 [T(w)" (5) W) (=3 0). (9.1)
ol I'on rappelle la définition du produit chronologique

T(z)x(y) = 0(x” — y°)v(x)x(y) — 0(y° — 2°)x(y)¥(x). (9.2)

Nous omettrons dans la suite les indices «, (3 de Lorentz ainsi que les indices 7,j de
numérotation des champs, et noterons simplement S(x).

Nous travaillons, comme pour le cas du Lagrangien, dans la base constituée des quatre
fermions de Weyl (£%, (£%)¢, (94)¢, na) décrivant de maniére simultanée un fermion unique
et son antiparticule. Notre propagateur fermionique est donc une matrice 4 x 4 dont les
éléments correspondent & différents types de T-produits :

e propagateurs de type "masse"

(0T€*(2)(n) (=) 0) et (0 [T(£)(x)((15))'(—2)[ 0) (Dirac),

(0 [T(na)(x )(( 7)) (=) 0) et (0 |Tna(z)(¢”) ()] 0 ) (Dirac),
(01T€(2)((n3)) (=2)] 0) et (0 [T(%)(x)(mg)"(—2)] 0) (Majorana)

(0 |T(na)(x)(€7) (=) 0) et {0 |Tna(x)((£7))T(=2)] 0) (Majorana)

e propagateurs de type "cinétique"

(0 [T (@)(€%) (~)] 0 ) et {0 [T(E%)°()((€%))}(~)| 0 ) (diagonal),

(0 [T (na)*(2) (1)) (—2)] 0 ) et {0 [Tna(x) () ()| 0 ) (diagonal)
(0|7 (=)((€7)° )T( )| 0) et (0 [T(£%)(x)(&”) (~2)[ 0) (non-diagonal),
(0 |T(a)(x) ()" (=) 0) et {0 [Tna(z)((ns)*)'(~2)] 0) (non-diagonal).
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9.2 Contraintes PC7 sur le propagateur

En suivant I'approche fondamentale de Streater et Wightman [44], on montre que la
présence de la symétrie PCT, c’est & dire d'un opérateur antilinéaire défini par les lois
de transformation des champs (fixées dans notre cas par les équations (7.72) a (7.75)), e
laissant le vide invariant (©]0) = |0))!, se traduit par certaines propriétés pour les Valeurs
moyennes dans le vide de produits d’opérateurs de champ. Dans le cas le plus simple de
deux opérateurs (qui correspond a celui du propagateur), ces relations s’écrivent sous la
forme

(0 o(x)x(y) 0) = (0710 [(2)x(y)] @70 ) = (0 [(OY(2)07)(Ox(y)O ™) 0)* (9.3)
d’ot1, avec () (—z) = (Op(x)O~ )T,
(0 [(z)x(y) 0) = (0 [(Ox(»)O ) (OY()O™)0) = (0 |(x)°(—y)()°(—x)| 0)

(9.4)
c’est a dire, au final

(0 [p(x)x(®)] 0) = (0 |0)°(=y)@®)°(=2)[ 0) = (0 |(¥(2)x())°] 0). (9.5)

Ainsi, la symétrie © relie chaque produit d’opérateurs de champs au produit de leurs
transformés par PC7 écrit dans 'ordre inverse. Cette derniére caractéristique est la consé-
quence de antiunitarité de la symétrie PC7 . Elle correspond précisément a la convention
de Schwinger-Pauli utilisée pour exprimer cette symétrie dans le Lagrangien.

9.2.1 Contraintes

La relation (9.5) entraine des contraintes pour les moyennes dans le vide des T-produits
d’opérateurs de champ constituant les éléments de matrice du propagateur fermionique. Il
est important dans le calcul des relations correspondantes de prendre soin de décomposer
le produit chronologique selon (9.2) pour ne pas commettre d’erreur lors de I'inversion
des arguments des transformés des champs par PCT'.

Produits de type masse

Pour les propagateurs qui sont du type "masse", les contraintes s’expriment de la facon
suivante :

e Majorana :

(01T (2)((my)) ' (=2)] 0) (0|7 (=) ((n3)) ()] 0)
(0 IT(na)C(x)(Sﬁ) (=2)[ 0) = (0 [T(ns)(= )( &) i(@)0)
(01T (E) (@) () (=2)[0) = (0|T(E)"(— )( ) (2)] 0)
(0 |Tna(2)((€%)) (=) 0) (0 |Tna(=2)((€7)9) (=) 0) (9.6)

e Dirac :

(0T (x)(ng) (—2)| 0) = (0T (=2)(ny)" ()] 0)

!Comme 62 = 1, l'invariance du vide peut également s’écrire ©~1]0) = |0)
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(0 |Tna(x)(& *8)( z)| 0)
(0 |T(E) ()((np)") (=) 0)
0T

(0 [Tna(—2)(€)(x)] 0)
N3 T
(0T (na) () (7)) (=2)] 0)

(0 T(&)(==)(
(0 [T(na) (—2)(

—~~
m 3

Nous donnons ci-dessous un exemple de calcul pour un terme de Dirac :
(0|7 (@) () (=) 0) = (010()E™ () (my)' (=) 0) — (0 [0(=t) (1) (—2)€* ()] O)
= (0 10()(0)°@)(E)°(=2) 0) = (0 [6(=t)(E™)° (=) (})®(2)] 0 )
= (010(t)i(ng) (2)ig*(=2)] 0) = (0 [6(=1)i&*(—2)i(ns)"(x)| 0)
= —{010(t)(ny)"(2)€* (=) 0) + (0 [0(=1)€™ (=) (ny)" ()] 0 )
= (0T (=) (my)'(2)] 0). (9-8)
Produits de type cinétique
Les contraintes PCT ont la forme suivante pour les propagateurs de type cinétique :

e Diagonaux :

(0T (@)(€)(=2)] 0) = —(0|T€(—x)(&”)! ( )[0)
(0 |T(E)(@)((€7)) (=2)[ 0) = —(0|T()(=x)((£"))!(2)] 0)
(01T (na)"()((n3)) (=) 0) = =0 |T(na)*(=2)((ny)) ()] 0)
(0 [Tna(z)(ng)'(=2)] 0) = =0 |Tna(=2)(n5)" ()] 0) (9.9)
e Non-diagonaux :
(017€)(@)((€M)) (=) 0) = —(0[T€)(2)((6")) (~2)| 0)
(0T (@)(E) (=2)| 0) = —(0]T(E)(x) (") (=) 0)
(0 |T(na) () ()" (=2)| 0) = —(0[T(na)(x)(mg)" (=) 0)
(0 |Tna(2)((nz)9) (=2)| 0) = =0 |Tna(w)((ng)) (—2)| 0) (9.10)

Nous donnons ci-dessous un exemple de calcul pour un terme diagonal :
(0|T¢*(2)(E) (=) 0) = (0]0()&™(x)(€”) (=) 0) — (0 [0(=t)(€") (~2)€*(x)] 0)
= {00)(€"N)°(2)(€")°(=2)| 0) = (0 |0(=t)(€")°(=2)(™)°(2)] 0)
= (010(t)(—ig"")(x)ig" (=) 0) = (0 [0(~1)i&" (~2)(—i&"")(x) 0)
= (010 (@) (=) 0) = (0 [0(=1)&*(=2)(€") ()] 0)
= (0T (=2)(€") ()| 0). (9.11)
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9.2.2 Propagateur invariant sous PC7
Une premiére réalisation

Nous voyons donc que tous les propagateurs de type masse sont invariants sous la 4-
inversion x — —ux, ¢’est a dire dans I'espace de Fourier, sous la transformation p, — —p,.
A Tinverse les propagateurs de type cinétique acquiérent un signe moins sous l'inversion
d’espace-temps. Ces résultats, obtenus de maniére abstraite pour les valeurs propres dans
le vide de produits chronologiques d’opérateurs, sont cohérents avec la forme connue du
propagateur de Feynman pour un fermion de Dirac de masse m :

Se(e — ) = (0 1w 0) = [ Gz e B2 o)

(6%
En effet le spineur de Dirac ¢ s’écrit en termes des spineurs de Weyl comme 1) = ( i >,
G

d’ou :

(0 1To()d(y)] 0) = <0|T(55)<x>(<sﬂ>T ()t ) (—a)7°] 0)

Na

= o (5 )@ () @) onlo) @y

e Pour un propagateur de type masse nous avons ainsi (en prenant ’exemple d’une masse
de Dirac), pour o, f =1,2:

d*x —ip(z—y) (’ygﬁpﬂ + méag)
(2m) 2 — m2 :

(9.14)
Dans la représentation de Weyl des matrices gamma, les éléments %;;ﬂ sont nuls pour tous
(o, B) € {1,2}?. Le terme proportionnel a Pimpulsion p, est donc nul, tandis que le terme
de masse md,p est diagonal.

(0T (x)(ng) (=2)| 0') = (0]T% ()9 (3)|0) =/

e Dans le cas d’un propagateur de type cinétique, nous avons (en prenant ’exemple d’un
terme diagonal), pour o, 5 = 1,2 :

d'z —ip(z—y) (75,ﬁ+2pu + mda,ﬂ+2)
(2m)* 02— m? :

(9.15)
Pour tous (a, 3) € {1,2}?, le terme de masse proportionnel & 6, g2 s’annule, tandis que
la partie en p, est non nulle cette fois-ci, et subsiste donc seule.

(0]T€(@)(€)(=2)| 0) = (0T ()" *(y)]0) = /

Le propagateur de Feynman habituel nous confirme donc la validité des résultats
obtenus sur les valeurs moyennes dans le vide de T-produits d’opérateurs de champ. En
outre, il nous permet de déduire la forme des éléments de notre propagateur impliquée
par les contraintes PC7 sur ses éléments de matrice :

— les propagateurs de type masse, qui restent invariants sous PC7, doivent étre pairs

dans I'impulsion p et donc s’écrire comme f(p*)dqz;

— les propagateurs de type cinétique, qui héritent d’un signe (-) sous PC7, doivent

étre impairs dans I'impulsion et donc revétir la forme g(p2)puagﬁ ou h(p2)pua’uaﬁ.
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Les contraintes apportées par la symétrie PC7 nous permettent donc de proposer un
ansitz, c’est a dire une réalisation concréte de notre propagateur dans 'espace des impul-

(5 Y | (e ) Y,
S(p) = (nzéigj) né;gg))aag (fiéﬁi 222((:))3pu . (9.16)

Dans la suite, nous travaillerons a partir de cette forme concréte, qui inclut par construc-
tion I'invariance sous PC'T, afin d’obtenir, comme nous l’avons fait pour le Lagrangien,
des contraintes explicites sur le propagateur a partir des autres symétries discrétes.

Contraintes internes

Les 16 paramétres complexes de 'ansétz précédent ne sont en réalité pas tous indé-
pendants. Ils satisfont certaines relations, ou contraintes internes, qui s’originent dans la
définition méme des champs conjugués de charge présents dans la base (£%, (£*)°, (1), 14)
décrivant le systéme.

Prenons I'exemple d’un propagateur de type "masse de Dirac". Nous pouvons écrire :

(01T @) ng) (=) 0) = 02,05 0[T& (@) (n’) (=) 0)
(das0ys = Basdys)( 0 |T(15)" (2)(€°)*(~2)] 0)
= —(0asbyp — Gapdys) ( 0 [T(€°)* (=) (15)" ()] 0)
= —(0|T(€) (=) () ()] 0)
+dag{ 0 |T(E) (=) (15) ()] 0). (9.17)

Cette relation se traduit, a Paide de 'ansétz (9.16) par

11(0*)0as = —m1(p*)dap+mi (p?)0asdyy = —mi(p*)das+2mi(p*)das = m1(p*)dap, (9-18)
c’est a dire
i (p?) = ma(p?). (9.19)
Nous obtenons également de la sorte la relation similaire pour I'autre propagateur du
méme type : pa(p®) = ma(p?).
Pour les propagateurs de type "masse de Majorana', la démarche précédente entraine
une tautologie :

(0T (2) () (=2)] 0) = (0 [T (=) (%) (2)] 0 ) + dap( 0 [T (x)(n5) ()] 0),
(9.20)
d’ottmp (p?) = mpi(p?), et de méme mpa(p®) = mpa(p?), mpa (p?) = mp (p?) et mpo(p?) =
Mpa(p?).
Nous pouvons suivre la méme procédure pour les termes cinétiques. Nous obtenons

par exemple dans le cas diagonal

(017 (2) (€M) (=2)] 0) = (0 |TnE(=2) (1) ()] 0) = Gap( O [T (—) (%) (2)] 0 ),
(9.21)
ce qui entraine, avec (9.16)?

ar (p*)puotap = —52(192)2%056+5aﬁ52(p2)17u057

2Le signe (-) global apparaissant dans les termes du membre de droite est dii & I'inversion des signes
des arguments des champs dans les valeurs moyennes des T-produits correspondants.
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= —5(0*)(Pooas — Piohs) + 20a552(0%) Do
= —02(p")pooas + Bo(D*)pichs + 200,502(P")po
+32 (pz)poagg + B2 (pZ)piO'Zlg
Bo(P)Pu0Pag (9.22)

d’ou
a1(p?) = Ba(p?). (9.23)

On obtient de méme ay(p?) = B1(p?), ainsi que a;(p?) = aa(p?) et by (p?) = ba(p?) pour les
propagateurs de type cinétique non-diagonal.

Ainsi, les contraintes internes entrainées par le lien existant entre les spineurs de Weyl
et leurs conjugués de charge, permettent de simplifier la forme (9.16) du propagateur en
réduisant le nombre de parameétres complexes de 'ansétz de 16 a 10. Le propagateur PCT
invariant le plus général s’écrit donc finalement

(Oé(pQ) a(p’) )puaiﬁg (le(pz) mi (p?) )%,@

Spcr(p) = ( mbL(f(}) ﬂgi)(p?) ) o (2(1255)2) 6(7;21;13)2“%&6

mo (pQ) mpa2(p G(PQ) B (pQ)

C’est cette forme du propagateur, comprenant par définition la symétrie PC7, que nous
utiliserons dans la suite.

(9.24)

9.3 Contraintes données par C

La condition que la conjugaison de charge C soit une symétrie de la théorie se traduit
par certaines relations entre les éléments du propagateur :

(0 [(@)x()] 0) = (C0 [(@)x(y)| €0 ) = (0 [(Cy(x)C)(Cx(y)C ) 0) (9-25)
c’est a dire, comme (p)¢(z) = Cp(z)C71,
(0 [ (2)x(y)] 0) = (0 () () ()] 0). (9.26)

La symétrie C contraint donc le propagateur a prendre la forme suivante, dans laquelle
chacune des quatre sous-matrices est symétrique :

(9.27)

9.4 Contraintes données par P

De maniére semblable, la présence de la symétrie P entraine les propriétés suivantes
pour les valeurs moyennes dans le vide des T-produits d’opérateurs de champ :

(0 [, D)x(y". 9)| 0) = (0]()" (=", —2) ()" (", 9] 0). (9.28)
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Pour les termes de type masse nous avons par exemple (ici avec une masse de Majorana)
(0T (@ 7)) (=2, =) 0) = (0 |Tna (2, =2)((€7)) (=2, ) 0).  (9.29)

d’ott mp1(p?) = mp2(p?), et de méme mpi(p?) = mr2(p?) et my(p?) = ma(p?).

Pour les termes de type cinétique, 'inversion des arguments spatiaux des champs
entraine le changement de (poo® — p.d) = p,o* en (poo” + p.G) = p,oF. Dans le cas des
termes non-diagonaux, par exemple,

(0 |Te (2", 2)(e") (=", =) 0) = (0 [Tns(a”, =) (n3)"(—2°, 7)] 0) (9.30)

implique a(p®)puohs = B(p*)puoks, don a(p?) = B(p?) (la méme relation étant obtenue
par l'autre terme). Les termes diagonaux ne donnent pas, quand a eux, de contraintes
supplémentaires (les relations qu'ils font apparaitre étant déja incluses dans les contraintes
internes du propagateur invariant sous PC7).

Nous obtenons donc finalement le propagateur suivant :

p
) )p — (9.31)
) n as

9.5 Contraintes données par CP

L’existence de la symétrie CP se traduit par les relations suivantes entre les éléments
du propagateur :

(0 [, D)x(",7)] 0) = (0 |()7 (2% -D) )7 (", )] 0). (9.32)

Cela entraine pour les termes de masse les relations mpri(p?) = mpa(p?), mei(p?) =
mpro(p?) et my(p?) = mo(p?), ainsi que pour les termes cinétiques a(p?) = b(p?) (les autres
relations s’identifiant encore une fois aux contraintes internes déja implémentées).

Le propagateur invariant sous la symétrie CP adopte par conséquent la forme suivante :

a(p 2) o %L(f) n?g(p? 5.
Scr(p) = (mL(g)ﬁ(m()p)p); Ezgéi)ggz;(s)p?w; S (9.33)

9.6 Diagonalisation du propagateur invariant sous C

Comme nous ’avons montré, la présence de la symétrie C contraint la forme du pro-
pagateur :

- (Z((ng 3({9?) Pudhs ( ﬂplll((p?) mll((lf)) )(w
Se(p) = ( 5122%22)) ig((g)) ) 5 (38.?3? Zéz))p) p— (9.34)
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Ce dernier apparait constitué de trois matrices du méme type (symétriques a éléments

diagonaux égaux) ( Z Z ), < 7/:; Tgl ) et ( 752 n;2 >, qui sont toutes diagonalisées
1 P 2 P2

1 1 -1
U= E ( 1 1 ) (9.35)
a a a+a 0
UT(G a)U:( 0 a_a). (9.36)
En écrivant notre base initiale comme
g T
( ’ Z(fa) > ) , (937)

)= fighe )= (o )+ 0= (i )= Ul

nous pouvons définir la nouvelle base de diagonalisation comme

|NL> = [jT"fLL>7 |NR> = UT|TLR>, (938)

par la matrice

selon le modéle

<NL| = <TLL|U, <NR| = <TLR|U, (939)

c’est a dire, de maniére explicite

_ Ll =i _ L e+ (€)9)
Na) = V2 ( e ) > R ( e > ’
L =i&a) +ne) Y L e+ (na)°
) = g5 (e o ) = h) (6-40)
qui peut s’exprimer de maniére condensée, au moyen de deux spineurs de Weyl x et w,
o () (10
INL) = ( (D)W ) | NR) = ( 3) ) : (9.41)

Le propagateur prend dans cette nouvelle base la forme diagonale suivante :

~ ~—

[

M6 — (Na

Se () , 2 2 2
( a(p?) + a(p) u ( pr(p?) +ma(p?) ) ) )%g

a(p?) — a(p?) )p“"aﬁ ( S

( p2(p?) + ma(p?) ) ) ) o

a(p®) — a(p?) ) Puc" s

Ses éléments peuvent s’écrire de la maniére suivante :
— Pour les termes cinétiques :
[ e 0 @O 0] 0) = (@) + a0k
d'ze™ (0 |T(xa) (2)xs(=2)| 0) = (a(p®) + a(p®))puoTas.

d'ze™ (0 |T(w) (@) (~2)| 0) = (a(p?) — a(p?))puos.

—_—

d'ze™ (0 |Twa(@)(wp) (=2)[ 0) = (a(p?) — a(p®))pu0Pas.  (9:43)
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— Pour les termes de masse :

/ dize( 0 |TX*(2)ixs(—2)| 0) = bap(pr(p?) +mi(p)),
[t (0 D)) @O (-2) 0) = duslpa?) + mals?),
[ e (0 D@ @) (0] 0) = Gaslpn0) = mso))

[ (0 [Pa@)ie(-0)] 0) = aslpas?) — male?). 0.4

Nous pouvons alors définir deux spineurs de Majorana a partir des spineurs de Weyl y et
w introduits en (9.41) :

Xii = (ﬂ—?ixgﬂ)%(ﬁ;ff%) 7 (if ‘(éf“)”)
e ()G CRTE ) H(GE).

qui vérifient les relations

/ dize™ (0 |TX (1) Xty(—2)] 0) =

(p1(p?) = m1(p*))das  ((p?) — a(p?))puol;
( s (palp?) — m2<p2>>6a§)' (5-47)

Ainsi, lorsque la conjugaison de charge C est une symétrie du systéme, le propagateur
fermionique le plus général (invariant par construction sous PCT) est équivalent a deux
propagateurs de spineurs de Majorana. .

On peut montrer facilement que le déterminant de Sg(p), égal a celui de Sglag(p),
peut s’écrire comme le produit des déterminants des deux matrices du membre de droite
de (9.47). Les poles de Sc(p), qui déterminent les masses physiques des particules qui
se propagent, s’identifient donc aux poles des propagateurs de Majorana de (9.47). En
conclusion, les états physiques du propagateur invariant sous C sont les deux fermions de
Majorana X et (2.






Conclusion

Nous avons présenté, dans la seconde partie de cette thése, les premiers pas vers une
approche propagatorielle des fermions couplés en Théorie Quantique des Champs. Une
part non négligeable de ce travail a en fait été consacrée a la constitution, en amont,
d’une synthése cohérente sur les champs fermioniques et leurs transformations sous les
différentes symétries discrétes, mettant clairement en évidence certaines particularités
souvent peu soulignées dans la littérature (par exemple la distinction entre chiralité et
hélicité). Puis, ayant ainsi solidement établi les bases de notre étude subséquente, nous
avons déterminé les contraintes engendrées par les symétries discrétes sur le Lagrangien
et surtout le propagateur fermioniques les plus généraux invariants sous PCT. A la suite
de cela nous avons montré que les états propres du propagateur invariant sous C étaient
des fermions de Majorana.

Ce résultat, qui a été établi dans le cas trés restreint d’un fermion unique couplé avec
son antiparticule, est de portée encore trés limitée du point de vue de sa signification
physique. Il ne s’agit la que d’un premier pas appelant une extension au cas général de
plusieurs saveurs correspondant a la réalité physique. Cette extension permettrait a terme
de proposer un traitement de la question cruciale du mélange des fermions, en lien avec les
symétries discrétes, dans le cadre de 'approche propagatorielle rigoureuse de la Théorie
Quantique des Champs.
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Annexe A

é13=O=>913=O

En utilisant les notations de la section 3.2 nous partons du systéme d’équations sui-
vant :

w =33 e sl tsp+ =1 (A.la)

[11] = [22] & 24 cos(2612) = (24 + §24) cos(2012); (A.1b)

[12] = 0 = [21] © 4 sin(2615) = (24 + 32,) sin(26;5); (A.1c)
[13] = 0 = [31] & &1 (sin(2923) - sin(2é23)> — 1o 5i0(2013); (A.1d)
23] = 0 = [32] & é1s (sin(2923) . sin(2023)> = s15in(20)3). (A.le)

L’équation (A.la) entraine c2; + 333 = 1+ s%,, ot ¢35 + 555 # 0. En reportant ce résultat
dans (A.1Db) et (A.1¢), nous obtenons nécessairement c?; # 0. En effet, dans le cas contraire
les membres de droite des deux équations doivent étre nuls également, et donc cos(26;5)
et Sin(2¢§12) doivent s’annuler simultanément, ce qui est impossible.

Forts de ce résultat préliminaire, étudions maintenant les deux équations paralléles
(A.1b) et (A.lc).

e Les deux membres de (A.1b) s’annulent si et seulement si cos(2612) = 0 = cos(26;5),

cest a dire 0o = Z[5] = 6. (A.lc) devient alors ¢iy = ¢33 + 533, qui conduit avec

Péquation (A.la) a la solution suivante! : 613 = 0[x] et Aoz = F6a3[r].

e De méme, les deux membres de (A.1c) s’annulent si et seulement si sin(20;5) = 0 =
sin(2612) = 0, c’est a dire 15 = 0[5] = 612. (A.1b) donne alors cf5 = ¢33+ 335, d’ott comme
dans le cas précédent 615 = 0[7] et fy3 = +6y3[n].

e Dans les autres cas, les membres de (A.1b) et (A.lc) ne s’annulent pas, et I'on
peut donc calculer le rapport (A.1b) / (A.lc), qui entraine tan(20;2) = tan(26;5), d’ou
912 = 612[71'] ou 912 = g + 912[71'].

% 012 = T + O12[7] implique pour (A.1b) et (A.lc) la relation 3 = —c3; — 825, qui
associée a 'équation (A.la) :(ci; = s35 + ¢33), entraine une contradiction : 2 = 0.

% 015 = O15( 0)[x] implique 2, = 24 + 5%, qui conduit comme précédemment, en
association avec (A.la) aux solutions suivantes : 13 = 0[] et fy3 = £6a3[7].

{ sh3 + o3 =1

—

2 S
S13+ S35 + ¢33 =1

2 _ 2 | =
1{ Ci3 = Ci3 + S3 2
s13 =0
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Quel que soit le cas, les trois premiéres équations de notre systéme conduisent donc a
des solutions ou 'angle 6,3 s’annule : 613 = 0[7]. Les deux angles relatifs au mélange (1, 3)
apparaissent également toujours liés par la relation 63 = £643]7].

Considérons maintenant les deux autres équations paralléles, (A.1d) et (A.le), de
maniére & vérifier la cohérence de nos résultats. La condition #;3 = 0 annule leurs deux
membres de droite, laissant les deux équations jumelles

§1Q(Sin(2923)—sin(29:23)) = 0 (A.2)
612(sin(2¢923) —sin(2923)) = 07

qui impliquent ensemble la relation sin(20a3) = sin(29~23), d’ol Oy3 = égg[w] ou B3 =
% — 923 [7'('}

% 3 = By3[n] s’accorde directement avec les résultats précédents dans le cas "4,
tandis que dans le cas du signe "-", I'accord conduit a 03 = fy; = 0, qui peut étre
réabsorbé comme un cas particulier dans la configuration "+".

* oy = 5 — 05[] s’accorde avec nos solutions dans le cas "+" seulement (le cas "-"
conduisant a un résultat absurde), et il donne lieu dans ce cas & o3 = Oy = T3], cest &
dire au mélange maximal entre les fermions des seconde et troisiéme générations.



Annexe B

Solutions (012, fh3) des équations (3.37a)
a (3.37e) dans le cas 63 =0 = 03

Comme ¢y et 12 ne peuvent pas s’annuler simultanément, les deux équations paralléles
(3.37a) et (3.37b) impliquent ensemble sin(20,3) = sin(26,3), d’olt Oa3 = Oa3[7] ou o3 =
I_ 923 [7'[']

2

e Dans le cas ol Ay = Oa37],

(3.37¢) implique sin(26,5) = sin(29~12) :
(3.37d) implique cos(2612) = cos(2612) ;
(3.37e) implique s%, + ¢, — 1 = 0.

Les solutions de ces trois derniéres équations sont 015 = 012[7].
e Dans le cas ol o3 = § — Og3[7],

3.37¢) implique s1ac1a = 262,51919, d’0U sin(260;2) = 2¢2, sin(26;) ;
23 23 N
(3.37d) implique ¢y — 52, = 2¢3,(C3y — §35), d’oil cos(2012) = 2¢35 cos(26;2).

En supposant cos(26;2) # 0 # COS(2§12), c’est & dire 01y # T[] # 015, nous pouvons
effectuer le rapport des deux premiéres relations, qui conduit a tan(260;,) = tan(26,,), d’oul
0o = 012 + 5[] ou 012 = O12[m]. Réintroduite dans I'une des deux équations du rapport,
la premiére solution conduit & 2c¢3; = —1, et se trouve de ce fait éliminée. La deuxiéme
conduit & 2¢33 = 1, d’ou l'on tire la solution 6o3 = F[5]. L’angle 03 est alors également
maximal : Gz = 715], tout en étant toujours lié & 6y par la relation Oy = 7 — bo[m]. La

derniére équation, (3.37e), se trouve de la sorte automatiquement satisfaite.

En conclusion, nous obtenons deux types de solutions :
- ng = 012[71'] et 923 = 923[7’(’] de type stand@rd.
— 012 = O1z[m] et les deux angles 03 et fhs de type maximal, liés par la relation
Bz = % - 923[7T]-
En tenant compte de I'intervalle physique [0, 7], les solutions précédentes se réduisent &
— 1o = b1 et Oo3 = Oo3.

— b2 = 013 et O3 = 7 = Oa3.
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Annexe C

Courants chargés et "base de saveur
renormalisée"

Il est possible de réécrire 'équation (5.41) du chapitre 4, exprimant le courant chargé
Eur €€y, dans la base des états propres de saveur au premier ordre dans les parameétres
A, et Ay, de la fagon suivante :

GV, = (g Cpr ) 1+ AJTL(00) + AdT2(02)] 7" ( dfr, )

SfL

Q

(mLéﬂ)KLh%n@ma+Aﬂmm”¢(dﬂ)

SfL
~ eAuT:(0u) ( UrL )eAdTZ(ad)’Y“ ( diz ) ) (C.1)
CfL SfL
Le courant chargé peut donc s’écrire simplement
&ur€"&ar = fury" far- (C.2)
dans une base définie de maniére effective & partir de la base de saveur :
_ AJT(0.) (UL _ AT(00) (AL
fﬁL =€ et ij =€ . (CL3)
CfL SfL

Les matrices de mélange €, /4 reliant cette "base de saveur renormalisée” a la base des
états propres de masse renormalisés £ vérifient (en notant o = u, v)

cos(fy + 2o)  —sin(f, + o)
sin(6,, + %) cos(f, + %) ) . (C4)

et sont donc unitaires. Le seul effet des contre-termes finis de Shabalin est une renorma-
lisation finie de leurs angles de mélange. De plus, elles vérifient la relation standard

€a::eAﬂx%)axz(l——AuTuﬂa»Ca::(

¢ =cle, (C.5)

oit € est la matrice de Cabibbo renormalisée calculée en (4.42) comme une matrice de
rotation d’angle 0, = 0, — Oz, + (A, — Aa).

La "base de saveur renormalisée" (C.3) nous permet donc de retrouver des matrices

de mélange unitaires et un Lagrangien formellement identique au Lagrangien "nu" du
modéle standard.
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PACS: 11.30.Hv, 11.40.-q, 12.15.Ff, 12.15.Hh , 12.15.Mm, 14260.

'LPTHE tour 24-25, 8"¢&tage, UPMC Univ Paris 06, BP 126, 4 place Jussieu, F-75a68 edex 05 (France),
Unité Mixte de Recherche UMR 7589 (CNRS / UPMC Univ Paris 06)

2E-mail: duret@Ipthe.jussieu.fr

3E-mail: machet@lIpthe.jussieu.fr

4SSC RF ITEP, lab. 180, Bolshaya Cheremushkinskaya Ul. Z&18 Moscow (Russia)

SE-mail: vysotsky@itep.ru



110 Articles

1 Introduction

In the Standard Model of electroweak interactions [1], arsality (we think in particular of gauge neutral
currents) is very well verified for mass states, which aretigerved and propagating states; non-diagonal
transitions (for examplé,,, < s,, transitions — see Fig.1 —) as well as non-diagonal neutratots and
small violations of universality are generated at 1-lo@pcharged weak currents and the Cabibbo mixing.
This empirical fact is consistent with the gauge Lagrandiemeutral currents being controlled, in mass
space, by the unit matrix (this will be justified later on m@mecise grounds). This work, motivated
by results of [2] and [3], which are summarized below, restdte fact that, in Quantum Field Theory
(QFT), for non-degenerate coupled systems like fermidresunit matrix controlling neutral currents in
mass space does not translatpriori unchanged when one goes from mass states to flavor states. By
analyzing this transition, we uncover peculiar and regsiarctures related to flavor transformations and
symmetries; they arise in gauge neutral currents, insteawhes matrices where they are more commonly
looked for.

We have shown in [2] that, in Quantum Field Theory (QFT), miximatrices linking (bare) flavor to
(renormalized) mass eigenstates for non-degenerate embgybtems should never be parametrized as
unitary. Indeed, assuming that the renormaliz¢ddependent, effective) quadratic Lagrangian is her-
mitian at anyq?, different mass eigenstates, which correspond to diffevalues of¢? (poles of the
renormalized propagator), belong in general to differetitanormal base$ 2 this is the main property
pervading the present work. We recover this result in secidrom perturbative arguments, through
the introduction of the finite counterterms canceling, &dp, on mass-shell,, < s,, transitions and
equivalent [4].

When it is so, the properties of universality for diagonalitngl currents and absence of flavor changing
neutral currents (FCNC's) do not anymore automaticallpgfate from the space of mass states to the
one of flavor eigenstates (anite versa Assuming these two properties for mass states, they dgn on
be achieved for flavor states in two cadés “Cabibbo-like” solutions (the standard caseyhich reduce

to a single unconstrained mixing angle, and a set of newratissolutions, unnoticed in the customary
approach, including in particular the so-called maximating 7 /4 + kr /2;

While, for any of these solutions one recovers a unitary ngixnatrix, the very small departure from
unitarity expected in principle because of mass splittimgmifests itself as tiny violations of the two
previous conditions: universality gets slightly violatedd FCNC's arise. We empirically found [3] that
these violations obey a very precise pattern: inteighborhoocbf a Cabibbo-like solution, they become
of equal strength for a mixing angle extremely close to itasueed value

tan(20.) = % 1)

This success was a encouragement to go further in this idinecdiVe present below the outcome of our

investigation in the case of three generations of fermidh& intricate system of trigonometric equations
has been analytically solved by successive approximatistasting from configurations in whict

is vanishing. We will see that this approximation, obvigusispired by the patterns of mixing angles

determined from experimental measurements, turns out éovieey good one. Indeed, we show, without
exhibiting all the solutions of our equations, that the praly observed patterns of quarks as well as
of neutrinos, do fulfill our criterion with a precision smetdlthan experimental uncertainty.. While the

ISince, at anygiven ¢2, the set of eigenstates of the renormalized quadratic Ingigia form an orthonormal basis, the
mixing matrix with all its elements evaluated at thsis unitary and the unitarity of the theory is never jeopagdiz

2gpecial cases can occur, in which two coupled states withrdiit masses can be orthogonal: this would be the case of
neutral kaons in a world where they are stable and wii&Resymmetry is not violated; the mass eigenstates are then the
orthogonalk? and K9 mesons [7].

ith respect to [2] and [3], the roles of flavor and mass eig#ns have to be swapped. This is shown in particular by

3with t to [2] and [3], the roles of fl d i have to b d. This is sh i ticular b
perturbative calculations (see section 2 below. See als¢5#a),(54b), and footnote 15.

“For two generations, one is led to introduce two mixing asitgeparametrize eachx 2 non-unitary mixing matrix.

SCabibbo-like angles can only be fixed by imposing conditionsheviolation patternof the unitarity of the mixing matrix
in its vicinity.
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three angles of the Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) gmiuare “Cabibbo-like”, the neutrino-like
solution

tan(2912) = 2 & (912 ~ 31.707
923 = 71'/4,
013 = +5.7107 orfy3 = +0.2717 2)

is of a mixed type, wheréys is maximal whilef;, andf,3 are Cabibbo-like.

Two significant features in these results must be stressest, fhe values for the third neutrino mixing
anglef;3 given in (2) are the only ones which lie within present (Igosgperimental bounds. Only
two possibilities survive: an extremely small valtig ~ V,;, ~ a few 1073, and a rather “large” one,
at the opposite side of the allowed range (it actually lieghglly beyond present experimental upper
limit). Secondly, our procedure yields in an exact, thougitegsimple way, the well-known “quark-
lepton complementarity relation” [8] for 1-2 mixing:

b1 + 0. = /4, (3)

wheref, is the leptonic angle, an}. the Cabibbo angle for quarks.

The phenomenological results for the mixing angles obthinehis work only rely on a specific pattern
of neutral currents in bare flavor space, and do not deperftedfize of the parameter characterizing the
departure of the mixing matrix from unitarity.€., in practice, the value of the finite counterterms [4]).

The latter, that need to be introduced to cancel unwanteediagonal transitions, modify kinetic and
mass terms of fermions. It turns out that the diagonalipatibthe new quadratic Lagrangian obtained
from the classical one by the adjunction of these counteserequires non-unitary mixing matrices
similar to the ones used in [2][3] to connect renormalizedssneigenstates to bare flavor eigenstates.
Nevertheless, we show, and té/(2);, gauge symmetry plays a crucial role for this, that the mixing
matrix occurring in charged currents of renormalized méses, for example the Cabibbo matrix, stays
unitary. In this (non-orthonormal) basis, ti$%8/(2); gauge algebra closes on the unit matrix which
controls neutral currents (like it did in the orthonormakisaof bare mass eigenstates). Mixing angles
simply undergo a finite renormalization by half Shabalirilsekic counterterms. By introducing a non-
unitary renormalization of flavor states, one can also malkiary the mixing matrices which connect, in
each sector, the renormalized flavor states to renormafiess states; the former do not form anymore,
however, an orthonormal basis.

The above results have been obtained, so far, without ctiongo horizontal symmetries; they only rely
on the generalization to three generations of the empipic@erty concerning gauge neutral currents in
flavor space, that we uncovered in [2][3] for two generatiohguarks. This constitutes a departure from
customary approaches, which rather try to induce some fapéaim for mass matrices from suitably
guessed horizontal symmetries [6]. So, the last part ofviloisk starts spanning a bridge between gauge
currents and mass matrices, investigate which role evignplay flavor symmetries, and how they are
realized in nature. For the sake of simplicity, we do thishia tase of two generations only. A natural
horizontal group arises, which 8U(2); x U(1); (or U(2);); both non-trivial parts of gauge neutral
currents and of the fermion mass matrix (that we suppose tedlesymmetric) respectively exhibit the
SU(2) ¢ generatord, and7,. This flavor group is a rotated version of the most trivial (the generators

of which are the Pauli matrices); its orientation dependtghermixing anglé). It is unbroken in the case
of mass degeneracy (and the mixing angle is then arbitremgiss splittings alter this situation, and one
can then find two subgroups leaving respectively invarinatgauge Lagrangian of neutral currents, or
the fermionic mass terms (but not both). Mixing angles, eissed, as we saw, to specific departure
from unity of the matrix controlling neutral currents in ftavspace, are accordingly also related to a
specific pattern of théreakingof the SU(2) ¢ flavor symmetry under consideration. We show that the
transformations generated by titeifdependent) generat@y, which correspond to 2-dimensional flavor
rotations, continuously transform the matrix controlligguge neutral currents into the mass matrix.

Since introducing a unique constant mass matrix is knownetg@toblematic in QFT when dealing
with coupled systems [9]), we generalize this connectibmugh Ward identities, to the renormalized
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fermionic self-energy. The latter gets thus related tonakatirrents, such that their flavor group structure
is stable by flavor rotations, unlike textures.

Another important aspect of unitary flavor transformati@that, though they may not be symmetries
of the theory (in the sense that its Lagrangian is not inmyjahey should not change the “physics”, in
particular the Cabibbo angle occurring in charged gaugeents. We show that it is indeed the case,
including its renormalization through the finite countemis of Shabalin. Among these unitary transfor-
mations, flavor rotations turn out again to be of specialrege While they do not alter the breaking
pattern (flavor group structure) of neutral currents in eseattor (u, c) and(d, s)), itis in general not the
case for charged currents unless the rotations in the tworsegre identical. When it is so, only one of
the two mixing angles (the one 6f, c) or the one of(d, s)) can be turned to zero, such that the one in
the other sector becomes, as commonly assumed, equal t@akfilgbG angle. We also show that one can
choose a renormalization scheme in which, including 1-loopections and Shabalin's counterterms,
the gauge charged current, after mass/flavor alignmeneituttr) sector through a flavor rotation, only
depends, as expected, on the (renormalized) Cabibbo dfigler rotations appear as a very mildly bro-
ken symmetry of the Standard Model, in the sense that theyadtdr the Lagrangian through unphysical
phase shifts and do not modify the “physics” (the Cabibbaimgixangle or its leptonic equivalent, masses
)
The paper ends with question marks. We have unfortunatelyoeen able to cast the apparent quanti-
zation on thetan of twice the mixing angles as/2, n € Z in relation with theSU (2); x U(1); flavor
group of symmetry that underlies electroweak physics far flavors. It is in particular becausen 26,
is 1/2 that it is connected with the Golden ratio [3][10]. Also, tieeovery by perturbative (?) methods
of the empirical properties of mixing angles that we unceddn this work stays as a challenge.

2 Perturbative considerations

In this section, we show how finite (after renormalizationdoe of them) 1-loop counterterms introduced
by Shabalin [4] in order to cancel on mass-shell non-diabwaasitions between quark mass eigenstates
entail that mixing matrices linking (orthonormal) bare flastates to renormalized mass states are in
general non-unitary; accordingly, renormalized masgstdo not form in general an orthonormal basis
(as is demonstrated in section 3 from basic QFT argumenjatiNeutral currents being controlled in
(both bare and renormalized) mass space, by the unit mathicli we demonstrate), we exhibit the
non-unit matrix which controls them, at 1-loop, in the ongji flavor space. We also show, by explicit
calculations in the case of two generations, h8li(2); gauge symmetry preserves the unitarity of
the Cabibbo matrix occurring in charged currents of rendimed mass eigenstates. It does not write
anymore, however, as the product of the renormalized miriadrices of each sector. TheU(2),
gauge algebra then closes on the unit matrix for gauge neuwtnents. Last, we show that, at the price
of a non-unitary renormalization of bare flavor states, Whiecome then non-orthonormal, the mixing
matrix in each sector can be made unitary. The standardorlét= @L@d between the renormalized
Cabibbo matrix and these ones is then restored.

2.1 The 1-loop self-energy

The study of neutral kaons [7] has unambiguously shown Wigite flavor eigenstates can be assumed to
form an orthonormal basis, mass eigenstéf€s,,,,, K snor¢) do not (see footnote 2); the corresponding
mixing matrix can only be non-unitary.
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u,c

p q P
Fig. 1. d°, to s, transitions at toop

The situation could look very similar in the fermionic caseéce there exist, for example, transitions
betweend®, ands? ©, depicted in Fig. 1. They have the form of a non-diagonal tigrterm

Fa(p® i, m, miy) 5/ (1 =) diy, ©)

in which the functionf is dimensionless and includes the factgfsin 0, cos 6. (m? — m?) (. is the
classical Cabibbo angle). One should however also takecimsideration the work [4] which shows
how the introduction of finite counterterms can make theamsitions vanish fotl”, or 8 5%, on mass-
shell. The following non-diagonal counterterms, which aféwo types, kinetic as well as mass terms,
and with both chiral structures:

~(Aa S0, (1=7) i, + Ba 50,1 = 7)), + Ca sy (14 97) iy + Da 5,1+, ). (9)

with
A= m3 fa(p* = m3) — m3fa(p* = m3) o, = Matmd (falp? = m2) = fap® = m}))
! m2 —m3 L m2 —m3 ’
By=-myCq, Dg=-m,Cy, (6)

are easily seen to play this role. They can be consideredstoree at 1-loop, the orthonormality of the
classical mass eigenstaté§ ands?,.
dO
Noting) . = ;” , the kinetic counterterms for d-type quarks rewrite
Sm

0 1 0 0 1 0
—Ad Vg, X Yamr, — Ca Ygmp . YVdamps (7

and the mass counterterms

Dy —_ By
Vomr — W VL 8

By Dy

0
- wdmL

54%, ands?, are the classical mass states obtained after diagonatizatithe classical mass matrix by a bi-unitary trans-
formation. At the classical level, they form an orthonormasis; the situation is modified at 1-loop sintk < s2, can then
occur.

"The introduction of these counterterms enabled to show that left-handed theory, the electric dipole moment of the
quarks vanished up to 2-loops. This resulted in a neutrairededipole moment well below experimental limits [5].

®Both cannot be of course simultaneously on mass-shell.
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Instead of the customary perturbative treatment of suchtesierms in the bare orthonormal mass basis,
order by order in the coupling constant, which can be ratherbersome in this case we shall instead
consider and re-diagonalize the effective renormalizegrdsagian at 1-loop

5 —Aq —— —Cy
L = ¢2mL p(wgmL + wng ]ngmR
Ay 1 -Cy 1
mq Dd —_— mgq Bd
_wgmL wng - ¢2mR lbgmL' ©)
By ms Dy ms

The advantage of doing so is that a link can then easily bblestad with section 3 which uses the general
QFT argumentation of [2][3] to get similar results. The diaglization of (9) proceeds as follows.

¢ Find 2 matrices/; and/; such that, for the kinetic terms

1 -A 1 -C
Vi Nvi=1=uf Ny (10)
-A; 1 -Cy 1
they then rewrite .
W ¥ V)V s+ 8Gn ¥ U) Uy e, (11)
which leads to introducing the new states
—1,0 ERP ) ~1,,0 11 [ YR
XdL = Vd d)dmL = Vd Cdo y XdR = Md wdmR = Z/{d HdO ) (12)
SfL SfR

whereCyy andHgyq are the two unitary matrices by which the classical massimady has been diago-
nalized intodiag(mg, ms) 1% we take them as follows":

cosfy, —sinfyy, cosfygp —sinfyp
Cao=1| s Hao=| : (13)
sinfy;, cosfyr sinfyr  cosfyr

Solutions to the conditions (10) are then-unitarymatrices*

(V;)71 _ CoS gDLd+AdSin<pLd sinprg — AdCOS<pLd
—singrq COS PLd
Y COSQYLd sin prq
d =

—singrg + Agcosprg cosprg + Agsinprg

®In particular, when neithet nor s is on mass shell, which starts occurring at 2 loops, theér doles not restrict anymore to
the cancellation of non-diagonal transitions.

Ydiag(ma, ms) = ClyMoHao, whereMy is the classical mass matrix.

e take a rotation matrix with angle-6,z.) to match the formulee of [2] [3].

1 1
2Maximal mixing, for exampleV; andi/; equal toi , also diagonalizes the kinetic terms, but not into

V2 \ -1 1

the unit matrix. This accordingly requires two differenhoemalizations of the corresponding eigenvectors, whigh a
L__(d% + s%) and ———(d%, — s%). The mixing matrix connecting them to bare mass states isrdgly

/2(1+4) /2(1-A)
1 1 1
S=2 ( ”1*“ V”lA ) which is again non-unitary: it satisfiggst = [ '*4 ) ) The mixing matrix
A ViA -4

connecting them to bare flavor states is thus also non-yr{isee footnote 13). This is why we look in general for nontanyi
matrices.
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Ag small CoS Y14 singrq
—sin(prg — Ag) cos(pra — Aq)
(Z/l;)_l _ cos prg + Cysinprg singprg — Cqcos Yry
—sin YRy COS Y R4
Ny _ COSPRd sin @y
—singgrg + Cycosprg  €os Yrg + Cgsin pprg
Cq small COS PRd Sin QY pyg

—sin(¢rqg — Cq) cos(¢rq — Ca)
(14)

depending respectively of arbitrary angles; andyg,.

The connection between the flavor states andythe; states that diagonalize the kinetic terms goes
accordingly through the non-unitary mixing matricgg V; and’H 4o U,. At this stage, one has already
made the transition from aprthonormal bare mass basig? , s ) 1 to non-orthonormaly bases; the

next bi-unitary transformation (below) will not changestfiact.
o Express the renormalized mass matrix in the ngw; basis

——— [ maq Dy o mg Dy
Vgt Vimp = XaL M Xar, M = V(E Uy (15)
d Ms By mg
and diagonalize it by a second bi-unitary transformation
VdT MU; = Hd (16)
s

which, since itis bi-unitary, leaves the kinetic terms wenafped. The new (renormalized) mass eigenstates
are accordingly

. iy -1q-1 | AR
, §dr = Ud 1XdR = Ud 1Ud 1Hd01 ) 17)

SfL SfR

_ Ciyye10o1 | dfL
§ar = Vd 1XdL = Vd lvd 1Cd01

which correspond to the non-unitary mixing matricgg);V; andH 40U, Uy respectively for left-handed
and right-handed fermions. The renormalized mass basexenedingly non-orthonormal (see footnote
13) 14,

e Parametrizing/; as

cos 0 sin 0
v, = 2Ld 2Ld ’ (18)
—sinfory cosborg

one gets:
YV = cos(¢ra + 021.4) sin(¢rq + 02r.4) | (19)
—sin(org + O2pqg — Ag)  cos(prg + b2rd — Aq)

which is of the same form ag;, and

Bsince(d?,, s2,) is obtained from the bare flavor basis, supposed to be ortheipby unitary transformations.
4Orthogonality was restored at 1-loop by Shabalin’s couetars for the bare mass basis. We see that it is not the case for
the renormalized mass basis.
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cos(¢ra + 020a — Oar)  sin(era + 0arq4 — Oar)
Ca=CaVaVa =

—sin(¢rd + Oarg — Oar) cos(era + O2ra — Oar)
A —sinfyr, cos(opg + 0arg) —sinbyr sin(erg + 02r4)
d
cos Ogr, cos(¢rg + 02r4)  cosbypsin(prg + Oarq)
(20)

Since py4 is arbitrary, we can choosey + 0214 = 0, which amounts to using this arbitrariness to
cancel the influence of the mass countertefBysD,. So doing, one gets finally the mixing matiiy

de

connecting the bare flavor statgs to the renormalized mass eigenstaigs

SfL

COS gdL — Ad sin gdL —sin HdL Agq small COS(edL + Ad) —sin edL

Ca =CapVaVy = R~ ;
sinfyy, + Agcosby,  cosfyp, sin(fqr, + Ag)  cosbyr
(21)
or, equivalently®
o1 cos By, sin 84y, cos By, sin 64y,
d = ~
—sinfy;, — AgcosOyr, cosBqr, — Agsinfyr, —sin(0gr, + Ag) cos(bar + Aqg)
(23)
It satisfies in particular
1—2A;sinfyy, cosd Ag(cos? 07, — sin® 0 A
el ~ asinfgpcosbar,  Ag( dL dL) cie, = a | _ Vv,
Ag(cos? 07, — sin?0gr,) 14 2A5sinbgz, cos by, Ay 1
(24)

1+ 2A,sinfyy, cosf Ag(sin® 04, — cos® 6
e ~ asinfgp costyr,  Aq(sin® gy dL) . (25)
Ad(SiH2 OdL — COS2 gdL) 1- 2Ad sin gdL COSs OdL

Eq.(25) is specially relevant since, once neutral curranéscontrolled, as we show later, in the (non-
orthonormal) mass basfs;, by the unit matrix,(C;l)TCd*1 provides, after introducing Shabalin’s 1-loop

¥In [2][3], we parametrized the non-unitary mixing mattikas

cos b sin 0
C= " b . 22)
—sinfyr, — eqcosBqr,  cosbqr, — €qsinfqr,

Comparing (22) with (23), we see that, onceand A4 have been identified, the roles @f andcd’1 have here been swapped
with respect to [2][3]. In [2][3], the logic advocated for wi¢hat the two properties that neutral currents were uraversd that
no FCNC's occurred in flavor space, once taken for grantethal systematically translate to the space of mass eigeadta
non-degenerate systems; since, in this last basis, neutnants are controlled bg''C, the equations referred, there, to this
product.

The perturbative analysis shows (and this will be confirmgdstoaightforward arguments at the beginning of subsection
3.2) that what we called’ in [2][3]is in reality C™*. The results of [2][3] are accordingly unchanged if we imeethe logic
advocated there. The condition taken for granted should loewhat, in the space of mass states, the property that heutra
currents are universal and there does not exist non-diagenéral currents no longer translates unchanged, fordegenerate
systems, to the space of flavor states; in the latter, nezdragnts are now controlled W’l)TC’l, with the parametrization
(23). The corresponding equations become manifestlyiickrib those obtained in [2][3] frong! C' with the parametrization
(22).
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counterterms in mass space, the renormalized 1-loop Lgigrafor neutral currents in the original flavor

[ dfr

basis|
SfL

When the system becomes degenerate, the reasons todfyrbie s, on mass-shell transitions disappear

and Shabalin’s counterterms are expected to vanish. Thdéhem no more need to introduce any non-

unitary mixing matrix. The same result can be reached by émeigl QFT arguments of [2] since one

can always choose an orthonormal basis of degenerate ngesseites; any connection between them

and the (supposedly orthonormal) bare flavor basis goeghinengh unitary mixing matrices.

2.1.1 Summary of the perturbative 1-loop procedure

Since the procedure to go from the bare Lagrangian to theteféerenormalized Lagrangian at 1-loop in
flavor space is, though simple, not completely trivial, wekena brief summary of it below:

* the bare flavor basis can be supposed to be orthonormal;

* the bare mass basis, obtained from the diagonalizatioheobare mass matrix by (bi)-unitary transfor-
mations, is orthonormal, too;

*in this bare mass basis, there appear at 1-loop non-didgramsitions, and also flavor changing neutral
currents;

*finite counterterms are introduced in this basis to canoetdiagonal on mass-shell transitions;

* they alter the matrix of kinetic terms, which, in the sameibais no longeit, and the mass matrix,
which is no longer diagonal;

* putting back kinetic terms to the unit matrix requires namtary transformations; the new stateso
defined do not form anymore an orthonormal basis;

* the mass matrix, including the newly added counterternes, o be re-expressed in thebases and
re-diagonalized by a bi-unitary transformation; this doeschange anymore the kinetic terms;

* this last diagonalization defines the renormalized maa®st which are obtained from the bare flavor
states by a product of three matrices, two being unitary arermn-unitary; they accordingly do not
form an orthonormal basis (the same result is obtained itioge8 from general considerations of QFT);
* this is the counterpart of canceling, on mass-shell, thhofinite counterterms, the non-diagonal flavor
transitions that occurred between bare mass states; tiagoriality between bare mass states, which can
be considered to be, in some way, restored at 1-loopj fwrs on mass-shell, turns out to be broken again
for renormalized mass states. The situation, after rerigratian, is thus very similar to the one studied
in [7] for neutral kaons;

* once the (non-unitary) mixing matrig linking renormalized mass states to bare flavor states @I
has been defined by this procedure, we will show in subse@id8 that, in the renormalized (non-
orthonormal) mass basis, the renormalized Lagrangian@id for neutral currents is controlled by the
unit matrix. This entails that the quantit¢~')’C~! determines the same Lagrangian in the bare flavor
basis (it differs from the unit matrix, its usual expressiotthe absence of Shabalin’s counterterms).

2.1.2 Renormalization and finiteness of the counterterms

The functionf,; which appears in (4), calculated in the unitary gauge folthboson and dimensionally
regularized, is proportional to [4]

1 2e(l1—z) p*3(1—ux) o4 302
i fecosflm s / w * + T(2-n/2)|. (26
’ ( ) 0 A(p?) MZA@P?) T M2 A(p2) (2-n/2)|. (26)

n = 4 — e is the dimension of space-tima(p?) = (1 — z) M3, + xM — z(1 — x)p?, andl is the
Gamma functior’(e/2) = 2/e — v + ... wherey =~ 0.5772... is the Euler constant. In particular, it
includes a polé1/e) term and finite terms

1 2
3
f43 ¢%sinf, cosbe(m? — mi)/ dxmj\—px (2/e =)+ finite; 27
0 w

8
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we have decomposed the latter into the one proportionatt&titer constant, independentydf m?, m?

and finite, which depends on them. So, while, B; andD,; are finite,A; needs a renormalization to be
defined. The only constraint that must indeed be satisfiéisas can easily be checked, the combination

(m? —m2) A, — (m? — m3) Ay (28)

is finite. It is indeed proportional (see (6)) t02f,(p? = m?2) — m2fu(p? = m2) — m2fa(p?® =

m?) + m2fa(p* = m?), in which f, is defined by a formula analogous to (26) with the exchange
me < Mg, My < my; the finiteness of (28) results from the independence of theterm in (26) on the
quark masses, but for the global facter? ; — m?, ;).

There is always an arbitrariness in the process of renazatain. For example, the so-calléd.S and
M S schemes, both perfectly adequate, differ by the subtrgcioaddition to the pure pole part, of the
term proportional tey in (27). Itis easy to check that (28) is finite in bathS andM S schemes, and that
the following relation is satisfiegtn2 —m?2) AMS — (m2—m2) AMS = (m2—m2) AM5 — (m2—m?2) AMS
This entails in particular thatl,, and A; cannot be simultaneously renormalized to zero and, thasath
non-unitary mixing matrix is always at work in, at least, afehe two fermionic sectoréu, c...) and
(d,s...). We invoke now another scheme, of the same class ag/theand M S schemes, that is, in
which the renormalizedi’t and A%} satisfy

2
S
2

(m = my) Ayt — (m = mg) A = (m —mp) AYS — (m — m) A}, (29)

c

We shall use it later in subsection 7.2 when dealing with tighenent of flavor and mass states in one
of the two sectors. It differs from th&/ S scheme in the same way as the latter differs from¥he
scheme, by the subtraction of a constant, and is definedla/ol

*first go to (finite) Aé}TS = Ay — n4 by dropping the pole term and the one proportional ia (26); it
corresponds to thé/ S scheme andam depends in particular ofy;;

* in addition to the finite subtraction above proportional 4p deflneAR by AR = AMS (Bar) —
AN us (64, = 0); it satisfies accordingly

AR, =0) =0; (30)

Aff vanishes simultaneously withy;,, such that, in this scheme, mass and flavor eigenstates kgegdh
at 1-loop in the(d, s) sector if they are aligned at the classical Ié\elThen, according to (29)4,, should
be renormalized into

Evi< m2 m
Al =AY - ij AYS(0ar, = 0). (31)

Sincef, is proportional tasin(647, — 6,1.), AQTS(HdL = 0) in (31) vanishes witl#,,;,, and, in particular

A0, = 0) = AM(0,1, = 0), (32)

(2

which has, unlike (30), no reason to vanish. So, renornmaglizi; such that it vanishes with;;,, one
cannot at the same time renormalizg such that it vanishes with,;, (andvice versasee footnote 16).

In the following A, and A,, stand for their renormalized, finite, values.
2.2 Gauge currents and renormalized mixing matrices
2.2.1 An erroneous argumentation leading to a non-unitary @bibbo matrix

The same argumentation as above leads to a mixing matrix

C, Ay f@}mall COS(euL + Au) —sinfy,r, , (33)

sin(fyr, + A,)  cosfyr,

%8In subsection 7.2, aligning mass and flavor eigenstategifutfr) sector, that is settinde factod,, ;. = 0, we shall, instead,
advocate for the renormalization scheme in whith vanishes witt9., ;..
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in the (u, ¢) channel, whered,, is given by a formula similar to (6) with the roles ¢f, s) and (u, c)
quarks interchanged.

One could think that, in analogy with the customary caserghermalized Cabibbo matrix which appears
in the Lagrangian for charged currents writes, when express the basis of the renormalized (non
orthonormal) mass eigenstatgs, andé,;,

cos(Ogr, — Our) — (Ag — Ay)sin(Ogp — 0ur) —sin(Bgp — Oyr) + Ay cos(0gr — Our)
c=Cicy =

Sin(edL - euL) + Ay COS(@dL - QUL) COS(QdL — HuL)

X

cos (Bgr, — Our + (Ag — Ay))  —sin(ly, — Our, — Ay)
Sin(edL — Oy, + Ad) COS(@dL - QUL) ,

that is, a non-unitary expression whateverdeand A,. This is however wrong, as we show below.

2.2.2 SU(2)r gauge symmetry: how the renormalized Cabibbo matrix stays oitary

SU(2)1, gauge invariance, through the expression of the covarianvatives of the fermionic fields,
requires that the same counterterms that occur for thei&iterims should also occur inside the gauge
couplings. Let us consider a kinetic fermionic term in ita@aical form®¥ D= $(TOV — (9V)V),
and call A the generic kinetic counterterm. In the kinetic tedhis accordingly replaced withld and,
introducing the covarian§U(2),, derivative in the two terms o¥ 9w yields %@A(a —igW.T)¥ —

%(A(a - igWT)W)‘I/ = TAQW — YT (AT + TA).WV. Caling

the matrix of counterterms, the Lagrangian in bare massespasst accordingly include

0

UL
. 0
i S o o cn
ce(a, &, @, s?nL)<A —Eg(AT+TA).W#)7“...> dOL . (36)
'mL
Sou,

It is hermitian and involves the (Cabibbo rotateti) (2);, generatord’

O Tt = G T = : (37)
2 -1 ¢l

Co = clocdo is the bare unitary Cabibbo matri€,n andCg4 being the bare unitary mixing matrices in
cos Oyr.d,  —sinbyr ar, )

the up and down sectors, which we have chosen as (seed b3} =
sinfyrqr, €08 Oyrdr

The mixing matrix has become, in the basis of bare mass dagess

1 -4, 1 Ay
Co +Coy
A, 1 -A; 1

10

1
C =3 (38)

(34)
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0

UO
C is not unitary in this basis. However, going to the final bagsmass eigenstates ;, = V, 1V, ! ( mk ) ,
CmL

0

d
€ar =V, V! ( ;”L ),it becomes

SmL
1 —A, 1 —Ay
Co+Co ViV
-A, 1 -A; 1

1
= VLDV o+ )TV ) vave

1

= 3 (VTV 10 VeV + ViVico(Vh) 1vd) (39)
UsingCo = C!,Cao = (VE) =1 (Vi) [chcalv 1V, one finds
1
e =3 (Vv ) wheled + eledvi v o) V) (40)

sin 2 4 —cos2 d .
which, usingV - d(vl =1+ A, ( Pl Phuk ) , gives

—C0S20Lu,Ld  —SIN2Q1y 14

1 sin2(¢r, + 0arw — 08 2(ry + a1
¢ = Citi+s |4, (Pru + bara) (L t0ata) ) i
— COS Q(QOLU + 02Lu) —sin Q(QOLu + 92Lu)

sin 2 + 6 —cos?2 +6
LA, cic, (¢ra + 0214) (¢rd + 0214) (@)
—cos2(¢ra +0arq) —sin2(prg + Oarq)

Choosing, as we did beforey,, 4+ 021, = 0 = @rq + 0214, ONE gets finally:

1 1 1
¢ = Cleg- 5 |4 ClCs+ Aq ClCy
1 1

CTC 1 —(Ad — Au) Sin(@dL — QuL) (Ad + Au) COS(edL — 9uL)
= U d— =
2\ (Ag+ Ay cos(Bg — Bur)  (Ag— Ay)sin(8g, — Our)
( COS(QdL - uL) —SiIl(edL — QuL) ) N %(Ad 3 Au) ( — sin(GdL - GuL) —COS(@dL - QuL) )

sin(fg, — Our)  cos(bqr — Our) cos(fqr, — Our) —sin(0yp, — Our)

X

coS éc —sin éc -
) . ,0.=0q, — Oy, + = (Ad—A) (42)
sinf. cosf,

So, once Shabalin’s counterterms and the change of basshiodlr been taken into account, the renor-
malized Cabibbo matrix, which does not write anymore as tdep:tCZCd, becomes again unitary. This
occurs because ¢fU(2), gauge invariance, and despite the fact that neithator C, is unitary. With
respect to its classical value, the Cabibbo angle gets meadized byA“ Ag

2.2.3 Neutral currents andSU (2) , gauge invariance.

Like charged currents, the form of neutral currents is deileed by gauge invariance, through the
SU(2), covariant derivative. It is given in the bare mass basis I8, (&hich easily translates to the

11
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renormalized mass basis. The latter deduces indeed froforther by the transformations

d° L
=V M) (43)
ClL SmL

0
u
—1yy—1 mL
£U7L = Vu Vu

The procedure is specially simple since ffiegenerator only involves unit matrices in each sector, such

1
thatV—'V~! can freely move through it. Since this (product of) matrisngiback into
-4 1
the unit matrix, the 1-loop effective Lagrangian for nelitarrents gets controlled by the unit matrix in
the renormalized mass basis.

So,SU(2), gauge invariance ensures that neutral currents are cletitny the unit matrix:
- at the classical level in the basis of bare (orthonormasrstates;
- in the Lagrangian renormalized at 1-loop in the basis obreralized (non-orthonormal) mass sates.

After Shabalin’s finite counterterms, = ¢, and A, = ¢, have been included, in the renormalized mass
basis(¢,r, ar ), the SU(2) 1, generators write

T% = T = T = ; (44)

1
2 -1 ¢t
of course, the unitarity of is necessary for its closure on the unit matrix in the neufaaige sector.

2.2.4 Shabalin’s counterterms in the calculation of physial transitions

As far as physics is concerned, some remarks are due congeatecays likek — wvv, p — ey, u —
evw, for which 1-loop flavor changing neutral currents play apamant role. One could indeed wonder
what are the consequences on these transitions of thelistiod of Shabalin’s counterterms.

The first possibility is to work in théd?, , s%,) bare mass basis. Its orthonormality at the classical level
turns however to be broken at 1-loop. To remedy thisAh8, C, D counterterms of Shabalin have to be
explicitly included, and taken care of in any perturbatiaécalation. At 1-loop, they cancel on mass-shell
4V, « sY transitions, which is the purpose of their introductioneHtandard treatment order by order in
the coupling constant may however not be the easiest wayt®eped, due to the twofold nature (kinetic
and mass) and chirality of these counterterms, and thetfaat, ford and s off mass-shell, their action
cannot be reduced to the cancellation of non-diagafjak— s, transitions. The second possibility is
to re-diagonalize the bare Lagrangian to which the 1-loamterterms have been added and to work in
the resulting renormalized mass basis. By so doing, thetsffsf the counterterms are taken care of by
the finite renormalization of the mixing angles and the nathanormality of the renormalized basis
The framework for calculations become similar to the one7jnfgr neutral kaons8, the physical mass
eigenstates of which did not form either an orthonormaldasi

2.2.5 Charged gauge currents in flavor space; renormalizeddior states.

It is now interesting to write back the renormalized Lagtiangn bare flavor space (it is in this basis that
we uncovered empirical specific breaking patterns). One get

Tamong which there existspriori non-diagonal transitions through diagrams equivalenigo &
Byith the simplification that we do not have to introduce hergike in [7], a non-hermitian (effective) Lagrangian.

12
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= A _ 1 A 1 B dsr,
§uL¢7ude = ( ﬂfL EfL ) 1- TU(CE,) L C;E— Tdcd Cdl ’}/y‘ f
1 1 SfL
o o[ drL
= ( urr, Cfr )[1 + AT (Our) + AdT(0ar)] ¥ (45)
SfL
o L dir
o (o ) [+ ATl + AT (0a))y
SfL
~ T [ E HeAdTOar) drr , (46)
CfL SfL

where we have anticipated a notation that will be justifiedention 6

1 sin26 — cos 26
T.00) = 5 : (47)
2\ —cos20 —sin26

1 1
and used the relation{g},) Cl = —2T.(6ur)+0O(Ay), Cq C;t = —2T,(0ar)+
1 1
O(4,). Itis therefore possible to define as “renormalized flavatest’ the ones that appear in the last
line of (46)
UfL

far = eAdT:(0ar) dfr andf,, = eAuT:(0ur) (48)

SfL CfL

Au,
They are deduced from the bare flavor states by the non-;artilamsformationserTZ“’uLdL), and

do not form anymore, accordingly, an orthonormal basishtnrenormalized flavor basis, t7(2);,
generators write in their simplest form

1 1
o=l T = T = ; (49)
2 -1 1

universality is thus achieved together with the absenceONE's, like in the basis or renormalized mass
states. The two points of view describe of course the samsiggyin the non-orthonormal renormal-

ized flavor basis, neutral currents are controlled by thé maitrix (seemingly absence of non-diagonal
transitions, but they still occur through the non-orthagjdy of the states), and, in the bare flavor basis,
neutral currents are controlled by a matrix slightly diéfiet from the unit matrix (non-diagonal transitions

between orthogonal states are then conspicuous).

The last step is to calculate the mixing matriéeBnking the renormalized mass states (17) to the
renormalized flavor state§in (48). From (23) and (48), it is straightforward to deduce

Ay cos(far, + %) sin(047, + %)

s SN 70— = . (50)

—sin(far + 5)  cos(bar + )
which is unitary, and thus
¢=cle, (51)

So, renormalized mass states are connected to renormtiizedstates through unitary mixing matrices.
In the renormalized flavor basis, the sole effects of Shalkdinite counterterms is a finite renormaliza-
tion of the mixing angles.

13
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After all these steps have been gone through, the 1-loopmaiized Lagrangian writes identically to
the bare Lagrangian with:

* renormalized masses, renormalized (mass and flavor) ¢&gess

* Unitary mixing matrices;

* mixing angles renormalized by Shabalin’s kinetic couetens.

It has the same form as the bare Lagrangian of the StandarelMadtept that the notion of flavor has
been redefined, such that it no longer appears as a stricteceed quantity.

3 Neutral currents of flavor eigenstates; general QFT argumetation

After establishing by perturbative arguments #eriori non-unitarity of mixing matrices for non-
degenerate coupled systems, we come back to the argurnantétj2] based on general principles of
Quantum Field Theory, then generalize it to the case of theperations. It does not rely on a perturba-
tive treatment. The existence of two types of solutions (ftatlike and maximal) of the “unitarization
equations” (see subsection 3.3 below), arises indepeydergerturbative arguments. For example, un-
covering maximal mixing requires introducing, in the cabearm generations, two mixing angles which
can be far away from each other (only the “Cabibbo-like dgse- 6, + ¢ is expected to be “perturba-
tive”). This is in agreement with the intuitive argumentttferge mixing angles are related with quasi-
degeneracy, in which case small variations (for exampldénrhass spectrum) can have large (hence
non-perturbative) effects on eigenstates, and thus on tkiagrangles themselves.

The only “perturbative expansions”, that will be performadections 4 and 5, concern small deviations
from the solutions of the “unitarization equations” .

3.1 Different basis of fermions

Three bases will appear in sections 3, 4, 5:

* flavor eigenstates, that we ndtey, cr,t¢) and(dy, sy, by) for quarks,(es, iy, 7¢) and(veg, vyur, vrf)
for leptons;

* mass eigenstates that we nig, , ¢,,,, tm ) and(dp,, Sm., b ) for quarks (e, tun, Tm) @NA(Vern s Yy, Vrm)

for leptons; they include in particular the charged leptdetected experimentally, since their identifica-
tion proceeds through the measurement of thigirrge/mass ratio in a magnetic field; these eigenstates
are the ones of the full renormalized propagator at its peles-loop, they can be identified with compo-

nents of the renormalized mass states (17) in section 2;

* the neutrinos that couple to mass eigenstates of chargemhejm charged weak currents. These are the
usual "electronic”, “muonic” and#” neutrinosw,, v, v considered in SM textbooks: they are indeed
identified by the outgoing charged leptons that they produaigh charged weak currents, and the latter

are precisely mass eigenstates (see above). These statdsee also Appendix D)

Ve Vef Vem
Vu = Kg Vuf = (KgK’/) Vum ) (52)
Ur Vrf Vrm

where K, and K, are the mixing matrices respectively of charged leptons @nakeutrinos ie. the
matrices that connect their flavor to their mass eigengtdise that these neutrinos coincide with flavor
eigenstates when the mixing matdkcharged leptons taken equal to unity, = 1, i.e. when the mass
and flavor eigenstates of charged leptons are aligned, vidhimfen assumed in the literature.

14
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3.2 Mixing matrices. Notations

We start again with the case of two generations, and use tadiors of [2]. The flavor states arg and

19 (they can be for example thé;, ands;, of section 2); a first orthonormal basis of the (hermitian)
renormalized quadratic Lagrangian is made of the first mgssistateg!, , and of the second eigenstate,
w?, of the full propagator at?> = m?, and a second orthonormal basis is made of the second mass
eigenstateg?,, and of the second eigenstatg, of the propagator af® = m2 1°. For example, at 1-loop,

¢l andg¢?, can be identified with the two componentsgf, (see (17) in section 2).

W G M) gl

W

z, z Z

Fig. 2: Eigenstates of a binary complex system

The flavor stateg; andq, can be expressed in both orthonormal bages w?) and(¢2,,ws) according
to

1= gy, — 51w = cws — 207,
Yy = 510 4 cw? = sows + 262, (53)
which yields
1
m s (G}
= (54a)
gn —S2 C2 ()
v 1 cy —81 O (54b)
Wy ccrtsis2 \ g o o2, '
Eq.(54a) entails
O27#01
(o] =1 =162, < 02, | &y, >=s102— c152 # 0. (55)
(54a) shows that, for 2 generations, the mixing maftigatisfies’
C S
o= M. (56)
—89 C2

1%0n Fig. 2, thex(z)'s are the eigenvalues of the inverse renormalized propagat = ¢°.
2(56) is similar to the formula postulated f6t in [2][3]. Their roles should be accordingly swapped, asadly mentioned
in the perturbative analysis (see footnote 15).

15
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We generalize this now to the case of three generations lingithe corresponding mixing matri
as a product of three matrices, which reduce, in the unjtéintit, to the basic rotations by-612, —023
and—6,3 (we are not concerned withi P violation)

1 0 0 C13 0 513 C12 S12 0
K '=10 g s |X 01 0 |X] =82 ¢c2 0 |- (57)
0 —S93 Co3 —513 0 ¢i3 0 01

We parametrize each basic matrix, whicfaigriori non-unitary, with two angles, respectivelf, 012),
(023, 093) and (613, 013) 21 \We deal accordingly with six mixing angles, instead of ¢hire the unitary

case (wheré;; = 0;;). We will use throughout the paper the notatiefs= sin(6;;), 3;; = sin(6;;), and
likewise, for the cosines;; = cos(6;;), ¢;; = cos(b;;).

To lighten the text, the elements 6K ~')T K~ will be abbreviated byjij],7,7 = 1...3 instead of
((K~1)TK~1);;;7, and the corresponding neutral current will be nofeg}. So, in the quark casé,2}

stands forii ;) ¢s or dgy's ¢, and, in the neutrino case, for 7 v,. s or ey uy.

3.3 The unitary approximation

In a first approximation, mixing matrices are unitary, suicattneutral currents are very close to being
controlled in the renormalized mass basis, too, by the uaitimi The corresponding equations (uni-
tarization conditions) will determine the equivalent ofdssical solutions”, away from which we shall

then consider small deviations which exist because of magtrgys: non-degeneracy generates a tiny
departure from unitarity of the corresponding mixing nmads and, accordingly, a tiny departure from
unity of the matrix controlling neutral currents in bare dagpace.

The unitarization conditions simply express the absenecwofdiagonal neutral currents in flavor space,
and universality for their diagonal counterparts, assgntirat the gauge Lagrangian of neutral currents
is controlled in mass space by the unit matrix; they accgigisummarize into

(KHIK1=1. (58)

There are five equations: three arise from the absence ofliagonal neutral currents, and two from the
universality of diagonal currents. Accordingly, one degoé freedom is expected to be unconstrained.

3.3.1 Absence of non-diagonal neutral currents of flavor egnstates

The three conditions read:

21350 doing, we do not consider the most general non-unitarjnmimatrices. All possible phases were included in [2][3],
where they have been shown to finally, in the case of two génes drop out of the final results. There is another reason
to ignore them here, specially in the case of three genestio addition to the point that they would make the equatitn
solve extremely difficult to handle analytically): such pha can be expected to triggéiP violation, even in the case of two
generations. We consider that the corresponding extessiddy should be the subject of a separate w6k violation is not
our concern here.
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« for the absence of13} and{31} currents:

[13] = 0 = [31] < c1 [c13813 — C13513(333 + 533)] — Er3S12(Cossos — Eo3fas) = 0;  (59)
« for the absence of23} and{32} currents:

23] = 0 = [32] & s12 [c13513 — C13513(E33 + 833)] + Ci3Cia(cossos — Eo3fas) = 0;  (60)

« for the absence of12} and{21} currents:

12 =0=[21] =
512€12Ch5 — 512C12(C35 + 535) + S12C128%5 (555 + C33) + 513(512512 — C12¢12) (Cags23 — Cazfaz) = 0.
(61)
3.3.2 Universality of diagonal neutral currents of flavor egenstates
The two independent conditions read:
« equality of{11} and{22} currents:
1] -122] =0«
(cfy — sT5) [0%3 + 815(s35 + 5%3)] — (& — §1y)(ch3 + 333)
+2513(ca3523 — €235923)(C12512 + S12€12) = 0; (62)
« equality of{22} and{33} currents:
[22] - [33] =0 &
STy + Cialchs + 333) — (833 + 33) + (1 + s1o) [5%3(333 +E33) — 5%3}
+2512513C12(Ca3823 — C23523) = 0. (63)

The equality of{ 11} and{33} currents is of course not an independent condition.

3.4 Solutions forf;3 = 0 = 0,3

In a first step, to ease solving the system of trigonometricaggns, we shall study the configuration
in which one of the two angles parametrizing the 1-3 mixingiskes??, which is very close to what is
observed experimentally in the quark sector, and likelérteutrino sector. It turns out, as demonstrated
in Appendix A, that the second mixing angle vanishes simakaisly. We accordingly work in the
approximation (the sensitivity of the solutions to a smalfiation off;3, 6,5 will be studied afterwards)

b13 =0 = fi3. (64)

Egs. (59), (60), (61), (62) and (63), reduce in this limit to

—512(ca3893 — C3S23) = 0, (65a)
C12(ca3s03 — C23893) = 0, (65h)

s12012 — 812812(Ch3 + 833) = 0, (65c)

(cly — s1a) — (&5 — 515 (ch3 + 553) = 0, (65d)
Sta + Fa(33 + 333) — (53 + 3) = 0. (65e)

22By doing so, we exploit the possibility to fix one degree okfiem lefta priori unconstrained by the five equations; see
subsection 6.
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It is shown in Appendix B that the only solutions are:

% 053 = 093 + k7 Cabibbo-like, associated with eithér, = 6,5 + mm Cabibbo-like orf;5 andf;y
maximal;

% 015 = 015 + rm Cabibbo-like, associated with; andf,; maximal.

Accordingly, the two following sections will respectivedyart from:

* 019 andfy3 Cabibbo-like (and, in a first step, vanishifig;), which finally leads to a mixing pattern
similar to what is observed for quarks;

* B3 maximal andd1, Cabibbo like (and, in a first step, vanishiig;), which finally leads to a mixing
pattern similar to the one observed for neutrinos.

4 The quark sector; constraining the three CKM angles

In this section and in the next one dealing with leptons, weegaize to the case of three generations
the empirical criterion which the Cabibbo angle has beemwalin [3] to satisfy to a very high precision:
for each pair of fermions of the same type, measured mixirgieanare such that universality in the
space of bare flavor states is verified with the same accusathieaabsence of FCNC's. Mixing matrices
connecting bare flavor states to mass states (eigenstaties fofll renormalized propagator at its poles)
are thus systematically considered to be non-unitary.dddehen mass splittings arise, the “unitarization
equations” of subsection 3.3 cannot be exactly fulfilled wednvestigate the vicinity of their solutions.

We accordingly assume, in agreement with the above critetiat the productk’ i)TK N (11 of mixing
matrices linking renormalized mass states to bare flavtesta of the form

Q. d j:(Oéu,d - 6u,d) i(Oéu.,cl - ’Yu.,d)
(Ko Kpi=1= | £owa—Bua)  Bua  £Bua—a) |- (66)
i(au,d - 7u7d) i(ﬁu,d - ’Yu,d) VYu,d

where then's, §'s and~’s are now trigonometric functions of the three mixing asdle, 6,3 andds.

This assumption we cannot deduce, up to now, from genenatiptes; it is an empirical statement, su-
perimposed to the results of previous sections, which has fmind to be successful in the determination
of the Cabibbo angle and which we generalize to the case e tenerations.

Notice that it is satisfied a mixing matrix equal to the unittrixa(alignment of mass and flavor states)
since universality and absence of FCNC's are both fulfilladgordingly they both undergo identical
(vanishing) violations.

4.1 The simplified casé;s = 0 = 6,5
In the neighborhood of the solution with bath, andf,3 Cabibbo-like, we write

bo = fia+te,
O3 = baz+1. (67)

The pattern(fy3 = 0 = 513) can be reasonably considered to be close to the experingtuiafion, at
least close enough for trusting not only the relations wivig the first and second generation, but also
the third one.

Like in [3], we impose that the absence{d2}, {21} neutral currents is violated with the same strength
as the universality of 11} and{22} currents. (65c) and (65d) yield

|277512612823623 + E(C%Q — 8%2)| = ‘ — 217823623(6%2 — 8%2) + 46812012‘. (68)
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We choose the+” sign for both sides, such that, for two generations onlg @abibbo angle satisfies
tan(2012) = +1/2. (68) yields the ratio)/¢, that we then plug into the condition equivalent to (68) for
the (2, 3) channel, coming from (65b)(65€)

Inci2(chs — s33)| = [2nsa3c23(1 + ¢ly) — 2es12012]. (69)
(68) and (69) yield

C12 C12
tan(2693) = ~ . 70
(2623) (s12¢12 +cfp —8Ty) oD S1201 (70)

dsiaciy — (cfy — sy) 4 tan(2602) — %

1+ 6%2 — 2819C19

In the r.h.s. of (70), we have assumed thatis close to its Cabibbo valuen(26,2) ~ 1/2. 63 is seen
to vanish with[tan(2623) — 1/2]. The value obtained fafly3 is plotted in Fig. 3 as a function a2,
together with the experimental intervals fiyg andf;,. There are two [11] fof);5; the first comes from
the measures df,,; (black (dark) vertical lines on Fig. 3)

Via € [0.9735,0.9740] = 615 € [0.2285,0.2307], (71)

and the second from the measured/pf (purple (light) vertical lines on Fig. 3)

Vis € [0.2236,0.2278] = 615 € [0.2255,0.2298). (72)
theta 23
o.oz \\

theta 12

Fig. 3: 6,3 for quarks as a function df5; simplified casé3 =0 = 013

The measured value féks is seen on Fig. 3 to correspond &g, ~ 0.221, that iscos(612) ~ 0.9757.
The value that we get foros(612) is accordingly1.7 102 away from the upper limit of the present
upper bound folV,; = ciac13 [12] [11]; it corresponds to twice the experimental undetia It also
corresponds tein(f;2) = 0.2192, while Vs = s19¢13 is measured to be.2247(19) [13] [11]; there, the
discrepancy i2/100, only slightly above thé.8/100 relative width of the experimental interval.

The approximation which sets; = 0 = 6,5 is accordingly reasonable, though it yields results sljght
away from experimental bounds. We show in the next subsethiat relaxing this approximation gives
results in very good agreement with present experiments.
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4.2 Goingto(fy3 # 0,605 # 0)
Considering all angles to be Cabibbo-like with, in addittor{67)

b13 = 013+ p, (73)
the I.h.s.’s of egs. (59),(60),(61), (62), (63) and the sGth« 63) depart respectively from zero by

ne1s [s12(c35 — s33) + 2s13¢1223523] — pera(cls — s1s); (74a)

ne1s [—c1a(chs — $33) + 2s13519023503) — psia(cis — siy); (74b)
—€(cly — $1a) 1 [513(c33 — 533)(Cla — $1) — 2ca3sa3c12512(1 + 13)] + 2pcrzsizcizsiz;  (740)
decrzs1z +1) [—4s13519012(55 — 533) — 2e3523(cty — 51a) (1 + s13)] + 2pcizsis(cy — stp); (74d)
—2es19¢12 + 1 [2513¢12512(Ch3 — 553) + 2c2353 (¢l — 5T9) + c3(1+ s19)) | + 2pcrzsia(1+ s7y);
(74e)
2es19012 + 1) [—281312512(C33 — $33) + 223503 (cl5(1 + o) — (cfy — 512)) ] + 2pcrzsia(L + cfy).
(74f)
We have added (74f), which is not an independent relationthgusum of (74d) and (74e); it expresses
the violation in the universality of diagonél 1} and{33} currents.

4.2.1 Aqguiding calculation

Before doing the calculation in full generality, and to makelearer difference with the neutrino case, we
first do it in the limit where one neglects terms which are gatd in the small quantitie§;s andp. By
providing simple intermediate formulae, it enables in galtr to suitably choose the signs which occur
in equating the moduli of two quantities. Eqgs.(74) become

n [312(033 - 5%3) + 2513012023823] — pC12; (75a)

7 [—012(033 - 533) + 2513512023823} — pS12; (75b)

—e(cfy — s1a) + 1 [s13(c35 — 533)(ca — 572) — 2ca3593¢19519] ; (75¢)
deciasia — 20 [2513819¢12(C33 — 833) + Ca3593(cty — s1a)] 5 (75d)
—2es12¢12 + 2 [513012312(033 - 533) + c93893(1 + 6%2)] : (75e)
2es19C19 + 21 [7313012312(033 — 833) + cagsa3(1 + 5%2)] ) (75f)

The principle of the method is the same as before. From taéagel(75c) = (-)(75d$3 , which expresses
that the absence of non-diagor{dR} current is violated with the same strength as the univeéysafi
{11} and{22} currents, one gets/n as a function of);,, A3, 013 24, This expression is plugged in the
relation (75b) = (-)(75€p, which expresses the same condition for tBe3) channel; from this, one
extractsp/n as a function oo, 623, 613 2. The expressions that have been obtained frandp/n are
then inserted into the third relatiof(¥5a)| = | (75f) |, which now corresponds to th&, 3) channel. This
last step yields a relatioRy (6,2, 623, 613) = 1 between the three anglés;, 623, 613.

ZThe (-) signs ensures thatn(2612) ~ (+)1/2.
24

2 2
S12€12 + €12 — Sio .

€ 2 2
- = — 533) +2 R L 76
. $13(Cz3 — $23) + 2s23C2 7 @ =) (76)
¢/n has a pole atan(26,2) = 1/2, the suggested value of the Cabibbo angle for two genegation
BThere, again, the (-) sign has to be chosen so as to recovendapgtely (70).
26
2 .2 1 2 1 2. — g2
P 2enss0s {313 — o1 <2 (c12512 +0122 5122) Ity 1o 523)} . (77)
n dsiac12 — (¢3y — 51,)  c12812 S12 2523023

p/n has a pole atan(2612) = 1/2 and, forf13 = 0, it vanishes, as expected, whéq andd»; satisfy the relation (70), which
has been deduced ft3(= 613 + p) = 0 = 013.
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It turns out that?fo0izdusb1s) 0, such that, in this case, a condition betwegn and 653 alone

. 13 .
eventually fulfills the three relations under concern

22) ‘ _
= [21)

viol ([11

B = viol ([11] = [33])
~ |viol([12] = 0

viol ([13] = 0 = [31]) & Fy(fh2,053) = 1.

(78)

viol ([22] = [33]) |
viol (23] = 0 = [32]) ‘ B

theta 23
0.0

~
.

0T T T T T T T T T

theta 12

Fig. 4: 6,3 for quarks as a function df;o; neglecting terms quadratic ifh 3

B3 is plotted on Fig. 4 as a function df,, together with the experimental intervals féy; (black
horizontal lines) and;, (the intervals fol;, come respectively fron,  (eq. (71), black (dark) vertical
lines) andV,; (eq. (72)), purple (light) vertical lines).

The precision obtained is much better than in Fig. 3 sincgaiticular, forf,s within its experimental
range, the discrepancy between the value that we géif@nd its lower experimental limit coming from
Vs is smaller than the two experimental intervals, and everlenthan their intersection.

4.2.2 The general solution

The principle for solving the general equations (74) is tamas as above. One first uses the relation
(74c) = (-) (74d) to determing/e in terms ofy/e. The result is plugged in the relation (74b) = (-) (74e),
which fixesn /e, and thug/e as functions of6;2, 6,3, 613). These expressions fgye andp/e are finally
plugged in the relation(74a)| = | (74f) |, which provides a conditiod’(612, 623, 013) = 1. When itis
fulfilled, the universality of each pair of diagonal neutcatrents of mass eigenstates and the absence of
the corresponding non-diagonal currents are violated thiglsame strength, in the three chanriel2),
(2,3) and(1,3).

The results are displayed in Fig. &3 is plotted as a function df,5 for 613 = 0,0.004 and0.01. Like

in Figs. 3 and 4, the experimental boundsées are depicted by vertical black (dark) lines for the ones
coming fromV,; and purple (light) for the ones coming frof,s; the experimental interval fofias
corresponds to the black horizontal lines. The presentrarpatal interval ford;3 is [11]

Vip = sin(f13) ~ 613 € [4107%,4.6107%). (79)
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theta 23

0.03
= \
taB .03
.02 \
: \\\\
0.0y
0.224 0.225 0.226 0.227 0.228 0.229 0.23 0.231

theta 12

Fig. 5: 6,3 for quarks as a function df;,, general casef;3 = 0 (red, bottom)0.004 (blue, middle) and
0.01 (green, top)

We conclude that:
* The discrepancy between our results and experiments idesrtt@n the experimental uncertainty;

« a slightly larger value of,3 and/or slightly smaller values éf3 and/oré,, still increase the agreement
between our results and experimental measurements;

* the determination of5 from V,,, seems preferred to that frob,,.

Another confirmation of the relevance of our criterion isegivin the next section concerning neutrino
mixing angles.

5 A neutrino-like pattern; quark-lepton complementarity

In the “quark case”, we dealt with three “Cabibbo-like” a@gl The configuration that we investigate
here is the one in whicbys is, as observed experimentally [11], (close to) maximati ép andf, 3 are
Cabibbo-like (see subsection 3.4). The two cases onlyrdiffeordingly from the “classical solutions” of
the unitarization equations away from which one makes swaaihtions. The criterion to fix the mixing
angles stays otherwise the same.

5.1 The cas#ys = 0 = Oy5

We explore the vicinity of this solution, slightly depagifrom the corresponding unitary mixing matrix,
by considering thafl;> now slightly differs fromfd,2, andfss from its maximal value

ba = fi2+e,
Oy =m/4 , a3 =0+ (80)

The L.h.s.'s of egs. (59) (60) (61) (62) and (63) no longeriskanand become respectively
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—%Ti2(512 + ecia), (81a)

L,
2" (c12 — €s12), (81b)
(¥) = nsiacia + e(siy — ¢fp) (1 + 1), (81c)
(¥) = n(cty — sta) + desrocra(1+1), (81d)
17(1 + 6%2) — 26512012(1 + T}), (81e)

showing by which amount the five conditions under scrutimyraw violated. Some care has to be taken
concerning the accurateness of equations (81). Indeednpesied a value af;3 which is probably not
the physical one (even if close to). Itis then reasonabletsider that channél, 2) is the less sensitive
to this approximation and that, accordingly, of the five dique above, (81c) and (81d), marked with an
“x", are the most accurafé .

The question: is there a special valuefpf = f;, Cabibbo-like for which small deviationg, n) from
unitarity entail equal strength violations of

« the absence of12}, {21} non-diagonal neutral currents;

« the universality of 11} and{22} neutral currents ?

gets then a simple answer
S$12C12 = C%Q — S%2 = tan(2912) =2. (82)

We did not take into account the terms proportionak toecause we assumed that the mass splittings
between the first and second generations (from which thedaakitarity originates) are much smaller
that the ones between the second and the third genef&tion

In the case of two generations, ordyappears, and one immediately recovers from (81c) and (8i&d) t
condition fixingtan(26.) = 1/2 for the Cabibbo angle.

Accordingly, the same type of requirement that led to a valuhe Cabibbo angle for two generations
very close to the observed value leads, for three genegatiom value of the first mixing angle satisfying
the quark-lepton complementarity relation (3) [8].

The values off;5 and o3 determined through this procedure are very close to thereddeneutrino
mixing angles [11] [15].

Though we only considered the two equations thataapiori the least sensitive to our choice of a
vanishing third mixing angle (which is not yet confirmed esprentally), it is instructive to investigate
the sensitivity of our solution to a small non-vanishingueabfé;s. This is done in Appendix C in which,
for this purpose, we made the simplificatiép; ~ 6;3. It turns out that the terms proportional #g;

in the two equation$12] = 0 = [21] and|[11] | =| [22] | are also proportional téc3; — s3,), such that
our solution withf,3 maximal is very stable with respect to a variationdgf around zero. This may of
course not be the case for the other three equations, whéakxaected to be more sensitive to the value
of 013.

Z'The limitation of this approximation also appears in the fhat (81b), of second order if is not compatible with (81e),
which is of first order.

Zsince the three angles playpriori symmetric roles, the simultaneous vanishing9(ﬁnd§, which we demonstrated for
013 andfy3 (see Appendix A), should also occur for the other angles. Fampeting effects accordingly contribute to the
magnitude of the parametersy ...: on one hand, they can be made, by renormalization, tislvaim one of the two sectors,
with the corresponding (see subsection 2.1.2), and, on the other hand, one redg@xalects them to increase with the mass
splitting between the fermions mixed by tlfis So, in the quark sector, that the violation of unitarity slobe the largest for
613 (since it corresponds to the largest mass splitting) is nat@nteed since the corresponding mixing angle is alsosreaf
(as expected from hierarchical mixing matrices [14]). Aailed investigation of this phenomenon is postponed to tnéur
work. In the neutrino sector, however, sirg is maximal (large), the assumption that the mass splittetgvben the second
and third generation is larger than between the first andngkiscenough to guarantee< 1.
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5.2 Solutions for the angled, 3

We now consider, like we did for quarks, the general dhge# 0 # O13(p # 0), 01 # O1a(e # 0),
a3 # O23(n # 0), while assigning t@,, andfys their values obtained in subsection 5.1.

We investigate the eight different relations betweéen 623 andf; 3 which originate from th@ x 2 x 2 pos-
sible sign combinations in the conditions (78) (the r.lesdw replaced by a conditiafi(612, 23, 613) =
1 involving the three mixing angles), where each modulus @alternatively replaced by or “ —".

Among the solutions found fdt; 3, only two (up to a sign) satisfy the very loose experimentairid
sin?(f13) < 0.1. (83)
They correspond respectively to the sign combinatiené—/-), (+/+/+), (=/+/+) and(—/—/-)
013 = £0.2717 , sin®(f3) = 0.072,
613 = +5.7107% | sin*(f13) = 3.31075. (84)
The most recent experimental bounds can be found in [15]y el
sin?(613) < 0.05, (85)

which only leaves the smallest solution in (84) Future experiments will confirm, or infirm, for neu-
trinos, the properties that we have shown to be satisfied avittmpressive accuracy by quark mixing
angles.

6 Flavor transformations

Up to now, the observed “pattern” of flavor mixing has beercalimected from flavor symmetries. It
has instead been connected with a precise scheme of depfdar unitarity of the matrix controlling
gauge neutral currents in bare flavor space. This contragtsmost approaches which, first, focus on
mass matrices rather than gauge currents, secondly trgitioérprecise forms of the latter from horizontal
symmetries [6]. The goal of this section is to (start to) spémidge between the two. We shall investigate
unitary flavor transformations, while restricting, for thake of simplicity, to the case of two flavors, in
which symmetry patterns are more conspicuous (the presafngehird generation has been seen, for
example, to only lightly affect the Cabibbo angle).

The most natural unitary flavor group to be investigated énti(2) ¢, or U(1); x SU(2). For degen-
erate systems, this is a symmetry group of the Lagrangianso@r as the degeneracy is lifted, it is no
longer so, though an arbitrary unitary transformation amfens should not change “physicsg. the
physical masses and mixing angles. This last property mestsunitary flavor transformations have
to be considered from two points of view: on one side, we wikkak that physical mixing angles do
not change when fermions are transformed, in particuldrttigaprocess of renormalization by the finite
counterterms of Shabalin goes also unaltered in the tremston, and, on the other side, we will in-
vestigate which changes they induce on the (different pd)tthe Lagrangian, and how their breaking
can eventually be associated with the pattern of neutraknts that seemingly controls mixing angles
observed in nature.

For non-degenerate masses, the explicit form for the météx!)!C 1) controlling neutral currents
in the basis of bare flavor states, that has been obtainectiiose.1) (see (23,25)), provides an “ori-
entation” of the relevanSU (2) ; with respect to the trivial one (the one having the Pauli roes as
generators), which depends on the mixing arfglénhere arises the generatdy(u), whereu = tan 26.

A trivial invariance of the effective Lagrangian of gaugeitral currents by transformatiari(@+5:7=(w)

PThese values substantially differ from the ones in [16],akhihainly focuses on special textures for the product of theelq
and neutrino mixing matrices [17].
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follows, which is broken for charged currents (unless(the) and(u, ¢) sectors undergo identical trans-
formations).

We then study possible connections between mass matridegaaige neutral currents. We start by the
simple case of a constant (symmetric) mass matrix. A linkwiutral currents rapidly appears because,
apart from trivial terms proportional to the unit matrixetimass matrix is deduced fro@'—1)fC—1

by a translatiord — 6 — «/4 of the mixing angle. The departure of the mass matrix frome¢ant
proportional to) unity is then represented by fegenerator of the rotatesil/ (2) s (u) mentioned above.
The commutatof, = 7, 7,] is the standard Pauli matrix, independent of the mixing@ng|

In a short paragraph, we single out a special invariance tf @mon-trivial parts of) neutral currents and
mass terms by the orthogonal, hermitian but non unitarysfoamations=“7» (it is not a symmetry of the
whole Lagrangian).

Then, we study generd@ x 2 unitary transformations on fermions. We demonstrate,utiinovarious
steps, that these transformations go across Shabalirtis femormalization and finally leave unchanged
the renormalized mixing angles. Flavor rotations, eqeiatoe*” transformations appear of special
relevance. They are shown to continuously rotate neutraéots into mass terms and to preserve their
group structure. As far as charged currents are concerheil,group structure only stays unchanged
when the same rotation is performed in {hec) ans(d, s) sectors. It then occurs that mass and flavor
eigenstates can only be aligned in one of the two sectors.mikiag angle of the non-aligned sector
becomes then identical to the Cabibbo angle occurring ingelacurrents. In this framework, as com-
mented upon more at length in subsection 7.2, flavor rotatappear as a very mildly broken flavor
subgroup of the electroweak Standard Model.

Last, we generalize this result to the renormalized massx{&rmionic self-energy). Its dependence
on ¢? leads, like in the general argumentation of QFT used in [@]the presence of an orthonormal
basis of eigenstates for each valuegdf containing one at most among the physical mass eigenstates
Accordingly, one reaches the same conclusion concernmgadh-unitaritya priori of mixing matrices.
The Ward identity that connects the vertex function at zetereal momentum to the derivative of the
inverse propagator requires that the two sides of the iyeb# invariant by the same transformation
eilot0-T-(w) mentioned above. This yields a constraint that we proposelopt because it guarantees
that (;> dependent) neutral currents and the fermionic self enezgp khe same structure as that encoun-
tered in the case of a constant mass matrix; they are in pkatiagain, continuously transformed into
each other by flavor rotations. The resulting expressioasngparticular, unlike textures, stable by these
transformations.

6.1 Afirst type of horizontal symmetries

We exhibit below specific flavor transformations transfatiores that leave parts of the gauge electroweak
Lagrangian invariant. We deal with the case of two genematisvhich makes an easy link with [3], and
consider for example thél, s) channel. The corresponding neutral currents in the badisuef flavor
eigenstates are controlled by the prodi€f')’C;*.

WhenC, departs from unitarity, parametrizing (see (23), in which tole of A, is now played by,)

3 cos By sin 0y
e (6) = , (86)

—sinfy — egcosl; cosly — egsinfy

one gets:
(C)(04)C; ™ (04) = 1+ 2¢4 T2 (0a), 87)

where the expression far, has been given in (47). Whatever fyg the unitary transformation

Qz<ad7 ﬂdv gd) = ei(ad+ﬁd7; (6a)) (88)
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d
with arbitraryay and S, acting on d , Satisfies
Sf
O (g, Ba, 04) {(Cd_l)T(Gd)Cd_l(gd)} 0.(ag, Ba,0a) = (€)1 (02)C; " (0a), (89)

and, thus, leaves invariant Lagrangian for gauge neutra¢iots

_ _ _ dy

(@ s )wint [€) 0acs 0 (90)
Sf

Itis accordingly a horizontal group of invariance of the galLagrangian for neutral currents in the space

of bare flavor state¥.

[ dpr , drr usr
As can be seen on (46), such transformatigns ’ = eilaatBaT0a) | R (T -
SfL SfL CfL

. u
gilont6aT00) | 7| acting independently in theu, ) and (d, s) sectors (with different parame-
CfL
ters) do not leave the gauge charged currents invariant.
A special invariance of the non-trivial parts of both nelig@uge currents and mass terms by a non-unitary
transformation will also be exhibited in subsection 6.2.2.

6.2 Gauge currents versus mass matrices

In this work, the determination of mixing angles has beeratisected from the knowledge and / or
assumptions concerning mass matriceg, textures. In addition to the fact, already mentioned, that

*Things become clearer in the proper basi€of which is also the one df; (6,1). The eigenvectors are

1 —v/1+sin 264 1 V1 —sin 2604
V2 V1 —sin 204 . V1 4+ sin 204

V2
A L1 3
=3 B =T (92)

Accordingly, in the properé(; dependent) basis, the horizontal group of invariance is

(91)

and the diagonalize®. (0.) is

Qaq, Bq) = ei(ad+ﬂdT3)7 (93)

that is, up to an arbitrary phase[&1) transformation by thd™ subgroup of the horizonteiU (2) ; symmetry associated to
the triplet of neutral currents in thg, s) channel.

d
It is instructive to express the proper baés P ) of (C; 1)y, T2 (64), andQ. in terms of the mass basis
Sp

= Pa; = Pdcd 3 (94)
Sp Sf Sm

Py being the unitary matrix the columns of which are the eigetors (91). WhileC, is, up toeq, a rotation by(—6,) (see
(86)), the anglel,; of rotation of PJ satisfiestan (; = —+/1 —sin20,/v/1 +sin20; < tan2(; = +1/tan20,. So,
Ga=F—0a+50rCa=04+7+ 5. Accordingly,PTCd is, up toegq, either a rotation off — 26, + =+ or a rotation of
T+ 5. The last case is specially interesting, in which the prdyasis is, up te, corrections, deduced from the mass basis by
a rotation close tar/4; in the proper basis, the neutral currents become condrolel + e;Ar, = 1 + €,7°. The parameter

eq Measuring the lack of unitarity, by “fixing” a proper basid)®vhich is independent of its own value;(can be arbitrarily
small), assigns, even for Cabibbo like angles, a specialtoolhe maximal mixing. In the proper basis, neutral cugang, like

in the mass basis (assumed) and in the flavor basis (reqliestedrolled by a matrix close to unity; its departure fromity,
proportional toe;, makes appear the generat@r (for 2 generations) of the unbroken horizontal flatifl).
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a single constant mass matrix cannot account for the piepest coupled systems in QFT [7][9], the
limitations of putting the emphasis on mass matrices hakgady often been stressed. Textures are
unstable by unitary transformations on fermions and caregesent genuine physical properties of the
system under consideration. In [18] it was explicitly shdvenv one can obtain, for example, bi-maximal
mixing matrices without Dirac mass matrices playing angraDn these grounds, this last work casts
serious doubts on the relevance of the Quark-Lepton Conggi@arity relation, which does not rely on
“invariant” relations and quantities. That the Goldenaatan be recovered from special textures (see for
example [10]) can thus only be considered as a special cas®md more general properties.

It is noticeable that the way we obtained these two propesiays independent of any assumption con-
cerning mass matrices, since the remarkable propertiesrita@ncern gauge currents.

The problem that comes to mind is clearly whether a bridgebeaspanned between gauge currents and
some class of mass matrices. We just make a few remarks bielavfirst step we shall consider a (abu-
sively) single constant mass matrix; then, we will consiggormalizedg? dependent, mass matrices.

6.2.1 The case of a constant mass matrix

We have demonstrated in subsection 2.1 that non-unitaryngimatrices arise in the diagonalization
of renormalized kinetic terms; this does not depend on the fof the classical mass matrixy. We
consider, in a first step, the simple case of a binary systetovesd with a real symmetric mass matrix

Mo=| " . (95)
c b

Callingm, andms its eigenvalues, one can re-parametrize

1 [ cos26 sin 26
My = m+Am7T,(0), T.(0) = - :
sin20 — cos?26

m:w, Am =mq —ma, (96)

whered is the (classical) mixing angle arising from the diagoretian of M. It satisfies

2
tan 20 = ¢

(97)

o —

That a given mixing angle can be related to infinitely manfedént mass patterns clearly appears since,
for example, shiftingM by « x the unit matrix does not change the mixing angle, does nabgga
Am either and shifts each individual eigenvalueyin particular, a value ok much larger tham o
leads to a quasi-degenerate binary system, the mixing afigiaich stays nevertheless the same since
tan 20 = 2¢/+/(Am)? — 4¢? is unchanged. Also, two mass matrices proportional to e#wr iave the
same mixing angle though their eigenvalues have the sanp@nianality factor (mass ratios keep the
same in this casée}. Trying to explain a given mixing pattern by a specific massriné thus illusory
because it cannot tackle the problem in its generality.

Shifting M, by a constant is a particular one among the transformatibasi¢ave the r.h.s. of (97)
unchangedi.e. the ones such tha#; = cst. The se{©(u)} of such matrices

u
a 5(“‘17) _a+b a-b 1 w

g(afb) b 2 2 u -1

O(u) = (98)

IAny homographic transformation on a mass maldx M — gfﬁf preserves the eigenvectorsaf and thus the mixing
angles.
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form, fi ny gi | abelia p, Spann d by the tw trical d—l L ! !
orm, 1or a Ivernu, a real abelilan group, spanne he two matricas
y g g y 9 /—1 ) u )

Interesting connections can be obtained as follows. (8¥ites (recall that identifies with Shabalin’s
A finite counterterms, and, has been defined in (47))

It et 1 sin20 — cos 26
(CHCT—1=2T,(9), T.(0) = = : (99)
—cos2§ —sin26

wheref is the same classical mixing angle as the one that apped8§)inGomparing (99) with (96), one
gets:
(CchHict-1 - My-m
o ) = A (0 —7/4). (100)
It then appears natural to consider the ths&&2) ((u) generators (anticommuting matrices with eigen-
values+1/2)

1 1 u 1 —1

1 1 u -1
To(u) = ~——— T, == CTo(u) = = . (101
W=yl o ) e, Weavra | oL )
such that, parametrizingf
1 U
cos 20 = ———, sin20 = , 102
V1+u? V1+u? (102)

one has, like in (96) and (99)

MO =m+ Am,z;(”’)a
(CHIC =14 2T, (u). (103)

TheT’s are related to the standaii/(2) generatord’ defined in (49) by

ZE(U’) Tz 1 u 1 T
= R(u) , R(u) = ——= i R™(u)R(u) = 1. (104)
T.(u) T, VIitus \ 1
“Mass terms” and neutral currents are transformed into ol¢her by the action of
, cos L sin2
T = cos L+ 217, sin T_ 2 2. (105)
2 2 —sind cos3
Indeed,
e, (u)e" T cosy —sinvy T (u) (106)
e T (u)e Ty siny  cosvy T.(u
which we rewrite®®
32Foru = tan 26 to be continuous, we have to restrict, for exampleg the interval — m/4, +7 /4[.
3 terms of neutral currents and mass terms, one has
e Mee"™ = m+ Am(Ta(u) cosy — To(w) siny) & (m + AmT, (u)) — yAmT, (u)
=M - 7A2—’6” ((O*I)TC*1 - 1) ,
e e = 14 26(Te () siny + Ta (u) cos ) & (1 + 2672 (w)) + 2677z (u)
= hHlc+ vz—;(l\lo - m), (107)

(107) entail in particular that a symmetric matrix {g& ~*)'C'~*, as one naturally gets, can only transform into a symmetric
mass matrix\/ by ¢"7%v (one usually assumes, using for example the polar decotigosiieorem, that the mass matrix can
always be taken as hermitian, since the left over unitaryiredn always be reabsorbed in the right handed fermionighwdre
not coupled. This becomes however untrue with radiativeections since, at two-loops, for massive fermions, riggntded
currents staré priori to occur.)
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( " ) (Cm _Sm) (%))7 Too(w) = BT (e (108)
siny  cosvy 7.(u)

Comparing (105) and (108) shows thét’v, which shiftsd by /2, rotates fermions by /2, but rotates
the 7, (u) and 7, (u) generators by—~). In particular, when rotating the fermions hy4, i.e. taking

v=7/2,T(u) = =T:(u), T.(u) — T(u).
Combining with (104), one finds

I (u) _ sin(y +26) cos(y + 26) T,
T. (u) —cos(y +26) sin(y + 26)

B cos(y+20—7) —sin(y+20-7) T,
sin(y+20—7F)  cos(y+20-7) T,

efi(20+“/7§)Ty Tx ei(20+77%)Ty
_ , (109)

&3

e~ i 204y =3)Ty T (i(2047-3)Ty

The rotation matrix occurring is exactly of the same typeRés) occurring in (104), with its argument
shifted from26 to 26 + ~. (104) rewrites in particular

T (u) I
7, | =ero-nn | g | o-on, (110)
T, (u) T

(101) shows that one recovers the stand#liti2) generatorgy, T, T’ at the limitu — +oo (6 — 7/4);
whenu — —oo (0 — —n/4), T, . — —T5 ,; at the limitu — 0 (§ = 0), Tp(uv) — 1%, T.(u) — =T

By the transformation (isomorphic ;) u — —1/u, 7T, (u) — T;(u), T.(u) — —7(u). It corresponds
to the transformationan 26 — —1/tan 26, which is an outer automorphism of ti$/(2) x U(1) (or
U(2)) algebra under scrutiny. One can also speak of an infinitefsgt/(2) ;, depending of the contin-
uous parameter. This set is divided by the transformatian— —1/u into two subsets, respectively
with generatorq 7, (u), 7,, T.(v) } and{7(u), T,, —T,(u)}. They intersect along th& (1) group with
generator7,, which is independent of.

6.2.2 A special invariance

In subsection 6.1, we encountered the unitary transfoomsfl, which leave invariant the Lagrangian
of neutral currents. Likewise, we can define transformatiop = ¢!(*+57:() which, due to (96), leave
mass terms invariant. None is a symmetry of both terms: akctirrents are not invariant l§y,., nor are
mass terms by,

There exist a special invariance satisfied by the non-tpaes of the mass matrix and of neutral currents,

_ -[yto-1 _
which results from the anticommutationdf with 7, and7.. Both MOAmm and (c)c L satisfy
My — My—m . (CHic1-1 (c—hHitc—t -1
+ 40 _ Mo t _
0 Am —0 Am 0 2¢ 0 2¢ ’ (111

whereQ is the orthogonal matrix depending on an arbitrary realipaterc

h —ssinh i -
O ( cosha —isinha ) _. (1 >:€20ﬂ'y7 OOT:L OTO#L (112)

isinh o cosh o
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This transformation is non-unitary, such that the triviattg of the matrices for mass and neutral currents
(the ones proportional to the unit matrix) are not invariant

Itis also noticeable that the corresponding parts of thedragjan arenotinvariant by the unitary/(1)
rotationO obtained by going to imaginary. At the opposite, the trivial parts of the corresponding snas
terms and gauge neutral currents, which are not invariad?,@re invariant byO.

6.2.3 Unitary transformations on fermions

Am (mass splitting) ande (lack of unitarity of the mixing matrix) cannot be but tighttonnected; they
are in particular expected to vanish simultaneously. Wiah fanish, the mixing angle is undetermined:
mass terms, proportional to the unit matrix, are trivialtydriant by theSU(2)s(u) x U(1)y flavor
symmetry; so are the terms corresponding to neutral criarihe gauge Lagrangian.

As soon as the degeneracy is lifted, this symmetry is brokeass terms and neutral currents are no
longer invariant. However, it is the common belief that “pltg” should not depend on arbitrary unitary
flavor transformations on the fermion fields. So, on one sigewill check this point and, on the other
side, we will study how different parts of the Lagrangiamsform, putting a special emphasis on flavor
rotations.

Flavor rotations

According to (105), they are strictly equivalent (up to ag#jdo transformation®,, = e'(@+9%(0) We
consider

d d cos sin
LA I R B com (113)

SfL SfL —sing cosy

which is equivalent to a transformatief#7s.

Concerning mass terms and neutral currents (in the origbzak) flavor basis), they respectively trans-
form according to (see (99) and (96))

cos 2(6 + sin2(6 +
RITR, (O +¢) (0 +¢) |
sin2(0 + ) —cos2(6 4 ¢)
sin2(0 + —cos2(6 +
RIT.(wR, = n2(0+) Ore ) (114)
—cos2(0+¢) —sin2(0 + )

which consistently shifts the angle— 6 + . Such transformations, in particular, rotate continupusl
mass terms into neutral currents (see also (108)).

To ascertain that they “do not change physics” (given thay tare obviously not symmetries of the

Lagrangian), we must check that physical mixing angles atechanged by such transformations, in
particular the Cabibbo angle occurring in charged currefitenormalized mass states. We accordingly
consider (113) acting ofty,, s¢1,), together with

ufr, cost sint
— Ry , Ry = . (115)
CfL CfL —sind  cost

UfL

By the unitaryRy .., the (u, c) classical mass matrix is left-multiplied t&z and the(d, s) one byRi,. In

the diagonalization process by a bi-unitary transfornmgtibe unitary matrice€yy andC,o (see sub-
section 2.1) have simply to be changed il = Rgcuo andCy = Rl,cdo (in this simple case

of rotations, the classical angles linking the original diagtates to the new mass states have become
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éuL = 0,1 + U, édL = 041 + ¢ 3%. So doing, the bare masses stay the same. The new classisal m

, (o ufr dmo
eigenstates arg | = C,ZORﬁ ! : "= CCTIOR¢

Cmo CfL 8mo SfL
the original ones by the transformatioﬁ&ngCuo = Ry andCCTlOR@CdO = R,. By the action ofR?y and

A

dfr,
; they are deduced from

de

R,, the classical charged currents Lagrangian has be((omtfnL e ) RLWLRSD , which

SfL

writes in terms on the new classical mass eigenstates as
_ N ) CT R RT i dmO . _ _ + dmO
< Um0 o ) CunBo Ry WL RoReCao | = ( Umo o > CugWelao | (we used the
Smo Smo
unitarity of Ry and R,). So, at the classical level, the mixing (Cabibbo) matriguwrcng in charged
currents is unchanged. This means that, in the equivaldBZyfinvolving the new classical mass eigen-
states defined abové, is formally unchanged and so are t6&(2);, generators. This is precisely the
ingredients which are used to calculate Shabalin’s cotertes. So, in the new classical mass basis,
the A, B, D’s are unchanged. This entails that the renormalized métexpressed by (38) is also un-
changed. The last step is to go to the basis of the new renizedanass eigenstatés Since thed
Shabalin’s counterterms are unchanged, so are, formadlynatrices’,, 4 (see (10)), which still depend
on arbitrary anglesr,, and 4. Since Shabalin’s counterternd$ and D are unchanged, so are the
unitary matriced/, ; andU, 4. SinceCy andC,o have been changed (see above), so ligundC,, (see
(20)), in whichd,;, andé,,;, are now also shifted by andd (see also (116) below). Let us keep as before
0w+ Oory = 0 = wrg + a4, VaVa, Which does not depend dfy;,, stays unchanged (and so does
V. Vu)- SinceC has been seen to be unchanged, too, the Cabibbo ndatexpressed by the first line of
(39), is unchanged.

C4, which connects original flavor states to renormalized rstees, becomes

A A cos(Bar, + ) —sin(fgr + ¢ —sin(0q, +¢) 0
Cd CdOVdVd RL Cd ( dL ) ( dL ) ]d ( dL )
0

sin(fg;, +¢)  cos(far, + ) cos(Bar, + ¢)

(116)
and one gets a similar expression it
We introduce, like before, the renormalizéy and &, such that¢ = ¢ = ¢},&,;. Redoing the ma-
nipulations that led from (38) to (42), one finds that (42)stanchanged. So do the three first terms
of (50), as well ag¢,)~!. The rotation anglep and? can be absorbed in the definition of the new
renormalized flavor states which are, as expected, deduoextfie initial ones (see (48)) by, andRy.
Finally, ¢; = ¢4, €, = ¢,: each renormalized mixing matrix stays unchanged. Thengigingles are
renormalized as before according to

fur, = Our, + %, Bar, = Oar, + %7 0. = Oa, — Our. (117)

Let us also write what happens in there for charged currehts ttansformations of mass terms and
neutral currents are given in (114)). It is convenient fas th use the second line of (45):

de

Gyt = (g e ) 1+ @T0u) + T (Bar)] 7" (118)

SfL

3“Since<p and+} are both free, by tuning the former ted,;, and the latter to-6,,1,, one can tune botﬁdo = RLCdO and
@uo = ngcuo to the unit matrix: the mixing angles connecting, in bothtees; the new classical mass states to the initial flavor
states, can thus be cast to zero (the mixing angles congebtrrotated bare flavor states to the new classical massstiges
are left unchanged by the rotation). However, if one considbarged currents in flavor space, we show after (118) tieat t
group structure stays unaltered only if the two arbitrarydtarotations become identical; this accordingly favorsoenmon
arbitrary flavor rotation in the two sectors. See also appeBEdor the reverse statement that, by a flavor rotation, care c
always align the new flavor states to the classical masssstate
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By the transformations (113) and (115) the argument® (4, ;) and7 (6, ) in (118) are both shifted by
(o+0): 20,1 — 20,1 + ¢+, and20,;, — 2041, + ¢+ 9, such that their difference stays the same. The

. cos(p — ) sin(p — )
structure of (118) stays unchanged, but for thevhich become 3,
—sin(p —19) cos(p — )
Because of this term, the group structure of charged cuiemhodified, since it no longer projects only
on7,, unlessp = ¥; accordingly, if one wants to preserve it, the same arlyitflavor rotation should be

performed in both sectors.

So, while independent®%" x ¢%73' flavor rotations do not change, in the new bases, the mixigtean
(see also footnote 34), they modify the different parts ef ltlagrangian in different ways. The tightly
connected structure of neutral currents and mass termsistisanged and they are continuously rotated
into one another. The modification of charged currents isenimportant unless the two rotations are
identical. Accordingly, requesting that neutral and ckdrgauge currents exhibit the same flavor struc-
ture provides a constraint on the arbitrary flavor rotatitiveg can be performed and thus a connection
between sectors of different electric charge. This is orte@tonsequences of the fact that the angles of
the two sectors get entangled by radiative correctionsadtdiso consequences for the alignment (up to
small radiative corrections) of mass and flavor eigenstatesie of the two sectorgu, ¢) or (d, s) (see
subsection 7.2).

Arbitrary unitary transformations

We now consider arbitrary x 2 unitary transformation§* and2¢ on fermions.

Like for rotations, it is straightforward to show th@j, Shabalin’s counterterms, V,, 4, V., ¢ andU, 4
stay unchanged. So d¢;V; andV, V, and, finally, the Cabibbo matri® between the new renormalized
mass states.

However,C, becomeg,; = Qf¢, andC, becomeg’, = Q¥C,, which do not write any more as simply
as (116).

We parametrize, with the appropriateor d index for« and 3 (and we replace for clarity the argument
u = tan 260 of theT generators by according to (96) and (99))

0 = i tB:Ta(0)+8y Ty (0)+8:T2(0)) (120)

Concerning mass terms and neutral currents, in the orifienadr basis one gets:

ATO0 ~ T+ 2441,
OO0 ~ 7;(9+%)—ﬂz7y, (121)

while, for charged currents (118) becomes:

%0ne can check directly this statement by starting again {8}, which we have shown to be unchanged (thafighand
Cao have changed, stays unchanged). We just have to make the transformation e new classical mass eigenstates to
the original flavor states. This is the role of the transfdrare C4 andC.o such that, in the original flavor basis the charged

currents write (omitting théy’,, ")
o d
U
SfL

< _ _ )é 1 1 —Ay Co 1 C 1 —Ay
u C u0 S 0 0
e 20\ -4, 1 —Ag 1
1 1 —Ay 1 —-A d
= < UfL  CfL )R,Tg 3 Cuo Co+Co ! ¢l Ry e ,
—Au 1 —Ad 1 SfL

(119)

which yields the same conclusion as operating iithand R, directly on (118).
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Qut 14 €,7.(0,) + €q7.(64)] oL
By + 4

1 .

%ﬁi F((6u—6a) + ﬁﬁ? G((0u = W]

‘|‘€d

U d .
T (0d . #) o - 0 Ti00) - 5907, + Lt
418 F((0u— 0)) - 162 (0.~ 00) |.

with F(r) = )= . (122)

sin27  cos 27t cos 2T sin2rt
, G(r
—sin27 cos2T

—cos27 sin27

So, mass terms, neutral currents and charged currentsl amegaineral deeply modified, which corre-
sponds to a strong breaking of thé/(2) s x U(1) flavor symmetry.

6.2.4 Self energy, neutral currents and Ward identity

Departure from the inappropriate Wigner-Weisskopf appnation [7][9] can also be done by working
with an effective renormalizegf-dependent mass matrix (self-energy)¢?).

The eigenvalues of/(¢?) are nowq?-dependent, and are determined by the equafien) (¢?) —
Mq?)] = 0%, Letthem be\; (¢?) ... M. (¢?). The physical masses satisfy theelf-consistent equations
¢* = M.n(q%), such thatm? = X\;(m?)...m2 = \,(m2). Ateachm?, M(m?) hasn eigenvectors,
but only one corresponds to the physical mass eigenstatethiers are “spurious” states [7]. Even if the
renormalized mass matrix is hermitian at any givénthe physical mass eigenstates corresponding to
different¢® belong to as many different orthonormal sets of eigenstatdshus, in general, do not form
an orthonormal set. The discussion proceeds like in theafdte paper, leading to similar conclusions.

We study below the role of Ward Identities. They will stremgt our belief that flavor rotations should be
considered as a very softly broken unitary symmetry group¢hvprovides constraints for the Standard
Model and its “vicinity”. These constraints in particulan dot suffer the major drawback of textures,
which are unstable by such transformations.

In each channel, for examplé, s), the vertex functiorl, (at vanishing incoming momentum for the
gauge boson) and the propagatbshould satisfy the Ward identity

0
r = —57Yq). 12
Accordingly, both sides of (123) should be invariant by taens group of symmetry. In (bare) flavor
space, the vertex function is (up 4¢) nothing more thar{C~1)f(¢*)C~'(¢?) encountered before for
neutral currents.

We write the(d, s) propagatorS(¢?) (we suppose that it is symmetric, such that left and righ¢states
are obtained by the same rotation) as

SN = ¢ — M(¢*), M(¢*) = ( (124)

%This is the simple case of a normal mass matrix, which can &godialized by a single;f-dependent) unitary matrix.
When it is non-normal, the standard procedure uses a bayrdiagonalization.
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2¢(¢?)

One defined(¢?) such thatan 20(¢?) = W
a(q?) — blq

; M (¢?) can then be rewritten

2 2 2\ _ 2 520 2 sin 20 2
Mgty = SEVHUL) | alad) “ba?) (eos M) s )
2 2c0520(¢*) \ gin 20(¢?) —cos20(q?)
One gets:

0 o . Aa(g) +b(¢*) alg®) —b(g*) [ sin20(¢*) —cos20(¢®) | 6(g?)
—S5 (g = ¥+ 2q, 2 - 2 2
0qy 20q 2cos26(q?) —cos20(q®) —sin20(¢?) 0q

2) _ b(q? 20(q? in 20(q>
N {% <a(q )= blg )ﬂ cos20(?)  sin20(¢?) ] (126)
g% \ 2cos 26(¢%) sin26(q?) — cos20(q?)
in which only the first two terms are invariant by the samegfarmation(, (88) as the vertex function
2
I',(¢%); the last one, proportional tgégiq(g) is not. Thus, instead of imposing “textures”, we shall

rather constrain the self-energy to satisfy the condition
a(q?) = b(g®) = 2ucos 20(¢%), = cst (127)

(of course trivially satisfied fou(q?) = b(¢?), in which casé(¢?) = 7/4) or, equivalently

(128)

M(q?) = a(q®) — pcos20(q*) + p ( cos20(¢”)  sin20(¢”) ) .

sin20(q%) —cos26(¢?)

The eigenvalues af/ (¢?) areX  (¢%) = a(q?) +2usin? 0(¢?) andA_(¢?) = a(q?) —2u cos® §(¢?) (thus
1= (A (g% — X_(¢?))/2), such that the physical masses (poles of the propagatislysa

my = a(m?) + 2usin®#(m?), mg = a(m3) — 2u cos? O(m3). (129)

The degenerate case, = m, corresponds tg = 0. By (127), this is equivalent ta(¢?) = b(¢?) and to

. mp —mso H
# = w/4. For quasi-degenerate systems ~ ~ m, one has = ~
™/ g g ystemp & mp & m m1+ms  a(m?) — pcos26(m?)
W

mi1 — mso
———andy =
a(m2) T 2

Unlike textures, this form of the self-energy, which is doamed by the Ward identity (123) and sym-
. . . df cosp singp dy
metry requirements, is stable by a unitary transformation — ;
sf —singp cosy sf
cos2(0(¢?) +¢)  sin2(0(¢%) + o) ) _
, Which

sin2(0(¢%) +¢) —cos2(0(q?) + )
shows that the mixing angl&(¢?) has simply become, as expecté(;?) + ¢ while the spectrum is un-
changed. So is the form (99) for the vertex function

So, our conjecture is that any self-energy or vertex funcsioould be of the form

2 Sin 2 in 2 2
=)+ 1 cos20(q®) £sin260(q”) orS(g) + 4 sin260(¢®) +cos26(q”)  (130)
+5in20(q%) —cos26(q?) +c0s20(q?) —sin26(q?)

~

M (q?) is transformed intoa(q?) — 11 cos 20(¢?) 4

which make them stable by flavor rotations. They are in palgicnormal, and thus can always be diago-
nalized by a unique unitary transformation, which can beldsalefine both left and right eigenvectors.
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We end up this section by some additional remarks concetgitgres. Eq.(128) trivially rewrites

0 sin 26/(¢?)
M(q*) = alg®) + p : (131)
sin20(q%) —2cos 20(q?)

reminiscent, up tai(¢®) (which does not chang@(q?)) of the triangular matrix suggested in [10] for
tan 20(¢q%) = —2; however, as shown below, this texture is not stable by flastation. Rotating (128)
and (131), one gets:

cos 20(q?) sin 26(¢?)
Ri(¢) |a(q®) = peos20(¢%) + R(yp)
sin20(¢%) —cos20(¢?)
2(0(¢%) + in2(0(¢%) +
= o) — poos20(g?) 4 | CHOTI T 2Ol (132)
sin2(60(¢?) +¢) —cos2(6(q%) + )
0 sin 26(¢*
while  RI(g) |a(¢®) + O | )
sin20(q?) —2cos 20(¢?)
) — sin 20(g?) sin 2¢ — 2 cos 20 sin? sin2(0(q%) + )
=a(g”) +p
sin2(6(¢?) + ¢) sin 20(g?) sin 2¢ — 2 cos 260(¢?) cos? ¢

(133)

By evaluating the ratio between twice the non-diagonal tarmd the difference of diagonal ones, one
finds, on both (132) and (133), that, as expected, the mixigteehas becomé(q?) + ¢. However, while
the “structure” of (132) is manifestly preserved by the tiota the0 texture in (133) is not.

7 Conclusion, open issues and outlook

7.1 Summary

That mixing matrices connecting flavor to mass eigenstdtesm-degenerate coupled fermion systems
should not be considered priori as unitary has been given in this work, in addition to gen&&ll
arguments, a perturbative basis from the calculation ahtae corrections at 1-loop to fermionic self-
energies and neutral currents. Finite counterterms of &imabave been in particular shown to play an
important role, since they determine at the same time thermemlization of the mixing angles and the
departure from 1 of the matrix that controls neutral cuséntthe bare flavor basis.

We have shown that, in the renormalized mass basis, whitikeuhe bare one, is no longer orthonormal,
the renormalized mixing (Cabibbo) matrix stays unitary ,eemlrequired by the closure of t$8/(2),
gauge algebra, neutral currents are, like in the bare mass;, lsantrolled by the unit matrix.

The peculiar feature that is satisfied for two generationtibyCabibbo angle, that universality of neutral
currents is violated with the same strength as the absen€ENL’s, has been shown to be compatible
with all mixing angles of quarks and leptons for three getieng, too. For neutrinos, we have shown that
there exists only one solution féi to the corresponding equations that rigorously falls withiesent
experimental limits, and we have obtained, without any tiypsis (textures) concerning mass matrices,
the property of “quark-lepton complementarity” betweea @abibbo angle and theis.

Flavor symmetries, and their entanglement whiti(2);, gauge symmetry, have been shown to underlie
the physics of mixing angles. In particular, for two genierad, the ways gauge currents and fermionic
mass terms (or self-energy) transform by flavor rotatiorss bemmon footprints left by a non-degenerate
mass spectrum.
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7.2 Physically relevant mixing angles. Flavor rotations as very softly broken symmetry
of the Standard Model

The results that have been exposed are valid for fermionothf électric charges. They concern the
mixing angles which parametrize

 for quarks, the mixing matrix<, of u-type quarks as well a&; of d-type quarks;
« for leptons, the mixing matrix(,, of neutrinos as well as that of charged leptdfis
and we have shown that our approach accounts for the obsesitgl of the mixing angles.

However, a question arises : the measured values of the gnxigles are commonly attached, not to a
single mixing matrix, e.g.K, or K4, but to the produck = K} K, which occurs in charged currents
when both quark types are mass eigenstates. Thus, in ttdastampproach, they agepriori related to
an entanglement of the mixing angles of quarks (or leptohdjfi@rent charges. Then, if mixing angles
in each sector are expected to satisfy the same criterieir, difference, which makes up, up to small
approximation, the Cabibbo angle, would be expected testani

The same issue arises in the leptonic sector. Let us conidexample the case of solar neutrinos:
the flux of “electron neutrinos” detected on earth is (royyhialf the one predicted by solar model to
be emitted from the sun. Would the flux predicted in solar nedencern flavor neutrinos, and would
also the detection process counts flavor neutrinos, thensisieg matrix which controls their evolution
and oscillations would b&,; it is indeed the only matrix involved in the projection ofvitar states onto
mass (propagating) states. The situation is differentefdbmparison is made between the (emitted and
detected) fluxes of states, v,,, v, defined in subsection 3.1 (see also appendix D); since thgggtions

on the mass eigenstates now involve the prodﬂh(,,, their oscillations are, like for quarks, controlled
by an entanglement of the mixing angles of neutrinos andgelaaleptons. The nature of the neutrino
eigenstates that are produced and detected is also soragfirastioned (see also for example [20]). An
often proposed solution is that, for charged leptons, tfi@ior is defined to coincide with their mass
[19], which amounts to setting, = 1.

And this is indeed the solution that comes naturally to thedsince, as we stated in the text of the paper
(see also appendix E): while arbitrary independent flavtatians are a priori allowed in each sector
of different charge, with the corollary statement that théy ghysically relevant mixing angles are the
ones occurring in the Cabibbo matrix, these two rotatiomscanstrained to be identical if one likes to
preserve the group structure (breaking pattern), not ohhyeatral gauge currents, but also of charged
currents in bare flavor space. For= —0,;, = ¢, only the mixing angles in théu, ¢) sector becomes
vanishing (alignment of bare mass and flavor states in tist®ge The structure (118) of charged gauge
currents in bare flavor space beconﬁésA— euT2(0) 4+ €47 (0ar, — QuL)). Now, as shown in subsection
2.1.2 (see also footnote 16), one can choose a renormatizetheme in which the parametgr= A,
vanishes withd,,.. This solution, which corresponds to a mixing matrix equathe unit matrix after
1-loop corrections have been included, trivially satisfles criterion under consideratione. that the
violation of universality (non existing in this case) is efjto the violation of the absence of FCNC’s
(also vanishing). In this renormalization scheme, whgtis turned to0, the formula (118) for charged
current in bare flavor space beconfes¢"¢,r, = ( ﬁ'fL a'fL ) (14 €,T.(0ar, — Our)]| V" dr1 ,
SfL
in which the only argument of th&, generator is the Cabibbo angle. The criterion linking urgabty
and FCNC's can accordingly be applied to charged gaugentsriethe bare flavor basis, which controls
the observed Cabibbo angle.
The group of identical flavor rotations by an anglén the two sectorgu, ¢) and(d, s) (or (e, ) and
(Ve,v)):
* shif’fs both argument8, ;, andd,y, in the SU(2) y generators, and7, occurring respectively in neutral
currents and mass matrices pysee 114));
* yields the same shift in charged currents (see (118));
* does not modify the physical Cabibbo angle (see “Flavoatiohs” in subsection 6.2.3);
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* leaves invariant the rest of the Standard Model Lagrangi@hdoes not change the physical masses.
So, though they do not leave, strictly speaking, the wholgrémgian invariant, flavor rotations (identical
in both sectors) appear as a very mildly broken symmetry@Standard Model.

7.3 A perturbative (?) challenge

Recovery, by standard perturbative techniques (Feynnagratins)*’, of the phenomenological results
of this work, in particular the empirical connection betwemiversality and FCNC's in bare flavor space
that leads to observed values of mixing angles stays an @gen.i Since this connection, as we saw at
length, rests on a criterion that does not depend on Sh&babanterterms, it must involve other type
of perturbative calculations than the ones that lead ta tedues. The goal is to calculate, to begin
with at 1-loop (the classical result is trivially true), lation of universality in bare flavor space in a
given channel, for example the difference between theoestfd d; and Z*s;35;, and to compare
them to the amount*d 5, andZ*s¢d; of flavor changing neutral currents in the same channel,ewhil
including the kinetic and mass finite counterterms of Shapalhich have been evaluated in bare mass
space. In particular, their introduction necessitatesbEmdon the hypothesis that mixing matrices are
always unitary. In this context, re-doing, for example,shbtle perturbative calculations of renormalized
mixing angles with “on mass-shell” renormalization penfied in [21] while dropping this hypothesis,
which reduces the number of free parameters and brings igfingl constraints on the counterterms,
looks a rather cumbersome ta¥k

Also, for such multi-scale systems as coupled fermionsh eanormalization scale optimizes the cal-
culation of parameters at this scale, while, for other s;at®e has to rely on renormalization group
equations. Unfortunately, these equations have also @ey lapproximately solved with the simplify-
ing assumption that the renormalized mass matrices areiti@# and that the renormalized mixing
matrices are unitary. Also, as far as the Yukawa couplingseancerned, the expressions that have been
obtained at two loops for thej# functions start the evolution only down from the top quarksmf22],
which makes them rather inadequate for the study of submgstdgth masses well below this scale; they
have furthermore denominatorsi(im; —m;), which makes them unstable for low mass systems not very
far from degeneracy.

Dealing with these issues is also currently under invetitiga

7.4 CP violation

In this work we have deliberately ignorgdP violating mixing angles and all effects 6t P violation.
There are several reasons for this:

* they area priori small and should not quantitatively alter the results tratehbeen obtained for the
other type of mixing angles;

* since the renormalized Cabibbo matrix is constrainedsby(2);, gauge invariance to stay unitary, we
do not expect strong deviations from the customary results;

* the introduction ofC P violating phases would considerably complicate the trigoatric equations to
solve, which are already highly non-trivial.

There is however an interesting point: the most generalumiary mixing matrix allowsa priori C'P
violation even for two generations. But we consider this astleer matter which deserves a separate
investigation.

$"which is usually performed in the bare, orthonormal, masisha

BA straightforward calculation shows that, if one does a @aiglculation in bare mass space and not in bare flavor space,
and it one does not worry about finite renormalization, thedéion that one gets on the mixing angle is the “dual” of tihe o
obtained here, that isin 26 = 2, instead oftan 20 = 1/2. Some mechanism linking the transition from one basis t@ther
and the transformatiotan 260 — +1/ tan 26 (See subsection 6.2.1) seems at work, which needs to be enecbv

*0One can go to hermitian mass matrices by rotating right-bdifermions as far as they are not coupled; however, at ZJoop
the charged weak currents also involve right-handed fergjiwhich cannot be anymore freely rotated.
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7.5 Conclusion and perspective

This work does not, obviously, belong to what is nowadaysrrefi to as "Beyond the Standard Model”,
since it does not incorporate any “new physics” such as sypenetry, “grand unified theories (GUT)”
or extra-dimensions. However it does not strictly lie wittine SM either, even if it is very close to. Of
course, it shares with the latter its general framework l@ratatical background and physical content),
and also borrows from it the two physical conditions of ursedity for diagonal neutral currents and
absence of FCNC's, which play a crucial role in the process, & the basis of the most general argu-
ments of QFT, we make a decisive use of the essential noarityibf the mixing matrices, whereas only
unitary matrices are present in the SM. This property maydmesidered, in the SM, as an "accidental”
characteristic of objects which are intrinsically nontany 4.

The mixing angles experimentally observed get constrainetle vicinity of this “standard” situation,

a slight departure from which being due to mass splittingendé our approach can be considered to
explore the "Neighborhood of the Standard Model”, whichikelly to exhibit low-energy manifestations
of physics "Beyond the Standard Model".

While common approaches limit themselves to guessing syrieador mass matrices (see for example
[6] and references therein), we showed that relevant pattewveal instead themselves in the violation of
properties attached to gauge currents: in each diugi flavor channel, two dimensional flavor rotation
appears as a flavor subgroup softly broken by the presencass splittings, which continuously connects
neutral currents and the fermionic self-energy.

When two generations are concerned, nature seems to exhjilétntization of thean of twice the mixing
angles as multiples af/2. This corresponds to the property that, in the original flavasis, the effects
of liting the mass degeneracy are such that universalityn&utral currents is violated with the same
strength as the absence of FCNC’s. The third generatioreaapps a small perturbation of this property.
Whether this quantization really exists and whether it carcést on a firm theoretical background, in
particular through perturbative calculations, stays tioftately an open question.

It is remarkable that the same type of symmetry underliek et quark and leptonic sectors; they only
differ through theOth order solution to the “unitarization equations”, the twidfoess of which was
recently uncovered in [2]. In the neutrino case, the valhaswe obtain for the mixing angles (with the
smallest one of;3) do not deviate by more thar% from the tri-bimaximal pattern [23].

To conclude, this work demonstrates that flavor physicg®ffeour investigation very special and simple
patterns which had been, up to now, unnoticed. Strong amgtsnefavor of them have been given in both
the quark and leptonic sectors, and they will be furtheetésthen the third mixing angle of neutrinos is
accurately determined.

AcknowledgmentDiscussions with A. Djouadi, V.A. Novikov and J. Orloff gratefully acknowledged.

“OFor a (constant unique) mass matrix, unitarity of the mixinatrix has commonly been linked with the unitarity of the
theory. See also footnote 1.
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Appendix

A 513:0:>913:0

Using the notations of section 3, we start with the followsygtem of equations:

w = [33] & i3+ 533 + &35 = 1 (134a)

[11] = [22] & 25 cos(2012) = (¢35 + 333) cos(2019); (134b)

[12] = 0 = [21] & Z5sin(26012) = (¢35 + 55 sin(2019); (134c)
[13] = 0=[31] & 12 (sin(2023) - sin(2é23)) = c18in(2013); (134d)
23] = 0= [32] & 1o (sin(2923) - sin(2923)) = $195i0(2013). (134e)

From equation (134a), we havg, + 33; # 0, which entailse?, # 0*. Let us study the consequence on
the two equations (134b) and (134c).
o the two sides of (134b) vanish foos(2612) = 0 = cos(2012), i.€. 610 = Z[2] = fio.
(134c) then gives?; = c3; + 535, which, associated with (134a), yields the following siuint*
913 = O[TI’] and923 = iezg[ﬂ'].
o the two sides of (134c) vanish fein(26012) = 0 = sin(2612) = 0, i.e. 012 = 0[3] = 012.
(134b) gives them?, = c3, + 52,, hence, like previouslyl;3 = 0[] andfyz = +6a3]].
e in the other cases we can calculate the ratio (134b) / (184d¥h givestan(262) = tan(20;2), hence
012 = Ora[m] Or 12 = 5 + O12[n]:

x0p =5 + f12[7] implies for (134b)(134c)?, = —c3; — 534, Which, together with (134a)t, =
s35 + ¢33), gives a contradiction 2 = 0:

% 019 = O19(F 0)[x] implies, like previously,c3; = c3; + 335, which gives, when combined with
(1348)1913 = 0[71'] andfys = iezg[ﬂ.
Hence, it appears that whatever the case, the solution géet6,3 = 0[n].
Let us now look at (134d) and (134e). Singg = 0, the two r.h.s.'s vanish, and we obtain the twin
equationss o (sin(263) — sin(263)) = 0 andéya(sin(263) — sin(2653)) = 0, which, together, imply
$in(203) = sin(20a3). It follows that, eithemys = faz[] OF fag = % — bas[7];

% Qg3 = égg[ﬂ matches tpe result of the previous discussion in the “+” cadereas, in the “-” case,
the matching leads tf3 = 6,3 = 0, which is to be absorbed as a particular case in the “+” cordiian;

* fg3 = 5 — 923[7r} matches the result of the previous discussion in the “+” gométion, in which
case it leads tdy; = Oy = 7[3], i.e. maximal mixing between the fermions of the second and third
generations.

“ndeed, let us suppose that; vanishes. Thenos(26;2) andsin(262) must vanish simultaneously, which is impossible.
) ds=35+35% $33 + Ga3 = 1
=
sty + s+ =1 513 =0
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B (12, 053) solutions of egs. (59) (60) (61) (62) (63) fdt;3 = 0 = 63

Excludingf1, = 0, (65a) and (65b) requirgin(26y3) = sin(20a3) = Oo3 = by3 + km OF g3 =
/2 — b3 + k.

o for 023 = 3 + kr Cabibbo-like,

(65¢) requiresin(26}3) = sin(2013) = 015 = 15 + nw oOr b1y = w/2 — B9 + n;

(65d) requires:os(2615) = cos(2013) = 013 = £6015 + pr;

(65€) requires?, + &y — 1= 0= 15 = 15 + 7.

The solutions of these three equations @re= 015 + mm Cabibbo-like oy, = /4 + qm /2 maximal

(612 = £0y5 + rris then also maximal). They are associated With = 645 + kr, condition heading
this paragraph.

Of0r923 =7/2 — 093 + km,

(65C) requires;12c12 = 26%3§12612;

(65d) requires?, — s3, = 2c35(c3, — 53,);

(65€) requires?, + 2c353, — 2535 = 0.

Taking the ratio of the first two conditions yieldsn(2619) = tan(2019) = 2c3; => O19 = 010+ km/2 +
nm, which entails2c3; = 1 = 03 = £ /4 + prr/2 maximal; by the conditiotys = /2 — f3 + kr
heading this paragrapliy; is then maximal, to. The third condition becomés + &, — 1 = 0, which

requiresfiy = +610 + 7. Tpen, the second condition is automatically satisfiedilifirst requires that
the “+” sign be chosen; sé;, = 615 + rr is Cabibbo-like.

e Summary: the solutions are:

% Oo3 = B93 + km Cabibbo-like, associated with eithéf, = 615 + mm Cabibbo-like orf;, and ;s
maximal;

% 015 = 61 + rm Cabibbo-like, associated withs andf,; maximal.

C Sensitivity of the neutrino solution to a small variation o 63

If one allows for a smalb;5 ~ 63, (61) and (62) become

—2n512012523023 + €(s19 — 1y) + 1513(C33 — 533)(cFy — 5T),

—2n593¢93(Cly — 539) + desiaciy — 20513(C35 — 533)(2512¢12 + €(cly — 539)).  (135)

For 6,3, 653 maximal, the dependence 6y drops out.

D Charged weak currents

Charged weak currents can be written in six different forinas are all strictly equivalent, but nonetheless
refer to different physical pictures. As an example, for tyemerations of leptons :

Vef e, Vem e

Twhil | = WK [ "

Vuf Hy Vum K
Vef €m Vem e,
= Wi K| " K, Wil
Vuf | Fm Vum ) | Iy
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In the case where one of th&l/(2) partners, for example the charged lepton, is undoubtediyassm
eigenstaté? , the last expression of (136) shows that it is coupled to thealedelectronic and muonic
neutrinos

Ve = <KgKv)11V6m + (K;KV>12VH7" = KéT,llVEf + Kg,u”uf’
Vy = (KgKu)ﬂVem + (KZ{KV)QQV#m = Kgml’ef + Kg,22yllf' (137)

The latter are neither flavor eigenstates, nor mass eigesstaut a third kind of neutrinos, precisely
defined as the ones which couple to electron and muon masstitgs in the weak charged currents

e
wirl " (138)
YV Fom,

Ve

E Aligning classical flavor states and classical mass states

We show below that, at the classical level of mass matrices,can always perform, in each sector, a
flavor rotation such that the classical mass eigenstatethenttated flavor states get aligned. Since the
logic is slightly different from the one in paragraph 6.2*3we chose to explain things in detail here.

d, d
Let us now consider thehange of variables flavor space U R, 51 In terms of the
S/fL SfL
T

d, d,
primed fields, the mass terms in the Lagrangian rewfite fL R¢MOSL IR in which S
/ /
is the equivalent ofz,, for right-handed fields. Sinc&/, was diagonalized according C@OMOHdO =
diag(m9,m?), R,MS}, is now diagonalized according @, R},(R,MoSh)S, Hao = diag(mf,m).
d d, d
Accordingly, the new classical mass eigenstateslare™” | = ¢l rL [ /% | =cf [ 7" | =
SmL S}L SfL
dO
glL . S0, the classical mass eigenstates are unchanged, botadeduced from the new classical
Sl
flavor states by the producﬂORj@. The anglep can accordingly be tuned such that this product is the
unit matrix. When it is so, the new classical flavor statesatigmed with the bare mass states.

The same demonstration holds in thec) sector. This shows that, at the classical level of mass oeatri
mixing angles in each sector, when defined as the one congdudie flavor states to original bare mass
states have no physical meaning and can always be tunectoS®rthe only physical mixing angles are
the ones occurring in charged currents. Indeed, since n&tss @re unchanged, it is even more trivial
than in subsection 6.2.3 to show that these angles stay ngetidy arbitrary flavor rotations.

We recall however that, as emphasized in footnote 34, a canfiiaeor rotation of both sectors is required
as soon as one wants to preserve the group structure of dhaugents in bare flavor space.

“Jt is commonly assumed to be the case inside the sun (becéttse lonited available energy, a fed/eV, only massive
electrons can be produced), and also in the detection mategutrinos on earth, which proceeds via charged curesntyia
the detection of the produced physical charged leptonsgeigenstates).

“The change in flavor states was defined, there, by (113) anttahsformed Lagrangian was expressed in terms of the
original bare flavor fields. Classical mass eigenstatesiyiged such that the new ones are deduced from the startsgogn

the rotationR,,: ( dmo ) =R, ( (o ) . The new classical mass eigenstates could then be aligriedheistarting bare
Smo Smo

flavor states. In the present approach, it is the new flaveestahich can get aligned with the bare mass eigenstatettee

staying unchanged.
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1 Introduction

Fermions are usually treated, in most aspects of their phenomenology, as classical, though anticommuting,
objects. They are generally endowed with a mass matrix though, for coupled systems !, this can only be a
linear approximation in the vicinity of one among the physical poles of their full (matricial) propagator([1]
[2]. In this perspective, the study of neutral kaons [1], and more specially of the role held, there, by discrete
symmetries P, C, T' and their products, has shown that subtle differences occur between the “classical”
treatment obtained from a Lagrangian and a mass matrix, and the full quantum treatment dealing with their
propagator. Using a classical approximation for fermions is a priori still more subject to caution since,
in particular, their anticommutation is of quantum origin. This is why, after the work [1], we decided
to perform a not less exhaustive study of coupled fermionic systems in Quantum Field Theory, dealing
especially with the propagator approach. Treating fermions on a rigorous ground is all the more important
as the very nature, Dirac or Majorana, of neutrinos is still unknown, and that all theoretical results used
up to now, concerning specially flavor mixing, rely on a classical Lagrangian (mass matrix).

The second and third parts of this work are dedicated to general statements concerning the discrete sym-
metries parity P, charge conjugation C, time reversal 7', and their products. It does not pretend to be
original, but makes a coherent synthesis of results scattered in the literature, and which sometimes con-
tradict each other. Starting from Wigner’s representation theorem [3] and Wightman’s point of view for
symmetry transformations [4], we give the general rules of transformations of operators and of their her-
mitian conjugates by any unitary or antiunitary transformation. We then specialize to transforming Weyl
spinors by P, C, T and their products, first when they are considered at the classical level (grassma-
nian functions), then at the quantum level (anticommuting operators). We put a special emphasis on the
properties of unitarity and linearity of the charge conjugation operator, which is sometimes erroneously
considered to be antilinear.

The fourth part deals with the concept of invariance of a given theory, still essentially following Wightman
[4]. By taking the simple example of fermionic mass terms (Dirac and Majorana), we exhibit ambiguities
and inconsistencies that arise in the transformations of a classical Lagrangian by antiunitary transforma-
tions. This motivates, like for neutral kaons [7], the propagator approach, which is the only safe way of
deducing unambiguously the constraints cast by symmetry transformations on a Quantum Field Theory 2.

The fifth and last part of this work is dedicated to the propagator of a single fermion (one flavor) and its
antiparticle, from which it cannot be separated, in Quantum Field Theory. We derive in full generality
all constraints cast on it by P, C, T, PC, PCT. We show that the eigenstates of a C' + PCT invariant
propagator are, as expected, Majorana fermions.

This study is largely unfinished since the case of several flavors of fermions is not investigated here.
This necessary extension, which will give access to the essential issue of flavor mixing, in connection
with discrete symmetries, is currently under investigation (we recall that results concerning mixing at the
quantum level have already been obtained, by less general techniques, in [6] and [7]).

2 Generalities

In this paper we shall note equivalently £€¢ S —i(nd)* = (€9)° = —i(n%)* = C.€% = —i(n%)*, where
€ is a Weyl spinor (see Appendix A.1).

The corresponding fermionic field operators will be put into square brackets, for example [¢], [¢2]Y, the
last being the transformed by the transformation U. Formally [¢%]V = (¢%)V.

The transition amplitude between two fermionic states is noted < x | 1 >; this defines a scalar product
and the corresponding norm < ) | ¢ > is real positive. The scalar product satisfies

<t | x >T=<x|v > (1)

"Both quarks and leptons form coupled systems through the Higgs sector.
%and more generally its Green functions, from which the S-matrix can be in principle reconstructed [4].
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we consider furthermore ([5]) that representations of the Poincaré group satisfy >

<t | x >T=<YT x> 2)

2.0.1 The symmetry representation theorem of Wigner [3]

A symmetry transformation is defined as a transformation on the states (ray representations) ¥ — W’ that
preserve transition probabilities

| <UL | UL > P =] < Wy |0y > 2 3)

The so-called “symmetry representation theorem” states *: any symmetry transformation can be repre-
sented on the Hilbert space of physical states by an operator that is either linear and unitary, or antilinear
and antiunitary.

Since we have to deal with unitary as well as antiunitary operators, it is important to state their general
properties and how they operate on fermionic field operators. A unitary operator I/ and an antiunitary
operator A satisfy respectively

Vi, x  <Up |Ux>=<¢|x> <AP|Ax>=<x|¢Y>=<y|x>". 4)

Both preserve the probability transition | < ¢ | x > | = | <Uy [Ux > 2 = | < Ay | Ax > |2

2.0.2 Antiunitarity and antilinearity
An antilinear operator is an operator that complex conjugates any c-number on its right
A antilinear < A(c|v >)=cA|¢ >. (5)
An antiunitary operator is also antilinear. Let us indeed consider the antiunitary operator A.
<AV | A A >=< AV | ANy >=< A\ |V >= N < x| >=N <A | A| x >
shows that A is antilinear.

2.0.3 Unitarity and linearity

In the same way, one shows that: a unitary operator is linear.

2.0.4 Symmetry transformations: Wightman’s point of view

Wightman [4] essentially deals with vacuum expectation values of strings of field operators. The trans-

~

formed O of an operator O is defined through the transformation that changes the state ¢ into ¢
<$10]$>=<4]|0]¢> (©)

One has accordingly:
* for a unitary transformation U

o=u-'ou, 7)

3For fermionic scalar products, we refer the reader to [8].
*We refer the reader to [9] for a careful demonstration of this theorem.
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* for a antiunitary transformation A4 3 ©

O = (A 'oA)
ATOT (AT = ATOTA 9)
This is the demonstration.
* For Y unitary (Ut = 1 = UTU):
<UP | O U >=< | UTOU | x >=< ¢ |UIOU | x >, g.e.d.

* For A antiunitary:
- first, we demonstrate the important relation

V(1 x) < AY|AOA™ |Ax>=<x |09 >. (10)

Indeed:
<AY | AOA™ | Ay >=< AY | AO | x >=< Ay | A(Ox) >@<OX|1/J>:<X|O”1/J>;

- one has then, in particular 7
<CAY O Ay >=< AV | AATTOA) AT | Ax >=< x| (ATTOA)T |4 >, (12)

which yields the desired result for ¢ =  &.

According to (9), an extra hermitian conjugation occurs in the transformation of an operator by an anti-
unitary transformation °.

2.0.5 General constraints

<$|OTJ$>@<¢\@\¢>evaluatesalsoas<q§\(’)7\(]B>:<<£|O|q3>*@<¢\@|¢>*
=< ¢ | (O)1| ¢ >, such that, comparing the two expressions one gets

Ot = (0)1, (13)

which is a constraint that must be satisfied by any operator O transformed by unitary as well as antiunitary
symmetry transformations. (13) can easily be checked explicitly. [¢)] being the field operator associated
with the grassmanian function v, one has:

* for a unitary transformation U:

wi 2wty
wll @t @t gyt Oy gty (14)

5The last equality in (9) comes from the property, demonstrated by Weinberg [9], that an antiunitary operator must also satisfy
the relation AA" = 1 = A" A (see Appendix B). So, in particular, one has (A™")TA™! =1 = (A7) = A.
Because of (9), for O = 0,05... 0,

[0102...0,)° = (A7'0,05...0,4)" = (A 0L AL 0,447 AAT 0, A)]
= (AT0.A4) (AT 04) (471 0,4)]
= [0.)°...[02]°101)%; ®)

antiunitarity implies that the order of operators has to be swapped when calculating the transformed of a string of operators.
"When the in and out states are different, one can write accordingly

AP O] Ax >=<x|O|¥ >=<x|(AT0A) |y > (1)

The in and out states have to be swapped in the expressions on the r.h.s., ensuring that all terms in (11) are linear in ) and
antilinear in x.

$0ne cannot use (137) to transform < x | (AT*OA)" | ¢ > into < ¢ | A7*OA | x because A~*OA acts linearly and
should thus this considered as a unitary operator.

9See [4], eq.(1-30).
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* for a antiunitary transformation A:

i 2 (Al A = A A
Ol 2 (AT A = AT A (1)

Since [¢)] and [1/1}T are respectively associated with the grassmanian functions ¢ and v*, (13) also casts
constraints on the transformation of grassmanian functions:

v = ()", (16)
3 Discrete symmetries
3.1 Parity transformations
We adopt the convention P2 = —1 [10]. Then the transformation of spinors are
E(E.1) S ima(=E,0) , nald ) S (2,1,
Cald@t) & —in*(=&,0) | (@) D —iba(-E,0). (7

The parity transformed of the complex conjugates are defined [10] as the complex conjugates of the parity
transformed

P.(€%)" = (P& (18)
this ensures in particular that the constraints (13) and (16) are satisfied. It yields
(€%)°(7,1)
(€a)*(7,1

For Dirac bi-spinors (see Appendix A), one gets

ﬂ—z‘m_x)*( ft) , <nc;>*<f ) 5 —il6) (-E,8),
)i £) = i(€a)" (<3 1). (19)

~.

Papp = Uptop, Up = in°, U}, = =Up = U , Ut = =1, ULUp = 1. (20)

3.1.1 Parity transformation on fermionic field operators

Going to field operators, one uses (7), for unitary operators

¢ = P7He*)P (21)
to get
PYYE )P = ing(—Z,t) , P lng(Z,t)P =it (-7, 1),
_1§a(fat)P: _an(_fat) ) P_lnd(fvt)P: _7;604(_57 )7
PHEN(F 0P = —i(ng) (=7,1) , P (na)!(@ )P = —i(e)(~7,),
P& (@ )P =i (=Z,t) , P& )P = i(&)(—7,1),
(22)
which satisfies the constraint (13). The following constraint then arises
(PP = —¢. (23)

Tndeed: (P~1)2%¢2p? = p~1(p-1¢2p)p B ptjpep e p1p p &) o

Taking the hermitian conjugate of the first equation of the first line in (22) and comparing it with the first
equation of the third line, it is also immediate to check that (PPT)O(PP)~! = O, O = ¢~ ..., which
is correct for P unitary or antiunitary.

(22)
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3.2 Charge conjugation as a linear (unitary) operator

C is the operation which transforms a particle into its antiparticle, and vice versa, without changing its
spin and momentum (see for example [11] p.17); it satisfies C? =1[10]

A Dirac fermion and its charge conjugate transform alike [10] and satisfy the same equation; the charge
conjugate satisfies

Capp = Velp (24)

where V(> is a unitary operator
Vo=7" (Vo)'Ve=1=(Ve)% (25)
this action on Dirac fermions is generally taken as the definition of C'. Equivalently
Capp = Ucth,  Uc =Ver" =+%, UblUc =1 = ~(Uc)” (26)
Naively considering (24) (as often done) entails
C.(Mbp) = N C.(p), @7)

which leads to consider that C' acts antilinearly on ¢p. We show below, after eq. (31), that this is a mistake
and that C' should act linearly, otherwise PCT" becomes linear and unitary, which is wrong.
In terms of Weyl fermions (see Appendix A), one has
Yp = ¢ L U —i gaﬂng 70‘2"5172 =7’ - YU,
0; & GagE™ 02 4 n

(28)
and, so

ga g _ind* y  TNa g _ifzu
€o S —iny ot S e (29)

The transformation of complex conjugates fields results from the constraint (16), which imposes

€ St () i,

« C . « C .
()" =ina , (%) =™ (30)
It is now easy to show that (recall that Ué = —1 from (26))

C? = 1,C unitary and linear. (31

One gets then: C.C.£* = C.(—i(n®)*) tinear (—i)C.(n%)* 50 €%, which entails, as needed, C? = 1.

If (16) is satisfied (that is, accordingly, if (30) is true together with (29)), but if we take C' antilinear
(thus antiunitary), by operating a second time with C' on the Lh.s. of (29) or (30), one finds that it can
only satisfy C? = —1 instead of C?> = 1. The commutation and anticommutation relations with other
symmetry transformations P and T are also changed '°, which swaps in particular the sign of (PCT)?2.
Furthermore, since 7 is antilinear and P is linear, this makes PC'T’ linear, thus unitary, which is wrong.
(16) is thus only compatible with unitarity and linearity for C'.

If (16) is not satisfied, that is, if the signs of (30) are swapped, one can keep C? = 1 at the price of taking
C antilinear. Then it can only be non-unitary, which is in conflict with all assertions. Also, unless we
abandon the natural correspondence 1 « [¢],4* « [1/]" between fields and operators, (13) cannot be

"With our conventions, we have CP = PC, (PC)* = —1,and (PCT)? = 1.
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satisfied either, which creates a problem with Wightman’s definition (6) of the transformed of an operator
by a symmetry transformation (in the sense of Wigner).

So, despite C' complex conjugates a Dirac spinor, it should act linearly C.Ayp = AC.p. (24) and its
consequence (27) should not be considered as the basic equations defining C' transformation; they should
be supplemented by the condition of unitarity (hence linearity). This brings no trouble with the property
that a fermion and its charge conjugate transform alike and satisfy the same equation [10]. Indeed, if ¥p
is a Dirac fermion, A\¢)p satisfies the same Dirac equation since the latter is linear in t; if ¢/C transforms
alike by Lorentz and satisfies the same Dirac equation, too, both A\)“ and \*y) also do. Linearity or
antilinearity is not fixed by the two conditions “transforming alike by Lorentz” and “satisfying the same
equation”, such that this property must be determined by other criteria.

See also appendix D, where a careful analysis is done of the pitfalls that accompany the use of v matrices
in the expression of the discrete transformations P, C and 7.

3.2.1 Charge conjugation on field operators

The transition from (29) and (30) for grassmanian functions to the transformations for field operators is
done according to (7) for unitary operators, through the correspondence Uy < U~[)] . One gets

ClerC = i)' C7InC = (&)

C7lC = —i(na)! , Ol C = (¢,

cTleiC =i, C'na)'C = i),

) C=i(n) , CTHOMIC = i) (32)
Hermitian conjugating the first equation of the first line of (32) immediately shows its compatibility with
the first equation of the third line: CT(¢2)1(C—1)T = in® = C~1(¢)IC = (¢ = cCt(¢v)(Cc—HiCc,
which entails CC'' = 1 which is correct for C' unitary (or antiunitary). We would find an inconsistency
if the sign of the last four equations was swapped.

Since C'is linear, one immediately gets

(0—1)2002 20_1(0_100)020702504'“ (33)

3.3 PC transformation

Combining (17), (29) and (30), and using, when needed, the linearity of C, one gets

ar= n PC s/ o L\ PC v S
5 (I‘,t) - fa(—x,t) ) ga(l‘at) - _6 (_‘Tat)7
PC 4%/ = &r = PC % o
na(xvt) -1 (—l‘,t) N (—il',t) - _nd(_xvt)7 (34)
and
(€)@ 5 Gl=F1) . () (#0) = —€(=.1),
w2 PC &/ o i = o PC S
(77@) (iE,t) - na(—%f) ) (na) ({ﬁ,t) - _nd(_xat)' (35)
One easily checks that (PC)? = —1.
Like for charge conjugation, one has
PC.(¢*)" = (PC.£Y)". (36)
For a Dirac fermion, one has
' PC 62 gaﬁgﬂ* (Z.O'Q)aﬂgﬂ* . (Ud)c . 0.2 &
I U R Y = . =1 =iy ,
s n’ 9% (—i0®) g (€°) 0

(37)
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equivalently
=T =T * *
PCyp =Vpey =UpVey =Upctp™ = UpUcy™. (38)
a +(—i)(n%)*
Majorana fermions (see subsection 3.6) wf[ = ¢ and Xﬁ = (=)0 have PC
+(~i)E} n;

parity +i 11,

3.4 Time reversal

The time reversed < x(t') | 1(t) > T of a transition matrix element < x(t') | ¢(t) >,t < t' is defined
by < x(t) [ ¥(t') >*=<(t') | x(t) >,t > t; the complex conjugation is made necessary by ¢ < ' and
the fact that in states must occur at a time smaller than out states; the arrow of time is not modified when
one defines the time-reversed of a transition matrix element.

The operator T is accordingly antiunitary, hence antilinear:
<TA|TB >=< B| A >=T antiunitary, (39)

In Quantum Mechanics, time reversal must change grassmanian functions into their complex conjugate
(see for example the argumentation concerning Schreedinger’s equation in [11]). According to [10], the
grassmanian functions transform by time inversion according to

o o —T
Up(Et) 5 Tabp (&) = Vep (&, —1) ;
Ve =in*y'30, ViVe=1=V2 Vi=vr=V7!, (40)

which shows that T is antilinear when it acts on grassmanian functions. So doing, T'.%)p and ¢ p satisfy
time reversed equations. One also defines

Ur = Vi = iy} = —U3, UL = Ur = U7 ULUr = U2 = 1. @1)
Tapp = Urdp = iv* v, (42)

This yields for Weyl fermions

ga(fa t) z) _i§2(57 _t) ) ga(fa t) (
: : —ink (7, —t). (43)

(€)@ 1) = i€alZ,~1) () (1) = ~it" (T, ~)
(na)"(7.0) & —in®(@ 1) . ()" (&,1) > ina(d, ~t). (44)
One has
T* =1, CT =-TC, PT =TP (45)

"For example, PC. & = a =0 & .
(n5)° i€’ (m3)°
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3.4.1 Time reversal on fermionic field operators

The transition to field operators is done according to (9) for antiunitary transformations, through the
correspondence (Ai/})T o AT [¢]A, which involves an extra hermitian conjugation with respect to the
transformations of grassmanian functions ([4], eq.(1-30)):

T7UNENT = ila(T,—t) , T 'na(& 0T = —in® (%, 1),
T Y (20T = —i€*(Z, —t) , T '%& 07T = ing (&, —t),
T (@ 0T = —i(¢ )(57 —t) T (@ = i) (@ ),
Tﬁl(nd)ufvt) = ( )(fv t) ) Tﬁl(naﬂ(ﬁt)T:_i(ncx)T(mv_t) (46)

Since T is antilinear, one finds immediately that, though T2 = 1, one must have

(T2 01*=T"YT'O0T)T = -0,0=¢"... 47)

3.5 PCT transformation

Combining the previous results, using the linearity of P and C, one gets for the grassmanian functions '*

(@) S i (-a) | male) S —ina(—a),
tal2) " ita(—2) , ni(x) TS it (~a),

vo(x) S i gp(—a), (48)

where the overall sign depends on the order in which the operators act; here they are supposed to act in
the order: first T, then C and last P. When acting on bispinors, one has CT = —T'C' and PT = TP 13,
So, using also CP = PC, one gets (PCT)(PCT) = (PCT)(P(-)TC) = (PCT)(-TPC). T? =1,
C? =1, P? = —1 (our choice) and PC = CP entail

(PCT)?* =1. (49)

Note that, both C' and T introducing complex conjugation, the latter finally disappears and PCT intro-
duces no complex conjugation for the grassmanian functions. This is why one has

PCTp(z) = Ue¥p(-2), (50)
Uo = UpUcUr = —*7'y*7* = in®, UeUl =1=-U3, UL =-Ue. (51)

For the complex conjugate fields, the constraint (16) gives

(€7 (@) i€ (=a) L ) (@) i) (),
(&) (2) S i) (=2) () (@) i) (-,
b=~ v, (52)

such that (this only occurs for P and PCT)
PCT.(§")" = (PCT.£")* & Uo(£%)" = ((£))° = (Uet™)" = ((€M)°)". (53)

Since P and C are unitary and 7" antiunitary, PC'T" is antiunitary, thus antilinear. So, despite no complex
conjugation is involved ©. A6 = \*0.£~ 14,

12Examples:

PCT.E* = PC(T.£*) = PC.(—i&},) = P.(—1)C.&, = (=i)P.C.&, = (i) Ping = Pme = €%
PCT.(§%)" = PC.(T.(6")")) = PC.(ia) = PiC.£a = iP.(=i)(na)" = P.(na)" = —i(£%)".
Bwe disagree with [10] who states that 7" and P anticommute.

"This is to be put in correspondence with C, which is linear despite complex conjugation is involved.
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3.5.1 PCT operation on fermionic field operators

Since O is antiunitary, one has, according to (9)

071N (@)0 = —i(€) (~x) | ©7'¢ (1) = ~i(&)(~u),
0~ s (2)0 = i(na)'(=x) , ©7'n*(2)0 =i(n*)!(~w),
07 (¢ ()0 =it (—x) , O7 (&) (2)0 = iku(—u),
07 (na) (2)0 = —ina(-2) , ©7' (1) (2)0 = —in"(~2). (54)
and, using the antilinearity of ©, one gets
©1H200’=010100)0=-0,0=¢"... (55)

3.6 Majorana fermions

A Majorana fermion is a bi-spinor which is a C' eigenstate (it is a special kind of Dirac fermion with half
as many degrees of freedom); since C? = 1, the only two possible eigenvalues are C' = +1 and C' = —1;
thus, a Majorana fermions must satisfy (see (28)) one of the two possible Majorana conditions

=™ = £ St = () & ny = ()€
* —iég = :tnﬁ-, which is the same condition as above;
50,
£ 3 £
v = = | =1 : (56)
()¢ (i) g™ o2 6%
the + sign in the lower spinor corresponds to C' = +1 and the — signto C = —1 1%,

The Majorana conditions linking & and 7 are

€ = () () ey O (=)&) 67

using formule(29,30) for the charge conjugates of Weyl fermions, they also write

o C=%£1 a\C C=+1 c
=" my = Emy)” (58)
A Majorana bi-spinor can accordingly also be written '®
(=)
Xar = , (60)

"5

Remark: Arguing that (—i)(£5)*) transforms like a right fermion, we can call wg = (—i)(s)"), and the Majorana fermion
got

“s

. . . . c
1/1;\} rewrites wxl = ) . If we then calculate its charge conjugate according to the standard rules (29), one gets 1/1;;[ —

a\ T o

—i(w

%) = ¢ , which shows that it is indeed a C' = 41 eigenstate. The argumentation becomes trivial
—i(§a)” —i(§a)”

if one uses for Majorana fermions the same formula for charge conjugation as the one at the extreme right of (28) for Dirac

fermions ($ar)¢ =72 (¥ar)*, (xar)® = 7 (xar)*
'The Majorana spinors z/)ﬁ and i, can also be written

a . \CP
i = ¢ o | Xi= Hm ), (59)
+(=)(€) g

they involve one Weyl spinor and its C'P conjugate (see subsection 3.3).
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which is identical to wﬁ by the relations (57). By charge conjugation, using (29), d)j\} A XL, Uy pA
—Xur-
A so-called Majorana mass term writes

COadn = 90 = i [(67) ()" + €] = i [(6a)(€%)" + £aE
or urta = Uiy = Fl(E) () + €] = Fil(-€a) (€ + 8. (6

Along the same lines, Majorana kinetic terms write W“Y”El/] a1 or Yy mw A5 they rewrite in terms
of Weyl spinors (using (135))

. 0 _5.d 0
OV Pt = 1/);1 P’ ~75) & | Yu
0 (P +7p.9)
= (€ (" -7 + (£ (=0)(&)") (0" + 7. (£ (-0)&5)
= (€ (p° - p.7)E" + & (° + .5, (62)
and
. V5.7 0
b opon = Wl "~ 20) 5 | Yu
0 (P’ +70.9)
= (&) (P = PR — (£ (=) (&))" +5.F) (£ (—)&)
= () (0 - 7.6 — &a(p” + P.6)E5 (63)

A Dirac fermion can always be written as the sum of two Majorana’s (the first has C' = +1 and the second
a a_ g Q) * @ Q)%

c— 1 | ¢ 1 =ity [ i)

s AR i85+ g
While a Dirac fermion = its charge conjugate is always a Majorana fermion (C' = +1), any Majorana
fermion (i.e. a general bi-spinor which is a C' eigenstate) cannot be uniquely written as the sum of a
given Dirac fermion = its charge conjugate; suppose indeed that a C' = +1 Majorana fermion is written
, : o : o £ =i\
like the sum of a Dirac fermion + its charge conjugate = ; since the

it - i€)

two corresponding equations are not independent, ¢ and 1 cannot be fixed, but only the combination
£ — i(nd)* ~ &% —in®; so, while a Majorana fermion can indeed always be written as the sum of a Dirac
fermion + its charge conjugate, this decomposition is not unique; infinitely many different Dirac fermions
can be used for this purpose.
A Majorana fermion can always be written as the sum of a left fermion =+ its charge conjugate, or the sum

of a right fermion + its charge conjugate. Let us demonstrate the first case only, since the second goes
exactly along the same lines.

(6% (0% 0
Vi = ‘ , (¢ + . =Y V0] = v+ (V1)
£(—0)&5 0 £(-1)¢;
a 5
o= [ . (64)
0

We recall that Majorana fermions have C'P parity = +i (see subsection 3.3); they are not C P eigenstates
(av° matrix comes into play in the definition of C' P parity).
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4 Invariance

4.1 Wightman’s point of view [4]

The invariance of a “theory” is expressed by the invariance of the vacuum and the invariance of all n-point
functions; O is then a product of fields at different space-time points and (O being the transformed of O)

10>=10>,<0[0]0>=<0]|0]0>. (65)
* in the case of a unitary transformation 4,
<0]0]0>"E'<0|0V |07 ™oV |0V |0V >, oV =u~'ou; (66)

taking the example of parity and if O = ¢ (x1)p2(z2) . . . ¢n(xy), one has
OF = P71OP = ¢1(t1, —%1)da(ta, —72) . . . o (tn, —Zn), such that parity invariance writes

<0 | ¢1($1)¢2<1’2) - (an(xn) | 0>=<0 | ¢1(t1, —fl)gbz(fg, —fg) . an(tna —fn) ‘ 0>. (67)

* in the case of a antiunitary transformation A4,

<0]0]0> £ <0]00>=<0"]0| 0" >;
ot = Uloat=
sym

<0]010> & =<0|(A0A)T|0>=<0]| ATTOA|0>%;
(63)

taking the example of © = PCT, with O = ¢1(z1)¢2(x2) . .. ¢n(xy), one has
0° = (07108)! = (619,0) ... (0-16:0)1(6716,0)! = 62 ... 6§0.
For fermions [4]
6(x)° = +9(-z) = (0 ¢(x)0)", (69)

such that PC'T invariance expresses as (of course the sign is unique and must be precisely determined)

<0 gr(z1)d2(z2) ... dn(wn) | 0> “E £ < 0] du(—2n)...d2(~22)¢1(—21) [ 0>
=+ < 0| ¢i(=21)p3(=22) ... ¢y (=) | 0 >7
=+ <0](07'91(21)0)(0 'p2(22)0) ... (0 pu(2,)0) | 0 >* .
(70)

It is enough to change x; — —x; and to read all Green functions from right to left instead of reading them
from left to right (like Pauli).

For a general antiunitary transformation .4, the last line of (68) expressing the invariance also reads, since
the vacuum is supposed to be invariant by A~! as well as by A:

<0]O0|0>=<0]00>
=< AT (ATT0A)T | A0 >=< A0 (ATT0A) | A0 >* =< A0 | AH00) >
(71)

requesting that, for any ¢, < ¢ | O | ¢ >=< ¢ | (A~'OA)T | ¢ > would be much stronger a condition.

Wightman’s expression of the invariance is weaker than requesting O = O, since it occurs only for VEV’s
and not when sandwiched between any state ¢.
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4.2 The condition © = O

It is often used to express the invariance of a theory with (Lagrangian or) Hamiltonian O by the transfor-
mation under consideration.

* For unitary transformations, this condition is equivalent to
O=u'ou < u,0o] =0o; (72)

* For antiunitary transformations it yields (we use the property that, for unitary as well as for antiunitary
operators {1 = U and A~! = AT, see footnote 5 and Appendix B)

O=(A10AT=AT10TA & A0 = 0T A (73)

Note that this is similar (apart from the exchange © < ©~1) to the condition proposed in [14] (p.322) as
the “C'PT” theorem for any Lagrangian density £(z) considered as a hermitian operator

0L(z)0 = LI(~z). (74)

So, that the Hamiltonian commutes with the symmetry transformation can eventually be accepted when
this transformation is unitary (and we have already mentioned that this statement is stronger that Wight-
man’s expression for invariance); however, when the transformation is antiunitary, one must be more
careful.

Requesting that the transformed states should satisfy the same equations as the original ones is only true
for unitary transformations. It is not in the case of antiunitary operations like 7" (or PCT) since a time
reversed fermion does not satisfy the same equation as the original fermion but the time-reversed equation.

4.3 Hamiltonian. Lagrangian.
4.3.1 The case of a unitary transformation

o Invariance of the Hamiltonian

In Quantum Mechanics, a system is said to be invariant by a unitary transformation !/ if the transformed
of the eigenstates of the Hamiltonian H have the same energies as the original states

Hip = B and HU.Ap = EU A (75)

since U is unitary, it is in particular linear, such that EU.\) = U.FEvy = U.H1; this is why the invariance
of the theory is commonly expressed by

H=U"'HU = U, H| =0. (76)

Defining, according to Wightman, the transformed H of the Hamiltonian H by H = U/~ Hl{, we see the
the invariance condition (76) also rewrites H = H. No special condition of reality is required for E.

¢ Invariance of the Lagrangian

The Lagrangian approach is often more convenient in Quantum Field Theory; it determines the (classical)
equations of motion, and also the perturbative expansion.

The Lagrangian density £(x) is written < ¥(x) | L(z) | U(x) >, where L is an operator and ¥(z) is a
“vector” of different fields.

A reasonable definition for the invariance of the theory if that the transformed U U of U satisfies the same
equation as W; since £(z) and ¢'®L(x) will provide the same (classical) dynamics, one expresses this
invariance by

<UV(z) | L(x) |UT(z) >= € < U(z) | L(z) | ¥(z) >= “L(x). (77)
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Due to the unitarity of U, this is equivalent to < ¥(z) |U ™ L(z)U | ¥(z) >= € < U(z)| L(z) | ¥(z) >
or, owing to the fact that ¥ can be anything,

LU = ¢UL. (78)

If one applies this rule to a mass term, and consider the mass (scalar) as an operator, the unitarity of ¢/ en-
tails that a scalar as well as the associated operator should stay unchanged. This leaves only the possibility
a = 0. The condition (78) reduces accordingly to the vanishing of the commutator [L,U]. Wightman’s
definition (6) of the transformed L = U~ LI of the operator L makes this condition equivalent to L=1L.
No condition of reality (hermiticity) is required on L.

4.3.2 The case of antiunitary transformations

The situation is more tricky, since, in particular, the states transformed by a antiunitary transformation (for
example T') do not satisfy the same classical equations as the original states (in the case of 7', they satisfy
the time-reversed equations).

This why it is more convenient to work with each bilinear present in the Lagrangian or Hamiltonian, which
we write for example < ¢ | O | x >. ¢, & can be fermions or bosons, O a scalar, a derivative operator

.... Taking the example of PCT, this bilinear transforms into < ©¢ | O | ©x >(1:2)< x| 0| ¢ >=

<x|(©7100) | ¢ >.

Application: Dirac and Majorana mass terms

o Problems with a classical fermionic Lagrangian

In view of all possible terms compatible with Lorentz invariance, we work in a basis which can accom-
modate, for example, both a Dirac fermion and its antiparticle. Accordingly, For a single Dirac fermion
(and its antiparticle), we introduce the 4-vector of Weyl fermions

ga ga goz
Bye —i(nP)* s

1/] _ nL _ (5 ) = Z(U ) L01:€ntz n 7 (79)
nR (15)° —i(&)" &
UK UK Uk

Lorentz . 3
where ~~ " means “transforms like (by Lorentz)

Let us study the transform by PC'T of a Dirac-type mass term mp&®*(z)ns(z) =< £*(x) | mp | na(z) >
and of a Majorana-type mass term m £ (2)(ns)¢(x) =< £*(x) | mar | (na)(z) >.

* mp and my; we first consider as operators sandwiched between fermionic grassmanian functions. The
two mass terms transform respectively into < ©&*(x) | mp | Ong(x) > and < O (x) [ mar | O(na)¢(x) >.
We now use (12), which transforms these two expressions into < 7, | m% [ €% > and < (1g)¢ | m§; | € >.
Since O is antilinear, 0~ 'mO = m* = m® = (0~'mO)" = m. So the two mass terms transform re-
spectively into mp < 14 | £* >= mpni® and my < 15 | €* >= mar(nf) €. Notice that 7% £”
is (using anticommutation) (—) the complex conjugate of £**7, and like wise, that (15)*¢* is (—) the
complex conjugate of {** 1.

The Lagrangian density also a priori involves Dirac and Majorana mass terms ppni&® and g (n5)* €%,
such that PC'T invariance requires mp = pup and mpy; = 17

1"If the Lagrangian (Hamiltonian) is furthermore real, it should match its complex conjugate (see Appendix C). The c.c. of

% anticom

the Dirac mass terms are mpE*ny, + upnaé® —mpni&® — up&* ne and the c.c. of the Majorana mass term are

mi € (16)" + par(ns) —mir(n§)"€* — uar™" (ng). Using (29) to replace n§ by (—i)&5, the reality of the
Lagrangian is seen to require mp = —pup and mar = — .

So, combining the two, we see that a real and PC'T" invariant (classical) Lagrangian should satisfy mp = pp imaginary
and mar = par imaginary.

fa* anticom
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* If we instead consider that m¢*y Par m(©¢*)Ox we obtain, using (48)(52), that the Dirac mass

term transforms into mg(—i€“*)(—ins), that is, it changes sign by PCT. The Majorana mass term
transforms into may (—i€®*)O(—igs) "= mar(—ig)(+1)O, = (=igh)(+i)(—ig) = —i€E,
that is, unlike the Dirac mass term, the Majorana mass term does not change sign. This alternative would
in particular exclude the simultaneous presence of Dirac and Majorana mass terms (necessary for the
see-saw mechanism).

* Conclusion: antiunitary transformations of a classical fermionic Lagrangian are ambiguous and can lead

to contradictory statements. Defining a classical fermionic Lagrangian is most probably itself problematic
18

o Quantum (operator) Lagrangian

Dirac and Majorana mass terms write respectively [€%]T[mp][1a] and [€2]T[ms][ng] ) (€8]t [mag) (=) [€)T.
Using (8), one gets ([£°][mp][na])® = [na]®[mp]® ([€°]")° = [na]®Imp]®(16°]°) = —ilna]mpl(~)[6°]",

such that, using the anticommutation of fermionic operators, the Dirac mass term transforms by © into
itself.

As far as the Majorana mass term is concerned, it transforms into ([¢%]T[m][75])® = ([n$])® [mar]® ([€4]1)® =
He =

(16]")°(=0)° = (=)l (i) =

(—i[€a]1)mas]® ([€2]7)®. One uses again (8) to evaluate (—i[¢,]1)®
—[€4]T. So, finally, the Majorana mass term transforms into — €, s (—4)[€2]F anticom —i[€* mar[éa)T,
that is, like the Dirac mass term, into itself.

The same conclusions are obtained in the propagator formalism.

5 The fermionic propagator and discrete symmetries (1 flavor)

The fermionic propagator A(z) is a matrix with a Lorentz tensorial structure, the matrix elements of which
are the vacuum expectation values of 7 -products of two fermionic operators:

To(2)x(y) = 0z — y°)b(z)x(y) — 0(y° — 2°)x(y)v(@); (80)

the Lorentz indices of the two operators yield the tensorial structure of the matrix elements.

If, for example, one works in the fermionic basis (1,19, 13,14), and if «, 3. .. denote their Lorentz
indices, the propagator is a 4 x 4 matrix A(x) such that

A (@) =< v [A@)| ¥] >=< 01T (W) ()W) (=3)| 0> 81)

Supposing
<) >= ;697 (82)

we shall also use the notation,
Az) = Y |vf > A () <o |
1 1] ]
i,j

<y |
< |
A
A

= (1og> lug> ug> Jvg> ) AT @) ; 83)

since one indeed finds < ¢ |A(z)| 1/;? >= Agﬁ(m)

18 et us also mention the arbitrariness that results from adding to a mass matrix any vanishing anticommutator.
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In the basis (79) in which we are working, the fermionic propagator is a 4 x 4 matrix which involves the
following types of 7 products:

* mass-like propagators:
< O[T (2)(ng) (—2)| 0> and < 0T (£*)(2)((ng)°)(=2)| 0 > (Dirac-like),
< 0T (a)(x)((€%))T(—2)| 0 > and < 0 |Tng(x)(€%)(=2)| 0 > (Dirac-like),
<O[TEX (@) ((ny)) (=) 0>, < 0T (£*)(2)(ng)'(=2)] 0 > (Majorana-like),
< 0T (ng) () (€7 (=2)| 0 >, < 0 |Tna(x)((€%)¢)F ()| 0 > (Majorana-like);

* kinetic-like propagators:

<0|T¢(2)(§%) (=) 0 > and < 0 |T(£%)(x)((€7))(~2)| 0 > (diagonal),
< 0|7 (na)(x)((13))" (=) 0 > and < 0 |Tng () ()" (—2)| 0 > (diagonal),
< 0|7 (x)((€%))(=2)] 0 > and < 0 |7 (£2)¢(2) (%) (=) 0 > (non-diagonal),
<017 (na)(x)(n )f( z)]0>and <0 |Tna(:z:)((nﬁ)c)T(—x)| 0 > (non-diagonal).

Any propagator is a non-local functional of two fields, which are evaluated at two different space-time
points; a consequence is that, unlike for the Lagrangian, which is a local functional of the fields, one
cannot implement constraints coming from the anticommutation of fermions. Likewise, a propagator has
no hermiticity (or reality) property, and no corresponding constraint exist ' . So, the only constraints
that can be cast on the propagator come from discrete symmetries and their combinations: C, CP, PCT.
The mass eigenstates, which are determined from the propagator are accordingly expected to be less
constrained than the eigenstates of any quadratic Lagrangian 20 .

5.1 PCT constraints

All demonstrations proceed along the following steps.

Suppose that we want to deduce PCT constraints for < 0 |7¢(z)x!(—z)| 0 >. The information that we
have from (54) is: there exist ¢ and w such that ¢(z) = ©¢'(—2)071, x(~z) = Qw(z)0~1 2!, the
vacuum is supposed to be invariant | 0 >= | © 0 >, and © is antiunitary, which entails (10) ?* . We have
accordingly

<0[T(x)x (=2)| 0 >=< 0]TO¢'(—2)0 1O w(2)0 0 >

muarianee oL the veHn - 6 | 7Ot (—2)0 'O w(x)0~|© 0 >=< © 0 [TO¢! (~2)w(2)071[© 0 >

O 010ty (@)p(—x) — 0(—t)o(—z)wt ()] 0 >= — < 0 [To(-z)wt(x)] 0 >.

5.1.1 Constraints on mass-like terms

* Magjorana — like <0 |T§a(:v)((n5)c)t(—a:)| 0> <0|T¢ (- )((nﬂ)c)f(xﬂ 0>
— < O[T ((n)) (@)e* (=) 0 >;

« Majorana — like < 0T (1g)(z)(E%) (=) 0> = <0|T(na) (=) (x)| 0>
= —<0|T(") ! (z)(na) (—2)| 0 >;

* Magjorana — like <0 |T(£°‘)c(x)(nﬂ~)7(—x)| 0> = <0[T(")(=2)(ny) ()] 0>
= —<0[T(ny) " (@)() (=) 0 >;

« Magjorana — like < 0 |Tna(z)(€7)9)(=2)] 0> = <0|Tna(— )(( ) ()] 0 >
— < O[T (")) (@)na(—x)] 0 >;

Only the spectral function has positivity properties.

20 And the ones of any mass matrix, which can only be eventually introduced in a linear approximation to the inverse propagator
in the vicinity of one of its poles [2].

2!For example, from (54), one gets £* = O(—i(¢*))@ 1.

22@, though antiunitary, does not act on the # functions of the 7 -product because they are real.
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* Dirac —like <0 |T§a(:c)(ng)7(—m)| 0> = <0|7¢(-
= —<0[T(ny) (fﬂ

% Dirac — like <0 |Tna(z)(€%)(=2)]0> = <0[Tna(-

(

= —<0|T(° a( )| 0 >;
% Dirac —like <0 [T(¢*)(2)((n5)) (=2)[ 0> = <0|T(£) (=) ((n)) () 0>
— <0 [T ((ny)) (&)(6") (=) 0>
* Dirac —like <0 |T(na)“(2)((€")) (=2)[ 0> = <0|T(na)*(—2)((¢")) () 0>
— <0 [T((€")) (@)(na) (=) 0> .

(84)

We give the demonstration of the first (Majorana-like) line of (84).
< O[T (@)((my)) (=) 0 >=< O[T (2)i€p(~2)| 0 >=1 < 0|TE (2)&5(~)] 0 >
=i < 0[T6(—i(¢")(~2))0'0(~i(¢p)") ()07 0 >

invariance o f the vacuum .

<00 |T6(-i(6))(~2)07'0(~i(&)")(x)0 ' 60 >
=i <O0|TO(=i(¢ ))( z)(<i(§s)") ()07 ©0 >
=~ <0076 (~2)(&) (x)07' 00 >

antiunitarity(10)

=i < 010(1)¢p(x)(€)(=2)[ 0> +i < 0 |0(=1)€*(=2)¢s(2)] 0 >

= +i < 0[T¢*(—)ép(w)] 0 >=< 0|T¢(=2)((n3)) (x)] 0 > .

All these propagators are accordingly left invariant * by the 4-inversion 2 — —u, or, in Fourier space,
they are invariant when p,, — —p,,.

5.1.2 Constraints on kinetic-like terms

% Diagonal < 0|T€*(x)(€%)T(~2)|0> = — <0|Te(—z)(E%) (z)] 0>
= <O0|T(E) N (@)e(~2)| 0 >;
# Diagonal <0 [T(€)@)((€")) (-0)| 0> = = <0|T(€")(=a)((€")) ()| 0 >
= <0|TE)) (2)(€") (=)l 0 >;
« Diagonal < 0|T (na)"(x)((n5)) (=2)] 0> = = <0|T (1) (=) ((ny)) ()] 0 >
= <0|T((ny)) (@)(na)"(=2)| 0 >;
* Diagonal <0 |Tnd(x)(nB)T(—w)| 0> = —<0|Tna(- x)(nﬂ)T(m)| 0>
= <0|T () (@)na(-2) 0 >;
« Non — diagonal <0 |T€*()(€)) (<) 0> = — <0 |Te*(—2)(€")) ()] 0>
= <OIT((")) (2)¢* (=)] 0 >;
« Non — diagonal < 0 |T(£*)°(z)(€%)T(-2)| 0> = — <0|T(Y)(—x)(€)(z)] 0>
= <0|T(E)(@)(€")(~2)[ 0 >;
* Non — diagonal <0 |T(nd)c(ac)(nﬁ')f(—x)| 0> = —<0|T(na C(—m)(nﬁ)*(aﬂﬂ 0>

S This is not much information, but it is correct. Consider indeed the usual Feynman propagator in Fourier space for a Dirac
fermion with mass m

) @ LOH
/cl4ace”””<07(g )(z)((&ﬁ)f ()1 ) (a0 >= e ;Z”—pglmz(pm“ e ); 55)

Mo N4 m

it yields in particular (the v° in (85) makes . g appear)

: + méa
/d%ew < 0|T€ (@hny(~a)] 0 >= p”ﬁ_imﬁ, af=12 (86)

PCT invariance tells us that, in a Dirac mass-like propagator, the p* term is not present, and the remaining term is diagonal in
a, ; and, indeed, % 5 vanishes Va, 3 = 1,2, while the term proportional to m is diagonal in «, 3.
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= <0|T(ng) (x)(na)(=2)| 0 >;
# Non — diagonal <0 |Ta(x) (1)) (=2)] 0> = = <0|Tna(~2) (1)) () 0>
<0 [T ((ng)*) (x)na(—2)[ 0> .

(87)

In Fourier space, all these propagators must accordingly be odd in p,,. We check like above on the Dirac
propagator that it is indeed the case. One gets for example (the 7° in (85) now makes 75 G42 appear)

Pu¥agra T Mbapto
P2 —m?

/d%em <O[TE(@)(€") (=a)] 0 >= =12, (83)

in which only the terms linear in p,, are present, which are indeed odd in p,, as predicted by PC'T" invari-
ance.

Note that PCT invariance does not forbid non-diagonal kinetic-like propagators.

5.1.3 Simple assumptions and consequences

PCT symmetry constrains, in Fourier space, all mass-like propagators to be p-even and all kinetic-like
propagators to be p-odd; the former can only write f(p®)d,s and the latter g(p*)p,.c™ 5 0r h(p?)puotag.

This is what we will suppose hereafter, and consider, in Fourier space, a propagator

Ap) = (1€ > [ > () > na> )
ai(p®) a(p?) — mpa(p?)  m(p?) <&
Puotap Oap
hi(p®) Bi(p?) mi(p®)  mp(p?) < (€P)°|
mra(p?)  ma(p?) 5 Ba(p?)  ba(p?) . < (m)° |
of3 Puo”ap
pa(p?)  mpa(p?) az(p?)  aa(p?) < |

(89)

This ansétz enables to get explicit constraints on the propagator. It is motivated by the fact that, classically,
the (quadratic) Lagrangian, which is the inverse propagator, has this same Lorentz structure

Ki(p-)ag ‘ M 6ap
My dag ‘K2(p+)aﬁ

(90)

An important property is that it automatically satisfies the PCT constraints (84) (87). For mass-like
propagators, which are invariant by the 4-inversion x — —x it is a triviality; for kinetic like propagators,
the “—" signs which occur in the r.h.s.’s of (87) are canceled by the one which comes from the differential
operator p,, acting on (—z) instead of x. We consider accordingly that (89) expresses the invariance of
the propagator by PCT.

From now onwards we shall always use the form (89) for the propagator, considering therefore that it is
PCT invariant. It includes sixteen complex parameters. We will see how individual discrete symmetries
and their products reduce this number.

5.2 Charge conjugate fields
By using the definitions of charge conjugate fields

fa = ga'y&y = _Z-Ugm_f’y = _iO—Z'y(_i)((n"Y)C)T = _037((77"7)6)Ta

ng = gaon’ =iogen’ = ioks(—)((€)) = s ((€))". o1
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one can bring additional constraints to the ones obtained from expressing the invariance by a discrete
symmetry like PC'T. We first give the example of a Dirac-like propagator:

T
<0 |T€ @) ()} (=)] 0 >=< 0T (=)o (1)) (@) (o (€)1 (=) [0 >
= 0a,055 < 0 |T((03))1(2)(€°)(=2)| 0 >= (3as08y — Fapdsy) < O[T (1)) ()(€0)(~)[ 0 >=
= <O[T(E) (~a)((mp)) ()] 0 > +dag < O[T (€7)(=2)((m5)) ()] 0 >.
The r.h.s. of the corresponding PC'T" constraint in the first line of (84) writes the same but for the exchange
x — (—x). If we now use the ansitz (89) which implements PC'T' invariance, one gets

111 (P*)00p = — (076,56 — apdsr)ma (p*)0s, = dagmi(p?), (92)

equivalently

m1(p?) = i (p?). 93)
Likewise, one gets ma(p?) = pa(p?).
For Majorana-like propagator, using the definitions (91) of charge conjugate fields, one gets

<O0[Te%@)(mg) (~2) 0> = <0 T(5) (@) (=) [0 > ~dag < 0| T(n5)"(2)€"(~2) |0 >

(,
— < O[T (=) (ng) (x) | 0> +8ap < 0| TE (=)(55) () [ 0>,

94)
while, with the same procedure, its transformed by PCT in the r.h.s. of (84) becomes
— <O TME) (@) (=2) |0> = = < 0| TE(@)(ni°) (—x) +ag < 0| TE (@)(nS) (~2) [0 >
(95)

One only gets tautologies such that no additional constraint arises.

We implement the same procedure for kinetic-like terms, for example < 0 [7€%(z)(¢°)T(—2)| 0 >=<
0[7(¢7) (2)6%(~2)| 0 >. Using £ = ~a3, ((n5)°)" and (€)T = 035(175)° and (89), one gets

1 (p)puoPas = (05166 — 6aplsy) B2(p")puo™s,
= _52(]02)(17#0“&[3 = SappuTroy) ‘
—Ba(p?) (puo™ap — das(2p0 + 0 X p*))
—B2(p*)(—poog + P-Fap)
= ()P0 ap; (96)

which entails

a1(p*) = Bo(p"). 97)
Likewise, one gets as(p?) = Bi(p?), and, for the non-diagonal kinetic-like propagators, a;(p?) =
az(p*), b1 (p) = ba(p?).
So, after making use of the definition of charge conjugate fields, (89) expressing the PCT invariance of
the propagator rewrites

Mecr) = (160> €05 (@) > m> )

a(p?) u(p?) — mpa(p?) i (p?) <&
Puotap dags

v(p?) B?) pm(p?)  mr(p?) < (&)

mra(p?)  pa(p?) 5 a(p®) v(p?) . < (m3)° |
af Duo”ap

pa(p?)  mpa(p?) u(p?) Br?) <1

(98)

PCT symmetry has finally reduced the total number of arbitrary functions necessary to describe one
flavor of fermions from sixteen to ten.
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5.3 C constraints

C' is a unitary operator and we may use directly (32) in the expression of the propagator. This is an
example of demonstration, in which we suppose that the vacuum is invariant by C.

<0|T¢()(ng) (=) 0 >=< CO|TC(~i(n*)")(2)C~'C(i&s)(=2)C~!| C0 >
=< C0|TC(n"))(2)€s(~2)C1C 0 >=< 0 |TCTC(n*)")(2)¢s(~2)C~'C| 0 >
=< 0[T(n")N)(2)és(~2)[ 0 >=< 0 |T((6*))"(@)((n3)) (=2)| 0> .

By using (89) expressing PCT invariance, one gets accordingly

Besrer®) = (e 1@ > () > Ine>)

a(p?) a(p?) T p(*)  u(p?) » <&l
ap?) a(?) ) uw?) p(p?) < (€|
o) m(p?) » B b(p?) ot < ()|
m(p?)  o(p?) b(p?) B(p?) <y

(99)

All 2 x 2 submatrices are in particular symmetric.

Combining now (98) and (99), a C + PCT invariant propagator, after using the definition of charge
conjugate fields, can finally be reduced to

Aciper(p) = ( 1€5> [(€*)°> [(ma)®> [ma> )

in which the number of arbitrary functions has now been reduced to six.

5.4 P constraints

In momentum space, the parity transformed of p,a* = (poo® + p.7) is (poo® — p.3) = p,oP.
Using (22) and the assumption (89) expressing PCT invariance, and supposing the vacuum invariant by
parity, one gets

a(p?) alp? 5T ( p(*) (v ) s <&
b(p*) B m(p?) o(p?) (S
<a<p2> m<p2>) GG )Mltaﬁ Shd
wp®)  p(p) a(p®) a(p?) <y
(101)

A P+ C + PCT invariant propagator writes
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Bpsorrer) = (> () >
(a@?) a(p?) )pm <p<p> u(pz)) i <&
ap?) o?) ) ) p(p?) < (€]
) a(p?) a(p?) . < (1)° |

) ( ) <p>)p” “ﬁ

<n |
(102)

The expressions above can be further reduced by using the definition of charge conjugate fields, which
leads to (98) as the expression of PC'T invariance. So doing, a P + PCT invariant propagator writes

Aperer®) = (16> [€@)F> (00> |ma>)
a(p?) a(p?) Dot (%) ulp?) » <&
2 o) | up?) o(p?) < (€]

<a<p2> u<p2>)6aﬁ (a(pQ) b(pQ)))pmﬁ <] |

wp?) p(p?) <y

(103)

and one finds again the expression (102) for a P 4+ C' + PCT invariant propagator.

5.5 CP constraints

Using (34), (89), and supposing the vacuum invariant by C' P, one gets

Aceiper®) = (160> [€@)F> (00> |na> )
(a@?) u<p2>) _ (mL<p2> u(p?) ) X
puauaﬁ 6&,6
o) B0) m(e?)  ma(p?) < (€|

( mr(p?) u(pQ)) ) o ( a(p?) u(pQ; )pua“aﬁ < (n3)°|

<ny|
(104)

It can be further constrained by using the definition of charge conjugate fields which makes the PCT
constraint be (98), to

Acpiper(p) = ( 14> [(€)°> [(a)> |na> )

al?) up?) | mp(p?)  pu(p?) 5 <&
gt ) ) )

u(p®) Bp? pp?)  mp(p? < (&)
m@?)  w?) | , a(p®) u(p?) st || (3)° |
W) ma(p?) u(p?) A ) <)

(105)

One then gets 4 symmetric 2 X 2 sub-blocks.
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5.6 Eigenstates of a C + PC'T invariant propagator

We do not consider any PC'T" violation, because, if this occurred, the very foundations of local Quantum
Field Theory would be undermined, and the meaning of our conclusions itself could thus strongly be cast
in doubt.

We look here for the eigenstates of the 4 X 4 matrix in (100)

a(p®) a(p?) ) p(*) u(p?) 5
@ g )" ) ot )
alp a\p Hp PP
Acsper(p?) = ; . — (106)
a(p®) m(p?) a(p”) a(p)
2 2 o 2 N R
m(p®) o(p?) a(p”) a(p?)
. . pp o m o a . .
The three symmetric matrices , and can be simultaneously diago-
Lop m o a «
nalized by a unitary matrix U according to
1+ e?itp
e I P (p+n) |
wop (p— pe 2
a a o+ a)ev
Ut U = (@t a) ,
a « (a —a)e 2%
1 . el el
U = —e¥ (107)
V2 ¢le el
We can choose the particular case
vovp= |t (108)
= 0 = —
v2\1 1
Call the initial basis
<¢rl ) _ [ <& <@ma) | _ [ <-il6)']
< ny, | = = ' . s ‘ = = s
< (&%) < —i(n)"| < <n |
(109)
one has
(1> 1> [mr> In>)=(Ine> [ne> ) (110)
Define the new basis by
<NL|:U§<TLL| , <NR|:U(J)[<TZR‘,
‘NL >=U0|TLL> s |NR>=U0|TLR>. (111)
One has explicitly
1 [ <€ =il 1 [ <€+ (E)
< Np, ‘ = — i = —
V2 gty ) VRN g (e
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< —=i(&)" + 4 <M+ (Ma)°
CNpl = L &) +mal } _ 1 [ <mat ()] 7 112)
VI <) 4l ) V2 <na - ()

and one can write

<NL|:( <’ ),<NR|:(<(_i)(X“)T|). (113)
< (=i)(WP)T| <wsl

In this new basis, the propagator writes (using (from (108)) UOT Uy=1)

AC+PCT(Z72) = ( ‘NL > ‘NR> )

a(p®) +a(p) p p(p*) + p(p?)
pﬂaaﬂ 60‘/3
a(p?) - a(p?) p(p?) — p(p?) < Np |
a(p?) +m(p?) a(p?) + a(p?) _ < Ng|
5aﬁ Puotap
a(p?) = m(p?) a(p?) - a(p?
(114)
Remember that | . >< v | corresponds, in our notation, to a propagator < 0 |Tu(z)v’(—2)| 0 >.
One introduces the Majorana fermions (see subsection 3.6)
e (o N ewer Yo e-iy
Yt ) VR e ) V2 i)
gr [N 1 (@) ) 1 =i
" wp V2 g — (m)° V2 1y +i6p)T
(115)
5.6.1 Kinetic-like propagators
They can be rewritten
/d4l‘€i”” <0 |Tx* (@) () (=2)[ 0> = (a(p?) +a(p®))puohs,
[tz <0170 @a-a)l0> = (al) + alp)pTas
[ e <OIT @005 = (@) - atP )ty
/dA‘xeipx <0 |de(x)(wﬁ-)T(fx)\ 0> = (a(p?) — a(p))puctas, (116)

5.6.2 Mass-like propagators

They write

/ d*ze™ < 0 [Tx*(@)ixs(-2)| 0> = Gaplp(p?) + p(p*)),
/ d*ze™ < 0T (=) (xa) (2) () (~2) 0> = Gagla(p®) +m(p?)),
/ d'ze™ < 0|T(=i) (") (2)(wy) (-2)| 0> = daplp(p?) — p(p?),

/d%ei’”3 <0 |de(x)iwg(—x)\ 0> = dagla(p®) —m(p?). (117)
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5.6.3 Conclusion

When C and PCT invariance holds, the fermion propagator decomposes into the propagators for the
Majorana fermions X and §2 (115) (note that we have introduced below the “bar” fields instead of the f
fields, thus a 70 matrix)

(o) + 1(P*))dap  (p?) + a(p®))pucty

(a(p?) + a(p*))puoap  (o(p?) +m(p?))dag

: — (p(P*) — u(*))dap  (a(p®) — a(p?))puc’,
dze™ < 0 |TQ5, (2)05,4(—)| 0 >= af
/ e (@p?) - alp?)paTas  (o(p?) = m(p2))bas

d*ze™ <0 \TXﬁa(a:)Xﬁﬁ(—xﬂ 0>=

(118)
(118) also writes
1 . — —
5 / dze’™ (< 01T X7 (@) X5p5(~2)| 0> + < 0 |TQ;, ()25 5(~2)| 0 >)
| p0*)oas alpP)pucss
a<p2)puﬂaﬁ U(p2)6aﬁ
1 . - -
3 /d%em (< 0 |TX]f4a(x)Xfw(—x)| 0>-<0 |TQ]:EQ($>Q?\}5(—$)| 0 >)
| )oas  alp®)puohy
a(p*)puoap  m(p*)das
(119)

So, when C' + PCT invariance is realized, the most general fermion propagator is equivalent to two
Majorana propagators.

The determinant of A(p2) (114) is the products of the determinants of the matrices in the r.h.s. of (118);
50, the poles of the two Majorana propagators in (118) are also poles of A(p?), and the physical states
(eigenstates of the propagator at its poles) are the Majorana fermions X and 2.

6 General conclusion

We have gone in this work along the first steps towards the propagator approach to coupled fermions in
Quantum Field Theory. We first recalled basic principles, concerning in particular discrete transforma-
tions, unitary and antiunitary. After showing on a simple example how ambiguities appear in the classi-
cal treatment of a fermionic Lagrangian, we investigated the most general fermionic propagator for one
fermion flavor. Since Lorentz invariance allows the presence of particle-antiparticle couplings, we have
seen that this propagator is, de facto, the one of a binary system.

We hope to report soon on the case of several flavors and their mixing.

Acknowledgments: conversations with VA. Novikov and M.I. Vysotsky are gratefully acknowledged.
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A Notations. Spinors

A.1 Weyl spinors

We adopt the notations of [10], with undotted and dotted indices.

Undotted spinors, contravariant £* or covariant &, can be also called left spinors. Dotted spinors, covariant
7 O contravariant n“ can then be identified as right spinors. They are 2-components complex spinors.
The 2-valued spinor indices are not explicitly written.

By an arbitrary transformation of the proper Lorentz group

ald — py =1, (120)
they transform by
&' = g+ ¢,
& = e +oe,
L= A
o= a0 (121)

To raise or lower spinor indices, one has to use the metric of SL(2,C)

01 0 -1
o = =iolg g = = —i(0%)ag, (122)

-1 0 1 0
and the same for dotted indices. The o> matrix will always be represented with indices down.
ba = gapt” = ionst” i = ¢y = ~io? . (123)

One has
€0 =% = E1¢% - ¢ = —£,(* invariant. (124)

By definition, ng ~ &,* (transforms as);
N ~ (905E”)" = gap(€7)" = iolp6™ : (125)

a right-handed Weyl spinor and the complex conjugate of a left-handed Weyl spinor transform alike by
Lorentz; likewise, a left-handed spinor transforms like the complex conjugate of a right-handed spinor.

A Dirac (bi-)spinor is

&p = . (126)
Na

A.2 Pauli and Dirac matrices

Since we work with Weyl fermions, we naturally choose the Weyl representation.

Pauli matrices:

o= ,0 = ,0° = ,0° = ; (127)
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~ matrices
00 10 10 0 0
00|01 , 0 —o 01
7 = A=l 5 =171y = , (128)
10|00 o’ 0 00 -1
01 00 00 0 -1
and one notes
. 0 = 0 ot 0
=007 =9 R E (129)
0 ot
with
o =(0",5), of=(c",-d), &=(d'0%0"). (130)
()T =12 () =%, (3123 = 4122
(72); — '707 (,g52)* — 75’1(72/13,3%* — 713, (72>* _ _,}/27
(g )0: L 5 SLO” 1)2: _112’3
PO =1,7°(0) = 1,483 ()T = 1. (131)
One has . o -
(6°)? =1=(6"% {0",07} = 26V. (132)
One has the relation
05500y = 0gy0as — 0apdsy, (133)
and the following one is very useful
o’olo? = —(0V)*, o%0'0? =o' = oPoto? = (o, —F*) = oF". (134)
As far as kinetic terms are concerned,
ot 0 P —p.é 0
Y pu = (1°)pu = (135)
0 oF 0 p+pé

B The adjoint of an antilinear operator

Following Weinberg [9], let us show that the adjoint of an antilinear operator (see (5) for the definition)
A cannot be defined by < Ay | x >=< 1 | Af | x > 2*. Indeed, suppose that we can take the usual
definition above, and let ¢ be a c-number; using the antilinearity of A one gets < A(cy)) | x >=<
F(AY) | x >=c < (AY) | x >=c < | AT | x > is linear in 1.

But one has also < A(cy)) | x >=< (ct)) | AT | x >=< ¢ | AT | x >= ¢ < ¢ | AT |y > is
antilinear in 1), which is incompatible with the result above. So, the two expressions cannot be identical
and < Ay | x >£< b | AT x >.

Weinberg ([9] p.51) defines the adjoint by 2

<Y AT x>=<y ATy >=< A |y >"=< x| A¥ >=< x| A] ¥ > (137)

*This changes nothing to our demonstrations.
580 defined, taking 1 = , the adjoint satisfies < ¢ | A | ¥ >=< v | AT | 1 >. This entails in particular that, for a
antiunitary operator
<YLAT S E<Y A >, (136)
unless what happens for antiunitary operators (otherwise the matrix element < ¢ | A | 1) > of any antiunitary operator could
only be real, which is nonsense).
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Then, even for an antilinear and antiunitary operator one has 2

AfA=1. (138)

antiunitarity

137
Indeed, < ¢ | ATA | x >=< 9 | AT | Ax > < Ay | A9 >=< Ax | A > gy s,
By a similar argument, and because .A' is also antiunitary, one shows that one can also take AA" = 1.

So, both linear unitary I/ and antilinear antiunitary .4 operators satisfy

ut =1=uu, AAT=1=A'A (139)

C C(lassical versus quantum Lagrangian; complex versus hermitian con-
jugation

In most literature, a fermionic Lagrangian (specially for neutrinos), is completed by its complex conjugate.
This is because, at the classical level, a Lagrangian is a scalar and the fields in there are classical fields,
not operators.

However, when fields are quantized, they become operators, so does the Lagrangian which is a sum of
(local) products of fields, such that, in this case, the complex conjugate should be replaced by the hermitian
conjugate.

(67 (67

Consider for example two Dirac fermions y = and ¢ = i ; a typical mass term in a
5 Y3
classical Lagrangian reads YZur = (£%)*ws = E%ws = —wa® = wE,, where we have supposed that

¢ and w anticommute; its complex conjugate reads then (YL¥r)* = w*¢y = (w*)*&,.

If we now consider operators (Yz¢'r) = [€%]T[wa] = [xz][¢'g], and its hermitian conjugate is [ws]f[€?] =
[w3][€%]. Since ([x L}T[Wg])T = [¢g]T[x], it only ‘coincides” with the classical complex conjugate if we
adopt the convention

vl = (W')¢s, (140)

where one has raised the index of w and lowered the one of £. We will hereafter adopt (140).

D On the use of effective expressions for the P, C' and T operators when
acting on a Dirac fermion

In the body of this paper we have chosen to work with fundamental Weyl fermions £* and 7. In order to
determine the action on these of the discrete symmetries P, C' and 7', we began by expressing their action
on Dirac fermions in terms of v matrices, and, then, deduced from the obtained rules of transformation
the ones for each component.

However, one must be very cautious with respect to the expression of the action of P, C and T in terms
of Dirac gamma matrices; this notation indeed easily induces into confusion and error, as we show below.
It can be specially misleading when calculating the action of various products of these three symmetries.
Only a very careful use of this ~ notation can prevent one going astray. This is why, in manipulating the
symmetry operators, we take as a general principle to strictly use their action on Weyl fermions, associated
with the knowledge of their linearity/antilinearity.

Since, nevertheless, using the Dirac formalism is very common among physicists, we also give in the
following the correct rules for manipulating, in this language, discrete transformations and their various
products.

Let K be a transformation having the following expression on a Dirac fermion ¢ : K - ¢ = U Kw(*),
where U is a matrix which is in general unitary. In the case of the usual transformations P, C' and T', Ug

%This is in contradiction with [11].
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may be expressed in terms of v matrices. One must keep in mind that this does not provide a complete
characterization of the corresponding transformation, but only an effective one that must be handled with
extreme care. It can indeed be be misleading, specially if one relies on “intuition” to infer from this
expression the linearity or antilinearity of the transformation under consideration.

The linear/antilinear character of a transformation cannot be deduced from the form it takes when acting
on a Dirac fermion, and one must refrain from doing such an inference which is in particular wrong for
CandT.

Indeed, P - = 7% and P is linear; C -1 = 4*¢* and C'is linear; T -1 = ir>y'4p* and T is antilinear;
PCOT -1p = —"4'92y3¢ and PCT is antilinear.

To illustrate this, let us investigate three a priori possible ways of computing the action of PCT', and
compare them with the correct result, obtained by applying directly to Weyl fermions the three transfor-
mations successively (taking into account the linearity/antilinearity properties of operators):

* the crudest way consists in basically multiplying the U ’s, without taking into account any action on a
spinor (hence neglecting any consideration concerning complex conjugation);

* the second one [10], that we call “Landau” uses as a rule the composition of the symmetry actions on a
Dirac spinor;

* eventually, the third one consists of acting with each operator only on the fermion field itself, and making
careful use of linearity/antilinearity to pass through the possible other terms that occur on the left of ).
This last method, as we will see by going back to the transformation resulting for each component of v,
is the only correct one.

o crude: PCT = UpUcUr = (i°)7*(ir*y") = ="'’

e Landau: PCTy = P(C(T%)) = ( (Z’Y ALy ) =1 0n1y 2434, hence PCT = 707 42~3,

e cautious :
T _ia3a1
v — To=i " *
— C-(iv™y ) i’y C gt =iy (C ) = iy () = —iny iy
P
— P (=iv*y'0) = —iv*y IV P = —in’y A (%) = P10 = 0y
Similarly,

o crude : (PCT)? = (—1"y19%9%) (=1 "7!7%y7) = .
o Landau: (PCT)*) = POT(PCT) = (794'9293) (70919293 ) = —ob.
e cautious :

(PCT)* -y =

-
LTRSS
ST
Y
2
)

)
2
\200
=

The “cautious” method is the only one which agrees with that directly inferred from the work on Weyl
fermions. Nevertheless, it is to be noted that we obtain the correct sign for PCT (though not for (PCT)?)
by the crude calculation. So in order to discriminate without any ambiguity between the three ways of
manipulating the symmetry operators when acting on a Dirac fermion, i.e. to avoid (or minimize) any
risk of accidental agreement due to cancellation of two mistakes, we computed systematically the other
products (of two operators) that we can form, and compare the results with the reliable ones obtained
directly on the Weyl fermions. The results are summarized below :



D.2 Fermions and discrete symmetries in quantum field theory 1. Generalities ; the

propagator for one flavor

183

TP TC CP

Crude (trivial product of U’s) ¥ — —(nY)* | €= -y | €2 — —(&)F
Na — (&) ne — & | na — —(n%)*

PT=TP CT=TC PC=CP

Landau (composition) £ — (n9)* £ — g £ — (&a)*

Ne — —(&)* | na— —€* | na— (%)

PT =-TP CT=TC PC=CP

Cautious (our way of computing) €= () | €=t | €2 = (&)x
N — =) | na—E | na— %)

PT=TP CT=-TC| PC=CP

Right result (directly from Weyl fermions) | €% — (n®)* | €% — —n% | £ — (&,)*
N — =) | na—E& | na— (%)

PT =TP CT=-TC| PC=CP

Moreover, our way of computing ensures that 72 = 1, in agreement with the result from Weyl spinors,
while one encounters problems with the Landau method which leads to 72 = —1. Indeed, 72 - 1) =
T-(i3yt*) = =iy T b = =iy (T )" = —iy®y  (—i)y3y') = 4, while Landau’s prescription

leads to T2 - ¢ = i®y (i3 0% )* = iy*y' (—i)y3y 0 = ¥ Py e = =0,



184 Articles

References

[1] B. MACHET, VA. NOVIKOV & M.1. VYSOTSKY: “Binary Systems of Neutral Mesons in Quantum
Field Theory”, hep-ph/0407268, Int. J. Mod. Phys. A 20 (2005) 5399-5452.

[2] V.A. NOVIKOV: “Binary systems in QM and in QFT: CPT”, hep-ph/0509126, published in “La
Thuile 2005, Results and perspectives in particle physics” p.321-332.

[3] E.P. WIGNER: “Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der Atomspektren”
(Vieweg, Braunschweig 1931, p.251-3. Reprinted by Edwards Brothers, Ann Arbor 1944);
Translated into english by James J. Griffiths: “Group theory and its Application to the Quantun
Mechanics of Atomic Spectra” (Academic Press, New York, 1959).

[4] R.F. STREATER & A.S. WIGHTMAN: “PCT, Spin and Statistics, and All That”, The Mathematical
Physics Monograph Series, The Benjamin/Cummings Publishing Company, Inc., Advanced Book
Program (Reading, Massachusetts, 1972).

[5] E.P. WIGNER: “Uber die Operation des Zeitumkehr in der Quantenmechanik”, Nachrichten des
Gesselschaft der Wissenschaften zu Gottingen Mathematisch-Physikalishe Klasse (1932), 546-559;
see formula Il p.216;
Translated into english by James J. Griffiths: “Group theory and its Application to the Quantun
Mechanics of Atomic Spectra” (Academic Press, New York, 1959); see formula (26.6.a) p.328.

[6] M. BEUTHE: “Oscillations of neutrinos and mesons in Quantum Field Theory”, hep-ph/0109119
Phys. Rept. 375 (2003) 105-218.

[7] Q. DURET, B. MACHET & M.I. VYSOTSKY: “Mixing angles of quarks and leptons in Quantum
Field Theory”, arXiv:0805.4121 [hep-ph].

[8] N.N. BOGOLUBOV, A.A. LOGUNOV, A.I. OKSAK & I.T. TODOROV: “General principles of Quan-
tum Field Theory”, Mathematical Physics and Applied Mathematics, Volume 10, Kluwer Academic
Publishers (Dordrecht, Boston, London 1990); translated from the Russian (Nauka Publishers,
Moscow 1987) by G.G. Gould.

[9] S. WEINBERG: “The Quantum Theory of Fields”, vol.1, Foundations. Cambridge University Press
(Cambridge, UK, 1995).

[10] V. BERESTETSKI, E. LIFSHITZ & L. PITAYEVSKI: “Théorie Quantique Relativiste” tome 1 (Lan-
dau & Lifshitz, Physique Théorique 1V), Editions MIR (Moscou, 1972).
V.B. BERESTETSKY, EM. LIFSHITZ & L.P. PITAYEVSKY: “Quantum Electrodynamics”, Course
of Theoretical Physics, 4 (Pergamon Press, Oxford, UK, 1982).

[11] G.C. BRANCO, L. LAVOURA & J.P. SILVA: “CP violation”, International Series of Monographs on
Physics 103 (Clarendon Press, Oxford, 1999).

[12] C. ITZYKSON & J.B. ZUBER: “Quantum Field Theory”, McGraw-Hill International Editions,
Physics Series (McGraw-Hill, Singapore 1980).

[13] M.E. PESKIN & D.V. SCHROEDER: “Quantum Field Theory”, The Advanced Book Program,
Perseus Books (Reading, Massachusetts, 1995).

[14] T.D. LEE: “Particle Physics and Introduction to Field Theory”, Contemporary Concepts in Physics,
volume 1 (Harwood Academic Publishers, London, UK, 1982).



