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Thèse

pour l’obtention du diplôme de
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M. Pierre-Louis Curien président
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ou du reste, il a su à la fois me guider dans mon travail et m’ouvrir à des
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3.1 La catégorie simpliciale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
3.2 Polygraphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
3.3 Une présentation de la catégorie simpliciale . . . . . . . . . . . . 163
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3.6.2 Monöıdes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
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Introduction

L’ordinateur est une machine somme toute assez mystérieuse. On tape des
données sur un clavier, des courants se promènent dans de petits fils, et fina-
lement s’affichent devant nos yeux ébahis des résultats auxquels il nous aurait
mis infiniment plus de temps d’arriver sans la machine. C’est d’autant plus im-
pressionnant que les résultats produits sont souvent justes. Ou parfois faux. Ou
encore ces résultats ne sont jamais produits. Ou même l’ordinateur commet une
erreur fatale. Du point de vue de la machine, les résultats ne sont jamais ni
faux ni justes, ce sont simplement des courants qui déambulent dans ses cir-
cuits électroniques. Leur signification n’est pas intrinsèque mais apportée par
l’observateur. Si l’informatique veut développer des théories et des techniques
permettant d’obtenir des programmes dont on peut être sûr qu’ils sont corrects
(c’est-à-dire qu’ils renvoient toujours un résultat qui est la réponse attendue),
elle doit commencer par formaliser la situation en cernant la notion générale
de calcul. D’une part, elle doit définir de façon abstraite ce qu’est une machine
calculante telle qu’un ordinateur, d’autre part elle doit préciser la signification
que l’on prête aux calculs.

Modèles de calcul. Plus généralement que sur un ordinateur, l’étude des
programmes se fait dans le cadre d’un modèle de calcul, qui définit le système
dans lequel les calculs vont se dérouler. Un tel modèle est décrit par un lan-
gage dont les termes expriment l’état du système, ainsi que par un ensemble
de règles de réduction selon lesquelles cet état va évoluer au cours du temps
dans le système. Le langage peut être considéré comme la syntaxe d’un langage
de programmation abstrait, les règles décrivant les spécifications opérationnelles
de ce langage de programmation. Les nombreux modèles introduits montrent la
variété des approches possibles pour décrire ce qu’est une machine calculante.
Par exemple, parmi les modèles fondateurs de la discipline introduits dans les
années 1930, citons les machines de Turing qui ressemblent peut-être le plus
aux ordinateurs actuels, le λ-calcul de Church et de Kleene qui est un calcul
fondé uniquement sur le concept de fonction, ou encore les fonctions récursives
partielles de Kleene. Plus récemment, la palette a encore été diversifiée par l’in-
troduction de nouveaux modèles tels que le π-calcul, les divers réseaux logiques
(réseaux de preuve, d’interaction, différentiels), les automates cellulaires, etc.
Ainsi, loin de se cantonner à l’étude des ordinateurs, l’informatique a révélé de
nombreuses façons de décrire les processus calculatoires, chacun mettant l’ac-
cent sur un aspect différent du calcul : la gestion des ressources, le parallélisme,
ou encore les liens avec la logique.
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Invariants du calcul. Quel que soit le modèle utilisé, les calculs se résument
essentiellement à une série de manipulations de symboles utilisant les règles
du modèle. Par exemple, dans un langage contenant les entiers, le calcul de
l’addition de deux entiers m et n peut être effectué par le programme add défini
récursivement de la façon suivante :

add(m,n+ 1) = add(m+ 1, n) et add(m, 0) = m

Le calcul de la somme des entiers quatre et trois peut être réalisé par le pro-
gramme add(4, 3) qui passe de l’écriture de l’entier sept sous la forme 4 + 3 à
son écriture sous la forme 7 par les étapes successives suivantes :

4 + 3 → 5 + 2 → 6 + 1 → 7 + 0 → 7

Au cours du calcul, l’expression manipulée est toujours une façon particulière
d’écrire l’entier sept. Le rôle du programme est ainsi de transformer une écriture
quelconque d’un entier donné sous la forme d’une somme, en une écriture sous
une forme canonique, ne faisant pas intervenir de symbole d’addition. L’entier
dont les écritures sont manipulées est donc un invariant du calcul. Par exemple,
l’entier sept est un invariant du programme de add(4, 3) et, de façon plus gé-
nérale, l’entier qui est égal à la somme de deux entiers m et n est un invariant
du programme add(m,n). En ce sens, les invariants du calcul décrivent de façon
abstraite ce que font les programmes. La sémantique d’un langage de program-
mation a pour but d’associer à tout programme une interprétation dans un
univers mathématique. Nous nous intéresserons en particulier aux sémantiques
dénotationnelles, qui sont invariantes au cours du déroulement du calcul, car
celles-ci décrivent de façon plus ou moins précise le « comportement » des pro-
grammes, capturant en partie la réalité abstraite qu’ils incarnent.

Preuves, programmes et systèmes. L’une des découvertes à la base de
l’informatique moderne est la correspondance précise, établie par Curry et Ho-
ward, entre des formalismes calculatoires et des formalismes logiques. Ainsi, les
termes du λ-calcul simplement typé sont en bijection avec les preuves en logique
intuitionniste minimale : une preuve est donc essentiellement la même chose
qu’un programme typé. Cette correspondance apporte un éclairage nouveau sur
la logique en lui donnant un aspect calculatoire allant bien au delà des considé-
rations de prouvabilité. Une preuve d’une implication A⇒ B n’est en effet pas
simplement le témoin du fait que si l’on a une preuve de A alors on a une preuve
de B, mais véritablement une façon particulière de transformer une preuve de A
en une preuve de B. De même, la règle de coupure

Γ ` A⇒ B Γ ` A
Γ ` B

est le pendant logique de l’application des λ-termes : à partir d’une preuve f
de A ⇒ B et d’une preuve x de A, on peut construire la preuve fx de B.
L’évaluation d’une telle application par la règle d’évaluation du λ-calcul, appelée
β-réduction, correspond alors à une transformation de la preuve qui élimine la
règle de coupure. Ceci permet entre autres de montrer que le type d’un terme
est préservé au cours de son évaluation, la logique fournit donc un invariant
des programmes typés. Et réciproquement, toute sémantique dénotationnelle
des programmes typés nous renseigne sur la nature des preuves mêmes, en leur
associant des dénotations invariantes par élimination des coupures.
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Logique linéaire. L’étude approfondie d’une sémantique d’un système lo-
gique, les espaces de cohérence, a amené Girard à introduire la logique li-
néaire [Gir87]. Cette logique peut être vue comme une décomposition de la
logique classique tenant compte de la notion de ressource : les règles de contrac-
tion et d’affaiblissement, qui permettent de dupliquer ou d’effacer certaines hy-
pothèses, deviennent explicites et ne peuvent être utilisées que sur certaines for-
mules qui les autorisent. Bien que bénigne en apparence, cette prise en compte
fine de la multiplicité des hypothèses a amené à une compréhension approfondie
des principes sous-jacents à la logique. Ainsi, la flèche intuitionniste habituelle
peut être décomposée en logique linéaire à l’aide de deux ingrédients : d’une part
la flèche linéaire A ( B qui est une implication dans laquelle la preuve de B
doit utiliser exactement une fois l’hypothèse A et d’autre part l’exponentielle !A
qui représente une preuve duplicable de la formule A. La flèche intuitionniste
peut alors être retrouvée grâce à la formule

A⇒ B = !A( B

La preuve d’une implication intuitionniste est une preuve qui doit utiliser exac-
tement une fois une hypothèse utilisable un nombre quelconque de fois. De
même, la conjonction et la disjonction se trouvent chacune différenciées en deux
connecteurs : le tenseur ⊗ et le avec & pour la conjonction, et le par ` et la
somme ⊕ pour la disjonction. De façon un peu surprenante au premier abord,
ces constructions ont des interprétations très naturelles en utilisant les concepts
issus de la théorie de la concurrence. Intuitivement, par la correspondance de
Curry-Howard, un programme de type A ⊗ B, tout comme un programme de
type A ` B est constitué d’un programme de type A et d’un programme de
type B qui s’exécutent en parallèle. Dans le cas du programme de type A⊗B,
les deux sous-programmes sont entièrement indépendants, tandis qu’ils peuvent
communiquer et se synchroniser entre eux si le programme est de type A ` B.
Le rôle du critère de correction de la logique linéaire [Gir87, DR89], caractéri-
sant les réseaux correspondant à des preuves, est essentiellement d’assurer cette
indépendance entre les deux composantes d’un tenseur.

La logique linéaire possède une autre propriété remarquable : ses connec-
teurs sont naturellement polarisés – les connecteurs ⊗ et ⊕ sont positifs et les
connecteurs ` et & sont négatifs – la polarité pouvant être caractérisée par des
propriétés communes vérifiées par les connecteurs de même polarité. Cette re-
marque a été le point de départ de la découverte par Andréoli de la propriété
de focalisation des preuves en logique linéaire [And92] : toute preuve de logique
linéaire peut être réorganisée en une preuve dans laquelle les connecteurs sont
introduits par « blocs » maximaux de même polarité. Cette propriété est elle
aussi liée au caractère intrinsèquement asynchrone et concurrent de la logique
linéaire.

L’étude, d’un point de vue dynamique, des phénomènes concurrents sous-
jacents aux programmes et à la logique est au cœur des motivations des travaux
contenus dans cette thèse.



4 Introduction

Sémantiques de jeux asynchrones

Les sémantiques de jeux constituent une famille de sémantiques dénotation-
nelles des langages de programmation s’attachant à capturer le comportement
interactif des programmes ou des preuves, c’est-à-dire la façon dont ils vont ré-
agir aux informations qui leur sont fournies. Les échanges d’informations entre
le programme et le reste du système y sont modélisés sous forme ludique, par
des échanges de coups dans un jeu auquel deux joueurs participent : le Joueur,
qui représente le programme, et l’Opposant, qui représente l’environnement du
programme. Ainsi, le type d’un programme est interprété par un jeu, qui est
un ensemble de coups polarisés (la polarité d’un coup indique lequel des deux
joueurs peut jouer le coup), ainsi que les règles du jeu, modélisées ici par l’ordre
dans lequel les coups doivent être joués. Par exemple, le type B des booléens en
appel par nom induit le jeu suivant :

q

~~~~~~~~~~

  @@@@@@@@

tt ff

Ce jeu contient un coup Opposant q et deux coups Joueur tt et ff. Lorsque
l’Opposant veut connâıtre la valeur d’un booléen, il joue le coup q qui doit
être pensé comme une question de l’environnement. Le booléen peut alors soit
répondre tt s’il est le booléen vrai, soit ff dans le cas contraire. Bien entendu, le
booléen ne peut donner sa valeur qu’après que l’environnement la lui a demandé ;
ceci est représenté par des dépendances entre les coups imposées par le jeu, que
nous avons fait figurer par des flèches dans le diagramme ci-dessus. Au cours
du jeu, les deux protagonistes échangent des suites de coups, appelées parties,
jouant chacun tour à tour. Un programme est interprété dans le modèle par
une stratégie représentée par l’ensemble des parties que le programme est prêt à
jouer ; en ce sens, les sémantiques de jeux sont des sémantiques de traces, encore
appelées sémantiques entrelacées. Considérons par exemple le programme not,
de type B → B, qui prend en argument un booléen et renvoie sa négation. La
stratégie correspondante contient la partie suivante :

B → B
q

q

tt

ff

Au cours de cette partie, l’environnement cherche à savoir le résultat de la
fonction not en jouant le premier coup q. La fonction interroge ensuite son
argument pour connâıtre sa valeur en jouant le second coup q. Si cette valeur
est vraie (l’argument joue le coup tt) alors la fonction renvoie faux (elle joue
le coup ff). Bien évidemment, la stratégie contient aussi la partie q · q · ff · tt
correspondant au cas où l’argument est faux.

On peut faire remontrer les premiers travaux de sémantique des jeux dans les
années 1960, à Lorenzen [Lor61] qui a considéré les preuves d’une formule comme
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des « jeux de dialogues » dans lesquels le Joueur, qui essaie de montrer que la
formule est vraie, est face à un Opposant qui tente de réfuter la formule. Ces tra-
vaux seront à la base du modèle de jeux défini par Blass [Bla72] qui fournira de
façon très naturelle l’un des premiers modèles de jeux de logique linéaire [Bla92].
On cherche souvent à construire des modèles compositionnels, dans lesquels l’in-
terprétation de la coupure de deux preuves peut être déduite de l’interprétation
des deux preuves, et à les organiser ainsi en catégories. Cependant, la composi-
tion du modèle Blass n’est pas associative à cause d’un phénomène subtil lié à la
polarité des jeux, analysé par Abramsky [Abr03], soulignant ainsi la difficulté de
construire un modèle catégorique de jeux de la logique linéaire. Les sémantiques
de jeux peuvent néanmoins souvent être structurées en catégories. Ceci a été
pour la première fois remarqué par Joyal [Joy77] qui a montré que les stratégies
alternées introduites par Conway [Con01] pouvaient être munies d’une loi de
composition et organisées de sorte à former une catégorie.

Innocence. La théorie de la sémantique des jeux a véritablement pris son
envol dans les années 1990 grâce à deux percées indépendantes. Les jeux de
Abramsky, Jagadeesan et Malacaria [AJM00] d’une part, et les jeux à poin-
teurs de Hyland et Ong [HO00] (ainsi que Nickau [Nic94]) d’autre part. Ces
travaux, préfigurés par le modèle des algorithmes séquentiels de Berry et Cu-
rien [BC82], et accompagnés par toute une série de modèles interactifs de la
logique linéaire [AJ94, HO93, Lam95, BDER97a], ont tous deux été motivés
par la recherche de modèles précis pour un langage de programmation minimal
mais réaliste appelé PCF, un langage fonctionnel en appel par nom avec des
types de base et un opérateur de point fixe. Par un modèle précis, nous enten-
dons ici un modèle pleinement adéquat, dans lequel deux programmes ont la
même interprétation précisément lorsqu’aucun programme ne peut les distin-
guer [Plo77, Mil77]. La principale difficulté pour obtenir les résultats de pleine
adéquation des modèles de jeux que nous avons mentionnés a été de caractéri-
ser les stratégies définissables [Cur07], c’est-à-dire les stratégies se comportant
effectivement comme des programmes dans le sens où elles sont l’interprétation
d’un programme. En particulier, dans le modèle de Hyland et Ong, l’innocence
est l’une des propriétés fondamentales caractérisant les stratégies définissables.
Celle-ci nous apprend qu’une stratégie correspondant à un programme réagit
en fonction d’un souvenir partiel qu’elle a du déroulement de la partie, appelé
sa vue. Par la correspondance de Curry-Howard, ce résultat peut aussi être in-
terprété du point de vue des preuves : une preuve est une façon d’explorer une
formule qui ne dépend que de la branche courante de la dérivation en calcul des
séquents.

Ce domaine de recherche a été un véritable succès. En relâchant de diverses
façons les conditions imposées aux stratégies, telles que l’innocence, il est sou-
dainement devenu possible de donner des modèles de PCF (ou de sa variante en
appel par valeur [HY99]) étendu par diverses constructions telles que les réfé-
rences [AM96], les opérateurs de contrôle [Lai97], le non-déterminisme [HM99],
etc. D’un point de vue pratique, l’élaboration de ces modèles est prometteuse et
permet progressivement le développement de nouvelles techniques d’analyse et
de vérification de programmes [MH98, Ong02, GM03]. Celles-ci ont en particu-
lier l’avantage d’être compositionnelles : on peut vérifier un programme morceau
par morceau, ce qui permet de pouvoir traiter des programmes de grande taille.
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La notion d’innocence est encore cependant imparfaitement comprise. Des
travaux récents proposent des reconstructions abstraites de cette notion [HHM07,
HHH07], mais il reste difficile de l’étendre à des cadres plus généraux que les
stratégies séquentielles. Cette thèse investigue la possibilité de définir une notion
d’innocence pour les stratégies concurrentes.

Concurrence. La volonté d’utiliser simultanément plusieurs unités de calcul
pour pouvoir effectuer des calculs en parallèle, plus rapidement que sur une
machine séquentielle, a progressivement amené l’introduction de modèles du
calcul distribué tels que les réseaux de Petri [Pet62], le calcul de processus
CCS de Milner [Mil80] ou le π-calcul de Milner, Parrow et Walker [MPW92].
Afin d’étudier les propriétés comportementales des processus de ces calculs,
des sémantiques ont été introduites, prenant en compte les communications
entre processus comme événements observables. D’une part, des sémantiques
de traces générées par des systèmes de transition étiquetés ont été définies,
amenant en particulier à l’étude des équivalences engendrées par bisimulation.
D’autre part, des sémantiques causales s’attachant à modéliser la dépendance
entre les communications faites par les processus ont été proposées, telles que
la sémantique par structures d’événements de CCS de Winskel [Win82] ou plus
récemment du π-calcul interne [CVY07].

Afin de faire le lien entre les sémantiques de traces et les sémantiques cau-
sales, il est apparu qu’il fallait enrichir les traces d’une relation d’indépendance
entre les événements constituant ces traces et passer ainsi aux traces de Mazur-
kiewicz [Maz88] : un événement dépend d’un autre lorsque le second ne peut
être amené avant le premier par une série de permutations d’événements indé-
pendants. Pour comprendre le rôle de la relation d’indépendance, considérons
le processus a‖b de CCS (qui écoute en même temps sur les canaux a et b) et
le processus a.b+ b.a (qui écoute sur le canal a puis écoute sur le canal b, ou le
contraire). Ils génèrent tous deux les mêmes traces : a ·b et b ·a. Cependant, dans
le premier cas, les événements a et b sont indépendants, alors qu’ils ne le sont pas
dans le second cas. L’absence d’indépendance entre deux événements modélise
ici des phénomènes d’interférences dus par exemple à des écritures concurrentes
à un même endroit de la mémoire d’un programme.

Les sémantiques assez fines pour faire la distinction entre ces deux types
de situations sont qualifiées de vraiment concurrentes et peuvent prendre des
formulations très variées [WN95]. En particulier, on peut penser les traces
comme les chemins d’un graphe asynchrone, c’est-à-dire un graphe muni de
tuiles 2-dimensionnelles. Par exemple, les graphes asynchrones correspondant
aux deux processus mentionnés sont respectivement

x
a

~~}}}}}}}}
b

  AAAAAAAA

y1

b   AAAAAAAA ∼ y2

a
~~}}}}}}}}

z

et

x
a

~~}}}}}}}}
b

  AAAAAAAA

y1

b   AAAAAAAA y2

a
~~}}}}}}}}

z

a‖b a.b+ b.a

Ils ont les mêmes graphes sous-jacents, donc les mêmes traces, mais dans le pre-
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mier graphe asynchrone les chemins a ·b et b ·a sont liés par une relation notée ∼
et appelée homotopie qui indique que l’on peut passer du premier chemin au
second chemin en faisant permuter des événements successifs indépendants. La
présence d’une homotopie doit être pensée dans le sens de la topologie algébrique
(dirigée) [Hat02], comme la possibilité de déformer continûment un chemin en un
autre : effectuer les actions a et b en parallèle, c’est faire a puis b, ou b puis a, ou
n’importe quel entrelacement des deux actions entre ces deux cas extrêmes. Le
lien avec la géométrie va ici plus loin que la simple analogie [Pra91, Gou00]. Le
rapprochement de la théorie de la concurrence et de la topologie algébrique s’est
révélé fructueux et fournit progressivement de nouveaux outils pour l’analyse
des programmes [GH05].

Sémantiques de jeux asynchrones. La théorie de la concurrence étant re-
lativement récente, il ne s’est pas dégagé de consensus autour d’un calcul de
processus ou d’un système de type qui soit canonique, contrairement au λ-calcul
simplement typé dans le cadre séquentiel par exemple. Les sémantiques de jeux
et celles des calculs concurrents étant toutes deux des sémantiques de traces,
il est tentant de les rapprocher afin d’avoir un point de vue qui permette d’af-
finer notre compréhension de la structure des interactions concurrentes. Les
jeux concurrents introduits par Abramsky et Melliès [AM99] pour donner un
modèle pleinement complet du fragment additif et multiplicatif de la logique li-
néaire ont commencé à explorer la définition d’une sémantique de jeux vraiment
concurrente. Dans ce modèle, les stratégies sont décrites par des opérateurs de
clôture qui, à toute position du jeu, associent la plus haute position du jeu que
la stratégie est capable d’atteindre. La possibilité qu’a une stratégie de jouer
plusieurs coups en parallèle à une position donnée est ainsi grossièrement re-
présentée. Cette sémantique restait cependant assez éloignée des sémantiques
entrelacées habituelles. Des sémantiques de jeux de langages comportant des
constructions concurrentes ont ensuite été introduites par Ghica, Laird et Mu-
rawski [Lai01, GM04, Lai05] dans lesquelles les stratégies sont décrites comme
des ensembles de traces. Afin de modéliser les constructions concurrentes, les
stratégies de ces sémantiques sont closes par permutation de certains coups.
Enfin, une version relâchée des desseins de la ludique [Gir01] a été proposée
par Curien et Faggian [CF05], les L-réseaux, qui vit à la jonction de la syntaxe
des preuves en logique linéaire et de la sémantique de jeux sur des structures
d’événements.

Les parties ont été pensées pour la première fois comme des traces de Ma-
zurkiewicz dans les travaux de Melliès sur les jeux asynchrones [Mel04]. Au lieu
d’être des chemins dans un graphe comme dans les jeux de Conway, les parties
deviennent les chemins d’un graphe asynchrone. Ceci a permis en particulier
à Melliès de donner une reformulation purement diagrammatique et locale de
la notion d’innocence de Hyland et Ong [Mel04], révélant ainsi une dynamique
asynchrone derrière les calculs séquentiels. Cette reformulation procède en deux
temps. Tout d’abord, on peut se ramener à des stratégies affines, dans lesquelles
un coup est joué au plus une fois : une stratégie utilisant plusieurs fois un ar-
gument peut être vue comme une stratégie ayant accès à un nombre infini de
copies de cet argument, et utilisant au plus une fois chacune des copies, de façon
uniforme. Ici, l’uniformité signifie essentiellement que la stratégie agit de façon
indépendante du choix des copies qu’elle utilise, ce qui est modélisé dans les
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jeux AJM [AJM00] en imposant aux stratégies de respecter une relation d’équi-
valence sur les parties, et peut être reformulé par une condition de stabilité des
stratégies par actions de groupe sur les coups [Mel03]. Dans un second temps,
on montre que la condition d’innocence sur les stratégies affines peut être ra-
menée à deux conditions de cohérence. Considérons une stratégie innocente σ
sur le type B×B (le produit de deux booléens). Si l’on interroge la composante
de gauche de σ puis sa composante de droite et qu’elle répond respectivement
vrai et faux alors si on interroge sa composante de droite puis sa composante de
gauche, elle doit répondre respectivement faux et vrai. L’une des conditions de
cohérence impose ce type de comportement aux stratégies et l’autre condition
est similaire. Cette compréhension asynchrone de l’innocence a été à la base
d’un modèle de jeu pleinement complet de la logique linéaire introduit par la
suite [Mel05a, Mel05b].

Asynchronie non-alternée. Notre travail tente à la fois d’unifier les diffé-
rentes approches des sémantiques asynchrones et de faire émerger les structures
propres à la concurrence.

Il existe de nombreuses définitions de stratégies vraiment concurrentes :
– comme un ensemble de parties (dans les sémantiques de jeux séquentielles),
– comme un sous-graphe asynchrone du jeu (le sous-graphe visité),
– comme une structure d’événements indiquant la causalité des coups,
– comme un opérateur de clôture (dans les jeux concurrents),
– comme une relation (une reconstruction du modèle relationnel de la logique

linéaire à partir des jeux a été initiée dans [BDER97b]).
Ces modèles apportent tous un angle de vue particulier sur le comportement
des programmes modélisés : certains présentent l’interaction de façon dyna-
mique (les ensembles de parties, les opérateurs de clôture), d’autres de façon
entièrement statique (les relations) ; certains présentent l’interaction à petits
pas (les ensembles de parties), d’autres à grands pas (les opérateurs de clôture) ;
certains présentent exhaustivement les interactions possibles (les ensembles de
parties), d’autres s’attachent à décrire la causalité qui génère ces interactions
(les structures d’événements). Nous montrons dans cette thèse que les jeux asyn-
chrones permettent d’établir un lien précis entre ces modèles en apparence très
différents.

D’un point de vue conceptuel, il nous a fallu repenser les jeux asynchrones
dans un cadre non-alterné. En effet, la plupart des sémantiques de jeux sup-
posent que, au cours d’une partie, l’Opposant et le Joueur jouent chacun à leur
tour un coup. Cette alternance joue le rôle d’une horloge qui assure le bon dérou-
lement de la composition des stratégies : à chaque instant, on sait dans quel sens
va le flux d’informations entre les deux stratégies. Elle est cependant contrai-
gnante et peu naturelle dans le cadre de processus concurrents, deux processus
évoluant de manière indépendante n’ayant pas a priori de façon de se synchroni-
ser. Afin de retrouver une composition ayant des propriétés satisfaisantes pour
les stratégies non-alternées, il faut remplacer le principe d’alternance par un
principe d’asynchronie. Il est fondé sur la supposition que les échanges d’infor-
mation se font à des vitesses incomparables les unes aux autres et sur lesquelles
on ne peut rien savoir, ce qui impose aux stratégies d’être closes par permuta-
tions de certains coups indépendants. Par exemple, supposons qu’une stratégie
joue un coup a puis un coup b, qui sont tous deux des coups Joueur. Si ces deux
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coups sont indépendants, par le principe d’asynchronie elle ne peut pas savoir
si ces coups seront reçus par son environnement dans l’ordre dans lequel elle
les a envoyés ou dans l’ordre inverse ; la stratégie doit donc aussi pouvoir jouer
le coup b puis le coup a afin de ne pas faire de supposition sur la vitesse de
transmission des coups a et b. Il en est de même si les coups a et b sont tous
deux des coups Opposant, ou si a est un coup Joueur et b un coup Opposant : le
seul type de dépendance qu’une stratégie a le droit d’imposer est la dépendance
d’un coup Joueur sur un coup Opposant.

Ceci nous a amenés à proposer une reformulation diagrammatique de la
condition d’innocence dans un cadre asynchrone et non-alterné. Cette caractéri-
sation est loin dans sa forme de la définition originelle de Hyland et Ong, car la
définition de la vue sur laquelle est fondée leur définition de l’innocence dépend
fortement de l’hypothèse d’alternance sur les parties. Notre travail ouvre ainsi
la voie à une possible extension de la notion d’innocence aux calculs concur-
rents. Divers raffinements et extensions sont envisageables, nous montrons en
particulier comment la discipline d’indépendance des composantes d’un tenseur
imposée par la logique linéaire peut être formulée dans notre cadre en équipant
les jeux de tests d’ordonnancement sur les stratégies.

Présentation algébrique de la causalité

L’utilisation de l’écriture influence grandement notre façon de décrire les phé-
nomènes. En particulier, la représentation des programmes et des preuves s’est
longtemps faite uniquement à l’aide de langages de termes, ce qui essentiellement
restreint leur description à des arbres. Les sommets des arbres correspondant
aux termes sont des constructeurs

. . .

f

du langage et leurs fils sont les arguments de ces constructeurs. Ces sommets
peuvent naturellement être vus comme des opérations ayant plusieurs entrées
(les arguments x1, . . . , xn de f) et une sortie (le terme f(x1, . . . , xn)). Sous l’in-
fluence de la logique linéaire en particulier, la nécessité de syntaxes graphiques
plus riches que des arbres s’est fait ressentir. Par exemple, les preuves formalisées
en calcul des séquents sont trop linéaires : des preuves

π

` Γ, A,B,C,D
` Γ, A,B,C `D (`)

` Γ, A`B,C `D (`) et

π

` Γ, A,B,C,D
` Γ, A`B,C,D (`)

` Γ, A`B,C `D (`)

ne diffèrent que par la commutation bénigne des règles d’introduction du connec-
teur `. Les réseaux de la logique linéaire [Gir87] ont été introduits afin de
disposer d’une syntaxe qui identifie deux preuves équivalentes par ce type de
commutations, représentant les deux preuves ci-dessus par un même réseau de
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la forme

π

A B C D

` `
A`B C `D

D’autre part, les flèches de contraction cA : !A → !A ⊗ !A et d’affaiblisse-
ment wA : !A → 1, qui dupliquent et effacent respectivement une preuve de !A
de façon explicite, sont naturellement pensées comme des « co-constructeurs »
que l’on peut représenter respectivement par

!A

cA

!A !A

et

!A

wA

Ces deux opérations ont une entrée, la preuve de !A. L’opération cA a deux
sorties, les deux copies produites de la preuve, tandis que l’opération wA n’en
a aucune, car elle efface son argument. Ainsi, ont été progressivement dévelop-
pées des syntaxes dont les termes sont des diagrammes 2-dimensionnels, comme
les réseaux de la logique linéaire de Girard [Gir87], les réseaux d’interaction de
Lafont [Laf90], et plus récemment les bigraphes de Milner [Mil06], etc. Ces syn-
taxes sont toutes fondées sur la donnée d’opérations ayant un nombre d’entrées
et un nombre de sorties fixés, les termes de ces langages étant construits en re-
liant des instances de ces opérations par des liens, qui connectent les sorties de
certaines opérations aux entrées d’autres opérations. Elles apportent un regard
nouveau sur le calcul, le décrivant comme la déformation d’un nœud abstrait
représentant le programme, constitué des lignes entrelacées des diagrammes le
représentant.

Les langages diagrammatiques se sont révélés extrêmement utiles et intuitifs
pour manipuler des preuves. Cependant, en raison de leur nature géométrique, il
n’est pas a priori simple de leur donner une définition formelle, qui décrive pré-
cisément les manipulations autorisées sur les termes. Une réponse a été apportée
en théorie des catégories, qui utilise le même type de langages graphiques, appe-
lés diagrammes de corde à cause de leur ressemblance avec des assemblages de
bouts de ficelles. Joyal et Street [JS91] ont montré que ces diagrammes, consi-
dérés à déformations continues près, peuvent être munis de compositions les
structurant en 2-catégories, et ces 2-catégories sont précisément les 2-catégories
librement générées. Ces langages peuvent ainsi être considérés comme la repré-
sentation géométrique de structures algébriques libres de faible dimension. De
par son caractère très général, ce type de syntaxe a été indépendamment uti-
lisé dans divers domaines des sciences et apparâıt aujourd’hui comme un point
de jonction entre la théorie des catégories, la logique, la théorie du calcul, la
topologie et la physique [Kas95, Str07, Bae07].
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Présentations polygraphiques. Nous avons mentionné l’équivalence entre
les 2-catégories de diagrammes et les 2-catégories libres. Mais libres sur quoi
exactement ? Intuitivement, ces 2-catégories sont générées à partir d’ensembles
typés de générateurs de dimension 0, 1 et 2. La définition précise de cette
structure génératrice est un cas particulier d’une construction introduite par
Burroni [Bur93], les polygraphes, qui donne un cadre formel pour décrire les
2-catégories librement générées, et qui permet dans toute sa généralité de géné-
rer des ω-catégories libres en toute dimension.

Ce formalisme permet en particulier de généraliser aux catégories la notion
de présentation d’un monöıde. Rappelons que la présentation d’un monöıde
est la description de ce monöıde sous forme du quotient, par des relations, du
monöıde libre sur certains générateurs. Les présentations finies, dont les géné-
rateurs et les relations sont en nombre fini, sont particulièrement intéressantes,
car elles permettent de décrire de façon finie un monöıde de cardinal a priori
infini. Elles ouvrent par exemple la voie à une manipulation par l’ordinateur
de ces monöıdes, permettant d’automatiser certains calculs sur ces derniers. De
même, une (n-)catégorie peut être présentée par un polygraphe comme le quo-
tient d’une catégorie libre par certaines relations typées. Cette idée est naturelle
dès que l’on conçoit une catégorie comme un « monöıde typé », dans le sens
où une catégorie à un objet est précisément un monöıde. Elle était présente
dès l’introduction des polygraphes par Burroni et les techniques permettant
d’établir des présentations de catégories ont ensuite été retravaillées en profon-
deur par Lafont [Laf03]. D’un point de vue pratique, ces présentations ont les
mêmes avantages que les présentations de monöıdes, en particulier lorsqu’elles
sont finies. De plus, elles permettent de révéler la structure algébrique interne
des catégories présentées. Par exemple, la catégorie simpliciale, dont les objets
sont les ensembles finis totalement ordonnés et les morphismes sont les fonc-
tions croissantes, est présentée par un polygraphe qui correspond précisément à
la théorie algébrique habituelle des monöıdes dans une catégorie monöıdale. Ce
résultat dit en substance que la catégorie simpliciale est la plus petite catégorie
contenant un monöıde. De ce point de vue, elle est entièrement décrite par la
notion de monöıde et décrit entièrement la notion de monöıde.

Causalité en logique du premier ordre. Afin d’étudier la structure sous-
jacente à la causalité en logique, nous nous sommes intéressés à une sémantique
de jeux qui s’attache à modéliser les dépendances du premier ordre en logique
propositionnelle. Les coups Opposant correspondent dans les preuves aux règles
d’introduction des connecteurs universels, et les coups Joueur aux règles d’intro-
duction des connecteurs existentiels. Cette modélisation est motivée par l’intui-
tion suivante. Pour prouver une formule de la forme ∃x.P (x), la stratégie doit
fournir un terme t pour lequel la formule P (t) est prouvable, tandis que lors des
preuves de formules de la forme ∀x.P (x), l’environnement va tenter de réfuter
la formule en fournissant un témoin t pour lequel la stratégie va devoir prou-
ver la formule P (t). Pour fournir le témoin d’une quantification existentielle,
la stratégie peut avoir besoin de l’information fournie par l’environnement. Par
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exemple, considérons la preuve

` ¬P (x), P (x)
(Ax)

` ¬P (x),∃y.P (y)
(∃)

` ∀x.¬P (x),∃y.P (y)
(∀)

Le connecteur existentiel n’aurait pas pu être introduit avant le connecteur
universel (en lisant la preuve de bas en haut), car la stratégie a besoin de l’in-
formation contenue dans la variable x fournie par l’environnement pour pouvoir
donner un témoin pour y. Dans la stratégie correspondant à cette preuve, cela
sera modélisé par une relation de dépendance

∀x // ∃y

du coup correspondant à ∃y sur le coup correspondant à ∀x.
Ainsi, les stratégies définissent des relations d’ordre sur les connecteurs des

formules. Les stratégies définissables, qui sont l’interprétation d’une preuve,
peuvent être caractérisées par deux conditions externes qui imposent à l’ordre
de la stratégie d’être compatible avec l’ordre imposé par le jeu et permettent
de s’assurer que les dépendances exprimées par cet ordre partiel sont toujours
d’un coup Joueur sur un Opposant. Nous montrons que la catégorie monöıdale
de ces stratégies peut être présentée par un polygraphe correspondant à une
version polarisée de la théorie des bigèbres bicommutatives. Au delà d’une com-
préhension fine de la forme des stratégies de la catégorie, les intérêts d’une telle
présentation sont multiples. D’une part, elle donne une caractérisation interne
des stratégies innocentes : les stratégies ne sont plus caractérisées par certaines
conditions au sein d’une catégorie plus grosse, le polygraphe engendre toutes les
stratégies et n’engendre qu’elles. Ceci permet a posteriori de montrer de façon
simple que les stratégies de la catégorie sont les stratégies définissables, et que
les stratégies composent (avec la caractérisation externe des stratégies, il faut
montrer que les conditions imposées aux stratégies sont préservées par compo-
sition). D’autre part, les diagrammes de cordes associés au polygraphe donnent
une description formelle des diagrammes de dépendance qui sont naturellement
utilisés pour représenter les stratégies, en reliant les coups Joueur aux coups
Opposant dont ils dépendent.

Plan

Après le chapitre 0 rappelant quelques notions fondamentales en théorie des
catégories, la thèse est constituée de deux parties.

La première partie s’attache à étendre la notion d’innocence en sémantique
des jeux à un cadre asynchrone et non-alterné. Au chapitre 1, nous redémontrons
la caractérisation, par la Propriété du Cube, des graphes asynchrones générés
par un ordre partiel. Le chapitre 2 introduit progressivement une sémantique de
jeux asynchrone et non-alternée pour la logique linéaire. Nous commençons par
définir une classe de stratégies positionnelles dont nous caractérisons les éléments
soit comme des ensembles de traces, soit comme des sous-graphes asynchrones
du jeu sur lequel elles sont définies (section 2.1). Ces stratégies sont ensuite raf-
finées afin de prendre en compte la polarité des coups, ce qui permet de définir
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une notion de composition et d’organiser ainsi ces stratégies en une catégorie
(section 2.2). Le modèle des jeux concurrents peut en particulier être retrouvé
à l’intérieur de cette catégorie, et nous en caractérisons les morphismes à l’aide
d’une condition caractéristique de l’asynchronie appelée courtoisie (section 2.3).
De même, nous caractérisons les stratégies affines innocentes au sein de cette ca-
tégorie (section 2.4). Nous montrons enfin comment ce modèle peut être enrichi
de tests interactifs afin de donner une sémantique de la logique linéaire capturant
sémantiquement la différence entre les connecteurs ⊗ et ` (section 2.5).

La seconde partie est dévolue à la description d’une catégorie de jeux comme
une catégorie monöıdale libre. Le chapitre 3 introduit la notion de présentation
d’une catégorie monöıdale par un polygraphe, et rappelle les définitions de struc-
tures algébriques classiques dans les catégories monöıdales. Dans le chapitre 4,
nous définissons une sémantique de jeux pour le fragment sans connecteurs de la
logique propositionnelle du premier ordre et donnons une présentation de cette
catégorie, qui correspond à une version polarisée de la théorie des bigèbres bi-
commutatives. Au chapitre 5, les preuves de ces résultats amenant à considérer
de nombreux cas, nous nous sommes enfin intéressés à la possibilité d’une au-
tomatisation partielle de celles-ci et décrivons un algorithme d’unification pour
les termes de catégories monöıdales libres, permettant d’étudier la confluence
locale de présentations monöıdales.

Références. Une grande partie du contenu de cette thèse est disponible en
langue anglaise sous forme de publications ou de notes. Le contenu du Cha-
pitre 2 est présenté dans l’article Asynchronous Games : Innocence without Al-
ternation [MM07], ainsi que dans une note plus détaillée intitulée Asynchronous
Games without Alternation. Enfin, la note Presentation of a Game Semantics
for First-Order Propositional Logic présente le contenu du Chapitre 4. Ces textes
sont tous disponibles en ligne sur mon site de l’internet.
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Chapitre 0

Théorie des catégories

La théorie des catégories est une théorie de la structure en mathématiques.
Elle s’attache à étudier des classes d’objets mathématiques en décrivant non
pas directement la structure propre de ces objets, mais les rapports qu’ils entre-
tiennent les uns avec les autres. Ce point de vue « social » sur les mathématiques
a permis le développement d’une théorie qui s’est révélée être très générale et
suffisamment abstraite pour pouvoir s’appliquer à de nombreuses situations,
notamment celles proposées par l’informatique.

Il nous a semblé utile d’écrire un chapitre rappelant les outils principaux de
la théorie des catégories qui seront intensivement utilisés dans cette thèse, en
particulier pour structurer la sémantique des jeux introduite au Chapitre 2, ainsi
que pour décrire une sémantique de jeux comme une structure catégorique libre
aux Chapitres 3, 4 et 5. Le sujet étant très vaste, nous ne prétendons bien sûr
pas être exhaustifs. Nous avons en particulier tenté de présenter les catégories
structurées que nous utilisons (catégories, catégories monöıdales, 2-catégories,
etc.), en mettant en avant les notations sous forme de diagrammes de corde des
morphismes de ces catégories. L’introduction donnée ici pourra notamment être
complétée par l’ouvrage de référence de MacLane [Mac71] qui propose une ex-
cellente et très complète introduction au domaine, par le livre de Leinster [Lei04]
qui s’attache à décrire les développements récents de cette théorie en dimension
supérieure, et par le chapitre de Melliès [Mel08] qui explique les liens entre la
théorie des catégories et la logique linéaire.

0.1 Catégories

Définition 0.1 (Catégorie). Une catégorie C est la donnée :
– d’une classe ObC dont les éléments sont appelés objets ;
– d’une classe HomC(A,B) pour toute paire d’objets A et B dont les élé-

ments sont appelés morphismes, on utilise souvent la notation

f : A→ B

pour indiquer que f est un morphisme de HomC(A,B), l’objet A est alors
appelé la source de f et l’objet B son but ;

– d’une opération binaire

− ◦C − : HomC(B,C)×HomC(A,B)→ HomC(A,C)
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appelée composition, en particulier, pour tous morphismes f : A → B et
g : B → C, le morphisme

g ◦C f : A→ C

est appelé composée des morphismes f et g ;
– d’un morphisme

idCA : A→ A

pour tout objet A appelé identité sur A ;
qui satisfont les axiomes suivants :

– associativité : pour tous objets A, B, C et D, et tous morphismes

f : A→ B, g : B → C et h : C → D,

l’égalité
(h ◦C g) ◦C f = h ◦C (g ◦C f)

est vérifiée ;
– unité : pour tous objets A et B, et tout morphisme f : A→ B, les égalités

idCB ◦C f = f = f ◦C idCA

sont vérifiées.

Dans la suite, on omettra l’indice C de Hom, id, ◦, etc. lorsque la catégorie
dont il s’agit peut être aisément déduite du contexte. L’identité idA sur un
objet A est parfois simplement notée A et l’ensemble HomC(A,B) est parfois
simplement noté C(A,B).

Deux morphismes sont qualifiés de coinitiaux lorsqu’ils ont même source,
de cofinaux lorsqu’ils ont même but, et de parallèles lorsqu’ils sont à la fois
coinitiaux et cofinaux.

Exemple 0.2. À titre d’exemple, introduisons quelques catégories fondamentales.
– La catégorie Set dont les objets sont les ensembles et les morphismes entre

deux objets A et B sont les fonctions de A dans B avec la composition et
les identités habituelles.

– La catégorie Rel dont les objets sont les ensembles finis et les morphismes
entre deux objets A et B sont les relations de A dans B avec la composition
et les identités habituelles.

– La catégorie Mon dont les objets sont les monöıdes et les morphismes
entre deux objets (A,+, 0) et (B,×, 1) sont les morphismes de monöıdes,
c’est-à-dire les fonctions f : A→ B telles que

∀m,n ∈ A, f(m+ n) = f(m)× f(n) et f(0) = 1

avec la composition et les identités habituelles.
– La catégorie Grph dont les objets sont les graphes (voir Définition 1.1)

et les morphismes sont les morphismes de graphes.
– Tout ensemble partiellement ordonné (E,≤) induit une catégorie dont les

objets sont les éléments de E, telle qu’il y a exactement un morphisme
d’un objet x à un objet y si x ≤ y et aucun morphisme sinon.
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Remarque 0.3. Le terme classe dans la Définition 0.1 ci-dessus peut être infor-
mellement considéré comme un synonyme d’ensemble. Cependant, la classe des
objets d’une catégorie est parfois plus « grosse » qu’un ensemble. Par exemple,
dans la catégorie Set la classe des objets ne forme pas un ensemble, car la
théorie des ensembles de Zermelo-Frankel – ainsi que la théorie des ensembles
de Gödel-Bernays – serait inconsistante si la classe de tous les ensembles était
un ensemble, par le paradoxe de Cantor. Il faut donc prendre des précautions
particulières pour éviter ce type d’inconsistances lorsque l’on travaille avec de
telles grosses catégories. Ces détails subtils dépassent le cadre de cette thèse et
nous resterons volontairement informels sur ces points.

On représente souvent un morphisme f : A→ B par un diagramme

A
f // B

De même la composée g ◦ f : A → C de deux morphismes f : A → B et
g : B → C peut être représentée par

A
g◦f // C ou A

f // B
g // C

Enfin, on représente souvent deux morphismes parallèles f : A→ B et g : A→ B
par un diagramme

A

f
))

g
55 B

Ce diagramme est dit commutatif lorsque les deux morphismes f et g sont égaux.
Les diagrammes commutatifs sont l’un des moyens habituellement utilisés pour
exprimer des égalités entre morphismes en théorie des catégories.

Définition 0.4 (Sous-catégorie). Une sous-catégorie D d’une catégorie C est
une catégorie telle que

– ObD ⊆ ObC ,
– pour toute paire A et B d’objets de C, HomD(A,B) ⊆ HomC(A,B),
– pour tous objets A, B et C, et toute paire d’éléments f ∈ HomD(A,B)

et g ∈ HomD(A,B), g ◦C f ∈ HomD(A,C),
– pour tout objet A, idCA ∈ HomD(A,A).

La composition de deux morphismes f : A → B et g : B → C de D est définie
par g ◦D f = g ◦C f et l’identité sur un objet A est idDA = idCA. Une sous-
catégorie D de C est dite pleine lorsque pour toute paire d’objets A et B de D,
HomD(A,B) = HomC(A,B).

Exemple 0.5. Nous noterons FinSet la sous-catégorie pleine de Set dont les
objets sont les ensembles finis.

Définition 0.6 (Épimorphisme, monomorphisme). Un morphisme f : A → B
est un épimorphisme s’il est simplifiable à droite c’est-à-dire si pour tout objet C
et toute paire de morphismes g1, g2 : B → C,

g1 ◦ f = g2 ◦ f implique g1 = g2.

De façon duale, un morphisme f : A → B est un monomorphisme s’il est
simplifiable à gauche.
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Définition 0.7 (Isomorphisme). Un morphisme f : A → B d’une catégorie C
est un isomorphisme (ou encore est inversible) lorsqu’il existe un morphisme
g : B → A tel que

g ◦ f = idA et f ◦ g = idB .

Un tel morphisme g, lorsqu’il existe, est déterminé de façon unique par f et est
appelé l’inverse de f , souvent noté f−1.

Définition 0.8 (Catégorie opposée). La catégorie opposée d’une catégorie C,
notée Cop, est la catégorie dont les objets sont les objets de C, dont les mor-
phismes sont définis par HomCop(A,B) = HomC(B,A), et dont la composition
et les identités sont induites par celles de C.

Par une « co-structure », on entend souvent la structure dans la catégo-
rie opposée. Par exemple, un comonöıde dans une catégorie C est un monöıde
dans Cop, etc.

Nous définissons à présent les notions de foncteur et de transformation na-
turelle, qui sont les notions naturelles de morphisme entre catégorie et entre
foncteurs.

Définition 0.9 (Foncteur). Un foncteur F : C → D entre deux catégories C
et D est la donnée :

– d’une fonction F : ObC → ObD qui à tout objet A de C associe un objet
FA de D ;

– d’une fonction FA,B : HomC(A,B) → HomD(FA,FB), souvent simple-
ment notée F , pour toute paire d’objets A et B, qui à tout morphisme
f : A→ B de C associe un morphisme Ff : FA→ FB de D ;

qui satisfont les axiomes suivants :
– préservation de la composition : pour tous objets A, B et C, et tous

morphismes f : A→ B et g : B → C de C, l’égalité

FA,C(g ◦C f) = FB,Cg ◦D FA,Bf

est vérifiée ;
– préservation des identités : pour tout objet A de C, l’égalité

FA,AidCA = idDFA

est vérifiée.
Un foncteur F est plein (resp. fidèle) lorsque les fonctions FA,B sont injec-

tives (resp. surjectives) pour toute paire d’objets A et B de C.

Définition 0.10 (Catégorie Cat). On note Cat la catégorie dont les objets
sont les catégories et dont les morphismes entre deux objets C et D sont les
foncteurs F : C → D. La composée G ◦ F de deux foncteur F et G est parfois
simplement notée GF . Le foncteur identité sur une catégorie C est noté IdC ou
parfois simplement C.

Définition 0.11 (Transformation naturelle). Étant données deux catégories C
et D et deux foncteurs parallèles F : C → D et G : C → D, une transformation
naturelle θ : F → G entre les foncteurs F et G est une famille θA : FA → GA
de morphismes de D, indexée par les objets A de C, appelés composantes de la
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transformation naturelle, telle que pour tous objets A et B et tout morphisme
f : A→ B de C le diagramme

FA

Ff

��

θA // GA

Gf

��
FB

θB

// GB

commute dans D.

Définition 0.12 (Catégorie tranche). La catégorie tranche d’une catégorie C
au dessous d’un objet A de C, notée A ↓ C est la catégorie

– dont les objets sont les paires (f,B), où B est un objet et f : A → B un
morphisme de C,

– dont les morphismes h : (f,B) → (g, C) sont les morphismes h : B → C
de C pour lesquels le diagramme

A
f

��~~~~~~~
g

��@@@@@@@

B
h

// C

commute,
la composition et les identités étant induites par celles de la catégorie C.

Dualement, la catégorie tranche C ↓B d’une catégorie C au dessus d’un ob-
jet B de C a pour objets les paire (A, f), où A est un objet et f : A → B un
morphisme de C, les morphismes étant définis de façon similaire à la définition
précédente.

0.2 2-catégories

La notion de catégorie peut être généralisée en enrichissant sa structure de
« morphismes entre morphismes », appelés 2-cellules, qui équipent les caté-
gories d’une structure 2-dimensionnelle : si les morphismes décrivent comment
transformer un objet d’une catégorie en un autre, les 2-cellules d’une 2-catégorie
décrivent comment transformer un morphisme en un autre morphisme parallèle.
Nous verrons que ce cadre permet de formuler de façon interne les définitions
de nombreuses structures catégoriques classiques (adjonctions, monades, etc.).
Une introduction plus poussée aux 2-catégories peut être trouvée dans l’article
de Kelly et Street [KS72].

Définition 0.13 (2-catégorie). Une 2-catégorie C est la donnée :
– d’une classe ObC dont les éléments sont appelés 0-cellules ou objets ;
– d’une catégorie Hom(A,B) pour toute paire d’objets A et B dont les objets
f : A→ B sont appelés 1-cellules, les morphismes α : f ⇒ g sont appelés
2-cellules, la loi de composition est notée • et est appelée composition
verticale et les identités sont appelées identités verticales ;

– d’un foncteur − ◦ − : Hom(B,C) × Hom(A,B) → Hom(A,C) appelé
composition horizontale ;
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– d’une 1-cellule idA : A→ A pour tout objet A, appelée identité horizontale
sur A ;

telles que la composition horizontale est associative : pour toutes 0-cellules A,
B, C et D, pour toutes 1-cellules f, f ′ : A→ B, g, g′ : B → C et h, h′ : C → D,
pour toutes 2-cellules α : f ⇒ f ′, β : g ⇒ g′ et γ : h⇒ h′,

(h◦g)◦f = h◦ (g ◦f), (h′ ◦g′)◦f ′ = h′ ◦ (g′ ◦f ′) et (γ ◦β)◦α = γ ◦ (β ◦α)

et admet les identités comme éléments neutres : pour toutes 0-cellules A et B,
pour toutes 1-cellules f, f ′ : A→ B, pour toute 2-cellule α : f ⇒ f ′,

idB ◦ f = f = f ◦ idA, idB ◦ f ′ = f ′ = f ′ ◦ idA et ididB ◦α = α = α ◦ ididA

Une 2-cellule α : f ⇒ f ′ : A→ B est souvent représentée par un diagramme

A

f
&&

f ′
88

�� ��
�� α B

De même, la composition horizontale de deux morphismes est figurée par

A

f
&&

f ′
88

�� ��
�� α B

g
&&

g′
88

�� ��
�� β C = A

g◦f
((

g′◦f ′
66

�� ��
�� β◦α C

et la composition verticale par

A

f

""
�� ��
�� α

<<

f ′′

�� ��
�� β

f ′ // B = A

f
((

f ′′

66
�� ��
�� β•α B

Exemple 0.14. La 2-catégorie Cat2 a les catégories comme 0-cellules, les fonc-
teurs F : C → D comme 1-cellules entre deux 0-cellules C et D, et les transfor-
mations naturelles θ : F ⇒ G : C → D comme 2-cellules entre deux 1-cellules
F : C → D et G : C → D.
Remarque 0.15. Cette construction se généralise aux dimensions supérieures : il
est possible de définir une notion de n-catégorie pour tout entier n, ainsi qu’une
notion d’ω-catégorie contenant des n-cellules en toute dimension n.

Propriété 0.16 (Lois d’échange et de Godement). Dans toute 2-catégorie C,
– la loi d’échange entre les compositions horizontale et verticale est vérifiée :

pour toutes 2-cellules

α : f ⇒ f ′ : A → B
α′ : f ′ ⇒ f ′′ : A → B

et
β : g ⇒ g′ : B → C
β′ : g′ ⇒ g′′ : B → C

on a
(β′ • β) ◦ (α′ • α) = (β′ ◦ α′) • (β ◦ α)

et pour toutes 1-cellules f : A→ B et g : B → C, on a

idg◦f = idg ◦ idf
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– la loi de Godement est vérifiée : pour toute paire de 2-cellules

α : f ⇒ f ′ : A→ B et β : g ⇒ g′ : B → C

on a
(β ◦ f ′) • (g ◦ α) = (g′ ◦ α) • (β ◦ f)·

De même qu’à la Définition 0.4, on peut définir la notion de sous-2-catégorie
D d’une 2-catégorie C, qui est une 2-catégorie telle que ObD ⊆ ObC , pour toute
paire de 0-cellules A et B, HomD(A,B) est une sous-catégorie de HomC(A,B),
qui est close par composition et identités horizontales et telle que les identités
et les compositions cöıncident avec celles de C. Une sous-2-catégorie D d’une
2-catégorie C est dite pleine lorsque pour toute paire de 0-cellules A et B de D,
les catégories HomD(A,B) et HomC(A,B) sont égales. Si C est une 2-catégorie
et A et B deux 0-cellules de C, nous noterons Hom2

C(A,B) la sous-2-catégorie
pleine de C n’ayant que A et B comme 0-cellules.

Définition 0.17 (2-foncteur). Un 2-foncteur F : C → D entre deux 2-catégories
C et D est la donnée

– d’une fonction F qui à toute 0-cellule A de C associe une 0-cellule FA
de D ;

– d’un foncteur FA,B : HomC(A,B) → HomD(FA,FB), souvent simple-
ment noté F , pour toute paire de 0-cellules A et B de C ;

telles que
– la composition horizontale est préservée : pour toutes 0-cellules A, B et
C, pour toutes 1-cellules f : A→ B et g : B → C,

FA,C(g ◦ f) = FB,Cg ◦ FA,Bf

et pour toutes 0-cellules A, B et C, pour toutes 1-cellules f, f ′ : A → B
et g, g′ : B → C, pour toutes 2-cellules α : f ⇒ f ′ et β : g ⇒ g′,

FA,C(β ◦ α) = FB,Cβ ◦ FA,Bα,

– les identités horizontales sont préservées : pour toute 0-cellule A de C,

FA,AidA = idFA.

On note 2-Cat la catégorie des 2-catégories et 2-foncteurs.

0.3 Diagrammes de corde

Les égalités entre morphismes dans une 2-catégorie peuvent au premier abord
parâıtre absconses et difficiles à manipuler. Cependant, leur nature géométrique
peut être révélée en représentant les morphismes sous forme graphique à l’aide de
diagrammes appelés diagrammes de corde. Ces diagrammes ont été introduits
par le physicien Penrose [Pen71, PR84] comme des notations pratiques pour
manipuler les morphismes dans des catégories monöıdales et ont ensuite été
formalisés par Joyal et Street [JS91]. Ils constituent toujours un sujet actif de
recherche ; Baez et Dolan [BD95] cherchent par exemple à les généraliser en
dimension supérieure.



22 Chapitre 0 – Théorie des catégories

Supposons donnée une 2-catégorie C. Soient A, B et C des 0-cellules et
f : A → B, g : B → C et h : A → C des 1-cellules de cette 2-catégorie.
Comme nous l’avons expliqué à la Définition 0.13, une 2-cellule µ : g ◦ f ⇒ h
est habituellement représentée par

B
g

��
A

h

DD

f
66

⇓ µ C

De ce diagramme de dimension 2, on peut déduire un diagramme de corde en
suivant le principe de dualité de Poincaré qui nous amène à transformer éléments
de dimension k de ce diagramme en éléments de dimension 2 − k. Ainsi, les
0-cellules A, B et C deviennent des régions du plan, les 1-cellules f , g et h
deviennent (restent) des fils et la 2-cellule µ devient un point. On obtient alors
le diagramme

f g

B

A µ C

h

qui rend compte de l’intuition selon laquelle la 2-cellule µ est une opération
qui prend deux entrées (de types respectifs f et g) pour produire une sortie
(de type h), de même que l’addition + : N × N → N dans un langage de
programmation prend deux entiers (de type N) pour renvoyer un entier :

N N

+

N

En particulier, les identités prennent une entrée et la rendent en sortie. Une
identité Id : f ⇒ f : A→ B sera donc représentée par un fil

f

A B

f

Les compositions ont des représentations simples dans ce langage diagram-
matique. Ainsi, si α : f ⇒ f ′ : A → B et β : g ⇒ g′ : B → C sont deux
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2-cellules représentées respectivement par

f

A α B

f ′

et

g

B β C

g′

le diagramme correspondant à leur composée horizontale

β ◦ α : g ◦ f ⇒ g′ ◦ f ′ : A→ C

est obtenu en plaçant les deux diagrammes « côte à côte » :

g ◦ f

A β ◦ α C

g′ ◦ f ′

=

f g

B

A β ◦ α C

B

f ′ g′

=

f g

A α B β C

f ′ g′

De même, le diagramme représentant la composée verticale

β • α : f ⇒ h : A→ B

de deux 2-cellules α : f ⇒ g : A → B et β : g ⇒ h : A → B est obtenu en
mettant les deux diagrammes « l’un au dessus de l’autre » et en « reliant » les
fils de sorties de α aux fils d’entrée de β :

f

A β • α B

h

=

f

α

A B

β

h

L’un des intérêts principaux de ces diagrammes est qu’ils intègrent les éga-
lités entre 2-cellules inhérentes aux 2-catégories comme des déformations to-
pologiques. Ainsi, l’égalité de Godement décrite à la Propriété 0.16 peut être
représentée par

f g

α

A B C

β

f ′ g′

=

f g

β

A B C

α

f ′ g′
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Cette égalité prend un sens géométrique dès que l’on remarque que l’on peut
déformer de façon continue le membre gauche de l’égalité de sorte à obtenir le
membre droit. Il est aisé de vérifier qu’il en est de même pour toutes les autres
égalités définissant les 2-catégories. En particulier, les deux membres de l’égalité
de la loi d’échange de la Définition 0.13 sont tous les deux représentés par le
même diagramme

f g

α β

A B C

α′ β′

f ′′ g′′

La réciproque est aussi vraie et bien plus subtile : deux diagrammes équivalents
modulo déformations continues représentent le même morphisme. Ce résultat
nous assure donc que l’interprétation d’un diagramme en termes de morphismes
dans une catégorie monöıdale n’est pas ambiguë. Il a été démontré et formalisé
en détail par Joyal et Street [JS91] et peut être formulé de la façon suivante : la
2-catégorie des diagrammes modulo déformations continues est équivalente à la
2-catégorie générée par un 2-polygraphe sans relations (voir Section 3.2).

Dans la suite, nous nous efforcerons de donner les représentations des dia-
grammes commutatifs sous forme de diagrammes de corde. On omettra parfois
les étiquettes des 2-cellules lorsque celles-ci peuvent être déterminées de façon
univoque à l’aide du contexte, par le nombre de fils d’entrée et de sortie de
la cellule. Il en est de même pour les étiquettes des 1-cellules et des 0-cellules.
Nous donnerons aussi parfois des représentations graphiques de morphismes qui
permettent de visualiser des manipulations algébriques mais ne sont pas préci-
sément des diagrammes de corde dans le sens décrit ci-dessus. Nous préciserons
alors que ces représentations sont informelles.

Les diagrammes de corde de cette thèse ont été dessinés par un programme
que nous avons créé avec l’aide de Nicolas Tabareau appelé strid – pour string
diagram. La syntaxe des fichiers décrivant ces diagrammes est similaire à celle du
paquet LATEX XY-matrix (aussi utilisé ici pour dessiner les diagrammes commuta-
tifs) mais des diagrammes duaux sont générés, en calculant des splines cubiques
pour avoir de jolies cordes réalistes. Ce programme est librement disponible à
l’adresse http://strid.sf.net/.

0.4 Adjonctions

La notion d’adjonction peut être définie dans un cadre 2-catégorique de la
façon suivante.

Définition 0.18 (Adjonction). Une adjonction (A,B, f, g, η, ε) dans une 2-ca-
tégorie C est la donnée :

– de deux 0-cellules A et B,
– de deux 1-cellules f, g : A→ B,

http://strid.sf.net/
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– de deux 2-cellules

η : A⇒ g ◦ f : A→ A et ε : f ◦ g ⇒ B : B → B

respectivement représentées par

B

f A g

et

g B f

A

telles que les égalités

A f //

A

##
�� ��
�� η
B g //

;;

B

�� ��
�� ε
A f // B = A

f
((

f

66
�� ��
�� f B

et

B g //
;;

B

�� ��
�� ε
A

A

##
�� ��
�� η

f // B g // A = B

g

((

g

66
�� ��
�� g A

sont vérifiées. Graphiquement,

f

A

B

f

=

f

A B

f

et

g

A

B
g

=

g

B A

g

La 1-cellule f (resp. g) est alors appelée adjoint à gauche (resp. à droite) de g
(resp. de f). Les 2-cellules η et ε sont respectivement appelées unité et counité
de l’adjonction.

Les deux égalités de la définition précédente sont souvent appelées équations
de zig-zag en raison de leur représentation sous forme de diagrammes de corde.

Propriété 0.19. Dans une 2-catégorie, l’adjoint à gauche (resp. à droite) d’une
1-cellule est unique à isomorphisme près, lorsqu’il existe.

On retrouve la définition habituelle de foncteurs adjoints en spécialisant la
définition à la 2-catégorie Cat2 :
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Définition 0.20 (Adjonction). Une adjonction entre deux catégories C et D
est la donnée de deux foncteurs F : C → D et G : D → C et d’une famille de
bijections

HomD(FA,B) ∼= HomC(A,GB)

pour tous objets A de C et B de D, naturelle en A et B. On utilise parfois la
notation F a G pour indiquer que le foncteur F est l’adjoint à gauche de G.

Exemple 0.21. Notons U : Mon → Set le foncteur d’oubli qui à tout monöıde
(M,+, 0) associe l’ensemble sous-jacent M . Il est appelé ainsi, car il « oublie »
la structure de monöıde sur l’ensemble. Ce foncteur admet un adjoint à gauche
F : Set → Mon qui à tout ensemble M associe le monöıde libre (M∗, ·, 1)
sur M : ses éléments sont les listes 〈m1,m2, . . . ,mk〉 d’éléments de M , la multi-
plication est donnée par la concaténation des listes et l’unité est la liste vide 〈〉.
Alternativement, le monöıde libre M∗ sur un ensemble M peut être décrit par la
propriété universelle suivante. Ce monöıde est la donnée d’un objet M∗ de Mon
et d’un morphisme i : M → UM∗ dans Set tel que pour tout objet N de Mon
et tout morphisme g : M → UN il existe un unique morphisme f : M → N
dans Mon tel que le diagramme

M

g
""FFFFFFFF

i // UM∗

Uf

��
UN

commute dans Set : il existe une unique façon d’étendre une fonction de M
dans UN en un morphisme de monöıdes de M∗ dans N . L’unité de l’adjonction

Set

F

((
⊥ Mon

U

hh

a pour composantes les fonctions ηM : M → UFM = M∗ qui à tout élément m
de M associent la liste 〈m〉 et sa counité a pour composantes les morphismes
de monöıdes ε(M,·,1) : FU(M, ·, 1) → (M, ·, 1) qui à une liste 〈m1,m2, . . . ,mk〉
associe l’élément m1 ·m2 · · ·mk de M .

De façon générale, les « constructions libres » sont les adjoints à gauche des
foncteurs d’oubli. À titre d’exemple, citons aussi l’exemple des catégories libres
sur un graphe : le foncteur d’oubli U : Cat → Grph qui à toute catégorie C
associe le graphe sous-jacent (i.e. oublie la composition et les identités) admet
un adjoint à gauche F : Grph→ Cat qui à tout graphe G associe la catégorie
libre G∗ sur G. Les objets de G∗ sont les sommets de G, les morphismes entre
deux objets A et B sont les chemins de A à B dans G, la composition est donnée
par la concaténation des chemins et les identités sont les chemins vides.

Exemple 0.22. Si (P,≤) et (Q,�) sont deux ensembles partiellement ordonnés
alors une adjonction entre les catégories associées est précisément une corres-
pondance de Galois entre ces ensembles partiellement ordonnés.

Définition 0.23 (Équivalence de catégories). Deux catégories C et D sont dites
équivalentes lorsqu’il existe une adjonction entre C et D dont l’unité et la counité
sont inversibles.
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Deux catégories sont équivalentes si elles sont isomorphes à isomorphisme près.
Cette intuition peut être raffinée par la caractérisation suivante de l’équivalence
entre catégories.

Propriété 0.24. Deux catégories C et D sont équivalentes si et seulement si il
existe un foncteur F : C → D plein et fidèle tel que tout objet B de D il existe
un objet A de C pour lequel B est isomorphe à FA.

En particulier, une catégorie est équivalente à chacun de ses squelettes :

Définition 0.25 (Squelette). Un squelette D d’une catégorie C est une sous-
catégorie pleine de C telle que tout objet de C est isomorphe (dans C) à un
unique objet de D.

0.5 Catégories monöıdales

Il est fréquent que des catégories soient munies d’une structure de monöıde
sur les morphismes, le morphisme produit f ⊗ g de deux morphismes f et g
correspondant intuitivement à « effectuer les actions des morphismes f et g en
parallèle ». La notion de catégorie monöıdale permet donner un cadre formel
général pour décrire ce type de situations.

Définition 0.26 (Catégorie monöıdale). Une catégorie monöıdale (C,⊗, I, α, λ, ρ)
est une catégorie C équipée :

– d’un foncteur
⊗ : C × C → C

appelé produit tensoriel ;
– d’un objet I de C appelé objet unité ;
– d’une transformation naturelle inversible α de composantes

αA,B,C : (A⊗B)⊗ C → A⊗ (B ⊗ C)

appelée associateur ;
– de deux transformations naturelles inversibles λ et ρ, de composantes res-

pectives
λA : I ⊗A→ A et ρA : A⊗ I → A

respectivement appelées uniteur à gauche et uniteur à droite ;
tels que les diagrammes suivants commutent pour tous objets A, B, C et D :

((A⊗B)⊗ C)⊗D

αA⊗B,C,D

��

αA,B,C⊗D // (A⊗ (B ⊗ C))⊗D
αA,B⊗C,D // A⊗ ((B ⊗ C)⊗D)

A⊗αB,C,D
��

(A⊗B)⊗ (C ⊗D)
αA,B,C⊗D

// A⊗ (B ⊗ (C ⊗D))

(A⊗ I)⊗B

ρA⊗B &&MMMMMMMMMM
αA,I,B // A⊗ (I ⊗B)

A⊗λBxxqqqqqqqqqq

A⊗B
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(I ⊗A)⊗B

αI,A,B ''PPPPPPPPPPPP
λA⊗B // A⊗B

I ⊗ (A⊗B)
λA⊗B

88qqqqqqqqqqq

I ⊗ I

λI

��
ρI

��
I

(A⊗B)⊗ I

αA,B,I ''PPPPPPPPPPPP
ρA⊗B // A⊗ (B ⊗ I)

A⊗ (B ⊗ I)
A⊗ρB

77nnnnnnnnnnn

Une catégorie monöıdale est dite stricte lorsque les transformations naturelles
α, λ et ρ sont des identités.

Dans la définition ci-dessus, la notation C × C fait référence au produit car-
tésien dans la catégorie Cat, voir l’Exemple 0.38.
Exemple 0.27. La catégorie (Set,×, 1) est monöıdale munie du produit cartésien
sur les ensembles avec l’ensemble à un élément 1 = {∅} comme unité. Bien sûr
une catégorie peut admettre plusieurs structures monöıdales (ou aucune). Ainsi,
la catégorie (Set,], ∅) est aussi une catégorie monöıdale avec l’union disjointe
comme produit tensoriel et l’ensemble vide comme unité.

Propriété 0.28. Dans la Définition 0.26, la commutation des deux premiers
diagrammes implique la commutation des trois derniers.

Propriété 0.29 (Lois d’échange et de Godement). Dans toute catégorie mo-
nöıdale (C,⊗, I),

– la loi d’échange est vérifiée : pour tous morphismes f : A→ B, g : B → C,
h : D → E et i : E → F , on a

(g ◦ f)⊗ (i ◦ h) = (g ⊗ i) ◦ (f ⊗ h)

– la loi de Godement est vérifiée : pour tous morphismes f : A → B et
g : C → D, on a

(B ⊗ g) ◦ (f ⊗ C) = (f ⊗D) ◦ (A⊗ g)

– l’identité est monöıdale : pour tous objets A et B, on a

idA⊗B = idA ⊗ idB.

Définition 0.30 (Foncteur monöıdal). Un foncteur monöıdal lâche entre deux
catégories monöıdales (C,⊗C , IC , αC , λC , ρC) et (D,⊗D, ID, λD, ρD) est la donnée
d’un foncteur F : C → D, d’une transformation naturelle φ de composantes
φA,B : FA ⊗ FB → F (A ⊗ B) et d’un morphisme φI : ID → FIC tels que les
diagrammes

(FA⊗ FB)⊗ FC

φA,B⊗FC
��

αFA,FB,FC // FA⊗ (FB ⊗ FC)

FA⊗φB,C
��

F (A⊗B)⊗ FC

φA⊗B,C

��

FA⊗ F (B ⊗ C)

φA,B⊗C

��
F ((A⊗B)⊗ C)

FαA,B,C

// F (A⊗ (B ⊗ C))

I ⊗ FA

φI⊗FA
��

λFA // FA

FI ⊗ FA
φI,A

// F (I ⊗A)

FλA

OO FA⊗ I

FA⊗φI
��

ρFA // FA

FA⊗ FI
φA,I

// F (A⊗ I)

FρA

OO
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commutent dans D pour tous objets A, B et C. Un foncteur monöıdal lâche
est fort (resp. strict) lorsque les morphismes φA,B et φI sont des isomorphismes
(resp. des identités) pour tous objets A et B de C. Dans la suite, sauf mention
contraire explicite, les foncteurs monöıdaux considérés seront forts.

Définition 0.31 (Transformation naturelle monöıdale). Une transformation
naturelle monöıdale θ : (F, φ) → (G,ψ) entre deux foncteurs monöıdaux lâches
(F, φ), (G,ψ) : (C,⊗C , IC) → (D,⊗D, ID) est la donnée d’une transformation
naturelle θ : F → G entre les deux foncteurs sous-jacents pour laquelle les
diagrammes

FA⊗ FB

φA,B

��

θA⊗θB // GA⊗GB

ψA,B

��
F (A⊗B)

θA⊗B

// G(A⊗B)

et

I
φI

~~}}}}}}}}
ψI

  AAAAAAAA

FI
θI

// GI

commutent dans D pour tous objets A et B de C.

Le théorème de cohérence suivant dû à Mac Lane nous assure en un certain
sens que la définition que nous avons donnée des catégories monöıdales est la
« bonne » et permet de plus souvent de simplifier les études de catégories monöı-
dales, car il montre qu’il n’est pas restrictif de ne s’intéresser qu’aux catégories
monöıdales strictes, dans le sens suivant.

Propriété 0.32 (Cohérence des catégories monöıdales). Toute catégorie monöı-
dale est équivalente (via une paire de foncteur monöıdaux forts) à une catégorie
monöıdale stricte.

Nous noterons MonCat la catégorie des catégories monöıdales et foncteurs
monöıdaux forts et StrMonCat la sous-catégorie des catégories monöıdales
strictes et foncteurs monöıdaux stricts.

En topologie, la suspension d’un espace E permet de considérer un espace
de dimension n comme un espace de dimension n+ 1 en le « suspendant » à un
point. De même, une catégorie monöıdale peut être vue comme une 2-catégorie
à un objet (qui joue le rôle du point de suspension).

Propriété 0.33. La catégorie StrMonCat est équivalente à la sous-catégorie
pleine de 2-Cat dont les objets sont les 2-catégories avec une unique 0-cellule.

Remarque 0.34. De façon plus générale, la notion de 2-catégorie peut être re-
lâchée en la notion de bicatégorie (voir Définition 0.55) qui permet d’étendre
ce résultat aux catégories monöıdales qui ne sont pas nécessairement strictes :
toute catégorie monöıdale peut être considérée comme une bicatégorie avec une
unique 0-cellule.

La Propriété 0.32 nous assure ainsi que dans la plupart des études menées
sur les catégories monöıdales on peut se borner, sans perte de généralité, au
cas de catégories monöıdales strictes. De plus, la Propriété 0.33 nous montre
qu’une catégorie monöıdale stricte est essentiellement le même objet mathéma-
tique qu’une 2-catégorie à une 0-cellule. Ceci justifie l’utilisation des diagrammes
de corde introduits à la Section 0.3 pour représenter les morphismes dans des
catégories monöıdales. Bien entendu, les régions de ces diagramme seront toutes
du même type car il n’y a qu’une seule 0-cellule.
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La notion habituelle de monöıde peut être généralisée et formulée dans le
cadre des catégories monöıdales de la façon suivante.

Définition 0.35 (Monöıde). Un objet monöıde (M,µ, η) dans une catégorie
monöıdale (C,⊗, I) est la donnée d’un objet M et de deux morphismes

µ : M ⊗M →M et η : I →M

respectivement représentés par

M M

M

et

M

tels que les diagrammes

(M ⊗M)⊗M

µ⊗M
��

αM,M,M // M ⊗ (M ⊗M)
M⊗µ // M ⊗M

µ

��
M ⊗M µ

// M

et

I ⊗M

λM %%KKKKKKKKKK
η⊗M // M ⊗M

µ

��

M ⊗ I
M⊗ηoo

ρM
yyssssssssss

M

commutent. Graphiquement,

M M M

M

=

M M M

M

et

M

M

=

M

M

=

M

M

Un morphisme de monöıdes entre deux objets monöıdes (M,µ, η) et (M ′, µ′, η′)
d’une catégorie C est un morphisme f : M →M ′ de C tel que les diagrammes

M ⊗M
µ

��

f⊗f // M ′ ⊗M ′

µ′

��
M

f
// M ′

et

I

η′   AAAAAAAA
η // M

f}}{{{{{{{{

M ′

commutent.
Étant donnée une catégorie monöıdale C, nous noterons Mon(C) la catégorie

dont les objets sont les monöıdes de C et les morphismes sont les morphismes
de monöıdes.
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n = 0 n = 1 n = 2
k = 0 ensembles catégories 2-catégories
k = 1 monöıdes catégories 2-catégories

monöıdales monöıdales
k = 2 monöıdes catégories 2-catégories

commutatifs monöıdales monöıdales
tressées tressées

k = 3 ‘’ catégories 2-catégories
monöıdales monöıdales
symétriques sylleptiques

k = 4 ‘’ ‘’ 2-catégories
monöıdales
symétriques

k = 5 ‘’ ‘’ ‘’

Fig. 1 – Table périodique de Baez des n-catégories suspendues k fois.

La propriété suivante montre qu’un monöıde peut être vu comme une ca-
tégorie. De ce point de vue, les catégories sont une généralisation typée de la
notion de monöıde.

Propriété 0.36. La catégorie Mon des monöıdes dans Set est équivalente à
la sous-catégorie pleine de la catégorie Cat dont les objets sont les catégories
avec un objet.

De même, nous avons expliqué qu’une catégorie monöıdale peut être vue comme
une 2-catégorie à un objet. Ce phénomène fait partie de ce que Baez appelle la
table périodique dont nous avons fait figurer les premières cases à la Figure 1.
Dans la case (n, k) est décrite la (n + k)-catégorie avec une j-cellule pour tout
entier j < k.

Il arrive fréquemment qu’une catégorie admette une structure monöıdale
induite par l’existence de produits cartésiens. Le produit cartésien peut être
défini de façon générale dans le cadre catégorique par la définition suivante.

Définition 0.37 (Produit cartésien). Un produit de deux objets B et C d’une
catégorie C est la donnée d’un objet noté B × C ainsi que de deux morphismes
π1 : B × C → B et π2 : B × C → C tels que pour toute paire de morphismes
f : A→ B et g : A→ C il existe un unique morphisme de A dans B × C, noté
f × g, pour lequel le diagramme

A

f

��















f×g
��

g

��444444444444444

B × C

π1
{{xxxxxxxxx

π2
##FFFFFFFFF

B C
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commute. Le coproduit (parfois appelé la somme) de deux objets est défini de
façon duale.

Un objet 1 d’une catégorie C est dit terminal lorsque pour tout objet A de C
il existe un unique morphisme de A dans 1. Une catégorie C est cartésienne, ou
encore a les produits finis, lorsqu’elle a un objet terminal et toute paire d’objets
admet un produit.

Les produits sont uniques à isomorphisme près : siD etD′ sont deux produits
d’une même paire d’objets B et C alors D et D′ sont isomorphe. Ceci explique
pourquoi, par abus de langage, on dira parfois « le produit de deux objets ».
De même deux objets terminaux d’une même catégorie sont nécessairement
isomorphes.

Exemple 0.38. Donnons quelques exemples courants de catégories cartésiennes.
– La catégorie Set est cartésienne. Le produit cartésien de deux ensembles
A et B est

A×B = { (a, b) | a ∈ A et b ∈ B }

et l’objet terminal est l’ensemble à un élément.
– La catégorie Rel est cartésienne. Les produits et l’objet terminal sont

définis de la même façon que dans Set.
– La catégorie Cat est cartésienne. La catégorie C × D produit de deux

catégories C et D a pour objets

ObC×D = ObC ×ObD

et pour morphismes

HomC×D((A,A′), (B,B′)) = HomC(A,B)×HomD(A′, B′).

La composition et les identités sont définies par

(g, g′) ◦ (f, f ′) = (g ◦ f, g′ ◦ f ′) et id(A,A′) = (idA, idA′).

La catégorie terminale est la catégorie a un objet et un morphisme (l’iden-
tité sur cet objet).

– Une catégorie d’ordre est cartésienne lorsque l’ordre sous-jacent admet un
élément maximal et que toute paire d’éléments admet une borne inférieure.

Propriété 0.39. Toute catégorie cartésienne est monöıdale avec comme pro-
duit tensoriel sur une paire d’objets A et B un choix de produit cartésien noté
A⊗B = A×B, avec un objet terminal comme élément neutre et avec le produit
tensoriel de deux morphismes f : A → B et g : C → D le morphisme f ⊗ g
défini par le produit (f ◦ π1)× (g ◦ π2).

Remarque 0.40. Les produits cartésiens étant définis par propriété universelle, ils
ne sont uniques qu’à isomorphisme près. La construction ci-dessus faisant inter-
venir un choix de produits, elle ne définit pas strictement une unique catégorie.
On peut cependant montrer que deux catégories ainsi définies sont fortement
équivalentes, ce qui explique pourquoi par la suite nous parlerons parfois de la
structure monöıdale associée au produit cartésien.
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Il est parfois nécessaire de considérer des coproduits (ou des produits) qui
ne sont définis que sur les morphismes qui « proviennent » d’un objet A dans
le sens suivant.

Définition 0.41 (Somme amalgamée, produit fibré). La somme amalgamée
(ou pushout pour les anglophones) de deux morphismes coinitiaux f : A → B
et g : A → C d’une catégorie C est la donnée d’un objet D de C et de deux
morphismes f ′ : C → D et g′ : B → D tel que le diagramme

A

f

��

g // C

f ′

��
B

g′
// D

commute et pour tout objet D′′ et morphismes f ′′ : C → D′′ et g′′ : B → D′′ il
existe un unique morphisme h : D → D′′ pour lequel le diagramme

A

f

��

g // C

f ′

�� f ′′

��

B

g′′ ++

g′
// D

h

!!
D′′

commute. Le produit fibré (ou pullback) de deux morphismes cofinaux f : A→ C
et g : B → C d’une catégorie C est défini de façon duale.

Exemple 0.42. Soit B
f←− A

g−→ C un diagramme dans la catégorie Set
et notons ι1 et ι2 les injections respectives des ensembles B et C dans leur
union disjointe B ] C. La somme amalgamée du diagramme est alors l’en-
semble B ] C quotienté par la relation ≈ qui est la plus petite relation telle
que ι1 ◦ f(a) ≈ ι2 ◦ g(a) pour tout élément a ∈ A. Cet exemple permet de com-
prendre la dénomination : c’est la somme B ] C des ensembles B et C dans
laquelle on a amalgamé les images par f et g des éléments de A.

La structure de catégorie monöıdale peut être enrichie de diverses façons. Il
est en particulier souvent utile de considérer des catégories dans lesquelles on
peut échanger des objets, ce que la notion suivant de catégorie monöıdale tressée
formalise.

Définition 0.43 (Catégorie monöıdale tressée). Une catégorie monöıdale tres-
sée (C,⊗, I, α, λ, ρ, γ) est une catégorie monöıdale (C,⊗, I, α, λ, ρ) équipée d’un
isomorphisme naturel γ appelé tressage, de composantes γA,B : A⊗B → B⊗A
souvent représentées par

A B

B A
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tel que les diagrammes suivants commutent pour tous objets A, B et C :

A⊗ (B ⊗ C)
γA,B⊗C // (B ⊗ C)⊗A

αB,C,A

((RRRRRRRRRRRRR

(A⊗B)⊗ C

αA,B,C
66lllllllllllll

γA,B⊗C ((RRRRRRRRRRRRR
B ⊗ (C ⊗A)

(B ⊗A)⊗ C
αB,A,C

// B ⊗ (A⊗ C)
B⊗γA,C

66lllllllllllll

(A⊗B)⊗ C
γA⊗B,C // C ⊗ (A⊗B)

α−1
C,A,B

((RRRRRRRRRRRRR

A⊗ (B ⊗ C)

α−1
A,B,C

66lllllllllllll

A⊗γB,C ((RRRRRRRRRRRRR
(C ⊗A)⊗B

A⊗ (C ⊗B)
α−1
A,C,B

// (A⊗ C)⊗B
γA,C⊗B

66lllllllllllll

A⊗ I

ρA
""EEEEEEEE
γA,I // I ⊗A

λA||yyyyyyyy

A

I ⊗A

λA ""EEEEEEEE
γI,A // A⊗ I

ρA
||yyyyyyyy

A

Informellement, ces diagrammes peuvent être représentés graphiquement par

A B C

B C A

=

A B C

B C A

A B C

C A B

=

A B C

C A B

A I

A

=

A I

A

I A

A

=

I A

A

Une catégorie monöıdale tressée est symétrique lorsque les composantes du tres-
sage satisfont l’équation

γB,A ◦ γA,B = idA⊗B .
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Le tressage étant alors sont propre inverse, il est souvent représenté par

A B

B A

et l’équation qu’il doit satisfaire peut être représentée graphiquement par

A B

A B

=

A B

A B

Propriété 0.44. Dans la Définition 0.43, la commutation des deux premiers
diagrammes implique celle des deux derniers.

Propriété 0.45 (Égalité de Yang-Baxter). Dans toute catégorie monöıdale tres-
sée (C,⊗, I), le diagramme suivant commute pour tous objets A, B et C :

(A⊗B)⊗ C

αA,B,C

��

γA,B⊗C // (B ⊗A)⊗ C
αB,A,C // B ⊗ (A⊗ C)

B⊗γA,C

((RRRRRRRRRRRRR

A⊗ (B ⊗ C)

A⊗γB,C
��

B ⊗ (C ⊗A)
α−1
B,C,A

((RRRRRRRRRRRRR

A⊗ (C ⊗B)

α−1
A,C,B ((RRRRRRRRRRRRR

(B ⊗ C)⊗A

γB,C⊗A
��

(A⊗ C)⊗B

γA,C⊗B ((RRRRRRRRRRRRR
(C ⊗B)⊗A

αC,B,A

��
(C ⊗A)⊗B

αC,A,B
// C ⊗ (A⊗B)

C⊗γA,B
// C ⊗ (B ⊗A)
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Graphiquement,

A B C

C B A

=

A B C

C B A

Propriété 0.46. Soit (C,⊗, I, γ) une catégorie monöıdale tressée et e : I → I
un morphisme de C. Pour tout morphisme f : A→ B de C, le diagramme

A

ρ−1
A

��

λ−1
A // I ⊗A

e⊗f

$$IIIIIIIII

A⊗ I

f⊗e $$IIIIIIIII I ⊗B

λB

��
B ⊗ I ρB

// B

commute. Graphiquement,

A

f e

A

=

A

e f

A

Démonstration. On a la suite d’égalités suivante en utilisant principalement la
naturalité de γ, la loi d’échange et l’égalité ρA ◦ γI,A = λA de la définition des
catégories monöıdales tressées :

ρB ◦ (f ⊗ e) ◦ ρ−1
A = ρB ◦ (f ⊗ I) ◦ (A⊗ e) ◦ γI,A ◦ γ−1

I,A ◦ ρ
−1
A

= ρB ◦ (f ⊗ I) ◦ γI,A ◦ (e⊗A) ◦ γ−1
I,A ◦ ρ

−1
A

= (ρB ◦ γI,B) ◦ (I ⊗ f) ◦ (e⊗A) ◦ (ρA ◦ γI,A)−1

= λB ◦ (e⊗ f) ◦ λ−1
B
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Informellement, cette suite d’égalités peut être représentée par

A

f e

A

=

A

f e

A

=

A

e

f

A

=

A

e f

A

Définition 0.47. Soit (C,⊗C , IC) et (D,⊗D, ID) deux catégories monöıdales
tressées. Un foncteur monöıdal

(F, φ) : (C,⊗C , IC)→ (D,⊗D, ID)

entre les catégories monöıdales sous-jacentes est dit tressé lorsque le diagramme

FA⊗ FB

φA,B

��

γA,B // FB ⊗ FA

φB,A

��
F (A⊗B)

FγA,B

// F (B ⊗A)

commute dans D pour tous objets A et B de C. Le foncteur est dit symétrique
lorsque les catégories (C,⊗C , IC) et (D,⊗D, ID) sont de plus symétriques. Une
transformation naturelle monöıdale entre deux foncteurs monöıdaux tressés est
dite tressée ; une transformation naturelle monöıdale entre deux foncteurs mo-
nöıdaux symétriques est dite symétrique.

0.6 Catégories monöıdales fermées

En λ-calcul, un terme M ayant une variable libre x induit une valeur λx.M
représentant la fonction x 7→ M . Cette notion de fermeture présente dans la
plupart des langages fonctionnels peut être axiomatisée dans le cadre des caté-
gories monöıdales par la notion de catégorie monöıdale fermée. Informellement,
une catégorie monöıdale est fermée lorsque tout morphisme est représenté par
un objet de cette catégorie. Nous donnons ici la définition de fermeture dans le
cadre, plus simple, des catégories monöıdales symétriques.

Définition 0.48 (Catégorie monöıdale symétrique fermée). Une catégorie mo-
nöıdale symétrique (C,⊗, I, α, λ, ρ) est fermée lorsque pour tout objet B, le
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foncteur − ⊗ B induit par le produit tensoriel admet un adjoint à droite noté
B( − :

C(A⊗B,C) ∼= C(A,B( C)
On impose de plus à cette bijection d’être naturelle en A, B et C.

Exemple 0.49. La catégorie Cat munie du produit cartésien est close ; on note
souvent DC l’objet C ( D qui est la catégorie dont les objets sont les foncteurs
F : C → D et les morphismes sont les transformations naturelles entre ces
foncteurs.
Dans toute catégorie monöıdale symétrique close, un objet ⊥ induit un fonc-
teur de « négation » − ( ⊥. Une telle catégorie dans laquelle tout objet est
isomorphe à sa double négation est appelée ∗-autonome [Bar79].

Définition 0.50 (Catégorie ∗-autonome). Supposons donnés une catégorie mo-
nöıdale symétrique fermée (C,⊗, I, α, λ, ρ) ainsi qu’un objet ⊥ de cette catégorie.
La clôture induit pour tout objet A un morphisme canonique

dA : A → (A( ⊥)( ⊥

La catégorie est dite ∗-autonome lorsqu’il existe un objet ⊥ pour lequel les
morphismes dA induits sont tous des isomorphismes.

Dans toute catégorie ∗-autonome, si l’on note (−)∗ : Cop → C le fonc-
teur − ( ⊥, on a un isomorphisme naturel A ∼= A∗∗ et de plus il y a une
bijection naturelle C(A⊗B,C∗) ∼= C(A, (B⊗C)∗). Ces catégories forment donc
souvent la base de modèles de la logique linéaire dans lesquels le tenseur est
interprété par le tenseur et le par A`B de deux objets par (A∗ ⊗B∗)∗.

Définition 0.51 (Dual). Un dual à droite d’un objet A dans une catégorie
monöıdale (C,⊗, I) est la donnée d’un objet A∗ et de deux morphismes

η : I → A⊗A∗ et ε : A∗ ⊗A→ I

respectivement représentés par

A A∗ et
A∗ A

tels que les diagrammes

I ⊗A
η⊗A // (A⊗A∗)⊗A

αA,A∗,A // A⊗ (A∗ ⊗A) A⊗ε // A⊗ I
ρA

$$JJJJJJJJJJ

A

λ−1
A

::tttttttttt
A

// A

et

A∗ ⊗ I
A∗⊗η // A∗ ⊗ (A⊗A∗)

α−1
A∗,A,A∗ // (A∗ ⊗A)⊗A∗ ε⊗A∗ // I ⊗A∗

λA∗

%%KKKKKKKKKKK

A∗

ρ−1
A∗

99sssssssssss

A∗
// A∗
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commutent. Graphiquement,

A

A

=

A

A

et

A∗

A∗

=

A∗

A∗

Un dual à gauche ∗A d’un objet A est un objet tel que A est un dual à droite
de ∗A.

Remarque 0.52. Un objet A∗ est un dual à droite d’un objet A dans une catégorie
monöıdale précisément lorsque cet objet est adjoint à droite de l’objet A si l’on
considère la catégorie monöıdale comme une 2-catégorie ayant un unique objet.

Définition 0.53 (Catégorie compacte fermée). Une catégorie monöıdale symé-
trique est compacte fermée lorsque tout objet admet un dual à droite.

Exemple 0.54. La catégorie Rel munie de la structure monöıdale induite par le
produit cartésien est compacte fermée, le dual d’un objet étant l’objet lui-même.

La notion de catégorie compacte fermée a été introduite par Kelly et La-
plza [KL80]. Ces catégories constituent une famille de catégories ∗-autonomes :
on peut en effet montrer que toute catégorie compacte fermée est monöıdale fer-
mée et ∗-autonome. Cette famille est particulièrement simple (et parfois trop),
car on a l’isomorphisme A⊗B ∼= (A∗⊗B∗)∗. Ainsi, dans les modèles de logique
linéaire fournis par des catégories compactes fermées, le tenseur et le par ont la
même interprétation.

0.7 Bicatégories

Certaines structures mathématiques forment « presque » des catégories, dans
le sens où l’on peut y définir une notion de composition qui n’est pas strictement
associative mais seulement associative à une transformation près. Par exemple,
les chemins dans un espace topologique sont définis comme les fonctions conti-
nues d’un intervalle unité dans l’espace. La concaténation de tels chemins n’est
alors associative qu’à reparamétrisation près des chemins. La notion de bica-
tégorie introduite par Bénabou [Bén67] relâche celle de catégorie et donne un
cadre formel pour l’étude de telles structures.

Définition 0.55 (Bicatégorie). Une bicatégorie B est la donnée
– d’une classe ObB de 0-cellules ou objets,
– d’une catégorie HomB(A,B) pour toute paire d’objets A et B, dont les

objets sont appelés 1-cellules ou morphismes, les morphismes sont appelés
2-cellules et la composition composition verticale et est notée •,

– d’un foncteur − ◦ − : HomB(B,C) × HomB(A,B) appelé composition
horizontale pour tous objets A, B et C,

– d’une 1-cellule distinguée idA de HomB(A,A), pour tout objet A, appelée
identité horizontale sur A,
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– d’un isomorphisme naturel

αf,g,h : h ◦ (g ◦ f) ⇒ (h ◦ g) ◦ f

pour tous morphismes composables f , g et h,
– d’isomorphismes naturels

λf : f ◦ idA ⇒ f et ρf : idB ◦ f ⇒ f

pour tout morphisme f : A→ B
qui satisfont des axiomes similaires à ceux des catégories monöıdales.

Un compas dans une catégorie donnée est un diagramme

A E
foo g // B (1)

dans cette catégorie. Les compas d’une catégorie peuvent souvent être structurés
en une bicatégorie de la façon suivante.

Définition 0.56 (Bicatégorie de compas). Supposons donnée une catégorie C
ayant les produits fibrés. La bicatégorie des compas dans C, notée Span(C), est
la bicatégorie dont les objets sont les mêmes que ceux de C, dont les mor-
phismes d’un objet A dans un objet B sont les triplets (f,E, g) formant un
diagramme (1) dans C et dont les 2-cellules entre deux morphismes parallèles
(f,E, g) et (f ′, E′, g′) sont les morphismes h : E → E′ de C faisant commuter
le diagramme

E
f

~~}}}}}}}}

h

��

g

  AAAAAAAA

A B

E′
f ′

>>}}}}}}}g′

``AAAAAAA

L’identité sur un objet A est le morphisme (idA, A, idA) et la composée de deux
morphismes (f,E, g) : A→ B et (h, F, i) de cette bicatégorie est induite par un

choix de produit fibré du diagramme E
g // B F

hoo :

G

�� ��
E

f

��~~~~~~~
g

  @@@@@@@ F
h

��~~~~~~~
i

��@@@@@@@

A B C

Les produits fibrés étant définis par propriété universelle, la composition n’est
associative qu’à une 2-cellule canonique inversible près.

Par exemple, la bicatégorie Span(FinSet) est presque la catégorie Mat(N)
dont les objets sont les entiers naturels et les morphismes M : m → n sont les
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matrices de taille m× n, dans le sens suivant. Si n est un entier, notons n l’en-
semble n = {0, . . . , n− 1}. À isomorphisme près, tout ensemble fini est de cette
forme. Tout compas (f,E, g) : m→ n induit une matrice de taille m×n définie
par M(i, j) = |{ e ∈ E | f(e) = i et g(e) = j }|. En ce sens, un tel compas
peut être considéré comme une matrice à coefficients dans N dans laquelle on
a nommé tous les entiers 1 apparaissant dans les coefficients de la matrice, un
coefficient k étant vu comme une somme de n entiers 1. La composition dans
la catégorie Span(FinSet) correspond à la composition habituelle des matrices
et n’est associative qu’à isomorphisme près, car elle fait intervenir un choix de
nommage des coefficients de la composée. Par exemple, l’ensemble 1 étant ter-
minal dans FinSet, un compas 1→ 1 est réduit à un ensemble E et la composée
de deux tels ensemble est donnée par l’union disjointe. Si ces deux ensembles
sont disjoints, on peut choisir leur union comme composée ; mais lorsque ces en-
sembles ont des éléments en commun, il faut renommer les coefficients communs
afin de pouvoir composer par union. Il est alors difficile de trouver un choix de
nommage rendant la composition strictement associative, mais les deux compo-
sées de trois morphismes composables seront de toutes façons isomorphes quel
que soit le choix de nommage. Ce phénomène est bien connu en informatique
et on travaille souvent modulo α-conversion lorsque l’on définit des langages
de termes avec lieurs (le λ-calcul par exemple). Cette technique a le pendant
catégorique suivant : à toute bicatégorie on peut associer une catégorie en quo-
tientant les morphismes de la catégorie par les 2-cellules canoniques α, λ et ρ,
puis en oubliant la structure de 2-cellules. Par exemple, la catégorie obtenue
par ce procédé en rendant stricte la bicatégorie Span(FinSet) donne lieu à une
catégorie équivalente à la catégorie Mat(N). Ce procédé de strictification nous
sera ainsi utile, bien qu’il n’ait pas de bonne propriétés catégoriques ; en parti-
culier, il ne donne pas lieu à une équivalence entre la catégorie des bicatégories
et la catégorie des catégories.

Remarque 0.57. Les catégories de compas apportent aussi un point de vue nou-
veau sur la théorie des catégories. On peut en particulier montrer qu’une monade
(en un sens bicatégorique) dans la bicatégorie Span(Set) est précisément une
catégorie. Nous décrivons un exemple d’utilisation de cette façon de considérer
les catégories à la Section 3.5.

0.8 Monades

Il est parfois judicieux de considérer des structures algébriques comme des
opérations agissant sur une catégorie. Par exemple, dans la catégorie Set, l’opé-
ration qui a tout ensemble associe le monöıde libre sur cet ensemble induit un
foncteur T : Set → Set. On peut alors considérer un monöıde M quelconque
comme une façon d’évaluer les éléments du monöıde libre sur M , c’est-à-dire
comme un morphisme particulier h : TM →M . Les monades permettent, entre
autres, de formaliser cette vision des structures.

Définition 0.58 (Endofoncteur). Un endofoncteur F sur une catégorie C est
un foncteur F : C → C. Étant donnée une catégorie C, on note (End(C),⊗, I)
la catégorie monöıdale stricte dont les objets sont les endofoncteurs de C et les
morphismes sont les transformations naturelles entre ces endofoncteurs, et dont
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le produit tensoriel ⊗ est donné sur les objets par la composition ◦ des foncteurs
et admet l’endofoncteur identité comme unité I.

Définition 0.59 (Monade). Une monade dans une 2-catégorie C est la don-
née d’une 0-cellule A de C et d’un monöıde dans la catégorie Hom2

C(A,A) (la
2-catégorie Hom2

C(A,A) n’ayant qu’une seule 0-cellule, on peut la considérer
comme une catégorie monöıdale stricte par la Propriété 0.33). Une monade T
sur une catégorie C est une monade dans la 2-catégorie Cat2.

Plus explicitement, une monade (T, µ, ε) sur une catégorie C est la donnée
d’un foncteur T : C → C et de deux transformations naturelles µ : T ⊗ T → T
et η : Id → T satisfaisant les diagrammes d’associativité et d’unité induits par
la Définition 0.35.

Propriété 0.60. Toute adjonction (C,D, F,G, η, ε) entre deux catégories C et D
induit une monade GF : C → C sur C dont l’unité est η et dont la multiplication
est GεG : GFGF → GF .

Exemple 0.61. L’adjonction entre Set et Mon de l’Exemple 0.21 induit une
monade UF sur Set dont l’unité a été décrite et la multiplication est la fonction
qui à une liste de listes associe une liste de la façon suivante :〈〈

m1
1, . . . ,m

1
k1

〉
, . . . ,

〈
mp

1, . . . ,m
p
kp

〉〉
7→
〈
m1

1, . . . ,m
1
k1
, . . . ,mp

1, . . . ,m
p
kp

〉
De même, nous avons vu à l’Exemple 0.22 qu’une correspondance de Galois
pouvait être vue comme une adjonction. La monade associée est alors l’opérateur
de clôture associé à la correspondance.

Définition 0.62 (Algèbre d’une monade). Une algèbre (A, h) d’une monade
(T, µ, η) sur une catégorie C (aussi appelée T -algèbre) est la donnée d’un objet A
de C et d’un morphisme h : TA→ A tel que les diagrammes

T 2A

µA

��

Th // TA

h

��
TA

h
// A

et

A
A //

ηA !!BBBBBBBB A

TA

h

==||||||||

commutent. Un morphisme d’algèbres entre deux algèbres (A, h) et (A′, h′) d’une
même monade (T, µ, η) sur une catégorie C est un morphisme f : A→ A′ dans C
tel que le diagramme

TA

h

��

Tf // TA′

h′

��
A

f
// A′

commute.

La composée des foncteurs sous-jacents à deux monades sur une même caté-
gorie n’est pas nécessairement munie d’une structure de monade. C’est cepen-
dant le cas lorsqu’il existe une loi distributive [Bec69] entre ces dernières.
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Définition 0.63 (Loi distributive entre monades). Une loi distributive entre
deux monades (S, µS , ηS) et (T, µT , ηT ) sur une même catégorie C est une trans-
formation naturelle

λ : TS → ST

représentée par

S T

T S

telle que les diagrammes

TSS

TµS

��

λS // STS
Sλ // SST

µST

��
TS

λ
// ST

TTS

µTS

��

Tλ // TST
λT // STT

SµT

��
TS

λ
// ST

T
TηS

~~||||||||
ηST

  BBBBBBBB

TS
λ

// ST

S
ηTS

~~||||||||
SηT

  BBBBBBBB

TS
λ

// ST

commutent. Graphiquement,

S S T

T S

=

S S T

T S

S T T

T S

=

S T T

T S

T

T S

=

T

T S

S

T S

=

S

T S
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Une telle loi distributive induit une structure de monade sur le foncteur ST
dont la multiplication est la transformation naturelle (µSµT )•(SλT ) et l’unité la
transformation naturelle ηSηT (l’opération • désigne ici la composition verticale
de la 2-catégorie 2-Cat). La multiplication et l’unité de cette monade peuvent
être respectivement représentées par

T S T S

T S

et

T S



Première partie

Causalité dans les jeux
asynchrones





Chapitre 1

Graphes asynchrones cubiques

Les sémantiques de jeux sont habituellement définies comme des séman-
tiques entrelacées : les stratégies y sont modélisées par des ensembles de traces.
Nous allons ici travailler dans l’esprit de la vraie concurrence et considérer des
traces modulo une relation d’indépendance sur les événements. Ces traces se-
ront donc non pas des chemins dans certains graphes, mais des chemins dans
des graphes asynchrones. Cette notion, que nous introduisons dans ce chapitre,
étend légèrement celle de système de transition asynchrone initialement for-
mulée par Shields [Shi85] et Bednarczyk [Bed88], puis diffusée par Nielsen et
Winskel [WN95]. Nous la définissons comme un graphe équipé de tuiles 2-di-
mensionnelles permutant deux transitions successives m : x −→ y et n : y −→ z.
Ceci nous mène précisément à ce que Droste et Kuske appellent un automate
avec des relation de concurrence [DK95].

Nous nous intéresserons particulièrement aux graphes asynchrones satisfai-
sant une propriété additionnelle, appelée Propriété du Cube (ou encore Axiome
du Cube), déjà remarquée par Panangaden, Shanbhogue et Stark dans le cadre
des automates avec relations de concurrence [PSS90], par Melliès afin de définir
une axiomatique permettant d’étudier le théorème de standardisation en λ-cal-
cul [GLM92], et étudiée en détail par Kuske dans sa thèse de doctorat [Kus94] ;
voir [DK02] pour un panorama sur le sujet. Cette famille de graphes asynchrones
peut être vue comme une extension bénigne des structures d’événements, qui
en capture les propriétés principales. Nous rappelons à la Section 1.2 que toute
structure d’événements (E,≤,ˇ) génère un graphe asynchrone G, appelé son
graphe de transitions, dont les sommets sont les configurations de la structure
d’événements et les transitions sont les événements, et il s’avère que ce graphe
asynchrone vérifie la Propriété du Cube. Nous montrons à la Section 1.4 une
sorte de réciproque à cette propriété. À tout graphe asynchrone G, nous as-
socions une catégorie [G], dont les objets sont les sommets de G et dont les
morphismes sont les chemins de G considérés modulo permutation de transi-
tions indépendantes. Lorsque le graphe asynchrone G satisfait la Propriété du
Cube, tout chemin

s : x0
m1−→ x1

m2−→ · · · mk−1−→ xk−1
mk−→ xk

de ce graphe induit un treillis distributif Ls sur l’ensemble des préfixes du che-
min s, modulo permutation de transitions indépendantes. Par le Théorème de
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Représentation de Birkhoff [Bir33], ce treillis distributif est généré par un ordre
partiel (Ms,≤s) sur l’ensemble Ms = {m1, . . . ,mk} des événements apparais-
sant dans le chemin s. Cette ordre partiel est une structure d’événements parti-
culière, dans laquelle deux événements mi et mj sont deux à deux compatibles.
Pour cette raison, un graphe asynchrone vérifiant la Propriété du Cube doit être
vu comme un graphe asynchrone se comportant localement comme une structure
d’événements.

La preuve de cette propriété fondamentale des graphes asynchrones (ou de
variantes de cette notion) peut être trouvée dans la littérature [Pra91, BDK97].
Nous avons cependant trouvé intéressant d’en présenter une preuve, utilisant
des techniques de résidus sur les chemins issues de la réécriture, pour plusieurs
raisons. Tout d’abord, cette propriété montre qu’il est possible d’imposer lo-
calement l’existence d’une structure de dépendance causale globale. Ceci est
peut-être un peu surprenant au premier abord, et les preuves permettent de
véritablement comprendre les mécanismes à l’œuvre, notamment de calcul d’in-
tersections et d’unions de chemins, pour passer de la formulation locale à la
formulation globale. D’autre part, la plupart des outils techniques que nous
introduisons ici seront utilisés dans la suite, lorsque nous étudierons les séman-
tiques de jeux asynchrones, en particulier les manipulations de résidus de che-
mins modulo homotopie. Enfin, le cadre des graphes asynchrones est légèrement
plus général que celui habituellement proposé dans la littérature. En effet, un
aspect intéressant de notre formulation est le fait que la notion d’événement
n’est pas primitive dans le système mais est reconstruite en utilisant les tuiles
2-dimensionnelles du graphe asynchrone. De même, la notion d’incompatibilité
devient implicite : deux événements m et n sont incompatibles lorsqu’ils n’ap-
paraissent jamais dans le même chemin.

1.1 Graphes asynchrones

Définition 1.1 (Graphe). Un graphe (orienté) (V,E, ∂0, ∂1) est un diagramme

V E
∂0oo
∂1

oo

dans la catégorie Set. Les éléments de l’ensemble V sont appelés sommets (ou
positions) et les éléments de l’ensemble E sont appelés arêtes (ou transitions).
Le morphisme ∂0 : E → V (resp. ∂1 : E → V ) est appelé morphisme source
(resp. morphisme but). Une arête m telle que δ0m = x et δ1m = y sera souvent
notée

m : x −→ y ou x
m−→ y.

Un chemin dans un graphe G est une suite m1,m2, . . . ,mk, souvent notée
m1 · m2 · · ·mk, dont les éléments sont des arêtes de G telles que pour tout
entier i, avec 1 ≤ i < k, on ait ∂1mi = ∂0mi+1. Un chemin s = m1 ·m2 · · ·mk

d’un sommet x à un sommet y sera souvent noté

s : x −→→ y ou x
s−→→ y

ou encore
x0

m1−→ x1
m2−→ x2 · · ·xn−1

mn−→ xn
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si l’on veut préciser les arêtes qui constituent le chemin ainsi que leur source et
leur but. La concaténation de deux chemins s et t tels que ∂1s = ∂0t est notée
s · t et le chemin vide sur un sommet x est noté εx (ou simplement ε lorsqu’il
n’y a pas d’ambigüıté sur le sommet x concerné). La longueur |s| d’un chemin s
est définie par induction sur s par |ε| = 0 et |s ·m| = |s|+1, où m est une arête.

Définition 1.2 (Graphe asynchrone). Un graphe asynchrone (G, �), encore ap-
pelé système de transition asynchrone, est un graphe G équipé d’une relation
symétrique �, appelée tuilage, sur les chemins coinitiaux et cofinaux de lon-
gueur 2 de G, notée

x
m−→ y1

p−→ z � x
n−→ y2

q−→ z (1.1)

Diagrammatiquement, une relation de la forme (1.1) définit une tuile 2-
dimensionnelle

x
m

~~||||||||
n

  BBBBBBBB

y1

p
  BBBBBBBB ∼ y2

q
~~||||||||

z

(1.2)

La clôture par concaténation de la relation � est notée 1∼. Elle met en relation
deux chemins coinitiaux et cofinaux

s : x −→→ z et t : x −→→ z

lorsque ces chemins admettent des factorisations respectives de la forme

s = x
s−→→ y1

m−→ y2
p−→ y3

t−→→ z et t = x
s−→→ y1

n−→ y′2
q−→ y3

t−→→ z

telles qu’il existe une tuile

y1
m−→ y2

p−→ y3 � y1
n−→ y′2

q−→ y3

dans le graphe asynchrone.

Définition 1.3 (Homotopie). La relation d’homotopie ∼ est la plus petite re-
lation d’équivalence sur les chemins qui contienne la relation 1∼.

Deux chemins s et t tels que s ∼ t sont nécessairement coinitiaux et cofinaux
et sont alors dits homotopes, ce que l’on représentera graphiquement par un
diagramme

∼

x

s
�� ��

t
����

y

L’homotopie est par définition compatible avec la concaténation : pour tous
chemins

s1, s2 : x −→→ y et t1, t2 : y −→→ z

tels que s1 ∼ s2 et t1 ∼ t2, on a s1 · t1 ∼ s2 · t2. La classe d’équivalence modulo
homotopie d’un chemin s : x −→→ y est notée [s].
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Dans la suite, nous suivons les principes de la vraie concurrence et travaillons
modulo homotopie. Ceci nous amène à définir la catégorie [G] des chemins mo-
dulo homotopie d’un graphe asynchrone G.

Définition 1.4 (Catégorie des chemins modulo homotopie). La catégorie [G]
des chemins modulo homotopie associée à un graphe asynchrone G a les som-
mets de G pour objets et les classes d’équivalence [s] de chemins s : x −→→ y
modulo homotopie comme morphismes de x à y. La composition est donnée
par concaténation des chemins et l’identité sur un objet x est le chemin vide
εx : x −→→ x.

Définition 1.5 (Compatibilité). Deux transitions coinitiales

x
m−→ y1 et x

n−→ y2

sont dites compatibles si il existe deux transitions cofinales

y1
p−→ z et y2

q−→ z

formant une tuile (1.2) dans le graphe asynchrone. La notion de transitions
cofinales compatibles en arrière est définie dualement.

Dans la suite, on supposera de plus que dans tous les graphes asynchrones
que l’on considère, les tuiles (1.2) satisfont les propriétés suivantes :

1. les transitions m et n sont distinctes ;

2. les transitions p et q sont distinctes ;

3. la paire de transitions (n, q) est uniquement déterminée par la paire de

transitions (m, p) (et réciproquement) : pour tout chemin x
n′−→ y′2

q′−→ z
tel que l’on ait une tuile

x

m

~~~~~~~~~~
n′

  @@@@@@@@

y1

p
  @@@@@@@@ ∼ y′2

q′~~~~~~~~~~

z

on a y′2 = y2, n′ = n et q′ = q.

Les deux premières conditions interdisent des tuiles de la forme

x

m

��

∼

y

p

��
q

��
z

et

∼

x

m

��
n

��
y

p

��
z

La dernière condition permet de s’assurer qu’un chemin peut être complété d’au
plus une façon en une tuile (1.2).
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Définition 1.6 (Événement). On définit la relation
e
≈ sur les transitions d’un

graphe asynchrone G comme la plus petite relation d’équivalence telle que

x
m−→ y1

e
≈ y2

q−→ z

lorsqu’il existe deux transitions x n−→ y2 et y1
p−→ z telles qu’il existe une

tuile (1.2) dans G. L’événement pmq associé à une transition x
m−→ y est la

classe d’équivalence de la transition m par
e
≈. À l’inverse, la transition x

m−→ y
sera considérée comme une occurrence de l’événement pmq.

Dans la suite, on supposera que les graphes asynchrones que nous considérons
satisfont de plus les conditions suivantes :

1. pour toute paire de transitions coinitiales x m−→ y1 et x n−→ y2, si pmq = pnq
alors m = n ;

2. pour toute paire de transitions cofinales x1
m−→ y et x2

n−→ y, si pmq = pnq
alors m = n ;

3. dans tout chemin s : x −→→ y il n’apparâıt pas de transitions x m−→ x′ et
y

n−→ x′ telles que pmq = pnq.
La dernière condition implique en particulier que le graphe est acyclique. Ces
suppositions ne sont pas strictement nécessaires mais elles simplifient l’exposé
des preuves et sont validées dans tous les graphes asynchrones que nous serons
amenés à considérer. En particulier, si e est un événement, on parlera parfois
d’une transition x e−→ y pour désigner une transition x m−→ y telle que pmq = e.
La première des conditions ci-dessus nous assure que cet abus de langage n’in-
troduit aucune ambigüıté. De même, par abus de langage, nous parlerons d’un
chemin e1 · e2 · · · ek : x −→→ y, où les ei sont des événements. Il est à noter
que par les deux premières conditions ci-dessus, la suite d’événements e1, . . . , ek
définit, lorsqu’il existe, un unique chemin ayant le sommet x pour source et le
sommet y pour but.

Définition 1.7 (Permutation entre événements). Deux événements m et n
permutent à une position x, ce que l’on note

m · n �x n ·m

lorsqu’il existe trois positions y1, y2 et z, et quatre transitions formant une tuile

x
m−→ y1

n−→ z � x
n−→ y2

m−→ z.

Définition 1.8 (Indépendance). Un événement m est indépendant d’un chemin
s : x −→→ z, ce que l’on note

m ‖ s

lorsqu’il existe une transition m : x −→ x′ de la source x du chemin et
– le chemin s est le chemin vide εx : x −→→ x,
– ou bien le chemin s se factorise en

x
n−→ y

t−→→ z

où n est un événement et t un chemin tels que

m · n �x n ·m et m ‖ t.
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Diagrammatiquement, notre définition inductive d’indépendance peut être
représentée par

x

m

��

n //

∼

y

‖
��

t // // z

m

��
x′ n

// y′ // // z′

où la notation utilisée pour la tuile de droite a la signification suivante. Lorsqu’un
événement m est indépendant d’un chemin

x
n1−→ x1

n2−→ · · · nk−1−→ xk−1
nk−→ y

il existe un diagramme

x

m

��

n1 //

∼

x1

��

xk−1

��

nk //

∼

y

m

��
x′ n1

// x′1 x′k−1 nk
// y′

(1.3)

que nous abrégeons en

x

m

��

n1 //

‖

x1 xk−1
nk // y

m

��
x′ n1

// x′1 x′k−1 nk
// y′

La propriété suivante est immédiate.

Propriété 1.9 (Compatibilité de l’indépendance avec la concaténation). Soit
m un événement et s : x −→→ y et t : y −→→ z sont deux chemins dans un graphe
asynchrone G. On a alors :

m ‖ s · t ssi m ‖ s et m ‖ t.

1.2 Structures d’événements

Nous rappelons quelques définitions classiques liées aux structures d’événe-
ments. Une introduction plus complète pourra être trouvée dans [Win87].

Définition 1.10 (Structure d’événements). Une structure d’événements (E,≤,ˇ)
est un ensemble partiellement ordonné (E,≤), dont les éléments sont appelés
événements, muni d’une relation irréflexive et symétrique ˇ sur E, qui satisfait
les propriétés suivantes.

1. Finitude de la causalité : tout événement e définit un ensemble clos par
dépendance causale

e↓ = { e′ ∈ E | e′ ≤ e }

qui est fini.
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2. Héréditarité de l’incompatibilité : pour tous événements e1, e2 et e3 de E,

e1 ˇ e2 et e2 ≤ e3 implique e1 ˇ e3.

La relation ≤ est appelée dépendance causale et la relation ˇ incompatibilité.
Deux événements e1 et e2 sont dit causalement dépendants lorsque e1 ≤ e2 ;
causalement indépendants lorsque ni e1 ≤ e2, ni e2 ≤ e2 ; incompatibles lorsque
e1 ˇ e2, compatibles sinon ; indépendants lorsqu’ils sont à la fois compatibles et
causalement indépendants.

En particulier, tout ensemble partiellement ordonné peut être considéré comme
une structure d’événements dont la relation d’incompatibilité est vide.

Remarque 1.11. Nous utilisons dans cette thèse la notation ˇ des espaces de
cohérence [Gir89] au lieu de la notation originelle # de Winskel pour dénoter la
relation d’incompatibilité binaire.

Définition 1.12 (Configuration). Une configuration x d’une structure d’évé-
nements (E,≤,ˇ) est un ensemble d’événements deux à deux compatibles, clos
par dépendance causale :

∀e ∈ x, ∀e′ ∈ E, e′ ≤ e implique e′ ∈ x.

Un événement e est dit activé en une configuration x lorsque x ] {e} est une
configuration.

Un domaine (D,≤) est un ensemble partiellement ordonné avec un plus petit
élément, dans lequel tout ensemble filtré admet une plus petite borne supérieure.
Rappelons qu’un sous-ensemble X de D est filtré lorsque

∀x, y ∈ X, ∃z ∈ X, x ≤ z et y ≤ z.

Toute structure d’événement génère un domaine (D,⊆) qui peut être décrit de
la façon suivante [WN95].

Définition 1.13 (Domaine généré par une structure d’événements). Le do-
maine généré par une structure d’événements (D,⊆) est le domaine dont les
éléments sont les configurations, ordonnées par inclusion. Son plus petit élé-
ment est la configuration vide et la borne supérieure d’un sous-ensemble X ⊆ D
est l’union de toutes les configurations dans X.

De façon plus générale, une structure d’événements définit un graphe asyn-
chrone :

Définition 1.14 (Graphe de transitions). Le graphe de transitions (G, �) d’une
structure d’événements (E,≤,ˇ) est le graphe asynchrone dont

– les positions sont les configurations x de E,
– les transitions (x, e) : x −→→ y sont les couples (x, e) formés d’une confi-

guration x et d’un événement e activé en x, et relient la position x à la
position y = x ] {e}, où ] désigne l’union disjointe,

– deux chemins de longueur 2 de la forme

x
(x,m)−→ y1

(y1,n)−→ z et x
(x,n)−→ y2

(y2,m)−→ z



54 Chapitre 1 – Graphes asynchrones cubiques

dans le graphe G sont reliés par une tuile

x
(x,m)−→ y1

(y1,n)−→ z � x
(x,n)−→ y2

(y2,m)−→ z

dans le graphe asynchrone G.

Dans le graphe de transitions d’une structure d’événements, deux chemins paral-
lèles de longueur deux sont toujours homotopes, car leurs transitions proviennent
de deux événements indépendants de la structure d’événements.

Remarque 1.15. Cette construction est très similaire au plongement de Yoneda
d’une catégorie C dans la catégorie de préfaisceaux SetC

op
associée. En par-

ticulier, supposons que (E,≤) soit un ensemble partiellement ordonné et no-
tons E la catégorie d’ordre associée. Le plongement de Yoneda associe à tout
élément m de E le foncteur HomE(−,m). L’image d’un élément n de E par ce
foncteur étant un ensemble non vide si et seulement si n ≤ m, la fonction qu’il
induit sur les objets est uniquement déterminée par la donnée de l’ensemble
{ n ∈ E | n ≤ m }. De façon plus générale, la catégorie image de la caté-
gorie E par le plongement de Yoneda est équivalente à la catégorie [G], où G
est le graphe de transition de l’ordre partiel, considéré comme une structure
d’événements.

Si G est le graphe de transitions d’une structure d’événements (E,≤,ˇ), les
événements associés à deux transitions

x
(x,m)−→ y et x′

(x′,m′)−→ y′

sont les mêmes si et seulement si m = m′. Pour cette raison, nous assimilerons
dans la suite les événements associés aux transitions du graphe asynchrone aux
événements de la structure d’événements.

Exemple 1.16. Considérons la structure d’événements (E,≤,ˇ), où E est l’en-
semble fini {a, b, c, d, e, f}, dans laquelle l’événement f est initial et incompatible
avec tous les autres événements et les autres événements sont deux à deux com-
patibles, et l’ordre partiel sur {a, b, c, d, e} est le suivant :

a

>>>>>>>> b

��������

========

c d e

(les lignes entre deux éléments figurent les relations de dépendance, les plus
petits éléments étant figurés en haut). Le graphe de transitions associé à cet
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ordre partiel est le suivant :

∅
a

xxrrrrrrrrrrrr
b

&&MMMMMMMMMMMMMM
f // {f}

{a}

b &&LLLLLLLLLLL ∼ {b}

xxqqqqqqqqqqq

e

��
{a, b}

c

xxrrrrrrrrrr

��

∼

d

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV {b, e}

a
xxqqqqqqqqqq

{a, b, c}

e

��

∼

**VVVVVVVVVVVVVVVVVVVV ∼ {a, b, e}

xxrrrrrrrrrr
∼

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV {a, b, d}

wwppppppppppp
e

��
{a, b, c, e}

d **VVVVVVVVVVVVVVVVVVV
∼ ∼ {a, b, c, d}

��

∼ {a, b, d, e}

c
wwppppppppppp

{a, b, c, d, e}

Remarque 1.17. Deux transitions coinitiales dans le graphe de transitions d’une
structure d’événements sont compatibles au sens de la Définition 1.5 si et seule-
ment si elles proviennent d’événements indépendants dans la structure d’événe-
ments.

Remarque 1.18. Si (E,≤) est un ensemble partiellement ordonné dont G est le
graphe de transitions alors les chemins maximaux de G (ayant la position ∅ pour
source) sont en bijection avec les linéarisations de l’ordre partiel, c’est-à-dire les
ordres totaux sur E étendant l’ordre ≤.

On peut constater que le domaine (D,⊆) associé à une structure d’événe-
ments et son graphe de transitions G sont essentiellement la même entité. Par
exemple, deux configurations x et y sont reliées par une inclusion x ⊆ y dans le
domaine si et seulement si il existe un chemin (potentiellement infini) du som-
met x au sommet y dans G. La seule différence entre le domaine et le graphe
de transitions est ainsi que la vision ordre partiel est remplacée par une vision
diagrammatique.

1.3 La Propriété du Cube

Nous formulons dans cette section la propriété du cube sur les graphes asyn-
chrones. Nous avons vu à la Définition 1.14 qu’à toute structure d’événements
on pouvait associer de façon canonique un graphe asynchrone. On est alors natu-
rellement amené à se demander si, à isomorphisme près, tout graphe asynchrone
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peut être généré de la sorte. Il n’en est rien. Par exemple, le graphe asynchrone

x

m

~~}}}}}}}}
∼

n // x2

m

}}||||||||

o

��

x1

o

��

∼

n // y3

∼

o

��

y1

m
~~||||||||

y2 n
// y

(1.4)

n’est le graphe de transitions d’aucune structure d’événements (par souci de
clarté, nous avons étiqueté les transitions par les événements). En effet, les
événements m, n et o associés aux transitions étant deux à deux compatibles,
en vertu de la Remarque 1.17 une structure d’événements générant ce graphe
asynchrone serait nécessairement de la forme E = ({m,n, o},≤,ˇ) où ˇ est la
relation vide. De plus, ≤ est aussi nécessairement la relation vide. Par exemple,
dans le chemin m ·o ·n, l’événement o se produit avant n, on n’a donc pas n ≤ o,
et le chemin n · o ·m montre que l’on a pas non plus o ≤ n. L’événement o étant
ainsi minimal dans la structure d’événements, si le graphe (1.4) était le graphe
de transitions de la structure d’événements E, il contiendrait une transition
x

o−→ y3. En poussant plus loin ce raisonnement, on montre que le graphe de
transitions de la structure d’événements E contient aussi le graphe asynchrone

x

m

}}||||||||

o

��

n //

∼

x2

o

��

x1

o

��

∼

x3

m

}}||||||||
n //

∼

y1

m
~~~~~~~~~~

y2 n
// y

(1.5)

Réciproquement, il est facile de constater que tout graphe de transition conte-
nant un graphe asynchrone de la forme (1.5) contient aussi un graphe asynchrone
de la forme (1.4).

On en déduit donc que tout graphe asynchrone vérifie la Propriété du Cube
que l’on peut formuler de la façon suivante.

Définition 1.19 (Propriété du Cube). Un graphe asynchrone G vérifie la Pro-
priété du Cube, encore parfois appelée Axiome du Cube, lorsque tout diagramme
hexagonal dans G, induit par deux chemins

x
m−→ x1

n−→ y2
o−→ y et x

p−→ x2
q−→ y1

r−→ y

coinitiaux et cofinaux, est rempli par des tuiles 2-dimensionnelles comme fi-
guré dans le membre gauche du diagramme ci-dessous si et seulement si il est
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rempli par des tuiles 2-dimensionnelles comme figuré dans le membre droit du
diagramme ci-dessous.

x

m

}}||||||||

��

p //

∼

x2

q

��

x1

n

��

∼

x3

}}||||||||
//

∼

y1

r
~~~~~~~~~~

y2 o
// y

⇐⇒

x

m

~~}}}}}}}}
∼

p // x2

}}||||||||

q

��

x1

n

��

∼

// y3

∼

��

y1

r
~~||||||||

y2 o
// y

Il apparâıtra dans la suite que chaque direction de l’équivalence de la Pro-
priété du Cube décrit une propriété bien précise de la causalité dans le graphe
asynchrone. L’implication de gauche à droite indique que l’occurrence d’un évé-
nement pnq ne peut pas rendre compatible deux événements pmq et ppq qui
étaient auparavant en conflit. Cette situation, que la Propriété du Cube écarte,
est étudié par van Glabeek et Plotkin dans [vGP04], où elle est appelée conflit
résoluble. L’implication de droite à gauche indique qu’un événement pnq ne peut
pas dépendre d’un événement pmq ou d’un événement ppq : il dépend de l’un,
de l’autre, des deux ou d’aucun, mais les causalités disjonctives sont écartées.
Cette propriété est un avatar de la propriété de stabilité de Berry [Ber78], ce
qui a été étudié par Panangaden, Shanbhogue et Stark [PSS90], ainsi que par
Melliès [GLM92, Mel05c]. En particulier, considérons la fonction ou parallèle
ajoutée par Plotkin [Plo77] au langage de programmation PCF. Cette fonction,
notée por, a pour type B × B → B, où B désigne le type des booléens dont les
valeurs sont tt (pour vrai) et ff (pour faux ), et a pour définition

por(tt,M)⇒ tt por(M, tt)⇒ tt por(ff, ff)⇒ ff

où M est un terme quelconque et ⇒ désigne la relation de réduction du calcul.
Informellement, cette fonction évalue donc ses deux arguments en parallèle et
renvoie tt dès que l’un de ses arguments s’est évalué vers la valeur tt, ou ff si
ses deux arguments s’évaluent vers ff. Une sémantique de trace naturelle pour
cette fonction contiendrait le graphe

x
ttL

~~}}}}}}}}
∼

ttR // x2

}}||||||||

tt

��

x1

tt

��

∼

// y3

∼

��

y1

ttL~~||||||||

y2
ttR

// y

où ttL (resp. ttR) est la valeur tt de la composante de gauche (resp. de droite)
de l’argument. Ce graphe asynchrone ne vérifie donc pas l’implication de droite
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à gauche de la Propriété du Cube, précisément parce que la fonction por n’est
pas stable. Nous distinguerons dans la suite les deux directions de la Propriété
du Cube de la façon suivante.

Définition 1.20 (Propriété du Cube en avant et en arrière). L’implication de
gauche à droite de la Propriété du Cube est appelée Propriété du Cube en avant
et celle de droite à gauche est appelée Propriété du Cube en arrière.

Propriété 1.21. Le graphe de transitions d’une structure d’événements vérifie
la Propriété du Cube.

1.4 Caractérisation des graphes de transitions

La Propriété du Cube permet essentiellement de caractériser les graphes
asynchrones qui sont isomorphes au graphe de transitions d’une structure d’évé-
nements, fournissant ainsi une réciproque à la Propriété 1.21 : la classe d’ho-
motopie d’un chemin s : x −→→ y est caractérisée par un ordre partiel sur les
événements apparaissant dans ce chemin. Cette section est dévolue à la démons-
tration de ce Théorème 1.68.

1.4.1 Événements initiaux

Commençons par introduire deux notions différentes, mais liées, d’événement
initial d’un chemin. La première définition est simple et conceptuelle, tandis
que la seconde définition est plus technique mais amène à une définition plus
naturelle de résidu.

Définition 1.22 (Événement initial modulo homotopie). Un événement m est
initial dans un chemin s : x −→→ y modulo homotopie lorsqu’il existe une tran-
sition m : x −→→ y et un chemin t : y −→→ z tel que le chemin

x
m−→ y

t−→→ z

est homotope au chemin s.

La seconde définition d’événement initial est fondée sur une méthode, prove-
nant de la théorie de la réécriture, pour « extraire » un événement m apparais-
sant dans un chemin s : x −→→ y en le « tirant » jusqu’à obtenir une occurrence
de cet événement à la position x.

Définition 1.23 (Événement initial modulo indépendance). Un événement m
est initial dans un chemin s : x −→→ y modulo indépendance lorsque le chemin s
peut être factorisé en

x
s1−→→ y1

m−→ y2
s2−→→ z

de sorte que l’on ait
m ‖ s1.

On note χ(s) l’ensemble des événements du chemin s qui sont initiaux modulo
indépendance.

Ces deux définitions d’événement initial cöıncident dans le cas où le graphe
asynchrone sous-jacent vérifie la Propriété du Cube en avant :
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Propriété 1.24. Dans un graphe asynchrone G satisfaisant la Propriété du
Cube en avant, un événement m est initial dans un chemin s : x −→→ y modulo
homotopie si et seulement si il est initial dans le chemin modulo indépendance.

Démonstration. L’implication de droite à gauche est immédiate par définition
de l’indépendance (Définition 1.8) et peut être montrée par induction sur le che-
min s. L’implication de gauche à droite est plus subtile et nécessite la Propriété
du Cube en avant. Supposons que l’événement m soit initial dans le chemin
s : x −→→ y modulo homotopie. Par définition, il existe un chemin m · t : x −→→ z
tel que m · t ∼ s. Ceci signifie qu’il existe une suite de pas d’homotopie

m · t = t1
1∼ t2

1∼ . . .
1∼ tk = s

mettant en relation des chemins t1, . . . , tk de la position x à la position z. On
montre par induction sur k que chacun des chemins ti se factorise comme indiqué
dans l’énoncé de la Propriété. Pour k = 0, le chemin admet une factorisation
qui convient en posant s1 = ε et s2 = t car s = m · t. Sinon, supposons la
Propriété vérifiée par les chemins t1, . . . , tk et montrons qu’elle est encore vraie
pour tk+1 = s, avec tk

1∼ tk+1. Par définition de l’équivalence 1∼, les chemins tk
et s se factorisent respectivement en

tk = s1 · n · p · s2 et s = s1 · p · n · s2

c’est-à-dire que le chemin s est obtenu à partir de tk en permutant les deux
événements consécutifs n et p. Nous distinguons alors plusieurs cas, selon la
position de l’événement m dans le chemin tk.

– Si l’événement m apparâıt dans le chemin s1 alors le chemin s1 se factorise
en s1 = s′1 ·m · s′′1 où m ‖ s′1 par hypothèse d’induction. Le chemin s se
factorise donc de façon convenable en

s = s′1 ·m · s′′1 · p · n · s2

et la Propriété est vérifiée.
– Si les événements m et n cöıncident alors m ‖ s par hypothèse d’induction.

La permutation
m · p �x p ·m

à partir du but du chemin s1 implique alors que m ‖ s1 · p. On en déduit
que le chemin s se factorise de façon convenable en

s = s1 · p ·m · s2

et la Propriété est vérifiée.
– Si les événements m et p cöıncident alors m ‖ s1 ·n par hypothèse d’induc-

tion. On en déduit immédiatement que m ‖ s1 et le chemin s se factorise
de façon convenable en

s = s1 ·m · n · s2.

– Le cas véritablement intéressant est celui où l’événement m apparâıt dans
le chemin s2, c’est-à-dire lorsque le chemin s2 se factorise en

s2 = s′2 ·m · s′′2 .
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Par hypothèse d’induction, on a alors

m ‖ s1 · n · p · s′2

ce qui est équivalent, d’après la Propriété 1.9, à

m ‖ s1, m ‖ n · p et m ‖ s′2.

Diagrammatiquement,

p

��???????

‖m

��

s1 // //

��

n

??�������

p
��??????? ∼

��

‖

s′2 // //

m

��

��

n

??�������

s1
// //

∼

p
��???????

∼

s′2

// //

n

??�������

Nous pouvons maintenant appliquer la Propriété du Cube en avant et
obtenir ainsi le diagramme

��

p

��???????

‖m

��

s1 // //

∼

��

n

??�������

∼

��

‖

s′2 // //

m

��

p

��???????

s1
// //

p
��???????

n

??������� ∼
s′2

// //

n

??�������

On en déduit alors aisément que

m ‖ s1, m ‖ p · n et m ‖ s′2.

En utilisant encore une fois la Propriété 1.9, ceci est équivalent à

m ‖ s1 · p · n · s′2.

On a finalement établi que le chemin s se factorise en

s = s1 · p · n · s′2 ·m · s′′2

et la Propriété est vérifiée.

On en déduit aisément que lorsque la Propriété du Cube en avant est satisfaite,
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Propriété 1.25. Pour tout événement m et chemins s, t : x −→→ y,

m ‖ s et s ∼ t implique m ‖ t.

Démonstration. La preuve est fondée sur l’observation suivante : dans tout
graphe asynchrone,

m ‖ s ssi m ∈ χ(s ·m).

On en déduit la série d’équivalences

m ‖ s ssi m ∈ χ(s ·m) ssi m ∈ χ(t ·m) ssi m ‖ t

où l’équivalence du milieu peut être déduite de l’homotopie s ·m ∼ t ·m et de
la Propriété 1.24.

1.4.2 Résidu d’un chemin après un événement

Nous adaptons maintenant un outil clé de la théorie de la réécriture à notre
cadre et définissons la notion de résidu s/t d’un chemin s : x −→→ y après un
chemin coinitial compatible t : x −→→ z. Intuitivement, le résidu s/t est le chemin
partant de la position z qui contient tous les événements de s qui n’ont pas déjà
eu d’occurrence dans le chemin t. Ce résidu n’est défini que si les deux chemins
s et t sont compatibles dans un sens précisé plus loin.

Tout d’abord, nous définissons le résidu s/m d’un chemin s après un événe-
ment m lorsque cet événement est indépendant de s, ou initial modulo indépen-
dance.

Définition 1.26 (Résidu d’un chemin après un événement indépendant). Si
s : x −→→ y est un chemin et m est un événement indépendant de s, le résidu s/m
du chemin s après l’événement m est défini inductivement par

– εx/m = εx′ , où x′ est la position définie par la transition m : x −→ x′,
– (n · s)/m = n · (s/m).

Ainsi, le diagramme (1.3) décrit une situation où le chemin

x
s−→→ y = x

n1−→ x1 −→ · · · −→ xk−1
nk−→ y

admet le chemin

x′
s/m−→→ y′ = x′

n1−→→ x′1 −→ · · · −→ x′k−1
nk−→ y′

comme résidu après l’événement indépendant m.

Définition 1.27 (Résidu d’un chemin après un événement initial). Si s : x −→→ y
est un chemin et m ∈ χ(s) est un événement initial du chemin s modulo indé-
pendance, le résidu s/m : x′ −→→ z du chemin s après l’événement m est défini
inductivement par

– εx/m = εx′ , où x′ est la position définie par la transition m : x −→ x′,

– (n · s)/m =

{
s si m = n

n · (s/m) sinon.



62 Chapitre 1 – Graphes asynchrones cubiques

D’après la Définition 1.23 d’un événement initial modulo indépendance, le
chemin s se factorise en s1 ·m · s2, où l’événement m est indépendant du che-
min s1. On peut alors observer que

s/m = (s1/m) · s2

où s1/m est défini à la Définition 1.26. En particulier,

Propriété 1.28. Supposons que m ∈ χ(s) est un événement initial d’un che-
min s modulo indépendance. On a alors :

s ∼ m · (s/m).

Propriété 1.29. Dans un graphe asynchrone G satisfaisant la Propriété du
Cube en avant, tout événement m et tous chemins s, t : x −→→ y satisfait :

m ‖ s et s ∼ t implique m ‖ t et s/m ∼ t/m,
m ∈ χ(s) et s ∼ t implique m ∈ χ(t) et s/m ∼ t/m.

Nous étendons maintenant la notion de résidu et définissons le résidu d’un
chemin s : x −→→ y après un chemin t : x −→→ z. Comme nous l’avons précé-
demment expliqué, ce résidu s/t n’est défini que lorsque les chemins s et t sont
compatibles dans le sens suivant.

Définition 1.30 (Chemins compatibles). Deux chemins coinitiaux s : x −→→ y
et t : x −→→ z sont compatibles, ce que l’on note

s ↑ t

lorsque
– le chemin t est le chemin vide εx,
– ou bien le chemin t se factorise en

x
m−→ x′

t′−→→ z

où m est soit un événement indépendant du chemin s :

m ‖ s

soit un événement initial du chemin s modulo permutation

m ∈ χ(s)

et t′ est un chemin tel que

s/m ↑ t′.

La relation de compatibilité s ↑ t est définie de façon asymétrique, par induc-
tion sur le chemin s. En effet, nous « remplissons par des tuiles » le diagramme

x
s

�����������
t

�� ��????????

y z
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formé par les chemins s et t dans un ordre prédéterminé et assez rigide. Il
est possible de donner une définition équivalente et entièrement symétrique,
en construisant le diagramme progressivement, tuile après tuile, en mettant
les tuiles dans n’importe quel ordre, suivant ainsi un principe déjà utilisé par
Dehornoy [Deh00]. On peut alors en déduire que la relation de compatibilité est
symétrique :

Propriété 1.31. Étant donnés deux chemins coinitiaux s : x −→→ y et t : x −→→ z,
on a

s ↑ t ssi t ↑ s.

Elle est aussi réflexive :

Propriété 1.32. Pour tout chemin s : x −→→ y, on a

s ↑ s.

Remarque 1.33. La relation de compatibilité n’est cependant pas une relation
d’équivalence car elle n’est pas transitive. Dans le graphe asynchrone

x
m

}}{{{{{{{{
n

��

o

!!CCCCCCCC

y1

n

��

∼ x1

m
~~||||||||

∼

o
  BBBBBBBB z1

n

��
y2 z2

on a les chemins m : x −→→ y1 et n : x −→→ x1 sont compatibles, ainsi que
les chemins n : x −→→ x1 et o : x −→→ z1. Mais les chemins m : x −→→ y1 et
o : x −→→ z1 ne sont pas compatibles.

Nous pouvons maintenant définir notre notion générale de résidu de la façon
suivante.

Définition 1.34 (Résidu d’un chemin après un chemin). Le résidu d’un chemin
s : x −→→ y après un chemin compatible t : x −→→ z est le chemin s/t : z −→→ v
défini par induction sur le chemin t par :

– s/εx = s,
– s/(m · t) = (s/m)/t.

Il est à noter que l’hypothèse de compatibilité entre les chemins s et t nous
assure que le résidu s/t est toujours bien défini.

Nous montrons maintenant que les notions de compatibilité et de résiduation
interagissent comme on pourrait s’y attendre avec la concaténation des chemins
et l’homotopie entre chemins.

Propriété 1.35 (Compatibilité et concaténation). Soient s : x −→→ y2 et
t : x −→→ z deux chemins tels que s se factorise en

x
s1−→→ y1

s2−→→ y2.

Le chemin s est alors compatible avec le chemin t si et seulement si

s1 ↑ t et s2 ↑(t/s1).
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Propriété 1.36 (Résiduation et concaténation). Supposons que s : x −→→ y2
et t : x −→→ z2 soient deux chemins compatibles, se factorisant respectivement en

x
s1−→→ y1

s2−→→ y2 et x
t1−→→ z1

t2−→→ z2.

On a alors
s/t = (s1/t) · (s2/(t/s1)) = (s/t1)/t2

les membres des égalités étant tous définis en vertu de la Propriété 1.35.

Propriété 1.37 (Compatibilité et homotopie). Soient s : x −→→ y, t : x −→→ z
et t′ : x −→→ z trois chemins tels que t ∼ t′. On a alors

s ↑ t ssi s ↑ t′.

Propriété 1.38 (Résiduation et homotopie). Soient s : x −→→ y et t : x −→→ z
deux chemins compatibles et t′ : x −→→ z un chemin homotope à t. On a alors

s/t = s/t′

le résidu s/t′ étant défini car les chemins s et t′ sont compatibles d’après la
Propriété 1.37

Propriété 1.39 (Auto-résiduation). Pour tout chemin s : x −→→ y, on a

s/s = εx

le résidu étant défini d’après la Propriété 1.32.

Ces deux dernières propriétés nous permettront dans la suite d’utiliser la notion
de résidu sur des chemins considérés modulo homotopie.

1.4.3 La catégorie des chemins modulo homotopie

Nous tirons maintenant parti de la notion de résidu et montrons que, dans la
catégorie [G] des chemins modulo homotopie associée à un graphe asynchrone G
introduite à la Définition 1.4, tous les morphismes sont à la fois épi et mono
lorsque la catégorie vérifie la Propriété du Cube. Plus précisément, nous mon-
trons que la propriété d’être épi découle de la Propriété du Cube en avant, et
dualement la propriété d’être mono découle de la Propriété du Cube en arrière.
Ces deux propriétés referont surface lorsque nous associerons une catégorie Ls à
tout chemin s : x −→→ y du graphe asynchrone. Cette catégorie, appelée catégo-
rie de factorisations du chemin s, se révélera en effet être une catégorie d’ordre
lorsque la propriété d’être épi (ou d’être mono) est satisfaite.

Propriété 1.40. Si G est un graphe asynchrone satisfaisant la Propriété du
Cube en avant, tout morphisme de [G] est épi.

Démonstration. Soit m : x −→ y une transition et s, t : y −→→ z deux chemins
du graphe asynchrone G tels que

m · s ∼ m · t.
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L’événement m est initial modulo indépendance dans chacun des chemins m · s
et m · t. Nous appliquons alors les Propriétés 1.28 et 1.29 et en déduisons la série
d’équivalences homotopiques

s ∼ (m · s)/m ∼ (m · t)/m ∼ t.

On en déduit que le morphisme [m] : x→ y associée à la transition m : x −→ y
est épi dans la catégorie [G]. Comme tout morphisme de [G] est la composée de
tels morphismes, nous pouvons conclure.

Nous avons pris soin depuis le début de définir les graphes asynchrones de
façon « auto-duale » dans le sens où, en inversant les direction des transitions,
on obtient toujours un graphe asynchrone. La dualité à son importance car elle
transporte par exemple la Propriété du Cube en avant en la Propriété du Cube
en arrière. Ceci nous permet d’énoncer une propriété duale de la Propriété 1.40.

Corollaire 1.41. Si G est un graphe asynchrone satisfaisant la Propriété du
Cube en arrière, tout morphisme de [G] est mono.

Nous montrons que la catégorie [G] a les produits fibrés et les sommes amal-
gamées de morphismes compatibles lorsque le graphe asynchrone G satisfait
le Propriété du Cube. Caractérisons tout d’abord les situations dans lesquelles
deux chemins coinitiaux s : x −→→ y1 et t : x −→→ y2 sont compatibles.

Propriété 1.42. Deux chemins coinitiaux s : x −→→ y1 et t : x −→→ y2 sont
compatibles si et seulement si il existe un sommet z et deux chemins s′ : y1 −→→ z
et t′ : y2 −→→ z tels que

s · s′ ∼ t · t′.
En particulier, si s : x −→→ y1 et t : x −→→ y2 sont deux chemins compatibles

alors il existe une position z et deux résidus

s/t : y1 −→→ z et t/s : y2 −→→ z.

Ces résidus sont cofinaux et satisfont

s · (s/t) ∼ t · (t/s).

Démonstration. Nous montrons les deux directions de l’équivalence séparément.
Nous montrons l’implication de gauche à droite par induction sur la longueur

du chemin s, c’est-à-dire que si

s/t : y1 −→→ z1 et t/s : y2 −→→ z2

sont les résidus respectifs de s après t et de t après s alors z1 = z2 et

s · (t/s) ∼ t · (s/t).

Si s est le chemin vide εx alors s/t = εy2 : y2 −→→ y2 et t/s = t : x −→→ y2, et
par réflexivité de l’homotopie on a

s · (t/s) = t ∼ t = t · (s/t).

Sinon, supposons que le chemin s se factorise en

x
m−→ x1

s/m−→→ y1.
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Les chemins s et t étant compatibles, nous savons que (s/m) ↑(t/m) et

m ‖ t ou m ∈ χ(t).

Par hypothèse d’induction, nous savons que

(s/m) · ((t/m)/(s/m)) ∼ (t/m) · ((t/m)/(s/m))

(et cette homotopie est définie, dans le sens où les deux chemins sont coinitiaux
et cofinaux), ce qui nous permet de déduire

s · (t/s) = m · (s/m) · ((t/m)/(s/m)) ∼ m · (t/m) · ((t/m)/(s/m)) = t · (t/s)

ce qui conclut notre preuve par induction.
L’implication de gauche à droite peut être montrée par induction sur la

longueur du chemin s. Si s est le chemin εx alors les chemins s′ = t et t′ = εy2

conviennent. Sinon, le chemin s se factorise en

x
m−→ x1

s/m−→→ y1

D’après la Propriété 1.29, nous savons que

(s/m) · s′ = (s · s′)/m ∼ (t · t′)/m.

De plus m ∈ χ(t · t′). Il s’en suit aisément par la Propriété 1.24 que

m ‖ t ou m ∈ χ(t)

et dans ces cas, on a respectivement

(t · t′)/m = (t/m) · (t′/m) et (t · t′)/m = (t/m) · t′.

On peut donc appliquer l’hypothèse d’induction et prouver dans les deux cas
que (s/m) ↑(t/m), ce qui nous permet de conclure que s ↑ t.

Définition 1.43 (Morphismes compatibles). Deux morphismes coinitiaux

f1 : x→ y1 et f2 : x→ y2

dans une catégorie C sont compatible lorsqu’il existe une paire de morphismes
cofinaux

g1 : y1 → z et t2 : y2 → z

telle que
g1 ◦ f1 = g2 ◦ f2.

Définition 1.44 (Catégories avec sommes amalgamées compatibles). Une caté-
gorie C a les sommes amalgamées compatibles lorsque toute paire de morphismes
coinitiaux compatibles a une somme amalgamée.

Propriété 1.45. Soit G un graphe asynchrone ayant la Propriété du Cube en
avant. Alors [G] a les sommes amalgamées compatibles : si [s1] : x −→→ y1 et
[s2] : x −→→ y2 sont deux morphismes compatibles de [G], alors leur somme
amalgamée existe et est donnée par la position y, et les deux morphismes

[s2/s1] : y1 −→→ y et [s1/s2] : y2 −→→ y.
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Diagrammatiquement,
x

[s1]

~~}}}}}}}} [s2]

  AAAAAAAA

y1

[s2/s1]   @@@@@@@@ y2

[s1/s2]~~~~~~~~~~

y

Démonstration. Soient [s1] : x −→→ y1 et [s2] : x −→→ y2 deux morphismes
compatibles dans [G]. Par définition de la compatibilité, il existe une paire de
chemins t1 : y1 −→→ z et t2 : y2 −→→ z tels que s1 · t1 ∼ s2 · t2. D’après la
Propriété 1.42, nous savons que

(s2/s1) · (t1/(s2/s1)) ∼ t1 · (s2/s1)/t1

où (s2/s1)/t1 est le chemin vide εz car

(s2/s1)/t1 = s1/(s1 · t1) d’après la Propriété 1.36,
= s2/(s2 · t2) d’après la Propriété 1.37, car s1 · t1 ∼ s2 · t2,
= (s2/s2)/t2 d’après la Propriété 1.36,
= εx/t2 d’après la Propriété 1.39,
= εx par définition des résidus.

De même, on a
(s1/s2) · (t2/(s1/s2)) ∼ t2.

Notons que pour toute autre paire de chemins s′1 ∈ [s1] et s′2 ∈ [s2], on a

s′2/s
′
1 ∼ s2/s1 et s′1/s

′
2 ∼ s1/s2.

La somme amalgamée sera donc définie modulo homotopie. De l’équivalence
précédente on peut déduire les équivalences homotopiques

s1 · (s2/s1) · (t1/(s2/s1)) ∼ s1 · t1 ∼ s2 · t2 ∼ (s1/s2) · (t2/(s1/s2))

et
(s2/s1) · (t1/(s2/s1)) ∼ (s1/s2) · (t2/(s1/s2))

car les morphismes de [G] sont épi.
Soit y la position telle que

s2/s1 : y1 −→→ y et s1/s2 : y2 −→→ y.

Supposons qu’il existe un chemin u : y −→→ z tel que

(s2/s1) · u ∼ t1 et (s1/s2) · u ∼ t2.

On a alors

(s2/s1) · (t1/(s2/s1)) ∼ u ∼ (s1/s2) · (t2/(s1/s2)).
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Il existe donc un chemin u : y −→→ z, qui est unique modulo homotopie, tel que
le diagramme

x
[s1]

~~}}}}}}}} [s2]

""DDDDDDDD

y1

[t1]

��

[s2/s1]   @@@@@@@@ y2y2

[s1/s2]}}zzzzzzzz

[t2]

��

y

u

��
z

commute.
Ceci montre que la position y munie des deux chemins [s2/s1] : y1 −→→ y et

[s1/s2] : y2 −→→ y modulo homotopie forme la somme amalgamée des chemins
[s1] : x −→→ y1 et [s2] : x −→→ y2 modulo homotopie.

Les définitions posées jusqu’ici étant auto-duales, le dual de la Propriété 1.45
est aussi vérifié lorsque le graphe asynchrone a la Propriété du Cube en arrière.

1.4.4 La catégorie de factorisations

Nous introduisons la notion de catégorie de factorisations associée à un mor-
phisme s : x −→→ z et appliquons cette construction aux morphismes de la
catégorie [G].

Définition 1.46 (Catégorie de factorisations). À tout morphisme f : x → z
d’une catégorie C, une catégorie de factorisations peut être associée de la façon
suivante :

– ses objets sont les paires composables (f1, y1, f ′1) de morphismes

f1 : x→ y1 et f ′1 : y1 → z

tels que
f ′1 ◦ f1 = f

– ses morphismes h : (f1, y1, f ′1)→ (f2, y2, f ′2) sont les morphismes h : y1 → y2
tels que le diagramme

y1

h

��

f ′1

��
x

f1
77

f2 ''

z

y2
f ′2

GG

commute.

De façon équivalente, la catégorie de factorisations associée à un morphisme
f : x → z peut être définie comme la catégorie tranche au dessous de f de
la catégorie tranche de C au dessus de z (la notion de catégorie tranche est
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introduite à la Définition 0.12). Cette construction peut être effectuée dans deux
ordres différents qui mènent à deux catégories isomorphes :

(x ↓ C) ↓ f ∼= f ↓(C ↓ z).

Définition 1.47 (Catégorie des factorisations). À tout chemin s : x −→→ z
d’un graphe asynchrone G on peut associer la catégorie des factorisations de s,
notée Ls, qui est la catégorie des factorisations de sa classe d’homotopie [s]
considérée comme un morphisme de la catégorie [G].

Plus explicitement, un objet (x, s1, y, s2, z) de la catégorie Ls est une paire
de chemins composables

x
s1−→→ y et y

s2−→→ z (1.6)

considérés modulo homotopie, tels que s ∼ s1 · s2. Un morphisme

u : (x, s1, y, s2, z)→ (x, s′1, y′, s′2, z)

est un chemin u : y −→→ y′, considéré modulo homotopie, tel que

s1 · u ∼ s′1 et y · s′2 ∼ s2.

La situation dans laquelle le graphe asynchrone G satisfait la Propriété du
Cube en avant est particulièrement intéressante. En effet, nous avons montré
que dans ce cas tout morphisme de [G] est épi. Par conséquent, toute paire de
morphismes (1.6) telle que s ∼ s1 ·s2 est déterminée de façon unique modulo ho-
motopie par son préfixe s1. On peut donc identifier les objets de la catégorie Ls
avec les préfixes de s modulo homotopie. Nous allons voir que la catégorie Ls
est réduite à un ordre partiel dont les éléments sont les préfixes de s modulo
homotopie ordonnés par la relation de préfixage modulo homotopie. La construc-
tion d’un ordre partiel sur les chemins partant d’une position donnée x est bien
connue dans la littérature sur les graphes asynchrones [WN95]. Ici, nous restrei-
gnons cette construction aux préfixes du chemin s afin de montrer qu’il définit
un treillis distributif Ls.

Définition 1.48 (Catégorie d’ordre). Une catégorie d’ordre C est une catégorie
dans laquelle il y a au plus un morphisme entre deux objets.

Une catégorie d’ordre définit une relation ≤ sur ses objets, définie par x ≤ y
lorsqu’il existe un morphisme de x à y, et cette relation caractérise la catégorie.
Notons que la relation ≤ est nécessairement réflexive (car la catégorie a des
identités) et transitive (car la catégorie admet une loi de composition), mais pas
nécessairement antisymétrique.

Il n’est pas difficile de constater que, lorsque le graphe asynchrone sous-
jacent G satisfait la Propriété du Cube en avant,

Propriété 1.49. La catégorie de factorisations Ls est une catégorie d’ordre.

Démonstration. Comme nous l’avons précédemment mentionné, nous identifions
les objets de Ls avec les préfixes du chemin s considérés modulo homotopie ;
et les morphismes t : s1 → s2 avec les chemins t tels que s1 · t ∼ s2 aussi
considérés modulo homotopie. La preuve découle immédiatement du fait que,
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par la Propriété 1.40, les morphismes de [G] sont épi. Toute paire de morphismes
t, u : s1 → s2 satisfait en effet les équivalences homotopiques

s1 · t ∼ s2 ∼ s1 · u

et le caractère épi des morphismes implique que t ∼ u.

Il est possible de caractériser simplement l’ordre induit par Ls sur les préfixes
du chemin s modulo homotopie. En effet, en notant s - t lorsqu’un chemin
s : x −→→ y est un préfixe d’un chemin t : x −→→ z modulo homotopie, on a :

Propriété 1.50. Soient s1 et s2 deux préfixes d’un chemin s : x −→→ y modulo
homotopie. Il existe un morphisme de la classe d’homotopie [s1] à la classe
d’homotopie [s2] dans la catégorie Ls si et seulement si s1 - s2.

Dans un graphe asynchrone satisfaisant la Propriété du Cube en Avant, la
relation - définit un préordre dont les classes d’équivalence sont simplement les
classes d’homotopie :

Propriété 1.51. Pour toute paire de chemins coinitiaux s : x −→→ y et t : x −→→ z,
on a

s - t - s implique s ∼ t.

On en déduit immédiatement que

Propriété 1.52. La catégorie Ls induit un ordre partiel sur ses objets.

1.4.5 Un treillis distributif

Nous montrons maintenant que la catégorie Ls est un ordre partiel sur ses
objets qui a une structure de treillis distributif. Ceci nous permettra grâce au
théorème de représentation de Birkhoff de montrer le Théorème 1.68, qui peut
véritablement être considéré comme le théorème fondamental des graphes asyn-
chrones. Commençons par rappeler quelques notions de la théorie des treillis qui
nous seront utiles par la suite.

Définition 1.53 (Semi-treillis). Un sup-semitreillis (L,≤) est un ensemble par-
tiellement ordonné dans lequel toute paire d’éléments x et y admet une borne
supérieure. Dualement, un inf-semitreillis est un ensemble partiellement ordonné
dans lequel toute paire d’éléments admet une borne inférieure.

On rappelle que la borne supérieure x ∨ y de deux éléments x et y est un
élément z de L tel que z ≥ x et z ≥ y et, pour tout élément z′ de L,

z′ ≥ x et z′ ≥ y implique z′ ≥ z.

Définition 1.54 (Treillis). Un treillis (L,≤) est un ensemble partiellement
ordonné qui est à la fois un sup-semitreillis et un inf-semitreillis.

Remarque 1.55. Un treillis fini (L,≤) admet toujours un élément maximal
> =

∨
L et un élément minimal ⊥ =

∧
L.
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Définition 1.56 (Treillis distributif). Un treillis (L,≤) est distributif lorsque
pour tous éléments x, y et z de L, on a

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

La catégorie des treillis distributifs finis est notée FinDLat. Ses objets sont les
treillis distributifs de support fini et ses morphismes sont les fonctions préservant
les bornes supérieure et inférieure.

Remarque 1.57. L’axiome de la définition précédente est équivalent à l’axiome
dual

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Exemple 1.58. Pour tout ensemble E, l’ensemble (P(E),⊆) des sous-ensembles
de E ordonnés par inclusion est un treillis distributif, la borne supérieure de deux
ensembles A et B étant donnée par leur union A ∪ B et leur borne inférieure
étant donnée par leur intersection A ∩B.

Définition 1.59 (Sup-irréductibilité). Un élément m d’un treillis (L,≤) est
sup-irréductible lorsqu’il est distinct de l’élément minimal de L (s’il en existe
un) et pour tous éléments n et o de L,

m = n ∨ o implique m = n ou m = o.

On note J (L,≤) l’ensemble des éléments sup-irréductibles de (L,≤).

Exemple 1.60. Les éléments sup-irréductibles d’un treillis distributif fini sont les
éléments qui couvrent exactement un élément. On rappelle qu’un élément y d’un
treillis (L,≤) couvre un élément x de ce treillis lorsque x < y et qu’il n’existe pas
d’élément z de L tel que x < z < y (on dit aussi parfois que y est un successeur
immédiat de x). Ainsi, nous avons figuré par • les éléments sup-irréductibles de
l’ordre partiel

◦

•
~~~~

@@@@

•
@@@@ •

~~~~

◦

•
représenté par son diagramme de Hasse, l’élément minimal étant figuré en haut.

Définition 1.61 (Idéal). Un idéal I d’un ensemble partiellement ordonné (E,≤)
est un sous-ensemble de E clos vers le bas :

∀m ∈ E,∀n ∈ I, m ≤ n implique m ∈ I.

Nous noterons I(E,≤) l’ensemble des idéaux de l’ensemble partiellement or-
donné (E,≤).

Pour tout ensemble partiellement ordonné (E,≤), l’ensemble I(E,≤) muni
de l’ordre induit par l’inclusion est un treillis distributif. De même, pour tout
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treillis distributif (L,≤) la restriction de l’ordre partiel ≤ à l’ensemble J (L,≤)
munit ce dernier d’un ordre partiel. Les fonction I et J peuvent ainsi être
étendues en une paire de foncteurs

FinPOSet

I

''
FinDLat

J

gg

où FinPOSet est la catégorie des ensembles finis partiellement ordonnés. Le
théorème de représentation de Birkhoff [Bir33, DP02] pour les treillis distributifs
nous indique alors que

Théorème 1.62 (Théorème de représentation de Birkhoff). La paire de fonc-
teurs I et J induit une équivalence de catégories

FinPOSet ∼= FinDLat.

Nous avons montré à la Propriété 1.52 que la catégorie de factorisations Ls
d’un chemin s : x −→→ y d’un graphe asynchrone G satisfaisant la Propriété du
Cube est réduite à un ordre partiel, noté (Ls,-). Nous montrons maintenant
que cet ordre partiel a une structure de treillis distributif. La preuve est fon-
dée sur une réduction de toute factorisation s1 · s2 de s modulo homotopie à
l’ensemble Ms1 des événements qui apparaissent dans le chemin s1.

Définition 1.63. L’ensemble Ms d’événements apparaissant dans un chemin
s : x −→→ y est défini inductivement par

– Mε = ∅,
– Mm·t = {m} ]Mt.

En particulier, le chemin vide ε est le seul chemin dont l’ensemble d’événements
soit vide.

La propriété suivante renforce l’intuition déjà mentionnée que le résidu s1/s2
d’un chemin s1 après un chemin s2 est le chemin contenant les événements de s1
qui n’ont pas déjà eu lieu dans s2.

Propriété 1.64. Si s1 : x −→→ y1 et s2 : x −→→ y2 sont deux chemins compatibles
alors le résidu de s1 après s2 satisfait

Ms1/s2 = Ms1 \Ms2 .

Commençons par expliquer comment les bornes supérieure et inférieure de
deux éléments

x
s1−→→ y1

s′1−→→ z et x
s2−→→ y2

s′2−→→ z (1.7)

de l’ordre partiel Ls sont calculées dans un graphe asynchrone G satisfaisant la
Propriété du Cube en avant. Par définition de la factorisation, on a

s1 · s′1 ∼ s ∼ s2 · s′2.

D’après la Propriété 1.42, les deux chemins s1 et s2 sont compatibles. Ceci nous
permet de définir l’élément s1 ∨ s2 comme la factorisation de s dont le préfixe
est

s1 ∨ s2
def= s1 · (s2/s1)
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qui est unique modulo homotopie. Il découle de la Propriété 1.45 que ceci dé-
finit une borne supérieure dans l’ensemble partiellement ordonné Ls. La Pro-
priété 1.64 nous permet en particulier de déduire que l’identité

Ms1∨s2 = Ms1 ∪Ms2

est vérifiée.

Propriété 1.65. Soient (s1, y1, s′1) et (s2, y2, s′2) deux éléments de Ls. Alors,

Ms1 = Ms2 ssi s1 ∼ s2.

Démonstration. L’implication de droite à gauche est simple. Montrons l’impli-
cation de gauche à droite. Soient (s1, y1, s′1) et (s2, y2, s′2) deux éléments de Ls
tels que Ms1 = Ms2 . Par définition de Ls, on a

s1 · s′1 ∼ s2 · s′2

Par la Propriété 1.42, on a donc

s1 · (s2/s1) ∼ s2 · (s1/s2).

On sait de plus que

Ms2/s1 = Ms2 \Ms1 = ∅ = Ms1 \Ms2 = Ms1/s2

par la Propriété 1.64. On en déduit que les chemins s2/s1 et s1/s2 sont tout les
deux vides et finalement les chemins s1 et s2 sont homotopes.

De façon duale, si le graphe asynchrone G satisfait la Propriété du Cube en
arrière, on peut montrer que les chemins s′1 et s′2 de (1.7) on un produit fibré
dans [G], c’est-à-dire qu’il existe une position y1 ∧ y2 et une paire

t1 : y1 ∧ y2 −→→ y1 et t2 : y1 ∧ y2 −→→ y2

de chemins tels qu’il existe un chemin t : x −→→ y1 ∧ y2, unique modulo homoto-
pie, tel que

t · t1 ∼ s1 et t · t2 ∼ s2.

Ce chemin t sera noté s1 ∧ s2 car il est déterminé de façon unique modulo
homotopie par les chemins s1 et s2. De plus, on peut montrer que ce chemin
satisfait

Ms1∧s2 = Ms1 ∩Ms2 .

Remarque 1.66. L’intersection de deux chemins s1 : x −→→ z1 et s2 : x −→→ z2
compatibles peut être calculée de façon plus concrète de la façon suivante, par
induction sur le nombre d’événements communs à s1 et s2. S’il n’existe pas de tel
événement alors l’intersection des deux chemins est le chemin vide ε : x −→→ x.
Sinon, notonsm l’événement commun à s1 et s2 qui apparaisse le premier dans s2
(le plus proche de la position initiale commune x). Les chemins s1 et s2 se
factorisent alors respectivement en

x
s′1−→→ y1

m−→ y′1
s′′1−→→ et x

s′2−→→ y2
m−→ y′2

s′′2−→→
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Par utilisation répétée de la Propriété du Cube en arrière l’événement m peut
être tiré au début des deux chemins :

x
s′1

~~~~||||||||
s′2

    BBBBBBBB

y1

m

�� �� ��@@@@@@@@ ‖ y2

������������
m

��
y′1

s′′1

�������������������

�� ��>>>>>>>
∼ y

��

y′2∼

�����������

s′′1

�� ��/
//////////////

y′

z1 z2

 

x
s′1

~~~~
m

��

s′2

    
y1

m

��

∼ x′

s′′′1�����������

s′′′2 �� ��???????
y2∼

m

��
y′1

s′′1

�������������������

�� ��

‖ y′2

����
s′′1

�� ��/
//////////////

y′

z1 z2

Nous obtenons ainsi une transition m : x −→ x′ et deux chemins

s′′′1 : x′ −→→ y′1 et s′′′2 : x′ −→→ y′2

tels que s′1 ·m ∼ m · s′′′1 et s′2 ·m ∼ m · s′′′2 . De plus, par hypothèse d’induction,
il existe un chemin d’intersection u : x′ −→→ z des chemins s′′′1 · s′1 : x′ −→→ z1 et
s′′′2 · s′2 : x′ −→→ z2. Finalement, l’intersection des chemins s1 et s2 est le chemin
m · u : x −→→ z.

Nous pouvons déduire de ce qui précède que

Propriété 1.67 (Structure de treillis distributif). L’ensemble partiellement or-
donné (Ls,-) est un treillis distributif, avec les opérations ∨ et ∧ précédemment
définies comme bornes respectivement supérieure et inférieure.

Démonstration. D’après la Propriété 1.65, le treillis (Ls,-) est isomorphe au
treillis (Ps,⊆), où l’ensemble Ps est défini par Ps = { Mt | t ∈ Ls } et
ordonné par inclusion ensembliste. Ce treillis étant un ensemble d’ensembles
clos par union et intersection, il est distributif.

1.4.6 Représentation des classes d’homotopie

Nous pouvons finalement prouver le théorème principal de ce chapitre.

Théorème 1.68 (Représentation d’une classe d’homotopie par un ordre par-
tiel). La classe d’homotopie d’un chemin s : x −→→ y d’un graphe asynchrone G
est isomorphe à l’ensemble des linéarisations de l’ordre partiel (Ms,≤), où Ms

est l’ensemble des événements apparaissant dans le chemin s et l’ordre ≤ est
défini par m ≤ n si et seulement si m apparâıt avant n dans tout chemin de la
classe d’homotopie de s, c’est-à-dire si

∀t ∈ [s], ∃t1, t2, t = t1 · n · t2 implique m ∈Mt1 .

Démonstration. Nous avons vu à la Propriété 1.67 que l’ensemble partiellement
ordonné (Ls,-) est isomorphe au treillis (Ps,⊆). Par le Théorème 1.62 de repré-
sentation de Birkhoff, il est donc isomorphe au treillis des idéaux de l’ordre par-
tiel induit sur ses sup-irréductibles ordonné par inclusion. Pour tout élément m
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de l’ensemble partiellement ordonné (Ms,≤), la clôture vers le bas {m} ↓ de
l’ensemble {m} est un élément de Ps. Les éléments de l’ensemble Ps étant clos
par union, pour tout élément M de Ps, si l’on note (mi)i∈I la famille (finie)
des éléments maximaux de M par rapport à l’ordre ≤, on a M =

⋃
i∈I {mi}↓.

Un tel ensemble M est donc sup-irréductible dans (Ps,⊆) précisément lorsque
l’ensemble d’indice I est réduit à un élément, c’est-à-dire lorsque M est de la
forme {m} ↓ pour un certain élément m de Ms. Il est de plus simple de vé-
rifier que l’ordre d’inclusion sur les ensembles de la forme {m} ↓ correspond
précisément à l’ordre ≤ sur les éléments de Ms, dans le sens où l’ensemble
des sup-irréductibles {m} ↓ (avec m ∈ Ms) ordonné par l’inclusion est iso-
morphe à l’ensemble partiellement ordonné (Ms,≤). On en déduit finalement
que les chemins t de la classe d’homotopie de s, qui sont en bijection avec les
suite maximales ε=t0, t1, . . . , tn−1, tn = t de préfixes de s modulo homotopie
(i.e. les ti sont des éléments de Ls), sont en bijection avec les linéarisations de
l’ordre partiel (Ms,≤).

Exemple 1.69. Considérons le graphe asynchrone suivant (figuré à gauche)

m

��

n

���������
o

��???????

o
��??????? ∼

n
���������

p

��

ε

m

ppppppppppp

NNNNNNNNNNN

m · n

NNNNNNNNNNN m · o

ppppppppppp

m · n · o

m · n · o · p

et notons s le chemin s = m · n · o · p. Nous avons dessiné à droite l’ensemble
partiellement ordonnée correspondant (Ls,-) des préfixes de s modulo homoto-
pie. L’ensemble {m,m ·n,m · o,m ·n · o ·p} des éléments sup-irréductibles de cet
ordre partiel a été calculé à l’Exemple 1.60. On peut alors constater que l’ordre
partiel induit sur ces éléments sup-irréductibles par la relation de préfixage mo-
dulo homotopie (figuré à gauche dans la figure ci-dessous) est bien isomorphe à
l’ordre partiel (M,≤) sur les coups M = {m,n, o, p} de s décrit dans l’énoncé
du théorème (figuré à droite).

m

ppppppppppp

NNNNNNNNNNN

m · n

MMMMMMMMMM m · o

qqqqqqqqqq

m · n · o · p

m

||||||||

AAAAAAAA

n

AAAAAAAA o

~~~~~~~~

p

La notion de position dans un graphe asynchrone ne correspond pas toujours
exactement à la notion de classe d’homotopie. Par exemple, dans le graphe
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asynchrone ci-dessous (figuré à gauche)

x

m

��
n

��
y

p

��
z

x
m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1

p1

��

y2

p2

��
z1 z2

deux chemins non homotopes de source x ont pour but la position z : les che-
mins m·p et n·p. Cependant, ce graphe asynchrone peut toujours être transformé
en un graphe asynchrone déplié dont les positions sont précisément les classes
d’homotopie de chemins ayant la position x pour source (figuré à droite dans la
figure ci-dessus) de la façon suivante :

Définition 1.70 (Dépliage d’un graphe asynchrone). Le dépliage DG d’un
graphe asynchrone G à partir d’une position x de G est le graphe asynchrone
dont les objets sont les classes d’homotopie [s] de chemins s : x −→→ y de G et les
transitions de la forme m : [s] → [s ·m], où s : x −→→ y et m : y −→ z sont des
chemins de G. Les tuiles rendent homotopes toute paire de chemins coinitiaux et
cofinaux. Un graphe asynchrone est dit déplié à partir d’une position x lorsqu’il
est isomorphe à sont dépliage à partir de x.

Les graphes de transitions d’une structure d’événements vérifient aussi la
variante suivante de la Propriété du Cube :

x

m

}}||||||||

��

n // x2

m
}}||||||||

o

��

∼

x1

o

��

∼

n
// y3

∼

x3

m
}}|||||||| n

// y1

y2

=⇒

x2

m

}}||||||||

o

��

x1

o

��

∼

n // y3

∼

��

x3

m

}}||||||||
n //

∼

y1

m
~~||||||||

y2 n
// y

Il peut être montré que les graphes asynchrones dépliés qui vérifient la Propriété
du Cube ainsi que la variante décrite ci-dessus sont précisément les graphes asyn-
chrones qui sont le graphe de transitions d’une structure d’événements [SNW93].
Intuitivement, cette nouvelle propriété impose que si m, n et o sont trois événe-
ments deux à deux compatibles alors ils sont tous les trois compatibles. Elle est
donc liée à la façon dont nous avons axiomatisé l’incompatibilité dans les struc-
tures d’événements, par une relation binaire. Il est possible de formuler la défi-
nition de structure d’événements de sorte à se passer de cette nouvelle propriété
dans les graphes de transitions associés, en équipant les structures d’événements
non pas d’une relation d’incompatibilité binaire mais d’un ensemble spécifiant
les sous-ensembles d’événements qui sont compatibles [Win87].



Chapitre 2

Sémantique des jeux asynchrones

Les jeux asynchrones ont été introduits par Melliès [Mel04] dans le but
d’unifier l’approche entrelacée offerte par les jeux à pointeurs de Hyland et
Ong [HO00] et les jeux concurrents, capables de représenter des stratégies jouant
plusieurs coups en parallèle [AM99]. Dans ces sémantiques, les jeux sont des
graphes asynchrones dans lesquels les transitions, ou coups, sont généralement
munis d’une polarité indiquant si elles doivent être jouées par le Joueur ou
l’Opposant. Une partie est un chemin partant de la position initiale du jeu, sou-
vent notée ∗, et une stratégie est un ensemble de parties satisfaisant certaines
propriétés.

Tout d’abord, remarquons que les tuiles asynchrones du jeu fournissent une
nouvelle façon de décrire les pointeurs de justification entre les coups (voir l’An-
nexe B pour un bref rappel des jeux à pointeurs). Par exemple, considérons
le jeu correspondant au type des booléens B déjà présenté en introduction, où
l’Opposant commence par poser une question q et le Joueur répond en répon-
dant soit tt (vrai) ou ff (faux). Ce jeu, décrit dans les jeux à pointeurs par
l’arène

q

~~~~~~~~

@@@@@@@@

tt ff

(2.1)

sera représenté dans les jeux asynchrones par l’arbre de décision

∗

q

��
q

tt

���������
ff

��????????

T F

où ∗ est la position initiale du jeu et les trois autres positions sont définies par

∗ = ∅, q = {q}, T = {q, tt} et F = {q, ff}

Il n’y a aucune concurrence au sein de ce jeu, qui peut être vu aussi bien comme
un jeu à pointeurs que comme un graphe asynchrone. Le jeu B⊗B est constitué de
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deux copies de ce jeu, jouées « en parallèle ». Il simule une machine très simple,
contenant deux cellules mémoire booléennes. Au cours d’une interaction typique,
l’Opposant commence par jouer un coup qL pour demander la valeur de la cellule
mémoire de gauche et le Joueur répond ttL. Ensuite, l’Opposant demande, avec
le coup qR la valeur de la cellule mémoire de droite, et le Jouer répond ffR. La
partie est représentée de la façon suivante dans les jeux à pointeurs :

qL · ttL
��

· qR · ffR
��

La partie contient deux pointeurs de justification, chacun étant représenté par
une flèche partant d’un coup en direction d’un coup précédent. Par exemple, le
pointeur de justification du coup ttL au coup qL indique que la réponse ttL doit
nécessairement être jouée après la question qL. La même situation est décrite
en utilisant des tuiles 2-dimensionnelles dans le jeu B⊗ B :

∗ ⊗ ∗
qL

zzuuuuuuuuuu
qR

$$IIIIIIIIII

q ⊗ ∗
ttL

zzvvvvvvvvv
qR

IIII

$$IIII

∼ ∗ ⊗ q

qL
uuuu

zzuuuu
ffR

$$IIIIIIIII

T ⊗ ∗

qR $$HHHHHHHHH
∼ q ⊗ q

ttL
uuuu

zzuuuu ffR

IIII

$$IIII

∼ ∗ ⊗ F

qLzzvvvvvvvvv

T ⊗ q

ffR $$IIIIIIIII
∼ q ⊗ F

ttLzzuuuuuuuuu

T ⊗ F

(nous n’avons représenté qu’une portion du jeu B⊗B, qui ressemble à une fleur
dont l’un des pétale est figuré ci-dessus, le pétale correspondant au cas où la
cellule mémoire de gauche contient vrai et celle de gauche contient faux ). Le
pointeur de justification entre la réponse ttL et sa question qL est ici remplacée
par une dépendance entre les deux coups, empêchant le coup ttL d’être permuté
avant le coup qL. La dépendance elle-même est exprimée par une obstruction
« topologique » : l’absence de tuile 2-dimensionnelle permutant la transition ttL
avant la transition qL dans le jeu asynchrone B⊗B. Le passage de l’une à l’autre
des représentations se fait précisément grâce à la Propriété du Cube expliquée
au Chapitre 1. Nous avons en effet vu que toute structure d’événements génère
un graphe asynchrone vérifiant la Propriété du Cube. Et une arène, dont la
définition est rappelée à l’Annexe B, peut être vue comme une structure d’évé-
nements. Réciproquement, les graphes asynchrones des jeux asynchrones seront
toujours supposés vérifier la Propriété du Cube et pourront ainsi être considérés
comme des sortes d’arènes généralisées.

Cette correspondance simple entre les pointeurs de justification et les tuiles
asynchrones permet une reformulation, dans le langage des jeux asynchrones, de
la définition initiale de stratégie innocente dans les jeux à pointeurs, définition
qui était fondée sur la notion de vue. De façon surprenante, cette reformulation
permet d’aboutir à une définition de l’innocence locale et purement diagram-
matique, qui ne mentionne plus la notion de vue. Cette reformulation, d’abord
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effectuée dans un cadre alterné [Mel04], puis étendue ici à un cadre non-alterné
(Section 2.4), nous révèle que les stratégies innocentes sont positionnelles, dans
le sens où elles sont caractérisées par le sous-graphe asynchrone du jeu qu’elles
explorent. Ainsi, si une stratégie innocente contient une partie s et une par-
tie t ·u, où t est un chemin homotope à s, alors le chemin s ·u sera aussi dans la
stratégie (voir la Section 2.1). Il s’en suit qu’une stratégie innocente est entiè-
rement caractérisée par l’ensemble des positions du jeu (pensées ici comme des
classes d’homotopie de parties) qu’elle atteint. Nous montrons à la Section 2.3
que cet ensemble de positions définit un opérateur de clôture et donc une stra-
tégie au sens des jeux concurrents. Les jeux asynchrones offrent ainsi un point
de vue simple permettant d’unifier les jeux à pointeurs et les jeux concurrents.

Asynchronie non-alternée. Nous avons précédemment expliqué comment
construire le jeu B⊗ B en mettant deux copies du jeu B en parallèle. Plus géné-
ralement, toute formule de la logique linéaire définit une structure d’événements,
qui à son tour génère un graphe asynchrone associé à la formule. Par exemple,
la structure d’événements associée à la formule

(B⊗ B)( B (2.2)

contient l’ensemble partiellement ordonné suivant de coups compatibles :

q

zzzzzzzz

DDDDDDDD

qL qR

ttL ff ffR

(2.3)

qui peut aussi être vu comme une position (maximale) dans le jeu asynchrone
associé à la formule.

Ce jeu implémente l’interaction entre une fonction booléenne de type (2.2) et
ses deux arguments booléens. Au cours d’une partie type, l’Opposant commence
en jouant le coup q, demandant la valeur du résultat booléen. Le Joueur réagit
alors en demandant avec qL la valeur de l’argument de gauche, et l’Opposant
répond ttL. Ensuite, le Joueur demande avec qR la valeur de l’argument de
droite et l’Opposant répond ffR. À ce point de l’interaction, connaissant la
valeur de ses deux arguments, le Joueur répond ff à la question initiale :

q · qL · ttL · qR · ffR · ff (2.4)

Bien sûr, le Joueur aurait pu décider d’explorer ses deux arguments dans l’ordre
inverse, de la droite vers la gauche, ce qui aurait induit la partie

q · qR · ffR · qL · ttL · ff (2.5)

Les deux parties débutent de la position initiale ∗ et atteignent la même position
du jeu asynchrone. Elles peuvent être vues comme les différentes linéarisations
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(au sens de la théorie de l’ordre) de l’ordre partiel (2.3), dans le sens suivant :

q

zzzzzzzz

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

qL

ttL

qR

ffR

ff

q

����������������������

DDDDDDDD

qR

ffR

qL

ttL

ff

(2.6)

La partie (2.4) est un élément de la stratégie représentant l’implémentation
gauche de la conjonction stricte, tandis que la partie (2.5) est un élément de
la stratégie représentant son implémentation droite. Remarquons que ces deux
stratégies sont alternées. Une troisième implémentation de la conjonction est
possible, l’implémentation parallèle, où la conjonction demande la valeur de ses
deux arguments en même temps. La stratégie associée n’est plus alternée : elle
contient la partie (2.4), la partie (2.5), ainsi que toutes les autres linéarisations
(qui peuvent être non-alternées) de l’ordre partiel suivant :

q

zzzzzzzz

DDDDDDDD

qL qR

ttL ffR

ff

(2.7)

Ceci illustre un phénomène intéressant, de nature concurrente : toute partie
s : ∗ −→→ x d’une stratégie asynchrone σ cohabite avec d’autres parties t : ∗ −→→ x
au sein de la stratégie qui atteignent la même position x et sont homotopes à s.
Ces parties explorent un sous-graphe du jeu qui vérifie la Propriété du Cube.
Autrement dit, l’ensemble des parties homotopes à s de la stratégie σ est iso-
morphe à l’ensemble des linéarisations d’un ordre partiel sur les coups appa-
raissant dans s, et cet ordre partiel raffine l’ordre du jeu sur ces coups – dans
l’exemple (2.7), ce raffinement correspond à l’ajout des dépendances du coup ff
sur les coups ttL et ffR figurées en traits pointillés. Notre définition de stratégie
ingénue nous assurera de l’existence d’un tel « ordre de causalité » sous-jacent,
pour toute position x atteinte par la stratégie. Elle définira un faisceau d’ordres
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partiels, induisant une structure d’événements obtenue en recollant les ordres
partiels les uns avec les autres.

Stratégies ordonnancées. Nous introduisons à la Section 2.5 la notion de
stratégie ordonnancée, définie comme une stratégie ingénue satisfaisant des pro-
priétés permettant de s’assurer que la composition va bien se dérouler dans le
sens suivant. Considérons la stratégie ingénue σ de type B⊗B générée par l’ordre
partiel suivant :

qL qR

ttL ffR

(2.8)

La stratégie répond ttL à la question qL mais ne répond ffR à la question qR
que si la question qL a déjà été posée. La composition de la stratégie σ avec
l’implémentation droite de la conjonction stricte dessinée à droite de (2.6) in-
duit une partie q · qR qui se termine en un interblocage (deadlock) à la posi-
tion {q, qR}. D’un autre côté, la composition de cette stratégie σ avec l’implé-
mentation gauche ou l’implémentation parallèle se déroule bien, et mène à une
interaction complète.

Ce phénomène dynamique peut être compris en introduisant deux nouveaux
connecteurs binaires 4 et 5 qui décrivent une composition séquentielle dans les
jeux asynchrones. Le jeu A4B est défini comme la restriction 2-dimensionnelle
du jeu A ⊗ B aux parties s telles que tout coup joué avant un coup de A est
aussi un coup de A ; ou de façon équivalente, tout coup joué après un coup de B
est un coup de B. Le jeu A5B est simplement défini comme le jeu B4A, dans
lequel la composante B débute les parties. La stratégie σ de B⊗ B se restreint
en une stratégie dans le sous-jeu B 4 B, qui la réfléchit dans le sens où toute
partie s ∈ σ est homotope à une partie t ∈ σ du sous-jeu B 4 B. Ceci n’est
plus vrai lorsque la stratégie σ est restreinte au sous-jeu B 5 B, car la partie
qL ·ttL ·qR ·ffR est un élément de σ qui n’est pas équivalent modulo homotopie
à une partie t ∈ σ du sous-jeu B 5 B. Pour cette raison, nous considérons que la
stratégie σ se comporte bien dans le jeu B 4 B mais pas du jeu B⊗ B.

Ceci nous a amené à un critère interactif, détectant dynamiquement si une
stratégie σ respecte l’indépendance des composantes d’un tenseur dans les for-
mules de la logique linéaire. Ce critère est fondé sur des conditions d’ordonnance-
ment. L’idée consiste à aiguiller tout produit tensoriel ⊗ de la formule en 4 ou 5
et à tester si chaque partie s de la stratégie σ est équivalente modulo homotopie
à une partie t ∈ σ dans le sous-jeu induit. Chacun de ces aiguillages S reflète
un choix d’ordonnancement de la part d’une contre-stratégie : il permet ainsi
de s’assurer que les stratégies sont assez flexibles pour s’adapter à tout ordon-
nancement du produit tensoriel par l’Opposant. Syntaxiquement, ceci signifie
que la stratégie satisfait une variante dirigée du critère d’acyclicité introduit
par Girard [Gir87] et reformulé par Danos et Regnier [DR89].

Les résultats contenus dans ce chapitre ont en partie été publiés dans [MM07].
La Figure 2.1 récapitule les principale conditions que nous considérerons pour
les stratégies.



82 Chapitre 2 – Sémantique des jeux asynchrones

Condition Sec. (Déf.) Définition
Positionalité 2.1.2 (2.15)

Compatibilité en avant 2.1.3 (2.22) ���������

��???????

��

∼

��

implique ���������

��???????

��??????? ∼

���������

Compatibilité en arrière 2.1.3 (2.22) �� ��

��??????? ∼

��������� implique ���������

��???????

��??????? ∼

���������

Déterminisme 2.2.1 (2.33)

P

���������

��???????

implique

P

���������

��???????

��??????? ∼

���������

Courtoisie 2.3 (2.40)

P

���������

��

��??????? ∼

��

implique

P

���������

��???????

��??????? ∼

���������

Forte courtoisie 2.3 (2.44)

O

���������

��

O ��??????? ∼

��

implique

O

���������

��???????

O ��??????? ∼

���������

Réceptivité 2.3.2 (2.67) O

��
implique O

��

Séquentialité en avant 2.4.2 (2.69)

O

��

P

���������
P

��???????

P ��??????? ∼

P���������

implique

���������

��

��

∼

���������

��???????

��??????? ∼

���������

ou

�� ��???????

���������

��??????? ∼

��

��??????? ∼

���������

Séquentialité en arrière 2.4.2 (2.69)

O

���������
O

��???????

O ��??????? ∼

O���������

P

��

implique

���������

��???????

�� ��??????? ∼

���������

��??????? ∼

��

ou

���������

��???????

��??????? ∼

���������

��

��

∼

���������

Fig. 2.1 – Principales conditions imposées aux stratégies positionnelles.
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2.1 Jeux et stratégies monochromes

Les catégories de jeux et stratégies considérées en sémantique des jeux sont
généralement définies sur des jeux à deux joueurs. Cependant, certaines construc-
tions de bases ne font pas intervenir la polarité des coups et peuvent être réali-
sées en toute généralité dans une catégorie de jeux monochromes, dans laquelle
les coups ne sont pas polarisés. Nous commençons par construire une catégo-
rie Jeux1 de tels jeux qui sera à la base des catégories de jeux que nous introdui-
rons dans les sections suivantes. Nous étudions ensuite une classe de stratégies
qui vérifient une condition de positionalité. Ces stratégies sont particulièrement
intéressantes, car elles peuvent être assimilées au sous-graphe du jeu qu’elles
explorent, nous permettant ainsi d’utiliser, pour les stratégies, les techniques
développées au Chapitre 1 sur les graphes asynchrones. Lorsque ces stratégies
vérifient de plus des propriétés très naturelles de préservation de la compati-
bilité, nous verrons que les stratégies positionnelles peuvent être caractérisées
comme des ensembles de traces particuliers.

2.1.1 Une catégorie de jeux monochromes

Les jeux sont habituellement définis comme des structures d’événements par-
ticulières. Toute structure d’événements induisant un graphe asynchrone (son
graphe de transitions), nous définissons ici plus généralement un jeu comme un
graphe asynchrone muni d’une position initiale.

Définition 2.1 (Jeu). Un jeu A = (G, ∗) est un graphe asynchrone G avec
un sommet distingué ∗, appelé position initiale, tel que toute position x est
atteignable, c’est-à-dire qu’il existe un chemin s : ∗ −→→ x. Un événement d’un
jeu est appelé un coup.

Pour simplifier notre présentation, quitte à travailler avec le dépliage des graphes
asynchrones à partir de la position initiale (voir la Définition 1.70), nous sup-
poserons que les graphes que nous considérerons sont contractibles, c’est-à-dire
tels que deux chemins coinitiaux et cofinaux sont homotopes et que toute po-
sition est atteignable à partir de la position initiale ∗ (i.e. il existe un chemin
s : ∗ −→→ x).

Définition 2.2 (Partie). Une partie sur un jeu A est un chemin s : ∗ −→→ x
ayant pour source la position initiale du jeu.

Définition 2.3 (Stratégie). Une stratégie σ sur un jeu A est un ensemble de
parties sur le jeu A.

Nous écrirons σ : A pour indiquer que σ est une stratégie sur un jeu A. Il
est à noter que nous n’imposons pas (pour le moment) à nos stratégies d’être
closes par préfixe comme c’est le cas dans la plupart des sémantiques de jeux.
Ceci jouera un rôle crucial lors de la construction des morphismes identité de la
catégorie. Nous ne leur imposons pas non plus d’être non vides, car la composée
de deux stratégies non vides peut être vide.

Deux jeux A et B peuvent être combinés pour former leur produit tenso-
riel A⊗B, qui représente le jeu correspondant aux jeux A et B sur lesquels on
peut jouer en parallèle.
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Définition 2.4 (Produit tensoriel). Le produit tensoriel A⊗B = (GA⊗B , ∗A⊗B)
de deux jeux A = (GA, ∗A) et B = (GA, ∗A) est défini comme suit. Son graphe
asynchrone sous-jacent est le graphe dont

– les positions sont les paires (xA, xB), aussi notées xA⊗ xB , où xA est une
position de GA et xB est une position de GB ,

– les transitions sont de la forme

xA ⊗ xB
m⊗xB−→ yA ⊗ xB

où xA
m−→ yA est une transition de A, ou de la forme

xA ⊗ xB
xA⊗m−→ xA ⊗ yB

où xB
m−→ yB est une transition de B. Par souci de simplicité on notera

parfois simplement ces transitions

xA ⊗ xB
m−→ yA ⊗ xB et xA ⊗ xB

m−→ xA ⊗ yB .

La relation de tuilage relient deux chemins de la forme

xA ⊗ xB
m⊗xB

xxrrrrrrrrrrr
n⊗xB

&&LLLLLLLLLL

yA ⊗ xB

n⊗xB &&LLLLLLLLLLL
∼ y′A ⊗ xB

m⊗xBxxrrrrrrrrrr

zA ⊗ xB

lorsqu’il existe une tuile

xA

m

~~||||||||
n

  BBBBBBBB

yA

n
  BBBBBBBB ∼ y′A

m
~~||||||||

zA

dans A, de même les tuiles de B induisent des tuiles dans A⊗B, et enfin
tous les chemins de la forme

xA ⊗ xB
m⊗xB

xxqqqqqqqqqq
xA⊗n

&&MMMMMMMMMM

yA ⊗ xB

yA⊗n &&MMMMMMMMMM
∼ xA ⊗ yB

m⊗yBxxqqqqqqqqqq

yA ⊗ yB

sont reliés par une tuile. Enfin, la position initiale du jeu A ⊗ B est la
position ∗A⊗B = ∗A ⊗ ∗B .
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Par construction, tout chemin de A ⊗ B peut être vu comme l’entrelacement
d’un chemin sA de A et d’un chemin sB de B définis comme suit.

Définition 2.5 (Projection d’un chemin). Si s : xA ⊗ xB −→→ yA ⊗ yB est un
chemin d’un jeu A⊗B alors la projection sA : xA −→→ yA du chemin s sur le jeu
A est le chemin défini par induction sur la longueur de s de la façon suivante.

– Si s est le chemin vide alors (εxA⊗yA)A = εxA .
– Sinon s se factorise en

xA ⊗ xB
m⊗xB−→ x′A ⊗ xB

s′−→→ yA ⊗ yB

auquel cas sA = m · s′A, ou en

xA ⊗ xB
xA⊗m−→ xA ⊗ x′B

s′−→→ yA ⊗ yB

auquel cas sA = s′A.
La projection sB : xB −→→ yB de s sur le jeu B est définie de façon similaire.

En particulier, si s : ∗A⊗B −→→ xA ⊗ xB est une partie d’un jeu A⊗ B alors sa
projection sA : ∗A −→→ xA sur le jeu A est une partie, ainsi que sa projection
sB : ∗B −→→ xB sur le jeu B. Les entrelacements de deux mêmes chemins sont
toujours homotopes par définition du jeu A⊗B :

Propriété 2.6. Pour touts chemins parallèles s, t : xA ⊗ xB −→→ yA ⊗ yB d’un
jeu A⊗B, si sA = tA et sB = tB alors les chemins s et t sont homotopes.

À l’inverse, les chemins de A et de B peuvent être injectés dans le jeu A⊗B :

Définition 2.7 (Injection d’un chemin). Si s : xA −→→ yA est un chemin d’un
jeu A et xB est une position d’un jeu B, l’injection du chemin s dans le jeu A⊗B
à la position xB , notée s⊗ xB : xA ⊗ xB −→→ yA ⊗ xB , est le chemin défini par
induction sur la longueur de s par

– εxA ⊗ xB = εxA⊗xB ,
– et (m · s)⊗ xB = (m⊗ xB) · (s⊗ xB).

On définit de même l’injection d’un chemin s : xB −→→ yB de B dans A ⊗ B à
une position xA de A.

Dans la suite, si s : ∗A −→→ xA est une partie de A, on parlera simplement de
l’injection de s dans A⊗B pour désigner la partie s⊗∗B , que l’on notera parfois
encore s. De plus, par souci de concision, on considérera que le produit tensoriel
ainsi défini est strictement associatif et on notera sA,B pour la restriction au jeu
A⊗B d’un chemin s sur le jeu A⊗B ⊗ C, etc.

Tout paire de stratégies σ : A ⊗ B et τ : B ⊗ C induit par interaction une
stratégie σ ÷ τ sur le jeu A⊗B ⊗ C définie par

σ ÷ τ = { s ∈ A⊗B ⊗ C | sA,B ∈ σ et sB,C ∈ τ }.

On déduit alors la composée des stratégies σ et τ en masquant, dans les traces
de l’interaction, les coups joués dans la composante interne B. Ce type de com-
position est parfois appelé composition parallèle avec masquage.

Définition 2.8 (Composition). La composée de deux stratégies σ : A ⊗ B
et τ : B ⊗ C est la stratégie τ ◦ σ sur le jeu A⊗ C définie par

τ ◦ σ = { sA,C | s ∈ σ ÷ τ }.
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Lemme 2.9. La composition est associative.

Définition 2.10 (Stratégie identité). La stratégie identité idA : A ⊗ A sur un
jeu A est la plus petite stratégie contenant la partie vide et telle que, pour toute
partie s : ∗A⊗∗A −→→ xA⊗xA dans idA, et toute transition m : xA −→ yA dans
A, les parties

∗A ⊗ ∗A
s−→→ xA ⊗ xA

m⊗xA−→ yA ⊗ xA
yA⊗m−→ yA ⊗ yA

et
∗A ⊗ ∗A

s−→→ xA ⊗ xA
xA⊗m−→ xA ⊗ yA

m⊗yA−→ yA ⊗ yA
sont aussi dans idA.

Lemme 2.11. Pour toute stratégie σ : A⊗B, on a

idB ◦ σ = σ = σ ◦ idA.

Définition 2.12 (Catégorie des jeux monochromes). La catégorie des jeux mo-
nochromes Jeux1 est la catégorie dont les objets sont les jeux monochromes et
les stratégies entre deux jeux A et B sont les stratégies sur le jeu A⊗B. La com-
position est donnée par la Définition 2.8 et les identités par la Définition 2.10.

Définition 2.13 (Stratégie close par préfixe). Une stratégie σ : A est close par
préfixe lorsque pour toute partie de σ de la forme ∗ s−→→ x

m−→ y, la partie s est
aussi dans σ. La clôture par préfixe d’une stratégie σ : A est notée prefix(A).

Remarque 2.14. Les stratégies closes par préfixe de Jeux1 ne forment pas une
sous-catégorie de cette catégorie car l’identité n’est pas close par préfixe. Il est
donc important, pour pouvoir définir une catégorie de jeux monochromes, de
considérer des stratégies qui ne sont pas closes par préfixe, contrairement à la
coutume en sémantique des jeux.

La catégorie (Jeux1,⊗, I) est monöıdale avec comme unité du produit ten-
soriel le jeu I réduit à une unique position. Elle est de plus symétrique si on la
munit de plus de la transformation naturelle γ de composantes

γA,B : A⊗B → B ⊗A

définies de façon similaire à l’identité : une stratégie γA,B est définie comme la
plus petite stratégie qui contienne la partie vide εA⊗B⊗B⊗A et telle que si

s : ∗A ⊗ ∗B ⊗ ∗B ⊗ ∗A −→→ xA ⊗ xB ⊗ xB ⊗ xA

est une partie de γA,B alors pour toute transition m : xA −→ yA de A les parties

∗A⊗∗B⊗∗B⊗∗A
s−→→ xA⊗xB⊗xB⊗xA

m−→ yA⊗xB⊗xB⊗xA
m−→ yA⊗xB⊗xB⊗yA

et

∗A⊗∗B⊗∗B⊗∗A
s−→→ xA⊗xB⊗xB⊗xA

m−→ xA⊗xB⊗xB⊗yA
m−→ yA⊗xB⊗xB⊗yA

sont aussi dans γA,B et pour toute transition m : xB −→ yB de B les parties

∗A⊗∗B⊗∗B⊗∗A
s−→→ xA⊗xB⊗xB⊗xA

m−→ xA⊗yB⊗xB⊗xA
m−→ xA⊗yB⊗yB⊗xA
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et

∗A⊗∗B⊗∗B⊗∗A
s−→→ xA⊗xB⊗xB⊗xA

m−→ xA⊗xB⊗yB⊗xA
m−→ xA⊗yB⊗yB⊗xA

sont aussi dans γA,B . Enfin, la catégorie monöıdale symétrique (Jeux1,⊗, I, γ)
est compacte fermée si on la munit de la dualité définie par A∗ = A pour tout
jeu A avec comme unité la stratégie ηA : I → A∗ ⊗ A définie comme l’identité
idA et la stratégie εA : A⊗A∗ → I aussi définie comme l’identité idA.

2.1.2 Stratégies positionnelles

Nous nous intéresserons dans la suite à des stratégies que nous appelons
positionnelles, qui sont caractérisées par le sous-graphe du jeu qu’elles visitent.
Nous commençons par donner la définition de ces stratégies dans le cadre des
stratégies closes par préfixe puis nous étendons la définition au cas général. Cette
définition adapte la définition de positionalité donnée par Melliès dans le cadre
alterné [Mel04] à un cadre monochrome et nous verrons qu’elle s’étend de façon
immédiate au cadre non-alterné.

Définition 2.15 (Stratégie close par préfixe positionnelle). Une stratégie close
par préfixe σ : A est positionnelle lorsque

s · u ∈ σ et s ∼ t et t ∈ σ implique t · u ∈ σ

pour tous chemins s, t : ∗ −→→ x et u : x −→→ y. Diagrammatiquement,

σ 3

∗

s

��
x

u

��
y

et

∗

s

��
∼ t

��
x et

∗

t

��
x ∈ σ implique

∗

t

��
x

u

��
y

∈ σ

Une stratégie close par préfixe positionnelle σ : A est essentiellement la
même chose qu’un sous-graphe du graphe du jeu A dans lequel toute position
est atteignable à partir de la position initiale ∗ du jeu. Ce sous-graphe hérite d’un
structure 2-dimensionnelle du graphe asynchrone sous-jacent, induisant ainsi un
graphe asynchrone, noté Gσ, dont les positions sont les positions x atteignables
par une partie s : ∗ −→→ x de σ et les transitions sont les transitions visitées par
au moins une partie de σ. À l’inverse, la stratégie σ peut être retrouvée comme
l’ensemble de toutes les parties de Gσ.

Il est conceptuellement intéressant de remarquer que notre notion de stra-
tégie positionnelle est de même nature que la notion de jeu asynchrone. En
effet, une stratégie close par préfixe positionnelle σ : A est la même chose qu’un
sous-jeu du jeu original A dans le sens suivant :

Définition 2.16 (Sous-jeu). Un jeu B = (GB , ∗B) est un sous-jeu d’un jeu
A = (GA, ∗A) lorsque le graphe sous-jacent de GB est un sous-graphe du graphe
sous-jacent de GA, avec la même position initiale ∗B = ∗A, dans lequel toute
position est atteignable à partir de la position initiale, et la relation de tuilage �B
de B est héritée de la relation de tuilage �A de A dans le sens où

m · n �B p · q ssi m · n �A p · q
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pour toutes transitions m : x −→ y1, n : y1 −→ z, p : x −→ y2 et q : y2 −→ z
du jeu B.

Propriété 2.17. Pour tout jeu A, l’ensemble des stratégies non vides, closes
par préfixe et positionnelles σ : A est en bijection avec l’ensemble des sous-jeux
de A.

Démonstration. Notons SG la stratégie associée à un graphe asynchrone G,
définie comme l’ensemble des parties de G. Il est aisé de constater que pour
tout sous-jeu G d’un jeu A, le graphe GSG est isomorphe à G. Réciproquement,
considérons une stratégie σ : A. L’inclusion σ ⊆ SGσ est simple à établir,
montrons l’inclusion inverse SGσ ⊆ σ en montrant que toute partie s de Gσ est
dans σ par induction sur la longueur de s. Si s est la partie vide alors s est dans
la stratégie σ qui est non vide et close par préfixe. Sinon, soit ∗ s−→→ x

m−→ y une
partie de Gσ. Par hypothèse d’induction, la partie s est dans la stratégie σ. De
plus, la transition m : x −→ y étant dans Gσ, il existe un chemin ∗ t−→→ x

m−→ y
dans la stratégie σ. Les chemins s et t étant coinitiaux et cofinaux, ils sont
homotopes. Par positionalité de la stratégie σ, la partie s·m est aussi dans σ.

Cette propriété est techniquement intéressante, car elle nous permettra dans
la suite de considérer des chemins s : x −→→ y d’une stratégie positionnelle σ
dont l’origine n’est pas la position initiale ∗ du jeu : nous parlerons d’un tel
chemin s de σ pour désigner implicitement un chemin dans le sous-jeu associé
à la stratégie.

Nous étendons maintenant la notion de stratégie positionnelle au cas général
des stratégies qui ne sont pas nécessairement closes par préfixe.

Définition 2.18 (Stratégie positionnelle). Une stratégie σ : A est positionnelle
lorsque

1. sa clôture par préfixe prefix(σ) est positionnelle au sens de la Défini-
tion 2.15,

2. et pour tous chemins s, t : ∗ −→→ x et u : x −→→ y, on a

s · u ∈ σ et s ∼ t et t ∈ σ implique t · u ∈ σ.

Diagrammatiquement,

σ 3

∗

s

��
x

u

��
y

et

∗

s

��
∼ t

��
x et

∗

t

��
x ∈ σ implique

∗

t

��
x

u

��
y

∈ σ.

Remarque 2.19. Il semble difficile de donner une version directe de la Défini-
tion 2.18, qui ne ferait pas intervenir – directement ou indirectement – la clôture
par préfixe prefix(σ) de la stratégie σ et imposerait néanmoins que prefix(σ) soit
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positionnelle au sens de la Définition 2.15. En effet, considérons le jeu

∗
m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

x1

n
  AAAAAAAA ∼ x2

m
~~}}}}}}}}

y
p

~~}}}}}}}}
q

  AAAAAAAA

z1 z2

et une stratégie σ qui contiendrait les parties m·n·p et n·m·q. On doit imposer à
prefix(σ) d’être positionnelle en tant que stratégie close par préfixe, c’est-à-dire
en particulier que les parties n ·m · p et m · n · q soient aussi dans σ.

Une stratégie positionnelle non vide σ : A est donc caractérisée par la donnée
du sous-jeu Gprefix(σ) de A, que nous noterons simplement Gσ, induit par sa
clôture par préfixe et de l’ensemble σ• de ses positions acceptantes défini comme
suit.

Définition 2.20 (Positions acceptantes). L’ensemble σ• des positions accep-
tantes d’une stratégie σ : A est l’ensemble des positions atteintes par une partie
de la stratégie :

σ• = { x | ∃s : ∗ −→→ x, s ∈ σ }.

La stratégie σ peut être retrouvée à partir du sous-jeu Gσ qu’elle induit ainsi
que par l’ensemble σ• de ses positions acceptantes par

σ = { s : ∗ −→→ x | s ∈ Gσ et x ∈ σ• } (2.9)

Par la Propriété 2.17, on sait en effet que la stratégie prefix(σ) est égale à
la clôture par préfixe de la stratégie définie dans le membre droit de (2.9).
L’égalité (2.9) peut ensuite être prouvée de façon similaire à la Propriété 2.17.
On peut remarquer que toute position maximale x du sous-jeu Gσ d’un jeu A,
associé à une stratégie positionnelle σ : A, appartient à l’ensemble σ• de ses
positions acceptantes. Réciproquement, un couple (G,X) où G est un sous-jeu
de A et X est un ensemble de positions de G vérifiant cette propriété provient
d’une stratégie positionnelle :

Propriété 2.21. Pour tout jeu A, l’ensemble des stratégies positionnelles non
vides σ : A est en bijection avec les couples (G,X), où G est un sous-jeu de A
et X est un sous-ensemble des positions de G contenant toutes les positions
maximales de G.

Cette Propriété généralise la Propriété 2.17 au cadre des stratégies positionnelles
non nécessairement closes par préfixe.

Les stratégies positionnelles forment une classe intéressante de stratégies,
mais cette classe n’est pas close par composition : la composée de deux stratégies
positionnelles n’est pas nécessairement positionnelle. En effet, considérons le
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jeu A réduit à une position et les jeux B et C dont les graphes asynchrones sont
respectivement

∗A

et

∗B
i

}}{{{{{{{{
j

!!CCCCCCCC

x1 x2
et

∗C
m

}}||||||||
n

!!BBBBBBBB

y1

p
!!BBBBBBBB ∼ y2

q
}}||||||||

y

r

��
z

et les stratégies σ : A→ B et τ : B → C définies comme les clôtures par préfixe
des ensembles respectifs

{ i, j } et { i ·m · p · r, j · n · q }

Il immédiat de vérifier que ces deux stratégies sont positionnelles. Cependant
leur composée, qui est la clôture par préfixe de l’ensemble

{ m · p · r, n · q }

n’est pas positionnelle, car elle ne contient par exemple pas la partie n · q · r.
Cette disparité semble être liée au fait que nos stratégies sont monochromes et
non déterministes. À la Section 2.2.1, nous introduisons la catégorie des jeu et
stratégies ingénues pour lesquelles ces propriétés sont préservées par composi-
tion.

2.1.3 Stratégies préservant la compatibilité

Dorénavant, nous supposerons que tous les jeux que nous considérons satis-
font la Propriété du Cube 1.19. Nous considérerons de plus des stratégies qui
satisfont deux propriétés de préservation de la compatibilité très naturelles. Ces
conditions imposent à une stratégie de ne pas « créer d’incompatibilité » : si une
stratégie joue deux transitions m : x −→ y1 et n : x −→ y2 qui sont compatibles
dans le jeu alors elles doivent être aussi compatibles dans la stratégie, dans le
sens où jouer l’une de ces transitions ne peut pas empêcher de jouer l’autre.
Ainsi, si une stratégie joue deux coups qui sont spécifiés comme étant indépen-
dants par le jeu, elle doit pouvoir les jouer en parallèle. Il est simple de vérifier
que le graphe asynchrone associé à une stratégie positionnelle σ : A, préservant
la compatibilité, vérifie la Propriété du Cube lorsque A la vérifie. Ceci qui nous
permettra par la suite d’utiliser les techniques développées au Chapitre 1 direc-
tement sur les stratégies : on peut calculer l’intersection de deux chemins ou
l’union de deux chemins compatibles à l’intérieur d’une telle stratégie.

Nous montrons dans cette section que les stratégies positionnelles préservant
la compatibilité peuvent être directement caractérisées comme un ensemble de
chemins vérifiant certaines propriétés.

Définition 2.22 (Préservation de la compatibilité). Une stratégie position-
nelle σ : A préserve la compatibilité lorsqu’elle vérifie les deux propriétés sui-
vantes.
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1. Préservation de la compatibilité en avant : si

m : x −→ y1 et n : x −→ y2

sont deux transitions coinitiales de σ telles qu’il existe deux transitions
p : y1 −→ z et q : y2 −→ z formant une tuile

x
m−→ y1

p−→ z � x
n−→ y2

q−→ z

dans A alors les transitions p et q sont aussi dans la stratégie σ. Diagram-
matiquement,

x
σ3m

~~}}}}}}}}
n∈σ

  AAAAAAAA

y1

p
  

∼ y2

q
~~

z

implique

x
σ3m

~~}}}}}}}}
n∈σ

  AAAAAAAA

y1

σ3p
  AAAAAAAA ∼ y2

q∈σ
~~}}}}}}}}

z

où les flèches en traits pointillés indiquent des transitions dans A.
2. Préservation de la compatibilité en arrière : dualement, si

p : y1 −→ z et q : y2 −→ z

sont deux transitions cofinales de σ telles qu’il existe deux transitions
m : x −→ y1 et n : x −→ y2 formant une tuile

x
m−→ y1

p−→ z � x
n−→ y2

q−→ z

dans A alors les transitions m et n sont aussi dans la stratégie σ. Dia-
grammatiquement,

x
m

~~

n

  
y1

σ3p
  AAAAAAAA ∼ y2

q∈σ
~~}}}}}}}}

z

implique

x
σ3m

~~}}}}}}}}
n∈σ

  AAAAAAAA

y1

σ3p
  AAAAAAAA ∼ y2

q∈σ
~~}}}}}}}}

z

Ces deux conditions peuvent être simplement reformulées directement sur les
stratégies vues comme des ensembles de parties (et non comme des sous-jeux)
dans le cas des stratégies positionnelles closes par préfixe.

Propriété 2.23. Une stratégie close par préfixe σ : A est positionnelle et satis-
fait les deux propriétés de préservation de la compatibilité de la Définition 2.22
si et seulement si elle satisfait les trois propriétés suivantes.

1. Pour toute paire de parties cofinales

s ·m · p : ∗ −→→ x et s · n · q : ∗ −→→ x

et pour tout chemin t : x −→→ y, on a

s·m·p·t ∈ σ, m·p ∼ n·q et s·n·q ∈ σ implique s·n·q·t ∈ σ.
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Diagrammatiquement,

σ 3

∗
s

����

m

~~}}}}}}}}
n

  

p
��???????? ∼

q
��

x

t
����
y

et

∗
s

����

m

~~

n

  AAAAAAAA

p
��

∼

q
����������

x

∈ σ implique

∗
s

����

m

~~

n

  AAAAAAAA

p
��

∼

q
����������

x

t
����
y

∈ σ

2. Pour tout partie s : ∗ −→→ x et toute paire de transitions coinitiales
m : x −→ y1 et n : x −→ y2 telles qu’il existe une position z et deux
transitions p : y1 −→ z et q : y2 −→ z induisant une tuile

x
m−→ y1

p−→ z � x
n−→ y2

q−→ z

si les chemins s ·m et s ·n sont dans la stratégie σ alors les chemins s ·m ·p
et s · n · q sont aussi dans σ. Diagrammatiquement,

σ 3

∗

s
����
x

m

~~||||||||
n

  BBBBBBBB

y1

p
  

∼ y2

q
~~

z

∈ σ implique σ 3

∗

s
����
x

m

~~||||||||
n

  BBBBBBBB

y1

p
  BBBBBBBB ∼ y2

q
~~||||||||

z

∈ σ

3. Pour toute paire de parties

s ·m · n · o : ∗ −→→ y et s · p · q · r : ∗ −→→ y

dans la stratégie σ, les parties deux à deux homotopes du membre gauche
du diagramme ci-dessous sont dans σ si et seulement si les parties deux à
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deux homotopes du membre droit du diagramme ci-dessous sont dans σ :

∗

s
����
x

m

}}||||||||

��

p //

∼

x2

q

��

x1

n

��

∼

x3

}}||||||||
//

∼

y1

r
~~~~~~~~~~

y2 o
// y

⇐⇒

∗

s
����
x

m

~~}}}}}}}}
∼

p // x2

}}||||||||

q

��

x1

n

��

∼

// y3

∼

��

y1

r
~~||||||||

y2 o
// y

(2.10)

Il est aisé de constater que si σ : A est une stratégie close par préfixe po-
sitionnelle vérifiant les propriété de préservation de la compatibilité alors elle
vérifie les trois conditions ci-dessus. La condition 1 peut être déduite de la po-
sitionalité de σ, la condition 2 de la préservation de la compatibilité en avant et
la condition 3 des propriétés de préservation de la compatibilité et du fait que le
jeu A vérifie la Propriété du Cube. L’implication inverse est plus subtile, nous
la montrons maintenant.

Définition 2.24 (σ-homotopie). Nous définissons une relation 1∼σ sur les par-
ties d’une stratégie σ par

s
1∼σ t ssi s

1∼ t.

La relation de σ-homotopie, notée ∼σ, est la plus petite relation d’équivalence
qui contienne 1∼σ. La classe d’équivalence d’un chemin s par σ-homotopie est
notée [s]σ.

Si l’on considère une homotopie entre deux chemins s et t comme la pos-
sibilité de « déformer de façon continue » s en t, une relation de σ-homotopie
entre les chemins s et t exprime donc la possibilité de déformer s en t tout en
restant dans la stratégie σ. Bien entendu deux chemins homotopes ne sont pas
nécessairement σ-homotopes dans le cas général. Par exemple, sur le jeu

m

���������
p

��???????

n
��??????? ∼

s

��

q

��???????

o
��??????? ∼

r
���������

les chemins m · n · o et p · q · r de la stratégie σ = {m · n · o, p · q · r} sont homo-
topes mais ne sont pas σ-homotopes. Nous allons cependant voir que lorsque la
stratégie σ vérifie les conditions de la Propriété 2.23, les relations d’homotopie
et de σ-homotopie cöıncident sur les chemins de σ.
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Définition 2.25 (Graphe asynchrone σ-positionnel). Le graphe asynchrone
σ-positionnel associé à une stratégie σ : A est le graphe asynchrone, noté G(σ),
dont

– les sommets sont les classes d’équivalence [s]σ par σ-homotopie des che-
mins s de σ,

– les arrêtes sont les transitions m de A telles que

m : [s]σ −→ [s ·m]σ

– les tuiles sont de la forme

[s]σ
m−→ [s ·m]σ

n−→ [s ·m · n]σ �σ [s]σ
p−→ [s · p]σ

q−→ [s · p · q]σ

où s ·m · n et s · p · q sont deux chemins tels que s ·m · n 1∼ s · p · q (on a
donc [s ·m · n]σ = [s · p · q]σ).

Supposons donnée une stratégie σ : A, close par préfixe, qui vérifie les trois
conditions de la Propriété 2.23.

Lemme 2.26. Pour tous chemins s, t : ∗ −→→ x et u : x −→→ y de A tels que les
chemins s · u et t sont dans la stratégie σ et s ∼σ t, le chemin t · u est aussi
dans σ.

Démonstration. Les chemins s et t étant supposés σ-homotopes, il existe une
suite de pas d’homotopie s = s1

1∼ s2
1∼ . . . 1∼ sk = t entre les chemins s et t telle

que tous les chemins si sont des parties de la stratégie σ. On peut alors raisonner
par récurrence sur la longueur de cette suite et montrer le résultat en utilisant
la première propriété de la Propriété 2.23 pour montrer le cas inductif.

Nous en déduisons la Propriété suivante qui nous assure que considérer des
chemins dans le graphe G(σ) a un sens.

Propriété 2.27 (σ-positionalité). Pour toute transition m : [s]σ −→ [s ·m]σ
du graphe asynchrone G(σ) et tout chemin t de la classe de σ-homotopie [s]σ
du chemin s, le chemin t ·m est une partie de σ.

Propriété 2.28. Le graphe asynchrone G(σ) satisfait la Propriété du Cube.

Démonstration. Montrons que le graphe asynchrone G(σ) satisfait la Propriété
du Cube en avant (la Propriété du Cube en arrière peut être montrée de façon
similaire). Supposons qu’il existe une paire de chemins

[ε]σ
s−→→ [s]σ

m−→ [s ·m]σ
n−→ [s ·m · n]σ

o−→ [s ·m · n · o]σ

et
[ε]σ

s−→→ [s]σ
p−→ [s · p]σ

q−→ [s · p · q]σ
r−→ [s · p · q · r]σ

dans G(σ) qui induise trois tuiles

m · n · o ∼ j · k · o ∼ j · l · r ∼ p · q · r
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telles que figurées dans le membre gauche de (2.10) :

[ε]σ

s
����

[s]σ
m

yyrrrrrrrrrr

j

��

p //

∼

[s · p]σ

q

��

[s ·m]σ

n

��

∼

[s · j]σ
k

yyrrrrrrrrrr

l //

∼

[s · p · q]σ

r
wwooooooooooo

[s ·m · n]σ o
// [s ·m · n · o]σ

D’après la Propriété 2.27, on en déduit que les chemins

s ·m · n · o ∼ s · j · k · o ∼ s · j · l · r ∼ s · p · q · r

sont des chemins de σ homotopes. On peut donc conclure car la stratégie sa-
tisfaisant la deuxième propriété de la Propriété 2.23, le graphe Gσ satisfait la
Propriété du Cube en avant.

Propriété 2.29. Soient s : ∗ −→→ x, s1 : x −→→ y et t : x −→→ z trois chemins
de A tels que les parties s0 · s1 et s0 · t soient dans la stratégie σ. S’il existe un
chemin s2 : y −→→ z tel que s1 ·s2 ∼ t alors il existe un chemin t2 = t/s1 : y −→→ z
tel que

s · s1 · t2 ∈ σ, s2 ∼ t2 et s · s1 · t2 ∼σ s · t.
Diagrammatiquement,

σ 3

∗

s
����
x

s1

����
t

yy

y

s2 (( ((

∼

z

∈ σ implique σ 3

∗

s
����
x

s1

����
t

yy

y

s2 (( ((

∼
t2

�� ��

∼σ

z

∈ σ

Démonstration. Le résultat est montré par induction sur la longueur du che-
min s1. Si s1 est le chemin vide alors le chemin t2 = t convient. Sinon, le

chemin s1 est de la forme x m−→ x′
s′1−→→ y. Les chemins s1 · s2 et t étant supposés

homotopes, la transition m est initiale modulo homotopie dans le chemin t. Le
graphe asynchrone sous-jacent au jeu A étant supposé vérifier la Propriété du
Cube, la transition m est initiale modulo indépendance dans le chemin t par la
Propriété 1.24. On a donc

s′1 · s2 = (m · s′1 · s2) ∼ t/m
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par la Propriété 1.38. Le chemin t peut donc s’écrire t′1 ·m · t′2 et la stratégie σ
induit un sous-graphe asynchrone du graphe asynchrone du jeu A de la forme

∗

s
����
x

m

~~~~~~~~~
t′1

�� ��????????

x′

t′1     

∼

m
~~~~~~~~~~~

t′2

    BBBBBBBB

z

et par une utilisation répétée des conditions 1 et 2 de la Propriété 2.23, que
la stratégie σ est supposée satisfaire, il est aisé de montrer que le chemin
s ·m · t′1 · t′2 = s ·m · (t/m) est dans la stratégie σ et, en notant t′ le chemin
t/m : x′ −→→ z, que s · t = s · t′1 ·m · t′2 ∼σ s ·m · t′. On peut donc appliquer
l’hypothèse d’induction aux chemins s ·m : ∗ −→→ x′, s′1 : x′ −→→ y et t′ : x′ −→→ z
et en déduire l’existence d’un chemin t2 : y −→→ z tel que

s ·m · s′1 · t2 ∈ σ, s1 ∼ t2 et s ·m · s′1 · t2 ∼σ s ·m · t′.

Le chemin s · s1 · t2 = s ·m · s′1 · t2 est donc dans σ, les chemins s2 et t2 sont
homotopes et on a

s · s1 · t2 = s ·m · s′1 · t2 ∼σ s ·m · t′ ∼σ s · t

ce qui nous permet de conclure.

En spécialisant la Propriété précédente au cas où le chemin s2 est vide, on
en déduit immédiatement

Corollaire 2.30. Si s : ∗ −→→ x et t : ∗ −→→ x sont deux chemins homotopes de
la stratégie σ alors ils sont σ-homotopes :

s ∼ t implique s ∼σ t.

On peut finalement aisément en conclure que

Propriété 2.31. Les graphes asynchrones Gσ et G(σ) sont isomorphes.

En particulier, la stratégie σ est positionnelle et le sous-graphe asynchroneGσ
du jeu A qu’elle induit est un jeu, car il vérifie la Propriété du Cube d’après
la Propriété 2.28. On peut donc en particulier calculer l’intersection de deux
chemins modulo homotopie dans ce graphe asynchrone. Si p : y1 −→ z et
q : y2 −→ z sont deux transitions de Gσ, il existe deux chemins s1 : ∗ −→→ y1
et s2 : ∗ −→→ y2 tels que s1 · p et s2 · q sont des parties de σ. L’intersection des
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parties s1 et s2 est une partie s : ∗ −→→ x de σ telle qu’il existe deux transitions
m : x −→ y1 et n : x −→ y2 induisant un diagramme

∗

s
����
x

m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1

p
  AAAAAAAA ∼ y2

q
~~}}}}}}}}

z

dans le graphe asynchrone Gσ, montrant que la stratégie σ préserve la compa-
tibilité en arrière. Ceci conclut notre preuve de la Propriété 2.23.

Cette caractérisation est particulièrement intéressante car elle nous permet-
tra de manipuler les stratégies soit comme des ensembles de traces, soit comme
des sous-jeux du jeu sur lequel elles sont définies. Elle peut être étendue de façon
évidente au cadre général des stratégies qui ne sont pas nécessairement closes
par préfixe : il nous suffit d’imposer aux stratégies σ de satisfaire

1. une variante de la première propriété : pour tous chemins

s ·m · p : ∗ −→→ x, s · n · q : ∗ −→→ x et t : x −→→ y

tels que

s ·m · p · t ∈ σ, m · p ∼ n · q et s · n · q ∈ prefix(σ)

le chemin s · n · q · t appartient à la stratégie σ,

2. la seconde et la troisième des propriétés de la Propriété 2.23 sur la clôture
par préfixe prefix(σ) de la stratégie σ.

2.2 Une catégorie de stratégies à deux joueurs

Notre notion de jeu polarisé est obtenue de façon simple en séparant les
coups des jeux monochromes en deux classes, les coups du Joueur et les coups
de l’Opposant. La polarisation va nous permettre d’introduire une reformula-
tion asynchrone de la notion de déterminisme. Si les stratégies positionnelles
ne composent généralement pas, nous verrons que les stratégies positionnelles
déterministes préservant la compatibilité forment une catégorie.

2.2.1 Stratégies ingénues

Définition 2.32 (Jeu). Un jeu polarisé A = (G, ∗, λ) est un jeu monochrome
(G, ∗) équipé d’une fonction λ : E → {−1,+1} qui à toute transition du graphe
asynchrone sous-jacent G = (V,E, �) associe une polarité compatible avec les
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tuiles dans le sens où pour toute tuile

x
m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1

p
  AAAAAAAA ∼ y2

q
~~}}}}}}}}

z

de G, on a λ(m) = λ(q) et λ(n) = λ(p). Un coup m est appelé un coup Joueur
lorsque λ(m) = +1 et un coup Opposant sinon.

De même que dans le cadre monochrome, une stratégie est définie comme un
ensemble de parties et les notions de stratégie positionnelle, de préservation de la
compatibilité, etc. s’étendent de façon immédiate. Cependant la polarisation des
coups nous permet maintenant d’introduire les notions de stratégie déterministes
et ingénues.

Définition 2.33 (Stratégie déterministe). Une stratégie σ : A close par préfixe
est déterministe lorsque pour tout chemin s : ∗ −→→ x et toutes transitions
m : x −→ y1 et n : x −→ y2, où m est une transition Joueur, tels que les parties
s ·m et s ·n soient dans la stratégie σ, il existe une paire de transitions cofinales
p : y1 −→ z et q : y2 −→ z formant une tuile m · p � n · q. Diagrammatiquement,

∗

s
����
x

m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1 y2

implique

∗

s
����
x

m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1

p
  AAAAAAAA ∼ y2

q
~~}}}}}}}}

z

Une stratégie est dite déterministe lorsque sa clôture par préfixe l’est, dans le
sens précédent.

On peut remarquer que notre notion de déterminisme est asynchrone et diffère
de la notion habituelle de déterminisme : en particulier, une stratégie peut être
prête à jouer plusieurs coups joueur dans une position donnée, à condition de
pouvoir converger plus tard. Dans le cas où la stratégie est positionnelle, la
définition de déterminisme peut être légèrement simplifiée.

Propriété 2.34. Une stratégie positionnelle est déterministe si et seulement si
pour toute paire de transitions coinitiales m : x −→ y1 et n : x −→ y2 de σ, où m
est une transition Joueur, il existe une paire de transitions cofinales p : y1 −→ z
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et q : y2 −→ z formant une tuile. Diagrammatiquement,

x
m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1 y2 implique

x
m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1

p
  AAAAAAAA ∼ y2

q
~~}}}}}}}}

z

(2.11)

Par application répétée de cette propriété, il est aisé de constater qu’une stra-
tégie positionnelle déterministe est close par résiduation après une transition
Joueur :

Lemme 2.35. Si m : x −→ y1 est une transition Joueur et s : x −→→ y un
chemin appartenant tous deux à une stratégie positionnelle déterministe σ alors
les chemins m et s sont compatibles et le chemin m·(s/m) est dans la stratégie σ.

Définition 2.36 (Stratégie ingénue). Une stratégie σ : A est ingénue lorsqu’elle
satisfait les propriétés suivantes :

1. elle est positionnelle,
2. elle préserve la compatibilité,
3. elle est déterministe.

2.2.2 La catégorie des stratégies ingénues

Le produit tensoriel A ⊗ B de deux jeux polarisés A et B est défini de
même que dans le cadre monochrome (Définition 2.4), avec la polarité des coups
préservée dans chaque composante. Le dual A∗ d’un jeu polarisé A = (G,λ) est
le jeu A dans lequel les polarités ont été inversées : A∗ = (G,−λ). L’implication
linéaire A( B de deux jeux A et B est définie de la façon habituelle par

A( B = (A⊗B∗)∗

On peut remarquer que ce jeu est aussi égal au jeu A∗⊗B, préfigurant le fait que
la catégorie que nous allons construire est compacte fermée. Nous adoptons la
même convention que précédemment pour noter les positions et écrivons parfois
xA ( xB pour une position de A( B constituée d’une position xA du jeu A
et d’une position xB du jeu B.

La composée τ ◦ σ : A( C de deux stratégie σ : A( B et τ : B ( C est
définie de la même façon que dans le cadre monochrome. Nous allons montrer
que la composée de deux stratégies ingénues est ingénue. La preuve de cette
propriété repose sur la propriété de confluence subtile énoncée ci-dessous.

Propriété 2.37 (Témoin d’interaction maximal). Supposons données deux stra-
tégies ingénues σ : A ( B et τ : B( C ainsi qu’une partie u : ∗ −→→ x ( z
dans leur composée τ ◦ σ. Supposons qu’il existe deux chemins

s1 : x0 ( y0 −→→ x( y1 et s2 : x0 ( y0 −→→ x( y2

dans la stratégie σ et deux chemins

t1 : y0 ( z0 −→→ y1 ( z et t2 : y0 ( z0 −→→ y2 ( z
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dans la stratégie τ telles que

(s1)A = (s2)A, (s1)B = (t1)B, (s2)B = (t2)B, (t1)C = (t2)C

alors il existe une position y et deux chemins

s : x0 ( y0 −→→ x( y et t : y0 ( z0 −→→ y( z

respectivement dans σ et τ telles que

sA = (s1)A = (s2)A, sB = tB, tC = (t1)C = (t2)C

et les chemins s1 et s2 (resp. t1 et t2) sont des préfixes du chemin s (resp. t)
modulo homotopie. Diagrammatiquement,

x0

sA

����

y0

(s1)B

�����������������

(s2)B

�� ��2
222222222222 z0

sC

����

y1

    

∼ y2

~~~~
x y z

Démonstration. La preuve est faite par induction sur la longueur des chemins s1,
s2, t1 et t2. Elle est immédiate lorsque l’un de ces chemins est vide (supposons
que ce soit s2) puisque la position y = y1 convient alors.

Supposons que le chemin s1 commence par une transition de A, que nous
notons m : x0 ( y0 −→ x1 ( y0 (le cas où s2 commence par une transition de A
est similaire). Par hypothèse on a (s1)A = (s2)A. Le chemin s2 est donc de la
forme s2 = s′2 ·m ·s′′2 , où s′2 est un chemin ne contenant que des coups du jeu B.
Par définition du jeu A ( B, la transition m est indépendante du chemin s′2.
Les positions x1 ( y0 et x( y2 sont donc compatibles et par suite le chemin
m · (s2/m) : x0 ( y0 −→ x ( y2 existe et est dans la stratégie σ. Quitte à
remplacer le chemin s2 par le chemin m · (s2/m), on peut donc supposer que
les chemins s1 et s2 commencent par la même transition m de A. On peut alors
appliquer l’hypothèse d’induction aux chemins s1/m : x1 ( y0 −→→ x ( y1,
s2/m : x1 ( y0 −→→ x( y2, t1 et t2 et en déduire l’existence de deux positions x
et y et deux chemins s : x1 ( y0 −→→ x( y et t : y0 ( z0 −→→ y( z vérifiant
les hypothèses de la propriété. Les chemins m·s et t permettent alors de conclure.
Le cas l’un des chemins t1 ou t2 commence par une transition de C est similaire.

Sinon, les chemins s1, s2, t1 et t2 commencent tous les quatre par une tran-
sition de B. Notons m : y0 −→ y′1 le coup de B par lequel commencent les
chemins s1 et t1 et n : y0 −→ y′2 le coup de B par lequel commencent les che-
mins s2 et t2. Si les coups m et n sont les mêmes alors on peut conclure comme
précédemment, en utilisant l’hypothèse d’induction. Dans le cas contraire, nous
allons montrer que l’on peut se ramener à ce cas. Supposons que m soit un coup
Joueur de B. La stratégie σ étant déterministe, on sait par le Lemme 2.35 que les
positions y′1 et y2 sont compatibles et que le chemin m ·(s2/m) existe et est dans
la stratégie σ. La compatibilité des positions nous assure que le chemin m·(t2/m)
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existe et est dans la stratégie σ par préservation de la compatibilité. Quitte à
remplacer le chemin s2 par m · (s2/m) et le chemin t2 par m · (t2/m), on peut
donc se ramener au cas où les quatre chemins commencent par le même coup. Le
cas où le coup n est Joueur est similaire. Si m et n sont tous les deux des coups
Opposant de B, alors ce sont des coups Joueur de B( C et les chemins t1 et t2
commencent tous les deux par des coups Joueur. On peut alors conclure de la
même façon, en échangeant les rôles des stratégie σ et τ dans ce qui précède.

Cette propriété montre que, étant données deux interactions entre les stra-
tégies σ et τ amenant à la même partie u dans la stratégie composée τ ◦ σ,
leur union (par rapport à l’ordre préfixe modulo homotopie) peut être atteinte
par interaction. Cette propriété de « témoin maximal » est fondamentale pour
établir la préservation de l’ingénuité par composition.

Propriété 2.38. Si σ : A ( B et τ : B ( C sont deux stratégies ingénues
alors leur composée τ ◦ σ : A( C est ingénue.

Démonstration. Montrons par exemple que la composée τ ◦σ est déterministe, la
préservation des autres propriétés de l’ingénuité étant montrée de façon similaire.
Supposons donné un chemin u : ∗ −→→ x( z et deux transitions coinitiales m
et n, ayant pour source la position x( z, où m est une transition Joueur, telles
que les parties u ·m et u ·n sont dans la clôture par préfixe de la composée τ ◦σ.
Supposons de plus que ces transitions sont toutes les deux dans le jeu C (le
cas où elles sont toutes les deux dans le jeu A ou le cas où elles sont l’une
dans le jeu A et l’autre dans le jeu C sont similaires) ; ces transitions sont donc
de la forme m : x ( z −→ x ( z1 et n : x ( z −→ x ( z2. La partie
u ·m (resp. u · n) résulte de l’interaction de deux parties s1 ∈ σ et t1 ·m ∈ τ
(resp. s2 ∈ σ et t2 ·n ∈ τ). La Propriété 2.37 nous assure que l’on peut considérer
que ces parties proviennent essentiellement de l’interaction de la même paire de
parties : s ∈ σ et t · m ∈ τ pour u · m, s ∈ σ et t · n ∈ τ pour u · n. La
stratégie τ étant déterministe, les transitions m et n induisent une tuile de la
forme (2.11) et les parties t ·m · p et t · n · q sont dans la clôture par préfixe de
la stratégie τ , ce qui nous permet de déduire que les chemins m · p et n · q sont
dans la stratégie τ ◦ σ.

Nous pouvons ainsi définir une catégorie Jeux2 dont les objets sont les jeux
polarisés et les morphismes d’un jeu A dans un jeu B sont les stratégies ingénues
du jeu A( B. La catégorie peut être munie d’une structure monöıdale symé-
trique et est compacte fermée. Le foncteur d’oubli de Jeux2 dans la catégorie
Jeux1 est monöıdal strict et préserve la dualité.

2.3 Stratégies courtoises

Dans cette section, nous étudions une classe particulière de stratégies ingé-
nues, qui satisfont une propriété supplémentaire de courtoisie. Ces stratégies
sont remarquables, car elles sont complètement déterminées par leurs positions
d’arrêt. Par une position d’arrêt, nous entendons une position dans laquelle la
stratégie n’a plus de coup à jouer et attend un coup de l’Opposant ou ne veut
plus interagir.
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Définition 2.39 (Position d’arrêt). Une position d’arrêt d’une stratégie posi-
tionnelle close par préfixe σ : A est une position x atteinte dans la stratégie par
une partie s : ∗ −→→ x telle qu’il n’existe pas de transition Joueur m : x −→ y
pour laquelle la partie s · m est dans σ. Une position d’arrêt d’une stratégie
positionnelle est une position d’arrêt de sa clôture par préfixe, dans le sens
précédent.

Cette propriété nous permet ainsi de faire le lien entre les jeux asynchrones et
les jeux concurrents introduits par Abramsky et Melliès [AM99]. Nous suppo-
sons dans cette section que les stratégies que nous considérons sont ingénues et
ont leur positions d’arrêt comme positions acceptantes. La notation σ• déno-
tera donc l’ensemble des positions d’arrêt d’une stratégie σ. Dans ce cadre, une
stratégie σ est entièrement déterminée par sa clôture par préfixe prefix(σ), car
elle peut être retrouvée par

σ = { s : ∗ −→→ x ∈ prefix(σ) | x ∈ (prefix(σ))• }

par positionalité de la stratégie. Dans la suite, nous travaillerons donc avec la
clôture par préfixe des stratégies et noterons simplement σ : A pour la clôture
par préfixe d’une stratégie sur A, vérifiant les conditions évoquées ci-dessus.
Formellement, ceci revient à considérer le parties du graphe asynchrone induit
par la stratégie et non seulement les parties de la stratégie elle-même.

Définition 2.40 (Courtoisie). Une stratégie σ : A est courtoise lorsque pour
tous chemins s : ∗ −→→ x et t : y −→→ z et toute paire de transitions m : x −→ y1
et p : y1 −→ z de A, oùm est une transition Joueur, tels que la partie s·m·p·t soit
dans σ et tels qu’il existe une paire de transitions n : x −→ y2 et q : y2 −→ y
de A induisant une tuile m · p � n · q, la partie s · n · q · t est aussi dans σ.
Diagrammatiquement,

σ 3
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∈ σ

Cette propriété nous assure qu’une stratégie σ qui accepte un coup n après
avoir joué un coup Joueur indépendant m est prête à retarder son action m en
acceptant le coup n avant le coup m. Ainsi, l’ordre de causalité sur les coups
induit par une telle stratégie raffine l’ordre de justification du jeu, en n’ajoutant
que des dépendances m � n, où m est un coup Opposant. Ceci adapte au
cadre non-alterné le fait que, dans les jeux alternés, l’ordre de causalité p � q
fourni par la vue d’une stratégie innocente cöıncide avec l’ordre de justification
lorsque p est un coup Joueur et q un coup Opposant. La courtoisie est une
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propriété typique de l’asynchronie et semble être une composante fondamentale
des sémantiques de jeux concurrentes. Elle est en particulier utilisée par Ghica
et Murawski pour définir une sémantique de jeux de Idealized Algol (un langage
impératif avec références) étendu avec des constructions parallèles [GM04], ainsi
que par Laird pour modéliser une variante asynchrone du π-calcul [Lai05].

Propriété 2.41. Une stratégie positionnelle σ : A est courtoise lorsque pour
toute transition Joueur m : x −→ y1 et toute transition p : y1 −→ z de la stra-
tégie σ telles qu’il existe des transitions n : x −→ y2 et q : y2 −→ z dans le
jeu A formant une tuile m · p � n · q, les transitions n et q sont aussi dans la
stratégie σ. Diagrammatiquement,

x
σ3m

~~}}}}}}}}
n

  
y1

σ3p
  AAAAAAAA ∼ y2

q
~~

z

implique

x
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~~}}}}}}}}

z

La composée τ ◦σ : A→ C de deux stratégies ingénues courtoises σ : A→ B
et τ : B → C est elle-même une stratégie ingénue courtoise ; ceci peut être
montré en utilisant essentiellement le même argument que dans la preuve de
la Propriété 2.38. Les stratégies ingénues courtoises forment ainsi une catégorie
JeuxC qui n’est pas une sous-catégorie de la catégorie Jeux2 des jeux polarisés
et stratégies ingénues car leurs identités diffèrent. En effet, la stratégie identité
de la catégorie JeuxC est définie de la façon suivante.

Définition 2.42 (Stratégie tampon). Notons σ : A( A la plus petite stratégie
ingénue contenant la partie vide et telle que pour toute partie s : ∗ −→→ x( x
de σ,

– pour toute transition Opposant m : x −→ y de A, la partie

∗ s−→→ x( x
m−→ x( y

m−→ y( y

est dans σ,
– pour toute transition Joueur m : x −→ y de A, la partie

∗ s−→→ x( x
m−→ y( x

m−→ y( y

est dans σ.
La stratégie tampon bufA : A ( A sur un jeu A est la plus petite stratégie
ingénue et courtoise contenant la stratégie σ.

Ces stratégies tampon permettent de caractériser les stratégies courtoises
parmi les stratégies de Jeux2.

Propriété 2.43. Une stratégie ingénue σ : A→ B est courtoise si et seulement
si on a

σ ◦ bufA = σ = bufB ◦ σ.

Ce résultat étend à notre cadre la notion d’agent asynchrone temporisé intro-
duite par Selinger [Sel97] et montre que la catégorie JeuxC des stratégies ingé-
nues courtoises peut être déduite de la catégorie Jeux2 des stratégies ingénues
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par une construction similaire à celle de l’enveloppe de Karoubi, en « rempla-
çant » tout morphisme σ : A → B de la catégorie Jeux2 par le morphisme
bufB ◦ σ ◦ bufA : A→ B.

Nous utiliserons parfois dans la suite la variante suivante de la propriété de
courtoisie :

Définition 2.44 (Stratégie fortement courtoise). Une stratégie est fortement
courtoise lorsqu’elle est courtoise et vérifie la propriété obtenue en supposant
dans la Définition 2.40 de la courtoisie que les transitions m et p sont Opposant.

2.3.1 Caractérisation des positions d’arrêt

À tout ensemble X de positions, on peut associer une stratégie de la façon
suivante.

Définition 2.45 (Stratégie associée à un ensemble de positions). Étant donné
un ensemble X de positions d’un jeu A, nous définissons la stratégie X sur le
jeu A comme le plus petit ensemble de parties de A tel que :

– X contient la partie vide,
– pour toute partie s : ∗ −→→ x dans X , si m : x −→ y est une transition

telle qu’il existe une position z ∈ X et un chemin t : y −→→ z ne contenant
que des coups Joueur alors la partie s·m : ∗ −→→ y est dans la stratégie X .

Le Théorème 2.49 va donner une caractérisation des ensembles qui sont les
ensembles de positions d’arrêt d’une stratégie courtoise. Il montre de plus qu’une
stratégie courtoise est entièrement caractérisée par son ensemble de positions
d’arrêt. En effet, étant donné l’ensemble X des positions d’arrêt d’une stratégie
courtoise σ, la stratégie peut être retrouvée par l’opération que nous venons
d’introduire : σ = X .

Lemme 2.46. Soit x une position d’une stratégie positionnelle σ : A dominée
par une position d’arrêt z de σ (et il existe toujours une telle position z). Il
existe une position d’arrêt y ⊆ z et un chemin s : x −→→ y dans σ ne contenant
que des coups Joueur.

Démonstration. La position x étant par hypothèse dans σ, il existe un chemin
s : ∗ −→→ x ayant x pour but, qui est le préfixe d’une partie t : ∗ −→→ z′ de σ,
où z′ est une position acceptante de la stratégie. De même, la position z est le
but d’un chemin t′ : ∗ −→→ z de la stratégie. Quitte à remplacer le chemin t par
le chemin (t ∧ t′) · (t′/(t ∧ t′)), on peut toujours supposer z′ = z. La position z
est, par hypothèse, une position d’arrêt de σ. On peut construire par récurrence
une suite de chemins si : x −→→ xi de σ, ne contenant que des transitions Joueur,
définie par s0 = ε et si+1 = si ·mi où mi : xi −→ xi+1 est une transition Joueur
dans la stratégie σ.

Montrons par récurrence sur i que les positions xi sont sous la position z,
dans le sens où il existe un chemin s′i : xi −→→ z. Pour i = 0, on a x0 = x
et, le chemin s : ∗ −→→ x étant un préfixe du chemin t : ∗ −→→ z, il existe un
chemin s′0 : x0 −→→ z. Sinon, le chemin si+1 est de la forme si ·mi et, par hy-
pothèse de récurrence, il existe un chemin s′i : xi −→→ z. La stratégie σ étant
déterministe et la transition mi étant une transition Joueur, par le Lemme 2.35
les chemins mi : xi −→→ xi+1 et s′i : xi −→→ z sont compatibles, ce qui nous
assure de l’existence d’une position z′ et de chemins résiduels m/s′i : z −→→ z′
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et s′i/m : xi+1 −→→ z′, et ces résidus sont dans la stratégie σ par déterminisme.
Par définition des résidus, le chemin m/s′i est soit vide, soit réduit à une transi-
tion Joueur. Or, le second cas est impossible, car la position z est une position
d’arrêt de la stratégie σ, on a donc z′ = z et m/s′i = ε : z −→→ z. Le chemin
s′i/m : xi+1 −→→ z montre ainsi que la position xi+1 est sous la position z.

Les positions xi étant toutes sous la position z, la suite de chemins (si)
est nécessairement finie. Supposons que cette suite soit maximale et notons n
l’indice de son dernier élément. Par maximalité de la suite, la position y = xn est
nécessairement une position d’arrêt de la stratégie σ et le chemin sn : x −→→ y
nous permet de conclure, car il ne contient que des transitions Joueur.

Lemme 2.47. Si s : x −→→ y est un chemin d’une stratégie positionnelle cour-
toise σ : A ne contenant que des transitions Joueur et t : x −→→ y est un chemin
du jeu A homotope à s alors t est aussi dans la stratégie σ.

Démonstration. Par récurrence sur le nombre de pas d’homotopie entre les che-
mins s et t en utilisant la propriété de courtoisie de σ.

Théorème 2.48. Supposons que σ : A soit une stratégie ingénue et courtoise.
Alors la stratégie σ est caractérisée par son ensemble de positions d’arrêt :

σ = (σ•) (2.12)

Démonstration. Nous montrons l’égalité par double inclusion.
σ ⊆ (σ•) . Soit s : ∗ −→→ y une partie dans la stratégie σ. Nous montrons que s

est dans l’ensemble (σ•) par induction sur la longueur de la partie s. Si s est la
partie vide ε alors elle est dans l’ensemble (σ•) par définition de cet ensemble.
Sinon, la partie s est de la forme

∗ t−→→ x
m−→ y

où la partie t est dans (σ•) par hypothèse d’induction et, d’après le Lemme 2.46,
il existe une position d’arrêt z de σ et un chemin t′ : y −→→ z ne contenant que
des coups Joueur. Le chemin s ·m est donc dans la stratégie σ.
σ ⊇ (σ•) . Soit s : ∗ −→→ y une partie de (σ•) . Montrons que s est dans la
stratégie σ par induction sur la longueur de s. Si s est la partie vide alors elle
est dans la stratégie σ, qui est close par préfixe et non vide, car sinon σ• serait
vide et (σ•) aussi. Sinon, la partie s est de la forme

∗ t−→→ x
m−→ y

où t est une partie de (σ•) et il existe un chemin t′ : y −→→ z ne contenant que
des transitions Joueur, ayant pour but une position d’arrêt z ∈ σ•. La position z
étant une position d’arrêt de la stratégie σ, il existe une partie u : ∗ −→→ z dans σ.
On peut alors appliquer la Propriété 2.29 aux parties u et t et en déduire que la
partie t · (u/t) : ∗ −→→ z est dans la stratégie σ. Finalement, par application du
Lemme 2.47 aux chemins homotopes u/t et m · t′, on en déduit que le chemin
m · t′ est dans la stratégie σ. Le chemin s ·m est donc aussi dans σ.

Réciproquement, il est possible de donner une caractérisation directe des
ensembles de positions qui sont les ensembles σ• de positions d’arrêt d’une
stratégie ingénue et courtoise σ :
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Théorème 2.49. Étant donné un jeu A, un ensemble X de positions de A est
de la forme X = σ•, où σ est une stratégie ingénue courtoise, si et seulement
si il satisfait les propriétés suivantes.

1. L’ensemble X est clos par intersection :

∀x, y ∈ X, x ∧ y ∈ X

2. L’ensemble X préserve la compatibilité : deux positions compatibles dans
le jeu A sont aussi compatibles dans X.

3. Pour toute position x de X dominée par une position z de X distincte
de x, il existe une transition Opposant m : x −→ x1 ainsi qu’une suite de
transitions Joueur n1, . . . , nk formant un chemin

x
m−→ x1

m1−→ x2 · · ·xk
mk−→ y

où la position y est dominée par la position z.
4. Pour toutes paire de positions x, y et y′ de X telles qu’il existe deux

chemins

x
m−→ x1

m1−→ x2 · · ·xk
mk−→ y et x

m′−→ x′1
m′1−→ x′2 · · ·x′k

m′k−→ y′

où m et m′ sont deux coups Opposant compatibles et les mi et les m′i sont
des coups Joueurs, les positions y et y′ sont compatibles dans A.

5. Si l’ensemble X est non vide, il existe une position x ∈ X et un chemin
s : ∗ −→→ x ne contenant que des coups Joueur.

Démonstration. Soit σ : A une stratégie ingénue courtoise dont les positions
d’arrêt sont les éléments de l’ensemble X = σ•. La stratégie σ étant courtoise,
elle est positionnelle et le sous-graphe du jeu A qu’elle induit vérifie la Propriété
du Cube. Par la Propriété 1.67, l’ensemble de ses position est donc clos par
intersection et union bornée. Montrons que X satisfait les quatre axiomes de la
propriété.

1. Soient y et z deux éléments de X. Supposons que la position x = y ∧ z ne
soit pas dans l’ensemble X des positions d’arrêt de σ. Il existe donc une
transition Joueur m : x −→ x′ dans σ. La position x étant incluse dans
les positions y et z, il existe deux chemins s : x −→→ y et t : x −→→ z. Par
déterminisme de la stratégie σ, la transition m étant une transition Joueur,
les résidus m/s et m/t existent et sont dans la stratégie σ. De plus, l’un de
ces deux résidus est une transition Joueur, car si les deux étaient réduits
au chemin vide la position x′ serait incluse dans y et dans z contredisant
le fait que la position x est l’intersection de y et z. Nous aboutissons ainsi
à une contradiction : les positions y et z étant des positions d’arrêt de
la stratégie σ, il n’existe pas de transition Joueur dans la stratégie ayant
pour source l’une de ces deux positions. La position x est donc une position
d’arrêt de la stratégie et appartient à X.

2. Soient x et y deux positions de X qui sont compatibles. Il existe donc
deux chemins s : ∗ −→→ x et t : ∗ −→→ y dans σ. La stratégie étant close
par union de chemins compatibles, le chemin s · (t/s) : ∗ −→→ x∨ y montre
que la position x ∨ y est dans la stratégie σ. Enfin, par le Lemme 2.46, il
existe une position d’arrêt z ∈ X au dessus de x ∨ y.
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3. Soient x et z deux positions de X telles que la position z soit au des-
sus de la position x. Ces positions étant dans X, il existe deux chemins
s : ∗ −→→ x et t : ∗ −→→ z dans σ. La stratégie étant close par union de
chemins compatibles, le chemin t/s : x −→→ z est dans la stratégie σ. La
position x étant une position d’arrêt de la stratégie, la première transition
m : x −→ x′ de ce chemin est Opposant et finalement le Lemme 2.46 nous
permet de conclure.

4. La propriété découle du déterminisme de la stratégie σ.

5. Pour toute position y ∈ X, la position initiale ∗ est dominée par la posi-
tion y et le Lemme 2.46 permet de conclure.

Réciproquement, soit X un ensemble de positions vérifiant les conditions de
l’énoncé. Montrons que σ = X est alors une stratégie telle que σ• = X.

L’ensemble de chemins σ est positionnel et clos par préfixe par définition
de X . On peut donc considérer des chemins s : x −→→ y de cet ensemble, dont
la source n’est pas la position initiale. Remarquons notamment que si x est une
position de X alors toute transition m : x −→ y, ayant x pour source, est une
transition Opposant. En effet, par définition de X , il existe une position z de X
et un chemin m1 · · ·mk : y −→→ z ne contenant que des coups Joueurs. Par la
troisième propriété, il existe de plus une position z′ de X sous z et un chemin
m′1 · · ·m′k′ : x −→→ z′ tel que m′1 soit un coup Opposant et les autres coups m′i
soient des coups Joueurs. La position z′ étant sous z, les coups m′i sont soit
l’un des mi, soit m. On en déduit que le coup Opposant m′1 est nécessairement
le coup m. Réciproquement, si x est une position telle que toute transition
m : x −→ y ayant x pour source est un coup Opposant, on montre de même
que x est nécessairement un élément de X. L’ensemble σ• des positions d’arrêt
de la stratégie σ est donc l’ensemble X.

Il nous reste à vérifier que σ vérifie les propriétés requises pour être une
stratégie courtoise.

– Positionalité. Nous avons déjà montré que la stratégie σ est positionnelle.
– Atteignabilité. Montrons que toute position x de X est atteignable à

partir de la position initiale ∗ du jeu. Par la cinquième propriété que X
vérifie par hypothèse, il existe une position y de X pour laquelle, il existe
un chemin s : ∗ −→→ y ne contenant que des coups Joueur. Par définition
de X , il est simple de vérifier que le chemin s est dans X . L’ensemble X
des positions étant supposé clos par intersection, la position x∧y existe et
est dans l’ensemble X. Les positions de X étant des positions d’arrêt de la
stratégie et le chemin s ne contenant que des coups Joueur, la position x∧y
est au dessus de la position y et les positions x et y sont compatibles. Par
utilisation répétée de la troisième propriété, on peut donc construire un
chemin t : y −→→ x dans X . Ainsi, la position x est atteignable par le
chemin s · t : ∗ −→→ x.

– Préservation de la compatibilité en avant. Supposons que m : x −→ y1 et
n : x −→ y2 soient deux transitions coinitiales compatibles de σ et notons y
la position y1 ∨ y2. Par définition de X , il existe deux positions z1 et z2
de X et deux chemins s1 : y1 −→→ z1 et s2 : y2 −→→ z2 de X ne contenant
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que des coups Joueur.
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Supposons que l’un des deux coups m ou n soit un coup Joueur, m par
exemple. L’ensembleX est supposé clos par intersection, la position z1 ∧ z2
est donc dans l’ensemble X. Le chemin m · s1 ne contenant que des coups
Joueur et les éléments de X étant des positions d’arrêt de σ, la posi-
tion z1 ∧ z2 est nécessairement au dessus de z1, et on en déduit que la
position z1 est au dessous de z2. La position y est donc aussi sous la po-
sition z2. Par le Lemme 2.46, il existe une position z′ de X ainsi qu’un
chemin s : y −→→ z′ ne contenant que des coups Joueur. On en déduit alors
par définition de X que les chemins m · n : x −→→ y et n ·m : x −→→ y
sont dans σ. Si les deux coups m et n sont des coups Opposant alors par
la quatrième propriété de X les positions y1 et y2 de X sont compatibles.
Par la deuxième propriété de X leur union est dominée par une position z
de X et on peut conclure de façon similaire au cas précédent.

– Compatibilité en arrière. La compatibilité en arrière se déduit facilement
de l’hypothèse de clôture par intersection de X.

– Déterminisme. La preuve du déterminisme de σ est similaire à celle de la
préservation de la compatibilité en avant.

– Courtoisie. Soient m : x −→ y1 et n : y1 −→ z deux transitions consé-
cutives de σ telles que m soit un coup Joueur. Supposons de plus qu’il
existe deux transitions consécutives n : x −→ y2 et m : y2 −→ z dans le
jeu, induisant une tuile m · n � n ·m. Par définition de X , il existe une
position z′ de X et un chemin s : z −→→ z′ ne contenant que des coups
Joueur. Le chemin m · s : y2 −→→ z′ ne contenant que des coups Joueur, la
transition n : x −→ y2 est dans σ et de même, la transition m : y2 −→ z
est dans σ, car la position z est dans σ.

Nous avons ainsi montré que X est une stratégie courtoise dont les positions
d’arrêt sont précisément les éléments de X.

Cette propriété étend au cadre non-alterné la caractérisation des stratégies in-
nocentes par leurs positions d’arrêt donnée par Melliès dans [Mel04] où les stra-
tégies σ qui vérifient l’égalité (2.12) sont qualifiées de relationnelles.

2.3.2 Stratégies concurrentes

Si une stratégie courtoise joue deux coups Joueur consécutifs m et n indépen-
dants alors elle doit pouvoir les jouer en parallèle. On peut donc envisager entre
deux telles stratégies σ : A( B et τ : B ( C une façon d’interagir plus gros-
sière, dans laquelle les deux stratégies jouent alternativement par « blocs » de
coups, qui peut être informellement décrite de la façon suivante. Partant d’une
position initiale x0 ( y0 pour σ et y0 ( z0 pour τ , la stratégie τ joue simulta-
nément tous les coups Joueur qu’elle peut jouer à la position y0 ( z0, atteignant
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ainsi une position y1 ( z1, puis la stratégie σ joue tous les coups Joueur qu’elle
peut jouer, atteignant ainsi une position x1 ( y2, puis la stratégie τ joue si-
multanément tous les coups Joueur qu’elle peut jouer à la position y2 ( z1,
atteignant ainsi une position y3 ( z2, etc. L’interaction s’arrête lorsque l’une
des stratégies n’a plus de coups à jouer lorsque c’est à son tour de jouer.

A
σ // B

τ // C

x0 y0 z0

τ

wwx0

σ

&&

y1 z1

x1 y2 z1

τ

xx...
σ

&&

...
...

x y z τdd

Il est alors naturel de modéliser une stratégie σ comme une fonction sur les
positions du jeu, qui à chaque position x associe la plus grande position qu’elle
peut atteindre en ne jouant que des coups Joueur (i.e. la position qu’elle atteint
en jouant tous ses coups Joueur en parallèle dans la description ci-dessus). De
plus, cette fonction doit être un opérateur de clôture :

– elle est extensive, car elle ajoute des coups Joueur à la position courante,
– elle est croissante, car plus elle a d’information donnée par l’Opposant,

plus elle à de coups à jouer,
– elle est idempotente, car une fois qu’elle a joué tous les coups Joueur qu’elle

pouvait jouer elle n’a plus de coup à jouer.
En particulier, les points fixes de cet opérateur de clôture seront les positions
d’arrêt de la stratégie. Ce modèle est précisément le modèle des stratégies
concurrentes introduit par Abramsky et Melliès [AM99]. Dans cette section,
nous établissons le lien entre les jeux asynchrones et les jeux concurrents.

Définition 2.50 (Opérateur de clôture). Un opérateur de clôture ρ sur un
ensemble partiellement ordonné (E,≤) est une fonction ρ : E → E qui est

1. extensive :
∀x ∈ E, x ≤ ρ(x)

2. croissante :

∀x, y ∈ E, x ≤ y implique ρ(x) ≤ ρ(y)

3. idempotente :
∀x ∈ E, ρ(ρ(x)) = ρ(x)
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Un point fixe d’un opérateur de clôture ρ est un élément x ∈ E tel que
ρ(x) = x. En particulier, par idempotence de ρ, l’image ρ(x) de tout élément
x ∈ E est un point fixe de ρ. Nous notons fix(ρ) l’ensemble des points fixes
d’une fonction ρ.

On rappelle qu’un sup-semitreillis (resp. un inf-semitreillis) (E,≤) est dit
complet lorsque tout sous-ensemble A de E admet une borne supérieure

∨
A

(resp. une borne inférieure
∧
A). Un treillis est dit complet lorsque c’est à la

fois un sup-semitreillis complet et un inf-semitreillis complet. En particulier, un
treillis complet admet nécessairement un élément minimal ⊥ =

∨
∅ =

∧
E et

un élément maximal > =
∧
∅ =

∨
E.

Définition 2.51 (Famille de Moore). Un ensemble X d’éléments d’un treillis
complet (E,≤) est une famille de Moore lorsque X est clos par intersections
quelconques :

∀Y ⊆ X,
∧
Y ∈ X.

En particulier, l’élément maximal
∧
∅ de E est dans X.

Lemme 2.52. L’ensemble des points fixes d’un opérateur de clôture ρ sur un
treillis complet (E,≤) est une famille de Moore.

Démonstration. Notons X l’ensemble des points fixes de ρ. Soit Y un sous-
ensemble de X. Par extensivité de ρ, on a

∧
Y ≤ ρ(

∧
Y ). Réciproquement, pour

tout élément y ∈ Y , on a
∧
Y ≤ y et donc ρ(

∧
Y ) ≤ ρ(y) = y par croissance

de ρ et car y est un point fixe de ρ. On a donc ρ(
∧
Y ) ≤

∧
Y et finalement

∧
Y

est un point fixe de ρ, donc X est clos par intersections quelconques.

Lemme 2.53. Si X est une famille de Moore d’un treillis complet (E,≤) alors
la fonction définie pour tout élément x ∈ E par

ρ(x) =
∧
{ y ∈ X | x ≤ y }

est un opérateur de clôture.

Démonstration. Pour tout élément x de E, nous notons R(x) l’ensemble défini
par R(x) = {y ∈ X | x ≤ y}. Pour tout élément x de E et pour tout élément
y ∈ R(x), on a x ≤ y donc x ≤ ρ(x). Si x et y sont deux éléments de E tels que
x ≤ y alors pour tout z ∈ X, y ≤ z implique x ≤ z, soit encore R(y) ⊆ R(x) et
donc ρ(x) ≤ ρ(y). Enfin, pour tout x ∈ E, on a x ≤ ρ(x) par extensivité de ρ et
ρ(x) ≤ ρ(ρ(x)) par croissance de ρ. Réciproquement, par définition de ρ, ρ(x)
est un élément de X, car X est une famille de Moore. Donc ρ(x) ∈ R(ρ(x)) et
on en déduit que ρ(ρ(x)) ≤ ρ(x). La fonction ρ est donc idempotente et ρ est
un opérateur de clôture.

Propriété 2.54. Soit (E,≤) un treillis complet. Les fonctions φ et ψ suivantes
définissent une bijection entre les opérateurs de clôtures de (E,≤) et ses familles
de Moore :

opérateurs de clôture familles de Moore
φ = ρ 7→ { x ∈ E | ρ(x) = x }

(x 7→
∧
{ y ∈ X | x ≤ y }) ← [ X = ψ
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Démonstration. Nous avons vu aux Lemmes 2.52 et 2.53 que les fonctions φ et ψ
sont bien définies dans le sens où l’image par φ d’un opérateur de clôture est
une famille de Moore et l’image par ψ d’une famille de Moore est un opérateur
de clôture.

Montrons que pour toute famille de Moore X, on a φ ◦ ψ(X) = X. Notons
ρ = ψ(X) et Y = φ(ρ). Par définition de ρ, pour tout élément x ∈ X on a
ρ(x) = x et donc X ⊆ Y . Réciproquement, tout élément x ∈ Y est la borne
inférieure d’un ensemble d’éléments de X et est donc dans X, car X est clos
par intersections quelconques.

Réciproquement, montrons que pour tout opérateur de clôture ρ, on a l’éga-
lité ψ ◦ φ(ρ) = ρ. Notons X = φ(ρ) et σ = ψ(X). Soit x un élément de E.
L’image de x par ρ est un point fixe ρ(x) ∈ X de ρ qui est supérieur à x par
idempotence et extensivité de ρ. Par définition de σ, on a donc σ(x) ≤ ρ(x). Ré-
ciproquement, pour tout élément y ∈ X tel que x ≤ y, on a ρ(x) ≤ ρ(y) = y par
croissance de ρ. On en déduit que ρ(x) ≤ σ(x) et finalement ρ(x) = σ(x).

La Propriété 2.54 établit une bijection entre les opérateurs de clôture définis
sur un treillis complet et les familles de Moore. Le graphe asynchrone sous-jacent
à tout jeu A est supposé vérifier la Propriété du Cube. Nous avons vu au à la
Section 1.4.5 que ses positions formaient presque un treillis : cet ensemble est
clos par intersection, et union de positions compatibles. On peut le transformer
librement en un treillis complet par la construction suivante.

Définition 2.55 (Complétion par élément maximal). La complétion par élé-
ment maximal d’un ensemble partiellement ordonné (E,≤) est l’ordre partiel
(E>,≤>) défini par

– P> = P ] {>} où > est un élément qui n’appartient pas à E,
– pour tous éléments x et y de E, x≤>y si et seulement si

– soit x ∈ E, y ∈ E et x ≤ y,
– soit y = >.

Les propriétés suivantes permettent de montrer que la complétion par élé-
ment maximal de l’ensemble des positions d’un jeu est un treillis complet.

Propriété 2.56. Si (E,≤) est un treillis qui est un sup-semitreillis complet
alors c’est un treillis complet.

Démonstration. Montrons que le treillis (E,≤) est un inf-semitreillis complet.
Soit X un sous-ensemble de E. Notons Y l’ensemble des minorants de X ainsi
que z =

∨
Y . Pour tout élément x de X et tout élément y de Y , on a x ≥ y donc

x ≥
∨
Y et

∨
Y est un minorant de X. Réciproquement, pour tout minorant

y ∈ Y de X, on a y ≤
∨
Y . On en déduit que y est la borne inférieure de X, le

treillis E est donc un inf-semitreillis complet.

Propriété 2.57. La complétion par élément maximal d’un ensemble partiel-
lement ordonné (E,≤), dans lequel tout sous-ensemble borné admet une borne
supérieure, est un sup-semitreillis complet.

Démonstration. Soit X un sous-ensemble de E>. Si l’élément maximal > de E>

appartient à X alors > est la borne supérieure de E. Supposons que > n’ap-
partienne pas à X. Si X est borné alors il admet une borne supérieure par
hypothèse. Sinon, aucun élément x de E n’est un majorant de X et donc > est
la borne supérieure de X.
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Corollaire 2.58. Pour tout jeu A, la complétion par élément maximal de l’en-
semble des positions de A est un treillis complet.

Démonstration. Nous avons vu à la Section 1.4.5 que l’ensemble (E,≤) des
positions de A, muni de l’ordre ≤ défini sur toute paire x et y de positions par
x ≤ y si et seulement si il existe un chemin s : x −→→ y, est clos par intersection
et union bornée. Montrons qu’il est clos par union bornée quelconque. Par la
Propriété 2.57, nous en déduirons que (E,≤) est un sup-semitreillis complet et
donc un treillis complet par la Propriété 2.56.

Soit X un ensemble de positions de A borné par une position z. Si (Xi)
est une suite croissante (pour l’inclusion) d’éléments de X alors nécessairement
la suite de positions (

∨
Xi) qu’elle induit est stationnaire à partir d’un certain

rang, car ces positions sont toutes bornées par z. En effet, lorsque
∨
Xi <

∨
Xj ,

il existe deux chemins si :
∨
Xi −→→ y et sj :

∨
Xj −→→ y tels que le chemin sj

est de longueur strictement inférieure à celle du chemin si. On en déduit que
pour toute suite (Xi) convergeant vers X, la suite (

∨
Xi) converge vers une

position y. Par construction, cette position y est supérieure à toute position
x ∈ X et réciproquement si y′ est un majorant de tous les éléments x ∈ X alors
pour tout i on a y′ ≥

∨
Xi, soit encore y′ ≥ y. La position y est donc la borne

supérieure de l’ensemble borné X.

Si σ : A est une stratégie ingénue et courtoise, par le Théorème 2.49 l’en-
semble de ses position d’arrêt σ• est clos par intersections. Comme toute suite
strictement décroissante de positions de A est finie, cet ensemble est de plus
clos par intersections non vides quelconques. L’ensemble σ• ] {>} est donc une
famille de Moore sur la complétion par élément maximal des positions de A.
Par la Propriété 2.54, il existe donc un unique opérateur de clôture ρσ sur cet
ensemble dont les points fixes sont exactement les éléments de σ• ] {>} : la
fonction qui à toute position x associe la plus petite position d’arrêt de σ au
dessus de x, ou > s’il n’existe pas de telle position d’arrêt. De plus, le Théo-
rème 2.49 donne une caractérisation des opérateurs de clôture ainsi générés, par
leur ensemble de points fixes.

Théorème 2.59. Si σ : A est une stratégie ingénue et courtoise, la fonction ρσ
définie sur la complétion par élément maximal de l’ensemble des positions de A
par

ρσ = x 7→
∧
{ y ∈ σ• | x ≤ y } (2.13)

est un opérateur de clôture vérifiant les conditions de la Propriété 2.49. Réci-
proquement, tout opérateur de clôture sur la complétion par élément maximal
des positions de A, dont l’ensemble des points fixes vérifie les conditions de la
Propriété 2.49, est l’image d’une stratégie ingénue et courtoise σ par la trans-
formation (2.13). La correspondance ainsi établie est bijective.

Stratégies focalisantes. Nous avons ainsi montré qu’une stratégie ingénue et
courtoise peut toujours être réorganisée de sorte à jouer en une position donnée
tous les coups qu’elle peut jouer, en un bloc. Cette propriété est similaire à la
propriété de focalisation en logique linéaire découverte par Andreoli [And92] :
considérée dans le sens de la recherche de preuve (du bas vers le haut en cal-
cul des séquents), une preuve de logique linéaire peut être réorganisée en une
preuve qui commence par décomposer tous les connecteurs négatifs du séquent,
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choisit une formule (positive) et en décompose tous les connecteurs, puis dé-
compose tous les connecteurs négatifs des séquents à prouver, puis pour chacun
des séquents produit choisit une formule (positive) et en décompose tous les
connecteurs positifs, etc. La polarité des connecteurs en logique linéaire est rap-
pelée à l’Annexe A. Cette propriété est fondamentalement liée au fait que les
connecteurs négatifs sont asynchrones : les règles d’introduction des connecteurs
négatifs peuvent toujours être « tirées vers le bas » dans les preuves en calcul des
séquents, de façon similaire à la condition imposée par la courtoisie. En ce sens,
les stratégies ingénues courtoises peuvent être considérées comme des stratégies
focalisantes. Nous revenons plus en détails sur cette propriété de focalisation à
la Section 2.5.8.

Composition des stratégies concurrentes. La composition de deux opé-
rateurs de clôture peut être définie de la façon suivante. Étant données deux
stratégies ingénues et courtoises σ : A( B et τ : B( C, et une position x( z
de A( C, on peut définir par induction trois suites (xi), (yi) et (zi) d’éléments
des complétions par élément maximal des jeux respectifs A, B et C, par x0 = x,
y0 = ∗B , z0 = z et

xi+1 ( y2i+2 = ρσ(xi( y2i+1) et y2i+1 ( zi+1 = ρτ (y2i( zi)

L’image (ρτ ◦ ρσ)(x ( z) de composée des opérateurs de clôture sur la posi-
tion x( z est alors définie par

(ρτ ◦ ρσ)(x( z) =

{
>( > si

∨
i yi = >,

(
∨
i xi)( (

∨
i zi) sinon.

formalisant ainsi la composition décrite dans l’introduction de cette section. Le
choix du premier opérateur de clôture à interagir importe peu. On montre en
effet aisément, en utilisant l’extensivité et de la croissance des fonctions π et ρ,
que l’on aurait obtenu la même composée en définissant les suites de positions
par

xi+1 ( y2i+1 = ρσ(xi( y2i) et y2i+2 ( zi+1 = ρτ (y2i+1 ( zi).

La composition de deux opérateurs de clôture peut aussi être définie de la façon
suivante, techniquement plus simple mais moins intuitive [AM99]. Si π et ρ sont
deux opérateurs de clôture sur un même treillis complet X, commençons par
définir leur position d’interaction 〈π|ρ〉 par

〈π|ρ〉 =
∨
k∈N

(ρ ◦ π)k(⊥) =
∨
k∈N

(π ◦ ρ)k(⊥)

La composée des opérateurs de clôture correspondant à deux telles stratégies
σ : A( B et τ : B( C est alors définie par

(ρτ ◦ ρσ)(x( z) = (π1 ◦ σ(x( y))( (π2 ◦ σ(y( z))

où π1 et π2 désignent les deux projections et y est la position d’interaction à
partir de la position x( z définie par

y = 〈π2 ◦ σ(x( −)|π1 ◦ σ(−( z)〉
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Cette composition est équivalente à celle que nous avons précédemment décrite.
Il est aisé de montrer que la composition de deux opérateurs de clôture

π : A( B et ρ : B( C correspond à la composition relationnelle des ensembles
de points fixes correspondant :

fix(ρ ◦ π) = fix(ρ) ◦ fix(π)

Une position de π étant une paire x ( y constituée d’une position x de A et
d’une position y de B, l’ensemble fix(π) peut être considéré comme une relation
des positions de A dans les positions de B. De même, l’ensemble fix(ρ) peut être
considéré comme une relation des positions de B dans les positions de C et le
membre droit de l’égalité ci-dessus désigne la composée relationnelle des deux
ensembles de positions.

On pourrait s’attendre à ce que pour toute paire σ : A( B et τ : B( C de
stratégies ingénues courtoises, la composition en tant que stratégies asynchrones
corresponde elle aussi à la composition en tant que stratégies concurrentes, c’est-
à-dire que l’on ait

ρτ ◦ ρσ = ρτ◦σ.

Nous expliquons à la Section 2.5 pourquoi cette égalité n’est pas toujours véri-
fiée et introduisons la notion de stratégie ordonnançable pour remédier à cette
disparité.

2.4 Stratégies séquentiellement innocentes

Les stratégies ingénues et courtoises sont une extension non alternée des
stratégies innocentes, telles que définies par Hyland et Ong [HO00] pour carac-
tériser les stratégies définissables dans leur modèle de jeux du langage PCF.
Nous montrons en effet que les stratégies innocentes sont en bijection avec les
stratégies ingénues et courtoises qui vérifient certaines conditions additionnelles,
la principale étant une condition de séquentialité qui empêche une stratégie de
lancer deux calculs en parallèle ou de se synchroniser sur deux résultats.

2.4.1 Stratégies alternées innocentes

Commençons par rappeler les définitions habituelles de sémantique des jeux
asynchrones alternés en les adaptant à notre cadre. Une présentation plus dé-
taillée des définitions introduites dans cette section ainsi que les preuves des
propriétés énoncées peuvent être trouvées dans l’article de Melliès sur les jeux
asynchrones alternés [Mel04].

Définition 2.60 (Jeu alterné). Un jeu A est alterné lorsque pour toute paire
de transitions consécutives m : x −→ y1 et p : y1 −→ z de même polarité, il
existe une paire de transitions n : x −→ y2 et q : y2 −→ z dans A formant une
tuile m · p � n · q,

Définition 2.61 (Stratégie alternée). Une partie alternée est une partie de
longueur paire m1 ·m2 · · ·m2k telle que les coups m2i+1 sont Opposant et les
coups m2i sont Joueur (en particulier, notre définition implique que toute partie
alternée commence par un coup Opposant). Une stratégie alternée σ sur un jeu
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alterné A est un ensemble non vide de parties alternées, clos par préfixe de
longueur paire.

Une stratégie alternée σ est déterministe lorsque pour toute parties s ·m ·n1
et s ·m · n2 on a n1 = n2.

La notion d’homotopie peut être adaptée au cadre alterné par la définition
suivante de OP-homotopie, plus grossière que la notion d’homotopie : deux
chemins sont OP-homotopes si l’on peut passer de l’un à l’autre en permutant
non pas des transitions consécutives mais des paires de transitions consécutives
formées d’un coup Opposant suivi d’un coup Joueur.

Définition 2.62 (OP-homotopie). On définit la relation 1∼OP sur les chemins
d’un jeu A comme la plus petite relation reliant deux chemins parallèles

s ·m1 · n1 ·m2 · n2 · t : x −→→ y et s ·m2 · n2 ·m1 · n1 · t : x −→→ y

où m1 et m2 sont des coups Opposant et n1 et n2 sont des coups Joueur, tels que
les chemins m1 ·n1 ·m2 ·n2 et m2 ·n2 ·m1 ·n1 sont homotopes. La clôture réflexive
et transitive de la relation 1∼OP est notée ∼OP et appelée OP-homotopie.

Les stratégies alternées innocentes au sens de Hyland et Ong, dont la défini-
tion est rappelée à l’Annexe B, sont précisément les stratégies alternées déter-
ministes satisfaisant les deux conditions suivantes, qui peuvent être considérées
comme une reformulation purement diagrammatique de la notion d’innocence.
Ces conditions imposent aux stratégies dans un cadre asynchrone d’être sans
mémoire, au sens de Abramsky et Jagadeesan [AJ94].

Définition 2.63 (Stratégie cohérente). Une stratégie alternée σ : A est cohé-
rente lorsqu’elle satisfait les deux conditions suivantes.

– Cohérence en arrière. Pour toute partie s ·m1 · n1 ·m2 · n2 · t de σ, où m1
et m2 sont des coups Opposant et n1 et n2 sont des coups Joueur, telle
que le coup m2 est indépendant du chemin m1 · n1, le coup n2 est aussi
indépendant du chemin m1 · n1 et la partie s ·m2 · n2 ·m1 · n1 · t est dans
la stratégie σ. Diagrammatiquement,

s
����

m1

��

m2

��???????

��

∼

��

n2

��???????

��

∼

m1���������

n1���������

t
����

∈ σ implique σ 3

s
����

m1

���������
m2

��???????

n1

���������

��

∼

��

n2

��???????

m2 ��??????? ∼

�� ��

∼

m1���������

n2 ��??????? ∼

n1���������

t
����
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– Cohérence en avant. Si s ·m1 · n1 et t ·m2 · n2 sont des parties de σ, telles
que le coup m1 est indépendant du coup m2 (en particulier les coups m1
et m2 sont distincts) alors le coup m2 est aussi indépendant du coup n2,
le coup n1 est indépendant du chemin m2 · n2 (en particulier les coups n1
et n2 sont distincts) et les parties s ·m1 · n1 ·m2 · n2 et s ·m2 · n2 ·m1 · n1
sont dans la stratégie σ. Diagrammatiquement,

σ 3

s
����

m1

���������
m2

��???????

n1

���������

��

∼

��

n2

��???????

∈ σ implique σ 3

s
����

m1

���������
m2

��???????

n1

���������

��

∼

��

n2

��???????

m2 ��??????? ∼

�� ��

∼

m1���������

n2 ��??????? ∼

n1���������

∈ σ

Théorème 2.64 (Innocence asynchrone alternée). Une stratégie alternée dé-
terministe est innocente si et seulement si elle est cohérente.

Les propriétés de cohérence permettent de montrer que les stratégies inno-
centes sont très régulées.

Propriété 2.65. Une stratégie alternée cohérente est nécessairement position-
nelle et close par intersection modulo OP-homotopie de deux parties et par union
modulo OP-homotopie de deux parties compatibles.

En particulier, la propriété de clôture par intersection découle de la propriété
de cohérence en arrière et celle de clôture par unions compatibles découle de la
propriété de cohérence en avant.

2.4.2 Stratégies séquentiellement innocentes

Dans la suite de cette section, nous supposerons que les jeux que nous men-
tionnerons sont alternés. Nous allons considérer des stratégies qui satisfont les
conditions suivantes.

Définition 2.66 (Stratégie négative). Une stratégie σ sur un jeu A est négative
lorsque toute partie non vide de σ commence par un coup Opposant (i.e. la
position initiale ∗ est une position d’arrêt lorsqu’elle appartient à la stratégie).

Ainsi, une stratégie est négative lorsqu’elle attend nécessairement une action de
l’Opposant avant de pouvoir jouer.

Définition 2.67 (Stratégie réceptive). Une stratégie positionnelle σ : A est
réceptive lorsque pour toute position x atteignable par la stratégie, si il existe
une transition Opposant m : x −→ y dans A alors cette transition est dans σ.
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Cette condition de réceptivité est aussi appelée complétude par contingence
dans [HO00]. Elle implique en particulier la variante suivante de la propriété
de courtoisie :

Lemme 2.68. Soit σ : A une stratégie positionnelle et réceptive. Pour toute
paire de transitions Opposant m : x −→ y1 et p : y1 −→ z de σ telles qu’il existe
une paire de transitions n : x −→ y2 et q : y2 −→ z dans A formant une tuile
m · p � n · q dans A, les transitions n et q sont dans σ. Diagrammatiquement,

x
σ3m

~~}}}}}}}}
n

  
y1

σ3p
  AAAAAAAA ∼ y2

q
~~

z

implique

x
σ3m

~~}}}}}}}}
n∈σ

  AAAAAAAA

y1

σ3p
  AAAAAAAA ∼ y2

q∈σ
~~}}}}}}}}

z

En particulier, une stratégie positionnelle, courtoise et réceptive est fortement
courtoise.

Définition 2.69 (Stratégie séquentielle). Une stratégie positionnelle σ sur un
jeu A est séquentielle lorsqu’elle satisfait les deux conditions suivantes.

– Séquentialité en arrière. Pour toute transition Opposant m : x −→ y et
toute paire de transitions Joueur compatibles n : y −→ y1 et o : y −→ y2
de σ, l’une des transitions n ou o est le résidu d’une transition p : x −→ x′

de σ après la transition m. Diagrammatiquement,

σ 3

x

m
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y

n
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∈ σ
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x
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~~~~~~~~~
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n
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z
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x

m

��

p

  @@@@@@@

y

n

��~~~~~~~~
o

��@@@@@@@@ x′∼

��
y1

  AAAAAAAA ∼ y2

~~}}}}}}}}

z

∈ σ

– Séquentialité en avant. Dualement, pour toute paire de transitions Op-
posant compatibles en arrière m : x1 −→ y et n : x2 −→ y, et toute
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transition Joueur o : y −→ z de σ, il existe une transition p : x1 −→ z′

ou une transition p : x2 −→ z′ de σ telle que o est le résidu de p après m
(resp. après n). Diagrammatiquement,

σ 3

x
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  AAAAAAAA
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m
  AAAAAAAA ∼ x2

n
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∈ σ

implique
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∈ σ

Dans une stratégie séquentielle, deux coups Joueur ne peuvent pas dépendre
d’un même coup Opposant et aucun coup Joueur ne dépend de deux coups
Opposant.

Définition 2.70 (Stratégie séquentiellement innocente). Une stratégie est sé-
quentiellement innocente lorsqu’elle est

– non vide,
– close par préfixe,
– négative,
– ingénue,
– courtoise,
– réceptive,
– et séquentielle.

Nous commençons par établir quelques propriétés des stratégies séquentiel-
lement innocentes.

Lemme 2.71. Dans toute stratégie séquentiellement innocente σ sur un jeu A,
pour toute partie alternée s : x −→→ y de σ, si x est une position d’arrêt alors y
est une position d’arrêt.

Démonstration. Par induction sur la longueur de la partie alternée s. Si s est la
partie vide ε alors il n’existe pas de transition Joueur m : x −→ z dans σ, car la
position x est une position d’arrêt par hypothèse (la stratégie σ est négative).
Sinon, le chemin s peut se décomposer en s = s′ · m · n, où m est un coup
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Opposant et n est un coup Joueur. Supposons que la position y ne soit pas
une position d’arrêt pour σ. Il existe alors un coup Joueur o tel que la partie
s′ · m · n · o soit dans σ. Le jeu A étant alterné, la partie s′ · m · o · n existe
dans le jeu et est aussi dans σ par courtoisie de σ. Par séquentialité en arrière
de la stratégie σ, on en déduit que l’une des parties s′ · n ·m · o ou s′ · o ·m · n
existe et est dans σ. Supposons que l’on soit dans le premier cas (l’autre cas est
similaire). Par hypothèse d’induction, la position d’arrivée du chemin s′ est une
position d’arrêt et n est un coup Joueur. On a donc abouti à une contradiction
et la position y est une position d’arrêt.

Remarque 2.72. La position initiale d’une stratégie séquentiellement innocente
σ : A étant une position d’arrêt de cette stratégie, ce lemme implique immédia-
tement qu’il n’existe pas de partie de la forme s ·m dans σ, où s est une partie
alternée et m est un coup Joueur.
De façon similaire, on a aussi :

Lemme 2.73. Dans une stratégie positionnelle, courtoise et séquentielle en
avant σ sur un jeu alterné A, toute partie s = m1 ·m2 · · ·mk · n : x −→→ z, avec
k > 0, où les coups mi sont Opposant et n est un coup Joueur, admet un préfixe
de la forme mi · n modulo homotopie.

Démonstration. Par induction sur k. Pour k = 1, la propriété est immédiate-
ment satisfaite. Sinon la partie s est de la forme s = s′ ·mk−1 ·mk · n. Le jeu A
étant alterné, la partie s′ ·mk ·mk−1 ·n existe et est aussi dans σ par courtoisie
de σ. La stratégie σ étant séquentielle en avant, l’une des parties s′ ·mk−1 ·n ·mk

ou s′ ·mk ·n ·mk−1 existe et est dans σ. Supposons que l’on soit dans le premier
cas (l’autre cas est similaire). On peut alors appliquer l’hypothèse d’induction
au chemin s′ ·mk−1 · n, ce qui nous permet de conclure immédiatement.

On en déduit alors immédiatement :

Lemme 2.74. Dans toute stratégie positionnelle, courtoise et séquentielle en
avant σ sur un jeu alterné A, toute partie s : ∗ −→→ y de σ est homotope à une
partie de la forme s1 · s2, où s1 : ∗ −→→ x est une partie alternée et s2 : x −→→ y
est un chemin ne contenant que des coups Opposant.

Démonstration. Montrons que la partie s admet une telle factorisation par in-
duction sur la longueur de s. Si s est la partie vide ε alors la propriété est
immédiate. Sinon, par hypothèse d’induction, s admet une décomposition de la
forme s = t ·m, où t admet une décomposition de la forme t1 · t2, où t1 : ∗ −→→ x
est une partie alternée et t2 : x −→→ x′ est un chemin ne contenant que des coups
Opposant. Si m est un coup Opposant alors la factorisation s = t1 · (t2 ·m) per-
met immédiatement de conclure. Supposons que m soit un coup Joueur. La
stratégie σ étant négative, la position initiale ∗ est une position d’arrêt de la
stratégie. On en déduit par le Lemme 2.71 que la position x qui est le but du che-
min alterné t1 est une aussi position d’arrêt. Le coup m étant un coup Joueur, le
chemin t2 ne peut donc être vide. Ainsi, on peut appliquer le Lemme 2.73 et en
déduire que le chemin t2 ·m est homotope à un chemin de la forme n ·m · t′2, où
est un coup Opposant et t′2 est un chemin ne contenant que des coups Opposant.
Finalement, la décomposition s = (t1 · n ·m) · t′2 permet de conclure.

Remarque 2.75. Il est aisé de vérifier que le chemin s1 ·s2 construit par la preuve
du lemme précédent se réécrit par courtoisie en le chemin s.
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Par réécriture par courtoisie, on entend ici :

Définition 2.76 (Réécriture par courtoisie). Si s ·m · n · t est un chemin d’un
jeu A homotope à un chemin s · n · m · t, où m est un coup Joueur ou n est
un coup Opposant, on dira que le premier chemin se réécrit en le second par
courtoisie, ce que nous noterons

s ·m · n · t =⇒ s · n ·m · t

Nous noterons =⇒∗ la clôture réflexive et transitive de la relation =⇒.

Remarque 2.77. Les stratégies séquentiellement innocentes σ : A sont closes par
réécriture par courtoisie. En effet, si s ·m · n · t est une partie de σ telle qu’il
existe un chemin s · n ·m · t alors, si n est un coup Joueur, le chemin est aussi
dans σ par courtoisie de la stratégie et, si m et n sont des coups Opposant, le
chemin est aussi dans σ par réceptivité de la stratégie (Lemme 2.68).

De même qu’à la Propriété 1.38, on peut montrer que la réécriture par courtoisie
est compatible avec la résiduation.

Propriété 2.78. Si s : x −→→ y et t : y −→→ x sont deux chemins qui se
réécrivent par courtoisie respectivement en s′ : x −→→ y et t′ : y −→→ z, alors
t/s : x −→→ z se réécrit par courtoisie en t′/s′ : x −→→ z.

À toute stratégie σ close par préfixe, on peut associer une stratégie alter-
née alt(σ) en ne gardant que les parties alternées de σ. Réciproquement, à toute
stratégie alternée σ, on peut associer une stratégie desalt(σ) définie comme la
plus petite stratégie courtoise et réceptive contenant σ. Nous allons montrer que
les stratégies séquentiellement innocentes sont en bijection avec les stratégies in-
nocentes au sens habituel, que nous appellerons stratégies alternées innocentes,
et que cette bijection est donnée par les fonctions alt et desalt.

En utilisant la définition de desalt, il est aisé de montrer que

Lemme 2.79. Pour toute stratégie σ, une partie s : ∗ −→→ y est dans la stra-
tégie desalt(σ) si et seulement si il existe une partie t1 : ∗ −→→ x de σ et un
chemin t2 : x −→→ y ne contenant que des coups Opposant tels que t1 · t2 se
réécrit par courtoisie en s.

Propriété 2.80. La catégorie des stratégies séquentiellement innocentes se
plonge dans la catégorie des stratégies alternées cohérentes déterministes. Plus
explicitement, pour toute stratégie séquentiellement innocente σ : A, alt(σ) est
une stratégie alternée déterministe cohérente et on a desalt(alt(σ)) = σ.

Démonstration. Commençons par montrer l’égalité desalt(alt(σ)) = σ. L’en-
semble alt(σ) étant inclus dans la stratégie σ et la stratégie σ étant courtoise et
réceptive, on a l’inclusion desalt(alt(σ)) ⊆ σ. Réciproquement, la Remarque 2.75
nous assure que l’on a l’inclusion inverse.

Montrons que alt(σ) est une stratégie alternée déterministe cohérente. La
stratégie σ étant non vide, l’ensemble alt(σ) est non vide (il contient la partie
vide ε). De plus la stratégie σ étant close par préfixe, l’ensemble alt(σ) est clos
par préfixe de longueur paire. Ainsi, alt(σ) est une stratégie alternée. Supposons
que s·m·n1 et s·m·n2 soient deux parties de alt(σ) ⊆ σ. Par déterminisme de σ,
si les coups n1 et n2 étaient distinct alors la partie s·m·n1 ·n2 serait aussi dans σ,
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ce qui est impossible par le Lemme 2.71, la partie s ·m · n1 étant alternée. Les
coups n1 et n2 sont donc égaux et la stratégie alternée alt(σ) est déterministe.
Pour montrer que la stratégie alternée alt(σ) est cohérente en arrière, supposons
que la stratégie σ contienne une partie de la forme

x00
m1

||

m2

""EEEEEEEE

x10

""

∼ x01

||

n2

""EEEEEEEE

x11

""

∼ x02

m1||yyyyyyyy

x12

n1||yyyyyyyy

x22

où la position x00 est atteignable par une partie alternée s : ∗ −→→ x00, m1 et m2
sont des coups Opposant et n1 et n2 sont des coups Joueur. Par réceptivité
de la stratégie, la transition m1 : x00 −→ x10 est dans σ et par préservation
de la compatibilité, les transitions m1 : x01 −→ x11, m2 : x10 −→ x11 et
n2 : x11 −→ x12 sont aussi dans la stratégie. Le jeu étant alterné et les coups n1
et n2 étant tous deux des coups Joueur, il existe une tuile x11

n1−→ x21
n2−→

x22 � x11
n2−→ x12

n1−→ x22 dans le jeu et par courtoisie de la stratégie, les
transitions n1 : x11 −→ x21 et n2 : x21 −→ x22 sont aussi dans la stratégie.
Les transitions m2 : x10 −→ x11 et m1 : x01 −→ x11 étant Opposant, par
séquentialité en arrière de la stratégie, la transition n1 : x11 −→ x21 est le
résidu d’une transition n1 : x01 −→ x′01 ou d’une transition n1 : x10 −→ x20
de σ. Le premier cas est impossible par le Lemme 2.71, car la partie s ·m2 · n2
serait dans la stratégie σ et s est une partie alternée et m2 et n2 sont des coups
Joueur. Enfin, on peut montrer que la transition m2 : x20 −→ x21 est dans σ
par préservation de la compatibilité de la stratégie : le diagramme

x00
m1

||yyyyyyyy
m2

""EEEEEEEE

x10
n1

||yyyyyyyy

""EEEEEEEE ∼ x01

||yyyyyyyy
n2

""EEEEEEEE

x20

m2 ""EEEEEEEE ∼ x11

||yyyyyyyy

""EEEEEEEE ∼ x02

m1||yyyyyyyy

x21

n2 ""EEEEEEEE ∼ x12

n1||yyyyyyyy

x22

est dans la stratégie σ, montrant ainsi que la stratégie alt(σ) est cohérente en
arrière. On peut montrer de façon similaire que la stratégie alt(σ) est cohérente
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en avant en utilisant le déterminisme et la préservation de la compatibilité en
avant de la stratégie σ.

Réciproquement, on a aussi

Propriété 2.81. La catégorie des stratégies alternées cohérentes déterministes
se plonge dans la catégorie des stratégies séquentiellement innocentes. Plus ex-
plicitement, pour toute stratégie alternée cohérente déterministe σ : A, desalt(σ)
est une stratégie séquentiellement innocente et on a alt(desalt(σ)) = σ.

Démonstration. Montrons l’égalité alt(desalt(σ)) = σ. La stratégie σ étant in-
cluse dans l’ensemble desalt(σ), on a immédiatement σ ⊆ alt(desalt(σ)). Ré-
ciproquement, soit s une partie de alt(desalt(σ)). Cette partie est une partie
de desalt(σ). Par le Lemme 2.79, cette partie est homotope à une partie de
la forme s1 · s2, où s1 est une partie alternée de σ et s2 est un chemin ne
contenant que des coups Opposant. La partie s étant alternée et l’homotopie
préservant les coups, le chemin s2 est le chemin vide (sinon s1 · s2 aurait plus
de coups Opposant que de coups Joueur). Il est alors facile de montrer qu’une
partie alternée ne se réécrit par courtoisie en aucune partie alternée, excepté
elle-même. On a donc s1 = s et la partie s est dans σ, montrant ainsi l’inclusion
inverse alt(desalt(σ)) ⊆ σ.

Montrons que la stratégie est close par union modulo homotopie de deux
chemins compatibles. Soient s : ∗ −→→ x et t : ∗ −→→ y de chemins compatibles
de la stratégie desalt(σ). Par le Lemme 2.79, ces parties peuvent être obtenues
en réécrivant par courtoisie des parties respectives s1 ·s2 et t1 ·t2, où s1 et t1 sont
des parties alternées de σ et s2 et t2 sont des chemins ne contenant que des coups
Opposant. Par la Propriété 2.65, les chemins s1 · (t1/s1) et t1 · (s1/t1) existent
et sont dans la stratégie σ donc dans la stratégie desalt(σ). Les chemins s2
et t2 ne contenant que des coups Opposant, il est alors facile de montrer que les
parties s1 · s2 · ((t1 · t2)/(s1 · s2)) et t1 · t2 · ((s1 · s2)/(t1 · t2)) sont aussi dans
la stratégie desalt(σ). Diagrammatiquement, la stratégie desalt(σ) contient les
chemins suivants :

s1

���������������
t1

�� ��???????????

s2

���������������

t1/s1

?????

�� ��?????

∼OP

s1/t1
�����

���������
t2

��???????????

t1/(s1·s2)
�� ��??????????? ∼

s2/(t1/s1)
�����

���������
t2/(s1/t1)

?????

�� ��?????

∼

s1/(t1·t2)
���������������

t2/(s1·s2/t1)
�� ��??????????? ∼

s2/(t1·t2/s1)
���������������

Finalement, par la Propriété 2.78, les parties s · (t/s) et t · (s/t) peuvent être
obtenues par réécriture par courtoisie des parties s1 ·s2 ·((t1 ·t2)/(s1 ·s2)) et t1 ·t2 ·
((s1·s2)/(t1·t2)) de desalt(σ), elles sont donc aussi dans la stratégie desalt(σ). On
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en déduit que desalt(σ) est close par union de parties compatibles. On montre
de façon similaire que la stratégie desalt(σ) est close par intersection de parties.

Montrons que desalt(σ) est une stratégie séquentiellement innocente.
– La stratégie σ étant non vide, elle contient la partie vide ε. La straté-

gie desalt(σ) contient donc aussi cette partie et est toujours non vide.
– Montrons que la stratégie desalt(σ) est positionnelle. Si s ·u est une partie

de desalt(σ) où s est une partie homotope à une partie t de desalt(σ) alors
par clôture par unions compatibles de desalt(σ) la partie t · (s · u)/t = t · u
est aussi dans desalt(σ). La stratégie desalt(σ) est donc positionnelle. Par
clôture par unions compatibles de desalt(σ), la stratégie préserve la com-
patibilité en avant et, par clôture par intersections, elle préserve la com-
patibilité en arrière.

– Par le Lemme 2.79, toute partie s de desalt(σ) peut être obtenue par
réécriture par courtoisie d’une partie s1 ·s2, où s1 est une partie de σ et s2
est un chemin ne contenant que des coups Opposant. En raisonnant par
induction sur le nombre de pas de réécriture, on peut montrer que pour
toute décomposition s = t1 ·m · n · o · t2 du chemin s, où m est un coup
Joueur et n et o sont des coups Opposant, l’un des chemins t1 ·n ·m · o · t2
ou t1 · o ·m · n · t2 existe et est une partie de desalt(σ) homotope à s et
que pour toute décomposition s = t1 · m · n · o · t2 du chemin s, où m
et n sont des coups Joueur et o est un coup Opposant, l’un de chemins
t1 · m · o · n · t2 ou t1 · n · o · m · t2 existe et est une partie de desalt(σ)
homotope à s, montrant ainsi que la stratégie desalt(σ) est séquentielle en
avant et en arrière.

– La stratégie σ est négative, courtoise et réceptive par définition de desalt.
– Montrons que la stratégie desalt(σ) est close par préfixe. Soit s · m une

partie de σ. Par le Lemme 2.79, la partie s ·m est obtenue par réécriture
par courtoisie d’un chemin s1 ·s2 où s1 est une partie alternée de σ et s2 est
un chemin ne contenant que des coups Opposant. Nous allons montrer que
le chemin s1 · s2 est homotope à un chemin s′1 · s′2 ·m, où s′1 est une partie
alternée de σ et s′1 est un chemin ne contenant que des coups Opposant
et en déduire que la partie s est dans la stratégie desalt(σ). On distingue
alors deux cas suivant la polarité de m.
– Supposons que m soit un coup Opposant. Le coup m ne peut être un

coup de s1, car on ne pourrait aboutir au chemin s ·m par réécriture par
courtoisie (par réécriture par courtoisie, le coup m ne peut pas « pas-
ser après » le coup Joueur qui lui succède immédiatement dans s1). Le
coup m est donc un coup de s2, et le chemin s1 · s2 est homotope à un
chemin de la forme s1 · s′2 ·m, car s1 · s2 est homotope au chemin s ·m.
Comme le chemin s1 · s2 se réécrit par courtoisie en s ·m, on peut alors
montrer que le chemin s1 · s′2 se réécrit par courtoisie en s (informelle-
ment, la dérivation s1 · s′2 =⇒∗ s se fait par la suite de permutations
s1 ·s2 =⇒∗ s·m à laquelle on a enlevé les permutations faisant intervenir
le coup m).

– Supposons que m soit un coup Joueur. La partie s1 · s2 de desalt(σ) se
réécrit alors par courtoisie en la partie s′1 · s2 · m de desalt(σ), où s′1
est la partie obtenue à partir de s1 en enlevant le coup m. La straté-
gie desalt(σ) étant positionnelle, courtoise et séquentielle en avant, le
Lemme 2.74 montre que le chemin s′1 est homotope à un chemin s′′1 ·s′′′1 ,
où s′′1 est une partie alternée de σ et s′′′1 est un chemin ne contenant
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que des coups Opposant. Le chemin s′′1 · (s′′′1 · s2) ·m est alors bien de
la forme voulue. Le chemin s′′1 · (s′′′1 · s2) se réécrit par courtoisie en le
chemin s1 · s2 qui lui-même se réécrit en le chemin s pour les mêmes
raisons que dans le cas précédent.

Dans les deux cas, nous avons montré que la partie s est dans la straté-
gie desalt(σ), qui est donc close par préfixe.

– Montrons que la stratégie desalt(σ) est déterministe. Soient s · n1 et s · n2
deux parties de σ, où n1 et n2 sont deux coups Joueur. La stratégie étant
close par préfixe, le chemin s lui appartient donc. Par le Lemme 2.79, ce
chemin est obtenu par réécriture par courtoisie d’un chemin s1 · s2, où s1
est une partie alternée de σ et s2 est un chemin ne contenant que des coups
Opposant. Les chemins s1 · s2 · n1 et s1 · s2 · n2 étant dans la stratégie,
par le Lemme 2.71 le chemin s2 est non vide. Par utilisation répétée de la
propriété de séquentialité en arrière de desalt(σ), on peut montrer que soit
il existe un coup Opposant m de s2 tel que les parties s1 ·m ·n1 et s1 ·m ·n2
soient dans desalt(σ) (donc dans σ car ces parties sont alternées), soit il
existe deux coups Opposant compatibles distincts m1 et m2 de s2 tels que
les parties s1 ·m1 ·n1 et s1 ·m2 ·n2 soient dans desalt(σ) (donc dans σ car
ces parties sont alternées). Dans le premier cas, on conclut que n1 = n2
par déterminisme de σ. Dans le second cas, par cohérence en avant de la
stratégie σ, les coups n1 et n2 sont distincts mais compatibles et on en
déduit que les parties s · n1 · n2 et s · n2 · n2 sont dans desalt(σ), car cette
stratégie préserve la compatibilité en avant.

Remarque 2.82. Nous avons omis la preuve de la fonctorialité des fonctions alt
et desalt qui n’est pas dure à montrer par ce qui précède. Ces fonctorialités
rendent essentiellement compte du fait que toute interaction asynchrone entre
deux stratégies séquentiellement innocentes peut être réorganisée en une inter-
action alternée amenant à la même partie dans la composée.

Finalement, on a donc

Théorème 2.83. La catégorie des stratégies alternées innocentes déterministes
est isomorphe à la catégorie des stratégies séquentiellement innocentes.

Remarque 2.84. Une caractérisation des positions d’arrêt des stratégies alter-
nées, cohérentes et déterministes est donnée par Melliès dans [Mel04]. On pou-
vait comparer cette caractérisation à celle donnée par le Théorème 2.49 pour
en déduire de façon indirecte la correspondance bijective entre les stratégies
alternées cohérentes déterministes et les stratégies séquentiellement innocentes.

Remarque 2.85. Dans la définition des stratégies séquentiellement innocentes,
on pouvait remplacer la condition de réceptivité par

– la propriété de forte courtoisie (Définition 2.44),
– et une condition de totalité imposant à toute position y, qui est le but

d’une transition Opposant m : x −→ y, de ne pas être une position d’arrêt
de la stratégie,

la stratégie desalt(σ) étant alors définie comme la plus petite stratégie courtoise
et close par préfixe contenant une stratégie alternée σ. Les stratégies acceptant
tous les coups Opposant que le jeu permet sont en effet en bijection avec les stra-
tégies n’acceptant aucun coup Opposant auquel elles ne peuvent pas répondre.
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2.4.3 Modélisation d’un λ-calcul affine parallèle

La condition d’innocence a été introduite par Hyland et Ong [HO00] pour
caractériser les stratégies définissables du modèle de PCF. En particulier, les
stratégies innocentes correspondent précisément aux arbres de Böhm du λ-calcul
simplement typé sur un unique type de base α [DHR96, Cur98]. Ce résultat peut
être compris de la façon suivante dans notre cadre. La formulation donnée ici est
inspirée de [Mel04]. Nous reviendrons sur les liens entre ce résultat et la logique
linéaire à la Section 2.5.7.

Les termes du λ-calcul sont définis par la grammaire suivante :

M ::= x | MM | λx.M

où x est un élément d’un ensemble x des variables. Ces termes sont considérés
modulo la relation d’α-conversion habituelle. La règle de β-réduction est définie
par

(λx.M)N −→β M [N/x]

où M [N/x] désigne le terme M dans lequel toutes les occurrences de la variable x
ont été remplacées par le terme N . Les λ-termes peuvent être typés par les types
simples du λ-calcul sur un unique type de base α : ces types sont soit le type de
base α, soit de la forme A⇒ B, où A et B sont des types. Les règles de typage
du λ-calcul affine sont les suivantes.

Γ, x : A ` x : A
(Ax)

Γ `M : A⇒ B ∆ ` N : A
Γ,∆ `MN : B

(App)

Γ, x : A `M : B
Γ ` λx.M : A⇒ B

(Abs)

Les termes typables sont tous affines dans le sens où une variable apparâıt au
plus une fois libre dans tout sous-terme. Les arbres de Böhm η-longs sur un type
simple A1 ⇒ . . .⇒ An ⇒ α sont de l’une des trois formes suivantes :

1. λx1 . . . λxn.yM1 · · ·Mm où
– les variables xi sont de type Ai, pour 1 ≤ i ≤ n,
– la variable y est de type B1 ⇒ . . .⇒ Bm ⇒ α, pour certains types Bi,
– les Mi sont des arbres de Böhm η-longs de type Bi, pour 1 ≤ i ≤ m,

2. ou ΩA, où ΩA est une constante de type A,

3. ou λx1 . . . λxn.f, où f est une constante donnée du type de base α et les
variables xi sont de types Ai, pour 1 ≤ i ≤ n.

On impose de plus aux arbres de Böhm d’être affines.
Tout type simple A peut être interprété en un jeu JAK défini par induction de

la façon suivante. L’interprétation du type de base α est le jeu JαK défini comme
le jeu n’ayant qu’une unique transition Opposant q : ∗ −→ x et l’interprétation
d’un type simple A⇒ B est le jeu JA⇒ BK = JAK( JBK. Tout arbre de Böhm
η-long M : A peut quant à lui être interprété comme une stratégie sur le jeu
associé au type simple A. Cette stratégie correspond à une sémantique de traces
sur les arbres de Böhm, chaque trace étant une une exploration particulière de
l’arbre de Böhm. Ainsi, les transition Opposant sont générées par la règle

ΩA −→ λx1 . . . λxn.f
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où A = A1 ⇒ . . .⇒ An ⇒ α et les variables xi sont de type Ai, pour 1 ≤ i ≤ n.
Les transitions Joueur sont générées par la règle

f −→ x ΩA1 · · · ΩAn

où x est une variable de type A = A1 ⇒ . . . ⇒ An ⇒ α. Tout arbre de
Böhm M : A induit alors une stratégie σ définie comme la clôture par préfixe
de l’ensemble des traces s : ΩA −→→ M . Cette opération induit une bijection
entre les arbres de Böhm ne contenant pas de constantes ΩA et les stratégies
séquentiellement innocentes (les stratégies correspondant aux arbres de Böhm
contenant des constantes ΩA ne sont pas réceptives).

Exemple 2.86. Considérons le terme

λf.λx.λy.fxy : (α→ α→ α)→ α→ α→ α (2.14)

La stratégie associée à ce terme correspond à l’ordre partiel suivant sur les coups
du jeu :

(α → α → α) → α → α → α

q

q

11

q

22

q

66

q

jj

@@

q

jj

FF

Lorsque l’on demande son résultat à cette stratégie (le premier coup), elle inter-
roge son argument f pour connâıtre sa valeur (le deuxième coup). Si, lors de son
calcul, f demande la valeur de l’un de ses arguments, la stratégie demande la
valeur de son argument correspondant. Les dépendances en trait plein figurent
les dépendances imposées par le jeu (ce que l’on appelle parfois les pointeurs
de justification) et les dépendances en pointillés figurent les dépendances im-
posées par la stratégie. Cet ordre partiel génère un graphe asynchrone qui est
isomorphe au graphe asynchrone généré par l’ensemble des traces menant de ΩA
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au terme (2.14), où A est son type :

ΩA

��
λfxy.f

��
λfxy.fΩαΩα

vvnnnnnnnnnnnn

((PPPPPPPPPPPP

λfxy.ffΩα

wwnnnnnnnnnnnn

((PPPPPPPPPPPP
∼ λfxy.fΩαf

vvnnnnnnnnnnnn

''PPPPPPPPPPPP

λfxy.fxΩα

''PPPPPPPPPPPP
∼ λfxy.fff

vvnnnnnnnnnnnn

((PPPPPPPPPPPP λfxy.fΩαy∼

wwnnnnnnnnnnn

λfxy.fxf

((PPPPPPPPPPPP
∼ λfxy.ffy

vvnnnnnnnnnnnn

λfxy.fxy

Les stratégies asynchrones ayant été introduites pour modéliser des interac-
tions concurrentes, il est naturel de s’intéresser aux stratégies qui vérifient toutes
les conditions des stratégies séquentiellement innocentes, excepté les conditions
de séquentialité, car ces conditions empêchent certains coups Joueur d’être joués
en parallèle ou de se synchroniser sur des coups Opposant joués en parallèle. Ces
stratégies permettent de modéliser un calcul obtenu en enrichissant la syntaxe
du λ-calcul par une construction M |N , similaire à celle du π-calcul, permettant
d’exécuter deux λ-termes en parallèle. Nous obtenons ainsi une variante du cal-
cul étudié par Boudol [Bou94]. Les termes sont considérés modulo la congruence
structurelle ≡ définie comme la plus petite relation telle que

(M |N)|P ≡M |(N |P ) M |N ≡ N |M (λx.M |λx.N) ≡ λx.(M |N)

et
(M1|M2)N ≡ (M1N |M2N)

La règle de typage permettant de typer cette nouvelle construction est

Γ `M : A ∆ ` N : A
Γ,∆ `M |N : A

(Par)

et les arbres de Böhm η-longs sont maintenant de la forme

1. λx1 . . . xn.(y1M1
1 · · ·M1

m1
| . . . | ykMk

1 · · ·Mk
mk

),
2. ou ΩA,

3. ou λx1 . . . xn.(f | . . . | f),
satisfaisant diverses contraintes de typage similaires à celles des arbres de Böhm
correspondant au λ-calcul introduits précédemment. On impose de plus aux
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nouveaux arbres de Böhm d’être affines dans le sens où ils doivent avoir un
représentant modulo la congruence structurelle ≡ qui soit affine. Les transitions
Opposant sont maintenant générées par la règle

ΩA −→ λx1 . . . λxn.(f | . . . | f)

et les transitions Joueur sont générées par la même règle que précédemment.

Exemple 2.87. La stratégie associée au terme

λf.λx.λy.(fx | y) : (α→ α)→ α→ α→ α

peut être décrite par l’ordre partiel

(α → α) → α → α → α

q

q

11

q

66

q

66

q

hh

33

Le graphe asynchrone généré par cette stratégie est isomorphe au graphe asyn-
chrone suivant :

ΩA

��
λfxy.(f|f)

vvmmmmmmmmmmmm

''PPPPPPPPPPPP

λfxy.(fΩα|f)

vvmmmmmmmmmmmm

((QQQQQQQQQQQQ
∼ λfxy.(f|y)

wwnnnnnnnnnnnn

λfxy.(ff|f)

vvnnnnnnnnnnnn

((QQQQQQQQQQQQ
∼ λfxy.(fΩα|y)

vvmmmmmmmmmmmm

λfxy.(fx|f)

((PPPPPPPPPPPP
∼ λfxy.(ff|y)

vvmmmmmmmmmmmm

λfxy.(fx|y)

Exemple 2.88. La stratégie associée au terme λx.λy.(x|y) a un comportement
similaire à celui de l’implémentation parallèle de la conjonction décrite en intro-
duction de ce chapitre : elle interroge ses deux arguments en parallèle.



2.5. Stratégies ordonnancées 129

Remarque 2.89. Si les termes restent « affines », certains calculs peuvent être
partagés. Par exemple, dans le λ-terme

λf.λx.λg.(f |g)x : (α→ α)→ α→ (α→ α)→ α

la variable x est partagée en tant qu’argument des deux fonctions comme le
montre la stratégie correspondante :

(α → α) → α → (α → α) → α

q

q

00

q

66

q

66

q

66

q

hh

22

>>

Ces partages rendent la définition précise des transitions générées par un arbre
de Böhm η-long plus subtile que dans le cadre du λ-calcul : si un terme N se
réduit en un terme N ′ en un coup alors le terme (M1N |M2N) se réduit en le
terme (M1N

′|M2N
′) en un coup. Par exemple, le graphe asynchrone correspon-

dant à la stratégie décrite ci-dessus contient la transition

λfxg.(ff|gf) −→ λfxg.(fx|gx)

Les stratégies considérées ne sont pas toutes définissables dans ce langage,
car la discipline imposée par le tenseur n’est pas nécessairement respectée. Nous
expliquons à la section suivante comment ceci peut être pris en compte en raf-
finant la notion de stratégie que nous avons introduite.

2.5 Stratégies ordonnancées

Nous renforçons maintenant notre notion de stratégie ingénue en imposant
un critère d’ordonnancement qui rend distincts le produit tensoriel A ⊗ B de
deux jeux A et B du produit par le connecteur dual A ` B. Ce critère joue le
rôle, dans notre cadre non-alterné, des conditions d’aiguillage introduites par
Abramsky et Jagadeesan [AJ94] pour les jeux alternés. Comme nous le verrons,
ce critère permet de s’assurer que les stratégies ne vont pas se trouver en situa-
tion d’interblocage durant la composition et donc que les ensembles de positions
acceptantes reflètent correctement la façon dont les stratégies composent – ren-
dant ainsi strict le foncteur lâche de la Section 2.5.1 des stratégies asynchrones
vers les relations.

2.5.1 Vers le modèle relationnel

Nous avons vu à la Définition 2.20 qu’une stratégie σ : A → B de la caté-
gorie Jeux2 induit un ensemble σ• de positions du jeu A ( B défini comme
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l’ensemble des positions atteignables par une partie de la stratégie σ. Toute telle
position étant un couple (xA, xB), encore souvent noté xA ( xB , formé d’une
position xA du jeu A et d’une position xB du jeu B, l’ensemble σ• peut être
considéré comme une relation entre les positions de A et celles de B. On peut
ainsi associer une relation à toute stratégie, passant ainsi d’une représentation
dynamique à une représentation statique de la stratégie. Cette traduction n’est
cependant pas fonctorielle, à cause d’une disparité subtile entre la composition
des stratégies et celle de relations. Ainsi, si σ : A→ B et τ : B → C sont deux
stratégies, l’égalité

τ• ◦ σ• = (τ ◦ σ)•

entre la composée relationnelle τ• ◦ σ• des ensembles de positions d’arrêt et les
positions d’arrêt (τ ◦ σ)• de la stratégie composée, ne sera pas nécessairement
vérifiée.

De la composition dynamique à la composition statique. L’inclusion

τ• ◦ σ• ⊇ (τ ◦ σ)•

est toujours vérifiée, ce que l’on peut justifier de la façon suivante. Par définition,
toute position x ( z de (τ ◦ σ)• est atteinte par une partie u : ∗ −→→ x ( z
dans la stratégie composée τ ◦ σ. Toujours par définition, cette partie provient
de l’interaction d’une partie s : ∗ −→→ x ( y de la stratégie σ et d’une partie
t : ∗ −→→ y ( z de la stratégie τ . La position x( z appartient donc à τ• ◦ σ•
car la position x( y est dans σ• et la position y( z est dans τ•. Reformulée
catégoriquement, cette propriété permet de munir l’opération (−)• d’une struc-
ture de foncteur lâche de la catégorie Jeux2, vue comme une 2-catégorie dont
les seules 2-cellules sont les identités, dans la 2-catégorie Rel2 des relations,
dont la catégorie sous-jacente est la catégorie Rel, et qui admet une 2-cellule

X

r1

##

r2

;;⇓ Y

entre deux relations r1 : X → Y et r2 : X → Y si et seulement si la relation r2
est incluse dans la relation r1.

De la composition statique à la composition dynamique. Cependant,
l’inclusion inverse

τ• ◦ σ• ⊆ (τ ◦ σ)•

n’est pas toujours vérifiée. Par exemple, considérons la stratégie σ : I → B⊗B,
décrite en introduction de ce Chapitre 2 et représentée en (2.8), qui implémente
la paire (tt, ff) qui ne veut pas donner la valeur de sa composante de droite
avant d’avoir été interrogée sur sa composante de droite. Composée avec la stra-
tégie τ : B⊗ B→ B qui est l’implémentation droite de la conjonction, représen-
tée à droite de (2.6), qui commence par demander la valeur de son argument de
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droite, puis celle de son argument de gauche avant de calculer sa réponse. Les
positions acceptées par la stratégie σ sont

σ• = { ∗ ⊗ ∗, ∗ ⊗ q, T ⊗ F }

et l’ensemble τ• des positions acceptées par τ contient les positions

{ (∗ ⊗ ∗)( ∗, (∗ ⊗ q)( q, (q ⊗ F )( q, (T ⊗ F )( F }

La composée relationnelle τ• ◦ σ• contient donc la position F , bien que cette
position ne soit pas un élément de (•τ ◦ σ). Ceci détecte un interblocage durant
l’interaction des deux stratégies, empêchant la position d’être effectivement at-
teinte : à la position ∗ ⊗ q de B⊗ B, la stratégie σ attend d’être interrogée sur
sa composante de gauche tandis que la stratégie τ attend la valeur de la com-
posante de droite. De façon plus conceptuelle, ce phénomène provient du fait
que les catégories de jeux sont compactes fermées : le produit tensoriel ⊗ est
identifié avec sont dual `. Afin d’empêcher ce type de situations, nous imposons
un critère supplémentaire à nos stratégies.

2.5.2 Jeux avec tests d’ordonnancement

Notre critère d’ordonnancement est fondé sur l’idée selon laquelle une stra-
tégie d’un type A donné doit être capable de réorganiser son comportement
interactif suivant l’ordonnancement choisi par l’Opposant. Un tel ordonnance-
ment sera décrit pas une sorte particulière de contre-stratégie ingénue du jeu
original A, c’est-à-dire une stratégie du jeu dual A∗.

Définition 2.90 (Ordonnancement). Un ordonnancement S est une stratégie
ingénue dans laquelle deux parties s et t sont soit homotopes, soit incomparables
par rapport à l’ordre préfixe modulo homotopie.

En d’autres termes, toute position acceptante d’un ordonnancement S est maxi-
male dans le graphe asynchrone associé à l’ordonnancement.

Informellement, une stratégie σ peut s’adapter à un ordonnancement S de
l’Opposant lorsque, pour toute partie s ∈ σ homotope à une partie t ∈ S , il
existe une partie u homotope à la fois à s et à t, qui appartienne aux deux
stratégies : u ∈ σ et u ∈ S . La difficulté principale consiste à comprendre
quels ordonnancements doivent être autorisés pour tester une stratégie d’un
type A donné. Bien sûr, toute contre-stratégie peut être vue comme une sorte
d’ordonnancement particulièrement rusé. Notre tâche consiste donc à établir une
classe de contre-stratégies basiques, que nous appelons tests d’ordonnancement,
qui génère en un sens approprié la classe de toutes les contre-stratégies possibles
de type A.

Il apparâıt que la solution est bien plus simple que ce à quoi on aurait pu
s’attendre. En effet, nous allons montrer que, pour tester une stratégie de type A,
il suffit de « commuter » tous les produits tensoriels ⊗ de la formule soit en un
ordonnancement de gauche à droite, soit en un ordonnancement de droite à
gauche, que nous notons respectivement 4 et 5. Sémantiquement, chacun de
ces ordonnancements est interprété comme le connecteur correspondant sur les
ordonnancements.
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Définition 2.91. Soit S un ordonnancement d’un jeu asynchrone A et T
un ordonnancement d’un jeu asynchrone B. L’ordonnancement S ⊗ T est la
stratégie ingénue de A⊗B contenant les parties s dont

– la projection sA sur la composante A est une partie de S ,
– la projection sB sur la composante B est une partie de T .

L’ordonnancement S 4T , appelé S avant T , est la stratégie ingénue de A⊗B
contenant les parties s de S ⊗T qui sont de plus telles que

– aucun coup dans la composante B n’est joué avant un coup dans la com-
posante A,

– si la partie s contient un coup dans la composante B, sa projection sA sur
la composante A est une partie de l’ordonnancement S (qui est nécessai-
rement maximale).

De même, l’ordonnancement S 5 T , appelé S après T , est la stratégie in-
génue de A ⊗ B contenant les parties s de l’ordonnancement S ⊗ T dont la
projection sB sur la composante B est une partie (nécessairement maximale)
de l’ordonnancement T lorsque la projection sA sur la composante A est non
vide.

Remarquons qu’un ordonnancement S 4T d’un jeu A⊗B est la même chose
qu’un ordonnancement S 5T du jeu B⊗A, après permutation de A et B. Par
exemple, si S et T sont des ordonnancements qui jouent chacun exactement
une transition, respectivement m : ∗ −→ x dans A et n : ∗ −→ y dans B, les
ordonnancements S 4 T et S 5 T sont respectivement les stratégies

∗ ⊗ ∗
m⊗∗

zzuuuuuuuuu

x⊗ ∗

x⊗n $$HHHHHHHHH

x⊗ y

et

∗ ⊗ ∗
∗⊗n

$$HHHHHHHHH

∗ ⊗ y

m⊗yzzvvvvvvvvv

x⊗ y

sur le jeu A ⊗ B. Dans l’exemple ci-dessus, les positions x et y ne sont pas
nécessairement maximales dans A et B, bien qu’elles le soient dans S et T .

Dorénavant, nous équipons nos jeux de deux classes d’ordonnancements cor-
respondant à des tests du Joueur et de l’Opposant.

Définition 2.92 (Jeu). Un jeu avec tests d’ordonnancement A = (A,AP , AO)
est un jeu A muni de deux ensembles non vides d’ordonnancements du jeu
A, appelés respectivement les ensembles de tests d’ordonnancement Joueur et
Opposant.

Les produits sur les jeux s’étendent de façon naturelle sur les ensembles de tests
d’ordonnancement. Ainsi, si U et V sont deux tels ensembles, leur produit U⊗V
est défini par

U ⊗ V = { S ⊗T | S ∈ U et T ∈ V }

Les produits U 4 V et U 5 V sont définis de façon similaire. Ceci nous permet
de définir le produit tensoriel de deux jeux avec tests d’ordonnancement.
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Définition 2.93 (Produit tensoriel). Si A = (A,AP , AO) et B = (B,BP , BO)
sont deux jeux avec tests d’ordonnancement, leur produit tensoriel

A⊗B = (A⊗B, (A⊗B)P , (A⊗B)O)

est le jeu dont les tests d’ordonnancement sont définis par

(A⊗B)P = AP ⊗BP et (A⊗B)O = AO 4BO ∪AO 5BO.

Ceci signifie qu’une stratégie de type A⊗B doit être assez flexible pour s’adapter
aussi bien à un ordonnancement de gauche à droite qu’à un ordonnancement de
droite à gauche des composantes A et B. D’un autre côté, une contre-stratégie
de type A⊗ B a pour seule contrainte d’interagir correctement avec un ordon-
nancement de A et un ordonnancement de B, les composantes A et B étant
entrelacées de façon arbitraire.

Définition 2.94 (Négation). La négation d’un jeu A = (A,AP , AO) est le
jeu A∗ = (A∗, (A∗)P , (A∗)O) dont les tests d’ordonnancement sont obtenus en
échangeant les rôles du Joueur et de l’Opposant :

(A∗)P = AO et (A∗)O = AP .

Le par et l’implication linéaire de deux jeux sont alors définis par la loi
usuelle de de Morgan

A`B = (A∗ ⊗B∗)∗ et A( B = (A⊗B∗)∗

Une stratégie sur le jeu A ( B doit donc correctement réagir aux tests d’or-
donnancement de (A( B)O = AP ⊗BO. On peut de plus constater que le jeu
A`B n’est en général pas isomorphe au jeu A⊗B.

2.5.3 Stratégies avec positions d’interaction

Nous équipons aussi les stratégie ingénues σ : A d’un ensemble de positions
distinguées de la stratégie. Nous supposerons dans la suite que les stratégies
ingénues que nous considérerons sont sans conflit, c’est-à-dire par définition que
toute position acceptante est une position d’arrêt de la stratégie.

Avec l’ingénuité, la propriété pour une stratégie d’être sans conflit est équiva-
lente à la notion d’absence de conflit (ou conflit-freeness en anglais) introduite
de façon indépendante par Hyland et Schalk [HS02] et par Melliès [Mel05d].
Cette condition est une sorte de propriété de confluence que l’on peut formuler
de la façon suivante. Une stratégie σ est sans conflit lorsque pour toute partie
s : ∗ −→→ x, préfixe d’une partie s · t : ∗ −→→ z de la stratégie σ, et pour toute
transition joueur m : x −→ y telle que la partie s ·m est aussi le préfixe d’une
partie dans σ, il existe un chemin u : y −→→ z telle que t ∼ m · u et la partie
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s ·m · u est dans la stratégie σ. Diagrammatiquement,

∗

s
����
x

t

%% %%

m

��???????

∼ y

uvvvvz

(2.15)

L’idée formalisée par cette propriété est que lorsqu’une stratégie sans conflit
est prête à accepter une position z dans le futur, elle doit jouer de sorte à
garder la possibilité d’atteindre cette position z ; seul l’Opposant peut la dévier
définitivement de la route de z.

Définition 2.95 (Stratégie avec positions d’interaction). Une stratégie σ : A est
un couple (σ,X) où σ est une stratégie ingénue X est un ensemble de positions
de A, appelées positions d’interaction de la stratégie, tel que

1. toute position acceptante de σ est une position d’interaction : σ• ⊆ X,
2. les positions d’interaction sont respectées par σ dans le sens où pour tout

préfixe s ·m d’une partie de la stratégie σ, où m est un coup Joueur, si
la partie s peut être étendue en une partie s · t qui atteint une position z
du jeu alors la partie s ·m peut aussi être étendue en une partie s ·m · u
qui atteint la position x. Ceci peut être représenté diagrammatiquement
par (2.15).

Notons que toute position acceptante est une position d’arrêt et est donc res-
pectée par la stratégie ingénue σ.

La catégorie JeuxI a les jeux polarisés pour objets et les stratégies avec
positions d’interaction (σ,X) comme morphisme entre deux objets A et B, où σ
est une stratégie de A dans B et X un ensemble de positions d’interaction
de la stratégie σ. La composée (τ, Y ) • (σ,X) : A → C de deux morphismes
(σ,X) : A→ B et (τ, Y ) : B → C est définie par

(τ, Y ) • (σ,X) = (τ ◦ σ, Y ◦X)

où la première composante est composée dans la catégorie Jeux1 et la seconde
composante dans la catégorie Rel des ensembles et relations. De même, la caté-
gorie JeuxI est monöıdale si on la munit du produit tensoriel ⊗ défini sur deux
stratégies (σ,X) et (τ, Y ) par

(σ,X)⊗ (τ, Y ) = (σ ⊗ τ,X ⊗ Y ).

On notera souvent simplement S pour la paire (S ,S •) induite par un test
d’ordonnancement S .

2.5.4 Orthogonalité

L’idée de tester une stratégie σ face à un ordonnancement est élégamment
capturée (et généralisée) par la notion suivante d’orthogonalité entre une stra-
tégie (σ,X) et une contre-stratégie (τ, Y ) du jeu A.
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Définition 2.96 (Orthogonalité). Deux stratégies (σ,X) : A et (τ, Y ) : A∗ sont
orthogonales, ce que nous notons (σ,X) ⊥ (τ, Y ), lorsque

X ∩ Y = (σ ∩ τ)•

L’intersection σ∩ τ est la stratégie obtenue comme l’intersection de stratégies σ
et τ , vues comme des ensembles de parties. Ainsi, deux stratégies σ et τ sont or-
thogonales lorsque pour toute position x ∈ X∩Y , il existe une partie s : ∗ −→→ x
atteignant la position x appartenant à la fois à la stratégie σ et à la stratégie τ .

Lemme 2.97. Si (σ,X) est une stratégie d’un jeu A et (τ, Y ) est une contre-
stratégie du jeu A alors

(σ,X) ⊥ (τ, Y ) implique (σ ∩ τ)• est vide ou réduit à un élément.

Démonstration. Soient x et y deux positions de (σ ∩ τ)•. Il existe deux parties
s : ∗ −→→ x et t : ∗ −→→ y appartenant chacune à la fois à σ et à τ . Notons
u : ∗ −→→ z le plus long préfixe commun des parties s et t modulo homotopie. Si
les positions x et y sont distinctes alors u est différent de s ou de t. Supposons
que u soit différent de t (l’autre cas est similaire), le chemin t admet donc une
décomposition de la forme t = u ·m · t′. Si m est un coup Opposant dans A alors
c’est un coup Joueur dans A∗. Quitte à échanger les rôles des jeux A et A∗, on
peut donc supposer que m est un coup Joueur de A. Notons s′ le chemin s/u,
de sorte que l’on ait s = u · s′. Par la propriété d’absence de conflit, le chemin s′

est compatible avec la transition m et le résidu m/s′ est le chemin vide. Les
stratégies σ et τ étant ingénues, la partie u ·m · (s′/m), qui est homotope à s,
est dans les deux stratégies. On en déduit que u ·m est préfixe des parties s et t
modulo homotopie, contredisant la maximalité du préfixe u. Les positions x et y
sont donc égales, ce qui nous permet de conclure.

Lemme 2.98. Étant donnée une contre-stratégie τ = (τ, Y ) de A⊗ B et deux
stratégies σA = (σA, XA) de A et σB = (σB , XB) de B, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) σA ⊗ σB ⊥ τ ,

(ii) σA ⊥ σB • τ et σB ⊥ τ • σA.

Démonstration. (i) ⇒ (ii). Supposons que σA ⊗ σB ⊥ τ et que xA soit une
position de l’ensemble XA ∩ (XB ⊗ Y ). La position xA étant dans XB ⊗ Y , il
existe une position xB de XB telle que la position xA ⊗ xB soit dans Y . De
plus, cette position xA ⊗ xB est un élément de XA ⊗ XB . De l’hypothèse (i),
on déduit l’existence d’une partie s : ∗ −→→ xA ⊗ xB commune aux stratégies
σA ⊗ σB et τ . Par projection, la partie sA : ∗ −→→ xA est dans la stratégie σA
et la partie sB : ∗ −→→ xB est dans la stratégie σB . La partie sB : ∗ −→→ xB
résulte de l’interaction des parties s et sA et est donc dans la stratégie composée
τ ⊗σA : la position xA est atteinte par la partie sA, commune aux stratégies σA
et σB ⊗ τ . On peut finalement conclure que σA ⊥ σB • τ et, de façon similaire,
que σB ⊥ τ • σA.

(ii) ⇒ (i). Supposons qu’on ait à la fois σA ⊥ σB • τ et σB ⊥ τ •σA et que x
soit une position acceptante commune à σA⊗σB et à τ . La position x peut être
décomposée en x = xA⊗xB où xA est une position acceptante de σA et xB est un
position acceptante de σB . La position xA étant à la fois dansXA et dansXB⊗Y ,
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il existe, par notre première hypothèse, une partie sA : ∗ −→→ xA qui est à la
fois dans les stratégies σA et σB ◦τ . Cette partie est obtenue en faisant interagir
les stratégies τ et σB , ce qui signifie qu’il existe une partie s : ∗ −→→ xA ⊗ xB
dans la stratégie τ dont la projection sur le jeu A est la partie sA et dont la
projection sB : ∗ −→→ xB sur le jeu B est dans la stratégie σB . Les positions xB
et yB étant à la fois dans XB et dans XA ⊗ Y , on en déduit, en utilisant notre
première hypothèse et le Lemme 2.97, que ces positions sont égales : xB = yB .
Finalement, le chemin s : ∗ −→→ xA⊗xB est à la fois dans les stratégies σA⊗σB
et τ , ce qui nous permet de conclure.

Lemme 2.99. Étant donnée une contre-stratégie τ = (τ, Y ) de A⊗B, une stra-
tégie σA = (σA, XA) de A et un test d’ordonnancement SB de B, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) σA ⊗SB ⊥ τ ,
(ii) σA ⊥ SB • τ .

Démonstration. La direction (i)⇒ (ii) peut être montrée comme dans le lemme
précédent. Réciproquement, en ce qui concerne la direction (ii) ⇒ (i), la preuve
du lemme précédent nécessite d’être un peu adaptée. Supposons que σA ⊥ SB •
τ et que xA ⊗ xB est une position acceptante des stratégies σA ⊗ SB et τ .
De même que dans la preuve précédente, on peut montrer l’existence d’une
position yB de B et d’une partie s : ∗ −→→ xA ⊗ xB dans la stratégie τ telle que
la partie sB : ∗ −→→ xB soit dans la stratégie SB . De plus, l’hypothèse que toutes
les positions d’interaction de S •B ◦ Y et de S •B sont respectivement respectées
par les stratégies SB ⊗ τ et τ implique l’existence d’un chemin t : yB −→→
xB dans le jeu B. Or, par définition d’un test d’ordonnancement, toute partie
de SB est maximale dans SB par rapport à l’ordre préfixe modulo homotopie
et, de plus, les deux positions xB et yB sont des positions acceptantes du test
d’ordonnancement SB . On en déduit que les positions xB et yB sont égales, ce
qui nous permet de conclure de façon similaire à la preuve du lemme précédent.

2.5.5 Jeu ordonnancés

Dans la suite, étant donné un ensemble U de contre-stratégies de A, nous
écrivons σ ⊥ U pour exprimer le fait que la stratégie σ est orthogonale à toute
stratégie τ de U . De même, si U est un ensemble de stratégies de A, nous écrivons
U ⊥ τ pour exprimer le fait que toute stratégie σ de U est orthogonale à τ .

Nous introduisons maintenant la notion de jeu ordonnancé qui est un jeu dont
les stratégies respectent les tests d’ordonnancement. La principale difficulté de
cette section consistera à établir que cette notion de jeu est close par produit
tensoriel.

Définition 2.100 (Jeu ordonnancé). Un jeu (A,AP , AO) est ordonnancé lorsque

1. toute stratégie ingénue σ = (σ,X) et tout contre-stratégie τ = (τ, Y ) du
jeu satisfont :

σ ⊥ AO et AP ⊥ τ implique σ ⊥ τ

2. un test d’ordonnancement S de AP et un test d’ordonnancement T de
AO sont orthogonaux : S ⊥ T ,
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3. pour toute position x du jeu, il existe un ordonnancement Joueur S ∈ AP
et un ordonnancement Opposant T ∈ AO tels que x est une position
acceptante pour S et pour T .

Ainsi, dans jeu ordonnancé, toute stratégie σ interagit convenablement avec
tout contre-stratégie τ (dans le sens où elle sont orthogonales) lorsqu’elle réagit
convenablement aux tests d’ordonnancement.

Propriété 2.101. Le produit tensoriel A⊗B de deux jeux ordonnancés (A,AP , AO)
et (B,BP , BO) est aussi ordonnancé.

Démonstration. Supposons qu’une stratégie σ = (σ,X) et qu’une contre-stratégie
τ = (τ, Y ) du jeu A⊗B satisfassent

σ ⊥ (A⊗B)O et (A⊗B)P ⊥ τ .

Par définition de (A⊗B)O, la première assertion est équivalente à

σ ⊥ AO 4BO et σ ⊥ AO 5BO. (2.16)

Toute partie s ∈ σ atteint une position x qui peut être décomposée en x = xA⊗
xB . Par hypothèse sur les jeux A et B, il existe un ordonnancement Opposant
SA ∈ AO acceptant la position xA et un ordonnancement Opposant SB ∈ BO
acceptant la position xB . Il découle de (2.16) que la stratégie σ est orthogonale
au deux tests d’ordonnancement SA4SB et SA5SB . La position x = xA⊗xB
est acceptée à la fois par la stratégie σ et par la stratégie SA4SB . L’orthgonalité
de ces deux stratégies implique qu’il existe une partie t homotope à s dans
laquelle aucun coup de B n’est joué avant un coup de A, ce qui reflète le fait
que, dans la stratégie σ, aucun coup de A n’est causalement dépendent d’un coup
de B dans la partie s. De façon symétrique, aucun coup de B n’est dépendent
d’un coup de A dans la partie s.

Rappelons que les parties sA et sB sont les projections de la partie s respec-
tivement sur les composantes A et B. L’indépendance causale que nous avons
évoqué ci-dessus indique que tout entrelacement t de sA et sB est dans la stra-
tégie. En d’autres termes, la stratégie σ contient toute partie t telle que tA = sA
et tB = sB , ou, de façon plus concise, la stratégie sA ⊗ sB est incluse dans la
stratégie σ.

Bien sûr, toute autre partie t ∈ σ induit une stratégie tA⊗ tB incluse dans la
stratégie σ. Il n’est cependant pas évident que les stratégies « mixtes » sA ⊗ tB
et tA ⊗ sB sont aussi dans la stratégie σ : la stratégie σ = (σ,X) est incluse
dans la stratégie σA ⊗ σB , où

σA = { sA | s ∈ σ } et XA = { xA | ∃xB , xA ⊗ xB ∈ X }
σB = { sB | s ∈ σ } et XB = { xB | ∃xA, xA ⊗ xB ∈ X }

mais on n’a pas en général l’égalité σ = σA ⊗ σB . Nous allons cependant mon-
trer que la stratégie t1 ⊗ t2 est incluse dans σ pour toute partie tA dans σA
atteignant xA et toute partie t2 dans σB atteignant xB . En effet, par définition,
t1 = uA et t2 = vB pour des parties u et v de σ. On en déduit que toute partie
de la stratégie t1 ⊗ t2 est contenue dans la clôture par préfixe prefix(σ) de la
stratégie σ. Cette propriété peut être établie par induction sur la longueur des
chemins en utilisant le fait que la stratégie σ est supposée préserver la compati-
bilité en avant. Or la stratégie σ est positionnelle et admet la position xA ⊗ xB
comme position acceptante. Toute partie de t1⊗ t2 est donc dans la stratégie σ.



138 Chapitre 2 – Sémantique des jeux asynchrones

Supposons que x = xA ⊗ xB soit une position acceptante de la stratégie σ.
Nous venons de voir que toute partie s résultant de l’entrelacement d’une par-
tie sA atteignant xA dans σA et d’une partie sB atteignant xB dans σB est
un élément de la stratégie σ. En outre, il n’est pas difficile de montrer que les
stratégies σA et σB sont ingénues et de déduire de (2.16) qu’elle satisfont

σA ⊥ AO et σB ⊥ BO

Nous pouvons maintenant commencer la seconde partie de la preuve et montrer
que

σ ⊥ τ

ce qui nous permettra de déduire que

σA ⊗ σB ⊥ τ (2.17)

Supposons en effet que la relation (2.17) soit vérifiée et que xA ⊗ xB ∈ X ∩ Y
soit une position d’interaction partagée par les deux stratégies σ = (σ,X) et
τ = (τ, Y ). Par définition des stratégies σA = (σA, XA) et σB = (σB , XB),
la position xA ⊗ xB est une position d’interaction de σA ⊗ σB . Nous pouvons
déduire de l’hypothèse (2.17) l’existence d’une partie s : ∗ −→→ xA⊗xB commune
aux stratégies σA ⊗ σB et τ . La position xA ⊗ xB étant dans la stratégie σ,
nous pouvons déduire de la première partie de la preuve que s est aussi dans
la stratégie σ, ce qui conclut la preuve que la relation (2.17) implique que les
stratégies σ et τ sont orthogonales.

Nous montrons maintenant la relation d’orthogonalité (2.17), par une série
de manipulations purement algébriques. Par définition de l’ensemble de tests
Joueur (A⊗B)P , la stratégie τ est une contre-stratégie du jeu A⊗B lorsque

AP ⊗BP ⊥ τ .

Nous savons donc que pour toute paire d’ordonnancements Joueur SA ∈ AP
et SB ∈ BP , la relation d’orthogonalité

SA ⊗SB ⊥ τ

est vérifiée. Cette relation est équivalente à

SA ⊥ SB • τ

par le Lemme 2.99, et ceci est vérifié pour tout ordonnancement Opposant du
jeu A. Le jeu A étant ordonnancé, on a aussi

σA ⊥ SB • τ

ce qui, toujours par application du Lemme 2.99, est équivalent à

σA ⊗SB ⊥ τ .

La relation d’orthogonalité ci-dessus implique

SB ⊥ τ • σA
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par le Lemme 2.98, et ceci est vérifié pour tout ordonnancement Opposant SB

du jeu B. Le jeu B étant ordonnancé, on a aussi

σB ⊥ τ • σA.

Et la relation d’orthogonalité symétrique

σA ⊥ σB • τ

est établie de façon similaire. Par le Lemme 2.98, la conjonction des deux der-
nières relations d’orthogonalité est équivalente à

σA ⊗ σB ⊥ τ .

Ceci conclut notre preuve du fait que le produit tensoriel A ⊗ B de deux jeu
ordonnancés satisfait la première (et principale) condition requise par la défi-
nition des jeux ordonnancés. Les deux autres propriétés peuvent être aisément
vérifiées sur le jeu A⊗B.

2.5.6 Stratégies ordonnançables

Nous nous intéresserons dans la suite aux stratégies qui passent les tests
imposés par le jeu.

Définition 2.102 (Stratégie ordonnançable). Une stratégie ingénue σ est or-
donnançable dans un jeu (A,AP , AO) lorsqu’elle est orthogonale à tout ordon-
nancement Opposant du jeu, dans le sens où σ ⊥ AO.

Remarquons en particulier que tout ordonnancement Joueur S d’un jeu
ordonnancé A est ordonnançable. Il est intéressant d’observer que les positions
d’interaction d’une stratégie ordonnançable (σ,X) cöıncident avec ses positions
acceptantes.

Propriété 2.103. Dans tout stratégie ordonnançable (σ,X), on a X = σ•.

Ceci montre que la notion de position d’interaction n’est qu’un outil technique
requis pour montrer que les jeux ordonnancés sont clos par produit tensoriel.
A posteriori, la notion peut être enlevée de la définition de jeux ordonnancés
et des stratégies ordonnançables. Nous ne la mentionnerons donc plus dans la
suite.

Le critère d’orthogonalité dans la définition des stratégies ordonnançables
impose à une stratégie σ : A d’interagir correctement (sans interblocage) avec
tous les tests d’ordonnancement Opposant du jeu A. La propriété fondamentale
de cette classe de tests d’ordonnancement est qu’il sont suffisants pour assu-
rer qu’une stratégie ordonnançable σ interagira correctement avec toutes les
contre-stratégies du jeu A. Ceci est résumé par la propriété suivante qui découle
immédiatement de la définition d’un jeu ordonnancé :

Propriété 2.104. Soit σ : A une stratégie ordonnançable. Pour toute contre-
stratégie τ du jeu A, les stratégies σ et τ sont orthogonales.

Ceci nous permet de définir la catégorie JeuxS dont les objets sont les
jeux ordonnancés et les morphismes sont les stratégies ordonnançables σ du jeu
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A ( B comme morphismes de (A,AP , AO) dans (B,BP , BO). L’identité sur
un jeu ordonnancé A est l’identité de la catégorie Jeux2. La deuxième condi-
tion constitutive des jeux ordonnancés nous assure qu’elle induit une stratégie
ordonnançable. Nous montrons ci-dessous que la composée de deux stratégies
ordonnançables est elle-même ordonnançable. Cette propriété nous assure que
JeuxS est une catégorie.

Propriété 2.105. Si σ : A( B et τ : B ( C sont deux stratégies ordonnan-
çables alors la stratégie composée τ ◦ σ : A( C est aussi ordonnançable.

Démonstration. La stratégie σ est ordonnançable. La Propriété 2.104 nous as-
sure que σ ⊥ SA⊗SB pour tout test d’ordonnancement Joueur SA de A et test
d’ordonnancement Opposant SB de B. On en déduit par le Lemme 2.99 que
σ ◦SA ⊥ SB ; la stratégie σ ◦SA : B est donc innocente. De façon symétrique,
la stratégie SC ◦τ : B∗ est ordonnançable pour tout test d’ordonnancement SC

de C. De tout ceci et de la Propriété 2.104, on déduit que

σ ◦SA ⊥ SC ◦ τ

Par le Lemme 2.99, on en déduit que (σ ◦SA)⊗SC ⊥ τ et par le Lemme 2.98
que

τ ◦ σ ◦SA ⊥ SC .

On établit de même que SA ⊥ SC ◦ τ ◦ σ. Par le Lemme 2.98, la conjonction
des deux relations d’orthogonalité implique la relation

τ ◦ σ ⊥ SA ⊗SC

et cette relation est vérifiée pour tout test d’ordonnancement Joueur SA de A
et tout test d’ordonnancement Opposant SC de C. Ceci montre que la stratégie
composée τ ◦σ : A( C est orthogonale à tout test d’ordonnancement Opposant
SA ⊗SC de A( C et est donc ordonnançable.

L’opération (−)• de la catégorie JeuxS dans la catégorie Rel des relations,
qui à tout jeu associe l’ensemble de ses positions et à toute stratégie σ associe
son ensemble σ• de positions acceptantes, définit un foncteur, rectifiant ainsi
le foncteur lâche de la Section 2.5.1. Cette propriété de fonctorialité étend le
programme des jeux intemporels (timeless games) [BDER97b].

Théorème 2.106. Pour toute paire de stratégies ordonnançables σ : A→ B et
τ : B → C dans la catégorie JeuxS, on a

τ• ◦ σ• = (τ ◦ σ)•.

Démonstration. Ce foncteur est lâche pour les mêmes raisons que dans la Sec-
tion 2.5.1 : τ• ◦ σ• ⊇ (τ ◦ σ)•. Nous montrons maintenant l’inclusion inverse

τ• ◦ σ• ⊆ (τ ◦ σ)•

Supposons que x ( z soit une position de τ• ◦ σ•. Par définition de la com-
position des relations, il existe une position y telle que x( y est une position
acceptante de σ et y( z est une position acceptante de τ . Par la troisième de
conditions définissant les jeux ordonnancés, il existe un test d’ordonnancement



2.5. Stratégies ordonnancées 141

Joueur SA de A acceptant la position x et un test d’ordonnancement Oppo-
sant SC de C acceptant la position z. Les tests d’ordonnancement étant des
stratégies ordonnançables, la stratégie σ ◦SA de B et la contre-stratégie SC ◦ τ
de B sont des stratégies ordonnançables et, par la Propriété 2.104, elles sont
orthogonales. De plus, ces stratégies admettent y comme position acceptante
commune. On en déduit l’existence d’une partie u : ∗ −→→ y qui est dans ces
deux stratégies. Par le Lemme 2.97, les stratégies SA et SC ◦ τ ◦σ admettent x
comme seule position acceptante et, de façon similaire, les stratégies τ ◦ σ ◦SA

et SC admettent z comme seule position acceptante commune. On peut finale-
ment en conclure l’existence d’une partie s : ∗ −→→ x( y de σ et d’une partie
t : ∗ −→→ y( z de τ telles que sB = u = tB , dont l’interaction témoigne du fait
que la position x( z est acceptante pour la stratégie τ ◦ σ.

Remarque 2.107. La construction que nous avons présentée est conceptuellement
proche de la construction abstraite de modèles de logique linéaire par double
recollement décrite par Hyland et Schalk [HS03]. La mesure précise dans laquelle
la catégorie des stratégies ordonnançables rentre dans ce cadre reste encore à
être établie.

2.5.7 Interprétation de la logique linéaire

La catégorie JeuxS est monöıdale fermée et ∗-autonome. Elle fournit donc
un modèle du fragment multiplicatif de la logique linéaire. Le critère d’ordon-
nancement confère une certaine finesse à ce modèle, les connecteurs ⊗ et `
y étant interprétés de façons distinctes (la catégorie n’est pas compacte fer-
mée). Ce modèle fournit un cadre général pour les sémantiques interactives de
la logique linéaire. On peut en particulier caractériser, à l’intérieur de la catégo-
rie JeuxS , les sémantiques de type [AJ94] dans lesquelles les formules décrivent
comment combiner les jeux correspondant aux variables, et les sémantiques de
type [HO00] dont les coups correspondent à des changements de polarité dans
les formules.

Rappelons le modèle pleinement complet du fragment multiplicatif de la
logique linéaire sans unités avec la règle de mélange (voir l’Annexe A) d’Abram-
sky et Jagadeesan [AJ94]. Dans ce modèle, un jeu A ⊗ B est interprété par le
tenseur des interprétations de A et de B et A∗ est interprété comme l’inter-
prétation de A dans laquelle les polarités sont inversées. Les stratégies sont des
ensembles de parties alternées, débutant par un coup Opposant, closes par pré-
fixe, déterministes et réceptives, qui satisfont les deux conditions additionnelles
suivantes.

– Absence de mémoire. Si s ·m ·n et t ·m sont deux parties d’une stratégie σ,
où m est un coup Opposant et n un coup Joueur, alors t ·m · n est une
partie de la stratégie σ.

– Indépendance tensorielle. Si σ : A ⊗ B est une stratégie alors ses projec-
tions σA : A et σB : B sont des stratégies, et de plus, si la stratégie contient
une partie s ·m ·n, où m est un coup Opposant de A (resp. de B), alors n
est un coup Joueur de A (resp. de B).

Une condition de gain est aussi imposée sur les parties infinies dans ce mo-
dèle, mais par souci de simplicité nous nous restreindrons ici aux jeux finis. Les
stratégies sans mémoire peuvent être retrouvées dans notre modèle comme les
stratégies séquentiellement innocentes de la Section 2.4. Il apparâıt en effet que



142 Chapitre 2 – Sémantique des jeux asynchrones

dans ce cadre séquentiel, les conditions de cohérence de la Définition 2.63 offrent
une reformulation asynchrone de la condition d’absence de mémoire. De plus,
le critère d’ordonnancement impose aux stratégies de vérifier la condition de
changement de composante : par la condition de forte courtoisie, les seules dé-
pendances que la stratégie peut imposer sont des dépendances d’un coup Joueur
sur un coup Opposant et la condition d’indépendance tensorielle revient alors
à empêcher toute dépendance entre les deux composantes A et B d’un produit
tensoriel A⊗B. Réciproquement, l’indépendance tensorielle suffit à assurer que
les stratégies sont ordonnançables.

Remarque 2.108. Le critère d’ordonnancement est a priori plus faible que le
critère de correction de la logique linéaire, car il ne détecte que les cycles orientés.
Considérons par exemple la formule (A∗⊗B∗)`(B⊗A) qui n’est pas prouvable
en logique linéaire. Si l’on interprète les formules A et B par le jeu ne contenant
qu’une transition Joueur m, la stratégie σ = (mA∗ ·mA) ⊗ (mB∗ ·mB) sur ce
jeu correspond à la structure de preuve

mA∗ mB∗ mB mA

⊗ ⊗

`

qui n’est pas un réseau de preuve (elle ne vérifie pas le critère d’acyclicité).
Cependant, il est simple de vérifier que la stratégie σ est ordonnançable, car
le cycle qu’elle contient n’est pas orienté : on ne peut pas construire de cycle
en suivant les liens axiome dans le sens indiqué par les flèches. En revanche, il
n’existe pas de famille uniforme de stratégies (σA,B) qui à tous jeux interprétant
les variables A et B associe une stratégie sur le jeu associé à (A∗⊗B∗)`(B⊗A),
ce qui est requis dans la preuve de pleine complétude [AJ94]. Il n’existe pas en
particulier de stratégie lorsque les jeux A et B sont interprétés par le jeu

x
m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1 y2

où m est un coup Opposant et n est un coup Joueur : notre critère d’acyclicité
orientée est équivalent au critère d’acyclicité habituel lorsque les liens axiomes
sont « bidirectionnels ». Le fait que le critère de correction habituel implique
notre critère peut être montré simplement en remarquant que tout cycle dans
une structure de preuve peut être transformé en un cycle de la forme

⊗ ⊗ ⊗
qui passe au plus une fois par un connecteur et « rebondit » sur des ten-
seurs [AM99].
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Le modèle de jeux d’arènes de PCF de Hyland et Ong [HO00] décrit un
modèle de continuations [Sel01, MT07] plutôt que de la logique linéaire elle-
même. Il peut aussi être compris comme un modèle d’un fragment polarisé de
la logique linéaire multiplicative (voir aussi la Section 2.5.8), dont les formules
sont générées par la grammaire

N ::= X∗ | N `N | ˆP
P ::= X | P ⊗ P | ´N

si l’on se restreint aux stratégies interprétant les λ-termes linéaires décrits à la
Section 2.4.3 (dans ces λ-termes, toute variable liée est utilisée exactement une
fois). Les formules P sont positives et les formules N sont négatives. L’arène
correspondant à une formule est alors donnée par le graphe dont les sommets
correspondent aux groupes maximaux de même polarité et les arêtes aux chan-
gements de polarités induits par les connecteurs ˆ et ´.

Par exemple, considérons le λ-terme linéaire

λxy.y(λz.x(λ.z))(λt.t) : (A⇒ B)⇒ ((A⇒ B)⇒ (C ⇒ C)⇒ D)⇒ D
(2.18)

sous forme normale de tête η-longue. Le type de ce terme peut être vu comme
une formule de logique linéaire en utilisant la traduction A ⇒ B = ˆA∗ ` B
[Gir01, FH02, Lau04]. Ainsi, la formule linéaire correspondant au type est

ˆ(´A⊗B∗)` ˆ(´(ˆA∗ `B)⊗ ´(ˆC∗ ` C)⊗D∗)`D
On en déduit alors l’arène

mO
0

ˆ
}}|||||||| ˆ

!!BBBBBBBB

mP
1

´
}}||||||||

mP
3

´
}}|||||||| ´

!!BBBBBBBB

mO
2 mO

4

ˆ
��

mO
6

ˆ
��

mP
5 mP

7

qui est précisément l’arène obtenue dans la sémantique HO en interprétant
toutes les variables de types (A, B, . . . ) par l’arène contenant un unique coup
Opposant. Nous avons indiqué les polarités en exposant des coups (O pour Op-
posant et P pour Joueur). Les coups Opposant correspondent aux abstractions
des λ-termes (dans le terme (2.18), le coup m0 correspond à l’abstraction λxy,
m4 à λz, m6 à λt et m2 à l’abstraction 0-aire), les coups Joueur correspondent
aux variables liées (dans le terme (2.18), m1 correspond à x, m3 à y, m5 à z
et m7 à t).

La stratégie σ correspondant au λ-terme présenté est l’ensemble des parties
alternées générées par l’ordre partiel obtenu à partir de l’ordre partiel du jeu en
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ajoutant les dépendances figurées en pointillés

m0

||yyyyyyyy

""EEEEEEEE

m1

||yyyyyyyy
m3

||yyyyyyyy

""EEEEEEEE

m2

((

m4

bb

��

m6

��
m5 m7

Ainsi, la stratégie σ est la plus petite stratégie close par préfixe contenant les
parties m0 ·m3 ·m4 ·m1 ·m2 ·m5 ·m6 ·m7, m0 ·m3 ·m4 ·m1 ·m6 ·m7 ·m2 ·m5
et m0 ·m3 ·m6 ·m7 ·m4 ·m1 ·m2 ·m5. Deux coups sont reliés par un connecteur `
si leur ancêtre commun le plus bas dans l’arbre est un coup Opposant (m1 et m3
par exemple) et par un connecteur ⊗ si leur ancêtre est un coup Joueur (m4
et m6 par exemple). Les conditions d’innocence imposent alors aux stratégies de
ne pas faire dépendre l’un de l’autre deux coups connectés par un tenseur. Par
exemple, le coup m7 ne peut dépendre du coup m4 : un terme correspondant à
la stratégie

m0

||yyyyyyyy

""EEEEEEEE

m1

||yyyyyyyy
m3

||yyyyyyyy

""EEEEEEEE

m2

,,

m4

bb

��

m6

vv ��
m5 m7

ressemblerait en effet au terme

λxy.y(λz.x(λ.t))(λt.z)

dans lequel la portée des variables z et t n’est pas respectée !

L’interprétation donnée peut être étendue à des fragments plus riches de la
logique linéaire que le fragment multiplicatif. La catégorie n’a pas les produits
finis pour les mêmes raisons que dans les jeux de Conway – une explication
détaillée de la situation dans ces jeux peut être trouvée dans [Mel05a]. La sous-
catégorie pleine dont les objets sont les jeux négatifs (dans lesquels toute partie
commence par un coup Opposant) est monöıdale close et a les produits finis.
Elle constitue donc un modèle du fragment intuitionniste de MALL mais pas de
MALL entier, car cette catégorie n’est pas ∗-autonome.

La sous-catégorie dont les stratégies sont négatives (dans lesquelles toute par-
tie commence par un coup Opposant) est monöıdale close et ∗-autonome. L’ex-
ponentielle !A d’un jeu A peut être décrite comme un tenseur infini A⊗A⊗ . . .
de copies du jeu A. Il faut alors imposer aux stratégies de jouer uniformément
sur ces copies, en leur imposant de respecter une relation d’équivalence comme
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dans les jeux [AJM00], ce qui peut être reformulé comme une invariance par ac-
tions de groupe sur les coups [Mel03]. L’exponentielle libre peut être directement
calculée, de la même façon que dans les jeux de Conway, en utilisant le calcul
du comonöıde commutatif libre !A sur un jeu A donné par Tabareau [Tab08],
permettant ainsi de donner une interprétation du fragment MELL de la logique
linéaire.

2.5.8 Jeux asynchrones et L-réseaux

La ludique est une sémantique interactive, proche des sémantiques de jeux,
introduite par Girard [Gir01]. Elle n’est pas définie comme un modèle externe
de la logique linéaire, mais extraite de la logique linéaire : les stratégies, appe-
lées desseins, sont construites à partir de preuves focalisées, en ne gardant dans
les séquents que les positions relatives des sous-formules utilisées. Les jeux sont
reconstruits a posteriori en utilisant une notion d’orthogonalité entre les stra-
tégies et les contre-stratégies. Récemment, la notion de dessein a été relâchée
par Curien, Faggian et Maurel [FM05, CF05] afin de fournir un modèle plus
concurrent, les L-réseaux. Nous indiquons dans cette section les rapports qu’ils
entretiennent avec les jeux que nous avons développés.

Ludique

La propriété de focalisation en logique linéaire [And92] nous apprend que
l’on peut considérer des blocs de connecteurs de même polarité comme un
unique connecteur, appelé connecteur synthétique, et donner des règles d’in-
troductions pour ces connecteurs. Ainsi, la règle correspondant au connecteur
synthétique (−&−)`− est

Γ ` ∆, A,C Γ ` ∆, B,C
Γ ` ∆, (A&B)` C

De plus, une preuve de logique linéaire peut être réorganisée de sorte à considérer
les groupes maximaux de connecteurs de même polarité comme des connecteurs
synthétiques, et à utiliser les règles généralisées pour ces connecteurs, intro-
duisant alternativement des connecteurs synthétiques négatifs et positifs. En
utilisant les distributivités des connecteurs, on montre ainsi que l’on peut se
restreindre à considérer les formules construites par la grammaire

P ::=
⊕

1≤i≤n

⊗
1≤j≤ki

N j
i et N ::=

¯
1≤i≤n

¸
1≤j≤ki

P ji

et les preuves engendrées par les règles suivantes.
– Règles positives :

(N1
i )∗ ` Γ1 . . . (Nki

i )∗ ` Γki
` Γ,⊕1≤i≤n ⊗1≤j≤ki N

j
i

où les Γi forment une partition de Γ.
– Règles négatives :

` Γ, P 1
1 , . . . , P

k1
1 . . . ` Γ, P 1

n , . . . , P
kn
n

(&1≤i≤n `1≤j≤ki P
j
i )∗ ` Γ



146 Chapitre 2 – Sémantique des jeux asynchrones

L’un des principes de base de la ludique est de ne garder des formules que les
« localités relatives ». Ainsi, on va assigner à toute formule une adresse (ou
locus), représentée par une liste d’entiers. Si ξ est une adresse représentant une
formule A, la concaténation ξi de la liste ξ avec un entier i, appelé un biais,
représentera une sous-formule immédiate de A. Par exemple, si ξ est l’adresse
d’une formule (A⊗B)⊕C, on peut assigner les adresses ξ1, ξ2, ξ11 et ξ12 aux
sous-formules respectives A⊗B, C, A et B. Deux adresses sont disjointes si elles
n’ont pas de préfixe commun non vide. La notion de séquent est alors remplacée
par celle d’interface (ou fourche) qui est une paire Ξ ` Λ où Ξ et Λ sont des
ensembles finis d’adresses deux à deux disjointes, tels que Ξ ait au plus un
élément ; les adresses de Ξ sont négatives et celles de Λ sont positives. Les règles
seront étiquetées par des actions qui sont soit le symbole z (appelé daimon),
soit un triplet (ε, ξ, I), où ε est une polarité + (positive) ou − (négative), ξ est
une adresse, et I est une ramification, c’est-à-dire un ensemble fini de biais. Le
daimon est considéré comme une action de polarité positive. Les dessins sont
des arbres dont les arêtes sont des interfaces et les sommets sont des actions,
formés par les règles suivantes qui reflètent les règles précédemment décrites.

– Règles positives :

. . . ξi ` Λi . . .

` ξ,Λ
(+, ξ, I)

où I est une ramification, il y a une prémisse pour tout i ∈ I, et les Λi
sont deux à deux disjoints et inclus dans Λ.

– Règles négatives :

. . . ` ξIi,Λi . . .

ξ ` Λ
{(−, ξ, I1), (−, ξ, I2), . . .}

il y a une prémisse pour chacune des ramifications Ii qui peuvent être en
nombre infini dénombrable, et les Λi sont inclus dans Λ. La notation ξI
désigne l’ensemble des ξi pour i ∈ I.

– Règle du daimon :

` Λ
z

La dernière règle n’a pas de contrepartie dans les preuves. Elle correspond aux
observations que peuvent faire des contre-preuves. Les desseins sont obtenus par
un léger quotient des dessins motivé par des raisons techniques.

L-réseaux

Les L-réseaux corrects étendent la notion de dessein en généralisant leur
structure d’arbre à des graphes asynchrones dirigés. Leur définition se fait en
deux temps. Les L-réseaux sont d’abord définis, ils sont l’équivalent des struc-
tures de preuves pour les réseaux. Les L-réseaux corrects sont ensuite obtenus
en imposant un critère d’acyclicité aux L-réseaux. Dans la suite, nous dirons
qu’une action (ε, ξ, I) génère une action (ε′, ξ′, I ′) lorsque ξ′ est une sous-adresse
immédiate de ξ, c’est-à-dire qu’il existe un biais i tel que ξ′ = ξi.

Définition 2.109 (L-réseau). Un L-réseau D sur une interface Ξ ` Λ est la
donnée d’un graphe acyclique orienté bipartite sur un ensemble M de sommets,
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étiquetés par des actions dont les adresses sont des sous-adresses de l’une des
adresses de l’interface, satisfaisant les conditions suivantes.

1. Vues. Pour tout sommet m, les adresses apparaissant dans sa clôture vers
le bas m↓ sont deux à deux distinctes.

2. Parents. Pour tout sommet étiqueté par une action m = (ε, ξ, I), soit
l’adresse ξ appartient à l’interface et sa polarité est celle indiquée par
l’interface, soit l’action a été générée par l’action d’un sommet qui est
son prédécesseur n −→→ m de polarité opposée. De plus, si l’action m est
négative alors ce sommet n est l’unique prédécesseur immédiat de m (i.e. il
existe une arête n −→ m).

3. Positivité. Si une action est maximale alors elle est positive.

4. Fratrie. Deux sommets frères négatifs m1 = (−, ξ, I1) et m2 = (−, ξ, I2)
partageant la même adresse ξ sont distincts (i.e. I1 6= I2).

5. Additifs. Étant donnés deux sommets positifs m1 = (+, ξ, I1) et m2 =
(+, ξ, I2) partageant la même adresse ξ, il existe une paire de sommets
négatifs frères n1 et n2, partageant la même adresse, tels que n1 ≤ m1 et
n2 ≤ m2.

Ci-dessus, deux sommets d’un tel réseau sont frères lorsqu’ils ont le même pré-
décesseur ou sont tous deux initiaux.

Les adresses permettent de reconstruire une notion de règle :

Définition 2.110 (Règle). Une règle positive d’un L-réseau est un ensemble
réduit à un sommet positif de ce réseau, une règle négative est un ensemble
maximal de sommets partageant la même adresse.

Le critère de correction des L-réseaux est une adaptation du critère d’acycli-
cité [DR89] caractérisant les structures de preuves séquentialisables. Une arête
aiguillée d’une règle R est une arête ayant l’une des actions de R pour source.
Un chemin dans un L-réseau est une suite m1, . . . ,mk de sommets tels que pour
tout indice i il existe une arête mi −→ mi+1 ou mi ←− mi+1. Un tel che-
min est dit aiguillé s’il passe par au plus une arête aiguillée pour chaque règle
négative R.

Définition 2.111 (L-réseau correct). Un L-réseau D est correct [CF06] lorsque
pour toute union non vide C de cycles aiguillés, il existe une règle négative R
qui n’intersecte pas C, deux sommets distincts m1 et m2 de R, et deux sommets
distincts n1 et n2 de C, tels qu’il existe des chemins m1 −→→ n1 et m2 −→→ n2.

Stratégies

Afin de comparer les L-réseaux et les stratégies que nous avons introduites,
il nous faut « traduire » les L-réseaux en sémantique des jeux. Une comparaison
entre les deux formalismes peut par exemple être trouvée dans [FH02].

Une interface A = Ξ ` Λ génère une arène (MA,`A), appelée arène uni-
verselle, de la façon suivante. La polarité d’une adresse ξ de la base est celle
donnée par la base (négative si ξ ∈ Ξ et positive si ξ ∈ Λ) et la polarité d’une
adresse ξi est l’opposé de la polarité de l’adresse ξ. Les coups m ∈ MA sont
les actions (ε, ξ, I), où ξ est une sous-adresse d’une adresse de la base, ε est la
polarité de l’adresse ξ, et I est une ramification quelconque. Les coups justifiés
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par un coup m = (ε, ξ, I) sont les coups de la forme n = (ε, ξi, J), ce que l’on
note m `A n, où ε est la polarité opposée à ε, le biais i est un élément de I,
et J est une ramification quelconque. Notons ≤A l’ordre partiel sur MA défini
comme la clôture réflexive et transitive de la relation `A. Notons de plus ˇA
la relation d’incompatibilité sur les éléments de MA telle que deux coups dis-
tincts m et n sont incompatibles si leurs adresses ne sont pas disjointes. Le jeu
universel associé à l’interface A est le graphe de transitions associé à la structure
d’événements (MA,≤A,ˇA) avec la position vide comme position initiale.

Un L-réseau D sur l’interface A = Ξ ` Λ induit quant à lui une stratégie sur
le jeu associé à A dont les parties sont les chemins

∗ m1−→ x1
m2−→ . . .

mk−1−→ xk−1
mk−→ xk

qui respectent les dépendances imposées par le L-réseau D. Réciproquement, le
Théorème 1.68 fournit un moyen de reconstruire un L-réseau à partir de la stra-
tégie associée. Les stratégies provenant de L-réseaux peuvent être caractérisées
par la propriété suivante.

Propriété 2.112. Soit A = Ξ ` Λ une interface. Une stratégie σ sur le jeu
associé à A est l’image d’un L-réseau si et seulement si elle est

– non vide,
– close par préfixe,
– ingénue,
– et fortement courtoise.

Ainsi, ces stratégies sont les stratégies séquentiellement innocentes que nous
avons introduites à la Section 2.4, sans la condition de séquentialité, dans la
variante donnée à la Remarque 2.85. Le lien entre les stratégies innocentes et les
L-réseaux a aussi été étudié d’un point de vue ludique dans [CF06]. Comme nous
l’avons expliqué à l’Exemple 2.108, le critère d’ordonnancement des stratégies
est plus faible que le critère de correction des L-réseaux multiplicatifs de la
Définition 2.111, car il ne détecte que les cycles orientés.

Le rapprochement entre les L-réseaux et les jeux asynchrones semble être
intéressant et prometteur. En particulier, Faggian et Piccolo ont récemment
montré que les L-réseaux sont un modèle du fragment finitaire et déterministe
des processus du π-calcul asynchrone linéaire, typés par un système proche du
fragment focalisé de la logique linéaire multiplicative et additive [FP07], en se
fondant sur les travaux de Berger, Honda et Yoshida qui proposent un système de
type caractérisant les processus se comportant comme des termes PCF [BHY01].
La reformulation de leur résultat dans le cadre des jeux asynchrones permet
d’envisager diverses reformulations et généralisations de leur résultat.
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Chapitre 3

Présentations de catégories monöıdales

Pour comprendre plus précisément la notion de présentation d’une catégorie
monöıdale que nous allons développer ici, commençons par rappeler le cas moins
général mais plus classique des présentations de monöıdes. Une présentation

〈 E0 | E1 〉 (3.1)

d’un monöıde est la donnée d’un ensemble E0, dont les éléments sont appelés
générateurs, et d’un ensemble E1 de couples de mots du monöıde libre E∗0 sur E0,
voir l’Exemple 0.21 pour une description du monöıde libre. Les éléments (u, v)
de E1 sont appelés relations et souvent notés u = v. Une présentation (3.1)
est dite finie lorsque les ensembles E0 et E1 sont finis. Un monöıde M est dit
présenté par une présentation (3.1) lorsqu’il est isomorphe au quotient E∗0/≡
du monöıde libre E∗0 par la relation ≡, ce que l’on note

M ∼= 〈 E0 | E1 〉

où la relation ≡ est définie comme la plus petite relation sur E0, telle que u ≡ v
pour tout couple (u, v) ∈ E1, qui soit une congruence, c’est-à-dire telle que pour
tous mots u1, u, u2, v ∈ E∗0 , u ≡ v implique u1 · u · u2 ≡ u1 · v · u2.

Par exemple, le monöıde additif N2 × N (où N2 désigne le monöıde N/2N)
admet la présentation finie

N2 × N ∼=
〈
a, b | ab = ba, a2 = 1

〉
(3.2)

Ci-dessus, l’élément 1 représente l’unité du monöıde {a, b}∗. Bien évidemment,
il n’y a pas unicité de la présentation, par exemple

N2 × N ∼=
〈
a, b, c | ab = ba, a2 = 1, c = 1

〉
(3.3)

est une autre présentation du même monöıde. Les présentations finies sont par-
ticulièrement intéressantes, car elles permettent d’étudier et de manipuler des
objets potentiellement infinis, comme c’est le cas dans l’exemple ci-dessus. De
plus, la présentation est un objet purement algébrique tandis que le monöıde
peut être d’une autre nature. C’est par exemple le cas pour le monöıde B3 des
tresses positives à 3 brins : ce monöıde est présenté par

B3 ∼= 〈 a, b | aba = bab 〉 (3.4)
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mais une description directe des éléments du monöıde peut être donnée de façon
géométrique comme des diagrammes de la forme

représentant la projection sur le plan de fils dans l’espace, considérés modulo
certaines déformations continues (ou isotopies). Le générateur a (resp. b) peut
être vu comme l’échange des deux premiers (resp. derniers) brins de la tresse et
la multiplication de deux diagrammes consiste à les mettre verticalement bout
à bout en reliant les trois fils pendants des deux diagrammes. Ainsi, la relation
de la présentation (3.4) peut être représentée par

=

On reconnâıt alors bien sûr l’égalité de Yang-Baxter.
Il n’est souvent pas immédiat de montrer qu’un couple 〈 E0 | E1 〉 présente

un monöıde. La réécriture peut ici nous fournir des outils très efficaces pour
mener à bien ce genre de preuves. Par exemple, l’isomorphisme (3.2) peut être
montré en orientant les relations de la présentation

ba→ ab a2 → 1

définissant ainsi un système de réécriture sur les mots de {a, b}∗. De plus, il est
facile de montrer qu’il est terminant et confluent, et que les formes normales
sont de la forme aibj où i ∈ {0, 1} et j ∈ N. Ces formes normales sont donc en
bijection avec N2×N. De plus, par définition, le système de réécriture est tel que
deux mots u et v sont tels que u ≡ v, où ≡ est la congruence associée à la présen-
tation, si et seulement si u↔∗ v, où↔∗ est la plus petite relation d’équivalence
contenant la relation de réécriture→. Par la propriété du Church-Rosser [BN99],
on en déduit que les termes u et v sont équivalents modulo ≡ si et seulement si
ils ont la même forme normale. On a ainsi montré que les ensembles {a, b}∗/≡
et N2 ×N sont isomorphes. Pour montrer l’isomorphisme (3.2), il ne nous reste
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qu’à vérifier que les produits et les unités des deux monöıdes sont compatibles
avec l’isomorphisme. C’est immédiat pour les unités. En ce qui concerne le pro-
duit, par confluence il nous suffit de vérifier qu’un mot de la forme aibjakbl se
réécrit en a(i+k mod 2)bj+l.

Cette méthode n’est pas toujours applicable, car les relations d’une présenta-
tion ne sont pas toujours orientables de sorte à obtenir un système de réécriture
convergent (c’est-à-dire terminant et confluent) ; c’est par exemple le cas de la
présentation (3.4) qui ne peut pas être orientée de façon confluente. Les présen-
tations n’étant pas uniques, on aurait cependant pu espérer que tout monöıde
finiment présentable admette une présentation finie dont les relations orientées
forment un système de réécriture convergent. Ceci s’avère être impossible dans
le cas général, un contre-exemple ayant été exhibé par Squier [Squ87, LP91] en
étudiant une homologie des monöıdes. Il n’est cependant pas nécessaire d’avoir
un système de réécriture convergent. En effet, pour prouver l’isomorphisme (3.2),
il suffit de montrer que tout mot de {a, b}∗ est équivalent, modulo ≡, à un mot
de la forme aibj avec i ∈ {0, 1} et j ∈ N, ce que nous appellerons une forme
canonique, et que cette forme canonique des mots est compatible avec le produit
et l’unité. Les mots u de {a, b}∗ pouvant être engendrés par la grammaire

u ::= ε | ua | ub

(où ε représente le mot vide), on peut finalement se contenter de raisonner par
induction sur u pour montrer la compatibilité avec le produit, ce qui revient à
constater les égalités

ε ≡ a0b0, aibja ≡ a(i+1 mod 2)bj et aibjb ≡ aibj+1.

Les formes canoniques étant clairement en bijection avec les éléments de N2×N,
cela suffit à montrer l’isomorphisme de monöıdes (3.2). C’est essentiellement
cette méthode que nous utiliserons dans cette thèse pour définir des présenta-
tions de catégories.

Le cas que nous traitons dans cette partie est plus complexe, car il s’agit
de donner une présentation finie d’une catégorie Jeux de jeux et stratégies que
nous allons définir, et non d’un monöıde. Plus explicitement, nous allons donner
un ensemble fini de stratégies, les générateurs, qui est tel que l’on peut obtenir
toute stratégie par composition et produit tensoriel de générateurs (de façon plus
abstraite, on a un foncteur plein de la catégorie monöıdale générée librement
par nos générateurs vers la catégorie Jeux). De plus, nous axiomatiserons de
façon finie l’équivalence ≡, entre les composées et produits tensoriels formels de
générateurs, telle que deux morphismes sont équivalents si et seulement si ils
représentent exactement la même stratégie.

3.1 La catégorie simpliciale

Il est plus aisé de définir une bonne notion de monöıde libre sur un ensemble
de générateurs que de définir une bonne notion de « catégorie monöıdale libre
sur un ensemble de générateurs ». Avant d’introduire à la section suivante les
polygraphes qui permettent de réaliser cette tâche, nous commençons par don-
ner une idée de la situation en décrivant une façon de présenter la catégorie
simpliciale.
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Cette catégorie est d’une importance capitale à la fois en géométrie, où elle
permet en particulier de définir la notion d’objet simplicial augmenté [Hat02],
et en algèbre, où, comme nous le verrons, elle est étroitement liée à la notion de
monöıde.

Définition 3.1 (Catégorie simpliciale). La catégorie simpliciale ∆ a pour objets
les entiers naturels n. Par un « entier naturel » n on entend ici l’ensemble fini

n = { 0, 1, . . . , (n− 1) }.

Les morphismes f : m → n sont les fonctions faiblement croissantes et la com-
position et les identités sont celles habituelles.

Cette catégorie est strictement monöıdale lorsqu’on la munit du produit
tensoriel ⊗ induit par l’addition sur les objets (m ⊗ n = m+ n) et défini sur
deux morphismes f : m→ n et g : o→ p par la fonction

(f ⊗ g)(i) =

{
f(i) si i < o

n+ g(i− o) sinon

c’est-à-dire la fonction obtenue en « superposant l’une au dessus de l’autre » les
fonctions f et g. Dans la suite, nous omettrons parfois de souligner les objets et
noterons simplement n pour l’ensemble n.

On sait depuis longtemps que la catégorie simpliciale peut être présentée par
générateurs et relations de la façon suivante [Mac71]. L’objet 1 étant terminal
dans la catégorie ∆, notons µ : 2→ 1 et η : 0→ 1 les fonctions ainsi définies de
façon unique. Nous définissons aussi des notations pour les morphismes

δni = i⊗ η ⊗ (n− i) : n→ n+ 1 et σn+1
i = i⊗ µ⊗ (n− i) : n+ 2→ n+ 1

pour tout entier n et tout entier i tel que 0 ≤ i ≤ n. Graphiquement, on peut
représenter une fonction f : m → n par son graphe, en reliant les éléments
de m aux éléments de n. Par exemple, la fonction f : 3 → 3 qui est telle que
f(0) = f(1) = f(2) = 1 et f(3) = 2 peut être représentée par

0

>>>>>>> 1 2

�������
3

�������

0 1 2

(3.5)

les entiers du haut étant les éléments de m et ceux du bas les éléments de n.
Dans la suite, nous utiliserons une notation légèrement différente et noterons

0 1

0

au lieu de

0 1

�������

0

pour µ et

0
au lieu de

0
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pour η ; de plus, on omettra souvent les entiers de la source et du but. Ainsi, le
morphisme (3.5) pourra être représenté par

ou par

Nous verrons par la suite que ces diagrammes correspondent précisément à des
diagrammes de corde. Il est aisé de constater que les morphismes µ et η vérifient
les identités

µ ◦ (µ⊗ 1) = µ ◦ (1⊗ µ) (3.6)
µ ◦ (η ⊗ 1) = 1 (3.7)
µ ◦ (1⊗ η) = 1 (3.8)

que l’on peut représenter graphiquement par

=

et

= =

Ces égalités montrent que l’objet (1, µ, η) est un monöıde dans la catégorie mo-
nöıdale stricte ∆ : l’égalité (3.6) impose à la multiplication µ d’être associative et
les égalités (3.7) et (3.8) imposent à l’unité η d’être un élément neutre à gauche
et à droite de la multiplication. De plus, les morphismes δni et σni vérifient les
identités suivantes pour tout entier n :

δn+1
i δnj = δn+1

j+1 δ
n
i pour i ≤ j, (3.9)

σn+1
j σn+2

i = σn+1
i σn+2

j+1 pour i ≤ j, (3.10)

σn+1
j δn+1

i =


δni σ

n
j−1 pour i < j,

n+ 1 pour i = j ou i = j + 1,
δni−1σ

n
j pour i > j + 1.

(3.11)

où les indices i et j sont tels que les morphismes soient définis. Les morphismes
δni et σni et les égalités ci-dessus « axiomatisent » la catégorie ∆ dans le sens
où tout morphisme de ∆ peut être exprimé comme une composée de ces mor-
phismes (éventuellement par une composée 0-aire, c’est-à-dire l’identité) et deux
composée formelles de ces morphismes représentent le même morphisme de ∆
si et seulement si on peut montrer qu’elles sont égales en utilisant les égalités
ci-dessus.
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Propriété 3.2. Notons D le graphe D = (V,E, ∂0, ∂1) dont
– les sommets sont les entiers (V = N),
– les arrêtes sont soit de la forme δni , soit de la forme σn+1

i , pour n ∈ N et
0 ≤ i ≤ n, avec pour sources et buts

∂0(δni ) = n, ∂1(δni ) = n+1, ∂0(σn+1
i ) = n+2 et ∂1(σn+1

i ) = n+1

et D∗ la catégorie libre sur ce graphe (voir l’Exemple 0.21). Notons de plus ≡
la plus petite congruence – par rapport à la composition – contenant les égalités
(3.9), (3.10) et (3.11), c’est-à-dire la plus petite relation d’équivalence contenant
ces égalités vues comme des relations entre chemins du graphe D (ou encore
entre morphismes de D∗), par exemple

n
δnj−→ n+ 1

δn+1
i−→ n+ 2 ≡ n

δni−→ n+ 1
δn+1
j+1−→ n+ 2

pour (3.9), et telle que pour tous morphismes f, f ′ : m → n et g, g′ : n → o, si
f ≡ f ′ et g ≡ g′ alors g ◦ f ≡ g′ ◦ f ′. Alors, la catégorie ∆ est isomorphe à la
catégorie D∗/≡ obtenue à partir de D∗ en quotientant les morphismes par ≡.

On pourrait donc considérer que nous avons ainsi introduit une notion sa-
tisfaisante de présentation de la catégorie simpliciale. Cependant, cette dernière
souffre de certaines lacunes. En particulier, la présentation n’est pas finie, car
il n’y a ni un nombre fini de générateurs, ni un nombre fini de relations, ceux-
ci étant indexés sur un entier n. Pour améliorer ce point, remarquons que la
construction de la catégorie à partir de la présentation ne fait à aucun moment
intervenir la structure monöıdale de la catégorie. Or, les seuls morphismes µ
et η permettent de générer les morphismes δni et σni dans le sens où ces derniers
peuvent être obtenus par composition et produit tensoriels de µ et η. Pour géné-
rer les morphismes de la catégorie à partir d’un nombre fini de générateurs, il suf-
fit donc de générer directement la « catégorie monöıdale stricte libre contenant
les générateurs µ et η », les morphismes de cette catégorie étant obtenus par des
composées et des produits tensoriels formels de ces morphismes, quotientés par
la relation « minimale » qui transforme cette construction en catégorie monöı-
dale (par exemple l’associativité de la composition et du tenseur, ou encore la loi
d’échange définie à la Propriété 0.29). De plus, les relations (3.6), (3.7) et (3.8),
ainsi que les égalités vérifiées par toute catégorie monöıdale stricte, permettent
de déduire les égalités (3.9), (3.10) et (3.11). Par exemple, l’égalité (3.10) peut
être montrée de la façon suivante en distinguant deux cas.

– Si i = j alors

σn+1
i σn+2

i

= (i⊗ µ⊗ (n− i)) ◦ (i⊗ µ⊗ (n+ 1− i))
= i⊗ (µ ◦ (µ⊗ 1))⊗ (n− i) par la loi d’échange
= i⊗ (µ⊗ (1⊗ µ))⊗ (n− i) par (3.6)
= (i⊗ µ⊗ (n− i)) ◦ ((i+ 1)⊗ µ⊗ (n− i)) par la loi d’échange
= σn+1

i σn+2
i+1

– Si i < j alors

σn+1
j σn+2

i

= (j ⊗ µ⊗ (n− j)) ◦ (i⊗ µ⊗ (n+ 1− i))
= i⊗ µ⊗ (j − i− 1)⊗ µ⊗ (n− j) par la loi d’échange
= (i⊗ µ⊗ (n− i)) ◦ (j + 1⊗ µ⊗ (n− j)) par la loi d’échange
= σn+1

i σn+2
j+1
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(les identités peuvent être calculées en utilisant la loi µ ◦ 2 = 1 ◦ µ).
Les relations (3.6), (3.7) et (3.8) suffisent donc à engendrer toutes les égalités
entre morphismes de la catégorie simpliciale si l’on prend en compte le caractère
monöıdal de la catégorie lors de la génération de la catégorie libre, c’est-à-dire
si l’on génère une catégorie monöıdale stricte libre au lieu d’une catégorie libre.
Les polygraphes vont précisément nous permettre de réaliser cette opération de
façon formelle.

3.2 Polygraphes

Les polygraphes ont été définis par Street [Str76] dans leur version 2-dimen-
sionnelle sous le nom de computads – que l’on pourrait traduire de façon peu
élégante par calculades – puis généralisés en dimension quelconque par Po-
wer [Pow90] et réintroduits de façon indépendante par Burroni [Bur93] sous
le nom de polygraphes. Ces structures algébriques permettent de générer des n-
catégories (strictes) libres à partir d’ensembles E0, . . . , En de générateurs typés
des i-cellules pour 0 ≤ i ≤ n. En particulier, un 2-polygraphe dont l’ensemble E0
des 0-cellules est réduit à un objet va générer une 2-catégorie à une 0-cellule,
c’est-à-dire une catégorie monöıdale en vertu de la Propriété 0.33. Ainsi, une
présentation de la catégorie simpliciale va pouvoir être donnée à partir d’un
ensemble E0 réduit à un élément, d’un ensemble E1 = {1} réduit lui aussi à un
élément, l’objet à partir duquel seront générés tous les objets de ∆ par produit
tensoriel, d’un ensemble E2 = {µ, η}, l’ensemble des générateurs de morphismes
de ∆, ainsi que les types de ces générateurs µ : 2 → 1 et η : 0 → 1. Nous
décrivons à présent les 2-polygraphes et incitons fortement le lecteur à lire la
définition générale donnée dans [Bur93].

Soit E0 un ensemble dont les éléments sont appelés 0-générateurs. Notons de
plus E∗0 la 0-catégorie libre sur l’ensemble E∗0 , ainsi que i0 : E0 → E∗0 l’injection
correspondante

E0

i0

��
E∗0

Une 0-catégorie n’étant autre qu’un ensemble, on a bien sûr l’égalité E∗0 = E0
et i0 est l’identité sur E0. Supposons maintenant de plus la donnée d’un en-
semble E1, dont les éléments sont appelés 1-générateurs, ainsi que de deux mor-
phismes s0 : E1 → E∗0 et t0 : E1 → E∗0 formant un diagramme

E0

i0

��

E1
s0

~~||||||||

t0~~||||||||

E∗0

dans la catégorie Set. Un tel diagramme est appelé 0-polygraphe. On peut gé-
nérer la catégorie libre sur le graphe

E∗0 E1
s0oo
t0
oo
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ainsi qu’expliqué dans l’Exemple 0.21. Notons E∗1 l’ensemble des morphismes
de cette catégorie (c’est-à-dire les chemins du graphe), notons s1 : E∗1 → E∗0 et
t1 : E∗1 → E∗0 les fonctions qui à tout morphisme de cette catégorie associent sa
source et son but, et notons i1 : E1 → E∗1 la fonction injectant les générateurs des
morphismes dans les morphismes (la fonction associant, à toute arête du graphe,
le chemin de longueur un correspondant). On obtient ainsi un diagramme

E0

i0

��

E1
s0

~~||||||||

t0~~||||||||
i1

��
E∗0 E∗1

s∗0oo
t∗0

oo

dans la catégorie Set qui « commute » dans le sens où s0 = s∗0 ◦ i1 et t0 = t∗0 ◦ i1.
On peut alors voir apparâıtre la construction par induction des polygraphes.
Supposons qu’on se donne maintenant un ensemble E2 de 2-générateurs ainsi
que deux morphismes s1 : E2 → E∗1 et t1 : E2 → E∗1 donnant les sources et buts
de ces générateurs, vérifiant les égalités

s∗0 ◦ s1 = s∗0 ◦ t1 et t∗0 ◦ s1 = t∗0 ◦ t1 (3.12)

formant ainsi un diagramme

E0

i0

��

E1
s0

~~||||||||

t0~~||||||||
i1

��

E2
s1

~~||||||||

t1~~||||||||

E∗0 E∗1
s∗0oo
t∗0

oo

dans la catégorie Set. Ce diagramme, ainsi que la structure de catégorie obtenue
par la construction libre est appelé un 1-polygraphe. Les éléments α de E2 doivent
être vus comme des 2-cellules

A

f
&&

g

88
�� ��
�� α B

où f = s1(α) et g = t1(α). Les deux égalités (3.12) expriment le fait que les
1-cellules source et but de α doivent être parallèles : les 1-cellules f et g ont
même source A et même but B. On peut construire la 2-catégorie libre dont la
catégorie sous-jacente est donnée par le diagramme

E∗0 E∗1
s0oo
t0
oo

ainsi que par les lois de composition et les identités obtenues par la construction
libre précédente, et qui contient les éléments de E2 comme 2-cellules. On obtient
ainsi un ensemble E∗2 de 2-cellules ainsi qu’un diagramme commutatif

E0

i0

��

E1
s0

~~||||||||

t0~~||||||||
i1

��

E2
s1

~~||||||||

t1~~||||||||
i2

��
E∗0 E∗1

s∗0oo
t∗0

oo E∗2
s∗1oo
t∗1

oo

(3.13)
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dans la catégorie Set, où le morphisme i2 est l’injection obtenue par la construc-
tion libre et les morphismes s∗1 et t∗1 sont les sources et buts de la 2-catégorie.

Définition 3.3 (2-polygraphe). Un 2-polygraphe est la donnée d’un diagramme

E0

i0

��

E1
s0

~~||||||||

t0~~||||||||
i1

��

E2
s1

~~||||||||

t1~~||||||||
i2

��

E3
s2

~~||||||||

t2~~||||||||

E∗0 E∗1
s∗0oo
t∗0

oo E∗2
s∗1oo
t∗1

oo

(3.14)

dans la catégorie Set, dont les ensembles E∗k et les morphismes ik, s∗k et t∗k sont
obtenus librement de la façon décrite précédemment, ainsi que la donnée de la
structure de 2-catégorie sur le diagramme

E∗0 E∗1
s∗0oo
t∗0

oo E∗2
s∗1oo
t∗1

oo

induite par la série de constructions libres. De plus, les égalités

s∗0 ◦ s1 = s∗0 ◦ t1, t∗0 ◦ s1 = t∗0 ◦ t1, s∗1 ◦ s2 = s∗1 ◦ t2 et t∗1 ◦ s2 = t∗1 ◦ t2

doivent être vérifiées.

Cette construction peut être poursuivie par induction dans les dimensions
supérieures. Ainsi, un 2-polygraphe (3.14) engendre une 3-catégorie, induisant
ainsi un diagramme

E0

i0

��

E1
s0

~~||||||||

t0~~||||||||
i1

��

E2
s1

~~||||||||

t1~~||||||||
i2

��

E3
s2

~~||||||||

t2~~||||||||
i3

��
E∗0 E∗1

s∗0oo
t∗0

oo E∗2
s∗1oo
t∗1

oo E∗3
s∗1oo
t∗1

oo

(3.15)

et ainsi de suite. Dans la suite, nous nous intéresserons principalement aux
n-polygraphes dont la dimension est basse (typiquement n = 2 ou n = 3), et
dont l’ensemble de générateurs en dimension 0 est réduit à un élément.

Définition 3.4 (Signature monöıdale). Une signature monöıdale est la don-
née d’un 1-polygraphe ayant un unique 0-générateur. De façon équivalente, une
signature monöıdale

(E1, s1, t1, E2)
est un diagramme

E1

i1

��

E2
s1

~~||||||||

t1~~||||||||

E∗1

dans la catégorie Set où E∗1 est le monöıde libre sur l’ensemble E1 et i1 l’injec-
tion correspondante. Les éléments de E1 sont les 1-générateurs, ou générateurs
des objets, et les éléments de E2 sont les 2-générateurs, ou générateurs des mor-
phismes. On notera souvent f : A → B pour dénoter un élément f de E2 tel
que s1(f) = A et t1(f) = B.
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Nous avons vu que la construction (3.13) permet de générer librement une
2-catégorie à partir d’un 1-polygraphe. Dans le cas d’une signature, la 2-catégorie
générée n’aura qu’un seul objet et peut donc être considérée comme une catégo-
rie monöıdale en vertu de la Propriété 0.33. Une description directe et explicite
de cette catégorie peut aussi être donnée comme le quotient d’une catégorie de
composées et produits tensoriels formels de morphismes.

Définition 3.5 (Catégorie monöıdale générée par une signature). La catégo-
rie monöıdale stricte (E ,⊗, I) générée par une signature (E1, s1, t1, E2) a les
éléments du monöıde libre (E∗1 ,⊗, I) sur l’ensemble E1 comme objets. Son en-
semble E∗2 de morphismes est le plus petit ensemble tel que

– il y a un morphisme f : A→ B dans E∗2 pour tout morphisme f : A→ B
de E2,

– il y a un morphisme idA : A→ A dans E∗2 pour tout élément A de E∗1 ,
– pour toute paire de morphismes composables f : A → B et g : B → C

de E∗2 , il y a un morphisme g ◦ f : A→ C dans E∗2 ,
– pour toute paire de morphismes f : A → B et g : C → D, il y a un

morphisme f ⊗ g : A⊗ C → B ⊗D dans E∗2 ,
quotienté par la plus petite relation sur les morphismes imposant que

– la composition soit associative et admette les identités comme éléments
neutres,

– le produit tensoriel soit associatif et admette idI comme élément neutre,
– la loi d’échange soit satisfaite : pour tous morphismes deux à deux com-

posables f : A→ B, g : B → C, h : D → E et i : E → F ,

(g ◦ f)⊗ (i ◦ h) = (g ⊗ i) ◦ (f ⊗ h)

– les identités soient des transformations naturelles monöıdales : pour tous
objets A et B, idA⊗B = idA ⊗ idB .

La catégorie ainsi définie étant librement générée par la signature nous pour-
rons raisonner par induction sur la taille des morphismes, qui est le nombre de
générateurs utilisés pour construire un morphisme.

Définition 3.6 (Taille). Soit (E ,⊗, I) la catégorie monöıdale stricte générée
par une signature monöıdale (E1, s1, t1, E2). La taille |A| d’un objet A est son
nombre de lettres en tant que mot du monöıde libre (E∗1 ,⊗, I) :

|I| = 0 et |X ⊗A′| = 1 + |A′|

où X est un élément de E1. La taille |f | d’un morphisme f : A→ B est l’entier
défini par induction par

– pour tout objet A,
|idA| = 0

– pour tout morphisme f : A→ B de E2

|f | = 1

– pour tous morphismes f : A→ B et g : B → C,

|g ◦ f | = |g|+ |f |
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– pour tous morphismes f : A→ B et g : C → D,

|f ⊗ g| = |g|+ |f |.

En particulier, les identités sont les seuls morphismes dont la taille est nulle.
Il est aisé de vérifier que la taille est bien définie dans le sens où deux morphismes
égaux par les égalités de la Définition 3.5 ont la même taille : plus précisément, la
taille définit un foncteur monöıdal strict de (E ,⊗, I) dans la catégorie monöıdale
discrète à un objet (N,+, 0) dont les morphismes sont les entiers naturels et la
composition et le produit tensoriel sont donnés par l’addition. Nous définissons
ensuite la notion de théorie équationnelle monöıdale qui est la généralisation de
la notion de théorie équationnelle aux signatures monöıdales.

Définition 3.7 (Théorie équationnelle monöıdale). Une théorie équationnelle
monöıdale est un 2-polygraphe avec un unique 0-générateur. De façon équiva-
lente, une théorie équationnelle monöıdale

E = (E1, s1, t1, E2, s2, t2, E3) (3.16)

est la donnée d’une signature monöıdale (E1, s1, t1, E2), dont on note (E ,⊗, I)
la catégorie monöıdale stricte associée, et d’un ensemble E3 de relations. Le
membre gauche d’une relation r ∈ E2 est le morphisme s2(r) de E est son membre
droit est le morphisme t2(r) de E . On impose de plus à ces morphismes d’être
parallèles, c’est-à-dire d’avoir même source et même but. On notera souvent

f
r≡ g

pour dénoter une relation r telle que s2(r) = f et t2(r) = g.

Notons ≡ la plus petite congruence (par rapport à la composition et au
produit tensoriel) telle que f ≡ g pour tous morphismes parallèles f et g de
E pour lesquels il existe une relation f

r≡ g dans E3. La catégorie générée par
une théorie équationnelle monöıdale est la catégorie E = E/≡ , c’est-à-dire est
la catégorie E dont les morphismes sont quotientés par la relation ≡. La notion
de congruence monöıdale peut être formalisée à l’aide la notion de contexte de
la façon suivante.

Définition 3.8 (Contexte monöıdal). Soit (C,⊗, I) une catégorie monöıdale.
Un contexte monöıdal

K : (A→ B) ⇒ (C → D)

dans cette catégorie est une fonction K : Hom(A,B)→ Hom(C,D) appartenant
à l’ensemble défini par induction de la façon suivante : l’identité idHom(A,B) :
Hom(A,B)→ Hom(A,B) est un contexte monöıdal et si K : (A→ B)⇒ (C →
D) est un contexte monöıdal alors

– pour tout morphisme f : C ′ → C, la fonction

K ◦ f = g 7→ K(g) ◦ f : (A→ B)⇒ (C ′ → D)

est un contexte monöıdal,
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– pour tout morphisme f : D → D′, la fonction

f ◦K = g 7→ f ◦K(g) : (A→ B)⇒ (C → D′)

est un contexte monöıdal,
– pour tout morphisme f : C ′ → D′, les fonctions

f ⊗K = g 7→ f ⊗K(g) : (A→ B)⇒ ((C ′ ⊗ C)→ (D′ ⊗D))

et

K ⊗ f = g 7→ K(g)⊗ f : (A→ B)⇒ ((C ⊗ C ′)→ (D ⊗D′))

sont des contextes monöıdaux.
On note K(C) la catégorie des contextes monöıdaux de C dont les objets sont
les paires d’objets A et B de C, notées A → B, et les morphismes entre deux
objets A→ B et C → D sont les contextes monöıdaux K : A→ B ⇒ C → D.

Propriété 3.9. Dans une catégorie monöıdale (C,⊗, I), une fonction donnée
K : Hom(A,B) → Hom(C,D) est un contexte monöıdal si et seulement si il
existe deux objets E1 et E2 et deux morphismes

f : C → E1 ⊗A⊗ E2 et h : E1 ⊗B ⊗ E2 → D

tels que
K = g 7→ h ◦ (E1 ⊗ g ⊗ E2) ◦ f

Graphiquement,

K =

A

g

B

7→

C

f

A

E1 g E2

B

h

D

Définition 3.10 (Congruence monöıdale). Une relation ≡ sur les morphismes
d’une catégorie monöıdale (C,⊗, I) est une congruence monöıdale lorsque :

– si f ≡ g alors f et g ont même source A et même but B, ce que l’on note
parfois

f ≡ g : A→ B,

– si f ≡ g : A→ B alors pour tout contexte K : A→ B ⇒ C → D,

K(f) ≡ K(g) : C → D.

Définition 3.11 (Présentation de catégorie monöıdale). Une catégorie monöı-
dale stricte (C,⊗, I) est (strictement) présentée par une théorie équationnelle E
lorsque C est isomorphe à la catégorie E générée par E via un foncteur monöı-
dal strict. Elle est fortement présentée par E lorsque les catégories C et E sont
équivalentes via un foncteur monöıdal fort.
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Bien sûr, de même que dans le cas des monöıdes il n’y a pas unicité de
la présentation dans le sens où deux théories équationnelles monöıdales dis-
tinctes peuvent présenter la même catégorie. En particulier, certains générateurs
peuvent être superflus – comme le générateur c dans l’Exemple 3.3 – ainsi que
certaines équations.

Définition 3.12 (Générateur superflu, équation superflue, présentation mini-
male). Un générateur f d’une théorie équationnelle monöıdale E est superflu
lorsque la théorie équationnelle monöıdale E′, obtenue à partir de E en enle-
vant f et toutes les relations faisant intervenir f , et E engendrent des catégories
isomorphes.

Une relation r d’une théorie équationnelle E est superflue lorsque la théorie
équationnelle E′, obtenue à partir de E en enlevant la relation r, et E engendrent
des catégories isomorphes.

Une présentation monöıdale est minimale lorsqu’elle ne contient aucun gé-
nérateur superflu, ni aucune équation superflue.

De même que pour les catégories, on peut définir une notion de dual d’une
théorie équationnelle monöıdale.

Propriété 3.13. Si (E1, s1, t1, E2) est une signature monöıdale générant une
catégorie E, la signature (E1, t1, s1, E2) génère une catégorie isomorphe à Eop.

Définition 3.14 (Théorie équationnelle monöıdale duale). Soit

E = (E1, s1, t1, E2, s2, t2, E3)

une théorie équationnelle. La théorie équationnelle monöıdale duale de E est la
théorie équationnelle monöıdale

Eop = (E1, t1, s1, E2, s
op
2 , top2 , E3)

où sop2 et top2 sont les fonctions qui à un élément r de E3 associe les morphisme
(s2(r))op et (t2(r))op.

Propriété 3.15. Si E est une théorie équationnelle monöıdale générant une
catégorie E, la théorie Eop génère une catégorie isomorphe à Eop.

3.3 Une présentation de la catégorie simpliciale

Nous pouvons maintenant reformuler la présentation de la catégorie simpli-
ciale dans le cadre des théories monöıdales et ainsi obtenir une présentation finie
de cette catégorie. La preuve du théorème suivant est essentiellement donnée
dans [Mac71] et est formulée dans le cadre des polygraphes dans [Bur93, Laf03].

Théorème 3.16 (Présentation de la catégorie simpliciale). La catégorie sim-
pliciale est présentée par la théorie monöıdale

M = (E1, s1, t1, E2, s2, t2, E3)

où
– l’ensemble E1 = {1} des générateurs des objets est réduit à un élément,
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– l’ensemble E2 des générateurs des morphismes contient deux éléments

µ : 1⊗ 1→ 1 et η : 0→ 1

où 0 est l’unité du monöıde E∗1 ,
– l’ensemble E3 des relations contient trois relations

µ ◦ (µ⊗ 1) ≡ µ ◦ (1⊗ µ), µ ◦ (η⊗ 1) ≡ µ et µ ◦ (1⊗ η) ≡ µ. (3.17)

Si (C,⊗, I) est une catégorie monöıdale stricte, la présentation ci-dessus
montre qu’un foncteur monöıdal strict F : ∆→ C est uniquement déterminé par
l’image M de l’objet 1 par F ainsi que par les morphismes Fµ : M ⊗M → M
et Fη : I → M . De plus, ces morphismes vérifient des équations similaires
à (3.17) ; l’objet (FM,Fµ, Fη) est donc un monöıde. À l’inverse tout monöıde
de la catégorie C est l’image par un foncteur de ∆ dans C. On a ainsi établi une
bijection entre les monöıdes de C et les foncteurs monöıdaux stricts de ∆ dans C.
De plus les transformations naturelles entre de tels foncteurs sont précisément
les morphismes de monöıdes entre les monöıdes correspondant :

Propriété 3.17. Si (C,⊗, I) est une catégorie monöıdale stricte, la catégorie
des algèbres strictes de ∆ dans C est isomorphe à la catégorie des monöıdes
de C :

StrAlgC∆ ∼= Mon(C).

Dans les équations précédentes, les catégories d’algèbres sont définies par

Définition 3.18 (Algèbre d’une catégorie monöıdale). Si (C,⊗, I) et (D,⊗, I)
sont deux catégories monöıdales, la catégorie des algèbres monöıdales de C dans
D, notée AlgDC , est la catégorie dont les objets sont les foncteurs monöıdaux
forts de C et D et les morphismes sont les transformations naturelles monöıdales
entre les foncteurs. La catégorie des algèbres monöıdales strictes de C dans D,
notée StrAlgDC , est la sous-catégorie de AlgDC dont les objets sont les foncteurs
monöıdaux stricts.

La catégorie simpliciale est donc la catégorie monöıdale stricte libre conte-
nant un objet monöıde. À ce titre, elle peut véritablement être considérée comme
une « personnification » de la notion de monöıde, ce que Baez appelle le walking
monöıd1, et que nous nommerons plus prosäıquement la théorie monöıdale des
monöıdes. Plus précisément,

Propriété 3.19. Notons Cat1 la catégorie des catégorie pointées (c’est-à-
dire avec un objet distingué) et StrMonCat∆ la catégorie des catégories mo-
nöıdales strictes avec un objet monöıde distingué. Le foncteur d’oubli évident
U : StrMonCat∆ → Cat1 admet un adjoint à gauche F : Cat1 → StrMonCat∆

et la catégorie simpliciale ∆ est l’image ∆ = F1 de la catégorie triviale 1 à un
objet et un morphisme.

1This is one of Jim Dolan’s jokes. Supppose some guy has really big bushy eyebrows, so
that when you see him walking down the street you first notice his eyebrows and only later
realize there’s a person attached. Then you might call him a “walking pair of eyebrows”. Such
a guy is basically just a minimal life support system for his eyebrows!

In math, we see the same phenomenon in things like “the free group on 2 elements”. This
is a group whose sole purpose in life is to have 2 elements. To pick out 2 elements in any
group G, we just need a homomorphism from the free group on 2 elements to G. Similarly,
the monoidal category ∆ is a monoidal category whose sole purpose in life is to contain a
monoid object. – Baez, le 24 mai 2007, dans le n-category café.

http://golem.ph.utexas.edu/category/
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En effet, par propriété classique, le fait que la catégorie ∆ soit la catégorie
libre sur la catégorie 1 peut être reformulé en disant que pour toute catégorie
C munie d’un monöıde distingué, pour tout morphisme f : 1→ UC de Cat1, il
existe un unique morphisme g : F1→ C de StrMonCat∆ tel que le diagramme

1

f !!DDDDDDDD
η1 // UF1

Ug

��

F1
g

��
UC C

commute, où η désigne l’unité de l’adjonction. Cette unité étant l’identité, nous
avons ainsi établi une bijection entre les morphismes g : ∆ → C et les mor-
phismes f : 1→ UC. Or il existe un unique tel morphisme f pour toute catégo-
rie C munie d’un objet distingué. Ceci montre que les monöıdes de la catégorie
C sont en bijection avec les foncteurs monöıdaux stricts de ∆ dans C.

Définitions externes et définitions internes. Il est intéressant de souligner
la différence d’approche entre la définition habituelle de la catégorie simpliciale
(Définition 3.1) et la définition équivalente par générateurs et relations de cette
catégorie donnée par le Théorème 3.16. Notons F la catégorie dont les objets
sont les entiers naturels n et les morphismes f : m→ n sont les fonctions de l’en-
semble m à m éléments dans l’ensemble n à n éléments. Dans la Définition 3.1,
la catégorie ∆ est définie comme la sous-catégorie de F dont les morphismes
sont les fonctions f : m→ n qui vérifient la condition

∀i, j ∈ m, i ≤ j implique f(i) ≤ f(j). (3.18)

La définition est donc externe dans le sens où les morphismes de ∆ sont définis
comme les morphismes d’un espace plus large qui vérifient une sorte de critère
de correction (3.18). À l’inverse, la définition du Théorème 3.16 engendre in-
ductivement les morphismes de ∆ et uniquement ceux-ci. Elle peut donc être
qualifiée d’interne, car les générateurs et les égalités caractérisent intrinsèque-
ment la catégorie simpliciale. Les sémantiques précises de systèmes de preuve ou
de langages de programmation, dont les éléments sont définissables, sont presque
systématiquement définies à l’aide de critères externes : le critère de correction
des réseaux de preuve de la logique linéaire, l’innocence pour les jeux HO, etc.
Il nous a semblé intéressant d’explorer la possibilité de donner une définition
interne de ce type de sémantique.

3.4 Modèles d’une théorie

L’idée de « fonctorialiser » l’étude des structures algébriques en mathéma-
tiques, en les considérant comme les modèles d’une théorie algébrique, a été
introduite dans les années soixante par Lawvere dans sa thèse [Law63]. Il y dé-
finit la notion de théorie algébrique, souvent encore appelée théorie de Lawvere,
et que nous appellerons théorie cartésienne, comme une catégorie avec produits
finis, dont les objets sont les entiers naturels n ∈ N, dans laquelle le produit
cartésien de deux objets m et n est donné par leur somme m+n et 0 est l’objet
terminal. Dans une telle catégorie, un morphisme f : m → 1 est appelé une
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opération m-aire et tout morphisme f : m → n est un n-uple (f0, . . . , fn−1)
de telles opérations m-aires fi : m → 1. De nombreuses structures algébriques
peuvent être vues comme les modèles, ou algèbres, d’une théorie cartésienne T,
c’est-à-dire comme les foncteurs préservant les produits finis de la catégorie T
dans une catégorie cartésienne C.

Par exemple, la théorie cartésienne M des monöıdes a pour opérationsm-aires
f : m → 1 les sommes formelles finies xi0 + . . . + xik de variables dans l’en-
semble {x0, . . . , xm−1} et la composée g ◦ f : m → o de deux morphismes
f = (f0, . . . , fn−1) : m → n et g = (g0, . . . , gp−1) : n → o est donnée par
substitution :

g ◦ f = (g0[f0/x0, . . . , fn−1/xn−1], . . . , gp−1[f0/x0, . . . , fn−1/xn−1])

et produit f×g : m→ n1+n2 de deux morphismes f = (f0, . . . , fn1−1) : m→ n1
et g = (g0, . . . , gn2−1) : m→ n2 est donné par concaténation des listes :

f × g = (f0, . . . , fn1−1, g0, . . . , gn2−1)

Un monöıde peut alors être vu comme un modèle de cette théorie cartésienne
dans le sens où la catégorie cAlgSet

M des modèles de cette théorie M dans
Set et transformations naturelles est isomorphe à la catégorie Mon des mo-
nöıdes. En particulier, la multiplication du monöıde est l’image du morphisme
x0 + x1 : 2→ 1 et son unité est l’image de l’unique morphisme de 0 dans 1 (la
somme vide).

Si les théories cartésiennes ont des propriétés intéressantes et permettent de
représenter de nombreuses structures algébriques (monöıdes, groupes, treillis,
etc.), le cadre qu’elles offrent est cependant parfois trop restreint. D’une part,
elles décrivent des structures algébriques dans des catégories cartésiennes et non
dans le cadre général des catégories monöıdales ; d’autre part, elles ne permettent
pas directement de décrire des structures algébriques ayant des opérations de
co-arité différente de 1, les comonöıdes par exemple. Dans les mêmes années,
MacLane [Mac65] a défini les notions de PRO (pour catégorie avec PROduits)
et de PROP (pour catégorie avec PROduits et Permutations) généralisant les
théories cartésiennes. Un PRO, que nous appellerons une théorie monöıdale, est
une catégorie monöıdale dont les objets sont les entiers naturels et telle que
le produit tensoriel est donné par l’addition sur les objets et dont l’unité est
l’objet 0. La catégorie AlgCT des algèbres d’une théorie monöıdale T dans une
catégorie monöıdale C a pour objets les foncteurs monöıdaux F : T→ C et pour
morphismes les transformations naturelles monöıdales. La Propriété 3.17 montre
par exemple que ce formalisme permet de capturer la théorie des monöıdes
par la théorie monöıdale ∆ (la catégorie simpliciale), mais cette fois dans le
cadre général des catégories monöıdales. De plus, cette notion est close par
dualité : la catégorie duale d’une théorie monöıdale est toujours une théorie
monöıdale, contrairement au cadre des théories cartésiennes (la catégorie duale
d’une catégorie cartésienne n’est pas nécessairement cartésienne). De même, un
PROP T, que nous appellerons une théorie monöıdale symétrique, est une théorie
monöıdale qui est une catégorie monöıdale symétrique. La catégorie sAlgCT des
algèbres d’une théorie monöıdale symétrique T dans une catégorie monöıdale
symétrique C a pour objets les foncteurs monöıdaux symétriques F : T → C et
pour morphismes les transformations naturelles monöıdales symétriques.

Un morphisme F : T→ U de théories monöıdales est un foncteur monöıdal
strict F : T→ U entre les catégories sous-jacentes qui est l’identité sur les objets
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(i.e. pour tout entier n, on a Fn = n). De même, un morphisme F : T → U
de théories monöıdales symétriques (resp. cartésiennes) est un morphisme entre
les catégories monöıdales sous-jacentes qui préserve la symétrie (resp. le produit
cartésien) et est l’identité sur les objets. Notons respectivement Th, sTh et
cTh la catégorie des théories monöıdales, la catégorie des théories monöıdales
symétriques et la catégorie des théories monöıdales cartésiennes. Les foncteurs
d’oubli U : cTh → sTh et V : sTh → Th admettent tous deux un adjoint à
gauche

Th

G

((
⊥ sTh

V

hh

F

((
⊥ cTh

U

hh

En particulier, les algèbres d’une théorie monöıdale T dans une catégorie mo-
nöıdale symétrique C sont précisément les algèbres de la théorie monöıdale sy-
métrique GT dans C, et les algèbres d’une théorie monöıdale symétrique T dans
une catégorie cartésienne C sont précisément les algèbres de la théorie carté-
sienne FT dans C.

La Propriété 3.28 caractérise les théories monöıdales qui sont l’oubli (par V )
d’une théorie monöıdale symétrique. De même, les images du foncteur d’oubli
U peuvent être caractérisées par la propriété suivante.

Propriété 3.20. Une catégorie monöıdale (C,⊗, I) a les produits finis, avec ⊗
comme produit sur les objets et I comme objet terminal, si et seulement si le
foncteur d’oubli U : AlgCFop → C induit une équivalence de catégories

AlgCFop ∼= C

où F est le squelette la catégorie FinSet des ensembles finis et fonctions. Par
la Propriété 3.33, cela revient à imposer à la catégorie monöıdale C d’admettre
une symétrie γ (décrite à la Propriété 3.28) ainsi que deux transformations
naturelles monöıdales de composantes

δA : A⊗A→ A et εA : A→ 1

induisant une structure de comonöıde (A, δA, εA) : A→ 1.

Remarque 3.21. La structure de comonöıde (A, δA, εA) induite sur chaque objet
est nécessairement commutative.

Démonstration. Supposons que la catégorie (C,×, 1) ait les produits finis. Par la
Propriété 0.39, le produit cartésien induit une structure de catégorie monöıdale
(C,⊗, 1) sur cette catégorie telle que le tenseur et le produit cöıncident sur les
objets. Pour tout objet A, notons δA = A×A et εA = π1 ◦ ρ−1

A . Il est alors aisé,
en utilisant les propriétés universelles définissant le produit et l’objet terminal
de vérifier que les morphismes ainsi définis satisfont les propriété requises par
la définition.

Réciproquement, supposons que la catégorie monöıdale (C,⊗, I) admette une
symétrie γ et des morphismes δA et εA pour tout objet A, vérifiant les axiomes
de la propriété. Par souci de simplicité, nous faisons la preuve dans le cas où
l’associateur α de la catégorie monöıdale est l’identité. On définit le produit sur
toute paire d’objets A et B par A×B = A⊗B avec comme projections associées
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π1 = ρA ◦ (A ⊗ εB) et π2 = λB ◦ (εA ⊗ B). Pour toute paire de morphismes
f : A→ B et g : A→ C, il existe un morphisme f × g : A→ B × C défini par
f × g = (f ⊗ g) ◦ δA. Ce morphisme vérifie les égalités

π1 ◦ (f × g) = ρB ◦ (B ⊗ εC) ◦ (f ⊗ g) ◦ δA = ρB ◦ ((B ◦ f)⊗ (εC ◦ g)) ◦ δA
= ρB ◦ (f ⊗ εA) ◦ δA = ρB ◦ (f ⊗ I) = f

graphiquement,

A

f × g

π1

B

=

A

f g

B

=

A

f

B

=

A

f

B

et de même π2 ◦ (f × g) = g. Supposons qu’il existe un autre morphisme
h : A→ B × C tel que π1 ◦ h = f et π2 ◦ h = g. On a alors

f × g = (f ⊗ g) ◦ δA = ((π1 ◦ h)⊗ (π2 ◦ h)) ◦ δA = (π1 ⊗ π2) ◦ δB⊗C ◦ h
= ((ρB ◦ (B ⊗ εC))⊗ (λC ◦ (εB ⊗ C))) ◦ (B ⊗ γB,C ⊗ C) ◦ (δB ⊗ δC) ◦ h
= (ρB ⊗ λC) ◦ (B ⊗ εB ⊗ εC ⊗ C) ◦ (δB ⊗ δC) ◦ h
= (ρB ⊗ λC) ◦ (B ⊗ I ⊗ I ⊗ C) ◦ h
= h

graphiquement,

A

f × g

B C

=

A

f g

B C

=

A

h h

B C

=

A

h

B C
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=

A

h

B C

=

A

h

B C

De plus, l’objet I est terminal par naturalité de εA.

Remarque 3.22. « L’oubli ne commute pas aux algèbres ». Par exemple, nous
verrons que la théorie cartésienne M des monöıdes commutatifs, considérée
comme une théorie monöıdale, est la théorie des bigèbres bicommutatives. On
n’a donc pas d’équivalence de la forme

AlgCV UM
∼= cAlgCM.

Remarque 3.23. Bien que très général, le cadre des théories monöıdales ne couvre
pas toutes les structures algébriques que l’on souhaiterait formaliser, les catégo-
ries par exemple. En effet, une catégorie est la donnée d’un diagramme

C0 C1
t

oo
soo 1ioo

dans Set tel que s ◦ i = t ◦ i, où C1 ×C0 C1 est le produit fibré de C1 avec C1
sur le diagramme

C1
s // C0 C1

too

ainsi que d’un morphisme

C1 ×C0 C1
m // C1

tel que le diagramme

C1 ×C0 C1

s

zztttttttttt
m

��

t

$$JJJJJJJJJJ

C0 C1s
oo

t
// C0

commute. L’objet C0 est l’ensemble des objets de la catégorie, l’objet C1 est
l’ensemble des morphismes de la catégorie, les morphismes s et t associent à
chaque morphisme leur source et leur but, le morphisme i associe à chaque
objet l’identité sur cet objet et le morphisme m décrit la composition de la
catégorie.

Les théories monöıdales ne permettent pas d’imposer à l’image d’un objet par
une algèbre d’être le produit fibré de deux objets sur l’image d’un diagramme,
il n’est donc pas possible de donner une théorie des catégories dans ce cadre. Il
faut pour cela utiliser la notion plus générale d’esquisse [Ehr68, Wel93, HP00].
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3.5 Autres techniques de présentation

Rappelons que la méthode générale que nous allons utiliser pour construire
des présentations de catégories est essentiellement due à Burroni [Bur93] et
Lafont [Laf03]. Celle-ci n’est cependant pas la seule à notre disposition, nous
reviendrons au Chapitre 5 sur les motivations de notre choix.

Méthodes catégoriques. Une étude importante concernant les théories mo-
nöıdales a été menée par Lack [Lac04]. Il part de la constatation qu’une catégo-
rie, et en particulier la catégorie monöıdale générée par une théorie algébrique,
peut être vue comme une monade dans une bicatégorie de compas (voir Defi-
nition 0.56). La donnée d’une loi distributive entre deux telles monades permet
donc de composer les catégories correspondantes. Par exemple, notons I la caté-
gorie monöıdale stricte des entiers naturels et injections et S la catégorie monöı-
dale stricte des entiers naturels et surjections. Ces catégories sont toutes deux
des sous-catégories de la catégorie simpliciale ∆ et permettent de décomposer
sa présentation en deux « sous-présentations ». En effet la catégorie I est pré-
sentée par la théorie monöıdale n’ayant qu’un 1-générateur 1, un 2-générateur
η : 1→ 0 et aucune équation, et la catégorie S est présentée par la théorie mo-
nöıdale n’ayant qu’un 1-générateur 1, un 2-générateur µ : 2→ 1 et une équation
imposant l’associativité de la multiplication µ. Les règles

=⇒ et =⇒ (3.19)

de la théorie des monöıdes permettent alors de transformer un morphisme de ∆
qui serait composé d’une injection suivie d’une surjection en une surjection sui-
vie d’une surjection. Plus précisément, on peut montrer que ces lois induisent
une loi distributive λ : I ⊗ S → S ⊗ I entre les monades associées aux catégo-
ries I et S et que ∆ = S⊗λ I est précisément la monade composée de ces deux
monades suivant la loi distributive. Lack montre qu’une catégorie monöıdale est
la composée de deux catégories monöıdales strictes précisément lorsqu’il existe
un certain système de factorisation strict sur cette catégorie. Dans le cas de
la catégorie simpliciale, ce système de factorisation est bien sûr donné par la
factorisation unique f = m ◦ e de tout morphisme f de la catégorie simpliciale
en une surjection e suivie d’une injection m, c’est-à-dire en un morphisme de S
suivi d’un morphisme de I.

Pour montrer que la catégorie simpliciale est présentée par la théorie des
monöıdes, on peut donc se ramener à

– montrer que les catégories I et S admettent les présentations que nous
avons décrites,

– montrer que les règles (3.19) induisent une loi distributive entre ces caté-
gories,

– montrer que tout morphismes de ∆ peut être factorisé de façon unique en
un morphisme de S suivi d’un morphisme de I.

Le cadre des théories symétriques est plus complexe car les deux sous-catégories
qui vont factoriser la catégorie partagent la même symétrie. On n’a alors plus
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unicité de la décomposition f = m ◦ e d’un morphisme mais seulement unicité
à symétrie près, dans le sens où pour toute autre factorisation f = m′ ◦ e′, il
existe une permutation π qui fasse commuter le diagramme

m

��???????

π

��

e

??�������

e′ ��???????

m′

??�������

Ceci rend malaisée l’application de ces techniques au cas de la présentation de
la sémantique de jeux que nous introduisons à la Section 4.2, car la symétrie
y est partielle (elle n’est pas définie sur toute paire d’objets) et de ce fait plus
difficile à manipuler.

Méthodes géométriques. Plutôt que de donner des présentations purement
algébriques des catégories, il est aussi possible d’en donner des présentations
de nature plus géométrique, en décrivant ces catégories comme des surfaces
considérées modulo certaines déformations continues. Nous avons par exemple
expliqué à la Section 0.3 comment les diagrammes de corde permettent de re-
présenter les morphismes dans des catégories monöıdales. Plus généralement,
Joyal et Street [JS91] ont montré que les catégories formées par ces diagrammes
permettent de décrire la catégorie monöıdale libre engendrée par une signature
monöıdale. Ces résultats peuvent être généralisés de diverses façons, notamment
en dimension supérieure [BD95, BL03]. S’ils permettent de rendre formelles cer-
taines intuitions géométriques – les morphismes de la plupart des catégories que
nous allons étudier peuvent être vus comme des « cordes posées sur un plan »
– ils requièrent souvent beaucoup de minutie et se prêtent difficilement à une
automatisation.

3.6 Structures algébriques catégoriques

Dans toute cette section, on suppose fixée une catégorie monöıdale (C,⊗, I).
Par souci de simplicité, nous supposons que la catégorie monöıdale C est stricte
mais les définitions données ici s’étendent au cas général (par exemple, la Dé-
finition 0.35 donnée en introduction généralise la notion de monöıde de la Dé-
finition 3.30 ci-dessous). Les structures algébriques que nous introduisons ici
peuvent être considérées comme les éléments d’une boite à outils qui peuvent
être combinés pour construire des théories algébriques.

3.6.1 Objets symétriques

Définition 3.24 (Objet tressé). Un objet tressé de C est un objet S muni d’un
morphisme

γ : S ⊗ S → S ⊗ S
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appelé tressage et représentée par

S S

S S

tel que le diagramme

S ⊗ S ⊗ S

S⊗γ
��

γ⊗S // S ⊗ S ⊗ S
S⊗γ

''OOOOOOOOOOO

S ⊗ S ⊗ S

γ⊗S ''OOOOOOOOOOO S ⊗ S ⊗ S

γ⊗S
��

S ⊗ S ⊗ S
S⊗γ

// S ⊗ S ⊗ S

commute. Diagrammatiquement,

=

La théorie équationnelle monöıdale des objets tressés est notée B et la catégorie
monöıdale associée est notée B.

Définition 3.25 (Objet symétrique). Un objet symétrique de C est un objet
tressé (S, γ) qui vérifie

γ ⊗ γ = S ⊗ S
Diagrammatiquement,

=
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Le tressage γ est alors appelé symétrie et on le représente souvent par

plutôt que par

car il est son propre inverse. La théorie équationnelle monöıdale des objets sy-
métriques est notée S et la catégorie monöıdale associée est notée S.

Propriété 3.26. La catégorie Bĳ dont les objets sont les entiers naturels et les
morphismes sont les bijections est présentée par la théorie monöıdale S.

Remarque 3.27. Si C est la catégorie monöıdale sous-jacente à une catégorie
monöıdale tressée (resp. symétrique), tout objet S de la catégorie est tressé
(resp. symétrique) si on le munit du morphisme γS,S induit par le tressage.

La plupart des définitions que nous donnerons dans la suite dans un cadre
symétrique, peuvent être généralisées au cadre tressé. Si nous nous intéressons
principalement aux objets symétriques plutôt qu’aux objets tressés, c’est que ces
derniers sont beaucoup plus difficiles à manipuler. Il est par exemple mentionné
dans [Laf03], qu’on ne connâıt pas de forme canonique pour les morphismes de
la catégorie B, contrairement à la catégorie S.

Propriété 3.28. Une théorie monöıdale admet une symétrie si et seulement si
elle satisfait les conditions suivantes.

1. L’objet 1 admet une structure d’objet symétrique (1, γ). Pour tout entier
n, on note alors γ1,n le morphisme défini par induction par

γ1,0 = 1 et γ1,n+1 = (1⊗ γ1,n) ◦ (γ ⊗ n)

et γn,1 le morphisme défini par induction par

γ0,1 = 1 et γn+1,1 = (γn,1 ⊗ 1) ◦ (n⊗ γ).

2. Pour tout 2-générateur π : m→ n, les égalités

(π ⊗ 1) ◦ γ1,m = γ1,n ◦ (1⊗ π) et (1⊗ π) ◦ γm,1 = γm,1 ◦ (π ⊗ 1)

sont dérivables. Diagrammatiquement,

. . .

π

. . .

=

. . .

π

. . .

et

. . .

π

. . .

=

. . .

π

. . .

Remarque 3.29. La seconde propriété ci-dessus implique en particulier que l’ob-
jet (1, γ) est tressé.



174 Chapitre 3 – Présentations de catégories monöıdales

3.6.2 Monöıdes

Définition 3.30 (Monöıde). Un monöıde de C est un objet M muni de deux
morphismes

µ : M ⊗M →M et η : I →M

appelés respectivement multiplication et unité du monöıde et représentés res-
pectivement par

M M

M

et

M

(dans la suite on omettra les indications M de la source et du but lorsque
l’objet M dont il est question peut être déterminé par le contexte) tels que les
diagrammes

M ⊗M ⊗M

M⊗µ
��

µ⊗M // M ⊗M
µ

��
M ⊗M µ

// M

et

I ⊗M

M
%%KKKKKKKKKK

η⊗M // M ⊗M
µ

��

M ⊗ I
M⊗ηoo

M
yyssssssssss

M

commutent. Diagrammatiquement,

= et = =

La théorie algébrique monöıdale des monöıdes est notée M.

De façon duale on a,

Définition 3.31. Un comonöıde de C est un objet M muni de deux morphismes

δ : M →M ⊗M et ε : M → I

appelés respectivement duplication (ou comultiplication) et effacement (ou cou-
nité) et représentés respectivement par

M

M M

et

M

qui satisfont des égalités duales de celles de monöıdes. La théorie des comonöıdes
est notée Mop.
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3.6.3 Monöıdes commutatifs

Définition 3.32 (Monöıde symétrique, commutatif). Un monöıde symétrique
(M,µ, η, γ) de C est un monöıde (M,µ, η) équipé d’une structure d’objet sy-
métrique (M,γ) compatible avec les opérations du monöıde dans le sens où les
diagrammes

M ⊗M ⊗M

M⊗µ
��

γ⊗M // M ⊗M ⊗M
M⊗γ // M ⊗M ⊗M

µ⊗M
��

M ⊗M γ
// M ⊗M

M ⊗M ⊗M

µ⊗M
��

M⊗γ // M ⊗M ⊗M
γ⊗M // M ⊗M ⊗M

M⊗µ
��

M ⊗M γ
// M ⊗M

M ⊗M
γ

&&LLLLLLLLLL

M

η⊗M
;;vvvvvvvvv

η⊗M
// M ⊗M

M ⊗M
γ

&&LLLLLLLLLL

M

M⊗η
;;vvvvvvvvv

M⊗η
// M ⊗M

(3.20)
commutent. Graphiquement,

= =

= =

Un monöıde symétrique est commutatif lorsque le diagramme

M ⊗M
µ

##HHHHHHHHH

M ⊗M

γ
88rrrrrrrrrr
µ

// M
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commute. Graphiquement,

=

Propriété 3.33. La catégorie F dont les objets sont les entiers naturels et
les morphismes sont les fonctions est présentée par la théorie monöıdale des
monöıdes commutatifs.

Remarque 3.34. Nous ne nous intéressons pas ici à la minimalité des théories
que nous définissons et certaines des relations apparaissant dans les définitions
sont dérivables à partir des autres. Une présentation minimale de la catégorie F
est par exemple donnée dans [Mas97]. Elle a les trois mêmes générateurs µ, η
et γ mais ne retient que sept des relations que nous avons introduites, les autres
étant superflues.

Les notions de comonöıde symétrique et de comonöıde commutatif sont dé-
finies de façon duale.

3.6.4 Bigèbres

Définition 3.35 (Bigèbre). Une bigèbre, encore parfois appelée bimonöıde,
(B,µ, η, δ, ε, γ) de C est un objet B

– muni d’une structure de monöıde symétrique (B,µ, η, γ),
– muni d’une structure de comonöıde symétrique (B, δ, ε, γ),
– telle que ces deux structures sont compatibles dans le sens où les dia-

grammes

B ⊗B

δ⊗δ
��

µ // B
δ // B ⊗B

B ⊗B ⊗B ⊗B
B⊗γ⊗B

// B ⊗B ⊗B ⊗B

µ⊗µ

OO B
ε

��????????

I

η
??��������

I
// I

B
ε

$$IIIIIIIIII

B ⊗B

µ

;;xxxxxxxxx

ε⊗ε
// I ⊗ I = I

B
δ

##FFFFFFFFF

I = I ⊗ I

η

::uuuuuuuuuu

η⊗η
// B ⊗B
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commutent ; graphiquement

= =

= =

Une bigèbre est commutative lorsque le monöıde sous-jacent est symé-
trique, cocommutative lorsque le comonöıde sous-jacent est commutatif et
bicommutative lorsqu’elle est à la fois commutative et cocommutative.

Définition 3.36 (Bigèbre qualitative). Une bigèbre (B,µ, η, δ, ε, γ) est qualita-
tive lorsque le diagramme

B
µ

  @@@@@@@

B

δ

>>~~~~~~~

B
// B

(3.21)

commute. Graphiquement,

=

Les bigèbres qualitatives sont parfois aussi qualifiées de relationnelles [HP00].

Remarque 3.37. Les bigèbres de Frobenius satisfaisant la loi (3.21) sont parfois
qualifiées de fortement séparables [Str04].

Bigèbres de Hopf

Définition 3.38. Une bigèbre de Hopf (H,µ, η, δ, ε, γ, σ) est la donnée d’une
bigèbre (H,µ, η, δ, ε, γ) et d’un morphisme σ : H → H, appelé antipode et
représenté par

H

H
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compatible avec la symétrie dans le sens où les diagrammes

H ⊗H
γ

��

σ⊗H // H ⊗H
γ

��
H ⊗H

H⊗σ
// H ⊗H

et

H ⊗H
γ

��

H⊗σ // H ⊗H
γ

��
H ⊗H

σ⊗H
// H ⊗H

commutent, graphiquement

= et =

et telle que le diagramme

H ⊗H
σ⊗H // H ⊗H

µ

��
H

δ

��

δ

OO

ε // I
η // H

H ⊗H
H⊗σ

// H ⊗H

µ

OO

commute, graphiquement

= =

Les bigèbres de Hopf peuvent être considérées comme une version monöıdale
affaiblie des groupes, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 3.39. La catégorie Grp des groupes (resp. groupes abéliens) et mor-
phismes de groupes est équivalente à la catégorie des algèbres cartésiennes de G,
où G est la catégorie monöıdale stricte engendrée par la théorie monöıdale des
bigèbres de Hopf cocommutatives (resp. bicommutatives).

Définition 3.40. Une bigèbre de Hopf (H,µ, η, δ, ε, γ, σ) a une antipode como-
nöıdale lorsque les diagrammes

H

σ

��

δ // H ⊗H

σ⊗σ
��

H
σ⊗σ

// H ⊗H

et

H
ε

��????????

H

σ

>>}}}}}}}
ε

// I
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commutent. Graphiquement

= et =

Propriété 3.41. Dans toute bigèbre de Hopf (H,µ, η, δ, ε, γ, σ), on a les égalités
1. σ ◦ µ = µ ◦ γ ◦ (σ ⊗ σ),
2. σ ◦ η = η,
3. et σ ◦ σ = H si de plus l’antipode est comonöıdale.

Graphiquement,

= = =

Démonstration. Ces égalités sont la « traduction » dans le cadre monöıdal d’éga-
lités classiques de la théorie des groupes, où µ représente la multiplication, η
l’unité et σ l’inverse. Par souci de clarté, nous donnons les preuves dans ce cadre
ainsi que leur transposition dans le cadre monöıdal (sauf pour la première par
manque de place). On remarquera que cette transposition fait apparâıtre des
étapes qui ne sont pas visibles dans la théorie des groupes.

1. La première égalité peut être prouvée par

(x · y)−1 = (x · y)−1 · 1
= (x · y)−1 · (x · x−1)
= (x · y)−1 · ((x · 1) · x−1)
= (x · y)−1 · ((x · (y · y−1)) · x−1)
= ((x · y)−1 · (x · y)) · (y−1 · x−1)
= y−1 · x−1

2. La deuxième égalité peut être prouvée par

1−1 = 1−1 · 1 = 1

Graphiquement,

= = = =
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3. La troisième égalité peut être prouvée par

(x−1)−1 = (x−1)−1 ·1 = (x−1)−1 · (x−1 ·x) = ((x−1)−1 ·x−1) ·x = 1 ·x = x

Graphiquement,

= = = =

= = =

Bigèbres événementielles

Définition 3.42 (Bigèbre événementielle). Une bigèbre événementielle conjonc-
tive (E,µ, η, δ, ε, γ, σ) est une bigèbre qualitative (E,µ, η, δ, ε, γ) munie d’un
morphisme σ : E → E appelé événement et représentée par

E

E

(3.22)

compatible avec la symétrie de même que dans les bigèbres de Hopf et tel que
le diagramme

H ⊗H
σ⊗H // H ⊗H

µ

��
H

δ

OO

σ //

δ

��

H

H ⊗H
H⊗σ

// H ⊗H

µ

OO
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commute. Graphiquement,

= =

Une bigèbre événementielle disjonctive est définie de façon similaire en rempla-
çant le diagramme ci-dessus par les diagrammes

H ⊗H
σ⊗H // H ⊗H

µ

��
H

δ

OO

δ

��

H

H ⊗H
σ⊗H

// H ⊗H
ε⊗H

// H
η⊗H

// H ⊗H

µ

OO

et

H ⊗H
H⊗σ // H ⊗H

µ

��
H

δ

OO

δ

��

H

H ⊗H
H⊗σ

// H ⊗H
H⊗ε

// H
H⊗η

// H ⊗H

µ

OO

Graphiquement,

= et =

Propriété 3.43. Supposons fixée une bigèbre événementielle et, pour tout en-
tier n, notons σn : 1→ 1 le morphisme défini par induction sur n par σ0 = 1
et σn+1 = σ ◦ σn. Pour tout entier n, l’égalité

µ ◦ (σn ⊗ 1) ◦ δ = σn (3.23)

est vérifiée.

Démonstration. Par induction sur n. Le résultat est immédiat pour n = 0 car
une bigèbre événementielle est qualitative. Supposons l’égalité (3.23) vérifiée
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pour un entier n. La suite d’égalités

σn

=

σn

=

σn

=

σn

=

σn

=

σn

=

σn

=

σn

montre que l’égalité µ ◦ (σn+1 ⊗ 1) ◦ δ = σn+1 est satisfaite.
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Treillis

Les treillis, introduits à la Définition 1.54, admettent la définition algébrique
suivante qui est équivalente.

Définition 3.44. Un treillis (L,∨,∧) est un ensemble L muni de deux opéra-
tions ∨,∧ : L×L→ L qui satisfont les axiomes suivants, pour tous éléments x,
y et z de L.

– associativité :

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z et x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

– commutativité :

x ∨ y = y ∨ x et x ∧ y = y ∧ x

– absorption :
x ∨ (x ∧ y) = x et x ∧ (x ∨ y) = x

Propriété 3.45. Dans tout treillis (L,∨,∧) les opérations ∨ et ∧ sont idempo-
tentes : pour tout élément x de L, on a

x ∨ x = x et x ∧ x = x

Démonstration. La preuve de ces égalités reposent sur l’axiome d’absorption.
On a ainsi

x ∨ x = x ∨ (x ∧ (x ∨ x)) = x

et la seconde égalité peut être montrée de façon duale.

Tout treillis est donc à la fois un ∨-semitreillis et un ∧-semitreillis. On rap-
pelle qu’un ∨-semitreillis est un objet (L,∨) muni d’un morphisme ∨ : L×L→ L
qui est associatif, commutatif et idempotent ; la définition d’un ∧-semitreillis est
similaire.

Définition 3.46 (Treillis borné). Un treillis est dit borné lorsqu’il admet un
élément minimum et un élément maximum. De façon équivalente, un treillis
borné (L,∨, 0,∧, 1) est un treillis (L,∨,∧) muni de deux éléments 0 et 1 de L
qui sont les éléments neutres respectivement des lois ∨ et ∧ : pour tout élément
x de L,

1 ∨ x = x = x ∨ 1 et 0 ∧ x = x = x ∧ 0.

Ceci nous amène à définir une théorie monöıdale L− des treillis généralisant
la définition précédente dans le sens où les treillis dans Set seront précisément
les treillis au sens habituel.

Définition 3.47 (Treillis). Un treillis borné (L, µ̌, η̌, µ̂, η̂, δ, ε, γ) dans C est
un objet L muni de deux structures de bigèbres bicommutatives (L, µ̌, η̌, δ, γ)
et (L, µ̂, η̂, δ, γ) telles que le diagrammes

L⊗ L⊗ L
L⊗µ̌ // L⊗ L

µ̂

��
L⊗ L

δ⊗L

OO

L⊗ε
// L

et

L⊗ L⊗ L
L⊗µ̂ // L⊗ L

µ̌

��
L⊗ L

δ⊗L

OO

L⊗ε
// L
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commutent. Graphiquement,

∨

∧

= = ∧

∨

Nous noterons Lborné la théorie équationnelle des treillis bornés est notée Lborné.
Un treillis (L, µ̌, µ̂, δ, ε, γ) dans C est un objet L muni de morphismes qui satis-
font les axiomes précédents qui ne font pas intervenir les morphismes η̌ et η̂. La
théorie équationnelle des treillis est notée L.

Un treillis distributif est un treillis tel que le diagramme

L⊗ L⊗ L

L⊗µ̌
��

δ⊗L⊗L// L⊗ L⊗ L⊗ L
L⊗γ⊗L// L⊗ L⊗ L⊗ L

µ̂⊗µ̂ // L⊗ L

µ̌

��
L⊗ L

µ̂
// L

(3.24)

commute. Graphiquement,

∨

∧

=
∧ ∧

∨

La théorie équationnelle des treillis distributifs est notée Ldist et celle des treillis
distributifs bornés est notée Ldist+borné.

Remarque 3.48. Par extension de la Propriété 3.45, les deux structure de bi-
gèbres sont nécessairement qualitatives.

Propriété 3.49. Dans la définition précédente, on pouvait de façon équivalente
requérir la commutativité du diagramme dual du diagramme (3.24) :

L⊗ L⊗ L

L⊗µ̂
��

δ⊗L⊗L// L⊗ L⊗ L⊗ L
L⊗γ⊗L// L⊗ L⊗ L⊗ L

µ̌⊗µ̌ // L⊗ L

µ̂

��
L⊗ L

µ̌
// L
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Démonstration. Ceci peut être prouvé en transposant la démonstration classique
de l’équivalence entre les deux formulations duales de la distributivité dans
les treillis [BS81]. La suite d’égalités suivante montre essentiellement que le
diagramme de l’énoncé de la propriété implique le diagramme (3.24) :

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ (x ∧ z)) ∨ (y ∧ z)
= x ∨ ((x ∧ z) ∨ (y ∧ z))
= x ∨ ((z ∧ x) ∨ (z ∧ y))
= x ∨ (z ∧ (x ∨ y))
= x ∨ ((x ∨ y) ∧ z)
= (x ∧ (x ∨ y)) ∨ ((x ∨ y) ∧ z)
= ((x ∨ y) ∧ x) ∨ ((x ∨ y) ∧ z)
= (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

L’autre sens de l’équivalence peut être montré de façon duale.

Propriété 3.50. On a les équivalences de catégories suivantes.
– La théorie des algèbres cartésiennes de L dans Set est équivalente à la

catégorie des treillis.
– La théorie des algèbres cartésiennes de Lborné dans Set est équivalente à

la catégorie des treillis bornés.
– La théorie des algèbres cartésiennes de Ldist dans Set est équivalente à la

catégorie des treillis distributifs.
– La théorie des algèbres cartésiennes de Ldist+borné dans Set est équivalente

à la catégorie des treillis distributifs bornés.

3.6.5 Paires duales

Définition 3.51. Une paire duale (A,B, η, ε) est une paire d’objets A et B, ap-
pelés respectivement dual à gauche et dual à droite, munie de deux morphismes

η : I → A⊗B et ε : B ⊗A→ I

appelés respectivement unité et counité et représentés par

A B
et

B A

tels que les diagrammes

A
η⊗A //

A
%%JJJJJJJJJJJ A⊗B ⊗A

A⊗ε
��
A

et
B

B⊗η //

B
%%KKKKKKKKKKK B ⊗A⊗B

ε⊗B
��
B



186 Chapitre 3 – Présentations de catégories monöıdales

commutent. Graphiquement,

= et =

Remarque 3.52. Deux objets d’une catégorie monöıdale forment une paire duale
si et seulement si ils sont adjoints au sens de la Définition 0.18 dans la 2-catégorie
associée.



Chapitre 4

Présentation d’une sémantique de jeux

Ce chapitre est dévolu à la construction de la présentation d’une catégorie de
jeux interprétant le fragment sans connecteurs de la logique propositionnelle du
premier ordre. Nous commençons par donner une présentation de la catégorie des
relations et plus généralement de certaines catégories de matrices. La sémantique
de jeux que nous nous proposons d’étudier est en effet une variante « orientée »
de la catégorie relations.

4.1 Présentation de catégories de matrices

Nous donnons, dans cette section, une présentation de la catégorie dont
les morphismes sont les matrices à coefficients entiers, ainsi que de quelques
variantes de cette catégorie. Ce résultat fait partie du folklore de la théorie des
catégories et on peut en trouver des preuves de natures très différentes dans
la littérature [HP00, Pir02, Laf03, Lac04], voir aussi la Section 3.5. La preuve
que nous présentons ici est une variante de celle donnée par Lafont [Laf03] et
a l’avantage de pouvoir facilement s’étendre à des cas plus complexes. Nous
verrons en particulier à la Section 4.2 comment l’étendre afin de présenter une
catégorie de jeux.

4.1.1 Présentation des matrices à coefficients dans N
La catégorie Mat(N) des matrices à coefficients dans N a pour objets les

entiers naturels n = {0, . . . , n− 1} et pour morphismes entre deux objets m et
n les matrices de taille m × n (à m lignes et n colonnes) à coefficients dans N,
c’est-à-dire les fonctions M : m× n→ N. La composée N ◦M : m→ o de deux
matrices M : m→ n et N : n→ o est donnée par la formule habituelle

(N ◦M)(i, k) =
∑
j∈n

M(i, j)×N(j, k)

pour tous entiers i ∈ m et k ∈ o et l’identité est la matrice identité usuelle. Nous
utilisons parfois la notation habituelle MN pour dénoter la composée N ◦M
de deux matrices. Cette catégorie peut être munie de la structure monöıdale
(Mat(N),⊗, 0) où le tenseur ⊗ est donné par l’addition sur les objets et est
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défini de façon similaire à celui de la catégorie simpliciale sur les morphismes.
Plus explicitement, le tenseur de deux matrices M et N est la matrice

M ⊗N =
(
M 0
0 N

)
Le cardinal |M | d’une matrice M : m→ n est défini par

|M | =
∑

(i,j)∈m×n

M(i, j)

Nous définissons les notations suivantes pour certains morphismes de Mat(N) :

Mµ =
(

1
1

)
: 2→ 1

Mη = () : 0→ 1
Mδ =

(
1 1

)
: 1→ 2

Mε = () : 1→ 0

Mγ =
(

0 1
1 0

)
: 2→ 2

Notons B la théorie monöıdale des bigèbres bicommutatives. Cette théo-
rie génère une catégorie monöıdale stricte B, qui peut être décrite comme le
quotient B/≡ de la catégorie monöıdale stricte B générée par la signature mo-
nöıdale sous-jacente à la théorie B, par la congruence monöıdale ≡ sur les
morphismes de B engendrée par les équations de B. Dans cette section, nous
montrons que la théorie B présente la catégorie Mat(N), c’est-à-dire que les
catégories B et Mat(N) sont isomorphes. Les morphismes de la catégorie B
peuvent être interprétés dans la catégorie Mat(N) par le foncteur monöıdal
strict F : B → Mat(N) qui est l’identité sur les objets et est défini sur les
générateurs des morphismes par

Fµ = Mµ Fη = Mη Fδ = Mδ Fε = Mε Fγ = Mγ

La propriété suivante montre de plus que cette interprétation est compatible
avec la relation d’équivalence ≡ dans le sens où deux morphismes équivalents B
sont interprétés par le même morphisme de Mat(N).

Propriété 4.1. L’objet (1,Mµ,Mη,Mδ,Mε,Mγ) est une bigèbre bicommuta-
tive dans la catégorie monöıdale Mat(N).

Démonstration. Le morphisme Mγ est un tressage :

(Mγ ⊗ 1) ◦ (1⊗Mγ) ◦ (Mγ ⊗ 1) =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0

0 1 0
1 0 0
0 0 1


=

0 0 1
0 1 0
1 0 0


=

1 0 0
0 0 1
0 1 0

0 1 0
1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0


= (1⊗Mγ) ◦ (Mγ ⊗ 1) ◦ (1⊗Mγ)
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et une symétrie :

Mγ ◦Mγ =
(

0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=
(

1 0
0 1

)
= 1

La multiplication Mµ est associative :

Rµ ◦ (Rµ ⊗ 1) =

1 0
1 0
0 1

(1
1

)
=

1
1
1

 =

1 0
0 1
0 1

(1
1

)
= Rµ ◦ (1⊗Rµ)

admet Mη comme unité à gauche

Mµ ◦ (Mη ⊗ 1) =
(
0 1

)(1
1

)
=
(
1
)

= 1

et à droite (similaire), et est symétrique :

Mµ ◦Mγ =
(

0 1
1 0

)(
1
1

)
=
(

1
1

)
= Mµ

Dualement, l’objet (1,Mδ,Mε) est un comonöıde cocommutatif. Finalement, on
vérifie que les lois de compatibilité entre la structure de monöıde et la structure
de comonöıde sont vérifiées :

M δ ◦Mµ =
(

1
1

)(
1 1

)
=
(

1 1
1 1

)
=
(

1 0 1 0
0 1 0 1

)
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1




1 0
1 0
0 1
0 1


= (Mµ ⊗Mµ) ◦ (1⊗ γ ⊗ 1) ◦ (M δ ⊗M δ)

et
Mε ◦Mη = ()() = () = 0

et

Mε ◦Mµ =
(

1
1

)
() = () = ()⊗ () = Mε ⊗Mε

et la dernière égalité est vérifiée dualement.

Nous noterons F/≡ : B → Mat(N) le foncteur monöıdal strict induit par
F sur la catégorie monöıdale quotient B = B/≡ . La propriété précédente nous
assure que ce foncteur est bien défini. Pour montrer qu’il est plein et fidèle, nous
allons définir une notion de forme canonique pour les morphismes de B modulo
la congruence ≡, telle que les formes canoniques de B soient en bijection avec
les morphismes de Mat(N). Nous introduisons la notation suivante pour des
morphismes de B, appelés escaliers, et définis par induction par

. . .

. . .
est ou . . .

. . .
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Un escalier est donc soit l’identité id1, soit de la forme φ ◦ (γ ⊗ idm−1), où
φ : (m − 1) → (m − 1) est un escalier. La longueur d’un escalier est l’entier 0
si l’escalier est de la première forme ou le successeur de la longueur de φ si
l’escalier est de la seconde forme. Pour tout entier n, l’escalier de longueur n
sera noté γn : (n+ 1)→ (n+ 1) et la matrice qui est son interprétation par le
foncteur F sera notée Mγn : n+ 1→ n+ 1.

Lemme 4.2. Pour tous entiers n, n1 et n2 tels que n = n1 + 2 + n2, on a

(n1 ⊗ γ ⊗ n2 ⊗ 1) ◦ γn = γn ◦ (1⊗ n1 ⊗ γ ⊗ n2)

Graphiquement,

. . . . . .

. . . . . .

≡

. . . . . .

. . . . . .

Pour tout entiers n, n1 et n2 tels que n = n1 + 1 + n2, on a

(n1 ⊗ µ⊗ n2 ⊗ 1) ◦ γn+1 = γn ◦ (1⊗ n1 ⊗ µ⊗ n2)

Graphiquement,

. . . . . .

. . . . . .

≡

. . . . . .

. . . . . .

etc.

Lemme 4.3. Pour tout entier n, on a

(n⊗ γ) ◦ (γn ⊗ 1) ◦ (1⊗ γn) = (γn ⊗ 1) ◦ (1⊗ γn) ◦ (γ ⊗ n)

Graphiquement,

. . .

. . .

≡

. . .

. . .

Pour tout entier n, on a

(n⊗ µ) ◦ (γn ⊗ 1) ◦ (1⊗ γn) = γn ◦ (µ⊗ 1)
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Graphiquement,

. . .

. . .

≡

. . .

. . .

etc.

Nous introduisons aussi les notations suivantes pour certains contextes mo-
nöıdaux de B :

– nous noterons Z le morphisme id0 : 0→ 0,
– pour tout morphisme φ : m → n, nous noterons Hm→nφ le morphisme
η ⊗ φ : m→ n+ 1 ; graphiquement,

Hm→nφ =
. . .

φ
. . .

– pour tout morphisme φ : m → n, nous noterons Em→nφ : m + 1 → n le
morphisme η ⊗ φ : m+ 1→ n ; graphiquement,

Em→nφ =
. . .

φ
. . .

– pour tout morphisme φ : m → n avec m > 0 et n > 0, pour tout entier i
tel que 0 ≤ i < n, nous noterons Wm→n

i φ : m→ n le morphisme

(i⊗ µ⊗ (n− 1− i)) ◦ (γi ⊗ (n− i)) ◦ (1⊗ φ) ◦ (δ ⊗ (m− 1))

graphiquement,

Wm→n
i φ =

X . . .

φ
. . .

. . . . . .
i

Un morphisme φ de la catégorie B est une forme précanonique lorsqu’il est
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– soit égal à Z,
– soit de la forme Hm→nφ où φ : m→ n est une forme précanonique,
– soit de la forme Em→nφ où φ : m→ n est une forme précanonique,
– soit de la forme Wm→n

i φ où m et n sont non nuls, i < n et φ : m→ n est
une forme précanonique.

Les contextes monöıdaux Z, Hm→n, Em→n et Wm→n
i sont appelés les construc-

teurs des formes précanoniques. Ces formes précanoniques peuvent être vues
comme les morphismes de la catégorie générée par un 1-polygraphe sans re-
lations, dont les 0-générateurs sont les couples (m,n) d’entiers, encore par-
fois notés m→ n, et les 1-générateurs sont les constructeurs Hm→n, Em→n et
W

(m+1)→(n+1)
i pour tous entiers m, n et i ≤ n. On peut ajouter à ce polygraphe

les relations suivantes :

Hm→nWm→n
i =⇒ W

m→(n+1)
i+1 Hm→n

H(m+1)→nEm→n =⇒ Em→(n+1)Hm→n

Wm→n
i Wm→n

j =⇒ Wm→n
j Wm→n

i lorsque i < j

(4.1)

Le 1-polygraphe ainsi défini est appelé le polygraphe des formes précanoniques.
Considérons les générateurs (4.1) comme les règles d’un système de réécriture
typé (dans le sens où les production préservent les types des morphismes) sur
les morphismes de la catégorie générée par le 1-polygraphe sans relations. Il est
aisé de constater que ce système est localement confluent en montrant que ses
paires critiques sont joignables :

WiWjWk

xxqqqqqqqqqq

&&MMMMMMMMMM

WjWiWk

��

WiWkWj

��
WjWkWi

&&MMMMMMMMMM WkWiWk

xxqqqqqqqqqqq

WkWjWi

HWiWj

vvnnnnnnnnnnnn

''OOOOOOOOOOO

Wi+1HWj

��

HWjWi

��
Wi+1Wj+1H

((PPPPPPPPPPPP
Wj+1HWi

wwooooooooooo

Wj+1Wi+1H

avec i < j < k avec i < j

(nous omettrons dorénavant les indications de type en exposant par souci de
concision). Il est de plus terminant, ce qui peut être montré en considérant
l’interprétation J−K des morphismes dans N× N ordonné lexicographiquement,
définie sur les générateurs par

JZK = (0, 0) JHK = (0, 0) JEK = (1, 0) JWiK = (1, i)

et sur la composition et les identités par

JG ◦ F K = (JGK1 + 2× JF K1, JGK2 + 2× JF K2) et JidK = (0, 0)

où JF K = (JF K1, JF K2) et JGK = (JGK1, JGK2). Plus précisément, notre interpré-
tation définit un foncteur de la catégorie B dans la catégorie d’ordre N × N. Il
est alors aisé de vérifier que les règles de réécriture sur les morphismes données
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ci-dessus font décrôıtre l’interprétation des morphismes. On en déduit que le
système de réécriture est confluent. Les morphismes de B qui sont des formes
précanoniques et sont des formes normales du système de réécriture sont appelés
formes canoniques. Ces formes canoniques sont les morphismes de la forme

Win
kn
· · ·Win1

E · · · · · ·Wi1
k1
· · ·Wi11

EH · · ·HZ (4.2)

avec pour tout p tel que 1 ≤ p ≤ n, ip1 ≥ . . . ≥ i
p
kp

. De plus, on peut vérifier que
la relation de réécriture est compatible avec la relation d’équivalence ≡ :

Lemme 4.4. Deux morphismes φ et ψ de B tels que φ se réécrit en ψ sont
équivalents par la relation ≡.

Démonstration. On distingue trois cas selon la règle utilisée pour effectuer la
réécriture φ⇒ ψ. La relation ≡ étant une congruence monöıdale, on peut sup-
poser que la réécriture est effectuée en tête du morphisme. Pour tout morphisme
φ′ : m→ n, on a les équivalences suivantes.

1. HWiφ
′ ≡Wi+1Hφ

′. Graphiquement,

. . .

φ
. . .

. . . . . .

≡

. . .

φ
. . .

. . . . . .

2. HEφ′ = EHφ′. Graphiquement,

. . .

φ

. . .

3. WiWjφ
′ = WjWiφ

′ lorsque i < j. Par souci de concision nous omettons
ce cas qui se montre en utilisant le Lemme 4.3.

Montrons maintenant que tout morphisme φ de la catégorie B est équivalent,
par la relation ≡, à une forme précanonique.

Lemme 4.5. Pour tout entier n, l’identité sur n de B est équivalente à une
forme précanonique.

Démonstration. Par induction sur n.
– Si n = 0 alors id0 = Z.
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– Sinon on a l’égalité idn+1 = W0EHidn et idn est équivalente à une forme
précanonique par hypothèse d’induction. Graphiquement,

. . . ≡ . . .

Propriété 4.6. Tout morphisme φ : m → n de B est équivalent à une forme
précanonique.

Démonstration. Par induction sur la taille |φ| du morphisme φ.
– Si |φ| = 0 alors m = n, φ est une identité et est égal à une forme précano-

nique par le lemme précédent.
– Sinon, le morphisme φ est de la forme φ = ξ◦ψ avec |ξ| = 1 et |ξ|+|ψ| = |φ|.

Par hypothèse d’induction, le morphisme ψ est équivalent à une forme
précanonique. De plus, le morphisme ξ est de la forme m1 ⊗ π ⊗m2 où π
est µ, η, δ, ε ou γ. On montre alors le résultat en distinguant ces cinq cas
et pour chacun de ces cas en distinguant selon la forme précanonique de
ψ (on a donc à chaque fois quatre cas correspondant aux formes Z, Hψ′,
Eψ′ et Wiψ

′ possibles pour ψ).

1. Supposons π = µ.

(a) Si ψ = Hψ′ alors on distingue deux cas.
– Si m1 = 0 alors on a l’équivalence

. . .

ψ′

. . .

≡

. . .

ψ′

. . .

et ψ′ est équivalente à une forme précanonique par hypothèse
d’induction.

– Sinon, le morphisme φ peut être représenté par

. . .

ψ′

. . . . . .

et est de la forme H(((m1−1)⊗µ⊗m2)◦ψ′) où le morphisme
((m1−1)⊗µ⊗m2)◦ψ′ est équivalent à une forme précanonique
par hypothèse d’induction.
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(b) Si ψ = Eψ′ alors le morphisme φ peut être représenté par

. . .

ψ′

. . . . . .

et est de la forme E(ξ ◦ψ′) où le morphisme ξ ◦ψ′ est équivalent
à une forme précanonique par hypothèse d’induction.

(c) Si ψ = Wiψ
′ alors on distingue quatre cas.

– Si m1 < i− 1 alors on a l’équivalence

. . .

ψ′

. . . . . .

. . . . . . . . .

≡

. . .

ψ′

. . . . . .

. . . . . . . . .

et est de la forme Wi−1(((m1 − 1) ⊗ µ ⊗ (m2)) ◦ ψ′) où le
morphisme ((m1 − 1) ⊗ µ ⊗ (m2)) ◦ ψ′ est équivalent à une
forme précanonique par hypothèse d’induction.

– Si m1 = i− 1 alors on a les équivalences

. . .

ψ′

. . .

. . . . . .

≡

. . .

ψ′

. . .

. . . . . .

≡

. . .

ψ′

. . .

. . . . . .

et on est ramené au cas suivant.
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– Si m = i alors on a l’équivalence

. . .

ψ′

. . .

. . . . . .

≡

. . .

ψ′

. . .

. . . . . .

et est de la formeWi(ξ◦ψ′) où le morphisme ξ◦ψ′ est équivalent
à une forme précanonique par hypothèse d’induction.

– Si m > i alors φ peut être représenté par

. . .

ψ′

. . .

. . . . . . . . .

et est de la formeWi(ξ◦ψ′) où le morphisme ξ◦ψ′ est équivalent
à une forme précanonique par hypothèse d’induction.

2. Supposons π = η.

(a) Si ψ = Z alors φ = HZ qui est une forme précanonique.

(b) Si ψ = Hψ′ alors on distingue deux cas.
– Si m1 = 0 alors φ = HHψ′.
– Sinon, φ = H(((m1 − 1) ⊗ η ⊗ m2) ◦ ψ′) où le morphisme

((m1−1)⊗η⊗m2)◦ψ′ est équivalent à une forme précanonique
par hypothèse d’induction.

(c) Si ψ = Eψ′ alors φ = E(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est
équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’induction.

(d) Si ψ = Wiψ
′ alors on distingue deux cas.

– Si m1 ≤ i alors φ ≡ Wi+1(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est
équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’induc-
tion.

– Sinon, φ = Wi(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est équivalent à
une forme précanonique par hypothèse d’induction.

3. Supposons π = δ.

(a) Si ψ = Hψ′ alors on distingue deux cas.
– Si m1 = 0 alors φ ≡ HHψ′ où ψ′ est une forme précanonique.
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– Sinon, φ ≡ H(((m1 − 1) ⊗ δ ⊗ m2) ◦ ψ′) où le morphisme
((m1−1)⊗δ⊗m2)◦ψ′ est équivalent à une forme précanonique
par hypothèse d’induction.

(b) Si ψ = Eψ′ alors φ = E(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est
équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’induction.

(c) Si ψ = Wiψ
′ alors on distingue trois cas.

– Si m1 < i alors φ ≡ Wi+1(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est
équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’induc-
tion.

– Si m1 = i alors φ ≡ WiWi+1(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′
est équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’in-
duction.

– Sinon, φ = Wi(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est équivalent à
une forme précanonique par hypothèse d’induction.

4. Supposons π = ε.

(a) Si ψ = Hψ′ alors on distingue deux cas.
– Si m1 = 0 alors φ ≡ ψ′ où le morphisme ψ′ est une forme

précanonique.
– Sinon ψ = H(((m1 − 1) ⊗ ε ⊗ m2) ◦ ψ′) où par hypothèse

d’induction le morphisme ((m1−1)⊗ε⊗m2)◦ψ′ est équivalent
à une forme précanonique.

(b) Si ψ = Eψ′ alors φ = E(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est
équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’induction.

(c) Si ψ = Wiψ
′ alors on distingue trois cas.

– Si m1 < i alors φ ≡ Wi−1(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est
équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’induc-
tion.

– Si m1 = i alors φ ≡ E(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est équi-
valent à une forme précanonique par hypothèse d’induction.

– Sinon, φ = Wi(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est équivalent à
une forme précanonique par hypothèse d’induction.

5. Supposons π = γ.

(a) Si ψ = Hψ′ alors on distingue deux cas.
– Si m1 = 0 alors φ ≡ ((1 ⊗ η ⊗ m2) ◦ ψ′) où le morphisme

(1⊗ η⊗m2) ◦ ψ′ est équivalent à une forme précanonique par
hypothèse d’induction.

– Sinon, φ = H(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est équivalent à
une forme précanonique par hypothèse d’induction.

(b) Si ψ = Eψ′ alors φ = E(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est
équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’induction.

(c) Si ψ = Wiψ
′ alors on distingue quatre cas.

– Si m1 < i− 1 alors φ ≡ Wi(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est
équivalent à une forme précanonique par hypothèse d’induc-
tion.

– Si m1 = i− 1 alors φ ≡Wi−1(((m1 + 1)⊗ γ ⊗m2) ◦ ψ′) où le
morphisme ((m1 +1)⊗γ⊗m2)◦ψ′ est équivalent à une forme
précanonique par hypothèse d’induction.
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– Si m1 = i alors φ ≡ Wi+1(((m1 + 1) ⊗ γ ⊗ m2) ◦ ψ′) où le
morphisme ((m1 +1)⊗γ⊗m2)◦ψ′ est équivalent à une forme
précanonique par hypothèse d’induction.

– Sinon, φ = Wi(ξ ◦ ψ′) où le morphisme ξ ◦ ψ′ est équivalent à
une forme précanonique par hypothèse d’induction.

Remarque 4.7. Pour simplifier la preuve, il est tentant de décomposer le mor-
phisme dans l’autre sens, sous une forme φ = ψ ◦ ξ, où ξ = m1 ⊗ π ⊗ m2, le
morphisme π étant l’un des morphismes µ, η, δ, ε et γ. Cependant, les cas où
m1 = 0 et π = µ (resp. π = δ, resp. π = γ) ne peuvent alors pas être simplement
traités en utilisant l’hypothèse d’induction.

La propriété suivante montre que le foncteur F : B →Mat(N) d’interpréta-
tion est plein, ce qui implique que le foncteur induit F/≡ : B → Mat(N) l’est
aussi.

Propriété 4.8. Toute matrice M : m→ n de Mat(N) est l’interprétation (par
le foncteur F ) d’un morphisme φ : m→ n de B.

Démonstration. La preuve est faite par induction sur le triplet (m, |M |, n) où
m× n est la taille de la matrice M : m→ n.

– Si m = 0 et n = 0 alors M = FZ.
– Si m = 0 et n > 0 alors M est de la forme M = Mη ⊗M ′ où M ′ est

la matrice de taille 0 × (n − 1) (et de cardinal nul). On en déduit que
M = F (Hφ) où φ est une forme précanonique telle que Fφ = M ′ obtenue
par hypothèse d’induction.

– Si m 6= 0 alors on distingue deux cas :
– Si pour tout entier k tel que 0 ≤ k < n on a M(0, k) = 0 alors M est

de la forme M = Mε ⊗M ′ où M ′ est la matrice de taille (m − 1) × n
définie pour tous indices i, j par M ′(i, j) = M(i+1, j) (et |M ′| = |M |).
On en déduit que M = F (Eφ) où φ est une forme précanonique telle
que Fφ = M ′ obtenue par hypothèse d’induction.

– Sinon, nécessairement n 6= 0 et, en notant k le plus grand indice tel que
M(0, k) 6= 0, la matrice M est de la forme

M = (Mµ⊗ (n− 1)) ◦ (Mγk ⊗ (n− k)) ◦ (1⊗M ′) ◦ (M δ ⊗ (m− 1))

où M est la matrice de taille m×n définie par M ′(0, k) = M(0, k)−1 et
sur tous les autres indices i, j par M ′(i, j) = M(i, j). La matrice M ′ est
donc de cardinal |M ′| = |M | − 1. On en déduit que M = F (Wkφ) où φ
est une forme précanonique telle que Fφ = M ′ obtenue par hypothèse
d’induction.

La propriété précédente nous fournit un algorithme pour construire une
forme précanonique à partir d’une matrice. Informellement l’exécution de cet
algorithme sur une matrice M : m → n consiste à énumérer les coefficients
non nuls de la première colonne, par ordonnée k décroissante, en écrivant, pour
chaque telle ordonnée k, M(0, k) fois Wk. Une fois la première colonne énumé-
rée, on écrit H et on énumère la deuxième colonne et ainsi de suite. Après avoir
énuméré la dernière colonne, on écrit n fois E, puis Z. Le mot ainsi obtenu par
l’exécution de l’algorithme sera une forme précanonique dont l’interprétation
est la matrice M . On peut de plus constater que cette forme précanonique est
une forme canonique.



4.1. Présentation de catégories de matrices 199

Remarque 4.9. Nous avons volontairement gardé un énoncé plus faible que la
démonstration qui est faite ici, car il nous suffit. On peut en déduire que toute
matrice est l’image d’une forme canonique de la façon suivante. Par la Pro-
priété 4.8, toute matrice M est l’image par F d’un morphisme φ de B. Or, par
la Propriété 4.6, le morphisme φ est équivalent à une forme précanonique φ′ et,
par confluence du système de réécriture (4.1) et le Lemme 4.4, il est équivalent
à une forme canonique φ′′. La Propriété 4.1 nous assurant que les images par F
de deux morphismes équivalents sont égales, on en déduit que toute matrice M
est l’interprétation d’une forme canonique.

Les formes canoniques étant explicitement décrites (4.2), il est intéressant de
remarquer que l’algorithme fourni par la propriété précédente est le seul possible
pour construire une forme canonique dont l’image est une matrice M donnée.
On en déduit que

Propriété 4.10. Le foncteur F/≡ est fidèle.

Démonstration. Soient f, g : m → n deux morphismes de B tels que l’on ait
(F/≡ )f = (F/≡ )g. Par définition du foncteur F/≡ , pour tous morphismes
φ : m → n et ψ : m → n de B, qui sont respectivement dans les classes
d’équivalence par ≡ des morphismes f et g, et il existe de tels morphismes, on a
Fφ = Fψ. Par la Propriété 4.6, le morphisme φ est équivalent à une forme préca-
nonique φ′ et, par confluence du système de réécriture (4.1) et par le Lemme 4.4,
il est équivalent à une forme canonique φ′′. De même, le morphisme ψ est équi-
valent à une forme canonique ψ′′. Par le Lemme 4.1, les images par F de deux
morphismes équivalents de B sont égales. On a donc Fφ′′ = Fψ′′. Par la re-
marque précédente, les deux formes canoniques φ′′ et ψ′′ sont nécessairement
égales, donc φ ≡ ψ, et on a finalement f = g.

Les catégories B et Mat(N) sont donc isomorphes, soit encore

Théorème 4.11. La catégorie Mat(N) est présentée par la théorie monöı-
dale B.

Remarque 4.12. Notons que, par le théorème précédent, le 1-polygraphe des
formes précanoniques et des relations (4.1) fournit une sorte de présentation
alternative des matrices à coefficients dans N dans le sens où les morphismes de
0→ 0 dans m→ n sont en bijection avec les matrices de taille m×n. Cependant
cette présentation est moins satisfaisante que celle fournie par B, car d’une part
elle est infinie et d’autre part elle ne fournit pas de moyen direct de composer
les matrices ainsi présentées.

Remarque 4.13. D’autres notions de formes (pré-)canoniques sont bien sûr uti-
lisables pour mener à terme la preuve du Théorème 4.11. En particulier, il est
possible de remplacer le constructeur Wm→n

i dans la forme précanonique que
nous avons donnée par un constructeur Wm→n

i,j , où Wm→n
i,j φ est défini pour tout

morphisme φ : m→ n par

(j⊗µ⊗ (n−1− j))◦ (γj⊗ (n− j))◦ (1⊗φ)◦ (γ−1
i ⊗ (m− i))◦ (i⊗δ⊗ (m−1− i))
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Graphiquement,

Wm→n
i,j =

i. . . . . .

. . .

φ
. . .

. . . . . .
j

Si cette notion de forme précanonique a l’intérêt d’être invariante par dualité
(c’est-à-dire par symétrie horizontale), nous ne l’avons pas choisie car elle ame-
nait à des développement plus longs : il y a plus de règles de réécriture pour
définir les formes canoniques et plus de cas à traiter dans les preuves.

4.1.2 Présentation des relations

La catégorie FRel a pour objets les entiers n et pour morphismes entre
deux objets m et n les relations entre ces deux ensembles, c’est-à-dire les sous-
ensembles R de m× n.

Nous définissons une relation d’équivalence ≈ sur les entiers naturels par

m ≈ n ssi m = 0 ssi n = 0

Une relation R : m→ n peut être vue comme une fonction R : m× n→ (N/≈ ),
où R(i, j) = 0 si et seulement si (i, j) ∈ R dans la représentation initiale :
la catégorie FRel est isomorphe à la catégorie quotient Mat(N)/≈ où deux
matrices M : m → n et N : m → n sont équivalentes par la relation ≈ lorsque
pour tous indices i, j, on a M(i, j) ≈ N(i, j) (on vérifie aisément que cette
relation d’équivalence est une congruence monöıdale). La catégorie Mat(N) peut
donc être écrasée dans la catégorie FRel par le foncteur F qui est l’identité sur
les objets et à toute matrice M associe la relation M/≈ . Réciproquement, la
catégorie FRel peut être plongée dans la catégorie Mat(N) par le foncteur fort
fidèle G qui est l’identité sur les objets et à toute relation R : m→ n associe la
matrice GR : m→ n définie par

GR(i, j) =

{
1 si R(i, j),
0 sinon.

Le foncteur est fort car si l’image par G de l’identité est bien l’identité, l’image
G(R2 ◦ R1) de la composée de deux relations R1 et R2 n’est pas égale à la
composée des images par G des relations mais on a seulement l’équivalence
G(R2 ◦R1) ≈ GR2 ◦GR1.
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Nous notons Rµ, Rη, Rδ, Rε, Rγ les quotients respectifs des morphismes Mµ,
Mη, Mδ, Mε et Mγ de Mat(N).

Propriété 4.14. L’objet (1, Rµ, Rη, Rδ, Rε, Rγ) est une bigèbre bicommutative
qualitative dans FRel.

Démonstration. La catégorie FRel étant obtenue comme un quotient de la ca-
tégorie Mat(N), la Propriété 4.1 nous assure que les morphismes munissent
l’objet d’une structure de bigèbre bicommutative. De plus la suite d’égalités

Rµ ◦Rδ =
(
1 1

)(1
1

)
=
(
2
)
≈
(
1
)

= 1

montre que cette bigèbre est qualitative.

Nous allons montrer que la catégorie monöıdale stricte FRel est présentée
par une théorie monöıdale R des bigèbres bicommutatives qualitatives. Notons
R = R/≡ la catégorie monöıdale stricte générée par cette théorie. La preuve
peut être faite en adaptant légèrement la preuve de la section précédente : les
formes précanoniques sont les mêmes mais on ajoute la règle

Wm→n
i Wm→n

i =⇒ Wm→n
i (4.3)

au système de réécriture (4.1) qui reste normalisant.

Lemme 4.15. Pour tout morphisme φ : m → n, si φ peut être réécrit en un
morphisme ψ : m→ n en utilisant la règle (4.3) alors φ ≡ ψ.

Démonstration. Pour tout morphisme φ : m→ n, on a les équivalences

WiWiφ =

. . .

φ
. . .

. . . . . .

=

. . .

φ
. . .

. . . . . .
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=

. . .

φ
. . .

. . . . . .

=

. . .

φ
. . .

. . . . . .

= Wiφ

Notons ≡q la plus petite congruence monöıdale engendrée sur les morphismes
de B par la loi des bigèbres qualitatives (3.21) de sorte que l’on ait

R ∼= B/≡q (4.4)

La catégorie FRel pouvant être obtenue comme un quotient de la catégorie
Mat(N) par la congruence monöıdale ≈, le foncteur F/≡ : B →Mat(N) de la
section précédente induit un foncteur G : B → FRel qui est lui aussi plein. La
Propriété 4.14, nous assurant que l’objet (1, Rµ, Rη, Rδ, Rε, Rγ) est une bigèbre
qualitative dans FRel, par l’équation (4.4) ce foncteur induit à son tour un
foncteur plein H : R → FRel. Le système de réécriture obtenu en ajoutant la
règle (4.3) est normalisant ce qui permet de s’assurer que le foncteur H est fidèle.
En effet, il est aisé de constater que les formes normales de ce systèmes sont
précisément les matrices dont les coefficients sont 0 ou 1 qui sont en bijection
avec les relations en vertu des remarques du début de la section.

Théorème 4.16. La catégorie FRel est présentée par la théorie équationnelle
monöıdale R des bigèbres bicommutatives qualitatives.

4.1.3 Présentation des matrices à coefficients dans Z
Nous étendons ici les résultats de la Section 4.1.1 en donnant une présenta-

tion de la catégorie Mat(Z) qui est la théorie monöıdale dont les morphismes
M : m→ n sont les matrices de taille m×n à coefficients dans Z. Le morphisme
Mσ : 1 → 1 est défini par Mσ = (−1) et les morphismes Mµ, Mη, M δ, Mε et
Mγ sont définis de façon similaire à la Section 4.1.1.
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Propriété 4.17. L’objet (1,Mµ,Mη,Mδ,Mε,Mγ ,Mσ) est une bigèbre de Hopf
bicommutative avec antipode comonöıdale dans la catégorie monöıdale Mat(Z).

Théorème 4.18. La catégorie Mat(Z) est présentée par la théorie des bigèbres
de Hopf bicommutatives avec antipodes comonöıdales H.

La preuve du théorème peut être faite en étendant la preuve faite à la
Section 4.1.1. Nous ajoutons à la définition des formes précanoniques les mor-
phismes de la forme Sm→ni φ définis par

Sm→ni φ =

. . .

φ
. . .

. . . . . .
i

où φ est une forme précanonique et le système de réécriture définissant les formes
canoniques à partir des formes précanoniques est enrichi des règles

Hm→nSm→ni =⇒ S
m→(n+1)
i+1 Hm→n

Sm→ni Wm→n
i =⇒

Wm→n
i Sm→ni =⇒
Sm→ni Sm→nj =⇒ Sm→nj Sm→ni lorsque i < j
Sm→ni Wm→n

j =⇒ Wm→n
j Sm→ni lorsque i < j

Wm→n
i Sm→nj =⇒ Sm→nj Wm→n

i lorsque i < j

Le identités de la Propriété 3.41 permettent alors de vérifier que tout morphisme
de la catégorie monöıdale générée par la théorie équationnelle monöıdale H est
égal à une unique forme canonique, montrant ainsi le Théorème 4.18.

4.2 Présentation d’une sémantique de jeux

4.2.1 Logique propositionnelle du premier ordre

Nous nous intéressons dans cette section à la modélisation par une séman-
tique de jeux d’un fragment de la logique propositionnelle du premier ordre. En
particulier, il nous a semblé intéressant d’étudier, à travers cette sémantique,
les dépendances causales engendrées par les connecteurs du premier ordre. Nous
avons tenté de simplifier le plus possible notre étude en nous restreignant au frag-
ment sans connecteurs de la logique. Nous verrons que ce faisant nous n’avons
cependant pas rendu notre étude triviale et qu’une structure de dépendances
riche est déjà capturée.

Nous supposons fixé un langage du premier ordre, c’est-à-dire
1. un ensemble de symboles propositionnels P,Q, . . . d’arités données,
2. un ensemble de symboles de fonctions f, g, . . . d’arités données,
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3. un ensemble de variables du premier ordre x, y, . . .

Les termes t et les formules A sont respectivement générés par les grammaires
suivantes :

t ::= x | f(t, . . . , t) A ::= P (t, . . . , t) | ∀x.A | ∃x.A

où les applications des propositions et des fonctions sont toujours supposées res-
pecter les arités. Les formules sont considérées modulo renommage des variables
(encore appelé α-conversion) et la substitution A[t/x] d’une variable libre x par
un terme t dans une formule A est définie de la façon habituelle, en évitant les
captures de variables.

Nous allons considérer la logique associée à ces formules dans laquelle les
preuves sont générées par les règles d’inférence décrites ci-dessous. On sup-
pose fixé un ensemble Ax de couples (P (t1, . . . , tm), Q(t′1, . . . , t′n)) de propo-
sitions, appelés axiomes, tel que cet ensemble est réflexif, transitif et est clos par
α-conversion et substitution.

A[t/x] ` B
∀x.A ` B

(∀-L)
A ` B

A ` ∀x.B
(∀-R)

(avec x non libre dans A)

A ` B
∃x.A ` B

(∃-L)
A ` B[t/x]
A ` ∃x.B

(∃-R)

(avec x non libre dans B)

(P (t1, . . . , tm), Q(t′1, . . . , t′n)) ∈ Ax
P (t1, . . . , tm) ` Q(t′1, . . . , t′n)

(Ax)
A ` B B ` C

A ` C
(Cut)

4.2.2 Sémantique de jeux

Afin de comprendre la nature des dépendances dont la sémantique de jeux
que nous allons introduire rendra compte, remarquons que les transformations
de preuves suivantes sont possibles. Une preuve

π

Γ ` A,B,∆
Γ ` A,∀y.B,∆

(∀-R)

Γ ` ∀x.A,∀y.B,∆
(∀-R)

peut toujours être transformée en une preuve

π

Γ ` A,B,∆
Γ ` ∀x.A,B,∆

(∀-R)

Γ ` ∀x.A,∀y.B,∆
(∀-R)

et ces deux preuves ne diffèrent que par l’ordre introduction des quantificateurs
universels : on a « permuté » les deux règles introduisant ces connecteurs. Cet
ordre semble donc être un artéfact introduit par la formalisation de la preuve en
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calcul des séquents et n’est pas véritablement important si l’on veut appréhen-
der la preuve elle-même. C’est pourquoi nous souhaiterions pouvoir travailler
modulo la commutation de ces règles, ce qui permettrait intuitivement de repré-
senter des preuves qui introduisent plusieurs connecteurs simultanément comme

π

Γ ` A,B,∆
Γ ` ∀x.A,∀y.B,∆

dans l’esprit des sémantiques asynchrones développées précédemment. Cette
preuve correspond en effet à pouvoir introduire les deux connecteurs l’un après
l’autre ou l’autre après l’un et ces deux séquences d’utilisations de règles d’in-
troduction ne diffèrent que par une permutation d’instances indépendantes des
règles d’introduction. Elles vont donc induire une tuile

x
m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

y1

p
  AAAAAAAA ∼ y2

q
~~}}}}}}}}

z

dans la stratégie associée à la preuve dans sémantique de jeux que nous allons
définir, où les transitions m et q représentent l’introduction du connecteur ∀x
et les transitions n et p représentent l’introduction du connecteur ∀y.

De même, on peut toujours effectuer les transformations

π

Γ ` A[t/x], B[t′/y],∆
Γ ` A[t/x],∃y.B,∆

(∃-R)

Γ ` ∃x.A, ∃y.B,∆
(∃-R)

 

π

Γ ` A[t/x], B[t′/y],∆
Γ ` ∃x.A,B[t′/y],∆

(∃-R)

Γ ` ∃x.A,∃y.B,∆
(∃-R)

et

π

Γ ` A[t/x], B,∆
Γ ` A[t/x],∀y.B,∆

(∀-R)

Γ ` ∃x.A,∀y.B,∆
(∃-R)

 

π

Γ ` A[t/x], B,∆
Γ ` ∃x.A,B,∆

(∃-R)

Γ ` ∃x.A,∀y.B,∆
(∀-R)

La transformation

π

Γ ` A,B[t/y],∆
Γ ` A,∃y.B,∆

(∃-R)

Γ ` ∀x.A,∃y.B,∆
(∀-R)

 

π

Γ ` A,B[t/y],∆
Γ ` ∀x.A,B[t/y],∆

(∀-R)

Γ ` ∀x.A,∃y.B,∆
(∃-R)

est plus subtile, car il n’est possible de la faire que lorsque le terme t n’a pas
la variable x comme variable libre. C’est pour cela que nous allons considérer
qu’une preuve fait dépendre un connecteur existentiel d’un connecteur universel
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lorsque le témoin fourni pour introduire le connecteur existentiel a la variable
quantifiée par le connecteur universel comme variable libre, et que ces dépen-
dances sont les seules significatives.

Ainsi, nous allons interpréter les formules par des jeux dont les coups cor-
respondront aux connecteurs, avec une polarité positive pour les connecteurs
existentiels et une polarité négative pour les connecteurs universels. Ces coups
seront ordonné dans le jeu, cet ordre correspondant à l’ordre d’exploration im-
posé par la formule. Les preuves seront quant à elles interprétées par des straté-
gies, c’est-à-dire des ordres partiels sur les coups du jeu compatibles avec l’ordre
imposé par le jeu, indiquant les dépendances d’un connecteur existentiel sur un
connecteur universel tel que nous l’avons expliqué.

Définition 4.19 (Jeu). Un jeu A = (MA,≤A,ˇA, λA) est une structure d’évé-
nements (MA,≤A,ˇA) équipée d’une fonction λA : MA → {−1,+1} qui à tout
coup m de MA associe une polarité.

Dans la suite, nous nous restreindrons à des jeux dont la relation d’incom-
patibilité est vide. Si A = (MA,≤A, λA) et B = (MB ,≤B , λB) sont deux jeux,
leur produit tensoriel est défini par

MA⊗B = MA ]MB , λA⊗B = λA + λB et ≤A⊗B=≤A ∪ ≤B

Le dual A∗ d’un jeu A est le jeu défini par

A∗ = (MA,−λA,≤A)

et finalement, le jeu flèche A( B est défini par

A( B = (A⊗B∗)∗

Un jeu est dit filiforme lorsque l’ordre partiel sous-jacent est total.
Deux ordres partiels ≤ et ≤′ sur un ensemble M sont compatibles lorsque

leur union ≤ ∪ ≤′ (en tant que relations) est encore un ordre partiel, c’est-à-dire
est acyclique.

Définition 4.20 (Stratégie causale). Une stratégie causale σ : A est un ordre
partiel ≤σ sur les coups de A qui

1. est compatible avec l’ordre du jeu,

2. vérifie pour tous coups m,n ∈MA,

m <σ n implique λA(m) = −1 et λA(n) = +1. (4.5)

La taille |A| d’un jeu A est le cardinal de l’ensemble MA des coups et la
taille |σ| d’une stratégie σ est le cardinal de l’ensemble

{ (m,n) ∈MA ×MA | m <σ n }

Si σ : A( B et τ : B( C sont deux stratégies, leur composée τ◦σ : A( C
est la stratégie ≤A(C définie comme la restriction à l’ensemble MA(C de la
clôture transitive de l’union ≤σ ∪ ≤τ des ordres partiels ≤σ et ≤τ considérés
comme des relations. La stratégie identité idA : A ( A sur un jeu A est la
stratégie telle que (m ( A) ≤idA (A ( m) si m est un coup Joueur et telle
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que (A( m) ≤idA (m( A) si m est un coup Opposant. Il peut être aisément
vérifié que pour toute stratégie σ : A( B, on a σ ◦ idA = σ = idB ◦ σ.

La composition étant définie dans la catégorie des relations, il nous faut vé-
rifier que la composée de deux stratégies σ et τ est bien une stratégie. Il peut
être facilement constaté que la seconde condition (4.5) de la définition des stra-
tégies est préservée par composition. Il est cependant plus difficile de montrer
que la relation ≤σ⊗τ correspondant à la stratégie composée est bien un ordre
partiel. Une preuve directe de cette propriété est longue et combinatoire ; elle
consiste à raisonner par l’absurde, et à extraire un cycle dans l’une des straté-
gies σ ou τ à partir d’un cycle minimal de la stratégie composée. Plutôt que
de formaliser cette preuve, nous nous accommodons provisoirement de straté-
gies qui contiennent potentiellement des cycles et définissons la catégorie Jeux
comme la plus petite catégorie dont les objets sont les jeux filiformes finis et
dont les morphismes entre deux objets A et B sont définis comme les plus petits
ensembles contenant les stratégies σ : A( B et clos par composition (en tant
que relations). Nous déduirons au Corollaire 4.30 que les stratégies sont en réa-
lité les seuls morphismes de la catégorie, c’est-à-dire que la composée de deux
stratégies est une stratégie.

Pour tous jeux A et B, nous notons A4B le jeu défini par

MA4B = MA ]MB λA4B = λA + λB

et par l’ordre partiel ≤A4B sur l’ensemble de coups MA4B défini comme la
clôture transitive de la relation

≤A ∪ ≤B ∪ { (a, b) | a ∈MA et b ∈MB }

Cette opération est étendue en un bifoncteur sur la catégorie Jeux de la fa-
çon suivante. Si σ : A → B et τ : C → D sont deux stratégies, la stratégie
σ 4 τ : A4 C → B 4D est définie comme l’ordre partiel

≤σ4τ = ≤σ ∪ ≤τ
Ce bifoncteur induit une structure de catégorie monöıdale (Jeux,4, I) sur la
catégorie Jeux, où I dénote le jeu vide.

En notant O le jeu réduit à un coup Opposant et P le jeu réduit à un coup
Joueur, il est aisé de constater que les jeux filiformes A sont générés par la
grammaire

A ::= I | O 4A | P 4A

Un jeu X1 4 · · · 4 Xn 4 I où les Xi sont soit O soit P sera dit de taille n et
représenté graphiquement horizontalement, de droite à gauche, par

Xn · · · X1

De même, une stratégie σ : A→ B sera représentée graphiquement en dessinant
une ligne orientée d’un coup m à un coup n lorsque m ≤σ n. Par exemple la
stratégie µP : P 4 P → P , représentée par

P P

P
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est la stratégie sur le jeu (O4O)⊗P dans laquelle les deux coups Opposant de
la composante de gauche justifient le coup Joueur de la composante de droite.
De même, l’unique stratégie εP : P → I est représentée par

P

Avec ces conventions, nous introduisons à la Figure 4.1 des notations pour cer-
tains morphismes de la catégorie.

µO =

O O

O

µP =

P P

P

ηOP =

P O

ηO =

O

ηP =

P

δO =

O

O O

δP =

P

P P

εOP =

O P

εO =

O

εP =

P

γO =

O O

O O

γP =

P P

P P

γOP =

O P

P O

Fig. 4.1 – Générateurs de la théorie équationnelle G.

Une formule A est interprétée dans notre modèle par un jeu JAK défini par
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induction par

JP K = I J∀x.AK = O 4 JAK J∃x.AK = P 4 JAK

Une preuve π : A ` B est interprétée par une stratégie σ : A ( B. L’ordre
partiel correspondant ≤σ est défini comme suit. Pour tout coup Joueur m in-
terprétant une quantification introduite par une règle

A[t/y] ` B
∀y.A ` B

(∀-L) ou
A ` B[t/y]
A ` ∃y.B

(∃-R)

et tout coup Opposant n interprétant une quantification introduite par une règle

A ` B
A ` ∀x.B

(∀-R) ou
A ` B
∃x.A ` B

(∃-L)

la stratégie impose une dépendance causale m ≤σ n lorsque la variable x, liée
par la quantification correspondant au coup n, est libre dans le terme t. Cette
relation ≤σ est un ordre partiel, car la preuve est un arbre de dérivation. Elle
définit donc bien une stratégie.

Exemple 4.21. Une preuve

P ` Q[t/z]
(Ax)

P ` ∃z.Q
(∃-R)

∃y.P ` ∃z.Q
(∃-L)

∃x.∃y.P ` ∃z.Q
(∃-L)

sera respectivement interprétée par les stratégies

P P

P

P P

P

P P

P

P P

P

lorsque l’ensemble des variables libres de t est respectivement {x, y}, {x}, {y}
et ∅.

Lorsque l’ensemble Ax d’axiomes est assez riche, toute stratégie est défi-
nissable, c’est-à-dire qu’elle est l’interprétation d’une preuve. Supposons que
l’ensemble des variables soit dénombrable. Supposons de plus qu’il existe un
symbole propositionnel unaire I, permettant de voir tout terme t comme une
proposition I(t) que nous noterons simplement t, et que l’ensemble des proposi-
tions contienne deux propositions 0-aires > et ⊥ et soit clos par conjonctions et
disjonctions formelles : si P (x1, . . . , xn) et Q(y1, . . . , ym) sont des propositions
alors P (x1, . . . , xn)∧Q(y1, . . . , ym) et P (x1, . . . , xn)∨Q(y1, . . . , ym) aussi. Nous
définissons alors un ensemble Ax d’axiomes comme le plus petit ensemble de
paires de propositions, qui soit réflexif et transitif et tel que :

– pour toute proposition P ,
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– (P,>) ∈ Ax,
– (⊥, P ) ∈ Ax,

– pour toutes propositions P , P1 et P2,
– si (P, P1) ∈ Ax et (P, P2) ∈ Ax alors (P, P1 ∧ P2) ∈ Ax,
– si (P, P1) ∈ Ax ou (P, P1) ∈ Ax alors (P, P1 ∨ P2) ∈ Ax,
– si (P1, P ) ∈ Ax ou (P2, P ) ∈ Ax alors (P1 ∧ P2, P ) ∈ Ax,
– si (P1, P ) ∈ Ax et (P2, P ) ∈ Ax alors (P1 ∨ P2, P ) ∈ Ax.

(par souci de concision, nous avons omis de mentionner les arguments des pro-
positions). Par le Théorème 4.29 de présentation dont nous allons donner la
preuve, il suffit pour montrer que toute stratégie est définissable de montrer que
les stratégies de la Figure 4.1 sont définissables. Les stratégies µP et ηP sont
par exemple les interprétations respectives des preuves

x ∧ y ` x ∧ y
(Ax)

x ∧ y ` ∃z.z
(∃-R)

∃y.x ∧ y ` ∃z.z
(∃-L)

∃x.∃y.x ∧ y ` ∃z.z
(∃-L) et

> ` >
(Ax)

> ` ∃x.x
(∃-R)

les stratégies δP et εP sont les interprétations respectives des preuves

x ` x ∧ x
(Ax)

x ` ∃z.x ∧ z
(∃-R)

x ` ∃y.∃z.y ∧ z
(∃-R)

∃x.x ` ∃y.∃z.y ∧ z
(∃-L) et

x ` >
(Ax)

∃x.x ` >
(∃-L)

les stratégies ηOP et εOP sont les interprétations respectives des preuves

> ` x ∨ (x ∨ >)
(Ax)

> ` ∃y.x ∨ y
(∃-R)

> ` ∀x.∃y.x ∨ y
(∀-R) et

x ∧ (x ∧ ⊥) ` ⊥
(Ax)

∀y.x ∧ y ` ⊥
(∀-L)

∃x.∀y.x ∧ y ` ⊥
(∃-L)

les stratégies γP et γOP sont les interprétations respectives des preuves

x ∧ y ` x ∧ y
(Ax)

x ∧ y ` ∃t.t ∧ y
(∃-R)

x ∧ y ` ∃z.∃t.t ∧ z
(∃-R)

∃y.x ∧ y ` ∃z.∃t.t ∧ z
(∃-L)

∃x.∃y.x ∧ y ` ∃z.∃t.t ∧ z
(∃-L) et

x ∧ z ` x ∧ z
(Ax)

x ∧ z ` ∃t.t ∧ z
(∃-R)

∀y.x ∧ y ` ∃t.t ∧ z
(∀-L)

∃x.∀y.x ∧ y ` ∃t.t ∧ z
(∃-L)

∃x.∀y.x ∧ y ` ∀z.∃t.t ∧ z
(∀-R)

etc. Étant donnée une stratégie, il n’y a pas nécessairement unicité de la preuve
dont elle est l’interprétation. En particulier, comme nous l’avons expliqué en
introduction de cette section, deux preuves ne différant que par l’ordre d’intro-
duction de certains connecteurs successifs sont identifiées dans la sémantique.
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Dans ce qui précède, nous aurions bien sûr tout aussi bien pu prendre l’en-
semble contenant toutes les paires de propositions comme ensemble d’axiomes.
L’ensemble Ax que nous avons défini ci-dessus montre cependant que le résultat
de définissabilité peut être obtenu avec un ensemble d’axiomes raisonnable et
en particulier cohérent : avec l’ensemble Ax tel que nous l’avons défini, il existe
un séquent qui n’est pas prouvable (le séquent > ` ⊥), ce qui n’aurait pas été
le cas avec l’ensemble d’axiomes trivial.

Remarque 4.22. Nous aurions bien sûr pu présenter l’ensemble d’axiomes que
nous avons décrit sous forme plus logique, par un calcul de séquent dans lequel
les connecteurs sont restreints aux formules qui sont des propositions.

4.2.3 Présentation de la sémantique de jeux

Définition 4.23 (Théorie équationnelle monöıdale des jeux). La théorie équa-
tionnelle monöıdale des jeux est la théorie équationnelle G avec

– deux générateurs des objets : O et P ,
– les treize générateurs des morphismes représentés Figure 4.1,
– les relations imposant que

– (O,µO, ηO, δO, εO, γO) soit une bigèbre bicommutative qualitative
– les morphismes Joueur soient les adjoints des morphismes Opposants

dans le sens où les égalités de la Figure 4.2 sont vérifiées.
La catégorie monöıdale stricte générée par la théorie G est notée G = G/≡ où
G est la catégorie monöıdale stricte générée par la signature sous-jacente à G.
Nous notons F le foncteur d’oubli évident F : G → Jeux.

Remarque 4.24. Les générateurs µP , ηP , δP , εP , γP et γOP sont superflus dans
cette présentation. Les preuves auraient cependant été bien plus complexes si
nous ne les avions pas introduits.

Propriété 4.25. En utilisant les notations de la Définition 4.23, on a :
– l’objet (P, µP , ηP , δP , εP , γP ) est une bigèbre bicommutative commutative ;
– les égalités de Yang-Baxter

X Y Z

Z Y X

=

X Y Z

Z Y X

sont vérifiées lorsque (X,Y, Z) est (O,O,O), (O,O, P ), (O,P, P ) ou (P, P, P ) ;
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P

P P

=

P

P P

P P

P

=

P P

P

P

=

P

P

=

P

P P

P P

=

P P

P P

O P

P O

=

O P

P O

Fig. 4.2 – Le Joueur est le dual à gauche de l’Opposant.
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– les égalités

O P P

P O

=

O P P

P O

et

O O P

P O

=

O O P

P O

sont vérifiées, ainsi que les égalités duales pour les comultiplications ;
– les égalités

O

P O

=

O

P O

et

P

P O

=

P

P O

sont vérifiées, ainsi que les égalités duales pour les counités ;
– les égalités

O

P O O

=

O

P O O

et

P

P P O

=

P

P P O

sont vérifiées, ainsi que les égalités duales pour les unités des objets duaux.

Remarque 4.26. Une algèbre de cette théorie dans Cat est la donnée d’une
catégorie C et de deux endofoncteurs O et P sur C qui sont en particulier tels
que

– P est l’adjoint à gauche de O,
– P et O sont tous deux des monades et des comonades avec des structures

compatibles (parfois appelées des monades de Hopf )
et munis de lois distributives de P sur P , de O sur O et de O sur P .

Propriété 4.27. Les objets O et P de la catégorie Jeux munis des morphismes
définis à la Figure 4.1 forment un modèle de la théorie G.

Pour montrer que la théorie G présente la catégorie Jeux. Nous étendons
encore une fois la preuve de la Section 4.1.1. Les escaliers sont maintenant définis
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par induction par

. . .

. . .

est

O

O

ou

P

P

ou

O O

. . .

. . .

ou

O P

. . .

. . .

ou

P P

. . .

. . .

Notons que pour un objet A donné, il n’existe pas nécessairement d’escalier
γP,A : P ⊗A→ A⊗ P , plus précisément il n’en existe que si A ne contient que
des coups Joueur P . Dans la suite, nous supposerons bien sûr implicitement que
tous les escaliers que nous introduisons existent.

Les formes précanoniques sont définies par induction de façon similaire à la
Section 4.1.1. L’unique morphisme Z : I → I est une forme précanonique. De
plus, si φ : A→ B est une forme précanonique alors

HA→B
O φ =

. . .

φ
. . .

O

et HA→B
P φ =

. . .

φ
. . .

P

sont des formes précanoniques,

EA→BO φ =
O . . .

φ
. . .

et EA→BP φ =
P . . .

φ
. . .

sont des formes précanoniques,

WA→B
i φ =

X . . .

φ
. . .

. . . . . .
i
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est une forme précanonique,

AA→Bi φ =

O i. . . . . .

. . .

φ

. . .

est une forme précanonique, ainsi que

BA→Bi φ =

. . .

φ
. . .

. . . . . .
P i

Le système de réécriture définissant les formes canoniques est le système (4.1)
et (4.3) des relations auquel on ajoute les règles suivantes :

HA→B
X WA→B

i =⇒ W
A→(X⊗B)
i+1 HA→B

X

H
(Y⊗A)→B
X EA→BY =⇒ E

A→(X⊗B)
Y HA→B

X

WA→B
i WA→B

j =⇒ WA→B
j WA→B

i lorsque i < j
WA→B
i WA→B

i =⇒ WA→B
i

HA→B
X AA→Bi =⇒ A

A→(X⊗B)
i HA→B

X

AA→Bi WA→B
j =⇒ WA→B

j AA→Bi

AA→Bi AA→Bj =⇒ AA→Bj AA→Bi lorsque i < j
AA→Bi AA→Bi =⇒ AA→Bi

EA→BX BA→Bi =⇒ EA→BX

BA→Bi WA→B
j =⇒ WA→B

j BA→Bi

BA→Bi BA→Bj =⇒ BA→Bj BA→Bi lorsque i < j
BA→Bi BA→Bi =⇒ BA→Bi

BA→Bi AA→Bj =⇒ AA→Bj BA→Bi

où les objets X et Y sont soit O soit P . On peut vérifier de même qu’à la Sec-
tion 4.1.1 que ce système est normalisant et que deux morphismes convertibles
par ce système de réécriture sont équivalents. Les formes canoniques sont les
formes précanoniques de la forme

Win
kn
· · ·Win1

Ajn
ln
· · ·Ajn1 E· · · · · ·Wi1

k1
· · ·Wi11

Aj1
l1
· · ·Aj1

1
E

· · ·Bhpmp · · ·Bhp1H · · ·Bh1
m1
· · ·Bh1

1
HZ

(4.6)

avec



216 Chapitre 4 – Présentation d’une sémantique de jeux

– pour tout entier r tel que 1 ≤ r ≤ kn, ipkp > . . . > ip1,
– pour tout entier r tel que 1 ≤ r ≤ ln, jplp > . . . > jp1 ,
– pour tout entier r tel que 1 ≤ r ≤ mn, hplp > . . . > hp1.

Propriété 4.28. Toute stratégie σ : A→ B est l’interprétation d’un morphisme
φ : A→ B de G.

Démonstration. Par induction sur le triplet (|A|, |σ|, |B|).
– Si A = B = I alors σ est l’image de la forme précanonique Z.
– Si A = I et B = X ⊗B′, où X est P ou O, alors on distingue deux cas.

– Si aucun coup ne dépend de X dans la stratégie, cette stratégie est
l’image d’une forme précanonique HI→B′

X φ, où φ est une forme préca-
nonique, obtenue par hypothèse d’induction, représentant la stratégie
σ′ : I → B′ obtenue en restreignant σ au codomaine B′, et donc telle
que |σ′| = |σ|.

– Sinon, notons i l’indice dans B du coup d’indice minimal dépendant
de X dans la stratégie. La stratégie est alors l’image d’une forme préca-
nonique BI→Bi φ, où φ est une forme précanonique, obtenue par hypo-
thèse d’induction, représentant la stratégie σ′ : I → B obtenue à partir
de σ en enlevant la dépendance du i-ème coup de B sur le premier coup
de B, et donc telle que |σ′| < |σ|.

– Si A = X ⊗A′, où X est P ou O, alors on distingue deux cas.
– Si aucun coup ne dépend de X dans la stratégie, cette stratégie est

l’image d’une forme précanonique EA
′→B

X φ, où φ est une forme préca-
nonique, obtenue par hypothèse d’induction, représentant la stratégie
σ′ : A′ → B obtenue en restreignant σ au domaine A′.

– S’il existe un coup de A dépendant de X, notons i l’indice dans A d’un
tel coup d’indice minimal. La stratégie est alors l’image d’une forme
précanonique AA→Bi φ, où φ est une forme précanonique, obtenue par
hypothèse d’induction, représentant une stratégie σ′ : A → B, obtenue
par hypothèse d’induction, représentant la stratégie σ′ : A→ B obtenue
à partir de σ en enlevant la dépendance du i-ème coup de A sur le
premier coup de A, et donc telle que |σ′| < |σ|.

– Sinon, il existe un coup de B qui dépende du coup X. Notons i l’indice
dans B d’un tel coup d’indice minimal. La stratégie est alors l’image
d’une forme précanonique WA→B

i φ, où φ est une forme précanonique,
obtenue par hypothèse d’induction, représentant la stratégie σ′ : A→ B
obtenue à partir de σ en enlevant la dépendance du i-ème coup de B
sur le premier coup de A et donc telle que |σ′| < |σ|.

La preuve de la propriété précédente construit, à partir d’une stratégie σ,
un morphisme φ de la catégorie G dont σ est l’image. Connaissant la forme
générale (4.6) des formes canoniques, il est facile de vérifier que les morphismes
ainsi construits par notre preuve sont toujours des formes canoniques. De plus,
on peut montrer sans trop de difficultés (mais de façon fastidieuse) que cette
forme canonique φ est la seule dont l’image soit la stratégie σ, établissant ainsi
une bijection entre les stratégies de la catégorie Jeux et formes canoniques de
G. On peut alors en déduire le théorème de présentation de la catégorie de jeux :

Théorème 4.29. La catégorie monöıdale stricte Jeux est présentée par la
théorie équationnelle monöıdale des jeux G introduite à la Définition 4.23.



4.2. Présentation d’une sémantique de jeux 217

En particulier, on peut immédiatement en déduire que

Corollaire 4.30. La composée de deux stratégies est une stratégie.

Le Théorème 4.29, au delà de révéler la structure algébrique de notre caté-
gorie de jeux, a été d’une grande importance technique pour mener à bien, et de
façon simple, nos preuves. En effet, ce théorème montre que le foncteur d’oubli
F : G → Jeux est un isomorphisme, ce qui a deux conséquences. Le fait que ce
foncteur soit plein nous a permis, pour montrer que les stratégies sont définis-
sables, de nous restreindre à montrer que les générateurs sont définissables. Le
fait qu’il soit de plus fidèle nous a permis de déduire au Corollaire 4.30 que les
stratégies composent : comme nous l’avons expliqué à la Section 3.3, la présenta-
tion permet de passer d’une formulation externe (les stratégies sont des relations
qui vérifient certaines propriétés, de ne pas créer de cycle avec le jeu en particu-
lier) à une formulation interne (le polygraphe engendre toutes les stratégies et
n’engendre qu’elles), nous dispensant ainsi de montrer la compositionalité des
critères externes.
Remarque 4.31. La présentation que nous avons donnée permet d’envisager
des variantes de la sémantique de jeux. Par exemple, les dépendances causales
rendent compte de l’utilisation, par un quantificateur existentiel, d’une variable
universellement quantifiée. On aurait pu vouloir aussi modéliser combien de fois
chaque variable est utilisée. Ceci reviendrait à passer de stratégies qui sont des
relations polarisées à des stratégies qui sont des matrices à coefficients entiers
polarisées, c’est-à-dire du point de vue de la présentation à ne plus imposer aux
bigèbres d’être qualitatives.

4.2.4 Stratégies causales et stratégies asynchrones

Tout jeu causal A induit un jeu asynchrone, défini comme le graphe de
transitions généré par l’ordre partiel du jeu, et de même une stratégie causale
σ : A induit une stratégie ingénue sur le jeu asynchrone associé à A. Les seules
dépendances imposées par une stratégie causale étant d’un coup Opposant sur
un coup Joueur, la stratégie asynchrone correspondante sera fortement courtoise.
On peut ainsi construire un foncteur monöıdal U de la catégorie Jeux dans la
catégorie des jeux asynchrones finis et des stratégies ingénues, non vides, closes
par préfixe et fortement courtoises. Pour toute paire de jeux causaux filiformes
finis A et B, l’image par U des stratégies causales σ : A ( B est précisément
l’ensemble des stratégies de UA ( UB qui atteignent la position maximale
du jeu. Le foncteur U n’est pas fidèle, car il oublie les situations d’adjonction.
Par exemple, considérons le jeu A contenant un coup Opposant m et un coup
Joueur n, tels que m <A n. Les deux stratégies causales σ et τ sur le jeu I ( A
définies par

n m
et

n m

ont la même image par le foncteur U : les sémantiques séquentielles ne per-
mettent pas de distinguer dans la partie m · n si n dépend de m à cause du jeu
ou à cause de la stratégie. En particulier, le foncteur qui soulève un jeu par un
coup Joueur n’est pas adjoint à gauche au foncteur qui soulève un jeu par un
coup Opposant dans les jeux asynchrones.
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Il est par ailleurs intéressant de remarquer que les égalités de Yang-Baxter
dans la présentation des jeux causaux sont la contrepartie de la Propriété du
Cube dans les jeux asynchrones. En effet, par dualité de Poincaré l’équivalence

x

m

}}||||||||

��

n //

∼

x2

o

��

x1

o

��

∼

x3

}}||||||||
//

∼

y1

m
~~~~~~~~~~

y2 n
// y

⇐⇒

x

m

~~}}}}}}}}
∼

n // x2

}}||||||||

o

��

x1

o

��

∼

// y3

∼

��

y1

m
~~||||||||

y2 n
// y

peut être reformulée diagrammatiquement par

m o n

n o m

⇐⇒

m o n

n o m

Ainsi, la Propriété du Cube exprime la possibilité d’avoir une dépendance tres-
sée : les deux façons de passer du chemin m · o · n au chemin n · o · m sont
considérées comme égales. De même, la condition imposant aux graphes asyn-
chrones qu’une paire de transitions consécutives x m−→ y1

p−→ z détermine une
unique paire de transitions x n−→ y2

q−→ z induisant une tuile m · p � n · q
implique que cette dépendance tressée est une symétrie : dans toute suite de
chemins passant d’un chemin m · p à un chemin o · r par les pas d’homotopie

x
m

}}||||||||
n
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o

!!
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p
!!BBBBBBBB ∼ y2
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r
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p
!!
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y3∼

r
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z

les chemins m·p et o·r sont nécessairement égaux, ce qui correspond, par dualité
de Poincaré, au fait que le tressage est une symétrie dans les jeux causaux.

La possibilité de construire une présentation des catégories de jeux présen-
tées dans la première partie de cette thèse reste encore à être investiguée dans le
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détail. Une telle construction serait particulièrement intéressante, car elle amè-
nerait à une reformulation interne de la structure de la causalité imposée par
critère de correction en logique linéaire.

4.3 Présentation des ordres partiels finis

Afin de tenter d’étendre la présentation que nous avons donnée à la section
précédente à des cas plus complexes, en particulier au cas d’une sémantique
de jeux pour des formules du premier ordre avec connecteurs, il nous a semblé
intéressant d’étudier les présentation de catégories fondées sur les ensembles
partiellement ordonnés. En effet, le jeu naturellement associé à une formule de
la forme

∀x.∀y.P (x, y) ∧ (∃z.Q(z) ∨ ∃t.R(t))

n’est plus une suite linéaire de coups polarisés mais un arbre de la forme

∧
∀x ∨

∀y ∃z ∃t

qui induit un ordre partiel sur les coups du jeu, et une stratégie est un morphisme
entre deux tels arbres, c’est-à-dire une façon de transformer un arbre en un autre.
Afin de pouvoir appréhender la structure algébrique de ces objets, nous avons
étudié les présentations de catégories contenant ce type de structure.

4.3.1 Présentation des ordres partiels finis

On rappelle que FinPOSet est la catégorie des ensembles finis partiellement
ordonnés et fonctions croissantes. Le foncteur d’oubli U : FinPOSet→ FinSet
admet un adjoint à gauche F : FinSet→ FinPOSet, qui munit tout ensemble
de l’ordre partiel discret, et nous permettra dans la suite de considérer implici-
tement un ensemble comme un ensemble partiellement ordonné.

Définition 4.32. Introduisons la bicatégorie bFPS. Elle a pour objets les en-
tiers naturels n ∈ N, un morphisme π : m→ n est un diagramme

(Eπ,≤π)

m

sπ
::uuuuuuuuu

n

tπ
ddHHHHHHHHH

dans FinPOSet formé
– d’un ensemble fini partiellement ordonné (Eπ,≤π),
– d’une injection sπ : m→ Eπ de m dans les éléments minimaux de l’ordre

partiel,
– d’une injection tπ : m→ Eπ de n dans les éléments maximaux de l’ordre

partiel.
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La composée ρ ◦ π : m → o de deux morphismes π : m → n et ρ : n → o
est l’ensemble (Eρ◦π,≤ρ◦π) défini comme un choix de somme amalgamée du
diagramme

(Eπ,≤π) n
tπoo sρ // (Eρ,≤ρ)

restreint aux éléments qui ne sont pas l’image d’éléments de n. Une 2-cellule
entre deux ordres partiels parallèles est un isomorphisme d’ensembles partielle-
ment ordonnés. Nous noterons FPS la catégorie obtenue en rendant stricte la
bicatégorie bFPS. Cette catégorie est la catégorie sous-jacente d’une catégorie
monöıdale stricte (FPS,⊗, I, γ).

Un élément b d’un ensemble partiellement ordonné (E,≤) est le successeur
immédiat d’un élément a si a < b et pour tout élément c tel que a < c ≤ b, on
a c = b (la notion de prédécesseur immédiat est définie de façon similaire). Les
morphismes de la catégorie FPS seront représentés graphiquement les éléments
minimaux en haut et les éléments maximaux en bas en indiquant par une ligne
les dépendances entre un élément et son successeur immédiat. Les éléments qui
ne font pas partie de la source ou du but seront représenté par un petit disque.
Ainsi le diagramme

(4.7)

représente le morphisme π : 1→ 2 tel que Eπ = {a, b, c, d, e, f} et a < b, b < c,
b < d, c < e, d < f . Ce type de diagramme associé à un ordre partiel est parfois
appelé diagramme de Hasse.
Remarque 4.33. La catégorie FinRel peut-être considérée comme une sous-
catégorie de la catégorie FPS via le foncteur fidèle I : FinRel → FPS qui est
l’identité sur les objets et à toute relation R : m → n associe l’ensemble fini
partiellement ordonné π : m → n défini par Eπ = m ] n, pour tout élément
i ∈ m et j ∈ n, i ≤π j si et seulement si (i, j) ∈ R, et sπ : m → m ] n et
tπ : n→ m]n sont les injections. Les images de relations par le foncteur I sont
précisément les morphismes π : m → n de FPS tels que tous les éléments de
Eπ sont soit dans sπ(m), soit dans tπ(n).
Propriété 4.34. L’objet 1 est muni d’une structure de bigèbre événementielle
bicommutative (1, Pµ, P η, P δ, P ε, P γ , Pσ), où les morphismes sont définis de
façon évidente.

Notons P la théorie des bigèbres événementielles bicommutatives et P = P/≡
la catégorie monöıdale générée, où P est la catégorie monöıdale générée par la
signature monöıdale sous-jacente et ≡ est la congruence monöıdale générée par
les relations de la théorie. Nous noterons

µ : 2→ 1 η : 0→ 1 δ : 1→ 2 ε : 1→ 0 γ : 2→ 2 σ : 1→ 1

les morphismes de P correspondant aux générateurs des 2-cellules. Nous note-
rons aussi F : P → FPS le morphisme de bigèbres évident. Pour tout entier i,
on note µi : i→ 1 le morphisme défini inductivement par

µ0 = η, µ1 = 1 et µi+1 = µ ◦ (1⊗ µi)
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De plus, pour tout entier n, si I = {i1, . . . , ik} est une liste d’indices tels que
i1 ≤ . . . ≤ ik ≤ n, on note δIn : n+ 1→ k+ n le morphisme défini par induction
sur la taille k de I par

δ∅n = ε⊗ n, δ{i}n = γi ⊗ (n− i− 1) et δIn = Di1δ
I′

n

où I = {i1}]I ′ et le morphisme Diπ : m→ n+1 est défini pour tout morphisme
π : m→ n et pour tout entier i ≤ n par

Diπ =

. . .

φ
. . .

. . . . . .
i

Enfin, pour tous entiers m et n et tout ensemble I = {i1, . . . , ik} d’indices tels
que i1 ≤ . . . ≤ ik ≤ n, on définit le morphisme EI(m,n) : m+ n→ k + n par

EI(m,n) = δIn ◦ (σ ⊗ n) ◦ (µm ⊗ n)

Par exemple, le morphisme E{1,4,4}(3,7) peut être représenté par

E
{1,4,4}
(3,7) =

Un morphisme φ : m→ n est une forme précanonique lorsqu’il est de la forme

φ = EIk(mk,nk) ◦ · · · ◦ E
I1
(m1,n1) ◦R

où R est une relation.

Lemme 4.35. Tout morphisme φ : m → n de P est équivalent à une forme
précanonique.

Notons U : P → FPS le foncteur d’oubli évident, qui est l’identité sur les
objets.
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Propriété 4.36. Tout morphisme π : m→ n de FPS est l’image par U d’une
forme précanonique φ : m→ n de P.

Cette propriété peut être prouvée de la façon suivante. Soit π : m→ n un mor-
phisme de FPS. Nous montrons que cet ensemble fini partiellement ordonné
est l’image d’une forme précanonique φ : m → n de P par induction sur le
nombre d’éléments de Eπ qui ne sont pas dans la source ou dans le but de π.
Nous décrivons la preuve sous forme d’un algorithme qui maintient comme in-
variant un triplet (πi, φi, λi) où πi : m → mi est un morphisme de FPS et
φi : mi → n est un morphisme de P représentant un ordre partiel dont les
éléments initiaux ont exactement un successeur (ou éventuellement l’élément
lui-même s’il fait aussi partie du but n) tels que Fφi ◦ πi = π. Informellement,
πi représente donc la partie du morphisme π qui n’a pas encore été explo-
rée par l’algorithme. La fonction λi : mi → Eπ associe à tout élément de la
source de φi le successeur immédiat dans π de l’élément qu’il représente. On
suppose fixée une linéarisation de l’ordre partiel π, c’est-à-dire une énumération
Eπ = {e1, . . . , er} des éléments de Eπ telle qu’il n’existe pas d’indices i et j,
avec i < j, tels que ej > ei. L’algorithme débute avec le triplet (π, n, tπ). Une
étape de l’algorithme se déroulera comme suit. Supposons qu’il existe un élément
dans Eπ qui ne soit pas dans la source ou dans le but de π et notons eki un tel
élément d’indice ki maximal. On note pi le nombre de prédécesseurs immédiats
de eki et qi son nombre de successeurs immédiats. Notons Ii = {i1, . . . , iqi} un
ensemble d’indices tels que {λi(i1), . . . , λi(iqi)} est l’ensemble des successeurs
immédiats de eki (il en existera toujours un par construction). On pose alors
mi+1 = pi + mi − qi, φi+1 = πi ◦ EIi(pi,qi) : mi → n et πi+1 : m → mi est
l’ordre partiel obtenu en enlevant de πi l’élément eki ainsi que ses successeurs
immédiats et ajoutant pi éléments à son but avec des dépendances évidentes. La
fonction λi+1 : mi+1 → Eπ est la fonction induite par λi en en restreignant le
domaine à mi−qi, puis étendue sur le domaine pi+mi−qi par λi(j) = eki pour
tout élément j de pi. L’algorithme fait décrôıtre le nombre d’éléments de Eπ qui
ne sont pas dans la source ou dans le but de π. Lorsque ce nombre devient nul,
πi est une relation (au sens de la Remarque 4.33) et, par le Théorème 4.16, elle
est l’image d’un morphisme φi+1 : m → mi. On peut alors finalement vérifier
que π est l’image du morphisme πi+1 ◦ φi : m→ n.

Par exemple, le morphisme (4.7) est l’image des formes précanoniques

et (4.8)

de la catégorie P.

Théorème 4.37. La catégorie monöıdale (FPS,⊗, I) est présentée par la théo-
rie monöıdale des bigèbres événementielles bicommutatives.
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La preuve de ce théorème peut être faite comme précédemment en montrant
que l’algorithme décrit ci-dessus est essentiellement le seul possible, c’est-à-dire
que toute forme canonique représentant un morphisme de la catégorie FPS est
équivalente à la forme précanonique produite par l’algorithme ci-dessus. Soit
π : m → n un morphisme de la catégorie FPS représenté par un morphisme
ψ : m→ n de la catégorie P qui est une forme précanonique et supposons fixée
une énumération Eπ = {e1, . . . , ek} des éléments de π. Supposons de plus que
la forme précanonique φ : m→ n produite par l’algorithme sur le morphisme π
muni de l’énumération ci-dessus ne diffère de π qu’à partir d’une étape i. Notons

φ = EIk(mk,nk) ◦ · · · ◦ E
I1
(m1,n1) ◦R et ψ = E

I′k
(m′

k
,n′
k
) ◦ · · · ◦ E

I′1
(m′1,n′1) ◦R

′

ces deux formes précanoniques. Ces deux formes précanoniques sont nécessai-
rement construites à partir du même nombre k + 1 de contextes, car l’entier
k est précisément le nombre d’éléments de π qui ne sont ni dans la source ni
dans le but. La différence entre les deux formes précanoniques peut avoir trois
causes (qui ne sont pas mutuellement exclusives). Dans chacun des cas, on peut
montrer que les formes précanoniques sont équivalentes.

– Si p′i > pi, le morphisme ψ contient des représentations de dépendances
superflues, qui sont redondantes car elles peuvent être déduites par tran-
sitivité. On peut alors montrer le morphisme ψ est équivalent à un mor-
phisme ne représentant pas les dépendances transitives en utilisant une
preuve similaire à celle de la Propriété 3.43, se ramenant ainsi à un mor-
phisme dans lequel p′i = pi. Typiquement, les deux formes précanoniques

et

représentent le même morphisme de FPS, mais celle de droite contient une
dépendance superflue. Le cas où pi > p′i est bien évidemment similaire. Si
pour tout indice i on a p′i = pi alors on peut montrer que nécessairement
q′i = qi pour tout indice i. Dans la suite, nous supposerons que nous somme
dans ce cas.

– Si les morphismes φ et ψ correspondent à des exécutions de l’algorithme
utilisant des linéarisations différentes de l’ensemble Eπ alors on peut mon-
trer que ces formes précanoniques sont équivalentes en utilisant le fait que
l’on peut faire « commuter » deux événements dans le sens où pour tous
entiers p1, p2, q1, q2 et tous ensembles d’indices I1 et I2, il existe des
ensembles d’indices I ′1 et I ′2 définis de façon naturelle tels que

EI2
(p2,q2) ◦ E

I1
(p1,q1) = E

I′1
(p1,q1) ◦ E

I′2
(p2,q2).

Typiquement, les deux morphismes (4.8) représentent toutes les deux le
morphisme (4.7) et correspondent respectivement aux linéarisations

a < b < c < d < e < f et a < b < d < c < e < f

de l’ordre partiel (4.7).
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– Si I ′i 6= Ii alors on peut montrer que les formes canoniques sont équiva-
lentes par commutativité de la multiplication µ et de la comultiplication
δ. Typiquement, les deux formes précanoniques

et

représentent le même morphisme, à commutativité près.

4.3.2 Présentation des ordres partiels non stables

Il est intéressant de faire le lien entre la présentation de la catégorie des
ordres partiels qui précède et les ensembles de traces que ces ordres partiels
génèrent de la façon décrite à la Section 1.4.5. Nous donnons ici quelques pistes
pour établir ce lien.

Nous avons montré au Théorème 1.68 que les ensembles finis partiellement
ordonnés sont en bijection avec les graphes asynchrones finis qui vérifient la
Propriété du Cube et dans lesquels deux chemins maximaux sont nécessaire-
ment homotopes. Ces graphes asynchrones sont eux-mêmes en bijection avec les
ensembles de traces sur les mêmes coups, dans lesquels on peut passer d’une
trace à une autre par une série de permutations de deux coups adjacents et
dont le graphe asynchrone associé vérifie la Propriété du Cube. Le passage des
ensembles partiellement ordonné aux traces peut être décrit simplement : les
traces associées à un ensemble partiellement ordonné sont les linéarisations de
cet ordre partiel. Ainsi, on a les trois représentations possibles de l’ensemble fini
partiellement ordonné suivant

m n

o

!

x
m

~~}}}}}}}}
n

  AAAAAAAA

x1

n
  AAAAAAAA ∼ x2

m
~~}}}}}}}}

y

o

��
z

! { m · n · o, n ·m · o } (4.9)

S’il n’est pas immédiat de définir une notion de composition directement sur
les graphe asynchrones, nous avons vu au Chapitre 2, et plus précisément à la
Définition 2.8, qu’il est possible de définir une notion de composition sur les
traces par composition parallèle et masquage. Ainsi, la bicatégorie bFPS est
isomorphe à la bicatégorie dont les objets sont les entiers naturels et dont les
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morphismes π : p→ q sont les diagrammes

(Mπ, Eπ)

p

sπ
::vvvvvvvvvv

q

tπ
ddHHHHHHHHHH

où Mπ est un ensemble de coups, Eπ est l’ensemble des linéarisations maximales
d’un ordre partiel (Mπ,≤π) et sπ : p→Mπ (resp. tπ : q →Mπ) est une fonction
injective qui à tout entier associe un élément minimal (resp. maximal) de Mπ.
Ici, un élément est dit minimal (resp. maximal) lorsqu’il est le premier (resp. le
dernier) élément d’au moins une trace dans Eπ. La composition de deux tels
morphismes π : p → q et π′ : q → r se fait par composition parallèle des traces
Eπ et Eπ

′
de façon similaire à la Définition 2.8, en identifiant (et masquant) les

coups m et n respectivement dans Mπ et dans Mπ′ tels qu’il existe un entier
i ∈ q pour lequel tπ(i) = sπ

′(i).
Comme nous l’avons indiqué, les ensembles de traces obtenus en linéarisant

un ensemble fini partiellement ordonné sont précisément les chemins maximaux
de certains graphes asynchrones vérifiant la Propriété du Cube et la catégorie
qu’ils forment est présentée par la théorie des bigèbres événementielles bicommu-
tatives. Il semble alors naturel de se demander quelle est la structure algébrique
obtenue si l’on relâche la Propriété du Cube. En particulier, si l’on refait la
même construction en partant cette fois des graphes asynchrones qui ne véri-
fient que la Propriété du Cube en avant, par quelle théorie la catégorie C ainsi
construite peut-elle être présentée ? Dans les structure d’événement vérifiant la
Propriété du Cube, un coup o peut dépendre de deux autre coups m et n, ce
qui signifie que le coup o ne peut être joué que si les coups m et n ont déjà été
joutés. C’est par exemple le cas dans l’exemple (4.9). Dorénavant, nous noterons
la multiplication exprimant ce type de dépendances par

m n

∧
o

Dans un graphe asynchrone ne vérifiant que la Propriété du Cube en avant, un
nouveau type de dépendance apparâıt. En effet, dans le graphe asynchrone

m

���������
n

��???????

o

��
n
��??????? ∼

o

��
m

���������

n
��??????? ∼

��

∼

m
���������

le coup o peut être joué dès que le coup m ou le coup n a été joué. Nous
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représenterons ce type de dépendances par un diagramme de la forme

m n

∨
o

Réciproquement, à tout diagramme construit à partir d’une duplication, de ces
deux types multiplications, etc. il est aisé d’associer un ensemble de traces. Ceci
nous suggère la présentation suivante pour la catégorie C des traces générées par
les graphes asynchrones qui satisfont la Propriété du Cube en avant :

Conjecture 4.38. La catégorie C est présentée par la théorie algébrique des
objets (L, µ̌, µ̂, η, δ, ε, γ, σ) tels que

– (L, µ̌, η, µ̂, η, δ, ε, γ) est un treillis distributif,
– (L, µ̂, η, δ, ε, γ, σ) est une bigèbre événementielle conjonctive,
– (L, µ̌, η, δ, ε, γ, σ) est une bigèbre événementielle disjonctive.

Un ensemble partiellement ordonné est une structure d’événements dans la-
quelle la relation d’incompatibilité est vide. La Définition 1.10 que nous avons
donnée pour les structures d’événements est celle qui est la plus communément
acceptée aujourd’hui, mais Winskel avait originellement introduit une notion
plus générale dans [Win87], que nous appellerons structure d’événement non
stable, car les structures d’événements au sens de la Définition 1.10 peuvent être
retrouvées en imposant une condition de stabilité. Nielsen, Sassone et Wins-
kel [SNW93] ont montré que de même que les graphes asynchrones finis vérifiant
la Propriété du Cube et dans lesquels deux chemins maximaux quelconques sont
homotopes sont en bijection avec les ensembles finis partiellement ordonnés, les
graphes asynchrones finis vérifiant la Propriété du Cube en avant et dans les-
quels deux chemins maximaux quelconques sont homotopes sont en bijection
avec les structures d’événements non stables finies dont la relation d’incompa-
tibilité est vide. Ils axiomatisent en ce sens une notion d’« ordre partiel non
stable ».

4.3.3 Présentation des fonctions croissantes

Nous avons vu à la Section 4.3.1 que la catégorie FPS des ordres partiels
finis pouvait être présentée par la théorie P des bigèbres bicommutatives. Nous
étendons ce résultat dans cette section en introduisant une théorie décrivant
la catégorie des fonctions croissantes entre ensembles partiellement ordonnés.
Nous noterons FPS2 la 2-catégorie monöıdale qui admet FPS comme catégorie
monöıdale sous-jacente et dont les 2-cellules sont les fonctions croissantes.

Définition 4.39 (Monöıdes événementiels). Supposons fixée une 2-catégorie
monöıdale (C,⊗, I).

– Un événement synchronisable (E, σ,m, i) est la donnée de d’une 2-cellule
σ : E → E appelée événement et représentée comme en (3.22) et de deux
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2-cellules

m : ⇒ et i : ⇒

respectivement appelés synchronisation et création de l’événement, qui
satisfont les lois d’associativité et d’unité habituels

m

��
///////////

///////////
m

CK
�����������

�����������

m

��
///////////

///////////

m

CK
�����������

�����������

m

��
333333333

333333333
i

AI
���������

���������

i ��
333333333

333333333

+3

m

AI
���������

���������

– Un monöıde événementiel synchronisable (E,µ, η, σ,m, i) est un monöıde
(E,µ, η) muni d’un événement synchronisable (E, σ,m, i).

– Un monöıde événementiel synchronisable fort (à gauche) (E,µ, η, σ,m, i, l)
est un monöıde événementiel synchronisable muni d’une 2-cellule

l : ⇒

appelé force (à gauche), tel que les diagrammes suivant commutent :

=

�"
==========

==========

l

+3

=
��

i
�!

:::::::

:::::::

i

+3

l

��
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et

=
��

l

+3
l

+3

=
��

l

+3

m

��

l

+3

l

+3

m

��

l

+3

Un monöıde événementiel synchronisable fort à droite est un monöıde
événementiel synchronisable muni d’une loi

r : ⇒

appelée force à droite qui satisfait des axiomes duaux de ceux de la force.
– Un comonöıde événementiel synchronisable fort à gauche (resp. à droite)

est défini de façon duale.
– Un monöıde événementiel synchronisable fort à gauche et à droite a ses

forces compatibles lorsque le diagramme

=
��

r

+3
l

+3

=
��

l

+3

r

+3

(4.10)

commute. Un tel monöıde événementiel synchronisable est dit à synchro-
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nisation commutative lorsque le diagramme

r

+3

m

� 
99999999

99999999
l

>F
��������

��������

r
� 

99999999

99999999

l

+3

m

>F��������

��������

commute.

Exemple 4.40. Un monöıde événementiel synchronisable dans la catégorie Cat
munie de la structure monöıdale induite par le produit cartésien (que l’on consi-
dère comme étant strictement associatif) est une catégorie monöıdale stricte
munie d’une monade. Les forces de ce monöıde événementiel synchronisable
correspondent aux forces de la monade.

Propriété 4.41. Tout monöıde commutatif synchronisable fort à gauche est
muni de façon canonique d’une force à droite définie par

= +3 = +3
l

+3 = +3

qui est compatible avec la force dans le sens où le diagramme (4.10) commute.

Théorème 4.42. Les algèbres de la 2-catégorie monöıdale stricte FPS2 dans
une 2-catégorie monöıdale stricte (C,⊗, I) sont en bijection avec les objets

(E,µ, η, δ, ε, γ, σ,m, i, l, l)

de C munis
– d’une structure de bigèbre événementielle bicommutative (E,µ, η, δ, ε, γ, σ),
– d’une structure de monöıde synchronisable fort à gauche (E,µ, η, σ,m, i, l)

dont la synchronisation est commutative si on le munit de la force à droite
induite par la Propriété 4.41,



230 Chapitre 4 – Présentation d’une sémantique de jeux

– d’une structure de comonöıde synchronisable fort à gauche (E, δ, ε, σ,m, i, l)
dont la synchronisation est commutative si on le munit de la force à droite
induite par la Propriété 4.41,

tel que le diagramme

=

��
222222222

222222222
l

@H
��������

��������

l

��
66666666

66666666

= +3

=

BJ
���������

���������

commute.

Vers une présentation polygraphique

Il semble naturel de définir un 3-polygraphe correspondant à la structure
algébrique de bigèbre introduite au Théorème 4.42. Cela n’est cependant pas
directement possible car un 3-polygraphe ne permet pas d’imposer des égali-
tés entre des 2-cellules qui ne sont pas parallèles. L’associativité stricte de la
multiplication

=

n’est par exemple pas directement exprimable dans le langage des 3-polygraphes.
On peut néanmoins affaiblir la structure algébrique du théorème en remplaçant
par exemple l’égalité ci-dessus par un isomorphisme

α : ⇒

c’est-à-dire en ajoutant le 3-générateur α ainsi qu’un autre 3-générateur α−1,
son inverse formel, et deux 4-générateurs imposant les égalités α−1α = id
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et αα−1 = id. Il faut alors aussi imposer des axiomes de cohérence entre les
3-générateurs que nous avons introduits. Il semble par exemple naturel d’affai-
blir la structure de monöıde en un pseudomonöıde :

Définition 4.43 (Pseudomonöıde). Un pseudomonöıde (M,µ, η, α, λ, ρ) dans
une 2-catégorie monöıdale stricte (C,⊗, I) est un objetM muni de deux 1-cellules

µ : M ⊗M →M et η : I →M

qui seront représentées graphiquement comme précédemment, ainsi que de trois
2-cellules inversibles

α : µ◦(µ⊗M)⇒ µ◦(M⊗µ), λ : µ◦(η⊗M)⇒M et ρ : µ◦(M⊗η)⇒M

telles que les diagrammes

α

��

α

//
α

//

α

��

α

//

λ ��========

α

//

λ

����������

ρ ��========

α

//

λ����������

ρ

��========

α

//

ρ����������
λ

��
ρ

��

commutent.
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Nous projetons d’étudier les axiomes que doivent satisfaire l’affaiblissement
de la notion de bigèbre introduite au Théorème 4.42 dans des travaux futurs.



Chapitre 5

Présentations confluentes

Nous avons vu à la Section 3.5 que la technique de preuve que nous avons
employée n’était pas la seule à notre disposition. Si nous l’avons choisie, c’est
parce qu’elle nous semble efficace et simple à mettre en œuvre pour traiter les cas
qui nous ont intéressés. Elle peut cependant sembler laborieuse et ennuyeuse ;
la preuve de la Propriété 4.6 nous amène par exemple à considérer de nombreux
cas. Nous pensons que ce caractère répétitif et systématique des preuves est en
réalité un atout, car il ouvre la voie à un traitement informatique automatisé
de ce type de problèmes. Le passage des preuves aux programmes générant les
preuves nécessite au préalable de fournir des réponses à des questions telles
que : quelle serait une bonne représentation informatique des morphismes d’une
catégorie monöıdale libre ? comment détecter si un morphisme est sous forme
canonique ? etc. Cette section est dévolue à l’étude de ces questions.

Les travaux présentés dans ce chapitre (aux Sections 5.3 et 5.4 en parti-
culier) sont récents et demanderaient une étude plus détaillée que celle que
nous fournissons ici. Nous avons cependant tenu à présenter de façon générale
les structures qui nous semblent pertinentes pour effectuer des manipulations
concrètes de morphismes dans des catégories monöıdales libres.

5.1 Système de réécriture monöıdaux

Les égalités entre morphismes sont difficiles à manipuler et on préfère sou-
vent, lorsque c’est possible, les orienter afin d’obtenir un système de réécriture.
Ainsi, les égalités de la théorie des monöıdes M de la Définition 3.30 peuvent
par exemple être orientées en

Assoc====⇒ UnitL====⇒ UnitR⇐==== (5.1)

En particulier, les systèmes de réécritures convergeants (ou normalisants), c’est-
à-dire à la fois confluents et terminants, sont particulièrement intéressants car
ils permettent de décider de l’égalité associée à la relation de réécriture : deux
morphismes sont équivalents par la relation d’équivalence générée par les règles
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de réécriture si et seulement s’ils ont la même forme normale. C’est par exemple
le cas du système (5.1). Informellement, il est terminant car la règle Assoc
« déplace les multiplications vers la droite » et les règles UnitL et UnitR font
décrôıtre le nombre de générateurs apparaissant dans les morphismes. Il est de
plus confluent, car il est à la fois localement confluent et terminant, la confluence
locale pouvant être montrée en vérifiant que les cinq paires critiques

du système sont confluentes. Ce système de réécriture fournit ainsi une nouvelle
preuve du fait que la théorie équationnelle M présente la catégorie simpliciale ∆.
En effet, en notant µn : n → 1 le morphisme défini par induction par µ0 = η,
µ1 = 1 et µn+2 = µ ◦ (1 ⊗ µn+1), il est aisé de montrer que les formes nor-
males du système de réécriture sont exactement les morphismes qui peuvent
être construits par produits tensoriels µi1 ⊗· · ·⊗µik de tels µi et de vérifier que
ces formes normales sont en bijection avec les morphismes de la catégorie ∆.
Au passage, il est intéressant de remarquer que les cinq paires critiques corres-
pondent aux cinq diagrammes de cohérence de la Définition 0.26 définissant les
catégories monöıdales. Ceci n’est pas surprenant : MacLane [Mac71] utilise en
effet la confluence du système de réécriture (5.1) pour montrer le théorème de
cohérence des catégories monöıdales (Propriété 0.32).

Introduisons formellement les outils dont nous allons nous servir pour étudier
les systèmes de réécritures associés à des théories monöıdales.

Définition 5.1 (Système de réécriture monöıdal). Un système de réécriture
monöıdal est une théorie équationnelle monöıdale

E = (E1, s1, t1, E2, s2, t2, E3)

dans laquelle les relations de E3 sont pensées comme étant orientées. Une rela-
tion f

r≡ g sera souvent notée en utilisant la notation

f
r=⇒ g

Nous avons expliqué à la Section 3.2 qu’un tel polygraphe génère librement
un diagramme de la forme (3.15) induisant ainsi une 3-catégorie E à un ob-
jet, que l’on peut considérer comme une 2-catégorie monöıdale (stricte). Plus
explicitement, la 2-catégorie monöıdale E a la catégorie monöıdale générée par
la signature (E1, s1, t1, E2) comme catégorie monöıdale sous-jacente et ses 2-
cellules sont générées inductivement par :

– pour toute 1-cellule φ : A→ B, il existe une 2-cellule idφ : φ⇒ φ,
– pour tout élément r ∈ E3 tel que s2(r) = φ et t2(r) = ψ, il existe une

2-cellule r : φ⇒ ψ,
– les 2-cellules sont closes par les trois compositions (celles induites par le

produit tensoriel et la composition de la catégorie monöıdale, ainsi que la
composition propre aux 2-cellules),
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ces 2-cellules étant quotientées par des axiomes de cohérence rendant les com-
positions associatives, unitaires et distribuant convenablement les unes avec les
autres.

Une 1-cellule φ : A → B de cette 2-catégorie monöıdale se réécrit en une
1-cellule ψ : A → B lorsqu’il existe une règle r : α ⇒ β : C → D de E3 et un
contexte monöıdal K : C → D ⇒ A → B tel que Kα = φ et Kβ = ψ. On dit
alors que φ se réécrit en ψ par la règle r dans le contexte K, ce que l’on note

φ
K,r==⇒ ψ

On omettra parfois le contexte K lorsqu’il peut être deviné. De plus, on notera
simplement φ =⇒1 ψ pour indiquer qu’il existe un contexte K et une règle r
avec lesquels φ se réécrit en ψ ; on notera =⇒∗ la clôture réflexive et transitive
de la relation =⇒1 sur les morphismes. De même, la clôture symétrique de =⇒1

sera notée ⇐⇒1 et la clôture réflexive et transitive de ⇐⇒1 sera notée ⇐⇒∗.

Lemme 5.2. Si φ : A→ B et ψ : A→ B sont deux morphismes parallèles de E
alors φ =⇒∗ ψ si et seulement si il existe une 2-cellule ρ : φ⇒ ψ dans E. Plus
précisément, à tout chemin de réécriture

φ
K1,r1====⇒ φ1 · · ·φn−1

Kn,rn====⇒ ψ

on peut associer une 2-cellule ρ : φ⇒ ψ induisant ainsi une fonction surjective
des chemins de réécriture φ =⇒∗ ψ dans les 2-cellules de φ dans ψ.

Corollaire 5.3. La congruence monöıdale ≡ associée à la théorie équation-
nelle E est la relation ⇐⇒∗.

Définition 5.4. Le système de réécriture E est dit
– terminant lorsqu’il n’existe pas de suite infinie de réductions

φ0
K1,r1====⇒ φ1

K2,r2====⇒ φ2
K3,r3====⇒ · · ·

– confluent lorsque pour tout morphisme φ tel qu’il existe deux morphismes
ψ1 et ψ2 pour lesquels on a

φ

∗

{� �������

�������
∗

�#
???????

???????

ψ1 ψ2

il existe un morphisme ψ tel que

φ

∗

{� �������

�������
∗

�#
???????

???????

ψ1

∗
�#

???????

???????
ψ2

∗
{� �������

�������

ψ
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– localement confluent lorsque pour tout morphisme φ tel qu’il existe deux
morphismes ψ1 et ψ2 pour lesquels on a

φ

1

{� �������

�������
1

�#
???????

???????

ψ1 ψ2

(5.2)

il existe un morphisme ψ tel que

φ

1

{� �������

�������
1

�#
???????

???????

ψ1

∗
�#

???????

???????
ψ2

∗
{� �������

�������

ψ

Le diagramme (5.2) est alors dit joignable.

De façon similaire au cadre des systèmes de réécriture de termes [New42,
BN99],

Propriété 5.5 (Lemme de Newman). Un système de réécriture terminant est
confluent si et seulement si il est localement confluent.

La terminaison des systèmes de réécriture monöıdaux a en particulier été
étudiée par Guiraud dans sa thèse [Gui04, Gui06]. Nous nous intéresserons prin-
cipalement ici à la confluence locale des systèmes de réécritures.

Définition 5.6 (Sous-morphisme). Soit φ : A → B et ψ : C → D deux
morphismes tels qu’il existe un contexteK : A→ B ⇒ C → D tel que ψ = K◦φ.
Le morphisme φ est alors appelé un sous-morphisme du morphisme ψ par le
contexte K.

Définition 5.7 (Sous-morphismes indépendants). Supposons que φ1 : A1 → B1
et φ2 : A2 → B2 soient deux sous-morphismes d’un même morphisme φ : C → D
par des contextes respectifs K1 et K2. Ces deux sous-morphismes sont dits
indépendants lorsqu’il existe une décomposition de la forme

φ = φ′′ ◦ φ′

avec

K1 = φ′′ ◦K ′1 K2 = K ′2 ◦ φ′ ou K1 = K ′1 ◦ φ′ K2 = φ′′ ◦K ′2

Remarque 5.8. Nous verrons à la Définition 5.29 que la notion de contexte peut
être généralisée de façon directe en une notion de contexte à n trous

K : A0 → B0, . . . , An−1 → Bn−1 ⇒ C → D

Les deux sous-morphismes φ1 et φ2 de la définition précédente sont indépendants
précisément lorsqu’il existe un contexte K : A1 → B1, A2 → B2 ⇒ C → D à
deux trous tel que les contextes K1 et K2 peuvent être retrouvés par application
partielle de ce contexte : K1 = K(−, φ2) et K2 = K(φ1,−).
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Définition 5.9 (Paire critique). Considérons un diagramme

ψ1
K1,r1⇐==== φ

K2,r2====⇒ ψ2 (5.3)

les membres gauches φ1 et φ2 des règles r1 et r2 sont alors des sous-morphismes
de φ par les contextes respectifs K1 et K2. Les deux réductions de ce diagramme
sont dites indépendantes lorsque les sous-morphismes φ1 et φ2 sont indépen-
dants. Le diagramme (5.3) est appelé une paire critique lorsque ses réductions
ne sont pas indépendantes. Une paire critique 5.3 est dite minimale lorsque pour
tout contexte K telle que la paire critique est égale à un diagramme de la forme

Kψ′1
K◦K′1,r1⇐====== Kφ′

K◦K2,r2======⇒ Kψ′2

le contexte K est le contexte identité.

Propriété 5.10. Un système de réécriture est localement confluent si et seule-
ment si ses paires critiques minimales sont joignables.

Définition 5.11 (Unificateur). Un unificateur de deux morphismes

φ1 : A1 → B1 et φ2 : A2 → B2

est une paire de contextes

K1 : A1 → B1 ⇒ A→ B et K2 : A2 → B2 ⇒ A→ B

telle que
K1φ1 = K2φ2.

Un unificateur est dit trivial lorsque les morphismes φ1 et φ2 sont indépendants
dans le morphisme K1φ1. Un unificateur minimal, ou unificateur le plus général,
de deux morphismes

φ1 : A1 → B1 et φ2 : A2 → B2

est un unificateur

K1 : A1 → B1 ⇒ A→ B et K2 : A2 → B2 ⇒ A→ B

tel que toute factorisation

K1 = K ′′1 ◦K ′1 et K2 = K ′′2 ◦K ′2
où (K ′1,K ′2) est aussi un unificateur de (φ1, φ2), est triviale dans le sens où

(K ′′1 ,K ′′2 ) = (Id, Id).

Par abus de langage, on assimilera parfois dans la suite un unificateur de
deux morphismes φ1 et φ2 au morphisme K1φ1 = K2φ2 lorsque les contextes
K1 et K2 peuvent être devinés.

Propriété 5.12. Pour toute paire de règles

φ1
r1=⇒ φ′1 et φ2

r2=⇒ φ′2

un diagramme
ψ1

K1,r1⇐==== φ
K2,r2====⇒ ψ2

est une paire critique si et seulement si la paire de contextes (K1,K2) est un
unificateur non trivial de la paire de morphismes (φ1, φ2). La paire critique est
minimale si et seulement si l’unificateur est minimal.
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Ces propriétés généralisent à notre cadre 2-dimensionnel les définitions et
propriétés classiques des systèmes de réécriture de termes [BN99]. En particu-
lier, dans un système de réécriture de termes, une paire de règles admet un
nombre fini d’unificateurs les plus généraux de leurs membres gauches. Si le sys-
tème est terminant, il suffit alors pour déterminer si le système est confluent de
déterminer s’il est localement confluent, ce qui peut être fait en calculant tous
les unificateurs les plus généraux de membres gauches de règles de réécriture, et
de vérifier que les paires critiques (minimales) ainsi induites sont joignables.

Les systèmes de réécriture monöıdaux sont plus généraux que les systèmes de
réécriture de termes et cette généralité rend l’étude de ces systèmes plus difficile
dans le cas général. En particulier, les paires critiques engendrées par deux
règles de réécriture r1 et r2 ne sont pas nécessairement en nombre fini. Lafont
a en effet remarqué [Laf03] que dans la théorie des objets tressés introduits à la
Définition 3.24, pour tout morphisme φ : m+ 1→ n+ 1, le morphisme

Y φ =

. . .

φ

. . .

(5.4)

est un unificateur non trivial du morphisme

(5.5)

avec lui-même. En particulier, en notant γn : 2 → 2 le morphisme défini par
induction sur n par γ0 = 2 et γn+1 = γ◦γn, le morphisme Y γn est un unificateur
non trivial minimal du morphisme (5.5) avec lui-même.

5.2 Indécidabilité de la confluence

Le problème consistant à déterminer si un système de réécriture monöıdal est
confluent est indécidable. Il est en effet facile d’encoder le Problème du Mot éten-
dant ainsi la preuve dans le cadre des systèmes de réécriture de termes [BN99].

Définition 5.13 (Problème du Mot). Le Problème du Mot est le problème de
décision suivant : étant donnée une présentation de monöıde 〈 E0 | E1 〉 et deux
mots u et v du monöıde libre E∗0 sur E0, les mots u et v sont-ils égaux dans le
monöıde présenté ?
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L’indécidabilité de ce problème entrâıne celle de la confluence des systèmes de ré-
écriture monöıdaux. En effet, soit 〈 E0 | E1 〉 avec E1 = {u1 = v1, . . . , un = vn}
une présentation de monöıde et s et t deux mots de E∗0 . On associe à cette
présentation un polygraphe avec un seul 0-générateur 1, avec un 1-générateur
σ : 1→ 1, ainsi qu’un 1-générateur σa : 1→ 1 pour toute lettre a ∈ E0, et avec
deux 2-générateurs

σupi
i
◦ · · · ◦ σu1

i
=⇒ σvqi

i
◦ · · · ◦ σv1

i
et σvqi

i
◦ · · · ◦ σv1

i
=⇒ σupi

i
◦ · · · ◦ σu1

i

pour tout indice i, où ui = u1
i · · ·u

pi
i , vi = v1

i · · · v
qi
i et les uji et vji sont des

lettres de E0, ainsi que deux 2-générateurs

σ =⇒ s et σ =⇒ t

Il est alors aisé de vérifier que le système de réécriture monöıdal ainsi défini
est confluent si et seulement si la paire critique s ⇐= σ =⇒ t est confluente,
c’est-à-dire si s et t sont égaux modulo les équations de E1, adaptant ainsi la
preuve donnée dans [BN99].

De même que dans le cadre de la réécriture de termes, nous verrons que
la confluence des systèmes de réécriture monöıdaux terminants est cependant
décidable. Les systèmes de réécriture monöıdaux étant typés, il est naturel de se
demander aussi si le Problème de la Confluence Typée est décidable pour les sys-
tèmes terminants : étant donnés un système de réécriture monöıdal terminant et
deux types A et B, la relation de réécriture induite sur les morphismes de type
A→ B est-elle confluente ? Nous allons montrer que le Problème de Correspon-
dance de Post peut être codé dans le problème de décision de la confluence typée
pour les systèmes de réécriture monöıdaux terminants, en adaptant la preuve
de Plump [Plu93] de l’indécidabilité de la confluence des systèmes de réécriture
sur les hypergraphes à notre cadre. Nous en déduirons que le Problème de la
Confluence typée n’est pas décidable pour les systèmes de réécriture monöıdaux
terminants.

Définition 5.14 (Problème de Correspondance de Post). Le Problème de Cor-
respondance de Post sur un alphabet Σ est le problème de décision suivant :
étant données deux listes U = (u1, . . . , un) et V = (v1, . . . , vn) de mots sur
l’alphabet Σ, existe-t-il une suite non vide i1, . . . , ik d’indices telle que l’égalité

ui1 · · ·uik = vi1 · · · vik

soit vérifiée ?

Une paire (U, V ) telle que décrite ci-dessus est appelée une instance du Pro-
blème de Correspondance de Post et une suite i1, . . . , ik telle que ci-dessus une
solution de l’instance (U, V ). Si l’alphabet Σ comporte au moins deux sym-
boles, le problème consistant à déterminer si une instance du problème a une
solution est indécidable [Pos46]. On suppose fixé dans la suite un tel alphabet
Σ fini. Soit (U, V ) une instance du Problème de Correspondance de Post, avec
U = (u1, . . . , un) et V = (v1, . . . , vn). Nous construisons une théorie algébrique
monöıdale P(U, V ) qui est confluente sur les morphismes de type 0 → 0 si et
seulement si l’instance (U, V ) admet une solution. Cette théorie n’a qu’un seul
0-générateur noté 1. Les 1-générateurs sont η : 0 → 1, ε : 1 → 0, η : 0 → 1,
ε : 1 → 0, µ : 2 → 1, ainsi qu’un 1-générateur σa : 1 → 1 pour chaque lettre
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a ∈ Σ, et un 1-générateur σi : 1 → 1 pour tout entier 1 ≤ i ≤ n, représentés
respectivement par

a et i

Enfin, les 2-générateurs sont donnés à la Figure 5.2.
Remarquons qu’il est important de ne considérer la confluence du système

de réécriture monöıdal que sur les termes de type 0→ 0 car le système n’est en
général pas confluent. En effet, pour tout indice i la paire

u1
i v1

i

...
...

upi

i vqi

i

Decode⇐=====
i

Init==⇒ =⇒ · · · =⇒

n’est pas joignable.

Lemme 5.15. Le système de réécriture P(U, V ) termine.

Démonstration. Pour tout morphisme φ : m → n, les règles font décrôıtre le
triplet formé du nombre de générateurs σi apparaissant dans φ, du nombre de
générateurs différents de η et ε et du nombre de génértaurs apparaissant dans
φ, ordonné lexicographiquement.

Notons ⊥ : 0 → 0 et > : 0 → 0 les morphismes définis par ⊥ = ε ◦ η et
> = 0. Graphiquement,

⊥ = et > =

On peut alors montrer le lemme suivant par une étude systématique des mor-
phismes.

Lemme 5.16. Les deux seuls morphismes φ : 0 → 0 sous forme normale sont
⊥ et >.

Lemme 5.17. Si un morphisme φ : 0 → 0 contient le générateur η ou le
générateur ε alors il admet ⊥ comme unique forme normale.

Démonstration. Soit φ : 0 → 0 est un morphisme contenant le générateur η
ou le générateur ε. Si φ se réécrit en un morphisme ψ par l’une des règles de
la Figure 5.2, alors ψ contient nécessairement le générateur η ou le générateur
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1. Règles de mise en correspondance des mots :

i

Init==⇒
i

Decode=====⇒

u1
i v1

i

...
...

upi

i vqi

i

a a
Check====⇒

a b Clash====⇒
a ShortL=====⇒

a ShortR=====⇒ Match====⇒

Dans deuxième règle de la première ligne, on suppose que ui = u1
i · · ·u

pi
i

et vi = v1
i · · · v

qi
i où les uji et les vji sont des lettres de Σ ; dans la première

règle de la seconde ligne, le lettre a et b sont supposées distinctes.

2. Règles d’« effacement » :

=⇒

=⇒ a =⇒ i =⇒

=⇒ a =⇒ i =⇒

=⇒ =⇒ =⇒

3. Règles éliminant les morphismes « mal formés » :

=⇒ i =⇒ a =⇒
a

i
=⇒ i

a
=⇒

i =⇒ i =⇒
a

=⇒

=⇒ =⇒

Fig. 5.1 – Système de réécriture monöıdal associé à une instance du PCP.
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ε, car si η ou ε apparâıt dans le membre gauche d’une règle du système de
réécriture alors l’un de ces générateurs apparâıt aussi dans le membre droit de
la règle. Le système étant terminant par le Lemme 5.15, le morphisme φ : 0→ 0
se réduit nécessairement à une forme normale et cette forme normale est l’un
des morphismes > ou ⊥ par le Lemme 5.16. Or, > ne contient ni le générateur
η ni le générateur ε. On en déduit que φ se réduit vers le morphisme ⊥.

Lemme 5.18. L’instance (U, V ) admet une solution si et seulement si le sys-
tème de réécriture monöıdal associé n’est pas confluent sur les morphismes de
type 0→ 0.

Démonstration. Supposons que le système (U, V ) admette une solution i1, . . . , ik.
Alors, le morphisme

i1

...

ik

(5.6)

se réduit à ⊥ en utilisant la règle Init puis des applications répétées des règles
du second groupe. De plus, i1, . . . , ik étant une solution de (U, V ), en appliquant
tant que possible la règle Decode, puis la règle Check, puis la règle Match,
le morphisme se réduit à >.

Réciproquement, supposons que le système de réécriture ne soit pas confluent
sur les morphismes de type 0→ 0. Par le Lemme 5.15 le système de réécriture est
terminant et par le Lemme 5.16 les seules formes normales de type 0 → 0 sont
> et ⊥. Il existe donc un morphisme φ : 0→ 0 tel que ⊥ ⇐=∗ φ =⇒∗ >. Par le
Lemme 5.17, les seules règles utilisées dans la dérivation φ =⇒∗ > sont les règles
Decode, Check et Match, les autres règles contenant l’un des générateurs η
ou ε dans leur membre droit. Le morphisme φ est nécessairement un produit
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tensoriel de morphismes de la forme

a1 b1

...
...

ap bq

i1

...

ik

(5.7)

avec a1 · · · apui1 · · ·uik = b1 · · · bqvi1 · · · vik , sinon on pourrait montrer en utili-
sant le Lemme 5.17 que le morphisme φ admettrait ⊥ comme unique forme nor-
male. Les morphismes (5.7) admettent > comme forme normale et donc φ aussi.
Par hypothèse, φ admet aussi ⊥ comme forme normale. L’un des morphismes
(5.7) est donc tel que p = q = 0, auquel cas, on peut lui appliquer la règle Init
et il se réduira à ⊥ par le Lemme 5.17. On a alors ui1 · · ·uik = b1 · · · bqvi1 · · · vik :
la suite i1, . . . , ik est une solution de l’instance du Problème de Post.

5.3 Catégories de réseaux

Étant donnée une signature monöıdale S, il est nécessaire de pouvoir ma-
nipuler les morphismes de la catégorie monöıdale stricte S générée par S afin
d’automatiser l’étude de structures algébriques telles que celles que nous avons
précédemment présentées. En particulier, nous avons donné à la Définition 3.5
une description explicite de la catégorie S comme un quotient d’une structure
algébrique libre. Il semble cependant difficile de travailler modulo la relation
que nous avons décrite. Par exemple, considérons la signature monöıdale sans
0-générateur, et deux 1-générateurs

θ : I → I et θ′ : I → I

(on note I l’unité du monöıde libre sur l’ensemble vide des 0-générateurs). Dans
la catégorie monöıdale stricte associée à cette signature, les morphismes θ ⊗ θ′
et θ′ ⊗ θ sont égaux. On a en effet la suite d’égalités :

θ⊗θ′ = (θ◦I)⊗(I◦θ′) = (θ⊗I)◦(I⊗θ′) = θ◦θ′ = (I⊗θ)◦(θ′⊗I) = (I◦θ′)⊗(θ◦I) = θ′⊗θ

Cette congruence semble donc difficilement pouvoir être gérée par les méthodes
usuelles en informatique telles que celles fournies par la réécriture : il faut en
effet au cours de cette suite d’égalités créer et effacer des identités, utiliser la loi
d’échange entre la composition et le tenseur dans les deux directions, etc.
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5.3.1 Réseaux symétriques

Nous présentons ici une définition d’une toute autre nature pour décrire la
catégorie symétrique monöıdale libre générée par une signature, comme une ca-
tégorie de réseaux. Cette construction est inspirée à la fois des diagrammes de
corde [JS91] et des réseaux logiques comme les structures de preuve [Gir87] et
les réseaux d’interaction [Laf90]. Nous expliquerons ensuite comment elle peut
être généralisée pour traiter le cas des catégories monöıdales strictes (non néces-
sairement symétriques) libres. Dans la suite, nous supposons fixée une signature
monöıdale S = (E1, s1, t1, E2).

Définition 5.19 (Réseau symétrique). Un réseau symétrique sur la signature
monöıdale S est un sextuple

φ = (Cφ1 , λ
φ
1 , σ

φ
1 , τ

φ
1 , C

φ
2 , λ

φ
2 )

où
– Cφ1 est un ensemble fini de ports,
– Cφ2 est un ensemble fini de cellules,
– λφ1 : Rφ1 → E1 et λφ2 : Rφ2 → E2 sont deux fonctions d’étiquetage,
– pour toute cellule c ∈ Cφ2 avec λφ2 (c) : A→ B, les fonctions

σφ1 (c) : |A| → Cφ1 et τφ1 (c) : |B| → Cφ1

qui à toute cellule c associent ses ports source et ses ports but.
Un port p ∈ Cφ1 est une source d’une cellule c ∈ Cφ2 lorsqu’il existe un indice i tel
que σφ1 (i) = p et c’est un but de c lorsqu’il existe un indice i tel que τφ1 (i) = p.
On note <φ la relation sur les cellules définie sur toute paire de cellules c et
d par c <φ d si et seulement si il existe un port p qui est à la fois un but de
c et une source de d. Les réseaux symétriques doivent respecter les contraintes
suivantes.

1. Respect du typage : pour toute cellule c ∈ Cφ1 avec λφ2 (c) : A→ B, on a

A = λφ1 (σφ1 (c)(0))⊗ · · · ⊗ λφ1 (σφ1 (c)(|A| − 1))

et
B = λφ1 (τφ1 (c)(0))⊗ · · · ⊗ λφ1 (τφ1 (c)(|B| − 1)).

2. Linéarité en avant : tout port est une source d’au plus une cellule.
3. Linéarité en arrière : tout port est un but d’au plus une cellule.
4. Séquentialité : la relation <φ est un ordre partiel sur les cellules.

Un port est une entrée s’il n’est un but d’aucune cellule et une sortie s’il n’est
une source d’aucune cellule. Un port est libre si c’est une entrée ou une sortie.
Le bord d’une cellule c est l’ensemble σφ1 (c) ∪ τφ1 (c) des ports source et but de
cette cellule.

Un morphisme de réseaux symétriques entre deux réseaux symétriques φ et
ψ est une paire de fonctions α1 : Cφ1 → Cψ1 et α2 : Cφ2 → Cψ2 qui préservent la
structure des réseaux symétriques dans le sens où les égalités

λφ1 = λψ1 ◦α1 σψ1 (α2(c)) = α1 ◦(σ1(c)) τψ1 (α2(c)) = α1 ◦(τ1(c)) λφ2 = λψ2 ◦α2

sont vérifiées pour toute cellule c de Cφ2 . Deux réseaux symétriques φ et ψ sont
α-équivalents lorsqu’ils sont isomorphes.
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Définition 5.20 (Catégorie des réseaux symétriques). La catégorie Rs(S) des
réseaux symétriques sur la théorie monöıdale S est définie de la façon suivante.
Les objets A de Rs(S) sont les éléments A = A0 ⊗ · · · ⊗A|A|−1 du monöıde
libre (E∗1 ,⊗, I) sur l’ensemble E1 ; nous verrons un tel objet comme une fonction
λA : |A| → E1 qui à tout indice i associe le générateur Ai. Les morphismes de
Rs(S) sont les triplets

(sφ1 , φ, t
φ
1 ) : A→ B

où φ est un réseau symétrique et

sφ1 : |A| → Cφ1 et tφ1 : |B| → Cφ1

sont des bijections entre l’ensemble fini |A| (resp. |B|) et l’ensemble des entrées
(resp. l’ensemble des sorties) du réseau symétrique φ qui sont compatibles avec
le typage dans le sens où les égalités

λφ1 ◦ s
φ
1 = λA et λφ1 ◦ t

φ
1 = λB

sont vérifiées. Deux réseaux symétriques α-équivalents seront considérés égaux.
La composée ψ ◦ φ : A → C de deux morphismes φ : A → B et ψ : B → C

est le morphisme
(sψ◦φ1 , ψ ◦ φ, tψ◦φ1 ) : A→ C

où le réseau symétrique ψ ◦ φ a la somme amalgamée sur le diagramme

Cφ1
tφ1←− |B|

sψ1−→ Cψ1

comme ensemble de ports et l’union disjointe Cφ2 ] C
ψ
2 comme ensemble de

cellules, les morphismes λψ◦φ1 , σψ◦φ1 , τψ◦φ1 et λψ◦φ2 sont ceux induits par les
morphismes correspondants de φ et ψ et le morphisme sψ◦φ1 (resp. tψ◦φ1 ) est le
morphisme induit par sφ1 (resp. tψ1 ). L’identité idA : A → A sur un objet A est
le morphisme tel que C idA

1 = |A|, λidA
1 = λA et C idA

2 = ∅.
La catégorie ainsi définie est la catégorie sous-jacente d’une catégorie monöı-

dale symétrique (Rs(S),⊗, I, γ), où le produit tensoriel φ⊗ψ : A⊗C → B⊗D
de deux morphismes φ : A → B et ψ : C → D est défini par l’union dis-
jointe sur les ports et les cellules, et l’élément neutre I est le réseau symétrique
vide. Si A et B sont deux objets, la symétrie γA,B : A ⊗ B → B ⊗ A est dé-
finie par CγA,B1 = |A| ] |B|, λγA,B1 = A ] B, CγA,B2 = ∅, sγA,B1 = |A| ] |B| et
s
γA,B
1 = |B| ] |A|. De façon générale, si A est un objet et s : |A| → |A| est une

bijection, on peut de même définir un réseau symétrique γs : A→ s(A), qui ne
contient pas de cellule, où s(A) est l’objet défini par |s(A)| = |A| et la fonction
λs(A) : |s(A)| → E1 est λs(A) = λA ◦ s.

Exemple 5.21. Sur la signature M des monöıdes, avec un générateur 1 des
1-cellules et deux générateurs µ : 2 → 1 et η : 0 → 1 des 2-cellules, le dia-
gramme

c1 c2

p1 p2

c0

p0
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peut être représenté par le réseau symétrique φ défini par Cφ1 = {p0, p1, p2},
λφ1 (pi) = 1, Cφ2 = {c0, c1, c2}, λφ2 (c0) = µ, λφ2 (c1) = λφ2 (c2) = η, τ1(c1)(0) = p1,
τ1(c2)(0) = p2, σ1(c0)(0) = p1, σ1(c0)(1) = p2 et τ1(c0)(0) = p0.

Remarque 5.22. Par souci de simplicité, nous restons volontairement imprécis
en considérant les réseaux modulo α-conversion. En effet, la composition des
réseaux étant définie par propriétés universelles – une somme sur les ports et
une somme amalgamée sur les cellules – la composition n’est pas strictement
associative dans le sens où les composées ξ ◦ (ψ ◦φ) et (ξ ◦ψ)◦φ de trois réseaux
composables φ, ψ et ξ ne sont pas égales mais seulement α-convertibles. La
construction que nous avons présentée ne définit donc pas une catégorie monöı-
dale symétrique mais seulement une bicatégorie monöıdale symétrique donc les
1-cellules sont les réseaux et les 2-cellules sont les morphismes de réseaux. Dans
la suite, nous considérerons la catégorie monöıdale stricte symétrique obtenue en
rendant stricte cette bicatégorie (voir la Propriété 0.32 et la Section 0.7). Lorsque
nous parlerons d’égalité entre réseaux il faudra donc lire α-convertibilité.

Remarque 5.23. À tout 2-générateur π : A → B de E2, on peut associer cano-
niquement un réseau symétrique φ : A → B ayant |A| ] |B| pour ports et une
unique cellule d’étiquette π avec les fonctions σφi et τφi évidentes. Dans la suite,
nous noterons simplement π le réseau symétrique φ associé à π.

Par une preuve similaire à celle du Théorème 4.37, on peut montrer que

Théorème 5.24. La catégorie des réseaux symétriques Rs(S) sur une signature
monöıdale S est isomorphe à la catégorie monöıdale symétrique stricte générée
par la signature S.

Le cadre des catégories monöıdales symétriques générées par une signature
monöıdale n’est cependant souvent pas satisfaisant pour étudier les systèmes
de réécriture monöıdaux. En effet, considérons la signature M des monöıdes
dont les 2-générateurs sont µ : 2 → 1 et η : 0 → 1 et un système de réécriture
axiomatisant la théorie des monöıdes commutatifs dans la catégorie monöıdale
symétrique libre générée par la signature contenant la règle

=⇒ (5.8)

Il est important de noter que la symétrie γ : 2 → 2 apparaissant dans le mor-
phisme du membre gauche de la règle ci-dessus n’est pas un générateur mais
provient de la structure de symétrie engendrée librement. On a donc l’égalité
γ ◦ γ ◦ µ = µ qui rend le système de réécriture non terminant. On a en effet la
suite infinie de réductions :

=⇒ =⇒ =⇒ · · ·
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Ainsi, la plupart des systèmes de réécriture sur des structures symétriques, for-
malisés en utilisant la symétrie de la catégorie monöıdale symétrique librement
générée par la signature monöıdale associée ne sont pas terminants. C’est pour-
quoi il faut véritablement considérer des systèmes de réécriture sur la caté-
gorie monöıdale (non symétrique) libre, quitte à ajouter un générateur et des
égalités représentant concrètement la symétrie. Ainsi, sur la signature à trois
2-générateurs µ, η et γ, la règle (5.8) fait décrôıtre le nombre de générateurs
dans les morphismes de la catégorie monöıdale symétrique libre (elle enlève un
générateur γ) et ne rend donc pas immédiatement le système de réécriture non
terminant.

5.3.2 Réseaux non symétriques

Indiquons comment la construction de la catégorie de réseaux symétriques
précédente peut être adaptée pour décrire la catégorie monöıdale stricte (non
symétrique) libre générée par une signature monöıdale S.

Une première idée pour construire la catégorie monöıdale stricte générée par
une signature monöıdale S consiste à construire la plus petite sous-catégorie
monöıdaleRu(S) de la catégorieRs(S) contenant tous les 2-générateurs comme
morphismes. Cependant, ce faisant on ne construit pas exactement la catégorie
monöıdale stricte générée par la signature. Si les morphismes connexes sont bien
représentés, certains morphismes non connexes sont égalisés, montrant que cette
catégorie n’est pas libre. Par morphisme connexe, on entend ici :

Définition 5.25 (Morphisme connexe). Un morphisme φ : A→ B d’une caté-
gorie monöıdale est connexe lorsque pour tout contexte K : I → I ⇒ A → B
et tout morphisme ψ : I → I tel que K ◦ ψ = φ, le morphisme ψ est l’identité
sur I.

Informellement, les morphismes connexes sont les morphismes dont la représen-
tation graphique est un graphe connexe, ne contenant pas d’« ı̂le flottante »
selon la terminologie de [JK06].

Par exemple, si l’on effectue cette construction sur une signature monöıdale
avec un 1-générateur 1 et deux 2-générateurs η : 0 → 1 et ε : 1 → 0, on a dans
la catégorie Ru(S) l’égalité : (ε ◦ η)⊗ 1 = 1⊗ (ε ◦ η). Diagrammatiquement,

=

Nous avons montré à la Propriété 0.46 pourquoi une telle égalité est vérifiée
dans toute catégorie monöıdale symétrique. Dans le cadre des réseaux, elle pro-
vient essentiellement du fait que nos réseaux ne contiennent pas d’information
sur les 0-cellules. En effet, graphiquement ces 0-cellules sont les zones du plan,
indispensables par exemple pour indiquer dans le diagramme ci-dessus si le mor-
phisme ε ◦ η est dans la partie du plan qui est à gauche ou celle qui est à droite
de l’identité. Autrement dit, la catégorie Ru(S) est équivalente à la catégorie
monöıdale stricte avec unités commutatives libre sur la signature S. Par une
catégorie monöıdale stricte avec unités commutatives, on entend ici une catégo-
rie monöıdale stricte (C,⊗, I) dans laquelle pour tout morphisme f : I → I et
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tout objet A, on a f ⊗A = A⊗f (dans ces catégories, les ı̂les flottantes peuvent
changer de mer à leur guise).

Nous raffinons donc la définition des réseaux de la façon suivante. Un réseau
φ est un uple

φ = (Cφ0 , σ
φ
0 , τ

φ
0 , σ

φ
10, τ

φ
10, C

φ
1 , λ

φ
1 , σ

φ
1 , τ

φ
1 , C

φ
2 , λ

φ
2 )

où
– Cφ0 est un ensemble fini de zones,
– σφ0 : Cφ1 → Cφ0 et τφ0 : Cφ1 → Cφ0 sont deux fonctions qui à tout port

associent sa zone source et sa zone but,
– σφ10 : Cφ2 → Cφ0 et τφ10 : Cφ2 → Cφ0 sont deux fonctions qui à toute cellule

associent sa zone source et sa zone but,
qui satisfont

– pour toute cellule c ∈ Cφ1 , avec λφ2 (c) : A→ B,
– pour tout indice i, τφ0 (σφ1 (c)(i)) = σφ0 (σφ1 (c)(i+ 1)),
– pour tout indice i, τφ0 (τφ1 (c)(i)) = σφ0 (τφ1 (c)(i+ 1)),
– si |A| > 0 alors σφ10(c) = σφ0 (σ1(c)(0)) et τφ10(c) = τφ0 (σ1(c)(|A| − 1)),
– si |B| > 0 alors σφ10(c) = σφ0 (τ1(c)(0)) et τφ10(c) = τφ0 (τ1(c)(|B| − 1)),

– les conditions de la Définition 5.19.
Nous pouvons alors étendre la construction de la catégorie de réseaux symé-
triques pour l’adapter aux réseaux non symétriques de la façon suivante. Un
objet de cette catégorie est un uple

A = (CA0 , σA0 , τA0 , CA1 , λA1 )

où (CA0 , σA0 , τA0 , CA1 ) est un graphe dont les éléments de CA0 sont appelées zones
et les éléments de CA1 sont appelés cellules, tel que toute zone est la source et
le but d’exactement une cellule, excepté une zone qui n’est que la source d’une
cellule et une zone qui n’est que le but d’une cellule. La fonction λA1 : CA1 → E1
est une fonction d’étiquetage. On peut alors adapter la construction de cocompas
de la Définition 5.20 et ainsi construire une catégorie monöıdale stricte de ré-
seaux N (S). De même qu’à la Remarque 5.23, on peut injecter les 2-générateurs
de la signature monöıdale dans cette catégorie. On définit alors la catégorieR(S)
des réseaux comme la plus petite sous-catégorie monöıdale de cette catégorie
contenant les 2-générateurs de la signature monöıdale S : cette catégorie est la
catégorie monöıdale libre générée par la signature monöıdale. Il semble difficile
de donner une caractérisation directe des morphismes de R(S) à l’intérieur de
la catégorie N (S) en imposant des conditions permettant d’avoir des zones co-
hérentes. Par exemple, sur la signature monöıdale à un 1-générateur 1 et trois
2-générateurs δ : 1→ 2, µ : 2→ 1 et ε : 1→ 0, le morphisme φ

δ

A A′ B

µ
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dont les zones A et A′ sont égales (i.e. sont le même élément de Cφ0 ) est un
morphisme de N (S) mais pas de R(S). Cependant, le morphisme

δ

A A B
ε

est un morphisme de R(S).
Remarque 5.26. Les constructions de réseaux présentées ici semblent proches
des différents formalismes permettant de construire des « catégories de dia-
grammes » générant des n-catégories libres tels que les schémas de collage (pas-
ting schemes) de Johnson [Joh89], les complexes de parité de Street [Str91] ou
les complexes dirigés de Steiner [Ste93]. Il serait intéressant d’investiguer préci-
sément le rapport entre nos réseaux et ces constructions.

5.4 Unification dans les catégories monöıdales

Afin de pouvoir formuler un algorithme d’unification dans les catégories mo-
nöıdales, il nous faut encore généraliser la construction de la catégorie de réseaux
précédente afin de prendre en compte des « trous » à l’intérieur des morphismes,
similaires à ceux déjà rencontrés lors de la formalisation des contextes monöı-
daux (Définition 3.8).

5.4.1 Multicatégories de multicontextes

Commençons par rappeler brièvement la notion de multicatégorie. Une pré-
sentation plus approfondie pourra être trouvée dans [Lei04].

Définition 5.27 (Multicatégorie). Une multicatégorie M est la donnée
– d’une classe Ob(M) dont les éléments sont appelés objets de M,
– d’une classe M(A1, . . . , An;A) pour tous objets A1, . . . , An, A dont les

éléments
f : A1, . . . , An → A

sont appelés morphismes ou opérations n-aires,
– d’une fonction

M(A1, . . . , An;A)×M(A1
1, . . . , A

k1
n ;A1)×. . .×M(A1

n, . . . , A
kn
n ;An) → M(A1

1, . . . , A
k1
n , . . . , A

1
n, . . . , A

kn
n ;A)

pour tous objets A, Ai et Aji
telles que

– la composition est associative :

f◦
(
f1 ◦ (f1

1 , . . . , f
k1
1 ), . . . , fn ◦ (f1

n, . . . , f
kn
n )
)

= (f◦(f1, . . . , fn))◦(f1
1 , . . . , f

k1
1 , . . . , f1

n, . . . , f
kn
n )

pour tous morphismes f , fi et f ji tels que les compositions font sens,
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– l’identité est l’élément neutre de la composition : pour tout morphisme
f : A1, . . . , An → A, on a

f ◦ (idA1 , . . . , idAn) = f = idA ◦ (f)

Une telle multicatégorie est symétrique lorsque les permutations σ : n → n
induisent une fonction

− · σ : M(A1, . . . , An;A) → M(Aσ(1), . . . , Aσ(n);A)

pour tous objets A1, . . . , An et A, de façon cohérente, dans le sens où pour tout
morphisme f : A1, . . . , An → A et toutes permutations σ, τ : n→ n, on a

(f · σ) · τ = f · (τ ◦ σ) et f · n = f

et de façon compatible avec la composition, dans le sens où

(f ·σ)◦(fσ(1)·τσ(1), . . . , fσ(n)·τσ(n)) = (f◦(f1, . . . , fn))·(σ◦(τσ(1)⊗· · ·⊗τσ(n)))

pour tous morphismes f, f1, . . . , fn de M et permutations σ, τ1, . . . , τn pour
lesquelles l’équation ci-dessus fait sens. Le tenseur et la composition des permu-
tations ci-dessus sont ceux de la catégorie Bĳ définie à la Propriété 3.26.

Les multicatégories peuvent être organisées en une catégorie appelée MultiCat.
Toute multicatégorie induit une catégorie en se restreignant aux morphismes

unaires. Cette construction définit un adjoint à droite au foncteur d’inclusion
de Cat dans MultiCat.

Définition 5.28 (Catégorie des morphismes unaires). À toute catégorie M,
on peut associer une catégorie des morphismes unaires ayant les mêmes ob-
jets que la multicatégorie, ayant les éléments de M(A;B) comme morphismes
de A dans B, et dont la composition et les identités sont celles induites par la
multicatégorie.

La notion du multicatégorie permet de généraliser la construction de la ca-
tégorie de contexte monöıdaux introduite à la Définition 3.8 afin de prendre en
compte des contextes comportant plusieurs trous.

Définition 5.29 (Multicatégorie de multicontextes). À toute catégorie monöı-
dale stricte C, on peut associer une multicatégorie K(C) de contextes à plusieurs
trous ou multicontextes. Ses objets sont des paires d’objets A et B de C, notées
A→ B, et l’ensemble des morphismes

K : A1 → B1, . . . , An → Bn ⇒ A→ B

de cette multicatégorie est l’ensemble des fonctions

K : Hom(A1, B1)× . . .×Hom(An, Bn) → Hom(A,B)

défini par induction par
– pour tout morphisme f : A→ B de C, la fonction constante

Kf : 1 ⇒ A→ B

qui associe le morphisme f à l’unique objet de l’ensemble terminal 1,
parfois encore simplement notée f , est un élément de K(C)(;A→ B),
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– la fonction identité idA→B est un élément de K(C)(A→ B;A→ B),
– pour toute paire de morphismes

K ∈ K(C)(A1 → B1, . . . , An → Bn;A→ B)

et
K ′ ∈ K(C)(A′1 → B′1, . . . , A

′
n → B′n;B → C)

la fonction définie par

(f1, . . . , fn, f ′1, . . . , f ′n) 7→ K ′(g) ◦K(f)

est un élément de

K(C)(A1 → B1, . . . , An → Bn, A
′
1 → B′1, . . . , A

′
n → B′n;A→ C)

– pour toute fonction

K ∈ K(C)(A1 → B1, . . . , An → Bn;A→ B)

et toute permutation π : n→ n, la fonction K ◦ π−1 est un élément de

K(C)(Aπ(1) → Bπ(1), . . . , Aπ(n) → Bπ(n);A→ B)

Il est aisé de vérifier que ces ensembles, munis des identités habituelles et de la
composition induite par la composition de fonctions, définissent une multicaté-
gorie symétrique.

Cette construction est inspirée de l’opérade des petits cubes en topologie
algébrique [Lei04], où l’on compose de petits cubes avec des trous cubiques de
la même façon que l’on compose les multicontextes dans notre cadre syntaxique.

5.4.2 Multicatégories de régions

Comme l’exemple des tresses l’a montré à la Section 5.1, les unificateurs mi-
nimaux de deux morphismes ne sont parfois pas en nombre fini, auquel cas ils
sont générés par des sortes de diagrammes paramétriques (dépendant d’un mor-
phisme φ) comme celui figuré en (5.4). Afin de tenter de formaliser ce nouveau
type de diagramme, nous allons définir la notion de région monöıdale qui géné-
ralise celle de multicontexte monöıdal. En effet, le « bord » d’un multicontexte
monöıdal

K : A1 → B1, . . . , An → Bn ⇒ C → D

est constitué d’un objet C en entrée et d’un objet D en sortie. Le bord d’une
région peut quant à lui être plus complexe et contenir plusieurs objets en entrée
et en sortie entremêlés. De plus, les régions sont munies d’un produit tensoriel
qui généralise à la fois la composition et le produit tensoriel de la catégorie
sous-jacente.

Pour mieux comprendre cette notion de région que nous allons introduire,
considérons un polygraphe avec un unique 0-générateur, un unique 1-générateur
noté 1, et trois 2-générateurs d : 1→ 3, m : 3 → 1 et s : 1→ 1, respectivement
représentés par

d m
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et notons C la catégorie monöıdale stricte engendrée. Étudions les unificateurs
minimaux des morphismes

d
et

m
(5.9)

Par exemple, pour tout morphisme φ : m → n (avec m ≥ 2 et n ≥ 2), le
morphisme

. . .

d

φ

m

. . .

(5.10)

est un unificateur des deux morphismes (5.9). Ce diagramme décrit donc une fa-
mille d’unificateurs, paramétrée par le morphisme φ. Ces familles étant difficiles
à manipuler directement, il est alors tentant de considérer ces générateurs de
familles en eux-mêmes et d’étudier la façon dont ils s’organisent d’un point de
vue algébrique, c’est-à-dire de construire une catégorie dans laquelle on pourrait
manipuler des « diagrammes ouverts » de la forme

d

m

(5.11)

Une fois ce saut conceptuel effectué, les morphismes (5.9) admettent un nombre
fini d’unificateurs minimaux non triviaux dans cet espace généralisé :

d

m

d

m

d

m

(5.12)

Les morphismes correspondant à ces diagrammes seront appelés des régions et
nous allons montrer qu’ils peuvent être structurés en une multicatégorie. La
construction que nous allons proposer procède en deux temps. Tout d’abord,
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nous allons ajouter formellement des duaux à gauche et à droite aux objets de
la catégorie monöıdale C (voir Définition 3.51). D’un point de vue graphique,
ceci revient à donner la possibilité de « tourner les fils », et nous permettra ainsi
de nous ramener à des morphismes de type de la forme I → A. Par exemple, le
morphisme (5.11) va induire le morphisme

d

m

Dans un second temps, nous gérons les régions comme celle du milieu de (5.12)
qui contiennent des « trous », en utilisant le mécanisme de composition dans
les multicatégories de multicontextes. Ainsi, le morphisme évoqué induira une
fonction

X 7→

d

X

m

dans la multicatégorie des régions.

Définition 5.30 (Catégorie avec duaux). Une catégorie avec duaux est une
catégorie monöıdale (C,⊗, I) dans laquelle tout objet A est muni

– d’un choix de dual à droite A∗, d’unité et de counité

ηRA : I → A⊗A∗ et εRA : A∗ ⊗A→ I

– d’un choix de dual à gauche ∗A, d’unité et de counité

ηLA : I → ∗A⊗A et εLA : A⊗ ∗A→ I

Remarque 5.31. Une catégorie monöıdale symétrique avec duaux est équivalente
à une catégorie compacte fermée [KL80] (voir Définition 0.53). Ici, nous ne
supposons pas que la catégorie monöıdale est symétrique mais une grande partie
de l’étude menée par Kelly et Laplaza se généralise à notre contexte.

Propriété 5.32. Dans toute catégorie avec duaux (C,⊗, I), pour tous objets A
et B, on a les isomorphismes canoniques suivants :

1. (∗A)∗ ∼= A ∼= ∗(A∗)
2. (A⊗B)∗ ∼= B∗ ⊗A∗ et ∗(A⊗B) ∼= ∗B ⊗ ∗A
3. ∗I ∼= I ∼= I∗
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Démonstration. La preuve de ces propositions est simple et est essentiellement
donnée dans [KL80] qui utilise des résultats de [KS72] sur les adjonctions dans
les 2-catégories.

Définition 5.33 (Catégorie avec duaux stricte). Une catégorie avec duaux est
stricte lorsque la catégorie monöıdale sous-jacente est stricte et de plus les iso-
morphismes de la Propriété 5.32 sont des égalités.

Propriété 5.34. Dans une catégorie avec duaux strictes, on a pour tous ob-
jets A et B les égalités :

– ηRA = ηLA∗ et εRA = εLA∗
– ηLA⊗B = (∗B ⊗ ηLA ⊗B) ◦ ηLB et εRA⊗B = εLA ◦ (A⊗ εLB ⊗ ∗A)
– ηLI = I = εLI

Dans une catégorie avec duaux stricte C, l’opération qui à un objet A associe A∗

peut être étendue en un foncteur (−)∗ : C → Cop défini sur tout morphisme
f : A→ B par

f∗ = (εRB ⊗A∗) ◦ (B∗ ⊗ f ⊗A∗) ◦ (B∗ ⊗ ηRA)

Graphiquement,

A

f

B

7→

B∗

f

A∗

Le foncteur ∗(−) : Cop → C est défini de façon similaire. La propriété précédente
permet aisément de montrer que ces foncteurs sont strictement monöıdaux et
sont inverses l’un de l’autre.

Définition 5.35. Si (C,⊗, I) est une catégorie monöıdale stricte, on note D(C)
la catégorie avec duaux stricte libre sur la catégorie C.

Décrivons la catégorie avec duaux stricte D(C) associée à une catégorie mo-
nöıdale stricte (C,⊗, I). Pour tout objet A de D(C) et tout entier n ∈ Z, on
définit la notation An par

A0 = A An+1 = (An)∗ An−1 = ∗(An)

(cette notation entre en conflit avec la notation pour les inverses lorsque n = −1
mais nous ne considérerons pas d’inverses dans la suite). L’opération (−)n peut
être étendue comme précédemment en un foncteur de C dans Cop si n est impair
et de C dans C si n est pair. Tout objet A de D(C) peut être écrit de façon
unique sous la forme

A = Aθ1
1 ⊗ . . .⊗Aθnn

où les Ai sont des objets de C et les θi sont des entiers que nous appellerons
orientations. Les morphismes de D(C) sont obtenus par composition et produit
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tensoriel formels d’identités, de morphismes f : A → B de C vus comme des
morphismes f : A0 → B0 de D(C) et des morphismes formels

ηAn : I → An−1 ⊗An et εAn : An ⊗An−1 → I

où A est un objet de C. La composition et le produit tensoriel vérifient les
lois requises par une catégorie monöıdale stricte. De plus, la composition et le
produit tensoriel dans la catégorie D(C) cöıncident avec celle de la catégorie C
pour les morphismes provenant de C. Pour tout objet A de C, l’identité sur A
de D(C) cöıncide avec celle de C. Enfin, les morphismes ηAn et εAn vérifient les
égalités zig-zag définissant les objets duaux.

Propriété 5.36. Pour toute catégorie monöıdale stricte (C,⊗, I), le plongement
de C dans D(C) est plein et fidèle.

Démonstration. Un morphisme de D(C) sera dit primaire lorsqu’il est

1. de la forme fn : A2n → B2n,

2. ou de la forme f2n+1 : B2n+1 → A2n+1,

3. ou de la forme εB2n ◦ (f2n ⊗B2n−1) : A2n ⊗B2n−1 → I,

4. ou de la forme εA2n+1 ◦ (f2n+1 ⊗A2n) : B2n+1 ⊗An → I,

5. ou de la forme (A2n−1 ⊗ f2n) ◦ ηA2n : I → A2n−1 ⊗B2n,

6. ou de la forme (B2n ⊗ f2n+1) ◦ ηB2n+1 : I → B2n ⊗A2n+1,

pour un certain morphisme f : A → B de C. Un morphisme primaire sera dit
vertical lorsqu’il est de la forme 1 ou 2. Un morphisme sera dit haut lorsqu’il a I
pour but et est une composée de morphismes de la forme A ⊗ h ⊗ B, où h est
un morphisme de la forme 3 ou 4. Un morphisme sera dit bas lorsqu’il a I pour
source et est une composée de morphismes de la forme A⊗ h⊗B, où h est un
morphisme de la forme 5 ou 6. Par induction sur la taille des morphismes, on peut
montrer que tout morphisme de D(C) est exprimable comme un produit tensoriel
de morphismes verticaux, hauts et bas et que deux écritures représentant un
même morphisme peuvent être montrées égales en n’utilisant que les axiomes
des catégories monöıdales (i.e. sans utiliser les axiomes liés à la présence d’objets
duaux), ce qui permet de conclure.

La propriété suivante montre que dans une catégorie avec duaux, il n’est pas
restrictif de se restreindre aux morphismes dont le type est de la forme I → A.

Propriété 5.37. Dans toute catégorie avec duaux stricte C, pour toute paire
d’objets A et B, l’ensemble de morphisme C(A,B) est naturellement isomorphe
par une bijection φA,B à l’ensemble C(I, A−1 ⊗ B). Par « naturellement », on
entend ici que cette bijection transporte tout diagramme

A
g // B

hB

��
A′

hA

OO

f
// B′

en

I
φA,B(g) // A−1 ⊗B

h−1
A
⊗hB

��
I
φA,B(f)

// (A′)−1 ⊗B′
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Diagrammatiquement,

φA,B =

A

f

B

7→ f

A−1B

Étant donnée une catégorie monöıdale stricte (C,⊗, I) considérons mainte-
nant la multicatégorie de multicontextes K(D(C)) sur la catégorie libre avec
duaux D(C) sur C. Ses objets sont de la forme A → B, où A et B sont des
objets de D(C). Par la propriété précédente, nous allons nous restreindre aux
objets de la forme I → A pour définir la multicatégorie des régions.

Définition 5.38 (Multicatégorie des régions). Soit (C,⊗, I) une catégorie mo-
nöıdale stricte. La multicatégorie des régions M(C) est la sous-multicatégorie
de la multicatégorie K(D(C)) dont les objets ont des types de la forme I → A,
que nous noterons simplement A.

Si S est une signature monöıdale, nous noteronsM(S) la multicatégorieM(C),
où C est la catégorie monöıdale stricte générée par la signature S.

Dans toute telle multicatégorie de régions, on peut identifier les morphismes
suivants.

– Rotations. Pour toute paire d’objets A et B, le morphisme de rotation
anti-horaire ρ+

A,B : A⊗B → B ⊗A2 est la fonction qui a tout morphisme
f : A⊗B de D(C) associe le morphisme

ρ+
A,B(f) = (εA1 ⊗B ⊗A2) ◦ (A1 ⊗ f ⊗A2) ◦ ηA2

de D(C). Graphiquement,

f

A B

7→
f

B A2

De même, la rotation horaire ρ−A,B : A⊗B → B−2 ⊗A est la fonction qui
a tout morphisme f : A⊗B de D(C) associe le morphisme

ρ−A,B(f) = (B−2 ⊗A⊗ εB) ◦ (B−2 ⊗ f ⊗B−1) ◦ ηB−1

de D(C). Graphiquement,

f

A B

7→
f

B−2A
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– Coupure. Pour tous objets A, B et C, la coupure sur B, notée

⊗B : A⊗B, B−1 ⊗ C → A⊗ C

est le morphisme qui à tout morphisme f : A⊗B et g : B−1 ⊗C de D(C)
associe le morphisme

f ⊗B g = (A⊗ εB ⊗ C) ◦ (f ⊗ g)

de D(C). Graphiquement,

f ⊗B g =
f g

B B−1

A C

Propriété 5.39. Les morphismes de rotation satisfont les propriétés suivantes.

1. Pour tous objets A et B, la rotation ρ+
A,B est inversible d’inverse ρ−B,A2 .

2. Pour tous objets A, B et C, on a

ρ+
A⊗B,C = ρ+

B,C⊗A2 ◦ ρ+
A,B⊗C et ρ−A,B⊗C = ρ−C−1⊗A,B ◦ ρ

−
A⊗B,C

3. Pour tout objet A, on a

ρ+
I,A = idA et ρ−A,I = idA

Par extension, nous nous autoriserons parfois dans la suite à être légèrement
informels et utiliserons la notation de la coupure pour la fonction qui à toute
paire de morphismes f : A ⊗ B ⊗ C et g : D ⊗ B−1 ⊗ E de D(C) associe le
morphisme f ⊗B g : C−2 ⊗A⊗ E ⊗D2 défini par

f ⊗B g = (ρ−A⊗B,C ◦ f)⊗B (ρ+
D,B−1⊗E ◦ g)

et plus généralement, afin d’alléger les notations, nous omettrons parfois des
compositions avec les rotations lorsqu’elles peuvent être devinées à l’aide du
type des morphismes.

Propriété 5.40. Les morphismes de coupure satisfont les propriétés suivantes.

1. Associativité. Pour tous objets A, B, C, D, E et F et tous morphismes

f : A⊗D ⊗ E, g : D−1 ⊗B ⊗ F et h : E−1 ⊗ F−1 ⊗ C

de D(C), on a

(f ⊗D g)⊗F⊗E h = f ⊗D⊗E (g ⊗F h)
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Graphiquement, la composée

A

f

D
g E

FB
h

C

est définie de façon unique.
2. Unité. Pour tous objets A et B et tout morphisme f : A−1 ⊗ B de D(C),

on a
A⊗A f = f ⊗B B−1

3. Coupure et composition. Pour tous objets A, B et C et toute paire de
morphismes f : A→ B et g : B → C de D(C), on a

φA,C(g ◦ f) = φA,B(f)⊗B φB,C(g)

où φ est l’isomorphisme introduit à la Propriété 5.37.
4. Coupure et produit tensoriel. Pour tous objets A, B, C et D et toute paire

de morphismes f : A→ B et g : C → D de D(C), on a

φA⊗C,B⊗D(f ⊗ g) = ρ−A−1⊗B⊗C,D1(φA,B(f)⊗I ρ+
C,D(φC,D(g)))

où φ est l’isomorphisme introduit à la Propriété 5.37.

Nous introduisons enfin deux constructions de la catégorie M(C), qui nous
seront utiles par la suite.

Définition 5.41 (Phagocytose). Dans toute multicatégorie de régions M(C),
on définit l’opération de phagocytose selon C, notée πA,C , qui à tout morphisme

f : A1, . . . , An → B ⊗ C1 ⊗A⊗ C

associe le morphisme

πA,C(f) : A1, . . . , An, A
−1 → B

défini par

πA,C(f) = f ⊗C1⊗A⊗C ρ
−
A−1⊗C,C1(idA−1 ⊗I φC1,C1(C1))

Graphiquement,

f

B C1 A C

 

f

X

B
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Définition 5.42 (Compartimentation). Dans toute multicatégorie de régionsM(C),
on définit le morphisme de compartimentation selon C

χA,C,B : A,B → A⊗ C−1 ⊗B ⊗ C

défini par

χA,C,B = f, g 7→ f ⊗I (ρ+
C−2,B(φC−1,C−1(C−1)⊗I g))

Diagrammatiquement,

χA,C,B(f, g) =
f g

AC−1B C

En particulier, tout morphisme f : A1, . . . , An, C
−1⊗A⊗C⊗B → D deM(C)

induit un morphisme f ′ : A1, . . . , An, A,B → D par précomposition avec le
morphisme de compartimentation.

La propriété suivante montre qu’il existe en un certain sens un plongement
plein et fidèle d’une catégorie monöıdale stricte dans sa catégorie des régions.

Propriété 5.43. Soit (C,⊗, I) une catégorie monöıdale stricte. Cette catégorie
est isomorphe à la catégorie monöıdale stricte D dont

– les objets sont les objets de C,
– les morphismes f : A→ B sont les morphismes

f : → A−1 ⊗B

de la multicatégorie M(C),
– la composition de deux morphismes de deux morphismes f : A → B et
g : B → C est définie par g ◦ f = f ⊗B g,

– le tenseur de deux morphismes f : A → B et g : C → D est défini par
f ⊗ g = f ⊗I g.

Démonstration. Le fait que D soit bien une catégorie découle des propriétés
d’associativité et d’unité de la Propriété 5.40. Par définition de la multicatégo-
rieM(C), il est facile de se convaincre que la Propriété est équivalente à montrer
que le plongement évident de C dans D(C) est plein et fidèle, ce que nous avons
montré à la Propriété 5.36.

Cette propriété nous permet de généraliser la notion d’unificateur de deux
morphismes de la catégorie monöıdale générée par la signature S :

Définition 5.44 (Unificateur). Un unificateur

(κ1, κ2) : A1, . . . , An → C

de deux morphismes de la catégorie monöıdale générée par une signature mo-
nöıdale S, vus comme des morphismes nullaires

φ : → A et ψ : → B
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de M(S), est une paire de morphismes

κ1 : A1, . . . , An, A→ C et κ2 : A1, . . . , An, B → C

tels que
κ1 ◦ (idA1 , . . . , idAn , φ) = κ2 ◦ (idA1 , . . . , idAn , ψ)

Cet unificateur (κ1, κ2) est minimal lorsque pour tout autre unificateur (κ′1, κ′2),
– si κ′ est un morphisme tel que

κ1 = κ′ ◦ κ′1 et κ2 = κ′ ◦ κ′2

alors κ′ est l’identité sur C,
– si φ1, . . . , φm sont des morphismes tels que

κ1 = κ′1(φ1, . . . , φm, id) et κ2 = κ′2(φ1, . . . , φm, id)

alors ces morphismes φi sont des identités de la multicatégorie.
Cet unificateur est trivial lorsqu’il existe un morphisme

κ : A1, . . . , An, A,B → C

tel que

κ1 = κ ◦ (idA1 , . . . , idAn , idA, ψ) et κ2 = κ ◦ (idA1 , . . . , idAn , φ, idB)

Remarque 5.45. La définition précédente peut être généralisée pour définir une
notion d’unificateur de deux morphismes quelconques de M(S).
De même, la notion de système de réécriture monöıdal sur une signature mo-
nöıdale S peut être généralisée à ce nouveau cadre (ainsi que la notion de paire
critique, etc.) : les règles deviennent des paires φ =⇒ ψ de morphismes parallèles
de M(S).
Remarque 5.46. Un système de réécriture sur une signature monöıdale S peut
être confluent sans que tous ses unificateurs minimaux non triviaux dansM(S)
soient joignables dans M(S). Bien sûr tous ses unificateurs minimaux non tri-
viaux dans la catégorie monöıdale stricte générée par S le seront. C’est par
exemple le cas pour le système de réécriture naturel associé à la théorie des
symétries [Laf03] : la paire critique induite par le morphisme (5.4) n’est pas
confluente. Voir aussi l’exemple traité à la Section 5.5.

Ce phénomène est bien connu en réécriture : un système de réécriture peut
être confluent sur les termes clos, sans pour autant l’être sur les termes ou-
verts. C’est par exemple le cas dans certains λ-calculs avec substitutions expli-
cites [ACCL89]. Ici, les bords jouent le rôle des variables ouvertes (parfois encore
appelées métavariables) familières en réécriture de termes. On peut donc rencon-
trer ce phénomène avec des « variables d’entrée » ainsi qu’avec des « variables
de sortie » dans nos systèmes de réécriture.

5.4.3 Multicatégories de régions de réseaux

La construction de la catégorie des réseaux symétriques sur une signature
monöıdale S = (E1, s1, t1, E2) peut être adaptée afin de construire « concrè-
tement » la multicatégorie des régions de la catégorie monöıdale symétrique
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libre sur la signature monöıdale S, en vue de l’implémentation d’un algorithme
d’unification.

Commençons par adapter certaines des constructions faites précédemment
dans un cadre « avec duaux ». Si E est un ensemble, le monöıde avec duaux
libre (E∗,⊗, I) sur E est le monöıde dont les éléments sont les mots sur E
A = A1 ⊗ · · · ⊗An, parfois vus comme des fonctions λA : |A| → E, munis d’une
fonction d’orientation θA : |A| → Z. Une signature monöıdale avec duaux T
est un triplet (E1, b1, E2), où E1 est un ensemble de 1-générateurs, E∗1 est le
monöıde avec duaux libres sur E1 et E2 est un ensemble de 2-générateurs et
b1 : E2 → E∗1 associe à tout 2-générateur son bord. Nous noterons parfois f : A
pour indiquer que f est un 2-générateur de bord A. En particulier, la signature
monöıdale S induit une signature monöıdale avec duaux (E1, b1, E2), où le bord
de tout 2-générateur f : A→ B de S est A−1⊗B. Dans la suite, nous noterons
encore S la signature monöıdale avec duaux associée à S.

Nous considérerons dans cette section une variante des réseaux de la Sec-
tion 5.3.1. Un réseau φ est

φ = (Cφ1 , λ
φ
1 , β

φ, Cφ2 , λ
φ
2 )

où Cφ1 est un ensemble fini de ports, Cφ2 est un ensemble fini de cellules, les
fonctions λφ1 : Cφ1 → E1 et λφ2 : Cφ2 → E2 sont des fonctions d’étiquetage et la
fonction βφ : Cφ2 → (Cφ1 )∗ associe à toute cellule une liste orientée de ports, son
bord. Un port est une entrée lorsque son orientation est impaire et une sortie
lorsque son orientation est paire. Les réseaux doivent satisfaire des conditions
de cohérence similaires à celles requises à la Définition 5.19 pour les réseaux
symétriques.

Notons S la signature monöıdale avec duaux obtenue en ajoutant à S une
infinité dénombrable de 2-générateurs xA : A, appelés variables, pour tous élé-
ments A du monöıde avec duaux libre sur E1. Un réseau avec variables linéaires
sur S est un réseau sur la signature S dans lequel une variable apparâıt au
plus une fois. L’ensemble des variables apparaissant dans un tel réseau φ est
noté FV(φ) et ses éléments sont appelés variables libres de φ. Les réseaux sont
considérés à renommage des variables libres près.

Définition 5.47 (Multicatégorie des régions des réseaux symétriques). La mul-
ticatégorie des régions des réseaux symétriques sur la signature monöıdale S,
notéeMs(S), est définie de la façon suivante. Ses objets A sont les éléments du
monöıde avec duaux libre sur E1. Les morphismes de Ms(S) sont les triplets

(sφ1 , . . . , sφn, φ, tφ) : A1, . . . , An → B

où
φ = (Cφ1 , λ

φ
1 , β

φ
1 , C

φ
2 , λ

φ
2 )

est un réseau avec variables linéaires, dont les variables libres sont xA1 , . . . , xAn

(dans cet ordre) et

sφi : |Ai| → Cφ1 et tφ : |B| → Cφ1

sont des fonctions, où chacune des sφi est une bijection de |Ai| dans le bord
de la variable xAi , et tφ est une bijection de |B| dans l’ensemble des ports
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libres de φ. Ces fonctions doivent bien sûr être compatibles avec le typage. La
composition est donnée par la substitution des variables par les arguments et
l’identité idA : A → A est le réseau contenant une variable xA comme unique
cellule.

De façon similaire à la définition de la catégorie des réseaux avec unités symé-
triquesRu(S) sur une signature S, nous définissons la multicatégorie des régions
des réseaux avec unités commutatives Mu(S) sur une signature S comme la
plus petite sous-multicatégorie de la multicatégorie Ms(S) telle que

– pour tout 2-générateur f : A → B de S, le morphisme de Ms(S) cor-
respondant φA,B(f) : → A−1 ⊗B est dans Mu(S) (ici, φA,B désigne la
bijection de la Propriété 5.37),

– pour toute paire d’objets A et B, les morphismes ρ+
A,B et ρ−A,B deMs(S)

sont dans Mu(S),
– pour tous objets A, B et C, le morphisme ⊗B : A⊗B,B−1⊗C → A⊗C

de Ms(S) est dans Mu(S).
Là encore, la multicatégorie Mu(S) est « presque » équivalente à la multicaté-
gorie des régions M(S). En effet, le foncteur d’oubli U :M(S) →Mu(S) est
plein. Il est de plus injectif sur les morphismes connexes – la Définition 5.25 de
connexité peut être étendue de façon immédiate aux morphismes de la multica-
tégorie M(S). La plupart des morphismes à unifier en pratique sont connexes,
par exemple tous les membres gauche des règles de réécriture des Figures 5.2
et 5.3 le sont. On peut de plus montrer que les unificateurs minimaux non
triviaux de deux morphismes connexes sont connexes. Nous formulerons donc
notre algorithme d’unification dans ce cadre. Nous étudions en ce moment la
possibilité d’une construction d’une multicatégorie de réseaux équivalente à la
multicatégorieM(S), en nous inspirant de la construction de la catégorieR(S).

5.4.4 Un algorithme d’unification

Dans la suite, nous supposons fixée une signature monöıdale S et notons
(C,⊗, I) la catégorie monöıdale stricte libre qu’elle génère. Nous décrivons un
algorithme d’unification permettant de calculer l’ensemble des unificateurs mini-
maux non triviaux de deux morphismes connexes φ : A→ B et ψ : C → D de C,
en généralisant à notre cadre l’algorithme classique d’unification de termes par
transformation [Rob65, BN99]. Le cadre est proche des systèmes de réécriture
de graphes [PH96], mais les graphes manipulés ici sont orientés (les ports sont
des entrées ou des sorties) et planaires, ce qui rend nécessaire l’introduction du
formalisme des régions. Comme nous l’avons expliqué à la section précédente,
nous allons calculer ces unificateurs à l’intérieur de la multicatégorie Mu(S).
Si (κ1, κ2) : A1, . . . , An → C ⊗D est un unificateur des morphismes

φ : → A−1 ⊗B et ψ : → C−1 ⊗D

alors (ρ+
C,D◦κ1, ρ

+
C,D◦κ2) et (ρ−C,D◦κ1, ρ

−
C,D◦κ2) sont aussi des unificateurs de φ

et ψ. Notre algorithme travaillera donc modulo rotation : il fournira (au moins)
un morphisme par classe d’équivalence par rotation des unificateurs minimaux
non triviaux.

L’algorithme va, de façon non déterministe, calculer un unificateur minimal
non trivial (κ1, κ2) : A1, . . . , An → C des deux morphismes φ et ψ, ou plus
précisément des deux réseaux correspondants dans la multicatégorie Mu(S).
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L’ensemble des unificateurs minimaux non triviaux sera obtenu par la séman-
tique collectrice de l’algorithme. Nous nous autoriserons à renvoyer une valeur
particulière Échec lorsqu’une branche du calcul ne produit pas d’unificateur.
Nous allons adopter une présentation légèrement différente (mais équivalente)
des unificateurs et nous allons calculer un morphisme κ : A1, . . . , An → C ⊗D,
ainsi que des plongements ι1 et ι2 des réseaux φ et ψ dans le réseau κ. Le
morphisme κ1 (resp. κ2) pourra être déduit en « remplaçant » l’image de ι1
(resp. ι2) par une variable. Par un plongement, on entend ici un morphisme de
réseaux dont les fonctions sur les ports et sur les cellules sont injectives. Le fait
que l’unificateur soit non trivial signifie alors que les images de ι1 et ι2 sur les
cellules ont une intersection non vide.

L’algorithme va construire une suite de réseaux κi qui va converger vers un
unificateur minimal non trivial κ. Il va aussi construire une suite de relations Rp

i

entre les ports de ψ et les ports de κi, et une suite de relations Rc
i entre les

cellules de ψ et les cellules de κi ; ces relations vont converger vers des relations
induisant un plongement du réseau ψ dans le réseau κ. Il va enfin construire
une suite de relations Rp?

i entre les ports orientés de ψ et les ports orientés
de κi, et une suite de relations Rc?

i entre les cellules de ψ et les cellules de κi ;
ces relations représentent les ports et les cellules qui doivent être unifiés, et
l’algorithme s’arrête lorsqu’elles sont toutes les deux vides. L’algorithme débute
en posant κ0 = φ, Rp

0 = ∅, Rc
0 = ∅, Rp?

0 = ∅ et Rc?
0 = {(c, c′)}, où c est une

cellule de κ0 et c′ est une cellule de ψ, choisies de façon non déterministe.
À chaque étape, l’algorithme effectue la première des actions suivantes qui

est applicable.

1. Si l’ensemble Rc?
i contient un élément (c, c′) tel que les types de c et c′

diffèrent, i.e. λψ2 (c) 6= λκi2 (c′), alors l’algorithme renvoie Échec.

2. Si l’ensemble Rc?
i contient un élément (c, c′) qui appartient à Rc

i alors
on pose Rc?

i+1 = Rc?
i \ {(c, c′)} et les autres relations ainsi que κ restent

inchangés.

3. Si l’ensemble Rc?
i contient un élément (c, c′), notons pθ1

1 ⊗ · · · ⊗ pθkk les

ports du bord de c et qθ
′
1

1 ⊗ · · ·⊗ q
θ′1
k les ports du bord de c′. On pose alors

Rp?
i+1 = Rp?

i ∪ {(p
θ1
1 , q

θ′1
1 ), . . . , (pθkk , q

θ′k
k )}

ainsi que Rp
i+1 = Rp

i , Rc
i+1 = Rc

i ∪ {(c, c′)}, Rc?
i+1 = Rc?

i \ {(c, c′)} et
κi+1 = κi.

4. Si l’ensemble Rp?
i contient un élément (pθ, qθ′) tel que les types de p et q

diffèrent, i.e. λψ1 (p) 6= λκi1 (q), ou les orientations diffèrent, i.e. θ 6= θ′, alors
l’algorithme renvoie Échec.

5. Si l’ensemble Rp?
i contient un élément (pθ, qθ′) tel que (p, q) appartient

à Rp
i , alors on pose Rp?

i+1 = Rp?
i \ {(p, q)} et les autres relations ainsi

que κi restent inchangés.

6. Si l’ensemble Rp?
i contient un élément (pθ, qθ′), on distingue plusieurs cas

suivant les antécédents et les successeurs de p et q (l’antécédent d’un port
est une cellule ayant ce port comme but, le successeur d’un port est une
cellule ayant ce port comme source). On pose Rc?

i+1 = Rc?
i et κi+1 = κi.

On commence par regarder les antécédents de p et p′.
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(a) Si p n’a pas d’antécédent alors on ne fait rien.
(b) Sinon, on note d cet antécédent et pθ1

1 ⊗ · · · ⊗ pθnn ⊗ pθ son bord (à
rotation près, on peut toujours supposer que p est en fin de bord).

i. Si p′ a un antécédent d′ qui n’est pas une variable, alors on
ajoute (d, d′) à l’ensemble Rc?

i+1.
ii. Si p′ a un antécédent qui est une variable x dont le bord est

q
θ′1
1 ⊗ · · · ⊗ q

θ′n
n ⊗ pθ alors, de façon non déterministe, on effectue

l’une des deux actions suivantes.
A. On remplace x par le morphisme ξ dans le morphisme κi+1,

constitué de deux cellules c1 et c2, où c1 est une variable
ayant

q
θ′1
1 ⊗ · · · ⊗ q

θ′n
n ⊗ pθn−1

n ⊗ · · · ⊗ pθ1−1
1

pour bord et c2 est une cellule de même type que d et de bord
pθ1
1 ⊗ · · · ⊗ pθnn ⊗ pθ, et on pose Rc?

i+1 = Rc?
i+1 ∪ {(d, c2)}.

B. On « compartimente x selon p » en quotientant les ports
de κi+1 par l’égalité p = qθ−1

i , où qi est un port de même
type que p choisi de façon non déterministe, et en rempla-
çant x par deux variables x1 de bord q1⊗ . . .⊗ qi−1 et x2 de
bord qi+1 ⊗ . . .⊗ qn. On reprend alors à l’étape (b) avec le
nouveau ki+1 est les relations inchangées, excepté le même
quotient p = qθ−1

i .

iii. Si p′ n’a pas d’antécédent alors on note qθ
′
1

1 ⊗ · · · ⊗ q
θ′n
n ⊗ pθ le

bord de κi et, de façon non déterministe, on effectue l’une des
deux actions suivantes.
A. On compose κi+1 avec le réseau correspondant à la cellule d

sur le port p, et on pose Rc?
i+1 = Rc?

i+1 ∪ {(d, d)}.
B. On « effectue une phagocytose de κ » selon p avec un port qθ+1

i

de même type que p choisi de façon non déterministe et on
reprend à l’étape (b).

On traite ensuite les successeurs de p et p′ de façon similaire. Enfin, si
on n’est pas déjà passé à l’étape suivante, on pose Rp?

i+1 = Rp?
i \ {(p, p′)},

Rp
i+1 = Rp

i ∪ {(p, p′)} et la relation Rc reste inchangée.

7. Si les relations Rp? et Rc? ne sont pas vides alors l’algorithme renvoie
Échec.

8. Si les relations Rp et Rc ne sont pas des fonctions injectives, on ren-
voie Échec.

9. Sinon, on revoie la cellule κ, ainsi que le plongement induit par Rp et Rc

de ψ dans κ.
Le morphisme κ0 étant φ, le morphisme φ se plonge de façon triviale dans κ0.

On peut vérifier par induction que ce plongement induit un plongement de φ
dans tous les κi.

Par exemple, le morphisme de gauche de (5.9) peut être représenté par le
réseau φ défini par

Cφ1 = {p0, p1, p2, p3, p4, p5} Cφ2 = {c0, c1, c2}
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et
λφ1 (pi) = 1 λφ2 (c0) = d λφ2 (c1) = λφ2 (c2) = s

et

βφ1 (c0) = p−1
0 ⊗ p1 ⊗ p4 ⊗ p2 βφ1 (c1) = p−1

1 ⊗ p3 βφ1 (c2) = p−1
2 ⊗ p5

Diagrammatiquement,

p0

c0 dp1
c1

p2
c2

p3 p4 p5

De même, le morphisme de droite de (5.9) peut être représenté par le réseau ψ
défini par

Cφ1 = {q0, q1, q2, q3, q4, q5} Cφ2 = {d0, d1, d2}

et
λφ1 (qi) = 1 λφ2 (d0) = λφ2 (d1) = s λφ2 (d2) = m

et

βφ1 (d0) = q−1
0 ⊗ q3 βφ1 (d1) = q−1

2 ⊗ q4 βφ1 (d2) = q−1
4 ⊗ q−1

1 ⊗ q−1
3 ⊗ q5

Diagrammatiquement,

q0 q1 q2

d0 d1q3
d2 m

q4

q5

Montrons quelques étapes de l’exécution de l’algorithme partant du réseau κ0 = φ
et de la relation Rc?

0 = {(d0, c1)}.
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règle i κi Rp
i Rc

i Rp?
i Rc?

i

0 d ∅ ∅ ∅ {(d0, c1)}

3. 1 d ∅ {(d0, c1)} {(q0, p1), (q3, p3)} ∅

6.a. 2 d ∅ {(d0, c1)} {(q3, p3)} {(d0, c1)}

2. 3 d ∅ {(d0, c1)} {(q3, p3)} ∅

6. 4

d

p6 p7

c3 m

p8

{(q3, p3)} {(d0, c1)} ∅ {(d0, c1), (d2, c3)}

2. 5

d

m

{(q3, p3)} {(d0, c1)} ∅ {(d2, c3)}

3. 6

d

m

{(q3, p3)} {(d0, c1)} {(q4, p7), (q1, p6), (q5, p8)} ∅
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règle i κi Rp
i Rc

i Rp?
i Rc?

i

6.b.iii.B 7

d

X

m

{(q3, p3)} {(d0, c1)} {(q4, p7), (q1, p6), (q5, p8)} ∅

...
...

...
...

...
...

...

d

X

m

∅ ∅ ∅ ∅

À l’étape 7, de façon non déterministe, l’algorithme peut aussi s’exécuter de
la façon suivante :

règle i κi Rp
i Rc

i Rp?
i Rc?

i

6.b.iii.A 7

d

p9

c4

m

{(q3, p3)} {(d0, c1)} {(q1, p6), (q5, p8)} {(d2, c3), (d1, c4)}

...
...

...
...

...
...

...

d

m

∅ ∅ ∅ ∅

Pour simplifier la présentation, nous n’avons pas mentionné le typage dans
l’exemple ci-dessus, sur les ports en particulier. Celui-ci est cependant impor-
tant, car il permet d’éviter à l’algorithme de produire des réseaux qui ne corres-
pondent à aucun morphisme de la multicatégorie Mu(S). Par exemple, lors de
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l’unification des réseaux φ et ψ, partant de Rc?
0 = {(d0, c2)}, l’algorithme peut

aboutir, à une étape i, au morphisme κi suivant :

p0 p7 p8

c0 d
p1 p5

c1 c2

p6

c3 m

p3 p4 p9

de type 1−1⊗ 1−1⊗ 1−1⊗ 1⊗ 1⊗ 1. Le typage empêche alors de faire une étape
de phagocytose (6.b.iii.B) qui aboutirait à un réseau

d

m

qui n’est pas un morphisme de la multicatégorie Mu(S).
La preuve de la correction de l’algorithme que nous avons proposé, ainsi

que l’étude des diverses variantes et optimisations possibles est laissée pour des
travaux futurs.

5.5 Présentation localement confluente de Mat(N)

Notons B la théorie des bigèbres bicommutatives et B = Mat(N) = B/≡
la catégorie monöıdale stricte générée par cette théorie, où B est la catégorie
monöıdale stricte générée par la signature monöıdale SB sous-jacente et ≡ est
la congruence monöıdale générée par les relations de la théorie. Les équations de
cette théorie peuvent être naturellement orientées de la façon décrite en haut de
la Figure 5.2, dans l’espoir d’obtenir un système de réécriture fini et normalisant.
Cette orientation est en particulier une généralisation de celle proposée par La-
font pour la théorie des monöıdes commutatifs [Laf03]. Le système de réécriture
ainsi obtenu n’est pas confluent. Afin de le transformer en un système de réécri-
ture localement confluent, une méthode usuelle en réécriture consiste à effectuer
une complétion de Knuth-Bendix du système de réécriture [KB70, BN99], en
ajoutant au système des règles obtenues à partir des morphismes apparaissant
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dans les paires critiques. Par exemple, le morphisme

a⇐= c=⇒

peut être réécrit soit par la règle a, soit par la règle c, et donner lieu à la
règle sa de la complétion (voir Figure 5.3). Cependant, les paires critiques du
système sont en nombre infini (si on les calcule dans la catégorie B, au sens de la
Définition 5.9) et génèrent un nombre infini de nouvelles règles par complétion.
Plutôt que de calculer ces paires critiques dans la catégorie B, on peut les calculer
dans la multicatégorieM(SB) ce qui génère un nombre fini de paires critiques.
La complétion du système de réécriture initial permet alors de compléter le
système de réécriture de la Figure 5.2 par les règles de la Figure 5.3, obtenant
ainsi un système de réécriture fini dans M(SB).

Le système de réécriture ainsi obtenu n’est pas confluent dansM(SB). Par
exemple, le morphisme correspondant à la famille de morphismes (5.4) induit une
paire critique (la règle yb peut être appliquée à deux positions différentes) qui
n’est pas confluente. Le système de réécriture est cependant localement confluent
sur les morphismes de B dans le sens suivant (voir aussi la Remarque 5.46).
Par les Propriétés 5.37 et 5.43, tout morphisme f : A → B de B induit un
morphisme f̃ : A−1⊗B deM(SB). Si ce morphisme se réécrit (dansM(SB)),
en une étape de réécriture, en un morphisme u1 : A−1 ⊗ B d’une part, et en
un morphisme u2 : A−1 ⊗ B d’autre part, alors les morphismes u1 et u2 se
réécrivent tous deux, en un nombre quelconque d’étapes de réécriture, en un
même morphisme u. Diagrammatiquement,

f̃

{� �������

�������

�#
???????

???????

u1

∗
�$

BBBBBBB

BBBBBBB
u2

∗
z� |||||||

|||||||

u

Les morphismes u1, u2 et u étant tous trois de type A−1 ⊗ B, ces morphismes
sont les images de morphismes g1, g2 et g de type A→ B de B par le plongement
de B dans M(SB) de la Propriété 5.43.

Afin de montrer la confluence locale du système, telle que nous l’avons définie,
il faut montrer le lemme suivant, décrivant les générateurs apparaissant « à
gauche » des morphismes de la catégorie B.

Lemme 5.48. Pour tout morphisme ξ de la catégorie B, il existe un mor-
phisme φ (et éventuellement un morphisme ψ) tel que ξ se réécrive en un mor-
phisme de l’une des formes présentées à la Figure 5.4.
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yb=⇒ s=⇒

a=⇒ ul=⇒ ur=⇒ c=⇒

a’=⇒ ul’=⇒ ur’=⇒ c’=⇒

mnu=⇒ mnd=⇒ usl=⇒ usr=⇒

mnu’=⇒ mnd’=⇒ usl’=⇒ usr’=⇒

b=⇒ mu=⇒ mu’=⇒ uu=⇒

Fig. 5.2 – Orientation des relations de la théorie des bigèbres bicommutatives.
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sa=⇒ ybm=⇒

sa’=⇒ ybm’=⇒

mms1=⇒ mms2=⇒

mms1’=⇒ mms2’=⇒

mms3=⇒

Fig. 5.3 – Règles obtenues par complétion des règles de la théorie des bigèbres bicommutatives.
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. . .

φ

. . .

. . .

φ

. . .

. . .

φ

. . .

. . .

φ

. . .

. . .

φ

. . .

. . .

φ
. . .

ψ
. . .

. . .

φ

. . .

Fig. 5.4 – Forme générale des morphismes réduits.

La confluence locale du système peut alors être prouvée en calculant toutes
les paires critiques, ce qui peut être fait à l’aide de l’algorithme de la section
précédente. Si une paire critique a un type de la forme A−1 ⊗ B alors on peut
directement montrer qu’elle est joignable. Dans le cas contraire, on montre que
toutes les paires critiques induites dans B par la paire critique de M(SB) sont
joignables en utilisant le Lemme 5.48, utilisant ainsi une technique similaire à
celle de [Laf03]. Par exemple, considérons la paire critique

a⇐= mnu=⇒ (5.13)

On ne peut pas montrer directement la confluence de cette paire critique. Ce-
pendant, pour montrer la confluence locale du système de réécriture, il nous
suffit de montrer que pour tout morphisme φ, les deux réécritures possibles du
morphisme

. . .

φ

. . .

induites par la paire critique sont confluentes. On peut alors se ramener à des
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morphismes φ de la forme donnée par le Lemme 5.48 (Figure 5.4) et montrer
dans chaque cas que la paire critique est joignable.

Remarque 5.49. Certaines paires critiques de M(SB) qui ne sont pas dans B
sont, contrairement à la (5.13), directement joignables dansM(SB). Par exemple,
la paire critique

mms2⇐= s=⇒

est joignable, car le membre gauche peut se réécrire en le membre droit par la
suite d’étapes suivante :

=⇒ =⇒ =⇒

La terminaison du système de réécriture formé des règles des Figures 5.2
et 5.3 peut être montrée en montrant la décroissance d’un ordre de terminai-
son [Gui06] approprié (cet ordre sera détaillé dans des publications futures) ;
il est donc confluent. Nous conjecturons qu’il est de même possible de définir
un système de réécriture fini et confluent présentant la catégorie FinRel des
relations finies, ainsi qu’un système de réécriture fini et confluent présentant la
catégorie Jeux de jeux et stratégies introduite à la Section 4.2.2.
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Annexe A

Logique linéaire

Formules

Les formules de la logique linéaire sont engendrées par la grammaire :

A ::= X | A`A | A&A | ⊥ | > | ?A
| X∗ | A⊗A | A⊕A | 1 | 0 | !A

Le dual A∗ d’une formule A est défini en utilisant les égalités de de Morgan :

(A`B)∗ = A∗⊗B∗, (A&B)∗ = A∗⊕B∗, (?A)∗ = !A∗, ⊥∗ = 1, >∗ = 0 et (A∗)∗ = A

Règles

Les règles de la logique linéaire présentées sous forme d’un calcul de séquents
monolatères sont les suivantes :

` A,A∗
(Ax)

` Γ, A ` A∗,∆
` Γ,∆

(Cut)

` Γ, A,B
` Γ, A`B (`)

` Γ, A ` ∆, B
`,Γ,∆, A⊗B

(⊗)

` Γ, A ` Γ, B
` Γ, A&B

(&)
` Γ, A

` Γ, A⊕B
(⊕L)

` Γ, B
` Γ, A⊕B

(⊕R)

` Γ,>
(>)

` Γ
` Γ,⊥

(⊥)
` 1

(1)

` Γ, A
` Γ, ?A

(?d)
` Γ
` Γ, ?A

(?w)
` Γ, ?A, ?A
` Γ, ?A

(?c)
` ?Γ, A
` ?Γ, !A

(!)
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Fragments

Les connecteurs ⊗, `, 1 et ⊥ sont multiplicatifs, les connecteurs ⊕, &, 0 et
> sont additifs et les connecteurs ! et ? sont exponentiels. Les fragments de la
logique linéaire sont obetenus en se restreignant à certaines de ces catégories de
connecteurs.

Polarisation

Les connecteurs ⊗, 1, ⊕, 0 et ! sont positifs ou synchrones et les connecteurs
`, ⊥, &, > et ? sont négatifs ou asynchrones.

Règle de mélange

L’ajout de la règle de mélange fournit une extension cohérente de la logique
linéaire.

` Γ ` ∆
` Γ,∆

(Mix)



Annexe B

Stratégies innocentes

Nous rappelons brièvement la définition des stratégies innocentes introduite
par Hyland et Ong [HO00]. Divers textes introductifs proposent une présentation
plus complète que celle fournie ici [Har05, Cur06].

Définition B.1 (Arène). Une arène A est un triplet (MA, λA,`A) où
– MA est un ensemble de coups,
– λA : MA → {O, J} × {Q,R} est une fonction qui à tout coup m associe

sa polarité (O pour Opposant ou J pour Joueur) ainsi que sa tonalité (Q
pour Question et R pour Réponse). Les deux projections de cette fonction
seront respectivement notées λOJA et λQRA .

– `A⊆MA ×MA est une relation binaire appelée permission telle que,
– pour tout coup n initial (tel qu’il n’existe pas de coup m pour le-

quel m `A n), on a λA(m) = (O,Q),
– si m `A n alors λOJA (m) 6= λOJA (n),
– si m `A n et λQRA (n) = R alors λQRA (m) = Q.

Définition B.2 (Partie). Une partie sur une arène A est une suite poin-
tée m1 · · ·mk d’éléments de MA (tout élément mj de la suite peut être muni
d’un pointeur vers un élément précédent mi de la suite) qui est

– alternée : pour tout index i, λOJA (mi) 6= λOJA (mi+1),
– bien justifiée : pour tous coups mi et mj tels que mj pointe sur mi, on

a mi `A mj .
– bien débutée : tout coup mi n’ayant pas de pointeur est initial.

Définition B.3 (Stratégie). Une stratégie σ sur une arène A est un ensemble
de parties de longueur paire qui est

– non vide : la partie vide ε est dans σ,
– clos par préfixes de longueur paire : pour toute partie s · m · n de σ, la

partie s est aussi dans σ,
– déterministe : pour toutes parties s ·m ·n1 et s ·m ·n2 de σ, on a n1 = n2.

Définition B.4 (Vue). La vue psq d’une partie s sur une arène A est la suite
pointée définie par induction sur la longueur de s par

– ps · nq = psq · n, si n est un coup Joueur,
– ps ·m · t · nq = ps ·mq·n, si n est un coup Opposant justifié par le coup m,
– ps · nq = n, si n est un coup Opposant initial,
– pεq = ε.
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Définition B.5 (Visibilité). Une partie s sur une arène A est visible lorsque sa
vue psq est une partie sur A. Une stratégie σ : A est visible lorsque toutes ses
parties le sont.

Définition B.6 (Stratégie innocente). Une stratégie visible σ : A est innocente
lorsque pour toute partie s ·m · n de σ et toute partie t ·m sur A,

ps ·mq = pt ·mq implique t ·m · n ∈ σ.
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Yu. V. Matiyasevich, éditeurs : Proceedings of the Symposium on
Logical Foundations of Computer Science: Logic at St. Petersburg,
volume 813 de Lecture Notes in Computer Science, pages 253–264.
Springer Verlag, 1994.

[Ong02] C.H.L. Ong : Observational equivalence of 3rd-order Idealized Al-
gol is decidable. Proc. of LICS, pages 245–256, 2002.

[Pen71] R. Penrose : Applications of negative dimensional tensors. Com-
binatorial Mathematics and its Applications, pages 221–244, 1971.

[Pet62] C.A. Petri : Kommunikation mit Automaten. Thèse de doctorat,
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’97, numéro 1243 de Lecture Notes in Computer Science, pages
376–390. Springer, 1997.



286 Bibliographie

[Sel01] P. Selinger : Control categories and duality: on the categorical
semantics of the λ-µ calculus. Mathematical. Structures in Comp.
Sci., 11(2):207–260, 2001.

[Shi85] M.W. Shields : Concurrent Machines. The Computer Journal,
28(5):449–465, 1985.

[SNW93] V. Sassone, M. Nielsen et G. Winskel : Deterministic Beha-
vioural Models for Concurrency. Proceedings of 18th International
Symposium on the Mathematical Foundations of Computer Science,
MFCS ’93, LNCS, pages 682–692, 1993.

[Squ87] C.C. Squier : Word problems and a homological finiteness condi-
tion for monoids. J. Pure Appl. Algebra, 49(1-2):201–217, 1987.

[Ste93] R. Steiner : The algebra of directed complexes. Applied Catego-
rical Structures, 1(3):247–284, 1993.

[Str76] R. Street : Limits indexed by category-valued 2-functors. J. Pure
Appl. Algebra, 8(2):149–181, 1976.

[Str91] R. Street : Parity complexes. Cah. Top. Geom. Di. Categoriques,
32:315–343, 1991.

[Str04] R. Street : Frobenius monads and pseudomonoids. Journal of
Mathematical Physics, 45:3930, 2004.

[Str07] R. Street : Quantum Groups – A Path to Current Algebra. Nu-
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bicatégorie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .39
bicategorie

de compas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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orthogonalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

P
paire critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
paire duale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
partie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83, 277
phagocytose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
polygraphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
position

acceptante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
d’arrêt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

présentation
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cohérente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
courtoise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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Sémantique des jeux asynchrones et réécriture 2-dimensionnelle

Les sémantiques de jeux s’attachent à caractériser le comportement inter-
actif des preuves et des programmes, en les modélisant par des stratégies qui
décrivent la façon dont ils réagissent à leur environnement. Afin de prendre en
compte les aspects concurrents des preuves en logique linéaire, nous avons été
amenés à retravailler les notions et techniques classiques de sémantique des jeux
pour les étendre à un cadre asynchrone et non-alterné. Dans une première partie,
nous définissons une famille de stratégies asynchrones donnant lieu à un modèle
de logique linéaire, pleinement complet pour le fragment multiplicatif. Ces stra-
tégies sont définies de façon locale par une série d’axiomes diagrammatiques ;
elles sont ensuite raffinées par un critère dynamique d’ordonnancement, dont
nous montrons qu’il impose une version orientée du critère de correction des
réseaux de preuve. Cette formulation asynchrone permet d’unifier des modèles
variés de la logique linéaire – aussi bien séquentiels que concurrents, dynamiques
que statiques – où les preuves sont vues comme des stratégies séquentielles,
des stratégies concurrentes, des relations ou des structures d’événements. Dans
une seconde partie, nous abordons une autre approche pour décrire la causalité
induite par les preuves et introduisons une sémantique de jeux capturant les
dépendances engendrées par les connecteurs du premier ordre en logique propo-
sitionnelle. Nous montrons alors que la catégorie résultante peut être finiment
présentée par un 2-polygraphe et étudions la possibilité d’orienter cette présen-
tation en un système de réécriture confluent, notamment en introduisant un
algorithme d’unification dans ce cadre 2-dimensionnel.

Asynchronous Game Semantics and 2-dimensional Rewriting Systems

Game semantics characterize the interactive behaviour of proofs and pro-
grams, by modeling them as strategies which describe the way they react to
their environment. In order to take in account concurrent aspects of proofs
in linear logic, usual notions and techniques in game semantics are recasted in
an asynchronous and non-alternating framework. In a first part, we define a
family of asynchronous strategies giving rise to a model of linear logic, which is
fully complete for the multiplicative fragment. These strategies are defined in a
purely local way by a series of diagrammatic axioms. Then, they are refined by
a dynamic scheduling criterion, which is shown to constrain strategies to satisfy
an oriented variant of the correctness criterion of proof nets. This asynchronous
formulation unifies various models of linear logic – sequential as well as con-
current, dynamic as well as static – where proofs are seen either as sequential
strategies, as concurrent strategies, as relations, or as event structures. In a
second part, we investigate another approach to describe the causality induced
by proofs and introduce a game semantics which captures dependencies induced
by first order connectives in propositional logic. We then show that the result-
ing category can be finitely presented by a 2-polygraph and discuss how this
presentation could be oriented in a confluent rewriting system. In particular,
we introduce an unification algorithm in this 2-dimensional framework.
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