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Introduction générale

Le probléme classique de lissage est d'approcher une fonction
"lisse", disons g, ses valeurs z=(z,,...,z,) en n points étant
supposées connues avec des erreurs aléatoires indépendantes de
moyenne nulle et de variance v2. Pour résoudre ce probléme, on
considere la fonction spline de lissage de paramétre p. Le choix
de ce paramétre p est extrémement important.

Dans le présent travail nous donnons une approche unifiée de
validation croisée pour le choix de p dans les problémes de
lissage non linéaire.

Le premier chapitre est un rappel consacré au cas de spline de
lissage classique i.e. lissage avec des moindres carrés linéaires.
Dans ce cas si la variance v2 des erreurs est connue, le paramétre
p est déterminé par v2 et peut étre calculé en fonction des
données z;: c'est la méthode de Reinsch. Deux autres méthodes de
choix de p sont aussi présentées: une méthode statistique décrite
par Mallows qui nécessite de connaitre (& peu prés) la variance
des erreurs, et qui consiste a choisir p qui minimise une

estimation calculée en fonction de p, les données, la variance v2
et l'opérateur de lissage linéaire A,; et une troisiéme méthode, la
validation croisée qui a l'avantage de ne pas nécessiter la
connaissance de V2.

Dans le cadre linéaire classique le calcul de la fonction de
validation croisée généralisée (GCV) nécessite le calcul de la
trace de l'opérateur A,. Un algorithme rapide de Monte-Carlo a été
proposé par Girard pour calculer un estimateur efficace de la
trace d'une matrice. La méthode de GCV a été aussi utilisée pour
I'estimation d'autres parameétres non linéaires comme la position
d'une discontinuité ou d'un pic Gaussien et la période de la
fonction, etc.

La derniére section de chapitre | est consacrée aux notations et a
des résultats préliminaires.
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En pratique on peut disposer d'observations indirectes sur
certaines fonctions non linéaires appliquées a la fonction g
recherchée, ou on suppose une information a priori sur des
contraintes de forme, par exemple de positivité de la fonction g.
Nous sommes alors conduit a résoudre des problémes de lissage
de moindres carrés non linéaires. Pour cela nous utilisons la
meéthode itérative de Gauss-Newton. Dans le chapitre Il nous
proposons une approche générale pour le calcul de GCV pour de
tels problémes. L'expression de GCV utilise la dérivée de
I'opérateur non linéaire de lissage B, par rapport & z. Dans
I'annexe nous donnons une expression explicite de cette dérivée
pour le cas plus général.

Nous proposons deux méthodes de Monte-Carlo pour le calcul de la
trace des opérateurs intervenant dans la GCV. La premiére est une
extension directe de la méthode de Girard proposée dans le cas
linéaire, et la deuxiéme est une formule originale dont
I'évaluation ne nécessite que le calcul d'une spline
supplémentaire associée a des données perturbées. Aussi nous
faisons une comparaison des différentes méthodes pour le calcul
de la GCV par des experiences numériques effectuées sur des
données fictives.

Dans le chapitre 1l nous considérons le cas ou la classique
distance aux données (somme des carrés) est remplacée par une
certaine "distance" convexe. Les deux exemples suivant sont
traités ici: données suivant une loi de Poisson ou données avec
quelques points aberrants. La "distance” utilisée dans chacun de
ces exemples est obtenue par le classique principe du maximum
de vraisemblance. Alors, nous avons un probléme de lissage non
linéaire & résoudre. Pour cela nous utilisons la méthode itérative
de Newton relaxée. Nous proposons de choisir le paramétre p par
le principe de validation croisée. Plusieurs fagons de généraliser
la fonction de validation croisée ordinaire sont suggérées.

Un étude comparative de ces différentes méthodes de GCV et de
leur approximation par Monte-Carlo est ensuite présentée. Des
exemples numériques sont traités pour deux types de données,
précisément: données suivant une loi de Poisson et des données
avec quelques points aberrants.

L'expression de la GCV obtenue dans le chapitre Ill reste valable
pour un terme de regularisation quelconque. Dans le chapitre IV
nous supposons que la fonction g est lisse par morceaux, c'est-a-
dire qu'elle présente un certain nombre de discontinuités et les
donnees bruitées sont avec des erreurs de type Poisson. Le but
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principal est de montrer que des résultats analogues a ceux déja
obtenus ailleurs dans le cadre gaussien, sont aussi valables ici.
C'est-a-dire que le principe de GCV permet de choisir le meilleur
parameétre de lissage, et aussi connaissant la présence d'une
discontinuité de déterminer sa position.

Dans le dernier chapitre nous considérons un exemple de probléme

de maximum de vraisemblance plus général, c'est-a-dire avec une

distance non convexe. Les données sont du type: z; = z?+ei, i=1,...,n

ou z? suit une loi uniforme sur [0,g(t)] pour i=1,...,n et g;,....en sont
des variables aléatoires normales indépendantes de moyenne nulle
gt de variance v2. Dans le probléme d'estimation de g la somme
des carrés est remplacée par la fonction négative de log-
vraisemblance correspondant au modeéle ci-dessus. Le choix de p
est proposé par GCV. Les résultats numériques obtenus sont
favorables et étonnants.

Tout au long de cette thése nous utilisons un terme de lissage
quadratique (par exemple [(f")2) mais toutes les expressions de
GCV proposées ici restent valables pour d'autres termes de
pénalité et des problémes a plusieurs variables.
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Rappels sur les problémes classiques
de moindres carrés pénalisés;
notations et préliminaires

1.1 Introduction

Soit g une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle [a,b]
de la droite réelle. Soient aussi ast;<...<t,<b n points de
l'intervalle [a,b].

Le probléme classique de lissage est d'approcher g, ses valeurs
aux points t,,...,t, étant supposées connues avec des erreurs

€4,...,€, C'est-a-dire, en connaissant:
(1.1) Z|= g(tl)+8| 1} i=1,...,n.

On suppose que les erreurs ¢;, i=1,...,n sont des réalisations des

variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de

variance vZ, i.e. E(g)=0, E(ge)=v? et E(gg)=0 pour i%j, ij=1,...n.

On suppose que g est "lisse". Ceci veut dire que g appartient a
Hq[a,b] (q entier positif), ou:

f:fa,b]-R/ f.f,....f9" absolument continues

b o .
ot I [#191(1)°dit <o ’

a

H9a,b] = ’

Pour résoudre ce probléme, on considére la solution unique (n>q)
du probleme:



b

(12 iy || [Mh0Fas oS aflii-2F).

a

avec ai=in- i=1,...,n ou B est une constante de proportionalité

choisie pour avoir 2 o 2-1. Il faut remarquer que ceci n'implique
‘=1
pas la connaissance des v, mais de quantités proportionelles, ol

la constante de proportionalité est la méme.

Il est bien connu que la solution de (1.2) est une fonction spline
polynémiale de degré 2g-1 (par ex. Laurent [72]). Reste le
probléeme de choisir le paramétre de lissage p. Le paramétre de
lissage p contrdle le compromis entre la fidélité aux données

n
mesurée par Y aZ{f(t)-z;]> et le caractére lisse de la solution
i=1

b
2
mesuré parj [f[q'(t)] dt.
a
Le choix de ce paramétre est extrémement important, en effet,

une valeur de p trop importante fait passer la spline trés prés des
données, et du fait des erreurs, produit une mauvaise
approximation de g; par contre, un p trop faible produit un lissage
trop marque, et on risque d'éliminer les variations de la fonction.
Il'y a eu de nombreuses tentatives de détermination du paramétre
p. Dans la Section 1.3, on va rappeler celles qui conduisent au
calcul effectif de ce parameétre. Ces méthodes connues peuvent se
diviser en deux groupes: celles qui supposent qu'une bonne
estimation de v2 est connue, et celles qui facilitent un choix
automatique de p sans avoir aucune idée sur le bruit, c'est la
méthode appelée validation croisée.

Une bonne estimation du paramétre p par la méthode de validation
croisée nécessite de calculer la trace de la matrice de lissage. Le
calcul exact de cette trace est trés colteux. Utreras [80] a
proposé une approximation calculable des valeurs propres de la
matrice de lissage, dans le cas de t; équidistants. Récemment,
Girard [87c] et [87d] a proposé un algorithme rapide de Monte-
Carlo pour calculer un estimateur efficace de la trace d'une
matrice, qui est présenté dans la section 1.4.

Dans la Section 1.5, nous citons les exemples d'utilisation de la



méthode de validation croisée pour déterminer des paramétres
non linéaires comme la position d'une discontinuité ou d'un pic, la
période de la fonction, etc.
La Section 1.6 donne les notations et des résultats préliminaires
utilisés dans cette thése.

1.2 Rappels sur les fonctions splines classiques
polynémiales '

Soient ast,<...<t,<b n points de l'intervalle [a,b] et x=(x,,...,x,)Te R
alors si n2q (q entier positif) le probléme

Mi b
(1.3) fe H(a.b] {J [f[c”(t)]zdt}

f(t)=x,;, i=1,...,n \Ja

a une et une seule colution ceHa,b]. De plus, il est bien connu (cf.

par exemple Laurent [72]) que ¢ satisfait:

(1.4) o est un polyndme de degré 2q-1 dans chacun des intervalles
[t.t,4], i=1,...,n-1,

(1.5) o est un polyndme de degré g-1 dans chacun des intervalles
la.ty] et [t,.b],

(1.6) 0eC?92?,

(1.7) o(t)=x, i=1,...,n.

Notons Sg 'espace de toutes les fonctions satisfaisant aux

conditions (1.4), (1.5), (1.6). On appellera 82 l'espace des

fonctions splines d'ordre q basées sur les noeuds t,,...,t. . Il est

connu que Sﬁ est un espace vectoriel de dimension n. La solution

de (1.3) sera alor; le seul élément de S? qui satisfait aux

conditions d'interpo‘ation (1.7).

On appellera base c:nonique de Sﬂ, la base composée d'éléments o;

i=1,...,n tels que:

oi(t) = (1) il--;-tjJ

Il est facile de voir que dans cette base, o s'écrit:

o) = 3 xoi(t).
i=1



Soient o, s esg et considérons la forme bilinéaire

a

b
B(o,s) = I olal(t) slal(t) dt.

Alors si o(ti)=x;, s(tj)=y;, i=1,...,n on aura:

b

B(O’,S) = ( i Xici(t))[qr i yloj(t))q}dt
j=1

i=1
a

n n b
=22 XayJ ROCADETR

i=1 j=1 a

Nous définissons:

b

a

Q= (wij) i=1,...,n
j=1,....n

On a alors:

B(a,s) = (x,Qy)

ou <.,.> est le produit scalaire dans R".

La matrice Q est symétrique semi-définie positive.
Soient maintenant z,,...,z, n nombres réels. On définit la fonction

spline d'ajustement d'ordre q et de paramétre p pour les données'
zy,...,Z, associées a des poids of,....,08 comme la solution unique du
probléme:

b

(18 iehgag || M0Fate o aflic-2F

a

Soit gp,; la solution unique du probléme (1.8). Elle satisfait aussi



(1.4), (1.5) et (1.6). Si I'on appelle y, . la solution du probléme:

y“e'",;?n b.ay)+ 3, allyr2i2|

i ’
= J
on voit que le vecteur yp,z=(y1,...,yn)T avec y;=gpz(t;), i=1,...,n

satisfait donc: y, ;=A,z avec A, =(Q+pW)'1pW ou W est la matrice

diagonale qui a comme éléments diagonaux Wa=°‘i2» i=1,...,n.
Rappelons qu'il existe des algorithmes efficaces pour le calcul de
9p,z Qui ne nécessitent pas le calcul explicite de la matrice Q (e.g.
Reinsch [71], Paihua [78]). Leur coit est linéaire en n.

1.3 Choix du paramétre de lissage

Nous allons maintenant décrire quelques méthodes pratiques pour
le choix du parameétre de lissage.

La premiére méthode a été suggérée par Reinsch [67], qui obtient
des résultats numériques satisfaisants dans le cas ou v=v est

supposé connu. Reinsch propose de choisir p tel que

L3 [9p.2(t)-2zfP=v2

i=1

ou g,z est la solution du probléme (1.8).

Dans le cas ol g et la spline sont périodiques, Wahba [75]
démontre que le choix 'optimal' est donné par:

n

L2 [9p.2(t)-2 = kv?

i=1

ot k est une constante inférieure & 1. Reinsch [71] suggére aussi
cette possibilité en conseillant de choisir k dans lintervalle

[1 1/_%',1»4/%]. Wold [74] observe aussi sur un certain nombre

d'exemples que k devrait étre choisi dans lintervalle [0.7,0.95].
Malheureusement, personne ne connait exactement la bonne valeur
de k, ce qui nous place devant un probléme équivalent au premier.
Le deuxiéme inconvénient de cette méthode est le fait qu'on re

connait pas toujours une bonne estimation de v2.

Si I'estimation de vi2 ne pose pas de probléme, il est possible

d'obtenir une bonne valeur de p en utilisant une méthode décrite
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par Mallows [73]. Pour définir cette méthode de calcul de P,

considérons la valeur moyenne du carré des écarts entre gp,z €t g
2

aux points t; (pondérés par af:B—z):

Vi

T2p) =1} offg,.o(t)-g(t)
i=1
= Law (A, (2) g)1°

ou Il.I est la norme Euclidienne dans R" et g=(g(t;),....a(t, N7
Il est trés facile de calculer I'espérance de l'erreur vraie T2(p):

2
- 2
ET2(p) = 1; IW2(A,(@)-a) + %Tr(Ag).

Or, si I'on pouvait minimiser ETz(p). le choix serait
vraisemblablement trés bon. Malheureusement, cette quantité
étant inconnue, on ne peut le faire, mais on connait un estimateur

~2
sans biais de ET?(p), donné par T (p) comme:

~ 2 2
T (o) = Law 2((1- A, 20 - BFTr(I-Ap)Z ' BFTrAg

c'est-a-dire que
~2
ET (p) = ET%(p).

Comme Mallows pour le cas d'une régression linéaire
paramétrique, Craven et Wahba [79] propose donc d'estimer p en

~2
minimisant T (p).

1.3.1 La méthode de validation croisée

La premiére version de cette méthode a été proposée par Wahba et
Wold [75] suivant une idée de Allen, reprise par Stone [74] qui
avaient introduit la Validation Croisée Ordinaire (ou PRESS) pour
le choix du parameétre de lissage dans l'estimation de modéles
linéaires. Cette premiére version est basée sur l'idée trés simple
suivante: elle consiste a supprimer une donnée et a étudier la
validité de différents p par I'aptitude des estimateurs 9,2

associés a prédire la donnée non utilisée. On choisit alors le p qui



assure la meilleure prédiction en moyenne sur les n supressions
possibles d'une donnée. Pour simplifier la présentation, ici on
supposera que v;=v, i=1,...,n

Soit g{*) l'estimation obtenue quand on laisse de coté la donnée z,,

i.e. gff) est la solution unique du probléme suivant:

f b
fethi[g,b]\l [raleFat s p 3 [ict)-2P

i=1,i#k

(1.9)

a

La quantité [g“"(tk)-zk]2 mesure I'aptitude de g{*) a prédire z,.Alors

le p optimum au sens de la validation croisée ordinaire est celui
qui minimise:

Volp) = 1 3 [a)(ti) -z [
k=1

Heureusement I'évaluation de Vo(p) ne nécessite pas la résolution
des n sous-problémes (1.9) mais seulement la connaissance de A,.

Pour le montrer, il faut d'abord observer que g} est aussi la
solution du probléme initial avec gf,")(tk) a la place de z,. On écrit

alors que la ki®™Me valeur prédite par o) est la kitme jigne du

produit de A -(a,j)n 1 ...,n par ce nouveau vecteur de données:
j=1,.

n

g8(t) = X a z; + ay ot (tw),
i=1
izk

ce qui s'écrit aussi aprés une simple manipulation algébrique:

(1-akk) [Qf,k)'zk] [i i Z.}

Doncon a

Y
ofP) nk§1 (1 akk)z
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Quand toutes les données interviennent de maniére symeétrique,
c'est-a-dire lorsqu'une permutation circulaire des coefficients de
z ne modifie le vecteur lissé Ay(z) que par cette méme
permutation i.e. nous sommes dans le cas ol A, est circulante,

donc 1-akk=1ﬁTr(l-Ap) et on obtient V(p) la validation croisée
généralisée (GCV) :

L(l-A,)z1?
(1.10) V(p) = D292

[% Tr(1-An) [ |

Dans le cas ou il n'y a pas cette symétrie dans les données, on
peut théoriquement circulariser le probléme et considérer la
validation croisée ordinaire (cf. Craven et Wahba [79)).

Pour obtenir un bon choix du paramétre de lissage, on sera amené
a minimiser V(p) sur I'ensemble des réels positifs.

Les propriétés asymptotiques de la GCV et de l'estimateur de
Mallows sont largement étudiées (cf. Craven et Wahba [79], Golub
et al. [79], Speckman [85]). Les résultats de convergence pour le
parametre actuel donné par la GCV et l'estimateur de Mallows
sont démontrés par Li [85], [86]. '

1.4 Calcul de la trace

Tous les algorithmes disponibles pour obtenir le minimum de V
nécessitent des évaluations de V(p). Il est donc trés important
d'étudier un algorithme rapide pour calculer V(p). En regardant
I'expression (1.10) pour V(p), on voit que ['évaluation du
numérateur colte essentiellement le calcul de Ay,z. Il est bien
connu que ce colt est linéaire en n; par contre, I'évaluation du
dénominateur est beaucoup plus compliquée: en effet, il faut
calculer Tr(Ap). Pour cela, il faut expliciter A, ou une matrice qui'
lui est semblable.

La connaissance explicite de A, colte le calcul de Age,, i=1,...,n, ol
{eq,...,e,} est la base canonique de R". On voit clairement que c'est
ce calcul qui est le plus colteux. Or, si on connaissait les valeurs
propres de Q, on pourrait s'épargner ce calcul: en effet, si Bin
denote les valeurs propres de A,, on aura:
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ol Ajp, i=1,...,n sont les valeurs propres de Q. Craven et Wahba [79]
utilisent un algorithme de Reinsch pour calculer exactement les
valeurs propres, mais ceci est encore trés colteux puisque le codt
est encore O(n3), méme s'il est fait une seule fois.

Utreras [81] a proposé une bonne approximation des valeurs
propres qui permet de les calculer en ne faisant que O(n)
opérations si les pas sont équidistants et les poids tous égaux, et
O(n?) opérations dans le cas contraire. Plus tard, Hutchinson et
deHoog [85] ont exploité le fait que le calcul de la diagonale de A,
peut se ramener a celui des 5 diagonales principales de l'inverse
d'une matrice bande et ils ont utilisé les résultats de Erisman et
Tinney [75]. Signalons aussi I'approximation de Silverman [84].
Girard a proposé une approximation générale de la trace pour n
assez grand. On donne une description de cette méthode au
paragraphe suivant.

1.4.1 Estimateur de type Monte-Carlo

Un algorithme rapide de Monte-Carlo a été proposé par Girard (cf.
Girard [87c], [87d]) pour calculer un estimateur efficace de la
trace d'une matrice. Cet estimateur de Monte-Carlo de la trace
d'une matrice A d'ordre n consiste & générer m vecteurs pseudo-

aléatoire w,,...,w_ e€R" de bruit blanc normal de variance 1, a

calculer Aw;, i=1,...,.m puis a prendre comme estimateur de
m T

(1/n)Tr(A) la moyenne -r}n—z w ou m est un entier positif.
i=1 W W,

Le colt d'une simulation de Monte-Carlo, c'est-a-dire pour m=1,
est essentiellement le méme que le calcul du résidu. Pour des
propriétés théoriques et une justification numérique voir Girard
[87d]. Les résultats de convergence asymptotique pour le
parameétre actuel donné par GCV, et I'estimateur de Mallows quand
les termes de trace sont remplacées par les estimateurs de
Monte-Carlo (avec m=1), sont démontrés par Girard dans [89].

1.5 Estimation d'autres parameétres non linéaires
Supposons que les données soient de type (1.1). De plus on suppose
qu'une certaine information a priori sur l'allure de la fonction g
est connue. En général l'information de ce type sera qualitative.
Pour préciser nous décrivons les trois exemples typiqués
considérés par Girard et Laurent [88]:
1. Le premier exemple est le suivant: on sait seulement que la
fonction g est lisse partout avec probablement des
discontinuités de la fonction (ou bien de la premiere dérivée) en
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certains points. Le nombre et les positions inconnus de ces
discontinuités seront notés respectivement par m et o.

2. Dans le deuxieme exemple, l'information a priori est que la
fonction g est la somme d'une fonction lisse et d'un pic
Gaussien "étroit". Le paramétre o inconnu peut étre la position
du pic, sa largeur ou les deux.

3. Le troisidme exemple est associé aux fonctions périodiques
pour lesquelles les données correspondent a plusieurs périodes.
Ici le parameétre non linéaire inconnu est la période a.

Le probléme important est le suivant:

Supposons que les données soient de la forme (1.1) et que l'aspect

essentiel de g n'est pas déterminé, i.e. le paramétre o est inconnu.

Nous cherchons une fonction lisse & partir des données et

simultanément un estimateur de a. On peut distinguer pour ce

probléme trois étapes principales. Dans les deux premiéres étapes
on suppose que l'aspect essentiel de g est connu, c'est-a-dire que
la vraie valeur de o, est connue. Alors la premiere étape consiste

a lisser les données en préservant I'aspect essentiel a pour une

valeur de p donnée. Ceci est fait par I'approche Inf-Convolution

Spline (ICS) (Laurent [81], Laurent et Utreras [86], Girard et

Laurent [88]). La deuxidme étape consiste a choisir le parameétre

de lissage. Le principe de GCV a été utilisé pour le choix optimal

de p dans de tels problémes (cf. Laurent et Utreras [86], Shiau et
al [86], Girard et Laurent [88]). La troiséme étape est le choix du

parameétre a.

Dans le cas d'une spline de lissage polynémiale d'ordre q, la

méthode de GCV a été proposée pour le choix de q (cf. Wahba [77a],

[86]). Pour I'exemple 1 Girard [88a] a proposé la méthode de GCV

pour détecter la présence de discontinuités et déterminer leurs

positions. Notons que pour le méme exemple Girard [90] a aussi
proposé un estimateur de la position de la discontinuité par
minimisation de I'énergie associée a ce probléme de lissage. Pour
les trois exemples ci-dessus Girard et Laurent [88] ont employé"
la méthode de GCV pour déterminer le paramétre a.

1.6 Notations et préliminaires

Dans cette section nous précisons certaines notations utilisées
tout au long de cette thése ainsi que les méthodes itératives
utilisées pour résoudre les systémes non linéaires résultant des
probléemes de minimisation non quadratique.

Soit g une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle
[0,1] de la droite réelle. Soient aussi Ost,<...<t,<1 n points de



l'intervalle [0,1]. On étudie le probléme d'approcher g, en
connaissant ses mesures z=(z,,...,z,)7. Les mesures z sont soit les

valeurs de g aux points t,,...,t, avec des erreurs €,,...,€,
indéependantes, soit des observations indirectes sur g, c'est-a-
dire, des 2z, du type z=nig)+¢e; ou 7, i=1,...,n sont des

fonctionnelles non linéaires et connues. Ces fonctionnelles 7,

peuvent étre connues implicitement (par exemple dans les
problémes d'identification de systémes, O'Sullivan [86]). Le
second modeéle permet aussi de traiter des contraintes de forme,
par exemple de positivité en prenant ni(g)=exp(g(t;)), la solution
étant alors exp(g). UJn exemple en restauration d'image (ou g est
fonction de 2 variables) est celui ou la fonctionnelle n; modéelise
un flou uniforme par bougé i.e. chaque pixel observé est en fait la
moyenne de certains pixels voisins. Cela est une fonctionnelle
linéaire, mais quand on impose la contrainte de positivité, on a
une fonction non lindaire n;, qui dépend non seulement de g(t) mais
aussi de ses valeurs voisines (voir par ex. Harouche et al. [85]).
Pour simplifier la presentation nous supposons que n;(g) ne dépend

que de la valeur de g en t,,...,t,. On utilisera aussi l'abus de
notation m;(g)=n;(g(t,),...,g(t,)). Les erreurs €y,...,€, Ne suivent pas

toujours une loi gaussienne de variance uniforme, mais, par
exemple, les données sont avec quelques points aberrants ou bien
suivent une loi de Poisson, une loi binomiale, etc.

Dans le cas classicue chaque z; est la réalisation d'une variable

aleatoire Z; de loi gaussienne centrée a g(t) et de variance v2.
C'est-a-dire la densité de probabilité de Z; est:

(g(ti)- zF)
dz(2) = -Fo= e"p(

Rappelons que la fcaction de log-vraisemblance correspondant aux

n
données z est alors -'n(H dz,(zi)) car les données sont supposées

=1
indépendantes. Maximiser la fonction de log-vraisemblance par
rapport a g (i.e. le principe de maximum de vraisemblance) est
équivalent & minimiver la fonction négative de log-vraisemblance.
Alors dans ce cas |1 fonction negatuve de log- vraasemblance

correspondant aux données z est Z o (g (ti),z;)= 2 (g(t)-z,P.
i=1
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En général, on notera la fonction négative de log-vraisemblance

n
correspondant au modéle des données par 2 ¢ (1i,2;). Les erreurs ne
i=1
suivent pas toujours une loi gaussienne et la fonction ¢
correspondante est non quadratique. Cette "non quadrativité" peut
avoir d'origine suivante:
1. Soit les données sont des observations indirectes (non
linéaires) sur g et les erreurs suivent une loi gaussienne. Alors la

fonction ¢ n'est pas directement une fonction quadratique de a(t)

mais de ny(g) i.e. ¢(ni(9).z)<ni(9)-z;f, ou la fonctionnelle n; est non

linéaire. Ce modéle permet de traiter des contraintes de forme

aussi.

2. Soit les données sont avec des erreurs gaussienne mais avec
quelques points aberrants. Alors la "distance" de Huber utilisée
pour de telles données est

(9(t)-2)" z)? o (ti)-zsta,
olathz) =) 2
ezl s g zpa

ou T et a sont des constantes qui dépendent des données. Ici la
fonction ¢ est directement une fonction de g(t) mais non
quadratique. Un autre exemple de ce type est quand les erreurs
suivent une loi de Poisson et on impose les contraintes de
positivité par changement de variable n,(g)=exp(g(t)). Alors on a
o(Mi(9),zj) = exp(g(t))-zig(t;). Nous verrons que ces deux exemples
peuvent étre traités par des approches similaires. Nous
verrons au chapitre V un autre exemple qui nécessite un
traitement différent.

Alors en général on va supposer que ¢ est une fonction non'

quadratique de n,(g) et aussi z;.

D'autre part, on suppose que g est "lisse". Ceci veut dire, par

exemple, que g appartient & H2[0,1] ou:

f:[0,1]> R/ f,f' absolument continues

1 .
et I ¢ (t)fdt <o ’
0

H?[0,1] = ’



Pour résoudre ce probléme, on considére la fonction spline
cubique d'ajustement de paramétre p qui est la solution du
probléme suivant:

1
Min

fe H2[0,1] [F()fat + o3 ot z)]

i=1

(1.11)

0

C'est le principe du maximum de vraisemblance pénalisé. Comme
il a été décrit dans la section 1.2, pour n>2 le probleme

Min 1 > ‘
fe H2[0,1] I ()] dt’
0

f(t)=z;,i=1,...,n

a une et une seule solution, que nous notons par d..z- De plus

Min ’ 1 )
fe H2[0,1] I[f'(t)] dt | =270z,
f(t)=z;,i=1,...,n \Jo ’

Toute solution (si elle existe) de (1.11) est donc une spline
cubique naturelle g, ; avec y, 2=(0p 2(t;),..-.9p.2(t,))T solution de:

(1.12) x&wamianm}

i=1

Supposons que ce probléme ait une solution unique.
Pour des raisons de simplicité, Yp,z Sera notée soit y,, soit y, et

I'opérateur non linéaire de lissage z—(ny(yz),...,Mn(yz))" sera noté

B, i.e. nous avons B (2)=(ny(yz),... a(y2))"-

De tels problémes de minimisation (pour une valeur fixée de p)
sont résolus par des méthodes itératives. Nous rappelons ici les
itérations de Gauss-Newton et autres itérations de type Newton
utilisées dans ce travail. .
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1.6.1 Itérations de type Newton
Nous rappelons les itérations de type Newton utilisées pour
minimiser la fonction objective ¥, .(y) (dans (1.12)) donnée par

n
(1.13) ¥oaly) = yTQy +p ), 6(ni(y).z)).
i=1
Itération de Newton:
Soit y* le ki®Me itéré pour minimiser ¥,,(y). Considérons

I'approximation quadratique du terme sous la sommation dans
(1.13), qui exprime la fidélité aux données. Notons

fi(y,z) =0 (ni(y).z)).
Alors, l'approximation quadratique de fi(y,z;) par rapport a y
autour yk est:

f(y,z) = fi(yK,z) + Jily*.z) (y-y*) + 1 (y-y*) Hi(y*,z) (y-y¥)

ou Ji(y,z;) est le vecteur Jacobien de fi(y,z)), i.e.

af.

o '
Jily,zi) = Y, fi(y.z)) = (y..) 5;—(y,29

et Hi(y,z)) est la matrice Hessienne de f,(y,z;) donnée par

[~ 2 i
3°f;
—Xy,z))...... ————-%y z;)
ay3 9Y19Yn
H(y.z) = Vofily,z) =|
a2t
——————(y z)....—(y,z)
| 9Y19Yn oy3 ]

Alors, l'itéré yk+!' de Newton est défini comme I'élément qui
minimise:

yﬁw+pE~HyzowVM+—wVMFMyZMV%)
i=1

Posons Wk = ;-2 Hi(yk,z;), uk = ;—ZJ(y" z)) et zX = WKyk-uk. Ainsi
i=1 i=1
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litération yk+! est donnée par:

ykrt = (arpWH) ' pzk.

Si la matrice Wk est inversible,
-1 ~
yk+1 =(Q+pwk) pWHZK

~ ’1
ou zk=y"-Wk uk. Dans tous les exemples que nous allons
considérer, Wk sera diagonale et donc le calcul de y**' est
exactement le calcul d'une certaine spline avec poids (comme
(1.8)).
Itération de Newton relaxée (Damped Newton):
L'itération de Newton relaxée est alors:

YB;'J = y[';N + tk(y:,”-yé‘N), k=1,2,...

Ici, y,'&” désigne l'itéré de Newton ordinaire obtenu a partir de y,'gN

et 7 est la premiére valeur prise dans la séquence ‘1 ;—‘1{, qui
fait .diminuer la valeur de la fonction objective W¥p.2(y). Ces
itérations sont utilisée par O'Sullivan dans [88a], [88b] dans le
contexte de lissage.

Itération de Newton Modifiée :

Pour les exemples considérés dans le chapitre Il, nous avons
utilisé l'itération de Newton modifiée décrite ci-dessous:

Si pour une valeur de k, WK n'est pas une matrice définie positive,

on ajoute une matrice DK telle que V\I’|§=W"+Dk soit définie
positive.
L'itération de Newton Modifiée est alors:

yeet = (epwh) pwiz®

N .1 . 3
ou 2* = y-W§ uk. Cette itération est localement convergente sous

certaines conditions sur DK (voir Ortega et Rheinboldt [70]).
Lorsque les itérations convergent, nous notons y, sa limite et

définissons I'opérateur AS’N par:

AN = (Q+pW) oW
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n
ou W=1% Hyy,,z).
2i=1

1.6.2 Itérations de Gauss-Newton

Si ¢(n,(y) z,)=(n,(y) z)2 nous pouvons appliquer l'iteration de
Gauss-Newton comme le font O'Sullivan et Wahba [84] pour
minimiser la fonction objective suivante:

¥o.2(y) = yTQy +p Y (ni(y)-zf.
i=1

Soit y* le ki®Me jtéré pour minimiser ¥o.2(y). Nous dénotons

iy,2) = (1(y)-21.... Naly)-za)'- Alors, ¥, .(y) = yTQy + plif(y, 2)" .On
suppose que les deux premiéres dérivées partielles de chaque yl

sont absolument continues. L'approche classique, appelée méthode
de Gauss-Newton consiste a considérer I'approximation linéaire

de chaque mn, dans I'expression de f, en utilisant:f_(y,z) =
f(yk,2)+J(y¥)(y-y), oi J est la matrice Jacobienne de T donnée par

oy any |
_ dyy  dyn

Jy) = Vytly.2) =| e
M oMo

EZ2

L'itéré yk*! est obtenu en minimisant:
YTQy + plf(y*, 2) +J(y*) (y-y*)I2
)
yTQy + plh(y) (y-y%) +(y%) (y-y) T () (y-y )

ou h(y) EVY(FPf—) = 2J(y)Tf—(y,z). Alors, cet itéré est défini par

T ' T
yt = laupeet] por'z
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ou @ =J(yK) et Z¥=0"yK-f(yk,2). Le procédure pour le calcul d'une
certaine spline aves poids (comme (1.8)) peut étre facilement
adapté pour le calcul de yk+'. Donc le colt d'une itération reste le
méme que d'une certaine spline avec poids. Lorsque ces itérations
convergent, nous notons y, sa limite et l'opérateur de lissage

correspondant Af" par

-1
ASN - ela+po’e) po’
ol ©=J(y,).

Pour obtenir ensuite la valeur de p qui minimise V(p), on utilise la
methode de la section dorée qui est une méthode de recherche
globale si la fonction & minimiser est unimodale. Cette méthode
de minimisation est une méthode qui permet d'obtenir & chaque
pas un intervalle ¢u se trouve la valeur optimale. Il reste a
choisir la précision pour laquelle on considére que le calcul est
terminé. On a utilisé. le critéere suivant pour arréter la procédure:

PPy g0
(p,+p,)/2

ou [p1,p2] est l'intervalle fourni par l'algorithme. Les nombres

pseudo-aléatoires de loi normale de moyenne nulle et de variance
vZ sont générés par la méthode directe (avec l'approximation
rationnelle classique cf. Abramowitz et Stegun [72], formule
26.2.23 pour linverze de la fonction de répartition).

Tous les calculs orésentés dans cette thése sont faits sur
Macintosh |l en double précision utilisant Think Pascal.






Chapfitre (I

GCV pour les problémes de moindres
carrés non linéaires

2.1 Introduction

Dans certaines branches des sciences physiques et biologiques, le
pheénoméne désiré ne peut étre observé directement. Cependant on
peut disposer d'observations indirectes sur certaines fonctions
appliquées a la fonction g recherchée. (par exemple O'Sullivan et
Wahba [84], O'Sullivan [86] et les références citées dans cette
article) Nous considérons ici le modéle z=n,(g)+¢,, i=1,...,n pour g
dans H2?[0,1], ol m;, i=1,...,n sont certaines fonctionnelles non
linéaires données et e,,..,e, sont n variables aléatoires
indépendantes de moyenne nulle et de variance v2, laquelle peut
étre inconnue. Le but est de trouver une estimation de g a partir
des données z. Ceci est obtenu en cherchant dp,z Qui minimise

1 n
(2.1) f [ ()t +p3 [nih)-z ]
0

i=1
pour fe H2[0,1] et p>0 donné. Le paramétre de lissage p contréle le
compromis entre la fidélité aux données mesurées par

n
Y [ni(f)-zF et le caractére lisse de la solution mesurée par
i=1

1
I [ (t)f at .
0

Remarquons que cette formulation non quadratique du probléme de
lissage est une approche classique pour estimer une fonction
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positive ou bornée & partir de données erronées. En pratique, le
choix de p est tout & fait crucial. Dans le chapitre précédent nous
avons vu que pour le probléme classique de lissage par des
splines, ce choix est souvent fait par la méthode de validation
croisée généralisée (GCV). Dans ce chapitre nous proposons une
approche générale pour le calcul de la GCV pour des problémes de
moindres carrés non linéaires comme (2.1).

Quand n;(f) est une fonction uniquement de f(ty),... . f(t,), toute
solution (si elle existe) du probléme de la minimisation de la
fonction objective donnée par (2.1) est une spline cubique

naturelle g, ; telle que y, ; = (g,,,z(t1),...,gp_z(tn))T est la solution de

. n
yg'r?" y'Qy + p [ni(y)-zf* )

i=1

Ce probléeme non quadratique de minimisation pour un p donné est
résolu en utilisant l'itération de Gauss-Newton rappelée dans le
chapitre |, section 1.6.2.

La section 2.2 est consacrée au choix du parameétre de lissage par
la methode de GCV. L'expression de la fonction GCV utilise la
dérivée de l'opérateur non linéaire de lissage B, par rapport a z.
Dans l'annexe, nous donnons une expression explicite de cette
dérivée pour le cas plus général.

Nous proposons deux méthodes de Monte-Carlo pour le calcul de la
trace de la dérivée de B, intervenant dans la GCV. Si on connait
I'expression explicite de la dérivée de B, la premiére méthode est
une extension directe de la méthode de Girard proposée dans le
cas linéaire. La deuxiéme est une formule originale qui utilise
I'approximation de la dérivée par des différences finis dont
I'évaluation ne nécessite que le calcul d'une spline
supplémentaire associée a des données perturbées. Dans la
section 2.3, on compare les traces exactes des opérateurs '
intervenant dans la GCV et leurs estimateurs de Monte-Carlo.

Les expériences numériques effectuées et les résultats obtenus
sont présentés dans la section 2.4.

2.2 Choix du p par validation croisée généralisée

Dans ce paragraphe nous développons la méthode de validation
croisée pour choisir le paramétre de lissage associé aux
problémes de lissage de moindre carrés non linéaires du type
(2.1).
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L'idée de base est comme dans le cas classique décrit dans la
section 1.3. Soit y{*) la solution calculée & partir de toutes les
donnees excepté z, en utilisant la valeur p pour le parameétre de

lissage, i.e. y{K) est le vecteur qui réalise le minimum de:
Yp q

n
y'Qy +p2 [ni(y)-zi.
o0

Alors, la fonction de validation croisée ordinaire V,(p) est définie

par:

n

(2.2)  Vo(p) =1} [nty)-z, .
k=1

On peut voir facilement que y{*) réalise également le minimum de:

y'Qy + . [nily)-z +p [nily)-nily$) .
i=1
izk

On adonc:

T T
Bp(z1,---'Zk-hﬂk(Y,(;k))»an,---,Zn) =(Tl1(Y,(>k)).---,nn(Yf>k)))
i.e.

(2.3)  muly$) = [Bp(z+8re"),

ol ek est le ki¢Me yecteur de la base canonique de R", et
8k=nk(y§,k))-zk. En substituant (2.3) dans (2.2) nous obtenons:

ou

Ok

Par analogie avec le cas de la spline de lissage classique, nous
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- n »
remplagons a,(p) par %E ajj(p) pour obtenir la validation croisée
j=1
généralisée (GCV) donnée par:

Lorsque p est bien choisi, la quantité & =n,(y{")-z, devrait étre

dBP(Z))k

petite. Ainsi, a;k(p) peut étre approché par ———é—— et la fonction
Zx

GCV par:

13 (B, f
V(p) = =]

(R CAN

O'Sullivan et Wahba [84] ont approché (B'p)z par la matrice de
lissage associée au dernier probléme quadratique a la fin des
itérations. Une autre fagon est d'appliquer le principe de GCV
classique a la forme pseudo linéarisée i.e. au dernier probléme
quadratique que l'on résout lors des itérations. Ceci est fait dans
O'Sullivan et al [86] et par O'Sullivan [88b]. Dans I'expression de
validation croisée ordinaire donné par (2.2), O'Sullivan [88a]
approche la solution y{*) par une itération de Newton Raphson &
partir de y,. Cette approximation donne une expression pour la
GCV en terme de la trace de la matrice de lissage obtenue & la fin
des itérations.

2.2.1 Expression analytique pour (B;,)z

L'expression analytique pour (B'p)z est donnée dans l'annexe pour le
probléme geénéral quand on minimise ¥, ,(y) donné par:

y'Qy + pEn‘. o(ni(y),z)

i=1

Ici on a ¢(ni(y),zi) = fi(y,z;) = (ni(y)-zif et on suppose que ni(y)=y(y;)



pour y:R—MR. Donc on a: ©=diag(y (Yz,1),-. ¥ (Yz,n)), V=-28,
W=diag(wy,....W,) ol Wi={y'(yz,)f+{(v (y2,)-2) v(y,,) et

(B'p)z = 20(Q+pW) 'pe.

Nous allons utiliser cette expression pour le calcul de la trace
dans la fonction de GCV. Si la matrice W est inversible et

diagonale, le calcul de (B'p)z(.) est exactement le calcul d'une
certaine spline avec poids. Au contraire, si la matrice W n'est pas
inversible, l'algorithme pour la spline de lissage avec poids peut
étre facilement modifié pour le probléme

Ygg‘" {VTQY + pé [Wi(YrZi)2+Bsyi] :

Le coidt de calcul de cet algorithme modifié reste linéaire en n.

2.3 Calcul de la trace par Monte-Carlo

Dans ce paragraphe on présente une comparaison entre le calcul
exact de la trace et ses estimateurs de Monte-Carlo que I'on a
proposés dans Deshpande et Girard [89].

La meéthode de GCV nécessite le calcul de %‘—T|{I -(Bp)z) Dans le

paragraphe précédent nous avons donné une expression explicite
de la derivé de B,. Nous notons ici:

Toe(p) = 1741 {8}),)

Dans la littérature, (B;,)z est approché par la matrice de lissage
obtenue a la fin des itérations. Pour faire une comparaison on
considére aussi les deux traces suivantes:

Thu(p) = LTH1-AM), Tantp) = 171-A2).

On ne considére pas la méthode de Newton non modifiée car méme
dans les exemples simples considérées dans la suite, la
fonctionnelle a minimiser n'est pas partout convexe.

Maintenant, nous proposons deux estimateurs de Monte-Carlo pour
ce calcul de la trace. La premiére est une extension directe de la
méthode de Girard proposé dans le cas linéaire. Pour cela soit w
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un vecteur de n variables aléatoires indépendantes normales de
moyenne nulle et de variance 1. Alors les estimateurs de Monte-
Carlo de Tpe(p), Tnm(p) et Tan(p) sont donnés par:

Toe(o) = wT(i {B;) |

wlw
. T. A MM . T AN
T~M<p>=ﬁ('—w¢-—;—)“i. Tm<p>=1”—('ﬁ)l.

On propose maintenant un autre estimateur de Monte-Carlo de Tp.

Il est basé sur Il'approximation de la dérivée (B;,)zw par des
différences finies de la maniére suivante:

() - Bp(z+h\;]v)-Bp(z)

pour h>0 convenablement choisi.

Alors, le deuxiéme estimateur de la trace est obtenue en utilisant
ces différences finies:

Toelp) = !!T!T (w ) Bp(z+hw)-Bp(z)).
wlw h

On remarque que cet estimateur de Monte-Carlo Tf}- est trés utile
quand on ne connait pas l'expression explicite de (B',,)z ou quand le

calcul de (B'p)z(.) est trés colteux.

Pour les expériences numériques nous avons choisi les points t;,
i=1,...,n équidistants et n=200. Les données fictives sont obtenues
comme décrit dans la section 2.4 avec la fonction nm(gy). Nous
calculons les traces exactes Tpg, Tym, Ton €t 6 simulations de leur
estimateur de Monte-Carlo pour 28 valeurs de p (équidistantes en
échelle logarithmique) dans l'intervalle [1,10°]. Pour chaque
simulation le vecteur w était régénéré.

Sur les figures 2.1 et 2.2, on représente les trois traces exactes,
fonctions de p, pour les deux choix de m: respectivement
ni(y)=exp(y, et ni(y)=yf. On représente ensuite la trace exacte et 6

simulations de son estimation par Monte-Carlo. Sur ces figures
les valeurs du parameétre p et les traces associées sont

présentées en échelles logarithmiques.
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On observe que la variation dans les estimateurs de Monte-Carlo
par rapport au vecteur aléatoire parait grande, c'est-a-dire qu'une
seule simulation de Monte-Carlo n'est pas une 'trés bonne'
approximation de la trace. Ainsi dans la section 2.4 pour le calcul
de la GCV, l'estimateur de Monte-Carlo est calculé par la moyenne
de 5 simulations. Contrairement au cas classique, ici les
estimateurs de Monte-Carlo sont des fonctions de p moins
'réguliéres' que les traces exactes (qui paraissent monotones).

Ici nous avons pris h=1e-2. Une remarque sur le choix de h est fait
a la fin de la section 2.4.

2.4 Expériences numériques

Le but de ce paragraphe est d'illustrer a l'aide d'expériences
numériques le comportement de la méthode de validation croisée.
Pour réduire le temps de calcul et aussi la complexité nous nous
restreignons ici au cas ‘'diagonal', c'est-a-dire n(y) est une
fonction seulement de y;. Les deux exemples de n; considérés dans

ce paragraphe sont nj(y)=exp(y;) et ni(y)=y;", i=1...,n. Donc notons
ni(y)=w(y;) pour y:R—R. Ces deux choix de n; rend l'estimateur de g
positive.

Pour tous les exemples de ce paragraphe on considére que les
points t;, i=1,...,n sont équidistants et n=200. Les données fictives

sont générées par:
z; = y(g(t;))+¢g;, i=1,...,n,

ou g est une fonction connue.
La methode de GCV consiste a minimiser la fonction V(p) donnée

par:

=1

L (G

n
Soit Num = %2 [(Bo(2)), -z« Selon la méthode de calcul de la
k=1

13 By -2
V(ip) = :

trace on a:

Voe(p) = —NUHLZ J Vl')E(P) = —N'um—z
[Toe(p)] [TDE(P)]



Vm(p) = —NUm _ vy o) = —Num
[ Tm(p)]? [T;\IM(p )]2

Van(p) = MM, Vg (p) = —Num
[Tnip] [t
et
Vpr(p) = —Num_

[toeo)f

Les estimateurs de Monte-Carlo sont obtenus par la moyenne de 5

simulations. Soient Poe p[')E, Pt p;w, P’ péN et pE)F les valeurs de

p qui minimisent respectivement Vpg(p), V;;E(p), Vam(p), V,'\,M(p),

Van(p), Van(p) et Vpr(p).
Pour trouver la solution Bp(z) pour un p donné on utilise la

méthode itérative de Gauss-Newton décrite dans la section 1.6.2.
Pour obtenir ensuite la valeur de p qui minimise la fonction GCV
on utilise la méthode de section dorée.

Exemple d'utilisation

Pour illustrer le comportement de la méthode de GCV nous
considérons le probléme d'approcher une fonction positive a partir
de données erronées. On considére la fonction

-(t-0.5)2

), te [0,1].
2x0.06°

v(g1(t)) = exp (

avec un écart type de v=0.1 pour les erreurs.
Pour un choix de y les splines de lissage obtenues par rapport 3 la

valeur de pefp_, p;DE, Py p;\lM, P péN, pE)F} sont visuellement les
mémes. Sur la figure 2.5 on représente les données (par +), la
fonction théorique (par la ligne continue) et les fonctions splines
obtenues par la GCV avec les deux fonctions vy (e.g. y(y)=exp(y) par
------ , et y(y)=y2 par -—--). Pour faire une comparaison sur la
figure 2.6 on représente les données, la fonction théorique et la
spline classique avec p choisi par la GCV. On voit bien que la
fonction spline obtenue par les moindres carrés non linéaires est
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une meilleur approximation.
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Pour une validation expérimentale plus compléte, nous avons
considéré en plus le deuxiéme exemple suivant avec les valeurs
d'eécart type ve{0.04, 0.06, 0.1} pour chaque exemple.

2

oxp (-(t-0.5)2

w(ga(t) =|  12x0.06%] :
0.6x256xt"(1-t)" ,te [0.5,1]

) te [0,0.5]

Pour chaque couple (g,v) avec y(y)=exp(y) on a simulé 20 fois un
ensemble de données. Notons ici qu'a chaque exécution les

vecteurs € et w sont régénérés. Par analogie avec le cas classique
on espére que la valeur de p qui minimise la fonction GCV est

proche de celle qui minimise l'erreur quadratique donnée par:

n

(24)  R(p) =13 [(By(2)-ni(9)f.

i=1

Pour faire une comparaison des différentes méthodes de calcul de
la GCV données ci-dessus, on définit I'inefficacité de la procédure
X par:

inefficacité(procédure X) = L(p")
R(p)

ODB est la valeur qui minimise l'erreur R(p) donné par (2.4) et

Py {Per Poer P P Pav Py ot

On a observé qu'une valeur d'inefficacité proche de 1 n'est pas

suffisante pour conclure que le choix de p par la GCV est une

bonne méthode. Mais si en plus la valeur minimum R(B) est 'petite’

par rapport & v2, alors la méthode sera bonne. On a observé que
R(p) était de I'ordre de v/10 ce qui semble bonne. La distribution

des inefficacités obtenues sur 120 cas est indiquée dans le
tableau 2.1 suivant.
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Tableau 2.1
v (y)=exp(y)

inefficacité Ve Vo Vor  Vav  Van  Vam Vam

(2.50,00] 4 3 2 4 3 1 1

(1.66,2.50] 5 5 8 2 4 11 11
(1.25,1.66] 23 18 19 22 17 24 18
[1.00,1.25] 88 93 91 92 96 84 90

Le critére pour arréter les itérations était

k_yk-12
Y%y 4 6-8|ou k>200.
ykn®

Le nombre d'itérations nécessaires pour la convergence, pour une
valeur de p dans un intervalle convenable, était en moyenne 15.
Comme précisé a la fin des sections 1.6.1 et 1.6.2, une itération
de type Newton ou Gauss-Newton colite une certaine spline avec
poids. C'est-a-dire le calcul de Bp(z), pour une valeur de p dans un

intervalle convenable, colte en moyenne 15 splines avec poids.
Souvent la convergence était lente pour des valeurs de p qui
correspondaient au lissage faible.

Remarque 2.4.1
On a aussi fait des expériences pour plusieur valeurs de h. Nous

avons observé que l¢ minimum de V;)F(p) ne varie pas beaucoup par
rapport a h dans un intervalle convenable, c'est-a-dire quand h est
a peu prés 1 ou 10% de l'écart type v. Pour les résultats
numériques présentés ici nous avons pris h=1e-2.
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CHARITRIE 000

GCV quand le critére de moindres
carrés est remplacé par une
"distance convexe"

3.1 Introduction

Il est bien connu que les techniques classiques d'approximation
aux moindres carrés peuvent étre interprétées comme des
techniques de maximum de vraisemblance si I'erreur d'observation
est supposee avoir une répartition gaussienne (aussi appelée
normale). Il existe de nombreuses applications ou I'on sait que les
erreurs ne sont pas gaussiennes de variance uniforme. Pour ces
problémes le principe de maximum de vraisemblance conduit a
remplacer la somme des carrés des résidus par une autre
"distance”. On est alors conduit a résoudre des problémes de
lissage non linéaires et a choisir un bon paramétre de lissage
pour ceux-ci.

Soit z=(z,,...,z,)7 le vecteur des observations aux points ty,....t, de
la fonction g(t) et soit L(g,z) la fonction de log-vraisemblance

correspondant au modéle du bruit. C'est-a-dire que el(9.2) est la
densite de probabilité de z sachant que la fonction qui a généré
ces observations est g. Appliquer brutalement le principe du
maximum de vraisemblance (c'est-a-dire maximiser L(u,z)) peut
conduire a des estimateurs extrémement oscillants de g. De la
maniére classique, nous introduisons donc un terme de
régularisation (ou pénalité de lissage) R(un) pour définir comme

estimateur de g celui qui minimise ®, (1) définie par

Dp,z(1)=R(u) -pL(u,2)
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ou u=(f(t,),...,f(t,)) et ou f est I'approximation cherchée de g.
Ici p est un paramétre de lissage qui contréle le compromis entre

la fidélité aux données mesurée par la fonction de log-
vraisemblance L(u,z) et I'aspect lisse de la solution mesuré par

R(w).

Dans ce chapitre, nous supposons que la "distance" notée par
-L(1,z) est convexe et atteint son minimum par rapport a p en p=z.
On utilise la méthode itérative de Newton relaxée rappelée dans
le chapitre I, section 1.6.1 pour résoudre les problémes de lissage
non linéaire pour une valeur de p donnée, et un bon choix de p est
fait par validation croisée. Des exemples numériques ont été
exécutés pour deux types de données, précisément: données
suivant une loi de Poisson et des données avec des points
aberrants.

3.1.1 Observation de type Poisson

Un aspect commun a tous les types de tomographie par émission
est que les observations sont bien modélisées par un processus de
Poisson. Dans la littérature, les algorithmes de maximum de
vraisemblance (expectation-maximization: EM) pénalisé sont
utilisés (voir par exemple Snyder et Miller [85], Silverman et al
[90] et Green [90]). Ici nous considérons le probléme important du
choix du parameétre de lissage.

Nous supposons que chaque observation z; suit une loi de Poisson

de parametre g(t;), notons z,~Poisson(g(t)). Rappelons que cela
signifie que la fonction de probabilité est

P(zi=k) = 1 (ot :
eo(® k!

Alors la fonction de log-vraisemblance vaut

n

(3.1)  L(w2) = Y (zin(u)-1)

i=1

ou p=(py,....n,)=(f(t;),....f(t,)) et ou f est I'approximation cherchée
de g. Pour des raisons classiques (changement de variable
f(t)=exp(6(t)) pour assurer la positivité de f), nous introduisons
un terme de régularisation R(u) suivant:
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R(1)=(Inw) 'Q(Iny)

avec Inp=(In(y,),...,In(u))7.
Notons:

®p,z(1) = R(u)-pL(n,2).
Alors, la minimisation de D,2(n) qui doit se faire sous la
contrainte de positivité est équivalent a minimiser
¥o.2(Y)=®p 2(¥(y1)....,w(yn)) par rapport a y avec y(y;)=exp(y,). En
'conséquence, I'estimateur de g, 9.2 est I'exponentielle de la
spline cubique naturelle qui interpole Yp,z,i i=1,...,nen t;,... .t avec
Yp,z solution de:

NN {yTay +p 3 a(wiyi.z)

i=1

pour une valeur p de paramétre de lissage. Dans I'expression ci-

dessus o(y(yi).zi)=w(yi)- z;In(y(yi). Notons que par rapport aux
notations introduites dans la section 1.6, ici on a ni(y)=w(yi).

3.1.2 Splines robustes

Durant les derniéres années il y a eu beaucoup de travaux
consacrés a l'utilisation de critéres d'approximation plus
"robustes” & la place des criteres de moindres carrés. Ces
alternatives ont pour objectif de produire des estimateurs plus
résistants a la mauvaise influence de quelques points aberrants
(par exemple Huber [73], [81]). Parmi les critéres robustes, le plus
classique est sans doute celui construit avec la fonction de Huber:

2k
Ht(t) = 2 >
HL e

n
La somme classique des carrés z (yi-z;?, mesurant la proximité
i=1

n - .
de y aux données z, est alors remplacée par Z Hl(y_.v_z_.) ou v est un
1

parametre d'échelle. Si la constante t dans la fonction de Huber
est trés grande, alors on aura la méthode de moindres carrés. Au
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contraire, si t tends vers zero, on approche l'approximation l5.
Pour discuter le choix de t convenable, on va rappeler
I'interprétation statistique de la fonction de Huber (cf. Ekblom et
Madsen [89]).

Le critére de Huber est basé sur le modéle statistique de données:
soit les données suivent une distribution de type (1-e)G+eH, ou G
est une distribution normale centré a zero et la variance v2, et H
est une distribution qui perturbe les données. On suppose que H
est symeétrique et centré a zero, mais on a aucune autre
information sur H. Souvent la variance v2 est inconnue et on
suppose qu'elle peut étre estimée, notons son estimateur par a2.
Dans ce modeéle la partie des points aberrants est e. La constante t
est determinée comme solution d'une équation non linéaire en
(cf. Huber [81]). Dans les cas extréme =0 correspond a t= (i.e. la
méthode de moindres carrés), et e=1 4 1=0 (i.e. I'approximation |,).
Le tableau des valeurs de t en fonction de e est donné dans Ekblom
et Madsen [89]. Pour étre complet, nous allons le rappeler ici.

Tableau 3.1
€ 0% 1% 5% 10% 20% 100%
oo 1.95 1.40 1.14 0.86 0

Ici nous considérons alors le probléme non quadratique suivant
dont la solution sera la spline de lissage robuste de paramétre p:

Min {YTQV oY ¢(ys.2a)}.

i=1

ou
z) = L pfYicZi
0.2) = L H{E)
2
———(yi'zzi)z lyi-zilsta,
(3.2) { 2t°a
XITZJ -;— Y-z

La section 3.2 est consacrée au choix du paramétre de lissage par
le principe de validation croisée. Plusieurs fagons de généraliser
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la fonction de validation croisée ordinaire sont suggérées. L'étude
des estimateurs de Monte-Carlo est présentée dans la section 3.3.
Dans la section 3.4, on présente des expériences numériques. La
sous section 3.4.3 est consacré a une procédure automatique pour
le choix des paramétres de la fonction de Huber pour le cas des
splines robustes.

L'expression de la GCV obtenue dans ce chapitre reste valable
pour les problémes & plusieurs variables. Voir Deshpande et
Girard [90] pour les résultats en deux dimensions sur les splines
robustes.

‘3.2 Choix de p par validation croisée généralisée

Dans ce paragraphe nous développons la méthode de validation
croisée ordinaire et nous la généralisons pour des problémes non
lineaires tels que ceux présentés dans la section 3.1.

Soit pf)k’i=w(y‘pk!), i=1,...,n ot y() est la solution correspondant a
tous les points de données excepté Z,, pour une valeur fixée p du

paramétre de lissage, i.e. y{*) est la solution du probléme suivant:

. n

3.3) NN fyTay +pY o(yiy).z |,
i=1
izk

Ici la quantité Q(u::‘)(,zk’ mesure |'aptitude de p::,’( a prédire z,.

Alors, on définit la fonction de validation croisée ordinaire de la
maniére suivante:

©.4) Valo) = 1Y, )

Pour développer une validation croisée généralisée, nous avons
besoin d'une approximation quadratique de ¢(y(yi),z;). Une telle
approximation peut étre considérée par rapport a u; ou y;. Nous

traiterons ici les deux alternatives.

3.2.1 Approximation quadratique de ¢(p;,z;) par rapport a
Ky

On supposera que la fonction Ki—-o(nj,z;)) est deux fois
différentiable par rapport a K. Alors on peut considérer
I'approximation quadratique de ®(u,2;) par rapport a pu, autour W=2;
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99 1 29°
o (1iZi) = 6(2;,2))+(1i-2))—z;,2)) +-(pi-2;) “—(2,2;)-
oM, 2 au?
Nous notons que pour les deux exemples considérés dans la

section 3.1, ¢(u;,z;) a un minimum par rapport a p; a y=2;, c'est-a-

90

dire a—(zi,zi)=0. On supposera aussi que la fonction p,—¢(p;,z;) est
Hi

convexe. Dans le cas des splines robuste, la fonction n'est pas

deux fois différentiable partout par rapport a p, mais presque

partout. Les deux points de discontinuités ne pose pas de

probléme en pratique.

Alors

o(npz)) = ¢(Zi’zi)+fi‘(“i'zi)2

ou Yz-—(z,,z,) i=1,.
au,
Donc le minimisateur de V,(p) peut étre approcher par le

minimisateur de Vo(p) défini par:

- n (K 2
Volp) = 13 u)-z)
k=1

(3.5) - 12 Avop-ad

Comme en pratique il est presque impossible de calculer yf,"’ pour
k=1,...,n, nous généralisons la fonction de validation croisée
ordinaire notée par Vo(p). Ceci est fait de la fagon suivante:

A: On peut voir facilement que x=y{) solution de (3.3) réalise
également le minimum de:

'Vy" yTQy +p Y, 0(w(yi).z)) + p dlwlyk)wix))|.
i=1
izk

Bien que le raisonnement soit similaire a celui indiqué dans la
section 2.2, pour étre complet, nous allons le rappeler ici.
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On a donc

Bolz 1, Zk-1.W(XK), Zky 11+, 20)" = (W(X1),.. w(%n))T,
i.e.,

(3.6)  wix)By(z+8keN)],

ou e* est le ki®Me vecteur de la base canonique de R", et
8k = w(xk)-zx. En substituant (3.6) dans (3.5) nous obtenons:

ou
[Bp(z+8ke")]k-[8p(z)]k
Ok '

a;k(P) =

Par analogie avec le cas de la spline de lissage classique, nous

remplagons akk(p) par lz a“(p) pour obtenir la fonction de

‘=
validation croisée généralisée (GCV) donnée par:

lZ Yz[(Bp(z)) Zk]z

i
- akk(P))]z
N ko
Lorsque p est bien choisi, la quantité 8k = y(x)- Zyx devrait étre

By(2),

aZk

V(p) =

petite. Ainsi, a;k(p) peut étre approché par ———% et la fonction

GCV par:
%é F[Bo(2) -2
L {glF

B Une deuxidme approche consiste a réduire l'expression pour
Vo(p) donnée par (3.5) a celle considérée dans le chapitre Il, (2.2).
Pour cela on suppose que Y0 pour k=1,...,n. Soient I'=diag(y;,...,Y,),

V(p) =
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z=I'z, yz=Ty, et §p=FBpI‘". Alors, on a §p:2'—>ﬁz et Vo(p) peut s'écrire
comme suit:

Volp) = 13 [ %]

Par un raisonnement similaire & celui de la section 2.2 et en-
remplagant z par z et B, par B,, on obtient

1—2 R[Bol2), - zk]
[% el

3.2.2 Expression analytique pour (B)

Nous rappelons que I'expression analytique pour (B) est donnée
dans l'annexe. Notons F(y;z))=f(y,z)=¢(w(yi),zj). Alors I'expression

pour (B,), est:

(B;,)z = -E-)(QerW)'1 pVv

ol ©=diag(y'(y;,1),---,¥'(Yz,n)), W= dlagl—(yzm) J-—F(yzn.zn)))

2
, o°F
et V=diagl1l 25 —(yz 1,21),.. (Yz,n,zn)))-

Z1 Y1 2 anayn

Cas I: Observation de type Poisson

Dans ce cas §(y(yi).zi)=w(y)-ziIn(y(y) et w(y)=exp(y). Ainsi,
F(y,z)=exp(y;)-zyi, ©=diag(exp(yz).....exp(yzn)) W=(1/2)0, et
=-(1/2)I. Donc on a

(B), = Wla+pw) 'p1.
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Cas II: Splines robustes
Ici on a y(y)=y et F(y;,z;)=d(y;,z;) donnée par (3.2).
Alors, ©=I, W=diag(w,,...,w,) et V=-W ou

;«w)?. lyzi-zilsto

Wi , pour i=1,...,n.

0 sinon
Doncon a

(B'p)z = (Q+pW)'1pW.

Nous remarquons ici que dans les deux cas ci-dessus on a
tr(By),)=tr (AN,

3.2.3 Approximation quadratique de F(y,,z)) par rapport a
Yi

On supposera que la fonction y,—»F(y;,z;))=0(y(yi),z;) est deux fois
différentiable par rapport a y,. Alors on peut considérer
I'approximation quadratique de F(y,z;) par rapport & y; autour de
yi=Y,; comme:

2
%(YZ,i’Zi)-

oF
F(yizi) = F(¥z0Z) +(Yi-Y2.)0—(Y2.02) H(Yi-Y2.0)?
dY; 2 %

oF o°F
Soient a=F(y;.zi), Bi=—I(y2,i,2i) et wi=1— —z(yz,i,zi) pour i=1,...,n.
9y 2 9y
Donc le minimisateur de V,(p) (défini par (3.4)) peut étre
approché par le minimisateur de Vg(p) defini par:

— n k 2
(8.7) Vo) =13 [aict(you-yzs)Biet (Yon-Yzu) Wi
k=1

ot y{¥) réalise le minimum de (3.3).

Supposons que w;z0, i=1,...,n. On approche le vecteur y{) par une
itération de Newton a partir de y,, i.e. par le vecteur qui realise le
minimum de:
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n B 2
YTQY"'PZ WilVYi- (Vz,i - —v:/—)} '

i=1 2 |
izk
i.e.
n 2
T 1o (. . B 0P
y QY"’l3i=Z1 Wi _Y| (yZ,l 2Wi)J +pWy [YK yz,k} .
izk
Donc on a

y{=(Q+pW) oW (Z+5cek)

ol W=diag(wy,....Wp), Zi=y, -Bi/2Wj, i=1,....n et =y Xr-y, o+ Bi/2w,.
Il est clair que

/12w
(3.8)  y¥y, o BH/2W
k7 (1-agk)/akk

ou AV p =(Q+pW) pW (a,l)|=1 .n En substituant (3.8) dans (3.7) nous
j=1,.
obtenons

n
Velo) = 1 [ Bi Bk ( }
0(p) nz % +AW;(1 -akk 4Wk 1- -Akk

Comme dans le cas de la spline de lissage classique, nous

remplagons ay, par 12 ajj pour obtenir la fonction de validation
j 1
croisée généralisée donnée par:

) Ler(adM) Lir(A)M)
x| 1+ n_ - " -
1tr(l ApM) 2 %tr(I-AF',“M)

V(p) = 12 ak+l{2 P

k=1 2Wk

3.3 Calcul de la trace par Monte-Carlo

Dans ce paragraphe on présente une comparaison entre le calcul
exact de la trace et ses estimateurs de Monte-Carlo.

Dans la section 3.2.2 nous avons donné une expression explicite de
la derivee de B,. Nous notons ici:

Toe(p) = %Tf(' 439)2)
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Soit w un vecteur de n variables aléatoires normales
indépendantes de moyenne nulle et variance 1. Alors I'estimateur
de Monte-Carlo de Tpg(p) est donné par:

Tog(p) = wlt {8 ), w .

wlw

On approche les dérivées (B;,)Zw et (éplz.w par les différences finies
ce qui conduit respectivement a:

TE)F(P)= wT W_Bp(z+hw)-Bp(z) '
wlw h
et
( ~ - ~

wlw h

Dans les deux sous-sections suivantes, nous donnons les
observations expérimentales pour des données avec un bruit de
type Poisson et des données avec des points aberrants. Pour les
expériences numériques nous avons choisi les points t, i=1,...,n
équidistants. Sur toutes les figures de cette section, on
représente les traces en fonction du paramétre de lissage en
coordonnées logarithmiques.

3.3.1 Observation de type Poisson

Pour ce type de données on a réalisé un ensemble de simulations
numeériques pour n=200. Les données fictives sont générées avec
la fonction g, précisée dans la section 3.4.1. Nous calculons les

traces pour 23 valeurs de p (équidistantes en échelle

logarithmique) dans lintervalle [101,1019].
Sur les figures 3.1, 3.2 et 3.3 on représente la trace exacte Tpe et

respectivement cinq simulations de T,SE, T[')F et Tpr. Pour chaque
simulation de Monte-Carlo un nouveau vecteur de bruit blanc a été
généré. Dans ces figures en coordonnées logarithmiques, on
observe que la variation dans les estimateurs de Monte-Carlo par
rapport au vecteur aléatoire ne parait pas grande. Aussi, on a
observé que la variation dans le minimum de la GCV par rapport au
vecteur aléatoire n'est pas importante. Ainsi, dans la section
3.4.1, l'estimateur de la trace par Monte-Carlo est calculé par une
seule simulation.
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Pour comparer les différentes traces, sur la figure 3.4 on
représente la trace exacte Tpe et une simulation de chacun des

estimateurs Tpe, Tpe ot TF. La remarque sur le calcul de Tor (et
aussi Tgy) faite a la fin de la section 2.3, est valable ici aussi.

3.3.2 Splines robustes
Les données fictives sont générées comme décrit dans la section
3.4.2 avec la fonction g5 pour n=100. Ici les traces sont calculées

pour 31 valeurs de p (équidistantes en échelle logarithmique)
dans lintervalle [102,10'2].

‘Dans ce cas la fonction est quadratique sauf aux points aberrants.
Alors l'opérateur B, est presque linéaire "par morceaux”, ce qui
explique les résultats. Pour h=1e-3 et un vecteur w, les traces

TISE(p) et T;)p(p) sont visuellement les mémes. Sur la figures 3.5 on

représente la trace exacte Tpe et cing simulations de Tl;E. Pour
chaque simulation de Monte-Carlo un nouveau vecteur de bruit
blanc a été généré. Dans cette figure en coordonnées
logarithmiques, on observe que la variation dans les estimateurs
de Monte-Carlo par rapport au vecteur aléatoire est trés petite.

A

[ fﬁﬁimeganm.m
-1 -

24

-3 4

T T T T T T T

1.25 2.50 3.75 5.00 6.25 7.50 8.75 10.00 11.25 12.50

Figure 3.5 Splines robustes

:TDE’ -------- : Tw
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3.4 Une comparaison des méthodes
Dans ce paragraphe on présente une comparaison des méthodes
décrites dans la section 3.2.

n

Notons Num =%—2 (Bo(2)) -2¢J?. Selon la méthode de calcul de la
k=1

trace nous désignons les GCV par:

Voe(p) = UM vpe(p) = —Num
[Toe(p)] [TBE(P)]

VDF(p).—.__TN_L&é_”V§(p)=M__E'
[Toeo)] [T50)]
Dans l'expression de GCV au numérateur au lieu de prendre

I'approximation quadratique de &Y2,i,2i) on garde I'expression
exacte et on définit:

) i (Bo(2)).2)) i %z;,z))
Ven(p) = = . 2'=’ :
[TDE(P)]

Désignons enfin par V'y(p) la fonction de GCV par rapport a
I'expression obtenue dans la sous-section 3.2.3:

TR 1 & B2 |[1+Toe(p) ¥ 1_1+T' (p)
Vi(p) -Fk% akoﬁ(z )( DE ](1+2 — e )

k=1 2Wi/\ Tpe(p) Toe(p)

1 °F

. oF
ou ai=F(y,,zj), Bi=—(y2,.2)) et w;=
9Yi 2 3y?

Soient Poe’ Poe’ Popr p5=' Pen et Py les valeurs de p qui minimisent

(Y2,2j) pour i=1,...,n.

respectivement Voe(p), Voe(p), Vor(p), ViF(p), Ven(p) et Vi(p). En
général, la variance du bruit n'est pas uniforme. Alors, on définit
I'erreur quadratique pondérée par:

R(p) = 1Y Al (yz0-at)f
i=1
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ou les poids y:" ‘approchent’ l'inverse de la variance des données z;.
Par analogie avec le cas classique on espére que la valeur de p qui

minimise la fonction GCV est proche de celle qui minimise
I'erreur quadratique R(p). Pour faire une comparaison des
differentes méthodes de calcul de GCV données ci-dessus, on
definit Il'inefficacité de la procédure X par:

R
ineffiqacité(procédure X) = ﬁx—)

R(p)
ol p est la valeur qui minimise l'erreur R(p) définie ci-dessus et

Py (P Poer P P Pey Pyt

3.4.1 Observations de type Poisson
D'abord on illustre le comportement de la méthode de GCV avec
deux exemples qui sont les suivants. Les données z, i=1,...,n

suivent une loi de Poisson et sont générées avec les deux
fonctions suivantes:

-(t-0.5)2

) te[0,1].
2x0.06%

gq(t) = 1+10xexp(
-(t-0.5)2
2x0.062
-(t-0.5)2
2x0.06°

1+20xexp( ) ,te [0,0.5]

go(t)

1+10xexp( ),te [0.5,1]

Sur la figure 3.6 (et 3.7) on représente les données (par +), la
fonction g, (respectivement g,) (par la ligne continue) et la

fonction spline obtenue avec le paramétre de lissage Poe qui
minimise Vpg(p).
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Pendant I'exécution on a noté des inefficacités qui sont
preséntées dans le tableau 3.2. On a aussi observé que les splines

de lissage obtenues avec un paramétre de lissage pe{pDE, p('JE, p[')F,
péﬁ' p;:_N, p;} sont visuellement presque les mémes, ce qui est

démontré par les inefficacités obtenues.

Tableau 3.2

inefficacités
fonction  Vpe Voe Vor V5 Ven Vy
g4 1.01 1.01 1.01 1.02 1.01 1.00
ds 1.15 1.15 1.13 1.09 1.13 1.35

Pour une validation expérimentale plus compléte, on a simulé 21
fois un exemple de données avec les deux fonctions g, et g, déja
explicitées. Notons ici qu'a chaque exécution les vecteurs z et w
sont regénérés. La distribution des inefficacités obtenues sur 42
cas est indiquée dans le tableau 3.3 suivant.

Tableau 3.3
inefficacité  Voe Ve  Vor  VE  Vey  V
(2.50,50] 1 4 3 4 3 3
(1.66,2.50] 6 6 7 7 1 4
(1.25,1.66] 5 7 8 7 9 12
[1.00,1.25] 30 25 24 24 29 23

Les résultats du tableau 3.2 permettent de dire que les méthodes

VE)E(p), Vl;F(p), VeE(p), V;;N(p) et V;,(p) sont presque aussi bonnes
que Vpe.

Pour les résultats presentés ici nous avons pris h=1e-2. Le
critere pour arréter les itérations est

lyk-yk-1y2

YV T c1e-10[ou k>50.
ykn®

Le nombre d'itérations nécessaires pour la convergence était en



57

moyenne 7. C'est-a-dire le calcul de B,(z) pour un p fixé colte en
moyenne 7 splines avec poids car une itération de type Newton
codte une certaine spline avec poids.

3.4.2 Splines robustes
On présente ici deux exemples de données fictives utilisant les
fonctions suivantes:

gs(t) = 5sin(ént), te[0,1].
g4(t) = Sexp(2t)sin(4nt), te[0,1].
Les données z, i=1,...,n sont de la forme z;=g(t)+¢;, i=1,...,n ol ¢,

i=1,...,n sont n nombres pseudo-aléatoires qui suivent une loi
normale de moyenne nulle et d'écart type a=0.5 pour g; et a=0.8
pour g,, et quelques z; sont perturbés par des €; aberrants. Pour

les exemples numériques présentés dans cette sous section, on a
supposé que o est donné, et le pourcentage des points aberrants
(i.e. le T dans (3.2)) est connu.

Dans ce cas, comme les poids y,2 i=1,...,n sont constants par

rapport a p dans un intervalle convenable et y(y)=y, on définit
I'erreur quadratique par:

1Hi[yz.g t) .

Pour la méme raison, on n'a pas besoin de traiter le cas Vg.
Puisque les w; correspondant au points aberrants sont nuls, on n'a

pas le choix de V.
Sur la figure 3.8a on représente les données (par +), la fonction g3

(par la ligne continue) et la spline cubique classique avec le
paramétre de lissage choisi par la GCV classique. Les figures 3.8b
et 3.8c montrent les données, la fonction g, et la spline robuste

avec le parametre de lissage respectivement pl'jE et péN qui

minimise VE)E(p) et VéN(p). De la méme fagon sur les figures 3.9a
3.9b et 3.9c on a tracé les résultats pour la fonction g,. Nous
avons observé que les splines robustes avec les paramétre de
IisSage Ppe’ pl;E et pl')F sont visuellement les mémes.
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Figure 3.9c Spline robuste, g, avec péN
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Pendant les exécutions, on a noté les inefficacités. Les
inefficacités observées sont données dans les tablaux 3.4 et 3.5
suivants.
Tableau 3.4
splines classiques

fonction inefficacité de GCV Mpi“ R(p)
95 1.07 5.30e-1
94 1.01 2.95e+0
Tableau 3.5
splines robustes
fonction inefficacité de Mpi" R(p)
Voe Ve Ven
(o 4.72 4.84 1.90 3.149-2'
d4 9.95 7.54 3.22 2.13e-1

Dans le cas des splines robustes, méme si les inefficacités sont
assez eélevés par rapport a ceux des splines classiques, on observe
(figures 3.8 et 3.9) que les splines robustes sont meilleures. En

plus on observe que Vg fait mieux que d'autres.
Pour les résultats présentés ici nous avons pris h=1e-3. Le
critere pour arréter les itérations est

k_yk-1y2
Iy%-y" 0 4e-10]|ouks50.
ki

Le nombre d'itérations nécessaires pour la convergence était en
moyenne 9. C'est-a-dire le calcul de By(z) pour un p fixé colite en
moyenne 9 splines avec poids car une itération de type Newton
colute une certaine spline avec poids.
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3.4.3 Estimation des paramétres dans la fonction de
Huber

Le critere robuste déterminé par la fonction de Huber dépend de
deux paramétres: le premier a qui est une estimateur d'écart type
des données et le deuxiéme 1 qui est une fonction non linéaire du
pourcentage des points aberrants dans les données.

D'abord on cherche un estimateur de la variance des données. Le

premier estimateur s2 de la variance est donné par le formule
(3.9) (par ex. Girard [88b]) dans le cas des splines classiques.
Alors,

~ 2
2 NU-A)zi

(3.9) '
tr(1-As)?

ol A; est l'opérateur de lissage classique (moindres carrés)
associé au paramétre de lissage p choisie par GCV classique. Cet

estimateur s? peut étre un sur-estimateur de v2 A cause de la
présence des points aberrants. La deuxiéme étape est d'améliorer

cet estimateur s2. On le fait comme suit: nous définissons
I'ensemble des données non aberrantes par rapport a I'estimateur

s2 par
I- (ie{1,...,n}/ |zi-(Agz)J<s}

et soit n son cardinal. Alors, l'estimateur final est

2 (- (Ap).f

e

(3.10) o2 =
tr(l-As)?

Le deuxieme paramétre t est obtenu par le tableau 3.1, ou € est le
pourcentage des points aberrants dans les données donc
. (n-ﬁ)x100‘

n

Pour les deux exemples présentés dans la section 3.4.2, on a fait
le choix automatique des paramétres de Huber par la procédure
proposé ci-dessus et les résultats obtenus sont présentés dans le
‘tableau 3.6.
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splines robustes avec choix automatique des paramétres o et t

fonction inefficacité de Mp‘” R(p)
Voe Vpe Ven

9s 4.90  3.37 1.64 3.24e-2

94 8.04  8.21 3.65 2.20e-1
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Clhepfire IV

Détection de discontinuités par
Inf-Convolution spline et GCV
dans un cadre non linéaire

4.1 Introduction

Dans le chapitre |, section 1.5 on a vu que pour déterminer le
parametre non linéaire « qui correspond a la position de la
discontinuité, la méthode de GCV a été proposé avec succés. Dans
ce chapitre on va considérer le méme probléme de la
détermination de la position de la discontinuité mais pour un
modele de données tel que le probléeme de lissage associé est non
quadratique et convexe. Un exemple d'application est le suivant:
on observe en n points de lintervalle [0,1], la valeur approchée
d'une fonction réelle g inconnue, c'est-a-dire on observe zy,...,2,

tels que
(4-1) Z|=g(t|)+8, , i=1,...,n,

ou les absisses t; sont connues et €;, i=1,...,n sont des erreurs
inconnues qui suivent une loi de Poisson. Aussi on suppose que la
fonction g est lisse par morceaux.

Alors, l'objet principal de ce chapitre est de montrer que des
résultats analogues a ceux de Girard et Laurent [88] sont aussi
valables ici. C'est-a-dire que le principe de GCV permet de choisir
le meilleur parameétre de lissage, et aussi connaissant la
présence de la discontinuité de déterminer sa position.

Dans la section 4.2 nous décrivons la méthode itérative de Newton
pour résoudre ce probléme de lissage non linéaire pour un p et a
fixés. A chaque itération la méthode d'Inf-Convolution Spline
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(ICS) est utilisée. La section 4.3 est consacrée au choix de p par

la méthode de GCV. Maintenant il reste & déterminer o, ceci est
fait dans la section 4.4 par le principe de GCV. Les résultats des
expériences numériques sont donnés dans la section 4.5.

4.2 L'approche ICS: un lissage non quadratique préservant
les discontinuités

4.2.1 Modélisation d'une fonction lisse par morceaux
Supposons qu'on ait des données de forme (4.1) avec un bruit de
type Poisson. Dans ce chapitre nous supposons aussi que la

fonction g:[0,1]->R sous-jacente aux données a une représentation
de la forme:

g(t) = xO(t)+ Y, Ak p(t)
k=1

ol x%eH?2[0,1]. Deux types de fonctions singularités p, seront
utilisées ici. Le premier est la fonction saut d'ordre 0 en a, notée

par d_ et définie par

1, ta
do(t)={ '+ =%,
a(t) {0, t<a

Le deuxieme type est la fonction saut d'ordre 1 en o, définie par

(t-a), t2a
0, sinon’

d;(t>={

Notons qu'une rupture "compléte" en a, c'est-a-dire saut d'ordre 0
et 1 en méme point, dans une fonction lisse ailleurs, nécessite

d'introduire en méme temps les deux singularités de base dg et d;.
Nous noterons pj=(pj(t1),..., pj(tn))vr le vecteur colonne de ces
valeurs, et P=(p1,...,pm)T la matrice formée de ces m colonnes.

Donc §=x_°+P7L°, ou x°=(x1, oy lm)T et g, x0 sont les vecteurs de ces
valeurs.
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4.2.2 Calcul des estimateurs a P et p fixés
Dans le chapitre précédent on a vu que pour un p fixé I'estimateur

de ge H2[0,1] est donné par une spline cubique naturelle 9,2 telle
que yp.z=(gp’z(t1),...,gp'z(tn))T soit la solution du probléme suivant:

(4.2) JepnlyTay + Y. olviy).z)!

i=1

Dans I'exemple d'application on a
v(y)=exp(y) et ¢(y(y).z)=exply) -yiz;

Maintenant on considére le probléme d'estimation de g en
préservant des discontinuités en nombre connue. On suppose pour
I'instant que les m fonctions Py P (définies sur [0,1]), qui
jouent le réle des singularités, sont fixées. Alors le probléme
(4.2) de lissage associé a p et a la matrice des singularités P est
équivalent au probléme: :

chercher le couple, que I'on notera (Xp,Pe R", xpvpelR’“), solution de:

Min n
(4.3) xeR" {xTQx + pY" o(w(y).z)
reR™ =1

ou y=x;+(PX),. Nous noterons yo,p le résultat final de ce lissage
ICS de z, associé a P et p. Donc y,p est obtenu en ajoutant la
composante lisse et la composante singuliere estimée, c'est-a-
dire y,p=X,p+PA,p .

Pour résoudre ce probleme (4.3) on utilise la méthode itérative de
Newton rappelée dans la section 1.6. Ici on considéere les
expressions simplifiées car n(y)=y(y) pour i=1,...,n. Soit
F(yi,z) = ¢ (w(yi),z), i=1,...,n. Supposons aussi que yk, ki¢me
estimateur de y,p soit égal & yk=xk+ PAX. Pour définir yk+!, c'est-
a-dire (xk+1, ak+1) on considére l'approximation quadratique de
F(yi,zj) par rapport a y; autour y',.‘:

1 32F

F(yi,z) = F(%‘,zi)%y?.zi)(Ya-y';‘)+ (i z) (yry 2.
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Alors la (k+1)8Me ijtération (xk+!, Ak+1) est la solution du probléme:

Min n
xeR" {xTQx +pY [ﬁ'i‘(xi+(Px)i) + V\)i‘(x;+(Pk)i-y'i‘)2]},
AeR™ i=1

c'est-a-dire:

: , n k \]P
l'gg‘m{x'\e/hlgn (XTQX + pz W:‘[X i-(yr-(Pl)i-%H ]}

i=1 2wi

2
ol B =£(y=‘,zi) et wh =1a—F(y'i‘,zi)>0 pour i=1,...,n. Soient
ay; 28y.2

k
wk = diag(w',‘,...,w',‘,) et z¥ = Vfﬁ; , i=1,...,n. Supposons d'abord A
2w,
fixé, alors la minimisation intérieure devient

x"é";:?n (XTQ" + Pi W'i([xi-(z'i(-(Pl)i)]z).
=1

ce qui correspond a un probléeme de spline classique, qui a donc
pour solution

(4.4) xk+1 = AS p(zK-P1)

ots A% p = [Q+pWH| Wk,

Notons ici que xk*' dépend de A. Une simple manipulation
algébrique utilisant la relation pW"(I-A';,p) =QA';'p, permet de voir
que la solution en A est donnée par:

Min

AeR™ ‘(Z"‘PK)T W ('-Ap'f,p) (zk-Px)} .

Le calcul des m amplitudes Ak*! se raméne ainsi a la résolution du
‘systeme linéaire mxm:

(4.5) PTWK(I-AS p)PA! = PTWX(1-AK p) 2.
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On note que l'on est assuré de l'unicité de AkK+*!' des que les
vecteurs colonne de P sont indépendants, et que l'intersection de
I'espace qu'ils engendrent (i.e. l'espace des singularités) et du

noyau de Wk(l'A::'p) est réduite au vecteur nul.

Donc le lissage ICS de z* est yk+1=xk+14PAk+1 U xk+1 et PAK+! sont
donnés respectivement par (4.4) et (4.5). Alors S';,p, opérateur de
lissage ICS qui transforme les pseudo-données z¥ en

yk+‘=S';,_p(z"), est donné par

K k k k
Sp.p = App ("Rp.P) +Rpp

A) k [] ’ . . . .
ou Ryp est l'opérateur qui transforme zK en la partie singuliére
Pak+1:

Rep =P [PTW 1Ak o) P PTWH (1A% o).

Donc on a le simple algorithme suivant pour le calcul d'une
iteration par inf-convolution spline (Girard et Laurent [88)):

1. calcul d'une matrice nxm, Qk=A';.pP (calcul des m splines)

2. calcul de Aj pz* (une spline)

3. calcul d'une matrice mxm, Uk=PTWk(P‘A:pP) et
bk=PTWk(zk-A’;_pzk) (m2n+nm2+mn opérations)

4. calcul de A*!' comme solution de UKi=-bk (résolution d'une
systéme linéaire mxm)

5. yk+1=Xk+1+ka'”=Ag,pzk‘A;_pP7\.k+1+P)\.k+1 (mn opérations).

Alors l'implémentation de cet algorithme est possible dés qu'on
sait calculer une spline avec des poids. On apergoit qu'en pratique
(m<<n), le coudt essentiel de cet algorithme est m+1 splines avec
poids.

Lorsque l'itération (xk, AK) converge, nous notons sa limite par
(xp,p, }»p’P) et définissons I'opérateur S,p par:

(4;6) Sp,P = Ap,P (I-Rp,p) + Rp,p
ou
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—(y,,,p,i,zi), W=diag(wy,...,wn), A, p=(Q+pW] 'pW et
ay, '

(4.7) Rop = P[PTW(I-A,.5) P| PTW I-A,,p).

Notons les opérateurs non linéaires Cop et L,p tels que
Xop = Cp,p(z) et Plp_P=Lp'P(z). Soit aussi yp'P=xp'P+Pxp_p. Comme
dans les chapitres précédents, on note

Bo.p(2)=(W(¥p,p,1)s- W (Yp,p.0))-

Remarque 4.2.1: De (4.6) et (4.7) nous avons
T AT
Sp.p-Ap p = (- p) IPTW(I-A, p)P| PTW(I-A, p).

Nous notons la racine carrée de W par V et App VA, pV', P=VP,
Rpp VR, pV", Sp p=VS,pV''. Alors A,p est symétrique et
Sp,p-Ap,p(l Rp,p)+R p. Maintenant, sachant qu'on a tr(AB)=tr(BA)

dés que A et B sont deux matrices quelconques telles que A et BT
soient de méme dimension, on a alors

tr(Sp,p)-tr(App) = tr(Sp,p)-tr(Ay p)
(4.8) - ([ TR p)B] BT (1R . p) (1-Ap,p) ).

Dans le cas d'une singularité (m=1), la matrice & droite de (4.8)
est d'ordre 1 et la relation entre les deux traces devient:

Sy p)tr(p, ) =2 R2PIPE

PT(I-A,, p)P

Comme dans Girard [882] il est facile de voir que ce rapport peut

se mettre sous la forme d'un quotient de Rayleigh E—Lﬂ.

Ilqll
On peut montrer cela en prenant q=QP ou Q est la racine carrée

symétrique de |-A,p. Ce rapport est donc minoré par la plus
petite des valeurs propres de |-A, p et majoré par la plus grande.
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Or il est bien connu que les valeurs propres de I-Ap,p sont
toujours comprises entre 0 et 1 (par exemple Girard [87a)]). La
différence entre les 2 traces est donc comprise entre 0 et 1. On
peut montrer en fait que, dans le cas général, toutes les valeurs
propres de la matrice mxm a droite de (4.8) sont comprises entre
0 et 1. On a donc dans le cas général:

(4.9) 0 <tr(Sp.p)-tr(A,.p) <m.

Remarque 4.2.2: On peut faire une remarque sur la proximité
relative des 2 traces quand n est grand. Si m<<n (ce qui est
souvent vrai en pratique pour les grands problémes) alors (4.9)
implique que l'écart entre (1/n)tr(S,,p) et (1/n)tr(A,,p) (qui sont
deux quantités normalisées entre 0 et 1, et trés souvent proches
de 1 quand n est grand et p est bien choisi cf. Craven et Wahba
[79]) est d'ordre (1/n).

4.3 Choix de p par GCV

On admet dans ce paragraphe que les singularités présentes dans
le signal sont connues a leur amplitude prés, c'est-a-dire que la
matrice P est convenablement fixée.

Nous avons vu dans la section 3.2.1 que la méthode de validation
croisee généralisée consiste a prendre pour p la valeur qui
minimise la fonction V(p,P) définie par:

L3 (Bop()-zf

V(p.,P) = =]
1T i '(B'P'P)z)r

2

ou y§=§—2(zk,zk) et o (Hx,Zk)=mk-2In(pnk) pour k=1,...,n.
v
D'aprés kI'étude comparative faite dans le derniére chapitre, ici on
calcule la trace seulement en deux fagons différentes. La
premiere fagon consiste a approcher la dérivée de B,p par
l'opérateur de lissage ICS obtenu a la fin des itérations qui est
noté par S,p et prendre son estimateur de Monte-Carlo.
Maintenant, la remarque 4.2.1 sur le calcul de la différence entre
la trace de S, p et celle de A,p est trés intéressante. Donc en

pratique on peut estimer la trace de S,p par la trace de A, p.
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Notons
Num = %Z Yﬁ[(Bp,P(Z))k'Zk]2

k=1
et

Vip P) - —tum
[L{l'AP.PM]
wlw

La deuxiéme fagon consiste a calculer la trace par I'estimateur de
Monte-Carlo qui utilise les différences finies (suggéré et utilisé
dans les chapitres Il et lll). Notons donc

Valp.P) = Num
[ wT {W_Bp,p(zmw)-Bp,p(z))]?
wTw\ h

La minimisation & P fixé de V;(p,P) et V;(p,P) par rapport & p est
donc pratiquable.

4.4 Choix de p et de la position d'une discontinuité par
GCV

Ici on suppose qu'il y a un saut d'ordre 0, un saut d'ordre 1, ou une
rupture compléte (c'est-a-dire saut d'ordre 0 et 1 en un méme
point) dans la fonction vraie. A partir de données bruitées de la
fonction, on veut localiser la position et estimer I'amplitude de
ce saut.

Remarquons d'abord que la localisation précise dans un intervalle
Iti,ti,1] est impossible, par exemple: si les données sont

z,=0,...,2;=0,z;,,=1,...2,=1, toutes les positions a dans lintervalle

It.ti,1] sont évidemment possibles pour le saut dg. Si un saut est
détecté dans cet intervalle, on prendra donc la convention de le
placer au centre.

On souhaite estimer en méme temps p et l'indice de la position i.

Nous proposons ici de réaliser cette recherche de p et de i par

GCV. Ceci a été fait pour les problémes de lissage quadratnque
(Girard [88a] Girard et Laurent [88]).

Notons V1(p,l)=V1(p,P) et Vz(p,l)=V2(p,P) les fonctions de GCV
associées a un saut d'ordre 0 ou/et 1 & a=t. On minimise V4(p,i)

et V;(p,i) par rapport a p et lindice i. Plusieurs observations



73

notées a partir des expériences numériques sont données dans la
section suivante.

4.5 Expériences numériques
De nombreuses expérimentations numériques ont été réalisées, on
présente ici quelques exemples d'applications. Dans tous les
exemples de ce paragraphe, on considére que les points t, i=1,...,n
sont équidistants avec n=201, et

z,~Poisson(g(t)), i=1,...,n,

ou ge{g4,92,93) est une fonction définie sur [0,1].
Nous avons pris

2

1+1oxexp(————'(t'0'5) ) 0<t<0.57,
g1 (t) = 2x0.42
2

11+10xexp[M)_), 0.57<t<1,
2x0.42

qui a une discontinuité d'ordre 0,

go(t) = | 1¥25xsin(2nt), 0st<0.5,
1+25xsin(2n(t-1)), 0.5st<1,

qui a une discontinuité d'ordre 1, et

ga(t) = | 1+10%sin(2nt), 0st<0.4,
\ 6+3xcos(4nt), 0.4<t<1,
qui a une discontinuité compléte.
Les résultats obtenus pour ces trois exemples sont donnés dans
les figures 4.1 a 4.6. Notons p, et p, les parameétres de lissage qui

minimisent respectivement Vi (p,exact) €t Va(p.iexact), OU igyact
note la vraie position de la discontinuité. Pour ces trois
exemples, on a observé que les splines de lissages, obtenues par
la méthode itérative décrite dans la section 4.2, en supposant que
la vraie position de la discontinuité est donnée et avec le
parameétre de lissage p; et p, sont visuellement les mémes. Sur
les figures 4.1, 4.3 et 4.5 on représente les données (par +), la
fonction g (par la ligne continue), et la spline de lissage obtenue
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en supposant que la vraie position de la discontinuité soit donnée
et avec le parameétre de lissage p, respectivement pour les

fonctions g, g, et g;.

Pour le choix de o par GCV, on a étudié les fonctions V}(p,,i) et
V;(p1,i). Sur les figures 4.2, 4.4 et 4.6 on représente ces deux
fonctions V;(p1,i) (par ------ ) et V;_(p1,i) (par ————— ), montrent

que les minimums globaux (disons iopt) sont tout prés de la vraie

position de la discontinuité.

En fait, avec ces valeurs optimales (pOpt'iopt) on a obtenu les
splines de lissage (non présentées ici) aussi bonnes que celles
obtenues avec la vraie position de la discontinuité ( représentées
figures 4.1, 4.3 et 4.5). Notons que les indices cherchés valent
respectivement 116, 100, et 80.
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Remarque 4.5.1: En pratique, il a été observé que pour un p fixé

(raisonnablement), les minima de V;(p,i) et V'Q(p,i) par rapport a
I'indice i sont trés bien marqués quand il y a réellement une
discontinuité.

Remarque 4.5.2: On a remarqué que, dans une large plage de
valeurs de p autour de sa valeur optimale, l'indice i minimisant

V;(p,i) et V'z(p,i) est trés souvent indépendant de p. L'exploitation
de cette propriété serait utile pour réduire le codt global pour les
problémes de trés grande taille.

Le critére pour arréter les itérations était

k_yk-142
Iyy" qe-10]
ykn®

Le nombre d'itérations nécessaires pour la convergence était en
moyenne 6. Dans les exemples précédents, le colit de chaque
itération était au plus m+1 splines (avec m=2). Pour les résultats
numeriques présentés ici nous avons pris h=1e-2.
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Chapftre V

Choix du parameétre de lissage
pour un probléme d'enveloppe

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons le probléme de ['estimation
d'une fonction g (lisse et continue) a partir de données bruitées
z,,...,Z, du type:

(5.1)  zj = Z+g;, i=1,...,n,

ol z{ est la réalisation d'une variable aléatoire Z) de loi uniforme
sur [0,g(t;)] et g est la réalisation d'une variable aléatoire E; de

loi normale centrée et de variance v2. C'est-a-dire, si la fonction
g représente une courbe ouverte, alors les données seront
uniformément réparties entre l'axe des x et la courbe g(t) mais
avec une perturbation gaussienne. Par exemple sur la figure 5.1a
on représente la fonction g (par la ligne continue) et I'ensemble
des données (par +). Un exemple de données pour une courbe
fermée g est représentée sur la figure 5.1b.
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Pour résoudre ce probléme nous appliquons le principe de
maximum de vraisemblance, comme dans le chapitre Ill, qui nous
conduit a résoudre un probléme de lissage non linéaire qui
nécessite un bon choix du paramétre de lissage.

D'abord dans la section 5.2 nous formulons le probléme en
rappelons les fonctions de vraisemblances associées a ce type de
données. La section 5.3 est consacrée a l'estimation de g pour une
valeur fixé p du paramétre de lissage. Comme dans tout probléme
de lissage, le choix de ce paramétre est extrémement important.
Ceci est expliqué dans la section 5.3 avec des exemples
numeriques. On présente dans la derniére section 5.4 une méthode
de GCV pour le choix de p; ainsi que les résultats des expériences
numériques effectudes.

5.2 Formulation du probléme
Soit z=(z,,...,z,) le vecteur des données du type (5.1). La variance
du bruit v2 qui est inconnue, peut étre estimée. Ici on suppose que

I'on connait la valeur v2, et que la fonction g est positive et
définie sur [0,1].
Maintenant, on considére la fonction de vraisemblance pour ce

type de données. La densité de probabilité de Z? est donnée par:

d =1
2(u) o) Io,g(t))(u)

1 :
} g(t.) ,» Ue [O’Q(tl)]

0, sinon

Et la densité de probabilité de E; est donnée par:

dg(u) = J—exp(-ii .
v/ 2n

2y?

Alors, la densité de probabilité de la variable observée, que on
notera par d(z;), est obtenue par convolution de dz et dg. C'est-a-
dire

g(t)
2

d(z) = (dz*dg)z) ——1— | —1_ p((_zli)_ ,

(z) = (dz"de)z) g(ti) . vv/2n o 2v2 :
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D'ou la fonction de log-vraisemblance correspondant au modéle de
données est:

n 2
=Y lInf] —l= ex N eult) i - In(u;)
=1 0oV 2n 2v2

ot p=(f(ty),...,f(t,)) et f est I'approximation cherchée de g. Etant

donné que la fonction g est positive, nous introduisons le terme
de regularisation R(u) suivant:

R(p)=(Inp) TQ(Inp)

avec Inu=(In(y,),...,In(n,)) pour des raisons classiques (a cause du

changement de variable f=exp(0)).
Notons:

Dy 2(1) = R(n)-pL(n,2).

Alors, la minimisation de ®,,(u) qui doit se faire sous Ila
contrainte de positivité est équivalente a minimiser

¥o,2(y)=Dp2(w(y1),...,w(yn)) oU wy(.)=exp(.), par rapport & y. En
conséquence, l'estimateur de g, g,z» ©est l'exponentielle de Ia

spline cubique naturelle qui interpole Yp.z,i i=1,...,nent,,... .t avec
Yp,z Solution de:

. n
(5.2) 'V,','” y'Qy+p2, ¢(\v(yi),zi)}
i=1
pour une valeur p du paramétre de lissage. Dans l'expression ci-
dessus on a:

v(yi)

2
(5.3)  o(ylyd.z) =In 1 expl- ZW " gy -y
0

v/ 21 2v?2
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5.3 Estimateurs pour différentes valeurs de p

Pour résoudre le probléme de lissage non quadratique (5.2), on
doit utiliser une méthode itérative. Au début on a appliqué la
meéthode de Gauss-Siedel sur une grille de m points pour m<<n.
Mais pour les exemples considérés on a observé que cette méthode
converge trés lentement. Alors on a di I'abondonner.

Aprés on a utilisé les itérations de Newton relaxée rappelées
dans la section 1.6.1. En moyenne la convergence est obtenue en
dix itérations.

Le calcul exact de la fonction ¢(y(yi),z;) est compliqué puisqu'il
nécessite le calcul de la fonction de répartition de Gauss. Pour
tous les exemples numériques donnés dans ce chapitre, on
approche la Gaussienne par des splines cubiques normalisées.
Pour que cette approximation soit valable on impose la condition
suivante sur les y; pour bien définir la fonction ¢(w(yi),z;),

exp(y;) > z-o/2 ou a=3Y2 v.

Heureusement ¢ga ne complique pas le calcul.

On envisage aussi l'introduction des contraintes de périodicité qui
permettent surtout I'estimation de courbes fermées.

Pour les exemples numériques de cette section on a pris n=650.
Sur les figures 5.2 a 5.5 on représente les données (par +), la

fonction g? précisée dans la section 5.4 (par la ligne continue) et
les splines de lissage obtenues pour quatre valeurs de p. De méme,

sur les figures 5.6 a 5.9, on présente les résultats pour la

fonction g'1 périodique. La premiére valeur de p (voir figures 5.2 et
5.6) conduit a un lissage beaucoup trop fort, la deuxiéme (voir
figures 5.3 et 5.7) conduit a un lissage assez fort, mais elle
permet déja d'obtenir l'allure de la courbe. La quatrieme valeur
(voir figures 5.5 et 5.9) est trop grand et on remarque les
oscillations. Enfin la troisieme valeur (voir figures 5.4 et 5.8) est
la meilleur des quatres; elle permet de reconstituer de fagon
précise la forme de la courbe initiale.
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5.4 Choix de p

Pour le probléme de lissage classique la fonction de validation
croisée généralisée est définie par:

M-

1
n
V(p) = K=t

[%T r(l-A,,)]z

ou A, est la matrice de lissage classique. Ici on propose de
généraliser la fonction V(p), pour le probléme de lissage
considéré dans ce chapitre, en utilisant I'expression suivante:

[Yp.z.k-2k]?

]

LY dw(yp.20.2)
(5.4)  V(p) = —k=!

[= 1141 ANM)]

est la matrice de lissage obtenue a la fin des itérations.
Nous définissons I'erreur quadratique par I'expression:

ou A";'M

3

R(p) = Z[ W (Yp.20)-2k] -

Par analogie avec le cas classique on espére que la valeur de p qui

minimise la fonction GCV est proche de celle qui minimise
l'erreur quadratique R(p). On définit l'inefficacité de GCV par:

R
inefficacité = L‘i‘fl
R(p)

ol p est la valeur qui minimise l'erreur R(p) définie ci-dessus et
py mMinimise V(p).

Remarque 5.4.1

Ici pour définir GCV, on ne peut pas appliquer le traitement du
chapitre Il pour les raisons suivantes. Dans la section 3.2.1, on a
supposé que la fonction de log-vraisemblance ¢(p;,z;) est convexe
par rapport a p; et elle réalise la minimum a p;=z;. Ces deux

suppositions ne sont pas valables ici.
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Dans la section 3.2.3, nous avons supposé que w20, i=1,...,n ou

2
wi=‘32—£:{yz,i,zi) pour F(y;z)=0(y(yi),z;). Mais, ici les fonctions

ay;
F(yiz) ne sont pas strictement convexe et la condition sur w;
n'‘est pas toujours satisfaite.
Les resultats numériques suivants montre que la généralisation
de GCV donnée par (5.4) produit un bon choix de p.

Remarque 5.4.2

On a fait des expériences pour n=200. Il a été observé que les
fonctions R(p) et V(p) sont convexes. Mais la valeur de p qui
minimise V(p) n'est pas un bon choix, c'est-a-dire que
l'inefficacité est plus grande que 3.5. Par exemple dans les
figures 5.10a et 5.10b, on a tracé les données (par +), la fonction
exacte g? (par la ligne continue) et respectivement les splines de
lissage avec le paramétre p, qui minimise V(p) et S qui minimise
R(p).

Ceci est di (au moins c'est ce qu'on pense) au fait que pour n=200,
il n'y pas assez des données dans le voisinage de la courbe exacte.

-1 T T T 1 —
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figure 5.10a gy , n=200, spline de lissage avec p
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-1
T T T P
0.00 0.25 0.50 0.75 1.'00

Figure 5.10b g? , n=200, spline de lissage avec Py

Exemples d'utilisations

D'abord on illustre le comportement de la GCV avec quelques
exemples qui sont les suivants: les données fictives sont
générées par les trois fonctions suivantes pour n=650. On
considére deux courbes ouvertes et une courbe fermée.

g?(t)=2sin(nt)+sin(3nt), te[0,1],
go(t)=1+15.6 £2[25841°+105(1-1)*] (1-9°, te[0,1],
g'1(t)=2+0.4sin(2t)+0.83in(4t), te [0,2n],

Sur les figures 5.11 a 5.13, on représente les données (par +), les
fonctions exactes (par la ligne continue) et les fonctions splines
obtenues avec le paramétre de lissage qui minimise V(p). La trace

est approchée par I'estimateur de Monte-Carlo.
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Figure 5.13 ¢! v-06

Pendant I'exécution on a noté des inefficacités qui sont
présentées dans le tableau 5.1.

Tableau 5.1
Exemple v inefficacité Mpi" R(p)
o 0.3 1.03 6.85
95 0.4 1.05 1.79
g} 0.6 1.01 1.39e+1

Pour une validation expérimentale plus compléte, on a simulé 10
fois un exemple de données pour chaque valeur de VG{0.2, 0.3, 0.4}
et la fonction g déja explicitée. La distribution des inefficacités
obtenues sur 90 cas est indiquée dans le tableau 5.2 suivant.
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Tableau 5.2

inefficacité (2.50,0) (1.66,2.50] (1.25,1.66] (1.00,1.25]
nombre des cas 1 11 22 56

Les résultats du tableau ci-dessus permsttent de dire que la
meéthode de GCV proposée ici conduit & un bon choix de p.

Le nombre d'itération nécessaires pour la convergence était en
moyenne 6, c'est-a-dire le colt de calculer la solution pour une
valeur de p était 6 splines avec poids.
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ANREXE

Expression analytique pour (B'p)z

Nous considérons le probléme de minimisation général:

Min ¥, ;(y)
A.1 P.2
(A.1) yeR"

n
Ol Wp,z(y) =yTQy + p Y, ¢(ni(y),z;), dont la solution est notée par y,.
i=1
Soit B (z) = (n,(yZ ,nn(yz))T loperateur de lissage associé au
probleme (A.1). Il faut noter que B est non linéaire.
Dans ce paragraphe nous donnons I'expression explicite pour la
dérivée de Bp(z) par rapport a z, notée par (B;,)z.
Notons fi(y,zi)=¢(ni(y),zi), pour i=1,...,n et pour chaque i, soit
Ji(y,z;) le vecteur Jacobien de fi(y,z,) par rapport a y i.e.

T
ofi of;

Ji(y,z)) =V, fi(y,z) = (——) .
I | yi | ay1 ayn

Le vecteur Jacobien de ¥, (y) par rapport a y est alors défini par:

n

T
Ay.2) = 2 (@y)1,..(Qy)a) + Y Jily, z).
i=1
Puisque y, minimise (A.1), nous avons pour tout z, A(y;,z) =0 et
donc la matrice Jacobienne de l'opérateur z+— A(yz,z) est nulle, i.e.

VaA(yz2,2) + VyA(yz,2) . V,y, = 0
ou
. n
VzA(y.2) = p2. V2dily,zi), VyA(y,2) = 2Q + pZ VyJi(y,z)
i=1 i=1
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avec

VZJ|(y,Z') = . . : ’

VyJi(y,Zi) =

et

Vyy, =

9Y2,n 9Yz,n
02,4 0Zn

n n

Soit W = %2 VJilyz,z), V = %2 VJi(yz.z) et X = V,y, & calculer.
i=1 i=1

On peut ainsi déterminer X par:

X = -(Q+pW)'1pV.
Mais on a B, () = (n1(yz),....na(y2))", donc

(A.2) (By), = @X = -ela+pW) 'pv

ou -~ )
0 0
-D—L(Yz) cee i(Yz)
Y, 9Yn
0= .
My ... IMyy,)

| dY4 dyn |
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