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Introduction

Les actions du groupe additif G, — et leur pendant algébrique que sont
les dérivations localement nilpotentes — ont pris une place prépondérante en
géométrie algébrique affine.

Avec les travaux de L. Makar-Limanov, ces actions se sont notamment
révélées étre un puissant outil pour I’étude de certaines variétés affines. Ceci
est particuliérement vrai dans le cas des variétés qui font 1'objet de cette
these : les hypersurfaces de Danielewski.

Hypersurfaces de Danielewski

Les hypersurfaces de Danielewski sont les hypersurfaces Xg,, C C® dé-
finies par une équation de la forme 2"y = Q(x,z), on n > 1 et on Q(z, 2)
est un polynéome de Clx, z] tel que deg(Q(O,z)) > 2. Elles sont progressi-
vement apparues dans différents contextes et ont permis d’illustrer certains
phénomeénes inattendus. En voici trois exemples.

La premiére utilisation des hypersurfaces de Danielewski est due a W. Da-
nielewski [13] et K.-H. Fieseler [21]. Ils ont en effet montré que les hypersur-
faces W,, définies par les équations 2™y = 22 — 1 sont des contre-exemples au
probléeme de simplification. C’est-a-dire que deux telles surfaces W, et W,
ne sont pas isomorphes si n £ n’ mais que leurs cylindres W,, x C et W, x C
sont isomorphes. (voir aussi les travaux de J. Wilkens sur les hypersurfaces
d’équation "y = 2% — h(x)z, [53])

Plus récemment, G. Freudenburg et L. Moser-Jauslin ont tiré, de leur
étude des hypersurfaces de Danielewski définies par une équation de la forme
"y = r(z)p(z) + ¢, |23], des exemples de surfaces non (algébriquement) iso-
morphes mais analytiquement isomorphes ; ainsi que des exemples de surfaces
isomorphes dont les plongements ne sont pas équivalents.

Enfin, nous avons démontré avec L. Moser-Jauslin [42| que certaines hy-
persurfaces de Danielewski sont des contre-exemples au probléme de l’équi-
valence stable. Nous avons en effet construit une famille d’hypersurfaces de
C? de la forme {z%y = z? + zq(z) — ¢} dont les plongements ne sont pas



équivalents bien qu'ils soient stablement équivalents. (Ils sont équivalents via
un automorphisme de C*.)

Actions du groupe additif et invariant de Makar-Limanov

Toute hypersurface de Danielewski X, admet une action algébrique
du groupe (C,+) correspondant a la dérivation localement nilpotente de
Clz, y, 2] définie par Ag, = 2"Z + 8Q§f’z) a%'

I1 faut alors distinguer deux types d’hypersurfaces de Danielewski : celles
dont I'invariant de Makar-Limanov n’est pas trivial (ce sont les hypersurfaces
Xon avec n > 2) et celles dont l'invariant de Makar-Limanov est trivial (ce
sont les hypersurfaces X 1) ; les deuxiémes ayant, du fait de la « symétrie
des roles » de x et y, plus d’actions de (C, +) que les premiéres.

Les hypersurfaces de Danielewski X, — c’est-a-dire les hypersurfaces
d’équation zy = p(z) — ont été étudiées principalement par L. Makar- Li-
manov, qui a calculé leurs groupes d’automorphismes [34], et par D. Daigle
qui en a donné la classification et a décrit trés précisément leurs dérivations
localement nilpotentes [9] et [10]. !

Dans cette thése, nous nous intéressons surtout a l'autre type d’hyper-
surface de Danielewski. Notre objectif est double : d’une part généraliser les
travaux de L. Makar-Limanov sur les hypersurfaces d’équation ™y = p(z)
afin d’obtenir la classification de toutes les hypersurfaces de Danielewski et
de décrire leurs groupes d’automorphismes, et, d’autre part, les classifier a
équivalence 4 un automorphisme polynomial (ou analytique) de C3 prés.
Nous étudierons également les questions relatives au probléme de 1’équiva-
lence stable.

Le fait que, pour n > 2, l'invariant de Makar-Limanov des hypersur-
faces X¢,, soit non trivial est la « clef de votite » de notre étude. La princi-
pale conséquence étant que les isomorphismes entre deux telles hypersurfaces
doivent avoir une forme particuliére : ils doivent notamment préserver la fi-
bration donnée par la projection pr,. (voir par exemple les propositions 3.1.2
et 4.2.1)

Les hypersurfaces {zy = p(z)} semblent par ailleurs occuper une place importante
parmi les surfaces affines. T. Bandman et L. Makar-Limanov montrent en effet dans [4] que
toute surface affine lisse d’invariant de Makar-Limanov trivial admettant une action libre
de (C,+) est isomorphe a 'une de ces hypersurfaces. De plus, D. Daigle [11] a récemment
prouvé que si un polyndéme irréductible est dans le noyau de deux dérivations localement
nilpotentes de Clz,y, 2] non équivalentes, alors la fibre générique de ce polyndme est
isomorphe & une hypersurface {xy = p(z)}.



Plan de la thése et principaux résultats

Cette thése est divisée en cing chapitres. Les trois premiers sont dédiés a
I’étude des hypersurfaces de Danielewski et de leurs automorphismes, alors
que les deux derniers sont consacrés a I’étude de leurs plongements.

Le premier chapitre débute par des rappels sur les surfaces de Danie-
lewsks.

Une surface de Danielewski est une surface affine complexe X munie d'une
Al-fibration 7 : X — C qui se factorise en une fibration localement triviale
sur une droite affine & d > 2 origines (Dubouloz [17]). C’est une notion
différente de celle d’hypersurface de Danielewski. Nous vérifierons d’ailleurs
qu’une hypersurface de Danielewski X ,, est une surface de Danielewski si
et seulement si le polynéme (0, z) est & racines simples, et expliquerons
comment calculer, dans ce cas, ses fonctions de transition. Nous obtiendrons
alors le résultat suivant.

Proposition (Dubouloz et Poloni [20]). Toute hypersurface de Danie-
lewski X ,, avec Q(0, z) & d racines simples est isomorphe a une hypersurface
Xon définie par une équation de la forme x™y = Hle (z — oi(z)) pour une
certaine collection de polynomes oy, ... ,04(x) € Clz].

Les hypersurfaces X, ,, ci-dessus sont des exemples d’hypersurfaces de
Danielewski sous forme standard ; ce qui signifie qu’elles sont définies par une
équation de la forme 2™y = p(z) + xq(z, 2) avec deg,(q(z, 2)) < deg(p). Dans
ce contexte, nous montrerons que la proposition précédente se généralise.

Théoréme. Toute hypersurface de Danielewski est isomorphe a une hyper-
surface de Danielewski sous forme standard que 'on peut déterminer par un
procédé algorithmique.

L’intérét de travailler avec des hypersurfaces de Danielewski sous forme
standard est que, comme nous le verrons dans le chapitre 3, deux telles hy-
persurfaces isomorphes sont toujours équivalentes (via un automorphisme
triangulaire de C3). Cette propriété se révéle essentielle quand on veut géné-
raliser les résultats obtenus par L. Makar-Limanov dans son article [36] sur
les hypersurfaces {z"y = p(2)}.

Dans le chapitre 2, nous rappelons quelques résultats généraux sur les
dérivations localement nilpotentes afin de démontrer, suivant les idées de [36],
le théoréme suivant.



Théoréme. Soit Xg, C C* une hypersurface de Danielewski avec n > 2.
Alors, les dérivations localement nilpotentes sur Sg., = C[Xgn] sont
L, 0 0Q(x,z) 0

LND(Sg.,) = {h(m) (z g + Ta—y), avec h(x) € C[w]}

Le chapitre 3 est consacré a 1’étude des hypersurfaces de Danielewski
sous forme standard. Nous y montrons notamment le théoréme de classifica-
tion suivant.

Théoréme. Deux hypersurfaces de Danielewski Xq, », et X, n, sSous forme
standard sont isomorphes si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

1. ny=ng9g=mn,

2. Il existe des constantes a,a, u € C* et un polynome ((zx) € Clx] tels
que Q1 (ax, az + B(x)) = pQo(z, z) mod (z").

Nous vérifions également que tout automorphisme d’une hypersurface de
Danielewski sous forme standard provient bien de la restriction d’un au-
tomorphisme de C? (corollaire 3.3.3) et reprenons la description, que nous
avions donnée avec A. Dubouloz [20], des groupes d’automorphismes des hy-
persurfaces X, ,, (théoréme 3.3.7).

L’étude des plongements des hypersurfaces de Danielewski est menée dans
le chapitre 4. Nous répondons aux questions suivantes.

1. Comment déterminer si deux hypersurfaces de Danielewski isomorphes
sont ou ne sont pas équivalentes via un automorphisme de C3?

2. Toute hypersurface de Danielewski admet-elle des plongements non
équivalents ?

3. Tout automorphisme d’une hypersurface de Danielewski provient-il de
la restriction d’un automorphisme de C3?

4. Tout automorphisme d’'une hypersurface de Danielewski provient-il de
la restriction d’un automorphisme analytique de C3?

Nous construisons en effet des formes normales pour juger de I'équiva-
lence de deux hypersurfaces de Danielewski quelconques (théoréme 4.2.30) ;
montrons que toute hypersurface de Danielewski X ,, avec n > 2 admet des
plongements non équivalents (corollaire 4.2.7) ; donnons des exemples d’au-
tomorphismes d'une hypersurface Xg, C C* qui ne s'étendent pas en des
automorphismes de 1'espace ambiant (corollaire 4.2.13) ; et montrons que la
réponse a la derniére question est positive (corollaire 4.2.16).



Ce chapitre contient également une discussion sur les méthodes existantes
pour montrer que deux polyndémes donnés sont équivalents. Nous montrons
notamment que deux polynoémes P,Q € Clxy,...,z,] sont équivalents si et
seulement si les familles d’hypersurfaces {V (P —c¢) | c € C} et {V(Q — ¢) |
¢ € C} sont isomorphes — c’est-a-dire s'il existe un morphisme algébrique
¢ : C x C" tel que chaque morphisme ¢.(xy,...,2,) = ¢(c;x1,...,2,)
induise un isomorphisme entre les variétés V(P —¢) et V(Q — ¢).

Ainsi, 'exemple suivant nous semble particuliérement intéressant.

Exemple (Moser-Jauslin et Poloni [42]). Les polynémes Py de C[z, vy, 2]
définis, pour tout k € Ny, par P, = 2%y — 22 — 2(1 — 22)* vérifient les
propriétés suivantes :

1. Pour tout ¢ € C et tout k € N+, 'hypersurface V(Pk — c) C C3 est
une variété irréductible lisse ;

2. Pour tout ¢ € C et tout k, k' € N+, les hypersurfaces V(Pk — c) et
V(Pk/ - c) sont isomorphes ;

3. Si k #£ k', alors les polyndémes P, et P ne sont pas équivalents.

Le chapitre 5 traite principalement du probléme de [’équivalence stable.
A cet égard, le théoréme suivant en est le résultat le plus significatif. Il fournit
notamment des exemples de polynomes de C[x,y, z| stablement équivalents
mais non équivalents.

Théoréme (Moser-Jauslin et Poloni [42]). Soient r(t) et s(t) deux po-
lynémes de Clt]. Les assertions suivantes sont vraies :

1. Les polynémes x*y — 22 — wr(2?) et 2%y — 2% — xs(2?) sont (algébrique-

ment) équivalents si et seulement si il existe une constante a € C* telle
que ar(z%) = s(2?) ;

2. Les polynéomes x%y — 22 — xr(2?) et 2%y — 22 — xs(2?) sont stablement

équivalents si et seulement si r(0) = s(0) =0 ou r(0)s(0) # 0
3. Les polynéomes x?y— 2> —xr(2?) et x?y—2*—xs(2%) sont analytiquement
équivalents si et seulement si r(0) = s(0) = 0 ou r(0)s(0) # 0.






Notations
corps de base

Dans toute cette thése, nous travaillerons sur le corps de base £ = C,
ou C désigne le corps des nombres complexes. En particulier, ’espace affine
de dimension n, noté A", sera identifié avec C" et le groupe additif G, sera
identifié¢ avec le groupe (C, +).

Par ailleurs, ’anneau des fonctions réguliéres sur une variété algébrique
affine X sera noté C[X].

polyndémes et hypersurfaces

Pour tout entier n € N1, la notation CI"l = C[zy, ..., x,] désigne l'al-
gébre des polyndmes a n variables et a coefficients dans C.
L’hypersurface de C" définie par un polynome P € CI sera notée

V(P) = {(xl, ceyTp) | Py, ) = O}.
morphismes adjoints

Le morphisme adjoint d’un morphisme régulier ¢ : X — Y entre deux
variétés algébriques affines est noté ¢* : C[Y] — C[X] et est défini par
¢*(f) = f o ¢ pour toute fonction f € C[Y] réguliere sur Y.

En particulier, si Y est une variété algébrique de dimension n, alors tout
morphisme régulier ¢ : X — Y est uniquement déterminé par la donnée des
polynomes ¢*(y1), ..., 0" (yn), ot Y1, ..., y, désignent des fonctions coordon-
nées sur C[Y].

Rappelons d’ailleurs qu’un tel morphisme ¢* : C[Y] — C[X] est surjectif
si et seulement si I'égalité Clo*(y1), ..., 0" (yn)] = C[X] est satisfaite.

permutations d’un ensemble fini

Le groupe des permutations d’un ensemble fini a d éléments est noté S,.






Premiére partie

Les hypersurfaces de Danielewski
et leurs automorphismes






Chapitre 1

Surfaces et Hypersurfaces de
Danielewski

Depuis quelques années, de nombreux mathématiciens font référence a
des surfaces dites de Danielewski. Néanmoins, la notion de surface de Danie-
lewski varie encore selon les auteurs. Nous commencerons donc par fixer la
terminologie utilisée dans cette thése. Elle sera double : nous distinguerons
les notions de surface de Danielewski et d’hypersurface de Danielewski.

Les premiers exemples de surfaces de Danielewski sont les hypersurfaces
de C3, que nous notons W; et W, définies respectivement par les équa-
tions zy = 22 — 1 et 2%y = 2% — 1. Elles ont été introduites en 1989 par
W. Danielewski quand il a montré qu’elles constituent des contre-exemples
au probléeme de simplification de Zariski. Cela signifie que les surfaces W et
W5 ne sont pas isomorphes bien que leurs cylindres, W; x C et Wy x C, le
soient.

La preuve que donne Danielewski pour montrer que ces cylindres W; x C
et W5 x C sont isomorphes est trés élégante. Il remarque que les surfaces W,
et W5 admettent une action du groupe additif leur conférant une structure
de fibré principal homogéne sur un méme schéma : la droite affine complexe
a deux origines A(2). Ainsi, en considérant leur produit fibré Wy x 402 Wa,
il obtient — tout fibré principal sur une base affine étant trivial — les isomor-
phismes Wy x C >~ Wy X 49y Wy =~ W, x C.

La notion de surface de Danielewski que 'on adopte dans cette thése
généralise cette structure géométrique et désigne une surface affine ayant
une A'-fibration qui se factorise en une fibration localement triviale sur une
droite affine a d > 2 origines. Cette définition est due & A. Dubouloz et semble
s’imposer maintenant comme la bonne notion de surface de Danielewski.

Une autre généralisation naturelle des exemples de Danielewski consiste
a considérer les surfaces dans C® d’équation z"y = Q(x,z) ot n désigne

11
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un entier naturel non nul et ¢ un polynome tel que Q(0, z) soit de degré
au moins deux. Nous les appellerons des hypersurfaces de Danielewski et en
ferons le principal sujet d’étude pour cette these.

1.1 Surfaces de Danielewski

Le but de cette premiére partie est de rappeler les définitions relatives
aux surfaces de Danielewski ainsi que les principaux résultats les concernant.
Ces résultats ne seront pas démontrés ici. (Nous renvoyons aux travaux de
K.-H. Fieseler [21] et de A. Dubouloz [17, 18] pour les preuves.) En revanche,
nous essaierons de les illustrer sur des exemples explicites.

1.1.1 Définition et exemples

La définition que nous adoptons ici est celle donnée par Adrien Dubouloz
dans [17].

Définition 1.1.1. Une surface de Danielewsk: est la donnée d’une surface
affine complexe X et d’un morphisme surjectif 7 : X — A = C a fibres
réduites pour lequel il existe un point xy € A§ = C satisfaisant les deux
conditions suivantes :

o 7 1(C\{z0}) est isomorphe a (C\{xzp}) x C;

e 7 !(x9) est 'union disjointe de d > 1 copies de C.

Remarque 1.1.2. Nous dirons parfois, par abus de langage, qu’une surface
X est une surface de Danielewski — ou encore qu’elle admet une structure
de surface de Danielewski — s’il existe un morphisme 7 : X — C tel que le
couple (X, ) soit une surface de Danielewski.

Dans toute la suite, nous supposerons que zy = 0 et utiliserons les nota-
tions suivantes.

Notation 1.1.3. Etant donnée une surface de Danielewski (X, 7), on note
l1,...,1q les d copies de C constituant la fibre, dite fibre spéciale, 71(0) :

7 10) = Uli avec [; ~ C;i = 1..d.

On note également Uy, ..., Uy les ouverts de X définis par

U = x\(|J4) == (C") UL
i
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Donnons maintenant quelques exemples classiques d’hypersurfaces de C?
qui admettent une structure de surface de Danielewski.

Exemple 1.1.4.

1. Pour tout entier n > 0, la donnée de I'’hypersurface W,, C C? définie par
I’équation 2™y = 2% — 1 et de la projection pr, : W,, — C, (z,y,2) — x
constitue une surface de Danielewski.

2. Plus généralement, les hypersurfaces Xg ,, de C? définies par une équa-
tion de la forme z"y = Q(z, z), o Q(0, z) est un polyndéme a racines
simples, ont une structure de surface de Danielewski.

3. Le plan affine complexe C? admet naturellement une structure de sur-
face de Danielewski.

Néanmoins, toutes les surfaces de Danielewski ne peuvent pas étre réa-
lisées comme des hypersurfaces. L’exemple suivant est tiré d’un article de
T. Bandman et L. Makar-Limanov [4]. (Pour prouver que cette surface n’est
effectivement pas isomorphe a une hypersurface de C?, les auteurs de [4]
montrent que, contrairement a toute hypersurface lisse, son diviseur cano-
nique n’est pas trivial.)

Exemple 1.1.5. Le couple (X, ) formé de la surface X C C* définie par
les équations

vy = (22— 1)z

aw = (y> = 1y

vw = (2 — 1)y — 1)

et de la projection 7 = pr, : X — C, (z,y, z,w) — x constitue une surface
de Danielewski.

Preuve. On vérifie facilement que, pour un point zy # 0, la fibre 771 (x()
est

7 (wo) = { (20, 25" (z° 1)z, z, 251 (z* = 1) (25 ?2%(2*—1)*~1)) | r € C} = C

et ainsi que l'on a bien 771(C*) ~ C* x C. Par ailleurs, la fibre spéciale
771(0) est 'union disjointe des d = 4 droites suivantes :

I ={(0,1,0,w) | w € C},

h—{@,lOwHweC}
UO%ly@-—DHyGCh

h—{my, —y(y* —1)) |y € C}.
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1.1.2 Géométrie des surfaces de Danielewski

Dans cette partie, nous allons briévement rappeler les résultats portant
sur la géométrie des surfaces de Danielewski. Ils proviennent d’un article
de K.-H. Fieseler [21] dans lequel il étudie, et classifie, les surfaces normales
affines complexes avec action de (C, +). Il y montre notamment que la bonne
maniére d’étudier ces surfaces est de les considérer comme des Al-fibrations,
localement triviales, sur un schéma non séparé.

Dans un premier temps, rappelons pourquoi on peut construire une action
du groupe additif sur chaque surface de Danielewski.

Al-fibrations et actions de (C, +)

Le morphisme 7 : X — C d’une surface de Danielewski (X, ) est, par
définition, une A-fibration de base 7(X) = C. (Cela veut dire que la fibre
générale de 7 est isomorphe a C.) Or, comme ’a montré M. Miyanishi (voir
par exemple [39]'), une variété affine admet une A&-fibration si et seulement
si elle admet une action du groupe additif G, = (C, +) laissant invariantes
les fibres de cette Ag-fibration.

On peut ainsi associer, a chaque surface de Danielewski (X, 7), une action
§:Cx X — X de (C,+) sur X telle que §(¢t, 7 (z)) = 7' (x) pour toute
constante t € C et tout point x € C.

Exemple 1.1.6.
1. Le morphisme g, ci-dessous définit une action de (C, +) associée a la

surface de Danielewski (Xq, = V(z"y — Q(z, 2)), pr,).

5Q,n : C X XQ,n — XQm
(t,(x,y,2)) — (z,y+2"[Q(z,z+ta") — Q(x, z)], z + ta™).

2. On définit une action § de (C,+) sur la surface de Danielewski de
I’exemple 1.1.5 en posant

0 (x) ==

6*(2) = 2 + ta?

(y) =y+ a7l (z +t2?)’ = (2 +ta?) — (z° = 2))]

0" (w) = w427 (0*(y)* = 1)(6"(2)* = 1) = (¥* — D(z* = 1)].

1yoir aussi le corollaire 1.5 dans [3]



15

Facteurs de Fieseler et fibrés en droites

Une des principales difficultés dans 1’étude des surfaces de Danielewski
est que la fibre spéciale 771(0) d’une surface de Danielewski (X, 7) n’est
pas connexe et que la fibration 7 n’est pas localement triviale. L’idée de
K.-H. Fieseler est donc de construire un schéma intermédiare, en général non
séparé, au-dessus duquel la surface X est un A'-fibré localement trivial. T.
Bandman et L. Makar-Limanov [2] donnent le nom de facteur de Fieseler a
un tel schéma.

Pour les surfaces de Danielewski, ces schémas sont des droites affines &
multiples origines.

Définition 1.1.7. La droite affine compleze a d origines A(d) est le schéma
non séparé formé & partir de la droite affine complexe AL, = C en remplacant
I'origine 0 par d > 1 points distincts oq, ..., 04.

Autrement dit, A(d) est le schéma construit en recollant d droites com-
plexes Uy, . .., Uy en identifiant les ouverts U; \ {0;} ~ C*.

Remarque 1.1.8. On utilise souvent le dessin ci-dessous pour représenter
la droite affine & deux origines.

02

01

Le morphisme 7 d’une surface de Danielewski (X, ) se factorise naturel-
lement via un morphisme p: X — A(d) au-dessus de la droite A(d).

Définition 1.1.9. Soit (X, ) une surface de Danielewski. Notons [y, ..., [,
les composantes de sa fibre spéciale 771(0) = U?Zl l;. On définit alors le
morphisme p : X — A(d) en posant p|, 1) = Tl,—1(cr) et p(z) = 0; si
S lz

X<

\

\

P‘ \
\

A(d) ',7r
i
/

/
V4

C
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K.-H. Fieseler a ainsi pu prouver, en montrant que les ouverts U; =
7 H(C*)Ul; = p~H(U;) sont isomorphes & C?, qu’une surface de Danielewski
est un A'-fibré localement trivial au-dessus de A(d). Plus précisément, il a
établi le résultat suivant.

Proposition 1.1.10 (Fieseler [21]). Soit (X, 7) une surface de Danie-
lewski. Notons respectivement 6 : C x X — X et p: X — A(d), laction de
(C,+) et le morphisme qui lui sont canoniquement associés.

Alors, il existe, pour tout 1 < i < d, un entier m; € N et un isomorphisme
équivariant p; : p~(U;) — U; x C on Uaction de § surU; x C est donnée par
(t, (2, ) — (z,u; + ta™).

Corollaire 1.1.11. Toute surface de Danielewski est un A'-fibré localement
trivial au-dessus d’une droite affine a plusieurs origines.

J. Wilkens (pour une famille de surfaces de Danielewski [53]) et A. Dubou-
loz (pour le cas général [17]) ont décrit précisément les fonctions de transition
de ces fibrés.

Théoréme 1.1.12. Toute surface de Danielewski (X, 7) non isomorphe a
C? s’identifie au schéma obtenu en recollant d > 2 copies Uy ~U; x C, ...,
Uy ~U; x C de C? via les fonctions de transition :

fij:C"xC—-C"xC, (z,u)— (z, 2™ ™u+z""(0;(z) — 0i(2))),

pour certains entiers my,...,mg = 1 et certains polynémes oy, ...,04 deux
a deux distincts tels que deg(o;) < m,.

Ce théoreme justifie I'utilisation de la terminologie suivante.

Notation 1.1.13. Dans la situation du théoréeme ci-dessus, nous dirons que
la surface de Danielewski (X, ) est construite a partir de la donnée des
d couples (my,01(x)),...,(mg,04(x)) € N x C[z]; les polynomes o; étant
distincts et vérifiant deg(o;) < m; pour tout 1 < i < d.

1.1.3 Classification a isomorphisme prés

Avant de pouvoir donner une classification « a isomorphisme prés » des
surfaces de Danielewski, nous devons préciser ce que I'on entend par la.
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Notions d’isomorphie pour deux surfaces de Danielewski

Par définition, une surface de Danielewski n’est pas seulement une surface
affine X, mais est aussi une fibration 7 : X — C. Il est donc naturel de définir
la notion d’isomorphisme entre deux surfaces de Danielewski comme étant
celle d’'un isomorphisme entre deux fibrations.

Définition 1.1.14. Deux surfaces de Danielewski (X7, 1) et (X5, m2) sont
dites isomorphes s’il existe un isomorphisme ¢ : X; — X5 tel que le dia-
gramme ci-dessous soit commutatif.

¢ X,
:T\ %
C

Dans la pratique, on est plus souvent amené a étudier la question de
I'isomorphie de deux surfaces admettant des structures de surfaces de Da-
nielewski, que celle de I'isomorphie de surfaces de Danielewski en tant que
surfaces de Danielewski. Une méme surface pouvant avoir, a priori, plusieurs
structures de surfaces de Danielewski non isomorphes, on est alors confronté
a une difficulté supplémentaire.

Néanmoins, dans le cas de surfaces n’ayant qu’une seule fibration en
droites au-dessus de C, ces deux questions sont proches. C’est pourquoi nous
introduisons une deuxiéme notion (plus faible) d’isomorphisme entre deux
surfaces de Danielewski. Celle-ci autorise, par rapport a la premiére, un au-
tomorphisme de la base de plus.

X4

Définition 1.1.15. Deux surfaces de Danielewski (X7, 7) et (Xs, m) sont
dites isomorphes au sens I1 §’il existe un isomorphisme ¢ : X; — X5 et un
automorphisme ¢ de C tels que le diagramme ci-dessous soit commutatif.

X1—¢>X2

ml ) l

C——C

Cette nouvelle définition trouve une justification dans le lemme évident
suivant. (voir, par exemple, la classification des hypersurfaces de C? d’équa-
tion 2"y — 2% — h(x)z = 0 avec h(0) # 0 par J. Wilkens [53].)
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Lemme 1.1.16. Soient Xy et X, deux surfaces affines complexes ayant (a
automorphisme de la base prés) une et une seule fibration en droites Ag
au-dessus d’une droite affine A5.? Supposons que X, et Xo admettent des
structures (Xq,m) et (Xa,ms) de surface de Danielewsksi.

Alors, les surfaces X1 et Xo sont isomorphes (en tant que surfaces) si et
seulement si les surfaces de Danielewski (X1, 1) et (Xa, ) sont isomorphes
au sens I1.

Remarque 1.1.17. Ce genre de résultat est impossible pour les surfaces
ayant plusieurs fibrations en droites. Nous donnerons d’ailleurs plus tard
I'exemple d’une surface (dans C?) admettant deux structures de surfaces de
Danielewski non isomorphes au sens 1.

Groupes d’homologie d’une surface de Danielewski

Comme I’a montré K.-H. Fieseler, une surface affine X admettant une
structure de surface de Danielewski peut étre vue comme la réunion de d
copies Uy, ...,U; de C? que l'on a recollées sur 7—1(C*) = C* x C. On
peut donc calculer facilement, en utilisant le théoréme de Mayer-Vietoris, les
groupes d’homologie relative de cette surface.

Proposition 1.1.18. Soit (X, 7) une surface de Danielewski dont la fibre
spéciale 71(0) est formée de d > 1 copies de C. Les groupes d’homologie de
la surface X sont alors les suivants.

- HO(sz) = Z;
B H1<X7Z) _O}'
- Hy(X;Z) =27

- Hi(X;Z)=0 pour tout i > 3.

On obtient ainsi une condition topologique — et donc valable pour les
deux notions d’isomorphie — pour que deux surfaces de Danielewski soient
isomorphes.

Corollaire 1.1.19. Les fibres spéciales de deux surfaces de Danielewski iso-
morphes ont le méme nombre de composantes.
Classifications des surfaces de Danielewski

Enoncons finalement le théoréme, établi par A. Dubouloz, de classification
des surfaces de Danielewski a isomorphisme prés.

2¢.-a~d. dont les invariants de Makar-Limanov sont non triviaux.
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Théoréme 1.1.20. Soient (X1, m) et (Xo,m) deux surfaces de Danielewsksi
construites respectivement a partir des données {(mu, o1;) | 1 <i < dl} et
{(mg,i, 02;) | 1 <i < dg}. Alors, les deux assertions suivantes sont vraies.

1. (Xq,m) et (Xa,ms) sont isomorphes si et seulement si
(a) dy =dy=d;
(b) Iw, o, B(z)) € Sqg x C* x Clz]  tel que m1; = Moy
et aoy(r) = 096 (x) — B(z) mod (™).
2. (Xy,m) et (X, m) sont isomorphes au sens 11 si et seulement si
(a) dy =dy =d;

(b) Iw,,a,B(x)) € Sq x C* x C* x Clz] tel que my; = My
et aoy;(x) = 09w (ar) — Blaxr) mod (z).

1.2 Etude « a la main » de quelques exemples

Dans cette section, nous nous proposons d’illustrer comment calculer, en
pratique, les fonctions de transition d’'une surface de Danielewski plongée
dans un espace affine C™. En particulier, nous étudierons complétement le
cas des surfaces d’équation "y = Q(x, z) ot le polyndéme Q(0, z) est & racines
simples.

Commencons par les exemples donnés page 13.

1.2.1 Premiers exemples
Les surfaces W,

Les surfaces (Wn = Via"y — 2> + 1),7 = prx) sont, historiquement,
les premiers exemples de surfaces de Danielewski. Elles ont été étudiées par
W. Danielewski [13] et K.-H. Fieseler [21] qui ont montré qu’elles constituent
des contre-exemples au probléme de simplification de Zariski.

Théoréme 1.2.1 (Danielewski [13] et Fieseler [21]). Les hypersurfaces
de C? définies par W, = V(z"y — 22 + 1) ont les deur propriétés suivantes :
i) Wy x C>~W, x C pour tout n,n’ > 1;
i) Wy, £ Wy sin#n.
Elles constituent donc des contre-exemples au probléme de simplification de
Zariskz.

Preuve. La preuve du point i) est trés élégante. Danielewski commence par
remarquer que, comme les actions de (C, +) sur W,, définies dans '’exemple
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1.1.6 sont libres, les surfaces W,, ont une structure de fibré principal de groupe
structural (C,+) au-dessus de la droite affine & deux origines A(2).

Il considére alors le produit fibré W, X 42) Wyr de W,, et W, et utilise
le fait que tout fibré principal au-dessus d'une variété affine est trivial [45]
pour obtenir que W,, x C ~ W,, X g0) Wy =~ W, x C.

Danielewski et Fieseler prouvent ensuite le point ii) en calculant le « 71 &
I'infini » de ces hypersurfaces. Ils montrent en effet que 73°(W,,) = Z/(2nZ)
pour tout n > 1.

Signalons également que Makar-Limanov donne une autre démonstration
de 7i) dans [36]. (cf. la proposition 3.2.1 de cette thése)

O

Les fonctions de transition des surfaces de Danielewski (Wn, prx) se cal-
culent aisément.

Proposition 1.2.2. La surface W,, = V(2™y — 2% + 1) peut étre obtenue en
recollant deux copies de C? via la fonction de transition

fi2 : C"xC—-C"xC, (z,u)vw— (r,u—2z7").

Preuve. Reprenons la notation 1.1.3 et définissons les droites l1,lo C W, et
les ouverts Uy, U, C W, en posant l; = {(z,y,2) € W, |z = 0et z = 1},
L={(z,y,2) eW,|z=0et z=—1},et Uy =W, \ lr et Uy =W, \ .

L’égalité suivante est vraie sur chaque ouvert Us.

2+ (=) oy
xm z—(=1)

On vérifie alors que le morphisme rationnel ¢; : C® — C? défini par

bi(r,y,2) = (z,(z + (=1)")/2™) = (z,u) induit un isomorphisme ¢; entre
U; et C? dont 'inverse est induit par le morphisme ; : C?> — C3 défini par :

Yi(z,u) = (z,u(uz™ — 2(—1)"), uz" — (-1)").

W, est donc bien construite en recollant les ouverts U; et Us; suivant la
fonction de transition ¢, 0p,! : C* x C — C* x C, (z,u) — (x,u—2/z").00

Deux exemples dans C*

Dans la preuve de la proposition suivante, nous menons explicitement
le calcul des fonctions de transition de la surface de Bandman et Makar-
Limanov. La méthode employée est typique et consiste a travailler par étapes
pour trouver les entiers m;. (Les notations sont celles introduites page 16.)
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Proposition 1.2.3. La surface de Danielewski X C C* définie par les équa-
tions

ry= (=12 zw=( =1y, et ow= (1) —1)

est construite o partir des quatre couples de N x Clx| suivants : (2,—x),
(2,1’), (L 1) et (L _1)

Preuve. Reprenons les notations de I’exemple 1.1.5 et notons, pour ¢ = 1..4,
U; Vouvert de X défini par U; = X \ {U#i lj}. Nous voulons maintenant
construire un isomorphisme ; entre U; et C2.

1) Commengons par 3 et ¢y.
Us ¢tant défini par Us = X \ {l1,lo, s} = X\ {z =0¢t (z =00uz=-1)},
il est facile de vérifier que le morphisme rationnel

—1
5 CH— C° (1,9, 2,w) — (z,us) Ollug=—— = —

induit un isomorphisme 3 entre Us et C?; son inverse étant induit par le
morphisme

Us o (2, ug) = (@, ug(ugz+1)(usz+2), ugz+1, us(usz+2) (uj (usz+1)*(usz+2)*—1)).
On montre de méme que le morphisme

1
¢1:C'—= C?* (2,y,2,w) — (z,us) avec uy = Z—:Z - Z(zy— 1)

induit un isomorphisme ¢4 entre U, et C2.

2) La construction de ¢; et @y n’est pas aussi directe. L’ouvert U; étant
défini par Uy = X \ {z = 0 et (z = £1 ou y = —1)}, considérons, dans un
premier temps, le morphisme rationnel

fl:C4_>Cg7 (x7yaz7w)'_>(5’370417w) Oflal:g:zzy_l'

La fonction oy étant réguliére sur U;, ce morphisme induit un isomorphisme
entre U; et son image

fi(Uh) =V (2w — (ajz® = 1)(aj(afz® — 1) = 1)) \ {(0,1,w) | w € C}.
Réécrivons alors 1'équation de f;(U;) sous la forme suivante :

fi(Uy) = V(:v(w —p(z,0q)) — (1 — a?)) \ {(O, Lw)|we C},
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pour un certain polynéme p € CP et considérons le morphisme rationnel
g1 : C3 — C? défini par

- ]_+Oé1 o w—p(x,al)

T, 0p,w) — (T, avec  «
(¢, 00,0) 1=+ (2, 02) = H P
On vérifie facilement que g; induit un isomorphisme entre f;(U;) et C2.
Finalement, le morphisme ¢; = ¢; o f; induit un isomorphisme entre U; et
C2. Ce morphisme étant d’ailleurs explicitement défini par

1
le : C4_>CS? (xayasz)H(xaul) avec u; = T = Z—zx
T X

3) On montrerait de méme que le morphisme rationnel

)

induit un isomorphisme ¢, : Uy — C2. O

¢21C4_}C27 <x7y>z7w)'_>(xaz_x

T2

L’exemple suivant est issu de la thése de doctorat d’A. Dubouloz et illustre
la remarque 1.1.17. Les calculs se ménent exactement comme dans la preuve
ci-dessus.

Proposition 1.2.4. La surface X C C* définie par les équations

vz —yly— 1
yw = 2(2? — 1)
zw = (y—1)(* = 1)

admet deux structures de surface de Danielewski non isomorphes.

L’une est donnée par la projection pr, et correspond auz couples (2,x),
(2, —x) et (1,1). La deuziéme, donnée par la projection pr,,, correspond auz
couples (2,z), (1,1) et (1,—1).

w?’

1.2.2 Surfaces Xg, et X,,

Nous allons, dans cette sous-section, calculer les fonctions de transition
des surfaces de Danielewski (Xg ., pr,), Xgn désignant la surface dans C*
définie par I'équation 2™y = Q(x, z) avec n € N3 et ot ) est un polynéme
de CP tel que Q(0, 2) soit a racines simples.

Nous montrerons en particulier qu'une telle surface de Danielewski est iso-
morphe & une surface (X, ,, pr,), ou X, , est la surface définie par I’équation
"y = Hle (z—0;()) pour une certaine collection de polynémes o = {o;(x)}.

Signalons que ces résultats ont déja été donnés dans 'article [20] que nous
avons écrit avec A. Dubouloz.
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Fonctions de transition des surfaces X,

Considérons, étant donnés un entier naturel n > 1 et un polynome
Q(z,z) € Clz, 2] tel que Q(0, z) soit a d > 2 racines simples, la surface de
Danielewski (Xq,,m) ott X, est 'hypersurface d’équation 2"y = Q(z, 2)
et ol m = pr, est la projection selon la premiére coordonnée.

Sa fibre spéciale 7-1(0) est constituée des d droites {(0,y,7;) | y € C},
les r; désignant les racines du polynoéme (0, z). Nous allons calculer ses
fonctions de transition et montrer que m; = --- = myg = n (cf. notation
1.1.13).

Pour cela, nous devons appliquer systématiquement la méthode utilisée
précédemment pour les exemples de surfaces de Danielewski dans C*. On le
fait par le biais du lemme suivant.

Lemme 1.2.5. Soit Q(z,2) € Clz, 2] tel que Q(0,2) soit a d > 2 racines
simples. Il existe alors, pour tout entier n > 1, une unique collection de
polynomes o = {0i<x)}1gigd vérifiant les deux propriétés suivantes :
i) deg(oi(z)) <n pourtout 1 <i<d;
i1) Q(x,0:(x)) =0 mod (z") pour tout 1 <1 < d.

De plus, il existe des polynomes Ry, Ry € CP? tels que R,(0,z) € C* et

d
Q(z,z) = Ry(x, 2 H z—0i(2)) + 2" Ra(x, 2).
=1

Preuve. Posons Q(z, z) = /\Hl (z — ;) + 2Q(z, 2) pour certains A € C*,
Qe Cl et o; € C.

Notons également, pour chaque indice 1 < i < d, 0;(x) = Z;:é 0 ;17
Nous allons construire les o, ; par récurrence sur j. La condition i7) implique
que

Za” )=0 mod (#*™)  pour tout 0 < k <n— 1. (%)

Quitte & réindicer, on peut supposer que 0;(0) = 0,0 = «; pour tout ¢ € [1,d].
Supposons maintenant que les coefficients o;; soient construits pour tout
couple (7, 7) € [1,d] x |0, k], pour un certain entier 0 < k& < n—2. Construisons
alors les coefficients o ;1. Pour un indice i, fixé, on veut :
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k+1 d k41 k+1

20'107J£L' = /\H Zaio,jxj — Oéi) +l’@(£ﬁ,2(f¢0’j$‘j)
i=1 j=1 7=0
= \Gig ki1 1_[(0410 — )"+ Q(x Z i) mod (zM?)
1#£i0
= )‘Uio,k+1 H(aio - al) FH + :LLlo mod ($k+2)
i#i0

ou Q(z Z] 0 Tio i) = pipx® mod (FF2) vu (x).
Comme les «; sont distincts par hypothése, il vient, en utilisant une nouvelle
fois I'égalité (x) :
Tigk+1 = — .
’ A Hiyéz‘o(aio — ;)

En procédant ainsi, on construit donc (de maniére unique) la collection o qui
vérifie les points 7) et i7).

Posons maintenant Sy(x, z) = Q(x, z) et, par induction sur 1 < i < d—1,

Si(x, 2) — Si(x,0i11(x))

z— 01 ()

5¢+1(957 Z) =

€ Clz, z|.

On peut donc écrire :

Qz,2) = (2= 01(2))5(2,2) + Qz,01())
= (z—o01(x))S%(z,2) mod (z").

En exprimant S;(z, z) en fonction de Sy(z, 2), on obtient finalement :

d
Qz, z) = Sa(x, 2 H z—o;(x)) mod (z").
i=1

Comme Q(0, z) est de degré d, on a de plus S4(0,z) € C*. 1l suffit alors de

poser Ri(x,z) = Sy(x, z) pour terminer la preuve de ce lemme. O

Ce lemme nous permet de connaitre facilement les fonctions de transition
des surfaces X¢, et montre qu’elles sont construites & partir des couples

(n,o;).
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Proposition 1.2.6. Soit Xq,, une hypersurface de C* définie par une équa-
tion de la forme x"y = Q(x, z) avec un polynéme Q tel que Q(0,z2) soit a
d > 2 racines simples.

Les fonctions de transition de la surface de Danielewski (X¢n,pr,) sont
les fonctions définies par

fij:C"xC—-C"xC, (z,u)— (z,u+z"(0;(z)—0i(x)))
ot les polynémes o; sont ceux donnés par le lemme 1.2.5.

Preuve.  Soit () un tel polynéome. Notons 7y, ...,y ses racines et posons,
en accord avec la notation 1.1.3, U; = Xg,, \ (U#i lj) ou I; est la droite
li={(0,y,m:) |y € C} C Xgau-

D’aprés le lemme précédent, il existe des polyndmes o;(z) € Clz] et
Ry, Ry € C2 tels que 0;(0) = r;, R;(0,2) € C* et

::]g

Q(z,2) = Ri(z,2) | | (z — 0i(z)) + 2" Ra(z, 2).

i=1

Il suffit alors de vérifier que, pour tout 1 < ¢ < d, le morphisme rationnel

¢; » C* — C? défini par

(x 2) = (. u; Oflu‘:z_ai(ff): y—RQ(I,Z)
plnmn ) = ) Z " By (2, 2) [T;4(2 = 0;(x))

induit bien un isomorphisme ; entre U; et C? [

Plongements de certaines surfaces de Danielewski

Nous avons rappelé (cf. notation 1.1.13) que toute surface de Danielewski
est déterminée par la donnée de d > 1 couples (my,01(x)),..., (Mg, 0q(x))
de N3; x C[z] ot les polyndmes o; sont distincts, de degrés inférieurs a m,.

S’appuyant sur ce résultat, A. Dubouloz développe, dans sa thése de doc-
torat, une approche combinatoire pour ’étude des surfaces de Danielewski.
Pour cela, il fait correspondre, & toute surface de Danielewski, un arbre a
d feuilles (de hauteurs respectives my, ..., my) dont les arétes des branches
sont étiquetées par les coefficients des polynomes o;. (voir aussi [17] pour une
construction précise de ces arbres)

Ce point de vue lui permet notamment de prouver que, réciproquement,
toute donnée de d > 1 couples (m;, o;(x)) avec les propriétés ci-dessus définit
bien une surface de Danielewski. Il propose méme un algorithme qui donne,
pour chaque ensemble de données {(m;,0;)} (ou plutdt pour chaque arbre
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pondéré), une surface de Danielewski (X, 7) construite a partir de ces don-
nées; la surface X étant une surface définie explicitement comme une surface
dans un espace C pour un certain N € N.

Malheureusement, cet entier N n’est pas minimal. On ne sait d’ailleurs
pas déterminer, étant donné un arbre pondéré définissant une surface de
Danielewski (X, 7), le plus petit N tel que X se plonge dans CV.

La proposition 1.2.6 permet de répondre a cette question pour une classe
de surfaces de Danielewski. Elle montre en effet que certains arbres pondérés,
appelés rateauxr dans [16], correspondent en fait aux surfaces de Danielewski
Xon C C? — et méme simplement aux surfaces X, définies ci-dessous.

Notation 1.2.7. Etant donnés des entiers n > 1 et d > 2 et une collection

0 = (0;(2))i=1...a de d polyndomes de C|x] de degrés strictement inférieurs a

n et vérifiant 0;(0) # ¢;(0) si i # 7, nous noterons X, ,, hypersurface de C?
d

définie par 'équation z"y = H (z - ai(x)>.
i=1

Proposition 1.2.8. Soient n € Ny un entier naturel et o1(x),...,0q4(x)
d > 1 polynéomes de degrés inférieurs a n tels que 0;(0) # 0;(0) sii # j.
Alors, la donnée des couples {(n,0;)}i=1.q permet de construire une surface
de Danielewski isomorphe a la surface (X, ,, pr,).

Preuve.  La proposition 1.2.6 montre bien que les fonctions de transition
d’une surface de Danielewski (X, ,, pr,) sont les fonctions

fij: C'xXC — C*xC, (z,u) — (z,utz "(0j(x)—0i(2))), 1<i#j<d

Ceci revient a dire que la surface X, est construite a partir des données
{(n,00) }i=1.a- O

Corollaire 1.2.9. Toute surface de Danielewski (X, prs) est isomorphe a
une surface (Xqpn, prz).

Dans [20], nous introduisons la terminologie suivante : une surface de
Danielewski (X, ., pr,) isomorphe a une surface de Danielewski (X¢ ,, pr,)
est appelée forme standard de cette derniére.

Le lemme 1.2.5 nous permet de calculer facilement une forme standard
d’une surface de Danielewski X, donnée.
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Exemple 1.2.10. Considérons la surface de Danielewski (X, pr,) ou X C C?
est 'hypersurface définie par I'équation z%y — 2% —zq(2) + ¢ avec q(z) € C|z]
et ce C*.
En appliquant le lemme 1.2.5, on vérifie facilement que la surface de
Danielewski (X, 2, pr,) définie par la collection o = {01, 02} ou
q(c)

gl(x):—c—l—x% et Jg(x):c—quC,

est une forme standard de la surface (X, pr,).

1.3 Hypersurfaces de Danielewski

Les hypersurfaces de Danielewski constituent, tout comme les surfaces
de Danielewski, une généralisation naturelle des surfaces W,, étudiées par
W. Danielewski dans [13].

Comme leur nom I'indique, ce sont des hypersurfaces de C? et sont donc
définies par une équation explicite.

1.3.1 Définition et problématiques

Notation 1.3.1. Dans toute cette these, Xg,, désigne 'hypersurface de C?
définie par I’équation

2"y =Q(z,2), ounec Ny etQz,z) e Clz,z],
et Sg, 'anneau des fonctions réguliéres sur Xg , :

SQ,n = C[XQ,TL] = C[:U7y7 Z]/(‘Q:HQ - Q(:U7 Z))

Définition 1.3.2. Une hypersurface de Danielewski est une hypersurface
Xg.n C C? définie par un polynome Q(z, z) € Clz, 2] tel que deg Q(0, ) > 2.

Remarque 1.3.3. On a choisi de ne pas appeler hypersurfaces de Danie-
lewski les hypersurfaces Xg ,, qui sont isomorphes a C?.

L’étude des hypersurfaces X¢; (classification, description de leurs auto-
morphismes, etc. ..) ayant déja été totalement menée, par L. Makar-Limanov
[34] et D. Daigle [10], nous nous intéresserons surtout aux hypersurfaces Xg ,,
avec n = 2.
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Pour ce faire, nous nous appuierons principalement sur les travaux de
L. Makar-Limanov [36] (description du groupe des automorphismes des hy-
persurfaces d’équation z"y = p(z)) et de G. Freudenburg et L. Moser-
Jauslin [23| (exemples de plongements non équivalents pour les hypersur-
faces "y = r(x)p(z)) et nous essayerons de généraliser leurs méthodes et
leurs résultats a toutes les hypersurfaces X ,. (La principale différence avec
le cas n = 1 est que I'invariant de Makar-Limanov des hypersurfaces Xg
avec n > 2 n’est pas trivial. Elles ont donc moins d’automorphismes que les
hypersurfaces X 1.)

Comme nous venons de rappeler, dans les sections précédentes, les princi-
pales propriétés des surfaces de Danielewski, il nous semble utile de commen-
cer notre exposé en présentant dés maintenant quelques résultats concernant
les hypersurfaces de Danielewski ayant une structure de surface de Danie-
lewski ; méme si leurs preuves font appel a des résultats qui seront démontrés
par la suite.

Hypersurfaces de Danielewski / surfaces de Danielewski

La projection pr, : Xg, — C définit une fibration en droites. Nous
pouvons donc construire une action de (C, +) sur toute hypersurface X ,,.

Notation 1.3.4. On note dg, action de (C,+) sur Xq,, définie par :

5Q,n . C x XQyn — XQJI
(t,(z,y,2)) — (r,y+a2"[Qx,z+ta") —Q(z,2)], 2z + ta")

Pour que le couple (X n, pr,) définisse une surface de Danielewski, il faut
que la fibre pr;1(0) soit réduite. On obtient donc le lemme évident suivant.

Lemme 1.3.5. Soit X, une hypersurface de Danielewski. Le couple
Xon,pr,) est une surface de Danielewsk: si et seulement si le polynome

Q, x Y
Q(0,z2) est a d > 2 racines simples.

Avec les résultats des chapitres suivants, nous pourrons méme montrer
I’énoncé plus fort suivant.

Théoréme 1.3.6. Une hypersurface de Danielewski X¢ ,, admet une struc-
ture de surface de Danielewski si et seulement si le polynome Q(0, z) est a
d > 2 racines simples.
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Preuve. Pour le cas n = 1, il suffit de remarquer que si le polynome Q(0, 2)
a une racine double, alors I'hypersurface X¢; est singuliere et ne peut donc
pas avoir de structure de surface de Danielewski.

Par ailleurs, on montrera (théoréme 2.3.5), suivant les idées de L. Makar-
Limanov, que, si n > 2, I'invariant de Makar-Limanov de la surface Xg,, est
I'anneau Clz]. Ceci montre qu'il existe une unique fibration en droites sur
Xon et quelle est donnée par la projection pr,. O

Remarque 1.3.7. La fibre spéciale pr;*(0) C X, n’est pas réduite quand
le polynéme (0, z) a des racines multiples. L’hypersurface X ,, peut alors
étre singuliére. Ainsi, par exemple, I'hypersurface d’équation z?y = 22
contient une droite de singularités tandis que 'hypersurface d’équation
2%y = 22 + x est lisse.

Nous établirons, dans le chapitre 3, la classification des hypersurfaces
de Danielewski & isomorphisme prés. Nous montrerons notamment (cf. pro-
position 3.2.7) que, si deux hypersurfaces Xq, », €t Xg,n, sont isomorphes
et admettent une structure de surface de Danielewski, alors les surfaces de
Danielewski (X, n,,pr,) €t (Xg,n,, Pr,) sont isomorphes au sens 1.

Plongements

Par définition, les hypersurfaces X, sont des surfaces plongées dans C?.
Il est donc naturel de se poser la question de I’équivalence des plongements
de deux hypersurfaces de Danielewski isomorphes.

Pour cela, nous dirons que deux hypersurfaces H;, H, C C3 sont équi-
valentes §'il existe un automorphisme ® de C? tel que ®(H;) = H,. (Si Ho
est isomorphe a H; mais ne lui est pas équivalente, alors Hy est 'image d’un
plongement ¢ : H; — C? non équivalent au plongement donné par I'inclusion
H, C Cg)

Le quatrieme chapitre de cette thése sera précisément consacré a la clas-
sification des hypersurfaces de Danielewski & équivalence prés.

Le lemme évident suivant montre que l'on pourra supposer, pour cette
étude, que les hypersurfaces X, sont définies par une équation de la forme
"y = Q(z, z) avec deg, Q(z,2) < n.

Lemme 1.3.8. Soient X, une hypersurface de Danielewski et R € Cl un
polynome.

Alors, Uautomorphisme de C* défini par (x,y,2) — (z,y — R(x,2),2)
induit un isomorphisme entre les hypersurfaces de Danielewski Xq, et
V(z"y — Q(z,2) — 2"R(x, 2)).

Ces deux hypersurfaces sont donc équivalentes.
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1.3.2 Formes standards

L. Makar-Limanov a étudié ([36, 34]), par des méthodes purement algé-
briques (graduations, dérivations localement nilpotentes), les hypersurfaces
définies par une équation de la forme ™y = p(z). Il a donné leur classifica-
tion & isomorphisme prés et déterminé leurs groupes d’automorphismes. Plus
récemment, A. Crachiola [7] a mené a bien le méme travail (sur un corps
quelconque) pour celles d’équation z?y = 2% + zh(x).

Aprés lecture de leurs résultats, il faut noter deux choses. D’une part,
tous les automorphismes de ces hypersurfaces proviennent de la restriction
d’automorphismes de ’espace ambiant. D’autre part, si deux telles hypersur-
faces sont isomorphes, alors elles sont équivalentes via un automorphisme de
C3.

Il se trouve que ces deux propriétés ne sont plus vraies pour les hyper-
surfaces X¢ ,, en général. En effet, G. Freudenburg et L. Moser-Jauslin ont
montré [23| que deux telles hypersurfaces peuvent étre isomorphes sans étre
équivalentes. Ces « pathologies » nous compliquent la tache quand on veut
généraliser les méthodes de Makar-Limanov a toutes les hypersurfaces Xg ,,.

C’est pourquoi nous allons, dans un premier temps, montrer que 1’étude
des hypersurfaces X ,, peut se ramener a celle d’une classe particuliére d’hy-
persurfaces de Danielewski. Nous appellerons ces hypersurfaces des hypersur-
faces de Danielewski sous forme standard. Cette terminologie sera justifiée
par le fait que les pathologies observées par G. Freudenburg et L. Moser-
Jauslin n’apparaissent pas dans ce cadre et que les résultats de L. Makar-
Limanov se généralisent.

Plus précisément, nous montrerons, au fil de cette thése, que ces hyper-
surfaces vérifient les propriétés suivantes.

Propriétés des hypersurfaces de Danielewski sous forme stan-
dard :

1. On dispose d'un algorithme qui associe, & toute hypersurface de Da-
nielewski X, une hypersurface de Danielewski sous forme standard X
isomorphe a X.

2. On connait des conditions nécessaires et suffisantes explicites pour
que deux hypersurfaces de Danielewski sous forme standard soient iso-
morphes.

3. Deux hypersurfaces de Danielewski sous forme standard isomorphes
sont équivalentes. (via un automorphisme de C? triangulaire)

4. Tous les automorphismes d’une hypersurface de Danielewski sous forme
standard proviennent de la restriction d’automorphismes de C3.
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Nous avons vu comment, grace au lemme 1.2.5, calculer les fonctions de
transition d’une surface de Danielewski et donc comment déterminer « géo-
métriquement » quand deux surfaces de Danielewski sont isomorphes.

Nous allons maintenant construire explicitement des isomorphismes. La
méthode que I'on va utiliser (c’est en fait la généralisation d’un résultat de
G. Freudenburg et L. Moser-Jauslin [23]) est purement algébrique et s’appli-
quera donc non seulement pour les surfaces de Danielewski mais aussi pour
les hypersurfaces de Danielewski. Cette méthode repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.3.9. Soientn > 1 un entier et Q1(z, z) et Qz(x, z) deux polyndmes
de Clz, z] tels que Q1(0,2) = Q2(0, 2).
Supposons qu’il existe des polynomes m(x, z) et R(x, z) de Clz, z] tels que
Qa(z,2) = (1 +am(x, 2))Q1(x, 2) + 2" R(x, 2).
Alors Uendomorphisme, ®, de C3 défini par
O(z,y,2) = (2, (1 +2m(z, 2))y + R(z,2), 2)
induit un isomorphisme ¢ 1 Xqg, n, — Xq,n entre les hypersurfaces de Danie-

lewski Xg, 5 et Xgyn-

Preuve. Notons tout d’abord que ® vérifie I’égalité

" (z"y — Qa(x,2)) = (1 + an(z,2))(z"y — Qi(z, 2))
et induit donc un morphisme ¢ : Xg, , = Xg,n-
Choisissons maintenant deux polynémes f(x, z) et g(x, z) de Clz, 2] tels
que (1 +am(x,2))f(z,2) + 2"g(z, z) = 1 et considérons 'endomorphisme ¥
de C? défini par

U*(z) ==z
\II*QJ) = f(xv Z)y + g($, Z)Ql(xv Z) - f(:L’,Z)R(i,Z)
U*(z) =z

On a alors les égalités suivantes :

v (xny — Q1 (, Z)) = [(z,2) (ajny — Qa(z, 2))
et

U* o @*(x)
U* o d*(y)
U* o O*(z)
La restriction de U* o ®* & Sy, ,, = C[Xg, | est donc l'identité. Ceci

prouve bien que W induit le morphisme inverse de ¢ et que 'on a donc
XQl:” = XQ2,TL’ ]

Y

9(z,y) (z"y — Qa(z,2)) ;

x
Y
z.
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Remarque 1.3.10. L’endomorphisme ®, construit dans le théoréme précé-
dent, est bien un endomorphisme de C? : a priori, il n’est pas inversible.
Autrement dit, les deux hypersurfaces Xg, », et Xg,, sont isomorphes mais
il n’y a pas de raison qu’elles soient équivalentes.

Signalons que, dans le cas particulier ot n = 2, ce lemme implique le
résultat suivant.

Corollaire 1.3.11. Soit X wune hypersurface de Danielewsk: d’équation
2%y = Q(wz,2) = p(2) + xq(x,2). Alors, X est isomorphe a ’hypersurface
de Danielewski d’équation x*y = p(z) + xr(z) ou r est le reste de la division
euclidienne de q(0, z) par p(z).

Preuve.  Par définition de r, il existe un polynéme m(z) € Clz] tel que
q(0,2) = p(z)m(z) + r(z). En notant R(z,z) € C|x, z] le polynéme défini
par R(z,z) = a7} (q(x, z) — ¢q(0, z)) — r(z)m(z), on peut alors écrire que
p(2) + xq(z,2) = (1 + 27(2)) (p(2) + 2r(2)) + 2°R(x, 2), et conclure par le
lemme 1.3.9. 0J

Nous pouvons maintenant introduire la notion de forme standard d’une
hypersurface de Danielewski.

Définition 1.3.12. Une hypersurface de Danielewski Xq, est dite sous
forme standard si

Q(z,z) = p(2) + zq(z, z) avec deg.(q(z,z)) < deg(p).

On dit également que Xg,, est une forme standard d'une hypersurface de
Danielewski X si X, est sous forme standard et X ~ Xg,,.

Le théoréme suivant prouve que toute hypersurface de Danielewski admet
une forme standard et que celle-ci est obtenue par des divisions euclidiennes
successives.

Théoréme 1.3.13. Soit X une hypersurface de Danielewski définie par une
équation z"y = p(z) + zq(z, 2).

Alors, on peut déterminer « algorithmiquement » une forme standard X, de
X, c’est-a-dire un polynome qs(x, z) € Clz, z] tel que deg,(qs(z, 2)) < deg(p)
et X ~ X, =V (z"y — p(2) — zqs(z, 2)).
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Preuve. Commencons par montrer, en travaillant par récurrence sur m > 0,
qu'il existe des polynomes gs ., (z, 2) et m,(z, 2) tels que

deg, (gs(z, 2)) < deg(p)
et

p(2) + xq(x, 2) = (1 + 270 (2, 2)) (p(2) + 2¢sm(z,2)) mod (™).

Cette assertion est clairement vraie pour m = 0 en prenant g,g = my = 0.
Supposons maintenant qu’elle soit vraie au rang m et montrons qu’elle I'est
aussi au rang m + 1. Ecrivons par hypothése de récurrence :

p(2) +2q(2,2) = (1 + 270(7, 2)) (p(2) + 2Gs (7, 2)) mod (™)
= (1 +ampu(z, 2))(p(2) + 2@ m(, 2)) + 2™ Ry (7, 2).

Notons R, +1(0,2) = p(2)Tm41(2) + rm+1(2) la division euclidienne dans
C[z] de R;4+1(0,2) par p. En posant gsmi1(2,2) = ¢sm(x, 2) + 2"7pi1(2)
et Tma1(x, 2) = (2, 2) + 2™ 721(2), on obtient alors 1'égalité voulue. (car
deg(rm+1) < deg(p) par construction.)

En posant ¢s = ¢sn—1, 7 = m,—1 et R = R,,, on a finalement :

p(2) + xq(z,2) = (1 + an(z, 2))(p(2) + xqs(x, 2)) + 2" R(z, 2).

Il suffit alors de suivre le lemme 1.3.9 pour montrer que X est isomorphe &
I'hypersurface X; =V (2"y — p(z) — zqs(x, 2)).
Pour cela, choisissons des polynomes f et g tels que

(1+am(z,2))f(z,2) + 2"g(x,2) =1

et considérons les endomorphismes de C3, ®, et ®*, définis respectivement
par :
Dy(x,y,2) = (x, (1 + an(z, 2))y + R(z, 2), 2)

et

*(2,y,2) = (2, f(z,2)y + 9(z,2)(p(2) + 2¢5(2, 2)) — f(2,2)R(, 2), 2).

D’apreés le lemme, @, et ®° induisent bien des morphismes ¢, : X; — X et
¢° X — X, tels que ¢ 0 ¢° =idy et ¢° o ¢ = idx,.

Cette preuve étant constructive, elle fournit un algorithme calculant, pour
toute hypersurface Xg,,, une hypersurface de Danielewski sous forme stan-
dard qui lui est isomorphe. ([l
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Notation 1.3.14. Etant données une hypersurface de Danielewski X et une
de ses formes standards X, nous noterons ¢, : X, — X et ¢° : X — X les
isomorphismes entre X et X, construits dans la preuve du théoréeme 1.3.13.
Nous noterons également ®, et ®° les endomorphismes de C? induisant ¢,
et ¢°.

Remarquons que ces endomorphismes @, et ®° fixent les variables = et z
et notons une fois encore que les isomorphismes ¢* et ¢, ne s’étendent pas,
a priori, en des automorphismes de C3.

Exemple 1.3.15.

1. Les hypersurfaces de Danielewski X, , (cf. notation 1.2.7) sont sous
forme standard.

2. D’apres le corollaire 1.3.11, une forme standard d’une hypersurface de
Danielewski Xg o d’équation 2%y = Q(z, z) = p(z) + zq(z) est I'hyper-
surface d’équation z?y = p(z) + xqs(2) on g5 est le reste de la division
euclidienne de ¢ par p.

3. Soient ¢ € C* et ¢(z) € CJz]. On vérifie aisément que le polynoéme

q(z)— q(c)+2q(_c) +ZQ(_C;C_Q(C) est divisible par 22 —c? et que ’hypersurface
V(ny 242 x(CI(C) +QQ(_C) _ ZCI(_C)Q_ CI(C)))
c

est donc une forme standard de I’hypersurface de Danielewski d’équa-
tion 2%y = 2% + zq(z2) — A

Remarque 1.3.16. On avait calculé dans ’exemple 1.2.10 que les hypersur-
faces d’équation

Q<C) q (_C) )
2c 2c
sont des formes standards des hypersurfaces d’équation x%y — 2% — zq(2) + ¢
ouc € C*.
On vérifie facilement, en développant ces équations et en composant par

une translation en y, que 'on retrouve bien celles calculées dans I'exemple
1.3.15 ci-dessus.

y=(z+c—a=2)(z—c+z

Comme le montre la proposition suivante, il n’est en fait pas nécessaire de
recourir a une expression rationnelle en ¢ pour décrire les formes standards
des hypersurfaces 7%y = 22 + zq(z) — c.

Ce résultat sera le point de départ pour obtenir la classification de toutes
les hypersurfaces de Danielewski a équivalence prés.
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Proposition 1.3.17. Soient p et q deux polynomes de C|z]. Ecrivons q sous
la forme

02) =Y qp(z)) avec ¢; € CY pour i = 0.. deg(p) — 1.

Pour chaque ¢ € C, une forme standard de ’hypersurface de Danielewski
X c C? d’équation

deg (p
2%y = p(2) + 2q(2) — ¢ = p( —c~|—a;Z:qZ
est alors l’hypersurface
deg (p)—

X~ X, =V(2*y—p(z +C—$Zqz

Preuve. On est dans la cadre du point 2. de 'exemple 1.3.15. Pour calculer
une forme standard de hypersurface d’équation z%y = p(z) + zq(z) — ¢, il
suffit donc de trouver le reste r. de la division euclidienne de ¢ par p — c¢. En
écrivant

deg (p)—1 deg (p A
q(z) = Z )2 = Zqz ) —c+ )z,
i=0
il est évident que ce reste est r.(z) = Z?i%(p L gi(o) 7 O

On a implicitement utilisé, dans ’énoncé de la proposition ci-dessus, le
lemme évident suivant.

Lemme 1.3.18. Etant donnés deux polynémes p,q € Clz], il existe d’uniques

polynomes qo, - . ., Qdeg(p)—1 €L q1, - - -, Gaeg(p) tels que
deg(p)—1 deg(p
9(z) =) 2'ailp Zp (2))-
i=0

Notion de forme standard réduite

Nous souhaitons finir ce chapitre, en introduisant une notion plus précise
de forme standard : celle d’hypersurfaces de Danielewski sous forme stan-
dard réduite. Ce sont des hypersurfaces de Danielewski sous forme standard
satisfaisant certaines conditions de degrés. Nous verrons par la suite que si
deux telles hypersurfaces sont isomorphes, alors elles sont équivalentes via
un automorphisme affine de C3.
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Définition 1.3.19. Une hypersurface de Danielewski Xq, est dite sous
forme standard réduite si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. deg,(Q(x,2)) < n;
2. On peut écrire Q(z, z) = p(z)+zq(z, z) avec deg, (q(z, z)) < deg(p) —2.

Proposition 1.3.20. Toute hypersurface de Danielewski est isomorphe a
une hypersurface sous forme standard réduite.

Preuve. Soit X une hypersurface de Danielewski. D’apreés le théoréme 1.3.13,
X est isomorphe a une hypersurface X, = X, sous forme standard. Posons
alors Q(0, z) = p(z) = agz® + ag_12"' + -+ + ay et notons

d—1
Qz,2) =p(2) +x Z 2oy () pour certains polynomes «;(z) € Clz].
=0

Considérons alors l'automorphisme de C? défini par :
®: (z,y,2) — (z,y, 2 — z(dag) "og_1(z)).

On vérifie aisément que le polynome ®*(z2"y — Q(x, 2)) = 2™y — Q(z, P*(2))
satisfait la condition numéro 2 de la définition d’une hypersurface sous forme
standard réduite. On peut donc conclure en utilisant le lemme 1.3.8. Il



Chapitre 2

Dérivations localement
nilpotentes

Avec les travaux de L. Makar-Limanov [35, 36] sur la cubique de Rus-
sell et sur les hypersurfaces V(z"y — p(z)) C C3, les dérivations localement
nilpotentes sont devenues un des principaux outils dans I'étude des variétés
algébriques affines.

Dans ce chapitre, nous suivrons les idées qu’il a développées dans [36] et
déterminerons toutes les dérivations localement nilpotentes sur les algébres
So.n = C[Xg.n]. Cela nous permettra notamment d’obtenir, dans le chapitre
suivant, la classification de toutes les hypersurfaces de Danielewski X¢, a
isomorphisme prés.

2.1 Rappels sur les dérivations localement nil-
potentes.

Dans cette partie, nous voulons rappeler briévement quelques propriétés
bien connues des dérivations et des dérivations localement nilpotentes, en
nous limitant & celles qui nous seront utiles dans la suite pour calculer les
ensembles LND(Sg ,,) des dérivations localement nilpotentes sur les algébres
Son = Cl[Xgnu)

Précisons par ailleurs que les résultats et les preuves qui seront donnés
sans référence sont issus des notes de L. Makar-Limanov [33].

Dérivations

Commencons par définir ce que sera, dans cette thése, une dérivation.

37
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Définition 2.1.1. Soit A une algébre sur C. Un homomorphisme C-linéaire
D de A est une dérivation sur A s’il vérifie la relation de Leibnitz :

D(ab) = D(a)b+ aD(b) Va,b € A.

On notera D € DER(A). Le noyau de D est noté AP et appelé anneau des
constantes de D.

Remarquons que toute dérivation D vérifie D(1) = D(1-1) = D(1) + D(1)
et D(a) = D(a - 1) = aD(1) pour tout o € C. Ainsi, C C AP pour toute
dérivation D € DER(A).

Exemple 2.1.2.

1. Les dérivations partielles 09; = -2~ sont des dérivations sur

0X;
ClX1,..., X).

2. D’autres dérivations que I’on rencontre souvent sont les dérivations tri-
angulaires, c.-a-d. les dérivations sur C[Xy, ..., X,,] de la forme :

D = CL1(X2, cee 7Xn)al + -+ an—l(Xn—l)an—l + anan

ou a; € C[X;41,...,X,] pour tout 1 <i<n—1eta,cC.

Remarque 2.1.3. Dans le cas d’une dérivation D sur une algébre de poly-

nomes C[X7, ..., X,], la donnée des images des variables X; par D suffit a
définir D. On vérifie en effet facilement la relation suivante :
oP oP
D(P(Xy,....X,)) =D(X)=—(X1,.... X))+ +D(X,) —(X1,..., X,),
(P(X1,-: X)) = D(XD) (X, X 4D (K1 X

pour tout P € C[Xy,..., X,].

Lemme 2.1.4. Si D est une dérivation sur une C-algébre intégre A, alors
son noyau AP est algébriquement clos sur A.

Preuve. Soit a un élément non nul de A algébrique sur A”. Ecrivons
a” +cp1a” - cla+ ¢ =0,

avec a; € AP pour tout i. Choisissons un n minimal avec cette propriété.
Alors, en appliquant D, il vient

(na" ™"+ (n —1)c, 10" + -+ 4 1) D(a) = 0.

Dés lors, la minimalité de n et le fait que A soit intégre impliquent D(a) = 0.
O
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Dérivations localement nilpotentes

Définition 2.1.5. Une dérivation D sur A est dite localement nilpotente si
la condition suivante est vérifiée :

Va € A,3n € N tel que D"(a) = 0.

On note D € LND(A).
A toute dérivation localement nilpotente D, on associe la fonction deg,, sur
A définie par degp(0) = —oo et degp(a) = max{n|D"(a) # 0} si a € A\{0}.

En pratique, pour savoir si une dérivation est localement nilpotente, on
n’a bien entendu pas besoin de tester chaque élément un a un. On a recours
au lemme évident suivant :

Lemme 2.1.6. St G est un ensemble qui engendre une C-algébre A, alors
une dérivation D sur A est localement nilpotente si et seulement si il existe,
pour chaque g € G, un entier n € N tel que D™(g) = 0.

Exemple 2.1.7.

1. Les dérivations 0; = % sont localement nilpotentes.

2. X % est une dérivation sur C[X| qui n’est pas localement nilpotente.

3. D’apres le lemme précédent, les dérivations triangulaires sont locale-
ment nilpotentes.

Les dérivations localement nilpotentes sont en fait la traduction algé-
brique d’objets géométriques : les actions algébriques du groupe (C,+); le
noyau d’une dérivation correspondant aux invariants d’une action.

Plus précisément, il existe une correspondance bijective entre les dériva-
tions localement nilpotentes sur une C-algébre A et les actions de groupe
(C,+) sur Spec(A); ces derniéres arrivant comme les exponentielles des dé-
rivations localement nilpotentes. (Nous renvoyons aux notes de D. Daigle
[12] pour un exposé rigoureux de ce fait.) En pratique, on utilise les formules
suivantes :

Lemme 2.1.8. Soit X wune variété algébrique affine et A = C[X] la C-
algeébre des fonctions régulieres sur X. Alors les assertions suivantes sont
vraies :
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1. Pour chaque dérivation D € LND(A), définissons [application
exp(tD) : A — A® CJt] par

degp(a) D%CL)
exp(tD) : A — A® C[t] ~ Alt], ar— Z t—
i=0 '

1

Alors, Uapplication (exp(tD)), est une action de (C,+) sur X.

2. Si 0 est une action de (C,+) sur X, alors lapplication D définie sur
A par
0*(a) —
D) = S0 =0

t=0
est une dérivation localement nilpotente sur A.

Ainsi, d’aprés le lemme ci-dessus, étudier les actions de (C,+) (et donc
les fibrations en droites) sur une hypersurface de Danielewski X ,, revient a
étudier les dérivations localement nilpotentes sur les algébres S ,.

Nous avions défini (notation 1.3.4) des actions dg,, sur les hypersurfaces
de Danielewski X¢,. On peut donc en déduire les dérivations localement
nilpotentes correspondantes sur les anneaux Sg .

Notation 2.1.9. On note Ag, la dérivation localement nilpotente sur Sg,,
définie par :
0  0Q(z,2) 0
Ap, = o' — 4 L2 9
@ . 0z + 0z Oy

Noyaux des dérivations localement nilpotentes

Les noyaux des dérivations localement nilpotentes sur une algébre A se
révelent étre de bons outils pour 1’étude de I'algébre A elle-méme. Certains
éléments, appelés slices et préslices, jouent alors un role particulier. Ils per-
mettent en effet, étant donnée une dérivation D € LND(A) localement nilpo-
tente, de voir la C-algébre A comme une algébre de polynémes a coefficients
dans AP, le noyau de D.

Définition 2.1.10. Soit D une dérivation localement nilpotente sur A.
Un élément s de A est appelé un slice de D s'il vérifie D(s) = 1.
Un élément p de A est appelé un préslice de D si D(p) € AP mais p ¢ AP.

Toutes les dérivations localement nilpotentes ont des préslices mais elles
n’ont pas forcément de slice. Il est en général commode de travailler avec des
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dérivations admettant des slices ; 'existence méme d’un slice garantit en effet
que la dérivation a de « bonnes » propriétés.
La proposition suivante, due a D. Wright [54], en donne un exemple.

Proposition 2.1.11 (Wright). Soit D une dérivation localement nilpotente
sur une C-algebre intégre A. Alors, les assertions suivantes sont vraies.

1. Si s est un slice de D, alors A est un anneau de polynoémes sur AP et
A= AP[s].

2. Sip est un préslice de D, alors A C Frac(AP)[p] et
Vbe A da, ag, ay, . .., daeg, ) € AP tels que a, Adeg,(b) 7 0 €t

degp (b)

ab = Z a;p'.
i=0

Preuve. On va montrer les deux assertions en méme temps. Soit p un préslice
de D. Montrons, en travaillant par récurrence sur degp (), que tout élément
b non nul de A satisfait une équation de la forme

degp(b)
CLb = Z aipz)
i=0
avec a, ag, a1, - - - , Adeg,, (b)) € AP tels que a, Qdeg,(b) 7 0. On verra de plus que,

dans le cas particulier ou p est un slice, on peut choisir a = 1.

Si degp,(b) = 0, alors b € AP et le résultat est évident.

Supposons a présent que le résultat soit vrai au rang n — 1 et montrons
le au rang n. Considérons un élément b € A tel que degp(b) = n.

Comme deg,(D(b)) = n — 1, il existe, par hypothése de récurrence, des
éléments a, ag, ai, . .., an—1 € AP tels que :
n—1
aa,—1 #0, a=1sipestunslice et aD(b) = Z a;p’.
i=0

En posant @; = a;/(i + 1), il vient alors D(3"" a@;p™*') = D(p)aD(b).
Or, D(p) € AP par définition. D'ou, D(D(p)ab — S aip™t) = 0 et donc
D(p)ab = Z?:_ol a;p" + a,, pour un certain a, € AP.

Ceci termine la preuve car D(p) = 1 quand p est un slice. O

Cette proposition était en fait 'outil dont nous avions besoin pour dé-
montrer le théoréme suivant.
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Théoréme 2.1.12. Soient A une C-algébre intégre et D € LND(A). Si
D # 0, alors les assertions suivantes sont vraies :

1. A est de degré de transcendance 1 sur AP.

2. degp, est une fonction degré, c-a-d :
degp(a + b) < max(degp(a),degy (b)) pour tout a,b € A
et degp(ab) = degp(a) + degp(b) pour tout a,b € A.

3. AP est factoriellement clos, ce qui signifie que si deux éléments non
nuls a,b € A\ {0} sont tels que ab € AP, alors a € AP et b e AP.

Preuve. D étant non nulle, il existe un préslice p de D. Il suffit en effet de
considérer un élément a € A\ AP et de poser p = DIEp(D~1(g),

Le fait que A soit de degré de transcendance 1 sur AP est alors une
conséquence immédiate du point 2 de la proposition 2.1.11.

Considérons maintenant deux ¢éléments a,b € A et notons o = degp(a)
et # = degp(b) leurs degrés respectifs. Il vient alors, par définition de degp, :

Dmax(a,,@)—i—l(a + b) _ Dmax(a,,@)—l—l(a) + Dmax(a,ﬁ)+1 (b) =0 7

Dt (ab) = 32057 Gl s D (@) D7 (b) = €%, 5D (a) DP(b) # 0
et
Dt (ab) = D(D**(ab)) = C&, 3 D** (a) D (b)+CS, 3D (a) D+ (b) = 0;

ce qui démontre le point 2. du théoréeme. Le point 3. s’en déduit alors direc-
tement. ]

Donnons maintenant deux corollaires immédiats mais bien utiles en pra-
tique.

Corollaire 2.1.13. Soit D une dérivation localement nilpotente sur une al-
gebre intégre A de degré de transcendence n. Alors, il existe n — 1 éléments
algébriquement indépendants ay, . .., an_1 € AP. De plus, si D annule n élé-
ments algébriquement indépendants, alors D = 0.

Corollaire 2.1.14. Soit D une dérivation localement nilpotente sur une C-
algebre intégre A. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

1. Si un élément a € A est tel que a divise D(a), alors D(a) = 0.
2. Sia,be A sont tels que a | D(b) et b | D(a), alors D(a)D(b) = 0.
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Preuve.  Supposons que a | D(a) pour un certain a € A. Alors 3b € A
tel que D(a) = ab. On a donc degp(D(a)) = degp(a) + degp(b). Or,
degp(a) > degp(D(a)) par définition. Dot degp(b) < 0 et donc degp(b) =
degp(D(a)) = —oo; soit D(a) =b = 0.

De méme, si a,b € A vérifient les hypothéses de la deuxiéme assertion, on
obtient en posant D(a) = bc et D(b) = ad :

degp(D(a)) = degp(b) +degp(c) = degp(D(b)) + degp(c)
> degp(a) + degp(d) + degp(c).
)

Ceci implique comme avant que degp(d) +degp(c) < 0 et donc que d = 0 ou
c=0. 0

2.2 Invariant de Makar-Limanov

2.2.1 Naissance d’un invariant

L’invariant, dit de Makar-Limanov, est apparu pour la premiére fois dans
le contexte de la conjecture de linéarisation des actions de C* sur C3. Dans
leurs travaux sur cette conjecture, M. Koras et P. Russell avaient en effet
établi une liste de contre-exemples possibles. Ils avaient en fait construit
des actions de C* sur des variétés de dimension trois ayant beaucoup de
propriétés semblables a celles de C3, et avaient montré que si l'une des variétés
de la liste était isomorphe a C3?, elle fournirait alors un contre-exemple a la
conjecture de linéarisation.

L. Makar-Limanov débloqua la situation en prouvant qu’'une variété de la
liste (une hypersurface de C* dite cubique de Russell), n’est pas isomorphe a
C? et ne constitue donc pas un contre-exemple & la conjecture de linéarisa-
tion. Pour ce faire, il a eu recours & un nouvel invariant ; invariant qui porte
aujourd’hui le nom d’invariant de Makar-Limanov. Finalement, la conjecture
a pu étre résolue affirmativement dans [31].

Théoréme 2.2.1. (Kaliman, Koras, Makar-Limanov, Russell)
Toute action algébrique de C* sur C3 est linéarisable.

Voici la définition de 'invariant de Makar-Limanov.

Définition 2.2.2. L’invariant de Makar-Limanov d’une C-algébre A est
défini comme l'intersection des noyaux de toutes les dérivations localement
nilpotentes sur A, soit :

=[14”

DGLND (A)
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Si X est une variété algébrique affine, alors on définit I'invariant de Makar-
Limanov de X comme linvariant des fonctions réguliéres sur X ; c-a-d

ML(X) := ML(C[X)).

Remarque 2.2.3. Le lemme 3.1.1 du chapitre 3, montre que l'invariant
de Makar-Limanov est bien un invariant. C’est-a-dire que les invariants de
Makar-Limanov de deux variétés isomorphes sont isomorphes.

Exemple 2.2.4. Pour tout n > 1, ML(C") = C.

A titre d’exemple, donnons également les résultats, annoncés ci-dessus,
relatifs a la cubique de Russell.

Proposition 2.2.5. La cubique de Russell est définie comme [’hypersurface
X de C* d’équation x+x*y+23+t2 = 0. Elle vérifie les propriétés suivantes :

1. X est lisse et difféomorphe a C3;
2. X est factorielle et il existe un morphisme dominant C* — X ;
3. ML(X) = Clz] et X n’est donc pas isomorphe a C3.

Remarque 2.2.6. L’histoire de la cubique de Russell n’est pas encore finie.

En effet, on ne sait pas si X x C est isomorphe ou non & C*! (On ne sait
d’ailleurs pas si ML(X x C) = C.)

2.2.2 Filtrations, graduations et dérivations induites

La principale technique pour calculer I'invariant de Makar-Limanov d’une
algébre est 1'utilisation de graduations. Lorsque l'on travaille avec des al-
gébres de polyndmes, on en construit facilement en mettant des poids sur
les variables. Plus généralement, si X C C™ est une variété affine, une telle
graduation permet de construire, dans un premier temps, une filtration sur
I'anneau C[X], puis, dans un second temps, une algébre graduée correspon-
dante.

Pour des raisons techniques, avoir des poids réels, et non pas simplement
entiers, facilitera le calcul de I'invariant de Makar-Limanov des hypersurfaces
de Danielewski. On définit donc une filtration de la facon suivante.



45

Définition 2.2.7. On dit qu'une famille {A;}cr est une filtration sur une
algébre A si elle vérifie les cinq conditions suivantes :

e A; est un sous-espace vectoriel de A pour tout t € R;

o A, C A pourtout ty <ty € R;

[ J UAt:A
teR

o mAtZO,
teR

o Ay X Ay, C Ay 44, pour tout ¢, € R.

Si A est une algébre munie d’une filtration {A;};cr, on construit une
algebre graduée Gr(A) en posant :

A = UAS , Gr(A) = @At/At* )

s<t teR

et en définissant une multiplication par :

(a1 + At;)(@ + At;) = @102 + Ay~ S1a1az € Apiy \ Aty
- O Si a1ao € A(t1+t2)f.

Exemple 2.2.8.

1. Soit A = C[zF,...,z%] l'algébre des polynémes de Laurent a n va-
riables. Mettons des poids «; € R sur chaque variable z; et définis-
sons la fonction degré deg, : A — R U {—oo} par deg,(0) = —o0 et
dega(lel o x%n) = (aljl + -+ O‘njn)'

On peut alors construire une filtration sur A en posant, pour tout t € R,

Ay = {P € A tels que deg,(P) < t},
ainsi qu'une application gr : A — Gr(A) en posant gr(0) =0 et
gT(CL) =a+ A(dega(a))* € Adega(a)/A(dega(a))* pour tout a € A \ {0}

On identifiera donc, de fagon naturelle, I’élément gr(a) avec la par-
tie homogéne de plus haut degré de a, ainsi que I'algébre Gr(A) avec
lalgébre A elle-méme.

2. Soit B C A une sous-algébre de I'algébre A = Clz7,..., 2] munie de
la filtration { A; };cr correspondant a une fonction degré deg,,. Alors, on
construit une filtration { B, };cr sur B en posant B; = A;NB. On définit
donc naturellement 'algébre Gr(B) et 'application gr : B — Gr(B)
correspondantes. On vérifie facilement que Gr(B) est une sous-algébre

de Gr(A).
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Dans toute la suite, le contexte est le suivant : on travaille avec une
sous-algebre finiment engendrée B = Clgi,...,gn] C A = Clay, ..., 2]
munie d’'une fonction degré deg, obtenue en mettant des poids réels o, sur
les variables z;.

Supposons que D soit une dérivation non nulle sur B. Nous allons
construire, a partir de D, une dérivation sur Gr(B).

Comme D est non nulle, 'ensemble E = {g; | D(g;) # 0} est non vide et

on peut donc définir le réel

7 = max{deg,(D(g:)) — deg,(9:) | 9: € E}.
On vérifie alors que
D(B;) C Byy, pour tout t € R,

et que l'on construit bien une dérivation, dite dérivation induite, D, sur
Gr(B) en posant :

DT(f) :D<b>+B(t+7)_ Sif:b+Bt— € Bt/Bt—-

Lemme 2.2.9. Si D est une dérivation localement nilpotente non nulle sur
B, alors la dérivation D, construite ci-dessus est une dérivation localement
nilpotente non nulle sur Gr(B).

De plus, degp_(gr(b)) < degp(b) pour tout b € B.

Preuve. Rappelons que 'application gr : B — Gr(B) est définie par :
gr(0) =0 et gr(b) = b+ Baeg,m)- si b€ B\ {0}.

Etant donné un élément b € B, \ By, il y a alors deux cas :

e Si D(b) € B(t4r)-, alors D,(gr(b)) = 0.

e Si D(b) € Biyr \ B4r)-, alors D.(gr(b)) = gr(D(b)).

Par récurrence, il vient, pour tout entier k& € N, que D¥(gr(b)) = 0 ou
D¥(gr(b)) = gr(D*(b)). Ceci implique que D, est localement nilpotente pour
tous les éléments de gr(B) et I'est donc sur Gr(B).

Pour finir la preuve de ce lemme, il suffit donc de vérifier que D,
n’est pas la dérivation nulle. Or, par définition de 7, il existe un indice ¢
tel que deg,(D(g;)) = deg,(g:) + 7. Ainsi, g; € Baeg,(g,) \ B(deg,(g:))~ €t
D(9i) € Blaeg, (gi)+7) \ Bldeg, (g:)+r)- 3 ce qui implique bien que D, (gr(g:)) =
gr(D(g:)) # 0. O

On dispose maintenant de tous les outils pour calculer I'invariant de
Makar-Limanov des hypersurfaces de Danielewski. C’est ce que nous allons
faire dans la section suivante.
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2.3 Calculs pour les hypersurfaces de Danie-
lewski

Le but de cette section est d’appliquer les résultats sur les dérivations
localement nilpotentes, que nous venons de rappeler, pour calculer l'inva-
riant de Makar-Limanov des hypersurfaces de Danielewski et décrire leurs
dérivations localement nilpotentes.

Afin d’alléger les notations, nous noterons dans toute cette section x,y, z
les images respectives de z,y et z dans Sg,, = Clz, y, z]/(x"y — Q(z, z))

Commencons par donner les résultats relatifs aux surfaces X¢ ;.

Lecasn=1

Soit X1 une hypersurface de Danielewski. On peut supposer que () ne
dépend que de la variable z et que Xg; est une hypersurface de C* définie
par une équation xy = Q(z) avec (z) € CJz]. Le calcul de I'invariant de
Makar-Limanov de X est alors facile. En effet, du fait de la « symétrie » en
les variables x et y de I’équation définissant X, on connait deux dérivations
localement nilpotentes sur 'algébre Sp; = C[Xg1]. On a donc le résultat
suivant.

Proposition 2.3.1. Soit X = X1 une hypersurface de Danielewski définie
par Uéquation xy = Q(z). Alors, les dérivations A; = x% + Q’(z)a% et

Ay = y% —i—Q’(z)a—ax sont deur dérivations localement nilpotentes sur ’algébre

S = C[X] et donc ML(X) = C.

Si calculer I'invariant de Makar-Limanov d’une hypersurface X ; est fa-
cile, décrire les dérivations localement nilpotentes sur 'algebre Sg; est un
probléme beaucoup plus difficile.

A la lecture de la proposition précédente, on pourrait par exemple penser
(& tort) que z est un preéslice de toute dérivation localement nilpotente non
nulle sur une hypersurface de Danielewski X ;. L’exemple ci-dessous montre
que cette intuition est bien fausse.

Exemple 2.3.2. Soit X 'hypersurface de Danielewski définie par I’équation
xy = Q(z) pour un certain polynéome Q(z) € Clz].
Notons A; = x% + Q' (Z)a% et définissons un automorphisme ®, de C3 par
D, (z,y,2) = (x+y Q2 +yr(y) — Q2)), ¥, 2 +yr(y)), o r(y) € Cly] est
un polyndéme non nul.

Alors, D = ®* o Ay o (®*)~! est une dérivation localement nilpotente sur
S = C[X] et z n’est pas un préslice de D.
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Finalement, D. Daigle a montré [10] que toutes les dérivations localement
nilpotentes sur une hypersurface de Danielewski X ; sont conjuguées.

Théoréme 2.3.3 (Daigle). Soient X = X1 une hypersurface de C* et D
une dérivation localement nilpotente non nulle sur S = C[X].

Alors, il existe un automorphisme ® de S et un polynéme f(x) € Clx] tels
que DD = f(x)A,.

Remarque 2.3.4. Notons que ce dernier résultat généralise le théoreme de
R. Rentschler [44] qui montre que toute dérivation localement nilpotente du
plan Clz,y| (c’est-a-dire d'un anneau S avec () de degré 1) est conjuguée
a une dérivation de la forme f(y)Z.

Lecasn>2

Contrairement au cas précédent, I'invariant de Makar-Limanov des hyper-
surfaces de Danielewski X ,, n’est pas trivial quand n > 2. Plus précisément,
on montre, comme dans [36], que leur invariant de Makar-Limanov est un an-
neau de polynéme a une variable.

Théoréme 2.3.5. Soient Xq, une hypersurface de Danielewski avec n = 2
et D € LND(Sg ) une dérivation localement nilpotente non nulle sur Sg,,.
Alors, SP = Clz] et Ker(D?*) = Clz]z + Clz].

Ainsi, ML(Xg,,) = Clz] si X, C C? est une hypersurface de Danie-
lewskt avec n > 2.

Preuve. Cette preuve s’inspire, en grande partie, d'un résultat similaire lu
dans [19].

On peut supposer, quitte a faire un changement de variable linéaire en
z, que I'hypersurface de Danielewski X ,, est définie par une équation de la
forme 2"y = Q(x,z) ou n > 2 et ou le terme de plus haut degré de Q(0, 2)
est z¢ pour un certain d > 2.

Posons S = S, et considérons que y = 27 "Q(z, z) ; ¢’est-a-dire considérons
que S = C[z,y, 2] est une sous-algébre de Clz*, z7].

Nous allons maintenant travailler comme dans la section 2.2.2 et mettre
des poids réels d, sur x et d, sur z. Nous considérerons alors la filtration
{St}ier et Palgebre Gr(S) associées, et noterons gr : S — Gr(S) lapplica-
tion naturelle de S dans Gr(S). (Rappelons que l'image gr(f) d'un élément
non nul f € S C C[z%, 2%] est identifiée avec la partie homogéne de plus
haut degré apparaissant dans I’écriture de f sous la forme d’un polynéme
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de Laurent f = >7, -a;;x'2 avec a;; € C*.) La preuve se déroule en trois
étapes.
premiere étape : Choisissons les poids d, et d. tels que :

1. d, < 0 et d, >> 0 suffisamment grand pour que la composante homo-
geéne de plus haut degré de Q(z, z) soit 2%
2. d, et d, sont linéairement indépendants sur Z.

On vérifie que la condition 1. (sur les poids) implique que Gr(S) est
isomorphe & la sous-algébre Clz, 27 "2%, 2] de C[z*, 2%]. On identifiera donc
Gr(S) = Clz,xz™"2%, 2].

Tout élément de Gr(S) = Clz, 27 "2¢, 2] peut s’écrire comme une com-
binaison linéaire de monémes de la forme z'(x™"29)2* avec (4,4, k) € N?
et i < nsij > 0. Ces mondmes sont d’ailleurs linéairement indépendants.
Remarquons que la condition 2. sur d, et d, implique que ces monoémes sont
de degrés distincts ; c.-a-d. que les seuls éléments homogenes de Gr(S) \ {0}
sont les monomes Az’ (z7"2¢)7zF avec A € C*, (i,7,k) € N> et i <nsij > 0.
deuzieme étape : Considérons maintenant un élément a € SP non constant
(un tel a existe d’apres le théoréme 2.1.12). D’aprés ce qui précéde, la partie
homogene de plus haut degré de a est un monome Az (z~"2%)72* avec i < n
si j > 0. On peut donc écrire gr(a) = Mz (x™"2%)7 2k = Xz'(gr(y))’ 2.

Le lemme 2.2.9, garantit ’existence d'un réel 7 € R tel que D induise une
dérivation non nulle D, € LND(Gr(S5)). De plus, toujours d’aprés ce lemme,
il vient degy, (gr(a)) < degp(a) = 0. D’ou gr(a) € Gr(S)"".

Gr(S)Pr étant factoriellement clos d’aprés le théoréme 2.1.12, il s’ensuit
que D, annule x, gr(y) ou z. Montrons que D.(z) = 0.

e Supposons que D, annule z. Alors, D, (z"gr(y)) = D.(2%) = 0 et D,
annulerait aussi x et gr(y). D, serait donc la dérivation nulle ; ce qui est faux.

e De méme, supposons D, (gr(y)) = 0. Alors, D, (z) # 0 et D,(z) # 0 car
Ker(D;,) est de degré de transcendance 1 (théoréme 2.1.12). Ainsi, on peut
écrire D, (x) = gr(D(z)) et D.(2) = gr(D(2)). D.(z) et D,(2) seraient donc
des monomes de la forme \a'(z7"24)7 2% avec A € C*, (i,5,k) € N3 et i <n
si g7 > 0.

D’aprés le premier point du corollaire 2.1.14, on obtiendrait alors que
D, (z) = M(27 29128 et D (2) = Moz (27 "2%)72 pour certains A\, Ay € C¥,
(jl,kl,iz,jg) € N* et 19 < n si jg > 0. Or,

dz""'Dy(2) = D-(2%) = D, (a"gr(y)) = ngr(y)z" " Dr(x).

Dont d\ox®?(z7 24722071 = pAjzn(z7"24)1 T2k Ceci impliquerait que
i9=n—1,J95 =71+ 1et ki =d— 1. En particulier, comme d,n > 1, cela
impliquerait que z divise D,(x) et que z divise D,(2). Il viendrait alors, en
appliquant le corollaire 2.1.14 que D,(z) = 0 ou D,(z) = 0; contradiction.
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e On a donc bien D, (z) = 0 et Gr(S)P = Clz]. Dés lors, deg), (z) > 1
et, comme z"gr(y) = 2%, degp (gr(y)) =d-degp (2) > d > 2.
troisieme étape : Nous pouvons maintenant montrer que S” = Clz]. En
effet, soit p(z,y,z) € S\ Clz]. Alors, on peut supposer, quitte & mettre
un poids d, sur z assez grand, que gr(p) ¢ Clz] = Gr(S)P-. Ainsi, on a
1 < degp (gr(p)) < degp(p). I vient p ¢ SP et donc SP C Clz]. Or,
SP £ C d’aprés le théoréme 2.1.12. z est donc algébrique sur SP. Finalement,
SP étant algébriquement clos (lemme 2.1.4), il vient que z € SP et donc
SP = Clz].

Pour terminer la preuve du théoréme, considérons un préslice de D :
p(z,y,2) € Ker(D?) \ Clz]. L’argument du paragraphe précédent montre
que 'on peut considérer que gr(p) ¢ Clz]; ce qui implique degp, (gr(p)) = 1.
Or, gr(p) est un mon6me \x'(x~"2%)72* avec A € C*, (i,j, k) € N3 et i < n si
j > 0. Puisque degp, (z7"2%) > 2 et degp, (z) > 1, il vient j =0 et k = 1. Or,
si d, est assez grand, gr(p) est le mondome de p € Clx,z7 !, 2] de plus grand
degré en z. D’ou p € Clz]z + Clz] et Ker(D?) C C[xz]z + C[z]. Comme SP =
Clx], il s’ensuit deg(z) = 1. Ceci implique que Clx]z + C[z] C Ker(D?). La
preuve est donc terminée. 0]

Nous pouvons finalement déterminer toutes les dérivations localement
nilpotentes sur les algebres Sq, avec n > 2.

Théoréme 2.3.6. Soit Xg,, C C® une hypersurface de Danielewski avec

n > 2. Alors, les dérivations localement nilpotentes sur Sq, = C[Xg.] sont

exactement les multiples de la dérivation Ag ,, par les polynomes en x. Soit :
.0 0Q(x,z) 0

LND(Sg») = Clz]Ag,, = {h(x) (z % + Ta—y), avec h(z) € C[m]}

Remarque 2.3.7. Notons que, en particulier, toute dérivation localement
nilpotente sur un anneau Sg ,, s'étend naturellement en une dérivation loca-
lement nilpotente sur C[z, y, z]. Ainsi, toute action du groupe additif sur une
hypersurface de Danielewski s’étend naturellement en une action sur C3.

Preuve. Notons z, y et z les images respectives de z, y et z dans 'anneau
Soit D une dérivation localement nilpotente non nulle sur Sg ,,. D’aprés

le théoréme 2.3.5, on a D(zZ) = 0 et D(z) € Ker(D?) \ SP, c’est-a-dire

D(z) = h(z) € C[z] \ {0}.

Ona:

0Q(z, z)

0= D(@"j - Q(z,2)) = #"D(y) — h(z) =~

(z,2).
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Notons D(y) = a(Z,y,2) € CJz,7,2]. Il existe alors un polynome
R(z,y,z) € Clz,y, 2] tel que :

N 0Q(x, z "
Pa(r,y.2) — h(@) 28 (1 2) = Ble.y, )y~ Q. )

Cette égalité implique que h(0)(Q(0,-))(z) = R(0,y,2)Q(0,z). Or,
deg(Q(0, 2z)) > 2 par définition d'une hypersurface de Danielewski. Il s’ensuit,
pour des raisons de degré, que h(0) = R(0,y,z) =0.

On peut donc écrire h(x) = zh(z), R(z,y, 2) = 2R(z,y, z) et

v ae,y,2) () 20 02y = ey, )ty - Q).

Le raisonnement précédent montre que h(0) = R(0,y,2z) = 0. On obtient
alors, en travaillant par induction, que x™ divise les polynémes h(zx) et

R(z,y, z).

En posant h(z) = z"h(z), on a finalement :

D) = a(@.5.7) = h(®) 22Dz )
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Chapitre 3

Classes d’isomorphie et groupes
des automorphismes

Le but de ce chapitre est de donner des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que deux hypersurfaces de Danielewski soient isomorphes et de
décrire les groupes d’automorphismes de ces hypersurfaces. Comme on ’a an-
noncé précédemment, les techniques utilisées reposent sur la connaissance des
ensembles des dérivations localement nilpotentes LND(.Sy) ,,) et sont principa-
lement dues a L. Makar-Limanov. Les résultats de ce chapitre sont d’ailleurs
des généralisations, aux hypersurfaces de Danielewski sous forme standard,
de ceux qu'il a obtenu dans [36]. Nous vérifierons en particulier que deux
telles hypersurfaces isomorphes sont équivalentes via un automorphisme de
C3 et que tous leurs automorphismes s’étendent & l’espace ambiant.

3.1 Application des dérivations localement nil-
potentes

Le lemme suivant nous montre pourquoi, quand on veut avoir des ren-
seignements sur les isomorphismes entre deux C-algebres, ou sur les auto-
morphismes d'une C-algéebre, la connaissance de leurs dérivations localement
nilpotentes est utile, si celles-ci ont, comme par exemple dans le cas des hy-
persurfaces de Danielewski, une forme particuliére. Il montre en effet que les
(iso)-automorphismes doivent « préserver » ces dérivations et donc vérifier
certaines conditions.

Lemme 3.1.1. Soit ¢ : A — B un isomorphisme entre deuxr C-algébres A
et B. Alors, pLND(A)¢p™t = LND(B) et donc o(ML(A))) = ML(B).
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Preuve. Si D € LND(A) est une dérivation localement nilpotente sur A,
alors ¢ o D o ¢! € LND(B) pour tout isomorphisme ¢ : A — B. On
a donc pLND(A)p™' C LND(B) et p(p 'LND(B)p)p~t C ¢LND(A)p!.
Ceci prouve bien que ¢LND(A)p~! = LND(B). Finalement, il vient

P(ML(A) = ¢(Nperxnia A7)

mDeLND(A) p(AP)

B4poDo<p_1

= ﬂDELND(A) b
= ﬂDELND(B) B”.
O

Comme on connait toutes les dérivations localement nilpotentes sur les
anneaux S¢g, (c’est le théoréme 2.3.6), le lemme 3.1.1 permet de prouver le
résultat suivant.

Proposition 3.1.2. Considérons deux hypersurfaces de Danielewski X, n,
et XQ,m, dinvariant de Makar-Limanov non trivial et notons pour i = 1,2,

Si = C[XQM%] = C[x,y7z]/(xniy - Qz(‘er)) = C[xi;yiaziL

ou ni,ng = 2 et ou x;,Y;, z; sont les images respectives de x,y,z dans S;.
St p 1 S1 — Sy est un isomorphisme, alors :

1. Il existe a € C* tel que p(x1) = axs.
2. Il existe a« € C* et f(x3) € Claa| tels que p(z1) = aze + B(xq).

Remarque 3.1.3. Il faut étre un peu plus précis ici. En effet, lorsque 1'on
écrit 30(x2) € Clag), il faut bien sir comprendre que B(xg) € Sy est un
polynéme a coefficients constants, ce qui veut dire en réalité que [ est a
coefficients dans S5°. Autrement dit, si on considére § comme un polynéme
de Clz,y, 2], on peut écrire que

B@) € Cle] mod (" — Qax. 2)).
On verra l'utilité de cette remarque dans la deuxiéme partie de cette thése,

notamment pour démontrer la proposition 4.2.1.

Preuve. D’aprés le théoreme 2.3.6, toute dérivation localement nilpotente
O sur S; est un multiple de Ag, ,, et vérifie donc 8%(z1) = 0. Or, par le
lemme 3.1.1, ¢! 0 D o ¢ € LND(S;) pour toute dérivation & € LND(S,).
Ceci implique que

O*(p(21)) =0 VO € LND(Ss).
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©(z1) est donc un préslice de 9. D’apres le théoréme 2.3.5, on doit alors avoir
©(21) = a(xe)ze + [B(x2) pour certains polyndémes « et 3. ¢ étant inversible,
on a en fait o € C*, ce qui prouve le point 2.

Nous allons maintenant utiliser 'autre égalité du lemme 3.1.1. ¢ induit
un isomorphisme entre les invariants de Makar-Limanov de S; et S5. D’ou
o(x1) € Clxg] et, comme ¢ est inversible, ¢(x1) = axy + b, pour certains
acC et beC.

Pour prouver le point 1, il nous reste a voir que b = 0. On le fait en
considérant la dérivation 9y = p~'oAg, »,0p. C’est une dérivation localement
nilpotente sur S;. D’aprés le théoréme 2.3.6, 9y(z1) doit donc étre divisible
par z7*. Or, on a dy(z1) = aa™™* (21 — b)™. On en déduit que b = 0; ce qui
termine la preuve du point 1. 0

3.2 Classes d’isomorphie

Nous allons maintenant donner des conditions nécessaires et suffisantes
pour que deux hypersurfaces de Danielewski X¢, ,, et Xg,n, soient iso-
morphes. La premiére condition est que ny; = ns.

Proposition 3.2.1. Si deuzr hypersurfaces de Danielewski X, n, et XQ,ns
sont isomorphes, alors ny = ns.

Preuve.  Supposons que les hypersurfaces de Danielewski X; = Xg, », et
Xy = X, n, soient isomorphes. Alors, d’apreés le lemme 3.1.1, leurs invariants
de Makar-Limanov sont isomorphes. Il y a donc deux cas : soit ML(X;) =
ML(X5) = C et donc ny = ny = 1, soit ML(X;) = ML(X3) = C[z] et donc
ny,ng = 2.

Il suffit donc de considérer le deuxiéme cas. Supposons que ny,ny = 2.
Nous sommes alors sous les hypothéses de la proposition 3.1.2.

Reprenons-en les notations et supposons que ¢ soit un isomorphisme entre
S1 = C[Xy] et Sy = C[X3]. On a p(x1) = azs et (z1) = aze + [F(z2) pour
certains a,« € C* et f(x3) € C[xy]. De plus, nous avions montré a la fin de
la preuve de cette proposition que dy(z1) = aa™"?(x1)" doit étre divisible
par z7*. On doit donc avoir ny > ny.

S et Sy jouant par ailleurs le méme role, on a également n; > no; d’ou
ny = ng = nN. U
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Le cas n=1

Le cas des hypersurfaces X, — c’est a dire des hypersurfaces de Danie-
lewski d’invariant de Makar-Limanov trivial — a été traité par D. Daigle dans
[10]. Il a obtenu, comme conséquence du théoréme de transitivité (théoréme
2.3.3), le théoréme de classification suivant :

Théoréme 3.2.2. Deux hypersurfaces de Danielewski Xq, 1 et Xg,1 sont
isomorphes si et seulement si il existe un automorphisme (affine) ® de Clz]
et une constante non nulle p € C* tels que ®(Q1(0, 2)) = uQ2(0, z).

Le résultat suivant s’en déduit directement.

Corollaire 3.2.3. Si deux hypersurfaces de Danielewski d’invariant de
Makar-Limanov trivial Xg, 1 et Xg,1 sont isomorphes, alors elles sont équi-
valentes via un automorphisme de C3.

Preuve. Supposons que les hypersurfaces X¢, 1 et Xq, 1 soient isomorphes.
D’apreés le théoréme ci-dessus, ®(Q1(0, z)) = u@Q2(0, z) pour un certain auto-
morphisme ® de C|[z] et une constante p € C*. Cela implique que les hyper-
surfaces Xq,(0,2),1 et X0,(0,2),1 sont équivalentes. En effet, I'automorphisme
de C? défini par VU : (z,y, 2) — (z, uy, ®(z)) vérifie

U (zy — Q1(0, 2)) = p(xy — Q2(0, 2)).

On peut alors conclure car les hypersurfaces Xq, 1 et Xg,(0,2),1 (resp. X, 1
et XQQ(O,Z)J) sont équivalentes d’aprés le lemme 1.3.8. O

Le cas général

On peut maintenant établir la classification, & isomorphisme prés, de
toutes les hypersurfaces de Danielewski.

D’aprés le théoreme 1.3.13, il suffit de considérer les hypersurfaces de
Danielewski sous forme standard, c’est-a-dire les hypersurfaces d’équation
"y = p(z) + zq(x, z) avec deg,(q(x,z)) < deg(p). Rappelons également
que l'on sait déterminer algorithmiquement une forme standard pour une
hypersurface de Danielewski donnée.

L. Makar-Limanov a obtenu la classification des hypersurfaces z"y = p(z)
dans [36]. Grace a la proposition 3.1.2, on peut montrer le théoréme plus
général suivant.
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Théoréme 3.2.4. Deux hypersurfaces de Danielewski Xq, n, et Xqg, n, sous
forme standard sont isomorphes si et seulement si les deux conditions sui-
vantes sont vérifices :

1. ni=ng=n;

2. Il existe des constantes a,a, u € C* et un polynome [(x) € Clx] tels
que Q1 (ax, az + B(x)) = pQq(z, z) mod (z").

Corollaire 3.2.5. Si deuz hypersurfaces de Danielewski Xq, » et Xg,n sont
isomorphes, alors il existe des constantes a,pu € C* et B € C telles que
Q1(0,az + ) = pQ2(0, 2).

En particulier, si les hypersurfaces Xq,, et Xg,, sont isomorphes, alors

deg (©1(0, 2)) = deg (Q2(0, 2)).

Preuve. Ce corollaire est une conséquence directe des théorémes 1.3.13 et
3.2.4. O

Preuve. (du théoréme)

Supposons que X; = Xg, n, et Xo = X, n, soient deux hypersurfaces de
Danielewski isomorphes.

On a ny; = ny = n d’apreés la proposition 3.2.1. De plus, comme D. Daigle
a déja traité le cas n = 1, on peut supposer que n > 2.

Nous sommes alors sous les hypothéses de la proposition 3.1.2. Reprenons-
en les notations et supposons que ¢ soit un isomorphisme entre S; = C[X/]
et Sy = C[X3]. On a ¢(x1) = axy et p(z1) = azy + [(x2) pour certains
a,a € C* et B(z3) € Clasg).

Notons maintenant @ Iendomorphisme de Clz,y, 2] défini en posant
o(x) = ¢(x), p(y) = p(y) et p(2) = p(z). Par définition, on a

Ba"y = Qi(w,2)) € (a"y = Qalw, 2) ).

ol (x"y —Qs(x, z)) désigne l'idéal de Clz, y, z] engendré par 2"y — Q2 (x, 2).

En posant z = 0, il vient alors que Q1(0,az + (0)) € <Q2(0,2)> et donc

que deg(Q2(0,2)) < deg(Q1(0,2)). Il s’ensuit alors, par symétrie des roles
de Sy et Sy, que deg(Q2(0,2)) = deg(Q1(0, 2)) = d et qu'il existe donc une
constante non nulle p € C* telle que Q1(0, az + 3(0)) = uQ2(0, 2).

On peut considérer que S; C Clz;, ;! 2] en posant y; = x;"Q (x4, 2;).
Remarquons que si un élément de S; a un degré négatif en z;, il doit alors
étre de degré au moins d en z;.
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On a alors

Q1(axs, azy + Bz .
102,02 £ PE)) _ oy, 4 2
anzh arxy

o(y1) =

ou A(.TQ, ZQ) = Ql(CLCL’Q, azo + 5(1‘2)) — MQQ(IQ, Zg).

Utilisons maintenant le fait que Xgq, ,, et Xq, , soient sous forme stan-
dard; c-a-d que Q;(z, 2) = p;(2) +xq;(z, 2) avec deg,(g;(x, 2)) < d = deg(p;).
On a alors

Ay, 22) = pr(az+B(x2)) —pr(az+6(0)) +q(are, aza +5(22)) — pga (w2, 22);

ce qui implique que deg, (A(xz,22)) < d. Dés lors, comme tout élément de
Sy avec un degré négatif en xo est de degré au moins d en z;, on a que x}
divise A(xa, 29) ; c’est-a-dire que Qi (ax,az + [f(z)) = uQz(x,z) mod (zm).

Réciproquement, si les conditions 1 et 2 sont vérifiées, ’automorphisme
triangulaire ® de Clz,y, 2] défini par

O(x) = ax
a "uy + (ax) " Az, 2)
P(2) = az + [(z)

induit un isomorphisme entre S; et Ss. U]

A présent, nous pouvons vérifier que la propriété numéro 3 des hypersur-
faces de Danielewski sous forme standard, annoncée page 30, est bien vraie.

Corollaire 3.2.6. Si deuz hypersurfaces de Danielewski Xq, n, €t Xq,n,
sous forme standard sont isomorphes, alors elles sont équivalentes via un
automorphisme triangulaire de C3.

Preuve.  Soient Xg, », et X, n, deux hypersurfaces sous forme standard
isomorphes. D’aprés le théoreme 3.2.4, ny = ny = n.

De plus, il existe des constantes a, a, 1 € C* et un polynéme f(x) € Clz] tels
que 7 "(Q1 (ax, az+ B(x)) — pQs(z, 2)) € Clz, z|. Il suffit alors de considérer
I'automorphisme de C? défini par

(2,9,2) = (az, pa~"y + (ax) " [Qu(az, az + B(z)) — uQa(a, 2)], az + B(x)).
O

Vérifions également que 1'on retrouve, dans le cas particulier des hyper-
surfaces X, ,, les conditions du théoréme 1.1.20.
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Proposition 3.2.7. Soient o et 6 deux collections de d > 2 polyndémes
définissant des surfaces de Danielewski X, , et Xs .

Alors, les hypersurfaces X, , et X;, sont isomorphes si et seulement si les
surfaces de Danielewski (X, pr,) €t (Xs.n, Pr,) sont isomorphes au sens 1.
C’est-a-dire si et seulement si il existe des constantes non nulles a, o« € C*,
un polynome [(z) € Clz] et une permutation w € Sq tels que

aoi(x) = 0y (az) — B(2) V1 <i<d.

Preuve. D’aprés le théoréme 3.2.4, il existe a, o, u € C* et B(x) € Clz] tels
que

d
H <az + B(z) — 6i(a:c)) =L (z - ai(az)) mod (z").
i=1 i

On peut clairement supposer que deg(3) < n. Dés lors, en appliquant le

lemme 1.2.5, il vient que la collection o = {Ui(x)}l <icy &St €gale a la collec-
tion {a~!(5;(az) — mx))hgigd' O

Intéressons-nous enfin aux hypersurfaces sous forme standard réduite
(voir la définition 1.3.19). Dans ce cas, les conditions du théoréme 3.2.4 s’ex-
priment trés simplement et impliquent que si deux telles hypersurfaces sont
isomorphes, elles sont équivalentes via un automorphisme affine de C3.

—_

Proposition 3.2.8. Soient X¢, ,, et Xg,.n deuz hypersurfaces de Danielewsk:
sous forme standard réduite.

X, n et Xg,n sont isomorphes si et seulement si il existe des constantes
a,a, € C* et § € C telles que Q1(ax,az + ) = uQs(x, 2).
L’automorphisme affine de C* défini par (x,y,2) — (ax,a "y, az + 3) in-
duit alors un isomorphisme entre Xqg, n et Xg,n-

Preuve. Supposons que Xg, , et Xq,, soient deux hypersurfaces de Danie-

lewski sous forme standard réduite isomorphes.

D’aprés le théoréme 3.2.4, il existe a, o, u € C* et §(z) € Clx] tels que
Q1(ax,az + () = pQ2(x,z) mod (z").

En particulier, si on note p;(2) = @Q;(0, 2), on a deg(p;) = deg(ps)-

Notons r = deg(f3), f(x) = by + b1z +- -+ b.a" avec b, € C* et montrons
que by = -+ = b,_1 = 0. En effet, si on suppose le contraire, il vient, en
posant k =inf{l1 <j<n—1]b; # 0}, que

Qilazx,az + f(x)) = Q1(ax, az + by + bpz®)  mod (")

= Qi (ax,az + by) + bpx®p(az + by) mod (z)

# pQz(z,2) mod (M),
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car, par définition d’une forme standard réduite, on a, pour : = 1 et i = 2,
deg.(Qi(x, z) — pi(2)) < deg(p:) — 1.

Dés lors, Q1(az,az + f(x)) = Qi(ax,az + by) mod (z™). Ceci implique,
comme par définition deg, Q;(z, z) < n, que 'on a bien

Q1(ax, az + by) = uQa(x, z).

Réciproquement, il est évident que, si les conditions de 1’énoncé sont satis-
faites, les hypersurfaces Xgq, », et X, sont isomorphes via I’automorphisme
affine défini par (z,y, z) — (ax, uy, az + 3). O

3.3 Automorphismes des hypersurfaces de Da-
nielewski

Le cas n=1

En 1990, L. Makar-Limanov [34] a calculé les groupes des automorphismes
des hypersurfaces de Danielewski X ;. Plus précisément, il a donné des gé-
nérateurs de ces groupes.

Théoréme 3.3.1 (Makar-Limanov). Soit P(z) € C[z] un polynéme. Le
groupe des automorphismes de U'hypersurface de Danielewski Xp; est alors
engendré par les restrictions des automorphismes de C? suivants.

(a) Hu(z,y,2) = (ax,a 'y, z) avec a € C*.

(b) L’involution I(x,y,z) = (y,x, z).

(c) Ay(x,y,2) = (z,y + 2 Y (P(z,2 + 2b(z)) — P(x,2)), 2 + zb(z)) avec
b(z) € Clz].

(d) Si P est de la forme P(z) = XNz + w)?, alors les automorphismes
Ro(2,y,2) = (z, 0%, az + (a — 1)) avec o € C* doivent étre ajoutés.

(e) Si P est de la forme P(z) = (z + u)'Q((z + p)*) alors les automor-
phismes cycliques So(z,y,2) = (z,a'y,az + (a — 1)u) avec o = 1 doivent
étre ajoutés.

Le cas général

En travaillant exactement comme dans la preuve du théoréme 3.2.4, on
peut décrire la forme des automorphismes d’une hypersurface de Danielewsi
sous forme standard.
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Proposition 3.3.2. Soit X, = Xq, une hypersurface de Danielewski sous
forme standard avec n > 2. Posons d = deg(Q(0, z)). Alors, tout automor-
phisme ¢ de X est déterminé par un triplet (a,«, f(z)) € C* x C* x Clz]
et s’étend en un automorphisme triangulaire ¢ de C* de la forme :

o(x,y,2) = (ax, a "oy + s(z,2), az + ﬁ(x)) ,

ot Q(ax,az + B(x)) = a?Q(x,z) mod z"
et s(z,2) = (ax)"™(Q(az, az + B(x)) — a?Q(x, 2)).

En particulier, on vérifie ainsi que tous les automorphismes d’une hyper-
surface de Danielewski sous forme standard s’étendent bien en des automor-
phismes de C3. C’était la propriété numéro 4 annoncée page 30. En fait,
grace au corollaire 3.2.6, on obtient méme le résultat plus général suivant.

Corollaire 3.3.3.

1. Tout automorphisme d’une hypersurface de Danielewski sous forme
standard est la restriction d’un automorphisme de C3.

2. Tout isomorphisme entre deux hypersurfaces de Danielewski sous forme
standard s’étend en un automorphisme de C3.

Preuve. La premieére partie du corollaire est une conséquence immédiate du
théoréme 3.3.1 et de la proposition 3.3.2. Considérons donc un isomorphisme
¢ Xy — XQun, entre deux hypersurfaces de Danielewski sous forme
standard. D’aprés le corollaire 3.2.6, il existe un automorphisme ¥ de C?
tel que W(Xg, n) = X0yn,- 1l suffit alors d’appliquer le premier point pour
montrer que W' o ¢, qui est un automorphisme de Xg, ,,, s’étend en un
automorphisme de C3. O

Finalement, on obtient, en reprenant la notation 1.3.14, le résultat sui-
vant.

Théoréme 3.3.4. Soit X = Xg, une hypersurface de Danielewski et X
une de ses formes standards. Notons ®° et ®, les endomorphismes de C?
induisant les isomorphismes entre Xq , et X

Alors, les automorphismes de X sont les restrictions des endomorphismes
de C? de la forme ®* o) o ®, ot 1) est un automorphisme de C? préservant
X.

I1 faut noter ici que les automorphismes d'une hypersurface Xq, quel-
conque ne s’étendent pas forcément en des automorphismes de I'espace am-
biant. Nous en donnerons d’ailleurs des exemples dans le chapitre suivant.
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3.3.1 Automorphismes des hypersurfaces Xg, avec
Q(0, z) a racines simples

Les résultats de cette partie sont le fruit d’un travail réalisé en collabora-
tion avec Adrien Dubouloz et ont fait 'objet d’un article [20]. Dans celui-ci,
nous avons travaillé sur un corps k quelconque. Cependant, ayant pris le
parti de travailler uniquement sur C pour cette thése, j’en reproduis ici les
résultats seulement dans le cas ou le corps de base est k = C.

On aimerait avoir une description plus précise des groupes d’automor-
phismes des hypersurfaces Xg, et pouvoir en donner, comme L. Makar-
Limanov pour le cas n = 1, des générateurs. Pour cela, il faudrait pouvoir
décrire, étant donné un polynoéme Q(z, z), tous les triplets (a, a, 3(x)) pos-
sibles pour la proposition 3.3.2; ce qui est difficile en général.

Néanmoins, ¢a ’est moins pour les hypersurfaces de Danielewski qui ad-
mettent une structure de surface de Danielewski. Leurs formes standards
ont en effet une équation particuliére : ce sont des hypersurfaces X, . Ainsi,
comme le montre la proposition 3.2.7, chaque automorphisme réalise une per-
mutation de la collection des ouverts U; = X, .\ U#i {:(: =0et z= aj(O)}.

Dans ce cas, on peut donc préciser la proposition 3.3.2.

Lemme 3.3.5. Soit X = X, ,, une hypersurface de Danielewsk: définie par
une collection o = {o;(x)}iz1.qa avec d = 2 et n > 2. Alors, tout au-
tomorphisme ¢ de X est uniquement déterminé par un quadruplet A, =
(a,a,b(x),w) € C* x C* x Clz| x Sy vérifiant les propriétés suivantes :

1. Le polynome c(x) = o, (ax) — aoi(x) ne dépend pas de Uindice i ;

2. La permutation w est triviale si et seulement si a = 1;

3. Si la permutation w est non triviale, alors elle a au plus un seul point
fixe et tous les cycles non triviaux d’une de ses décompositions en cycles
disjoints sont de méme longueur s > 2. De plus, a® = 1 et o® # 1 pour
tout 1 < s’ < s.

Preuve. Posons Q(z,z) = H?Zl(z — 0;(x)). Remarquons tout d’abord qu’il
correspond bien, a tout quadruplet A, un automorphisme ¢ de X. Il suffit
en effet de considérer I'automorphisme triangulaire suivant

(z,y,2) — (az,a "o (y+27"[Q(z, 2+a '2"b(z))—Q(x, 2)]), az+c(x)+2"b(x))

Réciproquement, soit ¢ un automorphisme de X. En travaillant exactement
comme dans la preuve du théoréeme 3.2.4, on peut prouver qu’il existe des
constantes a,«« € C* et un polynéme ((z) € Clz| tels que ¢*(z) = az,
©*(2) = az + f(z) et Q(ax,az + B(x)) = a?Q(x,z) mod (z").
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Le lemme 1.2.5 implique alors (rappelons que, par définition de X, ,,
0i(0) # 0,(0) si i # j) que les collections {ao;(x)} et {B(z) — o;(azx)} sont
les mémes modulo x™. Cela veut dire, en d’autres termes, qu’il existe une
permutation w € S, telle que

B(z) — 0w (az) = —ao;(x) mod (z") pour tout 1 < i < d.

Comme les degrés des o; sont inférieurs strictement & n, on en déduit qu’il
existe un polynéme b(z) € C|z] tel que le polynome ((x) s’écrive, indépen-
damment de I'indice ¢, sous la forme 8(z) = 0,0 (ax) —ao;(x)+2"b(x). Nous
avons ainsi prouvé le point 1.

Afin de prouver les points suivants, il est utile de remarquer que, pour
tout m € N* et pour tout indice 7, on a

m—1
oum@)(0) = a™0;(0) 4 ¢(0) Z a? (%)
p=0
Si la permutation w est triviale, on a alors (1 — a)o;(0) = ¢(0) pour

tout 1 < i < d. Les 0;(0) étant distincts par hypothése, il vient alors o = 1.
Réciproquement, supposons que a = 1 et que la décomposition de w en cycles
disjoints contienne un cycle de longueur s > 2. La relation (%) implique
alors, pour un indice iy du support de ce cycle, que 0;,(0) = 0us(i0)(0) =
s - ¢(0) + 04,(0) et donc ¢(0) = 0. Il s’ensuit que 0,,;(0) = 0;(0) pour tout
1 <@ < d. Ceci prouve bien que w est triviale quand o = 1.

Supposons maintenant que la permutation w ne soit pas triviale (ce qui
implique donc que a # 1) et notons s la longueur du plus petit cycle non
trivial d’'une décomposition de w en cycles disjoints.

w a au plus un point fixe. En effet, en supposant que i; et i, soient deux
points fixes de w, il vient ¢(0) = (1 — a)o;,(0) = (1 — a)0;,(0) ; ce qui est
faux.

La relation () implique, pour deux indices différents i; et iy appartenant
au méme cycle de longueur s, que

c(0)(1—a”)(1—a)™ = (1 - a0y, (0) = (1 - a)oy,(0).
On a donc o = 1 et, en écrivant (x) avec m = s, 0,s(;y(0) = 0;(0) pour tout
indice 7. Tous les cycles non triviaux d’une décomposition de w sont donc

bien de méme longueur s. Finalement, on a bien a® # 1 pour tout 1 < s’ < s
car sinon on trouverait, en utilisant (%), un cycle de longueur s’ < s. U

Grace a ce dernier lemme, on obtient finalement la description voulue.
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Théoréme 3.3.6. Soit X = Xg, une hypersurface de Danielewski avec
Q(0,2) a racines simples et X,,, une de ses formes standards. Notons ®°
et @4 les endomorphismes de C* induisant les isomorphismes entre Xg , et
Xon-

Alors, les automorphismes de X sont les restrictions des endomorphismes
de C? de la forme ®° o) o &, avec tp € Gy, 0U Gy = Aut(X,,,) est le
groupe décrit dans le théoréme ci-dessous.

Théoréme 3.3.7. Soit X = X, ,, une hypersurface de Danielewski définie
par un équation de la forme

d

oy =]z - o)) = Q. 2).

=1

Alors, les automorphismes de X sont les restrictions des éléments de Gy .
Gy désignant le groupe engendré par les automorphismes de C* suivants :

(a) Ap(z,y,2) = (z,y+2 "(Q(z, z+2"b(x)) — Q(z, 2)), 2+ 2"b(z)) avec
b(z) € Clz].

(b) S’il existe un polynome 7(x) tel que Q(x,z + 7(x)) € C|z], alors
les automorphismes Hy(z,y,z) = (ax,a "y, z + 7(azx) — 7(x)) avec a € C*
dowwent étre ajoutés.

(c) S’il existe un polynéme 7(x) tel que Q(x,z + 7(x)) € Clz4, 2|, alors
les automorphismes cycliques H,(z,y, 2) = (ax,a ™y, z + 7(azx) — 7(x)) avec
a € C* et a? =1 doiwvent étre ajoutés.

(d) S’ existe un polynéme 7(x) tel que Q(z,z + 7(x)) = 2°Q(x, 2°)
avec i = 0 ou 1 et s > 2, alors les automorphismes cycliques de la forme
Sal(T,y, 2) = (ax, o'y, az + (1 — a)7(z)) avec a € C* et o® = 1 doivent étre
ajoutés.

(e) Sin =1, alors linvolution I(z,y,z) = (y,x, z) doit étre ajoutée.

Preuve.  On vérifie aisément que les automorphismes du type (a),...,(e)
définis ci-dessus laissent ’hypersurface X invariante.

L. Makar-Limanov a montré dans [34] que, quand n = 1, la réciproque
est vraie. On peut donc supposer que n > 2. On est ainsi sous les hypo-
theses du lemme 3.3.5. Un automorphisme ¢ de X est donc uniquement
déterminé par un quadruplet A, = (a,a,b(z),w) € C* x C* x Clz] x Sq.
Remarquons que si ¢ et ¢y sont deux automorphismes de X, alors on a
Agop = (aza1, anay, ay " asby () + ba(a1x),ws o wy). Dés lors, comme les au-
tomorphismes de type (a) correspondent aux quadruplets (1,1, b(x),1d), il
suffit de considérer les automorphismes correspondants aux quadruplets de

la forme (a, v, 0,w).
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Notons o;(z) = 0;(0) + Z;;l o ;@? pour tout 1 <7 < d.

1) Supposons que ¢ soit un automorphisme de X correspondant & une
donnée A, = (a,,0,w) ot la permutation w est triviale. D’aprés le lemme
3.3.5, on a alors A, = (a,1,0,w). De plus, le polynome c(x) = o, (ax) —
oi(z) ne dépend pas de I'indice 1 < i < d.

Sia’ # 1 pour tout 1 < j < n — 1, alors on a, pour tout 1 < i < d,
c(x) = Z;le(l —a’)o; 27, D'on, 0y, j = 04, j pour tout 1 < iy,4s < d et tout
1 < j <n—1. On peut donc écrire, pour tout indice 7, o;(x) sous la forme
oi(z) = 0;(0) + 7(x) pour un certain polynéme 7(x) € Clz|. ¢ est donc du
type (b).

En procédant de la méme maniére, on peut montrer que, s’il existe un
entier ¢ > 2 tel que a? = 1 et a/ # 1 pour tout 1 < j < ¢ — 1, alors il existe
un polynéme 7(x) € Clz| tel que Q(z,z + 7(z)) € Clz9, z]. ¢ est alors du
type (c).

2) Supposons que ¢ soit un automorphisme de X correspondant & une
donnée A, = (a,,0,w) avec w # Id. De plus, quitte & composer ¢ par un
automorphisme correspondant au quadruplet (¢!, 1,0,1d), on peut supposer
que ¢ correspond au quadruplet (1, «, 0, w).

D’aprés le lemme 3.3.5, il existe un entier s > 2 tel que o® = 1 et a® # 1
pour tout 1 < s’ < s. Or, on a c¢(z) = oy (x) — ao(x). En posant 7(x) =
(1 —a)~te(w), il vient alors, pour tout 1 < ¢ < d,

ou(i) () = 7(x) = (c(z) + aoi(z)) — (c(z) + at(z)) = a(oi(z) — 7(x)).
Deés lors, si (iy,...,1s) est un cycle de w, alors on a, pour tout 1 < j < s,
0i,(x) = 7(x) = /oy, (2) — 7(2))

et donc
S

[1G =0y (2) +7(x) = 2° = (00, (2) — 7())".

j=1
De plus, si ig est un point fixe de w, alors oy, (z) — 7(z) = a0, (x) — 7(x))
et, comme « # 1, 0;,(x) = 7(x).
Finalement, on a bien montré que Q(z,z + 7(x)) = 2°Q(x, 2°) avec i = 0 ou
1 selon si w a un point fixe ou non. ¢ est alors du type (d). 0
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Deuxiéme partie

Plongements des hypersurfaces de
Danielewski
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Chapitre 4

Familles d’hypersurfaces de
Danielewski

Nous avons étudié, dans les chapitres précédents, les hypersurfaces de
Danielewski en tant que variétés plongées dans I'espace affine C3. Nous avons
notamment établi leur classification compléte (& isomorphisme preés) et décrit
leurs groupes d’automorphismes. Ces résultats conduisent naturellement aux
questions suivantes.

(1) Comment déterminer si deux hypersurfaces de Danielewski iso-
morphes sont ou ne sont pas équivalentes via un automorphisme de C3?

(1 bis) Toute hypersurface de Danielewski admet-elle des plongements
non équivalents ?

(2) Tout automorphisme d’une hypersurface de Danielewski provient-il
de la restriction d’un automorphisme de C??

(8) Sinon, tout automorphisme d’une hypersurface de Danielewski
provient-il de la restriction d’un automorphisme analytique de C3?

Le but de ce chapitre est donc de compléter I’étude des hypersurfaces de
Danielewski en s’intéressant maintenant a leurs plongements. Nous répon-
drons a toutes ces questions.

Dans tout ce chapitre, nous reprenons, et généralisons, des techniques et
des résultats parus dans un article [42] co-écrit avec L. Moser-Jauslin.

4.1 Deéfinitions et méthodes

Dans un premier temps, nous devons préciser le sens des termes « plonge-
ment » et « équivalent » utilisés ci-dessus. Nous en profiterons pour rappeler
quelques résultats généraux sur les plongements des variétés affines.
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4.1.1 Plongements des variétés affines

Définition 4.1.1. Un morphisme ¢ : V. — W, entre deux variétés algeé-
briques V. C C" et W C C™, est un plongement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

1. (V) est fermé dans W (pour la topologie de Zariski induite sur W) ;
2. ¢ : V — (V) est un isomorphisme.

Définition 4.1.2. Deux plongements @1, s : V. — W sont dits équivalents
s'il existe un automorphisme ® de W tel que o = ® 0 ;.

On dira alors parfois, par abus de langage, que ¢1(V) et po(V) sont deux
plongements équivalents de V.

Exemple 4.1.3.

1. Si V C C" est un ensemble algébrique fermé, alors 'inclusion ¢ : V' —
C" est un plongement.

2. De plus, si @ est un automorphisme (polynomial) de C", alors ® o7 est
un plongement équivalent a I'inclusion 1.

Etudier les plongements d'une variété algébrique V. C C" signifie, au
moins dans un premier temps, déterminer si tous ses plongements dans C"
sont équivalents. Cette question est trés difficile en général. Néanmoins, Le
théoréme suivant montre que le cas des variétés de « grande codimension »
est plus simple.

Théoréme 4.1.4 (Srinivas [49]). Soit V est une variété affine lisse de
dimension d. Alors, tous les plongements de V' dans C" avecn > 2d+2 sont
équivalents.

Corollaire 4.1.5 (Craighero, [8]). Sin > 2d+2, alors tous les plongements
de C% dans C™ sont équivalents.

Le résultat de P. Craighero, antérieur a celui de V. Srinivas, est une
réponse partielle a la célebre conjecture des plongements.

Conjecture (des plongements). Soient n < m deux entiers naturels. Tous
les plongements de C™ dans C™ sont équivalents.
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Cette conjecture, énoncée aprés que S. S. Abhyankar et T. T. Moh aient
prouvé que tous les plongements de C dans C? sont équivalents, est encore
ouverte pour tous les couples (n,m) € N> x Nx; \ {(1,2)} avec m < 2n+2.

Remarque 4.1.6. Dire que deux plongements ¢; et o d'une méme variété
V' (dans une méme variété W) sont équivalents revient en fait a dire que
I'isomorphisme s 0 ;! : 01 (V) — ¢o(V) s’étend en un automorphisme de

w.

On est donc ramené, par la remarque ci-dessus, a la question de savoir si
un isomorphisme donné provient ou non de la restriction d’un automorphisme
de l'espace ambiant.

Définition 4.1.7. Soit ¢ : V; — V5, un isomorphisme entre deux variétés
algébriques V1, Vo € C™. On dit que ¢ s’étend en un automorphisme de C",
ou encore que ¢ provient de la restriction (& V;) d’un automorphisme de
'espace ambiant, s’il existe un automorphisme (polynomial) ® de C™ tel que

(I)|V1 = .

Lemme 4.1.8. Soit V. C C™ une variété algébrique. Alors, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. Tous les plongements de V' dans C™ sont équivalents (a l'inclusion) ;

2. St W C C" est une variété isomorphe a V', alors tout isomorphisme
p: V. — W s’étend en un automorphisme de C" ;

3. Tous les automorphismes de V' sont les restrictions d’automorphismes
de C" et il existe, pour toute variété W C C" isomorphe a V, un
isomorphisme o : V. — W qui s’étend en un automorphisme de C".

Preuve. 1l est facile de voir que les conditions 1. et 2. sont équivalentes. Pour
démontrer ce lemme, il suffit donc de montrer que la condition 3. implique
la condition 2.

Supposons que V' C C" satisfasse la condition 3. et que W C C" soit
isomorphe a V. Soit ¢ : V' — W un isomorphisme. Alors, par hypothése, il
existe un automorphisme ¥ de C" qui induit un isomorphisme ¢ : V- — W.
™! o ¢ est un automorphisme de V. Il s’étend donc, par hypothése, en un
automorphisme F' de C". Ainsi, ¢ est la restriction & V' de 'automorphisme
Vol [

Dans la suite de ce chapitre, nous allons construire, pour chaque hypersur-
face de Danielewski X = Xg ,, des plongements ¢ : X — C? non équivalents
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a l'inclusion. Or, nous savons (corollaire 3.3.3) que tous les automorphismes
d’une hypersurface de Danielewski sous forme standard s’étendent en des
automorphismes de C3. Ainsi, d’aprés le lemme 4.1.8, nous construirons, si
X est sous forme standard, un plongement ¢ : X — C3 tel qu’aucun isomor-
phisme entre p(X) et X ne soit la restriction d'un automorphisme de C3.
Nous dirons que les variétés X et ¢(X) sont isomorphes mais ne sont pas
équivalentes.

Définition 4.1.9. Deux variétés algébriques isomorphes X,Y C C™ sont
dites (algébriquement) égquivalentes s'il existe un automorphisme polynomial
® de C" tel que &(X) =Y.

On précisera parfois que les variétés X et Y sont équivalentes via un auto-
morphisme de C".

4.1.2 Le cas particulier des hypersurfaces

Le principal objectif de ce chapitre est de classifier les hypersurfaces de
Danielewski & équivalence prés. Le lemme évident suivant montre que, dans
le cas d’hypersurfaces, la notion d’équivalence peut étre écrite simplement.

Lemme 4.1.10. Deuz hypersurfaces Hy =V (P,) C C" et Hy =V (P,) C C"
sont équivalentes si et seulement si il existe un automorphisme (polynomial)
O de C" et une constante a € C* tels que *(Py) = aPs.

Une conséquence de ce lemme est que, si les hypersurfaces V(P;) et V(P)
sont équivalentes, alors, pour tout ¢ € C, les hypersurfaces V(P — ¢) et
V (P, — a'c) le sont aussi. On obtient ainsi une condition nécessaire pour
que deux hypersurfaces soient équivalentes. C’est cette condition, portant sur
les fibres des polynomes qui définissent les hypersurfaces, qui fait que le cas
des hypersurfaces est souvent plus facile a étudier.

Lemme 4.1.11. Soient V(Py) et V(P,) deuz hypersurfaces de C" équiva-
lentes.

Alors il existe une constante non nulle a € C* telle que V (Py+c) ~ V(Py+ac)
pour toute constante ¢ € C.

En 2003, G. Freudenburg et L. Moser-Jauslin [23] ont ainsi pu construire
les premiers exemples d’hypersurfaces de Danielewski isomorphes mais non
équivalentes. Plus précisément, ils ont montré le résultat suivant.
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Proposition 4.1.12. Soit X = X,,,, une hypersurface de Danielewski définie
par une équation "y = p(z) avec n = 2 et p(z) € Cl[z]. Supposons que les
hypersurfaces V(x”y—p(z) —c) et V(x”y— (1—2)p(2) —c’) soient isomorphes
pour certaines constantes ¢,c € C. Alors, ¢ = 0.

Ainsi, les hypersurfaces X et X = X(1—a)p(z),n SONL 1s0Morphes mais ne
sont pas équivalentes : aucun isomorphisme entre X et X ne s’étend en un
automorphisme de C3.

Preuve.  On va utiliser le théoréme 3.2.4 de classification des hypersur-
faces de Danielewski. Comme il porte sur les hypersurfaces sous forme stan-
dard, on commence par calculer une forme standard pour les hypersurfaces
X(1-2)p(2)+¢/n- Or, pour toute constante ¢ € C, on peut écrire que

(1 =a)p(2) +¢ = (1 —a)(p(z) + (L +az+-- +a" 7)) +z"

Ainsi, d’aprés le lemme 1.3.9, les hypersurfaces V(x”y — (1 —x)p(z) — c’)
et V(z"y — (p(2) + /(1 +z + - + 2" '))) sont isomorphes. En particulier,
X~ X.

Cependant, on vérifie aisément, grace au théoréme 3.2.4, que si les hyper-
surfaces V (z"y — (p(2) + (1 +z+ - +2"71))) et V(2"y — (p(z) + ¢)) sont
isomorphes, alors ¢ = 0. (On pouvait aussi utiliser la proposition 3.2.8.)

Le lemme 4.1.11 est ainsi pris en défaut et on peut donc conclure que X
et X ne sont pas équivalentes. ([l

Dans la preuve de la proposition 4.1.12, on a da utiliser le théoréme 3.2.4
pour distinguer les hypersurfaces de Danielewski V(x”y — Q(z,2) — c) et
V(x”y - (1-2)Q(x,2) — c’). Cependant, dans certains cas particuliers, la
démonstration est plus facile et peut se passer de ce théoréeme de classifica-
tion.

Exemple 4.1.13. Soient Py et P; les polynomes de C[z,y, z| définis par
Py=x2% —22+1et P =2 — (1 —x)(2? — 1). Alors, les hypersurfaces de
Danielewski V' (Fp) et V(P ) sont isomorphes mais ne ne sont pas équivalentes.

Preuve. V(P,) et V(P;) sont bien isomorphes d’aprés le lemme 1.3.9. (V(F)
est en fait une forme standard de V' (Py).) De plus, d’aprés le critére jacobien,
les hypersurfaces V (P, — ¢) sont toutes lisses. Or, V(P — 1) est singuliére et
n’est donc isomorphe & aucune hypersurface V (P, — ¢), avec ¢ € C. O
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Cet exemple s’inscrit dans un cadre plus général. On a en effet utilisé, sans
le dire, un invariant pour prouver que les hypersurfaces V(F,) et V(P;) ne
sont pas équivalentes : le nombre de zéros des gradients de Py et P;. Introduit
pour la premiére fois par V. Shpilrain et J.-T. Yu dans [46], cet invariant est
en fait, pour une hypersurface V(P) C C", le nombre de points critiques de
I’application P : C" — C. C’est un invariant naturel pour I’équivalence des
hypersurfaces ; tout comme le nombre de singularités est un invariant naturel
pour l'isomorphisme. On le note grad(P).

Lemme 4.1.14. Soient P,Q € CI" deux polynomes tels que fgrad(P) #
tgrad(Q). Alors, les hypersurfaces V(P) et V(Q) ne sont pas équivalentes.

Preuve. Remarquons que fgrad(P) est égal, par définition, a la somme des
nombres de singularités des surfaces V(P + ¢) pour tout ¢ € C. Le lemme
est alors une conséquence directe du lemme 4.1.11. O

Remarque 4.1.15. En considérant I'automorphisme analytique défini par

e *—1+4+=x

5 (2> —1),2)

il vient que ®*(P;) = e *Fy et donc que les hypersurfaces V(F) et V(F;)
sont analytiquement équivalentes (cf. définition ci-dessous). On voit ainsi que
fgrad n’est pas un invariant pour 1’équivalence analytique des hypersurfaces.

P (.T,y,Z) = (x7eixy -
T

Définition 4.1.16. Deux hypersurfaces de C", Hy = V(P)) et Hy = V(P,),
sont dites analytiquement équivalentes s’il existe un automorphisme analy-
tique ¥ de C™ et une fonction analytique inversible «a tels que ¥*(P;) = aPs.

4.1.3 Equivalence polynomiale et isomorphisme de fa-
milles

Dans la suite de ce chapitre, nous allons établir la classification des hyper-
surfaces de Danielewski & équivalence prés. Pour cela, il suffit en fait d’établir
la classification des polynémes qui les définissent.

Notation 4.1.17. Soit X ,, une hypersurface de Danielewski. On note alors
Py le polynéme de Clz,y, z] défini par Py, = 2"y — Q(z, z) et on dit que
le polynéme Py ,, définit 'hypersurface de Danielewski X¢ , = V(Pg.n)-
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Remarque 4.1.18. D’aprés le théoréme 1.3.6, les fibres V(Pg,, — ¢) des
polynémes Fp, admettent une structure de surface de Danielewski pour
presque tous les ¢ € C.

D’apreés le lemme 4.1.10, deux hypersurfaces X¢, », et Xg, n, sont équiva-
lentes si et seulement si il existe un automorphisme ® de C? et une constante
non nulle a € C* tels que ®*(Pgy, »,) = aFPgy,n,. En composant par 'auto-
morphisme (x, vy, 2) — (x,a" 'y, 2), on obtient alors que Xg, », et Xg, n, sont
équivalentes si et seulement si il existe un automorphisme ® de C? et une
constante non nulle a € C* tels que ®*(Py, n,) = Pag,n,- Sl tel est le cas, on
dit que les polynoémes Py, », et Pyg,n, sont équivalents.

Définition 4.1.19. Deux polynémes P, Q € C[xy,...,x,] sont dits (algébri-
quement) équivalents s’il existe un automorphisme (algébrique) ® de C™ tel
que *(P) = Q.
On notera alors P ~ () et on précisera parfois que P et () sont équivalents
via ’automorphisme P.

De méme, les polynémes P et () sont dits analytiquement équivalents s’il
existe un automorphisme analytique ® de C" tel que ®*(P) = Q.

Comment prouver que deux polyndmes ne sont pas équivalents ?

Comme pour I'équivalence des hypersurfaces, fgrad est un invariant pour
I’équivalence des polynomes. Il faut noter que c¢’est méme un invariant pour
I’équivalence a automorphisme analytique prés.

Lemme 4.1.20. Soient P,Q € CI" deux polynomes tels que fgrad(P) #
terad(Q). Alors, les polynomes P et Q ne sont ni algébriquement équivalents
ni analytiquement équivalents.

On prouve ainsi que les polynomes z?y — 2% + 1 et 2%y — (1 — z)(2% — 1)
de I'exemple 4.1.13 ne sont pas analytiquement équivalents. Cependant, on
a vu lors de la remarque 4.1.15 que les hypersurfaces qu’ils définissent sont
analytiquement équivalentes.

D’une facon plus générale, on peut faire la remarque suivante.

Remarque 4.1.21. Si deux polynomes P et @ de Clzy,...,x,] sont équi-
valents, alors leurs fibres sont deux a deux isomorphes, c¢’est-a-dire que

V(P(x1,...,x,) —¢) =2 V(Q(x1,...,2,) — ¢) pour tout ¢ € C.
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Cette remarque signifie que 'équivalence de polynémes est en fait une
équivalence de fibrations : deux polynémes P,Q € CI™ sont équivalents si
et seulement si il existe un automorphisme ® de C™ tel que le diagramme
ci-dessous soit commutatif.

Cn

D Cn
C

Pour deux polynoémes, le fait d’étre équivalents est donc une condition
plus forte que le fait de définir des hypersurfaces équivalentes.

Exemple 4.1.22. Les hypersurfaces V(z% + 1) et V(2(2? + 1)) sont équi-
valentes alors que les polynéomes x? + 1 et 2(x® + 1) ne sont pas équivalents
comme polynémes de C[z].

La remarque 4.1.21 donne ainsi une condition nécessaire assez forte pour
que deux polyndémes puissent étre équivalents. C’est d’ailleurs cette condition
qui était toujours utilisée jusqu'a présent (souvent par le biais du lemme
4.1.20) lorsque I'on voulait prouver que deux polynémes donnés n’étaient pas
équivalents. Nous verrons plus tard un exemple explicite (’exemple 4.2.29)
pour lequel cette condition est prise en défaut. Pour le montrer, on utilise
fortement la proposition 3.1.2 qui donne la forme a priori des isomorphismes
entre deux hypersurfaces de Danielewski ; ¢’est-a-dire entre les fibres de deux
polynémes Py, ,, et P, n,-

En fait, on peut préciser la remarque 4.1.21, en disant que si deux poly-
nomes P et () sont équivalents, alors les familles d’hypersurfaces {V(P —c) |
¢ € C} et {V(Q —¢) | ¢ € C} sont isomorphes (au sens de la définition
4.1.26 ci-apres). Nous allons voir que la notion de familles isomorphes est
effectivement la bonne notion et qu’elle est équivalente a celle de polynémes
équivalents.

Comment prouver que deux polyndmes sont équivalents ?

Il est, en régle générale, difficile de prouver que deux polynémes don-
nés sont équivalents. Cela tient au fait qu’il est difficile de construire des
automorphismes des anneaux de polynéomes Clxy,. .., z,].

Cependant, on sait bien construire des isomorphismes entre deux hyper-
surfaces de Danielewski isomorphes. Supposons alors que l'on veuille mon-
trer que deux polynomes P, = Py, n, et P» = Pg,n, sont équivalents. On
commence par vérifier que leurs fibres sont isomorphes. Supposons donc que
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'on connaisse, pour chaque ¢ € C, un isomorphisme ¢, entre V(P; — ¢)
et V(P, — ¢). On aimerait « recoller » ensemble ces isomorphismes pour
construire un automorphisme de l’espace ambiant réalisant 1’équivalence
entre P; et Ps.

Nous avons décrit, avec L. Moser-Jauslin dans [42], comment le faire
quand les isomorphismes ¢, dépendent polynomialement de c; c’est-a-dire
quand les familles {V(Py —¢) | ¢ € C} et {V(P —¢) | ¢ € C} sont iso-
morphes.

Notre « méthode » consiste en les deux lemmes suivants.

Lemme 4.1.23. Soient P et Q deux polynémes de CI™. Si o est un en-
domorphisme de CI" tel que o(P —¢) € (Q — ¢) pour tout ¢ € C, alors

p(P) = Q.

Preuve.  Supposons que, pour tout ¢ € C, ¢(P — ¢) appartienne a 'idéal
engendré par @ — c. Alors, pour tout ¢ € C, il existe un polynéme R, € C"
tel que (P — ¢) = R.(Q — ¢). On a donc, pour tout ¢ € C,

R(Q—c¢)=p(P—c)=p(P)—c=RQ —c.

Il vient alors (R. — 1)(Q —¢) = (R — 1)Q et Q(R. — Ry) = ¢(R. —1). En
multipliant les deux membres de la deuxiéme égalité par () — ¢), on obtient
que (Q —c)Q(R. — Ry) = ¢(Ry — 1)Q et donc (Q — ¢)(R. — Ro) = ¢(Ry — 1)
pour tout ¢ € C. Ceci implique bien que Ry = 1 et donc ¢(P) = Q. O

Lemme 4.1.24. Soient P,Q € CI" deux polynomes et ® : C x C* — C"
un morphisme algébrique (resp. analytique). Considérons la famille (¢.) de
morphismes de C" définis par ¢.(z1,...,x,) = P(c; 21, ..., 7).

Supposons également que, pour chaque ¢ € C, ¢. induise un isomorphisme
. 1 V(P —c¢) = V(Q — ¢) entre les fibres de P et celles de Q). Alors, les

polynomes P et QQ sont algébriquement (resp. analytiquement) équivalents.

Preuve. Il suffit de considérer '’endomorphisme ¥ de C" défini par
U(zy,...,2n) = ®(P(x1,...,2,);21,...,2T,). En effet, pour chaque ¢ € C,
la restriction de ¥ a 'hypersurface V(P — ¢) est ¢, qui est bijective sur son
image V(Q — ¢). Comme C" = |J..c(V(P = ¢)) = Uec(V(Q — ¢)), cela
prouve que ¥ est inversible. Par ailleurs, le lemme précédent implique que
v (Q) = P.

Pour conclure, il faut encore s’assurer (méme si ceci est bien connu) que
U1 est polynomial si les automorphismes ¢, le sont, et analytique si les
automorphismes ¢, sont analytiques.
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Commencons par le cas analytique. ¥ : C" — C" est une fonction
holomorphe bijective. Son jacobien étant non nul au voisinage de chaque
point, ¥ admet, au voisinage de chaque point, un inverse holomorphe. (voir
par exemple les théorémes 2 et 4 pages 52-53 dans [6]). ¥~! est donc bien
une fonction analytique. Pour le cas algébrique, on commence par dire que,
comme précédemment, W1 est holomorphe. Ensuite, on peut appliquer, par
exemple, le théoréme (2.1) de [5] qui montre notamment que toute applica-
tion polynomiale de C" dans C" injective et de jacobien inversible est un
automorphisme polynomial de C". O

Quand il existe, pour deux polynémes P et (), un morphisme ¢ vérifiant
les hypothéses du lemme 4.1.24, on dira que les familles {V(P —¢) | c € C}
et {V(Q —c)|ce C} sont isomorphes en tant que familles d’hypersurfaces
de C™.

Notation 4.1.25.
1. Soit P € (C[t])l" = C[t][x1,...,2,] un polynéme a n variables et a
coefficients dans un anneau de polynémes C[t].
On note, pour tout ¢, € C, P, le polynome de CIM défini par

Py(xy...,2,) = P(tog,x1,...,T,), ot P est vu comme un polynéme
de Clt, 1, ..., %)

2. Soit ® € EndcyClt][x1, ..., z,] un endomorphisme polynomial.
On note, pour tout ¢ty € C, ®;, 'endomorphisme de C[xy, ..., z,] défini

par ¢, (P) = (®(P))s, pour tout polynome P € Clzy,...,x,].

Définition 4.1.26. Soient P, Q € (C[t])[" deux polynémes & n variables et
a coefficients dans un anneau de polynémes Clt].

On dit que les deux familles d’hypersurfaces de C", {V(P;) | t € C} et
{V(Qt) RAS C}, sont zsomorphes s’il existe un endomorphisme (polynomial)
® € Endcy(C[t])!™ tel que, pour tout ¢ € C, la restriction de (@), a V(P,)
induise un isomorphisme entre V(FP;) et V(Qy).

On peut naturellement associer, a tout polynome P € CI" la famille
{V(P—t)|te C} de ses fibres. Le lemme 4.1.24 implique alors le résultat
suivant.

Proposition 4.1.27. Deuz polynomes P,Q € CI™ sont équivalents si et
seulement si les familles {V(P —t) |t € C} et {V(Q —t) | t € C} sont

1somorphes en tant que familles d’hypersurfaces de C™.
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Un exemple symptomatique

En pratique, les deux méthodes que nous venons de décrire s’avérent
souvent insuffisantes quand on veut décider si deux polynomes donnés sont
équivalents ou non. Une bonne illustration de cela est donnée par I'exemple
du polynéme dit polynéome de Vénéreau. Dans [24], S. Vénéreau demande
si le polynome f de Clu,,y, z] défini par f = y + z[rz + y(yu + 2?)] est
une coordonnée, c’est-a-dire s’il est équivalent au polynéome x. Dans cette
optique, il montre le résultat suivant.

Proposition 4.1.28 (Vénéreau [24]). Pour toute constante ¢ € C, I’hy-
persurface de C* d’équation

y+zlzz +y(yu+ %)) =c
est isomorphe a C3.

Ainsi, si on pense que le polynéme f n’est pas une coordonnée, on ne
peut pas le prouver par la méthode habituelle. Par ailleurs, comme on ne
sait pas construire une famille d’isomorphismes ¢, : V(f —c¢) — C? qui aient
une dépendance algébrique en ¢, on ne sait toujours pas si le polynéme de
Vénéreau est ou non une coordonnée.

Remarque 4.1.29. Le cas des polynomes P, avec deg(Q(0,2)) = 1 est
plus simple. En effet, nous savons que toutes les fibres d’un tel polynome
sont isomorphes a C2. Dés lors, d’aprés un résultat de S. Kaliman [30], ces
polyndmes sont des coordonnées.

De plus, si P est un tel polyndéme, alors on peut méme construire facile-
ment un automorphisme de C? qui réalise 1'équivalence entre P et la va-
riable z. Dans un premier temps, il suffit de reprendre la preuve du théo-
réeme 4.2.21 pour montrer que P est équivalent & un polynéme de la forme
2"y = p(z) + zq(x) avec deg(p) = 1. Il suffit alors de considérer I’automor-
phisme (x,y, 2) — (z,y,a [z—b—zq(z)+2"y]), ot a et b sont les coefficients
de p. (c’est-a-dire que p(z) = az + b)

4.2 Classification des hypersurfaces de Danie-
lewski a équivalence prés
Dans cette section, nous voulons établir la classification, & équivalence

prés, des hypersurfaces de Danielewski. Comme nous ’avons vu, on peut
(re)-formuler cette question de deux fagons.
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1. Classifier les polynoémes Py, a équivalence prés.

2. Classifier les familles d’hypersurfaces {V(Pg, —t) | t € C} a isomor-
phisme de familles prés.

Chacune de ces formulations ayant ses avantages et ses inconvénients,
nous travaillerons en deux temps.

Tout d’abord, nous utiliserons la proposition 3.1.2 pour trouver des
conditions nécessaires, et suffisantes, pour que deux polynémes Fp, ,, et
Pg, n, soient équivalents. Parallélement, nous discuterons, sur des exemples
concrets, de la possibilité, pour un automorphisme d’une hypersurface de
Danielewski, de s’étendre en un automorphisme (éventuellement analytique)
de C3.

Dans un deuxiéme temps, nous développerons le second point de vue
en introduisant les notions de surface de Danielewski a coefficients dans un
anneau de polynémes et de leurs formes standards. Cela nous permettra de
construire des hypersurfaces de Danielewski équivalentes & une hypersurface
de Danielewski donnée et ainsi de trouver des formes normales, déterminées
algorithmiquement, pour les polynémes P ,,.

Enfin, dans la derniére partie de cette section, nous reprendrons 1’étude,
menée avec L. Moser-Jauslin dans [42], du cas particulier des hypersurfaces
d’équation z?y = 2% + xq(2) et illustrerons par des exemples explicites les
différents phénomeénes qui peuvent arriver.

4.2.1 Extension des isomorphismes entre hypersurfaces
de Danielewski et de leurs automorphismes
points de vue algébrique et analytique

Comme nous 'avons vu avec l’'exemple du polynéme de Vénéreau, prouver
que deux polynémes P et () donnés ne sont pas équivalents est souvent une
question treés difficile. La seule « méthode » connue s’appuie sur la remarque
4.1.21 et consiste a exhiber deux fibres non isomorphes V(P —c¢) 2 V(Q —¢)
pour une méme constante ¢ € C.

Heureusement, la situation n’est pas aussi compliquée pour les polynémes
Py, qui définissent les hypersurfaces de Danielewski : contrairement aux
fibres du polynéome de Vénéreau, qui sont toutes isomorphes a C? et ont
donc beaucoup d’automorphismes, les hypersurfaces de Danielewski ont peu
d’automorphismes. La connaissance précise de ces automorphismes va nous
fournir une méthode pour distinguer, dans ce cadre, des polynémes non équi-
valents.

Supposons que deux polynoémes P, = Fy, ,, et P, = Py, , soient équiva-
lents et donnons-nous un automorphisme ® de C? qui réalise cette équiva-
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lence. Alors, ® induit nécessairement un isomorphisme entre les hypersur-
faces V(P; — ¢) et V(P — ¢). Or, comme nous 'avons vu, cet isomorphisme
a une forme particuliére. (quand n > 2, il préserve par exemple l'idéal en-
gendré par x.) Ainsi, cela doit impliquer que 'automorphisme & lui-méme a
une forme particuliére. Il suffit alors de « tester » tous les automorphismes
de cette forme pour voir s’ils réalisent I’équivalence entre P; et P;. Clest
cette démarche que 1'on va suivre dans la suite. On développera également
la méme méthode pour déterminer si un automorphisme d’une hypersurface
de Danielewski peut s’étendre en un automorphisme de ’espace ambiant.

Théoréme de classification

Le premier résultat de cette section repose sur le proposition 3.1.2 et
donne la forme des automorphismes de C? qui réalisent I’équivalence entre
deux hypersurfaces de Danielewski.

Proposition 4.2.1. Soient Xq, ,, et Xq, n deux hypersurfaces de Danielewski
1somorphes avec n = 2. Supposons qu’elles soient équivalentes et que ® soit
un automorphisme de C? tel que ®*((Pg,n)) = (Pgyn)-

Alors, il existe des constantes a,o € C*, 3 € C et un polynome B € CI
tels que *(x) = ax et *(2) = az + 4+ 2B(z, Py, ).

Preuve. Comme Py, , est un polynome irréductible, il existe une constante
non nulle p € C* telle que ®*(Py, ») = uPg, ». Ainsi, pour toute constante
c € C, & induit un isomorphisme &, entre les hypersurfaces de Danielewski
V<PQ2,71 - :U“ilc) et V(PQLn - C)'

Or, comme n > 1, 'invariant de Makar-Limanov de ces hypersurfaces
est 'anneau Clz]. En particulier, I'image par ®* de l'idéal (x, Py, , — ¢) est
inclue dans l'idéal (z, Pg,, — u c) = (x,Q2(0,2) — p~te). Ainsi,

' (2) € [)(@.Qa(0.2) — ') = ().

ceC

® étant inversible, il vient que ®*(x) = ax pour une certaine constante non
nulle a € C*. Dés lors, les égalités suivantes sont vraies modulo x :

_MQQ(()? Z) = MPQ%H = (I)*(PQMM) = _Q1<O’ CI)*(Z)) mod (.l’) )

et impliquent que ®*(z) = az + [ mod (z) pour certaines constantes « et

B vérifiant Q1(0, az + () = uQ2(0, 2). (deg Q1(0, z) = deg Q2(0, z) d’aprés le
corollaire 3.2.5)
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On peut donc écrire ®*(2) = az+ 4+ xB(z,y, z), ou B est un polynéme
de Clz,y, 2].

Or, d’aprés la proposition 3.1.2 il existe, pour tout ¢ € C, une constante
a, € C* et un polynome 3, € Cl! tels que ®*(2) = a2z + B.(2).

Notons R. le polynéme de Clz,y, z] vérifiant

8 (2) = s+ A+ 2B(2,, ) = B}(2) + Reli, 4, 2) (Paun — ')
= a2 + Be(x) + Re(z,y, 2) (Poyn — ,u_lc).

Il vient donc que a. = «, que 5.(0) = 3 pour tout ¢ € C, et que les polyndmes
R.(x,y, z) sont divisibles par z.

Le lemme 4.2.2 ci-dessous nous permet alors de montrer que B(z,y, 2)
est un élément de Clz, Py, ,]; ce qui termine la preuve de la proposition. [

Lemme 4.2.2. Supposons que p,q € C"t soient deux polynomes tels qu’il
existe, pour toute constante ¢, des polynomes ., € CH et R, € ClY yéri-
fiant :

p(l‘,yl, s 7yn) = ﬁc(x) + Rc(xayla s >yn)(q(x7y1a s 7yn) - C)-

Alors, p € Clz, q(x,y1, ..., Yn)]-

Preuve. L’hypothése pour ¢ = 0 implique I'existence d’un polynéme Ry tel
que

p(mayb cee 7yn) = BO(ZU) + Rﬂ(mayb s 7yn)(q($ayl7 s 7yn))

Remarquons que les polynémes Ry et ¢ vérifient eux aussi les hypothéses du
lemme.

1) Si g ¢ Clz], on considére la fonction de degré d sur Clz, yy, . .., y,] dé-
finie, pour tout polynéme f € Clz,y1,...,ya], par d(f) = deg(f(yl, e Un)),
avec f(y1,...,Yn) = f(@,y1,...,yn) € Clx]ly1, - -+, Yn)-

On vérifie aisément que, comme d(q) > 1, d(Ry) < d(p). Dans ce cas, on
peut conclure le lemme en travaillant par induction sur ce degré.

2) Si g € CJz], on consideére la fonction d : Clx,y1,...,ys] = NU{—00}
définie par :

d(f) = min { deg(f — a) | a € Cl[z]}.

Comme ¢ € C[z], on vérifie que d(p) = d(Ryq) = deg(q) + d(Ry) ; ce qui
nous permet de finir la preuve du lemme par induction sur d(p).

Remarquons pour finir que I’hypothése « pour toute constante ¢ € C »
pouvait étre remplacée par « pour une infinité de constantes ¢ € C ». O
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On peut maintenant déduire, de la proposition précédente, des conditions
nécessaires et suffisantes pour que deux hypersurfaces Xg, ,, et Xg, », soient
équivalentes.

Théoréme 4.2.3. Deux hypersurfaces de Danielewski X ¢, n, €t XQyn, SONE
équivalentes si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. ny=ng9g=n,

2. Il existe des constantes a,a, i € C*, 3 € C et un polynome B € CP
tels que Q1(ax,az + f+ xB(x,Qa(x, 2))) = uQ2(x,z) mod (z™).

Remarque 4.2.4. Ce théoréme répond a la question (1) que 'on avait po-
sée en introduction de ce chapitre. Néanmoins, la condition 2. du théoréeme
semble, et c’est souvent le cas, difficile a vérifier en pratique. C’est pourquoi
nous chercherons, dans la section suivante, des formes normales — déterminées
algorithmiquement — pour les polynémes F ,,. Ces formes normales joueront
en quelque sorte, pour 1’équivalence des hypersurfaces, le role des formes
standards réduites pour I'isomorphisme des surfaces : deux formes normales
seront équivalentes si et seulement si elles le sont via un automorphisme
affine.

Preuve. (du théoréme 4.2.3) Supposons que les hypersurfaces Xg, ,, et
X, n, solent équivalentes. En particulier, elles sont isomorphes et donc,
d’aprés la proposition 3.2.1, ny = ny = n.

Si n = 1, on peut conclure par le théoréme 3.2.2. Supposons donc que
n = 2.

Comme les hypersurfaces de Danielewski sont des variétés irréductibles,
il existe un automorphisme ® de C? et une constante p € C* tels que
®*(Pg,n,) = #Pg,n,. La proposition 4.2.1 garantit alors lexistence de
constantes a,« € C*, 3 € C et d'un polynéme B € CP tels que ®*(z) = ax
et ®*(z) = az + B+ xB(z, Py, ). On peut alors vérifier facilement que la
condition 2. est satisfaite.

Réciproquement, supposons les deux conditions satisfaites. On vérifie que
Q1(ax,az + B+ 1Bz, —Pg, n(x, 2))) = pQa(x, z) mod (z").

Posons R(z,y, z) = 27" (Q1(az, az+ B+xB(x, — Py, n(, 2))) — 1Qs(z, 2))
et considérons alors 'endomorphisme de C? défini par

O(z,y,2) = (ax,a "py + R(x,y, 2),0z + B+ xB(x, —Pg, n(, 2))).

On a ®*(Py, ») = uPg,n- Dés lors, la proposition sera démontrée si on prouve
que P est inversible.
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Pour cela, il suffit de montrer que ®* est surjectif, c’est-a-dire que
Clz,y, 2] € ®*(Clz,y, 2]) = C[®"(z), 2" (y), P*(2)].

On voit déja facilement que et Py, , sont des éléments de I'image de ®* et
donc que Clz, Py, ] C ®*(Clz, y, 2]).

Puis, comme on peut écrire z = o ®*(2) — (8 + zB(x, —Pg, n(x, 2)))],
onaz € ®*(Clz, y, 2]).

Finalement, remarquons que le polynéome R est un élément de 'anneau
Clz, z, Pg,nlzy & Clz, 2, Pg, »] ; ¢’est-a-dire qu’il existe des polynémes f et
g tels que R(z,y,2) = f(x, 2, Po,n)xy + 9(x, 2, Po, n)-

On a ainsi y(a "u + xf(z, 2, Pg,n)) € ®*(Clx,y, 2]). En choisissant des
polynomes f et g tels que

(a_n:u + .fl?f(.fl?, Z, PQQ,ﬂ))f(:U7 Z, PQQ,TL) =1+ xng(x’ Z, PQQ,n) )

on peut écrire :

f(aj’ 2 PQz,n)(a_nlu + .iljf(.il?, Zs Psz))?J - (1 + xng(xa Z, PQz,n))y
=y+ (PQNZ - QQ("Ev Z))g(l’, 2 PQ2JL)'

Ceci prouve bien que y € ®*(Clz,y, z]) car Clz, 2, Py, »] C ®*(Clz,y, 2]). O
Cette preuve démontre également le résultat suivant.

Théoréme 4.2.5. Deux polynomes Py, n, et Py, n, définissant des hypersur-
faces de Danielewski sont équivalents si et seulement si les deux conditions
sutvantes sont vérifiées :

1. ni=ng=n;

2. Il existe des constantes a,« € C*, B € C et un polynome B € C? tels
que Q1 (ax,az + B+ xB(x,Q2(x, 2))) = Q2(z,2) mod (z").

On retrouve ainsi, en utilisant directement le théoréme de classification ci-
avant, la proposition 4.1.12. En fait, on obtient méme le résultat plus général
suivant.

Proposition 4.2.6. Soit X = X, une hypersurface de Danielewski sous
forme standard avec n > 2. Alors, 'hypersurface X = X(1-2)Q(z,2),n €5t 150-
morphe, mais non équivalente, a X.

Cela signifie qu’aucun isomorphisme entre X et X ne s’étend en un au-
tomorphisme de C3.
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Preuve. D’apreés le lemme 1.3.9, les hypersurfaces X et X sont bien iso-
morphes. Supposons qu’elles soient équivalentes.

D’aprés le théoréme précédent, il existerait alors des constantes a, a, u €
C*, f € C et un polynéme B € CP satisfaisant I’égalité suivante :

(1 —azr)Q(ax,az+ f+ xB(x,Q(x,2))) = pQ(z,z) mod (z").

En notant Q(z, z) = p(z) +zq(z, z), on obtient alors les égalités modulo (x?)
sulvantes :

uQ(x, z) = u(p(z) + 240, 2))

(1-— a:t)Q(ax, az+ [+ 2B(0,Q(0, z)))

= (1 - az)[p(az + 6+ 2B(0,p(2))) + 2¢(0, az + )]

= p(az + B) + z(B(0,p(2))p (az + B) + ¢(0,az + B) — ap(az + B)).

Il vient ainsi

B(0,p(2))p (az + ) + q(0, az + ) — ap(az + ) = pq(0, 2);

ce qui est impossible car, X étant par hypothése sous forme standard,

deg(q(0, 2)) < deg(p). O

On peut maintenant répondre a la question (7bis) du début de chapitre.
En effet, toute hypersurface de Danielewski étant isomorphe a une hypersur-
face sous forme standard (d’apreés le théoréme 1.3.13), la proposition ci-avant
montre que toute hypersurface de Danielewski Xq, avec n > 2 admet des
plongements non équivalents.

Corollaire 4.2.7. Toute hypersurface de Danielewski d’invariant de Makar-
Limanov non trivial admet des plongements non équivalents.

Remarque 4.2.8. Le cas des hypersurfaces de Danielewski d’invariant de
Makar-Limanov trivial est, dans un sens, plus compliqué : méme si deux
hypersurfaces de Danielewski Xq, ; et Xq, 1 isomorphes sont toujours équi-
valentes, cela ne signifie pas pour autant que tous les plongements, comme
hypersurfaces de C?, d'une hypersurface de Danielewski X ; sont équiva-
lents. D. Daigle [12] et G. Freudenburg et L. Moser-Jauslin [23], construisent
d’ailleurs, pour certains polynémes Qq(z, 2) = 2?—1 avec d > 2, des exemples
d’hypersurfaces de C? isomorphes, mais non équivalentes, a I’hypersurface de
Danielewski Xq, ;. Par ailleurs, G. Freudenburg et L. Moser-Jauslin posent
I'intéressante question suivante.

Question 4.2.9. Existe-il une hypersurface de C? isomorphe mais non équi-
valente a Uhypersurface V(xy — 2%) ?
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Extension des automorphismes

Nous avons calculé, dans le chapitre 3 de cette these, les groupes d’auto-
morphismes des hypersurfaces de Danielewski. Nous avons notamment mon-
tré que tous les automorphismes d’une hypersurface de Danielewski sous
forme standard sont les restrictions d’automorphismes de ’espace ambiant
C3. Nous allons maintenant montrer que cette propriété n’est pas vraie pour
une hypersurface de Danielewski quelconque.

Comme illustration, nous reprendrons I’exemple particuliérement parlant
donné dans [20]. Il s’agit d’une action du groupe multiplicatif C* sur une
hypersurface X d’équation z"y = (1 — z)p(z). L’idée est de partir de 'action
naturelle de C* sur I'hypersurface X d’équation z"y = p(z) définie par
U(a, (z,y,2)) = (ax,a "y, z) et d’exploiter le fait que, comme le montre
la proposition 4.1.12, les hypersurfaces X et X, sont isomorphes mais pas
équivalentes.

Exemple 4.2.10. Soient n > 2 un entier et p(z) € C[z] un polynéme. Notons
X = X(1—a)p(2),n V'hypersurface de Danielewski d’équation 2™y = (1 —2)p(z).
Alors, on définit une action du groupe C*, 6 : C* x X — X, sur X en posant

0(a, (2,y.2)) = (az,a™"(1 —az)[(1+ 2+ + 2"y + p(2)], 2).

Preuve. L’hypersurface X, C C? définie par 1'équation 2"y = p(z) est une
forme standard de X et admet naturellement une action de C* donnée par
v(a,(x,y,2)) = (ax,a ™y, z). De plus, en reprenant la notation 1.3.14, on
vérifie que les isomorphismes ¢° : X — X, et ¢, : X; — X sont donnés
respectivement par ¢*(x,y,2) = (v, (1 +x + -+ + 2" Yy + p(2),2) et par
¢s(x7 Y, Z) = (LE, (1 - I)y7 Z)'

Il suffit alors de vérifier que 6(a, (x,y, 2)) = (¢s0v(a,-) o ¢*)(x,y, z) pour
toute constante a € C* et tout point (x,y, z) € X. O

Nous voulons maintenant déterminer la forme des automorphismes de C?
qui peuvent induire un automorphisme de X. Dans un premier temps, la pro-
position 4.2.1 implique directement, pour toute hypersurface de Danielewski
X@n, le résultat suivant.

Proposition 4.2.11. Supposons que ® soit un automorphisme de C? laissant
invariante une hypersurface de Danielewski X, avec n > 2.

Alors, il existe des constantes a,o € C*, 3 € C et un polynome B € CI
tels que *(x) = ax et *(2) = az + 4+ xB(z, Py.).



87

Dans le cas particulier qui nous intéresse, nous avons, avec A. Dubouloz,
pu préciser ce résultat comme suit.

Lemme 4.2.12. Soit X C C3 une hypersurface de Danielewski d’équation
2"y = (1 —z)p(2) avec n > 2. Si ® est un automorphisme de C* laissant X
invariante, alors ®*(x) = x.

On observe donc, comme conséquence directe de ce lemme, que certains

automorphismes de X ne proviennent pas de la restriction d’automorphismes
de C3.

Corollaire 4.2.13. Pour tout a € C\{0, 1}, l'automorphisme 6, : X — X
défini par (z,y,z) — 0(a,(x,y,2)) ne s’étend pas en un automorphisme de
l’espace ambiant.

En particulier, (z,y,2) — (—z,(=1)"(1+2)[1+z+ -+ 2"y +p(2)], 2)
est une involution de X qui ne s’étend pas en un automorphisme de C3.

Preuve. (du lemme 4.2.12) Notons P = 2"y — (1 — z)p(z). D’aprés la propo-
sition précédente, il existe des constantes a,« € C*, § € C et un polynéme
B € Cl tels que ®*(z) = ax et ®*(2) = az + 3+ zB(z, P). Dés lors, on a,
pour une certaine constante non nulle p € C*,

uP = ®*(P) =a"2"®*(y) — (1 — ax)p(az + B+ zB(x, P)).

En regardant les termes de cette égalité de degré 0 en z, il vient alors que
up(z) = p(az + B). De méme, en regardant les termes de degré 1 en x, on
obtient 1’égalité suivante :

up(2) = ap(az + 3) — B(0, —p(2))p (az + B).

On a donc (a —1)up(z) = B(0, —p(2))p' (az + ), ce qui implique clairement,
pour des raisons de degré, que B(0,-) =0 et a = 1. O

Du point de vue analytique, cette situation est bien plus simple et ce type
d’exemples ne peut arriver pour les hypersurfaces de Danielewski.

Théoréme 4.2.14. Soit X une hypersurface de Danielewski. Notons X la
forme standard de X donnée par le théoreme 1.3.13 et ¢ : X; — X [iso-
morphisme entre X; et X (cf. notation 1.3.14). Alors, ¢s s’étend en un
automorphisme analytique de C3.

Les hypersurfaces X et X, sont donc analytiquement équivalentes.
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Remarque 4.2.15. Comme on 'avait remarqué page 75, les polyndémes qui
définissent les hypersurfaces X et X, n’ont cependant pas de raison d’étre
analytiquement équivalents.

Avant de démontrer ce résultat, énongons-en quelques conséquences im-
médiates.

Corollaire 4.2.16.

1. Si deux hypersurfaces de Danielewski sont isomorphes, alors elles sont
analytiquement équivalentes.

2. Tous les automorphismes d’une hypersurface de Danielewsk: peuvent
étre vus comme des restrictions d’automorphismes analytiques de C3.

3. Tout isomorphisme entre deux hypersurfaces de Danielewski s’étend en
un automorphisme analytique de C3.

Preuve.  Le premier point découle directement du théoréme précédent et
du corollaire 3.2.6. Le deuxiéme point s’obtient facilement en utilisant le
corollaire 3.3.3 et le théoréme 4.2.14. Quant au troisiéme point, c¢’est une
conséquence immeédiate des deux autres. O

Exemple 4.2.17 (suite de I’exemple 4.2.10 et du corollaire 4.2.13).
Bien qu’aucun des automorphismes 6,, a # 0, 1, ne s’étende en un automor-

phisme de C3, 'action § de C* sur X s’étend en une action analytique de C*
sur C3.

Preuve. (du théoréme 4.2.14) Notons X = X, et Xy = X, . D’aprés la
preuve du théoreme 1.3.13, I'isomorphisme ¢, : Xy — X est la restriction de
I'endomorphisme (polynomial) de C? défini par :

(,y,2) = (z,(1 + a7 (z,2))y + R(z,2),2) ,
ou m et R sont des polynémes vérifiant
Qz,2) = (1 +an(x, 2))Qs(z, 2) + 2" R(z, 2).

On peut alors facilement construire des fonctions holomorphes «,( :
C? — C telles que e*@?) = (1 + 7 (7, 2)) +2"8(x, 2) et ainsi voir ¢, comme
la restriction & X, de ®, "automorphisme analytique de C? défini par :

(z,y,2) = (z, (1 +a7(z,2))y + R(z, 2) + Bz, 2)(z"y — Qs(, 2)), 2)
= (=, ea<x’ Z)y + R(z,2) — B(z,2)Qs(x, 2), 2).
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Actions du groupe additif

Les phénoménes observés pour les actions de C* ne peuvent arriver avec
les actions de (C, +) sur les hypersurfaces de Danielewski.

En effet, comme nous I’avions déja remarqué, toutes les dérivations loca-
lement nilpotentes sur un anneau Sg ,, s’étendent naturellement en des déri-
vations sur C[z,y, z], et donc, toute action de (C,+) sur une hypersurface
de Danielewski provient de la restriction d’une action sur C3.

Plus précisément, elles sont de la forme suivante.

Proposition 4.2.18. Soit U : CxXg,, — X, une action de (C,+) sur une
hypersurface de Danielewski X¢ . Alors, il existe un polynome h(x) € Clzx]
tel que

U(t, (2,y,2)) = (2, y + 27"(Q(x, 2 + 2"th(z)) — Q(x, 2)), 2 + £"th(z)).

Preuve. On sait (lemme 2.1.8) que les actions de (C,+) sur Xg,, arrivent
comme les exponentielles des dérivations localement nilpotentes sur I’anneau
Som- Or, d’aprés le théoréme 2.3.6, ces dérivations sont de la forme D), =
h(x)Ag,, avec h(x) € Clx].

On a donc V(t,(x,y,2)) = (exp(tDy)(z),exp(tDy)(y), exp(tDy)(z)). 11
suffit alors de vérifier que exp(tDy,)(x) = x, exp(tDy,)(2) = z + ta™h(x) et

~ th(z))? - th(zx))? ~
exp(tDp)(y) =y + th(z)Q'(z) + %x"@”(z) + - —l—%x"(d_l)Q(d)(Z)
=y + 2" (Qz, 2 + 2"th(x)) — Q(z, 2))

ol Q est le polynome de C[z][z] de degré d défini par Q(z) = Q(z,2). O

Remarque 4.2.19. On trouvera dans [14] un joli exemple d’une action de
(C,+) sur une hypersurface de C° qui ne s’étend pas en une action, pas
méme analytique, de (C, +) sur C®.

4.2.2 Hypersurfaces de Danielewski & un parameétre

Dans le premier chapitre, nous avons vu (théoréme 1.3.13) comment, étant
donnée une hypersurface de Danielewski X = V(P), construire une hyper-
surface sous forme standard X; = V/(Ps) isomorphe a X.

On peut ainsi calculer, comme dans la proposition 1.3.17, une forme stan-
dard (X;). pour chaque fibre V(P — ¢) du polynéme P. En fait, on a méme
mieux : les familles {(X,). | ¢ € C} et {V(P —c¢) | c € C} sont isomorphes!
(au sens de la définition 4.1.26)
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On dira que la famille {(Xs)t |t € C} est une forme standard de I'hy-
persurface de Danielewski & un paramétre X (¢) d’équation P = t.

(On utilise la lettre ¢ dans la notation X (¢) pour insister sur le fait que ¢
est vu comme un parameétre ; alors que 'utilisation de la lettre ¢ signifie que
I'on travaille avec une constante c fixée.)

Définition 4.2.20. Soient n > 0 un entier et Q(t, z, z) € C[t, x, z] un poly-
nome tel que Q(t,0, z) soit, vu comme polyndéme de (C[t])[z], unitaire et de
degré au moins deux.

La famille {V(x”y —Q(t,x,2)) |t € C} est alors appelée hypersurface de
Danielewski a un paramétre ou encore hypersurface de Danielewski a coeffi-
cients dans Clt].

On la note X ,(t) ou plus simplement X () quand il n’y a pas d’ambiguiteé.
Deux hypersurfaces de Danielewski & un paramétre X (t) et X»(¢) sont dites
isomorphes si elles le sont en tant que familles d’hypersurfaces de C3.

On définit naturellement, comme pour les hypersurfaces de Danielewski,
une notion de forme standard pour les hypersurfaces de Danielewski & un pa-
ramétre, en disant qu’une hypersurface de Danielewski X (¢) est sous forme
standard si la famille {V(F,) | t € C} qui la définit est une famille d’hyper-
surfaces de Danielewski sous forme standard. C’est-a-dire si, pour tout t € C,
le polynome P, € Clt, z,y, z] est de la forme P, = z™y — p(t, 2) — xzq(t, z, 2)
avec deg,(q(t, x, 2)) < deg,(p(t, 2)).

Le théoréme 1.3.13 reste vrai dans ce cadre et on montre, avec la méme
preuve, le résultat suivant :

Théoréme 4.2.21. Soit X(t) = Xq,(t) une hypersurface de Danielewski a
un paramétre. Notons Q(t,z,z) = p(t, z) + zq(t, x, 2).

On peut alors déterminer, par un procédé algorithmique, une forme stan-
dard X,(t) de X, c’est-a-dire un polynome qs(t,x,z) € Clt, xz,z] vérifiant
deg,(qs) < deg,(p) et tel que les familles d’hypersurfaces de C*, X(t) =
{V(@a"y —Q(t,z,2)) |t € C} et X,(t) = {V(a"y —p(t, 2) — 2qs(t, x,2)) | t €

C } , sotent isomorphes.

Preuve. 1l suffit de reprendre ici la preuve du théoréme 1.3.13.

En effet, comme p(t, 2) est, vu comme polynéme de (CJt])[z], unitaire, on peut
effectuer la division euclidienne de n’importe quel polynome f € (C[t])[z]
par p. Dés lors, il existe bien des polynomes ¢4(t,x,z), m = w(t,x,z) et
R, = R(t,x, z) tels que deg,(qs(t, z,2)) < deg,(p(t, 2)) et

p(t,2) + xq(t,z, 2) = (1 + an(t,z, 2))(p(t, 2) + xqs(t, x, 2)) + 2" R(t, x, 2).
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Il suffit alors de choisir des polynémes f; = f(t,x,z2) et g = g(t,x, z) tels
que
(I+ar(t,z,2))f(t,z,z) + 2"g(t,x,2) =1,

et de considérer les familles d’endomorphismes de C3, (®,); et (%), définis
respectivement par (®,)(x,y, 2) = (z, (1 + xm)y + Ry, 2) et

((I)S>t(x7y>z) = (x>fty + gt(p(taz) + xQS(tvxvz)) - fth;Z)-

On vérifie finalement que

((@s)e)"(2"y — p(t, 2) — 2q(t, x,2)) = (1 + am)(2"y — p(¢, 2) — wgs(t, z, 2))
(D))" (x"y — p(t, 2) — xqs(t, z,2)) = fi(z"y — p(t, 2) — xq(t, x, 2))

et que () o (P°)y(2,y,2) = (z,y — (a"y — p(t, 2) — 2q5(t,7,2))gs, 2) et
(®%); 0 (Py)(x,y,2) = (z,y — (2™y — p(t, 2) — xq(t, z, 2))g, 2). O

D’apres la proposition 4.1.27, établir la classification des polynoémes P,
a équivalence preés revient a classifier les hypersurfaces de Danielewski & co-
efficients dans C[t] correspondant aux fibres des polynomes P, ; et donc a
classifier leurs formes standards. Le résultat suivant montre que cette classi-
fication permet en fait de connaitre les classes d’isomorphie d’une famille, a
priori plus grande, d’hypersurfaces de Danielewski a un parameétre.

Théoréme 4.2.22. Soit X(t) = Xgn,(t) une hypersurface de Danielewski
a coefficients dans un anneau de polynome C[t] définie par une équation
de la forme 2"y = Q(t,x,z) = p(z) —t + zq(t,x,z) avec p(z) € Clz] et
q(t,z, z) € Clt,x, z].

Alors, on peut construire, par un procédé algorithmique, un polyndome
G(,z) € Clx, 2] tel que la famille X (t) = Xp(2)—t1ai(e.)n(t) s0it isomorphe
a X(t).

Preuve. On va raisonner par induction en montrant que, pour tout entier
1 < i < n, il existe des polynémes ¢;(z, z) € Clz, 2] et m(t,x, 2) € Clt, x, 2]
tels que

p(2) —t+aq(t,z,z) = (1 +am(t,z, 2)(p(z) — t + x¢;(z,2)) mod (7).

Leur existence est évidente pour ¢ = 1. Supposons donc que les polynomes
q; et m; soient construits pour un certain ¢. Notons r; le polynéme vérifiant

Q(t,:c,z) = <1 + SCTQ'(t,SL',Z))(p(Z) —t+ in(x, Z)) + SUiTi(t,Z) mod (ZCiJrl)_
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On peut écrire r;(t, z) = r;(t — p(2) + p(2), 2) = 1:(p(2), 2) + (p(2) — )7 (¢, 2)
pour un certain polynome 7;(¢, z). L’égalité suivante est alors vraie modulo
(2i+1)

Qlt,x,z) = (1 +am(t,z, 2) + 2'7(t, 2)) (p(2) — t + zgi(z, 2) + 2'ri(p(2), 2)).

On a ainsi obtenu ’égalité voulue ; ce qui nous permet de conclure, comme
dans la preuve du théoréme précédent, que X (t) est isomorphe a la famille

Xp(2)—ttaqn(z,2)n(t) d’équation 2™y = p(2) —t + xq,(z, 2). O

Remarquons que, quand n = 2, I'application des algorithmes décrits dans
les preuves des théoréemes 4.2.21 et 4.2.22 est immédiate. On arrive ainsi au
résultat suivant.

Proposition 4.2.23. Soit X (t) une hypersurface a coefficients dans Clt]
définie par une équation de la forme x?y = p(z) — t + xq(t, 2).

Si on pose d = deg(p) et que l'on note q; les polynomes vérifiant
q(t,x,z) = Zfl Olz’ql(t,p(z)), alors les trois familles swivantes sont iso-
morphes :

1 X() = {V (22— p(z) + t = 2 5 it p(=) [ £ € C}
2 X,(1) = {V(a%y —p(2) + 1~ T Fai(t.1)) [ 1€ C

5. X(0) = {V(a?y— p(2) +t - 2 X5 #ai(p(2), p(2))) | L € C}.

Preuve. Pour démontrer cette proposition, il suffit de calculer, comme dans
la preuve du théoréme 4.2.21, une forme standard pour les familles X (¢) et
X (t). On vérifie que ces formes standards sont bien, dans les deux cas, la
famille X(¢) de I’énoncé. O

Le corollaire suivant illustre bien l'intérét de travailler avec des familles
d’hypersurfaces quand on veut prouver que deux polynémes sont équiva-
lents. Il va nous conduire aux formes normales pour les polynomes Fp,,.
Celles-ci sont inspirées des formes standards réduites des hypersurfaces de
Danielewski.

Corollaire 4.2.24. Tout polynéome Pgo = x*y — Q(x,2) définissant une
hypersurface de Danielewski Xq o est équivalent a un polynome de la forme

deg(p)— 2
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Preuve.  Soit Ppo un tel polyndome. On peut supposer, d’aprés le lemme
1.3.8, que deg, Q(x, z) < 2. Notons alors p(z) = Q(0, 2), d = deg(p) = 2 et

d—1
Qr,2) =p(z) +x Z 2'q;(p(2)) pour certains polynoémes ¢; € CMY.
i=0

Alors, d’aprés la proposition précédente, les familles d’hypersurfaces
{V(PQ2 +1)|te C} et {V(mQy —p(z) +t— a3y Zg(t)) | t € C} sont

isomorphes. Or, cette derniére est clairement isomorphe a une famille de la
d—2

forme {V(ny —p(2)+t—z > Zq(t) |t e C}. 1l suffit en effet de consi-
dérer, comme dans la preuve de la proposition 1.3.20, un automorphisme de
la forme (z,y, z) — (z,y, 2 — xagqqe_1(t)), pour une certaine constante « € C.
On conclut finalement — aprés avoir utilisé une nouvelle fois la proposition
4.2.23 —, grace a la proposition 4.1.27. U

En appliquant le théoréme de classification 4.2.3 aux polynémes considé-
rés ci-dessus, on constate que, si deux tels polynémes sont équivalents, ils le
sont via un automorphisme affine.

Proposition 4.2.25. Soient Q1 et Q2 deux polynomes de Clx, z| de la forme

deg(pi)—2
Qi(z,z) =pi(z) +x Z 27q; i (pi(2)) pour i =1,2.
=0

Alors, les polynomes Pg, 2 et Py, 2 sont équivalents si et seulement si ils le
sont via un automorphisme affine de Clz,y, z].

Preuve.  Supposons que deux polyndmes FPp, o et Fp,o définis comme
ci-dessus soient équivalents. D’aprés le théoréme 4.2.5, il existe alors des
constantes a,a, € C*, € C et un polynéme B € C? tels que

Qi(ax,az + B+ 2B(z,Qs(z,2))) = Qa(x,2) mod (2?).

Il vient ainsi que py(az + ) = pa2(2), que deg(p;) = deg(p2) = d > 2 et que

S S0, (pa(2) = BO.pa(2) - phlez +0) +a 3 (02 + B oy (o= + )

= B(0,p2(2)) - (a7 'p(2)) +a Y (az+ ) qu(pa(2)).

J=0
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Le lemme 1.3.18 permet alors de conclure que B(0,-) = 0 et donc que
Qi(ax,az + B+ 2B(z,Qs(z,2))) = Qi(ax,az + 3) mod (2?).

Finalement, on a montré que Qi(ax,az + 3) = @z, z). Les polynomes
Py, 2 et Pg, o sont donc équivalents via 'automorphisme de C? défini par
(2,9, 2) = (az, 0%y, oz + 3).

Il

2

4.2.3 Le cas particulier des polynémes 2%y — 22 — 2q(2)

Dans cette partie, nous allons appliquer différents résultats obtenus précé-
demment et donner les classifications, a isomorphisme, et & équivalence prés,
des hypersurfaces de Danielewski d’équation z%y — 2% — xq(2) + ¢ = 0. Cette
description a fait 'objet d’un article écrit en collaboration avec L. Moser-
Jauslin [42| qui a paru aux Annales de I'institut Fourier.

Classes d’isomorphie

Commencgons par la classification & isomorphisme prés en donnant des
représentants pour chaque classe d’isomorphie. D’aprés la proposition 1.3.20,
on peut les choisir sous forme standard réduite, c’est-a-dire, dans le cas pré-
sent, choisir des hypersurfaces d’équation 2%y = 2% + ax + b. Par ailleurs,
la proposition 3.2.8 montre clairement qu’il n’y a, & isomorphisme preés, que
quatre possibilités. On obtient ainsi le résultat suivant.

Proposition 4.2.26. Soit X C C? I’hypersurface de Danielewski définie par
Uéquation 2%y = 2° + 2q(2) — ¢ avec q(z) € Clz] et ¢ € C. Notons \/c une
solution de léquation z* = c. Alors, X est isomorphe & l'une des quatre

hypersurfaces (non isomorphes) suivantes :

o XV(aPy—2—a+1)  sic#£0etq(Ve)+a(—Ve)#0;
o X>V(z?y—22+1) sic#0 et q(ve) +q(=Ve) =0
o X ~V(z*y—2*—1) sic=0 etq0)#0;
o X ~V(z%y— 2% sic=0 et q(0)=0.

Avant de démontrer cette proposition, décrivons rapidement ces surfaces.
Les deux premiéres ont une structure de surface de Danielewski mais pas les
deux autres. La troisiéme est une surface lisse qui contient une droite double
(la droite {(0,y,0)}) alors que la derniére a une droite de singularités.
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Preuve. Soit X C C? une hypersurface d’équation 2%y = 2% + zq(z) — ¢ ou
q(z) € C[z] et ¢ € C. Calculons-en une forme standard réduite. Pour cela,
notons

q(z) +q(=2)

5 et q(2) = qo(2?) + zq1 (2?).

QO(ZQ) =

D’aprés la proposition 1.3.17, I'hypersurface de Danielewski X, définie par
X, =V(2?y — 2% — 2(qo(c) + 2q1(c)) + ¢) est une forme standard de X.
Puis, remarquons que 'automorphisme triangulaire

(Q1(C))2 Q1 (C)>

x,Y,2) — (z, ,Z— X

(.y,2) = (2,9 + = ;

induit un isomorphisme entre X; et ’hypersurface V(a:Zy — zqo(c) + c).
Finalement, comme gy(c) = 0 si et seulement si ¢(1/c) + ( Ve) =0, on

peut terminer cette preuve grace a la proposition 3.2.8. 0]

Classes d’équivalence

Nous voulons maintenant déterminer quand deux polynémes z%y — 22 —
2q1(2) et 2%y — 22 — 2qo(2) sont équivalents. Dans un premier temps, on peut
obtenir une condition nécessaire grace a la proposition précédente et a la
remarque 4.1.21 : si les polynomes x%y — 2% — xq(z) et 2%y — 22 — xqo(2) sont
équivalents, alors

Ve e C, (¢1(c) + 1(—c) = 0) <= (q2(c) + q2(—c) = 0).

Cette condition est notamment vérifiée quand le polynéme (g2 — ¢;) n’a
que des mondmes de degré impair. En fait, comme le montre le théoréme
4.2.5, elle est méme suffisante dans ce cas.

Proposition 4.2.27.

1. Soient q1(2) et qa(z) deuz polynémes tels que (g2 — q1)(z) € 2C[2?].
Alors, les polynéomes xy — 22 — xqi(2) et 22y — 2% — xqo(2) sont équi-

valents.

2. Soit q(z) un polynéme de C[z]. Notons r(z?) = M € Clz% le po-
lynome constitué des mondmes de q de degré pair. Alors les polynomes
22y — 22 — xq(2) et 2%y — 2% — xr(2?) sont équivalents.

Preuve. Pour démontrer cette proposition, il suffit de prouver le point 1. (le
point 2. n’en étant qu’'un cas particulier.)
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Soient donc ¢; et ¢go deux polyndémes satisfaisant la condition de I’énoncé.
Posons 2G(z°) = @(2) — qi(2), Qi(z,2) = 2° — 2q1(2) et Qa(z,2) = 2% +
2g3(2) = 2 + a(qr(2) + 2(2)).

On vérifie alors aisément que

X .
Qg(x, z— §q(Q1(:c,z))) = Qi(z,2) mod (2?).
Ceci implique, d’apres le théoréme 4.2.5, que les polynomes z2y — 2% — xqy(2)
et 2%y — 2% — xqy(2) sont équivalents. O

Finalement, il ne nous reste plus qu’a appliquer la proposition 4.2.25 pour
obtenir le théoréme de classification voulu.

Théoréme 4.2.28. Deuz polynomes z’y — 22 — xqi(2) et 2%y — 2% — xqe(2)

sont équivalents' si et seulement si il existe une constante non nulle a € C*
telle que (q1(2) + q1(=2)) = alqz(2) + @2(—2)).

Pour conclure cette section, donnons 1’exemple de polyndémes non équi-
valents mais dont les fibres sont isomorphes. Leur non-équivalence ne peut
donc s’expliquer par la méthode habituelle reposant sur la remarque 4.1.21.

Exemple 4.2.29. Les polynémes Py de Clz,y, z] définis, pour tout k € N,
par P, = 2%y — 22 — 2(1 — 22)* vérifient les propriétés suivantes :
1. Pour tout ¢ € C et tout k € N+, I’hypersurface V(P/y€ — c) C C3 est
une variété irréductible lisse ;
2. Pour tout ¢ € C et tout k, k' € N+, les hypersurfaces V(Pk — c) et
V(Pk/ — c) sont isomorphes ;

3. Si k # K, alors les polynomes Py et Py ne sont pas équivalents.

4.2.4 Formes normales

Concluons ce chapitre en donnant des formes normales pour 1’équivalence
des polynomes Fp .

Nous en avions déja trouvées, par le biais du corollaire 4.2.24 et de la
proposition 4.2.25, pour les polynomes Py 2. Plus généralement, on montre
le résultat suivant.

!sous-entendu comme polynémes de Clz,y, 2]
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Théoréme 4.2.30. Tout polyndéme définissant une hypersurface de Danie-
lewski est équivalent a un unique, a automorphisme affine prés, polynome de
la forme

deg(p)—
"y — p(z —sz ¢i(x,p(z avec deg, ¢;(x,p(z)) <n —2.

Preuve. On va travailler en deux étapes.
Dans un premier temps, supposons que deux tels polynomes soient équi-
valents. Notons les, pour 7 = 1,2,

deg(p;)—2
Py ="y —Q;(x,2) = a"iy — p;(z —wE:Z%zmm

Alors, d’aprés le théoréme 4.2.5, ny = ny = n et il existe des constantes
a,a € C*, f € C et un polynome B € C? tels que

Q1 (az, az + B+ xB(z,Q2(x, 2))) = Qa(x,2) mod (2"). (%)

Cette égalité implique en particulier que py(az + 3) = p2(z) et donc que
deg(p1) = deg(p2) = d > 2.

Nous allons montrer que P, et P, sont équivalents via un automorphisme
affine en montrant que B(x,:) =0 mod (z"!). En effet, I'équation (*) im-
pliquera alors que Q1(ax,az + ) = Q2(x, z) et donc que 'automorphisme
(x,y, 2) — (ax,a "y, az + ) réalise I'équivalence entre P; et P,.

Pour cela, supposons que B(z,t) = by(t)z¥ mod (zF*1) pour un entier
k < mn —1 et un polynéme by (t) € C[t]\{0}.

L’égalité () ci-dessus implique les égalités modulo (x¥+2) suivantes :

d—2

Qa(w,2) = pa(2) + 2 2'q24(, pa(2))

=0

= Q1 (az, az + B+ 2B(x,Qs(z, 2)))

d—2

= pi(az + B4 2" bp(p2(2))) + az Z(az + B8)'qri(az, pr(az + B))
=0

= pi(az + B) + 2" o (p2(2)) (m1) (a2 + B)

+ ax Z(az + B8)'qri(az, p2(2))

-2

= po(2) +xk+lbk(p2(2’))04 ( 2)'(2) + (WZ az +ﬁ) q1i(ax, pa(2)).

i=
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On obtient ainsi la nouvelle égalité modulo (z*2) suivante :

Yy (2aza(e, pa(2) — alaz + B)'qui(az, pa(2)))
ok

Offl(p2)/(2)bk(]72(2)) =

Ceci est en contradiction avec le lemme 1.3.18 et prouve donc que les poly-
nomes P; et P5 sont équivalents via un automorphisme affine.

Nous pouvons maintenant passer a la deuxiéme étape de cette preuve.
Considérons un polynome P, définissant une hypersurface de Danielewski
et montrons qu’il est équivalent & un polynéme de la forme de I’énoncé.

On peut clairement supposer que deg, Q(x,-) < n. Notons alors p et ¢;
les polynomes vérifiant

n—1 deg(p)—1

Qla,2) = p(z) + Yo" D Zaalp(2),

et fixons un entier ky € [1,n — 1]. Le théoréme sera démontré si on prouve
qu’il existe des polynémes ¢, vérifiant les trois propriétés suivantes.

Gaeg(p)~1,ko = 0, Gik = Qi Si k < ko
et
n—1 deg(p)—1
Pon ~a"y —p(z) — z* Z 2'qik(p(2))-
k=1 i=0

Notons p(z) = A\gz? + -+ + Ao avec \q € C*. Les égalités suivantes sont
vraies modulo (z*o*1) :

Q(z,z — ™ (dXa) " qa-14 (p(2))) =

=p(z — 2" (d\g) " ga_ 14 (p(2))) + :1 z” dg: 2k (p(2))
=p(z) — 2"p' (2)(dAa) " qa—rp, ((2)) + :_01 " dg: 24 (p(2))
(o) + z o Sgn(p(2)) + 2 i (p(2))

=p(z) + : at d:: 2'Gi(p(2)) mod (z*1),

pour certains polynomes g;; vérifiant gg_14, = 0 et ¢ix = gix si k < ko.
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Ces derniéres égalités impliquent que

ko d—1
Q@ <$, z — g (d)\d)—lqd_Lko )+ o £ (z))))
k=1 =0
ko d—1
+ Z J}k Z Zidi,k(p(z)) mod (ZEkO'H)_
k=1 i—0

On peut alors construire les autres polynémes ¢; ;, en travaillant par in-
duction sur k > kg. Si les polynémes ¢; , sont construits pour tout k£ < K,
on définit les polyndmes ¢; x4+1 comme étant ceux vérifiant

Q(x, 2 — 2" (dNa) " a1 (p(2) + Z zF Y 2 ~Zk(p(z))))
K d—1 d—1
=p(2) + Y _ 2" ZGn(p(2)) + Y 2Gi ke (p(z)) mod (2F).
k=1 =0 =0

On en conclut donc, d’aprés le théoreme 4.2.5, que Py, est équivalent au

polynome z"y — p(z) — 4, @ Edeg(p) Y2k (p(2)).
Ceci termine la preuve du théoréme. ([l

Nous pouvons finalement donner les formes normales pour les polyndémes
PQ’n'

Théoréme 4.2.31.

1. Tout polynome Pg,, est équivalent a un polynoéme Py, p 14,1) de la forme

deg(p)
Popiay = 2"y=p(z)—z Y p(2)qi(z,p(2)) , avec deg,(g;) < n—1.

1=2

2. Deux polynomes Py py (q1.:1) €6 Plnypo{g2.}) SONL Equivalents si et seule-
ment si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) ni = ny et deg(py) = deg(pz) = d;

(b) Il existe des constantes ov,a € C* et € C telles que
pi(az+8) = pa(z) et aa™'qyi(ax, ) = qai(x,-) pour tout i € [2,d].

Preuve.  Le point 1. découle directement du théoréme précédent. Par
ailleurs, toujours d’apres ce théoréme, si deux polynoémes P, p, {q,.}) €b
Ploy ps. g2 sONt équivalents, ils le sont via un automorphisme affine de
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la forme (z,y,2) — (ax,a "y,az + (). On en déduit immédiatement que
ny = ny = n, que pi(az + B) = pa(2), que deg(py) = deg(p1) = d et que

d d
2 ()@@, pa(2) = ax Y pi (a2 + B)qri(az, pr(az + B))

i=2 =2

= ax Z &_i(pl (OéZ + ﬂ))(i)qui(ax,pg(z))

d
=azx Z oz_i(pg(Z))(i)Q1,i(a$,p2(2>>-

Le lemme 1.3.18 nous permet finalement de conclure, pour tout i € [2,d|,
que aa~'q(ax, ) = g2i(x,-). O



Chapitre 5

Plongements des cylindres des
hypersurfaces de Danielewski

L’étude des espaces affines A, = C™ constitue une part importante des
recherches en géométrie algébrique affine et regroupe différentes questions
— qualifiées de « challenging problems » par H. Kraft [32] — comme par
exemple ’étude de leurs groupes d’automorphismes (quels générateurs pour
ces groupes 7), la caractérisation (algébrique) de ces espaces parmi les varié-
tés affines, les problémes de plongement (conjecture d’Abhyankar-Sathaye)
ou encore la conjecture de simplification de Zariski.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux questions relatives aux cy-
lindres des hypersurfaces de C™ et montrons notamment pourquoi certaines
hypersurfaces de Danielewski constituent des contre-exemples au probleme
de ’équivalence stable.

5.1 Conjectures de simplification et des coor-
données stable

5.1.1 Conjecture de simplification de Zariski

La conjecture qui porte le nom de conjecture de simplification de Zariski
concerne les variétés dont les cylindres sont des espaces affines C". (Rap-
pelons que si X est une variété algébrique complexe, on appelle cylindre de
base X, la variété X x C, produit des variétés X et C.)

Conjecture (de simplification de Zariski). Soient n > 1 un entier natu-

rel et X une variété algébrique complexe. Si le cylindre X x C est isomorphe
a C™1 alors X est isomorphe a C".

101
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Supposons que le cylindre d'une variété algébrique X soit isomorphe a
C™! pour un certain n. Il est alors facile de voir qu'une telle variété doit
satisfaire plusieurs propriétés. Donnons-en quatre.

Tout d’abord, X doit étre affine et lisse. Ensuite, I'isomorphisme C"*! ~
X x C permet de construire, via la projection X x C — X, un morphisme
dominant ¢ : C"! — X

La quatriéme propriété que nous devons mentionner est que X doit étre
factorielle. (Pour le voir, on peut construire la dérivation localement nilpo-
tente 2 sur l'algebre C[X x C] = C[X][t] des fonctions régulieres sur X x C,
et utiliser le fait que (voir par exemple [51]) le noyau d’une dérivation loca-
lement nilpotente sur une C-algebre factorielle est factoriel.)

Il se trouve que, si n = 1 ou n = 2, ces quatre propriétés suffisent pour
montrer que X est isomorphe & C™. (Le cas n = 1 est facile alors que le cas
n = 2 est la conséquence d’un théoréme de caractérisation du plan affine di
a M. Miyanishi et T. Sugie [41].)

Théoréme 5.1.1 (Abhyankar, Eakin et Heinzer [1], Fujita [25]).

La conjecture de simplification de Zariski est vraie pour n =1 et n = 2.
Plus précisément, si X est une variété algébrique telle que X x C*F ~ CFn

pour certains entiers k,n € N, alors, X ~C sin=1et X ~C? sin = 2.

Remarque 5.1.2. Nous avions rappelé (cf. proposition 2.2.5) que la cubique
de Russell est une variété X de dimension 3, non isomorphe ¢ C?, affine,
lisse et factorielle et qu’elle admet un morphisme dominant C* — X. Ainsi,
les quatre propriétés que nous avons données ne suffisent pas a caractériser
I'espace affine C3.

La conjecture de simplification de Zariski est d’ailleurs toujours ouverte
pour n > 3.

Une autre formulation de la conjecture de simplification

Une fagon classique de présenter la conjecture de simplification est de
I’énoncer comme une question portant sur les noyaux des dérivations locale-
ment nilpotentes de C[zy, ..., x,41] ayant des slices.

En effet, considérons une dérivation D localement nilpotente sur une al-
gébre de polynémes A = CI"*1. Nous savons (cf. proposition 2.1.11) que si
D a un slice s, alors A peut étre vue comme un anneau de polyndémes sur le
noyau de D et que, plus précisément, A = AP[s]. Géométriquement, cela si-
gnifie que le cylindre ayant pour base la variété X = Spec(AP) est isomorphe
a C"1 = Spec(A) ; soit X x C ~ C"+L.
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Ainsi, si la conjecture de simplification est vraie, alors le noyau d’une telle
dérivation D doit étre isomorphe & un anneau CI et le slice s doit étre une
coordonnée (voir la définition ci-dessous) de 'algébre A = CI+1,

Définition 5.1.3. Un polynéme f € Clxy,...,z,] est une coordonnée s’il
satisfait I'une des propriétés équivalentes suivantes :
i) f est équivalent a la variable z ;

i1) Il existe un automorphisme polynomial ® de Clzy,...,x,] tel que
O(f) = 1;
iti) 11 existe des polynémes yi,...,y,—1 de Clxy,...,z,| tels que

Clzy,. . 2. = Clf 1y Yno1)-

Finalement, il est bien connu que la conjecture de simplification peut étre
énoncée comme suit, :

Proposition 5.1.4. Les deux questions suivantes sont équivalentes a la
congecture de simplification de Zariski :
i) Les noyauz des dérivations localement nilpotentes sur une algébre de

polynomes Clxy, ..., Tni1] admettant un slice sont-ils tous isomorphes
a Cl ¢

i1) Tout slice d’une dérivation localement nilpotente de ’algébre de poly-
nomes Clxy, ..., xn11] est-il une coordonnée ¢

Preuve. Nous venons d’expliquer pourquoi, si la conjecture de simplification
est vraie, la question i) a une réponse positive. Réciproquement, supposons
que la réponse a la question i) soit positive et considérons une variété X telle
que X x C ~ C"! pour un certain n > 1.

Notons A I'anneau des fonctions réguliéres sur X. A satisfait clairement
la propriété suivante : A[t] ~ Cl*+1 ' ¢ désignant une variable, ¢’est-a-dire un
élément transcendent sur A. La dérivation D := % est alors une dérivation
localement nilpotente sur A[t] dont ¢ est un slice. Dés lors, par hypothése,
(A[t])P ~ CI". Ainsi, comme par construction (A[t])P? = A, on obtient que
A~ Cl: clest-a-dire X ~ C™.

Montrons maintenant que les questions i) et i) sont équivalentes. Soit
D une dérivation localement nilpotente sur une algébre de polynéomes A =
C[z1,...,%ny1] ayant un slice s. Nous savons, d’apreés la proposition 2.1.11,

que A = AP[s]. Tl est alors clair que si s est une coordonnée, on a bien

AP ~ AP[s]/(s) = Cla1, ..., 7p1]/(s) = ClL

Par ailleurs, si (Clxy,...,2,41])” ~ CI", alors il existe des polynémes
Y1y Un € Clz1,...,2041] tels que AP = Clyi,...,y,]. Nous obtenons
ainsi I'égalité Clxy, ..., 2,41] = AP[s] = Cly1,...,Yn, s]; ce qui signifie pré-

cisément que s est une coordonnée. 0
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Remarque 5.1.5. Le théoréme de R. Rentschler [44] sur les dérivations loca-
lement nilpotentes du plan affine (voir la remarque 2.3.4) implique facilement
que ces deux questions ont des réponses positives pour n = 1. Il constitue
donc une preuve de la véracité de la conjecture de simplification dans ce cas.

5.1.2 Coordonnées stables

On ne sait pas si tous les slices des dérivations localement nilpotentes
sur l'algebre Cl avec n > 3 sont des coordonnées. Néanmoins, L. Makar-
Limanov, P. van Rossum, V. Shpilrain et J.-T. Yu ont montré dans [38] que
ce sont des coordonnées si on les considére comme des polynoémes a n + 1
variables. On dit alors que ce sont des coordonnées stables.

Définition 5.1.6. Un polynome f € Clxy, ..., x,] est une coordonnée stable
s’il existe un entier naturel m tel que f soit une coordonnée de l’algébre
Clz1, .., Tn, Y1y -+ -, Ym], OU les y; désignent de nouvelles variables.

Proposition 5.1.7 ([38]). Tout slice d’une dérivation localement nilpotente
sur une algebre Clxy, ..., z,| est une coordonnée stable.

Plus précisément, un tel slice est une coordonnée de Clzy, ..., T, 1] pour
toute nouvelle variable x, 1.

Preuve. La preuve que nous donnons ici est due & A. van den Essen.
Soit D une dérivation localement nilpotente sur l'algebre A = Clxy, ..., x,]
ayant un slice s. Alors, d’aprés la proposition 2.1.11, AP[s] = A.

Notons ¢ une nouvelle variable et considérons I’endomorphisme de 1'al-
gébre At] = AP[s,t] défini par t — s et s — t. Cet endomorphisme est bien
défini et est inversible. (il est d’ordre deux.) On a ainsi montré que s est une
coordonnée de Aft] = Clxy,...,xy,,t]. O

Cette propriété les a naturellement conduits a poser la conjecture sui-
vante :

Conjecture (des coordonnées stables). Soit n > 1 un entier naturel
non nul. Toutes les coordonnées stables de l’algébre Clxy,...,x,] sont des
coordonnées.

Une réponse positive a cette conjecture pour un entier n impliquerait
donc, par le biais de la proposition 5.1.7, que la conjecture de simplification
de Zariski ait une réponse positive pour l'entier n — 1.
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Par ailleurs, la conjecture des coordonnées stables est vraie pour n = 1,2
et 3. Pour le montrer, il faut utiliser, en plus du fait que la conjecture de
simplification soit vraie pour n = 1 et n = 2, des résultats difficiles : le théo-
réme d’Abhyankar-Moh (« Tous les plongements de C dans C? sont équiva-
lents. ») et un théoréme de Kaliman (« Si la fibre générale d’un polynome
est isomorphe & C2, alors ce polynéme est une coordonnée. » )

Théoréme 5.1.8. La conjecture des coordonnées stables est vraie pourn < 3.

Preuve.  Supposons que le polynéme p(z1,...,x,) € Clxy,...,z,] soit une
coordonnée de 'algebre Clxy, ..., z,,] pour un certain m > n. Alors, le cy-
lindre V(p) x C™™" = {(1,...,2m) | p(21,...,2,) = 0} de I'hypersurface
V(p) C C™ est isomorphe a C™~1 = Cm—n)+(n=1),

Si n =1, il faut donc que p soit de degré 1 (V(p) est en effet une variété
irréductible et lisse). p est donc une variable de Clz].

Sin = 2, on a alors V(p) ~ C et on peut conclure grace au théoréme
d’Abhyankar-Moh.

Si n = 3, on remarque que, pour tout ¢ € C, le polynéme p — ¢ est aussi
une coordonnée stable. On montre donc de méme que V(p — ¢) ~ C? pour
tout ¢ et on peut conclure par le théoréme de Kaliman. O

Remarque 5.1.9. G. Freudenburg a montré dans [22] que le polynéme de
Vénéreau (cf. proposition 4.1.28)

y+ x[rz +y(yu + 2*)] € Clu, z,v, 2]

est une coordonnée stable et constitue donc un contre-exemple potentiel & la
conjecture des coordonnées stables pour n = 4.

5.2 Problémes de simplification et de I’équiva-
lence stable

5.2.1 Probléme de simplification de Zariski

Le probleme de simplification de Zariski est une généralisation naturelle
de la conjecture de simplification. Son énoncé est le suivant :

Probléme (de simplification de Zariski). Soient X et Y deux variétés
dont les cylindres sont isomorphes; c-a-d telles que X x C ~Y x C. Alors,
X etY sont-elles isomorphes ?
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Avant de voir précisément pourquoi certaines hypersurfaces de Danie-
lewski apportent une réponse négative a ce probléme, donnons deux cas dans
lequel il est vrai.

Le premier de ces cas est celui des courbes.

Proposition 5.2.1 (Abhyankar, Eakin et Heinzer [1]). Si X et Y sont
deux variétés telles que X x CF ~Y x CF pour un certain entier k > 1 et si
dim(Y) =1, alors X etY sont isomorphes.

Le deuxiéme cas pour lequel le probléme de simplification a une réponse
positive est celui des variétés de dimension logarithmique de Kodaira finie.
(Pour une surface lisse, étre de dimension logarithmique de Kodaira finie est
équivalent au fait de ne pas admettre de A'-fibration. (voir par exemple [40]))

Théoréme 5.2.2 (Iitaka et Fujita [27]). Si X et Y sont deux variétés
telles que X x Ck ~Y x C¥ pour un certain entier k > 1 et si &(Y) > 0,
alors X et'Y sont isomorphes.

Plus précisément, tout isomorphisme ¢ : X x C* = Y x CF induit un
isomorphisme entre X etY .

Nous avons déja dit dans le premier chapitre que les hypersurfaces de C?
définies, pour tout n > 1, par les équations 2"y = 22 — 1 sont des contre-
exemples au probléme de simplification (théoréme 1.2.1). On peut en fait
reprendre la preuve de Danielewski et Fieseler, et énoncer le résultat plus
général suivant. (voir aussi l'article de J. Wilkens [53])

Proposition 5.2.3. Soient X, », et Xg,n, deuxr hypersurfaces de Danie-
lewski telles que les polynomes Q1(0, z) et Q2(0, 2) soient de méme degré et
n‘aient que des racines simples .

Alors, les cylindres Xg, n, X C et Xg,n, X C sont isomorphes, bien que
les hypersurfaces Xq, n, et Xq,n, ne le soient pas en général.

Preuve. On a déja vu (théoréme 3.2.4) que deux telles hypersurfaces X¢, n,
et Xg,n, ne sont pas isomorphes en général.

Pour montrer 'isomorphie des cylindres, il suffit de remarquer que les
actions dg, ny €t 0Qym, SUr X, n, €t X, n, (cf. notation 1.3.4) sont libres et
de reprendre la preuve du théoréme 1.2.1.

Les hypersurfaces Xg, », et X¢, n, sont alors des fibrés principaux sur une
droite a d = deg(Q1(0, 2)) = deg(Q2(0, 2)) origines et les cylindres Xg, n, X C
et Xg,n, X C sont donc isomorphes au produit fibré Xgq, », X @) XQune- U

!Ces hypersurfaces ont donc une structure de surface de Danielewski. (lemme 1.3.5)
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Nous souhaitons, en guise de conclusion a cette sous-section consacrée au
probléme de simplification, faire encore trois remarques.

Remarque 5.2.4.

1. Les hypersurfaces W, n > 1, ne sont pas homéomorphes. (W. Danie-
lewski et K.-H. Fieseler ont en effet montré que n{°(W,,) = Z/(2nZ).)

2. Les hypersurfaces X =V (22y — 22+ 1) et Y =V (2%y — (1 +2)z* + 1)
vérifient les propriétés suivantes :

(a) X et Y ne sont pas algébriquement isomorphes. (cf. proposition
4.1.12)

(b) X et Y sont analytiquement isomorphes. (G. Freudenburg et
L. Moser-Jauslin [23])

(c) Les cylindres X x C et Y x C sont (algébriquement) isomorphes.

3. T. Tom Dieck a montré dans [50] que les hypersurfaces de Danielewski
d’équation 2"y = 2% + x, n € N, sont aussi des contre-exemples au
probléme de simplification. Cependant, ces hypersurfaces ne sont pas
des surfaces de Danielewski (théoréme 1.3.6) et n’ont pas de structure
de fibré principal. Pour prouver que leurs cylindres sont isomorphes,
il utilise le fait que leurs revétements universels sont des surfaces de
Danielewski dont les cylindres sont isomorphes. (voir aussi [39])

5.2.2 Probléme de I’équivalence stable

Nous aurons besoin, pour énoncer ce nouveau probléme, des deux défini-
tions suivantes.

Définition 5.2.5. Deux polynomes P,Q € CI™ sont dits stablement équi-
valents s'ils sont équivalents comme polynomes de CI**™ pour un certain
entier m € N.

Définition 5.2.6. Deux hypersurfaces X = V(P) et Y = V(Q) de C" sont
dites stablement équivalentes s’il existe un entier m € N tel que les variétés
X x C™etY x C™ soient équivalentes.

Autrement dit, les hypersurfaces V(P) et V(Q) sont stablement équiva-
lentes §’il existe une constante A € C* telle que les polynémes P et A(Q) soient
stablement équivalents.
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Le probleme dit de l’équivalence stable est un des « problémes ouverts »
du recueil [24]. Tl a été posé V. Shpilrain et J.-T. Yu puis repris par L. Makar-
Limanov, P. van Rossum, V. Shpilrain et J.-T. Yu dans [38]. Ce probléme
regroupe en réalité, sous un méme nom, deux questions distinctes.

Probléme (de I’équivalence stable pour les hypersurfaces). Deux hy-
persurfaces de C™ stablement équivalentes sont-elles forcément équivalentes ¢

Probléme (de I’équivalence stable pour les polyndémes). Deux poly-
nomes de CI" qui sont stablement équivalents sont-ils équivalents ?

Remarque 5.2.7. Si une réponse positive au probléme pour les polynomes
implique bien une réponse positive pour les hypersurfaces, la réciproque n’est
pas vraie. En effet, un polynéme P n’est pas forcément équivalent au poly-
nome AP pour toute constante A € C*. (cf. exemple 4.1.22)

Le probléme de I’équivalence stable pour les polynomes est la généralisa-
tion de la conjecture des coordonnées stables. Le probléme de I’équivalence
stable pour les hypersurfaces est, en quelque sorte, un probléme de simplifica-
tion pour I’équivalence. Ainsi, il semble naturel de penser que ces problémes
ont une réponse négative pour n > 3. Curieusement, tous les résultats connus
jusqu’alors apportaient des réponses positives.

Quelques réponses positives

Les auteurs de [38] ont tout d’abord montré que les deux problémes de
I’équivalence stable ont des réponses positives pour n = 2.

Théoréme 5.2.8 (Makar-Limanov, van Rossum, Shpilrain et Yu,
[38]).

Soient P,Q € CI deux polynomes stablement équivalents avec n = 1 ou
n = 2. Alors, les polynomes P et () sont en fait équivalents.

Remarque 5.2.9. Le théoréme de Srinivas (théoréme 4.1.4) n’implique pas
que deux hypersurfaces lisses isomorphes sont stablement équivalentes. En
effet, si V(P) ~ V(Q) sont deux hypersurfaces lisses isomorphes de C™, alors
la conclusion du théoréme de Srinivas est que les variétés de dimension n —1,
V(P(x1, s %0), Y1y -5 Yn) €8 V(Q(z1, ..., T0n), Y1, - - ., Yn) sont équivalentes
dans C?". (mais les cylindres V(P) x C" et V(Q) x C" n’ont pas de raison
de l'étre.)
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Preuve.  Pour le cas n = 2, nous renvoyons a [38]. Reste la preuve pour
n = 1. Soient P(x1) et Q(z1) deux polyndémes de Clz;], m > 2 un entier et
¢ un automorphisme de Clzy,...,z,] tel que p(P) = Q.

Si on note p(x1) = fi € Clzy,...,zn], on a P(fi(z1,...,zy)) = Q(x1).
Ceci implique, si P n’est pas constant, que fi(z1,...,2,) € Clx;]. Le poly-
nome f; est donc une coordonnée stable de Clz;]. C’est donc en fait (théo-
réme 5.1.8) une coordonnée de C[zq] et P et @) sont bien équivalents. (via
l'automorphisme x; — f;.) O

Par ailleurs, V. Shpilrain et J.-T. Yu ont établi le résultat suivant concer-
nant les « polynomes tests ».

Proposition 5.2.10 (Shpilrain et Yu [47]). Soit P un polynéme test de

Clxy,...,x,]; c’est-a-dire un polynéme ayant la propriété que si un endo-

morphisme ¥ de Clxy, ..., x,| satisfait V(P) = P, alors ¥ est inversible.
Alors, tout polynome stablement équivalent a P lui est en fait équivalent.

Le résultat suivant est di & R. Drylo. C’est en quelque sorte le pendant,
pour I’équivalence, du théoréme de simplification d’litaka et Fujita (théoréme
5.2.2). Rappelons qu’une surface complexe X est dite uniréglée s'il existe un
morphisme dominant C x C — X pour une certaine courbe C.

Théoréme 5.2.11 (Drylo [15]). Soient X et Y deux surfaces complezes
stablement équivalentes. Si'Y n’est pas uniréglée, alors X et'Y sont équiva-
lentes.

Remarquons que, pour toute hypersurface de Danielewski X ,,, le mor-
phisme C* x C — Xg,, (2, 2) — (z,27"Q(z, 2), 2) est dominant. Les hyper-
surfaces de Danielewski sont donc uniréglées et ne vérifient pas les hypothéses
du théoréme de Drylo.

Des contre-exemples pour n = 3

Nous avons vu que certaines hypersurfaces de Danielewski sont des contre-
exemples au probléme de simplification. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons montrer que certaines hypersurfaces de Danielewski sont aussi des
contre-exemples au probléme de I’équivalence stable.

Nous pourrons notamment prouver le résultat suivant. 2

2Plus généralement, les hypersurfaces de C™*2 définies respectivement par les équations

2 221 xp22—1 sont des contre-exemples au probléme

23 aly=z22—leta? 22y =2
de léquivalence stable. [43]
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Proposition 5.2.12 ([42]). Les hypersurfaces de C* définies respectivement
par les équations

dry=2"+22(2—1) -1 et 2ly=2+z-1

sont stablement équivalentes mais elles ne sont pas isomorphes, et donc pas
équivalentes.

Preuve.  La proposition 4.2.26 montre que ces deux surfaces ne sont pas
isomorphes. Le théoréme 5.3.1 de la section suivante nous montrera qu’elles
sont stablement équivalentes. O

Ainsi, non seulement la réponse au probléme de 1’équivalence stable est
négative pour n = 3, mais le fait que deux polynoémes soient stablement équi-
valents n’implique méme pas qu’ils définissent des hypersurfaces isomorphes.

Remarquons que V. Shpilrain et J.-T. Yu avaient déja donné 'exemple
de surfaces complexes stablement équivalentes mais non isomorphes [47]. Ces
surfaces n’étant pas des hypersurfaces (ce sont des surfaces dans C7), ils ont
pu utiliser le théoréme de Srinivas pour établir le résultat suivant.

Proposition 5.2.13. Les surfaces X, et Xo, dans C7, définies respective-
ment par X1 = V(xy — 22+ 1,11, ta, t3,t4) et Xo = V(22y— 22+ 1,11, 1o, 13, 14)
ne sont pas isomorphes bien que leurs cylindres X; x C et Xy x C soient
équivalents.

Preuve. Les cylindres X; x C et X, x C sont isomorphes d’apres le résultat
de Danielewski (théoréme 1.2.1). De plus, le théoréme 4.1.4 implique qu’ils
sont équivalents. Cependant, X; et X5 ne sont pas isomorphes car sinon les
hypersurfaces de Danielewski Wi = V(zy — 22 + 1) et Wy = V(2?y — 22 + 1)
le seraient. 0

Cylindres des hypersurfaces de Danielewski

Nous allons maintenant étudier les plongements des cylindres ayant pour
base une hypersurface de Danielewski. Nous aimerions notamment répondre
aux questions suivantes :

(1) Peut-on déterminer si deux cylindres ayant pour base des hypersur-
faces de Danielewski sont ou ne sont pas équivalents (via un automorphisme
de C*)? Peut-on en donner des formes normales ?

(2) Tout cylindre Xg, x C admet-il des plongements non équivalents
dans C*?
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On peut facilement répondre a la question (2) dans le cas des hyper-
surfaces de Danielewski ayant une structure de surface de Danielewski. Pour
cela, il suffit de remarquer que figrad est un invariant pour ’équivalence stable
des polynomes et des hypersurfaces, puis d’utiliser la proposition 5.2.3.

Lemme 5.2.14. Soient P,Q € CU deux polynémes tels que fgrad(P) #
tgrad(Q). Alors, les hypersurfaces V(P) et V(Q) ne sont pas stablement
équivalentes.

Preuve. Ce lemme est une conséquence immédiate du lemme 4.1.14. [l

Proposition 5.2.15. Soient n > 2 un entier naturel et Q(x, z) € Clx, z] un
polynome tel que Q(0, z) soit a d > 2 racines simples.

Alors, les cylindres Xg1 x C et Xg,, x C sont isomorphes mais ils ne
sont pas équivalents.

Preuve. La proposition 5.2.3 montre que les cylindres Xg; x C et Xg, xC
sont bien isomorphes. Par ailleurs, on peut vérifier facilement que les gra-
dients des polynomes Py, et Py, sont différents : fgrad (xy — Q(z, z)) = 00
et fgrad(z"y — Q(z, 2)) < d. O

Le cas des cylindres ayant pour base une hypersurface X, n’admettant
pas de structure de surface de Danielewski reste ouvert. Nous ne savons pas,
par exemple, répondre a la question suivante :

Question 5.2.16. Les plongements des cylindres V (x™y — 2%) x C dans C*
sont-ils tous équivalents ?

Remarquons également que, dans le résultat précédent, les hypersurfaces
Xga et Xg, n’étaient pas isomorphes. Comme nous avons montré que deux
hypersurfaces de Danielewski isomorphes sont analytiquement équivalentes
(corollaire 4.2.16), il nous semble naturel de poser la question suivante — cas
particulier de la question (1) que nous avons posée dans le préambule de
cette sous-section.

Question 5.2.17. Les cylindres de deux hypersurfaces de Danielewski iso-
morphes sont-ils stablement équivalents ?
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Essayons maintenant de trouver des conditions nécessaires pour que deux
hypersurfaces de Danielewski soient stablement équivalentes. Le seul critére
connu pour montrer que deux polyndémes P et () donnés ne sont pas sta-
blement équivalents est la capacité d’exhiber deux fibres dont les cylindres
V(P —¢) x C* et V(Q — ¢) x C* ne sont isomorphes pour aucun entier
k. On montre ainsi que le degré du polynome (0, z) est un invariant pour
I’équivalence stable de I’hypersurface X .

Lemme 5.2.18. Si deux hypersurfaces de Danielewski Xq, n, €t XQ,n, SONE
stablement équivalentes, alors deg(Q1(0,2)) = deg(Q2(0, 2)).

Preuve. Comme le montre le lemme 1.3.5 , les fibres générales d’une hyper-
surface de Danielewski X ,, ont une structure de surface de Danielewski. La
proposition 1.1.18 nous dit alors que le deuxiéme groupe d’homologie de ces
fibres — et donc de leurs cylindres — est Z4™!, ot d = deg(Q(0, 2)). Le lemme
devient alors évident. OJ

Les lemmes 5.2.14 et 5.2.18 donnent les seules conditions nécessaires dont
nous disposons actuellement pour étudier la question de I’équivalence stable
de deux hypersurfaces de Danielewski. La conjecture suivante en propose une
troisieme.

Conjecture 5.2.19. Si deux hypersurfaces de Danielewski Xq, n, et Xq,n,
sont stablement équivalentes, alors ny = no.

La proposition suivante est une tentative pour répondre a la conjecture
ci-dessus sur un exemple.

Proposition 5.2.20. L’endomorphisme (non inversible) de Clw,x,y, z| dé-
fini par

d(w) = 2w + yz + 3r2yw + 3z2w? + WP

induit, pour toute constante non nulle c € C*, un isomorphisme

pe: Clw,,y.2)/ (e — 2+ +¢) — Clu, 29,2/ (s — 2 + 2 +0).

Preuve. La preuve que nous donnons ici est inspirée d’une preuve de P. Rus-
sell que nous avons lue dans [47].
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Notons P et Q les polyndmes P = 2%y — 2> + x et Q = 23y — 2% + x.
On vérifie facilement que ®(P + ¢) = @ + ¢ pour tout ¢ € C. Ainsi, ¢
induit bien un endomorphisme ¢. entre les anneaux Clw, z,v, 2]/ (P + c) et
Clw, z,y,2]/(Q + ¢).

Pour montrer que ¢, est inversible quand ¢ # 0, nous commencgons par
montrer qu’il est surjectif, en montrant que son image contient les « variables
z,y,z,w mod (Q + ¢) ». Pour cela, fixons ¢ € C* et notons z,y, Z et w les
images respectives de z, y ,z et w dans Clw, z,y,2]/(Q + ¢).

On sait déja que € Im(p.). Ensuite, on vérifie que

O(yz) — 2®(w) = 2w(—2"y + 2% — x) = 2w(c - (Q +¢)),

et donc que w € Im(p.). Dés lors, comme ®(z) = z + x?w, on obtient que
z € Im(¢.).
De méme, en examinant ®(y) et ¢(w), on voit facilement que zy € Im(p.) et
7z € Im(p.). On en déduit finalement que ¢y = y(—23y + 22 — 7) € Im(ip,.).
Cela permet de conclure que ¢. est surjectif pour tout ¢ € C*.
Deés lors, nous savons que ¢. induit un isomorphisme entre les anneaux
Clw, z,y, 2] /Ker(g.) et Clw,z,y,2]/(Q + ¢) ; ce qui implique en particulier
que I'idéal Ker(y,) est principal. Or, I'idéal (P + c) est inclus dans Ker(e,).
P + ¢ étant un polynome irréductible, on a alors que (P + ¢) = Ker(y.). O

Remarque 5.2.21. La proposition 5.2.20 n’est bien entendu pas suffisante
pour prouver que les polynémes z?y — 22 + z et 23y — 22 + x ne sont pas
équivalents via un automorphisme de Clw, z,y, z]. Pour s’en convaincre, on
peut par exemple remarquer que l’endomorphisme (non inversible) de C?
défini par (x,y) — (z,zy) induit, pour tout ¢ € C*, un automorphisme de
I'anneau Clz,y]/(z — ¢).

5.3 Etude des polynoémes Pon avec
deg(Q(0, 2)) = 2

Nous avons étudié dans [42], avec L. Moser-Jauslin, les polynomes de la
forme x%y — 22 — xq(x, z) et en avons donné une classification a équivalence
stable pres, ainsi qu’une classification a équivalence analytique prés. Dans
cette section, nous souhaitons généraliser ces travaux a tous les polynoémes
de Clz,y, z] de la forme 2™y — p(z) — xzq(z, z) avec deg(p) = 2.



114

5.3.1 Recherche de formes normales pour 1’équivalence
stable

Commengons par remarquer que tout polynéme "y —p(z) —xq(z, z) avec
deg(p) = 2 est équivalent, via un automorphisme affine en la variable z, a un
polynome de la forme z"y — 2% + ¢ — wq(z, 2) avec ¢ € C.

Rappelons également que nous avons déja trouvé des formes normales de
ces polyndémes pour I’équivalence (théoréme 4.2.30). Plus précisément, nous
avons montré qu’un tel polynéme est équivalent & un polynéme de la forme
"y — 2% + ¢ — zq(x, 2?) avec deg,(q) <n — 1.

La suite de cette section sera consacrée a la preuve du résultat suivant —
résultat qui généralise le théoréme de classification donné dans [42].

Théoréme 5.3.1. Soient n un entier naturel non nul et ¢ € CP un po-
lynome a deuz variables. Alors, le polynome x"y — 2> — wq(x, 2%) est sta-
blement équivalent (via un automorphisme de Clx,y,z,w]|) au polyndome
"y — 22 — xq(z,0).

Rappelons par ailleurs que deux polynémes x"y — z* — xqi(w, 2%), avec
deg,(q1) < mn—1, et 2™y — 2% — zqa(x,2?), avec deg,(q2) < n — 1, sont
équivalents si et seulement si ils le sont via un automorphisme affine.

2

Nous obtenons ainsi les corollaires suivants :

Corollaire 5.3.2. Le théoreme ci-dessus donne de nombreux contre-exemples
au probléme de ’équivalence stable pour n = 3, ¢’est-a-dire des polynomes de
Clz, vy, z] stablement équivalents mais non équivalents.

Corollaire 5.3.3. Tout polynéme Py, avec deg(Q(0, z)) = 2 est stablement
équivalent & un polynoéme de la forme x™y—z*—r(x) pour un certain polynéme

r(z) € Clzx].

Corollaire 5.3.4. Soit Xg, une hypersurface de Danielewski définie par
une équation de la forme x™y = 2* + xq(x, z). Alors, il existe un polynome
r(x) € Clz] tel que les cylindres X, x C et X.244p(z)n % C sont isomorphes.

Remarque 5.3.5. Ce dernier corollaire permet donc de trouver de nombreux
contre-exemples au probléme de simplification ; ces nouveaux exemples sont
tous des hypersurfaces de Danielewski qui n’admettent pas de structure de
surface de Danielewski. (voir aussi [50] et [39])
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L’étude des polynémes z"y — z? — xq(x, z) n’est pas totalement finie : il

reste le cas des polynéomes z"y — z? — r(x). Malheureusement, nous ne savons
pas comment classifier ces derniers. C’est pourquoi nous posons les questions
suivantes :

Question 5.3.6.
1. Les cylindres V(xz3y — 22 —x) x C et V(23y — 22 — x — 2%) x C sont-ils
isomorphes ?
2. Les polynomes 23y — 2% — x et 23y — 22 — v — 2% sont-ils stablement
équivalents ¢

Preuve. (du théoréme 5.3.1) Dans cette preuve, nous allons supposer que
q(z,0) = 0 et montrer que les polynémes z"y — 2% — xq(x, 2%) et z"y — 2>
sont équivalents via un automorphisme de Clz,y, z, w| qui fixe la variable x.
Le théoréeme sera ainsi bien démontré.

Pour cela, nous travaillerons en deux étapes. Dans un premier temps, nous
construirons une famille {¢. | ¢ € C} d’endomorphismes de C[z,y, z| indui-
sant des morphismes (non inversibles) entre les anneaux Clz,y, z|/ (x”y —
22— zq(z,2%) + ¢) et Clz,y,2]/(z"y — 2* + ¢).

Dans un deuxiéme temps, nous construirons, a partir des ces morphismes
®., une famille ¢c d’endomorphismes de Clz,y, z, w] telle que chaque (bc in-
duise un isomorphisme entre les anneaux C[x,y,z,w] [ (z"y—22—xq(z, 2%)+c)
et Clz,y, z,w]/ (x”y — 22 4+ c). Une fois cette derniére famille construite,
nous pourrons alors, grace au lemme 4.1.24, conclure que les polynomes
"y — 2% — wq(x, 2%) et x™y — 2% sont équivalents.

Remarquons par ailleurs que le cas n = 1 est une conséquence directe du
lemme 1.3.8. On suppose donc, a partir de maintenant, que n > 2.

premiére étape : On peut, toujours d’aprés le lemme 1.3.8, supposer que

deg, (q(z,-)) < n—1 et donc poser zq(z, 2%) = S0~ 272%r;(22) pour certains
polynomes r; € CIU. (Comme nous I’avons indiqué, nous nous sommes placés
dans le cas ou ¢(z,0) = 0.)

Commencons par montrer, en travaillant par récurrence sur 2 < k£ < n,
qu’il existe k — 1 polynomes as, ..., a1 € CH tels que

<1+ZI04@ )(1+Zmn 1+Z$041 >El mod (z%) (%)

Si k = 2, il suffit de choisir ay = —ry.
Supposons alors que 1'égalité () ci-dessus soit vérifiée pour un entier
k > 2 et notons pi(t) € Clt] le polyndome vérifiant
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(1—1—%2:3:041 >(1+an 1—|—Zxal >El—|—13kpk(t) mod (zF+1h).

11 suffit alors de définir le polynéme «y en posant ay(t) = —(rg(t) + pr(t)).
Ainsi, il existe des polynémes o, . . ., ax,_1 satisfaisant I’égalité (x) pour
k=n.
Choisissons de plus des polynomes 3, ..., Bu_1 € ClU tels que

(1+ ixlﬂi(t))Q =1+ ixiai(t) mod (z").

Il vient alors

(1 + %Zix’ﬂ&t))%l + nz_:lxlrl (t(1+ nz_:larlﬁl(t))QD =1 mod (z").

Ainsi, pour toute constante ¢ € C, le polynéme

pe(m, 2) = 22 <1 + ixiﬁi(0)>2<l + §$iri(22(1 + "lelﬁl(@y)) _

2

est divisible, dans C|x, z]/(z"), par le polynome z* — c. Autrement dit, il

existe des polynomes @, R € C|z, z, ¢| tels que
pe(r,2) = (2 — ¢)Q(z, 2,¢) + 2"R(z, 2, ¢).

Remarquons en particulier que Q(0,-,-) = 1.
Pour finir la premiére étape de la preuve, il suffit de considérer la famille
{gbc | ce C} d’endomorphismes de Clz,y, z] définis, pour chaque ¢ € C, par

() =12
oe(y) = Qx, z,¢)y + R(x, z,¢)
e(2) = 2(1+ 215 #'Bi(0))

et de vérifier que ¢c(z"y — 2% — xq(z, 22) + ¢) = Q(, z,¢) (a"y — 2* + ¢).

deuxiéme étape : Construisons maintenant une famille {(ch | ¢ € C}
d’endomorphismes de Clz,y, z, w] en posant :

QbAC(x> =1z = ¢c(z)

Ge(y) = Q. 2, )y + R(w, 2,¢) + g(w, 2,w,¢) = de(y) + (2, 2,w, )
<;§C(z) 2(1+ 30 xzﬂz( ) + 2w = ¢(2) + 2w

de(w) = w(l+ X215 a'ilc)) + f(x, )z
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ou les polynémes vi,...,v,_1, f et g sont définis respectivement par

(1 + ixzﬁl(c)) (1 + ix’%(c)) =1+a"f(z,c),
et ) )
(¢e(2) + a:”w)2 + zq(z, (¢e(2) + 3"w)?) = pe(z, 2) + 2"g(z, 2, ¢, w).

Ces endomorphismes gZ;C ont été construits pour vérifier, pour tout ¢ € C,
Iégalité qZ;C (x"y — 22 —xq(x,2%) + c) =Q(z,z,¢) (x”y e c). De plus, leur
dépendance en c est algébrique.

Nous voulons maintenant conclure que les polynomes 2"y — 2% — xq(z, 2?)
et "y — 22 sont équivalents en utilisant le lemme 4.1.24. Pour cela, il suf-
fit de montrer que chaque gz§C induit un isomorphisme entre les anneaux
Clz,y, z,w]/(z"y — 2* — 2q(z, 2%) + ¢) et Clz,y, z,w]/(z"y — 22 + ¢).

Vu I'égalité ci-dessus, chaque gzgc induit bien un morphisme ¢, entre ces
anneaux. Commencgons par montrer qu’'un tel morphisme ¢, est surjectif.

Fixons ¢ € C et notons 7, y, z et w les images respectives de x, y ,z et w
dans Clz,y, z,w]/(z"y — 2* + ¢).

Nous avons déja z € Im¢p,.. Ensuite, on vérifie que, comme

qgc(z(l—i—Za:i%(c)) —z"w) =z et gbAC(w(l—i—Za:iﬁi(c)) — f(z,0)z) = w,

on a bien z,w € Im¢.,.

Il nous reste a montrer que y est aussi dans I'image de .. Pour cela,
remarquons que, comme Q(0,z,¢) = 1, il existe un polynéme Q tel que
Q(x,2,¢)Q(x, z,¢) =1 mod (2"). Définissons donc h € Clz, z, ] en posant

Q(z,z,0)Q(x, z,¢) = 1 + a"h(x, z,c). Il vient alors que
5.(s2(. (607 (2),0)) = (1 + 4z, 2,0y + R(z, 2, QL =),

Dou, (14+2"h(z, z,¢))y € Im(¢.) et donc y+h(z, z, ¢)(z"y—22+¢) € Im(¢,).
Finalement, on a bien obtenu que y € Im¢,.

Ainsi, 4. : Clz,y, z,w]/(z"y — 22 — 2q(z, 2%) + ¢) — Clz,y, z,w]/(2"y —
22+ c) est surjectif.

Les anneaux Clz, y, z, w]/(z"y — 22 +¢) et Clz,y, z, w]/Ker(¢.) sont donc
isomorphes ; ce qui implique en particulier que Ker(4,) est un idéal principal.
On peut alors en déduire que Ker(¢,) = (z"y — 2% — zq(x, 2?) + ¢) puisque
(z"y—2*—xq(x, 2%)+c) C Ker(¢@,) et que le polynome 2"y — 22 —zq(z, 2%)+¢
est irréductible.

Ainsi, nous avons prouvé que chaque ¢, est inversible. Nous pouvons donc
terminer la preuve du théoréme en invoquant le lemme 4.1.24. [l
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5.3.2 Recherche de formes normales pour 1’équivalence
analytique

Dans [42], nous avions, avec L. Moser-Jauslin, donné des formes normales,
pour I’équivalence analytique, des polynémes x?y—z?—zq(x, 2%). Le théoréme
suivant, qui est l'exact analogue pour I'équivalence analytique du théoréeme
5.3.1, généralise ce résultat.

Théoréme 5.3.7. Soient n un entier naturel non nul et ¢ € C? un polynome
a deuz variables. Alors, les polynémes x"y—z*—xq(x, 2*) et 2"y—2*—xq(x,0)
sont analytiquement équivalents.

Remarquons que ce théoréme n’est pas suffisant pour avoir des formes
normales, pour I'équivalence analytique, des polynémes z"y — 2% — xq(z, 22).
En effet, on ne sait pas, par exemple, décider si les polynomes z3y — 2% — z et
23y — 22 —x—2?% sont analytiquement équivalents ; ni méme si les hypersurfaces
V(xdy — 22 — x) et V(zPy — 2° — x — x?) sont analytiquement isomorphes.

En revanche, il nous permet de construire une famille d’hypersurfaces
de C3 non algébriquement isomorphes mais analytiquement isomorphes (et
méme analytiquement équivalentes).

Corollaire 5.3.8. Les hypersurfaces X, C C3 définies, pour chaque a € C,
par Uéquation 23y = (1 + 2 + az?)z® + 1 sont analytiquement équivalentes.
Néanmoins, les hypersurfaces X, et X, ne sont pas isomorphes si a # a'.

Preuve.  Pour montrer que ces hypersurfaces ne sont pas algébriquement
isomorphes, on doit commencer par calculer leurs formes standards. Pour
cela, on s’appuie sur 1’égalité suivante :

(1+x+ar?)2*—1 = (1+z+az®) (2> +z+(a—1)2* - 1) —2°(2a—1+a(a—1)x).

Ainsi, d’aprés le lemme 1.3.9, 'hypersurface X, est isomorphe a ’hypersur-
face V(m3y —22—z—(a—1)a*+ 1). Il suffit alors d’appliquer la proposition
3.2.8 pour conclure. 0

Preuve. (du théoréme 5.3.7) Cette preuve est similaire a celle du théoréme
5.3.1. On commence par supposer que ¢(z,0) = 0, puis on travaille en deux
étapes pour montrer que les polynomes z"y — 22 — zq(z, 2?) et 2"y — 2% sont
analytiquement équivalents.

La premiére étape est exactement la méme que pour le théoréme sur
I’équivalence stable : on construit une famille {gbc | ce C} d’endomorphismes
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de Clz,y, z] induisant des morphismes (non inversibles) entre les anneaux
Clz,v, z]/(x”y — 22 —zq(z, 2%) + c) et Clz, v, z]/(x”y — 22+ c).
Nous avons vu qu’il suffit de poser

de(x) =12
(bC(y) = Q(x7 2, C)y + R(Ji, 2 C)
0o(2) = 2(1+ i 2°6i(c))
pour certains polynomes @, R € CPl et 5; € CI bien choisis. (Rappelons
également que Q(0,z,¢) =1.)
Ces endomorphismes vérifient alors ’égalité suivante :

o (q:”y — 2% —xq(x, 2%) + c) =Q(z,z,c¢) (:c"y — 224 c). (%)

Nous allons maintenant les modifier pour obtenir des isomorphismes analy-
tiques. Pour cela, choisissons des polynomes f et g tels que

ef(:c,z,c) =(1+ ix’ﬁz(c)) mod (z")

et
eg(:}c,y, ?) = Q(z,z,¢) mod (z").

D’aprés 1'égalité (x), il existe une fonction analytique p telle que

2 of (z,2,¢)

22€2f($,Z,C> + wq(at, e ) —Cc= Q($, Z,C)(22 - C) + xnp((]j’ Z>C)‘

Nous pouvons alors définir une famille d’automorphismes analytiques de
Clz,y, z] en posant :

Cette famille d’automorphismes analytiques a été construite pour vérifier
I’égalité suivante :

g([E,Z,C)( n

U (z"y — 2 —zq(z,2°) +¢) =e "y — 2% +¢).

On peut donc conclure, par le lemme 4.1.24, que les polynémes ™y — 22 et
"y — 2% — zq(x, 2%) sont analytiquement équivalents via un automorphisme
analytique de C[z,y, z| qui laisse la variable x fixe.

Cet automorphisme réalise également, pour tout polyndome a(x) € C[z],
I'équivalence analytique entre les polynomes z"y — 2% — xq(z,2%) — a(z) et
2"y — 2% — a(w).

Le théoréme est donc bien démontré. 0
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? —2q(2)

Quand n = 2, les théorémes des sections précédentes suffisent pour obtenir
la classification compléte des hypersurfaces définies par une équation de la
forme 2%y — 2% —zq(x, 2), que ce soit a isomorphisme prés, a équivalence pres,
a équivalence stable prés ou a équivalence analytique preés.

Le théoréme suivant regroupe toutes ces classifications, que nous avions
établies avec L. Moser-Jauslin [42], dans un méme énoncé. Il fait, en quelque
sorte, office de conclusion a cette thése.

5.3.3 Bilan dans le cas des polynémes 2%y — 2

Théoréme 5.3.9. Soient q(z,z) € Clx, 2] et s(2%) € C[2?]. Les assertions
sutvantes sont vraes.

1. Le polynéme z*y — 2* — wq(x, 2) est (algébriquement) équivalent au
polynome z*y — z* — xr(2%) avec r(2?) = 1(q(0,2) + ¢(0, —2)).
2. L’hypersurface V(mQy — 22 —ar(z?) + c) est isomorphe a ’hypersurface

o V(zPy—22+1) sic#0etr(c)=0;
o V(z’y— 22—z +1) sic#0etr(c)#0;
o V(z%y — 2% sic=0etr(0)=0;
o V(zy— 22—z +1) sic#0 et r(0) #0.

3. Les polynomes x%y — 2% — ar(2?) et 2%y — 2% — xs(2%) sont (algébrique-
ment) équivalents si et seulement si il existe une constante a € C* telle
que ar(z?) = s(z?).

4. Les polynéomes x®y — 2* — xr(2?) et 2%y — 2% — xs(2?) sont stablement
équivalents si et seulement si r(0) = s(0) = 0 ou r(0)s(0) # 0.

5. Les polynomes x*y— 22 —xr(2?) et x?y—22—ws(2?) sont analytiquement
équivalents si et seulement si r(0) = s(0) = 0 ou r(0)s(0) # 0.

Preuve. Le point 1 a été montré dans la proposition 4.2.27, le point 2 dans
la proposition 4.2.26 et le point 3 dans le théoréme 4.2.28. Pour montrer les
points 3 et 4, il suffit de remarquer que 'hypersurface V(2%y — 2% — ax) est
singuliére si @ = 0 et lisse sinon, puis d’utiliser les théorémes 5.3.1 et 5.3.7.
O
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Résumé

Dans cette thése, nous étudions une classe d’hypersurfaces de C3, dites
hypersurfaces de Danielewski. Ce sont les hypersurfaces X, définies par
une équation de la forme 2"y = Q(x, z) avec n € N3; et deg,(Q(z, 2)) > 2.
Nous établissons leurs classifications complétes a isomorphisme prés, et a
équivalence via un automorphisme de C? prés. Pour cela, nous introduisons
le concept de forme standard et montrons que toute hypersurface de Da-
nielewski est isomorphe, par un procédé algorithmique, a une hypersurface
sous forme standard. Cette terminologie est justifiée par le fait que tout
isomorphisme entre deux formes standards s’étend en un automorphisme de
I'espace ambiant (ce qui n’est pas vrai pour des hypersurfaces de Danielewski
quelconques).

Nous étudions aussi les problémes de 1’équivalence stable et de 1'équiva-
lence analytique. Nous construisons notamment des exemples de polynémes
P,Q € Clz,y, z] pour lesquels il n’existe aucun automorphisme algébrique
de Clz,y, z] qui envoie P sur @, bien que ces polynomes soient équivalents
via un automorphisme de Clz,y, z, w].

La plupart de ces résultats reposent sur la description précise, grace aux
techniques développées par Makar-Limanov, des dérivations localement nil-
potentes sur les algebres des fonctions réguliéres des hypersurfaces Xg .

Mots clés : surfaces de Danielewski, hypersurfaces de Danielewski, polynomes
équivalents, probleme de I’équivalence stable, équivalence analytique, dériva-
tions localement nilpotentes, automorphismes polynomiaux.



