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Abstract

An equational formula is a first order formula whose only predicate symbol is equality.
We propose some transformation rules for such formulas and study their correctness in
various models. Then, we investigate some controls on these rules that allow to derive
termination and completeness results with respect to solved forms. We consider several
definitions of a solved form.

As a consequence, it is possible, for example, to decide the validity of an equational for-
mula in the Herbrand Universe. In other words, we propose a complete axiomatization of
finite trees over a finite alphabet. Moreover, the termination results are given for a “min-
imal” control. Therefore, many disunification algorithms can be derived by strenghtening
the control.

The above results are extended to rational trees, to order-sorted algebras and to some
equational theories.

We investigate some applications. The main one is the study of correctness in algebraic
specifications. More precisely, we show how it is possible to compute a (conditional)
grammar for the language of irreducible ground instances of a term ¢ (w.r.t. a given
term rewriting system). Then, we propose an algorithm for “cleaning” such grammars. In
particular, this shows that emptyness (and thus so-called inductive reductbility)is decidable
in this way. :

Résumé

Une formule équationnelle est une formule du premier ordre dont le seul symbole de
prédicat est ’égalité. Nous donnons un ensemble de régles de transformation de telles
formules et étudions leur correction dans divers modéles. Nous étudions ensuite plusieurs
contrdles sur ces régles qui permettent d’établir des résultats de terminaison et de complétude
vis & vis d’ensembles de formes résolues. Plusieurs notions de formes résolues sont en-
visagées.

Une conséquence de ces résultats est, par exemple, la décidabilité de la validité dans
'univers de Herbrand d’une formule équationnelle quelconque. En d’autres termes, nous
proposons une axiomatisation compléte des arbres finis sur un alphabet fini. De plus les
résultats de terminaison sont établis pour un contréle “minimal” et plusieurs algorithmes
de disunification peuvent &tre obtenus par raffinement de ce contréle.

Les résultats précédents sont étendus aux arbres rationnels, aux algébres avec sortes
ordonnées et a certaines théories équationnelles.

Nous nous intéressons a plusieurs applications. La principale d’entre elles étant I’étude
du probléme de la correction des spécifications algébriques et plus précisément la décision
de la réductibilité inductive. Nous montrons comment, 3 1’aide la simplification de cer-
taines formules équationnelles, il est possible de calculer une grammaire (conditionnelle)
du langage des termes fermés irréductibles pour un systeme de réécriture. Nous proposons
ensuite un algorithme de décision du vide pour de telles grammaires, obtenant ainsi un
algorithme de décision de la réductibilité inductive dans le cas général.
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Chapitre 1

Introduction

La résolution de systémes d’équations (appelée couramment unification) est un outil de
plus en plus utilisé en informatique. Pour ne donner que quelques exemples d’utilisation,
citons la programmation logique [L1084], la programmation fonctionnelle [Pey87], la sémantique
des langages de programmation [Sto77], 'inférence de types [Mil78] et, de fagon générale,

la démonstration automatique [Sti86]...

L’idée de base du travail présenté ici est d’étudier les systémes d’équations et de
“diséquations”, comme, par exemple, {f(a,z) = f(y,y),y # z} d’une facon symétrique.
L’idée d’une telle étude n’est pas nouvelle puisque les diséquations ont été introduites en
PROLOG II par A. Colmerauer [Col84]. On peut en fait s’étonner qu’elles n’aient pas été
étudiées plus tot. ' :

Les raisons qui m’ont poussé i entreprendre cette étude sont assez différentes de celles
d’ A. Colmerauer. Je m’intéressais en effet aux problémes de correction de spécifications
algébriques et, plus particuliérement, au probléme de savoir si une fonction f est “compléte-
ment définie” par un ensemble d’équations. Un tel ensemble d’équations engendre une
congruence =g dans l’algébre des termes. Une fonction [ sera “complétement définie” par
rapport un ensemble de fonctions C si tout terme contenant une occurrence de f est con-
gru (modulo =g) & un terme construit seulement avec les fonction de C. Afin de décider
de la compléte définition, on commence par orienter les équations de E de facon 3 obtenir
un systeme de réécriture.  Puis on cherche les termes de la forme f(t1,...,ts) qui ne sont
pas filtrés par le membre gauche d’une régle. Cela peut étre vu comme la recherche d’un
contre-exemple & la compléte définition de f. La fonction f est alors complétement définie

s’il n’y a aucune solution & ce probléme. Cette idée de base avait déja été émise par JJ.
Thiel [Thi84,LLT86].

La recherche des termes qui ne sont pas filtrés par un ensemble de termes fixés est un
probléme qui s’exprime bien A l’aide d’équations et de diséquations. Ceci m’a amené a
étudier les systémes d’équations et de diséquations, mais, & la différence de A. Colmer-
auer, ces systémes contiennent des paramétres (variables quantifiées universellement). Par
exemple, soit T' ’ensemble des termes sans variable construits 3 I’aide des deux symboles
de fonction : 0 (constante) et s (successeur). Une interprétation de cet ensemble de termes
est I’ensemble des entiers naturels N. L’expression P : Yy : z # s(y) est un probléme

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

équationnel d’inconnue z et de paramétre y. Ses solutions (dans T") sont les “valeurs” de z
qui ne sont successeurs d’aucun élément de T'. (Ici il n’y a bien siir que la solution z = 0).
Si l’on préfere, résoudre P c’est trouver I’ensemble {t € T|Vu € T,t # s(u)}.

Il restait alors & donner un cadre formel 4 ces notions, cadre qui recouvre a la fois les
problémes connus et les nouveaux concepts introduits. C’est ce que nous faisons dans le
chapitre 2 de cet ouvrage en définissant ’algébre des problémes équationnels ainsi que la
notion de “solution”. Nous nous inspirons pour cela des définitions données dans [KL87].
Un probléme équationnel est, en bref, une formule Jw;,...,ws,V¥1,...ym : P ol P est
une formule sans quantificateur dont les atomes sont des équations ou des diséquations.
Cette notion généralise les systémes d’équations et de diséquations de A. Colmerauer de
plusieurs-fagons, en particulier par 'introduction des quantificateurs.

Apres avoir défini les problémes équationnels et leur sémantique, nous nous intéressons
a leur “simplification”. Nous donnons ainsi (chapitre 3) des régles de transformation
préservant I’ensemble des solutions. Par exemple, la fusion de diséquations ¢t # u vVt #
v — t# uVu# v. Lintention de telles régles de transformation est de simplifier les
formules. Mais on voit bien sur cet exemple que la simplification n’est pas évidente. Les
régles de transformation sont ainsi données dans un cadre général et leur correction est
étudiée indépendamment du caractére simplificateur. Ensuite, nous proposons un contréle
qui, restreignant! les cas d’application, permet de donner des résultats de terminaison. Ce
contrdle est le moins restrictif possible2. De cette facon on peut proposer différents al-
gorithmes, par spécialisation du controle, qui tous terminent sans qu’il soit nécessaire
de faire une nouvelle preuve. On peut retrouver ainsi les algorithmes d’unification de
Herbrand [Her30], Martelli-Montanari [MM82], ’algorithme de Colmerauer [Col84]. On
obtient aussi ’algorithme donné dans [LM87] par raffinement du contréle. (Voir chapitre
4).

Un autre aspect trés important est la nature des formes irréductibles obtenues par
ces transformations. Nous envisagerons ainsi un certain nombre de formes résolues qui
sont des problémes plus simples. Par exemple, dans le cas de I'unification, un systéme
d’équations dont les membres gauches sont des variables et les membres droits des termes
dans lesquels n’apparaissent pas les membres gauche peut &tre considéré comme une forme
résolue. Un tel systéme d’équations définit en effet un plus général unificateur. Exem-
ple : 21 = f(z1) A2y = f(22) est en forme résolue et définit le plus général unificateur
{z1 — f(z1); z2 — f(22)}. Dans [Col84], les formes résolues possédent la propriété es-
sentielle d’avoir au moins une solution (mais on n’obtient pas toujours explicitement cette
solution). Par exemple : 1 = f(z1) Az3 = f(22) A 21 # z2.

Les formes résolues peuvent ainsi étre plus ou moins résolues. On peut en effet
s’intéresser a 1’existence d’une solution (nous avons vu que c’était le probléme qui nous
intéressait dans la complétude des définitions) ou & obtenir toutes les solutions, ou un
“ensemble complet” de solutions. Par exemple, en programmation logique, on repoussera
le test d’occurrence autant que possible, car c’est une opération coiiteuse. Les formes

!Par exemple, a ’aide d’un ordonnancement
2c%est-a-dire, par exemple, imposant un ordonnancement le plus grossier possible.
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résolues sont alors différentes (cf [Hue76,Col84]). Selon le probléme que 1'on attaque, il
peut &tre ainsi inutile de “pousser trop loin” la simplification. Si bien que nous struc-
turerons les simplifications en plusieurs étapes, donnant différents contréles et différents
résultats de complétude, selon la nature des formes résolues considérées et tenant compte
de la spécificité éventuelle des problémes posés.

On peut déduire de ces résultats un algorithme de décision pour la validité dans
P'univers de Herbrand d’une formule du premier ordre dont le seul symbole de prédicat est
Pégalité. Ce résultat de décidabilité est nouveau. Il a été découvert indépendamment a
laide d’une autre méthode par MJ. Maher [Mah88a).

Revenant & la motivation initiale de 1’introduction des problémes équationnels, il
s’avere que le probléme de la complétude des définitions n’est qu’un cas particulier du
probléme de la réductibilité inductive. Décider si un terme est inductivement réductible
constitue une étape cruciale dans ’automatisation des preuves par induction dans les
théorie équationnelles [JK86b]. Il est donc naturel de se poser le probléme de ’extension
possible a la réductibilité inductive de la méthode employée pour la compléte définition.
Ce travail m’a amené alors (sur une idée de JL Rémy) & introduire le langage des formes
normales fermées et A résoudre certains problémes équationnels permettant de calculer
une grammaire de ce langage. Ces grammaires sont extrémement utiles car elles four-
nissent un outil de construction systématique de représentants dans les algébres quotient.
Comme le probléme de la réductibilité inductive est équivalent au probléme de la décision
du vide d’un certain langage de formes normales fermées, nous nous intéressons dans le
chapitre 5 au calcul et aux propriétés de ces grammaires. Nous donnons en particulier un
algorithme de décision du vide pour les langages de formes normales.

La simplification des problémes équationnels (telle qu’elle est développée dans les
chapitres 3 et 4) posséde de trés nombreuses applications, le probléme de la réductibilité
inductive n’en étant qu’un exemple. Parmi les applications déja développées, nous pouvons
citer ’analyse temporelle des processus communicants en FP2 [Jor86] et la compilation
du filtrage [Sch87b,Sch88b). Les problémes équationnels sont aussi utilisés pour le traite-
ment de la négation explicite en programmation logique. Plus généralement les problémes
équationnels sont utilisés dans la transformation des programmes logiques [Lug88] et dans
Pexpression du contréle [JL87].

D’autre part, le probléme du choix de la forme résolue pour exprimer un ensemble de
solutions devient crucial dans des problémes d’implantation effective, par exemple pour
l'unification Associative Commutative [Sti81]. Le nombre d’unificateurs minimaux peut
en effet se révéler trés (trop) élevé méme sur des exemples trés simples [Bur88]. HJ.
Biirckert a alors eu I'idée de représenter ces solutions dans une théorie plus large (AC1) en
contraignant les variables. Cela se traduit par la résolution d’un probléme équationnel avec
des formes résolues particuliéres [Bur88]. Cette direction de recherche semble prometteuse
pour la théorie de I'unification comme pour les problémes de complétion des systemes de
réécriture [KK88|.

Les grammaires de formes normales sont, elles-aussi, utilisés dans d’autres applications.
Par exemple pour transformer une spécification contenant des “relations entre construc-
teurs” en une spécification “sans relations entre constructeurs”, transformation préservant
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les théorémes inductifs [Com88a].

Je ne présente néanmoins dans cette thése que les applications que j’ai personnellement
étudiées. Il s’agit tout d’abord de I’utilisation des problémes équationnels pour traiter de
fagon explicite la négation en programmation logique. La simplification des problémes
équationnels permet en effet de calculer la “contrepartie négative” d’un programme et
permet de traiter de facon symétrique un prédicat et sa négation. Cette méme idée est
d’ailleurs présentée dans l’article de Barbuti & all. [BMPT87]. Enfin, cherchant une
définition compléte de 1’égalité sur les entiers relatifs pour mes problémes de complétude
des définitions, je me suis apergu qu’il était impossible d’en donner une sans introduire
de “fonction cachée”. Le probléme peut néanmoins étre contourné dans ce cas (et bien
d’autres) en utilisant une grammaire du langage des formes normales fermées. 1 suffit
en effet d’associer une sorte a4 chaque non terminal de la grammaire pour obtenir une
présentation avec sortes ordonnées, dans laquelle il n’y a plus de relation entre les fonctions
de la signature. Ce résultat renforce celui de Goguen et Meseguer [GM87b] sur la puissance
d’expression des algébres avec sortes ordonnées, par rapport aux algébres multi-sortes.

Toutes ces applications sont intervenues “aprés coup”. Elles sont présentées dans le
chapitre 6 de cette thése. Leur liste n’est certainement pas close.

Les résultats de terminaison et de complétude présentés dans les chapitres3 et 4 font
essentiellement référence a des théories “libres” c’est-a-dire supposent 1’absence d’axiomes
reliant les symboles fonctionnels. Par ailleurs de nombreux travaux sur ’unification (par
exemple [Kir85]) ont précisément pour objet I’étude de I'unification dans les théories
équationnelles, c’est-a-dire en présence d’axiomes donnés sous forme d’équations. L’objet
du chapitre 7 est donc d’étendre autant que possible les résultats précédents aux théories
équationnelles. Nous montrons en fait que ces résultats s’étendent aux théories “quasi-
libres”, mais le probléme reste ouvert dans le cas ol les axiomes sont constitués de la
commutativité et de I’associativité de certaines fonctions.

Enfin, le cas des théories équationnelles se posait de méme pour I’extension des résultats
du chapitre 5. Dans le cas de théories équationnelle, la notion de réductibilité inductive est
modifiée. En particulier, si I’on utilise la complétion sans échec [HR87] (qui semble bien
adaptée a I’automatisation des preuves par induction), la réductibilité inductive s’exprime
bien a I’aide d’équations, de diséquations et d’inéquations. L’étude des systémes compor-
tant aussi des inéquations est une question ouverte dont nous présenterons une ébauche
dans le chapitre 8.



Exemples introductifs

Cette section a pour but d’introduire & notre problématique 3 1’aide de trois exemples
simples. Le premier est un probléme d’unification trés simple, le second est un probléme de
résolution d’équations et de diséquations, tel qu’il se poserait en PROLOG II, le troisiéme
est un exemple de probléme issu des types abstraits algébriques. Ces trois exemples
constituent des cas trés particuliers des problémes étudiés dans les chapitres suivants.

Nous ne donnerons pas ici de définitions générales (c’est ’objet du chapitre suivant),
mais seulement le minimum nécessaire & la compréhension des exemples. De plus, aucune
référence a ce chapitre ne sera faite dans la suite. Le lecteur averti peut donc se passer de
sa lecture. Aucune preuve n’est donnée ici.

Dans la suite, F' désignera un ensemble de symboles fonctionnels, X un ensemble de
variables, T(F) et T(F, X) les ensembles de termes construits respectivement sur F et sur
F et X. Une équation est une paire de termes (s,t) notée s = ¢t. Une diséquation est
une paire de termes (s,t) notée s # t. Les équations comme les diséquations ne sont pas
orientées. Si bien que s =t et t = s désignent la méme équation. T désigne la classe des
équations s = s et L la classe des diséquations s # s.

Afin d’éviter les confusions, les symboles = et # seront réservés aux équations et
diséquations. Nous noterons ainsi = et # 1’égalité et I’inégalité syntaxique respectivement.

A et V désigneront respectivement la conjonction et la disjonction. Ces opérations sont
supposées satisfaire les propriétés bien connues des algébres booléennes.

Une substitution o associe & un ensemble fini de variables appelé domaine de la sub-
stitution et noté Dom(o) un ensemble fini de termes de T(F, X). Une substitution peut
étre prolongée de fagon unique en un endomorphisme de T(F, X) tel que zo = z pour
z ¢ Dom(o). Une substitution est dite fermée si les images des variables de son domaine
sont dans T(F).

Un probléme équationnel est - ou bien une équation -ou bien une diséquation -ou bien
une expression P; VP, ou P; A P, ol Py et P, sont des problémes équationnels.

Bien siir, il y a plusieurs représentants pour un méme probléme équationnel (par exem-
ple, la forme normale disjonctive ou la forme normale con jonctive). Nous nous permettrons
de choisir le représentant qui nous convient, en fonction du contexte.

Une substitution fermée o valide un probléme P si I'une des propriétés suivantes est
satisfaite:

e P=T
o P est une équation s = t et so = to
e P est une diséquation s # t et so Z to

e P est de la forme P; vV P; et o valide P; ou P,

P est de la forme P; A P; et o valide P; et P,

Une substitution o est une solution d’un probléme équationnel P si
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e o est une substitution fermée dont le domaine est 1’ensemble des variables de P
e o valide P.

Notre ob jectif est de ‘tra.nsformer les problémes équationnels en des formes plus simples
(formes résolues) qui ont les mémes solutions. Montrons sur trois exemples ce que peuvent
étre des problémes équationnels, ce que peuvent étre des régles de transformation et ce
que peuvent étre des formes résolues.

Exemple 1.1 Le probléme équationnel que nous considérons ici est réduit a la seule
équation:

f(z,9(y)) = f(g(2),2)

Nous dirons que c’est un pfobléme d’inconnues z, y et z. La premiére regle de transforma-
tion que nous utilisons est la décomposition. Cette régle consiste simplement a simplifier
par le symbole de téte et peut s’énoncer:

(Dl) f(tl,...,t,,)=f(ul,...,un) = hh=u ALt = Uy,
On en déduit ainsi que: |

f(z,9(y)) = f(9(2):2) =D, z=9(z)Ag(y) =<

Nous pouvons ensuite tirer parti de la transitivité de la relation = en effectuant une
sion, qui correspond a la régle:
q P g

(F1) z=uAz=v —» z=uAu=v
Ainsi, le probléme peut & nouveau étre transformé :

zég(Z)/\g(y)=z R T=g(2)Ag(2) =9(y) —p, Tz=g(z)Ay=2

Ce dernier probléme est en forme résolue. Il nous donne en effet une “plus générale
substitution” ¢ = {z — ¢(z); y — 2} qui permet d’unifier les deux termes de 1’équation
de départ. L’ensemble de toutes les solutions s’obtient alors en composant o avec une
substitution quelconque sur z.

Exemple 1.2 Dans ce nouvel exemple, nous introduisons d’une part des diséquations et
d’autre part des disjonctions. La méthode de transformation employée est alors essen-
tiellement la méme que celle de A. Colmerauer [Col82,Col84].

P = (z#£bV f(z,y) # f(z,2))Ay = g(2)



Ici, et y sont les inconnues du probléme et b est une constante.

De méme que nous avons décomposé les équations dans I’exemple précédent, nous
pouvons décomposer les diséquations en utilisant la régle: ‘

(D2) f(t1y--.ytn) # flug, oo nun) = B #FuV..ty #up,
On en déduit ainsi la transformation:
P —p, (z#bVz#zvy#z)ay=g(z)

La diséquation z # z n’est jamais satisfaite et on peut ainsi I’éliminer, utilisant la
regle:
(T2) s#s — 1

(e#bvz#avy#e)Ay=g(z) —1, (#£bVy#z)Ay=g(c)

Remarquons que nous avons aussi utilisé le fait que L est élément neutre de V.

On peut maintenant fusionner les diséquations comme nous avions fusionné les équations,
utilisant la régle

(F2) z#uVz#v —» z#uVu#ov

Il est aussi possible de fusionner équations et diséquations, utilisant la régle:
(F3) z=tA(z#uvd) —» z=tA(t#uVd)

On obtient ainsi les transformations: |

(z#bVy#z)Ay=g(z) —p (2#£bVy#bAy=g(z)
—r (E#bVg(z) #b) Ay =g(z)

Mais la diséquation g(z) # b est toujours satisfaite (dans I’algébre des termes), ce que
I’on modélise par la régle d’incompatibilité suivante:

(I2) f(t1,.stn) # 9(uty..yum) — T Sifet g sont distincts
Utilisant alors cette régle et la propriété d’élément absorbant de T pour V, on obtient:

(z#bVg(x)#£b)Ay=g(z) —p y=g(z)

Ce dernier probléme est en “forme résolue”3. Comme chaque transformation conserve
I'ensemble des solutions, nous pouvons dire que les solutions de P sont de la forme {z —
t; y — g(t)} ot t est un terme de T(F) quelconque.

%Une forme résolue est ici un systéme d’équations définissant un plus général unificateur.
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Dans cet exemple nous avons obtenu 4 nouveau un plus général unificateur comme
forme résolue. Mais ce n’est pas toujours le cas lorsque I’on part d’un systéme d’équations
et de diséquations®.

Exemple 1.3 Dans cet exemple, nous allons généraliser un peu la notion de probléme
équationnel en autorisant la quantification universelle de certaines variables. Cette exten-
sion permettra d’exprimer le probléme de complétude de définitions comme dans I’exemple
suivant:

F={0:- nat; s: nat— nat; +: nat X nat — nat}
+ est défini par le systéme de réécriture:®

n+0 — uy
ni+s(y2) — s(n+y2)

+ est complétement défini si et seulement si tout terme de T'(F) a une forme irréductible
dans T'({0,s}). Inversement, + n’est pas complétement défini si on peut trouver des in-
stances de z; + =3 qui ne sont pas filtrées par un des membres gauches de régle. Ce que
I’on peut exprimer i ’aide de la formule:

dzy,z2 € T({0,8}), Vy1,92 € T({0,8}), z1+22# y1 +0Az1 + 22 # 1 + s(32)

Nous autoriserons donc désormais la quantification universelle de certaines variables
d’un probléme équationnel. Ces variables seront appelées paramétres alors que les vari-
ables non quantifiées (variables libres) seront les inconnues du probléme.

Une solution d’une telle formule dans T'(C) ot C est un sous-ensemble de F (C = {0, s}
dans I’exemple) est une substitution o dont le domaine est I’ensemble des inconnues et telle

que -I'image des inconnues est dans T'(C) - pour toute substitution 8 sur les paramétres
du probléme, o6 valide P.

En termes de problémes équationnels, + n’est pas complétement défini ssi le probleme:

P = Vyppe: ti+r2#Fn+0Az14+ 22 # 11+ s(y2)

a au moins une solution dans T'({0, s}).

*Le probléme de la transformation des diséquations en équations et en particulier la caractérisation des
cas ol cela est possible sera abordé dans le chapitre 4.
5+ étant binaire, nous I’utilisons en notation infixée
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Tout comme dans les exemples précédents, on peut commencer par décomposer les
diséquations®:

YyLv2: si+ 22 #F i +0AZ + 22 # 41 + 8(v2)
=D, YyLy2: (Z1#FN VI #0)A(z1# 11 Va2 # ()

Nous avons besoin maintenant de nouvelles régles de transformation qui permettent
d’éliminer les paramétres. Remarquons que, quelle que soit la substitution sur zy, la
condition z; # y; ne peut &tre satisfaite puisque la valeur correspondante de y1 invalide
la diséquation. Ceci s’exprime 4 l’aide de la régle :

(Us) y#tvd — d{y — t} Siy est un paramétre

d désigne ici n’importe quelle formule et d{y — t} désigne la formule d dans laquelle on a
remplacé toutes les occurrences de y par t.

Alors,

YLyt (B #F VI O A (1 # n Vea £ s(y2) —u, Y02 22 # 0A o # s(32)

Maintenant, y; n’apparaissant plus dans le corps du probléme, peut étre éliminée.
Pour éliminer le deuxiéme paramétre il faut par contre utiliser le fait que z2 ne prend
ses valeurs que dans T(C) en faisant une “décomposition par cas”. Une telle régle peut
s’écrire:

(Ez) PAz#u — Vieo(3z1,..oy2m: (PAz#u)Az = f(21,...2m))

Ol 21, ..., 2y sont des variables qui n’apparaissaient pas dans le probléme. Bien siir, cette
regle ne doit pas &tre utilisée systématiquement, mais seulement lorsque » contient une
occurrence de paramétre et qu’aucune autre régle n’est applicable.

On peut maintenant terminer la résolution du probléme posé:

0A z3 # 5(y2)

(Vy2: 22 #£0A T2 #3(y2) Az2=0) V (321,Yyp: 22 #0A g # s(y2) Az = s(21))
(Vy2: 0£O0AO# s(y2) Az2=0) V (321,V9: s(z) #0A s(21) # s(y2) A z2 = s(21))
321, VY2t s(21) #0A s(21) # s(y2) Aza = 5(21))

321,Vy2 ¢ s(21) # s(y2) A 22 = 5(21))

321,Vy2 : 21 # Y2 A z2 = 8(21))

1

®Bien siir, cette transformation est indépendante des propriétés de +.
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Ce qui nous prouve qu'’il n’y a pas de solution au probléme initial. Et donc que + est
complétement défini.

Notons que nous avons quand méme un peu triché en introduisant des quantificateurs
existentiels sans avoir défini ce qu’est une solution dans ce cas. Tout cela sera précisé dans
la section suivante et nous avons voulu éviter trop d’interruptions par des définitions que

chacun peut deviner.



Chapitre 2

Problemes équationnels

2.1 Deéfinitions préliminaires et notations

Les notations que nous employons sont, la plupart du temps, celles de G. Huet et D. Oppen
[HO80] et (sauf mention contraire) celles données par Dershowitz et Jouannaud [DJ8s].

2.1.1 F-algébres

Une signature est un couple (S, F) ot S est un ensemble fini dont les éléments sont ap-
pelés sortes et F est un ensemble de symboles fonctionnels muni d’une fonction de typage
T qui associe & chaque élément de F une séquence non vide d’éléments de S. On écrira
f 181 X...X 38, — s alaplace de 7(f) = (81,-+-180,8). n est appelé arité de f. Les
symboles d’arité 0 sont appelés constantes. Sauf précision contraire, F sera supposé fini.

Etant donné une signature (S, F), une F-algébre A est une famille d’ensembles
{Da,s|s € S} munie d’une famille d’applications {f4|f € F} telles que, si f : $1X...X
S, fa est une application de Dus, X ...x Dy, dans D4s. Pour toute sorte s
I'ensemble D 4, est appelé support de s dans A. Si A C A, le support dans A de
Pensemble AN D 4,.

Pour tout élément s € S, X, est un ensemble infini dénombrable de symboles disjoints
de ceux de F et disjoints entre eux. X est la réunion des X 5. Ces symboles sont appelés
variables.

T(F, X) désigne alors ’ensemble des termes “bien formés” sur la signature (S,F) (S
est souvent omis) et ’ensemble de variables X. C’est la F-algébre hétérogene libre de
générateurs X.

T(F) désigne la F-algebre libre sur 0 générateur. Nous supposerons qu’il existe dans
T(F) au moins un terme de chaque sorte. T(F) est aussi une algébre initiale dans la
catégorie des F-algebres. (Les autres lui sont isomorphes).

Un élément de T(F, X) ou de T(F) est appelé terme. Un terme t € T(F, X) est dit
linéaire si toute variable apparait au plus une fois dans £. Sa sorte est notée sort(t).
Lorsque sort(t) a un support infini dans T(F), on dira que ¢ (resp. sort(t)) est infinitaire.

11
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Dans le cas contraire ¢ est dit finitaire. ,

Un ensemble de positions Pos est un ensemble de mots d’entiers naturels supérieurs
ou égaux a 1 (la concaténation est notée - et le mot vide €) qui vérifie:

e Yu-v € Pos, u € Pos (stabilité par préfixe)
e Vu-i€ Pos,Vj,1<j<i,u-j€ Pos

Un arbre étiqueté est alors une application ¢ associant & un ensemble de positions un
ensemble d’étiquettes. Un terme ¢t de T(F, X) est un arbre étiqueté dont ’ensemble des
positions est noté Pos(t), ’ensemble des étiquettes est contenu dans FUX et défini comme
suit:

o Si t est une variable ou une constante, alors Pos(t) = {€} et t(¢) =t

o Sit= f(t1,...,tn), alors Pos(t) = Ur<icn{i- ulu € Pos(t;)}, t(e) = f et t(i-u) =
t,'(’u,).

Si t est un terme et p € Pos(t), le sous-terme de t & la position p est noté t/p et est
défini par : ‘

o Pos(t/p) = {q|p- g € Pos(t)}

¢ Pour tout ¢ € Pos(t/p), t/p(q) = t(p-q)

Si t,u sont deux termes, on note t[u], le terme obtenu en remplacant ¢/p par u dans

o Pos(t[ul,) = {g € Pos(t)V¢,q# p- ¢} U {p-qlg € Pos(u)}

e Si g € Pos(t[u],), - ou bien ¢ = p- ¢’ et t[u],(q) = u(q’) - ou bien ¢ n’est pas suffixe
de p et t[u],(q) = t(q).

" Si u est déja un sous-terme de ¢ on notera simplement #[u].

Deux positions p et p’ sont disjointes si elles sont incomparables pour ’ordre lexi-
cographique. Lorsque p,...,p, sont des positions disjointes deux & deux d’un terme t,
on définit par récurrence le remplacement multiple dans t aux positions py,...,p, par les
termes uy,...,Up:

t{uy,..., un]p;,...,pn = (t{ug, ..., un—l]m,---,pn_l )[un]pn

La profondeur d’un terme t le nombre max{|p|, p € Pos(t)} si |p| est la longueur de
la position p (considérée comme une séquence). La taille d’un terme t (parfois notée |¢|)
est le cardinal de Pos(t).
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2.1.2 Substitutions

¥ désigne I’ensemble des morphismes de F-algébres de T'(F, X ) dans lui-méme. Un élément
de X est appelé substitution [HO80]. Si o € T, le domaine de o est défini parl: '

Dom(o) = {z € X,z0 # z}

En fait, nous ne nous intéresserons qu’au cas oit Dom(c) est fini. Par abus de langage,
nous désignerons encore par ¥ ’ensemble des substitutions dont le domaine est fini et nous
omettrons I'attribut “de domaine fini” en parlant des substitutions.

Plus généralement, si A est une F-algébre, nous appellerons A-substitution tout homo-
morphisme de F-algébre o dont I’ensemble de départ est T(F,Xo) et ’ensemble d’arrivée
est A, Xo étant un sous-ensemble fini de X encore noté Dom(o).?

Lorsque A est un sous-ensemble de T(F,X), une A-substitution o s’étend en un
morphisme de T'(F, X) dans lui-méme en ajoutant les conditions : zo = z, pour tout
z € X — Dom(o). Les notions de T(F, X )-substitution et de substitution coincident alors.
C’est pourquoi nous emploierons indifféremment les deux terminologies.

¥, (g pour “ground”) désignera I’ensemble des T'(F)-substitutions aussi appelées sub-
stitutions fermées.

Nous utiliserons également les notations suivantes:

e Sit € T(F,X), Var(t) est I'ensemble des variables apparaissant dans ¢. Plus’
généralement, si e est une expression quelconque, Var(e) désignera ’ensemble des
variables apparaissant dans cette expression.

¢ Si o est une A-substitution ot A est un sous-ensemble de T(F ,X), 'ensemble des
variables de I’image de o est défini par:

VIm(o) = {y € X|3z € Dom(c),y € Var(zo)}

o Sity,...,th €A, {z1 > ty;...;2, — tn} désignera la A-substitution o définie par:

1. Dom(o) = {z1,...,z,}
2. Vie {1,...,n},z;0 = t;

Définition 2.1 X, étant un ensemble de variables, une A-substitution o sera dite en
dehors de Xo si Dom(o)N Xo =0 et VIm(s)n X, = 03.

“o” désignera la composition habituelle des applications. Mais nous aurons également
besoin dans la suite de la juztaposition des substitutions. Soient o et § deux A-substitutions.
On note 08 la A-substitution définie par :

!Nous emploierons dans tout cet ouvrage la notation zf pour désigner I’application de f 3 z, au moins
lorsque f est une substitution. Cette notation tend i s’imposer [DJ88]

2Not_ons qu’il s’agit ici d’une définition inhabituelle puisqu’une A-substitution n’est pas définie sur tout
T(F,X). Mais nous pouvons maintenant substituer des éléments d’une F. -algébre quelconque tout en
conservant des substitutions 4 domaine fini

®Cette dernitre condition n’a de sens que si A C T(F, X).
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) 'Dom(00) = Dom(o)U Dom(6)
e Vz € Dom(o), 200 = zo
e Vz € Dom(6) — Dom(c), z00 = z6

Cette définition coincide avec la composition dans tous les cas qui vont nous occuper,
c’est pourquoi nous utilisons une telle notation. Plus précisément, si o et # sont deux
substitutions telles que 6 soit en dehors de VIm(o), alors § 0 o = 06 4.

2.1.3 Théorie équationnelle

Rappelons brievement la définition d’une théorie équationnelle.

Une relation binaire R sur T(F, X) est stable par substitution si
VoeX, ({tRs = toRso)
R est une précongruence® si

Vt,s,8' € T(F,X),Yp€ Pos(t), (s Rs' = t[s], R t[s'],)

Etant donné un ensemble fini E de paires de termes de méme sorte (¢;, u;), =g désigne
la plus petite précongruence symétrique, réflexive et transitive sur T'(F, X) qui soit stable
par substitution et telle que, pour tout i, t; =g u;.

Une F-algébre A est un modéle de =g si, pour toute A-substitution o et tout indice ¢,
ti0 =4 u;o (les équations de E sont ainsi implicitement quantifiées universellement). La
théorie équationnelle définie par E (nous dirons aussi engendrée par E) est la classe des
F-algeébres qui sont des modéles de =g.

Le théoreme de Birkhoff [Bir35] confére un réle central a1’algébre T(F, X )/ = g puisque
les théorémes de la théorie équationnelle sont les égalités de T'(F, X)/ = g. Nous confon-
drons ainsi la théorie équationnelle et ’ensemble des équations u = v telles que u =g v.

Enfin, nous appelerons spécification (multi-sorte) tout triplet (S, F, E). Les équations
de F seront parfois notées v == v au lieu de u = v pour faire la distinction entre “axiomes”
et “équations a résoudre”.

2.1.4 Systémes de réécriture

.

Un systéme de réécriture R est un ensemble fini de paires orientées (I, r) formées de deux
termes de méme sorte et tels que Var(r) C Var(l). La relation de réduction associée 3 un
systéme de réécriture R est la plus petite précongruence —x sur T(F, X) qui soit stable

“Cela permet en particulier d’avoir la relation z(a6) = (zo)6.
°On dit aussi compatible avec la structure de F -algébre; quand on parle de précongruence, F est sous
entendu.
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par substitution et telle que V(I,7) € R, | — % r.

On dit que ¢ se réduit en u A la position p par la régle | — r s'il existe une substitution
o telle que t/p = lo et u = t[ro],.

On note habituellement —* la fermeture réflexive transitive de la relation —, —+ sa
fermeture transitive et « sa fermeture symétrique.

Un systéme de réécriture R est confluent lorsque
(t-okuet toxv) = (Is,u—ohs et v —>% S)

R est noethériens’il n’y a pas de siiite infinie ti de termes de T'(F, X) telle que, pour tout
i, ti =R tit1. R est convergent s’il est confluent et noethérien.

Lorsque R est convergent, tout terme ¢ admet une forme irréductible unique notée ¢ |.
On a alors

te's & tl=s)

Un systéme de réécriture est dit canonique si, pour toute régle (/,7) de R, r est irréductible
et [ n’est réductible que par la régle (I, T).

2.2 Formules équationnelles

Une formule équationnelle est une formule du premier ordre dont le seul symbole de
prédicat est 1’égalité. Pour moi, I’étude de telles formules a été essentiellement motivée
par les problémes de complétude suffisante. Donnons en dés maintenant une idée.

On suppose que F est scindé en deux sous-ensembles disjoints C et D. C est ’ensemble
des constructeurs. On dispose d’autre part d’un systéme de réécriture R supposé canon-
ique et tel que tout terme de T(C) soit irréductible. Un symbole fonctionnel f € D
est complétement défini par rapport 3 C si tout terme de T(C u {f}) a pour forme
irréductible un terme de T(C)®. Ce probléme est lié & la complétude suffisante des types
abstraits algébriques [GH78]. 11 peut s’exprimer simplement en utilisant des formules
du premier ordre. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de vérifier que, pour tous ter-
mes ty,...t, € T(C), f(t1,...,t,) est réductible. 1 suffit méme de vérifier que tout
terme f(t1,...t,) est filtré par un membre gauche de regle, c’est-a-dire, si gq, .. .,k est
P’ensemble des membres gauche de R et {z1,-.,2m} = Var(gy,.. gk) :

Vt1,...,tn € T(C), 3z4,...,2,, € T(C), fl ) =gV V ft1,. ) = gi

En prenant la négation de cette formule, on peut aussi dire que f est bien défini par
rapport a C ssi il n’y a pas de solution dans T(C) au probléme :

Vzl,...,zm,f(tl,...,tn) #gl/\.../\f(tl,...,tn) # gk

®Cette question sera étudide dans un cadre plus général au chapitre 5




16 CHAPITRE 2. PROBLEMES EQUATIONNELS

Nous verrons que cette deuxiéme formulation est plus commode.

Revenons aux formules équationnelles.

Définition 2.2 Une équation est un ensemble {s,t} de termes de méme sorte et notée
s = t. Une équation n’est pas orientée. c’est-a-dire que s =t et t = s représentent la
méme équation.

Afin d’éviter les confusions nous noterons désormais = ’égalité syntaxique des termes.

Ce symbole désignera aussi dans la suite 1’égalité entre formules équationnelles.

La définition qui suit est un rappel de ce qu’est une formule du premier ordre dans le
cadre de notre étude [Gal86].

Définition 2.3 Une formule équationnelle est

e ou bien une équation s =t

o ou bien 'un des deuz symboles L ou T

e ou bien une ezpression PV Q ot P et Q sont des formules équationnelles

o ou bien une expression P A Q ot P et Q sont des formules équationnelles

o ou bien une ezpression 3z : P ot P est une formule équationnelle et z une variable
o ou bien une ezpressionVz : P ot P est une formule équationnelle et z une variable

e ou bien une erpression ~P otu P est une formule équationnelle

Nous adopterons la notation s # t pour (s = t). s # t est alors appelée diséquation.
T ainsi que toutes les équations s = s seront appelés équations triviales. L ainsi que
toutes les diséquations s # s seront appelés diséquations triviales.

On définit aussi comme d’habitude la notion de variable libre d’une formule équationnelle
(Pensemble des variables libres de ¢ est noté V L(¢))par induction sur la structure d’une
formule:

o VL(s=1t) = Var(s,t)

e VL(T)=VL(L)=10

e VL(-P)=VL(P)

e VI(PAQ)=VL(PVQ)=VL(P)UVL(Q)

e VL(Az: P)=VL(Vz: P)=VL(P) - {z} '

Rappelons enfin la définition d’un modéle d’une formule (cf [Caf86,Gal86]):

Définition 2.4 Une F-algébre A et une A-substitution o constituent un modeéle de la
formule équationnelle ¢ (ce que l’on note (A,0) = ¢ ou o € S(A, ¢)) ssi Dom(c) contient
V L(¢) et 'une des conditions suivantes est remplie:

e ¢ est une équation s =t et so =47 to
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e p=T

* ¢ est de la forme ¢ A ¢, et 0 € S(A,$1) N S(A, ¢3)
* ¢ estdela forme ¢V ¢, et 0 € S(A,$1) US(A, ¢7)
® ¢ est de la forme —¢, et 0 ¢ S(A, ;)

® ¢ est de la forme 3z : ¢, et il eriste une A-substitution 6 de domaine {z} telle que

fo € 8(A,¢1)
® ¢ est de la forme Vz : ¢, et pour toute A-substitution § de domaine {z}, b0 €
S(A, ¢1).

On notera A = ¢ si, pour toute A-substitution o de domaine VL(¢), (A,0) = ¢. On
dira alors que ¢ est valide dans A .

Deux formules équationnelles ¢; et ¢, sont (sémantiquement) équivalentes si elles ont
mémes modéles. On notera dans ce cas ¢; ~ ¢,. Certaines équivalences sont bien connues.
Rappelons en quelques-unes (sans chercher i étre exhaustif pour l’instant):

® V est associatif et commutatif, L en est un élément neutre et T est un élément
absorbant. Enfin, V est idempotent et distributif par rapport a A.

edz: (Jy: ¢) ~ Jy: (3z: ¢)et Iz: (3z: ¢) ~ 3z : ¢. Si bien que nous
écrirons 3z1,...,2, : ¢, les variables z,,...,z, formant un ensemble, au lieu de
dz1: (3...P)...). La méme propriété vaut pour le quantificateur V. '

® (29) ~ ¢, (P1V P2) ~ a1 Ay et ~(3z1,...20: @) ~ VI, 2,0 0.
o Vz: ¢1)A(Vy: ¢2) ~ Vz,y: (¢1 A p2) et
(Vz: 1)V (Vy: ¢3) ~ Vz',y': (d1{z = 2}V ¢o{y — ¥'})

ol 7/ et y' sont des variables distinctes de méme sorte que z et y respectivement
et qui ne sont pas dans Var(¢y,¢2). ¢{z — 2’} désigne la formule ¢ dans laquelle
toute occurrence de r .a été remplacée par z’.

On peut aussi noter les propriétés de “monotonie” :

Lemme 2.5 Soient ¢, et ¢, deuz formules équationnelles et A une F-algébre telles que
S(A, #1) C S(A,¢2). Alors, pour toute formule équationnelle ¢3 et pour toute variable z
on a les inclusions suivantes :

S(-Aa ¢l \ ¢3) g S('A’ ¢2 \ ¢3)
S(A7 ¢)l A ¢3) g 8(A7 ¢2 A ¢3)
S(A,~¢2) C S(A,-¢1)
S(A,3z: ¢1) C S(A,3z: ¢)
S(A,Vz: ¢1) C S(A,Vz: ¢3)

Enfin, il est bien connu qu’il existe un algorithme permettant de transformer une for-
mule quelconque en une formule en forme préneze [Gal86,Caf86]. c’est-a-dire une formule
dans laquelle tous les quantificateurs sont en téte et toutes les négations sont a I’occurrence
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la plus interne. Ainsi, le symbole = n’apparait plus dans une formule équationnelle en
forme prénexe puisque I’on note s # ¢t pour =(s = t). Une forme prénexe d’une formule
équationnelle est ainsi une suite de quantificateurs suivie d’une formule booléenne dont
les atomes sont des équations ou des diséquations.

2.3 Problémes équationnels

2.3.1 Résolution de formules équationnelles

Nous nous intéressons dans la suite & résoudre des formules équationnelles. Résoudre
une formule équationnelle ¢ dans la F-algébre A (resp. dans la variété de F-algébres
V) et par rapport i l’ensemble fini Z d’inconnues principales supposé contenir les vari-
ables libres de ¢ c’est trouver toutes les .A-substitutions o (resp. toutes les substitutions
o) telles que Dom(c) = T et que (A,0) |= ¢ (resp. pour toute F-algeébre A de V, A = ¢0o).

Par exemple,

o Lorsque ¢ est une équations = t, A = T(F,X)/ =g et T = Var(¢), résoudre @, c’est

unifier s et ¢t dans la théorie équationnelle définie par E. De facon plus générale,

“lorsque ¢ ne contient ni quantificateur ni négation on dit que ¢ est un probléme
d’unification .

De tels problémes on été largement étudiés (et continuent de 1’étre). Citons par
exemple [Her30,MM82,Sie84,Kir85,Uni87,Uni88].

o Lorsque ¢ est une conjonction d’équations dont toutes les variables sont quantifiées
universellement, Z = @ et A = T(F, X)/ =g, la résolution de ¢ est un probléme du
mot. :

Ces problémes ont eux aussi fait 1’ob jet de nombreuses études. Citons [KB70,Hue81,
JK86a,BDH86,HR87), entre autres.

o lorsque A = T(F)/ =g et T = @, la résolution de ¢ est un probléme de preuve par
induction dans une théorie équationnelle. .

La encore, les références abondent. Entre autres travaux récents citons [Mus80,
HH82,JK86b,Bacss).

On voit que le probléme que nous nous posons est tres général et recouvre plusieurs
problémes bien connus.

2.3.2 Probléemes équationnels : syntaxe

Pour résoudre les formules équationnelles nous pouvons déja nous limiter aux formules en
forme prénexe. Nous allons de plus considérer des formules équationnelles particuliéres: les
problémes équationnels. En effet, notre méthode de résolution, basée sur une “élimination
des quantificateurs” ne fait intervenir que les deux quantificateurs “les plus internes” de
la formule. Les problémes équationnels n’auront donc que deux quantificateurs.
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Définition 2.6 Un probléme équationnel est-une formule équationnelle P en forme préneze
P = Jwy,...wn,Yy1,..-,Ym : P

P ne contenant pas de quantificateurs, et telle que {w1,...,w,} N {y1,...,ym} = 0.

Dans un probléme équationnel P on distingue ainsi trois sortes de variables :

o les paramétres (n‘otés ¥, ¥, ¥1,...) qui sont les variables quantifiées universellement
dans P

e les inconnues auziliaires (notés w, w’, wy,...) qui sont les variables quantifiées ex-
istentiellement dans P. Intuitivement, ce sont des inconnues dont on peut avoir
besoin, soit temporairement, soit pour exprimer les solutions.

e les inconnues principales dont font partie les variables libres de P (avec comme
éléments typiques z,z’,z;,...). Intuitivement, ce sont les “inconnues initiales” du
probléme, celles par rapport auxquelles on souhaite le “résoudre”.

Si P est un probléeme équationnel, on notera Param(P) I’ensemble de ses paramétres
et Inc(P) (Inc pour “inconnues”) I’ensemble Var(P) — Param(P)7.

En fait, on peut voir ’ensemble des problémes équationnels (F étant donné) comme
une algébre de termes quotientée par les relations d’algébre booléenne. Ces relations font
partie de celles qui sont induites par ~ sur le sous-ensemble des problémes équationnels.
La figure 2.1 donne une présentation 4 la OBJ [FGIMS85] (avec sous sortes) de I’algébre
des problémes équationnels. Nous supposons que les objets de sorte variable et terme sont
déja définis. Pour simplifier, nous supposons aussi que S (ensemble des sortes) ne contient
qu’un élément. Enfin, dans cette présentation, les axiomes (équationnels) de 1’algébre sont
notés au moyen du signe == afin d’éviter les confusions avec les autres signes d’égalité
déja employés.

De telles définitions permettent de donner un sens aux substitutions et aux remplace-
ments au sein de problémes équationnels. De méme cela permet d’avoir une notation
rigoureuse pour la transformation des problémes, comme nous allons le voir. Enfin, comme
- n’apparait pas dans un probléme équationnel, il est possible d’orienter les équations de
la figure 2.1 en un systéme de réécriture canonique modulo les axiomes d’associativité et
de commutativité. On peut, en fait, obtenir plusieurs systémes canoniques. En particulier,
selon la fagon d’orienter les axiomes de distributivité, on obtient soit des formes normales
conjonctives soit des formes normales disjonctives. (Ce qui est bien connu en logique).

2.3.3 Problémes équationnels : sémantique

Définition 2.7 Soient P un probléme équationnel, T un ensemble fini de variables con-
tenant les variables libres de P et A une F-algebre telle que INA = 0. Une A-substitution
o est une A-solution de P (par rapport a ) si Dom(c) =T et 0 € S(A,P).

"Certaines inconnues de I peuvent ne pas figurer dans P et donc n’étre pas contenues dans Inc(P).
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OBJ EQUATIONAL_PROBLEMS

SORTS terme variable ens_var systeme ep

SUBSORTS systeme < ep
var < ens.var

IMPORT terme, variable

OPERATORS
i -=_,-F# . : terme X terme — systéme
“V_,-A_ : systéme X systéme — systéme
T,L : — systéme
-y- © var X ens.var — ens.var
V_,- : ens.var X systéme — ep
d_,- : ens_.varx ep — ep
VARIABLES
s,t : terme
P,P,,P,,P3,Q : systéme
Z, 27', 2" . ens_var
EQUATIONS
s=t == t=3s A commutativité de = et #
s#Ft == t#s
PvQ == QVP commutativité de V et A
PAQ == QAP
PLA(P,AP;) == (PPAPR)AP; associativité
PV (Pg \% P3) == (P1 \% Pg) v P;
P A (Pg \% Pg) == (Pl A P2) VA(PI A P3) distributivité

P, V(Pg/\P;;)
PAP
PvP
PA L
PvT
PAT
Pv L

7,z

z, (2, 2"
zZ,zZ
37,3z

(P1 \% P2) A (P1 \% P3)

idempotence

éléments absorbants

éléments neutres

UyvwHE-"u'v

Ny Ny

1
P~
oy N

propriétés des ensembles

:—/
¥

]

1l
oy
Ny

Ny

Figure 2.1: Algébre des problémes équationnels
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On peut remarquer que cette définition est indépendante du représentant choisi dans
’algébre des problémes équationnels puisque les équations de cette algébre préservent les
modeéles.

Nous noterons S(A,P,T) I’ensemble des A-solutions de P par rapport a 7. Lorsque
S(A,P,I) = S(A,P’,I), on dira que P et P’ sont équivalents par rapport & A et Z8, ce
que nous noterons P x4 1 P’ ou simplement P =~ P’ sl n’y a pas d’ambiguité.

Si A € A, une solution dans A du probléme P est une .A-solution o de P telle que
o(Dom(c)) C A.

2.4 Exemples

Nous nous intéresserons dans la suite & certaines F-algébres particuliéres:
o T(F)et T(F,X)

e Les quotients de T(F,X) par une congruence =g engendrée par un ensemble fini
d’équations

o RT(F), I’algébre des arbres rationnels

o N Fg lalgebre des termes de T(F) qui sont irréductibles pour un systeme de réécriture
R.

Donnons un exemple dans chaque cas.

2.4.1 Exemples dans T(F) et T(F, X)

Exemple 2.1 Cet exemple trés simple illustre le fait que les problémes d’unification sont
des problémes équationnels.

S={shF={a:>5 g: s—>8 f: sxs—>35},P = f[f(z,9(z") = f(9(a),2)
est un probléme équationnel sans parameétre et sans inconnue auxiliaire dont les inconnues
principales sont z et z’. C’est un probléme d’unification dont les solutions dans T(F,X)
sont représentées par le systéme z = g(a)Az’ = a. La seule solution dans T'(F, X) (comme
dans T'(F)) est alors {z — g(a); z’ — a}.

Exemple 2.2 L’exemple ci-dessous est lié au probléme de complétude suffisante déja
évoqué plus haut:

F={0:—int; p,s: int — int; eq: intx int — book true, false : — bool}

P = Vy,y2: eq(z1,22) # eq(y1,11) A eq(z1,22) # eq(s(v1),5(y2))
A eq(z1,72) # eq(p(11),p(y2)) A eq(z1,22) # eq(y1,5(31))
A eq(z1,22) # eq(s(y1), 1) A eq(z1,22) # eq(y1, (1))
A eq(z1,22) # eq(p(1),y1)

8 Pour faire le lien avec la notion précédente d’équivalence, deux probleémes P et P ayant méme ensemble
de variables libres 7 sont équivalents ssi pour toute F -algebre A, ils sont équivalents par rapport 3 A,7.
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Le probléeme P a pour inconnues principales z; et z; et pour parameétres y; et y2 (il
n’y a pas d’inconnue auxiliaire). II n’a pas de solution dans T(F) si et seulement si le
systéme de réécriture

eq(y,y) — true eq(y,s(y)) — false eq(s(y),y) — false
eq(s(z),s(y)) — eq(z,y) eq(p(z),z) — false eq(z,p(z)) — false
eq(p(z),p(y)) — eq(z,y)

définit complétement eq.

Notons que ce n’est pas le cas ici® car les T(F)-substitutions
{z1 — p(0); 22 — s(0)},...,{z1 — p*(0); z2 — s™(0)},...,{z1 — 0; z2 — s(s(0))},...,{z1 —
s%(0); zo — s**¥'+2(0)},... sont (entre autres) des solutions de P puisque, pour toute
substitution fermée sur y;, y2, chacune des diséquations du probléme est satisfaite.

On peut également noter que, supposant que R contient en outre les deux régles
p(s(z)) — z et s(p(z)) — z ces solutions sont irréductibles pour R. 1°

2.4.2 Exemples dans T(F,X)/ =g et T(F)/ =g

Exemple 2.3 Cet exemple illustre un probléme du mot . C’est le probleme bien connu
de la théorie des groupes définie “minimalement”. S = {s}, F={e:—gs; I: s—3; *:
$Xs—s}et. '

E = {
T+xe == =z
zxI(z) == e
zx(yxz) == (zxy)*xz

On s’intéresse a la résolution du probléme :

Vy,y2 0 I(yr *y2) = I(y2) * 1(31)

dans T(F, X)/ =E.

Ce probléme n’a pas d’inconnue; toutes ses variables sont des parametres. Résoudre
un tel probléme dans T'(F, X) c’est décider si I(y; * y2) = I(y2) * I(y1) est (ou non) un
théoréme de la variété équationnelle définie par E.

On peut démontrer que ce probléme est équivalent & T (voir [HO80] par exemple)
en orientant les équations de E puis en “complétant” [HO80,BDH86]. Le systeme de
réécriture ainsi obtenu en un systéme de réécriture canonique R. Les deux membres de
I’équation se réduisent alors en un méme terme si et seulement si 1’égalité est un théoréme
de la variété.

°En fait il n’est pas possible d’obtenir une spécification complete de eq sur les entiers relatifs avec
seulement un nombre fini d’axiomes équationnels et pas de fonction cachée comme nous le verrons dans le
chapitre 6.

1%Nous y reviendrons dans les exemples de solutions dans NF.
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Exemple 2.4 Prenons ici un exemple moins classique faisant intervenir des diséquations.
§={s}, F={0,1: > 3; +: sxs— 3}.E est 'ensemble d’axiomes équationnels:

O0+z == =z
z+y == y+=z
z+(y+2) == (z+y)+z

Cet ensemble d’axiomes établit la commutativité et ’associativité de + ainsi que D’existence
d’un élément neutre.

Intéressons nous alors au probléme suivant:

P = Vyue: (z# @ +n)+1)
A+ #(n+ W+ WwR+1) VvV @+ +w) #2+1+1))
ANa'"#z+(n+1) V(24 +1))

Ce probléme a pour inconnues z’ et z et pour paramatres y; et y,. Il n’a aucune signifi-
cation précise, mais est tiré indirectement d’un probléme de complétude suffisante.
P possede deux ensembles de T(F')/ =g solutions qui sont décrits par :
l.z=2'=0

2.z=letz' =142

Autrement dit P a méme ensemble de T((F')/ =g-solutions que la formule équationnelle:

(z=0Az'=0)V 3z1: z=1A2 =1+ 2z)

On voit sur cet exemple 'utilisation d’une variable auziliaire z; qui permet d’exprimer
I’ensemble des solutions. L’introduction de telles variables est d’un usage courant dans les
problémes d’unification dans les théories équationnelles. Elle est nécessaire, par exemple,
pour I'unification modulo I’associativité-commutativité [Sti81].

2.4.3 Exemple dans les arbres rationnels

Les arbres infinis (et en particulier les arbres rationnels) jouent un réle important en in-
formatique, par exemple dans la sémantique des programmes récursifs. Ils interviennent
aussi dans les problémes d’unification lorsqu’on évite le test d’occurrence [Hue76].

Rappelons la définition des arbres rationnels.

L’ensemble des positions d’un arbre infini étiqueté est défini comme ’ensemble des
positions d’ un arbre fini, excepté qu’il peut étre infini. La fonction d’étiquetage doit
vérifier, elle aussi, des propriétés analogues; si t(u) = fet f:s; X ...x 8, — s alors

® u-t1€ Pos(t)ssil<i<n

o sort(t/u) = s et sort(t/u-i) =g,.
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Un arbre infini est rationnels’il n’a qu’un nombre fini de sous-arbres distincts. La F-
algébre des arbres rationnels est notée RT(F). Ce n’est une pas une algébre localement
libre [Mal71], au contraire de T(F). ,

On posséde un certain nombre de caractérisations des arbres rationnels [Hue76,Cou81].
Nous ne retiendrons que la caractérisation en termes d’équations:

Théoreme 2.8 [Hue76,Cou81] Un systéme d’équations z; = t; A ...A z, = t, dans
lequel z,,...z, sont des variables distinctes, Var(ty,...,tn) = {21,...,2,} et, pour tout
i, T; # t;, posséde une unique RT(F)-solution par rapport & {z1,...,2,}.

A. Colmerauer [Col82,Col84] a étudié les systémes d’équations et de diséquations dans
les arbres rationnels, car de tels systémes permettent d’exprimer une partie du contréle
en PROLOG II. Bien siir, les systémes d’équations et de diséquations sont des problémes
équationnels.

Exemple 2.5 S ={s}, F={0:—3s; g: sXs— s}et

P = Vy,e: n#9w,2)Vnn 9, y2)Vy #0

Si I’on considére ce probléme dans T'(F), n’importe quelle T(F)-substitution est une
T(F)-solution puisque, dans les arbres finis, la diséquation y; # g(y1,z) est toujours
satisfaite. Il n’en est pas de méme dans les arbres infinis. En fait, toute RT(F)-substitution
est une RT(F)-solution excepté {z — 0}. En effet, dans ce dernier cas, on peut infirmer
les trois diséquations en choisissant y; = g(y1,0) et yo = 0.

2.4.4 Exemples dans NF

A nouveau, revenons a un exemple de complétude suffisante. Comme déja dit plus haut, ce
probléme se rameéne dans un cas simple 4 I’absence de solution dans T(C) pour un certain
probléme équationnel. De facon plus générale, ce probléme se raméne & I’absence de so-
lution dans N F, ensemble des termes fermés irréductibles pour un systéme de réécriturel?.

Exemple 2.6 Reprenons tout d’abord I’exemple 2.2. Si I’on ajoute les régles p(s(z)) — =
et s(p(z)) —  qui correspondent i la définition des entiers relatifs, le systéme de réécriture
reste canonique. eq est alors complétement défini ssi il n’existe pas de solution dans N F
au probléme P de ’exemple 2.2. 1l se trouve que les solutions que nous avions exhibées
alors sont dans N F, ce qui prouve que eq n’est pas complétement défini, méme avec ces
nouvelles relations.

11Rappelons que, comme vu plus haut, NF est muni “canoniquement” d’une structure de F-algébre
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Exemple 2.7 Donnons ici un autre exemple trés simple.
S={s}, F={0:—>3; s: s—s; +: 8 X 8 — 8} et R est le systeme:

3(s(0)) — 0
. z+z — 0
0O+z — =z
z4+0 — =z

On s’intéresse a la complétude de la définition de +. Il n’est pas possible ici de séparer
F en deux sous-ensembles C et D sans qu’il y ait de relation entre termes de T(C). Mais
on peut encore ramener la compléte définition de + i D’existence de solutions dans N F
pour le probléme:

P = Vy: 1+ T2 A Y+ YATI+ 22 A0+ YAz + 2o £y +0

Pour résoudre cette question, on commence par chercher les solutions dans T({0,s}),
puis on cherche parmi les solutions proposées celles qui sont irréductibles [Com86]. 11 se
trouve ici que les solutions dans T({0, s}) sont de la forme {z; — s(0); z2 — s™(0)}
avec k,m > 1 et k # m. Or tout terme s%(0) avec k > 2 est réductible par la premiére
régle du systéme, ce qui prouve qu'il n’y a pas de solution dans N F. Par conséquent, +
est compléetement défini. ’

2.5 ° Travaux voisins

On trouve dans certains travaux ([Mal71,Kun87,Mah88a]) une expression différente des
problémes que nous nous posons.

Un ensemble (récursif) F de formules équationnelles sans variables libres (aussi ap-
pelées phrases) est une aziomatisation compléte de la classe d’algébres K ssi les algébres
de K sont les modales de F. Autrement dit, si I est la relation de déduction associée 3
un systéme complet dans le CP1, F est une axiomatisation compléte de K ssi

KE¢ & Fro
Mal’cev prouve que les axiomes .

(D) f(t1yeostn) = flury.. . up) = h=u1A...Atp, = u,
(I) f(tl’“-,tn)?Sg(ul,-”»um) Si f#g
(0) tlz] #z Si t est un terme quelconque distinct de z

constituent une axiomatisation compléte de la classe des algebres localement libres. 12
Une F-algébre A est dite localement libre lorsque toute sous algebre de A qui est finiment
engendrée posséde un ensemble (éventuellement infini) de générateurs libres. Les algébres
libres (telles que T(F) ou T(F, X)) sont localement libres 13,

12Cette axiomatisation n’est pas finie puisque les axiomes (O) sont en nombre infini.
13Mais il existe des algebres localement libres qui ne sont pas libres comme Z, ensemble des entiers
relatifs considéré comme {0, succ}-algebre.
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Avec cette terminologie, les résultats que nous donnons dans le chapitre suivant per-
mettent de prouver (comme dans [Mah88a]) que les axiomes (D), (I),(O) plus ’axiome:

(DCA) Ve,Vier 32 = £(2)

constituent une axiomatisation compléte de T(F'). (Ce qui ne peut &tre déduit des résultats
de Mal’cev puisqu’il y a “plus de théorémes” dans T(F) que dans la classe des algébres
libres). La fagon dont nous abordons cette preuve permettra aussi, comme nous le verrons,
d’effectuer certaines généralisations (par exemple au cas équationnel et aux algébres avec
sortes ordonnées).

Plusieurs travaux récents ont aussi abordé des problémes voisins. L’introduction de
systémes d’équations et de diséquations pour résoudre les problémes de complétude suff-
isante a constitué, de facon plus ou moins explicite, I'idée de base des travaux présentés
dans [Thi84,Com86,Kuc88]. L’étude des problémes équationnels dans leur généralité
avec application a la complétude suffisante est lancée dans [KL87]. Mais, d’une part les
problémes introduits dans [KL87] ne contiennent pas de variables libres, ce qui empéche
d’exprimer correctement la résolution de tels problémes, d’autre part il manquait une de-
scription de ce qu’est le résultat d’une telle transformation. Le probléme de la résolution
des probléemes équationnels dans le cadre présenté ici a été ensuite résolu dans [CL88].
Enfin, il faut aussi citer le travail de HJ. Biirckert [Bur88] o est abordé le probléme de
la résolution de certains problémes équationnels dans T(F, X)/ = g. Mais, & la différence
de notre travail, les problémes considérés dans cet article ne comportent pas de variable
quantifiée universellement.



Chapitre 3

Transformation des problémes
équationnels

Dans ce chapitre, nous montrons comment transformer les problémes équationnels tout en
ne modifiant pas I’ensemble des solutions.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux régles qui ont cette propriété,
sans nous occuper ni de terminaison, ni des propriétés éventuelles des problémes en forme
irréductible. Par contre, les régles sont énoncées sous une forme aussi générale que possible,
les résultats de correction étant eux aussi énoncés avec des hypothéses aussi faibles que
possible.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons 3 l'utilisation de ces régles pour
obtenir des “formes résolues”. Il nous faut alors considérer des représentants de problémes
équationnels et introduire un contréle dans ’utilisation de celles-ci. Apres avoir précisé
ces notions dans un cadre général, nous donnons (sections 3.4,3.6,3.7) un contréle (le plus
libéral possible) permettant d’une part de prouver la terminaison des transformations,
d’autre part d’assurer de “bonnes” propriétés des formes irréductibles.

Une conséquence de ces résultats est la décidabilité de la validité dans T (F) des for-
mules du premier ordre dont le seul symbole de prédicat est =.

Une partie du travail présenté dans ce chapitre a été mené en collaboration avec P.
Lescanne.

3.1 Regles de transformation

3.1.1 Généralités

Une régle de transformation est un ensemble de (shémas de) régles de réécriture dans
lalgébre des problémes équationnels. La plupart du temps il s’agira d’une régle de
réécriture. Mais parfois, il pourra &tre utile d’utiliser la méme notation pour désigner
plusieurs régles. Par exemple, une régle comme:

fyeeirt) = g(us, . osum) = L Sif £ g

dénote ’ensemble des régles {f(t;, . cortn) = g(u1,.. ., um) —L | f,g € F, f #g}.

27
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De méme, dans certains cas, il peut étre utile d’avoir en membre droit non pas un terme
mais une fonction appliquée & un terme. On pourrait toujours éviter ce genre de nota-
tion en définissant complétement les opérations nécessaires dans 1’algébre des problémes
équationnels. Mais de telles définitions sont fastidieuses et n’apportent rien. Dans tous
les cas, ’ensemble de régles de réécriture dénoté par une de nos régles de transformation
apparaitra clairement.

De cette fagon, nous pourrons parler de terminaison et de confluence d’un systéme de
régles de transformation, comme de la terminaison et de la confluence de I’ensemble de
régles de réécriture qu’elles dénotent. Bien siir, & un ensemble de régles de transformation
R est associée une relation de réduction —x.

Définition 3.1 Etant donné une F-algébre A et un ensemble fini de variables I, un
ensemble de régles de transformation R est dit correct par rapport a A,T si, pour tout
probléme équationnel P,

(ProrP) = (S(AP,T)C S(AP,I)

Définition 3.2 Etant donné une F-algébre A et un ensemble fini de variables I, un
ensemble de régles de transformation R est dit conservatif (resp. globalement conservatif)
par rapport a A,T si, pour tout probléme équationnel P,

(PHrP) = (S(A,P,I)CS(AP,I))

(resp.
sAPI) ¢ U SAPI)
P! PrsgrP!

La notion de “globale conservation” est introduite pour permettre de tirer parti du
non déterminisme de I’application des régles : une régle telle que :

(Ez1) PAz#u — Viec(321,..52m: (PAT#£u)Az = f(21,...2m))

ne transforme en effet pas un probléme équationnel en un autre probléme équationnel mais
en une disjonction de problémes. Nous I’utiliserons donc sous la forme:

(Ez1y) PAz#u — 3z,...,2m: (PAz#u)Az= f(21,...2) SifeF
Mais cette derniére régle n’est plus que globalement conservative.

Définition 3.3 Lorsque R est & la fois correct et conservatif (resp. globalement conser-
vatif) par rapport a A, I, on dit que R est fortement adéquat (resp. adéquat) par rapport
a AT,

Lorsqu’un ensemble de régles est fortement adéquat, il suffit de calculer un seul “suc-
cesseur” de P. Remarquons aussi qu’un ensemble de régles est fortement adéquat si et
seulement si chaque régle de cet ensemble est fortement adéquate. Enfin, un ensemble de
regles fortement adéquat est évidemment adéquat.
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3.1.2 Enoncé des regles

Les résultats de correction et d’adéquation des régles seront donnés dans le paragraphe
suivant. Nous nous contentons ici d’énoncer ces régles de fagon 2 les obtenir groupées et
a pouvoir s’y référer dans la suite.

Nous utiliserons les conventions suivantes dans la description des régles de transfor-
mation:

e toute chaine commencant par s,t,u, v désignera une variable de sorte terme

e toute chaine commengant par w, z,y, z désignera une variable de sorte variable

toute chaine commengant par P, Q, R désignera une variable de sorte systéme (c’est-
a-dire un probléme équationnel sans quantificateur)

e les vecteurs (&, 7, Z,...) désigneront des variables de sorte seq_var
¢ P désignera une variable de sorte ep (i.e “probleme équationne]”)

D’autre part nous nous efforcerons d’adopter la convention lexicographique indiquée
dans le chapitre précédent concernant les variables : les parameétres sont désignés par les
variables y, 1,9, .. ., les inconnues principales par les variables z,z’, zy,.. ., les inconnues
auxiliaires par les variables w, w’, w, ... et les variables quelconques par 2,2/, z1, . ..

La figure 3.1 énonce les régles dont la correction ne dépend pas de P’algébre A con-
sidérée. On y trouve des régles trés classiques comme le remplacement, la fusion et
Pélimination -des équations triviales, avec leur contrepartie pour les diséquations. Mais
aussi les régles d’élimination des paramétres. La régle (EP,), par exemple, consiste (in-
formellement) & faire le raisonnement suivant: si la diséquation y # ¢ n’est pas satisfaite,
c’est que y égale t et qu’il est donc possible de remplacer y par t. Enfin, les régles de
“mise en forme” des résultats permettent d’éliminer les inconnues auxiliaires qui ne sont
plus nécessaires et de réintroduire au contraire les inconnues principales qui ont disparu.
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Elimination des équations et diséquations triviales (T)

(Th) s=s8 » T
(T2) s#s —» 1L

Fusions (F)
(F1) s=tAs=u — s=tAt=u
(F2) s#tVs#u — s#tVit#u
(F3) s=tAs#u — s=tAt#u
(F4) s=tVs#u — u=tVs#u

Remplacements (R)
(R1) z=tAP — 2z2=tAP{z—>1t}
(R2) z#tVP w— 2#tV P{z—1t}
Elimination des parameétres (Ebf P) ‘
(EP) Vi,y:P — V§: P Siy & Var(P)
(EPy) V§: PA(y#tvd) — V§: PAd{y—t} Sid estune disjonction d’équations
et de diséquations, y € 7 et y & Var(¢t)
Reégles de “mise en forme” des résultats (MF)

(MFy) Jw,P —» P Si w¢g Var(P)
(MF)) 30, w: w=tAP +— 3Jw: P

Si w g Var(P,t) et t ne contient pas de paramétre.

(MF;) 3@,V§: P — 3w,w,Vy: PAz=w

Siz €1,z ¢ Var(P), w est de méme sorte que z et w € Var(, 7, P).

Figure 3.1: Reégles fortement adéquates pour toute F-algébre A
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Les régles de la figure 3.2 possédent des propriétés de correction et d’adéquation qui
dépendent de la F-algébre A sur laquelle on cherche les solutions. L3 encore, certaines
régles sont trés classiques comme les tests d’occurrence, la décomposition et les incom-
patibilités (“clash” en anglais). D’autres le sont moins, comme les régles qui permettent
d’éliminer les paramétres des équations. La régle (EPy) est par contre trés simple; elle
consiste essentiellement a remplacer un parametre par toutes ses valeurs possibles.
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Décompositions (D)
(D1) f(t1y...ytn) = f(ug,y...up) = ti=uA...Atp =1u,
(D2) f(t1y---stn) # f(ury...un) = trFuV...Vig #uy
Incompatibilités (I)
() f(ty-.stn) =g(ury..oum) = L Sif#g
(I2) f(t,...stn) # g(ua,...,um) = T Sif#g
Tests d’occurrence (O)
(01) z=t —» L1 SizeVar(t)
(02) z#t —» T Size Var(t)
Elimination des paramétres (suite) (Ebf P’)
(EP3) V§: PAN(n1=wyV...Vzp=u,VR) — V§: PAR
Si
1. Pour tout i, z; est une variable et est distincte de u;
2. Pour tout i, z; = u; contient au moins une occurrence de parametre

3. Pour tout ¢ et tout paramétre y € Var(z;,u;), y est infinitaire

4. R ne contient pas d’occurrence de parameétre

(EPy) V§: PAQ — V7: PAQ{y—=t}A...AQ{y — t,.}
Si y est un parameétre de sorte s dont le support dans A est {t;,...,%,} et y € Var(Q).
Reégles de “mise en forme” des résultats (suite) (MF’)
(MFy) 3w: (diVar#u)A...A(dpVzn #up) AP — 3J5: P

Si chaque d; est une disjonction d’équations et de diséquations, chaque 2; est une inconnue,
chaque diséquation z; # u; est une diséquation non triviale, les termes u; ne contiennent
pas de parametre et il existe une variable w € W N Var(zy,u1) N...N Var(z,,u,) qui
n’apparait pas dans P et qui est infinitaire.

Figure 3.2: Reégles fortement adéquates dans certaines F-algébres
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Explosion (E)
(Ez1) V§: P — 3Jwy,...,w,,V§: PAz= f(wy,...,wp)
Si{wi,...,w}N(Var(P)UgUI) =0, f € F, f : 3, X...8, — s, pour tout i, sort(w;) = s;

et z est membre d’une équation ou d’une diséquation de P contenant une occurrence d’un
parameéetre.

(Ezz) Plz#u] » Plz#ulAz=t

Si z est de support fini D dans A C T(F,X)et t € D.

Choix non déterministe (NC)

(Nc) V§: PA(PLVP) — VYi: PAP SiVar(P)Ng=0ouVar(P)N§=0

Figure 3.3: Régles globalement conservatives

Le dernier groupe de régles est constitué de celles qui ne sont pas conservatives mais
seulement globalement conservatives. La premiére (I’explosion) a déja été évoquée plus
haut. II s’agit essentiellement de faire la supposition que la solution sur la variable z est
un terme dont la racine est étiquetée par f. '

3.1.3 Résulats de correction et d’adéquation des régles

Notons tout d’abord que le lemme 2.5 s’applique également aux problémes équationnels.
D’autre part, la négation n’est plus présente dans les problémes équationnels. Pour prouver
la correction (resp. la conservativité, resp. ’adéquation) de ! — r il suffit de prouver que
S(A,r0,T) C 5(A,lo,TI) (resp. D, resp. =). De méme, si | — r est fortement adéquate,
et que les formes prénexes I’ de =/ et ' de -7 sont des problémes équationnels, alors
I' — 1’ est fortement adéquate (toujours d’aprés le lemme 2.5). Ainsi, la forte adéquation
des régles (T3), (R2), (F2),(F1),(D2),(I2),(O2) est une conséquence de la forte adéquation
des régles (Ty), (R1), (F1),(F3),(D1),(I1),(01) respectivement.

Ces propriétés seront utilisées sans mention explicite dans les preuves qui suivent.

Proposition. 3.4 Les régles de la figure 3.1 sont fortement adéquates par rapport a tous
AT

Preuve
Pour certaines régles, ce résultat est une conséquence directe des définitions:

- o La forte adéquation des régles (T;) et (T3) est une conséquence de la définition 2.7
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o La forte adéquation des régles de fusion est une conséquence de la transitivité de =
et de la remarque ci-dessus

o La forte adéquation des régles de remplacement est aussi une conséquence de la
définition 2.7

o La forte adéquation de (EP,), (M Fy) et (M F3) est une conséquence de la définition
2.7

I nous reste ainsi seulement deux régles & étudier : (EP;) et (M F).

Correction de la régle (EP;)
A cause des propriétés de monotonie (cf lemme 2.5), nous n’avons  prouver que la
correction de la régle: V§: y #tVvd — V§: d{y — t} lorsque y € §. Soit donc &
une A-solution de V7 : d{y — t}. Nous allons prouver que o est aussi une .A-solution
deVy: dvy#t.

Soit 1 une A-substitution quelconque dont le domaine est 7. Deux cas se présentent:

o Premier cas: yi =4 ty. Alors, Yo = (Yo {y — t})o.
D’autre part, 9o valide d{y — t} par hypothése. Par conséquent (¢o{y — t})o
valide d.
On déduit de ces deux remarques que %o valide d et donc d Vv y#t.

o Deuziéme cas: yi #4 t1.
Dans ce cas, 1o valide y # ¢ et donc valide y #t V d.

La régle (EP,;) est conservative

Soit o une A-solution de V§ : y # tVvd. Nous avons & prouver que ¢ est ausi solution
de V§: d{y — t}.

Soit ¢ une .A-substitution quelconque dont le domaine est §. {y — to}t est une
A-substitution de méme domaine. Comme o est une .A-solution de V§: dV y # t,
o{y — to}+ valide y # t v d. De plus, comme od{y — to}® ne peut valider y # t,
cette substitution valide d. Enfin, o{y — to}y = (0 0 {y — t})¢ et par suite g9
valide d.

Forte adéquation de (M F3)
Il suffit de montrer que la régle est correcte car l'inclusion S(A,3T,w : w =t A
P,I) C S(A,3@ : P,I) est triviale. De méme que précédemment, P ne joue
aucun role et peut donc é&tre supposé équivalent 3 T. Il s’agit donc de prouver
que toute A-substitution de domaine Z est une solution de 3w,w : w = t. Si
o est une A-substitution et ¢ une A-substitution de domaine @, oc{w — toy}y
valide w = t puisque w ¢ Var(t). Par conséquent, il existe une substitution 1’
(¥' = {w — top}) telle que o) valide w = t. C’est ce que nous voulions montrer.

Proposition 3.5 Les réglesI, D, O, (EP3) et (MFy) sont fortement adéquates lorsque
A est une sous-algébre de T(F, X). La régle (EPy) est fortement adéquate lorsque A est
ou bien une sous-algébre de T(F,X), ou bien un quotient d’une sous-algébre de T(F,X).
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Notons que certaines régles (comme les décompositions et incompatibilités) sont forte-
ment adéquates dans une classe plus large de modéles que nous ne rappelons pas ici (cf

[BHS87)).

Pour'prouver la correction de la régle (E P3), nous avons besoin de deux lemmes tech-
niques. Le premier concerne 1’expression des solutions dans T (F,X) d’une équation et
peut &tre vu comme un cas particulier des résultats de [LMM86]. Le deuxiéme lemme
est plus fondamental : nous le réutiliserons par la suite car il permet d’assurer 1’existence
d’une solution & certains systémes de diséquations. Des résultats semblables 3 ce lemme
sont d’ailleurs donnés dans [Col82,LMM86,Mah88a). Ce résultat se généralise & certaines
théories équationnelles (cf chapitre 7).

Commengons par énoncer et prouver ces lemmes.

Lemme 3.6 Une équation s = t dont la seule variable est z posséde au plus une solution

dans T(F).

Preuve
Nous effectuerons la preuve par récurrence sur la profondeur minimale de s et .

e Si s ou t sont de profondeur 0, I'un des deux termes (s par exemple) est une variable
ou une constante. Si s est une constante, alors - ou bien ¢t = z et I’équation s = ¢ a
pour seule solution {z — s} -ou bien ¢ # z et s = ¢ n’a pas de solution car tofe# s
(Rappelons que z est une variable de ¢ et que c’est sa seule variable).

e Sisettsont tous deux de profondeur au moins L,s=g(s1,...8m)ett = f(ty,... ytm)-
Si f # g, équation n’a alors pas de solution. Sinon, il existe un indice i tel que
z € Var(s;,t;). Une solution dans T(F) de s =t est aussi une solution de s; = t;.
Par hypothése de récurrence une telle équation posséde au plus une solution dans
T(F). Par conséquent, il en est de méme de s = t. O

Lemme 3.7 Soit P une conjonction de diséquations non triviales. Soit A un sous-
ensemble non vide de T(F, X) tel que Var(P)N A = 0. On suppose de plus que toute
variable de P a une sorte dont le support dans A est infini. Alors P a au moins une
solution dans A.

Preuve du lemme 3.7
Pour plus de simplicité, nous allons supposer que A est un sous-ensemble de T'(F’), ce que
l'on peut toujours supposer en considérant les éléments de A N X comme des constantes.
(La nouvelle signature peut éventuellement contenir une infinité de symboles fonctionnels,
mais cela n’a pas ici d’importance).
Nous allons effectuer la preuve par récurrence sur le nombre de variables distinctes de

P.

e Si P ne contient pas de variable, alors les diséquations sont toutes trivialement
valides dans A C T(F, X). Toute substitution dans A est alors solution.

¢ Supposons maintenant que la propriété est vraie pour [Var(P)| < m -1 (m>1)et
considérons un probléme P vérifiant les hypothése du lemme et tel que |Var(P)| =
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m. Soit z € Var(P). Soit s # t une diséquation de P et (S, F' ) la signature obtenue
en considérant les variables de P autres que z comme des constantes. D’aprés le
lemme 3.6, s =t a au plus une solution dans T'(F" ).

Soit S I’ensemble (fini) des solutions dans T(F’) de telles équations. Comme il y
a dans A une infinité de termes de méme sorte que z, il existe dans A un terme
t; de méme sorte que z et n’appartenant pas a S. Le probléme P’ obtenu en
substituant ¢; & z dans P est alors une conjonction de diséquations non triviales,
par construction de t;. Par hypothése de récurrence, P’ a au moins une solution o
dans A. oo {z — t,} est alors une solution dans A de P. O

Preuve de la proposition 3.5

La forte adéquation des régles D, O et I dans les sous-algébres de T'(F, X) est triviale.

En fait, c’est une conséquence du fait que ces algébres sont localement libres [Mal71).

La regle (M Fy) est d’autre part trivialement conservative, comme la régle (EP3) est
g p

trivialement correcte.

Enfin, nous supposerons que AN X = 0. (Ce que I’on peut toujours faire au prix d’un

éventuel changement de signature).

Correction de (M F,)

Par propriété de monotonie, on peut supposer que @ = {w}. De plus, comme
w € Var(P), le membre gauche peut aussi s’écrire

(Fw: (daVvza #w)A...A(dn #up))AP

et le membre droit est équivalent 3 P. A nouveau par propriété de monotonje, il
nous suffit de prouver que la régle

Jw: (diva #um)A .. A(dy#uy)— T

est correcte. Le membre gauche peut encore s’écrire 3w : RV (21 # uiA.. Azy # uy,)
pour un certain R. Il suffit donc de prouver que Jw: z FUA...AzZg FUp — T
est correcte (& nouveau par monotonie, et puisque les quantificateurs existentiels
“traversent” les disjonctions).

Soit o une A-substitution quelconque de domaine Var(zi,u1,...,2n,u,) = {w}. Soit
P'=210 # w10 A ... A 2,0 # upo. P’ est une conjonction de diséquations non
triviales puisque, pour tout i, -ou bien z; = w et 2;0 = z; = w est distinct de u;o par
hypothése -ou bien 2; # w. Dans ce dernier cas, w € Var(u;o) et w & Var(z;0). Par
application du lemme 3.7 il existe donc une solution dans A 3 P’. clest-a-dire une
substitution 1 de domaine {w} telle que, pour tout i, z;04¢ = A u;o. Il en résulte
que toute A-substitution est une solution de z; U A Az # uy, (Cest ce que
P'on voulait prouver).

Forte adéquation de (EP;)

Tout d’abord, P n’est pas significatif dans cette propriété et peut donc &tre supposé
égal a T. En prenant la négation des deux membres, on est ramené & prouver la
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correction de la régle 37 : 23 # uy A...A 2z, # u, — T. Comme ci-dessus, si o

* est une .A-substitution quelconque, il suffit d’appliquer ¢ au probleéme; on peut alors

utiliser le lemme 3.7 assurant 1’exitence d’une substitution de domaine § qui valide
la formule. 1!

Forte adéquation de (EP;)

Elle est triviale. Remarquons seulement que -d’une part cette régle est aussi adéquate
dans tout quotient de T(F, X) -d’autre part, un léger probléme technique se pose
lorsque t4,...,t, contiennent des variables: les nouvelles variables ainsi introduites
sont des variables libres et pourtant non contenues dans Z. Il faut en effet con-
sidérer ici ces nouvelles variables comme des constantes vis-a-vis de la résolution des
problémes. Nous n’entrerons pas ici dans le détail d’une formalisation possible qui
apporterait plus de complications que d’éclaircissements.

Proposition 3.8 La régle (Ez1) est A-adéquate lorsque A est soit un sous-ensemble de
T(F), soit RT(F), soit un quotient de RT(F). La régle (Ez,) est A-adéquate lorsque
ACT(F,X). (Nc) est A-adéquate pour tout A.

La régle (Ez1) correspond au “Domain Closure Axiom” [Rei78 Mah88a]. Elle exprime

en effet que tous les éléments du domaine sont construits avec 1’un des symboles de fonc-
tion de la signature.? 1l est donc naturel qu’elle ne soit globalement conservative que
lorsque tous les éléments de 1’algébre A peuvent &tre “atteints” en utilisant les symboles
de F seulement.

Preuve

En ce qui concerne la régle (Ez;)

La correction est immédiate. De plus, comme dans les cas précédents, il suffit de
prouver la globale conservation de

T = Jwy,...,wp,V7: 2= f(wy,...,w,)

puisque les variables wy,...,w, n’ont pas d’occurrence dans P. (Rappelons & nou-
veau que les solutions de §: P A Q sont les substitutions qui sont solution  la fois
de Vy: P et de V§: Q). On peut de plus supposer 7 = @ sans perdre de généralité
puisque z = f(wy,...,w,) ne contient pas de paramatre. (C’est une application de
la regle (E Py)).

Il reste alors & remarquer que la globale conservation est une conséquence des hy-
potheéses effectuées sur 1’algebre .A. En effet, si o est une .A-substitution quelconque

'On n’est pas vraiment ramené i la correction de (M F) car z1,u1,...,2n, un peuvent contenir respec-

tiverent des occurrences de différents paramétres. Mais une application répétée de la regle (M F) que
nous avons prouvée correcte permet aussi de prouver la forte adéquation de (ER)
2On utilise ici (et seulement ici) que F est fini.
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de domaine contenant 2, zo peut s’écrire f(sy,...,8,) pour un certain f 3. On con-
sidére alors l'instance de la régle (Ez;) qui correspond & ce f la. (Rappelons que
nons n’avons a prouver que la globale conservation). Si 6 = {w; — s1;...;wp — 8p},
o6 valide z = f(wy,...,w,), ce qui prouve bien que o est une solution du membre
droit.

En ce qui concerne la régle (Ez;). L’adéquation est immédiate.

En ce qui concerne la régle (Nc) La correction est triviale. Nous ne nous intéresserons
qu’ala globale conservation. P, et P, jouent des roles symétriques. En effet, v étant
commutatif, Vi : PA (P, V P;) — V§: P; n’est qu’'une instance de (Nc). Sans
perdre de généralité on peut donc supposer que FN Var(P;) = §. De méme, P ne
jouant aucun réle peut é&tre supposé égal & T. Il suffit ainsi de prouver que toute
solution de Vi : P; V P, est une solution de P; ou une solution de V7 : P, (qui
correspondent a deux instances d’application de la régle). Mais (comme il a été
rappelé dans le chapitre 2) V7,3’ : 1T — ¥) V b et (V7 : 1)V (VT : ¢2) sont
deux formules équivalentes. On obtient alors la relation voulue en remarquant qu’ici
y = 0.

3.2 Transformation de représentants de problémes

L’algébre des problémes équationnels telle qu’elle est décrite dans la figure 2.1 est une
algebre quotient. Bien sir, les régles de transformation de la section précédente sont
compatibles avec cette structure quotient. Si bien que l'on peut appliquer les régles
a n’importe quel représentant d’une classe d’équivalence de problémes. Néanmoins, la
décision de I’applicabilité d’une régle & un probléme entrainerait une opération de filtrage
modulo les équations de la figure 2.1. D’un point de vue pratique une telle opération serait
extrémement coiiteuse (si elle est décidable !*). De plus, il ne serait pas aisé de donner des
preuves de terminaison, les ordres uitilisés devant alors étre compatibles avec la structure
quotient.

Il apparait ainsi qu’il peut étre utile de choisir des représentants canoniques des
problémes équationnels, 1’applicabilité d’une régle se ramenant alors & un probléeme de
filtrage modulo des équations de commutativité-associativité.

Nous choisirons donc dans ce chapitre (et le suivant) d’effectuer une “normalisation”
des problémes équationnels avant I’application d’une régle de transformation; les problémes
auxquels sont appliqués les régles seront supposés en forme normale conjonctive. Ces
formes normales sont décrites dans de nombreux livres de logique (cf par exemple [Gal86]).
Elles sont obtenues en orientant les axiomes de la figure 2.1 (autres que ’associativité et
la commutativité). L’orientation des axiomes d’idempotence, élément absorbant, élément
neutre est évidente. Les axiomes de distributivité sont orientés de fagon A faire apparaitre

®Ici, f désigne aussi bien la fonction f4 que le symbole f € F.
*Noter en effet que les classes d’équivalence de probleémes sont des ensembles infinis
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(P1 A Pz) \" (Pl A P3)

(DIS].) P1 \% (P2 A P3) -

(DiS2) P A (Pl \% Pg) - P
(Idem1) PAP - P
(Idem2) PvP —- P
(Neul) Pvli —- P
(Neu2) PAT - P
(Abs1) PVvT —- T
(Abs2) PAlL — 1

Figure 3.4: Mise en forme normale conjonctive des problémes équationnels

le symbole A & une position de taille plus petite. Ces régles sont exposées dans la figure
3.4. Un probléme en forme normale conjonctive sera ainsi de la forme JW,V7: P ou P est
une matrice , c’est-a-dire une conjonction de disjonctions d’équations et de diséquations.

Malheureusement, la normalisation des problémes avant chaque application de régle
peut empécher I’application d’une régle. Par exemple, considérons le probléme
(z=tAz=u)V(z=tAd):

(z:t/\z:u)V(z:t/\d) “normalisation zztA("":l"Vd)'
MAIS

(z=tAz=u)V(z=tAd) —Fusion (z=tAt=u)V(z=1tAd)
—normalisation 2 =t A (1= uVd)

nous voyons ici que la normalisation du probléme peut empécher I'application d’une régle
de fusion. Ce probléme s’apparente & celui de la confluence des systémes de réécriture:
Porientation d’une régle (ici la mise en forme normale conjonctive) peut restreindre 1’en-
semble des formules prouvables. Classiquement, Palgorithme de Knuth-Bendix [DJ88,
BDHS86] permet justement de “compléter” le systéme pour “récupérer” la confluence. Nous
allons procéder de fagon analogue en rajoutant certaines régles (comme par exemple la
reglez = tA(z=uVd)—> 2=tA(t=uV d) qui permet dans ’exemple ci-dessus de
récupérer la transformation rendue impossible par la normalisation). Nous n’essaierons
pas de donner un systéme confluent (i.e. nos n’essaierons pas d’étre exhaustifs dans la
complétion) mais seulement de donner un systéme qui nous suffira pour les preuves de
complétude. Ces “nouvelles régles” sont réunies dans la figure 3.5.

Il faut aussi ajouter aux régles de la figure 3.5 celles que 1’on obtient en remplacant
dans une régle une ou plusieures variables de sorte systéeme par T ou L puis en normal-
isant les problémes obtenus. Nous ne reproduisons pas ici les 14 régles obtenues de cette
fagon. Nous considérerons plutdt que les régles de transformation dénotent ’ensemble des
régles de transformation obtenues ainsi. Il faudra le garder a l’esprit dans les preuves de
terminaison.
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(F1) z=tA(z=uVd) » z=tA(t=uVd)
(F3) z=tA(z#uVvd) » 2=tA(t#uVd)

Figure 3.5: Régles de transformation issues de 1”’interaction” avec la mise en forme nor-
male conjonctive

(D3) f(tl,...,t,,)=f(u1,...,un)vd — (t1=U1Vd)/\.../\(tn=’uan)

Figure 3.6: Reégles obtenues par enchainement d’une transformation et d’une normalisation

On peut aussi remarquer que certaines régles transforment un probléme en forme nor-
male conjonctive en un probléme qui n’est pas en forme normale conjonctive. Il faudra
donc aussi tenir compte dans des preuves de terminaison de la normalisations entre chaque
transformation. En fait, cela ne posera de probléme que pour la régle de décomposition
D,, lorsqu’elle est appliquée & une équation apparaissant dans une disjonction. Dans
tous les autres cas, les seules régles de normalisation éventuellement applicables aprés
transformation d’un probléme en forme normale conjonctive sont des regles qui triviale-
ment “simplifient le probléme” comme les régles d’élément absorbant ou d’élément neutre.
C’est pourquoi nous ajoutons (seulement) la régle D3 (cf figure 3.6) en combinant D, et
la normalisation.

3.3 Controle

Dans cette section et les suivantes, nous ne considérerons que des formes normales con-
jonctives. Cette propriété sera donc sous-entendue lorsque nous parlerons de problémes
équationnels.

Les régles des sections précédentes, en général, ne terminent pas. Nous nous intéressons -
donc a des restrictions dans ’emploi des régles (contréle) qui permettent d’obtenir des
problémes “plus simples” que nous appelerons formes résolues. Mais qu’entend on ex-
actement par “plus simple” ? C’est ce que nous allons préciser dans cette section. Nous
introduirons aussi la notion de complétude par rapport a un ensemble de formes résolues.
Enfin, nous ferons quelques rappels sur les ordres que nous utiliserons dans les preuves de
terminaison. o

3.3.1 Formes résolues

Comme nous I’avons vu au début de ce chapitre, un ensemble de régles de transforma-
tion définit une relation de réduction (~—) dans 1’algébre des problémes équationnels. Un
contréle permet de définir une relation est moins fine que +—, relation qui peut aussi étre
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vue comme une relation de réduction associée & un systéme de réécriture. (Nous noterons
encore — cette relation).

Un tel contréle sera défini d’une part par une restriction d’emploi des régles de trans-
formation, d’autre part par un ordre sur les régles qui détermine quelles régles appliquer
en priorité lorsqu’il se présente plusieurs possibilités. 5

Remarquons que, si la relation de réduction associée 3 un ensemble de regles de trans-
formation est fortement adéquate (resp. correcte), alors la relation de réduction obtenue
en ajoutant un contréle est elle-méme fortement adéquate (resp. correcte). De plus, tous
les controles que nous utiliserons préserveront I’adéquation des régles. ©

Remarquons enfin qu’il n’y a qu’un nombre fini de fagons d’appliquer une méme régle
a un probléme équationnel en forme normale conjonctive, car un tel probléme n’est égal
qu’a un nombre fini de formes normales conjonctives.

Pour étre intéressant, un systéme de régles de transformation doit permettre d’aboutir,
a partir d’un probléme équationnel, & un ensemble de formes résolues ayant de “bonnes
propriétés”. Commencons par préciser ce que peuvent étre de “bonnes propriétés”.

Définition 3.9 Soient A une F-algébre et T un ensemble fini de variables. Deuzr ensem-
bles de problémes équationnels (éventuellement infinis) {P;|i € I} et {P;|i € I} sont dits
équivalents 7 par rapport ¢ A et I si

o Pour tout i € I U I, les variables libres de P; sont contenues dans T

® Uier, S(A,Pi,T) = Usep, S(A, P, T).

Cette définition n’est qu’une généralisation de la définition de I’équivalence de deux
problémes donnée dans le chapitre 2.

Une premiére “bonne propriété” de I’ensemble des formes résolues d’un probléme P
est qu’il soit équivalent & P. Cela correspond 2 ’adéquation des regles.

Définition 3.10 Un probléme équationnel est dit sans parameétre s’il ne contient pas le
quantificateur V

Une deuxiéme “bonne propriété” peut étre ainsi I’absence de quantificateur universel.
On pourra donc considérer qu’un probléme est en forme résolue s’il est sans parameétre.
Par exemple, nous utiliserons ce genre de forme résolue pour décider de la validité d’une
formule équationnelle dans .A.8

Définition 3.11 Un probléme équationnel P est dit soluble (par rapport ¢ A et I) si
S(A,P,I)#9,

°En fait, cette derniere fagon d’exprimer le contréle n’est qu’un cas particulier de la premiére: on
restreint emploi d’une régle aux cas ot aucune régle plus petite n’est applicable.

®Nous faisons ici allusion aux régles qui sont adéquates sans étre fortement adéquates.

"Cette notion d’équivalence n’est qu’une extension aux ensembles de problemes de la relation AT
définie dans le chapitre précédent.

8Transformer un probléme en probléemes sans parameétres correspond a I’élimination du quantificateur
“le plus interne” dans une formule équationnelle.
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Une autre bonne propriété d’une forme résolue est qu’elle soit ou bien (syntaxiquement)
égale 3 1 ou bien soluble. Cette propriété de solubilité est assurée lorsque le probleme
équationnel considéré est une définition contrainte :

Définition 3.12 Lorsque A est une sous-algébre de T(F, X ), un probléme équationnel P
est dit étre une définition contrainte (par rapport @ A et T) si P est ou bien T ou L ou
bien une conjonction d’équations et de diséquations de la forme

W, WE T = A LL AT, St AT EF WAL AT, E Yy
ou

1. z1,...,z, sont des variables et n’apparaissent qu’une fois dans P

2. pour tout indice 1 < ¢ < p, z} est infinitaire et est distinct de u;

Proposition 3.13 Une définition contrainte distincte de L a au moins une solutzon dans

T(F).

Preuve
Soit P = Jwy,...,wr: 21 = HA...AZy =t AZ) # uA.. Az}, # up une définition con-
trainte (non triviale). D’aprés le lemme 3.7 (la définition 3.12 assure que les hypothéses de
ce lemme sont satisfaites), il existe au moins une T'(F)-solution 8 2z # u1 A...AZ), # u,.
~ Soit alors o = {z; — t;.. 3Tm — tm}. 000 restreinte aux inconnues principales du
probléme est alors une T(F)-solution de P (& cause de la propriété d’occurrence unique
des z; dans la définition 3.12). O

Définition 3.14 Un probléme équationnel P est appelé probléeme d’unification s’il ne
contient ni diséquation (autre que L) ni quantificateur universel.

Un probleme d’unification est ainsi un cas particulier de probléme sans paramétre.
Dans un tel probléme, il n’y a pas de négation. Une “bonne propriété” d’une forme
résolue de P est d’étre un probléme d’unification, lorsque P est équivalent 4 un ensemble
fini de problémes d’unification. De telles propriétés sont étudiées dans [LMM86,LM87].
Elles sont utiles dans ’apprentissage par exemples et contre-exemples ([LM87]) mais aussi
dans d’autres applications étudiées dans le chapitre 6.

Nous voyons donc que plusieurs définitions de la notion de forme résolue sont intéressantes.
De plus (quelle que soit cette définition) il n’est pas nécessaire de calculer toutes les formes
résolues d’un probléme mais seulement un sous-ensemble équivalent & I’ensemble entier.
Pour une définition donnée de forme résolue, on souhaite que l’ensemble de régles de
transformation soit complet par rapport a ces formes résolues:

Définition 3.15
Un systéme R de régles de transformation est dit complet par rapport a :

o Un ensemble de formes initiales F| contenu dans I’ensemble des problémes équationnels
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o Une application Fr (Formes Résolues) de Fi dans I’ensemble des parties de F T
o Une F-algébre A

si, pour tout probléme P € Fy, il eziste un ensemble Frs(P) C Fr(P) qui est équivalent
(par rapport ¢ A et T =VL(P)) a FRr(P) et tel que

VP’ € Frs(P), P —2 P’

Parabus, nous parlerons aussi d’ensemble de formes résolues Fg au lieu de I’application
FRr. 1l est alors sous-entendu que application Fp associe & un probléme P 1’ensemble des
problémes P’ en forme résolue dont les solutions sont aussi des solutions de P.

Notre objectif sera dans la suite de donner des systémes de régles de transformation
complets correspondant 3 différentes notions de formes résolues. °

Dans le cas ol A est une algebre libre, nous obtiendrons toujours un systéme de trans-
formation & terminaison finie. La complétude se prouve alors assez facilement, d’ot1 la

Remarque fondamentale pour la démarche suivie
S5i R est un ensemble de régles de transformation adéquat qui termine et que toute forme
irréductible pour R est en forme résolue, alors R est complet.

Il suffit en effet de remarquer que, R étant adéquat, pour tout probléeme P de F T et
tout entier n, ’ensemble des problemes P’ tels qu’existent Py,...P, vérifiant
PorPior...mg Pe=P aveck<n

est équivalent & P. Comme, de plus, R est & terminaison finie, pour tout probléme
P € F1, il existe un entier n(P) tel que tout probleme qui s’obtient par une succession de
transformations 3 partir de P s’obtient par au plus n(P) transformations & partir de P.

Remarque

Lorsqu’une regle est adéquate sans étre fortement adéquate il faut, en général, calculer toutes les fagons
possibles d’appliquer la régle pour conserver toutes les solutions du probléme. Un algorithme de transfor-
mation complet manipulera ainsi des ensembles de problémes équationnels (en forme normale con jonctive).
La transformation de tels ensembles peut par contre tenir compte de la forte ad équation de certaines regles:
si £ est un ensemble (fini) de probleémes équationnels et R est un ensemble (fini) de regles de transforma-
tion, on dira que £ se transforme en £’ en une étape (ce que l’on écrit £ g EYsi & = UPES Ep,r on
Ep,r est défini par:

o £pr est le seul probleme {P’} si la seule régle applicable est une régle fortement adéquate R, et
que P g, P’ .

¢ &pr ={3wy,...,wp: PAz = f(wi,...,wp) | f € F} sila seule régle applicable a P est Pexplosion
(Ez1) (on peut donner une définition analogue pour (En)).

o fpr ={3WB,V§: PAP ; IBVG: PAP}siP=3w,Vy: PA (P1 V Py) et que la seule régle
applicable est le choix non déterministe (Nc).

e &pr=&pr, U... Ué&pr, si R1,... R sont les régles de R applicables 4 P.

On peut remarquer alors que, si £ R &' et si R est adéquat, alors £ et £ sont équivalents.

Cette remarque peut &tre importante d’un point de vue pratique car l'utilisation non déterministe des
régles conduit rapidement 3 une explosion combinatoire.

De méme, en pratique, pour éviter au maximum d’avoir & manipuler des ensembles de problémes, il sera
préférable de préciser un ordre total sur les régles de facon a ce qu’il n’y en ait qu’une d’applicable (au
plus) i un probléme donné. Dans les exemples, nous utiliserons toujours un tel systéme.
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Il en résulte alors que I’ensemble des problémes irréductibles obtenus par transforma-
tion de P est équivalent & P. Notons Fgrg cet ensemble. Par propriété des formes résolues,
FRr(P) est équivalent & Frg(P), ce qui prouve bien la complétude de R.

Ceci nous indique la démarche  suivre dans les cas ou il y a terminaison:
1. S’assurer de I’adéquation
2. Prouver la terminaison

3. Prouver que les formes irréductibles sont des formes résolues

3.3.2 Ordres utilisés dans les preuves de terminaison

Nous utiliserons dans les preuve de terminaison des ordres bien fondés construits par
extensions lexicographiques et/ou multi-ensemble. Nous rappelons briévement ici les prin-
cipales définitions (et résultats) utilisés dans la suite.

Un ordre défini sur D est bien fondé s’il n’y a pas de chaine infinie strictement
décroissante dans D.

Si Dy,...,Dy sont des ensembles, chaque D; étant muni d’une relation d’ordre >i,la
composée lezicographique 2>/., des ordres >; est la relation d’ordre définie sur le produit
cartésien Dy X .. - X Dy, par: '

(@1,.++,80) Dleg (b1,...,b,) & Jie€ {1,...n},Vj <i,a;=b; et a; >; b;
>lez posséde les propriétés suivantes:
e Si chacune des relations d’ordre >; est totale, alors > ler €st totale.

o Si chacun des ordres >; est bien fondée sur D;, alors >, est bien fondé sur D.

Si D est un ensemble muni d’une relation d’ordre >, un multi-ensemble finil® d’éléments
de D est une application de D dans l’ensemble des entiers naturels qui vaut 0, sauf pour
un nombre fini d’éléments de D.

Le multi-ensemble M qui associe & ay,...,a, € A respectivement mq,...m, et 0 3
tout autre élément z de D est habituellement noté entre accolades, en répétant chaque a;
m; fois, Par exemple, si M(a) =2, M(b) = 3 et M(z) = 0 pour tout autre élément de D,
on note M = {a,a,b,b,b} ('ordre dans lequel sont écrits les éléments n’intervient pas).

L’intersection et la réunion des multi-ensembles sont définies par :

(MU M) (z) = maz(M;(z), Mo(2))
(MlﬂMz)(Z’) = min(Ml(z),Mg(a:))

-

1%Tous les multi-ensembles que nous considéreons seront finis. Nous ne le rappelerons généralement pas.
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La somme et la différence de multi-ensembles sont définis par:

(M1 + M2)(z) = My(z)+ My(z)
(M - Mz)(z) = max(0, My(z) — Ma(z))

Enfin, on définit I’extension multi-ensemble >, de > par:

X={z1,..,2n} 2 {V15- -, Um} =Y
ssi ’'une des conditions suivantes est satisfaite:
1. X=Y
2. Fe{l,...;n}, Fje{l,....m}, z;=yjet X — {z;} >, ¥V — {y;}
3.3ZCY,IzeX,VyeZ, z>yet X - {2} >, Y - Z
Les résultats suivants sont bien connus (cf [DM79] par éxemple) ;

e Si > est un ordre total sur D alors > m est un ordre total sur ’ensemble des multi-
ensembles sur D.

® > est bien fondé ssi >,, est bien fondé

3.4 Elimination des parameétres lofsque A=T(F) -

Nous nous restreignons dans cette section et dans toute la suite de ce chapitre au cas
ol A = T(F). Ce cas revét une importance particuliére, d’une part parce qu’il est plus
difficile que la résolution dans T(F, X) (cf [Kun87,Mah88a]), d’autre part parce que c’est
ce cas qui est utilisé dans la plupart de nos applications.

Nous envisagerons les cas A = RT(F) et A = T(F, X) dans le prochain chapitre. Le
cas A = T(F)/ =g est étudié dans le chapitre 7.

Dans cette section, F; sera I’ensemble de tous les (représentants de) problémes équationnels
et Fr I’ensemble des problémes sans paramétre. Comme il a été précisé dans la section
précédente, nous choisirons pour Fgg I’ensemble des formes irréductibles d’un probléme
pour le systéme Ry que nous allons définir ci-dessous.

3.4.1 Définition de R,

Ce systéme de régles de transformation est constitué (d’une partie) des régles données
dans la section 3.1 auxquelles a été ajouté un contréle. Ces régles sont décites, avec leur
controle, dans les figures 3.7 et 3.8. Il faut noter que certaines d’entre elles ne sont pas
nécessaires (par exemple (F3)) et, de fagon plus générale, le contréle aurait pu étre plus
“restrictif”. Nous avons néanmoins choisi de donner un contréle relativement général, car
la preuve de terminaison reste alors valide pour toute spécialisation. On pourra ainsi raf-
finer le contréle en fonction des problémes étudiés pour obtenir une efficacité maximum,
sans avoir a faire une nouvelle preuve de terminaison.
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Dans la figure 3.7 nous n’avons fait que reproduire certaines régles de la section 3.1
sans rien ajouter. Par contre, certaines conditions d’application ont été ajoutées dans
la figure 3.8. Dans l’expression de ces conditions, nous utilisons la notion de paramétre
résolu . Un parametre y est résolu dans une disjonction d’équations et de diséquations d
s’il existe une diséquation y # u dans d et si ¥y n’a qu’une occurrence dans d.

Nous utilisons aussi la fonction taille-parametre(t) qui dénote la somme des tailles des
positions des paramétres dans ¢. Par exemple, taille-parametre(f(y1,g(y1), 9(g9(y2))))=6
si y1 et yp sont tous deux des paramétres.

Théoreme 3.16 Soit A = T(F). L’application non déterministe des régles données dans
les figures 3.7 et 3.8 termine. De plus, les formes irréductibles sont des problémes sans
paramétre. ’

Avant de commencer la preuve, donnons tout de suite le corollaire, qui résulte de la
remarque fondamentale de la section précédente.

Corollaire 3.17 Les régles de transformation des figures 3.7 et 3.8 sont complétes par
rapport a - Fr ensemble de tous les problémes équationnels - Fr ensemble des problemes
sans paramétres - A = T(F).

preuve du théoréme 3.16

Preuve de terminaison Nous construisons un certain nombre de fonctions d’interprétation
dont la décroissance par application des régles permettra de prouver la terminaison:

e Si dest une disjonction d’équations et de diséquations, ¢1(d) désigne le nombre
de parameétres distincts ayant au moins une occurrence dans d.

e Etant donné une disjonction d’équations et de diséquations d = e1V...Ve,,
¢2(d) désigne le multi-ensemble {TM(ey),...,TM(e,)} ot TM(e) est défini
par:

— TM(e) = 0 si 'un des membres de e est un parametre résolu
— Sinon, TM(s = t) = TM(s # t) = max(taille-param(s),taille-param(t)).

Par exemple, ¢5(y1 # f(9(9(9(v3))) @)V ys # 9(y2) V 9(v4) = 9(g(v5))) =
{0,2,3} si les y; sont des paramatres.

e Si, a nouveau, d est une disjonction d’équations et de diséquations, ¢3(d) est

le nombre d’équations et de diséquations de d dont un des membres est une
variable.

¢ Si P = 3w,Vy: di A...Ad, est un probléme en forme normale conjonctive,
¥1(P) est le multi-ensemble de triplets

{(¢l(dl)v ¢2(d1)7 ¢3(d1))7 L) (¢l(dn)7 ¢2(dn)’ ¢3(dn))}

e Si P est un probléme équationnel en forme normale conjonctive, 12(P) est la
taille totale de P, c’est-a-dire le nombre total de symboles de FUX apparaissant
dans P.
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Elimination des paramétres (Ebf P)

(EP) Vi, y: P — V§: P Siy & Var(P)
(EPy;) V§: PA(y#tvd) — V§: PA d{y =t} Sid est une disjonction d’équations
et de diséquations, y € Fet y & Var(t)

(EPs) §: PA(z1=wV...Vzu=u,VR) — §: PAR
Si
1. Pour tout 7, z; est une variable et est distincte de Uug
2. Pour tout ¢, z; = u; contient au moins une occurrence de parameétre
3. Pour tout ¢ et tout paramétre y € Var(z;, u;), y est infinitaire

4. R ne contient pas d’occurrence de paramétre

" (EPy) V§: PAQ +— V7: PAQ{y =t} A...AQ{y — t,}
Si y est un parameétre de sorte s dont le support dans T(F') est {t1,...,t,}.
Elimination des équations et diséquations triviales (T)

(Ty) s=s —» T
(T2) s#s = L

Incompatibilités (I)

(1) f(ti,ostn) =g(ur,...,um) — L Sif#g
(12) f(tla“-’tn)#g(ul»'--,um) - T Sif7ég

Tests d’occurrence (O)

(01) z=t — L SizeVar(t)
(02) z#t —» T SizeVar(t)

Figure 3.7: Regles permettant 1’élimination des parameétres dans les théories libres
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Fusions (F)

z=tAt=u
z=tAt#u
z=tA(t=uVd)
z=tA(t#uVvd)

(F1) z=tAz=u
(F3) z=tAz#u
(F{) z=tA(z=uVd)
(F§) z=tA(z#uVd)

Pour ces régles de fusion, on supposera que:

1111

1. z est une inconnue et pas ¢
2. t ne contient pas d’occurrence de paramétre

3. u contient une occurrence de parameétre et n’est pas lui-méme un paramétre

(F2) z#tVz#u — z#tVit#u
(Fy) z=uVz#t —» u=tVz#t

Pour ces régles de fusion, on supposera que:
1. z est une variable et ¢t n’est pas une variable
2. u contient une occurrence de parameétre

3. Ou bien taille-param(t) < taille-param(u) ou bien u est un paramétre résolu.

Décompositions (D)
(Dl) f(tl,...,tn) =f(u1,'...u,,) = h=mA... AL, =u,
(Dg) f(tl,...,tn);éf(ul,.,.un) = i Fu V... Vi, # uy
(D3)  f(ti,..stn) = f(ur,..,un)Vd = (1 =uVA)A...A(tn = u, Vd)

Pour les régles de décomposition, on supposera que f(ty,...,t,) ou f(uy,...,uy,) contient
au moins une occurrence de parameétre.

Explosion (E)
(Ezy) YV§: P — 3Jwy,...,w,,V5: PAz = f(wy,...,wp)
Cette regle ne sera appliquée que si
1. z est une inconnue et ¥ N (Var(P)UFUZ)=0et f € F

2. Il existe une équation z = u (ou une diséquation z # u) dans P telle que u n’est pas
une variable et contient au moins une occurrence de paramétre.

3. Aucune des régles Ebf P, F, D, I, O, T ne peut s’appliquer.

Figure 3.8: Elimination des paramétres (suite)
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Y1 b1 b2 Pz
(F1),(Fs),(F{),(F3) <@y =@ =@) <@
(F2), (Fy) < = =@ <
(EPy),(EPs),(EP) < <
D < = <(3)
Ia T’O’(EPI) S S .<_ S <

Figure 3.9: Monotonie des fonctions d’interprétation

Nous prouvons tout d’abord que la fonction & = (%1, %) est strictement décroisante
par application d’une régle quelconque, distincte de (Ex 1) Comme le codomaine de
® est obtenu par compositions d’extensions lexicographiques et multi-ensembles 3
partir des entiers naturels, cela prouvera la terminaison des transformations, lorsque
I’explosion n’est pas prise en considération.

Nous prouverons ensuite que, si P g, P’, alors, pour tout P" tel que P! —xg,
P”, ®(P") < ®(P). Cela achévera la preuve de terminaison puisque, s’il existait
une chaine infinie de transformation, nous pourrions en extraire une chaine infinie
strictement décroissante pour ®, ce qui est absutde.

Terminaison des régles lorsqu’on ne considére pas (Ez 1) Le tableau dela fig-
ure 3.9 résume les variations des fonctions 1, ¥, 1, $2, ¢3 par application des
régles. On trouve 3 l'intersection de la ligne R et de la colonne ¢; I’un des sym-
boles =, <, < correspondant au sens de variations de ¢; lorsque R est appliquée.
Pour chaque résultat non trivial nous indiquons un renvoi & une explication plus
détaillée.

(1) (F1),(F3),(F]),(F}) font strictement décroitre v,
C’est une conséquence du contréle : ¢ ne contient pas de parametre. Par
conséquent, les fonctions ¢, et @7 restent inchangées par application de ces
régles. Par ailleurs, 2 est une variable et pas u. Il en résulte que ¢3 est
strictement décroissante pour une certaine disjonction d’équations et de
diséquations.
(2) (F2),(F4) ne modifient pas ¢,
C’est une conséquence d’3 la fois la définition de TM(e) et du contréle.
En effet, la seule chose qui est modifiée par les régles (F,) et (Fy) est
Péquation 2z = u (resp. la diséquation z # u) qui est transformée en t = u
(resp. t # u). Dans les deux cas, z ne peut &tre un parameétre résolu
puisqu’il a au moins deux occurrences. De plus, ,
® ou bien taille-param(t) < taille-param(u) et, dans ce cas, TM(z = u)
= taille-param(u) = TM(t = u) (resp. TM(z # u) = TM(t # u))
e ou bien u est un paramétre résolu. Dans ce dernier cas, TM(z = u) =
TM(t=u)=0 (resp. TM(z # u) = TM(t # u) = 0).
(3) Les régles de décomposition font strictement décroitre
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Supposons que P —p, P’. Soit alors
1/)1(7’) = {(aI’ blv cl)’ ceey (a'rn bn, cn)y (a, b7 C)}

a=¢1(f(t1,.. s tm) = f(u1,. s um)), .
= {max(taille-param(f(ty,...,¢m)), taille-param(f(ui,...,unm)))} et c
a pas d’importance. On peut alors écrire:

¢1(p’) = {(ah bla Cl)’ LR (ana bn, cn),(aia Ila C;), ey (aﬁmbﬁmcin)}

ol a! = max(taille-param(¢;),taille-param(u;)). Mais, pour tout indice 1,
a} < a et bl < b, puisque, comme le contréle I'impose, f(t1,...,tm) =
f(u1,..:,um) contient au moins une occurrence de paramétre. Cela signi-
fie que {(a,b,c)} > {(a,b,¢ch),-..,(al,, b, chn)}. Par conséquent 1, est
strictement décroissante.

0\
b
n’

Supposons maintenant que P —p, P’. Soit

’Kbl(P) = {dl, cee ,dn, (a, {bl, .o .,bk,TM(f(tl, .o .,tm) 7—‘- f(ul, e ,um))}, C)}
Alors,

D1(P') = {d1,...,dn,(a,{b1,..., bk, TM(t1 # w1),.. ., TM(tn # um)},¢')}

Chaque TM(t; # u;) est strictement plus petit que TM(f(t1,...,tm) #

f(u1,...,um)) puisque ou bien f(t1,...,tm) ou bien f(uy,...u,) contient

une occurrence de paramétre, d’aprés le contréle. Par suite, 1, est i nou-
. veau strictement décroissante.

Supposons enfin que P +—p, P’. Soit:

V1(P) = {d1,...,dn,(a,{b1, ..., bk, TM(f(t1,...,tm) = f(uy,.. Sum)} o)}
Alors,

¢1(P1) = {d],...,dn, (al,{bl,...,bk,TM(tl = Ul)},C’I),. ..,(am, {bl,...,bk,TM(tm = Um)}, C;n)}
Mais, pour tout indice 7, a; < a et
TM(t; = u)) < TM(f(t1,.--ytm) = f(u1y-. ., um))

(a cause du contréle). Par conséquent, 1; est & nouveau décroissante.

Cas de la regle (Ez,)
Supposons que P g, P’ et que 91(P) = {d1,...,d,}. Alors, ¢;(P) =
{d1,...,dx,(0,{0},1)}. Nous voulons alors prouver que, pour tout P” tel que
P =g, P, ®(P") < (P).
A cause du contrdle imposé i l’explosion, les régles I, O, T, D, Ebf P ne
s’appliquent pas & P. Par conséquent elles ne s’appliquent pas & P’. D’autre
' part, une régle de fusion s’applique & P’ puisque z est supposé apparaitre dans
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une équation z = t (ou une diséquation z # 1), t contenant une occurrence de
parameétre. A cause du contréle imposé a (Ez1), on ne peut ainsi pas appliquer
cette régle & P’. Finalement, la transformation P’ — P” utilise nécessairement
une régle de fusion entre I’équation z = f(wiy...,wp) et 2 = u (ou z # u)
ol u n’est pas un paramétre et contient une occurrence de paramétre. (Cf le
contréle des régles de fusion).

Cela signifie que 3;(P") = {di,...,dn_1,d",(0,{0},1)} ot d,, = (a1,a2,a3),
d' = (a1,az,a3 — 1) et a; > 1. Comme d,, > d’ et d, > (0,{0},1), on obtient
bien ¥1(P") < ¥1(P).

Preuve de complétude

Nous devons ici prouver que tout probléme équationnel irréductible pour les régles
des figures 3.7 et 3.8 ne contient pas de paramétre. Il nous suffit donc d’envisager
tous les cas d’occurrence de parameétre dans un probléme et de montrer que, dans
chaque cas, ’'une des régles mentionnées s’applique.

Un parameétre apparait dans une équation ou une diséquation entre deux
termes non variable
Dans ce cas, une des régles de D, I ou T s’applique.

Un parameétre apparait dans une équation ou une diséquation dont 1’un des
‘membres est une inconnue el ’autre n’est pas une variable.
Alors, si aucune autre régle ne s’applique, (Ez,) s’applique.

Un parameétre y est membre d’une diséquation
On peut alors appliquer I’une des régles (EP,),(T3),(02).

Autres cas d’occurrence de paramétres dans une équation
Toute équation (ou diséquation) contenant une occurrence de paramétre doit
avoir un paramétre pour un de ses membres, sinon nous sommes dans I’un des
cas qui précedent. On peut alors appliquer ’une des regles (11),(01),(EPy), (EPs).

Un paramétre apparait dans ’en téte du probléme
Si nous ne sommes dans aucun des cas qui précédent, c’est que la régle (EP)
est applicable.

Remarques

® Les régles de fusion (F}) et (Fy) ne sont pas utilisées dans la preuve de complétude.
Le théoréme est donc toujours vrai si ’on ne considére pas ces régles. Mais inverse-
ment, la terminaison ayant été prouvée “malgré” ces régles, celles-ci peuvent é&tre
utilisées pour améliorer l’efficacité.

® Les tests d’occurrence sont effectivement utilisés dans la preuve de complétude.
Celle-ci n’est donc plus valide lorsque A = RT(F).
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3.5 Définitions contraintes lorsque A = T(F)

Nous nous intéressons maintenant & la poursuite de la “simplification” envisagée dans la
section précédente: I’ensemble des problémes initiaux F; est constitué des problémes sans
parametre, et I’ensemble Fr des formes résolues est I’ensemble des définitions contraintes
telles qu’elles ont été définies dans la section 3.3. Rappelons en ici la définition:

Lorsque A est une sous-algébre de T(F, X), un probléme équationnel P est dit &tre une
définition contrainte (par rapport & A et I) si P est ou bien T ou L ou bien une conjonction
d’équations et de diséquations Jwy, ..., wx : ; = tA.. . Az = Im ATy # WA AT # U,

S

ol
1. z1,...,Zm sont des variables et n’apparaissent qu’une fois dans P
2. pour tout indice 1 < i < p, z! est infinitaire et est distinct de u;

La proposition 3.13 nous assure aussi qu’une définition contrainte distincte de L a au
moins une solution dans T'(F).

Le systéme de régles R; permet ainsi de transformer tout probléme sans paramétre
en un ensemble fini de définitions contraintes et, par conséquent, de décider de I’existence
d’une solution dans T(F) d’un probléme équationnel, en utilisant les résultats de la section
précédentell,

3.5.1 Définition de R,

Comme Ry, R, est constitué des régles des figures 3.1, 3.2, 3.3 auxquelles ont impose un
certain nombre de conditions supplémentaires. (Ces conditions sont différentes de celles
que nous avons imposées pour Rg). De méme que dans la section précédente, ce contrdle
est “le plus libéral possible”. Nous donnons ainsi, par exemple, a la fois les régles de
fusion et les régles de remplacement, alors que ces dernieres suffiraient. Par différentes
spécialisations du contréle on retrouve ainsi différents algorithmes d’unification connus
(comme ceux de Herbrand [Her30], Martelli-Montanari [MM82] ou de Colmerauer [Col84]).

Les regles de R, sont résumées dans les figures 3.10 et 3.11. Nous utilisons pour donner
le controle certaines notions :

o La taille d’un terme est le nombre de ses noeuds (lorsqu’il est considéré comme un
arbre) ’

e Une variable 2 est presque résolue dans un probléme P = d; A...A d, en forme
normale conjonctive si I’'un des d; est de la forme z = ¢ ou ¢ est un terme distinct de
z.

"En fait, il n’est pas nécessaire de passer par I’étape “problémes sans paramétre” pour obtenir des
définitions contraintes. Nous verrons en effet dans la section suivante comment combiner les transforma-
tions (autrement qu’en séquence). Néanmoins cet enchainement naturel permet plus de clarté dans I’exposé.
Nous verrons aussi dans la section 3.7 que la deuxiéme partie (celle qui est décrite dans cette section) peut
w’étre utilisée qu’une fois dans la simplification des formules équationnelles alors que D’élimination des
paramétres doit 1’étre plusieurs fois. La distinction peut ainsi permettre certaines optimisations
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Elimination des équations et diséquations triviales (T)

(T1) s=s —» T
(T2) s#s —» 1

Remplacements (R)
(R1) 2=tAP — z=tAP{z—1t}

Le remplacement n’est effectué que si 2 est une variable, z ¢ Var(t), z € Var(P), t ne

contient pas de paramétre et -ou bien ¢ n’est pas une variable -ou bien ¢ a une occurrence
dans P.

Fusions (F)

(F) z=tAz=u — z=tAt=u
(F2) SEFIVS#u — s#EtVt#u
(F3) z=tAz#u - z=tAt#u
(Fy) s=tVs#u — u=tVs#u

(F]) z=tA(z=uVd) » z=tA(t=uVd)
(F3) 2=tA(z#£uVvd) » z=tA(t#uVd)

Pour ces régles de fusion, on supposera que z est une variable, ¢ n’est pas une variable et
- ou bien taille(¢) < taille(u) -ou bien u est une variable résolue.

Incompatibilités (I)

() f(try..tn) =g(ury..cum) — L Sif#g
(‘[2) f(tla"-atn)#g(ul,--.,um — T i

Figure 3.10: Régles permettant la transformation en définitions contraintes

e Une variable est résolue dans un probleme équationnel P si elle est presque résolue
et n’a qu’une occurrence dans P.

Théoreme 3.18 Soit A C T(F,X). L’application non déterministe des régles données
dans les figures 3.10 et 3.11 & un probléme sans paramétre termine toujours. De plus, les
problémes irréductibles sont des définitions contraintes.

Une conséquence directe de ce théoréme est le résultat de complétude suivant:

Corollaire 3.19 Le systéme R, est complet par rapport & - Fi, ensemble des problémes
sans paramétre - Fr, ensemble des définitions contraintes - A C T(F,X).

Preuve du théoréme 3.18
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Décompositions (D)

(D) Fltry e tn) = f(utyenun) = ti=ug A Aty =1,
(D9) f, o tn) # f(ua,.ooun) = B #FEWMV...Vig #u,
(D3) f(tyeeostn) = f(un,eeyun)Vd = (1= ug VA)A...A(tn = un V d)

Tests d’occurrence (O)
(O1) 2=t —» L SizeVar(t)

(O2) z#t —» T Size Var(t)

Explosion (E) v
(Ezy) Plz#t — Plz#tlaz=u

Cette régle n’est utilisée que si
1. Le support de sort(z) dans .A C T(F, X) est fini. u est un des éléments de ce support

2. M, O, R, I, D ne s’appliquent pas

Choix non déterministe (NC)

(Nc) V§: PA(PLVP) — Vi§: PAP, SiVar(P)NF=0ouVar(P)Ng=0

Figure 3.11: Régles pour les définitions contraintes (suite)
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o1 P2 B3 P4
R =) <@
F =1 2@ <@ <
T,1,O,(Nc) <a) <) <3
D <o L@ <
E <(8)

Figure 3.12: Variations des fonctions d’interprétations suivant la régle appliquée

Preuve de terminaison Comme précédemment, nous allons donner un certain nombre
de fonctions d’interprétation dont la décroissance permettra de prouver la terminai-

son.

#1(P) est le nombre de variables de P qui ne sont pas presque résolues
@2(P) est le nombre de variables de P qui ne sont pas résolues

Si e est une équation ou une diséquation, Tm(e) est égal 4 0 si I’'un des membres
de e est une variable résolue et au maximum des des tailles de ses deux membres
sinon.

Sid=e V...V en est une disjonction d’équations et de diséquations, M(d)
est le multi-ensemble {T'm(e;),...,Tm(es)}. :

¢3(diA. . .Adyp) ol dy,...,d, sont des disjonctions d’équations et de diséquations
est le multi-ensemble {M(d;),..., M(d,)}.

®4(P) est le nombre total d’occurrences dans P d’une variable comme membre
d’une équation ou d’une diséquation.

Soit alors ® = (¢y, 2, #3,P4). Les variations de ® sont résumées dans le tableau de
la figure 3.12. '

(1) ¢ est toujours croissante au sens large

Soit £ = t une équation de P qui n’est pas a 'intérieur d’une disjonction et
telle que z est une variable et z # t. (Autrement dit, = est une variable
presque résolue). ¢; ne peut croitre que si une transformation de P conduit 3
la disparition d’une variable presque résolue. Il nous suffit ainsi de montrer que
T reste presque résolue aprés une transformation quelconque sur P.

L’élimination ou la modification de z = ¢ ne peut étre obtenue que par appli-
cation d’une des régles (F}) ou (R;) ou par effet de bord de (7%) ou (O;) (i.e.
par normalisation du probléme obtenu aprés une telle transformation). Dans ce
dernier cas, le probléme obtenu est L et donc ¢; est trivialement décroissante.
Il reste ainsi trois cas & envisager:

1. (Ry) ou (M,) transforme 1’équation z = t en une équation ¢ = u. Une telle
transformation n’est possible que s’il existe dans P une équation z = u
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qui, elle non plus, n’est pas a l'intérieur d’une disjonction. Par conséquent,
aprés application de la régle, z est toujours presque résolue.

2. (R1) ou (M,) transforme z =t en ¢ = z. Il faudrait avoir dans ce cas une
autre occurrence de ¢ = t, ce qui est en contradiction avec le fait que P est
en forme normale conjonctive.

3. (R;) ou (M) transforme z = ¢ en une équation z = u qui est déja dans P.
Dans ce cas, la normalisation va éliminer z = u. Mais -ou bien ¢ n’est pas
une variable -ou bien ¢ apparait comme membre d’une autre équation de P.
dans les deux cas, le nombre de variables presque résolues reste inchangé.

(2) ¢, est strictement décroissante par application de (R;)

A cause du contrdle imposé a (R ), z n’est pas une variable résolue du probléme
auquel (R,) est appliquée (puisque z doit avoir au moins une occurrence dans
P). Par contre, z est résolue aprés application du remplacement puisque ¢ ne
contient pas d’occurrence de z. Enfin, les variables résolues avant application
de la régle le sont aussi aprés puisque (toujours & cause du contrdle) ¢ ne peut
étre une variable résolue. Il en résulte que, par remplacement, le nombre de
variables résolues a décrii de 1.

(3) Les régles de fusion font décroitre (au sens large) ¢
Ces régles n’introduisent pas de nouvelles variables. A cause du contréle, elles
ne peuvent pas non plus en dupliquer une qui n’a qu’une occurrence. Par
conséquent elles ne peuvent faire décroitre le nombre de variables résolues.

(4) Les fusions font décroitre (au sens large) ¢3
C’est une conséquence du contrdle:
e Ou bien taille(t) < taille(u) et, par définition, ¢3 n’est pas modifiée par la
fusion
e Ou bien u est une variable résolue. Dans ce cas,

Tm(z=u)=Tm(t=u)=Tm(z#u)=Tm(t #u) =0

et ¢3 est donc inchangée

(5) T, I, O, (Nc) font strictement décroitre ¢3
C’est immédiat si ’on se rappelle que le résultat d’une transformation est
immédiatement réduit a sa forme normale conjonctive.

(6) Les décompositions font décroitre (au sens large) ¢,
En effet, la régle (D3) ne peut dupliquer que des variables non résolues.

(7) Les décompositions font strictement décroitre ¢3
Soit n = Tm(e) ol e est une équation (ou une diséquation) & laquelle on
applique une régle de décomposition. Par dédfinition, n > 0.
® Si Pp, P, alors
¢3(P) = {{n}val, ceey ak}
et

¢3('P') = {{nl}’ cey {nm}’ala ce ,alc}
ou n; < n pour tout i. (Par définition de T'm). Donc ¢3(P’) < ¢3(P).
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¢ Si Psp, P, alors

¢3(P) = {{n’ bl’ .. -’bl}’ala .. '7ak}

et
#3(P’) = {{n1,...,nm,b1,...,bi},a1,...,a;}

olt n; < n pour tout i. On a donc encore ¢3(P’) < ¢3(P).
e Si Pp, P, alors

#3(P) = {{n,b1,...,bi1},a1,...,ar}

et
¢3(P’) = {{nl,bl,...,bz},...,{nm,bl,...,b;},al,...,ak}

ou n; < n pour tout 7. On a encore ¢3(P’) < ¢3(P).

(8) ¢1 est strictement décroissante par explosion.
En effet, s’il est possible d’exploser z, z est membre d’une diséquation z # u.
De plus, les régles R et I ne peuvent s’appliquer. Par conséquent, le probléme
P auquel s’applique la régle n’est pas de la forme 3@, V7 : z = tAP. Autrement
dit, z n’est pas presque résolue. Comme la régle d’explosion ajoute 1’équation
T = v ol v ne contient pas de variable, cela implique la décroissance stricte de

¢1.12

Comme la composée lexicographique et ’extension multi-ensemble d’ordres bien
fondés sont bien fondées, il ne peut y avoir de suite infinie décroisante de la forme
®(P;). Comme ® est strictement décroissante par application des régles, nous pou-
vons conclure que le systéme R est & terminaison finie.

Preuve de complétude Nous prouvons ici que n’importe quel probléme sans paramétre
qui n’est pas une définition contrainte est réductible par R;. Soit P un tel probléme.
Si P contient des disjonctions On peut appliquer (N¢).

Si P contient une équation ou une diséquation dont les membres ne sont
pas des variables
On peut appliquer une régle de décomposition ou d’incompatibilité.

Si une variable z d’une équation r = t apparait deux fois dans P et que, si
t est une variable, alors ¢t apparait aussi deux fois dans P. Alors -ou bien
z € Var(t) et I'on peut appliquer (O1) -ou bien il est possible d’appliquer (R,).

Si une variable z d’une diséquation z =t a une sorte 4 support fini dans A
Alors, si aucune autre régle ne s’applique, on peut utiliser I’explosion.

S’il y a une équation ou une diséquation triviale alors T s’applique.

Tous les cas sont maintenant couverts, ce qui achéve la preuve.

12Remarquons que nous aurions pu faire le méme raisonnement avec les régles de fusion a la place du
remplacement.
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Remarques

1. Beaucoup de régles énoncées ici sont inutiles (ou redondantes). Prenons deux exem-

ples.

(2)

(b)

Comme les problémes étudiés ne contiennent pas de parameétre, on peut ap-
pliquer systématiquement la régle (Nc¢). Nous n’avons alors & considérer que
des problémes sans disjonctions. Les régles telles que (F2),(D3),. .. sont alors
inutiles. Si nous les avons maintenues, c’est qu’il est important de pouvoir “re-
pousser” ’application de (N¢). En fait, la preuve de terminaison nous permet
de n’asppliquer (Nc) qu’en dernier lieu. Nous utiliserons effectivement cette
possibilité dans le chapitre suivant pour obtenir des problémes d’unification.

Les régles de fusion sont inutiles puisque le remplacement couvre tous les cas
utiles. Mais si ’on veut, par exemple, résoudre les probléemes dans les arbres
rationnels ou dans les algébres avec sortes ordonnés, alors son utilisation doit
étre restreinte. Comme notre preuve de terminaison ne fait aucune hypothése
'sur 1’utilisation respective des fusions et des remplacements, ceux-ci peuvent
étre utilisés avec n’importe quelle restrictions, la terminaison reste assurée.
C’est ce que nous ferons largement dans le chapitre suivant avec la résolution
des problémes équationnels dans les arbres rationnels et dans les algébres avec
sortes ordonnées.

La place laissée ainsi a diverses utilisations des régles permet donc une preuve
“générique” de terminaison. C’est pourquoi nous disions plus haut que, par diverses
spécialisations, il est possible de retrouver les algorithmes classiques d’unification.
I1 faut cependant prendre garde que la preuve de complétude quant i elle utilise
la “libéralité” du controle. Il faudra donc une nouvelle preuve de complétude pour
chaque spécialisation.

2. On peut se demander s’il n’est pas possible de proposer un contréle encore moins
restrictif et permettant néanmoins la peuve de terminaison: Montrons donc que les
conditions que nous avons imposées sont bien nécessaires pour prouver la terminai-

son;

(2)

Si, dans la regle de fusion (F;), on autorise ¢ & &tre une variable,
T=yAz=2 o T=yYANy=2z

ce deuxiéme probléme étant, 3 renommage prés, le probléme de départ.

(b) Sil’on autorise (toujours dans la fusion) 4 la fois la taille de ¢ A &tre plus grande

que celle de u et u & ne pas étre une variable résolue, z = g(g(2))Az = g(y)Ay =
9(g(z)) A 2 = g(g(y))

=i 2 =9(9(2))Ag(9(2) = 9(y) Ay = g(g(z)) A 2 = g(g(y))
D, =9(9(2))Ay=g(z)Ay=g(9(z)) A z=g(g9(y))
e T =g(9(2))Ag(9(2)) = g9(2) Ay = g(g(z)) A 2z = g(9(v))
—p, ==g(9(z))Az=g(z)Ay=g(9(z))A 2z =g(9(y))
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Or ce dernier probléme s’obtient & partir du premier par une permutation cir-
culaire des trois variables: {z — z; y — z; 2 — y}.

3. Le deuxiéme cas d’application de (F}) (i.e. u est une variable résolue) est indispens-
able : il permet de résoudre les problémes d’équations entre variables en évitant le
remplacement. (Je remercie JP. Jouannaud qui m’a indiqué cette solution. Elle est
maintenant utilisée dans [DJ88]).

3.6 Combinaison des transformations

Il n’est pas, en fait, nécessaire de passer par des problémes sans paramétres pour obtenir
des définitions contraintes. Cette facon de faire introduit un contréle qui, bien qu’utile
pour la clarté, ne sert pas vraiment pour prouver la terminaison. Dans de nombreux cas
pratiques il apparait méme que ce contréle est extrémement coiiteux. (Par exemple, si
l’on “découvre” une incompatibilité seulement dans la deuxiéme phase, ce qui est le cas
notamment si ’on a une équation comme f(a) = f(b).)

Nous supposerons dans cette section que A = T(F) (si bien que toutes les régles sont
adéquates). R, est alors le systéme de régles obtenu par réunion de Rq et Ry. Plus
précisément, les régles de transformation sont celles qui sont contenues dans ’une des
figures 3.7, 3.8, 3.10, 3.11. Si une régle apparait deux fois dans ces figures, une fois avec
les conditions C'1 et une fois avec les conditions C2, le controle qui lui est associé dans R o
est “C1 ou C2”. En plus, nous supposerons que

e Pour le remplacement ((R1)), t ne contient pas d’occurrence de paramétre
¢ Pour les fusions (F), ¢ ne contient pas d’occurrence de paramétre
¢ (Ez,) n’est employée que si aucune autre régle n’est applicable

Par définition, et & cause des résultats de complétude des sections précédentes, R, est
complet par rapport & F; ensemble de tous les problémes équationnels, Fr ensemble des
définitions contraintes et A = T(F). Le contrdle consistant & effectuer d’abord Rq puis
R n’est en effet qu’une spécialisation de R,.13 Le seul résultat sérieux a prouver est donc
la terminaison. ‘

Théoreme 3.20 L’application non déterministe des régles de R, a n’importe quel probléme
équationnel termine. Les formes irréductibles sont des définitions contraintes.

Preuve
Cette preuve se fait en utilisant une combinaison des ordres utilisés dans les deux sec-
tions précédentes. Notons en ajoutant un indice O les fonctions définies dans la preuve
du théoréme 3.16 et avec un indice 1 celles qui sont utilisées dans la preuve du théoréme
3.18. Par exemple, ¢, est la fonction qui associe & une disjonction d’équations et de

3Noter que, si ’on libéralise le controle, les résultats de complétude sont préservés, mais pas
nécessairement la terminaison. A Iinverse, si ’on spécialise le controle, les résultats de terminaison sont
préservés, mais pas nécessairement la complétude.
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d10 P20 P32 D11 P21 My Pap

R =0 =@ 2@ <

F =g =@ <L < < < <
T’ I,O,(NC), (EPI) S S S S S <
(EPZ)v'(EPS)a (EP4) <

D < <@ < < < <
(Ez2) =) =@ =@ <

Figure 3.13: Variations des fonctions d’interprétation par application des régles de R »

diséquations d le nombre de paramétres distincts ayant une occurrence dans d et ¢11(P)
est le nombre de variables du probléme équationnel P qui ne sont pas presque résolues.

Si P=30,Vy: di A...Ady,, B2(P) désignera le multi-ensemble:

{¥2(d1),. .., P2(dn)}
ot y(d;) est le T-uple

(f1,0(di), D2,0(dsi), #3.2(ds), $1,1(P), b2,1(P), M1(d:), 4,2(d:))

ou ¢32(d;) désigne le nombre d’équations et de diséquations de d; dont un des membres
est une variable et ’autre est un terme non variable contenant au ‘moins une occurrence
de parameétre et ¢42(d;) est le nombre de membres d’équations et de diséquations de d;
qui sont des variables.

Le tableau de la figure 3.13 résume les variations de ces fonctions par application des
regles de transformation. Essentiellement, les résultats de décroissance sont obtenus de
la méme facon que dans les sections précédentes. La seule vérification qu’il reste a faire
est qu’aucune des régles ne fait croitre la composée lexicographique des trois premiéres
fonctions. De méme que dans la section 3.4, nous n’envisageons pas dans ce tableau la
régle d’explosion (Ez), qui ne fait pas directement décroitre ®,.

(1) Le controle interdisant de remplacer z par ¢ lorsque ¢t contient des occurrences de
paramétre, ¢; o et ¢ ne sont pas modifiées par application de (Ry). De plus, ¢32
ne peut pas croitre puisqu’une équation dont aucun des membres n’est une variable
ne peut étre transformée par (R;) en une équation dont un des membres est une
variable.

(2) Les fusions ne font pas croitre les trois premieres fonctions, pour des raisons semblables
a celles qui viennent d’étre évoquées

(3) C’est 13 qu’est le plus gros probléme. En fait, c’est la régle D3 qui, permettant
éventuellement la duplication de parameétres par décomposition d’une équation qui
n’en contient pas, nous a obligé a construire une fonction d’interprétation si com-
pliquée (sans elle, il suffit de prendre la composée lexicographique de ;0 et de
Q]). ‘
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.

-:On peut tout d’abord éliminer les cas d’application d’une décomposition 3 une
équation (ou une diséquation) contenant des occurrences de paramétre puisque la
décroissance du multi-ensemble des couples (¢1,0(d;), $2,0(d;)) a été prouvée pour le
théoréme 3.16. Dans les autres cas, (D) et (D3) remplacent une composante du
multi-ensemble par un multi-ensemble de 7-uples dont les premiéres composantes
sont identiques et la 6iéme a décrii: une certaine disjonction d; a été transformée en
di A...Adj}, avec

’lﬁg(d,') = (al, SN ,07)
et

¢2(d;) = (al @2, a3, af(,j7 a"s,j, als,jv a;’,j)

ou, pour tout j, af"j < ay, ag,j < as, ag,j < ag'*. Ce qui prouve bien la décroissance
de q’g.

Pour la régle (D), on a directement la décroissance de la sixiéme composante.

(4) (Ez3) ne modifie pas ¢y, ¢20,P30 car la régle “ne touche pas a la structure de
parameétres”. Par contre, la régle ajoute un élément au multi-ensemble. Cependant,
elle fait décroitre toutes les quatriémes composantes (cf preuve du théoréme 3.18)
ce qui permet d’assurer la décroissance de ®,.

Cas de la régle (Fz,) Comme dans la preuve du théordme 3.16, (Ez;) ne fait pas
décroitre ®, mais, i cause du contrdle, cette régle sera immédiatement suivie d’une
fusion qui fera décroitre ¢32. S’il n’y avait pas terminaison, on pourrait ainsi ex-
traire une sous-suite infinie sur laquelle ®, serait strictement décroissante, ce qui est
absurde.

3.7 Validité dans T(F) d’une formule équationnelle

Nous abordons ici la transformation des formules équationnelles. Rappelons que ces for-
mules ne sont que des problémes équationnels entourés d’un certain nombre de quantifi-
cateurs. Comme corollaire aux résultats des sections précédentes, nous pouvons énoncer
le:

Théoreme 3.21 La validité d’une formule équationnelle dans T(F) est décidable.
On peut aussi énoncer le théoréme comme dans [Mal71,Mah88a]:
Il eziste une aziomatisation compléte des arbres finis sur un alphabet fini de symboles

Ce résultat vient ainsi compléter ceux de [Mal71] sur les classes d’algébres complétement
axiomatisables.

"La troisitme composante a; est la méme pour tous les d; car nous supposons ici que I’équation
décomposée ne contient pas de parametre
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Preuve
Nous appelerons succession de quantificateurs une expression Q définie par la grammaire:

Q i Qe I Qu . | €
¢ Q. — VZ | VZ,Q.
' Q — 37 | 37,Q,

\

ou “¥”, “3” et “” sont des terminaux et Z engendre ’ensemble des ensembles finis non
vides de variables. La longueur d’une succession de quantificateurs est la longueur de la
chaine de dérivation permettant de I’engendrer moins 1.

Une formule équationnelle en forme prénexe s’écrit ainsi ¢ = Q : P ou Q est une
succession de quantificateurs et P une matrice. Montrons le théoréme par récurrence sur
la longueur de Q.

o Si Q est de longueur inférieure ou égale & 2, le théoréme 3.20 et la proposition 3.13
montrent le résultat voulu.

o Si Q est de longueur n > 2, alors ¢ peut s’écrire -ou bien Q', P -ou bien @', ~P,ou P
est un probléme équationnel et Q' est une succession de quantificateurs de longueur
n — 2. Dans les deux cas, P est équivalent (d’aprés le théoréme 3.16) a un ensemble
de problémes {P;,...,P,} qui ne contiennent pas de parameétre. Ce qui peut s’écrire
¢ ~ Q,(P1V...VPy)oubien ¢ ~ Q' =(PyV...VP,). Dans les deux cas,
aprés mise en forme prénexe, on obtient une formule équationnelle Q” : P ou Q"
est de longueur n — 1. (Le quantificateur universel le plus interne a été “éliminé”
par la transformation de la section 3.4). Ce qui achéve la preuve, par hypothese de
récurrence.

]

3.8 Complexité de la disunification

Dans les sections qui précédent nous avons vu des résultats de décidabilité ainsi qu’une
fagon de construire des algorithmes. Une question naturelle est de savoir si de tels algo-
rithmes sont, en pratique, utilisables. Notons tout d’abord que:

Proposition 3.22 La décision de l’ezistence d’une solution dans T(F) & un probléme
équationnel est un probléme NP-dur.

Preuve
On code aisément le probléme de la satisfiabilité en calcul propositionnel, chaque littéral
positif z étant transformé en z = vrai et chaque littéral négatif -z en z = fauz. F
est alors constitué des deux constantes vrai et faux. Notons que le probléme obtenu ne
contient méme pas de quantificateur.0

La décision de la validité d’une formule équationnelle serait un probleme NP-complet
([Mah88b)).
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Tout cela ne donne pas vraiment d’indication sur la possibilité d’utiliser effectivement
les méthodes des sections précédentes. Il semblerait en fait que la complexité de la disuni-
fication vienne de la présence “d’équations dans les disjonctions”. Dans le cas du probléme
de la satisfiabilté en calcul propositionnel, on est contraint d’utiliser la régle de choix non
déterministe qui conduit & des duplications de certaines parties du probléme. De méme
si certaines équations ne sont pas résolues, la régle de décomposition (D3) entraine aussi
certaines duplications. A D’inverse, un probléme constitué uniquement de conjonctions
d’équations (sans quantificateurs) peut &tre résolu en temps linéaire [PW78]. De méme,
une disjonction de diséquations, négation du probléme précédent, n’est pas un probléme
complexe. La combinaison des deux cas, comme l'introduction de quantificateurs ne sem-
ble pas augmenter de fagon appréciable la complexité. En conclusion, bien qu’il n’y ait
pas (pour l'instant) pas de fondement rigoureux, il semblerait donc que les problémes ne
comportant pas d’équations dans les disjonctions!5 soient “peu complexes”. (Polynomiaux

7)
En vue d’une implantation efficace, il faut de toutes facons

1. Donner un contrdle précis bien choisi.

2. Modifier les régles de transformation en les combinant de facon cohérente avec le
contréle. Par exemple, I’explosion étant toujours suivie d’une fusion, puis d’une
décomposition ou d’une incompatibilité, il est judicieux de donner une seule regle
qui combine ces trois étapes afin d’éviter de “faire grossir” le probléme pour le réduire
immédiatement apres.

Une étude détaillée de I'implantation de tels algorithmes reste  faire.

!5Les probleémes que nous utiliserons dans les applications satisfont cett propriété. D’oli 'importance de
ces considérations






Chapitre 4

Autres formes résolues

Dans ce chapitre nous nous intéressons d’une part & d’autres formes résolues (plus “raf-
finées” que dans le chapitre précédent), d’autre part ala résolution des problémes équationnels
dans d’autres algébres que T'(F).

Tout d’abord, nous nous intéressons & ’élimination de la négation (chaque fois que
c’est possible). Cela permet, par exemple, de représenter explicitement des termes définis
par contre-exemples ([LM87]). Cela permet aussi de nombreuses simplifications dans les
problémes liés & la complétude des définitions et aux preuves par induction (cf chapitres
5 et 6).

Dans cette premiére partie nous donnerons ainsi un contrdle permettant de trans-
former un probléme en un ensemble de problémes sans diséquations, chaque fois que de
telles formes résolues existent.

Nous nous intéressons ensuite a la résolution des problémes équationnels dans les ar-
bres rationnels. Le chapitre précédent ne donne en effet de résultat que dans le cas des
arbres finis. Or on sait bien qu’en programmation (logique) les arbres rationnels jouent
un role important. Au prix de quelques régles supplémentaires et de résultats techniques,
nous montrerons donc comment étendre les résultats du chapitre précédent pour traiter
ce cas.

La section 4.3 sera quant & elle consacrée & la résolution des problémes équationnels
dans T(F, X), ou, si I’on préfere, lorsque F est infini. Ce cas, quoique plus simple que
celui de T'(F'), n’est pas une conséquence directe des résultats du chapitre précédent parce
que I’on ne peut plus utiliser la régle d’explosion (Ez,).

La section 4.4 est consacrée & la résolution des problémes équationnels dans les algébres
avec sortes ordonnées (cf entre autres [GM87b,GKK88,Kir88,SNGM87,5ch87a]). Jusqu’a
présent en effet nous n’avons considéré que des algébres “multi-sortes” mais nous verrons
qu’il est possible d’étendre les résultats au cas des sortes ordonnées a peu de frais.

Ensuite, nous montrerons que ’on peut encore “simplifier” les formes résolues du
b
chapitre précédent, par exemple, en éliminant les cycles dans les diséquations. Pour cela,

nous introduisons une autre forme de probléme équationnel, permettant d’exprimer plus

65
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facilement un certain contréle (que nous appelons résolution progressive).

Enfin, nous étudierons des problémes particuliers appelés problémes de complément et
qui possédent de nombreuses applications. En particulier, les formes résolues présentées
dans cette section seront utilisées dans le chapitre suivant.

4.1 Elimination des diséquations

Nous supposerons dans toute cette section que A = T(F). Nous supposerons aussi, dans
un souci de simplicité, que toute sorte est infinitaire2.

Nous voulons obtenir ici la propriété supplémentaire suivante sur les formes résolues: si
P est équivalent & un probléme d’unification, alors ses formes résolues sont des problémes
d’unification. Ce qui revient a dire qu’on élimine la négation (c’est-a-dire les diséquations)
chaque fois que c’est possible. Ce résultat peut &tre comparé a ceux de Lassez et Marriott
[LM8T7] qui prouvent que certains problémes (qui sont des cas particuliers de probléemes
équationnels) ne peuvent &tre transformés en des problémes qui ne comportent que des
équations.

Les systémes de régles de transformation du chapitre 3 peuvent se révéler insuffisants
(c’est-a-dire incomplets) dans (au moins) trois cas de figure:

1. La régle de choix non déterministe a été appliquée “trop tot”: z # yVz = y est
transformée par (Nc) en ¢ # y d’une part et z = y d’autre part. Alors que, utilisant
une regle de fusion, on obtient T.

2. Une diséquation entre une variable et un terme fermé peut étre éliminée en employant
l’explosion: supposant que F = {0 :(— s; s: 3 — 8}, z # 0 peut &tre transformé en
Jw,z = s(w).

3. Une disjonction d’équations se réduit & T, éliminant ainsi une diséquation. Par exem-
ple, supposons que F est composée de deux opérateurs: la constante 0 et I’opérateur
unaire f. Alors le probleme :

Jw:zy=0Vz = f(w)Vz, # 23

est équivalent & T (lorsque A = T(F)) puisque toute T'(F')-substitution affecte & z,
soit 0 soit un terme de la forme f(w). La diséquation z, # 3 a ainsi été éliminée
par “effet de bord”.

Le premier cas de figure peut étre évité en repoussant “aussi longtemps que possible”
la régle de choix non déterministe. Le deuxiéme cas de figure peut lui aussi étre évité en

!D’autres exemples d’algebres seront évoqués dans les sections suivantes. C’est le cas A = T'(F) qui est
le plus difficile et qui posséde de nombreuses applications, comme nous le verrons la aussi dans les sections
et chapitres suivants.

2Envisager le cas de sortes finitaires n’est pas plus difficile d’un point de vue théorique : on peut éliminer
les variables de sorte finitaire en utilisant la régle (Ez2). Nous effectuons cette hypoth&se pour ne pas
compliquer ’exposé.
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autorisant I’explosion de z lorsque z est membre d’une diséquation = # t ol ¢ est un terme
fermé. Le troisieme exemple ne peut étre évité avec les régles dont nous disposons. Nous
discuterons donc plus loin les moyens de ’éviter. Mais nous nous limiterons d’abord & des
problémes ne contenant pas d’équations dans les disjonctions.

Définition 4.1 Un probléme équationnel est dit SED (Sans équations dans les disjonc-
tions) si sa forme normale conjonctive est de la forme 3W,Vy : di A ...Ad, ou chaque d;
est ou bien une équation, ou bien une diséquation ou bien une disjonction de diséquations.

Définition 4.2 Un probléme équationnel a la propriété EU s’il est équivalent (par rapport
a T(F), I) a un probléme d’unification.

Nous allons donc voir que les régles du chapitre précédent permettent de transformer
tout probléeme SED ayant la propriété EU en un ensemble fini de problémes d’unification.
Pour cela, il nous faut tout d’abord caractériser (syntaxiquement) certains problémes qui
n’ont pas la propriété EU. Cela nous permettra de prouver qu’un probléme irréductible
qui n’est pas un probléme d’unification n’est pas équivalent & un probléme d’unification.

4.1.1 Résultats de non-équivalence avec les probléemes d’unification

Notons tout d’abord une forme équivalente de la propriété EU:

Lemme 4.3 Un probléme équationnel P a la propriété EU (par rapport ¢ I) si et seule-
ment s’il existe un nombre fini (éventuellement nul) de substitutions idempotentes o1, ... o,
de domaine T telles que ‘

S(T(F),P,I)= U {oic|lo est une T(F)-substitution de domaine VIm(o;)}

i=1,...,n

Preuve .
Remarquons que les formes irréductibles (pour R;) de problémes d’unification sont de la
forme
G: z1 =t A... Az, =1,

De plus, un tel probléme peut toujours étre transformé (par exemple en utilisant les
régles (M Fy) et (M F3)) en un probléme de la méme forme oii, pour tout 4, z; € 7 et
Var(t,)NnZ = 0.

Un probléme P ayant la propriété EU est ainsi équivalent & un ensemble fini de
problémes Py,..., P, de la forme

P; = 3w $1=t1,,'/\.../\$n=tn',‘

olt {z1,...,z,} =T et w; = Var(t1s,...,tn;). On note alors o; la substitution {z1 —
1145 «-+ Tn — tni}. Le résultat du lemme est maintenant une conséquence de la définition
d’une solution:

S(T(F)a P,I) = Ui:l,...,n S(T(F)’ p7I)
Uiz1,...n{oip| Dom(p) = w;}
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Le lemme technique suivant, en montrant la construction de deux instances non unifi-
ables de termes dont I’un est une instance de ’autre, nous permettra de prouver que t # u
ne peut avoir la propriété EU lorsque u est une instance de ¢t. Ce résultat sera progressive-
ment étendu & des disjonctions de diséquations puis a certains problémes équationnels.

Une construction analogue est d’ailleurs donnée dans [LM87] dans un contexte un peu
différent.

Lemme 4.4 Supposons que F contient un opérateur d’arité au moins égale @ 2 ou bien
au moins deuz opérateurs d’arité 1. Sotent t et u deur termes sans variable commune,
non fermés et tels que u est une instance de t. Soient ty,...,tn,U1,...,U, 2n termes tels
que : :

e Pour tout ¢, t; et u; ne sont pas unifiables,

® ty,...,t, sont des instances de t,

® Uy,...,u, sont des instances de u.
Alors, il existe deuz termes t' et u' non fermés et tels que:

o Il existe une substitution o telle que t' = to et v = uo,
e pour tout indice i, Var(t',u') N Var(t;,u;) =0,
e pour toute substitution. @ et tout indice i, ;0 = t' = u;0 £ v/,

o o est Var(t,u)-linéaire et o(X)NT(F) = 0.
Preuve

Soit N = 1 + max;<;<n(max(profondeur(t;), profondeur(u;))). Soit f un opérateur
d’arité A maximale.
Soit o un terme de profondeur N tel que:

1. toute suite de N entiers inférieurs ou égaux a A est une position de a,
2. pour toute position p de longueur strictement inférieure & N, an(p) = f,
3. o n’a pas de variable commune avec ¢, u ni avec les termes t;, u;.

Autrement dit, comme l'illustre la figure 4.1, & est un arbre ne comportant que des noeuds
étiquetés par f et de profondeur N. an posséde ainsi AV variables distinctes.

Soit M = |Var(u)|.- an,...,aN+Mm-1 sont alors M termes obtenus par renommage
des variables de a, de fagon a ce que deux a; distincts n’aient pas de variable commune
et pas de variable commune avec t;, u;.

Soient z,...,zp les variables de u. Soit alors v; le terme u{z; — an; ... ;2p —
an+M-1} (voir figure 4.2).

Comme F' contient un opérateur d’arité supérieure ou égale a 2 ou bien au moins deux
opérateurs unaires distincts, il existe dans T(F, X ) deux termes v et v3 non fermés, non
unifiables, sans variables communes et sans variable commune avec v; ou 'un des t;,u;.
(Prendre v2 = f(a,z2,...,z,) et v = f(f(z4,...,2,),a,...,a) dans le cas ou f est d’arité



4.1. ELIMINATION DES DISEQUATIONS 69

f/f\f
NN
N / \ e e e
/AN 2N
X Xy Xrl X;

Figure 4.1: construction de a,,

]

Figure 4.2: Construction de t’ et u’




70 CHAPITRE 4. AUTRES FORMES RESOLUES

supérieure a 2. Prendre v; = f(z) et v3 = g(z’) si f et ¢ sont deux opérateurs unaires
distincts).

On pose alors ¢/ = v1{z — v2} et v’ = v1{z — v3}0, o z est une variable de v; et 0 est
un renommage de variables de telle facon que t/ et u’ n’aient pas de variable commune.

t' et v/ n’ont bien siir pas de variable commune, ne sont pas fermés et ne sont pas
unifiables. De plus, comme ¢ et u n’ont pas de variable commune, il existe une substi-
tution o telle que t/ = to et v/ = uo. (Par construction). De méme, les conditions
o(X)NT(F) = 0 et o est Var(t,u)-linéaire sont satisfaites par construction. Il ne reste
donc plus qu’a vérifier la condition 4.

Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe une substitution 8y et un indice ¢
tels que t;6p = t’ et u;0p = u’. Nous allons montrer que la substitution ¢ qui associe &
chaque variable z € Var(t;,u;) le terme vy /p ol p est une position de z dans t; ou dans u;
est bien définie (indépendamment de p) et est un unificateur de ¢; et u;. Ce qui constituera
une contradiction.

On peut tout d’abord remarquer que Pos(t;) U Pos(u;) C Pos(v;) car

{p€ Pos(t) | |p| < N} = {p € Pos(u') | |p| < N}

Par conséquent, si z € Var(t;) U Var(u;) n’a qu’une occurrence dans t;,u;, zog = v;/p
définit bien (de maniére unique) la valeur de og en z. Considérons maintenant les cas
d’occurrences multiples:

e Si p;,p; sont deux positions de z dans t;, ce sont des positions de ¢’ et de v; de
longueur inférieure a N telles que t’/p; = t'/ps. Ce qui peut s’écrire

vi{z = v2}/p1 = v1{z = v2}/pa.

D’ou

(n1/p1){z = v2} = (v1/p2){z — va}.

On peut en déduire que v /p; = vy/p, car, s’il existait une position ¢ telle que
v1/p1(q) # v1/p2(q),

— ou bien v;/p1(q) et v1/p2(q) sont des symboles distincts de z et dans ce cas la
différence subsiste aprés application de {z — vs}.

— ou bien z € {v1/p1(q),v1/p2(q)}. Par raison de symétrie, on peut supposer sans
perdre de généralité que z = v1/p;(¢). A nouveau, deux cas se présentent:

* ou bien 2z € Var(vi/p2-q). Dans ce cas vy /p; et v1/p2 ne sont pas unifiables.

* ou bien z ¢ Var(vy/p2 - ¢). Dans ce cas, comme, par construction, v
contient une variable zo qui n’est pas dans vy, (v1/p1 - ¢){z — v2} contient
une occurrence de 2z alors que (v;/p2 - ¢){z — vz} n’en contient pas.

et, dans tous les cas, (v;/p1){z — v2} serait distinct de (vy/p2){z — v2}.

o Si p; est une position de z dans ¢; et p; est une position de r dans u;, 26y ne contient
pas d’occurrence de v; ni de v3 (puisque c’est un sous-terme d’a la fois ¢/ et u’). Il
en résulte que t'/p; = v /p1 = v1/p2 = W6~ /p,.
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Ainsi, dans tous les cas, si z a une occurrence dans t; ou u;, le terme v; /p est indépendant
de ’occurrence p de z choisie et oq est bien définie. De plus, t;00 = v; = u;o0 ce qui
conduit & la contradiction. O

Nous pouvons déduire de ce lemme un premier résultat de non équivalence avec un
probléme d’unification:

Lemme 4.5 Soient t et u deuz termes distincts non fermés tels que u est une instance
de t et que Var(t) N Var(u) = 0. Alorst # u n’a pas la propriété EU (par rapport &
I =Var(t,u)).

Preuve
Notons tout d’abord que d’aprés le lemme 3.7, ¢t # u a au moins une solution fermée
puisque ¢ et u sont distincts. Raisonnons par ’absurde et supposons que t # u a la
propriété EU. D’aprés le lemme 4.3, il existe un ensemble fini de substitutions o1, ...,0,
telles que uo; et to; sont non unifiables et que toute solution de ¢ # u est une instance de
I’un des o;.

Deux cas se présentent alors:

1. F ne contient que des constantes et un symbole unaire g.
Alors, les hypothéses du lemme entrainent que t est de la forme g™ (z) et u de
la forme g™2(z’) avec m; < my. t # u est alors équivalent & z # g™2—™1(z/).
Par hypothése, zo; et g™2=™1(z'0;) ne sont ainsi pas unifiables. Il en résulte que
zo; = g*i(a) et g™2~™1(z'0;) = g7i(b) avec

e ou bien k; # r; et au moins I’'un des deux termes a et b est une constante

e ou bien a et b sont des constantes distinctes

Dans un cas comme dans l'autre, posons K = max;—;, _,(max(k;, 7;)). La substitu-
tion
g0 = {z — gFH1Hm2=m1(a); 2’ — gK+2(a)}

ol a est une constante quelconque, est solution de ¢t # u (top = gK+t1tm2(q)
gK+tma(g) = u0p). 0p n’est instance d’aucune des substitutions o;, en effet, dans
tous les cas, au moins ’un des deux termes uo; ou to; est un terme fermé de la forme
gkt™2(b) ott k < K et b est une constante.

On obtient donc une contradiction.

2. F contient au moins un symbole d’arité supérieure ou égale 3 2 ou bien deux
opérateurs unaires.
Si ’on pose alors t; = to; et u; = uoy, ¢, u, t; et u; vérifient les hypothéses du lemme
4.4. Par conséquent, il existe une substitution oo telle que uoy et toy ne sont pas
unifiables et telle que, pour tout indice ¢, -ou bien uog n’est pas une instance de uo;
-ou bien tog n’est pas une instance de to;. Si p est une substitution fermée quel-
conque de domaine VIm(op), p o 0¢ est une solution de t # u et n’est une instance
d’aucun des o;. Ce qui donne la contradiction voulue.O

Généralisons maintenant ce résultat aux systémes de diséquations:
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Lemme 4.6 Soit P =u; #t; A...Au, # tp, un probléme équationnel tel que

e pour tout indice i, t; et u; sont des termes non fermés tels que Var(t;)NVar(u;) =0

e pour tout i, u; est une instance de t;.

Alors P n’a pas la propriété EU.

Preuve
Si F ne contient qu’un opérateur unaire et des constantes, un raisonnement analogue a
celui que nous avons effectué ci-dessus conduit au résultat. Nous supposerons donc dans
la suite de cette preuve que F contient au moins un opérateur d’arité supérieure ou égale
a 2 ou bien deux opérateurs unaires distincts.

Nous allons prouver par récurrence sur n (c’est-a-dire le nombre de diséquations) que,
si 01,...,0m sont m substitutions telles que, pour tous indices ¢ et j u;0; et t;0; ne sont
pas unifiables, alors il existe une substitution g telle que:

1. pour tout indice 7, u;oq et t;00 ne sont pas unifiables
2. o(X)NT(F) =0 et og est Var(P)-linéaire
3. op n’est instance d’aucune des substitutions o;

Le lemme 4.6 sera alors une conséquence immédiate du lemme 4.3.

Lorsque n = 1, ce résultat est une conséquence du lemme 4.4, comme il a été montré
dans la preuve du lemme 4.5. .

Supposons maintenant la propriété vraie pour n — 1. Supposant que toute instance de
I’'une des substitutions o1, ...,0,, est solution de P (c’est-a-dire que pour tous ¢, j, t;0; et
u;0; ne sont pas unifiables), par hypothése de récurrence, il existe une substitution 0,41
qui n’est comparable & aucune des oy, ¢t = 1,...,m et telle que toutes ses instances sont
solutions de

Uy ;étll\.../\u,,_lgétn_l

Om+1 est de plus Var(ty,uy,...,t,, uy)-linéaire et 'image d’une variable quelconque n’est
pas un terme fermé. On peut méme supposer aussi que 0,4+ est idempotente. Les termes
tnOm+1 €t UnOmyy sont sans variable commune et ne sont pas fermés, par propriété de
Om+1- Si ces deux termes ne sont pas unifiables, alors il suffit de choisir 69 = opmy1.
Dans le cas contraire, soit # un plus général unificateur idempotent de t,0m 41 €t UpOm41.
Quatre cas se présentent alors:

1. Il existe une variable z telle que 26 est non variable et, de plus, F' posséde au moins
deux opérateurs non constants.
Soit v un terme linéaire non fermé, sans variable dans VIm(on+1) et non unifiable
avec z0. Un tel terme existe : il suffit de choisir pour v un terme dont la racine est
distincte de celle de z6. 1l suffit alors de poser o9 = {z — v}om+1.

2. 0(X)C X.
0 étant un plus général unificateur de t,0, 41 et de u,om41, cette condition signifie
en particulier que Pos(t,0m+1) = P0os(unom41) = POS. Soit alors p € POS telle
que t,0m4+1/p = 2 est une variable. Alors up,0,41/p = 2’ est aussi une variable
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(distincte de z par hypothése). Soient v; et v, deux termes linéaires non fermés, non
unifiables et sans variables communes tels que VIm(o,+1) N Var(vy,v2) = 0. (Deux
tels termes existent comme vu dans la preuve du lemme 4.4). 1l suffit alors de poser
o0 ={z = vy; 2/ = v}omysr.

3. F contient comme seul symbole de fonction non constant le symbole f d’arité
supérieure ou égale 3 2 et il existe une variable z telle que z6 ne soit ni une variable
ni de la forme f(zy,...,2,) ol 21,...,2, sont des variables.

Alors deux cas se présentent & nouveau:

(a) 20 contient une occurrence de constante.
Soit y8/p = a une constante. Soit alors vy = y8(f(z1,...,2,)]p0l 21,..., 2, sont
des variables distinctes n’ayant pas d’autres occurrences. Soit p la substitution
qui associe a a toute variable de y6. 1l suffit alors de poser o9 = {z — v1p}om41.

(b) 20 ne contient pas d’occurrence de constante.
Soit 260 = f(v1,...,v,) et v; un terme non variable. On pose alors vy =
f(vy,...,vi-1,a,Vi41,...,0,)p Ol a est une constante et p associe a toutes les
variables de Var(vy,...,vi-1, %i41,...,,) sauf une la constante a. (Rappelons
que 7 > 2 et qu’il n’y a pas de constante dans 26. Une telle construction est
donc possible). Il suffit alors de choisir o9 = {z = vo}om+41-

4. F contient comme seul symbole de fonction non constant le symbole f d’arité

supérieure ou égale 3 2 et, pour toute variable 2, 20 est ou bien une variable ou
bien de la forme f(zq,...,2,).
On peut supposer que nous ne sommes pas dans le deuxiéme cas ci-dessus, c’est-
a-dire que, pour au moins une variable z, 26 n’est pas variable. Soit alors p une
position telle que t,0,41/p = 2z et 20 = f(z,...,2,). (Le cas ol p est une position
de un0m 41 est identique). Par minimalité de 6, p est alors une position de 0,41
et UnTpm41/p est ou bien une variable (qui a au moins deux occurrences) ou bien de
la forme f(z{,...,2.). A nouveau, construisons oo dans chacun de ces cas:

o U opp1/p=7€X. .
Soient a nouveau v; et v, deux termes linéaires non fermés et non unifiables.
On pose

Jo = {Z - f(vlaz27 .. '727'); - f(v27zg7 .. '?Z:-,)}o'm-l-l
® UnOmy1/p = f(24,...,20).

On pose
o0 ={z— f(vi,22,...,2¢); 2 = v2}oms1

O

Généralisons maintenant le résultat précédent a des conjonctions de disjonctions de
diséquations.

Lemme 4.7 Soit P =dy A...Ad, ou chaque d; est de la forme

21 F i VeV Zmi #F tmi
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214y .-y 2m,i €tant des variables distinctes et n’ayant pas d’autre occurrence dans d;. On
suppose de plus que, pour tout i, il existe au moins un j tel que t; ; € T(F). Alors P n’a
pas la propriété EU.

Preuve

Pour chaque d;, on ajoute & F un opérateur f; d’arité égale au nombre de diséquations
de d;. On obtient ainsi une signature F’. Le probléme P’ obtenu en remplacant d; par
filzigy oo oy2mi) # f(tiiy.. ., tm,i) vérifie alors les hypothéses du lemme 4.6 et n’a donc
pas la propriété EU (par rapport & F’). Comme P et P’ sont équivalents par rapport a
F’, il en résulte que P n’a pas la propriété EU, par rapport a F’. Mais notons que, si P
est équivalent & un probléme d’unification par rapport a T(F'), alors il est équivalent & un
probléme d’unification par rapport & T(F’). (L’implication contraire étant fausse). D’olt
le résultat. O

Généralisons maintenent en ajoutant la possibilité d’occurrences d’équations dans les
problémes:

Lemme 4.8 Soit P = 3@ : P un probléme équationnel sans paramétre. Soit z une
variable de T n’ayant pas d’occurrence dans P et t un terme tel que Var(t)NZ = 0.
I(w—-Var(t)) : P est alors équivalent (par rapport a TUV ar(t)) a un probléme d’unification
. ssiPAz =1 est équivalent (par rapport @ I) a un probléme d’unification.

Preuve

= Supposons ici que 3(@ — Var(t)) : P est équivalent (par rapport a Z U Var(t)) a un
probléme d’unification. A
D’aprés le lemme 4.3, il existe des substitutions idempotentes ¢4, ...,0, de domaine
Z U Var(t) telles que les solutions de 3(@ — Var(t)) : P soient les substitutions o;0,
pour o de domaine VIm(o;). On peut supposer de plus sans perdre de généralité
que Vi, zo; = z puisque z ¢ Var(P). Soient alors o! = ({z — t}o;)|z. Nous allons
prouver que les solutions de P A z = t sont les substitutions oo’ pour Dom(o’) =
VIm(o!) = VIm(o;). Cela permettra alors d’utiliser le lemme 4.3 pour déduire que
PAz=tala propriété EU.

Il reste donc deux inclusions a prouver pour avoir 1’égalité des ensembles de substi-
tutions:

e Soit ¢’ une substitution fermée quelconque de domaine V Im(o!). Nous voulons
montrer ici que oo’ est une solution de PA z = ¢. Il nous faut donc construire
une substitution p’ de domaine  telle que o}o’p’ valide PAz = t. Notons o, la
restriction de o; 3 Z, 0; 5 la restriction de o; 4 Var(t) (on a alors o; = 0;,10;2),
o} la restriction de o’ 4 VIm(o;2) et o” la substitution {z — to;}o]. Soit tout
d’abord p} la substitution fermée de domaine Var(t) définie par : zp} = z0;0’
pour toute variable z € Var(t). Alors o!p} a pour domaine Var(t)U T et

N p— . . /
. oipy = {z&—toi}oirp)
/
{z — toi}oiy0i201
00"
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Soit alors p une substitution fermée quelconque ‘de domaine V Im(o;0") et soit
o = 0"pY. On a l'identité:

olpiphy = 0;0"ph = o;0
]
Par hypothése, o;0 est une solution de 3(w — Var(t)) : P et il existe donc une
substitution fermée p5 dont le domaine est @ — Var(t) et telle que o!p}phpoh
valide P. 11 suffit alors de poser p’ = p/ psp4.

o Inversement, si 6 est une solution de P A z = t, alors il existe une substitution
fermée p’ de domaine W telle que fp’ valide P A z = t. Soient alors p; la
restriction de p’ & Vaar(t) et p, la restriction de p’ & @ — Var(t) (p = p1p2). 6p1
est une solution de 3(& — Var(t)) : P et par conséquent de la forme o;0. Alors,
0 = ({z — t}oio)|z est bien de la forme o’a’. Ce qui prouve I'inclusion inverse.

< Supposons que P Az =t est équivalent & un probléme d’unification. De méme que ci-
dessus, on utilise le lemme 4.3: ¢, ..., 0! sont des substitutions telles que I’ensemble
des solutions de PAz = t coincide avec ’ensemble des substitutions de la forme olo’.
L’équation zo] = ¢t a alors au moins une solution #. Par conséquent zo! et ¢ (qui
n’on pas de variables communes) sont unifiables; soit @ un plus général unificateur
(idempotent) de ces deux termes. On note alors o; la restriction 2 X — {z} de oe.
La encore, nous allons prouver que ’ensemble des solutions de (@ — Var(t)) : P
est ’ensemble des substitutions de la forme 0,0, ce qui prouvera que ce probléme
est équivalent & un probléme d’unification, par application du lemme 4.3. Deux
inclusions sont & prouver: )

e Supposons que o est une substitution quelconque de domaine VIm(a;). soit v
la restriction a VIm(o!) de ao. oly est solution de P A z = ¢ par hypothése. Il
existe donc une substitution fermée p’ de domaine w telle que 8 = olyp’ valide
P Az =t Soit p la restriction de p’ & W — Var(t). Montrons que o;0p et la
restriction 3’ de 3 & X — {z} coincident:

- si 29 € Z — {z}, alors o8 = zoolaop’ = zg0;0p

— si z € Var(t), remarquons que

B zp

zoivp
zolaop’
taop’
taoc
tolao
to;op

d’ou 28 = zo;0p.
- Siw € W — Var(t), alors wf = wp’ = wp = wo;op

On en déduit que 8’ = o;0p. Comme 3 valide PA z =t et que z & Var(P),
cela signifie que o;0p valide P. ;0 est donc solution de 3(w — Var(t)) : P.
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e Soit maintenant § une solution quelconque de 3(@ — Var(t)): P. 1l nous faut
montrer que # est de la forme ;0. Soit p une substitution fermée de domaine
W — Var(t) telle que 8p valide P. Soit 8, la restriction de 8 a Var(t) et 8, sa
restriction a Z. (8 = 616;).

Alors, {z — t0p}fp valide z = t A P. On en déduit que {z — tfp}d; est une
solution de P A z =t et s’écrit par conséquent {z — tfp}fp = olo’. Mais

t, = z{z — t0p}8; = zol0’

610’ est donc un unificateur de zo! et de ¢. Il existe ainsi une substitution §
telle que 610’ = ad. Notons enfin o la restriction de § a VIm(o;). On a:

- {z — t6p}0 = 5l0,0' = olaé

et donc @ = o;0. Ce qui prouve bien l'inclusion inverse.

Remarque
Il n’est pas vrai que P a la propriété EU (par rapport 3 Z) ssi P Az =t ala propriété EU
(par rapport & 7). En effet, considérons le probléeme 3wy, wz : ¢ = f(wy,w2) Ay # 2. 1
n’est pas équivalent & un probléme d’unification (d’aprés le lemme 4.8) alors que Jwq, ws :
wy # wy est équivalent a T. Cela prouve la nécéssité d’enlever les variables de ¢ & w dans
I’énoncé du lemme 4.8.

Théoreme 4.9 Soit P=3w: 1=t A...Az,=t, AdiA...Ad,, ou
o IT={z1,...,z,} et Var(ty,...,t,) NI =0
Var(dl,.. .,dn) g Va'r(tl, .e .,tn)

® I1,...,2, sont distincts

d; est de la forme z1; # 1,V ...V 2k; # uk,; ou les z;; sont des variables n’ayant
qu’une occurrence dans d;.

o Pour tout i, il existe dans d; au moins une diséquation dont les membres ne sont ni
l’un ni autre des termes fermés.

Alors P a la propriété EU si et seulement si P est un probléme d’unification.

Preuve
C’est une conséquence des lemmes 4.7 et 4.8. O

4.1.2 Elimination des diséquations

Les regles données dans les figures 4.3,4.4,4.5 et 4.6 et qui sont des instances des régles
données dans le chapitre 3 section 3.13 définissent un systéme que nous noterons R3. Ce
systéme nous permettra d’éliminer les diséquations chaque fois que c’est possible.

3Ces regles ont donc été prouvées correctes et adéquates lorsque A = T(F) dans le chapitre 3
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Pour la circonstance, nous avons modifié la notion de variable presque résolue: z €
Inc(P)UT est presque résolue dans P si la forme normale conjonctive de P peut s’écrire
P=3w,Vy:2=tAPout gZTetz¢gVar(t). Une variable est alors résolue dans P si elle
est presque résolue dans P et n’a qu’une occurrence dans P. (Cette définition coincide
avec la précédente).

Montrons tout d’abord la terminaison:

Théoreme 4.10 R3 est a terminaison finie.

Preuve
La preuve est analogue a celle du théoréme 3.20. Il y a en effet peu de changements dans
le contréle. Enongons quand méme la fonction d’interprétation utilisée ainsi que le résumé
de ses variations.

®3(3W, Y7 : di A...Ad,) est le multi-ensemble {¥3(dy),. .., ¥3(dn)} ot ¥3(d) est le
9-uple (¢31(d),...,P39(d)) avec les définitions suivantes:

#3,1(d) est le nombre de paramétres distincts ayant une occurrence dans d.
#32(€1V ...V en) estle multi-ensemble {TM(e;),...,TM(en)} ol

o TM(e) =0 sil’'un des membres de e est un parametre résolu
o Sinon, TM(s=1t)=TM(s #1t) = max(taille-param(s), taille-param(t))
¢3,3(d) est le nombre d’équations et de diséquations de d dont un des membres est une

variable et ’autre est un terme non variable contenant au moins une occurrence de
paramétre.

#3,4(d) est le couple (ay, az) formé - du nombre a; d’inconnes de Z qui ne sont pas presque
résolues dans P -du nombre a; d’inconnues auxiliaires de P qui ne sont pas presque
résolues dans P.

#3,5(d) est le nombre d’inconnues de Inc(P) U I qui ne sont pas résolues dans P.

¢3,6(d) est le nombre d’inconnues de P qui ne sont pas localement résolues dans d. Une in-
connue z est localement résolue dans d (et par rapport & P) s’il existe une diséquation
z # t de d telle que:
e z n’a qu’une occurrence dans d
e Aucune des inconnues de d n’est presque résolue dans P

e Il n’y a dans P aucune diséquation z # u ol u € T(F)
#3,7(€1V ...V en) est le multi-ensemble {T"(e;),...,T'(em)} ol

o T'(e) = 0 si I'un des membres de e est une inconnue résolue
o T'(z #t) = 0 si les conditions suivantes sont remplies:
o T'(y # u) = 0 si y est un parameétre

o T'(z # a) = 3 si z est une inconnue et a une constante
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Elimination des équations et diséquations triviales (T)

(Th) s=8 —» T
(Tz2) s#s —» 1

Fusions (F)
(F1) z=tAz=1u
(F3) z=tAz#u
(F]) z=tA(z=uVd)
(F§) z=tA(z#uVd)

Pour ces régles de fusion on supposera que :

z=tAt=u
z=tAt#u
z=tA(t=uVd)
z=tA(t#uVvd)

1111

1. z est une inconnue et ¢ n’est pas une variable
2. t ne contient pas d’occurrence de paramétre

3. e ou bien u contient une occurrence de parameétre et n’est pas lui-méme un
parameétre
e ou bien taille(?) < taille(u) et, si u est une inconnue, t n’est pas une constante

e ou bien u est une variable résolue

(F2) z#tVz#u — z#tVt#u
(Fy) z=uVz#t —» u=tvz#t

Pour ces régles de fusion, on supposera que :
1. z est une variable et pas ¢

2. e ou bien taille-param(t) < taille-param(u) et taille-param(u)# 0
e ou bien u est un parameétre résolu

e ou bien taille(t) < taille(u), t ne contient pas de paramétre et, lorsque u est
une inconnue, f n’est pas une constante.

Décompositions (D)
(Dl) f(tl,...,tn) = f(ul,...,un) — hi=umA...ANt, =1u,

(D2) f(tl,...,tn)9£f(ul,...,un) — tl;éulv...vtn;éun
(D2) f(t1yeeurtn) = f(uty-run)Vd > (t1=uwVd)A.. . A(tn=unVd)

Figure 4.3: Elimination des diséquations : premier ensemble de régles
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Elimination des parameétres (EP)
(EPy) V§,y:P — V§:P

siy & Var(P).

(EP;) Vi:PA(y#tvd) —» V§:PAd{y—t}

Si d est une disjonction d’équations et de diséquations et que y € 7, y & Var(t).

(EP3) Vj:PA(z1=w1V...Vzpa=u,VR) — V§y:PAR
Si
1. Pour tout i, z; est une variable et est distincte de u;
2. Pour tout ¢, 2; = u; contient au moins une occurrence de paramétre
3. Pour tout ¢ et tout parameétre y € Var(z;,u;), y est infinitaire

4. R ne contient pas d’occurrence de paramétre

. Incompatibilités (I)

(Il) f(tla'--vtn) :g(uh'--vumg

L si f#g
(Ig) f(tl,...,tn);ég(ul,...,um T i

—
L d

Tests d’occurrence (O)

(01) z=t —» L si z€Var(t) et z2# ¢
(O2) z#t —» T si zeVar(t) et z# 1t

Figure 4.4: Elimination des diséquations : deuxiéme ensemble de régles
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Remplacements (R)
(R1)) z=tAP —» z=tAP{z—-1t}
Si z est une variable, z € Var(t), z € Var(P),t € Z, t ne contient pas de parametre et
e oubient g X
e ou bien t a une occurrence dans P

e ou bien 2 €7

(R2) PPA(z#tVQ)] — PPA(z#1tVQ{z—1})
Si
1. z est une inconnue, z € Var(t) et z € Var(Q),
2. t ne contient pas de paramétre, |
3. aucune variable de z # ¢t V Q n’est presque résolue

4. z n’est membre d’aucune diséquation z # u dans P telle que u € T(F).

Explosion (E)
(Ezy) VG:P — 3Fwy,...,wp,V7: PAz = f(wy,...,wp)
Cette régle ne sera appliquée que si :
1. z est une inconnue, N (Var(P)UFUI)=0et f€ F
2. Aucune autre régle n’e;st applicable

3. e ou bien il existe une équation z = u (ou une diséquation z # u) dans P telle que
u n’est pas une variable et u contienne au moins une occurrence de parameétre

e ou bien il existe une diséquation z # u dans P telle que u soit un terme fermé

Figure 4.5: Elimination des diséquations : troisidme ensemble de régles
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Mise en forme des résultats (MF)
(MF) 3w, —» P

Si w ¢ Var(P)

(MF;) 3W,w:w=tAP — 3w:P

Si w & Var(P,t), t ne contient pas de paramétre et ¢t ¢ Z.

(MF3) 36,¥§:P — 3IG,wVNj:PAz=w

Si z € I, z n’est pas presque résolue dans P, w est de méme sorte que z et w ¢
Var(w,y, P). A 4’

(MFy) 30:(diVay#u)A...A(dp V2, #u)AP — 3F:P
Si
1. pour tout ¢, d; est une disjonction d’équations et de diséquations
2. pour tout ¢, 2; est une inconnue
3. pour tout ¢, 2; # u;

4. il existe une variable w € WNVar(z1,u1)N...NVar(z,,u,) qui n’apparait pas dans
P et qui est infinitaire.

5. pour tout 7, u; ne contient pas de paramétre

Figure 4.6: Elimination des diséquations : quatriéme ensemble de régles
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$31 #32 P33 P34 P35 P36 P37 P37 P39
(F2),(F4) = = < = = = < <
(F1),(F3),(FY),(F}) = = < = < = < <
(EP;)),(EP;;) <
D < < = < £ < <
(Rl) = = S = <
(R2) = = £ = =
(MFQ) = = = = = = <
(MF) = = = = <
(MFI),(EPI) = = = = = = = = <
T,1,0,(MFy) < £ £ £ £ £ K<

Figure 4.7: Variations des fonctions d’interprétation dans 1’élimination des diséquations

o Dans les autres cas, T'(s = t) = T'(s # t) = 2 * max(taille(s), taille(t))
¢3,8(d) estle nombre de membres d’équations et de diséquations de d qui sont des variables
$39(d) est le nombre d’inconnues auxiliaires et de paramatres de P.

"Le tableau de la figure 4.7 résume les variations de ces fonctions par application des
regles. Un signe < signifie que, dans certaines situations, la fonction est strictement
décroissante et dans d’autres elle est constante. Un signe < (resp. =) signifie que, si les
fonctions d’interprétation des colonnes précédentes n’ont pas strictement décri, alors celle
de la colonne ou apparait < (resp. =) décroit strictement (resp. reste constante).

Nous ne justifions pas les résultats de cette figure. Une vérification analogue a celle
des preuves des théorémes de terminaison du chapitre 3 peut étre effectuée sans trop de
difficulté.

Comme dans le chapitre 3, la régle (Ez;) ne figure pas car elle fait croitre tempo-
rairement ®3. Mais, comme précédemment, on peut extraire de toute chaine infinie de
transformation une sous-suite strictement décroissante par ®3. Ce qui permet de prouver
la terminaison. O

Le théoréme qui suit établit la complétude de R3 vis-a-vis des probléme d’unification,
si l’on restreint l’ensemble des formes initiales auz preoblémes SED. Cette restriction sera
discutée dans le paragraphe suivant. Montrons tout d’abord que les propriétés EU et SED
sont conservées par transformation:

Lemme 4.11 Si P est SED et P — g, P’, alors P’ est SED.

Preuve

11 suffit de vérifier qu’aucune régle ne permet d’introduire d’équation dans les disjonctions.
- :
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Lemme 4.12 Si P a la propriété EU et qﬁe P —gr, P, alors P’ a la propriété EU.

Preuve
Le résultat est trivial lorsque P +—pg P’ par une régle R qui est fortement adéquate,
puisqu’alors P =~ P’. 1l suffit donc de remarquer que la propriété EU est conservée par
application de (Fz;) puisque cette régle consiste seulement & ajouter une équation au
probléme. O

Théoreme 4.13 Si P est SED, alors P a la propriété EU ssi ses formes irréductibles
pour R3 sont des problémes d’unification.

Preuve
Nous allons montrer que les formes irréductibles d’un probléme SED satisfont les hy-
pothéses du théoréme 4.9. les lemmes 4.11 et 4.12 permettent alors d’obtenir la conclusion
du théoréme.

Soit donc P un probléme SED qui ne satisfait pas les hypothéses du théoréme 4.9. Par
hypothése, P = 3&,V7: t; = uyA... Aty = upAdiA...Ady, ol les d; sont de disjonctions
de diséquations. Un certain nombre de cas se présentent alors:

1. P contient des occurrences de parametres
P est alors réductible par un raisonnement analogue a celui de la section 3.4.

2. 1l existe un indice ¢ tel que ni u; ni t; n’appartient 4 7

On peut alors appliquer (D) ou (I7) si ni ¢; ni u; n’est une variable. Supposons donc
que t; = z; € X (et que le probléme ne contient pas de paramétre, sans quoi nous
tombons dans le cas précédent). 2; est donc une variable auxiliaire. Si z; € Var(u;),
alors une des régles (77),(O;) est applicable. Si maintenant z; € Var(u;) et a une
autre occurrence dans P, on peut appliquer (R;) (2 moins que u; ne soit elle méme
une variable résolue; nous écartons ce cas par raison de symétrie). Il ne reste plus
alors a envisager que le cas w; = u; ol w; est une inconnue auxiliaire résolue. Mais
alors la reégle (M F3) est applicable.

Nous pouvons désormais supposer que:
P=3w:z; =thhA...AZpa =ty Ady AL Ad,
ou zy,...,z, € L.

3. Il existe un indice : tel que z; a plus d’une occurrence dans P
L’une des regles (Ry),(01),(T1) est applicable.

4. T# {z1,..-,2,}
Cela signifie qu’on a l'inclusion stricte {z1,...,2,} CZ. Siz € T - {z1,...,2Zn}, -
- ou bien z ¢ Var(P) - ou bien z n’est pas presque résolue dans P - ou bien il existe
dans P une équation z; = z. Dans tous les cas, la régle (M F3) est applicable.
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5. Var(ty,.. ,t,))NIT #0
Cela signifierait que I’un des z; n’est pas résolu et nous retombons donc dans le cas 3.

Posons maintenant d; = 21,; # u1,; V...V 2k; # Uk,i.

6. Il existe des indices i,j tels que z;; n’est pas une variable
Alors il serait possible d’appliquer (I2) ou (D3).

7. Il existe des indices i, tels que u;; € T(F)
Il est alors possible d’appliquer (Ez,).

8. Il existe des indices i, tels que 2;; a plus d’une occurrence dans d;

A cause du point 7, on peut supposer que z; ; n’a pas d’occurrence dans une diséquation
2 ; # u ol u € T(F). Par conséquent, si ’on ne peut appliquer (R3) c’est que -ou
bien z;; € Var(u;;) et (T2) ou (O3) est applicable -ou bien il existe une variable
presque résolue (soit z) ayant une occurrence dans d;. Mais, a cause du point 3,
une telle variable ne peut étre qu’auxiliaire et, vu la forme générale de P, elle ne
pourrait apparaitre que dans une équation ¢ = z ol z € Z. Mais dans ce cas, z n’est
pas presque résolue pour la nouvelle définition de variable presque résolue que nous
avons donnée.

9. Var(dy,...,dn) € Var(ty,...,ts)
Sil’on suppose que nous ne nous trouvons dans aucun des cas précédents, le probléme
P étant SED, les 5 conditions d’application de la régle (M F4) se trouvent remplies.

4.1.3 Commentaires

On peut se poser la question de la nécessité de I’hypothése “P est SED” dans le théoréme
4.13. Voici un premier contre-exemple, lorsqu’on omet cette hypothése:

Exemple 4.1 F = {0:— s; f:s— s}. Considérons alors:
P=3ww,w":z=wAz’ =w A(w=0Vw=fw)Vuw#uv)

P est irréductible pour R3. Ce n’est pas un probléme d’unification. Et pourtant, comme
Jw,w”" :w =0V w= f(w”) ~ T, P est équivalent & un probléme d’unification.

Cet exemple prouve que les régles que nous avons données sont insuffisantes pour
assurer la complétude dans le cas général. On peut alors penser ajouter la regle:

(5) Plz=tus]Vv...vz=tfu)] — 3w, Plz=tw])

Si {u1,...,up} = {f(@),f € F} ou les variables de & sont des variables auxiliaires du
probléme.
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Cette régle seraita peu de choses prés la négation de la régle (Ez)*. Elle est correcte
et adéquate lorsque A = T(F). L’exemple ci-dessous en illustre une (autre) utilisation:

Exemple 4.2 F est comme dans I’exemple précédent et

P=3w,w,wy:zy =wi Az =waA(wy =0Vwy=0Vw = f(f(w))Vw # f(wr))

=R, Jw,wi,wyiTy=wi Az =waA(f(w2)=0Vw,=0Vw = f(f(w)Vw # f(w:))
=7 Jw,wy,we Ty =wy AZy=we A(we =0V w = f(f(w))Vw # f(wr))

R, Jw,wy,wy:iTy=wi Az =wy A(w2 =0V f(wy) = f(f(w))Vw # f(ws))

—p, Jdw,wi,w2:Ty=wi Az =waA(we =0V wy= f(w)Vw # f(ws))

—s dw,wi,we Ty =w; ATy = wy

Conclusion
Il semble ainsi que la régle (S) permette d’éviter la condition SED tout en préservant la
complétude. Nous n’avons pas pu trouver de contre-exemple. A l’inverse, nous n’avons
pas pu prouver (jusqu’a présent) ce résultat de complétude. La difficulté essentielle réside
dans la généralisation du théoréme 4.9 aux problémes qui, éventuellement, ne sont plus
SED (mais sont irréductibles pour (5)). C’est pourquoi nous formulons la:

Conjecture 4.1 Le systéme formé des régles du chapitre 3 et de la régle (S) permet
‘d’éliminer la négation d’un probléme équationnel (cahque fois que c’est possible).

4.2 Formes résolues dans les arbres rationnels

L’algébre RT(F') des arbres rationnels construits sur la signature F a été introduite dans la
section 2.4.3. En ce qui concerne la transformation des problémes équationnels dans cette
algébre, notons que les régles I,D,0, (EPs),(EP,),(MF;),(Ez,) n’ont pas été prouvées
correctes dans RT(F).

Ce que nous nous proposons donc de faire ici est de montrer tout d’abord que certaines
de ces régles sont adéquates dans RT(F) puis de montrer comment les autres peuvent &tre
remplacées par des régles qui assurent la complétude.

Tout d’abord, I,D,(EP3),(EP,),(Ex,) sont, en fait, fortement adéquates dans RT(F).
La série des lemmes suivants a pour but d’amener i ce résultat.

Lemme 4.14 Sit € RT(F) posséde un sous arbre strict de méme sorte que lui, alors t
est infinitaire.

Preuve
Supposons que p € Pos(t), p # € et sorte(t/p) = s = sorte(t). Soit alors ¢y le terme
obtenu en remplagant tous les sous-arbres de ¢ de profondeur |p| par des variables (de
sorte appropriée). Soit enfin o une substitution fermée de domaine Var(tp). (Une telle

*Notre ensemble de régles serait alors “fermé par négation”. On peut imaginer que cette propriété
assurant une certaine homogénéité a I’ensemble des régles permette d’obtenir des résultats de complétude
supplémentaires.
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substitution existe puisque T'(F’) est supposé contenir au moins un terme de chaque sorte).

On construit alors par récurrence la suite de termes fermés suivante: t,41 = ([tn],)o.
Les termes t; sont dans T'(F) et ont pour sorte 3. De plus, ils sont tous distincts puisque
de profondeurs distinctes. Cela prouve que s est infinitaire.O

Lemme 4.15 Sit € RT(F) est de sorte & support fini dans RT(F), alorst € T(F).

Preuve
Si t € RT(F) contient un sous arbre i la position p dont la sorte a un support infini
(soit C) dans RT(F), alors on obtient une infinité d’arbres distincts de sorte sort(t) en
remplacant le sous-arbre de ¢ de position p par un élément de C.

Par suite, si ¢ est de sorte a support fini dans RT(F), t ne contient pas de sous-
arbre de sorte a support infini dans RT(F). Si ¢1i2...1, € Pos(t), les sous-termes t; =
t/i1,...,tn = t/i1...1, sont ainsi de sorte & support fini dans RT(F). De plus, d’aprés le
lemme 4.14, t4,...,t, sont de sortes distinctes. Si bien que n < |S|. Toute position de ¢
étant de longueur bornée, on en déduit que ¢t € T(F). O

Lemme 4.16 Sit € RT(F) - T(F), alors t est infinitaire.

Preuve

Soitt € RT(F)—T(F). Soit im, m > 1 une suite infinie d’entiers tels que p, = 1-12+.. .ty
soit une position de ¢ pour tout m. Comme S est supposé fini, il existe deux indices m;
et my tels que sorte(t/pm,) = sorte(t/pm,). D’aprés le lemme 4.14, s = sorte(t/pm,)
est infinitaire. Soit alors to le terme obtenu en remplacant dans ¢ tout sous-arbre de
profondeur 1 + |p,, | par une variable de sorte appropriée. Soit enfin ¢ une substitution
fermée de domaine Var(tp). On obtient alors une suite infinie de termes fermés distincts
de sorte sorte(t) en remplacant dans tgo le sous-terme de position p,,, par un terme de
sorte s. Ce qui prouve que t est infinitaire. O

Lemme 4.17 Sit € RT(F) est de sorte a support infini dans RT(F) si et seulement si
t est infinitaire.

Preuve
L’un des sens de I'implication est une conséquence du lemme 4.15. Si maintenant s € S a
un support infini (soit C') dans RT(F’), alors -ou bien C C T(F') et le résultat est trivial
-ou bien C contient au. moins un arbre rationnel et s est infinitaire d’aprés le lemme 4.16.
O .

Lemme 4.18 Soit P une conjonction de diséquations non triviales dont les variables ont
un support infini dans RT(F). Alors P a au moins une solution dans RT(F).

Preuve
Cela résulte du lemme 3.7. En effet, si toute variable de P a un support infini dans RT(F),
d’aprés le lemme 4.17, elles sont infinitaires. Il en résulte que P a au moins une solution
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dans T(F) et donc dans RT(F). O

Ce résultat se généralise au cas ol ces diséquations ont pour membres des éléments
de RT(F,X). RT(F,X) est simplement 1’algébre des arbres rationnels contruite sur la
signature F'U X, tous les symboles de X étant considérés comme des constantes. Nous
parlerons le cas échéant de RT-probléme équationnel lorsque les membres des équations
et diséquations peuvent &tre des éléments de RT(F, X) et non plus seulement des termes.
Notre propos n’est pas d’étudier les RT-problémes. Ces notions ne sont introduites ici
que pour plus de commodité dans ’expression des preuves. Les définitions de solution,
validation,... s’étendent de maniére évidente. Notons aussi que le théoréme 2.8 reste
correct lorsque I’on remplace les termes ¢; par des arbres rationnels de RT(F, X). Enfin
le lemme 4.18 se généralise comme annoncé ci-dessus:

Lemme 4.19 Si P est un RT-probléme constitué d’une conjonction de diséquations non
triviales dont les variables ont un support infini dans RT(F), alors P a au moins une
solution dans RT(F).

Preuve

1 suffit en fait de reprendre la preuve du lemme 3.7. Celle-ci repose sur la seule propriété
qu’une équation non triviale contenant une seule variable a au plus une solution et utilise
ensuite le fait que les sortes sont infinitaires. Or cette propriété des équations a une vari-
able reste vraie pour les RT-équations 3 une variable. On peut en effet prouver cette
derniére propriété de la fagon suivante: étant donné une équation u = v oll u et v sont
distincts et u,v € RT(F, {z}), simplifier (en utilisant incompatibilités et décompositions)
cette équation tant que c’est possible. Cette transformation termine puisque les arbres u
et v sont distincts: il y a une position & laquelle ils sont distincts. On obtient alors, s’il
n’y a pas eu incompatibilité, une équation z = ¢ qui posséde une unique solution d’aprés
le théoréme 2.8. O

Proposition 4.20 Les régles I, D, (EP3), (EPy) et (MFy) sont fortement adéquates
dans RT(F)

Preuve
En ce qui concerne I et D, ce résultat est trivial. En ce qui concerne la régle (EPy), la
seule difficulté est de voir que ’on obtient bien un probléme équationnel aprés application
de cette regle. En effet, a priori, t1,...,t, € RT(F). Mais le lemme 4.16 nous assure que,
si {t1,...,tn} est le support de s dans RT(F), alors t1,...,t, € T(F). Par conséquent les
remplacements de la régle (EP4) ont bien un sens.

D’autre part, les forte adéquations des régles (EP3) et (M Fy) se déduisent I'une de
l’autre comme il a été déja remarqué dans le chapitre 3. Il reste donc seulement & prouver
la forte adéquation de ( EP3).

Par le lemme 2.5 et en prenant la négation du probléme, nous avons seulement 3 prou-
ver que, si o est une RT(F)-substitution quelconque sur les inconnues du probléme, alors
210 # WO A ... A 2,0 # U0 a au moins une solution dans RT(F) (les inconnues de
ce probleme étant les variables de ). Mais aucune des diséquations du probléme n’est



88 CHAPITRE 4. AUTRES FORMES RESOLUES

(RTl) Vg‘:PA(yl#tlv...Vy,,#thynH = tn41
ceeVUngm =tngm Vd) —F:PAd

Si
1. d est une disjonction d’équations et de diséquations ne contenant pas de parametre
Y1y-.-,Yn sont des parametres distincts

Yntly -+ -y Yntm sont des parametres

Ll

pour tout i, n + 1 < ¢ < n + m, y; est infinitaire et y; # ¢;

5. Les trois ensembles {y1,...,Yn}, {Unt1s-- > Yntmsbntls--eslntm}s {t1,+-.,m} sont
disjoints.

Figure 4.8: Elimination des paramétres dans RT(F)

triviale puisque, par le contréle imposé a (E P3), d’une part z; = u; contient au moins une
occurrence de paramétre, d’autre part z; Z u;. Enfin, les parameétres apparaissant dans
ce problémes sont infinitaires, de nouveau & cause du controle imposé. Le lemme 4.19
s’applique donc et nous fournit le résultat souhaité.O

Les tests d’occurrence étant incorrects lorsque A = RT(F'), il nous faut donner d’autres
régles permettant de les remplacer. Sans eux, il n’y a en effet plus complétude:

Vi:(y # f(y)vd)

est par exemple irréductible.

Une premiere étape permettant de réduire de tels problémes consiste en l'introduction
d’une nouvelle régle qui généralise (E P3) en prenant en considération a la fois équations
et diséquations contenant des paramétres. Cette régle est donnée dans la figure 4.8. La
proposition suivante donne les résultats d’adéquation voulus:

Proposition 4.21 La régle (RT,) est fortement adéquate lorsque A = RT(F).

Preuve
D’aprés le lemme 2.5, il suffit de prouver la forte adéquation de la régle

Vit #UV. . VU Fta Vit =g Voo Vngm = tngm —L

Autrement dit, il suffit de prouver que le probléme en membre gauche ci-dessus n’a aucune
solution.
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On raisonne par ’absurde et on suppose que o est une solution du membre gauche.
Nous allons exhiber une substitution sur § qui valide

Q=Y =U0oA . AYp =10 AYnt1 F tnt10A .. . A Yntm # tngmO

ce qui ameénera la contradiction souhaitée?.

La partie équationnelle de Q a au moins une solution 8o dans RT(F), si I’on considere
Y1,-.-,Yn comme inconnues. (C’est une conséquence du théoréme 2.8 et des conditions 2 et
5 d’application de la régle). Maintenant, si I’on applique 8¢ & la partie “diséquationnelle”
de Q, on obtient le probléme

Qo0 = Yns1 #F 41000 Ao A Yngm # tag1060

puisque Yn4i0o = Yn4i d’aprés la condition 5 imposée a l’applica-tion de la regle. Mais
Qo posséde au moins une solution 6, dans RT(F) d’aprés le lemme 4.19. Pour terminer,
0 = 6y6; valide Q. O

Malheureusement le systéme obtenu est encore insuffisant pour obtenir la complétude.
En effet, un probléme comme

P=Vy:y=fy)vy # f(f(y))

reste irréductible puisque la régle (RT) ne peut &tre utilisée que lorsque I’ensemble des
parameétres qui sont membre d’une équation est disjoint de ’ensemble des parametres qui
sont membre d’une diséquation. La régle (Fy4) quant a elle ne peut pas non plus &tre utilisée
puisqu’elle réclame 1’'inégalité taille-param(t) < taille-param(u) qui n’est pas satisfaite ici.
De plus, il n’est pas possible d’affaiblir I'une de ces deux conditions d’application. Par
exemple, si 'on autorise la fusion (F4) sans l'inégalité sur les tailles des positions des
parameétres, le probléme P ci-dessus est transformé en:

Vy: f(f(¥) = f(y) vy # f(f(y))

qui est a nouveau transformé en P par décomposition. .
Ainsi, si 'on ne considére que les régles déja énoncées, I’ensemble de régles n’est com-
plet que si nous nous restreignons aux problémes SED.

Il est néanmoins possible de traiter le cas général en utilisant une méthode analogue a
celle de A. Colmerauer [Col82]. Les régles de la figure 4.9 sont en effet des transcriptions
dans notre formalisme de celles de A. Colmerauer. Elles présentent I’inconvénient d’utiliser
des conditions d’application “sémantiques” au contraire de toutes les régles que nous avions
données jusqu’ici. C’est pourquoi elles n’ont pas été énoncées plus t&t®.

Proposition 4.22 Les régles de la figure 4.9 sont fortement adéquates pour toute F-
algébre A.

5Q est ici un RT-probleme

®Nous avons donné dans cette figure aussi bien les régles que leur négation, mais nous ne nous servirons
que des transformations de diséquations. C’est pourquoi les conditions d’aplication ont été exprimées sous
cette forme. Elles pourraient ’&tre sous la forme de systémes d’équations comme dans [Col82].
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(RT2) ti #wV..Vig#Fu,Vi=u —t Fu1V...Viy #uy
(RT2,) t1=u1/\...Atn=unAt;éu = h=u A...ANty, =u,

Siti#uy...Vip #FupVt#u=g s TouZ =Var(ty,...,tn,u1,...,%n,t,u).

(RTs) h#FuV...VtgFup,Vt=u — T
(RT) ti=wmA.. Atpg=up,At#u — L

Si tq ?é u V...V i, 9‘5 U, V1 ;6 U =T A ty # U V...V, # Un on T =
Var(ty,... tn, U1y oy Un, b, ).

(RTy) i #Fua V... Vig#upVt=u = H#u V.. Vig Zupa Vi = Ui AL AL, =ul,)
(RT)) ti=wmiA...Atpg=upAt#u — H=umA...Atp=u, A(({ #ui V...V, #ul)

Siti#Fwm V.. Vig FupViFumgati V... Vipg Fu, VI #ujV.. .V, #ul et
IT=Var(ty,...,tn,U1,...,Un,1t,1u)

Figure 4.9: Reégles de transformation utilisant des conditions “sémantiques”

Preuve .
II suffit bien siir de prouver ce résultat pour les régles (RT;),(RT3),(RTy).

Forte adéquation de (RT3)
Une des inclusions est immédiate. Il reste & montrer que toute .A-substitution o qui
valide le membre gauche valide aussi le membre droit. Mais une telle substitution
o, par hypothése (controle) valide a la fois t; # w3 V...Vit, # ua VIt = u et
th#FuV...Vty, # u, Vt # u. Donc elle valide aussi leur conjonction

hFFumV..VigFuV(E=uAt#u) = h#FuV...Viy # uy

Forte adéquation de (RT3)
par hypothése

hFu V.. Vi Fu, ViFuRzgati Fm V... Vi, #u,
On en déduit, par propriété de monotonie,
hFum V.. VigFu,VitFuVi=uxgati Zm V.. Vi Fu, Vi=1u
Ce qui donne le résultat voulu.

Correction de (RT})
Soit o une A-substitution validant ¢; # u3 V...V t, # u, Vt = u. Deux cas se
présentent:
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e ou bien il existe un indice i tel que t;0 #4 u;o et o valide trivialement le
membre droit

e ou bien, pour tout i, t;0 =4 u;o. Alors toc =4 uo. Donc o ne valide pas
t1 # u1V...Vt, # u,Vt # u. Par suite (2 cause des hypothéses d’application de
larégle), o ne valide pas non plus t; # w1 V...Vin, # un Vt] # ujV.. .Vt #ul .
Ce qui prouve en particulier que, pour tout j, tio =4 ujo. o valide donc le
membre droit.

Preservation de (RTy)
Un raisonnement analogue au précédent conduit au résultat.

Ces régles posent un probléme : celui de savoir si elles sont applicables ou non. Les
conditions données font en effet intervenir I’équivalence des problémes, or nous n’avons
pas encore de moyen d’en décider. Nous allons donc renforcer ces conditions de facon
a ce qu’elles puissent &tre facilement vérifiées. Il nous faut auparavant énoncer quelques
résultats permettant justement d’établir des cas d’équivalence de problémes. Ces résultats
ne sont pas nouveaux: ils ne sont que la transcription dans notre formalisme de résultats
donnés par A. Colmerauer dans [Col82].

Lemme 4.23 [Col82]

Sotente =z =uyA...Azp =u, et € =21 = v A...A 2, = u, deuz problémes dans
lesquels z1,...,z, sont des variables distinctes. Soit A = T(F) ou RT(F). Si S(A,e,T)
est non vide et contenu dans S(A,e’,I), alors ces deuz ensembles de solutions sont égauz.

Preuve
Notons V' = Var(uy,...,un) — {z1,...,2,} et V' = Var(v1,...,v,) — {z1,...,2,}. Alors
V! C V. En effet, supposons que ce n’est pas le cas. Soient alors z = v;/p et z ¢ V. Soit
o une A-solution de e. Soit enfin ¢t € A tel que ¢t #4 z;0/p. Alors v;{z — t}o #4 zio, ce
qui prouve que {z — t}o n’est pas une solution de /. C’est absurde car cette substitution
est solution de e.

Soit maintenant ¢ une solution quelconque de e’. Nous allons montrer que c’est une
solution de e. Soit ¢’ la restriction de ¢ & V’. eo’ admet au moins une solution. En
effet, dans le cas ot A = RT(F), c’est une conséquence du théoréme 2.8 et dans le cas
ol A = T(F), soit 21 = uj A...A z, = u, la forme irréductible par remplacements de
e. La substitution {z; — u};...;2, — u/ }o’d est solution de e, si f est une substitution
quelconque de domaine V — V’. Donc {z; — u}0'0;...; 2, — 0'8}8 est solution de eo”’.

Mais, d’apreés le théoréme 2.8, e’0’ a une unique solution dans RT(F) (et donc au
plus une dans T(F)). Comme S(A,e0’,T) C S(A,e'c’,I), que I’ensemble de gauche a au
moins un élément et celui de droite au plus un, il sont nécessairement égaux. o est donc
solution de e. O

Corollaire 4.24 Soientdi =21 #u1V...Vzp #usVz# uetdy=21 £ V...Vz, #
Un V21 # uj...V 2, # ul, deuz problémes équivalents (par rapport & RT(F) et T) tels
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qUe Z1y...y2n,2%,...,20 sont des variables distinctes, z est une variable et pour tout i,
z; £ v; et zl £ ul. Alors ‘

dy zRT(F)le;éulv...Vzn;éuan{;éuiv...Vz;n;éu;n

Preuve
Notons e; = 21 = U1 A ...A 2y = Up, €2 = 21 = V1 A...A2Zp = v, et €3 = z{ =
uy A...Azl, = ul,. Permettons nous d’omettre aussi RT(F') et T dans les ensembles de
solutions. L’hypothése est ainsi que S(e; A z = u) = S(ez A e3). Comme S(ez A e3) est
un sous-ensemble d’a la fois S(e;) et S(e3), c’est un sous-ensemble de S(e; A e3). D’autre
part, S(ez A e3) est non vide d’aprés le théoréme 2.8. Par conséquent, d’aprés le lemme
4.23, S(e2 A eg) = S(e1 A e3), ce qui est le résultat souhaité. O

Le systéme de régles R4 permettant d’aboutir & un résultat analogue a celui du chapitre
3 dans le cas ou A = RT(F) est alors simplement constitué des régles du systéme R, de
la section 3.6 auquel on a retiré les tests d’occurrence et auquel on a ajouté les regles des
figures 4.8 et 4.107.

On aura alors un résultat de terminaison et de complétude analogue & celui du chapitre
3. Donnons d’abord la définition d’une “définition contrainte” dans le cas ou A = RT(F).

Définition 4.25 Un'cycle de variable est un systéme
Z1=29AN ... A2Zpn_1=2p N2y =27
otn>1etz,..., 2z, sont des variables.

Définition 4.26 Lorsque A = RT(F), un probléme équationnel est une définition con-
trainte s’il est égal @ T ou L ou bien de la forme

T :21 = A AT =t AZp FB AL AZ, # T,
avec:

1. z,...,2, sont des inconnues distinctes
2. il n’y a pas de cycle de variables
3. pour tout indice i, ) est in finitaire et est distinct de t!

4. {z1,. oz {2, 20, =0

Théoreme 4.27 R, est a terminaison finie et les formes irréductibles pour R4 sont des
définitions contraintes.

Preuve
Nous n’allons pas refaire ici la preuve du théoréme 3.20. Concernant la terminaison il suffit
d’ailleurs de remarquer que les mémes fonctions d’interprétation que celles du théoréme

-

"La regle (RTy) de la figure 4.10 est bien un cas particulier de la régle (RT:) de la figure 4.9 d’aprés le
corollaire 4.24. '
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(.RTQ) tlyéulv...vtn;éunvt:u — 1 ;éulv...vtn;éun
(RT3) ti=wA.. Atp=u, At#Eu = h=uA.. Aty =1,

Si tl;\éul-thn#uth#uH*D,F,IT'

(RT3) i #wmV...Viz#u,Vt=u ~— T
(RT3) ti=wmA...Atp,=u, At#u — L

Si tl75ulv...th#uthiéuHDypyltl#UIV...thyéun.

(RTy) znn#wiV..Vzp#u,Vz=u aFwV...Vza Fu, V(i =ui A A2, =)
(RT}) si=wmiA..Azn=usAZ2# U = z21=WA.. AZn=u A #U V... V2 #ul)

Si
¢ nFWmV.. .V FuVzFumpRTI 2 #F 0V V2 F 0V AUV Vel #Ful.
® Z1,...,2n,2],...,2) sont des variables distinctes

e pour tous 7,7, z; # v; et z/ # u!

Figure 4.10: Régles de transformation dans RT(F) : controle
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3.20 sont décroissantes par application des régles de R 4. D’autre part, les nouvelles régles
permettent effectivement d’asurer 1’élimination des paramétres. La condition 4 dans la
définition 4.26 est par ailleurs assurée par les régles (RT';), (RT3), (RT}) tandis que la con-
dition 2 est assurée par la régle de remplacement (R;). O

Ce résultat entraine la complétude vis-a-vis des définitions contraintes:

Corollaire 4.28 R4 est complet vis-a-vis de F1 ensemble de tous les problémes équationnels,
Fr ensemble des définitions contraintes et A = RT(F).

Ces formes résolues, comme dans le cas de T'(F), possédent la bonne propriété d’avoir
au moins une solution dans RT(F):

Proposition 4.29 Les définitions contraintes (dans RT(F')) possédent au moins une so-
lution dans RT(F).

Preuve

C’est une conséquence du lemme 4.19. Le systéme de diséquations posséde en effet une
RT(F)-solution o. Alors z; = 110 A ... A 2y = t,,0 eest un RT-systéme qui a au moins
une solution d’aprés le théoréme 2.8. O

Enfin, de méme que dans le cas de T(F) , on peut en déduire un résultat de décidabilité
en calcul du premier ordre:

Corollaire 4.30 La validité dans RT(F) d’une formule du premier ordre dont le seul
symbole de prédicat est = est décidable.

Autrement dit, on obtient un résultat analogue a celui de MJ. Maher [Mah88a]: les
régles de décomposition et incompatibilités constituent une axiomatisation compléte des
arbres rationnels sur un alphabet fini.

Terminons cette section par un exemple de transformation de probléme:

Exemple 4.3
On reprend ici ’exemple 2.4.3. S = {s}, F={0—>s; g:s X s — s}.

P=Vy,n:n #9w2) Vi # 9y, 92)Vy2 #0Vy =0

On obtient alors (par exemple) la suite de transformations de la figure 4.11.
Cette transformation montre que P ~gr(F),(z}  # 0.

4.3 Résolution dans T(F, X)

Nous nous interessons ici a nouveau a une autre algébre: T'(F, X). Ou plutét, nous nous
intéressons a la résolution des problémes équationnels dans T'(F'), lorsque F est infini. (Ce
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P ~EPEP, Y :m #9(y1,2)Vy1 #9(11,0)Vy; =0
=R Yyin #9(y, 7))V 9(y1,2) # 9(31,0) Vyr = 0
D, Yhin#Fg(yLz)VunFnVz#EOVy =0
BT, Vi #9(3,z) Ve #FOVy =0

Mais, comme
Nn#9y,z)Vu #F0-F1p T
on peut appliquer RT5: '
Yy iy #9(41,2)VT #O0Vy1 =0 —prr, Yy #9(y,z)Vz #£0

—RT, Vi iz #0
=EP T # 0

Figure 4.11: Exemple de transformation pour A = RT(F)

cas contient celui de T(F, X)). Heureusement, ce cas est plus simple que les autres.

La seule régle de transformation qui n’est plus adéquate lorsque F est infini est la régle
d’explosion.

Si I'on souhaite seulement assurer la solubilité (existence d’une solution) comme dans
le chapitre 3, il est inutile d’éliminer complétement les parameétres lorsque F est infini:

Lemme 4.31 Supposons que F contient, pour chaque sorte s € S une infinité de symboles
dont le codomaine est s. Alors les problémes de la forme V§ :zy # u1 A ... A 2z, # U, o
z € ¥, u; € J et, pour tout i, z; # u; ont toujours une solution dans T(F).

Preuve
Nous nous ramenons tout d’abord au cas oli toute variable est dans {z1,...,2,}U# en ap-
pliquant une substitution fermée 6 quelconque de domaine Var(uy,...,um)—({z1,...,2,}U
#). On raisonne ensuite par récurrence sur m = |{zy,...,2,}|:

e Sim =1, le probléme s’écrit V¥ : 21y # u; A...A 21 # u,. On choisit alors ¢ de sorte
que t(¢) soit un symbole distinct de u;(¢),...,un(€) (ces termes ne peuvent &tre des
variables). {z; — t} est une solution du probléme.

e Supposons la propriété vraie pour m — 1. On choisit ¢ tel que #(¢) est un symbole
distinct de wu;(¢) pour tous les u; non variable. Appliquons ensuite {2, — t} au
probléme. Celui-ci se simplifie et I’on peut appliquer ’hypothese de récurrence. O

Les formes résolues dans le cas oi F est infini peuvent ainsi &tre “plus grossiéres”
que dans le cas oll F est fini, tout en assurant la solubilité. Des constatations analogues
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servent d’ailleurs de base aux résultats de Kunen [Kun87] et de Biirckert [Bur88|.

Utilisons alors les régles de la section 3.6, a I’exception des régles E. Bien siir, le
systéme obtenu (Noté Rs) est & terminaison finie puisque ce n’est qu’une “spécialisation”
du systéme R, qui est lui-méme & terminaison finie (cf théoréme 3.20). Montrons aussi
qu’il est complet:

Théoreme 4.32 Si F contient pour chaque sorte 3 € S une infinité de symboles de
codomaine s, alors les formes irréductibles pour Rs ont au moins une solution dans T(F).

Preuve
I suffit de remarquer que les formes irréductibles pour Rs sont de la forme:

IBVT:z1 =t A Azp=t, AdiA...Ady,

o TNVar(z1,t1,...,2n,tn) =0

® 21,...,2, sont des variables qui n’ont qu’une occurrence dans le probléme

e di=z1; F Ui V...V 2y iF Un,iV e avec:
— Z1iy..+yZm,,; sont des inconnues
— U14,...,Um,,; Ne sont pas des parameétres
— e est une disjonction d’équations '
-m; 21

On applique alors le lemme 4.31 en ne considérant qu’une diséquation par disjonction; la

conjonction de diséquation ainsi obtenue ayant pour solution o, on applique o & la con-
jonction d’équations qui fournit & son tour une solution. O

Comme conséquence, nous avons, a nouveau, la décidabilité de la validité dans T(F)
d’une formule du premier ordre dont le seul symbole de prédicat est =, dans le cas ou
I’alphabet est infini. Terminons apr un exemple de transformation:

Exemple 4.4 Nous nous intéressons & la “résolution” dans T'(F, X') du probléme

P = Vy,y2: (9(y1,92) # 9(f(31),22) V21 = f(11)) A (9(w2,92) # 9(0,22)) V21 = f(11))
On obtient successivement:

P D, ER, Yyn,y2: (z2# f(m)Vzi=f(nm))A(z2 #0V = f(1))
—EPLEP, Y1 i T2 #F O0A(z2# f() Ve = f(1))

Ce dernier probléeme (bien que contenant des paramétres) est irréductible. On peut en
effet exhiber des solution, par exemple en ne considérant pas ’équation z; = f(y;) et en
choisissant pour z2 un symbole de téte distinct de 0 et de g: pour tout z € X tel que
sort(z) = sort(zy) et tout terme t, {z; — t;z2 — z} est une solution du probléme.
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4.4 Problémes équationnels dans les OSA

Jusqu’a présent, nous nous placions dans le cadre des algébres “multi-sortes” comme
défini dans le chapitre 2. Nous nous intéressons ici & des algébres dans lesquelles on
autorise certaines relations entre les sortes (par exemple nat < int signifiera que les en-
tiers naturels sont aussi des entiers relatifs). Comme ’on montré Goguen et Meseguer
[GM87b], I'utilisation de telles relations entre les sortes permet d’exprimer (simplement)
des définitions qui ne peuvent ’étre dans le cadre de la logique multi-sorte8[Com88a]. Ces
algébres permettent d’exprimer les cas d’erreur [FGIM85,GM8T7b] et servent de base a la
sémantique du langage OBJ [FGIM85,KKM88].

L’unification et les preuves dans les algébres avec sortes ordonnées ont été largement
étudiées. Citons [Wal85,Sch86,GM87a,Kir88,SNGM87,GKK88] entre autres. Nous nous
intéressons ici a la disunification dans ces algeébres.

Commengons par rappeler les définitions fondamentales.

4.4.1 Definitions

Comme dans le cas multi-sorte, S est un ensemble de symboles de sortes et F un ensemble
de symboles fonctionnels. S est de plus muni d’une relation d’ordre > et F est muni d’une .
fonction T qui associe & chaque symbole de F un sous-ensemble fini de ST, ensemble des
mots finis de longueur au moins 1 construits sur le vocabulaire S. On suppose que tous
les éléments de 7(f) (appelés profils de f) ont la méme longueur notée |f|. Ainsi, 3 la
différence du cas multi-sorte, un méme symbole fonctionnel peut avoir plusieurs profils.
Lorsque s;85...5,8 € 7(f), on note aussi f:8; X...X 8, — .

La relation d’ordre sur S est donnée par des déclarations de sorte de la forme s; < s,.
> est alors défini comme la plus petite relation d’ordre satisfaisant ces déclarations.

Une signature avec sortes ordonnées est un quadruplet (S, F, SD, FD) formé d’un en-
semble de sortes .S, d’un ensemble de symboles fonctionnels F', d’un ensemble de déclarations
de sorte SD et d’un ensemble de déclarations de profils FD. On écrira souvent (S, F,>
, FD) pour une signature avec sortes ordonnées, remplacant SD par la relation d’ordre
engendrée. La figure 4.12 donne un exemple de signature avec sortes ordonnées. Cet ex-
emple correspond simplement a une définition des entiers relatifs (int) possédant comme
sous-sorte zéro (zero), les entiers positifs (pos), négatifs (neg), strictement positifs (spos)
et strictement négatifs (sneg). o T

Lorsque deux sortes s, et s, sont incomparables pour > on note s; X s, (notation de
C. Kirchner [Kir88]).

X est, comme dans le cas multi-sorte, un ensemble de variables, chacune étant munie
d’une sorte. (On note z : s ou sort(z) = s pour “la variable z est de sorte s). Un terme
t de sorte s est toujours un arbre fini étiqueté par les symboles de F. Il doit vérifier les
conditions de bonne formation suivante:

o si t(p) = f et |f| = mn,alors p-1,...,p-n sont des positions de ¢ (et ce sont les
seules qui sont des suffixes de p et qui ont pour longueur |p| + 1) et il existe un profil
fi8X...x8, — g de f tel que t/p est une terme de sorte s’ et, pour tout ¢, ¢/p-1
est un terme de sorte ;.

8 A moins d’utiliser des opérateurs cachés cf chapitre 6.
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S = {zero, pos, neg, spos, sneg, int}

Déclarations de sorte :

zero < pos < int .
zero < neg < int

F = {0, succ, pred, +}

Déclarations de profil :

0: —  zero

succe : pos — spos
it — int

pred : neg — sneg
it - ind

+ pos X spos  —  spos

Spos X pos —  Spos

sneg X neg — sneg

neg X sneg — sneg
T intxint — int

Figure 4.12: Exemple de signature avec sortes ordonnées

e si t(p) € X, alors t/p est un terme de sorte sort(t(p)).

Lorsque X est une signature avec sortes ordonnées, T(Z, X) désigne, comme dans le cas
multi-sorte, 1’algébre des termes construits sur la signature ¥ et ’ensemble de variables
X. T(X) est une abréviation de T(Z,0). Comme précedemment, nous supposerons qu'’il
existe dans T(X) au moins un terme de chaque sorte

Précisons maintenant quels sont les “modeles” d’une signature avec sortes ordonnées.

Définition 4.33 [SNGM87,Kir88] Soit ¥ une szgnature avec sortes ordonnées. Une
Y-algébre A consiste en:

e Un ensemble C 4 appelé support de A

o Pour chaque s € S, un sous-ensemble s 4 de C4

e Pour chaque f € F, une application fao de Ds 4 dans Ca, ou Dys 4 est un sous-
ensemble de Cl{l appelé domaine de f.

tels que
® Usessa=Ca
o sis < s est une déclaration de sorte de X, alors s 4 C s

o si f:s) X...X 8, — s est une déclaration de profil et que, pour tout i, a; € Si A
alors (ay,...,a,) € Df 4 et fa(ar,...,a,) € 54



4.4. PROBLEMES EQUATIONNELS DANS LES OSA 99

Une algebre avec sortes ordonnées sera notee en abrégé OSA (pour “Order Sorted
Algebra”).

Cette définition de G. Smolka [SNGMB87] a été reprise par C. Kirchner [Kir88]. Elle
est différente de celle de Goguen et Meseguer [GM87a] car f n’est pas interprété comme
plusieurs fonctions (une par profil) coincidant sur lintersection des domaines, mais comme
une seule fonction partielle. Cette définition nous semble plus naturelle et plus simple (il
n’est plus nécessaire de donner des conditions de coincidence). Elle présente cependant
l'inconvénient de ne pas étendre le cas multi-sorte (cf [GM87a]). De toutes facons, ce choix
n’est pas crucial pour la suite car les deux définitions coincident dans le cas dans lequel
nous nous placerons.

Bien siir, T(X, X) est une Z-algébre. Pour donner un autre exemple, avec la signature
de la figure 4.12,

Exemple 4.5 Une X-algébre est donnée par l'interprétation: A = Q, ensemble des nom-
bres rationnels, zeroy = {0}, pos, ensemble des rationels positifs ou nuls, spos, ensemble
des rationnels strictement positifs (méme chose pour les négatifs), int 5 = Q et ol succ et
pred sont interprétés comme la fonction qui associe & z 2z + 1 et + est interprété comme
I’addition.

Il nous faudra parfois nous restreindre & des signatures réguliéres. Cette hypothése est
asez naturelle et est effectuée par la plupart des auteurs [GM87a.,SNGM87,Kir88,G~KK88].

Définition 4.34 [GMS87a] La signature ¥ est régulidre ssi tout terme t € T(F,X)
posséde une plus petite sorte notée LS(t).

Le lemme qui suit (donné comme définition dans [GM87a]) permet de décider si une
signature finie (i.e. ne comportant qu’un nombre fini de déclarations de sortes et de profils)
est réguliére. Nous avons préféré échanger définition et propriété caractéristique de I’article
original de Goguen et Meseguer car la définition ci-dessus est bien plus explicite.

Lemme 4.35 Une signature avec sortes ordonnées ¥ est réguliére ssi, pour tout f € F,
st ‘
[ ] f 'Sl X ... X
o fisix...X

Ifn

/

L“’ L"’
lt‘a

o pour tout i, s! < s; et ¥ < gt

S8
alors il existe s7,.. ., g‘,‘;, s* tels que:
o pour tout 1, s! < 5T < s; et s7 < st
e s*<sets*<y¢
o faleprofil s x...xsh —s*
Exemple 4.6 :
La signature de la figure 4.12 est réguliére. Mais, si I’on remplace les profils de +:

8pos X pos —  Spos
Pos X spos —  Spos
neg X sneg — sneg
sneg X neg — sme
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par les profils:
neg X neg — mneg
pos X pos —  pos

la s1gnature n’est plus réguliére car zero X zero < pos X pos et zero X zero < meg X neg
et f n’a pas de profil zero x zero — s. De facon équivalente, il existe un terme (0 + 0)
qui n’a pas de plus petite sorte. 0+ 0 est en effet de sorte neg et de sorte pos mais pas de
sorte zero.

Soit <> la fermeture symétrique de >. La composante conneze d’une sorte s € S est
’ensemble des sortes 3’ € S telles que s <> s’. Pour assurer (entre autres) que T(F’) est
une algebre initiale on a besoin d’une propriété plus forte que la régularité:

Définition 4.36 Une signature réguliére L est cohérente si toute composante conneze de
S a un élément mazimal.

Dans le cas de signatures cohérentes on note top(s) la sorte maximale dans la composante
connexe de s. Dans toute la suite nous ferons ’hypothése que les signatures sont cohérentes
et que la relation d’ordre > sur les sortes est bien fondée.

Soient ¥ une signature avec sortes ordonnées et A une OSA. Une A-substitution o est
une application de T(X, Xo) dans A, ou Xg est un sous-ensemble fini de X (le domaine
de o) telle que: :

1. Vz € X, zo € sort(z)a

2. Si faleprofil s; X...Xs, — set que, pour tout ¢, t; € 3; 7(z,x,)> alors f(t1,...,tn)0 =4
f(tla, .. .,tnO').

La deuxiéme condition n’est autre que la compatibilité avec la structure d’OSA, la premiere
condition permettant d’y donner un sens dans tous les cas.

La définition d’une solution d’un probléme équationnel reste alors inchangée.

Comme dans le cas multi-sorte, lorsque A = T(X, X), les substitutions peuvent &tre
prolongées en des endomorphismes de T'(F, X ). La condition de régularité impose alors
que, pour toute variable z, sort(z) > LS(zo).

Définition 4.37 Une équation (resp. une diséquation) est une paire de termes (non
orientée) s,t € T(Z, X) telle que top(LS(s)) = top(LS(t)).®

Remarquons que, si I’on choisit pour > 1’égalité, une signature multi-sorte est aussi
une signature avec sortes ordonnées qui est cohérente. La définition ci-dessus généralise
alors la définition précédente d’équation et de diséquation.

On définit la notion de théorie équationnelle définie par 1’ensemble fini d’axiomes
E comme dans le cas multi-sorte. Les définitions d’une formule équationnelle (ou d’un
probléme équationnel) sont aussi les mémes que dans le cas multi-sorte; la seule différence
étant la définition d’une équation. Par exemple, I’équation z; : pos = z3 : neg a un sens
(bien que liant des termes de sortes différentes) et posséde d’ailleurs pour unique solution

®Cette condition supplémentaire correspond i la condition d’égalité des sortes dans le cas multi-sorte.
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dans T(X) la substitution {z; — 0; z2 — 0}. On voit ici pourquoi il faut autoriser les
équations entre termes de sortes distinctes, mais on voit aussi que cela va entrainer des
difficultés supplémentaires. Par exemple, le remplacement n’est plus correct car, dans un
systéme z = t A u = v[z], il n’est pas certain que v[t] soit un terme bien formé. Il nous
faut aussi résoudre les problémes comme celui de ’équation z; = z5 ci-dessus.

4.4.2 OSA et automates d’arbres

Lors de la simplification des problémes équationnels, il nous faudra résoudre des problémes
comme

Vy:z:s#y s
Un tel probléeme a pour solutions dans T'(F') les substitutions {z — t} oli ¢ est un terme
quelconque de sorte s et pas de sorte s’. Les formes résolues d’un tel probléme donneront
ainsi en particulier une description de ST(T) — §'7.(2).

Ce calcul du “complément” d’une sorte dans une autre n’est pas simple a priori. Mais
si ’on consideére les signatures avec sortes ordonnées comme des automates d’arbre, alors
ce probléme revient exactement au calcul d’un automate reconnaissant le complémentaire
d’un langage régulier dans un autre. C’est la raison pour laquelle nous montrons tout
d’abord qu’une signature avec sortes ordonnée n’est qu'un automate reconnaissant le lan-
gage des termes fermés bien formés (T'(F)) et donc que nous pouvons appliquer aux
signatures les transformations habituelles d’automates.

Définition 4.38 Un automate ascendant d’arbres (aaa en abrégé) est un quadruplet
(4,Q, Qs R) formé de:

o un ensemble de symboles de fonctions A (“alphabet”), chaque symbole f € A étant
muni d’une arité fize |f| € N.

o un ensemble QQ d’états (symboles supposés disjoints de ceuz de A)
o un ensemble d’états finauzr Q5 C Q

o un ensemble de régles de transition R qui n’est autre qu’un systéme de réécriture
{ui = vi}i=1,.n 0u, pour tout i, u; € T(A,Q) est un terme de profondeur au plus
10 et v; € Q.

Cette définition n’est pas donnée sous sa forme classique comme dans [Dau84] mais
peut étre obtenue sans difficulté & partir de celle-ci.

Le langage reconnu par 'automate (4, Q, Q f, R) est le sous-ensemble de T(A) des ter-
mes ¢ pour lesquels il existe un état final ¢ tel que t —% q.

Un exemple fondamental pour notre probléme est celui des signatures avec sortes
ordonnées: si (§,>, F) est une telle signature, posons A = F, Q = S5, Qs = Q. R est alors
l’ensemble des régles

f(q1,-°°aqn)'_)q et q_’q/

pour tout profil f:¢; X ...X ¢, — ¢ et toute déclaration de sous-sorte ¢ < ¢’.

19Cette condition de profondeur n’est pas vraiment nécessaire mais il est toujours possible de s’y ramener
en ajoutant des états intermédiaires (en nombre fini pour chaque membre gauche de régle).
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A = {0, suce, pred, +}
@ = {90, 9, @n» Gsps Isn, Gint }, cahque état correspondant a une sorte.

Qs = {int}

R est composé des regles correspondant aux déclarations de profils:

0 - g

suce(qp) —  gsp
succ(qint) —  Qint
pred(gn) — Qsn
pred(q:'nt) —  (Qint
Wb+ qp — Gsp
@sp+ 9 — sp
Gn+4qsn — Gsn
gsn +qn — Qsn
Qint + Gint — Qint

et des régles d’inclusion de sortes:

% — 9
G — {qn
dp — CQint
dn — (int
9sn — (qn
4sp — Gp

Figure 4.13: Exemple de signature décrite par un automate d’arbres

Lemme 4.39 L’automate ainsi obtenu reconnait T(X).

Par exemple, a la signature avec sortes ordonnés de la figure 4.12 correspond ’automate
de la figure 4.13.

Si 'on suppose que l’ensemble des sortes S de la signature est fini, on obtient un
automate d’arbre régulier (d’états finis) et ’on peut utiliser les transformations classiques
(qui conservent le langage reconnu, c’est-a-dire T'(X)). Par exemple, il existe un automate
déterministe équivalent. Ce qui signifie :

Proposition 4.40 Pour toute signature avec sortes ordonnées finie ¥, il existe une sig-
nature finie et réguliére ¥’ telle que

e T(X)=T(%"
o lensemble des symboles de fonction de T’ est identique & celui de &

o Si f a deur profils w — s et w’' — g, alors, pour tout w' € S, ou bien w” £ w ou
bien w” £ w'.
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On peut continuer ces transformations: la minimisation de l’automate entraine le
résultat suivant: '

Proposition 4.41 Pour toute signature avec sortes ordonnées finie ¥, il eriste une sig-
nature finie et réguliére X' telle que

o T(2)=T(X")
o L’ensemble des symboles de fonction de ¥ est identique a celui de X’
o pour toute sorte de ', sp(z) # 0

o X = (5,2, F) et >' est I’égalité (autrement dit, il n’y a pas d’inclusions de sortes)

On est ainsi (presque) ramené au cas multi-sorte et cela sans ajouter de symbole de
fonction. La seule différence est que les symboles de fonction peuvent éventuellement avoir
plusieurs profils (mais ceux-ci sont alors “disjoints”).

Nous appellerons signature déterministe (resp. minimale, resp. e-libre) une signature
dont l'automate associé a la propriété correspondante.

Si s est une sorte de ¥ (ou un état de I'automate associé .A), nous noterons L(s,.4)
'ensemble s7(z), qui est aussi le langage reconnu par 'automate A lorsqu’il est dans I’état
S.

Du point de vue de la résolution des problémes équationnels, ces transformations de
signature posent quand méme certains problémes. En effet, I’algebre. initiale T(Z) est
bien conservée par ces transformations, mais nous ne savons rien des autres modéles.
En particulier, les problémes équationnels contiennent des occurrences de variables. Ces
variables sont munies d’une sorte qui peut éventuellement ne plus apparaitre dans la
nouvelle signature. Plus précisément, il faudrait que, pour toute sorte s de ¥, il existe un
ensemble fini {s;,...,3,} de ¥’ tel que s7(z) = Uiz1,..» 8i,7(z)- De cette facon il serait
possible de transformer un probleme P[z : s] en Plz; : 5;] V...V Pz, : 8,], et exprimer
ainsi tout probléme construit sur £ en un probléme (ou un ensemble fini de problémes)
“équivalent” et construit sur £’. Nous pourrions alors faire les hypothéses de déterminisme
ou de minimalité sans perdre de généralité.

Cette propriété de lasignature X’ peut effectivement étre assurée sans trop de probléeme:

Proposition 4.42 Soit ¥ = (S, >, F) une signature finie avec sortes ordonnées. Il est
possible de calculer une signature finie réguliére ' = (S',>’, F) telle que

1. T(X)=T(¥")
2. X' est déterministe (et par suite, si s;,5, € ¥/, alors S117(2) Ns27z) = 0)

3. pour tout sorte s € S, il eriste un ensemble (fini) D(s,X,L’) tel que

ST(z) = U §,T(2)
$'€D(s,E,X)
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Preuve

11 suffit de montrer que la propriété 3 est vérifié & chaque étape de la déterminisation de
I’automate. Cette déterminisation s’effectue classiquement en trois étapes : 1) élimination
des e-transitions 2) “complétion” de ’automate pour obtenir un automate complétement
spécifié 3) déterminisation proprement dite en passant a l’ensemble des parties. On
peut aussi y ajouter ’élimination des états inaccessibles. Cette étape comme celle de
“complétion” (qui consiste essentiellement & ajouter un état puits) n’interviennent pas
dans notre probléme. Le résultat de la proposition est alors une conséquence des remar-
ques suivantes:

1.Si A = (A,Q,Qf,R) est transformé en A’ = (4,Q’,Q%, R') par élimination des
e-transitions (Q’ C Q), alors, pour tout q € Q,

L(g,A) = L(g,A) |J £(d,A)

g—ke
et,larelation — g étant & terminaison finie, on peut bien obtenir la relation souhaitée.

2. Si A = (A,Q,Qy, R) est transformé en A’ = (A4, Q’,Q'I»,R’) par déterminisation
proprement dite (Q’ C P(Q)), alors, pour tout ¢ € Q,

L(g, A)= |J £(d,A)
q€q9'€Q’

Corollaire 4.43 Soit ¥ = (S,>,F) une signature finie avec sortes ordonnées. Il est
possible de calculer une signature finie réguliére L' = (S’,>', F") telle que

1. T(Z) =T(¥)

2.5CS’

3. pour tout sorte s € S, il eriste un ensemble (fini) D(s,X,X’) tel que

§T(E) = U Q{T(E)
s'€D(s,2,X7)

4. pour toutes sortes s,8' € S', s >' &' ssi

o oubiens,ss€Sets>s

e oubiens€e S ets € D(s, X, L)

5. pour toutes sortes s,8' € §' — S, sy(x) né{p(z) =0.

Une telle signature (') sera dite compléte. On parlera aussi de la complétée de ¥.

La transformation des problémes équationnels évoquée ci-dessus peut se révéler inutile
et coiiteuse. Il est donc préférable de ne pas l’effectuer systématiquement et de ne faire
intervenir la signature complétée de ¥ que lorsque c’est nécessaire. Typiquement dans le
cas d’une diséquation z # y ol y est un parameétre, z une variable et sort(z) > sort(y).
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4.4.3 Transformation des problémes équationnels

Nous supposerons dans toute cette section que la signature est compléte. (Obtenue le
cas échéant a partir d’une signature qui ne l’est pas). On dira alors que deux sortes
sont disjointes si elles n’ont pas de sous-sorte commune. Vu les propriétés des signatures
compleétes, s et s’ sont disjointes ssi stz) N -s-{r(}:) = 0.

Toutes les régles des figures 3.1, 3.2, 3.3 sont correctes et adéquates dans T(Z), excepté
les régles (R1),(R2),(EPz) qui pourraient conduire par remplacement & des termes mal
formés. (Plus simplement, les substitutions apparaissant dans ces régles ne sont plus
nécessairement des substitutions dans une OSA). On restreint donc I’emploi de ces régles
aux cas ou les substitutions appliquées sont de la forme {z — t} avec sort(z) > LS(t).

Malheureusement, ces restrictions invalident la propriété de complétude: il faut ajouter
des régles permettant de traiter les cas z = t et y # ¢ lorsque sort(z) # LS(t) ou
sort(y) 2 LS(t).

La résolution des équations ¢ = t est déja connue (voir par exemple [Kir88]), celles
de résolution de y # t sont obtenues (3 peu de choses prés) par négation des premiéres.
Il faut y ajouter les régles de “complément de sorte” déja évoquées dans le paragraphe
précédent. Toutes ces régles sont données dans les figures 4.14 et 4.15.11

Certains des membres droits des régles proposées dans ces figures ne sont pas en forme
normale conjonctive. Pour des raisons de simplicité d’ecrlture, nous ne donnons pas les
regles obtenues par normalisation des membres droits.

Sonnons un exemple de transformation avant de nous intéresser aux résultats de cor-
rection et de complétude des regles.

Exemple 4.7
Nous reprenons la signature de la figure 4.12 qui vérifie les hypothéses requises pour la
transformation puisque, (dans 7T'(X)) chaque sorte est la réunion de ses sous-sortes.

1 et z3 sont des inconnues de sorte pos. On considére le probléme de complément:

P =Vy,yppipos i s1+ 20 #0+ Az + 0 #s() + 2 Az + 22 # p(n1) + 92

Il est tout d’abord possible d’appliquer les décompositions (D). On obtient alors le
probléme:

Yy, vz (21 # OV T2 # y2) A1 # s(n1) V21 # 42) A (1 # p(31) V 22 # ¥2)

Comme sort(yz) > sort(z;) il est possible d’appliquer les régles (E Py, EP;) pour obtenir
le systéme:

Vyr:z1 £Z0A ) # s(y1) Az # ()

Il faut maintenant appliquer la régle d’explosion qui conduit & quatre problémes équationnels.
Mentionnons en un:

Jwy :int,Vy iz = s(wi)) Azy FOAzy # s(y1) Azy # p(y1)

1Par convention, une con jonction sur un ensemble vide a pour résultat T.
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Résolution des équations z =t (ER)
(ERy) Plz1:sy=2218] — 3Jws:ss,Plan=wsAz=ws
Si
1. z; et z, sont des inconnues
2. w3 € Var(P)
3. 81 M s,

4. semax{s € Sls< 8 & s< 35}

(ER2) Plz= f(t1,...,ta)] = Jwy,. .y wn, Plz= f(wr,. ., wn) Awy =8 A AW, = By
Si |
1. z est une inconnue

2. LS(f(t1,...,tn)) £ sort(z)

3. pour tout i, sort(w;) = s; vérifient:

S1...8, Emax{s;...s/ | f:s\ x...xs — s et s< sort(z
1 1 n 1 n

4. ty,...,t, ne contiennent pas de parameétre

(ER3) z1:8 =20:8 +— L

Si 2, et z; sont des inconnues et qu’il n’existe aucune sorte s telle que s < s; et s < s5.

Figure 4.14: Regles de résolution de z = ¢ dans les OSA
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Elimination des parameétres dans les diséquations

(EP;) ¥§: PA(n#y2Vd) '
vy, y’_: PAsort(ya)Ema.X{ieS | s<sort(y1)&s<sort(y2)} d{yl —> Y3 Y2 — y3}

Si

1. y1 et y, sont des parametres tels que sort(y;) X sort(yz)

2. Y3 ¢ Var(P, Y1, y‘Zvd)

(EPY) Y§: PA(y# f(t1,...,tn)Vd) —
Vi, y: PAg(nn# V...V #taVd{y — f(y1,---,92)})

Si

1. ¢ désigne f:s; X ...X 3, —>_~§,-_9.'S sort(y),s; . - . s,maximal
2. yegety,...,yn €Y

3.9ny =0

4. sort(y) 2 LS(f(t1,...,tn))

5. ¥1,...,Yn sont distincts et, pour tout ¢, sort(y;) = s;.

Reégles de “compléments de sortes” (CS)

(CS1) Ply:s#z:8] » Jw:s"Ply:s#w:s"Az:8=w:g"
Si
1. Si y est un paramétre et z est une inconnue

2.8/ &s

3. s” € max{s; € S|s; < ¢}

(CS3) yis#z:is » T

Si y est un parameétre, z est une variable, et s et s’ sont deux sortes disjointes.

Figure 4.15: Elimination des paramétres dans les OSA : réegles complémentaires




108 CHAPITRE 4. AUTRES FORMES RESOLUES

Notons qu’ici le remplacement ne peut étre appliqué. Mais, par fusion, décomposition et
incompatibilité, on obtient:

Jwy, Yy 121 = s(w1) A Y1 #F wr

Comme sort(y;) # sort(w), il n’est pas possible d’appliquer la régle (EP;) et il faut
appliquer la régle de complément de sortes (C'S;) pour obtenir les deux problemes:

Py = Jwy :int,wy i pos,Vy; 1 pos Ty = s(w1) A wy = wa Awe # Y1

et
P, = 3wy :int,wy:neg,Vy1 1 pos:zy = s(w1) Awr = w2 Awr £ Y

Il n’est pas nécessaire ici d’introduire de nouvelles sortes puisque tout terme fermé est
soit de sorte pos soit de sorte neg comme l’automate minimal le montre. Il est cette fois
possible d’ap;lﬁuer 1élimination des parameétres & Py puisque sort(y;) > sort(wz). On
obtient alors L. Intéressons nous donc désormais & P,. Par une nouvelle application de
(CS,) on obtient les deux probleémes:

Ps

Jw; : int, wy : neg, w3 : zero,Vy; :pos:zy = s(wy) Awy = we Awe = w3z Aws £ %
Py ’

Jw; : int, w, : neg, w3 : sneg,Vy; : pos 1 z1 = s(w1) A wy = wa Awy = w3z A w3z F Y

" P se transforme & nouveau en L par application de (EP;). Il ne reste plus alors que Py.
Par la régle (CS3) le probléme est transformé en:

Jwy, wo, w3, VY1 : 1 = s(wy) A wy = wp A wy = w3
Il est alors possible d’appliquer les régles de remplacement et de nettoyage et I’on obtient:
Jws : sneg : T, = s(w3)
Par (ER,) on obtient ensuite:
Jws : sneg, wq : pos : Ty = s(ws) A wy = w3

Mais les sortes de w4 et w3 ne possédent pas de sous-sorte commune et, par la régle ER3
on obtient le probléme L.

Proposition 4.44 Supposons que A = T(X). Les régles des figures 4.14 et 4.15 sont A
adéquates. '

Preuve
L’adéquation des régles de la figure 4.14 et la forte adéquation des régles (EP3),(EPY) se
déduisent I’une de ’autre par complémenataire. Nous ne considérerons donc que les régles
(ER,),(ER,),(CSy) et (CS2). Remarquons de plus que la correction des régles (ER;),
(ER3), (ER3) et (CSy) est triviale.

(ER,) est globalement conservative
Si o valide 21 : 8; = 29 : 85, alors 270 et 2,0 ont méme sorte. Il existe donc une sorte
8 < 81,8 < 8, telle que z10 = 2,0 : 8. Alors, pour 8’ € max{s” € §|s" < 5;,8" <
S9,8" > s} (qui existe par régularité) et p de domaine ws : s’ telle que wsp = 230,
op valide z; = w3 A 29 = w3. D’otl le résultat.
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(ER,) est globalement conservarive
Ce résultat s’obtient par un raisonnement analogue

(ER3) est fortement adéquate
Aucune substitution ne vérifie en effet 2,0 = 230 puisque les sortes de 2,0 et de 230
ne peuvent étre identiques.

(CS,) est globalement conservative
Il suffit de remarquer que, si une sorte g n’est pas minimale, alors s7(s) = Us'<s i’T(z)
lorsque la signature ¥ est compléte.

(CS,) est correcte
Les sortes étant disjointes, pour toute T'(X)-substitution ¢ LS(yo) # LS(z0) et
donc yo # zo.

Il reste maintenant & donner un résultat analogue i celui de la section 3.6. Mal-
heureusement, parmi les nouvelles régles il y en a (dans la figure 4.15 notamment) qui
introduisent de nouveaux parameétres et il y en a qui introduisent de nouvelles variables
auxiliaires.

Considérons tout d’abord le systéme R, formé des seules régles (EPz), (EP}), (EPY),
(CS1), (CS3) avec le controle suivant : “on applique en priorité (EP}), (EPY), (CSy),
(CS;) (qui constituent le systéme R.,) tant que c’est possible, puis (£ P;) seule tant que
c’est possible. Soit P = 3%,V§: dy A...A d,. On note alors ¢;(P) le multi-ensemble
{k1,...,kn} ol k; est le nombre de paramétres distincts dans d; et ¢o(P) le multi-ensemble
{a1,...,an} ol a; est le multi-ensemble des sortes des paramétres ayant une occurrence
dans d;. On obtient alors le résultat suivant:

Lemme 4.45 R, est a terminaison finie et, si P’ est une forme irréductible de P par R,
telle que P # P’, alors -ou bien ¢1(P’') < $1(P) -ou bien $1(P') = $1(P) et ¢p2(P') <
$2(P).

Preuve

Il suffit de remarquer que la fonction d’interprétation (@}, @2, ¢3) ot ¢} (P) est le multi-
ensemble des nombres de paramétres non presque résolus dans chaque disjonction, ¢3(3@, V7 :
dy A ...A dy) est le multiensemble {¢5(d,),...,¥3(dn)} et ¥3(d) est le multi-ensemble
des sortes des inconnues z apparaissant dans une diséquation y # z de d, y étant un
parametre, est strictement décroissante par application d’une régle de R.,. Rappelons
qu’un parameétre est presque résolu dans une disjonction d’équations et de diséquations
d s’il a une occurrence comme membre d’une diséquation de d. Alors, aprés application
répétée de (EP;), les paramétres presque résolus disparaissent. D’ot le résultat. O

On procéde de la méme fagon pour la régle (R;); soit R,, le systéme formé des régle
ER et soir R, le systéeme constitué des régles ER et (R;) avec le contréle suivant: on
applique en priorité ER tant que c’est possible, puis (R;) tant que c’est possible. Soit P
un probléme équationnel, ¢4(P) le nombre d’inconnues de P qui ne sont pas résolues et
¢5(P) le multi-ensemble des sortes des inconnues de P. Alors
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Lemme 4.46 R, est a terminaison finie et, si P’ est une forme irréductible de P par R,
telle que P # P’, alors - ou bien ¢4(P’') < ¢4(P) -ou bien ¢p4(P’) = ¢4(P) et ¢5(P’) <
#5(P).

Preuve
Elle est analogue a celle du lemme 4.45. O

Il ne reste plus que la régle (R3) que nous n’avons pas remplacée. mais nous ne nous
en préoccuperons pas car elle n’est pas présente dans le systéme de la section 3.6.

11 suffit maintenant de substituer & la régle (EP;) de la section 3.6 la réduction par R,
et de substituer a la régle (Re;) la réduction par R,. Soit Rpsa le systéme ainsi obtenu.

Définition 4.47 Un probléme est dit étre une définition contrainte s’il est égal @ L, T
ou bien est de la forme

P=30:z1=t A A=t ATL#F AL AZ £ 1,
avec les propriétés:

® Ti,...,Zpn,TY,...,Z, sont des inconnues
® z1,...,z, n'ont qu’une occurrence dans P

e pour tout i, t; est un terme distinct de z; et tel que sort(z;) > LS(t;)

‘pour tout j, =’ est distinct de t}

Théoreme 4.48 Rpsa est a terminaison finie et les formes irréductibles pour Rosa sont
des définitions contraintes.

Preuve
La terminaison est une conséquence des lemmes précédents et des résultats du chapitre
3. Les formes irréductibles sont des définitions contraintes, comme dans le chapitre 3: il
suffit de vérifier que tous les problémes qui ne sont pas des définitions contraintes sont
bien réductibles. Cette vérification est laissée au lecteur.

Les définitions contraintes possédent, comme dans le cas multi-sorte, la bonne propriété
d’étre solubles, c’est-a-dire de posséder au moins une solution dans T(X).

Enfin, un corollaire de complétude peut étre déduit de ce théoréme, comme dans tous
les cas précédents. En conclusion, nous pouvons dire que tous les résultats du cas multi-
sorte se généralisent au cas “sortes ordonnées”.

4.5 Résolution progressive

dans cette section, nous modifions légérement la syntaxe des problémes équationnels en
distinguant, a 1’aide des symboles ~ et % les équations et diséquations “déja résolues”

des équations et diséquations “a résoudre”/ Cette distinction présente au moins trois
avantages:
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1. Cela permet d’exprimer plus facilement certains controles (par exemple exploiter un
ordre partiel sur les variables comme dans [MM82]).

2. Cela permet certaines optimisations dans la recherche des régles applicables. Par
exemple, aucune régle ne modifiant les équations résolues, il est inutile d’en tenir
compte dans la recherche de ’applicabilité d’une régle.

3. Nous pourrons aller plus loin dans la simplification des problémes équationnels, en
éliminant les “cycles dans les diséquations”.

Par exemple, le systéme:
21 # f(2)Az2 # f(2)

peut étre considéré comme comportant un cycle. La raison essentielle de I’élimination de
tels cycles est la construction des solutions d’un probléme en définition contrainte. Nous
savons qu’un tel probléme est soluble, mais n’avons pas d’algorithme simple permettant
d’en énumérer les solutions. Or il est possible de transformer le probléme ci-dessus en

e 21 =0A 2, # f(0)
o Jw:z = f(w)Azs #wA 2z # f(f(w))

qui ne comportent pas de cycles et pour lesquels on peut considérer qu’il est plus aisé
d’énumérer les solutions: il suffit de donner une valeur arbitraire & w puis de choisir pour
zy des valeurs différentes de w et de f(f(w)). Dans la premiére formulation, il aurait
fallu effectuer un étape de simplification aprés avoir substitué z par une valeur (étape de
simplification qui peut d’ailleurs conduire & un échec). Enfin, il apparait clairement dans
cette derniere formulation que, si A C A est de cardinal au moins n, alors il y a au moins
n — 2 solutions dans A pour y. ' '

Une telle transformation ne peut s’effectuer avec les outils dont nous disposons jusqu’a
présent sans un contréle trés complexe. Prenons en effet I’exemple :

2 # f(f(z2)A 2 # f(21)

Par explosion de z; on obtient (entre autres)

Jw:z; = flw)Aw # f(22) A zg # f(f(w))

qui contient, a renommage pres, le probléme initial. Il ne fallait en effet pas appliquer
I’explosion a z; mais a z2. Dans le cas général, il ne semble pas y avoir d’argument simple
permettant de décider a quelle variable il faut appliquer I’explosion. Avec l'introduction
des nouveaux symboles = et %, nous pourrons facilement résoudre ce probléme: Choisis-
sons une variable quelconque. Dans ’exemple précédent supposons que nous ayons fait le
mauvais choix, c’est-a-dire z;. Le systéme initial est transformé en:

z1 # f(f(z22))A 22 % f(21)

brisant ainsi la symétrie. Le symbole % nous interdit alors d’effectuer I’explosion sur la
variable qui en est membre gauche. Comme ci-dessus, on obtient par explosion le probléme:

Jw:zy = f(w)Aw# f(22) A 22 % f(f(w))
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(P) Plz=t] » Plz=t]

Si z est une inconnue principale et z n’a qu’une occurrence dans P. '

(P) Plz#t] — Plz#1

Si z est une inconnue, z ¢ Var(t), t ne contient pas de variable qui soit membre gauche
d’une équation résolue et aucune autre régle ne s’aoolique.

Figure 4.16: Transformations faisant intervenir des équations ou diséquations résolues

mais ce probléme ne contient pas le probléme de départ au renommage prés des variables.
Nous pouvons maintenant seulement appliquer ’explosion & w; on obtient:

Fw, w21 = f(f(w) Aw = f(w) Az #w Az f(f(f(v)

qui ne contient pas de cycle dans les diséquations.

4.5.1 Introduction des signes ~ et %

La syntaxe d’un probléme équationnel est modifiée de la facon suivante:

e Une équation résolue est une paire orientée (z,t) de termes de méme sorte notée
z =~ t ol z est une variable et ¢ est un terme ol n’apparait pas z.

e Une équation d résoudre est une paire non orientée de termes u,v de méme sorte
notée u = v.

e une équation est soit une équation résolue soit une équation a résoudre

e une diséquation résolue est une paire orientée (z,v) de termes de méme sorte notée
z % v ou z est une variable. :

e Une diséquation d résoudre est une paire non orientée u, v de termes de méme sorte
notée u # v.

e une diséquation est une diséquation résolue ou bien une diséquation a résoudre.

Toutes les autres définitions du chapitre 2 restent inchangées. En particulier, une
solution dans A de u = v est une A-substitution o telle que uoc =4 vo. En particulier, les
régles de transformation ne faisant intervenir que des équations et diséquations & résoudre
sont les mémes que celles du chapitre 3. Il nous faut seulement ajouter les régles relatives
aux équations et diséquations résolues. Celles-ci sont données dans la figure 4.16.

Nous utilisons aussi les régles du chapitre 3, avec un contréle qui est, & peu de choses
prés celui de la section 4.1. Les régles du systéme R, ainsi obtenu sont donc celle du
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(Ezp) Plz#t[2'] — 3Jwy,...,wn,PAz= f(ws,...,wy,)
Si
1. wy,...,w, € Var(P)
. f€F

. Il existe dans P une diséquation résolue dont le membre gauche est z’

[ “C R ]

. Il existe dans P une diséquation & résoudre dont un des membres est z et ’autre un
terme non variable contenant z

5. La seule autre régle éventuellement applicable est la regle (P5)

6. Le probléme ne contient pas de paramétre

Figure 4.17: Reégle d’explosion dans le cas de la résolution progressive

systéme R5 (moins ’explosion) plus les régles (Py),(P2),(Nc),(Ex,), cette derniere étant
donnée dans la figure 4.17'2. Nous supposons de plus (par souci de simplicité) que les
problémes considérés ne contiennent ni paramétre, ni équation résolue, ni diséquation
résolue : Fy est ’ensemble des problémes sans parameérte tel qu’il a été défini dans le
chapitre 3.

Les formes résolues sont alors de la forme:
Tz Ry A AT R, AW F U A AW, F Uy,
Avec les propriétés habituelles des définitions contraintes:
® 71,...,T, sont des inconnues n’ayant qu’une occurrence dans le probléme
e Pour tout ¢, w; est une inconnue et w; & Var(u;)
e Toute variable qui apparait dans une diséquation est infinitaire
Mais aussi les propriétés dues a la “mise en forme” des problémes:
o I ={z1,...,2,}
o Var(wy,...,wn,u1,...,un) C Var(ty,...,t,)
Et enfin les propriétés particuliéres & la résolution progressive:

e pour tous ¢, j distincts, w; € Var(u;)

1211 nous a paru inutile de rappeler ici Pensemble de toutes les régles. De méme, nous n’allons pas
développer toutes les preuves comme dans le chapitre 3.
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Cette derniére propriété exprimant “I’absence de cycle” dans les diséquations.
Appelons problémes sans cycles les formes résolues ainsi définies. Nous pouvons alors
énoncer comme prévu le résultat de terminaison et de complétude correspondant:

Théoreme 4.49 R, est a terminaison finie et ses formes irréductibles sont des problémes
sans cycle.

Preuve
D’aprés les résultats des sections précédentes, il ne peut y avoir de chaine infinie de trans-
formations qui ne fasse intervenir une des régles (Py), (P;),(Ez,). Le nombre d’applications
possibles de (P;) est par ailleurs limité au nombre d’inconnes de Z. Nous sommes donc
ramenés & prouver la terminaison de la combinaison de (P;),(Ez,) et de la réduction par
les autres regles, soit R,,. Le controle imposant en priorité une réduction par R, , ensuite
une réduction par (Ez,) et enfin une application de (Pz).

Soit P +— ...— P; — ... une chaine de transformations. Comme (P;) n’est appliquée
qu’un nombre fini de fois dans cette chaine, il existe un indice i tel que, pour j > ¢,
(Py) n’est pas appliquée & P;. Soit alors V I’ensemble des variables apparaissant dans les
membres droits d’équations de P;,+1. Pour tout j > ig, V est I’ensemble des variables des
membres droits des équations résolues de P;.

Sij > iget Pj —p, Pj+1, comme aucune régle de R, n’est applicable a P;, ce probléme
ne contient pas d’équations a résoudre. En effet celles-ci pourraient étre réduites par une
régle de mise en forme. De plus, aucune diséquation de P; ne peut étre éliminée par une
régle de mise en forme, ce qui signifie que Les variables des diséquations de P; sont des
variables de V. Ainsi I’ensemble des variables qui sont membres gauches d’une diséquation
résolue reste toujours contenu dans ’ensemble fini V.

Notons alors ¢(j) le nombre de disjonctions de une ou plusieurs diséquations dans Pj,
¢2(j) le nombre de variables de V qui sont membre gauche d’une diséquation de P; et
#3(j) le nombre d’occurrence d’une variable de V dans les diséquations non résolues de
Pj. Si Pj, —p, Pjiq1 et Pj, =p, Pj41, avec ja > ji1 > o, alors ($1(J2), $2(J2), #3(j2)) <
(1(J1), 92(41), 93(j2)). @1 est en effet toujours décroissante au sens large car P;; ne peut
contenir d’équation non résolue. (¢ ne décroit strictement que par “effet de bord” d’une
transformation remplaant une diséquation par T ou 1).Si ¢; n’a pas été modifiée, les
variables qui sont membre gauche d’une diséquation résolue de P;, sont aussi membre
gauche d’une diséquation résole de Pj,. ¢, est donc décroissante au sens large. Mais, si-
$1 et @9 sont constantes, le nombre d’occurrence des variables de V est resté constant, et
¢3 a par conséquent décri. Cela prouve que (P;) ne peut é&tre appliquée qu’un nombre
fini de fois. '

Il reste seulement & prouver qu’il ne peut y avoir une infinité d’applications de (Ez,)
pour achever la preuve de terminaison. Soit ¢; un indice au deld duquel il n’y a aucune
application de (P;),(P;). Soit V' I’ensemble des variables qui sont membre gauche d’une
diséquation résolue de P; 4;. Remarquons alors que, par contréle imposé a (Ez,), le
multi-ensemble des tailles des positions des variables de V' a décri entre deux applications
consécutives de (Ezp).

La preuve de complétude est, comme précédemment, une vérification de la réductibilité
des problémes qui ne sont pas des problémes sans cycle. Nous la laissons au lecteur. O
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4.6 Problémes de compléments

Les problémes de complément sont des problémes équationnels particuliers qui intervi-
ennent dans de nombreuses applications (que nous aborderons par la suite). Typique-
ment, si t € T(F, X), notons [t] ’ensemble des termes fermés qui sont des instances de ¢.
Alors, le calcul du complémentaire de [t'] dans [¢] s’exprimera a 1’aide d’un probléme de
complément. On peut en effet dire que [t] — [t'] est I’ensemble des termes zo ol o est une
solution dans T'(F') du probléme:

IVar(t),VVar(t):z =tAz # ¢t

d’inconnue z.

En fait, nous considérerons des problémes plus généraux ot des ensembles infinis de
termes fermés sont représentés non seulement par des termes avec variables mais aussi par
des termes contraints :

Définition 4.50 Un terme contraint est une paire (t,d) ot t € T(F,X) et d est une
conjonction de diséquations de la forme z # u ou z est une variable de t et u est un
sous-terme linéaire de t ne contenant pas z.

Plus généralement, nous considérerons aussi des ensembles finis de termes contraints
ainsi que des problémes de complément a des ensembles complets de positions.

Définition 4.51 Soit t € T(F,X). Un ensemble complet de positions de t est un sous-
ensemble Q C Pos(t) tel que:

e e Q)
o Siz =t/p est une variable ayant au moins deuz occurrences dans t, alors p € Q

® Vp€ Pos(t) - (QU{e}),3¢€Q, (¢<p et V¢€Q, (¢ <p=>¢<q)

Cette définition n’a rien & voir avec les ensembles complets de positions définis dans
(Fri86]. Ils serviront essentiellement dans les applications (chapitre 5) & limiter au max-
imum la taille des problémes équationnels considérés: il sera suffisant de calculer les
compléments a un ensemble complet de positions au lieu de I’ensemble entier.

Exemple 4.8 Si t = f(t1,...,t,) est un terme linéaire, alors Q = {1,...,n} est un
ensemble complet de positions.

Si t est quelconque, I’ensemble de toutes ses positions, sauf la racine, est un ensemble
complet de positions.

Si Q, est un ensemble complet de positions de ¢, on note Q; ’ensemble des positions
qui précedent immédiatement:

peEQ, ssi pe Pos(t) et 31> 0,p-1 € Q;

On note Q; la lisiére de t : Q; est ensemble des positions de Q; qui sont extrémales pour
lordre lexicographique.
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> —

Figure 4.18: Les trois ensembles Q;, O; et O;

Enfin, Q; est obtenu & partir de Q; en ne répétant pas des positions correspondant 2
des termes identiques:

{t/plp€qQ:} = {t/p|p€Q:} et Vp,qg€Q: t/p#t/q

Q; n’est pas défini de fagon unique : pour deux positions p et ¢ de Q; telles que t/p = t/q,
on peut choisir p € Q; (et ¢ € @;) ou l'inverse.

Les trois ensembles Q;,Q; et Q; sont représentés de fagon plus explicite sur la figure
4.18.

Définissons maintenant les problémes de complément:

Définition 4.52 Soit £ un ensemble fini de termes de T(F, X )3, (t,d) un terme contraint
et Q un ensemble complet de positions de t. Le probléme de complément C((¢,d), L, Q)
est le probléme équationnel:

3a,V7: dA( N\ ANt/a#DA(N zp=1t/p)

q€Q; ‘€L P€Q:

ot @ = Var(t), §= Var(L)" et T = {z,,p € Q} est un sous-ensemble de X disjoint de
LU Var(t) et tel que, pour tout p,p/, z, = z,» ssit/p=t/p.

On note encore ¢ le terme [z1,...,Zm]p;,...pm Si Q: = {p1,...,pm}. Si bien que, si @7 ="
{z1,...,zk} (avec k < m), on peut écrire:

t=t{z1 = t/p1;...;26 — t/pi}

L’objectif de cette section est de donner des propriétés supplémentaires des formes
résolues, en tenant compte de la spécificité des problémes considérés. Ces propriétés sont
nécessaires pour obtenir les résultats du chapitre suivant.

Nous utiliserons les régles de la figure 4.19 pour la simplification des problemes de
complément. (Notons R. le systdme ainsi obtenu). Ces régles sont celles du chapitre

13C pour “Left hand side”; dans le chapitre 5 £ sera en effet I’ensemble des membres gauches d’un
systeme de réécriture.
1L et Var(t) sont ici supposés disjoints
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3, excepté (Ex3) qui est la composée de (Ez,), (Ry) et (M F,). Elles sont donc toutes
adéquates dans T(F’). La terminaison de R, n’est pas une conséquence du théoréme 3.20
parce que nous avons ici privilégié I’explosion par rapport & 1’élimination des paramétres
(EP;). Nous utiliserons d’ailleurs explicitement le fait que les problémes initiaux sont des
problémes de complément dans la preuve de terminaison. Montrons tout d’abord quelques
propriétés des problémes transformés par R..

Lemme 4.53 Si P est un probléme de complément (avec les mémes notations que dans
la définition 4.52) et si P —3%_P", alors P" est de la forme

TR 7 o 1"
Jw”, Yy ./\a:p—up /\ d;
p€§ i=1,...,r"

ou

e Vj, dj est une disjonction de diséquations

o Var(dy,...,d”,)nInc(P") C Var(uf,...,u”) = Inc(P")

® Zq,...,Z, n'ont qu’une occurrence dans P

* pour tout p, uy est un terme linéaire et Var(ujy) N Var(u)) =0 sip # q

® pour tout j et toute diséquation u # v de d/, -ou bien Param(u) = @ -ou bien

Param(v) = §

Preuve
Il suffit de remarquer que, si P; est de la forme énoncée dans le lemme et si P; — P,
alors P, est de la forme énoncée dans le lemme. On termine par récurrence sur la longueur
de la chaine de transformations; la seule propriété qui n’est pas trivialement satisfaite ini-
tialement est Var(uy) N var(uy) = 0. Elle découle de la définition d’un ensemble complet
de positions : si z est une variable ayant deux occurrences dans t, alors les positions de z
appartiennent & Q et une seule d’entre elle est dans Q. O

Lemme 4.54 R, est d terminaison finie lorsqu’appliqué auz problémes de complément.

Preuve
Il suffit pour cette preuve d’inverser I’ordre des deux premiéres fonctions d’interprétation
dans la preuve du théoréme 3.20:

® $1(3W,V7 : dy A ... A dy) est le multi-ensemble {Tpp(d,),...,Tpp(d,)} des multi-
ensembles des tailles des positions des param@tres dans chaque diséquation (ou
équation) de d;. '

o ¢o(3W,V7 : di A ...Ady) est le multi-ensemble des nombres de paramétres dans
chaque disjonction

o ¢3(P) est le nombre de diséquations de P de la forme w # t olt w est une inconnue
et t est un terme non variable contenant une occurrence de parameétre
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(EP) V§,y:P — V§:P
Siy & Var(P).
(EP;) V§,y:PA(y#tvd) —» V§y:PAd{y—t}

Si y & Var(t) et aucune autre régle autre que (Nc) n’est applicable

(Ne) Vi:PA(diVdy) — V§:PAd

Si N Var(dy) =0 ou yN Var(ds) = 0.

(D2) f(t1y.estn) # f(u1y.oyun) = 1 #urV...Vig # Uy

(12) f(tla---atn)Ség(’llq,...,’u,m) — T

Sif#g.

(02) Z;ét — T

SizeVar(t)et z# t.

(Tg) t#t —L

(Ez3) 3T, w:Plw#t] — 3T, w1,...,0n: P{w— f(wi,...,wn)}
Si
1. t contient une occurrence de parameétre et n’est pas lui-méme un paramétre
2. feFetwy,...,up € Var(P)

3. aucune autre régle autre que (N.),(E P;) n’est applicable

Figure 4.19: Reégles de transformation des problémes de complément
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@ @4(P) est la taille de P.
o ¢5(P) est le nombre de paramétres de P.

(EP,) fait décroitre ¢5 et ne modifie pas les autres fonctions d’interprétation. (E P3)
fait décroitre ¢,. Cette régle ne fait pas croitre ¢, (et nous utilisons 13 le fait que les
problémes de départ sont des problémes de complément). En effet, d’aprés le lemme 4.53,
si y # t est une diséquation d’un probléme P obtenu par transformations d’un probléme
de complément, alors ¢ ne contient pas d’occurrence de paramétre.

La régle (D,), si elle est apliquée & des termes faisant intervenir des occurrences de
parametres, fait strictement décroitre ¢;. Sinon, elle ne modifie pas ¢3 et fait décroitre
®4. ,

Ainsi, toutes les régles font décroitre la composée lexicographique (@1, d2, P3, P4, P5)
(la vérification est triviale pour les régles qui n’ont pas été mentionnées ci-dessus). Ce qui
prouve la terminaison. O

Il nous reste a prouver une propriété de complétude. Définissons donc d’abord les
formes résolues qui nous intéressent ici.

Si P =C((t,d),£,Q), on note IR(P) ’ensemble des formes irréductibles de P pour
R.. On notera aussi parfois h(t) (“hauteur” de t) le nombre profondeur(t).

Définition 4.55 P’ € TR(C((t,d), L,Q)) ot Q est un ensemble complet de positions de t
est dit simple si P’ =L ou bien '

'P'an’:/\(zp=u;/\dp) /\ 2 # v;
pE‘Q" ' 1=1,...k
avec les propriétés suivantes:

T1,...,Tp n'ont qu’une occurrence dans P’

pour tout p, (uy,d,) est un terme contraint

pour tout i = 1,...,k, z; est une variable et z; ¢ Var(v;)

pour tout p, uy est un terme linéaire et, si p # ¢, Var(u,) N Var(u}) =0
Var(z1,...,2k,01,...,0%) C Var(uy,...,ul) (m=|Q|)

pour tout i, z € Var(uy,) = Var(u,) N Var(v;) =0

NS S e

k < af +|d| ot a est le cardinal de §, 3 le nombre de termes non linéaires dans L
et |d| est le nombre de diséquations de d.

8. pour tout p, h(uy) < maz(h(t/p), maziech(l))

. si t est linéaire, alors, pour tout i, v; est un terme linéaire

Notre objectif n’est autre que de prouver la complétude de R vis-a-vis de F; ensemble
des problémes de complément et Fr ensemble des problémes simples. Pour cela, nous
ayons a établir un certain nombre de résultats techniques préliminaires. Dans toute la
suite, nous supposerons (t,d), L et @ (ensemble complet de positions de ¢t) fixés. On note
P le probleme C((t,d),£,Q) et P’ € IR(P) est un probléme différent de L.
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Lemme 4.56 P’ est de la forme

Ju’ : /\ T, = U, /\ 2 # v;
pef.?' i=1,...,r

avec

® Ij,...,T, nont qu’une occurrence dans P’

e pour tout i, z;  Var(v;)

o Var(zy,...,zp,v1,...,0,) C Var(ul,...,ul,)

* pour tout p, u, est linéaire et, si p # q, alors Var(u,) N Var(uy) = 0.
Preuve

D’aprés le lemme 4.53, P’ est de la forme

Elw’:/\z,,:u;, /\ 2 # v

pe’Q" i=1,...,r

ol z1,...,Z, n'ont qu'une occurrence dans P’ et Var(uy,) N Var(u;) = 0 pour p # q.

P’ ne contient pas de parametre car, si c’était le cas, I’'une des régles de R, serait
applicable. (La vérification en est laissée au lecteur).

z; € Var(v;) sinon (T3) ou (O2) est applicable.

La condition Var(zy,...,2,,v1,...,v,) C Var(uy,...,un) est quant 3 elle une conséquence
du lemme 4.53. O ‘

Lemme 4.57 Le nombre (r) de diséquations de P’ est inférieur au nombre de diséquations
de P.

Preuve

Si Py —pr Pa[u # v]p, nous noterons ¢p, p, r(u # v)!° la diséquation de P; définie comme
suit:

o siP/p=Py/p=u#valors ¢p, p,r(u#v)=u#v

e siPily#tvu #£v' Vdl—gp, P, =Piu# vV d{y — t}, alors ¢p, p, r(u # v) =
u # v

e si 'Pl[f(tl,...,tn) # f(ul,...,un)] =D, PQ = Pl[tl 75 u; V...Vi, ?é un] et que
u?évEui;évi» a‘lors‘ﬁPI,PQ,R(u#v)Ef(tlv-',tn)#f(ul)'-"un)

o SiPips, Pret Piip=u # v et Py/p=ut vz (v # 0 )w— f(w,...,wa)},
alors ¢p, p, R(u #v) = v # '

'50n sous-entend ici u # v “A la position p”: une méme diséquation qui aurait deux occurrences dans
le probleme peut alors avoir deux images. Nous aurions di pour étre rigoureux faire figurer la position en
paramétre.
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Figure 4.20: Forme générale des diséquations obtenues aprés explosions et décompositions

®p,,P,,R est injective par construction. En composant ces applications, le long de la
chaine de transformation de P 4 P’ on obtient alors une application injective de I’ensemble
des diséquations de P dans ’ensemble des diséquations de P’. O

Si Py —R,— ... —nR,_, Pr est une chaine de transformations, le chemin issu de P,
et aboutissant & u # v = P, /p est la suite définie par récurrence par ug # vo = u # v et
Uit 7 Vi1 = PPy Po_iRuin (Ui # Vi)

Lemme 4.58 Si P = Re—{(EPy)} P" €t P" est irréductible pour R. — {(EP,)}, alors
P’ = Juw Vi : /\ T, = Uupo /\ d;
ped i=1,..,k"
ot d; est une disjonction de diséquations qui sont de I’une des formes:
e z # v avec Param(z #v) =0

e y#ta/p-q oty est un paramétre et p € Q

® y # wo ou y est un paramétre et w est une inconnue auziliaire

Preuve
Les différentes situations sont résumées dans la figure 4.20. o est (informellement) la
composée des substitutions {w — f(wy,...,w,)} qui sont utilisées dans les régles (Ez3)

le long de la transformation aboutissant & P”.

Lorsqu’une position ¢ d’un paramétre y’ de | € £ est aussi une position de ¢/p (et
qu’aucune incompatibilité n’est survenue), la diséquation ¢/p # [ conduira a to/p-q # y’.
Lorsqu’une position ¢ d’un parameétre y de ! € £ est un suffixe d’une position de ¢/p,
la reégle d’explosion est utilisée jusqu’a “faire remonter” le paramétre de position ¢ a la
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surface. On trouve alors une diséquation Y ;é w’. L’équation z, = t/p a quant a elle été
transformée en z, = u; o uj, est la “réunion” des deux arbres. (cf figure)

Indiquons comment formahser cela. Tout d’abord, a cause du contrdle, les diséquations
de P” -ou bien ne contiennent pas d’occurrence de parameétre -ou bien sont de la forme
y # u ol y est un parametre. Alors, u ne contient pas de parameétre d’aprés le lemme
4.53.

Soit maintenantto # 1ty =y # u,...t; #ti,...,ty # tl, =1 # t/ple chemin aboutissant
a y # u. Pour simplifier, éliminons de ce chemin les termes de la suite qui sont identiques
a leurs prédécesseurs. Pour tout ¢ < n — 1, trois situations peuvent se présenter:

1. ou bien ¢; = w est une inconnue, t; = I/q;, tiy1 = fwy,...,wp), thyy = /g
et oi41 = {w — f(wl, .,Wp)} 0 0; ce qui correspond a un cas d’application de
I’explosion.

2. ou bien t; = to;/p-q;, t. = l/q;, tiys = toi/p-qi - ki et i, =1/q;-k;. Ce qui
correspond a une décomposition.

3. ou bien t; = f(wy,...,wy), t! =1/q;, tiy1 = wj et t', =1/q;-j. Ce qui correspond
a une décomposition apres explosion.

Sil’on se trouve au moins une fois dans le cas 1, la derniére transformation ne peut tomber
que dans le troisiéme cas et y = [/q et u = w’ est une variable.
Si ’on ne se trouve jamais dans le cas 1, on reste toujours dans le cas 2 et finalement,

y=l/getu=to/p-q.0
Désormais nous noterons tg le terme t{z; — u};...;zx — u}} si Q: = {z1,...,zx}.

Lemme 4.59 Toute position de ty est comparable a l'un des p;.

Preuve
Ce résultat est une conséquence de la définition d’un ensemble complet de positions: toute
position de ¢ est comparable a 1’un des p;. O

Lemme 4.60 Pour tout i, z; et v; sont des sous-termes de tg.

Preuve
Soit u # v = ¢(z; # v;). Au plus I'un des deux termes u,v contient une occurrence de
parametre. Nous supposerons donc que u ne contient pas de parameétre.

Si u # v est une diséquation de d, alors ¢p, p,,, R,,, est différente de I'identité seule-
ment si R;y; est (Ez3) ou (D2). Dans les deux cas, la propriété que les deux membres de
la diséquation soient des sous-termes de tg est conservée. On termine dans ce cas par une
récurrence sur n, en remarquant que, comme (¢,d) est un terme contraint, les membres
des diséquations de d sont de sous-termes de t et donc de to.

Si u # v est une diséquation t/p # l. Soit alors P” le probléme obtenu comme dans le
lemme 4.58. La diséquation y # v” de P” qui est sur le chemin issu de u # v et aboutissant
a z; # v; est alors de 'une des formes énoncée dans le lemme 4.58. Dans tous les cas v”
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Figure 4.21: Positions relatives de u;, z; et v;

est un sous-terme de ?g et il nous suffit de faire un raisonnement analogue 3 celui que nous
avons fait dans le cas ol u # v ne contient pas de paramétre. O

Lemme 4.61 Siz; € var(uy), alors -ou bien v; est un sous-terme de u), -ou bien Var(v;)N
-Var(u,) = 0.

Preuve
D’aprés le lemme 4.60, z; et v; sont des sous-termes de tg et, d’aprés le lemme 4.59 ils
sont comparables a I'un des u}. Comme 2; ¢ Var(v;), trois situations peuvent alors se
produire. Elles sont représentées dans la figure 4.21.

On voit aisément sur cette figure que les conclusions du lemme sont satisfaites dans
chacun des trois cas puisque, d’aprés le lemme 4.56, u; et uj n’ont de variable commune
H ! — a2/
que sl u; = uj. ]

Pour chaque p, soit d, la conjonction des diséquations z; # v; de P’ telles que
Var(z;,v;) C Var(u}). On déduit alors du lemme précédent que P’ s’écrit

P=3w: N(@,=u,ndy) N z#uv
PEQ i=1,...,r

ou z; € var(u,) = Var(v;) N Var(u}) = 0.
Lemme 4.62 Pour tout p € Q, (up,dp) est un terme contraint.

Preuve
u, étant linéaire d’aprés le lemme 4.56, il suffit de vérifier que, si z # u est une diséquation
de dy, alors 2 et u sont des sous-termes de uj,. Sachant que Var(z,u) C Var(ul), ce résultat
se voit sur la figure 4.21.0
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Lemme 4.63 r < off + |d| ot o est le cardinal de Q, B est le nombre de termes non
linéaires dans L et |d| est le nombre de diséquations de d.

Preuve .

Remarquons tout d’abord que r < a|l| + |d| d’aprés le lemme 4.57. 11 suffit alors de
montrer que toute diséquation entre un terme et un terme linéaire universel est éliminée.
Si I’on considére la disjonction d; du lemme 4.58 qui contient les extrémités des chemins
issus de [ # t/p ol [ est un terme linéaire de £, chaque paramétre y apparait au plus une
fois. L’élimination des paramétres ne permet pas ainsi de faire apparaitre de diséquation
entre termes sans parametres: toute diséquation issue de ! # t/p contient au moins un
paramétre. Comme tous les paramétres sont éliminés dans P’, il en résulte qu’il n’y a pas
de chemin de ! # t/p & une diséquation de P'. O

Lemme 4.64 Pour tout p, h(u,) < maz(h(t/p), maznech(l)).

Preuve
La figure 4.20 illustre bien ce résultat: si z, = u, est une équation d’un probléme obtenu
par transformations de P, les positions de u/ sont contenues dans Pos(t/p) Uiec Pos(l)-
D’ou le résultat. O

Lemme 4.85 Sit est linéaire, v; est linéaire pour tout 1.

Preuve
Ceci est une conséquence du fait que les transformations autres que le remplacement, ne
font intervenir que les termes d’une méme disjonction. Si une inconnue z n’apparait qu’une
fois (au plus) dans chaque terme de la disjonction, cette propriété reste ainsi valide tout
au long de la transformation. O

On obtient enfin le théoréme de complétude:

Théoreme 4.66 Toute forme irréductible (pour R.) d’un probléme de complément est
un probléme simple.

Preuve
Les propriétés 1,3,4,5 des problémes simples sont une conséquence du lemme 4.56. La
propriété 2 résulte du lemme 4.62. Les propriétés 6,7,8,9 sont fournies repectivement par
les lemmes 4.61, 4.63, 4.64,4.65. O



Chapitre 5

Application a la la réductibilité
inductive

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser les résultats de chapitres précédents pour la décision
de la complétude suffisante des spécifications algébriques [EKP78, GHM7§] ainsi que pour
la réductibilité inductive [JK86b]. La méthode développée ici posséde aussi d’autres ap-
plications exposées dans le prochain chapitre et dans [Com8&8].

Définition 5.1 Un symbole f € F est bien défini par rapport a C C F dans une spécification
(multi-sorte) (S, F, E) si:

Yti,...,th € T(F),Et € T(C),f(tl,...,tn) =gt

Ce genre de propriété est utilisé dans au moins deux domaines:

La protection des spécifications algébriques

Quand on utilise des définitions hiérarchiques de types [Ber79,EKP78], on souhaite qu’une
nouvelle définition vienne s’ajouter aux précédentes sans les pertuber. Plus précisément,
soient ¥ = (S, F, E) une spécification et £y = (S US’ FUF'SEU E’) une spécification
contenant la premiére. On dit alors que:

o X, est cohérente par rapport ¢ ¥y si :

vt,t' € T(F),(t =pug t') & (t=g t')

e X, est suffisamment compléte par rapport a X si:

Vt € T(FU F'),(sort(t)=s € S)= (3t € T(F),t =gug t')

e Yy protége ¥, si elle est cohérente est suffisament compléte par rapport & ;.

125
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Ces définitions sont données dans [Ber79,EKP78,GTW78,GHM78,MG85] & quelques
variantes prés. Intuitivement, une spécification est cohérente si ’on n’identifie pas deux
termes qui étaient distincts dans les types déja définis. Une spécification est suffisamment
compléte si ’on ajoute pas de “nouveau” terme dans les types déja définis. Ces propriétés
s’expriment formellement en termes de morphismes dans la théorie des types abstraits
algébriques [MG85).

La propriété de complétude suffisante est équivalente, avec nos définitions, & la bonne
définition des symboles de F’ dont le codomaine est une sorte de S.

Exemple 5.1 F={ 0:— int; p,sint — int; eq: int X int — bool }

E={ s(p(z)) ===z; p(s(2)) == <; eq(z,z) == true;
eq(z,s(z)) == false; eq(s(z),z) == false; eq(s(z),s(y)) == eq(z,y);
eq(z,p(z)) == false; eq(p(z),z) == false; eq(p(z),p(y)) == eq(z,y) }

Nous notons ici == 1’égalité des équations utilisées dans les axiomes.

On s’intéresse au probléme suivant : cette spécifiaction protége-t-elle la spécification
des booléens ? (Nous supposons les booléens déja spécifiés. Leur définition importe peu
ici. Notons seulement qu’il y a deux classes d’équivalence distinctes (et deux seulement):
celle de true et celle de false).

Ici, la spécification est cohérente (par rapport aux booléens) ssi on ne peut déduire
de E 1'égalité true = false. La complétude suffisante (par rapport aux booléens) est
équivalente a la bonne définition de “eq”.

Remarquons qu’en orientant les équations de gauche a droite, nous obtenons un systéme
de réécriture canonique (la terminaison est évidente et la confluence résulte de I’absence
de paire critique). Comme de plus true et false sont irréductibles pour ce systéme de
réécriture, true = false n’est pas une équation valide dans la théorie équationnelle définie
par E. Par conséquent cette spécification est cohérente (par rapport aux booléens).

Par contre, eq n’est pas bien défini parce que eq(0, s(s(0))) est un terme de sorte
bool, est irréductible et n’est ni true, nis false. Nous avons donc introduit avec cette
spécification un “troisiéme booléen”. Si bien que la spécification n’est pas suffisamment
compléte (par rapport aux booléens).

Ce résultat n’est, en fait, pas étonnant puisqu’il est impossible d’obtenir une spécification
cohérente des entiers relatifs qui protége les booléens sans introduire de nouveau symbole
de fonction (cf chapitre 6).

Preuves par induction

Si t,u € T(F, X), nous dirons que ¢ = u est un théoréme inductif lorsque

I(F)/=gF t=u

Le raisonnement équationnel n’est plus complet pour les preuves par induction. Don-
nons un exemple simple:
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Exemple 5.2 S est réduit a une sorte, F' = {0,s} et E = {s(s(0)) == 0}. s(s(z)) =z
est un théoréme inductif en effet, si t = 0, alors s(s(t)) =g ¢, et, si s(s(t)) =g t, alors
s(s(s(t))) =g s(t). Cette preuve est une preuve par induction structurelle. On obtient
aussi le méme résultat en notant que tous les termes de 7(F) sont de la forme s¥(0) et en
raisonnant par récurrence sur k. Dans tous les cas, nous utilisons explicitement qu’il n’y
a pas d’autres termes dans T'(F) que ceux que l’on peut construire avec les symboles de
F.

Par contre s(s(z)) = z n’est pas un théoréme équationnel. En effet, s(s(0)) — 0 est un
systéme de réécriture canonique. Deux termes sont alors égaux modulo FE ssi leurs formes
irréductibles sont syntaxiquement égales. Or s(s(z)) et z sont irréductibles et distincts.

Pour effectuer (automatiquement) des preuves par induction, certains auteurs ont
proposé une méthode s’apparentant a la résolution en démonstration automatique : la
méthode de preuve par défaut de cohérence [Mus80,Gog80,HH82,JK86b,Bac88]. 1l est
bien connu ([Gal86] par exemple) qu'un ensemble de formules du premier ordre A duquel
on ne peut déduire une contradiction (¢ A —¢) posséde au moins un modéle. Lorsque
les formules de A sont des formules fermées (i.e. sans variable libre) en forme prénexe
ne contenant pas de quantificateur existentiel on peut méme affirmer que, s’il existe un
modele de A, alors il existe un modéle canonique (ou de Herbrand) de A, c’est-a-dire un
modéle de la forme T(F)/ =4 ol =4 est une congruencel.

Dans la suite, nous appelerons formule pure toute formule équationnelle fermée en
forme prénexe ne contenant pas de quantificateur existentiel. Un modéle canonique d’un
ensemble de formules pures A est alors un quotient de T(F) par une congruence =4 qui
est un modele de A. :

Le principe des preuves par défaut de cohérence est alors simple : On se donne un en-
semble de formules pures A qui posséde pour seul modéle canonique (& isomorphisme prés)
T(F)/ =g% Si u = v est un théoréme & prouver, on cherche & déduire une contradiction
de AU {u = v}. Sil’on déduit une contradiction, = v n’est pas un théoréme inductif. Si
au contraire on peut prouver que AU {u = v} est non contradictoire, alors u = v est un
théoréme inductif. En effet, AU {u = v} posséde alors un modale canonique comme nous
’avons rappelé ci-dessus, et ce modele ne peut &tre que 1’algebre initiale T(F)/ =g.

L’ensemble A d’axiomes est constitué des axiomes équationnels de E et d’un ensemble
d’axiomes permettant de restreindre la classe des modéles. Ceux-ci ne sont généralement
pas présentés sous forme axiomatique, mais comme un ensemble de formules desquelles
on peut déduire une incohérence. Les articles cités plus haut différent ainsi dans les
hypothéses effectuées sur la spécification (S, F, E) et dans la maniére de déduire une con-
tradiction.

Par exemple, dans [Mus80], on suppose qu’un prédicat d’égalité est complétement
défini dans la spécification3. Une contradiction est alors produite lorsque 1’algorithme de
complétion engendre true = false. Ce qui revient a choisir A = E U {true # false}.

!Nous ne précisons pas ici 'interprétation des symboles de prédicat autres que 1’égalité.

2En général, il subsiste des modéles “non standard”, d’apreés le théoréme d’incomplétude de Godel.

®Plus formellement, on suppose qu’il existe un symbole de fonction eq : s x s — bool tel que Vt,u €
T(F), t=gu & eq(t,u) =g true et t#g u & eq(t,u) =g false.
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Dans [HH82], on suppose que F est scindé en deux ensembles disjoints C (construc-
teurs) et D (symboles définis). tels que tout élément de D est bien défini par rapport a
C et il n’existe pas d’identité u =g v entre termes de T(C). Si bien que T(C') est isomor-
phe & T(F)/ =g. Alors, une contradiction est dérivée lorque ’agorithme de complétion
engendre une équation u = v entre deux termes de T'(C, X). Cela revient & choisir comme
ensemble A

E v {th,---;tm“b---'aum;f(tly---,tn)¢9(Uly--~,um)‘f;gec;f"/ﬁQ}
U {¥t1, ... tn, 1, ety (F(E1, - tn) = flur, .. up) @i = AL At =u,) | fE€C)

Dans [JK86b], les équations de E sont supposées &tre orientées en un systéme de
réécriture confluent sur les termes de T(F)*. Une contradiction est alors produite lorsque
’algorithme de complétion engendre une équation v = v ot u > v (pour un ordre de
simplification > qui contient la relation de réduction associée au systéme de réécriture) et
u n’est pas inductivement réductible:

Définition 5.2 Soit R un systéme de réécriture sur T(F,X) et t € T(F,X). t est dit
inductivement réductible ssi, pour tout T(F)-substitution o de domaine Var(t), to est
réductible par R.

A nouveau, il est possible de donner un ensemble A de formules pures correspondant
a cette approche. Celui-ci ne rendrait pas I’exposé plus clair, c’est pourquoi nous ne le
reproduisons pas ici. Notons seulement que tous les articles sur les preuves par défaut de
consistence pourraient se résumer 4 donner un ensemble A de formules pures et prouver
qu’il n’a qu’un modéle canonique & isomorphisme pres.

Convertibilité

Nous avons évoqué le role central de la propriété de bonne définition. Malheureusement elle
est indécidable [GH78]. On essaye alors de procéder comme pour la décision de 1’égalité.
L’idée consiste en effet & remplacer la congruence =g par la relation de réduction —x
obtenue par orientation des équations de la théorie. La bonne définition est alors remplacée
par la convertibilité. ‘

Définition 5.3 Soit (S, F, E) une spécification, C C F et R un systéme de réécriture tel
que =g=eY. f € F est dit convertible a C ssi :

Vii,...,tn € T(F), 3t € T(C), f(t1,...,tn) =R t

Dans les théories équationnelles, la décision de 1’égalité peut &tre obtenue facilement
lorsque le systéme de réécriture associé est convergent (cf chapitre 2). Hélas, cette hy-
pothése de convergence se révéle insuffisante pour assurer 1’équivalence entre convertibilité
et bonne définition. En effet, comme montré dans [Pla85,KNZ86], la convertibilité est
décidable lorsque le systéme de réécriture est convergent. Au contraire, la bonne définition
est indécidable, méme dans ce cas [KNZ86]. Néanmoins, il est facile de donner des hy-
potheéses qui permettent d’obtenir 1’équivalence (comme nous le verrons plus loin). Le

*Cette hypothese est aussi effectuée dans les autres mehodes. Elle est nécessaire pour pouvoir utiliser
Palgorithme de complétion comme base de la déduction équationnelle.
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probléme de la complétude suffisante (et celui de la bonne définition) se trouvent alors
~ramenés & un probléme de convertibilité.

Remarquons que la convertibilité n’est, en fait qu’un cas particulier de réductibilité
inductive: si R est un systéme de réécriture canonique et si ¥ = D U C, tout élément de
D est convertible 3 C ssi Vf € D, f(z1,...,Z,) est inductivement réductible.

Décision de la réductibilité inductive

La réductibilité inductive a été prouvée décidable dans le cas général par D. Plaisted
[Pla85]. D. Plaisted prouve qu’un terme ¢t est inductivement réductible ssi tous les termes
d’un ensemble fini d’instances closes de ¢ sont réductibles. (Cet ensemble est appelé en-
semble test). Malheureusement, cet ensemble test est toujours gigantesque. Par exemple,
lorsque R est réduit a une reglesimple : R = {s(s(0)) — 0}, I’ensemble test correspondant
a la décision de la réductibilité inductive de s(s(z)) a pour cardinal® 5 * 228,

L’objet de ce chapitre est de montrer une autre approche permettant de décider de
la réductibilité inductive: t est inductivement réductible ssi I'intersection entre le langage
des termes fermés qui sont des instances de ¢ et le langage des termes fermés irréductibles
est vide. Nous allons donc montrer comment construire une grammaire (ou un automate)
engendrant ’ensemble des termes fermés irréductibles qui sont des instances de t. Le
nettoyage d’une telle grammaire permet de savoir si le langage engendré est vide et donc
si ¢ est inductivement réductible.

La méthode de Plaisted fait appel & des résultats s’apparentant au “pompage” dans
les langages hors contexte, ce qui suggérait une approche “langage formel”. D’autre part,
il est bien connu que les méthodes de pompage, bien que permettant la décision du vide
dans certains cas, sont beaucoup moins efficaces que les méthodes par nettoyage d’une
grammaire. C’est pourquoi, bien que ne donnant aucun résultat de complexité, nous
pouvons espérer que notre approche -d’une part clarifie le probléme en comprenant son
essence -d’autre part permette d’aboutir & des algorithmes plus efficaces en pratique.

Les grammaires ainsi calculées permettent aussi d’obtenir d’autres résultats, par ex-
emple sur les transformations de spécifications [Com88a] ou sur la compilation du filtrage
[Sch88a].

En quoi les problemes équationnels interviennent dans ces questions ? C’est ce que
nous allons montrer dans la section qui suit.

5.1 Réductibilité inductive et problemes équationnels

Dans tout ce chapitre, nous supposerons donnés un ensemble de symboles de fonction
F et un ensemble fini £ d’équations ¢ = d. Nous noterons R le systéme de réécriture
obtenu en orientant ces équations : R = {g — d | g = d € E}. " —" désignera aussi
la relation de réduction associée 3 R et LHS = {g1,...,9x} = {g| g = d € R}. On

*D’aprés [KNZ85), article dans lequel I’algorithme de Plaisted est pour la premitre fois effectivement
présenté comme une technique de décision de la réductibilité inductive.
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suppose que pour deux indices i et j distincts, Var(g;) et Var(g;) sont disjoints® et l’on
note Var(LHS) = U;=;,.x Var(g:). Enfin, NF est I’ensemble des termes de T(F) qui ne
peuvent étre réduits par —.

L’idée (déja présente dans [Thi84]) est la suivante: un terme ¢ n’est pas réductible i la
racine s’il n’est pas filtré par un membre gauche de régle de réécriture. Lorsqu’on s’intéresse
a la convertibilité, le “a la racine” ci-dessus peut méme &tre évité. Si Var(LHS) =
{¥1,---,Ym}, f est convertible si et seulement si le probléme

Vi, e s¥m 191 # f(Z1, .0 sZn) Ao A G # f(21,-.-,20)

n’a pas de solution dans NF. En effet, il existe une solution dans N F si et seulement
s’ll existe un terme t = f(t1,...,t,) ol t,...,t, sont des termes fermés irréductibles qui
n’est pas réductible a la racine. Ce qui est équivalent & la non convertibilité de f.

C’est une méthode basée sur ces idées que nous allons développer ici.

5.1.1 Bonne définition et convertibilité

Nous venons de donner une idée du lien existant entre les problémes de complément et la
convertibilité. Voyons ici sous quelle conditions la propriété de bonne définition se raméne
a la convertibilité.

Définition 5.4 Soit F' = CUD. D est dit stable pour R si, pour toute régle f(ty,...,t,) —
" g(u1, .. um) de R, ,
geD=feD

Cette propriété permet d’assurer 1’équivalence des notions de bonne définition et de
convertibilité?:

Proposition 5.5 Supposons que F = CUD et que D est stable par R. Supposons de plus
R convergent. Alors tout opérateur de D est bien défini par rapport a C si et seulement
st tout opérateur de D est convertible a C.

Preuve

= On suppose que tout opérateur de D est bien défini. Soit N F(D) I’ensemble des termes
de T(F') dont la racine est dans D et dont la forme normale n’est pas dans T(C). Il
nous faut montrer que N F(D) est vide.

Raisonnons par I’absurde et supposons que ¢t € NF(D). La forme normale ¢’ de ¢
contient donc une occurrence de f € D. Soit alors t” un sous-terme de t' dont la
racine est f. t” est lui-aussi irréductible.

Si maintenant u vérifie t” =g u, cela entraine que t” et u ont méme forme normale
et donc que u —* t” (puisque t” est irréductible). D’autre part, D étant stable, si

6Cette supposition n’est évidemment pas restrictive puisque les équations de E sont implicitement
universellement quantifiées.

"Une condition plus générale (mais difficile & tester car non syntaxique) est donnée dans [JK86b]: “la
forme normale d’un terme de T(C) est dans T(C)”. '
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v € T(C) et v —»* w, alors w n’a pas pour racine un élément de D. Il en résulte que,
si t” =g u, alors u & T(C).

Cela prouve que f n’est pas bien défini puisque t a pour racine f et n’est égal
modulo E a aucun élément de T(C). Ce qui est absurde.

< réciproquement, tout symbole de fonction f qui est convertible & C est bien défini
puisque
(u>*v) = (u=gv)

(]

5.1.2 Réductibilité inductive et problémes de compléments

Nous utilisons ici et dans la suite les définitions et notations introduites dans la section
4.6.

Proposition 5.6 Un terme t € T(F, X) est inductivement réductible ssi le probléme de
complémentC(t, LHS, Q) n’a pas de solution dans NF. (Q; étant ici un ensemble complet
de positions de t).

Preuve
Notons Q; = {p1,...,pm}. Soit Q; = {p1,...,pk}. Pour chaque i > k, il existe un
unique indice j < k tel que t/p; = t/p;. z1,...,z4 sont les inconnues du probleme de
complément. t est une instance de #: t = #{z; — t/py,...,2x — t/p;}. Rappelons que,
dans ces conditions, le probléme de complément s’écrit:

3Var(t),V§/':'/\ T, =t/p /\ /\ t/q #1

peb‘i qeé\tleLHS

ou ¥ = Var(LHS) et Q; est ’ensemble des positions non variable de 7.

t est inductivement réductible ssi pour toute T(F)-substitution o de domaine Var(t),
to est réductible & une certaine position p. Ou bien p n’est pas une position de Q\t, ce qui
signifie que o n’est pas une substitution a valeurs dans N F. Ou bien p € Pos(@). Dans
ce dernier cas, il existe une T(F')-substitution § et un terme / € LH S tels que 16 = to/p =
(t/p)o. Cela signifie que o n’est pas solution de la diséquation ! # ¢ /p (dans laquelle les
variables de / sont quantifiées universellement) et donc que {z1—=t/p1;...;z = t/pr}o
n’est pas solution du probléme de complément.

Par conséquent, ¢ est inductivement réductible ssi pour toute T'(F)-substitution o
de domaine Var(t), {z1 — t/p1;...,;2x — t/pr}o n'est pas solution du probléme de
complément. Il suffit de remarquer pour terminer que toutes les solutions du probléme de
complément sont de cette forme. O

On voit donc les liens qui lient inductive réductibilité, bonne définition et problémes
de complément. La difficulté réside maintenant dans le fait que nous n’avons donné dans
la section 4.6 qu’un algorithme de résolution des problémes de complément dans T(F).
Or d’apreés la proposition ci-dessus, il nous faut résoudre ces problémes dans N F.
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Une méthode envisageable (et nous la développerons d’ailleurs dans la suite) est de
procéder “par approximations”: au lieu de chercher les solutions dans NF', on cherche
en fait les solutions du probléme de complément dans T'(F), puis & nouveau a l’aide de
problémes de compléments, on recherche parmi ces solutions celles qui sont irréductibles.
Quoique, en général, une telle méthode ne termine phs®, il existe certains cas particuliers
pour lesquels on obtient les solutions dans N F' de cette maniére. Donnons en des exemples.

Exemple 5.3

{ 0:—s; pg,h:is—s }

{ g(0)—0 h(0) — 0
h(h(z)) = h(z) g(g9(z)) — g(z)
h(p(z)) = h(z) g(h(z))— h(z) }

R est canonique. La convertibilité de A & F — {h} est équivalente & I’absence de solution
dans N F au probléme:

Jw,¥y : = wA h(w) # h(0) A h(w) # h(h(y)) A h(w) # h(p(y))

(Si l’on choisit pour ensemble complet de positions de h(z) I’ensemble Q = {1} qui est
d’ailleurs le seul ensemble complet de positions possible).

Ce probléme a pour unique forme résolue 3w’ : z = g(w’). La convertibilité de h est
donc ramenée 3 celle de g. Nous sommes alors amenés & résoudre dans N F le probléme
de complément: ) )

Jw,Vy:z = wA g(w) # g(0) A g(w) # 9(9(¥)) A g(w) # g(h(y))

Nous n’avons d’ailleurs pas a résoudre ce probléme dans N F mais seulement dans ’ensemble
des formes irréductibles de T(F — {h}). Car, s’il n’y a aucune solution irréductible dans
T(F—{h}), toute solution dans N F contient une occurrence de h. Mais nous avons vu que
toute instance irréductible de h(z) contient une occurrence de g. Il y a donc contradiction.

Dans le cas présent, la seule forme irréductible du probléme est 3w’ : z = p(w’),
ce qui rameéne la convertibilité de g (et donc celle de h) a celle de p. Mais p n’est pas
convertible car p(0) est irréductible (ce qui correspond bien siir & une solution du probléme
de complément associé). Nous en déduisons que h n’est pas convertible 3 F — {h}. Sil'on
ajoute par contre la régle p(0) — 0, p(z), g(z), h(z) sont inductivement réductibles. On
obtient ce résultat parce quon peut établir une “hiérarchie” sur I’ensemble des symboles
fonctionnels. Cette approche est complétement développée dans [Com86]. Nous ne la
reprendrons pas complétement ici puisque nous traiterons le cas général.

F
R

I

Mentionnons quand méme des cas trés simple ou la résolution d’un probléme de
complément permet 3 elle-seule de résoudre le probleme de convertibilité.
5.1.3 Décision de la convertibilté dans des cas “simples”

Nous montrons ici que, lorsqu’il n’y a pas de relation entre les “constructeurs”, la résolution
d’un probléme de complément permet a elle-seule de décider de la convertibilité. Dans ce

8Nous en montrerons un raffinement par la suite qui, lui, termine dans le cas général.
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cas particulier, des algorithmes de décision sont connus depuis longtemps (voir [Kou85]
par exemple).

Nous supposerons donc que F est la réunion de deux ensembles disjoints C et D tels que
T(C) C NF (ce qui est la traduction formelle de “pas de relation entre constructeurs”).
Nous supposerons de plus que le systéme de réécriture est canonique et que D est stable

par R. ces hypothéses bien que trés fortes sont habituellement effectuées dans des langages
comme LPG [BES86] ou FP2 [Jor86].

Proposition 5.7 Sous les hypothéses mentionnées ci-dessus, tout opérateur de D est bien
défini par rapport a C si et seulement si, pour tout f € D, le probléme de complément
C(f(z1,...,2,),LHS,{1,...,n}) n’a pas de solution dans T(C).

Preuve
D’apres la proposition 5.5, il suffit de prouver que tout symbole de D est convertible 4 C.
Comme T(C) C NF, d’aprés la proposition 5.6, il suffit de prouver que, si

C(f(z1,...,2n), LHS,{1,...,n})

n’a pas de solution dans T(C), alors T(C) = NF.

Supposons que T(C) # NF. Alors il existe un terme ¢ dont la racine est f € D et qui
est en forme irréductible. On peut supposer sans perdre de généralité que ¢ ne contient
pas d’autre occurrence de symbole de D (il suffit, si ce n’est pas le cas, de remplacer ¢ par
un sous terme de ¢ de position maximale et possédant pour racine f € D). t s’écrit alors
f(z1,...,2,)0 ol o est une solution dans T(C) de C(f(z1,...,2,),LHS,{1,...,n}). Ce
qui est contraire a I’hypothése. O

Remarque
Si ’on s’intéresse a la convertibilité dans ce cas particulier, il n’est pas nécessaire d’utiliser
’algorithme de simplification dans toute sa généralité. D’une part, on ne résout que dans
T(C), d’autre part on ne s’intéresse qu’a ’existence d’une solution. Les optimisations que
I’on peut ainsi obtenir sont laissées au lecteur intéressé.

Exemple 5.4

F={ 0 :— nat; succ : nat — nat; +,%,” :nat X nat — nat }
R ={ O+z—z suce(z) +y — suce(z + y) 0xz—0
succ(z)*xz — 2+ (z * 2) suce(z)”~0 — suce(0) z suce(y) = z*(z7y) }

R est canonique et D = {+,%,”} est stable par R. La bonne définition des symboles de
D par rapport a F' — D est donc équivalente a la réductibilité inductive de z; + z, z1 * z2,
1" z,. Les problemes

Jwy, waVy1, 921 T1 = w1 Azy = wa Awy 4wy # 04 Y1 Awy + wy # suce(y) + Y2
Jwy, waVy1, Y2t Ty = Wy AT = wa Awy xwa # 0% Yy Awy *wy # suce(yr) * Y2

n’ont pas de solution dans T(C). Comme les quatre premiéres régles ne font pas intervenir
=, on peut en déduire que + et * sont converticles & C = {0, succ}.
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Par contre,
Jwy, wVyr,¥2 1 T1 = w1 A T2 = wa A wy " wa # suce(y1) "0 A wy "we # Y17 suee(yz)

posséde pour (seule) solution dans T(C) {z1 — 0;z2 — 0}. (Ce que 'on obteint & partir
de la seule forme résolue z; = 0 A z; = 0 du probléme). Il en résulte que ’exponentiation
n’est pas bien définie car iol manque la définition de 0°.

5.2 Langage des formes normales fermées

Dans la section précédente, nous avons traité le cas ot NF = T(C) cas dit “sans relation
entre constructeurs”. Nous allons montrer ici que, dans le cas général, il est possible de
calculer une grammaire engendrant le langage N F. Ce point de vue nous permettra dans
les sections suivantes de donner un algorithme de décision de la réductibilité inductive
dans le cas général. Ces grammaires de formes normales sont aussi utilisées dans d’autres
applications.

Si t € T(F,X), nous noterons N F; I’ensemble NF N {to |0 € £;}. NF}; est ainsi
Pensemble des instances fermées irréductibles de t. Si s € S, NF; est ’ensemble des
termes fermés irréductibles qui sont de sorte s. Enfin, si (¢,d) est un terme contraint,
N F; 4 est ’ensemble des termes to de NF; tels que T(F) |= do. (Ou si 'on préfere, tels
que o soit une solution de d dans T(F)). On peut noter que, si z est une variable de sorte
8, NF; = NF,. De plus, NF = J,cs NF}.

Lorsque t = f(z1,...,%n), N F, sera aussi noté NF¢. Enfin, si f est un symbole fonc-
tionnel n-aire et A;,...A, sont n ensembles de termes (de sortes voulues) f(A1,...,An)
désignera ’ensemble {f(t1,...,t,) | Vi, t; € A;}.

Soit C(LH S) = NyerrsC(g) ou C(t) désigne ’ensemble des termes de T'(F’) qui ne sont
pas des instances de ¢. Si f:8; X ...X 8, — S, on obtient alors la relation:

NF;= f(NFy,...,NF, )nC(LHS)

Si I’on remarque que NF = {Js;cp N Fy, on obtient alors (lorsque S ne contient quun
élement) :
NF=J(f(NF,...,NF)NC(LHS))
feF

Qui n’est autre qu’une définition par point fixe de N F. Une telle relation doit permettre,
a priori, de calculer une grammaire du langage NF. On pourrait écrire de semblables
relations décrivant N F;. Or un terme t est inductivement réductible si et seulement si
NF; est vide. L’intéret du calcul d’une grammaire engendrant N F (ou N F}) est alors
de pouvoir décider plus aisément de certaines propriétés du langage (et en particulier du
vide, donc de la réductibilité inductive).

Le probléme est d’exprimer C(LH S) ainsi que l'intersection. Ce n’est, en fait, pas
aisé car I’ensemble des termes fermés qui sont des instances d’un des termes de LH S est,
en général, un langage d’arbres algébrique (ce qui peut &tre prouvé aisément), engendré
par une grammaire IO [ES77]. Or le complémentaire d’un langage algébrique n’est pas
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nécessairement algébrique. Il n’est donc pas possible d’espérer pouvoir calculer une gram-
maire algébrique de NF. C’est pourquoi nous introduirons une nouvelle espece de gram-
maires: les grammaires conditionnelles qui peuvent s’apparenter, dans le cas des arbres,
aux grammaires indexées de Aho [Aho68]. Néanmoins, dans le cas ou tous les membres
gauches de régles sont linéaires, le langage des termes fermés qui sont des instances de
I'un d’eux est un langage d’arbres régulier (cf par exemple [GB85]). Comme la classe
des langages réguliers est stable par complémentaire, NF est alors un langage régulier.
Nos grammaires conditionnelles auront ainsi la propriété d’étre des grammaires d’arbres
réguliéres dans ce cas particulier. Notons que, méme dans le cas linéaire, la grammaire
que nous calculerons aura des propriétés particuliéres que nous utiliserons explicitement
dans certaines applications: il n’est pas suffisant, méme dans ce cas, d’effectuer les calculs
classiques de déterminisation et de complémentation des automates.

5.2.1 Exemples de grammaires de formes normales

Avant de donner les définitions (techniques) de grammaire conditionnelle, dérivation, etc...,
montrons sur deux exemples simples deux grammaires de formes normales et la fagcon dont
elles sont obtenues.

Exemple 5.5 Ce premier exemple trés simple est une grammaire de ’ensemble des formes
normales fermées pour une spécification des entiers relatifs.

F={ 0:-int; s,p:int —int; + :int Xint — int }
R = s(p(z)) — = p(s(z)) - z O+z—=z
s(z)+y—s(z+y) pz)+y—plz+y) . }

Pour calculer une grammaire engendrant N F;, on commence par exprimer le fait qu'un
terme fermé irréductible a pour racine I’un des symboles de F':

NF, — NF | NFy | NFys | NFeis

Il nous faut maintenant donner des gramméires engendrant respectivement N Fo, N Fy(,),
NFpyz) et NFy 4z,. 0 étant irréductible et n’ayant pas d’autre instance irréductible, nous
pouvons écrire:

NFpb, —- 0

Pour calculer les regles associées & N F(,), on cherche ’ensemble des termes fermés qui
sont filtrés par s(z) et qui ne sont pas filtrés par un membre gauche de régle : on résoud
le probleme de complément

Jw,Vy: = wAw# s(p(y)) .
Probléme qui a 3 formes résolues:

e z=0
o Jw;: z = s(wy)

o Jwy,wy: z = wy + wy
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Nous en déduisons les régles de grammaire:
NF,(,,) —_ S(NFO) | S(NF,(wl)) | S(NFw1+w2) '

En effet, un terme est dans N F,(;) s’il n’est pas réductible a la racine (i.e. il n’est pas
filtré par un membre gauche de régle) et si ses sous-termes stricts sont irréductibles.
De méme, on obtient pour N Fy;y:

NFys) — p(NFo) | p(NFpz) | p(NFritz,)
Enfin, en résolvant le probléme
Jwr, wa, Y1, Y2 1 T1 = w1AZ2 = woAwI w2 # O+ AW w2 # (Y1) +y2Awi+we # p(y1)+y2
on trouve une seule forme résolue ;
Jwy, wo, w3 : T = wy + wo A Tg = w3

nous obtenons ainsi finalement la grammaire

NF, - NF I NFs(:z:) I NFp(x) | NFp 4z,
N Fy — 0

NFs(x) - s(N Fo) l S(NFa(x)) I S(NF$1+12)’

NFp(:z) - p(NFo) l p(NFp(x)) l p(NFI1+I‘2)

NF:7:1+T.2 — NF:L‘1+132 +NF;,;

On peut maintenant noter que N F, 4., est improductif puisque la seule dérivation
possible de ce non-terminal le fait lui-méme intervenir.Ce qui prouve que z; + z est
inductivement réductible. Par “nettoyage”, on obtient alors la grammaire:

NF, - NF | NFy) | NFyy
NF, . 0 ' 4
NFS(I) g S(NF()) | : S(NFs(x))
NF,o) — p(NF) | p(NFyg))
Mais les choses ne se passent pas toujours aussi facilement que dans I’exemple 5.5. Ce
deuxiéme exemple introduit quelques-uns des problémes qui se posent en général.

Exemple 5.6 Nous donnons ici une spécification des entiers modulo 2 avec I’addition. La
différence essentielle avec I’exemple précédent est qu’il y a dans R un membre gauche de
régle qui n’est pas linéaire.

F={ 0:-int2; s:int2 —int2; + :int2 X int2 — int2 }
R={ s(s(0))=0 z4+z—0
0+z—z z+0—2z }

Procédons de la méme maniére que dans 1’exemple précédent. On commence par les
régles:
NF, — NF | NFy2) | NFg 4z,
NFp, — O

Puis, en résolvant le probléme
Jw: z = wA s(w) # s(s(0))

on obtient les formes résolues:
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e zx=0
o Jw: z = s(s(w))
o Jwy,ws: z:wl.-{-wg

o Jwy,we: = = s(wy + ws)
d’otl les régles:
NFs(z) - S(NFO) l .s(Nle+1.2) | S(NFs(s(:c))) l S(NFs(a:1+:c2))

Nous voyons déja apparaitre ici une difficulté : nous avons introduits les nouveaux non-
terminaux N Fy(s(z)) et N Fy(z, 42,) dans ces régles. Il nous faudra résoudre nouveau des
problémes de compléments pour ces non-terminaux.

En résolvant le probléme

dwy, we,Vy: z1=wi Az = waAwi+wa Fy+yAwi+wr #Fy+0Aw +we #0+y
on obtient les formes résolues:

e Jwj,wy: 71 = s(wl) ATy = 3(102) Awy # ws
e Jwy, wy, w3 : T =w+wa ATy = s(w3)
o Jwy, Wy, w3 : 21 = s(w1) ATy = wy + w3
o Jwy,wy, w3, ws: Ty = W1+ Wa ATy = w3+ wy Aw; # ws
o Jwy,wy, w3, Wy : T1 = W1+ W2 ATy = w3+ Wy Awy # wy
On constate que certaines diséquations persistent dans ces formes résolues et qu’il n’est

donc pas possible d’obtenir des régles ayant une forme aussi agréable que les précédentes.
Nous écrirons:

NF1‘1+1’2 - NFs(a:l)+NFs(x2) Si 71 # 22
I NF:r1+:v2 +NFs(z)
I NFs(::) +NF1:1+:82
l NFg 4z + NFpyyz, Siozy # 23
I NFz 4o, + NFpyiz, Sioz2 # 24

On calcule maintenant les régles de grammaires associées 3 N F s(s(z)) et a N Fj
de la méme fagon:

(z14z2

NFysz)) —  S(NFys(a))
S(NFs(:vl+x2)
NF8(11+1‘2) - S(NF-‘El +1'2)

On obtient alors un ensemble de régles dans lequel tous les non-terminaux introduits
sont eux-mémes définis. Nous verrons plus loin qu’une telle méthode termine bien dans
tous les cas.
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5.2.2 Grammaires conditionnelles

Définition 5.8 Une grammaire conditionnelle est un quadruplet G = (F,NT, A, P) formé
o d’un ensemble fini F' de symboles fonctionnels avec leur arité v appelés symboles
terminaux

e un ensemble fini de non-terminaux NT disjoints de F. T est étendue @ NT. De
plus, chaque symbole de NT est associé a un terme contraint (t,d) construit sur F
et X. On note Ny g4, Nt”d, NF; g4, NT;4,... les non-terminauz associés a (t,d).

o un axiome A € NT

o un ensemble fini de régles de production P de l’une des formes

Nia(X1y.. s Xk) = 0[Neya, (01)y .y N (Up)] 88 C

- X1,...,Xk € X et Ny g est d’arité k

pour tout 1, 1l eziste un renommage 0; des variables de t; tel que Ny, 4,)9, € NT

pour tout i, U; est une séquence de termes de T(F U NT,{X1,...,Xi})
v e T(F)°

— t1,...,tn,t sont sans variables communes.

— C est une conjonctions de diséquations dont les variables sont contenues dans
Var(tl, e ,tn).

ou bien NF; 4(Xq,...,Xk) = A

Lorsque ’ensemble d est vide, on note t & la place de (¢,0). Notons que, si chaque
terme contraint de NT est une variable (ces variables sont alors de sortes différentes pour
satisfaire la condition de non-équivalence par renommage) et si aucune régle ne contient
de condition, on retrouve alors une grammaire algébrique d’arbres.

Définissons maintenant ce qu’est une dérivation dans une grammaire conditionnelle:

Définition 5.9 Soient U,U’ deuz termes de T(F U NT,X) et C,C’ deuz ensembles de
diséquations dont les variables sont contenues respectivement dans Var(U) et Var(U').
On dit que (U,C) se dérive en (U’,C’) dans la grammaire G (ce que I’ on note (U,C) =g
(U',C")) s’il existe une position p de U et une régle de production

Nto,do(Xla .. -an) - U[Ntl,dl([fl)7 .. "Ntn,un(U—;z)] s1 CO
dans G tels que

o Ulp= Nig(uy,...,ur) avec uy,...,ux € T(F)
o [l existe un renommage 6 tel que tof =t et dof = d.
o U'=Uw[Ny4,(U1s .oy Nepan(Un){X1 = w1;.--; Xk — us}b),

®y[N Ft,,a,(Uh),...,NF:, a.(Us)] peut étre de la forme NF., 4,(U}) si le remplacement a lieu 3 la
racine.
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o C' est une forme résolue'® distincte de L du probléme
IVar(to) : eACo{ X1 — u1;...; Xk — ug}Ato = v[ty, .. ot {X1 = urs. o Xk = ug}

On suppose dans cette définition que, si (U,C) =¢ (U’,C"), les non terminaux intro-
duits dans U’ ont des variables distinctes de celles qui apparaissaient dans U. (i.e., a chaque
utilisation d’une régle de production, il faut utiliser un renommage des non-terminaux).

Notons que, lorsque la grammaire G est une grammaire algébrique d’arbres, la notion
de dérivation que nous venons de définir coincide avec celle de dérivation IO ( [ES77]). La
condition uj,...,u; € T(F) exprimant que les dérivations se font “a 1’intérieur d’abord”.

Le langage engendrépar S € NT dans une grammaire conditionnelle G = (F,NT,A,P)
(resp. le langage engendré par G) est I’ensemble des termes ¢t € T(F) tels qu’il existe des
termes ty,...,t, € T(F) (ot n est l’arité de S, resp. 1’arité de A) tels que S(ty,...,1,) =5
t (resp. A(t1,...,tn) =% t). On note L(S,G) (resp. L(G)) le langage engendré par S dans
G (resp. le langage engendré par G).

Donnons quelques exemples de grammaires et de dérivations.

Exemple 5.7 Les exemples 5.5 et 5.6 sont des exemples de grammaires conditionnelles.
Pour P’exemple 5.5, la séquence : ‘

NFy = NFyz) = s(NFyz)) = s(s(N Fp)) = s(s(0))
est une dérivation pour la grammaire G.

Donnons maintenant un exemple plus complexe.

Exemple 5.8 Dans cet exemple, la grammaire G décrit le langage N F; dans le cas ot ¢
n’est pas linéaire et le systéme de réécriture n’est pas non plus linéaire. Nous voyons ici
la nécéssité de toutes les constructions introduites dans la définition.

F={ f:sxs—s a—s }

R={ f(z,z)—=z }

L’ensemble des termes fermés irréductibles qui sont des instances de t = f(f(z, ), f(z, z))
est décrit par la grammairell

g = (F, {NFt, NT?, NFf(l‘l,J-'z)’ NFf(.t;,zg),xl:,\‘:xpNFa’ NFI},NFt, P)

avec P:
NF = NTf(ay,1(22,29)) (N Ff(wr,wp) wr wn > N F)
NTf(J—‘lyf(-‘vz,rs))(XbX?) - f(Xla f(X2,X2))
Ff(-'l?hl‘z),xl#l‘z - f(NFw1 y Nng) si wy # w2
Fx - NFa l NFf(z.l@?)
NF, - a
NFf(-’l‘lyIz) - f(NFwnNng) si wy #w2

1Tl s’agit ici de forme résolue pour le systéme de régles de la section 3.5
1 Cette grammaire peut étre obtenue par un procédé analogue A celui qui est esquissé dans les exemple
5.5, 5.6.
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La non linéarité de ¢ rend nécessaire la deuxiéme régle de grammaire. La non-linéarité
du systéme de réécriture entraine I’introduction de termes contraints et de conditions dans
les regles.

La séquence suivante montre une dérivation pour cette grammaire:

NF = NTf(l‘uf(z’z,xs))(NFf(wl,W'z),wl#wz y NFz)
= NTj(z1,1(22,23)) (N Ff(wy,05),1 0z s N Fa)

= NTy(ey, f(w2,3)) (N F(y,02) 01 £  0)
= (NT}(z, f(eres)) f(N Fuy, NFuy),a), wy # ws)
= (NTjay f(waa)) (f(N Fay NFy,),0), a # ws)

puisque la seule forme résolue de 3wy : wy # wo A wy = a est wy # a.

= (NTf(l'hf(tmzs))(f(a’NFw'z)’a), a # ws)

Il n’y a plus ici qu’une seule dérivation possible:

e on ne peut utiliser la régle NT'f(z, f(zy,25))(X1, X2) = f(X1, f(X2, X2)) car il faudrait
d’abord avoir dérivé NF,,. (c’est la condition “IO”, ou, dans notre définition, la
condition uy,...,ux € T(F)).

¢ On ne peut appliquer larégle NF,,, = NF, car Jwy : wy # a A wy =a+—*L1.

Il ne reste alors que la régle N Fyy,, — N F(y, v,) qui conduit a:

NF, =G NTj(z,,f(z2,23)) (f(@, N F(15,4)), @)

On peut remarquer qu’en fait, sur cet exemple, le langage engendré est vide : on ne
peut jamais atteindre de terme de T'(F).
5.2.3 Le point de vue du “reconnaisseur”

De facon classique, les régles de grammaires peuvent aussi étre vues comme des regles de
réduction (c’est le point de vue “reconnaisseur”).

Définition 5.10 Soient (t,¢) et (t',¢') deuz termes de T(F U NT) auzquels on a adjoint
des systémes d’équationse et ¢’ dont les variables sont celles des indices des non-terminauz .
apparaissant dans t et t' respectivement. On dit que (t,e) se réduit en (t',¢’) par la
grammaire conditionnelle G (ce que l’on note (t,e) —¢ (t',¢€')) s’il existe une régle

Nigdo (X153 Xk) = 0[Neyay (T1)s -+ o, Nean(Un)]l si o
de G et une substitution o de domaine {X1,...X} telles que:

. t/p = v[Ntlvdl(U-"l)?° "’Ntmdn(lj;l)]a
o t' = t[Nto,do(Xla', .. .,Xkd)]p

o ¢’ est une forme résolue distincte de L de

IVar(ty,...,tn): to = v[t1,...,tn]Jo Aboo Ae



5.2. LANGAGE DES FORMES NORMALES FERMEES 141

On suppose de plus que les variables de to ont été renommées de facon a ne pas apparaitre
dans e. '

Remarquons que €’ est bien une conjonction d’équations, les variables de Coo étant
quantifiées existentiellement.

t € L(G) ssi il existe t1,...,t, € T(F) tels que t —g A(t1,...,t,). Ce point de vue
est souvent plus simple que le point de vue génératif car les termes impliqués dans les
réductions sont toujours des termes fermés. (Ce qui n’est pas le cas des termes impliqués
dans les dérivations).

Si R est une régle de G, on note encore (t,e) —g (t,€) si (t,e) —g (¢,¢') et que la
réduction est effectuée en utilisant la régle R.

Exemple 5.9 Reprenons I’exemple 5.7. On peut construire la chaine de réductions suiv-
ante :

f(a7f(a’a)) -G f(NFaaf(aaa))
—¢ (f(NFy,f(NFz,,NF,,)),z1=aAzy=aAz3=a)

Aucune régle n’est plus applicable car les seules qui le seraient éventuellement conduisent
a un systéme d’équations e’ égal & L.

Comme les systémes d’équations associés dans ces réductions 3 un terme sont toujours
en forme résolue, on utilisera plutdt une substitution pour désigner ce systéme d’équations.
Si bien que la relation —g liera des termes munis d’une substitution.

5.2.4 Grammaires de formes normales

On supposera fixé pour tout terme ¢t un ensemble complet de positions de t. Nous omet-
trons ainsi les références & cet ensemble complet de positions, tout en en utilisant les
propriétés.

IR(t,d) est défini par:

e si ¢t n’est pas une variable, TR(t,d) est ’ensemble (fini, d’aprés la section 4.6) des
formes irréductibles du probléme de complément C((¢,d), LHS)

e sit est une variable de sorte s, IR(t,d) est ’ensemble des probléemes Juwy, .. Wy
t = f(wy,...,w,) pour f € F dont le codomaine est s.

D’aprés le théoréme 4.66, les problémes de I R(t, d) sont de la forme:
b g =AY A2, =t Ad, A6

ou zj,...,T, sont les variables de 1, ¢;,...,t, sont des termes lineaires et sans variables
partagées, (t1,d;),...,(tn,d,) sont des termes contraints, ...

Un sous-ensemble A de IR(t,d) est dit complet si NF; 4 est la réunion des ensembles
{to | Vi,z0 € NF, 4, and o € S(8, T(F))}

pour 3W: 21 =ty AdiA...2, =t, Ad, A6 € A.
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Proposition 5.11 Pour tout terme contraint (t,d), IR(t,d) est complet.

Ce résultat (qui est une conséquence immédiate des définitions et du théoréme 4.66)
permet d’associer & chaque langage N F; 4 des régles de grammaire. Nous confondrons dans
cette notation le non terminal N F; 4 (d’arité 0) et le langage qu’il engendre. NT>désignera
un nouveau non terminal (d’arité égale au nombre de variables de 7). Nous appelerons
alors régles de grammaire (resp. ensemble complet de régles de grammaire relatif 3 A)
associées a (t,d), les régles:

NF4y — NT{NF4,...,NFt,4,) si &

ol 21 =1 AdiA...AZyp =ty Adp A6 est un probleme de IR(t,d) (resp. est un
probléme de A, sous-ensemble complet de I R(¢,d)) ainsi que la régle:

NT{Xy,...,X45) —t{z; = X1,...,2, = X}

si z1,...,2Z, sont les variables de %.

Si IR(t,d) (resp. A) ne contient que L, I’ensemble complet de régles de grammaire
associé a (t,d) est constitué de la seule regle NF; 4 — A.

En fait ces régles de “second niveau” ne sont nécessaires que lorsque f n’est pas
linéaire!2. Si bien que, dans le cas oii ¢ est linéaire, la régle faisant intervenir N Fpest
combinée avec les autres pour donner les régles suivantes (encore appelées régles de gram-
maire associées 3 (t,d), resp. ensemble complet de régles de grammaire associées a (t,d)):

N,Ft'd—>f{$1*Nﬂl’dl,...,xn—)Nthdn} Si 5

Comme, de plus, les grammaires que nous considérerons contiendront au plus un non
terminal N F; 4 dans lequel ¢ n’est pas linéaire, nous appellerons

Définition 5.12 Une présentation de formes normales (PFN en abrégé) est une gram-
maire conditionnelle (F,NT, A, P) dans laquelle NT est un ensemble constitué -de non-
terminauz de la forme NF; 4 (d’arité 0) ou t est un terme linéaire -de ’ariome N Fy, 4,
(d’arité 0) -éventuellement du non-terminal NTp. P est un ensemble fini d’ensembles

complets de régles de grammaires associées a des termes contraints (t,d) tels que NFy 4 €
NT.

Dans une présentation, les régles de production sont toujours de la forme membre
gauche — membre droit si condition. Cette condition étant éventuellement vide.

D’apreés cette définition, les présentations de formes normales forment une sous-classe
stricte des grammaires conditionnelles. En particulier, on n’autorise seulement deux non-
terminaux au plus a étre associés & un méme terme (contraint) & renommage prés.

Définition 5.13 Une grammaire de formes normales (GFN en abrégé) est une présentation
de formes normales dans laquelle tout non-terminal apparaissant en membre droit de régle
de production apparait aussi en membre gauche.

12C%st a dire lorsque le langage des instances de t est algébrique mais n’est pas rationnel



5.2. LANGAGE DES FORMES NORMALES FERMEES 143

Les exemples 5.5,5.6 et 5.7 sont des exemples de grammaires de formes normales.
D’autre part, de la définition d’un ensemble complet de régles de grammaire relatif &
(t,d) il résulte:

Proposition 5.14 Le langage engendré par une GFN (NT, F,NF;4,P) est NF 4.

Cette proposition autorise la confusion (que nous avons déji faite et continuerons 3
faire) entre le non-terminal N F} 4 et le langage de formes normales correspondant.

Il ne reste plus qu’a montrer comment calculer une grammaire de formes normales
pour un terme contraint (¢,d) donné.

5.2.5 Construction des grammaires de formes normales

Soit Iy = (F, NTy, A, Py) une présentation de formes normales. Considérons I’algorithme:
Complete(F,NT, A, P) =

Si (F,NT, A, P) est une GNF alors (F,NT, A, P)

Sinon
Soit N F; 4 un non terminal apparaissant dans un membre droit et pas dans un
membre gauche de régle de P.
Soit Py I'ensemble des régles de grammaire associées a (t, d).
Soit NT; I'ensemble des non-terminaux apparaissant dans B, et pas dans NT.
Complete(F, NT U NTy, A,P U P,)

Théoreme 5.15 Complete termine lorsqu’appliqué & une présentation de formes nor-
males Iy d’aziome NF; 4. La grammaire de formes normales G ainsi obtenue engendre le
langage N F} 4.

Preuve
D’apres le théoréme 4.66, les formes irréductibles de problémes de compléments sont des
problémes simples (cf définition 4.55. La propriété 4 des problémes simples (linéarité
des solutions) entraine en particulier que tous les non-terminaux ajoutés au cours de la

complétion sont de la forme N F; 4 ol ¢ est un terme linéaire. La propriété 8 des problémes
simples entraine que 1’assertion:

VNFiq € NT, h(t) < max( max{h(u)|NF, o € NTp} , max{h(])|l € LHSY)

est invariante par application de Complete. Cette propriété entraine que N7 reste contenu
dans I’ensemble fini des termes contraints (¢,d) tels que ¢ a une profondeur inférieure 3
n fixé!3. 1l en résulte que, aprés un nombre fini d’applications de Complete, tout non-
terminal ayant une occurrence en membre droit de régle a une occurrence en membre
gauche de régle.

La propriété d’arité résulte quant A elle du fait qu’on ne rajoute que des termes con-
taints linéaires, comme remarqué ci-dessus. O

13Notons que, comme d est une conjonction de diséquations liant des sous-termes de ¢, pour un ¢ fixé il
n’y a qu’un nombre fini de contraintes possibles.
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Les exemples 5.5 et 5.6 montrent comment cette “complétion” des présentations est
effectuée. Lorsqu’on souhaite obtenir une grammaire engendrant N F; il suffit ainsi de
compléter la présentation obtenue a I’aide d’un ensemble complet de régles de grammaires
associées 3 t. Présentation qui n’est qu’une traduction de IR(t). Quand nous parlerons
de la GNF engendrant N F; nous désignerons celle qui est obtenue de cette facon.

5.2.6 Quelques propriétés simples des grammaires de formes normales

La premiére de ces propriétés élémentaires a été annoncée en introduction:

Proposition 5.16 Si tous les termes de LH S sont linéaires et t est un terme linéaire, la
GNF engendrant N F; est une grammaire d’arbre rationnelle.

Preuve
Remarquons que, d’apreés la propriété 7 des problémes simples et le théoréme 4.66, aucun
probléme de I R(t) ne comporte de diséquations lorsque tout terme de LHS est linéaire.
Il en résulte que I’absence de condition dans les régles de production est un invariant de
Complete. A

D’autre part, la linéarité de ¢t entraine qu’aucun non-terminal n’est d’arité supérieure a
0, puisque, comme nous 'avons déja vu, si N Fy 4 est ajouté par complétion, u est linéaire
a

Dans le cas général, étant donné un terme contraint (¢, d), il existe toujours une gram-
maire de formes normales ayant certaines propriétés particuliéres et qui engendre N F 4:

Comme dans tous les formalismes grammaticaux, tout langage admet des grammaires
qui sont plus “simples” que les autres:

Définition 5.17 Une grammaire de formes normales est réduite si tout non-terminal de
cette grammaire engendre un langage non vide.

Proposition 5.18 Un terme t n’est pas inductivement réductible ssi il existe une gram-
maire réduite qui ’engendre.

Cette proposition montre la démarche a suivre pour les preuves de réductibilité induc-
tive: 1) calculer une grammaire de formes normales de N F; (par exemple en complétant la
présentation correspondant & TR(t)) 2) Eliminer les improductifs de cette grammaire. (On
appelle improductif un non-terminal engendrant un langage vide). Nous avons vu com-
ment effectuer la premiére étape. L’objet de la section suivante est de montrer comment
effectuer la seconde.

5.3 Nettoyage des grammaires de formes normales

Dans le cas des grammaires d’arbre réguliéres (ou des grammaires de mots hors contexte)
P’algorithme de réduction est simple. On peut le décrire ainsi:
G = (F,NT, A, P) est donnée.
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1. Marquer tous les non-terminaux N tels qu’il existe une arbre terminal ¢ vérifiant
t —-¢g N. Marque prend la valeur “vrai” si I’on a marqué ainsi au moins un non-
terminal et “faux” sinon. Soit NTj I’ensemble des non-terminaux marqués.

2. Tant que Marque

e Marquer les non-terminaux N € NT — NT, tels qu’il existe un arbre ¢ €
T(F,NTp) vérifiant t —g N

¢ Si aucun non-terminal n’a été marqué i ’étape ci-dessus, alors Marque prend
la valeur “faux”.

3. Si 'axiome A n’est pas marqué alors le langage engendré est vide. Sinon, soit G’
la grammaire (F, NTy, A, Py) ol Py est le sous-ensemble des régles de P qui ne
contiennent que des arbres de T(F, NTy). G’ est une grammaire réduite engendrant

A.

On peut aussi résumer cet algorithme en disant : on calcule —7% ol 7 est le cardinal
de NT et ’on élimine de G tous les non-terminaux qui né sont pas dans le graphe de cette
relation.

Dans tous les cas I’algorithme termine car il y a au plus n = |NT| passages dans la
boucle. 1 est correct car les non-terminaux marqués engendrent un langage non vide.

Nous allons utiliser un algorithme semblable pour nettoyer les grammaires de formes
normales. Mais —g est une réduction conditionnelle dans notre cas. Nous ne pourrons pas
non plus nous contenter de “marquer” les non terminaux engendrant un langage non vide.
Il nous faudra aussi conserver les éléments du langage qu’ils engendrent afin de pouvoir
tester les conditions par la suite. De méme, nous ne pourrons pas nous contenter d’un
seul élément du langage engendré, car, méme si cet élément ne vérifie pas les conditions
d’une réduction, il se peut que d’autres éléments du méme langage les satisfassent. Les
suites de réductions que nous envisagerons pourront ainsi, au contraire du cas des lan-
gages rationnels, utiliser plusieurs fois une méme régle de grammaire. Mais le nombre
d’utilisations d’une méme régle restera borné car, informellement, les conditions (qui sont
des systémes de diséquations) admettent des solutions dés que 1’on autorise les variables
qui les composent & prendre suffisamment de valeurs distinctes.

Ce probléme de nettoyage de grammaires conditionnelles peut aussi étre rapproché du
probléme de l’accessibilité dans les réseaux de Pétri a file [Fin86]. Si ’on considére en
effet les régles de réduction comme des régles d’un systéme de transition dans lequel les
états sont les ensembles finis de termes fermés irréductibles. Le calcul de ’ensemble des
termes qui se réduisent en n étapes en un non-terminal donné (que nous appelerons calcul
de la présentation de formes normales) peut aussi étre rapproché du calcul d’arbres de
couverture de systémes de transitions [Fin86].

On peut donc se demander s’il n’est pas possible d’utiliser des résultats existants sur
les réseaux de Pétri. Pour utiliser les résultats de [Fin86] (dont 1’étude semble la plus
proche de notre probléme) il faudrait munir ’ensemble des ensembles de termes fermés
irréductibles d’un ordre de fagon i ce que le systéme obtenu soit “bien structuré” au sens
de [Fin86]. L’arbre de couverture serait alors un arbre fini sur lequel P’accessibilité est un
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probléme trivial. Le probléme essentiel est que, pour obtenir un systéme bien structuré, il
faut pouvoir calculer les limites de suites croissantes d’états et surtout pouvoir comparer
ces limites. C’est peut-étre possible, mais semble en tous cas un probléme suffisamment
complexe : il faudrait développer une théorie des calculs sur les ensembles infinis d’arbres
contraints. nous avons donc préféré ici une méthode directe. Néanmoins, cette direction
de recherche peut mériter plus d’attention a I’avenir. Certains outils que nous emploierons
s’inspireront d’ailleurs de ceux qui sont proposés dans [Fin86].

5.3.1 Etats d’un calcul d’'une grammaire de formes normales

Dans la suite G = (F, NT, N Fy, 4., P) est une grammaire de formes normales fixée. CT
désigneral’ensemble des termes contraints qui sont associés & non-terminal de NT'. Si bien
que l’application [-] qui associe & chaque terme contraint (¢,d) de CT le langage N F'; 4 est
une bijection de CT dans NT — {NT}.

Définition 5.19 Un état du calcul de G est une application C de CT dans l’ensemble
des parties de T(F) telle que, pour tout (t,d) € CT, C(t,d) C [t,d].

Si ’on ajoute la contrainte que les états doivent &tre complets, c’est-a-dire (informelle-
ment) que chaque sous-terme d’un élément de C(t,d) appartient & un certain C(#/,d’),
alors on obtient un ensemble d’états d’un systéme de transition qui est muni d’un bel
ordre (au sens de [Fin86]).

Co désignera ’état particulier qui associe a tout élément de CT I’ensemble vide.

Définition 5.20 Le calcul de G est ’application F qui associe a chaque état C de G [’état
F(C) défini par:

e sit n’est pas une variable,

(F(O)(t,d)=C(t,d)U {u€ [t,d]|Vp € Qs,u/pe |J C(w)}
weCT

e sit est une variable de sorte s,

(FIEN®) = U C(u,d)

(u,d)€CT,sort(u)=s

Etant donné un état C du calcul de G, il est aisé de calculer F(C). Appliquer F
consiste en effet essentiellement & chercher toutes les réductions possibles (en un pas) a
partir des termes contenus dans I'image de C. Plus formellement, notons D¢ I’ensemble
Uwect C(w), notons E¢ I’ensemble des substitutions o telles que Yz € Dom(c), zo € Dc.
Notons enfin (¢,0) les termes munis d’équations en forme résolue. Alors,

Définition 5.21 Un état C se réduit par la régle R de G en un état C' (noté C —r C')
st

o R est de la forme NF; g — v[NFy 4,,...,NF;,4,] Si 6
o C et C' ne différent que sur (t,d)
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e Jo€X¢c, Iwe T(FUNT), 3o’ tels que
- siveT(F), (v,oc) >r (NF.4,0")
- siv=NTg, 30 € T(FUNT)*,

(v,0) =g (NTE[,([?)’ o) =R (N Fty 4, a’)
o C'(t,d)=C(t,d) U {to'}

On définit la réduction des états dans la grammaire G par C —¢g C” ssi il existe une
regle R de G telle que C —g C'.

La proposition suivante montre comment il est possible de calculer F(C) en utilisant
—g:

Proposition 5.22 Pour tout état C du calcul de G, pour tout (t,d) € CT

]:(C)(t,d) - C(tv d)= U Cl(t9 d)
C—gC’

Cette proposition est une conséquence directe des définitions (de TR(t,d), des régles
associées a (t,d), de —R).

On peut aussi remarquer que, pour le calcul des éléments de F(F(C)), il n’est pas
nécessaire de considérer tous les éléments de F(C); on peut utiliser I’identité:

F(F(C)=F(CU(F(C)-C))=F(C)UF(F(C)-C)=CUF(F(C)-C)
et donc ne calculer F que sur F(C) - C.

Nous verrons aussi dans la suite qu’il n’est pas nécessaire de calculer tous les éléments
des ensembles C(t,d) mais seulement “un nombre suffisant”; nous allons montrer qu'’il
existe un entier n tel que F"(Cp)(t,d) = @ entraine, pour tout p, FP(Co)(t,d) = 0. Plus
précisément, nous allons montrer qu’il existe une fonction F’ (qui ne prend qu’un nombre
fini de valeurs) telle que si, pour tout (¢,d) € CT, F'(C)(t,d) = C(t,d), alors pour tout n
et pour tout non-terminal (t,d), F'(F*(C))(t,d) = C(t,d).

L’algorithme de décision du vide de [t, d] pourra alors s’énoncer ainsi:

1. C := Co

2. Tant que F'(F(C)) # F'(C) et que C(to,do) = 0
C:=F(C)

3. Si C(to,do) # 0 alors [to, do] n’est pas vide sinon [tg, do] est vide.

Avant de donner la construction (technique) de F’, montrons sur un exemple son
fonctionnement.
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Exemple 5.10 F = {0, s,g, f}, 0 est une constante, s, g sont unaires et + est binaire. R
contient les régles:

s(s(0)) — © s(g(z)) — = 9(s(z)) — =
z+z — 0 z+0 - =z 0+z — =z

z+9(y) — 9(z+vy) g(z)+y — g(z+vy)

Ce systéme de réécriture n’est pas confluent, mais cela n’a pas d’importance. [z, + 23]
est vide, mais cela n’est pas immédiat, car il faut reconnaitre que les termes irréductibles
construits sans + sont soit de la forme g™(0) soit I’un des deux termes 0 ou s(0). Ensuite
il faut remarquer que tout terme de la forme t; + ¢ ol ?; et t; sont irréductibles et ne
contiennent pas d’occurrence de + est réductible. En effet, si t; ou ¢; a pour racine g,
I’'une des deux dernieres régles de R s’applique. Si I’'un des deux termes est 0 I’une des
regles z + 0 — z ou 0+ z — z s’applique. Enfin, si t; = t; = s(0),laréglec +2 — 0
s’applique.

Cet exemple est un des plus compliqués qu’on puisse imaginer (et qui puisse s’écrire
en quelques lignes) puisque [z; + 3] est effectivement vide (s’il ne 1’était pas, le probleme
serait rapidement résolu en exhibant un contre-exemple), I’'un des membres gauche n’est
pas linéaire et sa présence est nécessaire pour obtenir le résultat, enfin ’ensemble des
termes fermés irréductibles est infini.

Le calcul de la grammaire de formes normales est, & peu de choses prés, celui de
I’exemple 5.6. Le résultat de cet algorithme (de calcul de la grammaire) est donné dans
la figure 5.1.

Le tableau de la figure 5.2 illustre Iitération du calcul de G. On trouve a l'intersection
de la ligne i et de la colonne N ’ensemble F*(Cp)(N) - Fi=1(Co)(N). Nous y avons aussi
mentionné ce qu’on obtiendrait en joutant les régles de grammaire correspondant a N F,
et NF, 9(z)*

NF; - NF I NFa(z) | NFg(z) I NFz e,
NFg(:z:) - g(NFO) | g(NFg(a:) I g(NFx1+:v2)

Ces régles ne sont pas utiles pour la décision du vide de [z, +z2] mais permettent d’obtenir
une grammaire de ’ensemble de tous les termes fermés irréductibles.

Revenons a la figure 5.2. On remarque que (si ’on excepte les eux derniéres colonnes)
la ligne 3 ne contient rien. Cela prouve que F3(Cy) = F?(Cp) et donc que F'(F(C)) =
F'(C) pour C = F?(Cy). Nous sommes donc dans un cas d’arrét de 1’algorithme : sans
poursuivre, il est possible d’affirmer que

[21 + 22] = [s(s(2))] = [s(g())] = [s(z1 + z2)] = 0

Autrement dit z; + 75 est inductivement réductible. On remarquera que sur cet ex-
emple, peu de termes ont été calculés.

Plus généralement, ’algorithme s’arretera -ou bien lorsqu’on rencontre une colonne
vide -ou bien lorsque toutes les lignes sont non vides. Mais, en général, on ne se trouve pas
dans un cas aussi simple que celui de I’exemple ci-dessus (c’est-a-dire un cas ou I’ensemble
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NF-‘B1+1‘2

NFS(:,)

NF

N Fy(s(z))

NF, s(z1+z2)
N Fy(4(z))

L A

NFyz) + NFyz,) si 21 # 22
NFa(z:l) + NFx2+a:3

NFz1+:z:2 + NFs(zs)

NF 4z, + NFgpgp, si 71 # 23
NF; 4z, + NFpyz, si T2 # 14
S(NF())

‘S(NF1?1+1‘2)

S(NFs(s(z)))

S(NFa(zl-i-xz))

?NﬂwM)

S(NFs(s(z)))
(N Fy(g(z)))
‘S(NFs(a:l-lvxz))
S(NF:!?1+1'2)
A

Figure 5.1: La grammaire de formes normales de ’exemple 5.10

i CT | 0| s(z) | z1+ 22| s(s(z)) | s(z1 + z2) | s(g(z)) g(z) T

1 0|

2 s(0) g(0) 0

3 9(9(0)) | s(0), ¢(0)
4 9(9(¢(0)) | 9(9(0))

Figure 5.2: calcul de F" et nettoyage de la grammaire de ’exemple 5.10
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des formes normales “pertinentes” est fini). Comme nous 1’avons mentionné ci-dessus, nous
nous limiterons au calcul d’un nombre suffisant de termes dans chaque ligne (ce nombre
étant fini, ’algorithme terminera alors trivialement). Montrons sur l’exemple comment
’on peut calculer cette borne théorique.

La figure 5.3 illustre le calcul des états de la grammaire de formes normales. Oublions
tout d’abord les chiffres inscrits dans les rectangles ainsi que les chiffres indiqués entre
crochets. Chaque non-terminal est représenté dans une éllipse. Chaque point désigne une
transition possible (ou une régle de grammaire) les fleches aboutissant & un point figurent
les termes nécessaires pour utiliser la réduction associée au point et la fleche qui part du
point figure le terme qui est construit en utilisant cette réduction. Par exemple, de 0 part
une fleche étiquetée par 1 et du point auquel elle aboutit part une fleche vers s(z), elle
aussi étiquetée par 1. Cela correspond a la régle NF;) — s(N Fp). Pour chaque terme
dans N Fp il est en effet possible de calculer un terme dans N F(;). Les chiffres étiquetant
les fleches figurent le nombre de termes du langage correspondant qui sont soit produits
par la réduction, soit nécessaires pour effectuer la réduction. Par exemple, la régle

NF::1+1:2 - NFa(a:l) + NFs(:rz) Si z1 # z2

ne peut conduire a une réduction que si C(s(x)) contient au moins deux termes a et b
(fleche étiquetée par 2 et issue de s(z)). Mais dans ce cas, 2 termes sont produits dans
NFz 4z, : a+betb+a. (Cequicorrespond a I’étiquette 2 sur la fleche aboutissant &
z1 + 22).

On peut alors imaginer que, initialement, seule la boite 0 contient un élément et que F
correspond a ’application de toutes les transitions possibles & chaque étape. Mais ici, au
contraire des réseaux de Pétri, les boites ne perdent pas les termes qu’elles avaient: leur
contenu ne fait que s’accoitre.

Venons en maintenant aux nombres entre crochets: ces nombres figurent le nombre de
sous-termes différents aux différentes positions du terme considéré. En effet con51derons
par exemple la regle

NF:1:1+.1:2 - NF.‘L'1+1:2 + NF:Z:3+1‘4 Si T ;6 T3

Une réduction par cette régle ne peut étre effectuée que si ’on dispose de deux termes t;,
ty dans NFy 4., tels que t1/1 # t3/1. C’est le sens de 1’étiquette 2[2, 1] sur la fleche issue
de z1+2,: 2 termes dans N F ., sont nécessaires, ces deux termes ayant des sous-termes
distincts a la position 1.

Voyons maintenant comment s’effectue le calcul de la borne au nombre de termes 2
calculer dans chaque boite: si I’on s’intéresse, par exemple, au vide de [z; + z3], il suffit
de calculer un terme de ce langage (nombre inscrit dans le rectangle attaché i cette boite
sur la figure 5.3). Puis, considérant les transitions qui permettent d’arriver & cette boite,
on voit que 2 termes dans [s(z)] suffisent & en obtenir 1 dans [z, + z2]. On inscrit donc le
nombre 2 dans le rectangle associé a la boite s(z). Et ainsi de suite... Pour chaque boite,
il suffit de garder le nombre minimum, si I’on obtient plusieurs nombres par des chemins
différents.

On voit que, sur cet exemple, il pouvait &tre calculé d’avance qu’au plus deux termes
étaient utiles dans chaque ligne. c’est-a-dire que |F'(C)(N)| £ 2 pour tout N € CT et
tout état C.
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Figure 5.3: Transitions et nettoyage de grammaire
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C’est cette méthode qui vient d’étre décrite informellement sur I’exemple que nous
allons employer dans le cas général.

5.3.2 Arbre de couverture

Les états C' peuvent aussi &tre représentés par la liste des images des éléments de CT.
Dans ’exemple 5.10,

Co=<19,0,0,0,0,0 >—¢< {0},0,0,0,0,0 >—5< {0},{s(0)},0,0,0,0 >

L’arbre de couverture de G est alors ’arbre (ou le graphe acyclique), éventuellement
infini étiqueté par des états du calcul de G dont la racine est étiqueté par Cy et tel que
tous les fils s’un noeud étiqueté par C soient les états C’ tels que C —¢ C’. Chacun des
arcs de cet arbre (ou graphe) est alors associé & une régle de G (la régle utilisée pour la
réduction). Plus formellement, on peut dire que les positions de I’arbre de couverture sont
des séquences de régles de grammaire.

Tout terme de C(t,d) est aussi dans [¢t,d], pour chaque terme u € C(t,d) il existe donc
une unique substitution o de domaine Var(t) telle que tc = u. On confondra donc parfois
le terme u € C(t, d) et la substitution qui lui est associée.

5.3.3 Conditions suffisantes de réduction

Nous allons donner ici des conditions suffisantes sur un état C du calcul de G pour que C
soit réductible par une régle R. L’idée étant que, s’il y a “suffisamment” de termes dans
C(t,d), les conditions de R doivent étre remplies pour au moins un n-uple de termes de
Dc. Autrement dit, nous cherchons ici & donner, en général, un moyen de calculer les
chiffres inscrits dans les rectangles sur la figure 5.3.

Lemme 5.23 Soit R: NF; g — u si 6 un réglede G ov u = {{NF} 4,,...,NFy 4.]
Soit C un état du calcul de G.

On suppose que 30 € T¢, (u,0) -r (NF;4,0) et qu’il eziste un indice ¢, une partition
Y U Z de Var(t;) et m; substitutions oy,...,0m, dans C(t;,d;) telles que:

o Vi, VyeY, yo; = yb
o V2 € Z,Viy # iy, 20, # 20y,

Alors ’ensemble
{i<mi|3p ey, (v,0;0) >r (NF,4,0)}

est de cardinal supérieur a m; — |§|.

Preuve
Rappelons tout d’abord qu’on suppose (sans perdre de généralité) que les ensembles
Var(t;) sont disjoints.

Soit U = {060 | 1 < j < m;}. Soit z # v € §. Montrons qu’au plus une substitution
Y € U vérifie z¢ = v

o SiVar(t;)nVar(z,v) = 0, alors, pour tout 7, 20 ;8 = z0 et vo;6 = vf. Or ’hypothése
(u,0) -»Rr (NF,q4,0) entraine que 26 # vf. Par conséquent, dans ce cas, aucune
substitution de U ne vérifie z¢p = v1p.
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e Siz € Var(t;), alors, d’aprés la propriété 6 des problémes simples, Var(t;)NVar(v) =
@ et donc V¢ € U, vyp = vf. Deux cas se présentent alors:

— 2 €Y et, par définition, 20,0 = 260 et donc V¢ € U, 29 # vy.

— 2 € Z. Si g vérifie alors z0;, = vd, par définition de Z, pour tout indice i # i,
z0; # vf. Par conséquent au plus une substitution ¢ € U satisfait z¢ = v

¢ Si Var(v) N Var(t;) # 0. Alors, toujours par propriété des problemes simples,
z  Var(t;) et donc Vi € U, z9) = z0. Plusieurs cas se présentent alors:

— ZNnVar(v) = 0. cest-a-dire Var(v) C Y. Alors, a nouveau par définition de
Y,Vy € U, vip = v et donc v # z7.

— y € ZnVar(v). Soit p une position de y dans v. Au plus une substitution o;,
vérifie yo;, = vf/p. D’ou & nouveau le résultat souhaité

I en résulte que au plus || substitutions de U ne sont pas solutions de §. Comme U est
de cardinal m;, nous obtenons le résultat souhaité. O

5.3.4 Substitutions dépendantes

La définition de dépendance (qui suit) est liée au résultat du lemme précédent: on
s’intéresse aux substitutions dépendantes car, si elles sont en nombre suffisant, on peut
_ prouver que certaines réductions sont possibles.

Définition 5.24 m substitutions 01,...,0m € C(t,d) sont dites dépendantes dans C(t, d)
si, pour toute partition de Var(t) en deuz sous-ensembles X et X, X; étant non vide,

e ou bien, pour tout indice 1y, 1l eziste un indice i, tel que

Tiy |X2 # Oi, IXz

o ou bien,

Jz € Xl, all,ig, il ;é i2, 204, = 204,

Par convention, si X est vide, les restrictions des substitutions 3 X, coincident. On
peut aussi exprimer cette relation de dépendance de la facon suivante:

01, ..., 0m sont indépendantess’il existe une partition de Var(t) en deux sous-ensembles
X1 et X, tels que X; est non vide et :

e pour toute variable z de X5, les substitutions ¢; ont méme valeur en z
e pour toute variable z de X 1, les termes zo; sont tous distincts.

L’idée est alors de ne conserver dans '(C) que des solutions dépendantes.
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5.3.5 Calculs restreints

Dans la suite, >, désignera un ordre total sur les termes de T'(F") qui satisfait
Clu] >.Clv] & u>.v

pour tout terme C' € T(F). De tels ordres peuvent étre aisément construits a partir d’un
ordre total sur les symboles de F.

Si (t,d) € CT, on note h;4 la fonction qui associe & u € [t,d] la longueur minimale
d’une réduction u — NF; 4.
Si (t,d) € CT, >4 est lordre (total) défini sur [¢,d] par:

UDtdV & ht‘d(u) > ht’d(v)
ou bien h(u) = hyg(v)etu> v

Cet ordre peut aussi &tre vu comme un ordre sur les substitutions en confondant (comme
nous le faisons) les termes de [t, d] et les substitutions fermées de domaine Var(t) corre-
spondantes.

Nous pouvons maintenant définir un calcul restreint de G. Soit A une application de
CT dans l’ensemble des entiers naturels non nuls, F) est ’application (appelée calcul

restreint de G) de I’ensemble des états dans lui-méme telle que, pour tout état C et tout
(t,d) e CT: '

o 5 IFC)(6d) < At d), FAC)(d) = F(C)(t,d).

e Sinon, soit F(C)(¢t,d) = {01,...,0,} avec 0y <4 02 <t4d ... <td On. Alors, o; €
FA(C)(2,d) ssi i < A(t,d) ou bien i > A(t,d) et 1+ A(t, d) substitutions quelconques
dans ({o1,...,0i-1} N FA(C)(¢,d)) U {o;} sont dépendantes.

Il est ainsi possible de construire F(C)(t,d) en énumérant les substitutions de F(C)(t,d)

par ordre croissant et en testant pour chacune d’elles la dépendance avec les substitutions

déja calculées. Remarquons aussi que 14+ A(¢,d) substitutions quelconques dans F(C)(t, d).
sont dépendantes.

Lemme 5.25 Si Cy —7 C —g C' alors, pour tout non-terminal (t,d),

FA(C)(t,d) C Fa(C')(t,d)

Preuve
Cela résulte du fait que, si u € C'(t,d) — C(t,d) et v € C(t,d), alors u >; 4 v puisque
ht,d(’u,) > ht,d(’l)). a

C’est essentiellement pour obtenir cette propriété que nous avons introduit I’ordre >; 4.
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5.3.6  F\(C)(t,d) est fini

Les deux lemmes qui suivent ont alors pour objectif de prouver que F)(C)(t,d) est fini
pour tous C, A, t,d. Cette propriété est fondamentale pour la terminaison de ’algorithme.

Lemme 5.28 Soit R une relation m-aire de graphe G C Ay X ...X A,,. On suppose que
G posséde la propriété suivante:

S1 G est une partie de G et E un sous-ensemble de {1,...,m} tels que:
e Vi€ E,Va,b€ Gy, a; = b;
o Vi¢ E,Va,b€ Gy, a; # b;

alors G a moins de N éléments.

Alors G a moins de N?"-1 éléments.}4

Preuve

On prouve le lemme par récurrence sur m. Si m = 1, le résultat est trivial. S’il est
vrai pour m — 1, soit Al = {a; € A; | I(az,...,a,),(a1,...,a,) € G}. Notons alors f une
application de A} dans A; X...X A, qui associe & chaque élément a; un tuple (az,...,a,)
tel que (ai,...,a,) € G. On note H = f(A}). H vérifie les mémes hypothéses que G. En
effet, si £’ est une partie de {2,...,m} et H; un sous-graphe de H tels que i

o Va,be Hi,Vi€ E',a; = b;
o Va,be Hi,Vig E',a; # b;

alors, a tout a € H; on associe un élément de G de la forme (a;,a). (a; est un antécédent
de a par f). Soit G la partie de G ainsi obtenue. Soit encore E = E’. Comme, pour tous
a,b € Gy, a; # by par construction, G; et E vérifient les hypothéses du lemme et posséde
donc moins de N éléments. Par conséquent, il en est de méme de H;.

Par hypothése de récurrence, H a donc moins de N2™"'-1 &léments.

Sil’on choisit maintenant E = {2,...,m}, on obtient que, pour tout z € H, |f ~1(z)| <
N. Il en résulte que |A}| < N?2"7'-1x N,

Pour tout a; € A} notons maintenant G, le graphe contenu dans A; X ...X A, défini
par:

(a2,...,an) € Ga.l =4 (al,...,an) €EG

14Nous conjecturons que cette borne de N2™ -1 peut étre ramenée A N™ (et est donc loin d’&tre optimale).
Dans le cas ot m = 2, on peut prouver que G est effectivement de cardinal inférieur & N?: c’est une
conséquence du théoréme de Konig sur les graphes simples (cf [Ber83] par exemple).

En effet, si Pon choisit tout d’abord E = @, les hypoth&ses du lemme signifient exactement que tout
couplage de G est de cardinal inférieur 4 N. D’aprés le théoréme de Konig il existe alors un transversal de
cardinal inférieur & N. D’autre part, si I’on choisit successivement E = {1} et E = {2}, on obtient que le
degré maximal d’un noeud du graphe est N. Le cardinal de G étant inférieur & la somme des degrés des
noeuds d’un transversal minimum, on obtient le résultat.

Il n’y a pas, & notre connaissance, de généralisation de ce théoréme aux hypergraphes. De toutes facons,

il est possible que ’extension aux hypergraphes du théoréme de Konig soit fausse sans pour autant infirmer
notre conjecture.
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G,, posséde les mémes propriétés que G (3 E’ C {2,...,n} on fait cette fois correspondre
E = E'U{1}). Et donc, par hypothese de récurrence, |G,,| < N2"7'-1. Comme G =
Us,eat Gay , on déduit les inégalités:

1G] € Y |Ga| < |4} # N?"7I71 < N4 NPTTI-L NPT o N2
aleAi

Lemme 5.27 Pour toute application A et tout N = NF;4 € CT, il existe un nombre
K\(N) (= X(t,6)*"~! ot m est le nombres de variables de t) tel que, pour tout état C,

|FA(C)(¢,8)] < KA(N)

Preuve
Par définition, M substitutions de F»(C)(¢,d) sont dépendantes dés que M > A(t,6). Si
m est le nombre de variables de t: Var(t) = {z1,...,2m}, soit R la relation m-aire dont
le graphe G est ’ensemble {(z10,...,zmo) € T(F)™ |0 € FA(C)(t,6)}.

Soit alors G; une partie de G et X7, X> une partition de Var(t) en deux sous-ensembles
tels que X; est non-vide. Chaque élément de Gy définit une unique substitution de
Fr(C)(t,6). Si Gy est de cardinal supérieur & A(t,6), la propriété de dépendence des
substitutions de F\(C)(t, §) entraine que:

e ou bien 3z € X5, 36,,6, € Gy, 26, # z6,.
e ou bien 3z € X,, 36,,0;, € G4, 6, # 0,, 20, = 26,

Les hypothéses du lemme 5.26 sont alors satisfaites. Il en résulte que G (qui a méme
nombre d’éléments que F)(C)(t,§)) est de cardinal inférieur a (A(¢,6))?"~1. O

5.3.7 Réductions et calculs restreints

Les résultats qui suivent ont pour but de prouver que, tout “nouvel” élément dans F(C)(t, 6)
provient nécessairement d’un “nouvel” élément dans F,(C)(u,d). Autrement dit, il n’est
pas nécessaire de considérer d’autres termes que ceux de F,(C) pour un A bien choisi.

Lemme 5.28 Soient Cq, Cq, C3 trois noeuds consécutifs de l’arbre de couverture: C; —p,
Cy —R, C3. On suppose qu’il eziste un ensemble A = {p1,...,9%r} C Co(t,6) tel que

FACE0)]

k2 A(8) +

1

On suppose de plus qu’il eziste une variable x € Var(t) et une substitution o € C3(t,6) —
Ca(t, ) telle que

Vi, Yilvar()— e} = OlVar(t)—{=}
Alors, o & F\(C2)(t,6).
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Preuve
Notons tout d’abord que, s’il existe A(t, §) substitutions 84,...,0p dans A N Fa(C1)(t,9)
(C Fa(C2)(t,0)), alors on a le résultat souhaité. En effet, 6,,...,0a7,0 ne sont pas
dépendantes car il suffit de choisir X; = {z} et X; = Var(t) — {z} pour obtenir les
deux conditions :

o les substitutions 6y,...,05s, 0 coincident sur les variables de X,
e Elles prennent des valeurs toutes distinctes en z

Considérons désormais I’ensemble A’ = A — F)(C1)(t,6). A’ est de cardinal supérieur
a | Fa(C1)(t,6)|/A(t,6). Si ¢ € A’, par définition de la non dépendance, il existe A(t,§)
substitutions 6,,...,0p € Fr(C1)(t,6) et une partition X;, X, de Var(t) telles que :

e les substitutions #; coincident avec ¢ sur X,
e pour tout z € X1, pour tous indices distincts i et j, 20; # z¢ et 26; # 20;
Ainsi, a chaque élément ¢ € A’ on peut associer

o Le sous-ensemble X, de Var(t) des variables sur lesquelles les substitutions 6; coin-
cident avec ¢

¢ D’ensemble E, des A(t, ) substitutions 6, .. 1.

Remarquons d’autre par que, comme o ¢ C3(t,6), zo # z6 pour toute substitution

6 € Cy(t,6). En effet, pour y # z, y§ = yo pour au moins une substitution de Cy(t,§).1°
Raisonnons maintenant par ’absurde et supposons que o € F)(C2)(t,d). Alors, pour

toute substitution ¢ € A’, :

e ou bien 36 € Ey, o|x, # 0|x,
e ou bien 30 € Ey, 3z € Var(t) — Xy, 20 = 20

Mais, par définition de Xy, pour toute variable z € Var(t) — X4, 2¢ # z6. Par propriété
de ¢, on a de plus, pour z # z, 2¢ = zo. Enfin, comme vu ci-dessus, z6 # zo et donc,
Vz € Var(t) — X4, 20 # z0. o ne peut donc vérifier la deuxiéme propriété ci-dessus: o
vérifie nécessairement la premiére des deux propriétés.

Mais, comme 0|var(1)- {z} = $|Var(t)-{z}, |2 propriété o| x, # 0|x, entraine que z € X,.
On en déduit que, pour tout ¢ € A’ et tout € Ey4, 26 = z¢. Les ensembles E, sont donc
tous disjoints puisque deux substitutions distinctes de A’ prennent des valeurs distinctes
sur z. Il en résulte que Fy(C)(t, ) est de cardinal supérieur a

2 Bl 2 A% 8) # |FA(Ci)(,8)] / A(t, 6)
PEA!

Comme o n’est pas dans cet ensemble, il en résulte que
IFA(C1)(@,6) > |FA(Cr)(2,6)l

15Rappelons que, si u1,...,u4n € T(F) vérifient Vz; € {z1,...,z2} = Var(t),30 € F(C)(t,6),z:0 = ui
et si {z1 — u1,...,n — un} € [t,6], alors {z1 — v1,...,2, = u,} € F(C)(4,6).
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Ce qui est absurde. O

Pour simplifier, nous supposerons désormais que, pour tout t, t = t. Cette supposition
est licite puisque Pos(t) — {€} est un ensemble complet de positions de t.

Le lemme suivant établit le résultat annoncé plus haut: une “nouvelle” substitution
dans F) provient d’une substituion dans F,. Malheureusement, y est beaucoup plus grand
que A et nous n’aurons donc pas terminé. II faut noter qu’il existe vraisemblablement
des améliorations de la borne de clacul de p en fonction de A. Certaines améliorations
substantielles sont proposées dans des cas particuliers dans la section 5.4.

Lemme 5.29 Soient Cy,C,, C3 trois noeuds consécutifs de l’arbre de couverture. Si bien
que Cy —pR, Cy =R, C3 avec Ry : N — w Si d. On suppose que

o € FA(C2)(t,6) N (C3(t,6) — F(C1)(2,6))
Alors il existe un non-terminal NF, 4 tel que:
360 € ¢, 30 € Fu(C1)(u,d") — Ci(u,d’), (w,00) =g, (NFis,0)
ou p est lapplication coincidant avec A sauf en NF, 4 ot elle prend la valeur'®

IFAC(L,8)

Hd) = 1d+A(0,0) + XS

1

Preuve
La condition F(C2)(¢,8) N C3(t,68) # O entraine que la régle R est de la forme:

NF,s > tINFi, 4,,...,NF;, 4,] Si d

La condition F)(C3)(t,6) — F(C1)(t,6) # 0 entraine d’autre part que la régle R, a effec-
tivement modifié I'un des C(¢;,d;). (i.e. 3i,C2(t;,d;) # Ci(ti,d;)). Supposons par exemple
(sans perdre de généralité) que cet indice ¢ est 1 et soit ¢y € Ca(t1,d1) — C1(t1,dy).

Raisonnons par ’absurde et supposons que ¢y € F,(C1)(t1,d1). Par définition, il existe
alors m substitutions (m > u(t1,d1)) 01,...,0m € Fu(Ci)(t1,d1) tellesque by, ...,0.m,0m41 =
¢1 ne soient pas dépendantes dans F(C1)(t1,d1). Il existe alors (par définition de la non
dépendance) un sous-ensemble X, de Var(t,) tel que:

o Vi, 0i|x, = d1lx,
o Viy # iy, V2 & Xo, 26;, # 26;,

Les hypothéses du lemme 5.23 sont alors satisfaites: il existe un sous-ensemble A de
{61,...,0r} de cardinal supérieur & p(u,d") — |d| tel que, pour tout 6; € A, il existe une
substitution psi; telle que (w, 8;0) —g, (N Fys,%:).

Par choix de l'indigage, on obtient ainsi un ensemble {¢y,...,%%} C C5(t,6) de sub-
stitutions telles que ¥y <¢q4 ... <¢q ¥k avec k > u(u,d’) — |d|. Notre objectif est alors

1814 encore, nous conjecturons que la valeur de x peut &tre améliorée et qu’il suffit de choisir p(u,d) =
A(t,8) + |d|. De nouvean, cette borne est trés inférieure a la borne proposée dans le lemme.
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de montrer que les substitutions ; sont dans C;(t,6) afin de pouvoir appliquer le lemme
5.28.

Nous pouvons tout d’abord remarquer que, comme 8y, ...,0xrr <¢,.4, 1, V1,--, Yk <t,d
o et que, pour tout ¢, Yilvar(t)—{z1} = |Var(t)-{z1}- -

Soit r le plus petit indice tel que %, & FA(C2)(¢,6). Un tel indice existe bien sinon,
comme ¥1,...,¥k,0 sont indépendantes et en nombre supérieur & 1 + A(2,6), on aurait
o & Fa(C2)(t,9).

Soient donc 61, .. .87, 0, = ¥; (igeqr) telles que 81, ..., 0, € Fa(Co)(t,6)et 8Y,...,0,,,
sont indépendantes; il existe un sous-ensemble Y de Var(t) tel que:

o Vj, Oily = ¥ily
o Vi1 # J2, V2 €Y, 20 # 26}
Deux cas se présentent:

Premier cas: z; ¢Y
Dans ce cas, pour tout j, 26} # zo. En effet;

e ou bien 6§} est 'une des substitutions ¥; et cela résulte de 9 # o

e ou bien 0; n’est pas ’'un des 9, et dans ce cas 0;- € Cs(t,6). Mais alors z,0 =
t11 € C1(t1,dy) alors que z10; € C1(t1,d;). Ce qui est absurde

Ce premier cas ne peut donc avoir lieu.

Deuxiémecas : z; €Y
Alors z:8] = ... = 3310; = z19;. Comme, pour au moins un indice /, 8] n’est pas
'un des %;, pour au moins un /, 8] € Cy(t,6). Il en résulte que 91, ...,%; € Ca(t, 6).

En choisissant 7 = k on obtient ainsi ¥1,...,%x € Ca(t, ). Il est alors possible d’appliquer
le lemme 5.28: on obtient le résultat absurde que o ¢ F»(C2)(¢,6). Donc ¢y € F,(Cy)(t1,d1).
O

Ce dernier résultat n’est pas complétement satisfaisant, car, contrairement 3 ce qu’on
pourrait penser,il ne suffit pas pour conclure. En effet, si u > A et, par exemple, (u,d’) =
(t,6), il ne nous est pas possible de donner une borne au nombre d’éléments A calculer
dans F'(C)(u,d). ’

Le résultat qui suit permet de montrer que, dans ce cas, “quelque chose” a décri en
passant de A a p. La figure 5.4 montre intuitivement le résultat lorsque le nombre de
variables de u est égal 4 2: la “non satisfaction” des diséquations limite les valeurs prises
par les variables a la zone hachurée. Les autres valeurs sont “passées” et ont produit de
nouveaux éléments dans F(C)(t,6). Ce sont les points éparpillés hors de la zone hachurée.
Par Ia suite, si I’on passe deux fois par le non-terminal (u, d), ou bien 1’on enléve un point
dans la zone non hachurée, sans changer celle-ci, ou bien on réduit la zone hachurée. Cela
permet de borner le nombre de fois oit I’on passe par le non terminal (u, d).

Lemme 5.30 Soient Cy,C,,C3 trois noeuds consécutifs de l’arbre de couverture. (Si
bien que C; —gr, C; —p, C3 0t Ry : NF; 5 — w sid). On suppose que o € C(t,6) —
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/ %7 &
) >

Figure 5.4: Hlustration du lemme 5.30

F(C1)(t,8) et o € FA(C2)(t,6). Alors, il existe NF, o € CT, il existe des entiers stricte-
ment positifs ky,...,kyn (avec m = |Var(u)|) tels que k1 + ...+ kn < |d|, il existe un
sous-ensemble E de Cy(u,d’), de cardinal strictement inférieur a

IFAC(E0)]

\8) + s

1

il eziste des sous-ensembles Ey, ..., E,, de T(F) tels que:
o Vi, |E;| < k;
o V0 € Cz(u,d’), ou bien 6 € E ou bien il existe une variable y de u et un indice i tels
que y0 € E;. »
Le résultat de ce lemme est illustré par la figure 5.4.

Preuve
Comme précédemment, R, peut s’écrire:

N-Ft,5 —')’t[NFtl,dly"'aNthdn] si d

Comme précédemment, on peut aussi supposer que N Fy, 4, est le seul non terminal tel que
Cg(tl,dl) 75 Cg(tl,dl). Sait (}51 telle que (w, ¢10) —R, (NFt,g, 0'), Dom(qbl) = V(ZT(tl),
¢1 € Cz(tl, d]_) - C (tl,dl) et Dom(&) = Var(t;;, e ,tn).

Soit D une des formes irréductibles de df. D est une conjonction de diséquations dont
les membres gauches sont des variables de ¢; et les membres droits sont des termes clos.
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On définit alors E; comme ’ensemble des membres droits dont les membres gauches sont
yi € Var(t1). Comme |D| < |d|, on obtient la condition k1 + ...+ kn, < |d|. Soit

FE = {43 € C2(t1,d1) I Vy,' € Var(tl)v vid ¢ Et}

On obtient alors la condition V8 € Cy(t1,d,), 8 € E ou bien 3y; € Var(ty), y;6 € E;.
Pour toute substitution ¢ € E, ¢@ est, par construction, une solution de d. On peut

donc asocier a chaque substitution de E une substitution de C5(t, §) qui coincide avec o sur

toutes les variables de ¢ autres que z;. D’aprés le lemme 5.28 et puisque o € F)(C2)(t,6),

E est alors de cardinal strictement inférieur & L&&%l%%t’—sn + A(t,6)—1. 0
Le lemme suivant établit formellement la propriété de décroissance annoncée.

Lemme 5.31 Soient Cq, C3, C3, C4 quatre noeuds de I’arbre de couverture tels que:

o C1 =R, Cy —»¢ C3 >R, C4

o € Ful(Ca)(t,6) - F(Co)(1,5)

8 € FA(C4)(t,6) — F(C5)(2,6)

Ca(u,d’) # C1(u,d’) et C3(u,d’) # Cy(u,d’)

3k1,...,km € N,3Ey,...,En C T(F), Vi, |E| < ki,
3E C Cy(u,d’), |E| < B, V¢ € Ca(u,d’),
¢ € E ou 3y; € Var(u),yip € E;

Alors
3Ky, ...k, € N,IE], ... El CT(F), Vi, |E| < k!, 3E' C Cy(u,d"), |E'| < B
tels que:
o Vo € Cy(u,d'),p € E' ou Jy; € Var(u),y;¢ € E!

o —oubienki+.. 4k, <kit...+knetf <Nt T2 01,6)+ 8
—oublenki+...+kl, <ki+...4+knetf <p

Preuve

Soient ¢1, 6., 2,0 tels que:
o (w,$16,) —g (NFy5,0)
o (w',¢202) =g (NFis,0)
o ¢ € Cy(u,d’) — C1(u,d")
e ¢y € Cy(u,d") — C3(u,d")

Deux cas se présentent alors:
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Premier cas : £ Z Cy(u,d’)
1l suffit alors de choisir E/ = E N Cy(u,d’) et E; = E; pour tout j. On a alors
|E'| < |E|letky+ ...+ kpn =k + ...+ Kk, et Vo € Ca(u,d’), t,y;¢p € E;oup € E
par hypothése. Donc, V¢ € Ca(u,d’), 34,y;¢ € E! ou ¢ € E'.

Deuxiéme cas: E C Cy(u,d’)
Alors ¢ ¢ E et donc 37, y;¢2 € E;. On pose alors E; = E; — {y;j¢2} et El = E;
sinon. Dans ce cas k{ + ...+ kI, < k1 + ...+ km et, V¢ € Cy(u,d’), comme
¢ € C4(u,d'):

e ou bien 37, y;¢ € E!
e ou bien ¢ € F
e ou bien y;¢ = y;¢2
Mais ces dernigres substitutions sont au plus en nombre A(¢,6) +

d’aorés le lemme 5.28. On obtient alors le résultat 4 ’aide de la majoration du
lemme 5.27.

P’A%Cs)gt,&!l
t, -1

5.3.8 Définition de F’

F' n’a pas encore été défini. Nous allons le définir comme un F) pour A bien choisi. Pour
cela, nous avons encore besoin d’un dernier résultat technique:

Lemme 5.32 Soit CT = {(t1,d1),...,(tn,dn)}. Si F1(F(Co))(ti,di) € F(Co)(t:,d;)
alors r > v(K) ou:

e pour tout i, k; est le nombre mazimal de diséquations dans une régle dont le membre
gauche est N Fy, 4..

e K= 215:‘9 ki
o v est défini par récurrence par: v(0) =1 et v(i + 1) = pra(i)

o ; -1_ .
o p; est défini par récurrence par: po = 0 et pi41 = p?m 24 p;—1 otm est le nombre
mazimal de variables d’un non-terminal.

Preuve
Soit C un état, NFy, 4. € NT et {y1,...,ym} = Var(t;). A tous ensembles Fy,...,E, C
T(F) et E C C(t;,d;) tels que, pour toute substitution ¢ € C(t;,d;), ou bien o € E,
ou bien 3j,y;0 € E; on associe le couple (|Ey| + ...+ |En|,|E|). La fonction ainsi
‘définie admet un minimum sur N? (muni de ’ordre lexicographique), qu’elle atteint pour
Hc(ti,di) = (Eviy..., Emy, E;). On note aussi Mc¢(ti,d;) = (kic,hic) ce minimum. A
chaque état C on peut ainsi associer les ensembles H(C) = (H¢(t1,d1),..., Ho(tn, dy)) et
M(C) = (MC(tl’ dl), sy MC(tna dn))

Soit alors, pour tout i, C; = F*(Cp). Supposons que F;(C;)(t;,d;) n’est pas contenu
dans C,(t;,d;). On définit alors par récurrence la suite de non-terminaux N; et la suite
d’entiers u; de sorte que, pour tout j, F, (Cr_;)(N;) n’est pas contenu dans C,_;(N;):
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[ NTO= (t,’,d,’) et Ho = 1

o D’aprés le lemme 5.29, si 7, (Cr_;)(N;) n’est pas contenu dans C._;(N;), il existe
un entier y;;, et un non-terminal N;;, qui vérifient

Fujs1(Croim1)(Nj41) € Crj1(Njt1)

On peut aussi choisir pj41 = ”sz-l_z + p; — 1 ot m est le nombre de variables de
N;, d’apres les lemmes 5.27 et 5.29.

d’apreés le lemme 5.31, si Nj, = N;, = NF,, 4, avec j; < ja, alors

De plus, d’apres le lemme 5.30, si N; = NF, 4,, alors k; ¢, < k; et hic, < pj. Et,

e ou bien k,‘vcjl < k,’ycj2
e ou bien k,‘,ch = k,',cn et hi,le < hi,CJ‘2°
Ce qui signifie que la suite
wi = (D ki D hic,) = (Kj, Hy)
1<i<n 1<i<n

est strictement croissante pour 1’ordre lexicographique et pour j < r.

Par ailleurs, H; < v(Kj;) par définitions de p, pu,v. 1l en résulte que, si K;, = K,
alors jp < j1 + v(Kj,). ' ‘

Par suite, r < 371 <<k v(g). D’ot le résultat. O

On définit alors F/ = F), ot Ag est la fonction constante qui vaut v(K) pour tout
non-terminal. (Nous ne cherchons pas ici & optimiser).

5.3.9 Correction et terminaison de ’algorithme de nettoyage

Rappelons tout d’abord 1’algorithme de nettoyage:
1. C = C()

2. Tant que F'(F(C)) # F'(C) et que C(to,do) =0
C:=F(C)

3. 8i C(to,do) # 0 alors [to,do] n’est pas vide sinon [to, do] est vide.

Théoreme 5.33 L’algorithme ci-dessus termine et est correct.

Preuve
La terminaison résulte du lemme 5.27 (finitude de F),(C)(t,d) pour tout état C et tout
(t,d)). En ce qui concerne la correction, dans le cas o [¢, d] est vide le résultat est trivial
puisqu’alors C(%o, do) est vide pour tout C. Intéressons nous donc au cas ol [to,do] est
non-vide. Comme [to, do] = U,,>¢ F™(Co)(to, do), il existe alors un nombre r+1 minimal tel
que Fr+1(Co)(to, do) # © et donc tel que F'(F7(Co)) # F(Co)(to,do) = 0. Alors, d’apres
le lemme 5.32, 7 < v(0) + ...+ v(K). De plus, par construction de F’ et d’aprés le lemme



164 CHAPITRE 5. APPLICATION A LA LA REDUCTIBILITE INDUCTIVE

5.29, pour tout i < r, il existe un non-terminal N; tel que F'(Fi(Co))(N:) # F*(Co)(N;).
Par conséquent ’algorithme ne s’arréte pas avant que C = F7(Cp).

Si bien que, lorsque [to,do] # 0, 1’algorithme ne s’arréte que lorsqu’on a pu calculer
un terme dans ce langage. O )

5.3.10 Quelques remarques sur la méthode présentée ici

Nous avons présenté une preuve de la décidabilité de la réductibilité inductive, preuve
différente de celle de D. Plaisted. Mais il faut remarquer que ’algorithme ci-dessus est,
comme celui de D. Plaisted, inutilisable en pratique parce que nous n’avons pas essayé de
donner ici la plus petite fonction F'. :

Nous pensons qu’il est possible de donner, sur la base de la méthode présentée ici, un
algorithme beaucoup plus efficace. Ceci nous est suggéré par la simplicité des algorithmes
de nettoyage dans le cas linéaire et dans le cas ol l’ensemble des formes normales est
fini (voir les exemples précédents) ou méme dans d’autres cas particuliers décrits dans la
section suivante. Au moins dans tous ces cas particuliers notre méthode s’avere efficace
(de loin plus efficace que celle de Plaisted).

Admettant méme que le probléme soit intrinséquement complexe (comme suggéré dans
[KNZ86]), il semble plus facile, pour caractériser les problémes conduisant a un test de
~réductibilité inductive simple, de se fonder sur la nature de la grammaire de formes nor-
males, plutdt que sur le systéme de réécriture qui y conduit. (Par exemple, il existe des
systémes de réécriture non-linéaires tels que le langage de formes normales associé soit.
rationnel). De plus, comme nous ’avons déja fait remarquer, un nettoyage de la gram-
maire de formes normales permet d’effectuer simultanément plusieurs tests de réductibilité
inductive, ce qui permet de “factoriser” cette étape coiiteuse.

Une méthode encore plus simple et efficace consiste a éviter les tests de réductibilité in-
ductive. Ceci est possible par transformation de la spécification (transformation qui utilise
précisément les grammaires de formes normales) comme il est montré dans [Com88a]. Mais
la complexité du probléme se retrouve alors dans la transformation de la spécification.

Du point de vue de la théorie des langages, nous obtenons un classe de langages pour
laquelle le vide est décidable et qui n’est contenue dans aucune classe pour laquelle cette
propriété est connue. On peut aussi noter que la classe des langages de formes normales est
stable par union et intersection finie: N F; 4N N Fy 4 est calculé en résolvant le probleme
équationnel

IVar(t,t): z=tAz =t AdAd

Ses formes résolues sont de la forme 3w : z = uAd. NF;qN NFy p est alors la réunion
des N F, s pour de telles formes résolues.

Mais nous n’avons pas étudié les langages pour eux-mémes; il reste a étudier d’autres
propriétés de stabilité, étudier la décidabilité de I'inclusion ou de 1’égalité et a envisager
des extensions de cette classe de langages.
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5.4 Cas particuliers

De nombreux cas particuliers conduisent & des calculs bien plus simples que ceux qui sont
exposés dans la section précédente. Un exemple de cas particulier trés simple est celui ou
tous les termes de L H S sont linéaires puisque la grammaire de formes normales obtnue est
rationnelle (si ¢ est linéaire) ou (si ¢ n’est pas linéaire) permet d’utiliser un algorithme de
nettoyage “classique”. Plus généralement, si aucune régle de la grammaire ne comporte
de condition, I’algorithme de nettoyage classique (calcul de —3 oli n est le nombre de
non-terminaux) s’applique. Cela peut arriver méme lorsque LH S comporte des termes
non-linéaires!? comme le montre I’exemple:

Exemple 5.11 La signature est composée des symboles a (constante), h (unaire) et f
(binaire). LHS = {h(f(z,z)), f(h(z1),z2), f(f(z1,%2),23)} La grammaire calculée est
alors de la forme: '

NFyz — h(N Fyz

l h(NFf(xl,xg),x1¢:z:2
NFfei2:) 01822 f(NF,, NFh(z))
‘ | f(NFa7NFf(1:1,:L'2))
NFj(z, ) — f(NF,, NF;)

NF, —- -a

NF, — NF,
l NFh(?)
I NFf(z‘h-‘L'z)

Noter que sur cet exemple, LH S comporte des termes non-linéaires et ceux-ci ne sont
pas des instances d’autres termes de LH S. (Ce qui correspond i un cas trivial d’absence
de condition).

Nous voulons montrer ici d’autres exemples (un peu plus difficiles) pour lesquels on
obtient quand méme un algorithme de nettoyage simple. Nous essaierons aussi de donner
des indications pour ’amélioration de la méthode proposée dans la section précédente.

5.4.1 Cas ol il n’y a “pas trop” de conditions dans la grammaire

Nous envisageons ici un cas restreint oli, tout en autorisant LH S A contenir des termes
non-linéaires, la grammaire obtenue ne contient “pas trop” de régles conditionnelles. L’idée
est de formaliser la méthode esquissée sur 1’exemple 5.10.

On définit un ordre partiel sur les non-terminaux de la facon suivante: N < N’ si

Pour toute dérivation A =7 (U,C) telle que N’ ait une occurrence dans U,
I’une au moins des régles appliquées dans cette dérivation a pour membre
gauche N. (A désigne ici Paxiome de la grammaire de formes normales G)

< est bien une relation d’ordre sur N si I'on suppose qu’il n’y a pas d’inaccessibles
i.e. que pour tout non terminal N, il existe une dérivation A =5 (U,C) telle que N

.

"Un probléme ouvert interessant est de caractériser les ensembles LHS qui conduisent & de telles
grammaires. ‘
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ait une occurrence dans U. On peut supposer sans perdre de généralité qu’il n’y a pas
d’inaccessibles dans la grammaire.

Remarquons que ’axiome A est plus petit que tous les autres non-terminaux.

Dans un premier temps supposons que la grammaire de formes normales G vérifie la
condition suivante:

Condition 1
Pour toute régle R de G de la forme

NF,q—v[NF4,...,.NF; 4.] Si 8

ol 6 est une conjonction non-vide de diséquations, il existe un sous-ensemble £g de
{NFtl,du .. -aNFt,.,d,,} tel que

o Vz#u€éd,INF;, 4, € Er, 2 € Var(t;) ou bien Var(u) C Var(t;)

membre gauche est N F, 4, ne comportent pas de conditions.

® VNF; 4, € Er, ou bien NF, 4. < NF, 4, ou bien les régles de grammaire dont le

Exemple 5.12 L’exemple 5.10 illustre bien la condition ci-dessus. Rappelons cet exem-
ple: ' :
NFs(:cl) -I-NF,,(,,;?) si z1 # 29

R1 NFg 4z, -

R2 | NFS(,,I) +NFgy iz,

R3 | NF$1+1:2 +NF3(1‘3)

R4 | NFp 4z, + NFppip, si o1 # 23
R5 | NF:,;I.*.” + NF,,:H.“ si zo # x4
R6 NFs(z) - S(NFQ)

R7 | s(NFz 4z,)

R8 | S(NFs(s(z)))

R9 I S(NF3(1:1+$2))

R10 | S(NF,(g(x))

R11 NFy - 0

R12 NFye)) = (Vo)

R13 | S(NFs(g(z)))

R14 I S(NFs(x1+x2))

R15 NFs(x1+z2) i S(NFII+$2)

R16 NFyy(z)) - A

Les seules régles de la grammaire qui comportent des conditions ont pour membre
gauche NF; ,.,. Par conséquent, il suffit de choisir g = @ pour toutes les régles
qui n’ont pas N F; 4,, comme partie gauche et £ égal & ’ensemble de tous les non-
terminaux apparaissant dans R sinon. Pour tout élément N F}, 5. de £g on a alors en effet
NFi, 4; = NF; 4z, ou bien les régles de grammaire ayant N Fy, 4, comme membre gauche
ne comportent pas de conditions.

Plus généralement, toutes les grammaires telles que un non-terminal seulement donne
lieu a des régles conditionnelles vérifient la condition 1.

On associe alors & chaque non-terminal N un entier M (NV), qui nous donnera le nombre
maximum de termes a calculer dans C(N). Ce nombre s’obtient ici de fagon simple car
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on peut effectivement assurer la satisfiabilité des conditions dans les régles de grammaire
a’aide de bornes sur le nombre d’éléments calculés dans chaque état.
Plus précisément, considérons par exemple la régle de grammaire

.NF,,[,:I &2] v[NFh[y:]’ NFyiy,] siy1 # 92

La condition 1 entraine (si N Fy,p;) £ N Fyjz, z,], C€ que nous supposons ici) que les régles
de grammaire dont les membres gauches sont N Fi {y;) ou NFy,[,) ne comportent pas de
condition. Elles sont donc de la forme

NFE, g — ti(NF,]

Si ’on considére alors deux dérivations (ou reductlons) consécutives, cela revient a utiliser
la regle:

NFv[z:l,:rQ] hand v[tl[Nle],tg[Nsz]] si w1 ;6 wo

La réduction par cette nouvelle régle étant garantie possible dés que NF,, ou NF,,
posséde au moins deux éléments (et que chacun d’eux posséde au moins un élément). Plus
précisément méme, si ’on ajoute cette régle & la grammaire, on obtient:

|F(F(CNWN Fofgy,25))| 2 max(|C(N Fuy )| # (IC(N Fu, )| = 1), |C(N Fu,)| * (IC(N Fuy )| = 1))
Ce genre d’inégalté directe permet de simplifier la définition de F'.

Développons plus formellement cette idée. Pour commencer, construisons un “arbre
des dérivations possibles” (ADP en abrégé). Cet arbre est un arbre ET/OU, chaque
noeud OU étant étiqueté par un non-terminal N, ses successeurs sont les noeuds ET
étiquetés par les régles de grammaire dont N est membre gauche. Les successeurs d’un
noeud ET étiqueté par la régle R: N — v[Ny,...,N,]si § sont des noeuds OU étiquetés
respectivement par Ny,...,N,. Laracine de ’ADP est un noeud OU étiqueté par ’axiome.
Enfin, lorsqu’un noeud OU ou I'un de ses fréres est étiqueté par un non-terminal étiquetant
aussi un de ses ancétres stricts, on ne développe pas ses fils.

La figure 5.5 illustre ’arbre des dérivations possibles de la grammaire de l’exemple
5.12.

Remarquons que ’ADP est toujours fini puisque chaque non-terminal ne peut appa-
raitre qu’au plus deux fois sur chaque chemin.

L’étape suivante consiste alors & associer, le long de chaque chemin, un nombre entier
a chaque non-terminal, nombre qui représente le nombre de termes qu’il suffit de posséder
dans un état du calcul de ce non-terminal pour assurer la possibilité d’une réduction le
long de ce chemin.

Soyons plus précis. On parcourt ’ADP en associant & chaque noeud OU un entier :
on associe 1 a la racine ainsi qu’a chaque position de taille 2. Lorsque ADP/p est associé
an et que ADP/p- i est une régle R dont la condition § est de cardinal k, on associe 3
tout noeud de position p- -1y - iy -i3 (i1, 42,13 € N) le nombre n x (k + 1). Cette situation
est illustrée par la figure 5.6.

Ainsi, a chaque noueud OU de ’ADP est associé un entier .
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Figure 5.5: Un exemple d’arbre des dérivations possibles
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N': n*(k+1)

Figure 5.6:

Un chemin I' de PADP est une suite de positions consécutives commencant par € et ne
contenant pas de feuille. I'oy est alors la suite des non-terminaux étiquetant les noeuds
OU de T et Tt est la suite des régles étiquetant les noeuds ET de I'. L’entier associé a
chaque noeud définit une fonction (partielle) A qui associe & un non-terminal N et & un
chemin T' un entier A(T', N). Cette fonction se prolonge en une application en associant 0
a tous les non terminaux qui n’apparaissent pas dans le chemin. On pose alors

h(N) = maxrh(T, N)

pour tout non-terminal N (T parcourant I’ensemble des chemins de I’ADP). Par exemple,
h(A) = 1 si A est I’axiome. Dans ’exemple 5.12 illustré par la figure 5.5, on retrouve les
nombres inscrits dans les rectangles de la figure 5.3:

h(NFz 4z,) =1 h(NFs(x)) =2

h(NFO) =2 h(NFs(z1+172)) =2
h(N Fy(s(z))) = 2 h(N Fy(4(z))) = 2
R(NFyp) = 0 h(NF)=0

Lemme 5.34 Soit d = z; # u1 A...A 2, # uy tel que, pour tout i, z; est une variable
et z;  Var(u;). Soit {z1,...,2m} = Var(zy,...,2m,U1,.. ., Um) et A1,...,Am C T(F).
Soit enfin a € N.

Si, pour tout i, |A;| > n + o, alors d posséde au moins a x (n + a)™ solutions o telles
que, pour tout i, z;0 € A;.

Preuve
On raisonne par récurrence sur m: si m = 1, alors u, est un terme fermé et I’ensemble des
substitutions o telles que z10 € A; et 210 # u; est de cardinal supérieur & |A;| — 1 c’est
a dire supérieur & a * (a + 1)°.
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Supposons maintenant la propriété vraie pour m — 1. (m > 2). On découpe d en deux
morceaux: d = dy Ads ol dy ne contient pas d’occurrence de z,, et toutes les diséquations
de d, contiennent au moins une occurrence de z,,. Soit k& le nombre de diséquations dans
dy. Par hypothese de récurrence, d; posséde au moins (& + n — k) * (a + n)™~2 solutions o
telles que, Vi < m,z;0 € A;. Si o est maintenant une telle solution de d;, d2o ne contient
pas de diséquation triviale. Par décompositions, 1’'une des formes irréductibles de d ;0 est
T ou bien de la forme z,, # t1 A...A T,y # tg O 1y,...,1, sont des termes fermés!8. Par
conséquent, A,, étant de cardinal a + k + n — k, il existe au moins o + k substitutions 8
qui sont solutions de dyo et telles que z,,0 € A,,.

Il en résulte qu’il existe au moins (a + k) * (& + n — k) * (@ + n)™~2 substitutions o6
qui sont solutions de d et telles que, pour tout i, z;06 € A;.

Or un calcul élémentaire de minimum montre que la fonction qui & k associe (o + k) *
(a + n — k) atteint son minimum sur l’intervalle [1,7] en £ = n. D’ot le résultat. O

Lemme 5.35 Soit p une position de I’ADP telle que ADP(p) = N € NT. Soit ADP(p-
1) = R une régle de G de condition § telle que n = |§| > 0. Soient ensuite NFy, 4,,...,NFy, 4,
les fils de R et C un état du calcul de G. Soit enfin o € N.

Si, pour tout t € {1,...k}, il existe une régle R; étiquetant un fils de N; telle que, pour
tout fils N; ; de R;, |C(N;;)| 2 n+a

Alors
' |FHCYN)| 2 e+ (n+ o)™

oum =Ty |Var(t:)].

Preuve
C’est une conséquence du lemme précédent (et des hypothéses sur la grammaire) : si
A;; = C(N;;), d’aprés le lemme précédent, § posséde au moins (a + n)™~ ! xa solutions ¢
telles que, pour toute variable z;; € Var(t;), z; ;o € A;j. Mais alors, les régles R; étant
inconditionnelles, pour chacune de ces substitutions o et pour tout ¢, t;0 € F(C)(t;,d;) et

to € F%(C)(N). O

Lemme 5.36 SoitT un cheminde ’ADP etp € Toy. Si ADP(p) = N et si|F2(C)(N)| <
h(T'yN), alors Vi € N,3j € N,Vk € N,3l € N,

p-i-j-k-l € Pos(ADP) = |C(ADP(p-i-j-k-1))| < h(ADP(p-i-j-k-1))
Preuve
Prouvons la contraposée du lemme: On suppose qu’il existe une régle R telle que, pour tout

fils N; de R, existe une régle R; telle que, pour tout fils N; ; de R;, |C(Ni.5)| > h(N;;).
D’apré le lemme 5.35, on a alors

|FACYN)| 2 (h(Nij) = n) * h(N;,;)™

18]] n’est pas possible que toutes les formes irréductibles soient L car, d’aprés le lemme 3.7 d;o posséde
au moins une solution dans T(F).
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Mais, par définition, h(N; ;) > (n + 1) * (T, N). Donc
|FXCYN)| > (n*h(T,N)+ h(T,N) = n) * ((n + 1) * (T, N))™"!

Si ’on note alors que h(T', N) > 0, le résultat du lemme est une consequence immédiate
de cette inégalité. O

Ce lemme est fondamental car il permet de limiter le calcul des états & des états de
cardinal borné a ’aide de h:

Le calcul restreint F’ est ici défini par:

e si [C(N)| < h(N) alors F/(C)(N) = F(C)(N)
e sinon, F/(C)(N) = C(N)

L’algorithme ressemblera alors au précédent (mais avec un calcul restreint beaucoup
plus simple):

C:=Cy
Tant que f’z(C) #Cet C(A)= @ falre C = F?(C)
C(A) = 0 si et seulement si L(A) =

Cet algorithme posséde bien entendu les propriétés voulues, comme nous allons le voir.

Lemme 5.37 Soit d = z; # u1 A...A 2z, # u tel que, pour tout i, z est une variable
et z; € Var(u;). Soit {z1,...,zm} = Var(z1,...,2n,u1,...,u,). Soient Ay,...,Am m
sous-ensembles de T(F). Soit o un entier. '

Supposons que A, est de cardinal supérieur ou égal ¢ n+a et que d posséde 3 solutions
o telles que, pour tout i, z;0 € A;. Alors3 < a = =0.

Preuve
Ce résultat est essentiellement une reformulation du lemme 5.23 dans un cas particulier.

Le lemme qui suit établit qu’un nouveau terme dans F'?(C)(N) ou bien “provient”
d’un terme calculé lui aussi par F’ ou bien ne peut contribuer a la solution; nous dirons
qu’un non-terminal N est inutile (dans I’état C) si, pour tout chemin I' de ’ADP tel qu’il
existe une position p avec ADP(p) = N, il existe une position g € T telle que ¢ <pref P
ADP(q) = No et | F*(C)(No)| 2 h(No).

Lemme 5.38 Si N est un non terminal tel que F"2(F?(C))(N) # F*C)(N) alors

o ou bien il existe un non terminal N' tel que F*(C)(N') # C(N') et N’ n’est pas
inutile

o ou bien N est inutile

Preuve
Supposons que nous ne sommes pas dans le deuxiéme cas énoncé dans le lemme. Soit

donc un chemin T' et une position p de T tels que, pour toute position ¢ de T précédant p,
|F2(C)(ADP(q))| < h(ADP(q)). Deux cas se présentent alors :
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e ou bien il existe deux positions p,q de T telles q{1e ADP(p) = No, ADP(q) = N,
P <pres g €t F?(C)(No) # C(No) et le résultat est trivial

e ou bien tout ancétre Ny de N (dans T') vérifie F"2(C)(No) = C(No). Mais comme,

par hypothése, | F2(C)(No)| < h(No), F(C)(No) = F?(C)(No) et donc F%(C)(No) =
C(No).
Soir R une régle permettant de produire t € F'?(F%(C))(N)—-F*C)(N). R étiquette
un noeud de ’ADP 3 cause de la propriété que nous venons de voir. Il existe alors
un fils N; de R tel qu’il existe un u € F'(F?(C))(N1) — F(C)(N1). Soit Ry une
régle permettant de produire u et telle qu’il existe un fils N, de R; et un terme
v € F%C)(N,) — C(N2). La suite N,R, Ny, Ry, N2 est nécessairement une suite
d’étiquettes de positions consécutives de 'ADP. Et, d’apres les lemmes 5.36 et
5.37, |C(N2)| < h(N3), d’ott F'?(N3) # C(N»).

Des lemmes qui précédent on déduit le résultat souhaité :

Théoreme 5.39 L’algorithme de décision du vide termine et est correct.

Preuve
La seule difficulté est de prouver que, si, pour tout N, F'?(C)(N) = C(N) et que
C(A) = 0, alors £(A) = 0. Plagons nous donc dans ce cas. Par récurrence sur n, a
l’aide du lemme 5.38 on obtient que F2(F*(C))(N) # F™(C)(N) entraine que N est
inutile (dans F™(C)). En particulier, comme il n’y a pas d’état dans lequel A soit inutile,
F'}(F~(C))(A) = F*(C)(A) pour tout n. Donc (comme C(A) = @), F*(C)(A) = @ pour
tout n. D’ol le résultat.O

5.4.2 Un lemme technique et son application au cas de deux variables

Nous donnons ici un nouveau résultat technique, espérant pouvoir le généraliser pour
obtenir des algorithmes plus efficaces.

Lemme 5.40 Soit NF;5 — t{NFi, 4,,...,NF;, 4,] sid unerégledeG. Soit {y1,...,Ym}
Uis1 Var(t;). Soit py une position de t telle que t{NFy, 4,,...,NF;, 4,]/pr = NF;, 4,. On
suppose que

C(NFi4,) # {u/p1 | u€ F(C)NFi5)}
Alors, il ezxiste un nombre ky < |d|, m nombres entiers l,...,l,, et m sous-ensembles
‘Ery...,Em de T(F) tels que
e i+..+l,=k
o pour tout i, |E| = I;

o Pour toutes substitutions (02,...,0,) € C(t2,d2) X ... X C(tn,dy), il existe un i tel
que Y;03...0, € E;.
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Ce résultat généralise en fait le lemme 5.30 (voir aussi la figure 5.4) en raffinant les
conclusions que 1’on peut tirer lorsqu’un élément du langage [¢;,d;] est “stoppé” par la
condition d d’une régle de grammaire. Le résultat est particuliérement intéressant lorsque
m = 2. En effet,

e ou bien aucune valeur n’est “stoppée” et tout fonctionne comme s’il n’y avait pas de
condition dans la régle de grammaire

e ou bien, pour chaque substitution sur ¢; qui est stoppée, on peut limiter les valeurs
des variables de t; a des “bandes” (cf figure 5.4). Dans ce dernier cas, cela a, bien
siir, un impact sur le nombre de valeurs & calculer puisque ’on ne peut pas avoir
beaucoup de substitutions dépendantes...

Nous ne détaillons pas ici, en espérant que cette explication trés approximative suffira au
lecteur pour se faire une idée.

Preuve
On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, il n’y a pas de diséquations et donc

C(NFiy,0,) = {u/p1 | v € F(C)(NFys)}

Supposons maintenant que ¢ € C(t1,d1) — {u/p1 | u € F(C)(N F;5)}. Aucune substi-
tution § = 03...0, avec (02,...,0,) € C(t2,d2) X ... X C(tn,dy) n’est alors solution de
do. . .
Décomposons alors d en d = D A d’ ou d' est constitué des diséquations u # v de d
telles que u et v contiennent chacun au moins une occurrence de variable qui n’est pas dans
Var(t,) (et dans ce cas, Var(t;)NVar(u,v) = @ par propriété des problémes simples.) On
note encore D, et dj les diséquations obtenues par application de ¢. Si bien que D; est une
conjonction u; # v1 A...Au, # vr OU Uy,...,u, sont des termes fermés. Soit D, une des
formes irréductibles de D, obtenue par décomposition et élimination des disjonctions: une
diséquation de Dy a pour membre gauche une variable et pour membre droit un terme
fermé. Par hypothése sur ¢, aucune des substitutions § de la forme § = o,...0, ol
o; € C(t;) n’est solution de D, A dj.

Pour chaque variable y;, soit H; ’ensemble (éventuellement vide) des termes fermés w
tels que y; # w soit une diséquation de D,. Deux cas se présentent alors:

e ou bien, pour tout 8, il existe un indice ¢ tel que y;0 € H;, et le lemme est prouvé

e ou bien il existe des substitutions o3,...,0, dans C(t2,d2) X ... X C(t,,dy) telles
que, pour tout indice i, y;02...0, € H;.

Supposons donc que nous nous trouvons dans ce dernier cas et considérons I’état C’ défini
par:
C,(NFte.d.') =C(NF;4)—-{0€Xy|yjo€ Hj}

Vog,...,0n € C'(t3,d3)X. .. XC'(tn,dp),02...0, n’est pas solution de d} (sinon, ¢o3...0, €
F(C)(t,6)). De plus, cet ensemble est non vide par hypothése.
On peut dire alors, par exemple, qu’il existe une substitution o, dans C(t;,d>) telle
que,
VYo3,...,0, € C,(t3,d3) X ... X C'(tn, dn),
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(t{N Ft, d4yy...,NFy, 4,],602...0,) ne se réduit pas par —g.
On applique alors ’hypothése de récurrence a la régle

NF444 — to[NFyya,,...,NF;, 4,] si df

Il existe donc un nombre k; < |di|, I},...,1L ,, E{,...,E!, tels que l{ + ...+ I!, = ky,

Vi, |El] = 1! et

Yo3,...,0n € C'(t3,d3) X ... X C'(tn,dy), Ji(> 2), y;03...0, € E!
Cette derniére propriété entrainant bien entendu que

Voo, . £y 0n € Q'(tg,dg) X ...X C'(tn,dy), 3i(> 2), yioz...0, € E!

1l suffit alors de choisir ky = ko + Y |Hj|, l; = |H;| + ! et E; = H; U E!. La seule propriété
restant a vérifier est que k; < |d|. Pour cela, il suffit de remarquer que |d}| + |D;| < |d] et
|D.| = 3" |Hj|, par définition de H;. O

Pour conclure, il faut avouer qu’il reste A faire dans la direction indiquée ci-dessus.
Méme les résultats de la section précédente mériteraient un approfondissement afin d’une
part de dégager clairement “ce qui fait marcher” la méthode et d’autre part de clarifier et
d’optimiser les résultats qui y sont donnés. Les résultats développés dans ce chapitre ont
surtout pour mérite de proposer une alternative i la méthode de Plaisted.



Chapitre 6

Autres applications

Il ne s’agit pas ici de tenter de donner une liste exhaustive des autres applications des
problémes équationnels, mais d’en donner un apercu. Nous avons déja vu dans le chapitre
précédent comment utiliser la simplification des problémes de équationnels pour calculer
des grammaires de formes normales. Il se trouve que la simplification des problémes
équationnels est utilisée plus ou moins explicitement dans divers domaines. Rappelons en
quelques-uns:

o L’analyse temporelle des processus communicants en FP2 [Sch87b]

o La compilation du filtrage et ses applications en programmation fonctionnelle [Sch88a]
e La programmation logique avec contraintes [JL87]

¢ L’unification AC [Bur88]

o Les transformations de programmes logiq1‘1es [Lug88]

e La négation explicite en programmation logique: il s’agit de rendre explicite I’information
négative contenue dans un programme logique lorsque I’on fait I’hypothése du monde
clos (cf [BMPT87], [Lug88]).

o La représentation explicite de termes définis par contre-exemples [LM87].
e etc ...

Tous ces travaux ont en commun -d’une part 1'utilisation plus ou moins explicite de la
simplification des problémes équationnels comprenant des parametres -d’autre part de ne
s’intéresser qu’aux calculs sur les termes fermés.

Nous allons ici mettre en évidence les outils utilisés pour ces applications et indiquer
d’autres directions pour leur utilisation. Dans un premier temps, nous montrons comment
utiliser la simplification des problémes équationnels pour effectuer des opérations sur les
foréts quadrillées. Nous montrons ensuite comment rendre explicite 'information négative
contenue dans un programme logique constitué de clauses de Horn (voir [Lug88] pour cer-
taines extensions aux programmes généraux). Enfin, nous montrons qu’il n’est pas possible
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de spécifier I’égalité sur les entier relatifs sans opérateur caché et nous ébauchons une ap-
plication du langage des formes normales fermées & la transformation de spécifications
(voir [Com88a] pour plus de détails).

6.1 Opérations sur les foréts quadrillées

6.1.1 Foréts quadrillées

L’idée présente, par exemple en FP2 [Jor86], est que ’on peut représenter un ensemble
infini de termes fermés (ensemble d’états d’un processus en FP2) par un ensemble fini de
termes avec variables. Malheureusement, la famille de langages d’arbres ainsi définie n’est
pas stable par complémentaire, ce qui serait pourtant utile pour certaines applications
[Sch87b]. Nous avons par ailleurs déja vu dans les chapitres précédents une famille de
langages d’arbres plus expressive en introduisant les termes contraints. C’est dans cette
direction que nous allons définir les “foréts quadrillées” qui constituent une famille de lan-
gages d’arbres stable par toutes les opérations usuelles. En fait, les foréts quadrillées con-
stituent un cas particulier des langages de formes normales. Mais il est utile de les étudier
séparément car les opérations sur ces langages s’effectuent de maniére particuliérement
simple.

(S, F) est une signature fixée une fois pour toute. On supposera T(F) non vide.
Rappelons la définition d’un terme contraint.

Définition 6.1 Un terme contraint est une paire (t,d) ou t € T(F,X) et d est une
conjonction de diséquations de la forme z # u ot z est une variable (finitaire) de t et
u est un sous-terme linéaire de t ne contenant pas z.

Nous n’aurons en fait pas besoin ici des hypothéses u sous-terme de t et u linéaire. La
définition d’un terme contraint peut donc étre généralisée en omettant ces deux conditions.
Les résultats proposés ici restent valides.

Comme dans le chapitre précédent, si (¢,d) est un terme contraint, [t,d] désigne
I’ensemble des instances fermées de ¢ qui sont solution de d. Les résultats du chapitre
3 assurent en particulier que [¢,d] n’est jamais vide.

Définition 6.2 Une forét quadrillée est un sous-ensemble Q de T(F) pour lequel il ezxiste
un ensemble fini de termes contraints (t1,dy),...,(tn,dy) tels que

Q = U [[ti’ dt]]
i=1

6.1.2 Opérations sur les ensembles infinis de termes

Outre la réunion finie, le complémentaire et I'intersection finie, on souhaite pouvoir calculer
(un ensemble T de termes étant donné ainsi qu’un systéme de réécriture R) ’ensemble des
termes qui sont obtenus a partir de T par réécriture en téte en une étape (cf [Sch87b]).
Ces opérations sont utiles en FP2, langage dans lequel les régles de réécriture sont utilisées
non pas pour la simplification mais pour exprimer des transitions d’états. Un terme fermé
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représente en effet un état d’un systéme de transition, un terme avec variable représentant
I’ensemble des états qui en sont des instances fermées. Un régle de réécriture représente
ainsi un ensemble infini de régles de transitions d’états.

D’une facon générale, nous voulons pouvoir calculer ’ensemble des termes en relation
avec les termes d’un ensemble donné T, lorsque cette relation est finiment présentée.

Définition 6.3 Une relation R définie sur T(F) est dite finiment présentée s’il eziste

1. un ensemble fini de paires {((t1,%1),¢1),...,((tn,Un),Cn)} 0% pour tout i t;,u; €
T(F,X) et c; est une conjonction de diséquations dont les variables sont contenues
dans Var(t;,u;)

2. Un ensemble de positions P fini

tels que tRu ssi
Jie {1,...,n}, 30 € S(T(F),ci,Var(t;,w;)), Ip€ P, t/p = t;o, u/p = uio

Par exemple, lorsque tous les ¢; sont égaux & T (i.e. intuitivement, il n’y a pas de
conditions dans la réécriture), et lorsque P = {¢}, on retrouve la réécriture en tétel.

On définit alors les opérations suivantes sur les ensembles de termes fermés: si T C
T(F) et R est une relation finiment présentée sur T(F),

o Succp(T)= {te T(F)|3t' € T,t'Rt}
o Predr(T)={te T(F)|3t € T,tRt'}

6.1.3 Stabilité des foréts quadrillées

Théoreme 6.4 Si R est une relation finiment présentée, l’ensemble F g des foréts quadrillées
est stable pour les opérations intersection finie, union finie, complémentaire, Succr, Predg.

Preuve
La preuve que nous donnons est de plus constructive : nous montrons comment calculer
I'image d’une forét quadrillée par les différentes opérations énoncées dans le théoréme.

Réunion finie La stabilité par réunion finie est triviale: il suffit de considérer la réunion
des termes contraints qui définissent chacune des foréts

Intersection finie Il suffit de montrer comment construire I'intersection de [t1,d;] et de
[t2,d2]. On peut supposer sans perdre de généralité que #; et t, sont de méme sorte
(sinon lintersection est vide) et que Var(t;)NVar(tz) = @ (Ce qu’on obtient au prix
d’un renommage).

Soient Pi,...,P, les formes irréductibles? du probléme équationnel IVar(ty,ts) :
Tz =t Az = t3 Ad; Ady d’inconnue principale z (qui est supposé ne pas appartenir &

‘lNoter que la relation de réduction associé i un systeme de réécriture en général n’est pas une relation
finiment présentée. Les calculs de Succr et Predr s’averent en effet impossibles dans ce cas (ou tout du
moins difficiles).

2Pour R: par exemple.
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Var(ty,t3). Pour tout i, P; = 3; : = u; Ac;. Alors (par correction et complétude
de ’algorithme de réduction des problémes équationnels),

[t1,d1] N [t2,d2] = Olluiaci]]

=1

Passage au complémentaire Comme nous avons vu comment calculer l’'intersection
finie de foréts quadrillées et que le complémentaire d’une réunion finie est une in-
tersection finie de complémentaires, il nous suffit de montrer comment calculer le
complémentaire de [t, d].

Soient Py,...,P, les formes irréductibles du probléme YVar(t) : z = tV -d.
(d’inconnue principale z. Si P; = 3; : = = u; A d; on obtient alors (la preuve est
triviale)

T(F) - [td] = | J[usrdi]

1=1
Succr Supposons que R est défini par P et ((t1,u1),¢1),.--5((tn, Un),¢rn). Comme
Succp(U;T;) = U;Sucer(T;)

on peut, 13 encore, se limiter au calcul de Succr et Predgr sur [t,d]. On sup-
posera de plus que les positions de P -ou bien sont des positions de t -ou bien ne
sont préfixées par aucune position variable de ¢. (On peut se ramener i ce cas
d’apres le lemme 6.5 ci-dessous). On suppose aussi sans perdre de généralité que
Var(ty,...,tn,u1,...,u5) N Var(t) = 0. Pour chaque position p € P N Pos(t) et
chaqueindicei € {1,...,n},s0it P1,;,..., Pk, ;.pi 'ensemble des formes irréductibles
du probléme

IVar(ui,t,t)): z=u;At/p=t; Ac; A d
St Pjpi = Iwjpit € = 0jpi Adjpy, alors
Sucer([t,d]) = U [t[v;p.ilp: dipiil
pEPNPos(t),1<i<n,1<j<kp i

(C’est une conséquence directe des définitions)

Predp 11 suffit de remarquer que Predgp = Succgp-1 o R~! est la relation obtenue en
échangeant u; et t; pour tout ;. O

Lemme 6.5 Soit P un ensemble fini de positions et (t,d) un terme contraint. Alors il
existe un nombre fini de termes contraints (t1,d1),...,(tn,dn) tels que [t,d] = Uk, [t:, di]

et tels que, pour tout i et toute position variable p de t;, p n’est pas préfize d’une position
de P.

Preuve
Soit z une variable de ¢t dont une position dans ¢ est un préfixe d’une position de P. Pour
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tout f € F, soit Py le probléme 3Var(t),3w: 2’ = tAz = f('zE)/\d.’Soient Piis-- > Pricr)
les formes irréductibles de Py. Soit Py ; = Jw’ : 2’ = ujs; A dy; Alors

[t,d] = U [wsidsil

fEF1Ki<k(f)

Il suffit alors de répéter cette transformation tant que c’est possible. Elle n’est possi-
ble qu’un nombre fini de fois (et donc il y a terminaison) en effet: soit, pour chaque
position variable p de t qui est un préfixe d’une position de P, n(p) le maximum de
{lg| - |p| lg € P p < g}. Le multi-ensemble des nombres n(p) décroit a chaque application
de la transformation.O

6.2 Négation explicite en programmation logique

Ici, comme dans la section précédente, notre ambition n’est pas de donner des résultats
révolutionnaires mais d’esquisser certaines applications. C’est pourquoi nous ne con-
sidérons ici que des programmes écrits sous forme de clause de Horn méme s’il est probable
que les résultats puissent étre étendus.

Un programme peut donc s’écrire comme un ensemble de clauses® de la forme:

P(tl,...,tn) — Ql(ulvl,...,ulyml) A A Qk(uk,l,...,uk,mk)

ot P, Q1,...,Qk sont des littéraux et 21,...,05, U110 s Ul myy--r Uk, -- sy Uk,m, sont
des termes de T(F, X)*.

De facon opérationnelle, si ’on cherche & trouver les instances Go d’un but G (qui est
une conjonction de littéraux positifs), qui sont valides dans la classe des modéles d’un pro-
gramme P, il suffit (et il faut) de trouver toutes les substitutions o telles que PU{— Go}
n’ait aucun modele. On connait plusieurs procédures de semi-décision d’un tel probleme
(qui est indécidable en général). Par exemple la fameuse SLD-résolution [Llo84]. Ces
procédures consistent en un ensemble fini de régles d’inférence (par exemple le modus
ponens) qui transforment un ensemble de clauses en un ensemble de clauses ayant mémes
modeles et d’un stratégie compléte. Partant ainsi d’un programme P U {~ G}, est con-
struit un arbre (appelé arbre de dérivation) dont chaque noeud est un programme et tel
que les successeurs d’un noeud N sont tous les programmes qui peuvent étre obtenus 3
partir de N en employant une des régles d’inférence en accord avec la stratégie. (En fait,
en I’absence de régle destructrice, les noeuds de ’arbre de dérivation sont plutét les clauses
ajoutées par 1’étape d’inférence). Les feuilles d’un tel arbre sont alors -soit un ensemble
de clauses contenant la clause vide (on dira qu’il y a succés) -soit un ensemble de clauses
ne contenant pas la clause vide et pour lesquelles aucune régle ne s’applique (on dira qu’il

'y a échec). Un chemin de ’arbre de dérivation conduisant 2 la clause vide correspond a
une preuve de la validité de la formule 3z,,...,2,,G[z1,...,2,]. La preuve construisant

3Nous ne rappelerons pas ici toutes les définitions (c’est hors du sujet de cette these). Nous utiliserons
les définitions de [Llo84].

*Remarquons que nous supposons ici que chaque clause contient ezactement un littéral positif.
Autrement dit, le programme ne contient pas de but.
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explicitement des valeurs pour z1,...,2,, c’est a dire une substitution o dont le domaine
est ’ensemble des variables de G. La stratégie est compléte si toute substitution o telle
que Go est une conséquence logique de P, il existe une substitution 8, plus générale que
o qui est calculée le long d’un chemin de I’arbre de dérivation conduisant a la clause vide.

Ces procédures ne sont que des procédures de semi-décision en ce sens que si
3z1,...,2n, GlZ1,...,25]

est valide alors la procédure permet de le prouver en temps fini (mais non borné).

Il en résulte que, lorsque 3zq,...,2,,G[z1,...,2,] n’est pas valide, I’éxécution du
programme ne termine pas. Pour éviter cet inconvénient dans certains cas, on introduit
la régle de négation par échec. Cette régle (que nous noterons NCE) consiste a inférer
VZ1,...,Zq,G[Z1,...,2,] lorsque ’arbre de dérivation est fini et ne contient que des
échecs. Bien siir, lorsque 1’arbre de dérivation est infini et ne contient que des échecs,
1’éxécution du programme logique ne terminera pas.

La régle NCFE n’est pas valide dans tous les modéles du programme, mais seulement
dans le plus petit modéle de Herbrand (dans le cas des clauses de Horn). Afin d’étudier
cette régle, différentes notions ont été introduites. Rappelons celles que nous allons utiliser
ici.

Comme dans [Cla78],il est possible d’associer & chaque symbole de prédicat n-aire n
variables distinctes de celles qui apparaissent dans le programme (et distinctes de celles
qui sont associées aux autres symboles de prédicat), toute clause de la forme

P(tl,...,tn) — Ql(ulyl,...,ulyml) A...A Qk('l&k,l,...,’ttk,mk)

étant transformée en :

P(z1,...,20) — Q1(¥1,1,- s U1,mq) A .../\Qk(uk,l,...,uk,mk)Aa:l =t A...AZ, =1,

Il est courant en programmation logique de faire I’hypothése du monde clos [Rei78].
Cette hypothése consiste a affirmer que tout ce qui n’est pas une conséquence logique
du programme est faux. Cette hypothése est valide (dans le cas des clauses de Horn)
dans le plus petit modéle de Herbrand du programme, généralement choisi pour décrire la
sémantique déclarative [Llo84].

Autrement dit, si P(z1,...,2Z,) — C1,...,P(21,...,Z,) «— Cy, sont les clauses du pro-
gramme dont P est le littéral positif (rappelons que nous avons effectué la transformation
ci-dessus), on a, dans le plus petit modeéle de Herbrand:

P(zy,...,2,) o C1 V...VCp,

C’est la notion de “programme complété” de Clark [Cla78] (restreinte au cas des clauses
de Horn).

On peut remarquer que, dans I’exposé succint que nous avons fait ci-dessus de 1’éxécution
d’un programme logique, les littéraux positifs et négatifs ne jouent pas des roles identiques.
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En particulier, les buts ne peuvent étre que de la forme 3z4,...,2,,G ou Vz1,...,2,0G
(dans le cas ou I'on utilise la régle NCE) ou G est un littéral positif. On ne peut donc
ni traiter des buts de la forme 3z,,...,2,,-G ni des buts de la forme Vzq,...,z,,G.
Notre objectif dans cette section est d’indiquer comment, sous I’hypothése du monde clos,
compléter un programme logique en ajoutant des clauses de Horn permettant de “définir”
des prédicats correspondant & la négation de ceux qui sont définis dans le programme
initial. Cela permet de traiter les buts négatifs de la méme maniére que les buts positifs.
Cette symétrie permet en particulier d’augmenter la puissance de déduction des méthodes
évoquées ci-dessus puisque le cas des formules 3z,...,2,, G peut étre traité, de méme
que celui des formules Vz,,...,z,,G (en utilisant la négation par échec).

Montrons cela sur un exemple.

Exemple 6.1 Supposons que S ne contient qu’une sorte et que F' ne contient que deux
symboles : 0 (constante) et s (unaire). PAIR est alors défini par:

PAIR(0)
PAIR(s(s(z))) — PAIR(z)

Notons maintenant IMPAIR le prédicat =PAIR. Avec I’hypotrhése du monde clos, nous
pouvons écrire (comme rappelé plus haut) :

PAIR(z) & z =0V (3y,z = s(s(y)) A PAIR(y))
En prenant la négation de cette équivalence, on obtient:
IMPAIR(z) « z # 0A (Vy,z # s(s(y)) v IMPAIR(y))

Les résultats des chapitres 3 et 4 fournissent alors des outils pour transformer cette for-
mulation en un ensemble de clauses:

IMPAIR(s(0)) «—
IMPAIR(s(s(z))) — IMPAIR(z)

Ce qui permet, par exemple, de prouver la validité (dans le plus petit modéle de Herbrand)
de la formule 3z,IMPAIR(z). Formule dont on ne pouvait prouver la validité par les
moyens classiques.

Une transformation analogue est exposée dans [BMPT87].
Avant d’exposer plus en détail la méthode, il nous faut généraliser un peu la notion
de probléme équationnel pour pouvoir traiter les symboles de prédicats.

6.2.1 Généralisation des problemes équationnels

Etant donnée une signature (S, F') et un ensemble de variables X, T(F, X') désigne comme
précédemment 1’algébre des termes bien formés construite sur F et X. Nous considérerons
désormais aussi un ensemble de symboles de prédicats £ et I’ensemble £ = {P | P € L}.
L’intention est que P coincide avec =P. Pour l'instant ce sont seulement de nouveaux
symboles de prédicat.
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A chaque symbole de prédicat est associé une arité (comme pour les symboles fonc-
tionnels) qui est un élément de S* (et non plus de S* x S). Un littéral est une expression
P(ty,...,ty) ol P € LUL a pour arité g; ...s, et, pour tout , ¢; est un terme de T(F, X)
de sorte s;.

.
Définition 6.6 Un systéme généralisé est

e ou bien un littéral

o ou bien une équation ou une diséquation

e ou bien une conjonction de systémes

e ou bien une disjonction de systémes

Définition 6.7 Un probléme équationnel généralisé est une formule
Jw,Vy: B
ou B est un systéme généralisé.

La syntaxe des problémes équationnels est ainsi étendue pour inclure les littéraux.
Bien entendu, tous les axiomes équationnels de 1’algébre des problémes équationnels sont
étendus. (cf figure 2.1).

Il ne reste qu’a définir la sémantique. (C’est celle que l’on attend !)

Définition 6.8 Un modele de F,L U L est un couple (A,I) ot A est une F-algébre et I
une fonction (dite d’interprétation) qui a tout symbole P € LU L d’arité s, ...s, associe
une partie’ de A, X ...X A, .

Définition 6.9 Soit M = (A,I) un modéle de F,L U L. Une A-substitution o est une
solution dans M du systéme P si

o ou bien P est une équation u = v et uoc =4 vo

e ou bien P est une diséquation u # v et uoc #4 vo

e oubienP=T

e ou bien P est un littéral Q(t1,...,t,) avec n > 0 et (ty0,...,t,0) € [(Q)

o ou bien P est un littéral d’arité 0 et I(P) = true

e ou bien P est une expression Py A ... A P, et o est une solution de tous les P;

e ou bien P est une expression Py V ...V P, et o est solution de l'un des P;

Définition 6.10 Soit M = (A,I) un modéle de F,L U L. Une A-substitution o est
une solution dans M du probléme équationnel généralisé P = w,Yy : B, par rapport a
l’ensemble d’inconnues principales T D VL(P) si

e Dom(o)=1

5Par convention, si n = 0, I associe & P soit le symbole true soit le symbole fals.
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o il ezriste une A-substitution § de domaine ¥ telle que, pour toute A-substitution ¢
de domaine i, 08¢ est une solution dans M de B. :

Les notions de régles de transformations, correction, adéquation, forte adéquation
se généralisent aux problémes équationnels généralisés de maniere évidente. Lorsque le
modele M n’est pas précisé, c’est que la régle considérée est correcte (resp. adéquate,
resp. fortement adéquate) pour tout modeéle.

Les résultats de correction, adéquation, forte adéquation du chapitre 3 sont en fait aussi
valides pour les problémes équationnels généralisés. De méme les résultats de terminaison
restent valides (mais bien siir il n’en est pas de méme des résultats de complétude). En fait,
nous ne considérerons dans la suite que le cas A = T(F') et utiliserons donc les résultats
s’y rapportant sans mention particuliére.

6.2.2 Calcul de la contrepartie négative d’'un programme

Un programme P est un ensemble de clauses de Horn dont les symboles de prédicats sont
dans £. Nous supposons tout d’abord que le programme P a été réécrit de sorte que toutes
ses clauses contiennent des variables distinctes. (Ce qui est possible par renommage). Puis
le programme est transformé comme indiqué plus haut de fagon a ce que toutes ses clauses
soient de la forme

P(zl,...,mn) — Ql(ul,l,...,ul,ml)/\ ...AQk(Uk’l,.'..,Uk,mk) ATy =H A... Az, =1,

ou zj,...,Z, sont des variables distinctes telles que toutes les tétes de clauses ol appa-
raissent le méme littéral soient identiques et que deux tétes de clauses ol apparaissent des
littéraux distincts n’aient pas de variable en commun.

Soient alors, pour tout symbole P € £, Cp I’ensemble des corps des clauses dont la téte
est P(zy,...,2,). Comme rappelé plus haut, la formule P Vcecy C est valide dans le
plus petit modéle de Herbrand de P. Afin de déduire un programme définissant =P, on
considére la négation de cette formule. La formule - Ve p C est transformée en utilisant
les régles:

~(AVB) — -AA-B

-(AAB) — -AV-B
“Q(t1y. .o tk) — Q(t1,...,1x)

(z=t) - z#t

On obtient ainsi pour chaque symbole P € £ une formule Fp. Soient alors {y1, ..., Yr}
les variables de Fp qui sont distinctes de z1,...,z, et soient Qy, ... Q les formes irréductibles
du probléme équationnel généralisé

Q= vyla'“,yr: Fp
Ces formes irréductibles ont les propriétés suivantes (la vérification est laissée au lecteur):

e Qj,...,Q ne contiennent pas de paramétres si pour toute clause H — B de P,
Var(B) C Var(H)

e I n’y a aucune diséquation dans Qy,...,Qy si toutes les tétes de clauses de P sont
linéaires.
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Lorsque ces deux conditions sont remplies, Q; est de la forme:
Q=z1=mA AT, = U AQ1( . )AL AQ(.. )
On compléte alors le programme P en ajoutant les clauses

P(uy,...otn) = Q1. A ... AQy(...)
On note P I’ensemble de clauses ainsi ajoutées i P.

Théoreme 6.11 Soit P un programme dans lequel toutes les tétes de clauses sont linéaires
et tel que les variables des corps des clauses soient aussi des variables de la téte de clause
correspondante. L’algorithme décrit ci-dessus calcule alors un programme P U P tel que,
pour tout P € L, pour tous termes fermés ty,...,tn, P(t1,...,tn) A }S(tl, .oy tn) est fauz
dans le plus petit modéle de Herbrand de P.

Preuve
Remarquons tout d’abord que, par construction de P et par correction des transformations
de problémes équationnels généralisés, P(t;,...,t,) est vrai dans le plus petit modéle de
Herbrand ssi {z; — t1,...,2, — t,} est une solution de Q (nous reprenons ici les notations
utilisées pour décrire ’algorithme). Le plus petit modéle de Herbrand est, par définition,
le plus petit point fixe de Tp (cf [Llo84] par exemple; T’p associe a toute interprétation
de Herbrand I l'interprétation contenant tous les termes de que I’on peut obtenir en une
étape 4 ’aide d’une clause de P et de termes déja contenus dans I'). Grace a des résultats
de continuité, le plus petit modele de Herbrand est classiquement la limite de la suite
Tp 11 (cf [Llo84]).

Nous allons donc prouver que, pour tout symbole de prédicat P, pour tous termes
fermés ty,...,t, tels que P(¢y,...,t,) € Tp T w, alors 13(t1, cestn) € Tpu5 Tw.

Pour cela, raisonnons par récurrence sur N tel que P(t,...,t,) € Tp T N:

o S’il existe un axiome P(ujy,...,u,) <« dans P et une substitution 6 telle que,
pour tout ¢, u;08 = t;, alors, par définition des solutions d’un probléme équationnel
généralisé, {z; — t1;...;2, — t,} n’est pas solution de YVar(uy,...,u,) : z1 #
wV...Vzy # un. Il en résulte que o n’est pas solution de Vy;,...,y, : Q et donc
que P(t,...,t,) est faux.

o Si P(ty,...,tn) € Tp T N et P(ty,...,tn) € Tp T N — 1 alors, par définition de
Tp, P(t1,...,t,) est obtenu par application d’une clause P(uy,...,upn) — Q1(...)A
.o« A Qs(...) avec la substitution 8 telle que Qi(...)d,...,Q4(..)0 € Tp T N - 1.
Alors, par hypothése de récurrence, Q4(...),...,Q;(...)0 sont faux dans le plus
petit modeéle de Herbrand. D’autre part, I’'une des formules de Cp est z; = u3 A...A
Tp=un AQ1(-.)A...AQ4(...). Sio={z7 = t1;...2p — tn}, alors 0 n’est pas
solution de

VVar(ug, ... un): 21 F 4 V...VZn £ VQ1(..) V... Q5(...)

et n’est donc pas solution de Q. Il en résulte que P(ty,.. .,tn) est faux dans le plus
petit modeéle de Herbrand. O
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Remarques et conjectures

1. T faut noter que P ne modifie pas les interprétations des prédicats définis dans P:
il n’y a pas d”’interférence” entre P et P.

2. Ilse peut que, méme dans le plus petit modéle de Herbrand, P(t1,...,t,)VP(t1,...,t,)
ne soit pas toujours vrai. Par exemple, si P est défini par le programme:

P(z) « P(s(z))
Alors, ’algorithme décrit plus haut calculera la contrepartie négative:
P(z) — P(s(z))

Les prédicats P et P sont alors faux pour tout terme fermé dans le plus petit modele
de Herbrand.

Cela prouve qu’en général P n’est qu’une “approximation” de ~P. Le théoréme
ci-dessus prouvant la cohérence de cette approximation.

3. La propriété symétrique de celle du théoréme 6.11 semble elle aussi correcte:

Pour tous termes fermés ty,:..,t,, P(t1,...,t5)V 13(t —-1,...,t,) est vrai
dans le plus grand modéle de Herbrand.

Faire en effet le méme raisonnement que pour le théoréme 6.11, en notant que le
plus grand modéle de Herbrand est aussi le plus grand point fixe de Tp et s’obtient
comme limite de T'3(Ip) ou I est interprétation dans laquelle tout est vrai.

4. Nous conjecturons aussi que, pour tout P € £, P = P dans le plus petit modéle
de Herbrand. Cette conjecture est vraisemblable puisque P C - P d’ot P C -P et

d’autre part P C -P.

6.2.3 Extensions

On peut envisager trois types d’extensions au théoréme 6.11:

1. Comment étendre la méthode proposée au cas ou certaines tétes de clauses ne sont
pas linéaires?

2. Comment traiter le cas ol certaines variables apparaissent dans le corps d’un clause
sans apparaitre dans la téte correspondante?

3. Comment étendre la méthode & des programmes logiques autres que des clauses de
Horn?

Ces trois hypotheéses nous ont en effet été utiles dans 1’énoncé de 1’algorithme ou dans
la preuve du théoréme 6.11. L’étude de ces extensions sort du cadre de cette thése.
Examinons néanmoins rapidement les deux premiéres extensions.
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Cas des tétes de clause non-linéaires

Dans ce cas il peut subsister des diséquations dans les formes résolues de Q. Une possibilité
pour contourner cette difficulté est d’introduire un prédicat DIFF qu’il faut aussi définir.
Ce qui ne pose pas de problémes dans les modztles libres; il suffit en effet d’écrire:

DIFF(f(z1,.--yZn),9(Y15-+-»Yk)) < Pourtous f,g€ F,f# ¢
DIFF(f(z1y---,Z5n), f(¥1,---,Yn)) — DIFF(z;,y;) Pour tout ¢

Dans tous les modéles de ce programme, si t #ps t/, alors DIFF(¢,t') est vrai. Par
contre, la réciproque est fausse et deux termes peuvent étre égaux dans M alors que.
DIFF(¢,t') est vrai.

Cas ou certaines variables apparaissent dans un corps de clause sans apparaitre
dans la téte

Dans ce cas, il n’est pas possible d’éliminer complétement les paramétres en simplifiant
Fp. Par contre, les paramétres qui subsistent apparaissent nécessairement au sein d’un
littéral de la forme Q(ty,...,t5).

En fait, chaque probléme irréductible Q; est de la forme:

Q;=3wy, .. s Wi, YY1,y Yq i T1 =81 A ATy =T, AT AL A,

ou chaque §; est de la forme @:(ul,l, ceny Uiy ) V.V Qv,(u,,]_, ey Ugn,)-

L’idée (que nous ne développerons pas formellement) est de traiter ces cas en utilisant
la régle de négation par échec (NCE) sur les paramétres qui subsistent.

Par exemple, supposons que Q; = Jw,Vy : 2, = 0A z; = s(w) A §(w,y). Si o est une
substitution de domaine {w} et que I’arbre de preuve de Q(wo,y) est fini et ne contient
que des échecs, il est possible d’inférer P(0, s(w)o).

Autrement dit, on procéde comme dans le paragraphe précédent, mais en ajoutant
une régle spéciale pour les parameétres qui n’ont pas été éliminés : Q; est transformé en
la clause:

P(0, 5(w)) — NCE, g(w, y)

Précisons un tout petit peu la construction sémantique de telles transformations:
Pour chaque §;, on introduit un symbole de prédicat R; défini par 'unique clause:

Rj(yla <oy Yqy ’UJI,...,UJm) - Ql(ul,lau"ul,nl) AA Qs(us.l,-- wus,n,)
si
6; = Qw11+ s U1n) VooV Qu(Us1y-nn s Usin,)

Pour chaque Q;, on ajoute alors la clause:

ﬁ(tl, ceiyln) — /\ NCEy,, ..yq.R; (Y15 -3 Yqr W1y -y W)
j

NCEy,,....y,,P(Z) ayant pour ensemble de succes les substitutions fermées o dont le
domaine est Z — {y1,...,y,} et telle que P(Zo) posséde un arbre de résolution fini ne
contenant que des échecs.

Nous ne précisons pas plus, et ne donnons pas de résultats a ce sujet. Ce théme est
développé par Barbutti & all. dans un article qui paraitra sans doute dans “Journal of
Logic Programming”. On peut aussi consulter [Lug88].
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6.3 Transformations de spécifications

Nous allons montrer ici que, méme dans un cas trés simple de spécification algébrique
multi-sortes, il n’est pas possible de définir correctement 1’égalité. Or, dans une spécification
avec sortes ordonnées ce probléme devient aisé & résoudre (cf [GM87b]). Nous indi-

querons alors (sans donner un développement complet) comment 1’on peut transformer
automatiquement une spécification multi-sorte en une spécification avec sortes ordonnées
équivalente (dans le sens o les théorémes inductifs sont “conservés”). Cette transforma-

tion permet, modulo le fait que 1’on sache effectuer des preuves par consistence dans les
théories avec sortes ordonnées, de ramener le probléme des preuves par induction dans les
théories équationnelles au cas ot il n’y a pas de relations entre constructeurs (cf section
5.1.3). Et ainsi d’éviter les tests de réductibilité inductive qui constituent la partie la plus

pénible de I’algorithme de Jouannaud et Kounalis [JK86b].

6.3.1 L’égalité ne peut étre spécifiée correctement sur les entiers relatifs

Reprenons les définitions du chapitre 5: nous nous intéressons aux spécifications algébriques
hiérarchiqueset nous souhaitons que toute nouvelle définition vienne s’ajouter aux précédentes
sans les modifier. Plus précisément, nous nous intéressons a la protection des spécifications
algébriques telle qu’elle est définie dans le chapitre 5. Reprenons en d’ailleurs un des ex-
emples:

Exemple 6.2 S = {int,bool}. F = {true, false : — bool; 0 : — int; s,p: int —
int; eq: int X int — bool}. E = {s(p(z)) == z; p(s(z)) == z} U E; ol E; est un
ensemble d’équations dont un des membres a pour racine eq.

Nous allons prouver qu’il n’existe pas d’ensemble fini E; tel que pour tous termes
t,u € T(F) de sorte int, t =g u < eq(t,u) =g true. Cela entraine en particulier les deux
paradoxes suivants:

e sil’on ales deux propriétést =g u = eq(t,u) =g trueet t #g u = eq(t,u) =g false
alors true =g false (i.e. la spécification est incohérente).

e sil’on ales deux propriétés eq(t,u) =g true = t =g u et eq(t,u) =g false > t #g u
alors il existe un terme de sorte bool qui n’est ni true ni false (i.e. la spécification
n’est pas suffisamment compléte) :

Ceci mettra en évidence 'insuffisance des spécifications multi-sorte en prouvant qu’il
n’est pas possible de spécifier ’égalité sur les entiers relatifs sans introduire d’opérateur
caché.

Les équations de E seront toujours considérées de fagon symétriqueb. i.e. siu == v €
E, nous supposerons que v == u € E. T; désignera I’ensemble des termes de T(F) de
sorte int. De plus, comme nous ne considérerons pas dans la suite de variable de sorte
bool, toutes les variables seront implicitement de sorte int.

Donnons maintenant quelques définitions permettant de classer les spécifications de
eq:

8Cela revient soit & considérer que == est commutatif soit que E a été complété.
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Définition 6.12 o E, est dit trivial si Yu,v,u’,v' € T}, eq(u,v) =g eq(v',v’)
e E; est dit symétrique si Vu,v € Ty, eq(u,v) =g eq(v, u)
o E, est dit coinplet st Vu,v € Ty, eq(u,v) =g true ou eq(u,v) =g false

Enfin ¢ est 'unique homomorphisme de T; dans 1’ensemble des entiers relatifs Z. (s
est interprété comme le successeur sz et p comme le prédécesseur pgz)- ¢ se prolonge de
fagon unique aux termes de sorte int de T(F, X) en associant 0 & toute variable (de sorte
int).

Lemme 6.13 Soit u un terme de sorte int tel que Var(u) = {z}. Alors

1. Yo € T, ¢(uo) =g ¢(u) + ¢(z0)
2. Yug € T(F,X), uo de sorte int, 30 € I, uo =g ug

3. Yu,v €T, (u=gv& ¢(u) =7 §v))

Preuve
La propriété 1 se prouve par récurrence sur la profondeur de u : c’est une conséquence du
fait que ¢ est un morphisme.

Si ug € T(F,X) est de sort int, sa forme normale pour le ystéme de réécriture (canon-
ique) R = {s(p(z)) — z; (s(a:)) — z} est de la forme s™(y) ou p™(y) ou 0. De méme,
u | R est de I’'une des formes s¥(z), p*(z),0. Il est alors facile de vérifier, pour chacun des
9 cas possibles pour le couple (u |,uo |) qu’il existe une substitution o sur z telle que
u | 0 =g ug |. D’ou la propriété 2.

Lorsque u,v € T1, u =g v & u [g= v [r. Or,si u |= v |, alors ¢(u |) =7 &(v |).
Comme d’autre part u; =g uz = #(u1) =7 #(uz), on en déduit que d(u |) =7 #(v |) =
é(u) = ¢(v). D’olt la propriété 3. O

Lemme 6.14 Si E; est non trivial et symétrique et que eq(u,v) == w € E; avec
|Var(u,v)| = 2, alors Var(w) = Var(u,v).

Preuve

remarquons tout d’abord qu’un terme de T(F, X) contient toujours au plus deux variables
(de sorte int). Ainsi, si |Var(u,v)| = 2, alors Var(u) = {z} et Var(v) = {y} avec z # y.
Supposons, par exemple, que z ¢ Var(w). Alors, pour tout v/ € T}, soit o,/ la substitution
associant a y et a toute variable de w le terme v’. Pour toute substitution § de domaine
{z}, eq(ub,vo,) =g wo,. Par conséquent, d’aprés la propriété 2 du lemme 6.13, pour
tout terme v’ € T, eq(v/,vo,) =g wo,. Comme, de plus, v’ est quelconque, on peut
énoncer (avec une nouvelle application du lemme 6.13):

V' € Ty, 3ty € Th,Vu' € Ty, eq(v,v') =g ty

Montrons maintenant que t¢,, est indépendant de v'. soient v’ et v” deux termes fermés
distincts. Vu' € Ty, eq(vw',v') =g t, et Yu" € T1,eq(u",v") =g ty». En particulier si I'on



6.3. TRANSFORMATIONS DE SPECIFICATIONS 189

choisit u” = v’ et v"” = u’. On trouve alors eq(v”,v') =g eq(v’,v"). Par suite, t,» =g t,.
On peut alors en déduire que

3t € T1,Vv' € Th,Vu' € Ty, eq(v’,v') =g t

Ce qui prouve que FE; est trivial et est ainsi conmtraire & I’hypothése. I est ainsi absurde
de supposer que z € Var(w) On en déduit alors que z,y € Var(w).O

Proposition 6.15 Il n’eriste pas de spécification E, de eq telle que Vu,v € Ty, eq(u,v) =g
true & u =g v.

Remarquons que, comme, lorsque u,v € T1, u =g v & ¢(u) =g #(v), cette proposition
signifie qu’on ne peut spécifier 1’égalité sur les entiers.

Preuve
Nous allons classer les équations de la spécification: pour chaque équation eg(u,v) == w,
on a [Var(w)|,|Var(u,v)| € {0,1,2} et ces deux ensembles de variables peuvent avoir di-
verses intersections. On pourra toujours supposer, par raison de symétrie, que |Var(w)| <
|Var(u,v)| (Si w n’est ni true ni false, w est de la forme eg(u’,v')). D’autre part, comme
=g est symétrique, si eq vérifie eq(u,v) =g true & u =g v, alors eq vérifie les hypothéses
du lemme 6.14 et donc |Var(u,v)| = 2 = Var(u,v) = Var(w). Les axiomes de E; sont
donc (& symétrie prés) de I'une des formes suivantes:
L. eq(u,v) == eq(v,v') avec Var(u) = Var(u') = {z} et Var(v) = Var(v') = {y} et
TEY

2. eq(u,v) == eq(w, ') avec Var(u,v) = {z} et Var(u/,v") = {y} et z £ y

3. eq(u,v) == eq(w',v') avec Var(u) = Var(v) = Var(u') = Var(v') = {z}

4. eq(u,v) == eq(w',v') avec Var(u) = Var(v) = Var(u’) = {z} et Var(v') = 0
5. eq(u,v) == w avec Var(u) = Var(v) = {z} et Var(w) = 0

6. eq(u,v) == eq(w, ') avec Var(u) = Var(u') = {z} et Var(v) = Var(v') = 0

7. eq(u,v) == w avec Var(u) = {z} et Var(v) = Var(w) = 0

[0 0}

. eq(u,v) == w avec Var(u,v,w)= 0

Informellement, le cas 1 est celui ot I'un des deux membres posséde deux variables
distinctes. Les cas 2,3,4,6 sont les cas ol les deux membres possédent une variable et une
seule. les cas 5,7 correspondent aux cas ot I’un des deux membres posséde une et une seule
variable et ’autre aucune. Le dernier cas correspond au cas ot aucun des deux membres
ne posséde de variable.

Nous allons éliminer ou préciser chacun de ces cas:

Dans le cas 1, ¢(u) — ¢(v) = é(u’) — &(v')

d’aprés le lemme 6.13 on peut en effet trouver une substitution o telle que uo =g vo.
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Par hypothése sur egq, on a alors aussi u’c =g v'o. Appliquant & nouveau le lemme
6.13, on obtient alors:

B(u) — #(v) + ¢(z0) — $(yo) = $(u') — #(v') + $(z0) — $(yo)
Ce qui fournit la propriété annoncée.

Dans le cas 2, nécéssairement Var(u) = Var(v) et Var(u’) = Var(v')
Supposons en effet que, par exemple, Var(v’) = @. Alors, d’aprésle lemme 6.13, il ex-
iste des substitutions o4, o3 telles que u/gy =g v’ et w0y #g v/. Comme Var(u,v)ne
rencontre pas le domaine de ces substitutions, on obtient: eq(u,v) =g eq(v'oy,v’') =g
true et eq(u,v) =g eq(u'oz,v') =g false. Ce qui est bien entendu absurde.

Le cas 7 n’a pas lieu
Nous pouvons en effet faire le méme raisonnement que ci-dessus: on peut trouver
deux substitutions o; et o9 telles que uoy =g v et uoy #g v. On en déduit alors
true =g false.

Le cas 4 n’a pas lieu
En effet, ou bien u =g v et, en choisissant ¢ fermée de sorte que uv'c #g v’, on:
trouve true =g false, ou bien u #g v et, comme Var(u) = Var(v), pour toute
substitution o, on a uo #g vo d’aprés le lemme 6.13. Mais alors, en chmsxssa.nt o
de sorte que u'c =g v’, on obtient & nouveau une contradiction.

En résumsé : si eq(u,v) est 'un des membres d’une équation de E, ou bien Var(u) =
Var(v), ou bien I’autre membre est eq(u’,v’) avec ¢(u) — ¢(v) =7 #(u') — #(v').

Soit alors N = 1 + max({|¢(u) — ¢(v)| | eq(u,v) = w € E}). Soit w; = eq(0, sV(0)).

Il n’existe aucun membre d’équation de E de la forme eg(u, v) avec var(u) = Var(v)
qui filtre w,. En effet, si Var(u) = Var(v), pour toute substitution o, ¢(uo) — ¢(vo) =
d(u)—p(v). Sidonc wy H ws (c’est & dire wo se déduit de w; en une étape de remplacement
d’égaux par égaux), c’est par application d’une équation eq(u,v) = eq(u’,v") telle que
#(u) — ¢(v) = ¢(u') — #(v'). Mais alors wy = eq(uz, v2) avec ¢(uz) — ¢(v2) = —N. Par
suite, si wy H ... H wy, alors wy, = €q(un, vn) €t #(un,vs) =7 —N.

Ceci est en contradiction avec la propriété supposée de eq puisque 0 #g sV (0) et
pourtant eq(0,sV(0)) #g false.

O

6.3.2 Comment résoudre le probléme de la section précédente

Nous présentons succintement ici comment résoudre le probléme ci-dessus. L’idée présentée
ici a été développée (aprés la soutenance de thése) dans [Com88a]. Nous invitons donc le
lecteur & se reporter A cet article pour plus de détails.

Remarquons que, si, au lieu d’une spécification multi-sorte, nous considérons une
spécification avec sortes ordonnées des entiers relatifs (cf chapitre 4 pour les définitions):

0: — zero °° B2 — po5 p: D& — D& eq: intxint — bool

zero — pos zero — neg i -




6.3. TRANSFORMATIONS DE SPECIFICATIONS 191

avec l’ordre sur les sortes : int > pos, int > neg et int > zero, alors il est facile de
définir completement eq par un systéme d’équations. En effet, il n’y a pas, dans cette
spécification de “relation entre les constructeurs” 0, s, p: ’algébre des termes se compose
de 0, des termes de la forme s™(0) et des termes de la forme p™(0). L’égalité peut donc se
définir par:

eq(z,y) == eq(y,z) eq(0,0) == true

eq(0,z : pos) == false eq(0,z : neg) == false

eq(s(z : pos),s(y : pos)) == eq(z,y)  eq(s(z:zero),s(y: zero)) == true

eq(p(z : neg),p(y : neg)) == eq(z,y) eq(p(z: zero),p(y: zero)) == true

eq(s(z : zero),s(y : pos)) == false eq(p(z : zero),p(y : neg)) == false
eq(z : pos,yineg) == false

Cette propriété n’est pas surprenante. D’une part nous avons vu dans le chapitre 4
que les signatures avec sortes ordonnées ne sont autres que des automates d’arbres d’états
finis. D’autre part, nous avons vu dans le chapitre 5 comment calculer une grammaire
(réguliére si possible) du langage des termes fermés irréductibles pour un systéme de
réécriture R. Mais ce langage (N F) est isomorphe & 1’algébre initiale T(F)/ = g lorsque
R est convergent. En rapprochant ces deux résultats, nous pouvons déduire une structure
d’algébre (libre) avec sortes ordonnées sur T(F)/ =g.

La construction de cette structure est décrite en détail dans [Com88a] ol il est de
plus prouvé que les théorémes inductifs sont conservés (i.e. sont les mémes que l’on
considére T(F)/ =g comme une F-algébre ou comme une algébre avec sortes ordonnées
...). Limitons nous ici & I’exemple et 3 une description partielle du calcul de la structure
de sortes ordonnées.

Le systéme de réécriture R = {s(p(z)) — z; p(s(z)) — z} est convergent. Il est de
plus aisé de calculer une grammaire du langage des formes normales (cf chapitre 5) :

NF - NF | NFg | NFEy
NF, — 0

NF,(,) — s(NFo) I S(NF,(I))

NF,o — p(NFo) | p(NFyz)

A chaque non-terminal est associé une sorte (ou un état de I’automate). Les € transi-
tions (ou 1-régles) définissent les relations entre sortes. Ici, & N F est associée la sorte int,
a NFj la sorte zero, a N Fy(;) la sorte pos et a N Fy,(;) la sorte neg. La premiére série de
régles donne les relations int > pos, int > neg et int > zero.

Cette construction se généralise & n’importe quelle grammaire réguliére du langage des
formes normales. Il faut, de facon générale, ajouter la déclaration d’inclusion de sorte
8 > &' lorsque s est associé & N Fy, 8’ est associé & NF, et u est une instance de t. C’est
le cas ici si I’on remarque que N F n’est qu’'une abréviation pour N F.

A chaque régle de grammaire qui n’est pas une 1-régle on associe alors un profil
d’opérateur: si NF; — f(NF,,...,NF;,) on associe & f le profil f:3; X...X 8, — 8si
8; est la sorte associée a N Fy; et s est la sorte associée & N F;. Dans notre exemple, on
associe & s les profils s : zero — pos et s : pos — pos a cause des régles de grammaire
NFyz) — 8(N Fp) et NF,;) — (N Fy)). Dans ’exemple des entiers, on obtient ainsi la
signature avec sortes ordonnées:
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0:— zero
8 :zero — pos 8 : pos — pos
‘p : zero — neg p:neg — neg

Il faut remarquer que, d’une part si un symbole de fonction f était convertible 3 F—{f},
alors il n’a plus aucun profil dans cette nouvelle signature. D’autre part que certains
symboles qui étaient définis partout peuvent n’étre plus que des fonctions partielles. Par
exemple s n’est plus défini sur les entiers négatifs dans cette nouvelle spécification. Nous
avons donc seulement calculé une signature avec sortes ordonnées (S’, >, F') telle que:

Proposition 6.16 NF est une (S',>, F') algébre libre.

Preuves commentaires et détails se trouvent dans [Com88a.
L’étape suivante consiste & définir les “anciens” symboles de fonction dans cette nou-
velle présentation de sorte & obtenir des algébres isomorphes (voir [Com88a)).

Une conséquence de telles transformations est de ramener n’importe quelle spécification
avec “relations entre constructeurs” & une présentation avec sortes ordonnées et construc-
teurs libres, & condition que les relations entre constructeurs (dans la spécification de
départ) définissent un quotient reconnaissable (au sens des langages d’arbres). '

Une telle transformation présente de nombreus intéréts. Nous avons montré le probléme
de la spécification de 1’égalité sur les entiers. Dans [Com88a] est abordé le probléme de
I’automatisation des preuves par induction dans les théories équationnelles: une telle trans-
formation permet d’éviter les tests de réductibilité inductive et d’utiliser 1’algorithme de
Huet et Hullot [HH82] au lieu de celui de Jouannaud et Kounalis [JK86b]. (Voir aussi
Iintroduction du chapitre 5 et [Com88a]).



Chapitre 7

E-disunification

7.1 Limites théoriques

L’unification dans les théories équationnelles est connue pour étre un probléme indécidable,
mais il existe de nombreuses procédures complétes dont la “plus efficace” est sans doute
(pour l'instant) celle de J. Gallier et W. Snyder [GS87]. '

Les problémes équationnels contenant en particulier les problémes d’unification, il n’est
pas question de chercher  obtenir une procédure de décision de la satisfaisabilité dans le
cas des théories équationnelles. Mais on peut se demander s’il existe une procédure perme-
ttant d’énumérer les solutions d’un probléme équationnel dans une théorie équationnelle.
Autrement dit; peut-on généraliser la méthode de Gallier et Snyder ?

La réponseé est non car I’ensemble des solutions dans T'(F')/ =g d’un probléme équationnel
n’est pas méme récursivement énumérable:

Théoreme 7.1 Il n’eziste pas de procédure P qui, étant donné un ensemble d’aziomes
équationnels E et un probléme équationnel P ayant une solution dans T(F)/ =g, calcule
une solution P(P, E) en temps fini.

Autrement dit, la résolution des problémes équationnels dans les théories équationnelles
n’est pas méme semi-décidable.

Preuve
Supposons qu’une telle procédure existe et considérons le probléme de la résolution des
systémes d’équations diophantiennes (10éme probléme de Hilbert). Soit P un systéme
d’équations diophantiennes: P = uy = v; A...A tuyp = v,. Soit £ = Var(P) et soit P’ le
probléme:
P=Vi:uy#nV...Vu, # v,

d’inconnue principale o ¢ Z. P ou P’ admet une solution sur les entiers. Donc P(P, E)
ou bien P(P’, E) termine. Construisant alors une procédure qui “exécute en paralléle”
(i.e. effectue alternativement un pas d’éxécution de chacune des procédures) P(P, E) et
P(P’, E) on obtient une procédure qui termine toujours et permet de décider de ’existence
d’une solution a un systéme d’équations diophantiennes. Ce qui est contradictoire avec la
fameuse indécidabilité de ce probléme. O

193
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Ceci montre certaines limites aux résultats que ’on peut espérer obtenir sur la E-
disunification. On peut d’ailleurs noter que ce n’est pas la présence de quantificateurs
mais la négation qui apporte de telles limites:

Corollaire 7.2 Il n’eriste pas d’algorithme qui associe & chaque ensemble fini d’aziomes
E et & chaque probléme équationnel P, soluble (dans T(F)/ =g) et sans paramétre une
solution de P dans T(F)/ =g.

Preuve
Il suffit de montrer que le probléme de la résolution des problémes équationnels avec
parameétres dans une théorie E se raméne a la résolution des problémes équationnels sans
paramétre dans une théorie E’. Plus précisément méme, vu la preuve donnée ci-dessus, il
suffit de prouver que le probléme YV ar(u,v): u # v posséde des solutions dans T'(F)/ =g
si et seulement si u’ # v’ posséde des solutions dans T(F’)/ =g:. 1l suffit enfin pour cela
d’ajouter & E les équations u’ = u et v/ = v ou u/ et v’ sont des nouveaux symboles

de constante. u’ et v’ ne sont pas dans la méme classe modulo E’ ssi il n’existe aucune =~

substitution o telle que uo et vo soient dans la méme classe modulo E. O

Dans la suite, nous ne chercherons donc pas & généraliser des procédures de semi-
décision de 'unification et nous ne considérerons que des théories équationnelles pour
lesquelles ’unification est décidable. Notons que ce n’est pas suffisant pour assurer la
décidabilité de la disunification puisqu’il existe! des théories équationnelles pour lesquelles
I’unification est décidable et le probléme du mot est indécidable. Or la résolution des
problémes équationnels contient en particulier le probléme du mot.

7.2 Transformations dans les théories équationnelles

Les difficultés qui surgissent lorsque ’on veut généraliser les résultats du chapitre 3 aux
théories équationnelles viennent du fait que certaines régles de transformation ne sont pas
correctes (ou pas adéquates) lorsque A n’est pas une algébre libre. Ces restrictions sont
indiquées clairement dans 1’énoncé de la proposition 3.5.

On peut envisager plusieurs fagons d’aborder ces difficultés:

1. on peut introduire des régles de “mutation” ([Kir85,Kir86]) qui font intervenir les
axiomes de la théorie et qui permettent de “récupérer” la complétude lorsque les
régles ne sont pas adéquates. On peut considérer que la procédure de Gallier et
Snyder [GS87] rentre dans cette catégorie. '

2. on peut, plutot que d’ajouter des régles a celles du chapitre 3, modifier celles qui ne
sont pas adéquates en les “généralisant”. Par exemple, la décomposition se généralise
aux théories syntaxiques [Kir85).

3. on peut enfin adopter un point de vue totalement différent en essayant de ramener la
disunification a 'unification. C’est & dire 2 essayer de généraliser la méthode de A.
Colmerauer [Col84] aux théories équationnelles. C’est cette approche que suivent M.

!Communication privée de M. Schmidt-Schauss.
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Maher [Mah88a] et HJ. Biirckert [Bur88]. Ce dernier envisage justement I’extension
aux théories équationnelles. Mais il se restreint aux problémes de complément et ne
donne pas de résultat de solubilité dans T'(F)/ =g.

Cette derniére approche pose de nombreux problémes. Le premier d’entre eux est que,
dans les théories équationnelles, le “principe d’indépendance des diséquations” [LMM86]
n’est plus correct, méme pour les problémes sans paramétres. Or, comme il est montré
dans [LMM86], ce principe est la clef de voiite des résultats de solubilité de A. Colmerauer
[Col82]. Nous verrons quand méme dans la section 4 qu’il est possible de généraliser ces
résultats i certaines théories équationnelles.

Le deuxiéme probléme posé par la derniére approche est celui de I’élimination des
parameétres. (On peut noter qu’il n’est pas abordé dans [Bur88]). Les régles d’élimination
des parameétres des chapitres 3 et 4 (ainsi que celles ue nous donnerons par la suite) sup-
posent toujours que le parameétre est membre d’une équation ou d’une diséquation. La régle
d’explosion avait en effet pour but de “faire remonter” les paramétres afin d’appliquer une
des régles d’élimination. Le principe était simple : si le parameétre y apparait & une posi-
tion interne de ¢ dans z # ¢, on “explose” z, puis, par décomposition, la taille de la psoition
de y décroit. Une telle méthode n’est envisageable dans les théories équationnelles que si
P’on dispose d’une régle pouvant se substituter & la régle de décomposition. L’utilisation
directe d’un algorithme d’unification ne permet pas de controler la taille des positions des
parameétres.

Pour conclure, nous excluons la troisi¢me méthode, au moins lorsque les problémes
équationnels peuvent contenir des paramétres.

Il reste a discuter les mérites respectifs des deux premiéres approches. Notons que,
dans le premier cas, si I’on peut bien récupérer des résultats de complétude en ajoutant
des regles, il faut quand méme que toutes les régles du systéme initial soient correctes.
Or, par négation, s’il y a des régles inadéquates, il y en a qui ne sont pas correctes. Cette
technique de “récupération de la complétude” par ajout de régles est donc mal adaptée a
des problémes contenant des négations.

Nous allons donc tenter dans cette section de généraliser au maximum les régles qui
ne sont pas correctes ou pas adéquates dans les théories équationnelles soient:

o les reégles de décomposition

o les régles d’incompatibilité

e les tests d’ocurrence

o ’élmination des paramétres dans les équations

Les autres régles du chapitre 3 sont conservées ici.
Les idées développées s’appuient largement sur celles de C. Kirchner [Kir85].

7.2.1 Deécompositions et incompatibilités des équations

Rappelons que les équations de E sont supposées non orientées et sont notées avec le signe
==. Si bien que u == v est identique & v == u.
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Comme dans [Kir85] les décompositions se généralisent bien aux théories “syntax-
iques”:

Définition 7.3 Un ensemble d’aziomes (équationnels) E est syntaxique si, pour tous
termesty,...,tn, U1,...,up dont les variables ne rencontrent pas les variables des équations
de E, f(t1,...,tn) =g 9(u1,...,up) i et seulement si

e ou bien f = g et, pour tout 1, t; =g u;

o ou bien il ezxiste une équation f(vq,...,v,) == g(wy,...,wp) dans E et une substi-
tution o telles que, pour tout indice i, v;oc =g t; et w;o =g u;.

Une théorie est syntaxique si elle peut étre engendrée par un ensemble fini E d’aziomes
syntaziques.

Remarque:

Cette définition est un tout petit peu plus générale que celle de C. Kirchner puisqu’elle
autorise les axiomes potents.

Exemple 7.1 Les théories composées d’axiomes de commutativité sont syntaxiques [Kir85].
La théorie (E A) composée des axiomes d’élément absorbant & gauche et & droite : y*0 ==
0 et 0+ y == 0 est syntaxique.

La théorie (A) composée de I'axiome d’associativité z + (y + 2) == (2 + y) + 2 est
syntaxique. '

En fait, pour énoncer nos régles, nous pouvons ne considérer qu’une classe plus générale
de théories équationnelles:

Définition 7.4 Un ensemble d’aziomes (équationnels) E est presque syntaxique si, pour
tous termes ty,...,tn, U1,...,Up dont les variables ne rencontrent pas celles des équations
de E, f(t1,...,tn) =g g(v1,...,up) i et seulement si:

e ou bien f = g et, pour tout i, t; =g u;

o ou bien il existe une équation f(vy,...,v,) == g(w1,...,wp) € E et une substitution
o tels que, pour tous i, j, vioc =g t; et wjo =g u;o.

e ou bien il existe une équation f(vy,...,v,) == w € E (ou g(vq,...,v,) == w € E),
il existe un indice i et une substitution o tels que w soit un sous-terme de v; et, pour
tout indice j, vjo =g t; et wo =g g(u1,...up).

Une théorie est presque syntaxique si elle peut étre engendrée par un ensemble fini d’ariomes
presque syntazique. '

Une propriété des théories syntaxiques (ou presque syntaxiques) est que, dans chaque
preuve de u =g v, il y a au plus une inférence appliquée 2 la position €. (Voir [Kir85] pour
plus de précisions). Ceci donne une idée intuitive de ce que sont ces théories. Donnons en
de toutes fagons quelques exemples typiques.
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Exemple 7.2 Bien siir, les théories syntaxiques sont presque syntaxiques. Les théories
de I’exemple 7.1 sont donc des théories presque syntaxiques. Mais il est possible que des
ensembles d’axiomes soient presque syntaxiques sans &tre syntaxiques, comme les deux
ensembles :

EN: 0O+y ==y
CEN': y+y == y+y y+0 ==y O0+y ==y

Lemme 7.5 Les ensembles d’aziomes EN et CEN' sont presque syntariques mais pas
syntaziques?.

Preuve
Montrons tout d’abord que EN est une théorie presque syntaxique. Il suffit de prouver
que (v’ + v')o =gn (u + v)o entraine

(v'o =gN uo et v'o =gN vo)
ou (uo =gn0etvo=gyuo+ o)
ou (wo=gnO0etv'o=pgnuo+vo)

On note plus simplement u; = uo, u; = v'o, v; = vo et v = v'o. EN peut &tre
orientée en la régle 0 + y — y qui constitue un systéme de réécriture canonique. Donc
uy + v1 =gN U2 + vz si et seulement si leurs formes irréductibles pour ce systéme de
réécriture, soient (u; + v1)| et (uz + v2)] , sont syntaxiquement égales. Quatre cas se
présentent alors: : :

1. upl # 0 et ug] #0. Dans ce cas (u; + v1)| = w1l +v1] et (uz + v2)|l = ua| +v2l
d’ol 'on déduit uq] = uz| et v1| = v2| . Clest & dire u; =gn u2 et v1 =gN V2.

2. u1]l # 0 et uz| = 0. Dans ce cas, (u;1 + v1)| = u1]l +v1] et (uz2 + v2)| = v2|. Dou
V2 =EN U1 + V1 et ug =N 0

3. u1] = 0et up] # 0. C’est le cas symétrique du précédent. On obtient v; =gn ug + v2
et uy =gn 0.

4. uy| =0et up|l = 0. Dans ce cas, (u1 +v1)| = v1] et (ug +v2)| = v2]. Do
u1 =gN U2 =EN 0 et v; =gN V2

Dans chacun des cas on obtient le résultat voulu.

EN et CEN' ne sont pas syntaxiques de fagon évidente: 0 + (z; + z2) =g z; + 22
mais 1 #g 0 et 23 # 0.

Il ne reste plus qu’a prouver que CEN' est presque syntaxique. La preuve s’effectue
comme ci-dessus pour EN en considérant la réécriture modulo la commutativité. Nous
laissons les détails au lecteur. O

2Par contre, il est probable (c’est une conjecture que nous n’avons pas étudiée pour l’instant) qu’il y
ait identité entre les théories syntaxiques et les théories presque syntaxiques. I semblerait qu’il suffise
d’ajouter certaines conséquences équationnelles 4 un ensemble d’axiomes presque syntaxique pour obtenir
un ensemble syntaxique. Par exemple, dans le cas de EN, si ’on ajoute léquation 0+ (73 +72) == z1 + 22,
on obtient un ensemble d’axiomes syntaxique.
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(EDy) Plf(ts,...,tn) = f(1,...,un)] = IVar(E): P

(tl =u1A...Atp, = un)
\" vf(vl,...,vn)==f(w1,...,wn)EE(tl =nA.L A= AU = ALL AU, = 'w,,)
V' Vior,im)==weE; (11 =01 A . Aty = 00 A fug, ... up) = )
V' Viorvn)==weE (T1 = V1 A ... Aup = v A f(t1,...,10) = W)

(EL) Pf(t1,...,ta) = g(u1,...,up)] — 3IVar(E): P[

vf(‘ul, n)==g(w1,.. ,w;)GE(tl =nA.Atp=v AU =W AL AUy = wp)
V' Vior,im)==weB, (1 = 01 A . Aty = vp A g(ug, ..., up) = W)
V' Vo(or,vp)==weE;, (81 = V1 A A tp = 05 A f(t1,...,t0) = w)

Dans ces régles, f # g et E; est le sous-ensemble de E formé des équations de la forme
f(v1,...,v,) == w ol w est un sous-terme de 1’un des v;. On suppose de plus les équations

de E renommées de sorte que Var(E)N Var(P) = 0.

Noter aussi que la disjonction indexée par un ensemble vide est, par convention, L.

Figure 7.1: Décompositions dans les théories presque syntaxiques

Les régles de la figure 7.1 généralisent les régles de décomposition du chapitre 3 (et
celles de C. Kirchner). Notons que les problémes ne sont pas en forme normale conjonctive.
Nous avons en effet préféré ne pas alourdir en évitant de développer.

Proposition 7.8 Lorsque E est presque syntazique, les régles ED, et EI, de la figure
7.1 sont fortement adéquates par rapport 6 A= T(F,X)/ =g (et A=T(F)/ =g)etal
tel que Var(E)NZI = 0.

Preuve
La correction des régles est immédiates (elle est d’ailleurs indépendante de la théorie con-
sidérée) et la forte adéquation est une conséquence directe de la définition d’un ensemble
d’axiomes presque syntaxique. O

la proposition suivante établit un premier résultat de terminaison tout en montrant les
limites de la méthode.

Proposition 7.7 Soit E un ensemble d’aziomes presque syntazique tel que,

1. pour toute équation u == v € E, u et v sont deuz termes de profondeur inférieure
ou égale a 2

2. siu==1v € E et u est un sous-terme strict de v alors v est de profondeur 1

Alors Papplication des régles ED et EI, termine.



7.2. TRANSFORMATIONS DANS LES THEORIES EQUATIONNELLES 199

Preuve
Afin de simplifier, nous supposerons que les problémes sont en forme normale disjonctive.

Soit ¢2(s = t) le couple (a, b) des profondeurs des deux termes s et ¢, ordonné de sorte
que a < b. ¢, est défini de méme sur les diséquations. -

Soit ¢ la fonction définie sur les conjonctions d’équations et de diséquations par:
$1(e1 A ... A ey,) est le multi-ensemble des couples ¢o(e;).

Soit ¢ la fonction qui a tout probléme équationnel en forme normale disjonctive associe
le multi-ensemble:

AT, VF: 1 V... Ven) = {p1(c1),--.,PL(cn)}

Montrons que ¢ est décroissante (strictement) par application de ED; ou de EI.

Soit (a,b) = ¢2(f(t1,--+,tn) = f(u1,...,uy)) et supposons que P ~—gp, P’. (Le cas de
E1I, est analogue). On suppose de plus les deux problémes en forme normale disjonctive.
Notons (a;,b;) = ¢2(t; = u;). Si

&(P)={M,...,Mi,{c1,-.-,¢m,(a,b)}}
alors
¢(P,) = { Ml)ﬂ Mg, {cly-"ycnu(al’bl)a- "7(an7bn)}’
{cl,...,cm,c’m,.’..,ci,n,c’l',l,...,c’l"n},...,{cl,...,cm,cg-,l,...,c;’n,c’{l,...,cg',n},
{cl’“°7cmadl,la-°-’d1,ﬂ.7 (090)}7"-1{017"'7Cmad1’,17"'7dr,n7 (090')}’
{e1,--sem,ydiy, -, 10 (0,0)}, .. {ery v sem,dl . o0, dh o, (0,0)}
} : :

Chacune.des trois derniéres lignes correspondant aux trois grandes disjonctions dans la
régle: c| , est le couple ¢;(vy,,1,) pour la iéme équation de E de la forme f(vy,...,v,) ==
f(wy,...,wy) et, de méme, ¢!y est ¢a(wp, up). Les couples d;,, d} , étant construits de
facon analogue. Remarquons alors que

e pour tout i, (a;, b;) < (a,b)

® pour tous %,p, ¢;, < (a,b) et ¢/, < (a,b) car @ > 1 et ¢}, ¢, sont de I'une des
formes suivantes : (0, a;), (1,a;), (0,d;), (1,b;). Et, si a = 1, a; et b; sont strictement
inférieurs a b.

* Pour tous i,p, d;, < (a,d) et d! , < (a,d) par le méme raisonnement

D’ou la décroissance de ¢. O

Les hypothéses de la proposition 7.7 sont bien toutes nécéssaires (hélas !) en effet:

Exemple 7.3

Soit E = {f(f(f(1,22),23),z4) == f(21,24)}. Montrons que la décomposition ne ter-
mine pas® et donc qu’on ne peut élargir le résultat de la proposition 7.7 & des ensembles
d’axiomes contenant des termes de profondeur 3:

f(f(21,22),23) = f(24,25) —ED, Plf(21,22) = f(f(z1,72),23)]

Cette deuxiéme équation étant, & renommage pres, ’équation de départ.

3Nous n’avons pas prouvé que E est syntaxique, mais cet exemple me semble suffisant pour illustrer la
nécéssité des hypotheses.
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(ED3) PA(V f(t1,...,tn)) — VVar(E): PA(dV(

(tl # w V...Vi, # un)
A Af(tu,...,vn)==j(w1,...,w,.)GE(tl FV..Via#Eva Vg #Fw V... Vu, #wy,)
A Af(vl,‘--,‘U'n)==weE1 (tl # nV...Vig # v, V f(tl,. . .,tn) ;é ‘HJ)
A Af(vx,--..vn)==w€E1 (u1 FnV...Vu, #F0v,V f(tl,.. .,tn) # w)
)

(EL) PA(AV f(trye.. t) # 9(uty. .y up)) > YVar(E): PA(dV(

Af(v1,-.-,vn)==g(w1 ,...,wp)eE(tl # mV...Vi, # v VU ;é wp V...V dn 9-‘- wn)
A Afrin)==weB, (1 F 01V ... Vin # v, Vg(uy,...,up) # w)
A Ag(v;,...,vp)==w€E1(u1 FV..Vu, #F v,V ftr,...,tn) # w)

)

Dans ces régles, f # g et E, est ’ensemble des équations de E qui sont de la forme u == w
avec w sous-terme strict de u.

Figure 7.2: Décomposition et incompatibilité des diséquations dans les théories presque
syntaxiques : -

Exemple 7.4 Soit E = {f(f(a,z),a) == a}.
fla,z)=avrgn Iw: a= fla,w)Az=aAa=a

Par conséquent, I’application de la régle EI; seule ne termine pas lorsqu’appliquée &
f(a,z) = a : la deuxiéme condition dans ’énoncé de la proposition 7.7 est nécessaire.

7.2.2 Décomposition et incompatibilité des diséquations

Proposition 7.8 Les régles ED; et EI, sont fortement adéquates pour A = T(F)/ =g
(ou A=T(F,X)/ =g).

Preuve .
1l nous suffit ici de prendre la négation des régles de la figure 7.1 pour obtenir les régles
de décomposition et d’incompatibilité de diséquations de la figure 7.2. La proposition 7.6
entraine alors la correction et la forte adéquation des régles ED, et EI, lorsque E est
presque syntaxique.O

Remarques

e Une conjonction sur un ensemble vide étant, par convention, égale & T, on retrouve
les régles du chapitre 3 lorsque E = §.

e Comme les paramétres ajoutés sont toujours Var(E), il faut utiliser & chaque fois
une variante renommée de E.
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Exemple 7.5 Considérons le probléme Vy : £ + 0 # y + z’ dans la théorie CEN". (qui
est presque syntaxique).

Vy:2+0#y+2 w—Ep, Vy,u1,02: (£yVO0#7)
Nz#nVOFwpVy#nve £y)
ANz#pRVOFnVy#nve #y)
Nz#OVO#Fp vy £y+2)
ANO#Fyvim#z'Vy #2+0)
ANMz#nVOo#O0Vy #y+2)

AY# 3 VO# Yy #3+0)
~Ep, VYT #FOAz# T A(z2#£0VyYy+2 #0)
AN’ #z+0Az#y+2
—EL VYT #FOAz A A(z#0V(
(Y#OVY #TVY £0)A (Y £yVa #0Vy #0))
AN’ £z +0Az#y+2
~Ep, Yy: 2 #FOAz £ A(z#0VI #£0)
AN’ #z2+0Az#y+2

Les régles EP; sont les régles d’élimination des paramétres dont la validité ne dépend pas
du modele (c’est a dire les régles EP; et EP, de la figure 3.1).

Le dernier probléme obtenu ci-dessus peut étre considéré comme totalement décomposé.
Malheureusement, il subsiste des occurrences de paramétres. Dans la théorie vide, nous
en viendrions & bout en utilisant I’explosion de z. Hélas, I’application d’une telle régle sur
cet exemple conduit 4 la non-terminaison.

L’exemple illustre donc bien le probléme auquel nous allons &tre confronté quand nous
voudrons obtenir des résultats de terminaison: les régles de décomposition et d’incompatibilité
de diséquations introduisent de nouveaux paramétres et provoquent des “boucles” avec les
régles d’élimination de paramaétres.

7.2.3 Tests d’occurrence

La facon la plus simple de traiter les tests d’occurrence est de se limiter aux théories
dans lesquels ils restent corrects (théories strictes dans [Kir85]). Il est néanmoins possible
d’obtenir un peu mieux sans effort. Nous généralisons donc un petit peu ici la notion de
théorie stricte en admettant des axiomes “potents”.

Définition 7.9 Un ensemble fini E d’aziomes équationnels est presque strict si, pour
tous termes ty,...,1, et tout € Var(ly,...,t,) tels que Var(E)N Var(ty,...,t,) = 0,
f(t1,...,tn) =E « si et seulement si il existe une équation f(u1,...,un) == w € E et une
substitution o telles que:

o w est un sous-terme de l’un des ui
o pour tout indice j, t; =g ujo et wo =g
Une théorie est presque stricte s’il eziste un ensemble d’aziomes presque strict qui | ’engendre.

Les ensembles d’axiomes C, AC, EN,CEN’,... sont des exemples d’ensembles presque
stricts.
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(EO1) Plf(t1,...,tn) = 2] = IVar(E): P| V (i = wmA.. Aty = unAz = w)]
F(41yeenyin)==w€E,

(EO2) P[f(t1,...,ta # 2] = VVar(E):P| A (t1 # waV.. Vi, # uVz # w)]

f(“l yeenylin )==weEl

Si Ej est les sous-ensemble de E formé des axiomes de la forme f(u,,.. SylUy) == w ol w
est un sous-terme de l'un des v;, z est une variable de 1’un des t; et Var(E) est disjoint
des variables de P et de 7.

Figure 7.3: Tests d’occurrence dans les théories presque strictes

En conservant les conventions sur les conjonctions et les disjonctions indicées par des
ensembles vides, on obtient les régles de généralisation des tests d’occurrence de la figure
7.3, '

Proposition 7.10 Les régles EO, et EO, sont fortement adéquates par rapport & A =
T(F,X)/ =g (ou A =T(F)/ =g) lorsque E est presque stricte.

7.2.4 Elimination des paramétres des équations

Nous poursuivons ici la généralisation des régles de la figure 3.2. D’aprés la proposition
3.5, la régle E P4 est fortement adéquate dans tout quotient de T'(F) (ou de T(F, X)). Il ne
reste donc que les régles EP3 et M Fy (parmi les régles de la figure 3.2) dont nous n’avons
pas encore étudié ’extension aux théories équationnelles. C’est ce que nous faisons dans
ce paragraphe.

Proposition 7.11 EEP et EMF (avec le controle de la figure 7.4) sont fortement adéquates
pour A=T(F)/ =g.

La preuve est immédiate.

Les régles EEP et EMF de la figure 7.4 sont des restrictions des régles EP3 et M F,
parce que l’on exige (pour EEP) que z soit un paramatre (au lieu d’exiger seulement
que z; = u; contienne une occurrence de paramétre). On exige aussi que {yi,.. S Ynt N
Var(ty,...,tn) = 0 alors que EP; exigeait seulement y; # t;. Ces restrictions peuvent
en fait étre affaiblies dans le cas des théories compactes (cf section 4) mais certaines
restrictions sont nécessaires en général car EP3 n’est pas correcte dans le cas des théories
équationnelles. Par exemple, Vy : y = y + 0 est valide dans EN et ne doit donc pas étre
réduite & L par application de EPs.

7.3 Disunification dans les théories quasi-libres

Comme dans le chapitre 3, I'idée pour résoudre les problémes équationnels (et plus généralement
les formules équationnelles) est de commencer par éliminer les paramétres. Malheureuse-
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(EEP)VG:PA(jn =t V...Vyo=t,Vd) — V§: PAd
Si
L y,..,yn €F

2. d est une disjonction d’équations et de diséquations qui ne contient pas de paramétre

3. Var(ts, .-y ta) N {¥1,...,yn} = 0

4. Pour tout ¢, T(F)/ =g contient une infinité de classes de méme sorte que y;

(EMF) 3w : PA(dlVw;étl)A...A(d,,Vw;étn) — Jw: P

Siwé€ wetwg Var(P)U Var(ty,...,t,) et il y a une infinité de classes dans T(F)/ =g
de méme sorte que celle de w.

Figure 7.4: Régle d’élimination des paramétres dans les théories équationnelles

ment, nous avons vu dans la section précédente qu’il est possible de “boucler” en en-
chainant élimination de paramétres et décompositions de diséquations. Or ces décompositions
sont nécessaires lorsque I'un des membres de la diséquation contient une occurrence (in-
terne) de parameétre. De fagon générale il y a donc un probléme de terminaison. C’est
pourquoi nous nous limitons ici au cas des théories quasi-libres qui sont des théories dans
lesquelles les paramétres introduits par les régles ED; et EI, sont immédiatement éliminés.

Définition 7.12 Un ensemble fini d’aziomes équationnels E est quasi-libre s’il est syn-
tazique, strict et si toute équation de E est de la forme u == v ot u et v sont de profondeur
inférieure ou égale & 1. Une théorie équationnelle est quasi-libre si elle peut étre engendrée
par un ensemble d’aziomes quasi-libre.

Il y a peu d’exemples de théories quasi-libres. On peut citer les combinaisons d’axiomes
de commutativité (ou plus généralement d’axiomes permutatifs. La classe des théories
quasi-libres contient la classe des théories permutatives de Mal’cev [Mal71]). On peut
aussi citer E'A (définie précédemment). Mais il faut reconnaitre que cette classe n’est pas
trés large (d’olt le nom de “quasi-libre”).

Les régles de la figure 7.5 sont obtenues par combinaison des régles ED,, EI, et EP,
qui permet de ne pas introduire de nouveau paramatre, lorsque 1’ensemble d’axiomes est
quasi-libre.

Proposition 7.13 Les régles QL, et QL, sont fortement adéquates dans T(F,X)/ =g
(resp. T(F)/ =g) lorsque E est quasi-libre.
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(QLI) f(tl,“-atn) # f(uh'-',un) s

(tlaéulv...vtn;éun) .

/\f(v;,...,v,.)::f(wl ,...,wn)eE( (Vv,'Evj et v; variable ti # tj)
V(V,,‘. constante bi # Vi)
V(Vw.'sv,' et v; variable %i # 1 )
V(Vw.- constante i # W;)
V(Vw.'ij et w; variable %i # uj))

(QL2) f(tl""’tﬂ) # g(ul,"',up) and

/\f(m yeres¥n)==g(w1 ,...,wP)GE( (Vv.'Evj et v; variable ti 76 tj)
V(Vy; constante i # i)
V(V‘w.'Evj et v; variable Ui # tj)
V(Vw; constante Ui ?é wi)
V(Vw.'Ew,' et w; variable %i 7 u;))

Sif#g

Figure 7.5: Régles de transformation particuliéres aux théories quasi-libres

Preuve
Les régles QL; et QL, ne sont que des combinaisons des régles EI;, E D, respectivement
et de la égle EP, du chapitre 3. Cette proposition est donc une conséquence des proposi-
tions 3.4 et 7.8. O

En combinant toutes les régles obtenues, nous obtenons alors un ensemble de régles
dont l’application non déterministe termine et fournit des systémes en forme résolue,
généralisant ainsi le théoréme 3.16.

L’ensemble des-régles utilisées ici est récapitulé dans les figures 7.6, 7.7 et 7.8.

Théoreme 7.14 Les régles des figures 7.6, 7.7,7.8 sont toutes correctes et adéquates
dans A = T(F)/ =g ou E est un ensemble d’aziomes quasi-libre. Leur application non
déterministe termine. Les problémes équationnels irréductibles pour ces régles ne contien-
nent pas de paramétre.

Preuve
La correction et 1’adéquation des régles utilisées est une conséquence des propositions
34, 3.5, 3.8, 7.6, 7.8, 7.13. Sauf en ce qui concerne les régles EI{ et ED) qui tirent
parti du fait que les théories quasi-libres sont supposées syntaxiques (et pas seulement
quasi-syntaxiques). Mais la forte adéquation de ces régles découle immédiatement de la
définition 7.3. Notons aussi que la forte adéquation des tests d’occurrence vient du fait
que les théories quasi-libres sont supposées strictes.
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Elimination des paramétres (EP)

(EP) Vi,y:P — Vy: P Siy g Var(P)
(EP;) V§: PA(y#tvd) — V§: PAd{y—t} Sid est une disjonction d’équations
et de diséquations, y € 7 et y € Var(t)

(EEP)Vi:PA(r=tV...Vyp=t,Vd) — V§: PAd
Si
Loy, yn €F
2. d est une disjonction d’équations et de diséquations qui ne contient pas de paramétre
3. Var(ty,.. ., to) N {y1,-..,un} =0

4. Pour tout ¢, T(F)/ =g contient une infinité de classes de méme sorte que y;

(EPy) V§: PAQ w— V§: PAQ{y—t}A...AQ{y — t.}

Si y est un paramétre de sorte s dont le support dans T(F)/ =g est {f1,...,7,}.

Incompatibilités (I)

(EL) Plf(try.-stn) = g(ug,...,up)] ~
HVGT(E) : P[ Vf(vlv-~»vn)==g(w1,...,wp)eE (tl =n A...A tn = Vp, A Uy = wy A...A up = wp)]

Sif#g

(QL2) f(tl"",tn) ?é g(ul,...,up) —

Af('ul ,...,v,.)==g(w1,...,wp)eE( (Vv.'Evj et v; variable t; # tj)
V(Vw constante b # Vi)
ngsvj et v; variable %i # t5)
V(Vw; constante Ui # W;)
V(Vw.'Ew,' et w; variable Ui # U;))

Sif#g

Pour les régles d’incompatibilité, on supposera que 1’un des membres de 1’équation ou de la
diséquation contient une occurrence de paramétre. Noter aussi que la disjonction indexée
par un ensemble vide est, par convention L.

Figure 7.6: Elimination des paramétres dans les théories quasi-libres: partie I
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Elimination des équations et diséquations triviales (T)

(Th) s=s8 » T
(Tz) s#s —» 1

Tests d’occurrence (O)

(01) z=t —» L Size€e Var(t)
(02) z#t —» T Size€ Var(t)

Fusions (F)
(F1) z=tAz=u
(F3) z=tAz#u
(F{) z=tA(z=uVd)
(Ff) z=tA(z#uVd)

Pour ces régles de fusion, on supposera que:

z=tAt=1u
z=tAt#u
z=tA(t=uVd)
z=tA(t#uVd)

11171

1. z est une inconnue et pas ¢
2. t ne contient pas d’occurrence de paramétre

3. u contient une occurrence de paramétre et n’est pas lui-méme un paramétre

(F2) z#tVz#u — z#tVt#u
(F4) z=uVz#t —» u=tVvz#t

Pour ces régles de fusion, on supposera que:
1. z est une variable et ¢ n’est pas une variable
2. u contient une occurrence de parameétre

3. Ou bien taille-param(t) < taille-param(u) ou bien u est un paramétre résolu.

Figure 7.7: Elimination des paramétres dans les théories quasi-libres: partie II
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Décompositions (D)

(ED}) Plf(t1y---stn) = f(u1,...,us)] — 3IVar(E): P
(fi=u A Aty =1uy)
\ VI(v1,...,vn)==f(w1,...,w,.)GE(tl =nALL A= AU =W AL AU, = wn)

(QLI) f(th""tn) 7£ f(ula”o,un) =

(tl FuV...Vi, # un)

Af(v;,...,v,,)::f(wl,...,w..)GE( (Vu;Evj et v; variable t; ?é tj)
V(Vv; constante i # vi) .
V(Vw;Eu,' et v; variable Ui ‘-Ié tj)
V(Vw.- constante Ui # Wi)
V(Vw.'ij et w; variable %i # uj))

Pour les régles de décomposition, on supposera que f(t1,...,t,) ou f(uy,...,u,) contient
au moins une occurrence de paramétre.

Explosion (E)
(Ez1) V§: P — 3wy,...,w,V§: PAz = flwy,...,wp)
Cette regle ne sera appliquée que si

1. z est une inconnue et W N (Var(P)UFUZI)=0et f€ F

2. Tl existe une équation ¢ = u (ou une diséquation z # u) dans P telle que u n’est pas
une variable et contient au moins une occurrence de paramétre.

3. Aucune des régles EP, F, D, I, O, T ne peut s’appliquer.

Figure 7.8: Elimination deé paramétres dans les théories quasi-libres: partie ITI
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La preuve de terminaison est quant a elle identique & celle du théoréme 3.16. (Nous
avons en fait tout fait pour obtenir cela !). Il suffit en fait de montrer que les fonctions
d’interprétation définies dans la preuve du théoréme 3.16 décroissent pour les nouvelles
régles introduites ici (i.e. EEP,ED{, EI{,QL,,QL3). Rappelons en les définitions:

o Si d est une disjonction d’équations et de diséquations, ¢,(d) désigne le nombre de
parameétres distincts ayant au moins une occurrence dans d.

o Etant donné une disjonction d’équations et de diséquationsd = e; V...V ey, ¢2(d)
désigne le multi-ensemble {T'M(ey),...,TM(e,)} ot TM(e) est défini par:

— TM(e) = 0 si ’'un des membres de e est un parameétre résolu
— Sinon, TM(s =t) = TM(s # t) = max(taille-param(s),taille-param(t)).

e Si, a nouveau, d est une disjonction d’équations et de diséquations, ¢3(d) est le
nombre d’équations et de diséquations de d dont un des membres est une variable.

e Si P = Jw,V§: diA...Ad, est un probléme en forme normale conjonctive, 1, (P)
est le multi-ensemble de triplets

{(¢l(dl)’ ¢2(d1)9 ¢3(dl))a ey (¢l(dn)’ ¢2(dn)1 ¢3(dn))}

e Si P est un probléme équationnel en forme normale conjonctive, ¥(P) est la taille
totale de P, c’est-a-dire le nombre total de symboles de F'U X apparaissant dans P.

o &(P) est le couple (¢1(P), ¥2(P))

Vérifions maintenant la décroissance de ® par application des (nouvelles) régles:
o EEP fait décroitre ¢1, donc ¥,

e Supposons que P —g D! P olt P et P’ sont en forme normale conjonctive et montrons
que &(P) > &(P’). Soit

lbl(P) = {d],...,dn,(a,{,bl,...,bk,TM(f(tl,...,tm) = f(ul,...,um))},c)}

Soient E,..., En les équations de E de la forme:

Ei = f(vi,b- . ~,vi,m) == f(wi,la .. °,wi,m)

On note T' I’ensemble des applications e qui associent & j € {1,..., N} une des
équations t; = v1,...,tm = Vjm, U1 = Wj1,...,Um = Wjm. Alors ¥1(P’) peut
s’écrire:

Y1(P) = {d1,...,du}+
EISiSm Leer{(aie{br, ..., bk, TM(e(1)),...,TM(e(N))}, i)}

Si bien que ;(P’) est un multi-ensemble de n + m * m® triplets. Cette “explo-
sion combinatoire” correspondant 3 la mise en forme normale conjonctive: chaque
triplet correspond a une disjonction de P’; a 1 et e € T correspond la disjonction



7.4. DISUNIFICATION DANS LES THEORIES COMPACTES 209

t; = u; Ve(l) V...V e(l). La premiére composante a;. de chaque triplet est le
nombre de paramétres apparaissant dans la disjonction. Comme aucun paramétre
n’a été introduit, pour chaque i,e, a;. < a. De plus, par hypothése (contrdle),
TM(f(t1,...,tm) = f(#1,...,um)) > 1 et, par conséquent, pour tout e € I et tout
1 <1< N, TM(e(l)) < TM(f(t1,.. otm) = f(u1,...,%m)). D’0ol la décroissance
de 1/)1.

o De la méme fagon, 9, est strictement décroissante par application de ETJ.

¢ Supposons maintenant que P —qr, P’. Soit, comme ci-dessus,
Y1(P) = {d1,...,dn,(ay {b1,.. ., bk, TM(f(t1,.. s tm) = f(u1,...,um))},0)}
Alors, ¥1(P’) peut s’écrire :

P1(P") = {ds,...,dn,(a,{by,...,bs, TM(t1 # u1)y...,TM(tm # um)},c)}
+ ZeEf(vl,...,v,.)::j(wl,...,w,.)eE {(ae’ {blv (AR bk}
+ Ev;sv,- et v; variable{T M (t: # t;)}
+ ng constante {TM (ti # vi)}
+ Zw,’EUj et vj variable 1 T M (u; # t.i)}
+ Ew; constante {1 M (u; # w;)}
+ ZW.’E‘UJ}‘ et w;);a.riable{TM(“i # uj)}
s Ce '

1l suffit alors de remarquer que, pour tout e, a. < a et, pour tous i, ,
TM(t; # t;), TM(u; # t;), TM(u; # 4;) < TM(f(t1,.-. tm) = f(U1s.- .y Um))

Par hypothése sur le contrdle. De plus TM(t; # v;), lorsque v; est une constante, est
la somme des tailles des positions des paramétres dans t; et est donc bien inféreure
ATM(f(t1,...stm) = f(¥1,...,%m)). (De méme pour TM (u; # w;)).

D’oti le résultat de décroissance de 1; par application de QL;.
¢ De méme, 9, décroit strictement par application de (QL3)

Le reste de la preuve du théoréme est rigoureusement la méme que celle du théoréme
3.16 et n’est donc pas reproduite ici. O

Le théoréme 7.14 établit un résultat de complétude vis a vis de 1’élimination des
paramétres, mais ce sont en fait tous les résultats concernant les problémes équationnels
étudiés dans les chapitres 3 et 4 qui s’étendent aux théories quasi-libres, comme nous
allons le voir dans la section suivante.

7.4 Disunification dans les théories compactes

L’ob jectif est de donner un algorithme de décision de la validité de formules équationnelles
dans T(F)/ =g. Nous essayons ici d’élargir la classe des théories considérées (nous ne
voulons plus considérer seulement les théories quasi-libres, mais une classe qui contienne
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au moins les théories AC). En contrepartie, il nous faut nous restreindre sur le type de
formules équationnelles considérées.

En fait, nous étudions ici les théories “compactes” qui constituent un cas particulier
de théories finitaires (au sens de [BHS87] par exemple) mais qui contiennent strictement
les théories quasi-libres. Nous verrons plus loin que les théories AC sont compactes. Nous
n’envisagerons aussi que les formules équationnelles purement existentielles.

Ces conditions peuvent paraitre trés restrictives. Présentons donc les résultats de cette
section sous un autre angle : nous généralisons ici les résultats de [Col84] au cas de cer-
taines théories équationnelles, en particulier les théories AC.

Rappelons que nous notons P x4z P’ lorsque les probléemes équationnels P et P’
vérifient S(A,P,T) =. S(4,P’,I). Nous emploierons dans ce paragraphe la notation
abrégée P ~g P’ pour P ~7(r)/=p,1 P’. Larelation ~g est étendue comme précédemment
aux ensembles de problémes équationnels (cette relation est alors compatible avec les
opérations sur les ensembles).

Rappelons aussi qu’un probléme d’unificationest un probléme équationnel sans négation
et sans quantificateur universel. Nous dirons ici qu’un probléme d’unification est complétement
résolu s’il est de la forme

G: 2= A...Az, =1,

avecZ = {z1,...,z,} et InVar(w,ty,...,t,) = 0. Autrement dit, un probléme d’unification
complétement résolu désigne une unique substitution idempotente. On peut remarquer
que les formes résolues (pour le systéme R2 du chapitre 3) de problémes d’unification sont
des problémes complétement résolus.

Définition 7.15 Un ensemble fini d’aziomes équationnels E est dit finitaire s’il eziste un
algorithme permettant de transformer tout probléme d’unification P en un ensemble fini
de problémes complétement résolus € tel que {P} ~g £.

Dans les théories finitaires (i.e. définies par un ensemble d’axiomes finitaire), on dispose
donc d’une régle de “simplification des équations”:

(ES)t1=u1/\.../\tn=u,,r—>Q SiQefetéExmpgti=u 1 A...Aty, = u,

£ étant bien entendu un ensemble de problémes complétement résolus.
Cette régle, toujours correcte, est adéquate dans les théories finitaires. Elle est fort-
ment adéquates dans les théories unitaires.

De méme, il est possible, dans les théories finitaires, de décider de la validité d’une
‘équation dans T(F)/ =g. On peut donc remplacer les régles d’élimination des équations
triviales et des diséquations triviales par les révgles: '

(ETh) t=s —» T Sit=gs
(ET3) t#s —» L  Sit=gs

La définition qui suit s’inspire de [LMM86]: des diséquations sont indépendantes si,
lorsque chacune d’elles posséde une solution, alors leur conjonction posséde une solution.
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Définition 7.16 Les diséquations t; # uy, ..., t, # u, sont dites indépendantes (par
rapport & l’ensemble d’aziomes E) si

o ou bien il ezxiste un indice i tel que t; =g u;

® ou bien une variable de Var(ty,uy,...,tn,us) est d’une sorte 8 a support fini dans
T(F)/ =g
e oubient) # uy A...Aty # un @ au moins une solution dans T(F)/ =g.

Lorsque des diséquations sont indépendantes, pour résoudre leur conjonction, il suffit
de résoudre chacune d’entre elles.

Définition 7.17 Un ensemble E d’aziomes est dit compact s’il est finitaire et si n
diséquations quelconques sont indépendantes par rapport a4 E.

Remarquons que les théories libres (i.e. E = @) sont compactes d’aprés le lemme 3.7.

Nous nous intéressons aux théories compactes car 1’application de la régle ED; est
inutile dans ces théories. Or nous avons vu dans la section 2 de ce chapitre que c’est
essentiellement cette régle qui pose probléme dans les théories équationnelles parce qu’elle
ajoute des parameétres au probléme. En plus, s’il est inutile de décomposer les diséquations,
il est aussi inutile de décomposer les équations lorsque ’on peut appliquer la régle ES.
$’il n’y a pas lieu de décomposer, rien n’oblige alors & se limiter aux théories presque
syntaxiques. De fait, nous verrons que les théories AC sont compactes.

Cela montre aussi pourquoi nous allons nous limiter aux problémes purement exis-
tentiels : lorsqu’il y a des paramétres, pour les éliminer il nous faut d’abord les “faire

remonter” et pour cela, une décomposition est nécessaire.

Par contre, il serait possible de généraliser tous les résultats de cette section aux
théories otll, au lieu d’étre certain de I’existence d’une solution fermée & un systéme de
diséquations, on dlspose seulement d’un algorithme de décision de I’existence d’une telle
solution.

7.4.1 Formes solubles dans les théories compactes

Partant de problémes sans paramatres, nous utiliserons les régles suivantes : ES, ET4,
ET3, Ry, Nc et la régle suivante qui permet d’éliminer les variables & support fini dans
T(F)/ =g:

(Ezq) P~z =1tAP{z -t}

Si z est une variable non résolue de P dont la sorte
a un support fini dans T(F)/ =g et t est ’'un des représentants de cette sorte

Le remplacement de z par ¢ (régle (R;)) ne sera appliqué que si ¢ ne contient aucune
occurrence de z et z apparait dans au moins une diséquation.

D’autre part, on appliquera la régle (ES) seulement si le probléme est SED (C’est &
dire Sans equations dans les disjonctions, suivant la définition donnée dans le chapitre 4),
elle sera appliquée 3 P’ensemble des équations du probléme et seulement si cet ensemble
d’équations n’est pas déji complétement résolu.
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Proposition 7.18 L’application non déterministe des régles ci-dessus termine.

Preuve
Remarquons tout d’abord que, sans la régle (ES) I'application des régles termine: au-,
cune régle autre que (ES) ne permet l'introduction de nouvelles variables, le nombre
de variables non résolues (cf chapitre 3 pour la définition) est donc décroissant. Seules
les régles Ne¢, ETy, ET; ne font pas nécessairement strictement décroitre cette fonction
d’interprétation. Mais Nc elles font toutes trois strictement décroitre le nombre d’équations
et de diséquations du probléme.

Si maintenant P’ est une forme irréductible de P pour toutes les régles sauf (ES),
ou bien (ES) ne s’applique pas et nous avons terminé. Ou bien (ES) s’applique et le
probléme obtenu est de la forme

Pr=dd:z1=(A...AZp=th, AdiA...ANdp,

ol dy,...,d,, sont des disjonctions d’une ou plusieurs diséquations. Toutes les transforma-
tions préservent cette forme de probléme (i cause du ¢ontréle). Par conséquent, la régle
(ES) ne peut plus s’appliquer. Si P; —* P,, le nombre de variables de P, est inférieur
a celui de P;. On recommence alors le méme raisonnement que ci-dessus: le nombre de
variables non résolues décroit et, pour les régles pour lesquelles ce nombre ne décroit pas
strictement, le nombre d’équations et de diséquations décroit strictement. O

Proposition 7.19 Soit E un ensemble d’aziomes compact. Les problémes équationnels
sans paramétre irréductibles pour les régles ci-dessus possédent au moins une solution dans

I(F)/ =k-

Preuve
Les probléme irréductibles sont de la forme

T: 21 = A AZp =t AU V1A AUy # VU

Ot z; = 4 A... Az, = t, est complétement résolu (puisque (ES) ne s’applique pas),
les variables z; n’ont qu’une occurrence dans le probléme (puisque R; ne s’applique pas),
v; #E u;j (puisque ET; ne s’applique pas) et aucune variablede Var(uy, ..., %m,v1,...,0m)
n’est de sorte a support fini dans T(F)/ =g (puisque (Ez;) ne s’applique pas). D’apres
les définitions 7.17 et 7.18, le systéme u; # v; A...A Uy # v, posséde donc une solution

o dans T(F)/ =g. {21 — t10;...2, — t,0}0 est alors une solution du probléme dans
T(F)/ =g. O

Corollaire 7.20 La satisfaisabilité dans T(F)/ =g d’une formule sans paramétre est
décidable lorsque E est compacte.

Par conséquent la validité d’une formule équationnelle dans T(F)/ =g est décidable
lorsque E est quasi-libre. (C’est le théoréme 7.15).
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7.4.2 Exemples de théories compactes

Proposition 7.21 Les théories quasi-libres sont compactes.

Preuve
Soit t; # u1 A...At, # u, un systéme de diséquations tel que, pour tout ¢, t; #g u; (E
est un ensemble d’axiomes quasi-libre). Remarquons que les théories quasi-libres vérifient
les hypothéses de la proposition 7.7. On peut donc se ramener au cas ou, pour tout 1, ¢;
est une variable. Il suffit alors de raisonner comme pour la preuve du lemme 3.7. O

Ce qui permet d’obtenir le résultat annoncé:

Théoreme 7.22 Si E est un ensemble d’aziomes quasi-libre, T(F)/ =g est complétement
aziomatisable: la validité d’une formule équationnelle dans T(F)/ =g est décidable.

Ce résultat s’obtient comme dans le chapitre 3 en éléminant successivement tous les
quantificateurs jusqu’a obtenir une formule purement existentielle (théoréme 7.14). La
décision de la validité d’une formule existentielle dans une théorie quasi-libre n’étant qu’un
cas particulier du paragraphe précédent.

Définition 7.23 Un ensemble d’équations E est AC s’il existe un sous-ensemble F' de
F constitué de symboles binaires tel que E soit Uensemble des équations {f(z,y) ==

f(y,z)| fe FYu{f(f(z,y),2) == f(z, f(y,2))| f € F'}.

Proposition 7.24 Tout ensemble d’équations AC est compact.

Preuve
Soit t; # u3 A...At, # u, un systéme de diséquations tel que, pour tout i, t; #g u;
et tel que toute variable du systéme soit & support infini dans T(F)/ =g. I nous faut
prouver que ce systéme posséde au moins une solution fermée. Comme pour la preuve du
lemme 3.7, raisonnons par récurrence sur le nombre de variables du systéme. S’il n’en a
aucune, la proposition est triviale. Sinon, soit z une variable du sytéme et montrons que
t; = u; n’a qu’un nombre fini de solutions si I’on considére toutes les variables distinctes
de z comme des constantes?.

Prouvons ce résultat par récurrence sur la profondeur minimale de ¢; et de u;:

e si 'un des deux termes ¢;,u; est de profondeur 0, alors (par exemple) ¢; est z ou
une constante. Si c’est une constante, u; ne peut étre cette méme constante puisque
t; #g ui. Donc -ou bien u; = z et ’on a ’unique solution {z — ¢;} -ou bien u; n’est
pas une variable et il n’y a aucune solution.

*Ce résultat n’est pas une conséquence directe du fait que AC est finitaire. On peut en effet en déduire
que ¢ = u; posséde un nombre fini de formes complétement résolues, mais, a priori, ces formes résolues
peuvent contenir de “nouvelles” variables (i.e. qui ne sont ni dans # ni dans u;. Et une équation z = t[z']
posséde une infinité de solution fermées. Il nous faut donc analyser en détail unification AC dans ce
cas particulier d’une unique variable pour montrer qu’il existe un ensemble de formes résolues équivalent
qui posséde pour seule variable z (les autres variables de %, u; étant, rappelons le, considérées comme des
constantes).
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Si maintenant ¢; = z, u; ne peut &tre z car u; #g t;. Donc -ou bien u; contient une
occurrence de z et il n’y a pas de solution -ou bien u; ne contient pas d’occurrence
de z et t; = u; posséde pour unique solution {z — u;}.

Ainsi, lorsque I'un des deux termes est de profondeur 0, ’équation ¢; = u; posséde
au plus une solution.

e Supposons que t; et u; sont de profondeur au moins 1. Trois cas se présentent :

'~ Ou bien ils ont des symboles de téte distincts, et ’équation n’a pas de solution
— Ou bien ils ont méme symbole de téte et ce symbole n’est pas associatif-

commutatif : ¢; = u; = f(ti1,...,tin,) = f(%i1,...,%in,) et 'ensemble des
solutions de ¢; = u; est l'intersection des ensembles de solutions des équations
ti; = %ij, 1 < j £ ny qui sont par hypothése de récurrence tous finis.
L’ensemble des solutions de ¢; = u; est donc alors fini.

Ou bien ils ont le méme symbole de téte : + qui est associatif commutatif.
Classiquement, on peut alors “mettre & plat” les deux termes, + étant utilisé
en notation infixée et sans parenthésage:

= =n 2+ +...4+0, =0 xc+w +...+ wy,

oun+*z désignez+...+z et vy,...,0,,,W,..., Wy, sont des termes n’ayant
N, measines/

n
pas + pour symbole de téte. On peut supposer aussi n > n’ sans perdre de
généralité. L’équation s’écrit alors

(n—n)xz+vi4...4 0 =wy +...+ Wy,

Sin # n’', alors cette équation posséde au plus ny — n; solutions pour z,qui est
nécessairement égal & ’un des w;.

Si n = n’, alors n; = n; (sinon il n’y a pas de solution) et I’ensemble des
solutions fermées de 1’équation est contenu dans la réunion des solutions des
équations v; = wy(;) pour toute permutation 7 des indices. L’ensemble des
solutions de ¢; = u; est donc contenue dans une réunion finie d’ensembles qui
sont finis par hypothése de récurrence. D’oti le résultat.

Ainsi, chaque équation ¢; = u; a au plus un nombre fini de solutions lorsque les variables

autres que z sont considérées comme des constantes.

On note Xo = Var(ty,...,tn, %1,...,%s)—{z}. Soit C; un sous-ensembre fini de T(F, Xo)
tel que o soit solution dans T(F, X¢)/ =g de 1’une des équations ¢; = u; ssi il existe dans C,
un terme u tel que o = {z — U} (7 désigne comme précédemment la classe d’équivalence
de u modulo E). Par hypothése z est de sorte & support infini dans T(F)/ =g. 1 existe
donc un terme fermé t € T(F) qui n’est égal modulo E & aucun terme de C,. Le systéme

iz =t} #m{z > t}A . At {z > t} # u{z — t}

vérifie alors Vi,t;{z — t} #g u;{z — t}, ne contient pas de variable & support fini dans
T(F)/ =g et posséde une variable de moins que le systéme précédent (z n’apparait plus).
1l est donc possible d’appliquer ’hypothése de récurrence : ce systéme posséde une solution
8 dans T(F)/ =g. Alors {z — 7} est solution dans T(F)/ =g de t; # u1A... Aty # u,. O
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7.5 Conclusion

Combinant les résultats des deux sections précédentes, nous obtenons la décidabilité des
formules équationnelles dans T(F)/ =g lorsque E est quasi-libre (c’est le théoréme 7.15).
En d’autres termes toute algébre de la classe des théories quasi-libres est complétement
axiomatisable. Tous les résultats et toutes les applications envisagées ici (chapitres 5 et
6) s’étendent donc sans doute aux théories quasi-libres.

Néanmoins, ces résultats ne sont pas complétement satisfaisants puisque nous n’avons
pas apporté de réponse a la question de la décision des formules équationnelles dans les
théories compactes, et en particulier dans les théories AC. Les problémes de la sec-
tion précédente sont en effet purement existentiels. La disunification AC reste ainsi un
probléme ouvert : nous n’avons pas méme de conjecture & émettre quant au résultat. On
peut seulement remarquer que le probléme risque d’étre complexe: lorsque F se réduit 3
{a,+}, ol + est un symbole AC et a est une constante, T(F)/ =g est complétement ax-
iomatisable: il s’agit d’un codage de I’arithmétique de Presburger. Lorsque F contient un
nombre fini de constantes et un symbole AC, le probléme est celui de ’axiomatisation
des multi-ensembles finis sur un ensemble fini. Il semble (?) pouvoir se ramener 3
larithmétique de Presburger.

Ces constatations indiquent une direction de recherche: ou bien tenter de coder le
probléme posé dans I’arithmétique de Presburger (s’il est décidable !) ou bien tenter de
coder l’arithmétique de Péano (s’il est indécidable). Mais aucune de ces deux directions n’a
pour linstant été envisagée sérieusement. Il faut par contre noter 1’échec des méthodes
que nous avons employées tout au long de cette thése pour résoudre le probléeme: en
cas d’associativité-commutativité, il n’est pas possible d’effectuer des “transformations
locales”. Cette idée intuitive est reflétée par le fait que les théories AC ne sont pas
syntaxiques. On remarque d’ailleurs que les algorithmes d’unification AC ([Sti81,Fag87])
sont des algorithmes “ad hoc” qui raménent le probléme & des résolutions de systémes
d’équations sur les entiers, et ne sont pas des instances de shémas plus généraux (cf
[Kir85]).

Méme en cas d’indécidabilité de la disunification AC, il faudrait se poser le probléme
de la résolution des probleémes de compléments dans une théorie AC puisque ce sont ces
problémes qui interviennent dans la plupart des applications.






Chapitre 8

Equations, diséquations et
inéquations

La méthode de Jouannaud et Kounalis [JK86b] pour I’automatisation des preuves par in-
duction dans les théories équationnelles, méthode que nous avons rappelée dans le chapitre
5, présente plusieurs inconvénients. L’un d’eux est que, utilisant la complétion des sytémes
de réécriture, il est possible de rencontrer un “cas d’échec”, c’est & dire une équation non
orientable.

J. Hsiang et M. Rusinowitch ont par ailleurs proposé une méthode de complétion sans
échec [HR87] qui évite les cas d’échec et qui est ainsi réfutationnellement compléte-(pour
le probléme du mot). L’idée de base de la complétion sans échec est de considérer une
équation comme orientée dans un sens ou dans I’autre, selon le terme auquel elle s’applique.
Plus précisément si s = ¢ est une équation, > un ordre de simplification total sur les termes
fermés et u un terme, u se réduiten v par s ==t i la position p si

e ou bien il existe une substitution o telle que u/p = so, v = ufto], et to ¥ so
e ou bien il existe une substitution o telle que u/p = to, v = u[so], et so ¥ to

Si (R, E) est constitué d’un ensemble de régles de réécriture et d’un ensemble d’équations,
8 se réduit en t dans ce systéme, ce que I’on note s —»g g t si s »g t ou bien il existe une
position p de s et une équation g == d de F telles que s se réduise en t par g ==d ala
position p. )

Suivant cette idée de complétion sans échec, L. Bachmair [Bac88] a étendu la méthode
de Jouannaud et Kounalis pour automatiser les preuves par induction dans les théories
équationnelles tout en évitant les cas d’échec. Il obtient ainsi un systéme réfutationnellement
complet pour les preuves par induction.

Néanmoins L. Bachmair suppose que 1’on peut tester la réductibilité inductive d’une
équation par le systéme (R, Eo) de départ. Or il est possible que ce systéme contienne
une équation non orientable (par exemple la commutativité z + y == y + z), i.e. que Ey
soit nécessairement non vide. Dans ce cas, la notion de réduction est modifiée, comme
nous I’avons vu ci-dessus. Donc la notion de réductibilité inductive aussi. Et il n’existe pas
(al’heure actuelle) de méthode permettant de décider la réductibilité inductive dans ce cas.

217
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L’objectif de ce chapitre est de montrer que le probléme de réductibilité inductive
(avec la nouvelle notion de réduction) s’exprime bien 3 I’aide de problémes comportant
équations, diséquations, inéquations et “disinéquations” et donc aussi d’ébaucher 1’étude
de tels problémes. Une telle étude a déja été entreprise dans [Ven87] ou il est prouvé
que les formules générales sont indécidables lorsque < est interprété comme lordre de
sous-terme. Il est aussi prouvé (avec la méme interprétation) que le fragment purement
existentiel est quant & lui décidable.

Malheureusement, ces résultats ne s’appliquent pas dans notre cas car nous ne voulons
pas interpréter < comme I’ordre de sous-terme mais comme un ordre de simplification total
sur les termes clos. Nous ne pouvons déduire des résultats de [Ven87] ni la décidabilité du
fragment purement existentiel ni 'indécidabilité des formules générales. De toutes facons,
ce ne sont pas ces formules qui nous intéressent, mais les problémes de complément qui
sont bien des formules équationnelles (générales) mais n’en sont qu’un cas particulier (en
fait ces formules ne contiennent méme pas le fragment purement existentiel).

Notre objectif n’est pas d’étudier en détails les problémes généraux mais seulement
de mentrer & I’aide d’exemples ol se situent certaines difficultés. Les questions soulevées
ouvrent de nombreuses perspectives de recherche et serviront de conclusion  cette thése.

8.1 Généralisation des problémes équationnels : introduc-
tion de > et de ¥

Nous n’allons pas donner & nouveau une spécification compléte d’une nouvelle définition
d’un probléme équationnel. Il suffit d’ajouter qu’un systéme peut désormais aussi tre
une expression de la forme ¢ > u ou t % u o t et u sont deux termes de méme sorte. On
écrira aussi ¢t Su dlaplacede u> ¢, t>udlaplacedet> uAt# uett< uailaplace
de u > t.

Pour définir la sémantique de tels problemes il nous suffit de définir I'interprétation de
>. Etant donnée une F-algébre A, munie d’une relation d’ordre > 4, une A-substitution
o valide t > u si et seulement si to > 4 uo et elle valide t ¥ u ssi on n’a pasto >4 uo. La
notion de A-solution d’un probléme équationnel est ainsi étendue i des problémes com-
portant équations, diséquations, inéquations et disinéquations. (Ce que nous appelerons
encore probléme équationnel dans ce chapitre).

Les résultats de correction et d’adéquation des régles du chapitre 3 ne sont pas modifiés
par lintroduction de ces nouveaux symboles (comme dans la section 6.3).

On peut aussi ajouter les régles de transformation qui correspondent A la définition
des relations d’ordre (Ces régles pourraient aussi figurer dans la définition de I’algebre des
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problémes):

(Ref1) t2t » T

(Refz) 13t > L

(ASy) t>2uAu>t —» t=u

(AS2) tZuvuEt » t#u

(AS3) t>2uAuPt = t>uAt#u

(ASy) tZuvu>t » tFuVit=u

(Trans;) t>2uAu>v = t2uAu>vAt>0
= tZ2uVuZFoVvVtEov

(Transy) tZ2uvuPv

Nous ne prétendons pas que cette liste est compléte (en un sens qui resterait d’ailleurs
a préciser : quelle est la nature des formes résolues ?)

8.2 Un exemple d’ordre : description des régles de trans-
formation associées

Les régles de transformation ci-dessus, qui sont adéquates dans tous les modéles ne nous
suffisent pas puisque nous n’avons aucun moyen d’éliminer les paramétres des inéquations
(et disinéquations); nous n’avons aucun moyen non plus de décomposer les inéquations et
les disinéquations.

D’autre part, comme nous ’avons montré, c’est une interprétation particuliére dans
l’algébre des termes qui nous intéresse. Nous avons donc choisi ici de décrire une in-
terprétation possible qui permet d’une part de résoudre le probléme des décompositions
d’inéquations et d’autre part correspond 4 1’application qui nous intéresse: A sera 1’algébre
des termes T'(F’) et > 4 Dordre récursif sur les chemins avec statut lexicographique (voir
[Der87] par exemple) que nous noterons >y, et dont nous rappelons ici la définition:

2>F est un ordre sur F' appelé précédence (qui n’est pas nécessairement total).

S= f(S1,.+439m) 2ipo 9(t1,..,tn) =t ssi

e ou bien s=1t

e ou bien 37 € {1,...,m}, 8; >ppo ¢

e ou bien f >pgetVj€e {1,...,n}, 8 > t;

oubien f = getVj € {1,...,n}, 8 >ppo tjet (s1,...,8m) Dipo (t1,---,t5)

oll >y, désigne I’extension lexicographique de >j,,.

2ipo est un ordre de simplification (cf [Der87] par exemple). Si de plus > est un ordre
total, on montre facilement (par récurrence sur la profondeur cumulée de s et t) que >,
est total sur T'(F'). Enfin, cet ordre est stable par substitution i.e.

Vs, t ET(F,X),Yo EX, t2ppo 8 = to 2ipo SO

On peut alors énoncer les régles de décomposition qui découlent de cette définition :
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(DIl) f(sl,...,sm)>g(t1,...,tn) - 8 Zg(tl,...,tn)v,..V3m2g(t1,...,tn)
sig>fr f

(DI3) f(S1y--+s8m) = g(t1,y...rtn) +> F(8150038m) >t A LA f(S1,.0 0y 8m) > 1
si f>rg

(DI3) f(sl,...,sn)>f(tl,...,tn) — f(81,...,8-,.)>t1/\.../\f(81,...,8,,,)>tn

/\(81>t1V(81=t1/\82>t2)V...
V(81 = A ASp 1 =1 A8y > tn))

On peut ajouter a ces régles toutes celles qu’on obtient en remplagant les > A gauche
par des > (ou inversement) et en modifiant le membre droit en conséquence.

Bien siir, de telles régles sont adéquates dans T(F) (ou T(F, X)). Si I’on suppose que
2F est un ordre total sur F, on peut ne pas considérer les disinéquations puisqu’alors,
P’ordre étant total, la régle

sEt—t>sAt#s

est fortement adéquate dans T'(F).

L’interpétation de > comme un ordre récursif sur les chemins, total sur les termes
fermés, posséde ainsi des propriétés remarquables (régles de transformation “locales” es-
quissées ci-dessus, élimination des disinéquations) que n’a pas, par exemple, I’ordre de
sous-termes. Les résultats d’indécidabilité de [Ven87] ne doivent donc pas nous décourager.

On peut aussi envisager une régle semblable & ’explosion qui permet de remplacer une
inéquation s > z par un nombre fini d’égalités lorsqu’il n’y a qu’un nombre fini de termes
plus petits que s (ce que I'on peut facilement décider & ’aide de >r).

Une telle régle, en plus des décompositions, permet de se ramener & des inéquations
de la forme z > ¢ ou bien ¢t > z, t ayant un nombre infini de majorants et un nombre
infini de minorants et £ étant une variable. Dans les deux cas, on espére que Pinéquation
a une infinité de solutions, ce qui est effectivement le cas si ’on utilise les régles de tests
d’occurrence sur les inéquations;

(03) s>t[s] —» L
(O4) s<tfs] » T

Ce systéme de régles permet trés probablement d’obtenir des formes résolues ayant au
moins une solution fermée lorsque ’on part de problémes sans paramétre (ce qui permet
donc d’obtenir un résultat de décidabilité analogue & celui de [Ven87]).

Il reste néanmoins & étudier le probléme de 1’élimination des paramétres. Ce qui ne
semble pas insurmontable a priori.

8.3 Problémes de réductibilité inductive : Un exemple

Reprenant la définition de —x g donnée ci-dessus, on peut remarquer que, si > est total
sur les termes fermés (ce qui est le cas de >,,), et si = C>, alors —R,E est noethérien
sur les termes fermés.

Nous nous intéressons ici a la réductibilité inductive. De méme que dans le chapitre
5, nous définissons la réductibilité inductive par :
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s est inductivement réductible par R, E si, pour toute substitution o telle que
so € T(F), il existe un terme ¢ tel que s =g g t.

Pour décider ce probléme nous allons essayer, comme dans le chapitre 5, de construire
une grammaire du langage des termes fermés irréductibles qui sont des instances de s. Et
pour construire cette grammaire, nous allons résoudre des problémes équationnels com-
portant des inéquations. Etudions un exemple (nous ne développerons pas le cas général):

Exemple 8.1
F={0:>3 f:s—g m:sxsxs— s}
E = {m(z,y, 2) == m(y, z,2)},
R = {m(z,z,y) - z; f(f(0))— 0}

L’ordre considéré est ’ordre >, de la section précédente avec la précédence m > F
f >F 0. On peut remarquer que le systéme (R, E) n’est pas convergent sur les termes
fermés alors que, par complétion sans échec, il est possible d’obtenir un tel systéme 3
partir de R, E. Mais cela n’a pas d’importance pour notre probléme.

Nous nous intéressons a la réductibilité inductive de m(zy,zs,3), procédant de la
méme fagon que dans le chapitre 5: nous cherchons les solutions dans N F de:

V1,92, 93 m(zl, z2,23) # m(y1, Y1, ¥2) :
A(m($1,$2,23) # m(y17y27 y3) \ m(y2a Y3, yl) Z m(y17y2, y3))
A(m(zy1,z2,23) # m(y1, ¥2,¥3) V m(Y3, ¥1,%2) > m(¥1,Y2,¥3))

La premiere diséquation signifie la non réductibilité en téte par la régle m(z,z,y) —
z, les deux disjonctions qui suivent signifient la non-réductibilité en téte par I’équation
m(z,y,z) == m(y, 2,z), selon qu’elle est consisdérée de gauche 3 droite ou de droite 3
gauche.

On peut remarquer que cette formalisation généralise celle du chapitre 5. (On retrouve
la précédentelorsqu’il n’y a pas d’équations dans E). On peut aisément définir le probléme
a résoudre dans le cas général.

Voyons comment transformer ce probléme (généralisé):

Par décomposition et élimination des paramétres (EP;) on obtient le probléme:

Ty # T2 A m(z1,22,23) < m(z3, 3, 21) A m(z1, T2, 23) < m(z3,21,2)

Remarquons qu’il a été possible d’éliminer les paramétres sans difficulté?.

Par décompositions des inéquations, on obtient ensuite:

Ty # T2 Am(22,23,71) > 1 A m(22,23,31) > T2 A m(za,23,21) > T3
Am(z3,T1,22) > 21 A m(T3,2,21) > T2 A m(z3,22,71) > T3
/\(272 > .’L']V(.’L'] =$2/\$3>2:2)V($1 =2 AZ3=29A 2T, 223))
Nz3z > 21V (T1=23A 21 > 22) V(21 = T3 A T2 = 21 A T > 23))

!Ceci est, en fait, toujours possible lorsque toutes les équations s == t de E vérifient Var(s) =
Var(t). En effet, la simplification (2 I’aide des régles du chapitre 3) des diséquations permet de faire
apparaitre tous les paramétres comme membre d’une diséquation (et ce, dans chaque disjonction) puis
d’appliquer la régle d’élimination des paramétres. Le probléme serait plus difficile si ’équation était,
par exemple, m(y1,y2,y3) == m(y1,y1,ys). Alors le probléme de complément associé contiendrait la
disjonction m(z1,22,23) # m(y1,¥1,¥3) V m(y1,91,93) < m(¥1,¥2,¥3) qui conduit au probleme r; #
z2 V m(z1,71,23) < m(z1,y2,%3) ol le parametre y, n’a pas été éliminé.
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En appliquant les régles esquissées dans la section précédente.

Par application des tests d’occurrence le probléme ci-dessus se simplifie:

Z1;£:t2 /\(zz>a:1V(z1=a:2Az3>z2)V(a:1=z2/\z3=x2Aw12m3))
ANz3>z1V(T1=23A21 > 23) V(21 =23A T2 =71 A T3 > 23))

Ce probléme s’écrit successivement (par mise en forme normale conjonctive et application
des régles d’antisymétrie, de réflexivité et de transitivité sur les inéquations):

zy # zg /\azg29:1/\(:1:2>a:1Vz32:1:2)/\(:1:2>x1Vz3>m2Va:12:1:3)
AZ3 2 21 A (T3> 1V E1 2 2)A (23> 21 VT > 22V 20 > 23)

Puis
2> 1 A3 >0

Et ’on peut considérer ce dernier probléme comme étant en forme résolue.
On en déduit la régle de grammaire conditionnelle:
NFm(,hx?,,s) - m(NF; ,NF,,,NF;,) Sizy>zyetz3>1

On voit sur cet exemple que la généralisation des résultats des chapitres précédents
semble bien s’amorcer. Mais nous avons laissé de nombreuses questions sans réponse.
Essayons d’en dresser une liste:

1. Définir les représentants de problémes équationnels comportant des inéquations et
donner les régles permettant de trouver ces représentants (bien entendu ces régles
doivent terminer). C’est ce que nous avons commencé 4 faire en énoncant sous forme
de régles de transformation les propriétés d 'une relation d’ordre. Mais telles que nous
les avons énoncées elles ne terminent pas.

2. Compléter ’énoncé des régles associées 3 une interprétation de > comme ordre de
simplification total sur les termes fermés.

3. Trouver un contrdle pour lequel ’application des régles termine et obtenir un résultat
de complétude vis & vis des problémes sans paramétres. L’existence d’un tel algo-
rithme n’est pas assurée. Voyons sur un exemple le probléme posé. Soit le probléme
Vy : z > f(y) (on suppose que F ne contient qu’une constante : 0 et un symbole
de fonction unaire : f.) Sil’on essaye d’appliquer la méme technique que dans le
chapitre 3, ’idée pour éliminer le paramétre est de le “faire remonter”  la racine et
d’appliquer une régle d’élimination pour les inéquations y > ¢. Mais ni cette régle
d’élimination, ni “faire remonter” le paramétre n’est évident. Si I’on essaye en effet
d’appliquer une technique semblable i celles que nous avons déja employées, nous
“explosons” z,. L’un des problémes obtenus est alors

Jw,Vy: z = f(w) A f(w) > f(y)
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Malheureusement, la décomposition des inéquations ne permet pas d’obtenir w > y.
(En cela, on retrouve des problémes analogues a ceux que nous avons rencontrés
dans le chapitre précédent). On obtient en fait:

JuVy: z = flw)Aw> f(y)Aw>y

Et ce probléme contient le probléme dont on est parti. Néanmoins, dans ’exemple
présent, il est clair que le probléme n’a aucune solution car il est possible de trouver

y tel que z < f(y).
. Il parait possible sans difficulté de généraliser la méthode de calcul des grammaires de

formes normales. Mais la décision du vide est une autre affaire puisque les conditions
comportent désormais des inéquations. Le vide est il encore décidable dans ce cas ?
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Résumé : Une formule équationnelle est une formule du premier ordre dont
le seul symbole de prédicat est 1’égalité. Nous donnons un ensemble de regles de
transformation de telles formules et étudions leur correction dans divers modeles.
Nous étudions ensuite plusieurs controles sur ces régles qui permettent d’établir des
résultats de terminaison et de complétude vis & vis d’ensembles de formes résolues.
Plusieurs notions de formes résolues sont envisagées.

Une conséquence de ces résultats est, par exemple, la décidabilité de la validité
dans ’univers de Herbrand d’une formule équationnelle quelconque. En d’autres
termes, nous proposons une axiomatisation compléte des arbres finis sur un alphabet
fini. De plus les résultats de terminaison sont établis pour un contréle “minimal” et
plusieurs algorithmes de disunification peuvent étre obtenus par raffinement de ce
controle.

Les résultats précédents sont étendus aux arbres rationnels, aux algebres avec
sortes ordonnées et a certaines théories équationnelles.

Nous nous intéressons a plusieurs applications. La principale d’entre elles étant
I’étude du probleme de la correction des spécifications algébriques et plus précisément
la décision de la réductibilité inductive. Nous montrons comment, a ’aide la sim-
plification de certaines formules équationnelles, il est possible de calculer une gram-
maire (conditionnelle) du langage des termes fermés irréductibles pour un systeme
de réécriture. Nous proposons ensuite un algorithme de décision du vide pour de
telles grammaires, obtenant ainsi un algorithme de décision de la réductibilité in-
ductive dans le cas général.

Mots clés: Unification, démonstration automatique, preuves par induction,
spécification algébriques, logique équationnelle.
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