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Introduction

Malgré les nombreux succès du Modèle Standard de la Physiquedes Particules (prédiction
du quark charmé, des bosons de jauge faibles, du quark top, mesures de précision ...), celui-ci
sou�re de plusieurs problèmes comme notamment le problème de hiérarchie des masses ou en-
core celui de la Matière Noire. En e�et, une grande partie de l'Univers est constituée de matière
invisible non baryonique et inexpliquée par le Modèle Standard. De nouveaux modèles théo-
riques ont alors été élaborés pour résoudre ces imperfections et donc décrire plus précisément
la Nature. Le modèle le plus prometteur actuellement est la Supersymétrie qui représente une
nouvelle symétrie entre les fermions et les bosons. Cette théorie, non véri�ée expérimentalement,
présente plusieurs avantages et contient des candidats de Matière Noire comme, par exemple, le
neutralino. La recherche de signaux supersymétriques ainsi que la découverte du boson de Higgs
sont les principaux objectifs du futur collisionneur hadronique, le LHC (Large Hadron Collider),
situé au CERN et dont le démarrage est prévu pour le milieu de l'année 2008. Son potentiel suc-
cesseur, le ILC (International Linear Collider ), permettrait d'étudier en détail leurs propriétés
fondamentales. Compte tenu de la grande précision des futures mesures expérimentales, il est
important que les prédictions théoriques atteignent au moins ce même degré de précision.

Le travail e�ectué lors de cette thèse concerne les calculs de précision dans le cadre de l'ex-
tension supersymétrique minimale du Modèle Standard, le MSSM. Etant donné le nombre im-
portant de paramètres de ce modèle, un programme complet de renormalisation sur couche de
masse (On-Shell) à une boucle,SloopS, a été élaboré. En e�et, bien que de précédentes études
aient déjà réalisé des calculs à une boucle dans le MSSM, ces travaux n'étaient basés que sur une
renormalisation partielle ou incohérente.SloopS, quant à lui, prend en compte de manière cohé-
rente la totalité des corrections électrofaibles du modèleet contient en plus un moyen de tester
l'indépendance de jauge. Ce code permet alors de réaliser des calculs de précision propres aux
collisionneurs mais aussi applicables aux prédictions de densité relique et de détection indirecte
de Matière Noire .
A�n d'e�ectuer des calculs à l'ordre d'une boucle, la renormalisation complète dans les secteurs
du MSSM a été implémentée dans le code. Le secteur de Higgs contient un paramètre central
dans le modèle, le paramètretan( � ). Plusieurs dé�nitions de ce paramètre à une boucle ont pu
être analysées grâce à la �exibilité du programme concernant le choix du schéma de renormalisa-
tion. Pour cela, l'utilisation d'une �xation de jauge non li néaire, plus générale que celle utilisée
habituellement, a permis de tester ces dé�nitions en regardant leur dépendance de jauge. Nous
avons pu constater que certaines dé�nitions souvent utilisées ne sont pas invariantes de jauge et
ne correspondent pas à des quantités physiques. En�n, dans le secteur de Higgs, des corrections
aux masses ainsi que des processus physiques ont été calculés.
D'autre part, la renormalisation des secteurs des jauginos/higgsinos, des sleptons et des squarks
a aussi été codée et plusieurs prédictions à une boucle ont puêtre dérivées ; corrections sur les
masses des neutralinos et des sfermions, corrections sur des désintégrations ainsi que sur des
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sections e�caces. Le calcul des corrections aux masses des squarks oblige la prise en compte de
vertex à 4 particules avec des structures en couleur spéci�ques qui ont nécessité une implémen-
tation particulière dans SloopS.
Dans toute cette étude, l'utilisation d'une jauge non linéaire a permis de contrôler les di�érents
résultats. De nouvelles identités de Ward ont aussi été dérivées dans cette �xation particulière,
permettant la correction de certaines suppositions erronées dans la littérature.
De plus, des prédictions sur la densité relique de Matière Noire ont été réalisées dans plusieurs
scénarios. Dans un processus donné, un problème peut survenir lorsque la vitesse relative des
particules initiales est petite. Cette cinématique particulière intervient notamment dans des cal-
culs d'annihilation de Matière Noire. En fait, ce problème est inhérent aux calculs de boucles
car la routine des réductions des intégrales tensorielles sur la base d'intégrales scalaires ne peut
être menée dans ces conditions. Pour palier à ce problème, appelé problème de Déterminant de
Gram, une routine a été implémentée dansSloopS.
En�n, toute une série de tests a été conduite sur près de 200 processus ; comparaisons des résul-
tats à l'arbre avec d'autres programmes publics, véri�cations à une boucle des suppressions des
divergences ultra-violettes et infra-rouges, tests sur l'indépendance de jauge, comparaisons des
corrections à une boucle avec la littérature.

Dans le premier Chapitre, une brève introduction au Modèle Standard en Cosmologie sera
donnée avec notamment un aperçu du problème de la Matière Noire. De plus, dans cette partie,
nous aborderons comment prédire à partir de la physique des particules la densité relique de
Matière Noire dans un modèle cosmologique standard dominé par la radiation.

Le deuxième Chapitre sera consacré à une introduction au Modèle Standard de la Physique
des Particules (SM) ainsi qu'à ses divers problèmes, expérimentaux et théoriques.

Ensuite, nous détaillerons le modèle supersymétrique ainsi que les particules contenues dans sa
version minimale, le MSSM, Modèle Standard Supersymétrique Minimal. Les di�érents secteurs
du modèle seront présentés et les masses des particules à l'arbre seront dérivées.

Le Chapitre 4 sera consacré à la renormalisation et ses ingrédients tels que la régularisation
qui permet de gérer les divergences ultra-violettes et infra-rouges intervenant dans les calculs
de boucles. Nous exposerons dans ce Chapitre le problème du Déterminant de Gram, problème
récurrent dans les calculs de boucles.

Le Chapitre suivant présentera le codeSloopS développé a�n de pouvoir calculer automati-
quement des observables physiques à une boucle dans le MSSM.Le principe du programme et
la manière dont sont automatisées les règles de Feynman à partir du Lagrangien du modèle se-
ront exposés. Nous y détaillerons ensuite les di�érents tests e�ectués durant l'implémentation du
MSSM ainsi que les véri�cations systématiques de nos résultats sur les divergences infra-rouges
et ultra-violettes. En�n, nous insisterons sur l'intérêt d 'utiliser une �xation de jauge non linéaire.

Dans la suite du manuscrit, nous étudierons la renormalisation des di�érents secteurs du
MSSM. Dans le Chapitre 6, l'exemple simple de la renormalisation du SM sera présenté. L'in-
troduction des contre-termes dans les secteurs des fermions, des bosons de jauge ainsi que dans
le secteur de Higgs sera discutée.

Dans le Chapitre 7, la renormalisation du secteur de Higgs duMSSM sera développée en
détail. Le problème de la dé�nition du paramètre tan( � ) au delà de l'approximation de Born sera
présenté et nous regarderons divers schémas de renormalisation possibles pour ce paramètre ;
dé�nition à partir d'une transition entre un Higgs et un boson de jauge, dé�nition à partir
d'une pure divergence, dé�nition à partir d'une masse de Higgs et en�n dé�nition à partir d'une
désintégration. Nous verrons que cette dernière semble être une excellente dé�nition malgrè son
lien direct avec un processus particulier. D'autre part, nous écrirons les modi�cations survenant
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dans les identités de Ward et dans le cadre de jauges plus générales que celle de 't Hooft. En�n,
les corrections aux masses des Higgs ainsi que des exemples de processus seront donnés dans
plusieurs schémas de renormalisation.

Dans le Chapitre 8, nous expliquerons la renormalisation des autres secteurs du MSSM : le
secteur des charginos/neutralinos et le secteur des sfermions. A�n d'illustrer le potentiel de notre
codeSloopS, nous montrerons plusieurs exemples de processus calculésà l'ordre d'une boucle.
Plusieurs comparaisons avec la littérature ont été réalisées. Ces comparaisons portent sur les
corrections à une boucle aux masses des neutralinos et des sfermions ainsi que sur des processus
intervenant dans les collisionneurs linéaires comme la production de charginos ou de sleptons.
Dans ces calculs, nous nous attacherons à regarder l'impactdes divers schémas de renormalisation
du paramètre tan( � ).

Le Chapitre 9 portera sur une application très intéressantede SloopS : les prédictions à
une boucle sur la densité relique de Matière Noire. Nous examinerons l'importance des boucles
sur de tels calculs et nous regarderons aussi la dépendance des résultats dans les schémas de
renormalisation pour plusieurs scénarios importants de Matière Noire : l'annihilation en fermions
d'un neutralino bino, l'annihilation en bosons de jauge d'un neutralino en partie higgsino, la co-
annihilation d'un neutalino avec un slepton stau et l'annhilation en paire de quarks bottoms.
Cette analyse révèle que les corrections à une boucle peuvent être interprétées majoritairement
à partir d'un couplage e�ectif à l'énergie du neutralino. Les corrections restantes sont pour
le cas bino petites mais non négligeables. Pour le cas où le neutralino est en partie higgsino,
les corrections sont importantes. De plus, l'étude de la co-annihilation a permis d'exhiber une
contribution à la densité relique n'intervenant qu'à l'ordre d'une boucle et résultant de corrections
coulombiennes inversement proportionnelles à la vitesse.Une discussion sur la resommation de
cet e�et a été menée. En�n, le programme n'a pas été écrit pourtenir compte des gluons et
des gluinos ; cependant, plusieurs corrections sont de l'ordre de la constante de couplage QCD
et sont donc prises en compte : processus d'annihilation de neutralinos en bottoms, masses des
squarks...

En�n, nous donnerons en conclusion un aperçu de l'avancement du projet mais aussi les
diverses exploitations possibles de ce dernier. Dans les Annexes, nous rappelerons certaines pro-
priétés des matrices de masse du secteur charginos/neutralinos du MSSM. Nous donnerons la
liste exhaustive des tests menés sur près de200 processus ; comparaisons des résultats à l'arbre
avec des programmes publics, tests d'indépendance de jaugeet en�n véri�cations de l'annula-
tion des divergences ultra-violettes. Pour �nir, nous donnerons le détail de toutes les règles de
Feynman faisant intervenir les paramètres de jauge non linéaire.
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Introduction
(English version )

Despite the many successes of the Standard Model of ParticlePhysics (prediction and then
discovery of the charm quark, the weak vector bosons, top quark, the incredible agreement of the
theory with precision measurements, ...), it su�ers from a few, though fundamental, problems.
These include notably the so-called hierarchy problem related to the Higgs particle that has not
been discovered yet and the inability to account for the overwhelming evidence on the existence
of Dark Matter. Indeed, much of the Universe is composed of invisible non baryonic matter which
has no room in the Standard Model.
New theoretical models have been developed to address theseimperfections and shortcomings.
The most promising model is currently Supersymmetry which is a new symmetry between fer-
mions and bosons. This theory, not experimentally veri�ed yet, has several answers to the pro-
blems of the Standard Model and, as a bonus, naturally provides a Dark Matter candidate, the
neutralino.

Discovery of the Higgs boson and searches for signals of New Physics, with supersymmetry
high on the agenda, are the main objectives of the future hadron collider, LHC (Large Hadron
Collider), located at CERN, whose start is scheduled for mid-2008.
Given the high accuracy of future experimental measurements, it is important that the theo-
retical predictions reach at least the same degree of precision. The work done in this thesis
deals with precision one-loop calculations within the MSSM, the Minimal implementation of the
Supersymmetric Standard Model. Because of the large number of parameters that this model
contains, a comprehensive On-Shell renormalisation programme was developed and implemented
in an automated code,SloopS, for the calculation of loop processes. Although previous studies
have been performed dealing with one-loop calculations in the MSSM, these studies and cal-
culations were done piecemeal, concentrating on one subsetof the MSSM at a time and with
di�erent approaches for di�erent sectors, leading to inconsistencies and sometimes not based on
very strong theoretical grounds. Moreover none of these investigation dealt with application to
Dark Matter. SloopS takes into account in a coherent and complete manner all electroweak su-
persymmetic corrections. Moreover it provides powerful tests to check the results of a calculation
through gauge invariance tests. The code has a wide range of applications dealing within the
same framework with processes at the colliders as with providing results for the relic density of
Dark Matter and its indirect detection.

The complete renormalisation of the MSSM has been implemented in steps but within a co-
herent and common approach. The Higgs sector contains a central parameter in the model, the
parameter tan( � ). In the thesis we review and study several de�nitions, schemes, of this parame-
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ter thanks to the �exibility of the automated code in switchi ng between di�erent renormalisation
schemes. This is also possible because we conduct our study and renormalisation programme by
exploiting novel non-linear gauge-�xing conditions that allow to numerically test the gauge para-
meter (in)dependence of di�erent schemes. We have found that certain, popular, de�nitions are
not gauge invariant. In the Higgs sector the work provides results concerning corrections to the
Higgs masses as well as Higgs decays. The renormalisation ofthe gauginos / higgsinos, sleptons
and squarks sectors was also theoretically studied and implemented in SloopS. The thesis will
report on a few results concerning corrections to masses as well as giving one-loop predictions to
decays and pair production of some supersymmetric particles. To be able to arrive at such a com-
plete coverage of the MSSM at one-loop in an OS scheme, some major technical problems had to
be overcome either at the theory level or in the coding. Let ushere just mention for example the
issue of the squark quartic coupling that has a very speci�c colour structure. This vertex needs
to be implemented correctly and e�ciently as it is needed for the SUSY (supersymmetric) QCD
corrections to some squark masses. Though very �exible, thegeneralised non-linear gauge needs
to be treated carefully. The renormalisation procedure with these gauge �xing requires that one
�rst derives some important Ward-Taylor-Slavnov identiti es. This has allowed to correct some
wrong or misleading assumptions in the literature.

One major novel outcome of our work has been the one-loop calculation of the relic density
of Dark Matter for a variety of scenarios. Apart from the complete renormalisation of the MSSM
to arrive at this achievement an another technical problem having to do with the loop integrals
had to be solved and its implementation in the code optimised. This has to do with the fact that
the neutralino LSP (Lightest Supersymmetric Particle) and the NLSP taking part in the cross
section move at very low relative velocity leading to the appearance of small inverse Gram deter-
minants that can cause severe instability in the loop calculation. This is because the reduction
of the tensorial loop integrals on the basis of the scalar integrals can not be carried through, as
the solution involves this vanishing determinant. A special routine to overcome this problem has
been implemented inSloopS.
Finally, a whole series of tests has been conducted on nearly200 process at one-loop. Whenever
available comparisons with the literature either at tree-level, one-loop or both has been perfor-
med. For each process we also check, the ultraviolet and infra-red �niteness as well as the gauge
parameter independence in all the8 non-linear gauge �xing parameters.

In the �rst Chapter, a brief introduction to Cosmology with a particular attention to the
problem of Dark Matter is given. We will discuss how to predict from particle physics the relic
density of Dark Matter in the standard approach of a radiation dominated Universe.

The second Chapter is devoted to an introduction to the Standard Model of Particle (the
SM) and its various problems, experimental and theoretical.

This is followed, in the next Chapter, by a theoretical overview of the MSSM detailing its
�elds content. The sectors of the model will be presented deriving at each step the tree-level
masses and some sum rules.

Chapter 4 is devoted to renormalisation and the ingredientsneeded to carry out a loop
calculation, such as regularisation for both the ultraviolet and infrared divergences. This Chapter
covers also the issue of the Gram determinant and its resolution for the case of vanishing velocities
for incoming particles such as neutralinos for indirect detection or the velocity expansion that
might be needed for the calculation of the relic density.

Chapter 5 will present the codeSloopS which we developed for the automatic calculation of
physical observables at one-loop in the MSSM. The main features of the code such as the auto-
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matic generation of the Feynman rules directly from the Lagrangian, through LanHEP, including
the generation of counterterms will be exposed. We will thenexplain the various tests conducted
during the implementation of the MSSM and the systematic checks at one-loop level especially
as concerns the ultraviolet and infrared �niteness tests. The importance of using and exploiting
a non-linear gauge �xing function will be stressed.

In the rest of the manuscript, we will study the renormalisation of di�erent sectors of the
MSSM.

In Chapter 6, as a warm-up, the simple example of the renormalisation the SM will be
presented. We will discuss how the counterterms for the gauge bosons, the fermions and the
Higgs are introduced and constrained.

Chapter 7 is devoted to the renormalisation of the Higgs sector of the MSSM. The problem
of de�ning the parameter tan( � ) beyond the Born approximation is duscussed. We will consi-
der various renormalisation schemes for this parameter : i)an oft-used de�nition based on a
transition from a pseudoscalar Higgs boson to a gauge boson,ii) DR de�nition absorbing only
a pure divergence, iii) a de�nition where beside the pseudoscalarHiggs mass the mass of the
heaviest CP even Higgs is used as an input parameter, iv) a de�nition based on the decay of
the pseudoscalar Higgs into� leptons. We �nd that the latter possesses all the virtues (gauge
invariant, directly related to an observable and numerically stable). In the same Chapter we
will derive an important Ward identity related to the de�nit ion of tan( � ) in the the classes of
the non-linear gauges. We compare the values of the corrected one-loop Higgs masses and Higgs
decays in di�erent schemes oftan( � ).

In Chapter 8, we explicit our renormalisation programme forthe charginos/neutralinos sector
as well as the sfermion sector. To illustrate the potential of SloopS, we will show several examples
of process calculated at one-loop. Several comparisons with the literature are made. Examples
include one-loop corrections to masses of some of the sfermions and neutralinos as well as full
one-loop corrections to chargino decays and charginos and sleptons pair production at a high
energy linear collider. Thetan( � ) scheme dependence in these examples is also investigated.

Chapter 9 will focus on a very interesting and important application of SloopS that we have
thoroughly investigated in this thesis : the one-loop corrections to the relic density of Dark Matter.
We have studied several scenarios i) annihilation into fermions for an almost bino neutralino LSP,
ii) the annihilation predominantly into gauge bosons for a LSP with a large higgsino component,
iii) co-annihilation of a neutralino with a stau iv) annihil ation of the LSP predominantly into a
pair of b quarks in a scenario with a not too heavy pseudo-scalar Higgsboson. In some instances
the bulk of the radiative corrections can be accounted for bya running of the e�ective QED
coupling at the scale of the neutralino, although the remaining corrections are not negligible.
When the neutralino has a substantial higgsino component the corrections are substantial. The
study of the co-annihilation revealed non negligible Coulomb-Sommerfeld threshold corrections
of order �=v (v is the relative velocity of the neutralinos). A discussion about how and whether
these corrections should be resummed is given.

At the moment the code is lacking a full renormalisation of the gluino sector. But this was
not the aim of our work since the target was to be able to provide a one-loop calculation for the
relic density where the gluino does not play a role in most scenarios. This said, many QCD and
SUSY QCD corrections have been handled, like LSP annihilation into b quarks, the one-loop
corrections to the squark masses, etc...

The thesis closes with some remarks and highlights various possible extensions of the versatile
code that was developed in this work.

The thesis contains a few Appendices. We will give some details about some properties of the
mass matrices in the charginos / neutralinos sector of the MSSM. An exhaustive list of about
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200 test processes at one-loop is presented. At tree-level the results are compared with publicly
available codes. At one-loop ultraviolet and infrared �niteness tests are systematically performed
as well as tests of the gauge parameter independence. An Appendix will list the Feynman rules
of the MSSM that involve the non-linear gauge parameters.
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Chapitre 1

Le Problème de la Matière Noire

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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1.4 Observations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5 Densité relique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.1 Introduction

En 1933, l'astronome suisse Zwicky détermina la distribution de vitesse au sein de l'amas
de Coma. Ses observations surprenantes montraient que la masse dynamique de Coma était une
centaine de fois supérieure à la valeur déduite de sa luminosité. La présence de grande quantité
de matière invisible dans l'Univers a été de nombreuses foiscon�rmée par diverses expériences.
On donna ainsi le nom de �Matière Noire� à toute cette quantité invisible. Dans les galaxies
spirales, voir Fig. 1.1, l'observation des vitesses de rotation en fonction de la distance au centre
galactique révèle de manière �claire� la présence de Matière Noire. En e�et, les orbites des étoiles
suivent la loi de Kepler. Si on considère la masseM (R) à l'intérieur de la sphère de rayonR à
partir du centre galactique, l'équilibre entre la force gravitationnelle et l'accélération centrifuge
induit,

v2

R
=

GM (R)
R2 ; (1.1)

qui peut se réécrire comme,

v =

r
GM (R)

R
: (1.2)

G représente la constante de gravitation. Pour des grandes distances englobant la majeure partie
de la composante visible de la galaxie (sur la Figure 1.1,R & 5kpc), on s'attend naturellement
à ce que la masseM (R) devienne constante. Par conséquent, pour de telles distances, la vitesse
de rotation v doit décroitre comme R� 1=2. Les observations indiquent pourtant clairement un
palier, ce qui induit la présence d'une grande quantité de matière invisible que l'on appelle halo
de Matière Noire.
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Fig. 1.1 � Courbe de rotation de la galaxie spirale NGC6530 [1].

Par ailleurs, plusieurs observations expérimentales comme par exemple l'observation du fond
di�us cosmologique par la sonde WMAP [2] ont con�rmé depuis la présence de Matière Noire
dans l'Univers. Récemment, l'observation de l'amas 1E0657-56 (voir Fig. 1.2) surnomméBullet
Cluster pour sa forme particulière conduit à penser que la Matière Noire est de nature non
baryonique. La Figure 1.2 montre la collision de deux amas degalaxies et indique une séparation
nette entre les baryons et la distribution de masse. On peut comprendre cette séparation en
considérant la présence de particules peu collisionnelles. Lors de l'interaction de ces deux amas de
galaxies, les baryons interagissent entre eux et sont donc chau�és. Ces derniers émettent alors un
rayonnement X. Les particules de Matière Noire, quant à elles, ne subissent pas ce ralentissement
par frottement et se sépare donc du gaz de baryons. Cette observation est di�cilement explicable
par les théories de gravité modi�ée [3] et o�re donc un argument fort en faveur de la nature non
baryonique de Matière Noire.

1.2 Modèle Standard en Cosmologie

Pour construire un modèle cosmologique, il su�t de se donnerune théorie reliant géométrie et
contenu de l'Univers, une métrique rendant compte des symétries de celui-ci et en�n son contenu
matériel et énergétique.
Le modèle de Friedmann-Lemaître représente actuellement le Modèle Standarden cosmologie. Il
se base naturellement sur les équations d'Einstein de la Relativité Générale,

R �� �
1
2

g�� R + � g�� = 8 �G T�� : (1.3)

R et R �� représentent respectivement le tenseur et la courbure de Ricci (qui se déduisent du
tenseur métriqueg�� considéré). En�n, T�� est le tenseur énergie-impulsion qui décrit le contenu
de l'Univers.
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Fig. 1.2 � Observation de l'amas 1E0657-56 (Bullet cluster) [4]. Les zones rouges représentent
le �ux de rayons X (observé par le satellite CHANDRA [5]) révélant la présence de baryons
chauds. Les zones bleues représentent la distribution de lamasse (obtenue par e�et de lentille
gravitationnelle par les télescopes VLT [6] et Hubble [7]).

Le principe cosmologique stipulant que l'Univers est homogène et isotrope et qu'il n'existe pas
d'observateur privilégié conduit à la métrique dite de Robertson-Walker (en coordonnées sphé-
riques),

ds2 = dt2 � R(t)2
�

dr2

1 � kr 2 + r 2d

�

: (1.4)

où t est le temps propre etk = 0 ; � 1; +1 la courbure. Il semblerait, d'après les observations
actuelles, que l'Univers soit plat ; c'est-à-dire de courbure nulle. r représente la distance como-
bile d'un objet, c'est-à-dire qui suit l'expansion de l'Univers. Pour obtenir la distance métrique
correspondante, il faut multiplier cette coordonnée radiale r par le facteur d'échelleR(t). Ainsi,
lorsque le facteur d'échelle double, les distances relatives (par exemple entre deux galaxies) sont
doublées elles aussi.
Si le contenu de l'Univers est assimilé à un �uide parfait de pressionp et de densité d'énergie�
reliées par une équation d'état,

p = w� ; (1.5)
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alors le tenseur énergie-impulsion s'écritT �
� = diag(� �; p; p; p) et les équations (1.3) et (1.4)

conduisent aux deux équations de Friedmann-Lemaître

_R2

R2 +
k

R2 �
�
3

=
8�G

3
� ; (1.6)

� 2
•R
R

�
_R2

R2 �
k

R2 + � = 8 �Gp : (1.7)

Si on suppose que l'Univers est plat et que le terme de constante cosmologique est du à un �uide
de pression négativep� = � � � (on parlera d'une manière générale d'énergie noire), on peut alors
réécrire les équations (1.6) et (1.7) sous la forme simpli�ée,

H 2 =
8�G

3
� ; (1.8)

� 2 _H � 3H 2 = 8 �Gp ; (1.9)

où on a introduit le paramètre de Hubble

H (t) =
_R(t)

R(t)
: (1.10)

Ce paramètre représente le taux d'expansion de l'Univers à l'instant t. En e�et, en première
approximation, la vitesse de fuite des objets dans l'Univers due à son expansion est donnée par
~v = H~r .
En combinant les équations (1.8) et (1.9) puis en utilisant la dérivée de la relation (1.8) par
rapport au temps propre, on se ramène à l'expression suivante (correspondante à la conservation
d'énergie pour le �uide considéré)

_� + 3( p + � )H = 0 : (1.11)

Si on injecte l'équation d'état (en supposantw constant) correspondant au contenu de l'Univers,
on en déduit que,

� / R� 3(1+ w) ; (1.12)

H / R� 3
2 (1+ w) : (1.13)

Par conséquent, si l'Univers est dominé par un type particulier de �uide (radiation, matière,
énergie noire), le facteur d'échelleR(t) suit une évolution bien particulière, voir Tab. 1.1.

Univers dominé par la... w � R H

radiation 1
3 / R� 4 / t1=2 1

2 t � 1

matière 0 / R� 3 / t2=3 2
3 t � 1

énergie noire � 1 / R0 / et t

Tab. 1.1 � Evolutions du facteur d'échelleR(t).
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1.3. Brève histoire de l'Univers

Il est habituel de décrire le contenu de l'Univers en dé�nissant la quantité 
 i de l'espècei par


 i =
� i

� c
; (1.14)

qui représente le rapport de la densité de l'espècei par rapport à la densité critique � c dé�nie
par,

� c =
3H 2

8�G
: (1.15)

D'après l'équation (1.8), la somme totale des densités� i est strictement égale à la densité critique
� c, ou de manière équivalente

�
 i = 1 pour k = 1 : (1.16)

Le modèle standard en cosmologie est le modèle� CDM (Cold Dark Matter) où l'énergie noire
est décrite au travers d'une constante cosmologique� et où la matière noire est supposée non
relativiste, donc froide.

1.3 Brève histoire de l'Univers

L'histoire de l'Univers est basée sur des extrapolations denos connaissances actuelles jusqu'à
l'époque de Planckt � 1019 GeV (� 10� 43s). Commençant à partir de ce temps, on va donner
une brève description des grandes étapes de l'Univers jusqu'à nos jours ;

� T � 1016 GeV : A cette échelle d'énergie, on suppose que le groupeG de grande uni�cation
des interactions est brisé pour donner le groupe de jauge du Modèle Standard des particules
SU(3)C � SU(2)L � U(1)Y .

� T � 102 GeV : Le groupe SU(3)C � SU(2)L � U(1)Y du Modèle Standard se brise en
SU(3)C � � U(1)Q . Cette transition, appelée brisure de symétrie électrofaible, pourrait
être à l'origine de la baryogénèse.

� T � 101 � 103 GeV. Le candidat de Matière Noire se découple (voir Sect. 1.5).
� T � 0:3 GeV : La transition de phase QCD intervient et les quarks et les gluons sont alors

con�nés dans les hadrons.
� T � 1 MeV : Le découplage des neutrons intervient.
� T � 100 keV : La nucléosynthèse primordiale ou BBN (Big Bang Nucleosynthesis) débute.

Les protons et les neutrons interagissent pour donner les éléments légers ; D,3He, 4He, Li.
� T � 1 eV : La densité de matière devient égale à la densité de radiation. Il y a alors

transition entre le règne de rayonnement où l'expansion de l'Univers suit la loi R(t) / t1=2

vers celui de la matière oùR(t) / t2=3.
� T � 0:4 eV : Les photons se découplent et produisent le rayonnement du fond di�us

cosmologique ou CMB (Cosmic Microwave Background), observé aujourd'hui avec une
excellente précision, voir Fig. 1.3.

� T � 10� 4 eV, T = 2 :7 K : Aujourd'hui.

1.4 Observations

Les observations combinées de diverses expériences, notamment WMAP Wilkinson Micro-
wave Anisotropy Probe[9] et SDSSSloan Digital Sky Survey[12] permettent de dériver [13] par
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Chapitre 1. Le Problème de la Matière Noire

Fig. 1.3 � A gauche : Mesures des �uctuations de température du fond di�us cosmologique (CMB)
par les expériences COBE [8] et WMAP [9]. La résolution pour WMAP est 30 fois supérieure à
celle de COBE [10]. A droite : Di�érentes contraintes expérimentales sur la densité de matière

 M et d'énergie noire 
 � [11].

l'observation du fond di�us cosmologique les di�érentes densités actuelles
 i avec une très grande
précision, voir Tab. 1.2. Ces données expérimentales font apparaître trois problèmes majeurs en
cosmologie.
Tout d'abord, on s'apercoit que la somme des densités donne�
 i h2 = 1 et ceci révèle donc que
notre Univers est plat, cependant, rien ne suggère a priori que la courbure de l'Univers soit nulle.
Ensuite, les mesures montrent que la composante d'énergie noire est très importante. Son in-
terprétation physique est toujours un mystère. En physiquequantique, une explication possible
serait de penser cette composante en terme de densité d'énergie du vide. Cependant, tous les
modèles en physique des particules prédisent une valeur du vide trés éloignée de la valeur obser-
vée. Une autre explication proviendrait des modèles de quintessence dans lesquels on considère�
comme un paramètre légèrement variable et induit par un champ scalaire de pression négative.
En�n, on remarque une part importante de matière non baryonique 
 nbh2 ' 0:1 correspondant à
la Matière Noire. Cette contribution peut être expliquée par l'introduction de nouvelles particules
(que l'on notera � dans la suite) dans des théories au-delà du Modèle Standard (Supersymétrie,
Dimensions Supplémentaires...).

En�n, on peut noter que les observations cosmologiques atteignent désormais une grande pré-
cision. La Figure 1.3 représente les �uctuations de température du fond di�us cosmologique
mesurées par les expériences COBE [8] et WMAP [9] ainsi que lesdi�érentes contraintes expéri-
mentales sur les paramètres(
 M ; 
 � ). Ces di�érentes mesures seront de plus améliorées par les
futurs satellites PLANCK [14] et SNAP [15].
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1.5. Densité relique


 
 
 � 
 b 
 nb 
 � �
 i

4:6+0 :5
� 0:5 � 10� 5 < 0:014 0:042+0 :003

� 0:005 0:20+0 :02
� 0:04 0:76+0 :04

� 0:06 1:003+0 :013
� 0:017

Tab. 1.2 � Valeurs expérimentales des densités actuelles
 i pour di�érentes espèces. Les indices

 , � , b , nb et � indiquent respectivement la radiation, les neutrinos, la matière baryonique, la
matière noire non-baryonique (ou Matière Noire) et l'énergie noire. Ces valeurs sont calculées en
prenant pour le paramètre de Hubbleh, dé�ni par H = 100h:km:s � 1:Mpc� 1, sa valeur actuelle
h0 = 0 :73.

1.5 Densité relique

Dans la suite sera détaillée la résolution [16�18] de l'équation de Boltzmann qui conduit à la
prédiction de la densité relique
 nbh2 = 
 � h2 à partir de la physique des particules.

1.5.1 Equation de Boltzmann

Dans l'Univers primordial, les particules présentes (du Modèle Standard et autres...) inté-
ragissent entre elles et sont en équilibre thermique. Cependant, compte tenu de l'expansion de
l'Univers, certaines particules sortent de leur état d'équilibre et se découplent du reste des par-
ticules. Ceci intervient lorsque le parcours moyenl � 1=(n� ) devient plus petit que le taux
d'expansion H � 1=t. On parle alors du moment du découplage (oufreeze-out). Après cet ins-
tant, ces particules n'interagissent plus assez avec la soupe cosmique et leur nombre reste alors
constant. Par conséquent, leur densité décroit comme le cube du facteur d'échellen � 1=R3.
La densité numérique d'une particule découplée peut être calculée à partir de l'équation de
transport de Boltzmann. Si on considèreN particules � i avec une massemi et possédant un
nombre interne de degrés de libertégi (spin, couleur ...), l'évolution de la densité numériquen i

de la particule � i est donnée par l'équation de Boltzmann (écrite ici dans le casgénéral dit de
coannihilation),

dni

dt
= � 3Hn i �

NX

j =1

h� ij vij i (n i n j � neq
i neq

j ) : (1.17)
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Chapitre 1. Le Problème de la Matière Noire

On a supposé ici que la particule la plus légère d'indicei = 1 est stable. Le premier terme du
membre de droite correspond au facteur de dilution due à l'expansion de l'Univers. Si aucune
réaction n'a lieu, l'équation (1.17) conduit simplement àn i R3 = const. Par conséquent, la densité
diminue comme l'inverse du cube du facteur d'échelle.
Le second terme représente quant à lui les réactions de (co)annihilation entre deux particules � i

et � j dont la section e�cace totale est donnée par

� ij =
X

X

� (� i � j ! X ) ; (1.18)

avec X l'ensemble de particules du Modèle Standard. Plus précisément, on doit calculer la
moyenne thermiqueh� ij vij i du produit de cette section e�cace par la vitesse relativevij qui
est donnée par

vij =
2

1 � M 2
� =s

q
1 � 2M 2

+ =s+ M 4
� =s2 ; avecM 2

� = m2
i � m2

j : (1.19)

Comme � 1 est stable, toutes les particules de masse plus élevées vontse désintégrer pour contri-
buer à sa densité. Donc la somme des densités numériques,

n =
NX

i =1

n i ; (1.20)

représente la réelle abondance à prendre en compte. D'autrepart, on suppose,

n i

n
'

neq
i

neq : (1.21)

On obtient �nalement l'équation,

dn
dt

= � 3Hn � h � e� vi (n2 � n2
eq) ; (1.22)

dont la moyenne thermique est donnée par,

h� e� vi =
X

ij

h� ij vij i
neq

i

neq

neq
j

neq : (1.23)

A l'équilibre n = neq, on retrouve bien la compensation entre créations et annihilations.

1.5.2 Moyenne thermique

La moyenne thermique de la section e�cace multipliée par la vitesse relative est donnée par,

h� ij vij i =

R
d3~pi d3~pj f i f j � ij vijR

d3~pi d3~pj f i f j
; (1.24)

où f i représente la fonction de distribution de l'espècei . Dans l'approximation de Maxwell-
Boltzmann (T . m), cette distribution est simplement donnée par,

f i = e� E i =T : (1.25)
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1.5. Densité relique

En dé�nissant x comme le rapport x = m=T, on peut montrer que

h�v i =
x3=2

2� 1=2

Z 1

0
(�v )v2e� xv 2 =4dv pour x & 1: (1.26)

Il est souvent possible de développer�v comme un polynôme de la vitesse. Il est alors intéressant
de connaître le résultat suivant qui donne la moyenne thermique de la vitesse à une certaine
puissance� ,

hv� i =
2� +1
p

�
�

�
3 + �

2

�
x

�
2 ; avec� > � 3: (1.27)

Plus précisément, les puissances qui nous seront utiles parla suite, � = � 1; 0; 1; 2, conduisent à,

hv� 1i =

r
x
�

; hv0i = 1 ; hv1i =
4

p
�x

; hv2i =
6
x

::: (1.28)

La densité numérique de la particulei à l'équilibre s'exprime en fonction du nombre interne de
degrés de libertégi ,

neq
i =

gi

(2� )3

Z
d3~pi f i : (1.29)

Toujours dans l'approximation de Maxwell-Boltzmann (x & 1), le calcul de neq
i se réduit à,

neq
i =

T
2� 2 gi m2

i K 2

� mi

T

�
; (1.30)

où on a introduit la fonction de Bessel modi�ée de deuxième espèceK 2(x), voir Ann. D.
Il est facile de montrer que seules les particules de masse proche de celle de la particule la plus
légèrem1 contribuent signi�cativement à la densité numériquen. En e�et, pour une particule i de
massemi = m1+ �m i , la fonction de BesselK 2(x) contient le facteur de Boltzmanne� x�m i =m1 qui
devient non négligeable lorsque la di�érence de masse�m i est petite. En première approximation,
la densité numérique de la particulei à l'équilibre est donnée par,

neq
i ' neq

1
gi

g1

�
1 +

�m i

m1

� 3=2

e� x �m i
m 1

| {z }
~gi; e�

; (1.31)

et par conséquent,

neq = neq
1

NX

i =1

~gi; e� : (1.32)

Finalement, la moyenne (1.23) se réduit à

h� e� vi =
X

ij

~gi; e� ~gj; e�

g2
e�

h� ij vij i : (1.33)
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Chapitre 1. Le Problème de la Matière Noire

1.5.3 Modi�cation de l'équation de Boltzmann

Pour pouvoir trouver une solution approchée de l'équation (1.22), on e�ectue le changement
de variable suivant,

Y =
n
s

; (1.34)

où s représente la densité d'entropie. On suppose aucune production d'entropie, par conséquent
le terme S = R3s reste constant. L'équation (1.22) peut alors se réécrire enfonction de Y(x)
avec x = m1=T,

dY
dx

= �
m1

x2

1
3H

ds
dT

h� e� vi
�
Y 2 � Y 2

eq

�
: (1.35)

En utilisant l'equation de Friedmann-Lemaître 1.8 et en supposant que l'Univers est dominé par
la radiation à l'origine induisant le paramétrage,

� = ge� (T)
� 2

30
T4 ; (1.36)

s = he� (T)
2� 2

45
T3 ; (1.37)

pour la densité d'énergie� et pour la densité d'entropies en fonction des degrés de liberté e�ectifs
ge� (T) et he� (T), il vient facilement,

dY
dx

= �

r
�

45G

p
g� m1

x2 h� e� vi
�
Y 2 � Y 2

eq

�
: (1.38)

p
g� est une notation condensée dé�nie par,

p
g� =

he�
p

ge�

�
1 +

T
3he�

dhe�

dT

�
: (1.39)

1.5.4 Solution approchée

L'équation (1.38) est une forme particulière de l'équationde Riccati Y
0

= q0(x) + q1(x)Y +
q2(x)Y 2 qui n'a malheureusement pas de solution analytique. Plusieurs programmes, comme
DarkSUSY[19] et MicrOMEGAs[20], permettent la résolution numérique de l'équation (1.38) et
prédisent la densité relique de Matière Noire dans di�érents modèles.
On peut cependant trouver une solution approchée. Pour cela, on va résoudre cette équation
pour deux époques particulières : le moment dufreeze-out pour x = xF et aujourd'hui pour
x = x0 ! 1 .
Au moment du freeze-out, les particules � i sont en équilibre thermique et on va donc poser
Y � Yeq

Yeq
= c où c est un nombre choisi �convenablement�.

dYeq

dx
= �

r
�

45G

p
g� m1

x2 h� e� vi c(c + 2) Y 2
eq pour x = xF : (1.40)

D'après ce que l'on a trouvé pourneq dans l'équation (1.32), on obtient,

Yeq =
g1

4� 4 x2 K 2(x)
he� (T )

NX

i =1

~gi; e� (x) : (1.41)
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1.5. Densité relique

En développant au premier ordre les fonctions de Bessel, (1.40) conduit à la relation itérative

x � 1
F = ln

�
0:03824ge�

M P
p

g�
m1h� e� vi c(c + 2) x1=2

F

�
; (1.42)

avecM P = 1=
p

G, la masse de Planck.
Aujourd'hui, les particules � i ne sont plus à l'équilibre thermique et on peut négligerYeq devant
Y (x). L'équation (1.38) se simpli�e alors en,

d
dx

�
1
Y

�
�

r
�

45G
p

g� m1h� e� vi =x2 : (1.43)

En intégrant de x = xF à x = 1 , on trouve en négligeant le terme1=YF et en considérant
p

g� (xF ) comme étant une valeur typique pour
p

g� (x),

Y � 1
1 =

r
�

45G

p
g� (xF )m1J ; (1.44)

avec la notation,

J =
Z 1

xF

h� e� vi dx=x2 : (1.45)

Finalement, la densité relique de matière noire est donnée par,


 � = � � 0 =� crit =
Y1 s0m1

� crit
: (1.46)

En utilisant le facteur de conversion~2c3 = 1 :171� 10� 17GeV2:cm3:s� 1, on obtient,


 � h2 =

 
10

p
g� (xF )

xF

24

!
0:237� 10� 26cm3:s� 1

xF J
: (1.47)

De plus, pour être un peu plus rigoureux, il faut normalementtenir compte dans nos calculs de
la vitesse de Møller [17]

vMøl = vcm
1
2

�
1 � ~v1: ~v2 +

m2

E1E2

�
; (1.48)

au lieu de la vitesse relativev. Si on e�ectue ce changement, on doit modi�er la moyenne ther-
mique h�v i ,

h�v Møl i =
1
2

�
1 +

K 2
1(x)

K 2
2(x)

�
h�v i '

�
1 �

3
2x

+ :::
�

h�v i pour x � 1; (1.49)

qui change légèrement les prédictions (de l'ordre de 5%). LaFigure 1.4 montre une solution
numérique de l'équation de Boltzman. On voit apparaître clairement l'instant du freeze-out (ici
pour xF s 20). D'autre part, on constate que plus la section e�cace est grande et plus la densité
relique est petite.
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1 10 100 1000

0.0001

0.001

0.01

Fig. 1.4 � Evolution de la densité comobile numérique aujourd'hui (enpointillé) et à l'équilibre
(en trait plein) [21].

1.5.5 Approximation et première estimation

Si on suppose que l'on est loin des pôles et des seuils qui peuvent intervenir dans les sections
e�caces (sinon voir Ref. [22]), �v peut raisonablement s'écrire en première approximation,

�v = a + bv2 : (1.50)

On obtient alors, en utilisant les relations (1.28),h�v i = a + 6b=x et donc

h�v Møl i = a + 6
�

b�
a
4

�
=x + ::: (1.51)

La densité relique est ainsi reliée aux facteursa et b par


 � h2 =

 
10

p
g� (xF )

xF

24

!
0:237� 10� 26cm3:s� 1

a + 3
xF

(b� a
4)

: (1.52)

Par conséquent, si on se donne un modèle au-delà du Modèle Standard, on peut relier la physique
des particules à la prédiction cosmologique par le biais du calcul des di�érentes (co)annihilations
du candidat de Matière Noire (pour un calcul plus détaillé, voir [17]). On a ainsi, pour un modèle
cosmologique standard de domination de la radiation à l'origine,


 � h2 �
10� 10GeV� 2

h�v i
: (1.53)

Une section e�cace électrofaible donne typiquement la valeur,

h�v i �
� 2

M 2
EW

� 10� 9GeV� 2 ; (1.54)
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avec � � 1=137 la constante de couplage électromagnétique etM EW � 100 GeV, l'échelle
électrofaible. Les deux relations (1.53) et (1.54) induisent une densité relique de
 h2 � 0:1 ce qui
correspond aux observations, voir Sect. 1.4. Cette coïncidence semble indiquer que les problèmes
de brisure de symétrie électrofaible et celui de la Matière Noire sont intimement liés et ainsi
encourage à explorer des modèles de Nouvelle Physique au-delà de l'échelle électrofaible.
En�n, on peut noter que dans certains cadres cosmologiques non standards, la relation (1.53)
peut être modi�ée. Si dans les futurs collisionneurs (LHC ouLC), on découvre le candidat
responsable de la Matière Noire, il deviendra intéressant de véri�er le scénario cosmologique
standard et le résultat donnant la densité relique en fonction des probabilités d'annihilation.
Le cadre standard suppose la conservation de l'entropie de matière et de radiation ainsi que
l'équilibre thermique (et chimique) des WIMPs (Weakly Interacting Massive Particle) avant le
decouplage. Ces hypothèses de base ne sont pas nécessairement valables dans certains modèles
cosmologiques où une création d'entropie et une productionnon thermique des WIMPs peuvent
avoir lieu [23]. D'autres scénarios peuvent être envisagéscomme l'introduction de dimensions
supplémentaires [24] ou d'un champ scalaire [25], comme lescosmologies scalaire-tenseur [26],
anistropiques [27] ou encore en supposant que l'ère de domination de la radiation a débuté à
une température basse de �réchau�ement� [28]. Les relations que nous venons de dériver s'en
trouvent grandement changées. La conséquence est qu'une observation (même indirecte) de la
WIMP et l'analyse de ces propriétés, aux collisionneurs parexemple, contraindrait ces modèles
cosmologiques. Pour que ces analyses et ces contraintes puissent etre menées à bien et interprétées
avec un minimum d'ambiguïté et un maximum de précision, il nous faut du côté théorique, en
ce qui concerne la partie physique des particules, pouvoir donner des prédictions �ables sur les
sections e�caces impliquant les WIMPs et les processus ayant trait aux paramètres du modèle
sous-jacent. En supersymétrie, par exemple, un calcul au-delà de l'approximation de Born est
donc essentiel.
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Chapitre 2

Le Problème du Modèle Standard
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2.1 Introduction

Le Modèle Standard[29] en Physique des Particules permet de rendre compte d'une grande
majorité d'observations en ce qui concerne trois des quatreinteractions fondamentales. En e�et,
l'interaction gravitationnelle n'est pas prise en compte dans ce modèle et elle est décrite séparé-
ment par la Théorie de la Relativité Générale (voir Chap. 1).Cependant l'énergie atteinte par
les accélérateurs (actuels et en projet) ne dépassent pas lacentaine de TeV et les e�ets de la
gravitation à cette énergie sont complètement négligeables.
Le Modèle Standard (SM) est basé sur le groupe de jauge non abélien SU(3)C � SU(2)L � U(1)Y .
Le groupeSU(3)C est le groupe de jauge de la chromodynamique quantique (QCD)décrivant les
interactions fortes et le groupeSU(2)L � U(1)Y est le groupe de jauge uni�ant les interactions
électromagnétique (QED) et faible sous l'interaction électrofaible (EW). En�n, le mécanisme de
Higgs confère une masse aux particules du modèle par l'introduction d'un champ scalaire. Ce
mécanisme brise spontanément la symétrieSU(2)Y � U(1)Y ne laissant que la symétrieU(1)Q

de la QED.
Toutes les particules du SM peuvent être classées suivant leurs nombres quantiques associés à
chaque groupe de symétrie, voir Tab. 2.1.

Il existe trois générations de quarks (up, down, charm, strange, top et bottom) et de leptons
(électron e, muon � , tau � et leur neutrino associé� e, � � et � � ) qui constituent les particules
de matière, trois types de bosons médiateurs d'interactionG1;2;3 = f B; W; gg et en�n la seule
particule du SM non détecté à ce jour, le boson de Higgs. Dans le Tableau 2.1, la charge électrique
Q de chaque particule se calcule à partir de la relation de Gell-Mann Nishijima,

Q = T3 + Y=2: (2.1)
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SU(3)C SU(2)L U(1)Y U(1)Q

QL =
�

uL

dL

�
3 2 1=3

2=3
� 1=3

uL 3 1 � 4=3 � 2=3
dL 3 1 2=3 1=3

L L =
�

� L

eL

�
1 2 � 1

0
� 1

eL 1 1 2 1
H 1 2 � 1 0
B 1 1 0 0
W 1 3 0 0; � 1
g 8 1 0 0

Tab. 2.1 � Particules du SM.

Le Lagrangien de la théorie peut s'écrire de manière compacte,

L SM = L J + L F + L Y + L H ; (2.2)

où chaque terme représente respectivement le Lagrangien dusecteur de Jauge, des Fermions, de
Yukawa et de Higgs, que nous détaillerons par la suite.

2.2 Secteur de jauge

Les termes de jauge du SM sont contenus dans l'expressionL J qui s'écrit comme,

L J = �
1
4

3X

i =1

1
g2

i
F a

i ��
F a��

i ; (2.3)

avec pour chaque indicei ,

F a
i ��

= @� Ga
i �

� @� Ga
i �

� f abcGb
i �

Gc
i �

: (2.4)

Les champsGi =
�

B; W 1::3; g1::8
	

représentent les bosons vecteurs associés respectivementaux
groupesU(1)Y d'hypercharge de couplageg1, SU(2)L d'isospin faible de couplageg2 et SU(3)C

de couleur de couplageg3. Les termesf abc sont les constantes de structure associées à chaque
groupe. Ces constantes sont déduites des relations de commutation entre les générateurs de
chaque groupe1 :

[Ta
j ; Tb

j ] = if abcT c
j : (2.5)

1A noter que pour le groupe abéliens U(1), f abc = 0 .
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2.3. Secteur fermionique

2.3 Secteur fermionique

Les parties gauches de chaque génération de leptonsL et de quarksQ se transforment comme
des doubletsSU(2)L tandis que les parties droites se transforment comme des singlets,

L i =
�

� i

ei

�

L
ei L ; (2.6)

Qi =
�

ui

di

�

L
ui L di L : (2.7)

L'hypercharge de chacun des multiplets gauches et droits est choisie de telle manière à repro-
duire la charge électromagnétique des fermions suivant la relation (2.1). Dans toutes la suite,
on admettra que les neutrinos sont sans masse et par conséquent qu'il n'existe pas de neutrino
droit.
La partie fermionique du Lagrangien s'écrit,

L F = L y
i �

� D � L i + ey
i �

� D � ei + Qy
i �

� D � Qi + uy
i �

� D � ui + d
y
i �

� D � di : (2.8)

La dérivée covariante peut s'écrire sous forme compacte,

D � = @� � i
3X

j =1

gj n j Ga
j � Ta

j ; (2.9)

avecn1 = Y pour l'hyperchargeU(1)Y , n2 = 0 ; 1 pour respectivement un singlet ou un doublet de
SU(2)L et n3 = 0 ; 1 � 1 pour respectivement un singlet, un triplet ou un antitriplet de SU(3)C .
Les termes de Yukawa s'obtiennent en formant tous les invariants de jauge de type fermion-
fermion-scalaire avec le champH dé�ni plus tard,

L Y = i� e
ij L t

i � 2ej L H � + i� u
ij Qt

i � 2uj L � 2H + i� d
ij Qt

i � 2dj L H � + h:c: (2.10)

La symétrie SU(2)L � U(1)Y interdit l'introduction directe de termes de masse pour lesfermions
et les bosons. Ces termes seront générés grâce à la brisure spontanée de symétrie dans le secteur
de Higgs.

2.4 Secteur de Higgs

Le secteur (minimal) de Higgs du SM est composé d'un doubletSU(2)L de champs scalaires
complexes avec une hyperchargeY = 1 ,

H =
�

� +

� 0

�
: (2.11)

Ce doublet est couplé aux bosons de jauge grâce à la dérivée covariante D � donnée par (2.9). Le
terme de Higgs du Lagrangien s'écrit comme,

L H = ( D � H )y(D � H ) � V (H ) : (2.12)

Le potentiel de HiggsV(H ) est le polynôme le plus général de degré4 en H et H y laissé invariant
par les transformations de jauge,

V (H ) = � � 2H yH + � (H yH )2 : (2.13)
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Chapitre 2. Le Problème du Modèle Standard

Le mécanisme de Higgs [30] du SM suppose que ces paramètres� et � sont choisis de telle manière
que le potentiel V est minimisé pour une valeur non nulle du champ de Higgs, ce vide n'étant
plus invariant sous SU(2)L � U(1)Y . Autrement dit, la valeur dans le vide h0jH j0i satisfait,

jh0jH j0ij 2 =
v2

2
6= 0 : (2.14)

Par conséquent, on peut développer le champ de Higgs autour de cette valeur,

H =

 
G+

1p
2

�
v + h0 + iG 0

�
!

: (2.15)

Le champ h0 représente le boson de Higgs et les champsG+ , G� et G0 sont des degrés non
physiques (Goldstones) et peuvent être éliminés par une transformation de jauge adéquate. En
fait, la valeur dans le videv introduit des termes de masse pour les bosons de jauge, voir l'équation
(2.12), ainsi que pour les fermions par les termes de Yukawa (2.10).v induit aussi un terme linéaire
en h0 dans le potentiel,

V � Thh avec Th = v
�
� 2 � �v 2�

: (2.16)

La minimisation du potentiel revient alors à éliminer ces termes linéairesTh (appelés à l'ordre
d'une boucle tadpoles). Par conséquent, les trois paramètres� , � et v sont reliés par la relation
Th = 0 .
Après cette brisure de symétrie, les bosons de jaugeW 1::3

� et B � du secteur électrofaible ne
représentent plus des états physiques du modèle. Les champsphysiques sont obtenus par des
combinaisons linéaires, faisant intervenir l'angle de Weinberg2 � W ,

�
Z �

A �

�
=

�
cW � sW

sW cW

� �
W 3

�
B �

�
; (2.17)

W �
� =

1
p

2

�
W 1

� � iW 2
�

�
; (2.18)

avec les relations,

cW =
g2p

g2
1 + g2

2

; sW =
g1p

g2
1 + g2

2

: (2.19)

Le photon A � reste sans masse et peut être interprété comme le boson de jauge de la symétrie
résiduelleU(1)Q des interactions électromagnétiques. Les bosons dits de Nambu-Goldstone G�

et G0 sont absorbés a�n de donner une masse aux bosonsW � et Z 0,

M 2
W = g2

2
v2

4
; (2.20)

M 2
Z =

�
g2

1 + g2
2

� v2

4
: (2.21)

La masse du champ de Higgsh0 est donnée par les termes quadratiques deV(H ),

M 2
h = 2 � 2 : (2.22)

2Dans toute la suite, on utilisera les notations suivantes, sW = sin( � W ), cW = cos( � W ) ...
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En�n, l'identi�cation du couplage du photon A � avec l'électron permet d'identi�er la constante
de couplage électromagnétique comme une combinaison des couplagesg1;2,

e =
g1g2p
g2

1 + g2
2

;

g1 =
e

cW
; g2 =

e
sW

: (2.23)

Il est alors possible de réécrire les masses des bosons de jauge en fonction de la constante de
couplagee et de l'angle de Weinberg� W ,

M W =
ev

2sW
; M Z =

ev
2cW sW

: (2.24)

2.5 Comptage de paramètres

Le modèle standard explique les résultats des mesures de la physique électrofaible en termes
d'un nombre limité de paramètres. Au niveau fondamental du Lagrangien, ces paramètres les
plus importants pour mesurer la structure du SM sont ceux du secteur de jauge et de Higgs,
c'est-à-dire,

�
g1; g2; v; �; � 2�

: (2.25)

En pratique, on préfère utiliser des paramètres reliés aux observables. Par exemple, le jeu de
paramètres (2.25) peut être remplacé par,

�
g1; g2; v; �; � 2�

! (�; M W ; M Z ; M h ; Th) : (2.26)

Avant les mesures du LEP (Large Electron Positron), les paramètres(g1; g2; v) étaient exprimés
en termes des paramètres mesurés à basse énergie

�
�; G F ; s2

W

�
avec GF la constante de Fermi

extraite de la désintégration du muon� et donnée par,

GFp
2

=
e2

8s2
W M 2

W
: (2.27)

Cependant avec les résultats de ces dernières années, les masses des bosonsW � et Z 0 ont été
mesurées avec une trés grande précision, il est donc préférable de choisir le jeu de paramètres
(2.26).

2.6 Problèmes du Modèle Standard

Malgré ses nombreux succès, il existe plusieurs indices montrant que le SM n'est qu'un mo-
dèle à basse énergie d'une théorie plus générale.
Tout d'abord, nous ne connaissons pas réellement le mécanisme de brisure de la symétrie élec-
trofaible. Ensuite, ce modèle n'explique pas les di�érences observées dans le spectre de masse
des fermions, ni même les mécanismes de mélange ou encore le nombre de générations. Le SM
contient donc un grand nombre de paramètres qui sont �xés arbitrairement. De plus, cette théorie
est basée sur un choix empirique de groupe de jauge et n'incorpore pas l'interaction gravitation-
nelle. D'autre part, on s'attend à ce que la théorie ultime uni�e les interactions à grande échelle.
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Fig. 2.1 � Uni�cation des constantes de couplage dans le SM [31,32].

En e�et, si on mesure à une certaine énergie� une constante de couplage� i = g2
i =(4� ), sa valeur

à une autre échelleQ est déterminée par la relation (valable à une boucle),

1
� i (Q)

=
1

� i (� )
+

bi

2�
ln

�
�
Q

�
: (2.28)

Dans le SM, les coe�cients bi sont donnés par,

b1 =
4
3

Ng +
1
10

NH ;

b2 =
4
3

Ng +
1
6

NH �
22
3

;

b3 =
4
3

Ng � 11; (2.29)

avec le nombre de générationsNg = 3 et le nombre de doublets de HiggsNH = 1 . L'évolution
des constantes de couplage est donc sensible au contenu en particules du modèle. On constate
sur la Figure 2.1 que les trois constantes de couplage� 1, � 2 et � 3 ne convergent pas au même
point à grande énergie.
Le SM ne possède pas non plus de candidat valable pour expliquer la densité de Matière Noire
observée et ceci indique clairement qu'il manque un ingrédient important dans ce modèle.
En�n, comme on l'a vu, le neutrino est considéré dans le SM comme une particule sans masse.
Cependant, les mesures des oscillations de neutrinos ont montré que ces particules possédaient
une petite masse. Même s'il n'existe pas de problèmes conceptuels dans l'introduction de ces
termes de masse dans le SM, certains considèrent les masses des neutrinos comme appartenant
à de la Nouvelle Physique.
Il existe de plus un important problème théorique appeléproblème de hiérarchie. Ce problème
intervient lorsque l'on regarde les corrections radiatives des masses des particules. Si on regarde
les corrections apportées par l'énergie propre (fonction àdeux points) du fermion � f dans le cas
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e� e�




 


e+

e�

Fig. 2.2 � Energie propre pour l'électron (à gauche) et pour le photon (à droite) en QED.
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Fig. 2.3 � Contribution fermionique à l'énergie propre du champ de Higgs. Le paramètre � f

représente le couplage du champ de Higgs avec des fermionsh0f f .

simple de la QED (voir Fig. 2.2), on obtient une intégrale surle moment interne l du type,

� i � e(0) =
Z

d4l
(2� )4

�
(� ie
 � )

i
6l � me

(� ie
 � )
�

� ig ��

l2

= � 4e2me

Z
d4l

(2� )4

1
l2(l2 � m2

e)
: (2.30)

Si on introduit dans l'intégrale une coupure � correspondant à la borne maximale de validité
de la théorie, on remarque que cette énergie propre possède une divergence logarithmique dans
l'ultra-violet. La correction à la masse de l'électron s'écrit,

�m e =
2�
�

me ln
�

�
me

�
+ ::: (2.31)

Si on repousse la limite� jusqu'à l'échelle ultime de PlanckM P , la correction obtenue n'est que
de l'ordre de 0:2me, ce qui reste une correction assez faible. Ainsi, les corrections radiatives à la
masse de l'électron reste stable. En fait, la raison profonde vient de la symétrie chirale qui stabilise
la masse de l'électron. En e�et, pourme = 0 , le modèle est invariant sous les transformations
chirales e ! exp(i
 5� ) e qui est dans ce cas une symétrie exacte. Ceci implique que la correction
(2.31) devient nulle.
De la même manière, l'énergie propre du photon (voir Fig. 2.2) permet de connaître la correction
à la masse du photon à l'ordre d'une boucle. Cette énergie propre est donnée par l'intégrale,

� ��

 (0) = �

Z
d4l

(2� )4 T r
�

(� ie
 � )
i

6l � me
(� ie
 � )

i
6l � me

�

= 0 : (2.32)

Ceci induit que la masse du photon reste nulle à l'ordre d'uneboucle. En fait, la symétrie de jauge
U(1)Q protège la masse du photon des corrections radiatives. Contrairement au cas de l'électron,
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Chapitre 2. Le Problème du Modèle Standard

cette symétrie est exacte et par conséquent, la correction vaut strictement zéro, �m 
 = 0 .
Maintenant, si on calcule la correction à la masse du Higgsh0 due à une boucle de fermions, voir
Fig. 2.3, on trouve une contribution,

� i � h0 (0) � �
Z

d4l
(2� )4 T r

��
i

� ep
2

�
i

6l � me

�
i

� ep
2

�
i

6l � me

�

� � 2� 2
e

Z
d4l

(2� )4

�
1

l2 � m2
e

+
2m2

e

(l2 � m2
e)2

�
: (2.33)

Le premier terme de la dernière ligne de l'équation (2.33) diverge quadratiquement. En e�et, la
correction à la masse du Higgs s'écrit,

�m 2
h0 � �

� 2
f

8� 2

�
� 2 � 3m2

f ln
�

�
mf

�
+ :::

�
: (2.34)

Si on remplace� par la masse de PlanckM P , la correction à la masse du Higgs devient30
ordres de grandeur plus grande que la limite sur la masse du Higgs,mh0 � 1 TeV (cette limite
théorique permet de préserver l'unitarité dans les processus de fusion deW � ). La di�érence
entre la correction obtenue pour la masse de l'électron et celle pour le boson de Higgs illustre
la di�érence entre divergence logarithmique et quadratique. Ainsi, contrairement à l'électron et
au photon, il n'existe aucune symétrie dans le SM qui protègela masse du Higgs. Ce problème
intervenant pour les scalaires de spin0 représente le problème de hiérarchie.
Pour résoudre ces problèmes, plusieurs modèles existent. La théorie la plus prometteuse, que nous
détaillerons dans le prochain Chapitre, est la supersymétrie car elle répond de manière élégante
à ces di�érents problèmes.
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Chapitre 3

Une solution : la Supersymétrie
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3.1 Introduction

Une des principales motivations en faveur de la supersymétrie [33�35] est que cette théorie
permet de résoudre le problème de hiérarchie du SM (pour une discussion détaillée, voir Ref. [36]).
La supersymétrie introduit une nouvelle symétrie entre lesfermions et les bosons qui ajoute de
nouvelles particules et permet ainsi de stabiliser la massedu Higgs. En e�et, si on regarde l'impact
des boucles de scalaires sur la correction à la masse du Higgsh0, voir Fig. 3.1, l'énergie propre
du boson de Higgs reçoit une contribution supplémentaire,

� i � h0 (0) � � � s

Z
d4l

(2� )4

i
l2 � m2

s
; (3.1)

h0 h0

f

� f � f

h0 h0

s

� s

Fig. 3.1 � Contributions fermionique et scalaire à l'énergie propre du champ de Higgs en super-
symétrie. Les paramètres� f et � s représentent respectivement les couplages du champ de Higgs
avec des fermionsh0f f et avec des scalairesh0h0ss.
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ce qui donne pour la masse du Higgs,

�m 2
h0 �

� 2
s

16� 2

�
� 2 � 2m2

s ln
�

�
ms

�
+ :::

�
: (3.2)

Si on suppose que les deux couplages� s et � f sont reliés par,

� s = � 2
f ; (3.3)

et qu'il existe deux degrés de liberté bosoniques pour chaque degré de liberté fermionique, les
divergences quadratiques (2.3) et (3.1) se compensent exactement. De plus, cette annulation est
indépendante des masses ainsi que des valeurs des couplages� s;f .
La supersymétrie permet, par ailleurs, d'uni�er beaucoup mieux les constantes de couplage à
grande échelle. En e�et, dans une théorie supersymétrique,le spectre des particules est di�érent
de celui du SM et ces nouvelles particules contribuent alorsdans les équations d'évolution des
constantes de couplages� i , voir (2.28). Les coe�cients bi sont alors donnés par,

b1 = 2Ng +
3
10

NH ;

b2 = 2Ng +
1
2

NH � 6 ;

b3 = 2Ng � 9 : (3.4)

De plus, le MSSM nécessiteNH = 2 doublets de Higgs, voir Sect. 3.4. La Figure 3.2 montre alors
que les constantes de couplage convergent au même point à haute énergie.
La supersymétrie inclut de plus un candidat favorable à la description de la Matière Noire, le
neutralino � 0

1.
En�n, la supersymétrie apparait naturellement dans les théories des supercordes qui font partie
des principales voies de recherche dans la découverte d'unethéorie uni�ée des interactions, in-
cluant une théorie quantique de la gravité.

3.2 Algèbre supersymétrique

La supersymétrie (N = 1) est une nouvelle symétrie qui connecte les fermions et les bosons.
Les générateurs de supersymétrie sont des spineurs de Weyl àdeux composantes,Q et son
conjuguéQ, qui satisfont les relations suivantes,

f Q� ; Q� g = f Q _� ; Q _� g = 0 ;

f Q� ; Q _� g = 2 � �
� _�

P� ;

[Q� ; P� ] = 0 : (3.5)

Les indices� , � , _� et _� prennent les valeurs1 ou 2, � � = (1 ; � i ) avec � i les matrices de Pauli,
en�n P� est le générateur de translation. A�n de décrire les transformations supersymétriques,
il est habituel d'introduire des nouvelles coordonnées� , � qui sont des variables de Grassmann
anticommutantes et ainsi amènent à l'introduction de superchamps qui sont des fonctions des
variables � , � ainsi que des coordonnées spatio-temporellesx � . L'équation (3.5) conduit à

[P� P � ; Q� ] =
�
P � P� ; Q _�

�
= 0 : (3.6)

CommeP� P � représente la masse au carréM 2 d'un supermultiplet, il est clair que les générateurs
de supersymétrie ne changent pas la masse. Ainsi, tous les états d'un supermultiplet ont donc la
même masse.
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Fig. 3.2 � Uni�cation des constantes de couplage dans le MSSM [31,32].

3.3 Superchamps

La supersymétrie est une symétrie qui relie les couplages etles masses des particules de dif-
férent spin. Les particules di�érentes de spin1=2 sont regroupées pour former des superchamps.
Tous les autres nombres quantiques ainsi que les masses sontidentiques à l'intérieur d'un su-
perchamp. Il apparait donc que pour construire une théorie réaliste, il est nécessaire que cette
supersymétrie soit brisée. En e�et, il n'a jamais été observé une particule scalaire de même masse
que l'électron.
Il existe deux types de superchamps dans l'extension supersymétrique minimale, le MSSM (Mini-
mal Supersymmetric Standard Model). Un superchamp peut s'écrire de manière générale comme
un développement sur les coordonnées spinorielles anti-commutantes � et �

�( x; �; � ) = f (x) + � (x) + � � (x) + ��m (x) + � �n (x)

+ �� � �v � (x) + �� � � (x) + � ��� (x) + �� � �d (x) ; (3.7)

avecf , m, n et d représentant des champs scalaires de spin0,  , � , � et � des champs de spin1
2

et en�n v un champ vectoriel de spin1. Ce développement s'arrête à l'ordre deux en� et � car
tous les produits de plus de deux coordonnées� et � s'annulent (� et � sont nilpotentes).
Les superchamps chiraux décrivent les bosons de spin0 comme les bosons de Higgs et les fer-
mions de spin1=2 comme les quarks et les leptons du SM, tandis que les superchamps vectoriels
décrivent les bosons de jauge de spin1.

3.3.1 Superchamps chiraux

Un superchamp chiral � contient un champ scalaire complexe� ainsi qu'un spineur de Weyl
de chiralité gauche ,

�( y; � ) = � (y) +
p

2� (y) + ��F (y) : (3.8)
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F représente un champ scalaire complexe, considéré comme auxiliaire car il ne se propage pas et
n'a donc pas de sens physique. Cependant, il permet d'avoir un nombre égal de degrés fermionique
et bosonique.
La dimension du champ scalaire� est +1 et celle du champ fermionique+3=2, le champF quant
à lui a une dimension inhabituelle de+2 .

3.3.2 Superchamps vectoriels

Un superchamp vectorielV contient un boson vecteurA � ainsi qu'un spineur de Majorana
� que l'on appelera jaugino. Il s'écrit dans la jauge dite de Wess-Zumino comme,

V (x; �; � ) = � �� � �A � (x) + i�� � � (x) � i � ��� (x) +
1
2

�� � �D (x) : (3.9)

D représente un champ scalaire réel qui est aussi un champ auxiliaire de la même manière queF .
A � ayant la dimension massique+1 , on trouve la dimension+3=2 pour les champs fermioniques
� et 2 pour le champ D. On remarque que les dimensions deF et de D sont identiques.

3.4 Construction du MSSM

Le Modèle Standard Supersymétrique Minimal (MSSM) est basésur le même groupe de jauge
SU(3)C � SU(2)L � U(1)Y que le Modèle Standard. Il est donc nécessaire d'introduiretrois su-
perchamps vectoriels : un octet de couleurV a ; un triplet faible V i et un singlet d'hypercharge
V . Ces superchamps sont composés d'un boson de jauge de spin1 du Modèle Standard (G, W ,
B ) et du superpartenaire respectif de spin1

2 (gluinos ~g, winos ~W, binos ~B ). Ces superchamps
interagissent avec des superchamps chiraux contenant à la fois les champs fermioniques de spin12
du Modèle Standard (q, l ) mais aussi leur superpartenaire scalaire de spin0 (squarks ~q, sleptons
~l). En�n, pour générer les masses, deux doublets de Higgs complexes H1 et H2 de spin 0 sont
nécessaires. La supersymétrie contient donc deux superpartenaires de spin 1

2 , les Higgsinos ~H1

et ~H2.
Le MSSM prévoit donc l'existence d'un superpartenaire pourchaque particule du Modèle Stan-
dard de même masse, ce qui n'a jamais été révélé expérimentalement. Par conséquent, la super-
symétrie doit être brisée a�n que les superpartenaires non détectés à ce jour puissent avoir une
masse su�sament grande.
Après cette brisure, sur les8 degrés de liberté des particules de Higgs,3 se retrouvent absorbés
par les champsW et Z a�n de leur conférer une masse. Il reste donc5 particules de Higgs in-
cluant deux particules neutres CP-pairesH 0 et h0, une particule neutre CP-impaireA0 ainsi que
deux particules chargéesH � . D'autre part, les Higgsinos ~H1;2, les winos ~W ainsi que les binos~B
se mélangent. Les états de masse qui en découlent forment2 spineurs de Dirac chargés~� �

1;2 et 4
spineurs de Majorana neutres~� 0

1;2;3;4 que l'on nomme respectivement charginos et neutralinos.
Le Lagrangien du MSSM peut s'écrire sous la forme,

L = L SUSY + L SOFT ; (3.10)
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où L SOFT est la partie du Lagrangien responsable de la brisure, supposée douce dans le MSSM.
La partie L SUSY est invariante sous les transformations supersymétriqueset s'écrit,

L SUSY =
Z

d4� � yexp
�
g1V T + g2V i T i + g3V aTa�

�

+2
Z

d4�
�

WMSSM � (2) (� ) + WMSSM � (2) (� )
�

+
� Z

d2�
1
4

�
W aW a + W i W i + W W

�
+ h:c:

�
; (3.11)

avec � = ( Q; U;D; L; E; H 1; H2)t et

W� = �
1
4

DDe� gV D� egV ; (3.12)

représente les forces des superchamps vectoriels avecD la dérivée covariante en supersymétrie.
Les couplages de Yukawa ainsi que le potentiel scalaire sontdé�nis par le superpotentiel WMSSM

invariant de jauge qui peut s'écrire dans le cas le plus général comme,

WMSSM = �H 1:H2 � f E
ij L i :H1E j � f D

ij Qi :H1D j � f U
ij Qi :H2U j

+
�

� 0i L i :H2 + � 0
ijk L i :Qj D k + � 00

ijk L i :L j E k + � 000
ijk U i :D j :D k

	
;

avecA:B = � abA
aB b et A:B:C = � xyz AxB yCz (3.13)

Les matrices3� 3 f ij représentent les généralisations supersymétriques des couplages de Yukawa
du Modèle Standard et le terme�H 1:H2 représente la version supersymétrique de la masse au
boson de Higgs.
Une raison pour laquelle le MSSM nécessite l'introduction de deux doublets de Higgs est que le
superpotentiel doit être analytique dans les supermultiplets chiraux � i . Par conséquent, a�n de
générer par exemple les masses des quarksu, le terme de YukawaQ:H 2U ne peut être remplacé
par un terme du type Q:H �

1U. Il s'en suit que pour générer à la fois les masses des quarksu et d,
il est nécessaire d'introduire deux doublets de Higgs. D'autre part, l'introduction d'un deuxième
doublet est nécessaire a�n d'éliminer les anomalies chirales.
Les termes entre accolades de l'équation (3.13) induisent une violation du nombre baryonique B et
leptonique L et conduisent alors à la désintégration spontanée du proton, ce qui n'est évidemment
pas le cas expérimentalement. Une manière de résoudre ce problème est d'imposer une symétrie
appelée la paritéRp [37]. Cette parité laisse invariants les superchamps vectoriels

�
V a; V i ; V

	
!�

V a; V i ; V
	

et transforme les multiplets chiraux comme
�

Q; U;D; L; E
	

! �
�

Q; U;D; L; E
	

et
f H1; H2g ! f H1; H2g lorsque l'on applique le changement� ! � � . Il est alors facile de voir que
les termes entre accolades de l'équation (3.13) sont les seuls à violer cette parité. Par conséquent,
on éliminera ces termes du superpotentiel dans toute la suite. La conservation de cette paritéRp

peut s'exprimer à l'aide d'un nombre associé à chaque particule

Rp = ( � 1)3B + L +2 s ; (3.14)

avecB , L et s respectivement le nombre baryonique, leptonique et le spinde la particule consi-
dérée. Ce nombre doit être conservé multiplicativement dans les processus. La valeurRp = 1 est
associée aux particules du SM etRp = � 1 pour les particules supersymétriques. Une conséquence
majeure de cette paritéRp est que les particules supersymétriques ne peuvent être produites que
par paires. Une particule supersymétrique ne peut donc se désintégrer qu'en un nombre impair de
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particules supersymétriques. Ainsi, la particule supersymétrique la plus légère ou LSP (Lightest
Supersymmetric Particle) est donc stable car elle ne peut pas se désintégrer. Cette LSP constitue
alors un bon candidat pour résoudre le problème de la MatièreNoire, voir Chap. 1.
Pour compléter le Lagrangien du MSSM, on doit introduire destermes de brisure. Pour cela, on
ne spéci�e pas l'origine de cette brisure et par conséquent le Lagrangien de brisure douce [38](qui
n'induit pas de divergences quadratiques) contient tous les termes possibles renormalisables et
invariants de jauge,

L SOFT = �
1
2

�
M 1 ~B ~B + M 2 ~W ~W + M 3~g~g + c:c:

�

�
�

M e~e~LH 1 + M d
~d ~QH 1 � M u ~u ~QH 2 + c:c:

�

� ~QyM 2
Q

~Q � ~L yM 2
L

~L � ~uM 2
u

~uy � ~dM 2
d
~d

y
� ~eM 2

e
~ey

� m2
H 1

H �
1H1 � m2

H 2
H �

2H2 � B� (H1:H2 + c:c:) ; (3.15)

où M e, M u , M d, M 2
Q , M 2

L , M 2
u , M 2

d
, M 2

e sont des matrices3 � 3. M 1, M 2 et M 3 représentent les
termes de masse du bino, wino et gluino. La deuxième ligne de (3.15) contient les couplages à
trois scalaires. Les termes de masse des squarks et des sleptons sont écrits sur la troisième ligne.
En�n, la dernière ligne contient les termes de brisure supersymétrique du potentiel de Higgs. Ce
nouveau termeL SOFT dans le Lagrangien introduit énormément de paramètres. En e�et, après
cette brisure, le modèle contient105paramètres libres dans le cas le plus général. Il y a plusieurs
moyens d'introduire cette brisure. Par exemple, on peut considérer des modèles de brisure avec un
secteur caché, les particules supersymétriques faisant partie du secteur visible. Des interactions
entres ces deux secteurs sont nécessaires pour générer la brisure de la supersymétrie à la partie
visible. Ces interactions peuvent être de di�érentes sortes ; généralement, les modèles les plus
utilisés considèrent , soit des interactions gravitationnelles, soit des interactions de jauge pour
communiquer cette brisure entre les deux secteurs, voir Sect. 3.6.
Le détail des règles de Feynman du MSSM après la brisure peut être trouvé dans les Ref. [39,40].

3.5 Spectre du MSSM

3.5.1 Secteur des Higgs

Le secteur de Higgs est le plus délicat à traiter car il fait intervenir, comme on va le voir,
plusieurs ingrédients particuliers : la brisure de symétrie, 6 champs scalaires ainsi quet � , le
paramètre central du MSSM représenté à l'ordre le plus bas par le rapport des valeurs dans le
vide v1;2 des deux doublets de Higgs.
Le potentiel scalaireV pour les champs de Higgs dans le MSSM est donné par les termesF et
D (voir Sect. 3.3.1 et 3.3.2),

VSUSY = F �
k Fk +

1
2

�
g2

3D aD a + g2
2D i D i + g2

1DD
�

; (3.16)
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Superchamps Bosons Fermions SU(3)C SU(2)L U(1)Y U(1)Q

Q̂ ~Q =
�

~uL
~dL

�
Q =

�
uL

dL

�
3 2 1=3

2=3
� 1=3

Û ~U = ~u�
R U = uL 3 1 � 4=3 � 2=3

D̂ ~D = ~d�
R D = dL 3 1 2=3 1=3

L̂ ~L =
�

~� L

~eL

�
L =

�
� L

eL

�
1 2 � 1

0
� 1

Ê ~E = ~e�
R E = eL 1 1 2 1

Ĥ1 H1 =
�

H 0
1

H �
1

� � ~H 0
1

~H �
1

�
1 2 � 1

0
� 1

Ĥ2 H2 =
�

H +
2

H 0
2

� � ~H +
2

~H 0
2

�
1 2 1

1
0

B̂ B ~B 1 1 0 0
Ŵ i W i ~W i 1 3 0 0; � 1
Ĝa ga ~ga 8 1 0 0

Tab. 3.1 � Superchamps du MSSM avec leurs nombres quantiquesSU(3)C � SU(2)L � U(1)Y

associés. La dernière colonne indique la charge électriquede chaque particule. A noter que ce
tableau ne montre pas les états propres du spectre du MSSM (comme par exemple les neutralinos).
Les sfermions n'ont pas d'hélicité, le su�xe L; R indique la chiralité du partenaire fermionique.

auquel on rajoute les contributions de brisure douce de l'équation (3.15). Les termesF et D
peuvent s'écrire de manière générique comme,

Fk =
@WMSSM (� k )

@�k
;

D a = g3� � Ta� ;

D i =
1
2

g2� � � i � ;

D =
1
2

g1Y� � �
i � i : (3.17)

Par conséquent, le potentiel est donné par,

V = m2
1H �

1H1 + m2
2H �

2H2 + m2
12(H1:H2 + h:c:)

+
1
8

(g2 + g02)(H �
1H1 � H �

2H2)2 +
g2

2
jH �

1H2j2 ; (3.18)

où on a utilisé la notation condenséem2
1 = m2

H 1
+ j� j2, m2

2 = m2
H 2

+ j� j2, m2
12 = B� . On

développe les deux doublets de HiggsH1;2 autour de leur valeur respective dans le videv1 et v2,

H1 =
�

H 0
1

H �
1

�
=

�
(v1 + � 0

1 � i' 0
1)=

p
2

� � �
1

�
; (3.19)

H2 =
�

H +
2

H 0
2

�
=

�
� +

2
(v2 + � 0

2 + i' 0
2)=

p
2

�
: (3.20)

Ces doublets font donc intervenir4 champs scalaires et2 champs complexes, donc8 degrés de
liberté. En insérant dans le potentielV les relations (3.19) et (3.20), on peut regrouper les termes
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en puissance des champs,

V = Vconst + Vlinear + Vmass + Vcubic + Vquartic ; (3.21)

avecVcubic, Vquartic des termes d'interactions faisant intervenir3 et 4 champs mais aussi le terme,

Vlinear =
�

m2
1v1 + m2

12v2 +
g2 + g02

8

�
v2

1 � v2
2

�
v1

�
� 0

1

+
�

m2
2v2 + m2

12v1 �
g2 + g02

8

�
v2

1 � v2
2

�
v2

�
� 0

2

� T� 0
1
� 0

1 + T� 0
2
� 0

2 : (3.22)

Les termesT� 0
1;2

sont proportionnels linéairement aux champs. La minimisation du potentiel
scalaire implique la suppression de ces termes. Dans la suite, on va continuer les calculs en
gardant ces termes sachant pertinemment qu'ils vont être supprimés. Ceci est inutile à l'ordre de
l'arbre ; cepedant, à l'ordre d'une boucle, il est intéressant de garder lesT0

� i
car ils vont induire

des contre-termes supplémentaires�T � i que l'on pourrait facilement oublier.
Le potentiel scalaireV contient en�n des termes de masse,

Vmass =
1
2

�
' 0

1 ' 0
2

�
 

m2
1 + g2+ g02

8

�
v2

1 � v2
2

�
m2

12

m2
12 m2

2 � g2+ g02

8

�
v2

1 � v2
2

�

!

| {z }
M 2

' 0

�
' 0

1
' 0

2

�

+
1
2

�
� 0

1 � 0
2

�
f M 2

' 0 +
g2 + g02

4

�
v2

1 � v1v2

� v1v2 v2
2

�
g

| {z }
M 2

� 0

�
� 0

1
� 0

2

�

+
�

� �
1 � �

2

�
f M 2

' 0 +
g2

4

�
v2

2 � v1v2

� v1v2 v2
1

�
g

| {z }
M 2

� c

�
� +

1
� +

2

�
: (3.23)

Les paramètres contenus dans le secteur de Higgs sont les paramètresm1, m2 et m12 ainsi que
les valeurs dans le vide des deux doublets de Higgsv1 et v2. Suivant le même principe que dans
le SM, la brisure de symétrieSU(2)L � U(1)Y ! U(1)Q permet aux champs bosoniques faibles
W � et Z 0 d'acquérir une masse,

M 2
W =

1
4

g2v2 ; (3.24)

M 2
Z =

1
4

(g2 + g02)v2 : (3.25)

On s'aperçoit donc que le termev =
p

v2
1 + v2

2 peut être �xé à partir du secteur de jauge au
travers d'une masse d'un boson. On peut dé�nir à l'arbre le paramètre t � qui est le rapport dans
le vide des deux doublets de Higgs3,

tan( � ) � t � =
v2

v1
: (3.26)

3Quelques relations utiles : s� = t �q
1+ t 2

�

; c� = 1q
1+ t 2

�

; s2� = 2t �

1+ t 2
�

; c2� =
1� t 2

�

1+ t 2
�

; t2� = 2t �

1� t 2
�

...
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Par conséquent, on va redé�nir les paramètres du secteur de Higgs a�n d'obtenir un jeu de
paramètres plus judicieux, car plus rapproché de la physique

(m1; m2; m12; v1; v2) !
�

T� 0
1
; T� 0

2
; M A 0 ; v; t �

�
; (3.27)

avec les relations de passage suivantes

T� 0
1

=
�

m2
1v1 + m2

12v2 +
g2 + g02

8

�
v2

1 � v2
2

�
v1

�
; (3.28)

T� 0
2

=
�

m2
2v2 + m2

12v1 �
g2 + g02

8

�
v2

1 � v2
2

�
v2

�
; (3.29)

M 2
A 0 = �

v2

v1v2
m2

12; (3.30)

v =
q

v2
1 + v2

2 ; (3.31)

t � =
v2

v1
: (3.32)

On peut remarquer que le paramètrev est déterminé dans le secteur de jauge par la mesure des
massesM W et M Z . M A 0 représente la masse d'un champ de Higgs pseudoscalaire qui apparaitra
naturellement par la suite. En e�et, sur les 8 degrés de liberté induits par les doublets de Higgs,
3 sont absorbés par les bosons de jauge et les5 degrés restants constituent les champs physiques ;
H 0, h0, A0, H � .
En utilisant les notations c� = v1

v et s� = v2
v , on peut écrire les matrices de masseM ' 0 ;� 0 ;� �

comme,

M 2
' 0 =

2

4
T� 0

1
v1

+ s2
� M 2

A 0 � 1
2s2� M 2

A 0

� 1
2s2� M 2

A 0

T� 0
2

v2
+ c2

� M 2
A 0

3

5 ; (3.33)

M 2
� c =

2

4
T� 0

1
v1

+ s2
� (M 2

A 0 + M 2
W ) � 1

2s2�
�
M 2

A 0 + M 2
W

�

� 1
2s2�

�
M 2

A 0 + M 2
W

� T� 0
2

v2
+ c2

� (M 2
A 0 + M 2

W )

3

5 ; (3.34)

M 2
� 0 =

2

4
T� 0

1
v1

+ s2
� M 2

A 0 + M 2
Z c2

� � 1
2s2�

�
M 2

A 0 + M 2
Z

�

� 1
2s2�

�
M 2

A 0 + M 2
Z

� T� 0
2

v2
+ c2

� M 2
A 0 + M 2

Z s2
�

3

5 : (3.35)

A�n de trouver les états propres de masse, il est nécessaire d'introduire trois matrices unitaires
U
;�;� a�n de diagonaliser les matrices (3.33), (3.34) et (3.35),

�
G0

A0

�
= U


�
' 0

1
' 0

2

�
=

�
c
 s


� s
 c


� �
' 0

1
' 0

2

�
;

�
G�

H �

�
= U�

�
� �

1
� �

2

�
=

�
c� s�

� s� c�

� �
� �

1
� �

2

�
;

�
H 0

h0

�
= U�

�
� 0

1
� 0

2

�
=

�
c� s�

� s� c�

� �
� 0

1
� 0

2

�
: (3.36)

Les champsG0 et G� représentent des Goldstones,H 0 et h0 sont les Higgs neutres CP-pairs,
A0 le Higgs neutre CP-impair et en�n H � les Higgs chargés. Par rapport au SM, le secteur de
Higgs contient 4 champs physiques supplémentaires.
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Les matrices de masseM 2
G0A 0 = U
 M 2

' 0 U t

 , M 2

G� H � = U� M 2
� � U t

� , M 2
H 0h0 = U� M 2

� 0 U t
� s'écrivent

comme

M 2
G0A 0 =

2

6
6
4

c2



T� 0
1

v1
+ s2




T� 0
2

v2

1
2s2


�
T� 0

2
v2

�
T� 0

1
v1

�

1
2s2


�
T� 0

2
v2

�
T� 0

1
v1

�
s2




T� 0
1

v1
+ c2




T� 0
2

v2

3

7
7
5

+
�

M 2
A 0 s2

� � 
 � 1
2M 2

A 0 s2(� � 
 )

� 1
2M 2

A 0 s2(� � 
 ) M 2
A 0 c2

� � 


�
;

M 2
G� H � =

2

6
6
4

c2
�

T� 0
1

v1
+ s2

�

T� 0
2

v2

1
2s2�

�
T� 0

2
v2

�
T� 0

1
v1

�

1
2s2�

�
T� 0

2
v2

�
T� 0

1
v1

�
s2

�

T� 0
1

v1
+ c2

�

T� 0
2

v2

3

7
7
5

+
� �

M 2
A 0 + M 2

W

�
s2

� � � � 1
2

�
M 2

A 0 + M 2
W

�
s2(� � � )

� 1
2

�
M 2

A 0 + M 2
W

�
s2(� � � )

�
M 2

A 0 + M 2
W

�
c2
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�
;

M 2
H 0h0 =

2

6
6
4

c2
�

T� 0
1

v1
+ s2

�

T� 0
2

v2

1
2s2�

�
T� 0

2
v2

�
T� 0

1
v1

�

1
2s2�

�
T� 0

2
v2

�
T� 0

1
v1

�
s2

�

T� 0
1

v1
+ c2

�

T� 0
2

v2

3

7
7
5

+
�

M 2
A 0 s2

� � � + M 2
Z c2

� + �
1
2

�
M 2

A 0 s2(� � � ) � M 2
Z s2(� + � )

�

1
2

�
M 2

A 0 s2(� � � ) � M 2
Z s2(� + � )

�
M 2

A 0 c2
� � � + M 2

Z s2
� + �

�
: (3.37)

On a pris soin de séparer les termesT des termes de masse. Après minimisation du potentiel
T� 0

1;2
= 0 , les matrices deviennent diagonales pour
 = � = � et

M 2
Z s2(� + � ) � M 2

A 0 s2(� � � ) = 0 ) t2� =
M 2

A 0 + M 2
Z 0

M 2
A 0 � M 2

Z 0

t2�

�
�

�
2

6 � 6 0
�

: (3.38)

Par conséquent, à l'arbre, le système est décrit par un seul angle � .
On retrouve évidemment des masses de Goldstones nullesM G0 = 0 et M G� = 0 , tandis que les
masses des champs physiques sont données4 par

M 2
H � = M 2

A 0 + M 2
W ;

M 2
H 0 ;h0 =

1
2

h
M 2

A 0 + M 2
Z �

�
(M 2

A 0 + M 2
Z )2 � 4M 2

A 0 M 2
Z 0 c2

2�

� 1=2
i

; (3.39)

et la règle de somme sur les masses,

M 2
H 0 + M 2

h0 = M 2
A 0 + M 2

Z 0 : (3.40)

Les relations (3.39) conduisent à d'importantes prédictions sur les masses des champs de Higgs,

M H � � M W � ;

M H 0 � M Z 0 ;

M A 0 � M h0 ;

M h0 � min(M Z 0 ; M A 0 )jc2� j � M Z 0 : (3.41)

4On peut aussi noter les relations M 2
h 0 =

s � + �
s � � �

c2� M 2
Z =

c� � �
c� + �

c2� M 2
A 0 et M 2

H 0 =
c� + �
c� � �

c2� M 2
Z =

s � � �
s � + �

c2� M 2
A 0 .
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La dernière relation induit une masse pour le boson de Higgs léger inférieure à celle du bosonZ .
Ceci implique alors que la particuleh0 aurait du être observée au LEPII. En fait, cette masse est
fortement corrigée au-delà de l'approximation de Born ce quipermet de résoudre cet apparent
paradoxe.
Ainsi, d'après (3.39), la donnée de la masseM A 0 ainsi que du paramètret � su�t à contraindre
totalement ce secteur. On peut noter que ce choix n'est évidemment pas unique. D'autre part, le
paramètre t � n'est pas relié simplement à une observable physique, il semble donc plus naturel
de se donner comme paramètre fondamental une autre masse de Higgs, par exempleH 0 où t �

est extrait de la relation (3.39). On peut aussi dé�nir t � à partir d'un processus, comme par
exemple, le taux de désintégration deA0 ! � + � � . Dans ce processus simple,t � est relié très
simplement au taux de désintégration� ,

t2
� = �

�
A0 ! � + � � �

�

 
m2

� M A 0 �
8M 2

W s2
W

s

1 �
4m2

�

M 2
A 0

! � 1

: (3.42)

Il est possible de dé�nir le paramètret � à partir d'autre secteur du MSSM comme, par exemple,
le secteur des sfermions, voir (3.76).
Ces di�érents choix à l'arbre se répercutent lors du passageà l'ordre d'une boucle et certains
problèmes peuvent survenir, voir Chap. 7.

3.5.2 Secteur des charginos/neutralinos

Les jauginos électrofaibles~B , ~W 0, ~W � et les Higgsinos ~H 0
1;2, ~H �

1;2 peuvent se mélanger pour
donner les états de masses appelés charginos~� �

i et neutralinos ~� 0
i . D'une manière générale, on

peut écrire le Lagrangien de masse comme,

L f = i [ R t � � @�  
R

+  
L t

� � @�  L ] � [ R t M L +  
L t

M y 
R

] ; (3.43)

où l'on a rassemblé les parties gauchesL et droites R suivantes

 R
c =

�
� i ~W �

~H �
1

�
;  L

c =
�

� i ~W +

~H +
2

�
;  R

n =  L
n =

0

B
B
@

� i ~B 0

� i ~W 0
3

~H 0
1

~H 0
2

1

C
C
A : (3.44)

Les indicesc, n indiquent respectivement que ces spineurs L;R vont donner les états propres de
masses des charginos et des neutralinos. La matrice de masseM non diagonale notéeX pour les
charginos etY pour les neutralinos est donnée par

X =
�

M 2
p

2M W s�p
2M W c� �

�
; Y =

2

6
4

M 1 0 � M Z sW c� M Z sW s�

0 M 2 M Z cW c� � M Z cW s�

� M Z sW c� M Z cW c� 0 � �
M Z sW s� � M Z cW s� � � 0

3

7
5 :

On peut noter que ce secteur introduit3 nouveaux paramètresM 1, M 2 et � , les autres termes
provenant du secteur de jauge et du secteur de Higgs. A�n de diagonaliser ces deux matrices2� 2
et 4� 4, on introduit deux matrices de diagonalisationU, V pour les charginos et une matriceN
pour diagonaliser la matrice symétrique des neutralinos. Ainsi le spectre de masse s'écrit comme

~X = U � XV � 1 = diag(m ~� �
1

; m ~� �
2

); ~Y = N � Y N � 1 = diag(m ~� 0
1
; m ~� 0

2
; m ~� 0

3
; m ~� 0

4
) : (3.45)
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On suppose l'ordre suivant dans les masses :m ~� �
1

< m ~� �
2

et m ~� 0
1

< m ~� 0
2

< m ~� 0
3

< m ~� 0
4
.

Les états de masses sont donc donnés par

� R
c = U R

c ; � L
c = V  L

c ; (3.46)

� R
n = N R

n ; � L
n = N L

n : (3.47)

Les charginos sont des spineurs de Dirac et les neutralinos des spineurs de Majorana construits
à partir de ces spineurs de Weyl� L;R

i ,

~� �
i =

�
� L

c i
� R

c i

�
; ~� 0

i =
�

� L
n i

� R
n i

�
: (3.48)

Les masses des charginos s'obtiennent facilement en calculant les valeurs propres de~X ~X y,

m2
~� �

1 ; ~� �
2

=
1
2

f M 2
2 + � 2 + 2M 2

W

� [(M 2
2 � � 2)2 + 4M 4

W c2
2� + 4M 2

W (M 2
2 + � 2 + 2 �M 2s2� )]

1
2 g: (3.49)

Extraire l'expression des masses des neutralinos est beaucoup plus di�cile car il faut dans ce cas
inverser une matrice4� 4. Il existe cependant une méthode analytique présentée dansl'article [41]
dont on reportera les résultats dans l'Annexe B.
Dans la limite M Z � j � + M 1j; j� + M 2j, les masses des charginos et des neutralinos s'écrivent
simplement

m ~� �
1

' M 2 �
M 2

W (M 2 + �s 2� )
� 2 � M 2

2
;

m ~� �
2

' j � j +
M 2

W (j� j + �M 2s2� )
� 2 � M 2

2
;

m ~� 0
1

' M 1 �
M 2

Z s2
W (M 1 + �s 2� )
� 2 � M 2

1
;

m ~� 0
2

' M 2 �
M 2

W (M 2 + �s 2� )
� 2 � M 2

2
;

m ~� 0
3

' j � j +
M 2

Z (1 � �s 2� )( j� j + M 1c2
W + M 2s2

W )
2(j� j + M 1)( j� j + M 2)

;

m ~� 0
4

' j � j +
M 2

Z (1 + �s 2� )( j� j � M 1c2
W � M 2s2

W )
2(j� j � M 1)( j� j � M 2)

;

(3.50)

où � = sign(� ) = � 1. Dans ce qui précède, l'ordre des masses est arbitraire, il dépend des valeurs
de M 1; M 2; � , dans notre cas, l'ordre est respecté pourM 1 < M 2 < � .
La �xation de trois masses dans ce secteur permet de connaître les valeurs des paramètresM 1,
M 2 et � , et par conséquent de prédire les trois masses restantes. Lechoix le plus simple (et donc
le plus habituel) est de considérer commeinput les deux masses des charginosm ~� �

1
et m ~� �

2
ainsi

que la masse du neutralino le plus légerm ~� 0
1

a�n de contraindre les masses des trois neutralinos
restants m ~� 0

2
, m ~� 0

3
et m ~� 0

4
.

(M 1; M 2; � ) !
�

m ~� �
1

; m ~� �
2

; m ~� 0
1

�
: (3.51)
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Un autre jeu de paramètres peut aussi être choisi. Par exemple, le choix
�

m ~� �
2

; m ~� 0
1
; m ~� 0

2

�
; (3.52)

peut quelque fois être plus judicieux suivant les valeurs des paramètres du modèle considéré. Le
neutralino le plus léger ~� 0

1 appelé généralement neutralino~� se décompose comme,

~� = N11 ~B 0 + N12 ~W 0
3 + N13 ~H 0

1 + N14 ~H 0
2 : (3.53)

On peut alors calculer la fraction de jauginof J du neutralino,

f J = N 2
11 + N 2

12 ; (3.54)

ainsi que sa fraction de higgsinof H ,

f H = N 2
13 + N 2

14 : (3.55)

En supposantM 1, M 2 et � � M Z , on peut distinguer plusieurs cas possibles pour la composition
du neutralino. Si M 1 � M 1; � , le neutralino est alors purement bino, siM 2 � M 1; � , le neutralino
est alors purement wino et en�n si� � M 1; M 2, le neutralino est dans ce cas purement higgsino.

3.5.3 Secteur des sfermions

Secteur des squarks

Le terme cinétique et le terme de masse du secteur des squarkssont donnés par

L ~q = �
1
2

�
@� ~q�

L @� ~q�
R

�
�

@� ~qL

@� ~qR

�
+

�
~q�
L ~q�

R

�
M 2

~qL;R

�
~qL

~qR

�
; (3.56)

avec

M 2
~qL;R

=

"
M 2

~QL
+ m2

q + c2� (T3
q � Qqs2

W )M 2
Z mqM LR

~q

mqM LR
~q M 2

~qR
+ m2

q + c2� Qqs2
W M 2

Z

#

: (3.57)

M 2
~QL

et M 2
~qR

représentent respectivement le paramètre de brisure doucedu doublet SU(2)L et

celui du singlet. T3
q et Qq sont l'isospin et la charge électrique du squark. En�n, les mélanges

sont gouvernés par les termes non diagonaux

M LR
u = Au � �=t � ; (3.58)

M LR
d = Ad � �t � ; (3.59)

qui s'expriment en fonction des couplages trilinéairesAu;d . On peut noter que si les masses des
fermions sont petites, il n'y a pas de mélange.
La symétrie SU(2)L implique que les paramètres de brisureM ~qL des squarks~qL associés aux
quarks de chiralité gaucheqL de chaque doublet d'isospin sont identiques. Autrement dit, on a
la relation M ~uL = M ~dL

tandis que M ~uR 6= M ~dR
. Le secteur des squarks du MSSM contient donc

5 paramètres pour chaque génération
�

M ~QL
; M ~uR ; M ~dR

; Au ; Ad

�
: (3.60)
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A�n d'obtenir les états propres de masse~q1;2, on introduit une matrice unitaire Rq telle que,

�
~q1

~q2

�
= Rq

�
~qL

~qR

�
; Rq =

�
c� q s� q

� s� q c� q

�
: (3.61)

Ainsi, la matrice de masse diagonale s'écrit comme,

M 2
~q1;2

= RqM 2
~qL;R

Ry
q = diag(m2

~q1
; m2

~q2
); m2

~q1
> m 2

~q2
: (3.62)

Les masses des champs~q1;2 peuvent être calculées à partir

m2
~q1;2

=
1
2

(M 2
~QL

+ M 2
~qR

) + m2
q +

1
2

T3
q c2� M 2

Z

�
1
2

q
[M 2

~QL
� M 2

~qR
+ c2� (T3

q � 2Qqs2
W )M 2

Z ]2 + 4m2
qM LR 2

~q : (3.63)

On peut donc choisir trois des quatre masses de squark, par exemple, m ~d1
, m ~d2

et m~u2 a�n de
contraindre les paramètresM ~QL

, M ~uR et M ~dR
. Les couplages trilinéaires quant à eux peuvent

être mesurés directement dans des processus. A titre d'exemple, on peut extraire le paramètre
A f à l'arbre à partir d'un processus tel que la désintégrationA0 ! ~f 1 ~f �

2 ,

A f =
1

t
� 2T 3

f
�

2

4� �

s
8M 2

A 0 s2
W M 2

W

�m 2j~pj
�( A0 ! ~f 1 ~f �

2 )

3

5 ; (3.64)

avec j~pj la norme de l'impulsion d'un sfermion ~f i donnée par

j~pj =
1

2M A 0

r h
M 2

A 0 � (m ~f 1
� m ~f 2

)2
i h

M 2
A 0 � (m ~f 1

+ m ~f 2
)2

i
: (3.65)

Par conséquent, on peut remplacer le jeu de paramètres (3.60) par
�

M ~QL
; M ~uR ; M ~dR

; Au ; Ad

�
!

�
m ~d1

; m ~d2
; m~u2 ; Au ; Ad

�
: (3.66)

La dernière massem~u1 est prédite grâce à l'invarianceSU(2)L ,

m2
~u1

=
1

c2
� u

h
c2

� d
m2

~d1
+ s2

� d
m2

~d2
� s2

� u
m2

~u2
+ m2

u � m2
d + c2� M 2

W

i
: (3.67)

Secteur des sleptons

Toutes les relations pour le secteur des squarks sont valables pour les sleptons si on considère
quelques simpli�cations. En e�et, le neutrino ne contient qu'une chiralité gauche ; par conséquent,
il n'existe qu'un seul partenaire scalaire noté~� . D'autre part, les neutrinos ont une chargeQ nulle
et on supposera qu'ils sont de masse nulle. En reprenant la matrice de masse 3.57, on obtient

M 2
~� =

"
M 2

~L L
+ c2� T3

� M 2
Z 0

0 0

#

;

M 2
~eL;R

=

"
M 2

~L L
+ m2

e + c2� (T3
e � Qes2

W )M 2
Z meM LR

~e

meM LR
~e M 2

~eR
+ m2

e + c2� Qes2
W M 2

Z

#

: (3.68)
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On remarque que ce secteur ne contient qu'un seul paramètre de couplage trilinéaire pour l'élec-
tron Ae contenu dans le terme de mélange,

M LR
~e = Ae � �t � : (3.69)

Le secteur des sleptons du MSSM contient donc3 nouveaux paramètres pour chaque génération
(contre 5 pour les squarks),

�
M ~L L

; M ~eR ; Ae

�
: (3.70)

A�n d'obtenir les états propres de masse~e1;2, on introduit une matrice unitaire Re telle que,
�

~e1

~e2

�
= Re

�
~eL

~eR

�
; Re =

�
c� e s� e

� s� e c� e

�
: (3.71)

Ainsi, la matrice diagonale de masse s'écrit comme,

M 2
~e1;2

= ReM 2
~eL;R

Ry
e = diag(m2

~e1
; m2

~e2
); m2

~e1
> m 2

~e2
: (3.72)

Les masses des champs~e1;2 peuvent être calculées à partir des relations,

m2
~e1;2

=
1
2

(M 2
~L L

+ M 2
~eR

) + m2
e +

1
2

T3
e c2� M 2

Z

�
1
2

q
[M 2

~L L
� M 2

~eR
+ c2� (T3

e � 2Qes2
W )M 2

Z ]2 + 4m2
eM LR 2

~e : (3.73)

De la même manière que dans le secteur des squarks, on peut remplacer le jeu de paramètres
(3.70) par,

�
M ~L L

; M ~eR ; Ae

�
! (m~e1 ; m~e2 ; Ae) : (3.74)

où Ae peut être extrait d'un processus comme dans l'équation (3.64). La masse du sneutrino~�
est prédite dans ce secteur à cause de l'invarianceSU(2)L ,

m2
~� = c2

� e
m2

~e1
+ s2

� e
m2

~e2
+ m2

e + c2� M 2
W : (3.75)

On peut noter que l'expression (3.75) permet de dé�nir le paramètre t � à partir du secteur des
sfermions. En e�et, en inversant la relation (3.75), il vient,

c2� =
1 � t2

�

1 + t2
�

=
m2

~� � c2
� e

m2
~e1

� s2
� e

m2
~e2

� m2
e

M 2
W

: (3.76)

Ainsi, la mesure des masses des particules~� , ~e1 et ~e2 permet de prédire la valeur du paramètre
t � .

Première et deuxième générations des sfermions

Compte tenu des très faibles masses des fermions de la première génération,me = 0 :511MeV,
mu; md < 7 MeV, on peut tout à fait annuler le mélange entre les sfermions gauches~f L et droits
~f R . On peut ainsi trouver des relations simpli�ées obtenues à partir des formules précédentes en
appliquant la limite

mu;d;e ! 0; � u ! 0; � d ! 0; � e ! 0: (3.77)
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Pour les masses des sfermions, on trouve

m ~d1
= M 2

~QL
+ c2�

�
�

1
2

+
1
3

s2
W

�
M 2

Z ;

m ~d2
= M 2

~dR
� c2�

1
3

s2
W M 2

Z ;

m~u2 = M 2
~uR

+ c2�
2
3

s2
W M 2

Z ;

m~e1 = M 2
~L L

+ c2�

�
�

1
2

+ s2
W

�
M 2

Z ;

m~e2 = M 2
~eR

� c2� s2
W M 2

Z :

(3.78)

et de plus les relations entre les masses suivantes,

m2
~u1

= m2
~d1

+ c2� M 2
W ;

m2
~� = m2

~e1
+ c2� M 2

W : (3.79)

3.5.4 Secteur de �xation de jauge

Dé�nition

Pour compléter le Lagrangien du MSSM, il reste à rajouter le terme de �xation de jauge.
Celui-ci peut s'écrire généralement sous la forme,

L GF = �
1

� W
F + F � �

1
2� Z

jF Z j2 �
1

2� A
jF A j2; (3.80)

avec les notations suivantes

F + = @� W � + + i� W
e

2sW
vG+ ;

F Z = @� Z � + � Z
e

s2W
vG0 ;

F A = @� A � : (3.81)

Les fonctionsF de (3.81) correspondent au choix de jauge de 't Hooft, que l'on appellera linéaire.
Théoriquement les observables physiques ne doivent pas dépendre de la jauge, c'est-à-dire des
paramètres� i . La véri�cation de cette indépendance de jauge est un bon test dans l'élaboration
d'un programme, surtout à l'ordre d'une boucle pour véri�er la bonne implémentation des contre-
termes et des boucles. Cependant, laisser ces paramètres� i libres pose des problèmes de calculs.
En e�et, ces paramètres compliquent les propagateurs des champs de jauge,

� ZZ =
� i

q2 � M 2
Z + i�

�
g�� + ( � Z � 1)

q� q�

q2 � � Z M 2
Z

�
; (3.82)

et induisent alors, compte tenu du terme/ q� q� , la prise en compte d'ordre élevé dans la réduction
des intégrales tensorielles à une boucle,q� représente le moment du bosonZ . En pratique, la
limitation des librairies existantes force le choix,

� W = � Z = � A = 1 ; (3.83)
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qui simpli�e les propagateurs des champs. Pour regagner ce test important d'indépendance de
jauge, on utilise alors une �xation de jauge plus générale que l'on appelle non linéaire [42�44].
Cette �xation fait intervenir 7 nouveaux paramètres f ~�; ~�; ~
; ~�; ~�; ~�; ~! g,

F + =
�

@� � ie~�A � � ie
cW

sW

~�Z �

�
W � + + i� W

e
2sW

�
v + ~�h 0 + ~!H 0 + i ~�A 0 + i ~�G 0

�
G+ ;

F Z = @� Z � + � Z
e

s2W

�
v + ~�h 0 + ~
H 0�

G0 ;

F A = @� A � : (3.84)

Ces paramètres de jauge non linéaire n'apparaissent plus dans les propagateurs mais seulement
dans les vertex et ceci est facilement pris en compte dans notre codeSloopS, voir Chap. 5. On
retrouve bien évidement la �xation de jauge usuelle en choisissant tous ces paramètres~� , ~� ,
~
 ... égaux à zéro. Il est possible d'étendre encore cette �xation de jauge en introduisant des
termes du type ~� e~� �

e et ~ei ~e�
i dans la fonctionF Z et ~� e~e�

i dans la fonctionF + . Ceci permettrait de
tester l'indépendance de jauge dans le secteur sfermionique. On peut noter en�n que les termes de
�xation de jauge peuvent être exprimés directement en fonction des quantités renormalisées. Ceci
permet de ne pas s'encombrer de contre-termes supplémentaires correspondants à des paramètres
non physiques. Ne pas renormaliser cette partie de �xation entraîne des divergences dans les
fonctions de Green même pour� A;Z;W = 1 , cependant la matrice S reste �nie et indépendante
de jauge.

Transformation BRS

On rappelle que le terme de Fadeev-Popov du Lagrangien introduisant les fantômesc peut
facilement s'écrire

L F P = � (c+ � BRSF + + c� � BRSF � + cZ � BRSF Z + cA � BRSF A ) : (3.85)

avec� BRS la transformation de BRS (Becchi-Rouet-Stora). Les fantômessont reliés aux fonctions
F par

� BRSci = B i = �
1
� i

F i : (3.86)

Ces transformations� BRS sont dérivées des transformations de jauge usuelles. Ainsi,

� BRSW �
� = @� c� � ie

��
A � +

cW

sW
Z �

�
c� �

�
cA +

cW

sW
cZ

�
W �

�

�
;

� BRSZ � = @� cZ � ie
cW

sW

�
W +

� c� � W �
� c+ �

;

� BRSA � = @� cA � ie
�
W +

� c� � W �
� c+ �

: (3.87)

avec les fantômes
�

cZ

cA

�
=

�
cW � sW

sW cW

� �
c3

cB

�
; (3.88)

c� =
1

p
2

�
c1 � ic2�

: (3.89)
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Dans le secteur de Higgs, ces transformations s'écrivent,
�

� BRSG+

� BRSH +

�
=

�
c� s�

� s� c�

� �
� BRS � +

1
� BRS � +

2

�
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1
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2

�
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�
� BRSH 0

� BRSh0

�
=

�
c� s�

� s� c�

� �
� BRS � 0

1
� BRS � 0

2

�
; (3.90)

avec les expressions suivantes,
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c� (c+ G� + c� G+ ) � s� (c+ H � + c� H + )

�
+

e
s2W

cZ (v1 + c� H 0 � s� h0) ;

�� 0
2 = �

e
2sW

�
s� (c+ G� + c� G+ ) + c� (c+ H � + c� H + )

�
+

e
s2W

cZ (v2 + s� H 0 + c� h0) ;

�� 0
1 = i

e
2sW

�
c� (c+ G� � c� G+ ) � s� (c+ H � � c� H + )

�
�

e
s2W

cZ (c� G0 � s� A0) ;

�� 0
2 = i

e
2sW

�
s� (c+ G� � c� G+ ) + c� (c+ H � � c� H + )

�
�

e
s2W

cZ (s� G0 + c� A0) : (3.91)

Ces relations permettent d'établir des identités de Ward. Dans le cas plus général de cette jauge
non linéaire on montrera que certaines identités sont modi�ées. Par exemple, les fonctions à deux
points des transitions A0Z 0 et A0G0 ne satisfont plus la relation

M 2
A 0 � A 0Z 0 (M 2

A 0 ) + M Z 0 � A 0G0 (M 2
A 0 ) = 0 ; (3.92)

mais une relation dépendante de jauge

M 2
A 0 � A 0Z 0 (M 2

A 0 ) + M Z 0 � A 0G0 (M 2
A 0 ) = f (~�; ~
 ) : (3.93)

Ce type d'identités joue un rôle important dans la renormalisation du secteur de Higgs. Cette
violation conduit en fait à une modi�cation non triviale des conditions de renormalisation. Ce
problème sera abordé plus loin au Chapitre 7.

3.6 Modèle mSUGRA

La brisure de la supersymétrie, voir (3.15), qui permet d'obtenir un spectre de masse compa-
tible avec les limites expérimentales peut trouver son origine dans plusieurs scénarios. Les deux
principaux modèles de brisure de supersymétrie sont le modèle GMSB [45] (Gauge Mediated Su-
persymmetry Breaking) dans lequel la brisure est propagée par les bosons de jauge et le modèle
mSUGRA [46] (minimal SUperGRAvity ) dans lequel la brisure est propagée par la gravité.
Le nombre de paramètres du MSSM après brisure de symétrie sont 124 dont 19 pour le SM. On
est donc amené à déterminer expérimentalement105nouveaux paramètres. Pour contraindre ces
paramètres, il est possible de contraindre le MSSM avec des hypothèses de Grande Uni�cation à
grande échelle, on parle alors de CMSSM (pourConstrained MSSM).
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3.7. Matière Noire

Dans le cadre de mSUGRA, on suppose qu'il existe une échelle de Grande Uni�cation M GUT

pour laquelle les couplages des interactions électromagnétiques, faibles et fortes sont données
par,

r
5
3

g1(M GUT ) = g2(M GUT ) = g3(M GUT ) � g� : (3.94)

D'autre part, les masses des jauginos sont toutes identiques,

M 1(M GUT ) = M 2(M GUT ) = M 3(M GUT ) = m1=2 : (3.95)

Il en est de même pour les masses des sfermionsm0, ainsi que des couplages trilinéairesA0. Il
reste encore 3 autres degrés de liberté supersymétriques : le paramètret � ainsi que les paramètres
de masse� et m12 = �B du superpotentiel. Si on veut retrouver la valeur expérimentale de la
masse� M Z , ceci restreint les paramètres et il ne reste alors que le signe de� à dé�nir. Ainsi,
dans le CMSSM, le nombre de paramètres à �xer se réduit à5,

�
m0; m1=2; A0; t � ; sign(� )

�
; (3.96)

Le secteur supersymétrique est ainsi complètement déterminé par la donnée de ces5 paramètres
(dont 3 dé�nis à l'échelle de Grande Uni�cation M GUT ). Pour revenir à notre échelleM W , on
utilise les équations du groupe de renormalisation (RGE). Par exemple, pour les masses des
jauginos, on obtient,

M i (M W ) = m1=2
g2

i (M W )
g� 2 ; (3.97)

et �nalement, on a les relations suivantes,

M 2(M W ) =
�

� (M W )
s2

W (M W )

�
1

� 3(M W )
M 3(M W ) ;

M 1(M W ) =
5
3

t2
W (M W )M 2(M W ) : (3.98)

Le spectre de masse dérivé à partir des RGE peut être calculé àpartir de di�érents codes [47] ;
ISAJET [48], SOFTSUSY[49], SPHENO[50], SUSPECT[51]. La Figure 3.3 montre l'évolution des
paramètres supersymétriques en fonction de l'échelle d'énergie dans le cadre de mSUGRA.

3.7 Matière Noire

Le calcul des paramètres du modèle à l'échelle électrofaible à partir de mSUGRA n'est pas le
point de vue adopté dans notre étude. Cependant, il permet dedé�nir des régions de paramètres�
m0; m1=2

�
pour lesquelles la densité relique de Matière Noire est en accord avec les données

expérimentales. Ces régions [54] communément étudiées sont représentées sur la Figure 3.4. On
peut donc distinguer, dans un modèle cosmologique standard(voir Chap. 1), la région du bulk,
du focus point, de la co-annihilation et du Higgs funnel (non représentée sur la Figure 3.4). Pour
avoir les expressions à l'arbre des amplitudes des di�érents processus contribuant à la densité
relique, voir Ref. [55�58].

Région du bulk

Dans cette région, les paramètresm0 et m1=2 sont petits. Le neutralino est majoritairement
bino et le principal canal d'annihilation de Matière Noire est le processus~� 0 ~� 0 ! f f .
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1=M i [GeV� 1] M 2
~j

[103 GeV2]

Q [GeV] Q [GeV]

Fig. 3.3 � mSUGRA : Evolution des paramètres de masse des jauginos(gauche) , des paramètres
de masse pour la première génération des squarks et des sleptons, et du paramètre de massem2

2
du Higgs (droite). Ces courbes sont obtenues à partir du jeu de paramètres mSUGRA ;m0 = 200
GeV, m1=2 = 250 GeV, A0 = � 100 GeV, t � = 10 et sign(� ) = +1 [52].

Région du focus point

Dans cette région,m0 est grand et les paramètres� et M 1 sont petits et quasiment égaux.
La fraction higgsino du neutralino est importante et les processus contribuant majoritairement
pour la densité relique sont les annihilations en bosons de jauge, ~� 0 ~� 0 ! W + W � =Z0Z 0; t t .

Région de la co-annihilation

Dans cette région,m0 est compris entre350et 900GeV. La deuxième particule la plus légère
du spectre supersymétrique, par exemple le stau~� , entre en jeu pour contribuer signi�cativement
à la densité relique. En e�et, dans cette région, le neutralino et le stau sont dégénérés en masse
et le facteur de suppression de Boltzmanne� � m=T devient non négligeable, voir Sect. 1.5. Les
processus majoritaires sont dans ce cas~� 0~� ! ~� 
 et ~� ~� ! � � .

Région du Higgs funnel

Cette région apparait pour de grandes valeurs du paramètret � (région invisible sur la Figure
3.4 car ici t � = 30) et pour des paramètres450 GeV < m 0; m1=2 < 1500 GeV. La principale
contribution à la densité relique provient de l'échange de pseudo-scalaireA0 dans le processus
~� ~� ! bb=�� .
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3.7. Matière Noire

Fig. 3.4 � Plan (m0; m1=2) dans le cadre de mSUGRA. Les points noirs (bleus) représentent les
points qui donnent une contribution trop grande (trop petite) à la densité relique de Matière Noire.
Seuls les points rouges donnent la bonne contribution qui respecte les contraintes expérimentales
[53].
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Chapitre 4

A l'ordre d'une boucle
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4.1 Introduction

A�n d'illustrer la procédure dite de renormalisation [59], on va considérer un modèle très
simpli�é ne contenant qu'un seul paramètre libre g0 intervenant dans le calcul d'une fonction
notée F (x) représentant une certaine quantité physique.
En théorie quantique des champs, il est habituel de développer les calculs en puissance deg0,

F (x) = g0 + g2
0F2(x) + g3

0F3(x) + ::: (4.1)

x représente l'énergie-impulsion. On va supposer maintenant que ce développement perturbatif
n'est pas correctement dé�ni, dans le sens oùF contient des parties divergentes. Par exemple,

F2(x) = �
Z 1

0

dt
t + x

; (4.2)

est une fonction qui diverge logarithmiquement.
Comme ce modèle ne possède qu'un seul paramètre libre, une seule mesure deF (x) à une certaine
échellex = � est nécessaire pour contraindre totalement le modèle. On note g cette valeur,

F (� ) = g : (4.3)

Pour pouvoir utiliser cette condition, il est nécessaire dans un premier temps d'utiliser une
procédure dite de régularisation a�n de rendre le développement dé�ni et d'isoler les parties
in�nies.
Pour cela, on introduit des fonctions régulariséesF� faisant intervenir un nouveau paramètre�
que l'on appelle régulateur,

F� (x) = g0 + g2
0F2;� (x) + g3

0F3;� (x) + ::: (4.4)

53



Chapitre 4. A l'ordre d'une boucle

Il existe un grand nombre de manières de régulariser les fonctions F , par exemple,

F2;� (x) = �
Z �

0

dt
t + x

; (4.5)

où on a introduit une coupure (cut-o� ) dans l'intégrale. Le développement original est retrouvé
en appliquant la limite � ! 1 . Di�érents schémas de régularisation peuvent être adoptés. Dans
le Modèle Standard, l'utilisation de la régularisation dimensionnelle est préférable car celle-ci
préserve les symétries de jauge et de Lorentz. Dans le cas de la supersymétrie, on utilisera la
réduction dimensionnelle, voir Sect. 4.2.
On va maintenant appliquer la renormalisation qui est une redé�nition des paramètres de la
théorie en termes de quantités physiques :

Renormalisation à l'ordre g0

A cet ordre, F� (x) est constante et donnée simplement par,

F� (x) = g0 + O(g2
0) : (4.6)

Ensuite, l'équation (4.3) conduit à,

g0 = g + O(g2) : (4.7)

A cet ordre, il n'y a pas de changement dans les dé�nitions desparamètres.

Renormalisation à l'ordre g2
0

Le seul moyen d'éliminer la divergence contenue dansF� (x) est de redé�nir g0. On peut
développer perturbativement g0 par l'introduction d'un contre-terme �g ,

g0 = g + �g + ::: (4.8)

Ainsi, à l'ordre g2, on obtient,

F� (x) = g + �g + g2F2;� (x) + O(g3) ; (4.9)

où on a utilisé la substitution g2
0 = g2 + O(g3). Si on impose la condition de renormalisation

(4.3), on arrive à la relation,

�g = � g2F2;� (� ) ; (4.10)

qui diverge quand� ! 1 . En utilisant (4.5), le contre-terme s'écrit,

�g = � �g 2
Z �

0

dt
t + �

= � �g 2 ln
�

� + �
�

�
: (4.11)

En partant de l'équation (4.1) et en combinant le développement (4.8) avec la condition de
renormalisation (4.10), on trouve alors,

F (x) = g + g2 (F2;� (x) � F2;� (� ))

= g + � (� � x)g2
Z 1

0

dt
(t + x)( t + � )

+ O(g3) ; (4.12)
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4.2. Régularisation et intégrales de boucles

qui ne contient plus de divergence. En fait, la divergence est contenue intégralement dans le
contre-terme �g .
Pour le cas d'une théorie contenant des constantes de couplages sans unité (comme le SM),F
doit être sans dimension. Par conséquent, la dépendance enx deF doit être éliminée par un autre
paramètre de même dimension quex. Le seul paramètre restant est le paramètre de coupure� .
F ne dépend alors que du rapport sans unité� =x, la relation (4.4) s'écrit dans ce cas-là,

F� (x; g0; �) = g0 + �g 2
0 ln

�
�
x

�
+ O(g3

0) ; (4.13)

Il est possible dans la condition de renormalisation de choisir une autre échelle d'énergie� 0. En
utilisant la condition (4.5) pour les deux échelles di�érentes � et � 0, on a,

g = g0 + �g 2
0 ln

�
�
�

�
+ O(g3

0) ;

g0 = g0 + �g 2
0 ln

�
�
� 0

�
+ O(g3

0) : (4.14)

(4.15)

En éliminant le terme g0, il reste une relation de passage entre les deux constantes renormalisées
g et g0 dé�nies à deux échelles di�érentes,

g0 = g + �g 2 ln
�

�
� 0

�
+ O(g3) (4.16)

L'évolution de la quantité g(� ) en fonction de l'échelle peut s'e�ectuer par la fonction� qui est
dé�nie par,

� (g) = �
@g
@�

�
�
�
�
g0 ;�

; (4.17)

Cette fonction donne l'évolution in�nitésimale des constantes de couplage en fonction de l'énergie
� . En utilisant (4.14), on trouve,

� (g) = � �g 2
0 + O(g3

0) ; (4.18)

et par conséquent,

� (g) = � �g 2 + O(g3) : (4.19)

En intégrant la relation (4.17) et en tenant compte de (4.19), on obtient,

g0 =
g

1 � �g ln
�

�
� 0

� : (4.20)

4.2 Régularisation et intégrales de boucles

Les divergences ultra-violettes qui apparaissent dans lesboucles doivent être régularisées a�n
d'extraire les parties in�nies des processus. Il existe di�érentes procédures de régularisation.
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Chapitre 4. A l'ordre d'une boucle

Régularisation de Pauli-Villars

Cette procédure de régularisation [60] est une des plus simples. Elle introduit un paramètre
de coupure (cut-o� ) dans les intégrales sur le moment interne de la boucle. Cependant, cette
procédure brise les symétries de jauge ainsi que la symétriede Lorentz et n'est donc pas utilisée
en pratique.

Régularisation dimensionnelle

Les intégrales intervenant dans les boucles sont divergentes lorsque la dimension de ces in-
tégrales vaut exactement quatre. La régularisation dimensionnelle [61, 62] est basée sur cette
propriété. En e�et, dans cette procédure, la dimension des moments est étendue de4 à n. Les
divergences apparaissent alors comme des pôles dans le paramètre � = (4 � n)=2. De plus, la
dimension de tous les champs est �xée àn et les couplages de jauge sont alors multipliés par
� 4� n . Ce paramètre � a la dimension d'une masse et il est introduit de manière à laisser sans
dimension les constantes de couplage a�n que la densité Lagrangienne garde la même dimension
pour n'importe quel n. D'autre part, il spéci�e l'échelle de régularisation. La procédure de régu-
larisation est la plus utilisée dans le SM car celle-ci préserve les symétries de jauge. Néanmoins,
elle ne préserve pas la supersymétrie car la continuation àn dimensions a pour conséquence que
les nombres de degré de liberté des fermions ne sont plus égaux à ceux des bosons.

Réduction dimensionnelle

La réduction dimensionnelle [63] est une procédure très similaire à la régularisation dimen-
sionnelle. La di�érence étant que les champs gardent leur dimension égale à4 a�n de respecter
la supersymétrie.

p1

p2 pN

l + s2

(M0)
l

(M1)

Fig. 4.1 � Structure de l'intégrale à N points.

Dans la suite, nous allons regarder en détail le cas de larégularisation dimensionnelle. Dans des
processus physiques, les boucles font intervenir des intégrales tensorielles s'écrivant de manière
générale pour un diagramme àN pattes externes, voir Fig. 4.1,

T (N )
��:::�
| {z }

M

=
Z

d4l
(2� )4

l � l � :::l �
D0D1:::DN � 1

; M � N ; (4.21)
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4.2. Régularisation et intégrales de boucles

avec D i = ( l + si )2 � M 2
i ; si =

iX

j =1

pj ; et D0 = l2 � M 2
0 : (4.22)

Les M i représentent les masses internes, lespi les moments externes etl le moment dans la
boucle. L'intégrale tensorielle est invariante par permutation des propagateursD i avec i 6= 0 et
totalement symétrique par rapport aux indices de Lorentzf �; �; :::� g. L'intégrale T (N ) sera notée
par la N i �eme lettre de l'alphabet, c'est-à-dire T (1) � A, T (2) � B , ..., et l'intégrale scalaire avec
un indice 0.
L'introduction de boucles implique souvent l'apparition de termes in�nis. La divergence de l'ex-
pression (4.21) peut se calculer facilement par simple comptage de puissance del :

D = 4 + M � 2N !

8
<

:

D > 0 ! diverge
D = 0 ! diverge logarithmiquement
D < 0 ! converge

: (4.23)

On introduit pour cela une régularisation qui permet d'isoler les divergences de la partie �nie
et permet ensuite de les supprimer par une procédure de renormalisation. Comme on l'a vu
précédemment, plusieurs méthodes de régularisation peuvent être envisagées. Dans la suite, on
présente en détail la procédure appelée régularisation dimensionnelle. Celle-ci agit comme une
continuation analytique du nombre de dimensions spatiotemporelles. Pour cela, on change le
nombre de dimensions4 ! n et les moments intervenant dans les bouclesl � = ( l0; l1; l2; l3) !
(l0; l1; :::; ln� 1). Le tenseur métrique enn dimensions a la propriété5

g �
� = g�� g�� = Tr (1) = n: (4.24)

L'algèbre de Dirac f 
 � ; 
 � g = 2g�� 1 implique les relations :


 � 
 � = n1; 
 � 
 � 
 � = (2 � n)
 � ; 
 � 
 � 
 � 
 � = 4g�� 1 � (4 � n)
 � 
 � ::: (4.25)

On suppose, de plus, que
 5 conserve sa relation d'anticommutation avec les matrices de Dirac
c'est-à-dire f 
 � ; 
 5g = 0 .
En�n, le domaine d'intégration se transforme comme :

Z
d4l

(2� )4 ! � 4� n
Z

dn l
(2� )n : (4.26)

Le paramètre � est introduit de manière à s'assurer que les quantités calculées par la procédure
dimensionnelle gardent leur dimension physique lorsque lalimite n ! 4 est prise. En n dimen-
sions, la constante de couplage (qui est sans dimension àn = 4) a la dimension (4 � n)=2. D'où
la nécessité de multiplier la constante de couplage au carrépar un facteur � 4� n .
On introduit ensuite la paramètrage de Feynman. Pour deux propagateursD0 et D1, on peut
écrire

1
D0D1

=
Z 1

0

dz
[D1z + D0(1 � z)]2 oùz est un paramètre de Feynman. (4.27)

5En fait, on peut prendre pour la trace une fonction arbitrair e de n avec la propriété f (n) n ! 4�! 4.
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De manière générale, pourN propagateurs, on a la relation :

1
D0D1:::DN � 1

= �( N )
Z

[dx]N
1

�
D1x1 + D2x2 + ::: + D0(1 �

N � 1X

i =1

x i )
� N

; (4.28)

avec
Z

[dx]N =
Z 1

0
dx1

Z 1� x1

0
dx2:::

Z 1�

N � 2X

i =1

x i

0
dxN � 1; (4.29)

�( N ) = ( N � 1)!: (4.30)

Le nouveau dénominateurD1x1 + D2x2 + ::: + D0

 

1 �
N � 1X

i =1

x i

!

a la forme

l2 � 2l:P (x i ) � M 2(x i ) avec

8
>>>>>><

>>>>>>:

P(x i ) = �
N � 1X

i =1

si x i ;

M 2(x i ) = M 2
0 +

N � 1X

i =1

L i x i ;

L i = � s2
i + M 2

i � M 2
0 :

(4.31)

Après avoir inversé l'ordre d'intégration, l'équation (4.21) s'écrit

T (N )
��:::�
| {z }

M

= �( N )
Z

[dx]N T (N )
��:::� ; (4.32)

avec T (N )
��:::� =

Z
dn l

(2� )n

l � l � :::l �
[l2 � 2lP (x i ) � M 2(x i )]N ; M � N: (4.33)

On e�ectue le changement de variables

l � P(x i ) ! l ;

(l2 � 2l:P (x i ) � M 2(x i )) ! l2 � (M 2 + P2) � l2 � � N :

avec

8
>>>>><

>>>>>:

� N =
N � 1X

i;j =1

Qij x i x j +
N � 1X

i =1

L i x i + M 2
0 ;

Qij = si :sj =
iX

m=1

jX

n=1

pm :pn

(4.34)

Toutes les intégrales tensoriellesT (N )
��:::� peuvent être déduites de l'intégrale scalaire

T (N ) =
Z

dn l
(2� )n

1
[l2 � � N ]N

: (4.35)

en appliquant successivement des dérivées partielles par rapport à P,

T (N 0)
��:::� _

@
@P�

@
@P�

:::
@

@P�
T (N ) ; (4.36)
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pour les di�érents rangs M de l'intégrale tensorielle, on a les relations

T (N ) = eT (N ) �
�

N �
n
2

�
avec eT (N ) = i

(� 1)N

�( N )
1

(4� )
n
2 �

N � n
2

N

;

T (N )
� = eT (N ) �

�
N �

n
2

�
P� ;

T (N )
�� = eT (N )

�
�

�
N �

n
2

�
P� P� �

1
2

g�� � N �
�

N � 1 �
n
2

� �
; (4.37)

T (N )
��� = eT (N )

�
�

�
N �

n
2

�
P� P� P� �

� N

2
(g�� P� + g�� P� + g�� P� )�

�
N � 1 �

n
2

� �
;

T (N )
���� = eT (N )

�
�

�
N �

n
2

�
P� P� P� P� +

� 2
N

4
(g�� g�� + g�� g�� + g�� g�� )�

�
N � 2 �

n
2

�

�
� N

2
(g�� P� P� + g�� P� P� + g�� P� P� + g�� P� P� + g�� P� P� ) �

�
N � 1 �

n
2

� �
:

Pour obtenir les expressions des intégrales à 4 dimensions,on e�ectue la limite n ! 4. On pose
alors

� =
4 � n

2
; (4.38)

et on considère les relations suivantes sur la fonction� , voir Ann. D :

�( X + 1) = X �( X ) ; (4.39)

�( � X + � ) =
(� 1)X

X !

(
1
�

+

 

1 +
1
2

+ ::: +
1
X

� 
 E

!

+ O(� )

)

; (4.40)

avec 
 E la constante d'Euler. Cette technique de régularisation implique l'apparition de termes
divergents notés :

CUV =
1
�

+ log(4 � ) � 
 E : (4.41)

Ces termes in�nis au passage à la limite en 4 dimensions ne doivent évidemment pas apparaître
dans les prédictions physiques.

4.3 Réduction

4.3.1 Technique de réduction à la Passarino-Veltman

A�n de calculer e�cacement les intégrales intervenant dans des diagrammes contenant des
boucles, on utilise des techniques permettant d'exprimer ces intégrales en fonction d'intégrales
scalaires connues. On verra par la suite la méthode de réduction2 de Passarino-Veltman [67]
utilisée notamment dans lepackageLoopTools [68].
La covariance de Lorentz nous permet de décomposer les intégrales tensorielles sur les moments
externespi (par l'intermédiaire des si dé�nis par (4.22) ) et sur le tenseur métriqueg�� avec des

2Pour avoir un aperçu des autres techniques de réduction, voir [64], [65] et [66].
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Chapitre 4. A l'ordre d'une boucle

coe�cients totalement symétriques T (N )
i 1 :::i P

. On introduit de manière formelle un moment arti�ciel
s0 a�n d'écrire les termes contenantg�� de manière compacte,

T (N )
�:::� (s1; :::; sN � 1; M 0; :::; M N � 1) =

N � 1X

i 1 ;:::;i P =0

Ti 1 :::i P si 1 � :::si P � ; (4.42)

Pour obtenir les bons termes contenantg�� , il faut éliminer tous les facteurs contenant un nombre
impair de s0 et remplacer le produit du nombre pair des0 par le tenseur totalement symétrique
construit à partir des g�� ,

s0� s0� ! g�� ;

s0� s0� s0� s0� ! g�� g�� + g�� g�� + g�� g�� : (4.43)

De manière explicite, la décomposition de Lorentz pour les intégrales de plus bas ordre s'écrit
donc

B � = s1� B1 ;

B �� = g�� B00 + s1� s1� B11 ;

C� = s1� C1 + s2� C2 ;

C�� = g�� C00 +
2X

i;j =1

si� sj� Cij ;

C��� =
2X

i =1

(g�� si� + g�� si� + g�� si� )C00i +
2X

i;j;k =1

si� sj� sk� Cijk ; ::: (4.44)

Pour évaluer les di�érents coe�cients apparaissant dans ces relations, on procède par itération
a�n d'obtenir des expressions contenant uniquement les intégrales scalairesT (N )

0 .
Le produit scalaire entre un moment d'intégration l et la sommesk de moments externes peut
s'exprimer en fonction des dénominateursDk

l:sk =
1
2

(Dk � D0 + L k ) : (4.45)

Ceci permet d'obtenir

T (N )
�:::�� s�

k =
1
2

Z
dn l

(2� )n

�
l � :::l �

D0:::Dk� 1Dk+1 :::DN � 1
�

l � :::l �
D1:::DN � 1

+ L k
l � :::l �

D0:::DN � 1

�

=
1
2

�
T (N � 1)

�:::� (k) � T (N � 1)
�:::� (0) + L kT (N )

�:::�

�
: (4.46)

Les termesk entre parenthèses dans les intégrales tensorielles indiquent que le propagateurDk a
été enlevé. On peut noter que le termeT (N � 1)

�:::� (0) contient un moment externe dans son premier
propagateur. Ainsi, un changement de variable est nécessaire a�n d'obtenir la forme (4.21). Toutes
les intégrales tensorielles du membre de droite de l'équation (4.46) ont un indice de Lorentz de
moins que l'intégrale originale.
Pour M � 2, on peut obtenir une relation supplémentaire en contractant (4.21) avec g�� et en
utilisant

l � l � g�� = l2 = D0 + M 2
0 : (4.47)
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4.3. Réduction

Ceci entraîne

T (N )
�:::��� g�� =

Z
dn l

(2� )n

�
l � :::l �

D1:::DN
+ M 2

0
l � :::l �

D0:::DN

�

=
�
T (N � 1)

�:::� (0) + M 2
0 T (N )

�:::�

�
: (4.48)

En insérant la décomposition de Lorentz (4.42) de l'intégrale tensorielle T dans les équations
(4.46) et (4.48), on obtient un système linéaire d'équations pour les coe�cients cherchésT (N )

i 1 :::i P
.

Ce système est constitué deN � 1 équations pour chaque intégrale tensorielle. Si l'inversede la
matrice

QN =

0

B
B
B
@

s2
1 s1:s2 : : : s1:sN � 1

s2:s1 s2
2 : : : s2:sN � 1

...
...

. . .
...

sN � 1:s1 sN � 1:s2 : : : s2
N � 1

1

C
C
C
A

: (4.49)

existe, alors les coe�cients peuvent être connus en terme d'intégrales de plus bas indice.

4.3.2 Déterminant de Gram nul

Instabilités

Un problème majeur des techniques de réduction (voir paragraphe 4.3) est l'intervention
d'une matrice QN dans les systèmes d'équations à résoudre. Le déterminant deQN s'identi�e au
déterminant dit de Gram (qui est un déterminant cinématique)

detQN =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

p2
1 p1:p2 : : : p1:pN � 1

p2:p1 p2
2 : : : p2:pN � 1

...
...

. . .
...

pN � 1:p1 pN � 1:p2 : : : p2
N � 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�

: (4.50)

Ces procédures ne permettent pas le calcul d'intégrales tensorielles pour detQN ' 0, c'est-à-dire
lorsque les moments externes ne sont plus indépendants.
Si on pose simplement pour le dernier momentpN � 1 :

pN � 1 =
N � 2X

i =1

ai pi + � avec �:p i = 0 ; (4.51)

on a,

detQN = � 2detQN � 1 : (4.52)

On voit clairement ici que le déterminant va s'annuler lorsque � est un quadrivecteur nul (ou
encore lorsque� est de genre lumière). Numériquement, des instabilités interviennent lorsque le
déterminant de Gram est proche de zéro, voir Fig. 4.2. La procédure de réduction peut se voir
simplement sur la décomposition de Lorentz comme une relation du type,

Ti:::jk
| {z }

M

=
1

detQN
f (Ti:::j

|{z}
M � 1

) ; (4.53)
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Chapitre 4. A l'ordre d'une boucle

Fig. 4.2 � Exemples d'instabilités dans les intégrales TriangleC1, C11 et C111 obtenues avec
LoopTools. p1 est de norme unité, (M 0; M 1; M 2) = (1 :00; 0:78; 0:60), p2 = 2p1 + � avec � =
(0; 0; 0; � ) avec � ! 0.

et implique

TM =1 /
1
� 2 ; TM =2 /

1
� 4 ; TM =3 /

1
� 6 ::: (4.54)
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4.3. Réduction

Par conséquent, siTM =1 devient instable pour � 2 = � , alors TM =2 le sera pour � 2 = � 1=2 et
TM =3 pour � 2 = � 1=4... Cette manière d'appréhender les zones d'instabilité semble légèrement
surévaluée par rapport aux résultats donnés parLoopTools. Ceci montre queLoopTools utilise
l'algorithme de Passarino-Veltman de manière optimisée. Nous regarderons ensuite une méthode
exacte a�n de contourner ce problème de déterminant de Gram nul pour � 2 = 0 ainsi qu'une
approximation autour de ce point. Pour illustrer cette méthode, nous nous restreindrons au cas
d'intégrales tensorielles TriangleC�:::�

| {z }
M

avecM � 3. Dans ce cas, le déterminant s'écrit

detQ3 =

�
�
�
�

p2
1 p1:p2

p1:p2 p2
2

�
�
�
� : (4.55)

En prenant p2 = �p 1 + � avec �:p1 = 0 , le déterminant se réduit à :

detQ3 = � 2p2
1 : (4.56)

Fig. 4.3 � Diagramme Triangle avec dépendance dans les moments externes.

Segmentation des intégrales N=3

A�n de calculer les intégrales lorsque le déterminant de Gram s'annule, on va segmenter
l'intégrale Triangle en intégrales à deux points. En e�et, on peut toujours écrire que :
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1
D0D1D2

=
1
B

�
1

D0D1
� (1 + � )

1
D0D2

+ �
1

D1D2

�

=
1
B

�
1

[l2 � M 2
0 ][(l + p1)2 � M 2

1 ]
�

(1 + � )
[l2 � M 2

0 ][(l + p1 + p2)2 � M 2
2 ]

+
�

[(l + p1)2 � M 2
1 ][(l + p1 + p2)2 � M 2

2 ]
| {z }

changement de variable l ! l � p1

�
: (4.57)

avec B = A + 2 l:� et :

A = � (1 + � )p2
1 + (1 + � )M 2

1 � M 2
2 � �M 2

0 + � 2 : (4.58)

Pour � nul, c'est-à-dire lorsque les moments sont dépendants,B = A = constante, et alorsB ne
dépend plus du moment d'intégration l . On obtient dans ce cas,

C0 =
1

A 0

(

B0

0

B
B
B
B
B
@

M 0

M 1

p1

1

C
C
C
C
C
A

� (1 + � )B0

0

B
B
B
B
B
@

M 0

M 2

p1 + p2

1

C
C
C
C
C
A

+ �B 0

0

B
B
B
B
B
@

M 1

M 2

p2

1

C
C
C
C
C
A

)

;

C� =
1

A 0

(

B �

0

B
B
B
B
B
@

M 0

M 1

p1

1

C
C
C
C
C
A

� (1 + � )B �

0

B
B
B
B
B
@

M 0

M 2

p1+ p2

1

C
C
C
C
C
A

+ �B �

0

B
B
B
B
B
@

M 1

M 2

p2

1

C
C
C
C
C
A

� �p 1� B0

0

B
B
B
B
B
@

M 1

M 2

p2

1

C
C
C
C
C
A

)

;

C�� = ::: (4.59)

avec A 0 = � (1 + � )p2
1 + (1 + � )M 2

1 � M 2
2 � �M 2

0 .
A�n de connaître le comportement des intégrales pour� non nul, on peut développer en série le
terme B� 1

B� 1 = ( A + 2 l:� )� 1 =
1X

j =0

(� 1)j (2l:� ) j

A j +1 : (4.60)

La segmentation (4.57) se développe comme :

1
D0D1D2

'
1
A

� �
�

2l:�
A 2

� �
+

4(l:� )2

A 3

� �
+ ::: (4.61)

où les crochets
��

sont les mêmes que dans l'équation (4.57). Pour obtenir l'approximation en

� 2, on doit tenir compte dans le développement des termes en(l:� )( l:� ).
En recomposant les termes entre crochets, on peut voir que :

1
A

� �
=

1
D0D1D2

+
2l:�
A

1
D0D1D2

;

�
2l:�
A 2

� �
= �

2l:�
A

1
D0D1D2

�
4(l:� )2

A 3

1
D0D1D2

;

4(l:� )2

A 3

� �
=

4(l:� )2

A 3

1
D0D1D2

+
8(l:� )3

A 4

1
D0D1D2

: (4.62)
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Par conséquent, le fait de s'arrêter au premier ordre en� 2 dans l'approximation signi�e :

1
A

� �
�

2l:�
A 2

� �
+

4(l:� )2

A 3

� �
'

1
D0D1D2

+
8(l:� )3

A 4

1
D0D1D2| {z }

correction

: (4.63)

Le comptage en puissance (4.23) indique que cette correction, après intégration, contient des
divergencesCUV (4.41) mais multipliées par des termes� 4. Ces divergences sont donc d'ordre
supérieur à l'approximation voulue et peuvent être ignorées.
L'intégrale tensorielle C� se décompose en

C� = s1� C1 + s2� C2

= [ C1 + (1 + � )C2]
| {z }

Cp1

p1� + C2|{z}
C�

� � : (4.64)

La Figure 4.4 montre la variation de Cp1 en fonction de� 2 calculée avec les techniques standards
de réduction (ici LoopTools) et le point où � 2 = 0 calculé à partir de la segmentation (4.59) :

Cp1 =
1

A 0

(

B1 � (1 + � )2B '
1 + � 2B �

1 � �B �
0

)

; (4.65)

avec la notation,

B = B

0

B
B
B
B
B
@

M 0

M 1

p1

1

C
C
C
C
C
A

; B ' = B

0

B
B
B
B
B
@

M 0

M 2

p1 + p2

1

C
C
C
C
C
A

; B � = B

0

B
B
B
B
B
@

M 1

M 2

p2

1

C
C
C
C
C
A
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Fig. 4.4 � Cp1 en fonction de� 2. La courbe continue représente le résultat donné parLoopTools et
les pointillés une approximation linéaire entre le point� 2 = 0 calculé à partir de la segmentation
(4.59) et le point � 2 ' 2 � 10� 7 où débutent les instabilités.(M 0; M 1; M 2) = (0 :50; 1:00; 0:60) et
p2 = 2p1 + � .
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Chapitre 4. A l'ordre d'une boucle

Sur la Figure 4.4 est représentée une droite reliant le pointstable calculé par l'algorithme (pour
� assez grand) avec le point calculé par la segmentation. Cette approximation simple semble
donner une bonne continuation à l'algorithme lorsque celui-ci devient instable. On regardera,
par la suite, le développement autour de� 2 = 0 de Cp1 et C� .

Développement en � 2

Cas scalaire C0

Le calcul explicite pour l'approximation de l'intégrale scalaire C0 nous donne l'expression :

C0 =
1
A

f B0 � (1 + � )B '
0 + �B �

0g � 2
� 2

A 2 f� (1 + � )B '
1 + �B �

1g

+4
� 2

A 3 f B00 � (1 + � )B '
00 + �B �

00g + O(� 4) : (4.66)
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Fig. 4.5 � C0 en fonction de � 2. Les points représentent l'approximation et la courbe continue le
résultat donné parLoopTools. (M 0; M 1; M 2) = (0 :50; 1:00; 0:60) et p2 = 2p1 + � .

LoopTools utilise la librairie FF [69] contenant les expressions analytiques exactes des intégrales
scalaires. L'expression approchée que nous donnons en (4.66) ne sert qu'à véri�er le développe-
ment obtenu car celui-ci intervient à des rangs plus élevés,néanmoins l'accord est excellent.

Tenseur de rang 1 C�

En remplaçant l:p1 par 1
2 [D1 � D0 + L 1] dans l'intégrale donnant Cp1 , on obtient

Cp1 =
1

2p2
1
f B '

0 � B �
0 + L 1C0g: (4.67)

Ici, on peut utiliser directement la forme scalaire donnée par LoopTools car celle-ci est stable.
En comparant les Figures 4.4 et 4.6, on constate que l'approximation simple d'une continuation
linéaire à partir du point � 2 = 0 est correcte pour ce cas précis.
En utilisant la même méthode avec la substitutionl:� = 1

2 [D2 � (1 + � )D1 + �D 0 � A ], on a

C� =
1

2� 2 f B0 � (1 + � )B '
0 + �B �

0 � A C0g: (4.68)
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Numériquement, le problème subsiste car il reste au dénominateur le � 2 qui tend vers zéro. Par
conséquent, on ne peut pas utiliser l'expression analytique de C0 donnée parLoopTools. A�n
d'éliminer les problèmes d'instabilité, il faut pousser ledéveloppement deC0 à l'ordre � 4. Notons
que C0 contient déjà la partie B0 � (1 + � )B '

0 + �B �
0 de (4.68), ce qui simpli�e l'expression de

C� . Ceci permet d'écrire :

C� =
1
A

f� (1 + � )B '
1 + �B �

1g � 2
1

A 2 f B00 � (1 + � )B '
00 + �B �

00g

� 2
� 2

A 2 f� (1 + � )B '
11 + �B �

11g + 12
� 2

A 3 f� (1 + � )B '
001 + �B �

001g

� 24
� 2

A 4 f B0000 � (1 + � )B '
0000 + �B �

0000g + O(� 4) : (4.69)

Les termesB001 et B0000 qui ne sont pas calculés parLoopTools sont obtenus en intégrant les
expressions correspondantes (4.37).
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Fig. 4.6 � Cp1 en fonction de � 2. Les points représentent l'approximation et la courbe continue
le résultat donné parLoopTools. (M 0; M 1; M 2) = (0 :50; 1:00; 0:60) et p2 = 2p1 + � .

4.4 Renormalisation

Le Lagrangien d'un modèle renormalisable (comme le SM ou le MSSM) au niveau de l'arbre
contient des paramètres qui ne sont pas déterminés par la théorie. La dé�nition de ces para-
mètres et leur relation avec les quantités mesurables sont déterminées par une procédure dite de
renormalisation [59,70]. Au niveau des boucles, les relations entre les paramètres du Lagrangien
et les quantités mesurables sont di�érentes de celles au niveau de l'arbre. De plus, les intégrales
des calculs de boucles sont en général divergentes et il est nécessaire de trouver une méthode de
régularisation, par exemple avec une coupure (cut-o� ) ou par régularisation dimensionnelle. La
conséquence de la régularisation est que les relations entre les paramètres et les quantités mesu-
rables dépendent ducut-o� . Les paramètres du Lagrangien de départ (paramètres nus notés avec
un indice 0) n'ont donc aucune signi�cation physique. Pour pouvoir véri�er les prédictions de la
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Fig. 4.7 � C� en fonction de � 2. Les points représentent l'approximation et la courbe continue le
résultat donné parLoopTools. (M 0; M 1; M 2) = (0 :50; 1:00; 0:60) et p2 = 2p1 + � .

théorie, il faut examiner les relations entre les observables, c'est-à-dire les quantités mesurables.
Pour une étude détaillée, il faut introduire le groupe de renormalisation. En théorie des champs,
les échelles sont couplées et on peut écrire des équations d'évolution qui relient la renormalisation
et les transformations d'échelle.
Une possibilité pour travailler avec des quantités �nies consiste à remplacer les paramètres nus
du Lagrangien par des paramètres renormalisés. Dans la renormalisation, chaque paramètre nu
g0 est remplacé par un paramètre renormaliség

g0 = Zgg = g + �g ; (4.70)

où la constante de renormalisationZg di�ère de l'unité par des contributions de boucles. De
même pour les champs� , on a

� 0 = Z � � = (1 +
1
2

�Z � )� : (4.71)

Les décompositions (4.70) sont arbitraires puisque seule la partie divergente est déterminée par la
structure à boucle de la théorie. La partie �nie restant dansg/ � dépend du choix de la procédure
de renormalisation.
Si on écrit chaque constante de renormalisation sous la forme

Z i = 1 + �Z i ; (4.72)

le Lagrangien peut s'écrire comme la somme d'une partie renormalisée et d'une partie de contre-
termes

L (� 0; g0) = L (�; g ) + � L (�; g; �Z � ; �g ) ; (4.73)

où � 0,g0 caractérisent respectivement le champ et le couplage nus. Il est nécessaire de redé�nir
aussi les champs pour avoir des fonctions de Green �nies horscouche de masse. Pour le choix de
la procédure de renormalisation, on a plusieurs possibilités qui sont utilisées dans la littérature.
Dans le cas de la QED, la procédure de renormalisation la plusutilisée est la renormalisation
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sur couche de masse (ouOn Shell) puisque à basse énergie, les masses des particules donnent
une échelle naturelle pour déterminer les paramètres. Les parties �nies des contre-termes sont
déterminées par la contrainte que les propagateurs des fermions aient des pôles en correspondance
des masses physiques des particules et que la charge électrique soit celle mesurée à basse énergie
dans la di�usion Compton. Dans la suite, on rappellera brièvement les di�érentes possibilités de
renormalisation.

Schéma de soustraction minimale MS [71]

Le schéma de renormalisation le plus simple est de considérer la régularisation dimensionnelle
et de supposer que les contre-termes absorbent seulement les parties divergentes dans l'ultra-
violet, c'est-à-dire uniquement les termes proportionnels à1=� dé�ni par (4.38). Ainsi, les contre-
termes sont des quantités purement in�nies. Ce schéma introduit une dépendance en� qui
représente l'échelle de renormalisation.

Schéma de soustraction minimale modi�ée MS [72]

Ce schéma est une variante du schémaMS . Comme chaque terme1=� est accompagné, dans
la régularisation dimensionnelle, de constantes induitespar la continuation dimensionnelle, cette
procédure suppose alors que les contre-termes absorbent tous les termes proportionnels à la
quantité CUV dé�nie par la relation (4.41). On peut ainsi dé�nir une nouvelle échelle� MS telle
que,

1
�

+ ln(4 � ) � 
 E
| {z }

CUV

+ ln( � 2) ! ln( � 2
MS ) : (4.74)

Schéma de réduction minimale modi�ée DR

Dans le cadre de la supersymétrie, il est préférable d'utiliser la réduction dimensionnelle.
Dans ce cas, la procédure de renormalisationDR est similaire à celle du schémaMS .

Schéma sur couche de masse OS [73, 74].

Il est à noter que les schémas précédents permettent d'obtenir des résultats �nis ; cependant,
le fait de �xer les contre-termes sans aucun lien avec des observables physiques peut induire des
dépendances de jauge explicites dans les processus calculés. Pour avoir des résultats à la fois
�nis et indépendants de jauge, il est nécessaire d'imposer des conditions reliées à des paramètres
physiques. Ainsi, dans ce schéma, les conditions de renormalisation sont �xées à partir de parti-
cules sur couche de masse. La masse d'une particuleOn-Shell est dé�nie comme la partie réelle
du propagateur et elle est interprétée comme sa masse physique. La dépendance par rapport à
l'échelle de régularisation� est complètement éliminée. Les constantes de couplage sontrenor-
malisées de telle manière que celles-ci restent inchangéeslorsque toutes les particules se couplant
à un vertex sont sur couche de masse. D'autre part, pour corriger totalement les propagateurs,
il est nécessaire de �xer leur résidu à l'unité.
Dans la suite, on renormalisera sur couche de masse le SM (voir Chap. 6) ainsi que le MSSM
(voir Chap. 7, 8 et 9). Par ailleurs, dans le cas du MSSM, on regardera d'autres schémas de
renormalisation pour le paramètret � .
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Chapitre 4. A l'ordre d'une boucle

4.5 Divergence Infra-rouge

Les divergences Infra-Rouges (IR) interviennent lorsque des bosons virtuels de masse nulle
(photon, gluon) sont échangés. Dans le cas de la QED, les divergences IR peuvent être régularisées
par l'introduction d'une petite masse arti�cielle � pour le photon. Il est connu depuis longtemps
[75] que ces divergences IR sont supprimées si l'on tient compte de l'émission réelle de photons
mous (soft bremstralhung), c'est-à-dire de faible énergieE 
 . A l'ordre d'une boucle, pour des
processus dont au moins une patte externe correspond à une particule chargée, on doit considérer
la somme de di�érentes contributions,

� (kc) = � 0(s) + � 1 V (s; � ) + � 1 S(s; �; k c) : (4.75)

p
s représente l'énergie du processus etkc la coupure en énergie sur le photon émis séparant la

région émission de photon mou pourE 
 < k c et dur (hard bremstralhung) pour E 
 > k c. La
somme de la section e�cace à l'ordre de l'arbre,

� 0(s) =
Z

d� n jM 2! 2
0 (s)j2 ; (4.76)

de la contribution virtuelle à une boucle,

� 1 V (s; � ) =
Z

d� n2Re
�
M 2! 2 �

0 (s)M 2! 2
1 (s; � )

�
; (4.77)

et de la contribution soft,

� 1 S(s; �; k c) =
Z

j~kj<k c

d� n f soft(�; k c)jM 2! 2
0 (s)j2 ; (4.78)

est indépendante de la masse arti�cielle� du photon. Pour supprimer la dépendance dans la
coupure kc, il faut ajouter à cela la section e�cace d'émission réelle de photon dur,

� 1 H (s; kc) =
Z

j~kj>k c

d� n jM 2! 2+ 

0 (s)j2 : (4.79)

et obtenir ainsi la section e�cace totale,

� (s) = � 0(s) + � 1 V (s; � ) + � 1 S(s; �; k c) + � 1 H (s; kc) : (4.80)

Le facteur f soft est universel et ne dépend que de la chargeQi et du moment pi des particules.
Suivant les notations de Ref. [76],

f soft = � e2
Z

j~kj<k c

d3k
2E 
 (2� )3

X

ij

� i � j Qi Qj
pi :pj

(k:pi )(k:pj )
=

X

ij

Rij ; (4.81)

avec

E 
 =
q

~k2 + � 2 : (4.82)

Le facteur � i = � 1 dépend si la particule considérée est entrante (+1 ) ou sortante (� 1). Pour
plus de détails sur les calculs, voir [73, 77]. Deux cas spéci�ques peuvent être mentionnés ici.
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4.5. Divergence Infra-rouge

Dans le cas d'une particule de chargejQj = 1 d'impulsion p = ( E; ~p) et de massem, le facteur
diagonal Rii s'écrit commme,

Rii = � e2
Z

j~kj<k c

d3k
2E 
 (2� )3

m3

(k:p)2 = �
�
�

�
ln

�
2kc

�

�
+

E
j~pj

ln
�

m
E + j~pj

��
: (4.83)

Un autre cas important est celui d'une paire de particule-antiparticule de massem et de charge
� 1 dans leur centre de masse d'énergie totale

p
s. Le terme Rpair est alors donné

Rpair =
2�
�

��
s � 2m2

s�
ln

�
1 + �
1 � �

�
� 1

�
ln

�
2kc

�

�
+

1
2�

ln
�

1 + �
1 � �

�
(4.84)

�
s � 2m2

2s�

�
Li2

�
2�

1 + �

�
� Li2

�
� 2�
1 � �

���
: (4.85)

Li2 est la fonction dilogarithme (ou de Spence), voir Ann. D. En�n, ce facteurRpair représentant
le terme de radiation initiale peut se simpli�er dans les processuse+ e� ,

Re+ e�

pair =
2�
�

��
ln

�
s

m2
e

�
� 1

�
ln

�
2kc

�

�
�

1
4

ln2
�

s
m2

e

�
+

1
2

ln
�

s
m2

e

�
�

� 2

6

�
; (4.86)

où on a supposés � m2
e. La même procédure s'applique pour régulariser les divergences IR dans

le cas de la QCD à la di�érence de facteur de couleur dont il faut tenir compte.
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Chapitre 5

Le code SloopS
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5.1 Introduction

Etant donné le nombre important de paramètres du MSSM (aprèsbrisure de la supersymétrie)
et de l'ajout de superpartenaires aux particules du SM, les calculs de processus dans ce modèle
sont très di�ciles à e�ectuer à la main. De plus, si on considère des calculs de précision, c'est-
à-dire à l'ordre d'une boucle, l'addition de contre-termespour les paramètres et les champs
ainsi que la prise en compte de ces boucles dans les processusrendent les calculs extrêmement
compliqués.
Pour répondre à ces problèmes, nous avons développé un code appelé SloopS (pour Susy loopS)
qui est une interface judicieuse entre deuxpackages, LanHEP[78] et l'ensemble de trois programmes
FeynArts [79], FormCalc[80] et LoopTools [68] que l'on noteraFFL6. Ce programme a pour but
d'e�ectuer des calculs de précision dans le MSSM avec notamment des applications sur la densité
relique de Matière Noire et sur des calculs de processus intervenant dans les collisionneurs. Dans
le MSSM, le neutralino � 0

1 représente le candidat de Matière Noire. De ce fait, la renormalisation
du secteur des neutralinos/charginos a dû être implémentéea�n de calculer des processus tels que
~� ~� ! � + � � . Cependant, la renormalisation de ce secteur oblige à renormaliser en amont tous
les secteurs électrofaibles du MSSM. Ainsi, pour atteindrel'objectif principal, tous les secteurs
électrofaibles du MSSM ont été renormalisés a�n d'e�ectuerdes prédictions concernant la Matière
Noire.

5.2 LanHEP

LanHEP[78] est un outil très intéressant car il permet de tirer les règles de Feynman à partir
du Lagrangien d'une théorie. Les di�érents termes du Lagrangien sont écrits de manière très

6L'implémentation actuelle de SloopS utilise les versions LanHEP-2.1 , FeynArts-3.2 , FormCalc-4.1 et
LoopTools-2.1.
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�
�

�
�LanHEPCréation du modèle

#
�

�

�

�
FeynArts Génération de diagrammes

#
�

�

�

�FormCalcSimpli�cation algébrique

#
�

�

�

�
LoopTools Evaluation numérique

SloopS

similaire à ce que l'on écrit à la main. De plus, il gère automatiquement les contractions des
indices. Par exemple, l'introduction des termes du typeF�� F �� des champs de jauge (2.3) (de
couleur par exemple) s'écrit dans le codeLanHEPcomme

lterm -F**2/4 where
F=deriv�mu*G�nu�a-deriv�nu*G�mu�a+i*GG*f_SU3�a�b�c* G�mu�b*G�nu�c.

où deriv représente la dérivée.
Les di�érents paramètres du modèle sont déclarés dansLanHEPcomme, par exemple, la charge
électrique ou encore l'angle de Weinberg,

parameter EE = 0.31345 : 'Electromagnetic coupling constant (<->1/127.9)',
SW = 0.48076 : 'sin of the Weinberg angle (PDG-2002)'.

On peut introduire aussi des expressions plus compliquées comme les entrées de la matrice de
masse des sfermions (3.57),

parameter MSuLL = Mq2**2 + Mu**2 + MW**2/CW**2*(1/2-2/3*SW **2)*c2b,
MSuLR = -MW*SW*Sqrt2*sb*us1/EE-Mu*mue/tb,
MSuRR = Mu2**2 + Mu**2 + 2/3*MW**2/CW**2*SW**2*c2b.

Les termes de brisure peuvent être écrits de manière très simple,

lterm MG1*f_B0*f_B0/2+AddHermConj.
lterm -Mq1**2*s_q1*s_Q1 - Mq2**2*s_q2*s_Q2 - Mq3**2*s_q3 *s_Q3.

Ces deux exemples correspondent aux termes de masse des binos M 1 ~B ~B et des squarks~QyM 2
Q

~Q
de la partie soft du Lagrangien (3.15). La version à l'arbre du MSSM est donnéepar défaut dans
LanHEP. Ensuite, le passage à l'ordre d'une boucle est construit à partir du modèle à l'arbre en
appliquant des transformations du type,

transform H -> H*(1+dZhhhh/2)+h*dZhhhl/2, h->h*(1+dZhlh l/2)+H*dZhlhh/2.
transform '� 1+' -> (1+dZc11L/2*(1-g5)/2+dZc11R/2*(1+g5)/2)*' � 1+'

+(dZc12L/2*(1-g5)/2+dZc12R/2*(1+g5)/2)*' � 2+'.
transform '� e1' -> ' � e1'*(1+dZse11/2) + ' � e2'*dZse12/2.
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pour les champs et,

transform MG1 -> MG1 + dMG1.
transform Ae -> Ae + dAe.

pour les paramètres de la théorie. Les di�érentsshifts présentés ici correspondent aux transfor-
mations suivantes sur les champsH 0, h0, ~� +

1 et ~e1 (notés dans le codeH, h, ' � 1+' , ' � e1'),

H 0 !
�

1 +
1
2

�Z H 0 H 0

�
H 0 +

1
2

�Z H 0 h0 h0 ;

h0 !
�

1 +
1
2

�Z h0h0

�
h0 +

1
2

�Z h0H 0 H 0 ;

~� +
1 !

�
� ij +

1
2

�
�Z L

~� +
ij

PL + �Z R
~� +

ij
PR

��
~� +

j ;

~e1 !
�

� ij +
1
2

�Z ~eij

�
~ej ; (5.1)

et sur les paramètresM 1 et Ae (notés dans le codeMG1 et Ae),

M 1 ! M 1 + �M 1 ;

Ae ! Ae + �A e : (5.2)

Cette procédure est appliquée à tous les champs et paramètres du MSSM et donc introduit un
grand nombre de contre-termes�x . Ensuite, ces contre-termes sont �xés par des conditions de
renormalisation et sont alors reliés essentiellement aux fonctions à deux points des champs,

in�nitesimal dphlhl='-ReTilde[SelfEnergy[prt["h"]->prt["h"], Mh]]'.

correspondant à l'énergie propre du Higgs léger� h0h0 (M 2
h0 ). La commandein�nitesimal spéci�e

que la quantité considérée est à l'ordre d'une boucle et les ordres supérieurs ne sont alors pas
pris en compte. Les constantes de renormalisation pour les fonctions d'onde des charginos,

�Z L
~� +

11
= � LV

~� +
11

(m ~� +
1

) + 2 m ~� +
1

Re� LS 0

~� +
11

(m ~� +
1

) + m2
~� +

1

�
Re� LV 0

~� +
11

(m ~� +
1

) + Re� RV
~� +

11

�
(m ~� +

1
) ; (5.3)

et pour le contre-terme du paramètreM 1

�M 1 =
1

N � 2
11

(�m � 0
1

� N � 2
12 �M 2 + 2N �

13N �
14��

� 2N �
11N �

13�Y13 � 2N �
12N �

13�Y23 � 2N �
11N �

14�Y14 � 2N �
12N �

14�Y24) ; (5.4)

s'écrivent dans le code comme (voir Chap. 8 pour l'expression des contre-termes),

in�nitesimal dZc11L = 'Block[ {s�,ds�},s�=SelfEnergy[pr t[" 1+"]->prt[" 1+"],MC1] ;
ds�=DSelfEnergy[prt[" 1+"] -> prt[" 1+"] , MC1] ;

-ReTilde[ MC1�2 (LVectorCoe�[ds�]+RVectorCoe�[ds�])
+ 2 MC1 LScalarCoe�[ds�]+LVectorCoe�[s�] ] ]'.

in�nitesimal dMG1 = (dMNE1-Zn21*(Zn21*dMG2+2*Zn31*dneY23+2*Zn41*dneY24)
-2*Zn11*(Zn31*dneY13+Zn41*dneY14)+2*Zn31*Zn41*dmue)/Zn11�2.
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Ainsi, le Lagrangien du modèle ainsi que la dé�nition des particules et des champs sont inclus dans
LanHEP. De plus, le schéma de renormalisation est complètement déterminé et les contre-termes
sont introduits de manière automatique. On a par conséquentpu utiliser cette automatisation a�n
de rendre le code plus �exible dans le sens où on a dé�ni plusieurs schémas de renormalisation.
Ceci a été utile notamment pour la renormalisation du paramètre t � .
Finalement, LanHEPpermet de créer les di�érents �chiers sources lus par lespackagesFFL[69]. A
l'origine développé pourCompHEP, LanHEPa ensuite été étendu pour une utilisation avecFormCalc
de manière à pouvoir e�ectuer du calcul à l'ordre d'une boucle (non pris en charge parCompHEP).

5.3 FFL

5.3.1 FeynArts

Le packageFFL[68,79,80] permet de calculer le contenu physique du modèleconsidéré, correc-
tions aux masses, désintégrations et sections e�caces. Les�chiers créés parLanHEPcontiennent
les dé�nitions des particules du modèle comme, par exemple,le Higgs chargéH + ,

S[6] == { (* 'Charged Higgs' *)
SelfConjugate -> False,
Indices -> { },
Mass -> MHc,
PropagatorLabel -> "H+",
PropagatorType -> ScalarDash,
PropagatorArrow -> Forward },

mais aussi toutes les règles de Feynman dont voici quelques exemples pour les interactions
G� 
W + , e+ e� Z 0, H 0H 0H + H � et ~� �

1 ~� �
1 ~� 2~� 2,

(*- - - - - - W-.f A W+ - - - - - -*)
C[ -S[2], V[1], V[3] ] == 1/2 I *

{
{ 2 A01688 , A00486 dZw + A01689 dZf1 -2 A00486 dXwz + 2 A00486 dZg -3 A00486

dZw3 + A01690 dZf2 },
},

(*- - - - - - E e Z - - - - - -*)
C[ -F[1], F[1], V[2] ] == -1/4 I *

{
{ -2 A01535 , EE dZw3b + 2 A00496 dZw3 -2 A01535 dZeL -2 A00496 dZg - A01537

dZbw3 },
{ 4 A03046 , 4 A03046 dZeR -2 A01537 dZbw3 }

},

(*- - - - - - H H H+ H- - - - - - -*)
C[ S[4], S[4], S[6], -S[6] ] == -1/4 I *

{
{ A03180 , A03179 dZf1 + A03180 dZhhhh + A03181 dZf2 + 2 A03182 dZg -3 A03182

dZw3 + 2 A03183 dZhlhh + A03184 dZb + A03185 dZbw3 },
},
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5.3. FFL

(*- - - - - - � L1 � L1 � l2 � l2 - - - - - -*)
C[ -S[11], -S[11], S[12], S[12] ] == 1/2 I *

{
{ - A08328 , A08314 dZsl12 - A08328 dZsl22 - A08328 dZsl11 - A08329 dZsl21 -2 A08330

dZg + 3 A08330 dZw3 + 9 A08331 dZb + 9 A08332 dZbw3 + 8 A08333 dXwz+ 8 A08334
dXH + 8 A08335 dMl },
},

Les paramètresAxxxxx représentent des blocs de constantes a�n de condenser les écritures et
d'améliorer la rapidité des calculs (optimisation),

A01688 = EE*MW*(1D0+nla)
A00486 = EE*MW

A08328 = EE**2*clth**2*slth**2*(8D0/CW**2+1D0/CW**2
& /SW**2-4D0*Ml**2/MW**2/SW**2/cb**2)

On peut noter d'autre part que chaque vertex contient une partie à l'arbre et une partie contre-
terme dxxx. Le code renseigne sur le type de particules (scalaireS, vectorielle V ou fermionique
F) qui rentrent en jeu dans chaque règle de Feynman.
Pour calculer des processus à une boucle, on sépare habituellement les di�érentes contributions
en rangeant les diagrammes par type (Self, Vertex, Boîte) :

5.3.2 FormCalc

FormCalc lit les diagrammes générés parFeynArts et crée une sous-routineFortran a�n
de calculer l'amplitude du processus considéré. Pour cela,ce packagecombine les programmes
Mathematica [81] et Form[82] a�n de réduire les expressions symboliques.

5.3.3 LoopTools

A�n d'évaluer numériquement les résultats des processus (sections e�caces, désintégrations),
LoopTools calcule les intégrales tensorielles intervenant dans les boucles. La méthode de réduc-
tion utilisée pour réduire les intégrales est celle de Passarino-Veltman, présentée à la Section
4.3.1. En�n, les intégrales scalaires sont contenues dans la bibliothèque FF [69].
Les observations indiquent la présence de matière noire astronomique de nature essentiellement
non baryonique. Un candidat potentiel pour expliquer cettemasse invisible est le neutralino : la
particule la plus légère du modèle supersymétrique. Ce neutralino serait le vestige des particules
supersymétriques créées lors du Big Bang. En e�et, celles-ci étant plus lourdes que les particules
du modèle standard, leur création a diminué avec la décroissance de l'agitation thermique de
l'Univers (due à sa dilatation) au pro�t de leur annihilatio n. La densité de neutralinos se trouve
actuellement �xée et constitue ce que l'on appelle la densité relique. Deux neutralinos peuvent
s'annihiler et donner des diagrammes du type de la Figure 5.1. Par ailleurs, dans le halo de notre
galaxie, par exemple, peuvent se concentrer ces neutralinos dont le produit d'annihilation ( 

 ,
Z
 , gg, f f ...) constituerait une signature de leur présence. Dans le halo, les vitesses sont de
l'ordre de 10� 3c, ce qui est négligeable compte tenu des masses des neutralinos (� 10GeV). Les
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