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Résumé

Dans cette thése, nous étudions le probléme de la séparation aveugle de mélanges linéaires convolu-
tifs sur-déterminés réels ou complexes de sources. Les sources considérées sont réelles ou complexes,
déterministes ou aléatoires et dans ce dernier cas statistiquement indépendantes ou corrélées, sta-
tionnaires, cyclostationnaires ou non-stationnaires. Nous développons des approches combinant de
nouveaux algorithmes de (bloc) diagonalisation conjointe (non unitaires) & de nouveaux détecteurs
de points (temps-fréquence ou autres...) particuliers permettant d’élaborer le ou les ensembles de ma-
trices devant étre (bloc) diagonalisées conjointement. Les principaux avantages de ces approches sont
d’étre plus directes en ce se sens qu’elles ne requiérent plus de blanchiment préalable des observations.
Elles permettent en outre d’aborder le cas réputé difficile des signaux corrélés.

En ce qui concerne les algorithmes de (bloc) diagonalisation conjointe, nous proposons quatre nou-
veaux algorithmes sans contrainte d’unitarité sur la matrice recherchée. Le premier algorithme est
de type algébrique itératif. Il est basé sur I'optimisation d’un critére de type moindres carrés. Les
trois autres approches utilisent un schéma d’optimisation de type gradient. Dans un premier temps le
calcul du gradient matriciel de la fonction de cotit étudiée est approché. Puis dans un second temps
le calcul exact est mené et deux nouveaux algorithmes sont proposés : 'un & base de gradient, 'autre
a base de gradient relatif. Nous étudions les versions & pas fixe de ces trois algorithmes, puis les
versions & pas optimal afin d’accélérer la convergence des algorithmes (le pas est alors recalculé algé-
briquement & chaque itération en cherchant les racines d’un polynéme d’ordre trois). Un lien avec la
diagonalisation conjointe non unitaire est également établi. Ces algorithmes de bloc-diagonalisation
conjointe possédent ’avantage d’étre généraux : les matrices de I’ensemble considéré ne sont ni né-
cessairement réelles, ni a symétrie hermitienne, ni définies positives et le bloc-diagonaliseur conjoint
peut étre une matrice unitaire ou non-unitaire.

Mots clés

Algorithmes de bloc-diagonalisation conjointe, décompositions matricielles conjointes, séparation
aveugle de sources, mélanges linéaires convolutifs sur-déterminés de sources corrélées, fonction de
corrélation cyclique, spectres et distributions temps-fréquence spatiaux bilinéaires et quadratiques,
détecteurs automatiques de points.
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Abstract

In this thesis, we study the problem of the blind separation of over-determined linear convolutive real
or complex mixtures of deterministic or random, statistically independent or correlated, stationary,
cyclo-stationary or non-stationary and real or complex sources. We have developed approaches that
combine the new (non-unitary) joint (block) diagonalization to two novel detectors of particular
points to build the matrices set to be joint (block) diagonalized. The main avantages of the proposed
approaches are that they are more direct since they do not require a pre-whitening stage any more
and that they can be used with correlated signals.

Concerning the joint block-diagonalization algorithms, we have proposed four joint block-diagonalization
algoritms. The first algorithm is iterative and based on an algebraic optimization scheme. The three
other ones are based on gradient approaches. The first one relies upon a gradient approach, but the
matrix gradient is approximated, whereas the two other ones are based on an exact calculus (one is
based on the gradient approach, the other is based on the relative gradient approach). The optimal
step size versions of these three algorithms is provided to accelerate their convergence. It means that
the step size is computed algebraically at each iteration as the rooting of a 3rd-degree polynomial.
The main advantage of the proposed algorithms is that they are more general (the real, positive
definite or hermitian assumptions about the matrices belonging to the considered set are no more
necessary and the found joint block diagonalizer can be either a unitary or a non-unitary matrix).
They can also be applied to solve the joint diagonalization problem.

Key words

Joint block-diagonalization algorithms, matrix decompositions, blind sources separation, over-determined
convolutive linear mixtures of correlated sources, cyclic correlation function, bilinear and quadratic
time-frequency spectra and distributions, points automatic detection procedures.
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R corps des réels

C corps des complexes

R{-}  partie réelle d'un nombre complexe
(\

${-}  partie imaginaire d’'un nombre complexe
arg{-} argument d’un nombre complexe
|| module d’un nombre complexe
) imaginaire pur (de module 1 et d’argument )
t,v,7 temps, fréquence et retard
) j-éme source complexe pour tout j entier
x;(t)  i-éme observation complexe pour tout ¢ entier
)

n;(t i-éme bruit complexe pour tout ¢ entier

n nombre de sources

m nombre de capteurs

L ordre d’'un filtre RIF

r nombre d’observations retardées

s(t) vecteur des sources de dimension n x 1

s(t) vecteur des sources estimées de dimension n x 1

x(t) vecteur des observations de dimension m x 1

Xp(t)  vecteur des observations blanchies de dimension m x 1
n(t vecteur des bruits de dimension m x 1

n <

)
(t) vecteur des signaux a la sortie du séparateur
j(t)  vecteur contenant la j-éme source et ses versions retardées de dimension @ x 1 (Q =
L+ L)

X;(t)  vecteur contenant la i-éme observation et ses versions retardées de dimension L’ x 1
N;(t) vecteur contenant le i-éme bruit et ses versions retardées de dimension L' x 1

S(t) vecteur contenant les sources et ses versions retardées de dimension N x 1 (N = nQ)
§(t) vecteur contenant les sources estimées et ses versions retardées de dimension N x 1
X(t)  vecteur contenant les observations et ses versions retardées de dimension M x 1 (M =

mlL’)
Xp(t) vecteur contenant les observations blanchies et ses versions retardées de dimension M x 1
N(t)  vecteur contenant les bruits et ses versions retardées de dimension M x 1
Y (t)  vecteur des signaux et ses versions retardées a la sortie du séparateur
A{.}  application définie de C" vers C™
A(t)  systéme de mélange & MEMS RIF
t) réponse impulsionnelle entre la j-éme source et le i-éme capteur
A matrice d’'un systéme de mélange instantané de scalaires a;;
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matrice estimée de la matrice de mélange A

matrice de structure Toeplitz de dimension L' x (L + L’) contenant les
coefficients a;;(1), { =1,...,L

matrice bloc-Toeplitz de dimension M x N

matrice de séparation de dimension N x M

matrice estimée de la matrice de séparation B

matrice de blanchiment de dimension N x M

matrice unitaire de dimension N x N

matrice estimée de la matrice unitaire U de dimension N x N

matrice globale de dimension N x N

matrice de permutation

matrice bloc-diagonale ou diagonale

matrice identité de dimension m X m

matrice ne contenant que des 1 de dimension m x m

matrice ne contenant que des 0 de dimension m x m

matrice de dimension L’ x L' contenant des éléments de valeur un sur la
78me diagonale supérieure si 0 < 7 < L’ ou sur la |7|®™¢ sous-diagonale si
—L' <7 <0 et des zeros ailleurs

matrice zéro diagonale

opérateur de transposition

opérateur de transposition conjugaison

opérateur de conjugaison complexe

produit de Kronecker

produit de Hadamard

produit de convolution

opérateur d’inversion

pseudo-inverse de la matrice M sachant que M# = (M M)~ 'M”
matrice diagonale carrée contenant les éléments du vecteur a

trace de la matrice M

déterminant de la matrice M

rang de la matrice M

norme de Frobenius de la matrice M

opérateur permettant d’extraire la matrice diagonale de son argument
opérateur permettant d’extraire la matrice zéro diagonale de son argument
opérateur permettant d’extraire la matrice bloc-diagonale de son argument.
Les r matrices bloc sont de dimension n; x n;

opérateur permettant d’extraire la matrice zéro bloc-diagonale de son ar-
gument. Les r matrices bloc sont de dimension n; X n;

ensemble des matrices bloc-diagonales (diagonales) de taille Ny,

ensemble des matrices zéro-diagonales de taille M,

opérateur d’espérance mathématique

opérateur de moyennage temporel

cumulant d’ordre R

matrice de corrélation d’un vecteur X(t¢) de signaux aléatoires
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matrice de corrélation d’un vecteur X(¢) de signaux aléatoires supposé stationnaire
matrice de corrélation moyenne d’'un vecteur X(t) de signaux aléatoires supposé non-
stationnaire

matrice de corrélation moyenne d’'un vecteur X(¢) de signaux déterministes

matrice de corrélation cyclique d’un vecteur X(t) de signaux aléatoires supposé cyclo-
stationnaire

Transformée de Fourier spatiale d’un vecteur de signaux X(t)

Transformée de Fourier a court-terme spatiale d'un vecteur de signaux X(t)
distribution de Dirac

divergence de Kullback-Leibler

opérateur de vectorisation permet de concaténer les colonnes d’une matrice en un vec-
teur colonne

matrice de transformation définie par Tpiag = diag{vec(BDiag, ){1n})}

matrice de transformation définie par Tgog = In2 — Tpiag

fonction signe (sign(t) =1 si ¢t > 0 sinon — 1)

transformée de Hilbert.



xxvi Glossaire



Premiére partie

Séparation aveugle de sources






Introduction générale

Contexte scientifique & principaux objectifs

a séparation aveugle de sources (SAS) Bl 5 6té formalisée pour la premiére fois par des chercheurs

frangais en traitement de signal au milieu des années 80 [67][68], puis beaucoup de chercheurs

dans le monde entier se sont intéressés & ce probléme vu la diversité de ses domaines d’applica-
tion. Parmi ses applications, la téléphonie mobile, les télécommunications numériques, le traitement
de la parole, le génie biomédical, la géophysique interne ou externe, le radar, le sonar, etc..
Le principe de la SAS est trés simple a énoncer. Il s’agit de retrouver les n signaux sources émis a
partir de la seule connaissance de m signaux d’observations regus correspondant & des mélanges de
ces sources. Le traitement est alors aveugle (non-supervisé ou bien autodidacte), en d’autres-termes,
on ne posséde aucune information sur le systéme de mélange et les sources sont inobservables. Sans
hypothése supplémentaire, la SAS apparait comme un probléme insoluble. C’est pourquoi la plupart
des techniques de SAS reposent sur 'hypothése de 'indépendance des sources.
Initialement, la SAS a été modélisée & base d’un simple produit. Ceci correspond & un systéme de
mélange linéaire instantané (statique ou sans mémoire), autrement dit les capteurs regoivent a chaque
instant une combinaison linéaire des signaux sources. Plus tard, des modélisations proches de la réalité
ont été introduites. L’une de ces modélisations considére le canal de transmission comme un systéme
reposant sur une opération de filtrage. En d’autres-termes, les signaux captés dépendent linéairement
a la fois des sources et de leurs versions retardées. Le systéme de mélange est dit linéaire convolutif
(dynamique ou avec mémoire). D’autres modélisations plus complexes et plus réalistes considérent
que les capteurs ont des caractéristiques non-linéaires. Ainsi, la SAS posséde plusieurs degrés de
difficulté selon le type du systéme mélangeant envisagé (systéme linéaire ou non-linéaire, mélange
instantané ou convolutif, modéle de mélange sur-déterminé ou sous-déterminét, ...) et également
selon les caractéristiques des sources considérées (signaux a valeurs réelles ou complexes, aléatoires
stationnaires, cyclo-stationnaires ou non-stationnaires, statistiquement mutuellement indépendants
ou corrélés, i.i.d. ou non et déterministes, & puissance moyenne finie ou a énergie finie, .. .).
Différentes approches ont été développées dans la littérature pour résoudre le probléme de la SAS. Une
premiére approche consiste a utiliser la technique d’analyse en composantes indépendantes (ACI) for-
malisée par P. Comon dans [28]. Les méthodes basées sur la technique d’ACl utilisent les outils d’ana-
lyse d’ordre supérieur pour optimiser des fonctions de cotit appelées “contrastes”, tout en exploitant les
propriétés de cumulants des sources supposées indépendantes [18][34] [29] [87] [72] [88] [31][109] [80] [20] [4] .
Une autre fagon possible d’aborder le probléme de la SAS est d’exploiter la structure particuliére des
matrices ou des tranches de tenseurs issues d’un opérateur linéaire, bilinéaire ou quadratique ap-
pliqués aux signaux (tels que les fonctions de corrélation, de corrélation cyclique, les cumulants, les

2. En anglais BSS pour Blind Sources Separation.
3. Lorsque le nombre de sources est inférieur & celui de capteurs le systéme est qualifié de sur-déterminé et dans le
cas inverse, il est qualifié sous-déterminé.
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transformées temps-fréquence, ...) : elles peuvent étre diagonales, zéro-diagonales, bloc-diagonales,
(bloc) Toeplitz, .. ..

Les approches basées sur l'utilisation de représentations temps-fréquence spatiales quadratiques
(RTFSQ) ou de spectres temps-fréquence spatiaux quadratiques (STFSQ) nécessitent souvent une
étape préalable de sélection (automatique) de points utiles permettant la construction d’ensembles
de matrices devant ensuite étre (bloc) diagonalisées conjointement et/ou (bloc) zéro-diagonalisées
conjointement. Pour que la séparation soit effectivement possible, il faut donc que les RTFSQ ou
les STFSQ des sources différent en un nombre suffisant de points temps-fréquence (¢-f), en d’autres
termes que les signatures des sources soient suffisamment différentes dans le plan ¢-f pour permettre
la construction des ensembles de matrices auxquels on s’intéresse (cette hypothése jouant le role de
I’hypothése d’indépendance sur laquelle sont fondées la plupart des approches de SAS classiques). En
contexte instantané, de nombreux travaux sont dédiés au probléme de la sélection automatique des
points ¢-f permettant la construction soit d’un seul ensemble [62] (celui des matrices qui devront étre
diagonalisées conjointement) soit de deux ensembles (ceux des matrices qui devront étre diagonalisées
conjointement et zéro-diagonalisées conjointement) [I][44]. Certains de ces détecteurs opérent sur les
données blanchies, d’autres directement sur les données non-blanchies. En contexte convolutif, un
premier détecteur opérant sur les données blanchies a été proposé dans [50].

En ce qui concerne la mise au point d’algorithmes de décompositions matricielles ou tensorielles
conjointes, cette problématique a suscité un certain nombre de travaux. Le premier probléme considéré
est celui de la diagonalisation conjointe (DC) de matrices sous la contrainte d'unitarité, conduisant aux
algorithmes JADE (Joint Approximate Diagonalization of Eigenmatrices) [I8] et SOBI (Second Order
Blind Identification) [6]. Les travaux suivants se sont intéressés a la DC de tenseurs [28][34][86] ou
bien & la DC de matrices sans contrainte d’unitarité [38|[75][96] [112][117][118][121][42]. Dans certains
cas, il est possible d’établir un lien entre les approches reposant sur la DC et les approches optimisant
les contrastes [18][34][31].

Un second type de décompositions matricielles s’est révélé utile pour des applications telles que
la séparation aveugle de sources, les télécommunications ou la cryptographie. Il s’agit de la zéro-
diagonalisation conjointe (ZDC). La encore, le cas unitaire a d’abord été traité dans [7] avant que
ne soient proposées deux solutions non-unitaires dans [43|[44]. La plupart des approches basées sur
les algorithmes de DC et/ou de ZDC (unitaires) ont été appliquées pour résoudre le probléme de la
séparation de mélanges linéaires instantanés sur-déterminés de sources.

Finalement, il est également possible de faire apparaitre un autre type particulier de décomposi-
tions matricielles appelé bloc-diagonalisation conjointe (BDC), notamment lorsque 'on s’intéresse au
probléme de la séparation aveugle de mélanges convolutifs sur-déterminés de sources et & celui de
I’estimation des directions d’arrivées des signaux en traitement d’antenne. Les premiers travaux a
s’étre intéressés a ce type de probléme sont dans [12][13][50]. Les matrices considérées sont a symétrie
hermitiennes et définies positives et le bloc-diagonaliseur est une matrice unitaire. Nous nous intéres-
sons dans cette thése & ce dernier type de décompositions de matrices mais en nous affranchissant de
la contrainte d’unitarité. De plus nous considérons des matrices non nécessairement réelles, & symétrie
hermitienne et/ou définies positives.

Ainsi, le probléme auquel nous nous intéressons est celui de la séparation aveugle de mélanges linéaires
convolutifs sur-déterminés, réels ou complexes de sources & valeurs réelles ou complexes, aléatoires
stationnaires, cyclo-stationnaires ou non-stationnaires et déterministes, a puissance moyenne finie ou
& énergie finie. Le modéle instantané n’étant qu’un cas particulier du modéle convolutif sur lequel
nous travaillons, les approches que nous développons sont donc également valables pour ce type de
modéle.

L’un des objectifs de cette thése est I'élaboration de nouveaux détecteurs automatiques des points
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utiles permettant la construction d’ensembles de matrices devant étre (bloc) diagonalisées conjointe-
ment. Un autre objectif est ’élaboration d’algorithmes de bloc-diagonalisation conjointe sans contrainte
d’unitarité sur la matrice recherchée, le bruit devant systématiquement étre pris en compte dans les
algorithmes développés. Ces algorithmes ouvrent également des perspectives d’applications dans des
domaines autres que la SAS notamment en traitement d’antenne (méthode MUSICH temps-fréquence).
Les principaux avantages de nos approches de SAS combinant des critéres de sélection automatique
de bons points (temps-fréquence ou autres . ..) a des algorithmes de (bloc-) diagonalisation conjointe
(non-unitaires) sont d’étre plus directe en ce sens qu’elles ne requiérent plus de blanchiment préalable
des observations. Elles permettent en outre d’aborder le cas de signaux sources corrélés.

Organisation du document

Le document est organisé de la fagon suivante. Le premier chapitre constitue une introduction a
la problématique de la séparation de mélanges linéaires convolutifs de sources. Les techniques de
reformulation du modéle convolutif en un modéle de type instantané sont présentées. Nous spécifions
les hypothéses classiques et les indéterminations inhérentes au probléme de la SAS. Nous proposons
ensuite un nouvel indice de performance généralisant celui introduit dans [86], afin de mesurer la
qualité de l'identification en contexte convolutif. Nous explicitons 1’étape préalable de blanchiment
en contexte convolutif. Nous montrons également I'influence du pré-blanchiment sur les performances
de la séparation tout en généralisant la limite minimale de la séparation introduite dans [61]. Nous
concluons ce chapitre sur quelques exemples concrets d’applications de la SAS.

Le second chapitre est consacré aux différentes approches de SAS possédant un lien direct ou indirect
avec les approches que nous développons dans cette thése. Ainsi, nous présentons dans un premier
temps les techniques de séparation de mélanges linéaires instantanés de sources. Notamment les
techniques optimisant les contrastes, reposant sur la (zéro) diagonalisation conjointe, exploitant la
non-stationnarité des sources et/ou les propriétés des RTFSQ. Dans un second temps, nous décrivons
certaines approches temporelles et fréquentielles permettant de résoudre le probléme de la séparation
de mélanges linéaires convolutifs de sources.

Dans le troisiéme chapitre, nous attaquons le probléme des décompositions matricielles conjointes.
Nous présentons le probléme de la bloc-diagonalisation conjointe et son lien avec la diagonalisation
conjointe. Nous proposons ensuite quatre nouveaux algorithmes de BDC sans contrainte d’unitarité
sur la matrice recherchée. Le premier algorithme de type algébrique itératif, basé sur I'optimisation
d’un critére de type moindres carrés. Les trois autres algorithmes utilisent un schéma d’optimisation
de type gradient. Dans un premier temps, le calcul de la matrice gradient de la fonction de coit
est approché. Puis dans un second temps, le calcul exact est mené et deux nouveaux algorithmes
sont proposés : 'un & base de gradient, 'autre a base de gradient relatif. Nous étudions les versions
a pas fixe de ces algorithmes, puis les versions & pas optimal afin d’accélérer la convergence des
algorithmes (le pas est alors recalculé algébriquement a chaque itération en cherchant les racines
d’un polynéme d’ordre trois). Un lien avec la diagonalisation conjointe non unitaire est également
établi. Nous présentons également a la fin de ce troisiéme chapitre les résultats numériques obtenus.
Dans le quatriéme chapitre, nous introduisons dans un premier lieu deux détecteurs de points utiles
permettant respectivement de construire ’ensemble des matrices & diagonaliser conjointement et &
bloc-diagonaliser conjointement. Puis dans un second lieu nous proposons deux d’approches de SAS
en contexte instantané : I'une est basée sur 1'utilisation du probléme aux valeurs propres généralisées,
I’autre consiste a diagonaliser conjointement un ensemble de matrices ¢-f par un algorithme de DC

4. Le single MUSIC désigne en anglais MUItiple SIgnal Classification.
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sans contrainte d’unitarité. Enfin, Dans un troisiéme lieu, nous proposons trois types d’approches
dédiées au probléme de la séparation de mélanges linéaires convolutifs de sources. Elles exploitent
respectivement la cohérence temporelle des sources, les propriétés des signaux cyclo-stationnaires et
la diversité temps-fréquence. Nous conclurons ce chapitre sur des simulations informatiques illustrant
le comportement des approches proposées ainsi que leurs efficacités et les comparons & d’autres
approches basées quant a elles sur des algorithmes de (bloc) diagonalisation conjointe unitaires.



Chapitre 1

Séparation de sources : problématique &
applications

de mélanges linéaires instantanés et convolutifs. Nous présenterons trois variantes classiques

permettant de convertir le modéle convolutif en un modéle de type instantané. Les deux
premiers types de reformulation consistent & construire de plus grands vecteurs par concaténation
des signaux et de leurs versions retardées dans un ordre bien déterminé [66][82][12][13][50][49]. La
concaténation ne s’effectue pas de la méme facon, pourtant le modéle instantané obtenu dans les
deux cas reste toujours décrit dans le domaine temporel. Le troisiéme type de reformulation exploite
une propriété classique de la transformée de Fourier (TF) : le produit de convolution se transforme en
un produit simple par TF. Le modéle convolutif peut étre ainsi transformé en un modéle instantané
exprimé dans le domaine fréquentiel [90][104] [115] [116] [94] [89][85] [93][113]. Nous préciserons ensuite
les hypothéses classiques faites souvent sur les données, bruits et le systéme de mélange considéré.
Les indéterminations inhérentes au probléme et Uopération de blanchiment spatial® seront également
spécifiés. Le pré-blanchiment des données est souvent nécessaire & de nombreuses méthodes de SAS.
Cependant, nous allons voir que dans certaines situations, il peut influencer sur les performances de
la séparation. En paralléle, nous montrerons que le systéme de mélange linéaire instantané (mélange
sans meémoire ou statique) peut étre considéré comme un cas particulier du systéme de mélange
convolutif (mélange avec mémoire ou dynamique). Enfin, nous conclurons ce chapitre sur quelques
exemples concrets d’application de la SAS, en particulier, les domaines d’application suivants : I’audio
(parole & musique) [92]|[114][94] [90]|115][89][85], les radio-communications [23][24][32][103][41] et le
génie biomédical [35][81][84][36] [76][119][5] [77][39] [54] [78][106] [120]. Nous trouvons un panorama re-
lativement exhaustif des principales applications de la SAS dans le dernier chapitre du livre [30].
Nous ne présenterons dans ce chapitre que le minimum d’outils nécessaires pour la suite de ce docu-
ment.

Dans ce chapitre, nous introduirons la problématique de la SAS dans le cadre des systémes

1.1 Problématique & éléments classiques de séparation de sources

Le probléme de la SAS consiste & concevoir des méthodes capables de caractériser les données inob-
servables appelées “sources”, & partir de la seule connaissance de mélanges de ces données appelés
“observations”. Nous présentons dans ce paragraphe une formulation de ce probléme, les techniques
permettant de reformuler le modéle convolutif en un modéle de type instantané, les hypothéses
classiques liées au probléme, les indéterminations inhérentes au probléme, un nouvel indice de per-
formance permettant d’évaluer la qualité de séparation, le pré-blanchiment des données au second

1. On dit également normalisation du second ordre.
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ordre et une nouvelle relation indiquant la limite minimale de séparation.

1.1.1 Modélisation mathématique du probléme de séparation de sources

Le probléme de la SAS peut étre modélisé d’une fagon simple sous la forme générale suivante :

x(t) = A{s(t)} + n(t), (1.1)
ou :
— s(t) = [51(t), ..., sn(t)]T € C" représente le vecteur des sources émises.
— x(t) = [21(t), ..., zm(t)]T € C™ est le vecteur des observations regues.
— A{.} est une application définie de C™ vers C™.
— n(t) = [n1(t),...,nm(t)]T € C™ est le vecteur des bruits perturbateurs additifs.

— n désigne le nombre de sources émises et m est celui de capteurs (électrodes, antennes, microphones,

).

()7 désigne l'opérateur de transposition.

1.1.2 Modélisation des sources et du systéme de mélange

Les n sources s;(t), i = 1,...,n, peuvent étre déterministes ou stochastiques a des valeurs réelles
ou complexes. Elles peuvent également étre stationnaires, cyclo-stationnaires ou d’une facon plus
générale non-stationnaires.

En ce qui concerne l'application A{.}, elle peut appartenir a deux classes : celle des transformations
linéaires instantanées (statiques ou bien sans mémoire), c’est a dire que les capteurs ne regoivent a
chaque instant que des combinaisons linéaires des sources, et celle des convolutions linéaires (globales,
dynamiques ou avec mémoire). Dans cette derniére classe, les signaux captés dépendent a la fois des
sources et de leurs versions retardées. Elle peut également étre plus complexe. Par exemple, la linéarité
instantanée ou convolutive de 'application A{.} peut étre suivie d’une non-linéarité instantanée
opérant composante par composante. On dit dans ce cas que le systéme mélangeant les sources est
post non-linéaire. Ce probléme de séparation de mélanges non-linéaires de sources reste encore peu
abordé et donc largement ouvert & ’heure actuelle.

Si on suppose que I'application A{.} représente un filtre linéaire et invariant dans le temps, alors une
maniére de traiter ce probléme est de considérer un systéme multi-entrées multi-sorties (M EMS) a
réponse impulsionnelle finie (RIF) & temps discret décrit par I’équation suivante :

n

L
ZGU )si(t —0) +ny(t), Vi=1,...,m, (1.2)
j=14=0

ou :

— a;j(t) est laréponse impulsionnelle entre la j-éme source et le -éme capteur. Les a;;(t) caractérisent
le systéme de mélange MEMS & RIF, que l'on note A(t).

— L désigne 'ordre du filtre RIF.

— sj(t), 7=1,...,n, sont les n signaux sources.
— ni(t), i=1,...,m, sont les n signaux bruits.
— x4(t), i=1,...,m, sont les m signaux d’observation.

2. En anglais MIMO pour Multiple Input Multiple Output
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Nous pouvons ré-écrire le modéle décrit par I’'Eq. sous une forme matricielle comme suit :

L
x(t) =Y A(0)s(t — ) + n(t) = {A xs}(t) + n(t), (1.3)

=0

ou * désigne le produit de convolution, s(¢) est un vecteur de dimension n x 1 contenant les sources,
x(t) et n(t) sont deux vecteurs de dimension m x 1 contenant respectivement les observations et les
bruits et les A(¢), ¢ = 1,..., L sont des matrices de dimension m X n contenant les coefficients du
filtre.

Lorsque le modeéle considére plus de sources que de capteurs (n > m), on dit que le systéme de
mélange est sous-déterminé sinon il est qualifié de sur-déterminé (m > n).

1.1.3 Reéalisation du systéme de mélange

En examinant 'Eq. [[2] on remarque que le mélange des sources est effectué au moyen de trois
opérations élémentaires simples qui sont le retard, la multiplication et I’addition. Ainsi, la structure
de réalisation de ce modeéle de mélange pour toute observation z;(t), ¢ = 1,...,m, reque au niveau
du i-éme capteur, est schématisée au niveau de la Fig. [[LT] ou le retard, la multiplication, I’addition
de deux signaux et l'addition de n signaux sont représentés respectivement dans des schémas-blocs
par 271, x, + et Y.

FIGURE 1.1 — Schéma de réalisation d’un seul mélange linéaire convolutif de sources.

Un schéma général de la séparation de mélanges linéaires de sources est présentée au niveau de la
Fig.

ln(t)
s(t) A0

FIGURE 1.2 — Schéma général de la séparation de mélanges linéaires de sources.
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1.1.4 Lien avec le systéme de mélange instantané

Le systéme de mélange instantané peut étre considéré comme un cas particulier du systéme convolutif.
En fait, il est obtenu lorsque le systéme A(t) est une matrice de scalaires a;; ne dépendant pas de ¢,
c’est a dire :

A(t) =0Vt #£0
PV I (4
et par conséquent z;(t) = >_7_; a;;s;(t) +n;(t), Vi =1,...,m. Ce modele instantané peut étre écrit
sous la forme matricielle suivante :
x(t) = As(t) + n(t), (1.5)
ou
all o Q1p
A = E T E . (1'6)
Ami -+ Gmn

Dans cette thése, notre objectif est de proposer des approches capables de résoudre le probléme de la
séparation de mélanges linéaires convolutifs, réels ou complexes et sur-déterminés (m > n) de sources
a valeurs réelles ou complexes, aléatoires stationnaires, cyclo-stationnaires ou non-stationnaires et
déterministes, & puissance moyenne finie ou & énergie finie. Le modéle instantané n’étant qu'un cas
particulier du modéle convolutif sur lequel nous travaillons et les approches que nous développons
sont donc également valables pour ce type de modéle.

1.1.5 Comment reformuler le modéle convolutif en un modéle de type instan-
tané ?

Il existe trois types de techniques permettant de reformuler le modéle convolutif en un modéle de
type instantané. Les deux premiers types de reformulations se font au niveau du domaine temporel
[66]182] [12][13][50] [49] et le dernier type transforme le modéle convolutif décrit a 'origine au niveau
du domaine temporel en un modéle de type instantané exprimé au niveau du domaine fréquentiel

[90][104] [115] [116][94] [89] [85] [93] [113].
Reformulations au niveau du domaine temporel

11 est classique de reformuler le modéle convolutif RIF décrit par 'Eq. sous la forme d’un modéle
instantané [66][50][49][13][12] du type suivant :

X(t) = HS(t) + N(t), (1.7)

ou le vecteur S(t) de taille (n(L+ L) x 1) et les vecteurs X (t) et N(¢) tous deux de taille (mL’ x 1)
sont définis de la maniére suivante :

S(t) = [Sl(t)a S2(t)7 ) Sn(t)]T ’
X(t) = [Xq(t), Xa(t), ..., Xm()]",
N(t) = [Nl(t)aNZ(t)a'"aNm(t)}Ta (1'8)

Sj(t) = [Sj(t),sj'(t -1),.. .,Sj(t —(L+ L/) + 1)]T, Vi=1,...,n
Xi(t) = [xi(t), zi(t — 1), ..., 2:(t — L'+ 1)]T, Vi=1,...,m
N;(t) = [ns(t),ni(t —1),...,n;(t = L' + DT, Vi=1,...,m. (1.9)
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L’ le nombre de retards considéré supposé suffisamment grand, c.a.d. :
mL' >n(L+ L), (1.10)

Cette condition assure le fait que le modeéle considéré soit bien sur-déterminé. La matrice H de
dimension M x N (M =mL' et N =n(L+ L')) s’écrit :

H;, ... Hy,
H = ST , (1.11)
H, ... Hy,,

Elle est constituée de blocs H;j, de dimension L’ x (L 4+ L’), possédant la structure d’une matrice
Toeplitz :

e R 11

Notons que lorsque L = 0, L' = 1 et A = H, nous retombons alors sur un probléme de SAS en
contexte linéaire instantané, c’est a dire celui décrit au niveau de I’Eq.

Il est également possible de reformuler le modéle convolutif décrit par I'Eq. L3 en un modeéle instan-
tané sous une deuxiéme forme [82] :

X'(t) =H'S'(t) + N (¢), (1.13)
S'(t) = [s1(t),50(t) ..., sn(t),s1(t — 1), ... s0(t—1),...,
s1(t — (L+L) 1),...,s5(t—(L+ L)+ 1)
X' (t) = [z1(t), z2 ( ) SZm(t),z1(t—1),.. ., zpn(t—1),...,
i (t—L +1),...,2nmt—L +1)]7.
N'(t) = b (t),b() ()bl(t_l) Sbm(t—1),..,
bi(t —L’+1),...,bm(t—L’+1)] , (1.14)

et H' est la matrice de Sylvestre de taille M x N associée au filtre A(z) = ZiLzl Azt (A, 1=
1,...,L, est la matrice contenant les coefficients du filtre a;;(l)). Cette matrice posséde la forme
particuliére suivante :

AO) A(L) ... A@L) 0 0 0
o o ASO) Afl) LOA@D) 0 0 | s
0 0 ... 0 A®0) A®) ... AQL)

Pour que la matrice H admette une inverse a gauche, il faut que la condition donnée au niveau de
IEq. [LI0 soit vérifiée.
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Reformulation au niveau du domaine fréquentiel

Une autre maniére de repasser & un modéle de type instantané est d’exploiter la propriété de la TF
qui permet de transformer le produit de convolution en un simple produit. On obtient alors la relation
suivante [93][94] [104] [TT3][115][116] :

XD )y =H"HD )8 (1) + NP (), (1.16)

ot SV (1), XN (v), N (v) et HI)(v) représentent respectivement la TF du vecteur des sources,
des observations, des bruits et du systéme mélangeant les sources. Notons que dans [85][89][90], les
auteurs proposent d’utiliser la Transformée de Fourier a Court Terme (TFCTH) :

XD (¢, 1) = HD (1)SYD (¢, 1) + N (1), (1.17)
ot St (¢, 1) est la TFCT du vecteur des sources et X7 (¢, 1) est cellle des observations. Le systéme
de mélange est supposé invariant dans le temps, c’est a dire que H( )(1/) ne dépend pas du temps,
ainsi pour la TFCT des bruits, puisque ils sont supposés stationnaires.

Nous pouvons montrer que la relation précédente n’est qu’une approximation et qu’elle n’est vraiment
correcte que lorsque les signaux sources sont stationnaires. En fait,

XUt (¢, 1) = / X (0)w* (0 — t) exp(—2umv0)d,
6
= /9{H * S}Ht)w™ (0 — t) exp(—2umr0)do,
= //H(Z)S(0 — )w*(0 — t) exp(—2urv0)dOdl,
0Jl
_ /l H(1) [ /0 S(0 — Dw*(0— 1) exp(—ZZwyﬂ)} dodl,

ou (.)* est opérateur de conjugaison complexe et w(t) est une fenétre glissante. Avec le changement
de variable suivant ¢/ =6 — 1 :

Xt (t,v) = /l H(l)[
— /l [ / SO)wWH (O~ (t =) exp(—227ru(9'))d0] H(1) exp(—2urvl)dl,

(@YW (0 + 1 —t) exp(—2umv(0 + l))} dbdl,
9/

= / H(1)SY (t — 1, v) exp(—2urvil)dl # HY) ()SUD (¢, 1). (1.18)
l

1.1.6 Hypotheéses classiques de séparation de sources

La séparation est dite aveugle (non-supervisée ou bien autodidacte) si on est capable de séparer les
signaux sans aucune information sur le systéme mélange et que les sources sont inobservables. Sans
hypothéses supplémentaires la SAS apparait comme un probléme insoluble. C’est pourquoi la plupart
des techniques de SAS reposent sur I’hypothése d’indépendance des sources, laquelle implique leur
décorrélation, c’est a dire que la fonction d’intercorrélation entre deux sources s;(t) et s;(t) avec
i # j est nulle pour tout retard 7 (R;;(¢,7) = E{s;(t)s;(t +7)} = 0, E{.} est I'opérateur d’espérance
mathématique). En fonction des méthodes, un certain nombre d’hypothéses autres que I'indépendance
s’avérent parfois nécessaires au bon fonctionnement des méthodes de SAS :

3. La définition de la TFCT d’un signal est donnée au niveau de I’Eq. [4.65] dans I’annexe 3.
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Ho.

H;.

Les composantes du vecteur des sources s(t) sont colorées, ce qui signifie que la fonction d’in-
tercorrélation entre une source et sa version retardée ou bien entre deux versions retardées de
cette source est non-nulle. Cette hypothése est importante pour les méthodes de SAS utilisant
les décompositions matricielles.

Le vecteur des sources s(t) est stationnaire au sens strict et ergodique, cette hypothése trouve
son intérét lorsque certaines quantités statistiques (telles que les cumulants, les covariances, . . .)
doivent étre estimées & partir d’une seule réalisation d’un processus aléatoire. Généralement,
Iestimateur statistique non-biaisé est consistant dans le contexte stationnaire ergodique. Ce-
pendant, du point de vue pratique ou plus précisément pour des signaux de parole, des signaux
issus de télécommunications, de machines tournantes ou d’engrenages, les signaux biologiques et
physiologiques (ElectroEncéphaloGramme (EEG), ElectroCardioGramme (ECG), ElectroMyo-
Gramme (EMG), MagnétoEncéphaloGramme (MEG), température, ...), ..., cette hypothése
n’est pas toujours vérifiée. C’est pourquoi, nous nous intéressons dans cette thése & différents
types de sources, lesquelles peuvent étre stationnaires, cyclostationnaires ou non-stationnaires.

. Dans le cas d'un systéme de mélange sur-déterminé, le nombre de capteurs m est supérieur au

nombre de sources n.

. Dans le cadre des mélanges convolutifs (resp. instantanés), la matrice H obtenue aprés re-

formulation du modéle convolutif (resp. A) est de rang plein, c’est a dire rg{H} = N (resp.
rg{A} = n), ceci garantit I’existence d’une inverse a gauche de la matrice H (resp. A), et donc
I'existence du séparateur.

. Le vecteur n(t) contenant les bruits est stationnaire au sens strict. Cette hypothése ne trouve

un intérét que d’un point de vue pratique (comme pour I'hypothése Hy), en d’autres termes
elle n’est pas nécessaire en théorie.

. Les composantes de s(t) sont statistiquement indépendantes des composantes de n(t).

. Les composantes de n(t) sont blanches gaussiennes mutuellement indépendantes, de moyenne

0 et de variance o2. La gaussianité permet aux méthodes utilisant des cumulants d’ordre stric-
tement supérieur & deux d’étre insensibles aux bruits gaussiens.

On rappelle que la matrice de corrélation Ry(7) des bruits n;(t), ¢ = 1,...,m en instantané,
et celle Rn(7) du vecteur N(¢) en convolutif, contenant les bruits et leurs versions retardées
peuvent s’écrire sous les formes suivantes :

Rn(7) = E{n(t)nf (t + 7)} = 026(7)L,n. (1.19)
et,

R(7) = E{N(@)N"(t +7)}

O'?liL/(’T) OL’ OL’
_ 0u/ R : . (1.20)
. OL/
OL/ OL’ O'IQIIL/(T)

ou 0y est la matrice de dimension L' x L’ contenant que des zéros, §(7) désigne 'impulsion
de Dirac, I,,, est la matrice identité de dimension m x m, (.) est I'opérateur de transposition
conjugaison et I7/(7) est la matrice de dimension L' x L’ contenant des éléments de valeur un
sur la 76™M¢ diagonale supérieure si 0 < 7 < L' ou sur la |7|®™¢ sous-diagonale si —L' < 7 < 0
et des zeros ailleurs.
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Les hypothéses présentées auparavant (surtout la stationnarité et I'indépendance des sources) sont
utilisées par la plupart des méthodes de SAS. Toutefois, notre objectif dans cette thése est de proposer
des approches permettant d’atteindre la séparation de mélanges linéaires instantanés ou convolutifs
sur-déterminés (le systéme de mélange peut étre complexe) de sources lorsque elles ne sont plus ni
nécessairement réelles, ni nécessairement stationnaires et ni nécessairement indépendantes.

1.1.7 Indéterminations liées au probléme de séparation de sources

Le probléme de la SAS consiste a chercher une matrice B dite de “séparation” telle que les signaux

A~

restaurés S(t) soient de la forme :

S(t) = BX(t) = BHS(t) = PDS(¢), (1.21)
ot P est une matrice de permutation et D est une matrice bloc-diagonale® inversible. La matrice de

permutation P peut étre modélisée comme une matrice carrée contenant un seul terme de valeur un
par ligne et par colonne et zéros ailleurs, par exemple :

01 0 ... 0 01 0 ... 0

1 0 0 ... 0 1 ... 0

0 0o 1 ...0 0 0o 1 ...0
P = : . .. - : ouP =

0o o . 1 0 0 0o . 0 1

0O 0 ... 0 1 0O o0 ... 1

Ainsi, la condition de séparation peut étre mise sous la forme suivante :

BH = PD. (1.22)

Indétermination de permutation

La premiére indétermination liée au probléme de la SAS est celle de permutation. En fait, 'ordre
de restitution des signaux est arbitraire car toute permutation appliquée sur le vecteur S(t) et sur
les lignes de la matrice H correspondante donne naissance au méme vecteur X(¢). Effectivement, en
utilisant la propriété de commutativité de 'opération d’addition, on peut écrire pour tout ¢ allant de
lam:

Xi(t) = Ny(t) = Z H;;S;(t)
j=1

= HZ'QSQ(t) + Hilsl(t) + ...+ HmSn(t) (1.23)
C’est a dire, e
X(t) — N(t) = HS(¢), (1.24)
ou
H», H;; ... Hp,
~ Hy» Hy ... H,y,
H= ) _ ' ) , (1.25)
H,. H,: ... H.

4. Une matrice bloc-diagonale est une matrice dont les bloc-diagonaux sont des matrices carrées de taille quelconque
et les blocs hors diagonaux sont des matrices nulles.
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et
S(t) = [Sa(t),S1(t),Ss(t), ..., Sn(®)]”. (1.26)
Alors, . N
X(t) — N(t) = HS(t) = HPS(t) = HPP'S(t) = HS(t). (1.27)
Indétermination d’échelle
Il existe aussi une indétermination d’échelle. En d’autres termes, on a :
Vi=1,...,m, V7 =0,...,(L+ L") +1, Vay) eC*(j=1,...,n),
n L
) S '(t — ﬁ)
zi(t) =3 > al >aij(e)ﬂT +ng(t). (1.28)
j=1 ¢=0 @;
C’est a dire
X(t) — N(t) = HS(t) = HDS(t) = HDD!S(t) = HS(t), (1.29)
ol D est une matrice bloc-diagonale inversible,
T
— s1(t) sit—(L+L)+1) sp(t—(L+L')+1)
S(t) = Y - Y - (1.30)
agO) ag(LJrL )+1) agl(LJrL )+1)
et o o
H11 Ce Hln
H= o : , (1.31)
Hml ﬁmn
avec
a§0)aw (0) aéL)aij (L) 0 0
_ 0 :
H;; = (1.32)
: . . . ) . 0
0 L
0 .. 0 a§ )aij(O) a;- )aij(L)

Ainsi, les sources ne peuvent étre restituées qu’a une permutation P prés et a un filtre prés en modeéle
convolutif (resp. une amplitude prés en instantané, la matrice D étant dans ce cas 1a une matrice
diagonale inversible).

Nous déduisons alors que la solution du probléme de la SAS n’est pas unique, et plus précisément les
matrices permettant d’identifier le systéme de mélange H prennent la forme suivante :

B = PDH”. (1.33)

oit (.)# désigne I'opérateur de pseudo-inverse (ou inverse de Moore-Penrose généralisée). Notons que
dans le cas des signaux complexes, une autre indétermination s’ajoute, celle de déphasage. En fait,

X(t) — N(t) = HS(t) = HS(t), (1.34)

H = Hdiag{exp(:®)} et §(t) = diag{exp(—:®)}S(¢), (1.35)
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avec ® = [¢1,¢2,...,¢ N]T , V¢; € Ret diag{a} est la matrice diagonale carrée contenant les éléments
du vecteur a.
Ainsi, argument de X (¢) — N(¢) peut s’écrire sous la forme suivante :

arg {X(t) - N(1)} B = arg {H} + @ + arg {S() }| = arg {H} +arg {S()},  (130)

ce qui implique a :
&+ arg {§(t)} = arg {S(t)}. (1.37)

1.1.8 Indice de performance

Pour mesurer la qualité de la séparation (plus précisement de 'identification) dans les simulations
informatiques, nous proposons 'indice de performance suivant [56] :

|cOnv(G):T(T1_1) 3 ZM* +§ Z;”(G)J”F_l 7

=\ max (Gl — max||(G)e,4I7

(1.38)

ou r est le nombre de blocs, ||.|[F désigne la norme de Frobenius, (G);; Vi,j € {1,...,Q} est la
(i,j)-éme matrice bloc (carrée) de G = BHE avec Q = L + L'. Une séparation parfaite correspond
a un indice de performance tendant vers —oo en échelle logarithmique (0 en échelle linéaire). Cet
indice mesure la proximité de BH par rapport au produit PD d’une matrice de permutation par
une matrice bloc-diagonale. Une bonne séparation est obtenue lorsque la matrice G est égale & une
matrice contenant un seul bloc non-nul par bloc-ligne et par bloc-colonne@ (un seul terme non-nul
par ligne et par colonne en instantané). Notons que lorsque L = 0, L' = 1 et A = H, nous retrouvons
alors I'indice de performance introduit dans [86], utilisé pour quantifier la qualité de séparation dans
le cadre des systémes de mélanges instantanés.

1.1.9 Blanchiment spatial d’ordre deux

Un vecteur est dit “blanc” si ses composantes sont décorrélées et de puissance égale & un. Ainsi,
pour décorréler les composantes du vecteur X(t) tout en imposant en plus que leur puissance soit
unitaire, on doit chercher une matrice W dite de “blanchiment” permettant de rendre le vecteur
Xp(t) = WX(t) blanc, en d’autres termes la matrice de covariance du vecteur Xy (t) doit étre égale
a l'identité. On dit que les composantes de Xy, (¢) sont blanchies. Cette étape de blanchiment ou de
normalisation® est nécessaire a de nombreuses méthodes de SAS.

Avant de présenter la procédure de la recherche de la matrice de blanchiment W, on rappelle la
définition de la matrice de corrélation d’un vecteur de signaux selon la nature de ces signaux.

5. Dopérateur arg{} désigne argument d’un complexe.
6. B représente la matrices estimée de la matrice de séparation B.

0 Gii ... 0
Gog 0 N 0
7. Par exemple : ¢ = . . . . , ol 0 désigne la matrice nulle de dimension @ x @ et Gyj,i €
0 0 ... Gmn
{1,...,n}, 7 € {1,...,n} sont les matrices carrées non-nulles de dimension @ X Q.

8. En statistique, on dit standardisation.



1.1. Problématique & éléments classiques de séparation de sources 17

Matrice de corrélation de mélanges de sources aléatoires

1. Sources aléatoires stationnaires :
Dans le cas de la séparation des sources aléatoires stationnaires centrés, la matrice de corrélation
des signaux observés est définie par (version symétrique) :
T T
Rx(t,7) = Rx(7) = E{X(t + §)XH(t -3
= HRg(7)H? + Rn (7). (1.39)

Comme les bruits sont supposés stationnaires, gaussiens et centrés de variance a?], on obtient

en 7 = 0 la relation suivante :
Rx(0) = HRg(0)H 4 ¢21,,. (1.40)
2. Sources aléatoires non-stationnaires :

Lorsque les sources sont aléatoires non-stationnaires (dans ce cas 1a, la matrice de corrélation
dépend a la fois du temps et du retard), on introduit alors la matrice de corrélation moyenne

Rs(7) : B
Rs(m) = (Rs(t,7)), (1.41)
oul < - > désigne l'opérateur de moyennage temporel défini pour un vecteur z(t) comme :
T
N T
(z(t)) = TIEI;oT/g z(t)dt. (1.42)
ainsi,
Rx(0) = HRs(0)HY + ¢21),. (1.43)

3. Sources aléatoires cyclo-stationnaires :
Lorsque l'on s’interesse au cas particulier des signaux cyclostationnaires, on définit un opé-
rateur linéaire (.)/* représentant la corrélation cyclique, permettant d’exprimer la matrice de
corrélation cyclique comme suit [102] :

T
1 [z
Rs®(v,7) = lim /2 Rs(t, 7) exp(—2umvt)dt. (1.44)
T—oo T’ _%
Puisque cet opérateur est linéaire, la matrice de corrélation des signaux observés est donnée
par :
Rx®(v,7) = HRs®(v, 1)H + Rx™(v, 7)
= HRs®(v, ) ) H + Rn(7)a(v), (1.45)
ott Rx™(v,7) et Rn™(v, 7) sont exprimées de facon similaire & Rg™(v,7) au niveau de 1’Eq.
44l et
T
e A —"
alv) = Jim o [ exp(=2ury

2

_ { 1 si v=20
0 sinon
A Torigine, on a finalement :
Rx™(0,0) = HRg™(0,0)H? + 021,
= HRgs(0)HY + 521y, (1.46)
= Rx(0). (1.47)
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Matrice de corrélation de mélanges de sources déterministes

1. Sources déterministes & puissance moyenne finie :
Dans le cas ou les sources sont déterministes centrés & puissance moyenne finie, on fait ap-
pel a 'opérateur de moyennage temporel décrit au niveau de I'Eq. Ainsi, la matrice de
corrélation du vecteur S(t) est définie par :

_ TyeHp T
Cs(7) = <S(t+ st 2)>. (1.48)
et par conséquent :
Rx(0) = HCs(0)H + ¢21),. (1.49)

2. Sources déterministes a énergie finie :
La définition précédente de la matrice de corrélation reste valable pour les sources déterministes
a énergie finie, en changeant juste la définition de I'opérateur de moyennage par :

(2()) :;/_ 2(t)dt. (1.50)

Détermination de la matrice de blanchiment

Nous présentons maintenant la procédure de la recherche de la matrice de blanchiment W. Dans le
cas ol les sources sont aléatoires (resp. déterministes), soit F = Hﬁs%(O) (resp. F = HCS%(O)). F
est une matrice de taille M x N et ﬁs(())% (resp. CS(O)%) est la racine de la matrice de corrélation
du vecteur S(t) en 7 = 0.

D’aprés 'hypotheése Hs (§LI1.0), la matrice H est réguliére, alors la matrice F 'est aussi si ﬁs(())%

(resp. CS(O)%) est définie positive, ce qui est le cas lorsque les sources possédent une diversité tempo-
relle (les valeurs propres de la matrice de corrélation sont différentes), elle peut donc se décomposer

en valeurs singuliéres de la maniére suivante : F = VA%U, avec V et U deux matrices unitaires de
taille respectivement M x M et N x N et A2 est une matrice de dimension M x N, dont le bloc
supérieur de dimension N x N est une matrice diagonale et le bloc inférieur de dimension (M —N)x N
est une matrice nulle. Et par conséquent :

FFI = VA'VH (1.51)
ou A’ = Aé(A%)H est une matrice carrée diagonale de dimension M x M tel que :
A’ =diag{61,...,0n,0,...,0}.
Cela conduit a avoir :

Rx(0) = FF7 4+ 521y,
= VA'VH 4 521y,
= VA'VH, (1.52)
ot A” = A’ +03 1y = diag{d1+0%,...,0N+0%,0%,...,0%} est une matrice diagonale. La relation

donnée par 'Eq. [L52 représente la décomposition en valeurs propres (DVP) de la matrice Rx/(0).
Ainsi, si M > N alors il est possible d’estimer la variance du bruit ¢2 par un moyennage des M — N
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plus petites valeurs propres de Rx(0) et la matrice A’ peut étre estimée par les N plus grandes
valeurs propres. Lorsque M = N, on doit forcément supposer que o2 est connue, et dans ce cas 13, la
matrice A’ est estimée par la DVP de la matrice (Rx(0) — 021,).

La matrice de blanchiment spatiale W de taille N x M est définie par :

W = (A2)#VEH. (1.53)
Tandis que la matrice unitaire U s’écrit de la fagon suivante :
U = WHRg/(0)2, (1.54)

ot Rg (O)% est une matrice bloc-diagonale (lorsque les sources sont déterministes, on remplace Rg (O)%
par CS(O)%). En fait,

N[

H = FRs(0) 2z = (A2)#*VIH = URg(0)2 = W = (A2)#VH ot U= WHRg(0)z.

On peut vérifier que la matrice de covariance des observations blanchies Xy (t) = WX(¢) est égale a
la matrice identité :

Rx, (0) = WRx(0)WH

N. (1.55)

Cet étape de blanchiment permet alors de se ramener au cas d’'un mélange unitaire de sources.

En modéle instantané (L = 0, L’ = 1 et A=H), la matrice Rg (0)% n’est rien d’autre que la matrice
identité multipliée par la puissance des sources. Si les sources sont supposées de puissance un (c.d.d.
standardisées), alors la matrice unitaire en instantané est la suivante :

U=WA. (1.56)

Le schéma de la séparation de sources incluant ’étape de blanchiment est donnée au niveau de la

Fig. [[3

Séparation : B = ﬁHW _—

N(t)
S(t X(t) = HS(t) + N(¢ Xp(t) = WX(t)| Y(t) = UEX (¢
() H f (t) () + N(¥) _— b (1) (t) o (t) b(t)
Mélange aprés reformulation Blanchiment Identification

FIGURE 1.3 — Schéma général de la séparation de sources incluant ’étape de blanchiment.

En ce qui concerne les indéterminations liées au probléme de SAS incluant I’étape de blanchiment,
elles sont les mémes que celles présentées niveau de la section [[LT.7l En d’autres termes la séparation
est atteinte lorsque la matrice U estimée de U est de la forme PDU#.
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Influence du blanchiment sur les performances de la séparation

Pour montrer I'influence du blanchiment spatial d’ordre deux, J.-F. Cardoso, L. De Lathauwer et L.
Guiliéri établissent respectivement dans [16], [34] et [61] sous différentes formes une borne minimale
sur les performances de la séparation de mélanges linéaires instantanés de sources. Effectivement, le
blanchiment n’a de sens que si la matrice de corrélation des signaux sources a 'origine est & symétrie
hermitienne et définie positive d’une part et que les sources sont décorrélées d’autre part. Ainsi, pour
obtenir une bonne séparation, la matrice produit G = BHE doit étre égale au produit d’une matrice
de permutation P par une matrice bloc-diagonale D, toutefois la matrice G dépend de la matrice de
corrélation des sources a l'origine,

HWH
H

BH

(A2)*VIFRs(0) 2
H(Az)#*VHVA2URg(0) 7
HURg(0) 2

-1

DRs(0)2 . (1.57)

I
(e S e i e i e

I
w

En utilisant la définition de I'indice de performance décrit au niveau de I’'Eq. [[3§ et I'inégalité de
Schwartz, nous déduisons la relation de la borne minimale de la séparation (en échelle linéaire) :

0 < Icony (G) = Icony (PDRs(0)"2) < lcons (PD) lcony (Rs(0)77) < leomy (Rs(0)72) . (1.58)

Notons que lorsque L =0, L' =1 et A = H (Icony(G) n’est rien d’autre que l'indice de performance
introduit dans [86]), nous retrouvons alors la relation de la borne minimale de la séparation de
meélanges linéaires instantanés de sources présentée dans [61].

En pratique, il se peut dans le cadre des systémes de mélanges convolutifs (resp. instantanés) que la
matrice de corrélation des sources a 'origine ne soit pas bloc-diagonale (resp. diagonale), et ce méme
lorsque les sources sont effectivement décorrélées du fait d’'une mauvaise estimation de la matrice de
corrélation des signaux observés. C’est la raison pour laquelle nous avons cherché & supprimer 1’étape
de pré-blanchiment dans toutes les approches que nous proposons pour résoudre le probléme de la

SAS.

1.2 Applications de la séparation de sources

La SAS posséde de nombreuses applications parmi lesquelles la téléphonie mobile, les télécommuni-
cations numériques, le traitement de la parole, le génie biomédical, la géophysique interne ou externe,
le radar, le sonar, etc... Le nombre de contributions des applications de SAS est élevé. Dans ce para-
graphe, nous ne nous focalisons que sur certains travaux concernant les applications suivantes : 'audio
(parole & musique), les radio-communications et le génie biomédical, du fait que les algorithmes que
nous développons au dernier chapitre prennent en considération les caractéristiques des signaux et la
nature du systéme de mélange de ces applications.

1.2.1 Application a audio et au traitement de la parole

En audio, 'application A donnée au niveau de 'Eq. [Tl est en général de type convolutif (probléme
d’échos ou lorsque les personnes parlent en se déplacant), les capteurs sont des microphones et

9. B est la matrice estimée de la matrice de séparation B = H".
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si(t), Vi =1,...,n, représente le signal de parole ou de musique (la parole ou les signaux de musique

étant de nature non-stationnaire). Le systéme de propagation peut étre & multi-entrées multi-sorties

(MEMS). Les bruits n(t) représentent toute perturbation additive regue au niveau des microphones.

La plupart des travaux visant le domaine de ’audio et du traitement de la parole ne s’appliquent pas

au signal monophonique, autrement dit dans le cas ot 'on dispose d’'un seul microphone. Générale-

ment, ces travaux peuvent étre appliqués pour résoudre le probléme de “Cocktail Party”. Il s’agit de

séparer les voix des différentes personnes qui parlent en méme temps dans une salle, tout en utilisant

des enregistrements effectués au niveau de plusieurs microphones. Parmi les travaux qui visent le

domaine d’application audio, on peut énumérer :

> Dans [114], on trouve un algorithme simple s’intéressant aux situations physiques réelles comme
le cas d’un environnement acoustique. Le modéle convolutif considéré est restrictif (n = m = 2).

> L. Parra et ses collaborateurs ont appliqué concrétement la SAS pour identifier les signaux acous-
tiques (non-stationnaires) simultanément enregistrés dans un environnement multi-trajets (sys-
téme de mélange convolutif) [94]. De méme que la majorité des algorithmes convolutifs de SAS,
les auteurs transforment dans un premier temps le modéle convolutif en un modéle de type ins-
tantané via la TF. Ils appliquent ensuite la diagonalisation conjointe (DC) sur un ensemble de
matrices de méme fréquence.

> Le travail proposé dans [85] concerne le probléme de la séparation de mélanges convolutifs des
sources audio dans une situation réelle. Les auteurs adaptent le principe de ’analye en composantes
indépendantes (ACI) [28] dans le domaine fréquenciel.

> Dans une application réelle concernant des expériences réelles dans des studios d’enregistrement
acoustique, A. Westner et V.-M. Bove montrent dans [115] que le contraste INFOMAX (INFOr-
mation MAXimization) est le mieux adapté a la séparation des sons acoustiques.

> En traitement de la parole, un algorithme en ligne appartenant a la classe des approches fréquen-
tielles proposé dans [90] permet de séparer des sources enregistrées dans un environnement réel.
Il s’agit de la situation out des personnes parlent simultanément et en se déplagant dans une salle
(systéme de mélange convolutif).

> Un autre travail qui étudie le probléme de séparation et de déréverbération d’un mélange dyna-
mique des sources a été présenté dans [89]. Ce travail prend en considération les caractéristiques
acoustiques des sources.

>~ La séparation de sources peut étre appliquée au rehaussement de la parole [92].

1.2.2 Application aux systémes de radio-communication

En radio-communication, ’application A donnée au niveau de 'Eq.[[LTest en général de type convolu-
tif. Les capteurs sont des antennes. A est modélisée par un filtre linéaire. Pourtant, elle doit étre suivie
par une non-linéarité instantanée sur chaque antenne du fait de problémes particuliers, tels que 'effet
Doppler ou la mauvaise synchronisation émetteur-récepteur. Le processus spatial s(¢) représente le
vecteur des signaux transmis par des émetteurs aprés codage source et codage canal (les sources sont
de nature cyclo-stationnaire pour des signaux de télécommunications ou non-stationnaires en cas de
transmission de la parole ou bien du son). Le systéme de propagation peut étre modélisé comme
un systéme multi-entrées mono-sortie ou bien & MEMS. Les bruits n(t) symbolisent toute pertur-
bation additive regue au niveau des antennes. Ces perturbations peuvent étre des bruits standards
(composantes électroniques, perturbations électromagnétiques) mais également des signaux électro-
magnétiques non destinés au récepteur. Les méthodes de SAS ont été testées dans des applications
de transmission de données, par exemple :

10. En anglais MISO pour Multiple Input Single Output.
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> En téléphonie main-libre en voiture, le signal de parole a transmettre est fortement perturbé par
le bruit de la voiture. La séparation de sources peut étre alors utilisée comme une technique de
débruitage [23].

> En communications numériques multi-utilisateurs, S. Choft et al. ont proposé dans [24] deux algo-
rithmes basés sur la décorrélation spatio-temporelle utilisant le gradient standard et naturel. Ces
deux algorithmes ont été appliqués en déconvolution aveugle multi-canaux.

>~ En systéme de communication sans fils, en particulier le systéme CDMA (Code Division Multiple
Access), on peut faire appel a la technique de SAS pour éliminer les interférences entre symboles
recues au niveau de chaque antenne. Dans ce cas, on a une unique source qui se propage via
des trajets multiples jusqu’aux antennes de réception. Dans le cas général, on a plusieurs sources
provenant de multi-trajets. Ce qui conduit alors & une séparation multi-émetteurs et multi-trajets
[32][103] [41].

1.2.3 Applications biomédicales

En biomédical, de nombreux travaux existent sur la séparation de signaux ElectroEncéphaloGramme

(EEG), ElectroCardioGramme (ECG), ElectroMyoGramme (EMG) et MagnétoEncéphaloGramme

(MEG). Dans ce cas, I'application A donnée au niveau de I'Eq. [Tl est de type linéaire instantané, du

fait que les capteurs (électrodes qui peuvent varier de 10 pour les signaux ECG et plus de 100 pour

les signaux EEG et MEG) sont proches de la source (la propagation dans les tissus biologiques est

trés rapide) et les signaux biomédicaux sont en général indépendants, temporellement cohérents et

de nature cyclo-stationnaires ou non-stationnaires. On peut citer par exemple les travaux suivants :

> Y. Deville a présenté dans [39] un panorama exhaustif des principales applications biomédicales
de la séparation de sources EEG, ECG et MEG.

> Durant la période de la grossesse, il est intéressant de pouvoir accéder a 'ECG du feetus. Ce
probléme a été considéré pour la premiére fois par De Lathauwer et al. dans [35]. On trouve égale-
ment dans [54] une étude consistant & extraire le signal ECG du feetus a partir d’un seul mélange
de trois sources : ECG foetus, celui de la mére et le bruit. Les auteurs ont proposé une nouvelle
méthode de SAS basée sur la décomposition en valeurs singuliéres (DVS) du spectrogramme des
observations, suivie de ’application de la technique d’analyse en composante indépendantes d’une
maniére itérative.
Il existe d’autres travaux qui s’intéressent & cette application. Pour plus de détails, on peut se
référer a [36][119][78][120]. Notons que dans [120], A. Ziehe a proposé d’appliquer des méthodes
de SAS basées sur la diagonalisation conjointe d’un ensemble de matrices issues des signaux EEG
et MEG. En particulier, les algorithmes présentés dans [121][118].

> Pour la détection des anomalies cardiaques, un cardiologue utilise 'ECG pour extraire I'information
nécessaire. Les signaux ECG sont souvent altérés par différents types d’artefacts™ et de bruits.
Pour réduire le bruit et les artefacts (le mouvement des yeux, le tonus musculaire, l'effet de la
respiration et les interférences dues a l'alimentation électrique) en ECG, on fait 1a encore appel a
la technique de SAS [76].

> En traitement de signaux neurobiologiques, une étude a été détaillée dans [106] pour montrer
Iintérét des approches de SAS pour la restauration du signal ECG. Les applications de SAS sur
des données ECG sont présentées dans [81].

> En électromyographie, les EMG sont des signaux résultant de I’activité musculaire et sont impor-
tants dans le diagnostic des troubles neurologiques [5].

> Pour étudier I'activité du cerveau humain, on peut utiliser également I'Imagerie par Résonance

11. Ils sont induits par les déplacements des électrodes ou par les mouvements du patient.
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Magnétique Fonctionnelle (IRMF) (en anglais Functional Magnetic Resonance Imaging (FMRI)).
Le scanner permet de fournir des images montrant le niveau de 'oxygénation du sang dans le
cerveau. Le processus peut étre modélisé par un mélange linéaire de sources de I'oxygénation. Il
s’agit 1a encore d’un probléme de séparation aveugle de sources représentant l'activité cérébrale
[84][77].

1.3 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre le probléme de la séparation aveugle de sources et les éléments
qui 8’y rattachent : les modéles instantanés et convolutifs, les trois techniques de reformulation du
modéle convolutif en un modéle de type instantané, les hypothéses classiques en SAS, les indétermina-
tions liées au probléme, l'indice de performance que nous avons introduit afin de quantifier la qualité
de l'identification du systéme de mélange convolutif, le pré-blanchiment de mélanges convolutifs de
sources, la limite minimale de la séparation et quelques exemples d’application.

Nous retenons qu’il existe deux maniéres similaires permettant de ré-écrire le modéle convolutif en
un modéle de type instantané au niveau du domaine temporel et une troisiéme utilisant des trans-
formations (temps-) fréquentielles (nous avons montré que la reformulation a 'aide de la TFCT n’est
correcte que lorsque les sources sont stationnaires), la solution fournie par les algorithmes de SAS
n’est pas unique mais les sources séparées sont estimées a une permutation et a un facteur d’échelle
(instantané) ou & un filtrage prés (convolutif), I’étape de blanchiment souvent préalable & de nom-
breuses méthodes de séparation peut influencer sur les performances et la qualité de séparation. La
SAS posséde un bon nombre d’applications.

Nous avons choisi d’utiliser la premiére maniére de reformuler le modéle convolutif en un modéle de
type instantané (décrite au niveau de I’'Eq. [[L7)) pour trois raisons : éviter le probléme des indétermi-
nations locales sur chaque canal de fréquence produit par la transformation fréquentielle (Eq.
et Eq. [LI7), tirer avantage de la structure algébrique des matrices de corrélation des sources (elles
sont bloc-diagonales en convolutif et diagonales en instantané pour des sources supposées mutuelle-
ment décorrélées et individuellement colorées) et pour pouvoir développer des méthodes de SAS qui
puissent étre appliquées aussi bien en contexte convolutif qu’en contexte instantané. Ainsi, nous avons
montré en paralléle que le modéle instantané est un cas particulier du modéle convolutif. L’indice
de performance et la borne minimale de séparation proposées en convolutif sont respectivement des
généralisations de ceux introduits dans [86] et [6I] pour le modéle instantané.
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Chapitre 2

Séparation de sources : approches en contextes
instantanés & convolutifs

d’une maniére directe ou indirecte des décompositions matricielles qui font I'objet du troi-

siéme chapitre, et qui ont un lien plus ou moins fort avec les approches que nous déve-
lopperons au niveau du dernier chapitre. Nons commencerons par les approches proposées dans
le cadre du modéle instantané. La premiére catégorie d’approches optimise des fonctions de cofit
appelées “contrastes”, parmi elles citons COM2 (COntrast Maximisation 2) [28], JADE (Joint Ap-
proximate Diagonalization of Eigenmatrices) [I8] et STOTD (Simultaneous Third Order Tensor
Diagonalization) [34]. Il a été montré que ce type d’approches était équivalente a la diagonalisa-
tion conjointe unitaire d’un ensemble de matrices ou tenseurs. Une seconde catégorie d’approches
consiste & diagonaliser conjointement un ensemble bien choisi de matrices en exploitant soit la cohé-
rence temporelle des sources, - & titre d’exemple les algorithmes suivants : AMUSE (Algorithm for
Multiple Unknown Signals Extraction) [I11], SEONS (Second Order Non-stationary Source Separa-
tion) [27], SOBI (Second Order Blind Identification) [6], TDSEP (Temporal Decorrelation SEPara-
tion) [122], RSOBI (Robust SOBI) [11] et FOBIUM (Fourth Order Blind Identification of Under-
determined Mixtures of sources) [48] -, soit la non-stationnarité des sources comme c’est le cas
de la méthode baptisée BGML (Block Gaussian Maximum Likelihood) [98]. Une troisiéme catégo-
rie d’approches plus récentes, consiste a traiter le cas des sources non-stationnaires en utilisant les
propriétés algébriques des RTFSQ (Représentations Temps-Fréquence Spatiales Quadratiques). Ces
approches reposent toutes sur une étape préalable de sélection (automatique) de points ¢-f particu-
liers [1][8][7][43] [42][44] [50] [49][51] [61] [62][7T]. Lorsque 'on s’intéresse au probléme de la séparation
de sources cyclo-stationnaires qu’elles soient issues des télécommunications, de machines tournantes
ou d’engrenages, de signaux biologiques et physiologiques (EEG, ECG, température, ...), ..., il est
possible d’utiliser des approches exploitant la propriété de cyclostationnarité [3][46] [47][73][102] [10T].
Enfin, nous décrirons briévement certaines approches dédiées au cas des mélanges convolutifs de
signaux, lesquelles peuvent étre décomposées en trois classes principales. Une premiére maniére de
traiter ce probléme est de considérer des approches temporelles exploitant les statistiques d’ordre
supérieur [29][87][72](88][31][109][80][20]. Une seconde maniére consiste a généraliser les approches
proposées en instantané, et en particulier celles basées sur des décompositions matricielles, tout en
transformant le modeéle convolutif en un modéle de type instantané tel que celui décrit au niveau
de I'Eq. L7 [12][13][37] ou bien celui obtenu dans le domaine fréquentiel et décrit par I’'Eq. Il
s’agit des approches fréquentielles [90][104] [115][89][85][93]. Nous trouvons un panorama relativement
exhaustif des principales méthodes de SAS dans [30].

Dans ce deuxiéme chapitre nous présenterons un panorama des méthodes de SAS utilisant
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2.1 Meéthodes de la séparation de mélanges instantanés de sources

Le probléme de SAS dans le cadre des mélanges instantanés sur-déterminés a déja fait ’objet de
nombreux travaux. Dans le cas des sources indépendantes, la résolution de ce probléme est équiva-
lente a ’ACI (Analyse en Composantes Indépendantes) ou ICA (Independent Component Analysis),
formalisée par P. Comon dans [28]. Elle consiste a trouver une transformation de I’espace des ob-
servations en un espace de représentation dans lequel les composantes sont aussi indépendantes que
possible, cette technique peut étre vue comme une généralisation de celle de PACP (Analyse en Com-
posantes Principales) qui transforme le processus vectoriel de sorte a assurer la décorrélation de ces
composantes. Généralement, la plupart des méthodes proposées dans la littérature exploite I’'une ou
plusieurs propriétés suivantes des sources : indépendance, cohérence temporelle, parcimonie et/ou
non-stationnarité. Nous pouvons alors classer les méthodes de la SAS en contexte instantané en cing
classes principales : méthodes optimisant des fonctions de coiit appelées "contrastes", fondées sur les
SOS (Statistiques d’Ordre Supérieur). D’autres méthodes exploitant les propriétés algébriques par-
ticuliéres des matrices issues des SSO (Statistiques du Second Ordre) ou bien méthodes exploitant
la non-stationnarité des sources. Les deux derniéres méthodes utilisent respectivement la diversité
temps-fréquence et la parcimonie des sources.

Nous allons maintenant détailler les quatres premiéres classes d’approches. La derniére classe ne sera
pas présentée dans ce manuscrit, mais 'on pourra se référer au chapitre 10 du livre [30].

2.1.1 Meéthodes utilisant les fonctions de contraste

La premiére classe de méthodes est basée sur la technique de I’ACI, utilisant des outils d’ordre
supérieur pour construire des fonctions de contraste, lesquelles exploitent les propriétés des cumulants
des sources supposées indépendantes. C’est P. Comon qui a étendu la notion de contraste utilisée
auparavant dans les systémes de déconvolution aveugle au cas des vecteurs aléatoires. Il a proposé
dans [28] une méthode baptisée COM2 consistant & maximiser une fonction de contraste notée Z%(y)
(11 s’agit de 'une des premiéres fonctions de contraste), et définie comme la somme des modules au
carré des cumulants d’ordre R > 3 des sources estimées y(t) :

n

Th(y) =Y [Cr{vi}l>, R>3. (2.1)

=1

ou n est le nombre de sources et Cr{.} représente le cumulant d’ordre R d’un signal stationnaire. La
maximisation de la fonction contraste Z%(y) a conduit & I’algorithme ICA [28]. Nous remarquons que
ce contraste n’utilise plus les cumulants croisés d’une part et que sa maximisation est équivalente a la
DC d’un tenseur d’ordre R d’autre part. Une autre fonction de contraste que nous notons J(y), a été
proposée par J.-F. Cardoso et A. Souloumiac dans [I8]. Elle est basée sur l'utilisation de cumulants
d’ordre quatre impliquant & la fois des auto-cumulants et des cumulants croisés :

n

j(Y) = Z ‘Cum{yi1)yi17yi2ayi3}|2a (22)

11,2,i3=1

ou l'opérateur cum{-} désigne un cumulant d’ordre quatre. La fonction de contraste précédente est
appelée “contraste JADE”. Maximiser cette fonction revient & diagonaliser conjointement un ensemble
de n? matrices. En fait, les deux auteurs proposent également une version non itérative de leur
méthode reposant sur la diagonalisation conjointe unitaire des matrices propres de la quadricovariance
des observations blanchies [19]. Un autre algorithme baptisé STOTD et proposé par L. De Lathauwer
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dans [34] suit la méme logique que l'algorithme JADE. Il consiste & diagonaliser conjointement un
ensemble de tenseurs d’ordre trois au carré. Ce qui revient & maximiser la fonction contraste suivante :

n

2
S(y) = Z |Cum{yi13yilayi17yi2}| : (23)
11,02
Une famille de contrastes permettant de généraliser les trois contrastes précédents a été proposée par

E. Moreau dans [86]. Il s’agit de la fonction suivante :

n

Gyypf = > |cp{y}: R>3. (2.4)

11,92,J1,--.J Ry

ou R, R, Ro, R3 représentent quatre entiers tels que R > 3, 2< R < R, 0< Ry < R— Ry, Rg =
R— R — Ry et

Ry,Ro _
CR {y} - Cum{yi17 v 7yi17y’i27 sy ylga yi37 ... 7yiR3+2}'
~ ~— ———
Rix Rax R3 termes

11 suffit donc de prendre Ry = R3 = 0, (resp. Ry = 0 et R3 = 2 et resp. R; = 3) pour retrouver le
contraste Z%(y) Eq. 211 (resp. J(y) Eq. et S(y) Eq. 23). Nous notons enfin que ces contrastes
nécessitent tous une étape préalable de blanchiment (§L.T.9) des signaux observés.

2.1.2 Meéthodes exploitant la cohérence temporelle ou la non-stationnarité

La deuxiéme et la troisiéme classe de méthodes exploitent respectivement la cohérence temporelle
et la non-stationnarité des sources pour élaborer un ensemble de matrices possédant toutes des
propriétés algébriques particuliéres. Généralement les travaux liés & ces deux classes reposent sur des
décompositions matricielles (décomposition en valeurs propres généralisées, diagonalisation conjointe,

).

Algorithme AMUSE

Une des premiéres solutions du probléme de la SAS est I'algorithme AMUSE introduit par Tong et
al. dans [ITT]. Il implique la diagonalisation de NNV,,, = 2 matrices symétriques, My et My, dont 'une,
par exemple My, doit étre définie positive. Cette méthode n’exploite que les statistiques du second
ordre des sources et suppose que :

Ap. Les sources sont mutuellement décorrélées (E{s;(¢)sj(t+7)} = 0) et le retard 7 est strictement
supérieur a zéro.

A;. Les statistiques des sources sont distinctes : E{s;(t)s;(t + 1)} # E{s;(t)s}(t +n)} pour i # j.

L’hypothése A permet aux matrices de covariances des sources Rq(7), (Rs(7) = (Rs(t,7))) d’étre
diagonales, et ’hypothése A assure le fait que ces matrices possédent des valeurs propres différentes.
La diagonalisation conjointe est réalisée de fagon exacte et la matrice unitaire U peut étre choisie de
sorte & vérifier :

UM,UY =1, UM;UY = D,,

ou D; est une matrice diagonale. La méthode AMUSE est trés simple a mettre en ceuvre, elle consiste
dans un premier temps a blanchir les observations, tout en transformant la matrice de mélange A en
une matrice U unitaire,

xp(t) = Wx(t) = Us(t) + Wn(t),
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ou la matrice W a été définie au niveau de I'Eq. [[53l Cette matrice de blanchiment peut étre
identifiée par la décomposition en valeurs propres de la matrice Mg représentant la matrice de
corrélation a lorigine (§1.1.9). La matrice U est ensuite obtenue sous la forme U = VW a partir de la
décomposition spectrale WM; W71 = VTD,V, avec V est une matrice estimée par la décomposition
en valeurs propres de la matrice M représentant la matrice de corrélation des observations blanchies
a un retard 7 # 0. Le principe de cette méthode est résumé au niveau du Tab. 211 :

1. Calculer la matrice de covariance Rx(7) des observations.

2. Effectuer une décomposition en valeurs propres de la matrice Rx(0) et estimer le nombre
de sources, la variance du bruit et la matrice de blanchiment W.

3. Blanchir les observations : xp(t) = Wx(t).

4. Estimer la matrice V par la décomposition en valeurs propres de la matrice de corrélation
des observations blanchies a un retard 7 # 0.

5. Estimer la matrice de mélange par A = W#V.
6. Estimer les sources par §(t) = Vixy(t) = VIWx(t).

TABLE 2.1 — Principe de 'algorithme AMUSE.

En pratique, I'estimation de la matrice de corrélation peut s’avérer difficile si bien que cette matrice
peut ne plus étre a symétrique hermitienne, d’ot la possibilité d’avoir des valeurs propres complexes.
Pour pallier ce probléme, les matrices de corrélation peuvent étre symétrisées de la maniére suivante :

= = H
R (R () +2Rxb )

(2.5)
Un second probléme peut surgir : les matrices considérées peuvent ne plus étre définies positives.
Ce second type de probléme peut étre résolu a ’aide d’une procédure dite de pré-conditionnement
suivante :

ﬁxb (1) = ﬁxb (1) + 0L, (2.6)

ou J est une constante réelle de petite valeur et I, est la matrice identité de dimension m x m.

Algorithme SOBI et ses variantes

Afin d’améliorer I’algorithme AMUSE, on peut diagonaliser conjointement un ensemble de matrices au
lieu de n’en diagonaliser exactement que deux. Cet ensemble peut étre construit a partir des matrices
de corrélation des observations blanchies a différents retards. Comme c’est le cas de ’algorithme SOBI
[6] qui étend I’algorithme AMUSE au cas N, > 2. Les matrices M; € CM*M ¢ {1,... N,,} sont &
symétrie hermitienne et M est définie positive. L’étape préalable de blanchiment permet de rempla-
cer la diagonalisation conjointe de I’ensemble M par celle de ’ensemble M = {Ml = WM, W#H },
i € {l,..., Ny}, dans lequel My = I,,. Cet algorithme suit alors la méme logique que ’algorithme
AMUSE. La principale différence entre ces deux méthodes se situe au niveau de ’étape qui suit le
blanchiment : la DVP de la matrice ﬁxb(r), étant remplacée par la DC d’un ensemble de matrices
{ﬁs(n), i=1,... ,NT}, ou N; est le nombre de retards considérés. L’algorithme de DC utilisé est
alors unitaire de type Jacobi [19], car il opére aprés blanchiment. Le principe de 1'algorithme SOBI
est résumé au niveau du Tab. :
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1. Calculer la matrice de covariance R, (7) des observations.

2. Effectuer une décomposition en valeurs propres de la matrice Rx(0) et estimer le nombre
de sources, la variance du bruit et la matrice de blanchiment W.

3. Blanchir les observations : xp,(t) = Wx(t).

4. Estimer la matrice V par la DC d’un ensemble de matrices issues de la fonction de corré-
lation des observations blanchies & différents retard 7 # 0.

5. Estimer la matrice de mélange par A = W#V.
1
(0)x(t).

TABLE 2.2 — Principe de 'algorithme SOBI.

6. Estimer les sources par §(t) = A7Ry,

Il existe d’autres méthodes appartenant & la méme famille de méthodes que SOBI et JADE. Citons
par exemple un algorithme trés similaire & SOBI, nommé TDSEP [122]. On trouve également dans
[11], une méthode baptisée RSOBI améliorant 1’algorithme SOBI, et plus particuliérement ’étape de
blanchiment. Cette méthode a pour avantage d’étre insensible asymptotiquement & un bruit tempo-
rellement décorrélé et de cohérence spatiale inconnue. Une extension de la méthode SOBI & 1'ordre
quatre portant le nom FOBIUM a été proposée récemment dans [48]. Cette méthode permet également
de traiter des mélanges sous-déterminés de sources. En exploitant les propriétés cyclostationnaires des
observations, une version modifiée de la méthode JADE, portant le nom JADE cyclique a été proposée
dans [45]. Cette méthode a pour avantage d’étre moins sensible a la présence d’un bruit de cohérence
spatiale inconnue. Une autre méthode inspirée de SOBI a été proposée dans [98]. Cette méthode
consiste a construire un ensemble de matrices de corrélation des observations blanchies au retard
7 = 0 et pour différents instants t1, ..., ty,,. En fait, la matrice de corrélation Rs(t,0) des sources est
diagonale pour différents instants ¢1,...,¢y,, . Ensuite les N,, matrices de I’ensemble construit de-
vront étre diagonalisées conjointement. En supposant que les sources sont stationnaires d’ordre deux,
D.-T. Pham et J.-F. Cardoso montrent dans [98] que cette approche est équivalente a 1’approche
dite du Maximum de Vraisemblance en modélisant les sources par des gaussiennes stationnaires par
morceaux. Dans le cas d’un environnement non-bruité, réel et lorsque le nombre de capteurs est égal
au nombre de sources (n = m), les auteurs montrent également que la diagonalisation conjointe sans
contrainte d’unitarité d’un ensemble de matrices définies positives et & symétrie hermitienne permet
d’estimer la matrice de séparation. Cette méthode est baptisée BGML. Elle est récapitulée au niveau
du Tab. 2.3 :

Chercher la stationnarité locale en coupant les observations en N,, tranches.
Calculer les N, covariances Rx(¢,0) (t =t1,...,tn,,).

Diagonaliser conjointement I’ensemble de N, matrices de covariance.

- W D

La diagonalisation conjointe non unitaire permet d’identifier directement la matrice de
séparation et par conséquent d’estimer les sources.

TABLE 2.3 — Principe de 'algorithme BGML.

Il existe également un autre type de méthodes exploitant les statistiques du second ordre. Il s’agit
des méthodes utilisant le probléme aux vecteurs propres généralisés (VPG) [22][26][25][27][110]. . . .
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Décomposition en valeurs propres généralisées

Le probléme aux VPG peut s’énoncer de la maniére suivante. Considérons deux matrices M et My
carrées, tous les deux de taille m x m, un scalaire A € R et un vecteur v € C"/{0} tel que :

M1V = )\MQV. (2.7)

Le vecteur v satisfaisant cette relation est appelé vecteur propre généralisé correspondant & la valeur
propre généralisée \.

Le probléme aux VPG est alors de chercher un couple (A, v) a partir de la relation décrite au niveau
de I'Eq. 217

Si I'on suppose que les deux matrices M1 et My sont & symétrie hermitienne, et que 1'une, par
exemple Ms, est définie positive, le probléme décrit au niveau de I’Eq. 2.7 admet m valeurs propres
généralisées Aq, Ao, ..., Ay associées & m vecteurs propres généralisés vi,vo, ..., Vi,. Autrement dit, il
existe une base orthonormée (vi, vy, ..., vy,) de C™ tel que :

M1Vj = )\jMQVj. (28)
La relation précédente peut alors étre réécrite sous la forme matricielle suivante :
M;V =MyVD, (2.9)

ou'V = [vy, vy, ..., v, | représente la matrice des vecteurs propres généralisés et D = Diag{ A1, A2, ..., A }
est la matrice diagonale contenant les valeurs propres généralisées. En particulier si (MaV)~! = vH
(M et My sont a symétrie hermitienne et My est définie positive), on retombe alors sur le probléme
de la DVP, et donc :

D=VviMmV. (2.10)

Lien entre la décomposition en valeurs propres généralisées et la SAS

Il est possible de résoudre le probléme de la SAS en utilisant le probléme aux VPG, et ce via le
théoréme suivant [25] :

Théoréme 1. Soient A1,Dq € C™*" deux matrices diagonales avec des termes positifs et Ay, Dgy €
C™*™ deuzx autres matrices diagonales ne contenant aucun terme nul sur la diagonale. Si G € C™**™
est une matrice satisfaisant les deux décompositions suivantes :

D; = GA|GY et Dy = GALGH. (2.11)

Alors elle représente la matrice de permutation généralisée, i.e. G = PD si Dleg et AflAg ont
des termes distincts sur la diagonale ou P est une matrice de permutation et D est une matrice
diagonale.

Preuve Voir [25]. O

La transformation linéaire G satisfaisant la relation décrite au niveau de 'Eq. 2.1l est la matrice des
vecteurs propres de Al_lAg.

Ainsi, les méthodes utilisant le probléme aux VPG consistent & construire une matrice particuliére
au moyen de deux matrices de corrélation. Le principe de ces méthodes est résumé au niveau du Tab
@) -

De méme que l'algorithme AMUSE, pour assurer la stabilité numérique, les deux matrices M; et
M doivent étre & symétrie hermitienne et de plus My doit forcément étre définie positive. On peut
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1. Calculer deux matrices différentes M7 et My issues des fonctions de corrélation des obser-
vations.

2. Chercher la matrice des vecteurs propres généralisés V de la matrice particuliére P =
M; — MM, avec A € R, satisfaisant la décomposition suivante :

M;V = M,VD,

ou D est une matrice diagonale avec des termes diagonaux différents.

3. La matrice de séparation est B = V.

TABLE 2.4 — Principe des méthodes utilisant le probléme aux VPG.

symétriser les deux matrices au moyen de 1’Eq. et pour rendre la matrice My définie positive, on
trouve dans [27] (Algorithme SEONS) une procédure consistant a choisir Ma comme une combinaison
linéaire des matrices de corrélation & différents instants pour un retard 7o :

N
Ma(75) = Y Rul(tj, 72), (2.12)
j=1

ou V; est le nombre d’instants temporels considérés et 7o est un retard différent de zéro et du retard
71 associé i la matrice Mj.

2.1.3 Meéthodes basées sur les transformées temps-fréquence spatiales

De nouvelles techniques tirant avantage de la non-stationnarité des sources ont vu le jour depuis une
dizaine d’année. Elles sont fondées sur I'utilisation de RTFSQ ou de STFSQ (Spectres temps-Fréquence
Spatiaux Quadratiques). Ces techniques reposent toutes sur une étape préalable de sélection (auto-
matique) de points temps-fréquence particuliers permettant la construction d’ensembles de matrices
devant ensuite étre diagonalisées conjointement et/ou zéros-diagonalisées conjointement (un certain
nombre de détecteurs de points utiles en contexte instantané est présenté au niveau de ’annexe 4).
Ces méthodes suivent généralement le méme principe que les méthodes présentées dans ([2.1.2]), a
la différence du choix de 'opérateur linéaire appliqué aux observations. Elles différent entre elles au
niveau de la détection des points ¢-f et des algorithmes de décompositions matricielles conjointes
utilisés. Le principe de la plupart des méthodes ¢-f est résumé au niveau du Tab. :

1. Estimer les RTFSQ ou les STFSQ des signaux observés.
2. Déterminer les points ¢-f utiles.

3. Faire une décomposition matricielle conjointe (DC ou ZDC) de ’ensemble de matrices ¢-f
construit.

4. Estimer la matrice de mélange ou la matrice de séparation.

5. Estimer le vecteur des sources en utilisant la matrice de mélange estimée.

TABLE 2.5 — Principe des méthodes utilisant les RTFSQ ou les STFSQ.

Notons que les méthodes nécessitant une étape préalable de blanchiment consistent a appliquer les
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RTFSQ ou les STFSQ sur les signaux observés blanchis. La matrice de blanchiment est estimée de la
méme maniére que les méthodes précédentes au moyen de la DVP de la matrice de corrélation des
observations a 'origine (§L.1.9)).

Dans cette classe de méthodes, il existe également des travaux consistant a ré-estimer les colonnes
de la matrice de mélange au moyen des méthodes purement algébriques suivies éventuellement d’une
étape de classification. Parmi ces travaux, citons deux méthodes proposées dans [61] basées respecti-
vement sur 'estimation directe des colonnes de la matrice recherchée et sur la DVS de la matrice ¢-f
sélectionnée. Les deux méthodes sont complétées par une étape de classification consistant & calculer
le centre d’inertie de chaque nuage de points ¢-f en unissant tous les points afin d’obtenir un seul
point. Pour cela, 'auteur utilise la méthode de classification hiérarchique ascendante (UPGMA pour
Unweighed Pair-Group Method of aggregation using Arithmetic averages) [105]. N. Linh-Trung et al.
ont proposé dans [79] une méthode similaire mais en ajoutant une hypothése un peu plus forte : ils
supposent que les sources sont quasi-disjointes, c’est & dire que les RTFSQ ou les STFSQ croisées des
sources sont quasiment tous nuls. Les auteurs proposent une classification basée sur un calcul des
angles entre les vecteurs. Un avantage de ce type de méthodes est qu’il permet d’estimer le nombre
de sources.

Une autre méthode suivant la méme logique que les méthodes précédentes se trouve dans [40]. Cette
méthode utilise une transformée temps-fréquence linéaire, et plus précisément la TFCT (Transformée
de Fourier a Court Terme) et consiste également a identifier les colonnes de la matrice de mélange a
une amplitude prés et & une permutation prés, tout en passant par une étape de détection des points
t-f ol une seule source est présente. L’auteur suppose que les sources sont disjointes dans le plan ¢-f.
En d’autre terme, les transformées temps-fréquence croisées des sources sont nulles dans toute zone
t-f d’analyse. Cette méthode est baptisée TIFCORR (TIme-Frequency Correlation).

2.2 Meéthodes de la séparation de mélanges convolutifs de sources

Les premiers travaux de SAS dans le cadre des systémes de mélanges convolutifs ont été initiés au
début des années 90 [I5][91] et on peut considérer ce probléme comme encore actuel dans les préoc-
cupations des chercheurs. Généralement, les méthodes de SAS en contexte convolutif se décomposent
en trois classes principales :

— approches temporelles,

— approches fréquentielles,

— approches temps-fréquence.

Les méthodes en contexte convolutif comme celles en contexte instantané exploitent au moins ['une
des hypothéses suivantes : I'indépendance, la non-stationnarité, la non-gaussianité et /ou la cohérence
temporelle (c.a.d. sources non-blanches) des sources.

Nous allons maintenant détailler certaines méthodes des trois classes d’approches.

2.2.1 Approches temporelles

Le premier type de méthodes peut étre divisé en deux catégories, celui des approches temporelles
utilisant uniquement les SSO et exploitant I'indépendance, la non-stationnarité et/ou la cohérence
temporelle. On peut alors citer par exemple les méthodes basées sur des décompositions de type
sous-espace [2][66][83], et celles fondées sur la bloc-diagonalisation conjointe unitaire [12][13][37]. On
peut également subdiviser les approches temporelles - selon le type de modéle et les statistiques
utilisées - en deux sous-classes : celle des méthodes opérant directement sur le modéle décrit au
niveau de 'Eq. [[.2] tout en utilisant soit les statistiques d’ordre supérieur, soit les statistiques du
second ordre et celle des méthodes opérant sur le modeéle de type instantané décrit par I’Eq. [ 7 ou par
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I’Eq. [LI3] La seconde classe d’approches temporelles exploite 'indépendance et la non-gaussianité.
Ces approches sont essentiellement fondées sur les SOS et consistent & construire des contrastes a
optimiser [29](87][72][88][31][109]|80] [20].

Approches temporelles basées sur les SOS

Parmi les travaux qui traitent le probléme de la séparation de mélanges convolutifs de sources utilisant
uniquement les SSO, on peut citer les approches basées sur des décompositions de type sous-espace
[2]]66]|83], les approches généralisant les méthodes de SAS de 'instantané au convolutif, en particulier
celles basées sur la DC [12]. Les algorithmes de BDC sous contrainte d’unitarité sur lesquels reposent
certaines de ces méthodes ont été étudiés dans [I3][37]. Un des objectifs de cette thése est de proposer
une alternative aux algorithmes de BDC sous la forme d’une solution non-unitaire. Nous détaillerons
les algorithmes proposés au niveau du troisiéme chapitre de ce manuscrit.

Approches temporelles basées sur les SOS

Les méthodes temporelles utilisant les statistiques d’ordre supérieur, exploitent essentiellement 1’in-
dépendance des sources afin d’optimiser une fonction de coiit de type contraste. Elles se décomposent
souvent en deux étapesn:I : un pré-blanchiment spatio-temporel a 'ordre deux des signaux observés
suivi par la recherche du filtre H(z) = W (z)H(z) (W(z) est le filtre blanchisseur) para-unitaire®
manquant. Les données blanchies sont alors obtenues par :

xp(n) = [W(z2)]x(n) = ZW(n = )x(1), (2.13)
l

de sorte que E{xp(n)xp(n — k)} = 6(k)I, Vk € Z. La détermination du filtre manquant encore
4 l'issue du blanchiment peut étre réalisée par 'adaptation des méthodes en contexte instantané
optimisant les fonctions de contraste au cas convolutif. Dans le cas ol les sources sont i.i.d., les deux
contrastes suivant ont été proposés par P. Comon dans [29] :

TN (y) =D feum{yi(n), 4i(n)*, yi(n), yi(n)*}|, (2.14)
=1

TP (y) = > leum{yi(n), yi(n)*, yi(n), yi(n)*} . (2.15)
=1

La preuve de la généralisation de ces deux contrastes pour des cumulants d’ordre supérieur ou égal
a trois se trouve dans [72]. Une famille de fonctions plus générale a été proposée par E. Moreau et
J.-C. Pesquet dans [87]. Elle est définie par :

T (y) =" F [ leam{yi(n), ..., pi(n), yi(n)*, ... .ys(n)*} |, avec p+q >3 (2.16)
=1

p termes q termes

ol f est une fonction convexe, croissante, définie de R™ vers R et admettant un unique minimum en
zéro. Les contrastes précédents n’utilisent que des auto-cumulants. Des contrastes & base de cumulants

1. Les méthodes en contexte convolutif utilisant les SOS suivent souvent la méme logique que celles utilisées en
contexte instantané.

2. Un filtre F(z) est dit para-unitaire si F(z)F(Z) = I (ou tout simplement F[e"*™]F[e"*™]" =1, Vv € [0,1]), ce
qui est équivalent dans le domaine temporel & 3, _, F()F(l — kY =8§(k)1, Vk € Z.
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croisés, s’affranchissant alors de la propriété de symétrie ont été proposés par E. Moreau et al. dans
[88] et N. Thirion et al. dans [109]. Il est possible de montrer que si les sources ne sont pas des
processus linéaires alors les fonctions précédentes ne sont plus des contrastes. Il est également possible
de montrer que des fonctions de coiit basées sur la notion d’information mutuelle représentent des
contrastes pour des sources linéaires et aussi markoviennes (§ chapitre 2 dans [30]). Pour traiter le
cas des sources non i.i.d., R. Liu a proposé dans [80] un contraste a base des versions retardées des
cumulants. Il s’agit de la fonction suivante :

n
TR =Y Y leum{yi(n),pa(n+ 1) ys(n + ) ya(n+ )M (217)

i=1 71,79,T3€Z
Nous signalons que dans [20], M. Castella et al. ont démontré que la fonction Tg% (y) n’est un contraste
que pour les sources linéaires.
Comme dans le cas des mélanges instantanés (§2.1.1]), 'optimisation d’une telle fonction de contraste
peut étre équivalente & la DC d’un ensemble de matrices ou de coupes de tenseurs. Ainsi l'algo-
rithme PAJOD (Partial Approximate Joint Diagonalization) [3I] qui consiste en la diagonalisation
partielle approximative conjointe sous contrainte de para-unitarité d’un ensemble de matrices issues
de certaines valeurs des cumulants des observations blanchies.

2.2.2 Approches fréquentielles

Les deux derniers types de méthodes concernent les approches transformant le modéle temporel en un
modele fréquentiel. Certaines d’entre elles opérent directement sur la Transformée de Fourier (TF) ou
bien sur la Transformée de Fourier a Court Terme (TFCT) des signaux observés [90][104] [115] [89][85] [93] ,
d’autres sur des statistiques d’ordre deux (covariances) appliquées sur la TF (resp. la TF des statis-
tiques d’ordre deux (densité spectrale)) des signaux observés [116][94][113] (resp. [99][100]).

Premiére méthode fréquentielle : inversion du filtre de mélange

Une premiére solution a été proposée par E. Weinstein et al. dans [114], Ils modélisent ’environnement
par un systéme MIMO, linéaire et invariant dans le temps. Plus précisément le probléme est considéré
comme celui d’un systéme & deux entrées s1(t) et so(t) et a deux sorties x(t) et xo(t) (n =m = 2).
Le systéme est assimilé & un systéme RIF & temps discret dont la réponse fréquentielle est la suivante :

Hll(w) Hu(w) >

H(w) = < Hor () Hunlor (2.18)

ou Hii(w) et Hao(w) représentent la fonction de transfert de chaque canal séparément et Hio(w)
et Hoi(w) sont les fonctions de couplage croisées entre les deux canaux. Les auteurs supposent que
les sources sont non-stationnaires et décorrélées et imposent que Hij(w) = Hao(w). Ils supposent
également que H(w) soit inversible pour toute fréquence (1 — Hi2(w)H21(w) # 0, Yw). Leur approche
consiste a chercher les fonctions Hyg(w) et Hoi(w) estimées de Hig(w) et Hop(w) par Iinversion du

filtre :
-1 (0) — 1 1 —H 3 w)
H™w) 1 — Hyg(w)Ha (w) ( —Hy,' (w) 1 > (2.19)

Pour reconstruire les sources, ils exploitent ’hypothése de décorrélation en proposant le critére de
décorrélation suivant :

lefEQ (w) - Gl?(w)szﬂﬁz (w) - G;l(w)P1'1$1 (w) + G12(W)G§1(W)Pz2m (W) =0, (2'20)
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ol Py, 2, (w), Pz, (w) représentent les densités spectrales de puissance de x1(t) et za(t), Py,o, (w) et
P,,.,(w) sont les densités spectrales de puissance croisées entre x1(t) et xo(t) et :
_ ng(w) _ H21(w)
Has(w) Hii(w)
Pour se faire, ils utilisent le principe des moindres carrées qui conduit a la solution suivante :

Pml“z (w) B G;l(w)Pﬂﬁlwl (w) )
PCEQZEQ - G;l(w)Pwal (w

szxl (w) B GT2(W)P12962 (w)
PSE1561 - GT2(w)Px1I2 (UJ

En pratique, les auteurs estiment la densité spectrale de puissance par le périodogramme et G12(w)
et Ga1(w) sont estimées itérativement.

Gi2(w)

21(w)

Gia(w) =

(2.21)

Goi(w) =

(2.22)

Approches fréquentielles opérant directement sur la TFCT des observations

En transformant le modeéle convolutif en un modéle instantané de type (LI7) par une TFCT, P.
Smaragdis a proposé dans [104] une méthode exploitant 'indépendance des sources. Il s’agit de
minimiser la fonction de cotit suivante (déja utilisée en instantané) :

ABf(v) o [I - f (cht(t, V)Yt V)H)]Bf (v), (2.23)

ott Bf(v) est le filtre de séparation recherché dans le plan fréquentiel, Y/ (¢, v) est I'estimée de la
TFCT des sources et f(.) est une fonction non-linéaire (P. Smaragdis propose d’utiliser la fonction
non-linéaire suivante : f(z) = tanh(R{z}) + tanh(3{z}), avec tanh(.) désigne la fonction tangente
hyperbolique, R{.} et I{.} représentent respectivement les parties réelle et imaginaire d’une quantité
complexe). Pour résoudre le probléme de permutation locale, il normalise en premier lieu les matrices
de séparation de la fagon suivante :

B/ ,.(v)=B!

norm orig

_1
(V)IBiy ()] 7, (2:24)
ol B,]—Zm«m(v) et Bi:m. ,(V) sont respectivement les matrices de filtre de séparation normalisées et origi-
nales & la fréquence v. Elles sont toutes les deux de taille n x n si n est le nombre de sources. Ensuite,
il utilise la régle d’adaptation suivante :

AB (v +1)=AB/ (v + 1)+ kAB/ (v), (2.25)

oit AgBf (v +1) et A.Bf(v+ 1) sont respectivement les matrices de séparation appliquée et estimée
a la fréequence v et k € [0, 1] est une constante réelle.
R. Mukai a aussi proposé dans [89] de travailler dans le domaine fréquentiel tout en tenant compte
des propriétés acoustiques des signaux. Il calcule la matrice de séparation a chaque itération ¢ au
moyen de la régle d’adaptation suivante :

B/

(i+1)

(v) =B, (») —n [OfFDiag {E{(I)(YfCt(t, V)Y, V)H}H : (2.26)

ou 7 est le pas d’adaptation, E{.} est 'opérateur d’espérance mathématique (moyennage), OffDiag{.}
est 'opérateur qui permet d’extraire la matrice zéro-diagonale (§4.37)) et ®(.) est une fonction non-

linéaire définie par :
1 1

Tt e R g e s

O(z) (2.27)
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Une autre approche baptisée MSICA (MultiStage ICA) combinant entre deux approches temporelle
et fréquentielle nommées respectivement TDICA (Time Domain ICA) et FDICA (Frequency Domain
ICA) a été proposé dans [93], afin d’améliorer les performances de séparation. Cette approche se
décompose en deux étapes. Dans un premiére temps, les auteurs appliquent ’algorithme FDICA qui
consiste & chercher la matrice de séparation & chaque itération par la régle décrite au niveau de I'Eq.
[2.26] et dans un second temps, ils cherchent & nouveau le filtre de séparation dans le domaine temporel
par la minimisation d’une des trois fonctions de cotit définies dans I'article [93].

D’autres travaux exploitant également l'indépendance des sources dans le domaine fréquentiel en
s’intéressant plus particuliérement au domaine acoustique se trouvent dans [90][115][85].

Approches fréquentielles opérant sur les statistiques des TF des observations

En exploitant I'indépendance (la décorrélation) et la non-stationnarité des sources, L. Parra et al. ont
proposé dans [94], d’utiliser les statistiques d’ordre deux, et en particulier les matrices de covariance
Rixet(7, V) des signaux observés X/¢!(t, ) dans le domaine fréquentiel :

Ryt (7, v) = HY (1) Rgpee (1, v)HY () + Ry (v), (2.28)

ot Rgret(7,v) et Rys(v) sont respectivement les matrices de covariance des TFCT des sources et
des bruits. En pratique, ils estiment la covariance au moyen du périodogramme. L’indépendance des
sources et des bruits implique que les matrices Rgret(7,7) et Rys(v) sont diagonales. Ils estiment
alors la matrice de séparation fréquentielle par la DC des matrices de méme fréquence. Enfin, pour
résoudre le probléme des permutations, les auteurs imposent la contrainte de continuité dans le
domaine fréquentiel. Nous signalons que la fonction de cotit utilisée dans la DC est adaptative et sa
minimisation se fait par la méthode des moindres carrés.

On peut citer également d’autres approches basées sur la DC et exploitant la décorrélation et/ou la
non-stationnarité des sources [113|[116][100]. L’algorithme de DC utilisé dans [I13] est basé sur un
algorithme de type gradient stochastique. Tandis que la méthode SDIF (Simultaneous Diagonalization
In the Frequency domain) présenté dans [116] utilise un algorithme de DC reposant sur l'inégalité
d’Hadamard. Enfin, en appliquant les statistiques directement sur les signaux observés, K. Rahbar et
al. ont proposé dans [100] de diagonaliser conjointement un ensemble de matrices issues des densités
spectrales de puissance.

2.3 Discussion & Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit briévement certains algorithmes de SAS dans le cadre des systémes
de mélanges linéaires instantanés et convolutifs. Nous avons rappelé dans un premier temps le principe
des principaux algorithmes trouvés dans la littérature en contexte instantané. Notamment, ceux
optimisant des fonctions de contraste, exploitant la cohérence temporelle ou la non-stationnarité des
sources et certaines approches temps-fréquence. Ces algorithmes utilisent d’une maniére ou d’une
autre la (Z)DC d’un ensemble de matrices ou de coupes de tenseurs. Dans un second temps, les
algorithmes proposés en contexte convolutif ont été passés en revue. En particulier, les approches
temporelles utilisant soit les SOS, soit les SSO et les approches (temps)-fréquentielles consistant a
transformer le modéle convolutif en un modéle de type instantané. La encore, les auteurs utilisent la
DC d’un ensemble de matrice issues de la TF ou de la TFCT (approches fréquentielles). Classiquement,
la plupart des algorithmes en contexte instantané ou convolutif présentés dans la littérature supposent
que les sources sont indépendantes, cette hypothése d’indépendance n’étant pas toujours vérifiée dans
la pratique. De plus, ils nécessitent souvent une étape préalable de blanchiment des données d’une
autre part. Cette étape écarte la possibilité de séparer des sources corrélées.
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L’objectif de cette thése est de s’affranchir de I’hypothése d’indépendance, voire méme de simple
décorrélation afin de pouvoir nous affranchir de ’étape de blanchiment des observations et de pouvoir
traiter le cas de sources corrélées. Le but est donc de développer de nouvelles méthodes de SAS,
basées sur de nouveaux algorithmes de décompositions matricielles conjointes ne reposant sur aucun
contrainte d’unitarité sur la matrice recherchée.
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Chapitre 3

Nouveaux algorithmes de bloc-diagonalisation
conjointes

u cours des dix derniéres années, la communauté traitement du signal s’est beaucoup intéres-

sée & un nouveau probléme : celui des décompositions conjointes de matrices ou de tenseurs,

du fait de ces nombreuses applications en SAS et en traitement d’antenne. Le premier pro-
bléme & avoir focalisé 'attention est celui de la diagonalisation conjointe d’un ensemble donné de
matrices sous contrainte d’unitarité de la matrice recherchée. Cela a conduit & de nombreux algo-
rithmes en séparation aveugle de mélanges instantanés de sources, les plus connus étant JADE [I§] et
SOBI [6] (§2)). Par la suite, d’autres travaux ont été conduits afin de généraliser a des ensembles de
tenseurs et non plus de matrices [28][34][86] ou pour pouvoir lever la contrainte d’unitarité sur la ma-
trice recherchée [38|[75][96] [112] [117] [118][121][42]. Plus récemment, un second type de décomposition
matricielle s’est révélé utile pour des applications en traitement du signal (notamment en séparation
aveugle de sources basée sur l'utilisation de représentations temps-fréquence), cryptographie ou télé-
communications numériques. Il s’agit de la zéro-diagonalisation conjointe. La encore, le cas unitaire a
d’abord été traité [7] avant que ne soient proposées plusieurs solutions non-unitaires dans [43][44][21].
Il est également possible de voir apparaitre un autre type particulier de décomposition matricielle
appelé bloc-diagonalisation conjointe. Dans ce type de décomposition, les matrices recherchées sont
maintenant bloc-diagonales. Rappelons qu’'une matrice bloc-diagonale est une matrice bloc dans la-
quelle les blocs diagonaux sont des matrices carrées de n’importe quelle taille (éventuellement cette
taille est la méme pour tous les blocs diagonaux comme c’est le cas en SAS) alors que les termes hors
diagonale sont des matrices nulles. Ce type de décomposition s’avére particuliérement intéressant dans
la résolution du probléme de la séparation aveugle de mélanges convolutifs de sources [12][13][50] mais
également au niveau d’autres applications telles que le traitement d’antenne pour pouvoir estimer les
directions d’arrivées des signaux [10][9]. Dans ce chapitre, c’est & ce dernier type de décomposition
que nous allons nous intéresser. Notre objectif étant de nous affranchir de la contrainte d’unitarité sur
la matrice recherchée. L’état de I’art en ce qui concerne les deux premiers types de décompositions
matricielles (DC et/ou ZDC) a été déporté au niveau de la premiére annexe de ce document.
Dans ce chapitre, nous proposons quatre nouveaux algorithmes de bloc diagonalisation conjointe
(BDC) non unitaire d’un ensemble donné de matrices (réelles ou complexes). Tous sont fondés sur
I’optimisation d’une méme fonction de coiit quadratique de type moindres carrés. Nous verrons que
pour simplifier les développements mathématiques, cette fonction de cotit est écrite en fonction de la
matrice de séparation et non plus de la matrice de mélange.
Le premier algorithme [57][55][56], baptisé JBDajg, repose sur I'optimisation algébrique de cette fonc-
tion de cofit. Il peut étre appliqué & des ensembles de matrices définies positives mais non néces-
sairement & symétrie hermitienne. Les trois autres algorithmes proposés (JBDapp—Grad; JBDGrad,s
JBDgGradg ), reposent sur un schéma d’optimisation de type gradient. Ils sont plus généraux car ils

39
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peuvent étre appliqués & un ensemble quelconque de matrices (celles-ci, réelles ou complexes, peuvent
n’étre ni définies positives ni a symétrie hermitienne). Par ailleurs, le bloc-diagonaliseur conjoint n’est
pas nécessairement une matrice unitaire. Au niveau du premier algorithme, le calcul du gradient ma-
triciel de la fonction de cotit étudiée est approché [60]. Le calcul exact du gradient matriciel est
ensuite mené et deux nouveaux algorithmes sont proposés : I'un est fondé sur un algorithme de type
gradient, ’autre sur un algorithme de type gradient relatif. Nous étudions les versions & pas fixe de
ces trois algorithmes, puis les versions & pas optimal (JBDapp—Grad; JBDGrado x> JBDGradg ¢ ) afin d’en
accélérer la convergence (le pas est alors recalculé algébriquement & chaque itération comme 1'une
des racines d’un polynome d’ordre trois). Un lien avec la diagonalisation conjointe non unitaire est
également établi.

Enfin, des simulations informatiques sont également présentées afin d’illustrer le comportement et
lefficacité des différents algorithmes proposés dans différents cas de figure : lorsque les matrices
considérées sont exactement bloc-diagonales puis lorsqu’elles sont progressivement perturbées par un
bruit additif de type Gaussien.

3.1 Bloc-diagonalisation conjointe d’un ensemble de matrices

Nous présentons dans ce paragraphe une formulation générale du probléme de la bloc-diagonalisation
conjointe. Nous en décrivons d’abord briévement le principe avant d’introduire les fonctions de cotit
a optimiser qui sont utilisées par les différents algorithmes connus de BDC. Enfin, nous montrons le
lien qui existe entre la BDC et la DC.

3.1.1 Formulation du probléme de la bloc-diagonalisation conjointe

Le probléme de la BDC s’énonce de la maniére suivante. Considérons un ensemble M de N, (N,

€ N*) matrices carrées M; € CM*M pour tout 7 € {1,..., N}, admettant toutes la factorisation
suivante :
M; = AD;AY (3.1)
D;11 012 - 0
021 D : : :
avec : D; = ?1 4,22 , pour tout i € {1,..., Np,} sont des matrices bloc-
: : 0r—1r
01 o 0rr—1 Di,rr

diagonales de dimensions N x N et les matrices D; j;, ¢ € {1,...,Npn}, j € {1,...,7} sont des
matrices carrées de dimensions n; x n; avec ny + ...+ n, = N (dans 'optique d’une application en
SAS, nous nous restreindrons au cas ol les matrices D; j; sont toutes de la méme taille, impliquant
en l'occurrence N = r x nj,j € {1,...,r}), ou 0;; désigne la matrice nulle de dimension n; x n;.
La matrice A € CM*¥ est une matrice de rang plein de dimension M x N (M > N) (elle désigne
la matrice de mélange lorsque 1'on s’intéresse au probléme de la SAS). L’ensemble des N,,, matrices
D; € CN*N est noté D.

Le probléme de la BDC (non unitaire) est alors d’estimer la matrice A et ’ensemble D des matrices
bloc-diagonales et ce uniquement & partir des matrices de ’ensemble M.

3.1.2 Principe de la bloc-diagonalisation conjointe

Connaissant la maniére dont se factorisent les matrices auxquelles on s’intéresse, une maniére assez
classique de résoudre le probléme de la BDC consiste & se ramener au probléme de la minimisation
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de la fonction de coiit quadratique suivante :

N,
c(A D)) =S ||M; — AD, A", (3.2)
=1

Toutefois, une autre maniére de procéder peut étre considérée en multipliant & gauche (resp. a droite)
la matrice M; décrite au niveau de ’Eq. Bl par la pseudo-inverse A# de la matrice A (resp. par
(A#)H). Ce qui conduit alors & :

BD,B” =D, Vie {1,...,N,}, (3.3)

oit B = A% (B n’est alors rien d’autre que la matrice de séparation dans le probléme de la SAS).
Ainsi pour estimer directement la matrice B, on peut considérer la fonction de cott quadratique
suivante :

N,
c¢?(B,{D,}) = ZHBMiBH—DiH?. (3.4)
=1

)

Pour des raisons de simplicité, dans la suite, c’est cette fonction de cofit C( . que nous utiliserons.

(2)

Cela vient du fait que dans ce cas la, la minimisation de C,,, par rapport aux matrices D;, i €
{1,..., Np»} posséde une solution directe quand la matrice B est fixée. Mais tout d’abord commencgons
par introduire quelques notations utiles. Considérant une matrice carrée (N x N) M telle que

My M2 ... My,
M — Mgl ’ (3.5)

My Mo .. M,
ot M; pour tout 4,5 = 1,...,r sont des matrices (n; x n;) (et n1 + ...+ n, = N). En introduisant
le vecteur suivant n = (n1,ns,...,n,), les opérateurs matriciels Bdlag y{-} et OffBdiag(,){-} sont

respectivement définis de la maniere suivante pour une matrice carrée M (M;j) -

Mi; 012 ... Oy,
Bdiag ) {M} = O e (3.6)
Orl 07“2 Mrr
017 Mz ... My,
| M2 :
OffBdiag(,){M} = M — Bdiag(,) {M} = . (3.7)
Mrl Mr2 Orr
En définissant
D; —argmmedc( ,{D;}), (3.8)

on trouve assez facilement, en utilisant les propriétés rappelées au niveau de I’annexe 2, que :
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Nm N,
Chi(B.{D}) = 3 [BM;B” — Di[[} = 3~ tr{(BM;B" — D;)" (BM;B” — D;)}
i=1 i=1
N
= > u{BM/B"BM;B” - D//BM;B” - BM/B”D, + D/'D;}.  (3.9)
i=1
9 _,(2) H A . Hy s
a—DideC(B7 {D;}) =-2(BM;B" —D;)=0=D, = Bdlag(n){BMiB b} Vi=1,...,Npy, (3.10)
puisque les matrices D; pour tout ¢ = 1,..., Ny, sont des matrices bloc-diagonales. Et finalement en

utilisant I'Eq. ([3.7), cela conduit a :

N
(B, {D;}) = Y || OffBdiag ) {BM:B } |3 % Cyic(B). (3.11)
=1

Enfin, de la méme maniére que pour la DC, il possible d’utiliser une troisiéme fonction de cofit définie
comme [97] :

N,
1 m
Chl(B) = 5 > log det (Bdiag(n){BMiBH }) — log det (BM,B") , (3.12)
=1

Le cas d’une matrice B unitaire a été traité dans [13] et [37]. La solution proposée est obtenue en
minimisant la fonction de cotit Cpy.(B) par rapport a I'ensemble des matrices unitaires alors para-
métrées comme un produit de matrices de rotation (ou matrices de Givens). L’algorithme résultant
est de type Jacobi [65]. L’idée clé est la méme dans [I3] que dans [37], toutefois, les approximations
faites au niveau de la fonction de cotit différent. Il en résulte donc deux algorithms différents. Les
auteurs montrent que la minimisation de la fonction Cpq.(B) revient & la maximisation sous contrainte
(BB = I) d’'une forme quadratique. Elle peut étre parachevée en utilisant les multiplicateurs de
Lagrange, ce qui se raméne, aprés calcul, & la résolution d’un polynéme de degré six dans le cas des
matrices complexes ou d'un polynéme de degré quatre dans le cas de matrices réelles. Dans [52],
C. Févotte et F.-J. Theis ont proposé des stratégies quant a la maniére d’initialiser cet algorithme
afin d’en assurer la convergence vers une bonne solution. Notons qu’il existe une autre solution au
probléme de la BDC sous contrainte unitaire présentée dans [37]. Elle repose sur des approxima-
tions tensorielles de rang un. Remarquons enfin que la fonction de coftit CZSSZ(B) a été inroduite dans
[97] afin de bloc-diagonaliser conjointement un ensemble de matrices définies positives et a symétrie
hermitienne, sans contrainte d’unitarité sur la matrice recherchée.

Notre objectif est de proposer des alternatives aux algorithmes précédents en nous affranchissant de
la contrainte d’unitarité et en considérant des ensembles plus généraux de matrices. Les matrices que
nous considérons ne sont en effet pas nécessairement réelles, ni nécessairement a symétrie hermitienne,
ni non plus forcément définies positives.

3.1.3 Lien entre la BDC et la DC

Notons que lorsque les matrices n; x n; D; j; pour tout j € {1,...,r} et pour tout i € {1,..., Np,}
se réduisent & des scalaires, i.e n; = 1 pour tout j € {1,...,r} impliquant par conséquent que
r = N, nous retombons alors sur un probléme de diagonalisation conjointe. En fait, I'opérateur de
zéro bloc-diagonalisation se simplifie alors en :
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ot M = (M;j), 1y est la matrice de dimension (/N x V) dont toutes les composantes sont égales & 1
et §;; = 1 si ¢ = j et 0 sinon. L’opérateur BDiag(l){-} est alors généralement noté, tout simplement,

Diag{-} :
BDiag(1){M} = ((d;5)M;;)1n = Diag{M} = M — OffDiag{M}.

Ainsi, la fonction de coiit Cpq.(B) (resp. Cézi(B)) se simplifie alors en Céi)(B) (resp. Céi)(B)) laquelle
était donnée au niveau de 'Eq. 37 (resp. Eq. [4.38)).

Dans le cadre de la séparation aveugle de sources, les algorithmes de diagonalisation (resp. bloc-
diagonalisation) conjointe sont utilisés afin d’estimer la matrice de mélange (ou la matrice de sépara-
tion) dans le cadre des mélanges instantanés (resp. dans le cadre des mélanges convolutifs) de sources

(§2.1.2).

3.2 Algorithme de BDC basé sur une optimisation algébrique de la
fonction de cott Cyy.(B)

Pour estimer le bloc diagonaliseur conjoint B, la premiére des quatre solutions que nous ayons pro-
posée [57][55][56], et que nous noterons JBDajg dans la suite, consiste en un algorithme de type
algébrique. Il passe par une ré-écriture de la fonction de cott Cpg.(B) donnée au niveau de I'Eq.
B.I1 sous une forme quadratique dépendant a la fois des matrices M; € CM*M 4 ¢ {1,...,N,,}
et des vecteurs ligne ou colonne de la matrice B. Sous ’hypothése d’inversibilité des matrices M;
de I'ensemble M & bloc-diagonaliser conjointement, cette forme matricielle quadratique posséde par
construction la propriété d’étre de rang un. Minimiser la fonction de coiit Cpq.(B) revient alors a
chercher les vecteurs propres associés aux plus petites valeurs propres de la forme matricielle qua-
dratique. Cet algorithme de bloc-diagonalisation conjointe (non-unitaire) posséde 'avantage de ne
plus requérir '’hypothése de symétrie hermitienne sur laquelle reposent la plupart des algorithmes de
décompositions matricielles conjointes. La solution que nous proposons est générale en ce sens qu’elle
permet de considérer le cas d’un ensemble de matrices complexes. Notons encore que cet algorithme
est une extension de 'algorithme de DC proposé par E.-M. Fadaili et al. dans [44], algorithme noté
JDa. En d’autres termes, cela signifie que lorsque les matrices n; xn; D; j; pour tout j € {1,...,7} et
pour tout i € {1,..., Ny, } se réduisent a des scalaires, i.e n; = 1 pour tout j € {1,...,r} impliquant
r = N, alors l'algorithme JBDajg n’est rien d’autre que l'algorithme JDA.

3.2.1 Principe de ’algorithme JBDj

En posant B = [By,Bo,...,B,]T, ot les B;,j € {1,...,r} désignent les 7 matrices bloc de taille
nj x M, la fonction de cotit Cpq.(B) décrite au niveau de I’'Eq. BI1l peut étre ré-écrite de la facon
suivante :

Ny ng 7y T

Np, r
Coac(B) =Y D HBzMzBJHHQF => >3 by M;(b7) 7, (3.13)

i=14,j=1(i#j) i=1 m=1n=1ij=1(i#j)
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ol b}l pour tout n € {1,...,n;} désigne le n-éme des n; vecteurs ligne de la matrice B;, pour tout
je{l,...,r}. Ainsi:

Np M1

Coac(B) = z; Zl Z(; ) (b]"M; (b)) (b]"M; (b} )
[ m,n=11q 5=1(i#j

= zm: ii Z b"M; (b?) b ME (b H
i=1 mn=14,j=1(i#j)
Nj Nm

:iibr Z > ML) oM | (b7

m=1 =1 j=1(j#i) n=11i=1

= Z > bQi(By) (b1, (3.14)

m=1 i=1

ot Q;(B7) = >2i_1(j4) S S Mz(by)H b?M{I est une matrice a symétrie hermitienne. Comme
(b;-”)Hb? est de rang un, pour tout j = 1,...,7 et pour tout n = 1,...,n;, la matrice Q;(B;) posséde
N — (r—1)n; = n; vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles®. Si bien que la minimisation
de cette forme quadratique sous la contrainte de la norme unité peut étre effectuée par la recherche
des n; vecteurs propres associés aux n; plus petites valeurs propres de Q;(B;). Cependant comme
la matrice Q; pour un ¢ donné dépend elle-méme des vecteurs ligne de la matrice B, nous proposons
donc d’utiliser une procédure itérative.

En résumé, le principe de 'algorithme de BDC (non-unitaire) JBDajg que nous proposons afin d’es-
timer le bloc-diagonaliseur conjoint B est fourni au niveau du Tab. BTl :

Données & initialisations :
Considérer les N,, matrices de I'’ensemble M : M, Ma, ..., My, .
Initialiser B(?) (dans le cas carré (M = N), on peut par exemple initialiser par B(®) = I,).
Pourl=1,2,...

Pour n=1,...,n;

Calculer la matrice Qi(Bzg)).

FinPour
Chercher les n; plus petites valeurs propres )\gn(l),m € {1,...,n;} et les vecteurs propres
associés b m e {1,...,n;} de la matrice Qi(Blg)).
Arréter aprés un certain nombre d’itérations ou quand |)\§”(l) — Xi”(l*l)| < € avec € seuil
positif de faible valeur.
FinPour

TABLE 3.1 — Principe de I'algorithme de BDC basé sur une optimisation algébrique d’un critére de
type moindres carrés : JBDpq.

1. La, nous supposons que les matrices M;, Vi = 1,..., N,,, a bloc-diagonaliser conjointement sont définies positives.
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3.3 Trois nouveaux algorithmes de BDC basés sur des approches de
type Gradient

Dans le but de bloc-diagonaliser conjointement un ensemble de matrices complexes pouvant ne pas
étre définies positives, nous présentons trois nouveaux algorithmes de BDC. Ces algorithmes sont tous
trois basés sur une approche de type gradient. Le premier algorithme que nous allons décrire repose
sur un calcul approché du gradient matriciel du méme type que celui suggéré par A. Yeredor et al.
dans [T18] dans le cadre de la diagonalisation conjointe. L’algorithme qui en résulte peut d’ailleurs étre
vu comme une généralisation de l'algorithme de DC DOMUNG (nom que lui ont donné ses auteurs).
Dans un second temps, le calcul exact du gradient matriciel est conduit, permettant ’écriture de
deux nouveaux algorithmes de BDC, I'un basé sur un schéma d’optimisation de type gradient, le
second basé sur un schéma d’optimisation de type gradient relatif. Ces deux algorithmes améliorent
I'algorithme basé sur un calcul approché (soit en terme de vitesse de convergence soit en terme
de performances). Pour chacun de ces trois algorithmes, nous étudions les versions a pas? optimal
afin d’en accélérer la convergence. Cela signifie que le pas d’adaptation est calculé algébriquement a
chaque itération ce qui équivaut finalement a la recherche des racines d’un polynéme (de degré trois
dans notre cas).

L’avantage principal de ces trois algorithmes est d’étre plus généraux (les matrices considérées peuvent
étre complexes, elles ne sont pas nécessairement définies positives ni forcément & symétrie hermitienne
et le bloc-diagonaliseur recherché peut étre une matrice unitaire ou non-unitaire).

3.3.1 Principe de l’algorithme JBDapp_Graq fondé sur un calcul approximé du gra-
dient matriciel

3.3.1.1 Version a pas fixe

Tout d’abord, afin d’assurer le fait que la matrice recherchée B soit inversible, elle est mise a jour a
chaque itération m selon la régle suivante (voir [121]) :

B = (Iy + Wm=D)Bm=1 vy =12 (3.15)

ott B est une matrice initiale, B(™) est estimée de B a la m-éme itération, W(™=1) est une matrice
zéro bloc-diagonale suffisamment petite (en terme de la norme de Frobenius) et Iy est la matrice
identité.

Notons Mgm) = Bm=UM;B™=DH pour tout @ = 1,..., Ny, et pour tout m = 1,2,..., ainsi a
chaque itération la fonction de coiit Cpq.(B) donnée au niveau de I’'Eq. Bl peut alors étre exprimée
en fonction de W1 plutot que de B™).

Nous avons donc :

Nm m 2
Coae( WD) = 3 ||OffBdiaguy { (T + WO D)M{™ Iy + WD)} (3.16)
=1

ou tout simplement :

(m) () ef g~V - (m) Hy |
ch (W) £y HOfFBduag(n){(I + WM™ (I + W) }HF .
La matrice W est alors mise a jour & chaque itération selon la régle d’adaptation suivante :

wm) — _Mvcbdc(w(m—l)) Ym=12,..., (3.17)

2. On dit également coefficient d’adaptation.
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ou  est le pas d’adaptation et VC’de(W(m_l)) représente le gradient matriciel complexe défini comme
[95] :
9 6dec(W(m*1))

vcde(W(m_l)) - OW (m—1)*

Ym=1,2.... (3.18)

(m)
On montre alors que le gradient matriciel complexe VCEE;Z) (W) = 2%@ de la fonction de cott

CIEZZ) (W) est donné par (la démonstration de ce résultat est fournie au niveau de 1’Annexe 2) :

N
e (w) =43 (B D™ + wp™ D™ + B WE; + WE™" W D"
i=1

+ WEWHWE™ L pmwWHD™H 4 DMWHAWEH 4+ WD§’“>WEH) . (319)

ol ng) et Egm) désignent respectivement la matrice bloc-diagonale et la matrice zéro bloc-diagonale

construites & partir de Mgm), c.a.d. Mgm) = Egm) + ng). L’expression donnée au niveau de I’Eq.
B.I9 est alors introduite au niveau de ’algorithme de gradient donné par 'Eq. BI7 Afin d’accélérer la
convergence de 1’algorithme, le pas optimal peut étre calculé algébriquement & chaque itération. Pour
cela, nous devrions normalement calculer CISZZ)(—,LLVCIEZZ) (W)), toutefois, nous nous contenterons ici
de ne calculer que Cégz)(—,uF(m)) avec la matrice F(™) = Ofdeiag(n){VCég? (W)}. Nous utilisons la
matrice OfFBdiag(n){VCégé) (W)} plutot que la matrice VCISZ?(W) du fait que W est une matrice
suffisamment petite (en terme de norme) et zéro bloc-diagonale. Par conséquent, seuls les blocs hors
diagonale participent a la descente de I'algorithme.

3.3.1.2 Version a pas optimal

Nous cherchons maintenant le pas optimal p qui assure la minimisation de la fonction de cotlt
Céz) (— MF(m)). Ce pas d’adaptation est déterminé par la recherche des racines d’un polynéme d’ordre

trois obtenu par la dérivation du polynéme d’ordre quatre CIEZZ)(—;LF(”‘)).

Cy) (=P ™) = af™ + o™+ af™p? + " + o i, (3.20)
b (a: )~ 4ol + 30+ 20+ o, (3.21)

ot les coefficients az(lm), agm), agm), agm) et aém) sont donnés par (le calcul détaillé des coefficients est

présenté au niveau de I’Annexe 2) :

Npm,
af" = e {EMEM (3.22)
=1
N,
of™ = =3 w {EDF + FD™) + (DWEFT + FD)TE™ ) (3.23)
=1

Nm
af™ =3 w {EFEMET 4 FE IR
=1
+ (DIFH 4 FD™)H (DM FH Fng))} (3.24)
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Np,
af" = =3 e {(DIF + FD[")FEFY + FEET(DMFT + FD™)L (3.25)
=1

Nm
af" =3 e {FEFIFEET (3.26)
i=1

Le pas optimal p correspond & la racine du polynéme donné par ’Eq. B.21] qui donne le minimum au
niveau du polyndéme donné par I’'Eq.

En résumé, le principe de 'algorithme de BDC (non-unitaire) JBDapp—Grad reposant sur une approche
de type gradient, mais dans laquelle le gradient matriciel est approximé, est fourni au niveau du Tab.

B.2:

Données & initialisations :
Considérer les N, matrices de I’ensemble Mgo), Méo), . ,MS\?T)H.
Initialiser W) = 0 et B(Y) (dans le cas carré (N = M), on peut par exemple initialiser
par BO) = In).
Pour m=1,2,...
Pour:=1,...,N,,
Calculer Mgm) par :
-1 -1 —1)H
M = Bm-Dp (D m-1H

(3

Calculer VCISZZ) (W) dont l'expression est donnée au niveau de 'Eq. B.19
FinPour

Affecter FM) = —OffBdiag ) {VCLy (W)}.

Calculer les coefficients du polyndéme a[()m) - ,aflm) grace a (3.22), 323), (3:24), (3:29) et
B.26).

Calculer le pas optimal p par la recherche de la racine de la dérivée donnée par I'Eq. B.2T]
du polynéme d’ordre 4 exprimé au niveau de I'Eq. qui donne le minimum dans ce
polynoéme.

Affecter W™ = F(™) et B = (Iy + Wm=1D))B(m—1),

Arréter aprés un certain nombre d’itérations ou quand |[B™ — B~ | < ¢ avec ¢ seuil
positif de faible valeur.

FinPour

TABLE 3.2 — Principe de I'algorithme de BDC basé sur une approche de type gradient, le calcul du
gradient matriciel étant approximé : JBDapp—Grad-

3.3.2 Principe des deux algorithmes JBDg.4, et JBDgrg4, fondés sur un calcul
exact du gradient matriciel

3.3.2.1 Versions a pas fixe

Nous présentons dans ce paragraphe deux autres algorithmes de BDC basés sur des approches de type
gradient (absolu) et de type gradient relatif. Le calcul du gradient matriciel est cette fois-ci exact.
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Nous commencons par étudier les versions a pas d’adaptation fixe (notées respectivement JBDgyad,
et JBDGradg ). La matrice B est ré-estimée a chaque itération m (on la note B(™). Ainsi, la fonction
de coiit Cpye(B) s’exprime a chaque itération de la fagon suivante :

N
Coac(BU™) =) " ||OffBdiag ) {B"™ MBMH |17,
i=1

ou plus simplement : Cyy (B) < SN || OffBdiag ) {BMiB } 3.

La matrice B recherchée est mise a jour a chaque itération au moyen de la régle d’adaptation suivante :
B0 — B D) _ 1V, Chue (B<m*1>) : (3.27)

ol L, est un réel positif de faible valeur (pas d’adaptation) et V,Cpgc (B(m_l)) représente le gradient
matriciel (absolu) complexe obtenu par la méme relation que celle donnée au niveau de I'Eq. BI8
Dans le but d’assurer I'inversibilité de la matrice B recherchée et ainsi la stabilité de ’algorithme
(a faible pas d’adaptation), on peut utiliser un autre schéma d’optimisation légérement différent et
portant le nom de gradient relatif [17] :

B™ =B _ |V, Chae (B(m—l)) B(m—1)
=BV, v,cin V(BB = (Iy — 1, V,Cpp  (B) B, (3.28)
ou
V. (B) = VaCyy (B)(BI™). (3.29)
La matrice de gradient complexe VaCzE;lnc) (B) de la fonction de cotit quadratique Cé;nc) (B) est calculée
au niveau de ’Annexe 2. On y démontre qu’elle est égale a :

Nm H
Vo (B) =2 |3 OffBdiag ) {BM,BY }BMY + (OfFBdiag(n){BMiBH}> BM;
=1

. (3.30)

Cette équation est utilisée au niveau de l'algorithme du gradient décrit par 1'Eq. de méme
qu’au niveau de 'algorithme du radient relatif décrit par I’'Eq. B28 En résumé, le principe des deux
algorithmes de BDC (non-unitaires) JBDgyad, €t JBDgGrad, fondés sur une approche de type gradient
(absolu) et de type gradient relatif est fourni au niveau des Tab. B3] et 3.4 :

Données & initialisations :
Considérer les N, matrices carrées M;,May,..., My, .
Choisir une initialisation de la matrice recherchée B(9) et fixer un pas d’adaptation La-
Pour m=1,2,...

Calculer VaCéZé)(B) dont I’expression est donnée au niveau de I’Eq.

Affecter B(™) = B™~=1 — 1y, V,Cpq (B(m~D).

FinPour

TABLE 3.3 — Principe de 'algorithme de BDC fondé sur une approche de type gradient (absolu), le
calcul du gradient matriciel étant exact, JBDgrad, -
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Données & initialisations :

Considérer les N,,, matrices carrées M;,Ma,..., My, .
Choisir une initialisation de la matrice recherchée B(©) (par exemple, dans le cas carré
(N = M) on peut choisir B = 1I,) et fixer un pas d’adaptation f,.
Pour m=1,2,...

Calculer VaCISdmc (B) dont I'expression est donnée au niveau de 1'Eq. B30

Calculer VTC&Z (B) dont I'expression est donnée au niveau de 'Eq. B.29

Affecter B(™ = B — 1, ¥,Cpqe (B(m_l)) B(m—1),

FinPour

TABLE 3.4 — Principe de l'algorithme de BDC fondé sur une approche de type gradient relatif, le
calcul du gradient matriciel étant exact, JBDgradg -

3.3.2.2 Recherche des pas optimaux : algorithmes JBDgrad, o €t JBDGradg r
Afin d’accélérer la convergence des deux algorithmes précédents JBDGyad, €t JBDgGradg il est possible
de calculer le pas optimal piop. Il est déterminé algébriquement & chaque itération par le calcul de

Chde (Fgm)> pour 'algorithme de gradient (absolu) et par le calcul de Cpqe (Fgm)> pour lalgorithme
de gradient relatif, ou Fgm) =B —uaVaCé;nc)(B) et ol F;m) =B —MTVTCZSZZ)(B)B. Il convient ensuite
de rechercher le pas permettant de minimiser la fonction de cotit Cyge (Fgm)) (resp. Chde <Fém))) par

rapport & p dans ce cas la. Ce pas d’adaptation optimal, fip, est déterminé par la recherche des
racines d’un polynéme d’ordre trois obtenu comme la dérivée d’un polynéme d’ordre quatre en p
dont les coefficients sont exprimés par (voir la démonstration donnée au niveau de I’Annexe 2) :

Npm,
af” =3 (vec(M;)) " PTpoaPvec(M;), (3.31)
i=1
Npm,
o™ = =3 (vec(M;)! (PTpaQ” + QTpaP™) vec(M,), (3.32)
=1
Npm,
aém) = Z(vec(Mi))H (PTBOHRH + QTp.sQ + RTBOHPH) vec(M;), (3.33)
=1
Np,
a:(,)m) = - Z(Vec(Mi))H (QTBOffRH + RTBofoH) vec(M;), (3.34)
=1
N’IYL
o™ =" (vee(M;)) " RTposR ™ vec(M,), (3.35)
=1
avec
p—BT o BY (3.36)
H T
Q=B"o (V. B) + (v B)) oB” (3.37)

R = (vacgd’"j(B))T ® (vacggy(B))H (3.38)
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ot ® désigne le produit de Kronecker [14] et 'opérateur de vectorisation vec(-) appliqué a la matrice
M permet la concaténation de ses colonnes en un vecteur colonne, c.d.d. pour toute matrice carrée
M € CM*M '] est défini par le vecteur de dimension M? x 1 :

My
My M ... My M
: Mo

Mo | M ey = | T ] (3.39)
My My2 ... Mym M2
My

Les matrices de transformation Tpjag et Tgog de dimension N 2% N? sont définies de la facon suivante :

TDiag = diag{veC(BDiag(n){lN})}a (340)
Tgoft = In2 — Thiag, (3.41)

ot Iy2 = Diag{1y2} est la matrice identité de dimension N? x N2 et diag{a} est la matrice carrée

diagonale contenant les éléments du vecteur a.

. . . o OChac (Fim)) . . .
Le pas optimal fi0,¢ correspond a la racine du polynéme —; — qui donne le minimum au niveau

du polynoéme Cpge <F§m))

Notons que Cpqe (Fgm)> est également un polynoéme d’ordre 4. La fonction Cpge (Fgm)> est exprimée

par
Chde (Fém)> = al” + ol p+ alu? + ol + o (3.42)
et par conséquent, sa dérivée est donnée de la facon suivante :

OCpae (FS™
c“)(,u> = 4614(17:)#3 + SQgZL)uQ + 2a§T)u + al™ (3.43)

1r >
ou les coefficients ag,, ai,, aor, as,, a4 ont les mémes expressions que celles trouvées au niveau des
Eq. B3], B:32] B:33] B34 et B35 & cette différence pres que la matrice Q (Eq. [57) est remplacée par
la matrice :
_nT (m) " (m) T H

Q. =B"e (v,c"®B)B) +(v.cB)B) =B, (3.44)

et la matrice R (Eq. [£58) par la matrice :
_ (m) 4 (m) "
R, = (ViCp (B)B) @ (V,Cpy, (B)B) . (3.45)

En résumé, le principe des deux algorithmes de BDC (non-unitaires) & base de gradient (absolu) et
relatif & pas optimal JBDgGrad, » €t JBDGradg x st donné au niveau du Tab. et du Tab. :
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Données & initialisation :

Considérer les N,,, matrices carrées My, My, ..., My

Choisir une initialisation de la matrice recherchée B(®) (par exemple, dans le cas carré
(N = M) on peut choisir B = T/).
Pour m=1,2,...

Calculer VGCIEZZ)(B) dont I'expression est donnée au niveau de 'Eq. B.300

Calculer les coefficients du polynéme a((]m), . ,aflm) grace a (331), (3:32), (333), (339)
et (B:35).
(

Calculer le pas optimal ,uogf

1)

par la recherche de la racine de la dérivée du polyndéme

Chdc (Fgm)) d’ordre 4 qui donne le minimum dans ce polynome.

Affecter BO™) = BU"D — 4770, Chae (BO"Y).

opt
Arréter aprés un certain nombre d’itérations ou quand |B"™ — B~ | < ¢ avec ¢ seuil
positif de faible valeur.

FinPour

TABLE 3.5 — Principe de I'algorithme de BDC a base de gradient a pas optimal : JBDgGradg -

Données & initialisation :

Considérer les Ny, matrices carrées M, Ma, ..., My, .
Choisir une initialisation de la matrice recherchée B(©) (par exemple, dans le cas carré
(N = M) on peut choisir B = 1;).
Pour m=1,2,...

Calculer VaCé;nc)(B) dont I'expression est donnée au niveau de 1'Eq.

Calculer VTC&Z)(B) dont Pexpression est donnée au niveau de I'Eq. B.29.

Calculer les coefficients du polynéme aéT), e ,aflT) grace a (331), (3:32), (333), (3:39)
et (B:35) en remplagant Q par Q, et R par R,.

Calculer le pas optimal p(()?t*l) par la recherche de la racine de la dérivée donnée par
I’Eq.B43]du polynéme d’ordre 4 exprimé au niveau de I’'Eq.[B.-42 qui donne le minimum
dans ce polynéme.

Affecter B(™ = Bm=1) — ,(m=Dy ¢, (Bm=1) Bm-1),

opt
Arréter aprés un certain nombre d’itérations ou quand |[B(™) — B~ | < ¢ avec ¢ seuil
positif de faible valeur.

FinPour

TABLE 3.6 — Principe de I'algorithme de BDC a base de gradient relatif a pas optimal : JBDGradg g-
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3.4 Simulations informatiques et résultats numériques

3.4.1 Cas général de la BDC d’un ensemble de matrices complexes

Nous commengons par considérer des ensembles D (construits) de N, (N, € N*) matrices carrées, de
taille N x N, complexes, exactement bloc diagonales. Ces matrices sont générées aléatoirement : les
différentes composantes de ces matrices (partie réelle et partie imaginaire) suivent une loi Gaussienne
de moyenne 0 et de variance 1. Dans un second temps, ces matrices sont perturbées par un bruit
additif afin de s’écarter de I’hypothése de bloc-diagonalité. Dans ce cas 14, une matrice complexe dont
les termes aléatoires (parties réelle et imaginaire) sont tirés selon une loi Gaussienne de moyenne 0 et
de variance af est ajoutée a la matrice précédente. Un rapport signal a bruit (RSB) peut alors étre
défini en dB comme RSB = 1010g(0—15).

Afin de pouvoir juger de la qualité de lestimation de la matrice B (bloc-diagonaliseur conjoint
commun a toute les matrices de I’ensemble M), nous utilisons l'indice de performance lcon (G)
décrit au niveau de I'Eq. [[38 Nous rappelons que la matrice produit G vaut, dans notre cas,
G = BA. Quand lestimation est parfaite, 'indice de performance doit tendre vers —co en échelle
logarithmique (0 en échelle linéaire). Quand lIcony(+) est donné en dB, il est défini comme lcony(-) dB

=10 log(IConv('))'

Convergence des algorithmes

Nous considérons dans un premier temps M = N =9 (la matrice A est carrée) et r = 3 (n; = 3 pour
tout j = 1,...,3). La matrice A est choisie de maniére aléatoire selon une loi uniforme de moyenne
0 et de variance 1 sur 'intervalle [—1, 1]. L’ensemble M des matrices considérées M;, i = 1,..., Ny,
est constitué de V,,, = 100 (resp. 20) matrices complexes de taille M x M.

Au niveau de la Fig. Bl nous avons tracé I’évolution de l'indice de performance lcony(-) en dB en
fonction du nombre d’itérations dans le cas ou les matrices de ’ensemble D sont quasiment bloc-
diagonales (RSB = 100 dB) pour l'algorithme de BDC fondé sur une approche de type gradient
(absolu) qui a été présenté au niveau du §3.3.2] Les deux versions de l’algorithme sont comparées :
celle & pas d’adaptation fixe JBDgGrad, (§3.3.2.1]) et celle a pas optimal JBDGradg , (§3.3.2.2)). Deux
cas sont par ailleurs étudiés : sur la courbe de gauche, ’ensemble & bloc diagonaliser conjointement
est constitué de NV, = 100 matrices tandis qu’a droite de cette méme figure, I’ensemble étudié n’est
plus constitué que de N,,, = 20 matrices.

Au niveau de la Fig. B3] nous nous placons dans les mémes conditions sauf que cette fois, nous
nous intéressons & 1’ algorithme de BDC fondé sur une approche de type gradient relatif que. Les
deux versions de 'algorithme sont comparées : celle & pas d’adaptation fixe JBDgrad, (§3.3.2.1)) et
celle & pas optimal JBDGrad, , (§3.3.2.2)). Deux cas sont également étudiés : sur la courbe de gauche,
I’ensemble & bloc diagonalisér conjointement est constitué de N, = 100 matrices tandis qu’a droite
de cette méme figure, ’ensemble étudié n’est plus constitué que de N,, = 20 matrices.

Notons que dans les versions des algorithmes & pas d’adaptation fixe, 'indice de performance lcony(-)
est tracé pour différentes valeurs des pas d’adaptation u, et .. Pour des valeurs du pas d’adaptation
plus élevées que la valeur la plus grande présentée ici, on observe la divergence des algorithms.

Au niveau de la Fig.[3:2] nous avons représenté 'indice de performance lcony(+) pour les deux versions
de l'algorithme & base de gradient (absolu) JBDgyad, €t JBDGrado 4 €n fonction du nombre d’itérations
dans le cas ol les matrices de I’ensemble D s’écartent de la bloc-diagonalité. Elles sont maintenant
perturbées par un bruit Gaussien additif et le RSB vaut 20 dB. Deux cas sont & nouveau étudiés. A
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gauche de la courbe, ’ensemble & bloc-diagonaliser conjointement est constitué de N,, = 100 matrices
tandis qu’a droite, cet ensemble ne contient plus que NV, = 20 matrices.

Enfin au niveau de la Fig. B.4] nous avons représenté I'indice de performance lcony(+) pour les deux
versions de l'algorithme a base de gradient relatif JBDgrady €t JBDgGrady x €n fonction du nombre
d’itérations dans le cas oil les matrices de ’ensemble D s’écartent de la byloc-diagonalité. Elles sont
maintenant perturbées par un bruit Gaussien additif et le RSB vaut 20 dB. Deux cas sont & nouveau
étudiés. A gauche de la courbe, ’ensemble & bloc-diagonaliser conjointement est constitué de N, =
100 matrices tandis qu’a droite, cet ensemble ne contient plus que N,, = 20 matrices.

A la vue de ces courbes, plusieurs constats peuvent étre faits. Tout d’abord nous vérifions qu’au fur
et & mesure que nous augmentons les valeurs des pas d’adaptation p, et pu,, la vitesse de convergence
des deux algorithmes & pas fixe (celui & base de gradient (absolu) JBDgyaq, €t celui a base de gradient
relatif JBDgradg) s’accélére. La valeur de f1, impliquant la convergence la plus rapide de I’algorithme
JBDgrad, sans entrainer sa divergence est différente de la valeur de p, donnant la convergence la
plus rapide de l'algorithme JBDgrad, (sans entrainer sa divergence). Si 'on continue d’augmenter
les valeurs de p, et p, (au deld des valeurs présentées ici), alors ces deux algorithmes se mettent a
diverger (la convergence des algorithmes JBDgrad, €t JBDgradg dépend donc du choix de la valeur du
pas d’adaptation).

Nous constatons également que les versions a pas optimal (dans lesquelles les pas d’adaptation p, et
y sont réévalués algébriquement a chaque itération) convergent nettement plus rapidement vers la
solution que les deux versions a pas d’adaptation fixe JBDgraq, €t JBDgradg Obtenues avec les valeurs
de pas d’adaptation les plus grandes possibles (sans que cela n’entraine la divergence des algorithmes).
Enfin, on constate qu’en général I’algorithme JBDGradO’ » est plus rapide que I'algorithme JBDGr;,,dQR7
mais au prix d’une baisse de performances, les meilleurs performances étant généralement atteintes
au moyen de 'algorithme JBDGradg g-

Dans un second temps, nous comparons la vitesse de la convergence des quatre algorithmes de BDC
proposés : ’algorithme basé sur un schéma d’optimisation algébrique JBDaj (détaillé au §3.11) et
les trois algorithmes fondés sur une approche de type gradient dans leur version & pas optimal
JBDapp—Grad (détaille au §3.3] et pour lequel le calcul du gradient matriciel est approximé) et les
algorithmes JBDgradg o €t JBDGrado g (pour lesquels le calcul du gradient matriciel est exact).

Au niveau de la Fig. B35 nous comparons I’évolution de l'indice de performance lcony(-) en dB ob-
tenu au moyen des quatre algorithmes JBDajg, JBDapp—Grad, JBDGradQA et JBDGrado,R en fonction
du nombre d’itérations dans le cas otli les matrices de ’ensemble D sont quasiment bloc-diagonales
(RSB = 100 dB). Pour la courbe de gauche, 'ensemble sur lequel nous travaillons est constitué de
N, = 100 matrices tandis qu’a droite nous ne considérons plus que NV, = 20 matrices. Au niveau de la
Fig.[3.6] nous représentons I’évolution de l'indice de performance lcony(-) en fonction du nombre d’ité-
rations pour les quatre algorithmes lorsque 1’on s’écarte de ’hypothése de bloc-diagonalité (RSB = 20
dB). A nouveau, pour la courbe de gauche, ’ensemble sur lequel nous travaillons est constitué de
N, = 100 matrices tandis qu’a droite nous ne considérons plus que N,, = 20 matrices.

Nous remarquons que l'algorithme algébrique est généralement le plus rapide des quatre, mais il est
aussi le moins performant (surtout dans un contexte bruité). En fait, il est trés sensible a I'initialisation
de la matrice recherchée (dans cet exemple, tous les algorithmes sont initialisés au moyen de la matrice
identité de taille M x M) et dépend du choix des matrices a bloc-diagonaliser (elles doivent étre
définies positives). L’algorithme JBDGrado i st celui qui donne les meilleures performances méme
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FIGURE 3.1 — Etude de la convergence des algorithmes a base du gradient (absolu) a pas d’adaptation
fixe JBDgGrad, €t & pas optimal JBDgrad, , dans un contexte quasiment non-bruité (RSB = 100 dB).
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FIGURE 3.2 — Etude de la convergence des algorithmes a base du gradient (absolu) a pas d’adaptation
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FIGURE 3.3 — Etude de la convergence des algorithmes & base du gradient relatif a pas d’adaptation
fixe JBDgGradg €t & pas optimal JBDgGrad,  dans un contexte quasiment non bruité (RSB = 100 dB).
Gauche (resp. droite) : lcony(G) en dB en fonction du nombre d’itérations pour un ensemble M de
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FIGURE 3.5 — Comparaison des algorithmes JBDajg, JBDApp—Grad, JBDGrado,A et JBDGradO’R dans un
contexte quasi non-bruité (RSB = 100 dB) pour le cas d'une matrice A carrée. Gauche : lcony (G)
en dB en fonction du nombre d’itérations pour un ensemble M de taille N,,, = 100 matrices (resp.
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matrices a droite).
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en contexte difficile : avec du bruit et avec un ensemble contenant relativement peu de matrices
a bloc-diagonaliser conjointement. Lorsque les matrices sont exactement bloc-diagonales et que le
nombre N, de matrices a bloc-diagonaliser n’est pas trop faible, les deux algorithmes JBDGradg 5 €t
JBDgGrado x convergent approximativement vers la méme solution. Ils sont basés sur un calcul exact
du gradiént matriciel alors que l'algorithme JBDapp—_Grad repose sur un calcul approché. Comme
on pouvait s’y attendre, c’est 'algorithme JBDgyaq, , qui conduit aux meilleures performances quel
que soit le contexte envisagé. Notons toutefois, qu;il est généralement le moins rapide des quatre
algorithmes.

Dans un second temps, nous nous plagons toujours dans les mémes conditions que celles de ’exemple
précédent a ceci prés que nous considérons maintenant le cas d’une matrice A rectangulaire (et non
plus carrée) de taille M x N (M =12, N = 8), la taille d’'un bloc est ici prise égale a n; = 4.

Au niveau de la Fig. B nous comparons les différents algorithmes JBDapp—Grad; JBDGrado €t
JBDGrado i €n tragant l'indice de performance lconv(+) en dB en fonction du nombre d’itérations. Les
matrices de I'ensemble D sont d’abord considérées comme quasiment bloc-diagonales (RSB = 100
dB). A gauche, nous représentons les résultats obtenus sur un ensemble de Ny, = 100 matrices tandis
qu’a droite nous fournissons ces mémes résultats sur un ensemble constitué de N, = 20 matrices. Au
niveau de la Fig. B8 nous fournissons I’évolution de l'indice de performance lcony(-) pour les trois
méme algorithmes en fonction du nombre d’itérations. Les matrices de I’ensemble D sont maintenant
perturbées par un bruit Gaussien et le RSB = 20 dB. A gauche, nous donnons les résultats obte-
nus sur un ensemble de N, = 100 matrices tandis qu’a droite, ce sont les résultats obtenus sur un
ensemble de N, = 20 matrices.

Ces courbes confirment bien le fait que les deux algorithmes basés sur un calcul du gradient matriciel
exact et non plus approché (JBDGradO’A et JBDGradO,R) conduisent a de meilleures performances que
I'algorithme JBDapp—Grad- On vérifie une nouvelle fois que 'algorithme basé sur une approche de type
gradient relatif JBDgradq g €st bien le plus robuste aussi bien vis-a-vis d’un écart par rapport a la bloc
diagonalité que vis-a-vis d’une réduction du nombre de matrices & bloc-diagonaliser conjointement.
Nous constatons encore (comme sur les exemples précédents) que les performances dépendent bien
de la taille N, de I'ensemble des matrices a bloc-diagonaliser. En augmentant la valeur de V,,, on
améliore les performances des algorithmes de BDC.

Etude des performances en fonction de la taille d’un bloc n;, du nombre de matrices IV,
et du RSB

Afin de continuer & illustrer le comportement des algorithmes proposés, nous présentons une nouvelle
simulation numérique consistant a étudier 1’évolution des performances en fonction de trois para-
metres : en l'occurrence la taille d’'un bloc n;, le nombre V,,, des matrices a bloc-diagonaliser et le
rapport signal a bruit (qui quantifie ici I’écart vis-a-vis de ’hypothése de bloc-diagonalité).

Nous considérons M = N = 12 (la matrice A est carrée complexe, sa partie réelle et sa partie
imaginaire sont générées aléatoirement selon une loi uniforme sur Uintervalle [—1, 1]). L’ensemble M
est constitué d’un nombre N,, variable de matrices allant de 20 & 100 matrices complexes de taille
M x M. Nous faisons également évoluer le RSB qui vaut respectivement 20, 100 dB et la taille d’un
bloc n; qui varie entre 1,3,4 et 6.

Les résultats obtenus en fonction de la taille d’'un bloc n; dans un contexte quasi non-bruité (resp.
bruité (RSB = 20 dB)) sont représentés au niveau de la Fig. (resp. Fig. BI0). La taille N,
de I'ensemble M et le RSB sont alors fixés. Sur cet exemple, on constate que les performances des
algorithmes de BDC proposés dépendent de la taille d’'un bloc n; considéré ou bien du nombre de
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blocs r = N B On constate également que les résultats obtenus auparavant restent valables méme si
l'on Change la taille d’un bloc : I'algorithme basé sur le gradient relatif a pas optimal JBDGradO g est
toujours celui qui donne les meilleures performances, suivi des algorithmes JBDGrado 5, JBDGraday,—crad
et JBDgrad Alg Les performances sont d’autant meilleures que I'on diminue la valeur de la taille d’un
bloc n;j. Notons que dans le cas particulier ot n; = 1, on retombe sur un probléme de diagonalisation
conjointe d'un ensemble de matrices. Comme nous ’avions déja évoqué précédemment, les quatre
algorithmes de BDC proposés peuvent servir pour résoudre le probléme de la DC. Dans ce cas 14, I’algo-
rithme JBDGrady, ¢quivaut alors a 'algorithme JDa présenté dans [44] et l'algorithme JBDgaq App—_Grad
équivaut alors a l’algorithme DOMUNG proposé dans [I18]. Nos deux autres algorithmes JBDgrado
et JBDgGradyr constituent deux nouvelles solutions au probleme de la diagonalisation conjointe non
unitaire.

Etudions maintenant le comportement des algorithmes proposés en fonction du nombre de matrices
N,, a bloc-diagonaliser conjointement tout d’abord puis en fonction du rapport signal & bruit en
travaillant cette fois a taille de bloc n; fixée.

Pour une taille de bloc n; = 3,4,6 donnée, I'indice de performance lcony(-) en dB est représenté
respectivement au niveau des Fig. B.1T] B.13 et en fonction de la taille N, de I’ensemble de
matrices considéré pour deux valeurs de RSB : 5 et 10 dB (a gauche), 70 et 100 dB (& droite).

Pour les mémes tailles de bloc, I'indice de performance lcony(-) en dB est représenté respectivement
au niveau des Fig. 312 B 14 et en fonction du rapport signal a bruit pour deux tailles d’ensemble
M de matrices a bloc diagonaliser conjointement : N,,, = 1 et 5 matrices (& gauche) et N,, = 60 et
100 matrices (a droite).

De fagon tout a fait logique, on constate que plus le RSB est favorable, meilleurs sont les résultats.
Sur des ensembles de matrices quasi bloc diagonales (RSB = 100 dB), on ré-estime quasiment le
bloc-diagonaliseur conjoint commun & toute les matrices de ’ensemble M puisque I ~ —120 dB. On
constate également que plus que le nombre N,, de matrices & bloc-diagonaliser conjointement est
grand, meilleurs sont les résultats. Finalement, de la méme maniére que sur les exemples précédents,
I’algorithme basé sur une approche de type gradient relatif & pas optimal est le plus stable et le plus
adapté a des situations défavorables (peu de matrices au niveau de ’ensemble M et écart par rapport
a 'hypothése de bloc-diagonalité).

3.4.2 Etude d’un cas particulier : la DC d’un ensemble de matrices complexes

Nous présentons un dernier exemple montrant l'intérét des algorithmes de BDC proposés et leur
efficacité a résoudre un sous-probléme de la BDC : la DC. Comme nous ’avons déja noté auparavant,
les algorithmes JBD g, JBDApp—Grad; JBDGradQA et JBDGradO’R peuvent étre utilisé & des fins non plus
de bloc-diagonalisation conjointe mais de diagonalisation conjointe d’un ensemble de matrices (on
rappelle que les algorithmes JBDajg et JBDapp—Grad constituent des généralisations des algorithmes
de DC JDa [44] et DOMUNG [118]).

Sur les mémes données que celles de l'exemple précédent, 1’évolution de l'indice de performance
Icom,(-)IZI en dB est donnée au niveau de la Fig. BI7 en fonction de la taille N, de I'ensemble de
matrices considérées pour deux valeurs de RSB : 5 et 10 dB (& gauche) et 70 et 100 dB (a droite).
L’évolution de l'indice de performance lcony () en dB est tracée au niveau de la Fig. B.I8 en fonction
du rapport signal a bruit pour deux valeurs de taille des ensembles considérés : Ny, = 1 et 5 matrices
(a gauche) et N, = 60 et 100 matrices (a droite).

3. En séparation de sources, le nombre de blocs r représente le nombre de signaux sources n.
4. Lorsque n; = 1, lconv(+) n’est rien d’autre que I'indice de performance proposé dans [86].
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On tire exactement les mémes conclusions de cette étude que celles tirées dans le cadre de la bloc
diagonalisation conjointe.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quatre nouveaux algorithmes permettant de résoudre le pro-
bléme de la bloc-diagonalisation conjointe (non-unitaire) d’'un ensemble donnée de matrices. Les
quatre algorithmes proposés sont itératifs et passent par 'optimisation d’une méme fonction de coiit
quadratique de type moindres carrés. Le premier algorithme noté JBDajg est fondé sur une optimisa-
tion algébrique tandis que les trois autres algorithmes utilisent une approche de type gradient & pas
optimal (le pas est alors recalculé algébriquement & chaque itération par la recherche des racines d’un
polynéme d’ordre trois). L'un, JBDapp—Grad, repose sur un calcul approximé du gradient matriciel
(en imposant la zéro bloc-diagonalité de la matrice W utilisée afin d’assurer I'inversibilité de la ma-
trice recherchée au niveau de I'Eq. B.T3)), les deux autres (JBDgGrado 5 €t JBDGradg z) Teposent sur un
calcul exact (le second de ces deux derniers algorithmes est fondé sur une variante de la méthode du
gradient : le gradient relatif). L’avantage majeur de I'algorithme a base de gradient relatif (JBDgradg
dans sa version a pas fixe et JBDGradQR dans sa version a pas optimal) est que l'inversibilité de la ma-
trice recherchée est assurée (lorsque le pas d’adaptation reste suffisamment petit). Ces deux versions
de cet algorithme sont par conséquent plus stables.

Tous ces algorithmes ont déja fait 'objet de publications [56][58][60] (un article est également en
soumission [59]) et possédent 'avantage d’étre généraux dans la mesure ou les matrices de ’ensemble
a bloc-diagonaliser conjointement peuvent étre réelles ou complexes, elles ne sont plus forcément a
symétrie hermitienne et le bloc-diagonaliseur conjoint recherché peut étre une matrice unitaire ou
non. Si les matrices considérées doivent étre définies positives dans le cas de 1'algorithme JBDayq,
cette condition est levée avec les trois algorithmes & base de gradient.

Enfin, & I'aide des simulations informatiques, nous avons montré I'efficacité des solutions suggérées.
Nous avons noté que l'algorithme JBDajg était le plus rapide, que l'algorithme JBDgrad, , €tait le
plus performant surtout en situation difficile (peu de matrices et beaucoup de bruits). Nous avons
également montré que ces algorithmes peuvent étre utilisés dans la résolution du probléme de la
diagonalisation conjointe (les algorithmes JBDajg et JBDapp—Grad sont des généralisation d’algorithmes
de diagonalisation conjointe proposés dans [44] et [118]).

Ces algorithmes trouvent des applications intéressantes aussi bien en séparation aveugle de mélanges
instantanés et convolutifs de sources qu’en traitement d’antenne : les matrices de ’ensemble & bloc-
diagonaliser conjointement pouvant alors étre des matrices de corrélation ou bien des matrices de
corrélation cyclique estimées, ou encore des matrices issues des distributions temps-fréquence spa-
tiales quadratiques ou bien des spectres temps-fréquence spatiaux quadratiques, etc... Comme nous
allons le voir au chapitre suivant, 'intérét majeur de ces algorithmes est qu’ils ne nécessitent plus
de blanchiment préalable des observations et qu’ils permettent donc d’atteindre des performances
souvent meilleures que celles obtenues au moyen de leurs homologues sous contrainte unitaire.



66

Chapitre 3. Nouveaux algorithmes de bloc-diagonalisation conjointes



Chapitre 4

Nouvelles approches de la séparation de sources

‘objectif principal de ce chapitre est de proposer des alternatives aux méthodes de séparation

de mélanges linéaires instantanés et convolutifs de sources déja existantes dans la littérature.

La plupart de ces méthodes opérent sous transformation unitaire et requiérent donc un blanchi-
ment préalable des observations. C’est pour pouvoir nous affranchir de cette étape de normalisation,
que nous avons donc cherché au niveau du troisiéme chapitre a construire de nouveaux algorithmes de
BDC sans contrainte d’unitarité sur la matrice recherchée. Un autre aspect de nos travaux concerne
I’élaboration de nouveaux détecteurs automatiques des points “utiles” permettant la construction des
ensembles de matrices devant étre (bloc) diagonalisées conjointement.
Ainsi, les méthodes que nous proposons pour résoudre le probléme de la séparation de mélanges
instantanés (resp. convolutifs) de sources combinent un des algorithmes de DC (resp. BDC) non-
unitaire aux nouveaux détecteurs de points utiles permettant d’élaborer I'ensemble des matrices
a (bloc) diagonaliser conjointement. Elles se décomposent alors toutes en trois étapes principales,
consistant a :

1. appliquer un opérateur bilinéaire matriciel £(c, 3)¥ aux observations (non blanchies),

2. sélectionner certains points («, 3) permettant la construction d’un ensemble de matrices pos-
sédant toutes une structure algébrique particuliére,

3. effectuer une décomposition matricielle conjointe de I’ensemble précédent afin d’estimer le sys-
téme mélangeant (et pouvoir éventuellement restituer les sources).

Les matrices de ’ensemble construit au niveau de la seconde étape possédent une structure qui dé-
pend du type de mélange considéré : elles correspondent & des matrices des sources bloc-diagonales
dans le cas d’'un mélange convolutif (resp. diagonales dans le cas d’'un mélange instantané). L’algo-
rithme de décomposition matricielle conjointe appliqué au niveau de la troisiéme étape dépend quant
a lui de la structure des matrices de I’ensemble considéré (construit directement ou bien a 1'aide d’un
détecteur de points particuliers). En d’autres-termes, lorsque ces matrices sont diagonales (resp. bloc-
diagonales) la décomposition matricielle utilisée n’est rien d’autre que la DC ou bien la décomposition
aux valeurs propres généralisées (resp. la BDC). Les nouvelles approches de SAS que nous proposons
possédent I'avantage d’étre générales (en ce sens que les sources peuvent étre aussi bien réelles que
complexes, déterministes ou aléatoires, et dans ce dernier car statistiquement mutuellement indépen-
dantes ou corrélées, i.i.d. ou non, stationnaires, cyclo-stationnaires ou non-stationnaires et le systéme
servant & mélanger ces sources n’est ni nécessairement réel ni forcément unitaire). Enfin, au moyen
de simulations informatiques, nous illustrons l'intérét de ces approches et les comparons aux autres
approches du méme type mais opérant sous transformation unitaire.

1. Le couple (a,3) peut étre un couple fréquence-retard (v,7), temps-retard (¢,7), temps-fréquence (t,v) et le
résultat de I'application de l'opérateur L£(«, 3) correspondant peut étre une matrice de corrélation, une matrice de
corrélation cyclique, une TTFL, un STFQ, TTFQ exprimés respectivement au niveau des Eq. [[41] [[.44] [£.66] £.72]
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4.1 Nouveaux détecteurs de matrices possédant une structure algé-
brique particuliére

Un deuxiéme aspect des travaux menés dans cette thése concerne 1’élaboration de nouveaux détec-
teurs automatiques de points utiles permettant de construire des ensembles de matrices devant étre
(bloc) diagonalisées conjointement. Que ce soit en contexte instantané ou en contexte convolutif,
toutes les méthodes de SAS fondées sur 'utilisation de RTFSQ ou de STFSQ, passent par une étape
préalable de sélections de points temps-fréquence “utiles”. En contexte instantané, de nombreux tra-
vaux sont dédiés au probléme de la détection automatique de points ¢-f particuliers permettant la
construction soit d’un seul ensemble (celui des matrices qui devront étre diagonalisées conjointe-
ment) soit de deux ensembles (ceux des matrices qui devront étre diagonalisées conjointement et
zéro-diagonalisées conjointement). Certains de ces détecteurs opérent sur données blanchies, d’autres
directement sur données non blanchies. La plupart des détecteurs suggérés dans la littérature [8][7][49]
[63]]64] [79][62][44] [L02] [107] exploitent les propriétés des transformées temps-fréquence spatiales bili-
néaires ou quadratiques et /ou la propriété de I'invariance de la norme de Frobenius et de la trace d’une
matrice sous transformation unitaire. En contexte convolutif, un premier détecteur a été proposé dans
[50].

Les deux détecteurs que nous proposons dans ce paragraphe possédent l'avantage d’étre généraux
en ce sens qu’ils peuvent étre appliqués & des matrices non nécessairement issues d’une transformée
temps-fréquence mais de maniére plus générale & des matrices issues de ’application d’un opérateur
bilinéaire matriciel quelconque. En outre, ils possédent comme autre avantage de ne plus requérir
d’étape préalable de blanchiment des données.

4.1.1 Formulation du probléme de la détection

Nous formalisons le probléme de la détection de points utiles de la maniére suivante. Considérons un
ensemble £ de matrices carrées Lx (o, §5;) € CMXM admettant toutes la factorisation suivante :

Lx (v, 3j) = HLg(ay, 8;)H (4.1)
ott les matrices Lx (v, 3;) et Lg(ay, 8;) € CV*N proviennent de 'application d’un méme opérateur
bilinéaire matriciel £L(c, 3) dépendant de deux paramétres réels o et 3. o et 3; désignent un couple
de deux composantes de « et 3. La matrice H € CM*¥ est une matrice rectangulaire de rang plein
(M > N).

Le probléme de la détection automatique consiste a chercher des points (o, §;) & partir uniquement
de I'ensemble M des matrices Lx (o, §;) pour lesquelles, les matrices Lg(cy, 3;) (correspondant aux
matrices Lx (o, §;)) possédent une structure bien particuliére. Elles peuvent étre par exemple :

> diagonales,

zéro-diagonales,

diagonales avec un seul terme non nul sur la diagonale et tous les autres termes nuls,
bloc-diagonales avec r blocs de taille @ x ) non nuls sur la diagonale,

bloc-diagonales avec un seul bloc de taille @ x @ non nul sur la diagonale et tous les autres blocs
nuls.

Les trois premiéres structures correspondent & ce que nous qualifions sous la terminologie suivante :
probléme de la détection en instantané; les deux derniéres correspondent par analogie a celui de la
détection en convolutif.

Y Y Y'Y

Dans le contexte de la séparation aveugle de sources, rappelons que le modéle instantané se déduit
du modele convolutif décrit au niveau de I'Eq. [L7 en considérant simplement comme valeur de L,
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L'etH:L=0,L =1et A=H. Nous adoptons donc pour la suite du document les notations du
modéle convolutif.

L’état de I'art en matiére de détecteurs de points utiles dans le cas ou le couple (o, 3) représente un
couple temps-fréquence (t,v) et les matrices Lg(c;, 3;) sont alors des matrices issues d'une TTFQ ou
bien un STFQ est présenté au niveau de la quatriéme Annexe de ce document.

4.1.2 Deétecteur en instantané dans un contexte non-blanchi

En nous appuyant sur les propriétés du rang d’une matrice, nous proposons un nouveau critére de
détection de points particuliers permettant la construction de I’ensemble des matrices devant étre
diagonalisées conjointement. Ce critére est fondé sur Iidentification des matrices Lg(cy;, 8;) diagonales
possédant un seul terme non-nul sur la diagonale. Il généralise ainsi les deux détecteurs en instantané
Cu,F,Inst €t CLinst présentés au niveau de I’Annexe 4 de ce document. La différence majeure vient du
fait que les hypothéses de sources indépendantes ou quasi-disjointes dans le plan temps-fréquence ne
sont plus nécessaires pour ce nouveau détecteur. Pour que 'existence de telles matrices soit assurée,
nous imposons '’hypothése de travail suivante :

Hp. Il existe au moins un couple de points (a;, §;) auquel est associé une matrice Lg(cy, §;) dia-
gonale avec un seul terme non-nul sur la diagonale. De tels points existent pour toutes les
possibilités de matrices diagonales avec un seul terme non nul sur la diagonale.

Dans le cas ot 'opérateur matriciel utilisé est une RTFSQ ou bien un STFSQ, 'hypothése précédente
équivaut a :
Si Dg,s,(t,v) = (Ds(t,v));;, I(tk, vk) tels que Dg, g, (tk, vk) = 0;,; D j 1 tels que Vj et Vi, 3 au
moins un k, tel que D;; # 0 avec 6; j = 1 si i = j et 0 sinon.
Remarquons qu’ici 'hypothése Hp remplace en quelque sorte I’hypothése classique de “sources aléa-
toires indépendantes”. Il est évident qu’une propriété discriminante “connue” portant sur les signaux
sources est toujours requise deés lors que 1'on envisage la séparation de sources en aveugle. Ici, on
considére des signaux dont les distributions temps-fréquence spatiales quadratiques (ou les spectres
temps-fréquence spatiaux quadratiques) ne se chevauchent pas trop (2 a 2) au sens précédent. En
d’autres termes les signatures des sources dans le plan ¢-f sont “suffisamment ” différentes pour pou-
voir trouver des points ¢-f particuliers vérifiant ’hypothése Hp (il n’y figure qu’une seule source a
la fois). En outre, cette hypothése, nous permettra d’aborder le probléme de la séparation de sources
corrélées.
Le nouveau détecteur (noté Cjnst) consiste alors a sélectionner uniquement les points («, 3) corres-
pondants aux matrices Lg(cy, 8;) de rang un. En fait,

rg{Lx(a;, 5j)} < min {rg{H},rg{Ls(as, )}, rg{H"}}
< min {rg{H}, rg{Lg (v, 5;)}} car rg{H} = rg{H"}.
On déduit donc,
rg{Ls(c,3;)} =1 = rg{Lx(ai;, 5;)} = 1.

De plus si la matrice H est de rang plein alors,

rg{Lx (i, B;)} = rg{Ls(c, 5j) }. (4.2)

Ainsi, pour construire I’ensemble M. des matrices devant étre diagonalisées conjointement, nous
ne retenons que les matrices Lx (o, 5;) de rang un. Notons que pour éviter le cas o la matrice
Lx (e, 8;) est nulle, nous écartons les matrices de faible énergie (||Lx (e, 3;)|/F doit étre non nulle
i.e. |Lx (e, Bj)||F > € avec € une constante fixée).
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Du fait de la propriété sur le rang donnée au niveau de 'Eq. 2] les deux matrices Lx (o, ;) et
Lg(a, Bj) possédent le méme nombre de valeurs singuliéres. Ainsi, une implémentation pratique du
détecteur Cj s est possible grace a la décomposition en valeurs singuliéres. Les matrices a diagonaliser
conjointement sont choisies de telle fagon & vérifier la régle suivante :

5% (aia ﬁ])

Tox (s A%~ L™ (43)

ou 91 (ay, ;) est la plus grande valeur singuliére de Lix (ov;, 3;) et m1 est une constante de faible valeur.
Cette nouvelle procédure de détection est alors présentée au niveau du Tab. Tl

> Faire une décomposition en valeurs singuliéres de la matrice Lx (o, 3;),
Lx (cv;, B5) = Ui, B) Alei, B;) V (e, 5;) 7

avec V (a4, B;) et U(ay, f;) matrices unitaires de taille (m x m) (M = m x L' = m) et
d(cvi, Bj) = Diag{A(t,v)} un vecteur composé des termes diagonaux de la matrice diagonale

A(a’ia ﬁj)
On note 6(a, B5) = (01(v, Bj)s - - -, Om (0, ﬁ]))T et on suppose que les valeurs singuliéres sont
rangées dans 'ordre décroissant : (51 (04, 85) > da2(cv, B) > ... > Om(ay, Bj) > 0.
> Pour des matrices Lx (v, 3;) non nulles, calculer le rapport m et vérifier s’il est
Qi, 95

proche de 1,
> Si oui alors Lx (ay, 3;) est retenue sinon elle est rejetée.

TABLE 4.1 — Implémentation pratique du détecteur automatique Cj,s¢ de matrices diagonales avec
un seul terme non-nul sur la diagonale en utilisant une décomposition en valeurs singuliéres.

Nous notons également que dans [62], nous avons proposé d’autres variantes consistant a choisir les
matrices Lx (o, §;) vérifiant la régle suivante :

01(as, Bj) > en
{ D e 511(0%7@‘) <€’ (4.4)

ou encore & considérer la régle équivalente suivante :

51 (0,3;) (4.5)

{ 22';1 Ok (i, Bj) > €13
m ék(auﬂ]) > 1 — €14
ol €17 est une constante positive suffisamment grande, €12 est une constante positive de faible valeur
et €13 et €14 sont deux constantes positives.
Ce détecteur et ses variantes (lesquelles suivent la méme logique) ont été utilisés dans des méthodes
de séparation aveugle de mélanges linéaires instantanés de sources basées soit sur l'utilisation de
distributions temps-fréquence spatiales quadratiques ou de spectres temps-fréquence spatiaux qua-
dratiques2, soit sur un opérateur de corrélation cyclique® dans [44][102][107].

2. Lx (i, 3;) = Dx(t,v) exprimée au niveau de 'Eq. .72
3. Lx (s, 35) = Rx‘(s(y7 7) exprimée au niveau de 'Eq. [[44]
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4.1.3 Deétecteur en convolutif dans un contexte non-blanchi

Dans le but de construire 'ensemble My, de matrices devant étre bloc-diagonalisées conjointement,
un premier détecteur noté Cy r cony a ét¢ proposé dans [50] dans le but de sélectionner des matrices is-
sues des STFSQ des observations correspondant & des matrices des STFSQ des sources bloc-diagonales
avec un seul bloc non nul de taille Q = L 4+ L’. L’auteur généralise le détecteur Cy f nst Proposé en
instantané au convolutif. Comme en instantané, une étape de pré-blanchiment des données est requise
par lauteur afin que la matrice H soit unitaire.

Pour pouvoir lever la contrainte d’unitarité sur la matrice recherchée (et par conséquent nous af-
franchir d’une étape de blanchiment), nous proposons un détecteur généralisant le détecteur Cjnst
introduit en contexte instantané dans [62] et qui exploite une propriété de rang 1. De plus, dans
le cas ot I'opérateur matriciel Lx (o, 8;) utilisé représente un STFSQ (noté Dx(t,v)), ce détecteur
peut également alors étre vu comme une généralisation du détecteur Cry f cony au cas de signaux non
blanchis. En fait, d’aprés la propriété de rang écrite au niveau de 'Eq. 2] les matrices Lx (v, 3;)
et Lg(oy, Bj) possédent le méme rang, il s’agit donc de sélectionner les matrices Lx (ay, 3;) dont le
rang est égal & Q = L + L.

Pour la construction de ’ensemble Mpg. des matrices devant étre bloc-diagonalisées conjointement,
nous proposons donc en pratique la procédure présentée au niveau du Tab

> Faire une décomposition en valeurs singuliéres de la matrice Lx (v, 3;),
LX(aia ﬂj) = U(alv ﬁ])A(aza ﬁJ)V(Oé“ ﬁ])H

avec V(ay, ;) et U(ay, 5;) matrices unitaires de taille (M x M) et 6(«, ;) = Diag{A(t,v)}

un vecteur composé des termes diagonaux de la matrice diagonale A(«y, 3;).

On note 6(ay, 3;) = (51(%,5]-),...,5M(ai,ﬁj))T et on suppose que les valeurs singuliéres

sont rangées dans l'ordre décroissant : 61(c, 85) > d2(i, B5) > ... > dn(eu, B5) > 0.

L+L 2/

> Pour des matrices Lx (s, 3;) non nulles, calculer le rapport %@[“gﬂ

[ILx (a5, 85) |

qu’en SAS, L désigne l'ordre du filtre de mélange et L’ est le nombre de retards) et vérifier
s’il est proche de 1,

> Si oui alors Lx (a;, 3;) est retenue sinon elle est rejetée.

(Nous rappelons

TABLE 4.2 — Implémentation pratique du détecteur automatique Ccony de matrices bloc-diagonales
avec un seul bloc non nul sur la diagonale et utilisant une décomposition en valeurs singuliéres.

4.2 Nouvelles approches de séparation de mélanges linéaires instan-
tanés de sources

4.2.1 Approche consistant & se ramener & un probléme aux valeurs propres gé-
néralisées : PNU,TFM

En exploitant les statistiques du second ordre, de nombreux travaux suggérent de se ramener a
une approche basée sur le probléme aux valeurs propres généralisées [22][26][25]... Ces approches
consistent & construire une nouvelle matrice & ’aide de deux matrices de corrélation prises & des
retards différents : ainsi, on pourra par exemple utiliser la matrice Ry, (71) — ARz2(72), ol 71 # T2
et \ désigne un scalaire. La matrice de séparation peut alors étre estimée & partir de la matrice des
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vecteurs propres généralisés. La plupart de ces méthodes supposent que les sources sont stationnaires

et décorrélées.

Nous proposons une nouvelle méthode suivant la méme logique mais en considérant cette fois des

sources non-stationnaires et corrélées. Cette méthode consiste a reformuler le probléme de SAS en

contexte instantané comme un probléme aux valeurs propres généralisées (§2.1.2)). L’idée clé est alors

de construire une matrice & décomposer en valeurs propres généralisées a partir des distributions

temps-fréquence spatiales quadratiques possédant la propriété de symétrie hermitienne (comme c’est

le cas de la distribution (ou du spectre) de Wigner, de pseudo-Wigner, de pseudo-Wigner lissée, .. .).

Nos développements sont fondés sur les hypothéses suivantes :

H;. Il existe des points t-f ol une seule source est présente.

Ho. Le systéme mélangeant les sources est de rang plein. C’est un systéme linéaire instantané et
sur-déterminé (m > n).

Notons que :

> il est possible de considérer le probléme de séparation de sources corrélées,

> le nombre de sources n’est pas nécessairement connu,

> le mélange peut étre réel ou complexe,

> les sources ne sont pas nécessairement aléatoires, ni réelles. Elles peuvent étre stationnaires, cyclo-
stationnaires, non-stationnaires.

Principe de I’approche Pny 1Fm

Le STFSQ (ou sa RTFSQ) des observations x(¢) non bruitées, noté Dxx (¢, ), de dimension m x m
(m est le nombre de capteurs), vaut :

Dy (t,v) = ADg(t, v)A, (4.6)

ot Dgs(t,v) représente le STFSQ (ou sa RTFSQ) des sources. Dgg(t, ) est une matrice carrée de
taille n x n (n est le nombre de sources considérées).

Une étape préalable de sélection de points ¢-f correspondant a des matrices Dgg(t, ) diagonales est né-
cessaire. Cette étape de pré-sélection est réalisée au moyen du détecteur Cj,st proposé au niveau du pa-
ragraphe précédent. Par conséquent, les N, matrices de 'ensemble M = {Dyx 1(t,v), Dxx2(t, V), ...,
Dxx,n,,(t,7)} (on suppose en effet que sa taille est NV, avec N,,, € N*) ont alors une structure particu-
ligre puisqu’elles se factorisent toutes en Dyy (¢, ) = ADgs(t, ) A avec Dgg(t, v) matrice diagonale
possédant un seul terme non nul sur la diagonale.

Par construction, si I'on choisit d’utiliser une RTFSQ ou un STFSQ satisfaisant la condition de sy-
métrie hermitienne), les matrices de ’ensemble M sont & symétrie hermitienne (si tel n’était pas
le cas, on pourrait toujours les symétriser via l'opération suivante Vk = 1,..., Np,, Dyx i(t,v) =

D t,v)+D t,v)H . . . L L L 1.,
e (t0) 3 =R ACLI I, ST pouvoir ensuite appliquer le Théoréme [l des valeurs propres généralisées

énoncé au niveau du Chapitre 2, on doit disposer d’une matrice ¢-f des observations définie posi-
tive. Pour cela, il suffit de considérer une combinaison linéaire des matrices de I’ensemble M, soit
Dy D (t,v) = S0 kD (t,v) = A0 caxDes i (t, V) AT = ADg®) (t,v) A ou les ay, pour
k=1,...,N, sont des coefficients réels. On pourrait considérer d’autres combinaisons linéaires ou
bien tout simplement une matrice t-f des observations Dxx(l)(t,l/) = Dxxi(t,v), k =1,..., Np,

correspondant & une matrice t-f des sources Dss(l)(t, v) = Dgs i(t, V).

Une autre approche possible consiste a construire deux matrices temps-fréquence de la fagon suivante.
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Nous commengons d’abord par définir deux signaux l‘(l)(t) et 249 (t) comme :

J J
2 () = 2(t) — (a5(t), (4.7
z (1)

zj(t) = {zj x w} (1), (4.8

)
)
ou {x}(-) désigne l'opérateur de convolution, (-) désigne 'opérateur de moyennage temporel et w(t)
est une fenétre glissante. On constate que 'Eq. 7] (resp. 'Eq. 8] représente un moyennage de x(t)
a “long-terme” (resp. a “court-terme”).

Les STFSQ ou les TTFSQ des observations a long-terme x()(t) et des observations & court-terme
x(©)(t) s’écrivent alors :

Dy D (t, 1) = ADg O (¢, 1) AH (4.9)
Dy (t, 1) = ADg O (t,v) AT, (4.10)

ol Dss(l)(t,l/) et Dgs© (t,v) représentent respectivement le STFSQ des sources a long-terme et le
STFSQ des sources & court-terme.
A nouveau, une étape préalable de sélection automatique de matrices D

D

xX,k2

(@

xx,k1 (t,v) et de matrices

(t,v) correspondant respectivement a des matrices Dis) 5 (tv) et Dg ko

(t,v) diagonales (tou-
jours au moyen du méme détecteur Cjnst) s’avére nécessaire. L’ensemble des matrices DSQ( Ky (t,v)

(c)

est supposé étre de taille K7 et celui des matrices D ko (t,v) est supposé étre de taille K. Nous

construisons ensuite deux nouvelles matrices Mx(l) et Mx(c) comme combinaisons linéaires de ma-
trices Di){ i, (t,v) et de matrices D )k (t,v), en procédant de la fagon suivante :
SRl XX,k2

Z% xxkl (t,v) = AMVWAH, (4.11)
k:l 1
Z% xx,@ (t,v) = AM©OAT, (4.12)
ko=1

ol ay, et ag, sont des coefficients réels, et o

Ko
M (l) = Z Oékl t 1/) et Ms(c) = Z akQDggkz (t’ l/)’
k=1 k2=1

sont deux matrices diagonales. Si I'on considére ensuite une matrice V représentant une estimée de
I'inverse de la matrice transposée conjuguée de la matrice de mélange A, alors on obtient :

M,V = AM,VAHV = AM?
(© (c) AH (© (4.13)
M, OV = AM,©AHV — AM,
Soit encore : .
MOV = M, OV <MS(C)) M, 0, (4.14)

ol (MS(C)> est I'inverse de MS(C). Puisque Ms(l) et MS(C) sont deux matrices diagonales et définies

-1
positives alors la matrice produit D = <MS(C)) M est elle-aussi une matrice diagonale et ainsi

la relation donnée par 'Eq. 14l représente bien un probléme aux valeurs propres généralisées. La
matrice V s’obtient en résolvant ce probléme.
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Résumé de 'approche Pny 1Fm

Le principe de la méthode Py TFm est résumé au niveau du Tab. :

1. Calculer les observations a long-terme et a court-terme a l’aide des deux Eq. 1 et E8]
2. Estimer les STFSQ ou les RTFSQ des signaux observés a court-terme et a long-terme,

3. Déterminer les points temps-fréquence utiles correspondant aux STFSQ ou aux RTFSQ
des sources diagonales au moyen de la procédure présentée au niveau du Tab. [L1] dans le
paragraphe précédent,

4. Calculer la matrice des vecteurs propres généralisés de la matrice M) — XM(©),

5. Restituer les signaux sources en utilisant V# qui est 'estimée de la matrice de mélange

A.

TABLE 4.3 — Principe de la méthode de séparation de mélanges instantanés de sources (non-
stationnaires et corrélées) utilisant le probléme aux valeurs propres généralisées : Pyy Tem.

4.2.2 Approche basée sur 'utilisation de RTFSQ ou de STFSQ et d’un algorithme
de diagonalisation conjointe non unitaire : JDjn TEm

Nous proposons une nouvelle méthode pour résoudre le probléme de la séparation aveugle de mélanges
linéaires instantanés de sources non-stationnaires et éventuellement corrélées basée sur 'utilisation
de STFSQ ou de RTFSQ. Elle combine le détecteur Cj ¢ de points t-f particuliers (permettant la
construction de ’ensemble des matrices devant étre diagonalisées conjointement) & un algorithme de
diagonalisation conjointe non-unitaire. L’intérét principal de cette méthode réside dans le fait que le
blanchiment des observations devient facultatif et qu’il devient alors possible de séparer des sources
corrélées, cas assez rarement traité dans la littérature de la SAS.

Nous nous appuyons sur les méme hypotheéses Hy et Hy que celles utilisées par la méthode Pyy TFm-

Principe de approche JDjns TFMm

De la méme fagon que pour la méthode PyyTem, le détecteur Cjns, nous permet de disposer de
Npm = Ki + Ko+ ...+ Ky, (Ki,...,Ky,) € (N*)" points t-f notés (t;m,,,m,) tels que pour
(i,5) € (1,...,n)2, on ait :

vie(1,...,n), Ym; € (1,...,K;), Dsisj (tlamwylyml) = 0;,5,Ds, (my;), (4.15)

ou l'indice [ permet de référencer I’'une des n sources, K; est le nombre de points ¢-f sélectionnés au
moyen du détecteur de points ¢-f et correspondant & la [-éme source uniquement, l'indice m; permet
de référencer I'un de ces K points t-f et D, (m;) # 0 désigne la valeur de 'auto-terme correspondant
a la i-éme source au m;-éme point t-f et §; ;; désigne la fonction de Kronecker. Ainsi, I'ensemble
Mae = {Dsx1(t,v), Dxx2(t, V), . .., Dy, (t, ) 2 des matrices sélectionnées de dimension N, se
factorisent toutes en Dyx (t1.m,; Vim,) = ADss(t1,m,, I/l’ml)AH, avec Dgs(t1m,, V1,m,) matrice diagonale
possédant un seul terme non nul sur la diagonale (situé au niveau de la I-éme ligne, [-éme colonne de
cette matrice puisqu’il correspond a la [-éme source). La matrice de séparation peut alors étre estimée

4. Dxx,j(t,v) = Dax(ti,m;sViymy), Vi =1,...,Nm, 1€ (1,...,n), mie(1,...,K;) et Npy = K1 + Ko+ ... +
Kn, (Ki,...,Kyn) € (N*)"
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en diagonalisant conjointement ’ensemble M. des matrices sélectionnées au moyen du détecteur

CInst-

Résumé de ’approche JDjns TFMm

Le principe de la méthode JDjnst TFM est résumé au niveau du Tab. [f.4]:

1. Estimer les STFSQ ou les RTFSQ des signaux observés.
2. Déterminer les points ¢-f utiles au moyen du détecteur Cyng (§4.1).

3. Diagonaliser conjointement I’ensemble M. des matrices sélectionnées et ce a ’aide d’un
algorithme de DC non-unitaire (estimation du diagonaliseur conjoint).

4. Restituer les signaux sources en utilisant ’estimée de la matrice mélange A.

TABLE 4.4 — Principe de la méthode JDjnst TFM pour la séparation de mélanges instantanés de sources
(non-stationnaires et éventuellement corrélées) combinant le détecteur Cjst de points utiles et un
algorithme diagonalisation conjointe non-unitaire.

Remarquons enfin que les deux algorithmes de bloc-diagonalisation conjointe JBDGradg 5 €t JBDGrado &
fondés sur des approches de type gradient (absolu) et gradient relatif proposés au niveau du chapitre
précédent peuvent étre utilisés comme algorithmes de diagonalisation conjointe au niveau de 1'étape
3 dans la méthode JDjnst, TFM-

4.3 Nouvelles approches pour la séparation de mélanges linéaires
convolutifs de sources

Comme nous ’avons fait remarqué au niveau du Chapitre (§3.1.1]), lorsque I’on s’intéresse au probléme
de la séparation aveugle de mélanges linéaires convolutifs de sources, il est possible, selon la maniére
d’aborder ce probléme, de faire apparaitre un type particulier de décomposition matricielle appelé
bloc-diagonalisation conjointe. Le probléme de la bloc-diagonalisation conjointe dans le cadre de
mélanges unitaires de sources a déja fait I'objet d’un certain nombre de travaux parmi lesquels
[12][13][37][50]. Notre objectif est de proposer des alternatives a ces approches opérant sous contrainte
unitaire. Le but est de pouvoir s’affranchir du blanchiment préalable des données ceci afin d’améliorer
les performances des méthodes de séparation et également afin de pouvoir considérer le cas des sources
complexes, corrélées, cyclo-stationnaires ou de facon plus générale encore non-stationnaires. Pour
atteindre cet objectif, nous commengons par construire un ensemble particulier de matrices. Nous
nous intéressons a différentes configurations, dans lesquelles ces matrices pourront étre :
>~ soit issues directement des fonctions de corrélation pour différents retards (dans ce cas 1a, nous
supposerons alors les sources décorrélées),
> soit issues des fonctions de corrélation cycliques lesquelles sont obtenues de maniére indirecte
grace a l'application d’un opérateur linéaire particulier (dans ce cas 1a, les sources pourront étre
supposées soit décorrélées soit corrélées),
> soit encore issues d'un STFSQ (pour des signaux aléatoires) ou d’'une RTFSQ (pour des signaux
déterministes).
Quand les sources sont supposées satisfaire des hypothéses d’indépendance ou plus simplement de
décorrélation, les méthodes de SAS proposées opérent généralement sans pré-sélection automatique
de ces matrices (elles appartiennent toutes a I’ensemble Mpg.).
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Quand les sources sont supposées corrélées, les méthodes de SAS basées sur 1'utilisation de fonctions
de corrélation cyclique ou de STFSQ proposées reposent toutes sur une étape préalable de sélection
(automatique) de points particuliers permettant la construction de I’ensemble des matrices devant
ensuite étre bloc-diagonalisées conjointement. Il en va de méme pour les méthodes de SAS basées sur
I'utilisation RTFSQ lesquelles sont dédiées au cas de signaux déterministes.

De fagon similaire a la méthode JDjnst TFM proposée en contexte instantané, les méthodes dédiées au
modele convolutif combinent alors un des algorithmes de bloc-diagonalisation conjointe (non-unitaire)
qui ont été proposés au niveau du Chapitre 3 au détecteur de points utiles Ccony présenté au niveau
du premier paragraphe de ce Chapitre (§4.1.3)).

En résumé, les méthodes que nous suggérons d’utiliser pour résoudre le probléme de la séparation
des mélanges linéaires convolutifs de sources exploitent soit la diversité temps-fréquence, soit la cohé-
rence temporelle et /ou soit la cyclo-stationnarité des sources. Sans perte de généralité, ces approches
peuvent également étre appliquées afin de résoudre le probléme de la séparation de mélanges linéaires
instantanés de sources.

Dans tout ce qui suit, nous optons pour la premiére écriture temporelle - donnée au niveau de 1'Eq.
[T - de reformulation du modéle convolutif en un modéle de type instantané.

4.3.1 Approche exploitant la cohérence temporelle des sources : méthode JBDcqny,cm

Les sources considérées peuvent étre stationnaires ou non-stationnaires, réelles ou complexes. Elles
sont supposées décorrélées mais temporellement cohérentes. Les hypothéses de décorrélation et de
cohérence temporelle des sources permettent alors aux matrices de corrélation Rg(7) = (Rs(t, 7))
données au niveau de 'Eq. [L41] d’étre bloc-diagonales pour des retards 7 restant proches de l'origine
(elles deviennent quasi-nulles pour des valeurs de 7 trop éloignées de lorigine, c.d.d. T > Tmax)-
L’intérét principal de cette méthode réside dans le fait que le blanchiment des observations devient
facultatif. En fait, comme nous ’avons montré dans le premier chapitre (JL.I.9)), le blanchiment des
observations influe sur les performances de la méthode de séparation (les performances étant bornées
dés lors qu'un blanchiment est utilisé). Par conséquent, on s’attend a ce qu'une méthode de séparation
sans blanchiment puisse donner de meilleurs résultats que ceux obtenus au moyen d’une méthode
opérant aprés blanchiment.

Principe de Iapproche JBDcgny,cm

Pour estimer la matrice de mélange H, nous proposons donc de bloc-diagonaliser conjointement
I'ensemble suivant de matrices : {Ry(7) = Rx(7) — Rn(7) = HRg(7)H”;¥7 = 0,..., Tmax} Ol
Rx(7), Rn(7) et Ry (7) désignent respectivement les matrices de corrélation des observations, des
bruits et des observations non-bruitées. Comme il I’a été mentionné au niveau du premier chapitre
(JL.1.6), la matrice de corrélation Rn(7) de bruits posséde la structure particuliére suivante :

Rn(7) = E{N()N"(t +7)}

O'?LiL/(T) OL’ OL’
_ O : 7 (4.16)
: . 0,/
0y . Op O’%IL/(T)

La variance o2 des bruits peut étre estimée grace a une Décomposition en Valeurs Propres de la
matrice de corrélation Rx (0) des observations & l'origine (7 = 0). Si M > N, la moyenne des M — N
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plus petites valeurs propres de Rx(0) permet d’estimer o2. Si M = N, nous sommes obligés de
supposer aﬁ connue pour pouvoir traiter le cas bruité.

Deux remarques s’imposent. La premiére est que les sources restituées aprés inversion du systéme de
séparation sont obtenues 4 une permutation prés et un filtre prés qui sont en fait les indéterminations
classiques de la SAS dans le cadre des des mélanges convolutifs de signaux (cf. §L.I.7). La deuxiéme est
qu’en pratique, les matrices de corrélation sont estimées comme dans [100] : les séquences observées
sont découpées en N, tranches de T}, échantillons (sans chevauchement), c.a.d. X;(t) = X (t)w(t—iTp),
pour tout ¢ =0,..., Ny —1 (ot w(t) est une fenétre). Les matrices de corrélation sont alors estimées
par : Rx(7) = N%, vazl’(;l X (X2 (t+ 7).

Résumé de I'approche JBDcqny,cm

Le principe de la méthode notée JBDcony,cm proposée pour résoudre le probléme de SAS en contexte
linéaire convolutif est résumé au niveau du Tab. :

1. Estimer les matrices de corrélation des signaux observés,

2. Construire un ensemble Myy. de N, matrices devant étre bloc-diagonalisées conjointement
(par exemple en faisant varier le retard 7 de 1 & N,;, = Tmax = 50),

3. Bloc-diagonaliser conjointement 1’ensemble My, et ce au moyen de I'un des algorithmes de
BDC (non-unitaires) présentés au niveau du Chapitre 3 (estimation du bloc-diagonaliseur
conjoint),

4. Identifier la matrice de mélange et éventuellement restituer les sources.

TABLE 4.5 — Principe de la méthode de séparation de mélanges linéaires convolutifs sur-déterminés
de sources décorrélées non-stationnaires exploitant la cohérence temporelle : JBDcony,cm-

4.3.2 Approche exploitant la cyclo-stationnarité des signaux : méthode JBDcony . ccm

Nous considérons maintenant des signaux sources de nature cyclo-stationnaire dont les fréquences
cycliques peuvent étre connues ou non. L’idée clef de cette approche consiste dans un premier temps
a appliquer I'opérateur linéaire donné au niveau de I’'Eq. [[.44] aux observations. Puis, dans un second
temps, nous tirons avantage de certaines propriétés spécifiques des matrices transformées afin de
construire un ensemble de matrices possédant une structure algébrique bien particuliére. Enfin, dans
le but d’estimer la matrice de séparation nous faisons appel a I'un des algorithmes de BDC (non-
unitaire) présentés au chapitre précédent. Cette approche nous permet donc d’apporter une nouvelle
solution au probléme de la séparation aveugle de mélanges linéaires convolutifs de sources cyclo-
stationnaires tout en supprimant 1’étape préalable classique de blanchiment de données et ce dans les
deux cas suivants : lorsque les fréquences cycliques des signaux d’entrées sont connues ou inconnues.
Nos développements reposent sur les trois hypothéses suivantes :

Hypothése A : Les signaux sources sont centrés de moyenne zéro et ce sont des signaux cyclo-
stationnaires c.d.d. que leurs fonctions d’auto-corrélation R, (t,7) = E{s;(t)s}(t — 7)}, pour tout
i =1,...,n sont périodiques en t de période T; € R™, T; désignant la période cyclique de la i-éme
source s;(t). Par conséquent, R, (t,7) est décomposable en Séries de Fourier et réécrite de la fagon
suivante :

Ry, (t,7) =Y R,®k,7) exp(z%r%t). (4.17)
k (2
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Rsifs [k, T) représente la fonction de corrélation cyclique® définie comme

T
1
R, ®lk,7) = T-/2 Rsi(t,T)exp(fmﬂ'%t)dt. (4.18)

w3

Hypothése B : Les périodes cycliques sont différentes deux a deux, c.a.d. T; # 1T}, pour tout

i,j € {1,...,n} et i # j. Nous définissons 1’ensemble V; des fréquences cycliques de la i-éme source
par :
k
Vi=svi=—=,keZy;.
' { n }
Hypothése C : Les bruits n; pour tout j = 1,...,m sont des processus aléatoires blanc stationnaires

de moyenne nulle, mutuellement décorrélés et indépendants des sources.
Hypothése D : La matrice H de mélange obtenue aprés reformulation du modéle convolutif est de
rang plein.

Principe de I'approche JBDcqny,com

On montre que la matrice de corrélation des observations admet la décomposition suivante :

Rx(t,7) = HRg(t, 7)H” + Ry (7), (4.19)

ou Rg(t,7) est la matrice de corrélation des sources. Rn(7) est celle des bruits. Ces matrices de
corrélation sont définies de la méme maniére qu’au niveau de I’'Eq.

Comme au niveau de I'Eq. T8 pour des scalaires, on peut maintenant définir un opérateur cyclique
(-)® pour des matrices. Ce qui conduit & :

T

1 %

Rx®(v,7) = TIEI;O T/i Rx (t, 7) exp(—2umuvt)dt. (4.20)
-2

Cet opérateur étant linéaire et du fait de la relation établie par 'Eq. (@I9), on obtient donc la
décomposition suivante :

Rx"(v,7) = HRs"(v,7)H" + RN®(v, 7)
= HRs"(v, 7)) HY + Rn(7)a(v), (4.21)

ott Rg®(r,7) et Rn™(v,7) sont définies de facon similaire & Rx (v, 7) au niveau de 'Eq. [[44] et
T
a(v) = limy o 7 [ % exp(—2emvt)dt, c.a.d. a(v) =1 si v =0 sinon 0.
2
Quand les sources sont supposées décorrélées, la matrice RsfS(V,T) est une matrice bloc diagonale.
En utilisant le fait que les sources possédent des périodes différentes (comme postulé au niveau de
I'hypothése B), on peut montrer qu’il existe des valeurs de v pour lesquelles Rg™ (v, 7) posséde une

structure encore plus particuliére.
Considérons les fréquences v, tels que :

Hi.vo €V, v, ¢ U V; and Rsifs(l/o,r) £ 0.
J,J#i

5. ou Coeflicient de Fourier de la décomposition.
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On constate que les matrices Rg®(1,, 7) sont bloc-diagonales avec un seul bloc non nul de taille
(L+ L") x (L + L) sur leur diagonale situé a la position (i,i) car il correspond a la i-éme source.
Ceci est du au fait que stfs(%,T) =0, avec k € Z et pour tout i,j € {1,...,n} tel que i # j.

Prewve Yv; € Vi, T € Z,Vj € {1,...,n}, on a:

f 1 (T2
Ry ®(vi,7) = lim — Ry, (t,7) exp(—2umv;t)dt

T/2
— Jim L / 7 Ry, B[k, 7) exp(2im(v; — vi)t)dt

T—oo T’ -T/2 %
1 [T/2
= ZRS,.fS[k,T) lim / exp(2um(v; — v;)t) dt
— T—oo T J_7/9
a(vj—v;)
=Y Ry,®k,7)a(v; — ), (4.22)
k

0

Si maintenant les sources sont supposées corrélées, la structure bloc-diagonale avec un seul bloc
non nul sur la diagonale, semble numériquement vérifiée pour toute fréquence cyclique de I’ensemble
V; (voir aussi 'exemple analytique donné au niveau de I’Annexe 5). Pour de telles fréquences, il
semblerait que la fonction de corrélation croisée soit en effet nulle. Nous ne sommes toutefois pas
encore parvenu a démontrer ce résultat de maniére théorique dans le cas général de signaux cyclo-
stationnaires quelconques corrélés.

Pour tout retard 7 et pour toute fréquence v satisfaisant la propriété Hq, la matrice Rsfs(u, 7) posséde
un seul bloc non nul. Afin d’identifier la matrice de séparation, nous suggérons alors bloc-diagonaliser
’ensemble des matrices S = {Rx™(v,7);Vr # 0, Vv satisfaisant la propriété Hy} de taille N,, (ot
N, € N*). Remarquons que dans le cas de sources décorrélées, on peut directement bloc-diagonaliser
I’ensemble 7 de toutes les matrices de corrélation cycliques, 7 = {Rx (v, 7); V7 # 0,Yv}.

Notons enfin que les sources peuvent étre restituées aprés inversion du systéme & une permutation
prés et a un filtre prés. Nous remarquons également que ’ensemble S des matrices a bloc-diagonaliser
conjointement par un des algorithmes de BDC présentés au chapitre précédent, peut étre construit
de deux facons différentes :

> Lorsque les fréquences cycliques v; sont connues (ou bien estimées comme dans [33]), pour tout j =
1,...,n, 'ensemble des matrices & bloc-diagonaliser conjointement est : S = {RXfS(Vj,T);\V/’T %
0,vj=1,...,n}.

> Lorsque les fréquences cycliques sont inconnues, on commence par calculer la matrice de corrélation
cyclique des observations pour un nombre suffisamment important de fréquences dans le but
d’étre assuré de trouver une gamme suffisamment large de fréquences cycliques correspondant a
I’ensemble des sources. Dans le cas de sources corrélées, I’application d'un algorithme de bloc-
diagonalisation conjointe requiére ensuite la sélection des matrices Rxfs(u, T) qui correspondent
& des matrices Rsfs(u, 7) bloc-diagonales avec un seul bloc non nul sur la diagonale. A nouveau,
nous retombons sur un probléme de détection automatique de points utiles similaire & celui énoncé
au niveau du premier paragraphe de ce chapitre. Nous préconisons encore d’utiliser le détecteur

CConv-
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Principe de la méthode JBDcqnv,ccm

Cette approche qui permet de résoudre le probléme de la séparation de mélanges linéaires convolutifs
sur-déterminés de sources cyclo-stationnaires est résumée au niveau du Tab. :

1. Appliqué Popérateur linéaire matriciel (-)® aux signaux observeés.

2. Construire 'ensemble S : {(Rx™)1,...,(Rx"®)n,,} de matrices au moyen du détecteur
Cconv. La taille de cet ensemble est INy,.

3. Bloc-diagonaliser conjointement I’ensemble S§ & 1'aide de I'un des algorithmes de BDC
(non-unitaires) présentés dans le Chapitre 3.

4. Identifier la matrice de mélange et éventuellement restituer les sources.

TABLE 4.6 — Principe de I’approche JBDcony,ccm pour la séparation de mélanges linéaires convolutifs
sur-déterminés de sources cyclo-stationnaires

4.3.3 Approches basées sur ’'utilisation de RTFSQ ou de STFSQ : méthode JBD¢ony 1rm

Nous présentons une derniére approche dédiée & la SAS basée sur l'utilisation de spectres temps-

fréquence spatiaux quadratiques ou de représentations temps-fréquences spatiales quadratiques dans

le cadre des mélanges linéaires convolutifs sur-déterminés de sources. Les sources considérées sont

des signaux réels ou complexes, déterministes ou aléatoires et dans ce dernier cas éventuellement

corrélées, stationnaires ou non-stationnaires. Comme précédemment, une maniére possible d’aborder

ce probléme est de le reformuler en terme de probléme de bloc-diagonalisation conjointe.

Nos développements sont basés sur les hypothéses suivantes :

A;. Les bruits n;(t) pour tout j = 1,...,m sont des processus aléatoires stationnaires, blancs, de
moyenne nulle, mutuellement décorrélés et indépendants des sources.

As. 1l existe des points ¢-f ol une seule source et les versions retardées de cette source sont présentes
dans le plan ¢-f.

As. Le systéme mélangeant les sources est de rang plein linéaire convolutif et sur-déterminé (m > n).

A4. Ce systéme mélangeant est modélisé comme un filtre RIF dont 'ordre est supposé connu.

As. La matrice H de mélange obtenue aprés reformulation du modéle convolutif en un modéle ins-
tantané est inversible.

Principe de I’approche JBDcqny,TFMm

Le STFSQ des observations X(t), notée Dx (¢, v) de dimension (M x M) (M = mL'), vaut :
DX(ta V) = HDS(tv V)HH + DN(ta V) + HDSN(tv V) + DNS(tv V)HHv (423)

ou Dg(t,v) (resp. Dn(t,v)) désigne le STFSQ des signaux sources (resp. des bruits), Dgn(¢,v) et
Dns(t, v) sont les STFSQ croisés entre sources et bruits. Dg(t, ) est une matrice de taille (N x N)
avec N = nQ, et Q = L+ L'. Les bruits étant indépendants des sources (Hypothése A1), le STFSQ
des observations s’écrit finalement :

Dx(t,v) = HDg(t, v)H? + Dn(t,v). (4.24)

Pour estimer les matrices ¢-f correspondant aux signaux observés non-bruités, nous présentons deux
solutions. La premiére maniére consiste & éliminer les points ¢-f de faible énergie en ne gardant que
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les points tels que :
min(|Dg,q; (t,v)[*) > € i,5€{1,...,mL'}, (4.25)

ot € est un réel de faible valeur et Dy (t,v) = (Dx(t,v));.

Lorsque le spectre de Wigner spatial est utilisé (et non n’importe quel autre spectre temps-fréquence
spatial), alors une autre maniére de débruiter peut étre envisagée. En fait, puisque les bruits sont
supposés étre des processus stationnaires blancs (Hypothése A1) alors Rn (¢, 7) = RN(7) = 04,6(7)In
avec d(-) est la fonction de Kronecker. Par conséquent le spectre de Wigner spatial des bruits est :
Dw(t,v) = [ Rn(7) exp(—2imv7)dr = Sn(v) = o3Iy ou SN n'est rien d’autre que la densité
spectrale de puissance des bruits.

Ainsi, pour estimer le spectre de Wigner spatial des observations non-bruitées, il suffit d’estimer la
variance 012\1 des bruits. Si M > N, l'estimation de 012\1 se fait de la méme maniére présentée au
premier Chapitre (§L.1.9). Sinon si M = N, on devra supposer ag connue, pour pouvoir traiter le
probléme considéré.

Finalement,
Dx(t,v) ~ HDg(t,v)H. (4.26)
La matrice Dg(t, ) est définie par :
D, (t,v) Dg,s,(t,v) e Dg,s, (t, V)
Dg(t,v) = Dszs1'<t7 v) Ds, (t, v) " : 7 (4.27)
: Ds, s, (t, V)
Ds,s, (t,v) e Ds,s,_. (t,v) Ds, (t,v)

ot les matrices carrées Dgs;(t,7) sont toutes des matrices de taille (Q x Q). D’aprés I'hypothese
Ao, il existe des points t-f particuliers ne correspondant qu’a des auto-termes sur les sources (et en
raison du principe d’interférences, il ne peut y avoir qu’un seul auto-terme) et a des inter-termes entre
cette source et ses versions retardées uniquement. En de tels points, la matrice Dg(¢, ) posséde une
structure algébrique particuliére : elle est bloc-diagonale avec un seul bloc non nul sur la diagonale.
La encore, nous retombons sur le probléme de détection automatique de points utiles similaire & celui
énoncé au premier paragraphe de ce chapitre. Pour construire ’ensemble des matrices t-f devant étre
bloc-diagonalisées conjointement, nous faisons 4 nouveau appel au détecteur Ccony. La BDC de cet

ensemble permet d’identifier le systéme de séparation.

Résumé de 'approche JBDcony, TFM

Le principe de I'approche basée sur l'utilisation des STFSQ ou des RTFSQ, notée JBDcony, TFMm est
résumé au niveau du Tab. [£71 :

Notons que la procédure de débruitage peut étre utilisée par les approches Pt 7Em €t JDinst, TFM
proposées en instantanté afin de traiter le cas de la séparation de mélanges linéaires instatantanés de
sources bruités.



82 Chapitre 4. Nouvelles approches de la séparation de sources

1. Estimer les STFSQ ou les RTFSQ des signaux observés.

2. Débruiter les matrices temps-fréquence & ’aide de 'une des deux procédures présentées
précédemment.

3. Construire I'ensemble Mpg. des matrices devant étre bloc-diagonalisées conjointement &
I’aide du critére Ccony de points ¢-f utiles.

4. Bloc-diagonaliser conjointement I’ensemble Mpg4. & ’aide de I'un des algorithmes de BDC
présentés au chapitre précédent.

5. Identifier la matrice de mélange et éventuellement restituer les sources.

TABLE 4.7 — Principe de 'approche de séparation de mélanges linéaires convolutifs sur-déterminés
de sources (cas de sources non-stationnaires et corrélées) exploitant la diversité temps-fréquence :
méthode JBDConv,TFM-

4.4 Reésultats des simulations informatiques

4.4.1 Meélanges linéaires instantanés de sources

Nous considérons n = 3 sources complexes regues sur m = 3 capteurs. Les signaux émis sont trois
modulations linéaires en fréquence. Elles sont constituées de T' = 256 échantillons, la fréquence réduite
de début de la premiére (resp. la seconde et la troisiéme) source est vg, = 0.45 (resp. vg, = 0.05 et
Vg, = 0.25) et les fréquences réduites de fin sont vy, = 0.15 (resp. vy, = 0.45 et vg, = 0.05). Les
signaux sont normalisés et centrés.

Les sources sont mélangées au moyen de la matrice de mélange suivante :

1 06 02
A=104 1 04
0.7 03 1

Le déterminant de cette matrice est 0.6920, elle est donc bien inversible.

La RTFSQ utilisée est la distribution de Wigner programmeée sur 256 points en temps et 128 points
en fréquence.

La représentation temporelle des sources (resp. leur spectre) est donnée a gauche (resp. a droite) de
la Fig. L1l Tandis que la partie réelle (resp. la partie imaginaire) de leur RTFSQ (Wigner-Ville WV)
sont données a gauche (resp. a droite) de la Fig. 121

La Fig. représente les signaux observés (a gauche) et leurs spectre (a droite) alors que la Fig. [£4]
fournit leur RTFSQ.

Le détecteur Cjnst est appliqué a I’ensemble des matrices issues de la RTFSQ des observations. Les
points temps-fréquence sélectionnés sont représentés au niveau de la Fig. [4.5]

En diagonalisant conjointement I’ensemble des matrices ¢-f sélectionnés par un algorithme de DC
sans contrainte d’unitarité sur la matrice recherchée (algorithme de Yeredor [I17]), nous trouvons
un indice de performance égal & —44.3652 dB. La Fig. représente les signaux ré-estimés et leur
spectre alors que la Fig. 4.7 donne leur RTFSQ.
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FIGURE 4.1 — Trois modulations linéaires en fréquence. A gauche : partie réelle des sources. A droite :
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FIGURE 4.2 — A gauche : partie réelle de la distribution de Wigner-Ville des sources. A droite : partie
imaginaire de la distribution de Wigner-Ville des sources.
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FIGURE 4.5 — Points temps-fréquence sélectionnés a 'aide du détecteur Cjpgt.

4.4.2 Approche exploitant la cohérence temporelle des signaux : application a
des signaux de paroles

Exemple 1 : influence du blanchiment

Nous commengons par un exemple permettant de montrer I'influence de 1’étape de blanchiment en
comparant les résultats obtenus au moyen de notre approche utilisant 1’algorithme de BDC (non-
unitaire) basé sur l'optimisation algébrique d’un critére de type moindres carrés (notée JBDajg,cm)
a ceux obtenus par une autre approche reposant sur un algorithme de BDC unitaire [13] (notée
JBDy,cm). Pour étre applicable, la seconde approche nécessite un blanchiment préalable des ob-
servations. Nous appliquons donc notre approche directement sur les matrices de corrélation des
observations, tandis que ’approche JBDy cm est appliquée sur les matrices de corrélation des obser-
vations blanchies. Nous considérons n = 2 signaux sources recgus sur m = 4 capteurs. Les sources sont
des signaux aléatoires Gaussiens indépendants, temporellement cohérents résultant du filtrage RIF de
signaux aléatoires Gaussiens blancs et indépendants (dans cet exemple, 'ordre des filtres est de 128
et les coefficients des réponses impulsionnelles sont générés aléatoirement & partir de distributions
uniformes sur l'intervalle [—1,1]). Les sources, de taille 4096 points, sont ensuite mélangées a ’aide
de la matrice de mélange MIMO (générée aléatoirement) suivante :

—0.6528 — 0.6130z~ 1 +0.4451272  —0.4676 — 0.31032~! 4+ 0.82772 2

0.5290 — 0.42962~ — 0.73182 2 —0.4970 — 0.8582271 4+ 0.1285272
—0.8561 — 0.51252~1 +0.06742=2  —0.1294 — 0.7577z~1 + 0.639722
0.9740 — 0.1660z~1 — 0.15402~2 0.2479 + 0.35012~ — 0.90332 2

Alz] =

ou A[z] désigne la transformée en z (TZ) de la matrice m x n A(t). L’ordre du filtre étant L = 2
(on considére 3 retards). On choisit de travailler avec L' = 4. Nous définissons ensuite le rapport de
corrélation par :

 |[OffBdiag ) (Rs(0)) |
RC0) = Bdiagy, (Rs(0))]1r

ot Q=L+L,p=(Q,Q,...,Q), Bdiagy,){-} désigne la partie bloc diagonale de la matrice passée
—— ——

x 100, (4.28)

nx
en argument, OffBdiagp){-} sa partie hors bloc-diagonale et Rg(0) est la matrice de corrélation du
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vecteur source & l’origine. Nous gardons la seconde source inchangée, tandis que la premiére source est
modifiée selon la régle suivante : s; = s1 + assy, avec « € [0, 1]. L’évolution de I'indice de performance
en fonction du degré de corrélation RC en % est illustré au niveau de la Fig. 4.8l

T T
—+— B0, ¢y
F L —75P%g,cm

Indice de performance Iconv (dB)
| o \
i

. ; ; ; : ; ;
10 20 30 40 50 60 70 80 % 100
Rapport de corrélation (%)

FIGURE 4.8 — Comparaison des algorithmes JBDajg,cm et JBDy,cm sur des ensembles de matrices de
corrélation estimées : lcony €n dB en fonction du degré de corrélation (RC en %) des sources.

On constate que l'algorithme JBDajg,cm est plus robuste que I'algorithme JBDy cm (lequel nécessite
un blanchiment préalable des observations) vis-a-vis d’une augmentation du degré de corrélation des
sources. Ceci était prévisible car I’étape de blanchiment n’a plus de réelle raison d’étre dés lors que
les sources sont corrélées (RC # 0).

Exemple 2 : signaux de paroles

Nous présentons un deuxiéme exemple afin d’illustrer 'efficacité de ’algorithme JBDajg,cm. Nous
considérons m = 4 mélanges de n = 2 signaux sources de parole échantillonnés a 8 kHz pour obtenir
55000 échantillons temporels. Les fonctions de corrélation et de corrélation croisée des sources sont
tracées au niveau de la Fig.

Les sources sont mélangées a I’aide du filtre RIF suivant (ordre du filtre L = 3 et on impose L' = 4) :

—0.6983 + 0.5357271 — 0.4337272 + 0.1932273 0.6490 + 0.6242271 — 0.0190272 — 0.4344273
0.3895 + 0.2495271 — 0.1363272 + 0.876123 0.5780 — 0.53652 " + 0.4614272 4 0.40632 3
0.6930 + 0.52732~% + 0.4905272 — 0.03322 3 0.4197 4 0.3713271 — 0.4190272 4 0.7144273 | °
0.6380 + 0.24372~1 + 0.5087272 — 0.52432 3 0.5951 + 0.33062 % — 0.3974272 — 0.61532 3

Alz] =

Utilisant NV, = 429 points, T}, = 128 points, alors w(t) = Iz, (tf%) (IT7; () est la fenétre rectangulaire
de taille Tj, centrée autour de ¢ = 0). Les résultats obtenus résultent d’une moyenne sur 10 réalisations
de type Monte-Carlo. Comme pour I'exemple précédent, afin de montrer 'influence du blanchiment,
nous tragons I’évolution de I'indice de performance en fonction du degré de corrélation RC en % au
niveau de la Fig. .10 (les signaux de paroles considérés n’étant pas exactement décorrélés, c.a.d.
pour a = 0 on a RC = 3% et non 0%).

Ensuite, nous tracons au niveau de la Fig. [£IT11’évolution de I'indice de performance lcony en fonction
du nombre de matrices de corrélation considérées (a gauche) et du RSB (a droite). Enfin, nous pouvons
également évaluer I'erreur de bloc-diagonalité définie par :

Nm

1 .
> ||OffBdiag ) {BRy (t, )BT ||%, (4.29)

E=—
N k=1



88 Chapitre 4. Nouvelles approches de la séparation de sources

Correlation de s. (R (T Inter—correlation (R_ _ (1))
x 10* 1 € 51( ) x 10* 5%
5 1
0.5f
0 0 FNC ™ N e e T —
-0.5
_5 L —_ L
T-50 T=55000 T+50 T-50 T=55000 T+50
Temps en points Temps en points
Inter—correlation (RS s (1) Correlation de s, (RS (1)
x 10° 21 x 10* 2
1 5
0.5
(0] s Sl S D e N e RS g S U 0
-0.5
T-50 T=55000 T+50 7250 T=55000 T+50
Temps en points Temps en points

FIGURE 4.9 — Fonctions de corrélation et de corrélation croisée des signaux de paroles considérés.

onQ=L+L,p=(Q,...,Q) et B est la matrice de séparation. Une comparaison entre 'erreur
—_————

nx
de bloc-diagonalité obtenue au moyen des deux algorithmes JBDy cm et JBDajg,cm en fonction du

nombre de matrices (resp. du RSB) est fournie a gauche de la Fig. [£12] (resp. & sa droite).
Ces courbes montrent bien que les performances sont meilleures avec I'algorithme JBDajg,cm plutot
qu’avec l'algorithme JBDy cwm.

4.4.3 Approche exploitant la cyclo-stationnarité des signaux : applications a des
signaux de télécommunications numériques

Nous considérons m = 4 mélanges de n = 2 sources issues d’'une modulation numérique de la forme
suivante :

s(t) = R{v(t) exp(2em fet)}, (4.30)

ou R{-} désigne la partie réelle d’un signal complexe, f. est la fréquence réduite de la porteuse égale
0.2 pour la premiére source et 0.25 pour la deuxiéme source et v(t) est 'enveloppe complexe de s(t).
Elle peut étre s’exprimée de la maniére suivante :

v(t) = a(k)h(n — kT), (4.31)

kEZ
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FIGURE 4.10 — Evaluation de la robustesse de I’algorithme JBDajg,cm par rapport au degré de corré-
lation (RC en %) des sources (IV,, = 50 matrices, RSB = 100 dB).

avec a(n) est une séquence binaire complexe i.i.d., centrée de moyenne nulle correspondant aux
symboles transmis, 7" est un entier li¢ a la période symbole et h(n) est le signal de forme (il est
déterministe). Dans cet exemple, la forme h(n) est choisie triangulaire. Elle est définie pour toute
période cyclique par :

%n si 0<n< %
h(n) =4 —2n+2 si Tii<n<r-1
0 ailleurs

Les périodes cycliques des deux sources considérées valent respectivement 77 = 10, T5 = 8 en points.
Les sources sont mélangées a 1'aide du filtre RIF suivant (L =3 et L' = 3) :

0.5400 + 0.99362~1 — 0.60512~2 + 0.80402 3 0.6933 — 0.7387271 — 0.4140272 — 0.47462~3
Alz] = —0.3335 — 0.0827271 — 0.2809272 — 0.824923 —0.3995 + 0.8315271 — 0.2386272 — 0.6213273

—0.0849 + 0.7305271 + 0.5760272 — 0.114373 —0.5921 — 0.6382z71 — 0.8122272 + (0.4283273

—0.4646 — 0.9072z71 — 0.4450272 — 0.91062 3 —0.0052 + 0.65562 "1 + 0.1437272 — 0.94502 3

ou Alz] désigne la transformée en z de A(t). Les performances de I’approche JBDcony,com sont
illustrées en utilisant les deux algorithmes de BDC nommeés JBDapp—Grad €t JBDgrad,, basés respecti-
vement sur la méthode de type gradient & pas optimal (le calcul du gradient étant approché) et sur
la méthode de type gradient (absolu) a pas d’adaptation fixe (le calcul du gradient étant exact).
Au niveau de la Fig. [£13] les deux méthodes de SAS résultantes que nous notons respectivement
JBDApp—Grad,ccm et JBDgrad,,ccm sont comparées au moyen de lindice de performance défini au
niveau de 'Eq.

A gauche (resp. a droite) de la Fig. EE14] l'indice de performance est tracé en fonction du nombre
de réalisations lorsque les fréquences cycliques sont connues (resp. inconnues). Les résultats sont
rangés dans 'ordre décroissant des performances obtenues. On constate en outre, que plus la taille
des signaux est grande, meilleurs sont les résultats. Enfin, on peut observer que les performances
sont meilleurs lorsque les fréquences cycliques sont inconnues simplement parce que les performances
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FIGURE 4.13 — Icony en fonction de la taille des signaux dans les deux cas suivants : fréquences
cycliques connues et inconnues.

des algorithmes de BDC dépendent du nombre de matrices utilisées (or la taille de ’ensemble des
matrices sélectionnées a 'aide du détecteur Ccony est plus grande que celle de I’ensemble construit
lorsque 'on travaille avec des fréquences cycliques connues).

A gauche (resp. a droite) de la Fig. EEI5] nous avons tracé le nombre de matrices sélectionnées par
le détecteur Ccopny en fonction de la taille des signaux (resp. en fonction du nombre de réalisations)
lorsque les fréquences cycliques sont inconnues.

On constate que la méthode JBDgrad,,ccm améliore la méthode JBDapp—Grad,ccm basée sur le gradient
approché.

Ces courbes illustrent le bon comportement des deux méthodes JBDapp—Grad,ccm €t JBDGrad,,ccm-
Les performances sont également meilleures lorsque ’'on augmente la taille des signaux considérés.

4.4.4 Approche exploitant la diversité temps-fréquence : application a des si-
gnaux de télécommunications numériques

L’efficacité de I'approche JBDcony, TFMm exploitant la richesse temps-fréquence est illustrée au moyen
d’un exemple, tout en testant et comparant le comportement des quatre algorithmes de BDC baptisés
JBDalg, JBDApp—Grad JBDGrado s €t JBDGradg s (Proposés au niveau du troisieme chapitre) sur un
ensemble des matrices issues de transformées temps-fréquence spatiales quadratiques. L’ensemble de
matrices considéré est construit a I'aide du détecteur Ccony de points temps-fréquence utiles introduit
au début de ce Chapitre.

Nous établissons également une comparaison avec ’approche utilisant un algorithme de BDC unitaire
[50]. Les méthodes de SAS résultant de 'utilisation de I'un de ces algorithmes de BDC sont notées
respectivement JBDaig TFm; JBDapp—grad, TFM; IBDGradg o, TFM; IBDGrado ¢, M €t JBDu 1FM.

Les méthodes JBDAIg,TFM7 JBDApp—grad,TFM, JBDGradQA,TFMa JBDGradO,R,TFM sont appliquées directe-
ment sur I’ensemble des matrices sélectionnées par le détecteur Ccony, tandis que la méthode JBDy 1rm
est appliquée aprés une étape préalable de blanchiment des matrices t-f sélectionnées.
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Nous considérons m = 3 mélanges de n = 2 sources de taille 128 échantillons temporels. La premiére
source (resp. la seconde source) est une modulation linéaire de fréquence (resp. une modulation
sinusoidale de fréquence), l'ordre du filtre est L = 2 et on considére L' = 4. Les sources sont
mélangées a 'aide du systéme mélangeant suivant (ces composantes ont été générées aléatoirement) :

—0.3592 + 0.41042~1 + 0.838222 0.9365 — 0.33162~! 4+ 0.113822
Alz] = | 0.5585 —0.110827! 4 0.8221272 0.4876 — 0.304421 — 0.8183272
0.4550 — 0.7171z~1 4+ 0.52792 2 —0.8218 + 0.15282"1 + 0.54892 2

Nous utilisons le spectre de Pseudo Wigner-Ville (voir Annexe 3) avec une fenétre de Hamming de
taille 32 points en temps et nous considérons 64 fréquences.

Au niveau de la Fig. 10, nous tragons les points ¢-f sélectionnées pour des RSB = 5 et 100 dB. Le
nombre de matrices {-f sélectionnées (resp. I'indice de performance) en fonction du RSB est présenté
a gauche de la Fig [T (resp. a sa droite).

On constate que la procédure de débruitage présentée au paragraphe [£.3.3] est relativement robuste.
Les résultats obtenus montrent que les méthodes JBDaig 1Fm, JBDapp—grad, TFM, JBDGradO’A,TFM et
JBDGradQR,TFM présentent de meilleures performances que la méthode JBDy tem opérant apres blan-
chiment des observations. En outre, la méthode JBDGrado,R,TFM basée sur un algorithme de BDC a
base de gradient relatif & pas optimal est la plus performante en contexte bruité. Rien d’étonnant a
cela puisque I'algorithme JBDgrad,,  sur lequel elle est fondée était déja le plus performant des quatre
algorithmes.

4.5 Discussion & conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons introduit deux nouveaux détecteurs de points utiles et de nou-
velles approches permettant de résoudre le probléme de la séparation aveugle de mélanges linéaires
instantanés et/ou convolutifs sur-déterminés de sources. Les différentes approches proposées com-
binent généralement un algorithme de (bloc) diagonalisation conjointe & un détecteur de points utiles
permettant de construire ’ensemble des matrices devant étre (bloc) diagonalisées conjointement.
Nous avons présenté, dans un premier temps, deux approches en contexte instantané. La premiére
approche est basée sur l'utilisation du probléme aux valeurs propres généralisées formulé a partir
de deux matrices issues de RTFSQ ou bien de STFSQ. Tandis que la deuxiéme approche consiste
a diagonaliser conjointement un ensemble de matrices ¢-f par un algorithme de DC sans contrainte
d’unitarité.

Dans un second temps, nous avons présenté des approches suivant la méme logique que celles propo-
sées en instantané. Ces approches exploitent la cohérence temporelle des sources, ou des propriétés
propres aux signaux cyclo-stationnaires ou la diversité temps-fréquence dans le cas de signaux non-
stationnaires. A I’aide des simulations informatiques, nous avons montré l'efficacité des approches
proposées. Nous les avons également comparé a des approches basées sur un algorithme de (bloc)
diagonalisation conjointe sous contrainte unitaire.

L’avantage des approches proposées est qu’elles sont générales : elles permettent de traiter le cas
des sources réelles ou complexes, stationnaires, cyclo-stationnaires ou non stationnaires, corrélées ou
décorrélés et le systéme mélangeant ces sources peut étre réel ou complexe, unitaire ou non-unitaire.
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Conclusions

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés au probléme de la séparation aveugle de mélanges
linéaires instantanés et convolutifs de sources. De nombreuses approches ont été développées et étu-
diées : elles dépendent de la nature des signaux sources considérés. La plupart des approches proposées
combinent des algorithmes de (bloc-) diagonalisation conjointe (unitaires ou non) a des détecteurs
(automatiques) de points utiles permettant la construction de I’ensemble des matrices a (bloc) dia-
gonaliser conjointement.

Comme nous avons pu le constater au niveau de ’état de I'art en matiére d’approches en séparation
aveugle de sources, la plupart des algorithmes classiquement suggérés passent par une étape préalable
de blanchiment des données (ou normalisation d’ordre deux). En outre, nous avons montré dans le
premier chapitre que cette étape influence sur les performances de la séparation. Nous avons en effet
généralisé la limite minimale de la séparation introduite dans [6I] au nouvel indice de performance
proposé dans cette thése afin de mesurer la qualité de la séparation en contexte convolutif (en ins-
tantané cet indice n’est rien d’autre que celui introduit dans [86]). La plupart des algorithmes de
SAS reposent généralement sur des hypothéses d’indépendance et de stationnarité des sources. Dans
cette thése, notre objectif était de s’affranchir d’hypothéses aussi fortes, et notamment de pouvoir
nous affranchir de I’étape de blanchiment afin de pouvoir aborder le cas de mélanges convolutifs de
sources corrélées. Ceci nous a conduit & établir deux nouveaux détecteurs des points utiles opérant sur
données non blanchies et & développer de nouveaux algorithmes de BDC sans contrainte d’unitarité
sur la matrice recherchée.

Nous avons donc proposé dans un premier temps plusieurs nouveaux algorithmes de BDC opérant
sur des ensembles de matrices aussi bien réelles que complexes. Tous sont des algorithmes itératifs
passant par I'optimisation d'une fonction de cofit quadratique. Le premier, baptisé JBDajg, utilise
un schéma d’optimisation de type algébrique. Il posséde 'avantage d’étre rapide et il ne nécessite
pas que les matrices a bloc-diagonaliser conjointement soient & symétrie hermitienne. Cependant, les
matrices de I’ensemble considérées doivent quand méme étre supposées définies positives.

Pour s’affranchir de cette derniére hypothése, nous avons proposé trois autres algorithmes basés
sur des approches de type gradient. Le premier, baptis¢ JBDapp—Grad, €st basé sur une approche
de type gradient a pas optimal, mais une approximation est faite au niveau du calcul du gradient
matriciel (nous imposons une contrainte de zéro bloc-diagonalité sur la nouvelle matrice recherchée).
Ce probléme a ensuite été résolu conduisant & I’écriture de quatre nouveaux algorithmes nommés
JBDGrad, JBDgGrady (pour les versions a pas fixe) et JBDgGradg, €t JBDgGrador (pour les versions a
pas optimal). Deux utilisent une approche de type gradient et deux reposent sur une variante : le
gradient relatif. Les versions & pas optimal ont pour avantage d’accélérer la vitesse de convergence
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des algorithmes. Les deux algorithmes reposant sur une approche de type gradient relatif sont plus
stables que les autres algorithmes car la régle d’adaptation assure alors l'inversibilité de la matrice
recherchée (lorsque l'on travaille & pas d’adaptation suffisamment petit). Tous ces algorithmes de
BDC peuvent également étre utilisés afin de résoudre le probléme de la DC.

Dans un second temps, nous avons élaboré deux détecteurs de points utiles permettant de construire
I’ensemble des matrices devant étre (bloc) diagonalisées conjointement. Le premier détecteur concerne
la sélection de matrices correspondant a des matrices diagonales (de rang un) et le deuxiéme détec-
teur est une généralisation du premier au cas d’'un modéle convolutif (détection de matrices bloc-
diagonales, avec un seul bloc non nul sur la diagonale). Ces deux détecteurs possédent ’avantage d’étre
généraux du fait qu’ils opérent sur données non blanchies et qu’ils n’imposent aucune contrainte par-
ticuliére sur les matrices considérées (matrices réelles ou a symétrie hermitienne ou inversibles, etc...).

Enfin, la combinaison des algorithmes de (bloc) digonalisation conjointe non unitaires proposés avec
I'un ou l'autre des deux détecteurs de matrices particuliéres nous a permis de concevoir de nou-
velles méthodes de séparation aveugles de mélanges linéaires instantanés et convolutifs sur-déterminés
de sources. Les sources que nous traitons peuvent étre réelles ou complexes, stationnaires, cyclo-
stationnaires ou non-stationnaires. L’hypothése de décorrélation n’est nécessaire que pour une seule
des approches que nous suggérons, en I’occurrence celle qui utilise la fonction de corrélation moyenne
et que nous avons baptisé JBDcony,cm. Toutes les autres approches que nous avons développées per-
mettent d’aborder le cas de sources corrélées.

Perspectives de recherche

Systémes de mélanges linéaires convolutifs sous-déterminés

Il s’agit de considérer le cas ot le nombre de capteurs est inférieur au nombre de sources (m < n). Ce
cas a déja été traité en contexte instantané dans [61], [L0T] et [79] en utilisant un détecteur de points
utiles consistant & sélectionner des matrices de rang un. Nous souhaitons généraliser ces méthodes au
cas des mélanges linéaires convolutifs sous-déterminés de sources grice au détecteur que nous avons
développé.

Les algorithmes de BDC appliqués a d’autres domaines

Il a été déja démontré que le probléme de I'estimation des directions d’arrivées en traitement d’an-
tenne peut étre résolu au moyen d’un algorithme de BDC unitaire [9][I0]. Notre prochain objectif
consiste & introduire nos algorithmes non unitaires dans certaines méthodes de traitement d’antenne
(Music temps-fréquence, etc...) puis & comparer les méthodes résultantes aux méthodes fondées sur
des algorithmes sous contraintes unitaires. L’idée étant 14 encore de mieux prendre en compte une
éventuelle corrélation entre les signaux (du fait des multi-trajets), cas rarement traité en traitement
d’antenne. Un autre objectif est d’élargir le champ des applications de ce type d’algorithmes.

Approches de SAS basées sur les spectres temps-multifréquence spatiaux quadra-
tiques

En paralléle, nous allons essayer de généraliser aux ordres supérieurs les approches de SAS développées
afin de les rendre plus robustes vis-a-vis d’éventuels bruits gaussiens additifs. Ceci se fera en étendant
nos résultats en utilisant non plus de simples spectres temps-fréquence spatiaux quadratiques mais
des spectres temps-multifréquence spatiaux quadratiques fondés sur les cumulants d’ordre quatre.
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Annexe 1 : Deux types particuliers de
décompositions matricielles conjointes : la
diagonalisation conjointe et la
zéro-diagonalisation conjointe

Le probléme de la décomposition d’une matrice consiste a trouver une nouvelle base dans laquelle
cette matrice soit le plus simple possible.

Nous présentons dans cette premiére annexe deux types particuliers de décompositions matricielles
conjointes utilisés dans de nombreux domaines d’application en sciences et en ingénierie et notamment
au niveau des problémes de la séparation aveugle de mélanges linéaires instantanés de sources et du
traitement d’antenne. Il s’agit du probléme de la diagonalisation conjointe et de la zéro-diagonalisation
conjointe d'un ensemble donné de matrices.

Diagonalisation conjointe d’un ensemble donné de matrices

Formulation du probléme de la diagonalisation conjointe

Le probléeme de la DC d’un ensemble de matrices s’énonce de la maniére suivante. Considérons un
ensemble M de N, (N, € N*) matrices carrées M; € C"™*™ i € {1,..., Ny}, admettant toutes la
factorisation suivante :

M; = AD;A® ou D, = BM;BY | Vie {1,...,N,}, (4.32)
di’n 0 R 0
0  dia 0
avec : D; = ) ) , Vi € {1,..., Ny, } sont des matrices diagonales de dimen-
0 o 0 digm
sions n x n et les d; ;5,7 € {1,..., Ny}, 7 € {1,...,n} sont des scalaires. La matrice A est une

matrice de rang plein de dimension m x n (m > n) et la matrice B est sa pseudo-inverse (ou inverse
généralisée de Moore-Penrose).

Le probléme de la DC consiste a estimer la matrice A ou la matrice B et ce uniquement & partir des
matrices de ’ensemble M.

On dit alors que B diagonalise conjointement les matrices de ’ensemble M, en d’autres termes B est
le “diagonaliseur conjoint” car c¢’est diagonaliseur commun & toutes les matrices M, i € {1,..., Ny, }.
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Principe de la diagonalisation conjointe

Commengons par introduire quelques notations utiles pour la suite des développements. Etant donnée
une matrice C carrée de taille m x m :

C11 C12 Clm
C21 NN e

c=|“ e (4.33)
Cml Cm2 Cmm

on définit Popérateur OffDiag{-} comme la matrice “zéro-diagonale” construite a partir des éléments
hors diagonale de la matrice qui lui est passée en argument. Ainsi :

0 c¢2 ... Cim
offbiag{cy = | 0 o (4.34)
Cmli Cm2 ... O
et
|OffDiag{C}||7 = tr {OffDiag{C}" OffDiag{C}} = > "¢7;, (4.35)

i#j

si ||| désigne la norme de Frobenius de la matrice en argument.
On définit également P'opérateur Diag{-} permettant d’extraire la matrice diagonale de la matrice
passée en argument. Ainsi :

C11 0 0
Diag{C} = | © ' (4.36)
0 0 Conim.

La plupart des algorithmes que 1'on trouve dans la littérature pour résoudre le probléme de la DC
d’un ensemble donné de matrices se raménent & la minimisation de I'une ou 'autre des trois fonctions
de colit suivantes :

Nm
cP(B) =Y |[OffDiag{BM;B"}|7., (4.37)
k=1
Nm
¢?(B) =3 Drr{BMB"}, (4.38)
k=1
Np, N
DA = Sy - ADAY |7 ou i (B) = S |IBMBY — D% (4.39)
k=1 k=1

L’opérateur Dgr{-} représente la divergence de Kullback-Leibler (ou divergence K — L) qui est une
mesure de dissimilarité définie de la maniére suivante :

Drr{C} = %{logdet(Diag{C}) — logdet(C)}, (4.40)
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La fonction de cott Cc(li) (B) a été utilisée par J.-F. Cardoso et A. Souloumiac dans [18] et [19] sous
la contrainte d’unitarité sur la matrice recherchée A A =T et BYB = I. La minimisation de cette
fonction peut étre réalisée par une simple extension de la méthode de Jacobi [65]. Dans le cas ou la

(

matrice B n’est plus nécessairement unitaire, la fonction de cott C di)(B) a été également utilisée par
M. Joho et K. Rahbar dans [75]. Ils ont proposé un algorithme itératif basé sur la méthode de Newton.
E.-M. Fadaili et al. ont montré dans [44] que la minimisation de cette fonction de cott pouvait étre
réalisée au moyen d’une méthode d’optimisation algébrique. Dans [118], la minimisation est réalisée
a l'aide d’un algorithme itératif utilisant le gradient naturel & pas optimal tandis que dans [121], la
minimisation est réalisée en se ramenant & la résolution d’un probléme des moindres carrées linéaires :
une solution analytique est alors proposée. C’est D.-T. Pham qui a suggéré dans [96] d’exploiter la

fonction de cofit Cc(lz)(B) pour diagonaliser conjointement un ensemble de matrices définies positives.

Céi)(B) peut étre vue comme l'information mutuelle gaussienne exprimée dans le domaine spectral.

La fonction Cc(li_l) (A) a été utilisée par A.-J. Van Der Veen dans [I12] et A. Yeredor dans [I17]. Cette

fonction de coit fait intervenir la matrice de mélange A. S. Dégerine a proposé quant a lui dans [38§]
(3-2)

de minimiser plutét la fonction C;. ~(B) qui porte, elle, sur la matrice de séparation B. A.-J. Van

Der Veen optimise la fonction de coft Cc(li_l)(A) par la méthode de Gauss-Newton, tandis que A.
Yeredor et S. Dégerine ont proposé une solution itérative alternant deux phases de minimisation,
dans la premiére phase baptisée ACS (Alternating Columns Step), A. Yeredor minimise la fonction
de cotit par rapport a la matrice de mélange A et S. Dégerine la minimise par rapport a la matrice
de séparation B. Dans la deuxiéme phase nommée DCS (Diagonal Centers Step), tous les deux
minimisent la fonction de cofit par rapport un ensemble de matrices diagonales.

Zéro-diagonalisation conjointe d’'un ensemble de matrices

Formulation du probléme de la zéro-diagonalisation conjointe

Le probléme de la ZDC s’énonce de la maniére suivante. Considérons un ensemble N de N,,, Ny,

€ N*, matrices carrées N; € C™*™ i € {1,..., N, }, admettant toutes la factorisation suivante :
N; = AZ;,A ouZ; =BN,B?  Vie{1,...,N,}, (4.41)
0 =z - Ziin
Zi,21 0 PN Zi2n . ) . . .
avec : Z; = ) . , sont des matrices zéro-diagonales de dimensions n x n
Ziml -+ Zin(n—1) 0
et les 2 55,1 € {1,..., N}, j € {1,...,n} sont des scalaires. La matrice A est une matrice de rang

plein de dimensions m x n (m > n) et la matrice B est sa pseudo-inverse.

Comme son nom le laisse supposer, la ZDC d’un ensemble donné de matrices consiste & trouver un
“zéro-diagonaliseur” commun a toutes les matrices de ’ensemble N (encore appelé zéro-diagonaliseur
conjoint), permettant d’annuler les termes diagonaux de ces matrices.

Principe de la zéro-diagonalisation conjointe

L’objectif de la ZDC est alors de chercher une matrice A ou une matrice B (et éventuellement les
matrices zéro-diagonales) permettant de minimiser la fonction de cott suivante :

Nm
cl)(B) = - ||offDiag{BN;B"} . (4.42)
k=1
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ou bien de maximiser la quantité suivante :

N

-3 ||Diag{BN,B7}[3,.
k=1

La encore, le cas unitaire a d’abord été traité dans 7] avant que ne soient proposées trois solutions
non unitaires dans [43][44][21].

Nous signalons enfin qu’il a également été proposé d’optimiser une combinaison linéaire entre les
deux fonctions de cofit Cé? (B) et CS%(B) afin de diagonaliser conjointement 1’ensemble M et zéro-
diagonaliser conjointement l’ensemble N simultanément (les tailles de M et N peuvent étre diffé-
rentes). Nous cherchons alors & minimiser la fonction de cotit suivante :

Cit) 4(B) = aZHOfFDmg{BMkBH}HF (1-a ZHOfFDuag{BNkBH}HF, (4.43)
k=1 k=1

avec « variable réelle comprise entre 0 et 1. On peut également chercher & maximiser la quantité

suivante : N N
o ||Diag{BMB?}|[;, — (1 —a) ) || Diag{BN;B"}|.
k=1 k=1

Pour davantage de détails, un panorama des différentes méthodes de DC et de ZDC est proposé au
niveau de I'habilitation a diriger des recherches [107].



Annexe 2 : Calcul du gradient matriciel &
expression des coefficients du polynéme d’ordre 4
obtenu dans le calcul du pas optimal

A) Gradient matriciel approché de la fonction de cout Cégé) (W)

Soient ng) et Egm) les deux matrices respectivement bloc-diagonale et zéro-bloc- diagonale construites
a partir de la matrice MZ(-m) (M(m) = Egm) + DZ(-m) et E(m) OffBdiag, {M } et ng) =

Bdiag(n){Mgm)}). Comme W est, elle aussi, une matrice zéro bloc-diagonale, la fonction de coiit
CIEZZ) (W) peut donc s’écrire comme :
Nm
cmw) =Y HOfFBdiag(n){WMgm)} + OffBdiag ) {M{" W} + OffBdiag ) {M"™}
i=1

(m)xarHA ||
+ OffBdiagy {WM!™W }HF

2
E" + DWW+ WD + WE W ||

=1
N7YL
=Y w{®"™ +D"W + WD + WE W) (B 1 D" W
=1
+wD™ + wg™wH )} (4.44)
ou tr{-} désigne l'opérateur trace. En utilisant la propriété de linéarité de lopérateur trace, nous
obtenons :
cim (W) = Ztr{E (MHEmY L m™H (DM wWH + wp(™))

B TWEMWH ) 4 tr{ (WD 4 DI wWHE™Y
t{WD DM W} 1 (D™ WH WD)
tr{WD!™wD!"™ 4+ DT WHD™ Wy
tr{ (WD + DIMHWH)WE™ WH}
tr{WE™HwWHDmWH + wD(™)}

tr{WE " WHE™} + tr{ WE " WHWE™ W} (4.45)

(2

+ o+ o+ o+ o+ o+
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En supposant pour simplifier le calcul que les matrices considérées sont a symétrie hermitienne, la
fonction de coft Cé;n) (W) peut alors étre écrite sous la forme suivante :

clm Ztr{ MHEMY + 2B (DMWH + WD)} 2t (B WE W |

+tr {WD§ mHpmIgwH | D(m)HwHWD(.m)} +tr{WD™HWD(™ 1 pmHwHD M wH)

+ 2t { WE!™ T WH(DM™WH + WD™)} + tr{ WE™# WHWE™ W} (4.46)
En exploitant maintenant les propriétés suivantes [74] :
tr{PQR} = tr{RPQ} = tr{QRP} (4.47)
otr{PXH}
——— =P 4.4
X (4.48)
otr{PX}
—— =0 44
0X* (4.49)
dtr{P} = tr{dP} (4.50)
dtr{PX71QX} = tr{PdX” QX 4+ PXQdX} (4.51)
otr{PXH1QX}
—L = = _ QXP 4.52
= Q (452)
ou d (-) désigne l'opérateur de différenciation, le gradient de la fonction de coiit C( )(W) est :
_ 5 OCbie(W (m=1))
Vdec(W ) 8W(m 1)x
=2 Z 2B D™ 4 2B WE™ + WD!™ D™
+ 2WE§"”H wHD™ 4 2D§m)WHWE§ ™I 4 owD™MwWE™!
+ WE I wWIWE™Y L wE™wIwWE!™" (4.53)

nous obtenons finalement le résultat donné au niveau de I'Eq. B.19

B) Gradient matriciel exact de la fonction de cott CIEZ?(B) & coeffi-
cients du polyndéme d’ordre 4 impliqué dans le calcul du pas optimal

(

Pour calculer le gradient matriciel de la fonction de coft Cbgé)(B) et les coefficients du polynéme
d’ordre 4 impliqué dans le calcul du pas optimal, nous nous appuyons sur les propriétés suivantes
[69][75][95] :

Considérant trois matrices carrées D1, Do et D3 de dimension M x M et deux matrices rectangulaires
Dy (M x N) et D5 (N x M) et une matrice carrée (N x N) Dg, on a :

P;.

|OffBdiag, j—1. {Di}l[% = tr{(OfFBdiag(n){D1}> OffBdiag {Dl}}

— tr {DHOfde.ag {Dl}}
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Py. tr{D:} =tr {D]}.

Ps3. tr{D; + D3y} =tr{D;} + tr {Ds}.

P4. tr{D;DyD3} = tr {D3sD; Dy} = tr {DyD3D;} = tr {D; Dy} = tr {DyD; }.
P). tr {D4D5} = tr{DsD4}.

P;. tr {D¥D,) = (vec (D1))" vec (Dy).

Ps. vec (Ofde.ag {DG}) = Tpogvec (Dg).

P;. d(D{') =d(Dy)"

Ps. d(D%) = d(Dy)".
Py. d(D1D2) = d(D1) D2 + D1d (D3).
Pio. d(D; +Dy) = d(Dy) + d(Ds).
P11 d(tr{D1}) = tr{d(D1)}.

Pi2. d(vec(D;}) = vec (d(Dy)).

Pi3. d(f(Z,2%) = tr{D]Z + Z"D,}) = tr {DTdZ + DI dZ*} = 9/ = D; et 5 = D,.
Pi4. vec (D1D2D3) = Dg ® Djvec (DQ)
Pi5. (D; ® Do) = DI @ DY

L’opérateur vec () désigne 'opérateur de vectorisation défini au niveau de I'Eq. B39, l'opérateur
OffBdiag, {-} représente 'opérateur de zéro bloc-diagonalité défini au niveau de ’'Eq. B 7 et la matrice
Tgog désigne la matrice de transformation de dimension N2 x N? définie au niveau de 'Eq. B.AT et
® désigne le produit de Kronecker.

1) Calcul du gradient matriciel de la fonction Cé;nc)(B)

En utilisant la propriété P, la fonction de cott CZEZ? (B) peut étre écrite :

Nm
By =Yt {(BM B")H OffBdiag ) {BM; BH}}
=1

D’aprés les propriétés Ps3, Pg, P1g et P11, la matrice différentielle de la fonction de coiit peut étre
obtenue comme :

dci™ (B Ztr{ ( (BM;B")" OffBdiag ) {BM; BH})} Y rB)+g(B),  (4.54)
Nm
F(B) = Ztr{d((BMiBH )7 OffBdiag ) {BM;B” }}
=1

G(B) = %u {(BMiBH)Hd (OfFBdiag(n){BMiBH})} .

i=1
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Les propriétés Po, P3, Py, P/, P7, Py, Pg et P19 impliquent que :
N,

FB) =Y tr {BMH dB" OffBdiag ) {BM;B }} + Ztr {dBMH B OffBdiag ) {BM,B” }}

=1 =1

N,
=) tr{ (OffBdiag(,, {BM;BY }BM "B
(n)
=1

N . T
+Ztr{((OfFBdiag(n){BMiBH}> B*M;) dB}.
=1

Utilisant maintenant les propriétés Po, P3, Py, P/, P5, Pg, Pg et Py, nous trouvons que :

=

G(B) = (vec (BM BH))H vec (d (Ofdelag y{BM; BH}>)
= 3 (Tponvec (BM;BH)) " vec (d (BM;BH))
= i (vec (OfFBdiag(n){BMiBH}))H vec (d (BMiBH))
= i {(Ofdeuag y{BM; BH}) d (BMiBH)} .
D’ou :
Nm T T
= { ((offBdiag ) {BM:B}) BM ) dB} ttr { ((OfFBdlag {BM;B"}) BMi> dB*} .

En remplagant F(B) et G(B) dans I'Eq. [£54] par les expressions que nous venons de trouver, nous
obtenons finalement :

dc{™ (B Ztr{(((OfFBdlag J{BM, BH}) B*M;-*)T ((Ofde.ag {BM; BH}) B*M?)T) dB}

T
+tr {(((Ofdelag ,{BM,B }) BMH> ((Ofdelag \{BM,B }) BMZ-> )dB*}.

Nous faisons ensuite appel a la propriété P13 pour obtenir les résultats finaux suivants :

acim By N T e " r
T:Z(Ofrsd.ag {BM,B }) B*M! +Z(Ofde|ag {BM,B }) B*M!

i=1 =1

EPB) _ ™ (o u i 2 o N
aB*_;< iag(n) {BM;B }) BM! +Z}( iag () {BM,B }) BM,.

Et par conséquent, nous en déduisons le résultat du gradient matriciel donné au niveau de I'Eq. [3.30
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2) Expression des coefficients du polynéme d’ordre 4 impliqué dans le calcul du
pas optimal

(

Utilisant les deux propriétés P1 et Pj5, la fonction de cotit Cbgz)(B) peut étre réécrite de la fagon
suivante :

Nm
Chi(B) = > (vec (BM;B™))" vec (OffBdiag(, {BM;B} ) (4.55)
=1

D’aprés les propriétés Pg, P14 et P15, nous trouvons que :

Nm
Cé;"c)(B) = Z (vec (M;)) BT @ BHTg,sB* ® Bvec (M),
i=1

Introduisons les trois matrices P, Q et R définies respectivement comme :

P =BT @ BY, (4.56)
Q=B ® (V.C" B)Y + (v.c"(B)T @ BY, (4.57)
et
R = (VoCir) (B))Y @ (VaCin (B)). (4.58)
Alors, nous avons :
Cédc) (B JIAVS dec ) Zvec P 1wQ + IuZR) Tgof (PH — QT + MZRH) vec (M;)
= Zvec HpTs.aP vec (M)
— quec T (PTE.aQ"” + QTpoaP) vec (M)
+ 12 Zvec T (PTpaR” + QTpoaQ + RTpoaP) vec (M;)
— B Z vec ( QTBOHR + RTR.aQ ) vec (M;)
+ ut Zvec A RT.sR vec (M) (4.59)

= ap + a1+ aop® + agp® + asp.

Ce qui conduit finalement aux résultats donnés au niveau des Eq. (331), (8:32), (B33), B34) et
B3.35).
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Annexe 3 : Quelques éléments de ’analyse
temps-fréquence

Dans cette annexe, nous rappelons dans un premier temps quelques éléments de ’analyse de Fourier
et de I'analyse temps-fréquence. Dans un second temps, nous présentons et démontrons quelques
résultats analytiques : les calculs sont menés sur certaines transformées temps-fréquence quadratiques
appliquées aux mémes signaux synthétiques que ceux utilisés dans les simulations informatiques
du quatriéme chapitre. Dans un troisiéme temps, nous rappelons les propriétés importantes des
transformées temps-fréquence spatiales quadratiques ainsi que celles des spectres temps-fréquence
spatiaux quadratiques. Certaines de ces propriétés ont été exploitées afin de concevoir les détecteurs
de points temps-fréquence utiles (voir Annexe 4).

Outils mathématiques : spectres, spectres temps-fréquence et trans-
formées temps-fréquence

Ce paragraphe a pour objectif de nous familiariser avec ’analyse temps-fréquence. Nous commence-
rons par montrer les limites de 'analyse de Fourier et celles de la transformée & court-terme TFCT
dés lors qu’il s’agit d’analyser des signaux présentant une trés forte non-stationnarité.

TF, TFCT et leurs limites

Un signal est le support physique d’une information. Pour extraire cette derniére du signal, il est
nécessaire d’avoir recours a ’analyse de Fourier soit en utilisant le développement en série de Fourier
pour les signaux périodiques, soit en appliquant la Transformée de Fourier (TF) pour les signaux
non périodiques. La TF et son inverse (TFl pour TF Inverse) établissent la relation entre le domaine

temporel (signal z(t)) et le domaine fréquentiel (spectre de Fourier |Xg(cf )(V)\) par :

x(t) AL xXPDw) = / x(t) exp(—i2mvt)dt. (4.60)
R
XDw) LR x(t) = /RXéf)(y) exp(12mvt)df. (4.61)

Le spectre obtenu grace au module de la TF permet d’extraire les informations pertinentes du signal
sur toute sa durée. Cependant, on peut avoir de la redondance d’information. Pour supprimer l'in-
formation redondante, on applique la TF au “signal analytique” qui est complexe. En fait, pour tout
signal réel z(t), on peut associer le signal analytique complexe z4(t) :

2a(t) = 2(t) + H{z(t)}. (4.62)
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x4(t) est appelé “signal analytique”, ot H{-} désigne la Transformée de Hilbert (TH) définie comme :
H{z(t)} = z(t) x4 = TVP{ [, x(t)ﬁdT}. ou VP{:} désigne la valeur principale de 'intégral passée
en paramétre. Ainsi, la TF du signal analytique x,(t) associé au signal x(t) est la suivante :

XD w) = xPw) + X ) (—sign(v)), (4.63)

ou sign(+) est la fonction signe définie par :

. _ 1 pour v >0
sign(v) = { lpourv <0 (4.64)

En d’autres termes,

XN w) = 2Xg(cf)(1/) pour v > 0
a 0 pour v < 0

En examinant la relation donnée au niveau de I’'Eq. L60] on constate que la TF compare les signaux
aux exponentielles éternelles en effectuant une opération de moyennage selon 'axe des temps. Elle
est donc bien adaptée a I’étude des phénoménes dont les caractéristiques varient peu dans le temps,
moins & celle de phénomeénes transitoires, de durée bréve.
Les inconvénients de ’analyse de Fourier sont en général :
> un manque de localisation temporelle. En effet, I’analyse de Fourier permet de connaitre les diffé-
rentes fréquences excitées dans un signal, c’est & dire son spectre, mais ne permet pas de savoir a
quels instants ces fréquences ont été émises.
>~ la TF n’est pas un outil adapté a ’étude des signaux dont la fréquence varie dans le temps (signaux
non-stationnaires).
D’oit la nécessité d’une analyse combinant & la fois le temps et la fréquence, a la maniére d’une portée
musicale. La solution consiste & calculer des spectres instantanés pour chaque pas temporel du signal.
Les outils pour réaliser cette opération sont connus sous la terminologie d’analyse temps-fréquence.
La TF ne peut s’appliquer qu’a l'analyse de signaux stationnaires. Si le signal & analyser est non-
stationnaire, on peut utiliser la TFCT qui consiste & découper le signal en différentes plages ou fenétres
de longueur fixée puis & étudier chacune de ces plages séparément des autres au moyen d’une analyse
de Fourier traditionnelle. Il s’agit donc d’une analyse de Fourier local. Elle présuppose que les non-
stationnarités du signal sont lentes ou encore que le signal évolue peut sur la fenétre d’étude. On va
donc considérer :
XU (1) = / 2P (7 — £)el 2 7. (4.65)
R
ou h désigne une fenétre d’analyse & court terme.
Du fait du principe d’incertitude d’Heisenberg, lors de I'utilisation de la TFCT, quand on améliore la
résolution en temps, on détériore la résolution fréquencielle et réciproquement. C’est ’'inconvénient
majeur des transformées fenétrées.
Remarquons finalement que la TFCT appartient & la classe des transformées temps-fréquence linéaires
(TTFL) définie pour un signal z(t) par :

2(t) T Ot v A) = / K(0:1,v)2(0)d6, (4.66)
R

ou K (0;t,v) représente le noyau de la transformation permettant de déterminer des classes particu-
liéres de solutions possédant des propriétés spécifiques.

Le spectrogramme est construit comme le module au carré de la TFCT et les limitations théoriques au
niveau de I'analyse de signaux par la TFCT ou par le spectrogramme sont de méme nature que celles
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de l'analyse de Fourier dont elles sont directement issues (allure de représentation liée au choix de la
fenétre laquelle détermine les résolutions fréquentielles et temporelles, ces résolutions ne peuvent étre
simultanément bonnes (il en résulte un compromis) et analyses peu adaptée a des non-stationnarités
rapides).

Dans la suite, nous considérerons des signaux vectoriels et non plus scalaires.

Spectres temps-fréquence spatiaux bilinéaires et quadratiques, transformées temps-
fréquence spatiales bilinéaires et quadratiques

Spectre temps-fréquence spatial bilinéaire et transformée temps-fréquence spatiale bili-
néaire

Considérons un couple (x(t),y(t)) de deux signaux (éventuellement analytiques), vectoriels, ot x(t) =
[21(), ..., 2 ()]T et y(t) = [y1(t),...,yn(t)]T) aléatoires, réels ou complexes. Le spectre temps-
fréquence spatial bilinéaire (STFSB) associé est défini de la fagon suivante :

(x(), y(1)) 2P Doy (t,1; K) = / Ry (0,0') © K(6,6';t,v)d6d6, (4.67)
R2

ou la fonction K(6, 6'; t, v) désigne le noyau de la transformation, ® désigne le produit de Hadamard®
et Rxy (0, 0') représente la matrice de corrélation. Elle est définie pour un couple de signaux complexes
(x(t),y(t)) par : Rxy(6,0') = E{x(0)y™(¢')} si E{-} désigne 'opérateur d’espérance mathématique.
La matrice Ryy(6,0") s’écrit alors :

Ry (0,0') . Ry, (0,0")
Ry (0,0') = : : ) (4.68)
Ry, (0,607) oo Ry, (6,0

sachant que chacune des composantes Ry, (0,0") = E {xi(e)y;(e’)}, Vi,j = 1,...,n, représente
l'inter-corrélation entre deux signaux scalaires z;(t) et y;(t). Le STFSB Dyy(t,v;K) exprimé au
niveau de I’'Eq. [4.67] peut lui aussi étre mis sous la forme matricielle suivante :

Dypy, (t,v; K11) ... Dy, (t,v; Kip)
ny (tv v K) = e 5 (469)

Dy, (t,v; Kp1) ... Dy, (t,v; Kpp)
avec Dy (t,v; Kij), Vi,j = 1,...,n, est la transformée bilinéaire associée au couple de deux signaux
scalaires (7;(t),y;(t)). Le spectre temps-fréquence bilinéaire (STFB) Dy, (t,v; K;j;) est paramétré par

le noyau K;; et est défini pour ¢,j = 1,...,n, comme :
STFB ' / /
(xi(t),y;(t)) =— Dy, (t,v; Kij) = /2 inyj(Q, 0)K;;(0,0';t,v)d8dy’, (4.70)
R

Notons que pour des signaux déterministes, il suffit d’omettre ’espérance mathématique au niveau
de la fonction d’inter-corrélation et de la matrice de corrélation, c.d.d. Rxy(6,0") = x(0)y™(0)
et Ry, (0,0") = x(0)y;(0"), Vi,j = 1,...,n. Dans ce cas, Dy,y,(t,v; Kij) (vesp. Dxy(t,v;K)) est
qualifié de transformée temps-fréquence (resp. transformée temps-fréquence spatiale) bilinéaire, notée
TTFB (resp. TTFSB).

6. C’est un produit terme a terme des éléments de deux matrices de méme dimension.
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Spectre temps-fréquence (spatial) quadratique et transformée temps-fréquence spatiale
quadratique

Le spectre temps-fréquence (resp. spectre temps-fréquence spatial) quadratique noté STFQ (resp.
STFSQ) peut étre considéré comme la restriction du STFB (resp. STFSB) a un couple de deux
signaux identiques (x;, ;) (resp. (x(t),x(t)). Ainsi,

(2i(t), 25(t) 223 Dy, (t,v3 Kij) = Dy, (t,v; Kij) = / Rao,(0,0)K;(0,0':¢,v)d0de’,  (4.71)
R2
et
(x(1),x(1) P D (t,1:K) = | Rux(0,6') © K(6,0';t,v)dOd0’
R2

Dz111 (t> 12 Kll) e Dxlxn(tay; Kln)
= : : . (4.72)

Dmnxl (t> v Knl) ce D:cna:n (t, v Knn)

De la méme maniére que pour le STFB (resp. le STFSB), dans le cas de signaux déterministes, il

suffit d’omettre I'espérance mathématique au niveau de la fonction d’auto-corrélation Dy ., (¢, v; K )

(resp. de la matrice de corrélation Dxx (¢, v; K)) pour retrouver la définition des transformées temps-

fréquence quadratiques, notées TTFQ (resp. transformées temps-fréquences spatiale quadratiques,

notées TTFSQ).

Les termes diagonaux de la matrice Dxx (¢, v; K) sont des termes quadratiques que 'on appelle les

“auto-termes”, ils correspondent aux STFQ (resp. TTFQ pour des signaux déterministe) de chacune

des composantes du vecteur x(¢) de signaux aléatoires (resp. déterministes). Les termes hors dia-

gonale portent I'appellation générique d™‘inter-termes”. Ils correspondent quant & eux aux STFB ou

TTFB associés a des couples de composantes distinctes du vecteur x(t) de signaux aléatoires (resp.

déterministes).

Notons qu’en fonction du choix du noyau Kj;;, i,j = 1,...,n,, on pourra de déterminer des classes

particuliéres de solutions liées aux propriétés désirées. Ainsi,

> la classe de Cohen regroupe les représentations temps-fréquences énergétiques covariantes par
translations temporelles et fréquentielles.

> la classe affine regroupe les représentations temps-fréquences énergétiques covariantes par trans-
lations temporelles et changement d’échelle.

1l existe d’autres classes telles que la classe par corrélation, ou encore la classe hyperbolique, etc...

Les propriétés souhaitables pour les RTFQ ou STFQ sont recensées au niveau du Tab. ala fin de

cette Annexe. Finalement, pour plus de détail, on peut se reporter a [70], [53] ou encore [108].

Nous allons maintenant nous intéresser plus particuliérement aux distributions de Wigner et de

Pseudo-Wigner lesquelles sont utilisées dans les simulations informatiques que nous effectuons au

quatriéme chapitre afin d’illustrer le comportement de certaines méthodes que nous avons développées

afin de résoudre le probléme de la séparation aveugle de mélanges de sources non-stationnaires.

Quelques exemples de TTFQ

A) Distribution de Wigner et spectre de Wigner

Le spectre de Wigner (SW) (resp. la Transformée de Wigner (TW)) d’un signal s(t) aléatoire (resp.
déterministe) est défini(e) par :

Dw s(t,v) = / Ry(t,T)e ™ dr, (4.73)
R
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ot Ry(t,7) est la fonction de corrélation définie comme Ry(t,7) = E{s(t + 5)s*(t — 5)} (resp. elle
est la corrélation instantanée définie comme R (t,7) = s(t + 5)s*(t — §)). Pour un signal analytique
(§4.62)), on parle de spectre de Wigner-Ville (SWV) (resp. Transformée de Wigner-Ville (TWV)).

1) Calcul de la TW sur quelques signaux synthétiques particuliers

Résultat 1. La TW d’une cisoide s(t) de fréquence vy, d’amplitude a et de durée infinie : s(t) =

ae?™ot st égale a Uimpulsion de Dirac au point (v — vg) multipliée par le carré de 'amplitude :

Dw s(t,v) = a*5(v — vp). (4.74)

En fait,

Jr
DW,s (t, V) — a2 / > e127r1/0(t+7/2)e7127ﬂ/0(t77’/2)efl27r1/7d7_'

—00

c’est & dire encore :
“+o00

Dw, s(t,v) = a2/ e 12T (v—r0)T g

—00

D’ou le résultat donné au niveau de 'Eq. 74

Résultat 2. La TW d’un signal modulé linéairement en fréquence (chirp idéal), de fréquence instan-
tanée At, d’amplitude a et de durée infinie : s(t) = ae’Q“%t2, est égale a 'tmpulsion de Dirac au point

(v — At) multipliée par le carré de l'amplitude :
Dw s(t,v) = a*5(v — \t). (4.75)

En fait,

T

2 e 272 (t+1)2 —2rd (t—I)2 _—i27vr
Dw s(t,v) =a e T2\ e 2Ty ) e dr.
—00

c’est & dire :
+o0o
Dwy (t,v) :/ e 12m(r=AOT g

—00

D’oit le résultat donné au niveau de 'Eq. [4.75
Reésultat 3. La TW d’un signal porte définie par :

1site [t1,t2]
0 sinon

)

o(t) = Ty 1 (1) = {

est la suivante :

Osit<tiout>ty

4t —t1) siv=0et t € [t;, 112]

Dw s(t,v) = ¢ 4(t — t1)sinc (dmv(t — 1)) si v # 0 et t € [tg, BF2] | (4.76)
Aty —t) siv=0et t € [BFL2 1]

4(ty — t)sinc (dmv(t — to)) si v # 0 et t € B2 1]

NN NN

sin(x) )

ot la fonction sinc(-) représente le sinus cardinal défini comme sinc(r) = ~—
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En fait,
+oo

Dw s(t,v) = /

—0o0

T T —U2TTVT
H[tl,tg](t + §)H[t1,t2](t — 5)6 2 dT.

Nous faisons le changement de variable u =t 4+ 7/2, nous obtenons alors :

+o0
DW,S(ta 1/) = 2/ H[tl,tz] (U)H[tl,tz](Qt _ u)e—ZZTFVQ(u—t)du'
Ce qui implique que :
to
t1

Nous faisons maintenant un autre changement de variable v = 2t — u :

2t—t1
DW,S (ta V) =2 / H[t1,t2](U)e_ﬂTWQ(t_U)d’U
2t—to
Donc : )
t—1t1
DW,S (tv V) = 26_Z47Wt/ H[t1,t2] (U)eZ47rVUdU'
2t—to

Nous distinguons les cas suivants :

1. sit <ty out >ty alors la transformée est nulle.

2. sit € [ty, 23%2] alors le chevauchement se produit dans I'intervalle [t1, 2t —t1] et par conséquent

2
la transformée est donnée par :

2t—t1

Dw s(t,v) = 2e_’47”’t/ g, 1) (v)e“ ™ dy
t1

2efz4m/t

Wy

2 [ez47rl/(t—t1) o e—z47rl/(t—t1)]‘

ry

[ez47r1/(2t—t1) o ez47wt1]

d’ou :
esi v #0 alors:
Dy s(t,v) = 4(t — t1)sinc(dmv(t — t1)).

esi v =20 alors:
Dw s(t,v) =4(t — t1)

3. Par analogie, si t € [%F%2 £5], nous obtenons :

esi v#0 alors:
Dy s(t,v) = 4(ta — t)sinc(4dmv(ta — t)).

esi v =0 alors:
DW,s(t7 V) = 4(t2 - t).

D’ou le résultat donné par I'Eq. A.76)
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Résultat 4. La TW d’une cisoide de fréquence vy, d’amplitude a et a support fini : s(t) = h(t)z(t),
ot h(t) =y, 4,)(t) et x(t) = ae®™, est donnée par :

0sit <ty out>ts

(t—t1)
Dw s(t,v) =a*{ A(t —t1)sinc (dr(v — o) (t — 1)) siv# g ett € [tr, BEF2] . (4.77)
Aty —t) siv =1y ett € [LF2 ty]
(t2 — 1)

Pour calculer la transformée de Wigner d’une cisoide s(t) de fréquence vy, d’amplitude a et a support
fini, nous utilisons la propriété de modulation :

y(t) = x(t)eﬂ’”’ot = Dw y(t,v) = Dw .(t,v — 1p).

Donc :
DW’s(t, l/) = G,QDW’h(t, v — 1/0).

ot : h(t) = Iy, 4, (t). D’ott le résultat donné par 'Eq. L.77

Résultat 5. La TW d’un signal modulé linéairement en fréquence, de fréquence instantanée At,
A

d’amplitude a et a support fini : s(t) = h(t)z(t), ou h(t) = My, 4, (t) et z(t) = ae®™ 2% est donnée

par :

Ostt<ty out >ty

At —ty) siv =Xt et t € [ty, 152]

Dw s(t,v) =a*{ At —t1)sinc (dm(v — M)(t —t1)) siv # Nt et t € [ty, 132] . (4.78)
Aty —t) siv= At et t € [LE2 4]

A(ty — t)sinc (Am(v — A (t — t2)) siv # At et t € [BF2 4]

Pour calculer la transformée de Wigner d’'un signal modulé linéairement en fréquence, de fréquence
instantanée At, d’amplitude a et & support fini, nous utilisons la propriété de multiplication :

+00
Dw’s(t, v) = Dwﬁ(tv V= V/)DW,x(t7 V,)dV/
— o
+oo
= Dw p(t,v —1)a?5 (v — Mt)dv/
—o0

= azDWﬁ(t, VvV — )\t).
ot s(t) = h(t)z(t), h(t) = I, 1, (1) et z(t) = a2t D'owt le résultat donné par I'Eq. L.78

B) Distribution de Wigner croisée

Le SW (resp. la TW) croisé(e) de deux signaux si(t) et sao(t) aléatoires (resp. déterministes) est
défini(e) par :

DW,8152 (ta 1/) = / Rs152 (t; 7)6_127”/7—(17', (479)
R

ol Ry, (t,7) = E{s1(t + §)s3(t — 5)} est la fonction d’inter-corrélation (resp. elle est tout simple-

ment 'inter-corrélation locale définie alors par : Ry, (t,7) = s1(t + 5)s5(t — 5)). Pour un signal
analytique (§4.62), on parle de SWV (resp. TWV) croisé(e).
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1) Calcul de transformées de Wigner croisées sur quelques signaux synthétiques

Résultat 6. Soit une cisoide si(t) (resp. une autre sa(t)) de fréquence vy (resp. v2) et d’amplitude
ay (resp. az) : s1(t) = apel2m1t) oy s9(t) = ase(2™2t) Lo TW croisée de s1(t) et sat) est donnée
par :

DW,slsg (t’ y) — alazez%r(lq—uz)té(l/ - v+ VZ)‘ (4.80)
En fait,
+o0
DW,slsg (t, I/) — ala;e(ﬂﬂ'(m*m)t) / e(*ZZﬂ(V*(V1+I/2)/2)T)dT.

D’ou le résultat donné par I'Eq. A.80

Résultat 7. Soient deux chirps si(t) et so(t) d’amplitudes ay et az, de fréquences instantanées A1t
A A
et Aot respectivement et de durée infinie : s1(t) = a1e22”71t2 et sa(t) = a2e12”72t2, La TW croisée de

s1(t) et sa(t) est donnée par :

ara56(v — A\it) = a1a3d(v — )\Qt) St AL = Aoy
2 ( -1 :
Dw s,5,(t,v) = arage Tt .2 e ve >\1 Vg < A S £ g (4.81)
T{Az (Az A1 - 8T AL > Ao

ot U =v— ()\1 + )\2)t/2.
En fait,

+oo A 2 B 9
1 (tHT/2)7 o Ao(t—T/2)%
DW7S152 <t7 V) = a1a§ / e?m 2 e 2T 3 o 2mVT 1

—00

+oo 2
2 A1=Ag)7 (>\1+>\2
ala;em()q o)t / 12 - e 12m(v— )T Tdr.

—00

(A —Ag)72
Donc Dyy 4,5, (t, V) = ajabe™ =2 DETE{f(T)}p), ot : f(r) =™ 3 etp=v— W La
dérivée de f est :

121 (A\ — Ao)T A2 — A
firy = TR 0y 22N gy ),
Nous utilisons la propriété de la dérivée d’une transformée de Fourier ((—i2mt)™z(t) = X™ (v)) :
/ o A2 — A\ /
TR () Hw) = TE{f(7)} (k)

D’aprés la propriété de la transformée de Fourier d'une dérivée (z(™)(t) = (127v)™X(v)), nous
avons : TF{f'(7)}u) = (:27v)TF{f(7)}(r). Donc pour A\; # Ay :

TR} () _ o8
TR de—X

2

4
Dou: TF{f(r)}(u) = Ke'™ % , ol K est une constante.

K=TR(fr)0 = [ e

—00
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% et nous faisons le changement de variable 22 = 10?72 = e'2b%72 donc :

K = e—blz /+0<> e dx

Nous posons b? =

—00

2
Nous savons que fj;o e=")dx = /7, donc :

2 - ;
K { NoTESYE: : si A1 < Ag
- 2 —2K :
me 1T 8l A\ > A

Ce qui nous donne :

2

TR = VR
)\2 ) e tae 2" sl A\ > Ao
1— A2

g ogAme?
e "ie MM sl A\ < N\g

D’oti le résultat donné par 'Eq. E.8T1

C) Distribution de Pseudo Wigner

Le Spectre de Pseudo Wigner (SPW) (resp. la Transformée de Pseudo Wigner (TPW)) d’un signal
s(t) aléatoire (resp. déterministe) est défini(e) par :

Dpw s(t,v) = /Rs(t, T)h(T)e ™ dr, (4.82)
R

ol h(t) est une fenétre glissante a court-terme. Pour un signal analytique (§4.62)), on parle de spectre
de Pseudo Wigner-Ville (SPWV) (resp. Transformée de Pseudo Wigner-Ville (TPWV)).

Notons qu’en considérant h(7) = 1, quel que soit 7, on retrouve le SW, tandis qu’en enlevant ’espé-
rance mathématique, on retrouve la TW.

1) Calcul de transformées de Pseudo Wigner sur quelques signaux synthétiques

Résultat 8. Soit une cisoide s(t) de fréquence vy et d’amplitude a : s(t) = ae®>™") . La TPW de
s(t) est donnée par :
Dpw s(t,v) = a*H(v — 1p). (4.83)

ou H(v) est la TF §4.60 de h(t). La TF de quelques fenétres usuelles est donnée au niveau du Tab.

78

En fait,
+oo
DPW,S (t7 y) — a2 / elZﬂVO(t‘f’%)e*lZﬂ'VO(t*%)h(T)ef’LQWVTdT'
—c0
C’est a dire :
+o00
T
—00

D’ou le résultat donné par I’'Eq. 1.83]
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Type de fenétre | Expression en temps Transformée de Fourier
Rectangulaire i _r/0.1/2(F) Tsinc(nvT)
Triangulaire (1 = 2[t|/T)I_p /2 17/2() (T /2)%sinc®(mvT/2)
Hanning cos®(mt/T)II[_72,1/2)(t) 0.5T'sinc(mvT) +
0.25T [sinc(n(v — 1/T)T) +
sine(n(v +1/T)T)]
Hamming [0.54 + | 0.54T'sinc(mvT)+0.23[sinc (7 (v —
0.46 cos(27t/T) T _1/2.1/2) () 1/T)/T) + sinc(w (v + 1/T)/T)]
Blackman 042 4+  0.5cos(2nt/T) + | 0.42Tsinc(mvT)+0.25[sinc(m(v—
0.08 cos(4mt/T) |17 /2,7 /2) () 1/T)/T)+sine(n(v+1/T)/T)]+
0.04[sinc(n(v — 2/T)/T) +
sinc(n(v 4+ 2/T)/T)]
TABLE 4.8 — TF des fenétres glissantes les plus usuelles.
Résultat 9. La TPW d’un signal s(t) modulé linéairement en fréquence tel que : s(t) = ae’%%tg, ou
a est Uamplitude de s(t) et X\t sa fréquence instantanée, est la suivante :
Dpw s(t,v) = a?H(v — \t). (4.84)
En fait,
+00
DPW,S@? V) = H(V_ V/)DW,s(ta V/)dV/
—00
+o0o
= a? Hy - V)5 — \t)dv'.
—0o0

D’ou le résultat donné au niveau de I'Eq. .84

Propriétés des STFSQ ou des TTFSQ

Pour une présentation plus détaillée de ces propriétés (et d’autres propriétés ne figurant pas ici),
on pourra se reporter a [53]. Dans [70], enfin, il est montré que la transformée de Wigner est la
transformée temps-fréquence qui posséde le plus grand nombre de propriétés mathématiques.
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Propriété Expression mathématique
P;. Reéalité D,(t,v) = Di(t,v)
P2. Covariance en translation y(t) = z(t — t9)e??™! & Dy(t,v) = Dy(t — to, v — vp)
P3. Marginale temporelle [ D.(t,v)dv = |z(t)*
P,. Marginale fréquentielle [ Dy(t,v)dt = | XD (v)]?
P;. Moments en temps Jpz " Dy (t, v)dtdy = [, t"[x(t)[dt
Ps. Moments en fréquence Jg2 V" Dy (t, v)dtdy = [ v XU (v)|2dv
P7. Changement d’échelle y(t) = |a|%x(at) = Dy(t,v) = Dy(at, 2)
Pg. Fréquence instantanée % =1,(t) = 5= dfl:g {z(t)}
Py. Retard de groupe % =v(t) = — 5 d‘é’gg{X(y)}
P1o. Support (large) en temps z(t) = 0,t ¢ [t1,ta] = Dy(t,v) = 0,t & [t1,12]
P1;. Support (large) en fréquence X(f)( )= 0 v gé [1/1,1/2] = D, (t 1/) =0,v ¢ [v1, 1.
Pi5. Convolution = Jz I( 6)do :> Dy( fR Dy (t—0)D4(0,v)do
P13. Multiplication ( ) = h(t)z ( ) :> D y(t, v th t v —n)D.(t,n)dn
P14. Formule de Moyal (Unitarité) | [ [ Dy(t,v D*(t I/)dtdy = |f *(t)dt]?
P;5. Convolution par le chirp y(t) = z(t) * |a\2e”“t = D,(t, 1/) D,(t—%2,v)
P16. Multiplication par le chirp y(t) = z(t)e’™ = D, (t,v) = D,(t,v — at)

TABLE 4.9 — Principales propriétés des transformées temps-fréquence quadratiques.
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Annexe 4 : Détecteurs de points temps-fréquence
utiles

Détecteurs de points utiles dans un contexte de mélange instantané

Dans le cas ou le couple (a, 3) représente un couple de points temps-fréquence (¢,v), opérateur
matriciel £(a,3) est alors une RTFSQ ou un STFSQ et Dxx(¢,v) = HDsg(t,v)H, ot H est la
matrice de mélange exprimée par I'Eq. [[LTIl Dxx (¢, v) représente la RTFSQ des observations X(t)
(décrites au niveau de 'Eq. [[L7; Dgg(t, ) est celle des sources). Le probléme de la détection énoncé
au niveau du paragraphe 1.1 se pose dans la plupart des méthodes de SAS basées sur l'utilisa-
tion des RTFSQ. En fait, la plupart de ces méthodes reposent sur une étape préalable de sélection
(automatique) de points temps-fréquence (¢-f) particuliers permettant la construction d’ensembles
de matrices devant ensuite étre (bloc) diagonalisées conjointement et/ou (bloc) zéro-diagonalisées
conjointement. On trouve un panorama des différents détecteurs proposés dans [44]. Pour que la
séparation soit effectivement possible et pour pouvoir effectivement détecter les points ¢-f utiles, il
faut donc que les RTFSQ des sources possédent certaines propriétés qui varient d’'une méthode a une
autre.

Détecteurs en contexte blanchi

L’un des premiers travaux a avoir porté sur ce probléme de la détection de points ¢-f utiles en
contexte instantané a été proposé dans [§]. Le détecteur suggéré consiste a choisir les points (¢, v)
correspondant aux points “de plus haute énergie dans le plan ¢-f”. Sur une idée similaire, un deuxiéme
détecteur a été présenté dans [7], consistant a construire deux ensembles de matrices correspondant
a des matrices diagonales et zéro-diagonales. Ce détecteur (que nous notons Cy g inst) €st le suivant :

tr{Dx,x, (t,v)} [ > ey = Dx,x,(t, V) est ajoutée & Mpc
outee a (4.85)
IDx,x,, (t,V)|lF | <eo= Dx,x,(t,v)) est ajoutée & Mzpc
ol €y un seuil arbitraire positif de faible valeur, ||.|r la norme de Frobenius et Mp¢ (resp. Mzpe)

I’ensemble des matrices devant étre diagonalisées (resp. zéro-diagonalisées) conjointement.

Un autre détecteur a été proposé dans [49]. Il est basé sur la recherche de matrices Dgg(t, v) diagonales
avec un seul terme non nul sur la diagonale (matrices diagonales de rang 1). Si la matrice Dx, x, (t,v)
est de rang 1, cela signifie que la plus grande de ses valeurs propres est quasiment égale & la somme
de toutes les valeurs propres en valeur absolue. Ce détecteur (que nous notons Cy f nst) s’écrit donc
de la maniére suivante :

max{|eig(Dx, x,, (¢, ))[}
|

. ~1=D t,v) est ajoutée & Mpg, 4.86
> leiz(Dx, x, () Foo (1, 0) est 2] g (450
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ou eig(.) désigne ’ensemble des valeurs propres.

Nous trouvons également dans [63], un détecteur instantané combinant la trace et la partie ima-
ginaire des transformées. Ce détecteur exploite des propriétés spécifiques des RTFSQ. En parti-
culier, il requiére leur symétrie hermitienne (les auto-termes sont alors réels alors que les inter-
termes sont généralement complexes). Ainsi, pour construire un ensemble de matrices correspon-
dant & des matrices Dgg(t,v) zéro-diagonales, il suffit de choisir les points (¢,v) associés a des
matrices Dx, x, (t,v) de trace faible (la trace est invariante sous transformation unitaire, c.a.d.

tr {DXbXb (t> 1/)} =tr {DSS(ta V)}) :

1S{Dx,x, (t,V)}|| > €
{ |t {Dibib(t, )} < e; ’ (4.87)

ou € et ez deux seuils. Pour choisir les points (¢,v) correspondant & des matrices diagonales, les
auteurs proposent :

{ IS{Dx,,x,, (£ V) }HI < €3 (4.88)

[t {Dx,,x,, (L, V) } [ > €

ol €3 et €4 deux seuils. Nous notons ce détecteur Cy G, inst-

Les auteurs ont améliorés le détecteur précédent, afin de résoudre le probléme du choix lié aux
matrices a diagonaliser conjointement. En effet un probléme peut se poser dans le cas d’un point
temps-fréquence ot sont présents des auto-termes et des inter-termes sur les sources, mais pour
lesquels la partie imaginaire des inter-termes est nulle. Un tel point devrait étre écarté alors qu’il est
conservé avec le détecteur précédent. Deux solutions & base de filtrage d’image ont été envisagées.
L’une consiste a estimer la partie réelle des inter-termes sur les sources, 'autre & estimer I'aire dans
le plan temps-fréquence ot sont présents les inter-termes. Le nouveau détecteur & base de filtrage
(que nous notons Cy G, Inst) €st obtenu de la maniére suivante :

[S{Dx,x,, (8, V) }| < €3
’tI‘ {DXbXb (t, V)} ’ > €4 , (489)
1{G * 3*{Dx,,x, (t, )} } || < ¢

ou (. *.) désigne le produit de convolution et G(t,v) représente un filtre 2D passe-bas.

Détecteurs en contexte non blanchi

Dans [64], L. Giulieri et al. ont proposé un détecteur dans le cas o la matrice H n’est plus nécessai-
rement unitaire, mais en supposant que :

> le noyau de la transformée temps-fréquence utilisée est a symétrie hermitienne.

> les sources et la matrice de mélange H ne sont pas simultanément complexes.

Ce détecteur consiste a construire ’ensemble des matrices a diagonaliser conjointement au moyen de
la procédure de sélection automatique suivante :

{ IS{Dxx (t, 1)} < ez (4.90)

IR{Dxx (t,¥)}| > es

Nous notons ce détecteur Cg, jnst. De méme que pour le détecteur Cy g inst, les auteurs améliorent le
détecteur Cg, Inst au moyen d’une opération de filtrage 2D passe-bas.

Un autre détecteur a été introduit dans [79]. Ce détecteur exploite comme Cy f jnst décrit en Eq. [4.80]
la propriété de rang 1 des matrices considérées. Les auteurs n’imposent plus le pré-blanchiment des
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observations mais ils supposent que les sources sont “quasi-disjointes” dans le planj temps-fréquence.
Ce détecteur permet alors de construire les deux ensembles Mpe et M zpe par la procédure suivante :

max{eig(Dxx(t,v))} ' { < €9 = Dxx(t,v) est ajoutée & Mpc (4.91)

|IDxx(t, V)| F > €9 = Dxx(t,v) est ajoutée & Mzpe ’
Nous notons ce détecteur Cp_ jnst. Dans le cas o les matrices Dxx (¢, V) sont perturbées par des bruits

Gaussiens, les auteurs commencent par pré-sélectionner les matrices au moyen d’une technique de
débruitage s’écrivant :

IDxx(t, V)| > €10, €10 = 0.05 X Dxx (th, vp), (4.92)

ou (tp,vp) est le couple de points t-f qui correspond a la plus haute énergie.
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Annexe 5 : Corrélation et corrélation croisée
cycliques d’un modéle cyclo-stationnaire
particulier

On considére deux signaux x;(t),7 = 1,2, satisfaisant le modeéle suivant :
z;i(t) = a;(t) cos(2m fit),Vi = 1,2, (4.93)

ou les a;(t),7 = 1,2 sont deux signaux aléatoires stationnaires, centrés et mutuellement corrélés.

Fonctions de corrélation et de corrélation croisée

Il est évident que x;(t) est centré. En fait, la moyenne de x;(t) vaut :
pa; (t) = E{z;i(t)} = pa, () cos(2m fit) = 0, (ai(t) est centré).
Corrélation de z;(t)
Il reste & montrer que Ry (¢, 7) est périodique pour déduire que z;(t) est cyclo-stationnaire.
Ry (t,7) = E{z;(t)x}(t + 7)} = Ra (7) cos(2m fit) cos(2m fi(t + 7)), (ai(t) est stationnaire).

Ry (t, T) est périodique de période %, et par conséquent z;(t) est cyclo-stationnaire pour tout ¢ = 1, 2.
On montre maintenant que la corrélation croisée est périodique.

Corrélation croisée entre x;(t) et xo(?)

Ry (8, 7) = E{z1(t)x5(t + 7)} = Raja, (7) cos(2m f1t) cos(2m fa(t + 7)),
En utilisant la formule trigonométrique suivante :

cos(z) cos(y) = %(cos(ac —y) + cos(z +y)), (4.94)

la corrélation croisée peut s’écrire :

R (8, 7) = Ralag(T)%(COS(QW((fl — fa)t = fo7)) + cos(2m((f1 + f2)t + faT))).
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Ruyx, (t,7) est égale a la somme de deux fonctions périodiques de périodes respectivement ﬁ
(f1 # f2) et ﬁ (f1 # —f2), donc elle est périodique de période T' = ﬁ = ﬁ, avec n et m
deux entiers.

Exemples :

sifi=1let fo=2alorspourn=—-letm=3onaTl=1.

si fi=2et fo =4 alorspourn=—-2etm=6onaTl =1 oubien pourn=—-4etm=12o0n a
T=2,...

Fonctions de corrélation cyclique et de corrélation cyclique croisée

On a montré que les fonctions Ry (¢, 7) et Ry, (t, 7) sont périodiques, alors elles sont décomposables
en série de Fourier.

Corrélation cyclique de z;(t)

1
Re®(vi,7) = lim — Rx; (t, ) exp(—127v;t)dt

Ra; (1)

Ra;
= Tcos(%rfﬂ) lim 7/ exp(—2nyt)dt + —— (T)

T
1 %

lim 7/2 cos(2m(2fit + fiT)) exp(—127y;t)dt

T—oo T _TT

~

RaiQ(T) (exp(e2m(2fit + fi7T)) + exp(—227w(2fit + fi7))) exp(—i27y;t)dt

_ Ra (T ) .
== cos (27 fiT)u(v;) + e T / T 2

= R s@nfir)am) + Ra,2(7' T%OT/ L exp(=a2m((vi — 2£:)t — fi7)) + exp(—12n((vs + 2f3)t + fir))) dt

2
= RZ(T cos(2m fim)a(vs) + LZ(T)

~

exp(2rfiT)a(v; — 2f;) + exp(—2n f;T)a(v; + 2f;).

Ry fs(u,, 7) est non nulle pour v; = 0 et v; = +2f;.

Corrélation cyclique croisée

T
Rxlngs(va) = lim — o Rx1x2(t,T)eXp(—127TVt)

m [ ((cos@n((f1 — f2)t — for)) + cos(2m((f1 + f2)t + fa7)))) exp(—e2mut)dt

- Ll;“) Jim ; (% (exp(u2n((f1 — f2)t — for)) + exp(—a2m((f1 + f2)t fm)))) exp(—12mut)dt
i Ra1322(7') Tlimw% ; (% (exp(2w((f1 + f2)t + fo7)) + exp(—227((f1 + f2)t + ng))))) exp(—12nvt)dt
= R (o a2nfaratv - (1~ f2) + expl2nfor)olw + (1 ~ £2))

+ B (opan faraty — (1 + 2) + exp(-i2mfom)aly + (i + 12))

RXIXJS(W,T) est non-nulle pour v = +(f1 — f2) et v = £(f1 + fo2).

Remarques
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1. En appliquant les statistiques sur les signaux analytiques associés aux signaux x1(t) et xa(t),
on élimine la redondance d’information. En d’autre terme, la corrélation cyclique infs(l/z-,v')
sera non nulle pour v; = 0 et v; = 2f; et la corrélation cyclique croisée sera non nulle pour
v=h—feetv=[fi+fa

2. Les résultats obtenus doivent étre généralisés aux différents types de modulations numériques
en considérant que les symboles des différentes sources sont corrélés.






SEPARATION AVEUGLE DE MELANGES LINEAIRES CONVOLUTIFS DE
SOURCES CORRELEES

Résumé : Dans cette thése, nous étudions le probléme de la séparation aveugle de mélanges linéaires
convolutifs sur-déterminés réels ou complexes de sources. Les sources considérées sont réelles ou com-
plexes, déterministes ou aléatoires et dans ce dernier cas statistiquement indépendantes ou corrélées,
stationnaires, cyclostationnaires ou non-stationnaires. Nous développons des approches combinant de
nouveaux algorithmes de (bloc) diagonalisation conjointe (non unitaires) a de nouveaux détecteurs
de points (temps-fréquence ou autres...) particuliers permettant d’élaborer le ou les ensembles de ma-
trices devant étre (bloc) diagonalisées conjointement. Les principaux avantages de ces approches sont
d’étre plus directes en ce se sens qu’elles ne requiérent plus de blanchiment préalable des observations.
Elles permettent en outre d’aborder le cas réputé difficile des signaux corrélés.

En ce qui concerne les algorithmes de (bloc) diagonalisation conjointe, nous proposons quatre nou-
veaux algorithmes sans contrainte d’unitarité sur la matrice recherchée. Le premier algorithme est de
type algébrique itératif. Il basé sur 'optimisation d’un critére de type moindres carrés. Les trois autres
approches utilisent un schéma d’optimisation de type gradient. Dans un premier temps le calcul du
gradient matriciel de la fonction de cotit étudiée est approché. Puis dans un second temps le calcul
exact est mené et deux nouveaux algorithmes sont proposés : I'un a base de gradient, 'autre a base
de gradient relatif. Nous étudions les versions & pas fixe de ces trois algorithmes, puis les versions a
pas optimal afin d’accélérer la convergence des algorithmes (le pas est alors recalculé algébriquement
a chaque itération en cherchant les racines d’un polynéme d’ordre trois). Un lien avec la diagonali-
sation conjointe non unitaire est également établi. Ces algorithmes de bloc-diagonalisation conjointe
possédent 'avantage d’étre généraux : les matrices de ’ensemble considéré ne sont ni nécessairement
réelles, ni & symétrie hermitienne, ni définies positives et le bloc-diagonaliseur conjoint peut étre une
matrice unitaire ou non-unitaire.

Mots clefs : Algorithmes de bloc-diagonalisation conjointe, décompositions matricielles conjointes,
séparation aveugle de sources, mélanges linéaires convolutifs sur-déterminés de sources corrélées,
fonction de corrélation cyclique, spectres et distributions temps-fréquence spatiaux bilinéaires et
quadratiques, détecteurs automatiques de points.

BLIND SEPARATION OF LINEAR CONVOLUTIVE MIXTURES OF CORRELATED
SOURCES

Abstract : In this thesis, we study the problem of the blind separation of over-determined linear
convolutive real or complex mixtures of deterministic or random, statistically independent or corre-
lated, stationary, cyclo-stationary or non-stationary and real or complex sources. We have developed
approaches that combine the new (non-unitary) joint (block) diagonalization to two novel detectors
of particular points to build the matrices set to be joint (block) diagonalized. The main avantages
of the proposed approaches are that they are more direct since they do not require a pre-whitening
stage any more and that they can be used with correlated signals.

Concerning the joint block-diagonalization algorithms, we have proposed four joint block-diagonalization
algoritms. The first algorithm is iterative and based on an algebraic optimization scheme. The three
other ones are based on gradient approaches. The first one relies upon a gradient approach, but the
matrix gradient is approximated, whereas the two other ones are based on an exact calculus (one is
based on the gradient approach, the other is based on the relative gradient approach). The optimal



step size versions of these three algorithms is provided to accelerate their convergence. It means that
the step size is computed algebraically at each iteration as the rooting of a 3rd-degree polynomial.
The main advantage of the proposed algorithms is that they are more general (the real, positive
definite or hermitian assumptions about the matrices belonging to the considered set are no more
necessary and the found joint block diagonalizer can be either a unitary or a non-unitary matrix).
They can also be applied to solve the joint diagonalization problem.

Key words : Joint block-diagonalization algorithms, matrix decompositions, blind sources separation,
over-determined convolutive linear mixtures of correlated sources, cyclic correlation function, bilinear
and quadratic time-frequency spectra and distributions, points automatic detection procedures.
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Nonorthogonal Joint Diagonalization of
Spatial Quadratic Time-Frequency Matrices
for Source Separation

Laurent Giulieri, Hicham Ghennioui, Nadege Thirion-Moreau, and Eric Moreau

Abstract—The separation problem of an instantaneous mixture
of deterministic or random source signals is addressed. We show
that the separation can be realized through the nonorthogonal joint
diagonalization of spatial quadratic time-frequency matrices. One
advantage of the proposed method is that it does not require any
whitening stage, and thus, it is intended to work even with a class
of correlated signals. We also propose a general automatic time-
frequency point selection procedure for the determination of the
above matrices to be joint diagonalized. An analytical example and
computer simulations are provided in order to illustrate the effec-
tiveness of the proposed approach and to compare it with classical
ones.

Index Terms—Blind source separation, nonorthogonal joint di-
agonalization, spatial quadratic time-frequency representations.

1. INTRODUCTION

URING the past decade, many blind identification

approaches have considered a problem called source sep-
aration. In such a problem, the coupling channels are assumed
to have unknown constant gains. The aim is to recover the input
signals called sources from the output ones called observations.
It has to be realized without the explicit use of the sources
(assumed unobservable) and without any model of the mixture
matrix.

Many solutions have been proposed to solve this problem.
Most of them consider random sources. Recently, interest has
been growing for solutions based on the use of time-frequency
(t-f) representations (see [1]-[4], which are directly related to
our development). One of the very first solutions of that kind
proposes, after a first whitening stage, to joint diagonalize ma-
trices of quadratic t-f representations calculated at some par-
ticular t-f points corresponding to so-called source autoterms
[1]. However, a problem subsists that concerns the building of
the matrices set to be joint diagonalized. This requires the auto-
matic selection of specific t-f points in such a way that the asso-
ciated spatial quadratic time-frequency (SQTF) matrices for the
sources are diagonal. Some papers have considered this problem
[21-[4].

This letter follows two main objectives. First, we propose
a general automatic t-f point selection procedure to determine
which points correspond to one single source autoterm. It is
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tion was Dr. Geert Leus.

The authors are with the STD, ISITV, F-83162 La Valette du Var Cedex,
France (e-mail: giulieri@univ-tIn.fr; thirion @univ-tin.fr).

Digital Object Identifier 10.1109/LSP.2005.843760

general because it is only based on the algebraic properties of
the SQTF matrices of the observations. Moreover, it is not re-
stricted to the case of an orthogonal mixing matrix and, thus, can
be considered when observations are not prewhitened. More-
over, the sources can be deterministic or random and, in the
latter case, correlated or not. The second objective consists in
showing that the separation can be realized thanks to joint diag-
onalization (JD) of SPTF matrices without the whitening stage
by considering a nonorthogonal JD procedure. Notice that this
last point was preliminary proposed in [4] but in the real case.
For that task, we use the nonorthogonal JD procedure proposed
by Yeredor in [5]. Since the whitening stage is no longer re-
quired, one of the main advantages of such an approach is the
ability to separate even correlated sources.

Finally, computer simulations are provided in order to eval-
uate the effectiveness of the proposed method and to compare it
with other existing methods.

II. PROBLEM STATEMENT AND DEFINITIONS
A. Model and Assumptions

In the blind source separation problem N € N\ {0,1},
sources are assumed to be received on an antenna of M €
N\ {0, 1} sensors. We consider that M > N and thus, this is the
so-called overdetermined case. In matrix and vector notations,
the input/output relationship of the mixing system is given, in
the noiseless case, by

z(t) = As(t) (D
where A is the M x N mixing matrix, =(t) =
(x1(t),...,zar(#))T is the M x 1 observations vector,
and s(t) = (s1(t),...,sn(t))T is the N x 1 sources vector.

The superscript (- ) denotes the transpose operator.

Assuming that the mixing matrix is unknown and that the
sources are unobservable, the problem is then to estimate an
“inverse” of the matrix A. It is well known that such a problem
possesses some undetermined factors. In fact, it can be solved
generally only up to a diagonal matrix D (arbitrary attenuations
for the restored sources) and a permutation matrix P (arbitrary
order of restitution).

Finally, if the mixing matrix A is first estimated, we just have
to apply the pseudo-inverse A" of A to the observations vector
to recover the sources.

In what follows, we consider the following assumptions.

. The mixing matrix A is complex and full-column rank.

1070-9908/$20.00 © 2005 IEEE
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. The number N of sources is known.

. The source signals s;(t),7 = 1,..., N are complex.
They are either deterministic or nonstationary random
signals.

Notice that in the random case, the sources are not a priori as-
sumed to be uncorrelated. That is an important difference from
the works presented in [1] and [2].

Now, we need to introduce two operators.

B. Spatial Quadratic Time-Frequency Spectrum

For any vectorial complex signal z(t), its correlation matrix
is defined as

Rz(t,T):E{z (t+g) 2H (t—g)} (a)

where E{ - } stands for the mathematical expectation operator,
and superscript ( - )H denotes the conjugate transpose operator.
Notice that in the deterministic signal case, the expectation is
simply removed.

The Spatial Quadratic Time-Frequency Spectrum (SQTFS) is
defined as

D.(t,v) = R.(0,0")K(0,0';t,v)d0 db’ 2)
JR2

where the integral operates component wise onto the matrix,
leading, thus, to a matrix of the same dimension. The function
K(0,¢';t,v) stands for the kernel of the transformation. Diag-
onal terms of matrix D, (t,v) are called autoterms, while the
other ones are called crossterms.

Now, let us give an important example. The spatial
Wigner—Ville Spectrum [SWVS, denoted Dyyg (¢, v)]
[6] is given by /

Dyys .(t,v) = / Rz(t77)672mw dr, where 3)
i R

where 12 = —1.

One can remark that the spatial Wigner—Ville transformation
[SWV, denoted Dyy _(t,v)] is directly obtained considering
deterministic signals using the above definition.

Moreover, as most simulations in Section V are performed
using the spatial Pseudo Wigner—Ville transformation [SPWYV,
denoted Dpyy , (¢, )], its expression is also recalled here in the
deterministic case

Dpyy . (t,v) = /Rz (t + g) 2 (t - %) h(r)

x exp(—2umvT)dr  (4)

where h(7) is any smoothing window. Notice that SWV is ob-
tained by considering h(7) = 1 for all 7.

III. WHY NONORTHOGONAL JOINT DIAGONALIZATION?

Using (1), (a), and (2), the SQTFS D,.(¢,v) of the observa-
tions vector directly admits the following decomposition

D, (t,v) = AD,(t,v)A" (5)

where D, (t, ) is the SQTFS of the sources vector.

Notice that in general, the matrix Dy (¢,v) for any ¢ and v
has no special structure. Nevertheless, considering the random
signal case, if the sources are moreover assumed uncorrelated
(often, the strong assumption of statistical independence is con-
sidered), as in [1] and [2], then D(¢,v) is diagonal for any ¢
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and v. Thus, an idea for the estimation of A is, after a whitening
stage, to find an orthogonal matrix for the JD of D, (¢,v) for a
given set of t-f points.

On the other hand, one can take more complete advantage of
the t-f representation properties. That is what we propose. How-
ever, before entering into the details, let us just give a simple an-
alytical example to illustrate our future assumptions and deriva-
tions. To that aim, let us consider as sources two random expo-
nential waves as

su(t) = exp(u(2r fit + B1)),

with distinct frequencies, i.e., fo # f1 and where ¢, and ¢ are
two random variables, uniformly distributed over [0, 27[. Notice
that if we put ¢ = ¢, these two signals are zero mean and
correlated. Otherwise, if ¢; and ¢4 are statistically independent,
the two random waves are zero mean and uncorrelated. First, the
components of the correlation matrix are calculated. It is easy
to see that

R, s, (t,7) = exp(2um fi.T) @)
k=12 (3)

R, .o, (t,7) = E{exp(a(p1 — ¢2))}
x exp(2mt(f1 — f2)) exp (217r7' <f1 ; f2>>
©)

k=1,2 (©6)

where R, (t,7) = (Rs(t,7))i,;-
Considering the Wigner—Ville spectrum whose expression is
given in (3), it is also easy to see that

Dyys s, 0 (t,v) =6(v— fr),k=1,2
Dyys s, 5, (t:v) = E{exp(e(d1 — ¢2))}
X exp(2ur(fy = f2)0)8 <1/ - #)
(1D
where 6(-) is the Dirac delta function and where
Dyys s, .5, (t:v) = (Dyys (t, )i ;-

Let us make two remarks about the above result. First, ex-
cept for the case where the signals s1(¢) and s2(t) are uncor-
related, where the matrix Dyys (¢, ) is naturally diagonal for
all ¢ and v, the term Dyys ,, , (t,v) is, in general, nonzero for
v = (f1 + f2)/2. That is true in particular when ¢y = ¢;.
Hence, the matrix Dyyg , (¢, v) is not diagonal for all ¢ and v,
implying that a JD procedure for the estimation of A is, in that
case, not applicable for all £ and v. Nevertheless, there exists
some t-f points for which the matrix Dyyg ,(¢,7) has a par-
ticular structure, even when correlated signzﬂs are considered.
Indeed, for v = f; and for all ¢, we have Dyyg , 4, (t,v) =
5(0) and DWVS,SQ,SQ (t7 I/) = DWVS,SI,SZ (t, I/) = 0. Also, for
v = fo and for all ¢, we have Dyys ,, ,,(t,¥) = 6(0) and
Dyys s, s, (6 7) = Dyys 4, 4, (t,v) = 0. Hence, for the above
considered t-f points, the matrix Dyys ,(t,v) is diagonal and
rank one. Thus, for that kind of t-f point, a JD procedure can be
considered again.

It is also important to notice that, when considering single
autoterm t-f points, the above rank-one property is general. In-
deed, according to the “middle point rule” [6] that defines the
geometry of interferences, if two sources are simultaneously

(10)
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present on the same t-f point, then these two “autoterms” in-
terfere in their middle (here, at the same t-f point) to give a third
term, which happens to be a crossterm. Hence, the SQTFS of the
sources vector calculated at this t-f point is no longer diagonal.
The rank-one diagonal matrix is, thus, the “only” possibility of
the diagonal matrix.

Notice also that since the sources are no longer considered
uncorrelated, a classical whitening stage (full diagonalization
of the correlation matrix at zero lag) cannot be considered any
more. Moreover, since the above SQTFS matrices are all rank
one, none of them can be used for any whitening stage. This
is the reason why we propose the use of a nonorthogonal JD
procedure in order to estimate A.

We now briefly describe the problem of nonorthogonal
JD. Let us consider a set D of N,, complex matrices
D;,i € {1,...,N,,} that all admit the following decom-
position: There exists a matrix A and N,, diagonal matrices
A;,i € {1,...,N,,} such that

D; = AN AY vVie{l,..., Ny}

The problem consists in estimating the matrix A and the diag-
onal matrices A;,7 € {1,...,N,,} from the matrices set D.
For that task, different approaches can be considered. With re-
gard to our specific problem (matrix A potentially rectangular
and matrices A;,i € {1,..., N,,} near rank one when they
are estimated), the two algorithms in [5] and [7] can be consid-
ered. The algorithm in [7] consists of a subspace fitting approach
based on a Gauss—Newton descent, while the algorithm in [5]
consists of an iterative alternating directions algorithm in order
to minimize a weighted least-squares criterion. Since the first
one possesses the classical problems of Gauss—Newton-type al-
gorithms (i.e., the convergence depends on the initialization),
we use the second one in the presented computer simulations.

IV. BUILDING OF THE SET OF MATRICES TO BE
JOINT DIAGONALIZED

An important problem subsists: to find the t-f points for
which the SQTFS matrix of the sources vector corresponds
to a single source signal autoterm. Such t-f point selection
procedures can be found in the literature [2], [3]. However, they
are all built under the assumption of a unitary mixing matrix,
i.e., a whitening stage is first considered.

However, in all cases, the sources cannot be just any signals.
They have to satisfy an additional (cross) assumption to ensure
that such t-f points effectively exist and can be found. Hence, we
assume in the following that the quadratic t-f representations or
spectra of each source signals do not overlap (too much) two
by two. In other words, we assume that the signatures of the
source signals in the t-f plane are “sufficiently” different. More-
over, we assume that t-f points corresponding to all source signal
autoterms can be found. Notice that the above assumptions are
implicit in all published source separation algorithms based on
t-f representations. Thus, this is not a particularity of our devel-
opments.

In this section, we propose a general approach, i.e., without
restrictions, for finding a single source signal autoterm. Because
a blind problem is considered, we have to find a property about
the SQTFS matrix of the sources vector from the only use of
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the SQTFS matrix of the observations vector. Thus, directly
working on the SQTFS matrix of the observations vector instead
of those of the prewhitened observations as classically done, we
have to determine which t-f points correspond to single source
autoterms. The key point consists in taking advantage of the fact
that in such t-f points, the SQTFS should be rank one. Indeed,
let us consider that we have a t-f point, say, (¢1, v ), which cor-
responds to a single source autoterm, say, source signal number
one. Then, we have
(Ds(t1,11))ij = 6ijaDs, (t1, 1)

where 0; ;1 = 1if ¢ = j = 1 and 0 otherwise, and where
Dy, (t1,v1) # 0. Thus, matrix Dy (ty, 1) is rank one. Now, ac-
cording to (5), we have D, (t1,v1) = AD(ty, Vl)AH. Since
matrix A is assumed to be full-column rank, then it is well
known that the matrix D,.(¢1, ) is also rank one. Notice that if
M = N, the converse is also true [8, p. 220]. Hence, an idea for
finding useful t-f points is to look at the time-frequency points
where the SQTFS matrix of the observations vector is rank one.

Now, from a practical point of view, to test this property, we
propose to use a Singular Value Decomposition (SVD). Hence,
by SVD, we have D, (t,v) = V(t,v)A(t, V)UH (t,v), V(t,v)
and U(t,v) are M x M unitary matrices, and A(t,v) =
diag{A(t,v)} is a diagonal matrix in RM*M with non-negative
components. Let A(t,v) = (Ai(t,v),...,A\u(t,v)T, and
assume that the singular values are organized in a decreasing
order: A\1(t,v) > Ao(t,v) > ... > Ay(t,v) > 0. Then, the
first way to check whether or not a matrix is rank one is to
consider the following rule:
)\1(t7 I/) > €1

fguzz )‘k(tv V) < &2
where ¢ is a (sufficiently) high constant, and e, is a (suffi-
ciently) small positive constant.

A second way can be the following rule:

choose (¢,v), such that { (12)

C(t,l/) = }1(# > 1—63
choose (¢,v), such that y Yol At
Yone1 Ak(t, V) > €4
(13)

where ¢35 and ¢4 are positive constants. Notice that the above
selection procedure can be seen as a generalization of the one in
[2] to the extent that it is applied without prewhitening of the ob-
servations, i.e., directly from D, (¢, v). Let us make a few com-
plementary remarks: From a practical point of view, to avoid
having to divide by zero, we have to detect t-f points corre-
sponding to sufficiently significant energy. In our case, this is
not done using the trace matrix operator, as suggested in [2],
but only checking that the sum of the singular values is not null.
Notice, finally, that a “threshold-free” procedure could be pro-
posed, as the one in [2], but it requires the derivation of the gra-
dient and the Hessian of C(¢, v).

V. COMPUTER SIMULATIONS

We consider N = 3 complex sources with 256 time samples.
With regard to the first source, both its real and its imaginary
parts are the real part of linear frequency modulation signals.
With regard to the second source, both its real and its imagi-
nary parts are the real part of sinusoidal frequency modulation
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Real part of the SPWV transform of the sources vector.
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Fig. 2. T-f points selected in an automatic mode. Left: represented by a “+”
and superimposed on the trace of the SPWV distribution of the sources. Right:
represented by a small black box.

signals, and finally, with regard to the third source, both its real
part and its imaginary parts are the real part of power-law fre-
quency modulation signals. The Spatial Pseudo Wigner—Ville
representation [definition in (4)] is used in the present simula-
tions. The real part of the source SPWYV, i.e., DPWV,s(t7 v), is
given in Fig. 1. It is computed over 128 frequency bins and with
a Hamming window of length 65. The sources are mixed by a
complex 3 X 3mixing matrix.

The used t-f points are displayed in Fig. 2. On the left, they are
displayed with a “plus,” and for an easier interpretation, they are
superimposed with the trace of the source SPWV; on the right,
they are represented by a small black box. They have been ob-
tained in an automatic mode using the proposed selection proce-
dure, and they have led to the selection of 1501 matrices among
the 32 768 possible ones in our case. The second rule in (14) is
chosen in this example with e = 0.005 and €4 = 5. For ques-
tions of computational load, we also randomly (according to a
uniform law) choose 10, 50, 100, and 500 matrices, which con-
stitute four smaller sets of matrices (subsets of the initial set of
1501 matrices) to be joint diagonalized.

We compare our proposed algorithm, denoted by JDyq, with
the unitary JD algorithm proposed in [1] using the same set of
matrices and with the classical JADE algorithm [10]. To eval-
uate the performances of the separating algorithms, we use the
performance index I proposed in [9]. This index is given in deci-

TABLE 1

04 Pq COMPARISON OF THE PERFORMANCE INDEXES

0.3 [ \'

02 = e

o4 i — Number of considered time-frequency points 10 50 100 500 | 1501
= 50 100 150 200 250 50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
2 I3py (dB) 301 | 359 | -39.9 | -41.0 | -413
g
8
= Ip (dB) 239 | 245 | -247 | -249 | -249
i)
(0]
o
=2
8 Isape (dB) =225
oc 50 100 150 200 250 50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

bels, defined by I dB = 10log(T). The resulting performances
indexes are summed up in Table I.

It is clear from these results that in this case, the proposed
nonorthogonal JD method performs better than the others. We
can also observe a decrease in the performances using smaller
subsets of matrices, even though those remain relatively good.

VI. DISCUSSION AND CONCLUSION

In this letter, we have shown that blind source separation
based on SQTF representations can be performed without a
preliminary whitening stage of the observations. We have con-
sidered in the same framework both deterministic and nonsta-
tionary random signals. Moreover, the complex mixture and sig-
nals case is considered. All of that is made possible thanks to
the proposition of a general automatic single autoterm selection
procedure combined with a nonunitary JD procedure. One of
the main advantages of such an approach is that it applies even
to correlated sources.
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A Nonunitary Joint Block Diagonalization Algorithm
for Blind Separation of Convolutive
Mixtures of Sources
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Abstract—This letter addresses the problem of the nonunitary
joint block diagonalization of a given set of complex matrices whose
potential applications stem from the blind separation of convolu-
tive mixtures of sources and from the array processing. The pro-
posed algorithm is based on the algebraic optimization of a least-
mean-square criterion. One of its advantage is that a pre-whitening
stage is no more compulsorily required when this algorithm is ap-
plied in the blind source separation context. Computer simulations
are provided in order to illustrate its behavior in three cases: when
exact block-diagonal matrices are built, then when they are pro-
gressively perturbed by an additive Gaussian noise and, finally,
in the context of blind separation of convolutive mixtures of tem-
porally correlated sources with estimated correlation matrices. A
comparison with a classical orthogonal joint block diagonalization
algorithm is also performed, and a new performance index is in-
troduced to measure the performance of the separation.

Index Terms—Blind source separation, convolutive mixtures,
joint decomposition, joint-block diagonalization algorithm.

1. INTRODUCTION

URING the last decade, the problem of the joint decompo-
Dsition of matrices or tensors sets has been widely studied
since it finds interesting applications in signal processing stem-
ming from blind source separation (BSS) or array processing.

The first problem to have been considered was the so-called
unitary joint diagonalization of a matrices set. It has led to the
well-known JADE [5] and SOBI [3] algorithms for blind separa-
tion of instantaneous mixtures of sources. The unitary joint diag-
onalization of tensors sets has been studied in [6], [7], and [13].
Thereafter, the nonunitary joint diagonalization of matrices sets
has been tackled in [10], [14], and [17]-[20] using more or less
strong assumptions on the matrices belonging to the set under
consideration. More recently, another matrix decomposition has
proven to be useful in BSS, cryptography, and telecommuni-
cations. It is called joint zero-diagonalization since the wanted
matrices possess a zero diagonal in such a decomposition. The
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unitary case has been first addressed, e.g., in [1], while the two
first nonunitary solutions (which are iterative ones) can be found
in [9] and [10].

Finally, a last matrix decomposition appears as particularly
interesting in blind separation of convolutive mixtures of
sources or array processing [2], [4], [11], [16]. It is called joint
block-diagonalization (JBD) since the sought-after matrices
are block diagonal matrices! in such a decomposition. The
unitary case has been addressed, e.g., in [4] and [8]. The main
goal of this letter is to provide a new algorithm operating under
nonunitary transformation. It relies upon the minimization of
a least-mean-square criterion. The links with the nonunitary
joint diagonalization approach developed in [10] are empha-
sized. Computer simulations are also provided in order to
illustrate the behavior of this algorithm in different cases.
First, exactly block-diagonal matrices are used, then, they are
slightly corrupted by noise (the block diagonal assumption is
no more valuable), and finally, in the context of blind separa-
tion of convolutive mixtures of temporally correlated sources,
estimated correlation matrices are considered. A comparison
with a classical orthogonal JBD algorithm is also performed,
and a new performance index is introduced to measure the
quality of the separation. This letter is organized as follows:
in Section II, we present the algebraical derivations leading to
the proposed nonunitary JBD algorithm. We also emphasize its
links with nonunitary joint-diagonalization. We show that the
proposed algorithm finds applications in the field of the blind
separation of convolutive mixtures of sources in Section III-A,
where the model and the related assumptions are recalled. In
Section III-B, the performances of the proposed method are
evaluated and compared with another existing one by computer
simulations. Finally, in Section IV, conclusions are given.

II. NEwW APPROACH OF THE JBD PROBLEM

The problem of the nonunitary JBD is stated as follows. Let
us consider a set M of N, (N,, € N*) square (Hermitian)
matrices M; € CM*M foralli € {1,..., N,,} that all admit
the following decomposition:

M, = AD,A” orD; = BM,;B”,

D;11 012 01,
where D; = 021 Dip ,forallz €
: Or—lr
Orl O'rr—l Di,'rr

{1,...,N,,} are N x N block diagonal matrices with D, ;;,

A block diagonal matrix is a block matrix in which the diagonal blocks are
square matrices of any size (possibly even), and the off-diagonal blocks are zero
matrices.

1070-9908/$25.00 © 2007 IEEE



GHENNIOUI ef al.: NONUNITARY JOINT BLOCK DIAGONALIZATION ALGORITHM

i€{l,...,Ny},j € {1,...,7} are n; x n; square matrices
so that 729 + -4+n, = N (in the specific case of sources separa-
tion, we will assume that all the matrices have the same size, i.e.,
N = rxmn;), where 0,; denotes the n; x n; null matrix and (-) &
the transpose conjugate operator. A isa M x N (M > N) full
rank matrix and B stands for its pseudo-inverse (or generalized
Moore—Penrose inverse). The set of the N,,, square (Hermitian)
matrices D; € CV*¥ is denoted D. The nonunitary approx-
imate JBD problem consists of estimating the matrix B from
the matrices set M. The particular case of an unitary matrix B
(orthogonal in the real case) has been already studied in [4] and
[8], leading to unitary approximate JBD algorithms. Here, we
propose to consider the following cost function:

N
Csp(B) =
k=1

2
OffBdiag, ;_;__, {BM;B"} HF

where the operator OffBdiag,, ;_;.
zero-block-diagonal matrix and || -

_____ ~{-} denotes the
|| the Frobenius norm.

Thus

Mi: My, M.,

M — M21 :
Mrl MT2 MTT

= OffBdiag,, ;_, . {M}
011 M12 Ml”

_ | Mx ' :
Mrl MT2 07’7"

Notice that links with the nonunitary joint-diagonalization
problem can be easily established by considering that the D; ;;,
forall j € {1,...,7} and for all i € {1,...,N,,}, are no
more n; X m; matrices but simply scalars, i.e., n; = 1, for
all j € {1,...,r} 1nv01v1ng r = N. Then, the cost func-
tion Cpp(B) writes Ypr, ||Offdiag {BMkBH}HF, with
(Offdiag{M}),;; = (1 — 6;;)M;;, which is the cost function
Cp(B) used in [10].

B,

Letusconsiderthat B = | : |,whereB;,j € {1,...,r}
B,

are 7 block matrices of dimension n; x M. The cost function
(1) can be rewritten as

Z >
k=114,j=1(i#j5)

Nm n; 1y

=220

Lm=1n=1i j=1(i#j)

where b7, forall n € {1,...,
of matrices B, forall j € {1,...,

Cpp(B)

NSy ()

k=1m,n=1 j=1(i#j5)

x (byMy (by)H)H

Cun(B BB,

2
)" @

n;} stand for the n; row vectors
r}. Then

861

n; r r N N,

=33 > Y M (b)) M
m=1i=1 j=1(j#i) n=1k=1
x (by)H

= 3 3 brQi(B:) ()" 3
m=1 =1

where Q;(B;) = 2521(]';&1‘) Snl1 ZkN:m1 Mk(b?)Hb?Mg
is a Hermitian matrix.

As (b")H b’ is of rank one, forall j = 1,...,, and for all
.- .., n;,the matrix Q;(B;) possesses N —(r—1)n; = n;
eigenvectors associated with null eigenvalues. Then, the mini-
mization of this quadratic form under the unit norm constraint
can be achieved by taking the n; unit eigenvectors associated
with the n; smallest elgenvalues of Q;(B;). However, since
matrix Q; for a given ¢ also depends on row vectors of ma-
trix B, we propose to use an iterative procedure. The proposed
algebraic nonunitary joint block-diagonalization (denoted by
JBDa,nu) algorithm, that provides an estimate, denoted B, of
the sought-after joint block-diagonalizer, writes

Vie{l,...,r} with! € N* and given B;,O) an initial matrix,
do (a) and (b). ’

(a) Calculate Q; (Bgl)).

(b) Find the n; lowest eigenvalues /\m( ),m € {1,...,n;}
and the associated eigenvectors bm(l) m € {1,...,n;} of

matrix Q; ( 9).

Stop after a fixed number of iterations or when
)\,’L-“(l) - /\5” (=1) | < e where ¢ is a small positive threshold.

We present simulations to illustrate the effectiveness of the
proposed algorithm. We consider M = N = 9 andr = 3.
We build a set D of N,, = 6 (resp. 21, 51, 101) Hermitian
complex 9 x 9 matrices, with random entries chosen from a
complex Gaussian distribution with zero mean and unit vari-
ance. Initially, these matrices are exactly block-diagonal, and
then, complex random noise matrices of zero mean and vari-
ance of are added. A signal-to-noise ratio can be defined as
SNR = 10log (1/07). To measure the quality of the separa-
tion, the following performance index (which is an extension of
the one introduced in [13]) is used:

T r

e I@ulr
I(G) = 7"(7” _ 1) Z ]2:; maxy “(G):;“%‘ 1

@l
+Z<Z e [(G)e, T 1)

where (G); ; for all 4,5 € {1,...,7} is the (4, )th (square)
block matrix of G = BA.. The better results are obtained when
the index performance 7(-) is found to be close to 0. Regarding
to the plots, () is given in dB and is then defined by I(-) dB =
101log(I(-)). All the displayed results have been averaged over
ten Monte Carlo trials. In Fig. 1, the performance index of al-
gorithm JBDa ny is displayed versus the number of used ma-
trices (left) and versus the SNR (right). These curves illustrate
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Performance ndex (48)

Fig. 1. I indB versus number of matrices for different values of the SNR (left),
I versus SNR for sets of matrices of different size NV,,, (right).

the good behavior of the algorithm since I is found to be ap-
proximately equal to —110 dB at high SNR (as also expected a
decrease of the SNR leads to a loss of performance).

III. APPLICATION TO THE BSS PROBLEM

A. Principle

In BSS, the aim is to separate multiple sources mixed through
an unknown mixing system from the only system outputs (also
called observations). In the convolutive case, the sources are as-
sumed mixed through a linear finite impulse response FIR filter,
implying that the observations are linear combinations of the
sources combined with their corresponding delayed versions

iﬂz(t) = En:Zhij(£>S]’(t—€)+n]’(t), Vi= ].7. ., m (4)

j=1 £=0
where s;(t), forall j = 1,...,n are the n sources, z;(t), 1 =
1,...,m are the m > n observed signals, h;;(t) is the impulse

response between the jth source and ith sensor with an overall
extent of (L + 1) taps. n;(t), forall i« = 1,...,m are additive
noises.

One possible way to tackle such a problem is to amount to a
JBD problem of a given set of matrices (see, for example, [4]
and [11]). All the already proposed approaches operate under
unitary transformation made possible thanks to a preliminary
whitening stage. Our aim is to discard this pre-whitening oper-
ation, taking advantage of both our nonunitary JBD algorithm
and the following assumptions.

Assumption A: Each source signal is a temporally co-
herent signal. Moreover, they are uncorrelated two by two,
i.e., for all pairs of sources (s;(t), s;(t)) with # j, for all
time delay 7, we have R, ,(t,7) = 0, where Ry, (t,7)
denotes the cross-correlation function between the two
sources s;(t) and s;(t) and is defined as E{s;(t)s}(t+7)}
(E{.} stands for the mathematical expectation).
Assumption B: The noises n;(t), s = 1,...,m are as-
sumed stationary white random signals, mutually uncorre-
lated, independent from the sources, with the same vari-
ance o2. The noises correlation matrix can be written as
Ru(7) = E{n(t)nf(t + 7)} = 026(7)L,., where §(7)
stands for the Delta impulse and I,,, for the m x m identity
matrix.

Let us now recall how the convolutive mixing model can be
reformulated into an instantaneous one as suggested in [12]. We
consider three vectors S(t), X(t), and N(t), respectively, de-
fined as

S(t) = [s1(t),...,s1(t = (L+ L")+ 1),...
su(t—(L+ L) +1)"
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X(t) = [21(t), ..., 21t = L' + 1), @t — L'+ 1)]7
ot =L+ 1)
)

and the (M x N) matrix A, where M = mL’ and N = n(L +
L)

All Aln
A = : :
Aml Amn
with
hi; (0) hij(L) 0 0
0 ’ :
Aij = : . . . o [©
0 ... 0  hy0)
hij(L)

are (L' x (L + L’)) matrices. The model described by (4) is
rewritten in matrix form as X(¢) = AS(¢) + N(¢). To have
an overdetermined model, L’ must be chosen such that mL’ >
n(L + L'). With regard to the noise vector N(t), assumption B
holds for each of its components, involving that its correlation
matrix Ry (7) reads

R (7) =E{N(®)N"(t +7)}

O’,ZLILI(T) OL/ 0L’
: .. . pL,
OLI OL/ J%IL/(T)

where I/ (7) is the I/ x L' matrix that contains ones on the
7th superdiagonal if 0 < 7 < L’ or on the |7|th subdiagonal if
—L' < 7 < 0 and zeros elsewhere.

One finally has Rx(¢,7) — Rx(7) = ARg(t,7)AH &'
Ry (t, 7); moreover, since the source signals are spatially un-
correlated and temporally coherent, the matrices Rg(¢, 7), for
all 7 and ¢ are block diagonal matrices. o2 being either esti-
mated or assumed known (in the square case when it cannot
be estimated anymore), the nonunitary approximate joint block
diagonalization of the matrices set {Rvy (¢,7); V¢, V 7} en-
ables to recover the mixing matrix A. Yet, let us make two re-
marks: first, the recovered signals after inversion of the system
are obtained up to a permutation and a filter, which are the clas-
sical indetermination of BSS in the convolutive case. Second,
in practice, the correlation matrices are estimated like in [15]:
the observed sequences are divided into N, epochs of T}, sam-
ples (there is no overlapping), and then, by defining X;(¢) =
X(t)w(t—iTy), foralli = 0, ..., N,—1 (where w(t) is the win-
dowing sequence), the used correlation matrices are estimated
as Ry (1) = 1/Ny St Xa ()X (t + 7).

B. Computer Simulations

We present simulations to illustrate the effectiveness of the
proposed algorithm in the BSS context and to establish a com-
parison with another algorithm (JBDy [1]) for the unitary JBD
of matrices. While our algorithm is directly applied on the cor-
relation matrices of the observations, the second one is applied
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Fig. 2. I in dB versus number of matrices (left), versus SNR (right). Compar-
ison of the JBD p yy and the JBD)y algorithms.

after a pre-whitening stage. We consider m = 4 mixtures of
n = 2 speech source signals sampled at 8 kHz to obtain 55 040
time samples. These sources are mixed according to the fol-
lowing matrix (L. = 3 and L' = 4; see the equation at the
top of the page), where A|z] stands for the z transform of the
impulse response A (t). Using N, = 429 pts, T, = 128 pts,
w(t) = g, (t — Tp/2) (L7, (¢) is the rectangular window of
width 7} centered around ¢ = 0) and an average over ten Monte
Carlo trials, we have obtained the performance index displayed
in Fig. 2, versus the number of matrices (left) and versus the
SNR (right). One can check that the performance are better with
JBDA,NU than with JBDy.

IV. DiSCcUSSION AND CONCLUSION

We have proposed an alternative to existing approximate JBD
algorithms under the shape of a novel algorithm that discards
the unitary constraint on the sought-after joint-block diagonal-
izer. It is based on the minimization of a least-mean-square cri-
terion. We have shown that it finds application in the separation
of convolutive mixtures of sources. In the chosen example, the
set under consideration was constituted of correlation matrices
of the observed signals evaluated over different time delays.

REFERENCES

[1] A. Belouchrani, K. Abed-Meraim, M. Amin, and A. Zoubir, “Blind
separation of nonstationary sources,” I[EEE Signal Process. Lett., vol.
11, no. 7, pp. 605-608, Jul. 2004.

A. Belouchrani, M. G. Amin, and K. Abed-Meraim, “Direction finding
in correlated noise fields based on joint block-diagonalization of spatio-
temporal correlation matrices,” IEEE Signal Process. Lett., vol. 4, no.
9, pp. 266-268, Sep. 1997.

A. Belouchrani, K. Abed-Meraim, J.-F. Cardoso, and E. Moulines, “A
blind source separation technique using second order statistics,” IEEE
Trans. Signal Process., vol. 45, no. 2, pp. 434-444, Feb. 1997.

[2

[

3

—

[4]

[5]

[6]
[7]

[8]

[9

—

[10]

(11]

(12]

[13]

[14]

[15]

[16]

(17]

(18]

[19]

[20]

H. Bousbiah-Salah, A. Belouchrani, and K. Abed-Meraim, “Jacobi-like
algorithm for blind signal separation of convolutive mixtures,” Elec-
tron. Lett., no. 37, pp. 1049-1050, 2001.

J.-F. Cardoso and A. Souloumiac, “Blind beamforming for non
Gaussian signals,” Proc. Inst. Elect. Eng. F, vol. 40, pp. 362-370,
1993.

P. Comon, “Independent component analysis, a new concept ?,” Signal
Process., vol. 36, pp. 287-314, 1994.

L. DeLathauwer, “Signal processing based on multilinear algebra,”
Ph.D. dissertation, Univ. Catholique de Leuven, Leuven, Belgium,
1997.

L. DeLathauwer, C. Févotte, B. D. Moor, and J. Vandewalle, “Jacobi al-
gorithm for joint block diagonalization in blind identification,” in Proc.
23rd Symp. Information Theory in the Benelux, Louvain-la-Neuve, Bel-
gium, May 2002.

E.-M. Fadaili, N. Thirion-Moreau, and E. Moreau, “Algorithme de
zéro-diagonalisation conjointe pour la séparation de sources déter-
minites,” in Proc. 20éme collogue GRETSI (in French), Belgium, Sep.
2005, pp. 981-984.

E.-M. Fadaili, N. Thirion-Moreau, and E. Moreau, “Non orthogonal
joint diagonalization/zero-diagonalization for source separation based
on time-frequency distributions,” IEEE Trans. Signal Process., vol. 55,
no. 5, pp. 1673-1687, May 2007.

C. Févotte and C. Doncarli, “A unified presentation of blind source
separation methods for convolutive mixtures using block-diagonaliza-
tion,” in Proc. ICA, Nara, Japan, 2003.

A. Gorokhov and P. Loubaton, “Subspace based techniques for second
order blind separation of convolutive mixtures with temporally corre-
lated sources,” IEEE Trans. Circuit Syst., vol. 44, no. 9, pp. 813-820,
Sep. 1997.

E. Moreau, “A generalization of joint-diagonalization criteria for
source separation,” IEEE Trans. Signal Process., vol. 49, no. 3, pp.
530-541, Mar. 2001.

D.-T. Pham, “Joint approximate diagonalization of positive definite
matrices,” SIAM J. Matrix Anal. Appl., vol. 22, no. 4, pp. 1136-1152,
2001.

K. Rahbar and J. P. Reilly, “A frequency domain method for blind
source separation of convolutive audio mixtures,” IEEE Trans. Speech
Audio Process., vol. 13, no. 5, pp. 832-844, Sep. 2005.

F. J. Theis, “Blind signal separation into groups of dependent signals
using joint-block diagonalization,” in Proc. ISCAS 2005, Kobe, Japan,
2005, pp. 5878-5881.

A.J. Van Der Veen, “Joint diagonalization via subspace fitting tech-
niques,” in Proc. Int. Conf. Acoustic, Speech, and Signal Processing
(ICASSP’2001), Salt Lake City, UT, May 2001, pp. 2773-2776.

A. Yeredor, “Non-orthogonal joint diagonalization in the least square
sense with application in blind source separation,” IEEE Trans. Signal
Process., vol. 50, no. 7, pp. 1545-1553, Jul. 2002.

A. Yeredor, A. Ziehe, and K.-R. Miiller, “Approximate joint diagonal-
ization using natural gradient approach,” in Proc. ICA: Lecture Notes
in Computer Science (LNCS 3195): Independent Component Analysis
and Blind Sources Separation, Granada, Spain, Sep. 2004, pp. 89-96.
A. Ziehe, P. Laskov, G. G. Nolte, and K.-R. Miiller, “A fast algorithm
for joint diagonalization with non-orthogonal transformations and its
application to blind source separation,” J. Mach. Learn. Res., no. 5, pp.
801-818, Jul. 2004.



Non Unitary Joint Block Diagonalization of
Complex Matrices Using a Gradient Approach

Hicham Ghennioui'?, Nadége Thirion-Moreau', Eric Moreau®,

Abdellah Adib?3, and Driss Aboutajdine®

L'STD, ISITV, av. G. Pompidou, BP56, F-83162 La Valette du Var Cedex, France
ghennioui@gmail.com, {thirion,moreau}@univ-tln.fr
2 GSCM-LRIT, FSR, av. Ibn Battouta, BP1014, Rabat, Maroc
3 DPG, IS, av. Ibn Battouta, BP703, Rabat, Maroc

adib@israbat.ac.ma, aboutaj@ieee.org

Abstract. This paper addresses the problem of the non-unitary ap-
proximate joint block diagonalization (NU — JBD) of matrices. Such a
problem occurs in various fields of applications among which blind sep-
aration of convolutive mixtures of sources and wide-band signals array
processing. We present a new algorithm for the non-unitary joint block-
diagonalization of complex matrices based on a gradient-descent algo-
rithm whereby the optimal step size is computed algebraically at each
iteration as the rooting of a 3rd-degree polynomial. Computer simula-
tions are provided in order to illustrate the effectiveness of the proposed
algorithm.

1 Introduction

In the recent years, the problem of the joint decomposition of matrices or tensors
sets have found interesting solutions through signal processing applications in
blind source separation and array processing.

One of the first considered problem was the joint-diagonalization of matri-
ces under the unitary constraint, leading to the nowadays well-known JADE [4]
and SOBI [2] algorithms. The following works have addressed either the prob-
lem of the joint-diagonalization of tensors [5][7][I2] or the problem of the joint-
diagonalization of matrices but discarding the unitarity constraint [6][10][14]
[15] 16} 7.

A second type of matrices decomposition has proven to be useful in blind
source separation, telecommunications and cryptography. It consists in joint
zero-diago-nalizing several matrices either under the unitary constraint [I] or
not [9[10]. Most of the proposed (unitary) joint-diagonalization and/or zero-
diagonalization algorithms have been applied to the problem of the blind sepa-
ration of instantaneous mixtures of sources.

Finally, a third particular type of matrices decomposition arises in both the
wide-band sources localization in correlated noise fields and the blind separation

M.E. Davies et al. (Eds.): ICA 2007, LNCS 4666, pp. 201 2007.
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of convolutive mixtures of sources problems. It is called joint block-diagonalization
since the wanted matrices are block diagonal matriceiil in such a decomposition.
Such a problem has been considered in [3][8] where the block-diagonal matrices
under consideration have to be positive definite and hermitian matrices and the
required joint-block diagonalizer is a unitary matrix.

In this paper, our purpose is to discard this unitary constraint. To that aim, we
generalize the non unitary joint-diagonalization approach proposed in [16] to the
non-unitary joint block-diagonalization of several complex hermitian matrices.
The resulting algorithm is based on a gradient-descent approach whereby the
optimal step size is computed algebraically at each iteration as the rooting of a
3rd-degree polynomial. The main advantage of the proposed algorithm is that
it is relatively general since the only needed assumption about the complex
matrices under consideration is their hermitian symmetry. Finally, the use of
the optimal step size speeds up the convergence.

The paper is organized as follows. We state the considered problem in the
Section 2. In the Section 3, we present the algebraical derivations leading to the
proposed non-unitary joint block-diagonalization algorithm. Computer simula-
tions are provided in the Section 4 in order to illustrate the behaviour of the
proposed approach.

2 Problem Statement

The non-unitary joint block-diagonalization problem is stated in the following
way: let us consider a set M of N,,, N,, € N* square matrices M; € CM*M
i€{l,..., Ny} which all admit the following decomposition:

M; = AD,A? or D,=BM;B? | Vvie{l,...,N,} (1)

Dy;... 0
where D; = , Vi € {1,...,Nn}, are N x N block diagonal

0 ...D,
matrices with D;;,7 € {1,...,Np,}, j € {1,...,7} are n; X n; square matrices
so that n1 +...4+n, = N (in our case, we assume that all the matrices have the
same size i.e. N =1 xn;,j € {1,...,7}) and where 0 denotes the n; x n; null
matrix. A is the M x N (M > N) full rank matrix and B is its pseudo-inverse
(or generalized Moore-Penrose inverse).

The non-unitary joint bloc-diagonalization problem consists in estimating the
matrix A and the matrices D;j;, i € {1,..., N, },j € {1,...,r} from only the
matrices set M. The case of a unitary matrix A has been considered in [8] where
a first solution is proposed.

1 A block diagonal matrix is a square diagonal matrix in which the diagonal elements
are square matrices of any size (possibly even), and the off-diagonal elements are
0. A block diagonal matrix is therefore a block matrix in which the blocks off the
diagonal are the zero matrices and the diagonal matrices are square.
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3 Non-Unitary Joint Block-Diagonalization Using a
Gradient Approach

In this section, we present a new algorithm to solve the problem of the non-
unitary joint block-diagonalization. We propose to consider the following cost

function
N’VY'L

Con(B) = S |OffBdiag{BM,B/ } |2, (2)
i=1
where ||.|| ¢ stands for the Frobenius norm and the operator OffBdiag{-} denotes
the zero block-diagonal matrix. Thus:

M11 M12 e er 0 M12 e er
M= Mo = OffBdiag{M} = | ™! 2E(3)
M, M,s ... M,, M, Mz ... 0

Our aim is to minimize the cost function ().
To make sure that the found matrix B keeps on being invertible, it is updated
according to the following scheme (see [17]):

B(m) = (I + W(mil))B(mil) Ym = ]-7 27 ) (4)

where B(® is some initial guess, B(") denotes the estimated matrix B at the
m-th iteration, W™~ is a sufficiently small (in terms of Frobenius norm) zero-
block diagonal matrix and I is the identity matrix.

Denoting M{"™ = Bm=UM;B™m-VH i = 1.... N,, and ¥m = 1,2,...,
where (-)f stands for the transpose conjugate operator, then at the m-th itera-
tion, the cost function can be expressed versus W(™~1 rather than B(™). We
now have:

N,
Crp(W D) =3 ||OffBdiag{(I + W™ )M™ (L+ W)} |3 (5)

i=1
or more simply C0% (W) £ SN || 0ffBdiag{(I + W)M{™ I+ W)#}||2.

At each iteration, the wanted matrix W is then updated according to the
following adaptation rule:

W = VCpp(Wm=D) vm =1,2,... (6)

where 1 is the step size or adaptation coefficient and where VCpp(W(m~1)
stands for the complex gradient matrix defined, like in [I3], by:

28CBD(W('”_1))
OW (m—1)x
is the complex conjugate operator. We now have to calculate the

(m)
complex gradient matrix VCgYB (W) = 28C§€V(*W ).

VCpp(Wm—1) = Vm=1,2... (7)

where (-)*
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3.1 Gradient of the Cost Function C](;B (W)

Let D™ and E{™ respectively denote the block-diagonal and zero block-diagonal
matrices extracted from the matrix M{™ (M{™ = E{™ + D). As W is a zero-

block diagonal matrix too, the cost function C](BnB(W) can be expressed as:

N,

CHy(W) = > [|OffBdiag{M™} + OffBdiag{M(™ W} + OffBdiag{ WM™}
=1
+ OffBdiag{ WM™ W#}| 12,
N’NL

=35 B 4 DWW - WE W
=1

N’NL

=3t {(E" +D" W +WD{"™ + WE{" W) (E™ + D" W
i=1

+WD{™ + WE™WH)} 8)

where tr{.} stands for the trace operator. Then, using the linearity property of
the trace and assuming to simplify the derivations that the considered matrices
are hermitian, we finally find that:

N’V?’L
Cop W) ="t {ETEM™Y + 2t (BT (DI WH + WD{™)}
i=1

+ tr{ WD DM WH 4 DM WHWD™)

+ 2tr{EE7n)HWE,Em)WH}

WD WD D D)

+ 2tr{WE§m)HWH(DE7")WH T WDZ('m))}

+ tr{WEEm)HWHWEZ(m)WH} ©

Using now the following properties [I1]

tr{PQR} = tr{RPQ} = tr{ QRP} (10)
otr{PXH}

ox: =P (11)
otr{PX}

ox- | =0 (12)

dir{P} = tr{dP} (13)

dtr{PX7QX} = tr{PdX” QX + PX” QdX} (14)

o {PX"QX} _ QXP (15)

0X*
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It finally leads to the following result:

N,
VeED(W) =43 (E§m>HD§m) +WD™#pm 4 gmHwWE™
=1
+ WE™ WD + WEWWHWE!™" + D™ wHDm

7 K2 7

3.2 Seek of the Optimal Step Size

The expression (I6) is then used in the gradient descent algorithm (). To ac-
celerate its convergence, the optimal step size u is computed algebraically at
each iteration. To that aim, one has to calculate Cg’g(W — —wcg@ (W)), but
here we use C (W — pFm = —ﬂOfFBdlag{VC(m)( W)}). F™) is the anti-
gradient matrix. We use OffBdiag{VC! B D( )} instead of VC](;B (W) because
W is a sufficiently small (in terms of norm) zero block-diagonal matrix and thus
only the off block-diagonal terms are involved in the descent of the criterion. We
now have to seek for the optimal step p ensuring the minimization of the cost
function C](B”B(MF(’”)). This step is determined by the rooting of the 3rd-degree
polynomial (I8)) which is obtained as the derivative of the 4rd-degree polynomial
CJ(B”B(MF(’”)) with respect to p:

C](;‘V]lj)(uF(m)) ( )+a(m)u+a(m) 2+a(m) 3+a(m) 4 (17)
(m) ¢ F(m)
aCBDéIU’ ) 4a51m) 3+3a( )’u +2a( )ﬂ+a(m)7 (18)
"

where the coefficients have been found to be equal to:

i=1
N’NL
af" =3 e {EMFEEY 4 PR R
i=1
+ (D" F" + FD™)¥ (D" F¥ + FD{™)} (21)

N
af™ =3t {(D"™F? + FD"™)TFE R
i=1

+ FE{" P (D" F + FD[")} (22)
N’V’L
al™ —Ztr{F(m)E( JHpm) Hp(m) g m) p(m)H) (23)
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The optimal step p corresponds to the root of the polynomial ([[8]) attaining the
absolute minimum in the polynomial ().

3.3 Summary of the Proposed Algorithm

The proposed non-unitary joint block-diagonalization based on a gradient algo-
rithm denoted by JBDny,¢ is now presented below:

Denote the N,, square matrices as M(10)7 Méo), o 7M533n
Given initial estimates W(®) = 0 and B(®) =1
Form=1,2,...
Fori=1,....N,,
Compute M\™ as

MZ(.m) = B(m—l)MZ(,m*UB(m—l)H

Compute VC](BWB (W) whose expression is given by equation (I6)
EndFor
Set F(m) = —OffBdiag{VC ") (W)}
Compute the coefficients aém)7 - 7a§1m) thanks to (I9), @0), 1), @2) and
23)
Set the optimal step p by the research of the root of the polynomial (I8])
attaining the absolute minimum in the polynomial (7))
Set W) = 4 F(™) and B(™) = (I 4+ Wm-1D)B(m-1)
EndFor

4 Computer Simulations

In this section, we perform simulations to illustrate the behaviour of the proposed
algorithm. We consider a set D of N,,, = 11 (resp. 31, 101) matrices, randomly
chosen (according to a Gaussian law of mean 0 and variance 1). Initially these
matrices are exactly block-diagonal, then matrices with random entries chosen
from a Gaussian law of mean 0 and variance o7 are added. The signal to noise

ratio (SNR) is then defined by SNR = 10log( ) . We use the following perfor-
b
mance index which is an extension of that introduced in [12]:

T Ay KT T (@)l
1= |2 (& oel? *Z > sl !

pt ﬂm?XH( . max||

where (G); ;Vi,j € {1,...,r} is the (i, )-th matrix block (square) of G = BA.
The displayed results are averaged over 30 Monte-Carlo trials. In this example,
they were obtained considering M = N = 12, r = 3 and real and symmetric
matrices. On the left of Fig. 1 we display the performance index obtained with
the proposed algorithm versus the number of used matrices for different values
of the SNR. On its right we have plotted the evolution of the performance index
versus the SNR.
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Fig. 1. Left: performance index versus number N,, of used matrices for different values
of the SNR (SNR=10dB (x), 20 dB (o), 50 dB (A) and 100 dB (+)). Right: performance
index versus SNR for different size of the matrices set to be joint block-diagonalized
(Npm=11 (x), 31 (o), 101 (+)).

5 Discussion and Conclusion

In this paper, we have proposed a new algorithm (named JBDyy,g) based on a
gradient approach to perform the non-unitary joint block-diagonalization of a
given set of complex matrices. One of the main advantages of this algorithm is
that it applies to complex hermitian matrices. This algorithm finds application
in blind separation of convolutive mixtures of sources and in array processing.
In the context of blind sources separation, it should enable to achieve better
performances by discarding the unitary constraint. In fact, starting with a pre-
whitening stage is a possible way to amount to a unitary square mixture of
sources to be able to use unitary joint-decomposition algorithms. But such a
pre-whitening stage imposes a limit on the attainable performances that can be
overcome thanks to non-unitary algorithms.
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Abstract. This paper deals with the problem of the blind separation
of convolutive mixtures of sources. We present a novel method based on
a new non orthogonal joint block diagonalization algorithm (NO — JBD)
of a given set of matrices. The main advantages of the proposed method
are that it is more general and a preliminary whitening stage is no more
compulsorily required. The proposed joint block diagonalization algo-
rithm is based on the algebraic optimization of a least mean squares
criterion. Computer simulations are provided in order to illustrate the
effectiveness of the proposed approach in three cases: when exact block-
diagonal matrices are considered, then when they are progressively per-
turbed by an additive Gaussian noise and finally when estimated corre-
lation matrices are used. A comparison with a classical orthogonal joint
block-diagonalization algorithm is also performed, emphasizing the good
performances of the method.

1 Introduction

In the signal processing community, many works have been recently dedicated to
the study of the problem of joint decomposition of matrices or tensors because
of their numerous applications especially in blind source separation and array
processing [1]-[14].

Here, we are interested in the problem of the blind separation of convolutive
mixtures of sources. That is why this communication is dedicated to the so-
called joint block-diagonalization of matrices problem. In such a decomposition,
the wanted matrices are block diagonal onedl. Such a problem has been already
considered in [I][4][7] but under the constraint that the joint-block diagonalizer
is an orthogonal (unitary in the complex case) matrix. Our purpose, here, is to

1 A block diagonal matrix is a block matrix in which the off-diagonal block terms are
zero matrices and the diagonal matrices are square.
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discard this unitary constraint. To that aim, we show how the (non necessarily
orthogonal) joint-block diagonalizer can be algebraically estimated by minimi-
zing a least mean squares criterion, leading to a new non-orthogonal joint block-
digonalization algorithm. Some computer simulations are provided in order to
illustrate the good behaviour of the proposed algorithm. Then, it is shown how
this algorithm finds application in blind source separation where it is applied,
here, to a set of observations correlation matrices at different time delays.

The rest of this communication is organized as follows. The problem statement
and the proposed joint block-diagonalization algorithm are both introduced in
the Section 2. In the Section 3, we show how this algorithm can be applied
to solve the problem of blind separation of convolutive mixtures of sources.
Computer simulations are provided in both sections to illustrate the effectiveness
of the proposed algorithm and to compare it with another one based on an
orthogonal joint block-diagonalization.

2 Non-orthogonal Joint Block-Diagonalization Problem

2.1 Problem Statement

The non-orthogonal joint block-diagonalization problem is stated in the following
way: let us consider a set M of N,,, N,, € N* square invertible matrices M;
€ RM*M i e {1,...,N,,} which all admit the following decomposition:

M; = AD;AT |, or D;=BM;B”, Vie{l,...,N,} (1)

Dy;... 0
where D; = , Vi € {1,...,N,}, are N x N block diagonal

0 ...D,,
matrices with Dy;,7 € {1,...,Np}, j € {1,...,7} are n; X nj square matrices so
that n;+...4+n, = N (in our case, we will assume that all the matrices have the
same size i.e N =r xn;,Vj € {1,...,r}) and where 0 denotes the n; x n; null
matrix. A is the M x N (M > N) full rank matrix and B is its pseudo-inverse
(or generalized Moore-Penrose inverse).

The non-orthogonal joint block-diagonalization problem consists in estimating
the matrix A and the matrices D;j;, i € {1,...,Nn},j € {1,...,7} (or more
simply the matrix B only) from the matrices set M. The case of an orthogonal
matrix A has been already considered in [7] where a first solution is proposed.

2.2 Joint Block-Diagonalization Algorithm

In this communication, we propose to consider the following cost function

NML
Cpp(C) =) _ ||OffBdiag{C" M, C}|?, (2)

k=1
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where the operator OffBdiag{-} denotes the zero-block-diagonal matrix and C =
B7T. Thus:

M My ... My, 0 Mis... My,
M= | Mo = OffBdiag{M} = | ™! 3)
M, Mys ... M,, My Mo ... 0,

Let C=[Cy,---,C,], where C;,j € {1,---,r}, are r block matrices of dimen-
sion M x n; . The cost function (2) can be rewritten as:

Nm N/yn Uz

Con© =3 Y ICIMC =YY Z S e TM ()
k=114,j=1(i#j) k=1m=1n=14j=1(i#j5)

where c7, ¥n € {1,...,n;} stand for the n; column vectors of matrices Cj,

Vi e {1 T} Then

Ny Misny

Cop(C)=>_ > Z 7 Myel)((e]") Migej)”

k=1m,n=1j= 1(1#1)

=3 3 (@) e () ™M )er

kE=1m,n=1q,j=1(i#j)
nj N7n

= ZL Z (CT)T Z Z ZMkc TMT c

m=1i=1 j=1(j#i) n=1k=1

ng r
=5 3 @)TQi(C))e) (5)

m=1 =1
where Q;(C,) = 22:1(#1‘) S zi\/:l Mkc?(c?)TM{ is a symmetric matrix.
As C?(C?)T is rank one, Vj =1,...,r, and Vn = 1,...,n;, the matrix Q,;(C,)
possesses N — (r—1)n; = n; eigenvectors associated with null eigenvalues. Then,
the minimization of this quadratic form under the unit norm constraint can be
achieved by taking the n; unit eigenvectors associated with the n; smallest eigen-
values of Q;(C,;). However since matrix Q; for a given ¢ also depends on column
vectors of matrix C, we propose to use an iterative procedure. The proposed

non-orthogonal joint block-diagonalization (denoted by NO — JBD) writes:

Vi e {1,...,r} with [ € N* and given CZ(,O) an initial matrix, do (a) and (b)
(a) Calculate Qi(CZ(,l))

(b) Find the n; lowest eigenvalues )\T(l)7m € {1,...,n;} and the associated
eigenvectors clm(l)7 m € {1,...,n;} of matrix Qi(CZ(.l))

Stop after a given number of iterations or when |X7*) — AmU=D| < ¢ where ¢ is
a given small positive threshold.
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2.3 Computer Simulations

We present simulations to illustrate the effectiveness of the proposed algorithm.
We consider a set D of N,,, = 11 (resp. 31, 56, 96) matrices, randomly chosen
(according to a Gaussian law) of mean 0 and variance 1. Initially these matrices
are exactly block-diagonal, then random noise matrices of mean 0 and variance
of are added. A signal to noise ratio can be defined as SNR = lOlog(Ul5 ). To

measure the quality of the separation, the following performance index (which
is an extension of the one introduced in [10]) is used:

1 [ e @l
M= |2 & el *Z Z @eall” ™

2\ & max (@ ma ||

where (G); ;Vi,j € {1,...,7} is the (4, j)-th (square) block matrix of G = CTA.
All the displayed results have been averaged over 30 Monte-Carlo trials. On the
Fig. 1, the performance index of algorithm NO — JBD is displayed versus the
number of used matrices (left) and versus the SNR (right). These curves illustrate
the good behaviour of the algorithm since I ~ —110 dB at high SNR.
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Fig. 1. Left: performance index versus number of matrices, right: performance index
versus SNR

3 Separation of Convolutive Mixtures of Sources

3.1 Model and Assumptions

We consider a convolutive finite-duration impulse response (FIR) model given by

n L
2i(t) = 303 higO)si(t = 0+ my 1), Vi = 1.. (6)
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where s;(t), Vj = 1,...,n are the n sources, z;(t), i = 1,...,m, are the m > n
observed signals, h;;(t) is the real transfer function between the j-th source and
i-th sensor with an overall extent of (L+1) taps. n;(t), Vi = 1,..., m are additive

noises. Our developments are based on the two following assumptions:

Assumption A: Each source signal is a real temporally coherent signal. More-
over they are uncorrelated two by two, i.e., for all pairs of sources (s;(t),s;(t))
with ¢ # j, for all time delay 7;;, we have R;;(t,7;;) = 0, where R;;(t, 7) denotes
the cross-correlation function between the sources s;(t) and s;(t). It is defined
as follows: R;;(t,7) = E{s;(t)s;(t+7)}, where E{.} stands for the mathematical
expectation.

Assumption B: The noises n;(t),i = 1,...,m, are assumed real stationary
white random signals, mutually uncorrelated, independent from the sources, with
the same variance o2. The noises correlation matrix can be written as:

R, (1) = E{n(t)nT (t + 1)} = o26(T)1,n (7)

where §(7) stands for the Delta impulse, I,,, for the m x m identity matrix and
()T for the transpose operator.
Let us now recall how the convolutive mixing model can be reformulated into
an instantaneous one [4][7].
Considering the vectors S(t), X(¢) and N(t) respectively defined as:
S(t) = [s1(t),...,s1(t = (L+ L) +1),...,80(t — (L + L)+ 1)]"
X(t) = [zi(t),...,21(t =L +1),...,2n(t—L + 1)
N(t) = [n1(t),...,m(t =L +1),... 0t — L + 1)

and the (M x N) matrix A, where M = mL’ and N =n(L + L'):

A11...A1n
A= : o
Aml Amn
where
hU(O) ...... hij(L) 0 0
A= (8)
: Lot . Lo, 0
0 ... 0 hy(0)...... hi; (L)

are (L' x (L + L’)) matrices, the model described by Eq. (@) can be written in
matrix form as:

X(t) = AS(t) + N(t) (9)
In order to have an over-determined model, L’ must be chosen such that mL’ >
n(L 4+ L'). We assume, here, that the matrix A is full rank. Because of the As-
sumption A, all the components of S(¢) are temporally coherent signals. More-
over, two different components of this vector are correlated at least in one non
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null time delay. With regard to the noise vector N(t), the Assumption B holds
for each of its components involving that its correlation matrix Rn(7) reads:

Ry (1) = E{N(t)NT(t 4+ 1)}

J?LiL/(T) OL/ OL’
_ OL' oL t. . (10)
N OL’
0 ... 0 O'TQLIL/(T)

where Ip/(7) is the L' x L' matrix which contains ones on the 7" superdiagonal
if 0 <7 < L' or on the |7|*" subdiagonal if —L’ < 7 < 0 and zeros elsewhere.
Then, we have:

Rx(t,7) — Ry(7) = ARg(t,7)AT = Ry (t,7) (11)

Because sources signals are spatially uncorrelated and temporally coherent, the
matrices Rg(t, 7), V7 are block diagonal matrices. To recover the mixing matrix
A, the matrices Ry (¢, 7), V7 and V¢ can be joint block diagonalized without any
unitarity constraint about the wanted matrix A.

Notice that in this case, the recovered sources after inversion of the system
are obtained up to a permutation and up to a filter but we will not discuss about
these indeterminations in this communication.

3.2 Computer Simulations

We present simulations to illustrate the effectiveness of the proposed algorithm in
the blind source separation context and to establish a comparison with another
algorithm (O — JBD) for the orthogonal joint block diagonalization of matrices.
While our algorithm is directly applied on the correlation matrices of the ob-
servations, the second algorithm is applied after a pre-whitening stage on the
correlation matrices of the pre-whitened observations. We consider m = 4 mix-
tures of n = 2 speech source signals sampled at 8 kHz, L = 2 and L’ = 4. These
signal sources are mixed according to the following transfer function matrix
whose components are randomly generated:

0.9772 4+ 0.20792~1 — 0.0439272 —0.6179+ 0.77152"1 + 0.15172 2
—0.2517 — 0.320427 1 +0.9132272 —0.1861 + 0.4359z~! — 0.88052 2
0.0803 — 0.7989z~1 — 0.596122  0.5677 + 0.67692~1 + 0.468522
—0.7952 4 0.3522271 + 0.4936272 —0.2459 + 0.81382"! — 0.52662 2

Alz] =

where A[z] stands for the z transform of A(t). On the Fig. 2, we have displayed
the performance index versus the number of matrices (left) and versus the SNR.
One can check that the obtained performance are better with the NO — JBD
algorithm than with the O — JBD algorithm. One can also evaluate the block-
diagonalization error defined as:
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Fig. 2. Left: performance index versus number of matrices, right: performance index
versus SNR

£ = 10logio{ S || OffBdiag{BRy (t, 74)BT||2} where B is the pseudo-
inverse of the mixing matrix A and ||.|p denotes the Frobenius norm. Finally, a
comparaison of the block-diagonalization error with the NO — JBD and O — JBD
algorithms versus the number of matrices (resp. SNR) is given in the left of
Fig. 3 (resp. its right).

T T T T -15 P B s B

o SNAZT00B, 0D —+— 10 matrices, O-JBD
—— 20 —»— 10 matrices, NO-JBD |
of ——%— SNR=10dB, NO-JBD —#— 50 matrices, O-JBD
a5k —6— 50 matrices, NO-JBD |
[P I . » - .
—#— SNR=25dB, 0-JBD —— 100 matrices, O-JBD
-1or —6— SNR=25d8, NO-JBD -301 —=&— 100 matrices, NO-JBD| +
151 —— SNR=350B, 0-JBD

—&— SNR=350B, NO-JBD
—=&— SNR=45dB, O-JBD
——— SNR=45dB, NO-JBD

Block-diagonalization error (dB)
-
Block-diagonalization error (dB)

JIT . A i i i i i i i i Y S S A
5 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 8 90 95 100
Number of matrices SNR (dB)

Fig. 3. Left: block-diagonalization error versus number of matrices, right: block-
diagonalization error versus SNR

4 Discussion and Conclusion

In this paper, we have proposed a new joint block diagonalization algorithm
for the separation of convolutive mixtures of sources that does not rely upon a
unitary constraint. We have illustrated the usefulness of the proposed approach
thanks to computer simulations: the considered algorithm has been applied to
source separation using the correlation matrices of speech sources evaluated over
different time delays.
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Résumé — Nous considérons le probléme de la séparation aveugle de mélanges convolutifs de sources par bloc-diagonalisation
conjointe non unitaire d’un ensemble de matrices issues de transformées temps-fréquence spatiales quadratiques. Nous proposons
un nouveau critere de sélection automatique de points temps-fréquence permettant la construction de ’ensemble des matrices
a bloc-diagonaliser conjointement. Les principaux avantages de cette méthode sont d’étre plus directe en ce se sens qu’elle ne
requiere plus de blanchiment préalable des observations et de pouvoir étre appliquée & des signaux corrélés. A 'aide de simulations
informatiques, nous illustrons le comportement de la méthode proposée ainsi que son efficacité et la comparons & une autre méthode
basée quant & elle sur un algorithme de bloc-diagonalisation conjointe unitaire.

Abstract — This paper considers the problem of the blind separation of convolutive mixtures of sources based on the non unitary
joint block-diagonalization of a set of spatial quadratic time-frequency matrices. We propose a novel automatic time-frequency
selection criterion to build the matrices set to be joint block-diagonalized. The main avantages of the proposed method are that
it more direct since it does not require a pre-whitening stage any more and that it can be used with correlated signals. Computer
simulations are provided in order to illustrate the behavior and effectiveness of the proposed method and to compare it with

another method based upon a unitary joint block-diagonalization algorithm.

1 Introduction

L’objet de la séparation aveugle de sources (SAS) est de
parvenir a ré-estimer n signaux source a partir de la seule
connaissance de m signaux d’observation correspondant a
des mélanges de ces sources. Elle possede plusieurs degrés
de difficulté selon les caractéristiques des sources consi-
dérées (signaux déterministes ou aléatoires, statistique-
ment mutuellement indépendants ou corrélés, i.i.d. ou non,
stationnaires, cyclo-stationnaires ou non-stationnaires...)
et également selon le type de systéeme mélangeant envi-
sagé (systéme linéaire ou non linéaire, mélange instan-
tané ou convolutif, modele de mélange sur-déterminé ou
sous-déterminé). Elle possede de nombreuses applications
parmi lesquelles la téléphonie mobile, les télécommunica-
tions numeériques, le traitement de la parole, le génie bio-
médical, la géophysique interne ou externe, le radar, le
sonar, etc...

Dans ce papier, nous nous intéressons au probleme de la
SAS basée sur l'utilisation de :

— représentations temps-fréquence spatiales quadrati-
ques (RTFSQ) dans le contexte des mélanges linéaires,
convolutifs & réponse impulsionnelle finie (RIF) de
sources déterministes,

— ou de spectres temps-fréquence spatiaux quadratiques
(STFSQ) dans le cas des mélanges linéaires convolu-
tifs RIF de sources aléatoires non-stationnaires, éven-
tuellement corrélées.

Notre objectif est de proposer une alternative aux mé-
thodes présentées dans [1] et [5], lesquelles opérent sous
transformation unitaire. Notons que le probleme de la sé-
paration de mélanges linéaires instantanés de sources au
moyen de RTFSQ a dores et déja fait I'objet de nombreux
travaux parmi lesquels [1][4][6].

Les méthodes de SAS basées sur l'utilisation de RTFSQ
reposent toutes sur une étape préalable de sélection (au-
tomatique) de points temps-fréquence (¢-f) particuliers
permettant la construction d’ensembles de matrices de-
vant ensuite étre (bloc) diagonalisées conjointement et/ou
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(bloc) zéro-diagonalisées conjointement. Pour que la sé-
paration soit effectivement possible, il faut donc que les
RTFSQ des sources different en un nombre suffisant de
points t-f, en d’autres termes que les signatures des sources
soient suffisamment différentes dans le plan ¢-f pour per-
mettre la construction des ensembles de matrices auxquels
on s’intéresse (cette hypothese jouant le role de I'hypo-
these d’indépendance sur laquelle sont fondées la plupart
des méthodes de SAS classiques). En contexte instantané,
de nombreux travaux sont dédiés au probleme de la sélec-
tion automatique des points ¢-f permettant la construc-
tion soit d’un seul ensemble [6] (celui des matrices qui
devront étre diagonalisées conjointement) soit de deux en-
sembles (ceux des matrices qui devront étre diagonalisées
conjointement et zéro-diagonalisées conjointement) [1][4].
Certains de ces détecteurs operent sur les données blan-
chies, d’autres directement sur les données non blanchies.
En contexte convolutif, un premier détecteur a été proposé
dans [5]. En ce qui concerne la mise au point d’algorithmes
de bloc-diagonalisation conjointe, cette problématique a
suscité un certain nombre de travaux parmi lesquels [2][3].
Ces algorithmes ont ensuite été appliqués au probleme de
la SAS basée sur l'utilisation de RTFSQ en mélange convo-
lutif dans [1][5].

Dans ce papier, nous proposons un nouveau détecteur au-
tomatique de points ¢-f pour la construction de I’ensemble
des matrices devant étre bloc-diagonalisées conjointement.
Il généralise celui présenté dans [5] au cas de données
non blanchies. Nous proposons également une nouvelle
méthode pour la séparation aveugle de mélanges convo-
lutifs de sources basée sur 'utilisation de spectres temps-
fréquence spatiaux quadratiques elle sera baptisée
NO — JBDMTF. Son intérét principal est de ne plus requé-
rir de blanchiment préalable des observations puisqu’elle
combine ce détecteur automatique de points ¢-f a I'algo-
rithme de bloc diagonalisation conjointe non orthogonal
proposé dans [8]. Enfin, au moyen de simulations infor-
matiques, nous montrons 'intérét de cette méthode en la
comparant a d’autres approches opérant sous transforma-
tion unitaire, le domaine d’application visé étant celui des
télé-communications numériques.

2 Séparation aveugle de sources en
contexte convolutif

2.1 Formulation du probléme

On considere le systeme multi-entrées multi-sorties RIF &
temps discret décrit par I’équation suivante :

n L
J)Z(t) = ZZhU(f)S](t - é) + ni(t), Vi = 1,...

j=1¢=0

;m (1)

ou s;(t) représente la j-eme des n sources, z;(t) est la
i-eme des m > n observations, h;;(t) est la réponse impul-
sionnelle réelle entre la j-eme source et le i-éme capteur.
L’ordre du filtre & RIF H(¢) considéré est supposé étre
égale & L et les n;(t) pour tout i = 1,...,m sont des
bruits blancs Gaussiens stationnaires, centrés, mutuelle-
ment indépendants et indépendants des sources.

Il est classique de réécrire ce modele convolutif RIF sous
la forme d’un modele instantané de type X(t) = AS(t) +
N(t). Le vecteur S(t) de taille n(L+ L") x 1 et les vecteurs
X(t) et N(t) tous deux de taille mL’ x 1 sont alors définis
de la maniere suivante :

S(t) = [si(t),...,s1(t—(L+L)+1),...,sn(t —(L+L)+1)T
X(t) = [ei(t),...,xi(t =L +1),...,emt—L +1)]T
N@#) = [ma@),...,ni(t =L +1),...,nm@t— L' +1)]T (2)

avec ()T opérateur de transposition et L’ le nombre de
retards considérés (suffisamment grand i.e. mL’' > n(L +
L") pour que le modele considéré soit sur-déterminé). La
matrice A de dimension mL’ x n(L + L') s’écrit :
A11 e Aln
A=l b (3)
Aml Amn

Elle est constituée de blocs A;; de dimension L’ x (L+L’),
possédant alors la structure particuliere suivante :

hi; (0) hiy(L) 0 ... 0
Aij = 0
. . .
0 ... 0 hy(0) hii (L)

2.2 Principe des méthodes basées sur les
STFSQ ou les RTFSQ

Le spectre temps-fréquence spatial quadratique d’un vec-
teur aléatoire complexe X(t) est défini par :

Dx(t,v) = | Rx(0,0)K(0,0';t,v)dode’,  (5)

RQ
ou la fonction K(6,6';t,v) désigne le noyau de la trans-

formation et Rx (6, §’) représente la matrice de corrélation
de X(t). Elle est définie par :

/ /

Rx(0,0) =E {X(e + %)XH(H - 2)} , (6)
ot E{.} désigne I'espérance mathématique et (-)* Popéra-
teur de transposition conjugaison. Dans le cas de signaux
déterministes, cela devient

o' o'
Rx(0,0") = X(0 + 5)XH(9 -3 (7)
Donnons un exemple important : le Spectre de Pseudo Wi-
gner Spatial (SPWS) que nous utiliserons pour les simula-
tions informatiques (Section 4) car il permet la réduction
des interférences entre sources. Il est défini par

Dspws x (¢, V) Z/RR)((t,T)h(T) exp{—2urv7}dr (8)

ot 12 = —1 et h(7) est une fenétre de lissage. Notons
qu’en considérant h(7) = 1, quel que soit 7, on retrouve
le Spectre de Wigner Spatial (SWS) tandis qu’en enlevant
l’espérance mathématique on retrouve la distribution de
Pseudo-Wigner Spatiale (PWS) ou celle de Wigner Spa-
tiale (WS) si en plus h(7) = 1 pour tout 7.
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Le STFSQ des observations, noté Dxx (¢, ), de dimension
mL' x mL', vaut alors :

DXX (t, l/) = ADss(t, I/)AH + DNN (t, I/)
+ ADgn (t, l/) + Dns (t, V)AH (9)

ot Dgg(t, v) représente le STFSQ des sources, Dnn(t, V)
celui des bruits tandis que Dgn (t, v) et Dns(t, v) sont les
STFSQ croisés entre sources et bruits. Dgg(t,v) est une
matrice carrée de taille n(L + L) x n(L + L').

Les bruits étant indépendants des sources alors le STFSQ
des observations devient :

Dxx (t, V) = ADss(t, I/)AH + DN (t, I/) (10)

Remarquons que si 'on considére comme STFSQ celui de
Wigner alors : Dnn(t,v) = [p Rn(T) exp{—2iumv7}dr =
SnN(V), o SN (V) est la matrice inter-spectrale du vec-
teur des bruits [7].

Pour obtenir une estimation des matrices ¢-f correspon-
dant a des observations non-bruitées, nous éliminons les
points t-f de faible énergie en ne gardant que les points
tels que :

min(|Dy,o, (t,)?) > € 4,5 € {1,...,mL'} (11)

ol € est un réel de faible valeur (e > 0.01 par exemple) et
Dy, (t,v) = (Dxx(t,v))ij-
On peut alors considérer que :

Dxx(t,v) ~ ADgg(t,v)A". (12)

La matrice Dgg(t,v) est composée de blocs carrés de di-
mensions (L + L') x (L + L'). En des points ¢-f ne cor-
respondant qu’a des auto-termes sur les sources - et en
raison du principe d’interférences, il ne peut y avoir qu'un
seul auto-terme, c’est la raison pour laquelle nous pour-
rons traiter le cas de sources corrélées -, cette matrice est
bloc-diagonale avec un seul bloc non nul sur la diagonale.
C’est de cette structure particuliere dont nous allons tirer
avantage au niveau du détecteur que nous proposons dans
la section suivante.

3 Une méthode sans blanchiment

3.1 Détecteur de “bons” points t-f

Le principe du détecteur que nous proposons est de sélec-
tionner des points temps-fréquence ne correspondant qu’a
des auto-termes sur une seule source et des inter-termes
entre cette méme source et ses versions retardées. La ma-
trice Dgg(t,v) correspondante posseéde alors une struc-
ture particuliere : elle est bloc-diagonale avec un seul bloc
non nul sur la diagonale. Cette approche généralise donc
le détecteur proposé en contexte instantané dans [6] le-
quel exploite une propriété de rang 1. Ce détecteur peut
également étre vu comme une généralisation de celui déve-
loppé dans [5] au cas de signaux non blanchis. Les matrices
Dxx(t,v) et Dgg(t,v) possédant le méme rang, il s’agit
donc de sélectionner les matrices Dxx (t,7) dont le rang
est égal & L + L.

Pour la construction de l’ensemble M des matrices de-
vant étre bloc-diagonalisées conjointement, nous propo-
sons donc la procédure suivante :

— Faire une décomposition en valeurs singuliéres de la ma-
trice Dxx(t, l/),

Dxx(t, V) = U(t, V)A(t, V)V(t, V)H

avec V(t,v) et U(t,v) matrices unitaires de taille (mL’ x
mlL') et §(t,v) = Diag{A(t,v)} un vecteur composé des
termes diagonaux de la matrice diagonale A(t,v).

On note 8(t,v) = (61(t, ), ..., 0me (t,v))" et on suppose
que les valeurs singulieres sont rangées dans ’ordre dé-
croissant : 01(¢,v) > d2(t,v) > ... > 0pr (t,v) > 0.
SERE 62 (t0)

=1

— Calculer le rapport Toxx

de 1,
— Si oui alors Dxx (¢, ) est retenue sinon elle est rejetée.

et vérifier s’il est proche

Les matrices de I’ensemble M (que l'on supposera de di-
mension N, avec N,,, € N*) ont alors une structure par-
ticuliere puisqu’elles se factorisent toutes en Dxx (t,v) =
ADss(t,v)AH | avec Dgg(t, v) matrice bloc-diagonale pos-
sédant un seul bloc non nul sur la diagonale.

3.2 Bloc-diagonalisation conjointe non uni-
taire

Considérons ’ensemble M construit au moyen du détec-
teur qui vient d’étre présenté :

M = {M; = Dxx(t;,1;) € C"F>*mE i =1 N,}.

Les matrices de ’ensemble M admettent toutes la facto-
risation suivante :

M; = AD;AY ou alors D; = BM;B? Vie {1,...,N,,}

(13)
Dii1 Opyp Or4r
0 D; : ,
D, = L+ 422 JVie{l,...,Nn}
: Y
(U Oryrr Dinn

sont des matrices bloc-diagonales de dimension n(L+L') x
n(L + L') et les matrices D; j;, ¢ € {1,...,Np}, j €
{1,...,n} sont des matrices carrées de dimension (L +
L") x (L+L') et Op4 1 désigne la matrice carrée, nulle, de
dimension (L+L')x (L+L'). La matrice A est une matrice
de rang plein de dimension mL’ x n(L + L) et B est sa
pseudo-inverse (ou inverse généralisée de Moore-Penrose).
Le probleme de la bloc diagonalisation conjointe non uni-
taire est alors d’estimer la matrice de séparation B uni-
quement a partir des matrices de I’ensemble M. Nous pro-
posons donc de considérer le critere suivant :

N,

Cpp(B) =) ||OffBdiag,,, ;, {BMB" }|| (14)
k=1
ou || - ||z désigne la norme de Frobenius et 1'opérateur

OffBdiagy,, 1. {-} la matrice “zéro bloc-diagonale” construite
a partir des éléments hors bloc-diagonal de son argument
(ses éléments bloc-diagonaux sont donc des matrices Oy, 17).
Pour trouver l'estimée B de la matrice B, il faut donc mi-
nimiser la somme des carrés des normes des blocs hors dia-
gonale de BM,BY. Ceci est réalisé comme dans [8] & sa-
voir au moyen d’une solution algébrique (notée NO — JBD)
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basée sur le calcul des éléments propres d’une forme qua-
dratique particuliere. La combinaison de cet algorithme a
la sélection automatique de points t-f précédemment dé-
crite conduit & un algorithme baptisé NO — JBDMTF.

4 Simulations & conclusion

Dans cette partie, nous comparons les résultats obtenus au
moyen de la méthode proposée a ceux obtenus au moyen
d’une approche basée sur I'utilisation d’un algorithme de
bloc diagonalisation conjointe sous transformation ortho-
gonale [5] (cette méthode sera notée O — JBDMTF dans la
suite). Pour étre applicable, cette seconde approche néces-
site un blanchiment préalable des observations. Les deux
méthodes sont comparées sur des ensembles de matrices
de méme dimension : ceux construits a partir du détecteur
de points ¢-f donné au niveau de la Section 3.1. Dans cette
simulation, nous considérons n = 2 sources composées de
256 échantillons temporels, regus au niveau de m = 3 cap-
teurs. La premiere source correspond a une modulation
linéaire de fréquence caractérisée par une fréquence de dé-
but vg, = 0.05 et une fréquence de fin vy, = 0.45 tandis
que la seconde est une modulation sinusoidale de fréquence
(MSF) dont la fréquence de début vaut v4, = 0.15 et celle
de fin vy, = 0.35. La période de la MSF est T, = 200.
On considere L = 2, L' = 4 et le filtre RIF suivant :
H[z] = (H1[2] Hz2[z]) ol

—0.3592 + 0.4104271 4 0.83822 2

H;[z] = [ 0.5585 —0.11082"" + 0.822122
0.4550 — 0.71712~! 4+ 0.52792~2

et
0.9365 — 0.33162~! +0.113822
H[z] = [ 0.4876 — 0.304427! — 0.81832~2

—0.8218 4+ 0.15282~1 + 0.5489z~2

avec H[z] transformée en z de H(t). Le STFSQ utilisé est
le spectre de Pseudo Wigner. Les points ¢-f sélectionnés a
I’aide du critere proposé sont représentés au niveau de la
Fig. 1 pour deux valeurs de RSB (10 dB et 100 dB). En
utilisant I'indice de performance suivant :

R L N T
1) {Z (Zl N 1)
D>

j=1

I(G) =

L@l
i=1 max (G)e.ll%

onr =L+ L et (G);Vi,j € {1,...,N} est la (4,5)-
éme matrice bloc (carrée) de G = BA. Avec ce choix
d’indice de performance, I tendant vers —oo en échelle
logarithmique (0 en échelle linéaire) implique une sépa-
ration parfaite. Les résultats obtenus sont présentés au
niveau de la Fig. 2. A gauche, nous donnons le nombre
de matrices sélectionnées en fonction du RSB et a droite
la valeur de l'indice de performance (en dB) en fonction
du RSB. Sur cet exemple, on constate qu’il est possible
avec la méthode NO — JBDMTF d’atteindre de meilleures
performances que celles obtenues au moyen d’une méthode
opérant apres blanchiment (on passe ici de -31 dB 4-38 dB
soit un gain de 7 dB). Cette méthode combine un détecteur

de points t-f opérant sur des données non blanchies & un
algorithme de bloc-diagonalisation conjointe non-unitaire.
Nous remarquons également que le détecteur proposé est
robuste par rapport a ’addition de bruit.

-

Fi1G. 1 — Points ¢-f sélectionnés avec un RSB de 10 dB (a
gauche) et de 100 dB (a droite).

W0 15 2 7 3 % 40 4 0 55 6 6 70 75 w0 8 %0 95 X 5 10 15 20 25 30 3 40 45 50 55 0 65 70
S8 (@8) RSB (0B)

F1a. 2 — Evolution du nombre de matrices sélectionnées avec le
détecteur proposé en fonction du RSB (& gauche) et évolution
de I en dB (I(-) dB = 10log(I(-))) obtenu avec les méthodes
NO — JBDMTF et O — JBDMTF en fonction du RSB (& droite).
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Résumé — Nous considérons le probléme de la séparation aveugle de mélanges convolutifs de sources. Nous proposons un
nouvel algorithme de bloc-diagonalisation conjointe d’un ensemble de matrices sous transformation non-orthogonale. Il repose sur
Ioptimisation algébrique d’un critere de type moindres carrés. L’intérét majeur d’une telle approche, outre le fait qu’elle soit plus
générale, est de rendre facultatif le blanchiment des observations. Des simulations informatiques sont présentées afin d’illustrer
lefficacité de 'approche proposée dans trois cas de figure : lorsque les matrices considérées sont exactement bloc-diagonales puis
lorsqu’elles sont progressivement perturbées par un bruit additif Gaussien et enfin dans le contexte de la séparation aveugle de
mélanges convolutifs de sources (les matrices considérées sont alors des matrices de covariance estimées).

Abstract — This paper deals with the problem of blind separation of convolutive mixtures of sources. We propose a novel non
orthogonal joint block-diagonalization algorithm of a given matrices set. This algorithm is based on the algebraic optimization
of a least mean squares criterion. The main advantages of the proposed approach is that it is more general and a preliminary
whitening stage is no more compulsorily required. Computer simulations are provided in order to illustrate the effectiveness of
the proposed approach in three cases: when exact block-diagonal matrices are built then when they are progressively perturbed
by an additive Gaussian noise and, finally, in the context of blind separation of convolutive mixtures of sources (the considered
matrices are then estimated covariance matrices).

1 Introduction d’abord été traité [2] avant que ne soient proposées deux
solutions non unitaires dans [10][11].

Au cours des dix derniéres années, le probleme de la dé-
composition conjointe d’ensembles de matrices ou de ten-
seurs a été largement étudié au sein de la communauté
traitement du signal du fait de ces nombreuses implica-
tions en séparation aveugle de sources (SAS) et en traite-
ment d’antenne.

Le premier type de probleme a avoir été considéré est ce-
lui de la diagonalisation conjointe sous contrainte unitaire
d’'un ensemble donné de matrices. Cela a conduit a de
nombreux algorithmes en séparation aveugle de mélanges
instantanés de sources, les plus connus étant JADE [5] et
SOBI [3]. Par la suite, d’autres travaux ont été conduits
afin de généraliser & des ensembles de tenseurs et non plus
de matrices [6][8][12] ou pour pouvoir lever la contrainte
d’unitarité sur la matrice recherchée [7][11][13]-[16]. Plus
récemment, un second type de décomposition matricielle
s’est révélé utile pour des applications telles que la sépara-
tion aveugle de sources basée sur l'utilisation de représen-
tations temps-fréquence ou la cryptographie. Il s’agit de la
zéro-diagonalisation conjointe. La encore, le cas unitaire a

Lorsque 'on s’intéresse au probleme de la séparation aveu-
gle de mélanges convolutifs de sources, il est possible de
faire apparaitre un type particulier de décomposition ma-
tricielle appelé bloc-diagonalisation conjointe (BDC) dans
la mesure ou les matrices recherchées dans ce type de dé-
composition sont maintenant bloc-diagonales [1][4][9]. Le
cas unitaire a été étudié dans [4][9]. Notre objectif est donc
de proposer une alternative a ces algorithmes sous la forme
d’une solution non-orthogonale fondée sur la minimisation
d’un critere quadratique de type moindres carrés tout en
mettant en évidence les liens qui existent entre cet algo-
rithme et celui de diagonalisation non-orthogonale déve-
loppé dans [11]. Le comportement de cet algorithme sur
des ensembles de matrices soit exactement bloc-diagonales,
soit bruitées (cad s’écartant de la bloc-diagonalité) est
ensuite étudié. Puis, nous montrons que cet algorithme
trouve une application intéressante en séparation aveugle
de mélanges convolutifs de sources temporellement co-
hérentes : les matrices de ’ensemble a bloc-diagonaliser
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conjointement étant alors des matrices de corrélation es-
timées. L’intérét principal de cet algorithme est qu’il ne
nécessite plus de blanchiment préalable des observations.
Le papier est organisé de la fagon suivante. Le probleme
général de la BDC de méme que la solution proposée sont
présentés au niveau de la Section 2. Dans la Section 3, nous
rappelons comment reformuler le probleme de la SAS en
contexte convolutif en un probleme de séparation aveugle
de mélange instantané de sources puis nous montrons com-
ment I’algorithme proposé trouve une application en SAS.
Des simulations informatiques illustrent chacune de ces
deux sections. Elles témoignent de lefficacité de la mé-
thode proposée et permettent d’établir une comparaison
avec un algorithme de bloc diagonalisation conjointe sous
contrainte orthogonale [4].

2 Bloc diagonalisation conjointe
non-orthogonale

2.1 Formulation du probleme

Le probleme de la BDC sous transformation non ortho-
gonale s’énonce de la maniére suivante. Considérons un
ensemble M de N,,, N,, € N* matrices carrées M; €
RMXM 4 ¢ {1,...,N,,}, admettant toutes la factorisa-
tion suivante :

M; = AD,A” ou D, =BM,;B” | Vie {1,...,N,,}
(1)

D;11 012 01,
021 Djoo 02,
avec D, = . ,
Orflr
01"1 Orr—l Di,rr

Vi e {1,...,N,,} sont des matrices bloc-diagonales de di-
mensions N x N et les matrices D; ;;,i € {1,...,Np}, j €
{1,...,7} sont des matrices carrées de dimensions n; x n;
avec 1 +...+n, = N (au niveau de 'application en SAS,
nous nous restreindrons au cas ou les matrices D; ;; sont
toutes de la méme taille i.e. N = rxn;,j € {1,...,7}), ol
0,; désigne la matrice nulle de dimensions n; x n; et (-)7
Popérateur de transposition. La matrice A est une matrice
de rang plein de dimensions M x N (M > N) et B est sa
pseudo-inverse (ou inverse généralisée de Moore-Penrose).
Le probléme de la BDC non orthogonale est alors d’estimer
la matrice B et ce uniquement a partir des matrices de
I’ensemble M.

2.2 Algorithme proposé

Le cas d’'une matrice B orthogonale a été traité dans [9]
ol une solution est proposée. Dans le cas ou la matrice B
n’est plus nécessairement orthogonale, nous proposons de
considérer la fonction de cott suivante :

No,
Cop(B) =) _ |OffBdiag,, ;i . {BMiB"}[7 (2)
k=1

ou l'opérateur OffBdiag,,, ;_; . .{'} représente la matrice
“zéro bloc-diagonale” construite a partir des éléments hors

bloc diagonal de son argument et ||.|| désigne la norme
de Frobenius. Ainsi :

M1 M2 M,
M o= | M= =
Mrl Mr2 MT’I‘
011 My M,
. M
OffBdiag,,, j_1,...{M} = “ (3)
Mrl M1-2 O'r-r
avec M, Vi,j € {1,...,r} matrices de taille n; x n;. No-
tons que lorsque les matrices D, ;; pour tout j € {1,...,r}
et pour tout i € {1,..., Ny, } se réduisent & des scalaires i.e
n; =1 pour tout j € {1,...,r} impliquant » = N, on re-

tombe alors sur un probléeme de diagonalisation conjointe
(DC) sous transformation non orthogonale. La fonction
de cout donnée Eq. (2) se simplifie alors en Ziv;”l ||Offdiag
{BM;B™}|]2, avec (Offdiag{M}),; = (1 — 6i;)M;j, qui
n'est autre que la fonction de cout Cp(B) utilisée dans
[7][11]. Dans [10] et [11] nous avons proposé deux algo-
rithmes différents pour 'optimiser, I'un algébrique, ’autre
de type Levenberg-Marquardt avec paramétrisation des
colonnes de la matrice B recherchée. Précisons que d’autres
approches de la DC non-unitaire ont été proposées dans
[13]-[16].
Dans le cas de la bloc-diagonalisation conjointe, il s’agit
de trouver une matrice B en minimisant la somme des car-
rés des normes des blocs hors diagonale de BM ;B Pour
cela, nous proposons un algorithme de type algébrique,
basé sur le calcul des éléments propres d’'une forme qua-
dratique particuliere.

B,

En posant B=| @ | oules B;,j € {1,...,7} désignent
B,

les r matrices bloc de taille n; x M, 'Eq. (2) peut étre
réécrite de la fagon suivante :

N r
Z Z |B:MB] [|7

Csp(B) =
k=11,j=1(i#j)
Ny ng 7y r
T
= > > b7 M (b})7]* (4)
k=1m=1n=1i,j=1(i#j)
ot b} pour tout n € {1,...,n;} désigne le n-ieme des n;
vecteurs ligne de la matrice Bj, Vj € {1,...,r}. Ainsi :
Ny TN r
Cep(B) = ST >0 MY (b M (b))
k=1m,n=11,j=1(i%j)
Ny, MisMy r

= 2> X

k=1m,n=14,5=1(i#j)

~ Yy »

m=1i=1 j=1(j#i) n=1k=1

= Y S QiB) ()T

m=1i=1

b (M, (bj) b} M (b]")"

j N

>> M b prMY | (b

(4)
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ou QZ(BZ) = Zgzl.(j;éi) onli ]kV;’E Mk(b?)Tb?Mg est
une matrice symeétrique.

Comme (b7)"b} est de rang un, pour tout j = 1,...,r
et pour tout n = 1,...,n;, la matrice Q;(B;) possede
N — (r — 1)n; = n; vecteurs propres associés aux valeurs
propres nulles. Si bien que la minimisation de cette forme
quadratique sous la contrainte de la norme unité peut étre
effectuée par la recherche des n; vecteurs propres associés
aux n; plus petites valeurs propres de Q;(B;). Cependant
comme la matrice Q; pour un ¢ donné dépend elle-méme
des vecteurs ligne de la matrice B, nous proposons donc
d’utiliser une procédure itérative. En résumé, ’algorithme
de BDC non-orthogonal (baptisé NO — JBD) que nous pro-
posons afin d’estimer le bloc-diagonaliseur conjoint (]3)
s’écrit :

Vi e {l,...,r} avec | € N* et Bz(,o) une matrice initiale,
Faire (a) et (b)

(a) Calculer Qi(B;(,l))

(b) Chercher les n; plus petites valeurs propres )\;"(l), m €
{1,...,n;} et les vecteurs propres associés b m e
{1,...,n;} de la matrice Qi(BIg))

Arréter apres un certain nombre d’itérations ou quand
Am _ xm=D| < ¢ avec e seuil positif de faible valeur.

2.3 Simulations informatiques

Le comportement de I’algorithme est testé au moyen de
simulations informatiques. Nous commencons par consi-
dérer des ensembles C(lconstruits) de N,, matrices exac-
tement bloc diagonales générées aléatoirement Sles diffé-
rentes composantes de ces matrices suivent une loi Gaus-
sienne de moyenne 0 et de variance 1). Ensuite, nous les
perturbons afin de nous écarter de ’hypotheése de bloc-
diagonalité. Dans ce second cas, une matrice dont les termes
aléatoires sont tirés selon une loi Gaussienne de moyenne
0 et de variance o} est ajoutée & la précédente. Le rap-
port signal & bruit (RSB) est alors défini en dB comme
RSB = 1010g(§). Afin de pouvoir juger de la qualité de
b

la séparation, nous utilisons l'indice de performance sui-
vant - extension de celui introduit dans [12] - :

. 1 ~ [y~ _S)isllE
16) = 5 [Z; (]Z_l max [[(G)i,¢[% 1)
~ (s~ (@il
+ ]2::1 (; max [(G)e, 1% 1)} Y

ou (G);;Vi,j € {1,...,7} est la (4, j)-eme matrice bloc
(carrée) de G = BA. Quand la séparation est parfaite,
Iindice de performance doit tendre vers —oo en échelle
logarithmique (0 en échelle linéaire). I en dB est repré-
senté au niveau de la Fig. 1 en fonction de la taille N,,, de
I’ensemble de matrices considéré (a gauche) et en fonction
du RSB (a droite). Ces résultats ont été obtenus par la
méthode de Monte-Carlo sur 30 réalisations. On constate
que plus le RSB est favorable, meilleurs sont les résul-
tats. Sur des ensembles de matrices quasi bloc diagonales
(RSB = 100 dB), on réestime quasiment la matrice de
séparation puisque I ~ —110 dB.
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W s s
R5 (48)

F1G. 1 — Comportement de I’algorithme NO — JBD. Gauche : T
en dB en fonction du nombre de matrices considérées pour la bloc
diagonalisation conjointe pour différentes valeurs de RSB = 10, 20,
30, 50, 70, 100 dB. Droite : I en dB en fonction du RSB pour des
ensembles de taille variable (N,, = 11, 31, 56, 96 matrices).

3 Application a la séparation de
mélanges convolutifs de sources

3.1 Modele & hypotheses

On considere le systeme multi-entrées multi-sorties a ré-
ponse impulsionnelle finie (RIF) & temps discret décrit par
I’équation suivante :

n L
zi(t) = > hij(0)s;(t —0) +ni(t), Vi=1,...,m (7)

j=1£=0
ou les s;(t), Vj =1,...,n désignent les n sources suppo-
sées aléatoires, réelles, décorrélées deux a deux et tempo-
rellement cohérentes, x;(t), i = 1,...,m, sont les m > n

observations, h;;(t) est la fonction de transfert réelle entre
la j-eme source et le i-eme capteur, en supposant que
Pordre du filtre RIF considéré est L et n;(¢) sont des bruits
blanc Gaussiens mutuellement indépendants et indépen-

dants des sources.
Il est classique de reformuler ce modele convolutif RIF sous
la forme d’un modele instantané de type X (¢) = AS(¢) +

N(t). Le vecteur S(t) de taille n(L+ L) x 1 et les vecteurs

X(t) et N(t) tous deux de taille mL’ x 1 sont alors définis
de la maniere suivante :

S(t) = [s1(t),...,81(t = (L+L)+1),...,sn(t— (L+L)+1)T

X(t) = [zi(t),... w1t =L + 1), zm(t = L+ 1)]"
N@t) = [ni(t),...,ni(t—L +1),...,nm(t— L + 1)) (8)
avec L' le nombre de retards considérés (suffisamment

grand i.e. mL' > n(L 4+ L') pour que le modéle consi-
déré soit bien sur-déterminé). La matrice A de dimension
(mL’' x n(L + L)) s’écrit :
An Aqp
A= z (9)
Aml Amn
Elle est constituée de blocs A,;; de dimensions L' x (L+L’),
possédant tous la structure particuliere suivante :

hij (0) h”(L) 0 e 0
: - .. .. 0

(10)
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On la suppose de plus de rang plein. Les sources étant
supposées décorrélées et temporellement cohérentes alors
leurs matrices de corrélation Rg(t,7) = E{S(t+Z)S”(t —
%)} (avec E{-} I'espérance mathématique) sont bloc dia-
gonales pour des retards 7 restant proches de l’origine
(elles deviennent quasi nulles pour des valeurs de 7 trop
éloignées de l'origine i.e. T > Tmax). Pour estimer la ma-
trice de mélange A, nous proposons donc bloc diagonaliser
conjointement ’ensemble suivant de matrices : {Rvy (¢,7) =
Rx(t,7)—Rn(t,7) = ARs(t, 7)AT; Y7 = 0,. .., Tmax, Vt},
Rx(t,7), Rn(7) et Ry (¢, 7) désignant respectivement les
matrices de corrélation des observations, de bruits et des
observations non bruitées.

3.2 Simulations informatiques

Nous montrons au moyen de simulations informatiques
comment notre algorithme de BDC trouve une premiére
application en séparation aveugle de mélange convolutifs
de sources. Nous considérons n = 2 signaux sources regus
sur m = 4 capteurs. Les sources sont des signaux aléatoires
Gaussiens indépendants, temporellement cohérents résul-
tant du filtrage RIF de signaux aléatoires Gaussiens blancs
et indépendants (dans cet exemple, 'ordre des filtres est
de 128 et les coefficients des réponses impulsionnelles sont
générés aléatoirement a partir de distributions uniformes
sur intervalle [—1, 1]). Les sources, de taille 4096 pts, sont
ensuite mélangées a ’aide de la matrice de mélange MIMO
suivante (L =2 et L' =4) : Alz] = (A1[z] Az[z]) ol

—0.6528 — 0.6130z~ ! + 0.44512~2

Ale] = 0.5290 — 0.42962~1 — 0.73182 2
—0.8561 — 0.5125z~1 + 0.0674z 2
0.9740 — 0.1660z 1 — 0.15402 2
—0.4676 — 0.31032~ " + 0.82772 2
Asls] = —0.4970 — 0.85822 "1 + 0.12852 2
—0.1294 — 0.75772"1 + 0.639722

0.2479 + 0.3501z~1 — 0.90332 2

Nous déﬁnisso‘llls ensuite le rap})or’g ()i}eHcorrélation suivant :

OffBdiag,, i=1....-1Rs(0 F N )
RC (%) = HBdiagnj,inl,,_,.ry{RS(O)}HF x 100 ou Bdiag
n;.j=1,...,-1-} désigne la partie bloc diagonale d'une ma-
trice et Rg(0) est la matrice de corrélation du vecteur
source & l'origine. Au niveau de la Fig. 2, nous présentons
I’évolution de I en fonction du degré de corrélation en %
entre les sources et comparons nos résultats a ceux obte-
nus au moyen d’une méthode de BDC sous transformation
orthogonale ([4], notée O — JBD). On constate qu’en 1’ab-
sence de bruit, 1’algorithme NO — JBD est plus robuste
par rapport a 'augmentation du degré de corrélation des
sources que l'algorithme O — JBD qui, lui, nécessite un
blanchiment préalable des observations.
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Résumé

Nous proposons une nouvelle méthode pour la séparation
aveugle de mélanges convolutifs de sources non-
stationnaires. Elle combine un algorithme de bloc-
diagonalisation conjointe non-unitaire a un détecteur
de points temps-fréquence particuliers permettant la
construction de [’ensemble des matrices (issues de
transformées spatiales quadratiques) devant étre bloc-
diagonalisées conjointement. L’intérét principal de cette
méthode réside dans le fait que le blanchiment des ob-
servations devient facultatif. Finalement nous étudions le
comportement de cette méthode et la comparons a d’autres
approches au moyen de simulations informatiques.

Mots clefs

Séparation aveugle de sources, mélanges linéaires instan-
tanés, convolutifs, (bloc) diagonalisation conjointe, distri-
butions temps-fréquence, critere de sélection automatique.

1 Introduction

Le principe de la séparation aveugle de sources (SAS)
est de chercher a estimer n signaux sources a partir
de la seule connaissance de m observations correspon-
dant a des mélanges de ces sources. Elle possede plu-
sieurs degrés de difficulté selon les caractéristiques des
sources considérées (signaux déterministes ou aléatoires,
statistiquement mutuellement indépendants ou corrélés,
ii.d. ou non, stationnaires, cyclo-stationnaires ou non-
stationnaires...) et également selon le type de systeme
mélangeant envisagé (systeme linéaire ou non linéaire,
mélange instantané ou convolutif, modele de mélange sur-
déterminé ou sous-déterminé...). Elle possede de nom-
breuses applications parmi lesquelles la téléphonie mo-
bile, les télécommunications numériques, le traitement de
la parole, le génie biomédical, la géophysique interne
ou externe, le radar, le sonar, etc... On trouve un pa-
norama relativement exhaustif des principales méthodes
de SAS de méme que des principales applications dans
[9]. Dans cette contribution, nous nous intéressons a la

SAS basée sur I'utilisation de spectres temps-fréquence
spatiaux quadratiques (STFSQ) ou de représentations
temps-fréquences spatiales quadratiques (RTFSQ) dans le
cadre des mélanges linéaires convolutifs sur-déterminés
de sources déterministes ou aléatoires, non-stationnaires.
Une maniere possible de traiter ce probleme est de le
reformuler comme un probléme de bloc-diagonalisation
conjointe (BDC) lequel généralise celui de la diagonalisa-
tion conjointe (DC). Notre objectif principal est de propo-
ser une alternative aux méthodes présentées dans [1][2]][4]
lesquelles operent toutes sous transformation unitaire apres
un blanchiment préalable des observations. C’est pour-
quoi, nous avons chercher a construire de nouveaux al-
gorithmes de BDC sans contrainte d’unitarité sur la ma-
trice recherchée [7][8] (ces algorithmes pouvant étre vus
comme une généralisation des algorithmes de DC pro-
posés dans [3][11]). Un second aspect de nos travaux
concerne 1’élaboration de nouveaux criteres de sélection
automatique des points temps-fréquence utiles [S][6] per-
mettant la construction des ensembles de matrices devant
étre (bloc) diagonalisées conjointement. La méthode pro-
posée se décompose en trois étapes principales, consistant

N

a:

1. calculer les RTFSQ ou les STFSQ des observations
(non blanchies),

2. sélectionner certains points temps-fréquence per-
mettant la construction d’un ensemble de matrices
possédant toutes une structure algébrique particuliere,

3. effectuer une décomposition matricielle conjointe
de I’ensemble précédent afin d’estimer le systeme
mélangeant (et éventuellement les sources).

Les matrices de ’ensemble construit au niveau de la se-
conde étape possedent une structure qui dépend du type
de mélange considéré : elles correspondent a des ma-
trices de sources bloc-diagonales dans le cas convolutif
(respectivement diagonales dans le cas instantané). Enfin,
au moyen de simulations informatiques, nous illustrons
I’intérét d’une telle approche et la comparons a deux autres



approches du méme type (I’une opérant sous transforma-
tion unitaire [4] et I’autre pas [6]).

2 Séparation aveugle de mélanges
convolutifs de sources

2.1 Formulation du probleme

On considere le systtme multi-entrées multi-sorties a
réponse impulsionnelle finie (RIF) a temps discret décrit
par I’équation suivante :

zi(t) =Y hi(0s(t —0) +ni(t), Yi=1,...,m (1)

j=1¢=0

ol les signaux s;(t), Vj = 1,...,n désignent les n si-
gnaux sources supposés déterministes ou stochastiques,
z;(t), i = 1,...,m, sont les m > n observations, h;;(t)
est la fonction de transfert réelle entre la j-¢éme source et
le i-eéme capteur, en supposant que I’ordre du filtre RIF
considéré est L et n;(t) sont des bruits blanc gaussiens
indépendants et mutuellement indépendants des sources.
Il est classique de reformuler ce modele convolutif RIF
sous la forme d’un modele instantané du type X(¢) =
AS(t) + N(t). Le vecteur S(t) de taille (n(L + L') x 1)
et les vecteurs X (¢) et N(¢) tous deux de taille (mL’ x 1)
sont alors définis de la maniére suivante :

S(t) = [si(t),...,s1(t—Q+1),...,5.t—Q+1)]"
X(t) = [v1(t), .., x1(t =L +1),...,2nmt—L +1)"
N(t) = [na(t),...,;m(t =L +1),...,nm(t—L +1)]"
@
avec Q = L + L', ()7 opérateur de transposition et

L’ le nombre de retards considéré (suffisamment grand
i.e. mL' > nQ pour que le modeéle considéré soit bien
sur-déterminé). La matrice A de dimension (mL’' X nQ)
s’écrit :
A11 N Aln
A= (3)
Api .. Ann

Elle est constituée de blocs A;; de dimension (L' x @Q),
possédant la structure particuliére suivante :

hij(0) ... ... hii(L) 0 ... 0
Aij: 0
: ", . ", . " 0
0 ... 0 hy(0) ... ... hy(L)

“

On la suppose de plus de rang plein. Notons que lorsque
L = 0et I/ = 1, on retombe alors sur un probleme de
SAS en contexte linéaire instantané et dans ce cas on peut
supposer que m > n au lieu de m > n.

Le probleme de la SAS consiste a chercher une matrice
B dite de “séparation” telle que les signaux restaurés Q(t)
soient de la forme :

S(t) = BX(t) = BAS(t) = PDS(t) (5)

ou P est une matrice de permutation et D est une matrice
bloc-diagonale inversible. Les sources ne peuvent étre res-
tituées qu’a un filtre preés en modele convolutif (resp. une
amplitude prés en instantané, la matrice D étant dans ce
cas la une matrice diagonale inversible) et a une permuta-
tion pres. Pour mesurer la qualité de la séparation dans les
simulations informatiques, nous utilisons I’indice de per-
formance suivant, qui est une extension de celui introduit
dans [10] :

1(G) = 7»(7171—1) [Z (ZH(G)MHF—l)

2
i=1 \j=1 ax 1(G)i.ell

.y (Z (G2 _1)] ©

p)
j=1 \i=1 Max 1(G)esllx

our=L+L, (G);Vi,je{l,...,r}estla(i,j)-eme
matrice bloc (carrée) de G = BA. Une séparation parfaite
correspond 2 un indice de performance tendant vers —oo
en échelle logarithmique (0 en échelle linéaire).

2.2 Une méthode basée sur les STFSQ

Nous considérons les méthodes de SAS basées sur I’utili-
sation de spectres temps-fréquence spatiaux quadratiques.
Considérons un signal aléatoire X (t), son STFSQ est alors
défini par :

Dx(t,v) = | Rx(0,0)K(0,0:t,0)d0d0’  (7)

RQ
ou la fonction K(6, 0; t, ) désigne le noyau de la transfor-
mation et Rx(6,0’) représente la matrice de corrélation.
Elle est définie pour un vecteur X(t) complexe par :
Rx(0.0) = E {x(e + X (9 - %’)}, avec E{}
I’espérance mathématique et (-)¥ 1’opérateur de transposi-
tion conjugaison. Pour des signaux déterministes, cela de-
vient: Rx (0,0') = X(0 + £)XH (0 — 2.
L’ensemble des simulations informatiques ont été réalisées
en utilisant le spectre de Pseudo Wigner-Ville lequel per-
met de réduire les interférences entre sources. Il est défini
de la maniere suivante :

Dpwv, x(t,v) = / Rx (t, 7)h(r) exp{—2imvT}dT
R
(8)

ou h(7) est une fenétre glissante.
Le STFSQ des observations X (), notée Dxx (¢, v) de di-
mension (mL’ x mL’), vaut alors :

Dxx(t’ y) = ADSS (ta V)AH + DNN (ta V)
+ ADgn(t,v) + Dns(t,v)A" (9)

ot Dgs(t,v) (resp. Dnn (%, v)) représente le STFSQ des
signaux sources (resp. des bruits), Dgn (¢, ) et Dns (¢, V)
sont les STFSQ croisés entre sources et bruits. Dgg (¢, /)
est une matrice de taille (nQ) X n@). Les bruits étant
indépendants des sources, le STFSQ des observations
s’écrit finalement :

Dxx(t,v) = ADgs(t,v)A" + Dnn(t,v)  (10)



Pour estimer les matrices temps-fréquence correspondant
aux signaux observés non-bruités, nous éliminons les
points temps-fréquence de faible énergie en ne gardant que
les points tels que :

min(| Dy, (t,v)>) > € 4,5 €{l,....mL'} (1)

ot e est un réel de faible valeur et D, . (t,v) =
(Dxx(t,v))ij-
Ainsi,

Dxx (t,v) ~ ADss(t,v)A™. (12)
La matrice Dgg(¢, ) est composée de blocs carrés de di-
mensions (Q x Q). En des points #-f ne correspondant qu’a
des auto-termes sur les sources (et en raison du principe
d’interférences, il ne peut y avoir qu’un seul auto-terme),
cette matrice possede une structure algébrique particuliere :
elle est bloc-diagonale avec un seul bloc non nul sur la
diagonale d’otu la procédure de sélection automatique que
nous présentons ci-dessous :

— Faire une décomposition en valeurs singulieres de la matrice
Dxx(t,v), Dxx(t,v) = U(t,v)A(t,v)V(t,v), avec V(t,v)
et U(¢,v) matrices unitaires de taille (mL’ x mL’) et §(¢t,v) =
Diag{A(t,v)} un vecteur d’éléments de la matrice diagonale
A(t,v).

On note §(t,v) = (61(t,v),...,0mr (£, )T et on suppose que
les valeurs propres sont rangées dans 1’ordre décroissant : 61 (¢,v) >
52(t71j) >...2 6mL’(t7V) > 0.
LY 52w

— Calculer le rapport Toxx L
— Si oui alors Dxx (, /) est retenue sinon elle est rejetée.

et vérifier s’il est proche de 1,

Les matrices de S (supposé de dimension N,
avec N,, € N¥) possedent alors une structure
particuliere puisqu’elles se factorisent toutes en
Dxx(t,v) = ADss(t,v)AH, avec Dsg(t,v) ma-
trice bloc-diagonale possédant un seul bloc non nul sur
la diagonale. Pour estimer la matrice de mélange A,
nous proposons donc de bloc-diagonaliser conjointement
I’ensemble S, ce au moyen de 1’algorithme que nous allons
maintenant présenter.

2.3 Algorithme de BDC non-unitaire

Pour résoudre le probleme de la BDC non-unitaire, nous
considérons la fonction de coflit suivante :

Non
Cpp(B) = _ ||OffBdiag{B(Dxx(t,v)):B" }||%,

i=1

13)

ot (Dxx(t,v)); est la i-eme des N,, matrices de
I’ensemble S. B est la pseudo-inverse de A et
I’opérateur OffBdiag{-} désigne la matrice zéro bloc-
diagonale. Notons que lorsque les matrices blocs de
(Dxx(t,v)); se réduisent a des scalaires ie L =
0 et L’ = 1, on retombe alors sur un probleéme
de diagonalisation conjointe sous transformation non
unitaire. La fonction objective Cpp(B) se simpli-
fie alors en Zfi"{ |Offdiag{B(Dxx (¢, v)); B }||?, avec
(Offdiag{(Dxx (t.1)):}),; = (1~ 03)(Dxcx (£, 1)),

qui n’est autre que la fonction de coiit Cp (B), utilisée dans
(3][LL].

Afin d’assurer le fait que la matrice recherchée B soit bel
et bien inversible, elle est mise a jour a chaque itération m
suivant la regle suivante ([12]]) :

BM = I+ W™= NB=1 vy, =12 ..., (14)
ot B( est une matrice initiale, B(™) est I’estimée de B a
la m-&me itération, W("=1) est une matrices zéro bloc-
diagonale suffisamment petite (en terme de la norme de
Frobenius) et I est la matrice identité. La matrice W est
alors mise a jour selon la régle suivante :

W = i VCap(WD) ym=1,2,... (15)

ol /1 est le pas d’adaptation et VCpp (W (™~1)) représente
la matrice de gradient complexe. Dans [7], nous avons
démontré qu’elle avait pour expression :

N1YL
chrg(w) _ 4Z(E§m)HD§m)+WD§m)HDEM)
=1

+ EMHEWE, + WEMHEWHpm™
+ WEWIWE™" + Di™w"Dm"
+ DWAWEY + WD WE? ) (16)

ot D{™ et E™ désignent respectivement les matrices
bloc-diagonale et zéro bloc-diagonale construite a partir
de (Dxx (£, )™ ie. (Dxx(t,v))™ = E™ 4 DM,
L’expression (16) est alors utilisée dans 1’algo-
rithme du gradient descendent (15). Afin d’accélérer
la convergence de [I’algorithme, le pas optimal
u est calculé algébriquement a chaque itération.
Pour cela, nous devrions normalement calculer
cg’g’(w — —MVCE”B(W)), toutefois, nous nous
contentons ici de calculer C(W «— pF0m =

—uOfFBdiag{VC(BWB (W)}), W étant suffisamment petite
(en terme de norme) et zéro bloc-diagonale, si bien que
seuls les blocs hors diagonale participent a la descente
de l’algorithme. Le pas optimal est déterminé par la
recherche des racines d’un polynéme d’ordre 3 obtenu
par la dérivation du polyndme d’ordre 4 Cg'g (uFm™).
Finalement, 1’algorithme de BDC non-unitaire a base de
gradient descendent est résumé de la maniere suivante :

Considérer  les N matrices de 1’ensemble S
0 0
{(Dxx(t, )", (Dxx (£, )T }
Initialiser W(®) = 0et B(O) =1
Pourm =1,2,...
Pour:=1,...,Np
Calculer Dxx (¢, V))Z(m) par :
(Dxx (t,1)){™ = BO" D (Dxx (t,1)){" VB DH

i

Calculer chg (W) dont I’expression est donnée dans (16)
FinPour
Affecter F(™) = —OffBdiag{VC /) (W)}

Calculer les coefficients du polyndme CfénD) (uF(™)) d’ordre 4



Calculer le pas optimal p par la recherche de la racine de la dérivée du
polyndome d’ordre 4 qui donne le minimum dans ce polyndme
Affecter W(™) = yF(m) et B(™) = (I 4 W(m—-1)B(m—1)
FinPour

2.4 Simulations informatiques

Nous illustrons au moyen de simulations informa-
tiques l'intérét de la méthode proposée (baptisée
JBDnu,G,sTFsqm) en comparant ses performances
avec celles obtenues au moyen de deux autres ap-
proches. La premiere est basée sur l'utilisation d’un
algorithme de BDC non-unitaire reposant sur 1’optimi-
sation algébrique d’un critere de type moindres carrés
(baptisée JBDnuy,a,sTrsqm) [6] et la seconde utilise un
algorithme de BDC sous transformation unitaire [4]
(cette méthode sera notée JBDy strsqm dans la suite).
Pour étre applicable, cette seconde approche nécessite
un blanchiment préalable des observations. Les trois
méthodes sont comparées sur des ensembles de matrices
de méme dimension : ceux construits a partir de notre
détecteur de points temps-fréquence présentés dans (2.2).
Dans la simulation présentée ici, nous considérons n = 2
signaux sources composées de 128 échantillons temporels,
recus au niveau de m = 3 capteurs. Le premier signal
source (resp. le deuxieme signal source) émis est une
modulation linéaire de fréquence (resp. une modulation
sinusoidale de fréquence (MSF)). Ce signal est caractérisé
par une fréquence de début v4, = 0.05 (resp. vg, = 0.15)
et une fréquence de fin vy, = 0.45 (resp. vy, = 0.35)
et la période de la MSF est T, = 100. On consideére

L = 2, L' = 4 et une matrice de mélange de la forme :
Alz] = (A1[z] Az[z]) ou:

—0.3592 + 0.41042—1 4 0.838222

Ajlz] = | 0.5585 —0.11082~1 4 0.82212~2
0.4550 — 0.7171z~1 4+ 0.52792~2

et
0.9365 — 0.3316z~1 4+ 0.11382~2
Aaz] = | 0.4876 —0.30442~1 —0.81832~2

—0.8218 + 0.15282~1 4 0.54892 2

avec A[z] transformée en z de A(t). Le STFSQ utilisé
est le spectre de Pseudo Wigner-Ville. Les points temps-
fréquence sélectionnés a I’aide de la procédure présentée
dans (2.2) sont représentés au niveau de la Fig. (1) pour
deux valeurs de RSB (15 dB et 100 dB). En utilisant

Temps en ports

FIG. 1 — Points temps-fréquence sélectionnés pour un RSB de
15 dB (a gauche), de 100 dB (a droite).

I’indice de performance (6), nous obtenons les résultats
présentés au niveau de la Fig. (2). A gauche, nous don-
nons le nombre de matrices sélectionnées en fonction du
RSB et a droite la valeur de ’indice de performance en
fonction du RSB. Ces résultats montrent qu’il est possible
d’obtenir de meilleures performances avec les méthodes

JBDNU,G,STFSQM et JBDNU,A,STFSQM du fait de I’absence
de blanchiment.

48 1216 20 24 2 32 3 40 44 49 52 5 60 64 69 72 76 B0 84 88 92 96 1 46 12 16 20 24 28 32 3 40 44 48 52 56 60 64 63 72 76 80 84 83 92 96 100
58 (48) 58 (68)

F1G. 2 — Evolution du nombre de matrices sélectionnées en
fonction du RSB (a gauche) et évolution de l’indice de per-
formance en dB obtenu avec les méthodes JBDnu,c strsqm,
JBDNU,A,STFSQM et JBDU,STFSQM enfonction du RSB (& dn)ile).
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Abstract—In this communication, we address the problem of the
blind separation of convolutive mixtures of sources also known
as blind equalization of linear time invariant multi-input multi-
output systems in digital communications. The considered input
signals are cyclo-stationary processes whose cyclic frequencies
are not necessarily known. We propose a new method which,
by some aspects, generalizes previous works developed in the
instantaneous case of mixtures. The key idea consists of applying
a particular linear operator on the correlation matrices of the
observations and, then, to take advantage of some specific properties
of the aforementioned ‘“transformed” matrices in order to build
a particular set of matrices (for instance, the frequencies that
correspond to the matrices belonging to that set do happen to be
the cyclic ones). Then, the (non-unitary) joint block diagonalization
of this matrices set makes it possible to estimate the mixing
system and, consequently, to recover the sought after source signals.
Finally, computer simulations are provided in order to illustrate
the behaviour and the usefulness of the proposed approach in the
context of digital communication.

Index Terms— Blind sources separation, convolutive mixtures, blind
MIMO equalization, cyclo-stationary signals, second order statistics,
approximate joint block-diagonalization algorithm.

I. INTRODUCTION

In this communication, we consider the problem of blind equal-
ization of Linear Time Invariant (LTI) Multi-Input Multi-Output
(MIMO) systems. Such a problem arises in a wide variety of ap-
plications among which the multi-user wireless communications
where the observed signals have to be equalized both in space
and time in order to eliminate both inter-symbols and co-channel
interferences. These interferences are due to possible delays
introduced by multi-paths propagation and to possible multi-
users. Examples can be found in the Space Division Multiple
Access (SDMA) or the Code Division Multiple Access (CDMA)
communication systems [12].

The considered problem can be basically formulated as follows.
Several linear (temporal and spatial) mixtures of input signals,
called sources, are observed. Assuming that the sources are
unknown and inobservable as well as the mixing MIMO system,
the purpose is to recover them thanks to the observed signals
only. That is why such a problem is often qualified as “blind”
or “unsupervised”.

To that aim, different approaches depending on the characteris-
tics of the input signal(s) and on the number of input and output
signals of the considered linear system, have been developed
in the literature. Most of them assume that the sources are
random independent stationary processes. Comparatively, very
few works are dedicated to the case of non stationary signals.
Here, we focus on a particular class of non stationary signals:
modulated ones stemming from unknown digital communication
systems (involving that the baud-rates of the various transmitted
signals are unknown). In such a context, the resulting signals are
proved to be cyclo-stationary sequences. It is Gardner, in [6],

1-4244-1378-8/07/$25.00 ©2007 IEEE.

who was the first to introduce this concept in the field of array
processing. Since, it has proven to be useful for the modelling
of communication signals and also led to many breakthroughs
in that field among which [1] [4] [5] [9]. Most of these methods,
by taking into account the very specific statistical properties of
the communications signals [4] [5] and the knowledge (or not)
of their different cyclic frequencies, generalize techniques that
were developed in the context of stationary signals.

In [9], it has been pointed out that the contrast function
(involving higher order statistics) to be maximized cannot, in
general, be consistently estimated if the cyclic frequencies of the
second order statistics of the observations are unknown. Yet, it
has been shown in [4] [5] that if the second order statistics of the
various source signals do not share the same cyclic frequencies,
then the knowledge of these latter ones is no more required. Let
us finally notice that our developments originate from the works
presented in [1]. Albeit taking advantage of the same property
of a “transformed” correlation matrix, the treatments that follow
are rather different: while their algorithm is based on the
optimization of a given contrast function, our approach, in the
instantaneous case [11], is more direct since it combines a rank-
one matrices selection procedure together with a Singular Value
Decomposition (SVD) followed by a classification algorithm and
enables to tackle the under-determined case.

The main objective of this communication is to provide a new
solution to the problem of the blind equalization of LTI MIMO
systems in both cases: when the second order cyclic frequencies
of the inputs are either known or unknown. By reformulating
the convolutive mixing model into an instantaneous one (as
suggested in [8]) and by fully exploiting the particular structure
of the correlation matrices after the application of a particular
linear transformation, we show that the considered problem
can be rewritten as a problem of joint block-diagonalization of
a given set of matrices. Then, the joint block-diagonalization
algorithm in [7] is applied on the set of matrices that have been
automatically selected thanks to a procedure that is described
too. Finally, computer simulations are provided in order to
illustrate the behaviour and the usefulness of the proposed
approach in the context of digital telecommunications.

II. PROBLEM STATEMENT

A. Model and assumptions

We consider m observations denoted by x(t), ¢ € Z. In the
convolutive case, the sources are assumed mixed through a linear
Finite Impulse Response (FIR) multichannel system, denoted
H(t), implying that the system is described by the following
input-output relation:

n L

zi(t) =

j=1 £=0

hij(f)Sj(t 7/@) +7Lj(t), Vi = 1, cee, M @))]
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where z;(¢), for all i = 1,...,m are the m observations, s;(t),
for all j = 1,...,n are the n sources (n < m), hs;(t) is
the real transfer function between the j-th source and the ¢-th
sensor with an overall extent of L + 1 taps and n;(t), for all
i =1,...,m are additive noises. Our developments are based
on the following assumptions:

Assumption A: The sources are zero-mean and cyclo-
stationary. Hence, their autocorrelation functions Ry, (¢t,7) =
E{s;i(t)sj(t —7)}, for all i = 1,...,n are periodic in ¢ with
a period T; € R™™, for all 4 = 1,...,n. E{.} stands for the
mathematical expectation operator and 7; stands for the cyclic-
period of the i-th source signal s;(¢). Hence, Rs, (¢, 7) can be
decomposed into Fourier series as

R, (t,7) = Z RY [k, T) eXp(zQﬂ%t), 2)
k' k2

where 1> = —1. RY [k, 7) stands for the cyclic correlation

function (coefficient of the Fourier series expansion) defined as

i

T
fs _ 1 2 k
RS- [k),’r) = f ‘/_ﬂ Rsi (t,’r) eXp(72'L7Tﬁt)dt (3)
2

Assumption B: The cyclic periods of the sources are different
two by two, i.e. T; # Tj, for all 4,5 € {1,...,n} and ¢ # j.
We define the set V; of the whole cyclic frequencies of the ¢-th

source signal as
k

Assumption C: The noises n; for all j = 1,...,m are sta-
tionary white zero-mean random signals, mutually uncorrelated,
independent from the sources.

B. Some recalls

Let us now recall how the convolutive mixing model can be
reformulated into an instantaneous one [8]. Considering the
vectors S(t), X(t) and N (¢) respectively defined as:

)

St) = [51(t,...,sl(t—Q+1),...,sn(t—Q+1)]T,
X(t) = [ei(),...,x1(t—L +1),...,zm@E—L +1)]7,
N@#) = [nit),...,ni(t =L +1),...,nm(t— L + 1)]7T,

where Q = L + L’ and (-)” stands for the transpose operator.
The (M x N) matrix A, with M = mL’ and N = nQ, writes:

A ... A
a={ z
A Amn
where
hig (0) by 0 .. 0
Ay = 0
0 ... 0 hy0) hij (L)

are (L' x Q) matrices. The model described in (1) can be written
in matrix form as:

X(t) = AS(t) + N(1) (5)

In order to have an over-determined model, L’ must be chosen
such that mL’ > n(@Q. We assume, here, that the matrix A is
full rank. The correlation matrix Rx (¢, 7) of the observations
X(t) is defined as:

Rx(t,7) = E{X(t)X"(t — 1)}, (6)

where ()H stands for the conjugate transpose operator. Using
(5), it is easily seen that the correlation matrix in (6) admits the
following decomposition

Rx(t,7) = ARs(t,7) A" + Rn(7), (7)

where Rs(t, 7) is the correlation matrix of the sources. R (7)
is the correlation matrix of the noises. Those two matrices are
defined like in (6).

III. THE PROPOSED APPROACH
A. A useful property

Like in (3), let us now define the following linear operator
(-)* which operates on the matrix argument component wise

T
Ry (v,7) = lim %/2 Rx(t, 7) exp(—2wmvt)dt  (8)
T —o0 _%

Since this operator is linear, using (7) in (8), we directly have

RX(»,7) = ARS(r7)A" +RX(»,7)
= ARfSS(u7 T)AH + Rn(7)a(v) 9)

where RE(v,7) and RY(v,7) are defined similarly to
R& (v, 7) in (8) and

T
.1 [z
a(v) = Tlgr;o T /_1 exp(—2umrvt)dt.
2

Thus a(v) = 1 if v = 0 and else 0. Using the fact that the
sources have distinct cyclic periods as stated in Assumption B,
then, there exist values of v for which RE (v, 7) has a particular
structure. In fact, for frequencies v, such that:

Hi. vo € Vi, 1o ¢ U V; and Rfssi(yo,T) #0,
JrJ#i

one can show that the matrix R (v,,7) possesses only (L +
L") x (L + L') non null elements all inside the same block.
This is due to the fact that RE, (£,7) = 0, with k €
Z and for all 4,5 € {1,...,n} such that ¢ # j. Thus,
for such a frequency value, the matrix RE(v,7) is a block-
diagonal matrix with only one non null block: the one at the
position (¢,4). As a consequence, we propose to joint block-
diagonalize the following matrices set S def {R (v, 7);vr #
0, Vv satisfying property H1} in order to estimate the sought
after mixing matrix A. In the following, the size of this set will
be denoted N,,, (N, € N¥).

Let us notice, finally, that the recovered signals after inversion
of the system are obtained up to a permutation and up to a
filter which are the classical indetermination of blind source
separation in the convolutive case. In the subsection III-B, we
explain how the matrices set S is built while in the subsection
III-C, we recall the main points of the (non-unitary) joint block
diagonalization algorithm that we have developed. It is based on
a gradient descendent method whereby the optimal step size is
computed algebraically at each iteration as the rooting of 3rd-
degree polynomial.

B. Practical considerations: how to build the matrices set to be
Jjoint block-diagonalized ?

It has to be noticed that the knowledge of the cyclic frequen-
cies is not necessary to achieve the identification of the mixing
system, even though such a knowledge simplifies such a task.

1) Known cyclic frequencies
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When the cyclic frequencies v; are known (or estimated like in
[2]), for all j = 1,...,n, the matrices set {Rfg (v;,7); V1 #
0,Vj =1,...,n} is directly joint block-diagonalized.

2) Unknown cyclic frequencies

When the cyclic frequencies are unknown, the transformed
correlation matrix Rf (v, 7) is calculated for a sufficiently large
number of frequency bins in order to make sure to find a
sufficiently wide range of cyclic frequencies corresponding to
all the source signals. To be able to apply our joint block-
diagonalization algorithm, we first have to detect matrices
R% (v, 7) corresponding to matrices RE (v, 7) which are block-
diagonal with only one non-null block. It can be shown that the
matrices Rf (v, 7) and RE(v, 7) have the same rank implying
that matrices whose rank is equal to L+ L’ have to be detected
to build the set S.

We thus propose the following detection procedure:

e Use a Singular Value Decomposition (SVD) of Rf;((u, T),
RE(v,7) = U@, 7AW, n)V(y,7)H with V(y,7) and
U(v,7) are (mL’ x mL’) unitary matrices and {§(v, ;) =
Diag{A(v, )} is a diagonal vector with non-negative compo-
nents. Let §(v,7) = (61(¥,7),...,0mz (v, 7))T and assume
that the singular values are organised in a decreasing order:
o1(v, 1) > 02(v,7) > ... > by (v, T) 2 0.

S siwn)?

IR (v, 113

Frobenius norm and check if it is near to 1,

o If it is the case, Rfi(v, 7) is retained else it is discarded.

o Calculate the ratio where ||.||z stands for the

The matrices that belong to S have a particular structure since
they can all be written as Rf (v, 7) = ARE (v, 7)AY, for 7 #
0 where Rfss(u, 7) is a block-diagonal matrix having only one
non null block on the diagonal. One possible way to estimate the
mixing matrix A, is to joint block diagonalize the matrices set
S without any unitary constraint about the sought after matrix
A.

C. Non-unitary joint block diagonalisation algorithm

To solve the problem of the non-unitary joint block-
diagonalization, we consider the following cost function
Nm
Csp(B) =) ||OffBdiag{B(R%):B"}|%,  (10)
i=1
where (Rgs()l is the i-th of the IV, matrices belonging to S.
B is the pseudo-inverse of A and the operator OffBdiag{-}
denotes the zero block-diagonal matrix. To make sure that the
found matrix B keeps on being invertible, it is updated at each
iteration m according to the following scheme (see [13]):

B™ = I+ W™ B Y wm=12... 1)

where B(®) is some initial guess, B denotes the estimated
matrix B at the m-th iteration, W(™~1 is a sufficiently small
(in terms of Frobenius norm) zero-block diagonal matrix and I
is the identity matrix. The wanted matrix W is then updated
according to the following adaptation rule:

W™ = VCep(W™ ) vm=1,2,... (12

where p is the step size or adaptation coefficient and where
VCsp (W™D stands for the complex gradient matrix. In
[7], it has been shown to be equal to:

Nm
(m)H 1y (m) (m)H py(m)
4; (E(™ D™ + WD D
+ E"™HWE, + WE™wWHp(m™
WE"WHWE™H L pmwHpmH
DM WHWE! + WD<m>WEfI) (13)

i

Ve (W) =

+ o+

where D£m> and EZ(.m) respectively denote the block-diagonal
and zero block-diagonal matrices extracted from the matrix
RE)™ ie. (RE)!™ = E™ +D{"™. The expression (13) is
then used in the gradient descent algorithm (12). To accelerate
the convergence of the algorithm, the optimal step size p is com-
puted algebraically at each iteration. To that aim, one normally
has to calculate anD) (W — —uVCi™) (W) but, here, it is re-
placed by C7" (W — puF(™ = —,0ffBdiag{VC") (W)}).
OfFBdiag{VCgrg(W)} is used rather than VCg”D)(W) since
W is a sufficiently small (in terms of norm) zero block-
diagonal matrix implying that only the off block-diagonal terms
are involved in the descent of the criterion. The optimal step
is determined by the rooting of the 3rd-degree polynomial
which is obtained as the derivative of the 4rd-degree polynomial
Cg’g (uF™) with respect to p. The non-unitary joint block-
diagonalization algorithm based on a gradient method is finally
summarized below:

Consider the Ny, matrices of set S: {(Rgs()go), R (R;S()S\(,)’)n}
Given initial estimates W(%) = 0 and B(®O) =1
For m=1,2,...

Fori=1,...,Np,
Compute (Rgs()EM) as

(R;S()Em> — B(mfl)(Rf)s()Emfl)B(anl)H

Compute VC;;'B (W) whose expression is given by
13)
EndFor

Set F(m) = —OffBdiag{VC\/") (W)}
Compute the coefficients of the 4rd-degree polynomial
CHp (uF (™)
Set the optimal step p by the research of the roots of the
derivative of the 4rd-degree polynomial attaining the absolute
minimum in this polynomial
Set W(m) = yF(m) and B(™) = (I + W(m-1))B(m-1)
EndFor

IV. COMPUTER SIMULATIONS & CONCLUSIONS

We consider m = 4 mixtures of n = 2 digital carrier-modulated
source signals written as

s(t) = R{v(t) exp(2er fet)} (14)

where R{z} stands for the real part of the complex number z,
fe is the reduced carrier frequency which is equal to 0.5 for the
first source (respectively 0.3333 for the second one) and v(t) is
the complex envelope of s(t). It can be expressed as

o(t) =Y a(k)h(n — kT) (15)

keZ

with a(n) is an ii.d. zero-mean complex random binary se-
quence referred to as the transmitted symbols, 7" is an inte-
ger related to the period symbol and h(n) is a deterministic
waveform signal. The waveform h(n) is chosen triangular. It is
defined for an even cyclic period as: h(n) = 2nif 0 <n < T
sh(n) = —2n+2if 2 +1<n<T-—1and h(n) =0
otherwise. The cyclic period of the two considered sources are
respectively 71 = 4, T> = 6. There is no noise and the sources
are mixed according to the following transfer function matrix
(weuse L =3 and L' = 3):

Alz] = (Ai[z] Azlz])
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where A|[z] stands for the z transform of A(¢) and

—0.0070 + 0.6980z~1 — 0.10872—2 — 0.99962 3
0.2493 4+ 0.7965z~1 — 0.36742~2 4+ 0.9663z 3

Axle] = | 00675 — 0.03675~1 — 0.84652~2 — 0445123 |
0.7954 — 0.3343z~1 4+ 0.52012~2 4 0.99242 3
—0.7952 + 0.6810z~1 — 0.7811272 4+ 0.185323
0.9768 + 0.4496z~1 4+ 0.46142~2 — 0.8298z 3
Azfz] =

—0.2325 + 0.4162z~ ! + 0.5530272 — 0.54142 3
0.9354 4+ 0.1975z—1 — 0.58932~2 4 0.79242 3

To measure the quality of the separation, we use this perfor-
mance index (extension of the one introduced in [10]):

(G (@)%

1
r(r—1) Z Z -1

i=1 \j=1 meaX”(G)l,ZH%

I(G) =

S (®)il%

llX max[[(G) 17

where (G); ; for all 4,5 € {1,...,r} is the (i, j)-th (square)
block matrix of G = BA. On the left of the Fig. 1 (resp. its
right), the obtained performance index is displayed versus the
number of matrices (resp. the number of the selected matrices
by the criterion presented in Section III-B) in the case of
known (resp. unknown) cyclic frequencies. Finally, on the Fig.

=1

00 4 70 w0 0 T 10 20 20 20 o0 w0 970 a
Number o matioas

Tz 3 4 5 8 7 8 o W0 1 12 9 14 5 % 17 180
Numbr o matrices (slays)

Figure 1. Left: I versus the number of matrices in the case of known
cyclic frequencies, right: I versus the number of selected matrices when
the cyclic frequencies are unknown.

2, the two approaches (known or unknown cyclic frequencies)
are compared. The performance index versus the realization is
given: results have been sorted in the decreasing order of the
obtained performance. They illustrate the good behaviour of the
proposed method.

To conclude, we have presented a new approach dedicated to
blindly equalize LTI MIMO systems in digital communication
when the inputs are cyclo-stationary signals. It operates into
three steps: first a linear operator is applied on the observations
correlation matrix, then, a detection procedure based on the rank
is used to select particular matrices and finally a non unitary
joint-block diagonalization algorithm is applied to estimate the
mixing system and to restore the sources.
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ABSTRACT

This paper addresses the problem of the non-unitary joint
block diagonalization (NU — JBD) of a given set of matrices.
Such a problem arises in various fields of applications among
which blind separation of convolutive mixtures of sources and
array processing for wide-band signals. We present two new
algorithms based respectively on (absolute) gradient and rel-
ative gradient descendent approaches. The main advantage
of the proposed algorithms is that they are more general
(the real, positive definite or hermitian assumptions about
the matrices belonging to the considered set are no more
necessary and the found joint block diagonalizer can be ei-
ther a unitary or non-unitary matrix). These algorithms
also outperform the JBD algorithm based on an optimal step
size but “approximate gradient” approach that we had pre-
viously suggested in [12]. In fact, here, the exact calculus
of the complex gradient matrix is performed whereas it was
approximated in [12]. Finally, by ensuring the invertibility of
the estimated matrix, the relative gradient approach makes
the proposed NU — JBD algorithm more stable and conse-
quently more robust. Computer simulations are provided
in order to illustrate the effectiveness of the proposed ap-
proaches in two cases: when exact block-diagonal matrices
are considered and when they are perturbed by an additive
Gaussian noise. A comparison with the method presented in
[12] is also performed, emphasizing the good behavior of the
proposed algorithms.

1. INTRODUCTION

The problem of joint decompositions of matrices or tensors
sets arises in many multivariate signal processing applica-
tions.

One of the first considered problem was the joint-
diagonalization of matrices under the unitary constraint,
leading to the nowadays well-known JADE [4] and SOBI [1]
algorithms. The following works have addressed either the
problem of the joint-diagonalization of tensors [7][10][17] or
the problem of the joint-diagonalization of matrices but dis-
carding the unitary constraint [8][11][18][21][22]. A second
type of matrices decomposition has proven to be useful in
blind source separation, telecommunications and cryptogra-
phy. It consists of joint zero-diagonalizing a set of matrices
either under the unitary constraint [2] or not [6][11]. Most
of the proposed (unitary) joint-diagonalization (JD) and/or
zero-diagonalization (JZD) algorithms have been applied to
the problem of the blind separation of instantaneous mix-
tures of sources. Finally, a third particular type of matri-
ces decomposition arises in both the wide-band sources lo-
calization and the blind separation of convolutive mixtures
of sources problems. It is called joint block-diagonalization
since the considered matrices are block diagonal ones: a
block diagonal matrix is a square diagonal matrix in which
the diagonal elements are square matrices of any size (pos-
sibly even), and the off-diagonal blocks are zero matrices.
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Such a problem has been considered in [3][9] where the block-
diagonal matrices under consideration have to be positive
definite and hermitian matrices and the joint-block diagonal-
izer is required to be a unitary matrix. When the joint-block
diagonalizer is no more necessarily a unitary matrix, alter-
native solutions have been proposed. [13][19] address the
problem of the NU — JBD of a set of positive definite ma-
trices whereas this assumption is discarded in [12] and the
considered matrices simply have to be hermitian ones. Yet,
let us remark that this latter solution relies upon an approx-
imation in the calculation of the complex gradient matrix of
the considered cost function.

In this communication, we present two new algorithms
based respectively on a (absolute) gradient and on a relative
gradient-descendent approach. The main advantage of these
algorithms is that they are more general (the considered ma-
trices can be complex, non-positive definite, non-hermitian
and the joint block-diagonalizer is not necessarily a unitary
matrix). Besides, the relative gradient based algorithm en-
sures the invertibility of the joint block-diagonalizer (when
the step size is sufficiently small) and hence a greater numer-
ical stability and robustness of the resulting algorithm.

2. PROBLEM STATEMENT

The non-unitary joint block-diagonalization (NU — JBD)
problem is stated in the following way: let us consider a
set M of N, (N, € N*) square matrices M; € (CMXM, for
all i € {1,..., N;»} which all admit the following decompo-
sition:

D; 11 012 01,

where D; = 021 Diz22 , for all ¢ €
. . Or—1r
0,1 . 0pr—1 Di,'rr

{1,..., N} are N x N block diagonal matrices with r € N*,
D;jj,i€{1,...,Nn}, j€{1,...,r} are nj X nj square ma-
trices so that ny1 +...+n, = N where 0;; denotes the n; X n;
null matrix and (-)* the transpose conjugate operator. A is
a M xN (M > N) full rank matrix and the N > M matrix B
is its pseudo-inverse (or generalized Moore-Penrose inverse).
The set of the N,,, square matrices D; € CN*N is denoted D.
The NU — JBD problem consists of estimating the matrix A
or B and eventually the block-diagonal matrices set D from
only the matrices set M.

The case of a unitary matrix A has been considered in [9]
where a first solution is suggested. Recently, two solutions
have been proposed in [13][19] for a non-unitary matrix A
and for a set M of positive definite matrices. Finally in [12],
the matrices in M simply have to be hermitian. However,
the calculus of the complex gradient matrix is an approxi-
mated one like in [21] for the JD problem.



3. JOINT BLOCK-DIAGONALIZATION BASED
ON GRADIENT APPROACHES
3.1 Principle

Our aim is to present a new algorithm to solve the problem
of the NU — JBD. The following cost function is considered
as suggested in [12]:

Nm

) =Y ||OffBdiag,,, {BMiB" }| %, (2)

=1

Csp(B

where ||-|| 7 is the Frobenius norm and the vector n is defined
as n = (ni,...,n,). Considering a square N X N matrix
M = (M), such that:

M1 Mz My,
M = M21 T . y (3)
Mrl MT‘Q Mrr
where M;; for all 7,5 = 1,...,r are n; X n; matrices. The
matrix operator Oﬂ"Bdiag(n)1 is then defined as:
017 M2 My,
Mrl Mr2 Orr

The NU — JBD problem is linked to the non-unitary joint
diagonalization (NU — JD) one. In this latter, D; j;,i €
{1,...,Nm}, j € {1,...,r} are no more matrices but scalars
(nj =1forall j € {1,...,7} and N = r). The zero block-
digonality operator can then be simplified as follows:
Ofdeiag<1>{M} = ((1 — (5ij)M¢j)1N = OfFDiag{M}7
where 1x is a N x N matrix whose components are all equal

to 1 which leads to the minimization of the following cost
function:

Cp(B) = i | OffDiag{BM B }||7. (5)

k=1

It has been used in [4] under the unitary constraint (i.e.
M = N and BB = BEB = Iy, with Iy the N x N identity
matrix). When B is not necessarily a unitary matrix, this
cost function Cp(B) has also been used in [11][16] [21][22].
We propose, here, to use a gradient-descent algorithm to
minimize the cost function given by Eq. (2) to estimate the
matrix B € CV*M | Tt means that B is re-estimated at each
iteration m and from now on denoted B™). It is updated
according to the following adaptation rule for allm = 1,2,. ..
B™ — gim—1 _ /LavaCBD(B(mil)), (6)
where u, is positive a small enough number called the step
size or adaptation coefficient and where V.Cpp(B) stands

for the complex (absolute) gradient matrix defined by [20]:
dCsp(B)
a B)=2———FF—

VaCsp(B) 9B (7)

(-)* stands for the complex conjugate operator.

1When there is no ambiguity, this notation OffBdiag () {-} will
be simplified into OffBdiag{-}

Pis.

To ensure the invertibility of the matrix B and hence the
stability of the algorithm, one can use another optimization
scheme called relative gradient method [5]:

B™ =B™ Y _ 1, V,Cap(BMBMY,
= (IN — MT‘VTCBD(B(m_l))) B(m_l)v (8)
where
V,Ci0(B) = 80%@ " _v,cop(B)B)T.  (9)

The complex absolute gradient matrix V,Cpp(B) (given by
Eq. (7)) of the cost function Cpp(B) has to be calculated to
derive the algorithm.

3.2 Gradient matrix of the cost function Cpp(B)
Let us introduce some notations: tr{-} denotes the trace
operator, d(-) stands for the differential operator, vec (+) is
the vec-operator (applied on a matrix M € CN*N it stacks
its columns into a column vector belonging to (CNzXl) and
Tgog is the N2 x N? “transformation” matrix defined as:

Tpiag = diag{vec(Bdiag,,{1n})},

Tgot = In2 — Thiag,

where Iy2 = Diag{ly2} is the N? x N? identity matrix,
diag{a} is a square diagonal matrix which contains the el-
ements of the vector a on its diagonal and Bdiag,){M} =
M-OffBdiag,,){M} (generally Bdiag,,{-} is simply denoted
by Diag{-}). Considering three N x N square matrices D1,
D; and D3 and two rectangular matrices Dy (M x N) and
D5 (N x M) and a square N x N matrix Dg, our develop-
ments are based on the following properties [15][16]:

P.. ||OffBdiag{D1}||} = tr { (OffBdiag{D:})" OffBdiag{D:} }
= tr {D{'OffBdiag{D1}} .

P,. tr{D1} =tr {D7 }.

Ps. tr{Dy1 + D2} =tr{D:1} + tr {D2}.

Py. tr {D1D2D3} = tr {D3D1D2} =
tr {D1D2} = tr {D2D1}.

Pi; tr {D4D5} = tr {D5D4}.

P;s. tr {D{'D;) = (vec (D))" vec (Dy).

Ps. vec (OffBdiag{Ds}) = Trogvec (D).

P;. d(Df') =d (D))"

tr {D2D3D1} =

Ps. d(D}) =d(D1)".
Po. d(D1D2) —d(D1)D2+D1d(D )
Pio. d(D1+D2) —d(D1)+d(D2).
P d(t {D1}) = tr {d (Dl)}
P12 d(vec Dl} —vec(d(Dl))
Pis. d(f(Z =tr{D{Z + Z"D,})
= tr{DTdZ +D3dz"} = &L =D, and 2L = D..
Pis. vec(D1D,2D3) = DT ®D1vec (D2) where ® denotes the

Kronecker product.
(D1 ® D2)"” = DY ® DY.

Using P, Cep(B) can be expressed as:
Nm

)= {(BMiBH)HOfdeiag{BM,-BH}} .

=1

Cep(B



From the properties P3, Pg, P1p and P11, the differential of
the cost function can be obtained as:

dCsp(B Ztr {d ( BM,B")" OffBdiag{BM; BH})}
- thr {d ((BMZ-BH)H) OfFBdiag{BMiBH}}

" v
~~

F(B)
Ny,
+ {(BMiBH)Hd (OfFBdiag{BMiBH}) } .
=1
o(B)

(12)

The properties P2, P3, P4, P4, P7, Poy, Ps and Py imply
that:

N,
FB) = tr {BMfIdBHOfFBdiag{BMiBH}}
=1
Nm
+> b {dBMfBHOfFBdiag{BMiBH}}
=1
N’"l

=3 tr { (OfFBdiag{BMiBH}BMf> " aB* }
=1

Nm

+3 { <(OfFBdiag{BM¢BH})T B*Mj) ' dB} .

While properties Pa, P3, P4, P4, Ps, Pg, Ps and Py involve

g(B) = %(VGC(BMZ-BH))Hvec(d(OfFBdiag{BMiBH}))
- NZ (Tgoﬁvec (BMiBH))H vec (d (BMZ-BH))
- %(vec(OfFBdiag{BMiBH}))Hvec(d(BMiBH))

:Ztr

.

{ (OfFBdiag{BMiBH}) " (BMiBH> }
j tr { ((offediag{BM:B"}) B M) ! dB}

Ftr { ((Ofdeiag{BMiBH}) " BMZ) LB } .

We replace F(B) and G(B) in Eq. (12) to finally find that:

Nm

Z tr { (((OfFBdiag{BMiBH}) ’ B*Mf) '

+ ((offBdiag{BM;B"}) B"M] ) T) dB}

dCep(B

+tr { <((OfFBdiag{BMiBH}) BM! )T

+ ((Ofdeiag{BMiBH})H BMZ-> T) dB*} .

Using the property P13 we obtain:

BCBD 5 (OfFBdiag{BMiBH )TB*M
};3
+3" (offediag{BM/B"}) B'M
=1
Csp(B) _ %n: (OfFBdlag{BM B }) BM;’
oB* i=1

z

n

H
+ (OfFBduag{BMB }) BM,.

1

-
Il

Leading to the following result:

NTn
VaCpp(B) =2 [Z OffBdiag{BM,;B”" }BM/

1=1

+ (OfFBdiag{BMiBH})H BMl} (13)

Eq. (13) is then used in the absolute gradient descent algo-
rithm given by Eq. (6).

3.3 Summary of the proposed algorithms

The proposed non-unitary joint block-diagonalization algo-
rithms based on absolute gradient and relative gradient-
descent approaches are respectively denoted JBDwu,g; , and
JBDnu,cp - Their principle is summed up below:

NU — JBD algorithms
IA1. JBDny,gr , based on a (absolute) gradient approach,
IA2. JBDnu,G r based on a relative gradient approach.

The N,, square matrices of M are denoted by
M;,Mo,..., Mn,,-

Given an initial estimate B(® (for example, in the
square case (N = M), one can choose B = I,,).
Form=1,2,...

- Compute V,Cpp(B™) given in Eq. (13).

- (A1) Set B™ =B™Y _ 1, v,.Cpp(BMY).

- (A2) Compute V,Cpp(B) given in Eq. (9).

- (A2) Set B(m) =
(In — urVoCpp(Bm—1)) Bm—1),

- Eventually normalize B = B/||B||r.

- Stop after a fixed number of iterations or when
[B(™ —B™~Y || < & where ¢ is a small positive
threshold.

EndFor

4. COMPUTER SIMULATIONS

We present simulations to illustrate the effectiveness of the
proposed algorithms. We consider a set D of N,, = 20 (resp.
100) matrices, randomly chosen (according to a Gaussian
law) of mean 0 and variance 1. Initially these matrices are
exactly block-diagonal, then a random noise matrix of mean
0 and variance o7 is added. The signal to noise ratio is

defined as SNR = 10log( ;) (in this case o = 0.01 implying
b
SNR = 20 dB).

To measure the quality of the estimation, the following per-
formance index (which is an extension of the one introduced



in [17]) is used:

1 r r el » 2
Lono(G) = —— 3 _NGiglle
r(r—1) = \i= mlaxH(G)i,gHF
~ (v (G)isl?
+ M )isllE :
2\ X i@l

where (G);; for all i, € {1,...,7} is the (4,7)-th block
matrix of G = BA. The better results are obtained when
the index performance Icon(-) is found to be close to 0 in
linear scale (—oo in logarithmic scale). All the displayed
results have been averaged over 10 Monte-Carlo trials. The
non-unitary joint block diagonalization presented in [12] and
based on an optimal step size but approximated gradient is
denoted by JBDnu,g,- We use a mixture matrix A whose
components are randomly generated according to a uniform
law in [—1,1]. It remains unchanged through the Monte-
Carlo runs. We consider M = N =9, r = 3 and n; = 3 for
all j =1,...,3. Here, the initial matrix B has been chosen
equal to In. Let us, however notice, that a good initial
estimate remains important to ensure the convergence to the
true solution. One possible way to initialize is to consider the
solution given by the orthogonal joint block-diagonalisation
[9] to start in the neighborhood of the solution.

First, we compare the performance index obtained thanks to
the three algorithms (JBDnu,ce 5, JBDnu,Ge x and JBDnu,G,)
versus the number of iterations for N,, = 100 matrices in
a quasi noiseless context (SNR = 100 dB) on the Fig. 1
and then in a noisy context (SNR = 20 dB) on the Fig.
2. While the three algorithms behave quite similarly in the
nearly noiseless case since they reach nearly the same per-
formance (= —120 dB), the algorithm based on a relative
gradient approach outperforms the two other algorithms in
a noisy context (-43 dB instead of -38 dB and -36 dB). Let us
also notice that the convergence is quicker with the JBDnu,c,
algorithm since we use the “optimal” step size version of
the algorithm which is not the case with the two other al-
gorithms. With regard to JBDnu,G; ,, JBDnu,Gp g, We have
plotted the evolution of the performance index versus the
value of the step size: the convergence speed increases when
the step size increases.

Then, we show the influence of the size N,, of M. We have
displayed the performance index versus the number of iter-
ations for N,, = 20 matrices in a nearly noiseless context
(SNR = 100 dB) on the Fig. 3 then in a noisy context
(SNR = 20 dB) on the Fig. 4. These charts illustrate the
good behavior of the two proposed algorithms. One can ef-
fectively notice a decrease of the JBDnu,g, algorithm perfor-
mance in a noisy context especially when very few matrices
are simultaneously joint block-diagonalized. In a rather diffi-
cult context (noisy case + few matrices to be joint block diag-
onalized), the JBDny G ; algorithm seems to be numerically
more stable and exhibits better performances than those ob-
tained thanks to the other algorithms.

5. CONCLUSION AND DISCUSSION

In this communication, we have proposed two new algo-
rithms (namely JBDnu,Ge , and JBDNu,GF,R). The first one
is based on an absolute gradient descent approach while the
second one relies upon a relative gradient-descendent ap-
proach. They both perform the non-unitary joint block-
diagonalization of a given set of complex non necessarily
hermitian matrices. One of the main advantages of these
algorithms is that they are more general. The algorithm
JBDnu,Gp ¢ based on a relative gradient approach exhibits the

best performances in a difficult context (noisy case and very
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Figure 1: Performance index versus number of iterations:
N,, = 100 matrices and SNR = 100 dB.

few matrices to be simultaneously joint block-diagonalized).
These algorithms find applications in blind separation of con-
volutive mixtures of sources and in array processing (see for
example [14]). In the blind sources separation context, they
should enable to achieve better performances since the uni-
tary constraint is discarded. Extensions for futur researches
would be to study optimal step size versions.
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ABSTRACT

In this paper, we address the problem of the blind separation
of convolutive mixtures of sources also known as blind equal-
ization of linear time invariant multi-input multi-output sys-
tems in digital communications. In our case, the considered
input signals are cyclo-stationary processes whose cyclic fre-
quencies are not necessarily known. To tackle that problem,
we propose to use a new algorithm that performs the (non-
unitary) joint block diagonalization (JBD) of a given set of
complex matrices. It is based on a gradient approach. But
first, the matrices set to be joint block-diagonalized has to be
built: this is done using a particular linear operator on the
correlation matrices of the observations and taking advan-
tage of some specific algebraic properties of the aforemen-
tioned “transformed” matrices (for instance, the frequencies
that correspond to the matrices belonging to that set happen
to be the cyclic ones). Then, the JBD of this matrices set
enables to estimate the mixing system and, consequently, to
recover the source signals. Computer simulations are pro-
vided in order to illustrate the behavior and the usefulness
of the proposed approach in the context of digital commu-
nications and a comparison with another existing method is
also performed.

1. INTRODUCTION

We consider the problem of the blind equalization of Linear
Time Invariant (LTIl) Finite Impulse Response (FIR) Multi-
Input Multi-Output (MIMO) systems. Such a problem arises
in a wide variety of applications among which the multi-user
wireless communications where the received signals have to
be equalized in space as well as in time to eliminate both
inter-symbols and co-channel interferences. These interfer-
ences are due to possible delays introduced by multi-paths
propagation and/or to possible multi-users. Examples can
be found in the Space Division Multiple Access (SDMA) or
the Code Division Multiple Access (CDMA) communication
systems [12].

The problem of the blind equalization of LTI FIR MIMO sys-
tems can be stated as follows: observing several linear (tem-
poral and spatial) mixtures of input signals (called sources)
and assuming that both the sources and the mixing MIMO
system are unknown and unobservable, the goal is to re-
cover the sources from the output signals only. As a conse-
quence, this problem is often qualified as “blind” or “unsu-
pervised”. To perform that task, different approaches have
been developed in the literature. They may differ in the as-
sumptions made about the sources (deterministic, stochas-
tic, mutually statistically independent or correlated, i.i.d. or
not, stationary, cyclo-stationary or non-stationary...) and/or
in the kind of considered mixture system (linear or non-
linear, over-determined (more outputs than inputs) or un-
determined mixture model). However, most of the existing
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methods assume that the sources are random independent
stationary processes and comparatively, very few works are
dedicated to the case of non stationary signals. Here, we
focus on a particular class of non stationary signals: mod-
ulated ones stemming from unknown digital communication
systems (involving that the baud-rates of the various trans-
mitted signals are unknown). In such a context, the resulting
signals are proved to be cyclo-stationary sequences. If W.
Gardner was the first to introduce such a concept in [5] for
array processing, it has proven, since, to be really useful for
the modelling of communication signals. It has also led to
many breakthroughs in that field among which [1][3][4][10].
Most of these works, by taking into account the very specific
statistical properties of the communications signals [3][4] and
the knowledge (or not) of their different cyclic frequencies,
generalize techniques that were established in the context of
stationary signals.

Our developments originate from the works presented in [1]
(vet, those works were dedicated to the instantaneous case).
Albeit taking advantage of the same property of a “trans-
formed” correlation matrix, the treatments that follow are
rather different in our case: while their algorithm is based on
the optimization of a given contrast function, our approach,
in the instantaneous case [11], is more direct since it com-
bines a rank-one matrices selection procedure together with
a Singular Value Decomposition (SVD) followed by a classifi-
cation algorithm. It enables to tackle the under-determined
case too.

Our aim, here, is to generalize some of the ideas developed
in [11] to provide a solution in the case of convolutive (over-
determined) mixtures of sources. Two situations are consid-
ered: the second order cyclic frequencies of the inputs are
either known or unknown. Our approach consists of refor-
mulating the convolutive mixing model into an instantaneous
one (as suggested in [9]) and of fully exploiting the particular
algebraic structure of the correlation matrices of the outputs
after the application of a particular linear transformation.
‘We show that the considered problem can be rewritten into
a problem of JBD of a given set of matrices which leads us to
introduce a new non-unitary JBD algorithm. It is based on a
gradient approach but despite [6] there is no more an approx-
imation in the calculation of the complex gradient matrix of
the considered cost function. This algorithm is then applied
on a particular set of matrices whose automatic selection
procedure is described too. Finally, computer simulations
are provided in order to illustrate the good behavior and the
usefulness of the proposed approach in the context of digital
telecommunications.



2. BLIND MIMO EQUALIZATION
2.1 Model and assumptions

The mx1 vector of the observations is denoted x(¢), ¢t € Z. In
the convolutive case, the sources are assumed mixed through
a linear Finite Impulse Response (FIR) multichannel system,
denoted H(t), implying that the system is described by the
following input-output relation:

zi(t) =YD hi(0)s;(t =€) +ny(t), Vi=1,...,m (1)

j=14=0

where z;(t), for alli = 1,...,m are the m observations, s;(t),
for all j = 1,...,n are the n sources (n < m), h;;(t) is the
real transfer function between the j-th source and the i-th
sensor with an overall extent of L + 1 taps and n;(t), for
all i = 1,...,m are additive noises. Our developments are
based on the following assumptions:

Assumption A. The sources are zero-mean and cyclo-
stationary. Hence, their autocorrelation functions
R, (t,7) = E{si(t)sj(t — 7)}, for all ¢ = 1,...,n are pe-
riodic in ¢t with a period T; € Z™*, for all i = 1,...,n.
E{.} stands for the mathematical expectation operator and
T; stands for the cyclic-period of the i-th source signal s; ().
Hence, R, (t,7) can be decomposed into Fourier series as

R, (t,7) = Z Rfssi [k, T) exp(z%r%t), (2)
&

7

where ¢> = —1. R [k, 7) is the cyclic correlation function
(coefficient of the Fourier series expansion). It is defined as:

T;
fs _ 1 2 k
Rsi [k,T) = i /;& Rsi (t,T) eXp(72Z7Tﬁt)dt (3)
2

Assumption B. The cyclic periods of the sources are (two
by two) distinct, i.e. T3 # Tj, for all 7,5 € {1,...,n} and
1 # j. We define the set V; of the whole cyclic frequencies of
the i-th source signal as

ke Z} .

k
Vif{l/ifﬁ,

Assumption C. The noises n; for all j =1,...,m are sta-
tionary white zero-mean random signals, mutually uncorre-
lated, independent from the sources.

2.2 Some recalls

Let us now recall how the convolutive mixing model can be
reformulated into an instantaneous one [9]. Denoting M =
mL' and N = nQ), let us consider three vectors: the N x 1
vector S(t) and the M x 1 vectors X(¢) and N(¢). They are
respectively defined as:

St) = [si(t),...,s1(t—Q+1),...,5.(t—Q+1)]",
X(t) = [z(t),...,21(t =L +1),...,2mt—L +1)]7,
N@t) = [ni(t),...,m(t =L +1),...,nm(t—L + 1),

where Q = L+ L’ and ()7 stands for the transpose operator.
The M x N matrix A, writes:

A11 Al'n

Am1 Amn

where each matrix A;; for all i = 1,...,m and for all j =

1,...,nis a L' x Q matrix, defined as:
hi;(0) hi;(L) 0 ... 0
Ay=| °
: S ) 0
0 ... 0 hy(0) hij (L)
Eq. (1) can be rewritten in a matrix form:
X(t) = AS(t) + N(t) (4)

To make sure that the considered model is an over-
determined one, L’ must be chosen such that M = mL' >
n@ = N. We also assume, here, that the matrix A is full
rank. The correlation matrix Rx(t,7) of the observations
X (t) is defined as:

Rx(t,7) = E{X®)X"(t — 1)}, (5)

where ()H is the conjugate transpose operator. Using Eq.
(4), it is easily seen that the correlation matrix defined in
Eq. (5) admits the following decomposition:

Rx(t,7) = ARs(t,7)A” + Rn(7), (6)

where Rg(t, 7) (resp. Rn(7)) is the correlation matrix of the
sources (resp. the noises). Those two matrices are defined
like in Eq. (5) and using Assumption C.

3. THE PROPOSED APPROACH
3.1 A useful property

Like in Eq. (3), we now define the following linear operator
(-)® operating on a matrix argument component wise

T
R%(v,7) = lim %/2 Rx(t, 7) exp(—2emvt)dt.  (7)
T
-3

T—o0

Since this operator is linear, using Eq. (6) in Eq. (7), we
directly have

Rk(v,7) = ARE(v,7)A" +RR(v,7)
= AR5, 1A + Rn(1)a(v), (8)

where RE(v,7) and RE(v,7) are defined similarly to
R% (v,7) in (7) and

T
a(v) = lim l/z exp(—2umrvt)dt.
T /] T

T— o0 T
2

Thus a(v) = 1 if v = 0 and else 0. Using the fact that the
sources have distinct cyclic periods as stated in Assumption
B, then, there exist values of v for which RE(v,7) has a
particular structure. In fact, for frequencies v, such that:

Hi. vo €V, 1o ¢ U Vj and RS (vo,7) #0, i€ {1,...,n}
JrJF#i
one can show that the matrix Rfss(uo, 7) possesses only Q X @

non null elements all inside the same block. This is due
to the fact that RY (4,7) = 0 for all k € Z and for all

i,7 € {1,...,n} such that ¢ # j. Thus, for such a frequency
value, the matrix R%(v,7) is a block-diagonal matrix with



only one non null block: the one at the position (i,7). As a
consequence, one possible way to estimate the mixing matrix
A is to joint block-diagonalize the following matrices set:
st {R% (v, 7); V1 # 0, Vv satisfying property Hi}  (9)
In the following, the size of this set will be denoted N,
(Nm € N¥). Let us notice, finally, that the recovered signals
after inversion of the system are obtained up to a permuta-
tion and up to a filter which are the classical indetermina-
tions of blind source separation in the convolutive case.
In the following subsection (3.2), we explain how to build
the matrices set S while in the next subsection (3.3), we
briefly present the principle of the (non-unitary) JBD algo-
rithm based on a gradient descent approach that we use (the
mathematical derivations of the used JBD algorithm are fur-
ther detailed in [7]). The calculation of the complex gradient
matrix of the cost function is no more approximated as it was
the case in [6].

3.2 Building of the matrices set to be joint block-
diagonalized

First, let us notice that the knowledge of the cyclic frequen-
cies is not necessary to achieve the identification of the mix-
ing system, even though such a knowledge can simplify this
task.

1) Known cyclic frequencies
When the cyclic frequencies v; for all j = 1,...,n are known
(or estimated like in [2]), the matrices set {R% (v, 7); V7 #
0,vj =1,...,n} is directly joint block-diagonalized.

2) Unknown cyclic frequencies

When the cyclic frequencies are unknown, the “transformed”
correlation matrices R (v, 7) are calculated for a sufficiently
large number of frequency bins to make sure that a suffi-
ciently wide range of cyclic frequencies, i.e. corresponding
to all the source signals, can be found. Before being able
to apply a JBD algorithm, specific matrices R (v, 7) have
to be selected: for instance, those that correspond to block-
diagonal matrices R§ (v, 7) with only one non-null block ma-
trix on their diagonal. Due to our hypothesis, one can show
that matrices R (v,7) and R5(v,7) have the same rank.
The matrices set S is thus the set of matrices whose rank
equals @ which leads to the following automatic detection
procedure:

(Ghe)

Automatic detection procedure denoted Cry ..,

- Use a Singular Value Decomposition (SVD) of
R%(v,7) ice. Ri(v,7) = U, 7)A(y,7)V(r,1)¥
with V(v,7) and U(y,7) are X M uni-
tary matrices and d(v,7) = Diag{A(v,7)} =
(61(v,7),...,6m (v, 7))" is a diagonal vector with
non-negative components organized in the decreas-
ing order: 6,(v,7) > d2(v,7) > ... > o (v, 7) > 0.

Q i VT 2
- Calculate the ratio R = %
IR% (vsm) 1%

stands for the Frobenius norm,
- Check if R is near to 1: if this assertion is true
R (v, 7) is kept else it is discarded.

where ||.||r

In terms of numerical implementation, it leads to the fol-
lowing rule: choose (v,7) such that R < 1 — ¢, where € is
a (sufficiently) small positive constant. The matrices that
belong to S all have a particular algebraic structure since,
for 7 # 0, they all admit the same following decomposi-
tion R (v, 7) = ARE (v, 7) A, with RE (v, 7) being a block-
diagonal matrix with only one non null block on its diagonal.

One possible way to estimate the mixing matrix A (or its
pseudo-inverse B also called the separation matrix) is to di-
rectly joint block diagonalize (without any unitary constraint
about A or B) the matrices set S.

3.3 A non-unitary joint block diagonalisation algo-
rithm based on a gradient approach

To solve the non-unitary JBD problem, the following cost
function [6] is considered:

N'Hl
Csp(B) =) _ ||OffBdiag{BM; B }||7. (10)

=1

where M; = (R%); is the i-th of the N,,, matrices belonging
to S. Considering a square N x N matrix M = (M;;), such
that:
Mii Mz M,
M=|n, , (11)
Mrl Mr2 Mr'r

where M;; for all ¢,5 = 1,...,r are n; X n; matrices. The
matrix operator OffBdiag,, is then defined as:

0117 M2 My,
OffBdiag{M} = | pnp,, . . (12)
Mrl Mr2 OTT

The case we are interested in, is characterized by r = n,
square (@ X @ block matrices M;; for all 4,5 = 1,...,r and
square @ X @ null matrices 0;; for all : =1,...,r.

We suggest to use a gradient-descent algorithm to minimize
the cost function given by Eq. (10) to estimate the matrix
B € CV*M It means that B is re-estimated at each iteration
m and from now on denoted B(™.

The matrix B is updated according to the following adapta-
tion rule for all m = 1,2, ...

B™ =B™™Y — ,,V.Csp(B™ ), (13)

where i, is the step size and the complex absolute gradient
matrix V,Cpp(B) is given by:

dCsp (B
oB*
(-)* stands for the complex conjugate operator. V,Cpp(B)

has to be calculated to derive the algorithm. It is found to
be equal to (see the proof provided in [7]):

VaCep(B) =2 (14)

Nm
>~ OffBdiag{BM,B" }BM’

i=1

VoCep(B) =2

+ (OfFBdiag{BMiBH})HBMZ} (15)

Eq. (15) is then used in the gradient descent algorithm
given by Eq. (13). In the following, we will denote by
JBDnu,Gr o, this non-unitary JBD algorithm based on a
gradient approach.

3.4 Summary of the proposed method

The proposed method, namely JBDNU’GF’A,CM, combines the
non-unitary JBD algorithm JBDnu,c , together with the de-

(Ghe)

tector CrNU’conV.

Its principle is summed up below:



JBDnu,Gp o,cm method for the blind separation of
convolutive mixtures of cyclo-stationary sources

Consider the N,, matrices of set S: {(R%)1,...,
(RX) w0 }-

Given an initial estimate B(®) (for example in the
square case M = N one can choose BO — Im®).
Form=1,2,...

Compute Van'B(B) given in Eq. (15).

Set B(™) = B(m—1) _ uaVaCBD(B(mfl)).
Eventually normalize B(™ = B(™) /||B(™)|| .

Stop after a fixed number of iterations or when

|IB(™ — B~V |z < e where ¢ is a small positive
threshold.
EndFor

“Let us notice that a good initial estimate remains impor-
tant to ensure the convergence to the true solution. Other
ways could be considered to start in the neighborhood of the
solution among which the solution given by an orthogonal
JBD algorithm or the SVD of the observations’ cyclic corre-
lation matrices.

4. COMPUTER SIMULATIONS

We consider m = 4 mixtures of n = 2 digital carrier-
modulated source signals written as:
(1) = R{o(t) exp(2imfet) (16)

where 3{-} stands for the real part of a complex signal, f.
is the reduced carrier frequency which is equal to 0.2 for the
first source (respectively 0.25 for the second one) and v(t) is
the complex envelop of s(t). It can be expressed as:

o(t) = a(k)h(n — kT), (17)

keZ

with a(n) is an i.i.d. zero-mean complex random binary se-
quence referred to as the transmitted symbols, T is an inte-
ger related to the period symbol and h(n) is a deterministic
waveform signal. The waveform h(n) is a triangular one. It is
defined for an even cyclic period as: h(n) = Znif0 <n < I
sh(n)=—-2n+2if 241 <n<T—1and h(n) =0 oth-
erwise. The cyclic period of the two considered sources are
respectively equal to 71 = 10, 75 = 8. The noiseless case
is studied and the sources are mixed according to the fol-
lowing transfer function matrix (we use L = 3 and L’ = 3)
Alz] = (A1]z] Az[z]), where A[z] stands for the z transform
of A(t) and:

0.5400 + 0.9936z~" — 0.60512~2 + 0.8040z 3

Al = —0.3335 — 0.08272"1 — 0.2809272 — 0.8249z 2
—0.0849 + 0.7305z~ 4+ 0.5760272 — 0.114373 |’
—0.4646 — 0.9072z~% — 0.4450272 — 0.9106z 2
0.6933 — 0.7387z~1 — 0.4140272 — 0.47462 3
Asl] = —0.3995 + 0.83152_1 - 0.23862‘2 —0.6213z73
—0.5921 — 0.6382z"1 — 0.8122272 4 0.428322

—0.0052 4 0.65562"1 +0.143722 — 0.94502 3

To measure the quality of the estimation, the following per-
formance index is used [8]:

1 ~ [« I(@DijllE
oD |2 el

Iconv(G) =
im1 \j—1 1ax (G

T

ZZ

(G)i,lF

2
)e,illE ’

maxH(

where (G);,; for all 4,5 € {1,...,r} is the (7, j)-th block ma-
trix of G = BA. The nest results are obtained when the
index performance Icony(+) is found to be close to 0 in linear
scale (—oo in logarithmic scale). The proposed method is
also compared with another one (for instance the one sug-
gested in [6]) based on an “approximate gradient” and de-
noted JBDnuy,6o,cm. On the Fig. 1 (resp. Fig. 2), the perfor-
mance index is displayed versus the realizations. The results
have been sorted in the decreasing order of the obtained per-
formances in both cases i.e. when the cyclic frequencies are
known or unknown.

[ e e O S S S e

251 JBDNUG ow 400 samples [ . -

sk JBDNU 6 om 400 samples B

- JBDNUG CM 4000 samples

A JBDNu 6, oM 4000 samples
-107 ) uBD,

A
U, G oW 15200 samples

I\ JBDNu o om 15200 samples|

Performance index (dB)

I T T S S T T Y S N
2 3456789101 12181415151718192021 222324252627282930
Number of realizations

Figure 1: I.ony versus realizations (chosen among 30 Monte-
Carlo trials) when the cyclic frequencies are assumed known.
The realizations are sorted in the decreasing order of the
obtained performances.

JBDNUG o 400 samples

JBDNU G oM 400 samples

JBD 4000 samples

750 ¥ N, GO om

A JBDNU‘ 6, oM 4000 samples

_1251 —s—J9BDy, Gy oM 15200 samples ]
—6— 8Dy, g cur 15200 samples .. : y

Performance index (dB)

L
01234567 891011 12131415161718192021 222324252627282980
Number of realizations

Figure 2: I.on, versus realizations (chosen among the 30
Monte-Carlo trials) when the cyclic frequencies are unknown.
The realizations are sorted in the decreasing order of the
obtained performances.

One can notice that the proposed method always outper-
forms the method based on an approximated gradient. More-
over the more samples we use, the better the results are.
Finally, it can be observed too that satisfying performances
are reached whether the cyclic frequencies are known or un-
known.



On the Fig. 3, we have displayed the performance index ver-
sus the number of sources time samples in the case of known
and unknown cyclic frequencies: the displayed results have
been averaged over 30 Monte-Carlo trials. On the Fig. 4,
we have plotted the number of matrices selected by the de-

tector Cr,iﬁjheclnv versus the number of time samples when the
cyclic frequencies are unknown. This chart illustrates the

0 T T T T
JBDNU‘ 6, om Known frequencies

JBD, Known frequencies

5F —x— NU,G_ , CM’ 4
" A

o JBDNU‘GO‘ oM’ Unknown frequencies

JBDNU‘ G, om Unknown frequencies

Performance index (dB)

I I I I I I
0400 2000 4000 5600 7200 8800 10400 12000 13600 15200
Number of samples

_40l1 I I

Figure 3: I.on, versus the number of time samples in both
cases of known and unknown cyclic frequencies.

good behavior of the proposed method which always outper-
forms the method based on an approximated gradient. The
better results are obtained with unknown cyclic frequencies
since the size of the considered matrices set is then higher.

200 —

180 T

160 a
120 : -
1007'/0\/'\’/4\'_’,4\"/4/56
80 a

60~ u

Number of selected matrices

a0t —

201 o

ol I I I I I I I I
400 2000 4000 5600 7200 8800 10400 12000 13600 15200
Number of realizations

Figure 4: The number of selected matrices when the cyclic
frequencies are unknown versus the number of samples.

5. CONCLUSION

We have presented a new approach for the blind separation
of LTI MIMO systems in digital communications. The in-
puts are cyclo-stationary signals. It operates in three stages:
first a linear operator is applied on the observations correla-
tion matrices, then, a detection procedure (based on a rank
property) is used to select matrices with a specific algebraic

structure and finally a (non unitary) JBD algorithm is ap-
plied onto the selected matrices set. It enables to estimate
the mixing system and to restore the sources.
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Abstract

This article addresses the problem of the blind separation of convolutive mixtures of sources using either
spatial quadratic time-frequency spectra or distributions. We present a new method that combines a new non
unitary joint block diagonalization algorithm of a given set of matrices together with a novel automatic selection
procedure for the determination of the matrices set to be joint block-diagonalized. Its main advantages are that it
is general (the sources can be real or complex, deterministic or stochastic, correlated or uncorrelated, stationary,
cyclo-stationary or non-stationary signals) and a preliminary whitening stage is no more compulsorily required.
With regard to the non unitary joint block diagonalization problem: two new algorithms are provided. The first
one relies upon a classical gradient approach whereas the second one is based upon a relative gradient approach.
For each algorithm, the optimal step size is computed algebraically at each iteration to increase the convergence
speed. Computer simulations are provided in order to illustrate the behavior of both algorithms in two cases:
when exact block-diagonal matrices are considered, then when they are progressively perturbed by an additive
gaussian noise. As for the automatic selection procedure of useful time-frequency points leading to the building
of the matrices set to be joint block diagonalized, it exploits specific rank properties of the considered matrices.
The proposed blind source separation approaches finally make it possible to discard the classical pre-whitening
step of the observations. They are compared with two other methods: one also based on a non unitary joint block
diagonalization algorithm (but using the algebraic optimization of a least mean squares criterion) and one based
on a classical unitary joint block diagonalization algorithm.

Index Terms

Joint block-diagonalization, matrices decompositions, blind sources separation, convolutive mixtures of correlated
sources, spatial quadratic time-frequency distributions and spectra.
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I. INTRODUCTION

The goal of blind source separation (BSS) is to recover unobservable data called “sources” from the only
mixtures of the data called “observations”. To perform this task, assumptions have to be made. They can
concern the sources characteristics (deterministic or stochastic, mutually statistically independent or correlated,
independent identically distributed (i.i.d.) or not, stationary, cyclo-stationary or non-stationary...) and also the
kind of considered mixture (linear, non-linear or post non-linear system, instantaneous or convolutive linear
mixture, over-determined or undetermined mixture model).

The BSS is of great importance and practical relevance in many scientific and technical applications. A popular
example to illustrate this problem is the so called “cocktail-party” effect: the problem is to separate the voices
of the different speakers, using recordings from several microphones in a room. It also finds applications in
other fields like digital communications, speech processing, geophysics, radar, sonar, biomedical engineering
(see [1] for a relatively exhaustive review).

In the research literature, different approaches have been developed for solving the BSS problem: a first possible
one consists of performing Independent Component Analysis (ICA) exploiting the independence assumption of
sources [1]. One possible way is to optimize a cost function called “contrast function” [7][10][26]. However,
the independence assumption of the sources cannot always be satisfied in practice.

Another possible way to tackle the BSS problem is to take advantage of a specific structure of matrices or tensors
derived from the sources [1]: they happen to be zero-diagonal, diagonal, block-diagonal, (block-) Toeplitz...
The goal is then to develop some particular matrix or tensor decomposition algorithms to perform the BSS.
One of the first considered problem was, namely, the joint diagonalization (JD) of matrices under the unitary
constraint, leading to the nowadays well-known JADE (Joint Approximate Diagonalization of Eigenmatrices)
[7] and SOBI (Second Order Blind Identification) [3] algorithms. The following works have addressed either
the problem of the JD of tensors [10][12][26] or the problem of the JD of matrices but discarding the unitarity
constraint [11][15][27][30][31][32][34]. Finally, a systematic treatment of the aforementioned unitary joint
diagonalization of matrices or tensors sets in connection with the blind source separation problem has been
given in [26].

A second type of matrices decomposition has proven to be useful in BSS, telecommunications and cryptography.
It is called joint zero-diagonalization (JZD) since the matrices possess a zero-diagonal in such a decomposition.
The unitary case has been first addressed in [2] while non unitary solutions can be found in [9][14][15]. Most
of these (unitary) joint-diagonalization and/or zero-diagonalization algorithms have been applied to the problem
of the BSS of instantaneous mixtures of sources.

Finally, a third particular type of matrices decomposition arises in both the wide-band sources localization and
the blind separation of convolutive mixtures of sources problems. It is called joint block-diagonalization (JBD)
since the considered matrices are block diagonal in such a decomposition. Let us recall that a block diagonal
matrix is a block matrix in which the diagonal blocks are square matrices of any size (possibly even) while the
off-diagonal blocks are zero matrices. This problem has been considered in [4][5][13] where the block-diagonal

matrices under consideration have to be positive definite and hermitian matrices and the required joint-block
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diagonalizer is an unitary matrix.

In this article, our purpose is to consider a more general case by discarding the unitary constraint while
considering the case of not necessarily positive definite matrices. To that aim, we propose a new (non unitary)
joint block-diagonalization algorithm (NU — JBD) of a given set of complex matrices . The two proposed
algorithms are based on gradient-descent approach whereby the optimal step size is computed algebraically
at each iteration as the rooting of a 3rd-degree polynomial. The first one relies upon a classical gradient
optimization while the second one relies on a relative gradient optimization. The main advantage of these two
algorithms is that they are more general (the real, positive definite or hermitian assumptions regarding the
matrices of the considered set are no more necessary and the found joint block diagonalizer can be either an
unitary or non-unitary matrix). Moreover, the use of the optimal step size speeds up their convergence. Finally,
we show how these algorithms find application in BSS based on the use of Spatial Quadratic Time Frequency
Spectra (SQTFS) or Spatial Quadratic Time Frequency Distributions (SQTFD). Most of these BSS methods
rely upon a preliminary stage of particular time-frequency points selection. As a consequence, it leads us to
propose a new automatic time-frequency points selection procedure for the building of the matrices set to be
joint block-diagonalized. It operates directly on non pre-whitened data and exploits specific rank properties.
Another advantage of these BSS methods is that they make it possible to discard the classical pre-whitening
stage of the observations and thus to tackle the case of correlated sources. Finally, computer simulations
emphasize both the effectiveness and the good performances of the proposed approaches which are compared
with two other methods: one also based on a non unitary joint block diagonalization algorithm (but using the
algebraic optimization of a least mean squares criterion [19]) and one based on a classical unitary joint block
diagonalization algorithm [16]. Notice that the problem of the identifiability of the sought after joint block
diagonalizer is not addressed since we focus on algorithms aspects.

Thus, this article follows three main objectives. First, we intend to generalize the joint block-diagonalization
approach to the case of non-unitary matrices. The resulting algorithms are based on optimal step size gradient
approaches. Secondly, since the joint block-diagonalization problem generalizes the joint-digonalization one,
we also provide a new non-unitary joint-diagonalization algorithm based, here, on a relative gradient approach.
Finally, we illustrate the usefulness of these algorithms for BSS based on spatial quadratic time-frequency
spectra (SQTFS) or distributions (SQTFD). Most of the methods based on the use of SQTFS rely upon a
preliminary stage consisting of selecting particular t-f points. That is why we also introduce a new automatic
selection procedure of t-f points (we are interested in those corresponding to auto-source terms linked to one
single source and cross-source terms between one source and its delayed versions only).

The article is organized as follows: the problem of blind separation of FIR convolutive mixtures of sources
based on either SQTFS or SQTFD is introduced in Section II. The model and the related assumptions are first
presented, then some recalls about SQTFS and SQTFD are made. A new detector of useful time-frequency
points is described and finally it is shown how the blind separation problem of FIR convolutive mixtures of
sources can be reformulated into a non-unitary joint-block diagonalization problem. Section Il is dedicated to
this problem as well as its links with the joint diagonalization problem. The two proposed (gradient based)

solutions are derived in Section I1V. Computer simulations are provided in section V to illustrate the effectiveness
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and the good behavior of these JBD algorithms and to show their usefulness in BSS methods based on the use
of SQTFS. A comparison with other existing methods is also performed. Finally, in Section VI, conclusions

are given.

Il. SEPARATION OF CONVOLUTIVE MIXTURES OF SOURCES BASED ON SQTFS orR SQTFD
A. The problem of blind separation of convolutive mixtures of sources

1) Model: In the blind source separation problem, the goal is to recover multiple sources mixed through an
unknown mixing system from the system outputs only (namely the observations). We assume that we have
m (m € N*) observation signals z;(t), i = 1,...,m, t € Z, and that the n (n € N*) sources s,(t), for
all 7 =1,...,n are mixed through a linear Finite Impulse Response (FIR) multichannel system, denoted by
H(t) = (Hi;(t)). It implies that the system under consideration is described by the following input-output

relation:
L

=3 3 Hij(O)si(t— ) +n;(t), Vi=1,....m @)

j=1¢=0

where n < m (only the over-determined case is tackled), H;;(t) is the impulse response function between the
j-th source and the i-th sensor with an overall extent of L + 1 taps and n;(t), for all ¢ = 1,...,m are noises.
2) Reformulation of the convolutive mixture into an instantaneous one: As suggested in [22], a possible way
to deal with Eq. (1) is to reformulate the convolutive mixing model into an instantaneous one. Denoting by
M =mL', N =n(L+ L) =nQ (with Q = L+ L' and L’ € N*) and (-)7 the transpose operator, let us

consider a (N x 1) vector S(t), and two (M x 1) vectors (t) and (t), respectively defined as:

Sit) = [sl(t)T, sz(t)T, e sn(t)T]T,
) = [a@®"x®", . xa®)]",
(t) = [bl (t)Tv b (t)Tﬂ N (t)T]Tﬂ 2

where the (Q x 1) vectors s;(t), for all i = 1,...,n are such that s;(¢) = [s;(t),s;(t —1),...,s:(t —Q+ 1)]7,
the (L’ x 1) vectors x;(¢), for all i = 1,...,m are such that x;(¢) = [z;(¢), zi(t — 1),...,z;(t — L' +1)]* and
the (L’ x 1) vectors b, (t), for all i = 1,...,m are such that b;(t) = [b;(¢),b;(t — 1),...,b;(t — L' + 1)]7.
We also consider the following (M x N) matrix A called the mixing matrix:
A oo Ay
A= SV ; ©)
Api ... Apn

whose blocks A;; are (L' x @) Toeplitz matrices defined as:

Aij = L . L ' @
0 0 Hi;(0) Hij (L)
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The model described by Eqg. (1) can now be written in a matrix form as:
(t) = AS(t) + (). )

To ensure that the model keeps on being an over-determined one, L’ has to be chosen such that A/ > N.

3) Assumptions: Our developments are based on the following assumptions:

Assumption A: The noises n;(¢) forall j = 1,..., m are stationary, white, zero-mean random signals, mutually
uncorrelated and independent from the sources.

Assumption B: There exist time-frequency points where only one source s; and its delayed versions are present
in the time-frequency plane.

Assumption C: The number of sensors m and the number of sources n are both known and m > n. The FIR
filter order L is known too.

Assumption D: The matrix A (given in Eq. (3)) is full column rank.

Let us notice that Assumption B replaces the classical “random independent sources” assumption. Therefore,

this assertion makes it possible to tackle the problem of the separation of correlated sources.

B. The Spatial Quadratic Time-Frequency Spectrum based BSS methods

1) Some recalls: Let us now introduce the definition of the Spatial Bilinear Time-Frequency Spectrum (SBTFS).
For a couple of vectorial signals ( (¢),Y(¢)), the SBTFS is defined as:
DXY (t, V) = RXY (9, 9’)K(9, 9’; t, u)d&d&’, (6)
R2
where the function K(6,6’;¢,v) stands for the kernel of the transformation and Rxvy (¢, 7) is the cross-

correlation matrix of signals  (¢) and Y (¢). It is defined as:

Rxy(t.r) =BE{ (t+2)Y"(t- )}, ™)

where E{.} stands for the mathematical expectation operator and (-)¥ the transpose conjugate operator.
The Spatial Quadratic Time-Frequency Spectrum (SQTFS) is the restriction of the SBTFS at one single signal
ie. Y(t)= (b):

Dx(t,v) ¥ Dxx(t,v) = | Rx(0,0)K(0,0';t,v)d0de’, (8)
R2

where Rx (6, 6") o Rxx(6,0") stands for the correlation matrix of signal  (¢). Let us give two important

examples: first the Spatial Pseudo Wigner Spectrum (SPWS), whose expression is given by:
Dspws x(t,v) = / Rx(t, 7)h(7) exp(—2wmvT)dr, 9)
R

where 22 = —1, h(-) stands for the “short-time” (or frequential smoothing) window (rectangular, Kaiser-Bessel,
Hamming, Bartlett, etc...). It is the quadratic transformation that we use in all the computer simulations. One
can notice that when deterministic instead of random signals are considered, one simply has to discard the
mathematical expectation in Eq. (7) used in Eg. (9) to recover the definition of the Spatial Pseudo-Wigner
distribution (SPWD, Dspw x (t,v)). Secondly, let us notice that the Spatial Wigner Spectrum (SWS) can be
recovered by considering h(7) = 1 for all 7, while the Spatial Wigner distribution (SWD), Dsw x(t,v), is

recovered by discarding the mathematical expectation.
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Using Eq. (5) in Eg. (8) , the SQTFS of the observations is then a (M x M) matrix, which equals:
Dx(t,v) = ADs(t,v)A"” + Dn(t,v) + ADgn(t,v) + Dns(t,v)AY, (10)

where Dg(¢,v) (resp. Dn (¢, v)) stands for the (IV x N) SQTFS of the sources (resp. the (M x M) SQTFS of
the noises) and Dgn (¢, v) and Dns(t, ) are the SBTFS between the sources and the noises. Since the noises

are centered and independent from the source signals (Assumption A), we finally have:
Dx(t,v) = ADg(t,v)A® + Dn(t,v). (12)

2) How to deal with the noise ?: A first solution consists of trying to get rid of it by eliminating the weak

energy t-f points. The kept t-f points (¢, ) are such that:
min(|Dy, s, (£, v)?) > € i,5€{1,...,M}, (12)

where € is a (sufficiently) small constant (for example ¢ > 0.01), min(-) stands for the minimum value and
Dzin (tv V) = (Dx(t, V))ij' Thus,
Dx(t,v) ~ ADg(t,v)A. (13)

When the spatial Wigner spectrum is used (instead of any other spatial quadratic time-frequency spectrum),
there is another way to deal with the noise, which can be estimated [29]. Since the noises are assumed to be
stationary processes (Assumption A), Rn(¢,7) = Rn(7) = 0%6(7)In with 6(-) the Kronecker function. It
finally involves that Dsws,~(t,v) = [ Rn(7) exp(—=2urvr)dr = Sn(v) = o3Iy Where Sn(v) is nothing
else but the spatial power spectral density function of the noisy signals.

To estimate the SWS of the noiseless observed signals, one has to estimate the variance 0%, of the noises as

stated by Eq (11). Let us now introduce the temporal smoothing operator defined as:

1
(o) = Jim 1 [ R (14)
and the “mean” correlation matrix R, (7) defined as:
EZ(T) = (Ry(t, 7)) (15)

The mean correlation matrix of the observed signals Rx (7) at 7 = 0, is given by:
— — 1 1
Rx(0) = ARs(0)A? + %1y = ARZ(0)RZ(0)AT + 631y, (16)

Considering the matrix F defined as F = Aﬁé (0) whose singular value decomposition leads to F = VlA%V§
where V; and V, are respectively (M x M) and (N x N) unitary matrices, Az is the (M x N) matrix
whose (N x N) upper block is a diagonal matrix and whose ((M — N) x N) lower block is a null matrix.
A’ = Az(Az)H is a (M x M) diagonal matrix such that A’ = diag{d1,...,6n,0,...,0}. P_{é(o) is a

hermitian definite positive matrix since Rg(t,0) is hermitian definite positive too. We finally have:
Rx(0) = FF? + 631y = Vi(A' + 0% 1y) VI =V, A'VE, (17
with A” = A’ + 0% 1y = diag{61+0%,,...,0n +0%,0%,...,0% - EQ. (17) is recognized as the eigenvalues

decomposition of the matrix Rx (0). Hence, if M > N it is possible to estimate the variance o2, of the noisy
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signals thanks to the mean of the M — N lowest eigenvalues of Rx (0). Otherwise, if M = N, o3 has to be
assumed known.
3) Algebraic properties of matrices Dg(¢,v): There exist t-f points for which the matrix Dg(¢, ) possesses

a very specific algebraic structure.

Proposition 1. The SQTFS of the sources signals, Dg(¢, v), calculated at the time-frequency points given in

Assumption B are block-diagonal with one single non null (Q x Q) block on the diagonal.

Pr oof.
One has
Dg,(t,v) Dyg,s,(t,v) . Dq,s,, (t,v)
Dg.s, (v Dg, (t,v
DS(ta V) = ’ 1_( ) 2( ) ’ (18)
: A A Ds, s, (t,v)
Dsnsl (t7 V) e Dsnsnfl (t7 I/) Dsn (t7 V)
where all the matrices Dy, (t,v) forall i,j = 1,...,n are square (Q x Q) matrices. Considering o = e~ 2V

and denoting by (-)* the complex conjugate operator, one can check for example that

DSW,sis]' (t7 V) Q*DSW,SiS_j (t - %7 V) v a*Q_lDSW,s,;Sj (t - %7 V)
aDsw s,s (t — 2, v Dsw s;s. (t —1,v
DSW,SiSj (t7 V) = W SJ_( 2 ) W'S/SJ( )
a*DSW,SiS]' (t - 2Q2_3 b) I/)
aQilDSWJisJ' (t - %7 V) OCQ72DSW7S¢3]- (t - %7 V) e DSW7sisj (t - Q + ]-7 V)

Time-frequency points (¢, v) satisfying the Assumption B correspond to auto-source terms linked to one single
source and cross-source terms but only between this source and its delayed versions. It is obvious that the
matrix Dg(t,v) is block-diagonal (D, (-,-) = 0 if i # j). Due to the “middle point rule” [17] that defines
the geometry of interferences, this matrix can possess only one single non null (Q x @) block on its diagonal.
In fact, if two sources could be simultaneously present on the same t-f point then these two “auto-source terms”
would interfere in their middle (here at the same t-f point (¢, )) to give a third term which would happen to
be a cross-source term (between two different sources in this case). Hence, the SQTFS of the “source signals
vector” S(t) calculated at this t-f point would no more be a block-diagonal matrix. O

Notice that this algebraic property is general: in the case of matrices stemming from spatial time-frequency
spectra or distributions, the block-diagonal matrix with one single non null block in the diagonal is the only
possibility of block-diagonal matrix.

4) A new detector for the building of the matrices set to be joint block-diagonalized: Most of the methods
based on the use of SQTFS or SQTFD rely upon a preliminary stage of automatic selection of “useful” t-f
points in order to build particular matrices sets. Our aim is to introduce a new automatic selection procedure
operating directly on non pre-whitened observations to detect t-f points satisfying Assumption B to be able to
build a set M of time-frequency matrices Dx (¢, v) (resp. Dx (¢, ) — o3I if the noises variance is estimated)

such that the corresponding matrices Dg(¢,v) are block-diagonal matrices. Because of our assumptions, the
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matrices Dx (¢,v) and Dg(t,v) have the same rank. The previous subsection discussion and Proposition 1

suggest to select the matrices whose rank equals @, which leads to the following detector denoted by Ceony:

Detector Ceony Of useful SQTFS matrices

- Use a Singular Value Decomposition (SVD) of Dx (¢, v): Dx (t,v) = U(t,v)A(t,v)V(t,v)H with
V(t,v) and U(t,v) are (M x M) unitary matrices and d(¢,v) = Diag{A(¢t,v)} is a diagonal vector

with non-negative components. Let 8(¢, ) = (01 (¢, v), ..., 6 (t,v))" and assume that the singular
values are organized in a decreasing order: §1(¢,v) > d2(t,v) > ... > dp(t,v) > 0.
Calculate the ratio R = ”Dxl(w)‘l% .

- Check if R is near to 1: if this assertion is true Dx(¢,v) is kept else it is discarded. In terms of

numerical implementation, it leads to: choose (¢, v) such that R < 1 — e where ¢ is a (sufficiently)

small positive constant.

Let us finally notice that such an approach generalizes the detector proposed in [20] for the instantaneous case.
This detector exploits a rank one property. It can even be seen as a generalization to the case of non-whitened
signals of the one suggested in [16] for whitened observations.

The matrices belonging to the set M (whose size is denoted by N,, (N,, € N*)) all admit a particular structure
since they can be decomposed into ADg(t,v)A with Ds(,v) a block-diagonal matrix with only one non
null (Q x Q) block on its diagonal. One possible way to recover the mixing matrix A (or its pseudo-inverse: the
separation matrix B) is to directly joint block diagonalize the matrices set M2, It finally leads to the following

BSS method:

The proposed BSS method

1- Estimate the SQTFS of the observations.

2- Estimate the noiseless SQTFS thanks to the procedure presented in Section 11-B.2.

3- Select particular t-f points corresponding to block-diagonal matrices of the sources thanks to the
detector Cony proposed in Section I1-B.4. The number of selected matrices is denoted by N, and
the set of these matrices is denoted by M.

4- Joint block-diagonalize M (by either the JBD¢ or the JBDrg algorithm presented in Section IV-C).

5- Estimate the separating matrix B and finally its pseudo-inverse: the mixing matrix A.

Now we are going to explain how to perform the fourth point of the suggested method. First we state the
problem of the non unitary joint block-diagonalization in Section 11l and then we derive two new solutions to

that problem in Section IV.

ILet us notice that the recovered sources after inversion of the system are obtained up to a permutation and up to a filter which are the

classical indetermination of the BSS in the convolutive case.
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I1l. THE NON UNITARY JOINT BLOCK-DIAGONALIZATION PROBLEM
A. Problem statement

The problem of the NU — JBD is stated in the following way. Let us consider a set M of N,,, square matrices

M, € CM*M forall i € {1,...,N,,} that all admit the following decomposition:

M; = AD;A" (19)
D;11 O12 01
021  Dj22 . . .
where D; = , forall i € {1,..., N,,} are (N x N) block diagonal matrices
07‘—17‘
0,1 0rr—1 Di,r'r'

with » € N*, D; j;,i € {1,..., Ny}, j € {1,...,r} are (n; x n;) square matrices so that n; + ... +n, = N
and with 0,; denotes the (n; x n;) null matrix. A belongs to C**~. The set of the NV, square matrices
D; € CV*N s denoted D. The block sizes n; for all j =1,...,r are assumed known.

The general non-unitary JBD problem consists of estimating the matrix A and the block-diagonal matrices set
D from only the matrices set M.

Knowing the matrices factorization, a rather classical way to solve the above JBD problem consists of the

minimization of the following quadratic cost function
N,
Fop(A,{Di}) = |M; — AD;A"|%, (20)
=1
where || - || 7 stands for the Frobenius norm.
However, another way can be considered. Indeed, multiplying M; in Eq. (19) on the left by the pseudoinverse

(Moore-Penrose generalized matrix inverse) A* of A and on the right by (A+)H, leads to
ATM, (AN)T =D, Vie{l,...,N,} (21)

Hence, for the goal of the direct estimation of the pseudo-inverse, denoted by B, of the matrix A, one can
consider the following quadratic cost function
N,

Cpp(B,{D;}) = > |BM;B” — Dj| 7. (22)
=1

For simplicity reasons, we will use the cost function C,. This is due to the fact that, in this case, the
minimization of C%;,, with respect to matrices D;, i € {1,..., N,,,} has a direct solution when matrix B is

fixed. But first let us introduce some useful notations. Considering a square (N x N) matrix M such that

My; Mgy ... My,
M
M= | " , (23)
Mrl Mr2 s Mrr
where M;; forall 4, j =1,...,r are (n; x n;) matrices (and n; +...+n, = N). By introducing the following
vector n = (nq, no, ..., n,), the matrix operators Bdiag(n){-} and Ofdeiag(n){-} are respectively defined for
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a square matrix M = (M;;) as

Mi; 012 ... Oy,
0 KPR
Bdiag (M} = | e (24)
0,1 0. ... M,
07 Mz ... My,
My o
OffBdiag ) {M} = M — Bdiag, {M} = [ | (25)
Mrl MTQ e Orr
By defining
D; = argmin Cj; p(B, {Di}), (26)

and using the properties given in the Appendix, one easily finds that

Nrm N'm
Cpp(B,{D:}) = Y |BMiB” —D;|i = > tr{(BM;B” — D))" (BM;B” — D;)}
=1 =1
N’"L
= Y u{BM/B"BM,B” - D/BM,B” - BM/B”D, + D/D;}.  (27)
=1
0 N . .
8—mch(B, {D;}) = —2(BM;B” — D;) = 0 = D; = Bdiag, (BM;B"} Vi=1,...,N,, (28)
since the matrices D; for all i = 1,..., N,, are block diagonal matrices. And finally using Eq. (25), it leads
to:
EN i def
Chp(B, {Di}) = ) _ [|OffBdiag ) {BMB"} |7 = Cpp(B). (29)
i=1

In the literature, one can find solutions to the joint block-diagonalization problem based on the use of the cost
function Cpp(B) defined Eq. (29). The case of an unitary matrix B has been first addressed in [4][5][13]
where solutions under the unitary constraint are proposed. Recently, we have suggested a first solution to the
NU — JBD problem in [19]. This algorithm is based on the algebraic optimization of a least mean squares
criterion. Finally, another solution has been proposed in [28] but for matrices that are assumed definite positive

and hermitian.

B. Links with the Joint Diagonalization problem

The NU — JBD problem is linked to the NU — JD one. In this latter, D; ;5,4 € {1,..., Ny}, j € {1,...,7}
are no more (n; x n;) matrices but scalars (n; =1 for all j € {1,...,r} and consequently N = r). The zero

block-diagonality operator can then be simplified as follows:
OfFBdlag(l){M} = ((]. — 5ij)Mij)1N = OfFDlag{M},

where M = (M;;), 1n is a (N x N) matrix whose components are all equal to 1 and §;; =1 if ¢ = j and O

otherwise. With regard to the matrix operator BDiag4){-}, it is simply denoted by Diag{-}:
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1V

BDlag(l){M} = ((613)M1J)1N = Dlag{M} =M — OfFDlag{M}

It finally leads to the minimization of the following cost function:

N,
Cp(B) = [|OffDiag{BM;B"}||%. (30)
k=1

It has been used in [7] under the unitary constraint (i.e. M = N and BBY = B”B = Iy, with Iy the
(IV x N) identity matrix). The minimization of this function can then be realized by a simple extension of the
Jacobi method [21]. This cost function C(B) has also been used in [11][15][25][32][34] where the considered

matrix B is no more necessarily an unitary one.

IV. JOINT BLOCK-DIAGONALIZATION ALGORITHMS BASED ON GRADIENT APPROACHES

To estimate the matrix B € CV*M | the cost function Czp given by Eq. (29) has to be minimized. To that aim,
we propose, here, to use gradient based algorithms. The first one uses a classical gradient approach while the
second one relies upon a relative gradient approach [8]. For each algorithm, the optimal step size is computed

algebraically at each iteration in order to speed up the convergence speed.

A. Gradient based methods

First, we consider a classic gradient descent algorithm written as AB = —1,V,Cgp(B) since the cost function
Cpp(B) has to be minimized versus B. p, is a positive small enough number called the step size or adaptation
coefficient. The complex gradient matrix V,Cgp(B) of the cost function Czp(B) given Eq. (29) is defined as

(see [24]):
dCpp(B)
oB* ’

We also consider a relative gradient approach like in [8] written as AB = —u,.V,.Csp(B)B with p,. > 0 and
V,Cpp(-) defined as:

VaCpp(B) =2 (31)

dCpp(B)

V.Crp(B) = 252

B =v,.Csp(B)BY. (32)

In all the cases, the complex gradient matrix V,Cpp(B) has to be calculated. It is found to be equal to (see

Appendix A):
N, H
ViCsp(B) = ZZ{OfFBdiag(n){BMiBH}BMf +(OfFBdiag(n){BMiBH}) BMi]. (33)
=1

The two proposed gradient based algorithms can now be derived. In the classical gradient approach, the sought

after matrix B is updated at each iteration & according to the following adaptation rule:
B® =B*-Y _ 1, V,CepBF D) VE=1,2,... (34)

In the following, the resulting algorithm will be denoted by JBD¢.

In a relative gradient approach, B is updated at each iteration k& according to the following scheme:

B® = B* — 1, 9,Cpp(BEV)BEY = (Iy = 1, V,Cop(BH 1)) BED vk =12, (35)
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In the following, the resulting algorithm will be denoted by JBDgg.
We can notice, that in the particular case of an unitary matrix B (M = N and BB” = BFB = Iy) both
adaptation rules (gradient and relative gradient) are identical, whereas they are not equivalent in the general

case.

B. Seek of the optimal step size

To increase the convergence speed, it is possible to calculate the optimal step size ot at each iteration. It can
be computed algebraically for a given iteration k involving the calculation of Czp (B%)) = Cpp (Bk—1—
ILLVQCBD(B(k_l))) for the gradient algorithm and its minimization with respect to . For the relative gradient
algorithm one has to evaluate Czp (B™) = Cpp (B*V — Vv, Cpp(BE-Y)B-1) and to minimize it
with respect to y too.

As shown in Appendix B, Cpp (B*—Y — uV,Cpp(B*~Y)) is a 4th-degree polynomial whose expression is

given by (the dependency upon the iteration & has been omitted to simplify the different expressions):
Cep (B—uVCepB)) = ap+aip+ aspi® 4 aspd + agpt. (36)

The five coefficients ag, a1, az, ag and a4 have been found to be equal to (see Appendix B):

N,
ap = Y _(vec{M;})PTgoiP”vec{M;}, (37)
=1
N,
a, = —Z(vec{Mi})H (PTeori 74+ TeoitP) vec{M;}, (38)
=1
Nm
ay = Y (vec{M;})" (PTesR” + Toor "+ RTpoP") vec{M;}, (39)
=1
Nm
as = —Z(vec{Mi})H( TeoR” + RTgor ') vec{M,}, (40)
=1
Nm
a; = Y (vec{M;}) RToR"vec{M,}, (41)
=1
with P = BT @ B#, = BT ® (V.Cap(B) + (ViCap(B))Y ® B and R = (V.Csp(B))T ®

(VaCsp(B))H. @ denotes the Kronecker product [6]. The vec-operator vec{-} applied on a matrix M stacks

its columns into a column vector. The (N2 x N?2) transformation matrices Toiag and T are defined as:

Toiag = diag{vec{Bdiag,){1n}}}, (42)

Teot = In2 — Tpiag, (43)

where Iy> = Diag{1y2} is the (N? x N?) identity matrix and diag{a} is a square diagonal matrix which
contains the elements of the vector a on its diagonal.
The derivative with respect to n of the 4th-degree polynomial defined in Eq. (36) is given by

aCBD (B — ,LLVQCBD(B))
op
The optimal step size uope COrresponds, then, to the root of the polynomial defined in Eq. (44) leading to the

dagp® + 3asp® + 2a0u + ay. (44)

minimum of the criterion given in Eq. (36).
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Considering the relative gradient algorithm, Czp (B — 1. V,.Csp(B)B) is obviously a 4th-degree polynomial

too whose expression is given by:
Cep (B — 1, V,.Cpp(B)B) = ao, + arrpt + agepi® + azep® + agept, (45)

Its derivative is then:

dCpp (B — 11,V,Cpp(B)B)
o

where the coefficients aq,., a1, as, as,, as have same expressions as the ones given Eq. (37), Eq. (38), Eq.
(39), Eqg. (40) and Eq. (41) but replacing the matrix ~ (Eq. (49)) by the matrix , = BT ®(V,Cpp(B)B)? +
(V.Csp(B)B)T @ B¥ and the matrix R (Eq. (50)) by the matrix R, = (V,.Csp(B)B)” ® (V,.Cp(B)B)".

= 4a4r/143 + 3a3r/142 + 2a2r/14 + air, (46)

In the following, we will denote the non-unitary joint block-diagonalization algorithm based on an optimal step
size relative gradient approach by JBDogrg and the one based on an optimal step size gradient approach by
JBDog.

C. Summary of the proposed algorithms

The proposed joint block-diagonalization algorithms based on (relative) gradient-descent approach are now

summarized in the following tables:

JBDog: optimal step size JBD algorithm based on a gradient approach

Denote the NN,,, square matrices to be joint block-diagonalized as M1, Mo, ..., My, .

Given a (N x M) initial estimate B(®) (for example, in the square case (NN = M) one can choose
B =1,,).

For k=1,2,...

Compute V,Cpp(B*~1)) whose expression is given by Eq. (33).

- Compute the coefficients aé’“’l), .. .,aff’l) thanks to Eq. (37), (38), (39), (40) and (41).

- Set the optimal step size ug’;fl) by the research of the root of the polynomial given in Eq. (44)
attaining the minimum in the polynomial given in Eq. (36).

- Set B®) = Bt — ,(koDg cp (B,

- Stop after a fixed number of iterations or when [B®*) — B(*~1)| < ¢ where ¢ is a small positive

threshold.

EndFor
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JBDorg: optimal step size JBD algorithm based on a relative gradient approach

Denote the N,,, square matrices to be joint block-diagonalized as M1, Mo, ..., My, .
Given a (N x M) initial estimate B(®) (for example, in the square case (N = M) one can choose
B =1,,).
For k=1,2,...
- Compute V,Cpp(B* 1) whose expression is given by Eq. (33).
- Compute V,.Cpp(B*~1) whose expression is given by Eq. (32).
- Compute the coefficients '~ ", ... a{*"" thanks to Eq. (37), (38), (39), (40) and (41)
replacing  *=Y by %7V and R*-D py RV,
- Set the optimal step size ug’;; D by the research of the root of the polynomial given in Eq. (46)
attaining the minimum in the polynomial given in Eq. (45).
- Set BW = B-1 — Dy e (BE-D) B,
- Stop after a fixed number of iterations or when |[B(*) — B(*~1)| < ¢ where ¢ is a small positive
threshold.

EndFor

V. COMPUTER SIMULATIONS
A. A comparison of the proposed JBD algorithms
Simulations are provided to illustrate the effectiveness of the proposed JBD algorithms. We consider a set D of
N,, =100 (or 20) block-diagonal complex matrices, with random entries chosen from a Gaussian distribution
with zero mean and unit variance. Complex random entries chosen from a Gaussian distribution with zero mean
and variance o7 are then added on the off-diagonal blocks of the previous matrices. A signal to noise ratio can
be defined as SNR = 1010g(gi§).
To measure the quality of the results, the following performance index is used [19]:

I ol i [ I
j=1

2 a1 )egl

1 - r 12
Iconv( ) = 7‘(’[”—1) Z ZM_

2
i=1 \ j=1 me”( )iell®

where ( );; forall 4,5 € {1,...,r} is the (¢, j)-th (square) block matrix of = BA. The best results are
obtained when the index performance I.n,(-) is found to be close to O in linear scale (—oo in logarithmic
scale). Regarding to the charts, I.ony(+) is given in dB and is then defined by I.on (-) dB = 101log(Zcony (+))-

We compare the performance index obtained thanks to the different algorithms (JBDog, JBDogrg, JBDg,
JBDRgg) Vversus the number of iterations and with respect to two different parameters: the SNR and the number
N,,, of matrices to be joint block diagonalized. The mixing matrix A.(t) is randomly chosen. In the first example,
we consider M = N =9,r=3and n; =3 forall j =1,...,3. On the top of Figure 1, we present the results
obtained with V,,, = 100 matrices in a nearly noiseless context (SNR = 100 dB) with the classical gradient
algorithm (fixed step size version JBD¢ for seven different values of the step size 1 and optimal step size
version JBDog). On the bottom of Figure 1, we have displayed the results obtained under the same conditions
but with the relative gradient algorithm (fixed step size version JBDgrg for seven different values of the step

size p and optimal step size version JBDorg). Both algorithms are tested on the same set of 100 matrices. The
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highest value of the step size presented in these charts corresponds to the nearly highest value that does not
lead to the divergence of the algorithm. One can observe that in the nearly noiseless case, the two algorithms
behave quite similarly since they reach nearly the same performances (=~ —142 dB). Let us also notice that the
convergence is effectively quicker with the optimal step size version of the proposed algorithms (i.e. JBDog,
and JBDorg) since = 140 iterations (resp. 350) are required to reach the convergence in this example against
more than 1000 (resp. 2000) with the fixed step size versions (JBD and JBDgg) which are presented here. We
have plotted the evolution of the performance index versus the value of the step size: the convergence speed

increases when the step size value increases which is quite classical too.
[Figure 1 about here.]

From now on, we focus on the optimal step size versions of the two algorithms. We now study what happens
in a noisy context since the SNR amounts to 20 dB. First, 100 matrices are used (left column of Figure 2), then
fewer matrices are joint block-diagonalized (for instance N,,, = 20 matrices, right column of Figure 2). While
we still consider the square case M = N =9, r =3 and n; =3 forall j =1,...,3 on the top of Figure 2,
the rectangular case is addressed on the bottom of Figure 2 by choosing M =12, N =8, r =2 and n; =4
forall j = 1,...,2. We can observe that the algorithm based on the relative gradient approach outperforms
the gradient algorithm in a noisy context but with a slower convergence speed. One can notice a decrease of
the performances of the gradient algorithm (JBDog) in a noisy context especially when very few matrices are
simultaneously joint block-diagonalized. In a rather difficult context (noisy case and few matrices to be joint
block-diagonalized), the JBDor Seem to be numerically more stable and exhibit better performances than

those obtained thanks to the gradient algorithm. The same conclusions are led in the rectangular case.
[Figure 2 about here.]

On the Figure 3, we focus on the use of the considered JBD algorithms in the context of joint diagonalization,
by choosing M = N =r=12and n; =1 forall j =1,...,12. We have plotted the performance index Icony
versus the number of matrices to be joint diagonalized (top) and versus the SNR (bottom). We compare the
two proposed algorithms with two other existing ones: the JD algorithm suggested in [15] (and based on the
algebraic optimization of a least mean square criterion) and the DOMUNG (Diagonalization Of Matrices Using
Natural Gradient) algorithm suggested in [32] (based on an optimal step size approximated natural gradient
approach). We can observe that our relative gradient based algorithm always outperforms the other algorithms

(especially in a difficult context: noisy and few matrices to be joint-diagonalized).
[Figure 3 about here.]

On the Figure 4, we consider joint block-diagonalization algorithms. The charts are obtained considering M =
N =9, r=3and @ = 3. We have plotted the performance index ..., Versus the number of used matrices
(top) and versus the SNR (bottom) for each of the two optimal step size algorithms. Results have been averaged
over 10 Monte-Carlo trials. We can observe that the more matrices to be joint block-diagonalized we have, the

better the obtained results are. The performances obviously increase when the SNR is higher. And finally, after
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convergence, the relative gradient based algorithm always outperforms the gradient algorithm.

[Figure 4 about here.]

B. Application to the BSS problem

Two BSS methods can be derived (see last Table of the Section Il): the first one is called JBDogTr since it
combines the JBD algorithm based on a gradient approach JBDo¢ together with the automatic time-frequency
points detector C.,n,. The second method called JBDorgTe coOnsists of replacing the gradient based JBD
algorithm by the relative gradient algorithm JBDorg. We present simulations to illustrate the effectiveness of
the proposed methods in the context of blind separation of convolutive mixture of sources using SQTFS. We

also establish a comparison with two other JBD algorithms combined with our t-f points selection procedure:

- the unitary JBD algorithm proposed in [16] and denoted by UJBD¢.
- the non-unitary JBD algorithm proposed in [19] and denoted by JBDate. It is based on the algebraic
optimization of a least mean squares criterion.
The JBDaTtE, JBDogTem and JBDorgTr algorithms are directly applied on the same matrices set M, whereas
the algorithm UJBD is applied after a pre-whitening stage of the selected t-f matrices. We consider m = 3
mixtures of n = 2 sources of 128 time samples. The first source (resp. the second source) is a linear frequency
modulation (resp. a sinusoidal frequency modulation), . = 2 and L’ = 4. These sources are mixed according

to the following mixture matrix whose components are randomly generated:

—0.3592 + 0.41042 1 + 0.838222 0.9365 — 0.33162 + 0.113822
Alz] =| 0.5585—0.110821 + 0.8221z 2 0.4876 — 0.30442~1 — 0.818322 |,
0.4550 — 0.7171z~1 + 0.52792 2 —0.8218 + 0.15282 1 + 0.54892 2
where A[z] stands for the z transform of A(t). We use the SPWVS with a Hamming smoothing window of
size 32 and 64 frequency bins. We have chosen ¢ = 0.01 in the detector Cc.,y. On the Figure 5, we have plotted

the number of selected t-f matrices versus the SNR (top) and the performance index versus the SNR (bottom).
[Figure 5 about here.]

The resulting performance index shows that the JBDog1r and JBDorgTr Methods exhibit the best performances
whereas the method based on an unitary JBD algorithm exhibits the worst performances. Moreover, in a noisy
environment, the JBDorgTe mMethod outperforms all the other ones, which is not surprising since the JBDorg

algorithm on which it is based already outperformed all the other JBD algorithms.

V1. DiscussiON AND CONCLUSION

In this article, we have proposed two new joint block diagonalization algorithms (namely JBD o¢ and JBDogg)-
The first one is based on a gradient-descent approach and the second one relies upon a relative gradient-descent
approach. They do not rely upon restrictive assumptions about the matrices belonging to the considered set and
the found joint block diagonalizer can be either an unitary or a non-unitary matrix. They generalize the joint

diagonalization problem that is why we were able to suggest a new JD algorithm based on an optimal step
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size relative gradient algorithm too. It outperforms other JD algorithms (JDa, DOMUNG). The convergence
of the proposed algorithms is increased thanks to the calculus of the optimal step size. The JBDogrg algorithm
exhibits the best performances after convergence even in a difficult context (noisy case and very few matrices
to be joint block-diagonalized). The convergence speed is higher with the JBDog algorithm. We have also
presented two new BSS methods (denoted by JBDogtr and JBDogrgTe) combining a novel time-frequency
points detector (namely Cc.ny) together with the aforementioned JBDog and JBDogrg algorithms. We have

illustrated the usefulness of the proposed approaches thanks to computer simulations.

APPENDIX

Considering three (M x M) square matrices Dy, Dy and D3 and two rectangular matrices D4 (M x N) and
D5 (N x M) and a square N x N matrix D, let tr {-}, d {-}, vec {-}, OffBdiag,{-} and Teorr respectively
denote the trace operator, the differential operator, the vec-operator, the zero-block-diagonal operator defined
in Eqg. (25) and the (N? x N?2) “transformation” matrix defined in Eqg. (43). We have the following properties
[24][25]:

P;.

H
|OffBdiag ) (D1} 13 = tr{(OfFBdiag(n){Dl}) OfFBdiag(n){Dl}}
= tr{D{{OfFBdiag(n){Dl}}.

Py. tr{D;} =tr {D{}.
P;. tr{D; + Dy} =tr{D:} +tr {D>}.
Py. tr{D;DyD3} = tr {D3D; Dy} = tr {D,D3D; } = tr {D; Dy} = tr {DyD4 }.
P). tr{D4Ds} =tr{DsD,}.
Ps. tr {DID,) = (vec {D1})" vec {Dy}.
Ps. vec {OfFBdiag(n){DG}} = Tgavec {Dg}.
P, d{D#} = (d{D.})".
Ps. d{Dj} = (d{D:})".
Py. d{D;Dy} =d{D;} D, + D;d {Dy).
Pyp. d{D; + Dy} =d{D;} +d{D,}.
Py;. d{tr{D;}} =tr{d{D1}}.
Pis. d{vec{D;}} =vec{d{D;}}.
Pis. d{f(2,2*) =tr{DTZ + Z""D,}} = tr {DTdZ + D dZ*} = %L =D, and 2 = D,.
Py vec{D;DyD3} = DI @ Dyvec {D}.
Py;. (D, ®D,)" =D @ DY,

A. Calculation of the gradient of the cost function Czp(B)

Using the properties Py, the cost function Czp(B) can be expressed as:

N’IYL
Cop(B) =D tr {(BMiBH)HOfFBdiag(n){BMiBH}} ,

=1
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From the properties P3, Py, Py and Py, the differential of the cost function can be obtained as:
N777,

d{Csp(B)} = Ztr{d{(BMiBH)HOfFBdiag(n){BMiBH}}}

= F(B)+4(B), 7)
where,
N”)’L
FB) = > w {d {(BM;B")"} OfFBdiag(n){BMiBH}} ,
=1
N
GB) = Y u {(BMiBH)Hd {OfFBdiag(n){BMiBH}}}.
=1
The properties Py, P3, Py, P/, P, Py, Pg and Py, implies that:
N N
F(B) = Ztr{BMHd{BH}OfFBduag J{BM, BH}} +3 b {d{B}MfBHOfFBdiag(n){BMiBH}}
=1 i=1
N,

m

- Ztr{(OfFBdlag J{BM; BH}BMH) d{B*}}

1

(2

2

m

+

7

{((Offsd.ag {(BM; BH}) B*M;)Td{B}}.

Using now the properties Po, P3, P4, P}, P5, Pg, Pg and Py, we find that:
GB) = % (vec {BM,;B* 1) vec {d {OfFBdiag(n){BMiBH}}}
= Y (Taonrvec {BM;B" })" vec {d {BM,B" }}

B . nH H BH
= ; (vec {OfFBdlag(n){BMlB }}) vec {d {BMlB }}
N,

= Z tr { (OfFBdiag(n){BMiBH}) " {BMiBH}}
. ’
= Ztr{((OfFBdlag {BM; BH}) B*M?) d{B}}

+otr { ((OfFBdiag(n){BMiBH}) " BMi> : d{B*}} .

We replace 7(B) and G(B) in Eq. (47), we finally find that:

d{Csp(B)} = Ztr{( OffBdiag {BMBH}) B*M;‘)T ((Ofde.ag {BMBH}) B*M?)T)d{B}}

+ { (((OfFBdlag(n){BM BH}) BMH) ((OfFBdiag(n){BMiBH})H BMi) T) d{B*}} .

Using the properties P13, we obtain the following results:

8CB D (B) o . H * * A * T
== - ;(Ofdelag(n){BMiB }) B*M: +;(OfFBd|ag(n){BMB }) B*M’
86 B N7n . N7n ] H
%i) - ;(OfFBdlag(n){BMiBH})BMf +;(OfFBdlag(n){BMiBH}) BM,.
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It finally leads to the result stated by Eq. (33).

B. Coefficients of the 4th-degree polynomial

To simplify, the dependency over the iteration is omitted. Using the properties P, and P, the cost function

Cpp(B) can be expressed as:

Cpp(B) = %: (vec {BM;BH})" vec {OfFBdiag(n) {BMiBH}} .
=1
From the properties Pg, P14 and P15, we find that;
Cpp(B) = %: (vec {M;})" BT @ B¥ TgoiB* ® Bvec {M} .
=1
Let us introduce the three matrices P,  and R respectively defined as:

P=B" @ BY (48)

=B @ (VuCpB)" + (VuCsp(B))" @ B (49)

R = (VCsp(B))" ® (VuCpp(B))" (50)

Thus, we have:
Nm
Cop (B—pVaCpp(B)) = > vec (M} (P—p +4®R) Teorr (P — i 4+ >R vec {M;}
=1
Nm
= > vec {M;}" PTguPvec {M;}

=1

N
- u Zvec (M} (PTeor 7+ TeoitP™) vec {M;}
i=1

Nop
+ pPy vec (M} (PTeotR” + Teor " + RTeotP™) vec {M;}
i=1

N,
— ,u3 Z vec {Mi}H ( TBoffRH + RTBoff H) vec {MZ}
i=1

N’IYL

+ ut Z vec {MZ}H RTgR” vec {M;}
i=1

= ao+aip+asp® +asp® + asp’.

It finally leads to the results stated by Eq. (37), (38), (39), (40) and (41).
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Fig. 1. Performance index Icon(-) Versus the number of iterations for SNR = 100 dB and N,, = 100 matrices. A
comparison of the optimal step size version with the fixed step size version of the gradient algorithm (top), the relative
gradient algorithm (bottom) for different values of the step size.
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Fig. 2. Comparison between the optimal step size version of the gradient and the relative gradient algorithms: performance
index Iconv(-) versus the number of iteration. Square case (top): left: SNR = 20 dB and N,, = 100 matrices, right:
SNR = 20 dB and N,, = 20 matrices ; Rectangular case (bottom): left: SNR = 20 dB and N,, = 100 matrices, right:
SNR = 20 dB and N,, = 20 matrices.
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Fig. 3. Joint diagonalization algorithms: performance index Icon () versus the number NV, of matrices to be joint block
diagonalized for a SNR = 20 dB (top) ; versus the SNR for N,,, = 20 matrices (bottom) .
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