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R�esum�e : Cette th�ese est consacr�ee �a la prise en compte de donn�eesincertaines dans les
probl�emes d'optimisation. On se concentre sur la programmation math�ematique sous contraintes
probabilistes, dont le but est de trouver la meilleure solution qui sera r�ealisable avec une proba-
bilit�e minimale garantie. Par ailleurs, on s'int�eresse �a la prise en compte de variables de d�ecisions
enti�eres, qui sont souvent requises en pratique.

Pour r�esoudre de tels probl�emes combinatoires sous contraintes probabilistes, on s'appuie
d'abord sur l'optimisation robuste. Les liens th�eoriques entre ces deux familles de m�ethodes
sont mis en �evidence. �A partir de mod�eles robustes appropri�es, des algorithmesde r�esolution
heuristique sont d�e�nis. On s'int�eresse ensuite �a la r�e solution optimale de probl�emes combina-
toires sous contraintes probabilistes. Des tests num�eriques illustrent les m�ethodes pr�esent�ees et
montrent leur e�cacit�e pratique. En�n, deux applications au domaine des t�el�ecommunications
sont d�evelopp�ees. Elles concernent toutes deux la localisation de fonctions dans un r�eseau.

Abstract : This thesis deals with taking uncertain data into account in optimization pro-
blems. Our focus is on mathematical programs with chance constraints. In this approach, the
goal is to �nd the best solution, given a unfeasibility probability tolerance. Furthermore, we
concentrate on integer variables, since they are often required for practical applications.

To solve such chance-constrained combinatorial problems,we �rst rely on robust optimi-
zation. The theoretical links between these two families ofapproaches are studied. Based on
appropriate robust models, solution algorithms to chance-constrained combinatorial problems
are designed. Then, the optimal solution of such problems isalso investigated. Speci�c theoreti-
cal results and algorithms are given to reach optimality. Finally, two speci�c telecommuniation
applications are developed. Both of them deal with locationin a network.

vii



R�esum�e �etendu

Le plus souvent dans la pratique, les techniques de recherche op�erationnelle utilis�ees sup-
posent une parfaite connaissance de donn�ees d'entr�ee. Oril est clair que cela n'est pas le
cas pour un grand nombre d'applications. Consid�erer des incertitudes dans des programmes
math�ematiques n'est pas un souci nouveau. D�es les ann�ees50, des auteurs tels que G.B. Dant-
zig envisagent la prise en compte d'incertitudes sur les donn�ees d'un programme lin�eaire. Si le
sujet n'est pas neuf, il est vaste, et des d�eveloppements r�ecents lui ont donn�e un nouveau sou�e.
C'est dans cet �elan que s'inscrit cette th�ese.

Divers mod�eles ont �et�e propos�es pour rendre compte de mani�ere aussi satisfaisante que pos-
sible d'incertitudes sur les donn�ees. Le pr�esent travail a principalement concern�e la programma-
tion sous contraintes probabilistes avec variables de d�ecisions enti�eres. Dans un programme sous
contrainte probabiliste, le but est de trouver la meilleure solution qui satisfait les contraintes
d�e�nies avec une probabilit�e minimum garantie (par exemp le, la meilleure solution r�ealisable
avec une probabilit�e 0,95). Faire de ce mod�ele le pivot de cette th�ese rel�eve d'une double mo-
tivation. La premi�ere vient de la nature des probl�emes de d�ecisions rencontr�es en pratique. La
plupart d'entre eux se mod�elisent de fa�con pertinente avec des contraintes probabilistes. Par
ailleurs, nombre de probl�emes n�ecessitent la prise en compte de variables de d�ecision discr�etes
(programmation en nombres entiers), surtout dans un domaine tel que les t�el�ecommunications.
La seconde motivation a �et�e le faible nombre de contributions d�edi�ees �a la r�esolution de tels
probl�emes dans la litt�erature �a ce jour.

Un des axes pour aborder la r�esolution de programmes en nombres entiers sous contraintes
probabilistes a �et�e l'optimisation robuste. Cette derni �ere consiste �a trouver la meilleure solution
r�ealisable pour un ensemble d'�ev�enements donn�e. Plusieurs articles assez r�ecents ont en e�et
mis en �evidence le lien existant entre ces deux approches del'incertitude. Apr�es les quelques
pr�eliminaires du chapitre 1, les chapitres 2 �a 5 traitent d irectement de la mani�ere d'utiliser
des mod�eles d'optimisation robuste pour approcher des contraintes probabilistes. L'id�eal serait
de pouvoir construire un ensemble d'�ev�enementsE \optimal", c'est-�a-dire tel que la meilleure
solution r�ealisable pour E soit solution du probl�eme sous contraintes probabilistesassoci�e. La
motivation principale pour une telle m�ethodologie est la fr�equente simplicit�e de r�esolution des
probl�emes robustes. Le chapitre 2 d�ecrit quelques propri�et�es d'un tel ensemble E. Il illustre ce-
pendant la di�cult�e de construire E de mani�ere optimale : ceci est en fait �equivalent �a r�esou dre
le probl�eme sous contraintes probabilistes. On devra doncvraisemblablement se contenter d'al-
gorithmes approch�es (heuristiques) avec de telles approches robustes. Ceci n'invalide toutefois
pas la d�emarche, qui reste int�eressante en pratique, vue la di�cult�e d'abord des probl�emes
combinatoires sous contraintes probabilistes.

Le chapitre 3 se concentre sur un mod�ele sp�eci�que d'optimisation robuste tr�es populaire,
propos�e par Bertsimas et Sim en 2003. Bien qu'�etant directement utilisable pour des pro-
grammes comportant des variables enti�eres, cet aspect a �et�e relativement peu �etudi�e jusque-l�a.
Des r�esultats de complexit�e et des caract�erisations poly�edriques sont donn�es. Le probl�eme fon-
damental du sac-�a-dos robuste fait l'objet de d�eveloppements sp�eci�ques. On montre comment
des r�esultats classiques, connus pour le probl�eme de sac-�a-dos avec poids connus, s'�etendent au
contexte robuste, o�u les poids sont suppos�es incertains.En particulier, les in�egalit�es classiques
de couverture sont transpos�ees pour le mod�ele robuste ; onmontre qu'elles peuvent d�e�nir des
facettes du sac-�a-dos robuste dans de nombreux cas.

Le chapitre suivant revient �a l'objet principal de la th�es e : la programmation sous contraintes
probabilistes avec variables enti�eres. On montre commentle mod�ele robuste de Bertsimas et
Sim peut être utilis�e pour fournir de bonnes solutions au probl�eme de sac-�a-dos sous contrainte
probabiliste. Des a�nit�es th�eoriques entre le mod�ele ro buste et le mod�ele sous contraintes
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probabilistes sont mises en �evidence. L'algorithme de r�esolution d�evelopp�e pour le probl�eme sous
contrainte probabiliste est de faible complexit�e, et r�esout le probl�eme �a l'optimum dans certains
cas simples. Le chapitre 5 �etend cette approche aux probl�emes g�en�eraux avec nombres entiers.
Un mod�ele robuste original est introduit, dont les a�nit�e s avec les contraintes probabilistes sont
�etudi�ees. Avec des id�ees semblables �a celles du chapitre 4, un algorithme de r�esolution est d�e�ni,
qui repose sur la r�esolution successive de plusieurs probl�emes robustes. Des tests num�eriques
nombreux montrent la pertinence de l'approche en pratique.Ce type d'algorithme it�eratif peut
être appliqu�e sur des instances de grandes tailles (plusieurs centaines, voire plusieurs milliers, de
variables enti�eres). En e�et, le mod�ele robuste propos�e est de complexit�e �equivalente au probl�eme
nominal sans incertitudes : il su�t donc en pratique d'̂etre capable de r�esoudre plusieurs fois
d'a�l�ee un probl�eme nominal.

Jusque-l�a, des approches heuristiques ont �et�e propos�ees pour r�esoudre des probl�emes com-
binatoires sous contraintes probabilistes �a partir de mod�eles robustes. La motivation principale
�etait d'ordre pratique : il est indispensable de pouvoir apporter des solutions �a ces probl�emes,
qui peuvent concr�etement être de tr�es grande taille. L'objet du chapitre 6 est la r�esolution opti-
male de ces probl�emes. Une formulation lin�eaire implicite est donn�ee. Elle comporte un nombre
exponentiel d'in�egalit�es, dont la s�eparation est �etud i�ee. Un algorithme de branch-and-boundest
d�e�ni et test�e num�eriquement. Il permet de r�esoudre �a l 'optimum des probl�emes comportant
jusqu'�a quelques centaines de variables 0-1. La m�ethode propos�ee est particuli�erement adapt�ee
au cas o�u les variables al�eatoires du probl�eme sont toutes identiquement distribu�ees, �a une
constante additive pr�es. Elle est n�eanmoins utilisable dans des contextes tr�es g�en�eraux.

En�n, les chapitres 7 et 8 sont consacr�es �a deux applications dans le domaine des t�el�ecommuni-
cations. La premi�ere concerne le placement de points de mesures du tra�c dans un r�eseau. Le
probl�eme est mod�elis�e de mani�ere originale et tr�es per tinente �a l'aide d'une contrainte proba-
biliste. Cette derni�ere permet d'assurer une bonne stabilit�e dans le temps �a la d�ecision prise :
les points de mesure s�electionn�es resteront valides malgr�e les in�evitables variations futures du
tra�c. Des tests num�eriques sur un c�ur de r�eseau IP intern ational de France T�el�ecom montrent
l'int�erêt, et même la n�ecessit�e d'une telle approche p ar rapport �a d'autres m�ethodes plus na•�ves
(reposant par exemple sur des valeurs moyennes de tra�c). En�n, la deuxi�eme application traite
d'un probl�eme de plani�cation d'investissements futurs. Il s'agit de d�ecider des sites de raccor-
dement pour un ensemble de sites clients, de mani�ere �a minimiser les coûts de raccordement et
d'�equipement des sites. Ces op�erations de plani�cation s'appuient sur des pr�evisions de tra�c
qui se r�ev�elent souvent loin de la r�ealit�e observ�ee a posteriori. La prise en compte d'incertitudes
est donc cruciale. Des mod�eles sous contraintes probabilistes sont propos�es, et des algorithmes
de r�esolution heuristiques sont d�e�nis.
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Extended abstract

The most widely used methods of operations research are based on data which are supposed
to be perfectly known. However, most of the time, this latter assumption is not satis�ed. The
need for taking account of data uncertainty in mathematical programming is not a recent
concern. Authors such as G.B. Dantzig have already dealt with such issues in the �fties. While
being not new, this �eld of research is wide, and recent developments have brought a renewed
interest for it.

Many di�erent approaches have been proposed to deal with uncertainty. The present work
has focused on chance-constrained integer programming. Ina chance-constrained program, the
goal is to �nd the best solution being feasible according to atarget probability (for instance,
the best solution feasible with probability 0.95). There are two main motivations for dealing
with chance-constrained integer programs. First, many real-life problems can be modeled with
chance constrained in a very suitable way. Secondly, they frequently involve integer decision
variables, and despite the critical importance of this aspect in practice, very few earlier works
deal with general combinatorial chance-constrained problems.

Robust optimization is one of the tractable ways of dealing with chance constraints, espe-
cially with integer variables. The aim of robust optimizati on is to �nd the best solution feasible
for a pre-de�ned set of events. Several recent works have underlined the link existing between
robust optimization and chance-constrained programming.After some preliminaries in Chapter
1, chapters 2 to 5 deal with using robust optimization modelsfor obtaining good solution to
chance-constrained ones. Ideally, we would like to build the \optimal" set E of events such that
an optimal solution of the associated robust problem is optimal also for the chance-constrained
problem. The motivation for such an approach is that, very often, robust optimization models
are quite tractable (especially when compared to chance-constrained ones). Chapter 2 gives some
properties of such a setE . The di�culties of building an optimal set of events are high ligh-
ted : it is in fact equivalent to �nding the optimal solution o f the chance-constrained problem.
This shows that robust approaches to chance-constrained problems will probably remain ap-
proximate. However, robust approaches remain interestingin practice because of their usual
tractability.

Chapter 3 focuses on a speci�c and quite popular robust modelproposed by Bertsimas and
Sim in 2003. While being usable directly for integer programming, this aspect has received very
few attention by the past. Some complexity results and polyhedral characteristics are given. The
robust knapsack problem has been speci�cally studied, because of its fundamental importance
for integer programming. We show how classical results for the knapsack problem can be adapted
to the robust context, when weights are supposed uncertain.In particular, the widely known
cover inequalities are transposed for the robust model. They are shown to de�ne facets of the
robust polyhedron in many cases.

Chapter 4 comes back to the main topic of this thesis : chance constraints with integer
variables. We show how the robust model of Bertsimas and Sim can be used to design trac-
table solution heuristics for the chance-constrained knapsack problem. Some theoretical a�nity
between the chance-constrained model and its robust version are underlined. The proposed al-
gorithm has low complexity, and solves the chance-constrained problem to optimality in some
simple cases. Chapter 5 extends this approach to general integer programming. A new robust
model is introduced, and its relations with chance-constrained models are studied. With ideas
very similar to those of Chapter 4, a solution heuristic is designed for chance-constrained integer
programs. Numerous computational tests show the relevanceof the approach in practice. It can
be used for large combinatorial problems ; indeed, the approach is usable as soon as several
nominal problem instances (i.e. without uncertainty) can be solved successively.
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Until now, only heuristic algorithms have been proposed to solve combinatorial chance-
constrained problems, using robust optimization. The mainmotivation for this work was prac-
tical tractability. Chapter 6 is devoted to optimal resolut ion of these problems. An implicit
linear formulation of chance-constrained 0-1 programs is given. It contains an exponential num-
ber of inequalities, whose separation is investigated. A branch-and-bound solution algorithm is
then de�ned. Numerical tests show that medium-size problems can be solved to optimality with
the proposed algorithm (up to a few hundreds of 0-1 variables). The method is well adapted
when random variables are independent and identically distributed, up to an additive constant.
However, it is usable in far more general contexts.

Finally, chapters 7 and 8 are devoted to telecommunication applications. Chapter 7 deals
with selecting points of tra�c measurement in a network. The aim is to ensure some robustness
to tra�c variability for the decision. Using a chance constr aint, an original model is given. It
ensures that the computed solution will remain valid in the future despite tra�c variations.
Numerical tests on a France T�el�ecom IP backbone are performed : they illustrate the interest
of our model, especially when compared with more naive approaches. Then, Chapter 8 deals
with planning future investments in an access network. Coresites have to be chosen to provide
access to clients, while minimizing network costs (equipments). Uncertainty is considered on
tra�c forecasts, which are often far from reality in many cas es. Chance-constrained models are
given, and e�cient heuristic algorithms are designed.
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Notations

On r�ecapitule les notations math�ematiques les plus couramment utilis�ees dans ce document :

n 2 IN � , m 2 IN �

I = f 1; : : : ; ng, J = f 1; : : : ; mg
x 2 IRn est le vecteur des variables
A 2 IRm� n est la matrice des contraintes (m lignes, n colonnes)
b 2 IRm est le vecteur (colonne) des seconds membres
r + = max f r; 0g, pour tout r�eel r 2 IR
P est la mesure de probabilit�e
E est l'esp�erance
var(X ) d�esigne la variance d'une variable al�eatoire X
� d�esigne la fonction de r�epartition de la loi normale stan dard N (0; 1)
" 2 ]0; 1[ est une tol�erance sur la non-r�ealisabilit�e d'une solution
conv(E) est l'enveloppe convexe de l'ensembleE

kvkp d�esigne la normeL p de v 2 IRn , avec p 2 IN � : kvkp =
� P n

i =1 jvi jp
� 1=p.

cl(E ) est la fermeture de l'ensembleE

1lE est la fonction caract�eristique de l'ensembleE : 1lE (x) =
�

1 si x 2 E;
0 sinon

Cp
n d�esigne le coe�cient binomial des entiers naturels n et p � n : Cp

n = n!
p!(n� p)!

Pour toute paire de vecteursu et v de même taille n, on note :
u:v =

P
i 2 I ui vi (produit scalaire euclidien canonique, parfois not�e plussimplement

encoreuv)
u 
 v le vecteur (ui vi ) i 2 I

u � v le vecteur (ui =vi ) i 2 I

En�n, on donne la signi�cation de quelques abr�eviations courantes :

\s.c." signi�e \sous les contraintes"
\t.q." signi�e \tel que"
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Chapitre 1

Pr�eliminaires

1.1 G�en�eralit�es sur l'optimisation en contexte incerta in

Le plus souvent, les mod�eles et algorithmes d'aide �a la d�ecision supposent implicitement
que les donn�ees d'entr�ee sont connues de mani�ere exacte.Pourtant, la plupart des probl�emes
rencontr�es en pratique peuvent di�cilement être trait�e s dans ce cadre. Le d�esir de tenir compte
d'incertitudes sur les donn�ees d'entr�ee d'un probl�eme d'optimisation n'est pas nouveau, on
renvoie par exemple au travail de Dantzig e�ectu�e sur ce sujet en 1955 [28]. Il n'en est pas
moins vrai que ce th�eme de recherche reste des plus actifs aujourd'hui encore, et a connu tout
r�ecemment un fort regain d'int�erêt. Les avanc�ees r�ece ntes ont ouvert des perspectives nouvelles
qui devraient être fructueuses tant d'un point de vue th�eorique que pratique.

Derri�ere le concept de \donn�ee incertaine" se cachent en fait des r�ealit�es tr�es diverses, issues
de la grande vari�et�e des applications envisag�ees. Il faut sans doute renoncer �a une typolo-
gie compl�ete des incertitudes existant et des mod�eles math�ematiques permettant d'en rendre
compte. De nombreux �el�ements de la litt�erature proposent di��erentes classi�cations (voir e.g.
[48, 72, 77]). Deux �el�ements fondamentaux semblent devoir être distingu�es : l'ensemble des
�ev�enements pouvant survenir, et la caract�erisation pro babiliste de ces �ev�enements. Ce deuxi�eme
�el�ement est un ra�nement du premier. Il est des cas o�u seul l'ensemble des �ev�enements est
connu de mani�ere satisfaisante. Plus g�en�eralement, unecaract�erisation probabiliste rigoureuse-
ment exacte est souvent impossible �a garantir, même si desapproximations empiriques peuvent
en pratique s'av�erer satisfaisantes.

Exemple 1 : Si on utilise un instrument de mesure dont l'incertitude est de 10%, on en d�eduit
facilement l'ensemble des valeurs que peuta priori prendre une donn�ee obtenue par son biais.
Par contre, on ne connâ�t pas la loi de probabilit�e associ�ee �a l'intervalle de valeurs. Supposons
maintenant que l'on dispose d'un historique de mesures su�samment important, on pourrait
en d�eduire une loi de probabilit�e empirique qui d�ecrirai t de fa�con satisfaisante le comportement
de notre instrument de mesure.

Exemple 2 : Dans le cas o�u l'on cherche �a pallier les pannes simples de liens dans un r�eseau, on
peut ais�ement �enum�erer l'ensemble des �ev�enements pouvant survenir. La caract�erisation proba-
biliste de ces pannes peut pourtant s'av�erer di�cile.

Si l'on ne connâ�t pas de caract�erisation stochastique del'incertitude, on se place dans le
cadre de l'optimisation robuste. Dans ce cas, on cherche la meilleure solution qui sera r�ealisable
pour l'ensemble d'�ev�enements envisag�e. On e�ectue alors plutôt une optimisation prenant en
compte le pire cas pouvant survenir. �A l'inverse, si l'on a acc�es �a des lois de probabilit�es, on
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se trouve dans le contexte de laprogrammation stochastique. Ce domaine de la programmation
math�ematique a donn�e naissance �a plusieurs mod�eles. Leplus couramment rencontr�e dans la
litt�erature est la programmation multi-�etapes avec reco urs, dont l'objectif est d'optimiser le
coût en moyenne sur un ensemble de p�eriodes successives.

Une courte parenth�ese s'impose ici �a propos d'une autre approche tr�es courante de l'incerti-
tude : l' analyse de sensibilit�e. Alors que la programmation stochastique et l'optimisation robuste
incluent les incertitudes dans le processus de d�ecision, l'analyse de sensibilit�e cherchera plutôt
�a analyser les propri�et�es d'une solution donn�ee. En par ticulier, elle s'attache �a d�eterminer le
domaine de validit�e d'une solution propos�ee. Ainsi, l'in certitude n'est pas �a proprement par-
ler prise en compte dans les algorithmes d'optimisation. Elle intervient plutôt dans une �etude
compl�ementaire post-optimisation. Puisque notre int�er êt se concentre principalement dans cette
th�ese sur les probl�emes en nombres entiers, on renvoie �a [81] pour une analyse de la complexit�e
de l'analyse de sensibilit�e pour les programmes 0-1.

1.1.1 Programmation stochastique

Dans ce cadre, on associe des lois de probabilit�es aux donn�ees d'entr�ee du probl�eme d'opti-
misation. On est ainsi conduit �a une mod�elisation �ne de l' incertitude. Ce domaine de la pro-
grammation math�ematique a b�en�e�ci�e de nombreux travau x depuis une cinquantaine d'ann�ees.
Pour plus de d�etails sur la programmation stochastique, voir par exemple [46, 16].

Quelques critiques peuvent être formul�ees �a l'�egard de l'optimisation stochastique (voir [48]).
D'abord, comme d�ej�a soulign�e, il peut être di�cile voir e impossible en pratique de d�eterminer
les lois de probabilit�e �a utiliser. On notera n�eanmoins q ue cet �ecueil potentiel a �et�e pris en
compte dans un certain nombre de travaux ant�erieurs, o�u une incertitude est aussi consid�er�ee
sur les lois de probabilit�e utilis�ees. Une autre faiblesse concerne l'optimisation en moyenne d'un
objectif donn�e, souvent pr�econis�ee (cf. la programmati on multi-�etapes avec recours). Si une
telle approche peut parfois se justi�er, la solution qui en r�esulte peut se r�ev�eler tr�es mauvaise
pour beaucoup de sc�enarios possibles. Une mani�ere de pallier ce comportement ind�esirable
est de recourir �a un autre mod�ele de la programmation stochastique : la programmation sous
contraintes probabilistes (chance-constrained programming). Le but est de trouver la meilleure
solution dont on pourra garantir qu'elle est r�ealisable avec une probabilit�e cible donn�ee. Le
coût de la solution r�esultante, peut-être moins satisfaisant en moyenne, sera cependant garanti
avec une probabilit�e mâ�tris�ee. Une telle approche s'av�ere compl�ementaire d'une optimisation en
moyenne. En e�et, consid�erons par exemple une probl�ematique de plani�cation d'investissements
sur plusieurs ann�ees. S'il est important de garantir assez�nement le coût �a court terme, le
manque de visibilit�e sur le long terme rend une optimisation en moyenne pertinente au-del�a.

La programmation sous contraintes probabilistes est tr�espertinente pour beaucoup d'appli-
cations. Elle g�en�eralise notamment les concepts deValue at Risk (VaR) et de Conditional Value
at Risk (CVaR, aussi appel�ee expected shortfall) (voir par exemple [67, 45] et l'annexe D), tr�es
utilis�es en gestion du risque. Pourtant, elle a �et�e relat ivement peu utilis�ee par le pass�e, sans
doute du fait des di�cult�es th�eoriques qui s'y attachent. Cette derni�ere remarque nous m�ene �a
notre derni�ere observation concernant la programmation stochastique. Souvent, les techniques
de r�esolution se r�ev�elent complexes et di�ciles �a mettr e en �uvre de mani�ere satisfaisante sur
des probl�emes de grandes tailles. En particulier, la priseen compte de variables enti�eres dans
des programmes stochastiques a �et�e plutôt moins �etudi�ee. Pourtant, de nombreux probl�emes de
d�ecision sont par nature combinatoires.
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1.1.2 Optimisation robuste

Quand aucune information probabiliste n'est disponible, l'incertitude est caract�eris�ee par la
seule connaissance d'un ensemble d'�ev�enements pouvant survenir. On distingue souvent (voir
e.g. [48, 77]) :

{ l'optimisation de la valeur dans le pire cas : la solution robuste calcul�ee doit par exemple
minimiser le coût maximal engendr�e par les sc�enarios envisag�es. On parle alors g�en�eralement
de probl�eme de \coût minmax".

{ la minimisation de l'�ecart maximal avec la solution optim ale de chacun des sc�enarios envi-
sag�es. Ceci n'esta priori r�ealisable que si ces sc�enarios sont en nombre �ni (et restreint).
On parle alors de probl�emes de \regret minmax".

Un des int�erêts distinctifs de l'optimisation robuste est de pouvoir être utilis�ee, bien souvent,
pour traiter des probl�emes combinatoires. [59] propose d'ailleurs une bibliographie des usages
de l'optimisation robuste pour de tels probl�emes.

L'optimisation robuste sou�re aussi de plusieurs faiblesses. D'abord, classiquement, elle ne
permet pas la mod�elisation �ne des incertitudes par des lois de probabilit�e. Mais les reproches les
plus couramment faits �a l'encontre de l'optimisation robu ste concernent le \conservatisme" des
solutions obtenues (over-conservatism). En e�et, une optimisation au pire cas risque d'induire
un coût �elev�e, alors que le pire cas en question n'a peut-être qu'une probabilit�e tr�es faible de
se produire. Cet �equilibre entre la valeur de l'objectif et la r�ealisabilit�e de la solution est un
des aspects les plus cruciaux de l'optimisation avec donn�ees incertaines. De nombreux travaux
ont �et�e motiv�es par cette question, et plusieurs r�epons es ont �et�e apport�ees. Par exemple, [55]
introduit deux types de robustesse : pour les auteurs, une solution est dite solution-robuste si
elle garde une valeur d'objectif assez bonne pour tout �ev�enement. D'autre part, une solution est
dite mod�ele-robuste si elle demeure r�ealisable dans presque tous les sc�enarios. Plus r�ecemment,
plusieurs publications ont propos�e des mod�eles robustesrelâch�es, qui permettent un meilleur
compromis entre la valeur d'une solution et sa r�ealisabilit�e, comme par exemple [33, 9, 13].

1.2 Quelques mod�eles

A�n de clari�er certaines id�ees pr�ec�edemment �evoqu�ee s, quelques mod�eles math�ematiques
tr�es classiques sont ici d�ecrits succinctement.

1.2.1 Optimisation robuste �a partir de sc�enarios

Il est fr�equent que les mod�eles d'optimisation robuste s'appuient sur un ensemble discret
�ni de sc�enarios possibles. Kouvelis et Yu [48] ont largement �etudi�e cette famille de mod�eles ;
on pr�esente rapidement ci-dessous le cadre de leur �etude.Le but est, �a partir de cette approche
simple, de mettre en �evidence les questions majeures pos�ees par l'optimisation en contexte
incertain.

Soit S l'ensemble discret �ni des sc�enarios. Pour tout sc�enario s 2 S, on note f s la fonc-
tion objectif �a minimiser. Par ailleurs, X s d�esigne l'ensemble des solutions admissibles pour le
sc�enario s. Ainsi, X (S) = \ s2 SX s est l'ensemble des solutions r�ealisables pour tout sc�enario.
Alors, le mod�ele de coût minmax associ�e s'�ecrit :

min
x2 X (S)

max
s2 S

f s(x):

De plus, on notex �
s la solution optimale pour le sc�enario s : x �

s 2 arg minx2 X s f s(x). Alors
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le mod�ele de regret minmax est :

min
x2 X (S)

max
s2 S

f f s(x) � f s(x �
s)g:

Ces mod�eles conduisent �a des solutions tr�es robustes, dans le sens o�u elles seront r�ealisables
quel que soit le sc�enario se produisant (cf.x 2 X (S)). On parle de conservatismede la solution.
Une telle propri�et�e n'est pas toujours pertinente, dans l a mesure o�u certains sc�enarios peuvent en
pratique être bien moins probables que d'autres. Est-il alors utile de payer un �eventuel sur-coût
pour tenir compte d'un �ev�enement qui n'a que tr�es peu de chances d'arriver ?

La mod�elisation propos�ee par Mulvey, Vanderbei et Zenios [55] repose elle aussi sur un
ensemble �ni de sc�enarios. Elle di��ere cependant du travail de [48] par l'introduction de no-
tions probabilistes simples. Les auteurs attribuent �a chaque sc�enario s une probabilit�e ps

d'occurrence, et s'int�eressent plus sp�eci�quement �a l' optimisation de l'esp�erance du coût (i.e.
minx

P
s2 S psf s(x)). La question du conservatisme de la solution est trait�ee, et les auteurs

cherchent �a relâcher cette propri�et�e. Pour cela, ils ont recours �a une fonction de p�enalit�e sur
la non-r�ealisabilit�e �eventuelle d'une solution. Un des int�erêts de [55] est de mettre tr�es clai-
rement en �evidence les deux objectifs contradictoires intervenant souvent dans l'optimisation
en contexte incertain. D'un côt�e, on cherche une solution \souvent" r�ealisable (robustesse ou
conservatisme de la solution). Mais d'un autre côt�e, on veut aussi une solution de coût aussi
faible que possible. Pourtant, la r�eponse apport�ee demeure partielle et assez largement insa-
tisfaisante. La d�e�nition de la fonction de p�enalit�e sur la non-r�ealisabilit�e pose question. De
plus, les auteurs ont �nalement recours �a une combinaison lin�eaire des deux objectifs (coût et
p�enalit�e) : si cette mod�elisation a le m�erite de la simpl icit�e, la mani�ere de choisir les coe�cients
de la combinaison lin�eaire reste probl�ematique. Il serait peut-être plus satisfaisant d'avoir re-
cours �a des approches purement bi-objectifs conduisant �aune description du front de Pareto
associ�e.

Les approches de [48] et [55] sont bien adapt�ees quand les sc�enarios peuvent être facilement
d�e�nis et �enum�er�es. Pourtant, c'est loin d'̂etre toujo urs le cas. Pour de nombreuses applications,
il n'y a souvent pas de sens imm�ediat �a vouloir d�e�nir un en semble �ni de sc�enarios possibles.
Cela peut arriver notamment quand les grandeurs incertaines sont par nature continues (par
exemple le tra�c dans un r�eseau de t�el�ecommunications). Une id�ee qui peut sembler naturelle est
d'avoir recours �a des m�ethodes d'�echantillonnage de type Monte-Carlo. Mais il faut s'interroger
sur le sens th�eorique d'une telle d�emarche, qui demande �âetre clari��e. Par ailleurs, d'une mani�ere
g�en�erale, l'obtention de garanties th�eoriques �a parti r de m�ethodes d'�echantillonnage conduit �a
la d�e�nition d'un tr�es grand nombre de sc�enarios : ceci re nd tr�es di�cile l'utilisation directe de
mod�eles tels que ceux de [48]. Une discussion sur les inconv�enients li�es �a certaines approches
s'appuyant sur des m�ethodes d'�echantillonnage peut être trouv�ee dans [58] (voir aussi [7] pour
des observations similaires).

Finalement, malgr�e l'apparente simplicit�e des mod�eles classiques de [48], des di�cult�es
th�eoriques et algorithmiques existent. En e�et, beaucoup de probl�emes robustes ainsi mod�elis�es
ont une complexit�e bien plus importante que leur correspondant classique (non-robuste). Parmi
plusieurs exemples d�etaill�es dans [48], les auteurs montrent en particulier que le probl�eme de
plus court chemin robuste, quand les poids sur les arcs sont incertains, est NP-di�cile même si
le nombre de sc�enarios est restreint �a 2 (jSj = 2). Cette non-conservation de la complexit�e du
probl�eme initial, surprenante de prime abord, conduit �a d es di�cult�es importantes de mise en
�uvre d'une telle m�ethodologie robuste en pratique.

Ainsi, cette br�eve r�eexion sur les mod�eles �etudi�es da ns [48] a mis en �evidence les questions
centrales suivantes :
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1. comment g�erer le compromis entre r�ealisabilit�e et coût d'une solution robuste ?

2. Comment d�e�nir l'ensemble des �ev�enements auxquels une solution devrait être robuste ?
3. Peut-on trouver une m�ethodologie d'optimisation en contexte incertain garantissant une

complexit�e th�eorique et pratique mod�er�ee ?

Aucune approche ne semble pouvoir r�epondre de mani�ere satisfaisante �a l'ensemble de ces
questions pour tous les domaines d'application. Il est n�eanmoins important de les garder �a
l'esprit pour d�e�nir des d�emarches pertinentes.

1.2.2 Un cadre plus g�en�eral

L'extension naturelle des approches pr�ec�edentes consiste �a travailler avec un ensemble g�en�eral

 d'�ev�enements (non-discret a priori ). �A chaque �ev�enement ! 2 
, on associe l'ensembleX !

des solutions r�ealisables. Si l'on noteX (
) = \ ! 2 
 X ! , le mod�ele robuste de coût minmax est :

min
x2 X (
)

max
! 2 


f (x; ! )

o�u f (x; ! ) est de coût de la solutionx si l'�ev�enement ! survient. Il faut remarquer qu'une telle
g�en�eralisation rend di�cile une approche de type regret m inmax. Comme pr�ec�edemment, le
probl�eme du conservatisme de la solution ainsi calcul�ee se pose. On souhaite toujours obtenir
une solution qui (i) soit de coût \assez" faible, et (ii) soit r�ealisable pour \la plupart" des
�eventualit�es envisag�ees. Une mani�ere de faire est de s'int�eresser seulement �a un sous-ensemble
assez grand d'�ev�enements 
 0 � 
, et de r�esoudre le probl�eme robuste associ�e :

min
x2 X (
 0)

max
! 2 
 0

f (x; ! )

o�u X (
 0) = \ ! 2 
 0X ! . La �gure ci-dessous donne une repr�esentation des ensembles d'incertitude

 et 
 0, ainsi que deS tel qu'utilis�e pr�ec�edemment.

W

S

W'

La di�cult�e fondamentale consiste �a bien d�e�nir l'ensem ble d'incertitude 
 0. Une d�emarche
naturelle pour mesurer la r�ealisabilit�e d'une solution c onsiste �a introduire une mesure P de
probabilit�e associ�ee �a 
 ( P(
) = 1). On veut alors 
 0 assez grand, par exemple :P(
 0) � 1 � " ,
avec" 2 ]0; 1[ donn�e, g�en�eralement petit. Ce sous-ensemble doit �egalement être choisi de mani�ere
�a entrâ�ner un coût robuste associ�e aussi faible que possible. Le probl�eme suivant est donc
particuli�erement int�eressant :

min

 0� 
 : P(
 0)� 1� "

�
min

x2 X (
 0)
max
! 2 
 0

f (x; ! )
�

: (1.1)

Travailler avec un sous-ensemble d'�ev�enements 
0 � 
 est une id�ee qui a �et�e r�ecemment beau-
coup utilis�ee, voir par exemple [33, 9, 13]. Chaque contribution pr�esente une mani�ere sp�eci�que
de d�e�nir le sous-ensemble 
 0. Dans le cadre de la programmation lin�eaire robuste, [11] procure
une vision uni��ee de la plupart de ces travaux.
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1.2.3 Liens avec la programmation sous contraintes probabi listes

Les approches robustes �evoqu�ees ci-dessus sont en lien direct avec la programmation sous
contraintes probabilistes (chance-constrained programming, voir e.g. [66, 16, 46, 67, 45]). Avec
nos notations, ce mod�ele peut s'�ecrire :

min
x2 X;z 2 IR

n
z j P

�
z � f (x; ! ) et x 2 X !

�
� 1 � "

o
: (1.2)

Cette approche de l'incertitude a �et�e introduite en 1959 p ar Charnes et Cooper [23]. En toute
g�en�eralit�e, ce mod�ele donne lieu �a des programmes math�ematiques complexes. Une des sources
majeures de di�cult�e est la non-convexit�e potentielle de l'ensemble des solutions r�ealisables.
Beaucoup de contributions ont donn�e, jusque r�ecemment, des conditions dans lesquelles cette
convexit�e est assur�ee. N�eanmoins, des exemples simpleset frappants r�ev�elent que l'ensemble des
solutions peut être particuli�erement di�cile �a manipul er.

Exemple : Consid�erons une variable al�eatoire (a; b) telle que : P((a; b) = (1 ; 1)) = 1 =2 et
P((a; b) = ( � 1; 0)) = 1 =2. Soit X = f x 2 IRjP(ax � b) � 1=2g. On a : X =] � 1 ; 0] [ [1; + 1 [.
On voit que X n'est même pas connexe.

On renvoie �a [45] pour un r�ecapitulatif de cas particulier s de programmes sous contraintes
probabilistes connus pour être convexes. On notera que, classiquement, les travaux sur la pro-
grammation sous contraintes probabilistes se sont essentiellement int�eress�es �a des probl�emes
lin�eaires dont les coe�cients sont des variables al�eatoires normalement distribu�ees, et le plus
souvent ind�ependantes [75, 74, 84]. En e�et, on peut dans cecas �ecrire un �equivalent d�eterministe
du probl�eme.

Le mod�ele (1.1) apparâ�t en fait comme une r�e-�ecriture �equivalente du probl�eme sous contrainte
probabiliste (1.2) :

Lemme 1 Il existe z tel que (x; z) est une solution optimale de (1.2) si, et seulement si, il
existe 
 0 � 
 tel que (
 0; x) est une solution optimale de (1.1).

Preuve : (1.1) peut s'�ecrire de mani�ere �equivalente comme :

min

 0� 
 : P(
 0)� 1� ";x 2 X (
 0);z2 IR

�
zjz � max

! 2 
 0
f (x; ! )

�
(1.3)

Montrons que (x; z) est solution r�ealisable de (1.2) si et seulement si (
0; x; z) est solution
r�ealisable de (1.3). Soit (x; z) solution r�ealisable de (1.2). Soit 
 0 = f ! 2 
 j z � f (x; ! ) et x 2
X ! g. Cette d�e�nition implique que x 2 X (
 0). On sait �egalement que P(
 0) � 1 � " . On en
d�eduit que (
 0; x; z) est une solution r�ealisable de (1.3).

R�eciproquement, soit (
 0; x; z) une solution r�ealisable de (1.3). Alors :

P
�
z � f (x; ! ) et x 2 X !

�
� P

�
z � f (x; ! ) et x 2 X ! et ! 2 
 0

�

= P
�
x 2 X ! et ! 2 
 0

�

= P(! 2 
 0); puisquex 2 X (
 0)

On en d�eduit : P
�
z � f (x; ! ) et x 2 X !

�
� 1 � " . Ceci montre que (x; z) est une solution

r�ealisable de (1.2).
Comme chacun des deux probl�emes (1.2) et (1.3) impliquent la même fonction objectif, on

en d�eduit la correspondance des solutions optimales entreles deux probl�emes. Le r�esultat avec
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(1.1) s'ensuit imm�ediatement. �

La programmation sous contrainte probabiliste est un mod�ele classique du domaine de la
programmation stochastique. Les quelques observations ci-dessus montrent les liens qui relient
ce mod�ele au domaine de l'optimisation robuste. Alors que la programmation sous contrainte
probabiliste est connue pour être particuli�erement di�c ile dans le cas g�en�eral, on peut esp�erer
avoir recours �a l'optimisation robuste pour approcher ce probl�eme de mani�ere e�cace.

Le lien entre mod�eles robustes et stochastiques a �et�e soulign�e et utilis�e de diverses mani�eres
dans plusieurs publications r�ecentes [8, 9, 13, 24, 58].
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Premi�ere partie

Approches robustes pour les
probl�emes sous contraintes

probabilistes
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Chapitre 2

Sous-ensembles d'�ev�enements pour
l'optimisation robuste

Motivations : On a montr�e dans le chapitre pr�ec�edent le
lien qui existe entre contraintes probabilistes et optimisation
robuste. La logique de cette derni�ere approche est de trouver la
meilleure solution valide pour un ensemble d'�ev�enementsdonn�e.
Id�ealement, on souhaiterait d�e�nir cet ensemble d'�ev�e nements
de mani�ere �a r�esoudre, ou au moins approcher, un probl�eme
d'optimisation sous contraintes probabilistes. Cette r�eexion se
poursuit dans le pr�esent chapitre. On se concentre sur la mani�ere
de d�e�nir les ensembles d'�ev�enements, et l'impact que cela a sur
l'ensemble des solutions robustes associ�e.

�Etant donn�e un ensemble 
 d'�ev�enements possibles, la question principale qui nous int�eresse
ici est la caract�erisation de bons sous-ensembles 
0 � 
 pour r�esoudre le probl�eme robuste
associ�e :

min
x2 X (
 0)

max
! 2 
 0

f (x; ! ):

On rappelle queX (
 0) est l'ensemble des solutions r�ealisables pour tout �ev�enement de 
 0.

 0 doit être assez grand pour assurer une bonne r�ealisabilit�e de la solution robuste correspon-
dante. Mais cet ensemble doit aussi permettre un gain au niveau du pire coût de la solution :
max! 2 
 0 f (x; ! ). Ces deux objectifs sont bien sûr contradictoires, et n�ecessitent un compromis.

2.1 Sous-ensembles optimaux d'�ev�enements

En lien avec la programmation sous contraintes probabilistes, on rappelle que le meilleur
sous-ensemble 
0 � 
 est solution du probl�eme d'optimisation suivant (voir x 1.2.2 et 1.2.3) :

min

 0:P(
 0)� 1� "

�
min

x2 X (
 0)
max
! 2 
 0

f (x; ! )
�

: (2.1)

Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que les ensembles desolution f X ! g! 2 
 s'�ecrivent �a
l'aide d'une fonction scalaire g : IRn � 
 ! IR : X ! = f x 2 IRn jg(x; w) � 0g. On observera que
le cadre consid�er�e est extrêmement g�en�eral. Il inclut en particulier les cas de programmation
avec variables enti�eres, puisqu'aucune hypoth�ese sp�eci�que sur g n'est impos�ee. On pourrait
�ecrire indi��eremment : X ! = f x 2 X j g(x; w) � 0g, o�u X � ZZr � IRn� r (r � n). D'autre part,
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le plus souvent dans la pratique, les probl�emes d'optimisation sont �ecrits �a l'aide de plusieurs
contraintes scalaires :g1(x; w) � 0; : : : ; gm (x; w) � 0. On se ram�ene facilement �a notre cadre en
�ecrivant g(x; ! ) = min f g1(x; ! ); : : : ; gm (x; ! )g. Observer que certaines propri�et�es desgj peuvent
rester valables pourg. Par exemple, si lesgj (x; :) sont concaves, alorsg(x; :) est aussi concave
(se souvenir que l'intersection d'ensembles convexes est convexe).

En conformit�e avec les notations utilis�ees jusqu'ici, pour tout sous-ensembleF � 
, X (F ) =T
! 2 F X ! est l'ensemble des solutions r�ealisables pour tout �ev�enement deF . Notons �egalement :

X =
S

! 2 
 X ! . Quelques observations simples peuvent être faites pour se familiariser avec le
rapport entre un ensemble d'�ev�enements et l'ensemble dessolutions robustes correspondant :

Lemme 2 Soit F1 � 
 et F2 � 
 :
(i) F1 � F2 ) X (F1) � X (F2)
(ii) X (F1 [ F2) = X (F1) \ X (F2)
(iii) X (F1 \ F2) � X (F1) [ X (F2)

Preuve : (i) est �evident. Pour (ii), observer que (i) implique : X (F1 [ F2) � X (F1) et
X (F1 [ F2) � X (F2), et donc : X (F1[ F2) � X (F1) \ X (F2). Alors, pour tout x 2 X (F1) \ X (F2),
on v�eri�e ais�ement que x 2 X (F1 [ F2). Pour (iii), il su�t de voir qu'une solution r�ealisable
pour tout F1 (resp. F2) est aussi r�ealisable pour F1 \ F2. Donc X (F1) � X (F1 \ F2) et
X (F2) � X (F1 \ F2). �

Pour le point (iii), seule l'inclusion donn�ee est vraie en g�en�eral. La plupart du temps :
X (F1 \ F2) 6= X (F1) [ X (F2). En e�et, consid�erons par exemple que 
 est compos�e de trois
sc�enarios : 
 = f ! 1; ! 2; ! 3g. Supposons queF1 = f ! 1; ! 2g, et F2 = f ! 2; ! 3g. On a : F1 \ F2 =
f ! 2g. On voit que si une solution x est r�ealisable pour F1 ou pour F2, alors elle l'est pour le
sc�enario ! 2, intersection de F1 et F2. En revanche, une solution r�ealisable pour le seul sc�enario
! 2 n'est pas forc�ement r�ealisable aussi pour! 1, et donc pour F1.

Lemme 3 Supposons que le probl�eme sous contrainte probabiliste(1.2) admet une solution
optimale. Il existe x � 2 X et v 2 IR tels que 
 0 = f ! 2 
 jf (x � ; ! ) � v et g(x � ; ! ) � 0g est une
solution optimale de (2.1).

Preuve : D'apr�es le lemme 1, si (1.2) admet une solution optimale, alors (2.1) �egalement. Soit
(
 � ; x � ) une solution optimale de (2.1). On notev la valeur optimale associ�ee. On v�eri�e ais�ement
que 
 � � 
 0. On en d�eduit que P(
 0) � 1� " . Comme de plusx � 2 X (
 0), (
 0; x � ) est une solu-
tion r�ealisable pour (2.1). D'autre part : max ! 2 
 0 f (x � ; ! ) � v = min x2 X (
 � ) max! 2 
 � f (x; ! ).
Donc, puisque x � 2 X (
 0) : minx2 X (
 0) max! 2 
 0 f (x; ! ) � v = min x2 X (
 � ) max! 2 
 � f (x; ! ).
Ceci assure que (
0; x � ) est une solution optimale de (2.1).�

Ce r�esultat simple fournit des informations int�eressant es quant �a la forme d'un ensemble
optimal d'�ev�enements. Si par exemple, pour tout x 2 X , l'ensemblef ! 2 
 jg(x; ! ) � 0g est un
poly�edre, alors on sait qu'il existe une solution poly�edr ique de (2.1).

Pour r�esoudre le probl�eme (2.1) (�equivalent �a un progra mme sous contrainte probabiliste),
une id�ee naturelle consiste �a faire \grandir" progressivement l'ensemble d'�ev�enements 
 0 en
esp�erant converger vers un ensemble optimal. Ce sera la strat�egie appliqu�ee dans les chapitres 4
et 5. N�eanmoins, on montre ci-dessous qu'une telle approche peut malheureusement converger
vers un ensemble non-optimal.

On introduit le concept de solution maximale de (2.1) :

D�e�nition 1 Un sous-ensembleF � 
 est dit solution maximale de (2.1) si :
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(i) il existe une solution x � au probl�eme : minx2 X (F ) max! 2 F f (x; ! ) ;
(ii) pour tout autre sous-ensembleF 0 � F :

min
x2 X (F 0)

max
! 2 F 0

f (x; ! ) > min
x2 X (F )

max
! 2 F

f (x; ! ):

Ainsi, F est dit maximal s'il ne peut pas être agrandi sans augmenterle coût de la solution
robuste associ�ee. Cette caract�eristique sera en particulier v�eri��ee par l'ensemble-limite de la
strat�egie de r�esolution �evoqu�ee plus haut. Deux observations permettent de clari�er les relations
entre solution optimale et solution maximale :

{ dans de nombreux cas, il existe une solution optimale de (2.1) qui est maximale. C'est clair
par exemple lorsque 
 est �ni. Si 
 n'est pas �ni, mais s'il exi ste une solutionx � unique
au probl�eme sous contrainte probabiliste, l'a�rmation re ste valide. En e�et, il su�t alors
de consid�erer l'ensemble 
0 d�ecrit dans le lemme 3. Si cet ensemble pouvait encore être
�etendu, il serait associ�e �a une nouvelle solution optimale x0.

{ En revanche, une solution maximale de probabilit�e 1� " n'est pas n�ecessairement optimale
pour (2.1), même dans des cas tr�es simples.

L'exemple suivant illustre cette derni�ere a�rmation.

Exemple : Consid�erons le probl�eme robuste suivant :

min x1 + 2x2

s.c. a1x1 + a2x2 � 1;
x � 0:

Les coe�cients a1 et a2 sont incertains, et appartiennent respectivement aux intervalles
[1/2,3/2] et [1,2]. Ainsi, 
 = [1 =2; 3=2]� [1; 2]. Supposons que chaque coe�cient est une variable
al�eatoire uniform�ement distribu�e sur son intervalle de d�e�nition. Soit " = 1=2. On introduit :

�
F1 = f a 2 
 ja2 � 3=2g
F2 = f a 2 
 ja1 + a2 � 5=2g

Observer que :P(F1) = P(F2) = 1 =2 = 1 � " . Soit V (F1) (resp. V (F2)) la valeur de l'objectif
pour la meilleure solution robuste �a tous les �ev�enements de F1 (resp. F2).

� Pour tout a 2 F1, observer que :ax � 1=2x1 + 3=2x2, puisquea1 � 1=2 et a2 � 3=2. Ainsi,
x est une solution robuste �a tous les �ev�enements deF1 si, et seulement si : 1=2x1 + 3=2x2 � 1.
En cons�equence :V (F1) = min f x1 + 2x2j1=2x1 + 3=2x2 � 1; x � 0g = 4=3.

� Montrons que F1 est maximal. Consid�erons un quelconque ~a 2 
 nF1, i.e. : ~a 2 [1=2; 3=2]�
[1; 3=2[. On note ~F1 = F1[f ~ag, et on a :V ( ~F1) = min f x1+2x2j1=2x1+3=2x2 � 1; ~ax � 1; x � 0g.
Observer que : ~ax � 3=2x1 + ~a2x2. On en d�eduit : V ( ~F1) � minf x1 + 2x2j1=2x1 + 3=2x2 �
1; 3=2x1 + ~a2x2 � 1; x � 0g = V 0. Soit ~x le point d'intersection des droites f x 2 IRj1=2x1 +
3=2x2 = 1g et f x 2 IRj3=2x1 + ~a2x2 = 1g, on peut v�eri�er que : V 0 = ~x1 + 2~x2.

Par ailleurs, des calculs faciles montrent que : ~x1 = (6 � 4~a2)=(9 � 2~a2) et ~x2 = 4=(9 � 2~a2).
En cons�equence :V 0 = 2 � 4=(9 � 2~a2). Comme on a suppos�e ~a2 < 3=2 : V 0 > 4=3 = V(F1).
Ceci assure que :V ( ~F1) > V (F1). Ainsi, on a montr�e que F1 ne pouvait pas être �etendu sans
d�et�eriorer la valeur de la solution robuste associ�ee : F1 est maximal.

� Finalement, montrons queF1 n'est pas optimal. Ceci se fait par comparaison avecF2. Pour
calculer V (F2), on �ecrit : V (F2) = min

�
x1 +2x2 j 8a 2 convf a(1) ; a(2) ; a(3) g : ax � 1; x � 0

	
, o�u

a(1) = (1 =2; 2), a(2) = (3 =2; 1), a(3) = (3 =2; 2). Il est clair que : V (F2) � minf x1 + 2x2 j a(1) x �
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1; a(2) x � 1; a(3) x � 1; x � 0g. Mais on montre aussi facilement que six satisfait a(1) x � 1,
a(2) x � 1 et a(3) x � 1, alors x satisfait ax � 1 pour tout a 2 convf a(1) ; a(2) ; a(3) g. Ceci assure :
V (F2) � minf x1 + 2x2 j a(1) x � 1; a(2) x � 1; a(3) x � 1; x � 0g.

En d�e�nitive : V (F2) = min f x1 + 2x2 j a(1) x � 1; a(2) x � 1; a(3) x � 1; x � 0g = min
�

x1 +
2x2 j 1=2x1 + 2x2 � 1; 3=2x1 + x2 � 1; 3=2x1 + 2x2 � 1; x � 0

	
. La r�esolution graphique de ce

programme lin�eaire permet de v�eri�er que : V (F2) = 6 =5 < V (F1).

2.2 Propri�et�es sp�eci�ques dans un contexte convexe

On suppose dans cette partie que 
 est un ensemble convexe.

2.2.1 Ensemble convexe d'�ev�enements

Lemme 4 Supposons que pour toutx 2 X , g(x; :) est concave sur
 . Soit F � 
 , on a :
X (F ) = X

�
conv(F )

�
.

Preuve : Comme conv(F ) � F , on a : X (conv(F )) � X (F ) (cf. lemme 2). De plus, soit
x 2 X (F ). Pour tout ( ! 1; ! 2) 2 F 2, et pour tout � 2 [0; 1], par concavit�e de g(x; :) : g(x; �! 1 +
(1 � � )! 2) � �g (x; ! 1) + (1 � � )g(x; ! 2) � 0. Ceci montre que x 2 X (conv(F )). Alors :
X (F ) � X (conv(F )), et donc : X (F ) = X (conv(F )). �

Proposition 1 Supposons que pour toutx 2 X , g(x; :) est concave sur
 , et f (x; :) est convexe
sur 
 . Alors, il existe une solution optimale 
 0 de (2.1) qui est convexe.

Preuve : Ce r�esultat peut être vu comme une cons�equence du lemme 3.On se propose cependant
de montrer plus directement que toute solution peut être remplac�ee par son enveloppe convexe.

Supposons que 
0 est une solution optimale non-convexe de (2.1), on montre que conv(
 0)
est aussi une solution optimale de (2.1). On a de mani�ere �evidente : P(conv(
 0)) � P(
 0) � 1� " .
De plus, d'apr�es le lemme 4 :X (
 0) = X (conv(
 0)). Finalement, soit x 2 X (
 0). Par convexit�e
de f (x; :), on voit facilement que : maxconv(
 0) f (x; :) � max
 0 f (x; :). Par ailleurs, puisque

 0 � conv(
 0) : max
 0 f (x; :) � maxconv(
 0) f (x; :). Ainsi : max 
 0 f (x; :) = max conv(
 0) f (x; :).
On a donc prouv�e que : minx2 X (conv(
 0)) max! 2 conv(
 0) f (x; ! ) = min x2 X (
 0) max! 2 
 0 f (x; ! ). �

Cette observation montre qu'il est inutile de travailler avec des ensembles d'�ev�enements
non-convexes lorsque les fonctionsf et g ont les propri�et�es d�ecrites. De plus, ce r�esultat expli -
cite le fait que les probl�emes sous contraintes probabilistes peuvent en th�eorie être remplac�es
de mani�ere �equivalente par un probl�eme robuste convexe. Pourtant, il est bien connu que ces
probl�emes sous contraintes probabilistes peuvent être non-convexes (voir l'exemple du para-
graphe 1.2.3). Par ailleurs, noter que dans la proposition pr�ec�edente, les contraintes de convexit�e
ne concernent que la forme des ensembles d'�ev�enements r�ealisables pour une solution donn�ee
(les fonctions g(x; :) et f (x; :)). Le r�esultat reste donc valide quelle que soit la nature de g(:; ! )
et f (:; ! ). Ceci concerne par exemple l'ensemble auquel appartient la variable x, qui peut être
(partiellement) discret (cf. programmation avec nombres entiers).

On a donc montr�e que, dans bon nombre de cas pratiques, on pouvait se restreindre �a
travailler avec des sous-ensembles d'�ev�enements 
0 � 
 convexes. Dans ce contexte, un certain
nombre de propri�et�es peuvent permettre de simpli�er gran dement la r�esolution pratique du
probl�eme robuste associ�e �a 
 0.

On suppose �a partir de maintenant que 
 est inclus dans un espace vectoriel de dimension
�nie d.
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D�e�nition 2 Soit C un ensemble convexe,c 2 C est appel�e point extrême deC si c ne peut
pas être �ecrit comme la combinaison convexe de deux autrespoints de C. En d'autres termes,
pour tout (c1; c2) 2 C2 et pour tout � 2 ]0; 1[ : c = �c 1 + (1 � � )c2 , c1 = c2 = c.

On notera G(C) l'ensemble des points extrêmes deC. On rappelle ce r�esultat classique de
la th�eorie des ensembles convexes (voir par exemple [69], corollaire 18.5.1) :

Th�eor�eme 1 Un ensembleC convexe, ferm�e et born�e est l'enveloppe convexe de ses points
extrêmes : C = conv(G(C)) .

Lemme 5 Supposons que pour toutx 2 X , g(x; :) est concave sur
 . Soit 
 0 � 
 ferm�e,
convexe et born�e :X (G(
 0)) = X (
 0).

Preuve : CommeG(
 0) � 
 0, on a :X (G(
 0)) � X (
 0). Maintenant, consid�erons x 2 X (G(
 0)).
Soit ! 2 
 0. D'apr�es le th�eor�eme de Carath�eodory, il existe d+1 points extrêmes f ! kgk2f 1;:::;d+1 g

dans G(
 0), et � 2 IRd+1
+ tel que

P d+1
k=1 � k = 1 et : ! =

P d+1
k=1 � k ! k . Alors, par concavit�e de

g(x; :) : g(x; ! ) �
P d+1

k=1 � kg(x; ! k ) � 0, puisquex 2 X (G(
 0)). Ceci prouve quex 2 X ! . Comme
ceci est vrai pour tout ! 2 
 0 : x 2 X (
 0). Ainsi, on a montr�e que X (G(
 0)) � X (
 0). �

On peut alors montrer :

Proposition 2 Supposons que pour toutx 2 X , g(x; :) est concave sur
 , et f (x; :) est convexe
sur 
 . Soit 
 0 � 
 ferm�e, convexe et born�e, on a :

min
x2 X (
 0)

max
! 2 
 0

f (x; ! ) = min
x2 X (G(
 0))

max
! 2G(
 0)

f (x; ! ):

Preuve : D'apr�es le lemme 5, on a : X (G(
 0)) = X (
 0). Soit x 2 X (
 0), on montre que
max
 0 f (x; :) = max G(
 0) f (x; :). Puisque G(
 0) � 
 0 : max
 0 f (x; :) � maxG(
 0) f (x; :). Soit
! 2 
 0, il existe d + 1 points extrêmes f ! kgk2f 1;:::;d+1 g dans G(
 0), et � 2 IRd+1

+ tel que
P d+1

k=1 � k = 1 et : ! =
P d+1

k=1 � k ! k (cf. th�eor�eme de Carath�eodory). Alors, par convexit�e d e
f (x; :) : f (x; ! ) �

P d+1
k=1 � k f (x; ! k ) � maxG(
 0) f (x; :). Comme ceci est vrai pour n'importe quel

! 2 
 0, on a : max
 0 f (x; :) � maxG(
 0) f (x; :). Ceci ach�eve la preuve.�

Ainsi, on peut se restreindre aux seuls points extrêmes de 
0 (convexe) pour assurer une
robustesse de la solution �a 
 0 dans son ensemble. Cette observation a fr�equemment �et�e exploit�ee
dans la litt�erature (voir par exemple le travail de [5, 6]).

2.2.2 Un cas particulier

La proposition 2 a montr�e que, sous certaines hypoth�eses de convexit�e, on peut se restreindre
aux points extrêmes de l'ensemble des sc�enarios envisag�es. On montre ici que pour un certain
contexte fr�equent en pratique, le nombre de sc�enarios vraiment utiles peut th�eoriquement encore
être r�eduit.

On reprend d'abord quelques �el�ements classiques de l'optimisation lagrangienne ; on renvoie
par exemple �a [53, 69], notamment pour les preuves. On noteJ = f 1; : : : ; mg l'ensemble des
contraintes. Consid�erons le probl�eme :

min f `(x) j 8j 2 J; h j (x) � 0; et x 2 IRng: (2.2)

Le lagrangien associ�e est :L (x; � ) = `(x) �
P

j 2 J � j hj (x).
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D�e�nition 3 Soient �x 2 IR n et �� � 0, on dit que (�x; �� ) est un point-col deL si :
(i) 8x 2 IR n ; L (�x; �� ) � L (x; �� ),
(ii) 8� � 0; L (�x; �� ) � L (�x; � ).

On a le r�esultat suivant, tr�es g�en�eral (voir [53], parti e 2.2, th�eor�eme 3) :

Th�eor�eme 2 Si (�x; �� ) est un point-col deL , alors �x est un optimum global du probl�eme(2.2).

Ce th�eor�eme admet une r�eciproque sous certaines hypoth�eses (voir [53], partie 2.5, th�eor�eme
5) :

Th�eor�eme 3 Supposons que :
(i) les fonctions f hj gj 2 J sont concaves, et̀ est convexe ;
(ii) il existe x 2 IRn tel que, pour tout j 2 J , hj (x) > 0.

Alors, si le probl�eme (2.2) admet une solution optimale�x, il existe un multiplicateur de Lagrange
�� � 0 tel que (�x; �� ) est un point-col deL .

Dans notre contexte d'optimisation robuste, le r�esultat suivant montre qu'en th�eorie, lorsque
g peut être �ecrit �a l'aide de plusieurs contraintes gj poss�edant certaines propri�et�es de lin�earit�e,
alors on peut encore diminuer le nombre de sc�enarios �a consid�erer. Les hypoth�eses de ce r�esultat
sont fr�equemment v�eri��ees en pratique.

Une fonction f (:; :) de IRn � 
 dans IR est dite convexe-a�ne si (i) pour tout x 2 IRn , f (x; :)
est a�ne, et si (ii) pour tout ! 2 
, f (:; ! ) est convexe. La notion de fonction concave-a�ne
s'en d�eduit imm�ediatement.

Proposition 3 Soit f gj (:; :)gj 2 J une famille de fonctions concaves-a�nes, de IRn � 
 dans IR,
telle queg(:; :) = min j 2 J gj (:; :). On suppose aussi quef (:; :) est convexe-a�ne, de IRn � 
 dans
IR. Soit 
 0 � 
 un polytope, on suppose queX (
 0) est born�e et contient un point �x tel que :
8! 2 
 0; g(�x; ! ) > 0. Il existe f �! j gj 2 J � 
 0 tel que :

min
x2 X (
 0)

max
! 2 
 0

f (x; ! ) = min
�

max
j 2 J

f (x; �! j )j8j 2 J; gj (x; �! j ) � 0
�

:

Preuve : On rappelle qu'une fonction convexe �a valeurs r�eelles surun ouvert est continue en
tout point de cet ouvert (voir e.g. [34]). Comme 
 0 est un polytope, G(
 0) contient un nombre
�ni d'�el�ements : on note G(
 0) = f ! kgk2f 1;:::;N g. Pour simpli�er la preuve, on suppose quef
ne d�epend pas de l'�ev�enement ! : f (x; ! ) = f (x). Ceci se fait sans perte de g�en�eralit�e, puisque
le probl�eme : minx2 X (
 0) max! 2 
 0 f (x; ! ) s'�ecrit de mani�ere �equivalente : min z;x2 X (
 0)

�
zj8! 2


 0 : z � f (x; ! ) � 0
	

. Il su�t alors de consid�erer comme variable x0 = ( x; z), et une fonction de
contrainte suppl�ementaire gm+1 (x0; ! ) = z � f (x; ! ).

D'apr�es la proposition 2 : min x2 X (
 0) f (x) = min x2 X (G(
 0)) f (x). Le lagrangien associ�e �a ce
probl�eme d'optimisation est not�e : L (x; � ) = f (x) �

P
j 2 J

P
k2f 1;:::;N g � j;k gj (x; ! k ). Puisque les

fonctions gj (:; ! k ) sont concaves sur IRn , elles sont continues : l'ensembleX (G(
 0)) est ferm�e. On
a de plus suppos�e que cet ensemble �etait born�e. On sait parailleurs que f est convexe sur IRn ,
donc continue : il existe une solution optimalex � 2 X (G(
 0)) au probl�eme min x2 X (G(
 0)) f (x).

Observer que le point �x 2 X (G(
 0)) satisfait : gj (�x; ! k ) > 0 pour tous j 2 J et k 2
f 1; : : : ; N g. Le th�eor�eme 3 s'applique alors : il existe un multiplicat eur de Lagrange� � � 0 tel
que (x � ; � � ) est un point-col du lagrangien L . On suppose qu'il existej tel que � �

j > 0 (si ce
n'est pas le cas,L (x; � � ) = f (x) : on peut optimiser sans contrainte). Commegj (x � ; :) est a�ne,
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on peut �ecrire : gj (x � ; :) = ~gj (x � ; :) + � j (x � ), o�u ~gj (x � ; :) est lin�eaire et � j (x � ) est une constante.
En posant S�

j =
P

k2f 1;:::;N g � �
j;k et ~� j;k = � �

j;k =S�
j , on a :

L (x � ; � � ) = f (x � ) �
P

j 2 J S�
j :~gj (x � ;

P
k2f 1;:::;N g

~� j;k ! k ) �
P

j 2 J S�
j :� j (x � )

= f (x � ) �
P

j 2 J S�
j :gj (x � ;

P
k2f 1;:::;N g

~� j;k ! k )

Introduisons l'�ev�enement : �! j =
P

k2f 1;:::;N g
~� j;k ! k . Comme

P
k2f 1;:::;N g

~� j;k = 1, d'apr�es la
convexit�e de 
 0 : �! j 2 
 0. On v�eri�e alors facilement que ( x � ; S� ) est un point-col du lagrangien :
~L(x; S) = f (x) �

P
j 2 J Sj :gj (x; �! j ). D'apr�es le th�eor�eme 2, ceci signi�e que x � est une solution

optimale de minf f (x)j8j; g j (x; �! j ) � 0g. �

On garantit donc qu'en th�eorie, quelle que soit la forme du polytope 
 0 (et en particulier
son nombre de points extrêmes), le probl�eme robuste peut s'�ecrire �a l'aide de seulement m
sc�enarios, dont chacun est utilis�e sur une seule desm contraintes. Cependant, la d�etermination
de ces sc�enarios peut ne pas être imm�ediate en pratique.

Remarque : On trouvera d'autres r�esultats de discr�etisation simila ires dans [17] (voir les
propositions 5.100 et suivantes dans cet ouvrage). Ils sont�etablis sous des hypoth�eses plus faibles
et dans un cadre plus g�en�eral, o�u l'on ne suppose pas une d�ecomposition deg sous la forme
de m fonctions f gj (:; :)gj 2 J . En contre-partie, les discr�etisations obtenues concernent l'ensemble
du probl�eme : dans le contexte de la proposition 3, cela signi�e autant de r�eplications des m
contraintes que de sc�enarios de discr�etisation. La proposition 3 garantit, sous des hypoth�eses
certes plus restrictives, que le probl�eme discr�etis�e peut s'�ecrire avec seulementm contraintes.

2.3 Ensembles poly�edriques

On consid�ere de nouveau dans cette partie que 
 est convexe et inclus dans un espace
vectoriel de dimension �nie d. Il est int�eressant d'�etudier les ensembles poly�edriques, qui jouent
un rôle important en programmation math�ematique, en part iculier pour la programmation
lin�eaire. On d�eduit du lemme 5 ce corollaire :

Corollaire 1 Supposons que :
{ pour tout x 2 X , g(x; :) est concave sur
 ,
{ pour tout ! 2 
 , X ! est un poly�edre.

Soit F � 
 , si F est un polytope, alorsX (F ) est un poly�edre.

Preuve : D'apr�es le lemme 5, X (F ) = X (G(F )). Si F est un polytope, alorsG(F ) est de car-
dinalit�e N �nie : G(F ) = f ! kgk2f 1;:::;N g. En cons�equence :X (F ) = X (G(F )) =

T
k2f 1;:::;N g X ! k .

Donc X (F ) est un poly�edre, en tant qu'intersection d'un nombre �ni d e poly�edres. �

On peut s'interroger sur la validit�e d'une sorte de r�ecipr oque de ce r�esultat : si l'on consid�ere
un ensemble poly�edrique V de solutions, existe-t-il un poly�edre F d'�ev�enements tel que V =
X (F ) ? En d'autres termes, on veut savoir si un ensemble poly�edrique de solutions dans IRn

peut être d�ecrit comme l'ensemble des solutions robustes�a un poly�edre d'�ev�enements dans 

(ou de mani�ere �equivalente dans notre contexte, comme l'ensemble robuste �a un nombre �ni de
sc�enarios, cf. proposition 2).

En inversant les rôles dex et de ! dans le corollaire 1, on obtient :

Lemme 6 Supposons que :
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{ pour tout ! 2 
 , g(:; ! ) est concave sur IRn ,
{ pour tout x 2 X , 
 x = f ! 2 
 jg(x; ! ) � 0g est un poly�edre.

Soit V � X , si V est un polytope, alors l'ensemble maximal d'�ev�enements auquel V est robuste
est un poly�edre. Autrement dit, il existe un poly�edre F � 
 tel que :

(i) V � X (F ),
(ii) pour tout ! 2 
 n F , V 6� X ! .

Preuve : En suivant le même raisonnement que pour la preuve du corollaire 1, on montre
que

T
x2 V 
 x =

T
x2G(V ) 
 x est un poly�edre. Consid�erons alors F =

T
x2 V 
 x : il est clair que

V � X (F ). En e�et, soit x 2 V : pour tout ! 2 F , par construction, ! 2 
 x et donc g(x; ! ) � 0.
Par ailleurs, consid�erons ! 2 
 n F quelconque. SiV � X ! , on a : 8x 2 V; g(x; ! ) � 0. Ceci

signi�e : ! 2
T

x2 V 
 x = F , ce qui est une contradiction. D'o�u le point (ii). �

Corollaire 2 Supposons que :
{ pour tout ! 2 
 , g(:; ! ) est concave sur IRn ,
{ pour tout x 2 X , 
 x = f ! 2 
 jg(x; ! ) � 0g est un poly�edre.

Soit F1 � 
 tel queX (F1) est un polytope, alors il existe un poly�edreF2 � F1 tel queX (F2) =
X (F1).

Preuve : D'apr�es le lemme 6, il existe un poly�edre F2 � 
 tel que X (F1) � X (F2), et F2

est \maximal". Cette derni�ere propri�et�e assure que F1 � F2, et donc d'apr�es le lemme 2 :
X (F1) � X (F2). �

Le r�esultat ci-dessus impose une forme poly�edrique aux ensembles de robustesse associ�es
�a chaque solution (les ensemblesf 
 xgx2 X ). Dans la suite de cette partie, on s'int�eresse �a des
hypoth�eses de convexit�e di��erentes, permettant d'obte nir le même type de r�esultat. On rappelle
quelques r�esultats classiques de l'analyse convexe (voirpar exemple [69]).

D�e�nition 4 Soit C � IRn un ensemble convexe ferm�e, un demi-espace est dit porteur pour C
s'il contient C et si sa fronti�ere contient un point de C. Si un demi-espace porteur est unique
au point x 2 C, il est dit tangent �a C.

On sait que (voir [69], th�eor�eme 18.8) :

Th�eor�eme 4 Un ensemble convexe ferm�eC � IR n de dimensionn est l'intersection des demi-
espaces ferm�es qui lui sont tangents.

On introduit la distance classique de Hausdor� entre deux ensemblesS1 et S2 :

dH (S1; S2) = max
�

max
x2 S1

min
y2 S2

kx � yk; max
y2 S2

min
x2 S1

kx � yk
�

:

Soit S(IR n ) la collection de tous les ensembles ferm�es de IRn , dH (:; :) est une distance sur
S(IR n ) (observer quedH (S; cl(S)) = 0 pour tout ensemble S) :

{ pour ( S1; S2) 2 S(IR n )2 : S1 = S2 , dH (S1; S2) = 0,
{ pour ( S1; S2) 2 S(IR n )2, dH (S1; S2) = dH (S2; S1),
{ pour ( S1; S2; S3) 2 S(IR n )3, dH (S1; S2) � dH (S1; S3) + dH (S3; S2). En e�et :

8(u; v) 2 S2
3 : kx � yk � k x � uk + ku � vk + kv � yk

) 8 (u; v) 2 S2
3 : miny2 S2 kx � yk � k x � uk + ku � vk + min y2 S2 kv � yk

) 8 v 2 S3 : miny2 S2 kx � yk � minu2 S3 (kx � uk + ku � vk) + min y2 S2 kv � yk
) 8 v 2 S3 : maxx2 S1 miny2 S2 kx � yk � 0 + max x2 S1 minu2 S3 kx � uk + min y2 S2 kv � yk
) maxx2 S1 miny2 S2 kx � yk � maxx2 S1 minu2 S3 kx � uk + max v2 S3 miny2 S2 kv � yk
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et donc : maxx2 S1 miny2 S2 kx � yk � dH (S1; S3) + dH (S3; S2). En inversant les rôles deS1

et S2, on a aussi : maxx2 S2 miny2 S1 kx � yk � dH (S2; S3) + dH (S3; S1), ce qui ach�eve la
d�emonstration.

D�e�nition 5 Soit (Sk )k2 IN une suite d'ensembles.S est appel�e la limite de (Sk ) si S est ferm�e
et : dH (Sk ; S) ! 0.

On introduit la fonction :

G : 
 �! S (IR n )
! 7�! X ! = g(:; ! )� 1(IR + ) = f x 2 IRn jg(x; ! ) � 0g

:

Pour tous x 2 IRn et r > 0, B (x; r ) d�esigne la boule ferm�ee de centrex et de rayon r .

Th�eor�eme 5 Supposons que :
(i) g(:; :) est continue sur IRn � 
 ,
(ii) pour tout ! 2 
 , si x est un point int�erieur de G(! ), alors g(x; ! ) > 0,
(iii) pour tout ! 2 
 , X ! = G(! ) est convexe,
(iv) il existe � > 0 tel que, pour tout ! 2 
 , on peut trouver x 2 G(! ) tel queB (x; � ) � G(! ),
(v) il existe � > 0 tel que, pour tout ! 2 
 , G(! ) � B (0; �) .

Alors G est continue sur 
 .

Preuve : Soit �! 2 
, montrons que G est continue en �! . Si ce n'est pas le cas, il existe" > 0
tel que, pour tout � > 0, il existe ! 2 
 tel que k! � �! k < � et dH (G(! ); G(�! )) � " . Alors on
peut construire une suite (! k )k2 IN dans 
 telle que : ! k ! �! et dH (G(! k ); G(�! )) � " .

� Soit un quelconquek 2 IN. Puisque tous les ensembles consid�er�es sont ferm�es (cf. (i)),
dH (G(! k ); G(�! )) � " implique l'existence dex 2 IRn tel que, ou bien x 2 G(! k ) et B (x; " ) \
G(�! ) = � , ou bien x 2 G(�! ) et B (x; " ) \ G(! k ) = � . Ainsi, en notant r = "�= �, on peut trouver
xk satisfaisant :

{ ou bien B (xk ; r ) � G(! k ) et B (xk ; r ) \ G(�! ) = � ,
{ ou bien B (xk ; r ) � G(�! ) et B (xk ; r ) \ G(! k ) = � .
En e�et, montrons cela dans le premier cas, quandx 2 G(! k ) et B (x; " ) \ G(�! ) = � . D'apr�es

l'hypoth�ese (v), il existe �x 2 G(! k ) tel que B (�x; � ) � G(! k ). D'apr�es la convexit�e de G(! k ),
tout point �x + (1 � � )�x est dansG(! k ), pour � 2 [0; 1]. Notons xk = � kx + (1 � � k )�x pour
� k 2 [0; 1]. Consid�erons l'ensembleB tel que y 2 B si et seulement s'il existe �y 2 B (�x; � )
v�eri�ant : y = � kx + (1 � � k )�y. Comme x 2 G(! k ) et B (�x; � ) � G(! k ), la convexit�e de G(! k )
implique que B � G(! k ). De plus, pour tout y 2 B :

xk � y = ( xk � �x) + (�x � �y) + (�y � y) = � k(x � �x) + (�x � �y) + � k (�y � x)
= (1 � � k)(�x � �y):

Ceci montre que :B = B (xk ; (1 � � k )� ). Donc, pour tout y 2 B :

kx � yk � k x � xkk + kxk � yk � (1 � � k )(kx � �xk + � ) � (1 � � k )(� � � + � ) = (1 � � k)� :

Ainsi, en posant � k = 1 � "=�, on garantit : B � B (x; " ), et donc : B \ G(�! ) = � . En d�e�nitive,
observer queB = B (xk ; r ).
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De la même mani�ere, si x 2 G(�! ) et B (x; " ) \ G(! k ) = � (deuxi�eme cas), on peut trouver
xk tel que B (xk ; r ) � G(�! ) et B (xk ; r ) \ G(! k ) = � .

� On construit ainsi une suite (xk )k2 IN . D'apr�es l'hypoth�ese (iv), cette suite est born�ee
et on peut donc en extraire une sous-suite convergente (x ' (k) ), de limite �x (cf. th�eor�eme de
Bolzano-Weierstrass). Comme on a suppos�e queg(:; :) est continue :g(x ' (k) ; ! ' (k) ):g(x ' (k) ; �! ) !
g(�x; �! )2 � 0, et comme par constructiong(x ' (k) ; ! ' (k)):g(x ' (k) ; �! ) < 0, on a n�ecessairement :
g(�x; �! ) = 0. D'apr�es l'hypoth�ese (ii), ceci signi�e que � x est sur la fronti�ere de G(�! ). Mais comme
la suite (xk ) a �et�e construite de mani�ere �a être toujours �a distanc e au moins r > 0 de cette
fronti�ere, ce n'est pas possible (contradiction). �

Soit une in�egalit�e ax � b valide pour un poly�edre P. L'ensemble F = f x 2 Pjax = bg est
une facette si dim(F ) = dim(P) � 1.

Lemme 7 Soit C une collection d'ensembles convexes de IRn , et supposons queP =
T

S2C S
est un poly�edre de dimension pleine. Soitax � b une in�egalit�e d�e�nissant une facette de P, on
note Q = f x 2 Pjax = bg. Il existe une suite (Sk ) � C telle que :

8x 2 Q; min
y =2 Sk

kx � yk �! 0:

Preuve : Soit �x un point int�erieur de Q : il existe � > 0 tel que �x est �a une distance au moins
� de la fronti�ere de Q. Pour tout k 2 IN � , il existe Sk 2 C tel que B (�x; 1=k) 6� Sk . Il existe donc
un demi-espaceH k tangent �a Sk et v�eri�ant B (�x; 1=k) 6� H k . Observer queP � Sk � H k .

Soit maintenant x 2 Q quelconque, on note :d(x) = kx � �xk. Comme B (�x; 1=k) 6� H k , il
existe �y =2 H k tel que k�y � �xk � 1=k. On note H 0

k l'hyper-plan parall�ele �a la fronti�ere de H k

et passant par �y : H 0
k = f x 2 IRn ja:(x � �y) = 0 g. Soit y 2 H 0

k tel que (y � x) et (�y � �x) sont
co-lin�eaires : y � x = �: (�y � �x). Puisque P � H k , on a forc�ement � � 0.

On introduit, pour tout � > 0, le point : x(� ) = �x + �
d(x) :(�x � x). Ce point est donc �a distance

� de �x dans la direction (�x � x). Ceci implique en particulier que si � � � , alors x(� ) 2 Q. On
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d�e�nit : y(� ) = �y + �
d(x) :(�y � y). Par construction, y(� ) 2 H 0

k . Par ailleurs :

x(� ) � y(� ) = ( x(� ) � �x) + (�x � �y) + (�y � y(� )
= �

d(x) :(�x � x) + (�x � �y) � �
d(x) :(�y � y)

=
�

1 + �
d(x)

�
:(�x � �y) + �

d(x) :(y � x)

=
�

1 + �
d(x) [1 � � ]

�
:(�x � �y):

On se place dans le cas� = � , ce qui assurex(� ) 2 P : x(� )� y(� ) =
�

1 + �
d(x) [1 � � ]

�
:(�x � �y).

Puisque P � H k , les vecteursx(� ) � y(� ) et �x � �y doivent être de même directions, donc :�
1 + �

d(x) [1 � � ]
�

� 0. On en d�eduit : � � 1 + d(x)=� . Alors :

ky � xk = �: k�y � �xk �
�

1 +
d(x)

�

�
:
1
k

:

Pour �nir, remarquer que y =2 H k . La suite (Sk)k2 IN est donc telle que :

min
y =2 Sk

kx � yk �
�

1 +
d(x)

�

�
:
1
k

�! 0:

Ceci est vrai pour tout x 2 Q. �

Proposition 4 Supposons que :
(i) g(:; :) est continue sur IRn � 
 ,
(ii) pour tout ! 2 
 , si x est un point int�erieur de X ! , alors g(x; ! ) > 0,
(iii) g(:; :) est concave-concave sur IRn � 
 ,
(iv) il existe � > 0 tel que, pour tout ! 2 
 , on peut trouver x 2 X ! tel queB (x; � ) � X ! ,
(v) il existe � > 0 tel que, pour tout ! 2 
 , X ! � B (0; �) .

Soit F1 � 
 un ensemble ferm�e. SiX (F1) est un poly�edre, alors il existe un polytopeF2 � 

tel queX (F2) = X (F1). Si F1 est convexe, alorsF2 � F1.

Preuve : On suppose sans perte de g�en�eralit�e queX (F1) est de dimension pleine ; si ce n'est
pas le cas dans IRn , on se ram�ene �a cette hypoth�ese en consid�erant un sous-espace vectoriel plus
petit. Soit � = f X ! g! 2 F1 . On note Qp, pour p 2 f 1; : : : ; N g, les facettes deX (F1) ; si apx � bp

est l'in�egalit�e caract�erisant Qp, Qp = f x 2 X (F1)japx = bpg. Pour tout p 2 f 1; : : : ; N g, d'apr�es
le lemme 7, il existe une suite (X ! p

k
)k2 IN � � telle que : 8x 2 Qp; miny =2 X ! p

k
kx � yk �! 0.

Soit (! p
' (k))k2 IN une sous-suite convergente de (! p

k )k2 IN , et notons �! p 2 F1 sa limite. D'apr�es le
th�eor�eme 5, G est continue, et donc la suite (X ! p

' ( k )
) tend vers X �! p . Cet ensemble limite satisfait :

X (F1) � X �! p , puisque �! p 2 F1. De plus, pour tout x 2 Qp : lim k!1
�

miny =2 X ! p
k

kx � yk
	

=

miny =2 X �! p kx � yk, donc : miny =2 X �! p kx � yk = 0. Qp est donc une facette deX �! p , puisque
Qp � X (F1) � X �! p et pour tout x 2 Qp, miny =2 X �! p kx � yk = 0 (cette derni�ere condition assure
que Qp est \au bord" de X �! p ).

On a alors :

X (F1) �
\

p2f 1;:::;N g

X �! p �
\

p2f 1;:::;N g

f x 2 IRm japx � bpg = X (F1)

et donc : X (F1) =
T

p2f 1;:::;N g X �! p . Finalement, on note F2 = convf �! pgp2f 1;:::;N g. F2 est un
polytope, et puisqueG(F2) = f �! pgp2f 1;:::;N g, le lemme 5 implique :X (F2) =

T
p2f 1;:::;N g X �! p =
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X (F1). Si F1 est convexe,F2 � F1 est �evident par construction, ce qui conclut la preuve. �

Ainsi, le corollaire 2 et la proposition 4 assurent, sous deshypoth�eses di��erentes, que si l'on
d�ecrit tous les ensembles poly�edriques d'�ev�enements dans 
, on est sûr aussi de d�ecrire tous les
poly�edres de solutions robustes dansX . Ces r�esultats ne peuvent s'appliquer directement �a des
cas o�u des variables de d�ecision enti�eres sont utilis�ees. Ils peuvent cependant être �etendus �a ce
contexte en se ramenant �a la relaxation continue correspondante.

On illustre ceci avec l'extension suivant de la proposition4 :

Proposition 5 Soit X un sous-ensemble quelconque de IRn . Supposons que pour tout! 2 
 :
X ! = f x 2 X j g(x; ! ) � 0g. On note : ~X ! = f x 2 IR n j g(x; ! ) � 0g. Supposons par ailleurs
que :

(i) g(:; :) est continue sur IRn � 
 ,
(ii) pour tout ! 2 
 , si x est un point int�erieur de ~X ! , alors g(x; ! ) > 0,
(iii) g(:; :) est concave-concave sur IRn � 
 ,
(iv) il existe � > 0 tel que, pour tout ! 2 
 , on peut trouver x 2 ~X ! tel queB (x; � ) � ~X ! ,
(v) il existe � > 0 tel que, pour tout ! 2 
 , ~X ! � B (0; �) .

Soit F1 � 
 un ensemble ferm�e. Si ~X (F1) = f x 2 IRn j 8! 2 F1; g(x; ! ) � 0g est un poly�edre,
alors il existe un polytopeF2 � 
 tel queX (F2) = X (F1). Si F1 est convexe, alorsF2 � F1.

Preuve : D'apr�es la proposition 4, il existe un polytope F2 � F1 tel que ~X (F2) = ~X (F1). Ceci
assure : ~X (F2) \ X = ~X (F1) \ X , et donc : X (F2) = X (F1). �

On termine cette partie par un exemple simple illustrant le sens de la proposition 4.

Exemple : On consid�ere 
 = [1 ; 2] � [1; 2], et X ! = f x � 0 j ! 2
1:x1 + ! 2

2:x2 � 1g. Il est
clair que X =

S
! 2 
 X ! = f x � 0 j x1 + x2 � 1g. Par ailleurs, d'apr�es le lemme 5, on a :

X (
) = X (1;1) \ X (1;2) \ X (2;1) \ X (2;2) = X (2;2) = f x � 0 j x1 + x2 � 1=4g.
On repr�esente les 4 ensembles extr�emauxX (1;1) , X (1;2) , X (2;1) et X (2;2) sur la �gure suivante :

On v�eri�e que les hypoth�eses de la proposition 5 sont satisfaites :
(i) on remarque queg(x; ! ) = ! 2

1:x1 + ! 2
2:x2 : g(:; :) est bien continue sur IR2 � 
 ;

(ii) pour tout ! 2 
, un point x �a l'int�erieur de X ! satisfait g(x; ! ) > 0 ;
(iii) g(:; :) est bien concave-concave �egalement ;
(iv) X (
) contient une boule de rayon non-nul (voir la boule blanch e sur la �gure), c'est

donc vrai aussi pour tout X ! , ! 2 
 ;
(v) l'ensemble X =

S
! 2 
 X ! est born�e.
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Consid�erons alors un poly�edre P quelconque deX , par exemple :

0 x 1

x 2

X

1

1

La proposition 4 nous garantit que :
- ou bienP ne correspond �a aucunX (F )F � 
 (ce n'est pas un ensemble de solutions robustes),
- ou bien il existe un poly�edre F � 
 tel que P = X (F ).

Il est clair ici que nous sommes dans le premier cas.

2.4 Sous-ensembles d'incertitudes pour la programmation l in�eaire

Le but de cette partie est de pr�esenter rapidement quelquesapproches de la litt�erature pour
d�e�nir des sous-ensembles de 
 dans le cadre de la programmation lin�eaire. On consid�ere un
syst�eme de contraintesAx � b o�u les coe�cients de A sont incertains. On s'appuie sur l'analyse
de [11], qui propose une vision uni��ee de plusieurs approches robustes de la litt�erature telles
que [9], [33] et [13].

Une adaptation du r�esultat principal de [11] est propos�ee ci-apr�es ; on renvoie le lecteur �a
l'article initial pour un �enonc�e plus g�en�eral. Ce r�esu ltat montre que consid�erer un sous-ensemble
d'�ev�enements 
 0 est en fait �equivalent �a introduire un terme de protection dans les contraintes
lin�eaires du probl�eme.

Soit b 2 IRm le second membre. On consid�ere qu'un �ev�enement est une matrice de contraintes
A 2 IRm� n . L'ensemble correspondant des solutions r�ealisables est: X A = f x 2 X j Ax � bg,
o�u X est un sous-ensemble quelconque de IRn . On introduit deux matrices de r�ef�erence : la
premi�ere, not�ee A, correspond aux valeurs minimales que peuvent prendre les coe�cients de A ;
la deuxi�eme, not�ee A, correspond aux valeurs maximales de ces mêmes coe�cients. On a bien
sûr A � A. On note en�n : � = A � A � 0. Pour simpli�er l'expos�e, on suppose par la suite que
� > 0.

Soit 
 et � les op�erateurs d�e�nis sur IR n � IRn , �a valeurs dans IRn , tels que :w = u 
 v ,
8i; w i = ui :vi , et : w = u � v , 8 i; w i = ui =vi . Noter que u � v n'a de sens que si toutes les
composantes dev sont non-nulles. On note :

�
X P =

�
x 2 X j 8 j 2 J; A j x + k� j 
 xk � bj

	

X R =
�

x 2 X j 8 A 2 IRm� n t.q. 8j 2 J; k(A j � A j ) � � j k� � 1 : Ax � b
	

o�u k:k est une norme quelconque, etk:k� est la norme duale associ�ee (on rappelle que :
kuk� = max kxk� 1 u:x). Ainsi, X P est d�e�ni en partant du syst�eme de contraintes A:x � b, et en
introduisant �a chaque ligne j un terme de protectionk� j 
 xk. D'autre part, X R est l'ensemble des
solutions robustes �a tous les �ev�enements de 
 0 =

�
A 2 IRm� n j8j 2 J; k(A j � A j ) � � j k� � 1

	
.

X P a l'avantage d'̂etre �ecrit de mani�ere beaucoup plus compacte. En revanche, la d�e�nition de
X R permet d'avoir une compr�ehension plus claire de l'ensemble des �ev�enements contre lesquels
on se pr�emunit.

23



Fig. 2.1 { Ensembles d'incertitude pour trois approches robustes di��erentes.

Th�eor�eme 6 (Bertsimas, Pachamanova, Sim, 2004) X P = X R .

Preuve : Soit j 2 J . Soit Sj = f s 2 IRn j ks � � j k� � 1g. Soit x 2 X quelconque :
�

A j x � bj ; 8A t.q. (A � A) j 2 Sj

�
, max

(A � A ) j 2S j

f A j xg � bj :

De plus, on a : max(A � A ) j 2S j
A j x = A j x + max s2S j sx. On introduit : e = s � � j , et on a en

cons�equence :s = e 
 � j . Observer alors que :

max
s2S j

sx = max
kek� � 1

(e 
 � j ):x = max
kek� � 1

e:(x 
 � j ):

On en d�eduit �nalement :
max
s2S j

sx = ( kx 
 � j k� )� = kx 
 � j k

puisque (k:k� )� = k:k. �

Par exemple, consid�erons la normeL 1, not�ee k:k1. Sa norme duale est :k:k�
1 = k:k1 . Dans

ce cas, on obtient : 
 0 = 
. Dans le cas de la norme L 2, on a : k:k�
2 = k:k2. Dans ce cas :


 0 =
n

A 2 IRm� n j8j 2 J;
P

i 2 I (A j i � A j i )2=� 2
ji � 1

o
(ellipso•�de).

Supposons que l'on a seulement 3 donn�ees scalaires incertaines. La �gure 2.1 illustre les
ensembles d'incertitude pris en compte pour 3 mod�eles robustes di��erents. Le premier, �a gauche,
correspond �a un terme de protection �ecrit avec la normeL 1 . Le deuxi�eme correspond au mod�ele
de [12, 13] (avec un param�etre � = 1 ; 5). Finalement, le troisi�eme ensemble (�a droite) est obtenu
en travaillant avec la norme L 2 ; c'est sur une norme semblable que le travail de [8, 9] s'appuie.

Ces ensembles peuvent bien sûr être dilat�es ou r�etract�es en consid�erant un multiple de
la norme consid�er�ee. Par exemple, int�eressons-nous �a la norme � k:k1 , avec � > 0. Quand �
augmente, la taille de la pyramide (cf. �gure 2.1 �a gauche) diminue. On repr�esente sur la �gure
2.2 les ensembles obtenus avec� = 2=3 et � = 2. Pour � = 2=3, observer que l'ensemble de
robustesse d�epasse le cadre du pav�e 
. Ceci n'est pas tr�espertinent en pratique, puisqu'on a
suppos�e que les donn�ees appartenaient forc�ement �a 
. On remarquera, par contraste, que les
ensembles d'incertitudes de [12, 13] respectent mieux cette hypoth�ese (cf. �gure 2.1, au milieu).

2.5 Un exemple simple

On rappelle que notre but est de trouver 
 0 � 
 tel que P(
 0) � 1 � " et assurant un coût
robuste associ�e aussi faible que possible. Id�ealement, on aimerait donc r�esoudre le probl�eme
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Fig. 2.2 { Dilatations de l'ensemble d'incertitude engendr�e par l'usage de la normeL 1 .

(2.1). Au travers de l'exemple d�evelopp�e ci-apr�es, on montre que la d�e�nition d'un tel sous-
ensemble 
0 d'�ev�enements d�epend fortement du probl�eme consid�er�e.

Consid�erons le programme lin�eaire suivant :

min x1 + 2x2

s.c. a1x1 + a2x2 � 1;
x � 0:

(2.3)

Chaque coe�cient scalaire ai � 0 est suppos�e incertain. Ainsi, l'ensemble 
 des �ev�enements
est l'ensemble des valeurs possibles du vecteura. Pour a 2 
, on note V(a) la valeur optimale
de (2.3).

Supposons quea1 6= 0 et a2 6= 0. On introduit � 1 = 1=a1 et � 2 = 2=a2, qui sont les ratios des
coe�cients de l'objectif et de la contrainte pour chaque variable x1;2. Soit k = arg min f � i gi 2f 1;2g,
une solution optimale de (2.3) est :

�
x �

k = 1=ak ;
x �

i = 0 ; pour i 6= k:

Alors, la valeur optimale est V (a) = � k . Pour tout � � 0, soit S� l'ensemble des vecteurs
d�e�ni par : S� = f a � 0jV (a) = � g (courbe de niveau � de la valeur du probl�eme). De
l'observation pr�ec�edente, on d�eduit que V (a) = � si et seulement si min� i = � . Donc :

S� = f a � 0 j
�

a1 = 1=�
a2 � 2=�

ou
�

a1 � 1=�
a2 = 2=�

g:

Certaines de ces courbes sont dessin�ees sur la �gure 2.3.
Avant d'entamer l'�etude de notre exemple, il convient de remarquer que pour tout F � 
 :

min
x� 0

�
x1 + 2x2j8a 2 F; a:x � 1

	
� max

a2 F
min
x� 0

�
x1 + 2x2ja:x � 1

	
= max

a2 F
V(a):

Pour un ensemble d'incertitudeF donn�e, le terme de droite, facile �a obtenir �a partir de la � gure
2.3, donne donc une borne sur la valeur robuste. La d�emarchepour d�eterminer 
 0 sera alors
toujours la même :
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Fig. 2.3 { Courbes de niveaux de la valeur-objectif du probl�eme (2.3).

(i) construire d'abord 
 0, de mesureP(
 0) = 1 � " , qui minimise la borne maxa2 
 0 V (a) ;
(ii) puis observer que l'in�egalit�e ci-dessus est en fait v�eri��ee �a l'�egalit�e.

Un ensemble v�eri�ant (i) et (ii) est n�ecessairement optim al.

Supposons maintenant que chaque coe�cientai appartient �a un intervalle [ ai ; ai + 1]. Ainsi,

 est un carr�e de côt�e de longueur 1 : 
 = [ a1; a1 + 1] � [a2; a2 + 1]. Chaque coe�cient est
suppos�e être une variable al�eatoire uniform�ement dist ribu�ee sur son intervalle de d�e�nition.
Consid�erons " = 1=4. Trois cas di��erents sont illustr�es sur la �gure 2.4 : cha cun est caract�eris�e
par des valeurs (a1; a2) di��erentes, donc un carr�e 
 di��erent. Dans chaque cas, n otre but va
maintenant être de trouver 
 0 � 
 solution optimale de (2.1). Les constructions propos�ees sont
tr�es g�eom�etriques, et s'appuient en bonne partie sur une intuition visuelle. Elles ne pr�etendent
pas �a une parfaite rigueur math�ematique.

Dans le cas de gauche, 
 est compl�etement �a droite de la ligne en pointill�es. En cons�equence,
toutes les lignes de niveauS(� ) qui intersectent 
 sont verticales. On en d�eduit que 
 0 est le
rectangle obtenu en enlevant de 
 les �ev�enements \sur la gauche". L'ensemble ainsi construit
satisfait clairement (i) et (ii).

Dans le cas de droite, 
 est au contraire compl�etement �a gauche de la ligne en pointill�es.
On voit alors que toutes les courbes de niveau deS(� ) qui intersectent 
 sont horizontales. On
en d�eduit que 
 0 est le rectangle obtenu en enlevant les �el�ements \en bas" de 
.

Finalement, le cas restant est un cas interm�ediaire pour lequel 
 0 est obtenu en retirant
un triangle �a 
. Sa construction est plus complexe que dans les deux cas pr�ec�edents. Nous la
d�etaillons maintenant. On s'int�eresse, de mani�ere arbi traire, �a un ensemble 
 0 d�elimit�e dans 

par une simple droite. On suppose que 
n 
 0 est un triangle rectangle de baseb et de hauteur
h. On veut avoir : bh=2 = " = 1=4. Par ailleurs, l'hypot�enuse du triangle rectangle intersecte la
ligne en pointill�es en un point ( u; v) dont les coordonn�ees sont, relativement �a 
 :
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�
v = 2u
v = � h=b:v+ h

Apr�es simpli�cations, on obtient : b2v � b=2 + u=2 = 0. Ceci n'est possible que si le discri-
minant associ�e �a ce polynôme du second degr�e est positif: � = 1 =4 � 2uv � 0. Ceci implique :
u � 1=4. Par ailleurs, pour assurer le plus bas coût possible sur l'ensemble des �ev�enements de

 0, u doit être maximis�e (cf. condition (i) ; observer en e�et qu e le coût \diminue le long de la
droite en pointill�es"). On suppose donc maintenant que u = 1=4 ; ceci implique queb = 1=2 et
h = 1.

Pour le moment, la seule garantie de l'ensemble 
0 construit est que son aire (ou sa proba-
bilit�e) est bien �egale �a 1 � " . Montrons maintenant que c'est en fait une solution optimale de
notre probl�eme. On peut montrer que le maximum des coûts dechaque �ev�enement de 
 0 est
�egal au coût de la solution robuste �a tous les �ev�enements de 
 0 (condition (ii)). D'apr�es la forme
des courbes de niveaux (voir �gure 2.3), le coût maximal maxa2 
 0 V(a) associ�e aux �ev�enements
de 
 0 est obtenu simplement �a l'intersection de la ligne en pointill�es et de 
 0. En s'appuyant
sur le lemme 5, le coût de la solution robuste aux �ev�enements de 
 0 s'obtient en r�esolvant le
probl�eme : min f x1 + 2x2 j (a1 + b)x1 + a2x2 � 1; a1x1 + ( a2 + h)x2 � 1; x � 0g. On ne d�etaille
pas ici les calculs.

Par ailleurs, d'apr�es la proposition 1, le sous-ensemble optimal 
 0 peut être cherch�e convexe.
Or il semble clair que tout ensemble convexeF � 
 di��erent de 
 0, et de mesure au moins
1 � " = 3=4, est tel que :

max
a2 F

V(a) > max
a2 
 0

V(a):

Ainsi la condition (i) est v�eri��ee.

Fig. 2.4 { Trois sous-ensembles optimaux de 
 pour le probl�eme (2.3) et " = 1=4.
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Chapitre 3

Utilisation du mod�ele robuste de
Bertsimas et Sim pour la PLNE

Motivations : Bertsimas et Sim ont propos�e un mod�ele robuste
lin�eaire qui a acquis une l�egitime popularit�e, due d'abo rd �a sa
simplicit�e de mise en �uvre. Ce mod�ele est directement uti lisable
pour les probl�emes lin�eaires en nombres entiers. Cet aspect
sp�eci�que, relativement peu exploit�e dans la litt�eratu re �a ce
jour, est le sujet de ce chapitre. On se propose en particulier de
mettre en �evidence quelques propri�et�es poly�edriques de ce mod�ele
robuste. La structure du sac-�a-dos robuste, fondamentale, est
plus particuli�erement �etudi�ee.

On rappelle que I = f 1; : : : ; ng et J = f 1; : : : ; mg. Dans ce chapitre, on s'int�eresse au
programme lin�eaire en nombres entiers suivant :

max cx
s.c. Ax � b;

x 2 INn :
(3.1)

c 2 IRn est le vecteur des coe�cients de l'objectif, A est une matrice �a m lignes et n
colonnes, etb 2 IRm est le vecteur des seconds membres. On suppose que seuls les coe�cients
de la matrice A sont incertains. Ce cadre n'est en rien restrictif. En e�et, si l'on suppose que
les seconds membresf bj gj 2 J sont aussi sujets �a incertitudes, il su�t de rajouter une va riable
arti�cielle xn+1 = 1 pour se ramener �a notre probl�eme : pour tout j 2 J , A j x � bj devient
A j x � bj xn+1 � 0. Le cas o�u l'objectif doit aussi être consid�er�e incert ain est trait�e ais�ement en
introduisant une variable z et en �ecrivant : max f z j z � cx � 0; Ax � b; x 2 INng.

Par ailleurs, beaucoup de r�esultats s'�etendent directement au cas de la programmation
lin�eaire mixte en nombres entiers, avecx 2 IN r � IRn� r (r � n). Dans un souci de simpli-
cit�e de l'expos�e, on ne consid�erera ici que des variablesenti�eres.

3.1 Mod�ele d'incertitude et sur-conservatisme

Chaque coe�cient A j i est suppos�e pouvoir prendre ses valeurs dans un intervalleborn�e
[A j i ; A j i ] � IR. Dans un souci de simpli�cation, on suppose que tous les coe�cients sont incer-
tains, c'est-�a-dire : A j i < A j i pour tout ( i; j ) 2 I � J . On notera : � j i = A j i � A j i > 0. Tous les
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r�esultats peuvent être facilement �ecrits dans le cas o�u seulement une partie des coe�cients sont
incertains.

Une mani�ere �evidente de trouver une solution robuste �a l' ensemble des �ev�enements pouvant
survenir est de r�esoudre :

max cx
s.c. Ax � b;

x 2 INn :

On est sûr que la solution obtenue sera r�ealisable quoi qu'il arrive ([79] s'appuie sur cette
vision de la robustesse, avec des hypoth�eses plus g�en�erales que celles consid�er�ees ici). Pourtant,
l'objectif associ�e �a cette solution a de fortes chances d'̂etre relativement faible. Or la qualit�e
m�ediocre de la valeur de la solution est due �a la prise en compte du pire �ev�enement A, alors
que celui-ci a peut-être de tr�es faibles chances de se produire. On parle de \sur-conservatisme"
pour d�esigner ces situations o�u la solution calcul�ee est bien robuste (conservatisme), mais en
fait même trop robuste puisqu'elle impose une perte au niveau de l'objectif qui ne se justi�e
pas forc�ement.

Di��erents mod�eles ont �et�e propos�es dans la litt�eratu re pour faire face �a ce probl�eme de sur-
conservatisme pour la programmation lin�eaire robuste [8,13]. Bertsimas et Sim [13] ont d�e�ni
une approche particuli�erement int�eressante pour notre contexte. Nous en d�etaillons ci-apr�es les
principales caract�eristiques.

�A chaque contrainte j 2 J , on associe un param�etre �j 2 f 0; : : : ; ng (suppos�e entier dans
un premier temps). On cherche ensuite une solution qui rester�ealisable si n � � j coe�cients de
la contrainte j prennent leur valeur la plus favorable (valeur minimale), tandis que les �j coef-
�cients restant prennent leur pire valeur (valeur maximale). Math�ematiquement, la contrainte
robuste j s'�ecrit donc :

X

i=2 S

A j i x i +
X

i 2 S

A j i x i � bj ; 8S � I t.q. jSj = � j : (3.2)

On remarque par exemple que si �j = 0, alors on a simplement :A j x � bj . Ceci correspond
au sc�enario le plus optimiste pour la contrainte j . �A l'autre extr�emit�e, si � j = n, on obtient :
A j x � bj . Ceci correspond au sc�enario le plus pessimiste pour cettecontrainte. On peut ainsi,
au travers de � j , param�etrer le conservatisme de la solution obtenue.

Le mod�ele robuste complet s'�ecrit donc :

max cx
s.c.

P
i=2 S A j i x i +

P
i 2 S A j i x i � bj ; 8S � I t.q. jSj = � j ; 8j 2 J;

x 2 INn :
(3.3)

On peut montrer facilement que ce programme de taille exponentielle s'�ecrit en fait de
mani�ere �equivalente (voir [13]) :

max cx
s.c.

P
i 2 I A j i x i + zj � j +

P
i 2 I pj i � bj ; 8j 2 J;

zj + pj i � � j i x i ; 8(i; j ) 2 I � J;
x i 2 IN; pj i � 0; zj � 0; 8(i; j ) 2 I � J:

(3.4)

Th�eor�eme 7 (Bertsimas et Sim, 2004) x est une solution r�ealisable de(3.3) si, et seule-
ment si, il existe z et p tels que(x; z; p) est une solution r�ealisable de(3.4).

(3.4) est donc une �ecriture de taille polynomiale du probl�eme robuste param�etr�e par �. On
remarque �a ce stade qu'il n'est pas n�ecessaire que les param�etres f � j gj 2 J soient entiers pour
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que (3.4) ait un sens. �A partir de maintenant, on supposera simplement : � j 2 [0; n] pour tout
j 2 J .

On a d�ej�a mis en �evidence deux raisons majeures pour s'int�eresser �a ce mod�ele robuste. La
premi�ere concerne la mod�elisation : le param�etre � donne un contrôle sur la robustesse de la
solution. Ceci est essentiel dans le cadre d'une r�eexion sur le sur-conservatisme. La deuxi�eme
raison est plus algorithmique : le programme lin�eaire en nombres entiers (3.1), nominal, est
transform�e en un autre programme lin�eaire en nombres entiers (3.4), robuste, de taille raison-
nable. Cette caract�eristique a des cons�equences pratiques importantes pour la r�esolution du
probl�eme robuste. On peut en e�et esp�erer s'appuyer sur les logiciels e�caces qui existent de
nos jours pour la PLNE (programmation lin�eaire en nombres entiers).

D'autres sp�eci�cit�es de cette approche robuste m�eriten t d'̂etre soulign�ees. On peut mention-
ner le fait que le probl�eme robuste obtenu conserve souventune complexit�e th�eorique compa-
rable �a celle du probl�eme nominal correspondant. On reviendra plus loin sur cet aspect, d�ej�a
abord�e dans [12] pour le cas o�u seuls les coe�cientsf ci gi 2 I de l'objectif sont incertains. Par
ailleurs, Bertsimas et Sim proposent une analyse probabiliste de leur mod�ele robuste [13]. Ceci
est particuli�erement int�eressant : on peut notamment fai re le lien avec la programmation sous
contraintes probabilistes. Cet aspect sera �egalement abord�e ult�erieurement (voir chapitre 4).

Ce mod�ele robuste a initialement �et�e propos�e pour la pro grammation lin�eaire pure ( i.e.
avec x continu). Les auteurs ont cependant mis en �evidence que leur approche s'appliquait tr�es
bien au cas de la programmation lin�eaire mixte en nombres entiers. Des tests num�eriques sur
quelques probl�emes combinatoires sont pr�esent�es dans [13]. �A notre connaissance, les autres
contributions sur l'application du mod�ele robuste �a la PL NE se sont concentr�ees sur le cas o�u
seuls les coe�cients f ci gi 2 I de l'objectif sont incertains. [12] fournit des r�esultats de complexit�e.
[64] s'est focalis�e sur les aspects probabilistes, en fournissant des bornes plus faciles �a calculer que
celles de [13]. Toujours pour ce cas sp�eci�que des coe�cients f ci gi 2 I , [2] �etudie des reformulations
plus e�caces.

De mani�ere surprenante, �a notre connaissance, aucun autre travail n'a �et�e men�e pour le cas
o�u les coe�cients de la matrice de contraintes A sont incertains. C'est ce contexte tr�es g�en�eral
qui nous int�eresse ici.

3.2 Complexit�e du probl�eme robuste

On se restreint dans cette partie au probl�eme robuste suivant, avec variables 0-1 :

max cx
s.c.

P
i 2 I A j i x i + zj � j +

P
i 2 I pj i � bj ; 8j 2 J;

zj + pj i � � j i x i ; 8(i; j ) 2 I � J;
x i 2 f 0; 1g; pj i � 0; zj � 0; 8(i; j ) 2 I � J:

(3.5)

L'analyse de complexit�e propos�ee ne semble pas pouvoir s'�etendre facilement au cas des
nombres entiers g�en�eraux (3.4). La seule chose sûre est que la complexit�e de ce dernier probl�eme
est au moins celle de (3.5). Le r�esultat qui suit est une g�en�eralisation de celui donn�e dans [12].
La preuve s'appuie sur des id�ees similaires �a celles utilis�ees dans cet article.

Th�eor�eme 8 Le probl�eme robuste (3.5) peut être r�esolu via (n+1) m probl�emes nominaux (3.1).

Preuve : Il existe une solution optimale (x � ; z� ; p� ) du probl�eme robuste (3.5) qui v�eri�e :
8(i; j ) 2 I � J; p�

ji = ( � j i x �
i � z�

j )+ (on rappelle que : (:)+ = max f :; 0g). On en d�eduit que le
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programme suivant fournit une solution optimale �a (3.5) :

max cx
s.c.

P
i 2 I A j i x i + � j zj +

P
i 2 I (� j i x i � zj )+ � bj ; 8j 2 J;

x 2 f 0; 1gn ; z � 0:

Soit j 2 J . On note : f j (zj ; x) = � j zj +
P

i 2 I (� j i x i � zj )+ (terme de protection de la
contrainte j ). Comme zj � 0 et x i 2 f 0; 1g, on a : (� j i x i � zj )+ = ( � j i � zj )+ x i . A�n d'�eviter des
jeux d'�ecriture complexes, on suppose sans perte de g�en�eralit�e que les valeurs f � j i gi 2 I sont tri�ees
en ordre croissant,i.e. : � j 1 � � j 2 � � � � � � jn . Alors, si zj 2 [� jk ; � j;k +1 [ :

P
i 2 I (� j i � zj )+ x i =P

i � k+1 (� j i � zj )x i . Ceci signi�e :

f j (zj ; x) =

8
<

:

� j zj +
P

i 2 I (� j i � zj )x i ; si zj < � j 1;
� j zj +

P
i � k+1 (� j i � zj )x i ; s'il existe k 2 I t.q. zj 2 [� jk ; � j;k +1 [;

� j zj ; si zj � � jn :

La contrainte j s'�ecrit donc : A j x + f j (zj ; x) � bj . Soit x 2 f 0; 1gn quelconque. f j (:; x) est
continue sur IR+ et lin�eaire sur [0; � j 1], sur chaque intervalle [� jk ; � j;k +1 ], pour k 2 f 1; : : : ; n � 1g,
et sur [� jn ; + 1 [. De plus, lim+ 1 f j (:; x) = + 1 . En cons�equence,f j (:; x) atteint son minimum
sur IR+ en l'un des points deZ j = f 0g [ f � j i gi 2 I . (Cette conclusion est ind�ependante de l'ordre
suppos�e sur lesf � j i gi 2 I .)

Revenons au probl�eme global (3.5). On noteV sa valeur optimale, et on introduit la valeur :

V (z) = min cx
s.c. A j x + f j (zj ; x) � bj ; 8j 2 J;

x 2 f 0; 1gn :

De mani�ere imm�ediate : V = max z� 0 V(z) � maxz2 Z1 ����� Zm V(z). D'autre part, soit z � 0 tel
que zj =2 Z j pour un j 2 J . Soit �x la solution associ�ee �a V (z). D'apr�es les r�eexions ci-dessus,
il existe �zj 2 Z j tel que f j (�zj ; �x) � f j (zj ; �x j ). On en d�eduit qu'il existe �z 2 Z1 � � � � � Zm

tel que V(�z) � V (z). Ceci montre que : maxz2 Z1 ����� Zm V(z) � maxz� 0 V(z). On en conclut :
V = max z2 Z1 ����� Zm V(z).

Pour �nir, observer que chaque probl�eme V(z) est une instance du probl�eme nominal (3.1).
Ceci ach�eve la preuve.�

Cette preuve montre en fait que, dans un contexte plus g�en�eral, si l'on note n j le nombre
de coe�cients incertains de la contrainte j (n j � n), alors le probl�eme robuste (3.5) peut être
r�esolu via

Q
j 2 J (n j + 1) probl�emes nominaux (3.1). Dans [12], les auteurs ont suppos�e que

seuls les coe�cients de l'objectif �etaient incertains. Ceci est �equivalent �a consid�erer qu'une seule
contrainte du probl�eme nominal est sujette �a incertitude s. On retrouve alors leur r�esultat.

Le th�eor�eme 8 n'assure pas que la complexit�e du probl�eme nominal est conserv�ee dans le
probl�eme robuste. En particulier, un probl�eme nominal po lynomial peut a priori devenir NP-
di�cile dans sa version robuste. Cependant, dans certains cas o�u le nombre de contraintes
a�ect�ees par l'incertitude est �xe, alors cette conservat ion de la polynomialit�e a lieu (avec un
facteur (n + 1) m , o�u m est �xe).

3.3 Aspects poly�edriques g�en�eraux

Soit une in�egalit�e �x � � valide pour un poly�edre P. L'ensembleF = f x 2 Pj �x = � g est
une face de P. Cette face est propre siF 6= � et F 6= P. Elle est appel�ee facette si dim(F ) =
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dim(P) � 1. Pour plus de d�etails sur la th�eorie des poly�edres, on renvoie le lecteur aux ouvrages
classiques sur le sujet (par exemple [56]).

Dans toute cette partie, on se concentrera sur un indicej 2 J �x�e : on �etudie ainsi la
transformation robuste d'une seule contrainte nominalej . Par ailleurs, on supposera que �j
est entier. De plus, on �elimine les cas triviaux o�u � j = 0 ou � j = n. Ainsi, on supposera :
� j 2 f 1; : : : ; n � 1g.

3.3.1 Poly�edre associ�e au relâch�e continu

On s'int�eresse d'abord au poly�edre :

~Pj =

(

x 2 IRn
+ j

X

i=2 S

A j i x i +
X

i 2 S

A j i x i � bj ; 8S � I t.q. jSj = � j

)

:

Lemme 8 Supposons quebj > 0. Alors dim( ~Pj ) = n et pour tout i 2 I , l'in�egalit�e x i � 0
d�e�nit une facette de ~Pj .

Preuve : Pour tout k 2 I , on note ek le vecteur tel queek
i = 0 si i 6= k, et ek

k = 1. Soit i 2 I . Fi

d�esigne la face engendr�ee par l'in�egalit�e x i � 0 : Fi = f x 2 ~Pj jx i = 0g. Soit k 6= i . Si A jk � 0,
on posexk = ek . Si A jk > 0, on d�e�nit xk = bj =A jk :ek . Dans les deux cas,xk appartient �a Fi .
Alors f 0g [ f xkgk6= i est un ensemble den points a�nement ind�ependants appartenant �a Fi :
dim(Fi ) � n � 1. Commedim(Fi ) < dim ( ~Pj ) � n, on a : dim( ~Pj ) = n et dim(Fi ) = n � 1. �

Lemme 9 Supposons que soitA j � 0 et bj > 0. Pour tout S � I tel que jSj = � j , l'in�egalit�e
triviale : X

i=2 S

A j i x i +
X

i 2 S

A j i x i � bj (3.6)

d�e�nit une facette de ~Pj .

Preuve : On rappelle que d'apr�es nos hypoth�eses,A j � 0 implique queA j > 0. On va d'abord
montrer que la face engendr�ee par (3.6) est de dimensionn � 1. Pour tout k 2 I , on note ek

le vecteur tel que ek
i = 0 si i 6= k, et ek

k = 1. On obtient � j points lin�eairement ind�ependants
en consid�erant xk = ( bj =A jk ):ek pour tout k 2 S. Ces points appartiennent �a ~Pj et satisfont :P

i=2 S A j i xk
i +

P
i 2 S A j i xk

i = bj .
Consid�erons le point : �x = 1=� j :

P
k2 S xk . Soit k =2 S, on construit : xk = � 1:�x + � 2:ek .

Montrons qu'il existe � 1 > 0 et � 2 > 0 tels que :xk 2 ~Pj et xk satisfait (3.6) �a l'�egalit�e. Cette
derni�ere condition impose : � 1bj + � 2A jk = bj . Si A jk = 0, alors � 1 = 1 et � 2 peut être choisi
quelconque strictement positif. SiA jk 6= 0, on a : � 2 = bj (1 � � 1)=Ajk . V�eri�ons dans ce cas
qu'il existe � 1 2 ]0; 1[ tel que xk 2 ~Pj .

Soit S0 � I tel que jS0j = � j , et montrons qu'il existe � 1 2 ]0; 1[ tel que :
P

i=2 S0 A j i xk
i +

P
i 2 S0 A j i xk

i � bj . Supposons dans un premier temps quek =2 S0. Alors on a :
P

i=2 S0 A j i xk
i +

P
i 2 S0 A j i xk

i � � 1bj + � 2:
� P

i=2 S0 A j i ek
i +

P
i 2 S0 A j i ek

i

�
= � 1bj + � 2A jk = bj , quel que soit

� 1 2 ]0; 1[. Supposons maintenant quek 2 S0. Ceci implique que S0 6= S ; comme ces deux
ensembles ont le même cardinal, il existel 2 S n S0. Alors :

P
i=2 S0 A j i xk

i +
P

i 2 S0 A j i xk
i � � 1:

�
(� j � 1)bj =� j + bj A j l =(A j l � j )

�

+ � 2:
� P

i=2 S0 A j i ek
i +

P
i 2 S0 A j i ek

i

�

= � 1:
�
(� j � 1)bj =� j + bj A j l =(A j l � j )

�
+ � 2:A jk

= � 1:
�
(� j � 1)bj =� j + bj A j l =(A j l � j )

�
+ (1 � � 1)bj :A jk =Ajk
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On note Q1 = (� j � 1)bj =� j + bj A j l =(A j l � j ), Q2 = bj :A jk =Ajk , et on souhaite assurer que :
� 1Q1 + (1 � � 1)Q2 � bj , avec � 1 2 ]0; 1[. CommeQ2 > b j et Q1 < b j , un tel � 1 existe.

On a travaill�e avec S0 �x�e, et donc � 1 est une quantit�e positive qui d�epend de S0; on la note
� 1(S0). Le point xk est alors d�e�ni comme : xk = � �

1 �x + � 2ek , o�u � �
1 = min S0 � 1(S0) > 0.

En d�e�nitive, on a construit n points f xkgk2 I lin�eairement ind�ependants appartenant �a ~Pj .
Ceci montre que la face engendr�ee par (3.6) est de dimensionn � 1, ce qui en fait une facette
de ~Pj . �

Par des proc�ed�es similaires, on pourrait montrer :

Lemme 10 Supposons queA j � 0 et bj < 0. Alors dim( ~Pj ) = n, et les in�egalit�es (3.6)
d�e�nissent des facettes de ~Pj .

On a suppos�e dans les r�esultats pr�ec�edents que les coe�cients d'une même contrainte avaient
toujours tous le même signe. Si ce n'est pas le cas, l'analyse devient plus compliqu�ee, et les
in�egalit�es (3.6) ne d�e�nissent pas toutes des facettes. C'est ce qu'illustre l'exemple suivant.

Exemple : Consid�erons l'in�egalit�e : a1x1+ a2x2 � 2. Les coe�cients a1 et a2 sont incertains, avec
pour intervalles associ�es :a1 2 [1; 2], a2 2 [� 2; � 1]. Consid�erons � = 1, le syst�eme d�e�nissant
le poly�edre robuste est : �

2x1 � 2x2 � 2
x1 � x2 � 2

:

On voit que la deuxi�eme in�egalit�e est domin�ee par la prem i�ere, et ne d�e�nit donc pas une facette
du poly�edre robuste.

N�eanmoins, la plupart des probl�emes rencontr�es en pratique conduiront �a consid�erer des
coe�cients de même signe pour une contrainte donn�ee.

Lemme 11 Supposons que soitbj > 0 et A j � 0, soit bj < 0 et A j � 0. Soit x̂ 2 IR n
+ tel que,

pour tout i 2 I :

x̂ i =
1

� j i
:

bjP
k2 I A jk =� jk + � j

:

x̂ est le seul point extrême de~Pj tel que x̂ > 0.

Preuve : Les hypoth�eses consid�er�ees nous placent dans le cadre des pr�ec�edents lemmes ; en
particulier, ~Pj est de dimension pleine, donc est non-vide. L'intersectiondes facettes d�e�nies
par les in�egalit�es (3.6) est caract�eris�ee par :

8S � I t.q. jSj = � j :
X

i=2 S

A j i x i +
X

i 2 S

A j i x i = bj ,
X

i 2 I

A j i x i +
X

i 2 S

� j i x i = bj :

Puisque � j 2 f 1; : : : ; n � 1g, ce syst�eme comporte au moinsn �equations lin�eairement
ind�ependantes. Ainsi, il y a au plus une solution au syst�eme, qui est en fait donn�ee par les
coordonn�ees x̂ i d�e�nies dans le lemme. Si bj > 0 et A j � 0, alors il est clair que x̂ > 0. Si
bj < 0 et A j � 0, on a pour tout k 2 I : A jk + � jk � 0, ce qui signi�e : A jk =� jk � � 1. Alors :P

k2 I A jk =� jk � n. Comme on a suppos�e �j � n � 1, on obtient :
P

k2 I A jk =� jk + � j < 0. Ceci
assure que ^x > 0.

Finalement, remarquer que les autres points extrêmes impliquent n�ecessairement les autres
facettes f x 2 ~Pj jxk = 0g, pour k 2 J . �

Ainsi, ~Pj peut être vu comme l'intersection d'une pyramide de sommet̂x avec IRn
+ , comme

illustr�e sur la �gure 3.1.
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Fig. 3.1 { Poly�edres robustes des solutions r�ealisables (n = 3).

3.3.2 Poly�edre associ�e au probl�eme robuste en nombres en tiers

Dans cette partie, on s'int�eresse au poly�edre :

Pj = conv

(

x 2 INn j
X

i=2 S

A j i x i +
X

i 2 S

A j i x i � bj ; 8S � I t.q. jSj = � j

)

:

La description de ce poly�edre est importante en vue de la r�esolution de probl�emes robustes en
nombres entiers, notamment �a l'aide d'algorithmes de plans coupants ou debranch-and-cut. En
pratique, on a souvent des informations disponibles sur le poly�edre associ�e au probl�eme nominal
(3.1). Il pourrait être int�eressant de r�e-utiliser cett e connaissance pour aider �a la caract�erisation
de Pj .

Soit S � I , on note A j (S) le vecteur dont les coe�cients sont : A j i (S) = A j i si i 2 S,
A j i (S) = A j i si i =2 S. On peut d�ej�a faire la simple observation suivante :

Lemme 12 Soit S � I tel que jSj = � j . Toute in�egalit�e valide pour f x 2 IN n j A j (S):x � bj g
est �egalement valide pourPj .

Ainsi, la caract�erisation du poly�edre nominal associ�e au sc�enario A j (S) peut être r�e-utilis�ee
pour le probl�eme robuste. �Evidemment, les in�egalit�es ainsi obtenues ne su�sent pas �a d�ecrire
Pj . On cherche dans ce qui suit �a mettre en �evidence des in�egalit�es valides pour Pj , mais non-
valides pour les poly�edres associ�es auxf A j (S)gS� I; jSj=� j .

Exemple : Consid�erons le poly�edre : f x 2 IN2 j a1x1 + a2x2 � 2g. Les coe�cients a1 et a2 sont
suppos�es prendre leurs valeurs dans l'intervalle [1,2]. Prenons � = 1, le poly�edre robuste associ�e
est :

n
x 2 IN2 j 2x1 + x2 � 2 et x1 + 2x2 � 2

o
:
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La ligne en pointill�es correspond �a une facette du poly�edre robuste. Elle n'est �evidemment valide
pour aucun des ensemblesf x 2 IN2 j 2x1 + x2 � 2g et f x 2 IN2 j x1 + 2x2 � 2g.

Proposition 6 Soit I 0 � I tel que jI 0j � � j . L'in�egalit�e suivante est valide pour le poly�edre ~Pj

du relâch�e continu :
X

i 2 I 0

A j i x i +
X

i=2 I 0

�
A j i +

� j � j I 0j
n � j I 0j

� j i

�
x i � bj : (3.7)

Preuve : Soit I 0 � I tel que jI 0j � � j . Supposons d'abord quejI 0j � � j � 1. Sommons toutes
les contraintes robustes (3.2) telles que pour touti 2 I 0, le coe�cient de la contrainte soit A j i ;
on obtient :

X

i 2 I 0

C� j �j I 0j
n�j I 0j :A j i x i +

X

i=2 I 0

h
C� j �j I 0j

n�j I 0j :A j i + C � j �j I 0j� 1
n�j I 0j� 1 :� j i

i
x i � C� j �j I 0j

n�j I 0j :bj :

En e�et, il y a C � j �j I 0j
n�j I 0j contraintes di��erentes telles que tous les coe�cients i 2 I 0 sont �egaux �a

leur valeur maximale A j i . Par ailleurs, soit i =2 I 0 : parmi les contraintes s�electionn�ees, il y en

a C� j �j I 0j� 1
n�j I 0j� 1 dont le coe�cient i est A j i = A j i + � j i ; les autres sont telles que ce coe�cient est

A j i . Le r�esultat est obtenu en divisant l'in�egalit�e ci-dess us par C� j �j I 0j
n�j I 0j .

Pour �nir, dans le cas o�u jI 0j = � j , l'in�egalit�e (3.7) n'est rien d'autre qu'une contrainte
robuste (3.2). �

Les in�egalit�es (3.7) peuvent être utilis�ees comme basepour construire des in�egalit�es plus
fortes, valides pour le poly�edre entier Pj :

Proposition 7 Notons � = min i 2 I;A ji 6=0
�

� j i =jA j i j
	

, � > 0 :
(i) si A j 2 IN n , et si � � 1, alors l'in�egalit�e suivante est valide pour Pj :

X

i 2 I

A j i x i �
�

nbj

n + � � j

�
; (3.8)

(ii) si (� A j ) 2 IN n , et si � � 1, alors l'in�egalit�e suivante est valide pour Pj :

X

i 2 I

A j i x i �
�

nbj

n � � � j

�
: (3.9)
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Preuve : Consid�erons l'in�egalit�e (3.7) obtenue pour I 0 = � , on a :
P

i 2 I

�
A j i + � j i :� j =n

�
x i � bj .

Si A j 2 INn , pour tout i 2 I : � j i � �A j i . Alors l'in�egalit�e suivante est aussi valide pour ~Pj :P
i 2 I A j i (1 + �: � j =n)x i � bj . En divisant par cette quantit�e l'in�egalit�e, et en arron dissant le

membre de droite, on obtient (i).
Dans le cas o�u A j est un vecteur d'entiers n�egatifs, on a pour tout i 2 I : � j i � � �A j i . On

a alors l'in�egalit�e suivante, valide pour ~Pj :
P

i 2 I A j i (1 � � j =n:� )x i � bj . Comme on suppose
� � 1, on a : 1� � j =n:� > 0. On obtient alors (ii) comme pr�ec�edemment. �

Ces in�egalit�es sont tr�es g�en�erales. En contrepartie, elles sont le plus souvent assez faibles.

Exemple (suite) : Consid�erons l'exemple pr�ec�edent, on a : � = 1. D'apr�es la proposition 7,
l'in�egalit�e suivante est valide : 2 x1 + 2x2 � d 4=(2 + � )e = 2. On obtient ainsi l'in�egalit�e en
pointill�es sur la �gure pr�ec�edente.

Il semble di�cile de donner des caract�erisations poly�edr iques fortes dans un cas compl�etement
g�en�eral. Dans ce qui suit, on se concentre sur le cas particulier o�u toutes les donn�ees incertaines
f A j i gi 2 I varient dans le même intervalle (mêmes valeurs minimale et maximale). On s'attachera
�a donner la valeur maximale que la somme

P
i 2 I x i peut prendre dans ce cas. Pour arriver au

r�esultat, la d�emarche sera d'examiner les plansf x 2 IRn j
P

i 2 I x i =  g, et de voir pour quelles
valeurs de ce plan intersecte le poly�edrePj .

Le lemme suivant est un r�esultat interm�ediaire utile pour la preuve du th�eor�eme 9 :

Lemme 13 Soient x 2 IN � , c 2 f 0; : : : ; ng et � > 0. On note : S = f S � I : jSj = � j g, et
H = f x 2 IN n j

P
i 2 I x i = nx � cg. Alors :

min
x2 H

max
S2S

(
X

i=2 S

x i + (1 + � )
X

i 2 S

x i

)

� (n + � � j )(x � 1) + (1 + � ) min f � j ; n � cg

+( n � c � � j )+

Preuve : Soit x 2 H . Pour tout S 2 S, on noteg(x; S) =
P

i=2 S x i +(1+ � )
P

i 2 S x i . Le maximum
de g(x; :) est obtenu en : S� (x) 2 arg maxS2S

P
i 2 S x i . S� (x) est simplement l'ensemble des

indices correspondant aux �j plus grandes valeurs def x i gi 2 I .
Il s'agit maintenant de trouver x 2 H tel que la somme des �j plus grandes composantes

de x est la plus faible possible. Ceci implique que les valeursf x i gi 2 I sont aussi \�equilibr�ees"
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que possibles. On montre quex 2 arg minH g(:; S� (:)) si les composantes dex sont �a valeurs
dans f x � 1; xg. En e�et, consid�erons x0 2 H ne satisfaisant pas cette propri�et�e. Supposons qu'il
existe k 2 I tel que x0

k � x+1. Comme x0 2 H , on a :
P

i 6= k x0
i = nx � c� x0

k � (n � 1)x � c� 1 <
(n � 1)(x � 1). Donc il existe l 6= k tel que x0

l < x � 1, soit : x0
l � x � 2. On construit alors

x002 H �egal �a x0 except�e pour les composantesk et l : x00
k = x0

k � 1 et x00
l = x0

l + 1. On voit que :
g(x00; S� (x00)) < g (x0; S� (x0)), donc x0 =2 arg minH g(:; S� (:)). La d�emarche est la même dans le
cas o�u il existe k 2 I tel que x0

k � x � 2.
On a donc montr�e qu'un �el�ement x 2 arg minH g(:; S� (:)) a ses composantes dansf x � 1; xg.

Alors, n�ecessairement, x a c composantes de valeurx � 1, et n � c de valeur x. La valeur
correspondante deg(x; S � (x)) fournit le r�esultat, puisque :

g(x; S � (x)) = (1 + � )
h
� j (x � 1) + min f � j ; n � cg

i
+

h
(n � � j )(x � 1) + ( n � c � � j )+

i

La borne est obtenue apr�es simpli�cation de l'expression.�

Th�eor�eme 9 Supposons quebj > 0, et que pour tout i 2 I : A j i = 1 et � j i = � > 0. On note :
x =

�
bj =(n + � � j )

�
, et : � = ( n + � � j )x � bj . Soit :

Q =

8
<

:

d� e; si � � n � � j ;�
� + � (n � � j )

1 + �

�
; sinon.

Q est un entier compris entre 0 etn, et l'in�egalit�e :
X

i 2 I

x i � nx � Q (3.10)

d�e�nit une face propre de Pj . De plus, si Q =2 f 0; ng, c'est une facette dePj .

Preuve : On a montr�e dans la proposition 6 que :
P

i 2 I x i � nbj =(n + � � j ) est valide pour
~Pj (consid�erer I 0 = � ), donc pour Pj . Ceci assure que

P
i 2 I x i � nx est bien valide pour

Pj . Notre but est de trouver un entier c 2 IN aussi grand que possible de mani�ere �a ce queP
i 2 I x i � nx � c reste valide pour Pj . Observer que, si l'on augmente progressivementc �a

partir de c = 0, l'in�egalit�e est valide tant que l'hyperplan f x 2 IRn j
P

i 2 I x i = nx � cg ne
\rencontre" pas Pj , i.e. ne contient pas de point de ce poly�edre. Dit autrement, on cherche c
aussi petit que possible de mani�ere �a ce que cet hyperplan contienne au moins un point dePj .

Soit x 2 INn tel que :
P

i 2 I x i = nx � c. D'apr�es le lemme 13, il existeS � I tel que jSj = � j

et :
X

i=2 S

x i + (1 + � )
X

i 2 S

x i � (n + � � j )(x � 1) + (1 + � ) min f � j ; n � cg + ( n � c � � j )+

On s'int�eresse �a la di��erence entre cette borne et la quantit�e bj , not�e f (c) :

f (c) = ( n + � � j )(x � 1) + (1 + � ) min f � j ; n � cg + ( n � c � � j )+ � bj

Si c � n � � j , on a : f (c) = ( n + � � j )x � bj � c = � � c. Si c � n � � j , on a : f (c) =
(n+ � � j )x� bj + � (n� � j )� (1+ � )c = �+ � (n� � j )� (1+ � )c. La fonction f est donc d�ecroissante
et s'annule pour une valeur, not�ee c� , qui vaut � si � � n � � j , et (� + � (n � � j ))=(1 + � )
sinon. Noter quec� � 0. De plus, en remarquant que � � n + � � j , on v�eri�e que c� � n.

Quand c < c � , alors :
P

i=2 S x i + (1 + � )
P

i 2 S x i > b j . Ceci prouve qu'il n'y a aucun point
entier de l'hyperplan f x 2 IRn j

P
i 2 I x i = nx � cg appartenant �a Pj . Puisqu'on cherchec entier,

la condition c < c � s'�ecrit de mani�ere �equivalente : c < dc� e.
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Consid�erons maintenant le casc = dc� e = Q, et construisons un point entier x 2 INn tel queP
i 2 I x i = nx � Q et x 2 P j . Le point x est d�e�ni par :

�
x i = x � 1; si i � Q;
x i = x; sinon:

On v�eri�e bien que
P

i 2 I x i = nx � Q. Soit S � I tel que jSj = � j . La quantit�e
P

i=2 S x i + (1 +
� )

P
i 2 S x i est maximale lorsqueS contient un maximum d'�el�ements i de valeur x. On montre

ainsi que :
P

i=2 S x i + (1 + � )
P

i 2 S x i � f (Q) + bj (en e�et, en reprenant les notations de la
preuve du lemme 13, ceci est �equivalent �a :g(x; S) � g(x; S � (x))). De plus, comme Q � c� et
f est d�ecroissante, f (Q) � 0. On a donc :

P
i=2 S x i + (1 + � )

P
i 2 S x i � bj . Ainsi : x 2 P j . Ceci

montre que l'in�egalit�e (3.10) d�e�nit une face propre de Pj .
En�n, si Q =2 f 0; ng, on peut d�e�nir n points lin�eairement ind�ependants sur cette face : il

su�t de faire varier l'ensemble, de taille Q, des �el�ements i tels quex i = x � 1. On montre donc
que la face propre est une facette dePj . �

Le th�eor�eme 9 s'�etend imm�ediatement aux cas o�u les vale urs nominales sont toutes �egales
et strictement positives : 8i 2 I; A j i = a > 0, et si les variations satisfont la même propri�et�e :
8i 2 I; � j i = d. L'in�egalit�e (3.10) peut aussi fournir des in�egalit�es valides si ces propri�et�es ne
sont pas respect�ees. Par exemple, si les coe�cients deA j sont strictement positifs, consid�erer le
probl�eme relâch�e avec, pour tout i , A0

ji = min k2 I A jk , et � = min i 2 I � j i =A0
ji . Mais on n'a plus

de garantie sur la qualit�e des in�egalit�es obtenues.
Le même type de r�esultat s'obtient dans le cas o�u on travaille avec des coe�cients n�egatifs :

Th�eor�eme 10 Supposons quebj < 0, et que pour tout i 2 I : A j i = � 1 et � j i = � 2 ]0; 1]. On
note : x = b� bj =(n � � � j )c, et : � = � (n � � � j )x � bj . Soit :

Q =

8
>><

>>:

�
�

1 � �

�
; si � 6= 1 et � � (1 � � )� j ;

d� + � � j e; si � > (1 � � )� j ;
0; si � = 1 et � = 0 :

Q est un entier entre 0 etn, et l'in�egalit�e :
X

i 2 I

x i � nx + Q (3.11)

d�e�nit une face propre de Pj . De plus, si Q =2 f 0; ng, c'est une facette dePj .

Id�ee de preuve : La preuve est compl�etement similaire �a celle du th�eor�em e 9. En notant
H = f x 2 INn j

P
i 2 I x i = nx + cg, il faut d'abord observer que :

max
x2 H

min
S2S

(
X

i=2 S

x i + (1 � � )
X

i 2 S

x i

)

� f (c) � bj

avec : f (c) = (1 � � )
h
� j x + min f � j ; cg

i
+ ( n � � j )x + ( c � � j )+ + bj . La fonction f est crois-

sante ; il faut en trouver le z�ero c� sur IR+ . Ce z�ero est tel quedc� e = Q. On montre en�n que
f x 2 INn j

P
i 2 I x i = nx + Qg contient des points dePj . �

On donne pour �nir le même type de r�esultat pour le cas o�u la valeur minimale de chaque
coe�cient incertain est nulle.
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Th�eor�eme 11 Supposons quebj > 0, et que pour tout i 2 I : A j i = 0 et � j i = � > 0. On note :
x = dbj =(� j � )e, et :

Q =
l
� j (x � 1) + n � bj =�

m

Q est un entier entre n � � j et n, et l'in�egalit�e :

X

i 2 I

x i � nx � Q (3.12)

d�e�nit une face propre de Pj . De plus, si Q 6= n, c'est une facette dePj .

Id�ee de preuve : Comme pr�ec�edemment, on note H = f x 2 INn j
P

i 2 I x i = nx � cg et on
montre que :

min
x2 H

max
S2S

(

�
X

i 2 S

x i

)

� � � j (x � 1) + � minf � j ; n � cg:

On cherche alors le z�ero de la fonction d�ecroissante :f (c) = � � j (x � 1) + � minf � j ; n � cg � bj .
Cette fonction s'annule enc� = � j (x � 1) + n � bj =� 2 [n � � j ; n]. On a : Q = dc� e. On montre
en�n que f x 2 INn j

P
i 2 I x i = nx � Qg contient des points dePj . �

Dans les trois th�eor�emes qui pr�ec�edent, on suppose toujours que les valeurs minimales et
maximales ont toutes le même signe (soit toutes positives,soit toutes n�egatives). En e�et,
comme d�ej�a remarqu�e dans la partie 3.3.1, la structure du poly�edre peut être tr�es di��erente
dans le cas o�u ce signe peut changer (voir l'exemple suivantle lemme 10).

Exemple : Consid�erons deux sous-r�eseaux li�es entre eux parn = 5 liens. Chaque lien peut être
�equip�e d'un ou plusieurs modules de capacit�e c = 25. On veut assurer une connectivit�e avec
une capacit�e au moinsK = 100 entre les deux sous-r�eseaux. Cette propri�et�e doit en particulier
être garantie pour toute panne simultan�ee de � = 2 liens. L' objectif est d'acheter le nombre
minimum de modules pour �equiper l'ensemble des liens.

On veut donc r�esoudre :

min
P 5

i =1 x i

s.c. min
S:jSj=3

P
i 2 S cxi � K;

x 2 IN5

,

min
P 5

i =1 x i

s.c. max
S:jSj=3

P
i 2 S � x i � � K=c;

x 2 IN5:

On voit qu'on rentre dans le cadre du th�eor�eme 10, avec� = 1 et � = 2. On calcule facilement :
x = 1, � = 1 et Q = 3. On en d�eduit la valeur optimale du probl�eme :

P 5
i =1 x i = 8. Ceci signi�e

qu'il faudra investir 8 modules sur l'ensemble des 5 liens.

3.3.3 Autres in�egalit�es

Dans ce qui suit, on note :� = min i 2 I � j i =Aj i .

Proposition 8 Soit q = bn=� c. Quel que soit p 2 f 1; :::; qg, et pour tout R � I tel que
jRj = n � p� :

{ l'in�egalit�e suivante est valide pour ~Pj :

p
X

i 2 R

A j i x i +
X

i=2 R

�
pAj i + � j i

�
x i � pbj ; (3.13)
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{ si p + � > 0 et A j 2 ZZn , l'in�egalit�e suivante est valide pour Pj :
X

i 2 R

�
pAj i =(p + � )

�
x i +

X

i=2 R

A j i x i �
�
pbj =(p + � )

�
: (3.14)

Preuve : On peut trouver f S1; : : : ; Spg � I tel que jSk j = � pour tout k 2 f 1; : : : ; pg, et :
k1 6= k2 ) Sk1 \ Sk2 = � . Alors, en sommant lesp in�egalit�es (3.2) correspondant aux ensembles
Sk , on obtient la premi�ere in�egalit�e. La deuxi�eme est obte nue simplement par une proc�edure
d'arrondi de Chv�atal-Gomory. �

Si p = q = 1, c'est-�a-dire si � > n= 2, les in�egalit�es (3.13) sont simplement les in�egalit�e s
de base (3.2). Si � divise n et p = q, les in�egalit�es (3.14) sont �equivalentes �a celles des propo-
sitions 6 et 7 pour I 0 = � . Observer en�n que ces in�egalit�es (3.14) sont s�eparables en temps
O(n log(n)). En e�et, �etant donn�ee une solution fractionnaire ~x, l'in�egalit�e la plus viol�ee est
obtenue pour un ensembleR de cardinal r = n � p� et de poids minimal, en consid�erant les
poids

�
bqAj i =(q+ � )c~x i

	
i 2 I . Il su�t donc de trier ces poids en ordre croissant, et de s�electionner

les r plus petits.

Avec des id�ees similaires, on obtient aussi les in�egalit�es suivantes :

Proposition 9 Soit q = bn=(n � �) c. Quel que soitp 2 f 1; :::; qg, et pour tout R � I tel que
jRj = n � p(n � �) :

{ l'in�egalit�e suivante est valide pour ~Pj :

p
X

i 2 R

(A j i + � j i )x i +
X

i=2 R

�
pAj i + ( p � 1)� j i

�
x i � pbj ; (3.15)

{ si p + � (p � 1) > 0 et A j 2 ZZn , l'in�egalit�e suivante est valide pour Pj :

X

i 2 R

�
A j i :

1 + �
1 + � (1 � 1=p)

�
x i +

X

i=2 R

A j i x i �
�

bj

1 + � (1 � 1=p)

�
: (3.16)

Preuve : On peut trouver des sous-ensemblesf �S1; : : : ; �Spg � I tels quej �Sk j = n � � pour tout
k, et : k1 6= k2 ) �Sk1 \ �Sk2 = � . Alors, en sommant lesp in�egalit�es de base (3.2) correspon-
dant aux ensemblesSk = I n �Sk , on obtient l'in�egalit�e (3.15). (3.16) en d�ecoule en div isant par
p + � (p � 1) et en arrondissant les coe�cients. �

Observer que dans la proposition ci-dessus, sip = q = 1 ( i.e. si � < n= 2), alors jRj = �
et (3.15) est �equivalent aux in�egalit�es (3.2) de la formu lation initiale. Dans ce cas, l'arrondi
e�ectu�e pour (3.16) ne change pas l'in�egalit�e. Ces in�eg alit�es n'ont donc d'int�erêt que si � � n=2.
En�n, on peut v�eri�er que si n � � est un diviseur de n, alors (3.16) revient aux in�egalit�es de
la proposition 7 pour I 0 = � .

Remarque : Les in�egalit�es donn�ees ci-dessus pourPj sont obtenues en arrondissant les coe�-
cients fractionnaires susceptibles d'apparâ�tre. Cetteproc�edure peut classiquement être am�elior�ee
par l'utilisation d'une fonction super-additive appropri �ee (cf. e.g. [56] ; voir annexe A).

3.4 Le probl�eme de sac-�a-dos robuste 0-1

La programmation lin�eaire en nombres 0-1 est un cas particulier fr�equent en pratique de
la programmation lin�eaire en nombres entiers. Il est donc important de donner des r�esultats
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sp�eci�ques �a ce contexte. On se concentre sur le probl�emede sac-�a-dos, dont le poly�edre s'�ecrit
classiquement :

K = conv

(

x 2 f 0; 1gn j
X

i 2 I

wi x i � c

)

(3.17)

o�u wi > 0 est le poids de l'�el�ement i 2 I , et c > 0 est la capacit�e du sac. Si l'on consid�ere un
vecteur p 2 IRn

+ de pro�ts, le probl�eme de sac-�a-dos est : maxf pxjx 2 Kg .
Il faut remarquer que les contraintes de signe sur les poids et sur la capacit�e du sac ne sont

pas vraiment restrictives. En e�et, si wi < 0, alors on peut �ecrire : wi x i = ( � wi ):(1 � x i ) + wi .
La variable x0

i = 1 � x i est encore 0-1, et elle est associ�ee �a un coe�cient positif(� wi ). Ainsi,
l'�etude d'une contrainte de sac-�a-dos permet en fait une caract�erisation de tout type d'in�egalit�e
dans un probl�eme 0-1.

Pour une �etude en profondeur du probl�eme de sac-�a-dos et de ses variantes, on renvoie
par exemple �a [52, 47]. Le probl�eme est connu pour être NP-di�cile au sens faible : il existe un
algorithme de r�esolution par programmation dynamique, decomplexit�e pseudo-polynomiale. Les
approches fond�ees sur une analyse poly�edrique deK ne sont pas, en g�en�eral, les plus e�caces en
pratiques pour ce probl�eme. Pourtant, puisque les contraintes de sac-�a-dos apparaissent dans de
nombreux autres probl�emes plus complexes (par exemple avec des contraintes de capacit�e dans
un r�eseau), il est important de pouvoir caract�eriser K pour mettre en �uvre des algorithmes de
branch-and-cut e�caces.

Comme pr�ec�edemment, nous consid�ererons que les coe�cients f wi gi 2 I sont tous incertains :
pour tout i 2 I , wi 2 [wi ; wi ]. Les donn�eesw et w sont suppos�ees enti�eres :w 2 INn et w 2 INn .
Pour � 2 f 0; : : : ; ng, le poly�edre robuste est :

K(�) = conv

(

x 2 f 0; 1gn j 8S � I t.q. jSj = � :
X

i=2 S

wi x i +
X

i 2 S

wi x i � c

)

: (3.18)

Observer queK(�) est un poly�edre de sac-�a-dos multi-dimensionnel, de structure tr�es par-
ticuli�ere. Pour tout S � I , on note :

KS =

(

x 2 f 0; 1gn j
X

i 2 S

wi x i +
X

i=2 S

wi x i � c

)

: (3.19)

On a bien sûr, comme d�ej�a dit auparavant :

K(�) = conv

0

@
\

S� I; jSj=�

KS

1

A : (3.20)

Ainsi, toute in�egalit�e valide pour les poly�edres de sac-�a-dos classiquesKS seront valides
aussi pourK(�). Notre objectif est de fournir des caract�erisations pl us sp�eci�ques de K(�). En
particulier, on montre que dans le cadre du mod�ele robuste �etudi�e, plusieurs r�esultats classiques
pour le sac-�a-dos s'�etendent assez directement.

3.4.1 �Etude poly�edrique

�A partir de la caract�erisation (3.18), on d�eduit facileme nt :

Lemme 14 Soit � � 1, K(�) est de dimension pleine si et seulement si, pour touti 2 I ,
wi � c.
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�A partir de maintenant, on suppose qu'aucun des poidsf wi gi 2 I n'exc�ede la capacit�e c.

Quand on s'int�eresse au poly�edre du sac-�a-dos classique, les in�egalit�es valides les plus
fr�equemment utilis�ees sont les in�egalit�es de couvertu res. Un ensembleC � I est appel�e cou-
verture si :

P
i 2C wi > c. Dans ce cas, l'in�egalit�e :

P
i 2C x i � jCj � 1 est valide pour K. L'id�ee

tr�es simple est que les �el�ements d'une couverture ne peuvent pas être pr�esents tous simul-
tan�ement dans le sac. Une couvertureC est dite minimale si pour tout i 2 C, C n fig n'est pas
une couverture. Clairement, les in�egalit�es obtenues �a partir des couvertures minimales dominent
les autres.

Une in�egalit�e de couverture peut être \lift�ee" s�equen tiellement, mais ce processus requiert
la r�esolution de nouveaux probl�emes de sac-�a-dos [37, 38, 56]. Il existe pourtant une mani�ere
tr�es simple de renforcer les in�egalit�es de couverture. �Etant donn�ee une couverture C, on appelle
couverture �etendue l'ensemble :E(C) = C [ f k 2 I j wk � maxi 2C wi g. L'in�egalit�e suivante est
alors valide pour K :

P
i 2 E (C) x i � jCj � 1. Ces in�egalit�es de couvertures �etendues sont assez

fortes, et d�e�nissent souvent des facettes deK (voir e.g. [56]). Les tests num�eriques de [32]
montrent de plus que ces in�egalit�es sont tr�es utiles en pratique pour la r�esolution de probl�emes
de sac-�a-dos multi-dimensionnels.

Ces concepts classiques peuvent être adapt�es �a notre contexte robuste :

D�e�nition 6 Un ensembleC � I est appel�e couverture robuste s'il existeS � C tel que jSj =
minf � ; jCjg et : X

i 2CnS

wi +
X

i 2 S

wi > c:

D�e�nition 7 Une couverture robusteC � I est dite minimale si pour tout i 2 C, C n fig n'est
pas une couverture robuste.

Pour toute couverture robuste C, l'in�egalit�e suivante est valide pour K(�) :
X

i 2C

x i � jCj � 1:

Ceci est clair, puisque cette in�egalit�e est valide pour au moins un des ensemblesKS (cf. (3.20)).
Une couverture robusteC peut être �etendue en E(C) d�e�ni par :

E(C) =
�

C [ f i 2 I j wi � maxk2C wkg; si jCj � �
C [ f i 2 I j wi � maxk2C wk ; et : wi � maxk2C wkg; si jCj � � + 1

: (3.21)

Proposition 10 Soient C une couverture robuste etE(C) son extension, l'in�egalit�e suivante
est valide pourK(�) : X

i 2 E (C)

x i � jCj � 1: (3.22)

Preuve : Montrons que tout C0 � E (C) tel que jC0j = jCj est une couverture robuste. Soit
k 2 E(C) n C. Observer que pour tout i 2 C, l'ensemble (C n fig) [ f kg est une couverture
robuste : cela suit directement de (3.21) et de la d�e�nition 6. Ainsi, C0 peut être obtenu �a
partir de C en e�ectuant une succession de remplacements d'�el�ementsde C par des �el�ements de
E(C) n C. Ceci montre queC0 est une couverture robuste.

Supposons maintenant qu'il existe un point x 2 K (�) \ f 0; 1gn tel que
P

i 2 E (C) x i � jCj .
Consid�erons un vecteur �x 2 f 0; 1gn tel que �x � x et

P
i 2 E (C) �x i = jCj : �x 2 K (�), puisque
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x 2 K (�). Soit en�n C0 l'ensemble dont le vecteur caract�eristique est �x, i.e. : i 2 C0 , �x i = 1.
CommejC0j = jCj, C0 est une couverture robuste, et en cons�equence :

P
i 2C0 x i � jCj � 1 (contra-

diction). �

Alors que les in�egalit�es de couvertures robustes sont valides pour certains ensemblesKS,
ce n'est plus le cas avec des couvertures �etendues. Les exemples suivants illustrent ce fait, en
utilisant les deux types d'extension d�e�nis par (3.21).

Exemple 1 : Soit un probl�eme de sac-�a-dos robuste �a n = 3 �el�ements de poids respectifs
w1 2 [10; 12], w2 2 [11; 13] et w3 2 [12; 14]. Soit c = 24 la capacit�e du sac. Avec � = 2, le
poly�edre robuste est l'enveloppe convexe de l'ensemble suivant :

8
>><

>>:

10x1 + 13x2 + 14x3 � 24; (i )
12x1 + 11x2 + 14x3 � 24; (ii )
12x1 + 13x2 + 12x3 � 24; (iii )
x1; x2; x3 2 f 0; 1g:

C = f 1; 2g est une couverture robuste. En observant quejCj = �, cette couverture peut être
�etendue en E(C) = f 1; 2; 3g. Ceci implique que l'in�egalit�e x1 + x2 + x3 � 1 est valide pour le
probl�eme robuste. Noter cependant qu'elle n'est satisfaite pour aucun des sac-�a-dos classiques
associ�es respectivement aux in�egalit�es (i), (ii) et (ii i).

Exemple 2 : Soit un autre probl�eme de sac-�a-dos robuste �a 3 �el�ement s, avec pour poids
respectifsw1 2 [10; 13], w2 2 [11; 14] et w3 2 [12; 15]. Soit c = 23 la capacit�e du sac. Avec � = 1,
le poly�edre robuste est l'enveloppe convexe de l'ensemble:

8
>><

>>:

13x1 + 11x2 + 12x3 � 23; (i )
10x1 + 14x2 + 12x3 � 23; (ii )
10x1 + 11x2 + 15x3 � 23; (iii )
x1; x2; x3 2 f 0; 1g:

C = f 1; 2g est une couverture robuste. PuisquejCj = � + 1, son extension est : E(C) =
f 1; 2; 3g. Ceci conduit �a l'in�egalit�e : x1 + x2 + x3 � 1. Bien que valide pour le probl�eme robuste
global, cette in�egalit�e n'est valide pour aucun des sac-�a-dos classiques associ�es respectivement
�a (i), (ii) et (iii).

On a ainsi montr�e que la proc�edure d'extension d�ecrite conduira vraisemblablement �a des
in�egalit�es qui ne seront valides pour aucun des ensemblesKS , jSj = �. C'est une indication de
leur int�erêt pratique �eventuel. Pourtant, cette observ ation n'est plus valable pour les extensions
E(C) de cardinal inf�erieur �a � :

Lemme 15 Soit C une couverture robuste. SijE (C)j � � , alors il existe S � I , avec jSj = � ,
tel que l'in�egalit�e (3.22) est valide pour KS.

Preuve : Soit S � E(C) de cardinal �. C est une couverture classique pour l'ensembleKS, et
de plus jCj � �. Donc, d'apr�es (3.21), et puisque E(C) � S, E(C) est une couverture �etendue
classique pour le poly�edreconv(KS). �

Cette remarque apporte un b�emol quant �a la force suppos�ee des couvertures robustes
�etendues. Cependant, la plupart des r�esultats poly�edri ques classiques disponibles pour les in�egali-
t�es de couverture �etendues (voir e.g. [56]) peuvent êtretranspos�es au contexte robuste qui est
le nôtre :
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Proposition 11 Supposons que l'ensembleI est ordonn�e de telle sorte que :i < j )
�

wi � wj
wi � wj

.

Soit C= f i1; :::; i r g une couverture robuste minimale, aveci1 < i 2 < ::: < i r . Si l'une des condi-
tions suivantes est r�ealis�ee, alors (3.22) d�e�nit une facette de K(�) :

(i) C= I ;
(ii) E (C) = I , et (C n fi1; i2g) [ f 1g n'est pas une couverture robuste ;
(iii) E (C) = C, et (C n fi1g) [ f pg n'est pas une couverture robuste, o�up = min f i 2 I n Cg;
(iv) C � E(C) � I , et ni (C n fi1; i2g) [ f 1g, ni (C n fi1g) [ f pg, avec p = min f i 2 I n Cg, ne

sont des couvertures robustes.

Preuve : Soit U � I , on note xU 2 f 0; 1gn le vecteur caract�eristique de U : xU
i = 1 , i 2 U.

Pour toute couverture robuste C= f i1; :::; i r g, consid�erons les ensemblesf Uj gj 2 I suivants :
a. pour tout j 2 C, Uj = C n fj g,
b. pour tout j 2 E(C) n C, Uj = ( C n fi1; i2g) [ f j g,
c. et pour tout j 2 I n E(C), Uj = ( C n fi1g) [ f j g.

Quel que soit j 2 I , observer que :
P

i 2 E (C) xUj
i = jE(C) \ Uj j = jCj � 1. De plus, les points

f xUj gj 2 I sont lin�eairement ind�ependants. V�eri�ons que ces point s appartiennent �a K(�).
Dans le cas (i), les ensembles de a. fournissentjCj = n points de K(�), puisque C est une

couverture robuste minimale. Sous la condition (ii), puisque (C n fi1; i2g) [ f 1g n'est pas une
couverture robuste, pour tout j =2 C, Uj n'est pas une couverture robuste. En e�et,wj � w1 et
wj � w1. Ainsi, les ensembles a. et b. fournissentjE (C)j = n points de K(�).

Pour le cas (iii), pour tout j =2 E(C), les ensemblesUj ne sont pas des couvertures robustes.
En e�et, comme pr�ec�edemment, on a : wj � wp et wj � wp. Comme E(C) = C, les ensembles
d�e�nis par a. et c. correspondent bien �a n points de K(�). En�n, dans le cas (iv), les points
correspondant aux ensembles a., b. et c. appartiennent tous�a K(�). �

La condition sur l'ordre que doivent respecter les poids deI est restrictive. On donne ci-apr�es
une caract�erisation poly�edrique valide dans le cas g�en�eral.

Proposition 12 Supposons (sans perte de g�en�eralit�e) que l'ensembleI est ordonn�e de telle
sorte que : i < j ) wi � wj . Soit C = f i1; :::; i r g une couverture robuste minimale, avec
i1 < i 2 < ::: < i r . Si l'une des conditions suivantes est r�ealis�ee, alors (3.22) d�e�nit une facette
de K(�) :

(i) C= I ;
(ii) E (C) = I , jCj � � + 1 , et (C n fi1; i2g) [ f 1g n'est pas une couverture robuste ;
(iii) E (C) = C, jCj � � , et (C n fi1g) [ f pg n'est pas une couverture robuste, o�up = min f i 2

I n Cg;
(iv) C � E(C) � I , jCj � � , et ni (C n fi1; i2g) [ f 1g, ni (C n fi1g) [ f pg, avec p = min f i 2

I n Cg, ne sont des couvertures robustes.

Preuve : On consid�ere �a nouveau les ensembles a., b. et c. introduits dans la preuve pr�ec�edente.
Comme pr�ec�edemment, les points f xUj gj 2 I sont lin�eairement ind�ependants et v�eri�ent :
P

i 2 E (C) xUj
i = jCj � 1.

Dans le cas (i), les points associ�es aux ensembles a. su�sent. Dans le cas (ii), (C n fi1; i2g) [
f 1g n'est pas une couverture robuste. Comme cet ensemble est de cardinal inf�erieur �a �, cela
signi�e :

P
i 2 (Cnfi 1 ;i 2g)[f 1g wi � c. Ceci implique que pour tout j =2 C :

P
i 2 Uj

wi � c. Ceci
montre que Uj n'est pas une couverture robuste. Ainsi, lesn � jCj points d�e�nis �a l'aide des
ensembles b. sont dansK(�). En ajoutant les points issus des ensembles a., on obtient n points
lin�eairement ind�ependants de K(�).

45



Consid�erons le cas (iii). Soit j =2 E(C), l'ensemble correspondant de c. satisfait :jUj j � �.
De plus, selon l'ordre suppos�e sur les poids maximaux :

P
i 2 Uj

wi �
P

i 2Cnf i 1g wi + wp. Puisque
(C n fi1g) [ f pg n'est pas une couverture robuste, on en d�eduit :

P
i 2 Uj

wi � c. Uj n'est donc
pas une couverture robuste. Ainsi, les ensembles c. fournissent n � jCj points de K(�), auxquels
on ajoute les points a. pour obtenirn points lin�eairement ind�ependants de K(�). Finalement,
le cas (iv) peut être trait�e de mani�ere compl�etement sim ilaire : les ensembles associ�es �a a., b. et
c. sont tous dansK(�). �

Observons qu'en plus de fournir des in�egalit�es valides fortes pour le probl�eme robuste, le
cadre th�eorique d�evelopp�e permet de les caract�eriser d'une mani�ere globale. Ainsi, il n'est pas
n�ecessaire d'�enum�erer les ensemblesKS �a la recherche d'in�egalit�es valides. Ceci est essentielen
pratique.

3.4.2 S�eparation des in�egalit�es de couvertures robuste s

Dans le cas du poly�edre de sac-�a-dos classiqueK, la s�eparation des in�egalit�es de couverture
est �egalement un probl�eme de sac-�a-dos. Notons ~K =

�
x 2 [0; 1]n j

P
i 2 I wi x i � c

	
le poly�edre

du relâch�e continu. Pour tout point fractionnaire ~x 2 ~K, une in�egalit�e de couverture parmi les
plus viol�ees est obtenue en r�esolvant le probl�eme suivant :

min
P

i 2 I (1 � ~x i )r i

s.c.
P

i 2 I wi r i � c + 1 ;
r 2 f 0; 1gn :

Si la valeur de ce probl�eme est strictement inf�erieure �a 1, alors une in�egalit�e viol�ee est
trouv�ee. Sinon, il n'y a pas d'in�egalit�e de couverture vi ol�ee. Par ailleurs, si pour tout i 2 I ,
~x i < 1, la couverture obtenue est minimale.

Ce probl�eme de s�eparation peut être adapt�e au contexte robuste pour le poly�edre K(�). Soit
~K(�) le poly�edre du relâch�e lin�eaire de K(�). �Etant donn�e un point fractionnaire ~x 2 ~K(�), une
in�egalit�e de couverture robuste parmi les plus viol�ees peut être g�en�er�ee en r�esolvant :

min
P

i 2 I (1 � ~x i )r i

s.c.
P

i 2 I

�
wi + ( wi � wi )si

�
r i � c + 1 ;P

i 2 I si � � ;
r 2 f 0; 1gn ; s 2 f 0; 1gn :

(3.23)

Ce programme math�ematique peut être lin�earis�e :

min
P

i 2 I (1 � ~x i )r i

s.c.
P

i 2 I

�
wi r i + ( wi � wi )t i

�
� c + 1 ;P

i 2 I si � � ;
t i � r i ; 8i 2 I;
t i � si ; 8i 2 I;

r 2 f 0; 1gn ; s 2 [0; 1]n ; t � 0:

(3.24)

Lemme 16 Il existe s tel que (r; s) est une solution optimale de(3.23) si, et seulement si, il
existe (~s; ~t) tel que (r; ~s; ~t) est une solution optimale de(3.24).

Preuve : On montre dans un premier temps que pour toute solution r�ealisable (r; ~s; ~t) de
(3.24), il existe (s0; t0) tel que (r; s0; t0) est r�ealisable �egalement pour (3.24), avecs0 2 f 0; 1gn .
Soit (r; ~s; ~t) r�ealisable pour (3.24). On note T � I l'ensemble des indices correspondant aux
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� plus grands �el�ements de f (wi � wi )r i gi 2 I . On d�e�nit s0 2 f 0; 1gn par : s0
i = 1 si i 2 T,

s0
i = 0 sinon. On pose �egalement, pour tout i 2 I : t0

i = r i s0
i = min f r i ; s0

i g. On a :
P

i 2 I (wi �
wi )t

0
i =

P
i 2 I (wi � wi )r i :s0

i �
P

i 2 I (wi � wi )r i :~t i . En e�et, s0 caract�erise les � plus grands
�el�ements de f (wi � wi )r i gi 2 I , et

P
i 2 I

~t i � �. Alors, en observant que r i ~t i = ~t i , on obtient :P
i 2 I (wi � wi )t

0
i �

P
i 2 I (wi � wi )~t i . Ceci implique que (r; s0; t0) est r�ealisable pour (3.24).

Montrons maintenant qu'il existe s tel que (r; s) est une solution r�ealisable de (3.23) si,
et seulement si, il existe (~s; ~t) tel que (r; ~s; ~t) est une solution r�ealisable de (3.24). Soit (r; s)
une solution r�ealisable de (3.23), alors~t d�e�ni par ~t i = r i si est tel que (r; s; ~t) est une solution
r�ealisable de (3.24) (~s = s). R�eciproquement, soit ( r; ~s; ~t) une solution r�ealisable de (3.24).
D'apr�es ce qui a �et�e montr�e plus haut, il existe ( s0; t0) tel que s0 2 f 0; 1gn et (r; s0; t0) est
r�ealisable pour (3.24). On peut en outre supposer sans perte de g�en�eralit�e que pour tout i 2 I :
t0
i = r i s0

i = min f r i ; s0
i g. On en d�eduit que (r; s0) est r�ealisable pour (3.23).

En d�e�nitive, comme les deux probl�emes (3.23) et (3.24) ont la même fonction objectif, on
a le r�esultat. �

La valeur optimale de (3.24) est strictement inf�erieure �a 1 si et seulement si une in�egalit�e de
couverture robuste viol�ee existe. Dans ce cas, le vecteur de solution r caract�erise la couverture
correspondante. Ce probl�eme de s�eparation est NP-di�cil e, puisque � = 0 nous ram�ene au
sac-�a-dos classique. Comme dans le cas des in�egalit�es decouvertures classiques, on a :

Lemme 17 Si pour tout i 2 I , ~x i < 1, alors la couverture robuste produite par le programme
(3.24) est minimale.

En pratique, le probl�eme (3.24) reste encore di�cile �a r�e soudre de mani�ere exacte. On
propose l'heuristique suivante, qui est une adaptation naturelle de l'algorithme glouton utilis�e
pour le sac-�a-dos classique (cf. [52]).

Heuristique pour la s�eparation des in�egalit�es de couver tures robustes
�Etape 0 : Soient V = 0, C= � .

Pour tout i 2 I , soient � i = (1 � ~x i )=wi et � i = (1 � ~x i )=wi .
�Etape 1 : Pour tout k 2 f 1; : : : ; � g, soit L (k) l'indice du keme plus petit

coe�cient de f � i gi 2 I .
Pour k = 1 �a k = � :

C  C [ f L (k)g
V  V + wL (k)
si V > c, STOP : C est une couverture robuste
k  k + 1

�Etape 2 : Pour tout k 2 f 1; : : : ; n � � g, soit L 0(k) l'indice du keme plus petit
coe�cient de f � i gi=2C.
Pour k = 1 �a k = n � � :

C  C [ f L 0(k)g
V  V + wL 0(k)

si V > c, STOP : C est une couverture robuste
k  k + 1

3.4.3 Incertitude sur la capacit�e du sac

Jusqu'ici, on a suppos�e que la capacit�ec du sac �etait connue avec pr�ecision. Dans ce para-
graphe, on suppose que ce n'est plus le cas :c 2 [c; c], avec c > c. On se ram�ene au cas �etudi�e
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jusqu'ici en supposant que la capacit�e du sac est �x�ee �a c, et en ajoutant un nouvel �el�ement
(arti�ciel) de poids wn+1 compris entre wn+1 = 0 et wn+1 = c � c. Ce nouvel �el�ement a pour
seul �n de mod�eliser l'incertitude sur la capacit�e du sac.

Plus pr�ecis�ement, soit I 0 = I [ f n + 1g. Pour un param�etre de robustesse � 2 f 0; : : : ; n + 1g,
un remplissagex 2 f 0; 1gn sera dit r�ealisable s'il existe xn+1 2 f 0; 1g tel que :

8S � I 0 t.q. jSj = � :
X

i 2 I 0nS

wi x i +
X

i 2 S

wi x i � c:

L'analyse poly�edrique produite plus haut s'applique directement ici.

3.4.4 Tests num�eriques

Les in�egalit�es de couvertures robustes pr�esent�ees ont�et�e test�ees num�eriquement sur de nom-
breuses instances de sac-�a-dos robuste. Ces instances sont g�en�er�ees al�eatoirement selon les r�egles
suivantes :

{ pour tout i 2 I , le poids minimal wi et le pro�t pi associ�e sont choisis entiers dans
l'intervalle [100; 1000] ;

{ chaque incertitude sur les poids est d'environ 10% la valeur minimale : wi = wi + dwi =10e;
{ la capacit�e c est choisie enti�ere entre les valeurs 1=3:

P
i 2 I wi et 2=3:

P
i 2 I wi .

Aucune incertitude n'est consid�er�ee sur c. L'impl�ementation s'appuie sur la r�e-�ecriture sui-
vante du probl�eme robuste (cf. [13] ; voir aussi la partie 3.1 et le mod�ele (3.4)) :

K(�) = conv
n

x 2 f 0; 1gn j 9u � 0; v � 0 s.t.
P

i 2 I wi x i +
P

i 2 I ui + � v � c
8i 2 I; u i + v � ŵi x i

o
:

Tous les programmes math�ematiques sont r�esolus �a l'aidede Cplex 10.0, sur un ordinateur
�equip�e d'un processeur Intel(R) Xeon(TM) �a 2,8 GHz et de 2 Go de RAM. Toutes les proc�edures
de g�en�eration automatique d'in�egalit�es valides de Cpl ex sont d�esactiv�ees.

Sac-�a-dos classique : Avant de d�ecrire les tests sur le mod�ele robuste, il convient de regarder
l'impact des in�egalit�es de couvertures classiques, avecou sans extensions, sur le probl�eme de sac-
�a-dos. On rappelle que les in�egalit�es de couvertures ont�et�e tr�es largement utilis�ees en pratique
pour am�eliorer la r�esolution de nombreux probl�emes appl iqu�es (tels que multiots monorout�es,
localisations avec capacit�es, etc.). Dans ce paragraphe,on consid�ere temporairement le probl�eme
de sac-�a-dos classique :

max
x2f 0;1g

(
X

i 2 I

pi x i j
X

i 2 I

wi x i � c

)

:

Des instances sont g�en�er�ees al�eatoirement selon les r�egles suivantes, qui sont coh�erentes avec
celles d�ej�a �enonc�ees pour le probl�eme robuste :

{ pour tout i 2 I , le poids wi et le pro�t pi sont des entiers al�eatoirement choisis dans
[100; 1000] ;

{ la capacit�e c est un entier choisi entre 1=3:
P

i 2 I wi et 2=3:
P

i 2 I wi .

Dix instances de 100 �el�ements sont consid�er�ees. Les in�egalit�es de couverture sont g�en�er�ees de
mani�ere syst�ematique �a tous les n�uds de calcul, en utili sant pour leur s�eparation l'algorithme
glouton classique. Les r�esultats moyens observ�es sont donn�es dans le tableau 3.1. Les entêtes de
colonnes ont la signi�cation suivante : NN d�esigne le nombre de n�uds de l'arbre de branche-
ment, T est le temps total en secondes ; NC est le nombre total d'in�egalit�es ajout�ees au mod�ele,
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aucune in�egalit�e couvertures couvertures �etendues
NN T NC NN T NC NE NN T
50,3 0,01 26,2 38,6 0,05 18,4 17,7 27,3 0,03

Tab. 3.1 { Tests des in�egalit�es de couvertures sur des instances de sac-�a-dos classique (n = 100).

tandis que NE pr�ecise le nombre d'in�egalit�es qui ont fait l'objet d'une proc�edure d'extension.
L'usage de ces in�egalit�es r�eduit le nombre de n�uds de calcul, mais augmente le temps total de
r�esolution.

Sac-�a-dos robuste : Les probl�emes de sac-�a-dos robuste sont r�esolus en g�en�erant les in�egalit�es
de mani�ere \agressive" : d�es qu'une in�egalit�e de couver ture robuste viol�ee est trouv�ee, on l'ajoute
au probl�eme. La s�eparation est e�ectu�ee de mani�ere appr och�ee �a l'aide de l'heuristique gloutonne
pr�esent�ee dans la partie 3.4.2. On se concentre sur des instances �a n = 100 �el�ements. Plusieurs
valeurs du param�etre � sont consid�er�ees ; pour chaque valeur de �, dix instances sont r�esolues,
et les r�esultats moyens observ�es sont report�es dans le tableau 3.2. Comme pr�ec�edemment, NN
d�esigne le nombre de n�uds de l'arbre de branchement, T est le temps total en secondes ; NC est
le nombre total d'in�egalit�es ajout�ees au mod�ele, tandi s que NE pr�ecise le nombre d'in�egalit�es
qui ont fait l'objet d'une proc�edure d'extension ; �naleme nt, ST est le temps consacr�e �a la
s�eparation des in�egalit�es de couvertures robustes (en secondes). Comme on s'y attendait, le plus
souvent, la taille de l'arbre de branchement est diminu�ee par l'ajout d'in�egalit�es, et l'utilisation
d'extensions des couvertures robustes tend �a am�eliorer encore cette tendance. Noter que les
extensions concernent une proportion importante des in�egalit�es g�en�er�ees. L'impact des coupes
sur le nombre de n�uds explor�es est plus facile �a analyser �a partir de la �gure 3.2. Pourtant, dans
certains cas particuliers, l'ajout d'in�egalit�es de couv ertures robustes peut n'apporter aucune
am�elioration dans le nombre de n�uds (voir le cas � = 30), ou m ême entrâ�ner une augmentation
de ce dernier (voir le cas � = 40). Cette observation, surprenante de prime abord, montre que
l'ajout de coupes peut \perturber" le logiciel de r�esoluti on, certainement en modi�ant la mani�ere
de brancher �a un n�ud de calcul.

L'ajout d'in�egalit�es de couvertures robustes entrâ�ne l'augmentation des temps de calcul. Le
temps total est approximativement doubl�e si on le compare au cas standard o�u aucune in�egalit�e
n'est ajout�ee (simple algorithme de branch-and-bound). Il faut observer que cette augmentation
du temps de calcul n'est pas li�ee �a la proc�edure de s�eparation, qui s'av�ere extrêmement rapide
(voir les colonnes ST du tableau 3.2). Puisque le nombre global de n�uds de branchement est
diminu�e, on en d�eduit que l'augmentation globale du temps de calcul est la cons�equence de ac-
croissement de la taille des programmes lin�eaires �a r�esoudre �a chaque n�ud, du fait des in�egalit�es
ajout�ees. Ces observations concernant le temps de calcul ne sont pas surprenantes : c'est un
comportement couramment observ�e lorsqu'on utilise directement des in�egalit�es de couverture
pour la r�esolution d'un probl�eme de sac-�a-dos classique(voir plus haut). On peut donc toujours
esp�erer que les in�egalit�es de couvertures robustes propos�ees seront utiles pour diminuer le temps
de r�esolution de gros probl�emes appliqu�es, comme les in�egalit�es de couvertures classiques le font
e�ectivement pour des probl�emes sans incertitude.

Comme soulign�e auparavant, l'impact plus ou moins positif de l'ajout d'in�egalit�es de couver-
tures robustes d�epend de la valeur de �. Pour notre ensembled'instances, elles sont clairement
plus e�caces quand � � 50. La même observation vaut lorsque les coupes sont �etendues. Une
explication de ce comportement peut venir du nombre d'�el�ements pr�esents dans un remplis-
sage optimal du sac-�a-dos, qui d�epend directement du rapport entre la valeur de la capacit�e
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� aucune in�egalit�e couvertures robustes couvertures robustes �etendues
NN T NC NN T ST NC NE NN T ST

10 113,5 0,05 20,6 111 0,13 0,00 17,5 17 111,5 0,13 0,01
20 163,9 0,06 17,4 153,2 0,16 0,01 14,5 14,3 152,6 0,16 0,01
30 138 0,05 11,4 138,1 0,14 0,01 9,3 8,8 137,1 0,14 0,01
40 108,4 0,04 9,9 111,2 0,12 0,00 9,7 9,5 113,1 0,12 0,00
50 128,2 0,05 28,1 120,5 0,15 0,00 25 23,7 114,9 0,14 0,01
60 89,4 0,04 24,4 68,3 0,11 0,01 23,4 21,5 66,8 0,1 0,01
70 97,6 0,04 56,4 73,6 0,15 0,01 52 41,6 69,6 0,14 0,01
80 96,3 0,04 56,4 63 0,14 0,02 51,5 40,4 54,2 0,13 0,01
90 95,4 0,04 57 63,4 0,14 0,01 49,6 39,3 52,8 0,12 0,01

Tab. 3.2 { Tests sur des instances de sac-�a-dos robuste,n = 100.
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Fig. 3.2 { Impact de l'ajout d'in�egalit�es sur le nombre de n�uds de calcul.
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� aucune in�egalit�e couvertures robustes couvertures robustes �etendues
NN T NC NN T ST NC NE NN T ST

10 53,5 0,03 8,1 34,2 0,05 0,03 7,3 3,7 34,1 0,05 0,03
20 56,8 0,03 3,1 35,2 0,05 0,03 3,1 2,3 35,1 0,05 0,03
30 86,1 0,04 1,5 66 0,07 0,04 1,5 0,9 65,7 0,07 0,04
40 59,2 0,04 0,8 51,3 0,07 0,03 0,8 0,5 51,3 0,07 0,03
50 122,1 0,06 3,2 106,7 0,12 0,07 3,2 1,6 106,7 0,12 0,07
60 92 0,05 6,2 74,1 0,09 0,06 6,4 4,2 89,1 0,11 0,06
70 74,3 0,04 16,5 75,2 0,11 0,06 15,5 9,8 76,5 0,11 0,06
80 72,3 0,03 27,6 36,3 0,09 0,04 25,7 18,9 32,8 0,08 0,04
90 74 0,03 29,8 35,9 0,09 0,05 25,5 20 29,5 0,08 0,03

Tab. 3.3 { Tests sur des instances de sac-�a-dos robustes,n = 100, avec une capacit�e plus grande.

et les valeurs des poids. En e�et, on rappelle que la capacit�e est choisie entre 1=3:
P

i 2 I wi
et 2=3:

P
i 2 I wi . Donc, en moyenne,c � 1=2:

P
i 2 I wi . Comme on consid�ere des instances �a

n = 100 �el�ements on peut s'attendre �a ce qu'un remplissage du sac implique environ 1/2*100=50
�el�ements. Quand � � 50, il est donc probable qu'en fait, tous les �el�ements sonttrait�es comme
s'ils prenaient uniquement leur poids maximalwi , ce qui n'est pas le cas pour des valeurs plus
faibles du param�etre de robustesse.

Pour illustrer et con�rmer cette intuition, une nouvelle s�erie de tests a �et�e e�ectu�ee. Les
instances sont d�e�nies comme pr�ec�edemment, �a l'except ion de la capacit�e des sac-�a-dos, choisies
entre 7=10:

P
i 2 I wi et 8=10:

P
i 2 I wi . Les r�esultats apparaissent dans le tableau 3.3 et sur la

�gure 3.3. Comme pour la s�eri�e de tests pr�ec�edente, l'im pact des coupes d�epend de la valeur de
�. Ici, � = 70 est la valeur critique du param�etre de robustes se, au lieu de � = 50 auparavant.
Si l'on suit le raisonnement du paragraphe pr�ec�edent, cette valeur est coh�erente avec la nouvelle
mani�ere de d�e�nir la capacit�e c, entre 70% et 80% de

P
i 2 I wi . L'intuition d�evelopp�ee plus haut

sur le lien entre la valeur de la capacit�e (et le nombre d'�el�ements impliqu�es dans un remplissage)
et l'e�cacit�e des coupes semble donc correcte.

Par ailleurs, cette deuxi�eme s�erie de tests appelle un autre commentaire relatif aux exten-
sions. Alors qu'elles sont toujours r�ealis�ees sur une proportion importante des in�egalit�es g�en�er�ees
(voir tableau 3.3, colonne NE), elles n'impliquent pas une r�eduction signi�cative du nombre de
n�uds de calcul lorsque � est inf�erieur �a la valeur critiqu e 70.

Finalement, en consid�erant �a nouveau la premi�ere s�erie de tests (avec capacit�e choisie entre
1=3:

P
i 2 I wi et 2=3:

P
i 2 I wi ), on a aussi �evalu�e l'impact des coupes sur la relaxation continue du

probl�eme. La r�eduction de l'�ecart entre la valeur optima le (enti�ere) du probl�eme et la valeur de
relaxation a �et�e mesur�ee au n�ud racine de l'arbre de bran chement. Les in�egalit�es de couvertures
robustes sont s�epar�ees de mani�ere exacte �a l'aide du mod�ele (3.24) ; tant qu'on trouve des coupes
viol�ees, on les ajoute. Les coupes s'av�erent plus e�cacespour renforcer la relaxation lin�eaire
quand � < 30 ou � > 50. Cette observation est coh�erente avec les r�eexions faites plus haut.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on s'est concentr�e sur l'utilisation du mod�ele de robustesse propos�e par
Bertsimas et Sim [12, 13] pour les probl�emes lin�eaires en nombres entiers. On s'est parti-
culi�erement int�eress�e aux aspects poly�edriques du mod�ele robuste. Dans une premi�ere partie, le
cas de la programmation en nombres entiers g�en�eraux est �etudi�e. Des in�egalit�es tr�es g�en�erales
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Fig. 3.3 { Impact de l'ajout de coupes sur le nombre de n�uds de calcul, pour une capacit�e
plus grande.

� couvertures robustes couvertures robustes �etendues
NC r�eduction de l'�ecart NC NE r�eduction de l'�ecart

10 2,6 8,31% 3,4 3,3 11,73%
20 0,8 2,72% 0,9 0,9 2,76%
30 0,6 0,65% 0,6 0,6 0,65%
40 0,3 0,09% 0,3 0,3 0,09%
50 0,5 1,05% 0,5 0,4 1,05%
60 3,4 8,44% 3,3 3,2 8,69%
70 7 12,02% 6,8 6,6 12,91%
80 7,8 17,19% 7,5 7,1 17,43%
90 7,8 17,19% 7,5 7,1 17,43%

Tab. 3.4 { R�eduction de l'�ecart entre optimum et relaxation au n �ud racine.
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sont propos�ees, certaines d�e�nissant des facettes dans des cas particuliers. Dans un deuxi�eme
temps, l'�etude s'est concentr�ee sur la programmation en nombres entiers 0-1, et en particulier
sur le probl�eme de sac-�a-dos robuste. On a montr�e commentles in�egalit�es de couvertures, tr�es
largement utilis�ees pour les probl�emes sans incertitudes, peuvent être adapt�ees au contexte ro-
buste. Sous certaines hypoth�eses, ces in�egalit�es de couvertures robustes d�e�nissent des facettes
du poly�edre associ�e aux solutions enti�eres. Des algorithmes exacts et approch�es sont donn�es
pour la s�eparation de ces in�egalit�es. Des tests num�eriques montrent que de telles coupes ont
un impact similaire dans le contexte robuste �a celui des in�egalit�es de couvertures dans le cas
classique. Ces tests num�eriques ont aussi mis en �evidencele lien existant entre la valeur du
param�etre de robustesse � et l'impact des coupes ajout�eessur le processus de r�esolution.

Ces travaux montrent que l'approche robuste de Bertsimas etSim se prête bien �a des analyses
poly�edriques dans le cadre de probl�emes en nombres entiers. En particulier, il semble que ce
mod�ele assure la conservation de plusieurs propri�et�es du probl�eme nominal correspondant. Il
est donc probable qu'une �etude sp�eci�que des probl�emes pratiques rencontr�es m�ene rapidement
�a une r�e-utilisation e�cace des r�esultats classiques d�ej�a disponibles.

53



54



Chapitre 4

Une approche robuste pour le
probl�eme de sac-�a-dos sous
contrainte probabiliste

Motivations : On a vu dans le chapitre pr�ec�edent comment
utiliser le mod�ele robuste de Bertsimas et Sim pour prendreen
compte des donn�ees incertaines dans les programmes lin�eaires en
nombres entiers. Le lien entre optimisation robuste et program-
mation sous contraintes probabilistes a par ailleurs �et�e soulign�e
dans le chapitre 2. Il est donc naturel de voir comment le mod�ele
de Bertsimas et Sim pourrait être utilis�e pour la r�esolut ion de
probl�emes combinatoires sous contraintes probabilistes. Ce cha-
pitre traite de cette question pour le cas sp�eci�que du sac-�a-dos.

4.1 Travaux ant�erieurs sur la programmation sous contrain tes
probabilistes avec nombres entiers

La programmation sous contraintes probabilistes a �et�e pr�esent�ee au chapitre 1, partie 1.2.3
(voir e.g. [67, 45]). Selon cette approche, on cherche la meilleure solution r�ealisable avec une pro-
babilit�e au moins 1 � " , o�u " 2 ]0; 1[. L'int�erêt et la di�cult�e de ce mod�ele ont d�ej�a �et� e discut�es
au chapitre 1. Il semble que relativement peu de travaux ant�erieurs ont abord�e des probl�emes
combinatoires sous contraintes probabilistes. La complexit�e des contraintes probabilistes avec
variables continues rend d'autant plus improbable la r�esolution exacte de tels probl�emes avec
des variables enti�eres, sauf dans des cas tr�es particuliers. Par exemple, [44] fournit une �etude
int�eressante d'un probl�eme d'arbre couvrant stochastique. On cherche �a minimiser le coût maxi-
mal parmi les arêtes utilis�ees par l'arbre. Les coûts sont suppos�es incertains, et cette valeur du
coût maximal d'arête est alors �evalu�ee de mani�ere �a ê tre satisfaite avec une probabilit�e au moins
� 2 [1=2; 1[. Mais ce travail est restreint au cas sp�eci�que de variables al�eatoires ind�ependantes
et normalement distribu�ees. Ces hypoth�eses sont d'ailleurs les plus fr�equentes dans la litt�erature,
parce qu'elles permettent la construction de mod�eles �equivalents d�eterministes [75, 84, 16, 45]
(voir aussi la partie 6.2.1).

Le lien entre optimisation robuste et contraintes probabilistes a �et�e mis en �evidence dans la
partie 1.2.3. Par ailleurs, plusieurs publications r�ecentes en ont tir�e parti. Les mod�eles robustes
pr�esent�es dans [8] et [13] sont accompagn�es d'analyses probabilistes. Dans chaque approche,
les auteurs montrent qu'une solution du probl�eme robuste est r�ealisable avec une probabilit�e
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que l'on sait borner. On peut donca priori se servir de ces mod�eles pour obtenir des solutions
r�ealisables pour des probl�emes sous contraintes probabilistes. [24, 58] mettent en �evidence ce
lien entre mod�eles robustes et programmation sous contraintes probabilistes. [58] propose une
autre approximation, complexe, des contraintes probabilistes ; elle am�eliore le travail ant�erieur
de [8]. Un travail de même teneur est propos�e par [7] pour lecontexte des in�egalit�es lin�eaires de
matrices (linear matrix inequalities), qui g�en�eralisent notamment la programmation lin�eair e.

L'approche de [19, 57] est di��erente : les auteurs �etudient la construction al�eatoire d'un
ensemble d'incertitude, pour lequel une solution robuste sera r�ealisable avec probabilit�e au moins
1 � " . Cette approche implique l'utilisation d'un nombre import ant de sc�enarios (�echantillons)
qui peut rendre le probl�eme di�cile �a r�esoudre. De plus, [ 58] met en �evidence que ces approches
bas�ees sur un �echantillonnage sont en pratique trop conservatives ; le même type d'observation
est e�ectu�e dans [7]. Noter encore que [30] s'appuie aussi sur des m�ethodes d'�echantillonnage,
mais de mani�ere �a prendre aussi en compte des incertitudessur la distribution des variables
al�eatoires (contraintes probabilistes dites ambigu•es).

En th�eorie, ces m�ethodologies robustes sont pour la plupart utilisables directement pour des
probl�emes en nombres entiers. Cependant, une premi�ere di�cult�e peut venir de la non-lin�earit�e
de certains probl�emes robustes, conduisant �a des probl�emes non-lin�eaires en nombres entiers. Par
ailleurs, utilis�es tels qu'ils ont �et�e propos�es, ces mo d�eles semblent trop conservatifs en pratique
pour approcher de mani�ere e�cace un probl�emes combinatoire sous contraintes probabilistes.

Quelques rares travaux ont trait�e explicitement, et de mani�ere assez g�en�erale, de probl�emes
sous contraintes probabilistes avec nombres entiers. Le premier d'entre eux semble être [41] :
dans cet article, l'auteur propose des approximations lin�eaires, int�erieures et ext�erieures, �a des
probl�emes lin�eaires mixtes sous contraintes probabilistes s�epar�ees. Des variables 0-1 sont explici-
tement prises en compte, et des processus de r�esolution optimale sont pr�esent�es. Malgr�e un souci
�evident de garder l'expos�e aussi g�en�eral que possible,l'ensemble de l'analyse suppose que, pour
toute contrainte j , la distribution de

� P
j i A j i x i �

P
j i E[A j i ]x i

�
=
q

E[(
P

j i A j i x i )2] est connue et

ne d�epend pas dex. C'est le cas si l'on suppose les variables al�eatoires distribu�ees selon des lois
normales, par exemple, ou si l'on peut l�egitimement appliquer un th�eor�eme de limite centrale
(voir annexe B.2). Outre ce travail initial, plusieurs cont ributions se sont concentr�ees sur le cas
d'un nombre �ni de sc�enarios. Le probl�eme peut s'�ecrire d e mani�ere �equivalente �a l'aide d'un
PLNE (voir par exemple [40]). Ce mod�ele �equivalent, quoique naturel, est de taille prohibitive.
Toujours avec un nombre �ni de sc�enarios, un algorithme debranch-and-boundest d�evelopp�e
dans [10] quand seul le second membre des contraintes est stochastique. [80] semble être la
seule publication proposant un algorithme de r�esolution pour des probl�emes combinatoires sous
contraintes probabilistes g�en�eraux. Les m�ethodes reposent sur des approches non-standard pour
la programmation lin�eaire (cf. la th�eorie des bases de Gr•obner). Malheureusement, sans plus
d'am�elioration, la m�ethode parâ�t restreinte �a des pro bl�emes de tr�es petites tailles.

Finalement, mentionnons l'existence de travaux utilisant des m�eta-heuristiques pour la
r�esolution de tels probl�emes [1, 14]. Le principal inconv�enient dans l'usage de ces algorithmes
est leur param�etrage, qui requiert souvent beaucoup de tests pr�eliminaires.

Notre but dans les deux chapitres qui viennent est de chercher �a r�esoudre des probl�emes
sous contraintes probabilistes en utilisant une succession de probl�emes robustes dont l'ensemble
d'incertitudes augmente progressivement (cette id�ee a d�ej�a �et�e �evoqu�ee dans la partie 2.1).
On essaiera d'abord de tirer partie des bonnes propri�et�esdu mod�ele robuste de Bertsimas et
Sim [13] pour le probl�eme fondamental du sac-�a-dos 0-1. Puis le même type d'algorithmes sera
d�evelopp�e pour des programmes en nombres entiers plus g�en�eraux au chapitre 5.
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4.2 Le probl�eme de sac-�a-dos sous contraintes probabilis tes

Le probl�eme de sac-�a-dos classique a �et�e introduit dans la partie 3.4. Il s'�ecrit :

max
P

i 2 I pi x i

s.c.
P

i 2 I wi x i � c;
x 2 f 0; 1gn ;

(4.1)

o�u p 2 IRn
+ est un vecteur de pro�ts, w 2 IRn

+ un vecteur de poids, etc > 0 est la capacit�e du
sac. Supposons �a partir de maintenant quew est un vecteur de variables al�eatoires r�eelles, on
s'int�eresse au probl�eme CCKP (chance-constrained knapsack problem) :

max
P

i 2 I pi x i

s.c. P(
P

i 2 I wi x i � c) � 1 � ";
x 2 f 0; 1gn ;

(4.2)

avec " 2]0; 1[.

Exemple : �A titre d'illustration, on d�eveloppe un exemple tr�es simp le dans IR2. Soit l'ensemble :
X = f x 2 [0; 1]2jP(w1x1 + w2x2 � 1) � 3=4g (donc " = 1=4). On suppose quew1;2 est une
variable al�eatoire �a valeurs dans [0,1]. Soit f leur densit�e de probabilit�e : f = 1l [0;1] (fonction
caract�eristique de [0,1]).

Soit (x1; x2) 2 [0; 1]2. On note W1 (resp. W2) la variable al�eatoire x1w1 (resp. x2w2). Chaque
Wi a pour densit�e de probabilit�e di = 1=xi :1l[0;x i ]. Alors :

P(w1x1+ w2x2 � 1) = P(W1+ W2 � 1) =
Z 1

t=0
d1(t):P(W2 � 1� t)dt =

Z x1

t=0
d1(t):P(W2 � 1� t)dt:

Des calculs faciles m�enent �a : P(W2 � 1 � t) =
�

1; si t � 1 � x2

(1 � t)=x2; si t � 1 � x2
.

Si x1 + x2 � 1 , 1 � x2 � x1, on a : P(w1x1 + w2x2 � 1) = 1. Si x1 + x2 > 1 , 1 � x2 < x 1,
on a :

P(w1x1 + w2x2 � 1) =
R1� x2

t=0 d1(t)dt +
Rx1

t=1 � x2
d1(t):(1 � t)=x2dt

= 1=x1 + 1=x2 � 1=2:(x2=x1 + x1=x2) � 1=(2x1x2):

L'ensembleX est repr�esent�e sur la �gure 4.1.

Cet exemple tr�es simple donne une id�ee de la di�cult�e d'ab order directement les probl�emes
sous contraintes probabilistes. C'est ce qui motive le recours �a des m�ethodes heuristiques s'ap-
puyant sur des mod�eles robustes simples. On rappelle que CCKP peut aussi s'�ecrire (cf. lemme
1.2.3) :

max
V :P(V )� 1� "

�
max

x2f 0;1gn
f p:x j 8w 2 V; w:x � cg

�
:

Cette formulation s'appuie sur des probl�emes d'optimisation robuste d�e�nis pour des en-
sembles d'incertitudesV . Ici, on s'appuiera sur le mod�ele robuste de Bertsimas et Sim, dont les
avantages ont d�ej�a �et�e soulign�es dans la partie 3.1. On suppose donc que chaque poidswi est
une variable al�eatoire �a valeurs dans [wi ; wi ], wi � 0 et wi > w i . On introduit �egalement, pour
tout i 2 I , la variable al�eatoire normalis�ee � i : � i = ( wi � wi )=(wi � wi ) 2 [0; 1].

Soit � 2 f 0; : : : ; ng, on rappelle que le mod�ele de sac-�a-dos robuste RKP (Robust Knapsack
Problem) s'�ecrit (voir partie 3.4) :

max
P

i 2 I pi x i

s.c.
P

i 2 I nS wi x i +
P

i 2 S wi x i � c; 8S � I t.q. jSj = � ;
x 2 f 0; 1gn :

(4.3)
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Fig. 4.1 { Probabilit�es des solutions x 2 [0; 1]2 pour l'exemple.

4.3 Lien entre RKP et CCKP

Pour tout x 2 f 0; 1gn , on note : I (x) = f i 2 I jx i = 1g. Le r�esultat suivant g�en�eralise tr�es
l�eg�erement un de ceux �enonc�es dans [13] :

Lemme 18 Pour toute solution x de RKP : P(w:x � c) � P
� P

i 2 I � i � �
�
.

Preuve : Soit x une solution r�ealisable de RKP. Si jI (x)j � �, il existe S � I de cardinalit�e
jSj = � tel que : I (x) � S. Alors :

P
i 2 I wi x i =

P
i 2 I (x) wi x i =

P
i 2 S wi x i +

P
i=2 S wi x i � c

(puisque x est r�ealisable pour RKP). Ceci implique : P(w:x � c) = 1, et donc : P(w:x � c) �
P(

P
i 2 I � i � �).

Supposons maintenant quejI (x)j � � + 1. Par souci de clart�e, on note : � i = wi � wi . Pour
tout ensembleS � I (x) de cardinalit�e �, on a :

P(w:x > c ) � P
�
w:x >

P
i 2 S wi x i +

P
i=2 S wi x i

�

= P
� P

i 2 I (x) wi >
P

i 2 S wi +
P

i 2 I (x)nS wi

�

= P
� P

i 2 I (x) � i � i >
P

i 2 S � i

�

= P
� P

i 2 I (x)nS � i � i >
P

i 2 S � i (1 � � i )
�

� P
� P

i 2 I (x)nS � i � i > min j 2 S � j :
P

i 2 S(1 � � i )
�

= P
� P

i 2 I (x)nS � i [� i =min j 2 S � j ] +
P

i 2 S � i > �
�

La premi�ere in�egalit�e vient du fait que x est r�ealisable pour RKP. On peut maintenant choi-
sir S � I (x) de mani�ere �a satisfaire : 8i 2 I (x) n S; � i � min j 2 S � j . En ce cas :P(w:x > c ) �

P
� P

i 2 I (x) � i > �
�

, et donc : P(w:x > c ) � P
� P

i 2 I � i > �
�
. �

Cette observation est g�en�erale, puisqu'aucune hypoth�ese particuli�ere n'a �et�e r�ealis�ee sur la
distribution probabiliste des poids. On rappelle maintenant ce r�esultat [42] :

Th�eor�eme 12 (Hoe�ding, 1963) Soient X 1,..., X n des variables al�eatoires r�eelles ind�epen-
dantes telles que, pour touti 2 I : P(X i 2 [� i ; � i ]) = 1 . Alors, en notant � =

P n
i =1 X i :

8� � 0; P(� � E[�] + � ) � exp
�

�
2� 2

P n
i =1 (� i � � i )2

�
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En utilisant ce r�esultat, on montre que :

Proposition 13 Supposons que les variables al�eatoiresf wi gi 2 I sont ind�ependantes et sym�etri-

quement distribu�ees. Si � � 1=2:
�

n +
p

� 2n ln(" )
�

, alors une solution r�ealisable pour RKP est
aussi r�ealisable pour CCKP.

Preuve : Soit : S =
P

i 2 I � i . On a : P(S � �) = P
�
S � E[S] + (� � E[S])

�
= P

�
S �

E[S] + (� � n=2)
�
, puisque E[S] = n=2. D'apr�es l'in�egalit�e de Hoe�ding (th�eor�eme 12), si

� � n=2 : P(S � �) � exp
�

� 2(� � n=2)2=n
�
. Supposons alors que : exp

�
� 2(� � n=2)2=n

�
<

" , � � n=2+
p

� n ln(" )=2. D'apr�es le lemme 18, on obtient que toute solution r�ealisable pour
RKP l'est aussi pour CCKP. �

Ce r�esultat se d�eduit d�ej�a du travail de [13]. De meilleu res bornes de probabilit�es sont
d�etaill�ees dans [13], mais elles sont plus complexes aussi.

On d�etaille maintenant d'autres observations qui relient RKP et CCKP. Pour tout I 0 � I
et � 2 f 0; : : : ; jI 0jg, on introduit le probl�eme RKP( I 0,�) :

max p:x
s.c.

P
i 2 S wi x i +

P
i 2 I 0nS wi x i +

P
i=2 I 0 wi x i � c; 8S � I 0 t.q. jSj = � ;

x 2 f 0; 1gn :
(4.4)

RKP( I 0,�) est une instance particuli�ere du mod�ele robuste de Ber tsimas et Sim, tous les poids de
I nI 0 �etant �x�es �a leur pire valeur, sans incertitude. Pour plu s de pr�ecision, on notera dor�enavant
RKP( I ,�) au lieu de RKP. Observer que pour toute paire de sous-ensembles I 0 et I 00de I ,
I 0 � I 00implique que toute solution r�ealisable pour RKP( I 0,�) l'est aussi pour RKP( I 00,�). En
particulier, toute solution r�ealisable de RKP( I 0,�) est aussi r�ealisable pour RKP( I ,�). D'autre
part, si � 0 � �, toute solution r�ealisable de RKP( I 0,�) l'est aussi pour RKP( I 0,� 0).

Lemme 19 Soit � 2 f 0; : : : ; ng. Supposons quex � est une solution optimale de RKP(I ,� ) :
(i) si � � j I (x � )j, x � est une solution optimale de RKP(I (x � ),� ) ;
(ii) si � � j I (x � )j, x � est une solution optimale de RKP(I ,n).

Preuve : Supposons que �� j I (x � )j. PuisqueI (x � ) � I , toute solution r�ealisable de RKP( I (x � ),�)
l'est aussi pour RKP(I ,�). Mais x � est aussi une solution r�ealisable de RKP(I (x � ),�). Comme
x � est une solution optimale de RKP(I ,�), elle est optimale aussi pour RKP( I (x � ),�).

Si � � j I (x � )j, il existe S � I de cardinal jSj = � tel que I (x � ) � S. Alors :
P

i 2 I wi x �
i =P

i 2 I (x � ) wi x �
i =

P
i 2 S wi x �

i +
P

i=2 S wi x
�
i � c. La derni�ere in�egalit�e vient du fait que x � est

r�ealisable pour RKP( I ,�). Ainsi, on montre que x � est r�ealisable pour RKP( I ,n). Mais comme
� � n, RKP( I ,�) est une relaxation de RKP( I ,n) : x � est optimale �egalement pour RKP(I ,n).
(Observer que dans le cas o�u � = jI (x � )j, les deux a�rmations (i) et (ii) ont lieu : RKP( I (x � ),�)
et RKP( I ,n) ont alors la même solution optimale.) �

Le r�esultat suivant montre la pertinence du cadre robuste envisag�e pour traiter CCKP quand
toutes les variations f wi � wi gi 2 I sont identiques :

Th�eor�eme 13 Supposons que :8i 2 I; wi � wi = � > 0, et quef wi =�gi 2 I et c=� sont des entiers.
Alors il existe I � � I et � � 2 f 0; : : : ; jI � jg tels que toute solution optimale de RKP(I � ,� � ) est
aussi optimale pour CCKP.
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Preuve : Soit x � une solution optimale, on note I � = I (x � ). Puisque x � est r�ealisable avec
probabilit�e au moins 1 � " , on a : P(w:x � � c) = P

� P
i 2 I � wi � c

�
� 1 � " . On note V = f w 2

W j
P

i 2 I � wi � cg, et on consid�ere le probl�eme :

max p:x
s.c. w:x � c; 8w 2 V;

x 2 f 0; 1gn :
(4.5)

Montrons que toute solution optimale de (4.5) est optimale pour CCKP. Toute solution
r�ealisable x de (4.5) est r�ealisable pour CCKP, puisque : P(w:x � c) � P(w 2 V) � 1 � " . Il
su�t donc de montrer que (4.5) a la même solution optimale que CCKP. Ceci est clair, puisque
par construction, la solution optimale x � de CCKP est r�ealisable pour (4.5).

Notre but maintenant est de trouver � � 2 f 0; : : : ; jI � jg tel que (4.5) est �equivalent �a
RKP( I � ,� � ). Observer que :w 2 V ,

P
i 2 I � � i �

�
c �

P
i 2 I � wi

�
=� . On d�e�nit alors : � � =

min
�

jI � j;
�
c �

P
i 2 I � wi

�
=�

	
. On a : w 2 V ,

P
i 2 I � � i � � � . On notera que V 6= � , ce qui

assure
�
c �

P
i 2 I � wi

�
=� � 0. D'autre part, d'apr�es nos hypoth�eses, � � est entier. Montrons que

(4.5) est �equivalent �a RKP( I � ,� � ).
On prouve quex est r�ealisable pour (4.5) si et seulement six est r�ealisable pour RKP( I � ,� � ).

Soit x r�ealisable pour (4.5). Pour tout S � I � tel que jSj = � � , on montre que :
P

i 2 S wi x i +P
i 2 I � nS wi x i +

P
i=2 I � wi x i � c. Soit w(S) le vecteur dont les composantes sontwi si i 2 I � nS, et

wi sinon. On a :
P

i 2 I � w(S) i =
P

i 2 S wi +
P

i 2 I � nS wi = � � � +
P

i 2 I � wi � c, et en cons�equence :
w(S) 2 V . Donc, puisquex est r�ealisable pour (4.5) : w(S):x =

P
i 2 S wi x i +

P
i 2 I � nS wi x i +P

i=2 I � wi x i � c. Ainsi, x est r�ealisable pour RKP( I � ,� � ).
R�eciproquement, soit x non-r�ealisable pour (4.5), c'est-�a-dire : il existe w 2 V tel que w:x >

c. Montrons qu'il existe S � I � avecjSj = � � tel que :
P

i 2 S wi x i +
P

i 2 I � nS wi x i +
P

i=2 I � wi x i =P
i 2 I � wi x i +

P
i 2 S �x i +

P
i=2 I � wi x i > c. Si jI (x) \ I � j � � � (cas (a)), on construit S tel que

jSj = � � et S � I (x) \ I � . Si jI (x) \ I � j < � � (cas (b)), soit S une extension quelconque de
I (x) \ I � dans I � , telle que jSj = � � (on rappelle que, par construction, � � � j I � j).

Si on est dans le cas (a), on a :
P

i 2 I � wi x i +
P

i 2 S �x i +
P

i=2 I � wi x i =
P

i 2 I � wi x i + � � � +P
i=2 I � wi x i �

P
i 2 I � wi x i +

P
i 2 I � � i � +

P
i=2 I � wi x i �

P
i 2 I � wi x i +

P
i 2 I � � i �x i +

P
i=2 I � wi x i =

w:x > c . La premi�ere in�egalit�e vient du fait que w 2 V ; pour la derni�ere in�egalit�e, se rappeler que
wi = wi + � i � . De la même mani�ere, dans le cas (b), on a

P
i 2 I � wi x i +

P
i 2 S �x i +

P
i=2 I � wi x i =P

i 2 I � wi x i + � jI (x)\ I � j+
P

i=2 I � wi x i �
P

i 2 I � wi x i +
P

i 2 I (x)\ I � � i �x i +
P

i=2 I � wi x i =
P

i 2 I � wi x i +P
i 2 I � � i �x i +

P
i=2 I � wi x i = w:x > c .

Par contraposition, ceci prouve que toute solution de RKP (I � ,� � ) est aussi r�ealisable pour
(4.5). On a donc montr�e que x est r�ealisable pour (4.5) si et seulement six est r�ealisable pour
RKP( I � ,� � ). En cons�equence, puisque les deux probl�emes ont la mêmefonction-objectif, ils
sont �equivalents. En particulier, ils admettent les mêmes solutions optimales. Puisque toute
solution optimale de (4.5) est optimale pour CCKP, on a prouv�e que toute solution optimale
de RKP(I � ,� � ) est aussi optimale pour CCKP. �

Une des forces du th�eor�eme ci-dessus est qu'il ne requiertaucune hypoth�ese particuli�ere sur
la distribution des variables al�eatoires. D'autre part, l a condition d'int�egrit�e de f wi =�gi 2 I et de
c=� sont n�ecessaires pour assurer que �� peut être choisi entier. N�eanmoins, dans un contexte
plus g�en�eral, le param�etre � peut aussi ne pas être entie r (voir la partie 3.1, et en particulier le
mod�ele (3.4)). Dans ce cas, le th�eor�eme 13 se g�en�eralise directement en omettant les contraintes
d'int�egrit�e sur f wi =�gi 2 I et c=�.

Dans la suite de cette partie, on d�etaille deux cas particuliers pour lesquels le th�eor�eme
pr�ec�edent peut être renforc�e.

Lemme 20 Supposons que :

60



{ les poids et les pro�ts satisfont : i < j )
�

wi � wj
pi � pj

,

{ pour tout i 2 I , wi � wi = � > 0,
{ les variables al�eatoires f � i gi 2 I sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees (i.i.d.).

Alors il existe une solution optimale x � de CCKP telle queI (x � ) = f 1; : : : ; jI (x � )jg.

Preuve : Soit x une solution optimale de CCKP, on construit x � tel que I (x � ) = f 1; : : : ; jI (x)jg.
Comme jI (x � )j = jI (x)j, et puisque les pro�ts sont tri�es en ordre d�ecroissant : p:x� � p:x. De
plus, observer que par construction :

P
i 2 I (x � ) wi �

P
i 2 I (x) wi . Alors :

P(w:x � � c) = P(
P

i 2 I (x � ) wi � c) = P(�:
P

i 2 I (x � ) � i � c �
P

i 2 I (x � ) wi )
= P(�:

P
i 2 I (x) � i � c �

P
i 2 I (x � ) wi ) (a)

� P(�:
P

i 2 I (x) � i � c �
P

i 2 I (x) wi ) (b)
= P(

P
i 2 I (x) wi � c) = P(w:x � c):

Comme lesf � i gi 2 I sont suppos�es i.i.d., et puisquejI (x � )j = jI (x)j, les variables al�eatoiresP
i 2 I (x) � i et

P
i 2 I (x � ) � i sont aussi i.i.d. : ceci assure (a). (b) est une cons�equencedirecte de :P

i 2 I (x � ) wi �
P

i 2 I (x) wi . Comme x est r�ealisable pour CCKP, on a donc montr�e que x � est
aussi r�ealisable pour ce probl�eme. On en d�eduit quex � est une solution optimale de CCKP. �

Th�eor�eme 14 Supposons que :

{ les poids et les pro�ts satisfont : i < j )
�

wi � wj
pi � pj

,

{ pour tout i 2 I , wi � wi = � > 0,
{ f wi =�gi 2 I et c=� sont des entiers,
{ les variables al�eatoires f � i gi 2 I sont i.i.d..

Alors il existe � � 2 f 0; : : : ; ng tel que toute solution optimale de RKP(I ,� � ) est aussi optimale
pour CCKP.

Preuve : D'apr�es le th�eor�eme 13, on sait qu'il existe I � � I et � � 2 f 0; : : : ; jI � jg tels qu'une solu-
tion optimale de RKP( I � ,� � ) est optimale �egalement pour CCKP. De plus, d'apr�es la preuve du
th�eor�eme, on sait que I � peut être choisi de mani�ere �a satisfaire I � = I (x � ) pour une solution op-
timale x � de CCKP, et que � � peut être aussi choisi tel que : �� = min

�
jI � j;

�
c �

P
i 2 I � wi

�
=�

	
.

Sans perte de g�en�eralit�e, d'apr�es le lemme 20, on consid�ere : I (x � ) = f 1; : : : ; jI � jg. Supposons
d'abord que � � = jI � j : dans ce cas, les probl�emes RKP(I � ,� � ) et RKP( I ,n) sont �equivalents.

Supposons maintenant que �� =
�
c �

P
i 2 I � wi

�
=� < jI � j. On va montrer que toute solution

optimale de RKP(I ,� � ) l'est aussi pour CCKP. Soit x0 une solution optimale de RKP(I ,� � ). Si
jI (x0)j � � � , x0 est r�ealisable pour RKP( I ,n) et en cons�equence :P(w:x0 � c) = 1. Donc dans ce
cas,x0 est r�ealisable pour CCKP. Si jI (x0)j � � � +1, montrons que x0 est une solution r�ealisable
de CCKP. Si on suppose que :

P
i 2 I (x0) wi >

P
i 2 I � wi , alors pour tout ensembleS � I (x0) tel

que jSj = � � :

X

i 2 S

wi x0
i +

X

i 2 I nS

wi x
0
i =

X

i 2 I (x0)

wi + � � � >
X

i 2 I �

wi + � � � = c � � � � + � � � = c:

Ceci est une contradiction avec la r�ealisabilit�e de x0 pour RKP( I ,� � ). On en d�eduit que :P
i 2 I (x0) wi �

P
i 2 I � wi . Puisque I � est l'ensemble desjI � j plus faibles valeurs def wi gi 2 I , cette

derni�ere relation implique : jI (x0)j � j I � j. D'autre part, comme I � � I , x � est r�ealisable pour
RKP( I ,� � ), et on a donc : p:x� � p:x0, i.e. :

P
i 2 I � pi �

P
i 2 I (x0) pi . Puisque I � est l'ensemble

des jI � j plus grandes valeurs def pi gi 2 I , on obtient : jI (x0)j � j I � j. De plus, commeI � contient
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les jI � j poids les plus faibles, cette derni�ere in�egalit�e impliq ue :
P

i 2 I (x0) wi �
P

i 2 I � wi . En
d�e�nitive : jI (x0)j = jI � j et

P
i 2 I (x0) wi =

P
i 2 I � wi .

Maintenant, montrons que x0 est r�ealisable pour CCKP :

P(w:x0 � c) = P(�:
P

i 2 I (x0) � i � c �
P

i 2 I (x0) wi )
= P(�:

P
i 2 I (x0) � i � c �

P
i 2 I (x � ) wi ) (a)

= P(�:
P

i 2 I (x � ) � i � c �
P

i 2 I (x � ) wi ) (b)
= P(w:x � � c):

(a) vient de :
P

i 2 I (x0) wi =
P

i 2 I � wi . (b) est une cons�equence dejI (x0)j = jI � j et des hy-
poth�eses probabilistes sur lesf � i gi 2 I . On a donc prouv�e que x0 est une solution r�ealisable de
CCKP. Finalement, comme on a vu quep:x� � p:x0, x0 est optimal pour CCKP. �

Comme pr�ec�edemment pour le th�eor�eme 13, la condition d' int�egrit�e de c=� et deswi =� pour
i 2 I n'est pas une contrainte en pratique, puisque le mod�ele robuste peut aussi être �ecrit avec
� fractionnaire. On d�eduit deux r�esultats du th�eor�eme p r�ec�edent :

Corollaire 3 Supposons que :
{ pour tout i 2 I , wi = ! > 0 et wi � wi = � > 0,
{ !=� et c=� sont des entiers,
{ les variables al�eatoires f � i gi 2 I sont i.i.d..

Alors il existe � � 2 f 0; : : : ; ng tel que toute solution optimale de RKP(I ,� � ) est optimale pour
CCKP.

Corollaire 4 Supposons que :
{ pour tout i 2 I , pi = � > 0 et wi � wi = � > 0,
{ pour tout i 2 I; w i =� et c=� sont entiers,
{ les variables al�eatoires f � i gi 2 I sont i.i.d..

Alors il existe � � 2 f 0; : : : ; ng tel que toute solution optimale de RKP(I ,� � ) est optimale pour
CCKP.

L'int�erêt de ces r�esultats est th�eorique uniquement. E n pratique, si les poids et les pro�ts sont
tri�es respectivement de mani�ere d�ecroissante et croissante, on sait r�esoudre CCKP facilement. Il
su�t en e�et de construire une solution x en lui incorporant successivement les �el�ements de plus
fort pro�t (de plus faible poids), et de calculer �a chaque fois la probabilit�e de r�ealisabilit�e de la
solution. Cependant, il est fort probable qu'en pratique, les instances satisfaisant \presque" ces
hypoth�eses seront bien approch�ees par un probl�eme robuste RKP( I ,�).

4.4 Algorithme pour la r�esolution approch�ee de CCKP

Dans le r�esultat qui suit, on notera simplement RKP le probl �eme RKP( I ,�). De plus, toutes
les donn�ees f wi gi 2 I , f wi gi 2 I et c seront suppos�ees enti�eres. L'algorithme de programmation
dynamique classique pour le sac-�a-dos peut être g�en�eralis�e pour r�esoudre RKP :

Th�eor�eme 15 RKP est NP-di�cile au sens faible : il existe un algorithme pseudo-polynomial
pour le r�esoudre en tempsO(n� c).

Preuve : RKP est NP-di�cile, puisque le cas � = 0 correspond au probl�e me de sac-�a-dos
classique. Le fait que RKP peut être r�esolu en temps pseudo-polynomial peut être d�eduit du
th�eor�eme 8, qui montre que RKP peut être r�esolu via n + 1 probl�emes de sac-�a-dos classique
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(voir x 3.2). L'application directe de ce r�esultat garantit l'exi stence d'un algorithme O(n2c),
puisqu'un probl�eme de sac-�a-dos classique est r�esolu par programmation dynamique en temps
O(nc). On donne ici une preuve qui am�eliore cette complexit�e, et qui pr�ecise l'algorithme de
programmation dynamique dans le cas robuste.

On suppose sans perte de g�en�eralit�e que les �el�ements deI sont tri�es par variations crois-
santes : i < j ) (wi � wi ) � (wj � wj ). On note RKP k (� ; b) le probl�eme RKP �ecrit avec le
param�etre de robustesse � 2 f 0; : : : ; ng et la capacit�e b 2 f 1; : : : ; cg, en se restreignant aux seuls
�el�ements I k = f 1; : : : ; kg pour k 2 I . Soit Fk (� ; b) la valeur optimale de ce probl�eme.

Pour tout k 2 I , on suppose :b < 0 ) Fk (:; b) = �1 . Pour k = 1, F1 est d�e�ni comme
suit :

si � = 0 : F1(0; b) =
�

0 si b < w1
p1 si b � w1

,

si � � 1 : F1(� ; b) =
�

0 si b < w1

p1 si b � w1
.

Soient b 2 f 1; : : : ; cg et � 2 f 1; : : : ; ng. La valeur optimale de RKPk(� ; b) peut être obtenue
�a partir de la formule de r�ecurrence suivante :

Fk (� ; b) = max f Fk� 1(� ; b); pk + Fk� 1(� � 1; b� wk )g :

Montrons que Fk (� ; b) est la valeur optimale de RKPk(� ; b). Le r�esultat est correct pour
k = 1. Soit k � 2.

On montre d'abord que toute solution xk� 1 2 f 0; 1gk� 1 r�ealisable de RKPk� 1(� ; b) ou de
RKP k� 1(� � 1; b� wk ) peut être �etendue en une solutionxk 2 f 0; 1gk r�ealisable pour RKP k(� ; b),
en ajoutant un ke �el�ement �a xk� 1. Si xk� 1 est r�ealisable pour RKPk� 1(� ; b), alors il su�t de
prendre xk

k = 0 pour que xk soit r�ealisable pour RKP k(� ; b). Si xk� 1 est une solution r�ealisable
de RKPk� 1(� � 1; b � wk), consid�erons le vecteur xk tel que xk

k = 1. On a :
P

i 2 I k
wi x

k
i +

maxf
P

i 2 S(wi � wi )x
k
i : S � I k ; jSj � � g =

P
i 2 I k � 1

wi x
k� 1
i + wk + max f

P
i 2 S(wi � wi )x

k� 1
i :

S � I k� 1; jSj � � � 1g. Ceci vient de l'ordre suppos�e sur les variations des poids. En observant
de plus que :

P
i 2 I k � 1

wi x
k� 1
i + max f

P
i 2 S(wi � wi )x

k� 1
i : S � I k� 1; jSj � � � 1g � b� wk , alors

on obtient que xk est aussi r�ealisable pour RKPk(� ; b).
On montre la r�eciproque : pour toute solution r�ealisable d e RKPk (� ; b), les k � 1 premi�eres

composantes donnent une solution r�ealisable pour RKPk� 1(� ; b) ou pour RKP k� 1(� � 1; b� wk ).
En e�et, soit xk une solution r�ealisable deRKP k (� ; b). Soit xk� 1 2 f 0; 1gk� 1 le vecteur compos�e
desk � 1 premiers �el�ements de xk . Deux cas se pr�esentent :

(a) xk
k = 0 : alors xk� 1 est r�ealisable pour RKPk� 1(� ; b).

(b) xk
k = 1 : alors on peut montrer par contraposition que xk� 1 est une solution r�ealisable de

RKP k� 1(� � 1; b� wk). Supposons qu'il existeS � I k� 1 tel que jSj = � � 1 et :
P

i 2 I k � 1
wi x

k� 1
i +

P
i 2 S(wi � wi )x

k� 1
i > b � wk . Alors, xk ne peut pas être r�ealisable pour RKPk(� ; b) puisque

pour S0 = S [ f kg, on obtient :
P

i 2 I k
wi x

k
i +

P
i 2 S0(wi � wi )x

k
i =

P
i 2 I k

wi x
k
i +

P
i 2 S(wi �

wi )x
k
i + ( wk � wk ) =

P
i 2 I k � 1

wi x
k� 1
i +

P
i 2 S(wi � wi )x

k� 1
i + wk > b.

Ainsi, on a montr�e que l'ensemble des vecteurs compos�es des k � 1 premi�eres composantes de
solutions r�ealisables xk de RKPk(� ; b) est �egal �a l'union de l'ensemble des solutions respectives
de RKPk� 1(� ; b) et de RKPk� 1(� � 1; b� wk). En d�e�nitive : Fk (� ; b) = max

�
Fk� 1(� ; b); pk +

Fk� 1(� � 1; b� wk )
	

.
Finalement, observer que la valeurFn (� ; c) peut être calcul�ee en temps pseudo-polynomial

O(n� c). �

On pr�ecise les caract�eristiques de la solution dans les cas particuliers des poids ou des pro�ts
uniformes.
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Lemme 21 Supposons que pour touti 2 I , wi = ! > 0 et wi � wi = � > 0. Alors toute solution
x � optimale pour RKP(I ,� ) v�eri�e :

X

i 2 I

x �
i =

�
min f n; b(c � � � )=! cg; si �( ! + � ) � c;
bc=(! + � )c ; sinon.

Preuve : Soit x � une solution optimale de RKP(I ,�), x � maximise la somme de ses composantes
(
P

i 2 I x i ). Supposons que �(! + � ) � c. Ceci signi�e que x � comporte au moins � �el�ements :P
i 2 I x �

i � �. Alors x � est en fait une solution optimale du probl�eme : maxf p:xj
P

i 2 I !x i �
c � � � g.

Si au contraire �( ! + � ) > c , une solution r�ealisable de RKP(I ,�) ne peut pas comporter
plus de � � 1 �el�ements. Alors x � est en fait solution optimale de : maxf p:xj

P
i 2 I (! + � )x i � cg.

Ceci conclut la preuve.�

Ainsi, la solution de RKP( I ,�) peut être construite en temps lin�eaire en consid�eran t les
�el�ements de plus fort pro�t. Le même type de r�esultat est disponible quand les pro�ts sont
uniformes :

Lemme 22 Supposons que pour touti 2 I , pi = � > 0 et wi � wi = � > 0. Soit x0 une solution
optimale de :

max
P

i 2 I x i

s.c.
P

i 2 I wi x i � c � � �;
x 2 f 0; 1gn ;

(4.6)

et soit x00une solution optimale de :

max
P

i 2 I x i

s.c.
P

i 2 I wi x i � c;
x 2 f 0; 1gn :

(4.7)

Si c � � � et
P

i 2 I x0
i � � , x0 est optimal pour RKP(I ,� ). Sinon, x00est optimal pour RKP(I ,� ).

Remarquer que, du fait des hypoth�eses r�ealis�ees, les pro�ts n'interviennent plus explicite-
ment dans les formulations. Par ailleurs, les deux probl�emes (4.6) et (4.7) sont r�esolus en temps
lin�eaire. De plus, observer que (4.6) n'a pas de solution sic � � � < 0.

L'id�ee de l'algorithme suivant est de faire augmenter progressivement la valeur du param�etre
de robustesse � et de r�esoudre les probl�emes robustes correspondants jusqu'�a obtenir une solu-
tion r�ealisable de CCKP.

Algorithme HA CCKP
�Etape 1 : Soit k = 0.
�Etape 2 : R�esoudre RKP( I ,k). Soit x(k) la solution obtenue.
�Etape 3 : Soit I 0 = I (x(k) ). Calculer � 0, la plus grande valeur def 0; : : : ; jI 0jg telle que

x(k) est r�ealisable pour RKP( I 0,� 0).
�Etape 4 : Calculer (ou borner) P(

P
i 2 I 0 wi � c). Si : P(

P
i 2 I 0 wi � c) � 1 � " , STOP.

�Etape 5 : Poser k  � 0+ 1 et retourner �a l'�etape 2.

La valeur � 0 requise �a l'�etape 3 peut être calcul�ee en temps lin�eair e. En e�et, elle est solution
du probl�eme :

max �
s.c.

P
i 2 I 0 wi + max S� I 0:jSj=�

P
i 2 S(wi � wi ) � c

� 2 f 0; : : : ; ng
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Il est su�sant de consid�erer S = � et d'augmenter cet ensemble progressivement en y ajoutant
les indices correspondant aux plus grandes variationswi � wi . D�es que

P
i 2 S wi � wi > c �P

i 2 I 0 wi , on a : � 0 = jSj � 1.
�A l'�etape 4, observer que :P(

P
i 2 I 0 wi � c) = P(w:x(k) � c). On assure donc que l'algorithme

ne s'arrête qu'avec une solution r�ealisable pour CCKP. Deplus, commex(k) est une solution
r�ealisable de RKP(I 0,k) (cf. lemme 19), on a � 0 � k. L'indice k crô�t strictement �a chaque
it�eration, ce qui assure la convergence : en e�et, quandk = n, la probabilit�e de r�ealisabilit�e de
x(n) est �egale �a 1 et l'algorithme s'arrête lors du test de l'�e tape 4. Ainsi :

Lemme 23 L'algorithme HA CCKP fournit une solution r�ealisable pour CCKP en r�esolva nt
au plus n + 1 probl�emes de sac-�a-dos robustes.

En�n, �a l'�etape 5, on passe directement �a la valeur � 0 + 1 sans examiner les probl�emes
RKP( I ,l ) pour k+1 � l � � 0. En e�et, la solution x(k) est r�ealisable pour le probl�eme RKP( I ,� 0),
puisqu'elle est r�ealisable pour RKP(I 0,� 0).

Pour le calcul de probabilit�e de l'�etape 4, on peut par exemple utiliser l'in�egalit�e de Hoe�ding
(voir th�eor�eme 12), ou toute autre approximation. Dans ce rtains cas, il est possible de calculer
exactement la probabilit�e de r�ealisabilit�e d'une solut ion. Il est clair que la qualit�e du calcul
de probabilit�e a un impact direct sur la qualit�e de la solut ion �nale obtenue ; on d�etaillera
ult�erieurement, dans la partie 5.4.1, quelques techniques utilisables. En�n, on peut noter que si
�a un moment on a jI 0j = � 0, alors la probabilit�e de r�ealisabilit�e de la solution co urante est 1 et
l'algorithme s'arrête (cf. lemme 19).

En cons�equence du lemme 23, on a :

Proposition 14 L'algorithme HA CCKP s'arrête en temps pseudo-polynomial si l'on utilise
l'algorithme de programmation dynamique d�ecrit dans la preuve du th�eor�eme 15.

Finalement, d'apr�es le th�eor�eme 14, l'algorithme HA CCKP conduit �a une solution optimale
si les poids et les pro�ts sont tri�es respectivement en ordre croissant et d�ecroissant. Il est
donc probable que cette propri�et�e sera encore v�eri��ee si les donn�ees satisfont \presque" ces
hypoth�eses.

On remarque que les propri�et�es de l'algorithme HA CCKP sont tr�es proches de l'algorithme
glouton utilis�e classiquement pour r�esoudre les probl�emes de sac-�a-dos de mani�ere heuristique
(voir e.g. [52]). Cette m�ethode se pr�esente donc comme un �equivalent stochastique de l'algo-
rithme glouton.

On termine avec un exemple illustratif de la mani�ere dont l'algorithme fonctionne.

Exemple : Consid�erons le probl�eme suivant :

max
P 10

i =1 ix i

s.c.
P 10

i =1 wi x i � 80;
x 2 f 0; 1g10;

o�u les poids wi sont tous uniform�ement distribu�es sur [8 ; 12], i.e. : wi = 8 et wi = 12 pour
tout i 2 I = f 1; : : : ; 10g, et � = 4. Soit " = 0 ; 1, ce qui signi�e qu'on cherche le meilleur
remplissage du sac r�ealisable avec probabilit�e 0,9. Sousles hypoth�eses probabilistes e�ectu�ees,
les probabilit�es P(

P
i 2 I 0 wi � c) sont connues de mani�ere analytique pour tout I 0 � I (voir les

formules de la partie 6.4.3). Dans la suite, on noteei le vecteur tel queei
i = 1 et ei

j = 0 pour
j 6= i .
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k=0 : D'apr�es le lemme 21, on sait que :
P

i 2 I x(0)
i = b80=8c = 10, et donc : x(0) =

P 10
i =1 ei .

On a : � 0 = b(80 � 10� 8)=4c = 0, et on calcule : P(
P 10

i =1 wi � 80) = 0
(le seul �ev�enement possible estw = w).

k=1 : D'apr�es le lemme 21 :
P

i 2 I x(1)
i = b(80 � 4)=8c = 9, et donc : x(1) =

P 10
i =2 ei .

On a : � 0 = b(80 � 9 � 8)=4c = 2, et on calcule : P(
P 10

i =2 wi � 80) = 0:001::: < 0:9.

k=3 : Comme pr�ec�edemment, on a :
P

i 2 I x(3)
i = b(80 � 12)=8c = 8, et donc : x(3) =

P 10
i =3 ei .

On a : � 0 = b(80 � 8 � 8)=4c = 4, et : P(
P 10

i =3 wi � 80) = 0; 5 < 0; 9.
k=5 : De la même mani�ere :

P
i 2 I x(5)

i = b(80 � 20)=8c = 7, et : x(5) =
P 10

i =4 ei .
On calcule : P(

P 10
i =4 wi � 80) = 0:99::: > 0:9.

STOP : x(5) est r�ealisable, et donc optimale ici.
Observer que si l'on avait requis une r�ealisabilit�e de 100%, on aurait dû mettre moins

d'�el�ements dans le sac. En e�et, si l'on consid�ere que tous les poids prennent leurs pires valeurs,
on peut placer au plusb80=12c = 6 �el�ements dans le sac.

4.5 Conclusion

On s'est int�eress�e dans cette partie au probl�eme de sac-�a-dos sous contrainte probabiliste.
Le mod�ele robuste de Bertsimas et Sim a �et�e utilis�e comme outil de base pour approcher le
probl�eme sous contrainte probabiliste. Plusieurs liens th�eoriques entre les deux probl�emes ont �et�e
�etablis. Puis un algorithme a �et�e propos�e pour r�esoudr e le probl�eme sous contrainte probabiliste
de mani�ere heuristique. Cet algorithme fournit une solution r�ealisable du probl�eme en temps
pseudo-polynomial. Par ailleurs, les propri�et�es de l'algorithme sont comparables �a celles de
l'algorithme glouton couramment utilis�e pour le probl�em e de sac-�a-dos classique. On peut donc
consid�erer qu'on a l�a une sorte d'�equivalent probabilis te de cette m�ethode d�eterministe.

Des tests num�eriques de cet algorithme seront pr�esent�esdans le chapitre suivant, au para-
graphe 5.5.2 (m�ethode dite \M2"). Cette approche sera alors compar�ee avec d'autres.
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Chapitre 5

G�en�eralisation aux probl�emes
combinatoires sous contraintes
probabilistes

Motivations : Les id�ees du pr�ec�edent chapitre vont mainte-
nant être �etendues �a des probl�emes lin�eaires en nombres 0-1
g�en�eraux. Ce sera l'occasion d'introduire un mod�ele robuste
original, proche de celui de Bertsimas et Sim. Outre de bonnes
propri�et�es th�eoriques en rapport avec la programmation sous
contraintes probabilistes, ce nouveau mod�ele peut être r�esolu
tr�es e�cacement de mani�ere approch�ee. Il constitue donc un
composant bien adapt�e pour des heuristiques de r�esolution de
probl�emes combinatoires sous contraintes probabilistes.

5.1 Mod�eles math�ematiques

On consid�ere le programme lin�eaire en nombres 0-1 suivant(ILP, pour Integer Linear Pro-
gram) :

max cx
s.c. Ax � b;

x 2 f 0; 1gn :
(5.1)

On suppose que certains coe�cients de la matrice sont incertains. Plus pr�ecis�ement, I u(j ) � I
d�esigne l'ensemble des coe�cients de la contraintej 2 J qui sont incertains ; les coe�cients de
I n I u(j ) sont suppos�es connus de mani�ere exacte. Pour toutj 2 J et pour tout i 2 I u(j ), A j i

appartient �a un intervalle [ A j i ; A j i ], avec A j i > A j i . On notera � j i = A j i � A j i . (On rappelle
que consid�erer que seuls des coe�cients deA sont incertains englobe les cas o�u des coe�cients
de b et/ou de c sont incertains.)

Soit A l'ensemble des matrices r�eellesA satisfaisant la description ci-dessus.
Chaque coe�cient incertain est associ�e �a une variable al�eatoire, aussi not�eeA j i , de support

[A j i ; A j i ]. On note : � j i = ( A j i � A j i )=� j i , qui est une variable al�eatoire de support [0; 1]. On
introduit alors le probl�eme lin�eaire en nombres entiers sous contrainte probabiliste (CCILP,
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pour Chance-Constrained Integer Linear Program) :

max cx
s.c. P(Ax � b) � 1 � ";

x 2 f 0; 1gn :
(5.2)

On introduit �egalement un probl�eme robuste, param�etr�e par  2 [0; 1]m et not�e RILP(  )
(pour Robust Integer Linear Program) :

max cx
s.c.

P
i 2 I u (j ) A j i x i + � j (x) +

P
i=2 I u (j ) A j i x i � bj ; 8j 2 J;

x 2 f 0; 1gn ;
(5.3)

avec :

� j (x) = min

8
<

:

X

i 2 I u (j )

� j i x i ;  j :
X

i 2 I u (j )

� j i

9
=

;
:

RILP(  ) sera souvent not�e plus simplement RILP. � j (x) est le terme de protection de la
contrainte j 2 J . Si  j = 0, ce terme de protection est nul : seul le meilleur sc�enario A j est pris
en compte pour la contrainte j . Au contraire, si  j = 1, le sc�enario le plus d�efavorable, A j , est
pris en compte.

Diverses extensions du cadre pr�esent�e sont possibles.

Probl�emes mixtes en nombres entiers : Par souci de simplicit�e, tout ce chapitre est �ecrit
pour des probl�emes purs en nombres 0-1. Pourtant, tous les r�esultats s'�etendent imm�ediatement
aux probl�emes mixtes de la forme suivante :

max cx
s.c. Ax � b;

x i 2 f 0; 1g; 8i 2 I 1;
x i � 0; 8i 2 I 2;

si l'on suppose que pour toute lignej , l'incertitude ne concerne que des composantes enti�eres
de x, c'est-�a-dire : I u(j ) � I 1.

S'il existe j tel que I u(j ) 6� I 1, le mod�ele robuste propos�e a encore du sens si, pour tout
i 2 I u(j ) nI 1 : x i 2 [0; 1]. Plusieurs r�esultats pr�esent�es par la suite restent valides, en particulier
ceux relatifs �a la complexit�e ou aux calculs de probabilit �es. D'autres peuvent être adapt�es (c'est
le cas par exemple pour la reformulation lin�eaire de la partie 5.3.2). Pourtant, on perd dans ce
cas la relation �etablie avec la programmation sous contraintes probabilistes (cf. partie 5.2), et
les algorithmes d�ecrits dans la partie 5.4.3 ne peuvent plus être utilis�es directement.

Variables en nombres entiers g�en�eraux : Soit i 2 I , supposons quex i prend ses valeurs
dans IN, et qu'il existe j 2 J tel que i 2 I u(j ). Pour simpli�er, on suppose quex l 2 f 0; 1g quand
l 6= i . Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer quex i est born�e : x i 2 f 0; : : : ; pg, p 2 IN. On
peut d�ecomposer x i �a l'aide de variables 0-1 : x i =

P p
k=1 xk

i , o�u xk
i 2 f 0; 1g. On retrouve alors

le cadre initial, et le terme de protection de la contrainte j s'�ecrit :

� j (x) = min
nP

l2 I u (j )nf i g � j l x l + � j i

� P p
k=1 xk

i

�
;  j :

� P
l2 I u (j )nf i g � j l + p� j i

�o

= min
nP

l2 I u (j ) � j l x l ;  j :
� P

l2 I u (j )nf i g � j l + p� j i

�o
:
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On en d�eduit la forme g�en�erale du terme de protection :

� j (x) = min

8
<

:

X

i 2 I u (j )

� j i x i ;  j :
X

i 2 I u (j )

� j i : maxf x i g

9
=

;

Cette formule a encore du sens si on consid�erex i � 0 pour certains indicesi 2 I u(j ).

Contraintes probabilistes s�epar�ees : Le mod�ele (5.2) consid�ere une contrainte de proba-
bilit�e jointe sur l'ensemble du probl�eme. Pourtant, cert aines applications n�ecessitent la prise en
compte de contraintes s�epar�ees :

max cx
s.c. P(A j x � bj ) � 1 � " j ; 8j 2 J;

x 2 f 0; 1gn :
(5.4)

Encore dans un souci de simplicit�e, tous les r�esultats seront �enonc�es et prouv�es pour le seul cas
des contraintes de probabilit�e jointes. Mais tous se g�en�eralisent ais�ement au cas des contraintes
s�epar�ees.

5.2 Lien entre RILP et CCILP

On montre ici un r�esultat similaire au th�eor�eme 13 �enonc �e pour le cas du probl�eme de sac-
�a-dos, avec le mod�ele robuste de Bertsimas et Sim. Ce th�eor�eme se trouve en fait �etendu et
g�en�eralis�e grâce au nouveau mod�ele robuste (5.3) introduit.

Soient I 0 � I et  2 [0; 1]m . On note RILP( I 0, ) le probl�eme :

max cx
s.c.

P
i 2 I u (j )\ I 0 A j i x i + � j (I 0; x) +

P
i 2 I u (j )nI 0 A j i x i

+
P

i=2 I u (j ) A j i x i � bj ; 8j 2 J;
x 2 f 0; 1gn ;

(5.5)

o�u : � j (I 0; x) = min
nP

i 2 I u (j )\ I 0 � j i x i ;  j :
P

i 2 I u (j )\ I 0 � j i

o
. Dans ce probl�eme RILP(I 0, ), tous

les coe�cients f A j i gj 2 J;i=2 I 0 sont suppos�es prendre leur valeur maximale. Ainsi, pour lacontrainte
j 2 J , le param�etre de robustesse j a un impact sur les seuls coe�cients f A j i gi 2 I 0. Noter que
RILP(  ) et RILP( I , ) d�esignent le même probl�eme.

Th�eor�eme 16 Il existe I � � I et  � 2 [0; 1]m tels que toute solution optimale de RILP(I � , � )
est une solution optimale de CCILP.

Preuve : Soit x � une solution optimale de CCILP, on note :I � = f i 2 I jx �
i = 1g. Pour simpli�er

les notations, on note aussi :I � (j ) = I � \ I u(j ) pour tout j 2 J . x � est r�ealisable avec probabilit�e
au moins 1� " , i.e. : P(Ax � � b) � 1 � " . Notons A � = f A 2 Aj Ax � � bg, et consid�erons le
probl�eme suivant :

max cx
s.c. Ax � b; 8A 2 A � ;

x 2 f 0; 1gn :
(5.6)

Montrons d'abord que toute solution optimale x0de (5.6) est aussi optimale pour CCILP. On
a : P(Ax 0 � b) � P(A 2 A � ) = P(Ax � � b) � 1 � " . Ainsi, x0 est r�ealisable pour CCILP, ce qui
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implique : cx� � cx0. Mais commex � est r�ealisable pour (5.6), on a �egalement :cx� � cx0. Donc
x0 est une solution r�ealisable de CCILP de même coût quex � : x0 est optimale pour CCILP.

Notre but maintenant est de trouver des param�etres ( �
j ) j 2 J tels que RILP(I � , � ) est

�equivalent �a (5.6). Soit j 2 J , on a : A j x � � bj ,
P

i 2 I u (j ) A j i x �
i � bj �

P
i=2 I u (j ) A j i x �

i ,P
i 2 I u (j ) � j i � j i x �

i � bj �
P

i=2 I u (j ) A j i x �
i �

P
i 2 I u (j ) A j i x �

i . On note :

 �
j = min

8
<

:
1 ;

�
bj �

X

i=2 I u (j )

A j i x �
i �

X

i 2 I u (j )

A j i x �
i

�
=

X

i 2 I � (j )

� j i

9
=

;
:

Observer que puisqueA � 6= � ,  �
j � 0. Alors : (a) A 2 A � , 8 j 2 J;

P
i 2 I � (j ) � j i � j i �

 �
j

P
i 2 I � (j ) � j i .

Prouvons que x est une solution r�ealisable de (5.6) si et seulement six est r�ealisable
pour RILP( I � , � ). Soit x une solution r�ealisable de (5.6). Soit j 2 J . Si

P
i 2 I � (j ) � j i x i �

 �
j

P
i 2 I � (j ) � j i , soit A j d�e�ni par : � j i = x i si i 2 I � (j ), et � j i = 1 si i 2 I u(j ) n I � . On a :P

i 2 I � (j ) � j i � j i =
P

i 2 I � (j ) � j i x i �  �
j

P
i 2 I � (j ) � j i .

Si au contraire
P

i 2 I � (j ) � j i x i >  �
j

P
i 2 I � (j ) � j i , soit A j d�e�ni par :

- si i 2 I � (j ) : � j i = x i : �
j :

P
k2 I � (j ) � jk =

P
k2 I � (j ) � jk xk ;

- si i 2 I u(j ) n I � : � j i = 1 :

Comme
P

i 2 I � (j ) � j i x i >  �
j

P
i 2 I � (j ) � j i , on a pour tout i 2 I � (j ) : � j i � x i � 1. Donc les

composantes de� j sont bien dans [0; 1]. De plus :

P
i 2 I � (j ) � j i � j i =

P
i 2 I � (j ) � j i x i : �

j :
P

k2 I � (j ) � jk =
P

k2 I � (j ) � jk xk

=  �
j :

P
k2 I � (j ) � jk :

Il est donc montr�e que, pour tout j 2 J :
P

i 2 I � (j ) � j i � j i �  �
j

P
i 2 I � (j ) � j i .

D'apr�es (a), on a donc construit une matrice A qui appartient �a A � . Par ailleurs, pour j 2 J ,
on peut v�eri�er que dans chacun des deux cas �evoqu�es :A j x =

P
i 2 I � (j ) A j i x i + � j (I � ; x) +

P
i 2 I u (j )nI � A j i x i +

P
i=2 I u (j ) A j i x i . Comme x est r�ealisable pour (5.6), on a : A j x � bj , ce qui

implique que x est r�ealisable pour RILP( I � , � ).
R�eciproquement, soit x une solution r�ealisable de RILP(I � , � ). Soit un quelconqueA 2 A � ,

on a pour tout j 2 J : A j x =
P

i 2 I u (j )(A j i + � j i � j i )x i +
P

i=2 I u (j ) A j i x i �
P

i 2 I � (j ) A j i x i +
P

i 2 I � (j ) � j i � j i x i +
P

i 2 I u (j )nI � A j i x i +
P

i=2 I u (j ) A j i x i . PuisqueA 2 A � , l'a�rmation :
P

i 2 I � (j ) � j i � j i �
 �

j
P

i 2 I � (j ) � j i est correcte. Ceci implique que, puisquex i � 1 pour tout i 2 I � (j ) :
P

i 2 I � (j ) � j i � j i x i �
 �

j
P

i 2 I � (j ) � j i . D'autre part, puisque � j i � 1 pour tout i 2 I � (j ) :
P

i 2 I � (j ) � j i � j i x i �
P

i 2 I � (j ) � j i x i .
Il en r�esulte que :

P
i 2 I � (j ) � j i � j i x i � � j (I � ; x). On obtient donc : A j x �

P
i 2 I � (j ) A j i x i +

� j (I � ; x) +
P

i 2 I u (j )nI � A j i x i +
P

i=2 I u (j ) A j i x i . Comme x est r�ealisable pour RILP( I � , � ), on
obtient : A j x � bj . Ceci prouve quex est r�ealisable pour (5.6).

Finalement, on a montr�e que x est r�ealisable pour (5.6) si et seulement six est r�ealisable pour
RILP( I � , � ). Comme les deux probl�emes ont la même fonction-objectif, ils sont compl�etement
�equivalents. On en conclut que toute solution optimale de RILP( I � , � ) est optimale pour CCILP.
�

Ceci �etablit un lien th�eorique entre CCILP et le mod�ele ro buste RILP. Noter que ce r�esultat
ne n�ecessite aucune hypoth�ese probabiliste d'aucune sorte.
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5.3 Complexit�e th�eorique et pratique de RILP

5.3.1 Relations de complexit�e entre RILP et ILP

Si le probl�eme nominal ILP est NP-di�cile, alors il est clai r que sa version robuste RILP
l'est aussi (consid�erer  j = 0 pour tout j 2 J ). Des liens plus pr�ecis entre la complexit�e de ILP
et celle de RILP peuvent être �etablis. Ci-apr�es, m0 d�esigne le nombre de contraintesj 2 J telles
que I u(j ) 6= � .

Th�eor�eme 17 Une solution optimale de RILP peut être obtenue par la r�esolution de 2m0

probl�emes nominaux ILP.

Preuve : Dans cette preuve, par souci de simplicit�e, on suppose que les ensemblesf I u(j )gj 2 J

sont tous non-vides. En cons�equence :m0 = m. Soit V la valeur optimale de RILP. Soit
� 2 f 0; 1gm . Pour tout j 2 J , on utilise dans le cadre de cette preuve la notation suivante :

� j (x; � j ) = (1 � � j ):
� P

i 2 I u (j ) � j i x i

�
+ � j :

�
 j

P
i 2 I u (j ) � j i

�
. On introduit alors :

V (� ) = max cx
s.c.

P
i 2 I u (j ) A j i x i + � j (x; � j ) +

P
i=2 I u (j ) A j i x i � bj ; 8j 2 J;

x 2 f 0; 1gn :

Pour tout � 2 f 0; 1gm , une solution r�ealisable du probl�eme ci-dessus est r�ealisable pour
RILP, puisque � j (x; � j ) � � j (x). Il s'ensuit que : maxf V (� ) j � 2 f 0; 1gm g � V . De plus,
il existe n�ecessairement� � 2 f 0; 1gm tel que V � V (� � ). En e�et, �etant donn�ee une solution
optimale x � de RILP, il est su�sant de consid�erer : � �

j = 1 ,
P

i 2 I u (j ) � j i x �
i �  j

P
i 2 I u (j ) � j i .

Dans ce cas,x � est solution r�ealisable du probl�eme correspondant �a V (� � ).
Ceci montre que :V = max f V (� ) j � 2 f 0; 1gm g, ce qui ach�eve la d�emonstration. �

Si le nombrem0 de contraintes sujettes �a incertitudes n'a pas d'impact sur la complexit�e du
probl�eme ILP, i.e. si toute instance de ILP a un nombre �xe de contraintes incertaines, alors
la version robuste RILP peut être r�esolue via un nombre constant 2m0

de probl�emes ILP. Le
probl�eme de sac-�a-dos est un exemple rentrant dans cette cat�egorie : sa version robuste sera
r�esolue par seulement deux probl�emes de sac-�a-dos classique. La même observation peut être
faite dans le cas o�u seuls les coe�cients de l'objectif sontsujets �a incertitude : 2 probl�emes
nominaux su�sent pour r�esoudre le probl�eme robuste.

On notera au passage que la complexit�e obtenue est bien meilleure que celle du probl�eme
de Bertsimas et Sim, cf. [12] et le th�eor�eme 8 de la partie 3.2 (on �etait conduit �a la r�esolution
de (n + 1) m probl�emes nominaux).

Le th�eor�eme 17 n'assure pas que l'�eventuelle polynomialit�e du probl�eme nominal sera conserv�ee
pour le probl�eme robuste, puisqu'un nombre exponentiel 2m de probl�emes doit a priori être
r�esolu. Cependant, dans certains cas sp�eci�ques, ceci peut être nettement am�elior�e.

Cas des variations constantes :

Proposition 15 Supposons que pour toutj 2 J , I u(j ) = I u � I , et pour tout i 2 I u , � j i = � j .
Alors une solution optimale de RILP peut être obtenue par lar�esolution de m0+ 1 probl�emes
nominaux ILP.

Preuve : On continue la preuve pr�ec�edente (avec m = m0), o�u il �etait montr�e que : V =
maxf V (� ) j � 2 f 0; 1gm g. Comme pr�ec�edemment, on note x � une solution optimale de RILP,
et � � 2 f 0; 1gm tel que : � �

j = 1 ,
P

i 2 I u (j ) � j i x �
i �  j

P
i 2 I u (j ) � j i . On sait que V = V(� � ).
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On suppose maintenant que pour tout j 2 J , I u(j ) = I u et toutes les variations v�eri�ent :
� j i = � j pour i 2 I u . Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose les indices tri�esde sorte que :
j < k )  j �  k . Soit j 2 J . Consid�erons le cas o�u

P
i 2 I u

� j x �
i <  j

P
i 2 I u

� j , i.e. : � �
j = 0. Ceci

implique que pour tout k � j :
P

i 2 I u
x �

i <  k jI u j, et donc :
P

i 2 I u
� kx �

i <  k
P

i 2 I u
� k . On a

alors : � �
j = 0 ) 8 k � j; � �

k = 0.
On en d�eduit : V = max

�
V (� ) j � 2 f 0; 1gm ; j � k ) � j � � k

	
. En cons�equence, une

solution optimale de RILP peut être obtenue via la r�esolution de m + 1 probl�emes nominaux
ILP, en conservant la meilleure des solutions calcul�ees.�

Dans ce dernier cas, si ILP est de complexit�e polynomiale entemps, on garde la même
propri�et�e pour RILP. Remarquer que la proposition 15 s'ap plique en particulier quand seuls les
membres de droite d'un probl�eme mixte en nombres entiers sont sujets �a incertitude.

Cas des variations proportionnelles : Un autre cas m�erite quelques remarques suppl�ementaires.
Supposons que pour toutj 2 J , I u(j ) 2 f �; I g, et dans le cas o�u I u(j ) = I , il existe � j > 0
tel que : 8i 2 I; � j i = � j A j i . Tous les coe�cients d'une ligne sont donc consid�er�es incertains,
et la variation d'un coe�cient est proportionnelle �a sa val eur minimale. Dans ce cas de �gure,
en pratique, RILP peut être r�esolu avec bien moins de 2m

0
probl�emes nominaux. En e�et, on

montre que plusieurs probl�emesV(� ) n'ont pas besoin d'̂etre consid�er�es.
Soit � 2 f 0; 1gm0

, et soit x(� ) la solution associ�ee �a V (� ). Supposons que pour un quel-
conque j 2 J , on a : � j = 0 et

P
i 2 I A j i x(� ) i +  j

P
i 2 I � j i > b j . Consid�erons maintenant

� 0 �egal �a � �a l'exception de : � 0
j = 1, et soit x(� 0) la solution associ�ee. Puisquex(� 0) est

r�ealisable pour V (� 0), on a :
P

i 2 I A j i x(� 0) i +  j
P

i 2 I � j i � bj . De l�a, d'apr�es nos hypoth�eses :P
i 2 I A j i [x(� 0) i � x(� ) i ] < 0.
Supposons maintenant quex(� 0) n'est pas r�ealisable pour le probl�eme V (� ) : ceci signi�e

que
P

i 2 I A j i x(� 0) i +
P

i 2 I � j i x(� 0) i > b j . La r�ealisabilit�e de x(� ) pour V (� ) entrâ�ne que :P
i 2 I A j i x(� 0) i +

P
i 2 I � j i x(� 0) i >

P
i 2 I A j i x(� ) i +

P
i 2 I � j i x(� ) i . Puisque les variations sont

proportionnelles aux valeurs minimales, on obtient : (1+� j )
P

i 2 I A j i [x(� 0) i � x(� ) i ] > 0. C'est
une contradiction.

On en d�eduit que x(� 0) est r�ealisable pour V (� ), ce qui implique : V (� 0) � V (� ). Donc il est
inutile de s'int�eresser au probl�eme V (� 0). Un raisonnement similaire peut être produit quand
� j = 1 et

P
i 2 I A j i x(� ) i +

P
i 2 I � j i x(� ) i > b j . En consid�erant � 0 �egal �a � �a l'exception de :

� 0
j = 0, on montre que V(� 0) � V (� ).

5.3.2 Une formulation lin�eaire en nombres entiers de RILP

La relaxation continue de RILP telle qu'�ecrite en (5.3) n'e st pas lin�eaire, elle n'est pas même
convexe :

Lemme 24 Soit j 2 J , x 7�! � j (x) est concave sur[0; 1]n .

Preuve : Supposons quex = �x 1 + (1 � � )x2 pour un � 2 [0; 1], on a :
P

i 2 I u (j ) x i =
�

P
i 2 I u (j ) x1

i + (1 � � )
P

i 2 I u (j ) x2
i . Alors :

min
nP

i 2 I u (j ) � j i x i ;  j :
P

i 2 I u (j ) � j i

o

= min
n

�
P

i 2 I u (j ) � j i x1
i + (1 � � )

P
i 2 I u (j ) � j i x2

i ; � j :
P

i 2 I u (j ) � j i + (1 � � ) j :
P

i 2 I u (j ) � j i

o

� � min
nP

i 2 I u (j ) � j i x1
i ;  j :

P
i 2 I u (j ) � j i

o
+ (1 � � ) min

nP
i 2 I u (j ) � j i x2

i ;  j :
P

i 2 I u (j ) � j i

o
:

Ceci montre que : � j (x) � � j (x1) + � j (x2). �
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Bien que ce lemme n'assure pas la concavit�e stricte de �j en g�en�eral, c'est ce qu'on a le plus
souvent, comme l'illustre l'exemple tr�es simple qui suit.

Exemple : On consid�ere n = 1, x1 = 0, x2 = 1, � = 1 et � = 1=2. On a doncx = �x 1 + (1 �
� )x2 = 1=2. Alors : min f �x; :� g = min f 1=2;  g, et :

� min
�

�x 1; :�
	

+ (1 � � ) min
�

�x 2; :�
	

= 0 + 1 =2: minf 1;  g = = 2

Alors, sauf dans le cas o�u = 1 : min f �x; :� g > � min
�

�x 1; :�
	

+ (1 � � ) min
�

�x 2; :�
	

.

On donne cette reformulation �equivalente de RILP :

Proposition 16 RILP peut s'�ecrire :

max cx

s.c.
P

i 2 I u (j ) A j i x i +
�

 j :
P

i 2 I u (j ) � j i

�
:zj

+
P

i 2 I u (j ) � j i yj i +
P

i=2 I u (j ) A j i x i � bj ; 8j 2 J;
zj + yj i � x i ; 8j 2 J; i 2 I u(j );
x i 2 f 0; 1g; 8i 2 I;

zj � 0; yj i � 0; 8j 2 J; i 2 I u(j ):

(5.7)

Preuve : Pour tout x 2 f 0; 1gn , il est facile de voir que quel que soitj 2 J :

� j (x) = min
n�

 j :
P

i 2 I u (j ) � j i

�
:zj +

� P
i 2 I u (j ) � j i x i

�
:(1 � zj ) j zj 2 [0; 1]

o
:

Ceci peut être lin�earis�e de mani�ere classique en introduisant yj i = x i :(1 � zj ) = max f 0; x i � zj g :

� j (x) = min
�

 j :
P

i 2 I u (j ) � j i

�
:zj +

P
i 2 I u (j ) � j i yj i

s.c. zj + yj i � x i ; 8i 2 I u(j );
yj i � 0; 8i 2 I u(j );

zj 2 [0; 1]:

Finalement, les contraintes zj � 1 peuvent être omises. En e�et, toute solution optimale
(x; y; z) de (5.7) peut être modi��ee en ( x; y0; z0) satisfaisant : z0

j + y0
ji = x i , pour tous j 2 J et

i 2 I u(j ). Comme x i � 1 pour i 2 I et y � 0, ceci implique quez0
j � 1 pour tout j 2 J . Ainsi,

la contrainte zj � 1 est inutile. �

Ainsi, en relâchant les contraintes d'int�egrit�e de (5.7 ), on obtient une relaxation lin�eaire de
RILP ; on la note RILP-L.

Remarque : Les contraintes d'int�egrit�e sur z ne peuvent être relâch�ees dans (5.7) que parce
que x est un vecteur 0-1. Si le probl�eme avait comport�e des variables x i 2 [0; 1] associ�ees �a au
moins un coe�cient incertain A j i , la reformulation exacte du probl�eme robuste aurait n�ecessit�e
de conserver la contraintezj 2 f 0; 1g.

La formulation (5.7) peut être directement compar�ee avec celle du mod�ele de Bertsimas et
Sim, qui s'�ecrit (cf. (3.4), partie 3.1) :

max cx
s.c.

P
i 2 I u (j ) A j i x i + � j zj +

P
i 2 I u (j ) � j i yj i +

P
i=2 I u (j ) A j i x i � bj ; 8j 2 J

zj + � j i yj i � � j i x i ; 8j 2 J; i 2 I u(j )
x i 2 f 0; 1g; 8i 2 I

zj � 0; yj i � 0; 8j 2 J; i 2 I u(j )

(5.8)
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avec les param�etres de robustesse �j 2
�
0; jI u(j )j

�
pour j 2 J . En particulier, si toutes les

variations � j i ont la même valeur � , alors ce mod�ele (5.8) est compl�etement �equivalent �a RI LP :
il su�t de consid�erer � j =  j jI u(j )j pour le voir. Ceci explique notamment les relations entre
les th�eor�emes 16 et 13 (voir partie 4.3).

Le mod�ele robuste (5.8) sera appel�e par la suite RILP2(�).

5.3.3 Description des ensembles d'incertitudes

En s'appuyant sur l'analyse rapport�ee dans la partie 2.4, on d�ecrit l'ensemble des �ev�enements
auxquels une solution de RILP est robuste. En particulier, on pourra ainsi se faire une id�ee
plus intuitive des similarit�es et di��erences entre RILP e t RILP 2. Int�eressons-nous �a une seule
contrainte j 2 J , et supposons queI u(j ) = I .

On note : Cj =  j
P

i 2 I � j i > 0. On d�e�nit, pour tout v 2 IRn :

kvkR = min Cj :� +
P

i 2 I � i

s.c. � j i :� + � i � j vi j; 8i 2 I;
�; � � 0:

En utilisant les notations introduites au x 2.4 :

Lemme 25 Pour tout x 2 f 0; 1gn : � j (x) = k� j 
 xkR .

Preuve : Soit x 2 f 0; 1gn . On a :

k� j 
 xkR = min Cj :� +
P

i 2 I � i

s.c. � j i :� + � i � � j i x i ; 8i 2 I;
�; � � 0:

Soit (�; � ) une solution optimale de ce probl�eme. On a :� = max i 2 I
�
[� j i x i � � i ]=� j i

� + � 1.
De la même mani�ere, on a pour tout i 2 I : � i = � j i (x i � � )+ . Si x i = 1, comme � � 1 :
� i = � j i (1 � � ). Si x i = 0, comme � � 0 : � i = 0. Donc, pour tout i 2 I : � i = (1 � � )x i . On en
d�eduit que la valeur de l'objectif s'�ecrit : Cj � +

P
i 2 I � j i (1 � � )x i = �:C j + (1 � � ):

P
i 2 I � j i x i .

La valeur minimale de cette quantit�e pour � 2 [0; 1] est exactement � j (x). �

Lemme 26 k:kR est une norme.

Preuve : On v�eri�e facilement que : kukR = 0 , u = 0. Soit un scalaire quelconquet 2 IR. On
voit que (�; � ) est solution r�ealisable pour le probl�eme kukR si, et seulement si, (jt j:�; jt j:� ) est
r�ealisable pour le probl�eme ktukR . On en d�eduit : ktukR = jt j:kukR . Reste �a montrer l'in�egalit�e
triangulaire. On a :

ku + vkR = min Cj :� +
P

i 2 I � i

s.c. � j i :� + � i � j ui + vi j; 8i 2 I;
�; � � 0:

Soient (� 1; � 1) et ( � 2; � 2) les solutions optimales respectives des probl�emeskukR et kvkR .
On a : kukR + kvkR = Cj :(� 1 + � 2) +

P
i 2 I (� 1

i + � 2
i ). De plus, remarquer que :8i 2 I; � j i :(� 1 +

� 2) + ( � 1
i + � 2

i ) � j ui j + jvi j, donc aussi :8i 2 I; � j i :(� 1 + � 2) + ( � 1
i + � 2

i ) � j ui + vi j. On en
d�eduit que ( � 1 + � 2; � 1 + � 2) est une solution r�ealisable du probl�eme ku + vkR . Ceci implique :
ku + vkR � Cj :(� 1 + � 2) +

P
i 2 I (� 1

i + � 2
i ) = kukR + kvkR . �

Lemme 27 La norme duale dek:kR est d�e�nie par : kvk�
R = max

n
1=Cj :k� j 
 vk1 ; kvk1

o
.
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Preuve : On a par d�e�nition :

kvk�
R = max e:kekR � 1 v:e = max

P
i 2 I vi ei

s.c. Cj � +
P

i 2 I � i � 1;
� j i :� + � i � j ei j; 8i 2 I;

� � 0; � � 0; e 2 IRn :

Remarquer qu'il existe une solution optimale de ce probl�eme telle que : � j i :� + � i = jei j pour
tout i 2 I . On supposera cette propri�et�e v�eri��ee par la suite.

Montrons qu'il existe une solution optimale de ce probl�eme qui v�eri�e : � = 0 ou � = 0.
En e�et, supposons que pour tout i 2 I , � j i � Cj . Alors, s'il existe k 2 I tel que � k > 0, on
construit la solution ( � 0; � 0; e0) telle que :

� � 0 est �egal �a � sauf pour la composantek : � 0
k = 0 ;

� e0 est �egal �a e �a l'exception de : je0
k j = jek j + ( � jk =Cj � 1)� k ;

� � 0 = � + � k=Cj .
(� 0; � 0; e0) est une solution r�ealisable telle que :e0:v = e:v + j(� jk =Cj � 1)� kvk j � e:v. De plus,
� 0

k = 0. Ceci montre qu'il existe une solution optimale (�; � ) telle que � = 0. Si au contraire il
existe k 2 I tel que � jk < C j , on pose :

� � 0 = 0 ;
� � 0 est �egal �a � , except�e : � 0

k = � k + Cj � ;
� e0 est �egal �a e �a l'exception de : je0

k j = jek j + ( Cj � � jk )� .
(� 0; � 0; e0) est une solution r�ealisable telle que :e0:v = e:v + j(Cj � � jk )�v k j > e:v . Dans ce cas,
il existe donc une solution optimale (�; � ) telle que � = 0.

Si � = 0, on a : kvk�
R = kvk1 . Si � = 0, on a : kvk�

R = 1=Cj :k� j 
 vk1. On en d�eduit :
kvk�

R = max
�

kvk1 ; 1=Cj :k� j 
 vk1
	

. �

D'apr�es le th�eor�eme 6, on a :

A j x + � j (x) � bj ,
n

8A j t.q. k(A j � A j ) � � j k�
R � 1 : A j x � bj

o
:

Observer que :k(A j � A j ) � � j k�
R � 1 ,

�
k(A j � A j ) � � j k1 � 1
kA j � A j k1 � Cj

. Sur la �gure 5.1, on donne

une illustration de la forme des ensembles d'incertitude dans un espace �a 3 dimensions (n = 3).
L'ensemble de gauche correspond �a l'ensemble d'incertitude du mod�ele de RILP2 pour � j = 1 ; 5 ;
celui de droite repr�esente l'ensemble d'incertitude de lemod�ele robuste RILP pour  j = 0 ; 5. Il
s'agit dans les deux cas d'un sous-ensemble du pav�e des �ev�enements possibles, d�elimit�e par un
plan dont l'inclinaison change suivant le mod�ele de robustesse.

5.4 Algorithmes e�caces pour CCILP

5.4.1 Calcul de la probabilit�e de r�ealisabilit�e d'une so lution

Une des di�cult�es fondamentales pour la r�esolution de pro bl�emes sous contraintes proba-
bilistes r�eside dans l'�evaluation de la probabilit�e P(Ax � b) pour une solution x donn�ee. Dans
certains cas particuliers, on connâ�t des formules analytiques qui permettent de calculer exacte-
ment les probabilit�es voulues (voir par exemple la partie 6.4.3). Mais la plupart du temps, une
�evaluation exacte requiert des int�egrations multi-dime nsionnelles compliqu�ees num�eriquement ;
de telles approches directes sont souvent trop di�ciles si l'on souhaite un processus de r�esolution
raisonnablement rapide. Ceci motive l'approximation deP(Ax � b), qui peut être e�ectu�ee de
di��erentes mani�eres. On pr�esente ci-apr�es trois appro ches, qui sont utilisables en fonction des
hypoth�eses probabilistes e�ectu�ees et/ou du degr�e de pr�ecision voulu.
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Fig. 5.1 { Repr�esentation d'ensembles d'incertitudes pour le mod�ele de Bertsimas et Sim (�a
gauche), et pour le mod�ele robuste (5.3) �a droite.

In�egalit�es de probabilit�es : Une premi�ere id�ee couramment �evoqu�ee dans la litt�erat ure est
de s'appuyer sur des bornes de probabilit�es pour garantir une approximation sûre de la solution
obtenue (voir e.g. [16, 82]). Les plus connues de ces in�egalit�es sont sans doute celle de Markov
et celle de Chebychev (voir tout livre traitant des probabilit�es) :

Th�eor�eme 18 (In�egalit�es de Markov et de Chebychev)
(i) Soit X une variable al�eatoire �a valeurs positives, pour tout r�e el a > 0 : P(X � a) �

E[X ]=a (in�egalit�e de Markov).
(ii) Soit X une variable al�eatoire d'esp�erance � et de variance � 2 �nies, alors pour tout

a > 0 : P(jX � � j � a) � � 2=a (in�egalit�e de Chebychev).

Leur caract�ere extrêmement g�en�eral rend ces in�egalit �es int�eressantes en th�eorie. En pratique,
elles peuvent s'av�erer tr�es faibles. On dispose d'ailleurs souvent d'un peu plus d'information
probabiliste. Il est souvent pertinent d'utiliser l'in�eg alit�e de Hoe�ding, d�ej�a pr�esent�ee auparavant
(voir th�eor�eme 12, x 4.3), et dont on d�eduit par exemple :

Lemme 28 Soit x 2 IR n
+ . Soit j 2 J , on note : � j (x) = E

hP
i 2 I u (j ) A j i x i

i
. Supposons que :

bj � � j (x) +
P

i=2 I u (j ) A j i x i , et que les variables al�eatoiresf A j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependantes :

P(A j x � bj ) � exp

 

�
2dj (x)2

P
i 2 I u (j ) � 2

ji x2
i

!

(5.9)

o�u : dj (x) = bj �
P

i=2 I u (j ) A j i x i � � j (x).

Dans le cas de contraintes de probabilit�es jointes, il s'agit d'�evaluer P(Ax � b) = P(8j 2
J; A j x � bj ). Par exemple, si on suppose l'ind�ependance de toutes les variables al�eatoires
f A j i gj 2 J;i 2 I u (j ) du probl�eme, on a : P(Ax � b) =

Q
j 2 J P(A j x � bj ).

L'usage de telles bornes analytiquesB (x) � P(Ax � b) signi�e que le programme CCILP
est en fait approch�e par le probl�eme suivant :

max cx
s.c. B (x) � 1 � "

x i 2 f 0; 1g; 8i 2 I
(5.10)
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Ce probl�eme est le plus souvent non-lin�eaire (sauf dans lecas de l'in�egalit�e de Markov), et donc
en g�en�eral tr�es di�cile �a r�esoudre en pratique. Mais da ns certains cas, ce probl�eme non-lin�eaire
en nombres entiers peut être lin�earis�e. C'est le cas, parexemple, si l'on utilise l'in�egalit�e (5.9)
pour un probl�eme �a contraintes de probabilit�es s�epar�e es (cf. mod�ele (5.4)). En e�et, sous la

condition E[A j x] � bj , la contrainte P(A j x � bj ) � 1 � " j devient : exp
�

� 2dj (x)2
P

i 2 I u ( j ) � 2
ji x2

i

�
�

" j , � 2dj (x)2 � ln(" j ):
P

i 2 I u (j ) � 2
ji x2

i . Puisque toutes les variables sont 0-1, on a :x2
i = x i

pour tout i 2 I u(j ), et on peut introduire selon le proc�ed�e classique des variables ykl = xkx l

pour tout ( k; l ) 2 I u(j )2 tel que k < l . Il faut alors aussi ajouter les contraintes :ykl � xk et
ykl � x l .

Par ailleurs, il est n�ecessaire d'ajouter des contraintesqui d�e�nissent le domaine de validit�e
de l'in�egalit�e (5.9) : � j (x)+

P
i=2 I u (j ) A j i x i � bj pour tout j 2 J . La lin�earisation r�ealis�ee implique

l'ajout de n(n � 1)=2 nouvelles variables continues, ainsi quen(n � 1) nouvelles contraintes. On
peut alors �ecrire l'approximation suivante du probl�eme ( 5.4) :

max cx

s.c.
P

i 2 I

�
4bj E[A j i ] � 2E[A j i ]2 � ln(" j )� 2

ji

�
:x i

� 2
P

(k;l )2 I 2 ;i 6= k E[A jk ]:E[A j l ]:ykl � 2b2
j ; 8j 2 J;

P
i 2 I E[A j i ]x i � bj ; 8j 2 J;

ykl � xk ; 8(k; l ) 2 I 2; k 6= l;
ykl � x l ; 8(k; l ) 2 I 2; k 6= l;

x 2 f 0; 1gn ; y 2 IR;

(5.11)

avec la convention naturelle : � j i = 0 si i =2 I u(j ). Un tel mod�ele sera appel�e \approximation
de Hoe�ding" d'un probl�eme avec contraintes de probabilit �es s�epar�ees. Cette approche est par-
ticuli�erement appropri�ee quand on dispose de tr�es peu d'information sur la distribution des
variables al�eatoires du probl�eme.

M�ethodes d'�echantillonnage : Si les distributions en probabilit�e sont connues, les tech-
niques de type Monte-Carlo [68] peuvent donner de bonnes estimations de P(Ax � b). En e�et,
d'apr�es la loi faible des grands nombres, la taille de l'�echantillon peut être calcul�ee de mani�ere
�a garantir une qualit�e contrôl�ee pour l'�evaluation de P(Ax � b). Plus pr�ecis�ement :

Lemme 29 Soit q 2 IN. Soit � une variable al�eatoire �a valeurs dans IRq, et soit t 2 IR q. On
note : 	 = P(� � t). Soit � 1; : : : ; � k un �echantillon al�eatoire de la densit�e de probabilit�e 1lf � � tg,
on note : �� =

P k
p=1 � p=k. De plus, on introduit d = j �� � 1 + " j :

{ si 	 > 1 � " , on a : Pr
�

�� < 1 � "
�

�
1

4kd2 ;

{ si 	 < 1 � " , on a : Pr
�

�� > 1 � "
�

�
1

4kd2 .

Preuve : Notons : T = 1l f �:� � tg, on a : 	 = E[T]. Supposons que 	 > 1 � " , alors : Pr
�

�� <

1 � "
�

� Pr
�

j �� � 	 j> d
�

. D'apr�es la loi faible des grands nombres, on obtient : Pr
�

�� <

1� "
�

� � 2=(kd2), o�u � 2 est la variance deT. De plus, on a :� 2 = E[T2] � E[T]2 = E[T2] � 	 2.

PuisqueT est �a valeurs dansf 0; 1g, on obtient en d�e�nitive : � 2 = E[T] � 	 2 = 	(1 � 	) � 1=4.
Le cas o�u 	 < 1 � " est compl�etement similaire. �

Ainsi, si la taille k de l'�echantillon est su�samment importante, � � et P(Ax � b) sont ou
bien tous deux sup�erieurs �a 1� " , ou bien tous deux inf�erieurs, avec une forte probabilit�e. Cette
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approche comporte plusieurs avantages pratiques : elle esttr�es facile �a mettre en �uvre, et elle
permet de prendre ais�ement en compte des hypoth�eses probabilistes vari�ees (corr�elations par
exemple). �Evidemment, son principal inconv�enient est d'imposer un nombre d'�echantillons tr�es
important si l'on veut une garantie assez �elev�ee de bien �evaluer la probabilit�e, ce qui se traduit
par une dur�ee longue de simulation.

Approximations gaussiennes : En�n, la probabilit�e P(Ax � b) peut être �evalu�ee de mani�ere
analytique si les variables al�eatoiresA j i sont toutes suppos�ees suivre des lois normales [46, 16,
45]. Dans notre cas, on a suppos�e que chaque variable al�eatoire A j i appartenait �a un intervalle
[A j i ; A j i ]. Une mani�ere d'approcher ce comportement est de supposerune distribution normale
telle que la probabilit�e P(A j i =2 [A j i ; A j i ]) est \petite". Cette approche, s�eduisante car elle rend
des calculs exacts possibles, semble souvent tr�es contraignante d'un point de vue mod�elisation.
Dans certains cas, pourtant, le recours au th�eor�eme de la limite centrale donne de bonnes raisons
d'e�ectuer des approximations gaussiennes (voir annexe B.2).

Plus g�en�eralement, ce traitement analytique du probl�em e est possible d�es que la distribution
de probabilit�e des variables al�eatoires est stable, c'est-�a-dire : si X 1 et X 2 sont des variables
al�eatoires chacune distribu�ee selon une distribution stable (de param�etres di��erents pour chaque
variable), alors X 1 + X 2 est aussi distribu�ee selon cette loi, avec des param�etresdi��erents bien
sûr (voir [45] pour plus de d�etails). Typiquement, si X 1 � N (� 1; � 2

1) (loi normale de moyenne
� 1 et de variance � 2

1) et si X 2 � N (� 2; � 2
2), alors X 1 + X 2 � N (� 1 + � 2; � 2

1 + � 2
2). La loi de

Cauchy est un autre exemple de distribution stable.
En�n, notons que [20] a propos�e d'int�eressantes extensions de ce cas de �gure gaussien

�a une famille plus g�en�erale de distributions dites \radi ales". Les auteurs montrent que pour
ces distributions, les contraintes probabilistes s�epar�ees peuvent s'�ecrire comme des contraintes
coniques convexes de second ordre. Dans notre cadre 0-1, de telles contraintes pourraient être
lin�earis�ees comme d�ecrit plus haut.

5.4.2 Di�cult�es et restrictions

Dans ce qui suit, l'accent est mis sur la simplicit�e de mise en �uvre et le passage �a l'�echelle
de la m�ethode de r�esolution. Notre but est de trouver une bonne solution de CCILP �a partir de
la famille de probl�emes robustes RILP. D'apr�es le th�eor�eme 16, trouver la solution optimale de
CCILP impliquerait de consid�erer tous les probl�emes RILP (I 0, ), pour tous les sous-ensembles
I 0 � I et pour tout  2 [0; 1]m . Ceci serait plus coûteux encore que d'�enum�erer les points de
f 0; 1gn . Pour conserver une complexit�e algorithmique acceptable, notre recherche se limitera aux
probl�emes RILP( I , ), aussi not�es RILP(  ). On pourrait imaginer des am�eliorations consistant
�a tester di��erents sous-ensembles I 0, sans bien sûr chercher �a tous les �enum�erer. Ceci rendrait
toutefois les temps de calcul moins attractifs.

On d�etaille ci-apr�es les limitations de l'approche propos�ee.

Sous-optimalit�e de la solution trouv�ee : Malheureusement, la restriction ci-dessus peut
conduire �a manquer la solution optimale du programme sous contrainte probabiliste, ce qu'illustre
l'exemple suivant.

Exemple : Consid�erer le probl�eme de sac-�a-dos suivant :

max 2x1 + 2x2 + 3x3

s.c. w1x1 + w2x2 + w3x3 � 2; 5;
x 2 f 0; 1g3;
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o�u les poids wi sont suppos�es ind�ependants et uniform�ement distribu�e s sur leurs intervalles
respectifs d'existence :w1 2 [0; 5; 1; 5], w2 2 [0; 5; 1; 5] et w3 2 [1; 6; 2; 6]. Supposons que nous
voulions r�esoudre le probl�eme sous contrainte probabiliste correspondant avec" = 0 ; 1.

En �enum�erant toutes les solutions et en calculant leurs probabilit�es respectives de r�ealisabilit�e,
on trouve que la solution optimale est :x � = (0 ; 0; 1), de valeur associ�eeV � = 3 et de probabilit�e
de r�ealisabilit�e P � = 0 ; 9. Maintenant, �ecrivons le probl�eme robuste pour  2 [0; 1] :

max 2x1 + 2x2 + 3x3

s.c. 0; 5x1 + 0 ; 5x2 + 1 ; 6x3 + min f x1 + x2 + x3; 3 g � 2; 5;
x 2 f 0; 1g3:

On peut v�eri�er que :
{ si 3 � 1; 5, la solution robuste est (1; 1; 0), de valeurV = 4 et de probabilit�e P = 7 =8 < 0:9

(voir l'annexe B.1 pour un exemple de calcul proche),
{ si 3 > 1; 5, la solution robuste est (1; 0; 0), de valeur V = 2 et de probabilit�e P = 1.

Ainsi, la solution x � n'est optimale pour aucun des probl�emes robustes consid�er�es. Pourtant,
observer quex � est bien une solution optimale du probl�eme RILP(I 0, ) avec I 0 = f 3g et  = 0.

Non-monotonicit�e de la probabilit�e de r�ealisabilit�e : Il aurait �et�e utile de caract�eriser
le comportement de la probabilit�e de r�ealisabilit�e P(Ax � b). Plus pr�ecis�ement, pour  2 [0; 1]m ,
on notex( ) une solution optimale de RILP( ). Il est clair que si  = (1 ; : : : ; 1), alors P

�
Ax ( ) �

b
�

= 1. Il aurait sembl�e naturel que lorsque  �  0, alors P
�
Ax ( ) � b

�
� P

�
Ax ( 0) � b

�
. Mal-

heureusement, ce n'est pas toujours le cas, comme montr�e dans l'exemple suivant. Ceci rend les
m�ethodes de recherche bas�ees sur la dichotomie peu sûres.

Exemple : Consid�erer le probl�eme de sac-�a-dos suivant :

max 2x1 + 2x2 + 3x3

s.c. w1x1 + w2x2 + w3x3 � 3; 5;
x 2 f 0; 1g3;

o�u les poids wi sont suppos�es ind�ependants et uniform�ement distribu�e s sur leurs intervalles
respectifs d'existence :w1 2 [1; 2], w2 2 [1; 2] et w3 2 [1; 5; 5; 5]. Le probl�eme robuste associ�e �a
 2 [0; 1] est :

max 2x1 + 2x2 + 3x3

s.c. x1 + x2 + 1 ; 5x3 + min f x1 + x2 + 4x3; 6 g � 3; 5;
x 2 f 0; 1g3:

Les solutions robustes peuvent être d�ecrites pour toutesles valeurs de :
{ si  = 0, la solution robuste est (1; 1; 1), de valeur V = 7 et de probabilit�e P = 0 ;
{ si 0 < 6 � 1, la solution robuste est (1; 0; 1), de valeur V = 5 et de probabilit�e P = 1 =8 ;
{ si 1 < 6 � 1; 5, la solution robuste est (1; 1; 0), de valeurV = 4 et de probabilit�e P = 7 =8 ;
{ si 1; 5 < 6 � 2, la solution robuste est (0; 0; 1), de valeurV = 3 et de probabilit�e P = 1 =2 ;
{ si 2 < 6 , la solution robuste est (0; 0; 0), de valeur V = 0 et de probabilit�e P = 1.

Cette �enum�eration montre que la probabilit�e de r�ealisa bilit�e n'est pas croissante avec  , même
pour ce cas simple de probl�eme de sac-�a-dos.

5.4.3 Algorithmes

Malgr�e ces inconv�enients, l'approche robuste propos�eedemeure int�eressante en raison de son
tr�es faible coût algorithmique. On d�etaille maintenant quelques impl�ementations possibles. On
suppose dans cette partie queA est une matrice d'entiers. Remarquons pour commencer :
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Lemme 30 Soit x � une solution optimale de RILP( ). x � est aussi optimal pour RILP( 0), o�u
pour tout j 2 J :

{ si
P

i 2 I u (j ) � j i x �
i �  j

P
i 2 I u (j ) � j i :  0

j = 1 ,

{ sinon :  0
j =

�
bj �

P
i 2 I u (j ) A j i x �

i �
P

i=2 I u (j ) A j i x �
i

�
=

P
i 2 I u (j ) � j i .

Preuve : Le fait que x � est r�ealisable pour RILP(  0) est imm�ediat. De plus, puisque  0 �  ,
RILP(  ) est une relaxation de RILP( 0). Donc x � est optimal pour RILP(  0). �

Ce r�esultat montre qu'il est inutile de tester les param�et res de robustesse situ�es entre et
 0, puisqu'ils ont tous deux des solutions optimales en commun.

Lemme 31 Soit  2 [0; 1]m , et soit  0 calcul�e comme d�ecrit dans le lemme 30. Consid�erons 00

�egal �a  0, �a l'exception de :  00
j = min

n
1;  0

j + 1=
P

i 2 I u (j ) � j i

o
pour un indice j 2 J quelconque

tel que  0
j < 1. Soit x00une solution optimale de RILP( 00). Pour tout g 2 [0; 1]m tel queg 6=  0

et  0 � g �  00, x00est une solution optimale de RILP(g).

Preuve : Soit x une solution optimale associ�ee �a  , on d�e�nit  0 �a partir du lemme 30 :P
i 2 I A j i x i +  0

j
P

i 2 I u (j ) � j i = bj . Consid�erons un quelconqueg 2 [0; 1]m tel que  0 � g �  00

et g =2 f  0;  00g. Notons x̂ une solution optimale de RILP(g). Montrons que x̂ est une so-
lution r�ealisable de RILP(  00). Si on a :

P
i 2 I A j i x̂ i +

P
i 2 I u (j ) � j i x̂ i � bj , alors c'est clair

puisque : min
n

 00
j

P
i 2 I u (j ) � j i ;

P
i 2 I u (j ) � j i x̂ i

o
�

P
i 2 I u (j ) � j i x̂ i . Supposons maintenant que l'on

ait seulement :
P

i 2 I A j i x̂ i + gj
P

i 2 I u (j ) � j i � bj . Ceci implique :
P

i 2 I A j i x̂ i �
P

i 2 I A j i x i �
( 0

j � gj )
P

i 2 I u (j ) � j i < 0. Comme tous les coe�cients f A j i gi 2 I ont �et�e suppos�es entiers, on a en
fait :

P
i 2 I A j i x̂ i �

P
i 2 I A j i x i � � 1, ou de mani�ere �equivalente :

P
i 2 I A j i x̂ i + 1 �

P
i 2 I A j i x i .

Alors :
P

i 2 I A j i x̂ i +  0
j

P
i 2 I u (j ) � j i + 1 �

P
i 2 I A j i x i +  0

j
P

i 2 I u (j ) � j i = bj . En cons�equence :
P

i 2 I A j i x̂ i +  00
j

P
i 2 I u (j ) � j i � bj , et donc x̂ est une solution r�ealisable de RILP( 00).

Comme x̂ est solution optimale de RILP(g) et  00� g, la r�ealisabilit�e de x̂ pour RILP(  00)
implique son optimalit�e pour ce même probl�eme. On a donc montr�e que RILP(  00) et RILP( g)
ont la même valeur optimale. De plus,x00est r�ealisable pour RILP( g), puisque g �  00. Ainsi,
x00est optimal pour RILP( g). �

Ceci montre qu'il est �egalement inutile de tester les param�etres robustes \entre"  0 et  00. Les
lemmes 30 et 31 sont utilis�es pour concevoir l'algorithme suivant :

Algorithme rapide pour CCILP
�Etape 0 : Poser  = 0.
�Etape 1 : R�esoudre RILP(  ) ; soit x la solution optimale trouv�ee.
�Etape 2 : Calculer (ou borner) P(Ax � b).
�Etape 3 : Si P(Ax � b) < 1 � " :

calculer  0 �  comme d�ecrit dans le lemme 30, et mettre �a jour    0;
choisir j tel que : j 2 arg mink2 J : 0

k < 1
�

bk �
P

i 2 I E[Aki ]xk
	

;
poser  j   j + 1=

P
i 2 I u (j ) � j i et aller �a l'�etape 1.

�Etape 4 : Si P(Ax � b) � 1 � " : STOP.

L'id�ee est de consid�erer une suite croissante de param�etres de robustesse . �A chaque
it�eration, le probl�eme robuste est r�esolu (�etape 1). On �evalue alors la probabilit�e de r�ealisabilit�e
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de la solution calcul�ee (�etape 2). Si la solution est r�ealisable, alors on s'arrête (�etape 4). Sinon,
 est augment�e selon la proc�edure d�ecrite �a l'�etape 3. Ce tte �etape garantit en particulier que
l'algorithme s'arrête en temps �ni avec une solution r�eal isable de CCILP.

Concernant cette �etape 3, quelques explications suppl�ementaires sont utiles. L'indice j est
choisi de mani�ere �a augmenter e�cacement la probabilit�e de la solution. Dans l'impl�ementation
propos�ee, on d�ecide de renforcer le terme de protection dela contrainte dont l'�ecart entre le
membre de droite et l'esp�erance du membre de gauche est le plus faible. Ce choix est motiv�e
par le fait que cet �ecart est impliqu�e dans la plupart des in�egalit�es de probabilit�es (cf. par
exemple les in�egalit�es de Markov ou de Hoe�ding). Mais d'autres crit�eres pourraient s'av�erer
tout aussi pertinents. Si par exemple toutes les donn�eesA et b sont positives, en s'inspirant
de l'in�egalit�e de Markov, on pourrait prendre : j = arg min k2 J

�
1 � (

P
i 2 I E[Aki ]xk )=bk

	
=

arg maxk2 J
�

(
P

i 2 I E[Aki ]xk )=bk
	

. Dans les tests num�eriques que nous avons r�ealis�es, on a ob-
serv�e que le type de crit�ere utilis�e n'a pas d'impact sign i�catif sur les r�esultats obtenus.

L'algorithme rapide d�ecrit ci-dessus peut s'av�erer encore trop di�cile en pratique, du fait
de la r�esolution exacte de RILP, par exemple avec le mod�elelin�eaire (5.7). Une id�ee naturelle
est de remplacer le terme de protection �j (x) par une constante : � 0

j (x) =  j :
P

i 2 I u (j ) � j i .
Cette derni�ere d�emarche implique simplement une modi�cation du membre de droite b. A�n de
respecter l'esprit du terme de protection � j (x), quand la protection constante devient \trop
grande", il est judicieux de remplacer la contrainte j par le pire cas :A j x � bj . Ceci �evite de
contraindre inutilement le probl�eme (voir l'annexe C.1 pour un mod�ele robuste simpliste li�e �a
cette remarque). Ces id�ees sont utilis�ees dans l'algorithme suivant :

Algorithme rapide alternatif pour CCILP
�Etape 0 : Poser  = 0. On note RP le probl�eme suivant :

max cx
s.c.

P
i 2 I u (j ) A j i x i +  j :

P
i 2 I u (j ) � j i +

P
i=2 I u (j ) A j i x i � bj ; 8j 2 J

x 2 f 0; 1gn

�Etape 1 : R�esoudre RP ; soit x la solution optimale correspondante.
�Etape 2 : Calculer  0 �  comme d�ecrit dans le lemme 30.
�Etape 3 : Pour tout j 2 J tel que  0

j = 1, remplacer la contrainte j de RP par :P
i 2 I u (j ) A j i x i +

P
i=2 I u (j ) A j i x i � bj .

Si RP a �et�e modi��e, aller �a l'�etape 1.
�Etape 4 : Calculer (ou borner) P(Ax � b).

Si P(Ax � b) � 1 � " : STOP.
�Etape 5 : Poser    0.

Choisir j tel que : j = arg min k2 J : 0
k < 1

�
bk �

P
i 2 I E[Aki ]x i

	
.

Poser  j   j + 1=
P

i 2 I u (j ) � j i et mettre �a jour le probl�eme RP.
Aller �a l'�etape 1.

�A l'�etape 5, observer qu'il existe forc�ement k 2 J tel que  0
k < 1. En e�et, si  0

k = 1 pour
tout k, alors P(Ax � b) = 1 et on sort �a l'�etape 4.

Dans cet algorithme alternatif, �a chaque nouvelle valeur du param�etre de robustesse, seul
un probl�eme nominal ILP est r�esolu (�etape 1). La simplici t�e de l'algorithme apparâ�t ainsi
clairement. De plus, l'algorithme est tr�es facile �a mettr e en �uvre, aucun param�etrage n'�etant
n�ecessaire. Ceci est un avantage substantiel par rapport aux m�eta-heuristiques, pour lesquelles
un temps non-n�egligeable doit souvent être consacr�e au param�etrage correct de l'algorithme.
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5.4.4 Bornes sup�erieures pour CCILP

Jusqu'ici, on a d�ecrit des heuristiques permettant d'obtenir des solutions r�ealisables pour
CCILP. Pour être capable d'�evaluer la qualit�e de ces solutions, on a besoin d'une borne sup�erieure
de la valeur optimale de CCILP. La r�esolution du probl�eme n ominal correspondant au sc�enario
le plus favorable, A, fournit d�ej�a une borne �evidente. On peut l'am�eliorer � a l'aide du r�esultat
suivant :

Proposition 17 Pour tout j 2 J , on introduit :
{ pj � 0 tel que, pour toute solution optimalex � de CCILP : pj �

P
i 2 I u (j ) x �

i ;
{ I 0

j � I u(j ) tel que jI 0
j j = pj et : maxf � j i j i 2 I 0

j g � minf � j i j i 2 I u(j ) n I 0
j g.

Supposons que lesf � j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees (i.i.d.). Consid�erons
alors  2 [0; 1]m tel que, pour tout j 2 J :

P

0

@
X

i 2 I 0
j

� j i � j i �  j

X

i 2 I u (j )

� j i

1

A < 1 � ":

Toute solution optimale x � de CCILP satisfait, pour tout j 2 J :
X

i 2 I

A j i x �
i +  j

X

i 2 I u (j )

� j i � bj :

Preuve : Soit x � une solution optimale de CCILP. On montre par contradiction quex � satisfait
les in�egalit�es ci-dessus. Supposons qu'il existej 2 J tel que :

P
i 2 I A j i x �

i +  j
P

i 2 I u (j ) � j i > b j .
Alors :

P(A j x � � bj ) � P
�

A j x � � A j x
� +  j

P
i 2 I u (j ) � j i

�

= P
� P

i 2 I u (j ) � j i � j i x �
i �  j

P
i 2 I u (j ) � j i

�

� P
� P

i 2 I 0
j

� j i � j i �  j
P

i 2 I u (j ) � j i

�
:

La derni�ere in�egalit�e vient du fait que les f � j i gi 2 I u (j ) sont i.i.d., ainsi que de la d�e�nition de I 0
j .

Observer alors que :P(Ax � � b) � P(A j x � � bj ) < 1 � " (contradiction). �

Lorsque pj est connu, l'ensembleI 0
j est constitu�e des indices i 2 I u(j ) correspondant aux

�el�ements de plus faibles variations � j i .  j peut alors être trouv�e par dichotomie. On a donc
montr�e que RILP(  ) est une relaxation de CCILP si  satisfait les conditions de la proposition
ci-dessus. Noter que plus j est �elev�e, plus la borne sup�erieure associ�ee est int�eressante.

Souvent, des param�etresf pj gj 2 J peuvent être calcul�es assez facilement.�A titre d'illustration,
on donne le r�esultat suivant (on rappelle que A j i

+
= max f A j i ; 0g).

Lemme 32 Supposons quec > 0, et que pour tout j 2 J : I u(j ) = I u � I . On pose :

p = min
j 2 J

8
<

:
max

n
k j max

K � I u ;jK j= k

X

i 2 K

A j i
+

� bj �
X

i=2 I u

A j i
+

o
9
=

;
:

Alors toute solution optimale x � de CCILP satisfait :
P

i 2 I u
x �

i � p.

Preuve : On raisonne par contraposition. Soit une solution x de CCILP, supposons que :P
i 2 I u

x i < p . On note K = f i 2 I u jx i = 1g. Il existe forc�ement l 2 I u tel que x l = 0 (sinon

jK j = jI u j � p), et on note K 0 = K [f lg. Soit j 2 J quelconque. On a :
P

i 2 K 0 A j i �
P

i 2 K 0 A j i
+

.
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De plus, commejK 0j � p :
P

i 2 K 0 A j i
+

� bj �
P

i=2 I u
A j i

+
. Donc :

P
i 2 K 0 A j i � bj �

P
i=2 I u

A j i
+

.

Soit x0 �egal �a x, sauf pour la composantel : x0
l = 1. On a : A j x0 �

P
i 2 K 0 A j i +

P
i=2 I u

A j i
+

� bj .
Ceci �etant vrai pour tout j 2 J , on en d�eduit : P(Ax 0 � b) = 1. x0 est donc une solution

r�ealisable de CCILP. De plus, comme c > 0 et que x0 comprend un �el�ement de plus que x :
cx0 > cx . Donc x n'est pas une solution optimale de CCILP.�

Dans le contexte du lemme 32, le calcul dep est tr�es simple en pratique. Pour chaque lignej ,
il s'agit de d�eterminer le nombre maximum d'�el�ements qu' on peut consid�erer, en prenant d'abord
ceux dont les poidsf A j i gi 2 I u (j ) sont les plus grands. La complexit�e temporelle du calcul dep
est donc celle d'un tri des poidsf A j i gi 2 I u (j ) pour chaque lignej 2 J , soit O(mn log(n)).

Le lemme 32 peut �egalement s'appliquer dans le cas o�u l'on suppose seulement queci 6= 0
pour tout i 2 I , et que I u(j ) = I u pour tout j 2 J . En e�et, si ci < 0 pour un i 2 I donn�e,
alors il su�t de r�e-�ecrire le probl�eme avec une nouvelle v ariable x0

i = 1 � x i pour retrouver les
hypoth�eses du lemme 32.

Si l'on travaille avec des contraintes probabilistes s�epar�ees (cf. (5.4)), la proposition 17 peut
facilement être adapt�ee. Il su�t de consid�erer  tel que, pour tout j 2 J :

P
� P

i 2 I 0
j

� j i � j i �  j
P

i 2 I u (j ) � j i

�
< 1 � " j .

Dans ce dernier cas, et si seulement un coe�cient par ligne est sujet �a incertitude, la borne
obtenue �a partir de la proposition 17 est la valeur optimale de CCILP (pour peu bien sûr que
soit choisi assez grand). Ce cas de �gure correspond par exemple au cas o�u seul le membre de
droite b est incertain.

La proposition 17 permet par ailleurs d'acc�el�erer les algorithmes pr�esent�es dans la partie
5.4.3. En e�et, au lieu de commencer avec = 0 �a l'�etape initiale, on peut consid�erer direc-
tement un param�etre  satisfaisant des crit�eres de la proposition 17. Ce processus pr�ealable
permet d'�eviter des it�erations inutiles dans les algorit hmes. En pratique, la mise en �uvre de
la proposition 17 peut se faire �a l'aide du lemme 32.

Finalement, si l'on s'appuie sur des bornes analytiques pour �evaluer les probabilit�es (in�egalit�e
de Hoe�ding par exemple), le probl�eme d�eterministe �equi valent �a CCILP qui en r�esulte peut
fournir des bornes sup�erieures par le biais de techniques classiques, telles que la relaxation
continue ou la relaxation lagrangienne par exemple.

Quelques r�esultats suppl�ementaires sur la caract�erisation de bornes sup�erieures sont donn�es
dans l'annexe C.3.

5.4.5 Cas particulier du sac-�a-dos

C'est une des applications les plus simples, puisqu'on a uneseule contrainte :

max
P

i 2 I pi x i

s.c.
P

i 2 I wi x i � c;
x 2 f 0; 1gn :

c > 0 est la capacit�e du sac. Pour tout i 2 I , pi > 0 est le pro�t associ�e au fait de prendre
l'�el�ement i , et wi > 0 est le poids de cet �el�ement. Pour simpli�er la pr�esentat ion, on suppose
que tous les poids sont incertains :8i 2 I; w i 2 [wi ; wi + � i ], wi 2 IN et � i > 0. Les r�esultats
s'�etendent imm�ediatement lorsque seule une partie des poids est sujette �a incertitude.

Les algorithmes heuristiques de la partie 5.4.3 peuvent être adapt�es pour ce probl�eme parti-
culier. RKP(  ) d�esigne la version robuste du probl�eme de sac-�a-dos (Robust Knapsack Problem)
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avec poids incertains pour 2 [0; 1], et CCKP d�esigne sa version sous contrainte probabiliste.
D'apr�es le th�eor�eme 17, r�esoudre RKP(  ) ne requiert la r�esolution que de 2 probl�emes de sac-
�a-dos classiques, �a savoir :

(a) max
�

p:x j w:x � c; x 2 f 0; 1gn
	

et : (b) max
n

p:x j w:x + 
P

i 2 I � i � c; x 2 f 0; 1gn
o

:

La valeur optimale de RKP( ) est obtenue comme la meilleure solution parmi celle de (a) et
celle de (b). Le probl�eme (a) peut être r�esolu une fois pour toutes au d�ebut de l'algorithme :
ainsi, �a chaque nouvelle valeur de , seul le probl�eme (b) doit être r�esolu. Ainsi, l'algorit hme
rapide de la partie 5.4.3 devient simplement ici :

Algorithme pour le sac-�a-dos sous contrainte probabilist e (CCKA)
�Etape 0 : R�esoudre le probl�eme (a), et soit x la solution optimal trouv�ee. Poser  = 0.
�Etape 1 : R�esoudre (b), soit x la solution optimale correspondante.
�Etape 2 : Si p:x � p:x : poserx = x et STOP.
�Etape 3 : Calculer ou borner P(wx � c).
�Etape 4 : Si P(wx � c) < 1 � " :

calculer  0 �  comme d�ecrit dans le lemme 30 ;
poser  =  0+ 1=

P
i 2 I � i et aller �a l'�etape 1.

�Etape 5 : Si P(wx � c) � 1 � " : STOP.

Noter que si l'on sort �a l'�etape 2, on a une solution x telle que P(wx � c) = 1.
Certains r�esultats donn�es dans la partie 4.3 peuvent être adapt�es ici, montrant ainsi que

l'algorithme ci-dessus fournit une solution optimale �a CCKP dans certains cas particuliers. Soit
x 2 f 0; 1gn , on dit que x est d�ecroissant si : i < j ) x i � x j . Ceci signi�e que x peut s'�ecrire
de la mani�ere suivante : (1; 1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0).

Proposition 18 Supposons que les poids et les pro�ts satisfont :

i < j )

8
<

:

pi > p j

wi � wj
� i � � j

: (5.12)

De plus, supposons que les variables al�eatoiresf � i gi 2 I sont i.i.d.. Alors il existe  � 2 [0; 1] tel
que toute solution optimale de RKP( � ) est optimale pour CCKP.

Preuve : Montrons d'abord qu'il existe une solution optimale x � de CCKP qui est d�ecroissante.
Soit x une solution optimale de CCKP qui n'est pas d�ecroissante, on construit x � d�ecroissant
tel que : kxk1 = kx � k1 (rappel : kxk1 =

P
i 2 I jx i j). D'apr�es les propri�et�es des valeurs de

pro�ts, on a : px� � px. De plus : P(wx � � c) = P
� P

i 2 I (wi + � i � i )x �
i � c

�
. Puisque les

poids minimaux sont tri�es en ordre croissant, on a :
P

i 2 I wi x i �
P

i 2 I wi x
�
i . Donc : P(wx � �

c) � P
� P

i 2 I wi x i +
P

i 2 I � i � i x �
i � c

�
. De la même mani�ere, d'apr�es l'hypoth�ese sur les varia-

tions f � i gi 2 I et les variables al�eatoiresf � i gi 2 I , on voit que : P
� P

i 2 I � i � i x �
i � c �

P
i 2 I wi x i

�
�

P
� P

i 2 I � i � i x i � c �
P

i 2 I wi x i
�
. En d�e�nitive : P(wx � � c) � P(wx � c) � 1 � " . Ceci montre

que x � est une solution r�ealisable de CCKP de valeur objectif au moins aussi bonne que celui
de x : x � est une solution optimale de CCKP.

D'apr�es la preuve du th�eor�eme 16, x � peut être utilis�e pour construire I � � I et  � 2 [0; 1]
tels que toute solution optimale de RKP(I � , � ) est aussi optimale pour CCKP. On sait aussi
que x � est une solution optimale de RKP(I � , � ).
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Soit x0 une solution optimale de RKP( � ). x0 est optimal soit pour : max
�

p:x j w:x � c; x 2
f 0; 1gn

	
, soit pour : max

�
p:x j w:x � c �  � P

i 2 I � i ; x 2 f 0; 1gn
	

. Dans chaque cas, d'apr�es les
hypoth�eses sur le tri des pro�ts et de poids, x0 optimal implique que x0 est d�ecroissant. Comme
RKP(  � ) est une relaxation de RKP(I � , � ), on a : px0 � px� . Ceci implique notamment que :
kx0k1 � k x � k1, puisquex � est d�ecroissant et que les pro�ts sont en ordre d�ecroissant. Par ailleurs,
si x0 satisfait : w:x0 � c, alors P(wx0 � c) = 1, et x0 est une solution r�ealisable, donc optimale,
de CCKP. Si au contraire : w:x0 > c, alors on a forc�ement : wx0+  � P

i 2 I � i � c. Rappelons que
 � satisfait : wx � +  � P

i 2 I � i = c. On obtient donc : wx0 � wx � . Comme x � est d�ecroissant et
que les poids minimauxf wi gi 2 I sont tri�es en ordre croissant, on obtient : kx0k1 � k x � k1. Ainsi,
on a prouv�e que : kx0k1 = kx � k1. Comme x0 et x � sont tous deux d�ecroissants, on a :x0 = x � .
Donc x0 est une solution optimale de CCKP.

On a donc montr�e que toute solution optimale de RKP( � ) est optimale aussi pour CCKP. �

Corollaire 5 Supposons que les conditions(5.12) sont satisfaites et que lesf � i gi 2 I sont i.i.d..
Soit  2 [0; 1], la solution optimale x � de RKP( ) est une solution optimale de CCKP avec
" = P(wx � � c).

Preuve : Soit " = P(wx � � c). D'apr�es la proposition 18, il existe  0 tel que toute solution op-
timale x0 de RKP( 0) est optimale pour CCKP. Par construction, x � est r�ealisable pour CCKP.
Puisque les vecteursx0 et x � sont tous deux d�ecroissants, on a :x0 � x � (sinon, px0 < px � ). Si
x0 6= x � , on aurait : P(wx0 � c) < P(wx � � c) = 1 � " . Donc x0 = x � , et en cons�equencex � est
optimal pour CCKP. �

Ainsi, sous les conditions (5.12), l'algorithme CCKA fournit une solution optimale de CCKP.
Ceci n'est pas d'un int�erêt pratique majeur, puisque sousles conditions (5.12), CCKP se r�esout
facilement en ajoutant successivement dans le sac les �el�ements de plus fort pro�t, en arrêtant
quand la condition de probabilit�e est satisfaite. N�eanmoins, les r�esultats ci-dessus montrent la
pertinence de l'algorithme de r�esolution, au moins pour des instances satisfaisant \presque" les
conditions (5.12). Comme d�ej�a �evoqu�e dans la partie 4.4 , ces propri�et�es de l'algorithme CCKA
rappellent celles de l'algorithme glouton pour le sac-�a-dos classique (voir e.g. [52]) : on peut le
consid�erer comme un �equivalent stochastique de l'algorithme glouton.

5.5 Tests num�eriques

Le cadre d'�etude propos�e est pertinent pour une large gamme de probl�emes, comme par
exemple :

{ le probl�eme de sac-�a-dos 0-1 avec poids et/ou pro�ts incertains, ainsi que ses extensions
classiques (sac-�a-dos multi-dimensionnel et sac-�a-dosmultiple) ;

{ le probl�eme de plus courts chemins avec poids incertains sur les arêtes ;
{ les probl�emes de multiots mono-rout�es avec demandes incertaines ;
{ certains probl�emes de localisation.
On donne ci-apr�es les r�esultats de tests e�ectu�es sur desprobl�emes de sac-�a-dos classique et

multi-dimensionnel, avec poids incertains. Les programmes informatiques ont �et�e �ecrit en C++
avec Cplex 10.0. Tous les tests ont �et�e r�ealis�es sur un ordinateur �equip�e d'un processeur Intel(R)
Xeon(TM) 2,8 GHz avec 2 Go de RAM.
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5.5.1 Description des instances et des m�ethodes de r�esolu tion

Deux types d'instances ont �et�e g�en�er�ees. Dans la premi �ere famille d'instances, toutes les
variations � j i sont �egales �a 10% du poids minimal de l'objet i (variations dites \proportionnelles"
dans la suite). Dans le second type d'instances, les variations � j i sont choisies al�eatoirement
dans un intervalle. Ceci signi�e que, dans ce cas, les variations ne sont pas corr�el�ees �a la valeur
minimale des poids (variations dites \non-corr�el�ees" par la suite).

Pour chaque type de probl�eme, deux s�eries distinctes de tests ont �et�e r�ealis�ees. Chaque s�erie
est caract�eris�ee par la m�ethode utilis�ee pour �evaluer les probabilit�es de r�ealisabilit�e : dans la
premi�ere, on utilise des m�ethodes d'�echantillonnage de type Monte-Carlo ; dans la seconde, on
utilise la borne de Hoe�ding (voir la partie 5.4.1).

Pour les probl�emes de sac-�a-dos multi-dimensionnels, les cas des contraintes de probabilit�es
jointes et s�epar�ees ont �et�e test�es (cf. mod�ele (5.4)) . Dans le cas des contraintes s�epar�ees, plusieurs
m�ethodes de r�esolutions sont compar�ees :

{ Pire cas : cette valeur est celle obtenue en consid�erant le pire sc�enario possible, quand
tous les coe�cients A j i prennent leur plus grande valeurA j i .

{ M1 : Cette approche fait usage des seules id�ees d�ecrites dans[13], o�u le mod�ele RILP 2 a
�et�e introduit (cf. mod�ele (5.8)). Les auteurs mettent en �evidence le fait que, �etant donn�e
un param�etre �, la probabilit�e de r�ealisabilit�e d'une s olution x de RILP2(�) peut être

born�ee par : 8j 2 J; P(A j x � bj ) � P
� P

i 2 I u (j ) � j i � � j

�
. Ainsi, pour tout j 2 J , on

cherche le plus petit � j satisfaisant : P
� P

i 2 I u (j ) � j i � � j

�
� 1 � " j . On r�esout ensuite le

probl�eme RILP 2(�). Observer qu'avec cette m�ethode, seul un probl�eme robuste a besoin
d'̂etre r�esolu.

{ M2 : Une deuxi�eme m�ethode de r�esolution, not�ee M2, est une adaptation directe de
l'algorithme propos�e pour le sac-�a-dos sous contrainte de probabilit�e au chapitre 4 ( x 4.4).
En partant de � = 0, une suite croissante de vecteurs de robustesse � est g�en�er�ee. �A
chaque nouveau �, le probl�eme correspondant RILP2(�) est r�esolu. Le choix du prochain
vecteur � s'appuie sur des id�ees tr�es semblables �a cellesd�etaill�ees dans la partie 5.4.3 pour
l'algorithme rapide : �a partir du � actuel, on construit un n ouveau vecteur �0 � � tel que
RILP 2(� 0) et RILP 2(�) ont la même valeur optimale. Puis la plus petite des composantes
f � j gj 2 J est augment�ee de 1=maxi 2 I u (j ) � j i . (Pour plus de d�etails techniques, on renvoie �a
la partie 4.4.)

{ AFA : Cette approche correspond �a l'algorithme rapide alternatif de la partie 5.4.3. Dans
le cas du sac-�a-dos, cette approche s'appuie sur l'algorithme CCKA d�ecrit dans la partie
5.4.5.

{ Optimum : Quand cela est possible, on a aussi calcul�e la solution optimale du probl�eme
sous contraintes probabilistes. Pour les mod�eles utilisant l'in�egalit�e de Hoe�ding, dans
le cas de probabilit�es s�epar�ees, la solution optimale a �et�e obtenue grâce au programme
lin�eaire en nombres entiers (5.11) (pr�esent�e dans la partie 5.4.1) ; cette approche sera
nomm�ee HA. Dans les autres cas, quand on s'appuie sur des m�ethodes d'�echantillonnage
ou quand on consid�ere des contraintes de probabilit�es jointes, l'optimum est obtenu par
�enum�eration de toutes les solutions. �Evidemment, ceci n'est possible que pour des instances
de petites tailles.

{ Borne sup. : Quand on a recours aux m�ethodes d'�echantillonnage pour �evaluer les proba-
bilit�es, une borne sup�erieure �a la valeur optimale de CCI LP est calcul�ee selon la proposition
17. Puisqu'on teste ici des probl�emes de sac-�a-dos multi-dimensionnels, chaque valeurpj

de la proposition est calcul�ee en remplissant progressivement le sacj avec les plus forts
poids A j i d'abord (cf. lemme 32).

{ Meilleur cas : En�n, cette valeur correspond �a la valeur de la solution optimale pour le
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sc�enario le plus optimiste, quand tous les coe�cients A j i prennent leur valeur minimale
A j i .

Les approches \pire cas", \M1", \M2", \AFA" et \optimum" fou rnissent toutes des solutions
r�ealisables au probl�eme sous contraintes probabilistes(bornes inf�erieures). Au contraire, \borne
sup." et \meilleur cas" donnent des bornes sup�erieures de la valeur optimale.

Quand on travaille avec des contraintes de probabilit�es jointes, la m�ethode M1 n'est pas uti-
lisable. Par ailleurs, comme l'approximation de Hoe�ding (cf. partie 5.4.1) n'est pas lin�earisable
dans le cas des contraintes jointes, elle n'a pas �et�e impl�ement�ee ici.

Les tableaux de r�esultats comportent un certain nombre de colonnes dont le contenu est
maintenant explicit�e. La colonne \valeur" donne la valeur de la solution �nale renvoy�ee par
l'algorithme, et \am�elioration" mesure l'�ecart (en %) pa r rapport au pire cas, qui sert ici
de r�ef�erence. Pour le probl�eme CCKP, on reporte dans la colonne \proba." la probabilit�e de
r�ealisabilit�e estim�ee pour la solution �nale obtenue. Q uand on s'appuie sur l'in�egalit�e de Hoe�-
ding, la colonne \temps (sec.) ou �ecart (%)" donne la dur�ee totale d'ex�ecution de l'algorithme,
ou, pour l'algorithme HA, s'il n'a pas converg�e dans la limi te de temps impos�ee (30 minutes),
l'�ecart prouv�e �a l'optimum. Lorsqu'on utilise la m�etho de d'�echantillonnage, on indique le temps
total d'ex�ecution de l'algorithme (\TT"), le temps d'�eva luation des probabilit�es (\TE") et le
temps de r�esolution des PLNE (\TC").

5.5.2 Le probl�eme de sac-�a-dos

On s'int�eresse ici au probl�eme de sac-�a-dos :

max
P

i 2 I pi x i

s.c.
P

i 2 I wi x i � c;
x 2 f 0; 1gn :

c > 0 est la capacit�e du sac. Pour tout i 2 I , pi > 0 est le pro�t associ�e au fait de prendre
l'�el�ement i , et wi > 0 est le poids de cet �el�ement. Tous les poids sont suppos�esincertains :
8i 2 I; w i 2 [wi ; wi + � i ], wi 2 IN et � i > 0.

Pour construire les instances de test, les poids minimauxf wi gi 2 I et les pro�ts f pi gi 2 I sont
des entiers choisis al�eatoirement dans [100,1000]. La capacit�e c est un entier choisi al�eatoirement
entre

P
i 2 I wi =3 et 2

P
i 2 I wi =3. Dans le cas des \variations proportionnelles", on pose :8i 2

I; � i = 0 ; 1wi (� i est �eventuellement arrondi pour être entier). Dans le casdes \variations non-
corr�el�ees", les f � i gi 2 I sont choisis al�eatoirement dans [10,100].

Quand on utilise des m�ethodes d'�echantillonnage pour �evaluer les probabilit�es de r�ealisabilit�e,
les variables al�eatoires f wi gi 2 I sont suppos�ees ind�ependantes et uniform�ement distribu�ees sur
les intervalles de d�e�nition. On s'appuie sur le lemme 29 pour contrôler la probabilit�e de se
tromper dans l'estimation de la r�ealisabilit�e de la solut ion. �A chaque simulation de Monte-
Carlo, on s'arrête si cette probabilit�e d'erreur est inf�erieure �a 10� 4. Mais il peut arriver que
l'obtention de cette garantie n�ecessite un temps de simulation tr�es long (c'est le cas quand
la quantit�e d du lemme 29 est tr�es petite). C'est pour cela qu'on borne le temps de chaque
�evaluation �a 5 secondes maximum. On retient la probabilit �e d'erreur sur l'estimation la borne
alors disponible (cf. lemme 29), sauf si celle-ci est sup�erieure �a 0,5. Dans ce dernier cas, comme
l'estimation est vraiment trop litigieuse, on supposera que la solution correspondante n'est pas
r�ealisable.

Ces tests num�eriques ont l'int�erêt de montrer que les simulations de Monte-Carlo peuvent
en pratique être utilis�ees. Elles ont l'avantage de permettre la prise en compte d'hypoth�eses
probabilistes aussi diverses que voulues, au niveau des distributions, des corr�elations, etc. Malgr�e
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la simplicit�e des hypoth�eses consid�er�ees ici (variabl es al�eatoires uniform�ement distribu�ees et
ind�ependantes), les tests r�ealis�es ont valeur d'illust ration quant �a la maniabilit�e de ce genre
d'approches.

Quand on utilise l'in�egalit�e de Hoe�ding (cf. (5.9)), les variables al�eatoires f wi gi 2 I sont
suppos�ees ind�ependantes et centr�ees :8i 2 I; E[wi ] = wi + � i =2. Dans tous les cas, le but est de
trouver un remplissage du sac r�ealisable avec une probabilit�e d'au moins 0,9, ce qui signi�e que
" = 0 ; 1.

R�esultats avec m�ethode d'�echantillonnage : Des instances avecn = 25, n = 100 et n =
200 ont �et�e consid�er�ees ; pour chaque taille, 50 instances ont �et�e test�ees. La solution optimale,
obtenue par �enum�eration des solutions possibles, n'est donn�ee que pour n = 25. On peut tirer
du tableau 5.1 de grandes tendances. On note d'abord que M1 neconduit qu'�a une am�elioration
tr�es faible par rapport au pire cas. Bien que tr�es rapide, cet algorithme fournit des solutions bien
moins int�eressantes que M2 et CCKA. Ces deux derniers algorithmes fournissent des solutions
de qualit�e comparable. CCKA est sensiblement plus rapide que M2. Ce gain en temps de calcul
global s'accrô�t avec la taille des instances, atteignant25% en moyenne pourn = 200. Cette
di��erence est d'autant plus importante si l'on regarde seulement la colonne TC, qui correspond
au temps de r�esolution des PLNE. En e�et, l'essentiel du temps est consacr�e �a l'estimation de
la probabilit�e (colonne TE). Finalement, on constate que les solutions obtenues grâce �a CCKA
ou M2 sont tr�es proches de l'optimum dans le casn = 25 (voir le tableau 5.3).

Le tableau 5.3 donne le nombre d'instances o�u CCKA est plus ou moins e�cace que M2.
Il apparâ�t nettement que CCKA est plus souvent meilleur que M2 dans le cas des varia-
tions proportionnelles ; c'est le contraire dans le cas des variations non-corr�el�ees. On peut ex-
pliquer cette observation par l'analyse des termes de protection relatifs �a chaque m�ethode.
Pour RILP, �( x) = min

�
:

P
i 2 I � i ;

P
i 2 I � i x i

	
; pour RILP 2, �( x) est remplac�e par � 2(x) =

max
� P

i 2 S � i x i : S � I; jSj = �
	

(lorsque � est entier). On voit que � 2(x) p�enalisera toujours
les solutions impliquant des coe�cients i dont les variations � i sont grandes. Ainsi, par exemple,
si on a deux �el�ements, i et j , tels quepi = pj , wi = wj et � i < � j , RILP 2 \pr�ef�erera" l'�el�ement
i �a l'�el�ement j . �A l'inverse, RILP ne fera pas de di��erence entre eux. En e�et , le terme de
protection � ne prend en compte les variations qu'au travers de leur somme globale

P
i 2 I � i ,

puisque la plupart du temps : �( x) = :
P

i 2 I � i . Ces r�eexions peuvent expliquer la meilleure
capacit�e de RILP 2 �a s�electionner de bonnes solutions quand les variations ne sont pas corr�el�ees
aux valeurs minimales des poids.

Finalement, remarquer que la borne sup�erieure calcul�ee �a partir de la proposition 17 am�eliore
la borne fournie par le meilleur cas. Cependant, elle reste de qualit�e m�ediocre, comme on s'en
rend compte avec les tests pourn = 25. L'obtention de meilleures bornes sur la valeur de CCKP
est n�ecessaire, et semble devoir requ�erir des algorithmes plus sophistiqu�es.

R�esultats avec l'in�egalit�e de Hoe�ding : Comme pr�ec�edemment, cinquante instances ont
�et�e test�ees pour chaque taille n = 50, n = 100 et n = 200. D'apr�es le tableau 5.4, on voit que les
principales observations d�etaill�ees ci-dessus restentvalides : M1 produit des solutions de qualit�e
tr�es m�ediocre ; M2 et CCKA produisent des solutions comparables, mais CCKA est beaucoup
plus rapide que M2. Ici, contrairement au cas des m�ethodes d'�echantillonnage, le calcul des
probabilit�es est imm�ediat : la diminution du temps de r�es olution des PLNE se r�epercute donc
directement sur le temps de calcul global. Ainsi, l'algorithme CCKA permet un gain de l'ordre
de 85% en temps de calcul par rapport �a M2, en moyenne pourn = 200.

Pour n = 50, une comparaison avec la solution optimale est donn�ee,grâce au mod�ele lin�eaire
en nombres entiers (5.11) (HA). Le tableau 5.6 montre que l'optimum est trouv�e par les algo-
rithmes heuristiques dans une tr�es large majorit�e des cas. Pour n = 100, HA a �et�e r�esolu avec
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Tab. 5.1 { CCKP : r�esultats moyens sur 50 instances, quand on utilise la m�ethode
d'�echantillonnage.

valeur am�elio- proba. erreur TE TC TT
ration (:10� 2) (sec.) (sec.) (sec.)

pire cas 9562,28 0 1 - - 0,01 0,01
M1 9567,84 0,06% 1,00 0,01 0,17 0,01 0,18
M2 9756,14 2,03% 0,97 0,03 4,05 0,07 4,12

n = 25 CCKA 9756,14 2,03% 0,97 0,03 4,40 0,04 4,44
optimum 9756,14 2,03% 0,97 0,02 103,57 11,13 114,70

borne sup. 10011,54 4,70% - 2,35 23,01 0,00 23,01
meilleur cas 10082,06 5,44% - - - 0,01 0,01

pire cas 38904,14 0 1 - - 0,05 0,05
variations M1 38962,96 0,15% 1,00 0,01 2,43 0,06 2,49

proportionnelles M2 39774,8 2,24% 0,936 0,0019 22,91 3,75 26,66
n=100 CCKA 39776,24 2,24% 0,93 1,27 23,21 0,79 24

borne sup. 40640,38 4,46% - 4,81 33,05 0,01 33,06
meilleur cas 40935,88 5,22% - - - 0,01 0,01

pire cas 79590,46 0,00% 1 - - 0,18 0,18
M1 79739,42 0,19% 1,00 0,01 3,4 0,26 3,67

n = 200 M2 81445,96 2,33% 0,92 3,9 71,62 36,01 107,63
CCKA 81449,44 2,34% 0,92 6,1 76,86 5,48 82,34

borne sup. 83140,62 4,46% - 12,6 41,48 0,02 41,50
meilleur cas 83740,24 5,21% - - - 0,02 0,02

pire cas 9676,98 0 1 - - 0,01 0,01
M1 9692,28 0,16% 1 0,01 0,19 0,01 0,2
M2 9912,6 2,43% 0,97 0,02 5,36 0,09 5,45

n = 25 CCKA 9914,36 2,45% 0,97 0,04 5,28 0,04 5,32
optimum 9915,44 2,46% 0,96 0,03 104,59 10,99 115,58

borne sup. 10213,16 5,54% - 3,2 24,27 0,00 24,27
meilleur cas 10307,42 6,51% - - - 0,00 0,00

pire cas 38656,12 0 1 - - 0,06 0,06
variations M1 38721,16 0,17% 1,00 0,01 2,14 0,07 2,21

non-corr�el�ees M2 39742,18 2,81% 0,92 1,32 30,00 4,86 34,86
n = 100 CCKA 39739,12 2,80% 0,92 1,08 28,48 1,12 29,6

borne sup. 40856,64 5,69% - 7,05 33,87 0,00 33,87
meilleur cas 41172,88 6,51% - - - 0,01 0,01

pire cas 75902,72 0 1 - - 0,15 0,15
M1 75998,22 0,13% 1,00 0,01 2,92 0,08 3,00

n = 200 M2 78196,46 3,02% 0,92 4,2 88,96 39,79 128,75
CCKA 78189,46 3,01% 0,92 3,7 88,45 6,85 95,3

borne sup. 80470,04 6,02% - 0,1289 40,37 0,02 40,39
meilleur cas 81065,22 6,80% - - - 0,02 0,02
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Tab. 5.2 { CCKP : nombre d'instances o�u CCKA donne une solution meilleure ou moins bonne
que M2, quand on utilise la m�ethode d'�echantillonnage.

CCKA > M2 CCKA = M2 CCKA < M2
variations n = 25 0% 100% 0%

proportionnelles n = 100 10% 90% 0%
n = 200 34% 62% 4%

variations n = 25 2% 96% 2%
non-corr�el�ees n = 100 2% 78% 20%

n = 200 4% 54% 42%

Tab. 5.3 { CCKP : nombre d'instances pour lesquelles CCKA ou M2 fournit une solution
optimale, quand on utilise la m�ethode d'�echantillonnage.

CCKA=optimum M2=optimum
variations proportionnelles, n = 25 100% 100%

variations non-corr�el�ees, n = 25 96% 94%

Cplex avec une limite de temps de 30 minutes ; comme la tr�es large majorit�e des instances n'a
pas �et�e r�esolue �a l'optimum, l'�ecart moyen prouv�e ave c l'optimum est indiqu�e dans la derni�ere
colonne du tableau 5.4. Il apparâ�t que les solutions trouv�ees par ce dernier proc�ed�e sont de
moins bonne qualit�e que celles produites par M2 et CCKA en seulement quelques secondes.
Comme HA �etait d�ej�a tr�es di�cile pour n = 100, ce mod�ele n'a pas �et�e test�e pour n = 200.

Ainsi, les solutions obtenues grâce �a M2 et CCKA sont de tr�es bonne qualit�e. Une comparai-
son plus �ne des deux m�ethodes peut être faite, notamment �a partir du tableau 5.5. Quand on
travaille avec des variations proportionnelles, les solutions de CCKA sont plus souvent meilleures
que celles de M2. C'est le contraire qui se produit quand on travaille avec des variations non-
corr�el�ees. L'explication de cette observation est la même que celle d�ej�a donn�ee pour le cas des
m�ethodes d'�echantillonnage.

Remarque : Noter que la probabilit�e de r�ealisabilit�e indiqu�ee dan s les tableaux pour la m�ethode
M1 est toujours \1,00". En fait, cette probabilit�e n'est pa s exactement �egale �a 1, mais elle en
est trop proche par rapport �a la pr�ecision num�erique des r �esultats donn�es.

5.5.3 Probl�emes de sac-�a-dos multi-dimensionnels

On s'int�eresse �a la g�en�eralisation suivante du probl�e me de sac-�a-dos, dite sac-�a-dos multi-
dimensionnel (MKP) :

max
P

i 2 I pi x i

s.c.
P

i 2 I wj i x i � cj ; 8j 2 J;
x 2 f 0; 1gn :

On pr�esente des r�esultats seulement pour m = 5 (5 dimensions). Toutes les donn�eesc, wj i
et � j i sont des entiers strictement positifs. Comme pr�ec�edemment, tous les poids sont suppos�es
incertains, avec des variations associ�ees qui sont ou bienproportionnelles, ou bien non-corr�el�ees.
Les donn�ees sont g�en�er�ees al�eatoirement selon les mêmes r�egles que celles d�ecrites plus haut pour
les instances de sac-�a-dos. On conserve par ailleurs les m^emes hypoth�eses probabilistes : avec les
m�ethodes d'�echantillonnage, les variables al�eatoires f wj i gj 2 J;i 2 I sont suppos�ees ind�ependantes
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Tab. 5.4 { CCKP : R�esultats moyens sur 50 instances, quand on utilise l'in�egalit�e de Hoe�ding
pour �evaluer les probabilit�es.

valeur am�elioration proba. temps (sec.)
ou �ecart (%)

pire cas 19990,13 - 1 0,01 sec.
M1 19991,64 0,01% 1,00 0,02 sec.

n = 50 M2 20268,33 1,39% 0,94 0,41 sec.
CCKA 20268,32 1,39% 0,94 0,12 sec.

HA 20268,54 1,39% 0,94 50,03 sec.
pire cas 38939,2 - 1 0,05 sec.

variations M1 38954,94 0,04% 1,00 0,05 sec.
proportionnelles n = 100 M2 39614,8 1,74% 0,92 4,15 sec.

CCKA 39617,11 1,74% 0,92 0,79 sec.
HA 39611,01 1,73% 0,92 0,66%

pire cas 79704,63 - 1 0,16 sec.
n = 200 M1 79768,07 0,08% 1,00 0,21 sec.

M2 81262,11 1,95% 0,91 37,66 sec.
CCKA 81264,83 1,96% 0,91 4,92 sec.
pire cas 19428,92 - 1 0,02 sec.

M1 19432,77 0,02% 1,00 0,02 sec.
n = 50 M2 19766,52 1,74% 0,94 0,57 sec.

CCKA 19764,66 1,73% 0,94 0,18 sec.
HA 19767,16 1,74% 0,94 218,25 sec.

pire cas 38537,29 - 1 0,07 sec.
variations M1 38552,72 0,04% 1,00 0,07 sec.

non-corr�el�ees n = 100 M2 39357,63 2,13% 0,92 5,63 sec.
CCKA 39352,04 2,11% 0,92 1,13 sec.

HA 39351,06 2,11% 0,92 0,94%
pire cas 77473,05 - 1 0,16 sec.

n = 200 M1 77518,12 0,06% 1,00 0,23 sec.
M2 79394,54 2,48% 0,91 40,15 sec.

CCKA 79378,69 2,46% 0,91 5,97 sec.

Tab. 5.5 { CCKP : nombre d'instances o�u CCKA donne de meilleurs r�esultats que M2, en
utilisant l'in�egalit�e de Hoe�ding.

CCKA > M2 CCKA = M2 CCKA < M2
n = 50 1% 98% 1%

variations proportionnelles n = 100 14% 84% 2%
n = 200 26% 72% 2%
n = 50 0% 90% 10%

variations non-corr�el�ees n = 100 2% 76% 22%
n = 200 6% 37% 57%
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Tab. 5.6 { CCKP : nombre d'instances o�u CCKA ou M2 fournit une solu tion optimale, en
utilisant l'in�egalit�e de Hoe�ding.

CCKA=optimum M2=optimum
variations proportionnelles, n = 50 99% 99%

variations non-corr�el�ees, n = 50 86% 95%

et uniform�ement distribu�ees sur les intervalles de distr ibution ; avec l'in�egalit�e de Hoe�ding, les
variables al�eatoires sont ind�ependantes et centr�ees.

Deux probl�emes sous contraintes probabilistes sont consid�er�es. Le premier, not�e CCMKP 1,
est �a contraintes de probabilit�es s�epar�ees :

max
P

i 2 I pi x i

s.c. P
� P

i 2 I wj i x i � cj
�

� 1 � " j ; 8j 2 J;
x 2 f 0; 1gn :

Le deuxi�eme, not�e CCMKP 2, contient une contrainte de probabilit�e jointe :

max
P

i 2 I pi x i

s.c. P
�
8j 2 J :

P
i 2 I wj i x i � cj

�
� 1 � ";

x 2 f 0; 1gn :

On r�esout ces probl�emes pour " j = 0 ; 1, pour tout j 2 J , quand on consid�ere CCMKP1, ou
bien " = 0 ; 1 pour CCMKP 2.

Pour CCMKP 1, comme pour le sac-�a-dos uni-dimensionnel, l'approximation de Hoe�ding
(HA) correspondante est �ecrite sous forme de programme lin�eaire en nombres entiers (cf. mod�ele
(5.11)). Les r�esultats obtenus par nos heuristiques sont compar�es �a ceux produits par HA. Pour
CCMKP 2, on rappelle qu'il n'y a pas de mod�ele lin�eaire en nombres entiers �equivalent. Il faudrait
r�esoudre un probl�eme non-lin�eaire en nombres entiers, ce qui est en g�en�eral tr�es di�cile : ceci
d�epasse le cadre de ce travail. Par ailleurs, se souvenir que pour CCMKP2, la m�ethode M1 ne
peut pas être utilis�ee.

Des tests ont �et�e faits pour des tailles entre n = 15 et n = 100, avec cinquante instances
pour chaque taille. Les r�esultats moyens sont pr�esent�es dans les tableaux 5.7 �a 5.10. Comme
pour le probl�eme de sac-�a-dos, M1 n'apporte quasiment pasd'am�elioration par rapport au
pire cas, tandis que M2 et AFA donnent des solutions de qualit�es tr�es proches. Pourtant, il
apparâ�t que les solutions r�ealisables obtenues, tout comme les bornes sup�erieures calcul�ees,
restent assez �eloign�ees de la valeur optimale, bien qu'elles am�eliorent signi�cativement le pire
cas ou le meilleur cas. Noter que pour la r�esolution de HA, untemps limite de 30 minutes a �et�e
impos�e. Ainsi, quand les instances ne sont pas r�esolues �al'optimum, l'�ecart prouv�e �a l'optimum
est indiqu�e (en %).

En ce qui concerne les temps de calcul, AFA se r�ev�ele bien plus rapide pour la r�esolution
des PLNE (cf. colonne TC pour la m�ethode d'�echantillonnage, et le temps total pour l'in�egalit�e
de Hoe�ding). Cependant, lorsqu'on s'appuie sur la m�ethode d'�echantillonnage, le temps total
de calcul est souvent plus important pour AFA que pour M2. Les temps d'�evaluation de la
probabilit�e augmentent lorsqu'on traite de solutions dont la probabilit�e de r�ealisabilit�e est proche
de 1� " ; AFA semble tomber plus souvent sur de telles solutions.

On donne les performances compar�ees de AFA et de M2, en termede solution trouv�ee, dans
les tableaux 5.11 et 5.12. Contrairement au cas du sac-�a-dos simple, il est di�cile de d�egager
une tendance pour dire lequel des deux algorithmes parvientle mieux �a r�esoudre CCMKP 1 et
CCMKP 2. Compte tenu des performances en temps de calcul, il semble donc judicieux d'encou-
rager le recours �a AFA.
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Tab. 5.7 { CCMKP 1 : r�esultats moyens sur 50 instances, quand on utilise la m�ethode
d'�echantillonnage.

valeur am�elio- erreur TE TC TT
ration (:10� 2) (sec.) (sec.) (sec.)

pire cas 3936,4 0 - - 0,02 0,02
M1 3936,4 0,00% 0 0,00 0,03 0,03
M2 4003,6 1,71% 0,01 0,94 0,08 1,02

n = 15 AFA 4003,6 1,71% 0,01 1,48 0,03 1,51
optimum 4048,9 2,86% 0,01 651,55 0,06 651,62

borne sup. 4193,7 6,54% 0,21 97,31 0,01 97,32
meilleur cas 4234,7 7,58% - - 0,01 0,01

pire cas 16357 0 - - 0,14 0,14
M1 16357 0,00% 0,00 0,00 0,15 0,15

variations M2 16679,32 1,97% 0,04 14,95 2,46 17,41
proportionnelles n = 50 AFA 16681,18 1,98% 0,04 25,76 0,62 26,38

borne sup. 17299 5,76% 4,19 147,51 0,02 147,53
meilleur cas 17440,48 6,62% - - 0,03 0,03

pire cas 32983,52 0 - - 0,83 0,83
M1 32984,78 0,00% 0,00 0,00 1,01 1,01
M2 33627,22 1,95% 0,98 60,23 35,31 95,54

n = 100 AFA 33605,2 1,88% 2,11 112,01 5,97 117,98
borne sup. 34862,12 5,70% 9,58 181,70 0,07 181,77

meilleur cas 35137,84 6,53% - - 0,06 0,06
pire cas 4426,7 0 - - 0,02 0,02

M1 4426,7 0,00% 0,00 0 0,03 0,03
M2 4501 1,68% 0,04 2,83 0,08 2,91

n = 15 AFA 4498,6 1,62% 0,04 4,14 0,03 4,17
optimum 4544,6 2,66% 0,02 353,41 0,07 353,48

borne sup. 4711,2 6,43% 0,62 100,03 0,01 100,04
meilleur cas 4820,4 8,89% - - 0,00 0,00

pire cas 15951,44 0 - - 0,14 0,14
M1 15951,44 0,00% 0,00 0,00 0,13 0,13
M2 16330,44 2,38% 0,75 16,07 2,52 18,59

n = 50 AFA 16325,26 2,34% 0,45 25,26 0,68 25,94
borne sup. 17039,58 6,82% 4,97 149,11 0,02 149,13

variations meilleur cas 17195,88 7,80% - - 0,02 0,02
non-corr�el�ees pire cas 31576,94 0 - - 0,75 0,75

M1 31576,94 0,00% 0,00 0,00 0,54 0,54
M2 32347,52 2,44% 0,94 54,61 41,41 96,03

n = 100 AFA 32359,46 2,48% 0,52 96,06 7,53 103,59
borne sup. 33751,52 6,89% 8,10 178,00 0,08 178,07

meilleur cas 34026,3 7,76% - - 0,07 0,07
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Tab. 5.8 { CCMKP 1 : r�esultats moyens sur 50 instances, obtenus avec l'in�egalit�e de Hoe�ding.
valeur am�elioration temps (sec.)

ou �ecart (%)
pire cas 16451,21 0 0,15

M1 16451,21 0,00% 0,16
n = 50 M2 16640,05 1,15% 2,33

AFA 16638,28 1,14% 0,62
variations HA 16717,26 1,62% 117,3

proportionnelles pire cas 16336,75 0 0,28
M1 16336,75 0,00% 0,30

n = 100 M2 16563,59 1,39% 16,78
AFA 16566,81 1,41% 2,79
HA 16649,65 1,92% 0,56%

pire cas 16160,2 0 0,14
M1 16160,2 0,00% 0,15

n = 50 M2 16362,68 1,25% 2,80
AFA 16356,13 1,21% 0,83

variations HA 16454,76 1,82% 291,07
non-corr�el�ees pire cas 16456,5 0 0,37

M1 16456,5 0,00% 0,37
n = 100 M2 16739,52 1,72% 20,84

AFA 16739,7 1,72% 3,48
HA 16830,41 2,27% 0,69%

5.5.4 Synth�ese

On peut tirer trois principaux enseignements des tests num�eriques pr�ec�edents. Le premier
concerne la souplesse et la facilit�e de mise en �uvre des approches it�eratives d�evelopp�ees dans
ce chapitre et le pr�ec�edent. Elles permettent en pratique d'utiliser des m�ethodes d'�evaluation
de probabilit�e vari�ees, comme par exemple les simulations de Monte-Carlo. Ceci signi�e la tr�es
grande richesse des hypoth�eses probabilistes qui peuventconcr�etement être prises en compte
(distributions particuli�eres, corr�elations, etc.).

Le deuxi�eme enseignement concerne la pertinence du mod�ele robuste RILP introduit dans ce
chapitre, et exploit�e dans l'algorithme dit \AFA". Le reco urs �a cette approche de la robustesse
peut conduire �a r�esoudre simplement des probl�emes de complexit�e �equivalente au probl�eme
nominal sans incertitudes. Les r�esultats obtenus sont souvent de qualit�e comparable �a ceux
correspondant �a l'utilisation du mod�ele de Bertsimas et Sim, tout en consommant beaucoup
moins de temps dans la r�esolution de PLNE.

En�n, les limites de ces approches heuristiques sont �egalement mises en �evidence. Les solu-
tions produites peuvent rester assez �eloign�ees de l'optimum. L'�evaluation de l'�ecart �a la valeur
optimale reste di�cile.

5.6 Conclusion

Un nouveau mod�ele robuste a �et�e propos�e. Sa complexit�e pratique et th�eorique reste sou-
vent acceptable. Des liens th�eoriques ont �et�e mis en �evidence entre cette mod�elisation robuste
et la programmation sous contraintes probabilistes avec variables 0-1. Puis des algorithmes
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Tab. 5.9 { CCMKP 2 : r�esultats moyens sur 50 instances, quand on utilise la m�ethode
d'�echantillonnage.

valeur am�elio- erreur TE TC TT
ration (:10� 2) (sec.) (sec.) (sec.)

pire cas 4121,9 0 - - 0,02 0,02
M2 4164 1,02% 0,02 3,95 0,11 4,06

n = 15 AFA 4164 1,02% 0,02 4,72 0,04 4,76
optimum 4174,8 1,28% 0,00 54,09 0,29 54,38

borne sup. 4353,5 5,62% 0,17 96,53 0,01 96,54
meilleur cas 4396,4 6,66% - - 0,01 0,01

pire cas 16147,56 0 - - 0,15 0,15
variations M2 16451,7 1,88% 0,47 10,12 2,43 12,55

proportionnelles n = 50 AFA 16455,3 1,91% 0,54 14,05 0,62 14,67
borne sup. 17075,54 5,75% 5,2 149,92 0,02 149,94

meilleur cas 17217,4 6,63% - - 0,02 0,02
pire cas 33426 0 - - 0,61 0,61

M2 34063,3 1,91% 1,08 19,143 30,59 49,74
n = 100 AFA 34056,76 1,89% 1,82 32,691 4,97 37,66

borne sup. 35289,32 5,57% 9,25 181,224 0,07 181,29
meilleur cas 35560,94 6,39% - 0,00 0,07 0,07

pire cas 4510,9 0 - - 0,01 0,01
M2 4534,1 0,51% 0,01 3,72 0,08 3,79

n = 15 AFA 4534,1 0,51% 0,01 5,07 0,03 5,1
optimum 4542,7 0,70% 0,01 56,51 0,22 56,72

borne sup. 4778,8 5,94% 1,95 99,48 0,00 99,49
meilleur cas 4864,3 7,83% - - 0,01 0,01

pire cas 15852,78 0 - - 0,13 0,13
variations M2 16222,34 2,33% 0,83 10,48 2,94 13,43

non-corr�el�ees n = 50 AFA 16231,66 2,39% 0,68 15,78 0,73 16,5
borne sup. 16975,22 7,08% 2,55 149,56 0,02 149,59

meilleur cas 17115,42 7,96% - - 0,03 0,03
pire cas 32827,8 0 - - 0,81 0,81

M2 33613,62 2,39% 0,96 23,29 38,59 61,87
n = 100 AFA 33618,36 2,41% 1,04 36,54 7 43,54

borne sup. 35019,84 6,68% 8,93 179,05 0,07 179,12
meilleur cas 35298,84 7,53% - - 0,1 0,1
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Tab. 5.10 { CCMKP 2 : r�esultats moyens sur 50 instances, en utilisant l'in�egalit�e de Hoe�ding.
valeur am�elioration proba. temps

(sec.)
pire cas 6186,07 - 1 0,03

n = 20 M2 6202,62 0,27% 0,99 0,15
AFA 6201,99 0,26% 0,99 0,06

variations optimum 6211,11 0,40% 0,98 3,69
proportionnelles pire cas 33200,16 - 1 1,00

n = 100 M2 33649,11 1,35% 0,94 51,35
AFA 33651,99 1,36% 0,94 8,49

pire cas 6213,74 - 1 0,03
n = 20 M2 6244,21 0,49% 0,98 0,16

AFA 6237,87 0,39% 0,99 0,07
variations optimum 6260,27 0,75% 0,98 3,67

non-corr�el�ees pire cas 32506,93 - 1 1,08
n = 100 M2 33043,85 1,65% 0,93 68,87

AFA 33051,84 1,68% 0,94 12,84

Tab. 5.11 { CCMKP : nombre d'instances o�u AFA donne de meilleurs r�esultats que M2, avec
la m�ethode d'�echantillonnage.

AFA > M2 AFA = M2 AFA < M2
n = 15 0% 100% 0%

variations proportionnelles n = 50 10% 82% 8%
CCMKP 1 n = 100 26% 46% 28%

n = 15 0% 98% 2%
variations non-corr�el�ees n = 50 8% 82% 10%

n = 100 26% 36% 38%
n = 15 0% 100% 0%

variations proportionnelles n = 50 18% 76% 6%
CCMKP 2 n = 100 20% 60% 20%

n = 15 0% 100% 0%
variations non-corr�el�ees n = 50 16% 70% 14%

n = 100 36% 38% 26%

Tab. 5.12 { CCMKP : nombre d'instances o�u AFA donne de meilleurs r�esultats que M2, quand
on utilise l'in�egalit�e de Hoe�ding.

AFA > M2 AFA = M2 AFA < M2
variations proportionnelles n = 50 6% 88% 6%

CCMKP 1 n = 100 24% 60% 16%
variations non-corr�el�ees n = 50 7% 78% 15%

n = 100 24% 48% 28%
variations proportionnelles n = 20 0% 99% 1%

CCMKP 2 n = 100 18% 69% 13%
variations non-corr�el�ees n = 20 2% 89% 9%

n = 100 19% 49% 32%
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heuristiques, bas�es sur le mod�ele robuste propos�e, ont �et�e d�e�nis pour obtenir des solutions
r�ealisables �a des probl�emes combinatoires sous contraintes probabilistes. �A notre connaissance,
c'est la premi�ere fois que de tels algorithmes sont d�evelopp�es de mani�ere �a traiter des probl�emes
combinatoires sous contraintes probabilistes tr�es g�en�eraux. De nombreux tests num�eriques ont
�et�e e�ectu�es sur des probl�emes de sac-�a-dos multi-dim ensionnels. On met ainsi en �evidence la
facilit�e de mise en �uvre des algorithmes en pratique, leurs temps de calcul restreints et la
qualit�e raisonnable des solutions produites. Ces m�ethodes semblent ainsi bien adapt�ees pour
traiter de mani�ere e�cace des probl�emes de grandes tailles.

Ces r�esultats num�eriques montrent aussi que des am�eliorations sont possibles, voire n�ecessaires.
Les solutions obtenues pour des sac-�a-dos multi-dimensionnels am�eliorent grandement le pire
cas, mais restent relativement �eloign�ees de l'optimum. De plus, on a d�e�ni une borne sup�erieure
pour �evaluer la qualit�e des r�esultats, mais elle se r�ev�ele tr�es faible en pratique. L'e�cacit�e en
temps de calcul des algorithmes propos�es les rend attractifs pour des probl�emes de grandes
tailles, mais une r�esolution optimale pour des tailles plus faibles serait bienvenue.
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Deuxi�eme partie

R�esolution optimale de probl�emes
combinatoires sous contraintes

probabilistes
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Chapitre 6

R�esolution optimale de probl�emes
combinatoires sous contraintes
probabilistes

Motivations : Des approches robustes ont �et�e d�evelopp�ees pour
r�esoudre de mani�ere approch�ee des probl�emes combinatoires
sous contraintes probabilistes, en s'appuyant sur l'optimisation
robuste. Cependant, peu de garanties ont �et�e donn�ees sur la
qualit�e des r�esultats de ces algorithmes. Il est donc naturel de
s'int�eresser maintenant �a la r�esolution optimale de pro grammes
lin�eaires en nombres entiers sous contraintes probabilistes.

Dans ce chapitre, notre but est de d�e�nir un algorithme de r�esolution optimale de probl�emes
combinatoires sous contraintes probabilistes. Apr�es avoir pr�ecis�e le cadre g�en�eral de cette �etude
dans la partie 6.1, on d�e�nit une description lin�eaire du p robl�eme trait�e (partie 6.2). Ce mod�ele
s'appuie sur un sc�enario dit \basique", dont les propri�et �es sont �etudi�ees au paragraphe 6.3.
Les aspects algorithmiques sont abord�es dans la partie 6.4, et des tests num�eriques sont en�n
rapport�es dans la partie 6.5.

6.1 Notations et pr�eliminaires

6.1.1 Cadre principal

On rappelle que I = f 1; : : : ; ng et J = f 1; : : : ; mg (n; m 2 IN). Consid�erons une matrice
al�eatoire A, dont les composantesf A j i gj 2 J;i 2 I sont des variables al�eatoires �a valeurs r�eelles, et
un vecteur b 2 IRm . Pour chaque ligne j 2 J , certains coe�cients peuvent être connus avec
certitude ; ceci correspond �a des variables al�eatoires dont le support est r�eduit �a une unique
valeur. On note I u(j ) � I l'ensemble des indices des coe�cients dont le support n'estpas r�eduit
�a une seule valeur : ce sont les coe�cients r�eellement incertains du probl�eme pour la ligne j .

On s'int�eresse �a l'ensemble suivant :

X =
n

x 2 f 0; 1gn j 8j 2 J; P(A j x � bj ) � 1 � " j

o
:

Pour tout j 2 J , " j 2 [0; 1[ est la tol�erance de non-r�ealisabilit�e de la ligne j . Observer que les
contraintes lin�eaires classiques sont bien prises en compte dans ce mod�ele, puisque l'on peut
avoir I u(j ) = � et " j = 0 pour certains j 2 J . De plus, comme d�ej�a remarqu�e pr�ec�edemment
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(voir le d�ebut du chapitre 3), consid�erer que seuls les coe�cients de A sont incertains permet
de prendre en compte les cas o�u le second membreb serait �egalement incertain.

Soit j 2 J , on utilisera la notation suivante : X j =
n

x 2 f 0; 1gn j P(A j x � bj ) � 1 � " j

o
.

On a bien sûr : X =
T

j 2 J X j .

6.1.2 Extensions de l'analyse

Contraintes de probabilit�es jointes : X correspond �a des contraintes de probabilit�es
s�epar�ees pour chaque lignej 2 J . Pourtant, les contraintes de probabilit�es jointes sont aussi
tr�es importantes pour nombre d'applications, o�u l'on che rche une solution globalement r�ealisable
avec une probabilit�e au moins 1� " . L'ensemble des solutions d'un tel probl�eme est :

X 0 =
n

x 2 f 0; 1gn j P(Ax � b) � 1 � "
o

:

Lemme 33 Si " j = " pour tout j 2 J , alors : X 0 � X .

Ainsi, les caract�erisations donn�ees pour X peuvent servir pour d�e�nir des relaxations de X 0.

Programmation mixte en nombres entiers 0-1 : Par souci de simplicit�e, ce chapitre est
�ecrit enti�erement dans un contexte de variables 0-1. Pourtant, tous les r�esultats et algorithmes
d�ecrits sont directement adaptables pour des ensembles faisant intervenir des variables continues,
s'ils sont de la forme suivante :

X 00=
n

x � 0 j 8i 2 N; x i 2 f 0; 1g; et 8j 2 J; P(A j x � bj ) � 1 � " j

o
;

o�u N � I et
S

j 2 J I u(j ) � N .

Variables en nombres entiers g�en�eraux : Supposons qu'il existei 2
S

j 2 J I u(j ) tel que
x i soit une variable �a valeurs enti�eres : x i 2 IN. On suppose sans perte de g�en�eralit�e quex i est
born�e : il existe p 2 IN � tel que x i � 2p. On peut alors d�ecomposerx i en base 2 :x i =

P p
k=0 2k :xk

i ,
avec xk

i 2 f 0; 1g pour tout k. On se ram�ene ainsi au cadre de ce chapitre.

Programmes non-lin�eaire : L'approche d�ecrite peut être adapt�ee �a la programmatio n non-
lin�eaire sous contraintes probabilistes. Pour plus de d�etails, on se reportera au paragraphe 6.2.3.

6.2 Description de X �a l'aide d'in�egalit�es lin�eaires

6.2.1 Mod�eles d�eterministes �equivalents

Dans certains cas, des mod�eles d�eterministes �equivalents classiques peuvent être utilis�es
(cas des distributions stables, cf. partie 5.4.1). Supposons par exemple que tous les coe�cients
incertains sont ind�ependants et normalement distribu�es : pour tout j 2 J , pour tout i 2 I u(j ),
A j i � N (� j i ; � 2

ji ). Dans ce cas, il est bien connu que (voir [75, 84, 66, 16, 45]):

X j =
n

x 2 f 0; 1gn j
X

i 2 I u (j )

� j i x i +
X

i=2 I u (j )

A j i x i + � � 1(1 � " j )
s X

i 2 I u (j )

� 2
ji x2

i � bj

o
;

o�u � est la fonction de r�epartition de la loi normale standa rd N (0; 1). Noter que de tels mod�eles
d�eterministes �equivalents existent aussi si les variables al�eatoires sont des gaussiennes corr�el�ees
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(on renvoie �a [84] ; voir aussi le paragraphe 8.3.3 pour une mise en �uvre dans le cas d'une
application).

Pour simpli�er les �ecritures, on note : � j i = A j i pour i =2 I u(j ). L'in�egalit�e j 2 J donn�ee
ci-dessus peut être transform�ee comme suit :

P
i 2 I � j i x i + � � 1(1 � " j )

q P
i 2 I u (j ) � 2

ji x2
i � bj (a)

,

( P
i 2 I � j i x i � bj ;�

� � 1(1 � " j )
� 2:

P
i 2 I u (j ) � 2

ji x2
i �

�
bj �

P
i 2 I � j i x i

� 2:

Puisque x 2 f 0; 1gn , cette derni�ere expression peut être lin�earis�ee grâce �a des proc�ed�es
classiques. Alors (a) est �equivalent �a :

( P
i 2 I � j i x i � bj ;

�
� � 1(1 � " j )

� 2:
P

i 2 I u (j ) � 2
ji x i � b2

j +
P

i 2 I � j i (� j i � 2bj )x i +
P

i 6= k � j i � jk x i xk

, 9 y � 0 t.q.

8
>>><

>>>:

P

i 2 I
� j i x i � bj ;

�
� � 1(1 � " j )

� 2:
P

i 2 I u (j )
� 2

ji x i � b2
j +

P

i 2 I
� j i (� j i � 2bj )x i +

P

i 6= k
� j i � jk yik ;

yik � x i et yik � xk ; 8(i; k ) 2 I 2:

Ainsi, sous les hypoth�eses gaussiennes formul�ees,X j peut être repr�esent�e �a l'aide d'un
nombre polynomial d'in�egalit�es lin�eaires. [20] a donn�e r�ecemment d'int�eressantes extensions
�a ce cadre gaussien classique, en consid�erant une classe plus g�en�erale de distributions dites \ra-
diales". Les auteurs prouvent que, dans ce contexte, la contrainte probabiliste de X j peut s'�ecrire
de mani�ere �equivalente comme une contrainte conique convexe du second ordre. Comme on tra-
vaille avec des variables 0-1, de telles contraintes pourraient être lin�earis�ees selon la d�emarche
d�ej�a utilis�ee ci-dessus.

Bien que le cadre gaussien puisse parâ�tre tr�es restrictif �a premi�ere vue, il peut fournir
dans bien des cas une approximation satisfaisante d'hypoth�eses probabilistes diverses. Ceci
est une cons�equence du th�eor�eme de la limite centrale et de ses variantes (voir annexe B.2).
Pourtant, dans l'�etude pr�esente, notre but est de travail ler avec des hypoth�eses aussi g�en�erales
que possible. De telles approximations gaussiennes ne seront discut�ees qu'au niveau des tests
num�eriques (paragraphe 6.5).

6.2.2 In�egalit�es lin�eaires pour caract�eriser X

D�e�nition 8 Soit j 2 J . A j 2 IRn est un sc�enario basique si pour touti 2 I nI u(j ), A j i = A j i ,
et si :

8I 1 � I u(j ); I 1 6= � : P

0

@
X

i 2 I 1

(A j i � A j i ) � 0

1

A < 1 � " j : (6.1)

Dans ce qui suit, un tel sc�enario basique est suppos�e connu. On verra plus loin (paragraphe
6.3) que ceci n'est restrictif ni en th�eorie, ni en pratique. La propri�et�e principale de ce sc�enario
basique est que tout point x 2 X j doit être r�ealisable pour ce sc�enario. Ceci est l'objet du
r�esultat suivant.

Lemme 34 Pour tout j 2 J , si A j est un sc�enario basique, alors l'in�egalit�e suivante est valide
pour X j :

A j x � bj : (6.2)
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Preuve : Supposons qu'il existex 2 X j tel que A j x > b j . Si x = 0, alors le fait que x 2 X j

implique que bj � 0, et on ne peut pas avoirA j x > b j . En cons�equence,x 6= 0. Observer
que : P(A j x � A j x) � P(A j x � bj ) � 1 � " j . Consid�erons : I 1 = f i 2 I u(j )jx i = 1g, on a :
P

� P
i 2 I 1

(A j i � A j i ) � 0
�

= P(A j x � A j x) � 1 � " j . En cons�equence,A j n'est pas un sc�enario
basique.�

Les in�egalit�es (6.2) seront aussi dites basiques. Soit j 2 J . Pour tout i 2 I u(j ), on note :
� j i = A j i � A j i . Soit �x 2 f 0; 1gn , observer que :

P
i 2 I u (j ) A j i �x i =

P
i 2 I u (j )(A j i + � j i )�x i . Si

l'on pose : I 1 = f i 2 I u(j )j �x i = 1g, cette derni�ere expression peut s'�ecrire :
P

i 2 I u (j ) A j i �x i =P
i 2 I u (j ) A j i �x i +

P
i 2 I 1

� j i . Il en d�ecoule que :

�x 2 X j , P
� X

i 2 I 1

� j i � bj � A j :�x
�

� 1 � " j :

Cette observation motive la d�e�nition de la quantit�e suiv ante, pour tout I 1 � I u(j ) :

D j (I 1) = sup
n

d j P
� X

i 2 I 1

� j i � d
�

< 1 � " j

o
: (6.3)

Cette grandeur satisfait les propri�et�es suivantes :

Lemme 35 Soient j 2 J et I 1 � I u(j ) :
(i) si I 1 = � , alors D j (I 1) = 0 ;
(ii) D j (I 1) > 0;
(iii) P

� P
i 2 I 1

� j i � D j (I 1)
�

� 1 � " j .

Preuve : Pour prouver (i), il su�t d'observer que si I 1 = � , alors
P

i 2 I 1
� j i = 0. Dans ce

cas, pour tout d < 0, P
� P

i 2 I 1
� j i � d

�
= 0, et pour tout d � 0, P

� P
i 2 I 1

� j i � d
�

= 1.

Passons maintenant au point (iii). Supposons que :P
� P

i 2 I 1
� j i � D j (I 1)

�
< 1� " j . Puisqu'une

fonction de r�epartition est toujours continue �a droite, i l existe � > 0 tel que : P
� P

i 2 I 1
� j i �

D j (I 1) + �
�

< 1 � " j . Ceci est en contradiction avec la d�e�nition (6.3). (ii) es t une cons�equence

directe de la d�e�nition (6.1) et de (iii). �

On peut aussi remarquer que :

Lemme 36 Soit j 2 J . Supposons que lesf � j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependants et identiquement
distribu�es (i.i.d.). Alors, pour tous sous-ensembles I 1 � I u(j ) et I 2 � I u(j ), non-vides, tels
que jI 1j = jI 2j : D j (I 1) = D j (I 2).

Ce fait �evident aura des cons�equences pratiques importantes. Maintenant, ces coe�cients
D j (I 1) peuvent être utilis�es pour construire des in�egalit�es valides pour X j :

Lemme 37 Soit j 2 J . Pour tout I 1 � I u(j ), soit I 0 = I u(j ) n I 1 :

X

i 2 I 1

�
A j i + D j (I 1)

�
x i +

X

i 2 I 0

�
A j i � D j (I 1)

�
x i +

X

i=2 I u (j )

A j i x i � bj +
�

jI 1j � 1
�

:D j (I 1) (6.4)

est une in�egalit�e valide pour X j .
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Preuve : LorsqueI 1 = � , on obtient l'in�egalit�e basique (6.2). Supposons maintenant que I 1 6= � .
Observer d'abord que (6.4) peut s'�ecrire de mani�ere �equivalente :

X

i 2 I

A j i x i � bj +
� X

i 2 I 0

x i + jI 1j �
X

i 2 I 1

x i � 1
�

:D j (I 1):

Soit d < D j (I 1), on montre que l'in�egalit�e suivante est valide pour X j :

(a)
P

i 2 I A j i x i � bj +
� P

i 2 I 0
x i + jI 1j �

P
i 2 I 1

x i � 1
�
:d.

Soit x 2 X j , supposons par contradiction quex viole l'in�egalit�e (a). Consid�erons d'abord le
cas o�u f i 2 I u(j )jx i = 1g = I 1. On a alors :

P
i 2 I A j i x i > b j � d. Donc :

P(A j x � bj ) � P
�
A j x � A j x + d

�
= P

� X

i 2 I u (j )

� j i x i � d
�

= P
� X

i 2 I 1

� j i � d
�

:

Puisqued < D j (I 1), d'apr�es la d�e�nition de D j (I 1) : P(
P

i 2 I 1
� j i � d) < 1� " j , ce qui implique :

P(A j x � bj ) < 1 � " j . Ceci est en contradiction avecx 2 X j .
Consid�erons maintenant le cas o�u f i 2 I u(j )jx i = 1g 6= I 1. Alors :

P
i 2 I 0

x i + jI 1j�
P

i 2 I 1
x i �

1, ce qui implique :
P

i 2 I A j i x i > b j (contradiction, cf. lemme 34).
On a donc prouv�e que l'in�egalit�e (a) est valide pour X j , quel que soit d < D j (I 1). On en

d�eduit que (a) est valide �egalement pour D j (I 1) lui-même. �

Dans le r�esultat suivant, on montre que les in�egalit�es (6 .4) su�sent �a d�ecrire exactement
l'ensemble des points 0-1 deX :

Proposition 19

X =
n

x 2 f 0; 1gn j x satisfait toutes les in�egalit�es (6.4)
o

:

Preuve : L'inclusion � vient du lemme 37. Pour l'inclusion inverse, consid�ererx 2 f 0; 1gn tel
que x =2 X : il existe j 2 J tel que P(A j x � bj ) < 1 � " j . Supposons quex satisfait toutes
les in�egalit�es (6.4). On a en particulier : A j x + D j (I 1) � bj , avec I 1 = f i 2 I u(j )jx i = 1g. On
en d�eduit que : P(A j x � A j x + D j (I 1)) < 1 � " j . Ceci est �equivalent �a : P(� j x � D j (I 1)) =
P

� P
i 2 I 1

� j i � D j (I 1)
�

< 1 � " j , ce qui est une contradiction avec le point (iii) du lemme 35.�

Quelques remarques m�eritent d'̂etre faites. D'abord, d'apr�es la proposition ci-dessus, l'en-
sembleX peut être d�ecrit �a l'aide de

P
j 2 J 2j I u (j )j in�egalit�es lin�eaires. Cependant, il est clair

que l'on n'a jamais besoin de plus de 2j I u j in�egalit�es pour d�ecrire X , o�u I u =
S

j 2 J I u(j ). En
e�et, pour tout x 2 f 0; 1gn tel que x =2 X , il su�t d'une seule in�egalit�e pour s�eparer x de X .
Le choix de cette in�egalit�e n'implique que les composantes f x i gi 2 I u .

Ensuite, d'apr�es la preuve du lemme 37, lorsqueI 1 6= � , on voit que l'in�egalit�e (6.4) demeure
valide pour X si l'on consid�ere d � D j (I 1) au lieu de D j (I 1). Pourtant, si f i 2 I u(j )jx i =
1g = I 1, l'in�egalit�e �ecrite pour D j (I 1) est plus forte qu'une autre �ecrite avec d < D j (I 1). Si
jI 1j �

P
i 2 I 1

x i � 1 � 0, l'in�egalit�e (6.4) est domin�ee par l'in�egalit�e basi que A j x � bj , que l'on
consid�ere D j (I 1) ou d < D j (I 1).

6.2.3 Id�ee de g�en�eralisation �a un contexte non-lin�eai re

Cette partie constitue une parenth�ese consacr�ee �a la g�en�eralisation des id�ees expos�ees dans
un contexte non-lin�eaire. Consid�erons l'ensemble suivant :

X =
n

x 2 f 0; 1gn j 8j 2 J; P
�
gj (x; � ) � 0

�
� 1 � " j

o
:
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� est une variable al�eatoire prenant ses valeurs dans IRp (p 2 IN). On suppose que pour tout

j 2 J , il existe �
j

2 IRp tel que, pour tout x 2 f 0; 1gn : P
�

gj (x; � ) � gj (x; �
j
)
�

< 1 � " j .
Les principaux r�esultats de la partie 6.2.2 peuvent maintenant être transpos�es dans ce

contexte non-lin�eaire.

Lemme 38 Pour tout j 2 J , l'in�egalit�e gj (x; �
j
) � 0 est valide pourX .

Preuve : Soit x 2 X , supposons quegj (x; �
j
) > 0. Alors : P

�
gj (x; � ) � 0

�
� P

�
gj (x; � ) � gj (x; �

j
)
�

.

De plus, d'apr�es la d�e�nition de �
j

: P
�

gj (x; � ) � gj (x; �
j
)
�

< 1 � " j (contradiction). �

Pour tout I 1 � I , on note x(I 1) 2 f 0; 1gn le vecteur caract�eristique de I 1, et :

D j (I 1) = sup
n

d j P
�

gj (x(I 1); � ) � gj (x(I 1); �
j
) + d

�
< 1 � " j

o
:

Comme dans le lemme 35, on aD j (I 1) � 0. De plus, il est ais�e de montrer que :

P
�

gj (x(I 1); � ) � gj (x(I 1); �
j
) + D j (I 1)

�
� 1 � " j . Par ailleurs, l'in�egalit�e suivant est valide

pour X :

gj (x; �
j
) + D j (I 1):

� X

i 2 I 1

x i �
X

i=2 I 1

x i

�
� (jI 1j � 1) :D j (I 1): (6.5)

En e�et, lorsque x 6= x(I 1), l'in�egalit�e est domin�ee par gj (x; �
j
) � 0. Si x = x(I 1), l'in�egalit�e

(6.5) devient : gj (x; �
j
) + D j (I 1) � 0, dont on montre qu'elle est valide, compte tenu de nos

hypoth�eses. Il su�t de reprendre le raisonnement de la preuve du lemme 37 : soitd tel que
P

�
gj (x; � ) � gj (x; �

j
) + d

�
< 1 � " j , si gj (x; �

j
) + d > 0, alors P

�
gj (x; � ) � 0

�
� P

�
gj (x; � ) �

gj (x; �
j
) + d

�
< 1 � " j , et donc x =2 X .

Proposition 20

X =
n

x 2 f 0; 1gn j x satisfait les in�egalit�es (6.5)
o

:

Preuve : On a d�ej�a dit que l'inclusion � �etait correcte. Consid�erons maintenant x =2 X : il
existe j 2 J tel que P

�
gj (x; � ) � 0

�
< 1 � " j . Supposons quex satisfait toutes les in�egalit�es

(6.5), alors en particulier : gj (x; �
j
) + D j (I 1) � 0, avec I 1 = f i 2 I jx i = 1g. On en d�eduit :

P
�
gj (x; � ) � gj (x; �

j
) + D j (I 1)

�
� P

�
gj (x; � ) � 0

�
< 1 � " j . Ceci est en contradiction avec la

d�e�nition de D j (I 1). �

6.3 �Etude des sc�enarios basiques

6.3.1 Structure de l'ensemble des sc�enarios basiques

Soit j 2 J , on note Bj l'ensemble des sc�enarios basiques,i.e. l'ensemble des vecteurs satis-
faisant la propri�et�e (6.1). Il est clair que tout �el�emen t dans la fermeture cl(Bj ) peut en pratique
être utilis�e comme sc�enario basique pour construire desin�egalit�es (6.2) et (6.4). Illustrons ce
fait �a l'aide des in�egalit�es (6.2) : soit A j 2 cl(Bj ). Il existe une suite (A (k)

j )k2 IN � B j telle que

A (k)
j ! A j lorsquek ! 1 . Soit x 2 X j quelconque, on sait que pour toutk 2 IN : A (k)

j :x � bj .
En passant �a la limite, on a : A j :x � bj . Ceci est vrai pour tout x 2 X j : l'in�egalit�e (6.2) est
donc valide pour X j si l'on prend comme sc�enario basiqueA j 2 cl(Bj ).
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Lemme 39 Soit j 2 J , cl(Bj ) est un poly�edre.

Preuve : Pour tout I 1 � I u(j ) non-vide, on introduit la variable al�eatoire : S(I 1) =
P

i 2 I 1
A j i .

Alors A j est un sc�enario basique si, et seulement si :

8I 1 � I u(j ); I 1 6= � :
X

i 2 I 1

A j i < sup
�

s j P(S(I 1) � s) < 1 � " j
	

: (6.6)

Donc l'ensemblecl(Bj ) est d�e�ni �a l'aide d'un nombre �ni d'in�egalit�es lin�ea ires. �

Un sc�enario de cl(Bj ) est dit extrêmes'il ne peut pas s'exprimer comme combinaison lin�eaire
d'autres sc�enarios decl(Bj ).

Lemme 40 La description lin�eaire de X j obtenue en consid�erant tous les sc�enarios decl(Bj )
est �equivalente �a celle obtenue en ne consid�erant que lessc�enarios extrêmes.

Preuve : Consid�erons un sc�enario basique non-extrêmeA j 2 cl(Bj ), il existe deux autres
sc�enarios basiquesA1

j et A2
j tels que : A j = �A 1

j + (1 � � )A2
j , avec � 2 ]0; 1[. Soit I 1 � I u(j )

non-vide. Observer que :

D j (I 1) +
X

i 2 I 1

A j i = D 1
j (I 1) +

X

i 2 I 1

A1
ji = D 2

j (I 1) +
X

i 2 I 1

A2
ji : (6.7)

En e�et, toutes ces expressions sont �egales �a : sup
�

s j P
� P

i 2 I 1
A j i � s

�
< 1 � " j

	
. On en

d�eduit que : D j (I 1) = �D 1
j (I 1) + (1 � � )D 2

j (I 1). Il est donc clair que l'in�egalit�e (6.4) construite
pour A j est une combinaison lin�eaire de celles correspondant �aA1

j et A2
j . �

Malheureusement, les sc�enarios extrêmes sont le plus souvent tr�es nombreux et di�ciles �a
calculer.

6.3.2 Construction de \bons" sc�enarios basiques

Le r�esultat suivant permet d'obtenir un premier sc�enario basiqueA j :

Lemme 41 Soit j 2 J , on note : n j = jI u(j )j. Soit A j d�e�ni comme suit :
(i) si aucune hypoth�ese probabiliste particuli�ere n'est e�ectu�ee, alors pour tout i 2 I u(j ) :

P(A j i � A j i ) < (1 � " j )=nj ;
(ii) si les variables al�eatoires f A j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependantes, alors pour tout i 2 I u(j ) :

P(A j i � A j i ) < 1 � "1=nj
j ;

(iii) si les f A j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependants et sym�etriquement distribu�es, et si " j < 0; 5, alors
pour tout i 2 I u(j ) : A j i = E[A j i ].

Alors A j est un sc�enario basique, i.e. il satisfait (6.1).

Preuve : Soit I 1 � I u(j ). On a :

P
� P

i 2 I 1
(A j i � A j i ) � 0

�
� P

�
9i 2 I 1 t.q. A j i � A j i

�
� P

�
9i 2 I u(j ) t.q. A j i � A j i

�
:

Si aucune hypoth�ese probabiliste particuli�ere n'est e�ectu�ee, on a toujours : P(9i 2 I u(j ) t.q. A j i �
A j i ) �

P
i 2 I u (j ) P(A j i � A j i ). En supposant queA j est d�e�ni selon (i), on a : P

� P
i 2 I 1

(A j i �
A j i ) � 0

�
< n j :(1 � " j )=nj = 1 � " j .
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Supposons maintenant que les variables al�eatoires sont ind�ependantes. Observer que :P(9i 2
I u(j ) t.q. A j i � A j i ) = 1 � P(8i 2 I u(j ); A j i > A j i ) = 1 �

Q
i 2 I u (j ) P(A j i > A j i ). D'apr�es (ii),

on a : P
� P

i 2 I 1
(A j i � A j i ) � 0

�
< 1 � " j .

Finalement, supposons que les variables al�eatoires sont ind�ependantes et sym�etriquement
distribu�ees. Dans ce cas, la variable al�eatoireS =

P
i 2 I 1

A j i est �egalement sym�etriquement dis-
tribu�ee. Ceci implique que : P(S � E[S]) = 0 ; 5. Alors, d'apr�es (iii) : P

� P
i 2 I 1

(A j i � A j i ) � 0
�

=
P(

P
i 2 I 1

A j i �
P

i 2 I 1
A j i ) = P(S � E[S]) = 0 ; 5. Ceci prouve que (6.1) est v�eri��e si " j < 0; 5. �

La description lin�eaire de X donn�ee �a la proposition 19 repose sur un sc�enario basiqueA j
qui n'est pas unique, et qui peut être construit de di��eren tes mani�eres. On montre ci-apr�es que
le choix de ce sc�enario basique a un impact direct sur la force des in�egalit�es (6.2) et (6.4) :

Lemme 42 Soit j 2 J , consid�erons deux sc�enarios basiquesA1
j et A2

j tels queA1
j � A2

j . Alors
la relaxation continue de X j obtenue �a partir des in�egalit�es (6.2) et (6.4) avecA2

j est plus forte
que celle associ�ee �aA1

j .

Preuve : Consid�erons d'abord les in�egalit�es basiques (6.2) : puisqueA1
j � A2

j , il est clair que
A2

j x � bj domine A1
j x � bj . Maintenant, consid�erons les in�egalit�es (6.4). Soit I 1 � I u(j ), I 1 6= � .

Soient D 1
j (I 1), D 2

j (I 1), associ�es respectivement �aA1
j , A2

j . En se souvenant de l'observation (6.7),
on a : D 1

j (I 1) = D 2
j (I 1) +

P
i 2 I 1

(A2
ji � A1

ji ). Soit x 2 [0; 1]n , on introduit les notations suivantes
(comme pr�ec�edemment, I 0 = I u(j ) n I 1) :

8
<

:

Q(x) =
P

i 2 I 1
x i �

P
i 2 I 0

x i � j I 1j + 1 ;
� 1

j (x) =
P

i 2 I A1
ji x i + Q(x):D 1

j (I 1);
� 2

j (x) =
P

i 2 I A2
ji x i + Q(x):D 2

j (I 1):

Alors :

� 1
j (x) =

P
i 2 I A1

ji x i + Q(x):
h
D 2

j (I 1) +
P

i 2 I 1
(A2

ji � A1
ji )

i

= � 2
j (x) +

P
i 2 I (A1

ji � A2
ji )x i + Q(x):

P
i 2 I 1

(A2
ji � A1

ji )
= � 2

j (x) +
P

i 2 I 1
(A1

ji � A2
ji ) (x i � Q(x)) +

P
i 2 I 0

(A1
ji � A2

ji )x i :

Supposons qu'il existei 2 I 1 tel que x i < Q (x). Dans ce cas, on aurait :
P

k2 I 1nf i g xk �P
i 2 I 0

x i +1 � j I 1j > 0, i.e. :
P

k2 I 1nf i g xk �
P

i 2 I 0
x i > jI 1j � 1. Puisquexk � 1 pour tout k 2 I 1,

ce n'est pas possible. Donc on a prouv�e que :8i 2 I 1; x i � Q(x).
Finalement, commeA1

j � A2
j et x � 0, on obtient : � 1

j (x) � � 2
j (x). On en d�eduit que pour

tout x 2 [0; 1]n : � 2
j (x) � bj ) � 1

j (x) � bj . Ceci montre que la relaxation continue deX j

obtenue �a partir de A2
j est plus forte que celle issue deA1

j . �

On a donc int�erêt �a choisir un sc�enario basique aussi grand que possible. Un sc�enario basique
A j 2 cl(Bj ) est dit non-domin�e si : 8A j 2 cl(Bj ); A j � A j ) A j = A j . �Etant donn�e un sc�enario
basique domin�e, on peut chercher �a l'am�eliorer. On d�e�n it, pour tout v 2 IRn

+ :

� � = min
I 1 � I u (j );I 16= �

(
D j (I 1)

P
i 2 I 1

vi

)

;

avec la convention :
P

i 2 I 1
vi = 0 ) D j (I 1)=

P
i 2 I 1

vi = + 1 .

Lemme 43 Soit j 2 J . Soient un sc�enario basiqueA j et un vecteur v 2 IRn
+ . Alors : � � =

max
�

� 2 IR j A j + �:v 2 cl(Bj )
	

. De plus, si : I u(j ) 2 arg minI 1 � I u (j )
�

D j (I 1)=
P

i 2 I 1
vi

	
, alors

A j + � � :v est non-domin�e.
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Preuve : D'apr�es la preuve du lemme 39, chaque sous-ensembleI 1 est associ�e �a un hyperplan
dont l'�equation est :

P
i 2 I 1

aj i = sup
�

s j P
� P

i 2 I 1
A j i � s

�
< 1 � " j

	
= D j (I 1) +

P
i 2 I 1

A j i (cf.
(6.6)). Notons L la droite des sc�enarios �egaux �a A j + �:v pour � 2 IR. Soit I 1 � I u(j ) non-vide
tel que

P
i 2 I 1

vi > 0, on note : � (I 1) = D j (I 1)=
P

i 2 I 1
vi � 0. Observer queA0

j = A j + � (I 1):v
est l'intersection de L avec le plan associ�e �a I 1, puisque :

P
i 2 I 1

A0
ji = D j (I 1) +

P
i 2 I 1

A j i . On
en d�eduit que � � = min I 1 � I u (j ) � (I 1) correspond �a un sc�enario dans cl(Bj ). Le fait que � � ne
peut pas être augment�e est clair : on violerait alors une in�egalit�e valide pour cl(Bj ).

Supposons maintenant que I u(j ) 2 arg min
�

D j (I 1)=
P

i 2 I 1
vi

	
. Ceci implique que :P

i 2 I u (j ) A0
ji = D j (I u(j )) +

P
i 2 I u (j ) A j i . Alors, aucun des coe�cients f A0

ji gi 2 I u (j ) ne peut être
augment�e sans violer cette in�egalit�e, qui est valide pour cl(Bj ). �

Calculer � � ne peut en g�en�eral être fait qu'en temps exponentiel. Pour rem�edier �a cette
di�cult�e pratique, on propose un autre coe�cient � � � � plus facile �a obtenir. Souvent en
pratique, �etant donn�e une direction v d'am�elioration, la quantit�e suivante est facile �a calcu ler
pour tout k 2 f 1; : : : ; jI u(j )jg :

� (k) =
min

�
D j (I 1) j I 1 � I u(j ); jI 1j = k

	

max
� P

i 2 I 1
vi j I 1 � I u(j ); jI 1j = k

	 : (6.8)

Il est clair alors que : mink � (k) � � � . Cette valeur peut être utilis�ee pour am�eliorer un sc�en ario
basique initial dans la direction v.

Lemme 44 Soit j 2 J , supposons que lesf � j i gi 2 I u (j ) sont i.i.d. : � � = min k � (k).

En e�et, dans ce contexte de variables al�eatoires i.i.d.,D j (I 1) d�epend seulement du cardinal
jI 1j (cf. lemme 36) : � (k) = min I 1 :jI 1 j= k

�
D j (I 1)=

P
i 2 I 1

vi
	

. Le num�erateur de � (k) est obtenu
directement par le calcul d'une valeur D j ; ainsi, du fait du d�enominateur de f � (k)gk , � � peut
être calcul�e en temps O(n log(n)) (complexit�e du tri des composantes f vi gi 2 I u (j )).

Lemme 45 Soit j 2 J , supposons que lesf � j i gi 2 I u (j ) sont i.i.d.. Consid�erons la direction v
telle quevi = 1 pour tout i 2 I u(j ), et vi = 0 ailleurs. Alors, A �

j = A j + � � :v est un sc�enario
non-domin�e de cl(Bj ).

Preuve : Le fait que A �
j 2 cl(Bj ) vient du lemme pr�ec�edent. Supposons que ce sc�enario est

domin�e. Il existe k 2 I u(j ) et A0
j 2 cl(Bj ) tels que : A0

jk > A �
jk et A0

ji = A �
ji pour tout i 6= k.

L'id�ee de la preuve est simple : puisque les variables al�eatoires sont i.i.d., et commevi = 1 pour
tout i 2 I u(j ), toutes les donn�ees sont sym�etriques, toutes les directions jouent le même rôle. En
cons�equence, une domination dans la directionk implique une domination dans toute direction
l 6= k, l 2 I u(j ). En consid�erant une combinaison convexe desjI u(j )j sc�enarios ainsi obtenus, on
obtient une domination dans la direction v, ce qui est contradictoire avec la d�e�nition de � � .

D�etaillons maintenant ces id�ees. Dans cette preuve, on note U � V si les deux variables
al�eatoires U et V sont identiquement distribu�ees. Consid�erons un quelconque l 2 I u(j ) n f kg.
On d�e�nit un autre sc�enario A (l )

j �egal �a A �
j , sauf : A (l )

jl = A �
jl + A0

jk � A �
jk . Ainsi : A (l )

jl > A �
jl .

Notre but est de montrer queA (l )
j 2 cl(Bj ). Soit I 1 � I u(j ), on s'int�eresse �a la variable al�eatoire :

S(l ) (I 1) =
P

i 2 I 1
A j i � A (l )

ji . De la même mani�ere, on note :S0(I 1) =
P

i 2 I 1
A j i � A0

ji . Montrons
que S(l ) (I 1) � S0(I 1) pour tout I 1 � I u(j ) non-vide. Si l =2 I 1 et k =2 I 1, c'est clair. Supposons
que l 2 I 1 et k 2 I 1. On a : S(l ) (I 1) =

P
i 2 I 1nf k;l g(A j i � A0

ji ) + A j l � A (l )
jl + A jk � A (l )

jk . De

plus : A j l � A (l )
jl + A jk � A (l )

jk = A j l � A �
jl � A0

jk + A �
jk + A jk � A �

jk = A j l � A0
jl + A jk � A0

jk . En

cons�equence :S(l ) (I 1) = S0(I 1).
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Supposons maintenant quel 2 I 1 et k =2 I 1. On a : S(l ) (I 1) =
P

i 2 I 1nf lg(A j i � A0
ji )+ A j l � A(l )

jl .

Observer que, puisque� j l et � jk sont i.i.d. : A j l � A (l )
jl = � j l + A j l � A (l )

jl � � jk + A j l � A �
jl �

A0
jk + A �

jk = � jk � A0
jk � � � + A �

jk = � jk � A0
jk + A jk = A jk � A0

jk . Ainsi, il est prouv�e que :
S(l ) (I 1) � S0

�
(I 1 n f lg) [ f kg

�
. De plus, comme les variables al�eatoiresf � j i gi 2 I u (j ) sont i.i.d., et

commejI 1j = j(I 1 n f lg) [ f kgj, on a : S0
�
(I 1 n f lg) [ f kg

�
� S0(I 1).

Reste le cas o�u l =2 I 1 et k 2 I 1. On a : S(l ) (I 1) =
P

i 2 I 1nf kg(A j i � A0
ji ) + A jk � A (l )

jk .

Puisque � j l et � jk sont i.i.d., on a aussi :A jk � A (l )
jk = � jk + A jk � A (l )

jk � � j l + A jk � A �
jk =

A j l � A j l � � � = A j l � A �
jl = A j l � A0

jl . Donc : S(l ) (I 1) � S0
�
(I 1 nf kg) [ f lg

�
. Comme auparavant,

puisque jI 1j = j(I 1 n f kg) [ f lgj, on a : S0
�
(I 1 n f kg) [ f lg

�
� S0(I 1).

On a donc prouv�e que pour tout I 1 � I u(j ) non-vide : S(l ) (I 1) � S0(I 1). Il en r�esulte
que, commeA0

j 2 cl(Bj ), on a aussi :A (l )
j 2 cl(Bj ) (cf. propri�et�e (6.1)). Ceci est vrai pour tout

l 2 I u(j )nf kg. Consid�erons alors la combinaison convexe suivante des sc�enarios correspondants :
A00

j = 1=nj :
�
A0

j +
P

l2 I u (j )nf kg A (l )
j

�
, avec n j = jI u(j )j. On a :

A00
j = A �

j +
A0

jk � A �
jk

n j
:v :

Donc : A00
j = A j + � 00:v, avec � 00> � � . Ceci est en contradiction avec la d�e�nition de � � . �

Dans nos tests num�eriques, on a observ�e que même quand lesf � j i gi 2 I u (j ) ne sont pas i.i.d.,
la direction v propos�ee dans le lemme ci-dessus est e�cace si l'on travaille avec l'approxima-
tion (6.8). En e�et, utiliser des directions avec des composantes moins \�equilibr�ees" p�enalise
beaucoup� (1), qui a alors tendance �a être la valeur minimale recherch�ee : mink � (k) = � (1).

6.3.3 Illustration sur un exemple simple

Dans cette partie, on s'int�eresse �a l'ensembleX =
n

x 2 f 0; 1gn j P(a1x1 + a2x2 � 2) �

4=5
o

, o�u a1 et a2 sont deux variables al�eatoires ind�ependantes et uniform�ement distribu�ees

respectivement sur [0,1] et sur [1,2].
Le sc�enario basique le plus �evident pour ce probl�eme esta = (0 ; 1), compos�e des valeurs

minimales de chaque variable al�eatoire. L'in�egalit�e ba sique correspondante est : 0:x1 + 1 :x2 =
x2 � 2. Noter qu'avec ce sc�enario basiquea, � 1 = a1 � a1 et � 2 = a2 � a2 sont i.i.d.. On �enum�ere
les in�egalit�es (6.4) pour X :

{ si I 1 = f 1g : on a : P(� 1 � d) < 4=5 , d < 4=5. En cons�equence :D (I 1) = 4 =5. L'in�egalit�e
valide correspondante est alors : (0 + 4=5):x1 + (1 � 4=5):x2 � 2, i.e. : 4x1 + x2 � 10.

{ Si I 1 = f 2g : on a : P(� 2 � d) < 4=5 , d < 4=5. Comme auparavant, on d�erive l'in�egalit�e
valide correspondante : (0� 4=5):x1 + (1 + 4 =5):x2 � 2, i.e. : � 4x1 + 9x2 � 10.

{ Si I 1 = f 1; 2g : on a, apr�es calculs (voir par exemple l'annexe B.1) :P(� 1 + � 2 � d) <
4=5 , d < 2�

p
2=5. Alors : D (I 1) = 2 �

p
2=5 � 1; 36. L'in�egalit�e valide correspondante

est : (0 + D(I 1)) :x1 + (1 + D(I 1)) :x2 � 2 + (2 � 1):D (I 1), i.e. : 1; 36:x1 + 2 ; 36:x2 � 3; 36.
On remarque que les deux premi�eres in�egalit�es sont impliqu�ees par les contraintes de domaine

x1;2 � 1 : elles sont inutiles en pratique.

Impact du sc�enario basique : Comme les variables al�eatoires sont ind�ependantes et sym�etri-
quement distribu�ees, d'apr�es le lemme 41, on peut d�e�nir le sc�enario basique comme :a0 =
(1=2; 3=2). L'in�egalit�e basique correspondante est : 1=2:x1+3=2:x2 � 2 (ou de mani�ere �equivalente :
x1 + 3x2 � 4). Comme pr�ec�edemment, on donne les in�egalit�es (6.4) :
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{ si I 1 = f 1g : on a : P(� 1 � d) < 4=5 , d < 4=5 � 1=2 = 3=10. En cons�equence :D (I 1) =
3=10, et l'in�egalit�e valide correspondante est : 4=5:x1 + 6=5:x2 � 2, i.e. : 4x1 + 6x2 � 10.

{ Si I 1 = f 2g : de la même mani�ere : P(� 2 � d) < 4=5 , d < 3=10. L'in�egalit�e valide
correspondante est : 1=5:x1 + 9=5:x2 � 2, i.e. : x1 + 9x2 � 10.

{ Si I 1 = f 1; 2g : apr�es calculs, on a : P(� 1 + � 2 � d) < 4=5 , d < 1 �
p

2=5. Alors :
D (I 1) = 1 �

p
2=5 � 0; 36, et on obtient : 0; 86:x1 + 1 ; 86:x2 � 2; 36.

Comme pr�evu, les in�egalit�es obtenues sont plus fortes que celles d�eriv�ees du sc�enario basique
a ; en e�et, a0 � a.

Description de l'ensemble des sc�enarios basiques : On donne une description compl�ete
des sc�enarios basiques pour ce probl�eme. Observer que :

8
<

:

P(a1 � � ) < 4=5 , � < 4=5;
P(a2 � � ) < 4=5 , � < 9=5;
P(a1 + a2 � � ) < 4=5 , � < 3 �

p
2=5:

Alors l'ensemble des sc�enarios basiques est :

cl(B) =
n

~a 2 IR2 j ~a1 � 4=5; ~a2 � 9=5 et ~a1 + ~a2 � 3 �
p

2=5
o

:

1

1

2

0 a1

a2

Finalement, on utilise le lemme 43 pour am�eliorer le sc�enario basique a dans la direction
v = (1 ; 1) (cf. lemme 45). Apr�es des calculs faciles, on obtient :� � = 1 � 1=

p
10, et le nouveau

sc�enario basique est donc :a00= (1 � 1=
p

10; 2 � 1=
p

10).

Les trois relaxations lin�eaires obtenues respectivement�a partir des sc�enarios basiquesa, a0

et a00sont repr�esent�es sur la �gure suivante.

x1

x2
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6.4 Algorithme de r�esolution

Consid�erons le probl�eme d'optimisation suivant, appel�e CCILP (pour Chance-Constrained
Integer Linear Problem) :

max
n

cx j x 2 X
o

;

o�u c 2 IRn . La partie pr�ec�edente a fourni une relaxation lin�eaire d e X qui, en th�eorie, peut être
utilis�ee pour mettre en �uvre un algorithme de branch-and-bound. La di�cult�e vient du nombre
exponentiel des in�egalit�es (6.4). Elles ne peuvent pas toutes être pr�esentes dans la formulation
du probl�eme et doivent être g�en�er�ees dynamiquement au cours du processus de r�esolution.

6.4.1 S�eparation des in�egalit�es (6.4)

Dans cette partie, soit ~x 2 [0; 1]n (fractionnaire). Soit j 2 J , pour tout sous-ensemble
I 1 � I u(j ) non-vide, I 0 = I u(j ) n I 1, on note :

� j (I 1) = bj +
�

jI 1j � 1
�

:D j (I 1)

�

8
<

:

X

i 2 I 1

�
A j i + D j (I 1)

�
~x i +

X

i 2 I 0

�
A j i � D j (I 1)

�
~x i +

X

i=2 I u (j )

A j i ~x i

9
=

;
:

(6.9)

� j (I 1) est la valeur d'�ecart de l'in�egalit�e (6.4) associ�ee �a j et I 1 pour ~x. Le but est de
trouver I 1 correspondant �a la plus petite valeur d'�ecart possible, donc �a l'in�egalit�e la plus viol�ee
pour ~x. En g�en�eral, ceci ne peut pas être fait directement �a par tir de la formule ci-dessus,
puisqu'une �enum�eration compl�ete des sous-ensembles n'est pas envisageable. On va donc tâcher
de contourner cette di�cult�e.

Il faut d'abord se souvenir qu'une in�egalit�e associ�ee �a I 1 est directement li�ee au point x(I 1),
le vecteur caract�eristique de I 1 (voir la preuve du lemme 37). Ainsi, il est naturel de chercher I 1

tel que x(I 1) est \proche" de ~x. On en d�eduit que les indicesi 2 I u(j ) tels que ~x i = 1 devraient
apparâ�tre dans I 1.

D�ecrivons maintenant une mani�ere de prendre en compte lescomposantes fractionnaires
de ~x. On propose d'�etendre I 1 de mani�ere it�erative. Consid�erons I 1 � I u(j ) �x�e, on d�e�nit
I 0

1 = I 1 [ f kg pour un k 2 I u(j ) n I 1. On a :

� j (I 0
1) � � j (I 1) = ( jI 1j � 1) :

�
D j (I 0

1) � D j (I 1)
�

+ D j (I 0
1)

�
�
D j (I 0

1) � D j (I 1)
�
:
� P

i 2 I 1
~x i �

P
i 2 I 0nf kg ~x i

�
�

�
D j (I 0

1) + D j (I 1)
�
:~xk

=
�
D j (I 0

1) � D j (I 1)
�
:
�

jI 1j � 1 �
P

i 2 I 1
~x i +

P
i 2 I 0nf kg ~x i

�

+ D j (I 0
1) �

�
D j (I 0

1) + D j (I 1)
�
:~xk :

Lemme 46 On a :
(i) si D j (I 0

1) � D j (I 1) : � j (I 0
1) � � j (I 1) � D j (I 1) �

�
D j (I 0

1) + D j (I 1)
�
:~xk ,

(ii) si D j (I 0
1) � D j (I 1) : � j (I 0

1) � � j (I 1) � D j (I 1) �
�
D j (I 0

1) + D j (I 1)
�
:~xk ,

(iii) si : 8i 2 I 1; ~x i = 1 , et : 8i 2 I 0 n f kg; ~x i = 0 , alors : � j (I 0
1) � � j (I 1) = D j (I 1) ��

D j (I 0
1) + D j (I 1)

�
:~xk .

Preuve : (i) et (ii) viennent du fait que : jI 1j � 1 �
P

i 2 I 1
~x i +

P
i 2 I 0nf kg ~x i � � 1. (iii) est

�evident. �

Comme D j � 0 (cf. lemme 35), les points (i) et (ii) du lemme ci-dessus soulignent l'int�erêt
qu'il y a �a consid�erer d'abord les composantes ~xk \assez grandes". D'une part, dans le cas (i),
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prendre ~xk \trop petit" implique que � j (I 0
1) � � j (I 1) : inclure k dans I 1 n'am�eliore pas la

coupe. D'autre part, dans le cas (ii), plus ~xk est grand, plus la valeur d'�ecart est am�elior�ee. En
s'appuyant sur ces observations, on propose la construction gloutonne suivante deI 1 :

Construction gloutonne de I 1
�Etape 1 : Trier les valeurs f ~x i gi 2 I u (j ) en ordre d�ecroissant.

Soit ' (r ) l'indice du r e �el�ement de la liste tri�ee.
�Etape 2 : Soient I 1 = f i 2 I u(j )j~x i = 1g et r = jI 1j + 1.
�Etape 3 : Poser I 0

1 = I 1 [ f ' (r )g, et calculer D j (I 0
1).

�Etape 4 : Calculer � j (I 0
1) � � j (I 1).

Si � j (I 0
1) < � j (I 1), poser I 1 = I 0

1.
�Etape 5 : Si r = jI u(j )j, STOP.

Mettre �a jour r  r + 1 et aller �a l'�etape 3.

Cet algorithme construit I 1 de mani�ere it�erative en consid�erant d'abord les indices corres-
pondant aux valeurs les plus grandes def ~x i gi 2 I u (j ) . Quand un indice am�eliore la valeur d'�ecart,
il est ajout�e dans I 1. L'ensembleI 1 �nalement obtenu correspond �a une in�egalit�e (6.4).

Lemme 47 Soit j 2 J . Si ~x i 2 f 0; 1g pour tout i 2 I u(j ), alors la construction gloutonne de
I 1 conduit �a l'in�egalit�e (6.4) la plus viol�ee.

Preuve : On rappelle que : � j (I 1) = bj � A j ~x+
�
jI 1j� 1�

P
i 2 I 1

~x i +
P

i 2 I 0
~x i

�
:D j (I 1). L'in�egalit�e

la plus viol�ee est obtenue avecI 1 = f i 2 I u(j )j~x i = 1g (voir par exemple la preuve du lemme
37). Ceci correspond �a l'ensemble initial construit �a l'�etape 2. Cet ensemble ne sera pas �etendu
apr�es-coup, puisque la coupe correspondante est la plus viol�ee. (Pour le voir, on peut aussi
consid�erer k 2 I 0 : ~xk = 0 et � j (I 0

1) � � j (I 1) = D j (I 1) � 0, avecI 0
1 = I 1 [ f kg.) �

Cette observation signi�e que, même si le processus de s�eparation d�ecrit ne g�en�ere pas
l'in�egalit�e la plus viol�ee en g�en�eral, c'est le cas qua nd on a un point entier. En cons�equence,
l'utilisation de cet algorithme glouton dans un algorithme de branch-and-cut assure que la
solution �nale retenue est bien optimale. En e�et, toute solution non-r�ealisable sera coup�ee.

S�eparation exacte dans un cas sp�ecial : Dans ce paragraphe, on consid�ere le cas particulier
o�u les f � j i gi 2 I u (j ) sont i.i.d.. On rappelle que sous cette hypoth�ese,D j (I 1) d�epend seulement du
cardinal jI 1j (cf. lemme 36). Alors, pour chaquek � j I u(j )j = n j , r�esoudre le probl�eme suivant
est facile :

min
�

� j (I 1) j I 1 � I u(j ); jI 1j = k
	

:

Dans ce probl�eme, puisque le cardinal deI 1 est �x�e �a la valeur k, D j (I 1) est une constante.
Donc la solution I �

1 optimale est constitu�ee desk indices correspondant aux plus grandes valeurs
de f ~x i gi 2 I u (j ) . En e�et, d'apr�es l'�equation (6.9) : � j (I 1) = bj � A j :~x + ( k � 1 �

P
i 2 I 1

~x i +P
i 2 I 0

~x i ):D j (I 1). Obtenir l'in�egalit�e la plus viol�ee s'e�ectue alors si mplement par �enum�eration
des valeurs de cardinal possibles, dek = 1 �a k = n j .

D'un point de vue complexit�e, cette s�eparation est r�eali sable en tempsO(n j log(n j )) (com-
plexit�e du tri des f ~x i gi 2 I u (j ) ). Noter que les n j valeurs de D j peuvent être calcul�ees une fois
pour toutes au d�ebut. Des algorithmes relatifs seront d�ecrits dans la partie suivante.

En�n, ce cas particulier valide l'orientation prise avec l' heuristique gloutonne pour le cas
g�en�eral. En e�et, le rôle jou�e par les composantes les plus grandes de ~x est bien mis en �evidence
ici.
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6.4.2 Calcul de D j (I 1)

Le processus de s�eparation d�ecrit plus haut n�ecessite lecalcul de D j (I 1) (cf. �etape 4 de
l'algorithme glouton). On souhaite pouvoir e�ectuer une recherche e�cace de cette valeur par
dichotomie. Ceci requiert des bornes inf�erieure et sup�erieure surD j (I 1). Une borne inf�erieure est
d�ej�a donn�ee par le lemme 35, o�u l'on a montr�e que D j (I 1) > 0. On donne maintenant quelques
r�esultats permettant de d�e�nir une majoration de D j (I 1).

On a d�e�ni auparavant un sc�enario basique, qui peut être v u comme un sc�enario \minorant".
De mani�ere sym�etrique, on introduit un sc�enario \majora nt", not�e A, et qui satisfait, pour
j 2 J :

8I 1 � I u(j ); I 1 6= � : P

0

@
X

i 2 I 1

(A j i � A j i ) � 0

1

A � 1 � " j : (6.10)

Comme pour le sc�enario basique, quelques r�egles simples permettent de construire un tel
sc�enario A :

Lemme 48 Soit j 2 J , on note : n j = jI u(j )j. Soit A j d�e�ni comme suit :
(i) si aucune hypoth�ese probabiliste particuli�ere n'est e�ectu�ee, alors pour tout i 2 I u(j ) :

P(A j i � A j i ) � 1 � " j =nj ;
(ii) si les variables al�eatoires f A j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependantes, alors pour tout i 2 I u(j ) :

P(A j i � A j i ) � (1 � " j )1=nj .

Alors A j satisfait (6.10).

Preuve : Soit I 1 � I u(j ). On a :

P
� P

i 2 I 1
(A j i � A j i ) � 0

�
� P

�
8i 2 I u(j ); A j i � A j i

�

= 1 � P
�

9i 2 I u(j ) t.q. A j i > A j i

�
:

Si aucune hypoth�ese n'est e�ectu�ee, on a toujours :P(9i 2 I u(j ) t.q. A j i > A j i ) �
P

i 2 I u (j ) P(A j i >

A j i ). En supposant (i), on a : P
� P

i 2 I 1
(A j i � A j i ) � 0

�
� 1 � n j :" j =nj = 1 � " j .

Supposons que les variables al�eatoires sont ind�ependantes. Alors :P
�
8i 2 I u(j ); A j i � A j i

�
=Q

i 2 I u (j ) P(A j i � A j i ). On d�eduit de (ii) : P
� P

i 2 I 1
(A j i � A j i ) � 0

�
� 1 � " j . �

On peut maintenant �enoncer le r�esultat suivant, qui d�e�n it une borne sup�erieure pour
D j (I 1) :

Lemme 49 Soient j 2 J et I 1 � I u(j ) non-vide : D j (I 1) �
P

i 2 I 1
(A j i � A j i ).

Preuve : Observer que :P
� P

i 2 I 1
� j i �

P
i 2 I 1

(A j i � A j i )
�

= P
� P

i 2 I 1
A j i �

P
i 2 I 1

A j i

�
�

1 � " j , par d�e�nition de A j i . Ceci prouve queD j (I 1) �
P

i 2 I 1
(A j i � A j i ). �

On peut alors d�e�nir un algorithme de recherche de D j (I 1) par dichotomie :
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Algorithme de calcul de D j (I 1)
�Etape 0 : Poser Dmin = 0 et Dmax =

P
i 2 I 1

(A j i � A j i ).
Soit � > 0 la pr�ecision voulue sur le r�esultat.

�Etape 1 : Si Dmax � Dmin < � , poserD = Dmin et STOP.
�Etape 2 : Poser D = ( Dmin + Dmax )=2, et calculer la probabilit�e :

	 = P
� P

i 2 I 1
� j i � D

�
.

�Etape 3 : Si 	 < 1 � " j , poserDmin = D et aller �a l'�etape 1.
Sinon, poserDmax = D et aller �a l'�etape 1.

La quantit�e D �nale correspond au terme voulu, avec une pr�ecision� > 0.

Pr�e-calcul des termes D j (I 1) : On a d�ej�a dit que lorsque les f � j i gi 2 I u (j ) sont i.i.d., les termes
D j (I 1) d�ependent uniquement de la cardinalit�e n1 = jI 1j (cf. lemme 36). En cons�equence, ces
coe�cients sont peu nombreux et peuvent facilement être tous pr�e-calcul�es. Cette d�emarche
peut s'�etendre au cas o�u les f � j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependants et distribu�es selon un petit nombre
de distributions di��erentes. Cette intuition est d�etail l�ee maintenant.

Supposons que lesf � j i gi 2 I u (j ) sont tous ind�ependants, et qu'il existe une partition f U1; : : : ; UK g
de I u(j ) telle que, pour tout k 2 f 1; : : : ; K g, les f � j i gi 2 Uk sont identiquement distribu�es.

Pour comprendre notre d�emarche, imaginons que l'on consid�ere deux sous-ensembles non-
vides de I u(j ), I 1 et I 0

1, de même cardinal c : jI 1j = jI 0
1j = c. La question est de savoir si

D j (I 1) = D j (I 0
1), et donc s'il est vraiment n�ecessaire de calculer ces deuxtermes de protection,

ou si le calcul d'un seul su�t. Il est clair que si, pour chaque classek 2 f 1; : : : ; K g, les ensembles
I 1 et I 0

1 impliquent le même nombre d'�el�ements de Uk , alors D j (I 1) = D j (I 0
1). Il s'agit donc de

compter le nombre d'agencements di��erents dec �el�ements choisis dans les classesf U1; : : : ; UK g;
on note NK (c) ce nombre. Il faudra donc calculerNK (c) termes de protection, pour chaque
cardinal c possible, et pas plus.

Plus formellement, NK (c) est d�e�ni comme le nombre de solutions (u1; : : : ; uK ) du probl�eme
suivant : 8

<

:

P K
k=1 uk = c;

uk � j Uk j; 8k 2 f 1; : : : ; K g;
uk 2 IN; 8k 2 f 1; : : : ; K g:

Observer que l'on a :
{ si c >

P K
k=1 jUk j ou c < 0 : NK (c) = 0 ;

{ NK (0) = 1 et NK (1) = K ;
{ NK (jI u(j )j) = 1.

Lemme 50 Pour tout c 2 ZZ : N1(c) = 1l 0� c�j U1 j . Si K � 2, pour tout c 2 ZZ :

NK (c) =
jUK jX

t=0

NK � 1(c � t):

Preuve : Il su�t de voir que si l'on consid�ere t �el�ements de l'ensemble UK (uK = t), alors il y
reste NK � 1(c � t) solutions di��erentes possibles. �

NK (c) peut donc être calcul�e par r�ecurrence. Il y a en d�e�niti ve un total de
P j I u (j )j

c=1 NK (c)
termes de protection di��erents �a pr�e-calculer pour le pr obl�eme.
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Fig. 6.1 { Nombre de termes de protection �a pr�e-calculer, quand jI u(j )j = 100 et K = 2, en
fonction de jU1j.

�A titre d'illustration, consid�erer le cas o�u K = 2. Pour tout c 2 ZZ, c � j I u(j )j :

N2(c) =
jU2 jX

t=0

N1(c � t) =
jU2 jX

t=0

1l0� c� t �j U1 j =
min f c;jU2 jgX

t=( c�j U1 j)+

1 = min f c; jU2jg � (c � j U1j)+ + 1 :

Supposons quejU1j � j U2j. Alors le nombre total de termes de protection �a pr�e-calculer est :

j I u (j )jX

c=1

N2(c) =
jU1 jX

c=1

(c + 1) +
jU2 jX

c= jU1 j+1

(jU1j + 1) +
j I u (j )jX

c= jU2 j+1

(jI u(j )j � c + 1)

= jU1j:(jU1j + 3) =2 + ( jU1j + 1) :(jU2j � j U1j) + jU1j:(jU1j + 1) =2 :

Ce nombre est repr�esent�e sur la �gure 6.1 pour jI u(j )j = 100.

6.4.3 Calcul des probabilit�es

Le calcul de probabilit�es est un �el�ement algorithmique c entral. Il est requis par exemple
pour tester si une solutionx est r�ealisable ou non (i.e. pour v�eri�er si P(A j x � bj ) � 1� " j ). Le
calcul de probabilit�es est n�ecessaire �egalement pour calculer les coe�cients D j (I 1) : l'algorithme
du paragraphe 6.4.2 montre que l'on doit être capable d'�evaluer P

� P
i 2 I 1

� j i � D
�

pour un D
donn�e (voir l'algorithme de calcul de D j (I 1)). Plusieurs approches peuvent être envisag�ees, dont
certaines ont d�ej�a �et�e pr�esent�ees dans la partie 5.4. 1, �a savoir l'utilisation de bornes analytiques,
les m�ethode d'�echantillonnage (Monte-Carlo) et les approximations gaussiennes (utilisation du
th�eor�eme de la limite centrale).

D j (I 1) est d�e�ni �a partir d'une somme de variables al�eatoires :
P

i 2 I 1
� j i . Dans certains cas

particuliers, la fonction de r�epartition d'une telle somm e est connue de mani�ere analytique. C'est
le cas, par exemple, si lesf � j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependantes et uniform�ement distribu�ees sur [0,1].
En notant n1 = jI 1j, des r�esultats classiques de calcul de probabilit�es (voir e.g. [36]) permettent
d'obtenir :

P

 
n1X

i =1

� j i � d

!

=
1

n1!

bdc� 1X

k=0

kX

l=0

(� 1)l
�

n1

l

� h
(k + 1 � l )n1 � (k � l )n1

i

+
1

n1!

bdcX

l=0

(� 1)l
�

n1

l

� h
(d � l )n1 � (bdc � l )n1

i
:

(6.11)
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Ce r�esultat peut être utilis�e comme base pour obtenir des caract�erisations exactes pour
de nombreuses distributions di��erentes. �Evidemment, la formule s'adapte directement dans le
cas o�u les variables al�eatoires sont ind�ependantes et uniform�ement distribu�ees sur un intervalle
quelconque [l; u], l < u . De plus, (6.11) permet la description exacte de toute distribution qui
peut s'obtenir comme la somme de variables uniform�ement distribu�ees sur un intervalle. Par
exemple, supposons que lesf � j i gi 2 I u (j ) sont ind�ependantes et suivent toutes une distribution
triangulaire sym�etrique sur [0,2]. Observer que chaque� j i est en fait la somme de deux variables
al�eatoires ind�ependantes et uniform�ement distribu�ee s sur [0,1]. Ainsi, la fonction de r�epartition
de

P
i 2 I 1

� j i s'obtient directement �a partir de (6.11) en rempla�cant n1 par 2n1.
D'autres r�esultats analytiques sur les sommes de variables al�eatoires existent et peuvent être

utilis�es dans notre contexte. Par exemple, on renvoie �a [18] pour la fonction de r�epartition d'une
somme de variables al�eatoires ind�ependantes, uniform�ement distribu�ees, mais non-identiques.
En pratique, ces formules exactes sont tr�es di�ciles �a tra iter num�eriquement quand n1 est grand
(probl�emes de pr�ecision et d'instabilit�es num�eriques ). Quand de tels probl�emes surviennent, le
recours au th�eor�eme de la limite centrale peut fournir des approximations tr�es pr�ecises. Ce
r�esultat classique assure que, lorsque lesf � j i gi 2 I u (j ) sont i.i.d. (voir annexe B.2) :

lim
n1 !1

P
� P n1

i =1 � j i � n1�
�

p
n1

� d
�

= �( d);

o�u � et � sont respectivement la moyenne et l'�ecart-type de� j i , et � d�esigne la fonction de
r�epartition de la loi normale standard N (0; 1). Ceci signi�e que la fonction de r�epartition de
N (n1�; n 1� 2) fournit une approximation de celle de

P n1
i =1 � j i . On rappelle que des g�en�eralisations

du th�eor�eme de la limite centrale existent lorsque les f � j i gi 2 I u (j ) ne sont pas identiquement dis-
tribu�es, voir annexe B.2.

6.4.4 Contraintes de probabilit�es jointes

Comme montr�e dans la partie 6.1.2, X est une relaxation deX 0 si " j = " pour tout j 2
J . On peut donc utiliser l'algorithme de branch-and-cut d�ecrit auparavant pour r�esoudre :
max

�
cx j P(Ax � b) � 1 � "

	
. Il s'agit simplement de retirer les points deX nX 0 de l'ensemble

des solutions. Plus pr�ecis�ement, lorsqu'au cours de l'algorithme on obtient une solution �x enti�ere,
il faut s'assurer qu'elle appartient �a X . Ceci revient �a calculer la probabilit�e P(A �x � b) : si cette
quantit�e est sup�erieure �a 1 � " , �x est une solution admissible. Dans le cas contraire, il faut retirer
�x de l'ensemble des solutions. Ceci peut être fait tr�es simplement en ignorant cette solution
dans l'algorithme de r�esolution. Une autre mani�ere de faire est de s�eparer �x de l'ensemble
X par une in�egalit�e : en e�et, une solution x 2 f 0; 1gn est di��erente de �x si, et seulement si :P

i 2 I (x i � �x i )2 � 1. Puisque toutes les composantes sont 0-1, ceci s'�ecrit demani�ere �equivalente :P
i 2 I (x i + �x i � 2�x i x i ) � 1. L'ajout de cette in�egalit�e dans le mod�ele assure que �x est retir�e de

l'ensemble des solutions.

6.5 Tests num�eriques

L'algorithme de branch-and-cutpr�esent�e plus haut a �et�e cod�e en C++ en utilisant Cplex 1 0.0
(i.e., on s'appuie sur l'algorithme debranch-and-boundde Cplex, et on ajoute des in�egalit�es aux
noeuds de branchement). Les proc�edures de g�en�erations automatiques de coupes de Cplex n'ont
pas �et�e utilis�ees. Les tests pr�esent�es dans cette partie sont r�ealis�es sur un ordinateur �equip�e
d'un processeur Intel(R) Xeon(TM) 2,8 GHz, avec 2 Go de RAM. Les temps indiqu�es dans
les tableaux sont toujours exprim�es en secondes. La dur�eelimite d'un test est de 15 minutes
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(900 secondes) ; dans les tableaux, le sigle \t.l." indique que cette limite a �et�e atteinte, et que
l'algorithme s'est donc arrêt�e sans avoir trouv�e l'opti mum.

Par souci de simplicit�e, les exp�eriences pr�esent�ees seconcentrent sur des cas o�u les variables
al�eatoires � j i sont i.i.d.. On rappelle n�eanmoins que des algorithmes similaires peuvent être
utilis�es dans des contextes beaucoup plus g�en�eraux.

6.5.1 Probl�emes de sac-�a-dos multi-dimensionnels

Des tests num�eriques sont e�ectu�es sur des instances du probl�eme de sac-�a-dos multi-
dimensionnel :

max

(
X

i 2 I

pi x i j P
� X

i 2 I

wj i x i � cj

�
� 1 � " j ; 8j 2 J

)

:

Pour tout j 2 J , cj > 0 est la capacit�e du sacj . Pour chaquei 2 I , pi > 0 est le pro�t li�e au
fait de s�electionner l'�el�ement i . Le poids wj i est une variable al�eatoire uniform�ement distribu�ee
sur un intervalle [wj i ; wj i ], avecwj i > 0 et : wj i = wj i + � (� > 0). Avec cette derni�ere hypoth�ese,
les variables al�eatoires f � j i g(i;j )2 I � J seront i.i.d.. Dans ce contexte, on a montr�e dans la partie
6.4.1 que la s�eparation des in�egalit�es (6.4) peut être r�ealis�ee e�cacement.

On pose " j = 0 ; 1 pour tout j 2 J . On cherche ainsi la meilleure solution qui satisfait
chaque contrainte de sac-�a-dos avec une probabilit�e au moins 0,9. Les donn�eespi et wj i sont
choisies al�eatoirement dans [100; 1000], et � = 20. cj est choisi al�eatoirement dans l'intervalle�
1=3:

P
i 2 I wj i ; 2=3:

P
i 2 I wj i

�
.

Comme cela a �et�e expliqu�e dans la partie 6.3, le sc�enario basique choisi peut avoir en th�eorie
un impact sur l'e�cacit�e de l'algorithme de r�esolution. T rois sc�enarios basiques sont test�es :

{ B1 : le premier est constitu�e des valeurs minimales de chaque poids : f wj i g(i;j )2 I � J ;
{ B2 : en s'appuyant sur le point (iii) du lemme 41, le deuxi�eme sc�enario basique est construit

�a l'aide des valeurs moyennesf (wj i + wj i )=2g(i;j )2 I � J ;
{ B3 : en�n, le dernier sc�enario basique test�e correspond �a une am�elioration de B2 dans

la direction v = (1 ; : : : ; 1), en s'appuyant sur (6.8) (cf. lemme 43). Noter que d'apr�es le
lemme 45, le sc�enario basique obtenu est non-domin�e, puisque lesf � j i g(i;j )2 I � J sont i.i.d..

Les termes de protectionD j (I 1) sont pr�e-calcul�es puisqu'ils ne d�ependent que du cardinal
jI 1j (cf. lemme 36). On utilise la formule exacte (6.11). Cependant, des instabilit�es num�eriques
sont observ�ees pourn1 = jI 1j � 70. Pour pallier cette di�cult�e, et en s'inspirant du th�eo r�eme
de la limite centrale, on a utilis�e la distribution normale N (n1�=2; n1� 2=12) (cf. partie 6.4.3).
Une comparaison num�erique de valeurs obtenuesvia la formule analytique exacte et via l'ap-
proximation gaussienne (nomm�ee TLC, pour \th�eor�eme de l a limite centrale") a �et�e r�ealis�ee,
voir la �gure 6.2. L'erreur absolue de l'approximation gaussienne est faible (moins de 0,1 lorsque
n1 � 50). L'erreur relative de cette approximation converge tr�es rapidement vers 0. On a donc
utilis�e l'approximation gaussienne pour calculer les termes de protection quandn1 � 50. Les
instabilit�es num�eriques observ�ees sont illustr�ees sur la �gure 6.3.

Plusieurs strat�egies de g�en�eration de coupes ont �et�e t est�ees. On a observ�e qu'ajouter syst�ema-
tiquement toutes les in�egalit�es viol�ees pouvait d�et�e riorer le temps de calcul, même si le nombre
de n�uds de branchement explor�es est signi�cativement r�e duit. Il a sembl�e plus e�cace de
n'ajouter �a chaque n�ud qu'au plus une in�egalit�e viol�ee par contrainte j du probl�eme. La seule
exception r�eside dans le n�ud racine, pour lequel les in�egalit�es viol�ees sont ajout�ees tant qu'on
en trouve. Cette strat�egie s'applique �a chacun des tests pr�esent�es ici.

Les r�esultats sont donn�es dans les tableaux 6.1-6.5 pour des probl�emes den = 200 �el�ements,
avec m = 1 ou m = 5 dimensions. Lorsque le sc�enario na•�f B1 est utilis�e, aucune des instances
n'est r�esolue �a l'optimum dans le temps de r�esolution imp arti (15 minutes), voir le tableau 6.1.
De plus, l'�ecart prouv�e avec la valeur optimale reste grand (1,46% en moyenne), et on observe
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Fig. 6.2 { Distributions uniformes : comparaison des calculs exact et approch�e des termes
D j (I 1), en fonction de n1 = jI 1j.
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Tab. 6.1 { R�esultats pour 10 instances de sac-�a-dos, avecn = 200 (m = 1), en utilisant le
sc�enario basique B1.

instance nb de n�uds nb d'in�egalit�es valeur �ecart / optimum temps (sec.)
0 131398 35719 89190 1,25% t.l.
1 110874 29329 86879 1,22% t.l.
2 103431 27887 89336 1,23% t.l.
3 86143 23047 75059 1,59% t.l.
4 83101 22596 73426 1,38% t.l.
5 88401 22786 99069 1,29% t.l.
6 84831 23108 92005 1,71% t.l.
7 25431 8088 64992 2,17% t.l.
8 68401 20507 70874 1,44% t.l.
9 96051 24762 87241 1,29% t.l.

moyenne 87806,2 23782,9 82807,1 1,46% t.l.

Tab. 6.2 { R�esultats pour 10 instances de sac-�a-dos, avecn = 200 (m = 1), en utilisant le
sc�enario basique B2.

instance nb de n�uds nb d'in�egalit�es valeur �ecart / optimum temps (sec.)
0 1521 125 89345 0 5,85
1 26228 1767 86879 0 91,5
2 6224 419 89383 0 22,75
3 22361 8816 75232 0,06% t.l.
4 22700 8791 73446 0,07% t.l.
5 10339 546 99313 0 40,18
6 610 74 92647 0 3,2
7 5592 2123 65483 0 75,71
8 20663 8643 70880 0,08% t.l.
9 1189 117 87333 0 6,98

moyenne 11742,7 3142,1 82994,1 0,02% 307,14

en fait que dans la plupart des cas, la solution courante n'est pas optimale (comparer avec les
r�esultats du tableau 6.3, o�u les mêmes instances sont r�esolues �a l'optimum). Si l'on consid�ere le
sc�enario basique B2, pourm = 1, la r�esolution est grandement am�elior�ee (voir tablea u 6.2). 7
des 10 instances sont r�esolues �a l'optimum en moins de 2 minutes. Cependant, 3 des instances ne
sont pas compl�etement r�esolues dans le temps limite, même si l'�ecart avec la valeur optimale est
faible. Finalement, la comparaison avec le tableau 6.5 montre la grande am�elioration r�esultant
de l'utilisation du sc�enario basique B3. Le temps maximal de r�esolution est ici ramen�e �a moins
de 3 secondes, et toutes les instances sont r�esolues �a l'optimum. Lorsque m = 5, la comparaison
des sc�enarios basiques B2 et B3 conduit aux mêmes observations, cf. tableaux 6.4 et 6.5. Les
temps de r�esolution avec le sc�enario basique B3 restent raisonnables (moins de 80 secondes).

Pour les instances de sac-�a-dos classique (m = 1), dans le cas o�u le sc�enario basique B3 est
utilis�e, l'impact des in�egalit�es ajout�ees au n�ud raci ne est �etudi�e. On s'int�eresse �a la r�eduction
de l'�ecart entre la valeur de la relaxation lin�eaire et la v aleur de l'optimum. Les r�esultats sont
donn�es dans le tableau 6.6. Comme on pouvait s'y attendre, l'impact des in�egalit�es ajout�ees
reste modeste, puisque l'�ecart �a l'optimum est r�eduit de seulement 5,72% en moyenne.
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Tab. 6.3 { R�esultats pour 10 instances de sac-�a-dos, avecn = 200 (m = 1), en utilisant le
sc�enario basique B3.

instance nb de n�uds nb d'in�egalit�es valeur temps (sec.)
0 202 8 89345 0,81
1 781 22 86879 2,56
2 274 12 89383 1,03
3 776 29 75254 2,79
4 207 4 73485 0,61
5 176 15 99313 0,74
6 24 0 92647 0,09
7 455 11 65483 1,89
8 363 28 70916 1,38
9 42 1 87333 0,17

moyenne 330 13 83003,8 1,21

Tab. 6.4 { R�esultats pour 10 instances de sac-�a-dos multi-dimensionnels, avecn = 200 et m = 5,
en utilisant le sc�enario basique B2.

instance nb de n�uds nb d'in�egalit�es valeur �ecart / optimum temps (sec.)
0 27661 4784 81353 0,08% t.l.
1 13094 9776 63987 0,11% t.l.
2 11301 8381 61986 0,20% t.l.
3 12369 8965 67729 0,05% t.l.
4 14039 6360 64082 0,12% t.l.
5 11497 8580 70711 0,12% t.l.
6 12301 7186 61663 0,16% t.l.
7 11301 6741 68490 0,15% t.l.
8 10667 8640 74675 0,11% t.l.
9 11198 9550 62930 0,07% t.l.

moyenne 13542,8 7896,3 67760,6 0,12% t.l.

Tab. 6.5 { R�esultats pour 10 instances de sac-�a-dos multi-dimensionnels, avecn = 200 et m = 5,
en utilisant le sc�enario basique B3.

instance nb de n�uds nb d'in�egalit�es valeur temps (sec.)
0 3349 14 81353 41,03
1 1020 0 64022 12,87
2 6296 42 62018 80,53
3 299 1 67745 3,49
4 329 8 64127 5,28
5 2719 18 70731 37,07
6 1266 24 61708 17,38
7 3250 27 68520 41,07
8 1046 0 74706 12,57
9 1333 11 62930 16,74

moyenne 2090,7 14,5 67786 26,8
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Tab. 6.6 { Impact des coupes ajout�ees au n�ud racine, pour n = 200 et m = 1.
instance nb valeur valeur init. valeur �nale r�eduction

d'in�eg. optimale de la relaxation de la relaxation de l'�ecart
0 2 89345 89400,2 89395,2 9,14%
1 2 86879 86926,6 86925 3,43%
2 2 89383 89431,6 89428,6 6,29%
3 2 75254 75330,4 75326,1 5,55%
4 2 73485 73528,7 73527,6 2,36%
5 2 99313 99343,9 99341,6 7,27%
6 2 92647 92681,6 92678,4 9,19%
7 2 65483 65564,9 65558,9 7,23%
8 2 70916 70958,9 70957,5 3,25%
9 2 87333 87362,9 87361,5 4,62%

moyenne 2 81726,75 81775,36 81772,53 5,72%

6.5.2 Un probl�eme de localisation avec contrainte de capac it�e

On consid�ere dans cette derni�ere partie un probl�eme de localisation sous contraintes proba-
bilistes. Ce probl�eme a des applications dans de nombreux contextes. Soient I l'ensemble des
clients, et J l'ensemble des sites pouvant accueillir un �equipement. Chaque client i 2 I a une
demandedi , et la capacit�e d'un �equipement est not�ee C. On suppose que chaque client doit être
assign�e �a un seul site �equip�e. Le coût de transport entr e le site j et le client i est not�e aij , et
en�n bj d�esigne le coût d'installation d'un �equipement au site j .

Chaque demandedi est suppos�ee incertaine :di est donc une variable al�eatoire. On intro-
duit alors le probl�eme de localisation avec contrainte probabiliste de capacit�e (PCFLP, pour
Probabilistic Capacitated Facility Location Problem) :

min
P

i 2 I
P

j 2 J aij x ij +
P

j 2 J bj yj

s.c.
P

j 2 J x ij = 1 ; 8i 2 I;
P

� P
i 2 I di x ij � Cyj

�
� 1 � "; 8j 2 J;

x ij 2 f 0; 1g; yj 2 f 0; 1g; 8i 2 I; j 2 J:

" 2 [0; 1[ est la tol�erance sur le d�epassement de la capacit�e de chaque sitej 2 J . Les algorithmes
impl�ement�es utilisent le sc�enario basique am�elior�e g râce au lemme 43, dans la directionv =
(1; : : : ; 1).

Distributions triangulaires : Dans ce premier exemple, on suppose que lesf di gi 2 I sont
des variables al�eatoires ind�ependantes. Pour chaquei 2 I , di a une distribution triangulaire
sym�etrique sur l'intervalle [ di ; di ] (di � 0). Plus pr�ecis�ement, la densit�e de probabilit�e est d�e �nie
par :

f i (x) =

8
<

:

0; if x � di or x � di ;
� i :(x � di ); if di � x � (di + di )=2;
� i :(di � x); if ( di + di )=2 � x � di ;

o�u : � i = 2=(di � di )
2.

Les donn�ees sont g�en�er�ees al�eatoirement : chaque demande minimale di est choisie enti�ere
entre 50 et 500, chaque coût de lien est choisi entre 10 et 100, et chaque coût d'installation entre
200 et 300. L'ampleur de l'incertitude est la même pour toutes les demandes :di � di = 30,
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Tab. 6.7 { Distributions triangulaires : r�esultats pour le prob l�eme de localisation PCFLP.
Taille Algorithme exact Mod�ele gaussien approch�e
n m nb de nb temps valeur nb de temps valeur

n�uds d'in�eg. (sec.) n�uds (sec.)
20 10 22 26 0,19 2152 14288 t.l. (2,89%) 2162
30 10 3 18 0,23 2369 2419 504,23 2369
50 10 72 54 1,41 2555 442 398,5 2555
50 15 246 111 6,72 3112 500 t.l. (1,26%) 3112
50 20 13872 4130 t.l. (5,59%) 3956 209 t.l. (8,05%) 3965
100 20 5772 1810 t.l. (1,33%) 5005 aucune solution trouv�ee
100 30 2819 1591 t.l. (3,86%) 6422 aucune solution trouv�ee

pour tout i 2 I . La capacit�e d'un �equipement est d�e�nie ainsi : C =
�
1; 5 �

P
i 2 I di =m

�
. En�n,

on consid�ere " = 0 ; 1.

L'usage d'hypoth�eses gaussiennes pour les probl�emes sous contraintes probabilistes est sou-
vent motiv�ee dans la litt�erature �a l'aide du th�eor�eme d e la limite centrale. On construit un
mod�ele gaussien approch�e de notre probl�eme, comme d�ecrit dans la partie 6.2.1. Apr�es calculs
et simpli�cations, on obtient :

min
P

i 2 I
P

j 2 J aij x ij +
P

j 2 J bj yj

s.c.
P

j 2 J x ij = 1 ; 8i 2 I;P
i 2 I E[di ]x ij � Cyj ; 8j 2 J;

P
i 2 I

�
� � 1(1 � " )2� 2 � E[di ]2

�
:x i + 2

P
i 2 I E[di ]C:vj i

� 2
P

i<k E[di ]E[dk ]:uj ik � C2yj ; 8j 2 J;
uj ik � x ij et uj ik � xkj ; 8j 2 J; (i; k ) 2 I 2; i < k;

vj i � yj + x ij � 1; 8j 2 J; i 2 I;
x ij 2 f 0; 1g; yj 2 f 0; 1g; 8i 2 I; j 2 J;

u; v � 0:
(6.12)

o�u � 2 est la variance d'une demande. (Sous nos hypoth�eses :� 2 = � 2=24 = 75=2.)
Les r�esultats apparaissent dans le tableau 6.7. Notre algorithme r�esout les instances de

mani�ere satisfaisante : l'optimum est atteint jusqu'�a la taille 50� 15 ; ensuite, même si l'opti-
malit�e de la solution courante n'est pas prouv�ee, l'�ecar t avec l'optimum est faible. Remarquons
que les tailles d'instances examin�ees sont su�samment petites pour que l'algorithme dit \exact"
soit en e�et pr�ecis : toutes les probabilit�es sont calcul�ees �a partir de la formule analytique, sans
recours �a des approximations gaussiennes. Ainsi, les r�esultats du tableau 6.7 montrent que l'ap-
proximation gaussienne est tr�es proche du probl�eme exact. Pourtant, cette approximation est �a
l'usage beaucoup plus di�cile �a r�esoudre : les temps de r�esolution sont incomparablement plus
longs. Il apparâ�t que ce mod�ele rend même la relaxation lin�eaire di�cile �a r�esoudre : celle-ci
n'a pas �et�e r�esolue au n�ud racine dans le temps imparti po ur les instances 100� 20 et 100� 30.

Distributions de Bernoulli : On suppose pour �nir que chaque demandedi peut prendre
seulement deux valeurs,di et di , avec probabilit�es respectives 1� p et p 2 ]0; 1[. De plus,
supposons que l'�ecart entre ces deux valeurs possibles estle même pour toute demande : pour
tout i 2 I , di � di = � > 0. On note � i = di � di . Pour tout I 1 � I (n1 = jI 1j),

P
i 2 I 1

� i suit une
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Fig. 6.4 { Distributions de Bernoulli : comparaison du calcul exact des termesD j (I 1) avec
l'approximation d�eriv�ee du th�eor�eme de la limite centr ale, en fonction den1 = jI 1j.

loi binomiale :

8k 2 f 0; : : : ; n1g; P

0

@
X

i 2 I 1

� i = k�

1

A =
�

n1

k

�
pk (1 � p)n1 � k :

Noter que, d�es que p < 1 � " , le sc�enario d satisfait la propri�et�e (6.1) : c'est un sc�enario
basique. Toutes les donn�eesdi , di et C ont �et�e g�en�er�ees comme dans le pr�ec�edent paragraphe .
On a donc : � = 30. On pose de plus :p = 0 ; 3. (La variance associ�ee est� 2 = � 2p(1 � p) = 189.)

Comme pr�ec�edemment, l'approximation gaussienne a aussi�et�e test�ee dans ce cas, avec le
mod�ele (6.12). Pourtant, la �gure 6.4 illustre la di�cult� e d'approcher une distribution discr�ete
avec une gaussienne (continue). Les r�esultats sont donn�es dans le tableau 6.8. Les performances
observ�ees pour notre algorithme sont similaires �a cellesdu paragraphe pr�ec�edent (avec distri-
butions triangulaires). Le mod�ele gaussien reste beaucoup plus di�cile �a r�esoudre. De plus, les
solutions obtenuesvia cette approximation ne sont pas toujours optimales pour le probl�eme
initial consid�er�e (voir les instances 30� 10 et 50� 10). Ceci est une motivation suppl�ementaire
pour r�esoudre les probl�emes sous contraintes probabilistes en tenant compte des hypoth�eses
probabilistes de mani�ere pr�ecise.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, la r�esolution optimale de probl�emes lin�eaires en nombres entiers 0-1 sous
contraintes probabilistes a �et�e �etudi�ee. L'ensemble d es solutions admissibles a �et�e caract�eris�e par
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Tab. 6.8 { Distributions de Bernoulli : r�esultats pour le probl� eme de localisation probabiliste
PCFLP.

Taille Algorithme exact Mod�ele gaussien approch�e
n m nb de nb temps valeur nb de temps valeur

n�uds d'in�eg. (sec.) n�uds (sec.)
20 10 172 54 0,68 2144 14345 t.l. (1,49%) 2152
30 10 11 21 0,22 2368 811 175,11 2369
50 10 56 42 0,95 2551 404 358,36 2555
50 15 6985 1069 171 3108 460 t.l. (3,60%) 3112
50 20 14501 4214 t.l. (5,64%) 3952 86 t.l. (9,95%) 4050

un nombre exponentiel d'in�egalit�es lin�eaires. La s�epa ration de ces in�egalit�es a ensuite �et�e �etudi�ee,
et un algorithme de r�esolution par branch-and-cut a �et�e d�e�ni. L'ensemble de l'analyse s'appuie
sur un sc�enario, dit basique, dont la d�e�nition a un impact fort sur la qualit�e de la relaxation
lin�eaire d�e�nie. Des propri�et�es th�eoriques et des alg orithmes sont d�etaill�es a�n d'obtenir des
sc�enarios basiques e�caces. D'un point de vue g�en�eral, un tel sc�enario basique devrait trouver
usage quelle que soit la m�ethode de r�esolution envisag�eepour un probl�eme combinatoire sous
contraintes probabilistes.

Des tests num�eriques ont �et�e r�ealis�es sur des instances du probl�eme de sac-�a-dos multi-
dimensionnel, ainsi que sur des instances d'un probl�eme delocalisation. Les r�esultats obtenus
con�rment l'impact fort des di��erents composants de l'alg orithme de r�esolution. Des instances
de tailles moyennes sont r�esolues �a l'optimum en quelquessecondes. On observe de plus la tr�es
bonne capacit�e de cette approche �a fournir rapidement dessolutions r�ealisables de tr�es bonne
qualit�e. Par ailleurs, il est classique dans la litt�eratu re d'avoir recours �a des hypoth�eses gaus-
siennes : dans ce contexte, on sait �ecrire des mod�eles d�eterministes �equivalents au probl�eme sous
contraintes probabilistes. Une comparaison num�erique avec notre approche montre cependant
que le mod�ele obtenu est beaucoup plus dur �a r�esoudre. En pratique, cette d�emarche classique
met plus de temps �a fournir des solutions r�ealisables, celles-ci sont de coût plus �elev�e, et l'�ecart
th�eorique prouv�e �a l'optimum est �egalement plus import ant. En�n, le recours �a des hypoth�eses
gaussiennes est souvent motiv�e �a l'aide du th�eor�eme de la limite centrale. Nos tests montrent
qu'une telle approximation peut être imparfaite, et peut mener �a des solutions di��erentes des
optimums r�eels, obtenus par notre approche.
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Troisi�eme partie

Applications
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Chapitre 7

Localisation de points de mesure
dans un r�eseau

Motivations : Dans ce chapitre, on pr�esente une premi�ere
application des approches d�evelopp�ees auparavant. On traite un
probl�eme de placement de points de mesure de tra�c dans un
r�eseau, pour lequel une mod�elisation avec contrainte probabi-
liste est particuli�erement adapt�ee. La m�ethodologie pr �esent�ee
a fait l'objet d'un d�epôt de brevet aupr�es de l'INPI, sous le
titre \Proc�ed�e de s�election de points de collecte d'info rmations
relatives au tra�c �a travers des liens d'un r�eseau" (d�ep^ot 0753862).

7.1 Introduction

Les op�erateurs de t�el�ecommunications ont besoin d'observations de tra�c pour e�ectuer une
gestion e�cace de leurs r�eseaux. Une des donn�ees les plus classiquement utilis�ees est la quantit�e
de tra�c sur chaque lien du r�eseau, connue grâce au protocole Simple Network Management
Protocole (SNMP). Depuis quelques ann�ees, des outils plus sophistiqu�es sont apparus pour per-
mettre une analyse plus en d�etail du tra�c dans les r�eseaux IP (Internet Protocole). C'est en
particulier le cas de la technologie NetFlow, d�evelopp�eepar Cisco [25] (des solutions �equivalentes
existent chez d'autres �equipementiers, comme par exempleJuniper [73]). En utilisant Net-
Flow sur des interfaces de routeurs, les gestionnaires du r�eseau ont acc�es �a des caract�erisations
d�etaill�ees du tra�c, avec notamment les origines et destinations des ux observ�es. Cet aspect
est essentiel pour l'estimation de matrices de tra�c source-destination [3, 54, 89, 63, 39, 78].

Une telle description du tra�c est essentielle pour de nombreux aspects, tels la supervision
de r�eseau en temps r�eel, la plani�cation du r�eseau (dimensionnement), des analyses de s�ecurit�e,
l'ing�enierie de tra�c, et même des questions de facturation entre op�erateurs. C'est la raison pour
laquelle la plupart des op�erateurs de t�el�ecommunications ont adopt�e ce genre de solutions de
mesure. Pourtant, leur usage pr�esente aussi quelques inconv�enients [26, 88]. D'abord, comme
observ�e par Zang et Nucci dans [88], la mise en place de cettetechnologie est coûteuse : des
�equipements et des logiciels doivent être achet�es et maintenus, ce qui correspond �a des CAPEX
et �a des OPEX (capital expenditureset operational expenditures). De plus, la collecte de l'infor-
mation mesur�ee a un impact sur la charge du r�eseau. En e�et, une observation assez pr�ecise du
tra�c consomme des ressources en processeur et en m�emoire sur les routeurs. Par ailleurs, les
donn�ees mesur�ees doivent être envoy�ees �a un (ou plusieurs) serveur centralis�e, qui doit aussi être
achet�e. Ces consid�erations motivent la limitation du d�e ploiement ou de l'usage de NetFlow dans
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le r�eseau. La question qui s'impose alors naturellement est la suivante : comment s�electionner
un ensemble d'interfaces sur lesquelles NetFlow doit êtreactiv�e ?

Zang et Nucci ont abord�e cette question dans le contexte du d�eploiement de NetFlow
dans un r�eseau [88]. �A l'aide de programmes lin�eaires en nombres entiers, ils d�eveloppent une
m�ethodologie pour optimiser les investissements par une s�election des routeurs et des interfaces
sur lesquels NetFlow doit être activ�e. Leur approche repose sur des donn�ees en tra�c statiques
et suppos�ees connues avec pr�ecision. Le travail pr�esent�e dans ce chapitre se propose de prendre
en compte la variabilit�e du tra�c dans le temps. L'objectif est de s�electionner les interfaces
sur lesquelles NetFlow doit être activ�e, tout en assurant qu'une proportion donn�ee du tra�c
global est e�ectivement observ�ee. L'id�ee est de rendre la d�ecision robuste aux variations de
tra�c qui surviendront in�evitablement. La solution propo s�ee permet de garantir une probabilit�e
d'observation de la quantit�e voulue du tra�c, malgr�e la va riabilit�e du tra�c.

Pour aborder ce probl�eme, on s'appuie sur les mod�eles et techniques d�evelopp�es dans les
chapitres 4 et 5. Des tests num�eriques sont e�ectu�es �a partir de donn�ees collect�ees sur un r�eseau
IP international de France T�el�ecom. On montre ainsi la per tinence de l'approche th�eorique
d�evelopp�ee. De plus, la rapidit�e d'ex�ecution de la m�et hode la rend utilisable dans un contexte
dynamique, o�u la s�election des points de mesure �a utiliser serait r�eguli�erement mise �a jour.

7.2 Description du probl�eme

7.2.1 Notations et mod�eles math�ematiques

Soit R l'ensemble des routeurs du r�eseau.�A chaque routeur r 2 R, on associe l'ensembleI r

de ses interfaces d'entr�ee. Noter que seules les interfaces externes d'entr�ee sont consid�er�ees pour
�eviter une redondance dans les mesures. On suppose que les mesures SNMP sont disponibles
pour toutes les interfaces de

S
r 2 R I r , et on note t ri � 0 la quantit�e de tra�c sur l'interface i du

routeur r .
La variable xri prend la valeur 1 si NetFlow doit être activ�e sur l'interfa ce i du routeur

r , 0 sinon. Comme dans [88], notre contrainte est de s�electionner su�samment d'interfaces
pour observer une proportion au moins� 2 [0; 1] du tra�c total dans le r�eseau. Ceci s'�ecrit
math�ematiquement : X

(r;i )2 RI

t ri xri � �
X

(r;i )2 RI

t ri ; (7.1)

o�u RI d�esigne l'ensemble de toutes les interfaces du r�eseau :RI = f (r; i )jr 2 R; i 2 I r g. On note
n = jRI j le nombre total d'interfaces. �A un instant donn�e, les donn�ees en tra�c f t ri g(r;i )2 RI sont
suppos�ees connues grâce aux mesures SNMP.

La di�cult�e principale vient de la satisfaction des contra intes (7.1) alors que le tra�c varie
au cours du temps. En e�et, la s�election des interfaces est faite �a un instant donn�e, mais ne
peut être remise en cause trop souvent. On souhaite que la d�ecision prise assure des r�esultats
aussi stables que possible.

On doit donc consid�erer que les donn�eest ri sont des variables al�eatoires. On cherche une
s�election x d'interfaces qui satisfait :

P

0

@
X

(r;i )2 RI

t ri xri � �
X

(r;i )2 RI

t ri

1

A � 1 � "; (7.2)

o�u " 2 [0; 1[ est une tol�erance �x�ee par le gestionnaire de r�eseau. L'�equation (7.2) signi�e qu'une
s�election x d'interfaces assurera la mesure d'une proportion� du tra�c total avec une probabilit�e
garantie de 1� " .
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Cette contrainte probabiliste doit être ins�er�ee dans le probl�eme de d�ecision global. Pour
rendre l'analyse aussi g�en�erale que possible, on notef (x) le coût associ�e �a la s�election x. Ce
coût peut inclure di��erents objectifs, �economiques (in vestissements) ou de qualit�e de service par
exemple (impact sur la charge du r�eseau, sur la performancedes routeurs, etc.). De plus, des
contraintes autres que (7.2) peuvent en pratique vouloir être appliqu�ees �a une d�ecision x : on
les note simplementg(x) � 0. Ainsi, le probl�eme de d�ecision global s'�ecrit :

min f (x)
s.c. g(x) � 0;

P
� P

(r;i )2 RI t ri (xri � � ) � 0
�

� 1 � ";

x 2 f 0; 1gn :

(7.3)

Un exemple de fonctionsf et g sera pr�esent�e dans la partie num�erique (partie 7.4). Observer
que si � = 1, on a xri � � pour tout ( r; i ) : ceci signi�e que NetFlow doit être activ�e sur toutes
les interfaces. �A partir de maintenant, on suppose que� 2 ]0; 1[.

7.2.2 Approche pessimiste

Les valeurs de tra�c t ri varient au cours du temps, on doit donc caract�eriser leur al�eas. On
s'appuie pour cela sur des valeurs de tra�c observ�ees par lepass�e, qui serviront �a caract�eriser ce
qui se passera dans l'avenir. On suppose que chaque variableal�eatoire t ri prend ses valeurs dans
un intervalle [t ri ; t ri ], t ri (resp. t ri ) �etant la valeur maximale (resp. minimale) de tra�c observ �ee
sur cette interface par le pass�e (d'apr�es les mesures SNMP).

L'in�egalit�e (7.1) peut être �ecrite de mani�ere �equiva lente : F (x; t ) =
P

(r;i )2 RI t ri (xri � � ) � 0.
On souhaite dans un premier temps assurer queF (x; t ) est toujours positive, ce qui revient �a
consid�erer " = 0 dans l'�equation probabiliste (7.2). Alors, pour chaque (r; i ) 2 RI , il faut
d�eterminer la valeur minimale que t ri (xri � � ) peut atteindre. Cette valeur minimale est di��erente
selon quexri = 1 ou que xri = 0. Si xri = 1, alors : t ri (xri � � ) � (1 � � )t ri (on rappelle que
� < 1). Si au contraire xri = 0, alors : t ri (xri � � ) � � � t ri (en e�et, � > 0). Ceci implique :
t ri (xri � � ) � xri � (1 � � )t ri � (1 � xri ) � � t ri . On d�eduit de cette analyse que l'in�egalit�e suivante
est toujours vraie :

X

(r;i )2 RI

t ri (xri � � ) �
X

(r;i )2 RI

xri (1 � � )t ri � (1 � xri )� t ri :

Ainsi, une approche pessimiste �a notre probl�eme de s�election d'interfaces est :

min f (x)
s.c. g(x) � 0;P

(r;i )2 RI xri
�
� t ri + (1 � � )t ri

�
� �

P
(r;i )2 RI t ri ;

x 2 f 0; 1gn :

(7.4)

Cette approche a l'avantage de fournir une solution extrêmement robuste, même lorsqu'au-
cune information probabiliste n'est disponible. Cependant, la solution calcul�ee est valide quand,
pour chaque interface s�electionn�ee, le tra�c est minimal, et pour chaque interface d�elaiss�ee, le
tra�c est maximal. Une telle chose n'arrive jamais en pratique. C'est ce qui motive le fait de
consid�erer " > 0.

7.2.3 Construction des intervalles de tra�c

L'intervalle [ t ri ; t ri ] associ�e �a l'interface i du routeur r est d�eduit de l'historique des mesures
SNMP. Pour être pertinentes, il faut que ces donn�ees couvrent une p�eriode de temps assez
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