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Resune Cette tlese est consacee a la prise en compte de donreesncertaines dans les
probémes d'optimisation. On se concentre sur la programnation mattematique sous contraintes
probabilistes, dont le but est de trouver la meilleure soluton qui sera ealisable avec une proba-
bilie minimale garantie. Par ailleurs, on s'ineresse a la prise en compte de variables de cecisions
enteres, qui sont souvent requises en pratique.

Pour esoudre de tels probemes combinatoires sous conaintes probabilistes, on s'appuie
d'abord sur I'optimisation robuste. Les liens treoriques entre ces deux familles de nethodes
sont mis enevidence. A partir de mockles robustes appropres, des algorithmesde esolution
heuristique sont & nis. On s'ineresse ensuitea la e solution optimale de probemes combina-
toires sous contraintes probabilistes. Des tests nuneriges illustrent les nethodes pesentes et
montrent leur e cacie pratique. En n, deux applications au domaine des eecommunications
sont ceveloppees. Elles concernent toutes deux la locasiation de fonctions dans un eseau.

Abstract : This thesis deals with taking uncertain data into account in optimization pro-
blems. Our focus is on mathematical programs with chance catraints. In this approach, the
goal is to nd the best solution, given a unfeasibility probability tolerance. Furthermore, we
concentrate on integer variables, since they are often redred for practical applications.

To solve such chance-constrained combinatorial problemsye rst rely on robust optimi-
zation. The theoretical links between these two families ofapproaches are studied. Based on
appropriate robust models, solution algorithms to chanceeonstrained combinatorial problems
are designed. Then, the optimal solution of such problems iglso investigated. Speci c theoreti-
cal results and algorithms are given to reach optimality. Finally, two speci ¢ telecommuniation
applications are developed. Both of them deal with locationin a network.
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Resuneetendu

Le plus souvent dans la pratique, les techniques de recherehogerationnelle utiliees sup-
posent une parfaite connaissance de donrees d'entee. Oil est clair que cela n'est pas le
cas pour un grand nombre d'applications. Consicerer des igertitudes dans des programmes
mathematiques n'est pas un souci nouveau. Des les anree$0, des auteurs tels que G.B. Dant-
Zig envisagent la prise en compte d'incertitudes sur les dames d'un programme lireaire. Si le
sujet n'est pas neuf, il est vaste, et des teveloppementsacents lui ont donre un nouveau sou e.
C'est dans cetelan que s'inscrit cette ttese.

Divers moctles ontet proposs pour rendre compte de manere aussi satisfaisante que pos-
sible d'incertitudes sur les donrees. Le pesent travail a principalement concerre la programma-
tion sous contraintes probabilistes avec variables de ddsions enteres. Dans un programme sous
contrainte probabiliste, le but est de trouver la meilleure solution qui satisfait les contraintes
& nies avec une probabilie minimum garantie (par exemp le, la meilleure solution ealisable
avec une probabilie 0,95). Faire de ce mockle le pivot de ette these reéve d'une double mo-
tivation. La premere vient de la nature des probemes de dcisions rencontes en pratique. La
plupart d'entre eux se mocklisent de facon pertinente avec des contraintes probabilistes. Par
ailleurs, nombre de probemes recessitent la prise en copte de variables de decision discetes
(programmation en nombres entiers), surtout dans un domair tel que les eecommunications.
La seconde motivation aee le faible nombre de contributions cedees a la esolution de tels
probemes dans la literaturea ce jour.

Un des axes pour aborder la esolution de programmes en nonbs entiers sous contraintes
probabilistes aet I'optimisation robuste. Cette derniere consistea trouver la meilleure solution
ealisable pour un ensemble devenements donre. Plusieurs articles assez ecents ont en e et
mis enevidence le lien existant entre ces deux approches déncertitude. Apes les quelques
peliminaires du chapitre 1, les chapitres 2a 5 traitent d irectement de la manere d'utiliser
des mockles d'optimisation robuste pour approcher des canaintes probabilistes. L'ickal serait
de pouvoir construire un ensemble devenementsE \optimal”, c'esta-dire tel que la meilleure
solution ealisable pour E soit solution du probeme sous contraintes probabilistesassoce. La
motivation principale pour une telle nethodologie est la fequente simplicie de esolution des
probemes robustes. Le chapitre 2 decrit quelques propees d'un tel ensemble E. Il illustre ce-
pendant la di cule de construire E de manere optimale : ceci est en faitequivalenta esoudre
le probeme sous contraintes probabilistes. On devra dona/raisemblablement se contenter d'al-
gorithmes approctes (heuristiques) avec de telles apprdes robustes. Ceci n'invalide toutefois
pas la cemarche, qui reste ineressante en pratique, vue & dicule d'abord des probemes
combinatoires sous contraintes probabilistes.

Le chapitre 3 se concentre sur un moctle speci que d'optimisation robuste tes populaire,
propog par Bertsimas et Sim en 2003. Bien quétant directement utilisable pour des pro-
grammes comportant des variables enteres, cet aspect ae relativement peuetude jusque-a.
Des esultats de complexie et des caracerisations poledriques sont donres. Le probeéme fon-
damental du saca-dos robuste fait I'objet de developpemnents speci ques. On montre comment
des esultats classiques, connus pour le probeme de sacdos avec poids connus, sétendent au
contexte robuste, ai les poids sont supposes incertainsEn particulier, les iregalies classiques
de couverture sont transposes pour le mocle robuste ; omontre qu'elles peuvent & nir des
facettes du saca-dos robuste dans de nombreux cas.

Le chapitre suivant revienta lI'objet principal de la tres e : la programmation sous contraintes
probabilistes avec variables enteres. On montre commentle moctle robuste de Bertsimas et
Sim peut étre utili’e pour fournir de bonnes solutions au probéme de saca-dos sous contrainte
probabiliste. Des a nies theoriques entre le moctle ro buste et le mocdle sous contraintes
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probabilistes sont mises enevidence. L'algorithme de isolution developpe pour le probeme sous
contrainte probabiliste est de faible complexit, et esout le probemea l'optimum dans certains
cas simples. Le chapitre 5etend cette approche aux probfnes greraux avec nombres entiers.
Un mocktle robuste original est introduit, dont les a nie s avec les contraintes probabilistes sont
etudees. Avec des icces semblablesa celles du chapite 4, un algorithme de esolution est & ni,
qui repose sur la esolution successive de plusieurs praphes robustes. Des tests numneriques
nombreux montrent la pertinence de l'approche en pratique.Ce type d'algorithme ieratif peut
étre appliqe sur des instances de grandes tailles (plusurs centaines, voire plusieurs milliers, de
variables enteres). En e et, le mockle robuste propos est de complexieequivalente au probeme
nominal sans incertitudes : il sut donc en pratique d'étre capable de esoudre plusieurs fois
d'a ke un probeme nominal.

Jusque-&, des approches heuristiques ontee proposes pour esoudre des probemes com-
binatoires sous contraintes probabilistesa partir de moeéles robustes. La motivation principale
etait d'ordre pratique : il est indispensable de pouvoir apporter des solutionsa ces probemes,
qui peuvent concetement étre de tes grande taille. L'objet du chapitre 6 est la esolution opti-
male de ces probemes. Une formulation lireaire implicite est donree. Elle comporte un nombre
exponentiel d'iregalies, dont la £paration estetud ee. Un algorithme de branch-and-boundest
e ni et tese nuneriquement. Il permet de esoudrea | ‘optimum des probeémes comportant
jusqua guelques centaines de variables 0-1. La nethode ppose est particulerement adapte
au cas a les variables akatoires du probeme sont toutes identiguement distriblees, a une
constante additive pes. Elle est reanmoins utilisable dans des contextes tes greraux.

En n, les chapitres 7 et 8 sont consacesa deux applicatins dans le domaine des eecommuni-
cations. La premere concerne le placement de points de meses du tra ¢ dans un eseau. Le
probeme est mockli® de manere originale et tes per tinentea l'aide d'une contrainte proba-
biliste. Cette dernere permet d'assurer une bonne stabiie dans le tempsa la cecision prise :
les points de mesure ®lectionres resteront valides malg les irevitables variations futures du
tra c. Des tests nuneriques sur un ¢ ur de eseau IP intern ational de France Teecom montrent
l'inerét, et méme la recessite d'une telle approche p ar rapporta d'autres nethodes plus nasves
(reposant par exemple sur des valeurs moyennes de tra c). En, la deuxeme application traite
d'un probeme de plani cation d'investissements futurs. |l s'agit de decider des sites de raccor-
dement pour un ensemble de sites clients, de manerea mimniser les colts de raccordement et
dequipement des sites. Ces operations de plani cation sappuient sur des pevisions de trac
qui se eelent souvent loin de la ealie obsenee a posteriori. La prise en compte d'incertitudes
est donc cruciale. Des mockles sous contraintes probabidlies sont proposs, et des algorithmes
de esolution heuristiques sont ¢k nis.



Extended abstract

The most widely used methods of operations research are baten data which are supposed
to be perfectly known. However, most of the time, this latter assumption is not satis ed. The
need for taking account of data uncertainty in mathematical programming is not a recent
concern. Authors such as G.B. Dantzig have already dealt wit such issues in the fties. While
being not new, this eld of research is wide, and recent develpments have brought a renewed
interest for it.

Many di erent approaches have been proposed to deal with unertainty. The present work
has focused on chance-constrained integer programming. la chance-constrained program, the
goal is to nd the best solution being feasible according to atarget probability (for instance,
the best solution feasible with probability 0.95). There are two main motivations for dealing
with chance-constrained integer programs. First, many re&life problems can be modeled with
chance constrained in a very suitable way. Secondly, they &qguently involve integer decision
variables, and despite the critical importance of this aspet in practice, very few earlier works
deal with general combinatorial chance-constrained prol@ms.

Robust optimization is one of the tractable ways of dealing with chance constraints, espe-
cially with integer variables. The aim of robust optimizati on is to nd the best solution feasible
for a pre-de ned set of events. Several recent works have uralined the link existing between
robust optimization and chance-constrained programming.After some preliminaries in Chapter
1, chapters 2 to 5 deal with using robust optimization modelsfor obtaining good solution to
chance-constrained ones. Ideally, we would like to build tle \optimal" set E of events such that
an optimal solution of the associated robust problem is optmal also for the chance-constrained
problem. The motivation for such an approach is that, very often, robust optimization models
are quite tractable (especially when compared to chance-ewstrained ones). Chapter 2 gives some
properties of such a setE. The di culties of building an optimal set of events are high ligh-
ted : it is in fact equivalent to nding the optimal solution o f the chance-constrained problem.
This shows that robust approaches to chance-constrained blems will probably remain ap-
proximate. However, robust approaches remain interestingin practice because of their usual
tractability.

Chapter 3 focuses on a speci ¢ and quite popular robust modeproposed by Bertsimas and
Sim in 2003. While being usable directly for integer progranming, this aspect has received very
few attention by the past. Some complexity results and polyledral characteristics are given. The
robust knapsack problem has been speci cally studied, beagse of its fundamental importance
for integer programming. We show how classical results forhie knapsack problem can be adapted
to the robust context, when weights are supposed uncertainln particular, the widely known
cover inequalities are transposed for the robust model. The are shown to de ne facets of the
robust polyhedron in many cases.

Chapter 4 comes back to the main topic of this thesis : chance anstraints with integer
variables. We show how the robust model of Bertsimas and Siman be used to design trac-
table solution heuristics for the chance-constrained knapack problem. Some theoretical a nity
between the chance-constrained model and its robust versipare underlined. The proposed al-
gorithm has low complexity, and solves the chance-constraied problem to optimality in some
simple cases. Chapter 5 extends this approach to general ieger programming. A new robust
model is introduced, and its relations with chance-constrined models are studied. With ideas
very similar to those of Chapter 4, a solution heuristic is designed for chance-constrained integer
programs. Numerous computational tests show the relevancef the approach in practice. It can
be used for large combinatorial problems; indeed, the appmch is usable as soon as several
nominal problem instances (.e. without uncertainty) can be solved successively.
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Until now, only heuristic algorithms have been proposed to slve combinatorial chance-
constrained problems, using robust optimization. The mainmotivation for this work was prac-
tical tractability. Chapter 6 is devoted to optimal resolut ion of these problems. An implicit
linear formulation of chance-constrained 0-1 programs isigen. It contains an exponential num-
ber of inequalities, whose separation is investigated. A anch-and-bound solution algorithm is
then de ned. Numerical tests show that medium-size problens can be solved to optimality with
the proposed algorithm (up to a few hundreds of 0-1 variables The method is well adapted
when random variables are independent and identically distibuted, up to an additive constant.
However, it is usable in far more general contexts.

Finally, chapters 7 and 8 are devoted to telecommunication gplications. Chapter 7 deals
with selecting points of tra ¢ measurement in a network. The aim is to ensure some robustness
to tra c variability for the decision. Using a chance constr aint, an original model is given. It
ensures that the computed solution will remain valid in the future despite tra c variations.
Numerical tests on a France Teecom IP backbone are perfomed : they illustrate the interest
of our model, especially when compared with more naive appexhes. Then, Chapter 8 deals
with planning future investments in an access network. Coresites have to be chosen to provide
access to clients, while minimizing network costs (equipmats). Uncertainty is considered on
tra c forecasts, which are often far from reality in many cas es. Chance-constrained models are
given, and e cient heuristic algorithms are designed.
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Notations

On ecapitule les notations mathematiques les plus couramment utilies dans ce document :
nN2N ,m2N

x 2 R" est le vecteur des variables
A 2 R™ " est la matrice des contraintes (n lignes, n colonnes)
b2 R™ est le vecteur (colonne) des seconds membres
r* =maxfr; Og, pour tout eel r 2 R
P est la mesure de probabilie
E est I'esperance
var(X) cesigne la variance d'une variable akatoire X
kesigne la fonction de epartition de la loi normale stan dard N (0; 1)
" 2 ]0; 1[ est une toerance sur la non-ealisabilie d'une solution
conv(E) est I'enveloppe convexe de I'ensembl& P
kvkp designe la normelL, dev2 R", avecp2 N : kvk, = L ivijP P
cl(E) est la fermeture de I'ensembleE
1six 2 E;
0 sinon
Ch designe le coe cient binomial des entiers naturelsn etp n:Ch = ﬁ
Pour toute peg,re de vecteursu et v de méme taillen, on note :
uv = 5, Ujv; (produit scalaire euclidien canonique, parfois noe plussimplement
encoreuv)
u Vv le vecteur (UjVi)i2
u Vv le vecteur (Ui=Vj)i2)

1e est la fonction caraceristique de I'ensembleE : 1g (x) =

En n, on donne la signi cation de quelques abeviations courantes :

\s.c." signi e \sous les contraintes”
\t.q." signi e \tel que”
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Chapitre 1

Peliminaires

1.1 Gereralies sur l'optimisation en contexte incerta in

Le plus souvent, les moctles et algorithmes d'aide a la dxision supposent implicitement
qgue les donrees d'entee sont connues de manere exactePourtant, la plupart des probemes
rencontes en pratique peuvent di cilement étre traie s dans ce cadre. Le desir de tenir compte
d'incertitudes sur les donrees d'entee d'un probeme d'optimisation n'est pas nouveau, on
renvoie par exemple au travail de Dantzig e ectie sur ce sugt en 1955 [28]. Il n'en est pas
moins vrai que ce tteme de recherche reste des plus actifs pnurd'hui encore, et a connu tout
ecemment un fort regain d'inerét. Les avan@es ece ntes ont ouvert des perspectives nouvelles
qui devraient étre fructueuses tant d'un point de vue treorique que pratique.

Derrere le concept de \donree incertaine” se cachent en &it des ealies tes diverses, issues
de la grande varet des applications envisages. Il fau sans doute renoncera une typolo-
gie compekte des incertitudes existant et des moceles matematiques permettant d'en rendre
compte. De nombreuxeements de la literature proposent dierentes classi cations (voir e.g.
[48, 72, 77]). Deux eements fondamentaux semblent devai étre distingles : lI'ensemble des
evenements pouvant survenir, et la caracerisation pro babiliste de cesevenements. Ce deuxeme
ebment est un ranement du premier. Il est des cas ai seul l'ensemble des ewnements est
connu de manere satisfaisante. Plus gereralement, unecaracerisation probabiliste rigoureuse-
ment exacte est souvent impossiblea garantir, méme si deapproximations empiriques peuvent
en pratique s'awerer satisfaisantes.

Exemple 1 : Sion utilise un instrument de mesure dont l'incertitude estde 10%, on en dceduit
facilement I'ensemble des valeurs que pewt priori prendre une donree obtenue par son biais.
Par contre, on ne connat pas la loi de probabilie assoae a l'intervalle de valeurs. Supposons
maintenant que I'on dispose d'un historique de mesures su amment important, on pourrait
en ceduire une loi de probabilie empirique qui decrirai t de fecon satisfaisante le comportement
de notre instrument de mesure.

Exemple 2 : Dans le cas ai I'on cherchea pallier les pannes simples dédns dans un eseau, on
peut aiementenunerer I'ensemble desevenements pouvant survenir. La caracerisation proba-
biliste de ces pannes peut pourtant s'aerer di cile.

Si I'on ne connat pas de caracerisation stochastique dd'incertitude, on se place dans le
cadre de loptimisation robuste. Dans ce cas, on cherche la meilleure solution qui sera eabble
pour I'ensemble devenements envisage. On e ectue alors plutdt une optimisation prenant en
compte le pire cas pouvant survenir.A l'inverse, si I'on a acesa des lois de probabilies, on
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se trouve dans le contexte de lgprogrammation stochastique Ce domaine de la programmation
matrematique a donre naissance a plusieurs moctles. Leplus couramment renconte dans la
literature est la programmation multietapes avec reco urs, dont I'objectif est d'optimiser le

cott en moyenne sur un ensemble de periodes successives.

Une courte parenttese s'impose icia propos d'une autre aproche tes courante de l'incerti-
tude : I'analyse de sensibilie Alors que la programmation stochastique et I'optimisation robuste
incluent les incertitudes dans le processus de cecision;dnalyse de sensibilie cherchera plutot
a analyser les proprees d'une solution donree. En par ticulier, elle s'attache a ceterminer le
domaine de validie d'une solution propose. Ainsi, l'in certitude n'est pasa proprement par-
ler prise en compte dans les algorithmes d'optimisation. He intervient plutdt dans uneetude
compémentaire post-optimisation. Puisque notre iner &t se concentre principalement dans cette
trese sur les probemes en nombres entiers, on renvoieadl] pour une analyse de la complexie
de l'analyse de sensibilie pour les programmes 0-1.

1.1.1 Programmation stochastique

Dans ce cadre, on associe des lois de probabilies aux doees d'entee du probeme d'opti-
misation. On est ainsi conduita une mocelisation ne de I' incertitude. Ce domaine de la pro-
grammation mattematique a kere cé de nombreux travau x depuis une cinquantaine d'anrees.
Pour plus de cetails sur la programmation stochastique, var par exemple [46, 16].

Quelqgues critiques peuvent étre formukesa legard de I'optimisation stochastique (voir [48]).
D'abord, comme cep souligre, il peut étre di cile voir e impossible en pratique de ceterminer
les lois de probabilie a utiliser. On notera reanmoins q ue cetecueil potentiel aet pris en
compte dans un certain nombre de travaux anerieurs, al une incertitude est aussi consiceee
sur les lois de probabilie utilies. Une autre faibless concerne I'optimisation en moyenne d'un
objectif donre, souvent peconisee (cf. la programmation multietapes avec recours). Si une
telle approche peut parfois se justi er, la solution qui en esulte peut se ewler tes mauvaise
pour beaucoup de s@narios possibles. Une manere de pal ce comportement incesirable
est de recourira un autre moctle de la programmation stochastique : la programmation sous
contraintes probabilistes (chance-constrained programming. Le but est de trouver la meilleure
solution dont on pourra garantir qu'elle est ealisable avec une probabilie cible donree. Le
codt de la solution esultante, peut-tre moins satisfasant en moyenne, sera cependant garanti
avec une probabilie matriee. Une telle approche s'aere compementaire d'une optimisation en
moyenne. En e et, consicerons par exemple une probematgue de plani cation d'investissements
sur plusieurs anrees. S'il est important de garantir asseznement le coata court terme, le
mangque de visibilie sur le long terme rend une optimisation en moyenne pertinente au-deh.

La programmation sous contraintes probabilistes est tespertinente pour beaucoup d'appli-
cations. Elle gereralise notamment les concepts dévalue at Risk (VaR) et de Conditional Value
at Risk (CVaR, aussi appeke expected shortfall (voir par exemple [67, 45] et 'annexe D), tes
utilis en gestion du risque. Pourtant, elle aet relativement peu utilise par le pass, sans
doute du fait des di cules treoriques qui s'y attachent. Cette dernere remarque nous nenea
notre dernere observation concernant la programmation gochastique. Souvent, les techniques
de esolution se ewlent complexes et di cilesa mettr e en uvre de manere satisfaisante sur
des probemes de grandes tailles. En particulier, la priseen compte de variables enteres dans
des programmes stochastiques aee plutét moinsetudiee. Pourtant, de nombreux probémes de
ckecision sont par nature combinatoires.



1.1.2 Optimisation robuste

Quand aucune information probabiliste n'est disponible, lincertitude est caraceriee par la
seule connaissance d'un ensemble déevenements pouvantusvenir. On distingue souvent (voir
e.g. [48, 77)) :

{ l'optimisation de la valeur dans le pire cas : la solution rabuste calcuke doit par exemple
minimiser le cot maximal engende par les s@narios enisages. On parle alors gereralement
de probeme de \codt minmax".

{ la minimisation de lecart maximal avec la solution optim ale de chacun des s@narios envi-
sages. Ceci n'esta priori ealisable que si ces s@narios sont en nombre ni (et resteint).
On parle alors de probemes de \regret minmax".

Un des ineréts distinctifs de I'optimisation robuste est de pouvoir étre utilise, bien souvent,
pour traiter des probemes combinatoires. [59] propose dilleurs une bibliographie des usages
de l'optimisation robuste pour de tels probemes.

L'optimisation robuste sou re aussi de plusieurs faiblesgs. D'abord, classiquement, elle ne
permet pas la mocklisation ne des incertitudes par des los de probabilie. Mais les reproches les
plus couramment faitsa I'encontre de I'optimisation robu ste concernent le \conservatisme" des
solutions obtenues fver-conservatisn). En e et, une optimisation au pire cas risque d'induire
un coltelew, alors que le pire cas en question n'a peutetre qu'une probabilie tes faible de
se produire. Cetequilibre entre la valeur de l'objectif et la ealisabilie de la solution est un
des aspects les plus cruciaux de l'optimisation avec dones incertaines. De nombreux travaux
ontet motives par cette question, et plusieurs epons es ontee apporees. Par exemple, [55]
introduit deux types de robustesse : pour les auteurs, une $ation est dite solution-robuste si
elle garde une valeur d'objectif assez bonne pour toutewmement. D'autre part, une solution est
dite mockle-robuste si elle demeure ealisable dans presque tous les senagoPlus ecemment,
plusieurs publications ont propos des mocdtles robustegelaches, qui permettent un meilleur
compromis entre la valeur d'une solution et sa ealisabile, comme par exemple [33, 9, 13].

1.2 Quelques moctles

A n de clari er certaines ickes pe@demmentevoqlee s, quelques mocles mattematiques
tes classiques sont ici decrits succinctement.

1.2.1 Optimisation robustea partir de s@narios

Il est fequent que les moceles d'optimisation robuste sappuient sur un ensemble discret
ni de senarios possibles. Kouvelis et Yu [48] ont largemetetude cette famille de mockles;
on pesente rapidement ci-dessous le cadre de leuretudd.e but est,a partir de cette approche
simple, de mettre en evidence les questions majeures pass par l'optimisation en contexte
incertain.

Soit S I'ensemble discret ni des s@narios. Pour tout senario s 2 S, on note f¢ la fonc-
tion objectifa minimiser. Par ailleurs, X designe I'ensemble des solutions admissibles pour le
s@nario s. Ainsi, X (S) = \ 25X est I'ensemble des solutions ealisables pour tout senao.
Alors, le mockle de colit minmax assoce sécrit :

min max fs(X):
x2X (S) $25 s(x)

De plus, on notex la solution optimale pour le s@nario s : Xg 2 arg mink2x, fs(x). Alors

3



le mockle de regret minmax est :

erg(l?s) max ffs(x) fs(Xs)g:

Ces moctles conduisenta des solutions tes robustes, das le sens ai elles seront ealisables
guel gue soit le senario se produisant (cfx 2 X (S)). On parle de conservatismede la solution.
Une telle propree n'est pas toujours pertinente, dans la mesure ai certains s@&narios peuvent en
pratique &tre bien moins probables que d'autres. Est-il abrs utile de payer uneventuel sur-colt
pour tenir compte d'unevenement qui n'a que tes peu de chances d'arriver ?

La mocklisation propose par Mulvey, Vanderbei et Zenios [55] repose elle aussi sur un
ensemble ni de s@narios. Elle diere cependant du travail de [48] par l'introduction de no-
tions probabilistes simples. Les auteurs attribuent a chaque s@nario s une probabilie ps
d'occHrrence, et s'ineressent plus speci guementa I' optimisation de I'esgerance du cott (i.e.
miny 5 Psfs(X)). La question du conservatisme de la solution est traieg et les auteurs
cherchenta relacher cette propree. Pour cela, ils ont recoursa une fonction de genalie sur
la non-ealisabilie eventuelle d'une solution. Un des ineréts de [55] est de mettre tes clai-
rement enevidence les deux objectifs contradictoires inervenant souvent dans I'optimisation
en contexte incertain. D'un cok, on cherche une solution\souvent” ealisable (robustesse ou
conservatisme de la solution). Mais d'un autre cot, on veut aussi une solution de colt aussi
faible que possible. Pourtant, la eponse apporee demeve partielle et assez largement insa-
tisfaisante. La ce nition de la fonction de penalie sur la non-ealisabilie pose question. De
plus, les auteurs ont nalement recoursa une combinaison ireaire des deux objectifs (codt et
penalie) : si cette mocklisation a le nrerite de la simpl icie, la manere de choisir les coe cients
de la combinaison lireaire reste probematique. Il serat peut-etre plus satisfaisant d'avoir re-
coursa des approches purement bi-objectifs conduisantaune description du front de Pareto
assoce.

Les approches de [48] et [55] sont bien adaptes quand legsarios peuvent étre facilement
e nis etenunees. Pourtant, c'est loin d'étre toujo urs le cas. Pour de nombreuses applications,
il n'y a souvent pas de sens immediata vouloir ¢ nir un en semble ni de s@narios possibles.
Cela peut arriver notamment quand les grandeurs incertaine sont par nature continues (par
exemple le tra ¢ dans un eseau de eecommunications). Une icee qui peut sembler naturelle est
d'avoir recoursa des nethodes dechantillonnage de type Monte-Carlo. Mais il faut s'interroger
sur le sens tleorique d'une telle cemarche, qui demandeatre clarie. Par ailleurs, d'une manere
cererale, I'obtention de garanties theoriqguesa parti r de nmethodes déchantillonnage conduita
la ¢ nition d'un tes grand nombre de s@narios : ceci re nd tes di cile l'utilisation directe de
moctles tels que ceux de [48]. Une discussion sur les incenients lesa certaines approches
s'appuyant sur des nmethodes déchantillonnage peut étre trouvee dans [58] (voir aussi [7] pour
des observations similaires).

Finalement, malge l'apparente simplicie des moceles classiques de [48], des dicules
treoriques et algorithmiques existent. En e et, beaucoup de probemes robustes ainsi moctlies
ont une complexit bien plus importante que leur correspordant classigue (non-robuste). Parmi
plusieurs exemples cetailes dans [48], les auteurs moment en particulier que le probeme de
plus court chemin robuste, quand les poids sur les arcs somgertains, est NP-di cile méme si
le nombre de s@narios est restreinta 2 (Sj = 2). Cette non-conservation de la complexie du
probeme initial, surprenante de prime abord, conduita d es di cules importantes de mise en
uvre d'une telle nethodologie robuste en pratique.

Ainsi, cette beve e exion sur les moctlesetudes da ns [48] a mis enevidence les questions
centrales suivantes :



1. comment gerer le compromis entre ealisabilie et co(it d'une solution robuste ?
Comment ¢ nir 'ensemble desevenements auxquels ure solution devrait étre robuste ?

3. Peut-on trouver une nethodologie d'optimisation en contexte incertain garantissant une
complexie treorique et pratique moceee ?

n

Aucune approche ne semble pouvoir epondre de manere s#faisante a I'ensemble de ces
guestions pour tous les domaines d'application. Il est reamoins important de les garder a
I'esprit pour ¢k nir des cemarches pertinentes.

1.2.2 Un cadre plus greral

L'extension naturelle des approches pe®dentes consiea travailler avec un ensemble gereral
devenements (non-discret a priori). A chaqueewnement ! 2 , on associe I'ensemble X
des solutions ealisables. Sil'on noteX ()= \,, X, le mocle robuste de colt minmax est :
min maxf (x;!)

x2X () !2
al f(x;!) est de colt de la solutionx si lexenement ! survient. Il faut remarquer qu'une telle
cereralisation rend di cile une approche de type regret m inmax. Comme peedemment, le
probeme du conservatisme de la solution ainsi calcuee 8 pose. On souhaite toujours obtenir
une solution qui (i) soit de colt \assez" faible, et (ii) soit ealisable pour \la plupart” des
eventualies envisages. Une manere de faire est de sneresser seulementa un sous-ensemble
assez grand devenements © |, et de esoudre le probeme robuste assoce :

min _ maxf (x;! )
x2X( 912 0

al X( 9=\,, oX,.La gure ci-dessous donne une repesentation des ensenmds d'incertitude
et C ainsi que deS tel qu'utili® peedemment.
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La di cule fondamentale consistea bien ¢ nir 'ensem ble d'incertitude © Une cemarche
naturelle pour mesurer la ealisabilie d'une solution consiste a introduire une mesure P de
probabilie assoceea ( P()=1). On veut alors Yassez grand, par exempleP( 9 1 ",
avec" 2 ]0; 1[ donre, gereralement petit. Ce sous-ensemble doitegalement étre choisi de manéere

a entra’mer un colt robuste assoce aussi faible que paosible. Le probéme suivant est donc
particulerement ineressant :

min min  maxf (x;! ) (1.2)
© P9 1" x2X( 9!20
Travailler avec un sous-ensemble devenements ©  est une icee qui aee ecemment beau-
coup utilisee, voir par exemple [33, 9, 13]. Chaque contrilntion pesente une manéere speci que
de ¢ nir le sous-ensemble © Dans le cadre de la programmation lireaire robuste, [11] pocure
une vision uniee de la plupart de ces travaux.



1.2.3 Liens avec la programmation sous contraintes probabi listes

Les approches robustesevoqiees ci-dessus sont en lienrect avec la programmation sous
contraintes probabilistes (chance-constrained programming voir e.g. [66, 16, 46, 67, 45]). Avec
nos notations, ce mockle peut skcrire :

n o]

min zjPz f(x!)etx2X, 1 " (1.2)
x2X;z2R

Cette approche de l'incertitude aet introduite en 1959 p ar Charnes et Cooper [23]. En toute
cereralie, ce mocele donne lieua des programmes mathematiques complexes. Une des sources
majeures de dicule est la non-convexie potentielle de I'ensemble des solutions ealisables.
Beaucoup de contributions ont donre, jusque ecemment, tes conditions dans lesquelles cette
convexit est assuee. Neanmoins, des exemples simplest frappants ewelent que I'ensemble des
solutions peut &tre particulerement di cilea manipul er.

Exemple : Consicerons une variable akatoire (a;b) telle que : P((a;b) = (1;1)) = 1=2 et
P((a;bh=( 1,0)=1=2.SoitX =fx2 RjP(ax b 1=29.0na:X =] 1 ;0][ [1;+1[.
On voit que X n'est méme pas connexe.

On renvoiea [45] pour un ecapitulatif de cas particulier s de programmes sous contraintes
probabilistes connus pour étre convexes. On notera que, atsiqguement, les travaux sur la pro-
grammation sous contraintes probabilistes se sont essemflement inereses a des probemes
lireaires dont les coe cients sont des variables akatoires normalement distribiees, et le plus
souvent incependantes [75, 74, 84]. En e et, on peut dans ceasecrire unequivalent ceterministe
du probéme.

Le mocktle (1.1) apparat en fait comme une eecriture equivalente du probeme sous contrainte
probabiliste (1.2) :

Lemme 1 |l existe z tel que (x;z) est une solution optimale de (1.2) si, et seulement si, il
existe © tel que( ®x) est une solution optimale de (1.1).

Preuve : (1.1) peut skcrire de manereequivalente comme :

min zjz maxf(x;!) (2.3)
0 P9 1 "x2X( %z2R t2 0

Montrons que (x;z) est solution ealisable de (1.2) si et seulement si (% x;z) est solution
ealisable de (1.3). Soit (x;z) solution ealisable de (1.2). Soit °=f! 2 jz f(x;!)etx2
X g. Cette & nition implique que x 2 X( 9. On saitegalement queP( 9 1 ". Onen
ceduit que (- % x;z) est une solution ealisable de (1.3).

Reciproquement, soit (¢ x;z) une solution ealisable de (1.3). Alors :

Pz f(x!)etx2X, Pz f(x;!)etx2X, etl 2 0O
Px2X, et! 2 0
P! 2 9; puisquex2 X( 9

Onenceduit: Pz f(x;!)etx 2 X, 1 . Ceci montre que ;z) est une solution
ealisable de (1.2).

Comme chacun des deux probemes (1.2) et (1.3) impliguentd méme fonction objectif, on
en deduit la correspondance des solutions optimales entrées deux probemes. Le esultat avec
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(1.1) s'ensuit imnediatement.

La programmation sous contrainte probabiliste est un modde classique du domaine de la
programmation stochastique. Les quelques observations-dessus montrent les liens qui relient
ce mockle au domaine de l'optimisation robuste. Alors que & programmation sous contrainte
probabiliste est connue pour &tre particulerement di ¢ ile dans le cas gereral, on peut esgerer
avoir recoursa l'optimisation robuste pour approcher ce probéme de manere e cace.

Le lien entre moctles robustes et stochastiques aet soligre et utilie de diverses maneres
dans plusieurs publications ecentes [8, 9, 13, 24, 58].






Premere partie

Approches robustes pour les
probémes sous contraintes
probabilistes






Chapitre 2

Sous-ensembles déenements pour
I'optimisation robuste

Motivations : On a monte dans le chapitre peecdent le
lien qui existe entre contraintes probabilistes et optimisation
robuste. La logique de cette dernere approche est de trouer la
meilleure solution valide pour un ensemble devenementsdonre.
Ickalement, on souhaiterait e nir cet ensemble deve nements
de manere a esoudre, ou au moins approcher, un probeme
d'optimisation sous contraintes probabilistes. Cette e exion se
poursuit dans le pesent chapitre. On se concentre sur la maere
de c nir les ensembles devenements, et l'impact que cela a sur
I'ensemble des solutions robustes assoce.

Etant donre un ensemble dewenements possibles, la question principale qui nous ineresse
ici est la caracerisation de bons sous-ensembles © pour esoudre le probeme robuste
assoce :

min _ maxf (x;!):
x2X( 912 0
On rappelle queX (9 est I'ensemble des solutions ealisables pour toutevnement de ©°
0 doit etre assez grand pour assurer une bonne ealisabiéitde la solution robuste correspon-
dante. Mais cet ensemble doit aussi permettre un gain au niveu du pire codt de la solution :
max, » of (Xx;! ). Ces deux objectifs sont bien str contradictoires, et reessitent un compromis.

2.1 Sous-ensembles optimaux déenements

En lien avec la programmation sous contraintes probabiliseés, on rappelle que le meilleur
sous-ensemble ©  est solution du probeme d'optimisation suivant (voir x 1.2.2 et 1.2.3) :

min min _ maxf (x;!) (2.2)
Op( 9 1 " x2X( 9l2 O
Sans perte de greralie, on suppose que les ensembles dmlution fX, g » skcriventa
I'aide d'une fonction scalaireg: R" I R: X, = fx2 R"jg(x;w) 0g. On observera que
le cadre consicee est extrémement greral. Il inclut en particulier les cas de programmation
avec variables enteres, puisqu'aucune hypotlese spgecque sur g n'est impose. On pourrait
ecrire indieremment : X, = fx 2 Xjg(x;w) Og,au X Z" R" " (r n). Dautre part,
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le plus souvent dans la pratique, les probeémes d'optimiséion sontecritsa l'aide de plusieurs
contraintes scalaires :g1(x;w) 0;:::;gm(X;w) 0. On se rarene facilementa notre cadre en

rester valables pourg. Par exemple, si lesg; (x;:) sont concaves, alorsg(x;:) est aussi concave
(se souvenir que l'intersection d'ensembles convexes esbrivexe).
En conformike avec les notations utilises jusqu'ici, pour tout sous-ensembler , X(F)=
1 2 X1 estl'ensemble des solutions ealisables pour touteverement deF . Notonsegalement :
X = ,, Xi. Quelques observations simples peuvent étre faites pouresfamiliariser avec le
rapport entre un ensemble devenements et I'ensemble desolutions robustes correspondant :

Lemme 2 Soit F; etF;
() F1 F2) X(F1) X(F2)
(i) X(F1[ F2)= X(F1)\ X(F2)
(i) X(Fi\ F2) X (F1)[ X(F2)

Preuve : (i) estevident. Pour (ii), observer que (i) implique : X(F1 [ F2) X (Fp) et
X (Fi[ F2) X (F2),etdonc: X (Fi[ F2) X (F1)\ X (F2). Alors, pourtout x 2 X (F1)\ X (F»),
on \eri e aiement que x 2 X(Fy [ F2). Pour (iii), il sut de voir qu'une solution ealisable
pour tout F; (resp. F») est aussi ealisable pour F1 \ F». Donc X (Fy) X(F1\ Fp) et
X(F2) X (F1\ Fy).

Pour le point (iii), seule l'inclusion donree est vraie en @reral. La plupart du temps :
X(F1\ Fp) 8 X(F1) [ X(F2). En e et, consicerons par exemple que est compos de trois
s@narios . = fl ;! 5;!30. Supposons que-; = f! 4;1 50, et Fo = fl 5 13g.0na:Fi\ Fo=
f1,g. On voit que si une solution x est ealisable pour F; ou pour F», alors elle I'est pour le
s@nario ! ,, intersection de F; et F,. En revanche, une solution ealisable pour le seul senadp
I » n'‘est pas forement ealisable aussi pour! 1, et donc pour F1.

Lemme 3 Supposons que le probeme sous contrainte probabilist€l.2) admet une solution
optimale. Il existex 2 X etv2 Rtelsque °=fl 2 jf(x:!) wvetg(x;!) Ogestune
solution optimale de (2.1).

Preuve : D'apes le lemme 1, si (1.2) admet une solution optimale, abrs (2.1)egalement. Soit
( ;x ) une solution optimale de (2.1). On notev la valeur optimale assocee. On \eri e aigment
que O Onencduitque P( 9 1 ".Commedeplusx 2 X( 9, ( %x ) estune solu-
tion ealisable pour (2.1). D'autre part : max 1 of (x ;') v=min,ox ymaxiz2 f(x!).
Donc, puisquex 2 X( 9 : Minyox ( gmaxi 2 of (1) v =min,ox ymaxi2 f(x!).
Ceci assure que (%x ) est une solution optimale de (2.1).

Ce esultat simple fournit des informations ineressantes quanta la forme d'un ensemble
optimal devenements. Si par exemple, pour tout x 2 X, I'ensemblef! 2 jg(x;! ) 0Ogestun
polyedre, alors on sait qu'il existe une solution polyedrique de (2.1).

Pour esoudre le probeme (2.1) €quivalenta un progra mme sous contrainte probabiliste),
une icee naturelle consiste a faire \grandir" progressivement I'ensemble devenements ©en
esperant converger vers un ensemble optimal. Ce sera la stegie appliquee dans les chapitres 4
et 5. Neanmoins, on montre ci-dessous qu'une telle approah peut malheureusement converger
vers un ensemble non-optimal.

On introduit le concept de solution maximale de (2.1) :

I nition 1 Un sous-ensembld- est dit solution maximale de (2.1) si :
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() il existe une solution x au probeme : miny,x gy Maxi 2r f (X! ) ;
(i) pour tout autre sous-ensembleF® F :

min  maxf (x;! ) > min maxf (x;!):
X2X (FO) I 2F0 x2X (F) ! 2F

Ainsi, F est dit maximal s'il ne peut pas étre agrandi sans augmentete codt de la solution
robuste assocee. Cette carackristique sera en particlier \eriee par I'ensemble-limite de la
straegie de esolutionevoqiee plus haut. Deux observations permettent de clari er les relations
entre solution optimale et solution maximale :

{ dans de nombreux cas, il existe une solution optimale de (4.) qui est maximale. C'est clair
par exemple lorsque est ni. Si n'est pas nhi, mais s'il exi ste une solutionx unique
au probeme sous contrainte probabiliste, I'a rmation re ste valide. En e et, il sut alors
de consicerer I'ensemble © cecrit dans le lemme 3. Si cet ensemble pouvait encore étre
etendu, il serait assocea une nouvelle solution optimale x°

{ En revanche, une solution maximale de probabilie 1 " n'est pas recessairement optimale
pour (2.1), m&éme dans des cas tes simples.

L'exemple suivant illustre cette dernere a rmation.

Exemple : Consicerons le probeme robuste suivant :

min X1 +2Xo
S.C. a1X1+ axxo> 1;
x O

Les coecients a; et ap sont incertains, et appartiennent respectivement aux intevalles
[1/2,3/2] et [1,2]. Ainsi, =[1 =2;3=2] [1;2]. Supposons que chaque coe cient est une variable
akatoire uniformement distriblte sur son intervalle de a nition. Soit " = 1=2. On introduit :

(1/2,2) (3/2,2)  (1/2,2) (3/2,2)

- ; B F1 F
Fi=fa2 jap 3=2¢ 2

Fo=fa2 jag+a, 5=2g

(1/2,1) (3/2,1) (1/2,1) (3/2,1)
Observer que :P(F1) = P(Fp) =1=2=1 ". Soit V(F1) (resp. V(F>)) la valeur de l'objectif
pour la meilleure solution robustea tous lesexenements de F; (resp. F»).

Pour tout a 2 Fj, observer que :ax  1=2x; +3=2X,, puisquea; 1=2eta, 3=2. Ainsi,
X est une solution robustea tous lesevenements deF; si, et seulement si | ¥2x; +3=2x, 1.
En congquence V(F1) = min fx1 +2X5j1=2x1 +3=2X, 1;x 0g=4=3.

Montrons que F; est maximal. Consicerons un quelconquea2 nFy,i.e.: a2 [1=2; 3=2]
[1;3=2[. OnnoteF; = F4[f ag,etona:V(F1) = min fx1+2x5j1=2x1+3=2x, l;ax 1;x Og.
Observer que :ax  3=2x; + axX». On en ceduit : V(F7) minfxq, + 2X2j1=2x1 + 3=2X>
1;3=2x, + Axxo 1;x  0g = VO Soit x le point d'intersection des droites fx 2 Rj1=2x; +
3=2x, = 1g et fx 2 Rj3=2x1 + AyX> = 10, on peut \eri er que : Vo= x; +2x%,.

Par ailleurs, des calculs faciles montrent que x==(6 4a)=(9 2&) et x, =4=9 2av).
En conequence :V%=2 4=(9 2a). Comme on a suppo®ay < 3=2 : V0> 4=3 = V(F,).
Ceci assure que V(F1) > V (F1). Ainsi, on a monte que F; ne pouvait pas étreetendu sans
ceeriorer la valeur de la solution robuste assocee : F; est maximal.

Finalement, montrons queF; n'est pas optimal. Ceci se fait par comparaison ave€&,. Pour
calculer V (Fy), onecrit: V(F2) =min x1+2x,j8a2 convfal:a@:a®g:ax 1;x 0, a
al) =(1=2,2), a® =(3=2;1), a® = (3=2;2). Il est clair que : V(F2) minfx;+2x,ja®x
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1;a®@x 1;a®x  1;x  0g. Mais on montre aussi facilement que sk satisfait a®x 1,
a@x 1eta®x 1, alorsx satisfait ax 1 pour tout a2 convfa®;a®;al®g. Ceci assure :
V(F2) minfxi+2x,ja®x  1;a@x  1:a®@x  1;x 0g.

En e nitive : V(F2) =minfx; +2x2ja®x  1;a@x  1;a®x  1L,x 0Og=min xq+
2X2 | 1=2x1 + 2%, 1;3=2x1+ X2 1;3=2x1+2X%x, 1;x 0 . La esolution graphique de ce
programme lireaire permet de verier que : V(F2) =6=5<V (F1).

2.2 Proprees sgeci ques dans un contexte convexe

On suppose dans cette partie que est un ensemble convexe.

2.2.1 Ensemble convexe deenements

Lemme 4 Supposons que pour touk 2 X, g(x;:) est concave sur . Soit F , 0N a:
X(F)= X conv(F) .

Preuve : Comme conv(F) F, on a : X (conv(F)) X (F) (cf. lemme 2). De plus, soit
x 2 X (F). Pour tout (! 1;! ) 2 F2, et pour tout 2 [0;1], par concavie de g(x;:) : g(x; ! 1+
(1 ) o) g(x;!)+(1 )a(x;! 2) 0. Ceci montre quex 2 X (conv(F)). Alors :
X(F) X(conv(F)), etdonc : X (F)= X (conv(F)).

Proposition 1  Supposons que pour touk 2 X, g(X;:) est concave sur , et f (x;:) est convexe
sur . Alors, il existe une solution optimale 9de (2.1) qui est convexe.

Preuve : Ce esultat peut &tre vu comme une congquence du lemme 30n se propose cependant
de montrer plus directement que toute solution peut étre renplaee par son enveloppe convexe.
Supposons que °est une solution optimale non-convexe de (2.1), on montre qaiconv( 9
est aussi une solution optimale de (2.1). On a de manereeidente : P(conv( 9) P( 9 1 .
De plus, d'apes le lemme 4 :X (9 = X (conv( 9Y). Finalement, soit x 2 X (9. Par convexie
de f (x;:), on voit facilement que : max,ny o f (X;:) max of (x;:). Par ailleurs, puisque
O conv( 9 :max of (X;:)  MaXcony( of (X;:). Ainsi : max of (X;:) = MaXx gony( o f (X;2).
On a donc prouwe que : Mino x (conv( %) MaXi 2cony( 9 F (X1 ) =min,ox ( ogmaxi 2 of (X! ).

Cette observation montre qu'il est inutile de travailler avec des ensembles déwenements
non-convexes lorsque les fonctions et g ont les proprees decrites. De plus, ce esultat expli -
cite le fait que les probemes sous contraintes probabili'es peuvent en treorie étre remplaes
de manere equivalente par un probeme robuste convexe. Pourtant, il est bien connu que ces
probemes sous contraintes probabilistes peuvent étre on-convexes (voir I'exemple du para-
graphe 1.2.3). Par ailleurs, noter que dans la proposition pedente, les contraintes de convexie
ne concernent que la forme des ensembles dévenements alisables pour une solution donree
(les fonctions g(x;:) et f (x;:)). Le esultat reste donc valide quelle que soit la nature de g(:;! )
et f (:;!). Ceci concerne par exemple I'ensemble auquel appartientlvariable x, qui peut étre
(partiellement) discret (cf. programmation avec hombres etiers).

On a donc monte que, dans bon nombre de cas pratiques, on paait se restreindre a
travailler avec des sous-ensembles devenements © convexes. Dans ce contexte, un certain
nombre de proprees peuvent permettre de simpli er gran dement la esolution pratique du
probeme robuste assocea ©

On supposea partir de maintenant que est inclus dans un espace vectoriel de dimension
nie d.
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e nition 2 Soit C un ensemble convexeg 2 C est appek point extréme deC si ¢ ne peut
pas étre ecrit comme la combinaison convexe de deux autrggoints de C. En d'autres termes,
pour tout (ci;¢) 2 C2 et pourtout 2]0;1[:c= c1+(1 )&, C1=C=C

On notera G(C) lI'ensemble des points extrémes de&C. On rappelle ce esultat classique de
la treorie des ensembles convexes (voir par exemple [69]pillaire 18.5.1) :

Tleoeme 1 Un ensembleC convexe, ferme et borre est I'enveloppe convexe de ses pté
extrémes : C = conv(G(C)).

Lemme 5 Supposons que pour touk 2 X, g(x;:) est concave sur . Soit © fermre,
convexe et borre : X (G( %)= X( 9.

Preuve : CommeG( 9 Oona:X(G 9 X( 9. Maintenant, consicerons x 2 X (G( 9).
Soit! 2 9 D'apes le teoeme de Sarathaodory, il existe g_)+1 points extrémes f! giof 1.::d+1g

dans G( 9, et R telque ¢l y=1et:t = ¥ 1. Alors, par concavie de

g(x;:):a(x;!) ﬂ:i 9! ) 0, puisquex 2 X (& 9). Ceci prouve quex 2 X, . Comme

ceci est vrai pour tout! 2 9%:x 2 X ( 9. Ainsi, on a monte que X (G( %) X ( 9.

On peut alors montrer :

Proposition 2  Supposons que pour touk 2 X, g(X;:) est concave sur , et f (x;:) est convexe

sur . Soit © ferme, convexe et borre, on a :
min_ maxf (x;! )= min max f(x;!):
x2X( 912 0 x2X (G( 9) 1 2G( 9

Preuve : D'apes le lemme 5, on a : X(G( 9) = X( 9. Soit x 2 X( 9, on montre que
max of (x;:) = maxg o f (x;:). Puisque G( 9 O: max of (x;1)  maxg of (x;:). Soit
iD 2 0l existe d + 1Fpoints extrémes f! yGor 1::a+1¢ dans G 9, et 2 RY? tel que

ﬂ’;} Kk =let: ] = Eﬁ k! k (cf. treoeme de Caratteodory). Alors, par convexie d e
fx;):f(x!) ﬂ:i kf (X;1 k) maxg o f (x;:). Comme ceci est vrai pour n‘importe quel
I 2 %ona:maxof (x;:) maxg o f (X;:). Ceci acteve la preuve.

Ainsi, on peut se restreindre aux seuls points extrémes de © (convexe) pour assurer une
robustesse de la solutiona °dans son ensemble. Cette observation a fequemmentee gploiee
dans la literature (voir par exemple le travail de [5, 6]).

2.2.2 Un cas patrticulier

La proposition 2 a monte que, sous certaines hypotreses d convexie, on peut se restreindre
aux points extrémes de I'ensemble des s@narios envisag. On montre ici que pour un certain
contexte fequent en pratique, le nombre de senarios vrament utiles peut treoriquement encore
étre eduit.

On reprend d'abord quelqueseements classiques de I'opiisation lagrangienne ; on renvoie

contraintes. Consicerons le probeme :
minf (x)j8j 2 J;hj(x) O; etx2 R"g: (2.2)
P
Le lagrangien assoce est L(x; )= "(x) |23 i hj ().
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e nition 3 Soientx 2 R" et 0, on dit que (x; ) est un point-col deL si :
(i) 8x 2 R™;L(x; ) L(x; ),
(i) 8 OL(x ) L& ).

On a le esultat suivant, tes greral (voir [53], parti e 2.2, treoeme 3) :
Theoeme 2 Si(x; ) est un point-col deL, alors x est un optimum global du probeme(2.2).

Ce treoeme admet une eciproque sous certaines hypotleses (voir [53], partie 2.5, treoeme
5):

Treoeme 3 Supposons que :
(i) les fonctions fhjgj2; sont concaves, et est convexe;
(ii) il existe x 2 R" tel que, pour toutj 2 J, h;(x) > O.

Alors, si le probeme (2.2) admet une solution optimalex, il existe un multiplicateur de Lagrange
0 tel que(x; ) est un point-col delL.

Dans notre contexte d'optimisation robuste, le esultat suivant montre qu'en theorie, lorsque
g peut etreecrita l'aide de plusieurs contraintes g possdant certaines proprees de lirearie,
alors on peut encore diminuer le nombre de senariosa congerer. Les hypotleses de ce esultat
sont fequemment \eriees en pratique.

Une fonction f (;;:) de R"  dans R est dite convexe-a ne si (i) pour tout x 2 R", f (x;:)
est ane, et si (i) pourtout ! 2 , f(:;!) est convexe. La notion de fonction concave-a ne
s'en ceduit immediatement.

Proposition 3 Soit f gj (:;:)g;25 une famille de fonctions concaves-a nes, de R' dans R,
telle queg(:;:) = min 23 g (;;:). On suppose aussi qué(:;:) est convexe-ane, de R" dans
R. Soit °© un polytope, on suppose qu (9 est borre et contient un point x tel que :
8! 2 C%g(x;!)> 0. llexiste f! g2y  ‘tel que:

. N i e
erQl(no)!rr;a%f(x,.) min rjnzafo(x,.,)JBJZJ,gJ(x,.J) 0

Preuve : On rappelle qu'une fonction convexea valeurs eelles surun ouvert est continue en
tout point de cet ouvert (voir e.g. [34]). Comme Cest un polytope, G( 9 contient un nombre
ni debments : on note G( 9 = f! | Qo 1;:::N g- Pour simplier la preuve, on suppose quef
ne cepend pas de levenement ! : f (x;! ) = f (x). Ceci se fait sans perte de greralie, puisque
le probeme : miny,x ( oymax; 2 of (x;! ) secrit de manereequivalente : min ,,ox( o 28! 2

0:z f(x;!') O .llsutalors de consicerer comme variable x°= (x;z), et une fonction de
contrainte suppementaire gm+1 (x%!)=2z f(x;!).

D'apes la proposition 2 : min,ox ( o f (x) = minpzx(op o) f (x). Le lagrangien assocea ce
probeme d'optimisation est noe : L(x; )= f(x) 20 kefang ik G (X! k). Puisque les
fonctions g; (:;! k) sont concaves sur R, elles sont continues : I'ensemblé (G( 9) est ferme. On
a de plus suppos que cet ensembleetait borre. On sait parailleurs quef est convexe sur R,
donc continue : il existe une solution optimalex 2 X (G( 9) au probeme min x2x (¢ 9 f(X).

Observer que le pointx 2 X (G( 9) satisfait : gi(x;'x) > Opourtousj 2 J etk 2
f1;:::;Ng. Le teoeme 3 s'applique alors : il existe un multiplicat eur de Lagrange 0 tel
que (x ; ) estun point-col du lagrangien L. On suppose qu'il existej tel que ; > 0 (si ce
n'est pas le casL(x; )= f(x):on peutoptimiser sans contrainte). Commeg; (X ;:) est a ne,
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on peutecrire : gp(x y)=g(x )+ j(x ), e g(x ;) estlireaire et j(x ) est une constante.

EnposantS; = r1.ng jk € ik T k=g, o0na:
P P - P
Lx; ) = f(x) jZJSj:gJ(X;P k2f 1;25N g ik ! k) j2JSj:i(X)
= f(x) j2d Sj Y (x; k2f 1;::N g Tk ! k)
i . _P _ P - .

Introduisons levenement @ Ij = o1y ik k- COmMmMe o 5.y ¢ Tk = 1, d'apes la
convexie de ©:15 2 C Onerie alors facilement que (x ;S ) est un point-col du lagrangien :
C(x;S) = f (x) 20 Sj:g (X !). D'apes le treoeme 2, ceci signi e que X est une solution

optimale de minff (x)j8j;g; (x;!;)  Og.

On garantit donc qu'en treorie, quelle que soit la forme du polytope © (et en particulier
son nombre de points extréemes), le probeme robuste peuté&rire a l'aide de seulement m
s@narios, dont chacun est utili® sur une seule desn contraintes. Cependant, la cetermination
de ces s®narios peut ne pas étre imnediate en pratique.

Remarque : On trouvera d'autres esultats de discetisation simila ires dans [17] (voir les
propositions 5.100 et suivantes dans cet ouvrage). lIs soatablis sous des hypotleses plus faibles
et dans un cadre plus greral, as I'on ne suppose pas une dcomposition deg sous la forme
dem fonctions f gj (:;:)gj25. En contre-partie, les discetisations obtenues conceraent I'ensemble
du probeme : dans le contexte de la proposition 3, cela signe autant de eplications des m
contraintes que de s@narios de discetisation. La propaition 3 garantit, sous des hypotteses
certes plus restrictives, que le probeme discetise peut secrire avec seulementm contraintes.

2.3 Ensembles poledriques

On consicere de nouveau dans cette partie que est convexe teinclus dans un espace
vectoriel de dimension nie d. Il est ineressant detudier les ensembles polyedriques, qui jouent
un réle important en programmation matrematique, en particulier pour la programmation
lireaire. On deduit du lemme 5 ce corollaire :

Corollaire 1  Supposons que :
{ pour tout x 2 X, g(x;:) est concave sur ,
{ pour tout ! 2 , X, est un poledre.
Soit F , Si F est un polytope, alorsX (F) est un polyedre.

Preuve : D'apes le lemme 5, X (F) = X(G(F)). Si F est un polytope, alorsq‘(F) est de car-
dinalie N nie: G(F) = f! kO 1;::n g- En conequence X (F) = X(G(F)) = o 1.y g X1

Donc X (F) est un polyedre, en tant gu'intersection d'un nombre ni d e poledres.

On peut s'interroger sur la validie d'une sorte de ecipr oque de ce esultat : si I'on consicere
un ensemble poledriqueV de solutions, existe-t-il un polyedre F devenements tel que V =
X (F)? En d'autres termes, on veut savoir si un ensemble polyedgue de solutions dans R
peut étre cecrit comme I'ensemble des solutions robustea un polyedre devenements dans
(ou de manereequivalente dans notre contexte, comme I'esemble robustea un nombre ni de
s@narios, cf. proposition 2).

En inversant les roles dex et de! dans le corollaire 1, on obtient :

Lemme 6 Supposons que :
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{ pour tout ! 2 , g(:;!) est concave sur R,

{ pourtout x2 X, x=fl 2 jg(x;!) 0Ogestun poledre.
SoitV X, si V est un polytope, alors I'ensemble maximal dexenements aquelV est robuste
est un polyedre. Autrement dit, il existe un polyedre F tel que :

) v  X(F),

(i) pourtout ' 2 nF,V 6 X,.

Preuye . En su*ivant le méme raisonnement que pour la preuve q,u cordire 1, on montre
que Loy x = xog(v) x €stun poledre. Consicerons alorsF = ,,,, « : il est clair que
V X(F).Eneet, soit x 2V :pourtout! 2 F, par construction,! 2  etdoncg(x;!) O.

Par ailleun:§, consicerons! 2 nF quelconque. SiV  X,;,ona:8x2V;gXx;!) 0. Ceci
signie: ! 2 ,,, x= F,cequiestune contradiction. D'ai le point (ii).

Corollaire 2 Supposons que :

{ pourtout ! 2 , g(:;!) est concave sur R,

{ pourtout x2 X, x=fl 2 jg(x;!) 0Ogestun poledre.
Soit F1 tel que X (F1) est un polytope, alors il existe un poledreF, F; tel que X (F») =
X (F1).

Preuve : D'apes le lemme 6, il existe un polyedre F» tel que X(F1) X(F2), et F»
est \maximal". Cette dernere propree assure que F; F», et donc dapes le lemme 2 :
X(F1) X (F2).

Le esultat ci-dessus impose une forme polyedrique aux esembles de robustesse assoces
a chaque solution (les ensembled 4gx2x ). Dans la suite de cette partie, on s'ineresse a des
hypotteses de convexite dierentes, permettant d'obte nir le méme type de esultat. On rappelle
guelques esultats classiques de l'analyse convexe (vopar exemple [69]).

I nition 4 Soit C  R" un ensemble convexe ferne, un demi-espace est dit porteuopr C
s'il contient C et si sa frontere contient un point de C. Si un demi-espace porteur est unique
au point x 2 C, il est dit tangenta C.

On sait que (voir [69], treoeme 18.8) :

Tleoeme 4  Un ensemble convexe fermeC  R"™ de dimensionn est l'intersection des demi-
espaces fermes qui lui sont tangents.

On introduit la distance classique de Hausdor entre deux ersemblesS; et S5 :

dy (S1; S2) = max )r(r%asi(grznsnz kx  yk; ggagz()[glsrl kx yk
Soit S(R") la collection de tous les ensembles fernes de R dy (:;:) est une distance sur
S(R") (observer quedy (S;cl(S)) = 0 pour tout ensemble S) :
{ pour (S1;S2)2S(R™M?:S1=S,, dy(S1;S2) =0,
{ pour (S1;S2) 2 S(R™)?, dy (S1:S2) = dhi (S2; Sa),
{ pour (S1;S2;S3) 2S(R™3, dy(S1;S2)  dn(S1;S3) + dy(S3;S2). Eneet:

8(u;v) 2 S3:kx  yk k x uk+ ku vk+ kv yk

8 (u;v)2 S3: miny>s, kx  yk k x uk+ ku vk+minyos, kv yk

8 V2 Sz:minys, kx  yk  minges; (kx  uk+ ku  vk) +minyos, kv yk

8 V2 Sz:maxxes, Minyss, kx  yk 0+ maxyos, mingas, kx  uk+minyos, kv yk
MaXyos, MiNy2s, KX YK maxyos, Mingas, kx  uk+ maxyzs, minyos, kv yk

)
)
)
)
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et donc : max.s, Minyss, kx  yk  dy (S1; S3)+ du (S3; S2). En inversant les roles deS;
et Sy, on a aussi : maxzs, Minyos, kKX  yk  dy (S2;S3) + dy (S3; S1), ce qui acleve la
cemonstration.

C nition 5 Soit (Sk),, N une suite d'ensemblesS est appee la limite de (Sy) si S est ferne
et:dy(Sk;S)! O.

On introduit la fonction :

G: 's (RM) .
P71 Xy =9(!) YRy)=fx2 R"g(x;!') 0Og’

Pour tous x 2 R" etr > 0, B(x;r) cesigne la boule fernee de centrex et de rayonr.

Treoeme 5 Supposons que :
() g(:;:) est continue sur R" ,
(i) pour tout ! 2 , si x est un point inerieur de G(! ), alors g(x;! ) > 0O,
(iii) pour tout ! 2 , X, = G(!) est convexe,
(iv) il existe > Otel que, pour tout! 2 , on peuttrouverx 2 G(! ) telqueB(x; ) G(!),
(v) il existe > Otel que, pour tout! 2 ,G(') B(;) .

Alors G est continue sur

Preuve : Soit! 2 , montrons que G est continue en! . Si ce n'est pas le cas, il existé > 0
tel que, pourtout > O, il existe! 2 telque kI k< etdy(G(');G(')) ". Alorson
peut construire une suite ( k)., dans telle que: ! ! ! etdy(G('«);G(')) .

Soit un quelconquek 2 IN. Puisque tous les ensembles consicees sont fernes fc (i),
dq (G('k);G(!)) " implique I'existence dex 2 R" tel que, ou bienx 2 G(! ) et B(x;") \
G(')= ,oubienx2 G()etB(x;")\ G('x) = .Ainsi,ennotant r = " =, on peut trouver
Xk Satisfaisant :

{ ou bien B(xk;r) G('k) et B(xk;r)\ G(!)= ,
{ ou bien B(xx;r) G )etB(xxr)\ G()=
En e et, montrons cela dans le premier cas, quan&k 2 G(! ) et B(x;")\ G(! )= . D'apes
I'nypotrese (v), il existe x 2 G(! k) tel que B(x; ) G(! k). D'apes la convexie de G(! k),
tout point x +(1 )x est dansG(! k), pour 2 [0;1]. Notons xx = kx +(1 k)X pour
k 2 [0;1]. Consicerons l'ensembleB tel que y 2 B si et seulement s'il existey 2 B(X; )
eriant: y= x+(1 k)y. Commex 2 G(! ) et B(x; ) G(! k), la convexie de G(! )
implique que B G(! k). De plus, pour tout y 2 B :

Xk Y =(Xk X)+(x y)+(y y)= k(x x)+(x y)+ «y x)
=1 W)x oY)

Ceci montre que :B = B(xk; (1 k) ). Donc, pourtout y2B :
kx yk k x xgk+ kxx yk (1 Wkx  xk+ ) (A K)( + )=(1 K)

Ainsi, enposant (=1 "=,ongarantit: B B(x;"), etdonc:B\ G(!)= . En a nitive,
observer queB = B (Xk;r).
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G(®)

De la méme manere, six 2 G(! ) et B(x;")\ G(! k) = (deuxeme cas), on peut trouver

Xk tel que B(xk;r) G(')etB((xx;r)\ G(! k)=
On construit ainsi une suite (xx),,N- D'apes I'hypottese (iv), cette suite est borree

et on peut donc en extraire une sous-suite convergentex{ ), de limite x (cf. treoeme de
Bolzano-Weierstrass). Comme on a suppos que(;; :) est continue :g(X: (); !+ )):9(X: ()5 ! ) !
g(x;!)2 0, et comme par constructiong(x: ) (1)9(X 10! ) < 0, on a recessairement :
g(x;!) = 0. D'apes I'hypothese (ii), ceci signi e que x est sur la frontere de G(! ). Mais comme
la suite (xx) aet construite de manere a &tre toujoursa distanc e au moinsr > 0 de cette
frontere, ce n'est pas possible (contradiction).

Soit une iregalie ax b valide pour un poledre P. L'ensembleF = fx 2 Pjax = bg est
une facette sidim(F) = dim(P) 1.

T
Lemme 7 Soit C une collection d'ensembles convexes delRet supposons qué® = ¢, S
est un polyedre de dimension pleine. Soitax b une iregalie c nissant une facette de P, on
note Q = fx 2 Pjax = bg. Il existe une suite (Sx) C telle que :

8x2 Q;mnkx yk! O
y2Sy

Preuve : Soit x un point inerieur de Q : il existe > 0 tel que x esta une distance au moins
de la frontere de Q. Pour tout k 2 N , il existe Sk 2 C tel que B(x; 1=k) 6 Sg. Il existe donc
un demi-espaceH tangenta Sy et eriant B(x; 1=k) 6 Hy. Observer queP Sy  Hy.

Soit maintenant x 2 Q quelconque, on note :[d(x) = kx xk. Comme B(x; 1=k) 6 Hy, il
existey 2 Hy tel que ky xk 1=k. On note HE I'hyper-plan paralkle a la frontere de Hy
et passant pary : HQ = fx 2 R"jai(x y)=0g. Soity 2 HE tel que (y x)et(y x) sont
co-lireaires :y x= :(y x).PuisqueP Hy, on a forement 0.

On introduit, pour tout > 0, le point: x( )= x+ W:(X x). Ce point est donca distance
de x dans la direction (x x). Ceci implique en particulier que si ,alorsx( )2 Q. On
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kenit: y()=y+ m:(y y). Par construction, y( ) 2 HE. Par ailleurs :

x() y() = (x() x)+(x y+(y y()
= goix X)X Y gy )
= v gg (X VF gl %)
= 1+ W[l ] (x y):
Onseplacedanslecas= ,cequiassurex( )2P:x() y()= 1+ m[l ] (x ).
Puisque P Hy, les vecteursx( ) y() et x vy doivent &tre de méme directions, donc :
1+ —[1 ] 0. On en ceduit : 1+ d(x)=". Alors :

ax)

ky xk= :ky xk l+M :%:

Pour nir, remarquer que y 2 Hy. La suite (Sy),, N €st donc telle que :

. dx) 1
n k k 1+ —= -1 O
ke k

Ceci est vrai pour tout x 2 Q.

Proposition 4  Supposons gque :
() o(:;:) est continue sur R" ,
(i) pour tout ! 2 , si x est un point inerieur de X, , alors g(x;! ) > 0O,
(iii) g(:;:) est concave-concave sur R ,
(iv) il existe > O tel que, pour tout! 2 | on peut trouver x 2 X, tel queB(x; ) X,
(v) il existe > Otel que, pour tout! 2 , X, B(0;) .

Soit F; un ensemble ferne. SiX (F1) est un poledre, alors il existe un polytopeF;
tel que X (F2) = X (F1). Si F1 est convexe, alorsF,  Fj.

Preuve : On suppose sans perte de eereralie queX (F1) est de dimension pleine; si ce n'est

pas le cas dans R, on se ramenea cette hypothese en consicerant un sous-space vectoriel plus

petit. Soit = X, g 2r,. On note Qp, pour p2f 1;:::;Ng, les facettes deX (F1); si apx by

est l'iregalie caracerisant Qp, Qp = fx 2 X (F1)japx = byg. Pour tout p2f1;:::;Ng, d'apes

le lemme 7, il existe une suite X, E)kzN telle que : 8x 2 Qp;minyayx ,kx yk! 0.
Tk

Soit (! 'p(k))k2|N une sous-suite convergente del §),, . €t notons! P 2 F; sa limite. D'apes le

treoeme 5, G est continue, et donc la suite ¥, p(k)) tend vers X, p. Cet ensemble limite satisfait :

X(F1) Xip, puisque! P 2 F;. De plus, pour tout X 2 Qp : limyip minyay , kx yk =
Tk

Minyzx, , kKX  yk, donc : mingzax, , kx  yk = 0. Qp est donc une facette deX,», puisque
Qp X(F1) Xyp etpourtout x 2 Qp, minyzx, , kx yk =0 (cette dernere condition assure
que Qp est \au bord" de X;»).

On a alors :
\ \ _
X (F1) Xip fx 2 RMjapx  byg= X (F1)
p2f 1;::5N g p2f 1;::5N g
et donc : X(F1) = o ... g X1 0. Finalement, on note Fz = convf! Pgpor...n . F2 est un
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X (F1). Si F1 est convexe,F, F; estevident par construction, ce qui conclut la preuve.

Ainsi, le corollaire 2 et la proposition 4 assurent, sous dehypotleses dierentes, que si l'on
cecrit tous les ensembles polyedriques devenements dans , on est sir aussi de cecrire tous les
polyedres de solutions robustes dans< . Ces esultats ne peuvent s'appliquer directementa des
cas ai des variables de decision enteres sont utiliees. lls peuvent cependant étreetendusa ce
contexte en se ramenanta la relaxation continue correspodante.

On illustre ceci avec I'extension suivant de la proposition4 :

Proposition 5  Soit X un sous-ensemble quelconque de"RSupposons que pour tout 2
Xy =fx2Xjgx!) 0g. Onnote: X, = fx2R"jg(x;!) 0g. Supposons par ailleurs
que :
() o(:;:) est continue sur R" ,
(i) pour tout ! 2 , si x est un point inerieur de X, alors g(x;! ) > 0O,
(iii) g(:;:) est concave-concave sur R ,
(iv) il existe > O tel que, pour tout! 2 , on peut trouver x 2 X, tel queB(x; ) X,
(v) il existe > Otel que, pour tout! 2 , X, B(0;) .

Soit F; un ensemble ferne. SiX(F1) = fx 2 R"j8! 2 Fy;g(x;! ) 0Og est un polyedre,
alors il existe un polytopeF; tel que X (F2) = X (F1). Si F1 est convexe, alorsF,  Fj.

Preuve . D'apes la proposition 4, il existe un polytope F, F; tel que X (F2) = X (F1). Ceci
assure :X(F2)\X = X(F1)\X , etdonc : X (F2) = X (Fq).

On termine cette partie par un exemple simple illustrant le £ns de la proposition 4.

Exemple : Ongconsicere = [1 ;2] [L;2], etX, = fx 0] I2x;+ 12:xp 19 Il est
clair que X = ,, X, = fx 0] x1+ X2 1g. Par ailleurs, d'apes le lemme 5, on a :
X()= X(l;l)\ X(1;2)\ X(2;1)\ X(2;2) = X(z;z) =fx Ojx1+xp 1=4g.
On repesente les 4 ensembles extemauxX (1.1, X (1;2), X 2:1) €t X 2.2) sur la gure suivante :
X

1

On \eri e que les hypotteses de la proposition 5 sont satidaites :
(i) on remarque queg(x;! ) = ! 2:xg + ! 2:x, : g(;;) est bien continue sur R>
(i) pourtout ! 2 ,unpoint xa linerieur de X, satisfait g(x;! ) > 0;
(i) o(:;:) est bien concave-concave egalement ;
(iv) X () contient une boule de rayon non-nul (voir la boule blanch e sur la gure), c'est
donc vrai aussi peur tout X,,! 2 ;
(v) l'ensemble X = ,, X, estborre.
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Consicerons alors un poledre P quelconque deX , par exemple :
X2

1

0
1 X,

La proposition 4 nous garantit que :
- ou bienP ne corresponda aucunX (F)g  (ce n'est pas un ensemble de solutions robustes),
- ou bien il existe un poledre F tel que P = X (F).

Il est clair ici que nous sommes dans le premier cas.

2.4 Sous-ensembles d'incertitudes pour la programmation | ireaire

Le but de cette partie est de pesenter rapidement quelquespproches de la literature pour
e nir des sous-ensembles de dans le cadre de la programmtion lireaire. On consicere un
syseme de contraintesAx b les coe cients de A sont incertains. On s'appuie sur l'analyse
de [11], qui propose une vision uniee de plusieurs approchs robustes de la literature telles
que [9], [33] et [13].

Une adaptation du esultat principal de [11] est propose ci-apes; on renvoie le lecteura
l'article initial pour unenone plus gereral. Ce esu Itat montre que consicerer un sous-ensemble
devenements  Oest en faitequivalenta introduire un terme de protection dans les contraintes
lireaires du probeme.

Soitb2 R™ le second membre. On consickre qu'unevenement est une miice de contraintes
A 2 R™ " L'ensemble correspondant des solutions ealisables estXa = fx 2 XjAx  bg,
ar X est un sous-ensemble quelconque de"ROn introduit deux matrices de eérence : la
premere, noee A, correspond aux valeurs minimales que peuvent prendre leoe cients de A ;
la deuxeme, noee A, correspond aux valeurs maximales de ces mémes coe cient©n a bien
sorA A.Onnoteenn: =A A 0.Pour simplier I'expos, on suppose par la suite que

> 0.

Soit et les operateurs cenissur R" R",avaleurs dans R", tels que :w=u v,
8i;wj = ujivj,et:w=u v,8 i;wj = ui=v. Noter queu v n'a de sens gque si toutes les
composantes dev sont non-nulles. On note :

XP
XR

x2Xj8j2LA;x+kj xk b
Xx2Xj8A2R™ "tq. 8 2Jk(A; Aj) jk 1:Ax b

a k:k est une norme quelconque, etk:k est la norme duale assocee (on rappelle que :
kuk =max,y 1U:x). Ainsi, X” est ¢ ni en partant du syseme de contraintes A:x b, eten
introduisanta chaque ligne j un terme de protectionk j xk. D'autre part, X R estI'ensemble des
solutions robustesa tous lesexenements de = A2 R™ "j8j 2 J; k(A| Aj) k1.
X P a l'avantage d'etreecrit de manere beaucoup plus compate. En revanche, la d nition de
X R permet d'avoir une compehension plus claire de I'enseml# desevenements contre lesquels
on se pemunit.
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Fig. 2.1 { Ensembles d'incertitude pour trois approches robuste dierentes.

Tleoeme 6 (Bertsimas, Pachamanova, Sim, 2004) XP = xR,

Preuve : Soitj 2 J.Soit§; = fs2 R"jks jk  1g. Soit x 2 X quelconque :

Ajx ;8Atg. (A A) 2S; max fA;X ;
j b q. ( A)j J (A A)j2S; iXg b
De plus, on a : maxa a) 2s; AjXx = AjX + maXxsps; SX. Onintroduit : e='s j, eton aen
conequence s= e . Observer alors que :

maxsx = max (e j):x= max e(x j):
s2S; kek 1 kek 1
On en ceduit nalement :
maxsx = (kx k) =kx jk
s2S;

puisque kik ) = kik.

Par exemple, consicerons la normel 1, noee kik;. Sa norme duale est k:k; = kik; . Dans
ce €3, on obtient : © :P' Dans le cas de la nggme Lo, on a: k:k, = kikp. Dans ce cas :

0= A2R™ "j8j 23 5 (A A;)*=F 1 (ellipsode).

Supposons que l'on a seulement 3 donrees scalaires incertas. La gure 2.1 illustre les
ensembles d'incertitude pris en compte pour 3 mockles robstes dierents. Le premier,a gauche,
corresponda un terme de protectionecrit avec la normelL 1 . Le deuxeme correspond au moctle
de [12, 13] (avec un paranetre = 1;5). Finalement, le troiseme ensemble @ droite) est obtenu
en travaillant avec la norme L5 ; c'est sur une norme semblable que le travail de [8, 9] s'appeL

Ces ensembles peuvent bien str étre dilaes ou etracks en consicerant un multiple de
la norme consiceee. Par exemple, ineressons-nousa & norme kik; , avec > 0. Quand
augmente, la taille de la pyramide (cf. gure 2.1a gauche) dminue. On repesente sur la gure
2.2 les ensembles obtenus avec = 2=3 et = 2. Pour = 2=3, observer que I'ensemble de
robustesse tepasse le cadre du pae . Ceci n'est pas tespertinent en pratique, puisqu'on a
suppog que les donrees appartenaient forementa . On remarquera, par contraste, que les
ensembles d'incertitudes de [12, 13] respectent mieux cetthypotrese (cf. gure 2.1, au milieu).

2.5 Un exemple simple

On rappelle que notre but est de trouver © telque P( 9 1 " etassurant un colt
robuste assoce aussi faible que possible. Icealement, oaimerait donc esoudre le probeme
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A =2/3

Fig. 2.2 { Dilatations de I'ensemble d'incertitude engende par l'usage de la normeL .

(2.1). Au travers de I'exemple cevelopge ci-apes, on montre que la ¢ nition d'un tel sous-
ensemble °devenements cepend fortement du probeme consicer e.
Consicerons le programme lireaire suivant :

min X1+ 2X>o
S.C. aijX1+ axxe 1, (2.3)
x O

Chague coe cient scalaire @i 0 est suppo incertain. Ainsi, I'ensemble desewenements
est I'ensemble des valeurs possibles du vectear Pour a2 , on note V(a) la valeur optimale
de (2.3).

Supposons quea; 6 0 et ap 6 0. Onintroduit 1 =1=a; et , = 2=&, qui sont les ratios des
coe cients de 'objectif et de la contrainte pour chaque variable x;;2. Soitk = argminf g 1.2,
une solution optimale de (2.3) est :

X = 1=&;
X; =0; pouri 6 k:

Alors, la valeur optimale estV(a) = . Pour tout 0, soit S l'ensemble des vecteurs
tkeknipar: S = fa OjV(a) = g (courbe de niveau de la valeur du probeme). De
l'observation peedente, on ceduit que V(a)= si et seulement simin; = . Donc :

_ . a;=1= al 1= .
S =fa O0j ay, 2= ou ay = 2= o

Certaines de ces courbes sont dessirees sur la gure 2.3.
Avant d'entamer letude de notre exemple, il convient de remarquer que pour tout F

min X;+2x2j8a2 F;axx 1 maxmin xi1+2xzja:xx 1 =max V(a):
x 0 a2F x 0 a2F

Pour un ensemble d'incertitude F donre, le terme de droite, facilea obtenira partir de la gure
2.3, donne donc une borne sur la valeur robuste. La cemarchgour determiner  © sera alors
toujours la méme :
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V(a)=2/3

Fig. 2.3 { Courbes de niveaux de la valeur-objectif du probeme @.3).

(i) construire d'abord © de mesureP( 9 =1 ", qui minimise la borne max,, oV (a):
(i) puis observer que l'iregalie ci-dessus est en fait erieea legalie.

Un ensemble \eri ant (i) et (ii) est recessairement optim al.

Supposons maintenant que chaque coe cienta; appartienta un intervalle [ a;; a; + 1]. Ainsi,
est un care de coe de longueur 1 : =] a;;a; +1] [ay;a, + 1]. Chaque coe cient est
suppos étre une variable akatoire unifornement distribiee sur son intervalle de c nition.
Consicerons " = 1=4. Trois cas dierents sont illustes sur la gure 2.4 : cha cun est caracerie
par des valeurs @;;a,) dierentes, donc un care dierent. Dans chaque cas, n otre but va
maintenant étre de trouver ©  solution optimale de (2.1). Les constructions proposes sont
tes geonetriques, et s'appuient en bonne partie sur une intuition visuelle. Elles ne petendent
pasa une parfaite rigueur mattematique.

Dans le cas de gauche, est compétementa droite de la ligne en pointiles. En consquence,
toutes les lignes de niveauS( ) qui intersectent sont verticales. On en ceduit que  Yest le
rectangle obtenu en enlevant de lesewnements \sur la gauche". L'ensemble ainsi construit
satisfait clairement (i) et (ii).

Dans le cas de droite, est au contraire compktementa gauche de la ligne en pointiles.
On voit alors que toutes les courbes de niveau d8( ) qui intersectent sont horizontales. On
en ceduit que Oest le rectangle obtenu en enlevant leseements \en bas" @ .

Finalement, le cas restant est un cas internediaire pour lguel © est obtenu en retirant
un trianglea . Sa construction est plus complexe que dans les deux cas pe®dents. Nous la
cktaillons maintenant. On s'ineresse, de manere arbi traire,a un ensemble ° celimie dans
par une simple droite. On suppose que n Cest un triangle rectangle de basé et de hauteur
h. On veut avoir : bh=2 = " = 1=4. Par allleurs, I'hypoenuse du triangle rectangle intersecte la
ligne en pointiles en un point (u;v) dont les coordonrees sont, relativementa
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v=2uU
v= h=b:v+ h h

Apes simpli cations, on obtient : v b=2+ u=2 = 0. Ceci n'est possible que si le discri-
minant assocea ce polyndme du second dege est positit =1 =4 2uv 0. Ceci implique :
u 1=4. Par ailleurs, pour assurer le plus bas cott possible sutednsemble desewnements de

0 u doit etre maximie (cf. condition (i) ; observer en e et qu e le codt \diminue le long de la
droite en pointiles™). On suppose donc maintenant que u = 1=4; ceci implique queb=1=2 et
h=1.

Pour le moment, la seule garantie de I'ensemble © construit est que son aire (ou sa proba-
bilie) est bienegalea 1 . Montrons maintenant que c'est en fait une solution optimale de
notre probeme. On peut montrer que le maximum des coots dechaque exenement de © est
egal au coot de la solution robustea tous lesexenements de °(condition (ii)). D'apes la forme
des courbes de niveaux (voir gure 2.3), le coat maximal max, oV (a) assoce auxewenements
de Oest obtenu simplementa l'intersection de la ligne en poiniles et de ° En s'appuyant
sur le lemme 5, le codt de la solution robuste auxewenemets de 9 s'obtient en esolvant le
probeme : min fx1 +2x2j (a1 + Ox1+ ayx2  Liajxs+(a,+ h)xa 1;x  0g. On ne cetaille
pas ici les calculs.

Par ailleurs, d'apes la proposition 1, le sous-ensembletimal  °peut étre chercle convexe.
Or il semble clair que tout ensemble convexd- dierent de 0 et de mesure au moins
1 " =34, esttel que:

maxV(a) > maxV(a):
a2F a2 o

Ainsi la condition (i) est \eriee.

a_2 a_2 a_2
_ _ _ DQ
1 I o) 1 1

1 a_l 1 a_l 1 al

Fig. 2.4 { Trois sous-ensembles optimaux de pour le probeme (23) et " = 1=4.
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Chapitre 3

Utilisation du modakle robuste de
Bertsimas et Sim pour la PLNE

Motivations :  Bertsimas et Sim ont propo® un moctle robuste
lireaire qui a acquis une kgitime popularie, due d'aborda sa
simplicie de mise en uvre. Ce mockle est directement uti lisable
pour les probkmes lireaires en nombres entiers. Cet asps
speci que, relativement peu exploie dans la literatu re a ce
jour, est le sujet de ce chapitre. On se propose en particuliede
mettre enevidence quelques proprees polyedriques de ce mockle
robuste. La structure du saca-dos robuste, fondamentale est
plus particulerementetudee.

programme lireaire en nombres entiers suivant :

max CX
s.c. Ax b (3.2)
X2 N":

c 2 R" est le vecteur des coe cients de l'objectif, A est une matrice a m lignes et n
colonnes, etb2 R™ est le vecteur des seconds membres. On suppose que seuls tEsaents
de la matrice A sont incertains. Ce cadre n'est en rien restrictif. En e et, si I'on suppose que
les seconds membre§h gj»; sont aussi sujetsa incertitudes, il sut de rajouter une va riable
arti cielle xp+1 = 1 pour se ramenera notre probeme : pour tout j 2 J, Ajx b devient
Ajx Bbxn+1 0. Le cas ai I'objectif doit aussi étre consicee incertain est traie aiement en
introduisant une variable z et enecrivant : maxfzjz c¢x 0;Ax b;x2 N"g.

Par ailleurs, beaucoup de esultats setendent directement au cas de la programmation
lireaire mixte en nombres entiers, avecx 2 N" R" " (r n). Dans un souci de simpli-
cie de lI'expos, on ne consicerera ici que des variablesnteres.

3.1 Mockle d'incertitude et sur-conservatisme

Chaque coe cient Aji est suppos pouvoir prendre ses valeurs dans un intervallédorre
[Aji;Aji]  R. Dans un souci de simpli cation, on suppose que tous les @cients sont incer-

tains, c'esta-dire : Aj; < Aj; pourtout (i;j)21 J.Onnotera: j = Aj Aj > 0. Tous les
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esultats peuvent étre facilementecrits dans le cas ai seulement une partie des coe cients sont
incertains.
Une manereevidente de trouver une solution robustea I' ensemble desevenements pouvant

survenir est de esoudre :
max cX

s.c. Ax b
X2 N":

On est sar que la solution obtenue sera ealisable quoi qul' arrive ([79] s'appuie sur cette
vision de la robustesse, avec des hypotheses plus greles que celles consideees ici). Pourtant,
I'objectif assoce a cette solution a de fortes chances tre relativement faible. Or la qualie
mediocre de la valeur de la solution est duea la prise en comte du pireevenement A, alors
gue celui-ci a peut-etre de tes faibles chances de se praite. On parle de \sur-conservatisme"
pour designer ces situations al la solution calcuke estbien robuste (conservatisme), mais en
fait m&éme trop robuste puisqu'elle impose une perte au nivau de l'objectif qui ne se justi e
pas forement.

Dierents moctles ontet proposs dans la literatu re pour faire facea ce probeme de sur-
conservatisme pour la programmation lireaire robuste [8,13]. Bertsimas et Sim [13] ont & ni
une approche particulerement ineressante pour notre contexte. Nous en cetaillons ci-apes les

principales caraceristiques.

un premier temps). On cherche ensuite une solution qui restealisable si n j coe cients de
la contrainte j prennent leur valeur la plus favorable (valeur minimale), tandis que les ; coef-
cients restant prennent leur pire valeur (valeur maximale). Matlematiquement, la contrainte
robuste j sécrit donc :
X X _
Aj xi + Ajixi B;8S [1tg.jSj= j: (3.2)
i2s i2s
On remarque par exemple que sij =0, alors on a simplement :A;x  by. Ceci correspond
au senario le plus optimiste pour la contrainte j. A l'autre extemie, si  j = n, on obtient :
Ajx B. Ceci correspond au s@nario le plus pessimiste pour cetteontrainte. On peut ainsi,

au travers de ;, paranetrer le conservatisme de la solution obtenue.
Le mocktle robuste complet secrit donc :

max o X
S.C.  asAjiXit sAjixi b; 85 1tqg.jSj= ;8 27 (3.3)
x2 N":
On peut montrer facilement que ce programme de taille exportielle sécrit en fait de
manere equivalente (voir [13]) :

max p X p
SC i AiXitz jt+ P B 8 27 (3.4)
Zj *+ i ji Xis 8(i;j)y21 J
Xi2 N;pgi  0;zz G 83G;j)y21
Treoeme 7 (Bertsimas et Sim, 2004) X est une solution ealisable de(3.3) si, et seule-

ment si, il existe z et p tels que(x;z; p) est une solution ealisable de(3.4).

(3.4) est donc uneecriture de taille polynomiale du probleme robuste paranete par . On
remarquea ce stade qu'il n'est pas recessaire que les pan@tres f jg2; soient entiers pour
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que (3.4) ait un sens.A partir de maintenant, on supposera simplement : ; 2 [0;n] pour tout
j 2.

On a cep mis enevidence deux raisons majeures pour s'irgressera ce mocele robuste. La
premere concerne la mocklisation : le paranmetre donne un controle sur la robustesse de la
solution. Ceci est essentiel dans le cadre d'une e exion @r le sur-conservatisme. La deuxeme
raison est plus algorithmique : le programme lireaire en nonbres entiers (3.1), nominal, est
transforme en un autre programme lireaire en nombres enters (3.4), robuste, de taille raison-
nable. Cette caraceristique a des consquences pratiges importantes pour la esolution du
probeme robuste. On peut en e et esgerer s'appuyer sur les logiciels e caces qui existent de
nos jours pour la PLNE (programmation lireaire en nombres atiers).

D'autres speci cies de cette approche robuste neriten t d'etre souligrees. On peut mention-
ner le fait que le probeme robuste obtenu conserve souventine complexie treorigue compa-
rablea celle du probeEme nominal correspondant. On reviendra plus loin sur cet aspect, ccp
aborce dans [12] pour le cas a1 seuls les coe cientsfc g2, de l'objectif sont incertains. Par
ailleurs, Bertsimas et Sim proposent une analyse probabgite de leur moctle robuste [13]. Ceci
est particulerement ineressant : on peut notamment fai re le lien avec la programmation sous
contraintes probabilistes. Cet aspect seraegalement abmk ulerieurement (voir chapitre 4).

Ce mockle robuste a initialement ek propos pour la pro grammation lireaire pure (i.e.
avecx continu). Les auteurs ont cependant mis enevidence que lauapproche s'appliquait tes
bien au cas de la programmation lireaire mixte en nombres etiers. Des tests nuneriques sur
qguelques probemes combinatoires sont pesenes dans13]. A notre connaissance, les autres
contributions sur l'application du mocele robustea la PL NE se sont concentees sur le cas ai
seuls les coe cientsf ¢ g2, de l'objectif sont incertains. [12] fournit des esultats de complexie.
[64] s'est focali® sur les aspects probabilistes, en fonissant des bornes plus facilesa calculer que
celles de [13]. Toujours pour ce cas speci que des coe ciets f ¢ g2 , [2]etudie des reformulations
plus e caces.

De manere surprenante,a notre connaissance, aucun aut travail n'aee mere pour le cas
al les coe cients de la matrice de contraintes A sont incertains. C'est ce contexte tes gereral
qui nous ineresse ici.

3.2 Complexie du probéme robuste

On se restreint dans cette partie au probeme robuste suivat, avec variables 0-1 :

max o X p
sC i AiXitz j+ P b 8j_2_ J; (3.5)
Zi *+ i ji X5 8(i;j)y21 J
xi 2 f0;1g; p;i 0,z; 0 8(G;jy21 I

L'analyse de complexie propoge ne semble pas pouvoiretendre facilement au cas des
nombres entiers gereraux (3.4). La seule chose stre estug la complexie de ce dernier probeme
est au moins celle de (3.5). Le esultat qui suit est une garalisation de celui donre dans [12].
La preuve s'appuie sur des ickkes similairesa celles utikees dans cet article.

Tleoeme 8  Le probeme robuste (3.5) peut étre esolu via (n+1) ™ probeémes nominaux (3.1).

Preuve : Il existe une solution optimale (X ;z ;p ) du probeme robuste (3.5) qui \erie :
8(;j)21  Ip; =(jix z)* (onrappelle que : ()* = maxf:;0g). On en ceduit que le
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programme suivant fournit une solution optimalea (3.5) :

max
sc. i Aixit gzt (X z)T b 8 2
x2f0;1g";z O

Soitj 2 J.On note : fj(z:x) = ;z + i i (jixi z)* (terme de protection de la
contrainte j). Commez; Oetx; 2f0;1g,ona: (jixi z)" =( i 2z)" xi.Andeviter des
jeux déecriture complexes, on suppose sans perte de gemalie que les valeurﬁf ji Gi21 sont trees
gn ordre croissant,i.e. : j1 2 in-Alors, sizp 2 [jk; jk+l: (i Z)™x =

i ka1 (ji Z)xi. Ceci signie :
8 P _
< jtpinlio Zxi; sz < g
fi(zi;x)= . iz + i (i Z)x, silexistek21t9.z 2 [ jk; jk+1l
g, sizi  n:

La contrainte j secrit donc @ A;x + fj(z;x) by. Soit x 2 f0;1g" quelconque.f;(:;x) est
continue sur R et lireaire sur [0; 1], sur chaque intervalle [jx; jk+1], pourk 2f1;:::;n  1g,
etsur[jn;+1 [. De plus, limyq f;(:;x) =+ 1 . En conequence,f;(:;x) atteint son minimum
sur R* en l'un des points deZ; = fOg[f j gi2|. (Cette conclusion est incependante de l'ordre
suppos sur lesf j gio;.)

Revenons au probeme global (3.5). On noteV sa valeur optimale, et on introduit la valeur :

V(z)= min CX
S.C. ij+fj(zj;x) b, 8 23
x 2 f0;1g":

De manere immediate : V =max; oV(z) maxzz, zn V(2). D'autre part, soit z O tel
quez; ZZ; pourunj 2 J. Soit X la solution assoceea V(z). D'apes les e exions ci-dessus,
il existe z; 2 Z; tel que fj(z;x) fj(z;x%;). On en cduit qu'il existe z 2 Z; Zm
tel que V(z) V(z). Ceci montre que : maxzz, zm V(2)  max; oV(z). On en conclut :
V =maxyzz2z, zm V(2).

Pour nir, observer que chaque probéme V (z) est une instance du probeme nominal (3.1).
Ceci acteve la preuve.

Cette preuve montre en fait que, dans un contexte plus gereal, si I'on note n; le nombre
de coe cier&s incertains de la contrainte j (n; n), alors le probeme robuste (3.5) peut étre
esolu via J-2J(nj + 1) probemes nominaux (3.1). Dans [12], les auteurs ont sppog que
seuls les coe cients de 'objectifetaient incertains. Ceci estequivalenta considcerer qu'une seule
contrainte du probeme nominal est sujettea incertitude s. On retrouve alors leur esultat.

Le theoeme 8 n'assure pas que la complexie du probeme nominal est consenee dans le
probeme robuste. En particulier, un probeme nominal po lynomial peut a priori devenir NP-
di cile dans sa version robuste. Cependant, dans certains as ai le nombre de contraintes
a ecees par lincertitude est xe, alors cette conservation de la polynomialie a lieu (avec un
facteur (n+1)™, au 1 est xe).

3.3 Aspects polydriques greraux

Soit une iregalie  x valide pour un polhedre P. L'ensembleF = fx 2Pj x = gest
une face de P. Cette face est propre siF 6 et F 6 P. Elle est appeke facette si dim(F) =
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dim(P) 1. Pour plus de cetails sur la treorie des polyedres, on renvoie le lecteur aux ouvrages
classiques sur le sujet (par exemple [56]).

Dans toute cette partie, on se concentrera sur un indicg 2 J » : onetudie ainsi la
transformation robuste d'une seule contrainte nominalej. Par ailleurs, on supposera que j
est entier. De plus, onelimine les cas triviaux au j = 0 ou j = n. Ainsi, on supposera :

j2fL:n 19

3.3.1 Poledre assoce au relacle continu

On s'ineresse d'abord au poledre :

( X X )

P’j = x2 |RE i Ajl Xj + K“ Xi q,SS | t.g. jSj= j
i2s i2s

Lemme 8 Supposons qudy > 0. Alors dim(Pj) = n et pour tout i 2 I, liregalie x; 0
¢k nit une facette de P;j.

Preuve : Pour tout k 2 |, on note € le vecteur tel queek =0sii 6 k, et el =1. Soiti 2 |. F;
tbsigne la face engendee par liregalie x; 0 :F; = fx 2 Pjjx; =0g. Soitk 6 i. SiAjx O,
on posexk = . SiAj > 0, on e nit x* = by=Aj €. Dans les deux casx* appartienta F;.
Alors fOg [f xKgeei est un ensemble den points a nement incependants appartenanta F;j :
dim(F;) n 1. Commedim(F;j) <dim (Pj) n,ona:dim(Pj)= netdim(Fj)=n 1.

Lemme 9 Supposons que soifp; Oeth > 0. Pour tout S | tel quejSj = j, liregalie
triviale : X X
Ajixi+  Ajixi b (3.6)
i2s i2s

¢k nit une facette de P;j.

Preuve : On rappelle que d'apes nos hypotteses,A; 0 implique queA; > 0. On va d'abord
montrer que la face engendee par (3.6) est de dimension 1. Pour tout k 2 |, on note ek
le vecteur tel quee,k =0sii6 k,ete =1. On obtient ; points lireairement incependants
gn considarantl:,xk =qu =Kjk):ek pour tout k 2 S. Ces points appartiennenta Pj et satisfont :

2s A X+ s A<= 1. p

Consictrons le point : x = 1= j: ,,sxX. Soit k 2 S, on construit : x* = 1:x + k.
Montrons qu'il existe 1> 0et ,> 0 tels que :xk 2 Pj et xX satisfait (3.6)a legalie. Cette
dernere condition impose : 1 + A = b.Si A =0, alors ; =1et , peutétre choisi
quelconque strictement positif. SiA;, 6 0, ona: 2= h(1 1)=Aj . \erions dans ce cas
qu'il existe 1 2 ]0; 1] tel que xk 2 Pj.

P
SoiiS0 | tel que jSY = |, et montrons qu'il existe 1 2 ]0;1[ tel que : p i2s0A;i xK +
p oA Xk . Supposoe,s dans un prgnier temps quk 2 S° Alors on a : i250Ai xk +
i250Aji XK 1+ 20 agoAj et A e = i+ A = by, quel que soit

1 2 ]0;1[. Supposons maintenant quek 2 S% Ceci implique que S°6 S; comme ces deux
ensembles ont le méme cardinal, il existé 2 SnS° Alors :

P P _
i2soAj Xt + o0 XK v () Dh=5+0A=(A) ) p
+ 2! i2§0Ajie|k+ i250Aji e
1 (g D=+ BA A §) + 2AK
= 1 (5 Dh=;+0bA=(An j) +@0  1)B:AK=AK
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OnnoteQi1=( ; 1b=;+BA;=(Aj j), Q2= b:Aj=Aj, et on souhaite assurer que :
1Q1+(1 1)Q2 Bb,avec 12]0;1[. CommeQ, >b; et Q1 <bj, untel ; existe.
On a travaile avec S° e, et donc 1 est une quantie positive qui cepend de S°; on la note
1(SY. Le point xX est alors ¢ ni comme : x= ;x+ &, @ ;=mins 1(SY > 0.
En ¢ nitive, on a construit n points fxXge,, lireairement incependants appartenanta Pj.
Ceci montre que la face engendee par (3.6) est de dimensiom 1, ce qui en fait une facette
de Pj.

Par des pro@des similaires, on pourrait montrer :

Lemme 10 Supposons qUEA, Oeth < 0. Alors dim(Pj) = n, et les iregalies (3.6)
¢k nissent des facettes deP;j.

On a suppos dans les esultats pe@dents que les coe dents d'une méme contrainte avaient
toujours tous le méme signe. Si ce n'est pas le cas, I'analysdevient plus compligwee, et les
iregalies (3.6) ne @ nissent pas toutes des facettes. C'est ce qu'illustre I'exemple suivant.

Exemple : Consicerons l'iregalie : aijxi+axx, 2. Les coe cients a; et a, sont incertains, avec
pour intervalles assoces :a; 2 [1;2], a2 2 [ 2; 1]. Consicerons =1, le syseme d nissant
le polyedre robuste est :

X1 X2 2,

X1 X2 2
On voit que la deuxeme iregalie est domiree par la prem ere, et ne e nit donc pas une facette
du polyedre robuste.

Neanmoins, la plupart des probemes rencontes en pratique conduironta consicerer des
coe cients de méme signe pour une contrainte donree.

Lemme 11 Supposons que soiy > O etA; 0, soith < Oet A; 0. Soit 2 2 RY tel que,
pour touti 2 | :

Ri = —:P q .
i k2t ATkt
% est le seul point extréme deP; tel quer > 0.

Preuve : Les hypotleses consiccees nous placent dans le cadre depe@dents lemmes; en
particulier, Pj est de dimension pleine, donc est non-vide. L'intersectiordes facettes c nies
par les iregalies (3.6) est caraceriee par :
X X _ X X
85 1tg.jSj= j: Ajixi"' Ajixi=1h, Ajixi"' jiXi=Dh:
i2s i2s i21 i2s
Puisque ; 2 f1;:::;n 1g, ce syseme comporte au moinsn equations lireairement
incependantes. Ainsi, il y a au plus une solution au syseme, qui est en fait donree par les
coordonrees X} ck nies dans le lemme. Sily > 0 et Aj 0, alors il est clair quex*> 0. Si
B < 0 et K,- 0,onapourtoutk 21 : A+ Kk 0Oce qui sigpi e A= jk 1. Alors :
k21 Ak=j n.Commeonasuppo®e j n 1, onobtient: , Ay=xk+ j<O0. Ceci
assure quex”™> 0.
Finalement, remarquer que les autres points extrémes imjduent recessairement les autres
facettesfx 2 Pjjxx =09, pourk 2 J.

Ainsi, Pj peut étre vu comme l'intersection d'une pyramide de sommet® avec R}, comme
illuste sur la gure 3.1.
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X, X

Fig. 3.1 { Polyedres robustes des solutions ealisables if = 3).

3.3.2 Poledre assoce au probéme robuste en nombres en tiers

Dans cette partie, on s'ineresse au polyedre :

( X X )

P =conv x2 N" | Aixi+  Ajxi B;88 Itqg. jSj= |
i2s i2s

La description de ce polyedre est importante en vue de la ssolution de probemes robustes en
nombres entiers, notammenta l'aide d'algorithmes de plars coupants ou debranch-and-cut En
pratigue, on a souvent des informations disponibles sur le plyedre assoceé au probeme nominal
(3.1). Il pourrait étre ineressant de e-utiliser cett e connaissance pour aidera la caracerisation
de Pj .

Soit S I, on note Aj(S) le vecteur dont les coe cients sont : Aji (S) = Aji sii 2 S,
Aji (S) = A;i sii 2 S. On peut cep faire la simple observation suivante :

Lemme 12 Soit S | tel quejSj = ;. Toute iregalie valide pour fx2 N"jA;j(S):x bg
estegalement valide pourP; .

Ainsi, la caracerisation du polyedre nominal assoce au s@nario A; (S) peut etre e-utilise
pour le probeme robuste. Evidemment, les iregalies ainsi obtenues ne su sent pasa decrire
P;. On cherche dans ce qui suita mettre enevidence des ireghies valides pour P;, mais non-
valides pour les polyedres assoces auXA;(S)0s |;jsj= ;-

Exemple : Consicerons le polyedre : fx 2 N?ja;x1 + apX>  2g. Les coe cients a; et a, sont
supposes prendre leurs valeurs dans l'intervalle [1,2]. Renons =1, le polyedre robuste assoce

est :
n 0
X2 N2j2x1+ Xo 2etxi+2xy 2 :
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X

La ligne en pointiles corresponda une facette du polyedre robuste. Elle n'estevidemment valide
pour aucun des ensemblebx 2 N2j2x; + x, 2getfx 2 N?jxi+2x, 20

Proposition 6  Soit 19 | tel quejl§ j . L'iregalie suivante est valide pour le polyedre P;j
du relacke continu :
X - X i 19 .
Aji Xj + Aj' + nj19 i Xi b (3.7)
i210 i210 J
Preuve : Soit 1% | tel quejl ;. Supposons d'abord qugld ;1. Sommons toutes

les contraintes robustes (3.2) telles que pour toui 2 12 le coe cient de la contrainte soit Aji ;
on obtient :

. X h _ i .
BEEN. ij19, 19 1. P19,

Coilig HAjiXi + Coitg A *C g 1 5di X Gyl
i210 i210

Eneet,ilyacC njjjl qu contraintes dierentes telles que tous les coe cients i 2 | %sontegauxa

leur valeur maximale Aji . Par ailleurs, soit i 2 19 parmi les contraintes lectionrees, il y en

a anjjlg()j 11 dont le coe cient i estA; = Aj; + ji ; les autres sont telles que ce coe cient est
Aji . Le esultat est obtenu en divisant l'iregalie ci-dess us par anjjlgq.
Pour nir, dans le cas a1 jlI§ = j, liregalie (3.7) n'est rien d'autre qu'une contrainte

robuste (3.2).

Les iregalies (3.7) peuvent étre utili’ees comme basepour construire des iregalies plus
fortes, valides pour le polyedre entier P; :

Proposition 7 Notons =mini2|;&ji 60 i :jAjij , > 0:
(i) si Aj 2 N", et si 1, alors l'iregalie suivante est valide pour Pj :
A M (3.8)
i21
(i)si ( A)2 N", et si 1, alors l'iregalie suivante est valide pour Pj :
Aji X = ! (3.9)
i j
i21



Preuve : Consickrons l'iregalie (3.7) obtenue pour 9= ,ona:P i21 Aji t it =N xi b
gi A 2 N", pourtout i 21 : j A_ji . Alors liregalie suivante est aussi valide pour Pj :
i21 Aji (L+ 1 j=n)x; Bb. En divisant par cette quantie lregalie, et en arron dissant le
membre de droite, on obtient (i).
Dans le cas @A, est un vecteur d‘entierlg regatifs, on a pour touti 2 | : j Aji- On
a alors liregalie suivante, valide pour Pj @, A; (1 j=n: )xi b.Comme on suppose
l,ona:1 ;=n:> 0.On obtient alors (i) comme peedemment.

Ces iregalies sont tes gererales. En contrepartie, elles sont le plus souvent assez faibles.

Exemple (suite) : Consicerons I'exemple peaedent, on a: = 1. D'apes la proposition 7,
l'iregalie suivante est valide : 2 x1 +2Xx, d 4=52 + )e = 2. On obtient ainsi l'iregalie en
pointiles sur la gure peedente.

Il semble di cile de donner des caracerisations polyedr iques fortes dans un cas compétement
gereral. Dans ce qui suit, on se concentre sur le cas partiglier ai toutes les donrees incertaines
f Aji gi2) varient dans le méme intervalle (mé,mes valeurs minimale temaximale). On s'attachera
a donner la valeur maximale que la somme ;,, i peut grendre dans ce cas. Pour arriver au
esultat, la cemarche sera d'examiner les plansfx 2 R"j ,, xi = g, et de voir pour quelles
valeurs de ce plan intersecte le polyedreP;.

Le lemme suivant est un esultat internediaire utile pour la preuve du treoeme 9 :

Lemme 13 S(P_jentXZIN,CZfO;:::;nget > 0.0nnote :S=fS | :jSj= jg, et
H=fx2N"j ;,,Xxi=nx cg. Alors:
glgrgzasx igSxi+(1+ )isti (n+ )X 1D+@+ )minf j;n cg

+(n ¢ )"

Preuve : Soitx 2 H.Pourtout S2 S, onnotegg; S) = i iag Xi+(1+ )P i»s Xi. Le maximum
de g(x;:) est obtenu en :S (x) 2 argmaxsas o5 Xi- S (X) est simplement I'ensemble des
indices correspondant aux ; plus grandes valeurs de X;gi2; .

Il s'agit maintenant de trouver x 2 H tel que la somme des ; plus grandes composantes
de x est la plus faible possible. Ceci implique que les valeurbx;gi»; sont aussi equilibees”
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gue possibles. On montre quex 2 argming g(;; S (:)) si les composantes dex sonta valeurs

dansfx 1;Xg. En e et, consicerons x°2 H ne satisfg’sant pas cette propree. Supposons qu'il
existek 2 | telquex? x+1.Commex°2H,ona: ;g x°=nx ¢ x{ (0 1)x c 1<

(n  1)(X 1). Donc il existe | 6 k tel que x’< X 1, soit : x> X 2. On construit alors
x9%2 Hegala x%excepe pour les composantek et | : x2%= x? 1 etx?= x{+1. On voit que :

g(x%9s (x%) < g(x®S (x9), donc x°2 argminy g(:;S (). La cemarche est la méme dans le
cas al il existe k 2 | tel quex? X 2.

On a donc monte qu'uneement x 2 argming g(:; S () a ses composantes danX 1;Xg.
Alors, recessairement, X a ¢ composantes de valeurx 1, et n c de valeur X. La valeur
correspondante deg(x; S (x)) fournit le esultat, puisque :

h i h i
ax;S (x))=(1+ ) j(x 1)+minf j;n cg + (n DX 1)+(n ¢ )

La borne est obtenue apes simpli cation de I'expression.

Treoeme 9 Supposons quéy > 0, et que pour touti 21 : Aj; =1 et j = > 0. On note :
X= bn+ ;),et: =( n+ )X b.Soit:
8 .
< d € Si n i
= + ;
Q=. &+ ) . sinon.
1+

Q est un entier compris entre 0 etn, et l'iregalie :

X
Xj nx Q (3.10)
i21

¢ nit une face propre de P;j. De plus, siQ 2f 0;ng, c'est une facette deP;.

Preuve : On a monte dans la proposition 6 que :P i21 §i nb=(n+ ;) est valide pour
P (consicerer 19 = ), donc pour P;. Ceci assure que ;,, X; NnX est bien valide pour
Bj. Notre but est de trouver un entier ¢ 2 IN aussi grand que possible de manerea ce que
i21 Xi nX c reste valide pour Pj. Observer que, si I'on augmenie progressivement a
partir de ¢ = 0, l'iregalie est valide tant que I'hyperplan fx 2 R"j ,,, xi = nX cg ne
\rencontre” pas Pj, i.e. ne contient pas de point de ce polyedre. Dit autrement, on clerche c
aussi petit que possible ge manerea ce que cet hyperplanantienne au moins un point deP;j.
Soitx 2 N" telque: ;,, xi = nX c. D'apes le lemme 13, il existeS | tel quejSj=
et:
X X
xi+(1+ ) xi (n+ )X 1)+@+ )minf j;n cg+(n c )7
i2s i2s

On s'ineressea la dierence entre cette borne et la quantie by, noe f (c) :

f(g=(n+ ;X 1LD+@+ )minf j;n ocg+(n c ,-)+ b

Sic n j,ona:f(cg=(n+ ;)X B c= c.Sic n j,ona:f(c)=
(n+ )X B+ (n ;) (I+ )c=+ (n ) (1+ )c Lafonctionf estdonc cecroissante
et s'annule pour une valeur, note c , qui vaut si n j.et(+ (n iN=1+ )
sinon. Noter quec 0. De plus, en remarguiant que n+ j,on\erieque ¢ n.

Quandc <c , alors : iz t (I+ ) 55X >Dbj. Ceciprouve quil n'y a aucun point
entier de I'hyperplan fx 2 R"j ,, xi = nX cg appartenanta P;. Puisqu'on cherchec entier,
la condition ¢ < c skcrit de manereequivalente : ¢ < dc e.
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= Consicerons maintenant le casc = dc e= Q, et construisons un point entierx 2 N" tel que
21 Xi=nX Qetx2Pj. Le point x est & ni par :

Xij=X 1, sii Q;
Xi = X; sinon;

Onp\eri e bien que P 21 Xi=nx Q.SoitS | telquejSj= j.La quantie P ag Xi +(1+
) i2sXi pSt maximale lorsqyeS contient un maximum deements i de valeurx. On montre
ainsi que :  agXi+t(1+ ) s f(Q)+ by (en eet, en reprenant les notations de la
preuve du lemme 13, ceci estequivalentab:g(x;S) g(x;SF(x))). De plus, commeQ c et
f est cecroissante,f (Q) 0.Onadonc: sXi+(1+ ) 55X B.Ainsi: x2Pj. Ceci
montre que l'iregalie (3.10) de nit une face propre de P;.
Enn, si Q 2f0;ng, on peut ¢k nir n points lireairement incependants sur cette face : il

su t de faire varier I'ensemble, de taille Q, desekments i tels quex; = X 1. On montre donc
que la face propre est une facette d@; .

Le treoeme 9 sktend imnediatement aux cas al les vale urs nominales sont toutes egales
et strictement positives : 8i 2 I;A;; = a> 0, et si les variations satisfont la méme propree :
8i 2 1; ;i = d. L'iregalie (3.10) peut aussi fournir des iregalies valides si ces proprees ne
sont pas respecees. Par exemple, si les coe cients dé; sont strictement positifs, consicerer le
probeme relacte avec, pour tout i, A} =minz Aj, €t =miniz j =A}. Mais on n'a plus
de garantie sur la qualie des iregalies obtenues.

Le méme type de esultat s'obtient dans le cas ai on travaille avec des coe cients regatifs :

Treoeme 10 Supposons qudy < O, et que pour touti 21 : A; = let jj = 2]0;1] On
note : x=b B =(n j)c,et: = (n i)X b. Soit:
8
3 IR ; si 61 et (1 ) s
Q:g d+ je; si >(1 ) i
"0 si =let =0

Q est un entier entre 0 etn, et l'iregalie :

X
Xji nhx+ Q (3.11)
i21

¢ nit une face propre de P;j. De plus, siQ 2f 0;ng, c'est une facette deP;.

leke de preuve, : La preuve est compétement similaire a celle du ttreoem e 9. En notant
H=1fx2N" , xi=nx+ cg, il faut d'abord observer que :

( )

X X
mpme ar@o) e @
i2S i2S
h [
avec :f(c)=(1 ) jx+minf j;cg +(n j)x+(c ;)" +b.Lafonction f est crois-

sante; il fﬁut en trouver le 2ro ¢ sur R:. Ce 2ro est tel quedc e= Q. On montre en n que
fx2 N"j 5, xi = nx+ Qg contient des points deP; .

On donne pour nir le méme type de esultat pour le cas a1 la valeur minimale de chaque
coe cient incertain est nulle.
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Treoeme 11 Supposons qudy > O, et que pour touti 2 1 : Aj; =0 et jj = > 0.On note :

X=dg=(; )e et: | m
Q= (X 1)+n b=
Q est un entier entre n j etn, et liregalie :
X
Xi nX Q (3.12)

i21
¢ nit une face propre de P;j. De plus, siQ 6 n, c'est une facette deP; .

P
leee de preuve : Comme peedemment, on note H = fx 2 N"j ,,, Xj = nX cg et on

montre que : ( )
. X .
)r(rm rgzasx | Xj i(x 1)+ minf ;;n co
i2S
On cherche alors le zro de la fonction cecroissante f ()=  j(X 1)+ minf j;n cg b.
Cette fonction s'anrigyle enc = (X 1)+n b= 2]n j;n]. On a:Q = dc e. On montre

ennque fx2 N"j ., xi = nXx Qg contient des points deP; .

Dans les trois tteoemes qui pe@dent, on suppose toujours que les valeurs minimales et
maximales ont toutes le méme signe (soit toutes positivessoit toutes regatives). En e et,
comme cep remargle dans la partie 3.3.1, la structure du polyedre peut étre tes dierente
dans le cas a ce signe peut changer (voir I'exemple suivare lemme 10).

Exemple : Consicerons deux sous-eseaux les entre eux pam = 5 liens. Chaque lien peut étre
equipe d'un ou plusieurs modules de capacie ¢ = 25. On veut assurer une connectivie avec
une capacie au moinsK = 100 entre les deux sous-eseaux. Cette propree doit en particulier
gtre garantie pour toute panne simultaree de = 2 liens. L' objectif est d'acheter le nombre
minimum de modules pourequiper I'ensemble des liens.

On veut donc esoudre :

: Ps : Ps
s.C.  Mmin SeCXi  K; S.Cc. max Xi K=c;
sjsjza 128 ) sjsj=3 128 ™
x 2 N° x 2 N°:

On voit qu'on rentre dans le cadre du treoeme 10, avec =1let = 2.POn calcule facilement :
x=1 =1et Q=3.0nendduitla valeur optimale du probeme : i5:1 x; = 8. Ceci signi e
gu'il faudra investir 8 modules sur I'ensemble des 5 liens.

3.3.3 Autres iregalies

Dans ce qui suit, on note : =min iz i =A; .
Proposition 8 Soit g = bn= c. Quel que soitp 2 f1;::;q9, et pour tout R | tel que
jRj=n p
{ liregalie suivante est valide pour Pj :
X X
P A;Xxit PA; *+ ji Xi ph; (3.13)
i2R i2R

40



{sipt > OetA 2 Z", l'iregalie suivante est valide pour Pj :
X X
PA; =(p+ ) Xi+  A;xi  ph=p+ ): (3.14)
i2R i2R
Preuve : On peut trouver fSy;:::;Spg | tel que jS¢j = pour tout k 2 f1;:::;pg, et :
ki 6 ko) Sk, \ Sk, = . Alors, en sommant lesp iregalies (3.2) correspondant aux ensembles

Sk, on obtient la premere iregalie. La deuxeme est obte nue simplement par une proedure
d'arrondi de Chwatal-Gomory.

Sip= q=1, cesta-dire si > n=2, les iregalies (3.13) sont simplement les iregalie s
de base (3.2). Si divisen et p= q, les iregalies (3.14) sontequivalentesa celles des gopo-
sitions 6 et 7 pour 1= . Observer en n que ces iregalies (3.14) sont parables en temps
O(nlog(n)). En e et, etant donree une solution fractionnaire ~x, liregalie la plus vioke est
obtenue pour un ensembleR de cardinalr = n p et de poids minimal, en consicerant les
poids bgA; =(q+ )cxi ,,. Il sutdonc de trier ces poids en ordre croissant, et de £lectionner
lesr plus petits.

Avec des icees similaires, on obtient aussi les iregaliés suivantes :

Proposition 9 Soit g= bn=(n ) c. Quel que soitp 2 f 1;:::;qg, et pour tout R | tel que

jRi=n p(n )
{ liregalie suivante est valide pour Pj :
X X
(At )X+ PA; +(p 1) X ph; (3.15)
i2R i2R

{sipt (p 1)>0etA; 2 Z", l'regalie suivante est valide pour Pj :

x Aii: 1+ Xj + X A;i X 2 (3.16)
Ajitc =y S Aji Xi T — .
- 1+ (1 1=p - 1+ (1 1=p
Preuve : On peut trouver des sous-ensemblesSy;:::;Spyg | tels quejSqj=n  pour tout
k,et: ki 6 ky) Sk \ S, = . Alors, en sommant lesp iregalies de base (3.2) correspon-

dant aux ensemblesSy = | n Sy, on obtient l'iregalie (3.15). (3.16) en decoule en div isant par
p+ (p 1) eten arrondissant les coe cients.

Observer que dans la proposition ci-dessus, §i= q=1 (i.e. si < n=2), alors jRj =
et (3.15) estequivalent aux iregalies (3.2) de la formu lation initiale. Dans ce cas, l'arrondi
e ecte pour (3.16) ne change pas l'iregalie. Ces ireg alies n‘ont donc d'inerét que si n=2.
Enn, on peut \erier que si n est un diviseur de n, alors (3.16) revient aux iregalies de
la proposition 7 pour 1°=

Remarque : Les iregalies donrees ci-dessus pourP; sont obtenues en arrondissant les coe -
cients fractionnaires susceptibles d'apparatre. Cettgproedure peut classiquement étre anelioee
par l'utilisation d'une fonction super-additive appropriee (cf. e.g. [56]; voir annexe A).

3.4 Le probéme de saca-dos robuste 0-1

La programmation lireaire en nombres 0-1 est un cas particlier fequent en pratique de
la programmation lireaire en nombres entiers. |l est donc mportant de donner des esultats
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Speci quesa ce contexte. On se concentre sur le probémede saca-dos, dont le polyedre s&crit
classiquement : ( )
X
K=conv x2f0;1g"j wx; ¢ (3.17)
i21
a w; > 0 estle poids de leément i 2 I, et ¢ > 0 est la capacie du sac. Si I'on consicere un
vecteur p2 RY de prots, le probeme de saca-dos est : max pxjx 2 Kg.

Il faut remarquer que les contraintes de signe sur les poids sur la capacie du sac ne sont
pas vraiment restrictives. En e et, si w; < 0, alors on peutecrire : wix; = ( w;j):(1  Xxj)+ w;.
La variable xi0 =1 X est encore 0-1, et elle est assoceea un coe cient positif( w;). Ainsi,
letude d'une contrainte de saca-dos permet en fait une aracerisation de tout type d'iregalie
dans un probeme 0-1.

Pour une etude en profondeur du probeme de saca-dos et @& ses variantes, on renvoie
par exemplea [52, 47]. Le probeme est connu pour étre NPdi cile au sens faible : il existe un
algorithme de esolution par programmation dynamique, decomplexie pseudo-polynomiale. Les
approches fondees sur une analyse polyedrique d& ne sont pas, en gereral, les plus e caces en
pratiques pour ce probeme. Pourtant, puisque les contrantes de saca-dos apparaissent dans de
nombreux autres probemes plus complexes (par exemple agedes contraintes de capacie dans
un eseau), il est important de pouvoir caraceriser K pour mettre en uvre des algorithmes de
branch-and-cut e caces.

Comme peedemment, nous consicererons que les coe ciats fw;gj2; sont tous incertains :
pour tout i 2 I, w; 2 [w;; W;]. Les donreesw et W sont supposes enteres :w 2 N" etw 2 N".
Pour 2f0;:::;ng, le poledre robuste est :

( X X )

K()= conv x2f0;19"j8S | tqg.jSj= : wW; X + WiXj C (3.18)
i2s i2s
Observer queK() est un polyedre de saca-dos multi-dimensionnel, de structure tes par-
ticulere. Pour tout S 1, on note :

( X X )
Ks= x2f0;19"] Wwx;+ WiXj C : (3.19)
i2s i2s
On a bien str, comme e dit auparavant :
0 1

\
K()= conv@ KsA : (3.20)
S 1;jsj=

Ainsi, toute iregalie valide pour les polydres de saca-dos classiquesKg seront valides
aussi pourK (). Notre objectif est de fournir des caractrisations pl us speci ques de K(). En
particulier, on montre que dans le cadre du mocele robustestude, plusieurs esultats classiques
pour le saca-dos sktendent assez directement.

3.4.1 Etude poledrique

A partir de la caracerisation (3.18), on deduit facileme nt :

Lemme 14 Soit 1, K() est de dimension pleine si et seulement si, pour tout 2 I,
Wi C.
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A partir de maintenant, on suppose qu'aucun des poid§ Wigi»>; n'exede la capacie c.

Quand on s'ineresse au poledre du saca-dos classiqueles iregalies valides les plus
fequemmerlg utilies sont les iregalies de couvergures. Un ensembleC | est appek cou-
verture si :  ;,cW; > c. Dans ce cas, liregalie : ,-%; JCj 1 estvalide pourK. L'icee
tes simple est que les eements d'une couverture ne peuent pas &tre pesents tous simul-
tarement dans le sac. Une couvertureC est dite minimale si pour tout i 2 C, C nfig n'est pas
une couverture. Clairement, les iregalies obtenuesa partir des couvertures minimales dominent
les autres.

Une iregalie de couverture peut étre \lifee" quen tiellement, mais ce processus requiert
la esolution de nouveaux probemes de saca-dos [37, 3856]. Il existe pourtant une manéere
tes simple de renforcer les iregalies de couverture. Etant donree une couverture C, on appelle
couvertureetendue I'erﬂ,semble E(Q=CJ[fk21 jwe maxcwig. Liregalie suivante est
alors valide pourK : ;g gXi JCj 1. Ces iregalies de couverturesetendues sont assez
fortes, et ck nissent souvent des facettes deK (voir e.g. [56]). Les tests nurreriques de [32]
montrent de plus que ces iregalies sont tes utiles en pratique pour la esolution de probemes
de saca-dos multi-dimensionnels.

Ces concepts classiques peuvent étre adapesa notre coexte robuste :

 nition 6 Un ensembleC | est appek couverture robuste s'il existeS C tel que|jSj =
minf ;jCjget : X X

i2CnS i2S

e nition 7 Une couverture robusteC | est dite minimale si pour touti 2 C, C nfig n'est
pas une couverture robuste.

Pour toute couverture robuste C, l'iregalie suivante est valide pour K() :

X
Xi jCj L
i2C

Ceci est clair, puisque cette iregalie est valide pour aumoins un des ensembleK g (cf. (3.20)).
Une couverture robusteC peut étreetendue en E(C) ¢k ni par :

Clfi21]jw, maxkec Wkd; si JCj

E(O= Clfi2ljw, maxXkcW,; et: W, maxkoc Wkg; SijCj +1

(3.21)

Proposition 10  Soient C une couverture robuste ete(C) son extension, liregalie suivante
est valide pourK() X
Xi jCj L (3.22)
i2E(C)

Preuve : Montrons que tout C° E(C) tel que jCY = jCj est une couverture robuste. Soit
k 2 E(C) nC Observer que pour touti 2 C, I'ensemble C nfig) [f kg est une couverture
robuste : cela suit directement de (3.21) et de la e nition 6. Ainsi, C° peut étre obtenu a
partir de Cen e ectuant une succession de remplacements deementsle C par desekments de
E(C) n C. Ceci montre queC® est une couverture robuste. =

Supposons maintenant qu'il existe un pointx 2 K(F) \f 0;1g" tel que i2E (0 Xi iCj .
Consicerons un vecteur x 2 f0;1g" tel que x X et i2E(Q Xi = iCj: x 2 K(), puisque
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x 2 K(). Soit enn C°l'ensemble dont le vecteur caraceristique egix, ie.:i2C% x;=1.
CommejCY = jCj, C°est une couverture robuste, et en conequence : ;,coXi jCj 1 (contra-
diction).

Alors que les iregalies de couvertures robustes sont vatles pour certains ensemble«Ks,
ce n'est plus le cas avec des couvertures etendues. Les exgles suivants illustrent ce fait, en
utilisant les deux types d'extension e nis par (3.21).

Exemple 1 : Soit un probeme de saca-dos robustea n = 3 ekments de poids respectifs
wy 2 [10;12], wo 2 [11;13] et wz 2 [12;14]. Soit c = 24 la capacie du sac. Avec = 2, le
polyedre robuste est I'enveloppe convexe de I'ensemble swant :

g 10x, + 13X +14x3  24; (i)

12x1 +11%x, +14x3 24 (II )
2 121 +13x,+12x3 24, (iii)
T X1;X2; X3 2f0; 1g:

C= f1,;2g est une couverture robuste. En observant qug¢Cj= , cette couverture peut étre
etendue en E(C) = f1;2;3g. Ceci implique que liregalie x; + X2+ x3 1 est valide pour le
probeme robuste. Noter cependant qu'elle n'est satisfaie pour aucun des saca-dos classiques
assoces respectivement aux iregalies (i), (ii) et (ii i).

Exemple 2 : Soit un autre probeme de saca-dos robuste a 3 eements, avec pour poids
respectifsw; 2 [10; 13], w» 2 [11; 14] etws 2 [12; 15]. Soitc = 23 la capacie du sac. Avec =1,
le polyedre robuste est I'enveloppe convexe de I'ensemble

8
E 13xq1 +11x, +12Xx3 23, (I)

10xq +14xo +12x3 23, (ii)
3 10xq1 +11x, +15x3 23 (III )
T X1;X2; X3 2f0; 1g:

C = f1;2g est une couverture robuste. PuisqugCj = + 1, son extension est : E(C) =
f1;2;3g. Ceci conduita l'iregalie : X3+ X2+ X3 1. Bien que valide pour le probeme robuste
global, cette iregalie n'est valide pour aucun des saca-dos classiques assoces respectivement

a (i), (i) et ().

On a ainsi monte que la proedure d'extension cecrite conduira vraisemblablementa des
iregalies qui ne seront valides pour aucun des ensemble&s, jSj = . C'est une indication de
leur inerét pratiqueeventuel. Pourtant, cette observ ation n'est plus valable pour les extensions
E (C) de cardinal inErieura

Lemme 15 Soit C une couverture robuste. SjE (Q)j , alors il existe S 1, avecjSj =
tel que l'iregalie (3.22) est valide pour Ks.

Preuve : Soit S E(C) de cardinal . Cest une couverture classique pour I'ensembl&s, et
de plusjCj . Donc, d'apes (3.21), et puisque E(C) S, E(C) est une couverture etendue
classique pour le polyedreconv(Ks).

Cette remarque apporte un kemol quant a la force suppose des couvertures robustes
etendues. Cependant, la plupart des esultats polyedri ques classiques disponibles pour les iregali-
es de couvertureetendues (voir e.g. [56]) peuvent étretransposes au contexte robuste qui est
le notre :
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Proposition 11  Supposons que I'ensembleest ordonre de telle sorte quei<j ) i %

Wi Wi
Soit C= fiq;:::;irg une couverture robuste minimale, aveé, <i, <::<i . Sil'une des condi-
tions suivantes est eali®e, alors (3.22) ¢ nit une facette de K()
@ C=1;
(i) E(Q=1,et(Cnfiy;ipg)[f 1g n'est pas une couverture robuste ;

(i) E(CQ= C et(Cnfi,g)[f pg nest pas une couverture robuste, aip=minfi 2 1 nCg;
(iv) C E(Q I,etni (Cnfig;ig)[f 19, ni (Cnfig)[f pg, avecp=minfi 21 nCg ne
sont des couvertures robustes.

Preuve : SoitU 1, on notex"Y 2 f0;1g" le vecteur caraceristique de U : in =1, i2U.
Pour toute couverture robuste C= fiy;:::; i, g, consicerons les ensemble$U; g, suivants :
a.pourtout j 2C, U; = Cnfjg,
b. pourtout j 2 E(QnGC U; =(CnfigixQ) [f jg,
c.etpourtout j 21 nE(O), ij =(Cnfiig)[f jo.

Quel que soitj 2 I, observer que : i2E(Q) inj = JE(OQ\ U;j=|Cj 1. De plus, les points
fxYi gj21 sont lireairement incependants. \eri ons que ces point s appartiennenta K().

Dans le cas (i), les ensembles de a. fournissej€j = n points de K(), puisque C est une
couverture robuste minimale. Sous la condition (ii), puisque (C nfiq;iog) [f 1g n'est pas une
couverture robuste, pour tout j 2 C, U; n'est pas une couverture robuste. En e et,w; w; et
W; W;. Ainsi, les ensembles a. et b. fournissenfE (C)j = n points de K().

Pour le cas (iii), pour tout j 2 E(C), les ensembledJ; ne sont pas des couvertures robustes.
En e et, comme peedemment, ona:w; w,etw; Wy CommeE(C) = C, les ensembles
e nis par a. et c. correspondent biena n points de K(). En n, dans le cas (iv), les points
correspondant aux ensembles a., b. et c. appartiennent tows K ().

La condition sur I'ordre que doivent respecter les poids dé est restrictive. On donne ci-apes
une caracerisation polyedrique valide dans le cas greral.

Proposition 12 Supposons (sans perte de greralie) que I'ensembld est ordonre de telle
sorte que (i <j ) W w;. Soit C = fiy;:irg une couverture robuste minimale, avec
i1 <igo<::<i,.Silune des conditions suivantes est eali®e, alors(3.22) & nit une facette

de K()

@ C=1;

@i E(Q=1,jCj] +1,et(Cnfig;ipg)[f 1g nest pas une couverture robuste ;

(i) E(Q = C, |Cj , et (Cnfi.g) [f pg nest pas une couverture robuste, ap = min fi 2
I nCg

(v C E(© |I,]Cj ,etni (Cnfigipg)[f 1g, ni (Cnfiig) [f pg, avecp = minfi 2

I nCg ne sont des couvertures robustes.

Preuve : On consicerea nouveau les ensembles a., b. et c. introdug dans la preuve peedente.
Somme peedemment, les points fxYi gj21 sont lireairement incependants et \erient :
2e@©X =iCi 1

Dans le cas (i), les points assoces aux ensembles a. su sérDans le cas (ii), (C nfiy;i2Q) [
f1g n'est pas une couverture robuste. Comme cet ensemble est dardina&,inérieura , cela
signie . jyccnfiyi,gn 1gWi G Ceci implique que pour toutj 2 C: Wi ¢ Ceci
montre que U; n'est pas une couverture robuste. Ainsi, lesn jCj points & nisa l'aide des
ensembles b. sont dan¥ (). En ajoutant les points issus des ensembles a., on obtiehn points
lireairement incependants de K().
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Consicerons le cas (iii). Soitj] 2 E(C), I'ensemble clgrrespondap,t de c. satisfait jU;]
De plus, selon l'ordre suppose sur les poids maximaux @, Wi p i2cnfirg Wi+ Wp. Puisque
(Cnfiig) [f pg n'est pas une couverture robuste, on en ceduit : i2y; Wi C. Uj n'est donc
pas une couverture robuste. Ainsi, les ensembles c. foursientn jCj points de K(), auxquels
on ajoute les points a. pour obtenirn points lireairement incependants de K(). Finalement,
le cas (iv) peut etre traie de manere compétement sim ilaire : les ensembles assocesa a., b. et
c. sont tous dansK().

Observons qu'en plus de fournir des iregalies valides fotes pour le probeme robuste, le
cadre treorique ceveloppe permet de les caraceriser dune manere globale. Ainsi, il n'est pas
recessaire denunerer les ensembleKsa la recherche d'iregalies valides. Ceci est essentielen

pratique.

3.4.2 Sparation des iregalies de couvertures robuste S

Dans le cas du polyedre de saca-dos classiquk, la sparation g,es iregalies de couverture
estegalement un probeme de saca-dos. NotonsK = x 2 [0;1]"] ;,, wix; ¢ le polyedre
du relacke continu. Pour tout point fractionnaire «x 2 K, une iregalie de couverture parmi les
plus viokes est obtenue en esolvant le probeme suivar :

_ P

min 5 (@ x)r

S.C. o] Wirj  c+1;
r2f0;1g":

Si la valeur de ce probeme est strictement inkrieure a 1, alors une iregalie vioke est
trouvee. Sinon, il n'y a pas d'iregalie de couverture vi oke. Par ailleurs, si pour tout i 2 1,
%i < 1, la couverture obtenue est minimale.

Ce probeme de sparation peut &tre adape au contexte robuste pour le polyedre K(). Soit
K() le polyedre du relache lireaire de K(). Etant donre un point fractionnaire x 2 K(), une
iregalie de couverture robuste parmi les plus viokes peut étre gereee en esolvant :

_ P
min o i1 (1 X)r;
s.C. i21 Wi Wi wy)sirp c+1; (3.23)
i2] Si ?
r2f0;19";s2f0;1g":

Ce programme mattematique peut étre lirearie :

. P
min-p iz (L x)ri
S.C. i1 Wirig (Wi w)ti  c+1;
i21 Si ;
toori; 8i 21 (3.24)
ti si; 8i 2 I;

r2f0;19";s2 [0;1]";t O

Lemme 16 Il existe s tel que(r;s) est une solution optimale de(3.23) si, et seulement si, il
existe (s;1) tel que(r; s;t) est une solution optimale de(3.24).

Preuve : On montre dans un premier temps que pour toute solution ealsable (r; s;t) de
(3.24), il existe (s®t9 tel que (r;s%t9 est ealisable egalement pour (3.24), avecs®2 f 0;1g".
Soit (r; s;t) ealisable pour (3.24). On note T | I'ensemble des indices correspondant aux

46



plus grands eements de f(W; w;)rigi2;. On cenit s°2 f0;1g" par : si0 = lpsi i 2T,

=0 sippn. On poseegalemeny, pour touti 2 1 : 9= risl=minfri;s%. Ona: , (W

wtd = L (W wy)rgs? p2i (Wi wy)ri:ti. En eet, sC caracerise les plus grands

e'gments de f(Wj Pv_vi)rigi2|, et 50 . Alors, en observant que ritj = tj, on obtient :
o (Wi wy)t? o (Wi w;)ti. Ceci implique que (;s%t9 est ealisable pour (3.24).

Montrons maintenant qu'il existe s tel que (r;s) est une solution ealisable de (3.23) si,
et seulement si, il existe &:t) tel que (r; s;t) est une solution ealisable de (3.24). Soit ¢;s)
une solution ealisable de (3.23), alorst"ce ni par tj = ris; est tel que (;s; t) est une solution
ealisable de (3.24) (s = s). Reciproquement, soit (r; s;t) une solution ealisable de (3.24).
D'apes ce qui aee monte plus haut, il existe ( s®t9 tel que s° 2 f0;1g" et (r;s%t9 est
ealisable pour (3.24). On peut en outre supposer sans pee de gereralie que pour tout i 2 1 :
t9= risO=min fr;;s%. On en ceduit que (r;s9 est ealisable pour (3.23).

En c nitive, comme les deux probemes (3.23) et (3.24) ont la méme fonction objectif, on
a le esultat.

La valeur optimale de (3.24) est strictement inkrieurea 1 si et seulement si une iregalie de
couverture robuste vioke existe. Dans ce cas, le vecteuralsolution r caracerise la couverture
correspondante. Ce probeme de sparation est NP-di cil e, puisque = 0 nous ranene au
saca-dos classique. Comme dans le cas des iregalies dmuvertures classiques, on a :

Lemme 17 Si pour touti 2 1, ¥ < 1, alors la couverture robuste produite par le programme
(3.24) est minimale.

En pratique, le probeme (3.24) reste encore dicile a e soudre de manere exacte. On
propose I'heuristique suivante, qui est une adaptation natirelle de l'algorithme glouton utilise
pour le saca-dos classique (cf. [52]).

Heuristique pour la ®paration des iregalies de couver tures robustes
Etape 0: SoientV =0, C=
Pourtout i 2 1,soient { =(1 x)=wiet =1 x)=w.
Etape 1: Pourtout k2f1;:::; g, soit L(k) l'indice du k®™M¢ plus petit
coecientde f gi2;.
Pour k =1a k=
C CI[f L(k)g

V V + WL(k)
siV >c¢, STOP : Cest une couverture robuste
k k+1
Etape 2 : Pourtout k2f1;:::;n g, soit LYk) l'indice du k&™® plus petit
coe cient de f jgisc.
Pourk=1a k=n

C C[f LYk)g

VoV +w gy

siV >c¢, STOP : Cest une couverture robuste
k k+1

3.4.3 Incertitude sur la capacie du sac

Jusqu'ici, on a suppo® que la capaciec du sacetait connue avec pecision. Dans ce para-
graphe, on suppose que ce n'est plus le cax 2 [c;T], avecT > ¢. On se ramene au casetude
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jusqu'ici en supposant que la capacie du sac est »eea T, et en ajoutant un nouvel eement
(arti ciel) de poids wn+1 compris entrew,,; =0 et Wy41 = T c. Ce nouveleement a pour
seul n de mockliser l'incertitude sur la capacie du sac.

un remplissagex 2 f 0; 1g" sera dit ealisable s'il existe xh+1 2 f 0; 1g tel que :
X X
8S 1%.q.jSj= : wWiXj +  Wix; C:
i21%ns i2s

L'analyse polyedrique produite plus haut s'applique directement ici.

3.4.4 Tests nuneriques

Les iregalies de couvertures robustes pesenees onkt tesees nuneriquement sur de nom-
breuses instances de saca-dos robuste. Ces instances s@meees akatoirement selon les egles
suivantes :

{ pour tout i 2 I, le poids minimal w; et le prot p; assoce sont choisis entiers dans

I'intervalle [100;1000] ;
{ chaque incertitude sur les poids est d'environ 10% Ialyaleuminimale pWi = Wi+ ow; =10e;
{ la capacie c est choisie entere entre les valeurs #3:  ,,, w; et 2=3: ;| w;.

Aucune incertitude n'est consiceee sur c. L'impementation s'appuie sur la eecriture sui-
vante du probéme robuste (cf. [13]; voir aussi la partie 31 et le moctle (3.4)) :
n P Wxi+ o w+ v oc ©
— 1N i . i21 Wiri i21 Yi
K() conv. x2f0;1¢" j 9u O;v Os.t. 820U +v WX
Tous les programmes mattematiques sont esolusa l'aidede Cplex 10.0, sur un ordinateur

equipe d'un processeur Intel(R) Xeon(TM)a 2,8 GHz et de 2 Go de RAM. Toutes les proedures
de greration automatique d'iregalies valides de Cpl ex sont desactiwees.

Saca-dos classique :  Avant de ckcrire les tests sur le moctle robuste, il convient de regarder
I'impact des iregalies de couvertures classiques, aveou sans extensions, sur le probeme de sac-
a-dos. On rappelle que les iregalies de couvertures onet tes largement utilies en pratique
pour aneliorer la esolution de nombreux probemes appliqes (tels que multi ots monorougs,
localisations avec capacits, etc.). Dans ce paragraph@n consicere temporairement le probeme
de saca-dos classique : ( )
X X
max Pi Xi) Wi X C
x2(019 5, i21

Des instances sont gereees akatoirement selon les egles suivantes, qui sont coterentes avec
celles cepenonees pour le probeme robuste :

{ pour tout i 2 1, le poidsw; et le prot p; sont des entiers akatoirement choisis dans

[10G 1000]; P P
{ la capacie c est un entier choisi entre E3:  ,, wj et 2=3.  ;,, W;.

Dix instances de 100eements sont consiceees. Les irgalies de couverture sont gereees de
manere sysematiquea tous les n uds de calcul, en utili sant pour leur paration l'algorithme
glouton classique. Les esultats moyens obsenes sont does dans le tableau 3.1. Les entétes de
colonnes ont la signi cation suivante : NN csigne le nombre de n uds de l'arbre de branche-
ment, T est le temps total en secondes; NC est le nombre total 'degalies ajoutes au moctle,
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aucune iregalie couvertures couverturesetendues
NN T NC | NN | T NC | NE | NN | T
50,3 0,01 26,2 38,6 0,05| 18,4 | 17,7 | 27,3 | 0,03

Tab. 3.1 { Tests des iregalies de couvertures sur des instance de saca-dos classiquen( = 100).

tandis que NE pecise le nombre d'iregalies qui ont fait l'objet d'une proedure d'extension.
L'usage de ces iregalies eduit le nombre de n uds de calcul, mais augmente le temps total de
esolution.

Saca-dos robuste : Les probemes de saca-dos robuste sont esolus en gegrant les iregalies
de manere \agressive" : ces qu'une iregalie de couverture robuste vioke est trouwee, on l'ajoute
au probeme. La £paration est e ectiee de manere appr ocleea l'aide de I'heuristique gloutonne
pesente dans la partie 3.4.2. On se concentre sur des it@ncesa n = 100ekments. Plusieurs
valeurs du paranetre sont consiceees ; pour chaque valeur de , dix instances sont esolues,
et les esultats moyens obsenes sont repores dans le thleau 3.2. Comme peedemment, NN
esigne le nombre de n uds de l'arbre de branchement, T est ke temps total en secondes; NC est
le nombre total d'iregalies ajoutes au moctle, tandi s que NE pecise le nombre d'iregalies
qui ont fait l'objet d'une proedure d'extension; naleme nt, ST est le temps consace a la
$paration des iregalies de couvertures robustes (en scondes). Comme on s'y attendait, le plus
souvent, la taille de I'arbre de branchement est diminwee @r l'ajout d'iregalies, et l'utilisation
d'extensions des couvertures robustes tend a aneliorer Bcore cette tendance. Noter que les
extensions concernent une proportion importante des ireglies gereees. L'impact des coupes
sur le nombre de n uds exploes est plus facilea analysera partir de la gure 3.2. Pourtant, dans
certains cas particuliers, l'ajout d'iregalies de couv ertures robustes peut n‘apporter aucune
anelioration dans le nombre de n uds (voir le cas = 30), ou m &me entraner une augmentation
de ce dernier (voir le cas = 40). Cette observation, surprerante de prime abord, montre que
I'ajout de coupes peut \perturber” le logiciel de esoluti on, certainement en modi ant la manere
de branchera un n ud de calcul.

L'ajout d'iregalies de couvertures robustes entrame l'augmentation des temps de calcul. Le
temps total est approximativement doubk si on le compare ai cas standard a aucune iregalie
n'est ajouke (simple algorithme de branch-and-bound. Il faut observer que cette augmentation
du temps de calcul n'est pas leea la proedure de spardion, qui s'aere extrémement rapide
(voir les colonnes ST du tableau 3.2). Puisque le nombre gla de n uds de branchement est
diminwe, on en ceduit que l'augmentation globale du temps de calcul est la consequence de ac-
croissement de la taille des programmes lireairesa esadrea chaque n ud, du fait des iregalies
ajoutes. Ces observations concernant le temps de calculensont pas surprenantes : c'est un
comportement couramment obsene lorsqu'on utilise diredcement des iregalies de couverture
pour la esolution d'un probeme de saca-dos classique(voir plus haut). On peut donc toujours
esperer que les iregalies de couvertures robustes propses seront utiles pour diminuer le temps
de esolution de gros probemes appligles, comme les iegalies de couvertures classiques le font
e ectivement pour des probemes sans incertitude.

Comme souligre auparavant, I'impact plus ou moins positif de I'ajout d'iregalies de couver-
tures robustes cepend de la valeur de . Pour notre ensembled’instances, elles sont clairement
plus e caces quand 50. La méme observation vaut lorsque les coupes sonteteneks. Une
explication de ce comportement peut venir du nombre deéments pesents dans un remplis-
sage optimal du saca-dos, qui cepend directement du rapmrt entre la valeur de la capacie
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aucune iregalie couvertures robustes couvertures robustesetendues

NN T NC | NN T ST | NC | NE | NN T ST
10 || 113,5 0,05 20,6 111 |0,13|0,00| 17,5| 17 | 111,5|0,13| 0,01
20 || 163,9 0,06 17,4 153,2| 0,16 | 0,01 || 14,5| 14,3 | 152,6| 0,16 | 0,01
30| 138 0,05 11,4} 138,1| 0,14| 0,01 9,3 | 88 | 137,1| 0,14 | 0,01
40| 108,4| 0,04 99 | 111,2| 0,12 0,00| 9,7 | 95 | 113,1| 0,22 | 0,00
50 || 128,2 0,05 28,1| 120,5|0,15| 0,00 || 25 | 23,7 | 114,9| 0,14 | 0,01
60 | 89,4 0,04 244| 68,3 | 0,11| 0,01 | 23,4|215| 66,8 | 0,1 | 0,01
70| 97,6 0,04 56,4| 73,6 | 0,15|0,01| 52 |416]| 69,6 | 0,14 | 0,01
80| 96,3 0,04 56,4| 63 |0,14|0,02| 51,5|40,4| 54,2 | 0,13 | 0,01
90 || 95,4 0,04 57 | 63,4 (0,14 | 0,01 49,6| 39,3| 52,8 | 0,12| 0,01

Tab. 3.2 { Tests sur des instances de saca-dos robuste = 100.

Fig. 3.2 { Impact de I'ajout d'iregalies sur le nombre de nuds de calcul.
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aucune iregalie couvertures robustes couvertures robustesetendues
NN T NC | NN T ST | NC | NE | NN T ST
10 || 53,5 0,03 81| 342 |005|003} 73| 37| 34,1 |0,05| 0,03
20 | 56,8 0,03 31| 352 |005|003} 31| 23| 351 |0,05|0,03
30| 86,1 0,04 15 66 |0,07|004| 15| 0,9 | 65,7 | 0,07 | 0,04
40 || 59,2 0,04 08| 51,3 |0,07|003} 0,8 | 05| 51,3 |0,07| 0,03
50| 122,1| 0,06 3,2 | 106,7| 0,22 0,07| 3,2 | 1,6 | 106,7| 0,12 | 0,07
60| 92 0,05 6,2 | 74,1 | 0,09|0,06| 6,4 | 42 | 89,1 | 0,11 0,06
70| 74,3 0,04 16,5| 75,2 | 0,11| 0,06 || 155| 9,8 | 76,5 | 0,11 | 0,06
80| 72,3 0,03 27,6| 36,3 | 0,09 | 0,04 || 25,7 | 18,9| 32,8 | 0,08 | 0,04
| 74 0,03 29,8| 359 | 0,09|0,05| 255| 20 | 29,5 | 0,08 | 0,03

Tab. 3.3 { Tests sur des instances de saca-dos robustes,= 100, avec une capacie plus grande.

et les \@Ieurs des poids. En e et, on rappellg, gue la capaat est choisie entre iS:P 21 W
et 2=3. ,,, w;. Donc, en moyenne,c  1=2. ,,, W;. Comme on consicere des instances a
n = 100ekments on peut s'attendrea ce qu'un remplissage du sac implique environ 1/2*100=50
ebments. Quand 50, il est donc probable gqu'en fait, tous lesekments sonttraies comme
s'ils prenaient uniqguement leur poids maximalw;, ce qui n'est pas le cas pour des valeurs plus
faibles du parametre de robustesse.

Pour illustrer et con rmer cette intuition, une nouvelle s erie de tests aet e ectwee. Les
instances spnt k nies comme, peedemment,a I'exception de la capacie des saca-dos, choisies
entre 7=10:  ;,, w; et 8=10: ,,, w;. Les esultats apparaissent dans le tableau 3.3 et sur la
gure 3.3. Comme pour la ®re de tests pe@dente, I'im pact des coupes cepend de la valeur de
. Ici, =70 est la valeur critique du paranetre de robustes se, au lieu de =50 auparavant.
Si I'on suit le raisonnement du paragraphe peedent, gete valeur est colerente avec la nouvelle
manere de ¢ nir la capacie c, entre 70% et 80% de ;,, w;. L'intuition developgee plus haut
sur le lien entre la valeur de la capacit (et le nombre deééments impliques dans un remplissage)
et I'e cacie des coupes semble donc correcte.

Par ailleurs, cette deuxeme srie de tests appelle un aute commentaire relatif aux exten-
sions. Alors qu'elles sont toujours ealisees sur une prportion importante des iregalies greees
(voir tableau 3.3, colonne NE), elles n'impliquent pas uneeduction signi cative du nombre de
n uds de calcul lorsque est inkrieura la valeur critigu e 70.

Fr_ipalement, en CFQnsidaranta nouveau la premere rie de tests (avec capacit choisie entre
1=8: 5, w; et2=3: ,,, w;), on a aussievalle l'impact des coupes sur la relaxation ontinue du
probeme. La eduction de lecart entre la valeur optima le (entere) du probeme et la valeur de
relaxation aee mesuee au n ud racine de I'arbre de bran chement. Les iregalies de couvertures
robustes sont £paees de manere exactea l'aide du moedle (3.24) ; tant qu'on trouve des coupes
viokes, on les ajoute. Les coupes s'awerent plus e cacespour renforcer la relaxation lireaire
gquand < 30 ou > 50. Cette observation est colerente avec les e exions fé#es plus haut.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on s'est concente sur l'utilisation du mocele de robustesse propos par
Bertsimas et Sim [12, 13] pour les probemes lireaires en ambres entiers. On s'est parti-
culerement ineres® aux aspects polyedriques du mockle robuste. Dans une premere partie, le
cas de la programmation en nombres entiers gereraux estéude. Des iregalies tes grerales
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Fig. 3.3 { Impact de l'ajout de coupes sur le nombre de n uds de calal, pour une capacie
plus grande.

couvertures robustes couvertures robustesetendues
NC | eduction de lecart NC | NE | eduction de lecart
10| 2,6 8,31% 34| 3,3 11,73%
20| 0,8 2,72% 09109 2,76%
30| 0,6 0,65% 0,6 | 0,6 0,65%
40| 0,3 0,09% 0,3]0,3 0,09%
50| 0,5 1,05% 05|04 1,05%
60 || 3,4 8,44% 33|32 8,69%
70 7 12,02% 6,8 | 6,6 12,91%
80| 7,8 17,19% 75171 17,43%
9 || 7,8 17,19% 75171 17,43%

Tab. 3.4 { Reduction de lecart entre optimum et relaxation au n ud racine.
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sont proposes, certaines e nissant des facettes dans es cas particuliers. Dans un deuxeme
temps, letude s'est concentee sur la programmation en rombres entiers 0-1, et en particulier
sur le probeme de saca-dos robuste. On a monte commentles iregalies de couvertures, tes
largement utili’es pour les probemes sans incertitudes, peuvent étre adaptes au contexte ro-
buste. Sous certaines hypotteses, ces iregalies de caertures robustes e nissent des facettes
du polyedre assocé aux solutions enteres. Des algorihmes exacts et approches sont donres
pour la sparation de ces iregalies. Des tests nuneriqgues montrent que de telles coupes ont
un impact similaire dans le contexte robustea celui des irgalies de couvertures dans le cas
classique. Ces tests nuneriques ont aussi mis enevidencke lien existant entre la valeur du
paranetre de robustesse et I'impact des coupes ajoutessur le processus de esolution.

Ces travaux montrent que I'approche robuste de Bertsimas eSim se préte biena des analyses
polhedriques dans le cadre de probemes en nombres entisr En particulier, il semble que ce
mocele assure la conservation de plusieurs proprees di probeme nominal correspondant. Il
est donc probable qu'uneetude speci que des probemes patiques rencontes nmene rapidement
a une e-utilisation e cace des esultats classiques d ep disponibles.
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Chapitre 4

Une approche robuste pour le
probéme de saca-dos sous
contrainte probabiliste

Motivations : On a vu dans le chapitre peedent comment
utiliser le mocele robuste de Bertsimas et Sim pour prendreen
compte des donrees incertaines dans les programmes lirdas en
nombres entiers. Le lien entre optimisation robuste et progam-
mation sous contraintes probabilistes a par ailleurs et souligre
dans le chapitre 2. Il est donc naturel de voir comment le modle
de Bertsimas et Sim pourrait &tre utili pour la esolut ion de
probkmes combinatoires sous contraintes probabilistesCe cha-
pitre traite de cette question pour le cas speci que du sa@-dos.

4.1 Travaux anerieurs sur la programmation sous contrain tes
probabilistes avec nombres entiers

La programmation sous contraintes probabilistes aet pesente au chapitre 1, partie 1.2.3
(voir e.g. [67, 45]). Selon cette approche, on cherche la nligiure solution ealisable avec une pro-
babilie au moins 1 ", a1 " 2 ]0; 1[. L'inerét et la di cule de ce mockle ont cepet e discuks
au chapitre 1. Il semble que relativement peu de travaux angrieurs ont aborce des probemes
combinatoires sous contraintes probabilistes. La compldk des contraintes probabilistes avec
variables continues rend d'autant plus improbable la esdution exacte de tels probemes avec
des variables enteres, sauf dans des cas tes particulis. Par exemple, [44] fournit une etude
ineressante d'un probeme d'arbre couvrant stochastique. On cherchea minimiser le coat maxi-
mal parmi les arétes utilises par l'arbre. Les colts sohsupposes incertains, et cette valeur du
coit maximal d'aréte est alorsevallee de manerea &tre satisfaite avec une probabilie au moins

2 [1=2; 1]. Mais ce travail est restreint au cas speci que de varialdes akatoires incependantes
et normalement distriblees. Ces hypotteses sont d'aillaurs les plus fequentes dans la literature,
parce qu'elles permettent la construction de mockles equvalents ceterministes [75, 84, 16, 45]
(voir aussi la partie 6.2.1).

Le lien entre optimisation robuste et contraintes probabilistes aee mis enevidence dans la
partie 1.2.3. Par ailleurs, plusieurs publications eceries en ont tie parti. Les mockles robustes
pesenes dans [8] et [13] sont accompagres d'analyses rpbabilistes. Dans chaque approche,
les auteurs montrent qu'une solution du probkeme robuste et ealisable avec une probabilie
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qgue I'on sait borner. On peut donca priori se servir de ces mockeles pour obtenir des solutions
ealisables pour des probemes sous contraintes proballistes. [24, 58] mettent enevidence ce
lien entre moctles robustes et programmation sous contraites probabilistes. [58] propose une
autre approximation, complexe, des contraintes probabilstes ; elle aneliore le travail anerieur
de [8]. Un travail de m&me teneur est propos par [7] pour lecontexte des iregalies lireaires de
matrices (linear matrix inequalities), qui gereralisent notamment la programmation lireair e.

L'approche de [19, 57] est dierente : les auteurs etudient la construction akatoire d'un

ensemble d'incertitude, pour lequel une solution robuste ara ealisable avec probabilie au moins

1 ". Cette approche implique l'utilisation d'un nombre import ant de senarios €chantillons)
qui peut rendre le probéme di cilea esoudre. De plus, [ 58] met enevidence que ces approches
bases sur unechantillonnage sont en pratique trop consersatives ; le méme type d'observation
est e ectie dans [7]. Noter encore que [30] s'appuie aussius des nrethodes déchantillonnage,
mais de manere a prendre aussi en compte des incertitudesur la distribution des variables
akatoires (contraintes probabilistes dites ambigues.

En treorie, ces nethodologies robustes sont pour la plupat utilisables directement pour des
probemes en nombres entiers. Cependant, une premére dcule peut venir de la non-lirearie
de certains probemes robustes, conduisanta des prob&nes non-lireaires en nombres entiers. Par
ailleurs, utiliees tels qu'ils ontee proposs, ces mo celes semblent trop conservatifs en pratique
pour approcher de manere e cace un probemes combinatoire sous contraintes probabilistes.

Quelgues rares travaux ont traie explicitement, et de manere assez gererale, de probemes
sous contraintes probabilistes avec nombres entiers. Le pmier d'entre eux semble étre [41] :
dans cet article, l'auteur propose des approximations liraires, inerieures et exerieures,a des
probemes lireaires mixtes sous contraintes probabiliges ®paees. Des variables 0-1 sont explici-
tement prises en compte, et des processus de esolution dptale sont pesenes. Malge un souci
evident de garder I'expos aussi garer% que poss'\gle,l'ensembleqde I'lgnalyse suppose que, pour
toute contrainte j, la distribution de i Aji Xi i ElA Ixi = E[( i A X;j)?] est connue et
ne cepend pas dex. C'est le cas si I'on suppose les variables akatoires digblees selon des lois
normales, par exemple, ou si I'on peut egitimement applicuer un treoeme de limite centrale
(voir annexe B.2). Outre ce travail initial, plusieurs contributions se sont concentees sur le cas
d'un nombre ni de s@narios. Le probeme peut secrire d e manere equivalentea l'aide d'un
PLNE (voir par exemple [40]). Ce moctleequivalent, quoique naturel, est de taille prohibitive.
Toujours avec un nombre ni de s@narios, un algorithme de branch-and-boundest ceveloppe
dans [10] quand seul le second membre des contraintes est atastique. [80] semble étre la
seule publication proposant un algorithme de esolution pour des probemes combinatoires sous
contraintes probabilistes greraux. Les nethodes repcsent sur des approches non-standard pour
la programmation lireaire (cf. la treorie des bases de Gmbner). Malheureusement, sans plus
d'arrelioration, la nethode parat restreintea des pro bemes de tes petites tailles.

Finalement, mentionnons l'existence de travaux utilisant des meta-heuristiques pour la
esolution de tels probemes [1, 14]. Le principal inconenient dans l'usage de ces algorithmes
est leur paranetrage, qui requiert souvent beaucoup de tes peliminaires.

Notre but dans les deux chapitres qui viennent est de cherchie@ esoudre des probémes
sous contraintes probabilistes en utilisant une successiode probemes robustes dont I'ensemble
d'incertitudes augmente progressivement (cette icce a @p et evoqee dans la partie 2.1).
On essaiera d'abord de tirer partie des bonnes propreesdu mockle robuste de Bertsimas et
Sim [13] pour le probeme fondamental du saca-dos 0-1. Pis le méme type d'algorithmes sera
ceveloppe pour des programmes en nombres entiers plus geraux au chapitre 5.
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4.2 Le probéme de saca-dos sous contraintes probabilis tes

Le probeme de saca-dos classique aet introduit dans la partie 3.4. |l skcrit :
P

max P i2] RiXi
S.C. o WiXj ¢ (4.1)
x 2f0;1g";
al p2 RY estun vecteur de prots, w 2 R un vecteur de poids, etc > 0 est la capacie du
sac. Supposonsa partir de maintenant quew est un vecteur de variables akatoires eelles, on
s'ineresse au probeme CCKP (chance—consgained knapsack problejn

max p i21 PiXi
s.c. P( ,,wixi © 1 4.2)
x 2f0;1g";

avec" 2]0; 1].

Exemple : A titre d'illustration, on developpe un exemple tes simp le dans R2. Soit I'ensemble :
X = fx 2 [0;1PjP(w1x1 + woxp 1)  3=4g (donc " = 1=4). On suppose quew; est une
variable akatoire a valeurs dans [0,1]. Soit f leur densie de probabilie : f = 1q.4; (fonction
caraceristique de [0,1]).

Soit (x1; X2) 2 [0; 1]%. On note W1 (resp. W,) la variable akatoire xi1wy (resp. xaw»). Chaque
W a pour densie de probabilie di = 1=x;:1,,;. Alors :

Z, Z,,
P(wixi+woxy 1) = P(Wi+W, 1) = di(t):P(Wo 1 t)dt= di(t):P(Wo 1 t)dt:
t=0 t=0
Des calculs faciles menenta : PW, 1 t)= L sit 1 X2

(1 t)=xp; sit 1 xp°
Sixg+Xxo 1, 1 Xo Xg,ona:PWiXp+wyXy 1)=1.Sixi+Xx2>1, 1 Xp<Xu,
ona:

R R
Pwixy + woxo 1) = L %di(Ddt+ 5 ci(t):(1 t)=xodlt

t=1 X2
1=x1+1=Xo 1=2:(Xo=X1 + X1=X2)  1=(2X1X2):

L'ensemble X est repesent sur la gure 4.1.

Cet exemple tes simple donne une icee de la di cule d'ab order directement les probemes
sous contraintes probabilistes. C'est ce qui motive le reaorsa des nethodes heuristiques s'ap-
puyant sur des mockles robustes simples. On rappelle que CKP peut aussi secrire (cf. lemme
1.2.3):

max max fp:xj8w2 V;wxx cg
V:P(V) 1 " x2f 0;1g"

Cette formulation s'appuie sur des probemes d'optimisation robuste c nis pour des en-
sembles d'incertitudesV . Ici, on s'appuiera sur le moctle robuste de Bertsimas et Sn, dont les
avantages ont cepet souligres dans la partie 3.1. On suppose donc que chaque poids; est
une variable akatoirea valeurs dans [w;; W;], w; 0 etw; >w;. On introduitegalement, pour
tout i 2 |, la variable akatoire normalie ;@ ;j =(w; w)=W; w;) 2 [0;1].

Soit 2f0;:::;ng, on rappelle que le mockle de saca-dos robuste RKP Robust Knapsack
Problem) secrit (voir partie 3.4) :

max P i2|FpiXi N
S.C. s WiXit osWiXj ¢ 85 | tg. jS§j= ; (4.3)
x 2f0;1g":
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Fig. 4.1 { Probabilies des solutions x 2 [0; 1]? pour I'exemple.

4.3 Lien entre RKP et CCKP

Pour tout x 2 f 0;1g", on note : 1 (x) = fi 2 ljx;j = 1g. Le esultat suivant gereralise tes
egerement un de ceuxenonaes dans [13] :

P
Lemme 18 Pour toute solution x de RKP : P(w:x ¢) P 5, |
Preuve : Soit x une solution ealisagle de RKP. 5ijl(x)j il gxiste S Ie cardinalie
jSj = telque: I(x) S.Alors: 5 WiXi = o1 WiXi =  5gWiXi +  jagWiXi €

(Pysque x est ealisable pour RKP). Ceci implique : P(w:x  ¢) =1, et donc : P(w:x  ¢)
P( 21 i ).

Supposons maintenant qugl (x)j +1. Par souci de clarg, on note : ;= W; w;. Pour
tout ensembleS | (x) de cardinalie , on a:

P P
P(w:x >c¢) P vlg:x> ios WiXj + igsPWiXi
= P iaipoWi> i2sWit 21 )ns Wi
P P
= P i ii> gs i
a P
= P b 2101 i > s i1 )
P . i21p0ns 10> MiNj2s j1 o5l i)
= P i2ipons il iT=minj2s 1+ 55 0>

La premere iregalie vient du fait que x est ealisable pour RKP. On peut maintenant choi-
sirg I (x) de manerea satisfaire : 8i 2 1 (x)nS; § minj2s j. En ce cas :P(w:x > ¢)

P 210 i> .etdonc:Pwx>c) P, >

Cette observation est gererale, puisqu'aucune hypothese particulere n'‘aet ealiee sur la
distribution probabiliste des poids. On rappelle maintenant ce esultat [42] :

Treoeme 12 (Hoe ding, 1963) Soient X 1,..., X, des variables aéatoirei, eelles indepen-
dantes telles que, pour toui 2 | : P(X; 2 [ i; i])=1. Alors, en notant = X
2 2

8 OP( E[l+ ) exp Py 5
izl(i i)

58



En utilisant ce esultat, on montre que :

Proposition 13  Supposons que les variables akatoirebw;gj>| sont inckependantes et synetri-
guement distriblees. Si 1=2: n+ 2nIn(") , alors une solution ealisable pour RKP est
aussi ealisable pour CCKP.

Preuve : Soit : S = Pm i.Ona:P(S )= PS E[S] + ( E[S])) = PS
E[S] + ( n=2) , puisque E[S] = n=2. D'apes liregalie de Hoe ding (treoeme 12), si

n=2:P(S_. ) exp 2( n=2)°=n.Supposons alors que:exp 2( n=2)?=n <
" n=2+ nin(")=2. D'apes le lemme 18, on obtient que toute solution ealisable pour
RKP l'est aussi pour CCKP.

Ce esultat se deduit cep du travail de [13]. De meilleu res bornes de probabilies sont
cktailkes dans [13], mais elles sont plus complexes auss

On cetaille maintenant d'autres observations qui relient RKP et CCKP. Pour tout 1° |
et 2f0;:::;jl1Yg, on introduit le probeme RKP( 19) :

max p:Xx
P o P P _ 0 o
SC. sWiXi+ s WiXi t  20WiX; C; 85 1°tq.jSj= ; (4.4)
x 2 f0;1g":

RKP(19 ) est une instance particulere du mocele robuste de Bertsimas et Sim, tous les poids de
I nl %tant »esa leur pire valeur, sans incertitude. Pour plu s de pecision, on notera doenavant
RKP(1,) au lieu de RKP. Observer que pour toute paire de sous-ensmbles 19 et 1%de I,
19 1%implique que toute solution ealisable pour RKP(1° ) I'est aussi pour RKP( 199). En
particulier, toute solution ealisable de RKP( 12) est aussi ealisable pour RKP( |, ). D'autre
part, si 0 | toute solution ealisable de RKP( 1°) I'est aussi pour RKP( 1% 9.

Lemme 19 Soit 2f0;:::;ng. Supposons que est une solution optimale de RKP(, ) :

(i) si j 1(x)j, x est une solution optimale de RKP((x ), );
(i) si j 1(x)j, x estune solution optimale de RKP(,n).
Preuve : Supposonsque j I(x )j.Puisquel (x ) 1, toute solution ealisable de RKP(1(x ),)

I'est aussi pour RKP(l,). Mais x est aussi une solution ealisable de RKP{(x ), ). Comme

X est une solution optimale de RKP(, ), elle est optimale aussi pour RKP(1(x ),).

= Si j I(x )jPiI existe S PI de cardinal jSj = telque I(x ) S.Alors: 5, WiX; =
i21x )WiXj = 2sWiX; +  jagW;X;  C La dernere iregalie vient du fait que x est

ealisable pour RKP(1,). Ainsi, on montre que x est ealisable pour RKP(I,n). Mais comme

n, RKP(I,) est une relaxation de RKP( 1,n) : x est optimaleegalement pour RKP(I ,n).
(Observer que dans le cas @ = jl (x )j, les deux a rmations (i) et (ii) ont lieu : RKP( 1(x ),)
et RKP(1,n) ont alors la méme solution optimale.)

Le esultat suivant montre la pertinence du cadre robuste envisage pour traiter CCKP quand
toutes les variationsfw;  w;gi2; sont identiques :

Treoeme 13 Supposons que8i 2 |; w; w; = > 0, et quefw;= g2 etc= sont des entiers.
Alors il existe | Il et 2f0;:::;jl jg tels que toute solution optimale de RKP( , ) est
aussi optimale pour CCKP.
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Preuve : Soit x une solution optimale, on note IP = | (x ). Puisque x est ealisable avec
probabilie au moins 1 *,ona:Pwx ¢=P 5w ¢ 1 ".OnnoteV =fw?2
Wj .5, Wi cg, et on consicere le probeme :

max p:X
S.C. WX ¢C, 8w2V; (4.5)
x 2 f0;1g":

Montrons que toute solution optimale de (4.5) est optimale pur CCKP. Toute solution
ealisable x de (4.5) est ealisable pour CCKP, puisque :P(w:x ¢ Pw2V) 1 ".l
su t donc de montrer que (4.5) a la méme solution optimale que CCKP. Ceci est clair, puisque
par construction, la solution optimale x de CCKP est ealisable pour (4.5).

Notre but maintenant est de trouver 2 fO;:::"j'I jg tel que (4.5) est equivalent a
RKP(1 , ). Observer que :w 2 V , i21 ip C o1 W; =.On cnit alors : =
min jl j; & 5 W = .Ona:w2V, 21 i . On notera queV 6 , ce qui
assure c o1 W; = 0. Dautre part, d'apes nos hypotreses,  est entier. Montrons que
(4.5) estequivalenta RKP( | , ).

On prouve quex est ealisable pour (4.5) si et seulement sk est ealisable pour BKP(I y )
goit X ealisablg, pour (4.5). Pourtout S | tel quejSj= , on montre que : ;,5WiX; +

i21 nsWiXit pigg WiXj C. 0itw(S) lg vecteur dont les cmposantes sontv; sii 2 1 nS, et
Wi sinon.Ona: 5, W(S)i= 2sWit 5 W = + opW; C etegconequence :
W(S) 2 V. Donc, puisquex est ealisable pour (4.5) : W(S):X = ,sWiXi + 5 s WX +
i2; WiX; c. Ainsi, x est ealisable pour RKP(I , ).

Reciproquement, soit X non-ealisable pour (4.5), (fgesta-dire : ibexiste w2V ‘gl que w:x >
p Montrons quil existe S, | avecjSj = telque: ,gWiXj+ 5 ,gWXi+ 5 WiXj=

21 WiXi+ o5 Xit g WiXi>c.Sijl(x)\ I ] (cas (a)), on construit S tel que
iSj = etS I(X)\V I .Sijl(x)\V 1< (cas (b)), soit S une extension quelconque de
I(x)\ | dansl , telle quejSj= I:,(on rappeIIquue, par cqgstruction, Pj I }).

p Sionestdanslecas (g, ona: j,p WiXi+ ,oXit o BiXi=  jy MWiXit +
izl WiXi iz WiXit i it g WiX; iz WiXit i i Xit g WiXj =

w:X > c. La premere iregalie vient du faitque w2 V; payr la dernere gegalie, se Il_r,appeler que

Wi = w;+ i . Delameéme manere, dags le cas (b)gon a i, WiXi+p jo5 Xit pg WiXj =

pi2i WiXit JBOOVI j+ g WiX; i21 WiXit oot i Xit g WiXi = WX
i21 i Xt i2] WiXj = WX>C.

Par contraposition, ceci prouve gue toute solution de RKP ( , ) est aussi ealisable pour
(4.5). On a donc monte que x est ealisable pour (4.5) si et seulement six est ealisable pour
RKP(1 , ). En congquence, puisque les deux probemes ont la méméonction-objectif, ils
sont equivalents. En particulier, ils admettent les mémes solutions optimales. Puisque toute
solution optimale de (4.5) est optimale pour CCKP, on a proue que toute solution optimale
de RKP(l , ) est aussi optimale pour CCKP.

Une des forces du treoeme ci-dessus est qu'il ne requierducune hypotrese particulere sur
la distribution des variables akatoires. D'autre part, | a condition d'inegrie de fw;= g2 et de
C= sont recessaires pour assurer que peut étre choisi entier. Neanmoins, dans un contexte
plus gereral, le paranetre peut aussi ne pas étre entier (voir la partie 3.1, et en particulier le
moctle (3.4)). Dans ce cas, le treoeme 13 se gererali® directement en omettant les contraintes
d'inegrie sur fw;= gz etc=.

Dans la suite de cette partie, on detaille deux cas particulers pour lesquels le treoeme
pe®dent peut étre renfore.

Lemme 20 Supposons que :
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{ les poids et les prots satisfont :i<j ) %‘ p_wj ,
i i
{pourtouti21,w; w;= >0
{ les variables akatoires f jgi»; sont independantes et identiquement distribiees (i.i.d.).

Commejl (x )j = jl (x)j, et puisque Iss prots sontlgrés en ordre decroissant © p:x p:x. De

plus, observer que par construction : 5 yW; i21 (x) W Alors :
P P P
Plwx ¢ = P( i)W =P i2x) i € i21 (x ) Wi)
= P(: pi2ix) i © pi2ix y W) (a)
P(b 210 i C© 210 Wi) (b)

= P( Wi ©=Pwx o)

= Comme Iq§f igi21 sont supposes i.i.d., et puisquejl (x )j = jl (xX)j, les variables akatoires

pi2ix) i € p2i(x) i Sontaussiiid. : ceciassure (a). (b) est une conequenadirecte de :
i21 (x ) Wi i21 (x) W;. Comme x est ealisable pour CCKP, on a donc monte que x est

aussi ealisable pour ce probeme. On en ceduit quex est une solution optimale de CCKP.

Treoeme 14  Supposons que :

W; Wj

{ les poids et les prots satisfont :i<j ) El p_ ,
i i
{pourtouti21,w; w = >0
{ fw;= gi2) etc= sont des entiers,
{ les variables akatoires f jgi»; sont i.i.d..
Alors il existe  2f0;:::;ng tel que toute solution optimale de RKP(, ) est aussi optimale

pour CCKP.

Preuve : D'apes le ttreoeme 13, on sait qu'il existe | let 2f0;:::;jl jgtelsqu'une solu-
tion optimale de RKP(1 , ) est optimaleegalement pour CCKP. De plus, d'apes la preuve du
treoeme, on sait que | peut étre choisi de manerea satisfairel = | (x ) pour upe solution op-
timale x de CCKP, etque peutétre aussichoisitelque: =min |l j; ¢ 2] W =

d'abord que = jl j: dans ce cas, les Brobbmes RKRA(, ) et RKP(I,n) sontequivalents.

Supposons maintenant que = ¢ o1 W; = < jl j. Onva montrer que toute solution
optimale de RKP(l, ) I'est aussi pour CCKP. Soit x° une solution optimale de RKP(I, ). Si
il (x9j , X% est ealisable pour RKP(I,n) et en consquence P(w:x® ¢) = 1. Donc dans ce
cas, xest ealisable pour CCKR, SijI (x9j p +1, montrons que x%est une solution ealisable
de CCKP. Si on suppose que : ;| xoW; > 5 W;, alors pour tout ensembleS | (x9 tel
quejSj =

X 0 X 0 X X
WixG + w;xG = w+ > w; + =c + = c:

i2s i21nsS i21(x9) i21

geci est unch;ontradiction avec la ealisabilie de x° pour RKP(l, ). On en cduit que :

i21 (x0) Wi i21 W;. Puisquel est I'ensemble degl j plus faibles valeurs defw;gi>|, cette
dernere relation implique : jl (x9j j I j. D‘afytre part, ggmme I I, x est ealisable pour
RKP(l, ), etonadonc:pxx px%ie : 5 pi i21 (xo Pi- Puisquel est I'ensemble

desjl j plus grandes valeurs de pigi2;, on obtient : jl (x9j j | j. De plus, commel contient
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P P
les jI j poids les plus faiblgs, cette dere,ére iregalie implique : 5, (o W, i1 W;. En
enitive : JIXO=jl jet i xoW = i W
Maintenant, montrons que x° est ealisable pour CCKP :
0 — . P P
P(w:x™ ¢ = P(: pi2ix9g i C p i21 (x0) W)
= PCpizixg i C pizix)Wi) (3)
P(: i21x) i € i21x )W) (D)
= P(w:x C):
P
(a) vient de : 21 Wi = i) W (b) est une conequence dgl (x%j = jl j et des hy-

potreses probabilistes sur lesf jgi>;. On a donc prouwve que x° est une solution ealisable de
CCKP. Finalement, comme on a vu quep:x  p:x% x%est optimal pour CCKP.

Comme pe@demment pour le treoeme 13, la condition d'inegrie de c= et desw;= pour
i 2 | n'est pas une contrainte en pratique, puisque le mockle robste peut aussi étreecrit avec
fractionnaire. On ceduit deux esultats du treoeme p eedent :

Corollaire 3 Supposons que :

{pourtout i21,w;=1!> Oetw; w;= > 0,

{ = etc= sont des entiers,

{ les variables akatoires f jgj»; sont i.i.d..
Alors il existe 2 f0;:::;ng tel que toute solution optimale de RKP(, ) est optimale pour
CCKP.

Corollaire 4 Supposons que :

{pourtout i21,p= > Oetw; w; = > 0,

{ pour tout i 2 I;w;= etc= sont entiers,

{ les variables akatoires f jgj»; sont i.i.d..
Alors il existe 2 f0;:::;ng tel que toute solution optimale de RKP(, ) est optimale pour
CCKP.

L'inerét de ces esultats est theorique uniqguement. E n pratique, si les poids et les pro ts sont
tres respectivement de manéere decroissante et croissante, on sait esoudre CCKP facilement. Il
sut en e et de construire une solution x en lui incorporant successivement leseements de plus
fort pro t (de plus faible poids), et de calculera chaque fois la probabilie de ealisabilie de la
solution. Cependant, il est fort probable qu'en pratique, les instances satisfaisant \presque” ces
hypotreses seront bien approchees par un probeéme robute RKP(1, ).

4.4 Algorithme pour la esolution approctee de CCKP

Dans le esultat qui suit, on notera simplement RKP le probleme RKP( |, ). De plus, toutes
les donreesfw;gi2;, fWigi2; et c seront supposes enteres. L'algorithme de programmaton
dynamique classique pour le saca-dos peut étre gererie pour esoudre RKP :

Treoeme 15  RKP est NP-di cile au sens faible : il existe un algorithme pseudo-polynomial
pour le esoudre en tempsO(n c).

Preuve : RKP est NP-dicile, puisque le cas = 0 correspond au probe me de saca-dos
classique. Le fait que RKP peut étre esolu en temps pseudgolynomial peut étre deduit du
treoeme 8, qui montre que RKP peut étre esolu via n + 1 probemes de saca-dos classigue
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(voir x 3.2). L'application directe de ce esultat garantit I'exi stence d'un algorithme O(n?c),
puisqu'un probeme de saca-dos classique est esolu paprogrammation dynamique en temps
O(nc). On donne ici une preuve qui aneliore cette complexie, & qui pecise l'algorithme de
programmation dynamigue dans le cas robuste.

On suppose sans perte de greralie que leseements del sont treés par variations crois-
santes :i<j ) (Wi w;) (W; Ww,;). On note RKP( ;b) le probeme RKPecrit avec le

Pour tout k 2 |, on suppose b <0) F¢(;;b)= 1 . Pourk =1, Fi est c& ni comme
suit :
. - 0 sib<wy
si =0: F(0;b) = b sib w,
0 sib<w;
pr sib w; °

Si 1:Fi( ;b=

a partir de la formule de ecurrence suivante :
Fe( ;D) =max fFe 1( ;b);pe+ Fk 1( Lb Wy)g:

Montrons que F¢( ;b) est la valeur optimale de RKPx( ;b). Le esultat est correct pour
k=1.Soit k 2.

On montre d'abord que toute solution xK 1 2 f 0;1gK 1 ealisable de RKPy 1( :b) ou de
RKP, 1(  1;b W) peutétreetendue en une solutionxk 2 f 0; 1g¢ ealisable pour RKP ( :b),
en ajoutant un k®ebmenta x* 1. SixX ! est ealisable pour RKPy 1( ;b), alors il sut de
prendre x'|§ = 0 pour que x¥ soit ealisable pour RKP ( :b). Six¥ ! estune solqgon ealisable

de RKPx 1(  Lb Wi), consicerons le yecteur xk tel que xf = 1. a: iy, WiXf ¥
maxf  ,g(Wi W)XK:S  1giSj] 9= g, Wixf T+ wermaxf s(W wi)xf
S Ik 1;iS] = 1g. Ceci vient debl'ordre suppos sur les variations des poidsEn observant
deplusque: 5 wix{ “+maxf oW w)x‘ ':S I 1]S] 1g b W, alors

on obtient que xK est aussi ealisable pour RKPR( ;b).

On montre la eciproque : pour toute solution ealisable de RKPy( ;b), lesk 1 premeres
composantes donnent une solution ealisable pour RKR 1( ;b) ou pour RKPy 1( 1;b wy).
En e et, soit xK une solution ealisable deRKP ( :b). Soit x¥ 12 f0;1g¢ ! le vecteur compos
desk 1 premierseements de x¥. Deux cas se pesentent :

(@) xk =0 alors x* ! est ealisable pour RKPy 1( ;b).

(b) xi =1 : alors on peut montrer par contraposition que xk 1estune soIIE;tion ealisable de

||§KPk 1( 1;b Wy). Supposons qu'il existeS Iy 1 tel quejSj = let: 5, lwix!‘ 1y

i25 (Wi wi)x!‘ I>p .Wk' AIBrs, xX ne pegt pas étre ealisable our RKPy ( '13)) puisque
pour S°= S[f kg, °B obtient : i2|kgixik +oisoWi o WX = WixE (W
WOXE+ (W W)= gy, lwixik T+ os(Wi o w)xE T+ W > b,

Ainsi, on a monte que I'ensemble des vecteurs composs ¢k 1 premeres composantes de
solutions ealisables x* de RKPy( ;b) estegala I'union de I'ensemble des solutions respecties
de RKPy 1( ;b) et de RKPy 1 1Lb wy). Encenitive: Fe( ;bD=max Fg 1( ;0);pc+
Fo 1( Lb wy) .

Finalement, observer que la valeurF,( ;c) peut &tre calcuke en temps pseudo-polynomial
Oo(n o).

On pecise les caractristiques de la solution dans les caparticuliers des poids ou des pro ts
uniformes.
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Lemme 21 Supposons que pourtout2 |, w; = !> Oetw; w; = > 0. Alors toute solution
X optimale pour RKP(I, ) \erie :

X . = min fn; b(c )=tcg; si(!'+ ) ¢
" P peH! + )c; sinon.
Pgeuve : Soit x une solution optimale de RKP(l,), x maximise la somme de ses composantes
(;, i»1 Xi). Supposons que (! + ) c. Ceci signie que x comporte au moins F;aéments :

i21 X . Alors x est en fait une solution optimale du probeme : maxfp:xj 5, X
c g.

Si au contraire (! + ) > c, une solution ealisable de RKP(l,) ne Reut pas comporter
plus de lekments. Alors x est en fait solution optimale de : maxXp:xj 5, (! + )Xi o¢g.
Ceci conclut la preuve.

Ainsi, la solution de RKP(1,) peut étre construite en temps lireaire en consicerant les
ekments de plus fort prot. Le méme type de esultat est disponible quand les prots sont
uniformes :

Lemme 22 Supposons que pour tout2 |, pj= > Oetw; w; = > 0. Soit x°une solution

optimale de : p
S.C. 5 WiXi ¢ ; (4.6)
x 2f0;1g";

et soit x°°une solution optimale de :

P

S.C. 5 WiXi G, (4.7)
x 2 f0;1g":
P
Sic et ., x2 , xPest optimal pour RKP(I, ). Sinon, x%st optimal pour RKP(I, ).

Remarquer que, du fait des hypotteses ealiees, les pras n'interviennent plus explicite-
ment dans les formulations. Par ailleurs, les deux probkenes (4.6) et (4.7) sont esolus en temps
lireaire. De plus, observer que (4.6) n'a pas de solution sc < 0.

L'icee de l'algorithme suivant est de faire augmenter progessivement la valeur du paranetre
de robustesse et de esoudre les probemes robustes coaspondants jusqua obtenir une solu-
tion ealisable de CCKP.

Algorithme HA  _CCKP

Etape 1: Soitk=0.

Etape 2 : Resoudre RKP(I k). Soit x(X) la solution obtenue.

Etape 3: Soit I 2= | (x(K)). Calculer © la plus grande valeur def0;::::jl 9g telle que
x() est ealisable pour BKP(1° 9. P

Etape 4 :  Calculer (ou borner) P(" ;,,0Ww; ©). Si:P( ;50w ¢ 1 ", STOP.

Etape 5: Poserk 0+ 1 et retournera letape 2.

La valeur Orequisea letape 3 peut étre calcuke en temps lireaire. En e et, elle est solution
du probéme :
max p
S.C. oW +MaXs jojsi=  25(Wi W) ¢



Il est su sant de consicerer S = et d'augmenter cet ensemble progresii,vement en y ajoutant
|§s indices correspondant aux plus grandes variationsv;  w;. Des que ,gW; Ww; >¢C
oW, ona: %=jsj 1.

A letape 4, observer que :P( ;,,0W; ©) = P(w:x®®)  ¢). On assure donc que l'algorithme
ne s'arréte qu'avec une solution ealisable pour CCKP. Deplus, commex®) est une solution
ealisable de RKP(I1%k) (cf. lemme 19), on a © k. L'indice k crot strictementa chaque
ieration, ce qui assure la convergence : en e et, quandk = n, la probabilie de ealisabilie de
x(") estegalea 1 et I'algorithme s'arréte lors du test de le tape 4. Ainsi :

Lemme 23 L'algorithme HA _CCKP fournit une solution ealisable pour CCKP en esolva nt
au plusn + 1 probemes de saca-dos robustes.

Enn, a letape 5, on passe directementa la valeur 9+ 1 sans examiner les probemes
RKP(I,l)pourk+l | 9 Eneet,lasolution x) est ealisable pour le probeme RKP(I, 9,
puisqu'elle est ealisable pour RKP(1°% 9.

Pour le calcul de probabilie de letape 4, on peut par exemple utiliser l'iregalie de Hoe ding
(voir treoeme 12), ou toute autre approximation. Dans ce rtains cas, il est possible de calculer
exactement la probabilie de ealisabilie d'une solut ion. Il est clair que la qualie du calcul
de probabilie a un impact direct sur la qualie de la solut ion nale obtenue; on cktaillera
ulerieurement, dans la partie 5.4.1, quelques techniqus utilisables. En n, on peut noter que si
aun momenton ajl§= © alors la probabilie de ealisabilie de la solution co urante est 1 et
l'algorithme s'arréte (cf. lemme 19).

En consequence du lemme 23, on a :

Proposition 14 L'algorithme HA _CCKP s'arréte en temps pseudo-polynomial si I'on utilise
l'algorithme de programmation dynamique decrit dans la peuve du treoeme 15.

Finalement, d'apes le treoeme 14, l'algorithme HA _CCKP conduita une solution optimale
si les poids et les prots sont tres respectivement en orde croissant et cecroissant. Il est
donc probable que cette propree sera encore \eriee si les donrees satisfont \presque" ces
hypotteses.

On remarque que les proprees de l'algorithme HA_CCKP sont tes proches de l'algorithme
glouton utili® classiguement pour esoudre les probemes de saca-dos de manéere heuristique
(voir e.g. [52]). Cette nethode se pesente donc comme urequivalent stochastique de l'algo-
rithme glouton.

On termine avec un exemple illustratif de la manere dont I'algorithme fonctionne.

Exemple : Consicerons le probeme suivant :

max i 10 ix;
s.c. ilfl wix; 80
x 2 f0; 1g'°;
al les poids w; sont tous uniformement distribies sur [8;12], i.e. : w; = 8 et W; = 12 pour
tout i 2 1 = f1;:::;109, et = 4. Soit " = 0;1, ce qui signi e qu'on cherche le meilleur
remplissage du sg¢ ealisable avec probabilie 0,9. Souses hypotleses probabilistes e ectiees,
les probabilies P( ;,,0w;  €) sont connues de manere analytique pour tout| 0 | (voir les

formules de la partie 6.4.3). Dans la suite, on noted le vecteur tel quee{ =1et e} = 0 pour
j 6.
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k=0 : D'apes le lemme 21, on sait que P o x% = p80=8c = 10, et donc : x© = i 10 €.
Ona: %= hb80 10 8)=4c=0,etoncalcule :P( o w; 80)=0
(le seulexenement pos|§ible estw = w). P

k=1: Dapeslelemme21: , x" =080 4)=8c=9 etdonc:x® =" 12 ¢
Ona: °=pB80 9 8)=4c= % et on calcule : P( ilf2 w; 80)=0:00L: < Q9.

k=3: Comme peedemment, ona: ., x& = b80 12)=8c=8, etdonc:x® = 2 d.
Ona: °=nB80 8 §)=4c =4, et : P( 19w 80)=0;5< 09.
k=5: De laméme mapere : ., x® = bB0 20)=8c=7,et: x® = 10 4.

On calcule :P(" % w; 80)=0:99:: > 0:9.
STOP : x® est ealisable, et donc optimale ici.
Observer que si I'on avait requis une ealisabilie de 100%, on aurait d0 mettre moins
dekments dans le sac. En e et, si I'on consicere que tous les poids prennent leurs pires valeurs,
on peut placer au plusb80=12c = 6ekments dans le sac.

45 Conclusion

On s'est ineres®e dans cette partie au probeme de saca-dos sous contrainte probabiliste.
Le mockle robuste de Bertsimas et Sim aege utilie comme outil de base pour approcher le
probeme sous contrainte probabiliste. Plusieurs liens teoriques entre les deux probemes ontee
etablis. Puis un algorithme aet propos pour esoudr e le probeme sous contrainte probabiliste
de manere heuristique. Cet algorithme fournit une solution ealisable du probeme en temps
pseudo-polynomial. Par ailleurs, les proprees de l'algorithme sont comparables a celles de
l'algorithme glouton couramment utilie pour le probem e de saca-dos classique. On peut donc
consicerer qu'on a b une sorte dequivalent probabilis te de cette nethode deterministe.

Des tests nuneriques de cet algorithme seront pesenesdans le chapitre suivant, au para-
graphe 5.5.2 (nmethode dite \M2"). Cette approche sera alors compaee avec d'autres.
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Chapitre 5

(ereralisation aux probémes
combinatoires sous contraintes
probabilistes

Motivations : Les ickes du peecdent chapitre vont mainte-
nant étre etendues a des probkemes lireaires en nombres 0-1
ereraux. Ce sera l'occasion d'introduire un moctle robuste
original, proche de celui de Bertsimas et Sim. Outre de bonre
proprees theoriques en rapport avec la programmation sous
contraintes probabilistes, ce nouveau moctle peut étre asolu
tes e cacement de manere approctee. Il constitue donc un
composant bien adape pour des heuristiques de esolutio de
probemes combinatoires sous contraintes probabilistes

5.1 Mocles matlematiques

On consicere le programme lireaire en nombres 0-1 suivan{ILP, pour Integer Linear Pro-
gram) :

max cX
s.c. Ax b; (5.1)
x 2f0;1g":

On suppose que certains coe cients de la matrice sont incewins. Plus peciement, 1,(j) |
esigne I'ensemble des coe cients de la contraintej 2 J qui sont incertains; les coe cients de
I nly(j) sont supposs connus de manere exacte. Pour touf 2 J et pour tout i 2 1(j), Aji
appartienta un intervalle [ A;i;Aji], avecAj > A ;. Onnotera i = Aj A;. (On rappelle
gue consicerer que seuls des coe cients déA sont incertains englobe les cas ai des coe cients
de b et/ou de c sont incertains.)

Soit A I'ensemble des matrices eellesA satisfaisant la description ci-dessus.

Chaque coe cient incertain est assocea une variable aleatoire, aussi noeeAj;, de support
[Aji;Aji]. Onnote : i = (Aji  Aj)=ji, qui est une variable atatoire de support [§1]. On
introduit alors le probeme lireaire en nombres entiers sous contrainte probabiliste (CCILP,
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pour Chance-Constrained Integer Linear Progran) :

max cX
sc. P(Ax b 1 ™ (5.2)
x 2 f0;1g":

On introduitegalement un probeme robuste, paranete par 2 [0;1]" et noe RILP( )
(pour Robust Integer Linear Program) :

max o X p
x 2 f0;1g";
avec : 8 9
<X X =
j (X) =min i Xis gt i

Ti214() i214()

RILP( ) sera souvent noe plus simplement RILP. (x) est le terme de protection de la
contrainte j 2 J. Si j =0, ce terme de protection est nul : seul le meilleur senam A; est pris
en compte pour la contrainte j . Au contraire, si j =1, le s@nario le plus cfavorable, A;j, est
pris en compte.

Diverses extensions du cadre pesent sont possibles.

Probémes mixtes en nombres entiers : Par souci de simplicie, tout ce chapitre estecrit
pour des probemes purs en nombres 0-1. Pourtant, tous legsultats setendent immediatement
aux probemes mixtes de la forme suivante :

max CX
s.c. Ax b;
xi 2f0;1g; 8i 2 1yq;
Xi O 8i 2 |y

si I'on suppose que pour toute ligng, l'incertitude ne concerne que des composantes enteres
dex, c'esta-dire : 14(j) |I1.

S'il existe j tel que I4(j) 6 |1, le mocele robuste propos a encore du sens si, pour tout
i 213()nly:x; 2 [0;1]. Plusieurs esultats pesenes par la suite restent valides, en particulier
ceux relatifsa la complexie ou aux calculs de probabilites. D'autres peuvent étre adapes (c'est
le cas par exemple pour la reformulation lireaire de la parte 5.3.2). Pourtant, on perd dans ce
cas la relationetablie avec la programmation sous contrantes probabilistes (cf. partie 5.2), et
les algorithmes decrits dans la partie 5.4.3 ne peuvent plg étre utilies directement.

Variables en nombres entiers greraux : Soiti 2 |, supposons quex; prend ses valeurs
dans N, et qu'il existe j 2 J tel quei 2 I14(j). Pour simpli er, on suppose quex; 2 f 0; 1g quand
| 6 i. Sans perte de gereralie, on peut supposer qiex; est borre : x; 2f0;:::;pg, p2 N. On

peut cecomposer x; a l'aide de variables 0-1 : x; = E:l xik, al x}‘ 2 1 0;1g. On retrouve alors
le cadre initial, et le terme de protection de la contraintej sé&crit :
_ P Pp . . P ©
j(x) = min np 1214 (G)nfig i1 X1+ Pji k=t Xi" 0 0+ gl21u()nfig + P
= min 21G) ITX5J5 1214()nfig it T P
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On en ceduit la forme gererale du terme de protection :
8 9
<X X =
j(x)=min RS i -maxfx;g.
Ci214() i21u(i) '

Cette formule a encore du sens si on consicerg; 0 pour certains indicesi 2 1y(j).
Contraintes probabilistes ®paees : Le mockle (5.2) consicere une contrainte de proba-

bilie jointe sur I'ensemble du probeme. Pourtant, cert aines applications recessitent la prise en
compte de contraintes paees :

max CX
s.c. P(Ajx ) 1 ", 8 27 (5.4)
x 2 f0;1g":

Encore dans un souci de simplicie, tous les esultats seontenon@s et prouwes pour le seul cas
des contraintes de probabilit jointes. Mais tous se gereralisent aiement au cas des contraintes
Lpaees.

5.2 Lien entre RILP et CCILP

On montre ici un esultat similaire au treoeme 13enonc e pour le cas du probeme de sac-
a-dos, avec le mockle robuste de Bertsimas et Sim. Ce tteeme se trouve en faitetendu et
cererali® grace au nouveau mocele robuste (5.3) introduit.

Soient1® | et 2 [0;1]". On note RILP(12 ) le probeme :

max o CX —
S.C. i2|u(j)\|0AjiXi + j(qu) +P i2|u(j)n|0AjiXi . (5.5)
o, Aixi B 820
x 2 f0;1g9";
np P 0
@ OSx)=mineg gy iXis it izi,gyio ji - Dans ce probeme RILP(IS ), tous

les coe cients f Aji gj 2 5210 SONt suppoes prendre leur valeur maximale. Ainsi, pour lacontrainte
j 2 J, le paranetre de robustesse ; a un impact sur les seuls coe cientsfAj; g2 0. Noter que
RILP( ) et RILP( I, ) designent le méme probeme.

Treoeme 16 |l existe | | et 2 ][0;1]" tels que toute solution optimale de RILP[{ , )
est une solution optimale de CCILP.

Preuve : Soit x une solution optimale de CCILP, onnote :1 = fi 2 |jx; = 1g. Pour simpli er
les notations, on note aussil (j)=1 \ I,(j) pourtout j 2 J.x estealisable avec probabilie
au moins 1 ", i.e. : P(Ax b) 1 ™. NotonsA = fA 2 Aj Ax bg, et consicerons le
probeme suivant :
max CX
s.c. Ax b; 8A2A ; (5.6)
x 2 f0;1g":

Montrons d'abord que toute solution optimale x°de (5.6) est aussi optimale pour CCILP. On
a:P(Ax° b PA2A )= P(Ax b 1 ". Ainsi, x?est ealisable pour CCILP, ce qui
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implique : cx  cx® Mais commex est ealisable pour (5.6), on aegalement :cx  ¢x® Donc
x%est une solution ealisable de CCILP de méme coot quex : x°est optimale pour CCILP.
Notre but maintenant est de trouver des paranptres ()20 tels quePRILP(I , ) est
gquivalenta (5.6). Soit {, 2 J, on a : A b, 2.y ANiXi b 21, () Aji Xi
i21,G) i i B i21, () Aii Xi i21,() Aji Xi - On note :
8 9
- < X X X =
=min . 1; b Aji X Ajixi = ji .

j A
i21u(j) i21u(j) i21 ()

P
prserver que puisqueA 6 , 0.Alors: (@ A2A ,8 ]2 iy Q) i i
jooi21 () i
Prouvons que x est une solution ealisable de (5.6) si et seulement slgg est ealisable
powy RILP(I , ). Soit x une solution ealisable de (5.6). Soitj 2 J. Si 5, () i Xi
i21 () ji,sgtAj & ni par : g = Xi sii 21 () et jj =1sii2ly(j)nl .Ona:

P
i20 ) i 0T gy X @) i
Siau contraire 5, () jiXi > | 25 () ii» SOt Aj c&nipar:
HE H . — . -P _P .
- St 2| (!) ST X k2n () kT k21 () ik Xk
-sii 2 1y()nl o5 =1
P P _ _
Comme 5y ¢y iiXi > j 2 )y ii-Ona@apourtouti 21 (j): ji Xi 1. Donc les
composantes de ; sont bien dans [Q1]. De plus :
P _ P P P
i21 () Ji i T ip () X k2 ) kT k21 () ik Xk
g k2l ) k-
) P P
Il'est donc monte que, pourtout j 2J 1 5 () ji ji P21 ) i

D'apes (a), on a donc construit une matrice A qui appartienta FQ‘ . Par ailleurs, pourj 2 J,
Bn peut \eri er quepdans chacun des deux casevoqies :Ajx = 5, o) Aji Xi + (1 5x)+
21,y Al Xi T 2y, ¢) Aji Xi- Comme x est ealisable pour (5.6), on a :Ajx b, ce qui
implique que x est ealisable pour RILP(1 , ).
Reciproquement, soit x une S(?_;ution ealisable de RILP(IP, ). Soit un quelg;onqueA 2A ,
gn a pour tout jPZ J: ij_: ilglu(j)(Aji g iXi e, Ai X i2% i) Aji Xi +
iRl () i i Xi+ i214()nl Aji Xj+ iglu(j)Ajixi.PuisqueAZA , I'a rmation : P i21 () i i
i pi2l () ii estcorrecte. Ceci implique que, puisque; 1poulg,touti 21 (): ipl () i i X
P21 () ji.D‘auH,e part, puisque j; lpourtouti 21 (j): 5 Q) i P i21 )y i Xi-
Il en esulte _gue : 21 () I pXi j (I ;x). On obtient donc : A;x i21 () Aji Xi +
i(H5X)+ gy AiiXi T jay,) Aji Xi- Comme x est ealisable pour RILP(I , ), on
obtient : Ajx By. Ceci prouve quex est ealisable pour (5.6).
Finalement, on a monte que x est ealisable pour (5.6) si et seulement sk est ealisable pour
RILP(1 , ). Comme les deux probemes ont la méme fonction-objectif ils sont competement
equivalents. On en conclut que toute solution optimale de RLP(1 , ) est optimale pour CCILP.

Cecietablit un lien treorique entre CCILP et le mockle ro buste RILP. Noter que ce esultat
ne recessite aucune hypottese probabiliste d'aucune soe.
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5.3 Complexie tleorique et pratique de RILP

5.3.1 Relations de complexie entre RILP et ILP

Si le probeme nominal ILP est NP-di cile, alors il est clai r que sa version robuste RILP
I'est aussi (consicerer j =0 pour tout j 2 J). Des liens plus pecis entre la complexie de ILP
et celle de RILP peuvent étreetablis. Ci-apes, m°designe le nombre de contraintesj 2 J telles

quely(j) &

Tlkeoeme 17  Une solution optimale de RILP peut étre obtenue par la esdution de om°
probémes nominaux ILP.

Preuve : Dans cette preuve, par souci de simplicie, on suppose quesk ensembles!(j)gj 24
sont tous non-vides. En conequence m® = m. Soit V la valeur optimale de RILP. Soit
2 f0;1g™. Pour tout_j 2 J, on utilise dans IlDe cadre de cette preuve la notation suivarg :

i j)=@1 T i) X T 0T 0 21,y i - Onintroduit alors :
V()= max = X p
SCa,pAixit 6 D+ e, Aix B 8 29
x 2f0;1g":

Pour tout 2 f0;1g™, une solution ealisable du probeme ci-dessus est eaisable pour
RILP, puisque j(X; j) j(x). Il s'ensuit que : maxftV( )j 2f0;1g"g V. De plus,
il existe recessairement 2 f0;1g™ tel queV ~ V( ). En eet, etant donree ung solution
optimale x de RILP, il est su sant de consicerer : ; =1, i210(G) i Xi o200y i -

Dans ce casx est solution ealisable du probéme correspondanta V().
Ceci montre que :V =maxfV( )j 2f0;1gMg, ce qui acleve la cemonstration.

Si le nombrem?® de contraintes sujettesa incertitudes n'a pas d'impact su la complexie du
probeme ILP, i.e. si toute instance de ILP a un nombre xe de contraintes incertines, alors
la version robuste RILP peut étre esolue via un nombre constant 2° de probemes ILP. Le
probeme de saca-dos est un exemple rentrant dans cette aegorie : sa version robuste sera
esolue par seulement deux probemes de saca-dos claggue. La méme observation peut étre
faite dans le cas au seuls les coe cients de l'objectif sontsujets a incertitude : 2 probemes
nominaux su sent pour esoudre le probéme robuste.

On notera au passage que la complexie obtenue est bien méglure que celle du probeme
de Bertsimas et Sim, cf. [12] et le threoeme 8 de la partie 32 (onetait conduita la esolution
de (n +1)™ probemes nominaux).

Le treoeme 17 n'assure pas que leventuelle polynomiale du probeme nominal sera consenee
pour le probeme robuste, puisqu'un nombre exponentiel ' de probkemes doit a priori étre
esolu. Cependant, dans certains cas speci ques, ceci pd étre nettement anelioe.

Cas des variations constantes :

Proposition 15 Supposons que pour touf 2 J, Iy(j)= 1y |, etpourtouti 2 Iy, j = j.
Alors une solution optimale de RILP peut étre obtenue par laesolution de m°+ 1 probemes
nominaux ILP.

Preuve : On continue la preuve pe@dente (avec m = m9, ai iletait monte que : V =
maxtV( )j 2f0;,1g"g. Comme pgcedemment, on ngie X une solution optimale de RILP,
et 2f0;1g" telque: ; =1, i210() i Xi i i214() Ji- OnsatqueV = V( ).
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On suppose maintenant que pour toutj 2 J, I4(j) = Iy et toutes les variations \eri ent :
ji = j pouri 2 I,. Sans perte de greralie, Qn suppose les [jndices tresde sorte que :

j<k ) k- Soitj 2 J. Congicerons lecas a5, jX; § | 21, j--€p: j =0. Ceci
implique que pour tout k j : 5 X; < jluj, etdonc: 5 kX < kg, k-Ona
alors: ;=0)8 k j =0

Onen ceduit: V =max V()| 2f0;1gM;j K) k . En conequence, une

solution optimale de RILP peut &tre obtenue via la esolution de m + 1 probemes nominaux
ILP, en conservant la meilleure des solutions calcukes.

Dans ce dernier cas, si ILP est de complexie polynomiale ertemps, on garde la méme
propree pour RILP. Remarquer que la proposition 15 s'ap plique en particulier quand seuls les
membres de droite d'un probkme mixte en nombres entiers sat sujetsa incertitude.

Cas des variations proportionnelles : Un autre cas nerite quelques remarques suppementaires.
Supposons que pour toutj 2 J, I4(j) 2f ;1 g, etdans le cas aily(j) = I, il existe j > O
tel que : 8i 2 I; i = jA;. Tous les coe cients d'une ligne sont donc consicees incertains,
et la variation d'un coe cient est proportionnellea sa val eur minimale. Dans ce cas de gure,
en pratique, RILP peut étre esolu avec bien moins de »° probémes nominaux. En e et, on
montre que plusieurs probemesV( ) n'ont pas besoin d'étre consices.

Soit 2 fQ0; 1gm°, et soit x( )ﬁa solution assocé@,a V( ). Supposons que pour un quel-

conquej 2 J,ona: j=0et , Aix( )i+ j 2 ji > bj. Consicerons maintenant
O%egala a l'exception de; P = 1, et soit ¥ 9 la solution assocee. Puisquex( 9 est
palisable pour V( ona: ;, Aix( %+ j iy ji Bb.Deh, dapes nos hypotteses :

i21 A (9 x()il<o.
qypposons maintelgant quex( 9 n'est pas ealisable pour le probeme V( ) : ceci signie
Bue  ipy Aji X( Oﬁ,+ i1 i X( c5P> bj. La ealisgpilie de x( ) pour V( ) entrame que :
20 AxC Qi+ i ixC 9% > Aix( )i+ gy jpe( )i. Puisque les variations sont
proportionnelles aux valeurs minimales, on obtient : (1+ ;) 5, A; [x( 9 x( )i]> 0. C'est
une contradiction.
On en ceduit que x( 9 est ealisable pour V( ), ce quiimplique :V( 9 V(). Donc il est
inutile de sﬁnbresser au prqbbme V( 9. Un raisonnement similaire peut étre produit quand
j=let 5 Apx( )i+ p jix( )i > bj. En consicerant Oegala a l'exception de :
?=0,onmontre que V( ) V().

5.3.2 Une formulation lireaire en nombres entiers de RILP

La relaxation continue de RILP telle quécrite en (5.3) n'e st pas lireaire, elle n'est pas méme
convexe :

Lemme 24 Soitj 2 J,x7! ;(x) est concave surf0;1]".
P
Prlguve : Supposonquuex = x1+(1 )x? pour un 2 [0;1], on a : i21,G) Xi =
i2|u(j)xi1+(1 ) mu(j)x?. Alors :
) np P (0]
min i21,() JXis it i20.() i
N n p () 1+(1| (J))P , = ‘a ) =) 0
= mi . i X . i XA S T S T
Cnp 2@ T p 20y IR T @) 0 N CAREER S
min i20,() X5 i 2 i t(@ ) min i200G) X0 00 i214() i
Ceci montre que : j(x) F(xh+ (%3,

72



Bien que ce lemme n'assure pas la concavit stricte de j en gereral, c'est ce qu'on a le plus
souvent, comme l'illustre I'exemple tes simple qui suit.

Exemple : Onconsiceren=1, x}1 =0, x2=1, =let =1=2.0Onadoncx= x1+(1
)x?=1=2. Alors : minf x; : g=minf1=2; g, et:
mn x%: +@ )min x?%: =0+1=2minfl, g= =
Alors, saufdanslecasa =1:minfx;: g> min x%: +(1 ymin - x?; :

On donne cette reformulationequivalente de RILP :

Proposition 16  RILP peut skcrire :

max CX
P -P .
S.C. i2|u(j’\_-,Aji Xi+ i iplu() i -Zj
oo #Yi Y e, Aix By 8238 (5.7)
ZitYi X 8 231 214();
xj 210;1g; 8i 2 I;
z Oy O 8 2 31 2 1y(j):
Preuve : Pour tout x 2 f 0;1g", il est facile de voir que quel que soif 2 J :
n 0
. P P .
j (X) = min iToi21,G) i Gt i20,G) i Xi 1 z)iz 2[01]
Ceci peut etre lirearie de manere classique en introduisant y;; = X;:(1 z)=maxf0;x; zg:
1 -P . P
j(x) = min iToi2iaG) G A 210 i Vi
S.C. Z +Yi o Xi; 8i 2 1y(j);
yi 0 8i214(j);
z; 2 [0; 1]

Finalement, les contraintes z 1 peuvent étre omises. En e et, toute solution optimale
(x;y;z) de (5.7) peut etre modiee en (x;y% 29 satisfaisant : z2+ y? = x;, pour tous j 2 J et
i 21y(j). Commex; lpouri2l ety O, ceciimplique quezj0 1 pour tout j 2 J. Ainsi,
la contrainte z; 1 est inutile.

Ainsi, en relachant les contraintes d'inegrie de (5.7 ), on obtient une relaxation lireaire de
RILP; on la note RILP-L.

Remarque : Les contraintes d'inegrie sur z ne peuvent étre relactees dans (5.7) que parce
que x est un vecteur 0-1. Si le probeme avait compore des varidles x; 2 [0; 1] assoceesa au
moins un coe cient incertain Aj;i , la reformulation exacte du probeme robuste aurait recessie
de conserver la contraintez; 2 f 0; 1g.

La formulation (5.7) peut étre directement compaee avec celle du moctle de Bertsimas et
Sim, qui secrit (cf. (3.4), partie 3.1) :

max P p cX P
SC. iHAiXit gt gy @iVt oiagyAixi b 8! 2 _ _
Zi t+ iy ji Xis 8j 2Ji2ly(j) (5.8)
Xj 2 10;1g; 8i 2 |
zz Oyi O 8 2 J:i 214()
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avec les paranetres de robustesse; 2 0;jly(j)j pour j 2 J. En particulier, si toutes les
variations i ont la méme valeur , alors ce mocele (5.8) est competementequivalenta RILP :
il sutde consicerer ; = jly(j)j pour le voir. Ceci expligue notamment les relations entre
les theoemes 16 et 13 (voir partie 4.3).

Le moctle robuste (5.8) sera appek par la suite RILP().

5.3.3 Description des ensembles d'incertitudes

En s'appuyant sur I'analyse rapporee dans la partie 2.4, o cecrit I'ensemble desevenements
auxquels une solution de RILP est robuste. En particulier, m pourra ainsi se faire une icke
plus intuitive des similaries et dierences entre RILP e t RILP ,. Ineressons-nousa une seule
contrainte j 2 J, et sypposons qudy(j)=1.

Onnote:Cj = ; i, j > 0.0ncnit pourtout v2 R":
_ P
kvkr = min  Cj: + 5 i
sCc. it i jwviij; 82l
: 0:

En utilisant les notations introduites au x 2.4 :
Lemme 25 Pour tout x 2f0;1g" : j(x)= k; Xxkgr.

Preuve : Soitx 2f0;1g". On a:

kj Xxkr = min CJ-:+Pi2| i
S.C. ji: * ji Xi; 8121,
: 0:
Soit (; ) une solution optimale de ce probeme. On a : = maXi2; [ jiX; i]= i * 1.
De la méme manere, on a pour touti 2 I : j = ji(X; )*. Sixi =1, comme 1:
i= i1 ). Si x; =0, comme 0: =0.FDonc, pourtout i 21 : ;=(1 lgxi. On en

ceduit que la valeur de l'objectif secrit: C; + 5, ;i1 )xj= C;+(1 ) 5 i X
La valeur minimale de cette quantie pour 2 [0; 1] est exactement ;(X).

Lemme 26 k:kg est une norme.

Preuve : On \eri e facilement que : kukr =0, u = 0. Soit un scalaire quelconquet 2 IR. On
voit que (; ) est solution ealisable pour le probeme kukg si, et seulement si, {tj:; jtj: ) est
ealisable pour le probeme ktukg. On en ceduit : ktukg = jtj:kukg. Restea montrer l'iregalie
triangulaire. On a :

ku+ vkr = min Ci: +Pi2| i
S.C. i+ i ju+yvj 82l
; 0:
Soient (1 YHet( 2 ?) les solugons optimales respectives des probemekukg et kvkg.
Ona:kukg + kvkg = Cj:( 1+ 2)+ ., ( 1+ 2. De plus, remarquer que :8i 2 I; ji:( 1+
A+ ( t+ 2 juj+jvij,doncaussi:8i21; j:( 1+ 2+( 1+ H ju+vj.Onen

ceduit que ( 1+ 2% 1+ 2 estune solution ealisable du probeme ku + vkg. Ceci implique :
ku+ vkr  Cii( 1+ 2+, ( 1+ ?)= kukg + kvkg.

n 0
Lemme 27 La norme duale dek:kr est ce nie par : kvkg =max 1=Ci:kj vk ; kvkg

74



Preuve : On a par ¢ nition :

KvKg = MaX ek, 1V:€= mMax P|:1>2| Vi€
S.C. Cj + i2] i 1;
i+ i ] el 8i 2 I;
0; 0e2 R":
Remarquer qu'il existe une solution optimale de ce probene telle que : j;: + ;| = j&j pour
tout i 2 1. On supposera cette propree \eriee par la suite.
Montrons qu'il existe une solution optimale de ce probeme qui \erie : =0ou =0.
En e et, supposons que pour touti 2 I, j C;. Alors, s'il existe k 2 1 tel que > 0, on

construit la solution ( ¢ %€ telle que :
Oestegala  sauf pour la composantek : 2=0;
e estegala ea I'exception de : jedj = jej+( k=G 1) «;
0- 4+ k:Cj .
( % %Y est une solution ealisable telle que :e%v = ewv+ j( k=G 1) «vj e:v. De plus,
E = 0. Ceci montre qu'il existe une solution optimale (; ) telle que = 0. Si au contraire |l
existek 2 | tel que j <Cj, on pose :

0— 0:
Oestegala ,excepe: 9= + G ;
e estegala ea I'exception de : jedj = jej+(Cj k) -
( % %€Y est une solution ealisable telle que :e%v = ewv+ j(C; k) Vkj > e:v. Dans ce cas,

il existe donc une solution optimale (; ) telle que =0.
Si =0,o0ona:kvky = kvky . Si =0, 0n a: kvky =1=CG:k; vki. On en ceduit :
kvkgr =max kvk; ;1=G:k; vk .

D'apes le treoeme 6, on a :
n 0]
Aj X+ j(x) b, 8A; t.q. k(A Aj) ik 1:Ajx Db

k(Aj  A)  jka

Observer que kk(Aj A;) kg 1, ! . Sur la gure 5.1, on donne

kKA;j A ks C

fad] )
une illustration de la forme des ensembles d'incertitude das un espacea 3 dimensionsr( = 3).
L'ensemble de gauche corresponda I'ensemble d'incertitde du mocele de RILP, pour ;| =1;5;
celui de droite repesente I'ensemble d'incertitude de lemockle robuste RILP pour ; =0;5. Il

s'agit dans les deux cas d'un sous-ensemble du pawe desemements possibles, climie par un
plan dont l'inclinaison change suivant le mocele de robusesse.

5.4 Algorithmes e caces pour CCILP

5.4.1 Calcul de la probabilie de ealisabilie d'une so lution

Une des di cules fondamentales pour la esolution de pro bémes sous contraintes proba-
bilistes eside dans levaluation de la probabilie P(Ax  b) pour une solution x donree. Dans
certains cas particuliers, on connat des formules analytjues qui permettent de calculer exacte-
ment les probabilies voulues (voir par exemple la partie 64.3). Mais la plupart du temps, une
evaluation exacte requiert des inegrations multi-dime nsionnelles compliguees nurneriquement ;
de telles approches directes sont souvent trop di ciles si lon souhaite un processus de esolution
raisonnablement rapide. Ceci motive I'approximation deP(Ax  b), qui peut étre e ectiee de
dierentes maneres. On pesente ci-apes trois appro ches, qui sont utilisables en fonction des
hypotreses probabilistes e ectiees et/ou du dege de pecision voulu.
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Fig. 5.1 { Repesentation d'ensembles d'incertitudes pour le nocele de Bertsimas et Sim @
gauche), et pour le mockle robuste (5.3)a droite.

Iregalies de probabilies : Une premere icce courammentevoqlee dans la literat ure est
de s'appuyer sur des bornes de probabilies pour garantir me approximation sare de la solution
obtenue (voir e.g. [16, 82]). Les plus connues de ces iregigé sont sans doute celle de Markov
et celle de Chebychev (voir tout livre traitant des probabilies) :

Theoeme 18 (Iregalies de Markov et de Chebychev)

(i) Soit X une variable akatoire a valeurs positives, pour tout eel a > 0 : P(X a)
E[X ]=a (iregalie de Markov).

(i) Soit X une variable abatoire d'esgerance et de variance 2 nies, alors pour tout
a>0:P(X i 2=a (iregalie de Chebychev).

Leur caracere extrémement gereral rend ces iregalites ineressantes en theorie. En pratique,
elles peuvent s'awerer tes faibles. On dispose d'ailleus souvent d'un peu plus d'information
probabiliste. Il est souvent pertinent d'utiliser l'ireg alie de Hoe ding, cep pesente auparavant
(voir theoeme 12, x 4.3), et dont on ceduit par exemple :

h i
P
Lemme 28 Soit x 2 RY. Soitj 2 J, on note : j(x) = E i21,() Aji Xi . Supposons que :
b i(X)*+  j21,() Aii Xi, et que les variables akatoiresf Aji gi»,j) sont incependantes :
!
2d; (x)?
i21u() ji Xi

=]
al : dj (X): Q i%lu(j)AjiXi j(X).

Dans le cas de contraintes de probabilies jointes, il s'ag devaluer P(Ax b)) = P(8] 2
JAjX by). Par exemple, si on suppose I'in@pendance de toutes lesaviables akatoires
fAji g23i21,() du probeme, on a : P(Ax b = i 23 P(Ajx b).

L'usage de telles bornes analytigue8 (x) P(Ax Db) signie que le programme CCILP
est en fait approcte par le probeme suivant :

max cX
sc. B(x) 1 " (5.10)
xj2f0;1g; 8i 2l
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Ce probkme est le plus souvent non-lireaire (sauf dans lecas de l'iregalie de Markov), et donc
en cereral tes di cilea esoudre en pratique. Mais da ns certains cas, ce probeme non-lireaire
en nombres entiers peut &tre lirearie. C'est le cas, parexemple, si I'on utilise l'iregalie (5.9)
pour un probeme a contraintes de probabilies £pae es (cf. mocle (5.4)). En e et, sous la
I 2

condition E[Ajx] b, la contrainte P(Ajx k) 1 " devient: exp 4:20'1(7’()2)(2

p _ _ i21u() i X
"I 20()* (") a2,y fixf- Puisque toutes les variables sont 0-1, on a x? = X
pour tout i 2 14(j), et on peut introduire selon le pro@d classique des vaiables yy = XkX|

pour tout (k;1) 2 1,(j)? tel que k < I . Il faut alors aussi ajouter les contraintes :yy Xy et
Yoo X

Par ailleurs, il est rece§$aire d'ajouter des contraintesqui c nissent le domaine de validie
de lregalie (5.9) :  j(x)+ i21, () Aji Xi by pourtout j 2 J. Lalirearisation ealige implique

I'ajout de n(n 1)=2 nouvelles variables continues, ainsi qua(n 1) nouvelles contraintes. On
peut alorsecrire l'approximation suivante du probeme ( 5.4) :

max . %
S.C. o1 4b %Aji 1 2E[A;i I? In("j) j2i Xi
2 b(ki212iek EMAKTEA; Ty 207; 8j 23
i21 EIAjiIxi B 8j 2 J; (5.11)
Ye o Xk 8(k;1)2 1%,k 6 I;
Yo XI; 8(k;1)212%k6 I

x2f0;1g";y 2 R;

avec la convention naturelle : j; =0 si i 2 Iy(j). Un tel mocele sera appeé \approximation

de Hoe ding" d'un probeme avec contraintes de probabilites spaees. Cette approche est par-
ticulerement appropree quand on dispose de tes peu d'information sur la distribution des

variables akatoires du probeme.

Methodes déchantillonnage : Si les distributions en probabilie sont connues, les tech
niques de type Monte-Carlo [68] peuvent donner de bonnes dstations de P(Ax  b). En e et,
d'apes la loi faible des grands nombres, la taille de ledantillon peut étre calcuee de manere
a garantir une qualie contrbee pour levaluation de  P(Ax  b). Plus peciement :

Lemme 29 Soit g2 IN. Soit  une variable akatoirea valeurs dans RY, et soitt 2 IRY9. On

note: = P( P t). Soit 1;:::; k unechantillon akatoire de la densie de probabilie 1; g,
on note: = '[‘):1 p=K. De plus, on introduit d = j 1+":
. 1

{si >1 ",ona:Pr < 1 " Tldz;

{si <1 ",ona:Pr > 1" TR
Preuve : Notons : T =1¢. ,ona: = E[T]. Supposonsque > 1 " alors:Pr <
1" Pr j j> d . D'apes la loi faible des grands nombres, on obtient : Pr <
1" 2=(kd?), s 2 est la variance deT. De plus,ona: 2= E[T?] E[T]?= E[T?] =2

PuisqueT esta valeurs dansf0; 1g, on obtient en ce nitve : 2= E[T] 2=(1 ) 1=4.
Lecasa <1 " estcompktement similaire.

Ainsi, si la taille k de lechantillon est susamment importante, et P(Ax  b) sont ou
bien tous deux sugerieursa 1 ", ou bien tous deux inErieurs, avec une forte probabilie. Cette
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approche comporte plusieurs avantages pratiques : elle edes facilea mettre en uvre, et elle
permet de prendre aiment en compte des hypotteses prolalistes varees (corelations par
exemple). Evidemment, son principal inconenient est d'imposer un nombre dechantillons tes
important si I'on veut une garantie assezelewe de bienevaluer la probabilie, ce qui se traduit
par une duee longue de simulation.

Approximations gaussiennes : En n, la probabilie  P(Ax b) peutétreevallee de manere
analytique si les variables akatoiresAj; sont toutes supposes suivre des lois normales [46, 16,
45]. Dans notre cas, on a suppos que chaque variable akaire Aj; appartenaita un intervalle
(Aj ;Aji . Une manere d'approcher ce comportement est de supposaime distribution normale
telle que la probabilie P(Aji 2 [A;; ;Aji ]) est \petite". Cette approche, ®duisante car elle rend
des calculs exacts possibles, semble souvent tes contgaiante d'un point de vue mocklisation.
Dans certains cas, pourtant, le recours au treoeme de laiimite centrale donne de bonnes raisons
d'e ectuer des approximations gaussiennes (voir annexe R).

Plus gereralement, ce traitement analytique du probem e est possible tes que la distribution
de probabilie des variables akatoires est stable c'esta-dire : si X; et X, sont des variables
akatoires chacune distribltee selon une distribution stable (de pararnetres dierents pour chaque
variable), alors X1 + X, est aussi distribiee selon cette loi, avec des paramnetreslierents bien
sor (voir [45] pour plus de cetails). Typiquement, si X1 N ( 1; %) (loi normale de moyenne

1 et de variance 2)etsi X N (2 3),alorsX;+ Xz N ( 1+ 2 2+ 2). Laloide
Cauchy est un autre exemple de distribution stable.

En n, notons que [20] a propos d'ineressantes extensims de ce cas de gure gaussien
a une famille plus gererale de distributions dites \radi ales". Les auteurs montrent que pour
ces distributions, les contraintes probabilistes ®paees peuvent secrire comme des contraintes
conigues convexes de second ordre. Dans notre cadre 0-1, édlds contraintes pourraient étre
lireariges comme ckcrit plus haut.

5.4.2 Dicules et restrictions

Dans ce qui suit, I'accent est mis sur la simplicie de mise @ uvre et le passagea lechelle
de la nethode de esolution. Notre but est de trouver une bonne solution de CCILPa partir de
la famille de probemes robustes RILP. D'apes le theor eme 16, trouver la solution optimale de
CCILP impliquerait de consicerer tous les probemes RILP (1 ), pour tous les sous-ensembles
19 | etpourtout 2 [0;1]". Ceci serait plus colteux encore que denurrerer les poits de
f0; 1g". Pour conserver une complexie algorithmique acceptablenotre recherche se limitera aux
probemes RILP(1, ), aussi noes RILP( ). On pourrait imaginer des aneliorations consistant
a tester dierents sous-ensembles | %, sans bien sar cherchera tous lesenunerer. Ceci rendrét
toutefois les temps de calcul moins attractifs.

On cktaille ci-apes les limitations de I'approche propo<e.

Sous-optimalie de la solution trouee : Malheureusement, la restriction ci-dessus peut
conduirea manquer la solution optimale du programme sous ontrainte probabiliste, ce qu'illustre
I'exemple suivant.

Exemple : Consicerer le probeme de saca-dos suivant :

max 2X1 +2X2 +3X3
S.C. WiX1+ WoXo + WiXz 25
x 2 f 0;1g°;
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al les poids w; sont supposs intependants et uniformement distrible s sur leurs intervalles
respectifs d'existence w1 2 [0;5;1; 5], wo 2 [0;5;1;5] et wz 2 [1;6;2 6]. Supposons que nous
voulions esoudre le probeme sous contrainte probabilste correspondant avec' = 0; 1.

Enenunerant toutes les solutions et en calculant leurs probabilies respectives de ealisabilie,
on trouve que la solution optimale est :x = (0;0; 1), de valeur assoceeV = 3 et de probabilie
de ealisabilie P = 0;9. Maintenant, ecrivons le probeme robuste pour 2 [0;1]:

max 2X1+2X2+3X3
s.c. O5x;+0;5x,+1;6xz3+minfx;+ X2+ Xx3;3 g 2,5
x 2 f 0;1g°:

On peut \eri er que :
{si3 1,5, la solution robuste est (1 1; 0), de valeurV = 4 et de probabilie P=7 =8< 0.9
(voir I'annexe B.1 pour un exemple de calcul proche),
{si3 > 1,5, la solution robuste est (1 0;0), de valeurV = 2 et de probabilie P = 1.
Ainsi, la solution x n'est optimale pour aucun des probemes robustes consiaes. Pourtant,
observer quex est bien une solution optimale du probeme RILP(1° ) avec|®= f3get =0.

Non-monotonicie de la probabilie de ealisabilié : Il auraitee utile de caraceriser

le comportement de la probabilie de ealisabilie P(Ax b). Plus peciement, pour 2 [0; 1],
on note x( ) une solution optimale de RILP( ). llestclairquesi =(1;:::;1), alorsP Ax( )

b =1. Il aurait sembé naturel que lorsque CalorsPAX() b PAx(9 b.Mal
heureusement, ce n'est pas toujours le cas, comme monte da |'exemple suivant. Ceci rend les
nmethodes de recherche bases sur la dichotomie peu sares

Exemple : Consicerer le probeme de saca-dos suivant :

max 2X1 +2X2 +3X3
S.C. WiX1+ WoXo + WiXz 35
x 2 f 0;1g°;

al les poids w; sont supposs intependants et uniformement distribte s sur leurs intervalles
respectifs d'existence wi 2 [1;2], wo 2 [1;2] et w3 2 [1;5;5;5]. Le probeme robuste assocea
2[0;1] est:

max 2X1+2X2 +3X3
S.C. X1+ Xo+1;Bxg+minfx;+ x,+4x3;6 g 3,5
x 2f0;1g%:

Les solutions robustes peuvent étre decrites pour toutedes valeurs de

{ si =0, la solution robuste est (1;1;1), de valeurV =7 et de probabilie P =0;

{si0< 6 1, la solution robuste est (1 0;1), de valeurV =5 et de probabilie P=1 =8;

{sil<6®6 1;5, la solution robuste est (% 1; 0), de valeurV =4 et de probabilie P =7 =8;

{sil;5< 6 2, la solution robuste est (Q0; 1), de valeurV = 3 et de probabilie P=1 =2;

{ si 2 < 6, la solution robuste est (Q 0;0), de valeurV =0 et de probabilie P = 1.
Cetteenuneration montre que la probabilie de ealisa bilie n'est pas croissante avec , méme
pour ce cas simple de probeme de saca-dos.

5.4.3 Algorithmes

Malge ces inconwenients, I'approche robuste proposedemeure ineressante en raison de son
tes faible coat algorithmique. On cetaille maintenant quelques impementations possibles. On
suppose dans cette partie quéd est une matrice d'entiers. Remarquons pour commencer :
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Lemme 30 Soit x une solution optimale de RILP( ). x est aussi optimal pour RILP( 9, a
pour touf:,j 2J: P
{si 2,4 iiXi PJ i210() Ji - |i§=1-

{ sinon: P= b 1214 ) Bji Xi izl () Bji Xi =

P
i20u(j) i

Preuve : Le fait que x est ealisable pour RILP( 9 est imnediat. De plus, puisque ° ,
RILP( ) est une relaxation de RILP( 9. Donc x est optimal pour RILP( 9.

Ce esultat montre qu'il est inutile de tester les paranet res de robustesse sitles entre et
0 puisqu'ils ont tous deux des solutions optimales en commun

Lemme 31 Soit 2 [0;1]™, et soit {calcue comme cecrit gans le lemme 30. Consicerons %
egala Calexceptionde: =min 1; P+1= ,, . ji pour un indicej 2 J quelconque
tel que ?< 1. Soit x°°une solution optimale de RILP( %. Pour tout g2 [0;1]" tel queg 6 °
et © g 9 x%est une solution optimale de RILPQ).

Breuve . Soit % une solution optimale assoceea , on cenit %a partir du lemme 30 :

i21 Ajixi+ Y 5.6y it = b. Consicerons un quelconqueg 2 [0;1]" tel que ° g @
etg2f ¢ 99 Notons ® une solution optimale de RJ,P(g). Montrons que X est une so-
lution ealisable de RILP( %. Siona: ., AjRi+ 5, i% B, alors cest clair
n 0 P ul
p_uisque : min Ig i205G) i p21u() i Ri 214() i k. Supigosons maintsnant que I'on
ait seuleglent i ARt g 2,y it B Ceciimplique @ 5, A R i21 Aji Xi
( J-O g,-) i214() ip< 0. Comme tous les coe cientsfA;; gi2) onige suppoes entieF;s, onaen
fait: ) Aj % i21 i Xi 1, ou degmanereequivalgnte : 5, Aj R +1 i21 Aji Xi
Blors © i AR+ D iay,q) i t1 i1 Ajixi+ 2 o106y i = B En congquence :
i1 A Ri+ 20 5 oy i B, etdoncx est une solution ealisable de RILP( .

Comme X est solution optimale de RILP(g) et % g, la ealisabilie de ~x pour RILP( %
implique son optimalie pour ce méme probeme. On a donc nonte que RILP( % et RILP( g)
ont la méme valeur optimale. De plus,x®est ealisable pour RILP(g), puisqueg % Ainsi,
x%est optimal pour RILP( g).

Ceci montre qu'il estegalement inutile de tester les pararetres robustes \entre" %et % Les
lemmes 30 et 31 sont utili’es pour concevoir I'algorithme givant :

Algorithme rapide pour CCILP

Etape 0 : Poser =0.

Etape 1 : Resoudre RILP( ); soit x la solution optimale trouwee.
Etape 2 : Calculer (ou borner) P(Ax  h).

Etape 3: SiP(Ax b<1 ":

calculer ° comme cecrit dans le Iemmep30, et mettrea jour 0,
choisirj tel que :j 3 argming, ;. o<1 o} i1 E[AK Xk
poser | i t1=" iz, i etalleraletape 1.

Etape 4: SiP(Ax b 1 ":STOP.

L'icke est de consicerer une suite croissante de paranetes de robustesse . A chaque
ieration, le probeme robuste est esolu etape 1). On evalue alors la probabilie de ealisabilie
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de la solution calcuke etape 2). Si la solution est ealisable, alors on s'arréte gtape 4). Sinon,
est augmene selon la proedure dcritea letape 3. Cetteetape garantit en particulier que
l'algorithme s'arréte en temps ni avec une solution ealisable de CCILP.

Concernant cette etape 3, quelques explications suppenentaires sont utiles. L'indice j est
choisi de manerea augmenter e cacement la probabilie de la solution. Dans lI'impementation
propose, on ccide de renforcer le terme de protection dda contrainte dont lecart entre le
membre de droite et I'esperance du membre de gauche est le yd faible. Ce choix est motive
par le fait que cetecart est impligie dans la plupart des inegalies de probabilies (cf. par
exemple les iregalies de Markov ou de Hoe ding). Mais d'autres crieres pourraient s'aerer
tout aussi pertinents. Si par exemple toutes les donreesA et b sont szitives, en s'inspirant
de liregalie qg Markov, on pourrait prendre : j = argming2y 1 (5, E[Aki]Xk)=h =
argmaxcay (o1 E[Aki]Xk)=h . Dans les tests nuneriques que nous avons ealies, on alB
sene que le type de criere utili® n'a pas d'impact signi catif sur les esultats obtenus.

L'algorithme rapide decrit ci-dessus peut s'averer encare trop di cile en pratique, du fait
de la esolution exacte de RILP, par exemple avec le mockldireaire (5.7). Une idelg naturelle
est de remplacer le terme de protection ;(x) par une constante : J-O(x) = 00 2neGy i
Cette dernere cemarche implique simplement une modi cation du membre de droite b. A n de
respecter I'esprit du terme de protection j(x), quand la protection constante devient \trop
grande”, il est judicieux de remplacer la contraintej par le pire cas :Ajx b. Cecievite de
contraindre inutilement le probeme (voir I'annexe C.1 pour un mockle robuste simpliste lea
cette remarque). Ces icees sont utiliees dans l'algorihme suivant :

Algorithme rapide alternatif pour CCILP
Etape 0 : Poser =0. On note RP le probeme suivant :

max p P CX = o

SC i AIXit i ang iY@ Aixi By 812
x 2 f0;1g"
Etape 1: Resoudre RP; soit x la solution optimale correspondante.
Etape 2 : Calculer © comme ckecrit dans le lemme 30.
Etape 3: Pour tc'x_yt j 23 tel que, J_o =1, remplacer la contrainte j de RP par :
2l A Xt e Al X B

Si RP aet modie, allera letape 1.
Etape 4 : Calculer (ou borner) P(Ax  b).

SiP(AXx by 1 " :STOP.

Etape 5: Poser 0 p
Choisir j tel que :jP= argmin o 3. o<1 (0% i1 E[AkiIXi
Poser | i t1=i31,) ii et mettrea jour le probeme RP.

Allera letape 1.

A letape 5, observer qu'il existe forement k 2 J tel que 0 < 1.Eneet, si 2 =1 pour
tout k, alors P(Ax b) =1 et on sorta letape 4.

Dans cet algorithme alternatif,a chaque nouvelle valeur du paranetre de robustesse, seul
un probeme nominal ILP est esolu gtape 1). La simplici € de l'algorithme apparat ainsi
clairement. De plus, l'algorithme est tes facilea mettr e en uvre, aucun paranetrage néetant
recessaire. Ceci est un avantage substantiel par rapport ax meta-heuristiques, pour lesquelles
un temps non-regligeable doit souvent étre consace au pranetrage correct de l'algorithme.
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5.4.4 Bornes sugerieures pour CCILP

Jusqu'ici, on a decrit des heuristiqgues permettant d'obtenir des solutions ealisables pour
CCILP. Pour étre capable devaluer la qualie de ces solutions, on a besoin d'une borne sugerieure
de la valeur optimale de CCILP. La esolution du probéme n ominal correspondant au s@nario
le plus favorable, A, fournit cep une borneevidente. On peut l'aneliorer a l'aide du esultat
suivant :

Proposition 17 Pour tout j 2 J, on introduit :
{ p  Otel que, pour toute solution optimalex de CCILP : p i21,G) Xi 5
{17 14() tel quejl = py et:maxf j ji21% minf i ji21,G)nl’g.
Supposons que lek ji g2, ;) sont incependantes et identiquement distribiees (i.i.d). Consicerons
alors 2 [0;1]™ tel que, pour toutj 2 J :
0 1
X X
P@ i
i21? i21u()

jiA <1 "

Toute solution optimale x de CCILP satisfait, pour tout j 2 J :

X X
AjiXj + i b
i2I 214 ()

Preuve : Soit x une solution optimale de CCILP. On montrepar contradictioe, quex satisfait

les iregalies ci-dessus. Supposons qu'il exist¢ 2 J tel que @ 5, AjiX; + j 5,4y it Dy
Alors : P
PAjx ) P AX  AX + ) i
_ P P
= P Pi2Iu(j) ji ji X b j i2|u(j).ii
Pooioio i i 0 21y i

La dernere iregalie vient du fait que les f ji gi2y,() sont i.i.d., ainsi que de la c nition de IJ-O.
Observer alors que :P(Ax b P(Ajx b)< 1 " (contradiction).

Lorsque p; est connu, I'ensemblel J_o est constitle des indicesi 2 1,(j) correspondant aux
ebments de plus faibles variations . j peut alors étre trouve par dichotomie. On a donc
monte que RILP( ) est une relaxation de CCILP si satisfait les conditions de la proposition
ci-dessus. Noter que plus; estelew, plus la borne sugerieure assocee est ineressante.

Souvent, des parametresf p; gj 25 peuvent étre calcues assez facilementA titre d'illustration,

on donne le esultat suivant (on rappelle que Aj; = max f Aj; ; 0g).

Lemme 32 Supposons que > 0, et que pour toutj 2 J : 1y(j)=1, 1. On pose :
8 9
< n X ., X _ ,0=
p=min max kj max Aji b Aji :
j2J3 . K ly;jKj=k. ) )
i2K i2ly

P
Alors toute solution optimale x de CCILP satisfait : 5, x; p.

Breuve : On raisonne par contraposition. Soit une solutionx de CCILP, supposons que :
i21, Xi <p.Onnote K = fi 2 1yjx; =1g. Il existe forement | 2PIu tel que Xb: 0 (sinon

— +

jKj=jluj p),etonnoteK%= KIf Ig. Soitj 2 J quelconque. Ona: 2k 0Ajj 2k 0 Aji
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, P — 4 P — 4 P — P — 4
De plus, commeiK§ p: koA b 21, Al - DoNC : i oA IQ i21, Aji -
Soit x%gala x, sauf pour la composantd : x?=1.0na: Ajx® . oAji + 9, A b
Cecietant vrai pour tout j 2 J, on en ceduit : P(Ax® b) = 1. x%est donc une solution
ealisable de CCILP. De plus, commec > 0 et que x° comprend uneement de plus que x :
cx®> cx . Donc x n'est pas une solution optimale de CCILP.

Dans le contexte du lemme 32, le calcul de est tes simple en pratique. Pour chaque ligng ,
il s'agit de ceterminer le nombre maximum deéments qu' on peut consicerer, en prenant d'abord
ceux dont les poidsf Ajj i21,() Sont les plus grands. La complexie temporelle du calcul dep
est donc celle d'un tri des poidsf Aj; Gi21,() Pour chaque lignej 2 J, soit O(mn log(n)).

Le lemme 32 peutegalement s'appliquer dans le cas ai I'on gppose seulement que; 6 0
pour tout i 2 I, etquely(j)= I, pourtout j 2 J. Eneet,si ¢ < 0 pouruni 2 | donre,
alors il sut de eecrire le probeme avec une nouvelle v ariable xiO: 1 X pour retrouver les
hypotteses du lemme 32.

Si I'on travaille avec des contraintes probabilistes spaes (cf. (5.4)), la proposition 17 peut
facilement étre adapee. Il sut de consicerer  tel que, pourtoutj 2 J :

P P
Pooiaiogiii 0 gy i <107
Dans ce dernier cas, et si seulement un coe cient par ligne dssujeta incertitude, la borne
obtenuea partir de la proposition 17 est la valeur optimale de CCILP (pour peu bien s@r que
soit choisi assez grand). Ce cas de gure correspond par exg@he au cas al seul le membre de
droite b est incertain.

La proposition 17 permet par ailleurs d'aceerer les algorithmes pesenes dans la partie
5.4.3. En e et, au lieu de commencer avec = Oa letape initiale, on peut consicerer direc-
tement un parametre  satisfaisant des crieres de la proposition 17. Ce process pealable
permet deviter des ierations inutiles dans les algorit hmes. En pratique, la mise en uvre de
la proposition 17 peut se fairea l'aide du lemme 32.

Finalement, sil'on s'appuie sur des bornes analytiqgues paevaluer les probabilies (iregalie
de Hoe ding par exemple), le probeme deterministe equi valenta CCILP qui en esulte peut
fournir des bornes sugerieures par le biais de techniqueslassiques, telles que la relaxation
continue ou la relaxation lagrangienne par exemple.

Quelgues esultats suppementaires sur la caracerisaion de bornes sugerieures sont donres
dans l'annexe C.3.

5.4.5 Cas particulier du saca-dos

C'est une des applications les plus simples, puisqu'on a ungule contrainte :

P
S.C. iy WiXi C;
x 2 f0;1g":

c > 0 est la capacie du sac. Pour touti 2 |, pj > 0 est le prot assoce au fait de prendre
lebment i, et w; > 0 est le poids de cetekment. Pour simpli er la pesentat ion, on suppose
que tous les poids sont incertains 8i 2 I;w; 2 [w;;w; + ], w; 2 Net ; > 0. Les esultats
setendent imrediatement lorsque seule une partie des pals est sujettea incertitude.

Les algorithmes heuristiques de la partie 5.4.3 peuvent & adapes pour ce probeme parti-
culier. RKP( ) designe la version robuste du probeme de saca-dos Robust Knapsack Probler
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avec poids incertains pour 2 [0;1], et CCKP designe sa version sous contrainte probabilisé.
D'apes le treoeme 17, esoudre RKP( ) ne requiert la esolution que de 2 probemes de sac-
a-dos classiques,a savoir :

(8) maxp, p:xjw:x c;|%< 210, 19" o

et: (b max pxjwix+ 21 i Cx2f0;19"

La valeur optimale de RKP( ) est obtenue comme la meilleure solution parmi celle de (a)te
celle de (b). Le probeme (a) peut étre esolu une fois pou toutes au cebut de l'algorithme :
ainsi, a chaque nouvelle valeur de , seul le probeme (b) doit &tre esolu. Ainsi, l'algorit hme
rapide de la partie 5.4.3 devient simplement ici :

Algorithme pour le saca-dos sous contrainte probabilist e (CCKA)
Etape 0 : Resoudre le probeme (@), et soit X la solution optimal trouve. Poser =0.
Etape 1 : Resoudre (b), soit x la solution optimale correspondante.
Etape 2: Sip:x pX:poserx =X et STOP.
Etape 3 : Calculer ou bornerP(wx c).
Etape 4: SiP(wx ¢<1 ":
calculer © compme cecrit dans le lemme 30;
poser = O+1= ., | etallera letape 1.
Etape5: SiP(wx ¢ 1 " :STOP.

Noter gue si I'on sorta letape 2, on a une solution x telle queP(wx ¢ =1

Certains esultats donres dans la partie 4.3 peuvent &tre adapes ici, montrant ainsi que
l'algorithme ci-dessus fournit une solution optimalea CCKP dans certains cas particuliers. Soit
x 2 f0;19", on dit que x est cecroissant si :i<j ) X; X;. Ceci signi e que x peut sécrire
de la manere suivante : (1;1;:::;1;0;:::;0).

Proposition 18 Supposons que les poids et les pro ts satisfont :

8
< P >Pj

I<j) . owow

J (5.12)

i i
De plus, supposons que les variables akatoirefs jgi»; sont i.i.d.. Alors il existe 2 [0;1] tel
gue toute solution optimale de RKP( ) est optimale pour CCKP.

Preuve : Montrons d'abord gu'il existe une solution optimale x de CCKP qui est cecroissante.
Soit X une solution optimale de CCKP qui rl'f,est pas cecroissante, @ construit x decroissant

tel que : kxk; = kx ky (rappel : kxk; = i21 IXi])- D‘gpes les proprees des valeurs de
prots, on a : px px. De plus : P(wx C) :PP i2|(Wi|5" i i)X; C. Puisque les
poids mjgimaux sontjres en ordre croissant, on a : 5 W;X; i1 W;X; . Donc : P(wx
9 P i WXit 5 iiX; c.Delameéme manere, dapes I'hypottese sur les varia-
tior|§f iGio| etles vzigiables akatoiresf jgi>;,onvoitque:P ,, i iX; ¢C 21 WiXi
P 5 i iXi ¢ 2] WiX; . Encenitive : P(wx ¢ P(wx ¢ 1 ". Cecimontre

gue x est une solution ealisable de CCKP de valeur objectif au mans aussi bonne que celui
de x : x est une solution optimale de CCKP.

D'apes la preuve du treoeme 16, x peut &tre utili pour construire | Il et 2]0;1]
tels que toute solution optimale de RKP(I , ) est aussi optimale pour CCKP. On sait aussi
gue x est une solution optimale de RKP( , ).
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Soit x% une solution optimale de RKP( ?;, x%est optimal soit pour : max p:XjW:x C;X 2
f0;1g" , soit pour : max p:Xjw:x ¢ i) X 2f0;19" . Dans chaque cas, d'apes les
hypotreses sur le tri des pro ts et de poids, x° optimal implique que x°est decroissant. Comme
RKP( ) est une relaxation de RKP(I , ), ona:px® px . Ceciimpligue notamment que :
kx%; k x ki, puisquex est decroissant et que les pro ts sont en ordre decroissan Par ailleurs,
si x0 satisfait : w:x° ¢, alors P(wx® ¢) =1, et x%est une solutiop ealisable, donc optimale,
de CCKP. Si au contrajse :w:x%> ¢, alors on a forement : wx %+ o1 i C.Rappelons que

satisfait : wx + i»] i = C. On obtient donc : wx® wx . Commex est cecroissant et
que les poids minimauxfw;gi>; sont tres en ordre croissant, on obtient : kx%; k x kp. Ainsi,
on a proue que : kx%; = kx ki. Comme x%et x sont tous deux cecroissants, on a x°= x .
Donc x% est une solution optimale de CCKP.

On a donc monte que toute solution optimale de RKP( ) est optimale aussi pour CCKP.

Corollaire 5 Supposons que les condition$5.12) sont satisfaites et que le$ g2, sont i.i.d..
Soit 2 [0; 1], la solution optimale x de RKP( ) est une solution optimale de CCKP avec
"= P(wx ).

Preuve : Soit " = P(wx c). D'apes la proposition 18, il existe °tel que toute solution op-
timale x°de RKP( 9 est optimale pour CCKP. Par construction, x est ealisable pour CCKP.
Puisque les vecteursx®et x sont tous deux cecroissants, on a :x® x (sinon, px°< px ). Si
x°6 x , onaurait: P(wx® ¢ < Pwx ¢ =1 ".Doncx%= x , eten congquencex est
optimal pour CCKP.

Ainsi, sous les conditions (5.12), l'algorithme CCKA fournit une solution optimale de CCKP.
Ceci n'est pas d'un inerét pratique majeur, puisque sousles conditions (5.12), CCKP se esout
facilement en ajoutant successivement dans le sac lesebents de plus fort prot, en arrétant
guand la condition de probabilie est satisfaite. N\anmoins, les esultats ci-dessus montrent la
pertinence de l'algorithme de esolution, au moins pour des instances satisfaisant \presque" les
conditions (5.12). Comme dcepevoqle dans la partie 4.4, ces proprees de l'algorithme CCKA
rappellent celles de l'algorithme glouton pour le saca-s classique (voir e.g. [52]) : on peut le
consicerer comme unequivalent stochastique de l'algorthme glouton.

5.5 Tests nuneriques

Le cadre detude propos est pertinent pour une large gamne de probeémes, comme par
exemple :

{ le probeme de saca-dos 0-1 avec poids et/ou pro ts incertains, ainsi que ses extensions

classiques (saca-dos multi-dimensionnel et saca-dosnultiple) ;

{ le probeme de plus courts chemins avec poids incertains & les arétes;

{ les probemes de multi ots mono-roues avec demandes incertaines;

{ certains probkmes de localisation.

On donne ci-apes les esultats de tests e ecties sur desprobemes de saca-dos classique et
multi-dimensionnel, avec poids incertains. Les programme informatiques ontetecrit en C++
avec Cplex 10.0. Tous les tests ontet eali®es sur un odinateurequipe d'un processeur Intel(R)
Xeon(TM) 2,8 GHz avec 2 Go de RAM.
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5.5.1 Description des instances et des nethodes de esolu tion

Deux types d'instances ontet gereees. Dans la premiere famille d'instances, toutes les
variations j; sontegalesa 10% du poids minimal de I'objeti (variations dites \proportionnelles"
dans la suite). Dans le second type d'instances, les variains ji sont choisies akatoirement
dans un intervalle. Ceci signi e que, dans ce cas, les vari@ns ne sont pas corekesa la valeur
minimale des poids (variations dites \non-corekes" par la suite).
Pour chaque type de probeme, deux sries distinctes de tets ontet ealiees. Chaque rie
est caraceriee par la methode utiliee pourevaluer les probabilies de ealisabilie : dans la
premere, on utilise des nethodes déchantillonnage de type Monte-Carlo ; dans la seconde, on
utilise la borne de Hoe ding (voir la partie 5.4.1).
Pour les probemes de saca-dos multi-dimensionnels, le cas des contraintes de probabilies
jointes et £pakees ontet teses (cf. mockle (5.4)) . Dans le cas des contraintes epaees, plusieurs
nmethodes de esolutions sont compaees :
{ Pire cas : cette valeur est celle obtenue en consicerant le pire s®ario possible, quand
tous les coe cients Aji prennent leur plus grande valeurAj; .

{ M1 : Cette approche fait usage des seules ickes ccrites darj&3], ai le mockle RILP , a
et introduit (cf. mocele (5.8)). Les auteurs mettent en evidence le fait que,etant donre
un paranetre , la probabilie de ealisabilie d'une s olution x de RILP,() peut &tre

borree par : 8 2 J;P(Ajx D) P i200G) i j - Ainsi, pour tout j 2 J, on
cherche le plus petit j satisfaisant : P~ 5, ) i i 1 "j. On esout ensuite le
probeéme RILP »(). Observer qu'avec cette methode, seul un probeme robuste a besoin
d'étre esolu.

{ M2 : Une deuxeme nethode de esolution, noee M2, est une adaptation directe de
l'algorithme propos pour le saca-dos sous contrainte @& probabilie au chapitre 4 (x 4.4).
En partant de = 0, une suite croissante de vecteurs de robusesse est gereee. A
chaque nouveau , le probeme correspondant RILP,() est esolu. Le choix du prochain
vecteur s'appuie sur des ickes tes semblablesa cellescetailees dans la partie 5.4.3 pour
l'algorithme rapide :a partir du actuel, on construit un n ouveau vecteur °©  tel que
RILP»( 9 et RILP »() ont la méme valeur optimale. Puis la plus petite des composantes
f jg25 estaugmenee de Emaxiy () ji - (Pour plus de cetails techniques, on renvoiea
la partie 4.4.)

{ AFA : Cette approche corresponda l'algorithme rapide alterndif de la partie 5.4.3. Dans
le cas du saca-dos, cette approche s'appuie sur l'algotitme CCKA decrit dans la partie
5.4.5.

{ Optimum : Quand cela est possible, on a aussi calcuk la solution ophale du probeme
sous contraintes probabilistes. Pour les mockles utilisat l'iregalie de Hoe ding, dans
le cas de probabilies £paees, la solution optimale aet obtenue grace au programme
lireaire en nombres entiers (5.11) (pesent dans la patie 5.4.1); cette approche sera
nommee HA. Dans les autres cas, quand on s'appuie sur des nieodes dechantillonnage
ou quand on consicere des contraintes de probabilies jontes, I'optimum est obtenu par
enumeration de toutes les solutions. Evidemment, ceci n'est possible que pour des instances
de petites tailles.

{ Borne sup. :Quand on arecours aux rmrethodes dechantillonnage pourevaluer les proba-
bilies, une borne sugerieurea la valeur optimale de CCI LP est calcuke selon la proposition
17. Puisqu'on teste ici des probemes de saca-dos multdimensionnels, chaque valeup;
de la proposition est calcuee en remplissant progressivaent le sacj avec les plus forts
poids Aj; d'abord (cf. lemme 32).

{ Meilleur cas : Enn, cette valeur corresponda la valeur de la solution optimale pour le
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s@nario le plus optimiste, quand tous les coe cients Aj; prennent leur valeur minimale
Aji -

Les approches \pire cas", \M1", \M2", \AFA" et \optimum" fou  rnissent toutes des solutions
ealisables au probeme sous contraintes probabilistegbornes inerieures). Au contraire, \borne
sup." et \meilleur cas" donnent des bornes sugerieures ded valeur optimale.

Quand on travaille avec des contraintes de probabilies jantes, la nethode M1 n'est pas uti-
lisable. Par ailleurs, comme l'approximation de Hoe ding (cf. partie 5.4.1) n'est pas lirearisable
dans le cas des contraintes jointes, elle n'a paset imm@mente ici.

Les tableaux de esultats comportent un certain nombre de olonnes dont le contenu est
maintenant explicie. La colonne \valeur" donne la valeur de la solution nale renvoye par
l'algorithme, et \anelioration” mesure lecart (en %) pa r rapport au pire cas, qui sert ici
de etrence. Pour le probeme CCKP, on reporte dans la cdonne \proba." la probabilie de
ealisabilie estimee pour la solution nale obtenue. Q uand on s'appuie sur l'iregalie de Hoe -
ding, la colonne \temps (sec.) ouecart (%)" donne la duee totale d'execution de Il'algorithme,
ou, pour l'algorithme HA, s'il n'a pas converg dans la limite de temps impose (30 minutes),
lecart prouwea l'optimum. Lorsqu'on utilise la metho  de dechantillonnage, on indique le temps
total d'execution de l'algorithme (\TT"), le temps deva luation des probabilies (\TE") et le
temps de esolution des PLNE (\TC").

5.5.2 Le probéme de saca-dos

On s'ineresse ici au probeme de saca-dos :

P
max P i21 Pi Xi
S.C. 2] WiXi C;
x 2 f0;1g":

c > 0 est la capacie du sac. Pour touti 2 |, pj > 0 est le prot assocé au fait de prendre
leement i, et wj > 0 est le poids de ceteement. Tous les poids sont supposncertains :
8i 2 ;w2 [w;w+ i,w,2Net ;>0.

Pour construire les instances de test, les poids minimaukxw; g2, et les prots fp;giz; sont
des erlgiers choisis aégtoirement dans [100,1000]. La capie cest un entier choisi akatoirement
entre ,, w;=3et2 ,, w;=3. Dans le cas des \variations proportionnelles”, on pose 8i 2
I; i =0;1w; ( ; esteventuellement arrondi pour etre entier). Dans le casdes \variations non-
corekes”, les f jgi2; sont choisis akatoirement dans [10,100].

Quand on utilise des nethodes dechantillonnage pourevaluer les probabilies de ealisabilie,
les variables akatoiresfw;gj>; sont supposes incependantes et unifornrement distribwees sur
les intervalles de ¢k nition. On s'appuie sur le lemme 29 paur controler la probabilie de se
tromper dans l'estimation de la ealisabilie de la solut ion. A chaque simulation de Monte-
Carlo, on s'arréte si cette probabilie d'erreur est inferieurea 10 4. Mais il peut arriver que
l'obtention de cette garantie recessite un temps de simuléion tes long (c'est le cas quand
la quantie d du lemme 29 est tes petite). C'est pour cela qu'on borne le emps de chaque
evaluationa 5 secondes maximum. On retient la probabilite d'erreur sur I'estimation la borne
alors disponible (cf. lemme 29), sauf si celle-ci est supgurea 0,5. Dans ce dernier cas, comme
I'estimation est vraiment trop litigieuse, on supposera gie la solution correspondante n'est pas
ealisable.

Ces tests nuneriques ont l'inerét de montrer que les sinulations de Monte-Carlo peuvent
en pratique étre utilies. Elles ont l'avantage de permdtre la prise en compte d'hypotheses
probabilistes aussi diverses que voulues, au niveau des ttibutions, des corelations, etc. Malge
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la simplicie des hypotheses consiceees ici (variables akatoires uniformement distribiees et
incependantes), les tests ealies ont valeur d'illustration quanta la maniabilie de ce genre
d'approches.

Quand on utilise l'iregalie de Hoe ding (cf. (5.9)), les variables akatoires fw;gjo; sont
suppo<ses incependantes et centees 8i 2 I; E[w;] = w; + ;=2. Dans tous les cas, le but est de
trouver un remplissage du sac ealisable avec une probab#é d'au moins 0,9, ce qui signi e que
"=0;1.

Resultats avec nethode déchantillonnage Des instances avet =25, n=100 et n =
200 ontek consictees; pour chaque taille, 50 instances ontet testes. La solution optimale,
obtenue parenuneration des solutions possibles, n'est dnree que pourn = 25. On peut tirer
du tableau 5.1 de grandes tendances. On note d'abord que M1 re®nduit qua une anelioration
tes faible par rapport au pire cas. Bien que tes rapide, cet algorithme fournit des solutions bien
moins ineressantes que M2 et CCKA. Ces deux derniers algathmes fournissent des solutions
de qualie comparable. CCKA est sensiblement plus rapide ge M2. Ce gain en temps de calcul
global s'accro avec la taille des instances, atteignan25% en moyenne poum = 200. Cette
dierence est d'autant plus importante si I'on regarde seulement la colonne TC, qui correspond
au temps de esolution des PLNE. En e et, I'essentiel du temps est consacea l'estimation de
la probabilie (colonne TE). Finalement, on constate que les solutions obtenues gracea CCKA
ou M2 sont tes proches de I'optimum dans le casn = 25 (voir le tableau 5.3).

Le tableau 5.3 donne le nombre d'instances au CCKA est plus o moins e cace que M2.
Il apparat nettement que CCKA est plus souvent meilleur que M2 dans le cas des varia-
tions proportionnelles; c'est le contraire dans le cas desaviations non-corekes. On peut ex-
pliquer cette observation pay I'analy'g,c,e des termes de prowion relatifs a chaque nethode.
Pour BILP, ( X)=min 5 i; 2 iXi ;pourRILP,, ( x) estrempla@ par »(x)=
max 5 iXi:S 1;jSj= (lorsque est entier). On voit que  »(Xx) penalisera toujours
les solutions impliquant des coe cients i dont les variations ; sont grandes. Ainsi, par exemple,
si on a deuxekments, i et |, tels quep; = pj, w; = w; et ; < j, RILP, \petrera" leement
ialeement j. A linverse, RILP ne fera pas de dierence entre eux. En e et, le teyme de
protection ne prend en compte les varigtions qu'au travers de leur somme globale ,, i,
puisque la plupart du temps : ( x) = : ,, i. Ces e exions peuvent expliquer la meilleure
capacie de RILP,a slectionner de bonnes solutions quand les variations B sont pas corekes
aux valeurs minimales des poids.

Finalement, remarquer que la borne sugerieure calcukea partir de la proposition 17 aneliore
la borne fournie par le meilleur cas. Cependant, elle restealqualie nediocre, comme on s'en
rend compte avec les tests poun = 25. L'obtention de meilleures bornes sur la valeur de CCKP
est recessaire, et semble devoir requerir des algorithme plus sophistigles.

Resultats avec l'iregalie de Hoe ding : Comme peedemment, cinquante instances ont
et tesees pour chaque taille n =50, n = 100 et n = 200. D'apes le tableau 5.4, on voit que les
principales observations cetailees ci-dessus restentalides : M1 produit des solutions de qualie
tes nediocre ; M2 et CCKA produisent des solutions comparables, mais CCKA est beaucoup
plus rapide que M2. Ici, contrairement au cas des nethodes &chantillonnage, le calcul des
probabilies est imnediat : la diminution du temps de es olution des PLNE se epercute donc
directement sur le temps de calcul global. Ainsi, l'algorihme CCKA permet un gain de l'ordre
de 85% en temps de calcul par rapporta M2, en moyenne poun = 200.

Pour n = 50, une comparaison avec la solution optimale est donreegrace au moctle lireaire
en nombres entiers (5.11) (HA). Le tableau 5.6 montre que I'ptimum est trouwve par les algo-
rithmes heuristiques dans une tes large majorie des cas Pour n = 100, HA aet esolu avec
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Tab. 5.1 { CCKP : esultats moyens sur 50 instances, quand on utilse la methode
dechantillonnage.
valeur | anelio- | proba. | erreur TE TC TT
ration (:10 ?) | (sec.) | (sec.)| (sec.)
pire cas 9562,28 0 1 - - 0,01 | 0,01
M1 9567,84 | 0,06% | 1,00 0,01 0,17 | 0,01 | 0,18
M2 9756,14 | 2,03% | 0,97 0,03 4,05 | 0,07 | 4,12
n=25 CCKA 9756,14 | 2,03% | 0,97 0,03 4,40 | 0,04 | 4,44
optimum 9756,14 | 2,03% | 0,97 0,02 | 103,57| 11,13 | 114,70
borne sup. | 10011,54| 4,70% - 2,35 23,01 | 0,00 | 23,01
meilleur cas | 10082,06| 5,44% - - - 0,01 | 0,01
pire cas 38904,14 0 1 - - 0,05 | 0,05
variations M1 38962,96| 0,15% | 1,00 0,01 243 | 0,06 | 2,49
proportionnelles M2 39774,8 | 2,24% | 0,936 | 0,0019 | 2291 | 3,75 | 26,66
n=100 CCKA 39776,24| 2,24% | 0,93 1,27 23,21 | 0,79 24
borne sup. | 40640,38| 4,46% - 4,81 33,05 | 0,01 | 33,06
meilleur cas | 40935,88| 5,22% - - - 0,01 0,01
pire cas | 79590,46| 0,00% 1 - - 0,18 | 0,18
M1 79739,42| 0,19% | 1,00 0,01 3,4 0,26 | 3,67
n =200 M2 81445,96| 2,33% | 0,92 3.9 71,62 | 36,01 | 107,63
CCKA 81449,44| 2,34% | 0,92 6,1 76,86 | 548 | 82,34
borne sup. | 83140,62| 4,46% - 12,6 41,48 | 0,02 | 41,50
meilleur cas | 83740,24| 5,21% - - - 0,02 | 0,02
pire cas 9676,98 0 1 - - 0,01 | 0,01
M1 9692,28 | 0,16% 1 0,01 0,19 | 0,01 0,2
M2 9912,6 | 2,43% | 0,97 0,02 536 | 0,09 | 545
n=25 CCKA 9914,36 | 2,45% | 0,97 0,04 528 | 0,04 | 5,32
optimum 9915,44 | 2,46% | 0,96 0,03 | 104,59| 10,99 | 115,58
borne sup. | 10213,16| 5,54% - 3,2 24,27 | 0,00 | 24,27
meilleur cas | 10307,42| 6,51% - - - 0,00 | 0,00
pire cas | 38656,12 0 1 - - 0,06 | 0,06
variations M1 38721,16| 0,17% | 1,00 0,01 2,14 | 0,07 | 2,21
non-coreees M2 39742,18| 2,81% | 0,92 1,32 30,00 | 4,86 | 34,86
n =100 CCKA 39739,12| 2,80% | 0,92 1,08 28,48 | 1,12 | 29,6
borne sup. | 40856,64| 5,69% - 7,05 33,87 | 0,00 | 33,87
meilleur cas | 41172,88| 6,51% - - - 0,01 | 0,01
pire cas 75902,72 0 1 - - 0,15 | 0,15
M1 75998,22| 0,13% | 1,00 0,01 292 | 0,08 | 3,00
n =200 M2 78196,46| 3,02% | 0,92 4,2 88,96 | 39,79 | 128,75
CCKA 78189,46| 3,01% | 0,92 3,7 88,45 | 6,85 | 95,3
borne sup. | 80470,04| 6,02% - 0,1289 | 40,37 | 0,02 | 40,39
meilleur cas | 81065,22| 6,80% - - - 0,02 0,02
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Tab. 5.2 { CCKP : nombre d'instances a1 CCKA donne une solution meilleure ou moins bonne
gue M2, quand on utilise la methode dechantillonnage.

CCKA > M2 | CCKA=M2 | CCKA < M2
variations n=25 0% 100% 0%
proportionnelles | n =100 10% 90% 0%
n =200 34% 62% 4%
variations n=25 2% 96% 2%
non-coreees n =100 2% 78% 20%
n =200 4% 54% 42%

Tab. 5.3 { CCKP : nombre d'instances pour lesquelles CCKA ou M2 founit une solution
optimale, quand on utilise la methode déchantillonnage.

CCKA=optimum | M2=optimum
variations proportionnelles, n = 25 100% 100%
variations non-coreees, n =25 96% 94%

Cplex avec une limite de temps de 30 minutes; comme la tes lae majorie des instances n'a
paset esoluea l'optimum, lecart moyen prouve ave c l'optimum est indiqle dans la dernere
colonne du tableau 5.4. Il apparat que les solutions trowees par ce dernier proede sont de
moins bonne qualie que celles produites par M2 et CCKA en salement quelques secondes.
Comme HAetait cep tes di cile pour n = 100, ce moctle n'a paset test pour n =200.

Ainsi, les solutions obtenues gracea M2 et CCKA sont de tes bonne qualie. Une comparai-
son plus ne des deux nethodes peut étre faite, notammenta partir du tableau 5.5. Quand on
travaille avec des variations proportionnelles, les solubns de CCKA sont plus souvent meilleures
que celles de M2. C'est le contraire qui se produit quand on availle avec des variations non-
corekes. L'explication de cette observation est la méme que celle cep donree pour le cas des
methodes dechantillonnage.

Remarque : Noter que la probabilie de ealisabilit indiquee dan s les tableaux pour la mrethode
M1 est toujours \1,00". En fait, cette probabilie n'est pa s exactementegalea 1, mais elle en
est trop proche par rapporta la pecision nurnrerique des resultats donres.

5.5.3 Probémes de saca-dos multi-dimensionnels

On s'ineresse a la gereralisation suivante du probeé me de saca-dos, dite saca-dos multi-
dimensionnel (MKP) :

S.C. 5 WiXj ¢G; 8 23
x 2 f0;1g":

On pesente des esultats seulement pourm = 5 (5 dimensions). Toutes les donreesc, w;;
et ji sont des entiers strictement positifs. Comme peedemmaet, tous les poids sont suppoes
incertains, avec des variations assocees qui sont ou bigproportionnelles, ou bien non-coreees.
Les donrees sont gereees akatoirement selon les ménes egles que celles decrites plus haut pour
les instances de saca-dos. On conserve par ailleurs lesemes hypotteses probabilistes : avec les

methodes déchantillonnage, les variables akatoires fw;; gj2 321 sont supposes incependantes
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Tab. 5.4 { CCKP : Resultats moyens sur 50 instances, quand on utilse l'iregalie de Hoe ding
pourevaluer les probabilies.

valeur | anelioration | proba. | temps (sec.)
ouecart (%)
pire cas | 19990,13 - 1 0,01 sec.
M1 19991,64 0,01% 1,00 0,02 sec.
n=>50 M2 20268,33 1,39% 0,94 0,41 sec.
CCKA | 20268,32 1,39% 0,94 0,12 sec.
HA 20268,54 1,39% 0,94 50,03 sec.
pire cas| 38939,2 - 1 0,05 sec.
variations M1 38954,94 0,04% 1,00 0,05 sec.
proportionnelles | n = 100 M2 39614,8 1,74% 0,92 4,15 sec.
CCKA | 39617,11 1,74% 0,92 0,79 sec.
HA 39611,01 1,73% 0,92 0,66%
pire cas| 79704,63 - 1 0,16 sec.
n =200 M1 79768,07 0,08% 1,00 0,21 sec.
M2 81262,11 1,95% 0,91 37,66 sec.
CCKA | 81264,83 1,96% 0,91 4,92 sec.
pire cas | 19428,92 - 1 0,02 sec.
M1 19432,77 0,02% 1,00 0,02 sec.
n=>50 M2 19766,52 1,74% 0,94 0,57 sec.
CCKA | 19764,66 1,73% 0,94 0,18 sec.
HA 19767,16 1,74% 0,94 218,25 sec.
pire cas | 38537,29 - 1 0,07 sec.
variations M1 38552,72 0,04% 1,00 0,07 sec.
non-coreees n =100 M2 39357,63 2,13% 0,92 5,63 sec.
CCKA | 39352,04 2,11% 0,92 1,13 sec.
HA 39351,06 2,11% 0,92 0,94%
pire cas| 77473,05 - 1 0,16 sec.
n =200 M1 77518,12 0,06% 1,00 0,23 sec.
M2 79394,54 2,48% 0,91 40,15 sec.
CCKA | 79378,69 2,46% 0,91 5,97 sec.

Tab. 5.5 { CCKP : nombre d'instances ax CCKA donne de meilleurs resultats que M2, en
utilisant l'iregalie de Hoe ding.

CCKA > M2 | CCKA=M2 | CCKA < M2
n =50 1% 98% 1%
variations proportionnelles | n = 100 14% 84% 2%
n =200 26% 72% 2%
n =50 0% 90% 10%
variations non-coreees n =100 2% 76% 22%
n =200 6% 37% 57%

91



Tab. 5.6 { CCKP : nombre d'instances au CCKA ou M2 fournit une solution optimale, en
utilisant l'iregalie de Hoe ding.

CCKA=optimum | M2=optimum
variations proportionnelles, n = 50 99% 99%
variations non-corekes, n =50 86% 95%

et uniformement distribtees sur les intervalles de distribution; avec l'iregalie de Hoe ding, les
variables akatoires sont independantes et centees.

Deux probemes sous contraintes probabilistes sont congkes. Le premier, noe CCMKP 4,
esta contraintes de probabilies £paees :

P
s.c. P i, WiXi G 1 ", 8 23
x 2 f0;1g":
Le deuxeme, noe CCMKP »,, contient une contrainte de probabilie jointe :
P
max P i21 Pi Xi
sc. P8 2J: 5 WiXi ¢ 1"
x 2f0;1g":

On esout ces probemes pour”; =0;1, pour tout j 2 J, quand on consicere CCMKP1, ou
bien" =0;1 pour CCMKP ,.

Pour CCMKP 1, comme pour le saca-dos uni-dimensionnel, l'approximaion de Hoe ding
(HA) correspondante estecrite sous forme de programme lgrire en nombres entiers (cf. mocele
(5.11)). Les esultats obtenus par nos heuristiques sont ompaesa ceux produits par HA. Pour
CCMKP ,, on rappelle qu'il n'y a pas de mockle lireaire en nombres atiersequivalent. Il faudrait
esoudre un probeme non-lireaire en nombres entiers, @ qui est en gereral tes dicile : ceci
epasse le cadre de ce travail. Par ailleurs, se souvenir gupour CCMKP», la nethode M1 ne
peut pas étre utiliee.

Des tests ontet faits pour des tailles entre n = 15 et n = 100, avec cinquante instances
pour chaque taille. Les esultats moyens sont pesenes dans les tableaux 5.7a 5.10. Comme
pour le probeme de saca-dos, M1 n'apporte quasiment pasd'anelioration par rapport au
pire cas, tandis que M2 et AFA donnent des solutions de quab tes proches. Pourtant, il
apparat que les solutions ealisables obtenues, tout cammme les bornes superieures calcukes,
restent assezeloigrees de la valeur optimale, bien qu'és aneliorent signi cativement le pire
cas ou le meilleur cas. Noter que pour la esolution de HA, untemps limite de 30 minutes aee
impo. Ainsi, quand les instances ne sont pas esoluesdoptimum, lecart prouvea l'optimum
est indigle (en %).

En ce qui concerne les temps de calcul, AFA se ewle bien pis rapide pour la esolution
des PLNE (cf. colonne TC pour la nethode dechantillonnage, et le temps total pour l'iregalie
de Hoe ding). Cependant, lorsqu'on s'appuie sur la nethode déchantillonnage, le temps total
de calcul est souvent plus important pour AFA que pour M2. Lestemps dévaluation de la
probabilie augmentent lorsqu'on traite de solutions dont la probabilie de ealisabilie est proche
de 1 "; AFA semble tomber plus souvent sur de telles solutions.

On donne les performances compaees de AFA et de M2, en ternde solution trouvee, dans
les tableaux 5.11 et 5.12. Contrairement au cas du saca-dosimple, il est dicile de degager
une tendance pour dire lequel des deux algorithmes parvierte mieuxa esoudre CCMKP ; et
CCMKP . Compte tenu des performances en temps de calcul, il sembledc judicieux d'encou-
rager le recoursa AFA.
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Tab. 5.7 { CCMKP ; : esultats moyens sur 50 instances, quand on utilise la n¢hode
dechantillonnage.

valeur | anelio- | erreur TE TC TT
ration | (:10 %) | (sec.) | (sec.)| (sec.)
pire cas 3936,4 0 - - 0,02 | 0,02
M1 3936,4 | 0,00% 0 0,00 | 0,03 | 0,03
M2 4003,6 | 1,71% 0,01 0,94 | 0,08 | 1,02
n=15 AFA 4003,6 | 1,71% 0,01 1,48 | 0,03 | 1,51

optimum 4048,9 | 2,86% 0,01 | 651,55| 0,06 | 651,62

borne sup. | 4193,7 | 6,54% 0,21 97,31 | 0,01 | 97,32

meilleur cas| 4234,7 | 7,58% - - 0,01 0,01

pire cas 16357 0 - - 0,14 | 0,14

M1 16357 0,00% 0,00 0,00 | 0,45 | 0,15

variations M2 16679,32| 1,97% 0,04 1495 | 2,46 | 17,41
proportionnelles | n =50 AFA 16681,18| 1,98% 0,04 25,76 | 0,62 | 26,38
borne sup. 17299 5,76% 4,19 | 147,51| 0,02 | 147,53

meilleur cas | 17440,48| 6,62% - - 0,03 0,03

pire cas 32983,52 0 - - 0,83 | 0,83

M1 32984,78| 0,00% 0,00 0,00 | 1,01 | 1,01

M2 33627,22| 1,95% 0,98 60,23 | 35,31 | 95,54
n =100 AFA 33605,2 | 1,88% 2,11 | 112,01| 5,97 | 117,98
borne sup. | 34862,12| 5,70% 9,58 | 181,70| 0,07 | 181,77

meilleur cas | 35137,84| 6,53% - - 0,06 0,06

pire cas 4426,7 0 - - 0,02 | 0,02

M1 4426,7 | 0,00% 0,00 0 0,03 | 0,03

M2 4501 1,68% 0,04 2,83 | 0,08 | 291

n=15 AFA 4498,6 | 1,62% 0,04 4,14 | 0,03 | 4,17

optimum 45446 | 2,66% 0,02 | 353,41| 0,07 | 353,48

borne sup. | 4711,2 | 6,43% 0,62 | 100,03| 0,01 | 100,04

meilleur cas| 4820,4 | 8,89% - - 0,00 0,00
pire cas 15951,44 0 - - 0,14 | 0,14
M1 15951,44| 0,00% 0,00 0,00 | 0,13 | 0,13
M2 16330,44| 2,38% 0,75 16,07 | 2,52 | 18,59
n =50 AFA 16325,26| 2,34% 0,45 25,26 | 0,68 | 25,94
borne sup. | 17039,58| 6,82% 4,97 | 149,11| 0,02 | 149,13
variations meilleur cas | 17195,88| 7,80% - - 0,02 0,02
non-coreees pire cas 31576,94 0 - - 0,75 | 0,75
M1 31576,94| 0,00% 0,00 0,00 | 0,54 | 0,54
M2 32347,52| 2,44% 0,94 54,61 | 41,41 | 96,03
n =100 AFA 32359,46| 2,48% 0,52 96,06 | 7,53 | 103,59
borne sup. | 33751,52| 6,89% 8,10 | 178,00| 0,08 | 178,07
meilleur cas| 34026,3 | 7,76% - - 0,07 0,07
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Tab. 5.8 { CCMKP ; : esultats moyens sur 50 instances, obtenus avec l'iregiie de Hoe ding.

valeur | anelioration | temps (sec.)
ouecart (%)

pire cas| 16451,21 0 0,15
M1 16451,21 0,00% 0,16
n =50 M2 16640,05 1,15% 2,33
AFA 16638,28 1,14% 0,62

variations HA 16717,26 1,62% 117,3
proportionnelles pire cas | 16336,75 0 0,28
M1 16336,75 0,00% 0,30

n =100 M2 16563,59 1,39% 16,78
AFA 16566,81 1,41% 2,79

HA 16649,65 1,92% 0,56%
pire cas| 16160,2 0 0,14
M1 16160,2 0,00% 0,15
n =50 M2 16362,68 1,25% 2,80
AFA 16356,13 1,21% 0,83

variations HA 16454,76 1,82% 291,07
non-coreees pire cas| 16456,5 0 0,37
M1 16456,5 0,00% 0,37

n =100 M2 16739,52 1,72% 20,84
AFA 16739,7 1,72% 3,48

HA 16830,41 2,27% 0,69%

5.5.4 Synttese

On peut tirer trois principaux enseignements des tests nurariques pe@dents. Le premier
concerne la souplesse et la facilie de mise en uvre des apmches ieratives developpees dans
ce chapitre et le pe@dent. Elles permettent en pratique d'utiliser des nethodes dévaluation
de probabilie varees, comme par exemple les simulatiors de Monte-Carlo. Ceci signi e la tes
grande richesse des hypotlteses probabilistes qui peuvemoncetement étre prises en compte
(distributions particuleres, corelations, etc.).

Le deuxeme enseignement concerne la pertinence du mocalrobuste RILP introduit dans ce
chapitre, et exploie dans l'algorithme dit \AFA". Le reco ursa cette approche de la robustesse
peut conduire a esoudre simplement des probemes de corplexie equivalente au probeme
nominal sans incertitudes. Les esultats obtenus sont souent de qualie comparable a ceux
correspondanta l'utilisation du mocele de Bertsimas et Sim, tout en consommant beaucoup
moins de temps dans la esolution de PLNE.

En n, les limites de ces approches heuristigues sontegalment mises enevidence. Les solu-
tions produites peuvent rester assezeloigrees de I'opthum. Lévaluation de lecarta la valeur
optimale reste di cile.

5.6 Conclusion
Un nouveau moctle robuste aet propo®. Sa complexie pratique et theorique reste sou-
vent acceptable. Des liens theoriques ontee mis enevidence entre cette moctlisation robuste

et la programmation sous contraintes probabilistes avec vaables 0-1. Puis des algorithmes
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Tab. 5.9 { CCMKP ; :
dechantillonnage.

esultats moyens sur 50 instances, quand on utilise la mthode

valeur | anelio- | erreur TE TC TT
ration | (:10 2) | (sec.) | (sec.)| (sec.)
pire cas 4121,9 0 - - 0,02 | 0,02
M2 4164 1,02% 0,02 3,95 0,11 | 4,06
n=15 AFA 4164 1,02% 0,02 4,72 0,04 | 4,76
optimum 4174,8 | 1,28% 0,00 54,09 | 0,29 | 54,38
borne sup. | 4353,5 | 5,62% 0,17 96,53 | 0,01 | 96,54
meilleur cas| 4396,4 | 6,66% - - 0,01 0,01
pire cas 16147,56 0 - - 0,15 | 0,15
variations M2 16451,7 | 1,88% 0,47 10,12 | 2,43 | 12,55
proportionnelles | n =50 AFA 16455,3 | 1,91% 0,54 14,05 | 0,62 | 14,67
borne sup. | 17075,54| 5,75% 52 149,92 | 0,02 | 149,94
meilleur cas| 17217,4 | 6,63% - - 0,02 0,02
pire cas 33426 0 - - 0,61 | 0,61
M2 34063,3 | 1,91% 1,08 19,143 | 30,59 | 49,74
n =100 AFA 34056,76| 1,89% 1,82 32,691 | 4,97 | 37,66
borne sup. | 35289,32| 5,57% 9,25 | 181,224| 0,07 | 181,29
meilleur cas | 35560,94| 6,39% - 0,00 0,07 | 0,07
pire cas 4510,9 0 - - 0,01 0,01
M2 4534,1 | 0,51% 0,01 3,72 0,08 | 3,79
n=15 AFA 4534,1 | 0,51% 0,01 5,07 0,03 51
optimum 45427 | 0,70% 0,01 56,51 | 0,22 | 56,72
borne sup. | 4778,8 | 5,94% 1,95 99,48 | 0,00 | 99,49
meilleur cas| 4864,3 | 7,83% - - 0,01 0,01
pire cas 15852,78 0 - - 0,13 | 0,13
variations M2 16222,34| 2,33% 0,83 10,48 | 2,94 | 13,43
non-coreees n =50 AFA 16231,66| 2,39% 0,68 15,78 | 0,73 | 16,5
borne sup. | 16975,22| 7,08% 2,55 149,56 | 0,02 | 149,59
meilleur cas | 17115,42| 7,96% - - 0,03 0,03
pire cas 32827,8 0 - - 0,81 | 0,81
M2 33613,62| 2,39% 0,96 23,29 | 38,59| 61,87
n =100 AFA 33618,36| 2,41% 1,04 36,54 7 43,54
borne sup. | 35019,84| 6,68% 8,93 179,05 | 0,07 | 179,12
meilleur cas | 35298,84| 7,53% - - 0,1 0,1
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Tab. 5.10 { CCMKP , : esultats moyens sur 50 instances, en utilisant l'iregdit de Hoe ding.

valeur | anelioration | proba. | temps

(sec.)

pire cas | 6186,07 - 1 0,03

n=20 M2 6202,62 0,27% 0,99 0,15

AFA 6201,99 0,26% 0,99 0,06

variations optimum | 6211,11 0,40% 0,98 3,69
proportionnelles pire cas | 33200,16 - 1 1,00
n =100 M2 33649,11 1,35% 0,94 | 51,35

AFA 33651,99 1,36% 0,94 8,49

pire cas | 6213,74 - 1 0,03

n=20 M2 6244,21 0,49% 0,98 0,16

AFA 6237,87 0,39% 0,99 0,07

variations optimum | 6260,27 0,75% 0,98 3,67
non-coreees pire cas | 32506,93 - 1 1,08
n =100 M2 33043,85 1,65% 0,93 | 68,87

AFA 33051,84 1,68% 0,94 | 12,84

Tab. 5.11 { CCMKP : nombre d'instances ai AFA donne de meilleurs esultats que M2, avec
la methode dechantillonnage.

AFA > M2 | AFA = M2 | AFA < M2
n=15 0% 100% 0%
variations proportionnelles | n =50 10% 82% 8%
CCMKP ; n =100 26% 46% 28%
n=15 0% 98% 2%
variations non-coreees n =50 8% 82% 10%
n =100 26% 36% 38%
n=15 0% 100% 0%
variations proportionnelles | n =50 18% 76% 6%
CCMKP , n =100 20% 60% 20%
n=15 0% 100% 0%
variations non-coretes n =50 16% 70% 14%
n =100 36% 38% 26%

Tab. 5.12 { CCMKP : nombre d'instances a1 AFA donne de meilleurs esultats que M2, quand
on utilise l'iregalie de Hoe ding.

AFA > M2 | AFA=M2 | AFA < M2
variations proportionnelles | n =50 6% 88% 6%
CCMKP ; n =100 24% 60% 16%
variations non-coreees n =50 7% 78% 15%
n =100 24% 48% 28%
variations proportionnelles | n =20 0% 99% 1%
CCMKP , n =100 18% 69% 13%
variations non-coretes n=20 2% 89% 9%
n =100 19% 49% 32%
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heuristiques, bases sur le mocele robuste propose, ontee dc nis pour obtenir des solutions
ealisablesa des probemes combinatoires sous contraites probabilistes. A notre connaissance,
c'est la premere fois que de tels algorithmes sont cevelppes de manerea traiter des probemes
combinatoires sous contraintes probabilistes tes gereraux. De nombreux tests nuneriques ont
et e ectes sur des probemes de saca-dos multi-dim ensionnels. On met ainsi enevidence la
facilie de mise en uvre des algorithmes en pratique, leurs temps de calcul restreints et la
qgualie raisonnable des solutions produites. Ces nethogks semblent ainsi bien adaptes pour
traiter de manere e cace des probemes de grandes tailles.

Ces esultats nuneriques montrent aussi que des anelioations sont possibles, voire recessaires.
Les solutions obtenues pour des saca-dos multi-dimensimels aneliorent grandement le pire
cas, mais restent relativementeloigrees de I'optimum. De plus, on a ¢k ni une borne sugerieure
pourevaluer la qualie des esultats, mais elle se evele tes faible en pratique. L'e cacie en
temps de calcul des algorithmes proposs les rend attradis pour des probemes de grandes
tailles, mais une esolution optimale pour des tailles plus faibles serait bienvenue.
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Deuxeme partie

Resolution optimale de probémes
combinatoires sous contraintes
probabilistes
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Chapitre 6

Resolution optimale de probémes
combinatoires sous contraintes
probabilistes

Motivations :  Des approches robustes ontet developpees pour
esoudre de manere approclee des probemes combinatires
sous contraintes probabilistes, en s'appuyant sur l'optinisation
robuste. Cependant, peu de garanties ont ee donrees surla
qualie des esultats de ces algorithmes. Il est donc natuel de
s'ineresser maintenanta la esolution optimale de pro grammes
lireaires en nombres entiers sous contraintes probabiligs.

Dans ce chapitre, notre but est de & nir un algorithme de resolution optimale de probemes
combinatoires sous contraintes probabilistes. Apes avo peci®e le cadre gereral de cetteetude
dans la partie 6.1, on & nit une description lireaire du p robeme traie (partie 6.2). Ce mockle
s'appuie sur un senario dit \basique”, dont les propretes sontetudees au paragraphe 6.3.
Les aspects algorithmiques sont abordces dans la partie 6,4et des tests nuneriques sont en n
rappores dans la partie 6.5.

6.1 Notations et peliminaires

6.1.1 Cadre principal

akatoire A, dont les composanted Aj; gj23;21 sont des variables akatoiresa valeurs eelles, et
un vecteur b 2 R™. Pour chaque lignej 2 J, certains coe cients peuvent &tre connus avec
certitude ; ceci corresponda des variables akatoires dot le support est eduita une unique
valeur. Onnote l,(j) | I'ensemble des indices des coe cients dont le support n'espas eduit
a une seule valeur : ce sont les coe cients eellement incetains du probeme pour la ligne j.

On s'ineressea lI'ensemble suivant :
n 0
X = x2f0,19"j8j 2 J;P(Ajx b) 1 "

Pourtout j 2 J,"; 2 [0;1] est la toerance de non-ealisabilie de la ligne j. Observer que les
contraintes lireaires classiques sont bien prises en contg dans ce moctle, puisque l'on peut

avoir 1y(j) = et"; =0 pour certains j 2 J. De plus, comme cep remarqe peedemment
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(voir le cebut du chapitre 3), consicerer que seuls les coecients de A sont incertains permet

de prendre en compte les cas ai le second membtesergitegalement incertain. 0
Soit j 2 J, on utilisera la notation suivante : X; = x 2f0;1g" jP(Ajx Bb) 1 "
On abien sor: X = ,; Xj.

6.1.2 Extensions de l'analyse

Contraintes de probabilies jointes : X correspond a des contraintes de probabilies
f£paees pour chaque lignej 2 J. Pourtant, les contraintes de probabilies jointes sont aussi
tes importantes pour nombre d'applications, ai I'on che rche une solution globalement ealisable
avec une probabilie au moins 1 ". L'ensemble des solutions d'un tel probeéme est :
n 0
X%= x2f01g"jP(AXx b 1 " :

Lemme 33 Si"; =" pour toutj 2 J, alors : X0 X.

Ainsi, les caracerisations donrees pour X peuvent servir pour c nir des relaxations de X °

Programmation mixte en nombres entiers 0-1 : Par souci de simplicie, ce chapitre est
ecrit enterement dans un contexte de variables 0-1. Pourtant, tous les esultats et algorithmes
cecrits sont directement adaptables pour des ensembles fsant intervenir des variables continues,
s'ils sont de la forme suivante :

n 0
X% x 0j8i2N;x;2f01g; et8j 2 J;P(Ajx R) 1 " ;
S .
a N et j,;lu(G) N.

. . .S .
Variables en nombres entiers greraux : Supposons qu'il existei 2 i29 Iu(j) tel que
Xj soit une variablea valeurs enteres : xj 2 N. On suppose sans perte de gareralis quex; est
borre :ilexiste p2 N telquex; 2P.On peutalors dccomposerx; en base 2 x; = E:o 2k:x}‘,
avecxik 2 f 0; 1g pour tout k. On se ranene ainsi au cadre de ce chapitre.

Programmes non-lireaire : L'approche cecrite peut étre adapeea la programmatio n non-

lireaire sous contraintes probabilistes. Pour plus de cHails, on se reportera au paragraphe 6.2.3.

6.2 Description de X a l'aide d'iregalies lireaires

6.2.1 Mocles aterministesequivalents

Dans certains cas, des moctles deterministes equivalets classiques peuvent étre utilies
(cas des distributions stables, cf. partie 5.4.1). Suppost par exemple que tous les coe cients
incertains sont inckependants et normalement distribles : pour tout j 2 J, pour tout i 2 14(j),
Ai N (jis J-zi). Dans ce cas, il est bien connu que (voir [75, 84, 66, 16, 45])

n X X S %X——— O
Xj = x2f0;1g" | ji Xi + Aji Xj + 1(1 "i) J-ZiXi2 b ;
i214() i214() i214())

al est la fonction de epartition de la loi normale standa rd N (0; 1). Noter que de tels mockles
ceterministesequivalents existent aussi si les variabkes akatoires sont des gaussiennes coreees
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(on renvoie a [84]; voir aussi le paragraphe 8.3.3 pour une me en uvre dans le cas d'une
application).

Pour simpli er lesecritures, on note : j; = Aj pouri 2 Iy(j). Liregalie j 2 J donree
ci-dessus peut étre transformee comme suit :

P PR 22
(B ji Xi + @ ") 2y fiXF B €Y
20 iXi By p ,
’ ") g £XFb i21 JiXi

Puisque x 2 f 0;1g", cette dernere expression peut étre lireariee grae a des proeds
classiques. Alors ) estequivalenta :

(P
i21 Ji Xi Q’P p P
Mgt iz 1 Bt i G 29Xt ek i ik XiXk
, 9y Otg. fa - Exi B+ i Coi 20)x + ik Yik;
3 i214(j) i21 i6k

Yik X etyx Xk 8(i;k) 212

Ainsi, sous les hypotreses gaussiennes formueesK; peut étre repesene a l'aide d'un
nombre polynomial d'iregalies lireaires. [20] a donne ecemment d'ineressantes extensions
a ce cadre gaussien classique, en consicerant une classtup gererale de distributions dites \ra-
diales”. Les auteurs prouvent que, dans ce contexte, la cordinte probabiliste de X; peut secrire
de manereequivalente comme une contrainte conique congxe du second ordre. Comme on tra-
vaille avec des variables 0-1, de telles contraintes pouriant étre lirearisees selon la cemarche
ep utiliee ci-dessus.

Bien que le cadre gaussien puisse paratre tes restrictia premere vue, il peut fournir
dans bien des cas une approximation satisfaisante d'hypatses probabilistes diverses. Ceci
est une conequence du treoeme de la limite centrale et & ses variantes (voir annexe B.2).
Pourtant, dans letude pesente, notre but est de travail ler avec des hypotheses aussi gererales
gue possible. De telles approximations gaussiennes ne seraliscuees qu'au niveau des tests
nuneriques (paragraphe 6.5).

6.2.2 Iregalies lireaires pour caraceriser X
Ce nition 8 Soitj 2J.A; 2 R" est un senario basique si pour touti 2 | nly(j), Aji = Aji,
etsi: 0 1
_ X
8l1 1u(j);116 :P@ (A; A;) OA<1 (6.1)
i2l1

Dans ce qui suit, un tel senario basique est suppos connuOn verra plus loin (paragraphe
6.3) que ceci n'est restrictif ni en theorie, ni en pratique. La propree principale de ce senario
basique est que tout pointx 2 X; doit étre ealisable pour ce senario. Ceci est l'objet du
esultat suivant.

Lemme 34 Pourtout j 2 J, si A; est un s@nario basique, alors l'iregalie suivante est valide
pour Xj :
Ajx b (6.2)
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Preuve : Supposons qu'il existex 2 X;j tel que A;x > bj. Six =0, alors le fait que x 2 X
implique que b 0, et on ne peut pas avoirA;x > bj. En con®quence,x 6 0. Observer
que, : P(Ajx  Ajx)  P(Ajx B) 1 . Consicrons : 13 = fi 2 Iy(j)jxi = 1g, ona:
P 2, (A Aji) 0 =PAjx Ajx) 1 "j.EnconequenceA; n'est pas un senario
basique.

Les iregalies (6.2) seront aussi dites basiques Soigj 2 J. Pour toyt i 2 1y4(j), on note :
i = Aji  Aj. Soit x 2 f0;1g", observer que : 5 ;A Xi = 2, T gi)Xi- Si
|§pn pose :l; = Igi 2 1y())jxi = 1g, cette dernere expression peut skcrire : i21,() Aji Xi =
i21,)yAjiXi + 2y, ji- Il en cecoule que :
X
X 2 Xj , P ji h Aj:
i211

Cette observation motive la ¢ nition de la quantie suiv ante, pour tout 11 1y(j) :

n X o
Dj (I1)=sup djP ji d <1 "j : (6.3)
i211

Cette grandeur satisfait les proprees suivantes :

Lemme 35 Soientj 2 J etly 1y(j) :
(()si 1= ,alors Dj(l1)=0;

(i) Dj () > O;
i)y P 4o, i Dj(l)) 1 7.

Preuve : Pour prouver (i%i il sut d'observer que si I; = , alors i Bl = 0. Dans ce

cas, pourtoutd < O,P i d =0, et pogr tout d O,P 5, ji d =1

Passons maintenant au point (iii). Supposons que P~ 5, ji Dj(l1)) <1 " .Ifuisqu'une

fonction de epartition est toujours continuea droite, i | existe > Otel que :P 5 i

Dj(ly)+ < 1 "j. Ceci est en contradiction avec la e nition (6.3). (ii) est une consquence
directe de la & nition (6.1) et de (iii).

On peut aussi remarquer que :

Lemme 36 Soit j 2 J. Supposons que les ji g2, () sont incependants et identiquement
distribtes (i.i.d.). Alors, pour tous sous-ensembles |y lu(j) ety lu(j), non-vides, tels

quejlij = jloj : Dj(l1) = Dj(l2).

Ce faitevident aura des congquences pratiques importates. Maintenant, ces coe cients
Dj (I1) peuvent étre utilies pour construire des iregalies valides pour X :

Lemme 37 Soitj 2 J. Pourtout 11 1y(j), soitlg=1y(j)nly:

X X
ji Dj(|1) Xj + Aji Xi Q + j|1j 1 ZDJ'(|1) (6.4)
i211 i2lg i214(j)

X
Aji + Dj(l1) xi+ A

est une iregalie valide pour Xj.
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Preuve : Lorsquel; = , on obtient l'iregalie basique (6.2). Supposons maintenant quel, 6
Observer d'abord que (6.4) peut secrire de manereequivalente :
X X X

AjiXxi b+ Xi + jlij Xj 1 :Dj(l1):
i21 i2lg i211
Soit d <D (I1), on montre que l'iregalie suivante est valide pour X;j :
P P . P
(@) it AjiXi Bt X+l i21, Xi 1.
Soit x 2 Xj, supposons par contradictiolg quex viole l'iregalie (a). Consicerons d'abord le
casa fi 2 1,4(j)jxi =1g=1;. Onaalors: ;5 A;iXj>b; d. Donc:

X X
P(Ajx b)) P Ajx AjX+d =P iXi d =P i do:
i21u(j) i21y
P
Puisqued <Dj(l1), dapes lace nitionde Dj(l1): P( 5, ji d)<1 "j,cequiimplique:
P(Ajx Bb) <1 "j.Ceciesten contradiction avecx 2 Xj.

Consicerons maiBtenant lecasaifi 2 1y(j)jxi =198 l1. Alors: 5, Xi+jl4] P i21, Xi
1, ce qui implique :  j,, A;i X; > bj (contradiction, cf. lemme 34).

On a donc prouwe que liregalie (a) est valide pour X;, quel que soitd < D (l1). On en
ceduit que (a) est valideegalement pour Dj(I1) lui-méme.

Dans le esultat suivant, on montre que les iregalies (6.4) su senta cecrire exactement
I'ensemble des points 0-1 d& :

Proposition 19
n o]
X = x2f0;1g" j x satisfait toutes les iregalies (6.4)

Preuve : L'inclusion vient du lemme 37. Pour l'inclusion inverse, consicererx 2 f 0; 1g" tel
quex 2 X il existe j 2 J tel que P(Ajx ) < 1 "j. Supposons quex satisfait toutes
les iregalies (6.4). On a en particulier : Ajx + Dj(11) b, avecly = fi 2 Iy(j)jxi =1g. On
en I_(,lsduit que : P(Ajx  A;jx+ Dj(l1)) <1 "j. Ceci estequivalenta : P( jx Dj(l1)) =
P 2, 5i Dj(ll) <1 "j,cequiestune contradiction avec le point (iii) du lemme 35.

Quelgues remarques neritent d'étrg faites. D'abord, d'agpes la proposition ci-dessus, I'en-
semble X peut etre cecrita l'aide de — ;,, 2'«(0)l iregalies lireaires. Cependaém il est clair
que I'on n'a jamais besoin de plus de 2/ iregalies pour decrire X, @i Iy = 55 lu(j). En
e et, pour tout x 2 f0;1g" tel que x 2 X, il sut d'une seule iregalie pour ®parer x de X.
Le choix de cette iregalie n'implique que les composantes f X;gi2, -

Ensuite, d'apes la preuve du lemme 37, lorsqud 1 6 , on voit que l'iregalie (6.4) demeure
valide pour X si l'on consicere d  Dj;(l1) au lieu de Dj(l1). Pourtant, si fi 2 1y(j)jx; =
1g = 'Fi liregalie ecrite pour Dj(l1) est plus forte qu'une autre ecrite avecd < Dj(l1). Si
il i21, Xi 1 0, lregalie (6.4) est domiree par l'iregalie basi que Ajx  k, que l'on
consicere Dj (1) ou d <D (I4).

6.2.3 ke de greralisationa un contexte non-lireai re

Cette partie constitue une parenttese consaceea la greralisation des ickes exposes dans

un contexte non-lireaire. Consicerons I'ensemble suivant :
n 0

X= x2f0;19"j8 2JPg(x;) 0 1
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est une variable akatoire prenant ses valeurs dans R (p 2 N). On suppose que pour tout
j 23, il existe ¥ 2 RP tel que, pour tout x 2f0;1g" : P gi(x; ) g(X; _J.) <1 .
Les principaux esultats de la partie 6.2.2 peuvent maintenant étre transposs dans ce

contexte non-lireaire.

Lemme 38 Pour tout j 2 J, liregalie g (x; _J.) 0 est valide pourX.

Preuve : Soitx 2 X, supposons que; (X; _J.)> 0.Alors:Pg(x; ) 0 P g(x) g(x _J.) .

De plus, d'apes la ¢ nition de G P gk ) g _J.) <1 "j (contradiction).
Pour tout 11 I, on note x(l1) 2f 0;1g" le vecteur carackristique delq, et :
n 0

Dj(l))=sup djP g(x(l1); ) g(x(l); j)+d <1 7

Comme dans le lemme 35, on aDj(l1) 0. De plus, il est ai® de montrer que :
P g (x(l1); ) o] (x(Il);_J.) + Dj(l1) 1 ;. Par ailleurs, liregalie suivant est valide
pour X : X X
g (% )+ Dj(la): Xi Xi (12 1):Dj(ly): (6.5)
i211 i21

En e et, lorsque x 6 x(I1), l'iregalie est domiree par gj(x; _J.) 0. Six = x(I4), liregalie
(6.5) devient : g (X; _J.) + Dj(l1) 0O, dont on montre qu'elle est valide, compte tenu de nos
hypotteses. Il sut de reprendre le raisonnement de la preuve du lemme 37 : soitd tel que
Pg(x;) g,-(x;_j)+ d <1 ",si gj(x;_j)+ d> 0, alorsPg(x;) O Pg(x )
g,-(x;_j)+ d <1 "j,etdoncx2X.
Proposition 20
n 0
X = x2f0;1g" j x satisfait les iregalies (6.5)

Preuve : On a cep dit que l'inclusion etait correcte. Consicerons maintenant x 2 X : il

existe] 2 JtelqueP g(x; ) 0 <1 ".Supposons quex satisfait toutes les iregalies
(6.5), alors en particulier : g (x; _J.) + Dj(l1) 0O, avecly = fi 2 Ijx; = 1g. On en ceduit :
Pg(x ) g(x _j) + Dj(l1) Pg(x; ) 0 <1 ".Ceciesten contradiction avec la

¢k nition de Dj(I1).

6.3 Etude des s@narios basiques

6.3.1 Structure de lI'ensemble des se&narios basiques

Soit j 2 J, on note B; lI'ensemble des s@narios basiques.e. I'ensemble des vecteurs satis-
faisant la propree (6.1). Il est clair que touteemen t dans la fermeture cl(B;) peut en pratique
étre utili’e comme s@nario basique pour construire desiregalies (6.2) et (6.4). lllustrons ce
faita l'aide des iregalies (6.2) : soit A; 2 cI(B;). Il existe une suite (A'”),,y B telle que
Aj(k) ! A lorsquek!'1 . Soit x 2 X quelconque, on sait que pour toutk 2 N : Aj(k):x
En passanta la limite, on a : A;:x  by. Ceci est vrai pour tout x 2 X; : l'iregalie (6.2) est
donc valide pour X; si 'on prend comme s@nario basiqueA; 2 cl(B;).
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Lemme 39 Soitj 2 J, cl(Bj) est un polyedre.

Preuve : Pour tout 11 14(j) non-vide, on introduit la variable atatoire : S(I1) = 5, Aji.
Alors Aj est un s@nario basique si, et seulement si :
X
8l1 14(j);1.6 : Aji <sup sjP(S(l1) s)<1 " : (6.6)
i211

Donc I'ensemblecl(B;) est e nia l'aide d'un nombre ni d'iregalies lirea ires.

Un senario de cl(B;) est dit extrémes'il ne peut pas s'exprimer comme combinaison lireaire
d'autres senarios decl(B;).

Lemme 40 La description lireaire de X; obtenue en consicerant tous les senarios decl(B;)
estequivalentea celle obtenue en ne consicerant que les@narios extrémes.

Preuve : Consicerons un senario basique non-extremeA; 2 cl(Bj), il existe deux autres
s@narios basiquesAl et A? tels que :A; = A+ (1  )A?, avec 2101 Soitls 1y(j)
non-vide. Observer que :

X 1 X 2 X2
Dj (1) + Aji = Di(l) + Aji = Di(l)+ Aji: (6.7)
i211 i21q i211
. N
En e et, toutes ces expressions sontegalesa : sups j P, Aji s <1 " .Onen

ceduit que : Dj(l1)= D jl(l 1)+(@a )Djz(l 1). Il est donc clair que l'iregalie (6.4) construite
pour A; est une combinaison lireaire de celles correspondantaj1 et Ajz.

Malheureusement, les s@&narios extrémes sont le plus seent tes nombreux et di cilesa
calculer.

6.3.2 Construction de \bons" senarios basiques

Le esultat suivant permet d'obtenir un premier s@nario basiqueA; :

Lemme 41 Soitj 2 J, on note : nj = jly(j)j. Soit A; & ni comme suit :

(i) si aucune hypothese probabiliste particulere n'est e ectwee, alors pour tout i 2 I1(j) :
P(Aji  Aji) <@ ")=n;;

(ii) si les variables akatoires fA;i gj2;,(j) sont incependantes, alors pour touti 2 Iy(j) :
PAj A<l "

(iii) si les fAjigi21,(j) sont incependants et symetriquement distribies, et si *; < 0;5, alors
pour tout i 2 1y(j) : A;i = E[Aj ]

Alors A; est un senario basique, i.e. il satisfait (6.1).

Preuve : Soitl; 1y(j). Ona:

P .
P i2|1(Aji Aji) 0 P 9i2l;tq. Aj A

ji

Si aucupe hypottese probabiliste particulere n'est e e ctiee, on a toujours : P(9i 2 | ‘F(j ) La. Aji
Aj) i200() P(Aji  Aji)- En supposant queA; est ceni selon (i), ona: P, (Aji
Aji) 0 <nj:(1 "j):nj =1 "j.
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Supposons maintenant que les variables akatoires sont@pendantes. Observer que P(9i 2
lu(j) t.a. If\ji Aji) =1 P8 21y(j)A; > A;ji) =1 i214(j) P(A;i > ALji ). D'apes (ii),
ona:P (A A;) 0<1 7.

Finalement, supposons que les variables aé%;oires sonhékpendantes et synetriqguement

distribiees. Dans ce cas, la variable atatoireS = ;| Aji estegalemignt synetriqguement dis-
tritlgﬁe. Ceci imelique que : P(S E[S]) =0;5. Alors, d'apes (i) : P 5 (Aji A;) 0 =
P( 21, Aji i21, Aji) = P(S  E[S])=0;5. Ceci prouve que (6.1) est \erie si "; < 0;5.

La description lireaire de X donreea la proposition 19 repose sur un s@nario basiqueA;
qui n'est pas unique, et qui peut &tre construit de dieren tes manéeres. On montre ci-apes que
le choix de ce s@nario basique a un impact direct sur la fore des iregalies (6.2) et (6.4) :

Lemme 42 Soitj 2 J, consicerons deux s@narios basiquesgj1 et Ajz tels queAj1 Ajz. Alors
la relaxation continue de X; obtenuea partir des iregalies (6.2) et (6.4) avecAj2 est plus forte
que celle assoceeaA!.

Preuve : Consicerons d'abord les iregalies basiques (6.2) : puisqueAjl Ajz, il est clair que
A?x by domineA'x b.Maintenant, consicerons les iregalies (6.4). Soit 11 14(j), 116
SoientDjl(I 1), DJ-Z(I 1), aS%QCéS respectivementaA?, Ajz. En se souvenant de I'observation (6.7),
ona:D(l1) = DA(I)+ 5, (AF  A}). Soit x 2 [0;1]", on introduit les notations suivantes
(comme peedemment, o= 1y(j)nlq):
P P o
< Ql(X) = pi2|1xil 210 Xi Jl|1J +1;
jz(x) = pial Ajzi Xi + Q(X)iDjz(ll);
j(X): i21 Ajixi + Q(X):Dj(ll):
Alors :
P h =) i
i1 AliXi + Q(x): DE(11) + ileKAjzi Ajh)
200+ 5o (AF ADX+ Q): A7 A})

200+ i (A AR QU+ p (A AR)X:

1(x)

Supposons qu'il existei 2 11 tel que x; < Q (x). Dans ce cas, on aurait :P k21 1nfig Xk

21 Xit1l j 11f>0,0.e. 0 o1 nrigXk i21, Xi > jlaj 1. Puisquexy 1 pourtout k 2 I3,
ce n'est pas possible. Donc on a prouve que8i 2 11;X;  Q(X).

Finalement, commeA] Af etx 0, onobtient: *(x)  ?(x). On en ceduit que pour
tout x 2 [0;1]" : J-Z(x) b ) J-l(x) by. Ceci montre que la relaxation continue deX;
obtenuea partir de A? est plus forte que celle issue dé.".

On a donc inkeréta choisir un s@nario basique aussi grand que possible. Un s@nario basique
A; 2 cl(Bj) est dit non-domire si: 8A; 2 cl(Bj);A; A;) Aj = A,. Etant donre un s@nario
basique domire, on peut cherchera l'aneliorer. On ¢ n it, pour tout v2 R? :

( )
= min FM :
l1 Tu(j)ila6 i21, Vi

P P
avec la convention : ;. vi=0) Dj(l1)= ), vi=+1.
Lemme 43 Soit j 2 J. Soient un s@nario basiqueA; et un vecteurv 2 R Alors : =

max 2R jA;+ v 2cl(Bj) .Deplus,si:ly(j)2argming 1,5y Dj(l1)= 5, Vi ,alors
A; + v est non-domire.
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Preuve : D'apes la preuve du lemme 39, ghaque sous-ensemblg est assocéa[yn hyperplan
dont lequation est: 5 & =sup sjP 5 Aj s <1 "y =Dj(l)+ 5, A (cf
(6.6)). I\Lptons L la droite des s@nariosegauxa &J + v pour 2 R.Soit 11 Iy(j) non-vide
telque Vi > 0,onnote: (I1)= Dj(l))= 5, Vi p0. Observer queA? DA+ (I
est lintersection de L avec le plan assocéall, puisque i21, A A =Dj(l)+ i, Aji-On
en ceduit que =min,, 1,y (I1) corresponda un s@nario dans cI(B,) Le fait que ne
peut pas étre augment est clair : on violerait alors une iagage valide pour cl(B;).
= Supposons malntenantpquelu(j) 2 argmin Dj(l1)= 5, Vi . Ceci implique que :
214 (J)A“ Di(lu() +  i21,() Aji - Alors, aucun des coe cientsf_JI di21,() Ne peut etre
augment sans vioIer cette iregalie, qui est valide pour cl(B;).

Calculer ne peut en gereral étre fait qu'en temps exponentiel. Pou renedier a cette
di cule pratique, on propose un autre coe cient plus facile a obtenir. Souvent en
pratique, etant donre une direction v d'anelioration, la quantie suivante est facilea calcu ler
pour tout k2 f1;:::;jlu(j)ig :
min Dj(11)jl1  Tu(i)sjla =K

(k) max 21, Ville  1u();ila =k €9

Il est clair alors que : ming (k) . Cette valeur peut étre utilisee pour aneliorer un s@n ario
basique initial dans la direction v.

Lemme 44 Soit | 2 J, supposons que le$ j giz, () sont i.i.d. : =miny (k).

En e et, dans ce contexte de variables abatoirlgs 1.i.d.,Dj (1) cepend seulement du cardinal
jl1j (cf. lemme 36) : (k) =min =k Dj(l1)= 5, Vi . Le nurerateur de (k) est obtenu
directement par le calcul d'une valeurD; ; ainsi, du fait du cenominateur de f (k)gx, peut
étre calcué en temps O(n log(n)) (complexie du tri des composantes fvigiz, j))-

Lemme 45 Soit j 2 J, supposons que le$ ji gip,() sont ii.d.. Consicerons la direction v
telle quev; =1 pour tout i 2 1,(j), et v; = 0 ailleurs. Alors, A; = A; + v est un s@nario
non-domire de cl(B;).

Preuve : Le fait que A; 2 cl(B;) vient du lemme pe@dent Supposons que ce s@nario est
domire. Il existe k 2 |u(j) et AY 2 cI(B;) tels que : A} > A, et A} = A; pourtout i 6 k.
L'icee de la preuve est simple : pwsque les variables aémlres sont i.i. d et commevi =1 pour
tout i 2 1,(j), toutes les donrees sont synetriques, toutes les diredbns jouent le méme role. En
conequence, une domination dans la directiork implique une domination dans toute direction
16 k,121y(j). En consicerant une combinaison convexe de$l ,(j )j s@narios ainsi obtenus, on
obtient une domination dans la direction v, ce qui est contradictoire avec la ¢ nition de
Detaillons maintenant ces ickces. Dans cette preuve, on nte U  V si les deux variables

akatoires U et V sont identiqguement distribtees. Consicerons un quelcorgque | 2 Iu(j) n fkg.
On & nit un autre s@nario A(')egala A, sauf 'Aj(||) = Ay + Ajok Aj . Ainsi A. >Aj
Notre but est de montrer queA(') 2 cl(Bj). Soit 11, 14(j), on s'ineressea la variable aéat0|re :

sy = |2I1AJ| Aj(i'). De la méme manere, on note :SY11) = ;. Aj  A}. Montrons
que SO(11)  SqIq) pourtout 11 1] )Pnon -vide. Sil 2 Il etk 2y, cest clalr Supposons
quel 2 1y etk 2 11.0na:SO() =, agAi AN+ A AP + A AY). De
plus: Aji AR+ A AR = Al Ay AL AR A Ay = Ay A,-. + Aj A En
congquence S (14) = SO(I 1).
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P
Supposons maintenantqué 2 |1 etk 21;. Ona:S" (1) = (A AD)+ A Aj(,').

i211nflg
Observer que, puisque j et j sontiid.: Aj Aj(ll) = g+ A Aj(ll) K+ A A
Ad + A = ik Ak + A = k AX + Ay = A Al Ainsi, il est proue que :

sO(1) SP(1inflg)[f kg . De plus, comme les variables atatoires i gz, (j) sont i.i.d., et
commejl1j = j(lynflg) [f kgj, ona:S° (I nflg) [f kg _SYI1).

Reste le cas ail 2 Iy etk 2 11. Ona:SO(I1) = 5 (A AR + Ak Aj(l'().

Puisque j et j sontiid., on a aussi :Aj Aj(l'() =+ Ay Aj(||<) i+ A Ay =

A A = Aj Ay = Ay A}.Donc:SU(l1)  S%(Iynfkg)[f Ig . Comme auparavant,
puisquejlqj = j(lo nfkg) [f Igj, on a:S° (1. nfkg) [f Ig  SYI4).

On a donc prouve que pour tout 11 14(j) non-vide : SO(11)  SqI4). Il en esulte
que, commeAj0 2 cl(Bj), on a aussi :Aj(') 2 cl(B;j) (cf. propree (6.1)). Ceci est vrai pour tout
I 2 1,4(j)nfkg. CoBsiderons alors la combinaison convexe suivante deses@arios correspondants :

AP=1=n;: AP+ I2|u(i)nfkgAj() ,avecn; = jly(j)j. Ona:

Al A
00— Sk 3k,
A= A+ Ty
i
Donc : A?%= A; + %, avec 9> . Ceci est en contradiction avec la d nition de

Dans nos tests nuneriques, on a obsene que méme quand lds ji gi», () he sont pas i.i.d.,
la direction v propose dans le lemme ci-dessus est e cace si I'on travdi avec I'approxima-
tion (6.8). En e et, utiliser des directions avec des compoantes moins equilibees" genalise
beaucoup (1), qui a alors tendancea étre la valeur minimale rechertee : min, (k) = (1).

6.3.3 lllustration sur un exemple simple
n

cII))ans cette partie, on s'ineressea l'ensembleX = x 2 f0;19" j P(aix1 + axx,  2)

4=5 , al a; et ap sont deux variables akatoires incependantes et uniforrement distriblees

respectivement sur [0,1] et sur [1,2].
Le s@nario basique le plusevident pour ce probeme esta = (0;1), compos des valeurs
minimales de chaque variable akatoire. L'iregalie basique correspondante est : &1 + 1:X, =
X2 2. Noter qu'avec ce s@nario basiquea, 1= a; a; et = a; a,sontiid.. Onenunere
les iregalies (6.4) pour X :
{sili=flg:ona:P( 1 d)< 45, d< 4=5. Encongqguence D(l1)=4=5. L'iregalie
valide correspondante est alors : (0+45):x; +(1  4=5):xo 2,i.e.:4x1+ x» 10.
{Sily;=f2g:ona:P( > d)<4=5, d< 4=5. Comme auparavant, on cerive l'iregalie
valide correspondante : (0 4=5):x; +(1+4 =5):x, 2,i.e.: 4x;3+9x, 10.

{ Si 1, =129 Hon a, apes calculs (voir‘par_exemple lannexe B.1) :P( 1+ > d) <
45, d< 2 2=5. Alors: D(l1) =2 2=5 1;36. L'iregalie valide correspondante
est: (0+D(I1))x1+(Q+ D(l):x, 2+(2 1):D(l1),i.e.:1;36x;+2;36x, 3;36.

On remarque que les deux premeres iregalies sont impliguees par les contraintes de domaine
X1.2 1 : elles sont inutiles en pratique.

Impact du s@nario basique : Comme les variables akatoires sont inckependantes et syetri-
quement distribees, d'apes le lemme 41, on peut ¢ nir le s@nario basique comme a° =
(1=2; 3=2). L'iregalie basique correspondante est: 1=2:x1+3=2:X, 2 (ou de manereequivalente :
X1+3X2 4). Comme peedemment, on donne les iregalies (6.4) :
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{silp;=flg:ona:P(1 d)<4=5, d< 45 1=2=3=10. En congquence D(l;) =
3=10, et l'iregalie valide correspondante est : 4=5:x; + 6=5:X, 2,i.e. : 4x1 +6Xx, 10.

{Sil; =129 :delaméme manere :P( , d) < 45, d < 3=10. L'iregalie valide
correspondante est : £5:x; +9=5:x, 2,i.e. : X3 +9x, 10. p___

{Sil;= f1;2@£p|es calculs,ona:P( 1+ » d <45, d< 1 2=5. Alors :
D(l;)=1 2=5 0;36, et on obtient : 0;86:x1 +1;86:x, 2;36.

Comme pevu, les iregalies obtenues sont plus fortes que celles cerivees du s@enario basique

a;eneet, &% a.

Description de I'ensemble des s@narios basiques : On donne une description compekte
des s@narios basiques pour ce probeme. Observer que :

8

< Plag )<45, < 455
P(ay )< 45, < 95 D
Plap+a, )<45, < 3 2=5;

Alors I'ensemble des s@narios basiques est :

n 0
[
c(B)= a2 R?j&; 45& 95eta+a, 3 2=5

a,
2_ | ____ L_—
S
I
I
I
) R T
1 I
I
I
I
1
0 '1 a;

Finalement, on utilise le lemme 43 pour aneliorer le s@naio basiqueg@ns la direction
v =(1;1) (cf. lemme 45). Apes des calﬁul_s faciles,on obtient: =1 1= 10, et le nouveau

s@nario basique est donc a%°= (1 1= 10;2 1=p 10).

Les trois relaxations lireaires obtenues respectivemera partir des s@narios basiquesa, a®
et a%sont repesenes sur la gure suivante.

X2
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6.4 Algorithme de esolution

Consicerons le probeme d'optimisation suivant, appele CCILP (pour Chance-Constrained

Integer Linear Problem) : n o

max cxjx2 X ;

al c2 R". La partie peedente a fourni une relaxation lireaire d e X qui, en theorie, peut étre
utilise pour mettre en uvre un algorithme de branch-and-bound La di cule vient du nombre
exponentiel des iregalies (6.4). Elles ne peuvent pas taites étre pesentes dans la formulation
du probéme et doivent étre gereees dynamiquement au cours du processus de esolution.

6.4.1 Separation des iregalies (6.4)

Dans cette partie, soit x- 2 [0;1]" (fractionnaire). Soit j 2 J, pour tout sous-ensemble
I1  1y(j) non-vide, Ig = Iy(j) nly, on note :

j(ly)= b+ 8]'1] 1 :Dj(l1) 9
<

X = (6.9)
Dj(l1) x + Ajixi,

X
Aj + Dj(l1) x + Aj
i211 i21o i214())
j(I1) est la valeur decart de liregalie (6.4) assoceea | et I, pour x. Le but est de
trouver |, correspondanta la plus petite valeur decart possible, donca l'iregalie la plus vioke
pour x. En gereral, ceci ne peut pas étre fait directementa partir de la formule ci-dessus,
puisqu'uneenuneration compete des sous-ensembles rést pas envisageable. On va donc tacher
de contourner cette di cule.

Il faut d'abord se souvenir qu'une iregalie assoceea |, est directement lee au point x(I1),
le vecteur caraceristique del; (voir la preuve du lemme 37). Ainsi, il est naturel de cherche |1
tel que x(I1) est \proche" de *. On en deduit que les indicesi 2 1,(j) tels que x; = 1 devraient
apparatre dans| .

Decrivons maintenant une manere de prendre en compte lescomposantes fractionnaires
de x= On propose detendre |, de manere ierative. Consicerons 11 1y4(j) e, on c nit
19= 1, [f kgpourunk 2 Iy(j)nl;.Ona:

(D) (1) (ild  1):Dj(19) Djg1) +Dj(|§>f)
Dj(19) Dj(la) : 210 %5 i2lonflg ™ Dj (19) + Dj(l1)
Dj(1D) Dj(l1) & jlaj 1 i21, 5+t i21onfkg X
+Dj(19)  Dj(IY+ Dj(l1) > :

Lemme 46 On a:
()si Dj(1Y) Dy : (Y  j(02) Djl) D)+ Dj(l1) >,
@i si DY) D) : U9 i(11) Dj(l) Dj(YH+ Dj(l1) >,
(i) si: 8i 2 11;% =1,et:8i 2 lgnfkgx =0, alors : j(lf) j(11) = Dj(l1)
Dj(1)+ Dj(l1) .
Preuve : (i) et (ii) viennent du fait que : jlij 1 P 21, Xt P i21onfkg Xi 1. (iii) est
evident.

CommeD; 0 (cf. lemme 35), les points (i) et (ii) du lemme ci-dessus sdignent l'inerét
gu'il y aa consicerer d'abord les composantesxg \assez grandes”. D'une part, dans le cas (i),
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prendre xx \trop petit" implique que j(lf) j(I1) : inclure k dans |1 n'aneliore pas la
coupe. D'autre part, dans le cas (ii), plusxg est grand, plus la valeur decart est anelioee. En
s'appuyant sur ces observations, on propose la constructiogloutonne suivante del; :

Construction gloutonne de l1
Etape 1 : Trier les valeurs fx;gj2;,(j) en ordre decroissant.
Soit ' (r) lindice du r€ekment de la liste tree.
Etape 2: Soiently = fi 2 1,(j)j =1getr = jl4j+1.
Etape 3: Poserl?=1,[f ' (r)g, et calculer Dj (I9).
Etape 4 :  Calculer j(19)  j(I1).
Si j(19)< (1), poserly = 12.
Etape 5: Sir = jly(j)j, STOP.
Mettrea jour r r +1 et allera letape 3.

Cet algorithme construit I, de manere ierative en considerant d'abord les indices corres-
pondant aux valeurs les plus grandes déx;gi» (). Quand un indice aneliore la valeur decart,
il est ajouk dans I1. L'ensemblel; nalement obtenu corresponda une iregalie (6.4).

Lemme 47 Soitj 2 J. Si % 2 f0;1g pour tout i 2 1,(j), alors la construction gloutonne de
|1 conduita l'iregalie  (6.4) la plus vioke.

Preuve : Onrappelleque: j(I1)=h Ajx+ jl3j 1 P i2|1>e.+P i21, %i :Dj(l1). L'iregalie

la plus vioke est obtenue avecl; = fi 2 I4(j)j»x = 1g (voir par exemple la preuve du lemme
37). Ceci corresponda I'ensemble initial construita I' etape 2. Cet ensemble ne sera pasetendu
apes-coup, puisque la coupe correspondante est la plus eie. (Pour le voir, on peut aussi
consicerer k2 lg: % =0et (19  ;j(1)=Dj(l1) O, avecl?=11[f kg)

Cette observation signie que, méme si le processus de spation cecrit ne gerere pas
l'iregalie la plus vioke en gereral, c'est le cas qua nd on a un point entier. En congquence,
l'utilisation de cet algorithme glouton dans un algorithme de branch-and-cut assure que la
solution nale retenue est bien optimale. En e et, toute solution non-ealisable sera coupee.

Sparation exacte dans un cas sgcial : Dans ce paragraphe, on consicere le cas particulier
alles f jigi2,() sonti.id.. On rappelle que sous cette hypotreseD; (I1) cepend seulement du
cardinal jl 1j (cf. lemme 36). Alors, pour chaquek j Iy(j)j = n;, esoudre le probeme suivant
est facile :

min () jla 1u()sjlaj =k :

Dans ce probeme, puisque le cardinal dd ; est »ea la valeur k, Dj(l1) est une constante.
Donc la solution | ; optimale est constitiee desk indices correspondant aux plus grap,des valeurs
gefx.gmu(j). En e et, d'apes lequation (6.9) : i) =8 Ax+(k 1 i21, %+

i21, Xi):Dj (11). Obtenir liregalie la plus vioke s'e ectue alors si mplement parenuneration
des valeurs de cardinal possibles, de=1a k = n;.

D'un point de vue complexie, cette sparation est eali sable en tempsO(n; log(n;)) (com-
plexie du tri des fxg»;,()). Noter que lesn; valeurs deD; peuvent étre calcuees une fois
pour toutes au cebut. Des algorithmes relatifs seront cecrits dans la partie suivante.

Enn, ce cas particulier valide I'orientation prise avec I heuristique gloutonne pour le cas

cereral. En e et, le role jole par les composantes les plus grandes dex-est bien mis enevidence
ici.
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6.4.2 Calcul de Dj(ly)

Le processus de sparation cecrit plus haut recessite lecalcul de D;(11) (cf. etape 4 de
l'algorithme glouton). On souhaite pouvoir e ectuer une recherche e cace de cette valeur par
dichotomie. Ceci requiert des bornes inkrieure et sugereure surD; (11). Une borne inkrieure est
cep donree par le lemme 35, ai I'on a monte que Dj(l1) > 0. On donne maintenant quelques
esultats permettant de e nir une majoration de D (I1).

On a ¢k ni auparavant un s@nario basique, qui peut &tre vu comme un s@nario \minorant".

De manere synetrique, on introduit un s@nario \majora nt", noe A, et qui satisfait, pour
j23J:
0 1
X _
8l1 lu(j);116 :P@ (A; Aj) O0A 1 ' (6.10)
i211

Comme pour le senario basique, quelques egles simplesepmettent de construire un tel
senario A :

Lemme 48 Soitj 2 J, on note : nj = jl,(j)j. Soit Aj d& ni comme suit :
(i) si ‘aucune hypothese probabiliste particulere n'est e ectwee, alors pour tout i 2 I1,(j) :

P(A;i Aji) 1 "i=n;
i) si les variables akatoires fAj g2, iy sont independantes, alors pour touti o)
(i) si | iables akatoires fAji giz1, () incepend | i 2 14()
P(Aji  Aji) (@ "pFn.
Alors A; satisfait (6.10).

Preuve : Soitl; 1y(j).Ona:

P _ i . _
P i2|1(Aji Aji) 0 P 82 |u(j);Aji Aji

=1 P9i2lyj)tg. Aj > Kji

_ P
Siaucune hypotlese n'est e ectuas, onatoujours:P(9i 2 I,(j) t.g. Aji > Aji) i214() P(Aji >
Kji ). En supposant (i), ona: P i2|1(Aji Kji) 0 1 njj=n=1 ".
Q Supposons que les variables akatoires soqt incependass. Alors :P 8i 2 1,(j);Aji  Aji =
i214() P(A;i Kji ). On ceduit de (i) : P i2|1(Aji Kji) 0 1 7.

On peut maintenant enoncer le esultat suivant, qui ce n it une borne sugerieure pour
Dj(l1) :

P _
Lemme 49 Soientj 2 J etly 1y(j) non-vide : Dj(l1) i21, (Aji - Aji).
P P P P
Preuve : Observer que :P 21, i i21, (Aji  Aj) =P i21, Aji i21, Aji
1 "y, par e nition de Aj. Ceci prouve queDj (I1) i21, (A Aj).

On peut alors ¢ nir un algorithme de recherche de Dj (11) par dichotomie :
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Algorithme de calcul de  Dj(l1) b

Etape 0 : PoserDmin =0 et Dmax = o1, (A Aji).
Soit > 0 la pecision voulue sur le esultat.

Etape 1: SiDmax Dmin < , poserD = D, et STOP.

Etape 2: PoserD =( Drp,-n + Dmax )=2, €t calculer la probabilie :

=P 2,5 D

Etape 3: Si <1 ", poserDmin = D et allera letape 1.

Sinon, poserDmax = D et allera letape 1.

La quantie D nale correspond au terme voulu, avec une pecision > 0.

Pe-calcul des termes  Dj(l1) : Onacepditque lorsqueles f i gz, () sonti.i.d., les termes
Dj (I1) cependent uniquement de la cardinalie ny = jl4j (cf. lemme 36). En consquence, ces
coe cients sont peu nombreux et peuvent facilement étre tous pe-calcues. Cette cemarche
peut setendre au cas al lesf ji gip,(;) sont incependants et distribies selon un petit nombre
de distributions dierentes. Cette intuition est cetail Ee maintenant.

Pour comprendre notre cemarche, imaginons que I'on cons@e deux sous-ensembles non-
vides dely(j), 11 et 19, de méme cardinalc : jl;j = jl)j = c. La question est de savoir si
Dj (1) = Dj(l 9), et donc s'il est vraiment recessaire de calculer ces deutermes de protection,

ou si le calcul d'un seul su t. Il est clair que si, pour chaque classek 2 f 1;:::;K g, les ensembles
11 et 19 impliquent le méme nombre deements de U, alors Dj (1) = Dj(l ). Il s'agit donc de
compter le nombre d'agencements dierents deceéments choisis dans les classefUs;:::; Uk 0;

on note Nk (c) ce nombre. Il faudra donc calculerNg (c) termes de protection, pour chaque
cardinal c possible, et pas plus.

suivant : 8 p
K — .
< k=1 Uk = C;

Observer ays l'on a:
{sic> {lejukj ouc<0:Nk(c)=0;
{ Nk(O)=1et Nk(1)=K;
{ Nk (tu(i) = 1.

Lemme 50 Pourtout c2 Z : Ny(c)=1g ¢j u,j- SIK 2, pourtoutc2 Z:

Mk ]
Nk (c) = Nk 1(c t):
t=0
Preuve : Il sut de voir que si I'on consicere teements de lI'ensemble Ux (ux = t), alors il y

reste N 1(c t) solutions dierentes possibles.

- P. .\
Nk (c) peut donc &tre calcue par ecurrence. Il y a en ¢ niti ve un total de ‘C';'l(‘ ) Nk (c)
termes de protection dierentsa pe-calculer pour le pr obeme.
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Fig. 6.1 { Nombre de termes de protectiona pe-calculer, quandjl,(j)j = 100 et K = 2, en
fonction de jU,j.

A titre d'illustration, consicerer le cas au K =2. Pourtout c2 Z,c j 1,()j:
jo2j ] minfe;jU2jg
N2(c) = Ni(c t)= To ¢ tju,j = 1=minfc;jusjg (c j Ugj)* +1:
t=0 t=0 t=(cj Uij)*
Supposons qugUij j U,j. Alors le nombre total de termes de protectiona pe-calculer est :
iy o1 W2 iy(i)i
N2(c) (c+1)+ (Ui +1) + (itu()i c+1)

c=1 c=1 c=jU1j+1 c=jUyj+1
JU1j:i(jUa] +3) =2 + (jU4] + 1) :(jUz) j Uaj) + jUbji(jUsj +1) =2

Ce nombre est repesent sur la gure 6.1 pourjly(j)j = 100.

6.4.3 Calcul des probabilies

Le calcul de probabilies est uneement algorithmique c entral. Il est requis par exemple
pour tester si une solutionx est ealisable ou non (.e. pour\eriersi P(Ajx b) 1 "j). Le
calcul de probabilies est recessaireegalement pour c&uler les coe cF't,ents Dj (I1) : l'algorithme
du paragraphe 6.4.2 montre que l'on doit étre capable dealuer P~ ;,, i D pourunD
donre (voir l'algorithme de calcul de Dj(l1)). Plusieurs approches peuvent étre envisagees, dont
certaines ont cepet pesentes dans la partie 5.4. 1,a savoir l'utilisation de bornes analytiques,
les nethode déchantillonnage (Monte-Carlo) et les approximations gaussiennes (utilisation du
treoeme de la limite centrale). P

Dj (11) est e nia partir d'une somme de variables abatoires : ;| ji. Dans certains cas
particuliers, la fonction de epartition d'une telle somm e est connue de manéere analytique. C'est
le cas, par exemple, si le$ ji g2y, ;) sont incependantes et uniformement distribiees sur [0, 1].
En notant ny = jl1j, des esultats classiques de calcul de probabilies (vai e.g. [36]) permettent
d'obtenir :

X1 ' by 1k h i
Py d = = (D "M ks opmok nm
i=1 N1 oo 1=0 I (6.11)
e h i '
1 | nl ni ni .
fog (DT @ (e
1=0
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Ce esultat peut &tre utiliss comme base pour obtenir des caracerisations exactes pour
de nombreuses distributions dierentes. Evidemment, la formule s'adapte directement dans le
cas al les variables akatoires sont inckependantes et uiformement distribtees sur un intervalle
qguelconque [;u], | < u. De plus, (6.11) permet la description exacte de toute distibution qui
peut s'obtenir comme la somme de variables uniformrement dstribtees sur un intervalle. Par
exemple, supposons que lek ji gio,(j) sont incependantes et suivent toutes une distribution
triangulaire synetrique sur [0,2]. Observer que chaque ji est en fait la somme de deux variables
aéag,oires incependantes et uniformrement distribiee s sur [0,1]. Ainsi, la fonction de epartition
de 5, ji s'obtient directementa partir de (6.11) en remplecant n; par 2n;.

D'autres esultats analytiques sur les sommes de variablg akatoires existent et peuvent étre
utili’s dans notre contexte. Par exemple, on renvoiea [B] pour la fonction de epartition d'une
somme de variables akatoires incependantes, uniformenent distriblees, mais non-identiques.
En pratique, ces formules exactes sont tes di cilesa tra iter nunmeriqguement quand nq est grand
(probkemes de pecision et d'instabilies nuneriques ). Quand de tels probemes surviennent, le
recours au ttreoeme de la limite centrale peut fournir des approximations tes pecises. Ce
esultat classique assure que, lorsque le ji gio;,(j) sont i.i.d. (voir annexe B.2) :

P n
. L ni
im p —=Ld—= d = ( d)
ny!l Ny

a et sont respectivement la moyenne et lecart-type de ji, et dsigne la fonction de
epartition de la loi normale standard N (O; 1). ngi signi e que la fonction de epartition de
N (ny;n 1 2)fournit une approximation de celle de "L ji . Onrappelle que des egereralisations
du treoeme de la limite centrale existent lorsque lesf ji gi>|,(j) ne sont pas identiquement dis-

tribes, voir annexe B.2.

6.4.4 Contraintes de probabilies jointes

Comme monte dans la partie 6.1.2, X est une relaxation deX 9 si “i = " pourtout j 2
J. On peut donc utiliser l'algorithme de branch-and-cut cecrit auparavant pour esoudre :
max cxjP(Ax b 1 " .Il s'agit simplement de retirer les points deX nX °de I'ensemble

des solutions. Plus pecisement, lorsqu'au cours de l'afjorithme on obtient une solution x entere,
il faut s'assurer gu'elle appartienta X . Ceci revienta calculer la probabilie P(Ax b) : si cette
guantie est sugerieureal ", x est une solution admissible. Dans le cas contraire, il fautetirer
x de I'ensemble des solutions. Ceci peut etre fait tes simfement en ignorant cette solution
dans l'algorithme de esolution. Une autre manere de faire est de sparerx de I'ensemble
'k_g par une iregalie : en e et, une solution x 2 f 0;1g" est dierente de x si, et seulement si :
P i2l (xi %;)? 1. Puisque toutes les composantes sont 0-1, ceci secrit dmanereequivalente :

i1 (Xi + Xi  2xjx;) 1. L'ajout de cette iregalie dans le mockle assure quex est retie de
I'ensemble des solutions.

6.5 Tests nuneriques

L'algorithme de branch-and-cutpesent plus haut aee coce en C++ en utilisant Cplex1 0.0
(i.e., on s'appuie sur l'algorithme debranch-and-boundde Cplex, et on ajoute des iregalies aux
noeuds de branchement). Les pro@dures de gererations atomatiques de coupes de Cplex n‘ont
pas et utili®es. Les tests pesenes dans cette partie sont eali®s sur un ordinateur equipe
d'un processeur Intel(R) Xeon(TM) 2,8 GHz, avec 2 Go de RAM. Les temps indigwes dans
les tableaux sont toujours exprimes en secondes. La duedimite d'un test est de 15 minutes
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(900 secondes) ; dans les tableaux, le sigle \t.l." indique @ge cette limite aet atteinte, et que
l'algorithme s'est donc arrée sans avoir trouwe l'opti mum.

Par souci de simplicie, les experiences pesenees seconcentrent sur des cas al les variables
akatoires j sont i.i.d.. On rappelle reanmoins que des algorithmes sintaires peuvent étre
utilies dans des contextes beaucoup plus gereraux.

6.5.1 Probémes de saca-dos multi-dimensionnels

Des tests nunerigues sont e ecties sur des instances du mbeme de saca-dos multi-

dimensionnel : ( )
X X
max pixijP Wi Xi G 1 ",;821J
i21 i21

Pour tout j 2 J, ¢ > 0 est la capacie du sacj. Pour chaquei 2 |, p; > Oestle protle au
fait de slectionner lebment i. Le poidsw;; est une variable akatoire uniformement distriblee
sur un intervalle [w;; ; wji ], avecw;; > Oet:wj; = w;; + ( > 0). Avec cette dernere hypotrese,
les variables akatoiresf ji gii;jy2 5 serontii.d.. Dans ce contexte, on a monte dans la partie
6.4.1 que la paration des iregalies (6.4) peut étre ealie e cacement.

On pose"”; = 0;1 pour tout j 2 J. On cherche ainsi la meilleure solution qui satisfait
chaque contrainte de saca-dos avec une probabilie au mms 0,9. Les donreesp; et w;; sont
choisilgs aéatoiremert dans [1001000], et = 20. ¢ est choisi abatoirement dans l'intervalle

1930 421 Wi 2530 41 W

Comme cela aet explige dans la partie 6.3, le se&nario basique choisi peut avoir en treorie
un impact sur I'e cacie de l'algorithme de esolution. T rois senarios basiques sont teses :

{ B1: le premier est constitie des valeurs minimales de chage poids :fw;; ggi;y21 3

{ B2: en s'appuyant sur le point (iii) du lemme 41, le deuxeme s@nario basique est construit

a l'aide des valeurs moyennesf (w;; + Wji )=29i; )21 3 ;
{ B3 : enn, le dernier s@nario basique test correspond a une anelioration de B2 dans

lemme 45, le s@nario basique obtenu est non-domire, pugue lesf i g;j)2; 5 sonti.i.d..

Les termes de protectionD; (11) sont pe-calcues puisqu'ils ne cependent que du cardinal
jl1j (cf. lemme 36). On utilise la formule exacte (6.11). Cependat, des instabilies nuneriques
sont obsenees pourny = jl1j  70. Pour pallier cette di cule, et en s'inspirant du treo eme
de la limite centrale, on a utili® la distribution normale N (ny =2;n1 2=12) (cf. partie 6.4.3).
Une comparaison nunerique de valeurs obtenuewia la formule analytique exacte etvia I'ap-
proximation gaussienne (nommee TLC, pour \treoeme de | a limite centrale") aet ealise,
voir la gure 6.2. L'erreur absolue de I'approximation gaussienne est faible (moins de 0,1 lorsque
ni 50). L'erreur relative de cette approximation converge tres rapidement vers 0. On a donc
utili’e I'approximation gaussienne pour calculer les temes de protection quandn;  50. Les
instabilies nuneriques obsenees sont illustees sur la gure 6.3.

Plusieurs strakgies de gereration de coupes ontet t estes. On a obsene gu'ajouter sysema-
tiguement toutes les iregalies viokes pouvait cee riorer le temps de calcul, m&me si le nombre
de nuds de branchement exploes est signi cativement e duit. Il a sembé plus e cace de
n‘ajoutera chaque n ud qu'au plus une iregalie vioke par contrainte j du probéme. La seule
exception eside dans le n ud racine, pour lequel les iregalies viokes sont ajoukes tant qu'on
en trouve. Cette straegie s'appliquea chacun des tests pesenges ici.

Les esultats sont donres dans les tableaux 6.1-6.5 pour ds probemes den = 200eements,
avecm =1 ou m =5 dimensions. Lorsque le s@nario naf B1 est utili®, aucune des instances
n'‘est esoluea l'optimum dans le temps de esolution imp arti (15 minutes), voir le tableau 6.1.
De plus, lecart prouwe avec la valeur optimale reste grand (1,46% en moyenne), et on observe
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Fig. 6.2 { Distributions uniformes : comparaison des calculs exet et approcte des termes
Dj (1), en fonction deny = jl4j.
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Fig. 6.3 { Distributions uniformes : illustration des instabili £s nuneriques esultant de l'usage
de la formule analytique exacte.
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Tab. 6.1 { Resultats pour 10 instances de saca-dos, avem = 200 (m = 1), en utilisant le
s@nario basique B1.

instance | nb de nuds | nb d'iregalies valeur |ecart / optimum | temps (sec.)
0 131398 35719 89190 1,25% t.l.
1 110874 29329 86879 1,22% t.l.
2 103431 27887 89336 1,23% t.l.
3 86143 23047 75059 1,59% t.l.
4 83101 22596 73426 1,38% t.l.
5 88401 22786 99069 1,29% t.l.
6 84831 23108 92005 1,71% t.l.
7 25431 8088 64992 2,17% t.l.
8 68401 20507 70874 1,44% t.l.
9 96051 24762 87241 1,29% t.l.
\ moyenne\ 87806,2 \ 237829 \ 82807,1 1,46% \ t.l. \

Tab. 6.2 { Resultats pour 10 instances de saca-dos, avem = 200 (m = 1), en utilisant le
s@nario basique B2.

instance | nb de nuds | nb d'iregalies valeur |ecart / optimum | temps (sec.)
0 1521 125 89345 0 5,85
1 26228 1767 86879 0 91,5
2 6224 419 89383 0 22,75
3 22361 8816 75232 0,06% t.l.
4 22700 8791 73446 0,07% t.l.
5 10339 546 99313 0 40,18
6 610 74 92647 0 3,2
7 5592 2123 65483 0 75,71
8 20663 8643 70880 0,08% t.l.
9 1189 117 87333 0 6,98
| moyenne| 117427 | 31421 | 82994, 0,02% | 307,14 |

en fait que dans la plupart des cas, la solution courante n'éspas optimale (comparer avec les
esultats du tableau 6.3, ai les mémes instances sont isoluesa l'optimum). Si I'on consicere le
s@nario basique B2, pourm = 1, la esolution est grandement anelioee (voir tablea u 6.2). 7
des 10 instances sont esoluesa I'optimum en moins de 2 mimtes. Cependant, 3 des instances ne
sont pas compétement esolues dans le temps limite, mére si lecart avec la valeur optimale est
faible. Finalement, la comparaison avec le tableau 6.5 momé la grande anelioration esultant
de l'utilisation du s@nario basigue B3. Le temps maximal de esolution est ici ramerea moins
de 3 secondes, et toutes les instances sont esoluesa I'opum. Lorsque m =5, la comparaison
des s@narios basiques B2 et B3 conduit aux mémes observans, cf. tableaux 6.4 et 6.5. Les
temps de esolution avec le senario basique B3 restent risonnables (moins de 80 secondes).

Pour les instances de saca-dos classiquen(= 1), dans le cas ai le senario basique B3 est
utilie, lI'impact des iregalies ajoutes au nud raci ne estetude. On s'ineressea la eduction
de lecart entre la valeur de la relaxation lireaire et la v aleur de I'optimum. Les esultats sont
donres dans le tableau 6.6. Comme on pouvait s'y attendre,'impact des iregalies ajoutes
reste modeste, puisque lecarta I'optimum est eduit de seulement 5,72% en moyenne.
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Tab. 6.3 { Resultats pour 10 instances de saca-dos, avea = 200 (m = 1), en utilisant le
s@nario basique B3.

instance | nb de nuds | nb d'iregalies valeur | temps (sec.)
0 202 8 89345 0,81
1 781 22 86879 2,56
2 274 12 89383 1,03
3 776 29 75254 2,79
4 207 4 73485 0,61
5 176 15 99313 0,74
6 24 0 92647 0,09
7 455 11 65483 1,89
8 363 28 70916 1,38
9 42 1 87333 0,17
| moyenne | 330 \ 13 | 83003,8| 1,21 \

Tab. 6.4 { Resultats pour 10 instances de saca-dos multi-dimeasionnels, aveam = 200 et m = 5,
en utilisant le senario basique B2.

instance | nb de nuds | nb d'iregalies valeur |ecart / optimum | temps (sec.)
0 27661 4784 81353 0,08% t.l.
1 13094 9776 63987 0,11% t.l.
2 11301 8381 61986 0,20% t.l.
3 12369 8965 67729 0,05% t.l.
4 14039 6360 64082 0,12% t.l.
5 11497 8580 70711 0,12% t.l.
6 12301 7186 61663 0,16% t.l.
7 11301 6741 68490 0,15% t.l.
8 10667 8640 74675 0,11% t.l.
9 11198 9550 62930 0,07% t.l.
\ moyenne\ 13542,8 \ 7896,3 \ 67760,6 0,12% \ t.l. \

Tab. 6.5 { Resultats pour 10 instances de saca-dos multi-dimensionnels, avea = 200 et m = 5,
en utilisant le s@nario basique B3.

instance | nb de nuds | nb d'iregalies | valeur | temps (sec.)
0 3349 14 81353 41,03
1 1020 0 64022 12,87
2 6296 42 62018 80,53
3 299 1 67745 3,49
4 329 8 64127 5,28
5 2719 18 70731 37,07
6 1266 24 61708 17,38
7 3250 27 68520 41,07
8 1046 0 74706 12,57
9 1333 11 62930 16,74
| moyenne|  2090,7 | 14,5 | 67786] 26,8 |
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Tab. 6.6 { Impact des coupes ajoutes au n ud racine, pourn =200 et m = 1.

instance nb valeur valeur init. valeur nale eduction
d'ireg. | optimale | de la relaxation | de la relaxation | de lecart

0 2 89345 89400,2 89395,2 9,14%

1 2 86879 86926,6 86925 3,43%

2 2 89383 89431,6 89428,6 6,29%

3 2 75254 75330,4 75326,1 5,55%

4 2 73485 73528,7 73527,6 2,36%

5 2 99313 99343,9 99341,6 7,27%

6 2 92647 92681,6 92678,4 9,19%

7 2 65483 65564,9 65558,9 7,23%

8 2 70916 70958,9 70957,5 3,25%

9 2 87333 87362,9 87361,5 4,62%

\ moyenne\ 2 \ 81726,75\ 81775,36 \ 81772,53 \ 5,72% \
6.5.2 Un probéme de localisation avec contrainte de capac ie

On consicere dans cette dernere partie un probeme de localisation sous contraintes proba-
bilistes. Ce probeme a des applications dans de nombreuxantextes. Soientl I'ensemble des
clients, et J I'ensemble des sites pouvant accueillir unequipement. Chque clienti 2 I a une
demanded;, et la capacit d'unequipement est noee C. On suppose gue chaque client doit &tre
assigrea un seul siteequige. Le coat de transport entr e le sitej et le client i est noe a;, et
enn b csigne le codt d'installation d'unequipement au site j.

Chague demanded; est suppose incertaine :d;, est donc une variable akatoire. On intro-
duit alors le probeme de localisation avec contrainte prdabiliste de capacie (PCFLP, pour
Probabilistic Capacitated Facility Location Problem) :

. P P P
mn o pa@iXi o j20bY;
S.C. = 20 Xij =1, 8i 21,
P i21 diXij Cyj 1" 8j 2
xj 210;1g;y; 2f0; 1g; 8i2l;) 23

" 2 [0; 1] est la tokrance sur le cepassement de la capacie de caque sitej 2 J. Les algorithmes
impemenes utilisent le senario basigue anelioe g race au lemme 43, dans la directionv =

Distributions triangulaires : Dans ce premier exemple, on suppose que lésl g, sont
des variables akatoires incependantes. Pour chaqud 2 |, di a une distribution triangulaire
synetrique sur l'intervalle [ d;; di] (d;  0). Plus pecigment, la densie de probabilie est ¢ nie

par : 3
< O if x dorx d
fix)= . (x d); ifd x (d+d)=2
Cogd x); if(di+d)=2 x dj;
a: o =2=(d  d)%

Les donrees sont gereees akatoirement : chaque demade minimale d; est choisie entere
entre 50 et 500, chaque cout de lien est choisi entre 10 et 108t chaque codt d'installation entre
200 et 300. L'ampleur de l'incertitude est la m&me pour toues les demandes d; d, = 30,
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Tab. 6.7 { Distributions triangulaires : esultats pour le prob €me de localisation PCFLP.

Taille Algorithme exact Mockle gaussien approcte
n | mi nbde nb temps valeur | nb de temps valeur
nuds | direg. (sec.) n uds (sec.)

20 | 10 22 26 0,19 2152 || 14288 | t.I. (2,89%) | 2162
30 |10 3 18 0,23 2369 || 2419 504,23 2369
50 | 10 72 54 1,41 2555 442 398,5 2555
50 | 15 246 111 6,72 3112 500 | tl (1,26%) | 3112
50 | 20 || 13872 | 4130 | t.l. (5,59%) | 3956 209 | t.l. (8,05%) | 3965
100 | 20 || 5772 1810 | t.l. (1,33%) | 5005 aucune solution trouwee
100 | 30 || 2819 1591 | tl. (3,86%) | 6422 aucune solution trouwee

P _
pour tout i 2 |. La capacie d'unequipement est @ nie ainsi: C= 1,5 i) di=m . Enn,
on consicere" =0; 1.

L'usage d'hypotteses gaussiennes pour les probemes sewcontraintes probabilistes est sou-
vent motivee dans la literature a l'aide du theoeme d e la limite centrale. On construit un
mockle gaussien approche de notre probeme, comme cecit dans la partie 6.2.1. Apes calculs
et simpli cations, on obtient :

_ P P P

min 21 jRJd & Xij ¥ jag by yj .

s.C. p 20X =1 g2l
iz1 Eldilxij  Cyjs 82

P
i21 1 "2 2 E[d]? xi+2 iy E[d]Cy;
2 Eldi]E[d]:ujc  C?;; 8 2 J;

Uik  Xj et Ujik  Xgj; 8 2 J;(i;k) 2 12%i<k;
Vi Yt Xy L 8j 27Ji2l;
xj 210;1g;y; 20;1g; 8i2l;) 2
uv O
(6.12)

a2 est la variance d'une demande. (Sous nos hypotleses 2 = 2=24 = 75=2))

Les esultats apparaissent dans le tableau 6.7. Notre algithme esout les instances de
manere satisfaisante : l'optimum est atteint jusqua la taille 50 15; ensuite, méme si I'opti-
malie de la solution courante n'est pas prouee, lecart avec l'optimum est faible. Remarquons
gue les tailles d'instances examirees sont su samment peites pour que l'algorithme dit \exact"
Soit en e et pecis : toutes les probabilies sont calculeesa partir de la formule analytique, sans
recoursa des approximations gaussiennes. Ainsi, les egtats du tableau 6.7 montrent que I'ap-
proximation gaussienne est tes proche du probeme exact Pourtant, cette approximation esta
l'usage beaucoup plus di cilea esoudre : les temps de esolution sont incomparablement plus
longs. Il appara’t que ce moctle rend méme la relaxation iteaire di cile a esoudre : celle-ci
n'a pasee esolue au n ud racine dans le temps imparti po ur les instances 100 20 et 100 30.

Distributions de Bernoulli : On suppose pour nir que chaque demanded; peut prendre
seulement deux valeurs,d; et d;, avec probabilies respectives 1 p et p 2 10;1[. De plus,
supposons que lecart entre ces deux valeurs possibles est méme pour toutepdemande . pour
touti21l,di di= > 0.0Onnote j=di d.Pourtout 11 | (ny= jl4j), 20, i suit une
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Fig. 6.4 { Distributions de Bernoulli : comparaison du calcul exact des termesDj(l1) avec
I'approximation cerivee du treoeme de la limite centr ale, en fonction deny = jl4j.

loi binomiale : 0 1

X
8k2f0::i;ngP@ =k A= nkl k@ p™ ke

i211

Noter que, ks quep < 1 ", le senario d satisfait la propree (6.1) : c'est un s@nario
basique. Toutes les donreed);, d; et C ontee greees comme dans le pe@dent paragraphe .
Onadonc: =30.0n pose de plus :;p=0;3. (La variance assocee est > = ?p(1 p) = 189.)

Comme pe@edemment, l'approximation gaussienne a ausstt teste dans ce cas, avec le
mockle (6.12). Pourtant, la gure 6.4 illustre la dicult e d'approcher une distribution discete
avec une gaussienne (continue). Les esultats sont donre dans le tableau 6.8. Les performances
obserees pour notre algorithme sont similairesa cellesdu paragraphe peedent (avec distri-
butions triangulaires). Le mockle gaussien reste beaucqu plus di cilea esoudre. De plus, les
solutions obtenuesvia cette approximation ne sont pas toujours optimales pour le pobéme
initial consicee (voir les instances 30 10 et 50 10). Ceci est une motivation suppkmentaire
pour esoudre les probemes sous contraintes probabililes en tenant compte des hypotteses
probabilistes de manere pecise.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, la esolution optimale de probéemes lirraires en nombres entiers 0-1 sous
contraintes probabilistes aetetudee. L'ensemble d es solutions admissibles aet caracerie par
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Tab. 6.8 { Distributions de Bernoulli : esultats pour le probl eme de localisation probabiliste
PCFLP.

Taille Algorithme exact Mockle gaussien approcte
n | mj nbde nb temps valeur | nb de temps valeur
nuds | direg. (sec.) n uds (sec.)
20| 10 172 54 0,68 2144 || 14345 | t.l. (1,49%) | 2152
30| 10 11 21 0,22 2368 811 175,11 2369
50| 10 56 42 0,95 2551 404 358,36 2555
50| 15| 6985 | 1069 171 3108 460 | tl. (3,60%) | 3112
50| 20 || 14501 | 4214 | tl. (5,64%) | 3952 86 t.l. (9,95%) | 4050

un nombre exponentiel d'iregalies lireaires. La £pa ration de ces iregalies a ensuiteetetudee,
et un algorithme de esolution par branch-and-cutaet & ni. L'ensemble de I'analyse s'appuie
sur un senario, dit basique, dont la & nition a un impact fort sur la qualie de la relaxation
lireaire &k nie. Des proprees theoriques et des alg orithmes sont dcetailes a n d'obtenir des
s@narios basiques e caces. D'un point de vue greral, un tel senario basique devrait trouver
usage quelle que soit la nethode de esolution envisagegpour un probeme combinatoire sous
contraintes probabilistes.

Des tests nuneriques ontet eali®es sur des instances du probeme de saca-dos multi-
dimensionnel, ainsi que sur des instances d'un probeme déocalisation. Les esultats obtenus
con rment l'impact fort des dierents composants de l'alg orithme de esolution. Des instances
de tailles moyennes sont esoluesa l'optimum en quelquesecondes. On observe de plus la tes
bonne capacie de cette approchea fournir rapidement dessolutions ealisables de tes bonne
qgualie. Par ailleurs, il est classique dans la literatu re d'avoir recoursa des hypotleses gaus-
siennes : dans ce contexte, on saitecrire des mockles derministesequivalents au probeme sous
contraintes probabilistes. Une comparaison nunerique aec notre approche montre cependant
gue le mockle obtenu est beaucoup plus dura esoudre. En patique, cette cemarche classique
met plus de tempsa fournir des solutions ealisables, cdkes-ci sont de colt pluselewe, et lecart
treorique prouvea l'optimum estegalement plus import ant. En n, le recoursa des hypotteses
gaussiennes est souvent motiv a l'aide du treoeme de la limite centrale. Nos tests montrent
gu'une telle approximation peut étre imparfaite, et peut menera des solutions dierentes des
optimums eels, obtenus par notre approche.
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Chapitre 7

Localisation de points de mesure
dans un eseau

Motivations : Dans ce chapitre, on pesente une premere
application des approches ceveloppees auparavant. On taite un
probeme de placement de points de mesure de trac dans un
eseau, pour lequel une mocklisation avec contrainte prdabi-
liste est particulerement adapee. La nethodologie presente
a fait l'objet d'un dcep6t de brevet aupes de I'INPI, sous le
titre \Proedc de <lection de points de collecte d'info rmations
relatives au tra ca travers des liens d'un eseau" (cep”ot 0753862).

7.1 Introduction

Les operateurs de eecommunications ont besoin d'obsevations de tra ¢ pour e ectuer une
gestion e cace de leurs eseaux. Une des donrees les pludassiquement utiliees est la quantie
de tra c sur chaque lien du eseau, connue grace au protoce Simple Network Management
Protocole (SNMP). Depuis quelques anrees, des outils plus sophistigs sont apparus pour per-
mettre une analyse plus en cktail du tra ¢ dans les eseaux IP (Internet Protocole). C'est en
particulier le cas de la technologie NetFlow, developmeepar Cisco [25] (des solutionsequivalentes
existent chez d'autres equipementiers, comme par exempleluniper [73]). En utilisant Net-
Flow sur des interfaces de routeurs, les gestionnaires deseau ont acesa des carackrisations
cetailees du tra c, avec notamment les origines et destinations des ux obsenes. Cet aspect
est essentiel pour l'estimation de matrices de tra ¢ sourcedestination [3, 54, 89, 63, 39, 78].

Une telle description du tra c est essentielle pour de nombeux aspects, tels la supervision
de eseau en temps eel, la plani cation du eseau (dimensionnement), des analyses de curit,
l'ingenierie de tra ¢, et méme des questions de facturation entre ogerateurs. C'est la raison pour
laquelle la plupart des operateurs de ekcommunications ont adopt ce genre de solutions de
mesure. Pourtant, leur usage pesente aussi quelques inognients [26, 88]. D'abord, comme
obsene par Zang et Nucci dans [88], la mise en place de cettiechnologie est colteuse : des
equipements et des logiciels doivent étre achees et maitenus, ce qui corresponda des CAPEX
eta des OPEX (capital expenditureset operational expenditure3. De plus, la collecte de l'infor-
mation mesuee a un impact sur la charge du eseau. En e et, une observation assez pecise du
tra c consomme des ressources en processeur et en memoirardes routeurs. Par ailleurs, les
donrees mesuees doivent étre envoyeesa un (ou plusiers) serveur centralie, qui doit aussi étre
achet. Ces consicerations motivent la limitation du e ploiement ou de l'usage de NetFlow dans
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le eseau. La question qui s'impose alors naturellement @da suivante : comment slectionner
un ensemble d'interfaces sur lesquelles NetFlow doit étractive ?

Zang et Nucci ont aborce cette question dans le contexte du eploiement de NetFlow
dans un eseau [88].A l'aide de programmes lireaires en nombres entiers, ils dveloppent une
nmethodologie pour optimiser les investissements par unestection des routeurs et des interfaces
sur lesquels NetFlow doit étre active. Leur approche repae sur des donrees en tra c statiques
et supposes connues avec pecision. Le travail peseatdans ce chapitre se propose de prendre
en compte la variabilie du tra c dans le temps. L'objectif est de slectionner les interfaces
sur lesquelles NetFlow doit étre active, tout en assurant qu'une proportion donree du trac
global est e ectivement obsenee. L'icke est de rendre la ckcision robuste aux variations de
tra c qui surviendront irevitablement. La solution propo e permet de garantir une probabilie
d'observation de la quantie voulue du tra c, malge la va riabilie du tra c.

Pour aborder ce probeme, on s'appuie sur les moctles et tehniques cevelopes dans les
chapitres 4 et 5. Des tests nuneriques sont e ectiesa pattir de donrees collecees sur un eseau
IP international de France Tekcom. On montre ainsi la per tinence de l'approche theorique
ceveloppee. De plus, la rapidie d'execution de la met hode la rend utilisable dans un contexte
dynamique, a la ®lection des points de mesurea utilise serait egulerement misea jour.

7.2 Description du probéme

7.2.1 Notations et moatles matlematiques

Soit R I'ensemble des routeurs du eseauA chaque routeurr 2 R, on associe I'ensemblé,
de ses interfaces d'entee. Noter que seules les interfag@xternes d'entee sont consiceees pour
eviter une redondance dansées mesures. On suppose que leesares SNMP sont disponibles
pour toutes les interfaces de ,z I, etonnotet; 0O la quantie de tra c sur l'interface i du
routeur r.

La variable x;j prend la valeur 1 si NetFlow doit &tre active sur l'interfa ce i du routeur
r, 0 sinon. Comme dans [88], notre contrainte est de slectitner su samment d'interfaces
pour observer une proportion au moins 2 [0;1] du tra c total dans le eseau. Ceci skcrit
matrematiquement : X X

tri X tri; (7.1)
(ri)2RI (r;i)2RI

al RI designe I'ensemble de toutes les interfaces du eseauRIl = f(r;i)jr 2 R;i 2 I,g. On note
n = jRIjle nombre total d'interfaces. A un instant donre, les donrees en trac ft; gi.i)2r/ sont
supposes connues grace aux mesures SNMP.

La di cule principale vient de la satisfaction des contra intes (7.1) alors que le tra c varie
au cours du temps. En e et, la ®lection des interfaces estditea un instant donre, mais ne
peut étre remise en cause trop souvent. On souhaite que laedision prise assure des esultats
aussi stables que possible.

On doit donc consicerer que les donreest;; sont des variables akatoires. On cherche une
®lection x d'interfaces qui satisfait :

0 1

X
P@ ti Xri tiA 1" (7.2)
(r;i)2RI (ri)2RI

al " 2 [0; 1] est une tokrance e par le gestionnaire de eseau. lequation (7.2) signi e qu'une
®lection x d'interfaces assurera la mesure d'une proportion du tra c total avec une probabilie
garantie de 1 "
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Cette contrainte probabiliste doit étre inseee dans le probeme de decision global. Pour
rendre l'analyse aussi gererale que possible, on notd (x) le cott assoce a la ®lection x. Ce
colt peut inclure dierents objectifs,economiques (in vestissements) ou de qualie de service par
exemple (impact sur la charge du eseau, sur la performanceées routeurs, etc.). De plus, des
contraintes autres que (7.2) peuvent en pratique vouloir &re appligileesa une decision x : on
les note simplementg(x) 0. Ainsi, le probeme de decision global sécrit :

min f (x)

N g()% : (7.3)
P iprtixa ) 0 1 7% '
x2f0; lgn:

Un exemple de fonctionsf et g sera pesene dans la partie nunrerique (partie 7.4). Observer
guesi =1,0nax pour tout (r;i) : ceci signi e que NetFlow doit étre active sur toutes
les interfaces.A partir de maintenant, on suppose que 2 ]0;1].

7.2.2 Approche pessimiste

Les valeurs de tra c t,; varient au cours du temps, on doit donc caraceriser leur aas. On
s'appuie pour cela sur des valeurs de tra c obserees par lpass, qui servironta caraceriser ce
qui se passera dans l'avenir. On suppose que chaque varialgeatoire t;; prend ses valeurs dans
un intervalle [t,; ;ti], t,; (resp.t;)etant la valeur maximale (resp. minimale) de tra c observee
sur cette interface par le pas® (d'apes les mesures SNMP

L'iregalie (7.1) peut etreecrite de manereequiva lente : F(x;t) = (riyzRi tri (Xri ) O.
On souhaite dans un premier temps assurer qué (x;t) est toujours positive, ce qui revienta
consicerer " = 0 dans lequation probabiliste (7.2). Alors, pour chaque (r;i) 2 RI, il faut
ceterminer la valeur minimale que t;; (X;; ) peut atteindre. Cette valeur minimale est dierente
selon quex; =1 ou que X, = 0. Si x;j =1, alors : tyj (X ) (1 )t,; (on rappelle que

< 1). Si au contraire x; = 0, alors : tyj (X ) ti (eneet, > 0). Ceci implique :
tri (Xri ) Xi (T )ty (@ Xq) ti.On ceduit de cette analyse que l'iregalie suivante
est toujours vraie :
X X ~
tri (Xri ) Xri (1 i (@ Xi) b
(ri)2RI (ri)2RI

Ainsi, une approche pessimistea notre probeéme de letion d'interfaces est :

min f (x)
s.C. g,(x) 0
riyer X i+ (L )ty (ri)2ri tris
x 2 f0;1g":

(7.4)

Cette approche a l'avantage de fournir une solution extrénement robuste, méme lorsqu'au-
cune information probabiliste n'est disponible. Cependan la solution calcuke est valide quand,
pour chaque interface slectionree, le tra ¢ est minimal, et pour chaque interface claisee, le
tra c est maximal. Une telle chose n'arrive jamais en pratique. C'est ce qui motive le fait de
consicerer " > 0.

7.2.3 Construction des intervalles de trac

L'intervalle [t,;;t;i] assocea l'interface i du routeur r est deduit de I'historique des mesures
SNMP. Pour étre pertinentes, il faut que ces donrees couvent une periode de temps assez
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