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INTRODUCTION

L'algorithme de Schur-Cohn fournit des résultats partiels pour le calcul
du nombre de racines d'un polynéme en comptant leurs ordres de multipli-
cité dans le disque unité.

Nous proposons plusieurs méthodes programmeées sur un DPS8 sous sys-
téme Multics en utilisant le langage symbolique Reduce.

Les deux premiéres méthodes ont fait 1'objet de deux rapports de recher-
ches qui sont largement repris dans la premiére partie.

La premiére méthode, dans R[X], s'appuie sur la transformation circulai-
re.

La deuxiéme, dans R[X] ou C[X], est inspirée des transformations de
Marden et Cohn. Elle donne un meilleur temps de calcul de fagon quasi gé-
nérale.

Nous dégageons quelques propriétés de ces deux méthodes, en particu-
lier le calcul du nombre de racines dans toutes régions homographiquement
équivalentes au disque unité et le comportement d'une classe de polyndmes
appelés autoréciproques (racines sur ou symétriques par rapport au cercle
unité).

Nous étudions l'effet des coefficients du polyndme considéré sur les
constantes de Schur.

Ensuite nous proposons une tout autre démarche qui consiste a utiliser
les suites de Sturm et les indices de Cauchy sur 1'intervalle [-1,1] ; c'est
le sujet d'un article récent (1984) de C.W. Schelin qui présente un algori-
thme numérique et des résultats en programmation Fortran. |1 subsiste un
inconvénient, car il existe des polyndmes pour lesquels l'algorithme
n‘'aboutit pas au calcul du nombre de racines et de plus les polyndmes
d'entrée ne doivent pas s'annuler sur le cercle unité. Le calcul formel nous
a permis de modifier cet algorithme ; nous avons dégagé dans ce cadre
quelques propriétés sur les indices de Cauchy et grace a 1'étude des poly-
ndmes autoréciprogues nous avons pu agrandir 1a famille des polynémes
pour lesquels 1'algorithme conclut. Nous avons programmé cette troisiéme
méthode.

Nous proposons un algorithme utilisant ces deux derniéres méthodes et
les comparons.

~ Puis, nous étudions le calcul du nombre de racines de polynémes a un
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n
parameétre du type 2 a(y) x' avec ajly) e Rly]l , en fonction du paramétre
i=0

réel y Nous proposons un algorithme s'appuyant sur 1a deuxiéme méthode
choisie pour sa généralité avec toutefois un intervalle de confiance des y
de T'ordre de 1077 Nous la programmons en Reduce interfacé a un autre
langage symbolique : Macsyma, en donnant des exemples. Nous en dégageons
quelques propriétés. Un article dans la revue ACM Sigsam Bulletin est en
cours de publication. '

Dans un dernier chapitre nous présentons des applications d'une part en
Automatique pour le calcul du stathme euclidien dans les anneaux de frac-
tions rationnelles propres et stables (pdles dans une région donnée du
champ complexe, dite de stabilité) et dautre part en Biochimie pour
I'étude de problémes de stabilité de modéles de cinétique de réactions en-
zymatiques et chimiques.

La programmation est en Reduce, ce qui nous permet de déterminer de
fagon exacte (précision machine trés grande) avec les deux premiéres
méthodes le nombre de racines sur le cercle unité, ce qui peut poser quel-
que probléme en numérique (une parade consiste a faire justement une
transformation circulaire, comme dans 1'algorithme de C.W. Schelin) ; évi-
demment les méthodes sans paramétre sont plus performantes que celle
tout a fait naive de calcul de racines a une précision algorithmique prés et
de 1a comparaison en module (surtout pour des polyndmes de degré élevé).
De plus, e programme de la deuxieme méthode doit faire partie du logiciel
"Autored” d'aide a I'étude des systémes linéaires en Automatique, écrit en
Reduce.
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NOTATIONS ET RAPPFLS DE RESULTATS FONDAMENTALX

n
Soit p € C[X] de degré n (n>1 ) écrit sous la forme ) aiz1
i=0

1 - Transformation de Schur d'un polyndme de C[X].

Définition:
On appelle itérés de Schur les polynémes en la variable z,notés Px
tels que:

a———

Py (2) = aék) R (z) - ar(llf]i p]:(z) © k=0,1,...,n1

oip, =p et (z) = nEka(k)zi
Po =P Pk 5o

* -k — —
(z) = 2" (1/2) est dit polynéme réciproque de p, .
By B q Px
ar(ll_(}z peut &tre éventuellement nul.

On appelle ampleur de pk,le nombre n-k,noté A(pk) et constantes de

Schur les nombres a(()k) ,notés % -

Remarque:
La transformation de Schur est le passage de Px a Pr41 Par la
formule récurrente des itérés de Schur.

Propriétés des coefficients de Py 2

T N N I

i i n-k 3n-k—i 1=0,1,...,n-(k+1)
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. (k+1) _ ' (k)|2 (x) |2
ii) A = |17 Ak k=0,1...,n-1
iii) a(k) est réel , k=1,2,...,n

0

*
Propriétés de Py *

* n-k x) i
Py = Z k-1 Z

1=0
(x) A .
an peut étre éventuellement nul.

*
Pour tout z sur le cercle unité,lpk(z)l='pk(z)|.
Soient zgk) , j=1,...,A(pk) les zéros (éventuellement nul ou infini)

*
de py, p a alors les zéros su1vants- l/zgk) . =1, ... ,A(pk) .Sipa

une racine nulle d'ordre m, alors p sera de degre n-m.

Propriétés des itérés de Schur:

i) @°(p) < Alp) , Alp) = d°p

ii) Ta différence A(p,) - d°(py) est 1'ordre de multiplicité du zéro

infini de p, c'est-a-dire tel que :

(k) (k) - _ (x) _ (k)
qhx T k-1 T T an—k—j0+1 =0 et an—-k—jo

#0
o Jg = n=(d°(py)+x).

iii) si A(pk) > d°(pk) alors

(k)

1) Pretl = 3 pk- » de plus si Yy * 0 alors d (pk+1) =d (pk)
: _ (k) I (x)[2 (x) _(x)
2) Py = l ~ 39 A (k1) pk/z )
dA'on
2
D ven™ %
2) _ 4 | (k) l? 2
T Ve T n-(k+1)

*
remarque: pk/z est un polyndme (aitl= 0).
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iv) L'ampleur de Py baisse d'une unité pour chaque k.

remarque: 1) si le degré baisse de plus une unité il n'existe pas
nécessairement une constante de Schur nulle, d'indice plus élevé:

un exenple: p(z) = z%44

Pl(z) =3
P2(Z) =9
P3(Z) =81
p4(z) = 6561

2) Ainsi si A(pk) > d°(pk) alors nous n'avons pas
nécessairement une constante de Schur nulle.

v) soit g€ C[X] telque q=ap aveca € R"

k
nous avons 9= a2 Py k=0,1,...,n

k
d'ou yk(q) = a’ y]‘((.p) k=1,2,...,n

PR § 9 I = (k) *
vi) si a; = 0 ona Prs1 = @k Px
-(k+1) .
. _ ) PO
SO1t By = ¥nhx i=o h-xk-i*

on retrouve bien la propriété i)
vii) p, est constant et égal & Yy

remarque: il peut exister des itérés de Schur P constants non

nuls avec k < n (cf 1'exemple ci—dessus),donc égaux a Y -

viii) Si YpreeerW #0 .,k <n et B, constant (= yk) alors %ea1> O -
En effet p, est constant non nul,d*(p,) = O d'ou d'aprés la propriété

ii) l'ordre de multiplicité du zéro infini de p est égal & nk >0

(k) 2

donc a = 0 soit d'apres la propriété iii) Yier1 = Yk >0 .
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2 - Nowbre de zéros dans le disque unité des itérés de Schur.

-

Tenmme de Cohn:

Si p, a n, zéros dans le disque unité ouvert et si Yy ? O alors
Peyy @ Mgy 2éros dans le disque unité ouwvert tels que:
Mgy = 1/2 ( nk - (n—k-2my )sg Va1 )
ol sq est la fonction signe;

et de plus 'Prs] @ les mémes zéros sur le cercle unité que py.

Cas particuliers

1) Ssi (s 0., k=1,2,...,n-1 et Y, = 0 alors le zéros de P,-1 est sur

le cercle unité.nNe plus,si p € R[X] alors 1 ou -1 sont racines de Pp-1-

2) Théoréme d'Fnestrom-Kakeya.

Sipe ot si <a < o<
SipeRX]etsionao0 a<a . a, alors

| _ (k). _ (k) (k)
pour tout k =1,2,...,n on a 0 < a j<a nek—1 <o - < A et ainsi p ne

s'annule pas dans le disque unité.

Remarque:
les itérés de Schur peuvent se mettre sous forme matricielle en
mémorisant leurs coefficients,et en utilisant une suite de déterminants

on retrouve les résultats de Cohn par le critére de Schur-Cohn.

Btude du cas yy,...,y #0 et Ay =0

M. Marden a é&tudié une classe de polyndmes qui sous certaines

conditions est invariante par transformation de Schur.
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PolynGmes ayant des racines sur ou symétriques par rapport au cercle

unité.

Ce sont des polyndmes de la forme p(z) = r(z)q(z)

s . . c .
avec r(z) = n(z - r.elej Wz = r_.lelej ) 1 (z - el% )
j=1 ] ] 1=1 ‘
LY i]_ iO. . 24 . ’
ol r. e j sont ses racines symetriques par rapport au cercle unité

]
j=1,2,...,s

et elol sont ses racines unité 1=1,2,...,cC

le degré de q est égal 3 n-2s-c .
Propriétés:

i) Le pgcd de p et p*vest égal a r.
*
ii) Si p et p ont un facteur comun r de degré n-kg alors:
1) c'est un facteur commn 3 tous les p, , k=1,2,...,kq
et =0
Prytl
2) Yk(p) = Yk(q) k=112""lk0
3) r et pko sont égaux a un coefficient multiplicatif prés.
iii) Inversement s'il existe k tel que = 0 alors p,_ est un
i 0,-€% A€ Pr +1 ko .
facteur commun a tous les p, et By k=0,1,...,ky-1, sous 1'hypothese
Y,#0,...,y, #0.
1 ko
iv) Le degré de r est égal au nombre de ses racines avec o.d.m. sur
le cercle unité plus deux fois le nonbre de ses racines avec o.d.m. dans

le disque unité ouvert.

Théoréme de base .

Soit p un polynéme de C[X] de degré n (n>1) et soient les
Vi k=1,2,...,n .
Notation: &k = Y],Y2'”Yk_ , k=1,2,...,n .

constantes de Schur associés a p,

D'aprés M. Marden nous avons:

. . -
§'il existe ky < n tel queﬁko +0 et pk0+1 = 0
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Alors p a
* (n-kq) zéros sur ou symétriques par rapport au cercle unité,
les manes cque pko.
S'i1 existe k) nombres &y négatifs de k=1, ...,kq
alors p a :
' * k; zéros supplémentaires dans le disque unité ouvert,

* (k,-k,) zéros supplémentaires a 1'extérieur du disque unité.
01 P

N'aprés P. Henrici nous avons:

Si tous les nonbres Yy k=1,2,...,n sont non nuls alors:
p n'a pas de racines sur le cercle unité.
i) considérant les indices k tels que % © 0 et les notant ks, j=1,2,...m
on K< kg€ ek »1e nombre NL(p) de racines de p dans le disque unité
(en comptant leurs ordres de multiplicité) est donné par la formule

suivante:

m i1
Np(p) =  (-1)7 7 (m+1k )
=1

ii) si tous les nombres Y sont strictement positifs alors toutes les

racines de p sont A 1'extérieur du disque unité et réciproquement.
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CHAPITRE 2

NOMBRE DE RACINES
DTN POLYNONE IRI0
DANS LE DISQUE WNITH

PAR TRANSFORMATION
CIRCULAIRE

13
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INTRODUCTION

L'algorithme de Schur-(hn fournit des résultats partiels concernant
le nombre de racines d'un polyrdme dans le disque unité du charmp complexe

étudié par P. tenrici (1) .

Nous donnons ici un algorithme de calcul du nombre exact de racines
en utilisant les résultats de P. Henrici et particul ifrement adapté a 1'

utilisation d'un systéme de calcul formel ( par exemple Reduce).

Ce type de résultats est utile en particulier pour le calcul de
certains invariants intervenant dans 1'étude structurelle de systémes
lirdaires de 1l'automatique par L Rernebo (4), A.S. Morse(5), J.M.hon(6),
Commault (7). '

Dans une premi&re partie, nous ragpelons les résultats classiques
et indiquons comment il est possible de les adapter au cas d'un polyrdme
quelconque .Dans la seconde, nous présentons notre algorithme et quélques
exenples. lhe étude de la conplexité ainsi’'que la mise au point d'autres

algorithmes sont en cours de rélisation .
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DESCRIPTION DE LA METHODE

1 - Traitement de polyndmes ne rentrant pas dans les hypothéses du

théoréme de base: cas singulier.

Nous allons montrer qu'il est toujours possible de calculer le
nombre de racines d'un polyndme, noté p, de R[X] & partir de ses
coefficients dans le disque unité en utilisant de fagon indirecte 1le

théoréme de base (1).

1.1 Transformation circulaire.

Nous transformons p en un polyntme, noté Por choisi de telle sorte
que:
i) le théoréme de base (1) lui soit applicable,
ii)  son nombre de racines soit le méme que celui de p.
Par conséquence, il s'agit de trouver un "bon" nombre réel positif c.

Définition:

P : X » plcx)

C'est parmi cette famille de polyndmes que nous allons trouver ce
nombre, noté ¢ et un intervalle, noté Ig tel que pour tout polynéme Pgr
c €Ty, les hypothéses du théoréme de base (1) soient vérifides, c'est-

A-dire les constantes de Schur de Por Notées yk(c) soient non nulles.

1.2 Etude des transformations notées M:c »ylc) .

Propriétés:

LY

i) Ce sont des polyndmes en la variable c, & coefficients réels.

ii) Tteur deqré est 2kn, de coefficient de téte:

.—32

n pour k=1,
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2k
a, pour k=2,...,n

iii) Tous les coefficients d'indice impair sont nuls.

Démonstrations:

i) et ii)
Nous allons prouver, de fagon plus générale, que pour tout i de 0 &

(k)

n-k, le i-éme coefficient a;"" du k-8me itéré de Schur de per noté
(pc)k' est un polyndme de R[X] en 1la variable c de degré an
plus 2kn -1i:

Par récurrence sur 1'indice k nous avons :

pour k =1 :
(p), (%) = z (aga;e’ - aa o2t
1 -1
i=0
soit agl)(c) =aa.,ch -aa .czn"1 de i=0,...,n-1.
1 0i n n-i
donc ail) est un polynSme de R[X] en ¢ ,puisque n > i pour tout i de 0 A

n-1, et son degré est au plus 2n-i.

supposons la propriété vraie pour k et &tudions-la au rang suivant :
Nous avons :
n—-(k+1)

(P9 = 1 (e ale) = 2% (e) k) (c) )t

"soit a

(k+1)(C) ék)(c) aik)(c) (k)(c) ar(lk]l 1(c) i=0,...,n-(k+1).

par hypothése de récurrence nous avons :’

d°(a(()k)a£k)) ¢2n+ 2%
soit @ (alMal®)) ¢ L _ g |
et as( r(l‘_(]lnr(]'_“i i) < n = (nk) + 2%n - (nk-i)
aod ac(aMal) oy o oy g

n-k n—-k -i
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or 2(k+])n -1 > 2(k+l)n

i=0, ..., n-(k+1).

- 2(n-k) + i, puisque n-k>i pour tout

(k+1)

D'ol le deqré de ay est au plus 2(k+1)n - i

Oor a(()k)= I '

donc nous venons de démontrer i) et que leur deqré est au plus 2'n .
Montrons qu'ils sont exactement de degré 2Xn par 1'étude du coefficient
de rang 2kn.

pour k=1 : yl(c) = a02 - an2 c2n

done puisaque a*o, Y, est de degré 2n de coefficient de téte - an?’ .
Par ré(.‘urrence sur k nous avons

pour k=2 , d'aprés la fornule suivante :

_ 22
27N T %

prisaque d°y, > d°(a(l)

1) et a #0, y, est de degré 4n de coefficient de

téte a
n

supposons la propriété vraie pour k et étudions Va1 °

_ L2 0 °
41 T % n-k
puisaque d°y, > d° (a(k)) eta +0, y est de degré 2kn de coefficient
o k “n-k n " Tkl
?k+1
de téte a” . Ainsi nous venons de démontrer la propriété ii) .

iii) .
‘ Montrons que tous les coefficients des puissances impaires

de yk(c) sont nuls par la propriété équivalente suivante :
pour tout c € R yk(—c) = yk(C)

Pour cela , nous allons démontrer 1'égalité suivante :
pour tout x & R et pour tout c € R , (p_ ), (x) = (p )y (=x) .

Par rémlrrence sur k nous avons :

pour k=1 :

(n)y () = P9 p(x) = (p) (O (p (x)
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soit (pc)l(x) = p(0) p(cx) - cznp*(o) p*(x/c)
en prenant -c nous obtenons :
2n * *
(p_.); (x) = p(0) plc(-x)) - c™'p (0) p (-x/c)
* *
soit  (p__),(x) = p_(0) p_(-x) - p_(0) p_(-x)
d'od  (p_ ), (x) = (p_),(x) .

supposons la propriété vraie pour k et étudions (p—c)k 1 °

Nous avons par d&finition des itérés de Schur :

(P_ sy (X) = (p_ 0, (0) (p_ ), (1) = ((p_ ), ) (0) ((p_)y) ()

soit par hypothdse de récurrence :
’ * *
(p_c)k+1(x) = (pc)k(O) (pc)k(-x) - ((pc)k) (o) ((Pc)k) (-x)

d'od (p_c)k+1(x) = (pc)k+1(-x) .

I1 suffit de prendre x = 0 dans la formule démontrée ci-dessus pour
prouver la propriété de symétrie des polyndmes e énoncée au dbhut de la
démonstration de la propriété iii).

1.3 Choix du nombre ¢ de la méthode.

C'est au voisinage de 1 des I‘k que 1l'on veut trouver un nombrec

tel que tous les yk(g) soient non nuls .

A cet effet nous regardons les positions des racines pour chaquel‘k

représentant les constantes de Schur de P au voisinage de 1 .
Nous rappelons que nous sommes dans le cas ol pour le polyndme

considéré p il existe un indice k., € {1,2,...,n} tel que la constante de

0
Schur de p Y soit nulle , c'est-a-dire Yk (1)=0 .
‘ 0 0
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Ainsi nous préféerons étudier la localisation des racines au voisi-

nage de 0.des polyrdmes suivants :

Ck(x) = ék(x+l)

ol & (x) = yk(x)/(x—l)rrlk

m, Atant 1'ordre de miltiplicité de la racine édventuelle 1 de My -
Ce retrait total de la racine 1 des Fk et cette translation du point
1 on 0 n'affectent en rien le nombre ¢ a trouver et permettent 1'utili-

sation d'une minoration des modules des racines d'un polyrdme :

d .
Snit le polyrome Rd(x) = Z rixl ’ r0¢ O, d4d>0
i=0

Soient .z], ec, j=1,2,...,d4 1les racines de Ry

- Nous rappelons le résultat suivant (3) :

e > e
™ |zof+ Maxt]x; |}
i=1

Remarque: Cette minoration est valable si O n'est pas racine du poly-

néme . Dans le cas contraire nous ferons la division .

Revenons a notre méthode .

Le choix des polyrdmes O plutht que les I réside dans le fait
que nous avons un indice kO e [1,2, .o .n} pour lequel Yk0(1)=0 et dés
lors si nous avions uniquement translaté nous aurions 0 comme racine et
donc nous devrions appliquer la remarque précédente c'est-a-dire tomber
sur les polyrimes I;k - Nous rappelons aussi que 1'dtude des racines de
I, se fait au voisinage de 1 et plus précisemment dans un intervalle noté

I~ = 11,8 [ avec & ~ 1 et a chercher . Ainsi 1'utilisation de la mino-
Ta : '
ration ne peut se. faire qu'en translatant a 1'origine et puisque 1 n'est

pas dans 1l'intervalle Ig nous somes sirs que 0 ne sera pas racine 3

considérer , une raison suppléanentaire pour l'enlever .
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Soient les polyrdmes g, de degré au plus *n - m noté L

].k

Ck(x) - X ri(-k)xl
i=0
Notons
By
R 0
o

lk
[ro b wax 1]

Nous avons pour chaque k € {1,2,...,n} en écrivant zgk) =1,2,00. L

les racines de Ck d'aprés la minoration des modules de racines de poly-

rome :
].k
Min{ z(.k) } > c(k)
113 0

Ainsi pour chaque k € {1,2,...,n} nous sammes sfirs que (’k ne
s'annulera pas sur [O,C(()k)] et pour tout k de 1 & n en prenant :
' n
= Min{c(()k) }
k=1
Aucun des polyrdmes T s'annulera sur [0,80[ .
Bar translation de 1 nous aurons la certitude que tous les polyrdmes

I

x De s'annuleront pas sur Iy &gal & 11,¢[ en prenant :

~

c=1+co

Proprié & des polyrdmes p,avecc@lI-.

i) . pour tout c € Iy . yk(c);t 0 , pour tout k € {1,2,...,n}

ii) . pour tout c € IE . p_a le méme narmbre de racines que p dans le
: c

disque unité .
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Démonstrations:

i) voir ci-dessus .

ii) Par 1l'absurde , supposons qu'il existe un nombre SN € Ig tel
que p_ n'est pas le méme nombre de racines que p dans le disque

unité 0
Ie notbre de racines de P, dans le disque unité noté D(0,1) est

égal au nonbre de racines de gdans le disque D(O,c0 )

M effet , le nombre de racines de P, dans D(0,1) est inférieur ou

égal A celui de p dans D(0,cy) : 0

soit w0 tel que P, (wo) =0 avec 'wo'< 1
0

d'ol p(cowo) =0 par définition de P,

donc cow0 est racine de p .

puisque Iwol <1 ’ ,c0w0’< o°

Le nombre de racines de p dans D(O, o ) est inférieur ou égal 3

celui de P, dans D(0,1)
0

soit x tel que p(x) = 0 aveé|x|< %,

si on dcrit x sous la forme cel® avec ¢ < ¢

0

3 c .
nous avons p(cele = P, ( - et
0O

o)

donc x/c0 est racine de pc dans D(0,1) .
(¢}

Donc d'aprés 1'hypothése le nonbre de racines de p, ne peut étre

que strictement suprieur a celui de p dans D(0,1) : 0

c'est-d-dire il existe une racine xj de p telle que 1<|xj'< S

. » . ~ 'O.
si on écrit x, sous la forme c.et avec |x.]|= c.
o j ] |%5]= <3
i0, i0,
plc.e™3) =p_ (e5)
] Cj
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donc i1l existe cj tel que| 1< cj< c

P s'annule sur le cercle unité .
b
D'ol d'aprés les propriétés des constantes de Schur il existe un irn-
dice ky € {1,2,...n} tel que Yk (c ) =0 . Ce qui est 1np0351—
ble d'apres i) .

Remaﬂues :

Le nambre de racines de p est le méme dans D(0,1) que dans D(O0, c)
pour tout c € Iy - CGeci résulte de la propridté ii) et de 1'élément
de damonstration de ii) , mais nous pouvons le voir autrement :

Mnsidérons la borne supérieure des c donrde par le rayon d'agran-
-dissement du disque d&fini par la non-rencontre d'une nouvelle racine.
Si nous avions fait d1f féremment il existerait un rayon c0 tel que
sur le cercle C(0,c ) la racine supplémentaire soit , mals alors
nous trouverions un indicek, € {1,2,...,n} tel que e (?) = 0,

doncc<c0. .t 0
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CONCLUISTON

NMous pouvons calculer le nombre de racines sur le cercle unité en
utilisant cette méthode . En effet en prenant c =1 - C. , p_ donne le
nombre de racines a 1'intérieur du disqué unité et par différence des
deux -norbres ND(pN) et Ny(p_) du théoréme de base (1) nous obtenons le

c

nombre voulu .

1) est possible aussi d'utiliser cette méthode de calcul du nombre
de racines dans le disque unité afin de trouver le nombre de racines
dans toute région donnée du champ complexe conformément équivalente par
homographie , par exemple le demi-plan ouvert & gauche (cf. appendice)
utilisé comme région de référence de stabilité pour des matrices de

transfert de systémes lindaires de 1'automatique (4), (5), (6) et (7).
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APPENDICE

I - Algorithme de Schur-Cohn .

I1 s'agit de calculer les constantes de Schur-Cohn, notées Y -

L'algorithme itératif est le suivant :
Achaquepask de 1 a n ( degré de p ) :
. Calcul du k—eme itéré de schur B par la formule récurrente en
fonction de Px-1 et pk 1
. Calcul de la k-éme constante de Schur e égale a pk(o) .
ITI - Etude des trasformations homographiques d'espace image le disque
unité ouvert .

0 - position du probléme.

Nous voulons calculer le nombre de racines noté N (p) dans un
région R donnde du chanp complexe conformément équlvalente par
homographie au disque unité ouvert noté p .

Notons la transformation homographique du plan des z au plan des w
par :

Y 5z ¥b. 3Py = aghy* 0

0.1 -—cas b,20 .

remarque : —bo/b1 # R, sinon w=f(—b0/bl) =o@dpD.
soit p le polyndme considéré de degré n > 1 sous la forme suivante :

S i
p(z) = ] p.z
i=0
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. Y)l: ( -how + ag )l
ou encore p(z) = p, (- c-—==-
=0 - MY T3y
q(w)
soit p(z) = == -
(bw — a )"
1 1
% i n-i
avec alw) = ) pi(—bow + ao) (blw - al)

i=0

i) q est un polyrdme de degré au plus n .
1) Np(p) = Ny(a) -

dmonstration de 11)
1) Ne(p) < Nj(q) .

soit ZO racine de p dans R

prenons w = f(zo) et montrons que q(wo) =0

nous avons @

_ —b0w0+ ao
%" "dw-a,

10 1 :
puisque z est racine de p , Zot © 4 donc Wyt al/b1
aA'ad

n
alwg) = (bywy- a,) plzg)
soit q(wo) =0

d'ol wo est racine de q dans D .

2) ND(q) < NR(p) .

soit w. racine de q dans D

0
considérons Zg= f—l(wo) et montrons que p(zo) =0
puisque w est racine de q , Wo* al/b1 ( q(al/bl) +0)

or nous avons ¢

qlw.)
P(Zo) D S

n
(blwo— a, )

26



TRANSFORMATION DE SCHUR 27

] N —
d'ou p(zo) 0]

donc Z, est racine de p dans R .

0.2 - cas bl=—— .

remarque : cette transformation hamographique s'écrit alors :

w = (alz + ao)/b0 avec a, et by non nuls , soit pour sinplifier

clz+c0 B clto.

£
[]

nous avons 3

n . .
o) = 3 pyeto - et

i=0
p(z) = q(w)
_§ . A i
avec alw) = J P;% (w - co)
i=0 .

i) q est un polyrdme de degré au plus n .
ii) Np(p) = Np(aq) .

remarque : dans ce cas le polyrdme q est le méme que pour le cas
géréral A un coefficient prés qui ne change donc en rien 1'étude de la

localisation des racines de q .

1) - GCas particulier de transformation hamographique .

La fonction hamographique suivante :

z +
W= =—

1
z -1

transforme le demi-plan & gauche ouwvert en le disque unité ouvert .
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II

Fntrées: un polyrdme p de O[X] de degrén (n > 1) .

Sorties: son nombre de racines noté nrdup , en comptant leurs ordres de

multiplicité dans le disque unité .

Alqofithne:
1 MNrmalisation de p en Py*
1.1 Calcul dAu novbre de racines rationnelles éventuelles de p dans
D(0,1) par factorisation de p (avec leurs ordres de miltiplicité)
1.2 Transformation de p (sans les racines rationnelles) en polyrdme
de Z[X] de coefficients premiers entre eux note P,
2 Calcul du nombre de racines de P, dans D(0,1) noté npu.
Si P, = 1 alors npu = 0 sinon :
Pour k=1, ... ,d"puI faire :
- Calcul des Y, par 1l'algorithme de Schur-Cohn
- Test suivant : )
2.1  si yk‘t 0 alors calcul itératif du nombre de racines dans D(0,1)
d'aprds le théoréme de base
2.2 sinon
2.2.1 Calcul de ¢
: ~transformation de P, en P,
pour k=1,... ,d"pu faire 3
- calcul des yk(c) par algorithme de Schur-Ghn
- ordre de multiplicité de la racine 1 de yk(c)

- transformation de Vk en (;k
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- calcul de c:;
- calcul de 80 a partir de cg-l

2.2.2 (Qalcul du nombre de racines de psdans D(0,1)
pour k=1,... ,d°p‘:l faire :
- calcul des yk(c~) par algorithme de Schur-Ghn
- calcul itératif du nambre de racines dans D(0,1)
d'aprés le thforéme de base , noté npu
3 MNombre de racines de p dans D(0,1) noté& nrdup.
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~EXEMPLES-

I Etude d4'un cas classique.

6 L 2
p = (2%(3%x + 13%kx + 16%x + 4))/3

son polynéme normalisé (au sens de 1'algorithme) est:

6 L 2
pu=3%x + 13%x + 16%x 4+ &

les constantes de Schur de pu sont:

vy =1617
3

v =2614689
L

y =(-28L7641055890L) :
5

v =810905958319259221653681216
6

le nombre de racines avec leurs ordres de multiplicité de

6 b 2
(2% (3%x + 13%x + 16%x + b))/3 est égal & :

2 dans le disque unité fermé,dont O rationnelles.

2 dans le disque unité ouvert,dont 0 rationnelles.

0 symétriques par rapport au cercle unité a 1'intérieur du disque,
dont O rationnelles.

0 sur le cercle unité,dont O rationnelles.
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I1 Etude du cas général.

1) Polynéme avec facteurs autoréciproquea.

5 3 2
p = (2%(x - B%x + x - 9%kx + 1))/3

son polynéme normalisé est:

5 3 2
pu=x = 8%x 4+ x - 9%x + |

le pgcd de pu et son polynbme réciproque est:

2
ru=x + 1

le polynbme réciproque de la dérivée de ru est constant:
rdru=2
le polynbme quotient de pu et ru est:

3
qu=x - 9%x + ]

le calcul des constantes de Schur de qu donne:

v =0
1

le transformé de qu est:

3 3
qu =c *x - ckx + 1|
c
(k)
le calcul des constantes de Schur de qu et des nombres c donne:
' c ' 0

6
y(e)=-¢c +1
1

5 L 3 2
? (c)=- ¢ = bkc =~ 15%c - 20*%c - 15%c- 6
|

(1)
c  =3/13
0

12 8 6
v (c)=¢ - Blkc - 2%c + 1
2
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12 | IR [ 9 8 7 6 5
t (c)=c + 12%c . + 6bkc + 220%c + Llh%c + Vhlhkec - 1346%c - 3756%c
2
L 3 2
- 5206%c - L356%c - 2232%c - 648%c - 81
(2)
c =27/1762
0
24 20 18 16 14 12 10
v (e)=c - 162%c - hkc + 6561%c + 2L3%c - 14E2%kc - 6561%c +
3 .
6 2

145hxec - Bikc + |

23 22 21 20 19 18
} (c)=c + 2U%kc + 276%c  + 202h*c  + 10L6L%kc  + 39264%c + 103812%
3 .

17 16 15 4 13
¢ + 161352%c¢ - L3470%c - 1102432%c - 35L25L1%c - 6418806+

12 1" 10 9 8
¢ - 5815559%c  + 388BBOL*xc  + 24L537090*%c + L906278B0*c +

7 6 5 b 3
64309113%c + 61615080%c + LL4333433%c + 238L6BB6%c + 9323019%c +
2
2499012%c + L0B9E9*c + 30618
(3)
c =1134/2382953
0

le nombre E est:
0

c =1134/2382953
0
le polynéme qu_ s'écrit:
[of

: 3 .
qu_=(13512206261372176259*x - 121725682454995201539*x + 13531515207643037177) /

C

13531515207643037177
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ses constantes de Schur sont:
¥ (z)=522l8576h8093h26526h79677232&089&2&8/

1 .

183101903814674787527897198089004129329

v (e)=( -

2
2705309293835L456857744079220148723419525921042015929094029869315794805871399697

)/

33526307180558417508652294550553683010783970130668320820339175321613357990241

v (©)=( -
3

16273633863843890722053019233077760310145L155570386474L37853181931220459520341283
183159483052596034929914369977974454326L909537926376327389114528L41274813272
)/

11240132731651629062598460999413750668590110939963515998094205581782723713815244
902378525L7974552191750443235415755397171434359063072020108914478651238081

le nombre de raciﬁes avec leurs ordres de multiplicité de
5 3 2
(2%(x - B%x + x - 9%x + 1))/3 est égal & :
3 dans le disque unité fermé,dont O rétionnelles.
1 dans le disque unité ouvert,dont O rationnelles.
0 symétriques par rapport au cercle unité 3 1'intérieur du disque,
dont O rationnelles.

2 sur le cercle unité,dont O rationnelles.

2) Polyndme autoréciproque.

L 2
p := (b%x + 17%x + L) /6

son polyndme normalisé est:

L 2
pu=hkx + 17%x + 4

le pgcd de pu et son réciproque est:
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L 2
rusbdx  + 17%x + b

le polynéme réciproque de la dérivée de ru est:

2
rdru=2%(17%x + 8)

le transformé de rdru unitaire est:
2 2

rdru =(17%c *x + 8)/17
c

- (k)

le calcul des constantes de Schur de rdru et des nombres ¢ donne:

) '
v (c)=( - 289%c + 64) /289
1

b 3 2

c 0

§ (c)=( - 289%c - 1166%c - 173hkc - 1156%c - 225) /289
]

(1)
¢ =75/653
0
8 - L
v (c)=(8352|*c - 36992%c + 5096)/83521
2

8 7 6
§ (c)=(83521%c + 668168%c + 2338588#c
2

2

5 L
+ 4677176%c + 5809478%c +

3
L529208%c + 2116636%c + 520200%c + 50625) /83521

(2)
¢ =50625/5860103
0

le nombre E est:
0

¢ =50625/5860103
0

le polynéme rdru_ s'écrit:
c

34
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2
rdru_=(8*(1&3&376&7188057*x + 68681614341218)) /34340807170609
c
ses constantes de Schur sont:

v (c)=( - 1014860446869101705663341550400) /1179291037128950512033430881
) ‘

7 (E)=10299bl726619352806013056838165&80527]39988876&870757&0160000/
2 .
l39072735025267573513179959919831ll96kbh23976780hb36l6l
le polynéme quotient de pu et ru est constant:

qu=1

le nombre de racines avec leurs ordres de multiplicité de
4 2
(bkx + 17%x + L) /6 est égal & :
2 dans le disque unité fermé,dont O rationnelles.
2 dans le disque unité ouvert,dont .0 rationnelles.
2 symétriques par rapport au cercle unité a l'intéf!edr éu disque,
dont O rationnelles.

O sur le cercle unité,dont O rationnelles.
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111 Exemples divers.

1) Normalisation (racines rationnelles).

3 2
p := (le"‘x - 2""‘)( - ‘S*X - 2)/2‘.
N (p) =2
D
temps = LOJ7 msec.
5 b 3 2
p = (2’.‘)( + x - 'B*X - 2)'(x + 20"‘)( = 8)/3
N (p) =2
D 7
temps = 794 msec.

2) Cas régulier (constantes de Schur toutes non nulles).

6 L. 2 ’
p = (2#(3%x + 13%kx + 16%x + L))/3

N (p) =2
D

temps = 997 msec.

9 8 7 6
- p t= (1000000%x - 1099999%x + 1120000%x - 1231999*%x + 2083999
5 b 3 2
X - 2292L400%x + 10756L7%x - 1183212#x + 1079105%x - 1187701)/
1000000
N (p) =4
D

temps = 8687 msec.

3) Cas singulier (constante de Schur nulle).

3.1) Polyndmes sans facteurs autoréciproques.

3
p = (2% (x - 9%x + N)/3
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N (p) =1
D

temps = 7182 msec.

3 2
p = (2%(x - x + x + 2))/3

N (p) =1
D

temps = 1805 msec.

3.2) PolynSmes avec facteurs autoréciproques.

5 3 2
p = (2%(x - Bxx + x - 9%x + 1))/3
N (p) =3
D

temps = 7837 msec.

3.3) Polyndmes autoréciproques.

L 3 2
P = (2%(x + 2%x + 3%kx + 2%x + 1)) /3

N (p) =4
D

temps = 5925 msec.

L 3 2
P = (2%(x + 3%kx + 2%x + 3%x + 1)) /3

N (p) =3
D

temps = 7424 msec.

L 2 _
p = (b¥x + 17%x + L) /6
N (p) =2
D
temps = 2563 msec.
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CHAPITRE 3
NEMDRE DE RACINES

D'UN POLYNOME DE RIX] OU CIS]
DANS LE DISQUE UNITE

PAR TRANSFORMATIONS
DE MARDEN BT COIN
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L'algorithme de Schur-Cohn fournit des résultats partiels
concernant le nombre de racines d'un polyndme dans le disque unit& du
champ complexe (1).

Le théoréme de Marden (2) permet de construire une classe de
polynémes pour laquelle on sait que le test de Schur-Cohn sera
négatif.En transformant le polyndme qui le rend négatif,nous pouvons
- caculer le nambre exact de racines dans R[X] (approché dans C{X]) dans
le disque unité d'un polynéme quelconque (3).

Ce calcul intervient dans 1'étude de certains problémes de
stabilité des systémes biochimiques ou physiques (8),(9), (10), (11).

Dans une premiére partie,nous rappelons les résultats fondamentaux
de la méthode de Schur-Ochn et du prolongement de Marden et démontrons
la finitude et quelques propriétés de 1'algorithme.Dans la seconde,nous
présentons le schéma algorithmique et des applications dans R(X] et C[X]
sur le HB 68 DPS 8 sous systéme Multics du CICG.
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DESCRIPTION DE LA METHODE

1 - Cas singulier (théorédme de base (2) inapplicable).

Dés qu'il existe une constante de Schur nulle sans que son itéré
correspondant le soit le théoréme de base ne peut pas s'appliquer.Mais
en modifiant cet itéré en un polynéme de degré inférieur ou éqal et tel
que: '

i) sa premiére constante de Schur soit non nul,

"ii) il existe une relation entre leurs nombres de zdros avec leur
o.d.m. dans le disque unité ,

on peut trouver le nonbre de zéros de p.

l.i Transformation de Marden.

Notation: m
a(z) = Xbizl . bjec, dg=m (m1)
i=0
Théoréme:
Si bmwbo ,bm_1=ubl ""'bm—q+1=qu—1 et bm_q#ubq ol q<m/2 et ful=1

Alors g a le méme nonbre de zéros avec o.d.m. dans le disque unité que
Gy tel que:
G(z) = (z9 + 2b/bl) g(z)
Gy(z) le premier itéré de Schur de G
i) le degré de G; est égal a m
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Définition:
La transformation de g en Gy est dite de Marden et Gy est le
transformé de Marden de q.

g].# 0 \ 4

)
N/

G=hg (v,(G) >0, a°G) >ag)

Remarque: La transformation de Marden conserve les racines sur ou

symétriques par rapport au cercle unité.

1.2 Transformation de Cohn.

Définition:
p est un polyndme autoréciproque s'il existe u € C tel que :

.

p* =up avec |ul=l.

Exemples: v

x2-1 ’ x4—-2x3+ x2-2x +1

Propriété:
i) pans R[X].
La condition d'autoréciprocité s'écrit: p* = p ou p* =-p .
Si n est pair et si p est autoréciproque alors:
p*=p ou le coefficient central d'indice n/2 est nul.
ii) Si g est autoréciproque sans racines nultiplés sur le cercle
unité alors la dérivée de g, notée g', n'a pas de racine sur ce cercle.
iii) p est autoréciproque si et seulement si pgcd(p, p*)=p
iv) p est autoréciproque si et seulement si toutes ses racines sont
sur ou symétriques par rapport au cercle unité.
v) D'aprés M.A Malik (5.1) si p est autoréciproque et tel que:
’p(x)|< 1 d&s que |x|<1 et|ag|= 1/2 alors p est de la forme:
(@ B)/2 0, fel=1 .

vi) D'aprés M.A Malik (5.2) si p est autoréciproque etlp(x)' atteint
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son maximm en n points du cercle unité alors p est de la forme:

px" + B ol B est une constante.

Théoréme de Cohn.

Si g est autoréciproque alors g a le m@me nonbre de zéros avec

o.d.m. dans le disque unité ouvert que g wrifiant:

- * m-1 - j
g(z) = (9') (2) = j=20(m-3) D%

Et g et g' ont le méme nombre de zéros avec o.d.m. 3 1'extérieur du

disque unité (par propriété des polyndmes réciproques).

Néfinition:
La transformation de g en g est dite de Cohn et g est.le transformé
de Cohn de gq.

Remarques

Si g n'est pas constant les deux transformés de Marden et Cohn sont

non nuls.

1.3 Conclusion.

Ainsi dés’ qu'il existe une constante de Schur nulle par 1'une des
deux transformations on construit un nouveau polyndme de degré inférieur
on égal,non nul, qui permet de calculer de fagon itérative le nonbre de
zéros avec o.d.m. dans le disque unité de p.

De plus,le calcul du nombre de zéros avec o.d.m. sur le cercle
unité revient & celui dans le disque unité ouvert d'aprés la propriété

iv) du paragraphe 1.2 sur les polynémes autoréciproques.

-
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2 - Schéma algorithmique.

pP.n

W= YWw* 0
Px™ 0 k « k+1
] k< n l k =n
Transformation
de Cohn de Pke~1:
(®)
- n«d(g)
n#0 n=20
P+« (p)
\ Np(p)

Nc( p)

YW= 0

pk$0

|

Transformation

de Marden de pk.q :

(P )y
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3 - Relations récurrentes du narbre de zéros avec o.d.m. dans le disque
unité des itérés de Schur des transformations de Marden ou Cohn.

Il s'agit d'expliciter par des formiles le lien qui existe entre le
nombre de zéros avec o.d.m. des itérés de Schur d'un polyndme et du

transformé éventuel.

3.1 Nonbre de zéros avec o.d.m. dans le disque unité de p en fonction de
ses itérés de Schur.

Notation:
- nledegrédep(n>1)
~ Pk les itérés de Schur dep , k=0,1,...,n

avec pg=pP
T Y% les constantes de Schur de p , k=0,1, ...,n

m .
- stp ) = 1 (-0 )

0 " 3j=
al les kj sont les indices k € (1,2, ,ko}
tels que yk< 0 , avec k1< k2< eee < km '
si m =0 on pose S(pko) = 0.
= Wr(p) le nombre de zéros avec o.d.m. dans la région R de C

Résultats:
Soit kg € (1,2,...,n}
1) D'aprés P. Henrici nous avons:
Pour tout k € 1,2, ...,ko} avec  y# 0, ...,ykoaﬁ 0

1.1) N(p, .) = N.(p,) siy >0
D k-1 D k k
n+1-k-N6(pk) si yk< 0]

1.2) Nc(pk_l) = Nc(pk)

2) A 1'intérieur du disque unité nous avons:
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No(p) =S(p, ) + (-1)™ No(p, )
D pkO D pk0

3) Sur le cercle unité:

Ne(p) = No( pko )

Remarques:
i) si W= 0 les formules ci-dessus restent valables en prenant
kg=0,m=0 et S(p)=0.
ii) s'il existe kg e {1,2,...,n} tel que S(pko) = 0 alors m=0.

iii) si P, est constant (nécessairement non nul,sinon Y% =0 )
0 0

alors N_(p) = S(pk ) -
D 0 g
No(p) =0
iv) si ko=n , on retrouve la formule du théoréme de Henrici,directement
applicable ( P =P, =V 0 ) et on a:

B(P) = S(Pn)
No(p) =0

v) si ko=0 , on ne peut pas utiliser les formiles récurrentes, =0 -
Dans ce cas on transforme p en un polynéme de degré inférieur ou égal &
n tel que: "

1) sa premiére constante de Schur soit non nulle (pour utiliser
les formules récurrents entre itérés) ou il soit constant non nul
2) il existe une relation entre leurs nonbres de zéros avec

o.d.m. dans le disque unité.

3.2 Nombre de zéros dans le disque unité en fonction des itérés de Schur
des transformés de Marden ou Cohn.

Notation: .
- p]t’t les itéréds de Schur de pl't (idme transform® de Marden si

t=1 et de Cohn si t=2) avec i € [O,'l,...,n} , pﬁ.t =g+ k=0,1,...,n

- nit le degré de pi-t , ng- =n
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m,
. i .
1.ty _ j-1, t
- slp’) = L (-1)7"(nf +1
1 =1
ol les k1*t sont les m'i: indices
Y‘J;-t, 0 , avec k1< <kt H
m.
i

. .ty _
sim/= 0 on pose S(pki ) =0

Résultats:

-xit)

J

k

e [1,2,..

k.| tels
i

que

D'aprés les théorémes de Cohn et de Marden (conservation du norbre

de zéros avec o.d.m. par leurs transformations),nous avons:

pour chaque transformation i.t un indice k; € {o,1,.. .,nti'} tel que:

1) yi't# 0,00, Y]J;:t +#0
1

2) le transformé soit constant (non nul,t=2)

Enoncé de 1la proposition:

sik, >0
i

si ki=0.

Soit i le nonbre de transformations , ig € {0,1,...,n}

— Dans le disque unité ouvert :

t
i1 t M; .
0 M, . i i,.t
N(p) = (D st 4 ) 0 wp O
D i=-1 i+l D i
0
T Y t
ol M, = ij » M=0.

j=0

DEmonstration: (par récurrence sur ig)

io=1 °

Par hypothése nous transformons Py

Nolp, ) = No(p""®)

D 0 D

pk(j non constant (donc kg < n)

Pe plus N,(p) = S(p_ ) + (-1)" No(p,_) + X0 € {0,1,...,n-1}
pk0 D pk0

D

0]

en pl-t avec

50
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D'od No(p) = S(p, ) + (-1)™ N(p'"®)
(0]

D D

Deux cas se présentent:

1.t ost constant (nécessairement non nul et t=2) alors

.t)

1) si p
No(p) = S(pk ) avec nos notations,k;=0 d'oi n111:=0 et S(p] = 0, nous
D 0
retrouvons bien la formule de la proposition.

2) si pl't n'est pas constant alors il existe k; € [1,2....,ntl"} tel

que:

t
1.t 1.t m 1.t
No(pt'®) = s ) + (-1) " No(p' )
D pk1 D pk1
soit
my
N.(p) = S(p. ) + (-1)™[ s + (-1) ! N.(pl'®) }
D pk0 { pkl D pk1
c'est-a-dire
1 ““‘“'1; 1.ty
No(p) = S(p, ) + (-1)™ s(p " %) + (-1) No(p.' %)
D p.kO pk1 D pk1

et ainsi la proposition est démontrée pour ig=l.
Supposons la formule vraie pour iy et étudions-la au rang suivant:
Nous avons par hypothése de récurrence:

t M

i1 .
0 M; . : 1 1.t
N(p) = § (-1 P s o+ 0 w0
D i=-1 i+l D io
i,‘\.t idl-l.t io.t
et par transformation de Py " en p (non nécessaire si Py
i i
0 0]
est constant non nul,en particulier pour ki = n‘i ) avec:
' 0 0
io.t i+l.t
No(pk ) = NO(p )
D i D

0
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i+l.t
1) si p est constant (nécessairement non nul et t=2) alors
i1 t
0 M. .
+1.
Nolp) = ] (1) * s(ppt+%)
D i=-1 i+l
. - . t - .
avec nos notatl.ons kio +1 0 d'ad rni().'_1 0 et par convention
igtl.t
S(p ) = 0 €tainsi nous retrouvons bien la forrule au rang io+1.
intHl.t
2) si p n'est pas constant alors il existe
t
ki0+l e {1,...,n +1} tel que:
ﬁt
iO+1 t +1 t io+1 i0+l.t
No(P S(Pk ) + (-1) No(fﬁ( )
D D i+l
0
1(1-1 .t
ol 1l'indice k, P41 représente le plus grand indice des Y
consécutivement Qnon nuls.
Soit:
. t t
ig1 Mt Lt M i ighl.t Mg
No(p) = [ (-1 TS+ (o) {S(pk e N.(pk
D -1 i+l
0 0
ou encor €
. t
1 t M
0 M. . i (-,l—l t
+1. :
Notp) = J (-1 Pst )+ (<) .(pk

D i=-1 i+l

Ainsi nous venons de démontrer la proposition.

Remarques:

Soit ip=0,1, ...

inet
. . 1p
1) sip

est constant (nécessairement non nul et t=2) alors

1(3-11:

)}
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io.t
par notation k = 0 et par convention ml =0et S ) =0 ,0n

connait exp11c1gement (par calcul 1térat1f) No(p) .
D

igt it
ii) si pk est constant (nécessairement non nul sinon Yk(y =0)
i
1o . : (0]
avec k. # 0,en particulier k, = nt ,nous avons:
it i i
0 0 (¢}

No(p) = (-1) it+1. t)
D 1—2-1 pk

t
iii) si H{ n'est pas constant,mais tel que son transformé

1o
10+1.t .
p le soit (nécessairement non nul et t=2) alors

lo- Mt i+l.t
Ne(p) = § (-1) *s(g’ ") .
D i=-1 i+l

iv) si ij=0 rous retrouvons les formules du paragraphe 3.1 .

— Sur le cercle unit&,noté C .

D'aprés le théoréme de Marden,nous pouvons écrire la formule
suivante avec 0<i<io (ig le norbre de premiéres transformations

consécutives de Marden depuis le début de 1'algorithme):

i.l.
NelP) = Nl )

Supposons que la (igt+l)éme transformation soit de Ochn alors NC(P)

n'est plus invariant. il
En effet le passage de ig a8 iptl implique que pk soit
autoréciproque,d'ol la formule suivante: o)
i.1 il il

N(RC ) =at(p? ) -2 Nl.)(pk? )

10 ) )
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- iO.I io.l
Soit NC(p) = d°(pk ) -2 No(pk )
iO D iO

Ainsi le calcul du nonbre de zéros avec o.d.m. sur C revient

calcul 3 l'intérieur du disque unité.

in.1
. 0 .
Si p, est non constant (nécessairement non nul) nous avons:
i

0

io.l io+1.2
Nc(p) = d°(pk ) - 2 No(p ) .
iO D

intkl.2
On calcule alors N.(p ) par la proposition précédente.
D

Ainsi on méne le calcul de N,(p) et Nc(p) en paralléle.
D

au

54
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4-Iacinesa1rouéymetriquesparramtaucerclemitéet
transformations de Marden et Cohn. '

Nous avons vu précédemment que les transformations de Schur (sous
1'hypothése que les premiéres constantes de Schur soient non nulles) et
de Marden conservent les racines sur ou symétriques par rapport au
cercle unité et que la transformation de Gohn s'applique uniquement pour

des polynfmes qui ont de telles racines.

'4'.1 Critére d'utilisation de la transformation de Cohn.

Proposition:

Dans 1'algorithme proposé au paragraphe 2, si p a des racines sur
ou symétriques par rapport au cercle unité alors la transformation de
Cohn sera utilisée et réciproquement.

De plus soit r; de telles racines i=l,...,s d'o.d.m. k;: la transfor-

i
mation de Cohn sera utilisée au moins r fois avec r = Max(ki,i=1, eeesS).

Démonstration:

1) Supposons que p posséde de telles racines, c'est-a-dire divisible
par un polynéme autoréciproque (non constant).
Si p est lui-méme autoréciproque ou s'il existe kg € {1,...,n-1} tel

que v,# 0,...,y # 0 et p autoréciproque (non constant) alors la
0 0
premiére transformation sera de Ochn,

‘Sinon par conservation de telles racines par transformations de
Schur et de Marden et du degré par transformation de Marden on sait
qu'il existera i, premiéres transformations consécutives de Marden
depuis le début del'algorithme tel qu'il

in.l 1
existe un itéré de Schur Py + kg € {o,.. -ony } autoréciproque (non

0 0
constant), avec io*' 0, dés lors la (i0+1)éme transformation sera de
Cohn.

2) Réciproquement, supposons i > O . .
o 10.2

Si on utilise la transformation de Cohn p alors il existe par
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définition p: h autoréciproque (non constant) qui divise p1 ah (par
10—1
conservation de telles racines par transformation de Schur).

Si ig=1 alors la démonstration est faite.

Sinon si t=2 (c'est-a-dire la (ig-1)éme transformation est de Ochn)
alors on recommence le processus (ce chemin correspond & 1'existence de
telles racines avec un o.d.m. plus grand que 1) jusqu'd atteindre le
polyndme origine p (alors la démonstration est faite) ou bien il existe

. . . il'1 . .

une transformation 11< i, de Marden p qui cor.xtlfnt les racines sur
ou symétriques bar rapport au cercle unité. de p;tl' autoréciproque (non
constant). 1 .
Or la transformation de Marden conserve ces racines sans en générer

i-1.t '
donc Py

11—1

Remarques:

contient ces racines et ainsi de suite...

1) Pour les racines rj d'o.d.m. supérieurs a 1,la transformation de
Oohn est utilisée au moins r fois (par conservation de ces racines).
Nous verrons plus loin (au paragraphe 4.2.3) qu'on 1'utilise exactement
r fois (par non générescence de telles racines par la transformation de
Cohn dans C[X]).

2) La transformation de Cohn génére la transformation de Marden .
Prenons un exenple:
g(x) =x4+4x3+7x2~+4x+1
g'*(x) = 4)(3 + 14x2 +12x + 4
Ie premier itéré de Schur de g'* est:
(9'*)1(X) = 8x(x-1)
D'ol la premidre constante de Schur est:

*
Yl(g' ) =0

3) Dans 1l'algorithme on ne finit pas nécessairement par 1la
transformation de Gohn.
*
Reprenons 1'exemple ci-dessus; le transformé de Marden de g' est:

1’6)(3 + 40x2 + 34x + 12

56
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Ses itérés de Schur sont dans 1'ordre:
4(—16)(2 - 58x - 28)
16(174x + 132)

Donc ses constantes de Schur sont toutes non nulles.

4.2 Etude de 1'autoréciprocité de la transformation de Cohn .
On reprend les notations du paragraphe I.1

4.2.1 Etude du cas trivial: transformé de Cohn constant.

Soit g le polyndme autoréciprogue de degré m > 1 (on ne s'occupe
pas du cas g constant car la transformation de Ochn n'est pas utilisée
dans 1'algorithme).

x m-1 _ .
g (x) = ] (mib x)
70
g'* est constant (et égal a mBm) si et seulement si bp_1=...=b=0.
Par autoréciprocité de g, il existe u € C tel que:
by = uby avec |ul= 1.
D'ou g'* est constant si et seulement si g est de la forme suivante:
ubyX™ + by , aveclu|= 1. _ _
On remarque que g ne s'annule que sur le cercle unité.
Si m =1 alors g‘* est constant quel que soit g.
si g e RIX] :
si m est pair u=l ou le coefficient de g d'indice m/2 est nul et u=tl
sinon =l ou -1 ;
D'oul: ‘
g‘* est constant (et égal a mh ) dans R[X] si et seulement si g est du

type n(xmfr 1) avec m > 1 et 1 une constante réelle non nulle.

Maintenant on suppose que nous ne sommes pas dans le cas trivial de

transformé de Cohn constant, c'est-a-dire dans la suite on prend m > 2.
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4.2.2 Autoréciprocité dans R[X].

On s'intéresse dans ce paragraphe aux polyndmes autoréciproques
c'est-d—dire ayant toutes ses racines sur ou symétriques par rapport au

cercle unité.

Proposition:
- Soit g un polyndme autoréciproque de R[X].
Si g n'entre pas dans le cas trivial alors le transformé de Cohn
q'* n'est pas autoréciproque sauf pour les polynémes du type
az(xq + 1)k avec q > 1 , k » 2 et a une constante réelle non nulle, qui

ne s'annulent que sur le cercle unité.

Démonstration:
1]

g * est autoréciproque si et seulement si g' 1'est sous
b #0, c'est-a-dire b. # 0 (d'od bo1? 0) par propriété

1'hypothése b1

des polyndmes réciproques.

1

Deux cas se présentent:
1) b1
(autoréciproque), de g' autoréciproque.
2) b1

Ll

g, 9'" est autoréciproque.

#+0 et on é&tudie les conditions, sur les coefficients de g

= 0 et on regarde sous quelles conditions, sur les coefficients de

.

Ftudions le premier cas: blt 0.

m .
Nous avons g' = '} jb.xj_'1 avec d°(g') = m-1.
| 521,
Donc si g' est autoréciproque il existe v € R tel que:

(m——j)bm_j = v(j+1)'bj 3=0,...,m1 avec|v|= 1.

+1
Soit par autoréciprocité de g:
(m—-])ubj-v( j+1 )bj+1= 0O j=1,...,m1

mbh -vb,= 0
m 1

Remarque: Tous les coefficients de g sont non nuls.
En effet, s'il existe j; € {2,...,m-2} tel que bj = 0 alors pour

tout i=j,,...,m b;=0 , or par hypothdse b # 0 . 0
0 1 m
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Soit le systéme linéaire carré d'ordre m homogéne, Ab = 0 :

— : ] — —‘
(m-1)u =2v 0 . . 0 by
0 (m-2)u -3v . . . b,
A= . . . . . . b = .
. . . L L] 0 .
0 . . . ~u -mv bm-—l
-V o . . 0 m b
Par la méthode de Gauss nous obtenons la matrice trianqulaire supérieure
suivante:
. —_
(m1)u -2v 0 . . 0
0 (m-2)u -3v . . .
. . . . . 0
. . . . u -mv
0 . . . 0 ml (W™ 1-vm)
—

l‘
Donc si V™ = u™! alors le systdme & une infinité de solutions de la

forme:

- 3 .
bm_j = Cm(v/u) b, 3=l,....m1.

Or 1'hypothése V" = u™ 1 entraine dans R[X] :
si m est pair u=l , v=1 ou -1

sinon v=1 , u=l ou -1
soit b . =c(#1)b_  §1,...,m1
m-j m m

De plus b0=u"1bm
Donc si m est pair by = by, , sinon bo = tbm

D'od, par le développement du bindme de Newton, si bI# 0 ,les
seuls polyndmes susceptibles de propager leur autoréciprocité par
transformation de Cohn sont du tupe a(x + 1)m avecm > 2 et a une
‘constante réelle non nulle.

On remarque que les racines de tels polynémes sont d'o.d.m. plus
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grandsque 1, donc conservées par dérivation et bien siir par réciprocité.

Ainsi nous venons de démontrer le premier cas.

Passons au deuxiéme cas:
. . . N 2 s $4 2 '*
S1 by = 0, nous étudions 1'autoréciprocité de g' .

x M1 ‘ .

or g = J (mj) b .xJ

0 m-3

=

A () *

D'ot d°g' < m-1 (bm_1=ub1)
Soit m-q son degré ( > O par hypothése ) avec q > 1
C'est-a-dires b=0, ...,bq-1=0, b # 0.

q
On  peut prendre q < m/2 par autoréciprocité de g.D'ol nous

avons m—q > q .

On ne s'occupe pas de la racine = d'o.d.m. q de g'* ,car sinon
nécessairement par hypothése d'autoréciprocité de g"‘r il faudrait que 0
soit racine de méme o.d.m. or son coefficient origine mhy, est non nul.

NDonc on applique la condition d'autoréciprocité sur:

Mm-q j
g = J(mj)b_ .x
0 J

c'est-3—dire il existe v € R tel que:
i) Jjabjq = v(m-(31)a)bp(j-1)q I=1,....k ol m=kq , k>l
aveclvi= 1.

ii) byq44=0 pour tout i=1,...,q-1 et j=0,...,R-1.

Remarques: ‘ .
1) si m #kq alors b=0 impossible,donc g'* n'est pas autoréciproque,

kq alors d°g' ‘=(k-1)q (=d°g-q)

*
q alors g'  est constant (cas exclus)

2) Sim

sim

Donc nous supposons m = kq avec k > 2 .

Nous avons par autoréciprocité de g:

jqu—vu(k—j+1)b( j"l)q =0 j=1' A S
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brgq-ubp = 0
Remarque: Tous les coefficients de g 4'indices divisibles par q sont non
nuls.

En effet,s'il existe jg € {1,...,k-1} tel que b o= 0 alors pour
tout i=jg,...,k biq=0 , or par hypothése b.# 0 . 0

Soit le systéme lindaire carré d'ordre k+1 homogéne,Ab = 0 de 18T menbre

— B _ —
0 (1Xk)vu 2 . . . bq
0 . . . -vu k b(r-1)q
-u 0 . . 0 1 by
- -

Par la méthode de Gauss nous obtenons la matrice triangulaire supérieure

suivante:
—kvu 1 ) . . )
0 1x)va 2 . . .
. . . . -=vu k
0 . . . 0 ki (1-vkuk-1)

ponc si vKuk-l = 1 alors le systéme a une infinité de solutions de la

forme:

= Jyoy~J -

Dik-i)q G (uv) by  Flie-sike

or 1'hypothése vKuk-1 = 1 entraine dans R[X] :
si k est pair wl , v=1ou-1

sinon v=l , w1l a1 -1

. - j } .=
soit b(k—-j)q Ck(tl))bkq j=1,...,k.

D'ol, par développement du bindme de Newton, si b;=0,... /bg-1=0, by# 0

les seuls polyndmes susceptibles de propager leur autoréciprocité

par transformation de Cohn sont du type al e 1)k avecq >1, kx » 2
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et. « une constante réelle non nulle.

On remarque que les q éme racines de plus ou moins 1'unité sont d'o.d.m.
plus grands que 1, donc conservées par dérivation et bien siir par
réciprocité et qu'en prenant par extension qg=1, on retrouve les

polyndmes du premier cas.
Ainsi la proposition est démontrée.

4.2.3 Autoréciprocité locale dans c[x].

Définition:
Un polyntme est autoréciproque local s'il a des racines sur ou
symétriques par rapport au cercle unité .

Propriété: Un polyndme est autoréciproque local si et seulement si il

contient un facteur autordciproque.

Remarque: L'autoréciprocité est un cas particulier d'autoréciprocité

locale.

Proposition:

Soit g un polynafie autoréciproque de C[X].

Si g n'entre pas dans le cas trivial (cf début du paragraph € 4.2) ,
alors le transformé de Cohn g'* n'est pas autoréciproque local sauf si g
a des racines multiples, et dans ce cas le transform® a les mémes
racines sur ou symétriques par rapport au cercle unité que g d'o.d.m.
plus petits d'une unité.

Démonstration:
g’ '
1'hypothése b;# 0 .

est autoréciproque si et seulement si g' 1l'est sous

1) b#0.

Par hypothése il existe u € C,tél que:

g = ug* aveclu’= 1

D'aprés G. Ancochea (4) nous avons:
‘pout tout x € € xg'(x) + ug'*(x) = mg(x) (1)
Soit w; € C tel que g'(wj) =0
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On peut supposer wi non nul puisque g'(0) = by.
Nous avons g‘*(wi) = wT-lg' (l/vTi)
d'od dans (1) nous obtenons:

wt;_‘—lé-. (l/wi) = u-lm g(wi)
puisque wi# 0

g' (1/‘71) = 0 si et seulement si g(wi) =0

Donc g' est autoréciproque local si et seulement si g a des racines
multiples, et de plus les racines sur ou symétriques par rapport au

cercle unité de g' sont les mémes que celles de g.

2) b =0,...,bg1 = O by* 0 avecq > 1 -
On peut prendre q < m/2 par autoréciprocité de g.D'od nous

avons m-q > q .

* - pus
g' (x)=mb~l-...-i-qum“q , mg >0
. * m q
[] N\ ] — rn—q R
D'ol (@' ) =mbx 4.4 ab,

or g'(x) xq‘l(qbq+.. .+ mbpx™d)

*
Soit g'(x) = xq_l(g'*) (x)
* —

* *
et par définition (g' ) =x -g' (1/ X)

D'od g'(x) = xm-lg'*(l/ X) (2)
C'est la formule du calcul du polynéme réciproque en changeant de
variable x en 1/ X

Soit wj € C tel que g'*(Wi) =0 ,
On peut supposer w;# 0 puisque g‘*(O) = mh, .
Nous avons d'aprés la formule (1):

g'(w;) = milglw)  (3)

soit en utilisant (2):

wtf_lg'*(l/ w) = nw'-l'lg(wi)

"
o

puisque w;# 0 , g'*(l/ Wi) = 0 si et s.eulemént si g(w;)
or d'aprés (3) , g(w;) = 0 si et seulement si g'(wj) =0 .

Donc g'* est autoréciproque local si et seulement si g contient des
racines multiples; de plus les racines sur ou symétriques par rapport au

* n
cercle unité de g'  sont les mémes que celles de g.
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Remarque:
On retrouve le lemme de Bonsall-Marden, propriété ii) du paragraphe
[.1.2 par l'absurde et de plus g' ne s'annule pas poun des nombres

symétriques par rapport au cercle unité sauf les racines miltiples de g.

Conclusion:

1) La transformation de Cohn dans C[X] ne se génére pas ; elle se
conserve tout au plus.

2) la transformation de Cohn est utilisée consécutivement plusieurs
fois si et seulement si le polynéme d'entrée, p, de 1'algorithme posséde
des racines multiples sur ou symétriques par rapport au cercle unité.

3) Une étude de calcul de bornes de polynémes autoréciproques sur le
cercle unité en fonction de zéros de polynéme du type z™+1 peut &tre
intéressante (cf article d' Mbdul Aziz, Journ. Approx. theory 41
(1984)).
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CONCLUSION

Cette méthode permet de calculer le nonbre exact dans R[X] et
approché dans C[X] de racines sur le cercle unité,C, groupées en paires
symétriques par rapport & C en comptant leurs o.d.m. et donne une
factorisation du polynéme en facteur autoréciproque.

Nous &tendons cette méthode aux polynémes & plusieurs paramétres
dans R[X], c'est-3-dire & coefficients polyndmiaux de plusiéurs
variables. Nous mettons au point un programme de calcul du nonbre de
racines avec o.d.m. dans le disque unité de polyndmes 3 un paramétre
dans RLYI[X].

Nous rappelons (3) qu'il est possible d'utiliser cette méthode pour
trouver le nombre de racines dans n'inporte quelle région du champ
complexe conformément équivalente par homographie, par exenple le demi-
plan fermé i droite; région d'instabilité des matrices de transfert d€s

systémes linéaires de 1'automatique.

Nous étudions d'autres méthodes reprenant 1l'algorithme de Schur-
Cohn mais d'un point de vue hermitien (7), ou bien utilisant les suitée

de Sturm et les indices de Cauchy.
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iI

Entrées: un polyndme p de Q[X] de degrén ( n > 1 ).

Sorties: ses nombres de racines sur le cercle unité,noté C, et dans le

disque unité ouvert (avec o.d.m.).

Algorithme:

1. Normalisation de p en pu.

1.1 Calculs des racines rationnelles et de leur nonbre avec
od.m. dl'intérieur de D et sur C.
1.2 Transformation de p en pl sans ses racines
rationnelles.
1.3 Transformation de pl en pu , polyntme de %Z[X]
de coefficients premiers entre eux.
2. Calcul des nonbres de racines de pu 3 1'intérieur de D
et sur C,notés respectivement nrdupu et nrcupu.
Si d°(pu) = 0 aors nrdoupu = 0,nrcupu = 0
Since:
Tant que 4°(pu) non nil faire
- Calcul de yk(pu) par l'algorithme de Schur-Cohn -

- Test suivant:
2.1 si y(pu) # 0 alors calcul de S (py)
2.2 sinon si (Pu)k = 0 dors transformation de

Cohn de (pu)k-1
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sinon transformation de Marden de (pu)y .y
- pu <«transformé de Marden ou Gohn,ou polynéme constant
(non nul).
- Calcul de nrdopu et nrcupu par les formules du
paragraphe I.3.2 (le calcul de nrcupu est déclenché dés que
la transformation de Cohn est utilisée,puis mené en
paralléle avec le calcul de nrdopu)

3. Calcul des nambres de racines avec o.d.m. de p sur C et a

1'intérieur de D.
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~EXEMPLES-

I Etude d'un cas classique.

9 8 7 6
p := (62500000%x - 68750000%x + 70000000%x - 77000000%x +

5 b 3 2
130250000%x - 143275000%x + 67228000%x - 73950800%x +

67L44090%x - 74188L499) /62500000

son polynéme normalisé (au sens de 1'aigorithme) est:

8 6 L 2
pu=6250000%x + 7000000#%x + 13025000%x + 6722800%*x + 67u4LLO9

les constantes,dg Schur de pu sont:

vy =6424552759281
|

v =h1274878156785110731636961
2

v =590390033558935417109038859699688244185062701315521
3

Y = .

b ' !
34856039172572088801615723445161787519105141266523916255912924005509434672203296
028844573806399550 1441

v =(

5
-5293989227233179514167599105272000627416658690089219966104464826261749030535065
69645012003966395572891939823839411764760483784904507095295398434794694292540377
020340592555030015396846299950434715591923519 :

'y:

6

280263219380609572009750997573570580044 18473239641922585001371008744830514502896
61718908109918390429659057846140656303329365980638494958324573203209713245276813
43097749512319830828600758393456000254340935859430133977010214369651671557682538
43087810154481810650040808622866091501289829616217556157723614803698170391502817 .
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0826991#259697202099]67159957h03071376915802777289858097]660h2lh7|2909515h976223
45343361

1:

7
597070&52&898720736&99907960075698339155h305l652h7332529|262382873&96270360255#9
7565]32#30385178262&729593lb98595390|5]150215592510121l6556k682712215926372h9875
3525]58675703208520#6375257&886l25966561&3]h0007609030303230580|777685233&065%75
958998bl27282b50580835598079072362&l378087]602320065]7&5886&&130533&52395808929]
L,2073491761188739774873699729184546915332935652035949604034527185444833315293577
2639&6&66009990779]69052612683728]370150792&58“9996251092h696593lh357390|8169k0|
28550258146486749148165L62881334955976L46305132969692736926506816812125400602236
71189h509166h973050528“97713328741226]78%382395891773]37315hl16910606|lb385h9838
69881606109276564132466194220786383430239478952740666380042482705368018083087L41
41532973402284039368787765410258198286377456106038240267544520715157141835L19535
232938041336321 ’

7_—.

8
35649312523646058511272923727830103907862704980572327036414106268623328882963985
86939294480893803667381531949699824142973843209952601155091557603857061499136L66
7054048898284398244 1546112007324098899265336355754135984587675578845771598125771
992628732352329247365792259766535273773073679842516304768196L41181073421121625090
706&&2710h5239990h0359h$l3539752&68675h8977h5733&9lhl985318618580059h18089hh781h
03611628662950255834863024842006534943717388345354486255846683371028266976851610
8284890484822079093469087273695885L704585971984138595111618997157935888531531273
74240298176176784423620986134093669663829440132261781411278552873736056234407403
3582194710715506627965938L4462783775065517385625678823452023733110739822668730409
77513425572503291592437440073831566821069854188861496278068776107141476801502301
961720405926 35083096936649488765L479974742238632378855326943227073919904042752L46

' 79091815117417016367692834000954285372819758L441588334579201124385461820310044526
9011836127117082205197228707195418131459711055596007007164976911355062L4068343517
84211618163793480229523349883745306951638895L17121256821634057126256275382259745
34448721875917353076655808067320889L455L68806716048696538100068206180623853277847
49302806872901597350169918277728779983024627622126689331335092135101977846131078
10390697523947827830841916108730333403276720459614606765578622760674 110644548884
18119890844 144010420081126140575867946310476888687097153149344915094885513511433
05187781048376830388676335868633374578313957705881124031833386065646701571964920
38L45815811528294117291056160417126231149121526898591246698821151611598215104497
044782267963071590887L433815041

le nombre de racines avec leurs ordres de multiplicité de

9 8 7 6
(62500000%*x - 68750000%x + 70000000*%x - 77000000%x +

5 L 3 2
130250000%x - 143275000%x + 67228000*x - 73950800%x +

67LLLO90*x - 74L188L99) /62500000

est égal a :

L dans le disque unité fermé,dont O rationnelles.



TRANSFORMATION DE SCHUR

L dans le disque unité ouvert,dont O rationnelles.
0 symétriques par rapport au cercle unité & 1'intérieur du disque,
dont O rationnelles.

0 sur le cercle unité,dont O rationnelles.
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1I Btude du cas général.

1) Polyndme avec facteurs autoréciproques.

) 5 3 2
p = (2%(x - 8%x + x - 9kx +1))/3

son polynédme normalisé est:

5 3 2
pu=x - B&x + x - 9kx + 1

le calcul des constantes de Schur de pu donne:

v =0
1

le transformé de Marden de pu est:

1.1 5 L 3 2
p  =3%(7%x - 3kx - Bkx - 2%kx - 12%x + 1)

. 1.1
le calcul des constantes de Schur de p donne:

v =(-432)
]

v =(-3L4817)
2

v =110055053808
3

v =0
L

le quatriéme itéré de Schur est:

1.1
p =0
I

1.1 2
p =110055053808%(x + 1)
3

1.1
le transformé de Cohn de p est:

3

2.2
p =220110107616

le nombre de racines avec leurs ordres de multiplicité de
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5 3 2
(2%(x - 8%x + x - 9kx + 1)) /3 est égal a :
3 dans le disque unité fermé,dont O rationnelles.
1 dans le disque unité ouvert,dont O rationnelles.
0 symétriques par rapport au cercle unité a 1'intérieur du disque,
dont O rationnelles.

2 sur le cercle unité,dont O rationnelles.

2) Poiyname autoréciproque.

8 6 i 2
p r= (16%x + 136%x + 321%x + 136%x + 16) /24

son polynéme normalisé est:

8 6 ! 2
pu=16%x + 136%x + 321%x + 136%x + 16

le calcul des constantes de Schur de pu donne:

vy =0
1

le premier itére de Schur est:

p =0
1
8 6 b 2
P =16%x + 136%x + 321%x + 136%x + 16
0 :
le transformé de Cohn de p (=pu) est: .
‘ 0
1.2 - 6 b 2
P =b*(6Bxx + 321%x + 20L*x + 32)
1.2
le calcul des constantes de Schur de p donne:

v =(-57600)
1

v =3317760000
2 :

7 =0
3
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le troisiéme itéré de Schur est:

1.2
p =0
3
1.2 L S22
p =8294L40000% (k%xx + 17%x + L)
2
1.2
le transformé de Cohn de p est:
2
2.2 2
p =1658880000% (17%x + 8)
: 2.2
les constantes de Schur de p sont:

v =(-619173642240000000000)
1

v =3833759992hh7h7512217600000000000000000000
2

le nombre de racines avec leurs ordres de multiplicité de

8 6 N 2 ’ .
“(16%x  + 136*%x  +321%x  + 136%x + 16) /2L est égal & :

L dans le disque unité fermé,dont O rationnelles.

L dans le disque unité ouvert,dont O rationnelles.

L symétriques par rapport au cercle unité a 1'intérieur du disque,

dont O rationnelles.

O sur le cercle unité,dont O rationnelles.
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III Exemples divers.

1) Normalisation (racines rationnelles).

3 2
p := (16%x - 2hkx - 15%x - 2) /24

N (p) =2
D

temps = 386 msec.

5 b 3 2
p = (2%x + x - 13%x - 2%x + 20%x - B)/3

N (p) =2
D

temps = 782 msec.

2) cas régulier (constantes de Schur toutes non nulles).

6 ] 2
p := (2%(3%x + 13%x + 16%x + 4))/3

N (p) =2
D

temps = 1657 msec.

9 - 8 7 - 6
p := (1000000%x - 1099999%x + 1120000%x - 1231999#x + 2083999%
5 L 3 2
X = 2292L00%*x + 10756L47%x - 1183212%x + 1079105%x - 1187701)/
1000000
N (p) =4
D

temps = 8712 msec.

3) cas singulier (constante de Schur nulle).

3.1) Polyndmes sans facteurs autoréciproques.

3
p := (2"(()( - 9’.')( +'))/3
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N (p) =1
D

temps = 998 msec.
3 2
p:= (2%(x - x +x+2))/3

N (p) =1
D

temps = 951 msec.

3.2) Polyndmes avec facteurs autoféciproquea.

5 3 2
p := (2%(x - 8%kx + x - 9%x + 1))/3

N (p) =3
D

temps = 2552 msec.

3.3) Polyndmes autoréciptoquea.

4 3 2
p = (2%(x + 2%kx + 3%kx + 2%kx + 1))/3

N (p) =4
D

temps = 1123 msec.
L 3 2
p := (2%(x + 3%kx + 2kx + 3kx + 1))/3
N (p) =3
D
temps = 1223 msec.
b 2
p := (bkx + 17%x + b)/6

N (p) = 2 !
D

temps = B35 msec.
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6 L 2

p o= (bhx + 21%x + 21%x  + 4) /6

N (p) =&
D

temps = 1912 msec.
8 6 b
p := (16%x + 136%x + 32)%x

N (p) =4
D

temps = 1546 msec.

+ 136%x

2

+ 16) /24
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IV Polynémes dans C[X].

1) cas régulier.

5

p := i%x + 2%x + i + 1

son polynéme normalisé (au sens de 1'algorithme) est:

5
pusikx + 2%x + i + 1 '

les constantes de Schur de pu sont:

7 =1
1

v =(-3)
2

v =(-23)
3

v =273
L

v =18009
5

le nombre de rgcines avec leurs ordres de multiplicité de

5
ixx + 2%x + | + 1 est égal & :

| dans le disque unité fermé,dont O rationnelles.

| dans le disque unité ouvert,dont O rationnelles.

0 symétriques par rapport au cercle unité a 1'intérieur du disque,
dont O rationnelles.

0 sur le cercle unité,dont O rationnelles.

2) Cas singulier.

2.1) Polynomes sans facteurs autoréciproques.

_ 5 2
p = x ki + x *{( - 2%j - 1) - i

son polynéme normalisé est:
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5 2
pu=x *i 4 x *( - 2%j - 1) - j

le calcul des constantes de Schur de pu donne:

v =0
|

le transformé de Marden de pu est:

1.1 5 b 3
P =5kx *( - 2ksqrt(5) - 3) + 2#x #sqrt(5) k(kki - 3) + Shx % (i +

2
2) + 20%x X( - i + 2) + 15

1.1
les constantes de Schur de p sont:

vy =100( - 3sqrt(5) - 5)
1

v =12500 (2bsqrt (5) + 47)
2

v =37500000( = 13773sqrt(5) - 30769)
3

v =13183593750000000 (80248979sqrt (5) + 179441879)
L
7:

5
1090118b08203l25000000000000000000*(29]130676691l7h9*sqrt(5) + 6509879834172133)

En évaluant la racine carrée de 5 par:
*kk 0.4472136 represented by L47213/1000000

1.1
p - s'écrit de la maniére suivante:

1 5 I
P = - 373605967369*x + LL721300000%x #(L*i - 3) + 50000000000

3 ' 2
*x % (i + 2) + 199999467369%x *( - i + 2) + 149999467369

ses constantes de Schur deviennent:

v =(-117081578642742597000000)
1

v =|25831o7ou2955632h872803b5035353306750000000000
2
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v =(

3
-2308695|572737086973535931lh09855228051539h3279lh368188|96|203&816&78639528828&
4L5000000000000

. )

7=
L
47312032645433921508830712514272672599142043572467586568040257140157732092342516

61114328036991886909219279886359003154102249856481293143373536824229201537146351
8750000000000000000000000

7:

5
14192025810508810947942142860294951777387499527911301831269429042370720964 144420
3918739634688L4607123920722002258139825188861697407869575894684886796700440079145
33888214650279893562927825081870304423686627212409352715010314151601176503903233
07874052410407976436202306018974633876469741655801632081798024924947588315740625
00000000000000000000000000000000000000000000000000

le nombre de racines avec leurs ordres de multiplicité de
5 2
x ki + x %( - 2%j - 1) - | est égal A :
2 dans le disque unité fermé,dont O rationnelles.
2 dans le diséue unité ?uvert.dont 0 rationnelles.
0 symétriques par rapport au ﬁercle unité & 1'intérieur du disque,
dont O rationnelles.

0 sur le cercle unité,dont O rationnelles.

2.2)Polyndmes autoréciproques.

6
pi=x k(i +1) - i+

son polynéme normalisé est:

6
pusx *(i + 1) - i +1

le calcul des constantes de Schur de pu donne:

le premier itéré de Schur est:

p =0
1
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6
p=x *(i +1) - i 4+
0

le transformé de Cohn de p (= pu ) est:
0

1.2
p o =bx( - i +1)

le nombre de racines avec leurs ordres de multiplicité de
6
x k(i + 1) - i + 1 est égal A :
6 dans le disque unité fermé,dont O rationnelles.
0 dans le disque unité ouvert,dont O rationnellies.
0 syﬁétriques par rapport au cercle unité a 1'intérieur du disque,
dont O rationnelles.

6 sur le cercle unité,dont O rationnelles.

80



TRANSFORMATION DE SCHUR
REFERENCES
(1) P. Henrici "Applied & Computational complex Analysis"
vl, Wiley Interscience, 1974.
(2) WM. Marden "Geametry of polynomials"
AMS Surveys 3, 2nd ed. ,1966.
(3) P. Chenin "Monbre de racines d'un polynéme de R{X] dans le

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

B. Gleyse disque unité"
Rapp. Rech. n°® 458, IMAG TIM3, 1984.

G. Ancochea "zeros of self-inversive polynamials"
Proceedings of AMS, v4, 1953.

NiA. Malik 1) " the coefficients of self-inverse
polynamials”
Bollettino della unione matematica italiana,
serie VI, VII-A, n° 3, 1983.
2) "An integral mean estimate for polynomials"
Proceedings of AMS, v91, n° 2,1984.

A. Aziz "Zeroe free regions for polynamials and same
Q.G. Mohammed generalizations of Enestrdm-Kakeya theorem"
Canad. Math. Bull. vol. 27 (3), 1984.

V hstimil Ptak "A generalization of the zero location theorem
N.J. Young of Schur and Cohn"
IEEE Trans. Aut. Control, v25, n°5, 1980.

A.S. Morse "gystem invariants under feedback and
cascade control"
Proc. Int. Synp., 1975.

81



TRANSFORMATION DE SCHUR

(9) L. Pernebo

(10) J.M. Dion

(11) J; Demongeot

"An algebraic theory for the design of
controllers for linear multivariable systems"
IEEE Trans. Aut. Control. v26, n° 1, 1981.

"Sur la structure 3 1'infini des systémes
linéaires"

Thése d'Etat au Laboratoire d'automatique de
Grenoble,1983.

"Systémes dynamiques et champs
aléatoires:application en biologie fondamentale"
Thése d'Etat au laboratoire d'informatique

et de mathémathiques appliquées de

Grenoble, 1983.

82



" TRANSFORMATION DE SCHUR 83

CHAPITRE 4

COMPARAISON ALGORITINMIQUE
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CIRCULAIRE BT DE MARDEYN ET






TRANSFORMATION DE SCHUR 85

COMPARAISON ALGORITHMIQUE
DE LA TRANSFORMATION CIRCULAIRE
ET DES TRANSFORMATIONS DE MARDEN ET COHN

Introduction :

Nous rappelons que ces deux algorithmes sont applicables & n'importe
quel polyndme de R(X], donc trés généraux.

Il n'en reste pas moins vrai que sur les exemples simulés la transforma-
tion circulaire est de toute évidence moins efficace.

Dans une premiére partie nous ferons une étude de 1a complexité de ces
deux groupes de transformations et dans une seconde nous étudirons d'une
part leurs relations possibles et d'autre part la taille des coefficients.

ude c
Nous sommes dans le cas singulier, c'est-a-dire il existe une constante
de Schur d'indice kg*1, de 0 an-1, nulle. :

1) Transformation circulaire [31]

lcul du hombre €.
Notons N le degré du ky-éme itéré de Schur.

1.1 Calcul de toutes les constantes de Schur du ko-éme itéré de
Nous rappelons que ces constantes sont des polyndmes en la variable c
de degré 2"N0, noté N (k). :

Nous allons calculer leur colt en opérations élémentaires ( multiplica-
tions et divisions arithmétiques ).
Pour chaque itéré de Schur, il faut calculer ses coefficients dépendant de
C, pour chaque coefficient il faut faire deux fois la multiplication de deux
polyndmes par la formule récurrente suivante [3]:

(k+1) (k) (k) (k) (k)
a (c)=ay (c) a; (c) - ay_(c)ay -j(c) =0, . No-(k+1)
0 0 ,

(k)
On sait de plus que le degré de a; est au plus 2"N0-i 31
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Soit au total:

No-1 Ng-(k+1) '

T3 (2MNgr I2KNGi+ 1) + (2XNg-(Ng-K)* DKM (Ngk-1)+ 1)
k=0 i=0
Soit aprés développements et calculs récurrents:

8/9NG24N0 - aNg2NO + 1/8Ny? + 5/aNg3 + 395/72N)2 + 317120,

1.2 Calcul des translatés de 8y. notés ¥,

Aprés avoir enlever 1a racine 1 des constantes de Schur, nous obtenons
de nouveaux polyndmes, notés 8, de degré No(k) ( <Ny (k) ).

Leur coQt en opérations est négligeable [2]
Nous avons g (c) = i lc+1).

Par 1a méthode de Ruffini-Horner 11 faut pour chaque k (N2(k)+ | )2 + 2 opé-

rations. 11 existe une méthode basée sur la transformation de Fourier
rapide en O(N,(k) Tog(N,(k)) ,[1].

Le calcul des nombres Cx s'en déduit.

~

Ainsi pour le calcul de € 11 faut au total ( Ny(k) proche de N, (k) ) :

N
0

2 (Ny(k)+ 1)2+ 2 opérations , c'esr-a-dire :

k=t |

4/3NgX4No - 1) + aNg(2No - 1)+ 3N, .

Remarque:
11 reste encore le calcul des constantes de Schur du kg-éme itéré de Schur

~

en C avec un colt de N(Ng+ 1) opérations.

~ 1.3 Conclusion. N

Au total le colt du calcul du nombre ¢ est en 0(20/9N024N0) en
opérations élémentaires, avec une dominance du calcul des 8y sur celui des
constantes de Schur, .
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De plus au niveau algébrique nous avons a étudier les coefficients de
Ng polyndmes de degré 2"No dek=1,...Ng.

mmmmummmnim

Nous rappelons que ces transformations sont utilisées conjointement au
plus N fois.

2.1 Transformation de Cohn.

Il s'agit de calculer le polyndme réciproque de la dérivée du kp-éme
itéré de Schur, de degré N Ce qui est trés peu colteux en opérations.

2.2 Transformation de Marden.
On suppose qu'on fait No transformations de Marden.
A chaque pas 1 de | a Ny 11y a 2(1+1) muitiplications et divisions a faire
pour calculer 1a i-éme transformation.
No
D'ou au total T 2(i+1) = No(Ny*3) .
i=1

I1 reste pour chaque transformation de Marden a calculer ses 2 premieres
constantes de Schur.
Solt d; le degré de la 1-éme transformation, variant de 2 a Nq (si d;=1 on

n'a pas besoin de calculer ses constantes de Schur).
Pour chaque d; de 2 a Noilya 2(d,-l) multiplications et divisions a faire.

N
0
Solt au total X 2(d;-1) = 2(Ny2-1)
d=2 :
i

2.3 Conclusion.

Au total les transformations de Marden et Cohn et leurs calculs de
const%ntes de Schur demandent un colt en opérations élémentaires en

De toute évidence ces transformations sont de loin plus efficaces.
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I1] Transformation circulaire et transformations de Marden et
Cohn.

La transformation de Cohn est utilisée si et seulement si il existe un
facteur autoréciproque du polynéme considéré, noté p. Or ce facteur
s'obtient en prenant le pgcd de p et de son polynéme réciproque.

Donc nous avons intégré dans 1'algorithme basé sur 1a transformation
circulaire cette normalisation. On évite ainsi des tests de Schur-Cohn et
surtout d'avoir des polyndmes en la variable c de degré trés élevé avec

toutefois des calculs en plus; par exemple .  pour le polyndme

(x2+1)(x3-9x+1) i1 faut calculer 2 nombres C, un pour la partie
autoréciproque et un autre pour I'autre facteur.

D'autre part, nous rappelons V'existence de critéres dans R[X] et C[X]
d'utilisation des transformations de Marden et Cohn (factorisation en é1é-
ments autoréciproques, caractérisation de certaines classes de polynd-
mes) qui est trés intéressante pour diminuer le colt en opérations.

111] Taille des coefficients.

Le choix de 1a normalisation au départ de 1'algorithme : rendre les coef-
ficients de p premiers entre eux et dans ZIX] peut introduire des
coefficients d'itérés de Schur de grande taille. Mais en divisant par le pgcd
des coefficients extrémes de 1a transformation de Schur on réduit cette
taille. De plus pour la transformation circulaire on peut revenir a la
normalisation classique (coefficient de téte égal a 1) ; c’est le choix qui a
été fait en raison du degré des polynémes en 1a variable c.

Conclusion.

~ ,
Le calcul du nombre C ne permet pas 1a paramétrisation ; par ailleurs, on
retrouvera certains résultats dans 'étude des polynémes paramétrés.
L'intérét des transformations de Marden et Cohn est le suivant : elles
prennent plus directement en compte l'effet du test de Schur-Cohn &
chaque étape du calcul, alors que la transformation circulaire le globalise.

Références :
[1] A.6. Akritas "On the complexity of Algorithms for the Trans-

S.D. Danielopoulos lation of Polynomials"
Computing, v24, fasc. 1, 1980.
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ETUDE DES CONSTANTES DE SCHUR

EN FONCTION DES COEFFICIENTS DU POLYNOME

DANS RIX]
Notation :
n
p=2 pixI , n21 ;  sg(a) est le signe du nombre réel a.
i=0
Introduction :

Nous rappelons que les constantes de Schur sont réelles a partir de
Findice 1 et leurs signes donnent le nombre de racines dans le disque unité
de fagon générale ou partielle [1].

L'étude des constantes de Schur s'appuie sur 1a relation récurrente
suivante :

(k)

“k"' = "'(2 - (Dn_k)2 k=0,1 ,...,n‘".

On voit tout de suite que ¥, est factorisable en au moins 2 facteurs.

Il est donc Intéressant d'étudier le comportement de cette faCtONS&UOO
entre constantes de Schur, leur pgcd ...

(k)
D'autre part nous rappelons [3] que si p,_, = 0 et =0 alors ¥, est

positif et nous avons :
(k)
Tk+2 = 'tk2 ('Ik2 - (pn'-(k+ | ))2)

(k)
 dou sg(gy,) = sgly 2 - (pn-(k+l))2)
Jusqu'au cas extréme ou I'itéré de Schur py est constant et on a 7, J-'tk

de j=0 a n-k ; mais dans ce cas le nhombre de zéros de cet itéré dans le
disque unité est nul.



.
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11 Normalisation.

M pn = D(Do,p | ,...,Dn)

Propriétés :
D'aprés les relations de récurrence entre coefficients d'itérés de Schur
(2], nous avons pour tout k<E((n+1)/2) :

( ' ) ’k(pn) = “k(p2k- I (pO)p ' r"!pk— I rpn-k4 ' r--’pn— ' opn))

Ainsi si on fixe k on sait calculer symboliquement (par substitution)
1k(p") pour tout n22k-1 si on connait formellement 1k(p2k’ h.

Par_exemple : le calcul formel de 13(p5) permet de calculer 13(p") pour

tout n25.

Remarque : On voit dans la formule (1) ci-dessus linvariance des k
premiers termes de p2k! justifiée puisque nxk et la substitution par
décalage d'une unité en partant de n des k derniers.

o

D'aprés 1a normalisation précédente on peut étudier 1a factorisation des
premiéres constantes de Schur d'un polynéme a coefficients symboliques
de degré limité.

‘Calcul formel des facteurs pour n=1.2,...5. -

cf annexe sorties-listing.

Remarque : On voit dans ce calcul trés nettement les facteurs communs
entre constantes de Schur.

Conclusion :

De telles propriétés s'appliquent avantageusement en codt calcul et en
précision (facteurs communs de constantes de Schur) dans le cas de
polyndmes a coefficients polynomiaux.

Références :

[1]P. Henrici “Applied and Computational Complex Analysis”
' ' Wiley Interscience, v1, 1974
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~ ANNEXE -

Notations : Les constantes de Schur sont notées gk k=1,...,n .
Leurs facteurs sont écrits gk,! 1=0,...,L(k) ot L(k) est le nombre
de facteurs non constants de gk.

pP(x):=p0 + pi1sx

2 2
gl=p0 - pl
gl,0=1
gl,I=p0 - pl
gl,2=p0 + pli

2

P(X):=p0 + pl*x + p2s*x

2 2
gl=p0 - p2
gl,0=1
gl,1=p0 - p2
gl,2=p0 + p2

b 2 2 2 2 2 2 2 L

g2=p0 - pO *pl - 2%p0 %p2 + 2%pO*pl %p2 - pl #p2 + p2
92-0= ("l)
g2,1= - p0 + pl - p2

9202=p0 + pl + P2

g2,3=p0 - p2
g2,L4=p0 - p2
2 3

P(x):=p0 + pl*x + p2*x + p3sx

2 2
gl=p0 - p3
gl,0=1
gl,1=p0 - p3

gl,2=p0 + p3
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L 2 2 2 2 2 2 b

g2=p0 - p0 *p2 - 2%p0 *p3 + 2%pO*pl¥p2¥*p3 - pl %p3 + p3
92,0=("‘)
2 2
g2,1= - p0 + pO*p2 - pl*p3 + p3
2 2
g2,2=p0 + pO%*p2 - pl¥p3 - p3
8 6 2 6 2 6 2 5 2 5

g3=p0 - pO *pl - 2%p0 *p2 - L¥pO %*p3 + 2%p0 *pl #*p2 + 6%p0 *plip2ip3

W3 b2 2 L 2 b b2
=~ 2%p0 *pl %p3 - pO *pl *p2 - h*po %pl%p2 *p3 + pO0 #p2 + 3%p0 %*p2

2 b 3 3 3 2 2 3 3
*p3 + 6*p0 *p3 + 2%p0 *pl %*p2#%p3 + 2%p0 *pl *p2%p3 - 2%p0 *plkp2 *

3 3 3 3 2 2 b 2 2 3 3
p3 - 12%p0 #*pl*p2%p3 + 2*p0 *p2 *p3 - pO0 *pl %*p3 + 2#p0O *pl *p3

2 2 2 2 2 2 b 2 2 3 2 4 2
+ 2%p0 *pl *p2 #p3 + 3%p0 *pl *p3 + 2%p0 *plkp2 *p3 - pO *p2 *p3

2 6 3 3 2 4 3 3
- Lxp0 ®*p3 - 2%pO%pl *p2%p3 - L¥pO*pl #p2ip3 + 2%p0*pl*p2 *p3 +

. 5 3 4 L b 2 2 2 6
6%pO*pl*p2%p3 - 2%p0#p2 #p3 + pl #p3 - pl #p2 *p3 - 2%pl *p3 + 2

2 5 2 6 8
*pl#*p2 *p3 - p2 *p3 + p3

g3,0=(-1)

g3,1= - p0 + pl - p2 + p3
g3,2=p0 + pl + p2 + p3
g3,3=p0 - p3

g3,b4=p0 + p3

2 . 2
g3,5=p0 - pO*p2 + pl*p3 - p3

2 2
g3,6=p0 - pO*p2 + pl%p3 - p3
2 3 4

- Pp(X):=p0 + pl*x + p2*x + p3»x + pdxx

2 2
gl=p0 - ph

gl,0=1
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gl,1=p0 - pb

gl,2=p0 + ph

i 2 2 2 2
g2=p0 - p0 %*p3 - 2%p0 *phk + 2%p0%pl%p3*pl
92-0= (_')

2 2
g2,1= - p0 + pO*p3 - pl%ph + ph
2 2

92,2=p0 + p0%p3 - pl¥ph - ph

8 6 2 6 2 - 6 2

g3=p0 - pO %*p2 - 2%p0 %*p3 - LxpO #ph + 2%

5 2 L 2 b
+ 2%p0 %p2 *plh - 2%p0 *pl %*p2sph - p0 #p)

L 2 2 b 2
plxp2ip3pl + pO *p2 *pl - 2%p0 #*p2¥p3 *p

L i 3 3 3 2
6%p0 *pk + 2%p0 *pl *p3%ph + 2%p0 *p] *p2

3 3 2 3 3 2
*plkp3fpl - L*p0 *p2 *plh + 2%p0 *p2%p3 *

3 2 2 2 2 2 2 L
p2tpl + 2%p0 *pl *p3 *ph + L%kpO *p1 #pk

3 2 4 2 2 2 b 2
pl - pO #p3 #ph - 2%p0 #*p3 #pk - Lxpo %

2 b . L
pl kpZ*pb - 2*p0ﬁp|*p2*p3ﬁph + Z*poﬁp]ﬁp

2 5 2 b 4 L 2
%p2 *pl - 2%p0%p2%p3 *ph + pl *plh - pl

5 2 6 8
*p3*ph - p2 *ph + ph

g3.0= (-‘)
3 .2 2
g3,1= - p0 + p0 #p2 + pO *ph - pO*plkp3 - 2%
2 2 3
pl %*ph - plip3kph + p2%ph - ph
- 93,2=p0 - ph
g3.3=p0 + ph
3 2 2

g3,4=p0  + pO %p2 + p0 #ph - pO#pl%p3 - pO*p3

98

2 2 b
- pl *ph + ph

5 5
PO *p1%p2#p3 + L*pO #*pl%p3«pl

2 2 4 2 2 b
*p3 - 2%p0 *pl1 *ph - 2%p0 %

L L 2 2
b+ p0 %*p3 + Lxp0 #p3 %phk +

2 3 3 3
*ph - 2*p0 %pl#p3 *pl - Bﬁpo

2 2 4 2 2 2
plh - pO %pl *plh + 2%p0 *p) *

2 2 L 2 2
+ p0 #*p2 *ph + 2%p0 %*p2#p3 %

6 3 3
ph - 2%pO*pl #*p3%ph - 2%pO%

3 3 5
3 #ph + LxpO%pl#p3xplh + 2%p0

2 b 2 6
*p3 #plh - 2%p) %ph + 2%pl%p2

2 2
pO*p2#ph + pO*p3 + pO%ph +

2 2 2
= pO%pl ~ + p1 #*ph + plip3sph
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2 3
- p2%phk - phb
16 14 2 14 2 14 2 14 2 13 2
gh=p0 - p0 *pl - 2%p0 *p2 - L*p0 *p3 - B%pO pk + 2%p0 *pl ¥p2
13 13 13 2 12 3

+ 6%p0  *pl#p2#*p3 + 10%p0 *pl¥p3*ph + L*p0 *p2 *pl - 2%kp0 *pl *p3 -

12 2 2 12 2 12 2 2 12 2
p0 *pl #p2 - B8%p0 #pl *p2xplh + 2%p0 *pl kpl - L¥*p0 #pl¥p2 *p3 - 10

12 12 b 12 2 2 12 2 2 12
*p0 *pl#p2%p3*phk + p0 *p2 + 3%p0 *p2 *p3 + 10*%p0 *p2 %ph - 67%p0

2 12 h 12 2 2 12 4 1 4
%*p2%p3 *ph + 6%p0 *p3 + 23%p0 *p3 *phk + 28%p0 *plh + 2%p0 kpl *ph

11 3 11 2 2 11 2 2 11 2
+ 2%p0 #*pl *p2%kp3 + 6%p0 *pl #%p2 kph + 2%p0 *pl *p2xp3 - L%xpO *pl

2 1" 2 2 11 3 11 2
*p2kph + 6%p0 *pl #*p3 *ph - 2%p0 *plkp2 *p3 + Lxp0 *plxp2 *p3kph -

i} 3 1" 2 " 3 1
12%p0  *plkp2%p3 - 20%p0 #plkp2#p3kphk ~- 24%kp0 #pl¥p3 #pl - 60%p0 *

3 "4 13 2 no2 2 n
pl#p3#ph =~ L%p0 #p2 *ph + 2%p0 *p2 *p3 - 24p0 #p2 *p3 *ph - 2L#p0

2 3 1 2 2 10 L 10 4 2 10
%p2 *ph + 8%p0 *p2%p3 *pk - 2%p0 *pl *p2%pl - pO0 #pl *p3 - 6%p0 %

3 10 3 3 10 3 2 10 2 3
pl *p2kp3kpl + 2%p0 *pl #p3 + 2%p0 *pl %p3kphk + 24p0 *pl *p2 *pk +

0 2 2 2 0 2 2 2 100 2 2
2%p0  *pl %p2 #p3 - 24p0 *pl *p2 *phk + 28%p0 *pl *p2ip3 #ph + LO*

10 2 3 10 2 b 10 2 2 2 10 2 &
pO *pl *p2kplh + 3%p0 *pl *p3 + 36%p0 *pl #p3 *ph + 9%p0 #pl *pl

10 3 10 2 3 10 2 2
+ 2%p0 *pl¥p2 *p3kph + 2%p0 *pl*p2 *p3 + 16%4p0 *pl%p2 *p3*ph + B

10 3 10 3 10 3 2 10 L
p0 *plkp2*p3 *ph + LL*pO *pl%p2*p3kpl - 6%p0 *pl*p3 *ph - p0 *p2 *

2 10 L 2 10 3 2 10 2 2 2 10
p3 + 2%p0 #p2 *ph - L%*pO *p2 %p3 *pk - 18%p0  *p2 *p3 *xph - 18%p0O

2 L 10 4 10 2 3 10 6 10
*p2 *ph + 12%p0 *p2*p3 *pb + 28*p0 *p2%p3 *pb - L¥poO *p3 - 2L%p0

L 2 10 2 4 10 6 9 5 9 L
%p3 *ph - BLxp0 *p3 *ph - 56*p0 *plh  + 2%p0 *pl *p}*ph + Lxp0 *pl *
2 9 4 2 9 4 3 9 3 2 9
p2*plk - 6%p0 %pl *p3 kply - B8%p0 *pl *phk - LkpO %pl *p2 *p3kpl - 2%p0 *
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3 3 9 3 2 9 3 3 9 3 3
pl *p2%p3 - 32%p0 *pl %p2%p3upl - 8*p0 %pl %*p3 sph - Zh*po %p *pjﬁph

9 2 3 2 9 2 2 2 9 2 2 3
- bpo *pl %*p2 *ph - 10%p0 *p] #*p2 %p3 wpl - 26*p0 *pl %p2 *ph - Lx

9 2 b 9 2 2 2 9 2 b 9 2
pO *pl %p2%p3 - 28%p0 *pl #*p2%«p3 #pl - 10%p0 %pl %p2s¥ph -~ 6xp0 *p) *

L 9 2 2 3 9 4 9 3 3
p3 *pl - |8*p0 *pl %p3 ﬁph + 2%p0 %pl¥*p2 *p}*ph + 2%p0 *pl¥p2 *p3 + 10

9 3 2 9 2 3 9 2 3 9
%*p0 *pl¥p2 *p3sepl - B*DO *pl1%p2 *p3 *pl - 12%p0 #pl¥kp2 *p3kpl + 6*p0 *

5 9 3 2 9 b 9 5
pl*p2%p3 + 10¢p0 *p]*pZ*p} *ph + lO*pO *plﬁpZ*p3*pb + ]8*p0 *pl#p3 *

9 3 3 9 5 9 L 2 9
ph + 96%p0 #pl¥p3 #ph + 150%p0 #plip3splh + LkpO *p2 *p3 %ph + 12#p0 *

L 3 9 3 4 9 3 2 2 9 2 4 9
p2 *ph - 2%p0 *p2 *p3 - 6*p0 *p2 %p3 *ph - 2%p0 #p2 #p3 *ph + ]b*po %

2 2 3 9 2 5 9 b 2 9 2 4
p2 *p3 *ph + 60%p0 *p2 %ph - 10%p0 #*p2%p3 *ph - LO*pO *p2%p3 %ph + 2

9 4 3 8 6 2 8 5 2 8 4 2 2
*p0 *p3 *ph - p0O %pl %ph + 6%pO *pl #p3%ph + 24p0 *p1 *p2 kph + 6%

8 2 8 4 3 8 4 i 8 4 2 2
PO *pl *p2%p3 %ph + 16%p0 %pl *p2%pl + pO *pl #p3 + 12%p0 #pl #*p3 #ph

8 4 8 3 2 2 8 3 3 8
+ 6%p0 *p1 #pl 4+ 1hxp0 #p) #p2 *p3rph + 18%p0 *pl *p2*p3 #ph + LL*pO

3 3 8 3 3 2 8 3 b 8 2 &
*pl #p2%p3%ph + 14%xp0 *pl %*p3 *pL + 12%p0 %pl #*p3%ph - pO *pl #p2 *

2 8 2 3 2 8 2 3 3 8 2 2 4
ph - 6%p0 *pl #*p2 %p3 #ph - 6%p0 *pl *p2 #ph - p0 *pl *p2 #p3 + 18%

8 2 2 2 2 8 2 2 b 8 2 b 8
PO *pl %p2 #p3 *ph + 21%p0 #pl #p2 #«ph - 20%p0 #pl *p2#p3 *pl - 62%p0

2 2 3 8 2 5 8 2 6 8 2 b 2
*pl %*p2%p3 #%ph - BO*pO *pl #*p2#pl - 2%p0 *pl #*p3 - LB%pO *pl *p3 *ph

8 2 2 & 8 2 6 8 b 2 8
- ]hh*po *pl %p3 *ph - bo*po *pl %ph - B*DO *pl%p2 *p3*pb + 2%p0 *pl

3 3 8 3 3 8 2 5 8 2
%p2 %*p3 *pl - 10%p0 *pl¥p2 kp}*ph + 2%p0 *pl*p2 *p3 + 12%p0 *pl#p2 *

3 2 8 2 i 8 5 8 3
p3 *ph - 28*p0 *pl%p2 *p3*kplh + 2%p0 *pl#p2¥%p3 %pl + 2%p0 *pl¥kp2ixp3 *

3 8 5 8 5 2 8 3 4 8
ph - 70%p0 *pl%p2%p3sph + ﬁﬁpo #p1%p3 *ph + 22%p0 #%pl%p3 *ph - h*po
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L2 2 8 4 8 3 4 8 3 2 3
%p2 *p3 %pl - 17%pO #p2 *phk + LkpO %p2 *p3 #ph + 16%p0 *p2 *p3 *pl -

8 2 6 8 2,4 2 8 2 2 & 8 2 6
pO *p2 %p3 + 6%p0 #p2 *p3 *ph + L1%pO *p2 #p3 *ph + 10%p0 *p2 #*plk -

8 6 8 L 3 8 2 5 8 8
6#%p0 #p2#p3 *ph - LO%*pO *p2¥p3 *plk - 50%p0 *p2#*p3 #ph + p0 *p3 + 11*

8 6 2 8 L 8 2 6 8 8 7 6
po %p3 %plk + 36%p0 *p3 #ph + 65%p0 *p3 #plk + JO*pO *pk - 2¥pO *pl *

3 7 5 2 7 5 3 7 5 3 7
ph - 6%p0 *pl *p2%kp3*ph - Lxp0 *pl *p3 #ph - 12%p0 *pl %p3xph - 6%p0

L, 2 3 7 &4 2 2 7 & b 7 b 2
%pl #*p2 #%ph - 30%p0 *pl *p2%p3 *phk - 24#p0 *pl *p2%ph - 6%p0 *pl #p3

3 7 4 5 7 3 3 2 7 3 2 3
*ph + 12%p0 #p) *ph + 6%p0 *pl *p2 #p3kph + LkpO *pl *p2 #p3 *pk - 12

7 3 2 3 7 3 3 2 7 3 L
*p0 #*pl #p2 *p3kph + 2B%p0 *pl #p2%p3 *ph + 76%p0 kpl *p2xp3kph + Bx

7 3 5 7 3 3 3 7 3 5 7 2 b
pO *pl *p3 *ph + 72%p0 *pl *p3 #ph + 96%p0 *pl *p3#phk + LkpO *pl #p2 *

3 7 2 3 2 2 7 2 3 7 2 2
pl + 6%p0 *pl *p2 *p3 *pk + 16%p0 *pl *p2 #phk - B%pO #pl #p2 *p3 *ph

7 2 2 2 3 7 2 2 5 7 2 L 2
- 8%p0 #pl *p2 *p3 *ph + LukpO *p) *p2 #ph - L¥pO *pl *p2#p3 *pl +

7 2 - 2 4 1 2 6 71 2 L 3 7
LLxpO *pl #p2%p3 *ph + LO*pO %pl *p2xph - 6*pO *pl #p3 *pk + 12%p0 *

2 2 5 7 L 3 1 3 3 2 1
pl *p3 *ph + BApO *pl#p2 *p3#kplk - 14kpO *pl#p2 *p3 #ph - 20%p0 *pl*

3 b 7 2 5 7 2 3 3 1 2
p2 %*p3%plk + L¥pO *plkp2 *p3 *ph - L#xpO *pl#p2 *p3 %phk + BXp0 *pl*p2 *

5 7 5 2 7 3 & 7
p3%ph + 10%p0 *pl#kp2%p3 #phk + LB*p0 *pl#p2#p3 *plk + LO*pO *plkp2*p3*

6. i i i 5 3 1 3 5 1
ph - LxpO %pl#p3 #*ph - LLkpO *pl¥p3 *plh - 1hb%p0 *pl#kp3 *ph - 200%p0

7 7 & 2 3 7 bW 5 7 3 & 2
*p]*p}*ph - b*po *p2 *p3 *ph - 8*p0 *p2 *pk + 2%p0 *p2 *p3 *pb + Lx

7 3 2 & 7 2 4 3 7 2 2 5 7 2
pO %p2 *p3 %ph - 2%pO0 *p2 *p3 *ph - 36#p0 *p2 *p3 *ph - BOKpO *p2 *

7 7 6 2 7 L 4 7 2 6 7
pl + 2%p0 *p2%p3 *pl + 32%p0 %p2#p3 *phk + BO*pO *p2*p3 *ph - 2#p0 *

6 3 7 bW 5 6 6 3 6 6 2 2 6
p3 *pk - Bxp0 *p3 *plk + 2kp0 %pl *p2%pk + 6%p0 *pl *p3 *pk + 5%p0 *



.
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6 & 6 5 3 6 &5 L 6 4 3 3
pl *plk + 22%p0 *pl *%p2wp3tpl - 6*p0 *pl #p3%kpl - 2%p0 *pl #p2 *pl -

6 4 2 2 2 6 b 2 L 6 b 2 3
6%p0 *pl %p2 %p3 sph + 2%p0 *pl %p2 *p4 - zhﬁpo %pl %*p2%p3 %pl - 36%

6 i 5 6 L L 2 6 L 2 6 &
pO #pl #p2%pl - 143p0 *pl %p3 *pl - 63*p0 *pl %p3 spl - 24%p0 kpl %

6 6 3 3 3 6 3 2 3 2 6 3 2
ph = 10%p0 *pl *p2 *p3*ph + 12%p0 *pl %p2 *p3 *ph = 12%p0 *pl %*p2 *p3

L 6 3 3 3 6 3 5 6 3 3 &
wpl - 12%p0 *p1 *p2%p3 %pl - 8b*p0 *pl %p2%kp3%ph - ]6*p0 *pl *p3 %pl

6 3 6 6 2 4 6 2 3 2 3
- 28*p0 %*pl %*p3pl - Lxpo *pl #*p2 *ph + ]8*p0 *p1 *p2 %*p3 *ph  + L

6 2 3 5 6 2 2 L 2 - 6 2 2 2 L
pO %pl *p2 *pl - hﬁpo *pl #p2 #p3 #pl - 20%p0 *pl %p2 *p3 *plL - Lix

6 2 2 6 6 2 L 3 6 2 2 5 6
pO *pl %p2 *ph + 10%p0 #*p] *p2%p3 #phk 4+ 16%p0 *p) *p2%p3 %*phk + BO%*pO

2 7 6 2 6 2 6 2 b L 6 2 2
*pl *p2%pli + 10%p0 *p] *p3 #*ph + 97*p0 *#pl *p3 *ph + 216%p0 *pl %p3 %

6 6 2 8 6 L L 6 3 3 3
ph + 65%p0 #*pi %pl  + Bxp0 #*plxp2 *p3%ph + 2%p0 *pl#p2 *p3 *ph + 20%

6 3 5 6 2 5 2 6 2 3
pO *pl%p2 *p3%ph -~ LxpO kpl#p2 #p3 *plk - 16%p0 *pl%p2 #*p3 *ph + 32%

6 2 6 6 5 3 6 3 5 6
PO *pl#p2 %p3%ph - 10%p0 #*pl1kp2#4p3 #ph - 56#p0 #pl#p2#p3 #pl + LOXpO

7 6 5 4 6 3 6 6 4 2
*p1%p2#%p3kpl - 6%p0 *pl#p3 *pl - 28%po *pl%p3 *plh + 10%p0 *p2 *p3 *

L 6 4 6 6 3 4 3 6 3 2 5 6
ph  + 28%p0 #p2 %pk - B%p0 #p2 *p3 *phk - 2L%p0 *p2 *p3 *ph + 2%xpQ *

2 6 2 6 2 b 4 6 2 2 6 6 2 8
P2 *p3 *ph - 10%p0 #*p2 #p3 %ph - bb#*p0 %p2 #p3 *ph + 10%p0 #p2 #ply

6 6 3 6 y, g 6 2 7 6 8
+ 12%p0 #*p2%p3 *plh + hB*pO *p2%p3 %*ph + bo*po *p2%p3 *ph - 2%p0 *%p3

2 6 6 & 6 L 6 6 2 8 6 10
*ph - 11%p0 #p3 #ph - 24*pO #p3 *ph - LO*pO %p3 #ph - LGP0 kplk -

5 7 3 5 6 b 5 6 5 5 5 2
bxpo *p1 *p3*ph - 6%p0 *pl %p2%ph + LspO *pl1 *ph + L*pO *pl %p2 *p3%

3 5 5 b 5 5 3 3 5 5 5
ph  + 1bip0 *pl %p2kp3xplh + 16%p0 *pl *p3 *ph + 36%p0 *pl *p3%ph + Lx

5 L 3 4 5 L 2 2 3 5 4 2 &5 5
pO *pl #*p2 *ph - 8sp0 *pl %*p2 *p3 *ph + 10%p0 #*pl %*p2 *plh + LOo%*po *
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L 2k 5 b 6 5 4 2 5 5 4 7
pl *p2%p3 %plk + L8%pO *pl *p2¥phk + 24kp0 *p) *p3 *ph - B%kp0 *pl *pk

5 3 3 L 5 3 2 3 3 5 3 2 5
- 10%p0 *pl *p2 *p3kpl - LkpO *pl *p2 *p3 *ph + 28B%p0 *pl *p2 *p3*pl

5 3 3 4 5 3 6 5 3 5 3
- 32%p0 s#pl *p2%p3 *ph - 56%p0 *pl *p2kp3*pk - 20%p0 #pl *p3 *ph -

5 3 3 5 5 3 7 5 2 4 5 5
128%p0 *pl *p3 *plh - 1LL%pO *pl *p3%kphk - L*pO *pl #p2 #*plL - 18%p0 *
2 3 2 & 5 2 3 6 5 2 2 & 3 5
pl *p2 *p3 *phk - 24%p0 *pl %*p2 *ph + 16%p0 *pl *p2 *p3 *phk + 36%p0 *

2 2 2 &5 5 2 2 7 5 2 LI 5
pl %p2 *p3 *pk - 36%p0 *pl *p2 *ph + 26%p0 *pl *p2%p3 *ph + 16%xp0 *

2 2 6 5 2 8 5 2 Wk 5 5 2 2
pl *p2%p3 %ph - 50%p0 #pl *p2kphk + 2L*p0 *pl *p3 #plk + 12%pQ #*pl #p3

7 5 4 5 5 3 3 4 5 3
*pl - 20%p0 %*plkp2 *p3xph + 22%p0 *pl*kp2 *p3 #plh + 20%p0 %pl%p2 *p3*

6 5 2 5 3 5 2 3 5 5 2 7
pk - B%pO #pl%p2 *p3 #phk + 28%p0 *pl%p2 *p3 #ph + 8xp0 *pl*p2 *p3*ph

5 5 4 5 3 6 5 8
- 38#%p0 #pl*p2#p3 #ph - BLXpO Aplkp2#p3 *pl - 70#p0 *plip2*p3iph + 8

5 7 3 5 5 5 5 3 7 5
*p0 #pl¥p3 #pl + 36%p0 *plkp3 #phk + 96%p0 *pl*p3 *ph + 150%p0 *pl*p3*

9 5 4 2 5 5 & 7 5 3 4 b 5 3
pk - L%pO #p2 *p3 *plk - B%xp0 *p2 *ph + 2%p0 *p2 #*p3 #ph + Lkp0 *p2 *

2 6 5 2 4 5 5 2 2 7 5 2 9
p3 *plh + 10%p0 #p2 *p3 #*ph + LL*xp0 %p2 #p3 #ph + 60%p0 *p2 #ph - Lk

5 6 4 5 . L 6 5 2 8 5 6 &5
PO #*p2#p3 #plh - 36%p0 #*p2%p3 *phk - BO*pO *p2*p3 #ph + LxpO #*p3 *ph

5 4 7 L 8 & L 6 2 & L 6 5
+ 12%p0 *p3 *ph + pO *pl *ph - pO *pl *p2 *ph - Lxp0 *pl *p2iphk -

L 6 2 4 L 6 6 L 5 2 b L 5
14%p0 *pl *p3 %*ph =~ 11%p0 *pl *ph + 2xp0 #*pl) *p2 #*p3xph - 3B%xp0 *pl *

5 b 5 6 b b 3 5 L L 2 2
p2#%p3%ph - 6%p0 *pl *p3xph + 2%kp0 *p) *p2 #*plh + 11%p0 *p) *p2 *p3 *

L Ly L 2 6 L L 2 5 L 4 7
plh - 10%p0 *pl *p2 *ph + 26%p0 *pl *p2%p3 *ph + 32%p0 *pl #*p2kplh +

L 4 4 L 4 2 6 L L 8 L 3
26%p0 *pl *p3 *phk + 97%p0 *pl *p3 #*ph + 36%p0 *pl *plh + 22*xp0 *pl *

3 5 L 3 2 3 & L3 2 6 L3
p2 *p3*ph - 2L*p0 #*pl *p2 *p3 *pk - 16%p0 *pl *p2 *p3kpl - 32%p0 #pl
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3 5 b 3 7 L 3 3 6 b 3
*p2%p3 *ph + ba*po %pl %p2ip3kpl - ]6*p0 %pl %p3 *ph + 22%p0 %*pl sp3%

8 b o2 b6 b o2 3 2 5 4 2 3 7
‘pli 4+ 10%p0 %pl *p2 *plb - 18%p0 %p] *p2 %p3 %ph + LxpO %*pl *p2 *ph +

L Z 2 L L L 2 2 2 6 L 2 2 8
11%p0 %*pl #p2 *93 *ph - 20%p0 *pl %*p2 #*p3 s*ph + b1%po *pl %*p2 *ph +

L 2 b 5 L 2 2 7 L 2 9
LO%p0O *pl %*p2%p3 *pl  + LLxpO *pl %p2%p3 *ph - bOﬁpO pl kp2iph - 14

b o2 6 4 L 2 L 6 L 2 2 8 L2
p0 *pl *p3 *ph - 63*p0 %pl *p3 spl - |hb*p0 *pl %p3 *ph - Bh%xp0 %pl %

10 4 b 6 b 3 3 5 b 3
ph + B*p0 *pl*p2 *p3kpl - 10%p0 *pl%p2 %*p3 #ph - 20%p0 *p1%p2 %p3*

7 L 2 5 4 L 2 3 6 L 2
ph + 2%p0 *plkp2 *p3 *ph - 12%p0 %pl%p2 *p3 ﬁpb - 28ﬁp0 kplkp2 *p3%

8 L 5 &5 b 3 7 L
pk + 1h*p0 %plkp2%p3 *ph + 76%p0 *pl#p2%p3 *pk + 10%p0 *plkp2%xp3*plh

b 5 6 ] 3 8 L 4 2 6 L4
- 6%p0 #pl*p3 #ph + 12%p0 *pl%p3 #phk - Lip0 *p2 #p3 #phk - 17%p0 #p2

8 L 3 4 5 L3 2 7 b o2 6 b 4
*ph  + Lxp0 *p2 *p3 kph + |6ﬁp0 *p2 %*p3 *plL - p0 #p2 *p3 %pL + 2%p0 *

2 L 6 L 2 2 8 L 2 0 L 6 5
P2 *p3 *pl + 21%p0 %p2 #p3 *phk - 18%p0 *p2 #ph - 6#p0 #*p2%p3 #ph -

A L 2 9 4 8 4 L 6 6 -
2L%p0 #p2%p3 #ph - 10*p0 #p2*p3 *ph + pO #p3 #ph + 54p0 %p3 #phk + 6

L 4 8 L 2 0 L2 3 7 5 3
PO *p3 *ph + 9%p0 %p3 #*pk  + 28%p0 #ph  + B%xpO #pl #p3fph + 12%p0 *

6 6 3 6 7 3 5 2 5 3 5 6
pl *p2%ph - 2#p0 *pl *ph - 8%pO *pl *p2 *p3«ph - 10%p0 %pl *p2%p3#ph

: 3 5 3 5 3 5 7 3 b 3 6 3
- 20%p0 *pl #p3 %ph - LLXpO *pl %p3*ph - BxpO #pl #p2 #pl + 16%p0 *

4 2 2 5 3 L 2 7 3 [ 2 6 3 L
pl *p2 *p3 *ph - 2%p0 *pl #p2 *phk + 10%p0 #pl *p2%p3 #*plL - LO*pO *p]

8 3 08 2 7 3 4 9 3 3 3 6
kp2%pl - 6*p0 #pl %p3 %*ph + 2%p0 *pl *pbh 4+ 2%p0 %pl *p2 *p3?pb - L%

3 3 2 3 5 3 3 2 7 3 3 3 6
pO %pl #p2 *p3 *plh - b¥kpO %p] *p2 *p3%ph - 12%p0 *pl kp2%p3 %pl + 2%

3 3 8 3 3 5 5 3 3 3 7 3 3
PO *pl *p2s%p3ph + 16%p0 *pl #p3 %ph + 72#p0 *pl #p3 #ph + 96%p0 *pl

9 3 2 u 7 3 2 3 2 6 3 2 3
*p3kpl = L%xp0 *pl *p2 Yph + ]8*p0 *pl %p2 *p3 %ph + ‘B*DO *pl %p2 *
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8 3 2 2 L4 5 3 2 2 2 7 3 2 2 9
ph - 8%p0 *pl *p2 #*p3 *pk - 8%pO *p) *p2 *p3 #ph + 1L4%p0 %pl *p2 #ph

3 2 b 6 3 2 2 8 3 2 10
- 2L*p0 *pl %p2%p3 *ph - 62#4p0 #pl *p2#p3 *ph + 28B%p0 *pl *p2kpl -

3 2 K 7 3 2 2 9 3 b 7 3
6%p0 *pl %p3 #*pk - 18%p0 #pl #p3 *ph + 8xp0 *plp2 #*p3xpl - 10%p0 *pl

3 3 6 3 3 8 3 2 5 5 3
*p2 #p3 #plk - 10%p0 *plp2 #*p3kplh + LkpO #pl¥p2 #p3 #ph - 12%p0 *pl*

2 3 7 3 2 9 3 5 6 3
p2 *p3 *ph - 12%p0 *pl%p2 %p3%kph + 22%p0 *pl*p2%xp3 *ph + LL*pO *plkp2

3 8 3 10 3 7 5 3 5 1
%*p3 *ph + hh*po *p]*p2*p3*ph - b¥xp0 *pl¥p3 *pk - 12%p0 *pl*p3 *pk

3 3 9 3 1 3 4 2 7 -3
- 24*p0 %*pl*p3 *phk - 60%p0 *plkp3%ph  + L*pO *p2 *p3 %p4 + 12%p0 %

L 9 3 3 4L 6 3 3 2 8 3 2 4 7
p2 *pl - 2%p0 *p2 *p3 *pk - 6%xp0 *p2 *p3 #*plk - 6%p0 #*p2 #p3 %ph - 26

3 2 2 9 3 2 1 3 6 6 3 Y
*p0 %p2 #p3 #pl - 24%*p0 %p2 *phk  + 24p0 *p2kp3 *ph + 16%p0 *p2%p3 *

8 3. 2 10 3 6 7 3 4 9. 2 8 6
pk + LO*p0 *p2%p3 #plk - 2%p0 #p3 *ph - 8%p0 *p3 #ph - 24p0 *pl *ph

2 6 2 6 2 6 -7 2 6 2 6 2
+ 2%p0 #pl1 *p2 *ph + 2%p0 *pl *p2iph + 10%p0 #*pl #*p3 #phk + 11%p0 *

6 8 2 5 2 6 2 5 7 2 5 8
pl *phk - LkpO *pl *p2 %p3%ph + 10%p0 *pl *p2%p3*ph + 6%p0 #pl *p3kpl

2 4 3 7 2 L 2 2 6 2 4 2 8 2
+ 2%p0 #pl| %p2 *phk - L*pO *pl *p2 %p3 *ph. + 6%p0 *p) *p2 *plk - LxpO

4 2 7 2 b 9 2 L 4 6 2 b
%pl *p2#%p3 #phk - 10%p0 *p) *p2¥ph - 1L*p0 *pl *p3 #ph - LB*p0O *pl *

2 8 2 4 10 2 3 3 7 2 3 2 3
p3 *ph - 2Lxp0 *pl *pk - 1Lk¥kpO *pl #p2 *p3kph + 12kp0 *pl *p2 #p3 *

6 2 3 2 8 2 3 3 1 2 3
ph 4+ 12%p0 *pl #*p2 *p3*ph + 28%p0 *pl kp2%p3 *ph + 10%p0 *pl %*p2ip3*

9 2 3 3 8 2 3 10 2 2 L 8 2
plh + 14*p0 *pl *p3 #«plk - 6%p0 *pl *p3kph - LkpO *p) %p2 *ph + 6%pO

2 3 2 7 2 2 3 9 2 2 2 W 6 2
%pl %*p2 *p3 #phk - 6%p0 %pl *p2 %pl - 6xp0 *pl *p2 *p3 #*phk + 18%p0 *

2 2 2 8 2 2 2 10 2 2 4 7 2
pl *p2 *p3 *ph4 - 18%p0 *pl *p2 *ph - 30%p0 *pl *p2*xp3 *plh - 2B*p0 *

2 2 9 2 2 | R 2 2 6 6 2 2 L
pl *p2%p3 *plk + B%p0O *pl *p2¥kph + 6%p0 *p) *p3 %plh + 12%p0 *p) *p3 *
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8 2 2 2 10 2 2 12 2 L 8
ph + 36*p0 %pl %p3 sph + 23%p0 *pl *ph - 8%p0 *pl1%p2 *p3xplh + 6

2 3 3 7 2 3 9 2 2 3 8
pO %tpl¥p2 %p3 spl + 10%p0 #plsp2 *p3kph + 14%p0 kpl&p2 #p3 xph + 16

2 2 10 2 5 1 2 3 9 2
pO %plip2 sp3sph - 6%p0 #pl%p2%p3 *ph - 32%p0 *pl%p2%p3 *ph - 20%p0

1 2 5 8 2 3 10 2 L 2 8
%p1%p2ip3Isepl + G*po *pl1%p3 #ph + 2%p0 *pl#p3 *ph - p0 *p2 #*p3 *pl

2 L 0 2 3 2 9 2 2 L 8 2 2
+ 2%p0 %*p2 *%ph - bLxpO %p2 %p3 %*ph + 2%p0 *p2 *p3 %pl - 2%p0 *p2 *

2 10 2 .2 12 2 L 9 2 2 1R 2
p3 *ph + 10%p0 %p2 *ph + bL#po *p2#p3 *pl - L»po *p2%p3 %ph - p0 *

6 8 2 2 12 2 14 7 7 6
p3 *ph + 2%p0 *p3 *plk - BxpO %ph - LxpOpl #p3plh - 6%p0%pl *p2%

8 5 2 7 5 8 5 3 7
pb + bLipOXpl #p2 #*p3%pl  + 2%pO%p] *p2&p3%pl + 8*p0*p| *p3 *ph + 18%

5 9 L 3 8 b 2 2 7 L 2
pO%pl %p3sph + LpO%p1 *p2 %ph - B*pOﬁp] #p2 %*p3 *plh - 2%p0*pl *p2 *

9 h 2 8 L 10 L o2 9
pl - 20%pO%*pl #p2%p3 #plh + 12%xpO%pl #p2#ph - 6%pO%p1 *p3 *ph + 2%p0

3 3 8 3 2 3 7 3 2 9 3
*pl %*p2 *p3kph + LxpO*pl #p2 *p3 *pl - 8%pO#*p1 #p2 *p3#ph + 18%p0*p1

3 8 3 10 3 5 7 3 3 9
*p2*p3 #plh + BxpO*pl #p2ip3tph - LpOkpl #p3 #plh - 8*%pO*pl *p3 *ph

3 1 2 b 9 2 3 2 8
- 2L*pO%p] #*p3#%ph  + LkpOkpl #p2 #ph - 6*pOkpl #p2 *p3 #phk - LApO*

2 3 10 2 2 2 9 2 2 n 2
p! %p2 %ph - 10%pO%pl #p2 #p3 #phk - 2%pOkpl *p2 *ph + 6X%pO%pl #*p2%

L 8 2 2 10 2 12 2 4 9
p3 *ph + 28%pO%p) #«p2#p3 *ph - 6%pO*pl #p2%ph - 6#pO*pl *p3 #ph +

2 2 11 b 9 3 10
6%p0scp 1 *p3 sph + 2%pO%*pl%p2 *p3%pl + 2%pO*pl*p2 *p3%ph - b*pO*pi*k

2 3 9 2 11 3 10
p2 *p3 *ph + L*pO%kplip2 Yep 3xply - 6*p0*p]*p2*p3 *ph = 10%p0*pI%p2%p3

12 5 9 13 L N 3
*ph  + 2%pO*pl#p3 *pl  + 10%pO*pls%p3%ph - LkpO*p2 *plk  + 2%pO%p2 *

2 10 2 2 n 2 13 L 10
p3 *pl + 6*p0*p2 *p3 *ph + b*poﬁpz kpl - 2%p0%p2%p3 %ph - 8*p0*

212 L N 8 8 6 2 8 6 2 8
p2%p3 sph + 2%p0%p3 *ph + pl *ph - pl #%p2 *ph - 2%pl *p3 *pl - Lx
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6 10 5 2 8 5 9 L 3 9 L2
pl *ph + 2%pl ¥%p2 *p}*ph + 6kp‘ kp2np3%pl - 2%pl *p2 *ph - pl *p2 *

2 8 4 2 9 L L 8 L 2 10 b2
p3 %plb - L#p) #p2%p3 #ph + pl *p3 %phk + 3%pl %p3 kpk  + 6¥pl #ph

3 3 9 3 2 10 3 3 9 3
+ 2%pl #p2 #kp3iplh + 23¥pl *p2 *p3*ph - 2%pl *p2%p3 *ph - 12%pl *p2ik

1 3 3 10 2 L 0 2 3 0 2 2 2
p3*phk  + 2%pl *p3 %ph - pl #p2 kph  + 2%pl %p2 #plh  + 2¥%p) #*p2 *p3

10 2 2 12 2 2 11 2 [ 10 2 14
%ph + 3%pl #p2 *ph + 2%pl *p2ip3 Yply - pl *p3 *ph - h*p] *pl

3 1 2 12 3 11
- 2%kpl&p2 %*p3iph - Lxpli%p2 #*p3*pl + 2%plkp2%p3 *plh + 6%pl%p2ipi*

13 3 12 b 12 2 2 12 2 14 2
ph - 2%pl%p3 %ph + p2 *ph - p2 #*p3 Aph - 2%p2 fph + 2%p2%p3 *

13 2 b 16
ph - p3 *pb  + ph

9“-0=(’l)

2 2
gh,1= - p0 - pO%*p3 + pl*ph + ph

gh,2=p0 + p1 + p2 + p3 + ph

2 ‘ 2
gh,3=p0 - pO#p3 + pliph - ph
gh,b=p0 - pl + p2 - p3 + ph

3 2 2 2 2

gh,5= - p0 + p0 *p2 + pO *ph - pO*plkp3 - 2%pO%p2iph + pOkp3 + pOiph +
2 : 2 3 '
pl #*ph - plxp3*plh + p2iph - ph
3 2 2 A 2 2
gh,6= - p0 + pO *p2 + pO *ph - pOkpl*p3 - 2%pO%p2%plh + pO*p3 + pOkph +
2 2 3
pl *ph - pl#p3sph + p2iph - ph
gh,7=p0 - ph
gh,B8=p0 - ph

gh,9=p0 + ph

gl, 10=p0 + ph

2 3 4 5
p(x):=p0 + plsx + p2*X + p3sx + pdsx + p5*X
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2 2
gl=p0 - p5
gl,0=1
gl,1=p0 - p5

gl,2=p0 + p5

L 2 2 2 2 2 2 L
g2=p0 - pO #*ph - 2#pO *p5 + 2%pO*plkph#p5 - pl #p5 + p5

92.0= (")

2 2
g2,1= - p0 + pO*pk - pl%p5 + p5

2 2
g2,2=p0 + pO*ph - pl#p5 - p5

8 6 2 6 2 6 2 5 5
g3=p0 - pO #*p3 - 2%pO #ph - LkpO #p5 + 24p0 #pl#p3#ph + L¥pO #plkpl*p5

5 L 2 b 2 2 L 2 2
T+ 2%p0 *p2%kp3%kp5 - 2%p0 #pl *p3*p5 - po0 *p] *ph - 2*p0 *pl #*p5 -~ 2%

' L 2 2 L 2 2 L 2 b
pO *pl%p2kplh#p5 - p0O #*p2 #*p5. + 2%p0 #p3 #p5 - 2#p0 *p3*phk *p5 + p0o *#

4 4 2 2 L L 3 3 3 2 2
ph + bxpO *pl #*p5 + 6%p0 *p5 + 24p0 #pl #ph#p5 + 2#4p0 *pl #p2#p5 - 2

3 3 3 3 3 3 3 2 2
*p0 *plkph #p5 - B*pO *pl#ph#p5 - L#*pO *p2%p3ApS + 24p0 *p2#iph #p5 -

2 4 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 4
PO *pl #*p5 + 2#p0 #pl #p3%*p5 + 2%p0 #pl *ph #Ap5 + LApO *p) #p5 + 2%

2 2 4 2 2 & 2 2 3 2 b 2 2 2
PO *p2 *p5 - pO *p3 #p5 + 2%p0 *p3ph #p5 - pO #ph #p5 - 24p0 #ph *

! 2 6 3 3 2 L b
p5 - L#*p0 #p5 - 24pO*pl #plh#kp5 - 24pO*pl *p2#p5 - 2#%pO#pl#p3#plkp5

3 3 .5 5 2 b
+ 2%pO*pl#ph #p5 + LkpO%plkphkp5 + 24pO%p2#p3*p5 - 2#pO*p2#ph *p5

L i 2 2 b 2 6 5 2 6 8
+ pl #p5 - pl #*ph #p5 - 24pl #p5 + 24plkp2#plh#p5 - p2 *p5 + p5

93,0= (-l)

3 2 2 2
g3,1=p0 + p0 *p3 + pO *p5 - pO*pl%ph - pO*p2#p5 + pOtp3*p5 - pO#rph - pO*

2 2 2 3
p5 + pl *p5 + plkph#p5 - p2kp5 - p5

g3,2=p0 - p5
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g3,3=p0 + p5

3 2 2 2
g3.4= - p0 + pO %p3 + pO *p5 - pO*pl¥ph - pO%p2%p5 - pO*p3*p5 + pOiphk +

2 2 2 3
po*p5 + pl %p5 - pliphip5 + p2%p5 - p5
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on gcd;
array ndop(10);

procedure nrdupr(a);
%sentree: a un nombre rationnel,
sortie: le nombre 1 si la valeur absolue de a est inferieure ou egale a 1
’ sinon O ; )

begin

if abs(a) <= 1 then locrr:= 1| else locrr:= 0 ;
return locrr

end nrdupr;

procedure norp(p);
%entree: p polynome en la variable X,
sortie: son polynome unitaire;

p/lcof(p,x);

send norp ;

procedure norpu(p)j;
%entree: p polynome de degre >=1 en la variable X,
sorties: son polynome sans racines rationnelles de Z[X] de coefficients pre-
miers entre eux,
nrrdup le nombre de racines rationnelles en comptant leurs o.d.m. de
p dans le disque unite ferme ;

begin
nrrdup:=0;
prs:=p;
nndop:=factorize(prs,ndop,0);
prs:=prs/ndop(0);
for j:=1l:nndop do
if deg(ndop(j),x) eq 1 then
<< rror:=sub(x=0,ndop(3j));
nrrdup:=nrrdup+nrdupr(rror/(sub(x=1,ndop(j))-rror));
prs:=prs/ndop(3j); >>;
return prs

end norpu ;
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procedure norsdu(p) ;
%entree: p polynome en la variable x,
sortie: le gcd de p et son polynome reciproque ;

gcd(p,num(sub(x=1/x,p))) ;
%attention au mode (reduction au meme denominateur imposee),
end norsdu §

procedure recip(p,k) ;
%entrees: p polynome en la variable x,
k ampleur du polynome p egale au degre de P pPlus 1'o.d.m. de la raci-
ne infini de p ,
sortie: son polynome reciproque ;

sub(x=1/x,p)*x**k;

%attention au mode (reduction au meme denominateur imposee),
end recip

procedure schur(p,k) ; .
kentrees: p polynome en la variable x , k (cf procedure recip),
sortie: son transforme de Schur ;

sub(x=0,p)*p-sub(x=0,recip(p,k))*recip(p,k) ;

send schur

procedure gamk(p) ;
%entree: p polynome en la variable x,
sortie: sa constante de Schur ;

sub(x=0,p) ;

%end gamk ;

procedure npue(a,k,n);
%entrees: a un nombre reel,
k une variable iterative,
n le degre d'un polynome,
sortie: npu le nombre partiel de racines du polynome avec leurs o.d.m. dans
le disque unite ouvert;

begin
if a<0 then
begin
nk:=nk+1;
npu:=npu+(n+1-k)*((-1)*=(nk-1));
end
end npue;

procedure chg(p);
%entree: p polynome en la variable x,
sortie: py le polynome de parametre y en la variable x tel que py(x)=p(yx):

sub(x=y*x,p);
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tend chg;

procedure orp(p);
sentree: p polynome en la variable x,
sortie: tpor son polyncme sans la racine 1;

begin
orx:=0;
tpor:=p;
tpori:=sub(x=1,tpor);
while tpor! eq 0 do
begin
tpor:=tpor/(x-1);
Orx:=orx+i;
tport:=sub(x=1,tpor);
end;
end orp;

procedure dzetak(p);
%sentree: p polynome en la variable x,
sortie: son polynome translate de 1 et sans la racine 1;

begin

crp(p);
return(sub(x=x+1,tpor))
end dzetak;

procedure maxicok(a);
%entree: a un nombre reel,
sortie: maxi le maximum de a et maxi prealablement affecte;

if maxi<a then maxi:=a;

send maxicok;

procedure mincok(p,dp);
%entrees: p polynome de coef de tete egal a 1 en module en la variable X,
dp son degre >=2,
sortie: sa borne de minoration du minimum de ses racines en module;

begin

adko:=abs(sub(x=0,p));

for pok:=1:(dp-1) do

<< ek:=(p-sub(x=0,p))/x;

maxicok(abs(sub(x=0,ek)));
p:=ek; 25

return(adko/(adko+maxi))

end mincok;

procedure minco(a);
%$entree: a un nombre rationnel,
sortie: coj le minimum de a et coj prealablement affecte;

begin
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if a<coj then coj:=a;
return coj
end minco;

)

procedure npuco(p,dp);
%entree: p polynome de degre >=1 en la variable X,
dp son degre prealablement calcule,
sortie: pytild polynome de meme degre en x tel que le theoreme de base lui
soit applicable avec le meme nombre de racines dans le disque unite
ouvert;

begin

coje¢=1;

py:=chg(norp(p));

for kuo:=1:dp do

begin .

maxis=1;
Tpy := schur(py,dp-kuo+1) ;
gky := gamk(Tpy) ;
gkx := sub(y=x,gky) ;
dk := dzetak(gkx) ;
cok := mincok(dk,(2*x*kuo)=*dp-orx) ;
co := minco(cok) ;
Py Tpy :

~end;

pytild:=sub(x=(1-co)=*x,p);

return pytild

.end npucoj

procedure nrduc(p,dp): )
%entrees: p polynome en la variable x tel que le theoreme lui soit applicable,
dp son degre prealablement calcule et »>={,
sortie: npu son nombre de racines avec leurs ordres de multiplicite dans 1le
disque unite ouvert;

begin

for kuc:=1:dp do

begin
Tpytild:=schur(p,dp-kuc+1);
gkytild:=gamk(Tpytild);
npue(gkytild, kuc,dp);
p:=Tpytild;

end;

return npu

end nrduc;

procedure nrdu(p,dp);
%entree: p polynome en la variable X sans racines sur le cercle unite,
dp son degre prealablement calcule,
sortie: nrdupu son nombre de racines avec leurs o.d.m. dans le disque unite
ouvert;

begin

npu:=0;

nk:=0;

for ku:=1:dp do
begin



TRANSFORMATION DE SCHUR 117

kuus:=ku;

po:=p;
Tp:=schur(p,dp-ku+1);
gk:=gamk(Tp);

if gk neq 0 then

begin
npue(gk,ku,dp);
p:=Tp: . . .
end
else
begin

dopo:=deg(po,x);
pouy : =npuco(po,dopo);
kus:=dp+1;
end;
end;
nppu:=npu;
mgk:=nk;
if kuu eq dp then nrdupu:=nppu else
begin
npu:=0;
nk:=0; ’
nrdupo: =nrduc (pouy,dopo) ;
nrdupu:=nppu+((-1)**mgk)*nrdupo;
end;
return nrdupu
end nrdu;

sprogramme principal;

procedure nrdupe(p);
%entree: p polynome de degre >=1 en la variable Xx,
sortie: nrdup son nombre de racines avec leurs o.d.m. dans le disque unite
ferme;

begin
pu:=norpu(p);
dopu:=deg(pu,x);
if dopu eq 0 then nrdup:=nrrdup else
begin
ru:=norsdu(pu);
if ru eq 1 then nrdup:=nrdu(pu,dopu)+nrrdup else
begin
doru:=deg(ru,x);
rdru:=num(sub(x=1/x,df(ru,x)));
dordru:=deg(rdru,x);
if deg(rdru,x) neq 0 then
begin
rdruc:=npuco(rdru,dordru);
npu:=0;
nk:=0;
nrdurdruc:=nrduc(rdruc,dordru);
nrdur :=doru-nrdurdruc;
end
else nrdur:=doru;
qu:=pu/ru;
doqu:=deg(qu,Xx);
if qu eq 1 then nrdup:=nrrdup+nrdur else
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begin
nrduqu:=nrdu(qu,doqu);
nrdup:=nrrdup+nrdur+nrduqu;
end;
end;
end;

return nrdup

end nrdupe;

end;

118
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on gcd;
array ndop(10),ndop2(10);

procedure nrdupr(a);
%entree: a un nombre rationnel positif,
sortie: le nombre 1 si a est inferieur strictement a 1 sinon 0 ;

begin

if a < 1 then'locrr:= 1 else locrr:= 0 ;
return locrr

end nrdupr;

[y

procedurs norsdu(p) }
santree: p polynome en la variable Xx,
sortie: le gcd de p et son polynome reciproque ;

gcd(p,num(sub(x=1/x,p))) ;

%attention au mode (reduction au meme denominateur imposee),
end norsau ;

procedure norpu(p);
sentree: p polynome de degre >=1 en la variable X,
sortie: son polynome sans racines rationnelles de Z[X] de coefficients pre-

miers entre eux,
nrrdop le nombre de racines rationnelles en comptant leurs o.d.m. de p
dans le disque unite ouvert ,dont nrrscdop symetriques par rapport au
cercle unite,
nrrcup sur le cercle unite;

begin
nrrcup:=0;
nrrdop:=0;
nrrscdop:=0;
prs:=p;
nndop:=factorize(prs,ndop,0);
prs:=prs/ndop(0);
pros:=1;
for j:=1:nndop do
if deg(ndop(j),x) eq 1 then
<< rror:=sub(x=0,ndop(3j)); :
rrdl:=abs(rror/(sub(x=1,ndop(j))-rror));
if rrdl eq 1 then nrrcup:=nrrcup+l
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else << nrrdop:=nrrdop+nrdupr(rrdi);
pros:=pros*ndop( j) >>;
prs:=prs/ndop(j) >>;
rrou:=norsdu(pros);
nrrscdop:=deg(rrou,x)/2;
return prs

end norpu ;

procedure recip(p.k) i
%sentrees: p polynome en la variable X,
k ampleur du polynome p egale au degre de p plus 1'o.d.m. de la raci-
ne infini de p ,
sortie: son polynome reciproque ;

sub(x=1/x,p)*x*x*k;

%attention au mode (reduction au meme denominateur imposee),
énd recip §

procedure schur(p,k)
%entrees: p polynome en la variable x , k (cf procedure recip) ,
sortie: son transforme de Schur ;

sub(x=0,p)*p-sub(x=0,recip(p,k))*recip(p.k) :

%end schur ;

procedure gamk(p)
sentree: p polyrnome en la variable X,
sortie: sa constante de Schur ;

sub(x=0,p) :

q

%end gamk j

procedure npue(a,k,n);
%entrees: a un nombre reel,
k une variable iterative,
n le degre d'un polynome,
sortie: npu le nombre partiel de racines du polynome avec leurs o.d.m. dans
le disque unite ouvert;

. begin
if a<0 then
begin
nk:=nk+1;
npu:=npu+(n+1-k)*((-1)x+(nk-1));
end :
end npue;

procedure tripoa(p):;
%entree: p polynome en la variable X,
sortie: son transforme de Cohn; -
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num(sub(x=1/x,df(p,x)));

send tripoa;

procedure tr2poa(p);
%entree: p polynome de degre >=1 en la variable X,
sortie: son transforme de Marden;

begin

iloa:=1;

dolpoa:=coeff(p,x,ndop2);
ul:=ndop2(doipoa)/ndop2(0);

while ndop2(dolpoa-iloa)eqg(ui*ndop2(iloa))do
jloa:=iloa+l!;

if (ndop2(doilpoa-iloa)-(uixndop2(itoa)))=ndop2(doipoa)>0
then trmard:=schur((x**iloa+2)=*p,dolpoa+iloa)
else trmard:=schur((x*xiloa-2)»p,dolpoa+iloa) ;

" return trmard
end tr2poa;

procedure nrdaum(p);
%sentree: p polynome en la variable X,
sortie: trpo le polynome egal a:
0 si les constantes de Schur de p sont toutes non nulles,
transforme de Cohn ou Marden du dernier itere de Schur de coefficient
origine non nul,note po, de p;

begin

npu:=0;

nk:=0;

trpo:=0;

dopu:=deg(p,Xx);

for ku:=1:dopu do

begin
po:=p;
Tp:=schur(p,dopu-ku+1);
gk:=gamk(Tp);

if gk neq O then .
begin
npue(gk,ku,dopu); )
p:=Tp;
end .
else
begin
if Tp eq O then
begin

trpo:=tripoa(po);
if prodopo eq true then dopo:=deg(po,x);
prodopo:=false;
end
else
trpo:=tr2poa(po);
ku:=dopu+l;
end;
end;
nppu:=npu;
mgk:=nk;
return trpo;
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end nrdu;

%programme principal;

procedure nrdupm(p);
%entree: p polynome de degre >=1 en la variable x,
sortie: nrdup son nombre de racines avec leurs o.d.m. dans le disque unite
ferme,
nrdop dans le disque unite ouvert, dont nrscdop symetriques par
rapport au cercle unite,
nrcup sur le cercle unite;

begin

prodopo:=true;

dopo:=0;

pu:=norpu(p);

nrdopu:=0;

nrcupu:=0;

nrscdopu:=0;

if deg(pu,x) eq O then nrdup:=nrrdup else

begin
pul:=pu;
smgk:=0;

while deg(pul,x) neq O and prodopo eq true do
<< pul:=nrdum(pul);
nrdopu:=nrdopu+((-1)**smgk)*nppu;
smgk :=smgk+mgk;
¢
if prodopo eq false then
begin
scmgk:=0;
while deg(pul,x) neq 0 do
<< pul:=nrdum(puil);
nrdopu:=nrdopu+( (-1)**xsmgk)*nppu;
smgk ¢ =smgk+mgk;
nrscdopu:=nrscdopu+( (-1)*~xscmgk) *nppu;
scmgk :=scmgk+mgk ;
3
end; :
nrcupu:=dopo-2*nrscdopu;
end;

nrdop:=nrrdop+nrdopu;
nrcup:=nrrcup+nrcupu;
nrscdop:=nrrscdop+nrscdopu;

nrrdup:=nrrdop+nrrcup;
nrdup:=nrdop+nrcup;

return nrdip

end nrdupm;

end;
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on gcd;

array ndop(10),ndop2(10);

share, nmdl,dmdl;

procedure conj(x);

sentree: X un nombre complexe,
sortie: son conjugue;
sub(i=-i,x);

send conj;

procedure modul2(x);

%entree: X un nombre complexe,
sortie: son module au carre;

xxconj(x);

send modul2;

procedure nrdupr(a);
%entree: a un nombre rationnel positif,

sortie: le nombre 1 si a est inferieur strictement a 1 sinon O ;

begin

if a < 1 then locrr:= 1 else locrr:= 0 ;
return locrr

end nrdupr;

procedure norsdu(p) ;
%sentree: p polynome en la variable X,
sortie: le gcd de p et son polynome reciproque ;

gcd(p,conj(num(sub(x=1/x,p)))) ; *

sattention au mode (reduction au meme denominateur imposee),

end norsdu j;

F 3]

123
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procedure norpu(p);
%entree: p polynome de degre >=1 en la variable x,
sortie: son polynome sans racines rationnelles de Z{X] de coefficients pre-

miers entre eux,
nrrdop le nombre de racines rationnelles en comptant leurs o.d.m. de p
dans le disque unite ouvert ,dont nrrscdop symetriques par rapport
au cercle unite,
nrrcup sur le cercle unite;

begin
nrrcup:=0;
nrrdop:=0;
nrrscdop:=0;
prs:=p;

nndop:=factorize(prs,ndop,0);
prs:=prs/ndop(0);
pros:=1;
for j:=i:nndop do
if deg(ndop(j),x) eq t then
<< rror:=sub(x=0,ndop(3));
rrdl:=modul2(rror/(sub(x=1,ndop(j))-rror));
if rrdl eq 1 then nrrcup:=nrrcup+1
else << nrrdop:=nrrdop+nrdupr(rrdi);
pros:=pros*ndop(j) >>;
prs:=prs/ndop(j) 2
rrou:=norsdu(pros);
nrrscdop:=deg(rrou,x)/2;
return prs

end norpu
procedure recip(p,k) i
%entrees: p polynome en la variable x,
k ampleur du polynome p egale au degre de p plus 1'o.d.m. de la raci-
ne infini de p ,
sortie: son polynome reciproque ;

conj(sub(x=1/x,p)*x**k);

%attention au mode (reduction au meme denominateut imposee),
end recip

procedure schur(p,k)

*entrees: p polynome en la variable X , k (cf procedure recip) ,
sortie: son transforme de Schur ;
conj(sub(x=0,p))+*p-conj(sub(x=0,recip(p,k)))+recip(p,k) :

%end schur ;

procedure gamk(p) ;

%entree: p polynome en la variable x,

sortie: sa constante de Schur,reelle ;

_sub(x=0,p) ;
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%end gamk ;

procedure npue(a,k,n);
sentrees: a un nombre reel,
k une variable iterative,
n le degre d'un polynome, :
sortie: npu le nombre partiel de racines du polynome avec leurs o.d.m. dans
le disque unite ouvert;

begin
if a<0 then
begin
nk:=nk+1;
npu:=npu+(n+1-k)*((-1)x=(nk-1));
end
end npue;

procedure tripoa(p);
sentree: p polynome en la variable X,
sortie: son transforme de Cohn;

num(conj(sub(x=1/%,df(p,x)))):

send tripoa;

procedure tr2poa(p);
sentree: p polynome de degre >=1 en la variable X,
sortie: son transforme de Marden;

begin

iloa:=1;
dolpoa:=coeff(p,x,ndop2);
ut:=ndop2(doipoa)/conj(ndop2(0));
while ndop2(dotpoa-iloa)=uisconj(ndop2(iloa)) do

iloa:=iloa+l;
b2poa:=(ndop2(dolpoa-iloa)-ulxconj(ndop2(iloa)))/ndop2(doipoa);
nmdl:=num(modul2(b2poa));
dmdl:=den(modul2(b2poa));
trmard:=schur((x**iloa+2*b2poa*symbolic (sqrt dmdl)/symbolic (sqrt nmdl))=*p,dol
poa+iloa);
return num(trmard)
end tr2poa;

procedure nrdaum(p);
%entree: p polynome en la variable X,
sortie: trpo le polynome egal a:
0 si les constantes de Schur de p sont toutes non nulles,
transforme de Cohn ou Marden du dernier itere de Schur de coefficient
origine non nul, note po, de p;

begin

npu:=0;

nk:=0;

trpo:=0;
dopu:=deg(p,Xx);
for ku:=1:dopu do
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* begin
po:=p;
Tp:=schur(p,dopu-ku+1);
gk :=gamk(Tp):
if gk neq 0 then
begin
npue(gk,ku,dopu);
p:=Tp;
end
else
begin
if Tp eq 0 then
begin
trpo:=tripoa(po);
if prodopo eq true then dopo:=deg(po,X);
prodopo:=false;
end
else
trpo:=tr2poa(po);
ku:=dopu+i;
end;
end;
nppu:=npu;
mgk:=nk;
return trpo;
end nrdum;

procedure nraupm(p);
%entree: p polynome de degre >=1 en la variable x,
sortie: nrdup son nombre de racines avec leurs o.d.m. dans le disque unite
ferme,
nrdop dans le disque unite ouvert, dont nrscdop symetriques par
rapport au cercle unite,
nrcup sur le cercle unite;

begin

prodopo:=true;

dopo:=0;

pu:=norpu(p);

nrdopu:=0;

nrcupu:=0;

nrscdopu:=0;

if deg(pu,x) eq O then nrdup:=nrrdup else

begin
pul:=pu;
smgk:=0;

while deg(pul,x) neq 0 and prodopo eq true do
<< pul:=nrdum(pui);
nrdopu:=nrdopu+((-1)xxsmgk)*nppu;
smgk :=smgk+mgk;
>>;
if prodopo eq false then
- begin
scmgk:=0;
while deg(puil,x) neq 0 do
<< put:=nrdum(pui);
nrdopu:=nrdopu+((-1)=*xsmgk)*nppu;
smgk :=smgk+mgk;
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nrscdopu:=nrscdopu+{(~-1)**rscmgk)*nppu;
scmgk :=scmgk+mgk;
>>;
end;
nrcupu:=dopo-2*nrscdopu;
end;
nrdop:=nrrdop+nrdopu;
nrcup:=nrrcup+nrcupu;
nrscdop:=nrrscdop+nrscdopu;

nrrdup:=nrrdop+nrrcup;
nrdup:=nrdop+nrcup;

return nrdup

end nrdupm;

end;
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PARTIE B

TRANSFORMA TIONS
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CHAPITRE 1

NOMBRE DE RACINES
D'UN POLYNOME DE RIX]
DANS LE DISQUE UNITE OUVERT
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INTRODUCTION

L'algorithme de Sturm fournit des résultats partiels concernant le
nombre de racines réelles d'un polynéme de R[X],[1].

~ Dans un article récent C.W. Schelin [4] présente une méthode de calcul du

nombre de zéros a I'intérieur du disque unité d'un polyndme de R[X] par le

principe de I'argument et les indices de Cauchy sur [-1,1] en s'inspirant de

I'algorithme de Sturm.

Ce calcul intervient dans 1'étude de certains problémes de stabilité des
systémes biochimiques ou physiques [8],[9],110],(11].

Dans une 'premiére partie, nous rappelons quelques résultats
fondamentaux, décrivons la méthode numérique de Schelin et démontrons
quelques propriétés qui améliorent les conditions d'applications de cette
méthode. )

Dans 1a seconde, nous présentons un algorithme formel, modifié par
rapport a celui de Schelin et quelques exemples dans RI[X] sur le Bull DPS8
sous systéme Muitics du CICG.
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DESCRIPTION DE LA METHODE

n
Soit p € R[X] de degré n (n21) de 1a forme Iaix' :
i=0
1- Rappels
Polynémes de ebyschev de e deuxiéme e es [2

Les polyndmes de Tchebyschev, notés Ty i=0,1,... de 18" espéce, sont
définis par:

T(x)=cosip , x=cos® , O , xel-1,1], i=0,1, ..
Ils vérifient les relations suivantes:

T =2x Ty () - Ty 1=2,3,....

Tox) =1, T,(x)=x

Les polyndmes de Tchebyschev de 26™M€ espéce, notés Uy i=0,1,... sont
définis par:

Up_ 00 =17 aTrax i=1,2,
U"l =0

Soit:

Uij-1(x) = sin(i0)/sind  0<osm xe[-1,1] avec x = cosf
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D'ou |)U0=To et U' =2T|
DU -D =D et U =041 i=-1,0,

Ils vérifient les relations suivantes:

U' - U'_2 = 2T| 1=2,3,. .. et U‘ = TIUI-I = Tl i=1,2,. ..
Dou:

T|U'_|'Ui_2*T‘ i-!,2,... et U|U,-Ui,|+U|_l "O,I,..,

1.2 itérés de Sturm

Définition:
On appelle itérés de Sturm les polyndmes, notés f K tels que:

(N fk,| = U'fk - fk_' k=2,3,...,5=E(n/2)

avec f2=T'f“f0
| n
f| =ZaiUi_| , d'fl =n-1
i=1 '
n
f0=23‘T| , d.f0=n
i=0

On appelle constantes de Sturm les nombres fj(t 1), j=0,1,...,s¢+1.

Propriétés des constantes de Sturm

folt1) =p(el) ; fy(£1) = dp/dx(z1)
f1 = EOIHE D 1 -1

FiCD =6, = (=1 f1) j=1.2, .81,
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1.2.1 Etude de 1a formule' récurrente (1)

Dans 1a base (U;), les itérés de Sturm s'écrivent de la fagon suivante:

n-k
f =2 ulk,hU; k=2,3,...,s
i=0
sk - ak_z-' i=0,.. .,k-2
avec u(k,i) = (2)
ai,k i=k-1,...,n-k
Remarque:

Cette formule reste valable pour k=1,2, méme si f i et f2 sont définis

différemment.
Cas particulier (dernier terme de la suite fy: fe, )

834'4' - as_(“ 1 i=0,...,s-1
u(s+1,i) = ap, i=s (n=2s+1) (3)
0 (n=2s)

Remarque:
i) Pour tout k=0,1,. . ,s le degré de f; est n-k.

En effet pour tout k de 2 3 s le coefficient de téte de fy dans la base (U,)
est an, hon nul.
ii) Pour tout n22, pour toutk de0asf k est non constant.

iii) Pour k=s+1
-si n est impair nous conservons la propriété i) et de plus pour n=1
fg+q =Ty (constant non nul, égal 4 a,)

- si nest pair (n22) d°fq, <s-1.
1.2.2 Etude de {, .

Nous venons de voir que le degré de fg,y, Sin est pair (nx2), peut étre

inférieur ou égal a s-1.
Etudions le cas g, constant en fonction des coefficients de p dans le

cas n pair (n>2).
D'aprés 1a formule (3) du paragraphe 1.2.1 il faut et il suffit que:
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as,i,l = as_(i* 1) i=1,...,s-1
etonaalors fg, = u(s+1,0) =ag, -ag_,

1.3 Théoré e .

Soit p € RIX] non nul sur le cercle unité, noté C.
Soit A(i,j) la différence des nombres de variations en signe de la
séquence fi(~l)éfj(~l)et fi(l)éf.j(l).

SiL et R sont différents de s alors: |

D0y . .54y €St une sulte de Sturm

i) s+l si L et R sont'plus grands que s

A(0,s+1)=1{ s si s est encadré par L et R
s-1 si L et R sont plus petits que s

iii) d'aprés le théoréme de Sturm [1]:

1 |
A0S D) =1 )/ + | T/Mg,,
-1 -1

|
ou | f est I'indice de Cauchy de la fonction a valeurs réelles, f, sur [-1,1]

d'apreés le principe de I'argument et I'hypothése sur C de p :
|
-1
Remarques:
D'aprés les propriétés des constantes de Sturm du début du paragraphe
1.2 nous avons: ,
L =-dp/dx(-1) / p(-1) et R=dp/dx(1) / p(1) ;
2) Si fg,y est de signe constant sur [-1,1] (c'est le cas si fgsy est

constant non nul) alors:

|
DI fg/fgey =0
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* i) et sous I'nypothése du théoréme de base nous avons:

Np(P) = A(0,5+1)

Corollaire:
Soit p € RIX] sans racine sur C
Soient L et R définis comme précédemment
p s'annule dans le disque unité si L et R sont plus grands que s,
p s'annule a I'extérieur du disque unité si L et R sont plus petits que s.

Propriétés des constantes de Sturm:

DD 1D == 121 (1) (JL-1)
(D 1D = fAD R-J+D R-) J=1.2, .8

Et d'aprés les formules des constantes de Sturm du début du paragraphe 1.2
nous avons:

2) fj(-l) =0 sietseulementsiL=j-1|
fj(1)=0 siet seulement siR = j-1 J=1.2,.. 8¢
D'ou 1a condition du théoréme (R=s ou L=s) est équivalente a f, {(¢1)=0.

3) 150 (-1 = (DS p(-1) (s-L)
fee1(1) =p(1) (R-5)

4)fo(t1)= 0 par propriété des constantes de Sturm et hypothése de p ne
s'annulant pas sur C.

2 - Evaluation de I'indice de Cauchy de /g,y SUr[-1.11.

On suppose que fg, nest pas de signe constant sur [-1,1], ou constant

non nul, en raison de 1a remarque 2) du paragraphe 1.3 .
Si fg, est de degré peu élevé (inférieur ou égal a 4) on peut calculer

ses zéros dans [-1,1] et-déterminer I'indice de Cauchy par une formule pour
les fractions rationnelles. '
Sinon, il faut prolonger la suite de Sturm, f), @ un polyndme constant,

non nul.
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Nous avons vu au paragraphe 1.2.1 que le degré de fg, peut baisser de

plus d'une unité; on ne peut alors pas utiliser 1a formule récurrente (1) des
itérés de Sturm du paragraphe 1.2 car f,, serait de degré plus élevé que

fgey- L'idée de CW. Schelin est de modifier (1), qui n'est autre qu'une
division, de la fagon suivante:

fj#] =(Q(j,|)U| +Q(j.o)uo) fj'fj_l jas+l (1)

de telle maniére que f j+ soit de degré plus petit d'une unité que celui de
f jou constant (non nul).

Définition;
On dit que fj, J2s+1 est réguller si ('d'rj-l - d'rj) est égal a 1, sinon i1

est singulier. De plus f j est dit itéré de Schelin.

Propriétés: Soit jo (25+1) fixé.

sifgyy, . of jo sont réguliers alors:

DAfj=n-) =5+l .00

n-(jo+1)
2) flos1 =i20 (q(jo, 1) (u(jo,i+1) + u(jo,i-1)) + q(Jo,0) u(jo,i) - u(jo-1,1)) U;

avec u(jo,-1) =0

et tel que: u(jo,n-jo) q(jo,1) = u(jo-1,n-jo+1)
u(jo,n-jo) a(jo,0) + u(jo,n-jo-1) q(jo,1) = u(jo-1,n-jo)

Sid'f jor1 = n-(jo+1) c'est-a-dire si u(jo+1,n-(jo+1)), noté q(jo,2) et appelé
constante de singularité, est non nulle alors f jor ! est régulier.
Remarque: 1a constante de singularité, q(jo,2) impose que jo<n-1.

ii) si fjo est singulier alors

si f;, est constant (non nul) alors on ne calcule pas fior1

Jo
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sinon f jor1 sera de degré.plus grand que f jo
Exemple: jo=s+1, m3, d*fg=n-s, g, singulier (d*fc, =1)
doud’fgo2etonadfg,=0d"fg 02).
Remargue: Dés qu'un terme f j jis+1 est singulier, on arréte la
construction de 1a suite.

1i1) 1a régularité de chaque itéré de Schelin d'indice plus grand ou égal a
s+1 entraine f constant (non nul).

iv) fg, ) est singulier st et seulement si n=2s et a,=ag (en particulier si
fo+y est constant et n pair et supérieur ou égal a 2).

2.2 Caicul de I'indice de Cauchy de f./f., sur [-1.1]

Théoréme:;
Sofent fg,,fge0, - Iy les itérés de Schelin définis par (1) paragraphe

2.1, supposés réquliers; f g et g,y sont pris comme précédemment.

Les constantes de Schelin sont 1es nombres suivants:
I(s*k) = fS*k* '(") / rS*k(-‘)

r(S’k) = fs,..k‘. '( ') /fs.’,k( ' ) k= ' ”e .’m-(s* ' )
En supposant f j(il) = 0, j=s+1,.. ,m et en reprenant les notations du
théoréme de base du paragraphe 1.3 nous avons:

m-(s+1) I sl i(s*k)<O<r(s+k)
Alst1,m)= 2 8o,  avec Bgy =) -1  sir(s+k)<O<I(s+k)
k=1 0 sinon

Et de plus si p ne s'annule pas sur C,

19,7, - .f;y est une suite de Sturm,

11) et d'aprés le théoréme de Sturm [1]:
| 1

A+ 1,m) =1 fy /T = 1 T/feuy
-1 -1




TRANSFORMATIONS DE STURM ET SCHELIN 141

Remarques:
1) Si f,, est de signe constant sur [-1,1] ou constant non nul alors:

|
Alst1,m) =1 fg/fgy ).

.

2) si f, est régulier alors f, est constant non nul.

2.3 Equati récurre ' de Sc .

En prenant comme origine I(s) et r(s) tels que:
1(8) = fgy  (=1)/1g(=1) et r(s) =g, (1)/T(1)

soit 1(s) = (s-L)/(L-s+1) et r(s) =(R-s) /(R-s+1)
Nous avons (sous I'hypothése de régularité des itérés de Schelin et des
constantes de Sturm non nulles) :

I(s+k) = -2q(s#*k,1) + a(s+k,0) -1/1(s+k-1) :
r(s+k) = 2q(s+k,1) + q(s+k,0) - 1/r(s+k-1) k=1,2,...,m-(s+1)

Remarque: On suppose fg, ((£1)= 0.
Si _fs(-l) ou fg(1) sont nuls alors on ne peut pas calculer I(s) ou r(s) et

ainsi dans les équations récurrentes (1) on ne peut pas démarrer le calcul,
mais en prenant dans ce cas I(s+1) ou r(s+1) comme origine par passage a
1a limite dans les formules (1) on retrouve 1a définition du terme (s+1) des
constantes de Schelin: '

I(s+1) = -2q(s+1,1) + q(s+1,0) our(s+1) = 2q(s+1,1) + q(s+1,0)

Autres formules:
Sous les mémes hypothéses que précédemment, soit d le degré de f [t

J2s+1 (d=n-}), nous avons:

‘ n-d-1
rn=d) = fr_(g-1)(D 7/ (Tgo (DI r(j))  d=n-(s+1),.. ,n-m.
J=s+1

(éventuellement m=n par régularité)

Pour d=n-m avec s+lm«n et f, régulier

N
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m-1
rm) = foa g (D7 (Fg ) (DT r(j) )
j=s+1
si m=n-1 alors fn est constant et nous avons:

n-2
r(n=1) = (1) /(fg (DT r(§))
j=s+1
n-1 n-1
soft f, = S+,(l)ﬂ r()) dou f,=p(1)(R-s)M r(})
j=s+1 j=s+l1
De méme pour 1(n-d) nous avons:
n-1 - on-1
fn = fee) (DT soit = (=15 p(-1) (s-L) T 1(})
j=s+1 J=s+1

Et sous ces hypothése nous avons une relation entre les constantes de
Schelin de méme indice:

n-1 -1
p(1) (R- s)ﬂr({) (-1)8 p(- I)(s LM
=G+ j=5+
4 5in d s

Nous avons étudier 1a singularité de fg,, au paragraphe 2.1 (propriété
iv)).

2.4.1 Etude de 1a singularité de In

On fait les hypothéses suivantes:
fesqs - »fp-y réguliers et f,(:l)*O j=s+1,.. .,n-1.

D'aprés 1'étude précédente du paragraphe 2.3 f,, est constant tel que:
n-1
=p(1) (R-s) I r(j)
j=s+1

Dot fp, est nul si et seulement si r(n-1) est nul c'est-a-dire f,(1) est nul
(et alors de plus f,(-1) sera nul).
Or fpy =atn-1,1) u(n-1,1) + g(n-1,0) u(n-1,0) - u(n-2,0) (= q(n-1,2))
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D'ou fest nul si et seulement si nous avons:

aln-1,1) u(n-1,1) + q(n-1,0) u(n-1,0) = u(n-2,0)
Soit

(u(n-2,2) - u(n-2,0)) uln-1,1)2 + u(n-2,1) u(n-1,0) un-1,1) - uln-2,2)
u(n-1,002 = 0
On a par exemple quelque soit u(n-1,1), si u(n-2,2) = u(n-2,0) et u(n-1,0)
est nul, fn nul.
Remargue: De plus r(n-1) est nul si et seulement si nous avons:

r(n-2) = (2q(n-1,1) + q(n-1,0)"!

Calcul de N if nul.

D'aprés les 2 théorémes des paragraphes 1.3 et 2.2 et pour m=n-1 nous "
avons la formule suivante:

|
Np(p) = a(0,5+1) + Als+1,n-1) = | fr,_o/ T _
-1

On peut évaluer I'indice de Cauchy du 26M€ membre puisque le degré de
fn-y est égal a | en testant si fn-1 est de signe constant sur [-1,1] ou s'il

a son zéro dans cet intervalle.

2.4.2 Singularité de {,, de degré peu élevé (inférieur 3 4)

Par régularité des itérés de Sturm jusqu'a I'indice m-1 et par hypothése
des f j(tl) = 0, j=s+1,. . ,m-1 nous avons d'aprés les 2 théorémes des
paragraphes 1.3 et 2.2 1a formule suivante:

|
ND(D) = A(O,S"’ 1)+ A(s+] ,m- -1 fm_z/fm_l

Il s'agit ensulte d'évaluer I'indice de Cauchy du second membre. 31 fp,_y

est de signe constant sur [-1,1] (par exemple en calculant le nombre de
zéros dans [-1,1] par les régles de Descartes) alors I'indice est nul, sinon
on peut calculer les zéros de f.,_ dans cet intervalle et appliquer la

formule de calcul d'indice de Cauchy sur un intervalle pour des fractions
rationnelles.
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3 - Itérés de Sturm et autoréciprocité de p .
Définition [31[6}

p € RIX] est autoréciproque s'il existe u e R tel que a,-j = ua; i=0,1,.. .n
avec u=t¢{.

Nous avons vu au paragraphe 1.2.2 que fge est nul si et seulement si n
est pair et ag, .y = ag_(j4q) 1=0,...5-1. D'od s1 fg, ¢ est nul alors p est

autoréciproque. .
On remarque dans ce cas que la condition du théoréme de base (fg, ;(x1)

non nul) du paragraphe 1.3 n'est pas satisfaite et ainsi on ne peut pas
démarrer le calcul du nombre de zéros de p dans le disque unité.

Etudions 1a réciproque.
Si p est autoréciproque et ne s'annule pas sur le cercle unité alors
- évidemment n est pair et le coefficient central ag joue un réle important:

sl ag est nul alors fq,, ne sera pas nécessairement nul (il suffit de

prendre u=-1)
sinon fq, ¢ est nul.

Soit p de degré pair (égal a 2s) ne s'annulant pas sur le cercle unité et
tel que ag = 0,

p autoréciproque est équivalent a fgey NUL.

tude olyndmes autorécipro es
cercle unité.

D'aprés la proposition précédente i1 est intéressant d'étudier 1a question
suivante:

Si p est autoréciproque et sans racines sur le cercle unité, est-ce que
son coefficient central peut s'annuler ?

Sous cette hypothése n est évidemment pair (n=2s).

Par les formules de Viéta nous pouvons exprimer le coefficient central
en fonction des racines symétriques par rapport au cercle unité:

en notant rjewj les s racines de p, Aj le nombre (rj + rj' I) , Aj est alors
strictement supérieur 3 2, puisque rj = |
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Nous avons le tableau suivant:

degré, n coefficient central, ag

2 Y
4 el(0,+ 0,) (A|A2 + 2cos(9, - 02))
3
6 -el(01* 02+ 03) (A | ALA5 + 23 ojA)
3 =
avec o=cosn), et X "= 0
J=1

0U My =03-02,m=0;-03,03=02-0;.

Il est évident que pour n=2 ou 4, ag est non nul puisque AJ>2.

Pour n=6 nous avons: ,
as = 0 est équivalent a I'équation suivante:

3 3
22 (XjAj =-11 A] avec '“J'Sl ;
J=1 J=1
2
=1
puisque A3>2 et 203 + Ay Ax<O0 (1) est équivalent a I'inéguation suivante :
2
JE :XJAJ + 2«3 + AlAQ(O (2)

Notons F(A|,A)) le 187 membre de (2). F(A|,A,) est nul si et seulement si
A2 = -(or,Al + 20(3)/(A| + 0(2) , fonction homographique en A|,notée f.
Notons P le point d'intersection des asymptdtes de coordonnée (- o,~0(;)
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dans le repére cartésien (0,A},A5).

18Tcas: La branche supérieure est dans le demi-plan & gauche.
Le signe de F dans le cadran A;,A»>2 est celui de F au point P

c'est-a-dire le signe de 203 - 0y 0¢o.

Or 1a position de f par rapport & I'asymptote horizontale est telle que
f(2)¢<-oy soit 203 - 0ty 0x>0.

D'ou F>0 , pour tout oy, 0,03 et Ay,Ax>2, donc l'équatioh (1) n'est jamais
vérifier en o et AJ avec Iorjlsl et AJ>2.

28Me ac. | a branche supérieure est dans le demi-plan 4 droite.
Si 1(2)<2 alors F>0 pour tout ocy,0¢5,0x et Aj,Ax2.

Montrons que cette condition est toujours vérifiée:

3
f(2)¢2 est équivalentea 2 + X o 20

J=1
3
Or o dépend de o et &, puisque PR ] j* 0

J=!
.
Donc 2+2 “J =2+ cosny * COSYy *+ COSNCOSN) ~ slnnlsinnz
J=1
Notons g(ny,n,) le second membre de cette égalité. Cette fonction est

bornée; montrons quelle est positive ou nulle. L'étude des points
stationnaires donne le systéme d'équations suivant:

-sinn (1 + cosn,) - cosn,sim, = 0
-slnnz(l + cosn,) - cosnpsing =0

Soit 1a réunion des 2 systémes suivants:

singy = sinn, sinn = sin,
1+ cosn, + cosn,y =0 1)) sinm; = 0 (52)



TRANSFORMATIONS DE STURM ET SCHELIN 147

L'étude du systéme (52) donne:
Ny =kmetn, =k'naveck et k'eZ
soit gnyng) =2+ (-1 + (DK + -1k 50

donc 1a valeur de la fonction g en ces points est strictement
positives, et par suite g20.
L'étude du systéme (S1) entraine:
M) =My +K'Taveck eZ et | + cos(n, + k"1) + cosn, = 0

soit 1 +((-D¥" + 1)cosn, = 0
d'oun = o avec k" pair .
.donc cosny =-1/2 , Np = +21/3
soit g(n,np) = 1/2

Donc 1a valeur de la fonction g en ces points est strictement positive, et
par suite g20.

Conclusion;
Nous avons la conjecture suivante:
Si p est autoréciproque et sans racines sur le cercle unité alors son
coefficient central est non nul.
Nous I'avons transformée en proposition pour n=2,4 et 6.
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ALGORITHME

Entrée ; un polyme p de QIX] de degré n (n21) sans racines sur le cercle
unité. ‘

Sortie : son nombre de racines dans le disque unité ouvert (avec o.d.m.)
noté nrdop.

or e:

1. Caiculs et tests dans 1a lére partie de la construction des itérés de
Sturm.
Calculsdes,Ret L et test siRetL =0,

StRoul =0 alors nrdop := ?
Sinon _
Calcul des coefficients de fs+y dans 1a base (Uy) et test si fgey est

régulier.
31 g,y est singulier alors

S fg. ¢ est constant non nul alors nrdop := A(0,5+1)

sinon nrdop := ?
Sinon
calcul des coefficients de fg dans la base (Uy) et test fg(21)=0.

si fg(£1)=0 alors 1(s):=(s-L)/(L-s+1) et r(s):=(R-s)/(R-s+1)
k:=s+1.
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2. Calcul et tests dans la 2éme partie de la construction des itérés de

Sturm.
Tant que k<n faire:
Calcul des constantes de régularité q(k,1) et q(k,0)
Calcul des constantes de Schelin 1(n-k) et r(n-k)
Si fg(1)=0 alors r(s+1)=2q(s+1,1) + q(s+1,0) et f(1)=1

Sinon r(n-k).=2q(k,1) - 1/r(n-k-1) + q(k,0)
Si fg(-1)=0 alors I(s+1):=-2q(s+1,1) + q(s+1,0) et f(-1)=1

Sinon l(n-k):=-2q(k,1) - 1/1n-k-1) + q(k,0)

Test si I(n-k) et r(n-k) = 0

Si i(n-k) ou r(n-k) = 0 alors nrdop := ? et k:=n

Sinon
calcul de A(k,k+1)
calcul de 1a constante de singularité q(k 2) et test q(k,2)=0
st q(k,2)=0 alors fy,  est singulier (et réciproquement)

si fk+ i est constant non nul alors nrdop:=nrdop + A(k,k+1) et k:=n

sinon nrdop := 7 et k:=n
st q(k,2)=0 alors
calcul des coefficlents de fy, dans la base (Uy)

k:=k+1
3. Calcul du nombre de racines avec o.dm. de p a l'intérieur du disg' ue
unité.
retour de la valeur de nrdop.
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-EXEMPLES-

Notation: les coefficients de f(k) k=s,... dans la base U(k) sont notés u(k,i)
avec i=0,...,k-1.

I Etude 4'un cas classique.

9 8 7 6
p := (62500000%x - 68750000%x + 70000000%x - 77000000%x + 130250000%x

b 3 2
- - 143275000%x + 67228000%x - 73950800%x + 674LLO9O*x - 7L4188BLI9) /

62500000
s=l
R=( - 79958830) /13247403
L=411764410/92731821
les coefficients de f(s+1) daﬁs la base U(k) sont:
u{5,0)=31511/31250
u(5,1)=( - 7623) /156250
u(5,2)=255591/6250000
u'(5, 3) =5438499/6 2500000
u(5,b)=1
degré de f(s+1)=h
les coefficients de f(s) sont:
u(b,0)=( - 346621) /312500
u (L, 1) =6280591/6250000

u(lb,2)=( - 2811501) /62500000
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u(b,3)=28/25

u(s,b)=(C-11)/10

u(b,5)=1

1 (4)=( - L0B37126) /133568947

r (4)=132948442/119701039

les constantes de régularité sont:
q(5,1)=1

q(5,0)=( - 7h|88h§9)/6zsooooo

les constantes de Schelin sont:

1 (5)=106886678043063/1276160187500000
r(5)=( - 363002521934279) /41546 38812500000

la constante de singularité q(5,2) vaut :( - 712479702623001) /

3906250000000000

les coefficients de f(6) dans la base U(k) sont

u(6,0)=( - 2666600L41989) /1953125000000
u(6,1)=998663927877/9765625000000
u(6,2)=13543087352091/390625000000000
u(6,3)=( - 712479702623001) /3906250000000000
les constantes de régularité sont:

q(6,1)=( - 3906250000000000) /712479702623001

151

q(6,0)=( - 25706770302692&235739562500000)/169209l088832533l26798&#7&8667

les constantes de Schelin sont:

1(6)=( - 50106L4L424137655337358956130859375000000000) /
200957772701754314229815779385L745848649669

r(6)=( - 21278047144823044577945985994140625000000000) /
20#7&&&&&1962h32lh07573§77|23981687lh895203l

la constante de singularité q(6,2) vaut :19502130355025636010190832889/

'56403036294417770893281582889

les coefficients de f(7) dans la base U(k) sont

u(7,0)=( - 76798425117492283486535086200) /56403036294417770893281582889
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u(7,1)=176865076125L42573090/39139597477126144601

u(7,2)=19502130355025636010190832889/56403036294417770893281582889

les constantes de régularité sont:

'q (7.1)=( - 13395339508693701894669367221042779499809963) /
25393398899772963554935980324218750000000000

q(7,0)=7142859139063326366137082175399402438218038391606466785846823817/
9045212337909349782392696919226051076810737323333430515625000000

les constantes de Schelin sont:

1(7)=

11154367576512325993761300829535697996122408751302546119983987909654 15414969263

596683208395h6968833;916537h2h7l8&265853228778989&75&&5703&5l520236602h59767377

r(7)=
5879536060383529509766505859312184241514954318802136198665261637672184301429148
/

8&36798008]52]19059253671l10587622b530372990|2)12085926352h73]310927980|0365905

la constante de singularité q(7,2) vaut :

1787443098261733555839126702122333431251707362288185309755192154k066447/

2261303084477337445598174229806512769202684330833357628906250000000000

}es coefficients de f(8) dans la base U(k) sont

u(8,0)=( - 16803783314531815182875570391567475783043229683413533) /
14275841405816385956508500289835906459765625000000000

u(8,1)=

1787L44309826173355583912670212233343125170736228818530975519215L066447
' /

226130308&&77337&&5598l7k2298065l276920268h330833357628906250000000000
les constantes de réqularité sont:

Q(Bp')=
L410022752569858269629653764773248906327122121664382071155782931613492832795686

/
1008172179454631077612027435719531264903468205534459518850306836662154349363065

q(8,0)=
2560932827352089214104914024766818789396348729783128958535568234203114825778636
/

2093865773630097&2788723950l38332553770698h305592563502527&762lh!97h30!b2658733
les constantes de Schelin sont:

18)=( -



TRANSFORMATIONS DE STURM ET SCHELIN 153

139763037638237692230035068037267451878L43655444267323561973618556095L1463870233
)/
1439787630596467826595459714663639478002745964241601641227689592267871651763210

r(8)=
503]&6935&97655692028]2625&93“]6282676237]595993623658231050268019h3592699328h0
/

7589209549819194524615679949706L4410167973146409338L49520706510040285324997214974L

le nombre de zéros avec o.d.m. dans le disque unité ouvert est 4.
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II Etude de cas singuliers.

1) Constantes de Sturm nulles.

L=(-1)
R=s ou L=s.

le nombre de zéros avec o.d.m. dans le disque unité ouvert est x.

2) Itérés de Sturm singuliers.

2.1) Itérés de Sturm nuls.

A 2
p ¢= (bex + 17%x + b)/6

s=2
R=2
L=2
R=s ou L=s.

le nombre de zéros avec o.d.m. dans le disque unité ouvert est x.

2.2) Itérés de Sturm non constants.

6 b
pt=x +x +x+1

s=3

R=11/4

L=9/2

les coefficients de f(s+]1) dans la base U(k) sont:
u(b,0)=1

u(b,1)=(-1)

u(k,2)=0

f(s+1) singulier.

le nombre de zéros avec o.d.m. dans le disque unité ouvert est x.
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I11 Exemples divers.

1) Polyndmes solutions d'équations différentielles (Gear, 1971).

2
p:=(5%x - x + 2)/6

N (p) = 2
D

temps= 211 msec.

3 2
p:=(7*x + 7*x - S*X + 3)/‘2

N (p) =2
D

temps= 1020 msec.

b 3 2
p:=(h7*x - |3*x + h7*x - 33*X + ‘2)/60

N (p) =2
D

temps= 536 msec.

5 b 3 2
p:=(37%x + 37%x - 53%kx + 67%x - 38%x + 10)/60

N (p) =3
D

temps= 787 msec..

6 5 L 3 2
p:=(319%x - 101%x + 529%x - 731%x + 63h%x - 290%x + 60) /420

N (p) =3
D

temps= 1487 msec.

2) Exemples comparatifs.

155

9 - 8- i 6 5
p := (1000000%x - 1099999%x + 1120000%x - 1231999%x + 2083999%x -
L 3 2
2292400%x + 10756L7%x - 1183212%x + 1079105%x - 1187701) /1000000
N (p) = b
D

temps= 2624 msec.
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6 4 2
p o:= (2%(3%x + 13%x + 16%x + h))/3

N (p) =2
D

temps= 725 msec.

6 L 2
p = (bex + 17%x + 20%x + h)/2

N (p) =2
D

temps= 330 msec.

3
p = (2%(x ~- 9%x + 1))/3

N (p) =1
D

temps= LLB msec.

3 2
p:= (2%(x - x + x +2))/3

N (p) =1
D

temps= 486 msec.

L
p:=x +2

N (p) =0
D

temps= 438 msec.

156
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IV Polyndmes s'annulant sur le cercle unité.

5 3 2
p 1= (2*()( - Bi‘x + X - 9*x + '))/3

s=2
R=13/7
L=5/3
les coefficients de f(s+1) dans la base U(k) sont:
u(3,0)=2/3 )
u(@3,1)=(-2)/3
u(3,2)=2/3
degre de f (s+1)=2
les coefficient; de f(s) sont:
u(2.6)=0 |
u(2,1)=( - 16)/3
u(2,2)=0
u(2,3)=2/3
les constantes de Schelin 1(s) et r(s) sont:
1(2)=1/2
r(2)=(-1)/6
les constantes de régularité sont:
q(3,1)=1
q(3,0) =1
les constantes de Schelin sont:
1(3)=(-3)
r(3)=9
la constante de singularité q(3,2) vaut :6
les coefficients de f (L) dans la base U(k) sont
u(k,0)=0
| u(b,1)=6,
les constantes de régularité sont:

q(b,1)=1/9
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q(4,0=(-1)/9

les constantes de Schelin sont:
1(4)=0

r () =0

le nombre de zeros avec o.d.m. dans le disque unité ouvert est x.
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CONCLUSION

Cette méthode permet de calculer le nombre exact dans RIX] de racines a
I'intérieur du disque unité sous 2 conditions (régularité de la suite et
constantes de Sturm non nulles). |1 existe des cas ou I"algorithme ne peut
pas fonctionner (polyndmes autoréciproques) sans oublier la condition
initiale des racines toutes de module différent de 1 qui ne permet pas de
généraliser la méthode & des polyndmes 3 plusieurs paramétres. Une
solution existe pour traiter ce genre de probléme en factorisant le
polyndme en facteur autoréciproque [6] ou en prenant un bon disque de
rayon plus grand que 1 contenant le méme nombre de zéros [S] mais il
subsiste des cas impossibles. _

Nous rappelons [S] qu'il est possible d'utiliser cette méthode pour trou-
ver le nombre de racines dans n'importe quelle région du champ complexe
conformément équivalente par homographie.

Nous étudions une méthode pour évaluéer d'une part V'indice de Cauchy sur
[-1,1] formellement et d'autre part les constantes de Sturm en fonction
des coefficients du polyndme.

L'introduction d'indice de Cauchy sur le cercle unité [7) permet de
calculer le nombre de zéros dans le disque unité de polynéme de CI[X] mais
d'un point de vue matricielle (formes de Bezout et de Toeplitz).
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