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INTRODUCTION

Le‘prob]éme de la recherche de procédures efficaces pour calculer
des fonctions spline est traité par divers auteurs, et particuliérement
par L. PAIHUA dans la premiére partie de sa thése.

Dans le présent travail nous montrons qu'il est possible de
choisir des conditions de bout qui permettent d'écrire un algorithme
optimal (en coiit et en encombrement de mémoire) et en méme temps qui
permettent d'obtenir un ordre de convergence le plus élevé possible.
Nous supposons toujours que les abscisses sont équidistahtes.

Le premier chapitre est consacré au cas de la fonction spline
cubique étudié par P.J. LAURENT. Soit [a,b] un intervalle de R et
considérons une subdivision de [a,b] par des abscisses équidistantes
de pas h: a = tl < t2 << tn = b. Soit f ¢ H2[a,b] et supposons
que ]'gn connaisse les valeurs de f aux n abscisses : f(ti) =Y
i=1,...,n. On se propose de déterminer une fonction spline o
(6 € C2?[a,b] et dans chaque intervalle [t;,t; 41 o estun polyndme
de degré 3, i =1,...,n-1) vérifiant o(ti) = Yi» i= },...,n.

Afin de déterminer ¢ de la fagon unique, i1 faut ajouter deux condi-
tions supplémentaires.

Les conditions de bout dites "naturelles"
¢"(a) = o"(b) =0

conduisent & un ordre de convergence médiocre en h?. Par contre les
conditions de bout

o'(a) = f'(a), '(b) = f'(b)

entrainent 1'ordre de convergence optimal en h" mais elles utilisent
les valeurs de la dérivée premiére aux bouts qui ne sont pas toujours
disponibles.



Prenons les valeurs A5 de la dérivée premiére aux abscisses ti’
i=1,...,n comme inconnues. La continuité de la dérivée seconde aux
tys...st, | entraine les n-2 relations suivantes :

3, o
)\i_l+4)\i+)\i+1 = -'; (.V.“_l'y.i_l) = di’ i=2,...,n-1.

Les conditions de bout proposées par P.J. LAURENT sont de la forme
suivante

d

BrAp-itoAy n’

Les termes d1 et dn sont choisis sous la forme de combinaisons linéaires
des ¥j et des Yn+1-3° J=1,...,5 respectivement, de telle sorte que

les deux équations ci-dessus correspondent & une identité pour les
polyndmes de degré 4.

La résolution du systéme ci-dessus de n équations par 1a méthode
d'élimination de Gauss conduit & des relations du type

AT B T Y

[}
pour lesquelles rapport Bi/“i converge assez vite vers 2-/3. Donc
si 1'on choisit o et g tels que B/a = 2-/3 (point fixe), on peut
écrire un algorithme performant qui colte seulement 3n multiplications/
divisions et 3n additions/soustractions.

L ‘encombrement de mémoire est d'ordre 2n ce qui est minimal.

La matrice associée est tridiagonale. Si 1'on choisit o = —f%- et

B =1, alors son inverse a une forme simple. En utilisant cet inverse,
on peut écrire un autre algorithme aussi efficace que le précédent.

A partir de cette formule on peut aussi établir un lien avec la
fonction spline cardinale associée 3 1'ensemble bi-infini d'abscisses



de pas h. Dans le cas de la fonction spline cardinale on peut exprimer
A sous forme d'une série sur des ordonnées Yy Par la troncature

de 1a somme infinie on définit une fonction spline 'cardinale tronquée’
sur [a,b]. L'erreur de troncature est compensée en remplagant de'.chaque
cdté 1a somme correspondant aux abscisses extérieures a [a,b] par

une combinaison linéaire de 5 ordonnées a chaque bout de 1'intervalle
de telle sorte que 1'on ait exactitude pour les polyndmes de degré 4.
I1 est démontré que la fonction spline vérifiant les conditions de
bout définies plus haut, est en fait identique a l1a fonction spline
cardinale tronquée. La majoration d'erreur est donnée en utilisant les
formules de type Peano et il est démontré que 1'ordre de conVergence

est en h*, ce qui est optimal.

Ainsi les conditions de bout proposées par P.J. LAURENT nous
permettent d'optimiser le calcul et en méme temps assurent 1'ordre
de convergence optimal en h".

Dans le chapitre 2 nous considérons le cas de la fonction spline
quintique. Nous prenons les valeurs de la dérivée premiére Ay et de
la dérivée seconde My comme inconnues. Nous obtenons un systéme tri-
diagonal par bloc. Les deux premiéres et les deux derniéres lignes
peuvent étre modifiées pour avoir un inverse simple. Les termes de
droite de ces 4 relations sont choisis de fagon a avoir 1'exactitude
pour les polyndmes de degré cing. Afin d'inverser la matrice associée,

il faut résoudre une équation matricielle
X2A + XB + C =0

ou A,B,C, X sont des matrices 2 x 2. Il y a six solutions. Pour des
raisons de stabilité, on choisit 1a solution X qui a les valeurs
propres de module inférieures a 1. On montre que comme dans le cas de
la fonction spline cubique, .cette spline peut &tre interprétée comme
une fonction spline cardinale tronquée. I1 est démontré que 1'ordre
de convergence est en h®. On peut écrire un algorithme simple qui
coite 9n multiplications/divisions et 11n additions/soustractions et
qui occupe seulement 3n mémoires.



Dans le chapitre 3 nous examinons les cas de la fonction spline
quintique d'Hermite (les valeurs de la fonction et de sa dérivée pre-
miére sont données), de 1a fonction spline parabolique et de la fonc-
tion spline cubique périodique. Dans le cas de 1a fonction spline
quintique d'Hermite on obtient un systéme tridiagonal, mais les termes
de droite des équations sont un peu plus compliqués par rapport au
cas de la fonction spline cubique. Pour les fonctions spline parabo-
liques il est préférable d'interpoler au milieu des intervalles.

Le systéme tridiagonal qu'on obtient dans ce cas est similaire a

celui de la fonction spline cubique. Le cas de la fonction spline
cubique périodique est traité par P.J. LAURENT. Dans ce cas la matrice
associée n'est pas tridiagonale, mais circulante. I1 est intéressant
de voir cyment, en utilisant la périodicité et 1'inverse d'une
matrice tridiagonale de Toplitz, on peut obtenir un inverse simple

de la matrice circulante.

Le cas général de 1a fonction spline de degré p quelconque,
p > 2 étant un entier pair ou impair, est &tudié dans le Chapitre 4.
Dans le cas ot p est impair (resp. p est pair) nous donnons des
relations linéaires entre les valeurs de 1a k-i@me dérivée en p
(resp. p+l) abscisses successives, k fixé, k = 1,...,p-1 (resp.
k =0,1,...,p-1) et les valeurs de 1a spline en ces p abscisses
(resp. aux milieux des p intervalles). Matriciellement dans le cas
de la fonction spline cardinale on a

A):k = P(p'll.].(.(E-k*'l) Bky

h
o A, Bk sorft des matrices p-diagonales (resp. A est p+l diagonale,
Bk est p-diagonale) de Toplitz et Iy et Y sont les vecteurs infinis

"~ formés par les o( )(t ) et les o(t ) (resp. les °(ti+1/2)) 11 faut
noter que les é]ements de A ne dépendent pas de k.

Nous pouvons écrire 1'inverse d'une matrice tridiagonale de
Toplitz. Donc nous exprimons A comme un produit de E%l (resp. g)
matrices tridiagonales de Toplitz. Ces matrices tridiagonales
. sont telles que les éléments surdiagonaux et sousdiagonaux sont
égaux a 1. |



Ce fait nous permet d'écrire 1'inverse de A comme une combinaison
linéaire des inverses de E%l (resp. %) matrices tridiagonales.

En utilisant le fait que deux matrices de Toplitz quelconques
commutent entre elles, nous avons exprimeé o(k)(ti) sous la forme
de séries en fonction de O(ti) (resp. ”(ti+l/2))'

En tronquant convenablement les sommes infinies, nous définis-
sons une fonction spline sur un intervalle [a,b] et nous obtenons
1'ordre de convergence en hp+1 qui est optimal. On a aussi gardé la
simplicité du calcul.

Ainsi la technique utilisée pour les fonctions spline cubiques
et quintiques d'interpolation est applicable pour des fonctions
spline polynomiales d'interpolation de degré quelconque.

Dans le chapitre 5 nous considérons le cas de la fonction spline
cubique de lissage. Soient Zys i € Z les valeurs erronées d'une
fonction en des abscisses équidistantes ty données. Nous définissons
une fonction spline cubique cardinale de lissage o de 1a forme
suivante i e C2(R) et la discontinuité de la dérivée troisiéme
au ti est proportionnelle a zi-o(ti), od la constante de proportion-
nalité est égale au paramétre de lissage . Nous prenons les valeurs
de o aux t; et de la dérivee premiére o' aux t; comme inconnues. La
continuité de la dérivée seconde et la condition imposée sur la dis-
continuité de la dérivée troisiéme conduisent & un systéme tridiagonal
par bloc similaire a celui de 1a fonction spline quintique cardinale
d'interpolation. Pour résoudre ce systéme il est nécessaire de résoudre
"1'équation matricielle de la forme suivante :

X2A + XB + C = 0

ou A,B,C,X sont des matrices 2 x 2 mais ou B dépend du paramétre de
lissage § . En simplifiant on obtient o(ti) et o'(ti) sous la forme
de sommes de 2 séries qui font intervenir o et g vérifiant



a(a’+datl) _ g(p2+4p+1) _ -3! .
(1-a)" (1-8)* ¢ h2

Donc o et g dépendent de § et de h et ne sont pas toujours réels.
Nous démontrons que méme quand o et g sont complexes, les expressions
finales pour G(ti) et U.(ti) sont réelles. Le cas o = B doit étre
traité séparément.

Néammoins, on ne peut pas définir comme dans le cas des fonctions
spline d'interpolation une fonction spline de lissage sur [a,b] par
troncature. La troncature nous permet d'écrire un algorithme efficace,
mais les expériences numériques mettent en évidence un comportement
oscillatoire. I1 est probablé que cela provient du fait que 1'on essaye
de déterminer la dérivée & partir d'un petit nombre de valeurs erronées
de la fonction.

Dans le dernier chapitre nous &tudions le cas de la fonction
spline sous tension qui est le cas particulierdes 'L-Spline’.
La méthou2 utiiisée dans le cas des fonctions spline d'interpolation
est aussi applicable dans ce cas. |



CHAPITRE - 1






1.1 - INTRODUCTION

Considérons un intervalle [a,b] de R et une subdijyision de [a,b]
par des abscisses équidistantes a = tl < t2 < Lal< tn =b (n =z 2). Soit
h = tiag "4 ® (tn-tl)/(n-l) le pas. Notons S 1'espace vectoriel des
splines cubiques définies sur [a,b]. Une fonction o appartient a Sn si

1°) La restriction de o a chaque intervalle [ti’ti+1] est un polyndme de
degré 3, i =1,...,n-1,

2°) o € C?[a,b], c'est-a-dire, la fonction o, la dérivée premiére o'
et la dérivée seconde ¢" sont continues sur [a,b].

La dimension de Sn est égale a n+2. On sait que 1'ordre de
convergence uniforme le plus élevé que 1'on puisse obtenir pour 1'inter-
polation aux abscisses ty d'une fonction f par un élément de Sn est h".

Supposons que 1'on connaisse les valeurs d'une fonction f aux
abscisses ti :

f(ti) =Yy 1 =1,

"On se propose de déterminer une fonction spline o appartenant a Sn qui
vérifie les n conditions

O(ti) = Yy i=1,...,n (1)
Pour déterminer de facon unique la fonction o, il faut ajouter deux
conditions supplémentaires. Dans la pratique ces conditions sont placées

aux deux bouts de 1'intervalle [a,b].

Si la fonction f admet une dérivée 4¢ continue sur [a,bl, les
conditions de bout

a'(t) = (), o'(t) = F(t,) (2)
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entrainent une convergence uniforme en h*. Mais dans la pratique, les
dérivées premiéres aux bouts ne sont pas toujours disponibles.

Notons H2[a,b] 1'ensemble des fonctions ayant une dérivée
premiére absolument continue sur [a,b] et dont Ta dérivée seconde est

de carré sommable sur cet intervalle.
»

Définissons :

I = {(f ¢ H2[a,b] | f(ti) = ¥y i=1,...,n}

On sait qu'il existe une fonctiono ¢ I unique qui vérifie
b b
[ (,"(t))2dt = min [ (F"(t))2dt.
a fel ’a

Cette fonction est caractérisée par les conditions suivantes :

(a) 0 € Snl
(b) o "(ty) =0 "(t)) =
(C) O(ti)=yi’ i =1,...,n.

1
(=}
~

Les conditions de bout
0"(ty) =0 "(t,) = 0 BE)

sont appelées "conditions de bout naturelles". Dans ce cas on n'a pas
besoin d'information supplémentaire. Mais si la fonction que 1'on désire
interpoler ne vérifie pas elle-méme la condition (3), alors on a une
convergence médiocre en h? de la spline vers la fonction sous-jacente
interpolée.

De nombreux auteurs ont proposé des conditions de bout plus
élaborées qui entrainent une convergence uniforme en h* ( BEHFOR0O0Z et
PAPAMICHAEL [4], [5], BIRKHOFF et de BOOR [7], de BOOR [9], HALL [14],
HALL et MEYER [15], KERSHAW [16], LUCAS [22], PAPAMICHAEL et WORSEY [27],
SHARMA et MEIR[36]).
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Dans [19] P.J. LAURENT a proposé des conditions de bout qui
dépendent seulement des valeurs de l1a fonction aux abscisses, qui simpli-
fient considérablement la résolution du systéme linéaire tridiagonal
auquel on est conduit pour calculer la spline et en méme temps qui
entrainent un ordre de convergence uniforme en h“.

Cette fonction spline peut &tre interprétée comme une fonction
spline cardinale tronquée avec une correction convenable.

Le cas de la fonction spline quintique et aussi le cas des autres
fonctions spline qu'on étudiera plus tard sont basés sur celui de la
fonction spline cubique. Pour cette raison nous développons ici ce
dernier en détails. '
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1.2 - CONDITIONS DE BOUT

Prenons
)\_i:O (t_i)’ 'l'-'l,...,n
comme inconnues. Si 1'on peut déterminer les Ajs et comme on connait
Y5 = o(ti), i=1,...,n, en utilisant 1a formule d'interpolation d'Hermite
basée sur deux points, on peut calculer o(t) pour t quelconque de [a,b].

La continuité de la dérivée seconde ¢" en ti’ i=2,...,n-1

donne les relations suivantes :
¥

3
Va1 Oy g = i Yya)s (4)

i = 2,...,""1.
Posons :
_ 3 _
di =% Wia7Yi-1) “ (5).

Aux équations (4) on ajoute des conditions de bout de la forme

ary + BA, = dps
(6)

ou on précisera plus tard les dl et dn comme des combinaisons des Yi-
I1 est clair qu'il n'est pas nécessaire de considérer des conditions
de bout qui feraient intervenir davantage de Ays car en utilisant les
équations (4) on peut toujours se ramener 3 des conditions de bout
de la forme (6).

Notons que les équations (4) correspondent & une identité pour
les polyndmes de degré 4.

P'(ty_q) + 4p'(t5) + P (ty,)) = 3 (P(tg,))-P(t; 1)) (7)

pour tout p e P4.



.13,

ol P4 est 1'ensemble des polyndmes de degré 4. En fait, c'est la formule

t.
i+l
de Simpson pour calculer I p'(t)dt. I1 est donc logique de choisir

d, et d_de la forme suvantd™]

1 K 1
WA 5 Y TR G Y (8)
ol les coefficients cj sont tel; que
; K
“p‘(tl) + Bp‘(tz) T J-El CJ. p(tj) (9)

pour tout p e P4.

Si 1'on choisit le rapport g/a convenablement, précisément si 1'on
choisit B/a = 3 (cf. LUCAS [22]), on peut obtenir une telle formule
pour k = 4. Mais pour faciliter le calcul du systéme tridiagonal (4)-(6)
on veut pouvoir choisir o et g librement. Donc la plus petite valeur de
k qui permet d'avoir (9) est 5.

1.3 - RESOLUTION DU SYSTEME TRIDIAGONAL

Considérons maintenant la résolution du systéme linéaire
tridiagonal

ary + B, =4

)\-i.l+ 4}‘1 + A'i.‘l'l = d.' ’ i=2,...,n-1

By tor, =d (10)
Pour chaque n, il existe deux valeurs du rapport r = g/a pour lesquelles
le déterminant est nul. Ces deux valeurs convergent assez vite vers
2+/3. Ainsi pour n 2 5, si r n'appartient pas a 1'intervalle [3.5,4],
alors le déterminant est non nul (Cf. BEHFOROOZ et PAPAMICHAEL [41]).
C'est ce que 1'on supposera dorénavant.
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On résout le systéme (10) par la méthode d'élimination de Gauss.
Supposons que 1'on ait une relation de 1a forme

Ot Bidie T Yy (11)

c'est-a-dire que la triangularisatim soit effectuée jusqu'a 1'indice i.
Pour i =1, on a

(11=(!, 81=Bet Y].:dl.

En utilisant (4) on obtient

a

4o, + B

i+l i i
Bive 7 7 9
’ -
Yisl =i 7 % Y4
. %341
d un facteur multiplicatif prés. Ainsi on obtient le vecteur du
o .
vecteur Bi en appliquant la transformation linéaire définie81+l par
la matrice
-4 +1
A =
-1 0
Les valeurs propres de A sont les solutions de 1'équation
y2+4y +1=0 (12)
qui sont
y = -2+/3 et y' =-2-/3. (13)

Donc le rapport Bi/“i converge vers le rapport x2/xl des composants du
vecteur propre [xl,le de A associé a la valeur propre de plus grand
module.
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On a X
2 _ 1 _
X;T T y = 2-V3
Si B./a, = -y, alors a =1 a B = -q, = 1 B
7% - T i1~y Y Fin iy S

AMnsi 8 1/a5,0 = B3/05 = -7

=

L'idée de base consiste a choisir a et g8 telles que B/a = -y ce qui
" permet d'économiser le calcul de a; et .. Plus précisément, si 1'on
prend

(-1/¥)A) + 2, = d; (14)
alors

(-I/Y)A,i A1 S Y (15)
ou les Y; vérifient la relation de récurrence ci-dessous :

Yigl S Y Xyt di+1’ i=1,...,n-2 (16)

avec y; = dl et les C; égaux a

C, = -(53+25/3)/12,

C, = (86+48/3)/12,

Cqy = -(64+36/3)/12,

Cy = (26+16/3)/12,

Cs = -(5+3/3)/12. ~oan
On arrive ainsi a

(=1 1*r, = Yoy (18)

Alors avec la derniére équation du systéme (10)

Mot 10N, = dy . (19)
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On obtient

_ 3 (3-2/3)
e I Yp-1 ° (20)

Ensuite en utilisant les formules (14) et (15), on a :

VxR Opgergds denlonzenl (@)

Les formules (16) et (21) permettent un calcul des A en 3n+13 additions
et 3n+25 multiplications. L'encombrement mémoire est 2n+14, ce qui est
minimal.

1.4 - INVERSE DE LA MATRICE TRIDIAGONALE

Considérons encore une fois le systéme (10) avec a = (-1/y) et

(-l/y)x1 o, = d1

Mgt 4A1 * A < d1 s, 1=2,...,n-1
. Apo1 t (-l/y)xn = dn’ (22)
c'est-a-dire matriciellement :
-1y 1 ] -"1 i [ d, }
1 4 1 0 A d,
0 1 4 1 x§ ?3
1 4 1 Aa-1 dn-l
0 1 (-1/y) A dn
ou encore :
Prn = D. (23)
On montre que 1'inverse Q de la matrice P est simple :
0(1,4) = L 43 (24)

1-y2
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On a donc

- d n"‘i k d i"l
Ay = —X— [d, + & y d..,+ &L y d. ]
i 1-y2 LI itk k=1 i-k

En remplacgant di par sa valeur et en simplifiant, on obtient :

_ =3 " kel i 2
o= R LIY Vi FY 321 Wi Ype1-31
i-1 s
3 k-1 i-1
+ [Z v "y +x Low, Y.l
avec
w == - —L ¢ = (309+145/3) /216,
1-y2  3(1-y?)
Wy = —— - —L__ ¢, =-(438+244/3) /216,
1-y2  3(1-v?)
Wy = —% ¢, = (378+216/3)/216 ,
3(1-2)
Wy = —— C, = -(174+100/3)/216,
3(1-y2)
1
W == ————— C. = (33+19/3)/216.

(25)

(26)

(27)

En utilisant les formules (26) et (27) on peut calculer les A; Par un schéma
de type Horner en 3n+14 additions et 3n+21 multiplications. L'encombrement

mémoire est 2n+15.
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1.5 - FONCTIONS SPLINE CUBIQUES CARDINALES

Maintenant considérons le cas ol on a des abscisses ti équidis-
tantes en nombre infini. On note le pas h = ti+l't1' Appelons S 1'espace
des fonctions spline cubiques cardinales ayant pour abscisses les ty.
Une fonction o appartient a Ssi :

1°) La restriction de o a chaque intervalle [ti’ti+l] est un polyndme
de degré 3.

2°) La fonction o, la dérivée premiére o' et la dérivée seconde ¢" sont
continues sur R.

Posons y, = o(ti), A = 0'(ti), iel.
A nouveau 1a continuité de la dérivée seconde aux abscisses ti conduit a :

= 3 - - .
Ai-—l + 4)‘1' + }‘1'+1 “h (.Y-i+1 y'i-l)’ ield (28)

Notons

T .3

di = 7¥5417Y4-1)-
Notons que la matrice associée au systéme (28) est de Toplitz. Il est
clair qu'il existe toujours un o appartenant & S qui vérifie o(ti) =Y
ie 2 ,mais il n'y a pas unicité. On peut choisir deux A successifs
arbitrairement et ensuite déduire les autres A qui vérifie (28). Par
contre on a le résultat suivant dd a I.J. Schoenberg [31] , Lecture 4.
4

THEOREME _1

Soitt > 0 fixé. Définissons

Y'l'= {y.—_ (yi) l y_i =0(H 'T)’ .i_,,too}
et '
$T= {oe S | o(t) = 0(|t[), t » ) .

Alors, pour tout y « Y', i1 existe oe S unique telle que
O(ti) = .y.iy ied
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On définit les fonctions suivantes dont on a besoin dans la
suite :

Fox) = ¢ xK0d x| <1, e (29)
J k=1

La fonction Fj est dérivable et satisfait la relation de
récurrence suivante :

Fipp(®) = Fy(x)+ x F3(x). (30)

On a
_ 1
Fol¥) = 10x »
1

F s
1(x) (1on)?

Fz(x) o x+l ,
(1-x)3
2
F3(x) o X°H+Ax+1 ,
(1-x)¥
x3+11x2411x+1
(1-x)5
X"*+26x3+66x2+26x+1

F = se e 31
gln) = XS (1)

Fqa(x) =

Il s'est révélé a postériori qu'il existe une relation entre
les fonctions Fj et les polyndmes d'Euler-Frobenius.
En fait,

Fix) = _%:;EH;T (32)

ol nj(x) est le polyndme d'Euler-Frobenius défini par la fonction
génératrice :

x-1 _ = %) d

—'—"=Z-—~—jr—-r, w (x) =1. (33)
x-e% J=0 (x-1) J: ° ’
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Les polyndmes nj(X) vérifient la relation de récurrence suivante :
“j+1(x) = (1+jx)nj(x) + x(l-x)ni(x) (34)
(Schoenberg [31], Lecture 3).

THEOREME 2

===IZ=====s=

Soit t 3 0 fixé. Pour tout y YI, la fonction 0 ¢ ST'unique qui
vérifie o(ti) = Yy iec 2 est définie par

0o

k-1
Ai =34 E Y (yi+k-‘y‘i-k) (35)
k=1
avec y = V/3-2 et § = :%1 .

Démonstration

Puisque la matrice associée au systéme (28) est tridiagonale et de
Toplitz on cherche une solution de la forme

cord, + 3 oK (e
Aj =8 [di + kil Y (d1+k+di-k)]' (36).
Posons - -
by = X - dipy et ry=: V¥ dir1ek
k=1 k=1

on obtient donc :

Niop Ay Mg = 9[(4+2y)d1+(y2+4y+1)(di+1+di_1+ri+di)]
Vi

Si 1'on choisit y et o tels que

]
o

y2+4y+1 (37)

L]
-

o(4+2y) (38)

alors les équations (28) sont vérifiées. Pour des raisons de convergence

on prend y comme la racine de 1'équation (37) de module inférieur a 1.

Précisément on prend y = v/3-2. Donc d'aprés (38), on obtient o = L

273
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En remplagant &i par sa valeur‘% (yi+1-yi-l) dans (36),
et en réarrangeant les termes, on obtient 1'expression (35).

I1 reste & montrer que 1a somme définie en (35) converge
et que la fonction spline associée a ces A; appartient a ST. On considére
d'abord le cas ol 1 est un entier positif.

Puisque y ¢ Y', i1 existe une constante A telle que

Iy ) s A Ji+k|", ke N.
Or il existe des coefficients Py tels que
t L -2
li+k|® < = Pk 1] .
2=0
Donc, on a :
> k-1
l}‘il < |8 k-fl Iyl I‘y‘i‘l'k-'y,‘i-k |

N S Y k-1
2ls] Az op, [117HC e v
2=0 k=1

T d
=2[s| A = pF (IvDIiIT
L

d'aprés (29).
Ainsi i1 existe une constante B telle que

lAiI < BJi|".

En utilisant la formule d'interpolation d'Hermite dans chaque intervalle

[t;st;, ;1> on voit facilement que v ¢ S".

Maintenant, soit t un réel positif. On choisit un entier t' tel
[} '
que t < ¢'. Donc ¥' < Y' et ST cST.
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Considérons y « Y'. D'aprés le théoréme de Schoenberg il existe
o€ S unique qui vérifie o(ti) = yj. Puisque Y'c YT', on peut aussi
considérer y comme un élément de YT'. En utilisant 1'expression (35)
on peut donc construire o appartenant a STl et vérifiant a(ti) =Yy
L'unicité dans le théoréme de Schoenberg entraine o = 7. Ainsi, pour
1 réel positif, la fonction spline o en ST qui vérifie O(ti) =Y est

définie par 1'expression (35).

Remarque

Considérons 1'équation (35) avec i =0 et h = 1.
. o k-1,
Ao = s k'z—‘:l Y (.Yk ‘y-k) . (39)

Par symétrie, 1'équation ci-dessus est vérifiée pour f(t) =1, t2 et
t". Pour f(t) = t, on obtient

5.2 ¢ k41 |
k=1

[
]

Soit

b
1]

2 5 /(1-y)2 . (40)

De 1a méme facon pour f(t) = t3 on a d'aprés (39)

(o]

0=52 1 k1 |
k=1
Soit : , ,
0 - 28(y2+a4y+1) . (41)
(1-v)"

On choisit y poun que (41) soit vérifié :
Y2+4y+l =0 . (42)

Ensuite on choisit & pour que (40) soit satisfait :
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)2
) =-(l"_2_1L
Soit, d'aprés (42) :

8§ = -3y.

Ainsi on voit que 1'équation (39) correspond a une identité pour les
polyndomes de degré 4.

1.6 - FONCTIONS SPLINE CUBIQUE CARDINALES TRONQUEES

Par troncature des sommes infinies de (35) on peut exprimer Ajs
i=1,...,n en fonction des Yi» i=1,...,n et ainsi obtenir une fonction
spline cubique sur [a,b] = [tl,tn].

Plus précisément, on a d'aprés (35)

n"i . [
_ k-1 n-i k-1
A= G[kil v Yisk * v kil ¥ Ynek]

i"l w
k-1 j-1 k-1
-8l v Yia t v I v Yi 1
k=1 i-k k=1 1-k

k-1 5
On remplace & vy Ypek PAr L Vi Y

ke P nt1-j U les coeff1c1ents;vj sont

choisis tels” “que

; k-1 (t,.) = g v, p(t ) (43)

=1 Y P ntk j=1 J P ntl-j o

pour tout p e P4.

Soient t =0 et h = 1. La condition ci-dessus s'écrit alors

> k"l L 5 I3

Loy k" =F (v) = 2 v; (1-3) (44)

k=1 j=1
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Précisément
Vi ® i% (Fq(y) - 10F5(y) + 35F,(y) - 46F(y) + 24Fy(v)),
Vp=-mp (F,(y) - 36F,(y) + 104F,(y) - 8OF,(y)),

Vg = oy (6F4(v) - 48F,(y) + 114F,(y) - 48F,(v)),

Vq ="2}¢T (4F4(v) - 28F4(y) + 56F,(y) - 16F,(v)),
Ve = o (Falr) = 6F3(v) + 11F,(v) - 2F;(x)). (45)
S| 5

De 1a méme figon, on remplace : vy

Y1-x Par .21 vj yj, les deux

expressions étant égales pour les polyndmes de degré 4.
Ainsi, on a pour i = 1,...,n
-1 n-i O

A: =8 [ vy Yo t Y I VY. .1.:]
i k=1 itk j=1 J Intl-j§°

i-1 5
s r YK Yiog * yi 15 vy ¥ (46)
k=1 j=1
Maintenant on va démontrer que la fonction spline définie par (26) dans
la section (1.4) est 1a méme que la fonction spline cardinale tronquée

décrite ci-dessus.

D'aprés (35) on a :

oo

] 1,
Ai =§ kil Y (yi+k yi-k)

ce qui correspond & une identité pour les polyndmes de degré 4. Donc

™~ 8

_ k-1
Al =8 Y (y1+k-yl-k)’

k=1
k-1 k-1 8
Y y1+k =48y X Yk yl-k-(; y2+6yl)'

$
Y k=1

AP

ne~g H

k=1
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Considérons
-1 _ o] o k-1 ]
(77)A1+A2 = 5(; -Y) (kzl YY) 6(; Yoty;)
_=3(1y2) , T k-1 3y 1
= _'g—hl—)' (kil Y yl—k)+ 'ﬁ' (-Y— ‘Y2+‘yl)’
. _ =3y
puisque § = —- .
S. ' ® k"’l 5 .
i 1'on remplace I v Yi-x Par I v.ys, on obtient
k=1 j=1 973
5
-1 _ =3(1-y2 3y 1

Notons que 1'on a toujours 1'exactitude pour les polyndmes de degré 4.

(&)

Donc 1'expression de droite de 1'équation ci-dessus est égale & y Cyvy-
B!
De 1a méme fagon, en remplacant ; k-1 ar g v on
¢on, plag ) Y .yn+k p J=1 j yn+1-j ’
retrouve la condition
-1 5
Ap-1 * (Tr)xn = jil Cj yn+1-j'

Par conséquent vj = wj, J=1,...,5 00 les vj et wj sont donnés par
(45) et (27) respectivement.

1.7 - MAJORATION DE L'ERREUR

D'abord on considére le cas de la fonction spline cubique
cardinale. Pour une fonction f ¢ C5 telle que y; = f(t;) ¢ Y', 1'erreur
d'évaluation de la dérivée premiére en 0 (on prend ti =0eth=1)
s'écrit :

H(F) = & k;IY k"X (k)-F(-K)) - £'(0) (47)

jm v(e) £ (e)de (48)
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ol ¥ est une fonction paire définie comme :
k-1 (k~€):
v(E) =8 I v —gT— » Pour £ 2 0. (49)
k= ’
11 est facile a voir que :
)
y(e+e) = v ¥(E)
pour tout ¢ > 0 et tout entier positif ¢ .

11 suffit donc d'étudier v sur 1'intervalle [0,1]. Pour £ ¢ [0,1], on a
d'aprés (49)

4 J Fui(v)
j g7 4
= § -1 v 50
jio D% 37 11:%;;— (50)
On a aussi
g (0*) - ¥ym(07) = 1. (51)

On obtient 1'estimation suivante :

1 ‘
|W(€)| de ~ 0.005 1182 .. (52)
Ainsi ” 1 ‘
v (e) |de = —2 ] l¥(c)|de ~ 0.013 983,  (53)
Joo 1-|y| 70

Donc 1'erreur d'évaluation de la dérivée premiére & 1'abscisse ty dans
le cas de 1a fonction spline cardinale avec pas h est majorée par

An £V, avec A~ 0.013 983, (54)

Pour 1a fonction spline cardinale tronquée on a :
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n-i . b5
k-1 n-i
A =8 LY vy TLy. ty Lovey 4.
i k=1 i+k j=1 3 n+l-j
i-1 . 5
k-1 i-1
-850z v Yi o, ty I ov.y.]
k=1 i-k a1 3
qui peut s'écrire comme
e k-1
A’ = §[ E Y (yi+k_yi*k)]
k=1
5
n-i k-1 -
TR YT 5 Y Yeyg)
© 5
i-1 k-1
+6y L & vy Yo, - L v:y:l.
k=1 1-k j=l J 7]

Donc pour majorer 1'erreur i1 faut considérer la fonctionnelle

o 5
K(F) =6 & v*Lfk) -5 1 v, f(1-j) (55)
k=1 j=1 J
D'aprés (43) on sait que
K(p) =0 pour p € P4.
Ainsi on a e
() = | xte) 7 (epae (56)
ol -
[ w(e) ,si€20
w k=€) 5 (1-3-¢)}
k-1 (k-8 N
x(€) ='< § Ly T —gr— -8 X Vi—gr——,si £ e [-4,0]
k=1 ' =1 3
(0 ssi € < -4, (57)

On a alors :
Ix(£)|dg ~ 0.20907 = B. (58)

- 00
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Ainsi

gf e ls meraB(ly]™ T+ v Th1 e (59)

I1 faut noter que

Bly|2 ~ 0.015010.

La comparaison de (54) et (59) montre que si 1'on se trouve & 2 inter-
valles d'une extrémité, 1'erreur due aux effets de bout est du méme
ordre que 1'erreur de la fonction spline cardinale.

Aux extrémités on peut donner une majoration plus fine de 1'erreur.

On a
A= 80 ; Yk-l y - g v'y ]
sy g Viy -1 wly (60)

Considérons la fonctionnelle

- 5
L(f) = s(z VT Ek) - 3 vy £(3-1)-F1(0)  (61)
or k=1 : J=1
L(p) =0 pour tout p ¢ P4'
Donc on a L(f) = jw a(e) £05) (e)de (62)
\ ra 5  (3-1-€)Y
ol y(&)- Gjil vj —qT sig=>0
A(E) =
. 0, sig <0. (63)
On obtient .
I |A(g)|de ~ 0.199024 = C (64)
Donc

3 ,-6" (8] < he(cemy e (65)
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On considére 1'approximation suivante de la dérivée premiére en
t1 basée sur les 5 points qui est exacte P4.

u1'= 15 (<25 y, + 48y, - 36y, + 16y, - 3¥g)- (66)
Alors on obtient

uy-fr(t)] s 0.2 ne ey (67)
On voit que 1'erreur est du méme ordre ce qui est normal. La fonction

spline cubique ne peut pas donner une approximation plus précise de
la dérivée premiére que 1'approximation locale exacte P4.

1.8 - EXEMPLES NUMERIQUES

Toutes les fonctions sont définies sur 1‘'intervalle [0,2].
On prend les pas successifs
hy = 0.2721, k=1,....,6.

Si 1'on suppose que 1'erreur est de la forme A h®, alors on a estimé
1'exposant a sur deux pas successifs par la formule

ol Ek est 1'erreur correspondant aux pas hk. On donne les résultats a
1'extrémité gauche (0) et au milieu (1) de 1'intervalle.
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f(t) = exp(t)

k erreur en 0 oy en 0 erreur en 1 o, eny
1 4.469 107" 4.247 2.118 107° 3.812

2 2.353 107° 4.122 1.508 1070 3.998

3 1.352 107° 4.035 9.4m1 1078 4.144

4 8.246 1078 4.071 5.380 1070 3.360

5 4.905 1077 5.441 5.200 10710 | _5.475

6 3.364 1077 7.600 10710

f(t) = sin(nt)

k erreur en 0 o en.O erreur en 1 o eni
1 4.603 1072 3.147 2.970 1073 4.110
2 5.195 1073 3.826 1.720 107% 4.013

3 3.662 107 3.958 1.065 107° 4.003

4 2.356 107° 3.990 6.606 107/ 4.001

5 1.483 1070 3.996 4.151 1078 3.386
6 9.294 1078 3.970 107°

f(t) = e cos(2nt)

k erreur en 0 . ) en 0 erreur en 1 ) en 1
1 6.483 10 2.014 3.055 1072 4.249

2 1.605 1071 3.823 1.606 1073 4.066

3 1.134 1072 4.079 9.595 107> 4.016

4 6.714 107 4.091 5.929 107° 4.004

5 3.941 107° 4.061 3.605 107/ 3.998
6 2.361 107° 2.312 1078

On voit que 1'erreur d'évaluation de 1a dérivée premiére est bien d'ordre
h® avec o voisin de 4, sauf lorsque pour h trop petit, 1'erreur devient '
proche de la précision machine.
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CHAPITRE - 2
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2.1 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre on considére la fonction spline quintique d'inter-
polation définie sur un intervalle fini [a,b] de R. L'intervalle [a,b]
est subdivisé par n abscisses équidistantes, le pas étant noté h :

a = t1 < t2 < L..< tn = b. Il est connu que 1'ordre de convergence le
plus élevé possible en utilisant les fonctions splines quintiques est la
convergence uniforme en h.

Les conditions de bout naturelles

o™ () =0 (t)) = o™ (£) = o™ (t,) = 0
) (b
que 1'on obtient en minimisant f" (t) dt parmi les fonctions
f ¢ H3[a,b] vérifiant f(ti) = yie i=1,...,n, n'entraient pas la
convergence en hé,

Les conditions de bout
o' (t5) = F1(t5)s o' (tqog) = F (g q)s 0= 1,2

impliquent par contre la convergence uniforme en h®, mais nécessitent
la connaissance des valeurs de la dérivée premiére en 4 abscisses.

De nombreux auteurs ont proposé des conditions de bout plus
élaborées qui entrainent une convergence uniforme en h®. (BEHFOR00Z et
PAPAMICHAEL [6], BIRKHOFF et PRIVER [8], HALL [14], SHARMA et MEIR [36]).

On propose ici des conditions de bout qui utilisent seulement
les valeurs de 1a fonction aux abscisses, qui entrainent la convergence
uniforme en h® et qui en méme temps simplifient considérablement la réso-
lution du systéme tridiagonal par bloc auquel on est conduit pour déter-
miner la fonction spline quintique. L'algorithme correspondant codte
11.n additions et 9.n multiplications et 1'encombrement mémoire est 3n,
ce qui est minimal.
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Comme dans le cas de la fonction spline cubique, cette fonction
spline peut étre interprétée comme une fonction spline cardinale tron-
quée. L'erreur de troncature est compensée par une correction utilisant
les valeurs de la fonction aux 6 abscisses & chaque extrémité de
1'intervalle.

A 1a fin on donne des majorations d'erreur basées sur des
formules de type Peano et aussi les résultats numériques.

2.2 - RELATIONS VERIFIEES PAR LES DERIVEES PREMIERES ET LES

DERIVEES SECONDES

Soit Sn 1'espace des fonctions splines quintiques définies sur
[a,b] associées aux abscisses équidistantes : a = tl < t2 <io.< tn
Une fonction o appartient a Sn si

L]
o

1°) La restriction de o a [ti’ti+1] est un polynbme de degré 5,
i=1,...,n"1,

20) g € C"[a,b].
On se propose de déterminer ¢ appartenant & S, qui vérifie
O(ti) =Yy i=1,...,n0, (1)

Comme la dimension de Sn est égale a n+4, il faut ajouter 4 conditions
supplémentaires. Prenons

A = 0.(ti) et ¥ =(1“(ti)

comme inconnues. La continuité des dérivées troisiéme et quatriéme
en ti’ i =2,...,n-1 donne les équations suivantes :
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_ 20

B0 17 o) U mBughig ) = (Vg 2Y3#Y4q)
(Th, 1 +16h 47Th s 1 )=h(us 1mws 1) = 22 (y. -y )
1 i B P | i+17%-1) T YiaYia

i=2,..

..n-1,

(2)

On écrit les équations ci-dessus matriciellement de la fagon suivante :

-1/8 -1 h Mioq 3/4 0 h Ty
x + x
1 7 LA 0 16] A
~1/8 1 T 132 (yi, -2ysty; 1)
i+l Th VYialmYitYia
+ x
15
-1 7 Yl | | WiaYial)
i=2,...,n"1.
On pose
-1/8 -1 3/4 0]
A = , B-= c=aAt,
17 0 16
= 10
houg 7h (Yi172Y%Y429)
Ay = , Dy = y (3)
| T YirYi-1)
Ainsi on a
AAi_1 + BAi + CAi+1 = Di’ i=2,...,n-1 (4)
A ces équations on ajoute des conditions de bout de la forme
B'A1 + CA2 = D1
et (5)

AAn_1 + B =D,
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od B' et B" sont des matrices 2 x 2. On écrit les n équations (4) et (5)
matriciellement :

B* C T My ] D, ]
A 0 Ay D,
........ x| = | )
0 A B C ool D1

On cherche les matrices 2 x 2 B' et B" de sorte que la matrice associée
P de ce systéme admette un inverse Q d'expression simple. Ensuite on
choisit les vecteurs D1 et Dn en fonction des Y5 afin d'avoir une

identiteé P5.

2.3 - INVERSE DE LA MATRICE TRIDIAGONALE PAR BLOC

La matrice P est tridiagonale par bloc. Comme dans le cas de la

matrice tridiagonale (cf. LAURENT [19]), on cherche un inverse & gauche
de P de 1a forme suivante :

K" ]

Les Gl’ G,, K, K', K" sont des matrices 2 x 2. En identifiant (par bloc)
pour avoir Q * P = I, on obtient ‘



.37,

2
GIA + GIB +C=0 (7)
2

GZC + GZB f A=0 (8)
G,B'+ A =0
GIB“+ C=0
K(GZC+B+GIA) = ]
K'(B'+GIA) =1
K"(B"'l'GZC) = I.

Si 1'on prend Gy et G2 solutions des deux équations (7) et (8),
~on en déduit :

1]
1
<D
'
el
>

Bl
Bll

]
]
o
]
ot
o
-

K = (G,C+B+G;A) 7T,

K'= (8'+6,A)",

K'= (B"+6,C)",
pourvu que ces inverses existent.

On a
K* = (B'+6,A)"!

_l -1
- | -1
= (B46,C46 A)

L
x

et
K" = (B+6,C) ™!

_ sl -1
- -1
= (B+GIA+GZC)

n
=

I1 reste a résoudre les équations (7) et (8).
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2.4 - RESOLUTION D'UNE EQUATION QUADRATIQUE MATRICIELLE

On indique maintenant comment trouver les solutions diagonalisables
de 1'équation ci-dessous :

6jA+ 6B +C=0 (7)

(DAVIS [11], DENNIS, TRAUB et WEBER [12]).

Soit A une valeur propre de la matrice G1 vérifiant (7) et X = [XI’XZ]

=

un vecteur propre associé a gauche de Gl’ On a

- 2 _ 2
XG1 = X, XG1 = A4X.
Donc d'aprés (7)
X(A2AR B+C) = 0 _ (9)
d'oi
det(22A+)B+C) = 0.

En remplagant A,B et C par leurs valeurs, on obtient
A442613+46612+260+1 = 0. (10)

Ainsi les valeurs propres possibles de G1 qui vérifie (7) sont les
solutions de (10). Pour les vecteurs propres associés on a d'aprés (9)

((-A2+6A-1)/8)x1 + (A2-1)xy = 0
(l-xz)x1+(7>\2+16)\+7)x2 = 0.
Donc on peut prendre pour x; et x,, par exemple

x; = 1-a2 , X, = (-3%461-1)/8 . (11)
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La matrice G1 peut é&re construite comme ci-dessous.
Prenons

=

Supposons que 1'on puisse trouver deux vecteurs propres a gauche linéai-
rement indépendants [XI’XZ] et [yl,yZ] associés respectivement aux valeurs
propres a et g . Alors on a

. ¥ 9
Vol IS S2)
1°%2
921 922
et [.YI’,V2] 911 912 - 8 [yiay.]
= B LYol
921 922

X X g g a O X X
1 2 x 11 12 _ X 1 2
i Y 91 922 0 8 i ¥
Du fait que les vecteurs [fl,le et [yl,y2] sont linéairement indépen-
dants, la matrice X1 X2| est inversible.
Yy Y2
Donc
- 1-1
X X a 0 X X
6 = L IR (12)
yl y2 0 8 yl yZ

Notons qu'il n'est pas obligatoire d'avoir a et g distinctes, mais il
est nécessaire de trouver deux vecteurs propres linéairement indépendants.
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Dans le cas présent le polyndme
A4 42603 + 6602 + 261 + 1

a quatre racines distinctes. Donc deux vecteurs propres quelconques sont
linéairement indépendants et ainsi il y a six solutions différentes G1
qui vérifient (7). Pour des raisons de stabilité nous choisissons Gl
a§sociée'aux 2 racines o et g de module inférieur a 1.

Remarque

Considérons les deux équations vérifiées par G1 et G2 :

1

G.A + B + Gi C

1]
(==
o

1 (7)

1

G A

]
(=)

C+B+6, (8)

2
On passe de A a C en changeant les signes des &léments hors diagonaux.
On voit facilement que si 1'on passe de la matrice X & la matrice Y

en changeant les signes des &léments hors diagonaux, on peut passer

de x"1avyl par le méme changement. Cette propriété est aussi valable
pour la multiplication des matrices.

Or en utilisant le fait que B est une matrice diagonale, on
passe d'une solution G1 de (7) a une solution Gz de (8) en changeant
les signes des termes hors diagonaux. Donc :

K=K =K' = (G,C + B +GM)! (13)
est une matrice diagonale. On a

B' = G_lA et B 6]

9 C.

Ainsi on peut passer de B' a B" en changeant les signes des termes
hors diagonaux. La matrice B' est symétrique et donc P est aussi une
matrice symétrique.
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On a construit un inverse a gauche Q de P : Q x P = I. Les
matrices Q et P sont symétriques. Donc

@QxP)t=pPtxqt-pPxq-=-1.

En identifiant par bloc dans P x Q = I, on obtient :

Axef + BKG, + CK = 0
2 (14)

CKG, + BKG, + AK = 0

B'KG; + CK = 0
(15)

B"KG, + AK = 0

AKG, + BK + CKG, = I
B'K + CKG, = I (16)

B'K + AKG, = I.

2.5 - CONDITIONS DE BOUT

On remarque que les équations (4) correspondent a une identité
pour 1'ensemble P5 des polyndmes de degré 5. I1 est donc cohérent de
choisir les composantes de D1 comme des combinaisons linéaires des
yj, J=1,...,6 et les composantes de Dn comme des combinaisons linéaires
des'yn+l-j’ j=1,...,6 afin d'avoir une identité P¢ pour les équations
suivantes :

B'Al + CAZ = Dl,

AAn—l + B A= Dn'

Notons s r
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Alors on choisit des coefficients e et éj, j=1,...,6 de sorte que

6
sh P"(tl) + rp'(tl) + (—1/8)hp"(t2) + p'(tz) =]1; 'Zl ej p(tj)$
J:
6

rh P"(tl) + Up'(tl) "hp"(tz) + 7p'(t2) ='% jEI éj p(?j)

pour tout p € P5.

On a
e = (1800 x s - 1096 * r - 146)/480,
e, = (-6160% s + 2400 * r - 445)/480,
Ae3 = (8560 x s - 2400 = r + 980)/480,
e, = (-6240% s + 1600 x r - 550)/480,
e, = (2440 x s - 600 x r + 190)/480,
eg = (-400 x s + 96 x r - 29)/480
et
él = (225 %xr - 137 % u - 134)/60,
&, = (-770 % r + 300 x u - 380)/60,
é3 = (1070 = r - 300 x U + 860)/60,
& = (-780 x r + 200 % u - 490)/60,
& = (305 xr- 75%u +170)/60,
8= (-50 xr+ 12x%u- 26)/60.
On pose _ - _ _
6 6
ji1 5V PR AL
0 =% | 6 et 0, =3 |
FEReiél 5 &Y |
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Maintenant la solution de (6) est donnée par

n"i k i"l k
Ai = K[Di + I G1 + 3 62

S B T B N (17)

. La fonction spline quintique associée & (17) appartient a un sous-espace
vectoriel gn contenu dans Sn qui a été déefini dans la section 2.2.
Précisément

6
— - - B
h s"(tl) hs"(tz) I ey s(tj)
< = _ 1] j=1
S, = s e S,/8' +C | ol 6
s'(t,) _ L s'(t,)] L &, s(t.)
1 2 | j=1 J J
_ _ _ - 6
hs (tn_l) ) hs (tn) . jil e s(toeq j)
A . + B . = E 6 )
S (tn’l)_ ‘S (tn)_ Jil ejS(tn'.'l'j)

La dimension de §n est égale a n.

2.6 - FONCTIONS SPLINE QUINTIQUES CARDINALES

Supposons que 1'on ait des abscisses t, équidistantes de pas h
en nombre infini : ti+l - ti = h, i € Z Appelons S 1'espace des fonc-
tions spline quintiques cardinales de classe C" ayant pour abscisses les

t,. Si 1'on pose encore

c(ti) = y.i» 0.(t'i) = A‘i’ "“(t]‘) = ”-i
et ’
hpi
Ay = » 1 ¢ Z, alors on a a nouveau les relations qui
A
i

traduisent la continuité des dérivées troisiéme et quatriéme de 6 :
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dans lequel A, B, C sont définies par (3) et

1
T Wiy

15(¥5417Y4-1)
Formellement on écrit
A, = K[b.+ ; Gk D + ; Gk D ] (20)
i 1 k=1 1 i+k k=1 2 i-k *
Donc ‘
Ang_ g + BA, + CAy = (AKG, + BK + CKG,)D4 +
(AKG2 + BKG + CK) & = 61D
1 "1 ke 1 ik
+ (CKG2 + BKG, + AK) x £ 6K°1D
2 12 k=1 2 1"k
= 61’ d'aprés (14) et (16).
Si (20) converge, on voit que (20) sera la solution de (18).
On écrit
v -1 a O v
Gl = % x (21)
w 1 0 8 w 1

ou (1,v) est un vecteur propre & gauche associé a a et (wy1) est un
vecteur propre a gauche associé a 8 . Donc
-1 1

G, = * % . (22)

En remplagant K, Gl, G2 et 61 par leurs valeurs données par les expres-
sions (13), (21), (22) et (19) respectivement et en simplifiant, on obtient :
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[

_1 k-1 ) ook-1 )
MR I e Wiy il BB eyl (3)

00

1 o k-1 k-1
T i Gy B e gyt G BT ey )Y (24)
oil Cl’ C2, C3, C4, Cg sont des constantes. Les équations (23) et (24)
correspondent & une identité pour les polynémes de degré cinq. En utili-

sant ce fait on peut donner les expressions explicites pour les constantes.

Rappelons la définition des fonctions Fj, j ¢ N donnée dans la section
(1.5) :

Fax) = £ x*hd, jen, x| <1

On a la relation de récurrence :

Fj+1(x) = Fj(x) + ij(x).

Considérons 1'équation (23). L'exactitude pour f(t) = 1, t2 et t* est
automatique. En prenant ti =0et h=1, 1'équation (23) implique pour
f(t) = t, t3 et t5 les relations suivantes : |

€,F (@) + CF1(8) = 1/2 (25)

CiF3(a) + C,Fa(8) =0 (26)

CiFg(a) + CFc(8) =0 (27)
On choisit o et g vérifiant

Fgla) =0,  Fg(s) =0, (28)

c'est-a-dire, racines de 1'équation

A%+ 2603 + 6632 + 260 + 1 = 0.
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Pour des raisons de convergence on prend les racines o et g de module
inférieur 3 1. On obtient d'aprés (25) et (26)
) F4(8) (29)
17 2(F Ta)F3(8)-F (B)F3(a)] *
c F3(a) (20)

Par symétrie 1'équation (24) est vérifie pour f(t) = t, t3 et t5. Paur
les fonctions f(t) =1, t2 et t* on a :

Cy + 2, Fyla) + 265 Fo(8) = 0, (31)
Cy Fpla) + C5F, (8) = 1, (32)
Cy Fala) + Cg Fyl8) = 0, (33)
ce qui donne
SR L , (34)
4 lea5F4lBF-F2(B$F4‘a,
- ate) 35
Cs = = FIaF,(8)F,(BIF (o) ° (3%)
Cy = -2(C4 Fola)¥Cq Fy(B)). (36) -

Pour 1a convergence de (23) et (24), i1 faut faire des hypothéses sur
Yi- Par exemple, soit © > 0 fixé. Définissons

Vo= ty = (yy) |y = 01T, 6 ey

I1 n'existe pas toujours une fonction spline unique o appartenant a S
et vérifiant O(ti) =Yy i ¢ Z, mais gréce au théoréme de Schoenberg
(1311, lecture 4) on a 1'unicité,si 1'on considére 1'espace

ST={ocS | oft) =0(|t]"), t » I} .

Ainsi on a le résultat suivant analogue au Théoréme?2 dans la section
1.5.
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THEOREME _1

——— e e e = o
=S======D==c

Pour tout y ¢ Y, la fonction spline 5 ¢ S vérifiant o(ti) =y
i e Z est définie par :

i’

1. kel "okl
MR B e Vet B Y

(]

1 k-1 ® k-1
ui = ";Z‘ [C3.V.i + C4 'kf::l a (y‘i+k+yi-k) + C5 k-z-:lB (yi+k+‘yi-k)]’

ie L

La démonstration est exactement analogue a celle du théoréme 2
dans la section 1.5

2.7 - FONCTIONS SPLINE QUINTIQUES CARDINALES TRONQUEES

Par la troncature des sommes infinies en (23) et (24), on peut
écrire Ay et Hys i=1,...,nen fonction des Yis i=1,...,n et donc on
obtient une fonction spline définie sur [a,b] = [tl,tn].

Précisément on a

C

A = ﬁ% kg; i) R k§1 )
=.§%[ :é: o1 yi*k+an-i kgl ok Yn+k]
.E%[ Ei ak"lyi_k L kgl okl Y-k |
:;3[ :é; B g™ ) B g
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w 6
On remplace I ak'l Ypek P2r z vj Yni1- -j ol les coefficients Vi
sont tels quek™!
® k 6 )
b p(t ,,) = £ v p(t (37)
k=1 n+k j=1 ntl-j

pour tout p € P5.

Prenons t, = 0 et h = 1. On peut alors écrire la condition (37) de la
forme :

- 6
2 oK = F (o) = 2 vyl i)Y, ¢ =0,....5.
k=1

Explicitement

= (120 Fy(a) + 274 Fy(a) + 225 Fy(a) + 85 F(a) + 15 F,(a))/120,

V, ==(600 % F)(a)+ 770 % Fy(a) + 355 % F3(a) + 70 x Fy{a))/120,
Vi = (600 x Fl(u)+1010 x Fz(a) + 590 % F3(a) + 130 » F4(a))/120,
Vg =-(400  F (a)+ 780 & Fy(a) + 490 % Fy(a) + 120 % Fy(a))/120,
vg = (150 = Fl(a)+ 305 » Fz(a) + 205 % F3(a) + 55 2 F4(a))/120,
Ve ==( 24 2 F (a)+ 50 % Fy(a) + 35 2 Fy(a) + 10 % Fy(a))/120.
(38)
S 6
Aussi, on remplace . a y par & v.y., la relation
k=l l’k j=l j J
® 6
) ak'l p(tl-k) = I vj p(tj) étant une identité pour les polyndmes de

k=1
degré 5.
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w 6
k-1 '

Dg 1akm§me facon onsremplace kfl 8 Yoek PAr zl i Yotl-j et
L Yy-x PaF 5 WLy, ou les coeff1c1ents w. sont choisis
k=1 jo1 37 J
tels que

® 6

. P(t) = jil Wi Pltg-y) (39)

pour tout p € PS‘

=

Les w; sont définis par une formule analogue a

j (38) avec o remplacé
par 8 ‘
Donc on a pour i =1,...,n
. n-i . 6
k-1 n-i
7 (G (kil * itk T * le Vi Yne1-j
i-1 6
- oK1 Yi-k - a1 1y Vi ¥ )
k=1 j=1
+C ( z k-1 + g )
2V B Yy B LW Y
k=1 j=1
i-1 6
k-1 i-1 .
- L B T Yi.,-8 ) y:)l (40)
k=1 i-k j=1 J
* ; -1 [C Yyt C (n;l uk‘ly. + a"'i g y
T2 k=1 itk 51 J In+l-j
i-1 . 6
k-1 i-1
+ kzl Y te jzl v yj)
n-i 6 ,
. k-1 n-i
+C.(z B Y, + B oW,y
) k=1 i+k j=1 J In+l-j
i-1 . 6
+ 5 gk lyi-k N RALE (41)
k=1 j=1

On définit Sn 1'espace des fonctions spline quintiques cardinales tronquées.
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-~

Sn = {Sl[tl’tn] / S € S,

; ak-l s(ty ) = g v s(ty)

k=1 S S TR

t oK Ls(t ) - g Ve s(tia y)

k=1 o n+k j=1 j n"'l‘J ’

6 o 6

¥ k-1 - k-1 -

r B s(t = & wes(t), £ 8 "os(t o) =12 wis(t ., )}
kel (t.) T R s ks a0 3 T ]

Notons que Sn est un sous-espace de S, et sa dimension est égale a n.
Maintenant nous allons montrer qu'en fait Sn = Sn ol Sn est défini dans.
la section 2.5.

D'aprés (20) on a

- ® k = il -

Ay =KD, + £ Gy D, + & G;D. 1]
i LR T L i-k

qui correspond & une identité pour les polyndbmes de degré cing.

Considérons
k~
1 D14k)

' [ -1 >
BA1+CA2=(BK+CKGI)(£ G

k=1

. 5.+ 5 kD
+ (B'K + CKG,) (D; + kil Gy Dy )

- N ook
=Dy + L G, D;_» en utilisant
k=1
B'K + CKG;' = 0, B'K + CKG, = I,
d'aprés (15) et (16).
En remplagant
T o 0 -y
G2 = % %
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10
T Vi @i

et bi =-%
15(¥4417Y4-1)
on obtient
® k-1 ® k-1 ]
fp B oan Tyt fy 2Tyt fyy + iy
. 21 k=1 k=1
B'A,4+CA, = .
bl g okl Y1 * 9 r gkl y 4 gy + g,y
| ® k-1 6 = k-1
Maintenant en remplagant o Yi-x Par I ViY; et £ B Y1-k
6 k=1 j=1 9 k=1
par & W.Y., on a
j=1 J°J _
[~ 6 6
f PR f, P fayy + f4%,
. _1
6 6
91 Jil Vj.Yj + 92 le WJ'.VJ' + 93)/1 + 94)’2

et il y a toujours exactitude pour les polyndmes de degré cinq. Ainsi,
1'expression de droite dans 1'équation ci-dessus n'est rien d'autre que
Dé. De 1a méme fagon a 1'autre bout en remplacant = ak'l Yn+k POT
© 6 =1
k-1 .
r Vi¥..i_;et L g Ty par & w.y . . onretrouve la condition
j=1 J n+l-j k=1 Itk jep 9 n+l-j

Ar _y +B"A =D

~

Ainsi gn = Sn’ c'est-a-dire, la fonction spline définie dans la section
2.5 se présente comme une fonction spline cardinale tronquée. Maintenant
dans la section suivante nous allons montrer que la troncature est
effectuée de fagon & obtenir 1'ordre de convergence uniforme en h®, ce

qui est optimal.

En utilisant les formules (40) et (41) on peut écrire un algorithme
efficace qui codte seulement 11n additions et 9n multiplications, avec un
encombrement mémoire minimal de 3n.
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2.8 - MAJORATION DE L'ERREUR

D'abord on considére le cas de la fonction spline cardinale.
Soit f une fonction qui appartient a C® et telle que Y5 = f(ti) e Y.
Donc 1'erreur d'évaluation de la dérivée premiére en 0 (on prend t; = 0
et h = 1) est donnée par

H(f) = C

1]

|1 U R-F(-K) + €, 85 (R (K)-F(-K))-F"(0)
k=1 k=1

oo

2 (£)F(8) (£)de (42)

1]

ImmW(e) #(8) (g)de + J

ol ¥ et o sont les fonctions impaires définies par

™~ 8

ve) = ¢ 1o /50, e 0, (43)
o(g) = C, kgl &1 ((k-g)$ /50).8 2 0, (44)

On voit facilement que
i w(e+e) = oty(E), o(e+2) = BYo(E) (45)

pour tout £ > 0 et tout entier positif x.

I1 suffit donc de considérer la restriction de v et ¢ & [0,1]. Pour
£ e [0,1] 0n a
o) = ¢ 1 (1) (&) Fg_jta)it (-1, (46)

(1) (& Fg_y(m)/31(5-0)1) (47)

Ce Cde
™Mo ~MoOn
(=Y

o(g) = c2

On obtient les estimations suivantes :

1 1
J |¥(g)] dg ~ 0.001366, I |e(g)| d& ~ 0.000138.
0 0
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Donc
| 2 [}
Iw(e)lde = ko | et lde ~ o.00as01, (48)
o 1
I" |e(g) |de = T:%§T~ JO |o(g)|dg ~ 0.000289. (49)

Ainsi 1'erreur sur la dérivée premiéve en une abscisse t; pour la fonction
spline cardinale de pas h est majorée par

A hS ”f(5)“°° (50)

avec A ~ 0.005090.
De la méme facon 1'erreur d'évaluation de la dérivée seconde en 0 s'écrit

A(f) oK1 (£ (k)+F(-K))

C,(0) + ¢,

51 (F(K)+£(-K))-F(0)

1 ™M 8 ™M g
o

+ C
5 k=1

[ tremacen £ eyae (51)

ol ¥ et ¢ sont les fonctions paires données par

© g1 (k=)

WE) =G B o ST 20, (52)
. @ 1 (k-€)3
o(g) = Cg kzl gk~ '“sr““t » £ 20, (53)

Donc 1'erreur sur la dérivée seconde en une abscisse ti est majorée
par
Ans (8 | (54)

avec A » 0.010132.



.54.

Dans le cas de la fonction spline cardinale tronquée on a

C oo c %)
NS | k-1 2 k-1 _
MR e Yt R B Y
k=1 k=1
c . 6 0o
1 n-i k-1
+ a [T v.y I a Y. .11
B je1 9 ntl-j k=1 n+k
C 6 ®
1 4-1 1
- a [ I v.y. I « Yyl
L S T A R 1-k
C 6 ®
k-1
* 1% 8" Wi Ype1-5 7 LB Ynekd
j=1 k=
C 6 o
2 .i-1 k-1
- B [ L w,y.- LB Yy ,1
h jep 9 1 1-k
Considérons les fonctionnelles
® k-1 6
K(f) = Cl( Ia f(k)- ¢ vj f(1-3)) (55)
k=1 j=1
et - 6
K(F) = Co( x 851 F(K)- 5 wyf(1-9)). (56)
k=1 j=1
On sait que
K(p) = 0, K(p) = O pour tout p € P5.
Donc oo
() = | xte) £ (epae
oil -
¥(g) , £20
® 6 (1-3-¢)3
k-1 (k-E)3 ¥
x(g) = C,(za - v ), & €[-5,0]
o ja1 4 U0
0 ' , £<-5 (57)
et

K(F) = r x(e) £(6)(£)de



.55.

ou [ e(€)

- ] . 6 w.(1-j-£)

- 15
x(g) =4 cy( p gkl Ll
k=1 : j=1
. 0

Donc on a -

J [x(€)|dE ~ 0.173634 = B

Ix(£)|dg ~ 0.104162 = C.

- 00

Ainsi

Igfr (e ] = taB(lal™ Tefal el a) ™ el sy ans (O . (61)

On peut montrer de la méme fagon que

lug=f () | < 1AB(lal™ T al Y ec (1ol ™ oo ) e (O (62)

avec

A~ 0.010132, B~ 0.300237, C ~ 0.689894.

Donc
ll6-f]l < € n®

ol C est une constante.

Notons que
Bla|* ~ 0.005968, C|g|" ~ 0.004489
et

Bla|* ~ 0.010319, C|8|% ~ 0.028438.

On voit que 1'erreur due aux effets de bout est du méme ordre que 1'erreur
de la fonction spline cardinale dés que 1'on se trouve a 4 intervalles

d'une extrémiteé.

'_"_’5"!—'——'-)’ 3 €["5’0]

a€—<--5'

(58)

(59)

(60)
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2.9 - EXEMPLES NUMERIQUES

Toutes les fonctions sont définies sur 1'intervalle [0,1].

On a pris les pas successifs

_ 0.2 _
hk = EE:I’ k =1,2,3.

Si 1'on suppose que 1'erreur est de la forme A h®, on estime 1'exposant

a sur deux pas successifs par la formule

% v (log Ek/Ek+1)/log 2.

ol Ek est 1'erreur d'évaluation de 1a dérivée premiére correspondant
au pas h,. On donne les résultats & 1'extrémité gauche (0), au milieu (1)

et a 1'extrémité droite (2) de 1'intervalle.

f(t) = (£%1)/(t+0.1)

k erreur en ak en erreur en (lk en erreur en (Xk er
0 0 1 1 2 2
36.92 1.149 4.613 10°° | 6.480 5.637 10~ | 5.289
16.65 1.808 5.167 1074 1.441 107° | 5.56
4.753 " 4.116 108 3.044 10°/
f(t) = exp(t)
8.201 10°°| 5.317 9.445 107’ | 12.62 2.557 10°% |4.700
2.057 1079 5.152 1.500 10”10 9.910 10°° |4.825
5.,36 1078 2.000 10°10 3.496 10~/
f(t) = sin(t)
1 4.582 10°2| 5.559 5.715 107 | 10.33 4.582 10”2 |5.559
9.723 10°%| 5.895 4.428 1077 | 5.550 9.723 10°% |5.895
1.634 10°° 9.450 10”7 1.634 107°
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f(t) = t5
k | erreur en o en erreur en o en erreur en @y en
0 0 1 1 ? 2

1.723 10712 3.000 10”1} 2.400 10”2
2.790 10713 5.000 107! 5.300 10”2
3.561 107} 5.000 10”11 3.700 10”2
-t

f(t) = e = cos(2t)
1.562 4.896 4.299 1073 | 6.874 1.380 10"} | 3.152
5.248 1072 | 8.695 3.666 107> | 6.376 1.593 107° | 4.989
1.266 10°% 4.413 10”7 4.891 1077

) _

f(t) = et /2

1] 3.383 100 | 4.029 3.575 10°% | 12.79 2.984 107 | 4.802
2.073 107 | 4.082 5.00 10710 4.518 2.880 10°% | 10.36
7.430 107 2.200 10”11 2.193 1072

On constate que 1'erreur sur la dérivée premiére est bien en h® avec o
voisin de 5. Quand 1'erreur devient proche de la précision machine, on ne

calcule pas 1'exposant e
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3 - FONCTIONS SPLINE QUINTICUES D'HERMITE, PARABOLIQUES ET
CUBIQUES PERIODIQUES

3.1 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre on considére les fonctions spline quintiques
d'Hermite, les fonctions spline paraboliques et les fonctions spline
cubiques périodiques. Dans les deux premiérs cas on doit résoudre un
systéme tridiagonal. On utilise la méme technique que dans le chapitre I.
Dans le cas de 1a fonction spline périodique la matrice du systéme est
circulante.

3.2 - FONCTIONS SPLINE CARDINALES QUINTIQUES D'HERMITE

Supposons que 1'on ait des abscisses t équidistantes de pas
h en nombre infini. On se propose de déterminer une fonction o qui
vérifie

(J(ti) = y_i, 0.(ti) = Ai’ i €. Z (1)
et qui est telle que sa restriction & chaque intervalle [ti,ti+1]est
un polyndme de degré 5. Si 1'on compare le cas présent avec le cas de
la fonction spline quintique cardinale, on voit qu'ici on a une condition
supplémentaire qui est :

0'(ti) = Ai, ie 2

. 11 faut donc relacher les conditions de continuité par rapport a celles
de la fonction spline quintique. Dans le cas de la fonction spline quin-
tique on avait o ¢ C*, mais dans le cas présent on peut seulement exiger

o € C3.
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Soit v > 0 fixé. Définissons

Vo= qy = (v;) Ly; =0 (H), i+
et

Sg.p = (oloe Cho lpg, ¢ est un polyndme de degré 5,

i i+1]

o(t) = 0([t]%), t > ) .
Alors on a le résultat suivant de Lipow et Schoenberg [21] :

Siy=(y;) e Y5 A= (x) e Y7, alors i1 existe o ¢ S; , unique telle
que
()(t.i) = y‘i, 0‘(ti) = Ai, 1 € z.

Afin de donner une solution explicite, on prend uy = Gu(ti) comme inconnus.
La continuité de la dérivée troisiéme en ti’ i ¢ Z, entraine les relations
suivantes :

_8 20
bi-g T 6y * g T f Qg T B tia). (2)

Pour résoudre le systéme ci-dessus, on essaye une formule de la forme
suivante :

00 (o]

- k-1 k-1 _
uy = Coyy + G4 kzlY (y1+k+y1-k)+c2 kZIY (A4k Aok) (3)

ou il reste a preciser C, Cl, C2 et v . En remplacant y; dans (2) par
1'expression ci-dessus et en identifiant les coefficients, on obtient :

72—6y+l =0 (4)
Cr(y-6) = 8 » (5)
Co*Cy(v-6) = -20 4 (6)
-6 +2C; = -40 - (7)

Pour des raisons de convergence on choisit

y = 3-2/2 (8)
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la racine de (4) inférieure a 1 en module. Donc

Co ~ -5.857 864 376 , (9)
C; ~ 2.426 406 871 , (10)
C, ~ -1.372 583 002 . (11)

On peut aussi déterminer les coefficients Co» Cl’ C2 par ]'eXactitude P5.
Notons que la vérification de (3) pour les fonctions f(t) = t et t3

est automatique. L'exactitude pour les fonctions f(t) = 1, t2, t" entraine
les relations suivantes :

Co + 26y Fgv) =0, (12)
CiF () + 2F () = 1, (13)
CyF(v) + 4CF4(y) = (14)

I
o

ol les fonctions FO’ Fl’ FZ’ F3, F4 sont définies dans la section 1.5.
Il est facile a verifier que les équations (5)-(7) et (12)-(14) sont compa-

tibles si y est une racine de (4). A partir des équations (12)-(14) on
obtient :

C. = 4 F3(Y)

17 AF,VF,(-2F (Y F, () (1%)
C. = ‘F4(Y)

KA OO AOUAC B
Co = -2C,Fy(v). (17)

I1 faut remarquer que 1'exactitude P5 ne détermine pas vy .
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3.3 - FONCTIONS SPLINE QUINTIQUES D'HERMITE SUR fa,b]

Considérons un intervalle [a,bl qui est subdivisé par des
abscisses équidistantes a = tl < t2 <evn <t = b de pas h. On se propose
de déterminer une fonction o qui vérifie

o(ti) =Y o'(ti) = Ay i=1,...,n | (18),

qui est un polyndme de degré 5 sur chaque intervalle [ti,t1+1] et qui
appartient a C3[a,b]. La continuité de la dérivée troisiéme aux ti’
i=2,...,n-1 s'exprime de 1a fagon suivante :

_ 8 20
HioO i T R G e1)" 1 W)
i=2,...,n1. (19)

I1 faut ajouter deux conditions de bout. Comme dans le cas de la fonction
spline cubique, on va ajouter ces conditions de telle maniére que 1'inverse
de la matrice associée ait une forme simple.

Soit y la racine de y2-6y+1 = 0 de module inférieur a 1. A (19) on
ajoute les conditions de bout suivantes :

3 3

1 1 1
X 3t =5 E Tt T 9 (20)
e
(- l) -l ; f. 2 L g (21)
Mp-1"0 T TR jﬁl i fml-i TG 95Yn+1-§

ol les coefficients fl’ f2’ f3, 915 955 93 sont choisis tels que (20)
et (21) correspondent & une identité pour les polynbmes de degré 5.
Plus précisément, d'aprés

5 = &5 '

ol 6° est la différence divisée on obtient :
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" - 1 - 1 - - -
p (tl) = E;; [ 23y1 +16y2 +7y]]+ 75 | 12>\1 16>\2 2A3] (22)
pour tout p ¢ P5 vérifiant p(ti) =Y p'(ti) =2y i=1,2,3.
De la méme fagon d'aprés
65[t1 t t) t, ty tilp =65[t1 t, t) t, t3 t3lp pour tout p ¢ Pg,
on a -
" .1 . 1 -
p (tz) = ;;; [4y1 8y2+4y3]+ H [x4%0.2, A5l (23)
pour tout p e P5 vérifiant p(ti) =Y p‘(ti) = Ay i=1,2,3.

Donc d'aprés (22) et (23) on obtient

f, = (1+12/y)/2 , g9, = (4+23/v)/2,
f, = (0+16/y)/2 , 9, = (-8-16/y)/2,
f3 = ('1"'2/7)/2 ’ = (4'7/7)/2/ (24)

1]

[I=]
w
H

et finalement
3
1 1
d, = r fa.+— & g9g.y.,
1 .HJ___I JJ h2 j-‘-l J
3 3

1
d = - E Fa i +— I Qg.y . ..
n h jo1 d nt+l-j h o o1 3 n+l-j

Considérons maintenant le systéme €ridiagonal
(-1/v)uy +u, = dg

Moy - Buy tugyy = di, 0= 2,000

b1 * (U0, = d. (25)

qui est similaire au systéme (22) défini dans la section (1.4).
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Soient

vy =94

Yi+l =y*y_i+d1-+l, i=1,...,n-2. (26)

La solution de (25) est donc la suivante :

=
1]

n -y2 % (dn/Y+Yn_1)/(1'Y2)
et
”i =y X (ui+1-Yi)’ i = n’l,...,l- (27)

3.4 - FONCTIONS SPLINE PARABOLIQUES

Soit [a,b] < R et soit a = t1 <ty <...c< tn = b une subdivi-
sion de [a,b] par des abscisses équidistantes de pas h. On désigne Sn
1'espace des fonctions spline paraboliques définies sur [a,b]. Une fonc-
tion o ¢ Sn si

1°) La restriction de o a [ti’ ti+1] est un polyndme quadratique,
i=1,...,n-1

2°) g « Clla,b].
Il est clair que la dimension de S est égale a ntl.

On considére la spline qui interpole au milieu des intervalles [ti’ti+1]’
i=1,...,n-1. Ces splines ont été introduites par Marsden [23].
. Lin*tt .
. Soient L e 1= 1,...,n-1. Supposons que les quantités
¥i» 1 = Lyyn-1 soient données. On se propose de déterminer une fonction
o appartenant a S qui vérifie

O(Ti) = yis i = 1,...,"’1.
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Comme la dimension de Sn est égale a n+l, afin de déterminer une telle
fonction de fagon unique, i1 faut ajouter deux conditions supplémentaires.
On procéde exactement comme dans le cas de la fonction spline cubique.

Prenons Vi = o(ti)’ i =1,...,n comme inconnues. Une fois qu'on
connait les Vis on peut déterminer ¢ comme un polyndme quadratique dans

un intervalle [ti’ ti+1] qui vérifie

t.+t1.+1

o(t;) = Vi ol—50) = ¥ia0 (b)) = Vi

La continuité de la dérivée premiére en ti’ i=2,...,n-1 entraine les
relations suivantes :

vi_l-rﬁvi t Vi< 4 (yi_1+yi),i = 2,...,n-1, (28)

On sait que si 1'on ajoute des conditions de bout de 1a forme

’ 3
(-1/y)Vy + vy = jil €3¥; (29)
Vo1t =)y = jil €5 Ynr1-j (30)
au systeéme (28) avec y qui vérifie
y2+6y+1 = 0, (31)

alors la matrice associée a un inverse simple. Pour des raisons de
stabilité on prend y de module inférieur a 1. Précisément y = -3+/8.

Comme avant, on choisit les coefficients Cl, C2, C3 tels que les.équations
(29) et (30) correspondent & une identité pour les polyndmes de degré 2.
On obtient

_ 3y-15 3y+5 _ =3
i 2 e
3
Soient d, = £ c; VY.

1 j=1 J7j

d_' = 4(yi_1+yi) , 1 =2,...,n-1,
3

C. Yy .
n -q .
j=1 J “n+l-j

(32)
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La solution du systéme (28)-(30) est :

n-i i-1

- k k
R AR A TR A

En remplacgant di par leurs valeurs et en simplifiant, on obtient :

_4 n-“"l n'i 3
P R 72 S S S L S
T2 -1 i+k je1 d Tl
i-1 . 3
vz oK lyi-k R Wy 5] (33)
k=1 j=1
ou Cy-4 c c

On ne va pas décrire la fonction spline parabolique cardinale en détails.
On donne seulement 1'expression pour Vi qui est la suivante :
_ -by k T k-1
Vit T Ly ¢ z Y Vi B Y Yl (34)
k=1 k=1

Par la troncature des sommes infinies afin d'avoir 1'exactitude P2, on
retrouve 1'équation (33). Ainsi 1a fonction spline définie par (33) est
la fonction spline cardinale tronquée. Donc on peut montrer que les
conditions de bout (29) et (30) entrainent une convergence uniforme en

h3. La formule (33) permet d'écrire un algorithme efficace pour calculer
les vj.
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3.5 - FONCTIONS SPLINE CUBIQUES PERIODIQUES

Dans le cas des fonctions splines cubiques et quintiques d‘'inter-
polation, on a ajouté les conditions de bout de telle sorte que 1'inverse
de la matrice associée ait une forme simple. Ainsi on pouvait économiser
certains calculs.

Le cas des fonctions splines périodiques est traité par
P.J. LAURENT [20]. La matrice associée est circulante et il a montreé
que son inverse a une expression simple. On décrit briévement ce cas
maintenant.

A nouveau, soit [a,b] un intervalle fini de R et soient
a= t1 < t2 <uia< tn+1 = b des abscisses équidistantes de pas h.

Supposons que 1'on ait des ordonnées Yioer oYl tels que Y1 = Y1

Soit
I = (fec HMa,b)/f(ty) =y, 1 =1,...,m1, fr@a’) = f(b7)) (35).

Alors la solution oqui vérifie
b b
J o"(t)2dt = min I f"(t)2dt (36)
a fel Ja

est caractérisée par les conditions suivantes.

1°) La restriction de o a chaque intervalle [t;,t;, lest un polyndme
de degré 3, i = 1,...,n,

2°) o c C2[a,b],
3°) o"(a*) =0 "(b7),

4°) o(t_') = yi, i= l,...,n+1/ (37)
a'(a") = o' (b7).
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Notons que 1'on a o' (a*) = o' (b7),0"(a%) = o"(b").

Comme on a en outre o(a+) = 4(b") (y1 = yn+1), on peut prolonger ; a R
par périodicité et 1'on obtient une fonction o appartenant a 1'espace
des fonctions de classes Cl définies sur R qui sont formées de polyndmes
de degré 3 par morceaux. '

Inversement, soit XP 1'espace des fonctions réelles définies
sur R qui sont périodiques de période p = b-a et qui sont telles que

=

la restriction @ [a,b] appartient & H2[a,b]. Maintenant si 1'on minimise
b
(f"(t))2dt parmi les fonctions f ¢ XP vérifiant f(ti) = Y i=1,...,n,

@ alors on obtiendra la méme solution.

Pour déterminer la solution o, on prend Ay = 0'(ti) comme
inconnues. La continuité de la dérivée seconde en ti’ i=2,...,net
o“(a+) = o"(b ) entrainent les relations suivantes :

3(y,-y,)
- 2°n -
4A1+A2 A, = = dl,
3Yi17Yi_q)
_ i+l Yi-17 _ _ _
}\i_l+4ki+ki+l - h - di’ 1 - 2, ,n 1’
AgHA A = *1Ype1) =d - (38)
1" "n-1"""n h n

Notons que la matrice associée A du systéme ci-dessus est circulante.
Pour résoudre (38) on écrit

_ 3(.Y2".yn)
R R
3(Yi,17Y521)
- i+l 7i-1 _
X.i_l+4li+l1-+l - h 9 i - 2,-0-,"'1 9
no - 3(y1"Yp-1)
Maa Py TR Ay (39)

Maintenant on utilise 1a méthode d'élimination de Gauss. On obtient les
équations de la forme
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ol
Blzl’ylzdl’ 61"1
et
_ =16
B1+1 'E;:TE s
_ Hyvymddi )
Viel T T TE
46i
61"'1 = Bi-IG *
On a donc

P11 = "n-1"%n-1" 0

La derniére équation de (39) est
An_1+4xn = dn-xl.‘

On élimine Ap-1 de (42) et (43) et on obtient :
(Bp1*0p-1716)2 40y = v -4d, .

En procédant de la méme maniére en sens inverse

(82+32-16)xl-4xn = ;2-4d1

- -16 _ .

Pie1 T e T Bl

3 4(v4-4d; ;)
-1 §i-16

. 4ai .

%i-1 7 575 T in

/

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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Les deux équations (44) et (45) déterminent ensuite N et Ay En utilisant
(40) on peut déterminer A,,...,\ ;.

I1 faut noter que pour n grand le systéme 2 x 2 formé par (44) et (45)

est non-singulier. En fait, B; converge vers 4(2-v3), point fixe attractif

de F(B) = E}%g . En posant g= 4(2-/3) ce systeme devient

'4%1 + (B‘4)An = Yn_l"4 dn,

(B-84)ry - 4, = ;2 - 4 4, (47)

dont le déterminant est 16(2/3-3).

3.6 - INVERSE DE LA MATRICE CIRCULANTE

Maintenant considérons le cas de la fonction spline cardinale °
périodique. Supposons que 1'on ait une infinité d'abscisses ti’ iel
de pas h. Considérons une fonction spline cubique cardinale périodique
oqui vérifie(;(ti) = Yy iel.
Supposons que les Y4 soient périodiques : Yiskn = Yi-
Donc y est borné.

On sait qu'il existe une fonction spline cubique cardinale 6 unique
vérifiant o(ti) =Y et ¢ est une fonction continue et bornée
(SCHOENBERG [31 , lecture 4]).

Posons A = 0'(ti), i ¢ 2. Alors cette solution s'écrit

oo

k-
E T Yk

A: = 6
LI

avec y = /3-2 et 8 = --%% (cf. Théoréme 2 du chapitre I, section 1.5).
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En tenant compte de la périodicité, 1'expression ci-dessus deyient :

n-i
k-1
Ay = 8( Z Y yi+k+7n 1zn)
i-1 .
-8 ( E Yk I.Y.i_k"'Y‘| lzl) (48)
avec k=1
n
..1 .
z = 1 A ly/ 0,
k=1
] .
2 = 1 Yl (49)
k=1

En comparant ces derniéres formules avec les formules (26) et (27) de 1.4,
on voit que seules les expressions de z, et z sont différentes.

On connait explicitement 1'inverse de la matrice associée a la fonction
spline cubique cardinale qui est de Toplitz et tridiagonale. Dans le cas
présent le systéme est en fait de dimension fini.

En utilisant la périodicité, dans (20) P.J. LAURENT a précisé 1'inverse
de la matrice A associée au systéme (38) qui a une forme trés simple et
trés compacte:

(A-l)ij = ;ZIZ.IJ;_ (Y'i‘J|+Yn‘|i’J|). (50)
=Y i

En utilisant cette formule on retrouve bien les formules (48)-(49).
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CHAPITRE - 4






7.

4.1 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre on va montrer qu'en utilisant la technique des
chapitres précédents, on peut traiter la fonction spline de degré p,
p étant un entier, supérieur ou égal & 2, pair ou impair.

B -spline de degré p

Soit p un entier positif. La B-spline de degré p associée aux abscisses
0,1,...,pt+l1 est définie par

p+l . pt

1
Gua (8 =57 & (10 C ) (e (1)

On sait que

1) Q) >0 »si0<t<pil,
=0 , sinon.

2°) Qp+l(t) est une fonction symétrique par rapport au point ¢ = E%l :

Considérons la dérivée k-iéme de Qp+1(t). pour k = 1,...,p-1¢

- - p+l . ptl _
ofilit) = Be=l)es(pted) I (17 €50 k. (3
Ainsi :
k k
Qé+i(t) = (1)K oé+i (p1-t). (4)
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4.2 - RELATIONS VERIFIEES PAR LES VALEURS AUX ABSCISSES ti
DE LA k® DERIVEE (pour p impair). '

D'abord on considére le cas ou p est impair. On désigne par S

=

1'espace des fonctions spline cardinales de degré p associées a un ensem-
ble bi-infini d'abscisses équidistantes ti de pas h. Une fonction o
appartient @ S si et seulement si

1°) La restriction de 4 a {ti,ti+1] est un polyndme de degré p, i ¢ Z,
2°) g CPI(R).

Selon Schoenberg [31] on sait que si-y = (yi) e Y' ={y=(yi)|yi=0(|i|T),
it »}, ¢ &tant un entier positif ou nul, alors il existe

0e ST =0 ¢S |o(t)=0(t]%), t>¥=} unique telle que

()(ti) = yi, iel

On note que la B-spline de degré p associée aux abscisses équidistantes
de pas h ts ti+1""’ti+(p+1) peut étre définie par
t-ti

Soit o une fonction spline cardinale de degré p, p impair,

. _ i _ -1
associée aux abscisses t, = (t0+1h)i=_m. Alors pour k = 1,...,22—
et pour i ¢ Z on a

alo(k)(ti-(B%l))+a2°(k)(ti-(E;l))+"’+a2§l o(k)(ti)

k
...+ a, 0( )(ti+(Bil))

“1)...(p-k+1) [k k
- b(p )hk (p-kl) ypk oty 251107 olty.@st)) +:-t

k
bp o(ti+(j)_%];))] (6)
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ot
a; = p! Qp+1(p+1-3). (7)
k _ p! ( )
b5 = BT Ty G (1730 ®
j = 1, «esPy
k =1,...,p-1.
Démonstration

- - e v o - -

Notons que dans 1'intervalle [ti’ti+1] on peut écrire o(t) sous la forme

i .

o(t) = & ay Q . ((t-t.)/h)
| jei-p 3 P

ou les coefficients &j sont indéterminés.

Donc i1 suffit de démontrer les relations (6) pour o de la forme suivante :

0

a(t) = jzfp 5j Qp+1((t'tj)/h), te R, (9)

Puisque Qp+1(x) =0 six<0oux2p+tl, ona ay = 0, bk =0, sj

J <0ouj=>p+l. En substituant (9) dans (6), on obtlent le coef-
ficient de a a; a gauche

1 P
X I o op,,l (i+m-j- (251))

(-]

I P! Q. (p+l-m) Q( : (i+m-j- (B 1)

=

1 2 L. p-1 k
- et G Cimei-Bh)ofid (peiem),
en changenant 1'indice de 1a sommation.

Le coefficient de ;j a droite de (6) est

i% pl z Qét% (p+1—m)Qp+l(i+m-j-(E§l))-

Ainsi on a démontré (6).
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Remarque :
On déduit de (2) et (4)
_ k _ /1 k(K .
On peut aussi vérifier facilement que
k k
ap =a, =1, bf = (-1) b; - 1. | (11)

Notons que les aj ne dépendent pas de k.
Matriciellement on peut écrire le systéme (6) de la fagon suivante :

Az, = P(P-1)~;ﬁ(P-k+1IBky (12)

ol r, est le vecteur bi-infini des o(k)(ti), ieZ, et Y est le vecteur
des U(ti)’ i e Z. Les matrices A et Bk sont de Toplitz. On a

A(i,1) = a . » A(1,i43) = A(1,i-]) =

Byt 2
1

i=1,.00 )

et les autres éléments en i-iéme ligne sont &gaux & zéro.
On a aussi :

B (1,1) = b%, 5 85(h,i0) = (DR b, ()

= Byl

et les autres éléments en i-iéme ligne sont &gaux a zéro.
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4.3 - RESOLUTION DU SYSTEME p-DIAGONALE

Afin de résoudre le systéme (12), on a besoin d'inverser la
matrice A. Or on sait écrire 1'inverse d'une matrice de Toplitz tri-
diagonale. On essaye donc d'écrire A comme un produit de E%l matrices
de Toplitz tridiagonales. Dans ce but, considérons 1'équation :

p-1 p-2
alx + azx +...+ ap

p-1 j
p! .20 Qp+1(j+l)x
J:

ny(x) = 0. : (15)

1]

14

Rappelons que np(x) est un polynome de Euler-Frobenius défini par (33)
dans la section 1.5. Les zéros de np(x) sont simples, négatifs et
inverses 1'un de 1'autre par paires. D'aprés (11), on a a; =a =1

p
Alors on écrit

p-1 p-2

a; X +a,X +...+ ap

= (x2+C1x+1)(x2+C2x+l)...(x2+QE%lx+l). (16)
Donc on a

A=A A, ... A (17)

e g

ou Aj est une matrice de Toplitz tridiagonale telle que

Aj(1,1) = Cj, Aj(1,1+1) = Aj(1,1-1) =1, (18)

Maintenant on considére la matrice Bk.
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Cas I : k est pair

Considérons 1'équation associée a Bk :

k p-1 k p-2 k _
b1 Xt T+ b2 X +...4 bp =0
On a d'aprés (10) et (11)
k _ .k k _ k2
bj = bp+l-j et bl bp 1.

Donc 1'équation (19) s'écrit

(2+d¥ar1) (2edbxel). .. (x24d

Alors
k k ok Bk_

= By .82 ces .Ezl

B

. xt) =0

ol Bg est une matrice de Toplitz tridiagonale telle que

k _ 4k gk _aKis i1y -
Bj(i,i) = dj, Bj(i,1+1) = Bj(1,1 1) =1,
j=1,..
Cas 2 : k est impair
Dans ce cas 1'équation associée a Bk est
k p-1 k p-2 k _
b1 X + b2 X +...4 bp =0
ol d'aprés (10) et (11) on a
bk = -pK bK = bk = 1 et bX, = 0
j p+l-j * "1 P 2%1

L'équation (23) s'écrit alors :

(x2-1)(xp'3+Bk P Bk x+1) = 0
1 p-4

LBl

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)



.83.

5 ik _ K
ol b1 b2 ,
vk k
vk k k
: b§+l + bg-l +...0+ 1 o si j est pair ’
by = k k k
J ’
bj+1 + bj-l toot by si j est impair. {26)

L

Il est facile de vérifier que

ck _ otk - -
bj - bp'3"j. .‘ J lgo.o,p 4 (27)

On peut alors écrire 1'équation (25) sous la forme :

(x2-1) (x2+d8xe1) (x2edbx1). . (x24dK 5 x41) = 0. (28)

Ainsi
k _ k ok k

B - PoBloBz ) BR}Q (29)
ouP est une matrice de Toplitz tridiagonale avec P(i,ii =0,
P(i,i+l) = 1, P(i,i-1) = -1 | (30)
et B: ,...,QEQQ sont des matrices de Toplitz tridiagonales telles que

BY(1,1) = & ,.Bg(i,i+1) - B} (1,1-1) = 1, (31)
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4.4 - INVERSE DE LA MATRICE DE TOPLITZ p-DIAGONALE

Maintenant on montre comment inverser la matrice A. Rappelons
de (17) que :
A=A.A, ... A
e g
ol les matrices Aj sont de Toplitz et tridiagonales.
Considérons 1'équation associée & la matrice Aa :

x24C x+1 = 0. (32)

Soit a, une racine de (32) qui vérifie |aQ| < 1. Alors 1'inverse de
Ag est donnée par :

(33)

.

-1 o % -5
Al = —2 ol

-09,

Notons que les matrices A, ,..., R,.q commutent entre elles. «
Dans le cas p = 5, on a
A=A A,

Afin de trouver 1'inverse de la matrice A, il faut résoudre 1'équation

AX = Y (34)
ou encore
AIAZX =Y (35)
d'ol
-1
A2X = Al Y (36)
et
-1 "
AlX = A2 Y. _ (37)

Si 1'on soustrait 1'équation (37) de (36), on obtient :
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(Ay-A X = (AT1-a5hyy o (38)

Mais la matrice A2-A1 est une matrice diagonale avec tous les éléments
égaux a CZ-CI.
Donc
1 -1 ,-1 '
X = t-é:'(Tl-(Al 'AZ )Y J (39)

On a ainsi :
-1 1

) .

A (40)

1 -1 .-

“tc; (M A
2 "1

On montre par induction le résultat suivant :

R e L

A=A, ... A
1 p-1
est
-1 -1 -1
AT = FACY 4.+ fF L A (41)
1™ p-1 "p-1
ol
f. = 1 . ‘ (42)
i (p-1)/2 (C-C.)
I .~C.
=1 '
itj

(Pour étre plus précis, i1 faudrait écrire fgp),.... f(f% R
cer les fy dépendent aussi de p). |

Démonstration

Soit n = E%l . D'aprés (40) le résultat est valable pour n = 2.
Supposons que le résultat soit valable jusqu'a n. Considérons

'A . e 0 An+1
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11 est important de remarquer que puisque les matrices Al""’An+1
commutent entre elles, 1'ordre dans lequel elles sont écrites n'est
pas important.

On considére

AX =Y,
ou encore
Al.A2 e An+1X =Y
Alors
_ =
An+lx = (Al.A2 - An) Y (43)
et
Anx = (A1 . An-lAn+1) (44)
Par 1'hypothése d'induction on a
-1 -1 -1
(Al.A2 .o An) = flA1 +...+ fn An (45)
oll
_ 1
fj =5
n (C;-C:)
j=1
it]
Aussi
-1 _ ;-1 r T |
(Al An lAn+l) lAl RERE fn—l An-l * fn+1An+1
ol
p 1
fj n+l
2 (Cincj)
i#n,j#n
itj

D'aprés (43) et (44) on obtient

-1

-1
(AygAgX = LA Ay A (A AL 4AL)

~ a-1 -1 ¢ -1
[(fl-fl)Al +°"+(fn 1 n I)An l nAn fn+1An+1]Y‘

Pour j = 1,.0,,n-1
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£oF. = 1 _ 1 } Car1 Cp
Jj i n © ntl ) n+l
n (C.,-C.) n (C.,-C n (C,-C;)
5 UL A TR L S T
iA] i#n,j#n 1]
i#]
On a aussi
f = 1 ’
n nl
121 (Ci-cn)
e _ 1
fal = 71
it Gl
Puisque An+1°An est une matrice diagonale avec tous les €léments diagonaux
égaux a Cn+1'cn’ ona ’

o1 3 ya-l 2ol e gmle gl
T (Ce17Cp) [(FFA) #eee (Fp-1 fn-l)A,n-l+ann':an+lAn+1]Y'

Donc
-1 _ -1 -1 -
At = flA1 +...+ fn+1 An+l
ou ,
T —
j [
i G
itd

Ainsi le résultat est valable pour n+l.

q.e.d.
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Les constantes fl,...,fn (n > 2)
suivantes :

fl +...+ fn =0

lel +...+ Cnfn =0

.n-z n-2,. _

C1 fl +...+ Cn fn =0
Démonstration

Considérons les polyndmes de Lagrange

On a

L.(X) = I
R ()
14

j=1,...

vérifient les relations

(46)

,n.

2j(cj) =1, lj(Ci) =0, 1i#3.

On définit

L(x) = 2 L.(x).
j=1 J

Ainsi L(x) est un polynbme de degré n-1 et L(C;) = 1, § = 1,...,n.
Donc L est une constante égale a 1.

Or

n (Ci—x)
1('"1?c C.)
i= -

i#gg 1

L(x) =
J

H M3

j=1

i=1 k=i+1
L

#

n
= I f (-1 K L™

r C, C, x
§ ik

n
2 " Ci xn-2
i=1
it]
n-3

+...4 cl,cz...cj_lcj+l..

.C 1.
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n
Le coefficient de x" 1 : & fj =0 (47)
J=1
n-2 n n
Le coefficient de x X fj b Ci =0
j=1 i=1
iti
Donc
] n n n n
r C.f.= ¢ f, ¢ C,- ¢ f, © C;=0. : (48)
RIS A A B AU R IS Ut RS
i#]
n-3 n n n
Le coefficient de x s I fj L L Ci Ck =0
- J=1 i=1 k=i+l
i#]
D'aprés (48) on obtient :
n n n ) n :
r f, & r C,C, + (C,...C r f;C; =0,
jo1 g1 keinn TROTITTRT 0 3
itj
ou
n n n n )
r f, r C.C, + ¢ f,C.,=0
J | SN B |
=17 a1 ke=in 3=l
Or n
r f.=0
j=1 J
Donc n
2
by fj C. =0. (49)
=1 7
De 1a méme fagon en considérant les coefficients de xk, k = n-4,...,1
et en réarrangeant les termes on obtient :
3 3 -
lel +...+ Cnfn =0
.n-2 n-2, _
C1 fl +...+ Cn fn =0 . (50)
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4.5 - EXPRESSION POUR LA k-iéme DERIVEE AUX ABSCISSES ti
(p impair)

La solution de (12) est donc

;= Pl (pokel) oL ghy
h
- p(p‘l)-..(p'k+1) (flA-1+ 1 ‘B Y

¢ e

d'aprés (17) et (41).

On considére d'abord le cas oi k est pair. Alors d'aprés (21)

- B(p1)...(p-Kk+1) ¢ A k .8k v
(. e

Notons que les matrices Ail,.‘ I\'l BX,

On a 'EZ" g 'EZ“

k
- =(af+dya,+1)
Bk A 1 _ 17171 Sk (50)
-o}
ol ) {i -jl , siit],
S;(i1,j) =
1 k
201+d1(ll
— sii=73] (51)
u%'l-dl(!li'l
d'aprés (22) et (23).
Posons 202+d
_ <k ‘1"
51 = 51(1,1) =
On a donc
- (a2+dKa +1) (oFrdfa; +1)
Bk gk A—l 171 17271 Sk
2°71 "1 2

1(1 “1)
(a2+d +1)(sl-1)
N

(1-a3)

(52)

...,B 1 commutent entre elles.
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sK(1,d) =
2al+d'2< 'l(u
sii=] (53)

d'aprés (33) et (50)
et
N(i,i+1) = N(i,i-1) = 1 : (54)

et les autres élémentsen i-iéme ligne sont &gaux a zéro.

Finalement
kp-1 _ ok Kk ,-1
B A" = gE%l"' BY A
- (a+dfa +1) (ad+dfa +1). .. (aF+d 1“1*1)535l
(l-az)a
[(al 1 a +1)(s4-1) ok ok (a2 +dba +1)(u2+d20 +1)(s5-1) BE?_ 32
o - B
(- B (1-a)a
+...+
(af+d§al+l)...(uf+dk_5a1+l)(s
ne
=7
_—rl
(1 al) oy
(a2+d¥a, +1). . . (a24d® ai#1)(sK .-1)
ey LR
’ EE—Q IN (55)
gl
(1 al)al
ol
( o 1131 vsidfd

(193) =

k
S
-1
2 2a2+qu_ 55391
sii=3 (56)

k ai?+d _lal-i-l /
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et 2 k k

k 2a1+d S, 1*1

%7 gk
l+d2 1+l

T PO e (57)

En utilisant le fait que

of+Cja;+1 = 0
on obtient
sK1 = (D -1P e e -1y P ake . adb)e)
2 |2
(-3 d§ R
j1=1 32-31+1 1 V2
2 2 ')
+ I L L ak .. .dk I]a%—l}
3121 Gomiytl §, =§, 41 1 T
171 370yt 3y 415940
 (ad+dfagHl)... (adrdSag Hl)
- p-3
b=l S

On a pour k pair

U(k)(ti) - P(p-1)...(p-ktl) A~ 1gk

BY
hk (1)

] 9(2:1)‘;ﬁ(p-k+1) (flakAil+f28kA51+...+ sz_ EZiv(i)

D'aprés la proposition 3 on sait que

fode b f =0
g
Cfytot € oF =0
1f1t -17p-1
'
5
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Donc le coefficient de N dans A-IBk devient nul et on obtient pour

k pair :
(k) -1 S RPN
o (t'i) = ;]'E [r Yitug le aq (yi+j+‘y‘i'j)
5 o
+ U, I oah(Ys, stys i)F..otu (y 4y, )1 (58)
2 jop 27374 B?l E?‘ i+j 71-§

ou les constantes r, ul,...,uﬂig dépendent de k et de p.

De 1a méme facgon si k est impair on obtient :

k o
) - iy 1 gy

(¥i45 - ¥4-3)1(59)

+ u z a (y Y L
2 j=1 FAMA RS i-J ‘22_ 921

ou les constantes dépendent de k et de p.

Remarquons que 1'on peut aussi obtenir les constantes en (58) et (59)
par 1'exactitude pour les polyndmes de degré p. La technique est la
méme que dans la section (2.6).

4.6 - FONCTIONS SPLINE CARDINALES TRONQUEES DE DEGRE IMPAIR

On peut définir une fonction spline sur un intervalle fini [a,b]
par la troncature des sommes infinies en (58) et (59).
Précisément on écrit

. n-i . w
J - J n i+l j-1
le 1 i+ jzl 0 Yiej @ jﬁl 1T Ynij
et on remplace
® 3 p+l 6
jzl 1 Yney POV 221 Yn+1-2 (60)
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ot les v sont choisis de facon a avoir 1'exactitude pour les goly-
nomes de degré p. Les polyndomes de Euler-Frobenius jouent un role
important [311 . De 1a méme fagon, on effectue la troncature des
autres sommes. On peut majorer 1'erreur en utilisant la technique de
la section 1.7.

On obtient pour f ¢ Cp+l[tl,tn]
11K (£)-0 ) )] = 0WP* 1K), k=1, pet (61)

On en déduit que la spline cardinale tronquée a un ordre de conver-

gence uniforme en hp+l, ce qui est optimal. Par ailleurs son calcul devient

trés simple.

Remarque

On a traité le cas général de la fonction spline cardinale en utilisant
les relations entre G(k)(ti) pour k fixé. Ensuite on définit la fonction
spline sur un intervalle fini par la troncature des sommes infinies

avec une correction convenable.

Bien siir ces résultats sont valables pour les fonctions splines quintiques.
Plus.précisément, on a pour i e Z

0" (t1_9)#26 0" (£1_1)¥66 o' (£)426 o (tg,1 )40 (t;,)
= D(-0(ty_p)-10 o(t;_)+10 o(ty, Moty o))
o"(t;_1)426 o"(ty_1)+66 0" (£])+26 o"(ty,1) + 6" (t;,,)
=.%g (0(t;_p)+2 o(t;_1)-6 0(t)42 oltiyy)ro(ty, ). (63)

A partir de ces relations on retrouve les relations :
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[ = 1

A T [CI

o k-1 = k-1
St WiV B e

1 ® k-1 5 k-1
Sl [Cay,+C, kil O (7 kile (Vs

Y = o(ti), Ay = o'(ti), My = 0“(ti)
et a et g vérifient 1'équation suivante :

x*4+26x3+66x2+26x+1 = 0.

Dans le chapitre 2, au lieu des relations ci-dessus, on a utilisé
les relations (18) de la section 2.6 qui font intervenir o‘(ti) et,o“(ti),

ce qui nous permet de préciser les conditions de bout explicitement.

4.7 - FONCTIONS SPLINE DE DEGRE PAIR

Maintenant on considére une fonction spline cardinale
d'interpolation de degré pair p. Supposons que 1'on ait des abscisses ”
t équidistantes de pas h en nombre infini, ti+l'ti = h, i € Z. Dans
ce cas au lieu d'interpoler aux abscisses ti’ il est préférable
d'interpoler au milieu ti+1/2 des intervalles [ti’ti+1]’ Ainsi o est
un polyndme de degré p dans chaque intervalle [ti’ti+1] et il vérifie
la condition

a(t (64)

i+172) = Y

Soit o appartenant a Cp°1(l!).

On a les relations suivantes :
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o(Kk)
al) (ti_p/2)+a2 i- bt cee .g o

. p(p-1).. (P‘k+ll[ by o(ti 'BZ”)+b2 (t 22_)+ +b; o(t ;

hK

K
T bp o(t;+ P-E-)]
ol aj = p! Qp+l(p+ %'-j)Q j = ls-'°sp+1’
k . p! otk)
b} = BTy pey Gput (1Y) |
k = 0,1,...,["‘1/
J=1,...,p
(Sakai [30]1).
On déduit de (2) et (4)
aj = Apyo_j et b = (- l) bp+1 Y

Matriciellement, on écrit (65) :

Azk = p(p-l);‘l.(.(p-k-H) Bk Y

ou A est une matrice de Toplitz symétrique telle que

A(i,i) = a » A(1,i43)

o

A(i,i'j)

afz’+ j*l

- p
J = 19---9 2

>

et les autres &léments en i-iéme ligne sont nuls ; B
de Toplitz telle que

o(k)(t p-2 )+...+a O(k)(ti) footany

e,

l) +

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

est une matrice

?

p)
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BK(i,i) = b§+ , BK(i,i+j) = bk AR ..., §-1,
i
BK(4,i-j) = b i=1....5, (0

g -j+1 ’

Iy et Y sont les vecteurs infinis formés avec G(k)(ti) et y; respec-
tivement.

La matrice A est similaire a 1a matrice donnée par (13). L'équation
associée est

PiaxP-1
a X Ha X" 4.+ a

p+l
] P i J
= p! jio QD+1(J+1/2)X

ol 7 (x) est le polyndme d'Euler-Frobenius. Les zéros de 5 "o (x) sont
s1mples, ngatifs et inverses 1'un de 1'autre par paires (Schoenberg [31}1).
On écrit

-1
alxp + azxp fotan s (P +Cyx+1)... (x*+C_ x+1) =
Donc, comme dans le cas de la fonction spline de degré impair , on peut
écrire A comme un produitdes matrices de Toplitz tridiagonales

Al""’Ap/Z‘ Les matrices Al....,Ap/2 sont telles que

Aj(1’1) = Cj, Aj‘i’l-l) = Aj(i’1+1) = 1’

i=1,...,p/2. (72)
'Donc 1'inverse de A s'écrit comme une combinaison linéaire de Ail p}Z :
1 1
ou 1
= e ,J=1,...,p/2. 74
fi =572 J p/ (74)
II (C C )

‘|..
i#]
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On a aussi

P
]
fo—y

v

o P R B 1|
Af, (i,\]) - "1'—2(12 9
-
, L
ol a, est 1a racine de

L
x24C x+1 = 0
de module inférieur a 1.
Considérons maintenant la matrice Bk.

Cas 1 : k est pair.

L'équation associée a Bk est

b'l‘ 1y b'z( P24 b; 0

Notons que d'aprés (67)

k _ .k
bj b

On a aussi b% = b: = 1.
Donc 1'équation (76) s'écrit :

-2 ~k p-3 v
(x+11§p 2+b§xp to.ot b:_3x+l) =0

ol

k_ ik Lok .

bj - bj-l"'bj_z 1Y J - 2,.e
avec

vk _ ko

bo - bp_z - 1.

On peut vérifier facilement que
vk _ gk

bj = p‘Z‘j 0 J = 2,...

On peut donc écrire (77) sous la forme

§x+l) es (x2+dk

Eig x+1) = 0.

(x+1) (x*+d

p+1°j 9 j=l,-..

..sp/2

sP.

.sp-1

ap'3‘

(75)

(76)

(77)
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Ainsi
k _ k k
B” = P.By ... QE%Q (78)
ou B; sont des matrices de Toplitz tridiagonales telles que
Kes v = ak mKrd a0ty = rK(s 5o1y o
Bj(1,1) = dj, Bj(1,1+l) Bj(i,l 1) =1 (79)
et P est une matrice de Toplitz telle que
P(i,i-1) =1, P(i,i) =1 (80)
et les autres éléments en i-iéme ligne sont nuls.
Cas 2 : k est impair
Dans ce cas 1'équation associée a B est
k. p-1,,k p-2 k _
blx +b2xz +.o..t bp =0 (81)
ol
k _ .k -
bj = bp+l—j s J=1,...,p
et
k
b} = b = 1. (82)
L'équation (81) s'écrit donc
(x-1) (xP2bKxP3 4 s B:_3+1) =0 ; (83)
ol ,
k _rk _rk - _
bj bj-l bj_2 R J=2,...,p-1 (84)
avec
vk _ ko
bg bp_2 = 1.
Par ailleurs :
- J+l .
bg =5 bk, i=2,...,p-3. (85)
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I1 est facile de vérifier que

ko vk - i
bj - bp_z_j ’ J - 1,-oo9p 3. (86)

On peut donc écrire 1'équation (82) sous la forme

(x-l)(x2+3¥x+l)...(x2+3k_2x+1) =0 (87)
Ainsi
k _ k k
B” = Q.8 ... QE%E (88)
ou B§ sont des matrices de Toplitz tridiagonales telles que
Kys v _ Yk ok _eKes so1y -
Bj(i,1) = dj, Bj(i,i+l) = Bj(1,1 1) =1 (89)
et Q est une matrice de Toplitz telle que
Q(i,i) = -1, Q(i,i-1) =1 (90)

et les autres &léments en i-iéme ligne sont nuls.

4.8 - EXPRESSION POUR LA k-iéme DERIVEE AUX ABSCISSES t
(p pair)

i

D'aprés (68) on a
_p(p-1)...(p-k+1) ,-1 -k
zk"’ hF A BY.

En remplagant A~ d'aprés (73) et Bk d'aprés (78) et (88) selon le
cas et en simplifiant on obtient

1
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1) Si k est pair, alors

0(k)(ti) = uply;t I

k ® k-1
a7 Yiat I a Yi_ 1
kep 1K 2% Y-k

K ® kel
Puplyy T e Yiak B g Vil

k=1

+...+

ok ® k-1
PUp2i I e Yiek * B 2 Yiekl (91)
2) Si k est impair, alors
(k) _ *k o k-l
o (ti) = Ul[yif:ki?l yi+k kzl oy yi_k]
~ o k @ k—l

Pyt Lo Yiak T B e Vil

+...4

+6 [y: + " ak Y. - ; ak y 1. (92)

Par 1'exactitude pour des polyndmes de degré p on peut obtenir 1'équation
vérifiée par Opsesslp/p et aussi des expressions simples pour

Ul,...,up/z, UI,...,UP/Z.

Par la troncature des sommes infinies en (91) et (92) on définit
comme précédemment une fonction spline sur un intervalle fini [a,b].
La troncature est effectuée de maniére a obtenir 1'exactitude pour
les polyndmes de degré p. Cette fonction spline cardinale tronquée
entraine une convergence uniforme d'ordre hp+1 qui est optimale.
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CHAPITRE - 5
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5.1 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre, en utilisant 1'analogie entre les fonctions
splines d'interpolation et les fonctions splines de lissage dé&finies sur
un intervalle fini de IR on définit une fonction spline cubique cardinale
de lissage.

Soit [a,b] un intervalle de R et soit [a,b] divisé en (n-1)
sous-intervalles par des abscisses équidistantes a = ti < el < tn = b
de pas h. Supposons que les quantités ;s i=1,...,n soient données.

On fixe le paramétre de lissage ¢ > 0. Considérons le probléme suivant :
b n
min f'(t)2dt + <

(f(ti)'zi)z-
feH2[a,b] 'a i=1

On sait que la solution est une fonction spline cubique o qui vérifie
les conditions de bout naturelles. Précisément

1°) o est un polyndme de degré 3 sur chaque intervalle [ti’ti+1]’ i=1,...,n-1,
2°) g € C2[a,b],

3°) o"(t;) = o"(t) = O.

En plus ,
" (t]) - o™ (£]) + @ (olt;)-2;) = O, i=1,...,n

ol on suppose que o"’(ti) = o"'(t;) = 0.

Supposons que 1'on ait une infinité des abscisses ti’ iel

équidistantes de pas h. Les quantités Zy i € Z sont données. On se propose

de déterminer une fonction o qui vérifie les conditions suivantes :
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1°) ¢ est un polyndme de degré 3 sur chaque intervalle [ti’ ti+1]’ iecl
2°) o, o' et o" sont continues en ti’ iel,

3°) Um(t';')_,cm (t;) + € (o(ti)-li) =0, iel. (1)

Soit 1 un entier positif ou nul fixé. Si z = (zi) appartient a

Y'= (y-= (yi) | ¥y = o(lil"), i~ Y «) , alors on démontre qu'il existe
une fonction spline cubique cardinale 6 unique qui vérifie (1) et qui
appartient & ¥ = {0 | o(t) = O(|t]T), t LA

On prend y; = o(ti), Ay = o'(ti) comme inconnues. Alors comme dans le
cas de 1a fonction spline quintique, on est conduit a un systéme tridia-
gonal par bloc. Le systéme dépend du paramétre de lissage. On donne les
expressions explicites pour Y4 et 3; en fonction des Z;-

5.2 - SYSTEME LINEAIRE TRIDIAGONAL PAR BLOC

La condition (1) s'écrit
6 2 4 2 =
S04 Mo G * R Y Y)Y S ) 2 0 (2)

La continuité de 1a dérivée seconde en ti donne les relations suivantes :

3 - _
N ier P N | Yy = O (3)
Soit )

On écrit les équations (2) et (3) matriciellement de la fagon suivante :
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-6 -3 Yi-1 124w 0 ¥; -6 3 Yisl Wz,
x + X + % =
31 s _q 0 4 |, -3 1 M 0
On pose
-6 -3 124w 0O -6 3
A = , B = , C= = at,
3 1 0 4 -3 1
A‘i = . D‘i =
hasl 0
Ainsi on a

AAi_1 + BAi + CAi+1 =D, iel. (4)

1’

On remarque que ce systéme est analogue au systéme (18) dans le cas
de fonction spline quintique cardinale d'interpolation. La matrice B
dépend du paramétre de lissage € alons que les matrices A et C n'en
dépendent pas.

Formellement on écrit la solution

N ? ko
A = K[D: + & D.., + I Gy D, 1] (5)
i 172 61 Tk T 2 B2 Tk

o K, G;» G, sont les matrices 2 x 2 qui vérifient

aiA'+ GB+C=0, (6)
GSC + 6B +A=0, (7)
= T.

K(G ‘
( 2C+B+Gll\)
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Comme dans le cas de la fonction spline quintique d'interpolation, on
passe de A a C en changéanf les signes des éléments hors diagonaux.

B est encore une matrice diagonale. On passe alors de Gl a 62 en changeant
les signes des éléments hors diagonaux. Par conséquent K est une matrice
diagonale. .

Les valeurs propres possibles de Gl sont les racines du polyndme
défini par le déterminant (A2A+\B+C) = 0.

En remplacant A, B, C par leurs valeurs, on obtient :

-12 18+4 -12
MHETENIH (N EFE) = 0 - (8)
L'équation ci-dessus s'écrit encore :
A4-4)34622-4)+1 + % A(A2+84r+1) = 0,
d'od )
3, A1) | 0,
(1)
ou encore
3 .
WF30) = - = | (9)

od Ta fonction F, est définie par (31) dans la section 1.5.
Pour des raisons de convergence, on s'intéresse aux racines o et g de
(8) de module inférieur a 1. On écrit 1'équation (8) comme

(22+ax+1)(A2+ba+1) = 0
ol
a+b - w-lz . ab = 18+4w - 2 = 12+4m .
Donc —d
a = w-gz - /wgw-72) . b = (L)"lz + _@ (10)
et
_ -a+/a2-4 _ -b+/b2-4
o "'"——"2"'-"“" [ B""‘""z 4 (11)



.109.

I] y a 3 cas différents :

1°) w > 72, o et B sont réelles et distinctes.

2°) w=72, a =8 =-5:2/6.

3°) w < 72, a,et g sont complexes conjuguées.

IT est clair d'aprés (9) que si w tend vers 0, alors o et g tendent vers

1 et siw~>o, alors o tend vers 0 et g tend vers -2+/3.

5.3 - CONSTRUCTION DE Gl SOLUTION D'UNE EQUATION MATRICIELLE

QUADRATIQUE

Siw# 72, alors les vecteurs propres X = [xl.xZ] et Y ='[y1,y2]
de Gl associés respectivement aux valeurs propres o et g8 sont donnés

par
3(l-a2)xl+(a2+4a+l)x2 =0
et .
3(1-2)y,+(B2+4g+l)y, = 0.
Posons
u = 3(a?-1) . v= B2+4g+l
a’+4a+l 3(82-1)
Donc
I O
(ﬁ = ® X (12)
v 1] 0 8] v 1
et
1 -]t e 0] [ -d]
G, = x * : (13)
-v 1] 0 8] -v 1

(cf. section 2.4).
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Siw=72,0onaa =8 . 0npeut trouver un vecteur propre X = [xl,x2 1
de Gl associé & a . Il vérifie

3(1-a2)x1+(a2+4a+1)x2 =0. (14)
Dans le cas présent on ne peut pas trouver un deuxiéme vecteur propre
linéairement indépendant. Donc on ne peut pas construire 61 en utilisant

la méthode décrite ci-dessus. On va donner une autre méthode pour cons-
truire Gl.

On choisit a et g qui vérifient

w

“F3(“) = BF3(B) = %
et qui sont inférieurs 3 1 en module. Comme la matrice satisfait son
équation caractéristique, on a

(Gl"a) (GI-B) = 0,
d'ol \
Gl-(a+8)61+aB = 0.

2
En substituant 61 = (a+8)61-a8 en (6) on obtient
61[(a+B)A+B] = aB A-C ,

soit 4
6, - (aBA-C)[ (a+8)A+B1 L. (15)

Notons qu'il n'est pas nécessaire d'avoir « # 8 . On remarque que méme
dans le cas ol <72, quand les racines a et g sont complexes conjuguées,
la matrice Gl est réelle. On obtient 62 en changeant les signes des
éléments hors diagonaux.
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Pour w = 72, d'aprés (15) on a [ 8a+l 84 ]
6, = (a2A-C) (20A+B)™! = (16)
a 2a+1
"3 &)
Donc on écrit
1 ]! [« 0 1 u
G1 = * ”
0 1 -a/3 a 0o 1
ou )
u = 3(a%-1 )
a?+4a+l
Ou encore
1 -u] [« 0] 1
G, = » * (17)
0 1 -a/3 o [0 1
et
(1 u) [ o 0] 1 -u]
G, = »* * . (18)
0 1] [a/3 o 0 1]

IT y aura toujours les deux cas différents : w # 72 et w = 72. Il n'est
pas nécessaire de distinguer entre les cas w < 72 et w > 72, 1'expression
pour G, étant donnée par la méme équation (12).
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5.4 - EXPRESSIONS POUR LES VALEURS DE LA FONCTION ET DE LA
DERIVEE PREMIERE EM t,

Cas I : w# 72

En substituant G1 et 62 par les valeurs de (12) et de (13) dans 1'équation
(5) on obtient :

w, 1w} . AL 1 u WZjk
Ay = K + S % *
0 v 1] Ko e v 0
1 -]l . ok 0 1 -u WZy )
x L x x }
v 1] k1 fo gk v o1 0
Soit 'kl 0
K =
ok,

En simplifiant on a

. 1 oo k ©o k [}
vy = ke L2y * gy (2 o (2ge2y 0w 26 (2402 0 (19)

A, = kgol-v) = >k
MoiTw LR e (Zi4k2io)™ | 2 (Zyp i) 1 (20)
Posons
klwa -klmeuv
Co=kor Gy G =1
-kzwuv kszV
S 0 b Tw (21)

Ainsi
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) T k-l o k-l
Yy = €2y # ¢ kil o (Zi+k+zi-k)+cz kil B (z5, 725 ), (22)
_ TR-1 _ o k-1 }
My =03 I oam Hzgyzi M0 28T (2y025)- (23)
k=1 k=1 _
Notons que
c, C
S S
O otE (24)
et C3 C4
Tt (25)

Cas II : w = 72.

En remplagant G, et G, par les valeurs de (17) et de (18) dans (5),
on obtient :

k1 0 w21 1 -u . 1 0 1 wu “Zi+k
Ay = { + r @ | % *
0 k2 0 o ¥t LX) o 1 0
1 1 0 LT
* P ak b
L * x
o 1| kI .§ 1 0 1 0

En simplifiant on a

[e ]

k k
‘y'l = kl“’[zi + E a (1+ ki u) (zi+k+z‘i"k)] (26)
k=1

et -

My = ko & of K (2. -2, ) (27)

i 2 k=1 3 Voi4k Ci-k! e

Soient klwau k2wa

CO = klw, Cl = klwa . CZ = et C3 = -(28)

On a donc
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k-1

¥ =Gz O B et (2t i
. v kaK(zi 42, ) (29)
2 .~ itk “i-k’ ?
k=1
M, = Co ¢ kaKNzei-zo 4) (30)
i 3 k=l i+k i"k °
On remarque que
C
21
CO = —;— L] (31)

5.5 - DETERMINATION DES COEFFICIENTS

Comme dans le cas des fonctions spline quintiques d'interpola-
tion de 1a section 2.5, on donne maintenant une autre méthode pour
déterminer les constantes dans les équations (22)-(23) et (29)-(30).

Pour le cas w # 72 on a

| ® k-1 = k-1

Yi =Gyt 0 Lo (2244 + G 5.8 zitzi)s (22)
S ° k-1,

My =0y Lo (2 2. B8 (2 zig) e (23)

Prenons ti =0, h=1, i = 24

Grace & la symétrie, 1'équation (22) est vérifiée automatiquement

pour f(t) = t et t3. L'exactitude pour f(t) =1 et t? donne les expres-
sions sufvantes :

1
oy

Co * 2C; Fola) + 2C; Fo(8) = (32)

]
o

€y Fola) + c, F,(8) (33)

De 1a méme facon 1'exactitude pour f(t) = t et t3 pour (23) implique
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C4F (o) + C4F1(8) = 1/2 (34)

C4F5(a) + CoF5(8) = 0 (35)

L'exactitude pour f(t) = 1 et t2 est automatique.

Ainsi en prenant o et g arbitraires mais inférieur & 1 en module, on
peut choisir les constantes Co’ Cl, Cz, C3 et C4 pour avoir 1'exacti-
tude pour les polyndmes de degré 3. Il reste un degré de liberté.

Continuité de la dérivée seconde :

La continuité de la dérivée seconde est exprimée par 1'équation suivante :

Posons

Donc

Yil

WOy ) = 305407Y4.0) -

'S | Y k-1
Ry = S0 Tk Re T L R
® k-1 2 k-1
L= I «a Z: 1 s bo= 1 B Z: 4 0o
17,5 i-1-k * -2 k=1 i-1-k
ha

= 2R.1- 2R,1-
j-1 = C3lz5%azy 1 +a®Ry1-Col, + Calzi+82,,18%R,1-Cyl,

My = Cglzg R 1-Colzy_ghal 14C, L2, 48R, 1-Colz;  +6L,1,

]

- 2 - 2

i+l
= 2 2
Yi-1 Co2i-11C M2 5%az  +a®R 140 L 40, L2 42, 1 +87R, 14C L,
Yj = Cozi+cl[zi+1+aR1]+Cl[zi~1+aL1]+cz[zi+1+sR2]+Cz[zi_1+eL2],
- 2 2
= Cozi+1+C1R1+cl[Zi+°zi-l+“ L1]+C2R2+C2[zi+ezi_1+3 LZ]'
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On identifie les coefficients divers dans

WOt 9 ) = 30447Y400)-
Coefficient de Rl :

C3(u2+4a+l)+3Cl(a2-l) = 0.
Coefficient de L, :

~C3(a2+4a+l)-3Cl(a2-l) = 0.
Coefficient de R2 :

C4(32+43+1)+3C2(32-1) = 0.
Coefficient de L2 :

-c4(s2+4e+1)—3c2(32-1) = 0.
Coefficient de Ziq ¢

c3a+c4a+4c3+4c4+3cla+3Cg --3CO = 0.
Coefficient de z, , :

-C3a-C4B-4C3-4C4-3C1a-3C28+3C0 = 0.
Coefficient de zy ¢

C3+C4-C3—C4+3C1+302-301-3C2 = 0.

Ainsi
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C3(a?+4a+1)43C; (a2-1) = 0 » (36)
C4(32+4s+1)+3C2(32-1) =0 , (37)
—3co+3c1a+3cze+c3(a+4)+c4(3+4) =0 . (38)
Par exactitude pour les polyndmes de degré 3, on a :
Co+zcho(a)+262F0(s) =1 (32)
CiFala)+CoF5(8) =0 (33)
C3F1(a)+C4F1(3) =1/2 , (34)
Les équations (36) et (37) nous donnent
3C,F,(a)
C; = 1 2 (39)
a
et 3
3C,F,(B)
4 F3185 ) .

Ainsi on voit que les équations (33), (35), (36), (37) sont compa-
tibles. Les équations (34) et (35) déterminent C3 et C4, et par
suite déterminent C1 et CZ' Précisément : -

o .1 F3(8) i
372 F@IF5B)F,l)F (8) ° (41)
Fi(a)
_ 1 3
RO A0SO e
D'aprés (39) et (40), on a
1 F3(“)
1 F3(B)
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I1 y a deux équations (32) et (38) pour déterminer Co. Maintenant on
montre qu'elles sont en fait compatibles. En utilisant les équations
(36) et (37) 1'équation (38) s'écrit :

-C 3C C 3C
I NS W e
Xy =5 *w "5+ %
ou
- C C C C
I T D DY
Co = =+ T 3% "3 (45)

Si dans (32) on remplace Co par son expression ci-dessus, on obtient :

El +‘Eg i C3 i C4 . 2C1 R
a B  3a 33 T-a

nN
o
m N
{
p—

ou encore C C C
/ 1 a2 148 3 T4 _
o T-o 8 T8 3a 3B

Maintenant on remplace Cl, Cz, C3 et C4 par leurs valeurs données par
(41)-(44). On a :

C,*2C Fo(a)+2C2F0(B)

I G T B PO N .

"% Tot®E T8 3

o F(a)F3(8) K Fyla)Fale) -

- B P ) (FyTe)F3B)-F3(a)F ()~ B FyTB)(F () 38)-F5la)F i
1 Fal8) i F3(a)

T ba 'FI137F3(B) -F (a)F (8) Fpla)F3(8)-F3la 1B

= 1.

Les deux équations (32) et (38) sont donc compatibles.

On a ainsi montré comment on peut choisir les constantes Co, Cl, CZ’

C3 et C4 pour avoir 1'exactitude pour les polynbémes de degré 3 et

la continuité de la fonction ainsi que des dérivées oremiére et seconde
en t,. I1 n'y a pas de restriction aux a et g sauf qu'ils soient de
module inférieur 3 1.
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I1 est facile a voir que les constantes Co’ Cl, CZ’ C3, C4 définies
par (21) vérifient les équations (32)-(38).

Si en plus de 1'exactitude P3 et 1a continuité de la dérivée seconde
on impose la condition

oul(t;)_oﬁl(t;)+ q &’(ti)~zi) =0, ieZ,

alors il faut choisir o et g d'une fagon particuliére, ce que nous
allons expliquer maintenant.

La condition ci-dessus s'écrit

En remplagant A et y; par leurs valeurs et en identifiant les coeffi-
1 on obtient

cients de Ry» R2, Lys Los 2,10 25 et zy,
C1[6(a?+1)-(12+u)dltC4(3)(a2-1) = O, (46)
’ C,o[6(B2+1)-(12+u)B1+C4(3) (82-1) = 0, (47)
6C(+3C3a+3C,B+6C o+6C,8- (12+u) (C1+Cy) = 0, (48)
(12+0)Cy-6(C4+C,)-12(C;+Cy)-w = O. (49)

Les équations (36) et (46) sont compatibles si et seulement si

(a2+40+1)[6(a?+1)-(124w)a]-9(a2-1)2 = 0,

ou :

() asr ()20 (a1 = 0,

c'est-a-dire o est une racine de (8). De la méme fagon les équations
(37) et (47) sont compatibles si et seulement si g est une racine de

(8).
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Autrement dit :

aF,(a) = BF,(8) = - 3, (50)

w

On déduit de 1'équation (35)
c

3.4
a B °
ainsi on obtient de 1'équation (45)
C C
_ 1 2
Co=3*% -

En utilisant les équations (46) et (47), on obtient & partir de 1'équa-
tion (48)

3C 3C 6C 6C
3 4 1 2 _
. 6CO +t—+ =% T8 0
d'oii cl cz
c 2 e o ——
0 a B

Les équations (32) et (48) sont ainsi compatibles. On peut aussi vérifier
que (48) et (49) sont compatibles. On a ainsi retrouvé les coefficients (21

Finallement les expressions de CO’ Cl’ C2, C3, Ca devieﬁnent
3
u':3((‘) = BF3(B) =% '0" <1, |B| < L
C

3.3 1 1
3 = 03 = @ISR (E) (1)
C C
G..5, (52)
¢ - (- b2 (53)
1 w o 'W’ '
C
1, 74 1
C2 = (- —(;)—E- . 'rz-'('é)'/ (54)
C C
o atE | (55)
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Considérons maintenant le cas w = 72.
On a - -
k 1
Y; C z; +C 2 (z, )+C I ko
1 k=1 1+k k=1
_ > k-1
hxi = C3 kil ka (21+k k)‘

On prend ty = 0, h =
C0+2C1F0(a)+202F

Cle(a )+C2F3(a ) =

Par symétrie 1'équation (29) est vérifiée pour f(t) = t et t3.
t et t3 pour (30) donne :

L'exactitude de f(t) =

[
—

2C3F2(a) =1

|
o

F4(a) =

L'exactitude de f(t)
On prend o qui vérifie 1'équation

l(a) =1

1 et on évalue (29) pour f(t) =

0.

= 1 et t2 est automatique.

_a3+4l1a?41latl | (a+l)(a?+10a+l)
Fq(a) = =
(1-a)® (1-a)®

et de module inférieur a 1.
Précisément on prend

a = -5+2/é-.
On choisit

_1
C3 - ?leaf ’

k-1
(z34k

1 et t2.

+Z_i_k)’ (29)

(30)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

Le coefficient Co est choisi arbitrairement etiles équations (56) et

(57) déterminent C1 et CZ'
Ensuite on impose la condition

Moty Py

_ 3 _
1= h Vie17Yi-1)
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qui garantit la continuité de la dérivée seconde aux abscisses ti“
En identifiant les coefficients on obtient

C3(a2+4a+1)+3C2(a2—1) =0 4 (61)
C3(2a2+4a)+3C2(2u2)+3C1(a2—1) =0y (62)
C3(20+4)+3C2(2a)+3Cla-3C0 =0, (63)

L

On déduit de 1'équation (61)

1 F3(“)
C,=xC
2 373 lea;
d'od en utilisant (60)
Fa(a)
C, =g — : (64)
(F,(a))?
On a alors & partir de 1'équation (57)
(Fy(a))?
c = - %___3.____. (65)
(Fz(a))3

En remplagant Cl’ CZ’ C3 dans (62) on peut voir facilement la compati-
bilité des équations (58)-(62).
En utilisant 1'équation (62) on a par 1'équation (63)

.
0 a
On peut vérifier facilement que les équations (56) et (63) sont compa-
tibles.
Ainsi 1'exactitude pour les polyndmes de degré 3 et la continuité de
la dérivée seconde précisent toutes les constantes qui apparaissent
dans’ les expressions (29) et (30).

La vérification de 1'équation (0"'(t;)-o"'(t;))+ 4 (o(ti)-zi) =0
avec ces constantes est facile.
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5.6 - FONCTIONS SPLINE CUBIQUES CARDINALES DE LISSAGE

Maintenant on mpntre que méme quand o et B sont complexes, les expres-
sions pour Y5 et A, sont réelles.

Pour w # 72 on a les équations suivantes pour la fonction spline cardinale
de lissage :

i} T k-1 T k-1
N T R I P N
i} > k-1 ) o k-1 )
hhj= C3 B am HziyeZ )40 28T T (Zic 2,
k=1 k=1
af o(a) = BF4(B) = -3

3 3 w

et les coefficients Cy, C;, Cy, C5 et Cy dépendent de o et 8 . Soient

w-12  _ Vw(w-72)
b 6

_ w12 w (w-

b==%— +—7%

Alors

~a+/a?4 _ -b+/b2-4
= .

a = —p—— et B

Si w > 72, alors o et B sont réelles et distinctes.
Si u < 72, « et g sont complexes conjuguées.
On rappelle de (51)-(55) que :

_C3=:Ei=(:§)1 1
o B w’ 2aB ° F3 B 1 {a)-F3la)Fy B8YY’
b ST N B
a w’ a aFZ a)’
.Eg = (11).55 1
B w’! B BF,(8 !
C C

_ 1 2

Cb=a*7 -
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c C C

Siw< 72, alars 3 est 1?agina&re et 7;'qui est égal a - 7? est
conjuguée de _§, AuSS1, ht | et-7§ sont complexes conjuguées et par
~M

conséquent C0 est réel. Soit 7}‘= a+ib.

Ainsi :

On voit donc que méme si o et B sont complexes, les expressions finales
pour y. et ¥ sont réelles.

e S ==
=====

Soient T > 0 et v un entier positif et soit z = (Zi) appartient
YT =y = (vy) | yg = O(lHIT), i )

Alors i1 existe une fonction spline cubique cardinal 6 unique
appartenant a

= (o | at) =0(|t]"), t » ¥ =} qui vérifie
o"-(t;)-o"'(t;)+-g(o(ti)-zi) =0, iel.

Démonstration

Soit z = (z;) e Y" et soit A(w) 1a fonction définie par 1'équation (22).
= A(w)z ol

oo

k- k-1
l(zi+k*zi-k)+cz O P (244t24-k)

_y-Cz+C Zcz
i~l k=1

On a déja vu que si z est réel , y = A(w)z est aussi réel. Maintenant
on montre que 1'image de Y' appartient 3 Y'.

Puisque z ¢ Y', 11 existe une constante C telle que

1zitk|‘s Cli+k|", ke N.
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Par ailleurs on peut trouver des coefficients dm tels que

T
li+k|" <z d KT
2=0
Alors - '
k-1
lyil s |CO||Zi|+|C1| kil l“' lzi+k+zi-kl
- k-1
+'C2| kil 18] Izi+k+zi-kl
. T TR, k-1 .2
s 1Gollil™+2leyl z dy [i1"75(z Jal* K
2=0 =
T : 00
w20l = d 137 e (s*T )
2=0 k=1

IN

T
. 1T~
|C0||1|T+2|c1' E d1F£(|“|)|1|T
2=0
T

+2|C,| ¢ d,F (le])]i|**®
2 220 [}

K|i|* ot K est une constante.

IA

Donc y € Y'. Le cas w = 72 est similaire:

Ainsi a partir de la suite z = (Zi) appartenant & Y', on construit une
nouvelle suite y = (yi) qui appartient aussi & Y'. Ensuite on détermine
la fonction spline cubique cardinale 6 qui vérifie °(ti) = Y5 et qui
appartient & S ={o | o(t) = 0(|t]"), t » ¥ «}.

Comme dans le cas de la fonction spline d'interpolation, on a essayé de
définir une fonction spline de lissage sur [tl,tn] par la troncature des
sommes infinies afin d'avoir 1'exactitude P3.v0n peut écrire un algori-
thme efficace. Mais on observe un comportement oscillatoire dans les
expériences numériques. I1 est probable que cela provient du fait que
1'on essaye de déterminer la dérivée a partir de valeurs de la fonction
qui sont entachées d'erreurs.
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On veut faire remarquer que dans le cas de la fonction spline
de lissage on obtient :

‘ oo k
o(ty) = -:£%;; [z + kil @ (Z44+244 )]

ol a vérifie

aFl(u) = -!—ﬁ

Dans le cas de la fonction spline cubique de lissage on a vu que

o oo

i k-1 k-1
o(t)) = Czy#Cy I o MziytZi ) 1 8 (Zi4k*24-k) >
ho'(ts) = C, = of 1z LA ek Lz, -z, )

ol -
oF (o) = BF,(B) = - L.

3 3 g h2

Finalement dans le cas de 1a fonction spline quintique de lissage on
obtient :

k-1

o(ti) CoZ;+Cy kzla (zi+k+zi-k)
k-1
+C z B (z +z, . )+C z Yo oz t2s 1) s
2.k ki3 2 ik Zi-k
' - > k-1 _ ¢
o'ty = G B o (ZZing)
> k-1 L k-1
TN L T B SR R T B

\ _ v k-1
o"(4) = Czyrlg B o7 (242

o k-1
Loy (2420

o gkl
+Cq I B (z4,,tZ;  )HC
9 i+k -k 10,

-1

oFg(a) = 8Fg(8) = ¥Fgly) - -g—f‘—;—
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6.1 - INTRODUCTION

Les fonctions spline sous tension ont été introduites par
Schweikert [35] pour traiter le probléme des points d'inflexion indési-
rables.

Soit [a,b] < R et considérons une subdivision
a=t) <t <<ty ; btde 1'intervalle [a,b] par des abscisses équi-
distantes de pas h = M1 on désigne par Sn 1'espace des fonctions
o qui vérifient les cosa tions suivantes-:

(i) Dans chaque intervalle [ti'ti+1]’ i=1,...,n-1 , o vérifie 1'équation

différentielle
(D*-p2D2); = 0, (1)
(ii) o e C2[a,b]. (2)

Ici p désigne le paramétre de tension.
Pour p = 0, o est une fonction spline cubique. Pour p > 0, dans chaque
intervalle [ti,t.+1], i=1,...,n-1, ¢ est une combinaison linéaire

i
des fonctions 1, t, ePt et e PL,

Puisque o vérifie cgf D*-D2)s = 0 dans chaque intervalle [t,t; 0
pour p grand, o tend vers une fonction spline linéaire.

La dimension de 1'espace des fonctions spline sous tension Sn est nt+2.
Supposons que 1'on connaisse les valeurs d'une fonction f aux abscisses
ti :

Yy = f(ti), i=1,...,n.

On se propose de déterminer une fonction o appartenant & S, qui vérifie

6(t;) =y;s  i=1,....n. (3)
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Pour déterminer de facgon unique la fonctiono, i1 faut ajouter deux
conditions supplémentaires :

Des conditions de bout de 1a forme

(i)  o'(a) = f'(a), o'(b) = f'(b)

(i) o"'a) =a"(b) = 0

(iii) o"(a) =o"(a), 0"(b) =0"(b).

ont été étudiées par de nombreux auteurs (citons BAUM [2], DUBE [13],
PRENTER [28], PRUESS [29], SCHULTZ et VARGA [33], SPATH [37]). CLINE [10]
a écrit des procédés pour calculer les fonctions spline sous tension avec
les conditions de bout de la forme (i).

Notre but est de donner les conditions de bout qui dépendent seulement
des valeurs de la fonction aux abscisses et qui entrainent un ordre

de convergence uniforme en h'% En méme temps on souhaite préserver
la simplicité de calcul.

6.2 - CONDITIONS DE BOUT

Prenons My =""(ti)’ i=1,...,n come inconnues. D'aprés (1)
dans [ti’ ti+1] la fonction spline o vérifie :

(D*-p2D2)0 = 0, o (ti) =Y U(ti+1) = Yi+1-
" (tg) = s o (tyg)mugy (4)
On définit

Y() = Gimito}L ~t)/ (P02 (5)
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t-ti

Soit vV = —ﬁ-—- .
Pour t ¢ [tyst;,,] la solution de (4) est alors donnée par :
o(t) = vy 1+ (1-v)y; + h2¥(v) e g + h2¢(1-v)u,. (6)

Si 1'on peut calculer les My i=1,...,nen utilisant la formule
ci-dessus, on peut donc cailculer o(t) pour t quelconque de [a,b].

D'aprés (2) on sait que o ¢ C2[a,b]. La continuité de la dérivée pre-
miére en ti, i=2,...,n-1 entraine les relations suivantes :

Y17

Qujoq * Tuj + Qugyq = 2 » 1 =2,...,n-1 (7)
ou

q=;§h—2- - sirbtery) (8)
et

r- pfhz (ph S52pEY. - 1) (9)
On écrit les équations (7) comme

M1t g M T g ‘yi'l-zﬁwi*” (10)

= di y 1=2,...,n-1.

A 1'équation (10), on va ajouter des conditions de bout de telle fagon
que 1'inverse de la matrice associée ait une forme simple.

Considérons 1'équation
2, =

Cette équation a 2 racines réelles. Pour des raisons de stabilité on
choisit vy 1a racine de (11) de module inférieur a 1. Précisément :
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-(ph cosh(ph)-sinh(ph))+/§h(1-cosh(ph))*(ZSinh(ph)-ph-phcosh(ph))

Y . (12)

sinh(ph)-ph

I1 faut noter que dans le cas présent y dépend de h, ou plus précisément,
de ph, alors que dans le cas des fonctions spline polynomiales y &tait
toujours indépendant de h.
On a

/3-2 <y < 0.

Maintenant on choisit les conditions de bout de la forme

(- -]-'.)u +u, = —l- g C y: = d (13)
y/"17h2 h2 j=1 373 1
* u +(- ..l.)u = _.l... g C y =d

(14)
qui préservent la symétrie de (10).

Puisque les &quations (10)correspondent & une identité pour les fonc-
tions f(t) = 1, t, ePt et ePt, on choisit les coefficients €y Cys Cq,
C4 de sorte que les équations (13) et (14) correspondent & une identité
pour f(t) =1, t, Pt ot e7Pt. precisement '

¢y = zp?h? (x2-xy+1),
v(x-1)2

C, = i (2(x2-xy+1)+x),
v(x-1)2

-p2h2
Cs - ZPh” (x2-xy+1+2x),
v(x-1)2

2h2
c, = PhX o x - ePh | (15)
bovx-1)?

Ainsi la solution de
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1
(‘ ;)u1+u2 = dl »

br _ _ )
Mi-1 * g Mit™ia T 940 i=2,...,n1,
+(- Dy = d (16)
Hn-1 Y ¥n n
eSt -y ( d n-i kd i-l k d )
wy = —I— £ 00yt L oyid ).
LT e e e kel i-k

En remplacant di par leurs valeurs, on obtient :

-' 4
- _~y(Q-y) -2 LS| n-1 .
Mt Sy Yit 5 v Vi * Y7 B Ciyog s
h2(1+y)q (Y)Y itk je1 J Tl-g
i-1 .4
+ I yk'l Y k+yl-1 r C;y,l (17)
k=1 - jep 973
N e
L)
é - (l'qcz)
2 (1-v2)
. -qC
Cy=—,
1-y2
N -qC
by = "’%" (18)
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6.3 - FONCTIONS SPLINE CARDINALES SOUS TENSION

Maintenant on considére le cas de la fonction spline sous tension
associée aux abscisses équidistantes ty de nombre infini et de pas h.
Soit S 1'espace des fonctions spline sous tension cardinales, pour le
paramétre de tension p. Une fonction o appartient @ S si et seulement
si :

(i) dans chaque intervalle [ti’ti+l]’
(D4-p202)6 =0, i € Z,
(ii) o€ C2(R).

Soient My = 0"(ti), i e Z. A nouveau la continuité de la dérivée premiére
en ti entraine les relations suivantes :
Yi-17%i%in

WU T , el (19)

ol q et r sont définis par (8) et (9).
Soit y une racine de 1'équation

22 4v1=0
Yrgy

telle que |y| < 1. I1 est facile de voir que :

_ =v(1-y) -2 k-1
= [ y: + I YiatY: )1 20
PTERET o R IR (Y44t 4-k (20)

vérifie (19). Soit + > 0. Si

y = (yf) e V' = {y-= (.Vi) I Y = 0('1|T)’ i e ’
alors, puisque |y| < 1, les géries & droites de (20) convergent.

Par contre, si 1'on prend Ay = o'(ti) comme inconnues, alors la conti-
nuité de la dérivée seconde implique les relations suivantes :



.135.

As 4P = (;+2)(y1+1—yi_1) (21)
i-1" 71 T+l 2h

ou

roe 2(ph cosh(ph) - sinh(ph)) _ r ) (22)

(sinh(ph) - ph) q
Donc , =
_ (1- k-1
= Y ViacYiae) (23)

(avec y la racine de 1'équation
24 =2 -
yetry+l =y2+ 3 v+l =0

de module inférieur a 1) est une solution de (21), la série en (23)
étant convergente pour y = (y,) e Y.

Considérons la formule

[

k-1
G WiadYiee)

=4

L'exactitude pour les fonctions constantes est automatique, alors que
1'exactitude pour f(t) = t implique que (prenons t; = 0)

(1-v)2
1-vj2
(Sl = ——2'%)‘—( .

L'exactitude pour f(t) = eP

268

1

soit :

t entraine

y2(eph-e'ph-2ph)—2y(eph-e'ph-phéﬂlphe'ph) + (eph-e'ph-th) =0

Soit :
2 , 2(ph cosh(ph) - sinh(ph)) _
Yo =S Th{ph) =ph) y+1=0
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qui est 1'équation (11).
L'exactitude pour f(t) = e
Si 1'on considére la formule

Pt yedonne 1'équation ci-dessus.

_ ® k-l
mi T 0¥yt 8y b v i)

1'exactitude pour f(t) = 1 implique

263 .
=0. 2
52+-(-1—:-Y—)- 0 ( )

On a 1'exactitude pour f(t) = t par symétrie.
Par 1'exactitude pour f(t) = ept on obtient :

ePh e Ph

+ .
l-yeph l-Ye-ph]

p2 = 8,464 [
L'exactitude pour f(t) = e'pt redonne 1'équation ci-dessus.
Si 1'on choisit y racine de 1'équation (11), alors on obtient
- y(y-1 | (25)

(1+y)q.h?
et donc d'aprés (24)

83

A S (26)
(14v)q.h?

Ainsi on retrouve la formule (20).

8,
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6.4 - FONCTIONS SPLINE SOUS TENSION CARDINALES TRONQUEES

Par la troncature des sommes en (20) et (23), on peut définir
une fonction spline sur un intervalle fini de R. On choisit les
coefficients Vi» Vos V3s Vg tels que
4
R

: e = 1w, £(1-9) (27)
=1 j=1 J

pour f(t) =1, t, ePt et e Pt.

Maintenant on définit 1'espace des fonctions spline sous tension
cardinales tronquées :

~

S={0' /UES’
n [tl,tn]

r 5 gt ) ' v (t) |
k=1 1-kT 7 oy 37N |
; k-1 ot ..) = g v, ot )}
w1 Y mk! T ) 3 %Vine1-37"

I1 faut noter que la dimension de §n est égale a n.
Ainsi d'aprés (20) et (23) on a pour la fonction spline cardinale
tronquée : '

o1 -2y, n-i _ ;4

— Vi oty _3
n(lr)g 07N et TIHET g T

i-1 4
k-1 i-1
+ Yi_ Hy Loviy:l, (28)
k=1 i-k j=1 373

-1 4
_ -y M k-l n-i
i Lo Vi Vi

i-1 -
k-1 i-1
- Ty T vyl (29)
kel ke 9

A
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Comme dans la section 1.6, on peut montrer que la fonction spline
définie par (17) n'est rien d'autre que 1a fonction spline cardinale
tronquée. Ainsi vj = Cj, j=1,2,3,4 ot les Cj sont définis par (18).

Pour 1a majoration de 1'erreur on utilisera la formule (29), alors que
pour calculer la fonction spline 1a formule (28) est plus pratique.

6.5 - MAJORATION DE L'ERREUR

D'abord on considére le cas de la fonction spline cardinale.
D'aprés (23) on a

_(1-y)2 T k-l
"1“1—2{\)‘ oy ¥ (i Yi-k)

qui correspond & une identité pour f(t) =1, t, ePt et e Pt Lierreur
d'évaluation de 1a dérivée premiére en 0 s'écrit :

e = L s ey 0-900). (30)

Soit
L(f) = (D*-p2D2)f.

L'espace nul de L est donc N(L) = Lin(l,t,ept,e'pt).
On sait que

H(p) = 0 pour p ¢ N(L).
Donc, on a d‘aprés (30)

H(F) = r w(e) (F(e)-p26"(£))de (31)

ol ¥ est une fonction impaire définie par

wie) = 0% 5 %D (kheg), € 2 0 (32)
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1 ept-e pt .
avec ;;-(——~7———— -pt) , sit=20,
h,(t) =
0 » sinon. (33)

Ainsi pour ¢ 2 0
)2 ° k- R(kh-€)__-p(kh-¢)
¥(e) = ﬂzﬁl kzl vl ia(f.-_ -~ - p(kh-£)), . (34)
= Y

I1 est facile de vérifier que

v(£+2h) =y y(¢) (35)

pour £ > 0 et pour 2 entier positif.
I1 suffit donc de considérer WI[O h1"
Considérons

[}

(1-y)? ) p(kh-£)__-p(kh-g) :
‘l‘I[o’h] = ] k..El Yk 1' ;}3‘ (e ze = D(kh-t;)),

On a h
jo w(e) (F4) (£)-p2(€))de

1 0 h(k- -ph(k-
a2 o en  PRE)ges) ph(k-£)).

0 2p3 k=l ¢
(F4)(e)-p2F"(£))de avec F(e) = F(en).
(1-y)2 1 ePh(1-€) _ e Ph(1-¢) __ph he
ph “ph t et
2p?  Jo 2(1-yeP")  2(1-yeP")  (1-y)2 v

(7 (6)-p2f"(€) )de

L7 ( Ph___-ph 5y |
2p 0 1+y2-yeP"-ye P (1-v)? Y

(F ) (6)-p2P (¢)) de
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Donc h

| ]0 v(e) (F M) (£)-p2f" (€ e |

- )2 ~
< 092 pax o 15 e)-p2F ().
203 Eel0,1]

I1 eph(l-E)_e“Ph(1’5)+r(ephg-e-phg) . _ph_ phg)' de

Jo 2(1+y2-0yePh-Ye'ph ) (1-y)2 O

" (1ev)2
< {15Y)% [t pax If(4)(£)| + p2h2max [F(£)11.
2p3 £c10,h] Ec[0,h]

h, -ph
1-y)(eP™e P"-2) ph h
1y + + gy
2ph(1+y2-yeP"-ve P")  (1-v)2 =Y

= M(ph) [h® max lf(4)(£)|+ p2himax  |f" (&) |1 (36)
Ee[O,h] Ee Iy
ol 1 2h2 plohh
M(ph) _ (l-Y)Z [(I“Y)('z + ] + BT +...) . 3-y ] (37)
2p3 (1+y2-yePM-ye Py 2(1-v)?

En utilisant 1e fait que ¥ est une fonction impaire et d'aprés (35)
on obtient :

1 [ @)-prenenael

2 |]; v(e) (F¥) (£)-p26"(£))de]

A

2ok gz e 1|02 121, (38)

En utilisant le fait que /3-2 < y < 0, pour h ¢ [0,h'] on peut majorer
%égﬂl par une constante indépendante de h.
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Donc pour h ¢ [0,h'] on obtient :
' 2M(ph 4 2
hg-f ()] < 2D ms e e ) ep2 i (B ) < ko (39)
ou K ne dépend pas de h.

Maintenant on considére le cas de la fonction spline cardinale tronquée.
On a d'aprés (29)

1_' 2 n"i . 4

- n-1i
Ay = L2 v Tys v L Vi¥pi1-i
i k=1 i+k j=1 JIn+l-j

i-1

4

Y - -

"Uzhl)‘ [x yX 1y-_k+v“ L V¥l
k=1 ! j=1 ¥

qui s'écrit

1-y)2 = 7 k-1 n-i, ° k-1
Ay = [ v (ysYi)y 2y Ty - Viy o )
i k=1 i+k Yi-k k=1 n+k j=1 J ntl-J

Considérons

« 4 '
k(f) = Ldo0) = e~ o) k3 vif(1-3). - (40)

On a choisi vj tels que

K(p) = 0 pour p Lin(l,t,ept,e'pt).

Donc

00

K(F) = [ 2 (£) (7 (£)-p26* (€) )ae (a1
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¥(€) ,81£20)

1ogz & Vi P((L=3)heE)_p((1=3)h€) 1 ey
X(£)= w(s)-(zgll-jzl ;g (& e )op((1-4)h-5)),

,siEe[-30,0]
0 ,si € < -3h, (42)

D'aprés (36) on obtient

| !o x(£)(F14) (£)-p26" (£))de|
- II: v(e) (F4) (e)-p26" () ) |

< Hiph) wthimax (£4)(e)14p max [£(5)1) (43)
On a aussi
0
] e e-pzeneae)
-3h
< M(ph) (1+y+y2)h2[h2max | £(*) (€) |+p2max|£* () |1 . (44)

te[-2h,0] te[-2h,0]
Pour ¢ € [-h,0] on a

: - -pe__p¢E
x(g) = v(g)- Lmx)® (& e
2

+ pE)V,.
hp3 1

Considérons
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0 v (1-y)? _-pe__pE |
I-h ;Hp3Y S 2 € ape) (£ (6)-p2 (£) ) de |

v,(1-y)21  phe_ -phe ‘
LT[ (&5 phe) (£4) (~eh)-p26* (-sh) )de |

2p® Jo
v, (1-v)?,1 2p2p2
= 1 3L3r3 1 h (3 (4) - —n2fFN(_
I——E;;_——JO p3n3e3 Ly + Bt 4 1(F ) (-gh)-p2f* (-gn) )de |
[vil(1-y)2h3 22
< 1 - [3%1 + PN 1 [ hmax lf(4)(€)|
) Ee["h,q
+ p2h2 max [f*(g)| 1
€€["h, ]

Or en utilisant le fait que /3-2 < y<0, on a d'aprés les formules
(15) et (18) : pour h € [0,h']

= |C.] < Kip §=1,2,3,8

lv; j j

l

ou les Kj sont des constantes indépendantes de h.

Donc

+ pe) (F4) (£)-p26" (¢) ) de |

0
|J vl(l-y)z(e-ps_eps
-h 2p3h

< kl ns(hz max  [F)(e)4p2 max  [F(e)]) (45)
£el-h,0] gel-h,0]

ot kl est une constante indépendante de h.

En procédant de 1a méme facon
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wpe) (F (1) (£)-p2£7 (¢) )de |

J-h vi(1-y)% -pE_pg

-3h 2p3h
<k, h(hzmax £ (g)[+p2 max 1£(e) 1) (46)
ge[-3h,-1) ge[-3h.-H
-h vo(1-y)2  -p(e+h)__p(£+h)
|, 2 e e (e () (6)-p2e"(€))ae|
~3h 2ph :
< k3 h5(h2 max If(4)(g)|+p2 max £ (£)]) (47)
te[-3h,-h] te[-3h,-h] .
et
-2h v,(1-y)2 _-p(&+2h)__p(&+2h)
.2 e e wp(e+2h) ) (£ (€)-p2F () )de |
-3h  2ph
<kywsnzmax  (F ) pzmax  (fe))) (48)
[-3h,-2h] [-2h,-2h

ol kz, kB et k4 sont des constantes.
On obtient d'aprés (43)-(48)

l]f w(£)(F(H) (£)-p26" () )de |

< k n3(n2[F ) L2211 ), b [0,k
oi K est une constante.

Ainsi dans le cas de la fonction spline cardinale tronquée on obtient
pour h ¢ [0O,h']

IAg=F'(t;)] < K h3 (49)

o0 K est une constante indépendante de h.
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6.6 - CONVERGENCE UNIFORME EN h"

D'abord on va montrer que la fonction spline cardinale (resp.
cardinale tronquée), converge vers la fonction spline sous tension o
verifiant  5(t;) = y;. olt;) = f'(t;)s TeZ (resp.i=1,...,n
dans le cas cardInale tronquee) avec l ordre de convergence unlforme
h* pour h ¢ [0,h'].

Notons que dans 1'intervalle [ti’ti+l] la fonction spline sous tension
6 qui vérifie '

o(t) =¥y o (b)) = Vi o
o ') = A o HE) = Ay

est définie par
(t-t,) p (t_t;) (t- t1+1)
- lr1;—-— ‘Ph-—~ﬁ*—-—
o (t) = aj+b; ——ﬁ—i—-+ C, e +'di e (50)

a; = [y, * ph(eph-l)z-yi « ph(e”-1)(1+ph-ePP1phePM)

+ s+ (142pheP-e®PM) - i« (14ph-eZPPphe?Ply

ph(eph—l)(-2—ph+2eph—pheph)

(¥;=Y441) * P(eP" 1) (ePPr1)h(ay0a g, ) (ePP-1)2

/

T T (PR (<2-phe2ePP-pnePh)

) (Yie17Y5) * ph(eph-1)+hxi * (1+ph—eph)-hxi+l(l-eph+pheph)

i - /
! ph(eph-l)(-2-ph+2eph-phepﬁs

(¥iYi41) # ph(eP -1)+hx » (1- eph+pheph) hay,q (1+ph- eph)
i+l +1 )

i” ph(ePP-1)(- 2—ph+2eph pheP™)

(51)
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D'aprés (50) on a

b bt - n--1;-°
i P - d P (52)

o'(t) = Fte-pe - pe
Soit ¢ la fonction qui vérifie dans 1'intervalle [ti’ti+1] les
relations suivantes :
(D4-p2D2)s = 0
o(ty) = ¥ ol(tyyg) = Yy
o' (tg) = £1(t;)s o' (tyg) = F'tg,). (53)
Alors en utilisant (39) ou (49) selon le cas on a d'aprés (52) :
lo* (t)=a'(t)] < Kjh3 , te [ty,ti 11, he [0,h']
ol K1 est une constante indépendante de h.
Donc

lo(t)-a(t)| < Kh*, te [toti,l, he [0,h']

od K2 est une constante.
I1 est donc facile de voir que

llo-oll < K3h*, he [0,h'] (54)
ol K3 est une constante.
Maintenant on va montrer que

llo- -fIl, = 0(h").
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Notons que 1'espace nul de D*-p2D? qui est égal a Lin(l,t,ept,e’pt) =‘Uh

est un systéme de Tchebycheff complet généralisé (Extended Complete:
Tchebycheff = ECT) sur 1'intervalle [c,d] quelconque de R. Soient

wl(t) =1,

wg(t) = ePt,
, wg(t) = 1. | (55)
On définit
uy(t) = wy(t),
rt
uz(t) = wl(t) ). wz(sz)ds2 s

‘ 't 52 54
ug(t) = 0 (t) [ wylsy) [c . jc wg(s)dsg.. .ds,-  (56)

Donc U4 = {ul,uz,u3,u4} est une base canonique ECT pour'u14 et ug.est
la prolongation naturelle a un systéme ECT US‘

Si pour la simplicité on prend ¢ = 0, alors on obtient :

ul(t) =1,

us(t) L (ept+e'pt-2),
2p2

=1 (pt_-pt_
uy(t) 203 (e""-e " -2pt),

us(t) = 1 (ept+e'pt-2-p2t2)- (57)
5 20"
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On définit la différence divisée d'ordre 4 par rapport a U5 d'une

fonction de classe C4 :

SysecesS
D(ul u5 f)
laoco’ 49
[S1Sp0ees 8V f = —e e (58)
5 D l,‘..,SS)
u,...,Uu
1°°°°°7%
seees d
i 0( 1 SS) = det(D lu,(s:))> ..
u u J7i7,5=1
1’-.., 5
avec
d; =max {j : s, =...= Si-j}’ i=1,...,6
et s s
D( "1°°°°*"5 ) est défini de 1a méme facon en remplacant Ug
par f. ul”.”u4j

On a le résultat suivant pour 1'erreur dans 1'interpolation d'Hermite
avec uﬁ (SCHUMAKER [34 , Thm. 9.9 p. 3701).

Soit f ¢ C*[c,d]. I1 existe une fonction unique u appaftenant
a‘u4 telle que

f(c) = u(c), f(d) = u(d),
f'(c) =u'(c), f'(d) = u'(d)

et pour t ¢ [c,d] on a

f(t)-u(t) = Q(t)[c,c,d,d,tlusf (59)

oil D(t,c,d,d,t
Ul ,UZ ,U3,U4 ,Us

Q) = D(c,c,d,d ‘)

UpolgslissUy
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En utilisant le résultat suivant on peut donner une majoration
pour Q(t), t e [c,d]. (SCHUMAKER [34 , Lemma 9.6, p. 3671).

THEOREME 2
Soient Mi =  min mi(t) R
— c<td i=1,...,5.
M, = max ws(t), (60)
c<txd .
Alors pour ¢ < S] S8, S ...Ssp < d, m=1,...,5, ona
513-~o’-sm.
Cl V(Sl:n-95‘“) < D(ul"'°’um)s C2 v(slon-ssm) (61)

ol V est le déterminant de Vander Monde

Sy9c¢e3S
V(spaeeensy) =00 1)

et C1 et 02 sont des constantes qui dépendent de m ainsi que
de Mi et M’; .
On déduit de (61)

C V(c,c,d,d,t) C
lQ(t)|=< ef V(c,c,d,d) = t% (t‘sz(d‘t)z- (62)

Maintenant pour majorer la seconde quantité [c,c.d,d,t]U f dans (59)
on considére le développement généralisé de Taylor pour 5 feCtlc,d]:

d |
fls) = upls) + | 65,02 (¢ (e)-p2r(e))ae 63)

ol uf(s) est la fonction unique dansuq telle que

o3 1f(c) - oj'luf(c), j=1,2,3,4
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et G est 1a fonction de Green associée a 1'opérateur différentiel
D‘J_pzozz

0 ,8ic<ss <k

G(sE) = ] eP(5-E)_oP(s-€)

— d. (64
- 7 (64)

A

- p(s-g)), si € =<5

En appliquant la différence divisée au (63) on obtient :

d \
(620.d,d,thy £ = | teseadiatny a0 (7 (@)-p2e (e
Cc

Donc :
Itescadid,ty Fl s max(17) (@) +p?] (6 )
d
J |[C9C9dsd9t]U G(s.&)ld& o 4(65)
c 5
Ainsi on a d'aprés (62) et (65)
[f(t)-u(t)] s K(t-c)?(d-t)? (66)

ol K est une constante.
En appliquant le résultat ci-dessus & chaque intervalle [ti’t1+1] on
obtient :

|f(t)-o(t)] < Kh*, te R

dans le cas cardinal ou t ¢ [a,b] dans le cas fini, ol 6 est la fonction
spline sous tension vérifiant

o (t) = F(E))s o' (ty) = (1)

et K est une constante.
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Ainsi en utilisant (54) on déduit
|[f-o|l, = O(h*) , h e [0,h']

o étant une fonction spline cardinale ou cardinale tronquée.
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CONCLUSION

La fonction spline sous tension traitée dans ce chapitre est
un cas particulier de L-spline, la spline associée a un opérateur

différentiel L. Dans [24] Michelli a défini 1'espace LS (L,h) des fonctions

spline cardinales associées a L et au pas h de 1a fagon suivante :
Une fonction o appartient a S(L,h) si

(1) dans chaque intervalle [ih, (i+1)h] o vérifie 1'équation diffé-
rentielle :

n
Lo(t) =D 1 (D—pj) a(t) =0
J=1
pour i € Z et les Py J=1,...,n sont réels,
(2) o ¢ C™I(R).
Si tous les pj sont égaux a zéro alors on retrouve le cas des

fonctions spline polynomiales. Dans le cas des fonctions spline sous
tension on a P = o, P, = Ps P3 = -p. Les fonctions spline hyperboli-

ques peuvent étre aussi considérées comme un cas particulier de L-spline.

La restriction que les P; soient réels implique que le systéme
de solutions de L est un systéme de Tchebycheff complet généralisé
(ECT). Dans le cas des fonctions spline trigonométriques d'ordre
impair, les Pj sont complexes. Or dans ce cas 13, si 1'on prend h
tel que % h < n, alors les solutions de L constituent encore un sys-
téme ECT.

Dans le cas présent des L-spline, on peut définir la B-spline
correspondante, Q(t) telle que

Q(t) >0 , si 0 <t < (ntl)h,
=0 , sinon.
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On peut exprimer o(t) appartenant a S(L,h) de fagon unique sous la
forme

o(t) = = o5 Q(F-jh).

=00

On définit la L-spline d'Euler par :

E(t) = £ (-1)3 Q(t-dh).

" Micchelli a démontré qu'il existe ¢ unique tel que

E(t) =0, O0=<¢ < h.

I1 a aussi démontré le Théoréme suivant :

—— - - e S e S8
SIR=II====

Soit t = 0 fixé. Définissons

YO =ty = lyy) |y = 001317)s 3 o e

et

ST(L,h) = (o € S(L,h) | a(t) = O(|t]"), t ~ %=} .

Soit 0 s a < hetaoaltct.
Alors, pour tout y « Y', i1 existe ¢ ¢ S'(L,h) unique telle que

o(atjh) = yj, iel.

I1 serait intéressant de voir si 1'on peut trouver des relations entre
o(k)(jh), et o(atjh), k = 1,...,n analogues aux relations (6) dans le
Chapitre 4.

Micchelli a démontré que les racines de

("1 ! Q(2n)A"2 4. ..+ q(nh) = 0
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sont simples et négatives. En utilisant ce fait il sera peut étre
possible d'écrire o(k)(jh) (sous forme des séries de) o(at+jh).

La forme de la solution étant connue, on pourra alors déterminer
les constantes par 1'exactitude pour les fonctions appartenant a
1'espace nul de L. Ainsi i1 ne sera pas nécessaire d'écrire Q(t)
explicitement. En tronquant convenablement on pourra alors définir
une L-spline sur un intervalle fini de R.
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RESUME :

Dans ce travail on propose des conditions de bout pour
les fonctions spline polynomiales d'interpolation de degré p,
p 2 2 associées aux abscisses équidistantes qui économisent
le calcul et entrainent un ordre de convergence optimal. On
démontre que cette fonction spline peut &tre interprétée comme
une fonction spline cardinale tronquée avec une correction
convenable. I1 est montré que la technique utilisée pour les
fonctions spline polynomiales est applicable dans le cas des
fonctions spline sous tension. Quelques résultats pour les
fonctions spline cubiques de lissage sont aussi donnés.

Mots clés : Fonction Spline Cardinale Tronquée, Matrice de T¥plitz,

Exactitude, Polyndmes d'Euler-Frobenius.
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