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INTRODUCTION

RAQS AL ABADAsRS NS 4P AS ar s
@5 0% 4% du ab db db Un Ty o FbaD

On étudie dans le corps des séries formelles de Puiseux
noté k((x))*, la détermination des branches de solutions dA'une
g8quation algébrique f(x,y)=0 ou f € kﬁ(x))*[y]. UUne premi2re
réduction raméne le probléme au cas on l'origineiappartient a
la courbe i.e. f£(0,0) = 0. °

Le développement des branches de solutions au voisinage
de 1'origine, dépend de 1la nature de celui ci, qu'il soit

régulier ou singulier.

Pour le premier cas -origine régulier- nous avons dive-

loppé un algorithme basé sur la m3thode itérative de Mewton:
= - - ¢ ) _1
(1 Yk"’] yk f(yk) x[ £ (Yk) 1

le calcule de 1'inverse de f'(yP) se faisait en app}iquant une

autre fois la méthode de Newton a 1la fonction: f(x) = 1/x - a,

ol a est la série a inverser; la formule de Newton devient:
(2) X = 2 x, - a.x

La combinaison de ces deux formules donne 1'algorithme permettant
dans le cas régulier de déterminer les approximants de 1la solu-

tion de l'équation f(x,y) = 0 qui s'annule pour x = 9,

Pour le second cas -origine singulier- la mithode utili-

sée est itérative, elle détermine pour chaque itAration le t3rme
€.
1 1 I
@, X de la solution.
)

°) La détermination de e; se fait a 1'aide d'une construction

géometrique appelée polygdne de Newton



°) La détermination de o, s'obtient en r3solvant 1'dquation

[ R

caractéristique associée a3 f et e,

La procédure se poursuit ainsi, en tenant compte que si
1'ordre en y de la nouvelle fonction pour x=0 est &dgale & un,
on applique alors 1'algorithme du cas régulier pour déterminer
le reste de la solution. '

Une troisi®me partie de ce chapitre 1, a 3t# consacr? i
la définition de la suite des paires caractdristiques de Puiseux
qui détermine le type topologique d'une courbe au &oisinage d'une
singularité isol&e. Pour cela, nous avons traitd un exemple pour
montrer comment on peut décrire gZometriquement le type topolo-
gique d'une courbe, uniquement A 1'aide de cette suite de paires
de nombres entiers.

Dans le chapitre 2, on s'est intéressé 3 la résolution
des équations algébriques de trois variables f(x,y,z) = 0 o
f €-klx,y,z]. L3 aussi, le développement des solutions dépend de

la nature du point au voisinage duquel on développe les solutions.

Pour les points réguliers, on a &étendu les deux formules
itératives du cas régulier du chapitre 1, en deux formules qui
manipulent les séries doubles; c'est a dire: -

°) La premiére formule calcule la série inverse d'une
série double inversible.

°) La seconde, détermine la solution de f(k,y,z) =0

-qui s'annule pour x =y = 0,

Pour les points critiques, nous avons adopté le méme
principé€ que celui de la méthode du cas singulier du chapitre 1,
c'est a dire en déterminant de proche en proche les tarmes

€« T
i i . . .
a.X "y de la solution, et ceci en deux parties:
1 « v

L s
b

°/ Les exposants £y et Ty sont déterminés 3 partir du

polygdne de Newton de f.



°/ Le coefficient @, est obtenu en résolvant l'“quatlon

caracterlsthue associée 3 f Ei et Tl.

La difficulté observéd pour cette partie, est la constru-
ction du polyddre de Newton qui a éts résolue en construisant un
programme nomm& poly&dre, qui détermine toutes les faces du poly-
&dre pour lesquelles le vecteur normal a la face est positif.
Evidemment il existe des cas pour lesquels le polydidre n'est forma
~que des faces 3 vecteur normal non positif; dans ce cas nous dirons
que le polyeédre est formd d'une droite qui sera utlllsne pour
parametriser les solutions.

L'équation caractdristique associde a4 f et aux exposants
€; et t,, est une équation algébrique de deux variahles ( resp. a
une seule variable) lorsque le polyddre est formé d'une oil plu-
sieurs faces ( resp. une droite ). La résolution de cette Gquation

se fait a 1'aide de 1'algorithme du chapitre 1.

Comme le temps d'exé&cution de cette méthode est trés &levé,
nous avons proposé une autre méthode qui consiste 3 prendre 1'enve-
loppe convexe de la projection orthogonale du poly2dre de Mewton
sur le plan x=0. Cette enveloppe convexe est le polygdne de Mewton
de la projection orthogonale des points surfaces sur ‘le plan x = 0
elle s'obtient rapidement, ce qui permet de gagner du temps par

rapport a la premidre,

Dans le troisi3me chapitre, on s'est 1ntoress° a la d3ter-
mination des polyndmes facteurs déterminants d'un opfrateur diffs-
rentiel L i singularité irrégulidre A 1'origine, en utilisant 1le
principe de la mi8thode de la résolution d'une Zquation alg3brique
de deux variables au voisinage d'un point singulier. En effet;
aprés la formalisation des coefficients b, (x) du nouvel opfrateur

M défini par:



M v(x) = e-Q(X) L ( eQ(X) v(x) )

les coefficients bi(x) sont donnés par wune fonction en x,

y = Q'(x) et 1les dérivies successives de y. Pour que 1'indice
caractéristique de M soit strictement inférieur d m, ceci
nécessite d'augmenter 1'ordre de cette fonction, d'olt d'appliquer
le principe de la m&thode de la ré&solution d'une Zquation alg3h-

rique de deux variables.

. .
LG v 7
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INTRODUCTION

Soit k un corps algébriquement clos, de caractéristique zéro. Soit f un poly-
nome en y a coefficients dans le corps des séries formelles de Puiseux

k((X))*. Quitte a faire un changement de variable (c'est 1'objet du § 1), on
peut supposer que f est un €lément de k[[X]1[Y]. Alors, les solutions formelles
de 1'équation algébrique f(x,y) = 0 au voisinage d'un point x0, dépendent

de la nature du point, qu'il soit régulier ou singulier ou & 1'infini.

x) Si le point est régulier, les développements sont de la fénne :
Y(x) = a_ + a, (x-xo0) + a (x-xo)2+ a (x—xo)3+‘
o 1 2 3 U

00 a; € k et a, est une racine simple de f(xo,Y) = 0.

x) Si le point est singulier, les développements sont donnés par :

r

1 "2 r
y(x) = al(x~xo). +a2(x-x0) +a3(x-x0)

3.,

ol a; € k-{0} et (ri) forment une suite croissante de nombres.rationnels
de méme dénominateur, avec seulement un nombre fini de termes a exposants
négatifs. -

%) Si le point est & 1'infini, en effectuant le changement : g(x,y) = xmf(l/x,y)
oi m est le degré de f par rapport & x. On obtient une nouve[ie fonction f,

qui s'annule pour x=0 et y=0, avec g(0,Y) adnettant une racine nulle i.e.
ord(g(0,Y)) > 1, ce qui nous conduit a appliquer a g 1'une des deux méthodes
celle du point régulier od celle du point singulier, pour déterminer les
branches de solutions de 1'équation g(x,y) = 0 au voisinage de 1'origine.

Nous proposons un algorithme général, qui permet dans les trois cas, de
déterminer les branches de solutions de 1'équation algébrique. f(x,y) = 0, au
voisinage d'un point xo (xo peut &tre le point infini si f appartient a
k[XaY])- @’L:“. sw



I.1 - SERIES FORMELLES DE PUISEUX

1.1 - Séries formelles de Puiseux

Soit k un corps algébriquement clos et de caractéristique zéro. Nous
noterons comme d'habitude : ‘

k[X]1 : T'anneau des polyndmes en une indéterminée & coefficients
dans k.
k(X) : son corps de fraction
kK[[X11 : 1'algébre des séries formelles & une indéterminée sur k. Ce sont
des expressions de la forme : =& a; x! avec aj ¢ k
iz0 '

Définition

Pour u e K[[X1], on appelle ordre de u et on note ord(u), 1'entier
r défini par : '

u(x) = x" G(x) avec G(0) # 0

Soient u et v deux &léments de k[[X]] avec v non nu]ifAlors il existe
u et v &léments de k[[X]] tels que : '

x" l(x) r

It
It

u(x) ord(u), i.e. u(0) #0

x> V(x) ord(v), i.e. v(0) # 0

w
]

]

v(x)

on peut calculer le quotient u(x)/v(x) = xr'sw(x) ol w = u/v appartient a
k[[X]] car v est inversible.

Si on écrit n =r-s, n ¢ Z alors

a,ozn . ;'U(X) - a xn n+l n+2

, + + X ces
v(X) n an+1 X an+2 *

#

n est 1'exposant initial de u/v. C'est un entier égal & 1'ordre de u moins
1'ordre de v.



Notons k((x)), 1'ensemble des séries formelles de puissances crois-
santes et d'exposant initial pris dans Z.

k((x)) = v X" ko
nel
k((x)) est le corps des séries formelles d'une variable. Ce corps n'est pas
algébriquement clos, en effet les racines de 1'élément a y2+ b x3 (a,b ¢ k)
n'appartiennent pas a k((x)).

Donc nous allons construire une cléture -algébrique de k((x)).
Ce sera le corps des séries formelles de Puiseux, que 1'on notera k((x))*°

Si on écrit t = x]/m, me N*. On introduit le corps k((t)) égal a
k((x]/m)), c'est 1'ensemblie des séries de la forme : & aix]/m

pour i < 0 Tles a; sont tous nuls sauf un nombre fini d'entre eux.

» AVeC aj ¢ k et

Posons
K(O)* = v k((x'™)
meN
11 est évident que k((x)) est inclu dans k((x))* (m=1). De plus k((x)) *
est un-corps. Il suffit de remarquer que pour tout m et n non nuls,
k((x]/m)) ot k((x]/n 1/m n

)) sont contenus dans le corps k((x ))-
Pour u e k((x))*, i1 existe q ¢ N* tel que u « k((x]/q)). On appelle
ordre de u et on note ord(u), le nombre rationnel r tel que :

u(x) = x" u(x)
avec
G(0) #0 et i e kifx'/
autremept dit, 1'ordre de u est le plus petit exposant dans 1'expression de u,
dont le coefficient est non nul. Dans la suite on se propose de démontrer
* - . .
que le corps k((x)) est algébriquement clos.

1.2 - Théorgme-de«Puiseux

Le corps k((x))* est algébriquement clos i.e. tout élément de f
de k((x))*[Y] admet une raci-z dans‘k((x))*.




.10.

La démonstration de ce. théoréme se fait en trois parties.

La premiére partie consiste d& transformer le probléme : "Déterminer les
racines d'un élément de k((x))*[Y]", en le probléme "Déterminer les racines
d'un élément de k[[x]1[Y1".

La seconde partie (c'est 1'objet du § 2) permet d'étudier les points régulier
et singulier de Ta fonction algébrique définie par 1'équation f(x,Y) = 0. Ce
qui nous permet de transformer le probléme au cas oil f vérifie :

f(0,0) =0 et ord(f(0,Y)) > 1

La troisiéme partie a pour objet de déterminer le développement des solutions,
au voisinage de 1'origine. Dans le § 3 on a traité le cas ol ord f(0,Y) =n >1,
on utilise la méthode constructive de Newton (polygéne de Newton) qui permet
de déterminer de proche en proche les approximants des solutions. Dans le

§ 4, on a utilisé un algorithme rapide pour déterminer les coefficients des
racines qui sont données par :

o 2 3 4
Y = apX ok axT 4 agX” 4 ax +...

avec a; e k, c'est le cas oil ord (f(0,Y)) =

Un &lément f de k((x)) Y] s'écrit :

n n-1 .
fxsy) = a (x)y" + a1 (X)y T s qo(x)
avec a; « k((x))* pour i = 0,1,...,n.
Pour tout i = 0,1,...,n, i1 existe h N tel que a; appartient a
((x]/h‘)) Notons par h le plus petit commun mu]t1p]e des h i=0,1,...,n

Comme k((x]/ )) est inclu dans k((x]/h)) Alors, les a; pour i=0,1,...,n

sont dans k((x /h)). Posons z = x]/h les a; e k((x)) pour i = 0,1,
Chaque a; peut s'écrire :

L my
a

P
ai(z) =z bi(z)

[



1.

ol p; est 1'exposant initial de a; (pi e 1) et bi e ki[z]1}., avec b(0) # 0.

Si on note p = inf(p;, 1 = 0,1,...,n), en multipliant par z P tous les a,,

on se raméne au cas ot les a; sont dans k[[zl11.

Donc, moyennant les transformations :

(x)
f(z,y) = 2P f(zh,y) e k[[z111Y]

On peut supposer que f est un élément de k[[z}1[Y]. Car le probléme :

1

“Résoudre 1‘équation f(x,y) = 0 avec f « k((x)) LY1", est équivalent (modulo

(%)) au probléme : “"Résoudre 1‘'équation f(z,y) = 0 avec cette fois ci

fe kifz1iryy".



2.

I.2 - FONCTION ALGEBRIQUE

2.1 - Définitions

Une partie X de k? est une courbe algébrique, s'il existe un polyndme
non constant f de k[x,y], tel que X soit 1‘ensemble des z&ros de ce polyndme.

On note :

0}

X = {(X,Y) € kz/f(xﬁ.Y)
Soit = la premiére projection de X sur k

m: X - k
(x,Y) - x

Notons par X1 1'image de X par 1 i.e. X1 = M(X).
On appelle fonction algébrique, définie par 1'équation f(x,y)
y(x) définie pour tout x de Xy par f(x,y (x)) =0, i.e.

0, 1a fonction

y X1 - k

X > Y(x) =z s (x.y) e X
Il existe en général, plus d'une valeur de ¥(x) correspondant & chaque point
x de X;. De plus, les valeurs de y(x) & 1'infini sont par définition les

1
racines de 1'équation :

g9(0,Y) =0  od g(z,Y) = 2" £(1/2,Y)
m étant le degré de f par rapport i x.

Notons ipar n (respectivement D(x)) le degré (respectivement le discriminent)
de f polynéme en'y.

f(x,y) = an(x)yn + an_l(x)yn—1 oot (x)

W e
- " w0,

&

[
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Alors :
an(x) ceenn ao(x) 0
0 a, (x) a, (x)
D(x) = n an(x) al(x)
0
0
n an(x) al(x)
Définition

Un point x = a est dit point regulier si D(a) # 0, et point singulier
si D(a) = 0. ,

Remarquons (la lére colonne du discriminent) que an(X) divise D(x),
donc on a deux catégories de points singuliers.

- les racines de a_(x)

- les points pour lesquels on a an(x) # 0 et D(x) = 0.

§

Notons par S 1‘ensemble des points singuliers.
S=1{xe X4 / D(x) = 0}

On sait que 1'ensemble des points singuliers est de codimensipn deux dans k2
(voir [14]), donc ce sont des points isolés. Nous allons donner quelques
exemples de fonctions algébriques dont 1'origine x = 0 est uné singularite.

Exemples k =¢C

Soit X la courbe algébrique définie par :

1°) . 0 = f(x,y) = y?+x3-x2

le discriminent est D(x) = 4x2(x-1)
S = {0,1}

Le point x= 0*est un point double ordinaire (double parce que 1'équation
f(0,Y) = O admet Y = 0 racine double, et ordinaire parce que en x = 0 on a
deux tangentes distinctes : Y+x = 0 et Y-x = 0). Par contre, le pdint x = 1
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est un point double mais non ordinaire (car en x = 1 on a une seule tangente
x = 0) voir figure [13.

2°) f(x,y) = y2-x8
D(x) = -4xb
S = {0}

1'origine x=0 est un point double non ordinaire, une seule tangente x=0 a
V'origine (figqure {2]). : ’

3°) f(x,y) = y2-xy2+x2y2-2x2y+x"

D(x) = 4x3(x-1) (x2-x+1)

1'origine x = 0 est un point singulier, non ordinaire, une seule tangente
x =0 a 1'origine (Figure [3]).

4°) 0 = 2y"*-3xy2+x"-2x34x2
D(x) = 576(x-1)2(8x2-16x-1)
S = {0,1,(4 + /2)/8)

Le point x=0 est un point quadruplie non ordinaire. L‘équatioh f(0,Y) =0 a
pour racine Y = 0 de multiplicité égale a quatre et x = 0 est la seule tan-
gente au point x = 0 a l1a courbe X (Fig. [4]).
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2.2 - Solutions formelles au voisinage d'un point réqulier

THEOREME 2

Au voisinage d'un point régulier x = a, les n branches de la fonction
algébrique définie par 1'équation f(x,y) = 0, sont définies par n
séries convergentes au voisinage de a

y;(x) = bi+ci,1(x-a)+c1,2(x-a)2+ci,3(x—a)3f,..
i = 1,2,-.a n 3 C_i’j € ko

Les bi sont Tes n racines distinctes de 1'équation f(a,y) = 0.

En effet, comme a est un point régulier, on a D(a) # 0. Donc en particulier
an(a) # 0, et ceci entraine que 1'équation f(a,y) = O admet n racines dis-
tinctes b;s 1 =1,2,...,n. Pour chaque paire (a,bi) on a f(a,bi) =0 et
af/ay(a,bi) # 0 (car b, est une racine simple), et d'aprés le théoréme des
fonctions implicites, i1 existeun voisinage V de a et une fonction Yj défi-
nie dans V par

y;(x) = bi+c1’1(x~a)+ci’2(x-a)2+.,.
avec |
f(x,y(x)) =0 Xe V.

Considérons le changement linéaire de variable :
= X-a

= y—b_i
()-(’S’) = f(x+a, S"*’bi)

-h <1 X}

Alors la fonction f ainsi définie vérifie :

£(0,0) =0 car £(0,0) = f(a,b;) = 0

Js ve

ord f(0,Y) =

!
fo—

car bi est une racine simple
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Pour un élément f de k[x,y] vérifiant (Hl), nous proposons au § 4 un algori-

thme rapide pour calculer les coefficients o j des branches 9i définies par :

- - -2 -3
Yy = Ci,I X + Ci,Z X"+ ci,3 X" 4., Ci,j e k

2.3 - Solutions formelles au voisinage d°un point singulier

Lorsque le point x = a est singulier i.e. D(a) = 0, 1'équation f(a,y) = 0
peut avoir des racines multiples, le théoréme des fonctions implicites ne
s'applique pas dans ce cas, alors on a le théoréme suivant : °

Au voisinage d‘un point singulier x = a (D(a) = 0), les n branches
de solutions de la fonction algébrique y(x) définie par 1'équation
f(x,y) = 0, sont déterminées par un nombre fini de branches de la
forme :

X = a+ts, y = blt + b2t + b3t t...
oil s est un entier positif non nul ; les coefficients bi sont non nuls

et les exposants r; forment une suite croissante d'entiers relatifs
(i.e. ry e Z). Il existe qu'un nombre fini d'exposants régatifs.

Distinguons les deux catégories de points singuliers.
1°) Les points pour lesquels an(x) # 0 et D(x) = 0.
2°) Les points racines de 1'équation an(x) = 0.

Pour la premiére catégorie on a an(x) # 0 pour x = a, donc 1'équation
f(a,y) = 0 admet n racines, notons par b une racine de multiplicité éqale
a N (1 = n < n). Considérons le changement linéaire de variable :

SN

3

X - a
y-b
,y) = f(x+a,y+b)

X

y:
f(x
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On a deux cas :

Dans ce cas, la fonction f vérifie les hypothéses (Hl)’ on applique
1'algorithme du § 4 pour déteminer les coefficients de la solution vérifiant

y(a) = b.

x) ny > 1

Dans ce cas, la fonction f vérifie les hypothéses (HZ) :

F(O’O) =

I
o

(Hy)

ord f(0,Y) n > 1

Alors nous cherchons des solutions de type :

r r r
J=bE Le bk Zabx S,

avec by « k-{0}, et (ri) est une suite croissante de nombres rationnels
positifs. On montre dans le § 4 que les exposants r, ont un dénominateur

i
comnun s ce qui conduit & la paramétrisation suivante, en posant X = ts,

= +ts
8 _ pl Py p3
y=b+ blt + bzt + b3t + ...
ou ry = pi/s.

Nous venons d'étudier les racines qui deviennent &égales a une valeur
finie b quand x tend vers une valeur finie a. L'étude des racines devenant
infinie pour x = a, nous conduira a la notion de pdles d'une fonction
algébrique (c'est la seconde ca?égorie de points singuliers).

0. Lorsque x tend vers a, une

S0it x = a une racine de 1'équation an(x)
0 deviennent infinies. Pour

ol plusiewrs vacdines de 1'&quation f(a,y)
étudier ces racines, nous posons y = 1/z et 1'&quation f(x,y) = 0 se change
en une nouvelle équation :

0 =F(x,z) = f(x,l/z)zn
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qui aura un nombre fini de racines nulles en x = a, et les solutions sont
représentées par un développement de 1a forme :

N
i

= (x—«‘:\)"/s{bon*rbl(x—a)I/S + bz(x-a)z/S + ...}

(x-a)WS v[(x-a)llS]

I

d'ol y = (x-a)""S v (x-a) L5

A

fa série v est réguliére {car v(0) # 0) donc on péut ca]cu]er'son inverse

vl sion écrit :

1/v(x) = agta;xtax2eax3t. ..
Alors,
y(x) = (x‘a)—r/s{“o+“1(X-a)1/S+a2(X-a)2/s +...}

Dans le développement de y, il existe qu'un nombre fini (inférieur ou éqal
a r) d'exposants négatifs.

Nous allons donner un exemple.
Soit X la courbe définie par 1'équation :

0 = f(X,y) =x2y"*+xy2-y+1-x2

Le point x = 0 est singulier car a4(0) = 0. L'équation f(0,y).= 0, admet
“une racine finie y = 1. Donc on a trois branches qui deviennent égales a
1*infini pour x = 0. Pour déterminer le développement de chaque branche au

voisinage du point x = 0, on pose :

y = 1/z

F(x,z) = 24f(x,1/2)

(1-x2)z%-23+xz24x2

Gy e

@’

La fonction Ftvérifie :

F(0,0) =0
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Les racines de 1 equat1on F(x,z) = 0, qui deviennent nulles pour x = 0, sont
données par le developpement

z;(x) = x?/3 Vi(xl/3)

avec v, est réguliére et vi(0) =w ol w3 =1, donc
yi(x) = x'2/3{a0+a1x1/3+a2x2/3 +...}

o, = w avec w est une racine troisiéme de 1'unité.

2.4 - Singularité a 1%infini

Le dernier point qui nous reste & &tudier est celui pour Tequel les
racines de 1'équation f(x,y) = 0 lTorsque x devient infinie (singulariteée &

1"infini). On pose alors x = 1/t et 1'on est ramené a étudier les racines
de 1'équation :

F(t.y) = t" £(1/t,y) = 0
ol m est Te degré de f par rapport & Xx.

Pour les valeurs de t voisines de zéro, plusieurs cas peuvent se présenter.
suivant que ces racines ont des valeurs distinctes et finies, des valeurs
égales od des valeurs infinies. Dans tous les cas, les n branches de y
sont représentées dans le voisinage de t = 0 par un ou plusieurs développe-
ments de 1'une des formes :

y = b+tr/s{a0+a1t1/s+a2t2/s +...0)

y = t-r/s{ao+a1t1/s+a2t2/s +o..}

En conclusion, on peut résumer comme il suit tous les résultats obtenus :

dans le voisinage de tout point x = a, les n branches de 1'équation f(x,y) =0
sont representees par un certain nombre de développements en séries de la
forme : e v '

©y = (x-a) Y8

H{a +a1(X a)l/s+o¢2(x—a)2/S to..}

En convenant de remplacer x- par 1/x. D'autre part, il n'y a qu‘un nombre
fini d'exposants négatifs.
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?
I.3 - ALGORITHME DE NEWTON

3.1 - Introduction

Nous verrons dans cette partie comment on peut, pour une équation donnée,
faire les calculs permettant de partager les racines en groupes de racines
conguguées, et d'obtenir Tes développements en séries, représentant dans un
certain domaine du point x = a, les n racines d‘'un méme groupe de racines
conjuguées qui deviennent égales a 0 pour x = 0.

Supposons que f soit un &lément de k [X Y1, vérifiant les hypothéses
(HZ)‘ Dans [13], Newton a cherché des solutions de 1a forme (1).
€ € [
(1) y{x) = ;X 1 + aX 2 ax +...

ol les coefficients ay sont non nuls et € forment une suite croissante de
nombres rationnels positifs.

Dans [15], Puiseux a montré que les exposants € ont un dénominateur

commun, et que les solutions (1) convergent au voisinage du point x = 0.

Nous rappelons ici, la méthode constructive utilisée dans [1], [14],
£15]1,016]1 pour chercher de proche en proche les solutions de-1'équation
f(x,y) = 0, qui s'annulent pour x = 0.

Ecrivons f sous sa forme explicite :

J=m ij
(2) f(x,y) = £ B, . x'y
j=0 t»d
iel
sachant que Bo j© 0 pour j = 0,1,...,n-1 (car ord f(0,y) = n).
Si on pose :

“1
y =X (“1+yl)
- :: a [o} [0
@Ju“yii ayX 2+a3x 3+a4x 4+,..
avec

(2) devient :
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J=m i+j€1 j
(3) flx.y) = 2 8y . x (aqtyq)
j=o 13\]

remarquons que 1'ordre de a;ty; est égal a zéro, et par conséquent.1'ordre en
x de la série (3) est égal a celui de la série :

RE i+jei j

Notons par s 1'ordre de (4). Alors (4) peut s'écrire comme la somme de A et

A', avec :
A= L Bi i ai XS = g(al)xs
.. _ ,
1+J.el-S L.
1+J°€1
A = X B: . ay X
i+j.€1>5 (RN

Pour déterminer 1'exposant eq et le coefficient aqs hous allons introduire
Ta notion du polygdne de Newton.

3.2 - Polygbne de Newton

A chaque coefficient non nul B j faisant correspondre dans le plan
x0y, le point M(i,j) d'abscisse i et d'ordonnée J. on appelle polygdne de
Newton, 1'enveloppe convexe de tous ces points.

Exemple : Soit la courbe définie par :

0 = f(x,y) = y7-xy”+2x2y3—x3y2-2x5y3+x6y+x3+x6+xy7.

- Dessinons le polygdne de Newton de f.

Y 4
7 ke -—
o |\ ]
5 \
o L\
3 )
ol I \ )
1’ AN
D .
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S0it A un cOté du polygdne de Newton de f. Notons par x+uy = v 1'eéquation de
la droite passant par les points de A. Comme A contient au moins deux points
(a savoir les sommets) M(i,j) et M(k,1) on a :

i+j.u = v

k+l.p

1
<

Le nombre -1/y est la pente de A . De plus, tous les points qui n'appartien-
nent pas ‘a A sont caractérisés par : i+jy > v.

Sionprend e =y ets =y, alors A s'écrit :
s
A = g(al)x

g(t) étant le polyndme dont les coefficients sont les coefficients associés
aux points de cdté A. Si on choisit a; une racine non nulle de ce polynéme,
A devient nul et f s'écrira :

f(x,y) = A'+...

- -l -

On choisit @y une racine non nulle du polynbme g, afin d'augmenter 1‘'ordre
de f, et le faire tendre vers 1'infini i.e., 1'ordre de zéro.

Le polyndme g s'appelle le polyndme caractéristique associé a‘la fonction f

et au coté A .

Revenons a notre exemple, on a trouvé trois cotés. Pour chaque c6té on a :

cote € v g(t)

1 1/3 | 7/3 | t4(t3-1)
| ) 1 | 5 | -t2(t-1)2
« 03 32| o6 | -(t2-1)
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Pour le coté 1, on a trois valeurs possibles pour @;. Ce sont les racines
cubiques de 1'unité.

Pour Te coté 2, on a une seule valeur possible, c'est 1a racine double o
0.

du polyndme (a-1)2

i}

Pour le troisiéme coté, on a deux valeurs possibles : aq -1 et ay = +1

des racines simples.

Les sept racines de 1'équation f(x,y) = 0, seront du type :

pour i =1,2,3 yi = xl/3 [w+¢i(x)]
avec w3 =1 et ¢; € C[[x1/3]]
pour 1 = 4,5 y; = x>l (x)] 4y e Cx)
s - 1/2
pour i = 6,7 y; = x[l+¢i(x)] ¢; € CIIx™" 711

Les racines de 1'équation f(x,y) = 0, se partagent en trois groupes de racines
conjuguées, dont le premier est formé de trois racines, et les deux autres

de deux racines chacun. De plus toutes les racines s'annulent pour x =0

car ord f(0,y) = 7.

Revenons a la description de 1a méthode. Une fois €9 et al'déterminés, on
continue la procédure en écrivant €1 Sous sa forme irréductible.

(6) ep = Py/ap  avec (py»qy) =1

On pose alors : p
Yy = xll (al+y1)
M L q

X1

>
]

L'expression de f devient :

G wdg

. @

*
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v
f(x,y) = x fl(xl"yl)
ol fl(xl’yl) = g(“1+y1)+xl ‘P(xl’yl)

f1 est dite fonction itérée de f.

Alors, chercher y solution de 1'équation f(x,y) = 0, revient a chercher Yq
solution de 1'équation fl(xl’yl) = 0. On reprend la méme démarche avec la
fonction fl’ qui vérifie elle aussi les hypothéses (Hl) ou (H2)’ suivant
que o, est de multiplicité égale a un ou supérigur a un. En gffet :

Notons par n, la multiplicité de a5, alors :

fl(0,0) = g(al) =0

1 o (no) ‘
£1(0,y;) = glajty;) = DREER N (a) +...

donc ord fl(o,yl) =n, 21 avec n_ < n

3.3 Discussion

KT
Dans ce cas la fonction f1 vérifie les hypothéses (Hl) eﬁ par conséquent
(théoréme des fonctions implicites), on a : ¥q € k[[x1]]. La détermination

des coefficients de ¥ se fait par application de ]'algorith@e du § 4. La
solution y de 1'équation f(x,y) = O sera dans le corps : k[[xl/q]]

Exemg]e :

Prenons 1'exemple précédent. On a trouvé pour le coté 3, ¢ = 3/2, v = 6
et g(t) = -t2+41. La racine ay = 1 de g est simple. ponc en considérant le
changement :

xf”(1+y1)

]
=
0

on obtient :
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f(x,y) x6[x3(1+x%)(1+y1)7-x%(1+y1)4+xiy1-y%
+ 2x1(l—x§)(1+y1)3-2y1+x%+xi]

donc f(x,y) = xefl(xl,yl)

On remarque que ord fl(O,yl) = 1 = multiplicité de &g -

(i)

Dans ce cas, on recommence la méme démarche avec la fbnction f1 dont
1'ordre par rapport & y a diminué. On obtient des formules analogues a
(6), (7) i.e.

€y = p2/q2 avec (pzsqz) =1
P2 9
y; T ¥ (eta)s X1 = %
1
et fl(xl,yl) = X, fz(xz,yz)
Remarque
Si Ord T,

i+1(05¥449) < ord £,(0,y.)

au bout d'un nombre fini 11 (il < n) d'itérations, on arriye au cas ot
ord fi (O,yi ) = 1. Dans ce cas, on applique le § 4 qui nous donne

Y; € k[[xi]} , donc
1 1

€ € €
_u1 1 2
y =X {a1+x1 {a2+x2 +{...}}}
qui s'écrit
€ € € € € €
y-= alx 1+0L2X 1x12+a3x 1x12x33 +...

q.
1+] X =x et e.>0.

sacha . = X,
chant que X; X541 s 0 i

Si on pose i<~ -

&[“1:81

£
et pour i> 1 Fiel = T g Tfl (8)
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1'expression de y devient :
y = alx + a2X + a3X +...

avec ry est une suite croissante de nombres rationnels positifs. Comme a
partir de il tous les q; sont égaux & un (car @y pour iz il est une

racine simple). Alors, ceci prouve qu'il existe s ¢ N* tel que Yye k[[xl/s]].
(s = a--a ),

Exemg]e :

Pour 1'exemple précédent, on a trouvé pour le coté 2, r = 1, s =5 et
g(t) = -t?(t-1)2, donc o = 1 est une racine double (2 = Ny < n=17), et
le changement

<
i

= xy(1y;)
X =X
conduit &  f(x,y) = xsfl(xl’yl)
avec Frlxpyg) = =yi-2yi-yiag o (xgay))
d*ol ord f,(0,y,) = 2 fa
Le polygdne de Newton de f1 donne :
€, = 1/2 et g(t) = t?2-cte?

donc en posant
¥y = X, (ctety,)

2
X1 = %5

on obtient fl(flj?l) = X3 f2(x2,y2)

@,
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La résolution de 1'@quation fl(XZ’yz) = 0 conduit a Yp € k[[xz]]

d'ou :
y = x1{1+x2(cte+y2)}
avec Yo = x2{80+31x2 + BoX, +o..}
= = x2
et X x1 X5
donc y = X + cte x3/2 + x5/2{30+51 x1/2+32x +...}
IORD)
Dans ce cas on a :
g(t) = c(t~a1)n c#0

car ay est de multiplicité n, et comme

g(t) =z gyt
1+J.31=S ?

si on compare les deux polyndmes, ceci donne :

61,5 = ¢ Qo) MY

pour j=0,1,...,n et i-= s—j.a1
Comme ¢ et oy sont non nuls, par conséquent By i est non nul. Donc le polygdne
de Newton est formé d'un seul coté, et contient (n+l) points. En particulier

les points M(0,n) et celui qui correspond & j = n-1 appartiennent au polygdne,
d'od

0 +'n.el = s

i+(n—1)-€1 =S
Ll wg

it
Donc €, esteun entier et 1'algorithme se poursuit en écrivant :
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€y Pos ‘(qZ = 1)

P>
Yy =%y (aptyn)s xp = x,
5
f{xpa¥q) = X1 Fo(x5.y,)

A 1a fin de 1a procédure on obtient :

_ €1 €1 €2 €1 €2 €3
y = alx +012X Xl +a.3)( X1 X3 t...

En conservant les notations

1]

rl €4 et ri+1 = ri +

On obtient :

r
y 1 2 3

X "HaX  taX T 4. ..
“ ao* Tog

La procédu}e s'arréte lorsque fi(xi”ﬂ) = 0.

Ekemgle

Soit Ta fonction algébrique définie par 1'équation :
f(x,y) = y3+3x2yi3x”y+x6-x3y2+x7.
Le polygbne de Newton est formé d'un seul céteé.

11
3

2
1

0 4 b3 3 4 S é 3 x

Donc e; =2, v = 6 et g(t) = (t+l)3
-1«e5t Uhe racine triple du polynéme caractéristique g.

Donc ay
Le changement" :
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= X2 (-
Yy Xl( 1+y1)

entraine que

f(x,y) = xB{yf+2x;-x,y;}

f1(x75¥q)
donc
ord fl(O,yl) =3
Remarque

La discussion précédente montre qu'd chaque étape €5 est :

soit un entier q; = 1 alors, ord fi+1(0’yi+1) = ord fi(O,yi) ; soit une fraction

irréductible ej = pi/qi'avec q; # 1, mais dans ce cas on a

ord fi+1(0’yi+1) < ord fi(O,yi)

3.4 - Paires caractéristiques de Pyiseux

Dans la premiére partie de ce paragraphe, on se propose de montrer que les
exposants r; définis par (8), ont un dénominateur commun s et définir la
suite des paires caractéristiques de Puiseux
Notons par :

Gy = {f3/ ord £(0,y;) = ord £(0,y) = n)

ol biqﬁk GO contient toutes les fonctions itérées de f, dans ce cas on a :
q; = 1 pour tout i, et par conséquent la solution y(x) appartient & 1'algébre
des séries formelles k[[X1], donc 1'origine est un point régulier.ou bien il
existe un indice 11 pour lequel fi n'appartient pas a GO. Dans ce cas, on a
bi RSP 1

ien JRETSTS

n=ord f, (0,y. ) > ord fi (O,yi )
-1 T 1 1

1



or, d'aprés la remarque précédente, ceci veut dire que les exposants r;
pour i = 1,2,...,i1—1 sont des entiers mais ry est un rationnel, car :

Pi, ! )
r. = Pr. +—
1 11-1 qil
avec
(P sq ) 1 et q # 1.
N S|
Notons par

= {f;/ord fi(O,yi) = ord fil(O,yil)}

Pour un indice i pour lequel f € Gl’ on a den(r ) = q;
Donc, ou bien G; contient le reste des fonctions 1teree§ de f, ce qui donne
y appartient a kf[X l/q‘I]], ou bien i1 existe un indice 12 tel que :

ord f; (0,y, ) <ord f. _.(0,y. .) =ord f. (0,y. )
i) i, i, 1 ip-1 iy iy

Formons le paquet 62 de 1a méme facon que les paquets G0 et Gl. i.e.
G, = {f,/ord fi(O,yi) = ord fiZ(O,yiz)}
pour un indice i, pour lequel fi appartient a G2 ona :

den(r.) = q. .q.
i i,

51 on continue ainsi, finalement, on obtient (1+1) paquets (]‘s n) tel que

pour chaque paquet on a : fi appartient a Gj si et seulement si

ord fi(O,yi) = ord fi.(o’yi-)

’ J J
R den(r ) = q, (Qy -0y
LY J
Jj=1,2,...,]1
Si on pose h.= qi*%ql SR F alors pour tout i = 1,2,. Ty peut s'‘écrire comme

une fraction de dénom?nateul h et ceci entraine que y appart1ent k[[Xl/h]]
De plus h est un diviseur de n! . Nous verrons dans la suite que lorsque f
est un élément irréductible dans k[[X]1[{Y] alors toutes les branches de
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solutions appartiennent & k[[Xl/n]]i.e. h=n, ou n est le degré de f par
rapport 3 y. '
Considérons la suite des exposants rs . j=1,2,...,1 ; on a vu que
J
den(r, ) = q: ...q; -
i i, T, 1

Posons mj

r. = —>—— avech =q,

J) = 1 ceci donne (mj,nj) =1 pour j ;’1,2,...,1.
La suite (mj,nj) J=1,2,...,1 s'appelle la suite des paires caractéristiques
de Puiseux. Elle vérifie :

comme (mj, Ny-Nyee.n.

j-1 J
< J = 2a 31
ny Mo..ny g ny-Ny. .oy
(mj’"j) =1
1
De plus on a : I n,=nh
=1 !
Définition
€

L'expression Zog X 1 s'appelle développement de Puiseux de la fonction

algébrique définie par 1'équation f(x,y) = 0, au voisinage de 1'origine.
I1 existe n développements de Puiseux vérifiant f(x,y(x)) =

Remarque
Si f est irréductible dans K[[X11[Y] la suite (m, ,nJ)J 21,2,....1

est unique. Dans le cas reduct1b1e, il existe autant de suite (m J)J =1,....1
que de nombre de composantes irréductibles de f.

Autrement dit, a ‘chaque composante irréductible de f dans k[[XT1[Y] est
associé une su1te de paires caractéristiques de Puiseux.

“ : e
L s
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Exemple
Soit
f(x,y) = y*-2x3y2-4x5y+x6 -x7

une racind de 1‘équation f(x,y) = 0, s'écrit :

3/2 7/4

y(x) = x + X
La suite des paires caractéristiques de Puiseux est : (3,2), (7,2).
Description géométrique du type topologique d'une courbe : _

Dans [14] , Pham a montré que le type topologique d'une courbe plane irréduc-
tible X, au voisinage du point singulier isolé 0 est complétement déterminé

a l'aide de la suite des paires caractéristiques de Puiseux, c'est un

("1‘"2"'"9) noeud. On sait de plus décrire géométriquement ce type topolo-
gique uniquement a 1‘'aide des paires (mi,ni) i=1,2,...,9.

Donc pour 1'exemple précédent, le type topologique est un (4)-noeud. Pour
décrire géométriquement ce (4)~noeud a 1‘'aide de la suite (3,2), (7,2), nous
allons introduire d'abord quelques notations qui seront utiles dans la suite.

Notons par Be la boule fermée de centre 0 et de rayon ¢, et SE la sphére qui
borde BE. Dans [12}, J. Milnor montre que, pour ¢ assez petit, on a un

" difféomorphisme de la paire (BG,BE n X) sur (Be, C(KE)) ou C(KE) est le
cone réel union des segments d'extrémités 0 et un point de K€t= SE n X. Dans
[4] Pham donne deux homéomorphisme qui permettent de ramener 1'étude topolo-
gique de la paire (Bé,C(KE)) a celui de la paire (SI’KI) ave;':

o, = {(xsy) ¢« B_/ |x]2 =-§ s Jyl2%< %&
6, = {(xy) e B_/ Ix|2 <5 , |y|[2=5
S1 = ex u ey et Kl = 31 n X.

Comme on peut toujours se ramener au cas oii le céne tangent est égal a la
droite y = Onrenhrappeile le céne tangent est

*

{((x,y) € K2 / in(f) = 0)
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r

Pour 1'exemple précédent on a In(f) = y* d'oll Te céne tangent est la droite
y = 0). Ceci donne K1 =5, n X c oy, donc il suffit d'étudier la paire (ey,Kl).

-

o

DN

Notons par D2, le disque de rayon ve/2 et S! la sphére réelle de dim 1.
Alors, pour (x,y) e ey on a : |x|2 = ¢/2 et |y|?2 < e/2.

Ecrivons

x = |x| 2rit ovec [x|2 = e/2 et te [0,1]

Donc 6y s'identifie au produit d'un disque par un cercle dans R3,

c'est un tore plein, ce tore plein est aussi homéomorphe a un cylindre
[0,1] x D? dont on recolle les deux extrémités.

- Finalement, on est amené & 1'étude topologique de la paire (S! x D2, Ky)-
Notons KJ le (n J.) noeud associé & la suite des pa1res (ml,nl),

(m 2,n2) (m 2Ny ) pour j =1,2,...,9, avec K% = K.

La descr1pt1on du type topo]og1que de la paire (S! x D2, KJ) j=1,2,...,9
se fait par récurrence sur j.

] = 1

Le type topologlque de la paire (S! x D2, Kl) est un noeud torique de
type (ml,nl) Ce (nl) noeud s'enroule réguliérement sur le bord d'un tore
plein T! contenu dans S! x D2, I1 tourne n; fois longitudinalement et my
fois transversalement sur le bord de T!. Pour 1'exemple précédent, on
obtient les figures 1 et 2 avec (m ,nl) (3,2).



- figure 1 -

- figure 2 -

La figure 2 représenté la surface du cylindre T! de la figure 1.

Chaque courbe ol branche de solution tracée sur le bord de T! sera
rempiacée par un cylindre dont 1‘axe est la courbe elle-méme et de rayon
r o= lemg/n1 "2, (Le choix de e assez petit, évitera 1‘intersection de ces
cylindres entre eux). L'ensemble ainsi formé sera noté T2. SQr chaque cylindre
de rayon r, on trace le noeud torique de type (mz,nz),il s'enroule réguliérement
sur le bord de ce cylindre en tournant n, fois longitudinale@ent et m, fois
transversalement sur le bord de ce cylindre. Ce qui nous donne au total
NNy courbes. ‘
Pour 1'exemple précédent, on obtient les figures 3 et 4.

'\
Remarque ,
Pour j =1 on a obtenu 2 courbes qui s'enroulent sur le bord'de T,
Donc T2 est formé de 2 cylindres de rayon |xt7/4.
Sur les ?fgures 3.et 4, on a tracé qu'un seul cylindre.
Une fois qu'on a décrit géométriquement le ("1'"2) noeud, -1a description se
poursuit en formant T3 qui s'obtient en remplagant les courbes de T2 par
des cylindres d'axes, les courbes elles-mémes et de rayon

ma/ny.n,. wy
|x + ) donc on obtient n,.n, cylindres.

—
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Sur chaque cylindre de T3 on trace le noeud torique de type (m3,n3) qui
s'enroulent réguliérement sur le bord du cylindre de T3, en tournant ng
fois Tongitudinalement etrn3 fois transversalement et ceci donne
Ny ny.ng courbes.

En opérant jusqu'a ce que j = g, on obtient finalement la description géomeé-

trique du ("1"‘ng) noeud qui caractérise le type topo]ogique de la courbe
X au voisinage du point singulier isolé 9.

3.5 - Cas irréductible

Nous supposons dans cette partie que f est un élément irréductible
dans k[[x]I1[y]l. Alors on a le résultat suivant :

Le polyndme f de K[[x1][y] est irréductible dans K[[x]11[y] si et seulement
si toutes les racines de f dans k[[x]1*, se déduisent de 1'une quelconque
d'entre elles par 1'action du groupe des racines qéme de T'unité. Ou g

est le plus petit entier non nul tel que y « k[[xl/q]]. De plus, q
coincide avec le degré de f (polyndme en y).

Distinguons les deux cas suivants :

1°) g = 1 alors y ¢ k[[x]] et comme f est irréductible, donc f est un
polyndme de degré un d'oﬁ n=gq-=1.

2°) q <1, éoit £ #1 et gq = 1. Condidérons le changement :

p,/q p,/q
1/q X1 1+cx X2 2+...

X7 s Exl/q la racine yl(x) = aq

2
devient
pl pl/ql P2 p2/q2
yg(x) = g€ X tas £ X +...
qui es@’&?f%éf@nte de yl(x). En effet, 1'égalité yl(x) = yg(x) entraine
que gp1”= 1 pour tout i, et comme gq =1, on en déduit que {q,(pi)}’

admet un diviseur commun d, ce qui donne :



.39.

q=dq' et p;=dp,

comme d # 1 et pi/q = p%/q“, ceci entraine que Ye € k[[xl/ql]] avec q' < q,
ce qui contredit la définition de q i.e. le plus petit entier tel que
¥(x) e kiix}/911, donc y1(x) # y (x).

Posons h(x,y) = 1 IY‘YE(X)]
£%=1

[N

h est un élément de k[[xl/q]][y], invariant sous 1'action des racines qeme

de 1'unité, donc en fait un élément de K[[x11[y]. Cet élement divise f qui
est irréductible, donc i1 existe une unité telle que f = uh :avec u ¢ k[[x]].
Ceci donne :

deg f/y = deg h/y d'od n = q

Exemple
Soit f 1'élément de C{[{x]][y] définie par :

f(x,y) = yt-2xy2-4xy+x2-x3

x1/2+x3/4

Une racine ,de f s'écrit yl(x) = alors onag=n =4,

En faisant agir les racines 4€M€ de 1‘*unité, on obtient :

y (%) = xM2 - 31 (c = -1)
yi0) =M wd e )
yni(x)'= M2 4 g ix3/8 (¢ = 1)

Les éléments y (x) sont distincts, de plus :

fx.y) = [y-y, ()Iy-y_; (x)1Ly-y; (x)3y-y_;(x)]

donc, on en déduit que f est irréductible dans C[{x1}{yl.

Pour utilise?&ce résultat qui nous aidera a déterminer les racines du polyndme
caractéristique g. Reprenons la démarche faite aux § 3.2 et § 3.3 .0na

posé :
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ol oy est une racine de g, or lorsque f est irréductible, tous les premiers
coefficients des solutions sont de type algpl avec pi = n.pl/ql, et c'est
tes seules racines de g(t) - on en déduit que le polyndme g(t) s'écrit :

(t) (t pl)
g =cC I =04&
En=1 1

or on a 1'expression explicite de g qui est :

g(t) = = c; t!
M(i,j)en 9

donc g est un polyndme de degré n (car il a n racines) ce qui donne :

c,=c et c =c il gpi(-a )
n 0 gn=1 1
c P4
d*od ap == 2 g b (-t
neg=1
or Py n-1 2rikpi/n (n-1)p;
g€ =1 e = (~1)
£N=1 k=0

ce qui donne

(9) 0 = (! ;9} 1/n

n
Dans ce cas ol f est irréductible, on a pu déterminer explicitement les racines
de g(t) - On continue la procédure en faisant le changement (7). Alors
Si q; = n toutes les racines de g(t) sont distinctes, et les polynbmes carac-
téristiques des fonctions itérées sont de degré un, ce qui permet de déter-
miner facilement les racines a; pour i > 2. Si qq # n alors q; est un diviseur
de n, le polyndme g(t) a 4 racines de multiplicité égale a n/q1 =n; ce qui
donne le degré du polynéme caractéristique de la fonction itérée est égal a
n, et ces raginqé seront données par une relation analogue & (9). i.e.

&
]

(nl_l)pZ Eg} 1/n1

C
n

oy = ={(-1)
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et c’est ainsi qu'on détermine les racines des polyndmes caractéristiques.
Or le probléme qu'on peut poser maintenant est : “existe-t-il un algorithme
pour tester 1‘'irréductibilité d'un élément de k[Ix11[yl, pour pouvoir appli-
quer cette relation (9) au calcul des racines du polyndme caractéristique
g(t).

1.4 - ALGORITHME DE MANIPULATION DES SERIES FORMELLES

4.1 - Introduction

Nous étudions dans cette partie, un algorithme donné dans [9], basé sur
1'utilisation de la méthode de Newton pour résoudre une équation f(x) = 0.
Cet algorithme permet de calculer les approximants de la solution de 1‘équation
f(x,y) = 0, lorsque ord f(0,y) = 1. Dans ce cas, nous avons vu qu'il existe
une solution vérifiant y(0) = 0 et dont la forme est donnée bar :

y(x) = agX + a2x2 + a3x3 oo a; ek

Au debut, nous allons introduire quelques notations qui seront utiles par
la suite. '

Pour a,b e k[[t]] ; a(t) =1z aiti et b(t) =z biti.
On note :

n-1 i
%) Tn[a(t)] = iEO ait € k[t]n

ol k[t]n est 1'espace vectoriel sur k des polynbmes de degré inférieur a n.

%) T,0T, = T,070,=T o s = min(n,m)

%) a(t) 8 b(t) = Tn[a(t).b(t)] a,b e kit

x) si ae k[[t]] avec a inversible i.e. a(0) # 0
On pose :

at) @ -1 an™

4.2 - Algorf%hme d'inversion d'une série formelle

Definition

Pour a ¢ k[[t1], on appelle approximant de a(t) moduio n, le polynodme
u.(t) = T .[a(t)1 (i.e. ordfalt)-u (t}) > n)
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THEOREME 4 [9]

Soit a ¢ k[[t]] avec a(0) # 0. On note b(t) la série inverse de a(t).
Si u(t) est un approximant de b(t) modulo n, alors le polyndme v(t)
défini par :

(10) v(t) =2 u(t)-T, fa(t)] 8 u(t)?

est un approximant de b(t) modulo 2n.

Démonstration

Posons A(t) = b(t) - u(t)
§(t) = b(t) - v(t)

alors .

A(t) = the(t) avec  ¢(t) e k[[tI].

Pour montrer que v(t) est un approximant de b(t) modulo 2n, i1 suffit de
montrer que T2n[6(t)] = 0. Or en utilisant (10) on a :

§(t) = b(t)-2u(t)+T2n[a(t)] R u(t)?
= A(t)-u(t)+T2n[a(t)] B u(t)?
u(t) = Tonlu(t)1 u(t)? = Tzn[u(t)?]

ce qui donne :
T 8(t) = A(1)-Ty[u(t)-a(t)u(t)?]

en utilisant la relation a(t).b(t) = 1, le terme entre crochets peut
s'écrire :

u(t) a(t) b(t) - a(t) u(t)? = a(t) u(t) [b(t)-u(t)]
a(t) u(t) a(t)

et en remplacant u(t) par b(t) - A(t), on obtient :

#

s(t) = a(t) A(t)?2
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or x(t) = t"¢(t) ce qui donne A(t) = t2n¢(t)
avec ¢(t) = ¢(t)?. Comme ord (a(t)r(t)2) > 2n alors :

TZn[G(t)] = 0 ==> v(t) est un approximant de b(t) modulo 2n.
De ce théoréme on déduit un algorithme, qui donne de proche en proche les
approximants de la série inverse de a(t). Pour cela, i1 suffit de poser

n = 2k et xk'= T2n[b(t)]’ alors on obtient une formule analogue a celle
de Newton pour inverser un nombre (i.e. Xpe1 = 2xk - axi).

_ -1

Xy = (ao)

(11)
= - 2

Xl T BT g [a(t)- ]

Exemple :
Considérons 1'élément a de C[[t]]
a(t) = 142t+10 t244 t34t%43 t5+3 t64t7+.. .

en calculant les premiers approximants de a(t), on obtient :

X =1

1-2t

1-2t-6t2+28t3

>
~N
)

Xg = 1-2-6t2+28t3+11t"-279t5+343t6+2055t7
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4.3 - Racine d'un é&lément de k[[x11{y]

Soit f un polynbme en y a coefficients dans k[[x]11{yl. On cherche a
déterminer y ¢ k[[x]] tel que f(y) = 0. On suppose que f&(O) # 0. En utilisant
les mémes notations que dans le § 4.2, et en définissant :

i=r .
_ i
fny(y) = = T [fily i, e k [Ix1]
od i=r R
fly) = = fy'
i=0

Alors on a le théoréme suivant :

THEOREME 5

Soit f un élément de k[[x1]1Lyl. Notons par :
y = Zai xi la racine de f satisfaisant :

Si u(x) = Tn[y], alors v(x) définie par (12), (avec g(y) = f(Zn)(y))
est un approximant de y modulo 2n.

(12) ww=uuruwﬂg%w53

=

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle du théoréme précédent.
[T suffit de s'assurer que g'(u) est inversible. i.e. Tl[g(u)] # 0.

Or T,[g(u)1 = Tl[f(Zn)(u)]
L f=r o
et comiie f(Zn)(u) = iEO 1T, [fi1u
Alors o
=r | i-1
Tl[f(Zn)(u)] = i=0 1 TI[TZn[fi]](Tl[u])_
w j=r

. i-1 '
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donc g°(u) est inversible. Pour calculer son inverse on utilise 1a formule
itérative (11). ‘

Posons n = Qk, on obtient une formule itérative, qui est analogue a celle de
ia méthode de Newton pour résoudre une équation f(x) = O.

Yo = %
(13)
Yesp = Y9l ) @ 9°(yk)—1

avec

IO) = Flony Vs Fqylag) = 0 et fig) (a) # 0.

Revenons a notre probléme de départ i.e. déterminer y solution de 1'é&quation
f(x,y) = 0, lorsque f(0,0) = 0 et f;(0,0) # 0. Dans ce cas on a
fily) = £(0.y) # 0.

Prenonso | = 0, ce qui donne f(l)(ao) #0et f(l)(“o) = 0, donc on est sous
Tes hypothéses du théoréme 2, et par conséquent on peut calculer les approxi-
mants de y par la formule (13). D'oli 1'algorithme suivant :

début

—

} Yo - 0 ;

| Ppour k =0 jusqu'a n faire

|  début

I

bl mo 2°(ke 1)

oo

| 8 Em O

L1 s subst(y,,y,dif€(g,y); |
N S h : h*(-1); <---- ( Algorithme d‘inversion)
! } Yie1 © Yy - substly,,y,g)sh;

| fin

fin
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I.5 - ALGORITHMES ET EXEMPLES
Algorithme

I  Données
1°/ £ : polyndme en y a coefficients dans C[x,y]
2°/ 'k : nombre d'it3rations
3°/  xo : le point, au voisinage duquel on cherche

le développement des solutions.

[y

IT Résultats
y[1::n] : solutions exactes ou approches ( i.e.
approximants modulo k) de 1'Zquation f(x,y)=9.

ITT Algorithme

[11] rentrer des donn3es
[2] substitution
X «---- X+ X0 ou 1/x si x0 =
(31 polygbne de Newton
=~—-— (muf{l::n] , nu[1::n] )
(4] pour i = 1 jusqu'a n faire [5]
[5] pour j =1 jusqu'a n faire
[5.1] eps <+--- mu[i]l , p «--- num(eps), q «--- denam(eps)
[5-2] polyndme caractéristique
[5.31] résoudre 1'Zquation g(t) =0
ch soit o une racine non nulle de g(t)
[5.4] f +---- subst(x"q,x,f)
f o <«--ae- subst (X"px (o + y),y,f)/x‘nu[ij
[5.5] eps «+---- eps + muf[i]/denom(eps)
YO +===—- YO + axXx”eps

[5.6] si ord £(0,y) = 1 alors ( 1ll=j, faire [6] )

sinon si j =k faire {[7]

fin
LeJ pour 1 = 11 jusqu'a k faire
© début
[6.1] y2 «--- pcon(£(0,y))
ch pcnn(p) : signifie le premier coefficient non

i nul du polynéme p.
[6+2] g +----- fonction tronquée de f
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[6.3] yl *=--= 2xy1 - y172xdf(g,y,y?)
ch . df (f,y,u) : signifie la valeur de 1a premiére
dérivde de f par rapport ay, prise en 'y = u.
[6.4] Y2 = y2 - yleg(y2)
[6.5] YO +---- yo ¥ y2
fin
{71 Sortie des résultats

Impression de

- la fonction f

- les n branches de solutions

EXEMPLES

s Pt~

1/ Cas requlier, i.e. BEO) # 0

BB P R D DL DO D BN DT PN P W NN W N

tes 3 trauches de solutions de la

fonction algetrique, definie par :

J 2 2 2 3

0=flu,y) =y -3y +uy +x y+29y-3 +3x =-43x

| 28]

au voisinage du point 20 = Q, pour k. = 2 sont :

branche{ 1 ) = —— 3t + -- 3 + 2 u
3 a9
3 2
branchel 2 ) = - 30 3 -4 5% -3 5% + 1
23 3 2
beanche( 3 ) = -5 - - n + 2
2 2
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IT1.0 - INTRODUCTION

La théorie de Puiseux [15] des singularités des courbes algébriques,
a été etendue a la singularité des surfaces algébriques par Kobb [7], qui a
démontré le théoréme suivant ([51,[71) :

THEOREME 1

sSSooofzD=

Une hypersurface de €3 définie par
(1) V= {(x,y,z) € €3 / f(x,y,z) = 0}

¥ e Cix,y,z}, peut toujours &tre représentée par un nanbre fini de
séries de deux variables auxiliaires.

Dans ce chapitre, on s'intéresse & détemniner les séries représentant
la surface, au voisinage d‘un point Xy quelconque de cette surface. Ces séries
dépendent éventuellement de 1a nature du point X"

Dans le cas d'un point réqulier, un algorithme inspiré de celui donné
au chapitre I, qui calcule la série y(x) solution de 1'équation
f(x,y) = 0 lorsque f(0,0) = 0 et afigy(ﬂ 0) # 0, permet de calculer sous les
mémes hypothéses i.e. f(0,0,0) = 0 et 3f/5g(0,0,0) # 0 la série z(x,y) solution
de 1'équation f(x,y,z) = 0 qui s'annule pour x = y = 0.

Dans le cas d'un point critique, un algorithme basé sur. 1'utilisation
du polyédre de Newton, nous détermine de proche en proche les séries repré-
sentant la surface. Dans ce cas, on est amené a &tudier les deux points
suivants :

1°) Construction du polyédre de Newton
2°) Détermination du développement des séries racines de (1).

Nous donnons au551 dans ce cas, une autre méthode qui permet de calculer
la série Z(xfy) ‘racine de (1), sans utiliser le polyédre de Newton, mais
sa prOJect1on sur le plan x = 0. L'enveloppe convexe de cette projection est
facile a déterminer ce qui nous donne un algorithme plus rapide que le premier.



IT.1 - QUELQUES DEFINITIONS

Soit k un corps algébriquement clos, de caractéristique zéro. Soit f
un polyndme en Z (non constant) dans kix,yl. On appelle Hypersurface,
1'ensemble des points (x,y,z) ¢ k3, pour lesquel f(x,y,z) = 0.

Soit (a,b,c) un point de Ta surface. Quitte & faire le changement :
X = atu, Yy = btv, z = ciw et

F(u,v,w) = f(x,y,z)
on peut supposer que 1'origine appartient a la surface. Nous dirons que
1'origine est un point régulier. Si 3f/3z(0,0,0) # 0, et critique dans le
cas contraire. '
L'ensemble des points critiques est caractérisée paf

S = {(x,y,z) ¢ k3/f(x,y,z) = 0 et af/oz(x,y,z) =0-

Evidemment plus 1'infini i.e. singularité & 1'infini.

IT.2 - SOLUTIONS FORMELLES AU VOISINAGE D'UN POINT REGULIER
Supposons que 1'origine est un point régulier i.e. :

f(0,0,0) = 0
@ af

57(0,0,0) £0
sous ces hypothéses ; il existe une série entiére double Z(x,y) qui s'annule
pour x: =y = 0 et qui vérifie f(x,y,z(x,y)) = 0. On se propose donc, de cons-
truire un algorithme qui permet de déterminer les polyndmes approximants de
la série Z(x,y)} Pour cela, nous allons introduire quelques notations.
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2.1 - Notations

Soit g{x,y) une série double entiére en x et y

@O

i
g(x,y) = & 93,3 % Y
i,3=0 ’

J

F un polyndme en Z a coefficients dans kix,y].

r k
F(Z) = & F(x,y) Z
k=0
on note
n"]. _i j
%) TEg(x,y)) = £ g; X'y
n i+j=0 '
approximant de g modulo n.
. r k
x) Fn(Z) = kzO Tn[Fk(x,y)]Z

Pour g et h agpartenant a k [x,y]
knIx,yl = {polyndmes en x et y de degré total < n}l
On définit le produit 0 et 1'inverse @ dans kn[x,y] de la.;mam‘ére suivante
%) g(x,y) 8 h(x,y) = T la(x,y) x h(x,y)]
') atey) D =T g™

2.2 - Racine d'un polynbme

‘ Sous ces notations et les hypothéses (2), la détermination de la
série Z(x,y) racine de 1'équation f(x,y,Z(x,y)) = 0, se déduit du théoréme
suivant : (on note F(Z) = f(x,y,Z)).
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THEOREME 2

Soit g e k tels que Fryy(ag) = 0 et Fryy(og) # 0.

Notons par Z(x,y) la racine de 1'équation F(Z) = 0, qui prend la
valeur o pour x=y=0, et

0
p(xsy) = T IZ(x,y)]

Alors,

(3) q(x,y) = p(x,y)~F(2n)(p(x,y)) @ [FQZH)(p(X,Y))l'C:)

est un approximant de Z(x,y) modulo 2n, i.e.

q(xsy) = T [Z(x,¥)1.

Démonstration

- e -~ v -

Tout d'abord, i1 faut s'assurer que F&Zn)(p(x,y)) est inversible.
Pour cela, i1 suffit de montrer que :

Ty IF oy (POY))T # 0

r
Puisque FZZn)(p(x,y) = kEO k T2n[Fk(x,y)](p(x,Y))k

donc -
r .
Ty IF (ony (POGYT = kio k T[T, [F (x,y)118 T, Lp(x,y))¥1

comme T1 0 T2n = Tl

T, [F(xy)] = F(0,0)

Ty (P (¥ 1 = ™!

ceci entraine que :

.
] — k" 1 -y |
T%EE(ZDX(P(X’Y))] = kiﬂ k F (0,0)a; = = f'(0,0,a,) # 0.

*



.57.

Et par conséquent FZZn) (p(x,y)) est inversible.
La demonstration de ce théoréme est analogue & celle du Théoréme 5, chapitre 1.
Or

r
Fl(uo) = kEO Tl[Fk(XsY)]ag

r k
: F(0,0)ag = 7(0,0,0,)

k=0
r k-1
de méme le)(ao) = e k Tl[Fk(x,y)]a0
r k-1
= E k Fk(0,0)ao = f°(0,0,a0)

k=0

come f vérifie les hypathéses (2), i1 suffit de poser a, = 0 pour satisfaire
les hypothéses du théoréme ce qui donne F(l)(O) =0 et le)IO) # 0 et par
conséquent si on note :

i (x,y) = TokI[Z(x,y)]

approximant de la série Z(x,y) modulo n = 2k, alors la formule (3) du
théoréme devient

B 09) = BN T g (B09) B (Zy o) S

avec Z,(x,y) =0 etkz=0.

Pour calculer 1'inverse de la série F° k1 (Zk(x,y)) nous procédons de la
maniére suivante : (2

Soit g(x,y) une série inversible, le calcul de sa série inverse est assuré
par le théoréme suivant :
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Notons par h(x,y) T'inverse de g(x,y) et par p(x,y) 1'approximant de
h(x,y) modulo n. i.e. p(x,y) = T.[h(x,y)1. Alors :

(5) a(x.y) = 2p(x,y) - T, [9(x,¥)1 8 p(x,y)?

est un approximant de h(x,y) modulo 2n.

La démonstration est analogue & celle du théoréme 4 du chapitre I.

Posons n = 2k, ho(x,y) = 1/9(0,0) et hk(x,y) =T k[h(x,y)] la formuie (5)
2

devient :

(6) hk+1(x"y) = 2hk(x,.Y) - T2k+1[9(xs)/)] R hk(X)2 «

Le calcul de 1'inverse de ]a.série F' K+l (p(Zk)) nécessite une application
de 1'algorithme d'inversion d'une sé#ge ) (k+1) fois. Or, i1 suffit de
remarquer que les approximants de

P, (P(Z)) et F' o (p(Z, ;)
ok+1 k k k-1
(2777) (27)

coincident jusqu'a 1'ordre 2K. Ceci entraine que les k premiers approximants
de 1'inverse de F' K+ (p(Zk)) coincident avec les k premiers approximants
de 1'inverse de F‘2k (p(Zk_l)).

Donc, i1 suffit de prendre le kiame approximant de la série inverse de
F! K (p(Zk_l)) et de Tui appliquer 1'itération donnée par (6), pour déter-
m‘%e} 1'approximant modulo 2k+1 de la série inverse de F! +1 (p(Zk)).

' (2k

D'od Tle gain de k itérations pour chaque étape.

Cette remaque, nous permet de combiner les deux algorithmes en un seul
algorithme.qui séera défini par les deux formules itératives suivantes :
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Posons :
F

=
—
~N
~—

i

-1
Z), =T [p'(Z ]
(2k)( ) Q Zk p'( k)

T.12] , q
2k 0

0

0.

6, = U L (F(0,0.2))]2

Alors on a :

‘ Uep = 2 9 = T [P (2) x afd
2
(7)
Moe1 = YT Tk IPZ) X Gy

- La 1ére ligne de (7) sert a calculer 1'inverse de F°® kel (p(zk)).
(2

- la 2éme ligne sert a calculer 1‘'approximant de la racine de 1'&quation
F(x,y,Z) = 0.
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I1.3 - SOLUTIONS FORMELLES AU VOISINAGE D'UN POINT CRITIQUE

Supposons que 1'origine est un point critique de 1°'hypersurface d&finie
par 1'équation f(u,v,w) = 0 ; ceci veut dire que f vérifie

(8) £(0,0,00 =0 et 20,00y =1n> 1.
Dans ce cas, “les séries représentant les séries hypersurfaces ne sont plus
des séries doubles entiéres. Leur détermination nous conduit a la notion

du polyédre de Newton. Pour plus de détails sur le po]yédre:de Newton
voir [8], [11], [17]. ;

3.1. - Définition du polyédre de Newton

Soit
= . i j. k
0 = flu,v,w) = Lai,j,k u' v

1'équation d'une hypersurface vérifiant (8). A chaque coefficient 3 5.k
3J 3
non nul faisons correspondre dans un repére orthonormé d'origine 0 et '
d‘axes Ox, Oy, 0z, le point (1,3,k). Ce point sera appelé point surface.
51 (1,3,k) est un point surface, on définit
A(ihj’k) = {(x,y,z) € R3/ X i, y =2 j, Z > k}

A= U A(i,d,k) ou (i,j,k) est un point surface.

L'enveloppe convexe de A est appelée polyédre de Newton.
Ce polyédre vérifie :

%) Chaqgé somet du poly&dre est un point surface.

%) Les points surfaces d'une face, sont caractérisés par 1'équation

(9) Ix +my + nz = a
z&* e )

1, m, n, & sont des entiers positifs, ce qui veut dire que le vecteur

normal N de la face est positif : (N = (1,m,n)).

(9) etant 1'équation du plan d'appui de 1a face.
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%) les autres points vérifient :
Ix +my + nZ > a

Pour illustrer la définition du polyédre de Newton associé a une équation
algébrique, nous allons donner un exemple. '
Soit :

0 = f(X,y,Z) = X2y2Z%+ X2Z%4+Z3+4y2724x4Z+x2yz 4x2y24x 2y +y?

z
(0,0,3)
(2,0,4) ° .29 0,2,2)
ace 2
A face3
Vd
ace’1 (,7,9)
L 7 7 >
s /, / b4
’/ * ’ 7/
,’/’ e M ,’
(4,0,1 7,2,9) (20

Le polyédre de Newton associé & cet exemple est constitué -de 3 faces :

face points associés a la face équation de la face
1 (0,0,3), (2,2,0), (4,0,1) X+ 2y + 27 =
(0,0,3), (2,2,0), (0,2,2) 2X + y + 2L =
(0,7,0), (2,2,0), (0,2,2) 5x + 2y + 5Z = 14

On remarque que les vecteurs normaux de ces trois faces sont positifs.
Par contre si on considére la face passant par les 3 points

(2,0,4), (030,3) ‘et (2,2,4) 1'&quation de son plan d'appui est

2x - 3y + 42 = 12, le vecteur normal a ce plan n'est pas positif,

par conséquent cette face n'appartient pas au polyédre de Newton.



Une fois que la définition du polyédre de Newton a été établie, nous allons
étudier 1a méthode permettant de trouver toutes les faces qui le constituent
ainsi que leurs points sommets.

Pour celd, nous distinguons deux cas :

1°) f(0,0,Z) # 0, alors on note n, = ord £(0,0,Z). Le point (0,0,n)

est un point sommet, dans ce cas nous commengons par construire toutes les
faces pour lesquelles (0,0,no) est un sommet, ensuite on construit les faces
restantes.

2°)  £(0,0,Z) = 0, cecas peut étre considéré comme un cas ‘particulier du

ler, a condition de remplacer n, par «= {car ord £(0,0,Z) = = ), |

Donc les formules de ce second cas seront la limite, lorsque n, tend vers
1'infini, des formules du premier cas. I1 suffit donc d'&tudier que le premier
cas.

3.2 - Construction du polyédre de Newton

Dans cette partie nous nous intéressons a décrire la méthode permettant
de trouver toutes les faces constituant le polyédre, en commencant par celles
qui passent par le point (0,0,no),

Pty

= .

Cette étape consiste a projeter tous les points surfaces (i,j,k) (0 < k < no)
sur le plan Z = 0 suivant la droite (D) passant par les deux points
(0,0,no) et le point lui méme, i.e. (i,j,k). Ce point projection est donc
1'intersection du plan Z'= 0 avec la droite (D) dont 1'équation est :

Z-no ' n

X=4-= 0
777 % :

Les coordonnées du point intersection sont donc :
in Jon ‘

0
T e

(7) X = hk

0
= s £=0
nO~E

RN
& i -

point
proiection




Lorsque f(0,0,Z)
obtient :

(7*) X

[

ce qui revient a
sur le plan Z = 0.

- - .-

= 0, alors n,

» et par passage 3 la limite de (7) on

dire que cette projection est la projection orthogonale

Construisons le polygdne de Newton de ces points proaect1ons qui appartien-

nent au plan Z =

0. Ceci nous donne 2 cas a envisager.

3.2.1 - Toutes les pentes des cOtés du polygdne de Newton sont positives.

Exemple :

Le polygbne de Newton est formé d'un seul coté d'équation y =
pente positive. Figure 3.

f(x,y,2) = Z442x y2z2+ x3yS+ x2y%,

x+2, donc de

Dans ce cas, il n'existe pas de faces dont le vecteur normal est positif.

Alors, nous dirons que le polyddre est formé de la droite (D) passante par

“les points (0,0,no) et (io,J

Z‘}

\ (0’0)4)
\
\

\

- figure 3 -

0,O). Voir Figure 4.

z 4
\ (0,0,n,)
\
\
\
\
\
\ ------ -+ Adroite C'))
\ .
\
\ >
\\ y

polygdne de Newton ZCL"
0

dans le plan z

- figure 4 -
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L'équation de cette droite est donnée par :

x .y oMot
i i T
o Jo

ce qui donne :

+ 37 =i
noX 102 i, n0

L]
[
=

.noy + JOZ

En simplifiant la premiére équation (resp. la seconde) par ]e pgcd (n )i )
(resp. pgcd (n »J )) on obtient :

plx + qIZ = a1
(8)
pzy + qZZ = a2

C'est ces deux équations hue nous utiliserons dans ce cas, pour déterminer
les séries définissant 1‘hypersurface.

3.2.2 11 existe des c6tés a pentes négatives.
A chaque coté a pente négative, nous faisons correspondre la face définie
par : le point (0,0,n ) et les deux points (i,j,0) et (i‘, J ,0) sommets

du cOté du polygbne.

L'équation du plan d‘appui de cette face est : 1x + my + nZ_% a
En exprimant que ces trois points appartiennent au plan, on obtient ;

a—
]

no(3*-3). q =3 -
(9)

1l

= n,(i-i') a=aqn,

-
I

En parcourant tous les cotés du polygdne de Newton, on obtient les équations
de toutes les faces pour lesquelles (0,0,n ) est un sommet.

Pour construire “Tes autres faces non passantes par le point (0, O,n ) nous
procédons de 1a maniére suivante :

On range les points sohmets des cOtés du polygéne de Newton, dans un tableau
nomné poincoté, de dimension (11+1) (11 &tant le nombre des cotés constituant
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le polygdne). Commencons par ]es'deux premiers points du tableau
(poincote[p] = (ilpl, jlpl, kipl), p = 1,2,...,11+1 et faisons leur
associer 1'ensemble S des points (i,j,k) tel que k < max(k[11, k[2]).

Alors nous allons construire 1a face dont le plan d'appui passe par les deux
points : poincote[1] et poincote [2], et un point de S ; de plus, il faut
que cette face laisse tous les autres points de S dans sa partie positive,
c'est-a-dire si on note : Ix#my+nZ = a 1'équation de cette face, alors

pour tout point (i,j,k) de S, ona : 1i +mj + nk > a.

Pour faciliter Ta recherche de cette face, on range les éléments de S
dans un tableau nommé spt et nous noterons les &léments de ce tableau par

sptip]l = (silpl, sjlpl, skipl].

On commence par construire la face passante par les 3 points poincote[l],
poincote[2] et spt[1]. On note 1x + my + nZ = a 1'équation de cette face
(avec 1, m, n, a sont positifs). Ensuite on regarde la position du point
spt[2] par rapport a cette face. Si i1 se situe dans sa partie positive
c'est-a-dire : |

1 si[2]1+ m sj[2]1+ n sk[2] = a

alors on passe au point suivant du tableau spt.

Sinon, on permutte les deux points : spt[1] et spt[2], c‘est-a-dire le
nouveau point spt[1] contient les coordonnées du point spt[2] et vice-
versa, etson construit la nouvelle face passante par les trois points
poincote[1], poincote[2] et le nouveau point spt[1] et on éontinue la
comparaison avec le point suivant du tableau spt. La face obtenue a 1a
fin de la comparaison vérifie bien, pour tout point (i,j,k} de S on a

1i +mj + kn > a. '

Donc, si son vecteur normal (1,m,n) est positif, cette face appartient au
polyédre de Newton sinon on la rejette, et on continue la procédure en
répétant la méme technique pour deux autres points du tableau poincote.

&
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S1 pour les deux points : poincote p et poincote p+1 on a obtenu une
face telle que son troisiéme sommet qui 1a constitue appartient lui aussi
au tableau poincote, alors la procédure se répéte avec les deux points :
poincote[p] et le troisiéme de la face.

Dans le cas ou f(0,0,Z) = 0, le point (0,0,no) est a 1'infini, donc il n'y
a pas de faces pour lesquelles (0,0,no) est un sommet et par conséquent

la construction des faces du polyédre se réduit a la partie qui consiste

a construire les faces restantes. Majs pour cela, il faut d‘'abord tracer
Te polygdne de Newton des points projections (1,3,0) (k = 0, projection
orthogonale). E
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pquedre(f;l?):: block(

/* Determination des faces constituant
le polyedre de Hewton associ a f * /

nlshipow(f,x), n2:thipow(f,y),
Jisubst(0,x,subst (Joyr£)),
n3:lopow(y,2z)., 11:0., erreur:il.,

/* Projection des points surfaces sur le plan 2=0 =*/
n4: if n3=0 then hipow(f,2) else (n3-1),
for i3=n4 step -1 thru 3 do
C aicoeff(f,2,i3), if not(a=0) then
¢ for j1:0 thru hipow(a,x) do
L bicoeffl(arxsj1), if not(b=0) then
€ W1:U1+1,  j2:lopow(bsy), nS:n3-i3.,
pointll1l: if n3=0 then [31,52,j1,52,§31
else tj1*”3/"5'j2*n3/051j11j21i3] X ’
/* Classement. des points projections x/J o
i1:1, while §1<11 do T ‘
12:8141,  pp:pointLi1lL2],
for j1:3i2 theu 11 do
pyspointlj11LC2],
if pg<pp then (
Ppipgs py:pointlj1l.
pointlj1l:zpointfi1l .
pointlill:pg I,
Ci1zit+1 1,
J%: Elimination des points projections doubles */
i;11 12:11‘il )
while L2>7 do ¢
pplspointilL1]., p3lspointli+11L11,
® pplipoint(ilC2], p3l:pointli+113[2],
Pp3:pointlill51, pg3:pointli+11C5],
if pp2=p32 then (
if ppl1>pyl then pointlilzpointli+1]
else if ppl=pyl then
it pp3>533 then pointlil:pointli+11,

i1:i42, if i11<=11 then ,
for j:il thru L1 4o pointlj-1):pointl{jl,
t1:11-1 )

else d:i+1,
t2:01-i1,
pp:pointll13L013., 12:01, -
for i1:(11-1) thru 1 step ~1 do [
pytpointlit1ll1l.,
if py<spp then ( Ppipges L2231 )1,
/* ler cas: polyedre forme d*une droite %/
if L2=1 then {
ul:pointlf13031, ul:pointlf11041.
uld:n3-point{11C52,
21:u3/3c4(u3,ul), 31:u1/ 3cd(u3,ul),
p2:u3/gcd(u3,u2)., q2:u2/gcd(u3,ul),
s1:91*n3, . 82:32*n3, 12:2, .
fco?:p1*x+q]*z,‘fco2:p2*y+q2*z, print(” "),
orint (" A,L»»'eqij"a"fion de la droite ™.
print("” constituant le polyedre est:").
print("” *), print( “fcol," = ",51),
print(™ "), oprint( fco2,” = ",s2),
facel0J:0p1,31,51,52,92,521)
else (



.69.

/* 2d cas: polyedre forme d’une ou plusieurs faces &/

uipointlTi2l, 13:12,  15:1,
poincote[1];[u[3],uf43pu[533e
while L3>1 do

pp:point[lS-i][I]-poipt[lSJ[lJ; Lasla+1,

Jp:pp/(point£l3][2]-point£l3-?][2]),
for i2((3-1) thru 1 step -1 do (
ap:pointLill1d-poine LL3301],
qp:qp/(point£l33[23-point£i][23)a
if go<=gn than ( gypaqpese L5:i)3,
T 3:U5,  ppipointClS],
poincote(l&]:[pp[S],ppfél'pp[SJ] 1,
/%.Construction des faces =/
if n3=0 then 12:0 else (
ul:poincotel[ 11011,
ul:poincotel1302],
ud:poincotel[1]L3],
if 1921 then L4:2,
for j:2 thru 4 4o [
vizut., ulzpoincotel jAC11,
v2:ul, ul:poincotel 1021,
v3i:ul, u3: poincoteljlL3],

l:vE*u3~v3*u2+nS*(u2~v2); Qavi*u2~v2ayu1,

p:v3*u1~v1*u3+n3*(v1~u1);
if g<0 then ( L:z-L, PI=psr Qg:=q s,
riged(acd(iopl)sqds :stl/r,
pialrs, qiqlrs, s:q*n3,
if not(l>3 andg pP>3) then ( erreurs: 0,
print(” Erreur dans lLe pol yedre *),
pl’iﬂt(" {= ”lli“ o= n’p’u q= "lQl" §=
else ( tacelj-1):Ll.p,qssd.,
sortie(facelj~13,j-1))2,
t2:04~1 >,
jslé, ppinoincoteljl.,
pgspoincotel j-1].,
4hile (j>2 and not(19=1 and 12=1)) do
L L71:0.,
for il:(j-2) step =1 thru 1 do
c L1:t1+1, pointll1d:poincotelil) 1.,
j3:max(pp[3],pJ[33):
while j3>) do Hl
i3:j3-1. Aicoetflf,z,33),
if nota=9) then (
for j2:9 thru hipowCa,y) do T
bicoeff(a,y,j2)y,
if not(b=0) then ¢
testesl, jl:lbpowlb,x).,
tor il:1 thru L4 do
;)V:[j1:j2:j3]l
if poincotelitl=py then
if teste=1 then (

ll's ))

teste:01],

L1:01+1, pointllil:pv )XY,

if L1>9 then ¢
i1:9, paspoincotelil+1],
thru L1 .while i1<l1 4o £
it not(sq=pn oar PI=D3) then (
" di3ausse(pprpyrpg),
if not(erreur=0 and 11=01)  then (

tvzL41.,
while (3041<=tv and §i1<11) do

L
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tv:0, for il:1 thru 3 do
tvstvtylitl*pointLi1+11C0itL],
if 3043>tv then pg:pointlil+1]

else (i1:11+1, pqgzpointli11dII))1.,

if notCerreur=0) then
( t2:12+1, facell2l:y, sortie(yg,12) ).,
if not(l9=1 and 12=1) then (
102:j1:3-1. teste:l,
#while j1>1 do [ j1:2j1-1.
if poincotelj13=pg then (teste:0,101:j1)1.,"
if teste=0 then
( if 102>(101+1) then
rattrape(l31,102,2,pvrpgefacell2),
poincoteljl:poincotell01+11, p3:ipq-
poincotell21+13: pp», Jje101+1 )
else ( L4:14+1, poincotell4l:pp,
poincoteljlzppsipg III1IN) 3

sortie(sgelisd:=block(

Cprint(” "Y, ordrelxeys,2z).
fcessgl1dax+s30 2] *xy+syl3]*z,
print(” facel",ls,"]: s

fce,"” = ",s3041 ) ) &

[@itrape(lr?;er,lz,rpp,rpq:rpf):=block}f

/* Cette procedure determine les faces ‘
manquees par la procedure principale x/

rtest: 1, while rtest=1 do
L 1r3:tr2-tr1-1,
if tr3=1 then
( g:gausse(rpprrpqenoincotellri+11).,

rtest:0., if erreur=1 then
¢ 12:12+41, facell23:g3, sortiel(y,12) )M
else

¢ ir1:ir2:0.,
for ir1:(lr1+1) thru Lr2-1 Jdo
i tt:0, for j1:1 thru 3 do
ttett+rpfljll*poincotelirtll 1],
if tt=rpfl4] then irl:ir
: else irlzir 1.,
if ir2>3 then '
if ir1=(lr1+1) then
( lrel:irl, rpop:poincotelir1l ).,
if ir1=(lr2-1) then
( trel2:irtl, rpq:poincotelir1l ).,
if ((Lr1+1)<ir?1 and ir1<(1r2-1) and ir1>ir2)
C Lr1zir2+1, rppipoincotellr1] ).,
if ((Le1+1)<ir? and ir1<{lr2=-1) and iri1<ir2)
(. thl:poincotelir1l, th2:poincotelir2l,
@t Fpfijausselrppsthlsth2), L2:12+1,
. facell2l:rpf, “sortielrpf,l2),
rppsthl, rpa:thl, Letiiel ).,
if ir1=0 then
rpgs:poincatellr1+1], dr1:lri1+2,
Je3aussel{rpprsrpgrrpgls, jl:lr1+42,
thru lr2 while ji1<ir2 do

then

then
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L th:0, for ir3:1 thru 3 do
thath+3L0ir3]*poincotel j11Cir3).,
if th<jL4) then
¢ 1r1:j1s rpgzpoincotelji],

rpf:jaussel(rppsrrpygrrpgd)ls

L2: 02417, facell2l:rpfs sortielrpfol23,

if iri=le1+1) then (lr1:iril, rppIrpgld .

if ir1=(lr2-1) then {lr2:irt, rpisrpgls

3P ((Le1+DIirT and i71<(1r2-1)) then

¢ thilzpoincotelirll, th2:poincoteller1+11.,
rpfefacelt2+1]:5ausselrppsthi,th2).,
L2:12+17, sortielrpfs,12), rppztht I

gausse(pointl,point2spoint3I):=block(

J* Cette procedure determine L'equation
de ta face passant par les 3 points:
pointl,point2 et point3. %/

1:9, while (point1L31=7 and i<3) do
[ pointéspointi, pointl:pointl,
paoint2:point3., point3:pointé,
Iiza+1 1.,
if i=3 then erreur:ld elso
€ pl:pointi1l11%point2(23-point2Ll1I*+pointiL2].,
P2:point1l1I*point2L3)-point2L13*point1L3]l,
p3:point1£1J*point3E2]—point3[1]*point1[2];
24:00int1013%point3031-point3L1I*point1L3],
bb2:point1l1)-point2L1l. bb1:1,
bb3:point1l1l-point3L1]., s
if p1=0 then
if p3=0 then erreur:l else
( bb4:bb2, Dbb2:b%b3, bb3I:bbbe
A1:p3, p3:p2, p2:iphs phzp3s 23:9 ),
1f notlerreur=9) then
C D4:plxpb-pn3%p2,
bb3:bb3%p1-bb2%x53,
if p1=0 then erreur:9 else
€ fcl32:b93/p4, fcl2:(bb2-fc[31%p2)/p1,
fcl1lepoint1L23%fcl2Y+p0int1L3IxFc3],
fcl1l:C bb1-fcl1] )/ point1L11,
fcldlsdenom(fcl1]l)*xdenom(fcl2)),
fcldd:denoa(fcl3Y)*xfct4,
fcli1defcl1I%xfcL4],
fcl2):fcl23xfcC4],
fel3]efcC3]xfclA],
bbigcad(fcl32, jc i fcl2I,£cC11)),
for i:1 thru 4 do fcTil:fcCil/bb,
test:iz0, while i<3 do
I d3it1,  3f fcLil<=0 then
( teststestt+l,
for j:1 thru 4 do fcljd:~fcCjl 31,
if test>l then erreurzd ))),
if not( erfreur=0 ) then
return(Efcl13,fcl21,FcC31,6FcC41) D)) 3
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2 4 2
fGhy,2) = xy =z +ux z

Les faces constituant le

facelll + 22+ 2y + 4
fatel2 ¢ 2z + y + 2 x
facel3l 1 5z + 2 y + 35
Exenple 2
s ettty

3 2
Tli,y,2) = 2 + g y z #

Les faces constituznt le

facel1l : 2

N
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facef2) 1+ 3z 4+ 2y + 2
facel3l : Sz + 4y + 3
faceldl : 2z 4+ 9y + x =

facel5)

Exenple 3
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3.3 - Détermination des séries

La détennination du polyédre de Newton, nous conduit a envisager les deux
cas suivants :

) Polyédre est formé d'une droite
.) Polyédre est formé d‘'une ou plusieurs faces.

8

Commengons par le premier cas.
3.3.1 - Considérons les transformations :
(10) X =& Y =n Z=¢g " n°g

ol PysPy:qy,4, sont les coefficients des équations (8).
En substituant (10) dans 1‘expression de F, on obtient :

- 4 3 g
F(x,y,Z) =€ "n “[°h(c) + £¢ + n¢]

ol y et ¢ sont des polyndines en ¢ a coefficients des séries doubles en
g et n et hest un polynbme en ¢ a coefficient dans k avec h(O) #1.
Or nous cherchons & déterminer Z en fonction de x et y, ce qui revient
d*aprés (10) a exprimer ¢ en fonction de £ et n c'est-a-dire a écrire
Z sous la forme : k

9 9
Z=¢ ¢ avec ¢ = 9(&,n)

o g(£,n) est une série double en £ et n , avec g(0,0) # 0. La valeur de
z pour £ =n = 0 est donnée par 1'équation h(c) = 0.
Si on note Lo Une racine de ce polyndme, et si on pose :

L = CO+ Cl

Alors
ay a2

p 9, 9
2, ¢ lnﬁz(c0+c1)) =E " n X

: P
R G

E(ggte)) h(egtey ) ewtos]
Y
Fl(gan’gl)
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Remarquons que F,(0,0,0) = gg h(zy) = 0 car h(z) = 0, donc (0,0,0)

est un point de la surface définie par 1'équation Fl(g,n,gl) = 0. Pour
exprimer 1 en fonction de ¢ et n on a deux cas : ou bien ord Fl(0,0,cl) =1
donc (0,0,0) est un point régulier, donc il suffit d'appliquer 1'algorithme
donné dans 1.2, qui déterminera £y en fonction de £ et n . Ou bien

ord Fl(0,0,gl) # 1, alors le point (0,0,0) est un point critique, donc

on trace le polyédre de Newton associé & Fl’ et a partir de 1a on a deux

cas a envisager :

1°) Le polyédre de F1 est formé d'une droite, donc il suffit de réapp]iquer
le paragraphe 3.3.1 & la fonction Fl‘ :

2°) Le polyédre de F1 est formé d'une ou plusieurs faces, alors on a :
3.3.2 - On choisit une face du polyédre dont 1'équation du plan d'appui

est : Ix +my + nZ = a avec 1, m, n et a sont des entiers positifs définis
par (9). Ensuite on considére les transformations suivantes :

(11) x=el,y=n"et7-= ze"
En substituant (11) dans 1'expression de F les termes de la forme :
X! yj Zk se transforment en : njgkg(]ifwj+nk)
or par construction du polyédre de Newton on a :
i +mj + nk > a
Donc F s'écrira :
F(X ’.ysz) = Ea[no?;q)@(n ,C)+€1P(€ s QC)]
. J
~
fl(g a7 sC)

La série Z, solution de 1'équation F(x,¥,Z) = 0 est caractérisée par
&’ )

*

Z =" avec z = g(&,n)
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ot g(£,n) est une série double en £ et n avec z(0,0) # 0, et la valeur de ¢
pour £ = 0 est donnée par 1°équation fl(O,n,c) = 0 c’est-a-dire

(12) ¢(nsc) =0 o ¢ e kin,z],

c'est une équation algébrique de deux variables n et ¢, donc il faut la
développer au voisinage du point (0,a) ol a est une racine du polyndme
¢(0,c), (o # 0, car ¢(0,0) # 0). Pour celd nous allons appliquer 1‘algo-
rithme du chapitre 1 a 1‘'équation (12) au voisinage du point (Oagy, cette
résolution nous donne une solution ¢ de (12) et nous continuons la
méthode en posant : ¢ = Lo * Cq- Donc f1 devient :

fl(f,, N ,Co+€1) = &G(CO'*'CI)‘#@(H :C0+C1)+€‘P(€ N sCO""C])
v .
F1(€ s aCI)

la nouvelle fonction F1 s'annule pour ¢ = 5y = 0. Donc pour déterminer )
en fonction de ¢ etn on est amené & résoudre 1‘équation Fl(g,n,cl) = 0.
Pour cela nous allons réappliquer la méthode appliquée & F au § 3.3, en
conmengant par &tudier la nature du point (0,0,0).

Si (0,0,0) est régulier i.e. ord FI(O,O,;I) =111 suffit d'appliquer la
méthode du 3.2 :

Sinon, on trace le polyédre de la nouvelle fonction F1 et sqivant que le
polyédre est formé d'une droite ol d*une ou plusieurs faces ‘on applique
3.3.1 ol 3.3.2.

3.4 - Algorithme et Exemples
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fl,y,2) = 2z + 2y y2-2xny-

facel1l ¢ 2 +y + 4 =2

2
equation caracteristique : 2z - 2 y

f2
solution : 20=-1-y+ - y -

2
fauvelle fanction :

2 2

f =2 +2xyz2-232-2 yzty

2

T2xy-2xy +xy

Cas requlier

T 2 2 1t 23
2l = -y - -y Yy t - x vy
2 2
finalement
X =
Y=xy
1 2 1 3
L= - x~xy+-uxn y - -xv
X 2 2
1 2 32
—_k y +
2

LA

LS 2 B

=
r~
O
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IT.4 - AUTRE METHODE POUR LE CAS CRITIQUE

4.1 - Introduction

-

On suppose que 1'origine appartient & 1'hypersurface d‘équation
f(x,y,Z) = 0 ot f e kix,y,Z]. (15).

On se propose de chercher des solutions Z(x,y) qui s‘'annulent pour
x =y = 0. Ces solutions sont de types :

(16) 2(y) = 2 ayx) y | e = 0

ou les ai(x) € k((xl/mi)) o0 m; est a déterminer, et les (ei) forment une
suite croissante de nombre rationnels positifs.

4.2. - Description de la méthode

La série (16) est une solution de (15) pour tout x et y ceci entraine
que Z(x,0) est solution de 1'équation :

(17) f(x,0,2) = 0

or Z(x,0) = ao(x), ce qui détermine ao(x) en résolvant 1'équation (17)
par 1'algorithme du chapitre 1,d‘ou

l/m0
ag(x) « k({x ).

Pour continuer la description, nous posons :

m m,
(18) X = X R Z= ao(x1 ) +u

avec
€

Lag(x)y .
izl !

o
1

Calculons le développement limité de f au voisinage de ao(x), on obtient
(avec fo(x,Z) = f(x,0,2)) :

Cam e N

&

, £, (x,Z) = fo(xl,ao(x)) +§fz-ao(x)) folxy a (x))+...

=0 =u
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ce qui donne :
_ oy f uz .,
fo(x,Z) = u fo(x,ao(x)) + 7T-fo(x,a0(x)) +...
en substituant (18) dans f, on obtient :
f(x,y,Z) = g(xl,y,U) = U d(xgu) + yp(xgLy,u)

remarquons que g(x 1,0 0) = 0, ce qu1 entraine que dans 1° express1on de g

ne f1gure pas de termes en x}

Diagramme de Newton

Constru1sons le diagramme de Newton de g de 1la facon suivante : A chaque
terme Xl y uk dont le coefficient associé est non nul, faisons correspondre

le point M(j,k) dans le plan 0yZ, ceci revient 3 considérer 1a projection du
polyédre de Newton sur le plan x = 0. Ensuite prenons 1'enveloppe convexe de
tous ces points. En tenant compte de la remarque précédente, cette enveloppe
convexe ne passe pas par 1'origine (i.e. pas de termes en x}). Choisissons un
cOté de ce diagramme et posons £y = -1/u ol y est la pente de la droite passant

par ce cété (e > 0). Posons :

€1 = Py/9) avec  (py,q;) =1
p q
u = yl1 et y-= yll

un terme de la forme

- ; (gy3+p k)
u deviendra x} vk Y1 1771 .

Par canstruction du diagramme de Newton, on a :

J.qq + kpy 2 qq v

@ T :
ou v est 1'intersection de la droite passant par le c6té choisi avec 1'axe
Z=0. (intersection prise dans le plan Oyz). Donc :
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9(xy¥t) = ¥ Taq(xsV )4y 0, (%) 03, V)]
AN 7
-
F(xy,¥7v)

¢1(x1,v) est un polynome en v de degré inférieur ou égal a celui de f par
rapport a Z. '

ik
p1(xyv) = z 9. ; X Vo,
171 ipytka, = apv 1,3,k
Alors, pour que Z{x,y) soit solution de {14), i1 est nécessaire que v soit
solution de 1'équation F(x;,y,.v) = 0.
La valeur de v pour y1=0 est donnée par 1‘équation

(19) Fy(xq:0,v) = 0.
En résolvant cette équation par 1'algorithme du chapitre I, on obtient :
I/m1
v(xl,O) = al(xl) e k({xy 7))
alors on pose

(20) Xy =X, etvs al(xl) +u,

ce qui donne, lorsque on substitue (20) dans F

' m
- 1 o
Fxpaypav) = 0106 00y (3 )l yqup(x)uyp0)
~" a
Fol(X5,¥55U,)

En posant y; = uy = 0 dans F on obtient :
F(xl,O,aI(xl)) = ¢1(x1,a1(x1)) =0
(car al(xl) est une solution de (19)).
La nouyeT e “fonction F, vérifie bien 1'hypothese F,(0,0,0) = 0, 1a
procédure se poursuit ainsi, en tracant le polygdne de Newton de F, pour

déterminer €, et en résolvant 1'équation caractéristiques¢2(x2,vz) = 0,
pour déterminer le coefficient a)(x,) associé au terme y.
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La procédure s'arréte lorsque Fi(xi,yi,O) = 0. Dans ce cas la solution Z de
(13) s'écrit sous la forme :

(21) 7= ao(x) +y %.
avec
Xg = X 3 yo =Yy |, Vg =V
et pour j°= 0,1,..., on a :
m, q.
oy d o
X35 %541 0 Y57 Y5m
N
Vi = Yy (@50%5) + Vi)
- Si on pose €5 = pj/qj > T = 5y
et |
rj+1 =r; + €j+1/q1"‘qj J=1,2,...

(21) devient alors :

r r
Z = ao(x) + al(x) y L az(x) y L

Lorsdque 1'ordre de Fi(0,0,vi) =1, le point (0,0,0) est un point régulier, dans
ce cas on applique 1'algorithme du paragraphe 2, chapitre 2, pour détermi-
ner le reste de la série Z(x,y) solution de (13).
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I “EXPRESSION DE F EST

2

. 2
ti{x,y,2) = T+ 2xyz2-2%xy-x

4
LA SOLUTION MODULO y  EST :

&
= -x

t (-x-1y

1 ] 2
t (- =)y
2x 2
i 1 3
L S
2 2
2 x
x 3 5 4
L It Y
8 4 x 3
8 x ®
+ ...

L’EXPRESSION DE F EST
: 2 3 2
T(X,9,2) 5 2 +2xyz-y -2y yt+ty-x
s ,
LA SOLUTION HODULOD y  EST
= -x
1

o (-xt -1y
2 %

X 1 t i 2
L G B S

- o

Tine= 1 msec.
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CHAPITRE III

asos asap s
b 8b s ghan db

- DETERMINATION DES POLYNOMES FACTEURS
DETERMINANTS D°*UN OPERATEUR DIFFERENTIEL

I11.0 Introduction -

II1.1 Quelques définitions

111.2  Les coefficients du nouvel opératéur
I11.3 Détermination des polyndmes F.D.

3.1 Description de la méthode
3.2 Justification

I11.4 Algorithme et Exemples
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INTRODUCTION

RIS pripuguia- g S

Soit L un opérateur différentiel défini par :

m K
(1) L= & ak(x)a
k=0

o= é%- et a « kix].
k est un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.:

On suppose que 1'origine est une singularité irréguliére de L, et qu'il
existe au moins un indice j, 0 < j < m-1 tel que aj(O) = 0.:Les solutions
formelles de 1'équation différentielle Lu = 0, au voisinage de 1‘origine 0,
~sont de la forme : (cf. [2], {41, [191)

X = tq

(2) .
u(t) = eQ(I/t) t* ‘

+5(t) (Log ©)d
j=0

ol Q est un polynéme en 1/t, et ¢j(t) sont des séries formelles.
On se propose dans cette partie, de donner une,applicatfbn du polygdne

de Newton défini au chapitre I, pour déterminer le polynéme Q(1/t) que 1‘on
appelle polyndme facteur déterminant de L. Une fois Q déterminé, un simple

changement de type :

(3) Me(t) = e UI/E) Q) iy

permet dé transformer 1'équation Lu = 0 & 1'équation Mv = 0, ol v est une
solution formelle réguliére de M. Autrement dit, on cherche & déteminer (
tel que le polygbne de Newton-Ramis Malgrange [3], [10] de 1'opérateur M
ait une pente nulle.
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ITI.1 - QUELQUES DEFINITIONS

A 1'opérateur différentiel L défini par :
m k . d
(3) Lu(x) = kio ak(x)a u(x) ol 3 = g -
faisons correspondre 1'@quation algébrique définie par
. m k
(4) 0 = f(x,y) = kio ék(X) y

(4) est obtenu en remplacant 1'opérateur dérivé par 1‘opérateur multipli-
catif i.e. ak - yk. '

D'aprés le théoréme de Puiseux (chapitre I), 1'équation (4) admet m solutions
formelles qui sont données par (5) : '

k/Qj

(5) yj(x) = J=1,2,....m 3 N(J) e Z.

= z o, = X
keN(j) K»J
Posons B(J) = N(j)/qj e Q

de telle sorte que les g(j) forment une suite décroissante (B(j) étant 1'ordre
de la série de Puiseux yj(x)). Notons : ' '

jk = ord ak(x)°

==l A0S 2 Xl
SZDmo=s=ssx

On appelle indice caractéristique de 1‘'opérateur L, T'entier (m-r) tel
que r soit le plus grand entier vérifiant :

nk-k 2 n -r 0<ksr
Yy ﬂ
o » ;//7 N - figure 1 -
# : X

0 r o

indice caractéristique
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Alors les B(Jj) vérifient les relations suivantes (j = r, r+l).
g(r) = -1 et g(r+l) < -1.
En effet, notons par k1 et k2 les sommets du polygbne de Newton (pour la

définition, voir chapitre 1) définissant les exposants g(r) et g(r+l)

(voir Figure 2).

Y 4
X, o .
/ B(r+1)

r

/4 8(r)
ki

'
- figure 2 -
Dans les deux cas, B8(J) s'écrit :
. nki-nr
g(J) = I ki = kl ol kZ

1

le numérateur de g(j) peut s'écrire sous la forme :

nki -n, = (nki-ki) - (nr-r) - (r—ki)

ce qui donne :
. (nki-ki)-(nr—r)
B(3) = n, r-k, -1
i 1
pour j =r k. = k1 < r (voir Fig. 2) et par définition de r, on a :

i
- kl‘z n. - r

nka‘
d*ou (ny k) = (nr)

" -ky

%
o

et par conséquent g (r) = -1.
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pour j = r+l ; ki = k2 > r et par définition de r on a
n, -k,>n_-r
k2 2 r

d'od : (nkz-kz) - (nr-r)

- < 0= g(r-1) < -1,
r k2

Lorsque 1'origine est un point-singulier régulier, r = m alors B(m) = -1 ;
comme B(j) est une suite décroissante, alors 8(k) = -1 ¥k =1,2,....m.

Dans 1a suite on suppose que 1'origine est un point singulier irrégulier
i.e. r <m. Les solutions de 1'équation différentielle Lu = 0 sont de 1a
forme (2), avec Qj(t) =0 pour j =1,2,...,r et pour j > r, Qj(t) est un
polynéme en 1/t.

Considérons 1'opérateur différentiel M défini par (3), on remarque que
v(t) est une solution formelle réguliére de 1'équation M v(t) = 0, si
et seulement si eQ(I/t)v(t) est une solution formelle singuliére de 1'équa-
tion Lu(x) = 0. Une condition nécessaire et suffisante pour que u(x) soit
une solution de (1) est que, le polygbne de Newton - Ramis-Malgrange (N.R.M.)
de M ait une pente nulle ; ce qui nous conduit a chercher le poly-ndéme
Q(1/t) tel que 1'indice caractéristique de M soit striétement inférieur
a m. Dans ce cas, 1'équation indicielle associée a M admeﬁ une racine et
la solution de 1'équation Mv(t) = 0 sera déterminée par 1'algorithme de
Frobenius décrit dans [3]. ‘
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ITI.2 - COEFFICIENTS DU NOUVEL OPERATEUR

Nous allons exprimer dans cette partie, les coefficients de 1'opérateur
M, en fonction de ceux de 1'opérateur L et les dérivées successives du
polynome Q. D'aprés (2) on a :

Mov(t) = e Q1Y) § a, (t9) (e2(1/%) v(t)) (¥

En développant 1'expression (eQ(l/t) v(t))(k), on obtient :

h=k :
Mv(t) = ? ak(tq) [‘z CE o-Q(1/t) (eQ(I/t))(k-h) v(h)(t)]
k=0 h=0
S T e (e9) QI8 (h)y ()
k=0 k=h :
Si on pose :
by (t) = £ Cf o, (1) eB(1/E) (17} (k-h) -
k=h -

1'opérateur M devient :

MW(t) = & by (t) vl (4.
h=0
h

h g
Avec v(h)(t) = ~gﬁ-v(t) et (eQ(I/t))(h) -4 (eQ(x))
dx dx ,
Dans (6), posons S(n,t) = e_Q(l/t) (eQ(l/t))(") = (7)

Calculons ta dérivée de S(n,t) par rapport a x. On a :

70y o Bdmt) o UL i 1) 4 s(ne,t)

écrivons (7') sous cette forme :

,

(8) ”§(g+;@t) = S'(n,t) + Q'(1/t) S(n,t)

d'aprés (7),von a:

S(O,t) - e‘Q(l/t) (eQ(l/t))(O) =1,
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et la relation (8), on tire
S(1,t) = Q'(1/t)
S(2,t) = Q"(1/t) + (Q'(1/t))2.

Donc, & partir de (8) et sachant que S(0,t) = 1, on peut calculer par
récurrence S(n,t) en fonction des dérivaes successives du polyndme Q(1/t).

Et par conséquent, les coefficients bh(t) de 1'opérateur M seront donnés
par la formule '

m
09) b (t) = =z cf a (t%)s(k-h,t)
avec
$(0,t) = 1
et S(n+1,t) = S'(n,t) + Q'(1/t) S(n,t)

Nous désignerons dans la suite Q'(1/t) par y. On a le Temme suivant :

LEMME_1
S(nsx) = y" + R (x)
avec
(10) Roe1 = ¥ Ry(x) + R1(x) + nyn"lys

ol Rn+1 est un polyndme en x"l/q = 1/t, de degré par rapport a t, inférieur
Ou égal a ns+q ; s &tant le degré de y = Q'(x) en u_1 (S > q). La démons-
tration de ce lemme se fait par récurrence sur n et en appliquant la formule
(8). En effet :

n
et
1

S(O,x) = y0 4 Ro(x)

@;iisri;x) -

*

I
<

=y + Rl“(x)
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Supposons que S(n,x) = y“+Rn(x) avec deg R (x)/x < iﬂ:l%§iﬂ
Alors q ,
S(ntl,x) = §$'(n,x)+Q*(x) S(n,x)

comme S(n,x) = yn+Rn(x) alors
S*(n,x) = ny'_'-1 y' o+ Ri(X)
d‘ol S(n+l,x) = nyn'ly‘ + R;(x) + y"+1 + an(x)
_ .n+l . n-1,°
=y (YR (X)IHR (x)+ny” Ty )
W S
Rn+1(x)
Pour le degré de Rn+1(x), on a :
R ,.(x) = yR (x)+R*(x)+n -1,
n+l Y¥n n y- ¥
< . ' -1
donc degré Rn+1/x < min(deg an(x), deg Rn(x), deg yn y')

comne deg y/x =

%- et deg Rn(x)/x !ﬂll%—ﬁiﬂ ceci donne :

s+{n-1)s+q (n-1) s+2q (n-l)s+s+qs
q ? q q

\
i

ns+qQ  ns+q ns+2q-s)
9 * g9’ q

A

deg Rn+1(x)/x min (

min

or q< s d'oi (n-1)s + 2q < ns+q ce qui donne finalement o
, ns+
degré Rn+1(x)/x < “TTS .

Revenons aux polyndmes Rn(x), en utilisant la relation (10) calculons les
premiers polyndmes Rk(x) pour k = 1,2,3 ; on obtient :

o R2(X) ‘y. ? R3(X) = y"+3yyl

Ry(x) = y"' +4yy"+3y'2+6y2y"
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Si on considére R ( ) un polyndme & n variables indépendantes a savoir
ysy's. (n 1). En dérivant R ( X) par rapport a y on obtient :

dR3

jﬁf'(x) = 3y' = Ry(x)
de la méme facon on a:

dR4(x)
dy

=12 yy' + 4y" = 4R3(x).

De ces résultats, on tire le lemme 2, dont la démonstration se fait par
récurrence et par application de (10).

dR _(x)
=nR _;(x)

@'Iz

Démonstration

La propriété est vraie pour n=1, supposons qu'elle soit vraie Jusqu'a
1'ordre n, et montrons la pour n+l. Alors en utilisant la relation (10)-

on a :
an(x) ' dR ( X) dRA(x) p-2
—dy - Rn(x) +y dy + ay + n(n-1) y
dR (x)

comme ~—£§¢—-= n Rn-l(x) ceci donne
dR__. (x) i dR!(x)
—dy = Rty Ry ()+(n-1)y" By N

dR? (x) |
= (n+l) R 4(x) + o nRY_1(x).

Or, d'aprés la formule de Schwartz on a-

d2 d dR (X) '
EBTTBE,R (x) = H—_TT_ R,(x) = Ix [ d——~ﬂ =nR 4

ce qui préuve que dR'(x)4



Ry, (%)

dy = {(n+l) Rn {x).

et par conséquent :

AY

Comme S(n,x) s'exprime en fonction de y et de Rn(x) alors on a :

Q—S-HS’X = ady (YR ()1 = ny" Lan R (x)

n S(n-1,x).

D'od le résultat :

g§§3151 = nS(n-1,x) l

Si on dérive h fois S(n,x) par rapport & y, on obtient :

h

d‘é.({\li). = n(n-1)...(n-h+1) S(n-h,x)
dy
- h
. 1 d s
coit Lo stmn) by (11)

dy

Le second terme de (11) figure dans 1'expression des coefficients bh(x)
ce qui nous permet d'écrire les bh(x) de cette fagon

m h
bh(x) = E;% ak(x) *'Tﬁ' ELEK%%ﬁﬁl

dy

comme ak(x) ne dépend pas de y alors :
1 0 h
by (x) = gp L2 3 0x) stk (™)

soit

H(x,y) = ? ak(x) S(k,0)
alors k=0
by (x) =5r HMiy) | h=01,20m 5 (12)

H(h)(x,Y) désigne la dérivée d'ordre h de la fonction H par rapport a y.

G e 0

@

€
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Exemple - Considérons 1'opérateur L dé&fini par :
L = x35“+ x32+x3+1.
La fonction H(x,y) est :
H(x,y) = x3y*+ xy2 + xy + 1 + 4x3yy" + x3y"* + xy'
+ 3x3y'2 +-6;3y2y'.
En dérivant H par rapport a y on obtient
bl(x) = H'(x,y) = 4x3yf+4x3y3+2xy+x+12x3yy'*
by (x) =~% H"(X,y) = 6x3y2+x+6x3y

by(x) = %-H"'(x,y) = 4x3y+2x3,

by(x) = 5= 1P x,y) = 53,

II1.3 - DéTERMINATION DES POLYNOMES F.D.

D'aprés le lemme 1,(12) peut s'écrire sous la forme :

H(x,y) = T(x,y)+o(x,y)
avec m N

f(x,y) = % 3 (x) y
et m

¢(Xs.Y) = I

R
k=0 ak(X) k(x)

AR

" Les fonctions f et ¢ sont appelées les fonctions associées de 1'opérateur L.

Notons par s le degré de y = Q'(x) polynome en x 179 (s > q).

Lha e T

@

#
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-s/q < -1, n, = ord ak(x)

4

]

min(nk+u1k)

g(t) = x 8, t<.
teK
n

B, €tant le coefficient de x k dans ak(x),

g(t) est appelé polyndme caractéristique associé a My
3.1 - Description de 1a méthode
Posons

Py 9
(13) Yy =X (u1+y1) X =Xy
avec

My T pllql (pl’ql) = 1.
En substituant (13) dans les expressions de f et ¢ , on obtient :
ord f(x,y)/x1 = min(q1 NPy k) = v,

ord ¢(x,y)/x1 = min(q1 et Ord Rn(x)/xl)
puisque

- (k-1)p,-q
ord Rk(x)/x k1) s -q ) 11

q gy = ord R/ =(k-1)py-q,

ceci donne ord ¢(x,y)/x1 > min(qlnk+kp1—pl—ql)
vlql—(p1+q1) > vqy = ord f/x1
~ puisque My ='p1/q1 < -1 alors plw;q1 < 0 d'od -

ord ¢/xy = vyx Q) - (py+a;) > ord £/x
Et par conséduent les fonctions f et ¢ peuvent s'écrire sous la forme :

1%

Vv \’1
f(X,y) = xl fl(xlsyl) =X fl(xl,yl)
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V
$(x,y) = Xq ¢1( 1°Y1)  avec Vo = v1G S, 8§, >0

de 1a méme facon H s'écrit comme :

Y1 °1
HOGY) = x 7 F (xg Yy g ey (%)

Hl(xl’yl)

61 = -(p1+q1) > 0,_

La seule hypothése faite sur up est d'€tre strictement plus petit que -1.

Or la singularité a 1'origine est irréguliére, on a vu que les B pour

J =r+l,...,m , sont strictement inférieur 3 ~1.

D'od 1'idée de prendre My €gal a 1'une des Bj J=r+l,....m. Les ej sont
déterminés par le polyndme de Newton de 1a fonction associée f. Une fois que
uy est déterminé Ta fonction f, s'écrit : fl(xl,yl) = g(q1+y1)+x1 x fonction
(xl,yl). Alors on a le lémme suivant :

LEMME 3

Une condition nécessaire pour que le polygdme de Newton de 1'opérateur
M, ait une pente nulle est que aq soit une racine non nulle de g(t).

Avant de démontrer ce lemme, nous allons donnerun exemple. Soit L 1'opérateur
différentiel défini par :

L = x"*3%-2x2+34x.
Le polygdne de Newton de f donne

Ui = fzs Vl = '2’ g(t) = t(t-l)

Les fonct1ons assoc1ees de L sont °
L& vg e
@’ y
= x"y3-2x2y24y+x

Of(X,y)

$(X.y) = xBy"3xtyy' - 2x2y',
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en substituant x = ST xiz(a1+y1) dans f et ¢ on obtient :
F(x,y) = X2y +y34x3]
’ 1 BTV
$(x,y) = X—I[(3a1+3y1-2)(xlyi-Zyl-Zal)

. EIVLLI 248
= X1¥y 4xly + 6x1y1+6a1x1 1

donc pour oy # 10,1}, (0,1 sont les racines de g(t) = 0), on obtient

Lo/
ord bo(x) = -2
ord bl(x) =0 >
d
ord b2(x) =2
ord b3(x) =4 pas de cOté de pente nulle

ce qui exige de prendre ay une racine de g(t).
Revenons a la démonstration du Lemme. Supposons que g(al) soit non nul, ceci
entraine que 1'ordre de f1 en x; est nul et comme ord f < ord ¢ alors :

ord bk(x) = ord H(k)(x,y) = ord F(k) (x,Yy)
or

]

ord F(k)(x,y)/xl min(q1 nh+(1-k)p1)

H

min(qln]le)—kp1

v

q3vq-kpy

et parxcénséquent ord bk(x)/Xl 2 “lql-kpl
donc )

ord bk(x)/x > vl-kpl > v_tky (car My < -1)

1

Finalement

Lha g o

"ord by (k)-k > vy = ord b (x)-0

cette derniére inégalité entraine que dans le polygbne de N.R.M. il n'existe
pas de pente nulle i.e. 1'indice caractéristique de M est égal a m. (r=0).
Ceci est une contradiction.
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®

Aprés avoir choisi ay une racine non nulle de g(t) on continue 1a procédure
en posant :

§
1
Frxpayp) = F(xpyp) 4704 (x0,0)

8
oy (xpap) = xg o 06 yg) 0y (5 0))
Hl(xl "yl) = Fl(xl"yl) + q)l(xl’yl)

Puis on trace le polygdne de Néwton de Fy» notons par Wo = p2/q2 (pz,q2)=1
1'opposé de 1'inverse de Ta pente d'un c6té de ce polygdne.

ep Tup €t ey T oeghugyg/9y-- -
Alors tant que €441 < -1 on applique le block suivant :
Block

[1] On choisit o
et uiyg-

4+ une racine du polynbme caractéristique associé a Fj

[2] On considére les transformations :

Pis1
i = %41 (oY)
(14)
‘. - Xq1+1
i i+l

ce qui donne en substituant (14) dans les expressions de Fiete,

Vv
1
X541 Tiaa (X1 %541)

[

Fi(xioy4)

v .
_ V2
2 (%¥5) = Xy 001 (a1 0Y441)

N

avec vy = Gyupvigr &t vy = vitei g

P P Th - 1 ]
dlot & Hi(xgay45) = %41 My (%40 9Y440)
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{31 On pose :

S,
. ~ \ 1+]
Fint(anYian) = TG oY) 561 541 (%54109)
i )= x e (x Y=0 1 (X5 1,0)]
541 BRESTSERSZFS AL TS AN I NI C AW

[4] On choisit Wi

de Newton de Fi‘

tel que ~1/pi+1 soit la pente d'un coté du polygbne

[5] Test : si Ei42 € -1 on réapplique le block
sinon fin de 1a procédure.

Le polyndme facteur déterminant de L sera alors :

a. 1+,
Q(x) = = tx 1

e5<-1 €i+1

€.
Q(x) est une primitive de y = Lag X !

L = x"33-2x232+43+x
Les fonctions associées de L sont :

f(x,y) = x"y3-2x2y2+ y + x

xUy" + 3xMyy' - 2x2y

$(x,y)

Le polygdne de Newton de f donne

up = =2, vy = -2, g(t) = 32624t = ) = 1

donc en substituant

&sx“?'xltéi y

-2
Xq (1+y1)

*

dans f et ¢ on obtient :
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-2 -2
FOGY) = % "Iyi gl = X f(xg.y;)

-1 ' 1] ]
o(x5y) = x4 [3yg (xyq-2yy-2)+xfyi+x;y3
- Ay 2y! - -
4x1y1+6x1y1 2y1+6x1 2]
= x_1¢ (X15Y4) §. =1
1 71V 171 1 .
D'ol
= v3ty2_ 2443
Fl(xl’yl) y1+y1 2x1+6x1+x1

3
*1(%15¥1) = Xq03yy (xyy1-2y - 2) 4 yi4x

2
- 4x1y +6x1y1-2y1]

Le polygbne de Newton de F1 donne Mo = 1/2 d'ol €y = -2+1/2 = -3/2 < -1,
On réapplique le block ce qui donne g(t) = t2-2 soit ay = % V2.
On pose alors

(15) ¥y = Xé(a2+y2) et x; = x%
d'oii
FL{X1¥1) = X30x,(0pty, ) 4y3+2a,y, + 6x34xy]
N .
~
f2 (X2 a'.Yz )

1 1] 1 ). % 1
¢l(x1,y1) = x%[n(x§+x§)y2+ 2(3x%y2-8x§+3a2x%fx2)y2

Y A U IR
T 7 XYt (g X5 9upXym 7)Yt qupX3-9x,t gu,]
J
— Sy
¢2(X2s¥2)

donc on pose : ‘

a,““le‘(x'éayz) = fz(xzﬁy‘?)'+x2¢2(x23o)

b2(X2:¥5) = Xal0p(x55¥,)-4,(x,,0)1
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Ensuite, on trace le polygdne de Newton de F2 qui donne My = 1 d'on
€g = -3/2 + ?-- -1, comme €q = -1 alors la procédure s‘'arréte ici ce qui

donne Q'(x) =y = iz + a, xiz x%

i.e Q'(x) = x4 dzx-3/2 avec a, = /2.
Q(x) = -x"' - 2a, x"1/?

d;ou les deux polynOmes :
Q,(x) = V- ave V2

Q,(x) by a2 xV2,

3.2 - Justification

=~

Dans cette partie, on s'intéresse a vérifier que le polyndme Q(x)
déterminé par cette méthode est bien un poiynbme facteur déterminant de L.
Pour cela, i1 suffit de vérifier que 1‘indice caractéristique de M est

strictement plus petit que m, i.e. i1 existe un entier r, 0 < r < m tel que

ord bk(x) -k 2 ord br(x) -r 0<k

A

r,

ou les bk(x) sont les coefficients du nouvel opérateur M.
Les coefficients bk(x) sont donnés par (12) avec y = Q'(x). Or en considérant
les transformations (13) on obtient :

dH(x,y) V1
"ja'y'l" X Hl(xl"yl)
ce qui\donne :

dHeGy) o a*y (xy9,) 1k
dy dy% dt
) vy ku1 d Hl(x ,yl)

dy1
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de la méme facon on a :

dkHi(xi’yi) I Vi1 Ky dkHi+1(Xi+1’yi+1)
dyi ] dy§+1
D'ou K
d“Hixay) o 1R x;z‘kuz :11k“1 d “1( 12¥7)
dy dyy

1 étant le nombre d'itérations effectuees pour déterminer Q'(x).
Posons

et comme €1 =1 et €541 © ei+pi+1/q1...qi , alors

k
k (X,y) Ay-ke d™H; (X7,Yq)
dy dy%
or

€ € €
Q'(x) = o X 1+a'2x 2 oot agX ],

ceci donne = 0,
et par construction de F on a ord H. (X45¥5) = ord F;(xj5y;) donc

ord H(k)( X150) = ord ng)(xl’ 0) -

Notons par r 1'ordonnée du point sommet du cété du po]ygone de Newton
associé a la fonction et dont 1a pente 1/u]+1 vérifie :

S141 % €1 Hpy 90y 2 -1

r cOté de pente --1/11]+1

-
(941 2 -1)

ord F%ry(x],O)
Par définitign.de: la pente Mygp ON A
(18)  ord F{k) (x,,0) - ord F{") (x7,0) > (rk)

141

Donc d'aprés (17) on a :
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ord #{*¥)(x,,0)
q;-- -4

(19) ord bk(x) = x]-ke] +

ce qui donne en utilisant (18) et (19)
ord H%k)(x],O)
qQq---0y

ord bk(x) - ord br(x) = A]-ke]+

ord #{" (x,,0)
a;-- -0

- A]-H‘E] -

-

= (-k)ept 5 fqlggrd H%k)(x]igl:ord 1" (x,,0)1

> (r-kJuyyy
Donc
ord by (x) - ord b _{x) = (r-k) (e,+ Elil__)
k r\t) = “1"q;-q
£1+1
comnie €141 2 -1 alors :

ord bk(x) - ord br(x) > k-r
ce qui donne
ord bk(x)-k = ord br(x)-r

ceci entraine que 1'indice caractéristique de 1'opérateur M est inférieur
ou égal am-r <m (car r > 0). Donc le polyndme Q(X) est un facteur déter-
minant de L. ‘

En parcourant tous les polyndmes possibles (déterminés de cette facon) on
en déduit les (m-r) solutions singuliéres de L par

u(x) = eQ(X)v(X)

ou v(X) est obtenu par 1'algorithme de Frobenius (cf. [3]).

- ol - - -

Lorsque la racihe”hl'du polyndme caractéristique est simple, les dérivées

des polynémes F.D. sont données par les racines (en y) du polyndme f(x.y).

Mais, lorsque la multiplicité de ay est différente de un, le résultat n'est plus
vrai et 1'exemple suivant 1'illustre :
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L = x"93- 2x252 + 34x.

Les dérivées des polyndmes F.D. sont :

S .
- Q'(x) = = T2

X

0d 1 est une racine de multiplicité égale a 2.

Les solutions de 1'équation f(x,y) = 0, sont :

1 i
y=— ¢ + ...
x 2 X37?

le second terme de y est différent de celui de Q'(x).

Dans ce cas ol Ta multiplicité de a; est égale a deux, B. Helffer et

Y. Kannai [4] ont &tablis une formule pour 1'équation des facteurs détermi-
nants, i.e. que les dérivées des facteurs déterminants sont les solutions
du polyndme

~ 2 ( )
fud)=fudr-%afxd-

Ixdy
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Exemgle 1

les coefficients de 17equation differentielle sont :

a (0 )= =«
a (1) =1
2
a {2)= ~-2u
4
a {3 )= ¥

. ot e e e e e = = o o -~ S b At o o n - o

polynose( 1 ) = ~eceeeeea = -
sqrt(x) %

2 5qrt(2) 1
polynome( 2 ) = - cecmmeeeo o o
sqrt(x) X

les coefficients de 1“operateur differentiel
associe au polynome : 1 sant :

13 sqri(2) sqrtC:) 11 sqri(2) (
c( 1,06) e oo -3
4 2 sqrt(u)v

1"

372
: sqrt(2)
N S T B B = 2 sqrt{2) sqrtin)

~0

o]

<

2 5/2

i)
¢ O 1, 2)= % -3 sqrt(2) x
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”

les coefficieats de }7opevateur differentiel
associe au polynome 3 2 soni :

15 sqrt2) sqrils 11 sqril2)

c ¢ 2,0} =5 x4t -m--mmmmommomemeee o e -3
4 2 sgriix)
3/2
7 sqri(2)
c € 2, 1) = 2 sqrt () sgrtdn) - —mmmomommoene-

2

c( 2 ,2)= 3 sqrt(2) +ou

“xemple 2

les coefficients de 17equation differentielle sont

al
-
(78]
~—,
u
t
az
o“-
b=
-+
ro
b4
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les polynames facteurs determinants sant :

palynona( 1 ) = -

polynone( 2 ) = -
2
polynonei{ 3 ) = —-em-uon
sart ()
2 .
polynome( 4 ) = = ——eceen
sqrt(x)

les coefficients de 1 operateur differentiel
acsocie au polynome : 1 sont :

4 3
c 1,1t =27 -45 % - 12y
4 5 4
c O 1 ,2)= =3 +15% +15u +

~J
o~
(4]
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les coefficients de 17operateur differentiel

associe au, polynome ¢ 2 sont @
3 2
c( 2,0)= 293 +59x + 31 x
4 3 2
c{ 2,1)y=s -272u% -45x - 12x
& 3 4 3

les coefficients de 17opevateur differentiel

associe au polynome ¢ 3 sout :
22 3 5/2
123 & 105 147 «
cl 3 ,0) = =-e----- R t m—mmmmee
8 4 8
9/2 272
35 » 4 29
cC 3, 1) = - ----mm- - 20 8 - =memm--
2 2

2 3rn
7o n
----- t ---- - 8 x
4 2
3 sqrtis)
2
3 9/2 2
ax +9 + 7 %
3/2
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e 3 ,3)= - yu -4y o= 4oy + 2y

les coefficients de l"operateur differentiel
associe au palynome @ 4 sont :

€0 4,00 = = —momnee +ommmmee - e b e - —me- - B

+ __________
2
9/2 7/2
35 x 4 29 x 3 ~9/2 2
cl 4, 1) = weemens =20 % 4 —-eeee- =15 % -9y t 7 x
2 2
372
+ 2 x
‘ b 1172 S 972 4 272
T SR B B B t b6 - 6 ou - BT T + X

7 1372 & 1172 S
c( 4,3)= - + 4y o+ 4o + 2 x
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