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PREAMBULE

Ce travail a débuté le jour ol des Physiciens de Grenoble dont
M" R.Maynard sont venus présenter a M" N.Gastinel et quelques Mathématiciens
appliqués, des problémes inconnus pour nous et en particulier le probléme
des "Verres de Spins". Ce théme s'est révélé 1'un des plus "porteurs" de
ces derniéres années pour bien de nos colléques de Mathématiques Appliquées.
Des travaux originaux ont déja été les fruits de ces échanges.

Cette thése vient relativement tard aprés mes premiers contacts

avec la physique statistique. I1 a été trés long de voir quelles pour-
raient étre les contributions de nos connaissances en mathématiques du
calcul a ce genre de problémes. On trouvera au fil des chapitres de cette
thése, la démarche que j'ai suivie. Si ce travail, en plus des résultats
obtenus, pouvait permettre au lecteur de faire rapidement cette démarche,
Je pense qu'un objectif important serait atteint et que Physiciens et
Mathématiciens pourraient avancer concrétement sur de vrais problémes.

Tout d'abord, le premier chapitre, méme s'il ne contient pas vrai-
ment de théorémes nouveaux, permet de faire connaitre rapidement les
problémes abordés. Précisons que cette découverte de 1la physique statis-
tique, de son langage,m'a personnellement pris un temps considérable.
Cet investissement, peu productif a court terme, a été difficile a
assumer. Viennent ensuite trois chapitres ot j'ai ressenti les besoins
d'aller plus loin du cdté mathématique, que les approches strictement
nécessaires en physique. Des résultats mathématiques sont &tablis sur
des problémes suggérés par la Physique. Je pense que ces chapitres ont
aussi comme intérét de poser de vrais problémes sur lesquels le mathé-
maticien peut certainement avancer. Enfin, les deux derniers chapitres
constituent un apport concret de nos mathématiques du calcul a la physique
statistique et comportent la réalisation effective de grands programnes.

J'espére que cette rédaction mettra clairement en évidence les diffé-
rents traits cités plus haut : la prise de connaissance avec un domaine
inconnu a priori, 1'investissement dans différents domaines des mathé-
matiques, 1a réalisation effective de grands programmes de calcul et
1'obtention de résultats sur des exemples concrets.



INTRODUCTION

La matiére méme de cette thése est certainement peu connue du lecteur
éventuel. En conséquence, avant de présenter les résultats obtenus, je
développe 1'exemple le plus simple des modéles &tudiés. Evidemment sa
simplicité ne permettra pas de mettre en évidence des comportements
aussi riches que des modéles plus évolués. D'autre part le modéle pré-
senté se traite "analytiquement” ce qui n'est pas le cas le plus fréquent.
Aprés la présentation de ce modéle simple je détaille chapitre par
chapitre les différents problémes et les résultats obtenus .

Un modéle simple : "le modéle d'Ising & 1 dimension" 4 3

Bréve description

Considérons un graphe cyclique non orienté
a n sommets. Sur chacun de ses sommets ou
sites se trouve un spin de valeur * 1.

(Spins d'Ising). Le spin o; se trouve sur
le sommet i. Les arétes du graphe matéria-

lisent les “connexions"entre sites . i P
]“T\./"l‘*l

Nous appelons "gtat” (de spins) un élément o de {-1,1}" et & chaque
état o nous associons une valeur E(o) qui, physiquement, sera 1'énergie
de 1'état o .
Par exemple nous prendrons :

E(a) = -(J

4 d + J

12°19 * 9239293 *+ - Jnp nOnein Y Va1 0,00)
Ji i+l étant la valeur de la connexion entre les sites i et i+l.

Prenons pour simplifier : Jij = J,
)

Rentrons dans le domaine de la mécanique statistique./Dans une distri-
bution canonique de Gibbs, 1'&tat ¢ a une probabilité proportionnelle & :

exp (-E(a)/kT)’



k étant Ta constante de Boltzman et T 1la température absolue.
Une fonction fondamentale de la mécanique statistique est la fonction de
partitionf : '

Z= n exp ( ~E(o)/kT )

z
0'6{'191}

Dans notre exemple nous retenons comme variable le nombre de sommets du
graphe : n, et la variable réelle g ﬂ§%~ :

1 = Zn(e) = 0€{§1 l}n exp(s(0102+0203 +...+ on_10n+on01))

Dans ce cas particulier on démon'tre par récurrence :
Zn(s) = 2"{(chs)n + (she)n}

Dans le cadre de 1a mécanique statistique on peut alors montrer 1'existence
d'une autre fonction fondamentale définie par

- i L
f(g) = lin  L1og 7 (s)

N->+oo
que j'appelerai dans cette thése, par abus de langage, fonction d'énergie.
En effet en thermodynamique cette fonction d'énergie serait

-k T F(I/KT)

Ce passage a l1a limite, modélisant un systéme réel avec (quasiment) une
infinité de "sites" est trés différent des démarches classiques de 1'analyse ;
en particulier les systémes finis ne sont pas des discrétisations de quel-
ques modéles continus. L'essence du probléme réside dans 1'existence d'une

* Au risque de géner le mathématicien nous ne pouvons a ce point figer une
définition de la fonction de partition qui fait intervenir de nombreux
baramétres : graphe, connexions, température. Nous préciserons sur chaque
exemple les variables pertinentes, une définition générale ne pouvant &tre
que trés formelle et finalement peu utile.



infinité de "sites"distincts et intéragissant avec leurs voisins avec
éventuellement des connexions différentes.

TRANSITION DE PHASE - SINGULARITE

Le probléme fondamental de 1la mécanique statistique est celui des
transitions de Phase. Son &tude analytique revient & 1'étude des singularités
de la fonction d'énergie f , ici comme fonction de la variable réelle .

Contrairement aux objectifs les plus fréquents de 1'analyse,1'approximation
Quantitative de f est de peu d'importance et les questions essentielles
sont :

- la fonction f est-elle analytique ? (%)

- en quels points est-elle singulidére ?

- quelle est la nature des singularités ?

Dans 1'exemple présenté ci-dessus f(B) = log (2chg) est analytique pour

B e R. Ceci est du & 1a simplicité du systeme. Dans les cas réels f presente
des singularités mais évidemment son expression analytique est rarement
connue.

Chapitre 1

Ce chapitre présente les modales de mécanique statistique étudiés dans
cette thése. L'essentiel de ce chapitre est emprunté a des travaux existants
et en particulier au livre de D. Ruelle “Statistical Mechanics".

Son originalité réside dans le fait que je me suis imposé d'introduire le
moins de notations et de concepts propres @ la mécanique statistique ce qu1
permet, je 1'espére, au non spécialiste de découvrir trés rapidement les
problémes originaux propres i ce domaine. On y découvrira sur les réseaux

22 ou 13 systémes de spins, fonction de partition, énergie, énergie limite,
verre de spins,.

Dans les deux derniers paragraphes, je donne des démonstrations de pfopriétés
Couramment utilisées : modifications asymptot1quement négligeables, forme
canonique d'un verre de spin .

(%) Une fonction réelle f(t) de la variable réelle t est analytique sur un segment

Ja,bl lorsqu'elle est développable en série entiére en t- ty autour de tout point
tO de ce segment , la série étant convergente dans un intervalle de centre tO .



Chapitre II | : ~

A partir de 1'exemple précédent nous pouvons remarquer que Z est,
a mondme multiplicatif pris en z = e-B, un polyndme en cette méme var1ab1e
Z:

2" (ch)" + (she)™} = (e BYM { (14 e BN 4 (1 - &8N

La relation entre les zéros de ces polyndmes et les singularités de la
fonction obtenue en utilisant leurs logarithmes est intuitive. Ces notions
ont &té précisées dans de nombreux travaux de physiciens et de mathémati-
ciens et restent aujourd'hui des moyens d'études fondamentaux en Physiqué
Théorique (ch.1C21,041,ch.II [11, ch.III [11043051C151) .

Le travail effectué dans ce chapitre donne un cadre mathématique
général pour 1'étude des fonctions d'énergie c:au deld de Teur contexte
de Physique initial .

Dans ce chapitre je montre que les fonctions de la variable ree]]e t,
définies par :

t - Ct + lim %-109 Pn(et)
MH-+oo

ol C est une constante réelle et les P des polyndmes d coefficients positifs
(assurant 1'existence de la limite et te]s que d°P /n soit borné) sont en
fait toutes les fonctions convexes lipschitziennes . Aprés avoir &tabli dans
le cas le plus général, une expression intégrale de ces fonctions faisant
intervenir les mesures de répartitions des racines des P » 1'utilisation de
méthodes inverses de construction des P d partir des va]eurs de 1a fonction f ,
permet d'entrevoir de nouveaux procédas d'approx1mat10n de singularités .

Chapitre III

Ce chapitre compléte certaines notions introduites au chapitre

précédent .

Dans une premiére partie je généralise le théoréme de caractérisation du
chapitre II en montrant que toute fonction convexe peut s'exprimer par :

f(t) = 1im = Tog P (ef) teR
Ntoo '

od les Pn sont des polyndmes & coefficients positifs "généralisés". Malheureu-
sement 1'expression intégrale ne semble plus valable. Par contre '



cette approche nous permet de développer dans le cadre mathématique de
1'Analyse convexe ( choIII [91 ) un certain nombre de propriétés
reliant la fonction f ,sa polaire et les polyndmes Pn . Cette étude se
conclue par la mise en évidence d'une relation de dualité entre les
coeeficients des polyndmes Pn et la fonction convexe f . Bien que 1'on
retrouve cette relation sous une autre forme dans le livre dé D.Ruelle

( ch.IV (141 ) ,1'exploitation du cadre Analyse convexe pour 1'étude des
fonctions d'énergies a ,semble-t-il ,8té peu utilisé .

La seconde partie établit quelques propriétés générales sur la nature des
singularités des fonctions définies sous forme intégrale au chapitre II :
existence des dérivées d'ordre P, analycité... propriétés établies d'aprés
certaines conditions sur la mesure d'intégration.

Les travaux réalisés en ce domaine consistent essentiellenent
en la résolution de quelques problémes particuliers ( ch.III (13023047057
[610101(151719] ) .

Epagitre Iv

La localisation des racines des fonctions de partition mises sous
forme pojyndmiale est de premiére importance pour 1'étude des transitions
de phase . Les théorémes classiques sur Ta localisation des racines des
polyndmes ( ch.IV [16]1 ) sont de peu d'utilité mais des méthodes spécifiques
trés originales ont été développées pour certains exemples ( ch.Iv [13[2]
(11301410181C191( 201 ) .

J'ai choisi pour ce chapitre un cadre différent et tres peu utilisé
en mathématique , celui od les fonctions de partition s'expriment par

Trace(Mp(z))p ou les Mp(i), sont des matrices monomiales appelées "matrices de
transfert". Ce chapitre est consacré a 1'étude de produits de matrices poly-
nomiales (éventuellement 3 coefficients positifs) et des polyndmes dé&finis pér
leur trace,en particulier. Un théoréme de localisation lorsque Mp(z) ne

dépend pas de p y est &tabli et généralisé a des cas similaires. Toujours dans
le cas ol Mp(z) est. indépendant de p on arrive a Tocaliser 1'ensemble limite
des racines de trace (M(z))p lorsque p tend vers 1'infini. D'autres proprié-

tés et une série d'exemple jllustrent la richesse d'un probléme en apparence

simple .



Chapitre V

Le calcul de fonctions de partition de modéles finis est un moyen
d'étude qui s'est révélé fructueux en Physique ( ch.v [1070111[123C15] ) .

Malheureusement les tentatives se sont souvent heurtées a une limitation
de la taille des modéles étudiés .

Ce chapitre est consacré au calcul effectif de fonctions de partition.
Un choix judicieux de bases tensorielles pour exprimer les matrices de Trans-
_fert me permet d'élaborer des algorithmes dont la "complexité" est réduite
"a un seuil qui rend possible le calcul de fonctions de partitions non triviales.
La réalisation de tels calculs nécessite 1'utilisation de technique de calcul
formel (calcul modulaire, interpolation po]yﬁomia]e sur des corps finis,...).

De nombreux exemples sont présentés : beaucoup d'entre eux sont inédits.,
en particulier par la taille des modeles traités . ‘

Chapitre VI

Pour certains modéles de Physique ( & deux dimensions ) des résultats ont

été obtenus pour des fonctions d'énergie sous forme d'intégrales doubles
- et ceci principalement par des méthodes combinatoires ( ch.VI [13[31[81(111 ) .

J'ai essay@ dans ce chapitre d'accroitre les possibilités de tels calculs
aussi bien par la mise en oeuvre de méthodes différentes que par leur
programmation effective sur ordinateur .

Ce chapitre est, comme le précédent, de nature algorithmique et consacré
a 1'étude de modéles & deux dimensions d'un point de vue algébrique assez
délaissé : celui des représentations spinofie]]es (ch.VI' r71 ) .. Je montre
que cette approche se révéle trés algorithmique et permet le calcul formel
d'énergies sous formes d'intégrales doubles dont les noyaux sont des déter-
minants. On montre trés clairement les possibilités nouvelles offertes par un
systéme de calcul formel comme REDUCE pour 1'évaluation de ces déterminants
ce qui me permet d'obtenir des résultats qui ne semblent pas &tre connus
ce jour. D'ailleurs les expériences réalisées i titre "prospectif" avec trés
peu de moyens de calcul permettent d'envisager le traitement d'exemples
beaucoup plus complexes.






I.1

CHAPITRE |

MODELES D' INTERACTION A SPINS D'ISING
2 3
SUR £ ET 7

I - INTRODUCTION

Ce chapitre a pour principal objectif d'introduire dans le langage 1le
Plus simple possible (et avec le moins de notations) les notions et les
propriétés nécessaires a la lecture des chapitres suivants.

Cet exposé est destiné au mathématicien non spécialiste pour présenter
le type de problémes traités et leurs traits fondamentaux. En contrepartie
ce chapitre ne sera peut étre pas d'un grand intérét pour le physicien ou le
spécialiste de mécanique statistique.

Les notions de bases sont conformes au formalisme développé dans le
livre de Ruelle "Statistical Mechanics"([4]). J'ai choisi de les exprimer
dans un langage matriciel trés simple et adapté aux exemples traités
dans cette thése.

En particulier bien que le probléme abordé se place éventuellement
sur Z?, toutes les notions sont exposées sur'Z?. La généralisation a 2§
(ou Zp) ne pose qu'un probléme de notation, sauf difficulta explicitement
signalée.

De plus le formalisme matriciel me permet dans les paragraphes III
et IV de démontrer et de voir les limites d'applications de quelques résul-
tats que 1'on trouve bien épars en physique.



1.2

2
Il - MODELES D’ INTERACTIONS A SPINS D'ISING SUR Z

I1.1 - GENERALITES SUR Z° ([41)

IT.1.1 - Sites_Spins_liaisons ...

i

On considére le réseau carré habituellement nommé

7

du réseau sera aussi appelé site. En

{x,y | xeZ, y ¢ Z} . Chaque noeud

chaque site sera placé un spin de (0 1)

valeur t 1. Des liaisons (connexions)

existent entre sites plus proches (-1 0) o o) k1 o
- 4

voisins au sens de la métrique d1

sur Z : les voisins du site corres- 0 -1)
pondant & (0,0) sont matérialisés sur I

le schéma. Chaque liaison ou connexion

a une valeur qui dans cet exposé sera : - !

égale & * J. Certains auteurs [4] parlent de graphes
(& 1a place de réseau) et de sommet (& la place de noeud).

Toutes les fonctions que nous construirons par la suite utilisent des
familles de parties finies de 22 et 11 est indispensable de dé&finir une
convergence vers 22 possédant certaines régularités : "en gros" il ne faut
pas privilégier une direction par rapport & une autre. Nous allons présen-
ter cette notion. D

Soient a = (al,az) € Z? avec a; > 0 a, > 0
T(a) = ((x;%y) € Z : 0 x) <2y, 05X, < a,)

T, (a) = T(a) + na est appelé translaté deT (a)

(n = (nl,nz) n, = (nla1s n2a2)) ne Z?)



1.3

Pour A partie finie c 22 on note :

n

N;(A) nombre de Tn(a) tels que Tn(a) nhn£p

1]

N;(A) nombre de T (a) tels que T,(a) e

Convergence au sens de Van Hove ([41)

Soit {Ai}ielN une famille de parties finies de'Zz.
On dit que Ai > 22 ay sens de Van Hove si et seulement si

'i -+ oo
- N, (5)
N_(A,) » += et -+ 1 Va = (a,,a,)
a‘’i N+(A ) 1 2*
. a i_ a € N
B T S 1 > 4+ 62 c Nx

Remargue

Cette notion de convergence suffit pour le travail Que je me suis proposé.
D'autres types de convergence sont données dans (r41).

IT.2 - FONCTION DE PARTITION ET ENERGIE DE SYSTEMES FINIS

Soient le réseau 22 et des valeurs de connexions données ¥ J.
Soit A une partie finie de'Zz. Les sites et Tes spins de A seront numérotés
de 1 @ [A] . L'ensemble des “"&tats" oy “configurations" de spins sur les
sites A peut &tre identifié 3 é?IA{ = {—1,1}IAl . o désignera un “état"
ou "configuration" de spins et a; la valeur du spin i dans cette confiqu-
ration.

3'il existe une connexion entre les sites i et j on note sa valeur

J_.: ='tJ.

J..
iJ Ji
A une configuration ¢ on associe alors une énergie :

E(o) = - (ifj) Jijaioj -1 ? a;



(%)

1.4

J, I désignant deux variables "physiques", (i,j) un couple non ordonné
de sommets voisins de A . Nous utiliserons la notation matricielle :

E(s) = - oF Jo-TaV

A (%)
oll o est un vecteur de {—l,l}lAl, J, une matrice de 42“” lA](HQ)
appelée matrice de connexions, définie par :

= 1/2 si Jij =
JA(1,J) =
"‘1/2 S1 ‘J_ij = 'J

et VA le vecteur de IQIAI dont toutes les composantes sont égale a 1.

Deux mots de "physique" pour dire que si k désigne la constante de
Boltzmann et T la température on pose : 8 = J/KT v = I/kT

——— s mn e o . o - -

T T
Z(JA,B,Y) = X exp(B o JA0+ Yo VA)
g€ IA!
sera appelée la fonction de partition correspondant au sous-systéme A de

Avec les mémes notations on pose :

1
f(JAsBaY) = TIT‘]OQ Z(JA,S,y)

f étant appelée dans ce travail énergie dy sous-systéme fini A.

IT y a un abus de langage par rapport & la terminologie physique de la
fonction "d'énergie libre". Les rapports sont cependant trés étroits entre
ces deux fonctions (voir introduction, page 2 ).

L'ambiguité éventuelle entre J, Jij' JA disparait au paragraphe suivant ou

1'on ne parle plus que de JA.



I.5

I1.3 - QUELQUES PROPRIETES DE L 'ENERGIE

I1.3.1 - Notations

En plus des notations introduites dans les paragraphes précédents,
on note ¢IAlpour Me qﬂblﬂl |A|(H2) la semi-norme
]

¢lAI(M) = T%T- Max [6T Mol
3 |Al
On voit immédiatement que si M correspond a une matrice J, introduite
précédemment on a :

¢'A](JA) <2
en effet J  posséde au plus 4|a| &léments non nuls, égaux a +1/2.

I1.3.2 - Condition de Lipschitz

L'application : IR?2 > R

(Byv) > £(J,,8,7)
est Tipschitzienne et :

lf(JA,B,y) - f(JA,B;Y)| < 2(18-8" |[+|v=vy'])

Démonstration :

On pose B(e) = B +e(B'-B)
v(e) = v +e (y'-y)
ag ((B'—B)UTJA0+(y'-y)oTVA)exp(B(e)aTJAo+y(e)drVA)
0’6L 'Al

q 1
f J :B €)y > =
@ FUele)r(e)) = L exp(B(e)oTd oty(e)o'V )

[l
d'oi : I £(3,.8()sv(e))] = |8 -8lop,1(33) + [y~ vl
by
et I£03,08")-F(3, .8.1) |- | jo LR, 8(e) ar(e)de |

ce qui est donc majoré par :

|8'-8le))1(9,) + Iv'=v] < 2([8*-8[+]y'~y])



11.3.3. - Convexité

L'application : R2 - R

(Bsy) - f(JA9B’Y)
est convexe en (B,y).

Démonstration

Soit o, ¢[0,17.
Considérons f(JA,p81+(1‘p)82, pY1+(1'p)Y2) qui est égal a :

1
R exp{(pBy+(1-p)8,)0"J atoyy+(1-p)ypo 'V, }
<&y
ce qui peut s'écrire :

1 1-
m1og . ) I(exp(sloTJAo+yloTVA))p(exp(schJAo+yZoTVA)) e
| A

d'aprés 1'inégalité de Holder nous pouvons majorer cette quantité par :

1 1-
71 1os( i(exp(610T3A0+Y10TVA)))p)(g exp(By0'd oty,a'd )P
ce qui est égal 3 :

p F(J,3875v7) * (1-p) £(J,:85575)

Pour deux matrices de connexions JA et J; on a :

lf(Jlas:Y) - f(JA’BsY)| 5|B‘ Q‘AI(J;-JA)'

Démonstration

-

Elle est identique a celle faite en 11.3.2 en posant :

JA(e) = JA + c(JA-JA)o

I.6
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ITI - L'ENERGIE LIMITE ([41)

ITI.1 - EXISTENCE POUR UN MODELE HOMOGENE

Nous allons montrer l'existencebd'une énergie limite dans le cas d'un
modéle homogéne, c'est-i-dire dans le cas od Jij = J. Plus précisément nous
allons montrer qu'il existe une fonction f(g,y) telle que :

f(JA>BsY) > f(BaY)
2
AN+ X
Van Hove

Nous indiquerons plus loin comment peut se généraliser cette propriété
pour des modéles non homogénes.

Cette démonstration détaille en fait une démonstration qui figure
dans [4] en utilisant des outils de calcul matriciel qui nous sont plus
familiers.

T R et e e o e e - . o bkt L it e St

Soient Ay A deux parties finies disjointes de 22 et C(AI,AZ) le
nombre de connexions entre les sites de A1 et ceux de A2.
Nous avons :

[log Z (JAlqu’BsY)‘]og Z(JAI’B’Y)‘]OQ Z(JAZ’B’Y), < |8] C(Al’Az)

Démonstration

Ecrivons Z(JA sBsy) sout la forme :
1

;e (s(ep.0) 3, (j:)+y(ol,0)V)

OleglAl,
avec .
1 J 0
[a7|+]a | - A '
1 1 2 1
" A T o) Eengl gy )

et de méme pour Z(JA »Bsy) avec
2



La somme log Z(J, ,B,y) + log Z(JA »B,y) est alors égale a :
' 2

Ay
- U]_ -
log {( = exp(B(cl,O)JA ( )+y(01,0)V)x( z exp(8(0,0,)d
0158 ’Al 1 0 026 A2l
+ ¥(0,0,)V)1.
Ceci est égal & :

5 1 = ,0
]09(01§!?|A1IeXp([B(ol’o)JAl( 0)+(0’02)JA2(02)]+YT(01’0)+(0’02)]v))

age B 11, |

et en posant J =
Ayuy 0 l J
)

La quantité précédente peut s'écrire :

T3 T
log exp(Bo JA NCERAC V)

X

Ponc :

109 203,y ()2801)108 23, (u)sgar)-T0g 203, (w)e,o)|

1ul

peut étre majoré par : |B|¢|A1(J Y. (A= A uhy )

-J
A1UA2 AIUA2
@lAI(JAIUAz - JAIUAZ) est majoré par 1a‘somme des valeurs absolues des

elé 'J d 5 -
éléments de (JAlUA2 AlUA2) onc par C(A1 AZ)

Soient Apshy s--eshy N parties finies de 2? deux & deux disjointes,

A=y o et C(Ai’Aj) le nombre de liaisons entre sites de A4 et A
i _

n

[Tog Z(J, ,8sv) - ifl Tog Z(JAi’B’Y)l < ’Bl(ifj) C(Ai:Aj) (1)

(i,J) désigne un couple non ordonné.

I.8

0
A2(02)



1.9

Démonstration

C'est la généralisation évidente de la démonstration du lemne III.1.1 )

ITT.1.3. - Leme__: majoration_de_1'énergie

o n s s i s et g W s e B - 0 am Gm o e e e B > o e A e

Soit A une partie finie de Z°.

|F(J,.85v)| < 2(|g]+|y|)+log 2

Démonstration

En appliquant la propriété 11.3.2. on a :

lf(JAaBSY)°f(JA’O’O)| = 2(|B|+'Y')
et d'aprés la définition de f(JA,B,y) on voit que :

£(J,,0,0) = log 2.

B e R e kol TR pi b i Apeei et id:pusgiiudhet . Sy Mg

Notons fC (8,y) la fonction f(JA.e,y) lorsque A désigne un carré
possédant horiZontalement (et verticalement) r “rangées" de sites. A cause
de 1'homogénéité des liaisons (Jij = +J),fC est bien indépendant de la
position du carré A. r
On notera de méme : Z(JC sB.Y).

On a la propriéte r

2
Ife (8s)-Fc (8av)| < 2 |g
pr r

) T
VB’Y € R . AU S GUDN B __‘__I .
¥rop e NX ; - Mp2 |
Démonstration

2 . ) T
sites d'un carré b

pr sur pr en p2 carrés de r2 sites :

Partageons les p2r

Al A2 L N ] A p2 g e ———.—J—.,—.A .

de 1a maniére indiquée sur le
schéma ci-contre. o
Par application du lemme II1.1.2 41 T TT o T -

vient : _ w L T |




2

p
[Log Z(J, sgsy)- =z Tog Z(J, ,8.v)l
pr i=1 i

<|6] (2(p-1)2r + 2(p-1)r) < 2 p°r|g]

d'ol :
2
Ifc (Bsy) = fo (Bsv)| < & 8]
pr r
en divisant par pzrzcar Z(JA sBry) = Z(JC Boy) 1 =1,...,p
i r

1.10

Bsy ¢ R, e ¢ lRf, r e N* stant donnés, il existe N€ e N tel que :

pour tout n > NE, il existe un carré Cpr tel que :

If. (Bsy) = fo (Bsy)| < .
c,f Cor

Démonstration

Pour n ¢ N% posons p = IE(n/r) ce qui implique :
pPr < n < pr+r

Pour un carré Cn considérons le sous-ensemble cpr indiqué sur la figure
et posons :

p=Co\ Cpr

Considérons :

1 1
IE?-]Og Z(JCn,B,y)"—Z—E log Z(JC sBsv) |

pr pr

que nous pouyons majorer par :

(r=4) pr

1
—y I]Og Z(JC sB’Y)”]Og Z(JC SBSY)I+|#%" '}}72' I]OQ Z(JC sBsY)t
n n n~ pr

pr pr
En appliquant le lemme III.1.3 nous pouvons majorer la derniére valeur
absolue par : '

n=(10) .
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2 22

LBt x 0% (log 2 + 2|g[+2]y])
n“.pr

donc par (log 2 + 2|g|+2|y]) x-%.

La premiére valeur absolue peut &tre majorée par :

—lvg (1109 Z(d; »64v)-Tog Z(Jp .6,y)-Tog Z(J,,8,v)| +|Tog Z(J,,8,v)]]
n n pr

ce qui est majoré (en appliquant les lemmes IT1.1.1., II1.1.3) par :

J% x {|g] x2pr + (nz-pzrz).(log 2+ 2|g|+2|y|)}
n

que nous majorons encore par :

%—ﬁi +-f; (Tog 2 + 2|g|+2|y])

Globalement notre premiére expression est donc plus petite que :

3%%1.+ % (log 2 + 2|g|+2]y])

Nous pouvons choisir P tel que cette quantité soit inférieure a ¢ et
prendre N8 =p_rce qui démontre le résultat.

0t O e A e s - e oh o b e e e e e R Lk % Spuop-ng

Soit f(JC »8>y) 1a fonction d'énergie d'un sous-systéme carré de
"coté" n. La sllite de fonctions de R2 dans R

[f(JCn 38 sY) }n ¢ N

est ponctuellement convergente pour (g,y) « R2

Démonstration

Soient (B,y) ¢ R? et ¢ > 0. Choisissons r ¢ N tel que : %lsl < e/4.
En appliquant le lemme II1.1.5 r &tant fixé on peut choisir NE tel que pour
tout entier n (resp. n') > Ne il existe un carré Cpr (resp. Cp'ro tel que :
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[F(3e sBsv) = F(I; wBav)] = /4
n pr

et Ta formule équivalente avec n' et p'.

En conséquence pour n, n' > N lf(JC ,B,y)-f(JC s85y)| est majoré par :
n n'

[F(de sBsv)-F(Js  sBay) [+ F(J s857)-F(Js »8,7)]
C C C C
n' p'r p'r! r

+‘f(JC ,BsY)'f(JC aBaY)l+|f(JC sBsY)'f(JC sBsY)l'
r pr pr n

En appliquant le lemme III.1.4 nous pouvons majorer cette quantité par :
2 2 '
e/ + Z|g|+ lgl + /4

ce qui est inférieur & ¢ d'aprés le choix de r que nous avons fait.
Ceci prouve que la suite est une suite de Cauchy convergente vers f(8,y).

- o -t " b

f(g,y) étant la fonction définie au paragraphe précédent on a :

Vew) ¢ RZ: F(I0800) > F(801)
‘ A - 22
(Van Hove)

*

Démonstration

Soit (B.y) e R2. Posons M = (log 2+2|g|+2]|v]).
Soit ¢ > 0. Choisissons d'abord o ¢ N¥ tel que :

[F(Jc 58sy) = F(Bsy)| < /3
03

T(a) = {(x)s%p) € Z 1 0% <0, 05x, <a)

T(a) + n{a,a) n € Zz

Th(a)
Pour A c 22, A fini, on rappelle que :

On note A = {Ai} > 22 ou 1'on peut préciser A17 > 22
1ot
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i

N;(A) Nombre de ¥n(a) : Tn(a) nh #0

W

Na(A) Nombre de Tn(a) : Tn(a) c A.
On rappelle que si A - 12 on a :
Van Hove

N_(A) » +e

- +
Na(A)/Na(-A) + 1
. N, (1)
Sionpose A =p - U Ty (on pose T; pour Ti(a))
i=1

les T désignant les carrés inclus dans A , on a en appliquant le Temme I11.1:2.

[Tog Z(3,,8,v)-10g(J »B,v)-10g(J> ,B,3-1log(d Bsv)-Tog(d  B,y)| (%)
A T T T A
1 2 N, (1)
< N(h) x |8] x 4a

(en effet i1 ne peut Y avoir plus de 4o connexions entre un carré et une
partie disjointe).
De plus en appliquant le lemme ITI.1.3 :

11og(J,s8:0) | = a2(N;(A)-N3(1)) (Tog 2 + 2(p|42y]) (xx)
Cherchons a majorer :
1 1
lf(‘JA:BsY)"f(JCa:BtY” = IIY\‘I]OQ Z(JA:B:Y)‘ 7 ]09 Z(JCG’B:Y) '

o

Commengons par majorer par :

1. _ 1 |

[A] N (A)a

o

,LOQ(Z(JA,B,y)), + ﬁi}?l LOg Z(JA:B3Y)‘N;(A)L09 Z(JC 9B’Y)'
a



En utilisant le lemme III.1.3. nous pouvons majorer la premiére valeur
absolue par :

(N3 (A)-N; (4))a?
(NS(1))2 o

+ 2
. Na(A).a . M

o NI () N (A)
(— -1 (—=——I M
Na(A) Na(A)
La seconde valeur absolue est plus petite que :
N, (1) |
1 1
—— x — {|Tog Z(J,,8,y)- =z  log Z(J; .6 ,v)-10g Z(J,B5Y)
Na(A) a? i=1 i

+ [log Z(J,,8,v)}

ce qui se majore (en utilisant % et x%) par :

_ N (1)
e e NS My a:saci T}
Na(A) a2 Na(A)

Nous pouvons donc é&crire :

73, s8o)F(81) | = 1709,,8)F (3 28a1) [+1F(0g -8.)-F (8.

La premiére valeur absolue é&tant majorée par :

nNT Nt
ca ey Alel
N, (1) N, (1) *

On peut imposer la condition supplémentaire d a :

Ce o étant fixé nous savons que :

N2(1)

N_(A)

a
p > 7

Van Hove

+1

ce qui nous prouve que pour A "assez grand" nous pouvons imposer :

1.14
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N¥(a) NY (1)

(22— -1) (-2

N;(A) Na(A)

J+1)M < /3

Et nous avons alors :

lf(JAsB »Y)'f(B ’Y)l s €
ce qui démontre le résultat.

IT1.1.8. - Propriétés_: Convexité et condition de Lipschitz de_1'énergie

o e o e o e e e e - e - a e e . e o - . e - - - s 2t M o

L'énergie limite : R2 5 R

(Bsy) + F(B,y)
est une fonction convexe lipschitzienne .

Démonstration

Cela résulte des propriétés 11.3.2, I1.3.3. (Ta constante de Tipschitz
étant la méme pour tous les systémes finis).

IT1.2 - ENERGIE LIMITE DE SYSTEMES “PERIODIQUES”

Nous traiterons dans le chapitre VI de systémes ol un "motif" de
connexions se répétent horizontalement avec une période p et verticalement
avec une période q ; voici un exemple avec p = 4 q=1.

A | | l |
J J J -J J
|

-f.a (. .J! .J-|~J+J—+-J-I———-

J

,/ \~9, J 7;Fi. in"\ _4—"1 -+~ -1~' J ’f- J .fﬁh_—'

LJ...!_J.L _LJ.J-J-LJ_LJ-LJ_L_,_
"motif" - -~

D'autres exemples figurent au chapitre VI.
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Toutes les démonstrations du paragraphe III.1 se transcrivent en rempla-
cant le carré de base Cn par un rectangle pn "sur" gn qui confére a la

fonction Z(JR s8,y) la propriété d'invariance par rapport & la position
pn,gn
de rectangle dans T~ .

IIT.3 - MODIFICATION ASYMPTOTIQUEMENT NEGLIGEABLE ([31)

‘ ix < 2
Dans ce paragraphe nous considérons le réseau Z= et un ensemble de
valeurs de connexions * J.
s 4z R . . 2 .
Considérons une suite de parties finies Ay de Z~ et les matrices de
connexions associées J, e ﬁL (R
M < Mo lngl | anl (R

Nous supposons que la suite de fonctions :

&

f(J :BsY)
An

converge ponctuellement vers f(8,v).

g A S puipdhg o Qe ey gy ikt and

Soit o la semi-norme sur ff (R) dintroduite au
(1N InLLin |
paragraphe II.3.1 :
1 T
b M) = Max [o Mol ®
T I
n

it {J Fami rices d | vérifiant :
Soit {JAn} une famille de matrices de 7& lAn‘, IAn|(lR)

-JA ) -0

n

) (3
LM s o

La suife de fonctions :

(8:7) > £ (3, sB.x)
n

converge ponctuellement vers f(8,v)

A
2 Clapl = (-1,1) ]
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Démonstration

Le Temme II.3.4 noys permet d'écrire :
lf(‘j 8 Y)'f(J :BSY)I < ,8"1)(‘] -J )
An ? An An /\n
d'odt Ta conclusion.

Application ; Remplacement d'un carré par un tore

Cela correspond & une utilisation classique en physique qui a pour
objet de rétablir 1'invariance Par translation sur un systeéme homogéne
fini par exemple. Ce type de transformation rétablit toujours un certain
nombre de symétries.

Considérons par exemple un carré Cn et soit JC la matrice des
connexions associée. Numérotons les sites de gauche"a droite et de bas en
haut et construisons 1a matrice JC de connexions obtenye en ajoutant :

n

- les liaisons horizontales droites des sites n, 2n,...n?2 comme des

liaisons entre les couples de sites (1,n) (n+l,2n),...,(n2-n+1,n2).

- les liaisons verticales en haut des sites n2-p+1, n%-n+2,...,n2
comme des liaisons entre les couples de sites a,nz—n+1),
(2,"2-n+2) e ’(n’nz)-

On remarque immédiatement que

2n
2

- cén_2
¢;cn1(dcn Jcn) S Th

ce qui démontre le résultat.
Ce résultat peut &tre utilisé pour différents Ay (carres, rectangles,...).
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A R e e e e e e e - = e e . o

Nous nous plagons dans les hypothéses introduites au début de ce
paragraphe III.
Rappelons la définition des fonctions d'énergie :

1 T T
F(J, s85y) = ——Tog = exp(po J o +yo'V )
A | oeB|n | A An
Nous voulons modifier 1'ensemble de sommation C?IA | ennéﬂA | et remplacer
f(JA »B,y) par : n n
n
?(JAn,B,Y) = TKLT-]og X eXp(BoTJAna+yoTVA )
n o€ 'An, n
Propriete

Une condition nécessaire et suffisante pour que

i:‘(‘]/\naBtY) + f(BsY) (= lim f(JA :BaY))
N~ n
n-> 4+ «
est que :
1
b exp(Bo'd o +yo 'V
e p( An Y n) TK;T
agEGA
n
+» 1
I_ eXp(BoTJAo +y0TVA )
oeé% n ]
n n > 4w

La démonstration est &vidente.

Exemple : Périodicité des spins sur des réseaux carrés

Considérons comme au paragraphe II1.3.1 un carré Cn avec la méme
numérotation des sites. Posons :

u”|cn|= (e tz]cn|‘ “intl T OCisl)n 1= 0seeun-l)

ce qui correspond a une condition d'égalité des spins sur les bords verticaux

. Nous allons montrer que cghl | vérifie bien la condition de 1la propriété.
. .
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Démonstration

A chaque ce E?IC | associons :
n

Ei ¥i ¢ {n, 2n ,...,n2} })

ég o = {o eE? Do,
€17 o B | o

B9 contient 2" &léments. Pour 5 < & et ¢ <8¢ nous avons :
| c | c |
exp(Bo'Jd_otyo'V) —_ - -
e = exp(8(0 "4 ,0-0"d,5)+y(0-5) V)
exp(Bo Jno+y0 V)
mais

|73, 0-0d 5| < 4n-2
car 1'énergie d'itéraction différe seulement sur les 2n-1 liaisons aboutis-
sant aux sites {n, 2n,...,n?}.
D'autre part : [(o-3)"V| < 2n.

Nous avons donc :

eXP(BoTJnJ+Y0TV) . n
< exp(|8] (4n-2)+|y|2n) < (exp 4|g|+2]v])

exp(BETJn8+y8 V)

Donc en écrivant :

z eXP(BOTJn0+YGTV) I - eXp(BoTJnc+ycTV)

I_
c 8 s e CF
.1 ° <CIL |

Qi

n _

.o ep(BaoneV) L exp(aa’d gty oY)
0 ¢ @ICnI €L

Q

nl

Nous avons la majonation :

Cx_ exp(saTd otya V) (exp 4]g[+2]y])"2"
€ EIC

Qi

N

£ exp(BETJnE +yo'V)

qui est égale a : (2 exp (4]8]+2]y])"
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I en résulte que :

b exp(BOTJn0+y0TV)

e &
] Icnl '1/n2

o exp(s&TJn8+y5TV)
oeglcn,

(2 exp(d]8]+2y]))/"

IA

In

ce qui démontre que la quantité encadréetend vers 1 et vérifie donc les
hypothéses de 1a propriété II1.3.2.

IV.2.3. - Autres_exemples

On peut sans probléemes imposés aux spins des bords verticaux, horizontaux
d'étre &gaux opposés ... On peut aussi imposer des relations entre la confi-
guration de la premiére et de la derniére rangée de spins...

IV - LE CONCEPT DE FRUSTATION (151,[61)

Les modéles a connexions Jij = +J dans lequels le paramétre I intro-
duit au paragraphe I1.2, est nul sont au centre de ce travail. Ils seront
cités en abrégé modéles "Verres de spins". En fait i1 s'agit de simplifi-
cation de modéles portant aussi le nom de verre de spins mais plus complexes.

Nous allons donner les traits spécifiques de ce modéle simplifie
qui a une importance considérable en physique. Nous ne parlons pas de 1'aspect
probabiliste au centre du vrai probléme de “"Verres de Spins” (I71).

IV-1 - INVARIANCE LOCALE (I51)

Considérons la matrice des connexions JC d'un "verre de Spin"
(avec I = 0) et sa fonction de partition n

Z(J. ,8,0) = by exp(Ba'J a)
C C
n GEEIC ! n
n
Cn étant un carré de coté n.
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2 2
Soit A une application linéaire deZRn sur R" inversible, orthogonale
(A'1 =A") et biunivoque de {-1,1}"" = C?IC E A sera représenté par sa
n

matrice de 4ﬂqc 11C | (R). ( & appartient en fait au groupe d' 1'hyper-
cube). ni*n

Propriétés d'invariance

2(a713ca +8,0) = Z(J, +8.0)
n n

Démonstration

IT suffit de remarquer que :

oI(A'IJC A)o =0'A'J

o = (Ao)Td_(Ac
n b = (4073, (10)

C

et que Ao décrit Z?ic | lorsque o décrit Cflc |
n n

Transformation invariante locale

Considérons 1a matrice diagonale & de %@lc
€léments diagonaux sont égaux a +1 sauf la iéme

| ICI(R) dont tous les

n qui~ est égal a -1 :

. -1 < L " -
La matrice A JC A correspond @ un nouveau réseau ol toutes les liaisons
. n . sy - .
aboutissant au site i ont &té changées de signe.

\ ' Al
b [Site r o [site i
JO ‘-JS - JO JJS
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IV.2 - TRANSFORMATIONS CANONIQUES

- . - - ‘
Nous appellerons transformation canonique tout produit de transformations
invariantes locales. Toute transformation canonique pourra étre représentée

a

par une matrice diagonale a éléments diagonaux égaux a * 1.

IV.3 - PLAQUETTES FRUSTREES

Définition

Nous appellerons “plaquette" un ensemble %

de 4 liaisons conformes au schéma ci-contre.
Soient S £33505g Tes valeurs des Tiaisons Sol D S¢
sur les bords de cette "plaquette".
Nous appellerons "frustation" de la plaquette S
le signe du produit S SNSOSS Si ce signe est
négatif la plaquette sera dite "frustrée”,

plaquette "P"
Propriété

La frustration d'une plaquette est invariante par toute transformation
canonique.

Démonstration

I1 suffit de remarquer que toute transformation invariante locale ne
modifie le signe que d'un nombre pair (0 ou 2) de liaisons d'une plaquette.

IV.4 - FORME CANONIQUE D'UN "VERRE DE SPIN" SUR UN CARRE n x n NON PERIODIQUE

Réduction a 1a forme canonique

JC étant la matrice des connexions d'un "verre de spin" sur un réseau

carré " n x n, il existe une transformation canonique A telle que a 1JC A

501t la matrice de connexion d'un "verre de spin" sur un réseau carré "

non périodique C ou :
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1) toutes les liaisons verticales sont positives.

2) la premiére rangée (2) de liaisons horizontales est formée
uniquement de liaisons positives.

Démonstration

Commencons par la premiére rangée de liaisons horizontales :

N S

liaisons 1 N 2 A i-1 s n-1

+
sites 1 2 3 i

Raisonnons par récurrence sur les liaisons numérotées de gauche a droite.
Supposons que toutes les liaisons 1, 2,...,i-2 aient &té rendues positives.
Si 1a liaison i-1 est négative, on applique la "transformation invariante
locale" au site i et on passe & la liaison 1.

Supposons maintenant que toutes les liaisons verticales dans les j-1 pre-
miéres rangées soient &gales a +1 et occupons nous de 1a j éme rangée

--------- rangée j+1
- - M 3
rangée j --- + ¥ + + + T site i
i
rangée j-l--- -+ + +
+ AT ' + +
rangée 1 + + o+ + + + o+
rangées de liaisons rangées de sites

verticales

IT est trivial de voir que 1'on peut changer le signe de la iéme liaison

(de la j eme rangée de liaisons verticales) en effectuant la “"transformation
invariante locale" relative au iéme site (de la j+léme rangée de sites)

et la rendre positive si nécessaire.

(%) Dans la démonstration la premiére rangée est celle du bas en fait le
choix de la rangée est sans importance.



1.25

IV.5 -~ PROPRIETE : forme canonique et frustration
La fonct1on de partition Z(JC »8,0) d'un verre de spin sur un
réseau carré C non périodique " ne dépend que de la données des

frustrations des plaquettes .

Démonstration

Aprés avoir réduit JC a sa forme canonique JE d'aprés la transfor-

mation précédente nous avolls donc : n

Z(J C, »8,0) Z(JC,B 0)

Or i1 est facile de voir que les vdleurs des liaisons qui n'ont pas été
imposées dans JC sont déterminées par la frustration des plaquettes.

En effet la prem1ere rangée de liaisons horizontales est déterminée,et
supposons-les déterminées jusqu'a la iéme rangée.

1 Jj n-1
SN SN N
+ T +1 1 H T 3
sl sJ sh- rangées de liaisons
S S : S

horizontales

Pour 1a jéme plaquette les deux liaisons verticales étant positives et la
liaison horizontale du bord bas ayant une valeur fixée Sg, Ta valeur de la
liaison Sﬂ est déterminée par

Signe(Sg X Sﬂ x 1 x 1) = frustration de la jéme plaquette.
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CHAPITRE 11

APPROXIMATION D'UNE FONCTION CONVEXE LIPSCHITZIENNE

ET DE SES SINGULARITES

Présentation du chapitre

J'entreprend ici une étude mathématique des fonctions d'énergie
que nous prendrons sous la forme :

= 14 1
f(t) = 1im 5

log P (et) t ¢ R
n
N

ot Tles Pn sont des polyndmes a coefficients positifs.

Si les zg sont racines distinctes des Pn on peut définir une mesure

de répartition de racines :

n
ds(x,y)
H., = L —_— s
n X+iy € {zg} n
ol o est 1a multiplicité de la racine z?.

J
Y
On peut écrire : l-log P (et) = J ]og((et-x)2+y2)‘dp (x,y)

P est & coefficients positifs et donc 3 racines conjuguées deux a deux).
n P

et il est bien tentant d'écrire Torsque la mesure limite existe :

t b
£(t) = jmz Tog((e®-x)24y2)du(x,y)

Cela est démontré rigoureusement dans certains cas particuliers. Dans un

cadre plus général des problémes se posent :
1) En quel sens peﬁt-on parler de mesure limite ?

2) Comment intervient la positivité des coefficients car le résultat

n'est pas vrai pour un polyndine a coefficients réels quelconques comme

le prouve 1'exemple suivant :

v



P (2) = zn-2(22—22+1+e-2n)
les racines sont : z=0 mu]tip]icité n-2
. =N
z = l+ie )

s multiplicite 1
z = 1-ie "

La mesure limite (en bien des sens) ne peut étre qu'une masse de Dirac
+1 en (0,0). La limite devrait étre :

% |
e = | Toa((etn)2y?) dutuy) = ¢

Or regardons :

1 _ 1 =2ny _ _
ﬁ~]og Pn(l) = ﬁ-log (e ) = -2

et
f(0) = Vim
N-otoo

ce qui ne coincide pas avec la valeur de 1'expression intégrale.

On verra que le point essentiel est aue les racines d'un polyndme a
coefficients positifs ne peuvent &tre"aussi prés" que 1'on veut de 1'axe
réel positif. Dans cet exemple les racines 1xie™ s'accumulent trop vite
au point 1.

Le chapitre commence par un théoréme de caractérisation d'une fonction
convexe lipschitzienne comme limite d'une suite de fonctions

1

n
ol les Pn sont des polyndmes & coefficients positifs construits a partir
de valeur de la fonction. L'originalité de ce procédé d'approximation est
que les approximants sont définis dans un voisinage complexe de 1'axe réel
et que les singularités réelles de la fonction sont points d'accumulation
de singularités complexesde la suite des approximants : cette propriété

t
log Pn(e )

d'accumulation est une conséquence inmédiate de 1'expression intégrale

- citée plus haut mais elle a été démontrée directement et est trés utilisée
en Physique Statistique (T11) , dans le cas ou les Pn sont donnés et

non pas la fonction f .

La deuxiéme partie de ce chapitre sera consacrée a 1'approximation des
singularités de fonctions convexes lipschitziennes illustrée avec quel-
ques exemples.
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x
I. " APPROXIMATION D'UNE FONCTION CONVEXE LIPSCHITZIENNE
I.0. NOTATIONS

Soit E 1 ensemble des fonctions f de la variable
réelle définie par la propriété (Pg) ;

Il existe une suite dc¢ polynémes a
coefficients positifs (et non tous nuls) {Pﬁ}
¢t une constante réelle Cf tels que :

: p
d°Pg<ncf n €N (Pg)
t(t) = 1im 1 log P (et) t € R
n n
n>+o /

Soit F 1l'ensemble des fonctions f de 1la variable

réelle définie par la propriété (pp) :

Il existe C € Ret g € E tels que :

(PF)
£(t) =C t + 'g(t)l‘ t € R

I.1. CARACTERISATION DE E
Théoréme 1.1

- - -

Soit E 1l'ensemble des fonctions réelles de 1la varia-

ble réelle vérifiant (Pg) (I;O.) . Nous avons

E = {£]f : R » R convexe, non décroissante, lipschitzienne]

Démonstration :

i) Montrons d'abord que f € E vérifie 1les propriétés -
annoncées et pour cela posons :

a°Pf = g, ( <nct cf ;o)
£ n n _i n
Pn(z) = ‘20 a; z a; ? 0

T

£t (t) = = 109 Pn(g ) t € R

x Le reste du chapitre est constitué par le texte de ]fartic}e “Un procéde
d'approximation d'une fonction convexe lipschitzienne et de ses singularités"
& paraitre dans RAIRO ANALYSE NUMERIQUE/NUMERICAL ANALYSIS,AFCET (BORDAS DUNOD)



f est convexe

t+u dn t+u dn
Prle ©) = 3 ale D)t = 1 al(ehHh)2((eh)1)1/2
i= i=0
0< Pf,(ez ) < ( " aril(et)l)l/z ( gP aril(eu)l)l/Z
i=0 i=0
d'ot .
t+u

1 £ 2 1

£f, t 1l f u
= log Pn(e ) < fﬁ-log Pn(e ) + fﬁ-log Pn(e )

t+u 1 1
nlz) <z £ () + 45 £ (u)

=

et le résultat en passant & la limite.
f est non-décroissante car les f, sont non-décroissantes .
f est lipschitzienne

Nous pouvons écrire :

et (PL) (e¥)

fn(t)—fn(u) = (t—u)fg(g) = (t-u) ’ £ € (t,u)

n P:(eg)
avec
0 < eg(Prfl)'(eg)
d 1 a . c
e® 1" i aPef)ylTl o g0 aed)i (g b (%)
. 1 . 1 n n
i=1 i=}1
dn £
donc : 'fn(t)—fn(u)' < |t—u| = < C 't—u'

Y

d'od le résultat par passage a4 la limite.

ii) Réciproquement, considérons une fonction f convexe,

non-décroissante, lipschitzienne de constante Cc et
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ious allons construire une suite de polyndmes Pg a

coefficients positifs (non tous nuls) et une constante

ct vérifiant :

a° pf <n ct n € I
f(t) = 1im 1 log Pf(et) t €ER.
Note D n
Soit I, = [-log n,+log n] divisé en n sous-intervalles égaux

avec t; =~log n + 2i 19%_2 » i=0,1,...,n

Sur 1'intervalle L7 7. ti,1] considérons 1'interpolation 1liné-

aire de f .

£(t, )-f(t,)
200) = g(e)) + 14 — (t-t.)
1 1 i+17 % 1
L (€) = Bigp TlE5) - &) (e, ) , FlEp) - ey .
i € -, ="t
i+l i i+l i

E ( £(tiq)-£(t;)
Choisissons pj = n —

—ti+1 ty
partie entiére) et posons ;:

) (E ¢tant la fonction

"t - tia TlEy) - (e, L) LR
i T, ot n
1+1 i

t

Pour t € [tj tj4+1] hous avons :

f(ti+l)-f(ti)

0 < xi(t)-f(t) = f(ti) +

(t-t.) - f(t)
L1 Y 1
0 (£)-£(t) = £(t,)-£(t) i )7F ) (t-t )
< f.(t)~ t = {t.)-f(t + — t-t
1 1 . t1+l -y

f étant lipschitzienne d. constante C

0 < 2(t) - £(t) <C |t,-t| + Clt—tﬂ

log n
0 < xi(t) - £(t) <4 ¢C —
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Il résulte de la convexité de f que
2i(t) - £(t) <0 t ¢ [ti tis]
Et en conséquence, pour tout point t de I, nous avons :
0 < Ma x g(8) - f(r) <% log n (1)

i=:0 l . ° , n"l

De par la définition de A, nous avons

P. f(t, J-£(t.)
i i+l i
)= () = (5 - ————__ — )t
1 i n tiv1 -
drod A (e)-2(e)] < LEL clog m oy o
et
| Ma x A () - Ma x 2.(t) < led n, ter (2)
. , i . i n
l=0,.o-'11_1 1;0’.An,n'—l
Les inégalités (1) et (2) permettent d'écrire :
" Max MAE) —f£(e) | < (4cer) lO3 Do o (3)
‘i=0,1,. n-1 & n n
Ecrivons Ai sous la forme
Py iy E(eg)-ty £ )
AN(E) =, +_2 (a, = — )
1 1 1 t. - t,
i+1 i

et considérons l¢ polyndme

n-l ne; Ppj

Nous avons d'abord

ft; 1)-£(t;)
i

i+l
.F
et donc en posant C =C nous avons :

d°pg<ncf / V¥new
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Pour t fixé posons :

A, (t) = Max AL ()
lt izo'l,oo ,n-l l

nous pouvons écrire

n Mix xi(t) 1 n-1 n Ai(t)

- log e <filog I e =

i=0

n xit(t) . 1 n(xi(t)—xit(t))

= log e +=log I e
n i=0
Ce qui permet d'affirmer
1 f t } log n
M@x xi(t) < - log Pn(e ) < Ma x xi(t) + =

1 1

et en tenant compte de 1'inégalité (3) :

1 £ t 1 n
5 log P o(e%) - £(t)] < (4c+2) =20 e,

Ce qui permet de conclure que :

log Pﬁ(et) + f£(t) vVt em

n -+ +w

1
A
la convergence étant uniforme sur tout compact de R

Remarque :

En général plusieurs fonctionnelles Ai ont la méme

‘pente 53 ¢t dans ce cas on ne retiendra que celle dont 1la

valeur a; est maximale. Ceci nous permet aussi de prendre une
subdivision plus fine que le découpage en n sous-intervalles
sans augmenter le degré du polyndéme mais en améliorant 1la
qualité de 1'approximation.



I.2. CARACTERISATION DE F
Théoréme 1.2

e e e W

Soit F 1'ensemble des fonctions réelles de la varia-
ble réelle vérifiant la propriété (Pp) (I.0) . Nous avons :

F={f| £ : R>Rconvexe , lipschitzienne}

Démonstration

Soit f € F . Par définition (I.0) il existe g € E
et C € IR tels que

f(t) =Ct+g(t) , ¥teER

f e¢st donc convexe et lipschitzienne (somme de deux fonctions

convexes lipschitziennes).

Réciproquement, si f est convexe lipschitzienne de
constante C 1la fonction g t + £(t) + C t est convexe lip-

schitzienne et non-décroissantc car
g(ty)-glt,) = £(t;)-£(t,) + C(t,-t,)
g(tl)—g(tz) < C|tl—t2| + C(tl-tz)
et donc g(tl)—g(tz) < 0 si t1 < t2
or f(t) =g(t) - C t

ce qui démontre le résultat

I.3. ALGORITHMES DE CONSTRUCTION D'UNE SUITE DE

POLYNOMES ASSOCIES

Fonction convexe, lipschitzienne, non décroissante

La démonstration du paragraphe I.1 (ii) donne pour
une fonction £ convexe non décroissante lipschitzienne un
algorithme de construction d'une suite de polynémes {Pﬁ} a

coeificients positifs non tous nuls vérifiant
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1 (ot '
+ log Pn (e )nsz(t)

o ¢+t ER

et a° Pﬁ <nct

est une constante de lipschitz de f

Fonction convexe lipschitzienne

Pour f convexe lipschitzienne nous allons

comment construire une suite de polyndémes

montrer

{Pg} d coefficients
positifs non tous nuls et une

suite convergente de rédels
{Cg} tels que :

£(t) = (im cf) ¢ + 1im L 109 Pf (ef) ., ¢ e w
n+tw n++eal n

Avec les mémes notations qu'au pragraphe I.1 posons

P.
A (t) = o, + 2 ¢
1 1 n

b £ - bttt )

Q. = i+l
i tivlm Yy
i=0,...,n-1
f(tje1)-£(ty)
pi = E ( tl =S
i+l i
n-1 na p,
Rf(z) = I e 1 g1
n i=0
Il est trivial de vérifier que
£(t) = lim % log Rf(et) , t e R
n+*+wo n

car la démonstration (I.1 ii) ne fait pas interve
sance de t

nir la crois-
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Mais R£ n'est plus un polyndéme car les Pi peuvent étre néga-
tifs et il nous faut poser :

n-l n aj Ppj-po
pf z

Ri(z) = 2P0 PL(z)

Pg est un polynfme car il résulte de 1la convexité de £ que
Pi > p i=1 2, .,n-1. En écrivant P, * Pg ( car i1 dépend

de n) il reste A montrer que pour tout t € R

.
.

Py Py
Zlog (e¥) 0 = 0 ¢ L.ct
n » 4w
pn

. . . 0
Ce qul revient & montrer que la suite {'ﬁ} converge.

E(eD)-£(£D)
1 0 n) avec :

Rappelons que pg =IE (

n n
1" %
tg = - log n t? = - log n + 21%2—2-

et les formules correspondantes pour n+l

:

Nous avons donc : t8+l < t0 et comme la suite %2%_2 est dé-

0
croissante pour n > 3 : t?+l< t?



/L

drofte
droite de pente Y

. n+l
de pente

Yn

n+l n n+l n \
ty tg £ t) \\\\\\

Figure 1

Nous avons compte tenu de la convexitd de f (figure 1)

°

f(tgﬂ)-f(t';ﬂ) f(tg)—-f(t;l)
Tn+1 RS TS R N o T T
0 1 0 1

La suite {yn} est donc décroissante minorée (car £ est lip-

schitzienne) et convergente. De plus :

d ol

n

. Po
La suite {_E}HGDI est donc convergente.

I1.11
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I.4. VARIANTES DES ALGORITHMES DE BASE

Signalons simplement ici conformément a 1la remarque
faite a4 la fin du paragraphe I.1 que le nombre de subdivisions
peut- étre pris supérieur & n Ceci sera fait pour un exemple

numérique 3 la fin de cet article

I est clajir qu'en faisant varier 1'intervalle les
subdivisions on peut mettre en évidence d'autres algorithmes

de construction de Pg

II. EXPRESSION INTEGRALE LOCALE D'ELEMENTS DE E et F
II- 0. NOTATIONS et GENERALITES

Soit f € E {Pg} une suite de polynémes & coeffi-

cients positifs non tous nuls vérifiant

1(t) = 1lim .r]:llog Prfl(et) ., t € R
n++w

et Cf un nombre réel vérifiant

as pf <pcf n € N
|£(t, p-£(t2)] < cEl t) -ty tl,t2 € R
Posons a‘ pf - a,
f n n n
Pl(z) = adn 121 (z—zj)
n . &
Dn = {zj ]=l,‘.oo'dn}

Nous allons étudier f au voisinage de to € R et pour cela

t 2
posons u0 = € 0 et K = {(x,y) e R :.(xfu0)2+-y2vs‘r }

avec r < 1/2 et r<etp et V = ] u, - r, u, +r [
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Soit H, la mesure a support dans K définie par

n
*3
b, = bX 5 6(x y)
x+iy € Dp
(x,y) € K
ol a? est la multiplicité de la racine x+iy p €St la me:

sure de répartition uniforme d¢s rac nes des Pg dans K

I1.1. Théoréme II.1 (énoncé)

Représentation intégrale d'un élément de E ([41)

Soit f € E et tpgeRr

I} existe

- une fonction (réelle de la variable reelle) ¢ , analy.-
tique dans un voisinage W de tg

- un voisinage (dans IR2) compact de (eto,o): K

- Une mesure positive bornée y 3 support dans K

tels que ;
£(t) = ¢(t) + [ 109 ([et-x12+y2)1/2q,(x y) t e y

De plus B est limite vaque d'une sous-suite des mesures:

ko de répartition des racines des {Pg} dans K
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II.2. Décomposition de la fonction f et notations

Considérons le polyndme Pg introduit au paragraphe

I1.0 et scindons-le en deux morceaux

PE(z) = an(z) Rn(2z)

n

oA

avec Qn(z) = i} (z-(x+iy)) 3
x+iy € Dn
(x,y) € K

Ry (z) correspondant aux racines de Pg qui n'appartiennent
pas & K. Pour u € ]0,+»[ et du fait de 1la symétrie des raci-

nes de Pf (3 coefficients réels positifs) nous avons :

1 £ 1 1l
o log Pn(u) = 5 log Qn(u) + - log Rn(u)
Et si U désigne le point (u,0), UM la distance euclidienne
de U & M

1 1
n 109 Q (u) = - [rlog g5 du (M)

LEMME II.3 :

Pour u € V = Jug-r » vy *+r[ soit hﬁ(p) la fonction
de répartition radiale des racines de Qn autour de (u,0) défi--
nie pour p € [0,1] par: —
hn(p) = é x {nonbre de racines z de Qn telle que : | z-u | < p}

on a : Y (v)

o< [ n dv < C, p
v , p €[0,1] , neN

0 < 8 log 2 anl(v) < c, /o

2

ol C et C sont deux réels indépendants de u

2
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Démonstration :

Nous utilisons 1a propriété suivante ([10]ex.34) *;

si q est wune fonction entiére (ici up Polynéme) avec

g(o0) # 0 |, M(p) =‘ Max |g(z)] et N(p) = nombre ge zéros de
zl =p

9 dans {z : |z| < p} alors

16 %52 av < 105 M(p) - 10g/g(0y,

Nous prenons g({z) = Pg(u0+z) €n remarquant que les racines
Qn SOnt racines de Bf.

.

Nous avons Max |g(z)| =P (u_+p) ’ 0 < p<1
- n 0
1z] <p
car Pg est 34 coefficients positifs. Il vient alors :

u
h_(v)
Jg Z— av < L (10 PL (u +p) - log Pl (u )

Pr(u +g)
..P.n_(u_'_t) ’ £ ]OIP[

P | b _ £ =P
Mais .ﬁ(log Pn(u +p) log Pn(u)) =

Ce qui peut étre majoré par :
as Pﬁ o a° pf
a——— X § pC Pe [0,1]
o uFe n Ug-T 1 !

( car qg° Pﬁ <ncf d'aprés les hypothéses II.Q ).

En ce qhi concerne 1la seconde inégalité, i) existe
n + 0< g« p tel que :

p 1 u - (P 1 u _
IO log - dhn(v) fﬂ log v dh (v) =

u
h (v)

\Y

1

log
J P

dv

U, -y _ 1 . u, + 'p
h (p) - log 7 Da(n’) + In

< log % hZ(p—) + Cl P
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1

h(v)
u, -y _ u, - /p dv Yp 'n
5 h (o) 2h_(p7) J’p — < 2 fp

v

Or O < log

dv < 2Cl/p

d'od . 0 < f8 log é dhl(v) < 2, /o + Cip <C/p  pe [0,1]

Propriété 1I.4

Soit u € Vv = ]'uor r, uy +r [,

il existe une mesure
borélienne positive bornée

+limite vague d'une sous-suite
1) g

{p, } des b, ( mesures de répartition des racines définies
au pgragraphe II.0 ), telle que :

l‘— M .L M R =
IK log i dumn( )n*:m IK log T dn(M) U (u,0) uev

Démonstration
De la suite {un} de mesures positives uniformément

Lornées nous pouvons extraire une  sous-suite {pm }

. n
"vaguement convergente vers

Prouvons d'abord 1l'existence de IK log %M dp(M) en

étudiant les intégrales IK log L dpu(M) , 0 < ¢ <1
[

m ’
0 v sl
1 _ 1
avec logE 7= log T e <v <1
log é 0 <v<eg
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Figure 2

logE %M ¢tant continue & support compact . et p @ sup-

port dans K compact (figure 2) : n
fo log ~ an (M) [« log_ L dau(mM)
K “%9¢ oM 90y K “°9¢ g dn
n n++w
or 1 1 g4 M) = [1 1 ghu
t J'K Oge UM pmn( ) IO Oge v hmn(v)
(h; étant définie au lemme IT.3)

n
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En appliquant ce lemme :

1 1
(M) < f5 log L-an? (v) < c,

n n

1
0 < IK logs ™ d%n

Les intégrales IK loge-ﬁw dp(M) sont donc uniformément borndes

par C ce qui prouve que [, log L dp(M) existe (car les
2 K hojs|

logE %ﬂ pPositives convergent en croissant vers log Ll ,

UM

lorsque ¢ tend vers O )

Etudions maintenant 1la différence :

1 | 1
”k log Z= du(M) - IK log & dp,mn(M) l

gque nous pouvons majorer par :
1 1
|jK log &= dp(M) - fK log _ Eﬁ.du(m)] +
1 1
o M) - Jy log g du, 1)+

1
umn(M) - fK log &= dumn(M)l

lfK loge M d
1
'IK lOge M d

A

La derniérc valeur absolue est égale & :
€ 1 1 u
|]0 (log z - log =) dh_ év)[

Que nous pouvons majorer (en utilisant le lemme II.3) par :

1

€ 1/2
Jo tog 3

dh;n(v) <C, e

MO étant donné | choisissons €3> 0 tel que

9 E < g et

1 _ 1 n
| Jg 1og & au(m) IK log &y du(M)| < 3



Ensuite log étant continue 4 support compact et {“m } vague-
>

ment convergente vers U nous pouvons choisir Nn tel que

pour tout n > Nn

1 1 |
| Jg log_ & du(M) - [ log_ Quy (M| < 1

ce qui démontre que : V n » Ny

1
1
| Jg log = ap(M) - [ log gm de, M) | <

UM U n
d'od la propriété annoncée .
Propriété I11.5
Soit u € vV = ]u0~ r, u, +r[ et Rp(u) 1le polyndme

déiini au pParagraphe II.2 ,
il existe une sous-suite {mn} de {1.2,...,n} . un voisinage
V  (réel) de u, = etO et ¢ fonction réelle de la variable
reelle analytique aans V tels que

1 log R (u) =» ®(u) uev

) n n+te

Démonstration ;
Rappelons le théoréme de Vitali ([2]) -

Si {Qh} est une suite de fonctions analytiques sur
un domaine S , uniformément bornées sur tout compact de S et
convergente sur Q c § + Q possédant un point d'accumulation
dans S , alors @n converge vers une fonction analytique sur
S et uniformément sur tout compact de §

Rappelons (II.0) que K = [ (x,y) e R ; (x—u0)2+y2 < r2}

aveC r <1/2 et r < eto et S = {2 ¢ C | z-u ;<'r}
0

11.19
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Si nous posons :

Pn 9,
n n =n n
R (z) = a I (z2z-W.,)(z-W.) 1 (z-a.)
n d . i 17, 1
n i=l i=1
avec WO g R et all @ R , nous pouvons définir avec la déter-
mination usuelle du logarithme complexe :
1 n "n n = n 1 n n
@n(z) = 5 log ag+ & log (z—wi)(z—Wi ) + - .E log (z-ai)
n i=1 1=1
analytique dans s et cofcidant avec % log Rn(u) pour
u ¢ ]uo—r,uo+r[ . .En effet S ne contient aucune racine
wh W' et al car SC K et R ' i
i i n nh a aucune racine dans
2, .2 2
K= { (x,y) € R (x-up) “+y® < r'} . De plus :
Re & (z) = =1 |R (z)]
n n ~99 18"y
do Pf
Ime (z)| <% (p +q)m «__ B o ccfy (1)
n n n n n

Soit H un compact de S . Il existe n€ J0r[ tel que :

Vz€e€H : |z-u

. <
0 | n

Pour toute racine zj de Rp et 2z de H (figure 3) ,

on a donc

|z—zil< Iz—uo‘ + luo—zil < |u0-zi + 1

et

u,-zi | <fug-z| +|z-z4| < nt|z-z4|
0
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d’ ol
[Ug=2z;] - 0 < |z—zi|<|n0—zi|+ n
zZ-z.
et 1- N < ~ <1+ _2
| Yo%l Y07%j] 17071

et puisque |u0—zi| > r il existe donc u et v tels que

O <pu <1 <y

'z-zil
"5 gy <Y
1 Bg—24l

pour tout z € H et tout zj racine de Rp

£

Figure 3
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En conséquence Vz CH
ncf @° Pfl a° Pfl R_(z) a@® R~ a° Pﬁ ncf
1) <€ p < p <| R_(u.) < v < v < v
n 0
1 f
: logIRn(uo)hC log p < log'Rn(z)'

(2)
<

Sl Sie

1og|Rn(uo)|+ Cflog v

Mais nous savons (II.2 et II.4) que pour u € V = ]uo~r.u0+r[

et ure sous suite (vaguement convergente vers u ) des

mesures de répartition des racines { L } o

“

1 £ 1
Y o= 2 —_
7 log R (u = 1og P_ (u) + fK log gy Quy (M)
n n n n n

et d'autre part

1 1
m log R (u) =+ £f(log u) + IK log oy du(M)
n n n>+w

Nous pouvons ¢n tirer deux conclusions 2

1°/ % log R.m (uo) converge et 1les % log R.m (z) sont
dofic unifdrmément bornés pour z C 2 b compaé{ inclus
dans S (I1 suffit d'appliquer les inégalités (1) et
(2))
° 1 = -
2°/ i log Rmn(z) converge pour zZ 6V = Jug r,ug+rl

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Vitali et

affirmer que % log R.m (z) converge pour 2z € S vers
une fonction angﬁytiquensur S : & . Il nous suffit de
prendre la restriction de ® 4 V pour démontrer la

propriété II 5.

II.6 Démonstration du théoréme II.1

Avec les résultats des propriétés II 4 et II.5 nous

pouvons écrire que pour tout to € R il existe
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1/ une mesure positive |, bornée a support dans

t

{(x,y) : (x-e 0)24y2

< r}

limite vague d'une sous-suite de la suite des mesures

des répartition des racines des Pg situées dans K

2/ Une fonction analytique & de 1la variable réelle dans un

voisinage V = ]u0~ r,ust rf vérifiant

f(log u) = o(u) - f log o UM dp(M)

u e Juonr u0+r[

U = (u'O)
Nous pouvons en conclure l'existence d‘'un voisinage de
tg tel que
£(t) = o(t) + [ log((x et)24y2)1/24,(x y) tewyw
avec ¢(t) = @(et) analytique sur W ce qui démontre le théo-

rime
II 7 Expression intégrale d'un &lément de F
Soit f € F définie par
f(t) = Ct + lim % log P (e )

n++e

\

avec d° Pf «<n cf et Pg d coefficients positifs Avec les

mémes notations qu‘au paragraphe II.1 on peut énoncer le théo-

réme suivant :
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Théoréme II.7 : Représentation intégrale d'un é&lément de F

Soit f E€F et tg e€R

Il existe :
- une fonction (réelle de la variable réelle) ¢ analy-

tique dans un voisinage W de tg
L ' t
- un voisinage (dans R2) compact de (e 9,0) : K

- une mesure positive bornée p & support dans K

tels que :
f(t) = ¢(t) + IK log ([et-x]2+y2)l/2du(x,y) €W

de plus u est limite vague d'une sous-suite des mesures

de répartition dans K des racines des polyndmes Pg

Démonstration :

C'est la méme que celle du théoréme II.1 1la fonction

¢ étant remplacée par t > Ct + ¢(t) .

IIT. APPROXIMATION DES SINGULARITES D'UNE FONCTION f
CONVEXE LIPSCHITZIENNE

Théoréme III : ([3],[4])

Soit C €é R , cf:e R et £ -une fonction réelle de la variable

réelle ,convexe et lipschitzienne définie par :

£(t) = Ct + 1im L log Pf(et) t € R
n++ew n n

- les PS étant des polynbmes a coefficients positifs

£ hid
non tous nuls,védrifiant 4° P ¢C n nen .

) = t .
Si t, € R est une singularité de £ , alors e € est un point

- f
d'accumulation dans € des racines des polyndmes Py

Démonstration :
Par définition tc sera une sinqularité de f si et seulement

si £ (fonction de la variable réelle) n'est pas analytique autour
de tc .



. t . , .
5i e € n'‘est pas point d'accumulation des racines

des polyndmes Pf il existe
t

2..2.1/2
)24y2)t/

B_ = {(x,y) ((x-e

c < g} tel que aucun des

polyndmes P£ ne posséde de racines dans B, .0On peut trou-

t
ver K = [(x,y) | ((x-e c)2+y2)1/2 <r},w voisinage de tc et

¢ analytique sur W tels que :

E(E) = o(t) + [ tog((e™ 0%y 200 yv) e

od p est limite d'une sous-suite [pm } des mesures de répar-
n

titions des racines des polynémes P£ dans K . Or noo est
n n

nulle sur BE et par conséquent p aussi ., Ia partie intégrale

de 1'expression de b est donc analytique autour de te
donc f aussi.

ITI.1. Illustration du théoréme IIX

Prenons f(t) = ]tl . t € R
On peut écrire £(t) = -t + 1im 1 log Pf(et)
n n
n+te
2n
avec Pg(z) =1+ z .

I1 est clair que le seul point d‘accumulation réel
positif des racines de Pg est 2, =1 correspondant & la

singularité t.=0 de £ .

IT.25
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I11.2. Recherche des singularités d'une

fonction convexe lipschitzienne

LY

la méthode consiste & calculer & partir de valeurs
réelles de la fonction f des polyndmes Pg et d'en étudier
les répartitions de racines dans C Nous n avons pas & déve-
lopper ici une méthode numérique de recherche de points d'accu-
mulation mais les exemples ont pour but de montrer que cette
approche est tout & fait raisonnable. D'ailleurs plus qu‘'‘un
algorithme figé des moyens intéractifs de calcul (utilisant un
écran graphique par exemple) sont beaucoup plus adaptés au pro-

bléme.

D'un point de vue numérique la méthode demande seule-
ment 1'évaluation des différences premiéres de la fonction et
ceci quel que soit 1l'ordre de la singularité. De plus, nous
n'‘avons pas utilisé des polyndmes de degré supérieur & 40 ce
qui est raisonnable pour une bonne procédure de calcul de raci-

nes de¢ polyndmes.

Exemple numérique 1 :
Nous considérons la fonction convexe lipschitzienne :

1.5
£(e) = tl
(1+)tl) ™"

qui appartient & Cl(R) mais dont la dérivée seconde est dis-

continue en t, = 0 . Conform{ment & l'algorithme du paragraphe

I 3 nous calculons les polyndmes Pg pour n=10 et n=20

les polyndémes obtenus sont de degré 20 et 38 et leur calcul

utilise respectivement 11 et 21 évaluations de la fonc-

tion f en des valeurs comprises dans [~log 10,log 10] et
[-log 20,log 20]

La figure 4 montre la répartition des racines de

Pfo la figure 5 celles de pf et la fiqure 6 superpose les

i ; A £ £ £ £ £ £
lmages des racines des polynémes PlO'Plz'Pl4 P16'P18 et on

On remarque qu'une courbe limite coupant nettement



1'axe
tc=0)

réel positif en Z.=1 (correspondant & z,
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Figure 6 : Superposition de racines de npolynOmes P

Exemple numérique 2

Nous considérons la fonction convexe lipschitzienne :

2
_ t
9(t) = a7
qui appartient a C2(R) mais dont la dérivée troisilme est

discontinue en to = 0 .

De plus, nous appliquons une variante de 1l'algorithme
I.3 en subdivisant 1l'intervalle [-log n,log nj en 4n sous~
intervalles au lieu de n (voir paragraphe I.4).

Sur la figure 7 sont visualisées les racines du poly-

ndme Pg ' pour n=10 (40 sous intervalles de
[-log 10 log 10] avec degré de Pg = 18 ).

Sur la figure 8 sont visunalisées les racines du poly-
ndme P% pour =20 (8 sous~intervalles de
[-iog 20 1log 20] avec degré de Pg = 38 ).
La figure 9 est la superposition des images des raci-
nes des polyndmes P?O,sz,P?4,P?6,P?8 et Pgo .



De la figure 7 & la figure 8 on

possibilité d'un point d‘accumulation en

i la singularité'tczo
ment sur la figure 9.

de g)

Im

voit se dessiner 1la

zo = 1 (corresﬁbndant

qui se voit beaucoup plus claire-
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Racines du polyndme Pgo

I1.29



IT.30
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Figure 9 : Superposition de racines de polyndmes LS

Exemple numérique 3

Nous prenons la fonction h(t) = (1+t2)0.5 qui et

une fonction analytique de t € R En prenant n points dans

l'intervalle [-log n,log n] nous calculons 1les polyndmes
h h h h ph h : 3
Plo P12’Pl4’P16'P18 et P20 dont les racines sont superposées

sur la figure 10 . Contrairement aux exemples 2 et 3 le lieu de
répartition des racines semblent exclure l'axe réel positif ce

qui est conforme a la théorie.
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Figure 10 : Superposition de racines de polyndmes Pn

CONCLUSION

Dans cet article, nous donnons les bases minimum
d'une méthode originale d'approximation des singularités d'une
fonction convexe lipschitzienne et nous montrons que son utili-
sation numérique semble raisonnable.

Ia méthode proposée peut se développer dans Plusieurs
directions

1) Etude des classes d'algorithmes permettant de calculer
des suites de polyndmes Pg .
2) Etude des répartitions des racines des PE . 1) serait

fondamental de savoir s'il existe certaines répartitions



3)
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limites universelles attachés a des algorithmes de cons-
tructions particuliers. En particulier 1 existence de
courbes limites est suggérée par les expériences numéri-
ques réalisées (ainsi d'ailleurs que par les experiences

réalisées par les physiciens (C71.C11])

Possibilité de faire du prolongement analytique d'une

fonction convexe définie sur 1l'axe réel.

Ces trois points sont trés 1iés les uns aux autres.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
(7)

(8)
(9)

(10)
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CHAPITRE 111

FONCTIONS CONVEXES ET LOGARITHMES DE POLYNOMES

ETUDE DES SINGULARITES DES FONCTIONS D'ENERCIE

Présentation du chapitre

Dans la premiére partie de ce chapitre, je montre comment toute
fonction convexe peut s'exprimer comme limite d'une suite de logarithmes
de polynémes "généralisés" a coefficients positifs. Malheureusement, la
généralisation de 1'expression intégrale ne se révéle pas (tout au moins
directement) réalisable. Par contre on peut &tablir des relations de
dualité entre une fonction directement reliée aux coefficients des poly-
nomes figurant dans les approximants et la fonction convexe limite.

Si 1'on revient a 1'application a 1a Physique, cette relation
entre les coefficients des fonctions de partition et 1'énergie a préo-
cuppé les physiciens ([6]) sans pourtant recevoir de réponse satisfai-
sante. Cela est d'ailleurs étonnant car cette relation est inscrite
en filigrane dans le Tivre de Ruelle ([14] p. 114) et qu'elle se révéle
un outil pour 1'étude des transitions de phase d'ordre.1. (voir méme
référence). D'autre part 1'importance de la convexité dans ce domaine
de la physique est bien connue ([3]).

Le théoréme 1.2.5 donne une réponse assez claire a 1'idée de
comportement limite des coefficients que 1'on peut se faire a la vue
des fonctions de partitions calculées au chapitre V par exemple.

De plus, étant données les relations qu'il existe entre une fonc-
tion convexe et sa polaire, dans les cas réquliers, la recherche des sin-
gularités pourrait se faire sur la polaire et donc directement sur les

II.1
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coefficients de la fonction de partition qui sont des quantités combina-
toires attachées au réseau. Ce genre d'approche n'a semble-til pas &té
exploite.

Dans la seconde partie j'étudie les fonctions définies par 1§s
intégrales au chapitre I1. Des conditions d'existence des dérivées peme
et d'analycité sont données en rapport avec la mesure. Quelques cas
particuliers ont été examinés en physique ([11, [2], [51, [101,[12], [15],
[16]1 [19] ... ), mais une étude générale de la nature des singularités
reste a faire. Le point Te plus difficile étant certainement de faire

intervenir le support de la mesure.



ITI.3

I - FoncTIONS CONVEXES ET LOGARITHMES DE POLYNOMES

I.1 - EXPRESSION D'UNE FONCTION CONVEXE A L'AIDE DE LOGARITHMES DE !
POLYNOMES GENERALISES A COEFFICIENTS POSITIFS

Le théoréme qui suit généralise le théoréme 12 du chapitre II.

On appelera polynéme géndralisé en z une expression formelle en z du type :
q i

P(z) = ¢ a.z P,q ¢ N
.1
1= p ai € t

Les a; sont les coefficients de P.

THEOREME

Soit £ 1'ensemble des fonctions f réelles de la variable réelle
définie par la propriété (P) :

IT existe une suite de polyndmes généralisés a coefficients positifs

(et non tous nuls) Pf} telte que :
n (P}

£(t) = lim ?1]—109 P (e®) WVt eR ;
On a : Mot
E={f : R > R convexe}.
Démonstration
1

convexe. (voir chapitre II, paragraphe I.1).
Réciproquement soit f une fonction convexe de R dans R. Elle est donc

log Pn(et) est convexe la fonction limite ponctuelle est donc

continue.
Soit t* ¢ R et e > 0.
Soit In = [-log n, log n] divisé en n sous-intervalles égaux avec :

ti = ~log n + 2i Jf%%ll i=0,1,...,n

*
Supposons que t" ¢ [t;x, tix,q]

Si zi(t) désigne 1'interpolation linéaire de f sur [ti’ti+l] on a :



f(t. . )=F(ts)
1 i
g (t) = F(t.) + - (t-t,)
i i ti+1 ti i
Cbyap FOED-ty R ) FE)-F(E)
Li(t) = ———% M e el
is1 " b a1 T b

On peut choisir Né e N tel que :

¥n > Né : 1.t e [tixs ta, 1 => | F(t)-f(t)]| < &/3

Pour t* on a alors :
0 < 21*(t*)-f(t*) < Max{f(ti*),f(tiil)}-f(t*)
d'ol
0 < zi*(t*)-f(t*) < ¢/3
De plus pour i # i* :
mi(t*) - f(t*) < 0
Donc :
0 < Max zi(t*)—f(t*) < ¢/3

.i=0’1,. Iy ’n_l
Remplacons maintenant ni(t) par :

e P8 )-8 F(E) py

rs(t) = — + t
L ti " Y n
f( )-f(t.)
+] 1
p; = E (n —— 1)
i i+1 7Y
On a : N [t*] _ log n - }
|2;5(t7) A;(t Y| < L < —2 i=0,1,...,n-1

n=N2 => log n _ e/3
€ n
Nous avons :
¥n = N2 :| Max zi(t*) - Max Ai(t*)l < ¢/3

m
-t
H
[en]

-
—

-

-

o §
]
[ory

i

-\ ,...,n"

ITI.4
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Maintenant en posant :

considérons le polyndme généralisé :

n-1 na, p.
P:(z) =5 e 'z
i=0

Nous pouvons écrire :

* *
n M$x Ai(t ) 1 n-1 nxi(t )

n

I
—
(=]
[{=]
3]
(9]
IN

% log e

* 1
M?x Ai(t ) *o log

IA

log n *
St M?x Ai(t )

Donc pour n = Ni :

5y - 1 q0q pf /ut” *
Maxx(t7) < Y Pn (e ) s Max A (t7)+e/3
D'ou : ! !

*
Pour  n>N2: |2 log PT(e! )-r(t)] < e

ce qui finit de démontrer le théoréme. On pourrait de méme montrer la
convergence uniforme sur tout compact.

I.2 - FONCTION CONVEXE - SUITE DE LOGARITHMES DE POLYNOMES - INTRODUCTION
DE LA FONCTION POLAIRE

[.2.1 - Notations {9]

Soitg : R » R u {tw=}
dom(g) = {x ¢ R : g(x) # +=}

Soit {In}neni une famille de parties finies de 7 et

Kn = In/n = {y/n ye In}

On note :
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g*(t) = sup  {tx - g(x)}
Xe R

hn(t) = max {tx - g(x)}.
XeKn

- - - - - - T NS et e O G S - v e o o e - e .

Si g est continue sur dom(g) # 0.
Si Kn < dom(g) et "devient dense dans dom(g)", c'est-a-dire

Ye > 0 et ¥x ¢ dom(g) :

I N, e N tel que ¥n > Ne,x Jye Kn dlx-y] < e

Alors : h (t) > g™ (t) Yt ¢ R
n o> 4=

Démonstration :

1) Cas ol g*(t) # +w
Soit ¢ > 0. Il existe X_ € dom(g) tel que :

9" (t)-e/3 < tx_ - g(x_) < g*(t) (1)

De plus g étant continue en X il existe n > 0 tel que :

|x-x€I <n
=> |g(x)-9(x )| < e/3
X ¢ dom(g)

et on peut imposer en plus que :

x| [t] < e/3

En résumé pour |x-x€]s nona:

[tx -9(x )-1tx-g(x)}| < [t] [x-x_|+|g(x)-g(x )| < 2¢/3

et en tenant compte de (1) :
g (t)-e < tx-g(x) < g*(t)+2¢/3 < g*(t)+e

et d'ailleurs :

g™ (t)-e < tx-g(x) < g*(t).



D'aprés la propriété de Kn nous pouvons choisir N tel que :

¥in=2N:3xe Kn IX-XEI <
Donc
VnzN:Bx:Knte]que:

*

g "(t)-e = tx-g(x) < g*(t)
¥n 2 N : g*(t)-e < hn(t) < g*(t)
ce qui demontre la premiére partie.

2) Cas ot g (t) = +«
Soit o > 0. Il existe X, € dom(g) tel que :

txa-g(xa) 2 3a

Nous pouvons choisir n = 0 tel que :

1) la(x)-a(x_)] < a
lX“XaI < n =
x ¢ dom{g) 2) ltllx-xal < a

Nous pouvons en déduire que :

lx-Xul £
=> tx-g(x) 2 a
x ¢ dom(qg)

Or i1 existe N tel que :

¥n =N 3 xeKk : lx-xul < n

En conséquence :

Vnsz’EJXEKn: tx-g(x) = a
et
¥n = N : hn(t) 2«

ce qui démontre la seconde partie du résultat.

I11.7
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e S - e e R S - S e e e e a8 A P e . . e e e B o v o

Avec les mémes hypoth&ses que pour la propriété 1.2.2 et en plus

Tog |In|
-—————-——n >
N>te
En posant :
f(t)=2log 1z (ebyf em9(i/n)
n n .
iel
n
on a:
f (t) > g*(t) Yt ¢ R
n - 4o
Démonstration

Posons : Max { %.t - g(i/n)}= hn(t)

‘len

i
- t-glip/m)

n
On a : ; ) A
%-1og(et) n e-ng(1n/n)}s f(t) < .
i i
i ti/-9 (i/n)-1t Ng(-))
—-log(et) Ne ng(ip/n) + l-1og r e n n
n el
- 1ogIIn|
d'od : hn(t) < fn(t) < hn(t) t—
Comme h (t) > g"(t)
n > 4o
et log |1
ToglTal
n
n - te
Nous avons :
f (t) - g™ (t)
n > +ow
Exemple 0 |t] <1
g(t) =
o |t] > 1

*

On a : g (t) = |t]
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In = [~n,~n+l,...,0,...,n-1,n]
1 +n b1 (et)n+1_(et)—n
fn(t) “n ]09 i=§n (e ) *n ]Og et__l t#0

I1 est facile de voir que :

fn(t)—> |t ' t#0
n > 4w

et d'ailleurs : £ (0) = & Tog (2n+1) - 0
n n It

O N e L L T T - e . T8 Gl0 W B e A N P G G At S Ge W o S e M e o o = e v O e e v - . e

e e L 2 eV 0 B 4 B e e S T T A = 2o Sn - o= G N e B BB S - o . - n =t e 8 b m b e . - -

Soit f : R + R y {+=} convexe et dom(f) fermé non vide.

Considérons des parties finies I, de Z telle que les K, = In/n soient inclus
dans dom (f*) et "deviennent denses" dans dom (f*), et supposons

log|I |
Nt -
on a : *,1
: -nf" (=) .
T1lg 2 e M (Yl
Tedy n->teo
Pémonstration

- . o = . - -

Avec les hypothéses faites sur f on a f*" = f ([.9]), et il suffit donc
d'appliquer la propriété 1.2.3 avec g = f* qui est continue sur dom(g).

Exemple 0 x| <1
f(x) = |x|  f%(x) =
to x| > 1
In = {-n,-n+l,...,0,...,n-1,n}
on a :

21 -
fn(t) = ﬁ-]og r (e
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Remarque :
Cette propriété permettrait d'étendre le théoréme I.1 d des fonctions

convexes dont le domaine se réduit a un intervalle fermé. Malheureusement
le procédé de calcul des polyndmes n'est plus valable et on perd le carac-
tére algorithmique du théoréme.

A titre d'exemple regardons le cas :
0 [x] <1

f(x) = (x) = |x]
+oo |x]>1

Nous allons définir les approximants pour n = ™ me N.

1= (m", (-2%1)m,...,=m,0m,...,(2"-1)m,2"m }
2

On vérifie bien que :

Tog|I |

m+1 '
- zZ_ . 1og(2m 1) L0 et1 m /2"devient dense dans IR
2 2 m - e 2
Le polyndme recherché est :
0 -2Mfrekm A LA L)
Pon(e®) = & e am’ ek LTy e 2 etykm _y

k=-2" k=0
Que 1'on peut écrire : ‘

m
t 2

sz(e ) = § {((e‘t'l)m)k + ((et'l)m)k}-l
. m
b m(et) i (e—t~1)m(2m+1)_1 +(ét-l).m(z +1) 4 1 tAl et tA-l
2 (e-—t-l)m_1 (et-l)m-l

La derniére expression permet de montrer que

t] > 13 -1 Tog Pop(el) > 4o
2 n > +o

-l)m(2m+1)

Si t > 1 on met par exemple en facteur (et et on montre que la

- m
limite est celle de —%—109 (et 1)m(2 +1) donc + .
5 _

Si t < -1 on fait le méme raisonnement avec e't'l.
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Site 1-1,1] on a -1-t < O et t-1 < O
donc
Pom(e®) > 1 et donc
m -+

1

i 109 Pom(e®) > 0

m-> 4o

Pour les cas t = :1 on considére le polyndme sous sa premiére forme.

Par exemple pour t =1 :
o
t -2
P ae®) = = (((eH)Mkiy - 1
2 k=0

On voit trés facilement que ﬁ
t=1 1< Pyn(et) < (2"1) x 2-1
ce qui permet d'affirmer que :

1 t
t=1 Eﬁ-log Pom(e") > 0
m-> 4o

THEOREME 1.2.5.- Approximation d'une fonction convexe et logarithmes de
polynbmes. Propriété asymptotique des “coefficients des
polynémes".

Soit In des sous-ensembles finis de 7 t {a;)iel des ensembles
finis de réels strictement positifs. Posons :
f(t)=2log & al(eh (1)
n . n
1e In
Supposons qu'il existe f : R+ R u (+=} telle que :

fo(t) > f(t) ¥t ¢ R
Note

Supposons qu'il existe g : R > R u {+=} continue sur dom(g)
et telle que :

Max |%-1og a: + g(i/n)| ~ 0 (2)
ie In N>t



Supposons que Kn = I%/n sont inclus dans dom(g) et
"devienne dense" dans dom (g) et

1og|In|

n

+
N>+

Alors :

Démonstration

Soient t ¢ R et e > 0.
D'aprés (2) il existe N8 tel que :

et :

Vn z N_: -g(i/n)-e/2 < < log al < -g(i/n)+e/2

i . 1 i, i .
ﬁ-.t»-g(1/n)-e/2 < ﬁ-]og a + ﬁut s-ﬁ.t -g(i/n)+e/2

Et en posant :

D'autre part :

et

et on a donc

Tog|I |

Ih (£)-F ()] < e/2 + —

n

Max { 1t - g(i/n))-c/2 < Max ( Zlog a} + 1t
iel iel
n . n
< Max L%.t - g(i/n)1+e/2
iel
n
hn(t) = Max {txi/n - g(i/n)}
iel
n
| Max (X 70g al + t.13- h ()] < e/2
. n n n n -
iel
n
Max l-log ai et'i = Max Ll log ai +t i&
jel n jel " n n
"y P ity toglll
| Max = {loga_+t.—=}-=1log{ z a e "'} € —w
. n n n n . n
i eIn i eIn

I11.12

VieIn

V'ieIn
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On peut donc choisir n_ tel que :

¥n > n_ Ihn(t)_fn(t)l < e

Or _
f(t) -~ f(t) par hypothese
h (t) ~ g*(t) par application de la propriéte 1.2.3.
D'ou

f=g".

Note : curieusement, sans le placer dans le cadre de 1'analyse convexe,
D Ruelle ([14]) montre un résultat analogue (avec -g") pour
prouver 1'existence de transition de phase d'ordre 1.

Exemple
i = [« 1 =1 = a2
Soit In {-n,n} ag 1 an
0 t=-lout-=1
g(t) =
+o  sinon
£.(t) = = 109 ((e¥) Mr(eH)™
On a :

f.(t) > It] = f(t)
N-+tw

et on vérifie bien que : ¢* = f
mais évidemment g

Si nous avions pris :

0 tel-1,1]
g(t) =
+eo sinon
et
In = {-n,-n+l,...,1,0,1,...,n-1,n}
a; =1 i = -n,-ntl,...,n-1,n

Nous aurions eu :



f(t) =1 T Ehi s It] = f(t)
i=-n oteo
et effectivement :
f=g"
=g

I1 - ETUDE DES SINGULARITES DES FONCTIONS D'ENERGIE

IT.1 - INTRODUCTION
Pour une fonction d'énergie définie par :

R 1 t
t—=1im = log P _(e")
ot D n
nous avons pu, au chapitre II, isoler les singularités éventuelles autour
d'un point to réel dans une partie intégrale :

F(t) = jK Tog((et-x)2+y2) du(x.y)

t
ou K est un voisinage compact de (e 0,0) dans R?2 et u limite vague d'une
sous suite des mesures de répartition des racines des polyndmes Pn‘

La propriété établie jusqu'a présent est "tout ou rien" car
elle implique 1'analycité de la fonction en cas de nullité de la mesure
limite.

Dans ce paragraphe nous abordons le domaine trés difficile de
relier les propriétés de la mesure u a la nature des singularités def .
C'est d'ailleurs un probléme de potentiel ([13]).

Je donnerai d'abord deux théorémes fournissant des conditions
suffisantes de 1'existence des dérivées peme

que des mesures non nulles peuvent donner des fonctions f analytiques.

Le probléme de conditions nécessaires et suffisantes pour

I11.14

de f. Un autre théoréme montrera

1'existence de singularités de types donnés n'est pas abordés ici. En dehors

d'exemples simples traités au coup par coup en physique ([1] [2] [5] [10]
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121 [15] [16] [191...) 1'approche mathématique de ce probléme est trés
difficile car elle fait surtout intervenir la nature du support de la
mesure.

I1.2 EXISTENCE DES DERIVEES DE L'ENERGIE

I1.2.1 - Remarque sur la continuité de 1'énergie

La fonction f d'énergie, définie par :

£(t) = [K Tog ((eb-x)2+y?)du(x,y)

était forcément continue d'aprés sa définition ce qui n'est évidemment pas
vraie si 1a mesure positive p est quelconque. On peut toutefois remarquer
que les mesures u construites-possédaient des propriétés assurant la
convergence uniforme des intégrales dans un voisinage de td ce qui assurait
la continuité (Chapitre II, paragraphe II). Dans les théorémes qui

suivent la continuité sera assurée par les hypothéses faites sur la

mesure y.

THEQREME 1I1.2.2. -~ Critére de convergence normale

Soient to e R, pe N*, Kun voisinage compact de (etO,O) dans R?
et p une mesure positive & support dans K.

Si la fonction : (x,y) 4-15%5- ‘est u -intégrable alors la fonction f :
¢ IK Tog ((e¥-x)2+y2)du(x.y)
existe et est p-fois dérivable dans un voisinage de t,-

Démonstration

pripein g puihag Rpmtihgi-nip e

Nous allons étudier :

g(u) = [K Tog ((u=x)24y2)1/2 du(x.y)

et choisissons I intervalle ouvert de R contenu dans K. Nous allons montrer
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T'existence et 1a continuité de g et de ses dérivées d'ordre 1,2,...,p
dans I ce qui démontrera le résultat annoncé pour la fonction f

(f(t) = g(e%)).

Considérons les fonctions :

K >I€
(x5y) » Tog ((u-x)2+y?)

1/2

Pour simplifier supposons que le diamétre de K est plus petit ou égal & 1.
On apour ue I :

1/2 < 1

A T

La fonction ; étant supposée u-intégrable,le théoréme usuel sur les
fonctions définies par des intégrales de Lebesgue ([11] [17] [181) nous
assure T'existence et la continuité de la fonction g sur I.

De plus :

| Tog ((u-x)2+y2 Tog |y|

2 y2ay2y /2 u=x 1
=i 109 ((u-x)2+y2)™"" = = ohaytgify

(u=-x)2+y?
et plus généralement :
k
3 1/2 _ _(fle_(k-1)!
Tog((u-x)2+y2)™"" = - —(—LE
;;E (x=u+iy)
11 vient donc :
k
1/2 -1)!
2 Tog ((u-x)24y2) /2| ¢ (D)L
au ly]
Les fonctions (& valeurs dans R ) :
1 -
(X,y)—*'l—ﬂ'(- k—1,2,...,p
Y

étant u-intégrables par hypothése i1 suffit d'appliquer p-fois le théoréme
de dérivation sous le signe somme relatif aux intégrales de Lebesque pour
prouver que g est p-fois dérivable et que :

k
d 3 - 1/2
— 9(u) = [ ~ 1og ((u-x)2+y2)™ “du(x,y
du ) K au ¥ )

u el k =1,2,...,p
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De plus les fonctions :

I+ R
k
d k-1)!
u -+ — log ({u-x)2+y?) =;—Gze-—-—i~——lF
auk (x-u+iy)

sont continues .-presque partout (le segment I est de mesure nulle)
pour k = 1,2,...,p ce qui assure la continuité des dérivées g(k)(u)
uel k = 1,2,...,p.

THEOREME I1.2.3 - (Critére de convergence uniforme) -

Soient t;c R et pe N¥

Soient I un intervalle ouvert de R” contenant etO, K voisinage
compact d'intérieur non vide de R2 contenant I et u une mesure
positive bornée a support dans K.

S'il existe une famille A e RY de partiés mesurables,d'intérieur
non vide de R? contenant I,et une application ¢ : R* » R'
vérifiant :

Vu e I:IA du(x,y) 5 < olc)
e(/{x-u}Zty?)
et
¢(E) +0
e -+ O+
Alors la fonction f :

—L— | tog((e®0)21y2)du(x.y)
K
existe et est p-fois continuement dérivable dans un voisinage de t,

.- - e - -

La démonstration suit la démarche classique a la convergence uniforme (1181).
Nous en donnons les grandes lignes.

Tout d'abord nous é&tudions a la place de f la fonction :



uu)=jK1og(uhnZw2ﬂ/2muxd)

et nous allons montrer qu'elle existe et est p-fois continuement dérivable
sur I. La relation f(t) = g(et) nous donnera la conclusion.

De plus pour simplifier les calculs nous supposerons que le diamétre
de K est inférieur a 1 ce qui entraine :

1og((x—u)2+yfi)1/2 <0

< <

Jocu)2agz (Vx-u)ay?)P

L'existence de g(u) u e I est en fait contenu dans Tes hypothéses.

| Tog( (x-u)2+y2) /2] L L

Continuité de g

On peut écrire pour u, u. ¢ I

0
l9(u)-g(u )] = | JK | (10g((x-u)2y) Y E-t0g((x-u)24y2) 2 )au x,9)

o[ og(xu)24y2) Pty |

A
£

+ J Tog((x-uZ) +y2) 2y (x )
D'ol : Ae (x-u)?4y2)

_ < X-U)*+y 1/2 .

l9(u)-g(ug)] = jK\AE 108 ety | it

Pour n > 0 choisissons &(e) < n/4

La fonction : u ~ log ((x-u)2+y2)1/2
1og((x-u0)2+y2)1/ quand u -~ U, Pour k- a_ car K>z€ est un compact ne
contenant pas I.

converge uniformément vers

On peut choisir & tel que :

1/2

} ((x-u)2+y?)
- <8 => |1
lu-u | < |1og (O ) 2137)

et nous avons alors :

I71.18

1/21 X U(K\AE) < n/2 (X,¥) € KN AE

lu-ugl < ¢ => |g(u)-g(u )| <n (X,¥) € K 8



Dérivabilité de g p 21.

oK (k-1)!
On a d log((x-u)2+y2)1/2 . 0
;;F- (x~~u+1‘y)]E
d'ol : K

/2 __(kD)!

3
| =% Tog((x-u)24y?)"" 7| & e
u
L'existence et la continuité de :

h(u) = JK o Yol (x-0)24y2) 2 (x,y) u el

sont donc assurées par les hypothéses.
Nous allons montrer que :

u
I“o h(v)dv = JK ]09((X~U)2+y2)1/2 - JK log((x-u32+y2)l/2

o(u)-9(u, )

Ce qui prouvera que g9 est dérivable et g'(u)=h(u) u e I
Nous pouvons écrire :

u .
Iu h(v)dv = j" (R 000tz Y2 duixyyay
) u, K~ A

u
+ JUO(IA 5%- ]Og((x-v)2+y2)1/2du(x,y) ) dv

ju h(v)v = [ ju 2 109((x-v)24y2)Zau)du(x.y)
K~ Ac u

172

¥ fu (JA 3v 109(0xv)2ey2) % du(,y))av

I11.19
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u
[ ntoav - gwygtug) ='fA Tog( (x-u)2+y2) 2d (x,.y)

u0 €

+ | ogl(x-ugzey) V2 (x.y)
A

u
] testievzn) Yy

UOA
et u

[ neodveg@u)-au)l = 2(e)eluug] oe)
u
0

Ceci pour tout ¢ > 0 d'oi :

U
[* heav = gwy-gtuy)
l‘IO

ce qui démontre le résultat.

La démonstration pour les dérivées d'ordres supérieures est la méme et

on a :
k (k-1)!
d 172 = 0%3.——————7g
] w1Y2.4y2 d s = - d R
3 JK 0g( (x-u)%+y?) u(x,y) IK — u(x,y)

Application I11.2.4

Nous allons montrer un exemple dans lequel le critére de convergence
uniforme permet de conclure alors que le critére de convergence normale
ne le permet pas.

Supposons que u admette une densité y(x,y) bornée dans un voisinage K
compact de (etO,O).
La fonction :

e ] Toa((efx)2ey2) 2 (x.y)

est alors continuement dérivable dans un voisinage de to.
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Y 4
U +s
R
€
Posons : I = ]uo-a,u0+ 8[ ( ¢ K)
RE le rectangle fermé matérialisé sur le dessin.
ng.la boule de centre (u,0) et de rayon /&
A =KnR
€ €
— (%) 4y 4y = - —x(%y) 4y
e —— y Ve ) Yy
A V(x-u)2 +y2 B, nKn R V(x-u)2+y?

+[( M_dxdy

RéxBﬂg)f1K V(x-u)2+y?

La densité y(x,y) étant bornée on a :

Bue aKa Re V(x-u)2+y2 Bue/(x-u)2+y2
et
J - —x(y) Yy dy| < _M__j dxdy < 45M/e
(R~B' %) n K\/(x-y)2+y2 Ve 1 R
e Uu 3 €
D'od

l J Y!X,_x)dx dyl <L e

AE/(x~u)2+y2

ce qui prouve le résultat.

Or pour y(x,y) = 1 par exemple
1
(X:.V) '*_DT

n'est pas intégrable dans un voisinage de 1'axe réel (positive). Le critere
de convergence normale est donc insuffisant.
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II.3 - UNE CONDITION D'ANALYCITE DE L'ENERGIE

Soit f : t » J log ((et-x)2+y2)1/2du(x,y) ot K est un voisinage
compact de (etO,O).

Sy admet une densité analytique dans un voisinage de (etO,O) alors
f est analytique dans un voisinage de to.

11.3.2 - Schéma de la démonstration

En posant : g(u) j 1og((u—x)2+y2)1/2du(x,Y).
K

ty,

Nous avons f(t) = g(e

. . . t
Nous allons donc montrer aue g est analytique dans un voisinage de e © = y
Par une translation de u, nous sommes ramenés a 1'étude de :

0

h(u) = jK Tog ((u-x)2+y2)Y 2y (x,y)

au voisinage de (0,0) ou y admet une densité y(x,y) vérifiant :

nm
y(x,y) = & a_ Xy
n,m>0 n,m

I existexo # 0 et Yo # O tels que 1 a X

n ym soit convergente.
nm nsMm “070
3

Soient 0 <h < p < min{]xol,Jyol}, I =1-h,h[ et B = {(x,y) @ x2+y2 < 52},
Nous allons étudier S(u) = IB log ((u—x)2+y2)1/2 v(x,y) dxdy et montrer
que cette fonction est analytique au voisinage de 0. Pour cela nous allons
montrer qu'il existe Met s ¢ R” tels que :

1S u)) < mpt P Vu e I

ce qui est une condition nécessaire et suffisante d'analycité [18].
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I1.3.3. - LEMME

S'(u) = | = (log Y(u=x)Zry?) y(x,y) dx dy = .
JB .

log ¥/ (u=x)2+yZ > (y(x,y))dxdy
B oX

[ T
- 8(109 {u=x)2+y? )y (x,y) dy
/93

Démonstration

v(x,y) est bornée sur B et nous pouvons donc appliquer la propriété 11.2.3.
On remarque de plus que :

R A

su 109 /(u=x)Zry2 = - 2 log /ux)Ziy?

et il suffit alors d'appliquer la formule &élémentaire de Green-Riemann (L1871 )
2
[ Btos B Ayertomsay = | togtw0fdto) 4
B .

== S'(u) + [ log (u-x)2+y2 gi-y(x,y)dxdy
B

Le fait que la fonction : (x.y) log((u~x)2+y2))y(x,y)

devienne infini en (u,0) n'est pas génant car si Ag désigne la boule fermé
de centre (u,0) et de rayon € on a :

J a—atf (Tog V(u-x)Z+y2)y(x,y) dx dy - 0
A

€ e >0

J Tog /{u-x)2+y2 y(x,y) dx dy -~ 0
A

€ g-—>0

J log V(u-x)2+y2 y(x,y) dy -0
3A
€

e >0

11.3.4 - LEMME

p p-]
S(P)(U) = I Tog V(u-x)2+y2 & (x,y)dxdy-I log V{ux)Zry22 H(%,y)dy
B axP Y 3B axp‘l
p-1 .3 SIS
) [An L Vo9 V(usx) 3% Sy v(x,y)dy

L]
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Démonstration

IT suffit de remarquer dans 1'égalité du lemme II.3.3 que 1'on peut
écrire :

3

Toox)2a0 2 0
T JB Tog V(u-x)2+y sy Y (X5y) dxdy

— 2
= jB Tog /(u=-x)2+y2 —ég-v(x,y) dxdy
aX

- f 5 Tog /{u=x)74y? = y(x,y)dy
3

par application de ce méme lemme avec la densité é%—y(x,y). De plus le second
terme dans 1'expression de S'(u) du Temme II.3.3 est une intégrale de bord ,donc

2 I Tog v(u-x)24y2 y(x,y)dy = f 2 log v (u-x)2+y? y(x,y)dxdy u e I
U Jsp 5K U

Nous avons donc :

5(2)(u) = J Togv/ (u-x)2+y?2 32 y(X,y Ydxdy
B ax2

- J 5 1og YU, = y(x,y)dy
o

- f 2 Tog /{u=x)ZHyZy(x,y)dy
]

et la formule annoncée se démontre par récurrence.

+ 3J A
1) IMys6y € R I v(x,¥)] < My J! 83 j=0,1,2,...
ax?
(x,y) B

J - .
2) Js, e R *J;T Tog V(u-x)2+y%| < (§-1)16) = 0,1,2,...
ou (x,y) € 9B
uel
Démonstration
. n .n n.n .
1) On sait que & 3 m %o Yo Converge, lam,n xoyol est donc borné par o > 0



v{x,y) = 1 ( I an m _ym)xn (x,y) ¢ B
n=0 m=0 ’

'—%1 Y(X,)’) = ‘f ( E a ))“) ﬂ(n~1).,.(n-j+1)xn-j

X n=j m=0 n,m
j 0 . Xg
P) o y \m . X \n=j
= vy) = T (xoa (L)) n(n-1).. . (n-je1) - 200
ax n=j m=0 n,m yo 0 x0 xg
d'ou : j - - _
Syl s o3 n(ne).. (neger) L
axJ n=j m=0 0 0 lx '
170
or :
h X h
G =2 < 15 s Dy
Yq p ' X p
d'od .
r—iT v(x,y)| = ——15 ; n(n-1)...(n-j+1) ({yn-d
ax3 %, IJ 5 n=d P
1, 1.,(3) . o j!
I'"é“" 'Y(X;.YH < 2 (=) 3 v : .
J J _h 1w/ _h Jih- By (1 B g+l
X |X0| 5 u 5 1 |X0|(1 p) (1 p)
VA A = a =
- d'oil le résultat avec M1 = ZE:—gSE 61 --E;;;a;ggl

2) On a déja remarqué que :

(x-u+1y) |x-utiy|?

Or siuelet (x,y) e 3B [x-utiy| 2 p-h d'oii Te résultat avec 8y =~

p-h

11.3.6. - Damonstration du theoreme

p-1 4P-3-1
Conmencgons par majorer | Lhi. Tog v(u-x)2+y2, ——1 v(X,y) par
j=1 auJ XP J-1
S J p-j-1
r (3-1)! 85 My (p-3-1)! & pour (x,y) e aB uel
j=1 1

ce que nous écrivons :

p-1 . . o
SM jil (3-1)ts) p-2-(3-1))1 of 2-(3-1)
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nous pouvons encore écrire cette quantité sous la forme :

. o pe2-3
p-2 jt &) (p-2-j)1sh e

M, (p-2)!
§,M, (p-2) jiO (p=271
§,M 5,M
< pt S (5)45,)P72 - p(g_%) L pt (sy45,)P
p(p-1) (87%85)

Nous en déduisons immédiatement qu'il existe ap et By tels que

p-1 Y .p-j-1
;j 2 =5 log Va7 o y(x,y) dxdy < oy pl 6P
3B j=1 au axP

De plus i1 vient immédiatement que

I11.26

' p
l[ Tog YTu=x)Z+y? 9—5~y(x,y)dxdyl s My p! 5? j [Tog v{u=x)Z+yZ|dxdy
B X B

or J log /{u-x)?+y2 dx dy est une fonction continue de u.
B

IT est aisé de voir que J [Tog V{u-x)Z+yZ|dxdy est donc bornée pour

ueletil existe a, et B, tels que :

p
IJ Tog v(u-x)2+y? é—ﬁ-y(X,y) dxdy| < a, p! Bg
B 3ax

Enfin

p-1
| e AT 25r v(c.y) dnay] <
9 X

My (p-1)1 6P J aﬁ_llog M(u-x)2+y2| dy

et puisque (x-u)?+y? > (p-h)2 i1 existe donc o, et g. tels que la quantité
3 3

ci-dessus soit majorée par : as p! Bg.
=IT vient donc : |S(p)(u)l < (aleg t a, Bg + ag Bg)p!

uel
et nous avons donc. : ]S(p)(u)| <Mpt &P avec

§ = Max{al, 32, 33} m ={a1 + o, + a3}
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CHAPITRF v

MATRICES DE TRANSFERT ET FONCTIONS DE PARTITION

INTRODUCTION

A ce chapitre commence une partie plus algébrique de ce travail.

Aprés avoir montré le réle fondamental des fonctions de partition, de
leurs racines, de leurs coefficients dans 1'étude des singularités de la
fonction d'énergie nous allons étudier ces fonctions de partitions et
leurs constructions.

Le procédé le plus adapté a la construction des fonctions de partition
est celui des matrices de transfert. Ce procédé trés classique en physique
([31 [5] [101) est généralement utilisé de deux maniéres. La premiére
correspond au cas oil 1'on peut diagonaliser effectivement les matrices

et elle méne & des solutions analytiques ; 1'exemple classique en est

le modéle d'Ising (voir chapitre VI). D'autres exemples seront trouvés
dans [5] tome I. La seconde maniére consiste d localiser les racines des
fonctions de partitions. Les théoréemes généraux sur la localisation des
racines des polyndmes ([4] [6] [8] [13] [16] [17] [231), ne sont pas d'un
grand secours. L'idée de faire apparaitre la structure physique d*ou
provient le polyndme a permis a Lee et Yang d'é&tablir un célébre théoréme
de Tocalisation de racines ([14] [25]}).

L'idée de chercher des théorémes de localisation propres aux fonctions

de partition a &té reprise par T. Asano ([2]1) et D. Ruelle ({157 [18] [19]
[20]) et bien d'autres. De trés nombreux résultats ont été trouvés

([11 [97 [11] [12] [21] [22}...).

Ce chapitre est consacré & la construction des fonctions de partition a
1'aide des matrices de transfert et a 1'étude mathématique de ces matrices
qui sont des matrices polynomiales & coefficients positifs, ainsi que des

Iv.1
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polyndmes que 1'on peut construire 3 partir de sommes et produits de
matrices de ce type. Un théoréme de localisation est établi dans un cas
assez général. Le reste du chapitre est consacré a 1'étude des racines
de polyndmes de la forme :

Trace (Mp(z))p

ol Tles Mp(z) sont des matrices polynomiales. La généralisation d'un théoréme
utilisé en physique pour les systémes unidimensionnels (31 [7]1 [24]),

est donné, ainsi que 1'explicitation de cas particuliers et des exemples
visant a montrer la richesse du probléme.



| - MATRICES DE TRANSFERT : DEFINITION ET FORMES TENSORIELLES
POUR DES MODELES A SPINS D'IsING

I'.1- LES MODELES D'INTERACTIONS ET LES MATRICES DE TRANSFERT [31

Considérons un systéme &lémentaire pouvant prendre n états numérotas de
1 & n. Associons & 1'état i un nombre E(i) : 1'énergie du systéme dans

1'état i. Ce nombre sera un entier relatif par exemple.

A un systeme élémentaire on peut associer la fonction :

T E()
1=

1

qui n'est autre, sous une forme simplifiée, que la fonction de partition.

Considérons maintenant le systéme formé de p systémes &lémentaires de
type précédent :

I1 peut prendre nP étafs. L'énergie associée a 1'état (11,12,...,ip)
sera égale a la somme :

1) des énergies de chaque sous systéme

E(1;) + E(i,) +...+ E(ip)

2) d'énergies d'intéractions de chaque sous-systéme avec le suivant,
le dernier interagissant avec le premier :

E'(i1a1g) + E'(1p0ig) 4ot EX(i i ) + £ (i)

La fonction de partition associée serait :

Note : Pour des raisons évidentes dues a la physique du probléme on posera -

souvent z = e B

Iv.3
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S (2)= S , (E(il)+E(12)+..+E(ip)+E-(il,12)+E-(12,13)+..+E(1p,g

p it . _— p
(11,12,...,1p)c{1,2,,..,n}
Si on considére la matrice M(z) « 7%; n(H2 [z]1) définie par son terme (i,j) :
LGRE(L3) G

On a :
n. . t...+tN +n.

n. .+ . . .
S (z) = 5 z T2l pol3 p-12Tp Tpola
PR P -

trace(M(z))p

w
—~~
N
~—
il

Cette matrice M(z) sera appelée matrice de transfert.

Exemple

Considérons la chaine de p systémes & deux états avec :

E(1) =E(2) =
E(1,1) = E(2,2) = 0
E(1,2) = E(2,1) =

et on a :

- e o o e s " W -

Nous pouvons considérer des systémes SK différents :

SK prend Ny états. L'énergie interne de Sk dans 1'état ik
est Ek(ik).

L'énergie d'interactions, de Sk dans 1'état ik et Sk+1 dans 1'état ik+1 est
Ek(ik’1k+1)

En construisant les matrices Mk(Z) G%an’nk+l (R [z])  de terme (1 »ip,p)
ZEk(ik)+Eé(ik’ik+1)
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on a : E. (i V4E (i . vrs vrs ..
. , 1(11) 2(12)+...+Ep(1p)+E (11,12)+E (12,13)+..+E‘(1p,11)
ilé{lﬁzg---3n1}

i (12,0 )

égal a : Trace(Ml(z) Mz(z) cen Mp(z))
Les différentes matrices Mi(z) seront aussi appelées matrices de transfert.

A e e ey e N e s e B WD > - . Ga A s e " v " 1 S =

Dans le cas le plus général du paragraphe 1.1.2 on peut écrire Mk sous
Ta forme d'un produit de deux matrices :

M (2) = A (2) B,(2)

A (2) E“ink,nk<“ [2])

E (i)
ol A (2z) est une matrice diagonale définie par : Ak(ik,ik) =z Kk
B(2) <M (R [21)
oil k*"k+l
Ef(i, .1, ,,)
= k® k+l

( B (iyo1pyq) = 2

1.2 - EXPRESSION DES MATRICES DE TRANSFERT POUR DES MODELES DE TYPE D'ISING
FORME TENSORIELLE ([53C107)

Ces formes particuliéres de matrices de transfert seront surtout utilisées
dans les chapitres V et VI mais elles s'introduisent naturellement dans
le cadre présenté ci-dessus.

L e R e e L R e e 2k L = Yo g gty Apwdiinunip St b gcl S et

Un sous-systéme sera un systéme de n spins a valeurs +1. Ce sous-systéme
prendra donc 2" stats.

La numérotation se fait par récurrence. Les &tats d'un systéme d'un seul
spin sera :

Etat 1 : +1

Etat 2 : -1
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Pour deux spins on prendra la numérotation suivante :

Etat 1 : +1 +1

Etat 2 : -1 +1
Etat 3 ;: +1 -1
Etat 4 : -1 -1

Ny :
ler spin 2éme spin

Plus généralement pour un systéme de n spins on considérera les états ol 1le
dernier spin vaut +1 suivis des &tats o le dernier spin vaut -1.

I itk Rt =P et oo M)~ L I

) e G0 ()

On pose

T =1818............. 81
S. =1818...058 81 n produits
C. =1816...8C8 8 1

peme position

Les produits @ étant définis par :

[we)
]

(b A6 B = (b;A)

ij)

Sr est une matrice diagonale et
Sr(i,i) = valeur du spin r dans 1'état i

1 si i et j ne différent que du spin r
Cr(i,j) =

0 sinon

pour r = 1,2,...,n et i,j = 1,2,...,2"
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Démonstration

Elle est évidente d'aprés la numérotation des &tats de spins choisie. A
Donnons plutét un exemple pour un systéme i deux spins cité plus haut.

+] 1
a2 0 , 0
S, =581 = S, =188 =
1 () +1 2 () -1
-1 -1
01 00 0 010
Cl =C91 = 1 0 00 C2 =18C-= 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 o
0 01 0 01 00

Exemple 1 : Interaction entre deux chaines de n spins

1 92 , , %
LT TTTT.
91 N
Soit o=] %2 1'état de la premiére chaine et v=[ ™2 1'état de la seconde.
Sn T

Par rapport au paragraphe I on prendra z = e P

On suppose 1'énergie interne de la premiére chaine dnnée par :

= d o= 1l
rorfr+l (941 = 99)
I1 est facile de voir 1a matrice qui correspond aux états internes du sSys-
téme de la premiére chaine peut se décomposer en un produit de n matrices
diagonales chacune &tant affectée a une liaison. La matrice correspondant
i la r°me liaison est :

(ch (8d ) 1 + (sh(83,)) S,5,,;)
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et la premiére matrice sera :

((ch 3 )M + (sh I8, Spi1) (%)

o
I
==

r=1

Si 1'énergie d'intéraction entre deux lignes est donnée par :

n

J
- I 9Yo.1
r=1 rrr

on remarque que la seconde matrice sera :

n v v
B= n (exp(gd )l +exp(-J,)C,) (%)
r=1 :
En effet regardons le terme B(i,j) de ce produit commutatif. I1 peut
s'écrire :

C z... ) Bl(i’kl)BZ(kl’kz)'j'Bn(kn-l’j)
12722 n-g

ol B‘n désigne la matrice du produit oi figure 5r’

On voit qu'il n'y a qu'un seul terme de cette somme qui n'est pas nul.

Regardons en effet Bl(i,kl) par exemple. I1 n'y a que deux tecmes

By(i.ky) # 0. By(i,1) = exp(sd;) et un terme B, (i,k) = exp(-8d;) od k

est le numéro de 1'état qui différe que du spin numéro 1 de 1'état 1.

Le choix de Bl(i,i) ou Bl(i,k) est imposé par le fait que i et j différent
ou non du spin 1. En effet si le mauvais choix est fait on sera amené par
la suite & prendre un terme nul.

IT en résulte que si i et j différent par la valeur des spins il,iz,...,im
(M = {11,12,...,1m}L B(i,j) sera :

v v
1 exp(BJr) I expéedr)
réM reM
qui est égal a :

v v
exp( = BJr - T Bdr)
riéM reM

ce qui est bien le résultat attendu.

(x) les produits sont commutatifs
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Exemple 2 : Réseau cubique

On considére un réseau cubique dont la tranche comporte n? spins et dont les
laisions sont numérotées de la facon suivante :

2| 2
i, n
I
r Jr
nt] | nt2” 7n
n
Les m%_trices correspondantes sont (avec toujours z=e'B)
n
= 1 2 2 2
A rﬂl ((chpal )l +(shgd2)s s . ,)((chpd2)3 +(shpd2)s, S, 1))
n? v v
B = nl (exp (8J ) + exp(-8J,.)C,.)
r=

v - - - - :
oli Jr désigne 1a valeur de la liaison entre les sites r des deux tranches.

Exemple 3 : Introduction d'un champ magnétique ( chapitre I paragraphe I1.2.1)

IMlustrons ceci sur une chaine de spins.
Si 1'énergie interne d'une tranche devient :

[+]
- I Jr °r0r+1 -Hr o,

et si on prend z=e

on voit qu'il suffit de transformer le produit A en produit :

n o o
3 ((chgd )1 + (sh8d )S.S.,1) ((cheH)T + (sheH)s, )
r=
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IT - MATRICES POLYNOMIALES A COEFFICIENTS POSITIFS

IT.1 - LE CADRE DE L'ETUDE

Nous allons étudier des matrices M(z) e”mn,n(ﬂ% [z]) définies par

M(z) = (2 123 g5 N iLi= 1,
Les matrices M(z) du paragraphe précédent se transforment en de telles
matrices en multipliant par une puissance de z convenable, sans perdre aucune
généralité du probléme.

Le probléme physique est toujours 1'&tude de 1a fonction :

f(t) = Tim l-]og Trace (M(et))p
prte P
IT est connu depuis longtemps que cette fonction de t est indéfiniment dif-
férentiable (et méme analytique) pour t ¢ R. L'arqument en est ([31) que
f(t) = log A (t) ou Al(t) est la plus grande valeur propre de la matrice
(e ). M(et) étant positive et irréductible, d° aprés le théoréme de
Perron-Frobenius, A (t) est donc unique et strictement positive. La perte
d'analycité ne pourra1t avoir lieu qu'en cas d'égalité des valeurs propres
de plus grand module ce qui est exclus.

Ce résultat de non existence de transition de phase pour des systémes qui
ne s'accroissent que dans un sens, unidimensionnels, est bien connu.

Une autre fagon de résoudre ce probléme serait d'étudier les racines des
polyndmes ( ch.II Théoréme ITI )

Trace ( M(z) )p

et de montrer qu'il ne peut y avoir accumulation de racines sur 1'axe réel
positif. Cette approche se révéle fructueuse car elle peut se généraliser
a des produits de matrices qui ne sont pas toutes égales et donc & des
systémes unidimensionnels non réguliers : 1'argument du théoréme de Perron-
Frobenius n'étant plus valable pour ce genre de matrices.
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[1.2 - ETUDE DES RACINES DE S (z) = Trace (M(z))P

Nous avons M(z) eﬂzn n(R [z])
avec
Sp(z) = trace (M(z))p

Nous allons montrer que pour tout z e R;il existe un voisinage dans € de
z tel que aucun des polyndmes Sp(z) n'admette de racine dans ce voisinage.

Plus précidément nous montrerons que pour tout m et M réels vérifiant
0 <ms< M, il existe 0 ¢ ]2; tel que :

=> Sp(z) £0 ¥p ¢ N
ATm(2)

¥ ne(z)

L'idée est de remarquer que pour z réel positif (M(z))p reste a termes réels
positifs et d'essayer de généraliser a z "presque réel positif". "En gros"
on montre que tous les éléments de(n(z)frestent d'arguments voisins (mais
non d'arguments nuls). :
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Notation

S(y) désigne 1'ensemble des secteursSY fermés d'ouverture y privés de

1'origine. 4Jm(z)
S, e S(v)

Re(z)

Probléme 1

Soient n nombres complexes donnés appartenant a un secteur S6 e S(9)
avec 0 < 8 < w/2 : zj ::ra el . j=11L...,n
Pour tout ¢ positif vérifiant ¢ + 6 <u/2 nous voulons localiser les

nombres :

sous les contraintes 0 < ¢j <¢,J=1,...,n.
Nous avons la propriété suivante :

Avec les hypothéses précédentes i1 existe S, ¢ S(¢) tel que

¢
i¢j .
. zj e € S¢, V¢j e [0,41, Jj=1,...,n

LI o =]

J
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Démonstration

Par une rotation on se raméne au cas ol ej e [0,0] et
Q zZ. ei¢j = : r. e(ej+¢j) = : (r; cos(o+¢.)+ir. sin(e.+4.))
ja1 d jo1 SRR N RN NS

Il est clair que les parties réelles et imaginaires sont respectivement
décroissantes et croissantes (en ¢j). Le nombre complexe de plus grand argument

que 1'on peut obtenir est
n i
o
j=1
et celui de plus petit argument

n

L
R
J=1

ce qui prouve le résultat (la somme ne pouvant &videmment &tre nulle).

A noter que le secteur s'appuie sur le "centre de gravité" z, des zj et

son transform’ par rotation de o.

Probléme 2

Nous nous donnons toujours les z. ¢ S

j 5 (6 < w/2) et nous étudions le

lieu des points :

n
L m, 2.
jop 373

sous les contraintes : 0 <m < mj <M, Jj=1,...,n.

Il existe un secteur Ske e S(ke) avec 0 < k <1 tel que :

m 3 N
RIS I Sk » ¥my € [m,M] j=1,2,....m

k étant fonction de 6, m et M.
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Etudions —— (g m; z,) = 1. z. avec .
m.j‘]‘] J'JJ J

Or le lieu des points LE4Z5s 0 <gx< £y < £ est un polygone strictement

inscrit dans 1'enveloppe convexe des gj. Les points = mJ.zj sont donc

dans un céne strictement inscrit dans Se .

#Im(z)

>
Re(z)
Démonstration
On se raméne par rotation au cas ej € [0,6]1 et on étudie 1'argument ¢(m)
de miz;. La tangente de cet argument est :
J .
r. S .
§ mr; sin eJ
tg(¢m) = T(m13°--3mp) - T m.r. cos o.
j JJ J

son minimum est réalisé pour (vl,...,vn) et son maximum pour (ul,...,u ).

L'écart entre le maximum @u et le minimum @v vérifie

tge -tg¢

tg(¢u'¢\)) = +tg¢utg¢\)

ce qui égal a :

‘E ,' .(:()Se.’ EI .' . Si“e-," 2[ -‘ H (:‘)Se.’ Z 1. 51“6-
. . . -, 03 CO 6- ' Z . . S “e- Z“-‘ . Sine'5

i j i jid

ce qui s'écrit :

IV.14
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Eorara(va -y )S1n(6J-0 )

i<j T iJ ji
2 - .
§v1p]r1+ er1 J(v1uJ+v 1.)cos(ej 61)

I1 est clair que
2 ror(vp vy )s1n(6 -0, )

i
0 < tg(p ~¢ ) s 1J 31
' £orsrs (v1u oMy )cos(e ~6)
i<j J
, Y
0 < tc - < —
ta(e -4)) < (Még I 11IJ,L\,Ju]I) tg o
(~—'>< —J) 1
0= tg(¢u-¢v) < Max I —41——~—-_——— | tg e
i,J (1 X—J—)-i-l
oY
IR
= U9l ~¢ ) < 960
BV (2)24]

ce qui prouve le résultat (la combinaison linéaire ne pouvant toujours pas
étre nulle).

THEOREME I1.2.2 : Localisation en "secteur" de combinaisons linéaires de

nombres complexes.

Soient n nombres complexes donnés z; appartenant a Se (€S(8)) avec
— n

0 <0 <u/2. L'ensemble des nombres '20 Zj“j sous les

contraintes =

OsArgajsq; $ + 0sa/2
0 <m < lajl <M

est contenu dans un secteur S avec 0 < k < 1, k étant

fonction de 6, m et M.

¢+ko

Démonstration

- e - - e > o -

Elle n'est que la concaténation des propriétés 2 (appliquée & rz. I“JI)

i arg o.

et 1 (appliquée & zz.la.le J ), le centre de gravité des Z Ia |

ayant méme argument que Iz, Ia | .
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e e vt B A WS R D G e G e D G S S A e M S e W S P G S B s e e e e s e S v e b o e

o o AR e - G . A -

‘ n, . '
Soient V = (Vi) € Cn, M(z) = (z 1"]) €/m;n,n(IR [z]) et Se un

secteur de S(8) vérifiant :

~—
1

0<o <1/2 Wes, i=1,2,....n | (H)
n, e N |Z]e [as,B8] 0 < o < 8 donnés

IT existe y tel que si 0 < Arg z<vy alors toutes les composantes
de Mp(z) V appartiennent a un méme secteur Sg dépendant de p
mais d'ouverture invariante.

Démonstration

- -

M)V = (zz 9y,
; j

Or les ni; étant en nombre fini et |z| borné il existem et M :

0<ms< M tels que :

n..
O<m < |z 1J| <M ,i=1,...,n, Jj=1,...,n

n..

et de plus : ¥o>0,3F v :0<Arg z => 0 < Arg z Ve

IA
<

i=1,...,n, j=1,...,n
En utilisant le théoréme II.2.2 i1 suffit de choisir vy pour que
o+ ko <0, o < (1-k)e

et toutes les composantes de M(z) V appartiendront a un secteur Sé.
Le reste de la démonstration se fait par récurrence.

Il existe vy tel que si 0 < Arg z<vy alors toutes les composantes
de VTMp(z) appartiennent a un méme secteur Sg (dépendant
de p mais d'ouverture invariante).

=~

Démonstration identiqué a celle de la propriéte 1 .

- bt - - -
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THEOREME I1.2.3 Localisation en secteurs des termes de (M(z))p

Soit M(z) « M, , (R 1z1) r(z) ("3 n, i€ N
¥o ¢ 10,0/2[, VauB : 0 < < B 4 yte] que :

0<Arg z<y ¥p il existe un secteur Sp contenant tous les
=> éléments de Mp(z)
a < |z| <
Démonstration

Posons ¢ = 6/3. On peut choisir comme vecteur V une colonne (ou une ligne)
de M(z) et montrer qu'il existe y tel que pour 0 < Arg z <y tous les compo-
santes d'une méme colonne (ou d'une méme ligne) de Mp(z) se situent dans

un méme secteur d'angle ¢ (dépendant de la ligne ou de la colonne).

A In(z) secteur d'ouverture e/
pour la lére liqne —
<\r_f

on voit inmédiatement que tous les éléments de Mp(z) sont dans un secteur
Sge, par transitivité.

Corollaire du theoreme I1.2.3 : Exclusion des racines de Trace Mp(z)

Soit M(z) « M (R [2]) M(z) = (2"T»d) n; ;e N
VQ,B:O<Q<B,3 vy tel que
a s |z] <8
=> trace Mp(z) #0, ¥pe N
-y <Arg z < v
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Démonstration

Pour 6 10,m/2[ et «,B on choisit  y>0 d'aprés la méme démarche que dans
le théoréme 11.2.3 . Les z considérés sont tels que tous les &léménts de

(M(z))p soient dans un méme secteur d'angle 6 . La somme des é&léments
diagonaux ne peut donc pas é&tre nuile .

(car ils appartiennent tous & un méme secteur d'angle < w/2).
Le résultat est vrai pour Arg z ¢ [-y,0] car le polyndme est a coefficients
réels.

IT.3 - GENERALISATIONS

Soit M(z) énZh n (R [z]1) les coefficients M. J.(z) &tant .des polyndmes a
coefficients réels positifs et non tous identiquement nuls.
On peut énoncer 1'équivalent du théoréme 11.2.3

THEOREME II.3.1

¥o ¢ ]O,n/Z[, ¥o,8 : 0 <o < B 3Y>0 tel que

0<Arg z <y¥y pour tout p il existe un secteur Sg
=> contenant tous les éléments de (M(z))p
o< |z] <8
Démonstration

Pour Ara z =0 et a < |z|] < B on constate :

1) Arg Mi,j(z) =0 i,j=1,...,n

2) IT existe my et My : 0 <my < M, tels que :
my < {Mi’j(z)ls My §.d=1,....n

Par continuité on peut donc affirmer :

1) Pour tout ¢ > 0 i1 existe Y¢ > 0 tel que :

0 = Argzsy¢ :g 0< Arg M, .(2) < ¢ i, =1,...,n
o< |z| <8 1>d
2) 11 existe Y1>0 et m,M: 0<ms<M tels que :
0 < Argz =< Y1
as|z] <8 = ms |Mi’j(z)l < M i j=1,....n

La démonstration se copie alors sur celle du théoréme II.2.3 .



Corollaire

Avec les mémes hypothéses on peut énoncer :

Va,g : 0 <cac<p Jye R tel que

=> trace Mp(z) #0
-y < Arg z '

In

”

11.3.2. ~ Produits de matrices & coefficients monomiaux

e o D s R G S M G R G G T WP e e G G G G A M e R G e e G S S

Nous pouvons considérer une suite de matrices Mk(z) € ﬂén n(nz {z]) a
?
coefficients monomiaux

nk

Mk(z) = (z 1"]) n; ; ¢ N
La généralisation du théoréme I11.2.3 est alors :

THEOREME 11.3.2

Si les n? .
tout ¢ 10,7/2[, pour tout a« et B vérifiant : 0 < a< B il

existe y > 0 tel que :

0 <Arg z <y Tous les termes de la matrice
= (M (z))p sont dans un méme
as|z] =< B secteur Sg .

Démonstration

Elle est identique a celle du théoréme 1I1.2.3.

Corollaire

- - - - -

Avec les mémes hypothéses on peut énoncer :
¥a,B 0 <ac<pg Jye R tel que :

IA
~N
A
™

o]

=> Trace (Mg(z) £0

In
o
=
[l
N
IA
=<

=Y

sont uniformément bornés en i,j,k, alors pour -

Iv.19
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..._——...—-_-.___...--—_._—-_-.._—_-—--__...__—-..-—..-._---—_—_...__—__-_-....—__-.

- s i -

Nous pouvons énoncer le méme théoreme qu'au paragraphe précédent en prenant
des matrices :
M, (2) e%nk,mk(R [21)

nk .
M (z) = (z ') nk .o N

avec la condition de compatibilité sur les produits :

mk=nk+1 k e N

Si Tes n? j sont uniformément bornés en i,j,k, alors pour

tout 6 €10,w/2[, pour tout o et 8 vérifiant
0<acx<p
il existe y > 0 tel que
0 <Arg z < v % Tous les termes du produit

=> Ml(z)MZ(z)...Mp(z) sont dans un
méme secteur Sg, pour tout p € N

Corollaire

Avec les mémes hypothéses on peut énoncer :
Vo8 0 <a<B :Jvysqg tel que :

o< |z =8 -
% =>  Trace (M;(2) MZ(Z)"'MP(Z)) £0

-y <Arg z <y
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[I] - AUTRES LOCALISATION DES RACINES DE trace(Mp(Z))p

I11.1 - LOCALISATION DES RACINES DE Trace(M(z))P

Plagons nous dans le cas ol :

M(z) W, , (Ri21)

et notons Al(Z), AZ(Z) yeoes An(z) les valeurs propres de la matrice M(z)
rangées par ordre de modules décroissants :

M@ 2 D)z = [ (2)]

I1 peut y avoir ambiguité pour la détermination de Ai(z) en cas d'égalité de
module mais il suffit de trouver une détermination de Ai(z) parmi les dif-
férentes possibilités.

Dans le théoréme qui suit on précise une pkopriété utilisée couramnient en
physique ([7]).v

THEOREME III.1

Soient Sp(z) p e N les polyndmes définis par :
Sp(2) = trace(M(z))P

et Rp 1'ensemble des racines de Sp(z). On a :

n U Reedze €3 n(2)] = D)) =8
ne N k=n

En particulier les points d'accumulation des racines des
polyndmes Sp(z) sont contenus dans ¢°.

Démonstration

Soit a ¢ [0,1[. Posons :

I

r
o

v

[z eC:aly] > IAZI cee2 lxnl z 0}

-
i
v

Era={z e € : le(z)l |A2(Z)] > alAl(z)I}



On a : a oy ={ze C: |xa(2)] = |r,(2)]}
(16[0,1[ o ] 1 2
Soit ae [0,1[ etz « r, - On a :
n o as(2)
- P 1 p
Sp(Z) (r(2))" {1+ 122 C;I(Ey) }

(on ne peut avoir Al(z) = 0). D'ol :
I5p(2)] 2 |2, (2) [P(2-(n-1)”)
IT existe p(a) ¢ N tel que :

1-(n-1)o® > 0 ¥p

v
o
—~

Q
—

Pour p > p(a) on a donc :

A%
©
~~

Q
L

R. ¢ ¥p

et ' étant fermée :

n u Rocu Ry < v
peIN k=zp k=p(a)

Ceci est vnai pour tout o ¢ [0,1[ et on a le résultat :

o

Les valeurs propres sont 1xz. Pour que ces deux valeurs propres soient de
méme module il faut et il suffit que 1'on puisse écrire :

14z = (1—z)e1¢
z(1+ei®) = eiQ—l

ce qui est équivalent a

1v.22
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Z cos ¢/2 =i Sin ¢/2

On voit donc que ES= {ix : x € IR}

Sur cet exemple on peut trouver effectivement les racines de :

trace(M(z))P = (1+z)P+(1-2)P
. ig . 2Ku
i — 4 Z2 "
k. eP P pour k = 0,1,...,p-1 les racines peme d

Soijent e e -1.

Les racines de (il+z)p+(l—z)p = 0 sont donc données par

(1+2) = (1-z)e1®k

ce qui donne tout calcul fait :
s a , Kn - - p-1
z-- i tg(?ﬁ-+ TT) k =0,1,...,p-1 k¢ 5

Remarque

Notons qu'en dépit de sa simplicité de formulation le probléme de 1'é&tude du
lieu '

B=lz e t: |7(2)] = r(2)])

est trés vite trés compliqué méme sur des exemples précis. Sur un exemple de
physique ([24]1) on pourra juger de cette complexité mais aussi de la "richesse"
du problémeen ce sens que les lieux & peuvent avoir des formes trés variées.

I1T.2 - GENERALISATION DU THEOREME III.1

D'un point de vue mathématique, la généralisation du théoréme III

“se passe" bien. Malheureusement 1'utilisation du résultat est trés déli-
cate et ne permet pas @ priori de traiter des exemples que 1'on ne traite pas
par d'autres méthodes, comme nous le verrons dans le paragraphe III.3.

L'aspect positif de ce théoréme est certainement de montrer que 1‘'on ne peut
raconter "n'importe quoi" sur un probléme aussi général et que les généra-
Jisations "intuitives" du théoréme III sont en général fausses.
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IIT.2.1 - Notations

Soit {Mp(z)}pGIN une famille de matrices, Mp(z) ¢ 4@m(p)’m(p)(ﬂ2[z]).

La taille des matrices m(p) dépend de P
On pose:

rang(Mp(Z)) = r(p)

A{p)(z), Aép)(z),..., Aé?g)(z) désignent les valeurs propres de Mp(z)
nangées par modules décroissants (ou égaux, 1'ambiguité n'est pas génante).

On pose :
Ptz e € :wa{P(z)] > AP (2)] |A3(,p)(z)|2...ZIA[gI()F)))(z)I}

2 [
Sp(z) = Trace (Mp(z))p

Ry = {zc €25 (2) = 0)

Si lim oP r(p) = 0 pour tout ae [0,1[
Alors k

[ nUYOt

n
" aef0,1[ p k=p

(Ce théoréme s'applique en particulier lorsque r(p) ~~ pa a > 0).

prte
Démonstration
Soit ae [0,1[ et pe N.
Choisissons Z2e n Fk
kxp ¢
Nous avons donc : alkgk)(z)| > lxék)(z)] Yk 2 p
et en particulier : vxl(z) #0 ¥k =2 p

De plus :
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) r(k) 2{8)(z) )

= (o (K) :
S (2) = (7 (2)) 1+ N §}]3?;;3

5.2 = @)% a- -1

Puisque : ak r(k) - 0
K>+
a partir d'un rang p(a) Sk(z) ne peut plus s'annuler pour z € n Pt
Donc : kzp
u R c n Pk pour p = p(a)
kep P k=p ¢
v R« Uy pour p > p(a)
kep P k=p
d'ol ———e
ac 0 U Yk
p kep ©

et ceci pour tout o ¢ [0,1].

IV -~ QUELQUES EXEMPLES

Je vais traiter quelques exemples pour illustrer les différentes
propriétés et théorémes de ce chapitre.

IV. 1 - LEMME

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'équation du
second degré:

z2 - pz +q p,q € €
admette deux racines de mémes modules Z et z, = z eiQ (¢ € IR)
est que :

p2 = 4q cos?3y/2

On peut résumer la condition nécessaire et suffisante pour que
les deux racines soient de méme module par : il existe a € [0,4]

p? = aq.
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Démonstration
. _ i
Soient Z et Z, =2z, @ o ¢ IR
On a : p = 2,+Z, = Z (1}e1®)
’ 1°°2 1
2 .
q=2 2, =2 el?
mais p=2 Zy em)/2 cos ¢/2

d'ol p2= 4q cos?y/2

Réciproquement, considérons 1'équation :

1l
o

z2-pz+q
avec

p2 = 4q cos29/2
On a :

A = p2-4q = -4q sin2¢/2

Soit t 1a racine de q qui vérifie

p =2.cos ¢/2-t
on a :
A= (-2.i.sin ¢/2.t)2
et (2152,) = (t e-1¢/2, t e+i®/2)
. _ io
donc on a bien z, =2z, €

IV.2 - DES EXEMPLES

Les deux premiers exemples traitent de 1a localisation de racines
de polynémes trace(Mp(z))p. Le dernier exemple est une application a la
localisation des racines de polynémes définis par une relation de récurrence
linéaire. '
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Exemple 1

Soient {lp}pGIN [mp}paﬂi deux suites a valeurs entiéres vérifiant
mp/gp= ke IR, Vpe IN.
On considére les matrices :

z z } . 1 |
Pl )
PO p
z z1. 1
Mp(z) = 1 1
P : "p
1 11, 1
-~ - .
p m
En posant :
1y} /(_)
'} 5 £
p * p
y - ! v=| O
0 1 ]

e
. =
o
—
(S
=2
=]

1a matrice Mp(z) peut se mettre sous la forme :
Mp(z) =z uul + uvT + vuT + va

La matrice Mp(z) est de rang 2 et les vecteurs propres sont dans le plan
des u,v.

Pour trouver Tles valeurs propres il suffit d'exprimer Mp(z)u, Mpv dans
la base u,v. Ceci donne la matrice 2 x 2 :

44 m
P

qui , au coefficient multiplicatif prés zp , a mémes valeurs propres que :
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1 k
solutions de (z-r)(k-r)-k = 0
A2 ~x(k+z)+k(z-1) = 0
D'aprés le lemme IV.1 une condition nécessaire et suffisante pour que cette
équation admette deux solutions de méme module est qu'il existe a ¢ [0,4]

tel que :
(k+z)2 = a k(z-1)

Eliminons le cas z=1 qui. implique k = -1.
Regardons maintenant la condition :

(k+z)2

k(z=1y € R

qui peut se mettre sous la forme

(k+z)2(z-T) = (K¥2)2(z-1)

ce qui est équivalent & :
(z-1)(z-1) = '(k+i)2 ou z eR

En précisant que a'¢ £0,41:, on montre facilement:que ze R ne peut convenir
ce qui implique que z appartient au cercle de centre 1 et de rayon k+l1.

H]

De plus si on pose maintenant :

zZ= 1+(k+1)eie

0 < é%;%%; <4

K

la condition :

est équivalente a : cos? ¢/2 < oT
ol cos 6 < Ei%

Cette condition peut s'exprimer aussi par :

@eZSk

ce qui donne la localisation illustrae par le schéma suivant.



Notons que 1'exclusion d'une partie du cercle au voisinage de 1'axe réel
positif est conforme au corouaire du théoréme II11.2.3.

fm(z) X
X
. >
ok Re (z)
)
;
Exemple 2
Considérons la matrice :
d d
z'p . z P 1 1 )
;1 :d : : 9“p
M_(z) = z P . z P 1d é Y
p 1 z P z P !
. . : m
. d d P
1 1 z P z p ’
- 2 oas ~ut >
p ™
d > 3 X .
avec b Qp mp € IN* pour tout p
1 0 ”
. 2 : L
. p ' p
' 1 0 |\
En posant u = 0o |} et v = 1 i
0/ 1/ v
d
On a : Mp(z) = 2 p(uuT + va)+uvT + vuT.

Les deux valeurs propres non nulles de cette matrice sont celles de la

matrice :

IvV.29



1v,30.

P Yot p mpr
donc solution de : d 2d

2. P P.iy = 0
A A(zp+mp) z P+ zpmp(z )

Regardons Sp(z) = trace (Mp(z))p.

D'aprés le lTemme III.3.3. une condition nécessaire et suffisante pour que
les deux racines z; et z, vérifient :

“~

.i
zz=zle¢ ®eR est que :

p?2 = 4 cos?(s/2)q

On peut d'ailleurs en déduire de plus que si Al(z) et Az(z) doivent vérifier
(z) + Az(z) 0 11 faut et i1 suffit que :

+3§l k=0,1,...,p-1

k=1E

Dans notre exemple cela donne :

, 2dp 2dp ,
= - ®
(zpﬂnp) z 42pmp (z 1) cos® ¢/2

ou 2d
z pU%M1V4zm

2 = -4 2 ¢/2
b o™ cos< ¢/2) 42 m_ cos /

PP

2d ,
Le coefficient de z P ne peut étre nul que si cos? (¢/2)= 1 ce qui est

impossible car le second membre serait égal a -42pmp;

L'ensemble .des points z tels que A?(z)+xg(z) = 0 est donc donné par :

2d -4 o cos29/2

Z p: p Q:.I-}--gﬁ k=0,---,p"1
e (1 +n )2-42 m, cos2¢/2 P P
et 'en posant 2.(\, +\,_B) 51
1 i ' ' .

5
22dp = cos q)/z - d = E'i’ g_l_(_ll: k = 0,-..,p'1
yﬁ- c0s24/2 Y p

Iy e

.1'5' Vo i - S
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La discussion se poursuit avec des hypothéses supplémentaires, mais dans
tous les cas, si cos? ¢/2 = 0 (ce qui ne peut se produire que pour p
impair}, z = 0 est racine d'ordre de.

d _constant.
p__._..__.______

Les z cherchés se répartissent suivant d _ rayons vecteurs faisant les

p
angles :

Les mod ules sont donnés par :

( 2
r; = cos® ¢/2 )1/2dp o = %
ys - cos? ¢/2

+?_pk_’l k =0,1,...,p-1

La répartition limite dépend du comportement de la suite {yp}. Examinons le
cas ol Yp = y est constant.

y=1 rg = (cot 92 @/Z)I/de

et les racines se répartissent sur tout le rayon vecteur de 0 3 + =,

> 1
Sur chaque rayon vecteur les racines se répartissent sur les segments :

0, (—~l—01/2dP] comme sur le schéma :

| A Im(z)




1v.32

De plus on pourrait mettre en évidence une densité Timite sur chacun

des rayons vecteurs.

Py oot

La non-accumulation de racines sur 1'axe réel positif pourrait étre prévu
par le théoréme II1.3.2 et son corollaire car dp est constant.

Examinons maintenant des cas ol il peut y avoir accumulation de racines
sur 1'axe réel positif.

dp =P w>0 (o dwp" poa)

Sicos ¢/2 =0 (ce qui se produit pour p impair)

z = 0 est racine d'ordre 2dp

’ Cas Yp > Y

P>teo
Pour cos ¢/2 # 0 nous avons  pour le module rp ..des racines z :
1 r2dp . 1
p S T

( wse2)® ! (Goss72) "1

Car on peut trouver g > 1 tel que Yp € [1,2] pour tout p.

2d 2
(cos 9/2)” _ P ¢ (cotg 9/2)

k2-cos2¢/2 P

A

cos® 8/2 _ 7P, 1
k2 P sin2e/2
Puisque 6 = & 4+ —2Kr k = 0,1,2,...,p-1
p p
on a : sin? ~ 2d
on @ (___._.2.L) < rp p < (__....1__.)
P ! [ k2

. 2 W
S'ln-2'6

1/2dp u

I1 est facile de voir que (Sinz-gg) a pour limite 1 si dp =p" u>0.

En‘éffet :
]Og(S’iHZ _21f6)1/dp =—2-(:§—-'|Og 51"-21—rﬁ=——1—}—1109 S1n—2"—p- >0
P 2p p >~ +0



De plus la répartition angulaire devient uniforme .

& Cas yp++co

Pt
2d 2
Nous avons : r P o 03 ¢/2
P v2 -cos? ¢/2
P
log r = —1—‘109 (cos?e/2)- —l—-log Y2~ —l-]og(l-( E9§~f1'i-2—)?-)
I 2p“ 2pu p zpll Yp
et rappelons
q'=£+§:§.’i k=0,1,...,p-1

Or :

—%-log (cos? ¢/2)—— 0 uniformément en les p et k

p p-->+m

2
log(1-~ (cos ¢/2) ) >0 uniforménent en les p et k
p prte -
I1 reste donc & étudier le terme -'lﬁ log yp
p

Si —%—10g y.—> 0 il y a répartition uniforme sur

H prke le cercle unité.
Si -%-log 5 > r il y a répartition uniforme sur

H p >t le cercle de rayon e "
Si j%-]og yp———*a B Toutes les racines se concentrent

P+ +e a 1'origine.
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o i . .
Localisation de racines de polyndmes définis par une relation de récurrence
linéaire

Exemple : Ordre 2

La relation de récurrence :
Prep(2) = al2) p,(2) +8(2) p,_4(2)
P> Py> o s Be z
se met sous la forme matricielle :
Ppe1(2)\  fe(z) 8(2) p,(2) a(z) 8(2)\ " ypy(2)
Pp(2) 1 0 Pp-1(2) 1 0 Po(2)

Soient X (z), A (z) les valeurs propres de 1a matrice
1

2
a(z)  8(2)
1 0

y ={z 1 A(2) = 2y (2)}

Posons :

r,=lz s afay(2)] > [2n(2) |} ae [0,11
.l1 lj,I3y Eﬁ =.ya ={zI:;|A2(z)|$va'A1(z)} a e [0,1]
et - R ={z: pn(z) = 0}.
Si z £ vy 1a matrice est diagonalisable et on peut &crire :
Pa(2) = u(z) 2(2) * v(2) 23(2)

Posons : : "={z; w(z) =0}
| {z :|y(z)|<m}

o <
i}



Choisissons z ¢ 1 g [}) n ( Eﬂ ). On a :
o

(2) = M2y lz) + (20 L)
. Pn 1 \u W Y

P (2] = D@ (Iu(z2)|"v(2)])

I existe donc n(q,m)e N tel que :

1Pa(2)] > 0 ¥n > n(a,m) Vzebd

z ne peut donc étre racine de Py

Donc :
R U v y' i >
M (n:n (o) NS YU Yuy et ceci ¥m=0
Et en conséquence :
n _LihT{I < Yy uyuy' aef0,1f
n kzn “
De plus comne "oy, = Lz (2)] = I2o(2) |}
ac[0,1] ¢

on peut conclure

n u R,
k=n k

In

{z : |A1(2)| = lxz(z)l} uy"

=

car y est contenue dans le premier ensemble.

Examinons de plus prés y' = {z : u(z) = 0}.
Pour z ¢ y' nous avons :

py(2) = ¥(2)
v(2) Az(z)

o
f—
—_—
N
S
il

Pp(2) = ¥(2) 23(2)

Pa(2) = v(2) A(2)
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On'voit donc que : pn(z) =0 <= pl(z) = 0.

Si po(z) est nul ceci entraine :

ze (22 py(2) = py(2) = 0.

Si po(z) est non nul nous avons :

Po(2) = 0 = a(2) py(2) + 8(2) py(2) = 8(2) p,(2) =0
donc
ze (z:py(z) = 8(z) = 0}.
Notons @ ={z : pl(z) = pz(z) = 0}
v 1z 1 p(2) = 8(2) = 01
Nous pouvons donc affirmer
n u R c@u {z : I)\l(z)[ = IAZ(Z)I = 0} .
nkxn N
Exemple
pn+1(z) = (Az+B) pn(z) - Cpn_l(z) A, B, CeC AtO
Az+B -C

La matrice est :

i ot 1 0
R _ ‘
son équation caractéristique :

A% - A(Az4B)+C = 0

l [

Pour que Al(z), Az(z) soient de mémes modules i1 faut et i1 suffit que

Aoy

ot oo

IV.36



(Az +B )%= Ca a e [0,4]
Az+B = /_(-:-a a e [-2,2]
2 = (%‘E)Q -8 o€ [-2,2]

ce qui donne un segment de € . auquel on rajoute éventuellementd ) .

Polyndémes de Tchebyshev

A=2 B+ 0 C =1

Z =.(2‘. a e [-2,2]
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CHAPITRE V

CALCUL FORMEL DE FONCTIONS DE PARTITION
EN PHYSIQUE STATISTIQUE

Présentation

Ce chapitre (et le suivant) illustre une démarche fondamentale du
mathématicien appliqué : réaliser un calcul sur un probléme relativement
précis et bien cerné en 1'occurence celui des fonctions de partition

de modéles a deux et trois dimensions. Ce travail comporte une étude
théorique dont le but essentiel estde concevoir des algorithmes qui
réalisent les calculs demandés . Dans les exemples présentés ,les volumes de
calcul sont si importants que 1'élaboration des algorithmes doit tou-
Jours se faire avec pour objectif principal de réduire le temps de
calcul au maximum. On pourrait croire que c'est effectivement toujours
le cas mais ce probléme est souvent pensé en complexité d'algorithmes
et la différence se fait essentiellement entre algorithmes polynomiaux
et ceux qui ne le sont pas. Dans nos exemples dont certains ne peuvent
se résoudre en temps polynomial (en la taille de probléme) on est

d la recherche de 1'algorithme qui réduit le temps de calcul : gagner

la moitié du temps sur 1 heure de CPU est trés concret.

Le calcul des fonctions de partition se fait en utilisant 1'expression
par matrices de transfert en particulier les formes tensorielles du
chapitre IV (paragraphe 1.2). En premier lieu une étude de ces matrices
permet, pour chaque exemple, de construire la base de matrices la plus
adaptée au calcul. La deuxiéme difficulté de ce calcul réside dans le
fait que les fonctions de partitions font intervenir des entiers
extrémement grands. J'ai puisé dans les concepts mathématiques habituels
au calcul formel 1'idée de reconstitution formel de polynémes par inter-
polation sur des corps finis.
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Enfin, je précise que j'ai effectivement réalisé les programmes qui
permettent de réaliser ces algorithmes : d'ailleurs sans cela 1'étude
précédente n'aurait aucun sens. Cette réalisation a pris énormément
de temps mais i1 faut savoir que ce n'est qu'au prix d'une optimi -
sation extréme de certaines portions cruciales des programmes que

les résultats ont pu étre obtenus. Ce genre de travail est la partie
(malheureusement trop) cachée de 1'iceberg... Une thése n'étant pas
une brochure technique je présente simplement en annexe a ce chapitre
ta source d'un programme pour le probléme & deux dimensions.

Notons pour finir que les algorithmes peuvent s'adapter a des réseaux
différents le point essentiel étant de conserver les spins d'Ising.

Note : Le reste du chapitre est constitué par le texte du Rapport de Recherche

IMAG n° 411 "Calcul formel de fonctions de Partition en mécanique
statistique®.



INTRODUCTION

Le présent rapport donne les grandes lignes de méthodes
de calcul de certaines fonctions de partition en physique sta-
tistique , le probléme é&tant un probléme de combinatoire énu-
mérative. Les résultats obtenus concrétisent un long travail
de préparation ([21[4]1(71[81(91).

Le succés des méthodes élaborées est dd i une confron-
tation permanente de notions mathématiques et des considéra-
tions de programmation trés proches de la machine utilisée.
Il s'agit en fait de trouver une formulation d'un probléme
permettant une programmation trés performante d'un calcul

excessivement colteux.

I1 faut noter aussi qu'il existe "théoriquement" des
méthodes plus performantes pour traiter certains problémes parti-
culiers oud 1l'existence d'algorithmes "polynomiaux" a &té prouvée
(131) alors que l'algorithme proposé est "exponentiel®. Il
reste cependant que de tels algorithmes "polynomiaux" n'ont pas pu
donner encore des réalisations pratiques et que les résultats
obtenus dans ce rapport concernent les plus gros problémes du
genre traités a ce jour. Ceci permettra de réaliser des expé-

riences inédites en physique.

I - LE PROBLEME BIDIMENSIONNEL

[.1. DescripTiON

Considérons un réseau régulier possédant m lignes et
n colonnes : ce réseau possé@de m X n "noeuds" ou "sites"
occupés par des spins de valeur *1 interagissant entre plus

proches voisins .
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A une configuration de spins :

1
o]
g = - 2 € {"l,l}mxn
o m
mn
on associe
E(c) = - L Ji.oic.
(i,j) *4 13
ol (i,j) décrit l'ensemble 2
des sites voisins et 1
J.. =% désigne la valeur 1 2 n

1]
de l'interaction entre les

sites i et j .

Nous recherchons 1l'expression "formelle" de

2(8) = 1 e BE(0)

o
(la fonction de partition du syst@me) ou de mani&re équivalente :

P(e™P) = (e~By2mXn 4 g

P(e-B) étant un polyndme en e_B dont nous recherchons les

coefficients.

1.2, PROBLEME DU TEMPS DE CALCUL

L'énumération des états de spins ¢ n'a pas permis de
dépasser des échantillons de taille 6 x 6 ([71[121[15]). Pour
éviter 1'énumération nous avons adopté une expression matricielle

de Z(B) que nous détaillerons plus tard.
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[.3, RECONSTITUTION FORMELLE DU POLYNOME

Nous verrons que la méthode proposée demande beaucoup
de place mémoire et ne permet pas de manipuler globalement
le polyndme : nous le restituerons par interpolation. De plus
les coefficients du polynéme sont des entiers positifs trés
grands dépassant la taille maximum permise par les langages

usuels.

Pour ces deux raisons, nous avons choisi d'utiliser

des "arithmétiques modulaires".

II - RECONSTITUTION DU POLYNOME

I1.1, ARITHMETIQUE MODULAIRE (r11)

Théoréme chinois sur le reste.

Soient: PgrPyse--iPp_ des nombres premiers entre eux

n-1
et p= |1 P, .
i=0 *

Nous pouvons représenter tout entier u , 0 < u < p

de facgon unique par l'ensemble de ses restes Ugelypeee 0y
ol u = u, [p.] 0 <i<n.
i [pl ! —

RECONSTITUTION D'UN NOMBRE PAR SES RESTES

Soient po,pl,...,pn_l des nombres premiers entre eux

et des restes Ugrypeee, g
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Soient
n-1
p= I p
i=0 1
c; = p/p,;
_ =1
dl = cy [p.1]
(dici = l[pi] 0 < di < pi)

et u 1l'unique entier vérifiant :

0 <u<p
u = ui[pi] 0 <i<n
n-1
Alors u = I cidiul [pl]
i=0
REMARQUE

La reconstitution du nombre p , s'il dépasse la capa-
cité de la machine, demande une représentation particuliére
des entiers, et des algorithmes de multiplication, division,
addition, ... les programmes correspondants ont été écrits dans
[21.

I1.2. RECONSTITUTION DU POLYNOME

-

Le probléme est ramené 3 calculer les coefficients des
polynSmes P modulo des nombres premiers p = PgreccrPpoy o
Pour cela nous allons reconstituer formellement le poly-

ndéme P(z) en le considérant comme un polynéme sur 2 / P; 2 .
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Choisissons XO’XI"“’xr c 4 / Py 2 |, ﬁ{#xj , et
r > degré P (ce qui implique de Py > r) .
Supposons connus yy = P(xj) [pi]
j=0,...,r
0 <vy.

j <Py

PROPRIETE (Démonstration dans [2])

Il existe un polynéme unique Pi(z) a coefficients

dans 2 / P; 2 qui vérifie

Pi(xj) =vy. [p,]

Le polynéme Pi peut étre construit par un procédé classique

d'interpolation (différences divisées par exemple).

PROPRIETE

Le polyndme Pi précédent étant unique ses coefficients
sont donc les restes modulo Py des coefficients du

polynéme P .

PRATIQUE DE LA RECONSTITUTION DU POLYNOME P

Nous choisissons des nombres premiers pO'pl""’pn—l
pour lesquels nous calculons les polynémes PO’Pl""’Pn—l en
utilisant un procédé d'interpolation. Les valeurs dont nous
avons besoin sont donc les valeurs modulo les P; du polynSme
P(z) , z ¢ 2/ P; 2 en un certain nombre de point 2z . Nous

montrerons comment réaliser ce calcul de base.
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[II - FORMULATION MATRICIELLE ([51061081)

Illnl.lNOTATIONS

1 0 _ (01

, Posons : 1 = (é g) s = (o -1 \1 0

=118 ... 910 ... 81
Sr = 1818 ...9850 ... 81
C =110 ...98C0 ...081
r * 2

réme terme n®Me terme

pour r =1,2,...,n

(par convention Sn+l = Sl)°

IT1.2. PERIODICITE EN LIGNES

Considérons le cas oll les sites de la mé€Me ligne intera-
gissent avec les sites de la premiére ligne dans la méme colonne.
On peut écrire : ([51])

Z(B) = Trace (A1B1A2B2°'° AmBm)

| avec s
By = 3 h(BFE) 1 + sh(gFE)s S _..)
I I I k - r=1 (ch (B sh(BJ )8, 5
B = ;Il 4 AT ( Vr)c )
xk - o (exp (BJy) + exp(-BJy ) C_

o

ol Ji désigne la valeur *1 de la liaison entre les rtMe
r

k
la liaison entre les r®M€ sites des lignes k et k+1 . Les

N v
et (r+1)€M® gites de la k®Me ligne et J. 1la valeur (¥1) de

valeurs n+l et m+l correspondent & 1 par périodicité.
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Pour obtenir P(e_B) = Z(B)(e-B)2mn nous remplacgons
Ak par
I (e Bon(s3%) a+ e sn(a3h)s s )
r=1 (e “chi(g k © sh(B k' "r"r+1
et Bk par
v
n -8 BJE -8 -BX;
M (e e I + e e C)
r=1 r
La variable qui intervient est donc maintenant 2z = e_28 (a

laquelle nous donnerons une valeur dans 2 / p 7).
Pour effectuer le produit nous allons utiliser une base parti-
culiére du sous-espace engendré par les matrices considérées.

Posons :

S.S.47 =T, .+ r=1,2,...,n-1

et considérons les matrices :

o D=1 T“n~2 T“l CB“ CBn—l cBl
n-1 n-2 °°° 71 n n-1 **° 71
. 0 - < . - .

avec  a;,B, = {y o désignant la négation de a
Nous noterons ces matrices Fi avec :

L=a o g cee 0y Bn Bn-l .o Bl
(représentation binaire).
Tr anticommute avec Cr et Cr+l et commute avec les autres

c, et T, (T*=1M) , C_ anticommute avec T ,T_ et commute
i i r r r-1""r

avec les autres C; et T, (C;=ﬁ3 . Donc :
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a a, B a a a, B B
n-1 r 1 'n 1 — + o n-1 T 1 n 1
Tn—l eoe T 7 ouo Tl Cn ceo Cl Tr = Z Tm__1 P T1 ql . C1
a a, B B B a a, B B B
n-1 1 ™n r 1 — m -1 1 'n r 1
-1 °°° Tl C ... Cr ces Cl Cr Tn-l oo T1 Cn oo Cr coe Cl
Le produit AlBl e AmBm peut se mettre sous la forme :
2mn
n (a, 4+ b, U,)
0=1 L L "R
Les UQ étant des matrices du type Tr ou Cr . Les propriétés
multiplicatives des matrices de base avec les U_Z permettent

L
de programmer facilement le produit de proche en proche. Notons

aussi que la seule matrice de la base de trace non nulle est

TO =11 (trace PO = 2" ce qui permettra de calculer
trace (AlBl cee AmBm) le produit étant exécut& sur la base
des T, .

i

[I1.3, NoN PERIODICITE EN LIGNES

Dans le cas oll il n'existe aucune interaction entre les
sites de la 18re et de la méMe ljigne, la valeur de Z(B) est
€gale a la somme des éléments de la matrice : A1B1A2B2 oo Am
(CL87) Bm étant absente.

n
V désignant le vecteur de Iiz dont toutes les compo-

santes sont égales a +1 1l faut calculer :

T
\' A1B1A2B2 . oo AmV

Nous allons montrer comment effectuer facilement le produit

T
\Y A1B1A2B2 ‘oo Am

. . - n-1
en travaillant sur la base constituée nar les 2 vecteurs :
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a

n-1 n-2 °°° T1

T oLn—l 0Ln—2 1

v T

Les régles de multiplication par les matrices Tr et Cr sont

extrémement simples :

a o v a a o
vie 2l T gl oyTontl g
n-1 r 1 r n-1 r 1
a o o a
T, “n-1 , 1 _+ T  “n-1 1
A - Ty C =S VT Ty
et permettent de réaliser de proche en proche VTA1B1A2B2 “ee Am .

IT1.4, PERIODICITE, ANTIPERIODICITE DES SPINS

Les interactions entre les 1°Y¥€ et n®M€ colonnes sont

introduites par les matrices :
or Oy
ch(BJn) A+ sh(SJn)SlSn

Elles peuvent ne pas exister.

Pour imposer aux spins de la premiére colonne d'é&tre égaux a ceux

de la derniére colonne il suffit de prendre les

J. =+ o et de "normaliser" ce qui revient A prendre la matrice :
(1/2 1L+ 1/2 Slsn)

Pour imposer aux spins de la premiére colonne d'étre opposés a

ceux de la derni&re colonne il suffit de prendre
Or ,
Jn = - o et la matrice :

n

rgl (1/2 1 - 1/2 Slsn)
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i I
EXEMPLE

m=1 non périodique en ligne.

1) Chaine de n sites et liaisons positives,périodique

2(8) = V' ((chpil + shg $,5,) (ch I+ shB §,8;)...(chg I+ shB § S ))V

(chg)® v v + (shg)® vT v = 2"((chg)® + (shp)™

Z(B)

2) Pas de liaison entre le 1°F et le dernier site mais les spins

sont identiques

v® (chp I +shp $,S,) (chg IL +shg S

Z(B) §3)...(1/2 W+ 1/285 )V

2
-1 n-1 n-1
z(g) = 2”77 {(chg) + (shg)" "}
3) Pas de liaison entre le premier et le dernier site mais les
spins sont opposés

v? (chB I +shp $,S,) (chg I +shg §,53)...(1/2 1 - 1/2 8,8 )V

Il

Z2(8)

271 ((chp) P o (shp) Py

it

Z(8)

IV - ETUDE DE LA COMPLEXITE DE CALCUL DE p

by

IV.1, PERIODICITE

Pour effectuer le calcul du produit matriciel

2mn
o n (a, @M+ b, U )
4=1 % 2 2

sur la base choisie il faut de l'ordre de © (mn22n-L)



V.13

2n-1 éléments.

opérations car la base comporte 2
Pour calculer un Pi(z) de degré 2mn il faut 2mn + 1
points d'interpolation. En négligeant la reconstitution du
polyndme dans laquelle il n'y a pas de facteur exponentiel ceci
nous donne pour le calcul de Pi(z) une complexité de

O(m?n? 22n ) .

IV.2. NoN PERIODICITE

La base de vecteurs sur laquelle nous travaillons ne

comporte plus que 2" vecteurs et la complexité est de 1l'ordre

de O(m%n? 2n )y .

V - RESULTATS NUMERIQUES

V.1. Cas PERIODIQUE

V.1.1., REALISATION PRATIQUE DE L'ALGORITHME.

Le programme a €té réalisé en FORTRAN et est exploité
sur 1'IBM 3033 du CNUSC.

PLACE MEMOIRE
Une base de matrices Fi comporte 2

2n-1 éléments.

PROPRIETE DU POLYNOME
Pour réduire le nombre d'évaluations du polynéme nous

tenons compte éventuellement :
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- des propriétés de symétrie du polynéme

- de changement de variables : polynéme en e—28 voire e_48

-~ de relations particuliéres : P(1l) = 2n

REALISATION DU PRODUIT MATRICIEL

Nous réalisons de proche en proche le produit

L

n (a, T+ b, U,)
g=1 2 ()

que nous mettrons sous la forme :

L L
( 221 a, )221 (1T + bg/ag Uz)

et il nous faut réaliser efficacement les produits par des
facteurs :

a + vy Cr

A+ vy Tr

de fagon a éviter au maximum les calculs d'adresses et les d8ter-
minations de signe.

PRODUIT PAR “I + y Cr

Nous voulons réaliser le produit
2n-1

Cann
o~

. A(i)Fi)(T[+ Yy C)




Pour cela nous balayons les é€léments Fi par groupe de

en considérant simultanément :

a : a B B
w1 1 n .0 1
Py - T1 Cn BN Lr oo Cl
et
a a B
L, n-1 i | n W1 1
To1 -+- Ty C o .. Co .l Cy

ce qui peut se faire a l'intérieur d'une boucle

r
pour i:=0 jusqu'a 2 l—-1 par pas de 1

, - r
pour j:=90 jusqu'a 220=1_

La nouvelle valeur de A(i+j) étant

A(i+]) + y A(i+3+257

r-
et la nouvelle valeur de A(i+j+2 1)
r—
a(i+i+2 Yy + vy a(i+s) .

PRODUIT PAR I + vy Tr

Pour effectuer le produit

22n_.l
( Z

. A(i) Fi)(ﬂI-FY T.)

0

nous considérons les groupes de 8 é&léments :

par pas de 2"

2
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a a B B
n-1 0 1 n-1 0 0 1
Ty - Tp «oe Ty Co B T M Y
L on-l 0 1 Pn-l Ol F
n-1 e T ..o Ty n cee Cyy Cp o0 &
o o B B
n-1 0 1 n-1 1 0 1
Toop eee Tpoees T0Cp S N o
£on-1 0 1 Pn-1 1l S
n_l e o ® r o @ ¢ 1 n - 0 * r+1 r * s @ l
et les éléments identiques avec Ti . Des traitements spéciaux
doivent &tre faits pour les extrémités. Ceci est fait dans des
boucles
. = r-1
pour i := 0 jusqu'a 2 - 1 par pas de 1
. - r+n-1 r+l1 +
pour j := 0 jusqu'a 2 ~ 2 par pas de 2" !
. 5 2n-1 +
pou k := 0 jusqu'a 2 - t'm par pas de prtn

Les opérations a effectuer sont, en posant m=i+j+k .

ANCIENNE VALEUR NOUVELLE VALEUR

A (m) A(m) +'YA(m+2n+r—1)
A(m+25T071 Ame25 ) 4y A(m)

A(m+25"1 ame2t "ty oy A(me2tTh 4 2BFETL
A(mi2Et0TLy oT 1y Ame2E 10T L A a2t
Y r r .n+r-1
A(m+27) A(m+27) - y A(m+27+2 )
A(mi2F+25t0" 1, A(m+25+25 07y _ A (mt2T)

A(m+2F 1427 A(m+25 1427y + y A (m+2t L2t F L

A(m+2F " LepTqprtn-1, - A 28 T2Te2t 0L o A2t b

' Cette méthode permet donc d'effectuer le produit avec
des calculs d‘'adresses trés simples et des changements de signes

immédiats .
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Ce calcul étant le méme il est souhaitable de calculer
plusieurs produits matriciels simultanément (on utilise plusieurs
tableaux Al,A2,... dans la limite de la place mémoire dispo-

nible).

V.1.2. QUELQUES RESULTATS

La taille maximum atteinte est m=n=8 pour un réseau
carré. On peut prendre comme variable e“48 et nous avons uti-
‘ - . 15 ~ -
liser 5 nombres premiers de l'ordre de 2 . L'exemple présenté

ci-dessous a prés de l'ordre de 1500 secondes de CPU .

MODELE D'ISING PLAN 8 x 8 PERIODIQUE variable 2z = e B
o 128 0 5 ~ P

Les coefficients de z a z sont a compléter par symétrie
jusqu'a =z 128 (les degrés sont espacés de 4 en 4),.

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 123 vaur: 2

LE COEFFICIENT DU TVERME DE DEGRE 124 VAUT: 0

LE COEFFICIENT PU TERME DE DEGRE 123 VAUT: 128

LE COEFFICIENT 0U TERME DE DEGRE 116 VAUT: 256

LE COEFFICIENT OU TERME DE DEGRE 112 vAaul: 4472

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 108 VAUT; 17920

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 104 VAUT: 145408

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 100 VvAUT: 712960

LE COEFFICICNY DU YERME DE DEGRE 96 VAUT: 4274576

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 92 VAUT: 22128384

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 83 VAUT: 118551552

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 84 VAUT: 610683392

LE COEFFICIENT DU TERAE DE DEGRE  B8J VAUT: 3150447680

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 76 VAUT: 16043331504

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 72 VAUT: 80743253688

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 63 VAUT: 396915938304

LE COEFFICIENT DU TCRME DE DEGRE 64 VAUT: 1887270677624

LE COEFFICLENT DU YERME DE DEGRE 60 VAUT: 8582140066816

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 56 vAaur: 36967268348032

LE COEFFJICIENT OU TERME DE DEGRE 52 vAuT: 1495369335093726

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 48 vAuT: 564033837424066

LE COEFFICICNT DU VTERME DE DEGRE L4 VAUT: 1971511029384704

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 40 VAUT; 6350698012553216

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 38 VAUT: 13752030727310592

LE COEFFICIENY DU YERME DE DEGRE 32 vaur: 50483110303426544

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 28 VAUT: 123229776338119424

LE COEFFICIENT DU TER'E DE DEGRE 24 VAUT: 271209458049836032

LE COEFFICIENT DU TER'E DE DEGRE 20 VAUT: $35138987032308224

LE COEFFICIENTY DU TERME DE DEGRE 16 VAUT: 941564975390477248

LE COCFFICIENT OU TERME DE DEGRE 12 VAUT; 1469940812209435392

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 8 VAUT: 2027486077122296064

LE COEFFICIENY DU TERME OE DEGRE 4 VAUT: 2462494093546483712

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 0

VAUT: 2627978003957 146636
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V.2, CAS NON PERIODIQUE

Nous avons réalisé des calculs pour m=n=12 .

La variable était e—'26 et il a fallu prendre 10 nombres

premiers de l'ordre de 215 .
Les deux exemples présentés ci-dessous ont pris de

l'ordre de 1700 secondes de CPU .

V.2,1, REALISATION PRATIQUE DE L' ALGORITHME

Les remarques & faire sont les mémes que pour le cas
périodique : utilisation des propriétés du polynéme pour réduire
le nombre d'évaluations, balayage des &léments de la base adapté
a chaque produit de fagon 3 déterminer les signes et les calculs
d'adresses.

V.2.2. QUELQUES RESULTATS

EXEMPLE 1 "Modéle d'Ising non périodique 12 x 12 ", variable z
o 264 . O = - e
Les coefficients de z a4 z  sont a compléter par symétrie
N s -264 - ’ - ! .
jusqu'a z ( les degrés sont espacés de 2 en .2 ) .
LE COEFFICIENY DU TERME DE DEGRE 264 VAUT: 2
LE COEFFICIENT DU YERME DE DEGRE 262 VAUT: 0
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 260 vAaUuT: 3
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 258 VAUT: 96
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 256 VAUT: 316
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 254 VAUT: S76
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 252 VAUT: 4136
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 250 VAUT: 16416
LE COEFFICIENT 0U TERME DE DEGRE 248 VAUT: 47212
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 246 VAUT: 158528
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 244 VAUT: 632472
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 242 VAUT: . 2012960
LE COEFFICIENTY DU TERME DE DEGRE 240 VAUT: 6281656
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 238 VAUTr: 20749984
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 236 VAUT: 67676216
LE COEFFICIENY DU TERME DE DEGRE 234 VAUT: 206897472
LE COEFFICIENT DU TERME DE OEGRE 232 VAUT: 638353948
LE COEFFICIENT DU YERME DE DEGRE 230 VAUT: 1966753248
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 223 VAUT: 5952707400
LE COEFFICIENT DY TERME DE DEGRE 226 VAUT: 17638751232
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 224 VAUT: 52478707468
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 222 VAUT: 154141783584
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 220 VAUT: 448139190024
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 218 VAUT: 1291216935744

! e LE COEFFICIENY DU TERME DE DEGRE 216 VAUT: © 3698585544230

) LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 214 VAUT: 10506569059 712
LE COEFFEICIENT DU TERME DE DEGRE 212 VAUT: 29634982136336
LE COEFFICIENT DU YERME DE DEGRE 210 VAUT: 83014802404416
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 208 VAUT: 231119537262200
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE . 2046 VAUT: 639208774088960
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 204 VAUT: 1757283488504316

n e LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 202 VAUT: 4802095241134272
. LE COEFFICIENT DY TERME DE DEGRE 200 VAUT: 13047641001632292
LE COEFFICIENT DU VERME DE DEGRE 198 VAUT: 352466643876708416
LE COEFFICIENY DU TERME DE DEGRE 196 VAUT: 94686551422778112
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 19& VAUT: 232951554081764160

LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 992 VAUT: 6720660505374172768
LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE 190 VAUT: 1775843386576901376
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VAUT:
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VAUT:
vVAuT:
VAuT:
vVAur:
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VAUT:
VAUT:
vaurs
vauT;:
VAUT:
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4467056499914625292
12198785972868244864
317126432656844613228
B1992930133214445120
210835381593524547948
$3915633525734825591¢68
13211198183324668086760
34673978916682280725008
8719150200262054230592
2180a034823615792058172600
$4193008042728057866534
1339315722379025691098880
329042051236143956600408
303553427314053024413214
19950466215725538539085892
4720528510975247472298894722
1123027906962287034984286%6
263720770876775612910110048
636046353342271264149443248
14957044684279482489403379712s
349402535779364447699524408
810751694903245851701031328
18684755881781146452969213472
4276416385436273947310379148
9718963437889458258396192216
21931127221290875872382186432
49131023562961833982727398930
109258846509553385870866114768
241165234106921004297105029440
$5233001288484064855360615721952
134843017756169023353359356%9120
24770544685344911359179536955934
5300546619434942616340796367872
11231557126565099672470555566688
2356893899190466632085231752681470
49484371769889713406671615278112
1026 127034740350461858027349132712
2102550075681665626362022594816608
427908975404815478426559782290328
8632455530391 2182316306559486985¢
1725992032524 0230126455566921174438
3419855016986552211525269838137644
6216033176485504515726421383697560
13098941893016778048211000486280096
25160486839508732489164171852946824
480139814580557925774305336726026304
9073683487694485195110033570444134676
1697894608301215941195323105502398432
314548101704971108274110199115498184
576835464903030755296297425836814976
1046992195834095447274639824090193498
1880612343887720397752426703618816524
334239735435819420859972712190462534336

587696148489449364150746302131603523648
1022172072879303510221C640168224408248
175835448308707505542981406505265295552
29911355976194456902842340016506984736
50309328320695640108430934573818580512
83652535243639494066436031514945455928
137487454426893131334149223725236140284
2233240446891882491283058031943378094408
358452281811611191259992733303351099008
568441336301622224155733035466621305176
B20498993933346323620312295470910141740
1377825112849152350972957817165561820672
21054759480654342333627148212145587 00844
317680359885462489038461301494323772221700
6732232992229439470684437923743225183296
6958474 319964817634402118973656110351984
100988320146576937710385652614941638367328
144463560097920646000092875002686382862792
20439233602420768321647216395094214312512
28495484838125054030229594782791848611536
39188515963409282704C4693853887938314258488
$31551674820669002971639009760990807724938
711020348360953475748409611972693979567424
93730563281596050476296400518833291398104
1212505685294952810181697471642819383861216
156333138243136328279111120947322557911492
1727532730235913943729123913608748766320384
2459940028048465510798958228228125789383574
3013928927663530522983942432851220189781280Q
345073554872128110853103089466340806626263
L3497834608559737356844648768484928633699520
510387331458852743660509970565208446234568
5904154317490183320172330263826876051364704
6725053 13413019258446439531978965926783144
7544913262439254103840502720577153463772760
83369394816641829450239702463288475572039336
P072554272188055442432729890563256693243552
972306307349627793981903744241897989393402
10261498963345113691346512439898056951228640
10564483505023859324248530652081244653288080
109139244612064319465383105847157292820395968
1099837688542173595227020452138925950243734



EXEMPLE 2

Les coeeficients de =

jusgu'a z

nuls sont conservés

12
11

10

V.20

: "Réseau carré 12 x 12 avec liaisons négatives"

( inscrites en gras )

=264
(

264
z

a z0

, variable z

e

~B

sont d compléter par symétrie

les degrés sont espacés de 2 en 2 )

pour comparaison avec l'exemple
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Les termes

précédent .
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COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICLENT
COEFFICIENT
COESFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICLENY
COEFFICLENT
COEFFICIENT
COEFFLLIEN

COEFFICLENT
COEFFUICEENT
COEFFICLENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICLENT
COEFFIZIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENTY
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFTICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICLEST
COEFFICLENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICTENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COCFFICIENT
COEFFICLIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENTY
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICLENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT

" COEFFICIENT

CIEFFICIENT
COEFFICEENT
COEFFIZIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFIECIENT
COEFFICLIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT
COEFFICIENT

TERME
TERME
TERNE
TERME
TERNME
TERME
TERNE
TERME
TERNME
VERNE
TERME
FERNE
TEAnE
FERME
TERME
TERME
TERME
TERNE
rTEane
TEAME
TERME
TERME
TEXHE
TERNME
TERNE
TERHE
TERNE
TERME
TERME
TERNME
TERME
TERME
TEANE
TERME
TERNE
TERNE
TERNME
TERME
TERNME
TERNE
TERNE
TERME
TERNE
TERME

TERAE -

TERNE
TE RHE
TERME
TERME
TERIME
TEANE
TERME
TEQNE
TERME
TERNE
TERME
TEANE
TERNE
TERNME
TERNE
TERME
TERNME
TERME
TERME
TERME
TERNE
TERME
TERNME
TERNE
TERME
TERNME
TERME
TERME
TEAME
TERME
TERME
TERNME
TERME
TERNE
TERME
TERME
TERNE
TERNE
TEANE
TERAE
TEME
TERME
TERMUE
TERME
TEINE
TERME
TERME
TERME
TERME
TEQANE

DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE

- DEGRE

DEGRE
DEGRE
DEGRE
0EGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
JEGRE
DEGRE
BEGIE
OEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
SEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
ODEGRE
JEGRE
JESRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGNE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGARE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
0 EGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE
DEGRE

188
186
184
182
180
178
126
174
172
170
143
164
184
1462
1460
158
154
154
152
150
148
146
144
142
140
1338
136
134
132
130
1213
126
124
122
120
118
114
114
12
"9
108
104
134
132
100

98

94

94

27

4,0

83

86

84

82

30

73

£

74

?2

0

68

64

&4

40
538
56
54
52
50
43
46
44
42
40
33
36

32
32
28
26
24
22
29
13
16
14
12
12

w2 fw O

VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT 3
VAUT 2
VAUT:
VAUT:
YAUT:
UAY)
VAUT:
VAUT:
vaur:
VAUT;
VAUT:
vaur:
YAUT S
VAUT:
VaAuT:
VAUT:
vaur;
vaur:
VAST:
VAUT:
VAUT
VAUT:
VAUT:
VAUT;
VAUT:
VAUT;
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUTS
VAUT:
vaur:
VAUT:
vaur:
VAUT;
VAUT;
L LY R B
VAUT:
VAUT:
vaur:
VAUT
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT;
VAUl
VAUT:
vAUuT:
VAUT3
VAUT:
VAUY:
VAUTF:
VAUT:
VAUT:
VAUT;
VAUT:
VAUT:
VAUT
VAUT:
VAUT;
VAUT;
VAUT:
VAUT:
VAUT:
VAUT:
vAuT:
VAUT
VAUT:
VAUT:
VAUTS
vaur:
VAur;
VAUT:
VAUT;
VAUT:
VAur:
YAUT;
VAUT:
VAUT:
vaur;
VAUT;
VAur:
VAUT:
VAUT:
VAUTS

COoO0COORDOOLODOOOOCOOOLDOOD

1583143902489600

62344622914923640

1465218626406580224

24298930658455338496

31632612149584471353192
33986457455466258954240
31216561652595544914816
250326118324290526187392
179413139730838291074 86720
11575003128823088324542444

4806470671 7320048535404544
3478937472337571823272193600
184064720001608455852945797212
857494999550502 3143903232000
37385567563618305841312038912
1532120763233566511278100054014
SO2474832937474449863656803648
21692735914059832254544648098816
7543061456120308938212827443680
2477B0557772669656327445628846080
78963018013725028187632155230208
23834390955N627483542188128731136
69271458017954893269591407556520960
192992963604746774648222321524114438
$512642251494085837449903498472560192
133711805791353562642199872¢2827276
33355535007039527994752188524003328
8043540323304800510948734694604300800
18774734505016769654142472268065545216
624693811266099414104587106019966924
9320674658444290480635942298889058304
12846782791701325758670177525901033472
¢117347821085513332262728535010967552
83033723737813596920048509272994618430926
16309549257523218421309377057405272084
312274635115495421215425515990104254208
55327590?78671956933‘829130378&974489§
106337650652279135356551222912834600960
1394595499435C22469996562392938524 483264
329909749509065181328524198901420920704
$56190865231115722997649759648346539133048
936641705857994827825968480817348820144
1528793881592205040275072948412400281497260
2644446046 345091263521025621189820762030080
3831385161167369491258752319313089134592
$883187584595800475622467445298317754368
88769322822342835791204511379657504 84992
13133340402701081160799885995397854886784%
190751935297333342245902380365758004893696
272073648139041393994647108445885320658944
3812327175723157372404243750150587946106848
52691086236790651i80169‘L05‘9114089060352
710397839472707393017419648054791556303080
9652599475259682449400359103144680647468000
1236914180338409483146009138945843451499520
!59287785842976l7620|29?8663501394&7312356
2016118734038280441464294648442479400344080
251234236571‘2099193361630655‘9880157!L304
303127003251!162816031032875670105509!0688
3719974208893978611825¢6322236015015084032
4621547116619649280929578|Zl26303749684756
$12477832803545305644505911957727201233920
596411321239343601088310022860396199623856
67699321525643130027568255998442518672822080
T546712170726416927485604360823181255114792
8335400464249138023034893981791247451291648
9044893205062593633414969815698149131223340
966332155510665933360444472355788168161888
1318223971317Q14673042437453856192851116032
105656719532903382592562113480421935723642240
108025076721189141937239603513279964419981312
10832604869891791209370244439903019122819072
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VI - LE PROBLEME A TROIS DIMENSIONS NON PERIODIQUE

Vi,1, GENERALITES

-~

Le probléme a trois dimensions a été abordé dans [4] sur

des principes identiques & ceux exposés dans ce rapport :
- utilisation de polynSmes & coefficients sur 2 / p 7

- choix de bases adaptées au probléme.

Pour un réseau cubique

nxgxm considéré comme une
superposition de m

"tranches™ nx % nous uti-

lisons la base : (

avec :
_ .0 0 (1 1 (1 ,
ai"{l S —(l) S = ("‘l) m< / /
ce qui correspond au vecteur ; //
| p, Y
Yi 1=aloc2..'.<x£n \ /
' NPus devons calculer un produit
i ! . v >
T L n=4
\Y I (a, L+ b, U,)V
. i i 7i
Popoi=l
oi V est le vecteur de I{2n£ dont toutes les composantes

sont égales & +1 et les Ui des matrices

[
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19 ... 8850 ...95S0©...81 = §.8

T T q °r
q®Me position  réme position
19 ... 9180 ...98C0 ... 81 = Cr

Des régles de calcul trés simples nous permettent de réaliser

le calcul des valeurs du produit.

VI2., REALISATION PRATIQUE DE L'ALGORITHME

La programmation, expérimentale dans le rapport ([41) a
été rendue opérationnelle depuis par utilisation de principes
équivalents & ceux développés pour le probléme a deux dimensions.

Par exemple pour effectuer un produit ;
. i)y +
(z A(l)yl)( 11 Y Squ)

on considére simultanément les é&léments de la base :

s} a
s™e . ..e5%°6 ...8s%@ ..®s b

a 0 %
S ® ... 8 s & ...808s5 © ... 8 s
a

(&1
s ™o . ..0s°0...0s'6...08!

a o
s ™o .. .85 0 ...0s 0 ...068"
A «

&me s eme &
q position r position

De méme pour e¢ffectuer un produit :
(X A(l)yi)( o+ Cr)

on considére les éléments :
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a
sn’L@..,@sO@...@sl

a o
sn’L@...@sl@...@s

by

ceme position
De plus on utilise le fait que seuls les éléments de la base
ou figurent des exposants +1 en nombre pair sont effectivement
utilisés,

1

VI3, QUELQUES RESULTATS

EXEMPLE 1 Modele 4'ISING 3 X 3 x 20

Toutes les liaisons sont positives. Le calcul a nécessité
900 secondes de CPU (IBM 3033). Cet exXemple est destiné 3

montrer qu'il n'est pas tras colteux " d'allonger" 1le modéle
dans une direction.

Le résultat est présenté sous forme d'un polyndéme en z = e-28

symétrique (A(k) = A(411-k)). La fonction de partition est
obtenue en multipliant par'e4116 .

AC4LY)

= 2

Al610) = 0
ALLD7) = ¢
AL40%) = 16
AL407) = 160
AC406) 3 194
ACL0S) = 244
ALLOL) = 1616
A(403) = 8144
AC402) = 17906
AC401) = 32354
AC400) = 103948
A€399) = 365114
A(353) = 947072
A(397) = 2088572
AC396) = 53721428
A(355) = 15245840
A(394) 2 39683124
A(393) 3 94531722
A(392) = 229490868

i A(391) = 582571540
A€390) a 1456045308
A(389) = 3502852304
A(383) = 33413144383
A(387) = 29070385958
A(336) = 482139974648
A(385) = 114136028924
AC384) = 267344436810
AL383) = 624883347948
AC332) =3 1457421015980
AC381) = 3376951655392
AC380) = 2768768259520



AL3?7)
A(378)
AL3?27)
A(376)
A(375)
AL374)
A(C373)
A(372)
AC3I71)
A(37D)
Al369)
A(363)
AC3I6T7)
A(366)
A(345)
AL364)
A(363)
A(362)
AC361)
AC3EM)
AL3S9)
A(3IS3)
A(357)
A(356)
AC355)
AL354)
AC353)
ALS52)
A(3s51)
AL350)
AL34D)
A(348)
AC34LT)
A(344)
A(345)
AL344)
A(343)
A(342)
AC341)
A{340)
ACIID)
A(333)
AC337)
AC338)
A(335)
A(354)
AC333)
AL332)
A(331)
TAC3I3IO)
A(329)
AC329)
AL3272)
AL326)
AC325)
A(324)
AC323)
AL322)
A(321)
A(32))
A(317)
A(313)
AL317)
AC316)
A(315)
A(314)
AC313)
A(312)
AL311)
AL31D)
A(3C9)
AC303)
AL307)
A(306)
A(305)
AC304)
AC30)
A(302)
AC301)
AC300)
AC299)
AL293)
A(297)
A(298)
A(295)
AC294)
AL293)

nllnuunuuulluunulllluulluuuuuunuuuuuunuuuuuuuuununuuullnuunuuuuuullullu

L O T O I O T T T TR T TR R TR

172738033215730

40583474822926

92181387472304

208335343232596

4687256241387323

10504421675933%9

2344988243393828 |

52138351327436%804

115468648719113%0

25477522319073672

$56713896609042110

122713509885954743
267892754172950672
532864788910407364
1263950978372260000
27320188721816419412
539564156532853548918
1264324764067257729014
273728721726595347860

57796601204 242794830
123022256760330262672
261075245780761464864
$925457277411926334828
1166033925265293234584
26453331982587230086314
$14974480105766588039738
10778290979416813479450
22498421290437721216088
46333850520902038004 843
27258053013475823033320
201429201476234240216312
416110289693534411302516
357421393502946439190032
1762345242041133543140202
3613327092726170167565446
7390134770676222309484230
150776830184476603572720604
30687504793266758513527400
62307537007643855983223828
1262056465345318387400697244
2550236001252223953404502722
514106078155729472155948052
1033951721067134398169762406
20745672695175103739194 26830
4152725373087449343198538240
8293479022793135347841937160
165243879657510562863864017 36
328472855191963017410568304356
65145410970238533443821624782
128901372592627935863550892056
2544658126976059351392913899236
501187471586342855768334514598
984851526867725875780195835064
193081459598821157253i677292508148
37766728144401238052772010790388
7370148711463505142342437466312
143469604547521759896C02651065402
273739599337592409870859230994414
54319467710178657583242551253012
104446028276434419191840004998320
201475198792006640731904164479480
337734425253906068057698759005932
7444357N046329905395448500323793296
1425921225563033922746296174182214
27247995791272491329741740831354318
5194443272821296415348457112013598
9878775674521274340296997215451130
18742275412519122226389324471624888
354719460943639891936804125234000128
66921325823661814489214667312736860
126131813197173563491640320461931632
2356964935060571334268849009826442052
64407270561820291287131472962298126766
833115027939297848509%60711935431338
15677970383352307273710860840113123250
2378559354015042645442541799718612066
5339625403213076992346805175454847828
98789152645134578018790406797822796812

13228813772905171848533058333941053964
33546361277083352169655445520540575952
61568252602840502777911007854035503544
1126882144879617172485240400291104073286
205681673044731876206740346976359637126
37643627465163173202755030455147215222542
679443412487154356541775404317465046276
1229590784776676943039301411574414329556
2218690711089099211225933578416482348724
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AC292)
A(291)
A(290)
A(239)
A(2383)
A(287)
A(286)
A(285)
A(284)
A(283)
A(282)
A(231)
AC280)
AL279)
A(278)
AC277)
A(276)
A(275)
AL274)
A(273)
A(272)
AC271)
AC270)
A(269)
A(263)
A(267)
A(266)
A(265)
AC264)
AC263)
AL262)
AL261)
AC260)
A(259)
A(253)
CAL257)
AL256)
A(255)
A(254)
A(253)
A(252)
A(251)
© A(253)
A€249)
A(2438)
AC247)
AC246)
A(245)
A(244)
AC243)
. A(242)
AL241)
AC240)
A(239)
A(238)
ac23m)
AL236)
A€235)
A(234)
A(le)

AC23D)
AC231)
A(230)
AL229)
AL228)
A(227)
A(226)
A(225)
AL224)
A(223)
A(222)
AC221)
A(220)
AC217)
AL213)
AC217)
A(216)
AL215)
AC214)
AC213)
AC212)
AC211)
A(210)
A(209)
A(2038)
A€297)
A(206)

OB on RN BN NN RN YN HRK SR HN G NS

L R A I N NN R E

3991565062760652508996380210571238696064
7159464659070275847109525894000317714358
12802316040049957635108420230140034321140
228216006953716254801244292908491458272358
405537712333009672313562039517519272136914
71832518681728788487846741576924144617324
126821193034674171518380725856128269540161660
223161210461559613183466074609726423416660
391359599743476296283788459140784092818624
683969871608972546310732737930212229327258
1191170521152975658205670485893213782007326
2067086148370911021683267727904426442918336
3574043792231102865086475675347586549138366
61567039974725251796038157899826358217162424
10565535622358628905424514536776487762462584
18061619826902364592054111326285596984065096
30754583074441394076444134186986680264376752
52157400533860207734940831395292292557279558
8809249400313630465173425910426815893961889¢4
14816363647146171745936384121612929471792431226
2481338052070656248989311557228776929555249524
6137449106202C8776581011729463319947592401656
686317940498209443006693929954002887206918936
1134936791193121920126900018320002164733114164
1866726455724983315756512214660038391809152408
30558043526589491343052683849707624585345337548
4978087746956120974929752265126498285197711930
8069501271421778310842288053164921275025046358
130146649062831285158207642720059175838634452330
23832067080657431575698434256341676076413839060
33329030643127497786619821499423521171658212792
52909333775854398715872668388577217338983955732
83532204236233738692060237310099344275967286632
13114105979085822401841209477035639502746415378¢%
204709072068598716364195729110649234401360826924
317686859970010863234873315145619439129302069782
490088938174390740506822103526375106424004327842
751473094996654164079370695661524102647410812164
11451542927 317764868453172095163587080579966717816
1734105634071873791318963748627098551145090715132
2609137302911872424157501219866469129563399448100
3900110328838217465080131694729729113417277918590314
5791142062699931697322612914354909710074758409036
8540981273243135927884135934685006627852300120372
125099780743692646522646865025810876394308664422030
18195323076917371447519485865343316393643722464292
26276464722572301960391817266016594543226771766748848
37672798279074393379186050909125434566891626343816
53615809225955914727120826117454151202768132623312
75737739140365588932968263384294674370932406570820
136178951225483576011356375368826042328335463926338
147716173839922090367114777493865726115865760659044
203899606279938565880314203940718704611436705125964
279237895966174853211679289941273083751268564115456
379358778177780484667601863636201299236294962861720
511209162596451082440130037816754436760307653206572
683243583898648718226242119495939158260228091533432
905603034637873266861778609858727698203517521546214
119026346543960243182712698790599832156297696587648952
1551l36801740965293802525798565162654}42630981842282

2004097067311672784027700481262038633390519387234900

25669065704047685041622259214209455524578977206042180

325%0139104679165085543419039643390408325420321064208

4101196782445548583050097027234349411538741188597416

5115026515294 357564662567524350916874748253658270720

6322138219385204912189647656234084967640179007343238

7763300767183055861086149968316148138623427350464100

9397296518232951632010415348311812910235784365411472

11299632187529423725846828682481542480078310323012554
13461132766102759749939732415016686131098761199879780
15386476438005138494129946749269748079455304243225456
18572758631538333490271217615041058980307397788148036
21508183526065046693127863558170604807566765345933708
24670993239845492101894453721666269222782073839258021¢4
28028747397530278539267123175026652078326648389823762
31533059080141631846635916547817116760567395941613252
35144876064084889737902531975509396869302256791590368
38785368689631101399402545596856836320108213775379364
423874487296282721102606477514121087124256205132386576
4£38728995094438108997748377867461566914840119002971948
49160049603174916956413107282151201002009745539225512
5216687487838002059770273811300383148437573691973345¢2
54814371107815033353454465288425225481160025550265832
57030006348895251752852103677771268235551084464506754
58751042827573490667622156997950511400561734712007072
59927514882490904992270566534304997602630982466607276
60526664054113422404873574636296722279029344622884008

V.26



EXEMPLE 2 Modéle 4A'ISING 4 x 4 x 4

Le calcul a nécessité environ 4000 secondes de CPU

V.27

(IBM 3033)

- ~ -2
Le résultat se présente sous la forme d'un polyndme en z = e B,

symétrique (A(k) = A(144-k))
1448

en multipliant par e

AL144)
A{143)
AC142)
AC141)
ALTeD)
AC13D)
AC133)
AC137)
AC136)
AC135)
ACE34)
AC133)
AC132)
AC131)
AC130)
AC129)
AC123)
AC12D)
A€126)
Al125)
A(124)
AL123)
AC122)
AL121)
A{122)
A(119)
A(118)
AC117)
Al113)
A(119)
AL114)
A{113)
AC112)
AC111)
A1)
AC10%)
A(103)
AC107)
AC1068)
A(105)
AC104)
AC103)
A(1C2)
ACIOD)
A(100)

al
Al
Al
Al
Al
A
Al
Al
Al
At
Al
At
AL
Al
Al
AC
Al
AL
Al
LY4
A(
A
Al
AC
Al
Al
Al
AC

99)
92)
27
24)
93)
54)
93)
92)
kAD]
90
39
33)
32
84)
as)
84)
n
32)
8N
30y
79)
[ 3]
77)
16)
75)
74)
73)
22)

E ]
X
2
=
t 3
=
=
k]
*
E
3
3
E
-
a
a
E ]
=
=
3
=
=
L]
*
E
=
=
=
a
L]
L]
E )
a
L]
s
a
E
2
3
a
-
]
x
=
-
]
]
»
a
L]
»
z
k]
3
L]
3
L ]
]
a
-
a
=
3
L

. La fonction de partition est obtenue

2

0

4]

16

43

96

24

528

1464

2704

8096

13824

338724

72048

150574

333440

701346

1439344

3106688

4377134

13143614

26730409

54123712

113673294
216416132
430116283
8484463976
16454892763
3253693234
6326771952
12255654233
23639899456
4341464967128
346923733024
165538323120
314549304048
5744819561838
1118336044256
2195164553094
3702550636744
7227315057096
1330121140680) -
263131525469224
46113596314400
79397240004 648
141656346734481)
250350153733840
437926509400224
?575933468141030
129501791921196384
2185330242410896
3637302566490352
$5765011276277192
9629175326089243
15285235277991744
2383496731654574Q
36472753269662652
547212739775845512
80373008689444744
115527774494240992
162302357759610928
222667226377723948
298074310503336472
389023474648192%2330
49458535517945179%6
612376374175953536
7376969561157235424
3842973174307 10744
9344431208375313743
1089709456273934544
11719452046178922314
12243336148791534864
12642323255348783744

°
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ANNEXE

Programme de calcul d'une fonction de partition pour un modéle & deux
dimensions

La partie cruciale du programme est la subroutine "evmodp" qui calcule
simultanément 1a valeur de la fonction de partition en deux points.
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Annexe 1

(B A AR ENAESEEE S NS EEANE RSN L RN NS NN AN AL R R NSRS EEEEENES N

PROGRAMME DE CALCUL DE FONCTIONS DE PARTITION DE *
VERRES DE SPINS EN DIMENSION 2 *
LA FONCTION DE PARTITION ETANT MISE SOUS FORME .
POLYNOMIALE ELLE EST RECONSTITUEE PAR INTERPOLATION %
SUR DES CORPS FINIS 2Z/JP2l ., P PREMIER *
LA PARTIE FONDAMENTALE DU PROGRAMME EST LA *
SUBROUTINE EVHODP DANS LAQUELLE EST REALISEE UNE A
OPTIMISATION TRES FINE DES CALCULS » Y COMPRIS LES *
CALCULS D ADRESSES QUI CONSTITUENT UNE DES PARTIES LES#
PLUS COUTEUSES DU PROGRAMME *

Chhk hhkhkhbhhhab bk b bhhds b bhhthbhhhdh kbbb ohbrARaahANAhha
INTEGER HORIZO (20,20 ,VERTIC (20,20),M1,N
INTEGER DEGREDEGP1,DEGS2,1,J,11,12,13,14.NSITE
LOGICAL ERREUR
COMMAIN /JGRILLE/ HORIZOLVERTIC,M,N
INTEGER P
COMMMON JHODULEY, P
INTESER IXP (SOML,IFP(SO00L,IPP(16,500)
NOMIBRES PREMIERS UTILISES POUR LE CALCUL MODULAIRE
INTEGFR TP(16)
DATA 1P /3269%,32687,32653,32587, :
1 32579,32573,32569,32563,32561,32497,32491,32479,
Y 32467,32381,32377,323711¢7
VARTASLES UTILISEES POUR LE CALCUL MODUL AIRE
LES ENTIERS SONT REPRESENTES PAR DES TABLEAUX DE€ 100 ENTIERS
INTEGER [QC16,5,100) 1U(16),10(16)
IMTERER VER[F1(100)1VER1Fz(’QOXIDEUX‘1OU)rNLONG
INTEGER IRC100),IACI00),IB(ID0),ICOE(300,100)
INTEGER PR,PRP1,IT
TYPE DES FONCTIONS UTJILISEES
INTEGER SYM,ISUPL]IREKON
LECTURE DFES PARAMETRES
CALL PARAM(N,M,NTAILLPR,LIT)
CALCUL D) NOM3RE PR DE MOMBRES PREMIERS A UTILISER
PRPYT = PR + 1
LECTURE DE LA MATRICE DES LIAISONS
CALL LECTUR(ERREUR)
IF (ERREUR) GOTO 9
CALCUL DY DEGRE DU POLYNOME SIMPLIFIE

DEGRE = 2e¢NaM - N - H
NSITE = N«}

DEGPT = DEGRE+

DEGS2 = DEGRE/?

CORRECTION POUR RENDRE DEGS2 PAIR
DEGSZ2 = DEGS?2 + MOD(DEGS2.,2)
MISE A 1 DES NOMURES PREMIERS NON UTILISES
D3 1 IPREM = PRP1,16
TECIPREM) = 1
CONTINUE
CALCUL DE CERTAINS COEFFICIENYS POUR EFFECTUER LE CALCUL MODULAIRE
CALL Q(IT,TP,IQ,NTATIL)
ITERATION SUR LES DIFFERENTYS NOMOBRES PREMIERS
bn 1709 IPREM = 1,°R
P = TPCIPREM)
CALCUL DES PARAMETRES DU CALCUL ™MODULAIRE RELATIF A L ENTIER P
DY 2 K=1,NTAIL
1A(K)Y = 1Q(1,1T,K)
CONTINUE
CALL KONVER (PL,IB,NTAIL)



Annexe 2

CALL INMOD(IA,IB,IR,NTAIL)
CALL INMODCIR,IB,IA,NTAIL)
IDCIPREM) = SYMUIREKON(IR,6),P)
C CALCUL DE LA PREMIERE VALEUR ( VALEUR 1 : 2**NSITE )

IXP(1) = 1
IFPC1Y =1
DO 3 I = 1,NSITE
IFP(1) = MODCIFP({1)+«2,P)
3 CONTINUE

C ITERATION SUR UN GROUPE DE DEUX VALEURS DE FACON A MINIMJISER
C LES CALCULS D ADRESSES
DO 4 I = 2,DEGS2,2

11 = 2%1-2
12 = 2%1-1
IXP(I1) = I

IXP{12) =1 + 1

€ CALCUL GROUPE DES VALEURS DU POLYNOME AUX POINT I ET  I+1
CALL EVMODP(I,I+1,IFP(I1),IFP(I2))

L CALCUL DES VALEURS DU POLYNOME ( QUI EST SYMETRIQUE )

€ AUX POINTS INVERSES { MODULO P ) DE I ET [I+1

I3 = 2«1

[4 = 2%+

IXP(I3) = SYM(IXP(I1),P)
IXP(I4) = SYMCIXP(I2),P)
IFPCI3) = IFP(IN)
IFP(I4) = IFP(12)

DO 40 J = 1,DEGRE

IFPCIZI=MOD(IFPCI3)«IXP(I3),P)
IFP(I4)=MODCIFPLI4LI*IXP(14),P)

40 CONTINUE

4 CONTINUE

C INTERPOLATION POLYNOMIALE MODULO P - CALCUL DES COEFFICIENTS
CALL INTERP (IXP,IFP,IPP,DEGRELP,LIPREM)

1000 CONTINUE

C PREPARATION DE LA VERIFICATION DE LA SOMME DES COEFFICIENTS
€ QUI DOIT ETRE EGALE A 2x+(N*M)
bo 600 1=1.,100
VERIF1(I) = 0
VERIF2(1I) = 0
600 CONTINUE
NLONG = INTCFLOATUNI*FLOAT(M)/3.3219281) + 1
VERIF2(1) = 1
DEUX(T) = 2
DO 601 I =1 , N
DO 602 J = 1,M
CALL MULTIP(VERIF2,DEUX,NLONG)
602 CONTINUE
601 CONTINUE '
C RECONSTITUTION DES COEFFICIENTS D APRES LEURS RESTES
C CHARGEMENT DANS IU DES PR RESTES
DO 2000 I=1,DEGP1
DO SO0 IPREM = 1,PR
IUCIPREM) = IPP(IPREM,LI)
500 CONTINUE
C RECONSTITUTION DU COEFICIENT
CALL IREMPL (IT,TP,IQ,ID,IULIALNTAIL)
DO 572 K=1,NTAIL
I3(K) = IQC1,1T,K)

5§72 CONTINUE



Annexe 3

€ RCHERCHE DU NOMBRE ENTRE O ET LE PRODUIT DES NOMBRES PREMIERS

CALL INMOD (TALIBL,IRL,NTAIL)
DY 575 K=1,NTAIL
IR(K) = I3(K)
575 CONTINUE
CALL ISOMME(VERIF1,IA,NLONG)
C CAS POSITIF
D9 2001 K=1,NTAIL
ICOECILK)Y = [JA(K)
2001 CONTINUL
2000 COMNTINUE
C SORT1E DES COEFFICIENTS DE LA FONCTION DE PARTITION
CALL SCOEF (DEGRELNTAIL,ICOE)
C SORTIE DES DONNES DU PROBLEMES
CALL SPARAMIN,M,NTAIL,PR,IT)
C SORYIE D UNE IMAGE DE LA GRILLE DES LIATISONS
cAaLt L IAISO
€ VERIFICATIO!N DE LA SOMME DES COEFFICIENTS
CALL VERIF(VERIFI,L,VERIF2,NLIONG)
GITO 38 ‘
9 CONTINUE
WRITE(6,9999)
9999 FIRMAT(IXN,*MMAUVALISES DONNEES?)
3 CONTINUE
sToOP
END

DANS TYP |
LES COCFFICIENYS SONT RANGES DANS IPP(IPREM,x)

YO DYy, OY DY

SUBROUTINE INTERP (IXP,IfP,IPP,DEGRE,P,IPREN)
INTEGER IXP(SODMLIFP(SOML,IPP(16,500)
INTEGER P,DEGRE,LIPREM,Q
INTEGER SYM
€ TAODLFEAUX INTERMEDIAIRES
INTEGER 1Z2(500)
C CONSTANTES LOCALES A LA SUBROUTINE
INTESER 1,J,K,DEGPT1, IAUX
C CALCUL DE CONSTANTES NECESSAIRES
DEGP1 = DEGRE ¢+ 1
C CHARGEMENT dY TASLEAU 12
DO 1 I=1,DEGP1
1Z(1) = 1FPCI)
1 CONTIMNUE
DO 2 J4=2,DEGPI
PO 3 I=J,DEGP
K=DESP1~-1+J
IZ(K)=MOD(I2Z(K)+P=12(J=-1),P)
TAUX=MODC(IXP(K)¢P-IXP(J~1),P)
[1ZK)=MOD(IZ (K)« SYM(TAUX,P),P)
3 CONTINUE
2 CONTINUE

L AN A AR RN LSRR AN N A R R R R R A P E R R R Y R R R R R A R AR Ry

R N Y Y N R R R e e T I 11 mmmmmmm™T
SUBROUTINE O INTERPOLATION ( MODULO P ) D UN POLYNOME OE
DEGRE <DEGRE> , LES VALEURS DES POINTS D INTERPOLATION SONT
DANS IXP » LES VALEURS DU POLYNOME EN CES POINTS SONT

1 3
&
*
L
&
*
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Annexe 4

RECONSTITUTION DU POLYNOME PAR LE SCHEMA DE HORNER
Q=1
IPPCIPREM, QY =1Z(DEGPT)
DO 4 J=1,DEGRE
K=DEGP1-4
IPPCIPREM, Q+1)=IP2(IPREM, Q)
I=q

CONT INUE
IF (I.LT7.2) GOTO 5
[IPPCIPREM,I)=SMODC(P=IXP(K))* IPP(IPREM,1),P)
IPPCIPREM,I)=MODCIPP(IPREM,I)+IPP(IPREM,I~1),P)
I=1-1
GOTO 6
CONT INUE
IPPCIPREM,1)=MODCL{P=-IXP(K)I*IPP(IPREM,1).,P)
IPPCIPREM, 1)=MODCIPP(IPREM,1D+I2(K), P
Q = Q+1
CONT INUE
RETU RN
END

tit*tt*t*kkt*k*t***kﬁk*t**t**ti**tii*t*kttit*tttﬁ*kt*t**t****ttt

CETTE SUBROUTINMNE EXECUTE SIMULTANEMENT LE CALCUL ¢ MODULO P ) *
DES VALEURS DU POLYNOME AUX POINTS X1 ET X2 ET LES RANGES DANS +
VALX1 ET vALX2 *
ttt*t**ttt*ttt*ktttttktktttkttttttkttt*tkt**ttt*kk*t*k***kttttkt
SUBROUTINE EVMODP (X1,X2,VALX1,VALX2)
VARIABLES EN PARAMETRES
INTEGER X1,X2,VALX1,VALX2
VARIABLES GLOBALES
INTEGER HORIZO (20,20),VERTIC (20,20), M,N
COMMON /JGRILLE/ HORT 20, VERTIC, M, N
INTEGER P
COMMON /JMODULEY P
VARIABLES LOCALES
INTEGER X1PUN'UNMX1’RAPPO11MRAPP1/FACG1IX1P1SZISTOCK
INTEGER XZPUN;UNMXZIRAPPOZ:MRAPP2;fACG2’X2P152
INTEGER DV1,DV2,1V1,1v2
INTE GER DIMBAS,T,J,KoNMT,NM2,DEUXN
LOGICAL BONSEN, ERREUR
INTEGER MODIF:MASKOO;MASKO1:MASK10-MA5K110J10J2nJ3
INTEGER MASK1,NM3
INTEGER ORJ1,0RJ2,0RJ3
INTE GER FINJ1oFINJ?oFINJBIPAS1lPAS?lPAS3IPAS
INTEGER FINTLFIN2,FIN3,RACT1,RAC?
TABLEAUX DES PUISSANCES DE DEUX D APRES LA POSITION DU BIT 1
INTEGER POZ2IT(2),POSIT (20
EQUIVALENCE (P02IT(2),POSIT(1))
TABL EAUX ( ADRESSABLES A PARTIR DE 0 ) DESTINES A RECEVOIR
LES COORDONNES ( ENTIERES MODULD P ) SUR LA BASE TENSORIELLE
DE MATRICES
INTEGER BASZ1 (2),BASEY (32770)
EQUIVALENCE (BASZ1(2),BASEI(1))
INTEGER BASZ?2 (2),BASE2 (32770)
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Annexe 5

FQUIVALENCE (BASZ?2(2),BASE2(1))
EXTERNES DANS LE MODULE DEC CALCUL MODULAIRE
INTEGER 3Y1
CALCUL DE CONSTANTES NECESSAIRES
NIt = N - 3
DEUXN = 24N

N2 = N-2
NI = N - 1
DIMBAS = 1

NMOMBRE D FLENENTS DE LA BASE
DD 6 K = 1,NM1
DINBAS = DIMBAS«~?
CONTINUE
DINJAS = DINMBAS*2 -~ 1
HISE A JNOUR DY TARLEAU POSIT
K = 1
PASIT (1) = K
DO 7 1 = 2,DEUXN
K = K2
POSITC(I) = K
COMT I NUFE
PRE- CALCUL DES VALEURS NECESSAIRES AU CALCUL MODULAIRE DU PRODUIT
NES MATRICES ’ .
INV2 = SYM(2,P)
X1PUdN = HOD(X1+1,P)
XTP1S2 = MOD(XIPUNXINY2,P)
TS MOD(P+1-X1,P)
X2PUY 4D (X2+1,P)
X2P152 = MOD(X2PUNXINV2,P)
UHNX2 = NOD(P#1-X2,P)

[T T

DYT = MOD (UNMXT+SYM(XTPUN,P),P)
IV = SYR(X1,P)
DV2 = MODCUNMX2+SYM{X2PUN,P)LP)
[V2 = SYHU(X?2,P)

TOUS LES PRODUITS ETANT MIS SOUS LA FORME FACTEUR~(1+RAPPORT+B)
QU B SERA UNE MATRICE DE BASE » LES FACTEURS FACGY ET FACG2
ACCUMULE™MTS LES PRODUITS DE FACTEURS AFIN D EVITER DE MULTIPLIER
TOUS LES ELEMENTS DE L A BASE
INITIALISATIAON DY FACTEUR MULTIPLICATIF

FACGY1 = 1

FACG?2 = 1
INITIALISATION DES DBASES ET SENS AFFECTATION

K = (

HASEYT(K) 1

BASEZ (K) 1

70 1 K = 1,DINBAS

BASET(K) 0
BASE2 (K) 8]

CONTINUE
ITERATION SUR LES M RANGEES

BO 2 I = 1,1
ITERATION SUR LES LIAISONS HORIZONTALES
LE CALCUL DES PRODUITS RELATIFS AUX LIAISONS HUORIZONTALES SONT
FAITS CONFORMEMENMT A LA METHODE DONNEE AU CHAPITRE V PARAGRAPHE V.1.1,
TOUTES LES ADRESSES DES ELEMENTS UTILISES SONT GENEREES A PARTIR
O UNE ADRECSSE DE BASE ET D UN CERTAIN NOMBRE DE MASQUES

[T

[ 1}

CAS DE LA PREMIERE LIAISON
MISE A JOUR DES FACTEURS GLOBAUX



FACGT = MOD(FACGTI*X1P1S§S2,P)

RAPPQ1 = pV1

RAPPO2 = DVY2

FACG2 =MOD(FACG2+X2P1S2,P)

IF (HORIZO(1,1).€Q.1) GOTO 20
RAPPO1 = P - RAPPO1
RAPPO2 = P -RAPPO2

20 CONTINUE
PAS2 = POSIT(2)

FINJ2 = POSIT(N) - POSIT(2)
MODIF = POSIT(1)

C DEBUY DE L ITERATION
J2 = 0

2t CONTINUE

ORJ2 = J2 + MODIF

C OPERATION SUR LES ELEMENTS DE LA BASE

2 J2 0RJ2

STOCK=MOD(BASET(ORJ2)+BASEI(J2I*RAPPOI,P)
BASE1(J42)=MOD(BASE1(J2)+BASEI(ORI2)*RAPPOT,P)

BASE1(0ORJ2)=STOCK

STOCK=MOD(BASE2(ORJ2)+3ASE2(J2)«RAPPO2,P)
BASE2(J2)=MOD (BASE2(J2)+BASE2( ORJ2)*RAPPO2,P)

BASE2(ORJ2)=STOCK

S "=

SECONDE BOUCLE
J2 = J2 + PAS2
IF (J2.LE.FINJ2) GOTO 211

C CAS D UNE LIAISON INTERMEDIAIRE (CAS N >= 4)

J =2
IF (J.GT.NM2) GOTO 27
270 CONTINUE
€ MISE A JOUR DES FACTEURS GLOBAUX
FACGYT = MOD(FACG1+*X1P1S2,P)
RAPPOT = DV
FACG2 = MOD(FACG2+X2P152,P)
RAPPO2 = DV?2
IF (HORIZO0(I,J).EQ.1) GOYO 2100
RAPPJ1 = P =~ RAPPD1
RAPPO2 = P - RAPPO?
CONTINUE
PASZ2 = 1
FINJ2 = POSIT(J)Y =~ 1
PAS3 = POSIT(J+1)
FIN3 = POSIT(N) = POSIT(J+1)
MODIF = POSIT(J)
C DEBUT DE L ITERATION

2100

42 =0
221 CONTINUE
I3 .= J2
FINJ3 = J2 + FINS3
2211 CONTINUE

ORJ3 = J3¢MODIF

C OPERATION SUR LES ELEMENTS DE LA BASE

: J3 O0RJ3

STOCK=MOD (BASE1 (CRJI3)I+BASEIC(I3)I«RAPPO1,P)
BASE1(J3)=MOD(BASE1(J3) +BASE1(ORIZI) *RAPPOT1,P)

BASEVT(ORJI3Z)=STOCK

Annexe 6
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STOCK=H0D(DASE2(ORII) ¢BASEP(J3IRAPPO2,P)
HASE2(J3)="0D(BASE2(J3)+BASE2(ORIZI«RAPPO2,P)
BASE2(ORITII=STOCK

C FIN BOUCLE INTERNE
J3 43 + PAS3
IF JILLELFINJTG) GOTO 2211
C FIN D3JUCLE EXTERNE
J2? J2 + PAS?
IF (J2.LE.FINJ2) GOTO 221%
J = 4 + 1
IF (J.LE.NM2) GOTO 270
27 CONTINUE
C CAS DE LA DERNIERE LIAISON (CAS N >= 3)
: [F (N,LT.3) GOTO 23
FACGY = MOD(FACGI*X1P152.,P)
RAPPOT1 = DV
FACG? = NOD(FACG24X2P1S2.,P)
RAPPO2 = pv?2
IF (HORIZOC(ILN~-T1),EQ.1) GOTO 23D
RAPPOYT = P - RAPPO1
RAPPO2 = P -RAPPO2
230 CONTINUE

o~ i

P A2 = 1

FINIZ = POSIT(N-1) = 1
MIDIF = POSIT(N=1)

J2 = N

231 CONTINUE
JRI?2 = J2 + H0ODIF

C OPERAT I SUR LES ELEMENTS DE LA BASE : 42 0RJ 2

STOCK = MOD(BASET(IRJ2) + BASE1(J2)*RAPPOY,P)
BASET(J2) = MOD(BASETI(J2) + BASE1(ORJ2)«RAPPO1,P)
JASET(ORIZ2I=STOCLK
STOCK=MID(BASE2(ORJ2)I+BASE2(J2)* RAPPO2.,P)
JASE?(J?):MOD(BASE?(JZ)fBASE2(0RJ2)*RAPP02'P)
BASE2(O0RJ2)=STOCK

C FIN DEUXIFEME BOUCLE

J?2 = J2+¢PAS?2

IF (J2,.LE.FINS2) GOTO 231
23 CONTINUFE

IF (1.EQ.M) GOTO SO

TRAITEMENT DES LIAISONS VERTICALES
LE CALCUL DES PRODUITS RELATIFS AUX LIAISONS VERTICALES SE
C FAIT CONFORMEMENY A LA METHODE EXPOSEE AU CHAPITRE V PARAGRAPHE V.1.1.

laRal

L PRETIERE LIAISON »
C CMISE A JClUR DES FACTEURS GLOBAUX ET CALCUL DU RAPPORT
If (VERTIC(I,1).NE.1) GOTO 30
RAPPOY = X1
RAPPO?2 = X2
GOTO 31
30 FACGY = MODCFACGI~X1,P)
RAPPIT = 1V1
FACGZ = MAOD(FACG2¢X2,P)



RAPPO2 = V2

31 CONTINUE
MRAPP1 = MOD(P+1=-RAPPO1,P)
RAPPO1 = MOD(1+RAPPO1,P)
MRAPP2 = MOD(P+1-RAPPO2,P)
RAPP Q2 = MOD(1+RAPPO2,P)
J1. = 0

FINJT = POSIT(N) - 1
PAST = POSIT(2)
MASKT = POSIT(1)

25 CONTINUE

£ SIGNES NON MODIFIEES
C OPERATION SUR LES ELEMENTS DE LA BASE : J1 J1+MASK!

BASET(JY)
BASE2(J1)
C SIGNES INVERSES
BASET(J1+#MASKT) = MOD(BASE1(J1+MASKIDIAMRAPPI,P)
BASE2(J1+MASK1) = MOD{(SASE2(J1+MASK1)*MRAPP2,P)

MOD(BASET(J1)*RAPPOT,P)
MOD(BASE2(J1) «RAPPO2,P)

J1 = J1 + PASH
IF (J1.LEL.FINJ1) GOTO 25

€ CAS D UNE LIAISON INTERMEDIAIRE ( N>= $5)
J =2
IF (J.GT.NM2) GOTYO 21

210 CONTINUE

€T MISE A JCUR DES FACTEURS GLOABUX ET CALCUL DES RAPPORYS
IF (VERTIC(I,J).NE.1) GOTO 271

RAPPO1 = X1
RAPPO2 = X2
GOTn 272
27 FACGY = MODC(FACGI*X1,P)
FACG2 = MOD(FACG24X2,P)
RAPPO1 = V1
RAPPO2 = 1V2
272 CONTINUE

MRAPP1 = MOD(1+#P-RAPPO1,LP)

RAPPOYT = MOD(1+RAPPOT.,P)
MRAPP2 = MOD(1+#P-RAPPO2,P)
RAPP02 = MOD(1+#RAPP02.,P)
J1. = 0
FINJT = POSIT(J=1) - 1
PAST = 1
PAS2 = POSIT(J+1)
FIN2 = POSITIN) = POSIT(J¢1)
MASKO1 = POSIT(J~-1)
MASKI0 = POSIT(J)
MASK11 = MASKO1 + MASK1O0
274 CONT INUE
42 = a1
FINJ2 = FIN2 + U1
273 CONTINUE

€ SENS NON INVERSE

Annexe
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C OPERATIOM SUR LES ELEMENTS DE LA BASE : J2 J2+#MASK11 J2+¢MASKOY J2EMASKI1D

JASE1(J2) = HOD(BASE1(J2)«RAPPOT,LP)

JASE2(J4?) = MOD(BASE 2(J2)*RAPPO2 ,P)

JASET(J2+MASKTT) MID(BASET (J2+MASKT11)«RAPPO1,P)

BASE2(J2+#1A5K11) MOD(BASE2 (J2+MASKT11) «RAPPO2,P)

C SEMS INVERSE

HASET (J2+¢MASKDT)
BASE2(J2+1ASKNT)
BASET(J2+MASKTN)
BASEZ2(J2+MASKID)

MOD (BASET (J2+MASKD1)+HRAPPT,P)
MODCIASE2(J2+MASKD1)I*MRAPP?,P)
MODUBASET(J2+MASKI0) «MRAPPT, P)
MOD(BASE2(J2+MASKIO)* MRAPP2,P)

H un

C FIN DEUXIEMF HOUCLE
J?2 = J2 + PAS?2
[F (U2 .LE.FINJ2) GOTO 273
C FIN PREMIERE BOUCLE
J1 = J1 + pPaAsSH
IF (JT.LE.FINJT) GOTO 274
Jo= 4 v
IF (3 LELNM2) GOoTn 210
21 CONTINUE

C AVANT DERNIER LIAISON (N >= 3)
IF (N.LT.3) GOTO 28
C MISE A JOUR DES FACTEURS GLOBAUX ET CALCUL DES RAPPORTS
IF (VERTICCI,N=1),NE.1) 50OTO 281
RAPPOT = X1
RAPPD2 = X2

G010 287
231 CONTINUE
FACGY = MOD(FACGI+X1,P)
FAC32 = MOD(FACG2xX2,P)
RAPPOT1 = [y1
RAPPO? = Jy2
282 CONTINUL
MRAPPT = MOD(1+P-RAPPOT,P)

ARAPP2 = 13D (1+P-RAPPO2,P)
RAPPOT = MOD(RAPPO1+1,P)
RAPPD2 = MOD(1¢RAPPO2,P)
J1 =)

FINIT = POSIT(N=2) - 1
MASKOT1 = POSIT(N-2)

MASK10O = POSIT(N=1)

MASKTT = NASKOY + MASK10

280 CONTINUE
C SANS INVERSION

C JPERATION SUR LES ELEMENTS DE LA BASE 3 J1 J1e¢MASKTT J1+¢MASKOD J1+MASK10

BASET(J1) = MOD(BASET(J1) *RAPPOT,P)

JASE1(J14MA5KIT1) = MOD(BASET (JT1¢MASKT1)*RAPPOT,P)
JASE2 (JT1+MASKTT) = MOD (BASE2(J1¢MASK11)* RAPPO2,LP)
BASE2(J1) = MO0D(BASE2(J1) *RAPPO2,P)

€ INVERSION DES SIGNES

BASET(JT1 +MASKOT)
BASET(JT1+#MASKTOD)
BASE2(J1+#MASK DY)
FJASE2CIT+MASKID)

MOD(BASET (J1+MASKOII*MRAPPT,P)
MOD(BASET (J1+MASKT10)*MRAPPT,P)
MOD(BASE? (J1+MASKOI1)*MRAPP2,P)
MOD(BASE2(J1+MASKTID)«MRAPP2,P)

Hounn o



C FIN DE LA BOUCLE
J1 = 41 ¢ 1
If (J1.LELFINJ1) GOTO 280

28 CONTINUE
C DERNIERE LIAISON
J1 =9

FINJT = POSIT(N=-1) -1
MASK1 = POSIT(N-1)

C MISE A JOUR DES FACTEURS GLOBAUX ET CALCUL DES RAPPORTS
If (VERTIC(I,N).NE.1) GOTO 291

RAPPOT = X1
RAPPO2 = X2
GOTO 292

291 CONTINUE
FACGY = MOD(FACG1+X1,P)
FACGZ = MOD(FACG2+*X2,P)
RAPPOT1 = 1V
RAPPOZ2 = 1Vv2

292 CONTINUE

MRAPPT = MOD(1+P~RAPPO1,P)
MRAPP2 = MOD(1+P-~RAPPO2,P)
RAPPO1 = MOD(1+RAPPO1,P)
RAPPO2 = MOD(1+RAPPO2,P)

29¢C CONTINUE
C SENS NON INVERSE

L OPERATION SUR LES ELEMENTS DE LA BASE : J1 J1+MASKI

BASE1(41)
BASE2(J1)

MOD (BASET(J1I*xRAPPOT,LP)
MOD(BASE2(J1)+RAPPO2,P)

C SENS INVERSE
BASET(JT1+MASKT)
BASE2(J1+#MASK1)

C FIN DE LA BOUCLE
J1 = J1 + 1
IF (JI.LE.FINJT) GOTO 290

50 CONTINUE

2 CONTINUE

€ RECUPERATION DU RESULTAT

C RECUPERATION DES COMPOSANTES SUR LA MATRICE IDENTITE ET

C MULTIPLICATION PAR LES FACTEURS GLOBAUX

MOD(BASET (J1+MASK1)«MRAPP1,P)
MOD(BASE2(J1+MASK1)*MRAPP2,P)

tion

K =0

RAPPO1 = MOD(FACGI*BASE! (K).,P)
RAPPO2 = MOD(FACG2+#BASE2 (K),P)
DO 5 I=1,N

RAPPO1 =40D (RAPPO1%2,P)
RAPP02 =MOD(RAPPO2+2,P)
5 CONTINUE
VALX1 = RAPPO1
VALX2 = RAPPO2
RETURN
END

Annexe 10
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C ttkti*tit**ttttttktt*tkit***ttitttk*t*tkt**t**t*ti*itkittt*tt*t

C CETTE FONCTION CALCUL L INVERSE MODULO P DE INVERS *

C tttkhtakhtktktkttktiittttttiﬁﬁttit*ttiiiittttttititﬁkttkitlkt*t

INTEGER - FUNCTION SYM (INVERS,P)

INTEGER P
IP = p-1
J =P
L =0
K = INVERS
n =10
12 =1
, =1

2 [f (K.EQ.1) 60TO 3
I = J/K
L= 0 - 1=«g
4= MOD(I1-1«12,p)
It = 12
12 = i
4 = K
K = L
501D 2

3 CONTINUE
SYM = MOD(M+P,P)
RETURHN
END

c *tt&ttthtttﬂttttttttt*«tﬁtttttttﬁtttkt*tﬁttﬁkt*i*ttt*t***
C CETTE SUBROUTINE COMPARE LA VALEUR DE LA SOMME DES *
C COEFFICIENTS A LEUR SOMME THEORIQUE *
c

tkttttkktttktkgitittt*tt*t*t*ttiﬁt*ttthﬁtkt*tt*tttttttt*t
SUBRAUTINE VERIF CVERIFI1,VERIF2,NLONG)
INTEGER VERIF1(100),VERIF2(100),NLONG
53 1 NI = 1,NLONG
J = NLONG + 1 - NI _
[F (CVERIFI(JI+VERIF2(JI) NE.D) GOTO 2

1 CONT ENUF
M = AL ONG
2 WRITE(6,9900) (VER[FT(NLONG*1-1[):11=NI:NLONG)

ARITEC(6,9900) (VERIF?(NLONG#I-II),II=NI,NLONG)
92900 FORMAT(IX,10011)
[F CISUP(VERIFI,VERIF2,NLONG).EQ.D) GOYO 603
WRITE(H,9989)
9989  FORMAT(1X,*ERREUR®)
GOTO 604
603 WRITE(6,9988)
9983  FORMAT(IX,*SOMME CORRECTE')
604 CONTINUE
RETURN
END .



C t**ﬁ*tit&*k*ktttikttiktk*******ttit&ii*tf*****tt*t*t****tﬁ

CETTE SUBROUTINE ESY DESTINEE A LA SORTIE DES COEFFICIENTS

DE LA FONCTION DE PARTITION

DE PARTITION

COEFFICIENTS
ICOE CONTIENT LES COEFFICIENTS

e N el NN s EaXa]

SUBROUTINE SCOEF (DEGRE,NTAIL, ICOE)
INTEGER DEGRE,NTAIL,ICOE(300,100)
INTEGER DEGP1,IECR{100),1A(100)
DEGPT = DEGRE + 1
DO 3000 I=1,DEGP1
DO 30071 K=1,NTAIL
IA(K) = ICOE(1,K)
30017 CONTINUE
IJ = DEGRE-2+1%2
C CAS POSITIF
580 DD 2244 NI=1,NTAIL
J = NTAIL+1=-NI
IF (IACJ).NE.OQ) GOTO 3377
2244 CONTINUE
NI = NTAIL
3377 CONTINUE
DO 3366 ITI=NILNTAIL
Jd = NTAIL + 1 - II
IECRCIL) = TAQ))
3366 CONTINUE
WRITE(6,800) IJ,C(IECRCID),II=NILNTAIL)

800 FORMAT(1X,"LE COEFFICIENT DU TERME DE DEGRE

1% VAUT: *+5011)
X000 CONTINUE
RETURN
END

DEGRE EST LE DEGRE DU POLYNOME REPRESENTANT LA FONCTION

NTAIL EST LA LONGUEUR NECESSAIRE A LA REPRESENTATION DES

Ak hhhbhhbbhhhhhhbhhhb bbb bbb rbhhh kbbb bbb bbb bbb b A kA A Ak k&

*L14.,
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c Ak kkhk khhkhhhbhhhbhbhhbhb bbb hbbhhbdhb b bbb AN bbb A A AR ARk A kb A AW
C SUBROUTINE DE LECTURE DES PARAMETRES
C N = NOMBRE DE RANGEES HORIZONTALES
€ M = NOMBRE DE RANGEES VERTICALES .
C NTAIL = LNOMBRE DE CHIFFRES POUR REPRESENTER LES ENTIERS
€ PR = NOMBRE DE NOMBRES PREMIERS
C IT ( PR <= 2++(IT=1) )
c Q**k**kt**ﬁ*k*ttkt**tk*tt**ti****i***tti**ti*i**t**ﬁt***t*t**
SUBROUTINE PARAM (N,M,NTAIL,PR,IT)
INTEGER N,oM,NTAILLPRLIT
READ(S5,10) N,M,NTAIL
10 FORMAT(IX,313)
READ(5,11) PR,IT
11 FORMAT(1X,213)
RETURN
END
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t*tttt'kttttktt*httttti**tktttttti*i**ﬁi*tii*itti*k*tt*t*ttti

SUBROUTINE DE SORTIES DES PARAMETRES *
MENMES SIGHNIFICATIONS QUE POUR SPARAN *

ttﬁ*tttt*tttttttttttitt*t*tti***ittttttkikﬁttitttiitttlttti*i

SUBRJUTINE

SPARAN (NJHLNTALLLPR,IT)

INTEGER HeMsNTAILLPRLIT

WRITE(6L,1)
FORMAT(1X,
RETURHN

END

Ne M NTALIL PR,IT

’N=';13,'H="[3;'NTAIL=':IS:'PR=':I3;'IT=‘;!3)

utitktkkkik*kit‘ttkttttttt*ttttt*titittﬁﬁitt*tt*ﬁﬁ****iiitttttltt

7T CORRESPOND A
1T CORRESPOND A

SUBROUTINE DE LECTURE DES VALEURS DES LIAISONS ~
UNE LIAISON POSITIVE *
UNE LIAISON NEGATVIVE *

tttiktbthittktAk.*ttitttt.ﬁtki**tkttititkﬁttﬁt*it*tti*iitﬁ*ﬁk**ﬁt

SUJROUTINE

LECTUR(CERREUR)

VARIABLES GLOBALES
INTEGER HORIZN (20120)IVERT[C(20I20)IMIN
COIM0N /GRILLEY HORIZO0,VERYIC,M4,N
LIGICAL FERREUR

INTEGER NMI
NPT = M=
DY 1 I=1,nM

READ(S,10) (HORIZO(I;J):J=1;NM1)

FORMAT(20( 1
IF (1.EQ.N)
READ(S,11
FORMAT(20(]
CONTINUE
CONTINUE
ERREUR = _F
50 2 I=1,n
D) S J=1,u80
Horizonci,
ERREUR =
CINTINUE
IF (1.EQ. M)
DO 7 J=1,N

X,11))

50T0 8 -
) (VERTIC(I,J),d=1,1)
1,1X))

ALSE,
1
J) = 1 - 2HORIZ0(I,J)

ERREUR.OR.(IABS(HORIZO(1:J)).NE.1)

GOTO 6

VERTIC(ILI) = 1 - 2¥VERTIC(I,J)

ERREUR =
CONTINUE
CONT I NUE
CONTINUE
RETURH
END

ERREUR.OR.(IABS(VERTIC(Y'J)).NE.I)
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C #xdknxn Ahbhhhkhhhbhhobhbhb Ao bbb kb bbhhthd 2 A AR S SR RN N R R R R R T

€ SORTIE LISTING D UNE IMAGE DES VALEURS DES *
C LIAISONS ¢ O POSITIVE ET 1 NEGATIVE *
S AR L Y R R N RN e R Y T Y e

SUBROUTINE LIAISO
C VARIABLES GLOBALES
INTEGER HORIZO (20,20) ,VERTIC(20,20),M,N
COMMON /GRILLE/ HORIZO,VERTIC,M,N
INTEGER SHOR(20,20),SVER(20,20)
N1 = N-1
WRITE(6,12)
12 FORMAT(1X,*ARETE FRUSTREE 2 1 , NON FRUSTREE : 0',/)
DO 2 I=1.,M
DO 3 J=1.,nM1
SHOR(I,J4) = (1-HORIZO(1,J))/2

3 CONTINUE
IF (I.EQ.M) GOTO 4
DO S J=1,N
SVER(I,J) = (1=VERTIC(1,4)372
S CONTINVE
4 CONTINUE
2 CONTINUE
DO 1 I=1,M
WRITE(6,10) (SHOR(I1.,3),J=1,NN1)
10 FORMAT(1X,20(%*+*,11))

IF (1.EQ.,M) GOTO 7
WRITE(G6,11) (SVER(I1,JI),J=1,N)

7 CONT I NUE
1 FORMAT(1X,20(11,1X))
1 CONTINUE

RETURN

END

R Ry R R R R I I T T I T T T
LES SUBROUTINES DE MANIPULATIONS DES ENTIERS LONGS CNT ETE *
ECRITES A PARTIR D UN TRAVAIL INITIAL REALISE PAR
D.BARGE ET M.BONA DANS UN RAPPORT DE DEA.

ELLES NE FIGURENTS PAS DANS CETYE REDACTION

CES SUBROUTINES SONT KONVER,,Q,ISOMME,MULTIP, IREMPL

INMOD,ISUB,ISUP *
WAAR R RS N Y R R R R R e L T T T Y v

» * % »

N a N a N Wl WYl



CHAPITRE V]

CALCUL FORMEL ET AMNALYSE SPINORIELLE

INTRODUCTION

L'article "A two-dimensional Model with an Order-Disorder Transition"
dans Tlequel L. Onsager donne pour la premiére fois la solution exacte du
modele d'Ising (1101), fut suivi d'une deuxiéme partie intitulée “Partition
function Evaluated by spinor Analysis" par B. Kaufman ([71). Dans un
tangage algébrique de représentation de groupes,1'auteur y développe
la solution exacte du modéle d'Ising.

Cette approche algébrique a &té délaissée par la suite au profit
de solutions combinatoires. Ces solutions, si elles demandent moins de
notions algébriques, ne sont finalement pas plus simples & manipuler.
D'un point de vue "méthodes numériques" les solutions combinatoires
prouvent 1'existence d'algorithmes polynomiaux pour le calcul de fonctions
de pairtition de modéles a deux dimensions. De plus elles ont été utili-
seées pour trouver sous formes intégrales des solutions exactes de
1'énergie de certains modéles plans de verre de spins réguliers.

Dans ce chapitre je reprends d‘un point de vue trés constructif .
les deux objectifs cités ci-dessus en utilisant le formalisme de 1'analyse
spinorielle.

En ce qui concerne la fonction de partition je montre

comment 1'exprimer en fonctions de déterminants trés faciles a cons-
truire au vu du réseau initial. La mise en oeuvre effective se ferait
en utilisant les techniques du calcul modulaire présentées dans le
chapitre V.

Le calcul effectif d'énergies est lui traité Jusqu'a l1a réalisation
compléte. La technique spinorielle parait particuliérement bien adaptée
car elle donne les noyaux des intégrales sous forme de déterminants plus
compacts que les méthodes combinatoires. De plus 1'originalité dans cette



VI.2

partie est 1'utilisation du systéme de calcul formel REDUCE pour
1'évaluation formelle des déterminants. Aprés avoir retrouvé des résultats
classiques des expériences inédites sont présentées.

En ce qui concerne la partie algébrique, je remercie
J. Helmstetter pour une présentation particuliérement claire des outils
algébriques utilisés.
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| - LES PROBLEMES TRAITES

En reprenantvles notations du chapitre V paragraphe I11.2 (les
n quantites “JE’ BJk sont notées pour simplifier %E, é{) nous consi-

dérons :
Z = trace (AlBl AB, ... ﬁ“q“)
avec
n ol ol
A = rzl (ch By 1 + sh Bl Srsr+1)
n , (%)
r N
By = rE1 (exp (ék) 1+ exp(-8,) C.)
k=1,2,...,m
et
Sr =10810...08808 ...01
Cr =1810...8C8 ...81
4
r=1,2, N vémetemm rFmetemm
10 10 01
1:" S= C::
01 0 -1 10

I.1 - PREMIER PROBLEME : LE CALCUL DE LA FONCTION DE PARTITION

Le premier probléme consiste & calculer 1'expression formelie de
Z en la variable e B, Tes ﬁE et éE prenant les valeurs #g. Nous montre-
rons comment obtenir des algorithmes polynomiaux au moyen de 1'analyse
spinorielle.

I1.2 - DEUXIEME PROBLEME : CALCUL FORMEL DE L'ENERGIE

Reprenons les notations ci-dessus en précisant maintenant que les
matrices Ak et Bk dépendent de n, le nombre de sites sur une rangée
horizontale. Pour cela notons-les Aén) et B&n) et posons :

2, n(8) = Trace (a{Mp{Mpfnigln) almg(n))

(%) les produits sont commutatifs
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Zm n est effectivement une fonction de g car les §E et EE figurant dans
les Aﬁn) et Bén) ont pour valeur +g8 . (on ne note pas Aé")(s)...
pour ne pas surcharger les notations).

Le deuxiéme probléme consiste & expliciter la limite :

|
lim — Tog Z_ (B) = f(B)
m, N mn myn

et nous appelerons f fonction d'énergie. La convergence de m et n vers
1'infini doit évidemment vérifier certaines conditions (voir Chapitre I).

Nous montrerons que si le réseau posséde une double périodicité en
lignes horizontales et colonnes verticales f(B), peut se mettre sous une
forme intégrale dont le noyau se calcule i 1'aide de déterminants. Les
déterminants se déduisent du "motif" que 1'on répéte périodiquement.
L'analyse spinorielle donne une forme particuliérement compacte de ces
déterminants ce qui permet une mise en oeuvre du procédé utilisant le
systéme de calcul formel REDUCE. De nombreux résultats, certains connus,
d'autres inédits sont présentés.

Il - LA FORMULATION SPINORIELLE

IT.1 - TRANSFORMATION DU PROBLEME

I1.1.1. - Notations

01 1 0 1 0
C = S = 1=
1 0 0 -1 0 1
Sr =18108 ...010501808...081
Cr =101@ ...810CR1Q...081
M2r—1 =C0@CO ...0C0SR1Q...081
M, =C0C@8 ...0C0SC810...01
2r 4
3me éme

r : n



Q= CBCH ........... 8 C
(= MIMZ . M2n )
. 2 = (- j—l = -M N i
Nous avons : (M2 = (-1) 1 MM = MM J#k
Srsr+1 ) M2rM2r+1 l<r<n
slsn = MIMZnQ
C, = MZr-1M2r l<rs<n
I1.1.2 - Propriété
n-1 ol o
Ak = (rgl exp (Bk M2rM2r+l)) exp(Bk MIMZnQ)
k=1,...,m
n r
BT 1 @R (e Mo gMy))
avec
2 2 r
of . =2 sh2b iy n
) -Zgﬁ seves
thyk = e
Démonstration

Il faut remarquer que si H est une matrice unipotente (H2 = I) alors :
exp(s§ H) =ch 6 1 + sh § H § €

I1 est facile de vérifier que toutes les matrices Srsr+1'(slsn)'cr sont
unipotentes.
D'autre part i1 faut écrire les matrices Bk sous la forme :

n
B, = rgl Uy (ChYk,r 1+ ShYk,r Cr)

en posant :
Vl" .
exp (BJk)

H

“,r ch Tk,r

vy
oy sh Yo = exp (-BJk)

VI.5



n
Posons ei = {X ¢ £2 2 X = tx)

Les ensembles ¢ et e sont stables par Ak et Bk et 1'action de Ak

sur ¢* est celle de
n-1 , .
(r£1 exp (B My My 1)) exp (sB, MM, )

La démonstration est triviale.

IT.2 - GROUPE SPINORIEL ET SO(,) 1[2] r47

IT.2.1 - Définition

Soient Mj € o o (€) j=1,2,...,2n
vérifiant My = (-1)‘]"1 “
MJM1 = -MiMJ i#d
Soit u‘é=MMJ. j=1,2,....2n

On peut définir une forme bilinéaire symétrique suru4¥( v Czn) par :
2B(a,b) 1 = ab + ba a,b ¢

SOQA;) sera le groupe orthogonal, pour la forme bilinéaire B, dont les
€léments auront pour déterminant +1.

Considérons : C2@f,) = 0 C M.M
% lsj<kszn K

Le groupe spinoriel Spin (/Y) est le groupe engendré par les exp(q)

ol g ¢ C2(A).

VI.6

On peut considérer 1'application de SpinQ/Z) dans SO@%?) schématisée par :

A/

G ¢ Spin4) ~ (a —8> g a 67!

)



I1.2.2 - Exemple

Considérons L = exp (anMj+1) o €
On a :
exp(anMj+1) =chal+sha Mij+1
exp(aM M, 1) My exp(-a MMy 1) = My K'# 3,341

- - -1yJ
exp(anMj+1) Mj exp( anMj+1) ch 2a Mj+( 1)Y sh 2a Mj+1

exp(aMiM, M, ) exp(-aM M = ch 2oM, , + (-1)3 sh 2aM;

Jj+ j+1)

Et 1'@lément de SO(4,) correspondant peut se représenter par la matrice

1 J J+1
M1 1‘ . N
M, ch2a (-1)9sh2a - . . .
Mol - (-1)sh2a ch2a

Soit C/Z =8 C Mj avec les notations de I1.2.1
Posons : Q = MIMZ - M2n
et

4 2"

e = {x el D OX =+ x}

Soit G appartenant a Spin@/{) et 1'élément G de SO@A&) correspondant.
G posséde des valeurs propres :

-1 -1 -1
(Al,xl,xz,xz ceeshpahg )

On peut trouver des racines carrées /X,Vﬁé ,...,Vﬁh telles que les valeurs
propres de (la matrice) G soient les 2" nombres :



1
n Vi i
péP P per %

olt P désigne une partie de {1,2,...,n} .

On peut construire une base orthonormée neutre (NI’NZ""’NZm) de M
2 = (-1yr-1 - .
(N2 = (-1)" Het MM, = NN aFr), telle que :

QN = N1N2 cen N2n =+ ()

N @ ker (G-Apl)zn

2p—1-N2p €

m

~ .=1..2n
N2p_1+N2p ® ker (G—Ap I)

Si on pose N {x :

QX =_ x}
(en fait sﬁ = g~ ou eﬁ =
(

¥ .
e suivant que Qy = 0 ), alors les valeurs

I+

propres de G dans EE resp. eﬁ) correspondent aux parties P de cardinal
pair (resp. impair).

Remarque sur le théoréme

On pourra trouver une démonstration du théoréme (ou d'une forme
voisine) 'dans ([2] [4] [61) 5 un schéma de démonstration du i J. Helmstetter®
est donné en annexe. '

Dans les exemples pratiques la construction de 1a base Ni n'est pas
toujours explicite. Dans certains cas on cherchera les informations néces-
saires par des arguments de continuité. Dans d'autres cas (par exemple dans
Te calcul formel d'énergies limites au pargraphe IV), on montrera comment
on peut se passer de cette information.

chaque spin étant de plus joint a lui-méme c'est Te cas n = 1 avec les

* Laboratoire de Mathématiques Pures de Grenoble.
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notations du paragraphe I.
On pose M1 =35 M2 SC Q=C

it

La matrice Ak est : exp (BMIMZQ)

avec
-28

thy = e

Q
1]

2 sh 28

Sur tf 1'action de AB = AkBk est celle de :

o exp(Bty) MM,
d laquelle correspond la "rotation" de SO{f) :
ch 2(B+y), - sh 2(B+y)

-sh 2(B+y)’+ ch 2(6+y)

De valeurs propres 812(8+Y)

La valeur propre associée a la restriction de exp (BMIMZQ +Y M1M2) est
donc a choisir dans :

o H(BHY)
Essayons d'établir le signe par continuité en prenant v= 0 et en prenant

+ )
dans ¢ 1le vecteur e=(]i) .
Nous avons alors :

exp(BMlMZQ)e chs M1M2e + sh BMlee

chR e +sh Be = exp(B) e

La valeur propre cherchée est donc :

e+(B +v)
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De méme sur € ]'aétion de exp(BMlMZQ) exp(yMlMZ) est celle de
exp(y—s)M1M2 et i1 faut choisir une des valeurs propres :

ot (v-8)
1 -
Prenons f = e et y= 0:
-1
GXD(BMIMZQ)f = chg(+f)+shg f = ebf
d'ot 1'on choisit : By

Nous avons donc :

Trace(AB)" = (a)" {(f™)M+(ef V)M

avec
o= V2 sh 28
eV = " ch B
) sh B

Et le résultat final est :

Trace (AB)" = (e®)" (2"): ((che)™+(shg)™

- e 0 om me G e M e e . - e - - -

IT s'agit de trouver tr(AB)n avec

A = exp(eM2M3 oMMy BMIMZnQ)

[ee)
"

" exp(YMyMy + YM M, +o .t M, M, )

-28

=]
]

v 2 sh 28 thy = e

Les éléments de SO@/Z) associés a A, (restriction de A & ot ) et B sont :



[weli]

ch2zg O 0 0 0 + sh2g 1
0 «ch2g sh2B O 0 0
0 sh2g ch2g 0 e 00
= 0 0 0 ch2g . 0 0
0 0 0 0 - ch?g 0
\? sh2g 0 0 0 e 0 ch2g J
{ ch2y -sh2y 0 0  ..... 0 o
-sh2y c¢ch2y 0O o ..... 0 0 \

0 0 ch2y =-shzy ..... 0 0

..... ch2y -sh2y
..... -sh2y  ch2y ]

o
o

¥

Les produits A+ B sont desmatrices circulantes de 1a forme

)
o

I 3
a3 a; a, 0
a, 0 0 3y
avec : : ch2p 0 ch2y ~-sh2y
a =
Py )
0 ch2g v - sh2y ch2y

0 0 ch2y -sh2y

*sh2g 0 -sh2y ch2y

0 sh?Zg ch2y ~sh2y
(T

ch2y

-sh2y

VI, 11
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Les valeurs propres de A+§ sont celles des matrices :

in in
a, + (er1)2r-1 a, + (er{)—(2r~1) ag =
LS
ch2g (sh2g) (e PR "1 ch2y “sh2y
in
(sh2g)(e M)2™1  chog ~sh2y ch2y

r=1,2,...,n

Les valeurs propres de A_B sont celles des matrices :

2ix _2in
-r
ay +(e n)r a, + (e n ) a; =
2ix
ch2g sh2g(e " J" ch2y -sh2y
2in
n,r
sh2g(e " ) ch2g -sh2y ch2y

r=1,2,...,n

Pour toutes ces matrices le produit des valeurs propres est égale a 1. En
regardant leurs sommes on peut les déterminer.

Les valeurs propres de A+§ sont données par :
exp (£2n,,._¢)
ch = ch2g ch2y - cos2’=L 4. sh2p.sh2
2p-1 : Y n " Sney
r=1,2,...,n.
Tandis que les valeurs propres de A_ﬁ sont données par : exp(i2n2r)
- 2r
chn2r = ch2pg ch2y - cos T sh2g sh2y

I1 reste a déterminer le signe des N
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Cas des Nop

n

Si g =0 on peut choisir la base orthonormée neutre de vecteurs propres
M. M. "M2m avec n,. =y .

2 .
Si y = 0 on peut choisir la base orthonormée neutre de vecteurs propres

1)

M1 (—Mzn) M3(-M2)...M2n_1(-M2n_2) = -M1 "'M2n'
Il faut prendre alors : Nop =B I = 1,...,n-1 et Nop = ~B.
On choisira donc pour le cas général :

”2?"'20 r=1,...,n-1 Nop =Y = B

Cas des Nop-1 (raisonnement identique)

Si y = 0 on peut choisir tous les LYY €gaux & Bet si B =0 on peut
choisir Nop.y = Y-
En fin de compte on peut choisir Nop_] 2 0.

En choisissant lon = B-y on peut écrire les valeurs propres sur ¢  avec
P de cardinal pair ce qui donne comme valeurs propres de AB :

n
a exp( L n, - In,)
réP 2r reP 2r

n
a’ exp( £ ny. 0 - T, 1)
riP 2r-1 reP 2r-1

Et tous les calculs effectués (en appliquant le lemme I11.2.2. démontré
plus Toin) :

Trace (AB)n =

——— . 2 n n
5 (V)" o (2chnny ) + 1 (2shnn, )
r=1 r=1
n n )
+ I (2chnn +Z  (2shnn,  .)}
=1 2r-1 r=1 2r-1

avec
ch2u, = ch2g. ch2y - cos I sh2g sh2y

n. 2z 0 r=1,2,...,2n-1
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ITT - cALCUL DE FOMCTIONS DE PARTITION DE MODELES NON
HOMOGENE : UME METHODE "POLYMOMIALE"

ITT.1 - INTRODUCTION

Nous allons montrer comment le formalisme de 1'analyse spinorielie
permet d'exprimer la fonction de partition & 1'aide de déterminants.
On constatera que la présente méthode ne demande plus de calculs qui
croissent exponentiellement avec la taille du probléme comme c'était le cas
des méthodes de calcul proposées au chapitre V.

II1.2 - METHODE DE CALCUL POUR UN MODELE NON HOMOGENE

ITI.2.1. - Notations

- o .

Nous illustrerons la méthode sur un modéle qui ne posséde pas de
périodicité en colonnes pour éviter des problémes techniques.
Nous voulons calculer :

7 = Trace (AIBIAZBZ Cos AmBm)
avec n-1 ) .
A = rgl (ch(B,) 1 + sh B S,Sppp)
" -
B = 1 ((e )1 + (e M)
r=1
roer _
k’ Bk - iB.

Nous posons toujours (notation du paragraphe I1.1) :

B, =

K oy exP(vy My M, )
r

r
‘ng

=3
aey

2 R
()" = 2sh2y  thyf = e



LEMME TI1.2.2

Soit P = {1,2,...,n} pp =eP p=1,2, ,N
Bpe(:
n n
) (n “i)( I -}~) = 2"'1 [ che_ + 1 sho ]
XP i XY deX Wi p=1 P ps1 P
|X|pair
n n
) ( n “i)( | ~1) = 2‘"'l [ m che_ - 1 she ]
XeP i XV e My p=1 P p=1 P
|X]inpair

La démonstration se fait trés simplement par récurrence.

LEMME I11.2.3.

Soit 0 ¢ SO(ué) possédant pour valeurs propres :

o201 , e1262’ o e§29n
.
det(I+0) = (2 m chey)?
i=1
n " n
det(1-0) = (2 .nl she;)2(-1)
1=

La démonstration est immédiate.

- . - e e . e e e o o o bk T e = . - - - T . ot o e

En utilisant les notations du paragraphe II, 1'é&lément de SO(%Z) corres-
pondant a Ak est :

1 0 0 ... 0 0 0

0 ch2§i ‘ sh2§& ... O 0 0

0 shzék ch2§k ... 0 0 0
- . - h 'or -or
Ak = 0 0 o .. . chZBk shZBk
op R ol
0 0 o .. . sh26k chZBk

VI.15
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L'élément de so«ﬁg) correspondant & Bk/na E se met sous la forme
: r

bi 0 - 0
0 bﬁ ------ 0
Bk = : E
' n
0 0... bk
r - r _ 1
- ( ChZYk Sh2'yk \ coth2g m )
b, = = *
k !

r r
"ShZYk Ch2yk Sh28 coth2g .

Le signe étant celui de E:

En effet si §E =gona: th{ = e 2B oy .
_ 14th2y _ ch2g
ch2y" =
Tk © 2 P sh2g
i th m
2th 1
h2,r = 'k - =

2
et les signes sont changés si thyE= e B

si et201 > e*202 verrs 3200 désignent les valeurs propres de
B

ABiAB, ... AB.
La trace de (Az(Bl/ H al) A (BZ/ H a . Am(B / H o )) est égale au signe

=

prés ( d aprés le Theoreme sur le Groupe Spinoriel ), a:

a4 5]
z (m e nm  -Y%
|Ple{1,2,...,n} icP 4P € ')

et en appliquant les Temmes I1.2.2 et I1.23. le carré de cette quantité
est &gale 3 :

det(I + A.B.AB, ... AB)
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ce qui donne finalement que le carré de la fonction de partition
= trace(AlBl...ﬁ“qn) est donné par :

(o=

2. r AR A
12= ( H'. . 2 sh ZBk) det (I+AIB1 X, .. X ﬁnun)

Remarque
Toutes les quantités qui interviennent dans le calcul de 72 s'expriment
rationnellement en z = e 2® dans le cas od 3: = 48

Le calcul fait intervenir le produit des matrices : Alél ces A“Qn

qui sont des matrices 2n x 2n. Nous avons en plus le calcul d'un déter-
minant mais le nombre "d'opérations" a effectuer est évidemment polynomial
enm et n.

Par des techniques analogues a celles proposées dans le chapitre V il
nous serait alors possible de reconstituer Z en un temps polynomial en m et

n.
Chaine d'Ising §~m spins ByaBy s-.sB = 3B.
Nous avons AI’AZ seees ﬁn = (; S) ,

) coth2g " ShoE
et Bk = (Signe Bk)

- -ST'%Z—B- coth2g 7

Le carré de la fonction de partition Z est :

1 .
m coth2g " ShOR m
Z? =| n (25h23k) det{ I+(N Signe Bk)
: - —S-HZB' cothz2g -
‘ m
Notons : y = 1 signe By -
k=1

En calculant les valeurs propres de ﬁk il est facile de voir que



2
Z(8) = v(25h28)" 1y ( ZHEPEN (14 (REEZL M

ce qui donne :
Z(g) = (2 chg)™ + y(2shg)™.

ITI.3 SUPPRESSION DE LA PERIODICITE EN LIGNE

Nous voulons supprimer les intéractions entre la premiére et la

derniére Tigne pour supprimer toute périodicité du modéle.
Nous allons étudier :

Z€ = Trace (AlB AZB AhB (e))

pour la valeur € = 0.

En reprenant les notations du paragraphe précédent nous avons :
2 m-1

r n AR \A R
of) (2sh2e)" det(I+( 1 A.B,)A B )
k:l,_c_’m_lk k=1 k™k I\TI €
r=1,

ol BE est la matrice composée de n blocs

1
coth2e - gm—
b€= .
- gﬁz coth2e

Nous pouvons introduire le facteur (2 sh2€)n dans le déterminant sous
forme du déterminant de la matrice comportant n blocs diagonaux :

e® e ©
dE= »

e © e®

Remarquons que : d_~ (1 1)

‘ e~0 11

et que
e® -e® 1 -1

bd = —> {

-e © e/ ¢+ 0 -1 1

VI.18
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Si nous notons : 11
11
11
J = 1 1'.
11
11
1 -1
-1 1
1 -1
-1 1
K = .
1 -1
-1 1
nous avons donc :
7% - ( ! 2 sh 280) det(J+R B, ... A K)
k=1,...,m-1 k 1 m
r=1,...,n

Exenple : chaine d'Ising-homogéne

Nous prenons BE = B

ch2n -sh2n
B, = ( ) thn =(§“2B

-sh2qy ch2n

Nous avons : 1 +1 e2" 0 1 -1\
Bk=1/2 ( ) < > ( )
a”2n

Nous avons donc :

) 1 1 1 1 1 41y ge?h 0\m-1 g1 -1
Z°(B)=(2sh2B) det (. + - ( ( -2 (' '
' 1 1 2 -1 41/\0 ™" +1 +1
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ce qui donne :
1+(EZn)m—l 1_(ezn)m—l

m-1

Zz(s) = (2 sh2g) det

1_(e2n)m-1 1+(e2n)m-1

Z(g) = 2 (2 chg)™!

IV - cALCUL FORMEL D'ENERGIES DE MODELES PERIODIQUES

IV-1 - NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

Nous reprenons les notations du paragraphe II.2 mais cela étant
maintenant indispensable nous notons Ak A(n) Bk ::B(") et Z -Z
car 1'exposé nécessite de faire varier n et m.

m,n

7, = Trace (A{Ma{M a{mM (M p(n) gln),

m,n

Nous considérons des réseaux obtenus par répétition d'un "motif" de
liaisons portant sur p liaisons horizontales et q liaisons verticales.
Afin d'éviter de surcharger les notations, 1'exposé se fera en utilisant
des liaisons positives ou négatives g . On montrera sur un exemple
comment traiter un cas plus général.

Exemple

p=4 q=1. Nous signalons simplement si les liaisons sont positives
ou négatives

e

+— { + | + l + + + + +

- + + + - + + o+ -

‘l‘ -ri\ +-Tiﬁ-+ + + + +
+ + o+ -

L..L..L..l.nu_lsx+ I R

N L’

-

"motif" -
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p=2 q=2
| | | ! I |
+ + + + + +
}-- } + - + - + —
- + - + - +
.7 -L1-7*4 =t o+ Tt
N N
! i
+ + N+ + + +
/ N
l l"- +-—\:_—---+ -‘-—-_-T-—-+——l
7
/ - - + - +
"motif" l. + -l- + :1P + I + l + | b —
\ .7

Remarquons que les Aén), Bén) et donc Zm n sont fonctions de g8 . Nous
introduirons la variable g & 1'ultime. &tape car les notations sont beau-

coup plus lourdes.

Nous voulons étudier des modéles qui correspondent donc & m = qr
et n = pr en faisant tendre r vers + «. Les échantillons finis ne sont pas
carrés mais la convergence correspond bien a une convergence au sens de
Van Hove (cf. Chapitre I, § I1.1.2).

IV.2 - DEMARCHE DE LA METHODE DE CALCUL

Les différentes propriétés qui suivent ont peu de rapports entre
elles et concourent simplement a valider dans tous les détails 1*algo-
rithme de calcul utilisé.

Je détaille ici cette démarche qui donne d'ailleurs le mode opéra-
toire a suivre pour traiter les exemples du paragraphe IV.3

La condition de périodicité verticale s'exprime par :

A
s{") - p(n)

i+q i
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et en posant : A%n) Bfn) Agn) Bén) ce Aén) Bén) = C(n)

nous nous proposons d'étudier avec n = pr :

14m TﬁF%TﬁFT log Trace ((C(pr))r)

1>t

Le but du premier lemme IV.2.1 est de remplacer C(pr) par une matrice
C(pr)+ qui sera (& une constante prés) la représentation spinorielle

d'un é&lément de soaﬁé) (voir paragraphe I1.1.3) et qui aura méme restric-
tion a ¢* (sous espace défini au paragraphe II1.1.3).

Le second lemme IV.2.2 nous permettra de transformer le probléme en 1'étude
de :
. 1 (pr)
Tim  — log |a |
P>+t par

o? x(pr) sera la plus grande valeur propre en modéle de la restriction de
clPr)t 5 .+, |

pr
Ensuite nous remplacerons les matrices Bépr) par Bépr)/ 1 (25h3£31/2 pour
g=1
obtenir des matrices qui sont des représentations spinorielles d'éléments
de 50(0%). Cela a pour conséquence de remplacer C(pr)+ par
D(pr)+ - C(pr)+ /( g p; (2 sh 2§£)1/2) ce qui transforme le probléme

en 1'@tude de : k=1 2=1

1 1 (pr)
Tog(2 sh2g)+ Tim — log |u |
z koo PAT

ol u(pr) sera la plus grande valeur propre en module de la restriction
de p{PPI* 5 .*,

Enfin les deux derniers lemmes IV.2.3 et IV.2.4 nous permettrons d'arriver
a la formule finale :

2n .
1 1 5. 1 - + o
?-109 2sh2pg + Ea-l1m y/ JO 1og|det(D(pr) -Ie' Y(do)

P->too

oil 5(pr)+ sera la matrice de soaﬁf) correspondant a D(p")+ (voir § I1.2) et
I Ta matrice identité (de la dimension adéquate).
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Dans le paragraphe IV.3 nous ferons intervenir la périodicité hor%zonta]e
qui se traduira par une structure cyclique par blocs des matrices 6(pr)+_
Ceci permettra d'écrire la limite sous forme d'une intégrale double. Le
noyau de 1'intégrale étant un déterminant ot interviendra le paramétre g
dont dépend effectivement 6(pr)+.

IV.2 - QUELQUES LEMMES

. .+
1V.2.1 - Lemme sur la restriction a ¢

- e - S = O S e e 0 = B e An e . —

Ce premier lemme ne fait pas intervenir la périodicité du modéle mais
seulement des propriétés générales des matrices Aén) B(") ainsi que des
propriétés dépendantes du modéle physique.

LENWE_1y.2,1
soient  c{") = a{M) g(M) _plm B{")
OB ( )
1 0,
ALES {x e C (")(x) = #x} .

Les matrices Aén) et Bén) sont définies comme au paragraphe II (ou
elles sont notées Ak et By pour simplifier).

En particulier les e(")i (notés e* au paragraphe II) sont stables par

Aén) et B&n).

Notons T+(C$n))(resp‘ T'(Cén)) la trace de la restriction de Cén)

a (Mt (resp. E(n)-).

Si Tim —L-log Trace (Cén)) existe alors
i, Nt
. 1 +,~(n) . - -
lim — log T (Cm ) existe et ces deux limites sont égales.
m s nN-roo

La convergence de m,n vers 1'infini devant respecter la convergence au sens
de Van love (voir Chapitre I).



VI.24

Démonstration

o - - . - o - -

. p - + -
Construisons par récurrence une base orthonormée de e(n) et e(n) .

+ 1/v2 _ 1/v2
Pour n = 1 Xy = {( )} Xy = {( )}
1//2 -1/V2
: + 1/v2 + ( 1//2) -
Posons : X ={x8 » X € X }uix R s X e X o
" ST A -1//2 "
} (1//?) _ 1/v2 N
X =1{x 8 » X e X 1} u {x 8 ( s xe X .}

Nous allons montrer que pour C e W,on ,n (€) :

2n
DX =g 1 (C(,1)eC(2"i41,1))
xeX i=1
n
2n
P x'tx =% (C(i,1)-C(2"-i+1,i))
Xexn i=1

On vérifie facilement que cette proposition est vraie pour n = 1. Découpons
C en quatre blocs de tailles égales :

C1,1 ? C1,2
C = 2 ] e~weammecaes [ e o e .’ - -
Co,1 1 G20
T _ 1 +T + 4T 4, +T + 4T +
Lax k=5 2 (y Cl,ly +y Cl’zy +y C2,1y +y C2’2y )
xeX y €X
n n-1
1 T, - T, =T - =T -
t oy oy Clﬂy -y CazY-y Cz’ly +y Cz’zy )
Y eXp1

et on obtient le résultat en regroupant les sommations relatives aux
mémes blocs.

La démonstration est identique pour = _ x' Cx
xeX
n
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Remarquons maintenant que Cén) laisse E(n)+ et E(n)- invariants
(§ 11.1.3), nous avons donc :

+ o)y T ~(n)
T (C, )= & X Cp ' X
xeX
n
Nous avons donc :

c(n)

0 %—Trace (Cén)) +-% T(qgn))

avec 2n
SCAURE:

1 ¢{" (2"-441,1).

1

T(Cén)) correspond donc a la fonction de partition du modéle envisagé avec

une condition particuliére sur les valeurs des spins de la lére et de la
mEme rangée qui induit une modification asymptotiquement négligeable de
1'ensemble de sommation (chapitre I paragraphe I11.3.2). Nous avons donc,

si la convergence du rectangle m x n respecte la convergence de Van Hove :

. 1 (n) . 1 (n)
Tim —~- log Trace (C‘'"/) = lim — log t(C*"/)
M, note MO m m, ke M m
Toutes les quantités étant positives nous avons donc, en tenant compte de
la concavité du logarithme :

%~1og Trace (Cé")) + %—]og T(Cén)) < log T+(Cén))
et :
log T+(C£n)) < Max(log Trace (Cén)), log T(Cén)))

ce qui nous permet de conclure.

LEMME TV.2.2

Plagons nous dans le cas m = rq et n = pr avec
(n) - (aln) g(n) aln) g(n) (n) g(n)yr _ (clpr)yr
C 0 (A1 B1 A2 82 cee Aq Bq ) (C )
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si TF désigne toujours la trace de Ta restriction a e(P")* et
si A(pr) désigne la plus grande valeur propre en module de la
restriction de C(pr) a 8(pr)+’ alors 1'existence de :

Tim log T" (C(pr))r
r>to  par2

est équivalente & 1'existence de :

. 1 (pr)
Tim  —— Tog |A |
frtn AT

ces deux limites étant éqales.

Démonstration

E(pr)+ est stable par C(pr) donc sa restriction a E(pr)+ posséde 2pr—1
valeurs propres

Xgpr) = (pr), Aépr) von., atpr)

cevs 2pr-1

que nous rangeons par ordre décroissants de modules.

Or :
[~ Tog T ((¢P)y - L 10g (PP
par ) pqr
2Pr- _ pr-1
< 12 log 1 lxgpr) /A{pr)lr < Jog 22 < 1332
par i=1 pqr

ce qui démontre le résultat.

LEMME IV.2.3

=t 3+

Soit C une matrice de M@Zn 2n(C) de valeurs propres :

e1261’ e1262 N eiZGn
avec
By = uk+iwk My e Rt
U)k € ]R

On a :

2 .
1 pe )
T T & [0 Tog|det(C-Ie(1¥y |do.



Démonstration
_____________ . . n 2(u i)
On a : log ldet(C-Ie(1¢bl= £ logle k™ k -e1¢|d¢
k=1
n 2(uyrin,)
+ 1 logle k™K ~e'?|de
k=1
) 2n 2(uy iy, ) 2n AT
Or : J logje k" k -e1¢|d@ = J log|e k-e”ld@
70 0
car 1'intégrande est périodique de période 2w.
De méme : .
- 2w ~2u, 21w . all -2u .
log|e k k—ewld«b = J logle k-ewldcb
0
D'ol . .
YA s n 2x 2u . =24 .
log|det(C-e'*I)|do = = [ logl(e K-ee K-e1?)|do
/ k=1 /0
ce qui est égal a :
n 21 . o
L [ log |2 chu2k.e1®—(1+e3¢)ld¢ =
k=1 /0 :
no 2
x I ]ongchUZk - 2 cos¢| deo
k=1 /0
Or pour x =z 0 on a :
2
J log |2 chx - 2 cos¢| do = 2mx
0
d'od le résultat.
LEMHE 1V.4.4.
Soient D(n) des matrices de ¢¢ (C) qui sont des représentations

2", 2"
spinorielles de matrices E(n) & SO .

Notons les valeurs propres de ﬁ(n) :

+20(N)
e K k=1,2,...,n
G]En) = 11( ) + 'im'((n) ul((n) € R+

m‘gn) e R

V127
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i29(n)
Si les e k sont uniformément borné (en k et n) et si (pour n = qr)
1im -J;logTYD(pr))r existe alors cette limite est &gale a :
Pt 12
N T T VN B (. <(pr)_; it
1im (= = ) = tim —1——-[ log|det(D -I.e 7)|de
rote T k=1 K Foto 1
Démonstration

Si A(prg désigne la plus grande valeur propre en module de la restriction
de D(pr

~

a E(pr)+ on a en supposant les u(Er) ordonnés :

ué?r)z uégr% 2 e 2 u{pr)

:ugpr) +u§pr) +...+ué$r)

( e
[a(pr)| _ ou
'ugpr)v+ ugpr) +...+ué£r)
e
iZGépr)
d'aprés le théoréme sur le groupe spinoriel. Si les e sont bornés,

peu importe le choix de iugpr) et i1 convient d'étudier 1a limite de

pr
oo

(pr)
k=1 K

cette quantité étant égale d'aprés le lemme 1V.2.3 a :

2'"' s
1 ~(pr i¢
I;F JO logldet(D(p ) - T.e )ld@

d'oii Te résultat.

IV.3 - MODELE A PERIODICITE VERTICALE 1

La périodicité verticale q = 1 signifie que les matrices Aé") et Bﬁn)sont
indépendantes de k et pour cela notée A(n) et B(n). Le modéle est obtenu
par répétition d'un "motif" décrit ci-aprés.



(ceci n'appauvrit pas ce type de modéle car les liaisons horizontales
n'affectent pas les frustrations des plaquettes : voir chapitre I para-
graphe IV.4). De plus : Ei = 18,

Nous introduirons plus tard Ta périodicité horizontale p avec n = pr.
Dans 1'immédiat on peut sans influence sur 1'énergie limite remplacer
én par -én. (Chapitre I, paragraphe III).

En se reportant aux notations au paragraphe IV.2 nous pouvons écrire :

p(m+ _ z(n) 5(n)

avec .
ch2g 0 0 0 0 ....... -sh28
0 ch2g  -sh2g 0 0 ....... 0
0 -sh2g ch2gp 0 0 ....... 0
Aln) 0 0 0  ch2g -sh2g ....... 0
0 0 0 -sh2g ch2g ....... 0
-sh2g 0 0 0 0 ..... ch2g
b1 0 0 0
B(") b2 0 0
0 b3 0
0 0 0 v hn
avec | COth?Br -‘Eﬁ%ﬁ;
br = .
- E-h?—B“- COch Br

VI.29



Les valeurs propres de A(n)é(n) sont'réelles.

Démonstration

- . - -~ - -~ o o

Si on note A(ZB) = A(") on voit que :
Ale) = A-s)  A(26) = (A(s))?
A(n)é(n) a donc mémes valeurs propres que :

A(-8) A(2e) B(") A(+g) = Acg) (™ A(e)

qui est une matrice symétrique réelle. Cette propriété nous servira pour
guider les simplifications lors du calcul formel du déterminant final.

s > e o o e > e o . e o e - e o 2D om

Nous supposons donc maintenant que n = p x r avec une périodicité
v

v
sur les liaisons verticales c'est-d-dire : Bi = B

itp’

VI.30

La matrice A(pr) é(pr) est donc circulante par blocs de 2p et de 1a forme

’ a a, 0 ag \
a3 a1 az 0
0 a3 a1 0 0
\ 2, 0 0 a3 a1 j
avec :
';ch26 0 0 ...00 |
"0 ch28 sh28 ... 00
_ T_. _
al = 0 sh2B ch28 ... 0O 0' a3—a2-

| o 0 0 ...0 ch28 | sh28 0
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coth231 —1/sh281 0 0
—1/sh2B1 cochB1 0 0 0
0 0 0 0 0
§ =
0 0 0o ... cochBp -1/sh2g
0 0 0 -1/sh2g coth2p
P P
ce qui donne [9] :
det (R(PI(OP)_q ooy
r-l i 2;“k ) E%E k
il det((ala—l.e )+a26e + ajge )
k=0

On a donc :

Tim % log|det A(PTIBEPr)_ 1%,
Y rtw

de_im)ldw

3

2 . .
_ 1 . _1aid iw
= ?;-fo 1og|det((a15 le"")+a,6e "+a

ce qui donne donc pour la formule finale de 1'énergie (voir notations

du paragraphe 1V.2)

1
8pn?

3 lon (2sh2g)+ se” 1) |dude

2'" 2'" ,iq) .i
I I log|det((ajs-1.e ") +a,ce “+a3
0 0

ou sous la forme :

1 (Zu (2 p io fw o =iwyy
———-f [ log{ (2sh2p) ldet((ald-l.e )+a26e +agée ) dwde

8pu2 J0 /0

IV.3.4. - Illustration_: modéle d'Ising

PrERARAE S T X T Y T T T oy -an-Ra

On a : p=1et les blocs 2 x 2 sont :
ch2g 0 0 0
- = al =
4 = ( =93 " (
0 ch2p sh2g 0

( coth?g  -1/sh2g )
4§ =

-1/sh2g coth2g
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Nous voulons donc calculer le déterminant de :

id Tw -iw
a15 Ie' ™ + azae + a36e

qui est égal a celui de :

_ ¢ch2g e
sh2g

ch2g 1¢

e1®

shog *

sh2ge™ ¥

Ce déterminant est égal 3

ch22g ei@
sh2g

2 .
ch22g+ ch2g e21¢
sh22g

-2

ce qui se simplifie en :

2ie _ , ch22p id
1 +e 2'§'h—27r—e

-

ei® im
- ShoE + sh2gpe

_ Ch2g i
ChZB M e
210 i
- sh228 + 2e'" cos w
sh22g

+ 2e1(I> CoS w

cette expression ayant pour module (on divise par -el? ) ¢

ch?2g

2 sh2g

- 2 COSw - 2 cosd

D'od 1'expression de 1'énergie correspondante au modéle d'Ising :

1 1
log{2 sh2g)+ ——
2 8n2

oy
0

0

ce qui peut s'écrire :

1

log 2 +
852

2
j log(2

2
gh 28 _ 2 cosw - 2 cos?®) dude

h2g

2'"' 2'"'
Tog(ch22p-sh2g(cosw + cose ))duwde
0 JO
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Considérons des liaisons +pB. Seuls leurs signes seront portés sur le

schéma.
Nous considérons la répétition périodique suivante :

qui correspond a la répétition du motif simple :
+| -I
+ +

Ce modéle est connu sous le nomc modéle A et sa solution est calculée
dans ([3} 18] [11]).

Nous allons montrer comment la retrouver en utilisant le systéme de calcul
formel REDUCE.

La matrice dont i1 nous faut calculer le déterminant est :

chx 0 0 shx el %’% -1/shx 0 0
chx
0 chx  shx 0 N ~1/shx Shx 0 01
chx
0  shx chx 0 0 0 - ‘shx
shxe ™ 0 0 chx 0 0 1/shx --gg;
1 0 0 O
] 0 1 0 0 o
6 0 1 0O
0 0 0 1

avec x = 28.

Nous utilisons des matrices ma(4,4), mb(4,4) mi(4,4) et m(4,4).

e'® est introduit sous la forme de la variable ew et e'? sous la forme de la
variable ephi.

Les matrices sont initialisées :
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ma(l,1) := ch(x) ;
ma(l,4) := sh(x) % ew ;
ma(4,1) := sh(x)/ew ;

ch(x) et sh(x) étant définis comme des opérateurs.
La matrice m prend la valeur :

m := maxmb-mixephi ;

Le calcul du déterminant se fait avec les régles :

ch(x)xx2 = l+sh(x)xx2 ;
cos(x)xx2 = l-sin(x)xx2 ;
ewkk 2 = 2xewxcos(x)-1 ;

On peut montrer :

|det(m)| = -det(m)/ephixx2

Le calcul fait sous REDUCE donne :
-det(m)xsh(x)xx2/ephixx2 =

2x(2+sh2(x)+2xsh2(x)xsin2(phi)-shz(x)xcos(wi)

en prenant la variable 9= 2¢ (on vérifie que 1'intégrale sera identique)
1a déterminant de la quantité précédente devient
2(2+2sh?x - sh2x (cos6+zosw)).
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D'ou 1'énergie limite :

1 1 2n (2w
?-]og 2 + J f log 2(2ch2x—sh2x(cose+c05ub) de duw
16s2 /o Jo

Exemple d'utilisation de REDUCE sous MULTICS

Dans le fichier "mambmi' figure les commandes REDUCE pour initialiser les
termes significatifs des matrices ma, mb, mi. Le paramétre 'n' donne la demi
dimension des matrices. L'initialisation est faite en supposant toutes les
liaisons positives.

Dans le fichier ‘'négatif' figure les commanges REDUCE qui modifie les termes
de la matrice mb pour rendre compte d‘'une ™€ Jiaison verticale négative :
on utilise le paramétre 'i‘.

Le reste de la session reduce est commentée assez explicitement.

LIZP FREDUCE

[FRECUCE ) .
FEDLICE-HESS wers1on MHovemeer 1352

= DECLARATION DES UARIAELES 3

IMTEGER M IaTIlaIls 3 _ .
MATRIN MATGsdlsmeldad)ismidsdismridsdy 3

% FEEMIERE RFFECTATION 3

=2
1

_
= =

LI i1

t
t

CFF OUTPUT 8

It "mAMEmMI" 5
¥ CH CECLARED DPERATOR

X% o DECLARED OPERATOR
OH OuUTFUT *
= AFFECTHTION LIAISOH HECATIWE 3

1i= 2 3
1

-— )
.=
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It " MEGATIF" 3

FrElZs3) i= | = CHixITSSHx)
reldsdl = { - cH{=I)1SSHx)

rEl3sd) 1= 1osHix)

rE (431 8= losHix]

< FEGLES LE SIMFLIFIEHTiDH ET OPTIOHEZ DE CARLCUL 3
FOR ALL ¥ LET CHIxI®EZ = 1 + sH{xI#ES 3§

-

FOR ALL ¥ LET COS(xI®2 = | —~ s1ni(x] &2 §

LET EL¥E = S¥eurps(w) - 13

% MATREICE ﬁDHT IL FAUY CALCULER LE DETERMIMANT 3
» CFF OUTPUT §

M= MAYME — MIYERHI §

[H OUTRUT §

LET EFHI¥¥Z = S¥ppHI®¥cos=ipHIl ~ 1 3

0 2= —pETIMI¥[ZH 1992 ] SEpHIND 3§
= g
o= 2% - cos(wl®sHix)  + S¥sHix) ¥=zinipHIl  +

g
Ny |
(g

Hixl +

In

LET SIMIPHII®NZ = (l-cosiT1ls2 8

ol = o s

E: L]
ol 8= 2% — cosiTI®=EHIx] - coslwl¥®sKix)  + 2¥s4ix) +

[
iy

]
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0 v W e O e 4 At o il o G e e B - S A G e . - an

Les liaisons igsont symbolisées + et on pose x = 2 B.

1) Premier exemple

+ l -I "

-

qui correspond au modéle physique

4
:::><: + -r///// ’///-; + +,///, ’///-: +
//, ///
7’
N 25 A IR BRI ZZ N B B 7N T RN B
z

) i:j/g LAY RN G PO B BEC N P SN I I
~ s /4 e S~

T T T T T T T T n T T

Les hachures correspondantes aux plaquettes frustrées.

Le résultat relatif & ce modéle figure dans (131,181,111]).
La matrice dont i1 nous faut calculer le déterminant est :

m=maxmb - mi x e1¢

ma désignant la matrice 8 x 8 :

chx O 0 0 0 0 0 shxe'

0 chx shx 0 0 0 0 0 \

0 shx chx 0 0 0 0 0

0 0 0 chx  shx 0 0 0

0 0 0 shx  chx 0 0 0

0 0 0 0 0 chx  shx 0

0 0 0 0 0 shx  chx 0
shxe ™0 0 0 0 0 0 chx

mb désignant la matrice 8 x 8 :
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b £hx -1
shx shx
0
mb = -b b =
b
0
l 1 chx -
b shx shx

et mi la matrice identité 8 x 8.

Nous demandons 1'évaluation de : det(m)a&sh‘*x/(e”’)‘+
résultat ( ¢ est noté phi et w w):

et nous obtenons le

1 1 2n (27
log2 + J f Tog |N(phi,w,x)|dphi dw
2 322 Jo Jg | INPRTMX)]
avec N(phi,w,x) donné ci-dessous :
4 4 3 5 3 3
2*(8*cos(ppi) *sh(x) = 16%«cos{phi) *sh(x) =~ 16*cos(phi) «sh(x)
2 6 5 3
*cos{phi) «sh(x) + 2becos{phi)ssh(x) + b0«cos(phi)«sh{x) + 16+
4 6 4
cos (phide«sh(x) + cos(w)«sh(x) =~ 13«esh(x) = 2S#sh(x) = 24«sh(x)
= 3
2) Deuxiéme exemple
+ +

-, -7

ce qui correspond au modéle physique

L~ e
4 +§f RN RN +’Z//’- - //j;+ +r////i
+ ”;ttf + .4-,)+//+ P - ’://,+ + ////;;
T+ T T T T ¥ F 7

Avec les mémes notations que 1'exemple précédent nous posons :

id

m=ma xmb - mi.e

La matrice mb étant :



mb = b

Le résultat obtenu est aibrs :

] 1 2v (2w
> log2 + Tog 2(8 cos"(¢)sh“*x-8cos? sh®x-32 cos2¢sh'x
2 3242 Jg Yo

-16 cos?esh2x-cos w shx +8 sh®x +25 shx

+24 sh2x+8 )dwd o

- an e e G oo e A s e e o . -

Nous avons essayé des modéles qui ont une période plus grande que 4
et qui ne semblent pas étre traités én Physique.

Exemple :
Répétition du motif

' I ;
+ + + + 4
ce qui correspond a un modéle physique :

=y 5

\\

e

-+
+
-+
o+
+
A\
\
-+
-+
-+
-+
VY
\+
+

+
-+
-+
+
1
<+
+
+
-+

//’ ~

Nous posons toujours x = 28 et 1'énergie limite est donnée par :

1 2w (2w
log 2 + I J Tog}N(x ,phi,w)}d phi dw
40«2 J0 0

~Nf =

ot N est donné par :

.
2%
O
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= v
EREH ] ¥~ Z¥rps (E¥PHI) + 3+ S¥sylunl ¥ (I¥cps (3¥pHI] - S¥cosipHIl) + OF%

5 5

2H ) ¥~ S¥ros (4¥EHI) ~ E¥Cos(E¥pHI) + £S5)1 4 S¥shixl ¥icos (S¥eHI) + SEe !
4 . -
COs(3¥pHIl — 118¥cos(PHI) -~ coslwll + Z%¥sHixl ¥ - E¥cosi(d¥pnrl + 15%Cos

fia

[(Z¥EHI) + 1131 + S¥spisx) ®IS¥coz(I%pH1) ~ 33¢cosipHIl) + S%spix] ®(d4¥%-ps
(E%¥PHIY + 19) - SE¥szHix<1¥cosipHI) + 32

IV.3.8 - Modele & période_horizontale 6

Nous proposons un exemple avec le "motif"

-+

N
N
\
\

4
+
+
-+
U
+
-
H
o+
-H
+
-
+
+
A
1
+
-+
+

+
+
-+§;+\\
+
+
¥
+
\
)
+
+

En posant encore x = 28 nous avons 1'énergie limite :

1

-Z-]Og 2 + 1

4872

2w (27
[ j ]ong(phi,W,X)l dw dphi
0 ‘0

ou le noyau D est

. 1c e
1e¥z (]  ¥I2¥os (2%PHI) ~ 30 + 33%sHix) ¥ - S¥cos (391l + S¢cosipHIll +

—
o)

= ¢
S¥zH (=) ¥ (E¥Coz(4¥pHI) + cos (E¥%PHI) ~ 451 + 18#¥znix) ¥ — cos(S%sH1) — 99
EI
Cos(E¥pHI) + S1¥%cosipRIl] + 2¥snix) ¥icps 6%FHI) + $4¥%cos (d¥%en1) - 1249
S
Coz(2%PHI) + coslw) — 4381 + 18¥sHix) *¥( - cos(S¥pHI1) - S%cos (3%en1) +
4 — - - g
FICOz IPHIN] + 4¥znlu) ¥(18%Cos (4¥mn1) — SE¥COs (E%PHI) — 8431 + 1624%
K Z e
Sl ¥ooz(PHI) + 3S¥spin) ¥ — S¥cos (E%eHI) - 140 + SSE¥snix) %ros(pHIl -

.

=5 )
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IV - MODELES A PERIODICITE 2 EN LIGNE ET COLONNE

e R R b X LT afiiioh i rtidhaiill wifhdiocdsd

Nous allons profiter de cet exemple pour montrer que 1'on peut conserver
formellement la valeur de certains paramétres.

Considérons le motif :

. Y
ci-contre ou les valeurs de 3 4

connexions sont des paramétres

Y1 Y2

Nous avons donc : n = 2r et i1 faut étudier :

-l—-]og Trace(C(zr))r
N 4r

(2 2 2 2 2
(‘( r) _ A§ r) B£ r) Ag r) B(Zr)

Pour obtenir des matrices qui sont des représentations spinorielles il
faut remplacer B{Z'ﬁpar B{zr)/(4 sh2y1.sh272)r/2 et BéZr) par
B£2r)/(4 sth3sh2y4)r‘/2 ce qui nous méne a 1'étude de :
1 4
g log( 1 (2sh|2y,[))
k=1
2w .
1 .. 1I “(2r) . io
+ Tim = log|det(D' /-1 ') |do
Ten ro 7 Jg

On peut remarquer que 5(2r) est une matrice circulante par blocs 4 x4
car c'est un produit de matrices circulante par blocs 4 x 4. On peut
écrire en posant

Bl = 281 P B4 = 284

Gl = 2Y1 3eeey 64 = 2Y4
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a b 0 ¢ d o0 0 0
c a 0 0 d 0
c a 0 0 « 0 o0 0 0
b(2r)
b 0 0 ¢ a 0 0 o0 0 d
a' b' 0 0 ¢! d' 0 0 0 0
c' a' b 0 d' 0 0 0
X ¢t a 0 0 X 0 0 d° 0
b 0 0 c' a' 0 0 o0 0 d
chB; 0 0 0 0 0 0 0
0 chg, shp, 0 I 0 0 0 0
avec a = 0  shg, chg, 0 b=’ = 0 0 0 o0
0 0 0  chp skB; 0 0 0
chB; 0 0 0 0 0 0 0
2 0 chB, shB, 0 broctTe 0 0 0 0
0 shB, chB, 0 0 0 0 0
0 0 0 chi, she, 0 0 0
ch@G cheé
o1 0 3 1 0
B T Ton - \ SHE. " The
U che !t 3 hes
1 1 1 ch€s
- sﬁG1 EFEI 0 0 - 5563 sﬁG3 0 0
cth 1 . chG4 1
d= 0 0 - d'= 0 0 -
shG, shG, shé, shG,
chG chG
0 0 1 2 | o 0o -1 4
SIAGZ ShGZ S'iG4 ShG4

En développant det(ﬁ(zr) -IeiQ) nous avons compte tenu de certaines
simplifications (bd b' d' =0c¢cdc' d' = 0) :

1 det{(ada'd’ + bdc'd’ + cdb'd’ - le'?)
k=1 2ikn
+ (adb'd* + bda'd') e "
. _ 2ikw
+ (adc'd' + cda'd') e "
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Ce qui donne comme formule limite pour 1'énergie

1 4 1 2n (2u
= log( 1 (2sh]2y,|))+ ———w-[ J
g 109 1 k vz lg o

= 32n

log|det(ada'd’ + bdc'd® + cdb'd' -Ie'?)
+ (adb'd’ + bda‘'d*)e'™
+ (adc'd' + cda'd')e'®)dudo

Que 1'on peut mettre sous la forme :

1 2w 2w 4 i
; J J 109|16 (KH1 shZy,)  det{(ada'd* + bdc'd’ + cdb'd' + Ie o
327 0 0 =

+(adb'd*+bda'd')e'™ +(adc'd’ + cda'd')e” Y duds

Notons |16 dd| 1'argument du logarithme dans 1'intégrale précédente .

Le résultat donné par REDUCE pour le calcul du déterminant dd est donné
a la page suivante ( avec ¢+ phi et w -+ w )
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Lo 8= = I2¥cos (PHIN¥Cos (Wl ) ¥ (SHel ) ¥sn (e 1 9o (Gl 1 ¥2HiGd) + SHIE1) Ssnipd)®
ZHIGSI®sH G2 + sHIES) ¥sHIE3) ¥anig]l 1 ¥sn iG] + EHIES ) ¥z e ¥sHIGE]
FzHiszl) — (2¥cos (PHIT I (CH(E1 ) ¥CHIED I ¥OH G ) ¥on 63 ¥oH (G2 ] $on ol |
+ CHIELY¥CHIEZ I ¥oH (GEV ¥CHIGH ) ¥sH (G 1 #5H G2 + CHIiEl 1 #%oHIE4) ¥2n i L
1¥zH1(G2) + cHIELI®CH(E4) ¥sn (G2 ¥sniad) + CHIES)SCHIED) $=nia] | $=n
G3l + CHIEZI¥CHIES) ¥sHIGE 1 ¥2n(64) + CHIES) %o (B3] ¥CHIGL 1 %M (G2 $opy
IGEI¥zHIG4]) + CHIEE)¥oH (B4 ¥CH (G2 ¥CH (G4 ) $2n iG] 1 ¥sHIG3) + cHigl)®
CHIGH ¥z (Bl 1 ¥sH (B2 ¥R G2 ¥2HIG3] + CHIGL)%CHIGd ) ¥y (E2) $sngd) &

SHIG2I®zHIG2) + CHIGEI®CHIGEI ¥snie]l 1¥sH (B2 ¥2n iG] 1 ¥sH (63] + CHIGE ]

o

FLRIGD ¥ ES ) ¥2n (B4 ) ¥ (1 1 ¥aniGd) ) — 4¥s1ripHT ] ¥zl ¥zHIGl)®
EHIGHI®ERIGY) + S¥SIHNIPHII®SIM(WI®] ~ sHiEll®¥snied) $sniGl ) $sniod] +

SHIELI®zH (E4) ¥ G2 ¥2n(G3] + zHIES)®sH (B2 ¥2n (61 1 ¥sn (B3] - SHIES)
MIHIEII¥sHIGE ) ¥2H (G2 ) ~ (2¥cos(wl ¥ i(cHIEL 1 ¥oHIES I ¥ (61 ) ¥oH (B2 &

FHIEZI ¥zH (e4] + CHIEL)¥CHIES ) ¥CHIGI I ¥on (G4 ¥2n (B3] ¥sn (B4 + CHIE]]
FOH B4 ¥2H [ER ) ¥sH (B2 ¥an Gl 1 9sHIGE) + CHIEL)¥CHIES) %5 [ES ) o (ED) ©
EHIGZI¥zHiGd) + CHIEZ)¥CHIEZ) ¥shiel 1 ¥sn (64 ¥an 6] 1¥sH G2 + CHIES]
PrH eI ¥sH el 1 ¥sH (B4 ¥sn (G2 $sniad) + EH[ES]ﬁEH£E4]§ﬁH[EI]ﬁcH[EElﬁ
EHIE1I¥zHIES) + CHIEZ)®CHIE4I¥CHIGI I ¥oH iGd) ¥2n (el 1 ¥ ES) + CHIGL]
PRI ¥zH (gl 1¥2HIES) + CHIGLI¥CHIGH) $sHEZ ) ¥smied) + CHIGE] ¥cH G

]
|

¥z lEl ) ¥z11EE) + CHIGSI¥OH (G ¥sHIEZ ) ¥sH 4] ) — d¥s1riw) %=niell®
EHIESI ¥sH (B3] ¥snied] + S¥ICHIE] 1 ¥cHied ) ¥on el ¥oHied 1 %0H (51 ) $Oh (G21 %
CHIGZI¥CHIGY) + CHIE1)®oH (BS) $oHIEZ ¥R (B4 ) $2H (61 ) ¥2n (G2) $on (G20 #
SHIGY) + CHIELI¥CHIESI®CHIEZI®cHIEd) + CHIBLI¥CHIES ) ¥mHicl 1 ¥cHIGS)
+ ﬁHiBl]ﬁEH[EElﬁcH[EElﬁcH(E4J + CHIELI¥CHIEZ I ¥CHIGL 1 % CHIGE ) ®an lES
TRz e ¥sn G2 ¥znind) + EH[El]ﬁEH[83]§EH(53]§CH[E4]§EH[823§EH[E4]
FIHIGLI¥sHIGE) + CHIEZI®¥CHIES I ¥CHIGL I ¥CH G2 ) ¥sHIE] 1 ®sH iR 1 ¥oH BT ¥
FHIGH! + CHIEC)¥CHIE4I¥CH G ¥oHiGY ) $sH el 1 ¥z (2 ®on (Gl ) $=H IS
+ CHIEZI*CHIEd I ¥Rl 1 ¥ cHIGR) + tH[ES]ﬁEH€E4]§EH(EE]§CH[E4] + R
GLI¥CHIGE I ¥ G2 ¥oH (G4) %2 (B1) $n (e ) %on (B3] ®on (e4) + CHIGLI*DH
GEIFCHIGII¥oH (GY ) + sHIE] 1¥sH (eQ) ¥on (ED ) ¥an (B4 ¥on iG]l 1 s (G2 ) $sp 0
G ¥zHiGd) + sHiEl)¥snIeS) ¥zl $sHiEd) + sHIGLl) ¥zHIGS) ¥=H G2 ¥

G4l + 11 .
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1V.4.2 - Modéle de frustration en damier

- B me v e Vo " o S A e = et A . S . - -

On substitue dans 1'expression précédente les valeurs gou -g :

By = By = B3 = =By =

Yp = Yp V3T vy T F

!
=™

Et en utilisant REDUCE ( avec X = 28 ) :

FOR FALL % LET SHI—xl=—zH{x} 3

FOF [ALL = LET CHi=xl=gHlxl a8

FOR FLL ¥ LET CHUxI®®D = 14sp () ¥$2 3

Cir = zuElel=mel=aei=mned=—mal == o= 6= Gd=—xr ool 3
‘ = z 4 4 =
ALz ix) ¥IMIFHI) — S¥zplx]) ¥ lPpHII®SIMiW) + SHiE) Ssimiwl + 3¥spyi)
=
+ Szl + 4]

Pour 1'énergie nous avons donc le résultat (C13 [37 [81[111 [131).

2 2%
1 I J log 64( sh¥x (sin(phi)’—sin(w))? + 4ch"x ) dphi dw

32 % 0 O

( on peut sans probléme changer sin(w) en-sin(w)) .

Généralisation a d'autres réseaux et conclusion

Sans rentrer dans le détail on peut préciser que la méme méthode peut
s'appliquer a certains réseaux plans périodiques mais différents du réseau
carré. I1 suffit pour cela de se ramener au réseau carré en créant des
liaisons fictives avec des valeurs particuliéres (4=, -=», 0,...) et en

normalisant.

Ce chapitre montre clairement les possibilités nouvelles offertes par
1'utilisation d'un code de calcul formel. De nombreux progrés pourront
étre faits encore dans la maniére de poser les problémes et d'utiliser
judicieusement ces codes. Si en plus des moyens de calcul plus importants
sont consacrés a cette approche de trés nombreux résultats nouveaux sur
des modéles exacts pourront &tre &tablis et seront & leur tour générateur

de nouvelles questions.

3



ANNEXE

THEOREME SUR _LE_GROUPE SPINORIEL (Notation du théoréme II.2.3)

ELEMENTS DE DEMONSTRATION (J. Helmstetter)

Soit 6 e Spin(f,). Spin(f) étant semi-simple i1 existe 6,5 G, < Spingh)
tel que
G = GSGu = GuGs R GS diagonalisable et Gu unipotent.

On peut donc remplacer G par GS diagonalisable. Il existe une base

orthonormée neutre (Nl,N2 ""N2m) telle que N2p—1 + sz soit vecteur

1
)\p.

=

propre de G associé a
Prenons la représentation spinorielle oi :

N2r-1 opére par Cr =16 ... 8C8 ...81

N opére par Crsr =10...0C56...81

2r

donc ay = N1N2N3 ...N2m opére par S8S8 ... 8S

I+

ﬂ: = {X :Q N X},

+ . —
<§: (resp.ﬁ?’ ) admet pour base les :

f = fr(l) e fT(Z) 8 ... 8 fr(n)

T

T étant une application de {1,2,....,m} dans {1,-1},

fy = (%) f.= (? ), et T vérifiant donc : r"1(4) de cardinal pair
(resp. impair).

Cherchons 1'action de :

H = exp(ujNyNy + u,NaN, +o0 4 pnN2ri-1,N2n )
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On regarde 1'action de exp(: prSr) sur Cr et Crsr et en fait :

(eﬁr o) (0 11) e Hr i) 0 telMr
0 e 1 0 0 oM e~
, .

- -1 H
(exp 1pS . )(C. 5 C.S.) (exp nS ) =e " (¢, 5 C.S,)

On peut donc, en posant /K; = exp ., écrire :

n

G = ”1 exp(pr N2r-1N2r)
r=

L'action de G est donc celle de :

n
m (1 chy, +S_ shy)
r=1 r r r

L'action de G transforme donc fT en :

n
(VX

r=1 r)T(r) f

Ce qui nous donne les valeurs propres.

Pour conclure il suffit de montrer que QN =0 (Q

2 _ .
les Mi et QN =1 donc QN = 4Q )

VI.47

N anticommute avec tous



VI.48

BIBLIOGRAPHIE

[11 G. ANDRE, R. BIDAUX, J.P. CARTON, R. CONTE and L. DE SEZE
Frustration effect in 2D reqular Ising model
J. Appl. Phys. 50 (11), November (1979)

[2] H. BOERNER

Representations of groups with special considerations for the needs
of modern physics.
North Holland Publishing Company 1970.

[31 V.V. BRYKSIN, A. Y. GOLTSEV and E.E. KUDINOV

Some exact results for the 2D Ising model with regular disposition
of frustrated squares.
J. Phys. C : Solid St. Physics., 13 (1980)
{41 C. CHEVALLEY
Theory of lie groups. I
Princeton University Press 1946
[5] A.C. HEARN

Reduce user's manual.
The Rand Corporation
Santa Monica, CA 90406 April 1983

[6]1 J. HELMSTETTER

Séminaire de Géométrie Différentielle "Algébres de Clifford"
Université Scientifique et Médicale de Grenoble.
Institut de Mathématiques Pures. Décembre 1973.

[7] B. KAUFMAN

Crystal Statistics II
Partition function evaluated by spinor analysis .

Phys. Rev. Vol. 76, Number 8, 1949
[8] L. LONGA and A.M. OLES

Rigourous properties of the two-dimensionnal Ising model
with periodically distribued frustration.
“J. Phys. A : Math. Gen. 13(1980) 1031-1042.

[9] T. MUIR

A treatise on the theory of determinants.
Dover Publications, Inc. New York.



VI.49

{10] L. ONSAGER
Crystal statistics I

A two dimensionnal model with an order disorder transition.
Phys. Rev. Vol. 65 Number 3,4 1944

{111 R. RAMMAL
Thése Université Scientifique et Médicale de Grenoble. 1981

(121 J. VILLAIN

Spin glass with non random interactions
J. Phys. C : Solid State Phys., Vol. 10, 1977.



DERNIERE PAGE DE LA THESE

AUTORISATION DE  SOUTENANCE

DOCTORAT __D'ETAT

Vu les dispositions de 1'article 5 de 1'arrété du 16 avril 1974,

Vu les rapports de M. N .. .GrASTINEL .............
M. C.. BREZINSK.I

----------- 9085008808000 0acer0ss0 0

M. .3 VANN“"\ENUS

--------------------- LR AL I SR AN Y

™ Deranan Lacolls est autorisé a

---------------------------------------------------------

présenter une thése en vue de 1'obtention du grade de DOCTEUR D'ETAT ES SCIENCES.

Fait 2 Grenoble, le U 7 Ul txve

Le Président de 1'U.S.M.G.



	00000001.tif
	00000003.tif
	00000004.tif
	00000005.tif
	00000007.tif
	00000009.tif
	0000000a.tif
	0000000b.tif
	0000000d.tif
	0000000e.tif
	0000000f.tif
	0000000g.tif
	0000000h.tif
	0000000i.tif
	0000000j.tif
	0000000k.tif
	0000000l.tif
	0000000n.tif
	0000000o.tif
	0000000p.tif
	0000000q.tif
	0000000r.tif
	0000000s.tif
	0000000t.tif
	0000000u.tif
	0000000v.tif
	0000000w.tif
	0000000x.tif
	0000000y.tif
	0000000z.tif
	00000010.tif
	00000011.tif
	00000012.tif
	00000013.tif
	00000014.tif
	00000015.tif
	00000016.tif
	00000017.tif
	00000018.tif
	00000019.tif
	0000001a.tif
	0000001b.tif
	0000001c.tif
	0000001d.tif
	0000001e.tif
	0000001f.tif
	0000001g.tif
	0000001h.tif
	0000001i.tif
	0000001j.tif
	0000001k.tif
	0000001l.tif
	0000001m.tif
	0000001n.tif
	0000001o.tif
	0000001p.tif
	0000001q.tif
	0000001r.tif
	0000001s.tif
	0000001t.tif
	0000001u.tif
	0000001v.tif
	0000001w.tif
	0000001x.tif
	0000001y.tif
	0000001z.tif
	00000020.tif
	00000021.tif
	00000022.tif
	00000023.tif
	00000024.tif
	00000025.tif
	00000026.tif
	00000027.tif
	00000028.tif
	00000029.tif
	0000002a.tif
	0000002b.tif
	0000002c.tif
	0000002d.tif
	0000002e.tif
	0000002f.tif
	0000002h.tif
	0000002i.tif
	0000002j.tif
	0000002k.tif
	0000002l.tif
	0000002m.tif
	0000002n.tif
	0000002o.tif
	0000002p.tif
	0000002q.tif
	0000002r.tif
	0000002s.tif
	0000002t.tif
	0000002u.tif
	0000002v.tif
	0000002w.tif
	0000002x.tif
	0000002y.tif
	0000002z.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000035.tif
	00000036.tif
	00000037.tif
	00000038.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003c.tif
	0000003d.tif
	0000003e.tif
	0000003f.tif
	0000003g.tif
	0000003h.tif
	0000003i.tif
	0000003j.tif
	0000003k.tif
	0000003l.tif
	0000003m.tif
	0000003n.tif
	0000003o.tif
	0000003p.tif
	0000003q.tif
	0000003r.tif
	0000003s.tif
	0000003t.tif
	0000003u.tif
	0000003v.tif
	0000003w.tif
	0000003x.tif
	0000003y.tif
	0000003z.tif
	00000040.tif
	00000041.tif
	00000042.tif
	00000043.tif
	00000044.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000047.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	0000004a.tif
	0000004b.tif
	0000004c.tif
	0000004d.tif
	0000004e.tif
	0000004f.tif
	0000004g.tif
	0000004h.tif
	0000004i.tif
	0000004j.tif
	0000004k.tif
	0000004l.tif
	0000004m.tif
	0000004n.tif
	0000004o.tif
	0000004p.tif
	0000004q.tif
	0000004r.tif
	0000004s.tif
	0000004t.tif
	0000004u.tif
	0000004v.tif
	0000004w.tif
	0000004x.tif
	0000004y.tif
	0000004z.tif
	00000050.tif
	00000051.tif
	00000052.tif
	00000053.tif
	00000054.tif
	00000055.tif
	00000057.tif
	00000058.tif
	00000059.tif
	0000005a.tif
	0000005b.tif
	0000005c.tif
	0000005d.tif
	0000005e.tif
	0000005f.tif
	0000005g.tif
	0000005h.tif
	0000005i.tif
	0000005j.tif
	0000005k.tif
	0000005l.tif
	0000005m.tif
	0000005n.tif
	0000005o.tif
	0000005p.tif
	0000005q.tif
	0000005r.tif
	0000005s.tif
	0000005t.tif
	0000005u.tif
	0000005v.tif
	0000005w.tif
	0000005x.tif
	0000005y.tif
	0000005z.tif
	00000060.tif
	00000061.tif
	00000062.tif
	00000063.tif
	00000064.tif
	00000065.tif
	00000066.tif
	00000067.tif
	00000068.tif
	00000069.tif
	0000006a.tif
	0000006b.tif
	0000006c.tif
	0000006d.tif
	0000006e.tif
	0000006f.tif
	0000006g.tif
	0000006h.tif
	0000006i.tif
	0000006j.tif
	0000006k.tif
	0000006l.tif
	0000006m.tif
	0000006n.tif
	0000006o.tif
	0000006p.tif
	0000006q.tif
	0000006r.tif
	0000006s.tif
	0000006t.tif
	0000006u.tif
	0000006v.tif
	0000006w.tif
	0000006x.tif
	0000006z.tif
	00000072.tif

