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INTRODUCTION : Connexité et analyse des données

On s’intéresse dans cette these, a la mise en évidence des propriétés
de connexité dans les données a analyser. Dans le cas de I'analyse des
données ”classique” (i.e. linéaire), comme les surfaces de séparation des
classes sont des hyperplans (des droites en dimension 2), la notion to-
pologique sous-jacente est presque toujours la convexité. Au contraire
dans tout ce qui suit, on cherche en priorité a segmenter les données
en sous-ensembles (classes) connexes. Par exemple, on cherche a retrou-
ver pour les deux exemples de la figure 0.1 d'une part les deux cercles
concentriques, d’autre part les deux “U”.

Fig. 0.1: Deux exemples d’ensembles ayant chacun deux classes connexes, non
convexes, et non linéairement séparables

Un des intéréts de ce type de classification est de four-
nir des sous-ensembles connexes comme domaines de résolution
d’équations différentielles ou comme domaines de définition de certaines
modélisations. On verra en partie I1 qu'une telle classification en classes
connexes est un préalable a beaucoup de méthodes d’analyse des données.

Rappelons tout d’abord les principales définitions liées a la connexité.
Dans tout ce qui suit, I’ensemble des données est noté X et est une partie
de RP, muni de la distance euclidienne d, et de la topologie associée.

Définition 0.0.1 (Connexité): L’ensemble X est connexe, si et seulement
si I'une des quatre propriétés suivantes est vérifiée :

i) si X est union de deux ouverts disjoints, alors I'un vaut X et 'autre
est ’ensemble vide,

i) si X est union de deux fermés disjoints, alors 'un vaut X et l'autre
est ’ensemble vide,

iii) toute fonction continue de X dans {0, 1} est constante,



iv) les seuls sous-ensembles ouverts et fermés de X sont I'ensemble vide
et X.

On utilise souvent la connexité par arc qui implique la connexité (mais
la réciproque est fausse).

Définition 0.0.2 (connexité par arc): L’ensemble X est connexe par arc
si et seulement si :

Y(z,y) € X?, Fu e C’(]0,1], X) telle que u(0) =z et u(1) =y
c’est-a-dire si et seulement si il existe un chemin continu liant = a y.

Proposition 0.0.1 (décomposition en composantes connexes maximale):
Tout ensemble X de RP admet une unique partition en composantes
connexes (respectivement par arc) maximales X = U;C; telle que tout
sur ensemble stricte de I'un des C; n’est pas connexe (respectivement
par arc).

Dans tout ce qui suit, nous nous intéressons a des ensembles finis de
données. Pour un ensemble constitué de n points de RP, il est clair que
I'ensemble des ses composantes connexes est formé des n singletons (un
point par composante). Une telle décomposition a peu d’intérét. 11 faut
donc étendre la notion de connexité au cas des ensembles finis, ce qui
n’est possible que pour la connexité par arc. C’est pourquoi dans tout
ce qui suit, nous ne traitons que de la connexité par arc, étendue comme
dans la définition ci-dessous.

Définition 0.0.3 (d—connexité par arc): X est d—connexe par arc si et
seulement si on peut lier tous les couples de points (x,y) de X par une
suite de points de X (i.e. une suite de points de X) deux a deux distants
d’au plus 9.

Par abus de langage, on confondra désormais &—connexité et
d—connexité par arc.

Dans la premiere partie de cette these, nous proposons des méthodes
de classification permettant de construire des classes connexes. Nous
commengons par décrire les méthodes classiques (centres mobiles
ou classifications hiérarchiques) pour observer qu’en général elles ne



conduisent pas a des classes connexes.

Nous montrons ensuite que la classification hiérarchique avec la
distance du minimum permet d’obtenir toutes les partitions connexes
(au sens des espaces discrets) possibles et nous proposons un indicateur
de choix d’une partition adapté a la connexité. Cette méthode a de
bonnes performances si les seuils de connexité (§) sont suffisamment
homogenes d’une classe a l'autre et si les classes sont assez éloignées les
unes des autres. Nous étudions ensuite le probleme de 1’hétérogénéité
des seuils de connexité 9.

Dans la deuxieme partie, nous supposons construite une classe
connexe, et nous définissons des méthodes de normalisation, de pro-
jection, de réduction de dimension et d’estimation de la dimension
intrinseque.

La troisieme partie présente deux études appliquées a des ques-
tions économiques basées sur 'application des cartes de Kohonen a des
données temporelles pour mettre en évidence des trajectoires indivi-
duelles (exemple des pays européens) et pour analyser des dynamiques
de groupes (exemple des stratégies de gestion de portefeuille). Ainsi, il
ne s’agit pas d’appliquer directement les méthodes des deux premieres
parties mais d’étudier 'algorithme de Kohonen dans le cas de classifica-
tions individuelles et temporelles. Ces études ont été réalisées a partir
d’un programme convivial sous excel (en VBA) permettant de construire
des cartes de Kohonen que j’ai réalisé pour le SAMOS.
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INTRODUCTION

Dans toute cette partie, on s’intéresse a la séparation en composantes
connexes d'un ensemble de points discrets.

On passe d’abord en revue les méthodes de classification les
plus usuelles : classification des centres mobiles et classifications
hiérarchiques. On constate qu’en général, elles ne permettent pas la
mise en évidence de classes connexes.

Ensuite on présente rapidement un état de I’art, en mentionnant des
méthodes alternatives a la notre, en décrivant dans chaque cas leurs
avantages et leurs inconvénients.

Puis nous montrons que la classification hiérarchique avec la distance
du minimum permet d’obtenir toutes les composantes connexes d’un en-
semble. Mais il faut adapter la définition d’inertie intra-classes pour la
rendre cohérente avec la notion de connexité.

Nous définissons alors le Minimum Spanning Tree (MST) et montrons
que le comportement asymptotique des tailles des liaisons sur cet arbre
(dans le cas ou on utilise la distance du minimum) permet de savoir si
une décomposition en plusieurs classes est pertinente (on teste I’existence
d’au moins 2 classes connexes contre I’hypothese de connexité globale).

Reste le cas difficile ou les différentes composantes connexes ont
des seuils de connexité hétérogenes. Pour résoudre cette difficulté, on
construit dans le chapitre 5 de cette partie une méthode de classification
reposant sur un couplage des problemes de classification et d’estimation
de densité qui donne de tres bons résultats en estimation de densité (et
segmentation) en dimension 1, mais pour laquelle 'extension en dimen-
sion quelconque n’est pas réaliste, compte tenu du trop grand nombre de
points nécessaires. Dans le dernier chapitre de cette partie, on conjugue
les deux techniques précédentes pour construire une méthodologie efficace
de classification en composantes connexes.
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1. LES METHODES DE CLASSIFICATION NON
SUPERVISEES ET LA CONNEXITE

On dresse ici une liste non-exhaustive de méthodes de classification di-
visée en 3 parties :

e Des méthodes non compatibles, en général, avec l'obtention de
classes connexes (sauf dans le cas connexe-convexe)

e Des méthodes construites en étroite relation avec la notion de
connexité

e Des méthodes qui, bien que non construites en se fondant directe-
ment sur la notion de connexité, permettent de scinder un ensemble
en composantes connexes.

1.1 Les méthodes classiques, qui en général ne conduisent
pas a des classes connexes

Le but de ces méthodes classiques (méthode des centres mobiles, clas-
sifications hiérarchiques) est de construire des classes bien séparées et
tres homogenes. Elles reposent sur les notions d’inerties intra-classes et
inter-classes, le but étant de minimiser I'inertie intra-classes en maximi-
sant l'inertie inter-classes.

Rappelons les principales définitions :

Définition 1.1.1 (Inertie inter-classes, Inertie intra-classes): Notations :

e Soit X ={X;,..., Xy} CRP
e Soit G le barycentre de X

e Soit ¢l : {1,...., N} — {1,..., K} une classification des points, cl(7)
est le numéro de la classe du point X;



26 1. Les méthodes de classification non supervisées et la connexité

e Soit G, le barycentre de la classe de numéro k

e Soit ng le nombre de points dans la classe de numéro k

On définit alors les inerties inter-classes et intra-classes par :

e Inertie inter-classes : I} = Zle(nj)HGj - G|

e Inertie intra-classes : I, = 3200, || X; — G|

On rappelle que I inertie totale définie par I = S0 || X; — GJ|? est
égale & I + I (quelque soit la classification). Donc, pour un nombre de
classes fixé K, la minimisation de I'inertie intra-classes est équivalente a
la maximisation de I'inertie inter-classes.

On voit tout de suite que la notion de barycentre n’est pas bien
adaptée aux classes connexes. On voit par exemple dans la figure 0.1
de l'introduction que les deux classes du premier exemple ont le méme
barycentre alors que pour le deuxieme exemple le barycentre d’une classe
appartient a l'autre (et réciproquement).

1.1.1 Classification par la méthode des centres mobiles

La méthode des centres mobiles est une méthode de classification mise au
point de maniere simultanée et sous plusieurs noms (K — means, nuées
dynamiques...) par, notamment, Lloyd ([KM3] 1982), Forgy ([KMI]
1965) ou Macqueen ([KM4] 1967).

Dans cette méthode, le nombre de classes est choisi a l’avance.
L’algorithme est tres simple. On se donne initialement K centres Gy
arbitraires dans l'espace RP. L’algorithme est itératif, a chaque étape :

e On affecte chaque point X,;, a la classe k telle que £ =
argmin;{d(X,,, G;)}

e On adapte les centres : pour chaque k de 1 a K, Gy, est recalculé
comme le barycentre de tous les points affectés a la classe k

On démontre que cette méthode minimise l'inertie intra-classe et
qu’elle converge vers un minimum ne dépendant que des valeurs ini-
tiales des centres. Par définition de ’algorithme, les classes sont séparées
par des hyperplans (hyperplans médiateurs des segments joignant deux
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barycentres) et cet algorithme ne conduit pas a des classes connexes en
général.

On observe sur la figure 1.1 le résultat de l'algorithme des centres
mobiles appliqué au probleme des deux cercles concentriques (on a pris
K =2 et Gy, Gy tirés aléatoirement sur [0,1]?. On voit clairement que
I’algorithme ne retrouve pas les classes connexes.

Fig. 1.1: Résultat d’'un K — means en 2 classes sur des cercles concentriques

1.1.2 Classifications hiérarchiques

On rappelle que la distance d entre les points est la distance euclidienne
usuelle. Une classification hiérarchique consiste a construire une suite de
classifications emboitées des N pointsen N, N—1, N—2,...,1 classes. A
'état initial on considere la partition en N singletons {{X;},...,{Xn}}
et & chaque étape, on passe d'une partition en K classes {CF,..,CE} a
une partition en K — 1 classes en agrégeant les deux classes CX et C']K
les plus proches. Il faut donc définir une distance entre ensembles qu’on
notera D. Différents choix sont possibles.

Les principales distances utilisées sont les suivantes ([HIE2] 1973,
[HIE6] 1971, [HIE9] 1974, [HIE17] 1963):

Si A et B sont deux sous-ensembles de X d’effectifs N4 et Np, de
barycentre G4 et Gp :

e distance du minimum : D(A, B) = min{d(a,b),a € A,b € B}

e distance du maximum : D(A, B) = max{d(a,b),a € A,b € B}

distance de la moyenne : D(4, B) = -~ Y d(a,b)

NaNg

distance des barycentres: D(A, B) = d(G4,Gg)
distance de Ward: D(A, B) = 248 q(G, — Gp)

Na+Np
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Comme on le verra par la suite (section 3) parmi toutes les distances
possibles, seule la distance du minimum permet d’obtenir des classes
connexes.

Dans la liste des distances entre classes usuelles, c’est la dis-
tance de Ward qui est la plus fréquemment utilisée, car elle minimise
I’accroissement de l'inertie intra-classes a chaque étape. Elle permet
d’obtenir pour un méme nombre de classes une inertie intra-classes plus
petite.

Si on applique la classification hiérarchique avec distance de Ward au
cas des deux cercles concentriques, on constate la aussi que la segmen-
tation obtenue ne met pas en évidence les classes connexes (voir figure
1.2).

Fig. 1.2: Résultat d’une classification hiérarchique par la méthode de Ward
en 2 classes sur des cercles concentriques (méme données que pour
I'illustration des K — means)

1.2 Les méthodes reposant sur la connexité

1.2.1 Classification et traitement d’image

C’est en traitement d’image qu’on voit le plus souvent citées conjointe-
ment classification et connexité puisqu’on cherche a segmenter les images
suivant les caractéristiques (couleur, niveaux de gris... ) des pixels sur des
composantes connexes des pixels (composantes connexes au niveau spa-
tial i.e. suivant leur localisation géographique) ([PAT1], [PAT2], [PAT3]).
L’image sur laquelle on travaille constitue une composante géographique
"complete”, dans le sens ou a chaque coordonnée de I'image, discrétisée,
correspond un pixel. En théorie, on peut donc facilement caractériser un
ensemble de pixels connexes. C’est ce dernier point qui rend les méthodes
utilisées en image difficilement adaptables au cadre général de ’analyse
des données.
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1.2.2 Les méthodes reposant sur I'estimation de densité

Les méthodes fondées sur des estimations de densité, principalement la
méthode du water-shed ([DST1]) et la méthode de regroupement dans
les domaines d’attraction des modes de Wishart ([DST7]) reposent di-
rectement sur la notion de connexité.

La méthode du ”"water-shed”

En dimension 2 la méthode du ”water-shed” est tres imagée : si on
assimile les données a des coordonnées géographiques et la densité a leur
altitude, on obtient un "paysage” que l'on immerge dans de l'eau et
on observe les "1les” qui apparaissent. Les points sont alors classés en
fonction de I'ile sur laquelle ils se trouvent éventuellement. De maniere
plus mathématique, et en dimension quelconque, on se fixe un seuil A
("niveau d’eau”) et on classe les points en fonction de 'appartenance
a l'une ou lautre des composantes connexes de E\ = {x/f(z) > A},
ou f est la densité ayant sous-tendu le tirage. La définition méme de
la méthode met en évidence 1'étroite liaison du ”water-shed” et de la
connexité.

Une telle méthode montre tres vite ses limites. Il y a d'une
part le choix arbitraire du parametre A et, d’autre part, dans des
cas d’hétérogénéité comme dans l'exemple de la figure 1.3, I'incapacité
théorique a trouver conjointement toutes les ”vraies classes”.

Fig. 1.3: Méthode du ”water-shed”
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Attraction des modes

Pour répondre aux problemes posés par la méthode du ”water-shed”,
Wishart ([DST7]) a proposé une nouvelle méthode en 1969 : la classifi-
cation autour des domaines d’attraction des modes. Dans cette méthode
il y a autant de classes que de modes de la densité et chaque point est
affecté a la classe d’un mode si on peut relier le point au mode par un
chemin continu le long duquel la densité est croissante.

Fig. 1.4: Méthode du domaine d’attraction des modes

On peut présenter les résultats sous la forme d’un dendrograme dont
les feuilles correspondent aux modes et les regroupements entre classes
aux “points” selles de la densité (en dimension 1 les minima locaux, en
dimension supérieur les points selles).

Pour comprendre le lien entre cette méthode et la connexité, il faut
tout d’abord observer que cette méthode constitue une ”"amélioration”
de la méthode du ”"water-shed” elle-méme étroitement liée a cette notion.
On soulignera aussi que, si on se place dans le cas ”continu”, le fait de
regrouper les points dans les domaines d’attraction des modes impose la
connexité par arc des classes (chaque point étant affecté a la classe d’'un
mode si il existe un chemin continu le menant au mode avec une densité
croissante sur le chemin, chaque couple de points d’une classe est lié par
un chemin continu).

Dans le 4™ chapitre de la partie classification nous affinerons ces
méthodes. Nous ne les appliquerons pas apres avoir estimé la densité,
mais en effectuant classification et estimation de densité conjointement.
En effet, apres avoir montré ici en quoi la connaissance de la densité aide
a classer les données, on montrera que la connaissance de la classification
est un atout en estimation de densité et on construira un algorithme
reposant sur le couplage des deux méthodes.
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Fig. 1.5: Méthode du domaine d’attraction des modes : dendogramme associé

1.2.3 DBSCAN

La méthode DBSCAN ([DSTS]), initiée par Ester et Al en 1996 repose
sur la notion de connexité par arc. Pour savoir si deux points sont liés
entre eux on se fixe un seuil § et on définit le d—voisinage d’un point X
comme ’ensemble des observations distantes de moins de ¢ de X.

On définit alors I’ensemble des points ”directement” atteignables de X,
en se donnant un nouveau parametre n et en définissant alors :

Y est directement atteignable par X si et seulement si Y est dans un
d—voisinage de X et le 6-voisinage de X contient au moins n points.

Une telle définition tend a éliminer les ”problemes de bords”.

Enfin on dira que Y est lié a X si il existe un chemin (suite
d’observation) X7, ..., X tel que X; = X, X} =Y et, pour tout i X;,4
est directement atteignable par X;.

Pour finir X et Y sont "liés par densité” si X est lié a Y ou Y est lié
a X.

Enfin, X est dans la méme classe que Y si les deux points sont liés.

DBSCAN donne de bons résultats, bien sur le choix des parametres
est, comme toujours délicat mais plusieurs indicateurs sont proposés.
Le plus gros inconvénient d’une telle méthode est d’assimiler les classes
les plus fortement dispersées a du "bruit”. Cette méthode sera donc
pertinente dans le cas ou ’on cherche a ”éliminer” un bruit sous-jacent
mais ne permettra jamais de retrouver deux classes fortement hétérogenes
en dispersion.
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1.3 Des méthodes permettant de trouver des classes
connexes

1.3.1 Distance de marche aléatoire

Cette méthode repose sur la construction d'un graphe G pondéré par la
longueur des liaisons entre les données : G;; = || X; — Xj|| si les points
X; et X sont connectés et 0 sinon.

On utilise une fonction f de RT dans RT décroissante pour définir
des probabilités p; ; :

pig=FGi)) D F(Gix)

k G¢7k>0

Le principe est alors le suivant : la distance entre deux points est le
“temps de parcours moyen” (calculé comme un nombre d’étapes) entre
les points lorsqu’on considere une marche aléatoire avec une probabilité
de passer de I'état ¢ a I'état j qui vaut p; ;

Le fait d’avoir choisi f décroissante est équivalent a dire que la pro-
babilité de passer d’un point a un des points qui lui sont connectés par
G est d’autant plus élevée que leur distance est faible.

Plusieurs type de graphes G et fonction f sont fréquemment utilisés
dans la littérature, le couple de graphe et fonction le plus souvent ren-
contré est le suivant :

f(z) = exp(—x?/0?) avec un parametre o choisi par 'utilisateur.

Soit m(7,4) le temps moyen (nombre moyen d’étapes) qu’il faut pour
atteindre X, (une premiere fois) en partant de X; pour une marche
aléatoire dont la probabilité de transition pour passer d’un point Xj
au point X; est py;.

De maniere recursive on a :

m(i, i) =0
k,k#j

(On regarde le nombre d’étapes nécessaires pour atteindre j par rap-
port au nombre d’étapes nécessaires pour atteindre n’importe quel autre
point).
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Comme m(i,j) n’est pas symétrique, pour définir une distance, on
prendra : n(i,j) = m(i, 7) +m(j, ) temps moyen pour faire l’aller retour
de X; a X; en passant par X;.

I1 a été montré que la distance n(i, j) peut étre calculée rapidement
par inversion d’'un systeme linéaire, ce qui donne aussi aux méthodes de
classification par distance de marches aléatoires le nom de classification
spectrale.

Une fois la distance entre points définie, toutes (ou presque) les
méthodes de classifications classiques peuvent étre adaptées avec cette
nouvelle distance (on peut citer, par exemple I"utilisation de la classifica-
tion hiérarchique dans [SPC6] et des K —means dans [SPC3]| et [SPC5])

Les résultats en terme de classification non supervisées avec des com-
posantes connexes sont excellents :
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Fig. 1.6: Résultats obtenus par Ng, Jordan et Weiss dans ”On Spectral Clus-
tering : Analysis and an algorithm”

Si la notion de connexité n’est pas explicitée dans la démarche de la
classification par distance de marches aléatoires, il est clair qu’elle est
sous-jacente a la problématique. En effet la distance de marche aléatoire
est évidemment liée a la notion de connexité par arc : on observe les
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possibilités de lier les points sur des chemins relativement courts (pas
trop d’étapes sur les liaisons) dont les pas sont eux-mémes courts (sinon
ils ont une probabilité faible d’arriver).

Les méthodes de classifications par des distances de marche aléatoire
donneront des résultats plutot meilleurs que les notres (pour la
méthodologie finale) mais nécessitent le choix d’un certain nombre de pa-
rametres : type de graphe, fonction et parametres de la fonction, nombre
de classes... alors que la derniere méthode de classification que nous al-
lons proposer est automatique (ou tout du moins, a chaque fois que le
choix d'un parametre sera nécessaire, des indicateurs seront disponibles).
Une voie a explorer serait de paramétrer les méthodes par distance de
marche aléatoire a 'aide des résultats des méthodes proposées dans cette
these, pour gagner en robustesse.

1.3.2 Les "Growing Neural Gas”

Mis au point par Fritzke en 1994 dans ([GNG2]), les Growing Neural Gas
(GNG) ne constituent pas, a proprement dit une méthode de classifica-
tion. Dérivée des cartes de Kohonen, cette méthode place des neurones
et les relie de maniere a respecter une topologie qui se définit au fur et a
mesure.

L’algorithme se résume ainsi :

A chaque étape les centres s’adaptent aux données : on va tirer
aléatoirement un point dans l’ensemble des observations et déplacer les
deux centres les plus proches de ce point vers lui et créer une liai-
son entre ces deux centres. Les liaisons disparaissent en fonction de
leur "age” (calculé en nombre d’itérations d’existence). De nouveaux
centres apparaissent avec une fréquence fixée (en nombre d’itérations).
Le déplacement des centres et le fait que la topologie, caractérisée par
les liaisons entre centres, s’adapte au cours de l'algorithme font de GNG
(ou Growing Neural Gaz) un algorithme tres performant.

Pour une meilleure compréhension de ’algorithme lui méme, en voici
une version plus détaillée :

e Initialisation des neurones ou centres "mobiles”: on choisit les deux
premiers neurones au hasard dans I’ensemble de points. On obtient
A = {e1, 02}, A étant dans toute la suite 'ensemble des neurones
(confondus avec leur représentants)
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e Initialisation des connexions entre neurones C C A x A : a

I’initialisation C' = ()

e On itere alors

— Tirage aléatoire d'un point X; dans la base

— Recherche dans A de s; et s tels que :

qui

s = argrslél£1||Xi — s

sy =arg min ||X; — s||
€A1}

sont les premier et deuxieme voisins de X; dans ’ensemble

des neurones

Si la connexion entre s; et sp n’existe pas, on la crée (C' :=
C' U {{s1,s2}}) et on met son age a 0

on incrémente 'erreur locale en s; : Fy, := E,, + || X; — s1||?

On déplace les neurones s; et sy vers X :
S1 = (1 — 81)81 + 61XZ-
So = (1 — 82)81 + 52Xi
On augmente tous les ages des connexions qui partent de s;
de 1
On supprime toutes les liaisons d’ages supérieurs a age,qz
x Si 'itération est un multiple d’'une période T fixée, on
ajoute un neurone de la maniere suivante :
* On recherche le neurone pour lequel il y a le plus d’erreur
accumulée s = argmax{E;}
*x Parmi les neurones connectés a s, on recherche le neurone
ayant accumulé le plus d’erreur t = argmaz{Ey, (t,s) €
C}
* On ajoute un nouveau neurone ¢ qui est le barycentre de
t et de s, et on le lie a t & s. On supprime la liaison (¢, s)
de C
* On actualise les erreurs accumulées
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A la suite de I'algorithme, on peut construire de maniére naturelle une
classification des données : tout d’abord on effectue une classification sur
les neurones en fonction des composantes connexes du graphe des liaisons,
puis on affecte chaque point a la classe de son plus proche neurone.

Cette méthode sera relativement efficace si on dispose de beaucoup
de données et si les classes sont suffisamment séparées. Si les classes sont
trop proches, des liaisons entre les classes apparaitront ponctuellement
et il faudra, par exemple, seuiller leur fréquence d’apparition pour ne
conserver que les liaisons ”stables”.

Fig. 1.7: Capture d’écran sur le site de Fritzke ([GNG4]) : un cas ou la clas-
sification a I'aide de GNG fonctionne

Fig. 1.8: Rapprochement des classes : les liaisons stables
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Fig. 1.9: Rapprochement des classes : apparition d’une liaison ponctuelle

1.3.3 Les Cartes de Kohonen

Comme les GNG, les cartes de Kohonen ([SOM2]) ou Self Organizing
Maps, ne sont pas a l'origine, un algorithme de classification, mais un
algorithme de projection non linéaire des données sur un espace de di-
mension réduite (le plus fréquemment 1 ou 2) en respectant le mieux
possible la topologie des données. La lecture aisée d'une carte de Koho-
nen a permis de mettre au point des méthodes simples de visualisation
des classes (la U—matrice ([SOM10]) la P—matrice ([SOM9]) ainsi que
plusieurs autres dérivées).

L’algorithme des cartes de Kohonen est le suivant :

On se fixe une structure (le plus souvent une "ficelle” ou une ”carte”
mais on peut aussi choisir des structures moins élémentaires telle que des
tores, des cylindres...). Par structure, on entend un ensemble de cellules
et une fonction de voisinage V' définie sur cet ensemble.

Par exemple :

Dimension 2 : Dimension 2 : Dimension 2 :
voisinage de rayon |voisinage de rayon voisinage de rayon
1/2 1 2

Fig. 1.10: Exemples de voisinages pour une grille & cellule ”carrées”
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Chaque cellule est représentée par un vecteur code dans ’espace des
observations (a chaque case (7, j) correspond un vecteur code Cj ;).

On se donne alors deux fonctions : () et £(t) respectivement ”rayon”
et "gain” ainsi qu'un nombre d’itérations N;; et on itere Ny fois:

e Tirage aléatoire d'un individu ig dans la base

e Recherche du vecteur code C;; = argmin, ;{||C;; — Xiol|} le plus
proche du point tiré

e Pour tout (¢, j') tel que V((4,7), (¢',7")) < r(t) on effectue Cy ; =
(1—¢(t)Cuy +c(t)X;

On construit ainsi une projection des données sur une structure de
plus petite dimension, caractérisée par les vecteurs codes et la topologie.
Dans le cas de la dimension 1 ou 2, la représentation graphique est aisée
et a partir de cette "carte” on peut classer et visualiser les données.
Plusieurs méthodes existent pour cela :

e (lassification sur les vecteurs codes, le plus souvent une classifica-
tion hiérarchique avec la distance de Ward

e La U—Matrice ([SOM10]), matrice des distances entre chaque vec-
teur codes et la moyenne des vecteurs code qui l’entourent. Une
grande valeur indiquera une rupture de continuité dans la carte
et en "coloriant” les cases avec un niveau de gris proportionnel a
cette valeur, les classes se lisent comme les parties séparées par les
frontieres les plus sombres

e La méthode de la P—Matrice ([SOM9]) repose sur des estimations
de densité. On colorie les cases de la carte avec des niveaux de
gris proportionnels a la valeur d’une estimation de densité, alors
les classes seront séparées par des frontieres ”claires”

e Plusieurs méthodes combinant les deux types de matrices
précédentes existent aussi, par exemple ([SOM13])

e On peut aussi construire un indicateur graphique permettant de
lire la distance entre chaque "cellule” et ses voisines a l'aide de
polygones ([SOM18])
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De telles méthodes fonctionnent bien pour des données qui se pro-
jettent correctement en dimension 2.

Bien stur on peut élargir I'algorithme de Kohonen a des topologies
de dimension supérieure a 2 (ce qu'on ne se privera pas de faire dans
la partie suivante) mais alors la représentation des données et la lecture
graphique des classes devient impossible.

Le lien entre les classifications par cartes de Kohonen et la connexité
vient du respect de la topologie lors de la projection.
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2. CLASSIFICATION HIERARCHIQUE AVEC LA
DISTANCE DU MINIMUM

Dans ce chapitre on montre que la classification hiérarchique par la dis-
tance du minimum, qui est certainement une des plus ancienne méthodes
de classification (cf Sneath [HIE18] en 1957 et Johnson [HIE13] en 1967)
mene a 'obtention de toutes les partitions en composantes d—connexes
maximales (voir I'introduction pour les définitions). Comme on ’a vu en
introduction, l'inertie intra-classe usuelle ne sera pas un bon indicateur
pour le choix du nombre de classes. Nous définirons alors une nouvelle
inertie intra-classe, ne reposant pas sur la distance euclidienne, mais sur
une distance liée a la connexité qui nous permettra, par lecture graphique,
de choisir un nombre de classes ”correct” a l'issue de la classification. Les
différentes propriétés, résultats et notions présentés dans ce chapitre ne
sont pas nouveaux, mais on s’attachera surtout a montrer ’étroit lien
entre cette classification hiérarchique et la connexité. En effet, par la
suite on utilisera fréquemment comme outil le Minimal Spanning Tree
(MST) étroitement lié a la classification hiérarchique avec la distance
du minimum (pour le lien entre M ST et classification voir Gower et
Ross 1969 [MST11]).

2.1 Classification hiérarchique et 6 —connexité

Proposition 2.1.1: Soit £ un ensemble fini de cardinal n. Alors pour un
0 fixé, il existe une unique partition J—connexe maximale (au sens de
I'inclusion, et minimale au sens du nombre de composantes connexes).

Démonstration :

Unicité : Supposons qu’il existe deux partitions différentes et
d—connexes maximales en p classes : {Fy,..., F,} et {Gy,...,G,}. Alors
il existe un point x dans deux classes différentes (quitte a ré-indicer,
x € Fy et x € G avec, par exemple Gy & Fy). Il existe alors un point
y qui appartient a G mais pas a Fj. Soit alors F; la classe de y, quitte
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a ré-indicer, on suppose que y € Fy, on a alors : ([} U Fy, F, ..., F})
qui réalise une partition connexe de p — 1 classes. Ce qui contredit la
maximalité de la partition.

Existence : La fonction qui, a une partition, associe son nombre
de classes est a valeurs dans {1,...,n}, donc admet un minimum et
Iatteint.[]

On peut alors définir p(d) fonction qui a ¢ associe le nombre de classes
de la partition minimale d—connexe. Cette fonction est décroissante et
en escalier. On notera :

Omaz (p) = sup{d,p(d) = p}
Omin(p) = inf{0,p(d) = p}
avec : Omaz(P) = Omin(p — 1)

Proposition 2.1.2: l'algorithme de classification hiérarchique par la dis-
tance minimum (d(A4,B) = min{d(a,b),a € A/b € B} mene a
I’obtention des n segmentations d—connexes minimales possibles

Démonstration : Le passage de la classification §—connexe mini-
male en p classes (C7,...,CF) a la classification —connexe minimale en
p — 1 classes (C?7, ..., C’g:ll ) se fait par agglomération des deux classes
les plus proches au sens de la distance min.

Soit m = min(d(Cy,C})) et, quitte a ré-indicer (1,2) =
argmin(d(Cy,CY)). La partition (C7 U C3,C3, ..., CP) est m—connexe.
Elle est de plus m—connexe minimale car :

Vo <m (C7,...,CP) est 6—connexe
et Vo >m (CF,...,CP) n’est pas §—connexe [J

2.2 Distance intra-classes
On cherche maintenant a construire une notion de distance intra-classes

compatible avec la notion de connexité afin de déterminer un indicateur
du nombre de classes "optimal” a choisir.
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2.2.1 Distance entre deux points

Comme on l’a dit en introduction, la notion d’inertie intra-classes
classique ne va pas étre un bon indicateur dans le cas de la connexité.
Ceci provient du fait que si deux points sont proches (pour la distance
euclidienne) ceci n’implique rien sur leur "seuil de liaison”. La figure
suivante illustre cette affirmation. Dans les deux exemples les points A
et B de la figure sont situés a la méme distance euclidienne mais il est
"visible” qu’une distance tenant compte de la connexité doit étre plus
élevée dans le premier cas que dans le second. :

+ +
+ A B 4 D s A g B 4
. e . I + 7
+ + B + +
T
A
-“_|_+ B N n++ B
ot E St
+ +

Fig. 2.1: Construction d’une distance compatible avec la notion de connexité

Pour résoudre ce probleme on définit la distance entre deux points de
E comme le plus petit des plus grands sauts effectués lorsqu’on lie z; a
x; par un chemin de points de F.

Un chemin che de longueur n de points de E liant z; a x; est une
application de {1, ...,n} dans {1, ..., N} telle que che(1) =i et che(n) = j.

Sur un chemin donné che, le saut maximum est :

Sautmaq (xh Ty, Ch@) = max{d(xche(i)a xche(iJrl))}

Ce saut représente la plus grande distance (euclidienne) entre deux
points du chemin. On note CH E(x;, z;) 'ensemble des chemins de lon-
gueur quelconque de points de F liant z; a x;. La nouvelle distance
associée a la distance initiale d est définie par :

de(x,y) = min{saut e, (z;; xj, che)}.

C’est-a-dire dire qu’on cherchera la plus petite valeur (sur 1’ensemble
des chemins) du plus grand saut effectué sur chaque chemin.
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Fig. 2.2: Construction d’une distance compatible avec la notion de connexité
: le plus petit saut maximal

On vérifie qu’on a bien défini une distance dans un ensemble fini de
points deux a deux distincts :

e d.(z,y) =0 = z = y dans un ensemble discret (ce qui serait faux
autrement).

e d.(y,z) = d.(x,y) de maniere évidente en inversant l'ordre des
chemins.

o dox,2z) < max(d.(x,y),d.(y,2)) car dans la seconde partie de
I'inégalité on contraint les chemins a passer par le point y. De
cette inégalité découle I'inégalité triangulaire : d.(x, z) < d.(x,y)+
de(y, z)

Caractérisation :

Pour un couple de points donnés le nombre de chemins les liant est :

Z;f AF (avec A% le nombre de k—arrangements qui vaut n!/(n — k)!).
Il est alors évident que le calcul de tous les chemins possibles est
excessivement coliteux en temps et rend 'obtention de la distance non
réaliste sans autre caractérisation. Heureusement on montre ici qu’a
I'issue de la classification hiérarchique, on obtient de maniere immédiate
la distance d. entre tous les couples de points par la formule suivante :

Théoreme 2.2.1: Si on note Ci(z) la classe du point = dans une classifi-
cation en k classes :
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& | ]

A et B sont dans la méme classes lors d'une segmentation en
9 classes
il sont séparés lors d'une segmentation en 10 classes

Fig. 2.3: Caractérisation de la distance (méme ensemble que précédemment)
le plus petit saut maximal correspond a la distance (minimum) entre
les "plus grandes” classes qui les séparent

ou de maniere équivalente :

dc(‘rv y) = 5mam(m2n{k/0k(x) 7é Ck(y)})

Démonstration :

On a égalité entre :

Omin(maz{k/Cy(x) = Cr(y)}) et Smax(min{k/Cr(x) # Ci(y)})
car max{k/Cy(x) = Cy(y)} = min{k/Cr(z) # Cr(y)} + 1
et 5mzn(p + 1) = 5mam(p)

De plus : de maniere évidente d.(z,y) < Opin(maz{k/Cy(x) =
Cr(y)}) car :

V8 > Omin(max{k/Cr(z) = Cx(y)}), x et y sont dans la méme classe
d—connexe donc reliable par un chemin de points deux a deux distants
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d’au plus 0. Ainsi d. <.
De méme d.(x,y) > Omax(min{k/Cr(z) = Cyx(y)}) car :

V8 < Omaz(min{k/Cy(x) # Cix(y)}) x et y ne sont pas dans la méme
classe —connexe. Donc on ne peut pas les relier par un chemin de points
deux a deux distants d’au plus ¢ donc on a d. > §.0]

On remarque que, dans un ensemble fini de cardinal n, I'ensemble des
distances entre couples de points prend ses valeurs dans un ensemble de
n nombres.

On a définit cette distance pour montrer, encore une fois, 'intérét
de la classification hiérarchique avec la distance du minimum pour la
connexité, cette distance vérifie d’autres propriétés non-mentionnées ici

(tel, par exemple, le fait que ce soit l'ultramétrique sous-dominante
[HIE14]).

2.2.2 Distance intra-classes

Nous avons ainsi calculé la distance intra-classes comme une moyenne
des distances d. entre couples de points au sein de chaque classe. En
appelant D.(p) la distance intra classe d'une classification en p classes
maximale on a :

D.(p) = Z L{Cp(xi)=Cp(x;)} e (X1, X5)
/[:7‘7'
La caractérisation précédente des distances entre couples de points a
I’aide des sorties de la classification hiérarchique montre que 1’algorithme
de classification hiérarchique avec la distance min est ’algorithme qui

permet de minimiser la distance intra-classes D, sous contrainte d’un
nombre de classes fixé.

On préférera néanmoins utiliser :
De(p) = (1/N,) D 110y (x0)=Cpxg)y de (X4, X;)
i,

avec : Ny =3, 5 110y (x)=Cp ()}
C’est la distance intra-classes "moyenne”
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2.2.3 Choix du nombre de classes

De maniere classique, on va choisir la classification provoquant une
plus grande "homogénéisation” des données. Ce nombre de classes
sera caractérisé par une forte rupture de distance intra-classes qui sera
synonyme de fort changement de structure vers une plus forte similitude
des données. On observera donc le diagramme des distances intra-classes
pour tenter d’y déterminer un saut important.

On notera dans la suite Saut pintra(p) = (De(p) — De(p — 1)) le saut
relatif de distance intra-classes lorsqu’on passe d’une classification en p—1
classes a une classification en p classes.

2.3 Quelques résultats sur des exemples

2.3.1 Séparation de gaussiennes

Dans cet exemple on observe le résultat de la classification appliquée a
la séparation de réalisations de deux gaussiennes normées en dimension
deux (de variance identité I), I'une centrée, 'autre de moyenne (m,m).
100 points ont été tirés dans chacune des deux classes. Lorsque les gaus-
siennes sont suffisamment éloignées, on les sépare parfaitement (premier
exemple), puis & mesure qu’on les rapproche il faut isoler certains points
pour retrouver les deux composantes connexes principales.

2.3.2 Exemples classiques de classes convexes

Il s’agit de deux exemples classiques en classification : la base de Ruspini
et les Iris de Fischer. Dans ces deux exemples, les classes sont connexes et
convexes mais considérées comme difficiles a séparer. Dans les deux cas
on retrouve de bonnes classifications (dans le sens ou on sait ici quelles
sont les vraies classes” ) non pas pour le plus grand saut de distance intra-
classes mais pour le dernier saut significatif. Dans le cas des Iris, on est
obligé d’isoler un grand nombre de points avant de trouver trois classes
centrales.

2.3.3 Exemples classiques de classes connexes et non convexes

Nous traitons ici des exemples de classes connexes et non convexes.
Contrairement aux cas précédents, les méthodes de classification non
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200 points suivant des gaussiennes résuites I'une centrée en (0,0) I"autre en :

(5,5) (44) (2.5,2.5)
E
4
2
H
o
2
-4
2 0 2 4 B 4 2 0 2 4 6
0.8
0.6 0.6
a 0.4 0.4
0.2 02
]
u 100 100 201
fi]
g
O
]
-5
-5 0 5 20 2 4 ¢

Fig. 2.4: Séparation de deux gaussiennes en dimension 2 : verticalement nuage
de point, distance intra-classes pour chaque partition de la hiérarchie
et classification associée a la plus grande rupture de distance intra-
classes

supervisées " classiques” reposant sur des séparations de I'espace par des
hyper-plans ou des regroupements autour de barycentres ne sont pas ef-
ficaces du fait de la forme méme des classes.

On voit que, tant qu’il existe une certaine homogénéité entre les dis-
persions au sein des classes relativement a 1’éloignement entre les classes
(i.e. dans tous les cas sauf le dernier), quitte a isoler certains points
éloignés de tous les autres, on retrouve bien les deux classes princi-
pales. Les graphiques étant en noir et blanc, on a noirci les compo-
santes connexes ”a la main” pour visualiser les classes. Dans les deux
premiers cas, on retrouve parfaitement les deux cercles concentriques,
dans le troisieme on isole deux points pour retrouver les cercles, dans le
quatrieme en revanche on est obligé de scinder le plus "grand” des deux



2.4. Limites et améliorations 49

basze de Ruspini Iris de Fischer

407 -

4

A4

R

(o=l

—\—h—h—\—h—\—\—\—\M—‘M—\gDDGDEEDEEw

Coploooooooiol o=l E e oo o ks
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Fig. 2.5: Résultats pour les bases de Ruspini et les Iris de Fischer, pour les
Iris de Fisher (dimension 4) seuls les tableaux croisés entre ”vraies”
classes et résultats de la classification sont présentés

cercles en trop de composantes pour sa reconnaissance.

2.4 Limites et améliorations

On remarque ainsi que lorsqu’on définit une distance intra-classes
adéquate la classification hiérarchique avec la distance du minimum
donne des résultats corrects en classification non supervisée tant du
point de vue de la classification elle méme que du choix du nombre de
classes issu de la lecture du diagramme de distance intra-classes. On
peut néanmoins noter quelques limites.
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Fig. 2.6: Résultats pour des classes formées par deux cercles concentriques (les
classes sont noircies pour plus de lisibilité en noir et blanc)

2.4.1 Cas des classes linéairement séparables

Dans le cas ot les classes sont linéairement séparables on obtient de moins
bons résultats avec la classification hiérarchique par la distance du mi-
nimum qu’avec des méthodes classiques. Ceci s’explique en invoquant le
fait que les méthodes classiques, reposant sur I'’hypothese de séparabilité
linéaire, hypothese plus forte que la connexité, telles que les K —means,
seront meilleures que notre méthode si cette hypothese sous-jacente est
vérifiée. On propose donc de construire un test de séparabilité linéaire
des classes, et, si il est vérifié, d’appliquer plutot les méthodes ”clas-
siques”. Une maniere simple de mettre en place ce test est la suivante

e Par la classification hiérarchique avec la distance du minimum on
obtient un ensemble de classes ;

e Si une analyse discriminante linéaire permet de retrouver les classes
de la classification hiérarchique par la distance du minimum, c’est
que celles-ci sont linéairement séparables ;
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e Si les classes sont linéairement séparables, on préférera une autre
méthode telle que les centres mobiles.

2.4.2 Statistiques sur la rupture de distance intra-classes

Dans le cas de l'utilisation de I’hypothese de connexité pour la
modélisation, ce qui nous intéresse est la validation de I’hypothese de
connexité et non la décomposition en classes connexes. Pour cela il faut
pouvoir tester le fait que le nuage de points est connexe, c’est-a-dire
qu’aucune des segmentations n’est pertinente. C’est pour cela que nous
allons essayer de calculer des statistiques sur la rupture de distance intra-
classes afin de savoir si les sauts observés sont significatifs ou non. Ce
point fera 'objet du chapitre suivant pour le cas particulier ou les classes
sont issues d’un tirage uniforme.

2.4.3 Séparabilité des classes

Supposons la vraie classification connue. Cette classification ne pourra
étre obtenue a partir de la méthode décrite précédemment que si (et
seulement si) les classes sont séparables c’est-a-dire si :

sup{d.(z;, z;),C(z;) = C(z;)} > inf{d(z;,z;),C(x;) # C(z;)} Dans le
cas contraire, on aura l'obligation de scinder une classe pour en isoler une
autre. Ceci peut provenir de plusieurs phénomenes décrits ci-dessous.

e il peut exister des points liants deux classes

e si les classes sont trop hétérogenes en dispersion, on risque d’étre
obligé de scinder la classe la plus ”dispersée” pour la séparer des
autres

Si le premier point n’a pas pu étre traité, le second point, plus réaliste,
fait I'objet des deux derniers chapitres de la partie classification.
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3. VERS UN TEST DE CONNEXITE

3.1 Introduction : lien entre la classification et la théorie
des graphes

Le lien entre Classification Hiérarchique avec la distance du minimum
et le Minimal Spanning Tree (MST) a été souligné de nombreuses fois
dans la littérature (initialement par Gower et Ross en 1969 [MST11]).
On peut associer a la classification hiérarchique avec la distance du
minimum, un graphe en définissant des liaisons (ponts) entre les points
de la maniere suivante : A chaque étape de la classification prise dans
le sens ascendant, on relie les deux points réalisant le minimum de la
distance (du minimum) entre les classes.

Au départ tous les points sont séparés (NN classes de singletons). On
lie les points ig et iy tels que d(x;y, ;) = min(d(x;,y;,i # j)) sur le
graphe et a cette étape, la classification est ({z;,, i, }, {xin}s - {Zin }),
soit : (C%,..,C% ). On passe de I'étape en k + 1 classes a celle en
k classes en ajoutant une liaison de la maniere suivante : si (ig,i1) =
argmin(d(C’fH,C’f“)).

Si, de plus : (jo,j1) = argmin(d(x;,x;),z; € C’Z‘ffl,xj € C’ffl)),
alors on relie jp et j; sur le graphe et on agrege Cilffl et Cﬁ“ dans la
classification.

Fig. 3.1: Observations et M ST associé pour des tirages uniformes en dimen-
sion 2 (50, 300 et 1000 observations)
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Un tel graphe est composé de N — 1 liaisons et tous les points sont
liés entre eux par le chemin sur lequel le plus petit des plus grands sauts
est atteint, donc sur le chemin permettant de lire la distance connexe
d. entre tous les couples de points. Ces deux considérations font de
ce graphe un arbre couvrant de l’ensemble de points qu’on nommera
ici MST (pour "Minimum Spanning Tree” au sens ou il minimise la
distance connexe entre tous les points).

Des statistiques sur les distances des liaisons de ce graphe seront
donc source d’information pour étudier la validité de la classification.
Indiquons par exemple que :

- La plus grande des distances représente le seuil minimal de connexité
des données

- La statistique d’ordre sur la loi des distances indique la loi du nombre
de composantes connexes a un seuil donné.

Il a été prouvé dans la littérature ([MST11]]) que le MST tel que
nous ’avons défini ici est bien le MST au sens ”classique”, c’est-a-dire
I’arbre couvrant minimal au sens de la somme des longueurs de liaison.

3.2 Les statistiques sur les longueurs des liaisons sur le
MST

De nombreux travaux sur la convergence des longueurs de liaisons sur le
Minimal Spanning Tree, reposant sur le travail de Beardwood, Halton
et Hammersley en 1959 ([MST3]), se concentrent sur le comportement
asymptotique de la longueur moyenne dune liaison : L% (k) = 5 > 0F
ou les ¢; sont les longueurs des liaisons sur le MST calculées sur
un tirage uniforme de N points dans [0,1]¢. Certains travaux relati-
vement récents ([MST1],[MST2],[MST4],[MST5] entre 1992 et 1996)
montrent l'existence d'un théoréme central limite pour L% (k)/N*/4.
Plus récemment encore Penrose et Yudich, en 2003 ([MST9]) ont, dans
une certaine mesure, élargi le résultat a des tirages non uniformes. De
telles statistiques, portant sur les moments empiriques des longueurs sur
1 tirage, ne nous sont pas utiles pour établir un test de connexité. En
effet si on s’intéresse aux différentes valeurs prises par ¢;, en considérant
uniquement leurs moment empirique, 'information est trop résumée.
Ces travaux nous ont néanmoins donné une indication sur la vitesse de
convergence vers 0 (en N'/¢) des longueurs des liaisons, et donc sur la
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bonne normalisation.

En plus du théoreme central limite, Penrose a montré dans [MST6]
(1997), que si My est la plus grande longueur sur le MST d'un ti-
rage uniforme, la loi de NmyM$ converge faiblement vers une double
exponentielle (avec 7, le volume d’une boule unité en dimension d). Ce
résultat est valable lorsque le tirage est uniforme sur un cube en di-
mension inférieure ou égale a 2 ou sur un tore en dimension supérieure.
Un résultat similaire a été montré dans [MST7] (1998) pour des tirages
gaussiens.

Un tel résultat est un premier pas vers la construction d'un test.
Malheureusement une indication sur le seul maximum n’est pas suffi-
sante par exemple lorsque la coupure s’effectue au dela de deux classes.
On pourrait aisément résoudre ce probleme en itérant de maniere
hiérarchique, mais la principale limitation vient de la topologie torique
pour des dimensions supérieures a 2. Cependant on trouve dans [MST6]
de nombreuses idées intéressantes.

Enfin dans [MSTS] (1996), Penrose a montré la convergence de cer-
taines statistiques sur le M ST non seulement lorsque le nombre de points
tend vers l'infini mais aussi lorsque la dimension tend vers l'infini. Ici
nous n’établirons pas de tels résultats mais c’est une voie intéressante. En
effet on n’a pas pu identifier par le calcul les lois limites (ni les reconnaitre
sur les graphiques). Ainsi avoir une convergence avec la dimension nous
éviterait d’avoir a construire un nombre de tables infini.

Si il peut sembler peu réaliste, en pratique, de prendre comme hy-
pothese des tirages uniformes l'intérét des comparaisons, pour des clas-
sifications, entre tirages uniformes et observation a été souligné, et ex-
ploitée dans [HIE12].

3.3 Résultats empiriques

On a observé la fonction de répartition empirique des n — 1 valeurs de
n'/5,(X) pour des tirages de 10, 50, 500 et 1000 points suivant des lois
uniformes sur [0, 1]% (5 tirages par nombre de points). On observe bien
la convergence des fonctions de répartitions empiriques, qui semble étre
presque stre, ce qu’on ne démontrera pas dans la partie suivante (on ne
montrera que la convergence en moyenne de la fonction de répartition
empirique).
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Fig. 3.2: Fonction de répartition empirique des longueurs de liaison pour des
dimensions 2 & 5 pour (10, 50 200, 500 et 1000 points) respectivement
(bleu, magenta, cyan, rouge et noire)

A titre indicatif on donne aussi des fonctions de répartitions empi-
riques pour des tirages de 1000 points en fonction de la dimension pour
des dimensions 2 a 10 et la dimension 20.

Fig. 3.3: Fonctions de répartition empiriques des longueurs de liaison en fonc-
tion de la dimension

On n’observe pas de convergence en ne pondérant que par n'/? mais
les courbes semblent effectivement de plus en plus semblables & une trans-
lation pres. En ramenant la moyenne des longueurs de liaison en 0, il
semble y avoir convergence des fonctions de répartition empiriques avec
la dimension.

3.4 Existence d’'un comportement asymptotique

Dans un premier temps on va mettre en place des éléments visant
a montrer que la loi d’'une distance tirée au hasard sur un MST et
pondérée en fonction du nombre de points et de la dimension (par N'/4)
converge vers une certaine loi (qu'on ne sait pas aujourd’hui expliciter
autrement que par simulation). Pour cela on va tout d’abord étudier
le comportement asymptotique des différents moments de n'/?6, ol 4,
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Fig. 3.4: Fonctions de répartition empiriques, ramenée en moyenne a 0 en
fonction de la dimension

représente la variable aléatoire suivante :

e On tire un n—échantillon uniformément sur [0, 1]%.

e On construit le M ST(X) et on tire au hasard une de ses liaisons,
dont on note ¢, la longueur de cette liaison.

Calculs préliminaires
Lemme 3.4.1: Si X’ est un sous échantillon de X (X' C X).
Si x; et z; sont dans X'
Si [z, X;] est une liaison du MST'(X)
Alors [z;, X;] est une liaison du M ST(X")

Autrement dit : le graphe de la restriction contient la restriction du
graphe.

La démonstration est évidente en utilisant la caractérisation de la
distance entre les points : si deux points x; et x5 sont liés sur G, c’est que
d(x1,z9) = min(sautmazx(che(X))) < min(sautmax(che(X"))), lautre
inégalité étant immédiate.l]

Lemme 3.4.2: La longueur d’une liaison sur le M ST d’un tirage uniforme
sur [0,1]? est bornée par /(d).
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La démonstration est aussi évidente, étant donné que la longueur
maximum d’une liaison sur un hyper-cube [0, 1]¢ est bornée par \/(d).D

Lemme 3.4.3: Soit §(N, X) la longueur d’'une liaison tirée au hasard sur
le MST(X) ot X est un N —échantillon uniforme sur [0, 1]¢

o Vu €]0;1/d[ P(§(N,X) > N4 tend vers 0 lorsque N tend vers
00

o Ex(0%(N, X)N'4=%) tend vers 0 lorsque N tend vers oo

Supposons que A et B distants de z soient tels que [A, B] soit une
liaison du M ST(X). Alors nécessairement, l'intersection de la boule de
rayon x et de centre A et de la boule de centre B et de rayon x est vide.
Sinon il existerait au moins un point M tel que d(A, M) < d(A, B) et
d(B,M) < d(A, B), ce qui est impossible. Le volume de l'intersection
des deux boules est proportionnel & z?, on notera v, la constante de
proportionnalité.

A 2\
\/

Fig. 3.5:
Ainsi :
P(§(N, X)) > x) < N(1 — ygzt)N-1
et :

P(6(N, X)) > N-V/d+tu) < N(1 — pgN-1Hdu)N-1
avec N(1 — ygN1=3)N=1 = Negp((N — 1)In(1 — ygN 1))
si u €]0,1/d[ alors N(1 — yyN'*=4)N=1 ~ Nexp(—yyN¥®) — 0.0

Pour passer a la propriété sur les moments :
Si u €]0,1/d[ alors v > 0 tel Ju — v[€]0,1/d][ et, pour un tel v :

P((S(N, X)Nl/d—u > N_U) S N(]_ o VdN—l-i-(u—U)d)N—l ~ Ne_VdN(u—v)/d
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comme :

E(((S(N, X)Nl/dfu)k) < Nk 4 (\/ENl/diu)kN(l . VdN*l‘F(U*U)d)N*l

Le second terme est négligeable devant le premier et :
Yo < u E((6(N, X)NVi—w)k) = g(N—F)
Dot E((§(N, X)NVd=u)ky — 0. O

Lemme 3.4.4: Le MST n’est pas inclus dans un graphe des n—plus
proches voisins avec une probabilité tendant vers 0 géométriquement en
n

n-1 points dans 5 pour
que la  comnexion
feffectue au o7 phs
proche voizin

Aucun points pour que
la Laison du MET =e
produize entre X et ¥

Fig. 3.6: Evaluation de la probabilité que I'on aille jusqu’au n'™¢ voisin sur
le MST
Pour qu'un point A soit connecté sur le MST & son n™¢ voisin et

que cette connexion ait lieu avec une longueur z (et relie A a B) il faut,
d’une part qu’il y ait au moins k£ — 1 points dans la boule B(A, z) (pour
garantir que la liaison de longueur x est la n’®™¢ et d’autre part il ne
faut pas qu’il y ait de points a une distance inférieure a z de A et B.

) _ _ V(B(Ar)
Soit \g = V(B(Ax)\B(B,z))
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Sachant x : la probabilité d’avoir k — 1 points dans .S et aucun point
dans S une fois A placé est :

C]li[:ll ()\dﬂ'dl'd)kil (1 - Wd.%'d)Nik

Le maximum de cette fonction a lieu pour z?¢ = ( Nk—_1§7rd et la probabilité

d’avoir une liaison du M ST correspondant a un k— plus proche voisin
est inférieure a:

()\d)nflc]r\?:ll (n — 1>n_1(N _ n)N_n

(N —1)N-t
D’apres la formule de Stirling les quantités W et son inverse sont
bornées. Comme, de plus ToDH % est aussi une quantité bornée, il

existe alors une constante c; telle que la probabilité de ne pas étre inclus
dans le graphe des n— plus proches voisins soit inférieure & : ¢;(\g)* 1.0

Lemme 3.4.5: Soient :
e X un N—échantillon uniforme sur [0, 1]

e & la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

1 €0, 1]

a €]0, u|

X, - X|[O:M}d

G, le graphe des k — plus proches voisins de X
o et (&) le graphe des k — plus proches voisins de X’

La probabilité qu'une liaison de G, partant d’un point de [0,1 — a]¢ ne
soit pas une liaison de Gy, tend vers 0 quand N tend vers l'infini (avec

une vitesse d’au plus : ® k—2(a/2)mq N )
V/N2(a/2)dmg(1-2(a/2)dm,)

Pour qu'une liaison de G, partant d'un point de [0, 1 —a]? ne soit pas
une liaison de Gy, il faut et il suffit qu'un de ses k—plus proches voisins
(dans X) soit dans [0, 1]%\[0, z]¢. Pour cela, la situation la plus probable

(illustrée sur la figure 3-7) est de probabilité :
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Moins de k-1 pomts
(enplus de A)

£B

Fig. 3.7: Evaluation de la probabilité qu’une liaison du graphe de la restriction
ne soit pas une liaison de la restriction du graphe

Z Oﬁ;(ﬂ'dad/Qd_l)k(l _ 71_dad/2d—1)N—l<;

n=0

et, en utilisant l'approximation gaussienne de la loi binomiale la
derniere expression est équivalente a :

k— Q(G/Q)dﬂ'dN
d O
VIN2(a/2)dmy(1 — 2(a/2)r,)
Corollaire 3.4.1: Soient :

e X un N—échantillon uniforme sur [0, 1]¢

o 1 €]0,1]

a €]0, u]

X/ - X|[0=M]d

Gle MST de X

o (le MST de X'

La probabilité qu'une liaison de G’ tirée au hasard dans [0, u — a]? ne

soit pas une liaison de G tend vers 0 quand N tend vers l'infini.

Soit un nombre de voisins £ qu’on va tout d’abord supposé fixé. Si
les MST G et G’ sont inclus dans les graphes des k—plus proches voisins
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de X et X', alors une liaison de G’ tirée dans [0, u — a]? est une liaison
k—2(a/2)?myN )
V/N2(a/2)img(1-2(a/2)0mq) )
Majorons la probabilité que ni G ni G’ ne soient inclus dans les
graphe des k— plus proches voisins :

de G avec une probabilité supérieure 1 — @

P((G" € G N (G S Gy)) <maz(P(G G Gy), P(G' C Gy)) = elhg
Par suite la probabilité qu'une liaison de G’ ne soit pas une liaison de
G est inférieure a :

-9 2d N

VIN2(a/2)dmy(1 — 2(a/2)T,)

Cette inégalité est vraie quelque soit k.
En choisissant par exemple : k = N? avec 3 €]0,1[ on a :

8 _ d
NP —2(a/2)*ryN o0
VIN2(a/2)7m4(1 — 2(a/2)7y)

Dans la suite on prendra une marge a décroissante en N de maniere
a ce que (a(N)/2)%myN = NP soit, a(N) = 2(1/7Td)1/dN%.

Pour cette marge on aura :

pi(d, 8,0, N) = e A"+ @ <

PR, 5. N) = O((er/A)AY? + @ (— Nj;)

et, au total :

p(d, B, N) = O(p™")

Corollaire 3.4.2: Equation de récurrence sur les moments Soit
un (k) le moment d’ordre k de dy. Alors uy(k) vérifie ’équation de
récurrence suivante :

Yoon—1 [ 1\" 1\V
d—k n 'Y
)~ () (1) el

O(p?/NYuy (k) + O(NT Yuiy (k) + O(Capl”)

avec Yu > 0 N®/dD=uyx (k) — 0
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On divise I'hypercube [0,1]¢ en p? hypercubes C; de coté 1/p et on
note G, (X) 'union des MST(X|¢;). On note D; 'hypercube C; auquel
on a o0té les marges d’épaisseur a(NV)

1P )

=
-1

Iarge a(ld)

Fig. 3.8: mise en équation des moments

Une liaison du MST(X) n’a pas d’extrémité dans un des D; avec
une probabilité : ¢ ~ 1 — p4(1/p —2a(N))? = 1 — (1 — 2a(N)p?)? ~
2da(N)p? = O(N“T).

Si une liaison du MST(X) a une extrémité dans 'un des D; alors elle
n’appartient pas & G,(X) avec une probabilité go = O(Cypi'?).

_d_ . .

On suppose dans la suite N >> pi-5 ce qui correspond au fait

que la division en hyper-cubes est possible en laissant des domaines, a
I'intérieur des marges, suffisamment grands.

On note :

e uy l'espérance, sur X, de la longueur d'une liaison tirée au hasard
sur le MST(X)

o u) l'espérance, sur X de la longueur d’une liaison tirée au ha-
sard sur les MST(X) dont aucune extrémité n’est dans un des
D;. Comme les seules conditions sont des conditions de positions
des extrémités, les calculs du lemme 4.4.3 s’appliquent et Yu > 0
Nl /dfuu*N =0
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o ui lespérance, sur X de la longueur d’une liaison du MST(X)
dont une extrémité est dans I'un des D; mais qui n’appartient pas
a Gp(X). Ici les conditions sont plus fortes et on peut seulement

affirmer que uy < \/ d

e wy l'espérance, sur X, de la longueur d’une liaison tirée au hasard
sur le G,(X)

On a alors :

uy = quy + (1 — qi)guy + (1 —q)(1 — g)wn
et ainsi :
luny — wn| < qruy + (1 — q1)guy
et :
luy —wy| < qruy + uy

On va désormais calculer wy : on a :

mazx(n; — 1,0) u,, n! 1\"
o= Z Z N*(nq,..,npa) p m(ng!) (pd)
s =N

avec : N*(nq,..,nu) = Y (max(n; — 1,0)) Pour obtenir cette formule
on a conditionné par la répartition du nombre de points dans chacun
des C; (qui suit une loi multinomiale). Si on a n; points dans C; on a
n; — 1 liaisons dans le M ST calculé sur ces points (si n; > 0) et n;/N*
représente ainsi la probabilité de tirer la liaison parmi celles du M.ST(C;).
Enfin espérance des longueurs des liaisons sur le M .ST(C;) est en loi, au
facteur d’échelle 1/p pres, identique a celles des liaisons tirées sur [0, 1]¢.
On a, de maniére évidente : N —p? < N*(nq, .., n,a) < N carn;—1 >
max(n; —1,0) < n;
donc: N —p? < N*(ny,..,ny) << N —1 et ainsi :

o= (- 0N) Y Zm‘“’ L0y, 1! (i)

- i p m(n;!) \ p?
i= 1"1—

On a de plus :

d

Z pzma:v n; — 1, 0))um n! (i)n_
pd i=1 p ﬂ-(nll) pd

Y1 ni=N
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avec Yu > 0 NV vyl — 0
De maniere parfaitement analogue, si uy(k) représente le moment

d’ordre k de la taille d’une liaison tirée aléatoirement sur un M ST sur
un n—échantillon uniforme sur [0, 1]% on obtiendra :

o) — i+ 3 g A () (- %)Nn un(h)] <

n=2

O(p*/N)uy (k) + O(N 4

avec Yu > 0 N®/D=uys (k) — 0
Le moment sur G, reste la somme des moments par indépendance des
tirages sur chaque sous-cube C;. En revanche le facteur d’échelle pour

passer d'un cube de coté 1/p a un cube de coté 1, est pour le moment
d’ordre k : (1/p)k. O

Lemme 3.4.6: Soient p et A deux réels positifs avec de plus p inférieur a
1.

Soit o = In(\)/In(w)

Soit R(n, a, p) défini de la maniere suivante :
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R(n,a, ) = %/ﬂ ﬂi(l — U — t)nto‘*l

Soit vy, (i, A) définie par récurrence de la maniére suivante :
vo(pt, A) est un réel quelconque et :
Vi v (1= R(ny o, ) = Ao CRub(1 — p)mFuy

Alors v,, = vy 7F(F”(:if‘ )

En effet, en temps que solution d’une équation de récurrence linéaire,
une telle suite est définie de maniere unique a partir de son premier terme
des que pour tout n : R(n,a,pu) + pu™ # 1 (ce qu’on supposera vérifié)
car I’équation de récurrence s’écrit aussi :

n—1
on(1 = B(n, 0, p) = M) = A3 Crp (1= )"
k=0

D’apres le développement de Taylor avec reste intégral de f(z) = 2"+

on a :

Fn+a+1)
I'(n+a+1-—Ek)(k!

1= (pt(1—p)™+e = P 1=p)* +R(n, o, p)

k=0
D’ou :
I'(n+1) & & L(k+1)
1-R - 7 (1—p - 7

Ainsi, si u® = A, soit pour av = In(\)/In(p) on obtient tres exactement

I(n+1) —a
Un = V0T(ntita) ~ VO O

Lemme 3.4.7 (Retour a I'équation sur les moments): Les moments
u,(k) sont solutions d’une équation de récurrence linéaire dont les
solutions de I’équation homogene associée sont équivalentes (lorsque n
tend vers l'infini) & n=*/4
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avec Yu > 0 N®/D=uyx (k) — 0
Si on note v, = (n — 1)u,, on obtient :

ox (k) —pd—’fnf‘;c;e (pi) (1- pi)N ouk)] <

O(p*/N)un (k) + O(N T )Nuj (k) + NO(Capl”)
Et ainsi :

o () (1= R(N, (—1tk/d). (1/p) )~ 3" C% (pi) (1—%) k)] <

3 1 N - 1 N-1
on(k)R(N, (=14k/d), (1/p)Y)+p*F (1 - ]ﬁ) vo+NptF (1 — E) Vo
+O(p*/N)un (k) + O(N"T ) Nuy (k) + ON(Cap)”)

On peut donc écrire que :
un(k)(1 = R(N, (=1 +k/d), (1/p)")) =
T YNe (%)n (1 - %) nvn(k) +£(N)

avec €(N) = o( N1*=*/d=v) pour tout u € [0, (8 — 1)/2d[ (dans tous
les termes de la majoration de ’erreur, c¢’est I'avant dernier qui tend vers
0 le plus lentement).
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On a montré dans le lemme précédent que les solutions de I’équation
homogene sont en et o N1-k/d,

T(N—1+k/d)

Enfin comme v,(k) = (n — 1)u,(k), on obtient, pour les solutions

de I’équation homogene sur les moments, des suites proportionnelles a :
o) ~ eNF 0

T(N—1+k/d)(N—1)

Théoreme 3.4.1: Les moments d’ordre k u, (k) vérifient : u,(k)n*/¢ ad-
met une limite finie.

On va continuer a travailler sur v,(k) = (n — 1)u,(k). On a déja
montré que les v, étaient solutions d’une équation récurrente linéaire
avec second membre dont les solutions de 1’équation homogene ont le
comportement voulu. On va désormais montrer qu’il existe une solution
particuliere négligeable devant toute solution générale (non nulle).

Pour passer aux solutions de ’équation générale, on simplifie dans un
premier temps 1’écriture :

v (k) = a(n, k)v;(k) + e(n)

1

3
I

%

avec dans notre cas :

prCR(/pHF (A = (1/p)"
1 - R(nv 1 - k/da (1/p>d) - pdikpn

Ceci peut aussi s’écrire :

a(n, k) =

n

va (k) = bvo(k) + > a(n, i)e(i)

i=1

avec b, et a(n, k) qui vérifient les équations de récurrences suivantes :

® bup1 = a(nj)b;
e an+1l,n+1)=1

o Vj<n+la(n+1,j)=>" a(n+14)a(i,j)

i=j

D’apres ce qu’on a montré précédemment, le terme en b, vy correspond
aux solutions de I’équation sans second membre b, = L)
n = T(n—1+k/d)"

Il reste désormais a montrer, pour conclure, que :
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n

> a(n, je))

j=1
a un comportement négligeable devant celui des solutions de 1’équation

sans second membre (i.e. devant %)

Pour cela on travaille, dans un premier temps sur les coefficients a.
On montre par récurrence que les coefficients o ont un comportement
similaire aux coefficients a

On a:

e aln+1,n+1)=1

n

e Vji<n+lam+1,j)=> " aln+1i)alj)

Pour simplifier les notations on écrit :

o a(n k) = 2EEWG gpec o) = pih o= (1/p?), r(n) =

R(n, (1 - k/d),1/p")
Ainsi, on montre, par récurrence que :
e Sion écrit @ a(n+k,n) =a(n, k)(1 + Qn(k))
o Alors Qu (k) = M o ([Cul)/[L = r(n + D)) (1 + Qu(3))
e Et, par récurrence Q, (k) = A\u™(1 4+ p)*(1 + o, A" (1 + p)*)
Alors :

3

>~ aln, () =

=

n—1 n—

e(n)+Q_aln j)e() + a(n, M (14 )" (1+0;(A? (14 )" )e(4)

<
<.
Il

D’ou on tire I'existence d'une constante M telle que :

n n—1 n—1

D_a(mj)e() =< em)+)_aln, j)e()+M Y _a(n, j)h (1+p)" e ()

Jj=1 Jj=1 Jj=1
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En utilisant le fait que e(N) = o(N'=*/9=%) pour tout u € [0, (8 —
1)/2d|.

On peut écrire que (i) < mu% pour tout u € [0, (6—1)/2d].
Et :

n

> an, je(j) <

j=1

I'(n+1)
m"l“(n + (k/d) + u)

n—1

L TG+
—|—muza(”a])p(j + (k/d) +u)

J=1

n—1

+Mmy Y a(n, )M (14 p)"

J=1

I'(j+1)
L(j+ (k/d)+ u)

Le premier terme de I'inéquation est négligeable devant :

I'(n+1)
[(n+ (k/d))

Le deuxieme terme de I'inéquation vaut :

Li+1)  1—R(n,(1-(k/d)—u) (1/p)

- d\1—k/d—u

et est ainsi aussi négligeable devant :

I'(n+1)
P(n + (k/d))

Enfin, le troisieme terme de I'inéquation vaut :

1 S~ o (1 nej__ LU+ 1)
T RO (1= G, (1) e 2 G () o)™ e G

1
" 1—R(n, (1 - (k/d)), (1/p%)

I'(Gj+1)
(J+ (k/d) +u)

Mimy, ) | CoMp?Y (=)
j=1
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Soit :

1 R(n, (1 - (k/d) — u), (1/p*)) L(n+ 1)

Mm,

T RO (1= Gy, ) 2

Et est ainsi aussi négligeable devant :

L(n+ (k/d) +u)

F(n+1)
I'(n+ (k/d))

Ainsi, au total on peut écrire que :

I'(n+1) ( I'(n+1) >
n+1+k/d)  ‘\Tn+ritk/d))"

0alk) = (W)

D’ou :

un(k‘):c(k‘)r I'(n+1) +0< I'(n+1) )

(n+14+k/d)(n—1) IF'n+1+k/d)(n—1)

Si c(k) # 0 u, (k) ~ c(k)n=*/? soit encore :

u, (k)n*/? admet une limite finie c(k, d).

Remarque sur la vitesse de convergence : Les calculs précédents
montrent que :

Vuel0,(8—1)/2d]

Cy.q une constante ne dépendant que de u et d tel que : |u, (k)n*/¢ —
c(k,d)| < Cygn™. O

Ainsi, les moments de X,, = n*/§, convergent vers une limite finie.
Pour avoir une convergence en loi de X, il faut, maintenant montrer que
les moments limites satisfont les conditions de Carleman.

Théoreme 3.4.2: X,, = n*/?6, converge en loi

Dans le lemme 3.4.3, on avait montré que :

P(6% > ) < N(1 — vgaz¥*)N"1dz.

Donc

E(o%) < N/(l — vV dy,

dont on tire aisément :
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(A7) < (1)

Ainsi, en utilisant la remarque sur la vitesse de convergence des mo-

ments, les équivalents des fonctions I' et cette derniere inégalité, on ob-
tient :

k/d
Vi s clk,d) < Cogn™ +n (id) ET(k/d)
En recherchant le minimum en n on obtient ainsi :

u

1/u+1 1 k/d (ﬁ)
c(k,d) < Cg,/d(u—i_l) <u—u/(u+1)+u Jut ) <<—) gr(kj/d)> .

Vd

k/d
Comme, (V—1d> sf(k/ d) tend vers l'infini, on travaillera, sans plus

le préciser par la suite, pour les n 7suffisamment” grands pour que
k/d
((72) %Hk/d)) soit supérieur a 1 :

Alors :

Nk 1/d 1/k
c(k, d)* < (O D/k (u*u/<u+1)+u fut ) / (i) (SF(k/d)) .
: Vo

Pour simplifier, on note :

Vq

avec : A(u,d) = [C§7d(u+1)]1/k <u—u/(u+1)+u1/u+1)

En utilisant la formule de Stirling on obtient :

d —1/k d
—1/k i g ﬁ g —1/k i g 1/2—1/d—1/k
A(u, d) ~I'(k/d) ~ A(u, d) or /dk

Vd Vd
1 1/d
~ (_) 27T/dk1/271/d71/k

vy

Ceci prouve que :
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Z c(2k,d)"* = +oo

Et qu’ainsi les conditions de Carleman sont vérifiées pour que la loi
limite soit définie, de maniere unique, par ses moments.

On a ainsi prouvé la convergence en loi de longueurs de liaison, re-
normalisées, sur le MST.

3.5 Vers un test de connexité sous hypothése uniforme

3.5.1 Principe

Si X est issu d’un tirage uniforme sur C' = [[,[0, L;] avec Ly < Ly <
... < L4 dans chaque cube de coté L; inclus dans C', on compte environ
Ld
H(Lli)
rapport Ly, soit (X) la variable aléatoire qui donne la taille d’une liaison

tirée au hasard sur X. On a

N points. Par indépendance géographique et par homothétie de

1/L1(H(LL1i)

aléatoire de loi notée L.

N)Y45(X), quantité qui converge, en loi vers une variable
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Ls

1A

L1

Fig. 3.9:

Dans un premier temps, on ne va pouvoir effectuer des tests que sur
des tirages uniformes inclus dans de tels ensembles. A la fin de la par-
tie suivante (Analyse d’une composante connexe), le paramétrage d’une
carte de Kohonen permettra de donner des estimations des différentes
longueurs L; dans le cas ou l'ensemble des données est homéomorphe
a C = Hfil[O,Li] ce qui inclut d’autres types de classes. Bien sur
I’hypothese d’uniformité du tirage reste nécessaire.

3.5.2  Quelques résultats

On suppose ici qu’on connait les L; et on teste la connexité, sous hy-
pothese uniforme. Les données ont été simulées de la maniere sui-
vante : 100 points suivent une loi uniforme sur [0,1]? et 100 points sur
[14+h,2+h] x[0,1] avec h € {2;1,5;1,3;1,2;1,1;1}. Idéalement la plus
grande rupture de distance intra-classes coincide avec un écart entre les
statistiques d’ordre sur les longueurs du M ST significatif. Ceci arrive
dans les quatre premiers cas. Dans le cinquieme cas, la plus grande rup-
ture de distance intra-classes se produit pour une scission en 2 classes,
mais 'écart entre d(y) et dv_1) n'est pas significatif. Seul I’écart entre
dv—4) et dv_5) est significatif. On choisira donc une classification en
5 classes. Enfin le dernier cas est équivalent a un tirage uniforme sur
[0,2] x [0, 1], il est donc normal qu’aucun écart ne soit significatif. Etant
donné qu’on ne dispose que de la convergence de la fonction de répartition
en moyenne et qu'on n’a de test que sur I’écart a cette moyenne, on a
effectué pour chaque exemple 20 tirages uniformes de 200 points sur
[0,2 + h] x [0,1]. Les courbes noires représentent les résultats pour ces
20 tests.
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Les graphiques se lisent de la maniere suivante : pour chaque exemple
on observe :

e Diagrammes en batons des distances intra-classes et des différences
de distances intra-classes (premiere ligne, en bleu)

e Diagrammes en batons (rouge) des longueurs, ordonnées, sur le
MST (et différences), superposé, en ligne noir, des résultats pour
des simulations uniformes
Remarque : on s’attend a ce que, pour un écart significatif sur
les distances du M ST on obtienne un écart ”significatif” sur les
distances intra-classes

e Résultat d’une classification lorsque la rupture des distances sur le
M ST est jugée significative

07 05 035 0.25

0.4 0.2

03 02 015

03 02 015 01

01 0.05

Fig. 3.10: Résultats pour un écart de 2 (a gauche) et un écart de 1.5 (a droite)
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Fig. 3.11: Résultats pour un écart de 1.3 (& gauche) et un écart de 1.2 (a
droite)
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Fig. 3.12: Résultats pour un écart de 1.1 (& gauche) et un écart de 1 (a droite)

3.5.3 Les Limites de la méthode

Il existe deux principales limitations pratiques de la méthode :

e Le fait de ne pas connaitre la statistique des écarts de la fonction
de répartition empirique (inverse) a la moyenne pour disposer d'un
vrai test, et par conséquent d’ étre obligé d’effectuer des simulations

e Le calcul des L; dans le cas ou les classes ne sont pas linéaires

La premiere limitation restera en suspend. Mais dans la partie sui-
vante au chapitre 11.3, on trouvera un moyen d’estimer les longueurs L;
dans le cas d’ensembles homéomorphes a [, [0, Ly].
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4. CLASSIFICATION ET ESTIMATION DE DENSITE :
ALGORITHME CONJOINT

Dans une premiere partie, on montre que la classification et ’estimation
de densité sont deux problemes joints. En effet, si on connait la den-
sité il existe deux méthodes de classification : la méthode du water-
shed et la méthode du domaine d’attraction des modes. Nous avons
déja exposé rapidement ces méthodes en introduction, mais nous les ré-
exposons ici pour faciliter la lecture. Apres avoir rappelé quelques points
sur 'estimation de densité par les méthodes a noyaux, on montre ensuite
que la connaissance d’une classification peut aider a estimer la densité.
Une fois mis en évidence les liens entre les deux problemes, on construit
un algorithme conjoint d’estimation de densité et de classification.

4.1 Classification et estimation de densité : deux
problemes joints

4.1.1 Classification sous hypothése de densité connue

On fait ici I'hypothese que les données observées sont issues du tirage
d’un mélange de p lois unimodales et, hypothese supplémentaire, que la
densité du mélange fait apparaitre p modes. Si la densité f du mélange
est connue, deux méthodes de classification ont été proposées dans la
littérature : la méthode dite du ”WaterShede” et la méthode des do-
maines d’attraction des modes. Elles ont été introduites dans le chapitre
1, paragraphe 2.

“Water-Shed”

La méthode dite du ” Water-Shed” consiste, pour un seuil A fixé, a regrou-
per les individus suivant les composantes connexes de Ey = {z/f(z) > A}

Une telle méthode montre tres vite ses limites. Il y a d’une part
le choix arbitraire du parametre A\ et, d’autre part, dans des cas
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| classe

2 classes

Fig. 4.1: Méthode du Water-Shed : 3 modes, le troisieme mode correspond
a une dispersion beaucoup plus grande que les deux autres. Pour
tout A, on ne trouve jamais les trois composantes connexes qui sont
pourtant présentes dans les données

d’hétérogénéité des dispersions (comme dans l'exemple de la figure 4.1),
I'incapacité théorique a trouver conjointement toutes les ”vraies classes”.

Attraction des modes

Pour répondre aux problemes posés par la méthode de Water-Shed, Wi-
shart a proposé une nouvelle méthode en 1969 : la classification autour
des domaines d’attraction des modes. Dans cette méthode, il y a autant
de classes que de modes de la densité et chaque point est affecté a la
classe du mode qui peut étre relié a ce point par un chemin continu le
long duquel la densité est croissante.

On peut présenter les résultats sous la forme d’un dendrograme dont
les feuilles correspondent aux modes et les regroupements entre classes
aux "points” selles de la densité (en dimension 1 ce sont les minima
locaux).

D’une part, cette méthode permet de retrouver les ”vraies classes”.
D’autre part la lecture du dendrogramme associé permet d’obtenir les
classes issues du Watershede. Ainsi, d'une certaine maniere, cette
méthode englobe la précédente, ce qui motive notre choix en faveur de
cette méthode, pour la construction de I'algorithme conjoint.
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Fig. 4.2: Méthode du domaine d’attraction des modes : pour le méme exemple
que précédemment, la méthode met bien en évidence les 3 classes.

0,45

Fig. 4.3: Méthode du domaine d’attraction des modes : dendrogramme associé

4.1.2 Estimation de densité par les méthodes a Noyaux

Dans ce chapitre, pour simplifier les notations, on considére que les
données sont unidimensionnelles. Les généralisation des équations au
cas multi-dimensionnel sont données en fin de chapitre.

Principe

Les estimations de densité par les méthodes ”a noyaux” ont été proposées
par Parzen [DEN5] et [DENG]. Le principe est le suivant :

Soit K (z,m,h) un noyau c’est-a~dire que la fonction K(.,m,h) est
positive d’intégrale 1, K peut donc étre vu comme une densité. Pour

que K soit un noyau de Parzen il faut, de plus, pouvoir écrire K sous la

forme : K(z,m,h) = 1 f (&52)).
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Dans toute la suite on considere un noyau gaussien c’est-a-dire :

L’estimation de la densité du nuage de points par le noyau K a la
taille de fenétre h est donnée par :

N
fu(x) = (1/N) Y K(z,2:,h)
i=1
Le probleme majeur des estimations de densité par les méthodes a
noyaux réside dans le choix de h, la taille de la fenétre.

Taille de fenétre globale

Plusieurs approches pour déterminer la valeur de h ont été étudiées.

Les critéres de type MISE (Mean Integrated Squared Error) Locale-
ment (en un point z fixé) le biais de fi,(x) comme estimateur de la densité
sera d’autant plus petit que h I'est. A contrario la variance sera faible si
h est grand.

Les criteres de type MISFE visent alors a minimiser l'intégrale de
la somme du biais (au carré) et de la variance. Ceci mene, au premier
ordre, a une formule du type ho = holN ~1/5 o hg est une constante
dépendant de la forme du noyau et aussi de la densité a estimer :

o — ( 1113 )”5
177118 o (K)

ou o(K) est I'écart type correspondant a la densité K pour une taille
de fenétre 1.

De nombreuses méthodes sont décrites pour estimer hg, elles re-
posent toutes sur une estimation de densité qui induit une estimation
de f” qui permet d’estimer une nouvelle taille de fenétre etc... De telles
méthodes sont difficilement adaptables pour la suite ou nous avons besoin
de considérer des tailles de fenétre locales.

La maximisation de la pseudo-vraisemblance Une autre approche,
initiée par Habbema [DEN4| et Duin [DEN3] pour la recherche de la
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taille de la fenétre h, consiste a maximiser la pseudo-vraisemblance du
tirage des données.
L’approche naive consisterait a maximiser

Hfh(fﬂz'),

mais alors le maximum est "réalis¢” pour h = 0 c’est-a-dire pour une
somme de Diracs centrées sur chacun des x;.

Pour pallier ce probleme, on utilise la validation croisée, c¢’est-a-dire
qu’on ote a chaque fois une observation et on calcule la densité en ce point
sur la base d'une estimation a noyau reposant sur les points restants.

Pour cela on définit :

fri(z) = (1/(N = 1)) K(z,2;,h),
J#i
et

LCV(h) = log(H Fo—i(z:)).

LC'V est le logarithme de la pseudo-vraisemblance.
Il apparait alors que le h* obtenu par maximisation de LC'V' converge
vers celui qui minimise la distance de Kullback-Leibler :

/log %(:p)f(:p)d:p

Tout d’abord remarquons que si les données (x;) sont toutes
différentes :

lim LCV (h) = —oc0

h—0
et
lim LCV (h) = —cc.

h—o00

Comme LCV (h) est continue sur R il existe au moins un maximum
local.

La condition du premier ordre en h est alors pour des noyaux gaus-
siens :
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1 Zj iK(xivxj7h)(xi_xj>2
_Z #

h? =
N Zj;éz‘K(‘ri’xj’h)

Si on considere alors la suite :

1 Zj Z'K(xiaxﬁh(n))(xi _xj)2
Z 7

Win+1) =+ i W (i, j, h(n))

Cette relation s’écrit :

h3

n) OLCV
W(h(”))

Ceci garantit la convergence de h(n) vers une taille de fenétre h*
réalisant un maximum local de LC'V car 8%%‘/
h — h* dans un voisinage de hx.

R*(n +1) = h*(n) +

est de signe contraire a

Dans cette partie on a considéré la dimension 1. Dans le cas multi-
dimensionnel, 'estimation de densité par des noyaux gaussiens s’écrit

N
E (z, 25, S%)

ou la taille de fenétre est désormais définie par une matrice de
variance-covariance (S?).

Dans le cas ou l'on recherche une matrice de variance-covariance
diagonale, I'optimisation de la taille de fenétre par maximisation de la
pseudo-vraisemblance donne pour condition du premier ordre :

xzaxja 52)(1,5 - "L‘?)Q

J#Z
kk NZ Z JAi (xiva'vSQ)

et la suite des tailles de fenétre est donnée par:

i Z Zj;ﬁz’ K(xia Ly, 52)($f - l‘?)

2
1) =
Skx(n+1) N Zj#K(!EZ‘,!Ej,SQ)
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Ceci peut aussi s’écrire:

S x(n) ALCV (S)

SEaln+1) = 57,2(n) + 2R S 2 (S ()
kk

On montre aussi que cette suite converge vers un maximum local de
la pseudo-vraisemblance.

Dans le cas ou I’on recherche une matrice de variance-covariance quel-
conque (non diagonale), il est plus facile de travailler sur M = S~!. On
montre alors que la condition du premier ordre s’écrit :

-1
= izz#z‘[((xia%sz)(xf—$f)(x§—x§')
7 N > i K (i, x5, 5%)

Ces calculs ne supposent pas I'existence d’une classification a priori.

4.1.3 Estimation de densité par les méthodes a noyaux sous hypothése
de classification connue

Cas o1l une seule taille de fenétre globale est inadaptée

Dans le cas ou les données sont issues du tirage d’'un mélange de lois
avec de fortes disparités de dispersion, ou de grandes différences entre
les probabilités d’appartenir a I'une ou 'autre classe, la recherche d’une
taille de fenétre unique pour les noyaux risque fort d’etre vouée a ’échec.

Dans 'exemple qui suit, 25 points ont été tirés suivant la loi N (0, 1)
et 25 autres points suivant la loi N(15,5). Les graphiques (figure
5.4) montrent qu’il n’est pas possible d’estimer correctement et simul-
tanément les deux parties de la densité. Le premier graphique présente
les résultats pour une taille de fenétre optimale sur la premiere partie de
la densité, la taille de fenétre étant trop petite pour la seconde partie.
Le deuxieme graphique correspond a une taille de fenétre maximisant la
pseudo-vraisemblance. L’estimation y est médiocre partout. Ensuite le
troisieme graphique illustre le résultat pour une taille de fenétre adaptée
a la seconde partie, mais ’estimation sur la premiere partie devient alors
trop aplatie. Les variations de la pseudo vraisemblance en fonction de la
taille de la fenétre sont représentée au dessous.
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Fig. 4.4: Hétérogénéité des dispersions et estimation de densité

Pour prendre en compte des densités multimodales, plusieurs solu-
tions ont été proposées, on peut citer Abrahamsom [DENT1] qui propose
d’estimer la densité par :

f() = 5 3 Ko )

et propose un choix des h; proportionnel a la racine carrée de f(x;).

Plus récemment Sain et al [DEN7] proposent une méthode reposant
sur le méme type de formulation ou les h; sont constants par intervalles.
On va dans la suite s’inspirer fortement de cette méthode en considérant
les h; constants par classe.

Si la classification est connue

Supposons que les points sont classés a priori en M classes. On note cl(1)
le numéro de la classe du ™ point. Une idée naturelle est de considérer
que le nuage est issu d'un mélange de M lois de probabilité dont chaque
composante peut etre estimée par une méthode a noyaux centrés sur les
points de la classe correspondante :

M
1
fhl ----- hM(x):meN— Z K(x7$ivhm)
m=1 m

cl(i)=m

ieme

ou p,, représente la probabilité d’appartenance a la m classe, et

N,, est le nombre de points observés dans la m®™¢ classe.
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Pm étant inconnu et estimé par N,, /N, I'expression se simplifie en :

1
Srrehar (%) = N Z K(z, i, hag)).

La maximisation de la pseudo-vraisemblance dans le cas de noyaux
gaussiens donne alors, comme condition du premier ordre, une équation
récursive sur les h,, :

ZN ch(j):mK(gﬁi=9[3]'=hm)($z'_xj)2
h2 = =t 2 i K@i heis))
m ZN 2eiy—=m K (@ixj,hm)
i=1 3. K(zi,zj,hag))
Dans le cas de noyaux gaussiens, la suite récursive des h,,(n) est
donnée a :

OLCV (h (n))
2 1.2 3 Ohpy \ T
hm(n + ]-) - hm(n) + hm(n) ZN ch(j):m K(g;i’m]-’hm(n))

=1 > K(@im5,hea )
Cette équivalence justifie a nouveau I'utilisation d’une suite récurrente
pour 'estimation des tailles de fenétre suivant les classes.

4.2 Méthode en dimension 1

4.2.1 Présentation de ’algorithme

Les considérations du chapitre précédent sur le couplage entre les
problemes de classification d’estimation de densité définissent intuitive-
ment un algorithme conjoint de recherche des classes et de la densité

e séparation de I’échantillon en X base d’apprentissage (Nx points)
et Y base de test (Ny points)

e initialisation de I'algorithme
e A chaque étape de 'algorithme :

— optimisation des tailles de fenétre par un algorithme itératif
sur les données X

— stockage des résultats
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— recherche des classes par la méthode d’attraction des modes

— affectation de nouvelles tailles de fenétre aux classes trouvées
e fin des itérations

e récupération du "meilleur modele” c’est-a-dire celui qui maximise
la vraisemblance sur Y

e on recalcule les tailles de fenétre pour pouvoir estimer la densité

sur la population entiere (X UY) en posant h = h(525:)"°

e calcul de la densité sur ’ensemble de la base.

e classement final des points de I’ensemble de la base en fonction
des domaines d’attraction des modes de la densité calculée sur
I’ensemble des points de la base

Nous allons, dans les paragraphes suivants, spécifier point par point
cet algorithme.

Initialisation

Dans le but d’obtenir les résultats les plus "lisses” possibles, on a pris
le parti d’effectuer ’algorithme de maniere ”descendante” c’est-a-dire de
partir d'une densité a coup str unimodale (une classe) et de scinder celle-
ci si cela apparait nécessaire. Pour garantir l'initialisation sur une classe
et une densité unimodale, on écrit ’équation donnant h en fonction des
points observés dans le cas d’une seule classe :

2

h? =

1 3 > K (@i @y, h) (i — @)
N P Zj;éz‘K(‘ri’xj’h)
Alors un point de départ correspondant a une densité unimodale est
obtenu par une estimation ”virtuelle” uniforme. Ce qui donne :

2 __ 1 2
h —mZ(xi—%‘)

J#i

En résumé, l'initialisation est la suivante :

Vi cl(i
\/ N(N—-1 j;éz — x;)?
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Optimisation des tailles de fenétre

Version exhaustive On utilise de maniére directe la formule de
récurrence :

N ch(j):m K (zi,25,hm () (wi—x;)?
i=1 > i K(ma,zj,he ()
ZN ch(j):m K(zi,zj,hm(t))
=1 3 K(@ixg,he) (1))

RZ(t+1) =

Le temps de calcul est alors de l'ordre de M N? (nombre de classes
par le carré du nombre de points)

Approximation Si on fait les approximations suivantes (un peu brutales
mathématiquement mais intéressantes en gain de temps de calcul) :
cl(i) #m,cl(j) =m = K(z;,z;,hy) =0

L’équation devient :

N ch(]’):m K(x%xj:hm(t))(xi_mj)Q
i=1 Zj;éi K(miamj:hcl(j)(t))
Ny,

h2,(t+1) =

Recherche des classes par attraction des modes

En dimension 1, cette étape est particulierement facile, ce qui n’est pas
le cas en dimension supérieure. Il suffit d’ordonner les points et de re-
chercher les minima locaux qui définissent les frontieres entre les classes.

Affectation de nouveaux h aux classes

On a pris le parti, toujours dans un soucis de ”lissage” maximum de la
densité, d’affecter a chaque nouvelle classe la taille maximum de fenétre
des points de la classe.

Récupération du "meilleur modéle”

On considere ici que le meilleur modele est celui qui a les meilleures
capacités de généralisation, c’est-a-dire celui qui maximise :
H(fmodele(yi))
le modele étant le couple (classification des points de X, taille de
fenétre en fonction de la classe).
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Classification de I'ensemble des points de la base

Il faut désormais donner une classification de I’ensemble des points de la
base. On n’a classé que les points de la partie "base d’apprentissage”.
Pour la partie "test” (Y'), on affectera a chaque y; la classe du x; le plus
proche de ;.

Densité finale

Pour finir, on va estimer la densité en centrant les noyaux sur chacun
des points de la base (apprentissage+test). La théorie de l'estimation
de densité par noyaux nous dit alors qu’il faut pondérer les tailles de

fenétres, pour prendre en compte 'augmentation du nombre de points,
Nx 1/5
par ( ot Ny) )

4.2.2 Résultats

Les graphiques suivants présentent des résultats numériques en esti-
mation de densité et en classification. Dans un premier temps, les
exemples considérés sont issus de simulations (3 échantillons différentes
pour chacune des 4 lois considérées) avec 50 points en base de test et 50
points en base d’apprentissage).

Les graphiques se lisent verticalement dans 1’ordre :

vraisemblance sur la base d’apprentissage

vraisemblance sur la base de test

densité estimée sur la seule base d’apprentissage et densité
théorique

densité estimée finale et densité théorique

Dans un second temps, on a testé la méthode sur des bases de données
réelles classiquement utilisées pour tester les méthodes d’estimation de
densité. La base des ”buffalo snowfalls” et ”Old Faithfull”. Dans les deux
cas, il existe des données "répétées” dans la base, ce qui est incompatible
avec la méthode exposée. Pour pallier ce probleme, il a été remarqué que
les données étaient arrondies a 1071 dans le cas des ”buffalo snowfalls” et
1072 pour 7Old Faithfull”. On a ainsi ajouté un bruit uniforme respecti-
vement sur [—5 X 1072,5x 1072] et sur [—-5 x 1073, 5 x 1073]. Les effectifs
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des bases d’apprentissage et des bases de test sont respectivement de 40
et 27 (buffalo) et 57 et 50 (Old Faithful). Enfin dans chacun des cas,
on a effectué 10 essais dont on présentera ici le "pire”, le "moyen”, et
le "meilleur” (au sens des capacités de généralisation observées sur le
maximum de pseudo vraisemblance sur Y).

Fig. 4.5: Résultat d’estimation pour des tirages gaussiens : premiere ligne
la pseudo vraisemblance lors de l'apprentissage, sur la seconde la
vraisemblance sur la base test, sur la toisieme ligne densité estimée
(plein) et théorique (ronds) sur la base test, sur la derniere ligne
densité estimée (rouge) et théorique (noire) sur la base de validation
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Fig. 4.6: Résultats pour des lois béta (2, 10)
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4.3 Méthode en dimension quelconque

4.3.1 Ce qui change
Les équations d’adaptation des tailles de fenétre

Lorsque Péchantillon des données X; = (X7, ..., X9) est dans R?, les
tailles de fenétres sont désormais des matrices de variance-covariance
a rechercher dans ’ensemble des matrices symétriques de dimension d,
S e S(d).

Les équations de recherche du maximum de la pseudo-vraisemblance
deviennent celles énoncées au chapitre 4.1.2.

Deux possibilités sont classiquement envisagées :

e recherche de matrices de variance-covariance diagonales (adapta-
tion des seuls coefficients diagonaux) et :

k

1 S K (2, w4, %) (2F — o)
2 _ J#L J i j

Skaln+1) = _Z > i K (i, 25, 57)
G s )

N

e recherche de matrice de variance covariance quelconques (adapta-
tion de tous les coefficients) et

i K (i ;, 5) (k= ) (o] =)\
(S Hiu(n+1) = (%ZZ]# (Z#‘K(L(i,xjay))( )>

Si la seconde méthode donne de meilleurs résultats en terme
d’estimation de densité, elle est moins stable que la premiere, notam-
ment dans le cas ot les données sont en fait dans un sous espace de R?
de dimension inférieure (on aura des probléemes de matrices non inver-
sibles).

Un autre désavantage de cette méthode réside dans la difficulté
d’affectation des nouvelles matrices de variance-covariance apres re-
classification des données.

La recherche de la classification associée

La aussi le passage en dimension multiple complique les choses. On ne
peut plus se contenter de localiser les minima locaux pour effectuer la
classification.
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La méthode ”exhaustive” consistant a rechercher pour chaque point
le maximum local obtenu par montée de gradient sur la densité donne
certes le résultat optimal mais n’est guere envisageable au regard du
temps de calcul d'une telle méthode.

Une méthode qui permet d’approcher ce résultat consiste en la
construction d’un graphe orienté qui lie chaque point X, au point le
plus proche Xj vérifiant f (X;) > f (X;) Un tel graphe relie tous les
points au maximum global de la densité. Pour lier chaque point unique-
ment au maximum local de son domaine d’attraction, il faut supprimer
du graphe précédent les liaisons entre les maxima locaux et les points
qui se trouvent dans un domaine d’attraction d’'un maximum local plus
élevé.

Fig. 4.11: Exemple de graphe orienté, en pointillé la liaison a supprimer

Pour cela on teste, pour chaque liaison l'existence d’'un minimum
local de densité lorsqu’on parcourt la liaison. Le gain de temps est non
négligeable (la recherche d’un minimum pouvant se faire par dichotomie).
On obtient un temps de calcul "raisonnable” mais néanmoins long.

On propose ici une méthode moins rigoureuse mais tres rapide qui
repose sur la construction d’un graphe local de la maniere suivante :

e Calcul du MST

e En chaque point x, on ajoute toutes les liaisons de taille inférieure
a la plus grande taille de liaison partant de x. Le graphe obtenu
est noté G
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e Il faut alors supprimer les liaisons de G sur lesquel il existe
un minimum local

e Etant donné que le graphe est "local”, on se contente de supprimer
les liaisons entre z et y si f((x +y)/2) < min(f(x), f(y))

Enfin la classification des points s’effectue suivant les composantes
connexes de G.

Affectation de nouvelles tailles de fenétre aprés classification

Dans le cas de la recherche de matrice de variance-covariance diagonales,
on procede, comme dans le cadre unidimensionnel, a 'affectation des
plus grandes variances afin d’obtenir, a chaque étape, une densité la
plus "lisse” possible, et ceci, direction par direction :

Vi, 7 Si(4,7)(t + 1) = maxcim)@+1)=i { Scuwyw (4, ) (1) }

Densité finale

En dimension d, la pondération des tailles de fenétres, pour prendre en

compte 'ensemble de tous les points, devient (ﬁ)“ (d+4),

4.3.2 Résultats

On présente ici (figure 4.12) le résultat de cette méthode (algorithme
conjoint) pour la segmentation des Iris de Fischer en dimension 2 (deux
premiers axes d'une ACP sur les 150 Iris caractérisées par 4 variables
de tailles sur leurs pétales). La réduction en dimension 2 a été ef-
fectuée, d’une part pour pouvoir avoir un graphique lisible, d’autre part
car il s’avere, numériquement, que pour de trop grandes dimensions les
résultats ne sont pas stables (ici, par exemple les deux premiers axes ex-
pliquent 98 de l'inertie totale, lorsqu’on prend en compte ’ensemble des
quatre axes les matrices de variance-covariance s’approchent de matrices
non inversibles).

4.4  Conclusion

La méthode proposée est tres efficace du point de vue de I'estimation de
densité en dimension 1 ou 2 lorsque les modes ne sont pas trop "plats”,
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Fig. 4.12: Iris de Fisher, évolution de la vraisemblance, densité estimée sur
la base test et nappe correspondante sur ’ensemble des données et
résultat de la classification en 5 classes

mais les choses sont moins évidentes en dimension supérieure : D’une
part il existe un probleme de ”visualisation” des résultats. D’autre part
le nombre de points nécessaire a une "bonne” estimation de la densité
en dimension d quelconque est tres grand (il faut estimer d parametres
lorsqu’on estime la densité avec des matrices de variance-covariance dia-
gonales et d(d — 1)/2 parametres si on ne fait pas d’hypotheses sur la
forme de la matrice).

Pour ce qui est de l'estimation de densité, on peut considérer que
les résultats sont corrects dans le cas ou les modes sont "pointus” et
bien différenciés. Mais ceci n’est pas vraiment compatible avec les ob-
jectifs de classification en composantes connexes. Dans le chapitre sui-
vant nous construisons & 'aide des deux approches précédentes (classi-
fication hiérarchique avec distance du minimum et algorithme conjoint)
une méthodologie sophistiquée de classification en composantes connexes
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prenant en compte la potentielle hétérogénéité de dispersions au sein des
classes.
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5. STRATEGIE DE CLASSIFICATION FINALE

On propose ici une stratégie finale de classification qui repose sur les
deux méthodes de classifications en composantes connexes exposées
précédemment (classification hiérarchique avec la distance du minimum
et approche mixte avec la densité). L’objectif est ici de pouvoir repérer et
séparer des composantes connexes hétérogenes en dispersion. Pour cela
on va calculer le M ST qui est lié a la classification hiérarchique de la
maniere suivante : Si on supprime les K plus grandes liaisons du M ST
on obtient la classification des points suivant les composantes connexes
du graphe en K +1 classes (qui correspond a celle obtenue par classifica-
tion hiérarchique avec la distance du minimum). On estimera la densité
(et la classification associée) en travaillant sur les longueurs des liaisons
du M ST. Suivant les résultats d’estimation de densité on pourra ”voir”
si les différentes classes sont homogenes ou hétérogenes en dispersion. Et
choisir, en fonction une méthode de classification adaptée au données.

5.1 Résumé des avantages et inconvénients des deux
méthodes proposées

5.1.1 La classification a ’aide de la densité

On a de tres bons résultats en dimension 1 si les modes ne sont pas
trop "aplatis”. En dimension 2 les résultats restent corrects pour des
observations en nombre "raisonnable”, en revanche des la dimension 3,
le nombre de parametres du modele est tel qu’il faut trop d’observations
pour que la méthode soit envisageable (d’autant plus que le temps de
calcul est relativement long). De plus la condition de "modes pas trop
aplatis” est incompatible avec des composantes connexes non convexes.

5.1.2 La classification hiérarchique

La classification hiérarchique par la distance du minimum, avec un calcul
de la distance intra-classe fondé sur la connexité, donne des résultats
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"parfaits” si, pour tout couple de classes C; et C; respectivement ¢; et d;
connexes, on a : dp,(Cy, C;) > max(;, 6;).

2 3Z-connexe

1 5l-connexe

5> max(52, 51)

Fig. 5.1: Cas ou la classification hiérarchique sépare les classes

Les problemes peuvent survenir, soit lorsque deux classes de seuils
de connexité équivalents sont trop proches (mais, dans ce cas la si-
gnificativité des deux classes est elle méme discutable), soit dans le
cas d’hétérogénéité des dispersions au sein des classes. Le cas limite
d’hétérogénéité ayant lieu lorsque, pour séparer deux classes, il faut isoler
tous les points d’une des deux classes (une configuration correspondante
est illustrée dans la figure suivante):

C1 telle que toute liaizon

de MST(C2)> &

Z1 51-connexs
51<5

Fig. 5.2: Cas ou la classification hiérarchique échoue
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5.1.3 La conjugaison des deux méthodes

Dans les cas d’hétérogénéité de la dispersion au sein des classes, le M.ST
qui correspondra ”a peu pres” a l'union des M ST sur chacune des classes
ainsi que des liaisons entre classes aura, lui aussi, des longueurs de liai-
sons tres hétérogenes. Si I'hétérogénéité de dispersion au sein des classes
est suffisamment élevée alors la densité des liaisons sur le M ST sera mul-
timodale et on s’aidera de la classification utilisant la densité des liaisons
du M ST pour classer les points. Dans les cas d’homogénéité des disper-
sions au sein des classes, on obtiendra une densité unimodale qui sera un
indicateur de choix de la classification de type hiérarchique. Il se peut
bien str que 'on obtienne des densités unimodales alors que la disper-
sion au sein des classes est suffisamment forte pour que la classification
hiérarchique échoue. On arrivera néanmoins a effectuer des classifications
"correctes” dans un plus grand nombre de cas a ’aide d'une conjugaison
des deux méthodes.

5.2 Stratégie de classification finale

5.2.1 C(lassification des points en fonction d’une classification sur la
longueur des liaisons du M ST

Supposons que la densité estimée sur les longueurs de liaison du MST

ait donné lieu a une densité multimodale et donc a une classification L

en k classes (des liaisons). On va alors classer les points comme il suit :
Pourtdela N —1

e On supprime la liaison §; du M ST (ce qui nous donne un graphe

e On classe les points suivant les composantes connexes de G; (on
obtient deux classes). Notons C; la classification associée

e On affecte a chaque liaison la classe d'une de ses extrémités et on
obtient une nouvelle classification C! sur les liaisons. (Remarque
. les deux extrémités d’une liaison sont forcément dans la méme
classe par propriété des MST)

e On construit le tableau croisé entre C! et L dont on calcule le x?(1)

On garde la classification Cj avec ig = argmaz(x*(i))
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Si on a deux classes hétérogenes Cl; et Cly et une seule liaison du
M ST qui les connecte, la méthodologie proposée va retrouver les classes
de maniere relativement bonne.

En effet on observe que les liaisons de la classe la moins dispersée
(supposons () se trouvent toute dans la classe du plus faible mode,
alors que les liaisons de la classe la plus dispersée (Cy) sont a la fois
dans les deux classes. Supprimer la liaison entre C; et Cy réalise alors
le maximum du x%(i), si cette liaison n’est pas dans la classe 1. Si la
liaison entre les deux classes n’est pas dans la classe 1 ,il se peut que
sa suppression maximise le x2, sinon on oOtera une liaison relativement
proche de cette derniere.

Si il existe plusieurs liaisons du M ST qui connectent des points de
C} et O, alors la méthode proposée ne retrouvera jamais la ”bonne”
classification. En effet en ne supprimant qu’une liaison, une des deux
classes obtenues par suppression de la liaison mélangera C; et C5. Si
on tentait de construire un algorithme similaire en supprimant plusieurs
liaisons d'un coup, on arriverait a des temps de calcul bien trop longs
pour un résultat garanti “mauvais”. En effet dans I’hypothese ot il existe
n > 1 liaisons connectant C a Cj, il faudrait les supprimer toutes pour
isoler une des classes ce qui nous donnerait une classification en n + 1
classes (et non en 2).

Dans ce cas on préférera, a l'issue de chaque étape, éventuellement
segmenter de nouveau les classes obtenues.

5.2.2 Présentation de I'algorithme final

Pour un nuage de points X, on effectue la classification hiérarchique
par la distance du minimum et le diagramme des distances intra-classes
associé. On effectue aussi une estimation de densité sur les longueurs de
liaisons sur le M ST. Quatre cas sont alors envisageables :

e (1) : On n'observe pas de rupture de distance intra-classes et la
densité des longueurs de liaison est unimodale. On décide alors
que le nuage de points est connexe

e (2) : On observe une rupture de distance intra-classes grande pour
un nombre de classes "raisonnable” k (par raisonnable on entend
"pas trop élevé”) et la densité des longueurs des liaisons est unimo-
dale. On choisit alors une classification hiérarchique en k classes
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e (3) : On n'observe pas de rupture de distance intra-classes et la
densité des longueurs des liaisons est multimodale. On choisit alors
de classer les points en fonction des classes des liaisons et on réitere
le processus sur les deux classes obtenues

e (4) : On observe une rupture de distance intra-classes et la densité
des longueurs des liaisons est multimodale. Les deux méthodes
peuvent donner des résultats intéressants et sont a tester. Etant
donné que la classification hiérarchique est plus simple et qu’elle
n’impose pas de réitération, il peut sembler plus simple de choisir
cette méthode.

base de ‘
lomné
(0;];18& 4

Diagramme des
distances intra

Diagramme des
distances intra

Diagramme des
distances intra

A

A

Drensite des
tailles deliaison

Densité des
tailles de liaisen

Densité des
tailles de liason

Fig. 5.3: Méthodologie finale de classification

L'utilisateur
choisitle
nombre de
classe et
Vapproche
hiérarchicue

L'utilisateur
cheisit de
classer al'aide
dela densite
des liaisons
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5.3 Résultats

5.3.1 Un exemple ot les approches hiérarchique seule et mixte avec
densité fonctionnent

On a simulé des données comme il suit : 50 points suivent une loi normale
centrée et de variance (1/5)/5 et 150 points sont situés sur une couronne
avec un angle réparti uniformément sur [0, 27| et un rayon réparti uni-
formément sur [1.2;4].

Fig. 5.5: Diagrame des distances intra-classes et estimation de densité sur les
tailles des liaisons

Pour la classification hiérarchique seule, une classification en deux
classes s’impose et il existe une hétérogénéité de dispersion au sein des
classes.

La classification mixte (c’est-a-dire par coupure du M ST en fonction
des classes de liaison) donne des résultats assez satisfaisants : aucune des
classes n’est a scinder et seuls deux points sont mal classés.

L’approche hiérarchique seule retrouve parfaitement les classes.
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(E

K -2 -1 o 1 2 3 4

Fig. 5.6: Classification par densité : pas de scission des deux classes obtenues
et classification associée

Fig. 5.7: Résultats pour 'approche hiérarchique seule

5.3.2  Un exemple oti 'approche mixte retrouve correctement les
classes alors que la hiérarchie seule échoue

On a simulé des données comme il suit : 50 points suivent une loi nor-
male centrée et de variance (1/5)I5 et 150 points sont situées sur un
cercle avec un angle répartit uniformément sur [0, 27| et un rayon répartit
uniformément sur [1.1;4]. C’est-a-dire que, par rapport a l'exemple
précédent, on a simultanément rapproché la seconde classe de la premiere
et élargit sa dispersion.

On ne voit pas vraiment de scission pertinente pour la hiérarchie
seule, I'estimation de densité donne lieu a une fonction multimodale, on
adopte donc la deuxieme méthode :

On doit scinder la premiere classe par approche hiérarchique et conser-
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o
LLI\ _

Fig. 5.9: Diagrame des distances intra-classes et estimation de densité sur les
tailles de liaison

L

b
dd

Fig. 5.10: Classification par densité : scission de la premieére classe par ap-
proche hiérarchique et conservation de la seconde; classification as-
sociée

ver la seconde, les résultats sont alors relativement bons puisque seuls
deux points de la seconde classe sont isolés dans une troisieme classe.
A titre indicatif on présente la classification par hiérarchie seule pour
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Fig. 5.11: Résultats pour I'approche hiérarchique seule

le nombre de classes maximisant la rupture de distance intra-classes,
c’est-a-dire 14.

5.3.3 Un exemple ot il faut ré-itérer 'approche mixte

On a encore rapproché la premiere classe de la seconde en accroissant sa
dispersion, ceci en simulant des données comme il suit : 50 points sont
issus d’'une loi normale centrée et de variance (1/5)I5 et 150 points sont
situés sur un cercle avec un angle réparti uniformément sur [0, 27] et un
rayon réparti uniformément sur [1;4].

Fig. 5.12: Base de donnée et M ST associé

La visualisation du M ST nous montre que deux liaisons joignent les
classes 1 et 2 ce qui nous indique que 1’on va devoir ré-itérer la classifica-
tion. Bien sur, dans le cas plus réaliste de la classification non supervisée,
les classes sont inconnues et la dimension trop grande pour permettre une
telle visualisation, le graphe du M ST n’est présenté ici que pour illustrer
les phénomenes qui peuvent se produire.
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Fig. 5.13: Diagramme des distances intra-classes et estimation de densité sur

les tailles de liaison.

il

-

Fig. 5.14: Classification par densité : scission de la premiere classe par ap-

proche mixte hiérarchie/densité et conservation de la seconde; clas-
sification associée.

Fig. 5.15: Résultats d’une classification hiérarchique seule pour 3 et 34 classes

(maximum de rupture de distance intra-classe)

5.3.4 Un exemple oti 'approche hiérarchique seule donne les résultats

attendus

Le meilleur moyen de simuler des données sans hétérogénéité de taille des
liaisons entre les différentes classes est de simuler deux classes de méme
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nature. C’est pourquoi on va travailler ici sur des tirages gaussiens de
méme variance et avec autant de points dans une classe que dans 'autre.
On a donc tiré 50 points suivant une loi normale centrée de matrice
de covariance identité et 50 points suivant une loi normale centrée en
(2.5;2.5) et de matrice de covariance identité.

o aabalt il 12|
(3 50 100 50 o 0 4 e 80 100

Fig. 5.17: Diagramme des distances intra-classes et estimation de densité sur
les tailles de liaison

Fig. 5.18: Classification en 8 classes par le choix de la méthode hiérarchique

Une remarque s’impose ici, la densité estimée sur les liaisons est multi-
modale mais on a choisi ’approche hiérarchique pour deux raisons : d’une
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part une scission en 8 groupes semble significative pour la classification
hiérarchique, d’autre part, dans le cas ou la classification hiérarchique
fonctionne, on va supprimer toutes les liaisons de longueur supérieure a
un certain seuil, liaisons qui peuvent tres bien former un mode de la den-
sité. C’est exactement le cas ici, comme on peut le voir sur le graphique
de la densité si on ajoute les points permettant d’observer combien de
liaisons forment le second mode:

Fig. 5.19: 6 — 8 liaisons forment le second mode, la classification hiérarchique
en 8 groupes les supprime, on choisit donc cette méthode.

5.4 Conclusion et perspectives

La méthodologie proposée donne de tres bons résultats dans les cas
d’hétérogénéité de dispersion si il n’existe qu'une liaison sur le M ST
joignant les classes a séparer. Dans le cas ou il en existe plusieurs, il
faudrait pouvoir les supprimer en une seule étape. Le principal probleme
est qu’alors, il faudrait tester les classification en composantes connexes
du M ST auquel on a supprimé un nombre non fixe de liaison ce qui de-
vient un probleme N P complet. Une premiere perspective serait alors de
développer un algorithme "rapide” convergeant vers une solution ”cor-
rect” a ce probleme.

D’un tout autre point de vue, on note que 1’étude de la densité estimée
sur les longueurs de liaisons permet, de maniere relativement efficace,
d’observer si il y a, ou non, hétérogénéité de dispersion. Dans le cas
d’hétérogénéité de dispersion les méthodes de classification classiques (en
classes convexes) atteignent aussi leur limites. On pourrait ainsi adapter
ces méthodes au cas d’hétérogénéité de dispersion et, on peut supposer
que dans le cas ou les classes sont convexes de telles méthodes donneront
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de meilleurs résultats que celle proposée. Alors, comme énoncé en fin de
chapitre sur la classification hiérarchique avec la distance du minimum,
on pourra mettre en place la stratégie suivante :

e (lassification sous hypothese de connexité

e Test de séparabilité linéaire en essayant de retrouver les classes par
une analyse discriminante (linéaire)

e Si les classes sont séparables par des hyper-plans, on les sépare avec
des algorithmes ”classiques”.
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6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

On a construit une méthode de classification qui repose tres fortement
sur la notion de connexité qui donne des résultats encourageants sur les
classes observées et sur la détermination du nombre de classes. Reste
encore a finaliser en mettant en oeuvre les tests de convexité (séparabilité
par des hyperplans) proposés dans les perspectives des chapitres 2 et
5. D’un point de vue général, la méthode semble néanmoins légerement
moins robuste que les nouvelles méthodes de classification spectrales
surtout dans le cas ot deux classes sont liées par plus d'une liaison du
MST. Mais ces dernieres méthodes (classification spectrale) nécessitent
un grand nombre de parametres. On pourra, par la suite, tenter
d’utiliser conjointement les deux méthodes afin d’obtenir, une idée sur
les parametres (notamment le nombre de classes) et des classes robustes.

D’un point de vue théorique il reste a démontrer, pour la partie
”vers un test de connexité” un lemme pour avoir une démonstration de
la convergence des histogrammes. Il faudrait aussi pouvoir, connaitre
la vitesse de convergence de la ”variance” des fonctions de répartitions
empiriques des longueurs pour pouvoir avoir un test "numérique” et
plus seulement une indication graphique.

Dans la pratique, on reparle du test de connexité dans la partie
suivante ou l'on estimera les ”longueurs” d’un ensemble dans les
différentes ”directions” si I’ensemble est non linéaire (longueurs qui sont
nécessaires a la mise en place du test).

Enfin il serait intéressant d’étudier les propriétés de la méthode
jointe de classification et d’estimation de densité en terme d’estimation
de densité, notamment de comparer les résultats obtenus avec d’autres
méthodes d’estimation de densité et, surtout, de voir si on peut adapter
le couplage densité/classification aux méthodes d’estimations de densité
par des ondelettes.
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Part 11

ANALYSE D'UNE COMPOSANTE CONNEXE :
RECHERCHE DE DIMENSION ET PROJECTION
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INTRODUCTION

Dans toute cette partie, on va supposer que l'on dispose d'un
nuage de points X constitué d'une seule classe connexe que 'on désire
analyser. Comme on l'a déja souligné dans la partie précédente, une
notion aussi simple que celle du barycentre n’est plus pertinente si on ne
se place que sous la seule hypothese de connexité. Ainsi, par exemple,
dans le cas de la normalisation, le fait de normaliser les données en
fonction des écarts au barycentre devient inadéquat sous notre hypothese.

L’idée principale de I'analyse de composantes connexes réside dans
I'utilisation de la distance curviligne a la place des distances usuelles
(euclidiennes, L*...). Une telle distance est de plus en plus fréquemment
utilisée dans les méthodes d’analyse des données non linéaires (on
peut citer par exemple ISOMAP ou ”curvilinear distance analysis”).
Cependant, on montrera dans une premiere partie que la normalisation
a effectuer en préliminaire au calcul de la distance curviligne est tres
importante, et on exposera un algorithme de normalisation qui permet
de tenir compte des "non-linéarités” potentielles.

Une fois les données normalisées et la distance curviligne calculée, on
définira un indicateur central correspondant au barycentre pour cette
nouvelle distance, ce qui constituera un premier pas vers ’analyse des
classes.

Ensuite on exposera les méthodes d’estimation de la dimension
intrinseque, méthodes qui nous intéressent pour deux raisons : d’'une
part, en elle-méme la dimension est un indicateur primordial pour
comprendre et analyser une classe, et elle permet de paramétrer correc-
tement les méthodes de projection non linéaire des données ; d’autre
part, dans 'optique "modélisation” (que 1'on précisera en conclusion et
perspectives) pour qu'un modele Y = f(X) avec f continue existe, il
faut, d’'une part que X et G(X, f) = {(z, f(z)),z € X} soient connexes
mais aussi que la dimension de G(X, f) soit celle de X.

Enfin on présentera des méthodes non linéaires de projection des
données et de réduction de dimension. On s’intéressera plus parti-
culierement aux cartes de Kohonen pour lesquelles on construira un in-
dicateur de respect de la topologie qui permettra de valider a posteriori
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la projection et d’avoir une idée plus précise de la dimension intrinseque
des données.



1. NORMALISATION DES DONNEES

1.1 Introduction

Sous la seule hypothese de connexité, qui permet d’avoir des formes
d’ensembles fortement non linéairement séparables, les nouvelles
méthodes d’analyse des données non linéaires telles qu’ ISOMAP ou ” cur-
vilinear distance analysis” ([CRV1], [CRV2], [CRV3], [CRV4]), qui re-
posent toutes deux sur la notion de distance curviligne (versus la distance
euclidienne dans le cas de I'analyse des données linéaire), semblent ouvrir
des perspectives intéressantes sur la compréhension des données.

Dans la pratique, la distance géodésique (ou curviligne) entre deux
points dans un ensemble F est définie comme la plus petite des longueurs
des chemins continus liant ces deux points. La figure suivante montre en
quoi cette distance est plus pertinente que la distance euclidienne dans
le cas de 'analyse des données non-linéaires.

Fig. 1.1: Distances curviligne et euclidienne dans le cas de points situés sur
une spirale

Dans le cadre théorique ”parfait” ot 'on possede une infinité (dense)
de points, il n’y a pas de probleme de normalisation des données, les dis-
tances curvilignes entre les points seront ordonnées de la méme maniere
quelque soient les échelles choisies suivant les différents axes.

Pour des données "réelles”, c’est-a-dire des observations discretes et
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900

Fig. 1.2: Cas d’ensembles denses

en nombre fini de réalisations d’une variable aléatoire, le calcul de la
distance curviligne repose sur le choix d'un graphe connexe (de type
MST, K—plus proches voisins...) liant les points, et sur l'algorithme de
Dijkstra. Dans ce cas le graphe de liaison sera extrémement sensible aux
échelles choisies pour les différents axes.
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Fig. 1.3: Graphe des 2—plus proches voisins sur une spirale pour différentes
échelles de 'axe vertical

Cet exemple montre 'intérét d’'une normalisation préliminaire au trai-
tement des données, mais n’est pas particulierement bien choisi dans le
sens ou la normalisation ”classique” (division par 1’écart type) donne un
"bon” graphe. Par "bon” graphe on entend, dans ce chapitre, un graphe
rendant correctement compte de I'organisation des données.

Un exemple beaucoup plus intéressant est donné par des ensembles
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”sinusoldaux” (ici X est tiré uniformément sur [0,1] et Y = sin(wX)),
comme on le constate sur le graphique suivant représentant le graphe
des 3—plus proches voisins dans le cas d’une normalisation ”classique”
et pour différentes valeurs de w.

Fig. 1.4: Graphes des trois plus proches voisins pour une normalisation clas-
sique et : Y = sin(wX), w € {5,10,...55,60}.

Dans la suite on présente des résultats pour des ensembles si-
nusoidaux, car ils sont caractéristiques de formes géométriques pour les-
quelles les méthodes de normalisation ”classiques” échouent.

1.2 Normalisation simple

1.2.1 Normalisation par des graphes
Méthodes Euclidienne et non Fuclidienne

Observons tout d’abord que les normalisations reposant sur des criteres
de dispersion globale (distance moyenne au barycentre) seront mises
en défaut dans le cas de données fortement non linéaires telles que les
exemples sinusoidaux précédents (et ce quelque soit la distance utilisée
dans le critere de dispersion retenu). Dans les cas fortement non-linéaires,
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on doit utiliser un critere local qui permet de définir, pour chaque point,
un voisinage "acceptable” de ce point. Pour cela le principe mis en
oeuvre par l'algorithme présenté ci-apres consiste a rendre les liaisons du
graphe isotropes (c’est-a-dire ici, de "longueur” équivalente dans toutes
les directions).

Algorithme : la version déterministe
Poids des axes
Pour un graphe G (assimilé & sa matrice représentative : G(i,j) = 1 si

x; et x; sont liés et G(1, ) = 0 sinon), on définit le poids w; de 'axe j par :
soit 4 un vecteur directeur normalisé du j*™¢ axe
w=(N@) Y e

i#5,G(,5)=1
avec

NG = > 1

i#5,G(i,5)=1

Fig. 1.5: Exemple de contribution de chaque axe (en maigre : M ST, en plein
contribution horizontale, en pointillé contribution verticale) pour 20
points uniformément distribués sur [0, 1]

Algorithme

Dans un premier temps, on choisit une structure de graphe représentant
les points (k— plus proches voisins, MST...), puis a chaque pas de
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I’algorithme on itére :
e (1) calcul de : G

e (2) Vj calcul de w;

FEmMe

e (3) Vj on divise la j*¢ composante de z; par w;,

Remarques :

- Cet algorithme tend a rendre le poids de chaque axe égal a
1. Une telle solution n’existe pas forcément (et n’est pas forcément
unique), le critere d’arrét doit donc contenir une notion de proximité
a la solution ”tous les poids égaux a 1”7 et un nombre d’itérations maximal

- Le fait que le graphe change apres chaque pondération des axes
impose une approche algorithmique.

Résultats

Voici quelques résultats pour l'algorithme ci-dessus. Pour chaque en-
semble choisi, on présente le MST pour des données normalisées de
maniere ”classique” (initialisation de I'algorithme) et le M.ST en sortie
de I'algorithme.

Le graphe choisi pour la normalisation est le M ST

Fig. 1.6: Trois exemples d’organisation des points lors de la normalisation. Sur
la premiere ligne le M ST calculé sur les données centrées réduites de
maniere ”classique” ; sur la seconde les données M ST-normalisées
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Version stochastique de I’algorithme

On propose ici une version stochastique de 'algorithme précédent qui
a deux avantages. D’une part, d'un point de vue purement pratique
le calcul des graphes est long (en O(N?) au mieux suivant les graphes
considérés) et le travail sur des sous-ensembles procurera ainsi un gain
de temps considérable.

L’algorithme ne change pas fondamentalement par rapport a celui
exposé dans la section précédente. Les parametres d’entrées deviennent
: NbIt le nombre d’itérations et N’ < N la taille des sous-ensembles sur
lesquels on va travailler. L’algorithme devient naturellement :

tant que it <= NbIlt

(1) tirage de N’ < N qui forment X’ un sous-ensemble de X

(2) calcul de G(X”)

(3) Vj calcul w; sur G(X')

(4)Vy division de la j*¢ composante de z; par w; (pour 'ensemble
des données et plus seulement le sous-ensemble sélectionné)

Comme la taille des liaisons pour le sous-ensemble X' tiré
aléatoirement est inférieure a la taille des liaisons sur X I’algorithme
ne tend pas vers une solution ou le poids de chaque axe pour G(X) vaut
1, mais vers une égalité du poids de tous les axes.

On présente ici le résultat pour N = 1000 points sur une sinusoide en
dimension 3 (X et Y tirés uniformément dans [0, 1] et Z = sin(40X)).
Les parametres choisis pour faire tourner I’algorithme sont : N’ = 500,
NbIt = 50 et on a choisi une structure de graphe aux 8—plus proches
voisins. Comme précédemment le premier graphique représente le graphe
pour une normalisation ”classique” et le second a l'issue de la normali-
sation.
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2.7
2 HED -100 -50 0 50 100 150

Fig. 1.7: Resultats pour une sinusoide 3-D. A gauche la normalisation ”clas-
sique” a droite la normalisation sur les graphes dans une version
stochastique

1.2.2 Impact sur la distance curviligne

On voudrait savoir ici dans quelle mesure l'algorithme permet de
répondre au probleme présenté en introduction, c’est-a-dire retrouver la
distance curviligne entre les points. Pour cela on va observer 1’évolution
de la liaison entre la distance curviligne estimée et la distance curvi-
ligne théorique dans des exemples ou 'on connait la distance curviligne
théorique.

Pour cela on a simulé 100 observations en dimension 2 de la maniere
suivante : X! est une réalisation d'un tirage uniforme sur [0,1] et
X? = sin(wX"!). On a testé différentes valeurs de w : w € {20,25, ...,45}.
Pour illustrer la nécessité de la normalisation, les graphiques initiaux
correspondent & la normalisation classique (division par 1’écart-type)
et on a lancé la normalisation fondée sur le MST dans sa version
stochastique avec des tirages de 75 points a chaque étape. L’algorithme
a été itéré 8 fois et le nuage de points distance curviligne théorique et
distance curviligne ”approchée” est présenté pour les étapes 1 : (normali-
sation classique), 4 (au milieu des itérations) et 8 (a la fin des itérations).

Plusieurs remarques s’imposent ici :

Tout d’abord la distance curviligne théorique ne dépendant que de la
distance sur X! on a choisi cet indicateur.

Les résultats sont bons pour des valeurs de w inférieures a 40 sans
qu’on puisse savoir si le mauvais résultat (pour w = 40) est du a une
forme de saturation ou a un trop petit nombre d’itérations.
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Fig. 1.8: Correlation entre la distance curviligne théorique et ”approchée” au
cours de I'algorithme de normalisation sur le M ST

1.3 Normalisation et recherche des axes principaux

1.3.1 Motivation

Lorsque l’ensemble des variables n’est pas, comme dans les cas
précédents, constitué d’un sous-ensemble de variables indépendantes et
d’un sous-ensemble de fonctions de ces variables (X1, ..., X* variables
indépendantes et X" = fi (X, ..., X¥), ., XP = f,(X!, ..., X*)) mais
que de telles variables ont subi, par exemple, une rotation, ’algorithme
de normalisation ”simple” peut étre mis en défaut. Ceci est totalement
équivalent, en analyse des données linéaires, a normaliser des données
avant d’avoir effectué une AC'P. Dans ce cas, il existe néanmoins une
correction simple a ajouter a l’algorithme qui permet de résoudre le
probleme.
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Fig. 1.9: Effet de la normalisation sur un ensemble de type sinusoidal et sur
le méme ensemble apres rotation de —m/4 : dans le premier cas la
structure est retrouvée alors que dans le second cas rien ne change.

1.3.2 Algorithme

L’algorithme précédente modifié pour prendre en compte les rotations
éventuelles des données est le suivant. Il consiste a itérer la séquence,
toujours apres avoir choisi un type de graphe représentant les voisinages
(les opérations ayant changé par rapport a 'algorithme précédent sont
indiquées en gras.):

Calcul du graphe
e Stockage des liaisons (comptées dans les deux sens)
e Calcul d’une ACP sur les vecteurs liaisons

e Application de '’ACP aux données (comme on applique
une rotation le graphe des données avant et apres reste
identique)

e Calcul des poids w des nouveaux axes (apres ACP)

e Division des nouvelles données par le poids de leur axe

Remarque : Comme les liaisons sont stockées dans les deux sens
(c’est-a-dire que si A et B sont liés sur le graphe, les deux vecteurs AB
et BA sont stockés) I’ACP est bien calculée sur un nuage recentré.
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liaisons apres ACP

graphe liaisons liaisons apres ACP et changement d’echelle
0.2 0.2 20
1
0 0 0 0 >\,%;
miE 022 —0.213 —204
- -0.2 0 0.2 -0.2 0 0.2 -20 0 20
50 —houveau graphe 10 10 10
0 0 0 0 %
50, 5 -10L8 —10L -10
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
50 10 10 10
—50 -10 -10 -10
200 -10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
50 10 10 10
—50 -10 -10 -10
200 -10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
50 10 10 10
—50 -10 -10 -10
200 -10 0 10 -10 0 10 -10 0 10

Fig. 1.10: Nlustration pas a pas de Ialgorithme.

La proximité avec le poids unitaire de chaque axe n’est plus le seul
critere d’arrét : il faut aussi que les rotations dues aux ACP successives
convergent. Ainsi, a la place d'un critere d’arrét ”simple” comparant le
poids des axes a 1, on va préférer itérer un certain nombre de fois les
calculs, et observer I’évolution des différents criteres de convergence au
cours du temps : poids des axes et angle maximal de rotation (modulo

T/2).

Remarque : en préliminaire, il est nécessaire d’effectuer une AC'P
sur les données afin de ne conserver que des axes dans lesquels les données
sont représentées (inertie non nulle) afin de ne pas diviser par 0 dans
I’étape 6 de I’algorithme.

1.3.3 Résultats
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Fig. 1.11: Résultats de la normalisation avec rotation pour 200 points tirés uni-
forméments sur des sinosoides de fréquence 10 a 25 : pour chaque
exemple (qu'on lit verticalement) le premier graphe représente
le MST sur les données normalisées de maniere ”classique”, le
deuxiéme graphe représente la contribution (cumulée) de chaque
axe a 'inertie (dans ’ACP), le troisieme I’angle maximum de rota-
tion, et, au final, les données normalisées, et le MST correspondant
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Les exemples ci-dessus sont des tirages sinusoidaux comme dans la
section précédente, auxquels on a fait subir une rotation d’angle —7 /4.
Comme précédemment le premier graphe représente le MST sur les
données centrées-réduites de maniere ”classique” (division par 1’écart
type). Sont ensuite présentés les pourcentages d’inertie expliquée pour
chaque ACP afin d’avoir une indication sur le nombre d’axes (linéaires)
nécessaires a la représentation des données , 'angle maximal de rota-
tion (modulo 7/2), le poids de chaque axe et, finalement, le MST a la
derniere itération. Les indicateurs de convergence sont les parties 3 et
4 du graphique (’angle maximal de rotation doit converger vers 0 et le
poids de chaque axe vers 1).

On constate que, si I'effet saturation arrive plus vite avec la rotation,
I’algorithme proposé reste efficace.

1.3.4 Les cartes de Kohonen et la normalisation

Il s’avere que les cartes de Kohonen sont elles aussi tres sensibles a la
normalisation (en fait pratiquement elles sont méme plus sensibles que les
graphes). Pour comprendre un peu pourquoi une telle sensibilité existe,
on va rappeler rapidement l’algorithme :

e tirage aléatoire d'un point dans la base
e recherche du vecteur code le plus proche

e déplacement par homothétie du vecteur code le plus proche et de
ses voisins vers le point tiré aléatoirement

Dans les cas a 0 voisins (algorithme de quantization ou des k-means
aléatoires) les vecteurs codes d’une cellule se déplacent donc en moyenne
vers le barycentre des points de la base inclus dans la cellule de Vo-
ronol dudit vecteur code (cellule calculée sur la base de tous les vecteurs
codes).

Si les échelles sur les axes ne sont pas ”judicieuses”, les cellules de Vo-
ronoi des vecteurs codes vont mal représenter la topologie des données et
les vecteurs codes vont s’éloigner de leur place ”optimale”. Ce phénomene
est illustré dans le graphique suivant (figure 1.12), 230 points ont été tirés
suivant une sinusoide, 200 points constituent les points de la base et 30 les
vecteurs codes. Deux échelles ont été choisies. Dans le premier exemple,
les fleches représentent de ”"mauvais” déplacements des vecteurs codes
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Fig. 1.12: Cellules de Voronoi pour deux exemples différant uniquement par
les échelles et "mauvais” déplacements des vecteurs codes dans le
premier exemple

(mauvais au sens ou ces derniers s’éloignent du nuage de points). Dans
le second exemple, la dilatation de 'axe horizontal est suffisante pour
que les cellules de Voronof soient des bandes verticales (ce qui représente
la topologie des données : tout dépend de la variable x) et, si les vecteurs
codes risquent de s’éloigner un peu des extréma locaux (sous-estimation
des maxima et sur-estimation des minima) ils restent dans ’ensemble
corrects.

Le graphique suivant montre, pour les deux mémes ensembles que
précédemment, le résultat d’une ficelle de Kohonen de longueur 50.

Dans le premier cas, I’algorithme ”confond” la sinusoide avec un tirage
uniforme et la ficelle ne représente pas du tout la ”vraie” topologie des
données alors que dans le second cas, on a convergence vers une ficelle
ayant la méme forme que les données.
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Fig. 1.13: Résultats de cartes de Kohonen pour deux mémes ensembles a des
échelles différentes

L’algorithme de normalisation proposé permet de donner des échelles
sur les différents graphes dans une certaine mesure compatibles avec les
cartes de Kohonen. Ci dessous les graphiques illustrent les résultat de
ficelles de Kohonen sur des ensembles sinusoidaux avant et apres nor-
malisation, apres 5000 itérations pour des ficelles de longueur variable
(20,40 et 70).

Les exemples suivant illustrent les résultats de cartes de Kohonen sur
des ensembles de dimension 2 (dimension intrinseque) en dimension 3
(nombre d’axes linéaires nécessaires).

1.4 Conclusion

Les résultats des deux algorithmes de normalisation (simple et avec
recherche des axes principaux) donnent des résultats qui vont au dela
de nos espérances, mais la complexité des phénomenes en jeu dans
I’algorithme rend les calculs théoriques ardus. Pour la normalisation
simple, on a partir d’exemples qu’il n’y avait pas forcément d’existence
d’une solution (c’est-a-dire d'un ensemble de poids qui rendent les tailles
de liaisons égales a 1 en moyenne suivant toutes les directions). On a
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Fig. 1.14: Résultats avec des tirages de 200 points avec X' = unifrnd(—1,1)
et X? = sin(10X') on observe les performances d’une ficelle de
Kohonen avec 20, 40 and 70 vecteurs codes et 5000 itérations (avant
et apres normalisation)

aussi trouvé des exemples tels que la solution ne soit pas unique. Dans
le cas simple de tirages uniformes sur des rectangles, on a montré que
¢’était les "problemes de bords” qui faisaient converger 1’algorithme. On
a montré ici de maniere empirique que les résultats de la normalisation
permettent un meilleur calcul de la distance curviligne et de meilleurs
résultats pour des projections sur des cartes de Kohonen. On verra
par la suite que la normalisation permet de mieux estimer les distances
intrinseques.

L’étude théorique a été abandonnée en raison de sa complexité mais
si une piste simplificatrice se présente, elle sera reprise.
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40

Fig. 1.15: Résultats avec des tirages de 200 points avec X' = uni frnd(—1,1);

X? = sin(2X1); X3 = unifrnd(—1,1) on observe les performances
d’une carte de Kohonen (2,50) et 5000 itérations (avant et apres
normalisation)

Fig. 1.16: méme exemple que précédemment avec une carte (4, 20)



2. CONSTRUCTION D’UN INDICATEUR CENTRAL

2.1 Principe et indicateur

Le barycentre G d’un ensemble de points peut étre défini comme le point
qui minimise I'inertie du nuage:

_ : Y2
G = argmin{ 31X - X,J1}
De méme, on peut définir le centre C' d'un ensemble comme :
C' = argmin{max || X — X;[|*}

(il existe aussi le “mediancenter” M définit par : C =
argminx{) . ||X — X;||} et on pourra définir autant d’indicateur cen-
traux qu’il existe de norme dans R")

Le barycentre prend ainsi en compte les différences de répartition de
masse dans ’ensemble, alors que le centre ne tient compte que de la
"forme” de I’ensemble.

Des exemples de barycentres et de centres sont présentés dans la figure
suivante.

Dans le second cas ou les données sont réparties sur une forme pa-
rabolique, ni le barycentre ni le centre n’appartiennent a ’ensemble de
points et, si ces deux indicateurs ont leur intérét, on préférerait, dans
une certaine mesure, avoir le sommet de la parabole comme indicateur
central.

Pour cela il est aisé de définir un ”barycentre connexe” et un ”centre

connexe” en adaptant les définitions précédentes en remplacant la dis-
tance euclidienne par la distance curviligne.
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Répartition des masses sur
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Fig. 2.1: Barycentre et centre pour deux ensembles

Un autre indicateur

central

Fig. 2.2: Un indicateur central plus pertinent dans le cas de la parabole

Le "barycentre curviligne” est alors défini par :

_ ; _ Y.\2
G.= m’gn&n{z d.(X — X;)"}
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et le "milieu curviligne” par :
Ce = argmin{max d(X — X;)*}

Ou d, est la distance curviligne.
D’un point de vue pratique on approchera les barycentre et centre

curviligne par :
G.=arg H}(IJH{Z d(X; — Xi)*}
et :
G = argmin{max d(X; — X}
j 3

L’introduction de la distance curviligne, calculée sur I'ensemble de
points, ameéne a un probleme de non-unicité des deux indicateurs cen-
traux G. et C, : en effet sur des ensembles présentant un ”bouclage”
(cercles, cylindres, spheres...) il n’existe pas un seul minimum aux fonc-
tions Y, d.(M — X;)? et max; d.(M — X;)* mais un ensemble de minima.

Cercle : tous les points sont |Cercle « épais » un cercle est
indicateurs centraux indicateur central

0O

Cylindre : un cercle est gphere : tous les points sont
indicateur central mdicateurs centraux

uE o6

Fig. 2.3: Exemples d’ensembles pour lesquels les indicateurs centraux calculés
avec la distance curviligne ne sont pas uniques

Pour éviter alors de choisir un point unique réalisant le minimum si
ce dernier n’est pas significatif, on se propose d’afficher le diagramme
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des >°,d.(M — X;)? ou des max;d.(M — X;)?* triés, et de proposer a
I'utilisateur de choisir un nombre de points parmi ceux réalisant les plus
petites valeurs de ces fonctions. Sur ce nouvel ensemble Y de points on
calculera alors les écarts-type suivant les différentes directions (ect(Y))
que 'on comparera aux écarts-types de I’ensemble des observations sui-
vant les différentes directions (ect(X )) en observant les rapports entre les
deux valeurs (rap(i) = ect(Y;)/ect(X;)). Sur les axes ou ce rapport est
faible (les variations de l'indicateur central sont faibles par rapport aux
variations de ’ensemble des points) on choisira G, = Y;. En revanche
sur les directions pour lesquelles les variations de Y sont comparables a
celles de X on conservera toutes les valeurs de Y.

2.2 Résultats

D’un point de vue pratique, c’est le calcul du centre curviligne C,
qui a donné les meilleurs résultats. Dans le cas d’ensembles pour les-
quels I'indicateur central est unique (pas de bouclage) les résultats sont
équivalents pour les deux indicateurs. Par contre dans les cas de bou-
clages, la notion de centre a été bien plus performante. Ce sont donc les
résultats obtenus avec le calcul du centre qui seront présentés ici.

Fig. 2.4: Résultats pour un tirage uniforme de 200 points : sur une dizaine de
points, ’écart type étant faible, on choisit de prendre le barycentre

Fig. 2.5: Résultats pour un tirage gaussien de 200 points : sur une dizaine de
points, ’écart type étant faible, on choisit de prendre le barycentre
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Fig. 2.6:

Fig. 2.7:

Fig. 2.8:

Fig. 2.9:

Résultats pour un tirage sur une parabole de 200 points : sur une
dizaine de points, I’écart type étant faible, on choisit de prendre le
barycentre

Résultats pour un tirage uniforme sur un cercle de 200 points : sur
150 points, l'écart type étant presque égal a celui de la base, on

conserve tous les points

[

Résultats pour un tirage uniforme sur un cylindre de 200 points :
sur 100 points, I’écart type étant presque égal a celui de la base pour
les axes 1 et 2, on conserve tous les points, en revanche on prend la
moyenne pour le troisieme axe

Résultats pour un tirage uniforme sur un cylindre de 400 points :
sur 100 points, I’écart type étant presque égal a celui de la base pour
les axes 1 et 2, on conserve tous les points, en revanche on prend la
moyenne pour le troisieme axe
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2.3 Perspectives

Dans un premier temps il faut trouver une méthode permettant de choisir
le "nombre” d’indicateurs centraux a conserver en n’observant plus les
dispersions sur les axes canoniques mais sur le systeme d’axe le plus
pertinent en fonction de I’ensemble considéré, pour cela il nous faudra
certainement, comme pour la normalisation, introduire une ACP dans
I’algorithme.

Le choix de I'indicateur central est aussi a étudier plus en détail. On
ne s’est concentré ici que sur le barycentre et le centre (la pratique nous a
fait préféré le centre mais il nous faudrait aussi tester le ”mediancenter”
et, de manieére générale tout indicateur possible).

Une premiere perspective, intéressante pour la suite de la these serait
la mise en place d’un test d’existence de "boucles” dans les données. En
résumé, lorsqu’il existe une "boucle” dans les données, I'indicateur cen-
tral n’est pas unique. Bien str de telles considérations rapides ne sont pas
rigoureuses et cette idée reste a développer. En effet dans le dernier cha-
pitre de cette partie, on projettera les données sur des hyper-rectangles.
Une telle projection ne peut donner de bons résultats (au sens du respect
de la topologie) si le support des données n’est pas homéomorphe a un
hyper-rectangle ce qui est évidemment le cas si il existe une boucle. Une
deuxieme perspective, serait la mise en place d’algorithmes de classifica-
tion de type ”classique” autour de ces centres (et non plus autour des
barycentres).



3. ESTIMATION DE LA DIMENSION INTRINSEQUE

La connaissance de la dimension intrinseque d'un ensemble de points
est une information fondamentale, d’une part pour pouvoir poursuivre
I’analyse de l’ensemble, par des méthodes de projection non linéaires
par exemple (dans ce cas la connaissance de la dimension permettra de
déterminer le nombre d’axes "non linéaires” ), d’autre part, comme cité en
introduction, si 'objectif de I’étude est la modélisation d’un phénomene,
la comparaison de la dimension des ensembles de variables explicatives et
de I’ensemble produit (explicatives et expliquées) nous dira si la recherche
d’un modele est, ou non, vaine.

3.1 Les différentes méthodes théoriques de calcul de la
dimension

3.1.1 Box Counting Dimension

Les méthodes de calcul de la dimension intrinseque sont, initialement, is-
sues de la théorie des fractales ([DIM3]). Soit X un ensemble de points,
la premiere dimension mise au point, ”capacity dimension” ou ”box coun-
ting” notée Dy, consiste en 'observation du nombre d’hypercubes N (¢)
de coté € nécessaires au recouvrement de X (notion fondée sur 'auto-
similarité attendue des ensembles) avec :

log(N
Do — i oaV(E)
e—0 log(e)

Lorsque la limite n’existe pas, on a recours a des passages aux limites
supérieures et inférieures.
3.1.2 La dimension de corrélation

Etant donnée la difficulté pratique du calcul de N(e) (le temps explose
rapidement) on a le plus souvent recours a la dimension de correlation
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D.,.. Cette dimension repose sur le principe que, si on a un ensemble
de dimension d, le nombre de paires de points distants d’au plus r est

proportionnel & r?. Elle a été développée simultanément dans ([DIM3]
et [DIM4]).

Pratiquement :

Soit S = {my,....} un sous-ensemble dénombrable de X et S, =
{z1,....,x,} le sous-ensemble des premiers éléments de S. Soit alors :

1
Cn(T, S) = m Z 1{d(zi,m]-)<r}
i#£]
C(r,S) = lim C,(r,S)

n—oo

i 09(C(5,5)
DCOT’T’(S) - ’I]’-'HO log(r)

Dans les cas pratiques, la dimension de corrélation existera (i.e. ne
dépend pas du sous-ensemble dénombrable S) dans les cas plus ”exo-
tiques”, comme dans la ”capacity” dimension on considérera les limites
supérieures et inférieurs.

Il a été prouvé dans que si Degp et Deopr existaient, on avait égalité
de ces deux mesures. Dans la pratique, on préfere la seconde méthode
car son colt algorithmique est bien moindre.

La dimension de corrélation a été généralisée en :

1 1 _ _
ng(ra S) = [_ Z( _ 11{d(mi,zj)<r}>q 1]1/(q 2

n“~n
7]

C(r,S) = lim Cl(r,9)

n—oo

_log(C(r,5))
D! =1
corr (5) = liny log(r)

3.1.3 Les méthodes de Packing-number ou d’ensembles séparables

D’autres méthodes ont été récemment mises au point telle que les "pa-
cking number” ([DIM6]) qui reposent sur I'idée de Grassberger d’étudier
le nombre de g—uplets de la base qui forment un ensemble séparable avec
une distance de moins de r :
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soit Go(N,r) = card{(z;,, ..., x;,) tq Vn,m € {i1, ..., ig}* d(zn, ) <

r}

La dimension est alors calculée comme :

N
Dq—point = ——lim lim M
g—1r—0N—oo lOg(r)

3.1.4 Sur les k—plus proches voisins

Il s’agit d’une méthode initiée par Guckenheimer et Buzyna dans [DIM5]

puis améliorée, notamment par Baadi dans [DIM1] dont le principe repose

sur I’évolution de la distance aux plus proches voisins. o
Soit di(x;) la distance au k°™¢ plus proche voisin de z; et : d] =

~ > di(x;)" on a :

I'(k+~v/D)

N—V/D
I'(k)

d] ~
avec D la dimension.
Une telle équivalence entre des fonctions va permettre d’estimer la

dimension.

3.2 L’estimation de dimension en pratique

La Box-Counting dimension qui, théoriquement est le "meilleur” indi-
cateur, car le plus proche de la dimension topologique (méme définition
sur des recouvrements pour des ensembles infinis) pose, en pratique deux
problemes. Le premier, purement algorithmique, est celui du calcul de
N(e) nombre minimal de cubes de coté € nécessaires au recouvrement
de I'ensemble des observations. On se limite au calcul du nombre de
cubes de coté € nécessaires au recouvrement en effectuant un pavage de
I’espace et en comptant le nombre de cubes dans lesquels il y a au moins
une observation. On obtient ainsi, non pas le nombre N(e), mais une
quantité supérieure dépendant du point de départ du pavage. Un autre
probleme, plus délicat, inhérent a la méthode, est le passage a la limite
lorsque I’ensemble de points dont on étudie la dimension est fini. En effet
on avait défini la dimension de "Box Couning” par :

N
Dcap:hm_log( ()
=0 log(e)

Lorsque le nombre de points est fini, il est bien évident que :
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i LIV () _
=0 log(e)

Remarque : ceci est tout-a-fait cohérent étant donné que la dimension
topologique d’un ensemble de point est 0.

Dans la pratique on observe le nuage de points constitué des couples
(N(g),e) sur une échelle logarithmique et on calcule la pente sur un
domaine ou la courbe est droite. Vient alors le probleme de la définition
d’un domaine ou la courbe est une droite...

L’estimation de la dimension de correlation (et de sa généralisation)
dans le cadre de données finies pose le méme type de probleme. On avait

1
Cu(r,S) = — Lid(as ) <r
(r,5) T p— Z {d(wsse;)<r)
i#£]
C(r,S) = lim C,(r,S)
log(C(r, S
Deorr(S) = lim log(C(r, 5))
r—0  log(r)
Etant donné qu’on dispose d'un nombre fini d’observations on devra,
en pratique se contenter de :

1
C N2V Y Ld(ws o) <r
v (r) NV =1) ; {d(@i.a;)<r}

dont on ne pourra prendre la limite, ni en NV, ni en r.

Ici aussi on devra se contenter de la lecture du nuage de points de
log(Cn(r)) en fonction de log(r) et d’en prendre la pente sur une plage
suffisamment ”linéaire”. Un seuil qui peut sembler ”raisonnable” pour
mesurer la pente de log(Cy(r)) en fonction de log(r) est le seuil de
connexité 9. L’idée étant que d’une part ce seuil est supérieur a la plus
grande des plus petites distances entre deux points. En effet toutes les
boules centrées sur un point des observations x; et de rayon § compren-
dront au moins un z;x;. Ce ne sera donc pas un seuil ”trop petit” pour
une limite vers 0. D’autre part ’ensemble étant d—connexe on ne risque
pas d’agréger des mesures de dimensions de sous parties connexes.

Enfin rappelons que la dimension de corrélation correspond a une
hypothese de tirage uniforme et fonctionne convenablement si la densité
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sous jacente n’est pas trop éloignée de la loi uniforme.

La méthode des k—plus proches voisins a l'avantage quant a elle de
ne recourir a aucune limite (excepté en V).

Enfin apres avoir listé les inconvénients des diverses méthodes on peut
noter que, dans le cas de 'analyse des données, on s’attend a trouver des
dimensions entieres. Au lieu de calculer une dimension on recherchera
donc la dimension entiere collant le mieux aux données.

Les deux méthodes que nous avons choisies sont : la dimension de
corrélation, pour tester et observer la pertinence du choix du seuil de
connexité pour son estimation, et la méthode des k—plus proches voisins
car elle s’adapte bien a la recherche de la "meilleure” dimension entiere.

3.3 La dimension de correlation autour du seuil de
connexité

On va observer le graphique de :

1
log(Cn(r)) = log(m Z Ya(ws,z;)<r})
i#j

en fonction de log(r).

Pour estimer la dimension, on placera sur le graphique les droites
de pentes 1,2,...d passant par le point (log(d),log(Cn(5))) ou & est le
seuil de connexité de 'ensemble des observations (X). La lecture de la
dimension se fera par 'observation du résultat graphique. On choisira
parmi l'ensemble des pentes celle qui semble ”coller” le mieux a la
courbe (dans un premier temps on ne mettra pas en place de critere des
moindres carrés car on ne sait pas, a priori, sur combien de points le
calculer).

Plusieurs problemes apparaissent qui rendent I’estimation de dimen-
sion relativement peu fiable pour des grandes dimensions : d’une part
le nombre de points nécessaire a une bonne "représentation” de la di-
mension d croit en N¢. Par exemple en observant sur les graphiques
suivants qu’une dimension 3 est a peu pres retrouvée pour des tirages de
100 points (mais pas une dimension 4), on en déduit que le nombre de
points nécessaires a l’estimation d’une dimension D est supérieur a 47
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(100'/3 ~ 4,5) ce qui donne un nombre de points nécessaires supérieur
a 256 pour D = 4, 1024 pour D = 5, 4096 pour D = 6, 16384 pour
D = T7.... D’autre part, lorsque d croit les droites de pentes d et d + 1 se
rapprochent les unes des autres.

Enfin la méthode ayant été construite pour des tirages de type ”uni-
forme” et comme on veut seulement tester 1'idée intuitive de ’estimation
de densité au seuil de connexité, on examinera les résultats pour des
tirages de type uniformes.

3.3.1 Données uniformes sur [0, 1]%

Pour 100, 500 et 2000 points on s’attend a retrouver des dimensions 3, 4
et 5, mais pas au dela.

Les données ont été simulées sur [0, 1]¢ et les dimensions testées de 1
ad.

On observe d'une part que la capacité a retrouver la dimension cor-
respond bien aux attentes en nombre de points et, d’autre part que l'idée
de se placer au seuil de connexité pour I'estimation de la pente semble
intéressante.

Fig. 3.1: Estimation de la dimension au seuil de connexité pour des tirages
uniformes de 100 points
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. 3.2: Estimation de la dimension au seuil de connexité pour des tirages
uniformes de 500 points

. 3.3: Estimation de la dimension au seuil de connexité pour des tirages

uniformes de 2000 points
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3.3.2 Normalisation et estimation de la dimension

Soulignons une fois de plus l'importance de la normalisation des données
pour l'estimation de densité. Encore une fois on a choisi un exemple
"sinusoidal”, soit, théoriquement un ensemble de dimension une, non
linéaire, plongé en dimension deux. Les graphiques du MST et de
I’évolution de (log(Cn(r)) en fonction de log(r) sont tracés pour deux
ensembles, avant et apres normalisation.

~ L f L 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

Fig. 3.4: Estimation de dimension sur une sinusoide avant et apres normalisa-
tion

Si le graphique apres normalisation indique clairement une dimension
1 les choses sont moins claires avant normalisation ou 1’on semble observer
une rupture de pente autour du seuil de connexité avec un passage de la
dimension 1 a la dimension 2, la normalisation facilite ainsi la lecture et
I’estimation de dimension.
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3.4 La dimension des k—plus proches voisins

3.4.1 Méthode

Rappelons qu’on part de 1’équivalence suivante :

Soit di(x;) la distance au k"¢ plus proche voisin de z; et : d_z =
% > i di(z;)Y on a:
I'(k+~/D)

N—V/D
L'(k)

d] ~

On remarque que cette équivalence n’est vraie que pour des tirages

uniformes dans [0,1]”, dans le cas de tirages uniforme dans d’autres
espaces on aura :

I'(k+~/D)

—v/D
OB

d) ~
ou C' est une constante.
On partira alors de cette derniere équation et comme on suppose

la dimension entiere, il suffit de tester toutes les valeurs entieres de D
inférieures ou égales au nombre de variables.

Comme I’équivalence est vraie pour n’importe quelle valeur de & et
n’importe quelle valeur de 7, on va choisir de calculer dyy pour k €
{1,2,..,10} et v € {0.1,0.2, .., 10}.

Pour chaque valeur de D on recherchera C'p la constante maximisant
la corrélation entre d; et %C’ ~7/D et on notera cor (D) le coefficient

(k+/D) (5~/D

, . 2% I . . .
de corrélation entre d; et ) "7, On estimera la dimension par

D = argmazx(cor(d))

3.4.2 Résultats

On présente les histogrames de cor(d) pour des tirages de 100 a 1000
points (en ligne) et des dimensions de 1 a 4 (en colonne) plongées en
dimension 10. On constate qu’il faut 300 points pour commencer a re-
trouver la dimension 4 et (on n’a pas présenté les graphiques) et que la
dimension 5 n’est pas retrouvée avant 1000 points. On a donc des ordres
de grandeur des nombres de points nécessaires a 1’estimation des dimen-
sions équivalents a ceux de la méthode précédente. Le principal avantage
de la méthode des k—plus proches voisins réside dans le fait qu’il n’y a
pas de seuil a paramétrer pour l'estimation. Dans le graphiques suivant
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(figure 3.5) on présente les résultats d’estimation de la dimension in-
trinseque par la méthode des k—plus proches voisins, données simulées 1
premiere colonne avec des tirages de 100, 200,..,1000 points. La seconde
colonne montre les résultats pour des données simulées en dimension 2,...,
la quatrieme correspond a des données simulées en dimension 4. Chaque
graphique représente Pour chaque exemple le diagramme présente les co-
efficient de corrélation entre djy et WC’BW b pour des valeurs de D
variant de 1 a 10, la dimension estimée sera celle qui réalise le maximum
de corrélation. De maniere théorique on devrait donc avoir, pour la co-
lonne k des diagrammes atteignant leur maximum pour une dimension

testée égale a k.
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Fig. 3.5: Dimension intrinseque par la méthode des k—plus proches voisins
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3.4.3 Normalisation et dimension

Encore une fois la normalisation des données est nécessaire & une bonne
estimation de la densité.

09995
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Fig. 3.6: Test des dimension 1 contre 2 par la méthode des k—plus proches
voisins. Dans le premier cas (données normalisées de maniere ”clas-
sique”) le meilleur coefficient de corrélation est réalisé pour une di-

mension estimée a 2, dans le second cas on choisit une dimension
1.



4. LES METHODES DE PROJECTION

4.1 Les cartes de Kohonen

Bien que d’autres méthodes de projection non linéaires des données
existent (telles qu’isomap, curvilinear distance analysis... ), nous avons
choisi ici de nous concentrer sur les cartes de Kohonen a voisinage ” carré”
car cette méthode, comme on le verra par la suite, s’adapte parfaitement
a notre double objectif de consolidation de I’estimation de dimension et
de finalisation (pratique) du test de connexité.

4.2 Le parametrage des cartes de Kohonen

4.2.1 Introduction

Dans cette partie, on suppose qu’on a un ensemble X de N observations
dans RP X; € RP avec, pour caractériser le i individu, les D variables
X = (X}, ..., XP).

On supposera ici, que les variables sont tirées aléatoirement sur
une variété de dimension d < D (ceci peut étre du a des liaisons
internes entre les variables) et on supposera, surtout, que la variété
est homéomorphe & un hyper-rectangle (ceci exclus, entre autre toute
surface type cercle, tore...)

En lancant une carte de Kohonen sur les données on peut espérer ob-
server 'organisation des données sur 'hyper rectangle ; tout le probleme
consistant a trouver une valeur correcte pour d et un nombre de cellule
adéquat dans les d directions de la carte.

Pour cela on va construire un indicateur de préservation de la topo-
logie (entre données initiales et leur projection sur les vecteurs codes).
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4.2.2  Les mesures de préservation de la topologie
état de art

De nombreux travaux ont donné lieu a des indicateurs de préservation
de la topologie qui ont été répertoriés par Goodhill et Sejnowski dans
[TOP6]. Pour les lister de maniere ordonnés les auteurs commencent par
donner les indicateurs construits selon une C'—mesure puis les ”autres”

les mesures de préservation de la topologie reposant sur une
C'—mesure ont tous le méme principe :

Soit F' une matrice de similarité ou de dissimilarité sur 'ensemble
des points des observations (X).

Soit ¢l(7) la classe dans laquelle le point X; est projeté a l'issue de la
carte de Kohonen

Soit G une matrice de similarité ou de dissimilarité sur les centres
des cases de la carte (qui va donc dépendre fortement de la structure
topologique donnée en entrée).

Soit enfin

C =3 F,)G(eli), cl(j)

i=1 j<i

La maximisation de C' (dans le cas ou F' et G sont deux similarités
ou deux dissimilarités) ou sa minimisation dans le cas ou on a des ma-
trices de natures différentes est une approximation de la maximisation
(respectivement la minimisation) du coefficient de corrélation entre les
similarités apres convergence de I'algorithme de Kohonen.

A la place de C, on peut aussi observer le coefficient de correlation,
et, bien stur observer le nuage de points correspondant afin d’avoir une
idée de la pertinence de l'indicateur.

Les exemples de couples F' et G que l'on trouve dans la littérature
sont :

e A- minimal writing [TOP6]:
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— F(i,7) = 1si X; et X; sont voisins, 0 sinon
= G(el(d), cl(7)) = [[el(@), el (7)]]
e B- minimal path length [TOP6]:

= F(i,5) = [|[Xi = X]|
— G(cl(7),cl(j)) =1 si X; et X sont voisins, 0 sinon

e C- Jones et al [TOP6:

— F(i,7) = 1si X; et X; sont voisins, 0 sinon

— G(cl(7),cl(j)) =1 si X; et X sont voisins, 0 sinon
Il existe d’autres mesures non fondées sur une C'— mesure :

D : Demartines et Heraut [TOP3] construisent un indicateur de res-
pect de la topologie en "dépliant” les données a partir des résultats de la
carte (ils considerent les lignes médianes de la carte comme des axes non
linéaires et déplient les points de la base suivant ces axes). Une fois les
observations ”dépliées”, ils observent les correlations entre les distances
euclidiennes des points (dépliés) et les distances euclidiennes des vecteurs
codes associés.

Une telle mesure de préservation de la topologie peut étre elle-aussi
considérée comme une C'— mesure avec :

o F(i,j) = ||deplie(X;), deplie(X,)||
o G(cl(i), cl(5)) = [lel(@), el ()]

E : Une autre mesure, radicalement différente a été développée par
Villmann et al. [TOP4] Pour quantifier la préservation de la topologie
ils construisent une ”topographic function 7 pour mesurer la similitude
entre les voisinages dans ’espace des observations (construit a 1’aide des
cellules de Voronoi) et dans ’espace de projection.

D’autres indicateurs existent tel que la "minimal distortion” ou la

mesure du STRESS [TOP2].
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Une autre approche

Pourquoi une autre approche 7 Si les méthodes A, B, C semblent relati-
vement intuitives, elles ne reposent pas sur une définition mathématique
de la préservation de la topologie. Par exemple les similarités ne reposant
que sur une notion de voisinage codé en 0 ou 1 ne prennent en compte
qu'une conservation tres "locale” de la topologie.

La méthode E (de Villmann et al) repose sur une considération
mathématique mais comporte quelques points faibles pratiques tels que
le fait que les voisinages sont construits a partir des cellules de Voronoi,
ce qui rend le calcul inenvisageable en dimension supérieure (ou égale) a
3 (notamment a cause du temps de calcul).

La méthode D est relativement proche de celle que nous allons propo-
ser, la principale critique que 'on peut faire consiste a dire que le choix
des axes médians de la carte pour déplier les observations sous-entend
que la carte a convergé vers un résultat ”correct” avant de juger de la
qualité du résultat. Un autre probleme réside dans le fait que, si on
est bien capable a I'aide de cette méthode, de déterminer la dimension
intrinseque des données, on ne sera guere capable de différencier deux
cartes de dimension 2 avec un nombre d’unités différent.

La méthode que nous allons proposer repose sur des considérations
mathématiques de préservation de la topologie, mais reste proche en
principe des C'—mesures. Elle donne des résultats relativement simi-
laires & ceux de Desmartines (mais aisément adaptables & des dimensions
supérieures a deux et a des structures de carte différentes).

Caractérisation de la préservation de la topologie Soient (FEi,d;) et
(Es, dy) deux espaces métriques. Ils sont dis Cy homéomorphes si il existe
g : By — F, une bijection continue telle que V(z,y) € E? d(x,y) =
da(9(), 9(y))

Si (Ey) est une variété de dimension d que l'on veut rendre
homéomorphe a un hyper-rectangle la distance naturelle a choisir sur
FE est la distance géodesique.

Application aux cartes de Kohonen Dans notre problématique, 1’espace
des observations est le second espace de la carte de Kohonen, celui ou les
unités prennent leur valeur (vecteur code) .
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Etant donné que les vecteurs codes donnent une quantification vecto-
rielle de I'espace des observations, on se concentre essentiellement sur ces
points et on observe la liaison entre la distance curviligne entre vecteurs
codes sur l'espace des observations et la distance euclidienne entre les
cases de la carte correspondante.

En résumé, on étudie la corrélation entre :

di((i1, -5 7a), (G155 Ja)) = /2 (e — Ji)? et :

do(wyy iy wjy...j,) la distance curviligne entre les deux vecteurs code
correspondants.

[ attice Data-Set

&

]

Fig. 4.1: Distance sur la carte et la distance correspondante entre les données.
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Pour le calcul proprement dit de la distance curviligne, on peut
proposer plusieurs méthodes qui dépendent essentiellement du nombre
d’observations et du temps de calcul dont on dispose. Le calcul de la dis-
tance curviligne se fait en choisissant un graphe donnant les voisinages
et les distances entre points si ils sont voisins, et en utilisant 1’algorithme
de Dijkstra.

L’algorithme de Didjkstra est relativement cofiteux en temps et on
propose plusieurs méthodes pour calculer le graphe.

e Méthode exhaustive : on se donne un nombre k£ de voisins et
on utilise le graphe des k—plus proches voisins sur I’ensemble des
observations et des vecteurs codes

e Méthode simple : on se donne un nombre k de voisins et on utilise
le graphe des k—plus proches voisins sur I’ensemble des vecteurs
codes

e Graphe type GNN (gaz de neurones) on calcule un graphe sur
les vecteurs codes en s’inspirant de la méthode d’apprentissage des
GNN : pour tous les points d’observations on ajoute la connexion
entre les deux vecteurs codes les plus proches de 'observation. On
consolide ensuite les liaisons en liant chaque vecteur code a ceux
qui lui sont plus proches que les connexions données par la premiere
étape

Si ’approche exhaustive semble a priori la meilleure, elle nécessite, en
pratique un temps de calcul bien trop long. L’absence de paramétrage
initial de la méthode inspirée des gaz de neurones, et le fait que le graphe
soit construit a partir des observations nous fait préférer cette derniere
approche.
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Weight Vectors graphe des 10 plus proches voisins sur 'ensemble observation+ve:
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Fig. 4.2: Tllustration des différentes méthodes de calcul des graphes.

4.2.3 Quelques résultats
”Meilleure” carte de Kohonen pour différents exemples

On a testé l'indicateur de préservation de la topologie sur différents

exemples :
e A : 300 points uniformément tirés sur [0, 1]?
e B : 300 points uniformément tirés sur une selle de cheval

e C : 300 points tirés sur une ligne en dimension 3
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D : 300 points tirés sur une sinusoide de fréquence 50 (normalisés
par la méthode précédemment explicitée)

e A’ : 300 points uniformément tirés sur [0,1]? et bruités sur une
troisieme dimension

e B’ : 300 points uniformément tirés sur une selle de cheval et bruités
sur une quatrieme dimension

e (C’: 300 points tirés sur une ligne en dimension 3 et bruités sur une
quatrieme dimension

e D’ : 300 points tirés sur une sinusoide de fréquence 50 et bruités
sur 'axe y (normés)

e E : enfin un exemple ne correspondant pas aux hypotheses de tirage
homéomorphe a un hyper rectangle : un tirage uniforme de 300
points sur un cercle

On teste 10 cartes de Kohonen ayant approximativement 100
vecteurs codes ((1,100), (2,50), (3,32),...,(10,10)), numérotées de 1 a
10 suivant le nombre de lignes. Trois graphiques présentent les résultats
pour chaque exemples (figures 4.3, 4.4 et 4.5):

e Les 10 nuages des couples donnés par les distances curvilignes es-
timées a l'aide du graphe inspiré des GNN (axe des abscisses) et
les distances euclidiennes entre les cases correspondantes.

e Le coeflicient de corrélation entre les deux distances.

e La carte pour le maximum de corrélation.

On remarque alors que les résultats sont ceux attendus, on retrouve
des cartes ”carrées” meilleures dans les cas des tirages A, B,A’ et B’ et
des ficelles dans les cas C,D, C" et D’.

Dans le cas de I'exemple E, qui ne satisfait pas aux hypotheses de
travail, I’étude du nuage de points est plus instructive que celle du
coefficient de corrélation : Méme si ce dernier indique une ficelle (et
donc une dimension intrinseque de 1) il est croissant puis décroissant et,
dans certain cas indique plutot une structure ”carrée”. En revanche la
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lecture du nuage de points montre une relation étroite entre les deux
distances dans le cas d'une ficelle (méme si la relation n’est pas linéaire).



164 4. Les méthodes de projection

o} o8|
o]

of o
oss|
os)

° o

WeightVectors

Weight Veciors

Fig. 4.3: exemples A, B et C
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Fig. 4.4: exemples D, A’ et B’
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Fig. 4.5: exemples C’, D’ et E
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Détection d’un effet sur-apprentissage

Meéme en parametrant une carte de Kohonen ”parfaitement” c’est-a-dire
en connaissant la structure (dimension et rapport de longueur entre les
axes), un trop grand nombre de cellules demandées en entrée de la carte
de Kohonen peut induire un phénomene de sur-apprentissage avec une
mauvaise représentation de la topologie des données.

Les exemples suivants (un tirage uniforme de 100 points sur [0, 1] et
de 200 points sur une sinusoide) montrent cet effet : on a appliqué des
cartes de Kohonen (carrées et linéaires) avec un nombre d’unités croissant
(22, 3%...;10% pour le premier tirage et 10, 20,...160 pour le second) et on a
observé ’évolution de la corrélation entre les deux distances en fonction
du nombre d’unités.

Dans le second cas, le fait que l'algorithme soit stochastique induit
des discontinuités dans 1’évolution de la corrélation, on a calculé trois
cartes par exemples.

o6 o8 1 0 o0z oa
wwwwwwwwww

Fig. 4.6: 100 points tirés uniformément sur un carré, évolution du coefficient
de préservation de la topologie en fonction du nombre de cellules
dans la carte, carte 5 x 5 (maximum de correlation) et carte 10 x 10
(sur-apprentissage)
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Fig. 4.7: 200 points tirés sur une sinusoide,évolution du coefficient de
préservation de la topologie en fonction du nombre de cellules dans
la carte (sur 3 essais de ficelles), ficelles de taille 60 et 160.
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Evolution de la corrélation entre les distances au cours de I’algorithme

Il apparait qu’au cours de I'apprentissage de la carte, la corrélation entre
les deux distance est croissante en moyenne. Pour éviter un temps de
calcul trop long, on a ici "triché” sur les résultats en utilisant notre
connaissance a priori des tirages pour ne pas calculer étape par étape la
distance curviligne entre les vecteurs codes.

Fig. 4.8: évolution de la correlation entre les distances au cours de l'algorithme
pour un tirage carré.

4.2.4 Consolidation de la dimension

Un des problemes non évoqué encore dans ce chapitre sur ’estimation de
dimension, présent surtout dans le cas des méthodes de types ”correla-
tion dimension” ou ”capacity dimension” pour lesquelles on doit choisir
un endroit pour calculer une pente, est le probleme de la mesure de la
dimension du bruit. Il est illustré sur la figure suivante qui représente
visiblement un ensemble de dimension 1 bruité, de maniere a ce que la
valeur du seuil de connexité soit de 'ordre des rayons pour lesquels la
dimension de correlation donnera 2 :

Dans ce cas de figure, la validation du paramétrage d’une carte de
Kohonen sera une aide majeure a l’estimation de la dimension.

Revenons sur la Box Counting dimension, qu’on n’avait pas détaillée
dans le chapitre d’estimation de dimension du fait de la difficulté de sa
mise en oeuvre. Le principe était de calculer N(e) nombre de ”boites”
de coté (€) nécessaires au recouvrement des données. On calculait alors
la dimension comme :

N
Dmp:hm_log( ()
0 log(e)
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Fig. 4.9: Illustration du probleme de mesure du bruit en ”correlation” dimen-
sion.
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Fig. 4.10: Et le méme probléme en ”"box counting dimension”.

Soit alors un ensemble homéomorphe & [0, L;] x [0, Lo] x ... x [0, Lg]
avec Ly > Ly > .... > L,. Pour des tailles de € < Ly, on observera sur
le graphique une pente de d. Or l'information donnée par les longueurs
est elle aussi fondamentale. Dans 'exemple précédent, on observait ” a
I'oeil” une dimension 1 du fait que Ly >> L,. Les longueurs relatives
dans toutes les dimensions peuvent se déduire de la paramétrisation des
cartes de Kohonen explicitée dans le chapitre. Ainsi, par exemple, si la
dimension estimée par une méthode quelconque d’estimation de dimen-
sion est de 2, on va tester un ensemble de cartes de Kohonen allant de
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la ficelle a la carte ”carrée” et si, par exemple encore, la meilleure pa-
ramétrisation est (50,2) on pourra en déduire que I'espace des données
est de dimension 1 avec du bruit.

4.3 Résultats et retour au test de connexité

4.3.1 Méthodologie

On commence par estimer la dimension des observations en utilisant une
des méthodes d’estimation de dimension issues de la théorie fractale (dans
les exemples suivants on a choisi la ”correlation dimension”). Une fois
la dimension maximum calculée, on teste un ensemble de cartes de Ko-
honen de dimension inférieure ou égale. Dans les exemples suivants, la
dimension estimée est 2 et on teste des cartes de Kohonen d’environ 100
cellules. On part d’une carte (100, 1), c’est-a-dire de dimension 1 pour
aboutir a une carte (10, 10) de dimension 2. On choisit la meilleure pa-
ramétrisation au sens du critere de corrélation entre la distance curviligne
dans les données et la distance euclidienne dans la carte. On estime les
longueurs L; dans les différentes dimensions de la maniere suivante pour
une carte rectangulaire (les calculs étant parfaitement analogues dans
des dimensions supérieures) :

Li(i) = ) _11Csi = Cvill3
j=1

ou C;; correspond au vecteur code (4, j)

/ —_L .
1 - 1(1)
2
L — n + ,1
n

Cela signifie qu’on regarde la longueur moyenne de la carte suivant la
premiere dimension, que I'on pondére en fonction du nombre de cellules
pour prendre en compte le fait que les vecteurs codes représentent les
centres des cellules et non leurs extrémités.

L’algorithme suivant résume la méthode finale adoptée :

e Estimation de la dimension
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Fig. 4.11: Illustration du calcul de la longueur dans la direction ”verticale”

e Recherche de la "meilleure” carte de Kohonen dans cette dimension
(et les dimensions inférieures)

e (Calcul des "longueurs” dans chacune des directions de la carte ce
qui nous permettra d’affiner la dimension

e Test de connexité

4.3.2  Quelques résultats
On a simulé des données de la maniere suivante :
e X(:,1) suit une loi uniforme sur [0, 30]
e X(:,2) suit une loi uniforme sur [0, 1]
o X(:,1)=sin(X(:,1)/2)
On présente les graphiques suivants pour illustrer les résultats :
e figure 5.12 : les données

e figure 5.13 : 'estimation de la dimension intrinseque par la dimen-
sion de corrélation donne 2.

e figure 5.14 : la "meilleure” carte de Kohonen en dimension 2 pour
environ 100 cellules est la carte (3,33) et lestimation des lon-
gueurs nous montre que la longueur dans la premiere dimension
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est négligeable devant la longueur dans la deuxieme dimension, les
données sont ainsi en dimension 1 et perturbées par un bruit.

figure 5.15 : la lecture graphique du test de connexité (par rapport
a un tirage uniforme dans [0, L] X [0, Ly]) nous indique une seule
composante connexe

figure 5.16 : a titre indicatif en testant la connexité par rapport a
un tirage uniforme dans [0,30] x [0,1] x [—1,1], on a choisi deux
composantes connexes

Fig. 4.12: observation.

Fig. 4.13: On estime la dimension a 2



174 4. Les méthodes de projection

N

TR

RN
NN

Fig

. 4.14: L’étude de différentes paramétrisation des cartes de Kohonen
dique que la dimension est essentiellement 1

Fig. 4.15: L’ensemble est constitué d’une seule classe connexe

in-
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Fig. 4.16: En testant la connexité dans un ensemble parallélépipedique on ob-
tiendrait deux composantes connexes
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Un deuxieme exemple, similaire, en changeant la fréquence de la si-
nusoide donne les mémes types de résultats : On a simulé des données
de la maniere suivante :

X(:,1) suit une loi uniforme sur [0, 30]
X (:,2) suit une loi uniforme sur [0, 1]

X(:,1) =sin(X(:,1)/2)

On présente les graphiques suivants pour illustrer les résultats :

figure 5.17 : les données

figure 5.18 : I'estimation de la dimension intrinseque par la dimen-
sion de corrélation nous donne 2

figure 5.19 : la "meilleure” carte de Kohonen en dimension 2 pour
environ 100 cellules est la carte (3,33) et lestimation des lon-
gueurs nous montre que la longueur dans la premiere dimension
est négligeable devant la longueur dans la deuxieme dimension, les
données sont ainsi en dimension 1 avec un bruit.

figure 5.20 : la lecture graphique du test de connexité (par rapport
a un tirage uniforme dans [0, L1] X [0, Ly]) nous indique une seule
composante connexe

figure 5.21 : a titre indicatif en testant la connexité par rapport
a un tirage uniforme dans [0, 30] x [0, 1] x [—1,1] on aurait choisi
trois composantes connexes

Fig. 4.17: Observation.
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dique que la dimension est essentiellement 1
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Fig. 4.19: L’étude de différentes paramétrisation des cartes de Kohonen in-
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Fig. 4.20: L’ensemble est constitué d’une seule classe connexe
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Fig. 4.21: En testant la connexité dans un ensemble parallélépipedique on ob-
tiendrait deux composantes connexes



5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

D’une part il faut noter que les résultats de la normalisation vont
au dela de nos espérances, mais que l'aspect théorique nous échappe.
Dans le cas de tirages uniformes sur un rectangle, il est clair que ce
sont les ”problemes” de bord qui permettent d’obtenir au final une
normalisation ”carrée”. Dans le cas général, les phénomenes impliqués
sont plus obscurs et difficile a mettre en équations. La recherche de la
"meilleure” paramétrisation d’une carte de Kohonen offre de nombreuses
perspectives en analyse des classes et surtout en connaissance de la
dimension. Tout a été fait pour que 'adaptation des algorithmes a des
dimensions supérieures a 2 soit aisée, mais ce travail n’est pas terminé.
Pour pouvoir en tester les résultats sur des exemples autres que ”jouet”
mais aussi avec des données réelles, il faudrait au préalable trouver un
algorithme convergeant vers la "meilleure” carte pour éviter de toutes
les tester, ce qui donne un temps de calcul trop élevé. Nous étudions
actuellement quelques idées allant dans ce sens.

Une perspective a 'ensemble des deux parties (classification et ana-
lyse d'une classe sous hypothese de connexité) est la mise en place
d’indicateurs préliminaires a une modélisation. En effet supposons qu’on
recherche un modele de la forme Y = f(X) avec f fonction continue.
Alors pour des problemes de raccordement, il faudra travailler sur des
composantes connexes par arc en X . Supposons que X soit connexe par
arc (le cas échéant on travaille par composante connexe de X) alors si
Y = f(X) avec f continue le graphe, {(z, f(z)} est connexe par arc
(la réciproque est fausse mais garantit quand méme que I'ensemble des
points de discontinuité de f ne sépare pas I'’ensemble de départ en plu-
sieurs classes connexes par arc). Ainsi, si X est connexe et (X,Y’) n'est
pas connexe, la recherche d’'un modele sera vaine. Supposons maintenant
que X et (X,Y) soient connexes, si on a un modele Y = f(X), alors la
dimension intrinseque de X et la dimension intrinseque de (X,Y") sont
identiques. Bien str il faut pouvoir envisager un modele Y = f(X) + ¢
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mais dans ce cas on peut imaginer que si les mesures de dimension in-
trinseque ne sont alors pas identiques pour X et (X,Y), le nombre de
"longueurs” significatives est le méme. L’estimation des longueurs dans
les différentes direction pourrait alors nous aider a construire un coeffi-
cient de corrélation non linéaire. Contrairement au coefficient de corre-
lation non linéaire de Spearman, ce dernier ne nécessite pas d’hypothese
sur la monotonie de la fonction du modele et, de plus, serait calculable
pour des données de dimension quelconque.



Part 111

APPLICATION DES CARTES DE KOHONEN A
DES DONNEES TEMPORELLES
ECONOMIQUES
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Ces deux derniers travaux ont été réalisés en collaboration étroite
avec des économistes. Dans le premier cas (étude des dynamiques in-
dividuelles), le travail a été effectué avec Corinne Perraudin et Joseph
Rinkievicz dans le cadre du développement des cartes de Kohonen au SA-
MOS. Le second (étude des dynamiques de groupes) a été avec fait avec
Yamina Tadjeddine et Sebastien Galanti dans le cadre d'une étude com-
mandée par la CDC (Caisse des Dépots et Consignations) sur 1’analyse
du comportement des gérants de fonds.



184




1. ETUDE DES DYNAMIQUES INDIVIDUELLES

1.1 Introduction

L’Union Economique et Monétaire (UEM) est une étape logique dans la
construction européenne, mais constitue en méme temps un réel change-
ment politique pour les pays y participant. En effet, 'introduction d’une
monnaie européenne unique gérée par une Banque Centrale Européenne
correspond a 'abandon d’un fort instrument de souveraineté. Le traité
signé a Maastricht, le 7 février 1992, rend irréversible la marche vers une
monnaie unique en définissant un calendrier des réalisations a effectuer
en trois phases.

Durant la premiere phase, les états membres s’engagent a présenter
des “programmes de convergence” visant a rapprocher et a améliorer
leurs performances économiques afin de rendre possible 1’établissement
de parités fixes entre leurs monnaies.

La deuxieme phase de 'UEM, qui débute le ler janvier 1994, constitue
une période transitoire, au cours de laquelle les efforts de convergence
sont maintenus et amplifiés. L’Institut Monétaire Européen (IME) est
mis en place a Francfort; ses missions sont de renforcer la coordination
des politiques monétaires, de promouvoir le role de I’Euro et de préparer
Iinstallation de la Banque Centrale Européenne pour la troisieme étape.

En mai 1998, les ministres des Finances des Quinze établissent, sur la
base de rapports établis par la Commission et 'IME, une liste des Etats
membres qui remplissent les conditions leur permettant de passer a la
monnaie unique, ce qui constitue la troisieme phase.

Les normes fixées par le traité de Maastricht pour une éventuelle
participation a 1’'Union Economique et Monétaire sont exclusivement
d’ordre monétaire et financier. Elles visent a rapprocher les compor-
tements des pays en matiere d’inflation, de taux d’intérét, de déficit
budgétaire, de dette publique et de taux de change'. Pour l'essentiel,

! Les criteres de Maastricht sont les suivants : (1) le taux d’inflation ne peut
dépasser de plus de 1,5% la moyenne des taux des trois Etats ayant la plus faible
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il s’agit donc d’assurer la convergence nominale des économies des pays-
membres. L’hypothese sous-jacente est que la stabilité des taux de change
et des prix favorisera la croissance et l'intégration économique, de sorte
que les pays qui cherchent a atteindre des cibles nominales communes ver-
ront également converger leur structure économique. De plus, I'existence
d’une monnaie unique et d’une politique monétaire commune, en contrai-
gnant les pays membres de I'union monétaire a une réponse commune et
uniforme, requiere une certaine intégration nominale.

Sur la base de leurs performances économiques en 1998, 11 pays
ont formé 'UEM et ont adopté 'Euro comme monnaie : 1’Allemagne,
I’Autriche, la Belgique, ’'Espagne, la Finlande, la France, I'Irlande,
I'Ttalie, le Luxembourg, les Pays-Bas et le Portugal. La Grece a intégré la
zone Euro en 2001. Le Danemark et le Royaume-Uni n’ont pas souhaité
intégrer la zone Euro et la Suede intégrera I'UEM des qu’elle aura rempli
les conditions.

L’objectif de cet article est d’étudier la convergence nominale des
économies des pays actuellement dans I’'Union Européenne, sans a priori
théorique, a savoir en étudiant la plus ou moins grande homogénéité des
économies sur la base de données relatives aux criteres de Maastricht.
Plus précisément, 'objectif est d’étudier la transition de ces économies
vers les criteres définis par le traité de Maastricht pour participer a
PUEM. 1l est en effet intéressant d’étudier les processus de convergence
des économies européennes et de voir s’il existe une certaine homogénéité
dans les processus de transition vers les normes communes ou si I’on peut
observer I'idée d’Europe a plusieurs vitesses, y compris dans les transi-
tions.

Nous considérons dans cette étude les 15 pays actuellement dans
I’Union Européenne, méme si seulement 12 d’entre eux font partie de
I"UEM aujourd’hui. L’étude est basée sur la période 1980-2002. Nous uti-
lisons donc des données temporelles relatives a 4 variables économiques
pour 15 pays? : le déficit public en pourcentage du PIB, la dette publique
en pourcentage du PIB, le taux d’inflation (taux de croissance de 'indice
des prix a la consommation harmonisé) et le taux d’intérét nominal de

inflation; (2) les taux d’intérét & long terme ne peuvent varier de plus de 2% par
rapport a la moyenne des taux des trois Etats les plus bas; (3) les déficits budgétaires
nationaux doivent étre proches ou inférieurs & 3% du PNB; (4) la dette publique ne
peut excéder 60% du PNB que si elle a tendance & descendre vers ce niveau; (5) une
monnaie nationale ne peut avoir été dévaluée au cours des deux années précédentes
et doit étre restée dans la marge de fluctuation de 2,25% prévue par le SME.

2 Les données proviennent de Economic Outlook de 'OCDE.
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long-terme?.

Afin d’étudier les trajectoires des pays européens et de définir des
classes de pays européens, nous proposons d’adapter I'algorithme de Ko-
honen? (encore appelé algorithme SOM) au traitement de données tem-
porelles et spatiales. Les sections suivantes présentent la méthode et les
résultats obtenus.

1.2 Une carte de Kohonen contrainte

1.2.1 Le principe

Afin de prendre en compte la dimension temporelle des données, on pour-
rait construire autant de cartes de Kohonen que d’années et classifier les
15 observations (pays) selon les 4 variables retenues par année® pour des
applications directes de ’algorithme de Kohonen sur des données tempo-
relles, traitant de transition d’individus sur la carte en ayant considéré
comme observation un individu pour une année.. Le probleme avec ce
type de méthode est que la classification ainsi obtenue année par année
est tres instable. Ainsi, nous proposons une méthode qui prend en compte
simultanément I'ordonnancement temporel et spatial des données. Pour
cela, on construit une carte de longueur 23 (nombre d’années) et de lar-
geur 8 (nombre de représentants par année choisi a priori), pour laquelle
le calcul des vecteurs codes s’effectue selon ’algorithme suivant :

e [initialisation de l’algorithme SOM correspond a un tirage
aléatoire de 8 pays dans l'ensemble des données. A l'unité (i,1)
de la carte, on affecte les quatre valeurs des variables® du pays 4
pour 'année t.

e A chaque itération, un pays 7y et une année t; sont tirés
aléatoirement dans l'’ensemble de données. Ensuite, pour tout
i € [1,8], on cherche l'unité (i,fy) qui est la plus proche de
I’observation sélectionnée.

3 Nous ne retenons pas le taux de change parmi nos variables, car le critere qui y
réfere repose sur une stabilité des changes et non pas sur une norme donnée.

4 Nous supposons que le lecteur est familier avec I’algorithme de Kohonen. Voir
par exemple [DYI3] ou [DYI4] pour une présentation de l'algorithme et pour des
applications a I'analyse de données diverses.

® Voir [DYI1] ou [DYI12]

6 Les données sont centrées et réduites par variable sur la période entiere.
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e On met a jour 'unité gagnante et les unités voisines. Le voisinage
décroit dans la dimension ligne durant les itérations de r a 0. Pour
forcer 1'organisation temporelle, pour un voisinage ligne donné r,
la taille du voisinage temporel décroit de r a 0 (voir figure 1.2.B).

e Finalement, afin de garantir la convergence, on finit a 0 voisin sur
les deux derniers tiers des itérations.

Une fois que l'algorithme a convergé, on place les pays sur la carte
afin d’identifier leur position.

1.2.2 La classification

La carte ainsi obtenue permet d’observer une continuité a la fois dans la
dimension temporelle et dans la dimension ligne (voir figure 1.1). Une
opposition tres nette apparait sur la carte entre le coté en haut a droite,
qui correspond a des niveaux élevés des 4 variables (dépassant les normes
de Maastricht), et le bas a gauche de la carte, qui correspond a des ni-
veaux faibles des 4 variables. Pour chaque ligne (soit pour chaque année),
les performances en termes de normes de Maastricht décroissent quand
on parcourt les unités de la gauche vers la droite. On peut observer un
resserrement des profils moyens extrémes par année durant la période
1980-2002. La différence entre les meilleures et les moins bonnes perfor-
mances diminue au cours des années. Ces résultats illustrent le processus
de convergence des pays européens vers les criteres de Maastricht.

Le nombre de classes est ensuite réduit par une classification
hiérarchique appliquée aux 8 x 23 vecteurs codes. Le nombre de classes
retenu est 5 (voir figure 1.1 ou les classes sont indiquées par une échelle
de gris et sont délimitées par une ligne noire).

Premierement, on peut observer que les classes regroupent des unités
correspondant a plusieurs années et que le nombre de classes par année
varie entre 1980 et 2002. Chaque année, de 1980 jusqu’a 1994, les 15
pays sont regroupés dans 3 classes (sauf 1985, qui est caractérisé par 4
classes, et 1986 dont une des 4 classes ne contient pas d’observation).
A partir de 1995, il ne reste que 2 classes. La diminution du nombre
de classes durant la période étudiée illustre a nouveau le processus de
convergence des pays européens.
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Fig. 1.1: Carte de Kohonen contrainte
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Deuxiemement, on observe que les classes se déplacent vers le coté
droit de la carte de Kohonen, indiquant que les mauvais profils d’une
année correspondaient avant aux profils moyens. Par exemple, la classe
regroupant 1'Italie, I'Irlande, la Grece et le Portugal en 1980-81 disparait
en 1987; le profil de I'ltalie, de la Grece et du Portugal en 1990 se
retrouve dans la méme classe que celui de la Suede, du Royaume-Uni,
du Danemark et de la Belgique en 1980. Ainsi, la différence dans les
performances entre les pays existant dans les années 80 a progressive-
ment disparu et on peut remarquer une plus forte homogénéité entre les
pays européens a la fin de la période sur la base des criteres de Maastricht.

Plus précisément, au début des années 80, la classe la plus vertueuse
selon les criteres de Maastricht est composée du Luxembourg, de
I’Autriche, de la France, de I’Allemagne, de I’Espagne et des Pays-Bas.
Cette classe regroupe les pays qui constituaient le cceur de la Com-
munauté Economique Européenne, ainsi que I’Espagne et I’Autriche.
La classe intermédiaire est composée de la Suede, du Royaume-Uni,
du Danemark et de la Belgique. Et la derniere classe est composée
de T'Ttalie, de l'Irlande, de la Grece et du Portugal. Nous pouvons
remarquer que I’'Italie, la troisieme puissance européenne, reste dans le
classe des pays les moins vertueux, révélant les difficultés a équilibrer
ses finances publiques et a ralentir son inflation.

Un changement important apparait au début des années 90 avec le
commencement d’une profonde récession et avec la crise du Systeme
Monétaire Européen (SME). Plus précisément, en 1993, la classe
intermédiaire devient plus importante, regroupant des pays qui appar-
tenaient précédemment a la classe la plus vertueuse. En 1994 et 1995,
la classe la plus vertueuse n’est composée que du Luxembourg. Cela
illustre les effets de la récession en Europe, qui a provoqué d’importants
déficits publics et la fin du SME. Apres 1995, il ne reste que deux classes.
La classe la plus vertueuse regroupe progressivement de plus en plus
de pays, puisqu’en 1997-1998 les pays membres de I'UE se doivent de
respecter les criteres de Maastricht pour intégrer 'UEM. En 2002, trois
pays restent dans la classe la moins vertueuse (Italie, Grece et Belgique)
puisqu’ils continuent a avoir un ratio de dette publique sur PIB qui
dépasse les 100%, et donc qui dépasse la norme fixée a 60%. Cepen-
dant, puisqu’ils ont réussi a faire décroitre suffisamment ce ratio, cette
mauvaise performance n’a pas été un obstacle a leur intégration a ’'UEM.
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On peut remarquer que la France et I’Allemagne en 2002 sont tres
proches de la classe la moins vertueuse. Comme chacun s’en souvient,
les deux grandes puissances européennes ont joué le role de mauvais éleves
en 2002, a cause des problemes qu’ils ont eu a équilibrer leurs finances
publiques malgré leur engagement dans le cadre du Pacte de Stabilité.
En effet, depuis 1997, le Pacte de Stabilité et de croissance limite la
possibilité pour un pays membre de trop user de politiques fiscales ex-
pansionnistes pour faire face a une récession. Le non respect de la norme
sur les finances publiques a alors conduit la Commission Européenne a
déclencher la procédure de déficit excessif pour I’Allemagne et la France
en 2002, comme elle 'avait déja fait pour le Portugal en 2001 (qui se
retrouve proche de la classe la moins vertueuse en 2001).

1.2.3 Trajectoires individuelles

Nous pouvons représenter les trajectoires de chaque pays a travers la
carte. La trajectoire du Luxembourg (voir figure 1.3) est tres proche
du coté gauche de la carte de Kohonen, indiquant qu’il a été le plus
vertueux puisqu’il a été caractérisé sur toute la période par les valeurs
les plus faibles pour les 4 criteres.

lux
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Fig. 1.3: Trajectoires du Luxembourg

Les trajectoires de I’Autriche, de la France, de I’Allemagne, des
Pays-Bas, du Royaume-Uni, du Danemark, de la Finlande et de la
Suede sont tres similaires puisqu’elles commencent dans la classe la plus
vertueuse en 1980, traversent la position intermédiaire dans les années
90 pendant la récession et terminent dans la classe la plus vertueuse a
la fin de la période (voir figure 1.4).
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Fig. 1.4: Trajectoires de 1’Autriche, de la France, de I’Allemagne, des Pays-
Bas, du Royaume-Uni, du Danemark, de la Finlande et de la Suede

Les trajectoires de 1'ltalie, de la Belgique et de la Grece sont
opposées a celle du Luxembourg puisqu’elles sont restées tres proches
de la position la moins vertueuse durant toute la période (voir figure 1.5).

Deux trajectoires méritent une attention particuliere, il s’agit de
celles du Portugal et de I'Irlande (voir figure 1.6). Alors que ces
deux pays commencent dans la classe la moins vertueuse en 1980, ils
parviennent a passer dans la classe intermédiaire dans la moitié des
années 90 (alors qu’a cette période, la plupart des pays européens voit
leur situation s’aggraver suite a la récession en Europe) et terminent
finalement dans la classe des pays les plus vertueux. Notre étude illustre
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Fig. 1.5: Trajectoires de I'Italie, de la Belgique et de la Grece

clairement la transition exceptionnelle de ces pays.
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Fig. 1.6: Trajectoires du Portugal et de I'Irlande

La trajectoire de ’'Espagne est tres fluctuante, illustrant les difficultés

pour cette économie a converger vers les normes de Maastricht (voir
figure 1.7).

spa

1l
ki
+

N e
ad

Fig. 1.7: Trajectoire de I’Espagne



2. ETUDE DES DYNAMIQUES DE GROUPES

2.1 Introduction

On va, dans cette partie s’intéresser a I’étude des dynamiques de groupes
de données projetées sur une carte de Kohonen pour l'observation des
comportements des gérants de SICAV ”France” (c’est-a-dire constituées
de plus de 80 pourcents d’actions francaises). Les performances des cartes
de Kohonen pour traiter de telles données ont été démontrée par M.
Verleysen, B Maillet et T. Kohonen par exemple. Pour pouvoir étudier
la dynamique de groupe l'idée a été la suivante :

e projections des données a toutes les dates sur une carte de Kohonen
e analyse de la carte de Kohonen

e analyse de la fréquentation de la carte de Kohonen date par date

Dans un premier temps, on présentera les données que nous avons
étudiées et les traitements statistiques que nous leur avons fait subir,
puis nous présenterons la carte de Kohonen qui servira de base a la suite
des traitements, enfin la méthode d’analyse de dynamique de groupe sera
présentée ainsi que quelques uns des resultats jugés les plus intéressants.

2.2 Base de données et traitements préliminaires

La base est initialement composée des valeurs quotidiennes de 83 sicavs
V;0(sicav). Nous avons choisit de travailler sur les rendements a 15 jours
(Ry(sicav) = Vi(sicav)/Vi(sicav) — 1. Ce choix résulte de plusieurs tests
et s’est avéré étre un bon compromis entre de bons résultats de régressions
a venir et des séries relativement peu lissées. En plus des rendements sur
les sicavs on dispose des rendements d’indices : le CAC40, le SBF&0,
le second marché (SM), et le marché des nouvelles technologies (IT).
Dans un premier temps, on va dé-corréler les indices (fortement corrélés
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entre eux pour certains) par des régressions linéaires et un travail sur les
résidus : Le modele (donnant des coefficients significatifs a 95 pour cent)
se résume par le systeme S; d’équations suivant :

Ri(SM) = a1 R{(CAC) + &,(SM)
R,(SBF80) = agRi(CAC) + Paei(SM) +, (SBF80)
R(IT) = az R (CAC) + [se2(SM) 4, (IT).
On travaillera alors, en régression sur les indices dé-correlés :
R,(CAC), Ri(NR),ei(SM),e,(SBF80),e,(IT),

et on caractérisera les Sicavs par les coefficients de régressions sur
les indices dé-corrélés les régressions étant effectuées sur des périodes
d’environ 2 mois (61 jours centrés sur la date voulue) :

Ri(s1) = ai(st)Ri(CAC), +by(si)Ry(NR) 4 ¢ (si)er(SM) + dy(si)e (IT)

dont on gardera les coefficients significatifs a 95 pourcents. On ne
gardera que les équations pour lesquelles le R? est supérieur & 0,6. En-
suite on calculera le poids des indices par inversion du systeme S sur
(a,b,c,d) Enfin, comme on interprétera les poids comme des pourcen-
tages de placement sur les différents indices, on ne conservera finalement
que les poids positifs, les autres étant remis a 0 (voir Verleysen) et on
normera les vecteurs pour que la somme des poids soit 1.

2.3 résultats de la projection sur une carte de Kohonen

On a projeté 'ensemble des poids sur une carte de Kohonen, cela
représente au total 64773 vecteurs de dimension 4, en réalité en dimension
3 (somme des composantes égale a 1) et qui se projettent bien en dimen-
sion 2. Un vecteur poids correspondant a position stratégique d une Sicav
a un temps donné. La carte choisie est une carte (7,7) qui représente un
compromis entre une projection fine des données (carte assez grande) et
une fréquentation assez significative date par date pour les traitements a
venir.

En résumé, on note que les strategies fortement axées sur le CAC40 se
trouvent dans le coin supérieur gauche, celles axées sur le second marché
sont dans le coin inférieur gauche, celles axées sur le SBF80, dans le coin
inférieur droit, et les nouvelles technologies, assez peu représentées, sont
au centre.
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Fig. 2.1: Projection des différentes ”stratégies” sur une carte (7,7)

2.4 Analyse de dynamique de groupe

2.4.1 Individus et variables

Pour I’étude de la dynamique de groupe on a choisi de caractériser chaque
date (en réalité chaque paquet de trois dates consécutives pour aug-
menter la signification) par une matrice F(t) € M(7,7) représentant
la fréquentation de la carte de Kohonen a la date t. Pratiquement F'(t);
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vaut le nombre de sicav a la date ¢ situés dans la case (i,7) de la carte
divisé par le nombre total de sicav étudiées a la date ¢ (ce nombre peut
varier d'une date a ’autre étant donné qu’on n’a gardé que les poids issus
de régressions dont le R? était supérieur a 0, 6.

En résumé les individus seront désormais les dates (273 dates formées
de paquets de 3 jours consécutifs) et les variables les matrices de
fréquentation.

2.4.2 Distance entre les matrices de fréquentation

Du fait de la structure topologique de la carte de Kohonen, une distance
”classique” entre les matrices de fréquentation ne sera pas tres pertinente
car elle ne rendra pas compte de la proximité entre les cellules de la carte
(voir figure 2.2) .

Supposons  gquon ait les trios matrices de
0
0o
0o
0
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0 0
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0 0 1
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Fig. 2.2: Encadré sur les distances

Pour tenir compte des effets de proximité entre les cellules des ma-
trices de fréquentation, on considérera la fréquentation comme une sur-
face, les données brutes correspondant a un histogramme qu’on va lisser
par des noyaux gaussiens : on passe ainsi des matrices de fréquentation
(F(t)) & des "nappes” de fréquentation (f;) par :

fe(w,y) = Z Fij(0K((2,9), (i, §),0*1d)

avec :
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Les distances entre les nappes de fréquentation sont alors tres simples
a calculer :

d(for fi) = / ((fi — fu)?

(i =)+ G —J)
402

= Y (Fy(t) = Fy(t)) (Fy (1) = Fop(t'))exp(—

T
Z7J7Z 7]

)

Le choix du paramétre o est fondamental : si ¢ — 0 on va tendre
vers la distance euclidienne, si ¢ est trop grand, on aura des distances
tres faibles entre toutes les cartes.

On a choisit 0 = 1/2 en se référant au cas ou la fréquentation est
uniforme dans la nappe et en choisissant le parametre qui rend la nappe
la plus ”uniforme”.

Sigma=102 sur une répartiti on wuformes

Sigma= 102 s une rép

Fig. 2.3: Le choix de 0 = 0.5

2.4.3 Classification

Une fois définis ce qu’étaient les individus (temps), les variables (ma-
trices de fréquentation) et les distances entre variables, on va procéder a
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une classification des temps en période d’évolution par une classification
hiérarchique par la distance minimum avec un indicateur de distance in-
tra classe calculé comme en partie 2 (classification). Dans le cas ou les
données sont aussi particulieres, les tests sur les ruptures de distance in-
tra classe sont totalement non adaptés et on se contentera de choisir un
nombre de classes correspondant a la plus grande valeur de rupture, soit
29 classes.

wr————Intrachss distance

. —

ATV AR RO RENELCNHBERNgECD uzPror -

Fig. 2.4: nombre de classes

2.5 Résultats

2.5.1 Résultats généraux sur I’ensemble de la période

Considérons l'interprétation du premier carré a gauche (date 1/03/99),
on constate une dispersion des gérants (pas de zone foncée) avec toutefois
trois poles sur le CAC 40, sur le MC et sur le SBF. Dans le carré suivant
en bas, on observe une polarisation des gérants sur le CAC 40. Le premier
carré renvoie a la période 11/03/1999 &4 11/10/1999, soit la période située
entre les deux premieres lignes verticales. Le carré en-dessous caractérise
la période suivante, de méme pour les troisieme et quatrieme carrés. Les
dates indiquées au-dessus des fleches correspondent aux changements de
colonnes.

Nous pouvons suivre ’évolution globale des fonds, a travers les classes
de Kohonen. Nous pouvons distinguer dix périodes :

e 1) Mars 99- octobre 99: Au début de la période, peu de ruptures
sont a signaler. On observe la présence de quatre poles : CAC 40,
un mélange CAC40 MC, MC et SBF (plutot mixe de CAC 40 et
SBF 80).

e 2) Décembre 99- mai 2000 : On observe des dispersions accrue des
profils. La figure 9 détaille les changements constatés durant cette
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Fig. 2.5: évolution sur toute la période

période.

e 3) Juillet-aout 2000 : Les rendements des fonds sont fortement
liés aux cours de I'I'T et du CAC 40. La chute brutale sur la Nou-
velle Technologie, accompagnée dun choc de liquidité explique sans
doute cette forte corrélation. La valeur liquidative des fonds a for-
tement baissé.

e 4) Aout- novembre 2000 : Les fonds cherchent des solutions de repli
. surtout vers les poles SBF 80 et MC, et peu vers le CAC 40.

e 5) Décembre 2000-Avril 2001 : On constate une forte hétérogénéité
des styles en début de période puis I'apparition d’un pole important
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SBF 80 et de poles secondaires CAC 40, SBF et MC. La zone du
centre est délaissée : les positions sur I'I'T ont été dénouées.

e 6) Mai- Aout 2001 : Il existe une forte dispersion, le pole SBF 80
est un peu abandonné au profit des poles CAC 40 et SBF.

e 7) Septembre 2001 : On constate un repli brutal et collectif vers le
CAC 40.

e 8) Octobre- Mars 2002 : Le pole SBF 80 constitue un poéle de
concentration tres important, le segment MC est délaissé.

e 9) Mars 2002 : Les fonds se replient vers le CAC 40, le SBF 80
n’attire plus.

e 10) Avril- Juin 2002 : On observe une forte dispersion des profils,
le retour du pole MC, la disparition du pole SBF 80, la réapparition
de fonds dans la zone du centre.

2.5.2  Détail de la période ” bulle internet ”

La figure ci-dessus indique toutes les cartes de fréquentation pour la
troisieme classe, a savoir celle qui débute le 01/12/99 et finit le 02/05/00,
soit 96 jours ouvrés. Dans la mesure ou nous avons travaillé sur 3 jours,
nous obtenons 35 individus. Cette période correspond a la bulle Internet,
marquée par une croissance tres forte des cours des indices IT, NM et
CAC 40.

Nous pouvons suivre au jour le jour les transformations de la carte
des fréquentations. La lecture du graphe se fait de gauche a droite,
puis de haut en bas. Nous constatons déja que, au sein de cette classe,
les évolutions sont continues. Il est possible de distinguer trois sous-
périodes :

e 1) 01/12/99- 13/01/00 : Cette période est caractérisée car un en-
gouement fort pour le CAC 40 et le SBF ainsi que I'absence du
pole SBF 80. On observe aussi que quelques fonds s’aventurent
déja dans la zone du centre.

e 2) 18/01/00- 29/03/00 : Cette phase correspond a l’engouement
pour la Nouvelle Technologie. On constate en effet que la zone du
centre, correspondant au pole I'T, s’avere tres attractive. Le CAC
40 et le MC attirent aussi de nombreux fonds.
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Fig. 2.6: Evolution collective détaillée 01/12/99-02/05/00

e 3) 03/04/00- 02/05/00 : Le pole IT perd peu a peu de son pouvoir
attractif, au profit du CAC 40 et du MC. Le pole SBF 80 est
toujours absent.
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