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INTRODUCTION,






On étudie dans le cadre de l'espace de Hardy Hz(D),

1'approximation d'une fonction f de développement :

[+

f(z) = & a.z (1)
i=0

analytique dans le disque unité fermé D par des fractions

rationnelles du type :
Pn~1(z)

r(z) = ———— _ (2)
Pn(z) :

oi P,_, (resp.P,) est un polyndme 3 coéfficients complexes de
degré inférieur ou égal & n-1 (resp.n), P, n’'ayant pas de

zéros a l1'intérieur de D .

Si nous mesurons la qualité de 1'approximation de f
par r par la distance entre f et r issue de la norme de HZ(D),
soit 3

1 . ‘
b £ -x 42 = 1lim —re fg“lf(peie) - r(pele)l2 de
p *1 2

i

1 . . '
— fg“lf(ele) - r(e*®)| 2 a0
2n

e

puisque f et r sont continues sur D ;

[

on considére le probléme suivant :

Etant donnée f de la forme (1), trouver une fraction
rationnelle du type (2) satisfaisant les conditions

imposées telle que :

b £ ~-x W

soit minimale.




Ce probléme a été étudié par de nombreux
auteurs [4],[5],[6]1,[12],[221,(36]1,[37], en particulier Walsh
[37,p.357]) a démontré que le probléme a une solutioh qui n'est

pas unique en général.

Le but de cette étude est de calculer numériquement
une fraction rationnelle qui réalise une meilleure approximat-

ion d'une fonction f donnée.

Les difficultés propres & 1la construction d'une

telle fraction sont essentiellement de deux ordres :

1°/ La non unicité de la solution (on donnera des
exemples de fonctions qui ont un ensemble infini
de meilleurs approximants).

2°/ Le fait que deux ou plusieurs racines du
dénominateur de la fraction rationnelle qui
réalise la meilleure approximation sont

confondues.

En pratique les méthodes de calcul dont nous avons
connaissance supposent que les racines du dénominateur
sont distinctes [12],[30],[36]. Ces méthodes se basent d'une
maniére ou d'une autre sur la résolution des :équations
normales (théoréme 4, Chp.I). Mais ne connaissant pas a priori
la multiplicité de chacune des racines on ne peut pas écrire
ces équations. Il est alors important de trouver déé formules
donnant les solutions du probléme et sans faire intervenir les

-

multiplicités des racines.

Dans le premier chapitre, aprés avoir formulé le
probléme d'approximation en termes du noyau reproduisant de
HZ(D), on introduit un découplage dans le calcul du numérateur

et du dénominateur de r.



On montre alors que les pdles de r sont obtenus en
maximisant une fonction de n variables :

p: D

-—-———" ]R+ L]

Cette fonction est explicitement écrite sous forme
de différences divisées des fonctions z™M.f(z), O<m<n-1, et
c'est ainsi que lorsque deux ou plusieurs racines tendent & se
confondre il suffit de remplacer les différences divisées par

les dérivées correspondantes.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie “sur des
exemples le probléme de la non unicité de la meilleure
approximation et les difficultés numériques qui en découlent.

Dans ce chapitre, 1'approximation est faite en
grande partie par des fractions rationnelles du type §

o
a

r(z) = a€el et bepbD (3)

1+bz

En particulier, on propose un algorithme de calcul
de 1l'ensemble des meilleurs approximants de type (3) d'une
fonction f donnée.

Dans le troisiéme chapitre, on s'interesse 2

1'approximation d'une classe particuliére de fonctions. :

la classe des "séries" de Stieljes .

On montre & 1l'aide d'une technique utilisée par
S.Karlin [27],N.Richter Dyn [35], R.B.Barrar, H.L.Loeb et
Werner [4] que les pdles de tout meilleur approximant d'une
fonction de cette classe, dans 1'ensemble des fractions
rationnelles a coéfficients réels du type (2), sont simples e

appartiennent & IR.

Les équations normales prennent alors leur forme 1la
plus simple et & 1l'aide d'un algorithme de J. Rice, on
construit un meilleur approximant en calculant une solution

des équations normales.






CHAPITRE ) |

FORMULE EXPLICITE DE L'ERREUR D'APPROX1MATION
S0US FORME DE DIFFERENCES DIVISEES.

I- Introductiun°
II- Quelques rappels sur 1l‘’espace de Hardy HZ(D).

III- Le probléme de 1'approximation rationnglle au
sens de Hardy dans Hz(D) et formulation du
probléme en termes du noyau reproduisant de HZ(D).

IV- Etude de la partie linéaire du probléme et
explicitation de la formule de l'erreur.

V-~ Etude de la partie non linéaire du probléme.
VI- Propriétés de la meilleure approximation.
VIi- Conclusion.

VIII- Expérimentation numérique.






I. INTRODUCTION.

Dans ce chapitre, aprés quelques rappels sur
l'espace de Hardy HZ(D) on pose le probléme de 1'approximation

rationnelle.

En étudiant séparement la “"partie" lindaire et la
“partie” non linéaire du probléme on a reformulé le probléme
d'approximation au sens de Hardy en un probléme de
maximisation de fonctions de plusieurs variables.

On donnera ensuite une expression explicite de la
meilleure approximation qui nous permettera de donnertquelques
propriétés de celle-ci.

Enfin on montre comment on peut construire la moitié
supérieure de la table des meilleurs approximants introduite
par Walsh [37].
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II. QUELQUES RAPPELS SUR L'ESPACE DE HARDY HZ(D).

Nous noterons :

p={zetrC/ z <1}

I

D

{zerc/ z <1}

H(D) désignera l'ensemble des fonctions analytiques

dans D.
Si f € H(D) on forme les quantités :

N =

My (£,) = |27 |e(xe*®)f2 §2 ~re (ol

et on considére la limite

My (£) = sup M, (£,r)
r € [0,1[

On introduit alors 1l'espace de Hardy
2 ' *
H(D) = { £ : £ € H(D) et My(£) ¢ = |}

*
L'application f » Mz(f) est une norme sur H2(D)

[15] qui est en fait un espace hilbertien & noyau reﬁroduisant

pour le produit scalaire :

(£.9) = 1im 2" £(re*®) glre'®) 52
r»>1 o

Le noyau reproduisant étant :

1
K(z,t) = ——— .
1 - Tz

On notera par el la norme de H2(D).
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Rappelons enfin que si f € Hz(D) de développement 3

(-]

f(z) = % a.z
j=o0 J

alors

8

£ la,12¢ = et ifu2 =
=0 3

It

la . )2
j=0 )

ITl] . LE PROBLEME DE L°‘APPROXIMATION RATIONNELLE DANSAﬂz(D).

Pour un entier n non nul on définit :
3 ¢ Pn_le Cn_l[X] : Pne mn[x]

et p(z) =03 z¢ D]} .

Soit Q un ouvert contenant D et soit f anélytique
dans 2 (f € H2(D)).

On se propose d'étudier le probléme :

14 * ;
Existence , d'un élément r appartenant
Unicité '
Construction a Rg_ tel que :

*
L £f - L <N f -1

a "1
pour tout r appartenant a R: .

Afin de pouvoir utiliser les propriétés du noyau K

on va reformuler le probléme d'approximation sous une autre
forme.
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Soit r un élément de Rg-l. La fraction r peut étre

décomposée sous la forme :

m mi-l .
. zJ

r(z) =% 5 o, L 2" _
i=1 j=o 1] (z-z ) I*1
avec

z, 1< i <m, sont les zéros distincts du

dénominateur de r de multiplicité m; respectivement |,
et a,.€ T .
i

J
- -1
En posant t.= z,
: i i
on a m m,-1
(3)
r(z) = 7y L B.. K (z,t.)
i=1 j=o0 13 t

avec

. J
K (J)(z,ti) =-2:3 K(z,t)

ot 't=ti

Le probléme d'approximation se trouve reformulé de

la maniére suivante:

Soit f une fonction analytique dans un ouveri

contenant D , trouver un ensemble de complexes

{ %44€ T, t;€D : lcicm , 0<¢j<m, et t;# t, pour izk |}

qui pour un entier n donné minimise :

1 27 . m m -1
e(fir) = — [ |£(e*®) -1 3 a4 K(J)(ele,tk) 2 g0
21 0 k=1 j=0 J :

avec les contraintes

m
le. 1 <1, x = 1,2,...,m et z <n
X 2 "%



13

Les points t; seront appelés des noeuds et les
nombres aij des poids.

I1 faut noter que dans le probléme d'approximation,
les inconnues sont les poids, les noeuds et leurs
multiplicités.

Le fait que les multiplicités soient des inconnues
complique la construction de la meilleure approximation car on
ne connait pas & priori sa forme. C'est précisement pour
surmonter cette difficulté qu'on est amené & introduire
1'ensemble : '

n-1 1

s = {re R:_ : r(z) =

n aiK(z,ti) ; aie T ; tie D

I 3 =]

i=1

et ti¢tj pour i#j |}

En général la meilleure approximation d'une
s 4 a "'1
fonction £ donnée n'appartient pas 3 l‘ensemble.sz i ce
dernier n'étant pas fermé. Il est nécéssaire, pour obtenir sa

fermeture Rg-l, de lui ajouter les dérivées par rapport & t
d‘ordre j, 1<j<n-1 du noyau K(z,t).
On a alors, le théoréme suivant :

THEOREME 1 :
Si f e HZ(D), alors

inf W £ -8 1
s € Sn“1
n

inf W £ -
n_
r € Rn

Démonstration :

Montrons que Sg—l est dense dans Rz_l pour la
norme de H2(D).
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Soit r un élément de Rg—l qui n'appartient pas a
Sz—l. La fraction r peut étre décomposée en éléments simples

sous la forme

m m,-1
i a;
r(z) = 5 g J
=] 9= i+
i=1 j=0 (z_z.)j 1
» i
avec _ ‘
i=Zlmi<n ) aije T, z, ¢ D et ziizj pour i#j .-,

Soit K un compact de T tel que

2,€ K ,i=1,2,...,m et KND = @

Pour chaque i, 1<i<m, soit my suites de K

v
( zik)v € IN
telles que

ur 1l<k<m v > d > ®
po N Zix Z; quand v

et

\

v .
¥ velN zij # zil pour j#g .

Soit alors la suite des fractions rationnelles:

m Wi—l aij j+1 g(z,zzx)
sv(z) = 3 b3 —_ X
i=1 j=0  §1 =1 ju S
n(z, - z. )
k=1 i ik
k&

avec
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I1 est clair que pour tout v € IN s, est un

é1ément de 82-1 .

Comme g a des dérivées de tout ordre par rapport a t
alors d'aprés la théorie des différences divisées [23] :

v zeD s + r(z) quand v » « .
v
Comme D est compact la convergence est uniforeme.
On en déduit que 8, converge vers r au sens de la norme de

u2(p).

2°/ Montrons que

inf W f -xr 4 > inf ¥ £ - s |
r e R*? s e s"}
n n
, . .. n-1
Soit une suite minimisante rv € Rn :
a = lim W £ - rvl = inf VW £ - xr |
v reR'r:_l
or d'aprés 1°/

vedo 1s estt i our - Ve

€ 8, n : r, s, €

et comme

P f-8 W <V E-r W +Hr -8 § +—
\" v v \Y]

et du fait que :

Ve)O,Jvo:V\Nvo Ilf-rvl<a+——

2
et

donc

If~svl<a+e ¥ vivy
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par suite
inf I £ - s 0 < inf I £ - I + ¢ ¥ e> 0

e s7! r e R?71
n n

d'oli le théoréme .

Remarque :

Ce théoréme montre que si une fonction £ appartient
a Rz—l et f n'appartient pas a Sg~1 '
alors

inf

f -8 1 =0.
s € 8 1

[
n—.
n

Ceci montre qu'en général on doit chercher la

. . . . n-1
meilleure approximation d'une fonction dans Rn .

Dans la suite on va traiter séparement 1la "partie"
linéaire et la "partie" non linéaire du probléme
d'approximation. Dans cet optique on supposera dans un premier
temps que les noeuds tysty,e..,t, sont fixés et deux & deux
distincts. Les poids minimisants s'obtiennent alors par simple
projection sur un sous espace de B2 (D). On disposera alors
d'une fonction erreur p(tl,tz,...,tn) définie pour tout
(ty,ty,...,t ) vérifiant tia&tj pour i#j.

En explicitant l'expression de p on arrive & la
mettre sous forme de différences divisées de fonctions
zm-f(z) ,0<m<n-1 . C'est ainsi que la fonction p peut étre
prolongée en une fonction p sur D". On montre alors, & 1l'aide
du théoréme 1, que 1l'ensemble des maxima, dans " . de
p définit un ensemble d'éléments de Rg_l, dont on donnera

l‘expressién explicite, qui est 1'ensemble des meilleurs
n-1 '
n .

approximants de f dans g
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IV. ETUDE DE LA PARTIE LINEAIRE DU PROBLEME.
Soit :
N = (ty,ty,eenst ) €D ¢ £ 2t | .
1’72’ ‘“n i™ )

Nous noterons t(.) tout élément (tl,tz,...,tn) de
N, et Kt(z) le noyau K(z,t) pour tout t € D .

I1 est clair que tout élément t(,) de N définit n

fonctions K_ K, RRRY linéairement indépendantes qui
1 2 n .

engendre un espace de Hilbert de dimension finie Hn(:;Rz—l .

Ainsi chaque élément t(n) de N définit n poids ,

@) slgaeeco oy uniques tels que :

a, K. (2)
1 oYy

LI ac =]

s (z) =
t(n) i

soit la meilleure approximation de f(z) dans H, .

Les poids minimisants a,,¢;,...,a sont donnés par le
systéme [1, p. 16] :

n
(f‘Kt ) = & a . (K_ ,K_ )
i j=1 1 Y5 %

(1)

i=1,2,-.‘,n

et la norme de l'erreur correspondante e est donnée
par [1, p. 16] :

G(f‘Kt ,ooo,Kt )

lei? = 1 n (2)
G(Kt '....'Kt )
1 n
ol G(gyre-+19p) est le déterminant de Gram relatif aux

fonctions gy, -+s9y -
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En tenant compte de la propriété de reproduction

du noyau K, le systéme (1) peut s'écrire sous la forme :

f(ti) =j

I~ o
133
=
-
A

SR

i=1,2,...,n

et G(f,Kt ,...,Kt ) peut s'écrire sous la forme :
1

n
WEN2 TTE;T s f(tn)
f(tl) "—"-}-_'::— e o 0 o 1__
l—tlt1 l—tltn
£(t) 1 cee. 1L
1-t_t 1-t t
l1n nn

En développant ce déterminant on obtient :

G(f,Kt seee, K ) =

1 n

t

. n . )
(-De(e,) £ (-1 e 6, (3)

IEN2.G(K, ,...,K, ) +
t t 1 j=1 j

1 n i

s

ou Gy désigne le déterminant obtenu & partir de

) , &me . o R-
,...,Kt ) en lui enlevant la 19—— ligne et 1la jEES
1 n

G(Kt

colonne.

Dans la suite on va omettre les arguments de

G(Kt ""’Kt ) .
1 n
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Il est 4 noter que G ne s'annule pas puisque t(n)
appartient a N [16, p. 25].
Ainsi on peut donc diviser les deux membres de

1'équation (3) par G, on obtient alors :

n n %13
ver? = ueu? - ¢ x (-1 Iee VEEY (4)
i=1 j=1 ] G

D'un autre cbété puisque le systéme (1) admet une

solution unique on doit avoir :

s, (z) Kt (z) .... Kt (z)
n 1 n
f(tl) Kt (tl) oo Kt (t

)
1 1

ceo N

V z € €. Et en développant ce déterminant on obtient :
G,

n . . .
£ (-1 () K (2) — (5)
1 j=1 3 G

I =8

s (z) =
Y(n) i

Comme St( ) est la projection de f dans Hn“alors :
n ,

1f-s. 12 = K12 - s '
Y(n) Y(n)

Dans toute la suite on posera :

p(f,t ) = s I
(n) t(n)

Pour avoir des formules plus explicites de la norme
de l'erreur et de la projection de f sur H, , on va commencer
par exprimer les rapports :
ij
—— I} 1<1, J<no

G
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Lemme 1
m o (t,-t, ) - o (t,-t,)
1<k < x<nk x 1<k ¢ xmk_x
_ K#i, L#i K#3, 4¢3
13 o (1-le 1) om0 (1-g € )e m (-Ee)
1<k<n 1<k ¢ 2<n 1<k ¢ &<n
k#i,k#73 k#i, 2#3 k#j,A%1
I e, -t | 2
G = 1<k ( 2<n k 4
- n ,
I (1—|tklz) I Il-Ekt£|2
k=1 1<k < 2<n

Démonstration :

On va développer le déterminant :

1 1
1-€ ¢, 1-t &
:
1 1
1-t,t 1-t t
1 ™n nn

et le méme raisonnement sera valable pour développer:

Gij . 1<i,3<n .

On peut voir facilement que G peut se mettre sous

la forme :

G = (6)

n
m (1 - lt, |2) o li-t tll 2
=1 1<k {1l<n
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od P est un polyndme de 2n variables t),t;,...,t, et
?l,iz,...,fn de degré n en chacune des variables .
Le déterminant G devant étre nul quand tp = t, pour

p*m alors P, est divisible par :

un = I (tk - tl) et un= n (tk— tl)
1<k < 1<n 1<k € 1<n

et comme Pn

variables alors :

est un polyndme de degré n en chacune des

P =a ¢U T (7)
n n n n E

ol « est une constante indépendante de tl'tz""'tn'

1 ¥n €N

[

On va montrer que a,
En multipliant la dérniére ligne de G par
(1 - tﬂfn) et en faisant tendre t, vers 1 on obtient que :

(1 - tﬁin)-c + G (8)

n-1,n-1
D'un autre cb6té, en multipliant 1l'expression (6) de

G par (1 - tnfn) , aprés avoir remplacé P, par son expression

donnée par (7), et en faisant tendre t, vers 1 on obtient :

G

lim (1 - t Tt )eG = a o h-l,n-1 v (9)
nn n

t » 1 a

n n-1

Les deux expressions (8) et (9) donnent :

an = an—l ¥n .

Il est alors immediat de vérifier que @ = 1.

En utilisant ce lemme on peut donner 1l'expression de
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ij
- , 1<i, j<n .
G

En effet, aprés quelques manipulations algébriques
élémentaires on obtient :

n _ n _
I (1-t .t ) o I {(1-t .t )
G, . sy ik 3k
1] _ (_qyit] k=1 k=1
2 = (-1) T S (10)
k#l k#]
On a alors le :
Lemme 2 :
Posons : n
F(z) = I (z-t.)
\ i
i=1
n —
H(z) = 101 (1-t.z)

. i
i=1

alors :

n n H(ti) H(t.) 1
PHEL ) = I 5 £(;) £(t)) e —J (11)
i=1 =1 F re,) FED 1-t.t.
i j i3
n n H(ti) H{t)) 1
s, (z) =3¢ ¢ f(ti) K, (z) . 1l_. - (12)
n i=l j=1 3 F'(t,) F'(t. 1-t .t ‘
1 ] 1]

Démonstration :

Les expressions de pz(f,t(n)) et s, données par

(n)

le lemme s'obtiennent directement des équations (4) et (5) en

G, .
i]

remplagant -—— par sa valeur donnée par (10).
' G
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Remarque :
On peut obtenir 1l'expression de p(f,t(n)) donnée par

le lemme en inversant la matrice G, cf.[12],[14].
' G, .
1)
On a préféré développer les rapports —— , car les
G

-

mémes calculs nous permettent d'avoir les expressions
de p(f.t(n)) et de la projection de f dans Hh .

Dans le but d‘'arriver a des expressions de

p(£,t ) et s sous forme de différences diviséés,
i (n) tin) _

on va continuer 3 expliciter les calculs.

Explicitons les quantités :

H(ti) x H(tj)

h, = — 1<i<n , 1<j<n .
13 1-t.t . .
13

En utilisant la définition de H ,cf.lemme 2; on a :

n
- (1-|tiI2) kgl jl-tiiklz sl oi=j)
ij =~ k#i
2 2 =, 0 < -
(l-—‘ti' )(1-—‘tj| )(l—titj)kgl(l—titk)(l—tjtk) si itj
k#i,J

En appliquant 1l'identité :

(l-tiEk)(l—Gjtk) = (l—tiEj)(l—ltkl2) + (ti-tk)(Ej—Ek)
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on a

hij =

(1-1¢,] 2) 1 C(1- |t [2)(1- lt [2) + lt -t [2] si i=j
k=1
k#i

(l—t t. )(1—|t |2)(1-'t |2) i} [(l—t t )(1—|tk|2)+(t -t )(t —tk)] si i#7

k=1
k#i,j
n ' |t.—tk|2
w e I [(1-lt,02) 4 2 si i=j
k=1 1 -|tkP
k#i
n (t.~t )(t.—t )
o (1-t;8) 1 [(1-e &) + 2 K37k, . i3
13 =1 13 1 - le. | 2
k
k#i,j :

avec
n
w = 2 (l-ltkl2)

d'ol une nouvelle expression de (f,t ) En remplacant les
p (n) +ag

quantités hij par leur valeur :

f(t:.)vi2 t, -t |2
(ft())- w I l I g[(1|t|2)+‘ tk'
i=1 P (t,)] 2 k=1, ked 1-]tk|2

(13)

n n f(t) £(t.) )t
Iz o d (1—t.€j) )| [(1—tt)+-—-t£—l_tl]

At Fey 1) g 17 1- )] 2
4 ] ki, j

w
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En développant les deux produits figurant dans 1'expression

précédente on a :

n lt,-t |2 n-1

nofa-legla X3 = 5 gt o-le 2P (14)
k=1 1 - ltk|2 k=0 .
k#
et
n (t,-t )(t.-t. )
(1-t;€.) 0 [(1-t,E) + — L S . -
3 k=1 ] 1- le 12
k#i,j
n-2
| n-k-1
) 1-t.t 5
o o) ( i J) (15)
avec pour 1 < i < n et 1 < j<n
ij _
% 1 o
(t -t )(t -"'t )oon(t-—t )(Eo""’t‘ )
i _ . 1777 'y g 3oy
UISIRGC no -legl2)
. R=tl,...,tk
~ k= 1‘2'000,‘1_2
et
( - 2 ' 2
ii no e-ed2 o |E(e)
= 2 n
k=1 (1-]¢, |2) e |2
K#i k n (1=t | 2)
k=1,k#i

i=1,2,...,n.
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En tenant compte des expressions (13),(14),(15) et
(16) on a :

(a-le 12y [ece ]2 +

[ e =
[

n n n-2 .., f(t,) £(t.)
ij i Jj _+ F yn-k-1
+ 0w I b I oy F'(tiT x x (1 titj)

Ci=1 j=1 k=0 FTTE;T

U(f,t(n))

n-2 n n .. E(t.) e ))
U(f,t(n)) =w X I ¥ O;J x 1, 1
k=0 i=1 j=1 F'(t;) F'(tj)

n-k-1

x p (-1)M(P7k-ly  mogm
m

m=0

n-2 n-k-1 n n .
= wi I (-1)T “"i‘l) Iz oiJ —J
k=0 m=0 ; i=1 j=1 F'(ti) F'ltj)

L 7

ij
ekm

m m
tif(ti) tjf(tj)

- X

ij
En remplagant o par sa valeur on a :

k ) I
s#i S#j
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d'‘'on
p2(f0t(n)) =
n n-2 .n-k-1
= & (1-1g;12) |f(ti)'2 tw I : (-n)" (“",;"1) x
i=1 ‘ k=0 m=0 :
n n
x I % L 1 x
i=1  j=1 1<1.{...{T,¢n I (1-1t 12)
1 k 1= 2
-11,00‘,1](
m m
t. £(t t. £(t.
) i £le) j £ley) ,
I (t.-t_ ) n (t.-t )
8=l,...,N 17s s=l,...,n ] s
S8#T, 0000, T S#+T, )eoes T
1 s#i k 1 s#j k
d'ol en permuttant les signes "sommes" :
2(f,t =
p<( (n))
n n-2 n-k-1 n-k-1
= t(-legdleepl? +w 2 2 (-1 (TR )x
i=1 k=0 m=0
x bX 1
- 2
1<11<...(1k<n - n (1 |t1| )
'[l,oco“[k
m m
n t, £(t.) n t. f(t.)
x I i 1 . L 1 il .
i=1 n (t,-t ) j=1 n (t.-t )
s=1l,...,0 17s s=1l,...,Nn )l 8
S#‘t 0400, T S¢‘t 2000, T
1 s#i k 1 k

s
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or

n ¢™ £(t,)

z = = =5 (z™f)
s=1,...,n 1 n-k
s#tl,...,'rk

s#i
ot

5 (z™f)
[ti peeeaty ]

représente la différence divisée d'ordre (n-k-1) de 1la

m
fonction z +f(z) construite sur les points

t, ,...,t

ij ¢ {Tl,ooo"cn-k} j = 1,...,1’1"](

finalement :

n
p2EE ) = 151 (1--ltilz)lf(ti)l2 +
n-2 n-k-1 m n—k-1 = m ‘
z > T el R [ 2 | 2
k=0 1<1:1(...<1:n_]§n Jl=tl,...,'vn_k - =0 k
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Et avec la covention S5f(t) = f(t) vt € D on a :
2 =
P (f.t(n))

n-1 n-k-1

\ m,n-k-1 m
n (1—|t£|2):; D" e )Ié[tk](z NE
k=0 1<1f(°°(tn_k<n 1=11,..,tn;k x

Ce qui donne alors une formule explicite de
l'erreur en fonction de tisty,eeoat, et des différences
divisées de z™.f(z) , O<m<n-1 . ’

Avant d‘'annoncer le théoréme on va donner

1l'expression explicite de l'erreur dans le cas n = 2 et n =3

= Fle gy = -l Inleel 2 + a-le ) lee ]2 +
(-l 12)0-le, 1) [Ib[tl,tzlflz -lb[tl,tZ]Zflz].
n=3
B (Etg)) = (1 -l )2 + a-lel D) lete))]2 + -t 2)|"f(t3)|2 +

(-l 12)a-|e 12) £]2 -|s z£]2] +
1 5 :F[tl,tzl ' [tl,tzl I

=

(-1, 12 (a-1ey|2) | lo £]2 -|s 2£|2] +

[t).t,]

zfl2 +

(1-le, 12) (1= Iy |2

|5[t2‘t3]f|2 ”|6Ct2.t3]

(a-le | 2)-le 12yt IZ,)[ 5 £]2-2]6 zf ;+_5 z2f 2]
1 2 3 ' [tl,tz,t3] l ' [tl,tz,t3] , ' [tl,tz,t3] \
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Théoréme 2 .
Soient un entier n non nul, f analytique dans D et n

points distincts,ty,...,t, dans D.

Soit st(n)' ol tn) = (tl'tZ""'tn)' la projection

de f sur le sous espace de H2(D) engendré par
KtliKtz'ooo,K,t‘

et soit p(f,t(n)) sa norme alors :

pz(f,t(n)) =

n-1 n-k-1

m, n-k-1 m
Z 2 n(-e, |2 %‘5“( m )|§[1k3(y 3k

1<1:<..<1: gn Jl='cl,..,1:n__k

s (z) =
t(n)

n-1 n-k-1

> > n (1-le,|2) Z i Gl by " e, k)

k=0 1<Tl<..<'tn (n R- Tll.."‘nk

o= (t ...t ) et (y™8 )(t) = t™R(z €
k 'tl Tn—k Z

b[t ](ymg) représente la différence diviséee d'ordre

(n-k-1) de la fonction ymg(y) construite sur les

points t ,...,t .
1 Th-x
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V. ETUDE DE LA PARTIE NON LINEAIRE DU PROBLEME.
Ayant & notre disposition la formule de l'érreur on
va l'utiliser pour étudier la partie non linéaire du probléme

c'est 4 dire la minimisation par rapport aux noeuds.

On va donc étudier le probléme :

; 2 _ 2
(P1) infe . (lf« p (f,t(n))).
(n)
Soit
(PII) sup 2(f,t ) .
t € Np (n)
(n)
Puisque
p(f,t(n)) < WEW
alors

2 = 2 2
p“(£f) = sup p(f,t ) € HENc <,
t €eN (n)
(n)

Soit une suite maximisante :

[t:n)-}v € N

telle que

lim pz(f,trn)) = 02(f) .

V>
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or
\Y

=n
{t(nﬂCNCD

—n ’ .
et comme D est compact, on peut donc trouver une sous suite

A"
de {t (n)} , qu'on ne va pas renuméroter, qui converge dans

n .
D vers une limite T = (tl,rz,...,rn).

N alors il

la limite ¢ étant un élément de D
n'appartient pas nécessairement & N (autrement  dit 7 ne
vérifie plus nécéssairement les deux conditions

Tiitj pour i#j et 'Ti‘<1 ).

D'autre part la fonction p que nous avons jusqu'ici

défini pour t(n) € N peut étre prolongée en une fonction
p définie et continue dans B" vu son expression donnée dans
le théoréme 2. Par exemple pour n = 2 la fonction p a pour

expression :

p2(£,t,,,) si t, #t
AL L) = (2) B

1 lim p2(£,t(,)) = 2(1-lel2) |g(e)) 2 +
tl+ t2

(1-le|2)2( 1e (e) 12- feg (e)+£() | 2) it =t,=t

.

Il est alors clair puisque N est dense dans " ,que

S(f,t(n)) atteint son maximum au point 7T .
d'autre part puisque les fonctions

Em,K(z,t) ‘ 0 < m < n-1
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sont analytiques en t la suite des fractions

{rtv (z)lv e N (17)
(n) :

*
converge uniformément vers une limite r quand v + + = .
D'aprés 1l'expression excplicitée au théoréme 2 la limite '

est sous la forme :

m m, -1

* - (3)
r (z) 121 jio o5 K (z.ti) ) (18)

ou m est le nombre de composantes distinctes de + '

mj est la multiplicité de t,;, 1<i<m

et aij sont des nombres complexes

Par exemple pour h =2 3
*
= - 2 - 2 - 2 - 2
r (z) = (1 |tl' JE(t) )xK(z, £, )+(1 |t2| )xK(z,t, 11 |t1| )(1 |t2| )x

{f(tl)—f(t2)xl<(z.tl)-i((z,t2) ) t’-lf(t1 )—f.zf(tz) flx(z‘tl):t—zl«z‘tz) ]
4t 55 51t B

si tﬂ&Q

r(z) = 200- e 12)E(e)K(z, )+~ 12)2x

LE (0K (2, €)-(e£ (£)+£(0) ) (B (2, €)4k(2, €)1 si €=t =t

. * » n"'l
Enfin «r est un élément de R, en effet quand
le module d'un noeud est égal a 1 alors les coéfficients

aij correspondants sont nuls puisque chaque aij est multiplié
par (1"11'2)J+%
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Théoréme 3 :
Etant donnés un entier n non nul et une fonction f
analytique dans D alors:

. . . *
1°/I1 existe au moins un élémént r

appartenant a Rg—l

, de la forme (18)
solution du probléme d4'approximation (PI)E
2°/Un 8lément = (v ,7,,---,7 ) @ D" @éfinit
un élément r= de Rﬁ_l solution du probléme

d'approximation au sens de Hardy si et

seulement si 1 est solutoin du probléme (PII)

Démonstration :
* . . .
Il reste & montrer que r donnée par (18) est bien

. . n
un meilleur approximant de f dans Rn

En reprenant les notations précédentes on a :

lim (f-r I inf Hf-si .
v n-1 ,

V> t(n) s € Sn

Puisque la suite (17) converge uniformément vers
*

r dans D alors :
*
lim U f-r v } = §f-r |
>0 t
v (n)

Et finalement en appliquant le théoréme 1 :

*
inf ff-xi = Hf-r |

r € Rn“1
n
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VI. PROPRIETES DE LA MEILLEURE APPROXIMATION .
a)Non unicité de la meilleure approximation.:

Pour des raisons de symétrie on peut construire des
exemples de fonctions ayant plusieurs meilleurs approximants.
Par exemple soit f analytique dans D et soit g

définie par

glz) = f(zx) 22

. * n-1 ;
soit r un meilleur approximant de g dans Rn alors g ad?et

au moins % meilleurs approximants qui se déduisent de r ,

en effet :

soit . ‘ m m5~1 .
r(z) = & I oag K(J)(z,ts)
s=1 j=0
alors
m ms—l' . 1‘2—2(-3
r;(z) = L L a_. K(J)(z,e x 1)

s=1 j=0 sJ

k = 1,2;-00'1—1

sont aussi des meilleurs approximants de g , en effet par
changement de variable :

2kn .2km

=3

* *
1 g(z) - r (z) ¥ = 1 g(ze ) - r (ze

k=1,2'00~‘£-’1

On donnera plus loin des exemples de fonctions ayant
un meilleur approximant wunique, des fonctions ayant un
ensemble fini de meilleurs approximants et des exemples de
fonctions ayant un ensemble infini non dénombrable de
meilleurs approximants (dans le cas n =1 ).



36

b)Forme de la meilleure approximation.

Dans 1les paragraphes précédants on .a vu que
S(f,t(n)) atteint son maximum dans D", a présent on va voir
u'en fait ~(f,t ) atteint son maximum dans p" .
q P (n)

D'aprés ce qui précéde tout meilleur approximant

peut s'écrire sous la forme :

m m,-~1
* . .
r (z) = 3§ g o K(J)(z,ti) (19)
i=1 j=0 13 |
ol = .
a. . €C et t.eD t.#t. pour izj .
ij 1 1 ]
m
I m<n
i=1 1
LEMME 3 :

Démonstration :

Supposons que il existe i
= 0 .

a,
10,miol
*
Puisque r est un meilleur approximant de f alors :

* -—
lE-r I <Uf-ry vre Rg 1

Soit t € D et soit € un nombre réel nan nul, alors :

*
r + eK(z,t)

. LY “1
appartient a Rz
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par conséquant
*

*
W £~-r ¥ <t £f-1¢r - eKt [ VtebD et ¥ e €
en développant le carré de la norme on obtient : .
2

*
ZeRe(f—r,Kt)—e IK # <0 V¥teD et Ve@€R

prenons alors €0 , en simplifiant par € et en le

faisant tendre vers zéro on obtient :
*
Re( £-r, K) <0 VtepD

Si maintenant on prend ¢ O on obtient :

*
Re( f-r )=0 vteD

et finalement pour avoir :

0 vyvtebD

Im( £ - ¢)

il suffit de considérer :

*

r + 1eKt
Sous 1'hypothése que « = 0 on a alors :
: *
vtepn (f-r . ,K)=0.

En tenant compte de la propriété de reproduction du noyau
K on a :

*
vtebD f£(t) = ¢ (t) =0
et comme f est analytique dans D alors par prolongement

(3 . 3 * . . 3
analytique f coincide avec r , ce qui contredit le fait que f
n‘est pas une fraction rationnelle.
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COROLLAIRE : v

Si f ¢ Rﬁ-let analytique dans D et si r® de la

forme (19) est un meilleur approximant de f alors :
k<1 i=1,2,...,m

Démonstration :

Supposons que il existe i, : lti I =1 .
0

D'aprés la formule explicite de 1la ' meilleure

approximation (théoréme 2) on sait que aio -1 posséde le
’ "lo
1

facteur (1 =- |ti |2) d'ol :

®io.m=1 0 .
0 iO

Ce qui est impossible d'aprés le lemme 3.

Remarque :
Une autre propriété intéréssante d'un meilleur
approximant mis sous la forme de fraction rationnelle :

Pn-l(z)

pn(z)
est :

max(aPn,aan = n

-1)

le symbole 3Q désigne le degré du polyndme Q

Pour démontrer ce résultat, le mdme raisonnement

que dans la démonstration du lemme 3 s'applique .

C'est ce résultat que nous allons utiliser pour
donner les conditions nécéssaires d'opltimalité.
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c)Conditions nécessaires d'optimalité.
Soit f une fonction analytique dans D et soit :

n-l(z)

*
r (z) =
Pn(Z)

un meilleur approximant de f dans R2~1

n-1 i n
Pn_l(z) = ¥ a,z’ et Pn(z) =1+ % b,zJ
i=0 j=1 J
0 * K3 I3
Puisque r minimise
* *
2 = (f-r ,£-1)
*
alors 652 or .
—=(— ,f-x)=0
aa1 aai
(21) i=0,l,...,n—l
*
652 or *
— = — JE-xr)=0
ob; 11 ob; 41
mais
*
or zi
-
bai Pn(Z)
i=0' 1"',0 o ,n"l
*
ar zi+1
TP
i+l P (z)
n
On dispose donc de 2n fonctions rationnelles :
1 z zn"l zP (z) 2" p (z)

n-1 n-1 2
1000 l={‘1).}n

' 5h1
Pn(z) Pﬁ(z) Pﬁ(z) ,

00 0,

P (z) B (2)
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Les relations (21) montrent que la fonction erreur
*
f- r est orthogonale & 1l'espace L(@l,...,ézn) engendré par

le systéme {éj} .

Que peut-on dire alors de la dimension de 1'espace

L(@l,...,Qén)

La réponse est donnée par le lemme suivant :

LEMME 4 :

*
Supposons que r soit irréductible alors
L(@l,...,¢2n) est un espace de Haar de dimension

2n-d avec
d = min(n-1-3P _,,n-2P )

avec comme convention 80 = ~o ,

Démonstration : cf[10,p.162].

En appliquant le lemme 4, et la remarque précédante
on voit que L(@l,..o,QZn) est un espace de Haar de dimension

2n (d = 0 ).

Soit alors Zy 1<i<m , les zéros distincts de

P (z) de multiplicité m; respectivement .

Les fonctions
k
Z

k+1
(Z"'zi)

k = 0,1,2,0--,2“‘1"1

1,2,...,m

appartiennent A L(@l,...,QZn) puisque elles peuvent &tre

obtenues comme combinaison linéaire des éléments de

L(Ql’...'@zn) .
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En posant
t=Zi i=1,2,.;.,m

*
on aura, puisque f - r est orthogonale L(Ql,...,an)“:

Zk k =0,1.c00,2mi"‘l

"
(=)

*
( f(Z) - r (Z) ’ .
(I-E‘iz)k"'l 1 = 1,2,0--,“‘

autrement dit
( £(z) - r*(z) . K(j)(z,ti)) = 0

k = 0,1,2,...,2“\1"1
= 1,2,3,000,“‘

[%
l

et finalement d'aprés les formules de Cauchy :

e ey = "R
k = 0,1,2,...,2mi—1

i=l‘2'3,o-o'm
D'old le théoréme :

THEOREME 4 :
— . *
Soit f une fonction analytique dans D et soit r un

meilleur approximant irréductible de f alors :

f(k)(ti) = r*(k)(ti)
X =0,1,2,...,2m-1

i=11,2,3,...,m

A Y s o A *
ou ti (1<i<m , sont les inverses des pSles de r de
multiplicité m; respectivement .
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Remarque
Jusqu'ici nous n'avons traité que le cas de 1la
meilleure approximation de f par des éléments de Rg—l . En

fait tous les résultats précédants restent valables lorsque on
étudie 1'approximation d'une fonction f par des fractions

rationnelles de type

Pn+j

P
ou n

i>-1 , apn+j< ntj , BP <n et P (z)= 0= z¢D

s . n+j .
On désignera par Rn J l'ensemble de ces fractions

rationnelles

On va voir que le probléme de 1'approximation dans
n+j ~ P \ n-1 '
Rn J peut etre ramené a celui dans Rn .

. +3 , »
Soit S: ) 1e sous ensemble des foncetions de
R2+J qui s'écrivent sous la forme :
] i n
s(z) = I p.z2° + 3% a,K(z,t.)
. i : i i
i=1 i=1
ou
Py 1<ic) , et ai,l<i<n sont des complexes
et ti ebD , ti¢tk pour 1i#k .

Soit f une fonction analytique dans D de

développement :

f(z) = 2 aiz1 s
i=0
par application du théoréme 1 on a :
inf I £f-s I =dinf 0 £ - r I .
. . +
s e g™*I r e R\

n n
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puisque

on aura :

J N nooo_
s(z) = =& (Pi+ L aktk)z + r (= aktk)z
=0 k=1 i=341 k=1
comme
igi? = ¢ |gi|2 si g @ H2 , et g(z) = & giz1
i=0 i=0

j n @ n .
) _ 2 _ . - ._.,i 2 - <1 2
inf 1f-si inf (= 'a{pi kilaktk [2+ & |ai kil"‘ktk l )

s @ ') per 0 =34
n 1
%5!E
tk? D
@ n —i
= inf ( © |a;- I ot |2)
i=3+1 -1 KK
ake C
tke D
avec
* ' n * _kj . . * Ok *
k=1

sont les paramétres optimaux.

D'autre part



donc
inf lf~slt = 4inf N .-sl
s € Sn+J s € Sn“l
n n
avec
- ' i .
fj(z) —120 ai+j+lz j20.

VII CONCLUSION

Le probléme de 1'approximation d'une fonction f
analytique dans le disque unité fermé D paf des- fractions
rationnelles du type (n+j,n), n>0 et j>» -1 , se trouve
reformulé en un probléme de minimisation de fonctions de
plusieurs variables.

On peut par une des nombreuses méthodes de calcul
du maximum de fonctions de plusieurs  variables
[71,0131,0191,[20], calculer un meilleur approximant d'une

fonction f donnée.

VIII. EXPERIMENTATION NUMERIQUE.

Les expériences numériques ci aprés sont obtenues en
maximisant la fonction erreur explicitée dans le théoréme 2.
La méthode de maximisation est celle décrite dans [20].

Les notations utilisées dans les tableaux suivants

sont : -
i .
f.(z) = I a,,.z =0,1,...
J( ) i=0 1+) ]
Pn+j—1(z)
e.(z) = £.(z) -
J J pn(z)
2 = 2 _ 2(pd 3 3
0 le 41 VE S p2(t1ity e nuut))
dans le cas de 1'approximation de f(z) = aiz1 par une
g . i=0
fraction rationnelle du type : Pn+j—1
P

n
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EXEMPLE 2. 1
£(z) = e +
1-0.5z
LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST : {1,2]
RARARA AR RRKRRRA AR AARARRRARARARSARRANAA
‘Norme( fO)*%2 = 12.945070035769¢6 Erreur®%2 = 12.9423215114590
{(Norme( fO)*%2-Erreur**2) = 0.2748524310587981D~02"
Module de tl = .3985652111220023 Argument de tl » 4635732604274520
Module de t2 = .3985652104666080 Argument de t2 = -.4635732595167254
LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST : {3,2]}
ARANAARRAR K AR KR A KA RRARRRARARARRANNNRAR
Norme(f2)%%2 = 2.69507003576963 Erreur®%?2 = 2.69498800520429
(Norme( f2)**2-Erreur**2) = 0.8203056533946478D~04
Module de tl = .25992868416715886 Argument de tl » ~-.5192653910934782D-08
Module de t2 = .2599291404478806 Argument de t2 = -.8982063340431655D-09
LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST : [4,2)
ARRARARRRRARR AR R R AR AN RARRRRARNNRRAARR ‘
Norme( f3)%%2 = «445070035769627 Erreur**?2 « .445063126937088
(Norme( f3)**2-Erreur**2) = 0,.6908832538877487D-~05
Module de tl = .3435653065407898 Argument de t] = 0.8060561225355457D~08
Module de t2 = .7560402449114260 Argument de t2 = 0.7610175050306640D~07
LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST s ([5,2])
ARARRARRRRARRR AR AR A AR AAARAAARNNANA R AR
Norme(f4)**2 = 0.544450357696272D-01 Erreur®%2 = 0.,544449975076237D=-01
(Norme( f4)**2-Erreur®*2) = 0,.3826200345520867D-07
Module de tl = .5281559993699434 Argument de t]l = 0.6439506792908625D~08
Module de £2 = .2796799380506841 Argument de t2 = 0.7188009314172623D-08
LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST :. {6, 2]
ARRARRAAARARRARRRARANRRRARARRNRAARANGR . »
Norme(£5)%*2 =« 0.65934732%6962715D~02 Erreur**2 = 0.659347307572762D~-02
(Norme( f5)**2-Erreur®*2) = 0.1938995350838542D-09
Module de tl = .4945217214321446 Argument de t] = 0.3565315873617290D-07
Module de t2 = .2308095708719830 Argument de t2 = 0.1469408045709505D-06
LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST : [7,2]
KRR ARRERARA A AR KRR AR AR R AR R ANRANARARARA
Norme(f6)**2 = (0.968473269627153D~03 ' Erreur**2 =« 0.968473265505106D-03
(Norme( f6)%*2-Erreurts2) = 0.4122046482862378D~11
Module de tl1 = ,4904109117578840 Argument de t] = ~.1054477747052180D-07
Module de t2 = .2127143647837240 Argument de t2 = ~,3569555892410626D-06
LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST : [9,2]
ARAARAR AR AN ARKARARRRARRANRARANARARRR AR
Norme(fB)**2 « 0.375002944996020D-04 Erreur®*2 = 0.375002942928241D-04
(Norme( fB)**2-Erreur**2) = 0,2067778245117522D-12 :
Module de tl = .4931840653227842 Argument de t1 = 0.8973725778120715D-06
Module de t2 = ,2578236253620067 Argument de t2 = (0,2737706533362578D-04
LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST : {12,2)
L I nnImnmImmMmms
Norme (fll)*%2 =« 0,474517114855613D-06 Erreur*%*2 = 0.474517097752472D-06
(Norme( fl1)**2~Erreur**2) =« 0.1710314083846439D-13
Module de tl = .5129952273727402 Argument de tl = 0.2183324714486694D-10

Module de t2 = ,4647677782359580 Argument de t2 = 0.2639420348266316D-07
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LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST 1 [2,3])
RARARRKAAKARRKARRARRRARARRARKAKARRARARAR

Norme(f0)#4%2 « 12.9450700357696 Erreur*42 = 12.9449775511369
(norme( fO)**%2-Erveur*%2) = 0.9248463267929295D-04

Module de t]l « ,2685750952463866 Argument de t] = 0.9800873946357009D-01

Module de t2 = ,2685740541454790 Argument de t2 ~ -.9800951499220080D-01

Module de t3 = 0.0000000000000000 Argument de t3 = 0.0000000000000000

LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST : (3,3)
RRARRRARARARARANARNARRNARNAARRRANNRANR

Norme(fl)%4%2 = 8.94507003576963 Erreurss?2 « B8.94506968423943
(Norme( fl)A%2-Erveurss2) = 0.3515301993314845D<06

Module de £t} = .4130101859573251 Avgument de t]l = 0.4565269416050658D-06

Module de ¢t2 = .2972552505142119 Avgument de t2 = -.8605848112870319

Module de t3 = .29725596346928413 Argument de t3 = .8605859149360081

LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST s [4,3)
ARARARAKRARANRARARRARANNARNANARNARNRARNR

Norme (f2)442 = 2.69507003576963 Erveur#*2 = 2.69507002416695

(Norme( £2)*A42-Erreur*s2) = 0.1160267761599401D~-07
Module de tl = .4593619484322549 Argument de t) = ~-.6562175741405480D-06
Hodule de t2 = .2625042201015328 Argument de t2 = -.58827228914196552
Module de t3 = .2625034922164874 Argument de t3 = .5882740245096818

LE TYPE DE LA FRACTION RATIONNELLE EST : (6,3)
AARKAARNRRAARRAARAANRANARAARAARARARARA

Norme(f4)*42 = (0.544450357696272D-01 Erreur*s2 = 0.544450355757276D-01)
(Norna(fA)**Z-Etreur**Z) = 0.1938995353913272p-09 .
Module de t) = ,4945216928832390 Argument de t] = -,2135521322863062D-06
Module de £2 = .2308095294413025 Argument de t2 = ~.7427091186989115D-06
Maodule de t3 = .230804322578442 Argument de t3 = .74770915534437802D-06

LE TYPE DE LA FRACTION RATIONKRELLE EST : (10,3)
RAARARARARARARARARRANAARRRANNAARRARARR

Norme(§8)442 =« (0.375002944996020D-04 Erreurss2 = 0.375002881882224D-04

(Norme( f8)*42-Exreur®*2) = 0.6311379549954704D~11
Module de t]l = .4999254996631011) Argument de t]l = ~-.2811076634790742D-09
Module de t2 = 0.2157920222515391D-04 Argument de t2 = -1.429304899641347
Module de t3 = 0.2157942187643218D-04 Argument de t3 = 1.429399917635423

Les notations utilisées dans les calculs sobt :

fj(Z) = 2 a. Z j=0'11000
i=0 it+)

(Norme(£fj)**2-Erreur*#*2) = Ifjuz-pz(tl,tz,...,tn)

8

dans le cas de 1'approximation de f(z) = 3 aizi par une
fraction rationnelle du type : 1=0

Pn+j—1

p

n
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Commentaires des résultats numériques.

En général, on remarque sur les expériences
numériques que pour n » 3 , un des noeuds d'approximation
tend vers zéro. Ceci peut s'expliquer de la maniére suivante :

soit la fonction

-4

f(z) = 1 a.z (22)
j=0 J |

pour n=3, par exemple, le probléme revient & chercher

al,az,aa el et tl't2't3e D

tels que
- il :
a3t3’ | | {23)

soit minimale.
Les deux premiers termes de la série (23) sont :

lag - o) - a, - “3'? tla) - 0T - o)F,- "‘3“3!2

et si un des ti est nul, par exemple tl' alors :

en effet, d'aprés les é&quations normales :
P

3 3

£(t.) = ¢ a Kt ,t.) = 1 a = £(0) = a
T S e |

e

t

3
« k = 3% «T.= £'(0) = a

kK (1.1 2
15 (1602 x

oW

f‘(tl) = .
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I1 est donc tout & fait justifié numériquement de
trouver un noeud nul si les deux premiers termes de la série
(22) ont des valeurs importantes par rapport aux autres

coéfficients, par exemple :

f(z) = e2 =1 + 1z +-;_—z2 ,,+-é-23 FE

f(z) = e + N 2 + %z + %22 + veee

1-0' 52






CHAPITRE 2

| : ;
NON UNICITE DE LA MEILLEURE APPROXIMATION : EXEMPLES.

CONSTRUCTION DE L'ENSEMBLE DES MEILLEURS

0

APPROXIMANTS D'UNE FONCTION DANS Rl'

I- Introduction.

II- Non unicité de la meilleure approximation :

exemples.

III- Meilleure approximation d'une série a termes
positifs dans R?.

IV- Comparaison entre la non unicité dans le cas de

1'approximation rationnelle au sens de
Tchebycheff et au sens de Hardy.

V- Meilleure approximation d‘une fonction dans

VIi- Algorithme de calcul de 1l'ensemble des meilleurs

approximants d‘’une fonction dans Rg.

VII- Expérimentation numérique.






I. INTRODUCTION.

Dans ce chapitre nous allons étudier le probléme de
la non unicité de la meilleure approximation au sens- de Hardy
et les problémes que cela pose quand on veut construire une

telle approximation.

L'étude est faite en grande partie dans l'ensemble
0 . .
R,. La formule de l'erreur d'approximation a en effet dans ce

cas une forme simple.

Dans une premiére partie on donne des exemples de
fonctions qui ont une infinité non dénombrable de meilleurs
approximants et on montre sur un exemple comment. on peut

caractériser un meilleur approximant et le calculer.

Dans une deuxiéme partie, aprés quelques résultats
simples sur l'approximation rationnelle au sens de Hardy des
séries & termes positifs par des é&léments de R?, on fait une
comparaison entre 1l'approximation rationnelle au sens de
Tchebycheff et au sens de Hardy et on montre sur des exemples
que dans un cas od 1'approximant de Tchebycheff est unique
1'approximant de Hardy peut ne pas é€tre unique.

Dans une troiséme partie on présente un élgorithme
permettant de déterminer 1'ensemble des maximums de 1la
fonction erreur dans le cas n = 1 en utilisant laﬁiechnique
des majorantes, c'est ainsi qu'il est possible de déterminer
numériquement 1'ensemble des meilleurs approximahis d‘’une
fonction f dans Rg-

Enfin on présente quelqgues expérimentations
numériques testant ce dernier algorithme.



II1. NON UNICITE DE LA MEILLEURE APPROXIMATION

Dans cette partie on donnera des exemples de
fonctions qui ont, pour des raisons de symétrie, plus d'un
meilleur approximant. Ensuite on donnera des exemples de 1la
non unicité ne faisant pas intervenir des arguments de
symétrie.

Soit f une fonction analytique sur le disque fermé D
telle que :

3¢edo,2nl et 30e 0,20 : ¥z eD f(zel¥) = ei®g(z) .

Si n-1 .

X pjz]
[ % j=0
r (z) =
n .
X q.zJ
j=o0
est un meilleur approximant de £ dans Rg_ alors :
n-1 . . .
N ( pjequ)) ZJ
* % -ig 7
r (z) =e
n i3
r (q.etI?) 27
j=0 ~J
est aussi meilleur approximant de f dans Rg-l,'En effet,

par changement de variable on a :

W £(z) - r*(z) o= f(zei¢) - r*(zei¢) f

= | eieof(z) - r*(zei¢) =4 £f(z) - r**(z) 0.
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a) Exemple :
Soit £(z) =z , kxem
f est telle que :
v ¢ e [0,2xf £(zel?) = e X¥g(2)
ainsi, V k € N et vnemw ¢« P <k, f admet une infinité

non dénombrable de meilleurs approximants dans Rg'l.‘

Dans 1la suite on va calculer 1l'ensemble des

k

meilleurs approximants de z~ dans les cas n =1 et n = 2.

Cherchons 1l'ensemble des meilleurs approximants de f

dans R? .
*
* a * —&
on cherche r (z) = , e € et t epbD
—%
1-t =z
tel que
!
k * . k
bz ~-r (z) o = inf bz -1r(z) ¥ .
0
r € R1

[ 4 b Y . * .
D'aprés le théoréme 3 du Chapitre I, t rend maximale la

fonction
p2(t) = (1 - |el? ) le(e)l?
io . . .
En posant t = re . on voit que p est en fait fonction

de r uniquement.

Et un calcul simple montre que :
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max p(r)
. O<r«l
est atteint pour r
k
r = ——
k+1

Ainsi 1'ensemble des solutions est

1 re k ,
S, = | : r2 = —— et o e [0,2q] ]
k+1 l—relke.z k+1
n=2 et k =2
* P, (z) 1
On cherche r (z) = € R;
P,(z)
tel que
*
I 22 —r (2) | = inf § 22 - r(z) 1
1
r € R2
P P,(z) = 14b, z+b 2 _ b. (:- )(z-z,)
osons 5 (2) = 12tbyz = oy (2-2,)(z z,
i0
T _ -1 _ 1
t1 z1 rle
ie
T = -1 _ 2
t2 z2 r2e

D'aprés le théoréme 3 du chapitre I t; et t2' sont solutions
du probléme :
Max p(tl'tZ)

(*)

(t ,tz) € DxD

1
avec :
2, 4 2, 4
2 = - -
p (tl’tz) = (1 rl)r1 + (1 r2)r2 +

2 2 2 .2 2) 2
+ (1—r1)(1—r2)[|t1+t2| - Jeg+ tity+ 3] %)
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I1 est alors immédiat sur 1l'expressin de p que
si (tl,tz) est solution du probléme (*) alors :

v o e [0,2x[ ., (tlele.tzeie)

est aussi solution du probléme (¥*).
+
% * 9
En prenant 0 = ————
2

On voit que, pour r; et 1, fixés, il existe une solution

unique au probléme (*) sous la forme

"
I} 0 < 0 < — .
2

ie -ioe
(rle , T,€ )

[
Tout calcul fait on trouve :

2 ie =10y L (1-r2)r* + (1-r2)r* + (1-r2)(1-r2
P (rle )re ) = (1 rl)rl ( rz)r2 ( rl)( rz)x

x[x24r2-r4-r%-r2r242r r (1- r2-r2)x
2 71 "2 12 12 12

xcos20 - errg cos40 ]

Cherchons le maximum par rapprt a 0 .

1-r2-r2
op? 12
—— = 0 & co0820 = —— ou sin26 = 0
00 4r r C
12
En prenant l-rf-rz
cos20 =
4r ¢
12

et en reportant dans l'expression de p on a a chercher :
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max F(r ,r )
1 2

O<rl<1
O<r <1
2
3 1
© Flr ,r ) = (1-r2)r*+(1-r2)r*+ — (1-r2)(1-r2)x
1 2 1 1 2 2 2 1 2

1
x[r2+r2+ — -~ (r2-r2)2]
1 2 - 1 2

un calcul simple montre que grad F(rl,rz) =0 & ry = ry .

Finalement on trouve qu'au maximum

1
r2 = r2 = e
1 2 2
b
ce qui donne 0 = —
4
et 1 i 1 i 7
pz(—-—— e ¢ T e ) = e— = 0.4375."‘.
V2 V2 16
En prenant
sin26 = O

on est amené a chercher

max { F(r) = 2(1-r2)r* + (1-r2)2(r2-9r")}.

r € [0,1]
or  3-v3 2 3+/3
F'(r) = (r?2 - —— )(r? - —= )(r2 - — ) -
3 6
3-v3
et le maximum est atteint au point rg =
ce qui donne : 6
9+2/3
= 0.3462.....

2 —
P (r 3 ) =
0 0 36
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En résumé la fonction f(z) = z2 admet une infinité
non dénombrable de meilleurs approximatns dans R%, cet

ensemble est

-1 + 4 ei¢z
s, = | : ¢ @ [0,2x[ } .

8 - 8 e1¢z + 4 eiz"'z2

b)Autres types d°’exemples :

En fait, toujours pour des raisons de symétrie, on
peut construire des fonctions gqgui ont un nombre donné de
meilleurs approximants. En effet :

Soit f une fonction analytique dans D . Pour m € W ,
n »2 , définissons
g(z) = £(z™)

°

2kn
g vérifie i—

g(ze "y = glz) k =0,1,2,...,m-1

Ainsi d'aprés ce qui précéde g admet au moins m meilleurs
- * o .

approximants dans Rg ! vne m » a4 moins que -f soit

un polyndme de degré d et dans ce cas g admet au moins

m meilleurs approximants dans Rg-l s8i n < m.d.

III. SERIE A TERMES POSITIFS

La non unicité de la meilleure approximation conduit
a se poser les deux questions suivantes :
]

1°) Caractériser la nature de 1l'ensemble des meilleurs

approximants d‘une fonction f donnée ou d'une

classe de fonctions (ensemble fini, ou infini...) ;



2°) Dans le cas ou l'ensemble des meilleurs approximants
contient plus d'un élément, peut-on caractériser un
élément de cet ensemble et éventuellement le
calculer.

On a pu obtenir de réponses & ces questions que dans
un cas trés particulier: celui de 1'approximation des séries a
termes non négatifs par des éléments de R? .

On va voir en effet que si f est analytique dans
D de développement '

f(z) = 1 a.z’ ' (1)
j=o0
avec agy e IRt et f(z) # czk ; ¢ 20 et k € IN
alors :
L'ensemble S des meilleurs approximants de f dans
R? est fini et il contient au moins un élément
de la forme :
N a
r {(z) =
l-xz
avec
a>0 et 0 < x< 1
En effet :

D'aprés le théoréme 3, chapitre I, l'ensemble &
est de méme nature que l'ensemble des maximums, notons le M,
dans D de la fonction erreur :

p2(t) = (1-1lel2 yie(e)) 2

. -

Mais come f est une série & termes positifs, elle vérifie :

I£(e) < £(]t])



61

Oon en déduit que si t¢ [0,1) rend maximale p
alors nécessairement p(t) = p(ltl) et donc |tje M .

D'autre part, du fait que f est. analytique dans [)
alors l'ensemble des maximums de p dans [0,1], notons le MR,
est un ensemble fini, de plus pour r € ]0,1[ f£fixé 1'ensemble

des maximums de p sur le cercle de rayon r est fini.

On notera par MC l'ensemble M\MR.

Le probléme de 1'approximation d'une série & termes
positifs par des éléments de R? revient donc a cﬁercher
l’ensemlbe MR; et pour chaque rg € MR fixé, chercher
l1°ensenmble, fini, des maximums de p sur le cercle de rayon
ro ,» vérifiant p(t) = p(ltl) .

Maintenant on va voir que l'ensemble MC s'obtient
directement de 1l1l‘°ensemble MR et de la lacunarité de 1la
série (1).

En effet, si t @ [0,1] rend maximale la fonction
p alors on doit avoir

p(t) = p(ltl)

et la condition d'interpolation, voir théoréme 4, chapitre I,
nous donne les deux meilleurs approximants de f dané R?

correspondants & t et a |t s

a

rl(z) = avec a = (1-|t|2)‘f(t)

1-tz
et 8
r,(z) = ———— avec g = (1-ltl2)e(ltl) = lal



ry et r, sont tels que :
£ - rlu = | £ - r2u

ou encore :

by a - atM2 =73 (a - |aHt\n)2
_ n - n
n=0 n=0

En développant on obtient :

r [ a2 - 2a_ Re(at ™) + la‘zltlzn]
n n
I [ a2 -2a lallel™+ lal2 |20 3

En posant o« = |« 10 et t = |t] el

on a : -
Ial I an|tln [ 1-cos(6-n¢)] = 0

n=0
Il est facile de voir que :
f £0= ¢ #0
et comme an> 0 on doit avoir :
¥n : an¢ 0 0 - ny = 2kn k € Z.
Soit a sa ,... la suite des coéfficients
non nuls de la série (1) alors :

0-1’11(!):2](01[ kOGZ

(¥
( Ny ni) ¢ = 2kin ki € %Z

j. = 1,2,00-



Cherchons l'ensemble des solutions du systéme (*) .

Soit p 1le plus grand commun diviseur de la suite (“i*l-“i) '
i=1,2,3,....I1 est clair que 1l'ensemble des solutions du
systéme (*) est

2in

{ 4=+ 3= 1,2,...,p-] }
P
Ainsi, pour une série & termes positifs qui n'est

pas réduit & un mondme, l'ensemble de ses meilleurs
approximants dans R? est fini et a exactement p.m
éléments, m étant le nombre des maximums de la fonction
erreur dans [0,1] et p 1le plus grand commun diviseur de la
suite des entiers (n;,,-n;) , i=1,2,... od n; est tel que
ani #0 .

Exemples :

22 2.3
1°) f(z) =e® =1 + 2 +— + — + .... . (2)
21 31 ‘

e? étant une série a termes positifs, cherchons donc

max | p?(x) = (1-x2) e2x} .

0<x<1
/5~-1
max p2(x) est atteint en l‘unique point x5 = ——
0<x<l 2
La série (2) n’étant pas lacunaire alors e? admet un unique
meilleur approximant dans R? qui est '
~-1+v/5
e
r(z) BB et————
1+/5
-z

2



3 5
. z z
2°) £(z) = sinz = 2 - — + — - ...
31 51
avec le changement de variable % = -iz alors
Z3 Z5
F(2) = -if(2) =2 + — + — + ....
31 51

est une série a4 termes positifs.
p2(x) = (1-x2) F2(x) = (1-x2) sin?x

et max p?(x) est atteint au point
0<x<l

Xg = 0.676253074.....

La série (2) étant lacunaire d'ordre 2 alors

0

admet deux meilleurs approximants dans R} qui sont :

o4

r,(z) =

et r2(z) =

1—1xO 1+1-x0

. _ 2 o .
avec a £ i(1 xO) 31n(1x0)

IV. COMPARAISON ENTRE LA NON UNICITE DANS LE CAS DE

L'APPROXIMATION RATIONNELLE AU SENS DE
TCHEBYCHEFF ET AU SENS DE HARDY

(3)

sinz

Aprés quelques brefs rappels sur 1'approximation

rationnelle au sens de Tchebycheff on énoncera un théoréme di

S

a J. Rice [34] asssurant que sous certaines conditions

1'approximant de Tchebycheff est unique et ensuite on montrera

sur des exemples simples que sous les mémes conditions

1'approximant de Hardy n'est pas unique en général.
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a) Quelgues rappels sur 1‘'approximation rationnelle au
sens de Tchebycheff '

Soit B un compact de T .

Nous noterons :

o

n
R:(B)= (— Pnecn[x]etqnemm[x]etq“(z)=0=> z¢ B}

33

c(B) = { £+ B »C ; continue |

Le probléme de 1l'approximation rationnelle ‘au sens
de Tchebycheff est : ’

*
Déterminer r € R:(B)

"

*
Vf-ra_=dnf ¥ £ -1 0

r e R:(B)

¢ ¢ 1= max [c(z)|
B

La réponse est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme :
Si B est un compact du plan complexe sans:points
isolés alors tout &lément g € c(B) poéééde un
meilleur approximant dans Rp(B). a

Pour 1la démonstfation de ce théoréme voir [29],[34].
Mais comme trés souvent dans l‘'approximation complexe il n'y a
pas unicité de la meilleure approximation [34]. Par contre si
on se limite 3 1‘approximation par des fractions rationnelles
réelles et si on restreint convenablement le compact B et
1l'ensemble Rg(B) alors’ un théoréme de J. Rice [34] nous
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assure l'unicité du meilleur approximant.
En effet :
et
vl o= | ; P @ R [X], o € ] [X]
et Qu(x)>0 pour x € [—1,+1]. }
On a alors le théoréme :
Théoréme :

Si f e c[-1,+1] alors il existe un meilleur
approximant de f au sens de Tchebycheff dans VE

qui est unique.

Pour plus de détails sur ces questions, en
particulier la caractérisation de la meilleure approximation
voir [29], [34], ([37].

b) Approximation au sens de Hardy.

. On va montrer sur des exemples simples que sous les
mémes conditions, qui sont suffisantes pour que 1'approximant
de Tchebycheff soit unique, 1'approximant de Hardy peut ne pas

étre unique en général.
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Exemple :

Soit £ (z) = 0{a(1

l—az4

£, est un élément de u2(p), développable en une série a

termes positifs.

£, vérifie :

iek
fa(ze ) = fa(z)
{ k =0,1,2,3

Ainsi, d'aprés ce qui préceéde, f,
meilleurs approximants dans R? dont 'au moins un qui est tel

admet au moins quatre

que 3
" «
r (z) = a 0 et 0 < x<1
1-xz
Pour avoir l'ensemble des meilleurs approximants de f_, dans
R? il suffit de résoudre le probléme : '

2(x) = (1-x2) £2(x)
b Pt <) £ |

Tout calcul fait on trouve que :

3
8i o0da < -
N 4

alors f, admet un meilleur approximant unique dans R?

qui
est

r(z) =1
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Courbe de p;(x) pour a = 0.5.

Si —<a <1

alors trois cas sont possibles :

‘ 3 27

i) —<a< —

4 32
dans ce cas aussi f, admet un meilleur approximant unique
dans R? qui est r(z) = 1 mais en plus il a quatre

approximants locaux qui sont :

%
rk(Z) =
l—xkz
k=0,1,2,3.
(**) ik‘;"
—3 —3 — 2
Xy xe et o (1 Xy ) fa(xk)

2a + vYa(4a-3)

3a
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A\ %

Courbe de p;(x) pour a = 0.8.

27

ii) — <acx1l
32

£, admet quatre meilleurs approximants dans R?

donnés par (**).

Courbe de p:(x) pour a = 0.9.
[]
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si a = —

f, admet exactement cing meilleurs approximants

dans R? qui sont :

1 1 17 17
{1,

3-/8x  34/8x  3-iv8z  3+i/8z

Courbe de pé(x) pour a = —

Dans ce cas f_, admet trois meilleurs approximants

dans V? qui sont:

1 1
1, /
3-/8x 3+/8x
Cet exemple montre donc que méme dans V? la

meilleure approximation au sens de hardy peut ne pas étre

unique contrairement d 1'approximation au sens de Tchebycheff.



n

Toutefois, on peut reprocher a 1'exemple :

1
f(z) =

27 4
l-ﬁz

le fait d‘'étre une série lacunaire.
Voici un autre exemple :

Soit
f(z) =1 + + 2 + 3
z alz azz 332.

a,? o , a, ? 0 et a3) 0

Oon a étudié numériquement 1°’ensemble des meilleurs

approximants de f dans R? en fonction des paramétres a),

a, et ay. Plus précisement on a cherché par une méthode
numérique des coéfficients a,a,,a3 tels que f admette deux

meilleurs approximants dans v? o

Puisque £ est une série & termes positifs il
suffit de choisir des coéfficients a;, ap; et a3 tels que la
fonction erreur : |

p2(x) = (1 - x2 ) £2(x)

admette deux maximums entre O et 1.

[]
D°abord il est facile de voir par un calcul simple
que si
_ 1
ay =0et a, (3

alors p2(x) a un maximum en x = 0 qui peut &tre local ou

global suivant les valeurs de a3 -
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Exemple 1 :
a; = 0 et a, =0
d
— p?(x) = -8a,x(l+a,x) ¥(x)
3 3
dx
\ _ 3 3 1
ou ¥(x) = x° - 7 X+ —333

¥ a trois racines réelles si et seulement si :

_ 3 .3 1 2 _ 27 1
A—4X(—Z-) +27(Z§—) —-T—g(—l+—-§)(0
3 ag
2
ou encore a, >1
Si a§ >1 ., soient Xl(a3),X2(a3) et X3(a3) les

racines réelles de V

Par une méthode numérique on a cherché a; )1

p2(X3(a3)) = 1

Les résultats numériquers sont :

ay = 1.14992888353898368

X)(a3) =-0.9852235301860297
Xp(a3) = 0.3442846041418494
X3(a3) = 0.6409389260441803

p2(x2(a3)) 0.9661387376412527

p2(X3(a3)) 1.0000000000000000

trois

£l
.



Les deux meilleurs approximants de la fonction :

£(z) = 1 + ay23

dans V? sont

rl(x) =1

1.1976
ry(x) = ——=557=%

et les deux meilleurs approximants de f dans R?\y? sont :

r.(z) = -1.1976 ”
3 (0.7801 - i 1.3511) + z

c (z) = -1.1976
4 (0.7801 + 1 1.3511) +2

Cet exemple montré qu’il n'y a unicité ni dans
1°’ensemble V? ni dans R?\\y?

Enfin, voici un dernier exemple qui en dehors de
toute symétrie admet deux meilleurs approximants dans r?

qui appartiennent a V? .

[

Exemple 2 :

Sj. a3 = 1.1
¥ (x) & trois racines réelles qui sont :

x1 ="'O ° 98
x, = 0.3701 p2(x,) = 0.9622
x3 = 0.6189 p2(x3) = 0.9812



7

¥ (x) a trois racines réelles qui sont :

xy= 0.3216 p?(x,) = 0.9697
x3= 0.6587 p2(x;) = 1.0216

On peut donc, puisque p est une fonction continue du paramétre

az, affirmer que :
3 a3 € 11.1,1.2[ tel que p2(x3(a3)) =1
Numériquement on trouve :

a; = 1.14836834895592648

X, = -0.98545
xy = 0.3441258889251811

X3 = 0.6406730869006691

0.9662399558407087

p2(x2)
1.0000000000000000

pz(x3)

Les deux meilleurs approximants de f dans ce cas sont :

rl(x) =1

1.1984

rz(x)
1.5608 - x
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Cet exemple montre un autre aspect de la difficulté
que pose la calcul de 1la meilleure approximation c'est

1°indiscernabilité numérique possible de celle-ci.

En effet :

Si dans l'exemple 2' on perturbeAun peu le paramétre
a;, pat exemple si on.lui ajoute la “précision machine", alors
il est impossible numériquement de savbir si le noeud

d°’approximation est en x; = 0 ou en un point x, #0 .

V. SERIE A TERMES QUELCONQUES

Dans le cas oi l'on ne peut rien dire sur 1'ensemble
des meilleurs approximants d'une fonction f donnée et qu'on ne
peut pas caractériser un élément particulier de cet enéemble,
la guestion qui se pose alors est :

Peut-on calculer 1l‘ensemble des meilleurs approximants.

D;aprés le théoréme 3 du Chapitre I, la recherche de
l1'ensemble des meilleurs approximants d‘une fonction révieﬁt a
la recherche de l'ensemble des maximums de la fonction erreur
explicitée dans le théoréme 2 du chapitre I. On peut donc
numériquement appliquer une des méthodes de recherche de
1’ensemble des maximums globaux d'une fonction étudiées par
'les auteurs [7], [81,[9), [32] ; ou chercher des algorithmes
de calcul de 1‘ensemble des maximums spécifiques & la fonction

erxeurx.
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Dans la suite on va proposer un algorithme pour
calculer l'ensemble des meilleurs approximants d'une

fonction f dans Rl'

Le probléme revient donc & chercher 1'ensemble des

maximum dans le disque unité de 1la fonction

p2(t) = (1 -lt]?2 )lf(t)l 2

Posons :
t = re10

On a :

max p2(t) = max [ (1l-r2) max I£(rel®)] 27

t €D 0<r«l 0<0<2 1
Posons :

M2(r) = max |f(re'®)]2 pour O0<r<l

0<0<2 1
et
g(r)= (1-r?)M2(r)
Soient :
¢ = max g(r)
O<r«l1

et

®={ref[0,1] : g(r) = ¢ |

On va voir dans la suite qu'il est possible, en
utilisant 1le théoréme des trois cercles d'Hadamard de
construire un algorithme permettant de déterminer

numériquement 1'ensemble @ .



”

Théoréme des trois cercles d'Hadamard [21] :
Soit

0<r1<r<r2<1

alors :

logr, -logr logr—logr1

2
2

logr

—logr1 logr
M(r) < M(r,)

x M(rz)

-logr

2 ) O

Application :

Pour 0<r1<r<r2<1

alors : logrz—logr J,ogr--logr1
Iogrz—Iogrl Iogrz-Iogrl
glr) = (1-r?M(r) < (1-r?) M3(x,) x M2(x,) |

. Jogr 1
M2(r,) Togr,-logr, M2(r1)1°grz 1ogr ,-logr, o
x logr, ) - : )
M2(r,)

= (1-r2)(

M2(x,)

=cx (1 - r2) “

2logr,
M2(r,)

2logr,
Mz(rg)

1
logrj;-logr;

c=D>b ., b . a =
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et

M2(r,)
@« = a x log( ———
Mz(-rl)

M(r) étant une fonction croissante de r on a donc « » O

Posons pour 0< r;<r<r,«<1

[04 r2
Cx(1-xr?2) r* = Ao (r)
r)
r;
D'aprés 1'inégalité (4) la suite des fonctions A ma jore g,
1

Un calcul simple montre que pour O0< r);<r <r,<1 on a

I
Arl(rx) = g(rx) L =1,2 .

mais
Ag > g(0) pour ¢ > 0 .

On va introduire une nouvelle majorante 68 au
voisinage de zéro qui véfiera la  condition
d'interpolation 63(0) = g(0) , il suffit de prendre :

€ . €
6g(r) = min ( ler + g(0) , Ag)
oi 1 est tel que : ¥ r € [0,¢] lg(r) - g(0)] < 1ler

Un calcul simple montre que 1 est facile & estimer.
Pour la commodité de 1'écriture on va poser

Ag

O
om
h
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La suite des majorantes ainsi définies a les propriétés

suivantes :

b o) :
1°) Arl(rx) = g(rx) L =1,2 pour O¢ r;< r < ry«<l

ra
2°) vr e [r;,r;] g(r) < Arl(r)
Ly r2
3°) Ara(r) < Arl(r) pour 0 < r;< r3< r < ry< ra< 1
rp * o
4°) max A, (r) est atteint au point r = )
O<r<l ! » ‘

On peut alors définir une suite rg.,ry,rp,... de points de
[0,1] par '

M = max F (r) ‘ (5)
0<rgl
Loyl .
Fn = max Arx+ (r) 2 =0,1,...,n-1 o (6)
O<r¢<l "R

Oon a le théoréme :

Théoréme

e

1°) [Mn}n et [g&rn)l sont des suites
convergentes vers max gl(r) = ¢ .
0<r<l

2°)Tout point d'accumulation de la suite {rn}n
[ ]

est un point ou g atteint son maximum.




Démonstration :

Pour montrer que {Mn} est une suite convergente
vers ¢ il suffit de montrer que de toute sous suite de {Mn}

on peut extraire une sous suite convergente vers ¢ .

De la suite {Fn] ne IN on peut extraire une sous

suite{Fn ] qui converge uniformément vers une fonction

n € N'
continue.

Ainsi, ¥ € > 0 , il existe m tel que pour tout - n et p

éléments de N' : n > m et p > m on ait | F - F I _<e
On a alors :
o > g(rn) = Fp(rn) > Fn(rn) - Fp— F i, > M-«

donc
¥neN :n>m ona M -¢< ¢ <M
n n

ou encore M converge vers .
Mt ey g ¢

Méme démonstration pour montrer que {g(rn)}n converge vers ¢ .

Principe de 1l'algorithme :

Pour n=1,2,3,... la fonction F, défini par (6)

doit étre conservée dans un tableau.

Voici une maniére commode de réserver 1'ensemble des données :

Dn = { (tllzl)l(tzlzz)l"‘l(tH 'ZH ) }
n n
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et les vecteurs (ti‘zi) sont les coordonnées des maxima de

F, et par (5) on a :

Le nouveau point de la suite (M | et r,,, = tHn

on forme D ., de la maniére suivante :

- on enléve a Dn_ le vecteur (tﬂn,zﬂn)

- on forme deux nouveaux vecteurs :

(tp.zp) et (tk.zk)

en formant les deux majorantes relatives aux deux intervalles
Lrpety 1ot [ty orpy,]
m m

avec

r e {rn] s or Sty <r

n m+l

L'ensmble

Doy = [ (£102)) ennulty Joltgoz ), (b2, ))

12y

n-1 n-1

est obtenu en réordomnant en croissant 1°‘ensemble (zug....zv) .
On itére ainsi jusqu'a ce que :

z. -~ ¢ € €
Hn n

avec
¢0 = glxryg)

tnyy = max(eg0y )
Ypar = 9(rpy)

D°aprés le théoréme 1l'algorithme converge.




Remarque :
L'algorithme localise l'ensemble P des rayons
ro, € [0,1] :

10, :
3 09 € [0,2x2[ : g(rge ) = max p2(re’
0<0<2 1
0<rkl

9

Pour calculer alors l'ensemble des maximums de p2 dans D
il suffit de calculer pour r, € p fixé 1'ensemble des

maximums dans [0,2x] de la fonction & une variable :
ie
r(e) = p2(rge ")

On peut utiliser une des méthodes proposées dans [7]1, [8],

[9], [32].



Algorithme :

Initialisation] :

. choisir rp € J0,1[ et calculer M(0), M(ro), M(1) .

c Yo 1
. former Ay et Aro

. em := max (g(0),g(rg))
L) Xy
. zg 3= max Ag (r) = Ay (t )
0<r<l | 9
. zd 1= max A (r) = A, (ta)
O<r<l 0 0

sl (24 <em ou td ¢ [ry,1])

poser Ig = [0,xy), t5 1= tg et z5 := 29

sinon
si (zg < zd) ~
poser Iy = [0,x5] et I, = [r;,1]
toi=tg , zgs=2g et tys=td , 2z):=2d
sinon
poser Iy = [rg.1l et I, = [0,x,]
tgs=td , zj:=zd et tys=tg , z,:=zg
Boucle| : R
données: * 10,11,...,11 suite d'intervalles tels que @(:itili

(to,zo),...,(tx,zx) H ZD<-..<Z£

et z,= max AI (r) = Ali(ti) i=1,2,...,2

Ii i




y:= g(tg)
Ll b
former A et A oi f[a,b]l =1
t ')
t2 s tl
- 2g:= max A “(r) = a_"(tg)

zd:= max AS (r) = AE (td)

2 L

em:= max(em,y)
si ((zg < em ou tg ¢ [a,tk]) et (zd < em ou td ¢ [tl‘b]))
poser fL:=2-1

aller & BOUCLE.

sinon
si((zg> em et tg € [a,tk]) et (zd> em et td € [tx,b]))
si (zg<zd ) |

poser
Il+l=[tl'b] ' I£= [a’tJlJ

2+1 SN 2+1° 2
sinon
poser
tx+l:—tg ' tx:=td et Zo41°729  Zy:= zd
sinon

i (zg > em et tg € [a,tl 1)

poser I£= [a,tl] ' t£:= tg et z :=zg

sinon

= td et z_:= zd

poser IX=[tx'bJ 'tX: 1

Si test arrét vérifié aller & ARRET

sinon éliminer tous 1les intervalles I tels que
z}T > em et réordonner en croissant 1l'ensemble
Z * e @ z L
prerzg)

Aller & BOUCLE.
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Paramétres retournés par l'algorithme :

réunion d‘'intervalles, de longueur inférieure a une
précision donnée, qui contient 1‘ensemble des maximums de

c'est a dire &. .

VI11. EXPERIENCES NUMERIQUES. s
Premier exemple :
£(z) = e%

On traite cet exemple car on connait exactement la valeur du
meilleur approximant de f dans R? gui est : |

-14+/5
r(z) = 1475 ~
2
2 = 0.618033988....
1+/5 °e
L°algorithme donne :
lere localisation = [ .6180339880250951} » +6180339886106254
2eme localfisation = [ .6180339886106254 » 26180339886126782

Jeme localisation = [ .6180339886126782 s, 6180339887231313




Deuxiéme exemple :

f(z) =-log(1-0.5z)

L'algorithme donne cing localisations :

lere localisation = [ .7487402780689120 s «7487402780828267
2eme localisation = [ .7487402780828267 s .74874Q2780839302
3Jeme localisation = [ .7487402780839302 s .7487462783935653
4teme localisation = [ .7487402783935653 . -7487402784187844
5eme localisation = [ .7487402784187844 , «7487402785342086

Troisiéme exemple :

f(z) =
l—az4

Cet exemple admet deux meilleurs approximants dans V? .

L'algorithme donne :

lere localisation (0.1479184143174421D~09,0.2217297030622393D—09]

2eme localisation [O.1381128874443116D—09,0.1479184143174421D~09]

3eme localisation [0.0000000000000000 »0.1381128874443116D-09)

4eme localisation [ .9428090414623245 sy +9428090419072546 ]

Seme localisation { -9428090413919115 s +9428090414623245 ]



C HA P I TRE 3

PREMIERE PARTIE

APPROXIMATION RATIONNELLE DES SERIES
DE STIELJES.

I~ Imtroduction.
I1- Rappels sur les séries de Stieljes.

I1I- Approximation d'une série de Stieljes au sens de
Padé. )

IV- Approximation d‘'urc: série de Stieljes au sens de
La norme dc Iardy. i

V- Quelques expérimentations numériques.
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I. INTRODUCTION

Nous allons, dans cette partie, étudier
1'approximation rationnelle d'une classe importante de
fonctions : la classe des “séries" de Stieljes. Cette classe
de fonctions s'introduit dans de nombreux problémes
mathématiques : formules optimales d°'intégration pour des
fonctions analytiques dans le disque unité ([28], [35], et
aussi dans des problémes physiques comme les problémes des
moments [3].

De nombreux auteurs ont étudié diverses
approximations rationnelles des séries de Stieljes, en
particulier G. Baker [3] a montré que 1les pbles des
approximants de Padé d'une telle série du type [n+j,n],

n>»l e 3> -1, sont simples et appartiennent &

]"“’00[°

Dans ce travail, en appliquant des méthodes dﬁes aux
auteurs S Karlin [27], N. Richeter Dyn [35] et R.B. Barrar,
H.L. Loeb et H. Werner {[4] on montre que les pdles de 1la
meilleure approximation au sens de Hardy par des fractions
rationnelles & coefficinets réels du type ~[n+j,nl,

n>1 et j > -1, d'une série de Stieljes représentable
sous la forme : ,

1/R d¢(x) g
(1) s(z) = IO I————— R D1
+x2

ol ¢ : [O,R—l] — WY , continue & droite, croissante et
bornée sont simples et appartiennent & ]-«,-R] .

Quant & 1‘approximation d‘'une fonction du type (1)
par des fractions rationnelles & coéfficients complexes, le
probléme reste posé. Toutefois, toutes les expérimentations
numériques faites & ce sujet ont donné des pdles qui sont
simples et réels ( cf.exemples).




On présentera ensuite, sur des exemples, quelques
comparaisons entre la meilleure approximation au sens de Hardy

et 1l'approximation de Padé d'une série de Stiel jes.

II. RAPPELS SUR LES SERIES DE STIELJES

Aprés quelques rappels sur la classe des séries de
Stieljes et quelques résultats concernant 1'approximation au
sens de Padé, d'une série de Stieljes, on montre que 1l'on peut
caractériser l'ensemble des meilleurs approximants d'une série

de Stieljes dans 1l'ensemble des fractions rationnelles
réelles.

DEFINITION 1 [3] :

Une série :

o« *
s(d) = 1 a,(-z)7
j=o0 J
est une série de Stieljes si et seulement si il
existe une fonction ¥ croissante, bornée telle que :

= (® 3]
aj = fO u-dv(u)

Cette classe de fonctions a des propriétés
intéressantes [3], [2], en particulier : k

Tous les déterminants de Hankel

.

a a e a
m m+1 vt m+n
o+l Z%m+2 " Chnen+l
Dlm/n) = | : :
L] [ ] .
a a . . . a
m+n m+n+l m+2n

sont positifs ou nuls ¥ m > 0 , ¥ n » 0O .
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III. APPROXIMATION D'UNE SERIE DE STIELJES AU
SENS DE PADE

a) Quelques rappels sur l°approximation au sens de Padé.

DEFINITION 2 :

Soit
f(z) = csz cje r
j=0
une série formelle. On appelle approximant de Padé de
£, 8'il existe, de type (m,n] la fraction
rationnelle |
Pm(z)
r(z) = 6;TET
ol
me < m, an <m et Qn(O) = 1
(1) Q,(z).£(z)-P (z) = o(z™"N*1)
Si
(2) = ©pzl et @ (z)= Iaqcz
P (z) = p:z e z) = q;z
n i=0 1 m i=0 1

alors 1°égalité (1) peut se traduire par :

m

L c

q = -p Si k=0'.0.'n

(1)’

L c q, =0 si k=n,...,n+tm

0‘3 Ci=0 Si i(o °



2

On voit donc que 1l'existence des approximants de
Padé d'une fonction f est lide & 1'existence d'une solution du

systéme (1)'. Pour plus de détails sur ces questions voir [3].
b) Propriétés de 1'approximant de Padé d'une série de

Stiel jes.

THEOREME 1 [3]

Les pSles de l'approximant de Padé du type. [n+j,n] ,
n>1 et j > -1, sont simples et appaftiennent a
J-=,0] . En plus si

xl'le...'xn

désignent les pdles de [n+j,n] et

Yy:¥peer1¥ny)

désignent les pdles de [n+j+l,n+l] ; alors

Y1 < ¥1 < Yp< eev < X< Yo

Ce théoréme est important. En effet :
si s(z) est une série de Stieljes de rayon de conVergence
R alors
1/R d¥(u)

s(z) = ————
0 l1+uz
d'oli f est analytique dans € J]-«,-R] . Dans [3] on montre
que les pdles de 1l'approximant de Padé de type [n+j,n]
appartiennent & J}-«,-R] .



Le probléme alors est :
Peut-on caractériser l'ensemble des meilleurs
approximants d'une série de Stieljes au sens de la

norme de Hardy.

On ne peut aborder ce probléme que si on restreint

convenablement 1‘'ensemble des séries de Stieljes.

On ne peut étudier en effet que l'approximation des
séries de Stieljes qui sont analytiques sur le disque fermé,
contraitement & l'approximation au sens de Padé que 1'on peut

définir pour une série formelle.

On va donc étudier 1l‘approximation au sens de Hardy

des séries :

s(z) = & a.(-z)j
3=0
gqui ont un rayon de convergence R > 1, et telles qu'il existe

une fonction ¥ croissante et bornée :

1/R
aj = I ujd‘l’(u) °
0
On a alors :
1/R d¥(u)
s(z) = |
: 0 l4+uz

ou encore en changeant 2z en -z 3

1/R a¥(u) 1/R
= [ K(z,u)d¥(u) (2)
0 1-uz 0

s(z) = |
aveg 1
K(z,u) =

i—-uz




IV. APPROXIMATION DES SERIES DE STIELJES PAR DES FRACTIONS
RATIONNELLES AU SENS DE HARDY

Nous noterons :

D={zet/ |z|c¢1}

: Py € R ,[X], @, € R [x]

et Q,(z)=0 3 =z ¢ D} .

Nous allons étudier 1'ensemble des meilleurs approximants

d'une fonction de la forme (2) au sens de Hardy dans Eﬂ_l'

Remarque :

Nous avons étudié, dans 1le premier chapitre,
l'approximation au sens de Hardy d'une fonction
analytique dans le disque fermé par des éléments de
RO-1,

Tous les résultats de ce chapitre restent valables
dans le cas de 1'approximation d'une fonctipn par

des éléments de Eﬁ—l-

Soit donc :
Pn—l(z)
a(z) P
Q (z)
n

un meilleur approximant de s dans Eﬂ"l. D'aprés les résultats

du premier chapitre, a peut se mettre sous la forme :
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P u&—l zj o
a(z) = r ta,, ———— +
- ij 4, i+l
p "3_1 zJ zJ

L r [ by ]

_._..__....._....._.*.'S ———
i=1 0 ] (l-xiz)j+1 i] (IJEiz)j+1‘

avec

x; @ 1-1,+1[, x{ e D\[-1,+1]
P m +2 ©

m m = n.
j= 1 j=1 1

Le but cherché est de montrer qu'en fait :

p = n et mi = 1 N} ~i=1'2’cco‘n

et ainsi on va montrer que a se met sous la forme
simple : '
n ki n
- af(z) = § —— = 1L AiK(z,xi)
i=1 1-x;2 i=1
avec A2 0
i=1‘2'000'n

x; € 0,87

DEFINITION 3 ‘

Un sous ensemble de C[a,b] de m fonctions est un
systéme de Tchebycheff si toute combinaison linéaire
non nulle des m fonctions admet au plus m-1 zéros
dans [a,b] .
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LEMME 1 :
Etant donnés p nombres distincts XpiXgoeee Xy de
l'intervalle [-1,+1], p entiers ml,mz,..,mp '
p' nombres distincts xi,x',...,xé, de D\[-1,+1] et
1 2 ] [ ' .
p entiliers ml,mz,...,mp.' :
P p’ .
avec Im, +2 £m! =n
. i , i
i=1 i=1
alors les 2n fonctions :
= (3) - _
ij(U) - K (U,Xi) J—O,l,...,zmi 1
i=1,2,...,p
_ (3) ‘
gij(u) = ReK (u,xi)
j=0'1'.00,2mj.."'1
— (j) ] T~ ]
ij(U) - I“ﬁ( (U,Xi) l"‘l,z,-..,p
ou
(3) 0
K'7'(u,v) = — K(U.t)|
ot t=v
forment un systéme de Tchebycheff de cro,r™ 13

Démonstration :

C'est

linéaire non nulle de ces

2n

. 2 as 1 ' . .
immédiat puisqu'en prenant une combinaison

fonctions et en réduisant au

méme dénominateur alors le numérateur est un polynéme de degré

inférieur ou égal a 2n-1 .
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soit (fy,f5,...,f) un systéme de Tchebycheff de
cla,p) : [a,p) étant un intervalle de R. ’

si
c; = (% £, (x)da(x) 1=1,2,...k

ol o : [a,p]——q-nﬁ, continue & droite, croissante

et bornée, alors :

I}l existe des nombres strictement positifs xl}...,kd
et des nombres distincts (tyetgy,eooity) € [a,p]
tels que :

d .
c, = I hjfi(tj) i=1,2,...,k
i=1
k+l
avec d = prtie entiére de —— . En plus si k est
2 o

pair alors (tl,tz,...,td) e ja,p[ .

Démonstration : cf. [25 p. 42] .

LEMME 2

Oon déduit de ce théoréme :

soient p nombres distincts (xlaxz.---,xp) e [-1,+1],
p entiers my,my,...,m, , p' nombres distincts
(xi,xi....,xé.) € D\[-1,+1] et p'entiers

mi,o..,mé, tels que

alors il existe des nombres strictement positifs
(Alghz,....kn) et ~des -nombres distincts
(tl,tz,...,tn) € ]O,R'l[ tels que la fonction
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n ki
g(x) = 1
i=1 1-xti

ait les propriétés suivantes :

g(k)(xi) = s(k)(xi) k=011000012mi"1 :
i=1,2,...,p

(4) g(k)(xi) = s(k)(x{) k=0,1,...,2m}-1

(4)' g(k)(;{_{’) = s(k)(';(i) i=1’2‘.:_.'p|

Démonstration :

Par le lemme 1 et le théoréme 2, il existe des

nombres strictement positifs (kl,...,xn) et des nombres
distincts (ty,t,,...,t ) appartenant i 0,R7I[  tels que :

‘k=0,l,- 00,2mi—1

n
(5) s(k)(xi) = 3 A.K(k)(xi,tj)
| =1 i=1,2,...,p
(x) 2 (x) *
(6) Re s (x!) = £ A. Re K (x!,t.) k=0,1,...,2m{~1
i j=1 J 13 ;
(k) 2 (k)
(7) Im s (x!) = £ A, ImK (x!,t.) i=1,2,...,p"
i j=1 3 i’ 3

Ainsi, les deux équations (6) et (7) donnent :

A K(k)

(k) vy =
s (xi) M

j

[ e =]

(xi,tj)

En prenant les conjugués des deux membres de cette é&galité on

a le résultat annoncé.
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THEOREME 3 :

Soit Ja fonction

1/R d¥(u) '
R)1

s(z) =
0 1-uz
ol Y : [O.R"I] —+ R' continue A droite croissante et

bornée. Alors tout meilleur approximant de s
dans Eﬂ"l s'écrit :

n
alz) = L

avec Aj > 0 '] tj e ]O,R-l[ j = 1,2,000,“

et ti¢tj pour i#j.

Démonstration :

Soit a € l{:"l un meilleur approximant de s mis

sous la forme (3).

Montrons que 3

op=n et mi=1 0 iglngcou‘n .

On sait d'aprés le théoréme 4 du chapitre I, que a ﬁVérifie
les équations normales 3

(8)

a(k)(xi) = s(k)(xi) k=0,1,...,2m;-1
i=1,2,...,p
a(k)(xi) = s(k)(xi) k=0,1,...,2m{~1

a(k)(ii) = s(k)(ii) i=1,2,...,p"
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Par le lemme 2 et les relations (8) on a :

( a(k)(xi) = g(k)(xi) k=0,1,...,2m;~1
i=1,2,...,m
(9) ,
? a(k)(xi) = g(k)(xi) k=0,1,...,2m{-1
(k) ! - (k) ey | [ [
|2 k) =gt xg) i=1,2,...,p

Considérons la fraction rationnelle

r(z) = a(z)-g(z)

I1 est clair que r(z) est du type (2n-1,2n). Mais les

relations (9) montrent que r a 2n zéros dans D alors
r=0
c'est-a-dire

a(z) = g(z) .

Donc

n M | 1
a(z) = ¢ t; e Jo,R [ A2 0
i=l 1-t.z '
i
Remarques :
1°) Ce résultat concerne uniquement des séries de
Stieljes du type
1/R d¥(u)
s(z) = |
0 l-uz
avec R >1 , ¥ : [0,R7'] — ® continue &

droite croissante et bornée.

Le probléme reste donc posé dans le cas général.
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3°)

4°)
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Le fait de supposer que a € ﬁg"l nous a été utile a
deux reprises dans les raisonnements conduisants au
théoréme 3.
a/ l'ensemble des pdles de a est invariant par
conjugaison
b/ dans la démonstration du lemme 2 1'égalité (4)°
est obtenue uniquement par conjugaison de 1'égalité
(4), ce qui n'est pas vrai si a @ Eﬂ'l.

En appliquant les résultats du chapitre II, il est
facile de voir que tout meilleur approximant de s
dans R? s'écrit sous la forme : :

=2),= 1oy

avec °
-1
A>O0O et te JO,R [ .

Ainsi le théoréme est vrai dans ce cas particulier et
le probléme reste posé dans le cas général.

Le théoréme reste vrai dans le cas de l‘approiimation
de s par des éléments de Iﬁ*j; i >-1, c'est & dire
des fractions rationnelles & coéfficients réels du
type (n+3j,n).

En effet d'aprés la remarque du chapitre I, 1'étude
de 1'approximation d’une série de Stieljes

s(z) = I a.;z
j=0 1

i

dans .mﬁ*j revient a étudier 1l'approximation de 1la
série '

L
i=0

i

sj(z’ = 3j+301%

dans Ig’l.
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Or il est facile de voir que ¥ j € IN sj est aussi
une série de Stieljes puisque :

1/R ultlay(u) 1/R av.(u)
s.(z) = f O = f -._..J__..._ R
J 0 l-uz 0 l-uz

V. QUELQUES EXPERIENCES NUMERIQUES SUR L'APPROXIMATION
D'UNE SERIE DE STIELJES DANS RM™L.

On considére deux exemples de séries de Stieljes,
dans le premier exemple on prendra pour ¥ une fonction en

escalier sur [0,1] et dans le deuxidme on prendra VY =x.

Pour calculer les pdles d'un meilleur approximant du
type (n-1,n) on a cherché un maximum de la fonction de 2n
variables

0 [0,11" x (0,271 — R*.

donnée dans le théoréme 2 du chapitre I.
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Exenple 1. m a
i
S(Z) = 1 ]
i=1 l-xiz
0 0< di et O< xi< 1

Les points t,,...,t, sont les noeuds d‘approximation

de s par des éléments de ]E{:"l.

i) di=i et m= 3

x1=0°1

Xy=0.2 X3=0.3

lt1l= 0.1339
arg(t, )=0.30 10°©

Itol = 0.2891
arg(ty)=0.98 10”7

isi2 =38.10003
1s2-p2(t,,t,) =0.98 10”7

ii) di=i et m =4
x1=0.1 X2=0-2 X3=3 X4=0'4
lt,l =0.1720 le,l =0.3778
arg(t,)=0.12 107 arg(t,)=0.28 1077

Isi?2 =110.1450

1s12-p2(t ,t,) =0.126 1073
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iii) pour d; =1 et m=5
lt,l =0.3995 leyl =0. 7671

arg(t;)=0.312 1078 arg(t,)=0.510 1078

le b =0.3360 It,l =0.5662 ltyl =0. 7852
arg(t))=0.45 107®  arg(t,)=0.87 1077 arg(ty)=0.74 1077

is 2
s i?

37.324788
p2(t ,t,) = 0.29 10~
112 = p2(t,,t,,t;) = 0.348 107"

3

exemple 2

s(z) = fg = - 27! 10g(1 - bz) 0< b< 1

i) b = 0.5

g, =0.1153 It,) =0.4036 ;
arg(ty)=0.82 1077 arg(t,)=0.63 10

ke, =0.0625 lt,l =0.2649 Veyl =0.4494

= -6 _ -6
arg(ty)=0.77 1075  arg(ty)=0.13 10 arg(ty)=0.23 10

Isi? =1.070610
iIsi2 - p2(t,,t,) = 0.22 10
, 1'%2 10
- 52 = -
Is i p2(ty .ty ,ty) 0.78 10

6
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ii) b=0.7

le ) =0.1799 I, =0. 5810
arg(t,)=0.35 1078  arg(t,)=0.47 1077

l£,1=0.1001 lt,l =0.3993 lt,l =0.6394
arg(t;)=0.78 107®  arg(t,)=0.66 10™® arg(t;)=0.71 1077

1s12 = 1.160078
1812 - p2(t,,t,) = 0.7210 10
Isi? - p2(t1,t2.t3) = 0.13 10

5
7

CONCLUSION.

Les arguments des pdles des approximants obtenus
sont nuls & la précision du programme de calcul(qui est de
1*ordre de 1079),

Les inverses des pdles appartiennent 3 1l'intervalle
d'integration(ouvert).

Dans les trois derniers exemples les péies‘ des

approximanants (1,2) et (2,3) s'interlacent.







C HA P I T R E 3

DEUXIEME PARTTIE

CONSTRUCTION DE LA MEILLEURE APPROXIMATION
RATIONNELLE AU SENS DE LA NORME DE HARDY
D'UNE SERIE DE STIELJES.

I- Introduction.

I11- Algorithme de résolution des équations normales.

1I1- Expériences numériques.

IV- Quelques comparaisons entre l°approximation au sens de
Hardy et au sens de Padé.
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I. INTRODUCTION.

Dans la premiére partie de ce chapitre on almontré
que les pbles de tout meilleur approximant d'une série de

Stieljes sous la forme :

1/R d¢(u)
slz) = [ —— R>1 (1)
0 1-uz

¢ 3 [O,R"ll —a> IR *, continue A droite, croissante et bornée, -

dans 1‘ensemble des fractions rationnelles A coéfficients
réels du type (n+j,n), n>l et j>-1 , dont le dénominaﬁeur ne
s‘annule pas dans le disque unité fermé sont simples et
appartiennent a [R,«[ .

Ce résultat est intéressant de point de vu numérique
car les équations normales prennent alors leur forme la plus
simple. '

Dans cette deuxiéme partie on va chercher un
meilleur approximant de la fonction (1) en résolvant les
&quations normales par un algorithme basé sur une méthode
utilisée par D.W.Kammeler [24] pour 1'approximation au sens de
la norme de L, des fonctions complétement monotones par des

sommes d°'exponentielles. La méthode de D.W.Kammeler est basée

sur un algorithme de J.Rice [33] pour 1la résolution de
certains problémes d'interpolation rationnelle au sens de
Hermite. » :

Oon présentera ensuite quelques expétiences

numériques illustrant cet algorithme.

II. RESOLUTION DES EQUATIONS NORMALES.

a)Quelques rappels.

Rappelons que si f est analytique dans D alors tout

meilleur approximant
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m, -1
m i

* = (3)
r (z) = 2 b3 a; K (z,ti)
i=1 j=0 13 r

n-1 .o .
de f dans R vérifie les équations normales :

r(k)(ti) - f(k)(ti)
- (2)

i
k

1,2,...,1‘1
0,1,000,2“‘."1
1

ces équations sont en nombre de 2n ce qui est théoriquement
. 2
suffisant pour déterminer r .

Dans le cas de 1l'approximation d'une fonction (1)’
par des éléments de Hﬂ_l, les équations (2) prennent la forme

simple:
r(ti) = f(ti)
(3) r'(t;) = £'(¢t,)

i=1,2,...,n

avec en plus ti e ]O,R—l[ i=1,2,...,n.

b)Interpolation rationnelle au sens de Hermite.

Etant données n points distincts de - J0,R7I[ ,
X)siXgeeee X, le probléme d'interpolation de Hermite est de

trouver une fraction sous la forme :

n
h(x) = ¢ a,K(x,\.)
i=1 * *

a;> 0 et ;€ J0,R7LL
telle que :
f(xi) = h(xi)
i=1,2,...,n
f'(xi) = h'(xi)
c'est un probléme non linéaire en les paramétres

K'h Iool,}\.
1 2 n
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c)Algorithme de Rice pour la recherche des paramétres ;
On se donne n nombres strictement positifs I

0 0 o
algazaeuv,an t

0 .0 0
et Al'h2""'Rn :

0 0 0 -1
< < <

0 ~<k1 < 12 oo kn R
et on cherche des "perturbations" :

0° o0° 0 o' 0 0

al yaz 'naogan et hl sz ‘ooo'kn
telles que s
" o 0° 0, .0°
jiil(a:i +ay )K(xi,kj+ Ay ) = £(x;)

"0, 0., o, .0°y _ _,
L (aj + ay JK (xi,kj+ Ay ) = £'(x,)

i= l,zgeoopn !

avec

L] a 0
K’(xi,AQ+hg ) = — K(x,AQi-AO. )
J dx 33 ‘ X=Xy
un développement de Taylor du premier ordre donne : 5
n . : s O ‘
L (a(; + a‘; ) [K(xi,kg) + x‘; « —K(x;,}) o = Elx;)
j=1 dA , | =Dy :
no 0, 0 0y ,,0', 0 =
r (a; + ay )[K'(xi.hj) Ay — K'(x;,2) o = £'(x;)
j=1 3 B\ | =y

i = 1923000,“

Pour avoir les paramétres

00 00 Ol Ol
al .0co‘an et Al pﬁon'kn
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il suffit de résoudre le systéme linéaire :

Mv= ¢ “ (4)

ou -
_ o' o' _0.0" 0.0' .
v = ( al,...,an 'al}\,l ’ LI ’ an}\n )
€ est un vecteur 3 2n composantes :
( n
_ _ 0 0
ey = f(xi) .E ajK(xi,hj)
=1
n
oy 1) - 0 1 O
) T f (xi) .E ajK (xi,xj)
J=1
i=1,2,...,n
.

M est une matrice carrée d'ordre 2n avec :

_ 0
. 0]
i, j+n Mi+n,j =K (xi'kj)
* Kkl n)
=-—K‘X.,)\
i+n, j+n BA i | K=Xg

Ainsi en résolvant le systéme (4) on .obtient un

nouveau point :

a1 = ai + a
i=1,2,...,n
1 0 (o

L'existence d'une solution au systéme (4) est assurée

par le lemme suivant:
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Lemme 3
Pour
-1
< < < < <
0 x1 x2 oo xn R
et
0 0 0 -1
< < < < <
0 Al Az P hn R

la matrice M définie par les relations (5) est non

singuliére.

Démonstration s

Cela découle du fait que det(M) > O car le nbyau
1

K(XJY) =
1-xy

est un noyau totalement positif, voir [26].

L'algorithme de J.Rice <consiste & itérer 1le
processus et générer une suite de vecteurs :

(a;.a;,o..,a;,h;,)\;,aoo.)‘;) v=0'1.2500.oo

qui peut converger vers une solution des équations (3) si on
part d'un point initial proche de la solution.

d)Algorithme de résolution des équations normales.

Remarquons que dans le cas de l‘intérfolation
rationnelle au sens de Hermite on se donne n’ipoints
Xy X3 ... X, et on cherche une fraction rationnelle qui
interpole f ainsi que sa dérivée aux points X§ .

Par contre dans le cas de’ la résolution des
équations normales on cherche n points distincts t; t; ... t,
qui interpole f au sens de Hermite et les points ty
déterminent la fraction rationnelle cherchée.
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En effet la fraction rationnelle est donnée par

n
r(z) iil aiK(Z’ti)
avec a,,a,,...,a solution du systéme linéaire
n
£(r,) = iil aiK(tj,ti)
j=1,2,...,n

On utilise l'algorithme de J.Rice, pour résoudre les

équations normales (3) de la maniére suivantes :
On se donne
0 .0 0 0 0 -1
1

s < ee < <
(E)rityreenst ) 2 0 <t . t < R

et on génére successivement une suite de vecteurs :

vV v vV .,V .V v _
(al'a2".°'an'tl't2"'.'tn) v—l,z,.....
telle que
7 n
oYM R(eY, e V) = £ )
j=1 ) '
€ n
r ooVl Heledth = )
j=1 J j i
\ i=1'2,co',no

A chaque pas on peut calculer:

+
v v l)

+1 v+ +

" f - 1 lt2 'oohlt

i

12 = 1£12 - p2(¢

[ =

1

a l'aide de l'expression explicite de la fonction erreur P
qui prend une forme simple dans ce cas, et tester & chaque pas
la convergence de 1l'algorithme .

Si 1l'algorithme ne converge pas il faudrait alors
changer le point de départ.
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II1I. EXPERIENCES NUMERIQUES
Exemple 1.

Soit la fonction

f(z) = + + +

1 i 1 1 1
+ + + + +
Z"z 03 2-205 2-207 2-2.9 2“301 k

, Les poids et les noeuds de 1°’approximant de Hardy du
type (1,2) calculés par 1l'algorithme aux différents pas sont
donnés par le tableau suivant : '

LES POINTS DE DPEPART SONT : tl = 0.20000 t2 = 0.70000
AARARKRASRKRARARARA AR A AR K
N = |} POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES
al = 2.171103713452233 tl = .3404442378938132
a2 = 1.958312014975804 ’ t2 = .6362282728999624
= 2 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES
al = 2.387796099779102 tl = .3900874086611542
a2 = 1.742044881883412 t2 = o623$73013l351094
N = 3 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES
al = 2.5423550241901058 tl = .3969519020249646
a2 = 1.587319274279040 t2 = ,6269982753501805
N = 4 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES |
al = 2.547460942621021 tl =« .3968872215590760
a2 = 1.582403705991143 -t2 = .6274908105832202
N = 3 POIDS CALCULES ’ NOEUDS CALCULES
al = 2.547581092995151 tl = .3968947822222129
a2 = 1.582283362619203 t2 = .6274985359828882

SOLUTION TROUVEE AU BOUT de 6 ITERATIONS
REAKAKARRRRNARRNAARKKRRKARARXRRRAARARARANR

al = 2.,547585608263101 tl = .3968950450417339
a2 = 1.582278838564665 t2 = .6274987969158837
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Si on change les points de depart on obtient les
valeurs suivantes :

LES POINTS DE DEPART SONT : tlI=~0.0100 t2 = 0.0200
ARARRRARARARNRARRRAKARARA AR
N = 20 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = .1653263470095449 tl = .9550460150904264

a2 = 3.,877667017066048 t2 = .6224490472481729
N = 21 POIDS CALCULES NOEUDS CALCﬁLES

al = .1246166658295530 tl = .9319666277785220

a2 = 3.940078317219909 . t2 = ,5066037119974085
N = 22 POIDS CALCULES . NOEUDS CALCULES

al = 0.9550881469685254D-01 tl = .B8995166823985754

a2 = 4.020724072340077 . t2 = .4861037636747877
N = 23 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = .1700033170147568 tl = .B074122728221948

a2 = 3.951341768024005 t2 = .4774000652425900
N = 24 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = .5325350012253923 tl = .6241046082758218

a2 = 3.594443171455055 t2 = .4519625074264236
N = 25 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = 2.128688053504873 tl = .5823019737465539

a2 = 2.001056343426636 t2 = .3946195821581435
N =26 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = 1.120288857777833 tl = .6398556623539402

a2 = 3.009558205649691 t2 = .4154299538503693
N = 27 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = 1.585867851486631 tl -~ .6237686335261879

a2 = 2.543964376370275 t2 = .3990162416021852
N = 28 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = 1.581507600081942 tl = .6275942120701261

a2 = 2.548356854568631 t2 = .3968950746951247
N = 29 POIDS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = 1.582244646317773 tl = .6275007929692582

a2 = 2.547619753075426 t2 = .3968969655246200
N = 30 POIDPS CALCULES NOEUDS CALCULES

al = 1.582277522115056 tl = .6274988727592143

a2 = 2.547586922161505 t2 = .3968951215622006

SOLUTION TROUVEE AU BOUT de 31 ITERATIONS
AANRRARRRARRRRAR AR AR ARARRRRARRRRRARARARKAR
al = 1.582278638810040 tl = .6274988084222407
a2 = 2.547585807628123 t2 = .3968950566570151
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Les noeuds et les poids des approximants de Hardy de
f du type (2,3) et (3,4) calculés par l'algorithme sont :

LES POINTS DE DEPART SONT : t1l = 0.01 t2 = 0.02 t3 = 0.1

TS 2222222222222 222 22 h R 24

SOLUTION TROUVEE AU BOUT de 15 ITERATIONS

&i**ll**l&&l*&lill&&**l*ﬁ*&**l{****&*l*********l****l

al = .9006983451291411 tl = .6581310059864010
82 = 1.657216429944598 t2 = .5112204056272560
al = 1.572054334540983 t3 = .3584023274034112

**lll&l*l'l*l‘*'**&l*ﬂ&i*li*l**ll{l*l**&*i**l*li&ll*&

LES POINTS DE DEPARY SONT : t1 = 0.01 2 = 0.3 t3 = 0.07 t4 = 0.5

IZZ2 2RSSR 22222 2R R SRR

SOLUTION TROUVEE AU BOUT de 22 ITERATIONS

222X SRS SXEX2 S RRRZ 22 22X 22 R R 222 R Rl R Rl R R R

al = 1.384764874148087 tl = .4413339285899053
a2 = 1.021648393137732 t2 = .3407610359019288
a3 = .7116956095229052 t3 = .6653471071044685
a4 = 1.011860559374251 ts = .5639107603517260

e S 22 R R R s R X R R R I XN R YRR TR 22T N

Remarque : _
Les noeuds de 1‘approximant (n-1,n) s'interlacent
avec ceux de (n,n+l), n=1,2,3.
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Exemple 2.
Soit la fonction :
f(z) = - z'llog(l - 0.5z)
Les noeuds et les poids des approximants de Hardy de

f du type (1,2), (2,3) et (3,4) calculés par 1l'algorithme

sont :

LES POINTS DE DEPART SONT : tl = 0.7 t2 = 0.02 )

LER RS AL SRR LR TR TR FRR PRI

SOLUTION TROUVEE AU BOUT de 10 ITERATIONS
bbb bR RS S A S A SR SR R A R T T T T T TR
al = .,2664181277455841 tl = .1153557692511409
a2 = .2335813753055637 t2 = .4036176708541105

*****************************************************

LES POINTS DE DEPART SONT ¢ t1 = 0.02 t2 =0.06 t3 = 0.8

L2222 RS2 SZ S22 RRRS R R

SOLUTION TROUVEE AU BOUT de 27 ITERATIONS

AR RS RS RS RS R RSl SR s R R R X 2R RS R

al = .1260060606304052 tl = .4495742631536489
a2 = .1523379099413260 t2 = 0.6267091668789129D-01
a3 = .22165602919149p5 t3 = .2652929038674570

******l***************iﬁ********************l********

LES POINTS DE DEPART SONT : tl1 = 0.04 t2 = 0.02 t 3 = 0.39 t4 = 0.6

LA RS S SRR LRI ELE SR RS PR

SOLUTION TROUVEE AU BOUT de 50 ITERATIONS

*********************************************************

al = 0.9678663703208032D-01 tl = 0.3898245213084475D-01
az = .1697720690860498 t2 = .1792667029004361
a3 = .1557027996878250 t3 = .3488355236143990
a4 = 0.7773849419394368D-01 t4 = .4692382224964995

******************l**********************************
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Commentaire :

Les noeuds calculés par 1°algofithme sont les mémes
que ceux obtenus en maximisant la fonction erreur sur le
disque unité, voir exemple 2 page 118.

On remarque aussi sur cet exemple que les noeuds de
deux approximants successifs s'interlacent.

IV. COMPARAISON ENTRE APPROXIMANT DE PADE
ET APPROXIMANT DE HARDY.

Dans les deux tableaux suivant on présente
respectivement les valeurs des approximants de Hardy et de
Padé de la fonction :

-1
£(z) = z = log(l - 0.5z)

en un certain nombre de points.

Il ressort des deux tableaux que l‘approximant de
Hardy approche mieux les valeurs de de la fonction f en tout
point. '
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ANNEXE

PROGRAMME PASCAL POUR EVALUER LA FONCTION ERREUR
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Dans cet annexe, on présente une procedure Pascal

pour évaluer la fonction erreur explicitée au chapitre I.

La fonction FONCTERREUR calcule la valeur de :

p2(xC11,x[2],...,x[npt])

ralative au polyndme

nc
P(z) =1t aljl 2371
i=1

ov x[13,x[2],....x[npt] sont des complexes quelconques;
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pProcedure pascal;

var i,j,k,ml,m2:integer; -
begin
cl1]:=1; c[2]:=1; cl3]:=1;
k:=4;
for i:=3 to npt+l do
begin
c[k]:=1;
for j:=2 to i-1 do
begin
ml:=k+3j;

m2:=ml-i;
c[pred(ml)]:=c[m2]+c[pred(m2)]
end;
k:=k+i;
clpred(k)]:=1;
end;

end;

FUNCTION FONCTERREUR(x:vectcomp):real:

(* calcule la valeur de la fonction erreur au points
x[11,x[2],...,x[npt] *)

var i, j:integer;
vivectcomp;
function pol(z:cvomplexe):real; ‘
(* calcule le carré du module du polyndme au point z *)
var i:integer; ' |
vl,v2,wl,w2:real;
begin
pol:=0;
wl:=al[ncl*z.re+al[pred(nc)];
w2:=al[nc]l*z.im;
for i:=nc-2 downto 1 do
begin
vli=wl; v2:=w2;
wl:i=vl*z.re-v2*z.im+a[i];
W2:=vl¥*z.im+v2+*z. re
end;
pol:=sqr(wl)=sqr(w2)

end;
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function difdiv(v:vectcomp;np:integer):real;

(* calcule les carrées des modules des différences
divisées du polyndme sur les points

(vl1],v[2]), (V[llov[zlvvtal)o ooy (V[l],V[Z], o -aV[nP])a

multiplie chaque terme par le cooéfficient du triangle

de Pascal correspondant et somme tous les résultats *)
var i, j,k,km,mm, m:integer;

8,q91,92,w,dif:real;
d:vectcomp;
begin
dif:=0;
afi1l:=v[1];
for i:=2 to pred(nc) do
begin . P
d[il.re:=d[pred(i)].re*v[1]).re-d[pred(i)]).im*v[1].im;
afi].im:=dlpred(i)].im*v[1).re+d[pred(i)].re*v[1].im;
end; . '
for i:=2 to np do
begin
d[1]).re:=d[l1]).re+v[i].re;
df1]).im:=d[1]).im+v[i].im;
ws=1l; km:=i*(i-1) div 2;
for j:=2 to pred(nc) do
begin : ,
dlj).res=dl[jl.re+d[j~1]).re*v[il).re-d[j-1].im*v[i].im;
d[j].im:=d[j].im;d[j-1].re*v[i],im+d[j-1].im5v[i].re
end; L
mm:=-1; s:=0;
if(np=1) or (i)>2) then
begin .
for j:=1 to i do
begin .
w==w*(l—sqr(v[j].re)+aqr(v§j].im)));
ql:=ali-j+1]1; ql:=0;
for k:=i-j+2 to nc do
begin
m:=k-i+j-1;
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ql:=ql+alk ]*d[m]. re;
q2:=qg2+alk]*d[m].im
end;
mm: =-mm;
s:=s+mm*c[km+j]*(sqr(q1)+sqr(q2))
end;
dif:=dif+s*w
end
end;
difdiv:=4if
end;

function trans(x:vectcomp):real;

(* forme tous les k-uples possibles de x[l],x[z],...,x[npt],
*)

2<k<npt , dans l'ordre croissant des indices
var i,j,k,l,np:integer:

tr:real;
V,w:vectcomp;
begin |
tr:=0;
for i:=1 to npt-2 do
begin
for j:=i to npt do vlj-i+1]:=x[3];
np:=npt-i;
wll]:=v[1];
for j:=2 to np do
begin
w2:=v[j];
for k:=1 to np-j+l do
begin
for 1:=j+1 to np-k+2 do
wll-j+2]:=v[1+k-1];
tr:=tr+difdiv(w,np-j-1+4)
end
end
end;
trans:=tr;
end;
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BEGIN
for i:=1 to npt-1 do
begin
erreur:=0;
vil]):=x[1i];
for j:=succ(i) to npt do
begin
vi2]:=x[j];
erreur:=erreur+difdiv(v,2)
end
end;
if npt>2 then erreur:=erreur+trans(x);
for i:=1 to npt do
erreur:=erreur+(l-sqr(x[(i).re)+sqr(x[il).im)))*pol(x[i]);
foncterreur:=erreur | |
END

Description des paramdétres :
npt :nombre de variables de p .
nc :nombre des coéfficients du polyndme P.

a : vecteur de dimension nc contenant les coéfficients du
polyndme P. ‘
c : vecteur de dimension npt*(npt+l)/2 qui ccontient,
aprés éxecution de la procedure pascal, les npt premiéres
lignes du triangle de Pascal. -

x svecteur de type complexe, qui contient les points en
lesquels on évalue FONCTERREUR. .
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Exemple d'utilisation de FONCTERREUR.

PROGRAM test (input,output);
const npt=3, nc=30;
type complexe=record re,im:real end;
vectcomp=array[l..npt] of complexe;
var i:integer;
erreur:real;
c:array[l..100] of real;
a:arrayll..nc] of real;
X:vectcomp;

procedure pascal;

.
.

-

end;

function foncterreur(x:vectcomp):real;

*
*

.

end;

BEGIN
pascal;
for i:=1 to npt do
begin
read(x[iJ.rel;
read(x[il.im];
end;
erreur:=foncterreur(x);
write('erreur = ',erreur)
END. |
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