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Introduction

“optimisation models are certainly misleading if they lead people
to think that animals consciously optimise their fitness [...| But
there is mo reason why the models should be so interpreted. An
analogy with physical theory should make this point clear. When
calculating the path of a ray of light between two points, A and B,
after reflection or refraction, it is sometimes convenient to make
use of the fact that the light follows that path which minimises the
time taken to reach B. It is a simple consequence of the laws of
physics that it should be so; no-one supposes that the ray of light
setting out from A calculates the quickest route to B. Similarly,
it can be a simple consequence of the laws of population genetics
that, at equilibrium, certain quantities are maximised. If so, it is
sitmplest to find the equilibrium state by performing the

mazimisation. Nothing is implied about intention.”

John Maynard-Smith, 1982, [102].

Rien, en biologie, n’a de sens, si ce n’est & la lueur de 1’évolution!. A cet égard, 1’écologie
du comportement [90] s’attache a donner un “sens” au comportement animal, ou a répondre
a la question ‘dans quelle mesure le phénotype observé résulte-t-il du processus de sélection
naturelle?’. Si vraiment 'information génétique contenue dans chaque individu est seule sus-
ceptible de subsister au travers de ce processus [60], le comportement a vraisemblablement été
fagonné de sorte que 'individu soit particulierement apte a installer son patrimoine génétique
au sein de la génération suivante. Une fagon de procéder est de reproduire ses génes soi-méme.
Nous lui ferons correspondre un certain succés reproducteur. Une autre consiste a favoriser, ou
pour le moins ne pas affecter, de par son action, le succes reproducteur d’un individu avec qui
on partage quelque information génétique. Il s’agit donc, pour qui interprete le comportement
animal, de tenir compte de ce succés reproducteur augmenté [69].

Car il n’est pas rare, dans la Nature, que le succes reproducteur d’un individu dépende du

comportement de ses congéneres. L’exemple flagrant, auquel la théorie des jeux doit sa pre-

1. d’aprés Theodosius Dobzhansky [46].
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miere apparition explicite? en biologie, est celui du rapport des sexes au sein d’une population.
Un génotype qui produirait un rapport des sexes biaisé en faveur des males se répandrait dans
une population caractérisée par un biais en faveur des femelles, car il se copierait plus souvent.
La réciproque étant vraie, un rapport des sexes non-biaisé est I'unique dénouement stable au
regard de I'Evolution. Maynard-Smith et Price [103, 102] ont formalisé ce concept d’équilibre
évolutivement stable comme un raffinement de I’équilibre de Nash [113]. Taylor et Jonker ont,
quant a eux, apporté une pierre de taille a 1’édifice; il s’agit d’'un syteme d’équations diffé-
rentielles ordinaires, associé a un jeu sous-jacent, plus connu sous le nom de dynamique des
réplicateurs [142]. Ils montrent notamment que tout équilibre évolutivement stable correspond
a un point asymptotiquement stable de la dynamique associée.

Aussi, apparaissent dans la Nature des jeux & composante dynamique. Par exemple, 1’ar-
ticle [45] pose la question de la pertinence de la structure géométrique créée par une mineuse
de feuille en termes de chemin optimal pour se soustraire aux attaques répétées de son ennemi
naturel. Selon ses auteurs, cette situation possede une forte ressemblance avec le jeu de la
princesse et du monstre, introduit par Isaacs [82], dans lequel la princesse cherche a échapper
au monstre. Un tel jeu de poursuite-évasion est dit a somme nulle car le poursuivant veut
maximiser la probabilité de capturer sa cible, lorsque celle ci cherche a la minimiser.

Sont aussi présents dans la Nature des jeux a somme non-nulle, ou dans lesquels les intérét
des uns et des autres ne convergent certes pas, mais ne sont pas pour autant totalement
antagonistes. Un cas particulier, d’envergure, concerne les jeux entre individus apparentés.
Dans sa these [42], Day se consacre précisément aux jeux dynamiques entre apparentés. Ses
résultats mathématiques sont illustrés par le jeu auquel se livrent des plantes, disons annuelles.
Dans ce jeu, les ressources acquises par photosynthese sont pour tout ou partie allouées a la
croissance en quéte de luminosité, tandis que le reste revient a la reproduction. De nouveau, il
s’agit bien d’un jeu dynamique car un individu qui se contenterait d’allouer ses ressources a la
reproduction pendant que ses congéneres se permettraient, eux, de tout miser sur la croissance,
se verrait privé de lumiere sous peu, donc se trouverait en incapacité de se reproduire par la
suite. D’un autre c6té, la croissance en elle méme n’est en rien favorisée par la sélection.
La question se pose donc d’une politique évolutivement stable d’allocation dynamique des
ressources [53]. Il se trouve que cette politique est du type bang-bang : investir uniquement dans
la croissance pendant les n* premiers mois, pour ensuite tout investir dans la reproduction.
L’instant de commutation n* décroit lorsque le coefficient d’apparentement des individus croit.

Or il se s’agit pas d’exemples isolés. Il est frappant de constater le nombre de jeux
dynamiques qui se révelent détenir leur part de pertinence en écologie du comportement
[77, 78, 87, 99, 40, 93, 94, 8, 3, 7, 104, 110, 1, 2, 122, 114]. Ainsi, contrairement a ce que son

titre, aguicheur, peut laisser croire, ce document ne prétend & aucune originalité pour ce qui

2. explicite a ceci prés que la théorie des jeux apparait en 1944 suite aux travaux de von Neumann et
Morgenstern [157]. Or cette interprétation de la parité des sexes est souvent attribuée & Fisher, 1930 [54]. En
outre, 'auteur de [25] met accent sur le fait que Darwin, dans une premiere édition de 'ouvrage [41], paru en
1871, avait déja tout dit.
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est de l'introduction de ce concept mathématique en biologie. Pour autant, la théorie des jeux
dynamiques ne semble pas s’étre considérablement alimentée des problématiques issues de la
biologie jusqu’a présent. Notons tout de méme que les jeux différentiels® se ne font pas si rares
en biologie [150, 111, 83, 97, 4, 128, 43, 44, 163], comparativement & leurs cousins discrets.

Venons en a l'objet de cette these. La théorie de la cueillette optimale fait science I'art de de
s’approprier les ressources qu’offre un environnement donné. Ce peuvent étre de la nourriture,
des partenaires sexuels ou, cas qui nous intéressera tout particulierement, des hotes a parasiter.
Sur de nombreux théatres écologiques, ces ressources sont distribuées sous forme d’agrégats de
qualité variable, épars dans ’environnement. Dans cette situation, la théorie se veut proposer
une stratégie optimale de gestion du temps consacré a chaque agrégat, selon sa qualité et
sous quelque incertitude, die au fait que les agrégats soient découverts au gré du hasard. Le
résultat classique de cette théorie est le théoreme dit ‘de la valeur marginale’ de Charnov [29],
sur lequel nous nous appuierons, de tout notre poids, dans ce manuscrit.

Nous sommes tout particulierement intéressés par les insectes dits parasitoides, et, plus
spécifiquement encore, par ceux que l'on nomme oophages, car ils parasitent les ceufs d’une
espece hote. Les parasitoides sont affublés d’un tel suffixe pour les distinguer des parasites
ordinaires, qui eux, évitent, en général, de tuer leur hote. Ainsi, quand les hotes en question se
trouvent étre des ravageurs de culture, les parasitoides apparaissent tels de précieux auxiliaires
pour la lutte biologique contre les insectes phytophages. Par exemple, Trichogramma brassicae
attaque la pyrale du mais Ostrinia nubilalis, lorsque Trissolcus basalis s’en prend a Nezara
viridula, une punaise verte qui sévit sur plusieurs cultures du bassin méditérranéen.

Des traits propres aux parasitoides nous incitent & développer quelque peu la théorie
de la cueillette. D’une part, leur courte espérance de vie (quelques jours, typiquement) et,
par conséquent, le nombre relativement faible d’agrégats visités au cours de leur existence,
nous a conduit, lors de précédents travaux, a traiter de l'influence de cet horizon temporel
sur la politique de cueillette optimale classique, stationnaire. Nos résultats théoriques furent
étayés par des expériences de laboratoire avec Anaphes victus, un parasitoide du charancon
de la carotte Listronotus oregonensis (cf. article [159]). D’autre part, quand ces insectes sont
relachés, en grand nombre?, sur le terrain, ils entrent en compétition pour I’acces aux hotes, ce
qui influe (i) sur le temps qu’ils passent sur chaque agrégat donc sur leur vitesse de dispersion
et (ii) sur le taux de parasitisme dont souffrent les agrégats, ou 'efficacité du programme du
lutte biologique. Ces deux variables (temps de résidence sur I'agrégat, degré d’exploitation
de 'agrégat) ne sont pas nécessairement trivialement corrélées dans la mesure ou se produit,
lorsque cohabitent plusieurs insectes sur un agrégat, un phénomene d’interférence : leur rythme
d’attaque d’hotes individuel est amoindri de par la présence de compétiteurs. Nous traiterons
de ce type de compétition par la suite. En outre, il existe un autre phénomene, communément

observé, dit de superparasitisme : ces insectes parasitent des hotes qui ont déja été attaqués par

3. on appelle jeu différentiel [82] un jeu dans lequel la dynamique est décrite par une équation différentielle,

par opposition a une équation aux différences, ou le temps, enfin ce qui régit ’avant et I’apres, est discrétisé.
4. de 200 & 400 000 parasitoides & I’hectare et par saison, lors de lachers inondatifs (cf. www.biotop.fr).
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leurs congéneres, aux dépens de ces derniers. Or 1’évolution les a dotés de moyens sensoriels
et cognitifs qui leur permettent de moduler ce trait de comportement. Notre objectif est de
proposer une stratégie de modulation du superparasitisme qui serait pertinente au regard
de I’évolution, ce en situation de compétition pour la conquéte d’hotes agrégés. Puisque le
superparasitisme consiste précisément a s’en prendre au succes reproducteur de ses semblables,
nous sommes face a un jeu. De surcroit, puisque I’état de 'agrégat, en termes d’hotes sains et
parasités, évolue au cours du temps, ce jeu a une composante dynamique.

Ce jeu de superparasitisme, dynamique, fera I'objet du chapitre 3. Auparavant, il nous
aura fallu, via le chapitre 2, nous emparer de la théorie de la cueillette et de différents modes
de compétition intra-spécifique. Commencgons, au travers du chapitre 1, par nous familiariser

avec les concepts et outils qui nous accompagneront au fil des pages de ce manuscrit.
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Concepts et outils

1.1 Sur les jeux d’évolution

Cette section se veut introduire la théorie des jeux depuis la problématique présentée en
Introduction. Il en découle naturellement le concept d’équilibre évolutivement stable (ESS),
concept clé des jeux d’évolution. Aussi ferons-nous le lien avec la théorie des jeux classique,

non sans introduire ses principaux concepts. Aux questions
— qu’est-ce qu'un équilibre de Nash?
— qu’est-ce qu’un équilibre en stratégies mixtes?
— peut-on vraiment imaginer que les individus soient rationnels au point d’agir selon une
subtile distribution de probabilité?
nous répondrons, respectivement,

— la condition de stabilité au premier ordre d’un ESS (aucun trait mutant ne peut isolément

obtenir meilleur succes) est équivalente a requérir un équilibre de Nash (symétrique) ;

— une mixture de traits dont la distribution, au sein de la population, est stable au regard

de I’évolution (par opposition a une population caractérisée par un trait unique);

— aucune rationalité n’est requise, cette distribution fut sculptée par sélection naturelle.
Certes, nous nous plagons d’emblée dans le cadre quelque peu restreint des jeux d’évolution,
en biologie. Toutefois, les hypotheses biologiques sous-jacentes nous semblent d’une pertinence
dont ne peut se vanter la théorie classique (mixture de traits au sein d’une population et sélec-
tion naturelle versus action gouvernée par quelque distribution de probabilité et rationalité).
Nous aurons néanmoins besoin de nous servir d’équilibres de Nash asymétriques et de straté-
gies mixtes au sens classique par la suite, mais cette introduction nous semble présenter plus
de sens pour qui se préoccupe de biologie.

La présentation qui suit s’inspire éhontément de ’article [15].

1.1.1 Sur le concept d’équilibre évolutivement stable

Admettons que les traits, ou phénotypes ou stratégies pures appartiennent a un espace
métrique compact X. Nous distinguerons les cas suivants:

— X est fini (le cas fini), X = {z1,22, ..., 2pn},

— X est un segment [a,b] C R,

— X est un sous-ensemble compact de R™.
Dans cette section, les lettres = et y désignerons des éléments de X. Soit A(X) ’ensemble
des mesures de probabilité sur X. Dans le cas fini, il pourra aussi étre désigné par A,, qui
est alors compact. Dans tous les cas, en topologie faible, A(X) est compact et ’espérance
mathématique continue a 1’égard de la loi de probabilité. Nous utiliserons les lettres p et ¢
pour désigner des éléments de A(X).

Une population se caractérise par la distribution p € A(X) qui gouverne les
traits de ses individus. Nous n’aurons nul besoin de distinguer si chaque individu,

a chaque décision, choisit un élément de A avec probabilité p(A4) (la population



1.1 Sur les jeux d’évolution

19

est alors monomorphe: ses membres usent d’une stratégie mixte commune p), ou
si chacun se voit distribué une stratégie pure selon la loi p, qui représente alors la
distribution des traits au sein de la population, cette fois polymorphe. En d’autres
termes, pour tout sous-ensemble A C X, p(A) peut étre vue soit comme la probabilité que
tout animal d’une population monomorphe adopte un des comportements x de I’ensemble
A, soit comme la proportion des animaux d’une population polymorphe dont le phénotype
appartient & A. Ainsi, dans ce dernier cas, p(A) est aussi la probabilité qu'un animal de la
population pris “au hasard” (selon une loi uniforme) ait un phénotype qui appartienne a A.

Soit G : X x A(X) — R conjointement continue (en topologie faible pour son second
argument). L’interprétation en est le succes reproducteur d’un individu de trait ! dans une
population caractérisée par p.

Un cas particulier intéressant, dénommé ci-apres le cas linéaire, se produit lorsque G
s’obtient d’apres une fonction H : X x X — R qui donne le paiement H(z,y) qu'un animal de
trait = obtient lorsque mis en présence d’un animal de trait y. Soit G(x,p) le paiement espéré

lorsque l'on joue x dans une population caractérisée par p:

Glap) = /X H(z.) dp(y) . (1.1)

Ainsi les fonctions G et F' ci-dessous seront-elles linéaires en leur second argument. Ce ne sera
cependant pas nécessaire pour certains des résultats qui seront présentés.
Le succes reproducteur d’une petite sous-population qui adopte une stratégie mixte ¢ au

sein d’une population caractérisée par p est

F(q,p) = /XG(l‘,p) dg(z).
Soit §; € A(X) la mesure de Dirac en z. On a donc G(x,p) = F(0z,p).

Définition 1.1 Pour tout p € Ay, on définit la multiapplication B(p) par
B(p) ={q € An | Flg,p) = max F(r,p)}.

La définition la plus parlante du concept d’équilibre évolutivement stable (ESS) est la

suivante [102]:

Définition 1.2 La distribution p € A(X) est dite étre un ESS s’il existe un €9 > 0 tel que

pour tout € < g9 positif, on ait :

Vg#p, F(p,(1-e)p+eq)>F(q,(1—¢)p+eq).

Autrement dit, un trait mutant g qui représente une fraction € d’une population caractéri-

sée par p ne peut s’y répandre car son succes reproducteur n’atteint pas celui du trait résident

1.1l s’agit plus exactement du succes reproducteur du trait lui méme. Les jeux d’évolution mettent en

concurrence des traits dont les individus ne sont que les jetons.



20

Concepts et outils

p. La linéarité suffit a ce que coincident cette définition et celle proposée par Maynard Smith
et Price [103]:
Théoreme 1.3 Si F est linéaire en son second arqgument, la Définition 1.2 est équivalente a

la définition ci-dessous.

Définition 1.4 La distribution p € A(X) est dite étre un ESS si
1.
Vg € A(X), F(q.,p) < F(p,p) (1.2)

Vg € R(p)\{p}, Fl(g.9) < F(p.q)- (1.3)

1.1.2 Relation avec la théorie des jeux classique

Considérons un jeu a deux joueurs, dénommés ci-apres 1 et 2. Chacun choisit sa décision,
disons q; et ¢o, respectivement, dans A(X), et souhaite maximiser sa fonction de paiement,

respectivement :

Jilq,2) = F(q1,92),
J2(q1,02) = Fl(q2,q1)-

Définition 1.5 Soit un jeu a deux joueurs: pour i = 1,2,

Ji : Q1 x Q2 — R (q1,q2) — Ji(q1,92) -

On appelle équilibre de Cournot-Nash, ou simplement équilibre de Nash, une paire (q7,q5) €

Q1 X Q2 telle que,
Vg € Qv, Ji(a7.95) > J1(q1,63)
Vg2 € Q2,  J2(q7,95) > J1(q7.42) -

Vient alors la proposition suivante :
Proposition 1.6
— La condition (1.2) de la Définition 1.4 équivaut a requérir que (p,p) soit un équilibre de
Nash du jeu ci-dessus. Par conséquent, tout p satisfaisant cette condition sera appelé
point de Nash.
— Si (p,p) est un équilibre de Nash strict, p est un ESS.
Plus précisément, un équilibre de Nash strict et symétrique est donné par la condition (1.2)
de la définition 1.4, dans laquelle I'inégalité devient une stricte inégalité. Si tel est le cas, la
condition (1.3) est immédiatement satisfaite.
De par un théoreme de von Neumann [157, proposition (17:D) p. 161], il vient, dans le cas

fini, et étendu des les années cinquante au cas infini2, le théoréeme d’égalisation :

2. La preuve de von Neumann s’applique aux jeux a somme nulle, ou lorsque le jeu peut étre formulé de la

sorte: Ji(q1,92) = —J2(q1,92). Son extension & I’équilibre de Nash peut-étre trouvée dans [91].
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Théoréme 1.7 Soit p un ESS. Dés lors,

1. Vx € X ,G(x,p) < F(p,p),

2. soit N ={z € X |G(z,p) < F(p,p)}. On a p(N)=0.

Chaque trait présent dans la population, peut, & 1’équilibre, espérer un succes
reproducteur égal aux autres. Cet élément surprenant® en théorie des jeux classique
est somme toute plus intuitif en jeux d’évolution, de par 'aspect mécanique de la stabilité
recherchée .

Enfin, une preuve tres similaire & (mais qui différe légerement de) celle de I'existence d’un
équilibre de Nash conduit au théoreme suivant, qui s’applique ici:

Théoréme 1.8 Soit P un espace compact, F': P x P — R une fonction continue et concave

en son premier argument. Alors il existe au moins un p € P qui satisfasse la condition (1.2)
de la Définition 1.4.

1.1.3 Une analyse plus approfondie du cas linéaire fini

Dans le cas linéaire fini, le probleme est entierement défini par la matrice A = (a;;) avec

a;j = H(xi,x;), tel que

G(zip) = (Ap)i, F(q.p) = (¢.Ap) = ¢"Ap.

Reformulons le Théoréme 1.7 dans ce contexte. A cette fin, introduisons la notation 1 pour
désigner un vecteur (de dimension adéquate) dont les éléments sont unitaires. La notation
u < v signifiera que le vecteur v — u, v et u vecteurs de méme dimension, a toutes ses
coordonnées strictement positives.

Viennent les résultats plus ou moins classiques suivants:

Théoréme 1.9

1. Sip est un point de Nash, il existe o = F(p,p) et une partition des coordonnées dans

R"™ telle que, a un réordonnancement des coordonnées prés, on ait

() ()

h un vecteur de dimension adéquate dont toutes les coordonnées sont inférieures a .

A A Ao
Aor Aoo

la partition de A adaptée a la décomposition de p, et By = (1/2)(A11 + AYy) la partie

Soit nq la dimension de p1. Soit

symétrique de Aqq.

. du fait qu’il faille agir selon les paiements de son adversaire, et non des siens, de sorte a les égaliser
3. du fait qu’il faill lon 1 ts d d , et d ,d t I 1
quoiqu’il fasse.

4. c’est aussi le “premier principe” de Wardrop, découvert dans I’étude des choix d’itinéraire par les usagers

du réseau routier [164].
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2. Si p est un point de Nash, une condition suffisante pour qu’il soit un ESS, c’est a dire
pour que la condition (1.3) soit satisfaite, est que la restriction de la forme quadratique
R™ — R:u — (u,Biu) au sous-espace de R™ orthogonal au vecteur 1 de cet espace,
soit définie négative.

3. Soit p un point de Nash, et sa décomposition comme ci-dessus. Supposons qu’a un réor-

donnancement pres des coordonnées de py, celui-ci puisse s’écrire

m:(f).

A A
Ay = 22 Aag
Ap2 Aoo

la partition adaptée de A1y (avec une surcharge de notation sans conséquence pour Ay ),

Soit aussi

et By la partie symétrique de Ass.

Une condition nécessaire pour que p soit un ESS est que la restriction de la forme
quadratique u — (u,Bau) au sous-espace de R"2 orthogonal au vecteur 1 soit définie
négative.

Si p1 n'a pas de coordonnée nulle, la condition de laffirmation 2 est nécessaire et suffi-

sante.

Preuve :

1. L’affirmation 1 du théoréme est une reformulation du Théoréme d’égalisation 1.7.
2. La démonstration des affirmations semblables 2 et 3 s’appuie sur le résultat suivant :

Lemme 1.10 Si p est un point de Nash, soit p1 et A1y définis dans le théoréme, la

condition (1.8) est équivalente a

Va1 # p1 € Ap,y (@1 —p1,Bi(q1 —p1)) <0. (1.5)

Démonstration du lemme D’apres (1.4), BR(p) est exactement le simplexe du sous-

espace de R™ contenant p;. Les vecteurs de BR(p) sont exactement tous les vecteurs de

q
q:<01>> q1€An1-

Vi #p1 € Ay, (@ —p1,Angq) <0.

la forme

La condition (1.3) s’écrit

Par ailleurs, par définition de R, (¢1 —p1,A11p1) = 0. On peut donc soustraire le membre

de gauche de cette derniere égalité a celui de I'inégalité précédente, pour obtenir

Vgr #p1 € Ay, (g1 —p1,An (g —p1)) <0.
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11 suffit alors de remarquer que, pour tout u, (u,A;;u) = (u,Biu) pour obtenir le lemme.
Revenons a la démonstration de l'affirmation 2 du théoreme. Puisque p; et ¢ appar-
tiennent tous les deux au simplexe, leur différence est orthogonale au vecteur 1. Donc
si la restriction de la forme quadratique engendrée par B a ce sous espace est négative
définie, on aura bien (1.5).

3. La condition ci-dessus est trop forte en ce que la restriction de p; et ¢; au simplexe fait
que leurs différences n’engendrent pas tout l’espace orthogonal a 1 si p; est sur le bord
du simplexe, c’est a dire s’il a des coordonnées nulles. Dans ce cas, on prend un sous
ensemble de espace engendré par ces différences en se restreignant aux ¢; qui ont les
mémes coordonnées nulles que p;. Ayant pris un sous-ensemble strict, nous n’avons plus
qu’une condition nécessaire.

Si p1 a toutes ses coordonnées non nulles, il est a 'intérieur du simplexe de R™. Les
différences ¢1 —p1, ¢1 € Ay, engendrent donc tout R™. La condition (1.5) est donc aussi

nécessaire.

Remarque 1 Soit B une matrice symétrique de type m x m. Soit V un sous-espapce de
dimension £ de R™. Soit () une matrice de type m x £ dont l'image est V. La condition que

la restriction de la forme quadratique uw — (u,Bu) a V soit négative définie peut s’écrire

Q'BQ < 0.

Pour appliquer cette remarque au sous-espace 1+ de R”, on peut par exemple prendre pour
matrice () la matrice obtenue en supprimant I'une quelconque des colonnes du projecteur or-
thogonal P = [—(1/n)11'. On garde ainsi n—1 vecteurs linéairement indépendants engendrant

le sous-espace 1+.

O

Un autre corollaire immédiat est que le nombre d’ESS est borné par n. Plus précisément,

Corollaire 1.11 S’il existe un ESS dans l'intérieur relatif d’une face de A, il n’y en a aucun
autre dans cette face, et dans cet énoncé A, est lui méme une face de dimension n — 1. Par

conséquent, s’il existe un ESS dans lintérieur relatif de Ay, c’est 'unique ESS.

1.1.4 Sur la stabilité de la dynamique des réplicateurs

Certains auteurs [151, 152] définissent un ESS (dans le cas fini) tel un point stable p de la

dynamique des réplicateurs
@i = 4:[G(2i,9) — F(q,9)] .- (1.6)

Remarquons qu’une premiere conséquence a cela est que:

ai(t) = 4:(0) exp ( [ 16ate) - Fats)a) ds)
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de sorte que si tous les ¢;(0) sont non-nuls, ils le resteront au cours des temps évolutifs, et
vice-versa (pas d’apparition de nouveau trait ou mutation). De plus, on voit que ) . ¢; =

> 6G(xiq) — (32, 60) F(a.q) = (1= 32, ¢:)F(q,9) = 0, de sorte que Phyperplan {q | }_; ¢; = 1}
est invariant. La conclusion a ces deux remarques est la suivante :

Proposition 1.12 La dynamique des réplicateurs préserve

- A(X), de méme que son intérieur,

— les faces de A(X), de méme que leurs intérieurs relatifs.
Il est bien connu® que dans le cas linéaire fini, la relation entre ces deux définitions, pour un
seul concept, se situe dans le théoréeme suivant.

Théoréme 1.13 Dans le cas linéaire fini, tout point asymptotiquement stable de la dynamique
(1.6) est un point de Nash. Tout ESS est un point localement® asymptotiquement stable de la
dynamique (1.6), et son bassin d’attraction contient l'intérieur relatif de la face de plus petite
dimension de A(X) sur laquelle il repose.

Remarquons cependant que dans le cas infini (un continuum de traits) la situation est bien
plus complexe et reste un probleme ouvert [36, 37, 129]. En effet, '’équation d’évolution qui
vivait dans R™ vit alors dans un espace de mesures, de sorte que la définition du terme stabilité
dépende de la topologie choisie (et la fonction de Lyapunov utilisée ici n’est pas continue en
topologie faible, ou naturelle).

Deux cas particuliers de ce théoreme sont les suivants :
Corollaire 1.14 Dans le cas linéaire fini,

— Siun ESS est un point intérieur de A(X), celui ci est globalement stable dans l'intérieur
de A(X), pour la dynamique (1.6).

— Toute stratégie pure, qu’elle constitue un ESS ou non, est un équilibre de la dynamique

(1.6). Le théoréme ci-dessus n’implique rien de plus pour les ESS en stratégies pures.

Preuve :
Pour prouver le caractére nécessairement Nash d’un point asymptotiquement stable de la
dynamique (1.6), admettons que p ne soit pas un point de Nash (cf. Proposition 1.6). Ainsi

existerait-il un voisinage V de p et un § > 0 tels que:

Si q(t) — p, alors il existe un ty tel que Vt > tg, q(t) € V. Mais alors

ar(t) = qu(to) exp ( / [Glanals) - Fla(s).a(s) ds> > gult)e? ) — oo,

0

ce qui constitue un paradoxe.

5. consulter [127] par exemple pour une analyse bien plus détaillée.
6. relativement a la face a laquelle nous nous référons.
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Pour ce qui concerne le caractere suffisant qu’a un ESS pour étre localement asymptotiquement
stable pour la dynamique (1.6), nous restreindrons notre attention au sous-espace R"2 de
I'affirmation 3 du Théoreme 1.9, ou toutes les coordonnées de p sont strictement positives, et

plus loin a A := A,,,. Considérons la fonction de Lyapunov

Zpl ln*
qi

Elle est nulle en p. Aussi peut-elle s’écrire V(q) = — >, piIn(¢i/pi) et de par le fait que
Inz <z —1, tant que = # 0, V(q) > —>,;pi(¢i/pi —1) = 0 dés que A 3 ¢ # p. Donc sa
restriction a A est en effet une fonction de Lyapunov valide. Ainsi, vient, sur une trajectoire
de (1.6),

dV Zpl JIZ,C] F(Q,Q)] = —F(p,Q) + F(QaQ)

qui est par hypothese négatif sur Am, puisque c’est un sous-espace de A,,, I’ensemble des

meilleures réponses contre p.

O

Il se trouve que 'on peut aller plus loin via le théoréme suivant (dont nous ne détaillerons
cependant pas la preuve, laquelle s’appuie sur la compacité).
Définition 1.15 Une strategie p € A,, est appelée localement supérieure s’il existe un voisi-
nage N de p dans A, tel que, pour tout q € N, q # p, F(q,q) < F(p,q).

Théoreme 1.16 Dans le cas linéaire fini, p constitue un ESS si et seulement si elle est

localement supérieure.

Corollaire 1.17 Dans le cas linéaire fini, le bassin d’attraction d’un ESS contient un voisi-
nage dans A, de lintérieur relatif de la face de plus petite dimension de A, sur laquelle cet
ESS repose.

1.2 Quelques éléments de commande optimale

Cette section s’inspire, parfois éhontément, de Bernhard [10] ainsi que des
notes de cours de Bonnans et Rouchon [21]. Il s’agit d’étudier une famille de problemes
de commande optimale qui est paramétrée par £, la condition initiale sur 1’état x. Nous
définirons la notion de wvaleur du probléme et montrerons qu’elle est, en un sens généralisé,
solution d’une équation aux dérivées partielles en la variable z, dite équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB). La commande optimale s’obtient par minimisation d’un dénommé
Hamiltonien, dans lequel intervient le gradient de la fonction valeur.

La présentation que nous en faisons ici est largement heuristique, et a surtout pour but
de préciser la position relative des outils que nous utiliserons. Elle fait donc I'impasse sur

plusieurs difficultés techniques que nous aurons a traiter soigneusement dans la suite.
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1.2.1 Un bref survol historique

La commande optimale traite des problemes d’optimisation d’un critére, dont la valeur
dépend d’une trajectoire sur laquelle on peut dans une certaine mesure influer. Il s’agit donc

de calcul des variations.

Héron d’Alexandrie avait déja remarqué que le chemin suivit par la lumiere via réflexion sur
un miroir plan est minimum. Toutefois, c’est en 1657 que Fermat énonce son célebre principe
de temps minimum pour la lumiére. Aussi découvre-t-il, en 1661, qu’il rend compte de la loi
de la réfraction de Descartes, pourvu que I’on adopte, contre le maitre” (et contre Newton),
une vitesse de propagation inversement proportionnelle a I'indice du milieu. Apparait ensuite
la notion de dérivée, ou “fluxions” d’apres Newton (vers 1669), tandis qu’en parallele, Leibniz
en développe sa propre notion. Apres les travaux précurseurs de Newton sur le calcul des
variations, ce sujet va, sous ’emprise des freres Bernoulli, évoluer tres vite. On leur doit le
célebre probleme de la Brachistochrone [140], posé en 1696. Dans la lignée de Johann Bernoulli,
Euler s’affirmera tel le véritable fondateur du calcul des variations; I’équation qui porte son
nom est publiée en 1736. Vient alors Lagrange, qui introduit la notion de variation, précise le

principe de moindre action énoncé par Maupertuis® en 1744, et applique le tout & la mécanique.

Au 19iéme siecle, la mécanique et la théorie de la lumiere restent les motivations de Poisson
puis d’Hamilton, qui développe le principe d’action stationnaire sous sa forme moderne. Les
premiers résultats sur la théorie de la seconde variation proviennent de Jacobi, en 1837, qui
introduit la notion de point conjugué et les conditions suffisantes d’optimalité locales. Dans
les années 70, Weierstrass, conscient que ces conditions ne prévallent que pour des variations
faibles, introduit alors les notions de champ de trajectoires et de variation forte. Apparait
alors sa condition suffisante d’optimalité, ou le fait que le Hamitonien soit minimisé en tout
point du champ. A la fin du 19iéme siecle et au début du 20ieme, apparait le probleme de
Bolza, ou l'ancétre de la commande optimale. Quant a Carathéodory, il formalise la forme
Hamiltonienne des conditions suffisantes. Dans les années 50, Bellman et Isaacs développent
indépendamment (bien qu’évoluant tous deux au sein de la Rand Corporation) une forme
moderne de la théorie d’"Hamilton-Jacobi-Carathéodory [117], que I'on retiendra sous le nom
de programmation dynamique. Parallelement, se poursuivent des travaux sur les conditions
nécessaires, tant en France (Contensou), qu’aux USA (Breakwell) et en URSS ot Pontryagin
introduit le principe du maximum, traduit en anglais en 1962 [121]. Plus proches de nous, au
début des années 80, Crandall et P.-L. Lions [35] introduisent la notion de solution de viscosité,

qui permet de donner un caractere nécessaire a 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman.

7. ou plutét contre ses disciples, car Descartes mourut quelques années auparavant.
8. Notons au passage que c’est Maupertuis que caricature Voltaire dans Candide et non Leibniz [49]. Aussi

le terme “panglossien” est-il utilisé en biologie de 1’évolution pour désigner un raisonnement qui sous-entend

quelque intentionalité ou finalité de la part du processus de sélection naturelle.
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1.2.2 Une famille de problemes

Considérons la classe de problemes de commande optimale suivante. Adoptons la notation
#(t) := dx(t)/dt. Admettons que la dynamique de notre variable d’état x € R™ soit régie
par une équation différentielle que I'on controle, dans une certaine mesure, via la variable de

décision u € U, U compact :

@(t) = flz@t)u), 2(0)=¢. (1.7)

Appelons U 'ensemble des commandes admissibles, ou ’ensemble des ¢ — wu(t) € U mesu-
rables. Remarquons tout d’abord que le temps ¢ n’intervient pas explicitement ; on dit que la
dynamique est stationnaire. 11 s’agit en fait d’une variable indépendante, d’un repere. Si le
temps (ou la date, 'heure, dorénavant en italique) devait intervenir en tant que tel, nous en
ferions une composante supplémentaire du vecteur z et, afin d’éviter toute confusion, nom-
merions s la variable indépendante, caractérisée par dt/ds = 1.

Admettons que la trajectoire puisse rencontrer un obstacle @ C R", sous-ensemble fermé
de D’espace d’état. Soit C = 0O une variété supposée différentiable qui décrit le bord de O.
Ajoutons que C sépare localement, en chacun de ses points, I'espace en deux demi-espaces,

I’un intérieur, Pautre extérieur, a O. Aussi, soit T" le temps auquel cet éveénement se produit,
T :=inf{t| z(t) € O}, (1.8)

8’ll se produit, sinon T vaudra par définition 4+o0o. Typiquement, pourvu que l'on ait au
préalable fait du temps une composante de I’état, cet obstacle peut prendre la forme d’un
horizon temporel, auquel cas on n’y échappe pas.

Notre objectif sera de maximiser le critere suivant :

T
J(Eu()) = /0 L(x(t)u()e®tdt + K (2(T))e T | (1.9)

ot z(-) satisfait (1.7) et a > 0 est le coefficient d’actualisation®. Quant & K, il s’agit de la
composante du paiement qui ne dépend que d’un éventuel état terminal (en cas de rencontre
avec l'obstacle), & ceci pres que ce paiement terminal est actualisé au temps 0. En complément,
L, ou le paiement courant, est la composante du paiement global qui rend compte de la
trajectoire suivie. Remarquons de nouveau que L et K sont stationnaires. Toutefois, la variable
temps ¢ intervient dans les facteurs de décomptes paramétrés par «. Néanmoins, nous nous
apprétons a montrer que ’on peut tout de méme qualifier ce probleme de stationnaire en ce
sens que t n'y jouera bientdt plus aucun role'®. Nous ferons toujours 'hypotheése que f et L

doivent étre lipschitziennes, ainsi que bornée en ce qui concerne L. En outre, on suppose que

9. en Economie, ce facteur de décompte intervient pour modéliser le fait qu’un paiement obtenu de suite vaut
plus que le méme paiement percu, disons, un an apres (taux d’intérét, inflation, ...). Aussi se trouve-t-il quun
coefficient d’actualisation strictement positif permet de donner une valeur finie au critére si I’on ne rencontre

aucun obstacle, ce qui facilite I’analyse mathématique.
10. du fait de la nature exponentielle du décompte, qui nous délivre de toute mémoire.
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f satisfait une condition de croissance idoine pour assurer l'existence d’une solution globale
a I’équation différentielle (1.7). Ces hypotheses assurent que la dynamique (1.7) admet, pour
une commande u(-) donnée, une solution unique et que le terme intégral du critere (1.9) est
bien défini, pourvu que T soit fini (auquel cas z(T) € O) ou que « > 0.

Appelons valeur du probleme la quantité suivante :

V() = sup J(&u(). (1.10)
u(-)el

Aussi dirons-nous que tout

u*(-) € arg max J(& u(-))

est une commande optimale, solution du probleme énoncé par les équations (1.7), (1.8), (1.9)
et (1.10) ; appelons le Pe.
L’idée est ensuite de travailler sur la valeur du probleme telle une fonction de &, I'état

initial. Appelons donc V' la fonction valeur.

1.2.3 Principe de programmation dynamique

Ainsi, commencons par faire varier la condition initiale le long d’une trajectoire optimale.
Principe d’optimalité: a partir de tout point d’une trajectoire optimale, le chemin res-
tant a parcourir est optimal pour le probléeme sous-jacent initialisé en ce point.

Ce qui se traduit en le théoreéme suivant.

Théoréme 1.18 Pour la famille de problémes (P¢), le principe de programmation dynamique

s’énonce comme suit :

V&g O,V € (0,T), V() = sup {/OTL(a;(t),u(t))eatdt + eaTV(x(T))} ,

u(-)eU
VEe O, V(€)= K(§).

(1.11)

Soulignons que T' dépend a la fois de & et de la commande u(-) considérée.

Preuve :
Ecrivons: V¢ ¢ O, Vr € (0,T),
T
L(z(t),u(t))e”*dt + / L(z(t),u(t))e”*dt + e_O‘TK(:c(T)) ,

T

T

J(&u(r) =

L(z(t),u(t))e”*dt

h,
A T
re ([ Ltat+ e et + e TR G(@ -+ 7) )

T

L(z(t),u(t))e”dt + e 7 J(z(7),u(- + 7)),

T

L(z(t),u(t))e”dt +e >V (2(1)) .

IN

J
J
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Dou V¢ ¢ O, Vr € (0,T),

V(&) := sup J(z,u(:)) < sup {/OTL(x(t),u(t))eatdt + e‘”V(a:(T))} =:A(g).

u(-)eU u(-)eUu

Afin d’établir 'inégalité inverse, introduisons 4(t), une solution e-optimale de I’équation (1.11).

Soit Z(t) la trajectoire associée. On a
A(¢) < / L(2(t),a(t))e”dt + e >V (2(1)) +¢.
0
Aussi, soit u(t) une solution admissible e-optimale du probleme P¢. On a V7 € (0,7),
T
TV (i(r)) — e < / L(E(),a())e 2@ dt + e+ K (2(T))
0
T+T
= / L(&(t — 7),u(t — 7))e~tdt + e T+ K (2(T)) .

Dés lors, introduisons la commande 4(t), définie comme suit: V7 € (0,7,

® _{ 1?(75) si ¢ € (0,7]
u(t) site (r,T)

et soit Z(t) I'état associé. 1l vient V¢ ¢ O, Vr € (0,T),
T+T
A < / L(E(t),a(t))e o dt + e T+ K (2(T 4 7)) 4+ 26 = V(€) + 2¢.
0

Puisque ¢ peut étre pris arbitrairement petit, cela entraine V¢ ¢ O, V7 € (0,7), V(&) = A(€).

O

Soulignons que de par le caractere exponentiel du facteur de décompte, la valeur ne dépend
aucunement de I'instant (ou du temps) initial. C’est la clé de la preuve ci-dessus.

Aussi, nous voyons que, quelle que soit la position du curseur temporel 7 € (0,7), la
somme des paiements courants depuis l'instant initial et de la valeur en le point atteint en
T est invariante (égale & la valeur du probléeme), pourvu que 'on se déplace, durant le laps
de temps 7, sur une trajectoire optimale. Si tel n’est pas le cas, cette somme ne peut qu’étre
décroissante en 7 car on est d’autant plus susceptible de s’étre égaré du chemin de 'optimalité

que T est grand.

1.2.4 L’approche Hamilton-Jacobi-Bellman

Appelons la dite somme H :

H(Eu()r) = /0 "L (t)u(t))e0tdt + e~V (2(7)) |
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ou x(-) satisfait (1.7). D’apres le raisonnement précédent, on a

;H(&u(-)ﬂ') <0 (avec égalité pour u*(-)).
-

Pourvu que V soit différentiable, il vient, en tout point d’une trajectoire donnée par un certain

¢ et une certaine commande u(+), la relation suivante :
L(zwu) — aV(z) + (VV(z),f(z,u)) <0 (avec égalité pour u*(-)). (1.12)

Cette relation est vraie sur toute trajectoire optimale, quel que soit £. Ainsi, dans toute région
de 'espace d’état ou le champ décrit par les trajectoires optimales est régulier, cette relation
est vraie pour tout x.

Notons au passage que nous nous sommes délestés des dépendances en temps. A chaque
état x, nous sommes a présent a méme de faire correspondre une décision u € U; appelons
cette application ¢. Dans le jargon des automaticiens, u = ¢(z) est une politique dite en boucle-
fermée, ou de rétroaction, sur I’état. Autrement dit, la commande optimale ne dépendra plus
de notre repere temporel t, telle la commande en boucle ouverte u(t) € U, mais simplement
de I’état courant =x.

Ainsi la relation (1.12) permet-elle une synthése de la commande optimale en boucle fermée
d’apres un champ régulier de trajectoires optimales obtenues en boucle-ouverte.

Introduisons le Hamiltonien H : R™ x U x R” — R,
H(z,u,\) := L(zu) + (A f(zu)) . (1.13)

On appelera équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) (associée a la famille de pro-

blemes (P¢)) '’équation aux dérivées partielles non linéaire du premier ordre

Ve ¢ O, aV(z)=supH(z,u,VV(z)),
uelU (1.14)
Vee O, V(z)=K(z).

ou H est donné par ’équation (1.13) et dans laquelle I'inconnue est V. Toutefois, V' peut
se révéler non différentiable. Afin de donner un sens & cette équation, il existe la notion de
solution de viscosité [6], que nous ne détaillerons pas ici'l. Aussi, V n’est pas nécessairement
continue sur C, auquel cas se pose de nouveau la question du sens des conditions aux limites.
Afin de faciliter 'analyse qui suit et se veut heuristique, admettons que V soit en tout
point différentiable ainsi que continue sur C.
Comment procede-t-on pour résoudre une équation telle (1.14)7

Tout d’abord, appelons A le gradient de la fonction valeur :

Az) =VV(x).

11. par la suite, nous nous intéresserons plus particulierement a des jeux différentiels et verrons qu’il y a

d’autres haies a franchir dans ce cadre avant de pouvoir espérer les résoudre d’un trait via I’approche HJB.
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Ensuite, définissons ’application suivante :

o (z,\) — arg magH(a:,u,/\) ,
ue

a supposer que le maximum soit atteint en un point unique, ce que nous ferons pour nous
simplifier la vie. Nous éludons aussi le probleme épineux de I'admissibilité de la rétroaction

u = p(z,\(x)). Vient alors la relation suivante,
0=aV(z) = H(zp(z,A(@))A(x)) = F(z,A(2)) .

Comme ceci est vrai pour tout x ¢ O, on a, dans louvert complémentaire de O, Vi €

{1,2,...,n} et en supposant V deux fois dérivable

0= OF (z,\(x)) _ OF (z,)\) N OF (z,A) O\i(x) N OF (z,\) OX_;(x)
_ OF@)) | OF(x)) 9V L OF@N) 9V

ou —i désigne, non sans abus de notation, que cela vaut pour chaque indice autre que 1.

Soit z(s) une fonction dérivable telle que

d.%'i o oF
= A (1.15)
11 vient
0 — oF i 0 oV dl‘i i oV dl‘fi
- 9z;  Ox; \Ox; ds  Ox_; ds
_ OF . 0 av oF +26V
Oz Ox; ds Oz ds Oz
_ OF N dX;
- 9z;  ds
Drod dA OF
P ~om, (z(s),A(s)). (1.16)

Les courbes z(s) données par les équations (1.15) et (1.16) sont dites caracté-
ristiques de F' [26]. Si 'on dispose d’une variété limite et des conditions associées, intégrer
ces équations différentielles permet de reconstruire V', du moins pourvu que le champ obtenu
recouvre tout l'espace de fagon univoque. La loi de rétroation sur I’état optimale découle de
la fonction valeur V. Enfin, remarquons que, dans ce cadre, les courbes caractéristiques ont
la vertu de correspondre aux trajectoires optimales.

Revenons sur les conditions aux limites. Pour faire simple, plagons nous sur le bord de
Pobstacle O, dont nous dirons qu’il s’agit d’une variété de dimension n—1 décrite par C(x) = 0.
Du c6té intérieur a O, la fonction valeur est connue (on a V(z) = K(z)) donc son gradient
ne fait aucun mystere. Nous sommes intéressés par obtenir son gradient coté extérieur car il

s’agit de la valeur de A a la limite. Quelque information nous est déja donnée par la relation
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suivante. Soient VV~ et VV T les gradients de la fonction valeur de part et d’autre du bord de
lobstacle. Imaginons que 1'on se déplace précisément sur cette variété ; soit x(7) une courbe

tracée sur C et x'(7) = dx(7)/dr. 1l vient,

%V(xm) = (VV7(x(r)),X(7)),

Ainsi savons-nous que la différence des gradients est normale a la variété qui les

délimite: en désignant par T¢ ’hyperplan tangent a C en x,
W € Te, (VVT(x)—=VV ™ (x),x)=0.
Sur la variété terminale, la relation ci-dessus se traduit alors comme suit :
Ve eC, Az)=VK(x)+rVC(x),

ou k est un scalaire qu’il nous faut déterminer. D’apreés ’équation (1.14), on sait que, de par
l'admise continuité, on a sup,cy H(x,u,\) = oK (z,u)) sur la variété considérée. Cela clot en

général la question.

1.2.5 Relation avec ’approche de Pontryagin et synthese non réguliere

Dans cette section, nous nous proposons d’énoncer le principe du maximum de Pontryagin
[121] dans le cadre du probleme P¢, sans pour autant le démontrer. Toutefois, forts d’avoir
auparavant dégagé la substance de I’approche HJB, sensée résoudre ce méme probleme, nous
tenterons ici de clarifier ce qui lie ces deux approches et quelles sont leurs limites respectives.

Ou, devrait-on dire, leurs pertinences respectives, complémentaires. Posons
L(t,z,u) := L(zu)e™™ et K(tz):= K(z)e ™.

Afin de nous ramener a la présentation usuelle pour qui s’appréte a recourir au principe du

mazximum, écrivons le critere (1.9) ainsi:

T
Jeal) = [ Lt a()d + K(T,a(T)).
0
Aussi, soit u € R" I'adjoint de Pontryagin et définissons le Hamiltonien comme suit :
H(t,x,u,p) = L(t,z,u) + (u,f(x,u)) .

Théoréme 1.19 (Principe du maximum) Dans le probléme Pg¢, si une politique u*(-) qui

engendre une trajectoire x*(-) (et qui atteint C) est optimale, alors il existe une trajectoire
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adjointe p(-) continue donnée par

([ &= +V,H(t,uz,pm), 20)=¢, =(T)ecC,
{ fr=—VoH(t,u* 2, 1), w(T)=VK+v,
ot v est une normale a C en x(T) telle que :
H(T, z,u*, u) = —0K/0t.
et ou u* satisfait :

vt € [0,T] ot u*(-) est continue ,

H(t, u*, 2%, p) = max H(t, u, 2%, 1) .
uely

Admettons, tout comme nous ’avions fait pour clore la section précédente, que C soit une
variété de dimension n— 1. On a v = BVC ou 3 est donné par H(T, z, u*, u) = —0K/0t. Ainsi,
s’il on pose = Ae " et B = ke T le systeme d’équations différentielles ci-dessus concorde
avec les équations caractéristiques de la précédente section (¢ n’apparait de nouveau plus de
fagon explicite), & ceci pres qu'y intervient maintenant un certain «*. Dans 'approche HIB,
ce u* est a priori (comme il se doit) construit par I'application ¢ de sorte a maximiser le
Hamiltonien. Ici, il maximise le Hamiltonien a posteriori, comme si nous avions déterminé les
équations caractéristiques de 1’équation HJB en prenant u telle une constante, pour ensuite
s’apercevoir qu’il s’agissait d’une rétroaction sur ’état et lui faire maximiser le Hamiltonien
au fil de ces courbes. Cependant, c’est précisément ce qu’autorise le lemme de ’enveloppe,

outil de base en optimisation :

Lemme 1.20 (lemme de l'enveloppe) Soit

G(z) = max G(zu) et :x+— arg max G(z,u).

Alors, si 1 est un singleton et si OG(x,u)/0x est conjointement continue en (z,u) [14], on a:

dG oG
a(ﬂf) = %(

Preuve :
La preuve de ce résultat est assez technique. Une intuition peut étre donnée sous les hypotheses
excessivement fortes (i) que le max soit atteint en un point intérieur a U et (ii) que 1 soit
dérivable, auquel cas on a:

dG dG oG dvp oG oG

a(if) = a(%?ﬁ(x)) = %(x,u) o) 5(37) + %(95»“) o) = %(%U)

Pour finir, soulignons que:

— le principe du maximum ne donne que des conditions nécessaires d’optimalité. En effet,

il peut se passer que, le long de la trajectoire optimale, le Hamiltonien soit indépendant
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de la commande de sorte qu’aucune information ne perce quant a la commande effec-
tivement optimale. On parle alors d’arc singulier. Il existe néanmoins une parade, cf.
[21].

— le théoreme de Pontryagin concerne une trajectoire isolée et ne nécessite nullement de

connaitre la valeur du probleme dans son voisinage,
— aussi délivre-t-il une politique en boucle ouverte.

— a partir de chaque point d’une variété limite donnée, il est possible de reconstruire le

champ de trajectoires optimal via les courbes de Pontryagin.

— notons que le long de chaque trajectoire, I’adjoint est par construction continu '2.

— donc pourvu que ce champ soit régulier, tenter une synthese de la commande optimale
en boucle fermée peut s’avérer fructeux.

— ainsi la relation vue plus haut, qui lie I’adjoint de Pontryagin au gradient de la fonction
valeur, n’est-elle valable qu’au sein d’un champ régulier de trajectoires optimales.

— si la fonction x +— f(x,u) présente une discontinuité, le principe du maximum ne s’ap-
plique pas (nous verrons que telle situation est inhérente aux jeux différentiels) car elle
induit une discontinuité sur ’adjoint.

— pour franchir (en temps retrograde) ces éventuelles discontinuités, nous pro-
céderons a une technique de synthése via les courbes de Pontryagin, depuis
la variété terminale. Chaque fois qu’une telle discontinuité apparaitra, il nous
faudra en premier lieu la caractériser explicitement, pour en faire notre nou-
velle variété terminale. Les conditions aux bords seront quant a elles em-
pruntées aux conditions de raccordement de 1’approche HJB (la différence

des gradients est normale a la variété).

Mais avant de passer aux jeux différentiels, disons quelques mots au sujet des problemes a
temps d’arrét libre, puisqu’il en sera question par la suite.
1.2.6 Une note succincte sur les problemes a temps d’arrét libre

Conservons notre dynamique (1.7) mais considérons a présent le critere suivant :

0
J(Eu().0) = /0 L(x(t),u(t))edt + K (2(6))e" | (1.17)

ou # sera dorénavant une variable de décision. Nul obstacle n’entrave notre route; il s’agit ici
de mettre un terme a la dynamique au moment opportun.

Appelons valeur du probleme la quantité suivante :

V(€)= sup  J(§u(),0). (1.18)
(u()eU ,620)

12. C’est la forme que prend dans le théoreme de Pontryagin la condition de raccordement d’Erdmann-

Weierstrass.
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Aussi dirons-nous que toute paire

(u*(-),0%) € arg ~ sup  J(& u(-),0)
(u()eU ,620)

est une solution du probleme énoncé par les équations (1.7), (1.17) et (1.18); appelons le Qg.

Théoréme 1.21 Pour la famille de probléemes (Q¢), le principe de programmation dynamique

s’énonce comme suit: Y1 > 0,

eV (x(r)) siT<0,

1.19
e K (2(0)) sinon. (1.19)

TNO

V() = sup / L(z(t),u(t))e”*dt +
(u(-)€U,6>0) | JO

L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman qui en résulte est dite inéquation variationnelle,

par analogie avec les probléemes de contact en mécanique :

Ve € R", min[aV(z)—sup H(z,u,VV(x)),V(z) — K(x)]=0.
u€el
Quant au principe du maximum de Pontryagin, il reste inchangé, a ceci pres qu’il faut au

préalable caractériser la variété C sur laquelle s’arréter. On sait que 6* est tel que
0J
%(E,U(),g*) = Oa

pourvu que J soit différentiable le long de la trajectoire optimale, ce que nous admettrons ici.

Une condition nécessaire pour s’arréter est que
oK (2) = Lizu) + (VK (@), f(zu))

Par conséquent, il est clair qu’une fois la variété terminale C obtenue d’apres la relation ci-
dessus (cela nécessite de caractériser, au cas par cas, la commande finale), il suffit d’appliquer
le principe du maximum (Théoréme (1.19)) en prenant v nul (c’est la particularité associée

au temps d’arrét libre).

1.3 Sur les jeux différentiels, avec un accent singulier

Les résultats de cette section font ’objet de ’article [64].
Typiquement, on appelle jeu différentiel [82, 22] & deux joueurs le probléme suivant, ou la
dynamique est bi-commandée et dans lequel chacun des protagonistes a son intérét propre.

On considere la dynamique suivante :

t = f(zuw), z(0)=E¢. (1.20)

Admettons que les commandes v et v appartiennent aux compacts U et V respectivement.
Aussi avons-nous besoin que les commandes u(-) € U (resp. v(-) € V), 'ensemble des fonctions

mesurables de R vers U (resp. V).
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Posons:
T =inf{t| z(t) € O}, (1.21)

ol O C R™ est un sous-ensemble fermé de ’espace d’état.
Chaque joueur a pour objectif de maximiser son critere propre et est indifférent a celui de

lautre : pour chaque i € {1,2},

T
Ji(§u(-)v(-) = /0 Ci(a(t),u(t),v(t))dt + Ki(x(T)) , (1.22)

ou z(-) est donné par (1.20). Les fonctions f et ¢; sont supposées satisfaire les propriétés
de régularité et de croissance standard, qui garantissent ’existence et 'unicité des trajectoires
et des paiements engendrés.

Notre concept de solution est ’équilibre de Nash (cf. Définition 1.5), en stratégies de
rétroaction sur I’état. Afin de manipuler ce type de stratégie, nous étendons le formalisme
proposé par Bernhard [11, 12] aux jeux & somme non-nulle. Appelons ¢(x) et ¥ (z) les stratégies
des joueurs 1 et 2 respectivement ; ce sont des applications de R" vers U et V, respectivement.
Pourvu que (1.20) ait une solution unique, nous adopterons comme notation J;(£,¢,0(+)) pour
signifier le paiement qu’obtient le joueur 1 s’il rétroagit sur I’état selon u(t) = ¢(z(t)) face a
un compagnon de jeu qui adopte une loi de commande en boucle ouverte v(t).

Toujours selon le formalisme de Bernhard [12], nous nous proposons d’exhiber une paire
d’applications (¢*,1)*) telle que, d’une part, I’équation (1.20) prise avec u = ¢* () et v = »*(x)
ait une unique solution pour tout £ (nous dirons que J;(&,¢0*,1)*) est bien défini) ; aussi faut-il
que J1(&u(-),9*) et Jo(&,¢0*,v(-)) soient bien définis pour toute commande u(-) € U et v(-) € V,
respectivement. D’autre part, la paire (¢*,1*) se doit de satisfaire la paire d’inégalités de Nash

suivante : si pour tout &, on a

\V/U() € u? Jl(gau(')vw*) < Jl (qub*ﬂ/}*) )
Vo() €V, Ja(€,0%0(+) < J2(£,0%07),
alors la paire (¢*,1*) constitue un équilibre de Nash sur toute paire d’ensembles de stratégies

de rétroaction sur I’état qui contient (¢*,1)*) et satisfait les axiomes d’admissibilité de Bernhard

[12]. Appelons V; la fonction valeur associée au joueur i: pour ¢ = 1,2,

Vi(€) = Ji(§.0"0"). (1.23)

D’apres la Section 1.2.4, nous savons que chaque stratégie de rétroaction se construit selon

I'une des équations HJB suivantes: ¢* découle de

{Vxe(’),vl(x):Kl(x) et Vo d O, (1.24)
0= maXueu{<VV1(.%'),f(.%‘,u,’¢*(.%')>> + el(xm’vw*(x))} ’
et ¥* provient de
{ Ve e O, Va(x) = Ko(x) et V¢ O, (1.25)
0 = max,ev{(VVa(2),f(2,0"(2),0)) + L2(2,0" (2),0)} '
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Cependant, il est clair que ’on n’obtient pas 'une sans avoir ’autre : nous sommes face
a deux équations HJB couplées, que nous appellerons équations d’Isaacs'®. Or aucune théo-
rie des caractéristiques n’est disponible, en général, dans une telle situation, pas plus qu’un
quelconque théoreme d’existence.

Néanmoins, montrons qu’il est possible de découpler ces équations sous quelques hypo-
theses que nous nous apprétons a énoncer.

Le mécanisme de découplage des équations d’Isaacs ne sera pas sans rappeler
le théoreme d’égalisation de la théorie des jeux classique et nous verrons que
son interprétation la plus pertinente fait appel a la notion de stratégie mixte en
jeux différentiels, laquelle notion n’aura alors plus rien a envier a celle des jeux

statiques.

1.3.1 Un cas de découplage des équations d’Isaacs : une solution bi-singuliere

Supposons que u et v soient scalaires et que f ainsi que les ¢; soient affines en u et v, de

sorte que nous puissions écrire, pour ¢ = 1,2,

f(zuw) = A(z) + B(x)u + C(z)v + D(z)uv,

(1.26)
li(z,uw) = pi(x) + ¢i(x)u + ri(x)v + si(z)uv .

Posons, pour ¢ =1, 2,
Ai(x) = VVi(x),

ou V; est définie en (1.23), ainsi que
Hi(z,Aiu,0) = (Ail2), f(z,u,0)) + 4i(z,u,0),
sans oublier
o1(x, \1,0) = 0H (x A \1,u,v)/0u et o2(x,A2,u) = OHa(x,A2,u,0)/0v .
Des lors, exprimons les Hamiltoniens comme suit :
Hi(z,A1,u,0) = p1(x,A1,0) + o1(x,A1,0)u;

il en va de méme pour Hs. Ainsi v intervient-elle linéairement dans p; et o1, de méme que
u dans pg et o9. Par la suite, nous omettrons la plupart du temps les dépendances en x; ce
pour plus de lisibilité.

Introduisons, en vue d’un usage ultérieur, les conditions suivantes, pour ¢ = 1,2, chacune

desquelles pourra ou non se voir satisfaite par la suite:

Cli: (\,A)+p; #0 C2i:(N,B) +¢q; #0

. . (1.27)
C3.i: <)\z,0> =+ 7 75 0 C4.i: <)\Z,D> —+ 8; 7'5 0

13. c’est cependant & Case que l'on doit leur apparition dans les jeux & non-nulle [27].
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Nous sommes intéressés par une solution bi-singuliere ou, selon 'interprétation a venir en
termes de théorie des jeux classique, qui consiste en un équilibre en stratégies mixtes.

Autrement dit, nous sommes intéressés par une solution dans laquelle Hi et Hy sont
singuliers en u et v, respectivement. C’est-a-dire que v annule H; quelque soit u, de méme
que u annule Hs quelque soit v; d’ou le découplage. Par conséquent, les égalités p1 = 01 =

p2 = o9 = 0 doivent se voir satisfaites. D’apres les équations (1.26), cela se traduit en

v =

pP1 = <)\1,A>+p1+(<)\170>+7"1 5
o] = </\1,B> +q + (<)\1,D> + 81)11 =0.

~—

Il en va de méme pour ps et o9, mutatis mutandis. Ces deux paires d’équations ont chacune
une solution v, respectivement wu, si et seulement si chacun des deux déterminants suivants,

pour ¢ = 1,2, est nul:
Gi(w,Ai) = ((Ai,A) + pi) (A, D) + i) — ((Ni, B) + i) ((\i,C) +73) = 0. (1.28)

Admettons que les conditions C4.i, i = 1, 2, soient satisfaites. Alors nos deux protagonistes

~ ~

peuvent jouer u = ¢*(x) = ¢(x, 2(x)) et v = P*(x) = P(z,\1(x)) tels que:

n <)‘17B> +q1

B (A2,C) + 12
?/)(l“,)\l) - _<)\1,D> 1 s

) ¢($a)\2) = _<)\2,D> + 89 :

(1.29)

Si tel n’est pas le cas, disons que C4.1 est violée, alors I’équation ¢; = 0 implique que C2.i ou
C3.i l'est aussi. S’il s’agit de C3.i, il n’existe pas de solution singuliere dans notre probleme.

Sinon, on peut prendre pour applications

N <)\17A> +p1

_ A2,4) +p2
PleA) == OLC) +

¢(.’L’,)\2) = _<A2,B> T 5

lesquelles coincident avec les précédentes, pour peu qu’elles soient définies.
Des lors, les équations d’Isaacs (1.24) et (1.25) se découplent pour donner les deux équa-

tions aux dérivées partielles (EDP) suivantes: pour i = 1,2 |

{ VreO, Vi(z)=K(z), (1.30)

Ve ¢ O, (i(x,VVi(z))=0.

Remarquons au travers de 1’équation (1.28) que si = est scalaire, alors chaque “adjoint”
Ai = VV; est solution d’une équation de degré deux, tout au plus. Sinon, on peut tenter de

résoudre ces EDP via leurs courbes caractéristiques [26] z1(s) et xo(s)'* obtenues d’apres

da:i d)\i
= VG, — = —V.(.
ds A6 ds G

Notons que les courbes caractéristiques n’ont ici aucune raison de coincider avec

les trajectoires du jeu.

14. I'indice désigne un champ de courbes caractéristiques, et non une coordonnée.
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Une fois les adjoints candidats obtenus, il reste a s’assurer que 'une des conditions C3.i ou
C4.i est satisfaite, de sorte que 'on puisse déterminer une paire de stratégies en équilibre. Si

tel est le cas, encore faut-il vérifier qu’elles soient admissibles: c.a.d.
— qu’elles prennent bien leurs valeurs dans U et V respectivement

— et qu’elles soient suffisamment régulieres pour que l'on ait les propriétés d’existence et

d’unicité portant sur I’équation (1.20).

Si tel est toujours le cas, il s’agit bel et bien d’un équilibre de Nash en rétroaction sur I'état.

1.3.2 Des stratégies mixtes a la bilinéarité

Admettons a présent que les décisions des joueurs sont u,v € {0,1}. Ecrivons fuv(z) =

f(z,u,v) et la dynamique s’écrit alors

t=1=-u)(1—=v)foolz) + (1—u)vfor(z) (1.31)
+ U(l — V)flo(x) + UVfH(:L’) .

Aussi, écrivons £, (x) = ¢*(z,u,v) ; ¢ peut alors s’exprimer ainsi:

Clzuv)=(1—=v)(1 —u)l(z) + (1—u)vly,
+ u(l =)l + uvly ().

Tout comme Elliott, Kalton et Markus [50] ainsi que, dans une certaine mesure, Krasovskii
et Subbotin [89], nous identifierons le concept de stratégie mixte !> en théorie des jeux classique
avec celui de commande relachée selon Warga [165]. Dans un cadre dynamique, ce peut étre vu
tel la limite d’un va-et-vient trés haute fréquence entre les deux commandes (pures) autorisées,
pourvu qu’il soit spécifié que les deux processus ne puissent étre synchronisés. Ainsi soient u
et v € [0,1] les espérances mathématiques de u et v respectivement (la linéarité nous autorise
a prendre espérance sur les décisions plutot que sur f et les ¢;).

La relation entre ces notations et les précédentes (1.26) est donnée par

A= foo, pi = Ly,
B = — ':Ei —Ei
f10 — foo et pour i = 1,9 ¢i = t10 ~ oo
C = for — foo, ri =L — oo
D = fi1 = fio — for + foo, si =101 — o — oy + Loo -

1.3.3 Un exemple inspiré de I’Ecologie du comportement

Investir du temps, de 1’énergie et prendre des risques pour nourrir un jeune a un coft
en terme de succes reproducteur. En effet, partir & la recherche de nourriture spécifiquement
destinée au jeune est susceptible de mettre en jeu la survie (risque de prédation) et donc la

reproduction future de ’animal. Aussi le temps investi aupres du jeune est-il autant de temps

15. qui fait intervenir le hasard a chaque décision afin de se rendre imprédictible, mais pas n’importe comment.
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que 'on aurait pu investir en recherche de nouveaux partenaires, et accroitre ainsi son succes
reproducteur. Chez les especes dans lesquelles les deux parents contribuent aux soins parentaux
(la plupart des oiseaux) il y donc un conflit d’intérét entre le male et la femelle; chacun
apprécierait que l'autre se chargeat des soins parentaux [33, 80]. Aussi serait-il intéressant
de comprendre pour quelle raison la charge repose parfois sur un seul des partenaires, en
l'occurrence la femelle chez la plupart des mammiferes et des arthropodes, tandis que la
situation est inversée parmi quelques especes de poissons.

Cette situation est traitée telle un jeu différentiel & somme non nulle dans I'article [52].
Ses auteurs sont intéressés par un équilibre de Nash symétrique dans un jeu symétrique'©
(rien, hormis cette appellation, ne distingue le male de la femelle). De plus, dans ce modele
une absence totale de soin n’affecte pas le bien-étre du jeune, qui est invariant le cas échéant.
Enfin, I'horizon temporel de leur jeu est fixe et correspond a la fin de la saison de reproduction.
Il en résulte que les parents devraient fournir un effort croissant tout au long de la saison.

Bien qu’il soit effectivement pertinent, du point de vue de la biologie, de considérer une
limite temporelle a ce jeu, notre ambition se restreint ici a fournir un exemple aussi simple que
possible de découplage d’équations d’Isaacs stationnaires'”. Ainsi considérerons-nous que le
jeu se termine lorsque le développement du jeune atteint un certain stade. Nous avons a I’esprit
un oisillon pour lequel deux dénouements sont possibles: soit ses parents lui ont accordé assez
d’attention pour qu’il devienne apte au vol, soit il est condamné.

Admettons que les deux parents aient initialement investi dans la production d’un jeune
et que son bien-étre initial, disons son poids, est x(0) = & > 0. Si aucun parent ne s’occupe
du jeune, son bien-étre z décroit & une vitesse d(z) > 0. Prendre soin du jeune requiert un
effort dont le cotlit en terme de succes reproducteur est de e(z) > 0 par unité de temps, pour
chaque parent. Néanmoins, nous admettons que les parents puissent se distinguer par leur
aptitude a accroitre le bien-étre du jeune, «o;(z). Admettons que Vz, ay(x) > ag(z) > 0. Si
les deux parents s’occupent pleinement du jeune, son bien-étre croit a une vitesse v(x) telle
que Va ,y(z) > aj(z). Les fonctions aq(-), az(-), v(:), 0(:) et €(-) sont toutes admises étre de
classe C'. Le jeu ne peut prendre fin que dans deux situations:

— soit x = 0 et le jeune meurt par manque de soin,

— soit x = Z > £ et son bien-étre atteint un niveau suffisant pour lui permettre de voler

de ses propres ailes.
Enfin, attribuons un paiement défavorable A/ (par exemple zéro) aux parents si le jeu s’éternise.

Ainsi avons-nous O = {0,=}, = € (0,2), u,w € [0,1], pour i = 1,2, K;(z) = =(T) et

foo(x) = =d(z), | Ly(z) =0, (o(z) =0,
for(@) = aa(x), | Ly (2) =0, (51(z) = —€(x),
flo(x) = 041(33), 5%0<$) = —6(1‘), € (1‘) 0,
Ju(z) =~(2), th(2) = —e(x), | th(z) = —e(2).

16. si ’'on se restreint a la recherche d’un équilibre de Nash symétrique dans un jeu possédant une certaine

symétrie, il est possible d’accoupler les équations d’'Isaacs car elles deviennent en quelque sorte jumelles.
17. Néanmoins, tout jeu peut-étre maquillé comme stationnaire via une augmentation de ’état par le temps.
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11 vient '8
A=-9 p1:07 p2207
B =oa; +6, Q1 = —¢, ¢ =0,
C=ay+9, r1 =0, ro = —¢,
D=~v—a;—ay—4, s1 =0, so = 0.
Puisque Vi € {1,2} ,p;si—qiri = 0, (1 = 0 et (2 = 0 (cf. équation 1.28) donnent respectivement
(a2 + 0)e (a1 + 0)e
A= ——— Ag= ——— ",
v + apan Y6 + ajag
D’on, d’apres I’équation (1.29),
) 0
pra) = —E o () = — 2 (1.32)

as(z) + () aj(xz) +6(x)
Ces commandes sont bien admissibles, comprises entre 0 et 1. En outre, elles ne dépendent
pas de e. Néanmoins, on s’attend a ce qu’aucun ne fournisse quelque effort pour un cott €
suffisamment élevé. Déterminons donc dans quelles circonstances déserter le nid serait optimal,
disons pour le joueur 1.

Tout d’abord, remarquons que f(z,u,i)*) > 0 (d’apres (1.26), ou (1.31)) avec égalité exclu-
sivement pour u = 0. Par conséquent, la trajectoire gouvernée par (u(-),1*) ne peut atteindre

x = 0. Admettons que u(-) est telle que le jeu se termine en z(7) = =. Il vient
T
Tgul)w) = (1)~ [ ettt
0
Aussi, la dynamique prise avec v = ¥*(x) peut étre écrite

dz = |(a1 +0) +

a2+5(7_a1_a2_6):| Udt,

de sorte que ’on obtient apres changement de variable
- = (a2 +0)e
J(Eu() ) =2 — ———dx
64t === [T
On constate que Y* égalise le paiement du joueur 1 face a toute commande qui fait
que le jeu ait une fin.
Revenons a notre oisillon ; le joueur 1 choisira de déserter le nid plutét que de jouer (¢*,1)*)

si

NzE—/H(adeS)de, (1.33)
¢ Y0 + aian

ou N fut défini comme le paiement que recoivent les joueurs si le jeu s’éternise. Nous obtenons
par symétrie, mutatis mutandis, la regle de désertion du joueur 2. Remarquons que si ¢* et
1" ne dépendent pas de o et a; respectivement, la décision de déserter ou non en dépend,
elle, bel et bien. Si personne ne déserte, I’équilibre de Nash ici considéré consiste, pour chaque
parent, a investir leffort qui, si fourni seul, stabilise (¢ = f(x,¢*,0) = f(z,0,0*) = 0) le
bien-étre du jeune. Ainsi, a I’équilibre de Nash ici considéré, sa trajectoire atteint-elle = (on

ad = f(z,0" %) > 0).

18. nous omettrons parfois les dépendances en & dans un souci de lisibilité.
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Implications biologiques

Tout d’abord, remarquons que c’est le parent le plus apte a accroitre le bien-étre du jeune
qui en fait le moins en définitive (cf. équation 1.32).

Supposons, afin d’alléger 'analyse qui suit, que 6, a1, a2,7, € soient des constantes indé-
pendantes de z. Posons en outre N = 0.

D’une part, on constate que jouer (¢*,2*) ne peut qu’étre préférable a s’occuper seul du
jeune. En effet, si on, disons le joueur 1, décide se s’occuper seul du jeune, il s’agit pour lui

de réaliser:
T T
/ (6 +ap)u(t) —dldt=2—¢, — (5+a1)/ u(t)dt ==—-§+6T.
0 0

Son paiement est donc

lequel est décroissant en T. Ainsi devrait-il s’évertuer & minimiser 7', ou fournir le plein
effort u = 1 jusqu’a ce que le jeune atteigne maturité. Appelons le paiement qui en résulte
1 := J1(&,1,0). Si son partenaire joue ¢*, il obtient un paiement my := Ji(£,1,1*), forcément
meilleur que s’il n’avait pu compter que sur lui-méme: w5 > 1. Or, face a ¥*, par égalisation,
il aurait tout aussi bien pu jouer ¢*, il aurait obtenu le méme paiement 7. Ainsi étre en
couple et jouer Nash est bien toujours préférable a se retrouver seul.

D’autre part, la regle de désertion du joueur 1 (1.34) devient

) =
7, .= l2tde B (1.34)
YO+ T E—-E

Ainsi la propension a déserter est-elle bien croissante en €. Puisque as < «q, il s’en suit
que le joueur 2, moins doué, aura une plus grande propension a déserter que le joueur 1.
Ainsi la question suivante se pose-t-elle: ne pourrait-il pas, afin de prévenir la désertion de
son partenaire, faire une meilleure offre? Il se trouve que non, puisqu’il fournit précisément
Peffort le plus grand qu’il puisse fournir s’il tient & ce que son partenaire participe. Puisque
cet effort stabilise le bien-étre du jeune quel que soit son niveau de développement x, un effort
strictement plus grand pour tout z amenerait le jeune a maturité en temps fini de par la
seule action d’un parent. Temps certes fini, mais illimité par quelque horizon temporel dans
ce premier modele. Nous travaillons actuellement sur un modele a horizon fini, plus pertinent.

Notre objectif est maintenant de déterminer comment varie cette propension a déserter
selon l'aptitude g du partenaire. Puisque le résultat de ’action conjointe des deux parents

dépend tout de méme de leurs aptitudes propres, posons
yi=a1+as+6+0,

ol 4+ o est le gain commun que 'on obtient & allier ses efforts (nous verrons que cet effet de

synergie sera caractérisé par le parametre nouvellement introduit o). Vient

074 edo

80&2 ((574‘0&1@2)2 '
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Ainsi aspect qualitatif que prend la propension a déserter telle une fonction de ’aptitude
ag du partenaire est-il caractérisé par le signe de o:

— si 0 < 0, la propension a déserter décroit quand ’aptitude du partenaire croit ; un parte-
naire de moindre aptitude fournira certes plus d’efforts, mais pas assez pour compenser
son handicap face a d’autres partenaires potentiels plus doués.

— si 0 = 0, la propension a déserter est insensible a ’aptitude du partenaire; prendre
v = a1 + ag + § découple les contributions de chacun des parents a I’accroissement du
bien étre du jeune, auquel cas, a I’équilibre de Nash ici considéré, la contribution du
partenaire est ¢¥* (0 + a2) = J, indépendante de son aptitude as.

— si 0 > 0, la propension a déserter décroit quand 'aptitude du partenaire décroit ; cette
fois le gain que 'on obtient a allier ses efforts est tel que I'on préfere un partenaire de
moindre aptitude mais plus souvent présent au foyer a un partenaire plus efficace mais
toujours en vadrouille.

S’il fallait une moralité a cette fable, nous retiendrions qu'un lourdaud peut bel et bien

passer pour galant, via un effet de synergie. Serait-ce une explication plausible du paradoxe

du handicap '*?

19. le fait que les femelles préferent les paons a long appendice caudal, les cerfs & bois proéminents, les crabes
violonistes etc. Fisher [54] y vut le résultat d’un processus emballé et Zahavi [167] un signal honnéte (sensu
[85]), car coliteux, de bonne aptitude & la reproduction. On parle de nos jours de processus de Fisher-Zahavi
[88].
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Parmi toutes les facettes que présente I’Ecologie du comportement (la sélection sexuelle,
les soins parentaux, le comportement social, les signaux et communication, etc.) il en est une
qui nous intéressera tout particulierement ; il s’agit de la cueillette, ou I'art de s’approprier les
ressources qu’offre un environnement donné. Ce peuvent étre de la nourriture, des hotes, ou
méme des partenaires sexuels, de sorte que ‘papillonner’ aurait pu étre une bonne traduction
pour ‘foraging’ [139]. Notons que sur de nombreuses scénes écologiques, ces ressources sont
distribuées en agrégats de qualité variable dans ’environnement. Quand il s’agit d’hotes ou
de partenaires sexuels, le lien avec le succes reproducteur est immédiat. S’il est question de
ressources vitales, il faut alors mentionner qu’a la reproduction, est nécessaire la survie. De
Pefficacité a s’approvisionner en nourriture dépend la survie, parfois de fagon critique. Or chez
de nombreuses especes, c¢’est principalement la survie qui conditionne la reproduction [76, 79].

Typiquement, la théorie de la cueillette s’intéresse a la gestion qu’un animal fait de son
temps, composé de phases de recherche et d’exploitation d’agrégats de ressources. Prenons
lexemple désormais classique [158] du cueilleur de champignons, illustré en Figure 2.1. Sup-
posons que notre cueilleur ait découvert un bosquet des plus abondants. Dans un premier
temps, la cueillette bat son plein et il en jouit pleinement. Puis, inévitablement, le stock de
champignons vient a s’amoindrir. Son rythme de cueillette, deés lors moins captivant, ’amene a
considérer I’opportunité d’un départ. Faut-il s’en aller de suite en quéte d’un bosquet meilleur ?
Faut-il, au contraire, honorer plus encore tel présent de la Nature? Nul ne sait combien de
temps se sera écoulé avant que l'on n’ait découvert un nouveau bosquet, et quelle sera alors

sa qualité.

2.1 Synopsis

Cette question fut initialement posée par des précurseurs tels que MacArthur
[96, 51] et nous verrons en Section 2.2 comment Charnov [29] y répond. Pour
résumer, Charnov fait du temps de découverte du prochain agrégat ainsi que de sa qualité des
variables aléatoires (indépendantes) de distributions données, invariante au cours des temps
évolutifs et écologiques. Il s’agit de déterminer une politique stationnaire qui alloue un temps
donné a un agrégat de qualité donnée. Ceci afin de maximiser la quantité espérée de ressource
acquise sur le temps investi espéré, qui comprend a la fois le temps voyage inter-agrégat et le
temps alloué a 'agrégat découvert, selon sa qualité.

Pour autant, le cueilleur n’est la plupart du temps pas seul a convoiter ces ressources.
Or le fait que 'on puisse étre amené a partager sa découverte avec des concurrents éventuels
constitue vraisemblablement un élément & prendre en compte dans une stratégie de cueillette.
Il s’agit par conséquent de résoudre un jeu. Ceci est ’objet de de la suite de ce chapitre
et constitue notre contribution (cf. articles [13, 65, 67]).

Au préalable (Section 2.3), nous introduisons un modele de cueillette intra-agrégat plus
explicite que celui qui a été présenté au travers de notre description de I’approche de Charnov

(Section 2.2). Ce modele nous suivra tout au long de ce manuscrit. Initialement congu pour
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un joueur, il sera rapidement étendu a plusieurs joueurs et sera ’objet de variations selon
I’aspect que prendra la compétition, jusqu’a sa forme ultime: le superparasitisme, que nous

aborderons au Chapitre 3.

Nous avons a ’esprit un environnement dans lequel une multitude de cueilleurs indépen-
dants évolue librement en quéte d’une ressource distribuée sous forme d’agrégats épars dans
I’environnement. Nous prenons le point de vue d’un cueilleur qui exploite un agrégat suscep-

tible d’accueillir d’autres cueilleurs selon un processus de Poisson.

En premier lieu (Section 2.4), la compétition intervient uniquement de par le fait que la
ressource s’épuise a une vitesse d’autant plus grande que le nombre de cueilleurs présents sur
I'agrégat est grand. Le role qu’a tenu I'espérance de la qualité d’un agrégat dans la politique
initiale (& un joueur) de Charnov (Section 2.2), couplée & notre modele plus explicite (Section
2.3), c’est cette fois I'espérance de ‘la qualité d’un agrégat sur le nombre total de visiteurs
qu’il aura compté’ qui le joue. Cependant, cette derniere quantité dépend elle-méme de la
politique optimale, sauf sous certaines hypothéses, qui détiennent nous semble-t-il leur part
de pertinence pour des animaux qui cueillent en groupe. Ceci fait 'objet d’une digression,
Section 2.4.2. Ainsi caractérisons-nous la perte d’efficacité per capita due au fait d’étre en
groupe plutét que seul, sans qu’aucun avantage ne soit pris en compte par ailleurs. Cette
derniere se révéle d’autant plus faible que les phases de recherches sont courtes par rapport au
phases d’exploitation, tant au plan local (temporalité intra-agrégat) que global (temporalité
inter-agrégats). De retour au probléme initial (Section 2.4.3), qui considére une multitude de
cueilleurs indépendants, nous tentons d’obtenir une forme close de ’espérance de ‘la qualité
d’un agrégat sur le nombre de visiteurs total qu’il aura compté’. Nous 'obtenons, mais sans
qu’elle ne nous permette d’obtenir quelque prédiction visible a I’ceil nu. On s’assure cependant
numériquement que ce modele constitue bien une suite logique du modele initial de Charnov.
Enfin, nous montrons que la fréquentation des agrégats qui en résulte, telle une fonction de
leur qualité, n’est pas homogene mais biaisée en faveur des agrégats de qualité moindre (un
agrégat de qualité double n’accueille pas deux fois plus de cueilleurs), ce qui semble aller dans

le sens des observations.

Dans un second temps (Section 2.5), nous introduisons de 'interférence dans le modele,
c.a.d. le fait que le rythme de cueillette se voie amoindri par la présence de compétiteurs. Le jeu
se traduit alors en une séquence de guerre d’usures [102] a temps d’arrét aléatoire (ici provoqué
par l'arrivée éventuelle d’un nouveau joueur). Ce jeu élémentaire se trouve résolu en Annexe
C. Sous quelque condition qui s’avere vérifiée de par notre modele de cueillette, la solution est
indépendante de la distribution de probabilité du temps d’arrét. Par conséquent, la solution
du jeu de cueillette asynchrone (avec arrivées Poissonniennes), exprimée telle une stratégie en
boucle-fermée sur le nombre de cueilleurs présents, coincide avec celle du jeu synchrone, bien
connu de la littérature [135]. Enfin, nous discutons de la pertinence biologique du modele, en
particulier au sujet de la variabilité génétique en terme de susceptibilité a 'interférence qui

fut observée chez les femelles parasitoides Trissolcus basalis, par les auteurs de article [161].

Enfin (Section 2.6), nous oublions cet aspect particulier de la compétition qu’est 'interfé-
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rence, pour nous focaliser sur une autre réalité: le fait que bien souvent, les ressources sont,
au sein de I'agrégat, de profitabilité variable, et qu’il s’agit ainsi d’inclure dans le modele une
politique de sélection des ressources, en plus de celle de gestion du temps. Premiérement
(Section 2.6.1), nous “revisitons” le probléme classique de sélection de ressources
qui s’adresse a un cueilleur isolé (non assujetti & compétition). En résulte une po-
litique de type tout-ou-rien: une ressource devrait étre soit systématiquement rejetée, soit
systématiquement acceptée. Or cette regle apparailt plus étre une exception puisque des préfé-
rences dites partielles sont communément observée chez de nombreuses especes. Ainsi surgit la
question de la robustesse de ce modele quant a l'incertitude sur le temps dont on dispose pour
jouir de 'agrégat avant qu’un évenement perturbateur ne se produise. Nous entendons par la
quelque évenement qui affecterait le gain de notre cueilleur au regard de ce qu’il obtiendrait
en disposant des ressources de 'agrégat aussi longtemps qu’il le souhaite. Par exemple, la pré-
sence soudaine d’un prédateur ne lui laisserait d’autre choix que la fuite. De méme, 'arrivée
innopinée d’un conspécifique le priverait sans nul doute de bonnes ressources, qu’il aurait pu
tenter de s’approprier auparavant, quitte a consacrer plus de temps a leur sélection parmi
d’autres, moins intéressantes. Par la prise en compte de la survenue potentiellement immi-
nente d’un évenement perturbateur, nous montrons que la politique tout-ou-rien classique ne
prévaut plus. Qualitativement, la stratégie de cueillette optimale est proche de, mais moins
gourmande que, la politique qui résulte du jeu dans lequel les cueilleurs sont en compétition
directe pour ces ressources (que nous aurons revisité lui aussi). Elle consiste a se focaliser sur
la meilleure ressource jusqu’a ce son abondance ait décru a niveau donné, en deca duquel il
s’agit d’accepter toute ressource valable, bonne ou moins bonne. Ceci aura consistué notre

contribution (cf. article [66]).

2.2 De l'optimalité d’une cueillette

Nous désignerons par ¢ € R™ la qualité, ’abondance, d'un agrégat ; il s’agit d’'une quantité
de ressource. Faisons de la qualité du prochain agrégat a découvrir une variable aléatoire q de
distribution cumulée Q. Aussi, faisons du temps 6 qui se sera écoulé en recherche d’un nouvel
agrégat une variable aléatoire de distribution connue, d’espérance 6. L’hypotheése sous jacente
est que les distributions spatiale et qualitative des agrégats sont stationnaires. En d’autres
termes, il n’y a pas d’épuisement de la ressource a 1’échelle de I’environnement mais seulement

a I’échelle locale, celle de 'agrégat,

— soit parce que l'action de notre cueilleur seul est négligeable,

— soit, lorsque 'on sera amené a considérer une population de cueilleurs, parce que 1’'on

peut faire ’hypothese d’un processus de renouvellement ad hoc de la ressource.

Aussi, au travers du fait que l'on consideére ces v.a. indépendantes, on suppose qu’il n’y a
aucune correlation entre la qualité d’un agrégat et son degré d’isolement dans ’environnement.

Bien sfir, ce sont des raccourcis de modélisation et ils constituent le socle des résultats a venir.
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/ Le trajet d un homme recherchant des champignens dans w beis qu’il
wvisite pour la premiére fois est presgue rectibgne jusqu'a la découverte
d'un exemplaire. 11 devient alors beaucoup plus sinmeux parce gu'il
sait que les champignons poussent souvent en  groupes. Lorsqu'il ne
trouve plus de champignons pendant un certain temps dans m endroit
donné, 1l reprend sa marche plus ou moins rectiligne {ou gmdée par
/ des repéres environnementaux) jusqu'a ce quil trouve un nouvel
- exemplaire. On  pewt monTer mathématiquement 1'optimalité
stochastique de cette stratégie. Elle est partagee par un grand nombre

d’espéces animales.

Fic. 2.1 — D’aprés Uarticle [9].

Soit R(q,t) la quantité de ressource obtenue au bout d’un temps ¢ consacré a I’exploitation
d’un agrégat de qualité q. Cette application se caractérise par les propriétés suivantes:

- Vg : R(q,0) = 0.

— Vg : limy_00 R(q,t) = q.

— Vg : t— R(q,t) est continue, strictement croissante et strictement concave.
Le fait que R soit bornée par {0,q} et croissante en ¢ releve du bon sens. Qu’elle soit continue
va de soi, des lors que l'on admet que la ressource vit dans un continuum. Ce peut étre le cas
s’il s’agit d’un liquide. Sinon, c¢’est une métaphore d’autant plus acceptable que la ressource est
égrainée. Quant a la concavité, elle capture le coeur du probléeme, ou le fait que le rythme
de cueillette décroit au fur et 4 mesure que la ressource s’épuise.

On admet que I'animal peut percevoir g et adapter son temps de résidence ¢(q) en consé-
quence. L’objectif est de trouver un équilibre en terme de temps consacré a chaque agrégat,
selon sa qualité. Charnov introduit donc I'idée de maximiser le rapport ‘quantité de ressource

acquise’ sur ‘temps investi’, appelons le v:

E
Y =maxvy, ou = M (2.1)

() 7= 0+ Et(q)

Vient le théoreme fondamental de la théorie de la cueillette optimale :
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Théoréme 2.1 (Charnov) le t optimal est donné tel une fonction de q selon la régle suivante :

OR
~ i E(q,()) <%, alors t* = 0.

OR
— sinon, t* est donné par E(q,t*) = v,
ot v* est obtenu en replacant t* dans (2.1).
Preuve: Appelons Dy la dérivée de Gateauz par rapport a la fonction t(-) de vy dans (2.1).
Linégalité d’Euler donne, pour tout 6t tel que t* + §t soit admissible,

1 oR, ., *
D~.0t = 6_+Et*/w [at(q,t ) = ] 6t(q)dQ(q) < 0.

L’incrément 6t peut prendre n’importe quel signe si t* est strictement positif, mais il doit étre

positif si t* est nul. D’ou le résultat.

Autrement dit, il est optimal de quitter un agrégat lorsque le rythme de cueillette dR(g,t)/dt
tombe a ~*, le meilleur rapport ‘quantité de ressource acquise’ sur ‘temps investi’ que ’on est
en droit d’espérer de cet environnement ; v* reflete ainsi la bonté de la Nature. Notons que
le cueilleur n’a en somme nul besoin de percevoir la qualité de I’agrégat pour se
comporter de fagcon optimale, pourvu qu’il soit & méme de percevoir son rythme
de cueillette, auquel cas il lui suffit de s’y fier pour décider quand partir (il n’a plus
a décider plus combien de temps allouer a ’agrégat des qu’il en connait la qualité, a supposer

qu’il la connaisse).

2.3 Un modele de cueillette

Cette section se propose d’illustrer le théoreme fondamental de la cueillette optimale a la
lueur d’un modele plus explicite sur la dynamique de ressource intra-agrégat. 11 s’agit d’une
approximation continue de la théorie discrete présentée en Annexe A, dans laquelle I’agrégat
est supposé exploré de fagon aléatoire par le cueilleur. On suppose toujours que la

ressource peut étre vue telle un continuum.

2.3.1 Une cueillette hasardeuse

Introduisons une densité surfacique (ou volumique) de ressource D!. Deux constantes de

temps entrent dans le modele :

— «: le temps de sondage, ou le temps requis pour explorer une unité d’aire susceptible de
contenir une quantité D de ressource, pourvu qu’elle n’ait déja été visitée.
— h: le temps de manipulation, ou le supplément de temps nécessaire a ’exploitation

effective d’une ressource.

1. Par la suite, nous admettrons que 'unité d’aire est choisie telle que D = 1; on aurait pu faire de « le

temps requis pour sonder une unité de ressource, c’elit été équivalent.
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Admettons qu'une proportion x de 'agrégat soit productive, de telle sorte que 'aire da
produise une quantité dR = xDda de ressource, et que le temps nécessaire pour se 'approprier
soit dt = ada + xDhda. Nous obtenons

B zD

= 1 .Dh =:r(z), (2.2)

ce qui n’est pas sans rappeler ’équation de Holling [74].

2.3.2 Une propriété cueillie du modele

Dans un premier temps, nous ne retiendrons de la Section 2.3.1 que le fait que le rythme
de cueillette ne dépend que de la proportion de ressources disponibles (et non
de quelque valeur absolue p): R est supposé donné par une fonction r(x) connue continue,
strictement croissante et concave.

Soit p(t) la quantité de ressource offerte par agrégat au temps t et posons z(t) := p(t)/q.
On a la dynamique d’accumulation de ressource R = (), initialisée en R(0) = 0. Ceci revient

a exprimer la dynamique de la ressource intra-agrégat ainsi:

p=qi=-R=—r(z), z(0)=1. (2.3)

X=-r(x), x(0)=1. (2.4)
Théoréme 2.2 Les équations (2.3) et (2.4) donnent

t

v(t) = x(t/a), doi R(g,t) =g [1—x (q)] . (25

Afin d’illustrer le caractere homogene de R, ou le fait que R(Ag,At) = AR(q,t), imaginons
que le cueilleur découvre un agrégat déja entamé par un prédécesseur. La dynamique reste
(2.2), mais est cette fois initialisée & z(0) = 2 < 1. La quantité de ressource collectée au bout
d'un temps t est alors R(q,t,z°) = p(0) — p(t) = ¢[z" — 2(t)]. La Figure 2.2 présente comment
construire graphiquement R & partir d'un graphe réduit indépendant de ¢ et p(0).

Autrement dit, le temps nécessaire pour passer d’une proportion des ressources disponible
a une autre est proportionnel a la qualité de 'agrégat.

Ceci étant dit, nous admettrons dans cette section que
— l'on ne rencontre jamais (tel événement est trés rare) un congénere sur un agrégat,
— et que tous ceux qui convoitent cette ressource adoptent la méme regle de départ,

de sorte que deux types d’agrégats soient présents dans l’environnement, ceux qui ne de-
mandent qu’a étre découverts, tels que x(0) = 1, et les autres, déja exploités, ou tels que

Vq,R(q,0) = v*, inintéressants. En effet, Charnov préconise le départ lorsque R = ~v*.
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Xl

=R

t/q

FiG. 2.2 —  Le graphe réduit de R(q,t,z°).

2.3.3 Implication en terme d’optimalité

Qu’advient-il du Théoreme 2.17 Dans ce modele particulier, le rythme de cueillette ne

dépend que de x. Une interprétation équivalente consiste donc & s’en aller lorsque x = x* ol
o= r(y¥). (2.6)

Remarquons que n’importe quel agrégat inexploité (z(0) = 1) devrait étre visité (¢* # 0)
indépendamment de sa qualité. En effet, nous avons, pour tout ¢ € R™, (9R/9t)(q,0) = r(1).
Or il se trouve que (1) > ~*, par construction de v* (cf. Théoreme 2.1).

Notons qu’une conséquence a cela est que, d’apres 1'équation (2.5) (homogénéité), pour
tout ¢,

t*(q) = ax ' (2*), (2.7)

! est la réciproque de x telle qu’introduite en (2.4). Ainsi la quantité t*(g)/q sera-t-elle

ou x~
une constante, disons c*, c* = x~!(2*), pour tout q.

Remarquons par ailleurs que le critere (2.1), couplé a I’équation (2.5), s’écrit comme suit :
t ~ t
oo (S} /e ()] 25
q q
En reportant c* dans I’équation (2.8), vient I’expression suivante de v*, ot ¢ =Eq:
v* = max —————. (2.9)

Une construction graphique

Ainsi, de par le caractere homogene de R (cf. équation (2.5)), v* s’obtient-il via la célebre

construction graphique en Figure 2.3. Remarquons la dualité entre § et 6 : multiplier par n la
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qualité espérée des agrégats est équivalent a diviser par n le temps de découverte moyen. Par
conséquent, les agrégats devraient étre exploités & un niveau moindre dans un monde bon [32],
ou la ressource est abondante, par comparaison a un monde mauvais, dans lequel la ressource

se ferait rare.

—0 0 t* r

Fia. 2.3 — Une construction graphique de v* : c’est la pente de la droite tangente a

R(q,t) qui passe par le point (—0,0).

Aussi, dans notre modele, seule ¢, en somme, se révele pertinente; il suffit de
connaitre ¢, le moment d’ordre 1 de la distribution Q de la variable aléatoire q par
opposition a Q elle-méme, pour se comporter de fagon optimale. Ainsi notre modele
prévaut toujours si la ressource est stationnaire au sens faible; autrement dit, si seuls les
moments d’ordre 1 des distributions qualitatives et spatiales? des agrégats restent invariants

au cours du temps.

Un point-fixe

On peut aussi voir v* tel un point fixe solution de I'’equation

. 1=x(r'(v)
T Gt i) (2.10)

La stricte concavité de la fonction R et la construction géométrique vue plus haut suffisent

a prouver 'affirmation suivante.

Proposition 2.3 La fonction

_1—x(r'()

= G i)

a un unique point fize, qui est l'argument du mazimum de ® et son unique point critique.

2. En toute rigueur, c’est ’espérance du temps de découverte qui doit rester stationnaire.



54

Jeux de cueillette

Preuve :
Nous avons vu que n’importe quel maximum local de ® délivre un point fixe. Or un calcul

direct de dérivée montre qu’il n’y en a qu'un. [

Une solution explicite

Faisons a présent usage de la forme particuliere de la fonction r, telle qu’introduite par

I’équation (2.2). Vient la réciproque de la fonction y, introduite en (2.4):
x Hz)=h(1 —z) — aln(z). (2.11)

D’apres 'équation (2.9), on a
1—-=z
= max =——— .
2€(0,1] /¢ + x~ (@)

D’ou, par optimisation en z ou, c’est équivalent, via le point-fixe v* = r(z*),

ot = —1/W,1 (—e—(1+y>) , (2.12)

avec y = 0_/ (aq) et W_; la branche “non-principale” de la fonction W de Lambert telle que
définie dans l'article [34]. Il s’agit de la réciproque multivaluée de 'application w — we®. On
sait que la branche dite non-principale contient la solution pertinente car z* € [0,1].

Soit z := 1/(14+y) = aq/(ag+0). Nous voyons que z* ne dépend que de z. Comme
aq est le temps nécessaire pour parcourir un agrégat de bout en bout de fagon
systématique, on peut interpréter z tel un rapport cyclique?. Notons au passage que
z* ne dépend pas du temps de manipulation h. Toutefois, il se retrouvera pris en compte
dans ~*, donné par v* = r(z*). L’application z — x* est représentée Figure 2.4. Comme
escompté, on s’attend, a la lueur du modele, a ce que dans un monde mauvais (z petit) le taux
d’exploitation des agrégats de ressource soit plus fort que dans un monde meilleur (z grand).
Dans cette derniere situation le cueilleur est plus difficile a satisfaire et il exige un rythme de

cueillette soutenu.

2.4 Un jeu de cueillette sans interférence

Dans cette section, nous nous focalisons toujours sur un cueilleur, mais qui évolue cette fois
dans un environnement dans lequel il arrive fréquemment que 1’on se retrouve entre congéneres
pour partager un bon agrégat.

Admettons que n € N* cueilleurs, identiques en terme de capacité a prélever de la

ressource, soient présents sur un méme agrégat. Nous n’aurons pas besoin de savoir quand

3. Le rapport cyclique d’un signal périodique binaire est le temps a ’état haut sur la période. L’état haut

correspond ici & disposer d’un agrégat quand l’état bas correspond & étre en phase de recherche.
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Fi1G. 2.4 — L’application z — x*, ot x* est le taux d’exploitation optimal des agrégats
dans un environnement caractérisé par un rapport ‘phase d’exploitation’ sur

‘durée d’un cycle exploitation-recherche’ z.

chacun est arrivé précisément. Pour le moment, nous ignorons toute source d’interférence
parmi nos cueilleurs. Par conséquent, le seul élément nouveau est que la ressource s’épuise

d’autant plus rapidement que I’on est nombreux ; tant que n reste invariant, on a la dynamique
p=qi=—nr(x). (2.13)

Ainsi le départ d’un cueilleur n’a-t-il pour seul effet que de ralentir I’épuisement de la ressource ;
le rythme de cueillette ne peut donc qu’étre strictement décroissant. De plus, les cueilleurs
partagent le méme environnement, donc ont v* en commun. Ils partiront donc tous
lorsque le rythme de cueillette individuel aura atteint v*, quelles qu’aient été leurs dates
d’arrivée respectives. En ce sens, le jeu est résolu. Reste néanmoins a déterminer v* dans
ce nouveau contexte, ou comment le cotoiement de congéneres se répercute sur la politique
optimale de gestion du temps.

*

D’apres le Théoreme 2.1 de Charnov, ceci se traduit par le fait que * est solution de

I’équation de point fixe
« ER*
R

ol R* est la quantité de ressource acquise par le cueilleur focal et ¢* son temps de résidence

gl (2.14)

s’il adopte comme stratégie ‘partir lorsque le rythme de cueillette tombe a +*’, la stratégie
qu’emploie le reste de la population. Or toujours d’apres le puissant théoreme de Charnov, il
se trouve que v* est aussi solution du probléme qui consiste a maximiser, en v*, le terme de
droite de ’égalité ci dessus.

Notre objectif est dans un premier temps de donner une forme plus explicite du terme de
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droite de I’équation (2.14), puis nous traiterons le probleme d’optimisation adjoint :

* = max _E%R (2.15)
y*eRt+ 0+ Et*

2.4.1 Un premier pas

Considérons une séquence S, certes, arbitraire, mais qui fait néanmoins état d’une possible
succession d’arrivées de n cueilleurs sur un agrégat initialement intact (z(0) = 1). Tous partent
lorsque le rythme de cueillette r(x) tombe a ~*, ou, c’est équivalent, lorsque la proportion de
ressources disponible tombe a z*. Ainsi la quantité de ressource prélevée ¢(1 — z*) ne dépend-
elle pas de la séquence d’arrivée, pas plus qu’elle ne dépend du nombre de cueilleurs n qui
auront rejoint 'agrégat avant qu’il ne soit plus d’aucun intérét.

Posons A,, = {01,d2, ...,0,} ol les §; sont les durées pendant lesquelles ils se comptent
au nombre de i4. Remarquons déja (cette relation prend un sens plus bas) que puisqu’a i la
ressource s’épuise 4 fois plus rapidement (équation 2.13), s'’ils étaient tous arrivés au temps

zéro ils auraient mis un temps
n

#(n) = %Ziéi

i=1
pour exploiter I'agrégat jusqu’a z* et s’en aller.

jieme oot Jui resté un temps

IEDIE
i=j

Gardons figée cette séquence. Apres tout, il aurait pu tout aussi bien (avec probabilité 1/n)

Le cueilleur arrivé j

arriver premier ou dernier. Sachant que cette séquence allait se réaliser, mais ne sachant pas

quel rang il obtiendrait, combien de temps pouvait-il espérer jouir de I’agrégat? Réponse :

E;t*(n,j) = Zt*nj ZZ&-—Z’&i:tu(n),
iy i=1
soit exactement le temps qu’il serait resté si tous étaient arrivés en méme temps. On constate
donc que le temps de résidence espéré ne dépend nullement de la distribution des séquences
d’arrivées possibles en elle-méme, mais uniquement de celle du nombre de cueilleurs qui vont
se partager I’agrégat. Or on sait d’apres les équations (2.5) et (2.13) que t¥(n) = ¢x ' (z*)/n.
Aussi, par symétrie, & nombre de visiteurs n fixé, chacun peut espérer obtenir une part égale
q(1 — 2*)/n de 'agrégat. Soit n une variable aléatoire qui compte le nombre d’arrivées Pois-
sonniennes qui auront eu lieu sur ’agrégat avant que la proportion de ressources disponible

ne tombe a z*. Ainsi I’équation de point fixe (2.14) devient:

E3(1—x%)
THET 1)

*

Y =r(") =

(2.16)

4. c.a.d. les temps inter-arrivées plus le temps qui sépare la derniére arrivée du départ commun.
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Notons que les variables aléatoires q et n sont sans nul doute corrélées, car les agrégats qui
offrent plus de ressource sont susceptibles d’accueillir un plus grande nombre de cueilleurs,
de par le fait qu’il faille plus de temps pour y réduire la proportion de ressources a x*.
De surcroit, la distribution de probabilité du nombre de cueilleurs n qui auront profité de
l'agrégat dépend tres vraisemblablement de leur stratégie commune, qui se résume en un
certain z*. Introduisons E* dans le sens ou nous considérerons l’espérance a ’optimal, ou
plus exactement dans un scénario conforme a I'optimal, c’est a dire dans lequel les cueilleurs
quittent les agrégats lorsque la proportion de ressources disponible tombe a un certain x*.
Posons p(z) := E*(q/n); la réalisation de la variable aléatoire n dépend du seuil z considéré.

L’équation (2.16) s’écrit alors

1—a*

T = G (217)
Le probleme adjoint (2.15) s’exprime alors comme suit :
7= max y(x), avec ~y(z)= = - xi . (2.18)
z€[0,1] 0/p(z) +x ()

Aussi simple soit cette expression, cela reste un résultat partiel tant que nous ne savons pas

donner une forme explicite de p(z).

2.4.2 Une digression sur la cueillette en groupe

Cette section constitue une petite digression sur la cueillette en groupe. Considérons un
groupe de m individus allant d’agrégat en agrégat; en d’autres termes, la distance inter-
agrégat est supposée étre trop importante pour que le groupe puisse s’attaquer a plusieurs
agrégats a la fois. Dans ce modele, l'information est partagée [56], de sorte que quand un
agrégat est découvert par un membre du groupe, les autres le rejoignent séquentiellement. De
plus, supposons que les membres du groupe se dispersent dans un rayon qui permet a chacun
de rejoindre l'individu dont il est le plus éloigné dans un délai suffisamment court; c’est a
dire que si un agrégat, méme tres pauvre, est découvert par un autre membre du groupe,
on doit étre a méme d’en retirer une part non nulle avant qu’il ne soit plus d’aucun intérét
pour quiconque et que le groupe ne reparte. Notons que z*, la proportion de ressources en
deca de laquelle il est optimal de s’en aller, est pour le moment une variable indéterminée. Ce
modele est, certes, quelque peu alambiqué, mais il nous paralt néanmoins détenir sa part de
pertinence écologique.

Ces hypotheses font que n se réalise en m indépendamment de q et z* (n est alors déter-
ministe). Par conséquent, I’équation (2.18) se résoud graphiquement exactement de la méme
fagon qu’auparavant (équation (2.9) et Figure 2.3), a ceci pres qu’il faut a présent substituer
g par ¢/m (ou bien 6 par mf).

A I’évidence, une cueillette en groupe ne peut, pour 'individu, étre plus fructueuse qu’une
démarche solitaire, pourvu que cela ne procure aucun avantage particulier [31]. Notons a

titre d’exemple que si le temps de découverte espéré était divisé par m, alors on atteindrait
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une efficacité équivalente. Oublions telle possibilité et adoptons la notation ~}, pour désigner
le rythme de cuillette individuel dans un groupe de m cueilleurs a I’équilibre évolutif. Que
peut-on dire du rapport v7 /v, ?

Nous ferons usage de la forme particuliere de la fonction r, telle qu’introduite par I’équation
(2.2). Il s’en suit que l'application z* : m — 2*(m) est donnée par Iéquation (2.12), ou
'on substitue y par mf/(ag) (conservons y pour désigner 0/(aq)). Sachant que v* = r(a*),

Papplication 7, : m +— r(xz*(m)) s’obtient aisément. Posons w = a//h et il vient

b(m) =7/ = [1 —wW_ <—e_(1+my))} /[1 —wW_q <—e_(1+y))} :

ot y = 0/(aq) et W_1 la branche “non-principale” de la fonction W de Lambert telle que
définie dans l'article [34]. Il s’agit de la réciproque multivaluée de I'application w +— we®”. On
sait que la branche dite non-principale contient la solution pertinente car z* € [0,1]. De plus,

on sait que

Lo 1

W) = GxwE)epWi)’
W)
z(1+W(z))’ 7 0.

Soient k = w/ [1 — wW_4 (—e_(1+y))] et £(m) := dl(m)/dm; il vient
E/(m) = ysW_1 (_e*(lery)) /[1 + W, (_ef(lery))] >0.

Aussi, soit £’ (m) := d?((m)/dm?. Nous obtenons :
3
f”(m) _ —y2I€W71 (76—(1+my)) /|:1 + W, (76—(1+my)>} <0.

D’ou £(m) strictement croissante et concave. De plus, remarquons que

— limy, 00 £(m) = 00, que

— limy,—00 £ (M) = Ky

— et que ¢’(m) croit tres rapidement vers zéro.
Par conséquent, £(m) peut étre approximée par une fonction affine de pente ky ; soit g(m) =
(1 — ky) + mry. Plutoét que d’interpréter la dépendance de { en y, introduisons une variable
qui présente du sens: le “rapport cyclique” z = 1/(1 + y), ou la qualité de I'environnement
comprise entre zéro et un. La Figure 2.5 caractérise de fagon approximative la perte d’efficacité
individuelle qui résulte de la compétition. Nous voyons que méme dans un monde mauvais,
cette perte peut s’avérer relativement faible, ce d’autant plus que le temps de manipulation

est grand par rapport au temps de sondage.

2.4.3 Une multitude de cueilleurs indépendants

Revenons au probleme initial, dans lequel nous considérons une multitude de cueilleurs

indépendants évoluant librement dans ’environnement. Focalisons nous sur I'un d’entre eux.
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Fia. 2.5 — L’application z — Ky, ou ky est la pente de la droite qui approxime l’ap-
plication m — ~7/vh,, qui, a taille de groupe m donnée, caractérise le
perte d’effacité individuelle due au fait d’étre en groupe plutét que seul.
Quant a z, il s’agit du rapport ‘phase d’exploitation’ sur ‘durée d’un cycle
exploitation-recherche’ inter-agrégat. Nous avons pris, de gauche a droite,
w = a/h = {0.01,0.1,1,100} ; il s’agit a l’inverse d’un rapport ‘temps de

recherche’ sur ‘temps d’exploitation’, mais intra-agrégat cette fois.
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Admettons que les arrivées successives sur un agrégat correspondent & un processus de
Poisson d’intensité A > 0. Ceci implique que les temps inter-arrivées successifs forment une
séquence {w,} de variables aléatoires mutuellement indépendantes, exponentiellement distri-
buées et d’espérance 1/\.

Puisque p = E*(q/n) = EqE*(q/n|q) = EqqE*(1/n|q), nous admettrons dans un premier
temps que la qualité de 'agrégat q est figée égale a un certain ¢. Soit (7 le temps que resterait

un cueilleur seul sur un agrégat de qualité ¢ si personne ne I’y rejoignait entre-temps:
C1:=qx '(z*), dapres Iéquation (2.7). (2.19)

Afin de procéder & une optimisation en z de ~ tel que donné par I’équation (2.18), nous
souhaitons maintenant obtenir une forme explicite de 'application ¢; — E*(1/nl|q).

A larrivée d’un premier intrus, le temps maximal (si personne ne vient & nouveau troubler
le festin) pour atteindre z* est divisé par deux (la ressource s’épuise deux fois plus vite, d’apres
(2.13)). Plus généralement, lors de la k'™ arrivée, le temps maximal & parcourir se voit divisé
par k/(k — 1). Notre but est d’exprimer la distribution cumulée de n, le nombre maximal de
cueilleurs qui auront visité I’agrégat avant qu’il ne soit plus d’aucun intérét pour quiconque.
Plus précisément, nous comptons donner une forme explicite de cette distribution telle une
fonction de (;, puis nous en déduirons E*(1/n).

Une facon de formuler le probleme est la suivante: redéfinissons (. tel leffort restant a

fournir en “cueilleur-heure”® quand le k™€ cueilleur fait son apparition. On a

Ce+1 = Ck — kwg, k> 1.

Remarquons que l'application & — (. est non-croissante. Par conséquent, la réalisation de la
variable aléatoire n se caractérise par (11 <0 < (.

On a

P(n>M) = P((>0,....Cus >0),
= P(C1>w1+2w2—|—...+MwM).

Cela revient a trouver la loi de distribution de Zf\le mwy,. Comme la densité de probabi-
lité d’une somme de variables aléatoires indépendantes est donnée par le produit de convolu-
tion de leurs densités de probabilité, on peut I'obtenir telle la transformée inverse du produit
des transformées de Laplace-Stieltjes (TLS) de chaque densité de probabilité. C’est I'objet de
I’Annexe B. On obtient

& ll_l
* 1 RSV AW
E*(1/n]q) =1 ;(1 e ! )e T
D’ou

p=sam=a-3[(a- [ e otacw) et ]

=1

5. le temps qu’il faudrait a un cueilleur seul pour exploiter agrégat jusqu’a ce qu’il n’y reste qu'une pro-

portion z* de ressources.
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Faisons maintenant usage de la forme particuliere de xy~!(x) donnée par I'équation (2.11),
ce qui donne (; = ¢q[h(l — z) — aln(z)]. Comme la TLS de ¢(dQ(q)/dq) est la dérivée de la
TLS de —dQ(q)/dgq, on obtient :

/ e /qdQ(q) = —L(p),

0

avec p(z) = A[h(1 — ) — aln(x)]/l, ou L(p) est la TLS de q et L' (p) = dL(p)/dp.

D’ou
x

-1
o) =a- > {la+ L)t | (2.20)
I=1

Bien que nous ayons & présent une expression explicite de p(z) donc de y(z) (telle que
définie en (2.18)), cela ne nous permet pas pour autant d’obtenir une forme close pour z* =
arg max, 7(z). Cependant, il est possible de I'obtenir numériquement, tel qu’illustré en Figure
2.6. Conformément a ’esprit du modele initial de Charnov & un joueur, les agrégats
devraient se voir d’autant plus exploités que le monde est mauvais, cette fois en
terme de pression (corrélée a )\, l’intensité du processus d’arrivées aléatoires de

Poisson) liée a la présence de compétiteurs dans ’environnement.

2.4.4 Une remarque subsidiaire sur la fréquentation des agrégats

Inévitablement, la question du nombre de cueilleurs qu'un agrégat peut espérer accueillir
en fonction de sa qualité nous renvoie vers un autre concept central en théorie de la cueillette :
la ‘distribution libre idéale’ [86, 17, 38]. Il s’agit d'un modele qui postule® que la distribution
spatiale des cueilleurs correspond a un Equilibre de Nash. En d’autres termes, dans une telle
configuration, aucun cueilleur ne peut, unilatéralement, améliorer son rythme de cueillette en
se “télétransportant” instantanément sur l'agrégat de son choix. Par conséquent, ce modele
implique une égalisation permanente des rythmes de cueillette individuels, pourvu que les
cueilleurs soient identiques en terme d’aptitude a la cueillette.

Notons que certains auteurs [39] ont récemment proposé un formalisme convaincant au
travers duquel on peut affirmer que la distribution idéale libre constitue bien un équilibre
évolutivement stable, sous certaines hypotheses. Par exemple, dans un environnement a deux
agrégats, pérenne, sans épuisement local de la ressource, la stratégie évolutivement stable
s’exprime en terme de proportion du temps de cueillette délibérement consacrée a chaque
agrégat, selon sa qualité. Toutefois, dans notre cadre (agrégats éphémeres découverts au gré
du hasard), la pertinence de la notion de distribution libre idéale semble incertaine.

Remarquons cependant qu’'une propriété de notre modele (équation (2.5)) est qu'une dis-
tribution homogene et synchrone des cueilleurs sur les agrégats produit une égalisation perma-

nente de leur rythme de cueillette. En d’autres termes, si le nombre de cueilleurs sur chaque

6. de méme que l'on est en droit de postuler que la lumiére choisit le chemin le plus court, obtenir une
prédiction et la comparer aux observations; ceci sans pour autant faire quelque hypothése sur un processus

cognitif sous-jacent, a fortiori sur quelque intention qui '’animerait.
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Fic. 2.6 — La fonction ~(x) (définie en (2.18), du “succés reproducteur” par unité
de temps), pour différentes intensités A du processus d’arrivées aléatoires
de Poisson. Nous avons pris « tel l'unité de temps, h = «, un unique
(déterministe) q = 200 unités de ressource, § = 50a et L = 100 pour
Papproximation numérique, telle que suggérée en Annexe B. Nous avons
pris, de haut en bas, A = {0,0.05,0.5}. Pour \ ~ 0, le temps inter-arrivée
espéré est infini, donc nous avons pris Va ,JB(1/n) = 1. A = 0.05 correspond
a une intensité raisonnable, ou un temps inter-arrivée espéré de 20a.. Quant
a A = 0.5, cela correspond & une extréme intensité, ou un temps inter-

arrivée espéré de 2a.

agrégat est proportionel a sa qualité et si, une fois repartie ainsi, la population, comme un seul
cueilleur, laisse libre cours & I'exploitation & un instant précis’, alors le rythme de cueillette
de chaque individu s’en voit égalisé puisque la ressource présente sur chaque agrégat s’épuise
alors a une vitesse commune. Encore faut-il imaginer que ce processus se réitere sans cesse de
par un renouvellement ad hoc de la ressource.

Comparons cette distribution a la distribution anarchique considérée dans la Section 2.4.3.
L’Annexe B nous donne ’application (; — E*n, ou le nombre de cueilleurs qu’un agrégat peut
espérer accueillir en fonction de sa qualité (x* est a présent figé donc (3 proportionnel & g,

d’apres 'équation (2.19)):

En=1+ i (1 — e_/\<1/l> et 711_1
B — (1—-1

7. les cueillettes sont synchronisées.
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On peut aisément montrer que I'application (; — E*n est strictement croissante et concave
de sorte que les bons agrégats soient moins fréquentés qu’une “distribution libre idéale” ne
Paurait voulu. Cette déviation (‘under-matching rule’) est de coutume lorsqu’est traitée la
question de la robustesse de la distribution libre idéale classique a des écarts d’envergure
sur ses hypothéses de départ, tels un temps de voyage inter-agrégat non négligeable [18].
Ici, c’est juste l'anarchie, ou le fait qu’une multitude de cueilleurs indépendants se répartit
sur les agrégats au gré du hasard, qui joue ce role vis a vis d’une distribution utopique.
Néanmoins, notons que cette “sous-fréquentation” (relative a la distributation idéale libre)
des bons agrégats est communément observée chez de nombreuses espéces [141] et que notre

modele® en rend compte.

2.4.5 En conclusion

De cette section, nous retiendrons qu’obtenir une forme explicite de v* (cf. équation (2.18)),
le meilleur rapport ‘quantité de ressource acquise’ sur ‘temps investi’ que ’on est en droit d’es-
pérer dans cet environnement, une fois I’équilibre évolutivement stable connu tel une fonction
implicite en v*, est une tache ardue sinon désespérée. Nous l’avons néanmoins obtenue (en
reportant (2.20) dans (2.18)) dans le cadre de ce modele tres simple. Cela ne donne lieu a
aucune incohérence ; le résultat obtenu est des plus intuitifs. Par conséquent, v* sera a I’ave-
nir pris tel un parametre du modele, certes difficilement quantifiable, mais dont
I'interprétation (il reflete la qualité de ’environnement) pourra toutefois donner

lieu a quelque prédiction qualitative.

2.5 Un jeu de cueillette avec interférence

Jusqu’ici, la compétition prenait pour seuls aspects un partage et un épuisement plus
rapide des ressources locales. A présent, nous souhaitons prendre en compte 1’interférence
[148, 155], ou le fait que le rythme de cueillette se voie affecté par la présence de
congéneres ; soit parce que 'acces aux ressources se fait via des interactions physiques, de
caractere belliqueux ou non, soit parce qu’il s’agit au contraire d’éviter tout contact avec ses
congéneéres. Ainsi 'interférence est-elle susceptible de monter en puissance lorsque la ressource
se fait rare. Par conséquent, le départ d’un congénére déclenche un saut du rythme de
cueillette. De ce fait, une stratégie type Charnov, qui consiste a se fier uniquement
a son rythme de cueillette pour décider quand partir, ne serait pas stable face a
un mutant qui attendrait le départ des “Charnoviens” pour s’emplir la panse et
partir une fois le rythme de cueillette retombé & * (sans espoir, cette fois, de remonter).

Selon Sjerps et Haccou [136, 135], ce jeu se traduit par une guerre d’usure [102], ou

des stratégies mixtes (qui font intervenir le hasard, mais pas n’importe comment)

8. modele basé sur le fait les agrégats sont découverts au gré du hasard et dans lequel la seule décision

consiste a chosir combien de temps y consacrer.
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en terme de temps de persistence. Plus précisément, il s’agit de (laisser le hasard)
choisir un temps au dela duquel, si aucun autre joueur ne s’est décidé a s’en aller,
alors on s’en va. D’ou le nom de “guerre d’usure”. A chaque départ, on réitere ce
processus jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu'un joueur, qui, lui, part au seuil de Charnov. Dans
larticle [135], le nombre de joueurs est fixé au départ et va décroissant. Dans cette section,
nous nous proposons d’augmenter ce jeu par la prise en compte de la possible survenue de

nouveaux joueurs, afin de savoir dans quelle mesure le résultat de [135] y serait robuste.

2.5.1 Modele

Admettons que N € N* cueilleurs identiques (donc qui partagent un méme v*) arrivent tour
a tour sur un agrégat. Admettons que l'arrivée d’un cueilleur sur 'agrégat soit un évenement
Poissonnien. Soit S = {t1,t2,...,tn} la séquence des temps d’arrivée correspondante et n(t)
le nombre de cueilleurs présents au temps t.

Rappelons que x désigne la quantité de ressource disponible sur la quantité initiale ¢, dite
qualité de 'agrégat.

Soit m € RT un parameétre qui mesure I'intensité de l'interférence entre les cueilleurs. Par
convention, m = 0 correspond & la situation sans interférence de la Section 2.4. Soit r(z,n, m)

une fonction connue telle que
— Vn,m : x+— r(z,n,m) est continue, strictement croissante et concave.
— Vz,m:nw— r(x,n,m) est strictement décroissante si m > 0 et invariante sinon.
— VYz,n:mw— r(z,n,m) est strictement décroissante si n > 1 et invariante sinon.

Par exemple, pour se fixer les idées, nous pourrions prendre :

T
r(x,n,m) = o 2l (2.21)

Toutefois, nous n’aurons pas a en faire usage.
Soit R;(d;,d—;,S), i € {0,1,...,N}, la quantité de ressource accumulée par le cueilleur ¢

apres étre resté une durée d;, ou d_; correspond a ’ensemble des durées associées aux autres
joueurs {d;,j # i}, qui sans nul doute affecte R;. Elle est supposée donnée par (cf. Section
2.3):

ti+d;
Ri(di,d—;, S) :/ r(z(t),n(t), m)dt. (2.22)
ti
Aussi la dynamique qui porte sur les ressources de I'agrégat est-elle donnée par :
p=qi=—nr(z,n,m), z(0)=2z".

Inspirés des travaux de McNamara, Houston et Collins [106], nous considérerons un critére
équivalent a celui de la Section 2.2 (équation (2.1)), qui a 'avantage d’étre additif, au prix

d’étre implicite en y*:

Jl(dl, d_;, S) = Rl(dz, d,i, S) — (9_ + dl)’y* , (223)
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Dorénavant v* sera vu tel un parametre qui reflete la qualité de I’environnement. Il peut étre
interprété tel le colit du temps en termes d’opportunités manquées dans cet environnement.
Le prendre en compte permet de ne pas s’éterniser sur un agrégat qui n’en vaut plus la peine,

lorsqu’il y en a tant d’autres & saisir.

2.5.2 Le jeu

Nous sommes intéressés par un équilibre en stratégies mixtes, ou dans lequel les temps
de départ des cueilleurs sont aléatoires, mais de distribution non anodine, Nash-optimale.
Nous dénotons par P;? la distribution cumulée des d;, pour chacun des joueurs. L’indice —i

désignera tous les joueurs excepté le cueilleur 7. Le critere 2.23 devient :
Gi(Pi; P—i) = E Ji(di, d—i, S) - (2.24)

Les stratégies P; sont supposées causales.

Définissons une étape comme une durée aléatoire au cours de laquelle le nombre de
cueilleurs n présents sur 'agrégat reste constant. Le numéro de ’étape est indicé par k € N;
par convention, k = 0 indique I’étape a laquelle le cueilleur focal est arrivé sur I'agrégat. Puis-
qu’il existe un seuil 2* = r~1(v*) (d’apres (2.6)) en decd duquel 'agrégat n’est plus d’aucun
intérét pour quiconque ', I'horizon K € N et le nombre total de joueurs N € N sont donc
finis, mais inconnus a priori.

Définissons 1’état au début de I’étape k:

ou z est la proportion de ressource disponible et n le nombre de cueilleurs présents.

k se voit attribuer un temps de persistence

A chaque étape, chaque joueur parmi les n
df € RT. Plus précisément, cela signifie que si I'étape n’est toujours pas terminée apres ce
délai alors le cueilleur i quitte 'agrégat et son horizon (le nombre d’étapes qu’il aura vu se
succéder) est K; = k. Aussi, admettons que I’éventualité de mesure nulle pour laquelle tous
les df seraient égaux mette fin a ’étape. Autrement dit, si un tel scénario se produit, tous les
joueurs sont invités a rejouer. Ceci dans le but de faire en sorte que tout agrégat visité soit
pleinement exploité (jusqu’a x*).

Introduisons la variable aléatoire :

1 si une arrivée mit fin a ’étape k ,
aF =< —1 si un départ mit fin a I'étape k,
0 sinon .

9. elle résultera des stratégies de rétroaction sur l’état mixtes, dites stratégies comportementales en théorie

des jeux sous forme extensive.
10. nous avions vu en Section 2.3 que x* est proportion de ressources que laisse un cueilleur seul sur I'agrégat.
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Elle dépend certes des stratégies des joueurs, mais comme les arrivées sont Poissonniennes
et que les stratégies forment par construction un processus Markovien en I'état &, alors le
processus qui engendre les ai est lui-méme Markovien en &.

Soit 6% la durée de I’étape k et

o 0 sidfzék et maxd’ii>d,’f
1 sinon

Autrement dit, /@f = 1 si le cueilleur ¢ survit a I’étape courante. Vient la dynamique suivante :

okl = ok — A(aF 0k 6F) =: A2 n 6F)
nE L — ko gk

ou A(z,n,d) est la proportion de ressource prélevée par n cueilleurs pendant un temps 6 en
partant d’une proportion . On suppose cette fonction connue ; son expression est analogue a

(2.22). Elle est par conséquent supposée jouir des propriétés suivantes: Vz,n,
- A(z,n,0) =0,
— § — A(x,n,0) est strictement croissante et concave,
= lims_oo A(z,n,0) =1 — .

Chaque critere (équation (2.24)) s’exprime comme suit :

Gi(Pi,P-i) = EcGi(€°, P, P—s)

ol
K;
Gi(€0 P, P_y) =E {Z L(f’“,&k)} : (2.25)
k=0
avec

L(§75) = L(xunvé) = %A(‘Tﬂ%é) - 7*5 .

En ce qui concerne L, il s’agit de la part de ressource qui revient au cueilleur 7, a laquelle
on retranche cout associé au temps, converti en ressource. Quant a G;, précisons pour plus de
clarté que les P; transparaissent dans la séquence des {0 }.

D’apres les hypotheses faites sur A, on obtient : Va,n,

- L(z,;n,0) =0,

— § +— L(x,n,0) concave,

— lims o L(z,n,0) = —00.

Afin de résoudre le jeu dont les paiements sont donnés par I’équation (2.25) par program-
mation dynamique, introduisons la fonction Vzk (£), ou le paiement futur Nash-optimal espéré
lorsque 1'on débute I’étape k dans l’état &. Vient 1’équation d’Isaacs [82, 5] (c’est 1’équivalent
en temps discret de la paire (1.24) et (1.25) de la Section 1.3.1):

VF(ER) = B |L(6F,6%) + ] VITH (AR ") nF + b)) VE < K, (2.26)
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ou E* correspond a l'espérance & 1’équilibre de Nash. Puisque ce jeu est de toute évidence
stationnaire, V; ne dépend pas du numéro de 1’étape k et ’équation (2.26) devient 1’équation

implicite suivante :
Vi(z,n) = E* [L(z,n,0) + ki Vi(A(z,n,0),n +a)] Vo > z*. (2.27)

Par conséquent, la stratégie Nash-optimale en boucle fermée s’obtient en résolvant le jeu
restreint a une étape. De surcroit, il s’agit d’une guerre d’usure a temps d’arrét aléatoire telle
que définie en Annexe C. En effet, le jeu restreint & une étape peut étre énoncé comme suit.
Adoptons les notations suivantes, relaxées de z, a présent condition initiale. Soient V;(d,n) :=
Vi(A(z,n,0),n) et L(d,n) := L(z,n,0). Le terme entre crochets de I'’équation (2.27) se traduit

en la fonction d’utilité du jeu restreint a une étape suivante:

0 sid; =9 et maxd_; > d; (k;
V;(0,n) sidi=40det maxd_; =d; (K
V,(d,n + 1) sid < min{di,d_i} (

V;(d,n — 1) sinon (Ki

U’L(dud—’ta(s) = L(57n) +

Il
_ = = O

K

)
)
)
)

Soit d tel que A(z,n,d) := z*. C’est le temps au bout duquel, un cueilleur n’a plus intérét
A rester, méme seul, sur agrégat. On a donc V;(d,-) = 0. Soit d := argmaxy L(d,n). (d et d
dépendent tous deux de x et de n). Par conséquent, Vn, Vd > d, L'(d;n) < 0 (ou L'(dn) =
dL(d,n)/dd). De plus, si aucun départ ne se produit, la fonction L de I’étape suivante décroit
d’entrée de jeu. Donc le d suivant est nul et d’apres I’Annexe C, la valeur de ’étape suivante
est donc nulle. Doty, si & € [d,d], Vi(6,n) = V;(6,n + 1) = 0. Enfin, nous montrons en Annexe
C que la valeur du jeu est, tout comme dans la guerre d’usure classique, égale a L(ci,n). Par
conséquent

Vi(dn —1) = max L(A(z,n,d),n —1,0) = W(d,n).

Il découle de I’Annexe C que:

Théoréeme 2.4 L’équilibre de Nash du jeu (2.24) est obtenu pour des fonctions de répartition

P* données par

0 Vd < d
d . L'(d
P*(dn)={ 1—exp (—nil/d h(b,n)db) vd € [d,d) , avec h(d,n)= _W((d7z))
1 Vd > d

Ainsi la solution du jeu de cueillette asynchrone, exprimée telle une stratégie en boucle
fermée sur n, le nombre de cueilleurs présents, coincide avec celle du jeu synchrone introduit
par Darticle [135].

2.5.3 Discussion

De 'impact d’une guerre d’usure sur les temps de résidence

Une question a laquelle le modele ne répond pas est: 'interférence, qui, nous le savons

a présent, engendre une guerre d’usure, implique-t-elle que le temps de résidence espéré sur
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l’agrégat soit supérieur a celui qu’un cueilleur seul y aurait consacré? On ne peut trancher
de fagon générale. S’il est un fait bien établi, c’est que la guerre d’usure conduit a rester
plus longtemps que le ‘temps de Charnov’, ici d. Or ce temps lui-méme dépend déja de fagon
complexe du modele d’interference sous jacent, par exemple I'équation (2.21). De plus, la durée
espérée U de la guerre d’usure qui s’en suit dépend elle aussi fortement du modele considéré.

Au passage, nous avons (pour deux joueurs afin d’alléger les équations) :

Ed=:d= /jbh(b,Q) exp <—/;h(c,2)dc> db + dexp (—/jh(b,Q)db) ,

Apres intégration par parties, on obtient

.- /jexp ( /;h<c,2>dc> ab,

ot d =d+ 0. A titre d’exemple (ou plutot de contre-exemple anticipé), il est clair que si
I'interférence est telle que le rythme de cueillette soit nul, on a d = 0, d = oo et h = 4* /w (car
L(2,d) = —*d et avec Yd, W(d,2) = w (la valeur de I’agrégat), une constante non-nulle!!
). Vient © = w/~*. Par conséquent, si telle interférence est insurmontable (y* tres grand), d
tend vers zéro. De ce fait, on ne peut dire en toute généralité que 'interférence, ou une guerre
d’usure, implique des temps de résidence plus longs. L’éventualité d’une guerre d’usure
éclair est a envisager.

A cet égard, larticle [59]12 ne réfute pas, comme il le lui semble, le modele théorique
qui conclut & une guerre d’usure. Au contraire, cette contribution expérimentale nous semble
aller dans le sens du modele de guerre d’usure proposé. En effet, plus grand est le nombre de
cueilleurs (des guépes parasitoides), plus grande est leur tendance & partir, du moins d’en-
trée jeu (dans les quinze premieéres minutes de lexpérience). Apres cette phase initiale, on
n’observe cependant pas de différence flagrante dans les tendances qu’ont les guépes a quitter
I'agrégat, qu’elle soient seules ou non. Toutefois, le jeu auquel se livrent ces guépes contient

une composante que nous ne prenons pas en compte, pour 'instant (superparasitisme).

Sur une éventuelle implication en terme de Génétique des populations

Jusqu’a présent, nous nous référions aux stratégies mixtes dans leur sens classique: un
temps de persistence stochastique de distribution cumulée P*. Par construction de I’'équilibre
de Nash, P* égalise les paiements de I'adversaire sur le support de ses stratégies mixtes.

Remarquons que dans une guerre d’usure, la valeur du jeu est celle que 'on aurait obte-

nue sans y participer. Pourtant, I’équilibre de Nash en stratégies mixtes fait que l'on joue.

11. avec le modele de la Section 2.3, on a w = ¢{(1 — z*) — ¥*[(1 — 2*)h — aln(z*)]}, ot =* = r~1(v*),
cf. équations (2.2) et (2.11) notamment. Prenons pour parametres ¢ = ~v*h ainsi que w = a/h et il vient
w=q{(1 =€) + Cwlin(Cw/(1 — €)) — 1]},

12. article qui part du principe qu'une guerre d’usure implique des temps de résidence plus longs que le temps
que l'on consacrerait seul a ’agrégat, observe le contraire et en déduit que le modele de guerre d’usure est

réfuté chez cette espece (Pachycrepoideus vindemmiae).
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Pourquoi faudrait-il donc que ’on joue a ce jeu si le paiement espéré n’est pas
meilleur que la valeur que 'on se garantit en n’y jouant pas? A la lueur de la
théorie des jeux d’évolution, la réponse n’est pas dénuée de sens: afin de prévenir
la prolifération d’un trait mutant, particulierement joueur. Autrement dit, un mutant
désobéissant a la convention Charnovienne de ne pas jouer n’aurait aucun mal, de par son
gain de ressource, a envahir la population conventionnelle. Notons en retour qu’adopter une
telle stratégie, qui semble évolutivement stable, n’impose pas de cotiit supplémentaire puisque
la valeur du jeu reste la méme.

En outre, la théorie des jeux d’évolution propose une interprétation alternative des straté-
gies mixtes. Plutot que de considérer une population monomorphe dans laquelle une stratégie
stochastique commune est adoptée, on peut, de fagon équivalente, considérer une popula-
tion polymorphe dans laquelle des stratégies pures sont distribuées selon P*. Puisque P* est
égalisante, tous les individus au sein de cette population peuvent espérer le méme succes.

Dans une population au sein de laquelle les individus sont sujets a des ren-
contres propices aux guerres d’usure, cela correspond a distribuer, selon P*, un
temps de persistence fixe a4 chacun. Autrement dit, on est en droit de s’attendre
a une variabilité intra-spécifique en terme de capacité a résister a I’interférence.
En effet, dans ce type d’interaction, 'interférence est vue telle une pertubation et non telle
une variable de décison, par opposition aux modeles de type ‘faucon-colombe’ par exemple
[102, 48, 47]. L’interférence affecte également tous les acteurs du jeu.

A cet égard, il est intéressant de constater que 1’article [161] rend compte de “I’exis-
tence d’une variabilité génétique intra-spécifique, significative, en terme de sus-
ceptibilité a I’interférence”, agissant sur le temps que ces guépes parasitoides (la
encore), s’apprétent a investir. De plus, ne fut relevée aucune différence en terme d’ag-
gressivité parmi les compétitrices (données non publiées). Par conséquent, ces interactions
intra-spécifiques semblent étre gouvernées par des jeux de type guerre d’usure plutot que
faucon-colombe.

Cependant, le lien avec de supposés génotypes déterminant le seuil de migration [115] reste
quelque peu prématuré, ne serait-ce que d’un point de vue mathématique puisque la stabilité
de l’équation des réplicateurs [73] reste & établir dans le cas d’une guerre d’usure. En effet,
I’éventuelle convergence de la dynamique des réplicateurs dans un espace de dimension infinie

(un continuum de traits) est une question ouverte [36, 37, 129].

2.6 Un jeu différentiel de sélection de ressources

Jusqu’a présent, nous avons restreint I’art de la cueillette a une gestion subtile du temps
consacré a chaque agrégat de ressource, d’apreés le modele initial de Charnov [29]. Toutefois,
une bonne cueillette ne se limite pas a cela; il faut aussi décider de quelles ressources s’appro-
visionner. Quelles sont celles qui valent la peine que ’on y consacre un temps si précieux? A

nouveau, ce fut & Charnov d’apporter un premier élément de réponse [28]. Son modele origi-
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nal considére une ressource plurielle qui varie a la fois en profitabilité et en abondance, mais
est cette fois distribuée dans I'espace de fagon réguliere et homogene (ce qui contraste avec
le modele que nous avons dévelopé jusqu’ici, dans lequel la ressource se présente sous forme
singuliere et agrégée). Ces deux piliers de la théorie de la cueillette optimale (cf. Figure 2.7)
furent donc basés sur des hypotheses quelque peu distantes. MacNamara, Houston et Webb

[107] se chargerent quant & eux de la pose du tablier.

Fi1a. 2.7 — Le logo de la conférence de I’International Society for Behavioural Ecology,
Tours, 2006. Il fait référence auxr deux modéles [29, 28] sur lesquels la

théorie de la cuillette optimale s’est construite.

2.6.1 Cueillette optimale: I’ingrate unification

Il est bien connu [28, 79] qu'un cueilleur se doit d’accepter une ressource i si sa valeur
(énergétique) e; vaut le temps requis pour se la procurer h;. Comme précédemment (équation
(2.23)), nous faisons de v* le taux de conversion du temps en ressource [106]. Par conséquent,
il s’agit d’accepter la ressource i si et seulement si v* < e;/h;. Appelons profitabilité de la

ressource ¢ le rapport ez/hz Posons aussi
5i = €; — ’}/*hi . (228)

Une fois la politique optimale obtenue telle une fonction de v*, on peut obtenir v* et de ce fait
la composition du menu optimal ; ceci est détaillé dans Uarticle [107], dans lequel les auteurs
présentent un algorithme qui converge vers la solution.

Toutefois, en guise de transition et afin d’introduire notre approche de résolution tant
qu’elle ne concerne qu'un seul joueur, redémontrons ce résultat (notre approche se situe non
loin de celle de l'auteur de [112]).

Soit z le vecteur d’état : il contient les proportions z; € [0,1] de chaque type de ressource

présent sur I’agrégat. Aussi, soit u le vecteur de décision : il contient les propensions '? u; € [0,1]

13. ou taux d’acceptation ou probabilité d’accepter, c’est équivalent.
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a accepter chaque type de ressource disponible. Enfin, posons & := dz/dt, ou t est le temps
de résidence sur 'agrégat.

Une simple extension du modele de la Section 2.3 (équations (2.2) er (2.3)) donne:

. . Ui T 0 0
Vie{l,...,N}, q&;=— N , zi(0) = x5 ZCEZ =1. (2.29)
a+ Zj:l ujrih; i=1

De méme qu’auparavant (comme en (2.23)), nous introduisons le critere suivant (a4 maxi-

miser) :
t* N
J(20 u(),t*) = /0 L(z(t),u(t))dt avec L(zu)=— Z ejqt; —*, (2.30)
j=1

ou t* est le temps final, libre.
Nous affirmons le résultat suivant :
Théoréme 2.5 La politique optimale dans le probleme énoncé par les équations (2.29) et
(2.30) est donnée par
1 siv* <ei/h;
- Vt € [0,t*], prendre u; = < arbitraire dans [0,1] si v* = e;/h;
0 siy* > e;/h;
— et partir dés que Zjvzl ujzj(e; —y*hj) — v a < 0.
Preuve :

Soit s tel que dt = ¢gDds avec D := o + Z;VZI hju;x;j. Soit & := dx/ds. La dynamique (2.29)

devient la fonction f(z,u) suivante:

T = —uix;, x;(0) = :v?.

Le critere (2.30) peut donc étre exprimé comme suit :

s* N
T (2% u(),s%) := J(x%u(),t(s*)/q = /0 L(z(s),u(s))ds avec L(z,u)= Zujxjej —v*D.

J=1

Puisque 07 (2%u(-),s)/0s = L(z(s),u(s)), une condition nécessaire pour s’arréter est que
L(x,u) s’annule. D’ou affirmation du théoreme quant a la regle de départ. Notons que cela

correspond a la regle de départ de Charnov.
Soit A le vecteur adjoint de ’état . On obtient le Hamiltonien suivant :
N
H\a) = L) + (0 f ) = S0 = Auja; — o

Jj=1

ou 0; est donné par I’équation (2.28).
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Selon le principe du maximum de Pontryagin [121], si une politique u*(-) engendre une tra-

jectoire x*(-), optimale, alors il existe une trajectoire adjointe A(:) continue telle que

;

)O‘ = _VCBH()‘vx*(')7U*('))

A(s*) =0

HA(s¥),x(s%),u(s*)) = . (2.31)
Vs € [0,s*] ou u*(-) est continue ,

H(A(s),2*(s),u*(s)) = maxye(o,1n H(A(s),2%(s),u)

La dernieére des conditions ci-dessus se traduit en la fonction de commutation suivante :
o; = 8H/3uz = (51 — /\z’)xm

qui correspond & la politique optimale, dite bang-bang, suivante :

ot 1sio; >0
Osio; <0

Le cas singulier ; = 0 rend le cueilleur indifférent a la ressource 7 ; il peut 'accepter comme

la rejeter, cela satisfait les conditions d’optimalité.

On a aussi:

Ai = —OM 9z = —(6; — MiJui, Ni(s*) =0.

D’ou 6; = 0. Par conséquent, le signe de o; est invariant, et la politique optimale est ainsi :

1 si ’)/* < e,-/hi
Vt € [0,t*], w; =< arbitraire dans [0,1] si v* = e;/h;
0 si ’)/* > el/hl

Comme mentionné par les auteurs de [107], la raison pour laquelle 'auteur de [112] obtient
un résultat autre est qu’il considére (en toute conscience), tel une contrainte, un temps de
résidence fixe '*. Notons que dans ce modele, seul le cas non générique v* = ¢;/h; donne
lieu a des préférences partielles [105] : c’est-a-dire que certains types de ressources
peuvent étre tantdt acceptés, tantot rejetés (ici indifféremment), c’est optimal.

Autrement dit, ce modele prétend qu’un type de ressource donné devrait étre systémati-
quement accepté ou systématiquement rejeté, pourvu que la qualité de 'environnement (ici re-
présentée par v*) soit stationnaire. Or il semble qu'il s’agisse plutot de I'exception qui confirme
la regle car des préférences partielles sont communément observées chez de nombreuses es-

peces [130, 131]. Toutefois, cette prédiction repose sur le fait que le temps disponible pour

14. C’est I'objet de I’Annexe D.
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profiter pleinement de I'agrégat est laissé a la seule volonté du cueilleur. En effet, I’Annexe
D montre qu’a 'extréme opposé, si le temps dont on dispose est arbitrairement réduit, la
politique optimale donne alors lieu a des préférences partielles.

Ainsi la question de la robustesse de ce modele a une incertitude concernant le temps
dont on dispose pour profiter pleinement de 'agrégat se pose-t-elle. En d’autres termes, ce
temps n’est, en général, ni arbitrairement figé, ni laissé a la seule volonté du cueilleur, mais est
susceptible de se voir écourté par un évenement perturbateur, tel la présence soudaine d’un
prédateur aux abords de l'agrégat. Aussi l'arrivée inopinée d’'un congénere change-t-elle la
donne car s’en suit une situation de compétition pour les meilleures ressources. Commencgons

par éclaircir ce point.

2.6.2 Le jeu synchrone

Les auteurs de article [75] argumentent que lorsqu’un “grand nombre” de cueilleurs se
disputent une ressource plurielle, la politique évolutivement stable consiste & maximiser son
rythme d’acquisition, disons, d’énergie, a chaque instant. Il s’agit donc en premier lieu de se
focaliser sur la meilleure ressource, ou étre sélectif. Puis, des lors que cela améliore
le rythme d’acquisition d’énergie, d’étre opportuniste ou accepter toute ressource qui
vient & sa portée!®. Aussi, les articles [112, 153] relevent que pour un nombre de cueilleurs
relativement faible, il s’agit de commuter “plus t6t” vers un régime opportuniste. De plus, leurs
deux approches mettent en évidence une convergence des instants de commutation vers ceux
qui correspondent a une maximisation du rythme d’acquisition d’énergie lorsque le nombre
de cueilleurs va croissant. Dans cette section, notre but est d’identifier clairement 1I’équilibre
évolutivement stable via une approche similaire a celle de l'auteur de [112], & ceci pres que
nous ne figerons, ni le temps de résidence, ni 1’état final, de ’agrégat.

D’apres la Section 2.6.1, nous restreignons maintenant la gamme des ressources considérée
a celles qu’un cueilleur seul inclurait dans son régime alimentaire et ne considérons dorénavant
que deux types de ressources: Vi € {1,2}, 0; = e; — v*h; > 0 (les ressources rejetées lorsque
Pon est seul et dispose de tout son temps devraient a fortiori étre rejetées en compétition).

Posons aussi

C = €1h2 - 62h1 Z 0, (2.32)

puisque ea/he < e1/h; par hypothese.

Tout comme 'auteur de [112], nous recherchons la politique optimale contre une stratégie
présumée communément adoptée par le reste de la population. Si cette derniere est la meilleure
réponse a elle-méme, alors elle constitue un équilibre évolutivement stable.

Dans un premier temps, nous ferons I’hypothése que les autres membres de
la population sont toujours opportunistes et mettrons en évidence que contre de

tels joueurs, la stratégie optimale est, dans un premier temps, d’étre sélectif, pour

15. Pauteur de [70] mentionne aussi opportunité d’une telle stratégie en compétition.
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ensuite commuter a opportunisme. Afin de construire une variété de commuta-
tion dans ’espace d’état, on fera usage d’une technique de synthése réguliére (cf.
Section 1.2.5). Dans un second temps, nous supposerons que cette stratégie qui
consiste & commuter de sélectivité vers opportunisme est adoptée par le reste
de la population. Dans un souci de cohérence, nous nous devons d’autoriser la
politique adverse a rétroagir sur I’état. Ceci, en retour, induit des discontinuités
et autres particularités qu’il nous faudra prendre en compte afin de montrer que
la meilleure réponse a cette stratégie est elle-méme. Tout au long de notre rai-
sonnement, nous nous réféererons a la Figure 2.8, qui représente ’espace d’état
(z1,22).

Soit n le nombre de cueilleurs en compétition sur 'agrégat. Soit u la variable de décision
du cueilleur focal, ou sa propension & accepter la ressource 2 (la ressource 1, plus profitable
selon (2.32), doit, cela va de soi, toujours étre acceptée). Aussi, soit v la variable de décision
adverse.

Soit D(u) := o+ hixy + uhgwe. La dynamique (2.29) prise avec 2 (et non plus N) types

de ressources et étendue a n joueurs se traduit comme suit :

{qflzzm/Dao<nlmm/Duo, 21(0)

. x% (2.33)
qiy = —uxe/D(u) —v(n — 1)za/D(v), x2(0) = x5

Le critére du joueur focal est quant a lui inchangé par rapport a (2.30):

J(2%u(),t*) = /0 L(z(t),u(t))dt avec L(xz,u)=eix1/D(u)+ ueaza/D(u) —~* (2.34)

ou x(-) satisfait (2.33) et ou t* est un temps final libre. En effet, nous nous focalisons sur
I’un des n joueurs, n’importe lequel d’entre eux, ils sont supposés identiques; le
critere de chaque autre joueur est tout a fait analogue. Le joueur focal agit sur u.
Les n — 1 autres joueurs sont supposés adopter une stratégie commune qui résulte
en la décision v(-). C’est au travers de la dynamique (2.33) qu’ils influent sur le
paiement du joueur focal.
Nous affirmons le résultat suivant (voir Figure 2.8):
Théoréme 2.6 L’unique équilibre de Nash pur et symétrique en rétroaction sur l’état du jeu
énoncé par les équations (2.33) et (2.34) correspond a :
, {u:OtantqueS(:v)SO
— jouer
u=1 tant que S(x) >0
— et quitter le jeu dés que 0111 + oo — v ar < 0.

, ot S(x) est donné par l’équation (2.46)

Preuve :
Posons s tel que dt =: ¢D(u)ds. Adoptons la notation z := dz/ds. La dynamique (2.33)

devient la fonction f(z,u) suivante:

{5u=—mu+wn—anwa», 21(0)
9 = —x2(u+v(n—1)D(u)/D(v)), x2(0)

NO RO

(2.35)

T
T
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S<0, region -
resource 2 is rejected

<
<+

x1

F1a. 2.8 — Le champ de trajectoires Nash-optimal dans l'espace d’état (x1,x2) des pro-

portions de ressources 1 et 2.

Aussi, le critere (2.34) peut des lors étre exprimé comme suit. Soit

T (2% u(),s%) = J (2 u()t(s") /a = /OS L(x(s)u(s))ds,

avec L(x,u) = e1x1 + uegxs — y*D(u).

On a clairement 0.7 /0s* = L(x(s*),u(s*)) = 0. Par conséquent, le variété terminale est donné
par L(z,) = 0; cela correspond & la régle de départ de Charnov. Le segment incliné sur la
gauche de la Figure 2.8 représente cette variété terminale (apreés que 'on eut connu le u(s*)

optimal).

Soit A le vecteur adjoint associé a ’état x, gouverné par (2.35). On obtient le Hamiltonien

suivant :
H\zwu) = ez +uesrs — v D(u) — Mz1(1 4+ (n—1)D(u)/D(v)) (2.36)

—Xoxa(u+v(n—1)D(u)/D(v)).

D’apres le principe du maximum de Pontryagin'6, de par le fait que le Hamiltonien est affine

en u, la politique optimale est bang-bang, régie par la fonction de commutation suivante :

o= [02 — Ai(n —1hox1/D(v) — X2(1 + v(n — 1)haxa/D(v))]z2 . (2.37)

16. tant que la stratégie adverse est Lipschitz continue, ici constante, en x.
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Viennent les équations adjointes (cf. Section 1.2.5):

Moo= M1+ (n=1)D(w)/D(@)) + (n = Dhiz1(1/D(v) = D(w)/D@)*)] +  (2.38)
Av(n — 1)hiz2(1/D(v) — D(u)/D(v)?) — 61, Mi(s*) =0.

o = Xo[(u+v(n—1)D(u)/D(®)) 4+ v(n — Dhexa(u/D(v) — vD(u)/D(v)?)] +
A (n — Dhoxy (u/D(v) — vD(u)/D(v)?) —udy, Mo(s*)=0.

Il apparait que u*(s*) = 1 car o(s*) = doxe > 0 par hypothese (I’adjoint final est nul, selon le

principe du maximum, en (2.31)).

Tout comme dans [112], nous admettrons dans un premier temps que la stratégie adverse est
d’étre opportuniste (v = 1). La politique optimale s’obtient donc via intégration rétrograde
des équations adjointes vues plus haut, prises avec v = 1. Tant que o reste positif (en temps
rétrograde), 'optimal est d’étre opportuniste. Donc si tel scénario tient jusqu’a I'instant initial,
étre opportuniste de bout en bout constitue un équilibre évolutivement stable. Si par contre o
change de signe au cours de l'intégration rétrograde, étre sélectif devient subitement optimal
face a des opportunistes, du moins localement. Par symétrie entre les cueilleurs, si un tel point
de commutation apparait, alors il prévaut pour quiconque est présent sur ’agrégat. Le cas
échéant, il nous faudra dans un second temps considérer que v commute & zéro (en temps
rétrograde) et qu'il en reste ainsi jusqu’a l'instant initial s = 0. Cependant, un préalable &
toute réitération (en temps rétrograde) de ce processus est qu’étre sélectif soit optimal face a

une stratégie adversaire tout aussi sélective.

Soit ($,%) le premier (en temps rétrograde) point de commutation, s’il en est un, ou (0,z(0))
sinon. Par dela ce point, étre opportuniste est optimal jusqu’au temps final s*. L’exposant +
désignera la région de ’espace d’état correspondante. Nous postulons que, dans la région +,
I’équilibre de Nash est donné par v = v = 1. Ainsi, soit DT := D(1) = a + hyx1 + hozs. On
a, d’apres (2.35) et (2.38), Vs € (8,s%), Vi € {1,2},

T = —nx;, z;(s°)=x] et )\Z+ =n\ =4, A (s")=0.
Aussi, nous obtenons d’apres (2.37) :

ot = [(52 — )\f’(n — 1)h21‘1/D+ — A;'_ (1 + (TL — 1)h2$2/D+)]{E2 (2.39)

et, d’apres (2.36),
HY = e1m1 + earg — Y DT — A zin — A zan. (2.40)

Il vient Vs € (8,s*), Vi € {1,2},
zi(s) = 27579 et M(s) =46 <1 - e_”(s*_5)> /n. (2.41)

Par conséquent,
M (s) =011 —af/x1)/n>0. (2.42)
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De plus, on remarque d’apres I'équation (2.41) que Vs € (§,5), 27 /x1 = x5 /x2 donc que z1/x2
est invariant pour tout s € [§,s*] (cette propriété résulte de notre hypotheése d’exploration
aléatoire de ’agrégat et c’est la raison pour laquelle dans la Figure 2.8, le champ de trajectoires
Nash-optimal est radial). De surcroit, sachant que le Hamiltonien reste constant tout au long
de la trajectoire suivie, donc, d’apres le principe du maximum (2.31), qu’il est nul pour tout
x, nous obtenons, d’apres (2.40) et (2.42), Vs € (8,s%), Vi € {1,2},
pllc

—_— 2.43
2161 + 2262 (243)

i @i =
D’ou I'affirmation du théoreme quant a la regle de départ.

Aussi, d’apres (2.42), il se trouve que la fonction de commutation (2.39) peut étre réécrite
comme suit :
ot =[(e2 — AJ)(a+ hiz1) — (e1 — A )howy] 22/D7 .

Admettons qu'il y ait un point de commutation (3,%) par définition tel que o (3) = 017.
Vérifions que commuter u reste optimal si v commute aussi en ce point. L’exposant — désignera
la région de l'espace d’état ot nous conjecturons que I’équilibre de Nash est donné par u =

v = 0. Ainsi, soit D~ := D(0) = a + hyz1. Vient la fonction de commutation de la zone — :

0 (8) = [02 = A{ (8)(n — 1)ha@1/D™(8) — Ay (8)] 22

Aussi, on a H™(8) = e1&1 —y* D™ (5) — A{ (8)Z1n.

Remarquons que l'instant § dépend de la trajectoire considérée, de sorte que x(§) décrit une
variété de commutation S(z) = 0 (la courbe symbolique de la Figure 2.8). Par conséquent,
A1 (8) et A5 (8) doivent satisfaire le systeme d’équation ci-dessous (la différence des vecteurs

adjoint est une normale & la variété [11], cf. Section 1.2.4):

A (8) M (3) 05(3) /0y
Ay (8) =1 A\ (3) +r| 95(38)/0xs | , (2.44)
—H™(3) —H*(3) 05(3)/0s

oll Kk est un scalaire & déterminer et S toute fonction qui caractérise la variété o+ = 0 dans
le plan (z1,z2). En effet, les équations (2.42) et (2.43) montrent clairement que o™ peut étre
exprimée telle une fonction de 1 et x2 seuls (nulle dépendance en s). On a bien 95/9s = 0
(S ne dépend que de z). Par conséquent, H™(8) = H*(8) = 0 et il vient A\ (8) = [e1d1 —
y*D~]/#1n. Ainsi A] (3) — Af (8) = (6125 —v*)/(21n) < 0 car L(s*) = §12% + doxs — y*a = 0.

De plus, de par le fait que H™(5) = 0, 0~ (§) peut étre réécrite comme suit :

o (8) = [(e2 = A5 (8))(a 4+ h#1) — (e1 — A{ (8))had1] z2/D(8).

17. Pargument § apparait pour signifier que nous nous plagons sur un point de commutation.
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De par le fait que ot (8) = 0, il vient

o ® = (BTt - 2 0 i) ) 22/ (3

et on a

0~ (5) = AT (8) = AT (5) (hx ~ (ot b 50 / i ) #/D-().  (2.45)

Introduisons la fonction implicite #; = {(&2) afin de décrire la variété de commutation. Ainsi,

Péquation (2.45) se lit aussi:

o= (8) = T (8) — AT (3) (hgfcl + o+ i) S22

> 22/D"(3).

Posons S(z1,22) := n(x161 + x202) DT o™ /29 ; S peut étre exprimée comme suit :

S(z1,79) = a(w2)x? + b(x2)w1 + c(x2) ou S(z1,22) = d(x1)w2 + e(21), Ot
a:=—-(n-1)6¢<0 b:=—fxe — g+ h avec: (2.46)
¢ := 29620 /81 + Sa7*a > 0 fi==82a/61 >0 '
d:=—fx; +6h/6; = 6s(azx1 +h)/61 | g:=Cya>0
e = —ax% + (g + h)x1 + Soya? h := adi(ean — d2) > 0

Do &(z9) = (—b — Vb — 4ac) /2a. On a

dé(ze) d _(52a§(x2)+h__(52<1+ b—2h >
dxo N 2&5(.%2) +b 31 2a§(x2) +b 201 \/m '

Puisque b — 2h < 0, il vient

d€($2):_52<1_ U’_W>: 02 (1— 14+ )>0

dzo 261 b2 — 4dac 20, b2 —4dac/) —

car v = 4fac — h(b — h)] = 4n¢y*2a?81he > 0. Dol Vo, dé(z2)/dxa > 0 (cela justifie

Porientation de la courbe de la Figure 2.8). Par conséquent, o~ (§) < 0.

Tant que u reste nul en temps rétrograde depuis §, on a

{ T =—nxy, z1(8) =

3
.’2’2 = O, 332(3‘) =: (i‘g

=

1

)

et 07 = [(e2 — A\J)(a + hiz1) — (e1 — A] how1] /D™, avec

A =nA\ — 681, A[(8) =[erd1 —~*D(3)]/1n
Ay =0, A5 (8) indéterminé
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Ainsi, toujours en temps rétrograde depuis § avec u = v =0, on a

{xangwﬁs> N {AHQZ@mn—VD)Mm
w3(s) = 2 A5 () = A5 (3)

Introduisons y(z1) := etha(n—1)z1/[n(a+hix1)]. M vient 0~ —0~(8) = y(Z1) —y(z1). Or il est

clair que y(z1) est croissante. D’out Vs € [0,5],0~ < 0. Il y a donc au plus une commutation.

Enfin, il est nécessaire de vérifier que si le cueilleur focal ne devient pas subitement oppor-
tuniste des que la variété de commutation est atteinte, I’état néanmoins transperce la dite
variété, et pénetre dans la région ol étre opportuniste est Nash-optimal ; auquel cas il a eut
tort de ne pas commuter. Il s’agit de la “condition de perméabilité” [11]18.

A cette fin, soit v = (—1,d¢/dxe) un vecteur normal a la variété de commutation pointant

vers la méme direction que les trajectoires sortantes. On a

@J@$D%=Ga—m§i>>u

Nous calculons

a4+ hiz d¢
0,1)Y=z1+(n—-1 — pe—>
W f@on) =a+(n )a + hiz1 + hoxo <x1 m2d$2> ’

qui, de par l'inégalité précédente, est clairement positif. Donc la condition de perméabilité est

bien satisfaite.

Par conséquent, 1’équilibre évolutivement stable consiste soit a étre opportuniste de bout en

bout, soit a étre sélectif dans un premier temps, pour ensuite s’adonner & I’opportunisme.

O

Caractérisons a présent la variété de commutation. Puisque dans la zone —, x2 est invariant,
on a &y =1—29, donc #; = £(1 — 29). La Figure 2.9 représente la variété de commutation
pour plusieurs valeurs de eg, dans I'espace d’état (x1,x2). On constate que Z; est quasiment
indépendant de Z2. Autrement dit, ce que nous avions représenté tel une courbe en Figure 2.8
apparait donc plus proche d’une ligne au long de laquelle 1 est constant.

La Figure 2.10 représente ’application n +— ;. On constate que plus grand est le nombre
de cueilleurs présents sur l'agrégat, plus proche est 1’équilibre évolutivement stable d’une

myope maximisation du rythme d’acquisition d’énergie.

Conclusion partielle

Nous résultats concordent avec ceux de I'article [112], obtenus via une approche similaire

(bien que cet auteur ignore les discontinuités qui portent sur les variables adjointes, cf. équa-

18. Cependant, il s’agit ici d’'un jeu & somme non-nulle, et on ne peut conclure comme dans [11] que les

variables adjointes sont continues.
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i)

0a

e2=0.375

0.6

[R)
[ {

ez =0.

0.44

121 e2=10.125

I

F1G. 2.9 — La wvariété de commutation pour différentes valeurs de ey dans le plan
(x1,22). Nous avons prism =2,e1 =1, a =1, hy =hy =1, v* = 0.1 et
de gauche a droite, eo = {0.125,0.25,0.375}.

tion (2.44)). Notre apport tient au fait que nous ne considérons ni le temps de résidence ni
I’état final comme étant figés a priori. Cela nous permet d’analyser la sensibilité du point
de commutation aux conditions initiales et notre modele révele qu'il en est quasiment in-
dépendant. Qualitativement, 1’équilibre évolutivement stable est donc proche d’une myope
maximisation du rythme d’acquisition d’énergie, une politique qui consiste a se faire sélectif
jusqu’a ce que la meilleure ressource tombe & un certain seuil (quelle que soit I’'abondance de
la seconde ressource par ailleurs), au dega duquel 'opportunisme est de rigueur. Cependant,
le seuil correspondant a une stratégie myope reste une borne inférieure; a titre d’exemple, on
s’en rapproche d’autant que le nombre de cueilleurs en compétition est grand. De surcroit, ces
résultats s’accordent aussi avec ceux des articles [75, 153], obtenus par des approches quelque

peu différentes.

Puisque la stratégie de sélection de ressources d’un cueilleur isolé (non assu-
jetti & compétition) se distingue qualitativement de la politique évolutivement
stable en compétition, se pose maintenant la question de savoir ‘que doit faire un
cueilleur seul si la probabilité de se retrouver d’un instant a4 ’autre en situation

de compétition est non-négligeable?’.

19. comparativement a [112], puisque 'auteur de I’article [153] observe aussi que le point de commutation est

presqu’indépendant des rapports de proies en présence.
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FiG. 2.10 — L’application n — 31. Nous avons pris es = 0.25, 2 = 0.5, n € [2,100].
Les autres parameétres sont inchangés a ’égard la Figure 2.9. L’axe hori-
zontal est une échelle logarithmique. La ligne pointillée représente &1 ou le
seuil de commutation associé a une myope mazximisation du rythme d’ac-
quisition d’énergie; en effet, cela consiste a étre sélectif tant que x1 reste

supérieur a &1 := esa/(, un seuil indépendant de xs.

2.6.3 Le jeu asynchrone déterministe

Telle une approche préliminaire, cette section traite d’un jeu asynchrone a deux cueilleurs,
dans lequel le temps inter-arrivées t, est admis déterministe. Ce peut étre pertinent dans le
cadre d’une cueillette en groupe avec ‘partage d’information’ [56], si 'on admet que le cueilleur
qui repere 'agrégat en premier dispose d’un temps, sinon prévisible a la microseconde pres,
de distribution étroite, pour tirer partie de sa découverte.

Une fois le second cueilleur sur les lieux, ’équilibre évolutivement stable ne dépend que
de I’état de l'agrégat x, tel qu’établi en Section 2.6.2. Reste a déterminer la stratégie qu’il
convient d’adopter avant que I'importun n’entre en jeu.

Nous affirmons le résultat suivant (cf. Figure 2.11):

Théoréme 2.7 Dans le probléme a temps inter-arrivée t, déterministe, la stratégie optimale

pour le premier cueilleur avant l’entrée en jeu du second est:

— toute politique qui méne a S(x) = 0 au temps t = t,, pourvu que cela soit faisable (auquel
cas il existe une infinité de trajectoires optimales).

— sinon, il s’agit, tout au long de la trajectoire, de prendre w = 0, respectivement u =1, si

cela correspond a S(x) < 0, respectivement S(z) > 0, au temps t = t,.

Preuve :
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Fic. 2.11 — Ce graphique représente le champ de trajectoires optimal dans [’espace

d’état (t,x). Les régions B (before) et A (after) correspondent respective-

ment at <ty ett >t, (ou, c’est équivalent, an =1 et n =2). Les signes

— et + désignent respectivement qu’étre strictement sélectif ou strictement

opportuniste est (Nash-)optimal dans la région considérée. Les trajectoires

optimales sont, symboliquement, tracées linéairement. La droite verticale

représente la variété t = t,. Celle qui est horizontale dans la région A

représente la variété de commutation donnée par S(x) = 0. La trajectoire

curviligne dans la région blanche (ou non hachurée de trajectoires “linéai-

res”) refléte le fait que toute trajectoire qui se maintient dans cette région

est optimale.

Puisqu’il nous faut a présent considérer explicitement la variable temps ¢, faisons en une

variable d’état. La dynamique (2.35) s’étend donc comme suit, avec n € {1,2}:

&1 = —x1[l + (n = 1)D(u)/D(v)]

9y $?7
#g = —wofu+v(n—1)D(u)/D(w)], z2(0) =25 =1
0

t = D(u), t(0) =

0
— a3,

Dorénavant, nous nous référerons a la Figure 2.11 pour illustrer notre raisonnement ; insistons

sur le fait que ce n’est qu’un croquis qui ne prétend qu’a une valeur symbolique. Dans la région

A (définie par t > t,), le champ de trajectoires Nash-optimal est parfaitement connu, d’apres

la Section 2.6.2, puisqu’il correspond & situation de compétition directe que nous avons traité

pour toute condition initiale ; I’équilibre evolutivement stable ne dépend que du signe de S(x).

Reste a déterminer le champ de trajectoires optimal dans la région B.

Afin d’alléger nos notations, posons p et H tels le vecteur adjoint et le Hamiltonien associés
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aux trajectoires de la région B (la partie du jeu dans laquelle le premier cueilleur est encore
seul), respectivement. Relier p a A se fait wvia les conditions de transversalité relatives a la
variété t = t, (voire sa restriction a I'intersection avec la variété de commutation donnée par
S(z) = 0). Puisque le plan t = ¢, est parallele au sous-espace des z, il est par conséquent
transparent pour cette variable d’état (une normale a t = t, a une composante en z nulle).
Ainsi la seule discontinuité possible sur les vecteurs adjoints concerne les coordonnées associées
a t, disons s et A3 (sauf sur l'intersection des deux variétés). Par conséquent, toujours d’apres
la condition de raccordement de la Section 1.2.4, cette courbe unidimensionnelle mise a part,

on obtient la relation suivante:

111(a) A1(sa) 0
112(Sa) _ A2(8a) +u 0
13(8q) A3(sq) =0 1|
—H(sq) —H(sa) =0 0

ou v est un scalaire a déterminer et s, est tel que £(s,) = t,. Pour étre exhaustif, la condition
de transversalité associée a la courbe donnée par 'intersection des deux variétés est la suivante,

mais nous n’aurons pas a en faire usage:

11(Sa) A1(8q) 05(sq)/0x1 0
12(Sa) | A2(sa) z 05(s4)/0x2 5 0
ustsa) | | ntsa) | T assajer=0 | TV 1
—H(sq) —H(sq) 05(84)/0s =0 0

Puisque, dans la région B, avant 'arrivée du second cueilleur, n =1, on a

H(z,u,v) = L(z,u,w) — p1z1 — pouzs + psD(u) .

Soit ¢ = OH/0u = (92 — pa + hops)xa. Le fait que H(s,) = H(sq) = 0 donne

_ mx1(Sa) + pouzs(sa)
a+ hi1z1(sq) + uhaza(se)

p3(sa) = v =

Ainsi ¢(s,) = 0(sq), défini en (2.37): la discontinuité sur la variable adjointe associée a t

maintient précisément continue la fonction de commutation. De surcroit, on a

fui = —0H/0x1 = 61 — p1 + hips , p1(8a) = M(5a)
fio = —OH/0xy = —u(d2 — p2 + haps),  p2(se) = A2(Sa)
fi3 =—0H/0t =0, us(sq) = v

et ainsi ¢ = 0. A aide des quatres schémas de la Figure 2.12, évoquons a présent la géométrie
possible des champs de trajectoires. Car étre opportuniste (v = 1) n’affecte pas autant la
ressource de meilleure qualité qu’étre sélectif (u = 0) au cours d’'un méme laps de temps,

le quatrieme cadrant représente un scénario impossible. Si étre sélectif jusqu’a 'arrivée du
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second cueilleur mene a S(x(s,)) < 0 (deuxieme cadrant), c’est optimal. Aussi, si étre oppor-
tuniste implique S(z(sq)) > 0 (premier quadrant), c’est optimal. Sinon (troisieme cadrant),
la politique optimale est telle que S(x(sy)) = 0. De plus, puisque d§/dxzy > 0, le scénario du
troisieme cadrant, si I’on considere la ligne pointillée telle la variété de commutation, ne peut
se produire. De ce fait, il n’y a aucun état antérieur a t, au travers duquel les trajectoires
des deux champs extrémaux se faufileraient. Au contraire, il y a bien un vide (une région non

recouverte par nos champs extrémaux) entre les zones + et — de la région B en Figure 2.11.

X2 X2
X1
X2 ™ 4

X1

Fi1a. 2.12 — Chaque cadrant représente un plan (x1,r2). Les fléches correspondent a
de possibles trajectoires. Les courbes pleines représentent la variété de
commutation S(x) = 0. L’horizon temporel est le méme pour toutes les

trajectoires représentées : ‘étre sélectif’ et ‘étre opportuniste’.

L’Annexe D donne le temps nécessaire pour aller d’'un point & un autre de 'espace d’état
(z1,22) (car cela ne dépend pas du chemin suivi), via la méme dynamique, prise avec n = 1.
On obtient donc le lieu des tous les points que 'on peut atteindre en un temps t, depuis un
point donné (29,29) (la variété représentée par un trait mixte dans le troisitme cadrant de la

Figure 2.12 contient le dit lieu). Plus préciément, cette variété correspond a I’application
0 0 0
x1 — Ty — [te — aln(x]/z1) — (2] — x1)h1]/hs,

a I'évidence décroissante monotone. Ainsi, pour chaque condition initiale, il existe un unique
point (Z1,%2) tel que S(Z1,42) = 0 au temps ¢, (il s’agit de P'intersection des deux variétés).
Par conséquent, toute trajectoire qui reste dans le vide doit atteindre ce point et renvoit donc
le méme paiement. Enfin, puisqu’aucune trajectoire ne peut pénétrer I'un des deux champs
extrémaux, toute trajectoire qui se maintient dans le vide et atteint la variété de commutation

au temps t = t, est optimale.
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2.6.4 Le jeu asynchrone stochastique

Reste a savoir quelle est la politique de cueillette optimale lorsqu’il y a un risque de se
retrouver subitement en compétition pour les ressources; autrement dit, si le temps inter-
arrivées de nos cueilleurs est aléatoire.

Tout comme dans la section précédente, une fois I'importun entré en jeu, la politique
optimale ne dépend plus que de I'état courant z telle que détaillée en Section 2.6.2. Par
conséquent, le paiement Nash-optimal futur Va(z) est connu. Reste & déterminer la stratégie
a adopter avant I’entrée en jeu éventuelle d’un concurrent.

Remarquons que traiter le cas particulier dans lequel Va , V,(z) = 0 correspond a résoudre
un probleme de cueillette & temps d’arrét aléatoire, provoqué par exemple par la soudaine
présence d’'un prédateur aux abords de I'agrégat.

Faisons de cette éventuelle perturbation une variable de Poisson d’intensité . Pour autant,
le temps a toujours un cout (en terme d’occasions manquées) de v* a l'unité. Ainsi le cueilleur
reste incité a quitter I'agrégat en quéte d’opportunités meilleures.

Soit t* le temps que le cueilleur s’appréte a passer sur 'agrégat s’il n’est interrompu et e
un temps d’arrét aléatoire, exponentiellement distribué d’espérance 1/.

Notre dynamique est la suivante :

(2.47)

NO —RO

, x
qto = —uxe/D(u), x2(0) ==

{ iy = —z1/D(u),  21(0)

Aussi, notre critere est le suivant :

G u()t*) = E /OEM* L(z(t),u(t))dt + { Va(a(e)) st e <t ] : (2.48)

0 sinon

avec L(z,u) = ejx1/D(u) + ueaxa/D(u) — v*.

Nous affirmons le résultat suivant :
Théoreme 2.8 La politique optimale dans le probléme a temps inter-arrivée stochastique
énoncé par les équations (2.47) et (2.48) est bang-bang et ne compte pas plus d’une commu-
tation, qui le cas échéant se fait de u = 0 vers u = 1 et est antérieure a la rencontre de la
variété S(x) = 0. La politique de départ reste celle énoncée dans le théoréme 2.6 : quitter le

jeu dés que d1x1 + doxs — v < 0.

Preuve :

De par le fait que P(e > t*) = e~ ™", on a:

G u() ) = Eecp { /0 GL(:zz,u)dt—i-Vg(x)} e /0 ; L(zu)dt
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*

t* € t
= / [(/ L(:x,u)dt) + Vz(x)] me ™ de + e / L(zu)dt,
0 0 0
t* t* t* Lt
= / L(z,u) / e  "“de dt+/ Va(x)me ™ de +e ™ / L(z,u)dt,
0 ¢ 0 0

_ /0 [L(z,u) + 7Va(2)]e ™ dt

Introduisons la fonction f(x,u) suivante, dynamique équivalente a (2.47):

{ z1=—z1, x1(0)

NO RO

x
x

ig = —uxrg, :UQ(O)

notre critere s’exprime comme suit :
G(z%u()t(s*)) = ¢ /S* L(zw)e ™ ds,  L(zu) = 0121 + ubszs — v o + 7Va(z)D(u),
0
avec t(s) := as + hy(2) — x1) + ha(x) — 22) (cf. Annexe D) et t(s*) 1= t*.
Cependant, considérons le critere suivant, équivalent :

G(2%u(),s*) = e”(hlx(lhrh”g)G(wo,u(~),t(3*))/q:/ L(xu)e @smhzi—haz2) g
0

Notre probleme a temps d’arrét stochastique est ainsi équivalent au probleme déterministe
ci-dessus. Notre probleme formulé de la sorte, on voit que le temps de départ optimal est tel
que L soit nul. Puisque V5 est nul au dela de la variété d1ax1 + doxo — v*a = 0, cette derniere

est la variété terminale correspondant a notre probleme.

Aussi, introduisons la fonction valeur V', ou le paiement futur (Nash-)optimal, solution de

I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante :

Ve, V(r,s*) =0 et V(z,s <s*),
—0V (z,5)/0s = maxy, [(VoV (2,s),f (z,u)) + E(x,u)e_“(o“s_hlxl_h”?)} .

Soit V(x,s) =: e~m(es—mzi—haw2) () i € {1,2}, p; = OV/0z; et V(z) := V(x) — Va(z); V

est ainsi solution de I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman stationnaire suivante :

{ V(z|L(z,) <0),V(z) =0 et V(z|L(z,)>0), (2.49)

arV(z) = maxy [11(61 — 7haV(x) — p1) + uwa(de — ThoV(x) — o) — v*a] .

Remarquons que V(z) est en effet la valeur optimale associée a notre critere G. Par conséquent

V(x) est non-négative.

Puisque le terme entre crochets dans 1’équation de HJB ci-dessus (2.49) est affine en u, la

stratégie optimale ne peut qu’étre bang-bang. Introduisons la fonction de commutation o =
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do — mhoV(x) — pe. Nous conjecturons qu’intervient, au plus, une commutation. L’exposant +
désignera la région de I’espace d’état qui se trouve par dela le point de commutation, ou nous

postulons que le controle optimal est w = 1. Ainsi soit DV := D(1) = a + hyxy + hoxo.

On a Vi € {1,2}, puf(s*) = 0. Vient o (s*) = d5 > 0, par hypothese, d’ot u(s*) = 1. Ainsi,
juste avant que 'on s’en aille, la politique optimale est d’étre opportuniste: accepter toute

ressource qui vient a sa portée.

L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (2.49) impose que V(x|£ > 0) dans la région +,

DIV (2) = 21(81 — p) + @2(02 — 5 ) — 7.

Soit Vi € {1,2}, v; := OV /0x; = p; — A\i, car \; = 0V /0x;.
D’apres la théorie classique des caractéristiques [26], on a Vi € {1,2},

uj‘ = 7rD+1/i+ — (6 — V() — 1), g (8) = fui

Vient ainsi 67 = wha(z1v] + 2215) — fif = whezivy — 7D v + o+,

Il s’agit a présent de montrer que si o devient nul (en temps rétrograde), commuter u & zéro
reste optimal jusqu’au retour au temps initial. L’exposant — désignera la région de ’espace
d’état ou notre conjecture est que le controle optimal est u = 0. Ainsi soit D™ := D(0) =
a4+ hixy.

Dans cette région, I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman impose Vx,
7DV () = z1(01 — py ) — Y. (2.50)
via la théorie des caractéristiques, nous obtenons:
fy = 7D~ — (01 — V= () — p1), py(8) =i
o =mD7 vy, 1o (8) = fi2
ou $ est le temps auquel la variété de commutation est atteinte.

Vient ainsi 6~ := mhox1v] — [l = Thox1vy — TD v, . D’ou, sur la variété de commutation,
67(8) =a67(3) > 0.
D’apres ’équation (2.50), on a:
1 = wD vy — (anV~ (x) + v a)/x1
= 7D py — [(enV™ () + v'a)/z1 + mD” A .

Soit ©(x) := [(anrV ™ (x) + v ) /x1 + 7D~ A\1] > 0,

X(8,8) := exp (77/ Ddﬁ) = ") )]
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et .
#(s,8) == am /s O(z)x(s,0)dl > 0,

car il est clair depuis la Section 2.6.2 que Vz, Aj(z) > 0.

On a Vs € [0,3],
{ ,u; (S) - ﬂlX(svg) + ¢(5>’§)
pa (s) = fizx(s,5)

Soit ¢ (z1) := mwhoz1ft; — 7D~ iy = w(haft1 — hifiz)x1 — wofip et il vient
o =P(x1)x(s,5) + ¢(s,8)mhaxy .

Puisque 9(21) = 67 (8) > 0, (h2ji1 — hiji2) est clairement positif. Ainsi ¢ (x1) est décroissante.
Par conséquent, &~ reste positive dans la région —. Sans surprise, la trajectoire générée par u =
0 depuis (en temps rétrograde) la variété de commutation fait que o~ reste négative jusqu’au
temps initial. La stratégie optimale est donc bang-bang et compte au plus une commutation.

D’ou laffirmation du théoréme.

O

Une digression sur le probleme a temps d’arrét aléatoire

Tentons a présent de caractériser numériquement la variété de commutation, en prenant
toutefois Vz, Va(z) = 0. Cela correspond & résoudre le probleme a temps d’arrét aléatoire,
dont nous verrons qu’il n’est pas dénué d’information quant au jeu asynchrone stochastique.

Par intégration rétrograde du champ de trajectoires avec u = 1, il vient

V(x) = AB1(B) — 7" aBo(B),

avec A 1= §1x1 + dawe, [ := w(h1x1 + hexs) et la fonction B,, définie comme suit, n € N:

*

S
Bn(B) == / e~ (ntma)s=fl—e=*)q
0
Une intégration par partie donne

Bi(B) = (1 = 20(B) — maBo()) /b
By(B) = (1 = 21(8) = (1 + m) B1(5)) /B

avec z, () == e-(ﬂ+7ra)8*—6(1—e*3*)‘

De par la forme explicite de s*2

)

0 ou en remarquant que s* maximise G et de par le lemme

de ’enveloppe, il vient

Vie{1,2}, pf = 6B1(8) — Arhi(B1(8) — B2(8)) + v*arhi(Bo(3) — B1(3)) .

20. puisque s* est le temps qui nous sépare de l'instant de départ tel une fonction de ’état courant, on a
*

s* = —In(v*a/A), cf. équation (2.43) et la dynamique 2.47 prise avec u = 1.
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Puisque o := §y — mhoVT — g, il vient

ot = 03— 8B1(B) — AnheBa(B) + v arha B (B)
= (02 — Amho(1 — 21(8))/B) — (62 — (1 + ) Amho /B — v amhs) B1(f) .

La variété de commutation est donnée par ot (x) = 0. La Figure 2.13 représente la variété de

commutation pour différentes valeurs de .

"1 | 29 ‘ l\
5 7=0.1
| \
\
0.6
?rl:(]‘Z") \\
0.4+ \
. \
0.2+ ,,_' i l \‘ \
u‘: 9] | \ ll
0 S ‘ ) r1 |
q 04 o5 06 o7 0a 09

F1G. 2.13 — La variété de commutation dans le plan (x1,x2) pour différentes valeurs
de 7 ; de droite a gauche, m = {0.1,0.25,1,5}, avec a =1, hy =1, hy =1,
e1 =1, eg =0.25 et v* = 0.1. La borne de gauche correspond au seuil de

mazximisation du rythme d’acquisition d’énergie donné par &1 = eaa/(.

Implications quant au jeu initial

Il est clair que la variété de commutation pertinente pour le jeu stochastique asynchrone
est bornée par celle du jeu synchrone caractérisée en Section 2.6.2, car cela correspond a étre
interrompu avec probabilité un ou intensité de Poisson infinie. Aussi, il est vraisembable que,
qualitativement, la politique optimale soit équivalente a celle du probleme a temps d’arrét
aléatoire, c’est a dire commuter lorsque x; atteint un certain seuil, gouverné par 'intensité du

processus de Poisson.

2.6.5 Conclusion

L’objectif était de caractériser I’équilibre évolutivement stable supposé déterminer le com-

portement de cueilleurs en compétition pour une ressource plurielle distribuée sous forme
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d’agrégats dans I’environnement, a la fois en terme de politique de sélection dynamique de
ressources et de stratégie de départ.

En premier lieu, nous avons reformulé le probleme classique [107] que rencontre un cueilleur
isolé, via une approche similaire & celle de 'auteur de [112], & ceci prés que nous laissons au
protagoniste la liberté de quitter 'agrégat courant quand il le souhaite. En chemin, nous
avons aussi résolu le probleme a temps d’arrét sujet a contrainte, de nature déterministe ou
stochastique.

Ensuite, nous avons résolu un jeu de cueillette dans lequel n cueilleurs se disputent deux
types de ressources, I’'une étant plus convoitée que l'autre. Le jeu différentiel qui en résulte
donne lieu a des stratégies de rétroaction sur I’état discontinues, construites par une technique
de synthese classique, ce qui requit de manipuler les discontinuités sur les variables adjointes
avec précaution. Il en ressort que 1’équilibre évolutivement stable se caractérise par une stra-
tégie bang-bang qui compte au plus une commutation. Ce résultat concorde avec les modeles
antérieurs [75, 112, 153] et est plus précis a plusieurs égards.

Cependant, il n’en restait pas moins un vide qualitatif entre la politique optimale d’un
cueilleur isolé et celle qu’il convient d’adopter en situation de compétition. Ainsi vint la ques-
tion de savoir quelle devrait étre la stratégie d’un cueilleur seul, s’il est possible qu’a tout
moment un intrus entre en jeu.

Telle une approche préliminaire, nous nous sommes intéressés au probleme qui se pose a
un cueilleur seul, sachant qu’il dispose d’un temps déterministe pour en profiter avant qu’un
intrus n’entre en jeu. En émergent des préférences partielles, ou un résultat qualitativement
différent du modele classique, qui met en scene un cueilleur isolé.

Enfin, nous avons résolu ce méme probleme en considérant cette fois un délai inter-arrivée
stochastique, ou faisant de I’entrée en jeu éventuelle d’'un compétiteur une variable de Poisson.
Nous montrons que la politique optimale recouvre, par balayage de 'intensité de Poisson, le
vide qui séparaient les politiques extrémales trouvées précédemment.

Ainsi, quand la politique classique de sélection dynamique des ressources stipule qu’un
cueilleur seul devrait adopter une regle de sélection invariante tout au long de ’exploitation
de I'agrégat (cf. Section 2.6.1), nous montrons qu’il suffit d’introduire dans le modéle
quelque incertitude sur le temps dont on dispose pour obtenir une prédiction
qualitativement différente. Plus précisément, si I’on considére non négligeable le risque
qu’un évenement perturbateur ne se produise (par exemple l’entrée en jeu d’un concurrent)
et mette ainsi fin au temps dont on dispose pour profiter pleinement (seul) de lagrégat,
alors la politique optimale s’en voit changée: il faut, avant toute chose, prendre le temps de
manger son pain blanc. Ensuite, lorsque ce luxe devient trop couteux en temps, compte-tenu

de l'incertitude sur le temps dont on dispose, tout type de ressource valable est bon a prendre.

2.6.6 Discussion et perspectives

Nos résultats reposent sur I’hypothese que les cueilleurs sont identiques en termes d’apti-

tude a trouver puis exploiter la ressource et des valeurs relatives qu’ils attribuent aux ressources
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a I’égard des autres ressources et de leur environnement. Le jeu est symétrique en ce sens.
Cependant, la théorie de la cueillette s’est, au cours des derniéres années, bien plus focalisée
sur I’état (par exemple physiologique) de ’animal [79]. Ainsi la question se pose-t-elle de savoir
dans quelle mesure nos résultats seraient robustes a des différences pertinentes sur I’état des

cueilleurs, telles que
— l'aptitude a la compétition, qui peut étre corrélée a la taille de ’animal [109, 108],

— le niveau de satiété ou les réserves corporelles, qui peuvent par exemple influer sur les
valeurs relatives des ressources comparativement a d’autres activités, telles que trouver

un partenaire sexuel,

le temps passé loin du nid, qui agit sur le “cotit du temps”,

ou simplement ’espérance de vie de ’animal [159] ou un horizon temporel.

De surcroit, 'information sur I’état de ’adversaire pourrait se révéler insuffisante dans certains
cas. Certes, sans symétrie les cueilleurs ne commuteraient ni ne partiraient simultanément,
mais nous conjecturons que les prédictions qualitatives du modele sont robustes en ce sens
qu’il s’agirait toujours de commuter puis de partir selon la regle de Charnov. Autrement dit,
il nous semble que la compétition impose le caractere bang-bang de la politique de sélection
dynamique des ressources. A la lueur des différents modeles traités ici, on voit difficilement
comment une politique qui consisterait a accepter la ressource de moindre qualité avec une
propension contintiment croissante pourrait étre optimale en situation de compétition.

De plus, dans notre modele, l'efficacité de chaque cueilleur a se fournir en ressource n’est
pas affectée par la présence de ses adversaires ; nous ignorons toute interférence. Tout comme
quand la ressource est singuliere (cf. Section 2.4), tant qu’interférence il n’y a pas, 1’équilibre
évolutivement stable est pur, en particulier en terme de stratégie de départ d’agrégat. Nous
conjecturons qu’introduire de 'interférence dans le modele provoquerait une guerre d’usure,
ou des instants de départ aléatoires, mais n’affecterait qualitativement pas la politique de
sélection de ressource. Plus précisément, nous conjecturons qu'une guerre d’usure intervient
apres que les cueilleurs aient commuté a un régime opportuniste. Toutefois, cela nous semble
vraisemblable tant que l'intensité de I'interférence ne dépend pas de la politique d’acceptation
de ressources. Si tel est le cas, c.a.d. si I'interférence se fait plus intense lorsque les joueurs se
focalisent sur la meilleure ressource?!, la question est ouverte.

Certes la derniere, la question de la pertinence de ce modele vis-a-vis de la vie réelle n’est
pourtant pas la moindre. Une étude de terrain dans le désert du Negev en Israél [72] fut
réalisée sur des bouquetins de Nubie Capra nubiana, qui, d’apres les auteurs, se disputent
activement les ressources. Une observation indirecte basée sur les “densités d’abandon” [23]
tend a montrer que les bouquetins “sélectionnent les plantes de meilleures qualité jusqu’a ce
qu’un certain seuil soit atteint, en deca duquel ils passent a un mode de cueillette opportunis-

te”. Aussi, une interprétation similaire semble rendre compte d’observations faites sur des rats

21. les articles [109, 108] relevent I’évidence empirique d’un comportement d’évitement de toute intéraction

négative en compétition.
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kangourous Dipodomys merriami s’approvisionnant sur un méme agrégat, en Arizona [24].
Comme le remarquent les auteurs de l'article [71], la dynamique de sélection des ressources
est rarement directement observée?2. Néanmoins, les auteurs de ’article [116] ont ob-
servé, au cours d’expériences de laboratoire avec le poisson cichlidé Haplochromis
piceatus (un prédateur rompu a la cueillette en groupe), une commutation dans
leur dynamique de sélection de ressources, qu’ils soient seuls ou par paire. Ce-
pendant, le point de commutation se produisit pour une plus grande densité de la
ressource préférée lors de cueillettes par paires que lors de cueillettes solitaires. A
la lueur de notre modele, un classement inverse des points de commutation aurait
été attendu. En effet, si ’incertitude a 1’égard du temps disponible pour profiter
pleinement d’un agrégat conduit un cueilleur seul a se focaliser tout d’abord sur la
premiere ressource, telle sélectivité est supposée étre exacerbée, ou pour le moins
inaffectée, en situation de compétition. Notre modele se révele donc réfutable et
semble bien I’étre chez cette espéce. De surcoit, les pigeons, qui eux aussi picorent en
groupe en conditions naturelles, se sont aussi révélés étre plus “difficiles” seuls qu’en présence
de compétiteurs. Plus précisément, les auteurs de [120, 119] ont observés que les pigeons com-
mutent plus tot vers un régime opportuniste en situation de compétition. Il se pourrait que
Iinterférence soit a ’origine de ce phénomene. Afin d’éclaircir ce point et ainsi mieux appré-
cier la pertinence éventuelle d’une telle dynamique de sélection de ressources en situation de
compétition, il serait intéressant de développer une analyse théorique plus poussée, par la prise
en compte d’un phénomene d’interférence assujetti a la politique de sélection des ressources.

Toutefois, plutét que d’étendre plus encore ce modele général (nous avons vu qu’il concerne
aussi bien des bouquetins que des poissons ou encore des oiseaux), nous nous focaliserons
par la suite sur un vaste ensemble d’especes ou la sélection des ressources prend une forme

particuliere : les insectes parasitoides.

22. toutefois, cet article se réfere a un autre type de dynamique, de nature physiologique et ne traite ni de la

dynamique des ressources ni de compétition.
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Fi1c. 3.1 — Les belliqueuses Trissolcus basalis sur une ooplaque de la ravageuse punaise

verte Nezara Viridula (photo de Stefano Colazza, Universita di Palermo).

Ce modéle fait l’object de l'article [68].

Parmi toutes les especes d’insectes que compte le monde du vivant, il est celles que ’on qua-
lifie collectivement de parasitoides [58]. Libres dans leur vie adulte, ces insectes se reproduisent
via un hote qui n’y survivra pas (par opposition aux parasites ordinaires). Appréciés pour leur
role d’auxiliaires de lutte biologique contre les ravageurs phytophages [162], les parasitoides
sont aussi courtisés par les théoriciens notamment de par le fait que leur comportement de
recherche de ressources (hotes) soit étroitement lié a leur succes reproducteur [160].

Un phénomeéne communément observé chez ces especes est le superparasitisme [137], ou
le fait qu’une femelle ponde dans un hote préalablement parasité par 'une de ses semblables.
Chez les especes dites solitaires, seul un jeune parasitoide est susceptible d’émerger de ’hote ;
la compétition pré-imaginale au sein de ’héte ne fait aucun quartier.

1
, la

Un tel comportement affecte, tant au niveau de la production que sur le terrain
rentabilité d’un programme de lutte biologique car I'efficacité des auxiliaires a se reproduire,
ou attaquer des hotes, s’en voit, au niveau global de la population, décrue. Ainsi, par dela son
intérét scientifique propre, la question des tenants et aboutissants qui font que ces insectes se
parasitent les uns les autres comporte, en arriere-plan, une motivation des plus pragmatiques.

Ce phénomene de superparasitisme fut de prime abord interprété tel une conséquence

1. Les jeunes-pousses des biotechnologies telles Biotop (Sophia-Antipolis) élevent des parasitoides par mil-
liards tout au long de ’année. Les innovations scientifiques et techniques qui ont rendu possible de relacher ces
auxiliaires dans une courte fenétre temporelle au printemps reposent sur la maitrise de leur mise en diapause
artificielle et de sa levée. Cependant, le rendement de production est lourdement affecté par I'interférence diie a
la compétition intraspécifique, superparasitisme inclu. De surcroit, il est clair que lors de 1achers inondatifs (300

000 parasitoides a I’hectare) cette compétition reprend toute son ampleur, au grand désarroi de ’agronome.
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malencontreuse de l'incapacité qu’auraient eu les parasitoides a distinguer un hote sain d’un
hote fraichement parasité ; ce fut I'objet de quelque controverse [143]. Aujourd’hui, il est établi
que la plupart de ces especes ont la faculté de discerner un hote sain d’un hote parasité, le
plus souvent via une phéromone de marquage [124, 137]. De surcroit, les individus de certaines
espéces reconnaissent méme leur propre signature chimique parmi les hotes attaqués [81]. En
outre, il arrive qu’ils soient aptes a faire correspondre un lien de parenté a une marque chimique
[101, 146, 92]. De par I'existence d’une telle capacité de discrimination, il est plus que plausible
que la décision consistant a attaquer ou non un hote déja parasité fut assujettie a de fortes
pressions de sélection. A cet égard, van Alphen et Visser [143] étayent, sur des bases tant
empiriques que théoriques, 1'idée que la décision d’avoir recours ou non au superparasitisme
puisse dépendre des circonstances, selon une stratégie qui optimise le succes reproducteur de
I'insecte. Une interprétation alternative (qui ne sera pas ’objet de notre modele) serait que le
superparasitisme soit controlé par une entité virale [149, 123, 55].

Les especes synovigéniques maturent des ceufs contintiment au fil de leur existence lorsque
celles dites proovigéniques émergent avec une charge finie et non renouvelable d’ceufs. Chaque
ceuf a donc un coit, explicite s’il s’agit d’une dépense physiologique nécessaire au renouvele-
ment de la charge en ceufs, ou implicite en cas de limitation. La spécificité des parasitoides en
terme de cueillette est qu’en plus de lui consacrer du temps, la ressource de moindre qualité
exige que 'on lui concede un ceuf. Au travers de parameétres tels que le taux de maturation des
ocufs (ou la charge initiale dont on dispose) ainsi que divers facteurs environnementaux, est
traitée la question du compromis optimal entre les opportunités actuelles et futures, sujettes
a lincertitude. Typiquement, les modeles prennent pour variable d’état I'age et la charge en
ceufs de 'insecte et le laissent évoluer dans un environnement stochastique en termes de survie
et d’opportunités futures. Le principe de programmation dynamique se charge ensuite d’exhi-
ber la politique d’oviposition optimale, telle une fonction de 1'état [84, 98, 125, 166]; parfois
méme est-elle validée via un protocole expérimental des plus élégants [126]. Sans qu’ils n’aient
nécessairement une composante dynamique, les articles [30, 133, 57, 118] traitent eux aussi
le superparasitisme tel un probleme de sélection d’hotes qui s’adresse a un parasitoide isolé,
sans prendre en compte le fait qu’il puisse étre superparasité a son tour par la suite. Ainsi
les politiques qui en résultent prolongent-elles celles de la théorie classique de la cueillette.
Notons qu’elles sont susceptibles de stabiliser la dynamique des populations hotes-parasites
[132, 16, 145].

3.1 Entrée en jeu

Toutefois, car une femelle qui parasite un héte sain est susceptible de voir sa propre
descendance mise en péril par ses congéneres, une telle situation est clairement un jeu. Un

jeu de Stackelberg? [134], en I’essence, puisque les héotes que I'on parasite sont susceptibles

2. jeu “meneur-suiveur”, ou le suiveur prend connaissance de ce qu’a joué le meneur avant de jouer.
b
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de se voir réattaqués dans une mesure qui dépend de 1’état de l'agrégat lorsqu’on le quitte
(compétition indirecte). Aussi, il se peut que plusieurs femelles se trouvent simultanément en
compétition (dite directe) sur un méme agrégat d’hotes® [161, 59], auquel cas le concept de
solution approprié est I’équilibre de Nash. En outre, puisque 1’état de I'agrégat d’hotes évolue
au cours du temps, ces femelles se retrouvent aussitoét impliquées dans un jeu dynamique. Se

posent alors deux questions que ’on ne peut découpler :

— Est-il judicieux d’attaquer un hote parasité? Etant admis que les femelles explorent
I'agrégat de fagon aléatoire, il faut un certain temps pour repérer un hote sain parmi
ceux qui ne le sont plus. D’un autre co6té, un hote sain reste la ressource de meilleure
qualité. On s’attendrait donc a ce que les femelles rejettent les hotes parasités dans un
premier temps, afin de se focaliser sur la compétition pour les hotes sains.

— Faut-il partir en quéte d’un agrégat meilleur? D’autres opportunités sont & saisir dans
I’environnement. I convient donc de ne pas passer un temps infini a chercher le dernier
hote viable subsistant sur 'agrégat. D’un autre coté, plus on exploite cette source d’hotes,
moins on la rend profitable pour ses adversaires, donc plus on atténue la perte due au

superparasistisme susceptible de se produire apres son départ.
A ces égards, les auteurs de [147] se focalisent sur une stratégie d’oviposition fonction
— de Iétat de 'hote (le nombre d’attaques qu’il a subi)

— du nombre de congéneres présents aux alentours et de leur stratégie, ou la probabilité

de se voir superparasité par la suite, ou la valeur espérée de 1’hote,
— et du colit associé a chaque ceuf investi,

sans pour autant traiter la question de savoir quand quitter I’agrégat d’hotes. Aussi, Mangel
[100] se demande & quel point de son existence devrait-on commencer & attaquer des hotes déja
parasités; il consideére un environnement dans lequel des hotes distribués de fagon homogene et
réguliere sont attaqués par une population de parasitoides, en horizon fini. Quant aux auteurs
de [156], ils se posent la question de savoir quand plusieurs femelles présentes sur un méme
agrégat devraient-elles commuter au superparasitisme. Le temps d’arrét dépend certes de la
politique d’oviposition des femelles, mais n’en reste pas moins arbitrairement fixé par le théo-
reme fondamental de la cueillette optimale [29], qui ne prend pas en compte une spécificité
propre au superparasitisme: un héte parasité n’est jamais définitivement acquis,
pour quiconque présent sur ’agrégat (il y a donc tout a gagner et a ne pas perdre a voir
ses congéneres s’en aller). A la lueur des jeux de cueillette avec interférence, on suspecte donc
qu’apparaisse de nouveau un polymorphisme en terme de temps de départ de I'agrégat. Or le
modele de [156] admet d’entrée de jeu que les femelles quittent ensemble I'agrégat.

A I'inverse, les auteurs de [62] se focalisent sur les stratégies de départ et admettent que
les femelles parasitoides sont myopes quant a leur politique d’oviposition. Plus précisément,
ces auteurs admettent que la stratégie d’oviposition maximise un gain instantané et non le

nombre de descendants espéré in fine. De plus, ce gain instantané se base sur I’état courant

3. une ooplaque lorsqu’il s’agit de parasitoides oophages, ou qui s’attaquent aux oceufs de I’espece hote.
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des ressources, sans se soucier du fait que I’hote est susceptible d’étre de nouveau attaqué par
la suite, selon 'ESS lui méme. Il en découle une loi de commutation qui ne dépend que de
I’état courant de I'agrégat, quoiqu’il se passe, et peut donc étre figée a priori. Telle hypothese,
dont 'acceptabilité demande a étre appuyée, simplifie considérablement le jeu, ce qui permet
a ces auteurs de le traiter tel une guerre d’usure en information imparfaite sur I’état [135, 61].

Tout comme nos prédécesseurs, notre objectif est de mettre une jour la stratégie d’ovi-
position et de départ d’agrégat que la sélection naturelle serait susceptible d’avoir fagonné a
destination de parasitoides en compétition la conquéte d’hotes agrégés. Mais contrairement a
eux, nous ne figerons ni la stratégie d’oviposition ni la politique de départ d’entrée de jeu, car
elles sont, selon toute vraisemblance, couplées. Pour se faire, cependant, il nous faut simplifier
a outrance le modele sur d’autres aspects; ceci est détaillé et argumenté en Section 3.2. La
Section 3.3 énonce le jeu et suggere une solution, qui, pourvu qu’elle soit pertinente, peut
étre retrouvée via une formulation du jeu en des termes plus usuels, introduite en Section 3.4.

Enfin, la Section 3.5 traite de I'existence d’un équilibre en stratégies pures.

3.2 Modele

Notre modele repose sur les hypotheses qui suivent. Certaines d’entres elles feront 1’objet

de plus de discussion par la suite.

3.2.1 Hypotheéses brutes

(i) Il s’agit de femelles parasitoides solitaires : un hote engendre au plus un jeune parasitoide.
(ii) Elles sont illimitées en ceufs; aucun cotlit n’y est associé.

(iii) Elles n’ont aucun lien de parenté: notre mesure de succes reproducteur est donc simple-

ment le nombre de descendants espéré.
(iv) Elles explorent 'agrégat d’hotes de fagon aléatoire, et non systématique.
(v) Aucune interférence n’est considérée.

(vi) On considére un jeu & deux joueurs: deux femelles au plus peuvent se trouver simulta-

nément présentes sur ’agrégat d’hotes.
Ces deux femelles se présentent simultanément sur un agrégat vierge de tout parasitisme.

)
(viii) Nous admettons que 1’agrégat ne comptera aucune visite supplémentaire.
) Un hote peut étre attaqué au plus une fois par chaque femelle.

)

La probabilité qu’un acte de superparasitisme se révele fructeux, ou que le jeune qui

émergera de 'hote provienne de la seconde attaque, est une constante m < 1/2.
(xi) Chaque femelle distingue quatre catégories d’hotes:
— les hotes sains,
— les hotes uniquement parasités par elle-méme,
— les hotes uniquement parasités par une autre,

— les autres parasités par elle-méme et par une autre.
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3.2.2 Retour sur certaines hypotheses

(i)

(vii)

Nous sommes intéressés par des parasitoides limités en temps et non en ceufs bien que
cette dichotomie soit quelque peu abusive ; Particle de van Baalen [144] donne un apergu
de 'ampleur de la question. Certes, la charge en ceufs n’est pas anodine lorsque 'on se
préoccupe de stratégies d’oviposition. De plus, un cout d’oviposition fixe (tel que le cott
physiologique du renouvellement en ceufs par unité) pourrait aisément étre incorporé
dans le modele. Cependant, cela consiste a inclure dans le modele un autre parametre
difficilement quantifiable, apres v*, le cout du temps a I'unité. Ainsi reportons-nous l’ap-
port d’une telle amélioration au modele & un second temps, une fois que lumiere aura

été faite sur le jeu qui ne compte qu’'une limitation en temps.

Certes peu probable, I’hypothese d’arrivée simultanée des femelles nous permet néan-
moins de traiter un jeu dans lequel les protagonistes font face a des situations
identiques ; I’état initial de 1’agrégat, puisque vierge de tout parasitisme, est
percu de la méme fagon par chacune des femelles. Nous traiterons le cas asymé-
trique dans un second temps, pourvu que ce jeu, idéal du point de vue de la symétrie,

puisse étre pleinement élucidé.

Aussi, la limite sur le nombre d’attaques que peut subir un hote de la part de chaque
femelle est un raccourci de modélisation qui nous permet de travailler en information
parfaite. A Textréme opposé, les auteurs de article [62] ne mettent aucune limite au
nombre d’attaques que peut subir un hote, passant dans un camp puis dans 'autre sans
que sa viabilité ne soit remise en cause. Ainsi ces auteurs traitent-ils le jeu en information
imparfaite. Soulignons que c’est sans doute la plus lourde de conséquence des hypotheses

qui distinguent ces deux modeles.

Aussi, bien que se superparasiter soi-méme puisse étre une stratégie recevable en com-
pétition, son efficacité serait, dans notre modele, biaisée, car non contents de limiter
le nombre d’attaques par hote, nous ne considérons aucun cotiit autre que le temps a
I’oviposition ; ainsi suffirait-il de pondre deux ceufs dans chaque hote rencontré pour se
mettre a I'abri de tout superparasitisme.

A ces égards, notre modele est sans doute trop rigide mais n’en capture pas
moins la composante essentielle du superparasitisme, tel que comparé a la

prédation: le fait qu’une ressource n’est jamais acquise avec certitude.

Nous faisons de la probabilité qu'un acte de superparasitisme se révele fructeux une
constante. Poutant, le temps écoulé depuis la premiere oviposition est susceptible d’in-
fluer sur le dénouement de la lutte pré-imaginale; la premieére larve domine le plus
souvent la seconde mais la situation peut aussi s’inverser car il arrive qu’elle soit plus

vulnérable dans un stade plus avancé de son développement. Néanmoins, les échelles de
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temps qui correspondent au développement et au temps de résidence sur l'agrégat ne
sont pas du méme ordre, donc peuvent étre découplées. Ainsi, si I’on néglige le dévelop-
pement, un demi semble étre une valeur pertinente en compétition directe. Autorisons
cependant un éventuel avantage au premier arrivé (m < 1/2) afin de procéder a une
analyse de sensibilité a ce parametre par la suite. Permettre m > 1/2 pourrait se révéler
source d’artéfact dans notre modele. En effet, notre limite arbitraire d’une attaque par
hote par femelle pourrait, selon les scénarii que I'on considere, conduire a ce que la valeur
espérée d’un hote sain devienne alors plus faible que la valeur, déterministe, d’un hote

déja parasité.

3.2.3 Dynamique

Réintroduisons les deux parametres suivants (une description détaillée du modele original

se trouve en Section 2.3):

— «a > 0: le temps nécessaire pour aller d'un hotre a I'autre et sonder ce dernier,

— h > 0: le temps d’oviposition ou le temps requis pour pondre dans un héte.

Soit = un vecteur qui contient les proportions x; € [0,1], >, z; = 1, de chaque type de

ressource disponible sur 'agrégat :
— xp: proportion d’hotes sains,
— x1: proportion d’hotes parasités uniquement par la femelle 1,
— xo: proportion d’hotes parasités uniquement par la femelle 2,
— x3: proportion d’hotes superparasités.

Adoptons a nouveau la notation & := dx/dt, ou ¢ représente le temps de résidence sur
Pagrégat. Soient u,v € [0,1] les taux d’acceptation d’hotes parasités associés a chaque femelle.
En un sens, ces variables de décision représentent la propension au superparasitisme de chaque

femelle.

Certes, les femelles sont contraintes d’arriver au méme instant sur I’agrégat, mais elles
n’en sont pas moins libres de le quitter a tout moment (pourquoi et comment est-on incité a
s’en aller est détaillé en Section 3.3.1). Soit y = (y1,y2) un vecteur qui contient deux variables
booléennes qui attestent ou non de la présence de chaque femelle sur 'agrégat ; pour i = 1,2,

y; = 0 est dit étre un état puits car une fois mis a 0, il ne peut revenir a 1.

Non éloignée des modeles précédents, la dynamique qui résulte de I’hypothese d’exploration

aléatoire de ’agrégat est la suivante: posons

Dy = a+ h(zg + uxs) do1 := y1x0/D1 $13 1= vyox1/ Do

? ) (31)
Dy := a+ h(xg + vay) $02 := y2x0/ D2 $o3 = uy1w2/ D
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Une simple extension du modele de la Section 2.3 (équation (2.2)) donne:

qto = —¢po1 — po2, z0o(0) =1
q1 = +¢o — ¢13, 1(0)=0
qio = +¢o2 — ¢23, 12(0) =0,
qt3 = +¢13 + P23, x3(0)=0

Notons que x3 est donnée par x3 = 1 — xg — x1 — T2 et c’est pourquoi elle n’apparaitra
q p pourq pPp

dorénavant plus.

Comparaison avec l’article [62]. Aussi, remarquons que cette dynamique ne peut
étre formellement reliée a celle de article [62], qui ne prend pas explicitement en compte le
temps d’oviposition. Certes, notre dynamique est similaire a celle employée par les auteurs
de [62] si nous prenons h = 0. Cependant, dans notre modele, prendre h = 0 annule effet
de dilution qui veut que la vulnérabilité d’un hote sain soit moindre lorsque la femelle est
préte a accepter tout type d’hote, parasité ou non. Les auteurs de D'article [62] capturent
cette composante de la dynamique sans introduire de parametre relatif au temps d’oviposition
en atténuant la probabilité qu’a un hoéte sain de subir une attaque, par unité de temps,
lorsque les femelles se contentent aussi d’hotes parasités. Toutefois, cette probabilité est admise
constante donc indépendante du rapport des hotes (sains et parasités) en présence, bien qu'’il
sera vraisemblablement amené a s’inverser. Autrement dit, cet effet de dilution, nul au départ,
est sensé croitre tandis que les hotes sains se voient de moins en moins nombreux, au profit des
hotes parasités; ce n’est pourtant pas le cas dans le modele de [62]. Ainsi garderons-nous la
dynamique ci-dessus, en dépit du fait qu’il nous sera impossible de comparer minutieusement
nos résultats par la suite. En effet, nous avons vu que I'une de nos hypotheses (limitation du

nombre d’attaques par hote) se différencie déja de celles émises dans 'article [62].

3.3 Enoncé du jeu

3.3.1 Sur le coit du temps

Tout comme dans les modeles de cueillette vus précédemment, nous considérerons que le
temps a un colit v* > 0 a 'unité, en terme d’opportunités manquées. Ceci afin d’éviter de
s’éterniser sur un agrégat bien entamé, alors qu’il y en a tant d’autres a découvrir dans les
environs. Car trouver un hote admissible prend d’autant plus de temps que cette ressource
se fait rare, partir en quéte d’un agrégat meilleur devient de plus en plus tentant a mesure
que 'on exploite celui-ci, en dépit d’'un temps de recherche inter-agrégat incertain. Selon le
théoreme de Charnov, il convient d’abandonner ’agrégat lorsque le rythme de cueillette tombe
a v*, le meilleur rapport ‘ressources acquises’ sur ‘temps investi’ qu'un cueilleur peut espérer

de cet environnement ; en ce sens v* en reflete la qualité.
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3.3.2 Stratégies et paiements

Considérons le jeu a somme non-nulle suivant,

t1 to

T(ps) = /0 (dor + o — 7*)dt - /0 Tt (3.3)
to t1

Jo(Y1,2) = /0 (¢o2+ﬂ¢13—7*)dt—/0 To3dt,

assujetti aux équations (3.1), (3.2), avec u(t) = ¥1(x(t),y(t)) et v(t) = Po(x(t),y(t)). Quant a
t1, il s’agit du temps de résidence de la femelle 1, qu’elle controle. Aussi Jp est-il le paiement
de la femelle 1: le nombre de descendants qu’elle peut espérer obtenir de cet agrégat?, auquel
on retranche un cotit proportionnel au temps investi, qui s’exprime en terme de succes repro-
ducteur optimal espéré dans cet environnement. L’indice 2 correspond & la femelle 2, mutatis
mutandis. Chaque paiement dépend des stratégies ¢; de rétroaction sur I’état adoptées par les
joueurs. Notons que puisque les protagonistes sont admis identiques et pénetrent dans ’aréne
simultanément, nous dirons que le jeu est symétrique en ce sens que Ji(1,102) = Ja(¥2,91).
Par convention, I'indice —¢ désignera l’adversaire du joueur ¢. Soulignons que les 1; sont des
applications qui font correspondre les (xg,z;,2_;,y—;) aux décisions de chaque joueur, & la fois

en terme de départ (¢;) et d’oviposition (u,v).

Enfin seul

Commencons par les 1;(x,0) (le zéro signifie y_; = 0: pas d’autre femelle, la femelle i est
seule), puisqu’ils sont donnés par la théorie classique de sélection des ressources (cf. Section
2.6.1). En effet, 'adversaire parti, on est seul sur un agrégat qui contient deux types de
ressources potentielles: des hotes sains et d’autres parasités uniquement par I'ex-adversaire,
respectivement xg et x_;.

Précisons le lien avec la Section 2.6.1: un héte sain vaut, a priori, 1 unité de
succes reproducteur (un descendant, e¢; = 1) alors qu’un hoéte uniquement parasité
par la femelle 2 vaut 7 (un demi descendant par exemple, e = 7). Le temps
de manipulation est supposé le méme qu’il s’agisse d’un hote sain ou parasité
(h1 = ha = h).

Selon la théorie classique de la cueillette (cf. Section 2.6.1), deux scénarios sont envisa-

geables :
— soit m < v*h et la stratégie optimale consiste & rejeter les hotes parasités,

— soit m > ~v*h et il convient alors de les accepter.

4. 11 s’agit de la somme des hotes parasités, durant le temps t1 qu’elle sera restée sur I'agrégat, fois la
probabilité (1, a priori, pour les hdtes sains, et m pour les hotes parasités uniquement par la femelle 2) qu’une
telle attaque se révele fructueuse. Somme a laquelle on retranche une autre somme, qui correspond aux actes

de superparasitisme auxquels se sera livrée la femelle 2 durant un temps ts.
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Dans chacune de ces situations, le temps de départ optimal est donné par le théoreme de

Charnov. Soit
7o

(1 —~*h)xo + (7 —v*h)z’

— si ™ < ~*h (seuls les hotes sains sont attaqués) alors il s’agit de partir quand r(zp,0) > 1,

r(zo,z) :=

— sinon s’en aller quand r(zg,z_;) > 1 est optimal. De plus, on peut dans ce cas montrer
que 7(zg,x_;)x_; est la proportion d’hdtes uniquement parasités par la femelle —i qui
échappe au superparasitisme a la suite de son départ.

Dorénavant, nous admettrons que m > v*h car on peut montrer que dans le cas contraire,

un hote parasité ne devrait, en compétition, jamais étre accepté (le contraire aurait été sur-

prenant).

Retour au jeu

A présent, il s’agit de déterminer une paire de 1;(z,1) qui constitue un équilibre de Nash
du jeu énoncé par (3.1), (3.2) et (3.3). Tout comme nous avions procédé en Section 2.6.2,
nous recherchons la meilleure réponse face a une stratégie adverse donnée. S’il apparait que la
meilleure réponse a ’adversaire consiste a employer sa propre stratégie, on est alors en présence
d’un équilibre de Nash strict et symétrique dont nous savons qu’il a sa part de pertinence dans
les jeux d’évolution.

Admettons que la femelle 2 adopte une politique 95 (x,1) qui consiste a

— jouer v = 1 (attaquer tout hote admissible rencontré)

— et partir quand 7(zg,x2) > 1.

Autrement dit, admettons que la femelle 2 se prépare a attendre patiemment le départ de la
femelle focale & moins que r(xg,x2) > 1: si elle, la femelle 2, part, son adversaire la suit sans
plus attendre. Ainsi ne craint-elle aucun superparasitisme apres son départ ; la perte associée
est nulle.

Afin d’illustrer le raisonnement qui suit, nous nous référerons a la Figure 3.2. L’idée est la
suivante : si la meilleure réponse face a un adversaire qui joue 15 conduit a un superparasitisme
mutuel (v = v = 1, notons que u = v maintient x1 = x5 tout au long de la trajectoire suivie)
pour enfin s’en aller lorsque 1'on atteint I'intersection des variétés r(zg,z1) = 1 et r(zg,z2) = 1
(les femelles partent ainsi simultanément) alors ce scénario correspond bien a une confrontation

¥ versus 15 et la paire (¢7,13) constitue un équilibre de Nash symétrique.

3.4 Une reformulation du jeu

Considérons la politique de la femelle 2 figée a 3. Du point de vue de la femelle 1, il
s’agit alors de résoudre un probleme de commande optimale, d’ou la reformulation qui suit.

Formulons le critére & maximiser a la fois en ¢* et en w ainsi:

J(a () t") = /0 L(x(t),u(t)v)dt + K(x(t")) avec L =¢o1 +m(¢23 — d13) —7", (3.4)
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F1G. 3.2 — Ce croquis représente ’espace d’état (x1,x2). Les lignes verticales et hori-
zontales décrivent respectivement les variétés r(xo,z1) = 1 et r(zg,x2) = 1.
Les régions hachurées correspondent, respectivement, a r(xo,x1) > 1 et
r(zo,x2) > 1. La fléche représente la projection de la fin de trajectoire

associée au scénario considéré dans le corps de ce document.

ou v est en fait figée a 1, t* est un temps d’arrét libre tel que

t* < inf{t | r(zo(t),x2(t)) > 1}

et
K(z) = { qk(z) s'i r(zo,r1) < 1 et r(xg,x2) <1, (3.5)
0 sinon ,
avec k(x) := —mx1[1 — r(xo,z1)]. Quant au paiement terminal K, il représente la perte diie au

superparasitisme susceptible de se produire apres avoir quitté 'agrégat (gk(z) est une perte
calculée via le théoreme de Charnov, cf. Section 3.3.2, §‘Enfin seul’).

Par définition de 3, la femelle 2 reste présente jusqu’au départ de la femelle 1 (puisqu’elle
ne s’autorise a partir que lorsque cela conduit la femelle 1 & s’en aller elle aussi). Ainsi ys
reste constant, égal a 1, tout au long de la trajectoire suivie. Cette variable d’état est donc
obsolete ; c’est la raison pour laquelle elle n’apparait dorénavant plus.

De plus, il se trouve que le nombre de parametres peut étre réduit si 'on pose: ¢ = v*h

et w = a/h (c’est équivalent & prendre h comme unité de temps). Aussi, soient
D1:D1/h:w—|—m0+ux2, DQZDg/h:w+ZEU+U$1 (36)

et leur rapport R := D1 /Dy. De plus, soient s(¢) une fonction croissante telle que dt =: ghD;ds,
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z = dx/ds,
= = R
P01 = X0, P13 = VTIR, (3.7)
vo2 = zoR, P23 1= ur2,
et la dynamique (3.2) devient la fonction f(x,u,v) suivante :
To = —po1 — o2, zo(0)=1,
= - ) 0)= 0)
&1 = +po1 — 13, =1(0) (3.8)
T2 = +po2 — 23, 71(0) =0,
| T3 =+p13+ 23, 23(0)=0.
Soit § :=x1 — x2. On a
6 = wuzy —va1)/Dy, 6(0)=0. (3.9)

Ainsi, de par le fait que 6(0) = 0 et v = 1, le plan bissecteur se révele étre une
barriére dans ce probleme; c’est-a-dire que la trajectoire évolue dans la partie
de l’espace d’état donnée par z; < z2 et se maintient dans le plan bissecteur
x1 = x2 ssi u = 1 tout du long. Par conséquent, la discontinuité de K (x) (pas celle de son
gradient) aurait pu étre ignorée dans I’énoncé du criteére (3.4). Toutefois, cela aurait pu étre
mal interprété, d’ou la formulation non ambigué en équation (3.4).

Le critere (3.4) peut dorénavant s’exprimer ainsi:

T (20 u(-),s*) = J(2%u()t(s*))/q = /08 L(zuw)ds+ K(z(s*)), s <inf{s|r(xg,x2) > 1},

(3.10)
ol L = o1 + m(pa3 — ¢13) — (D7 et K(z) := min{0,k(x)}.
Soit A le vecteur adjoint de I’état x de I'agrégat. Vient le Hamiltonien
H\zu) = Lzuw) + A flzuw), (3.11)

= —1‘0)\0(1 + R) + )\1(.%'0 — U.%'lR) + )\Q(woR — ’U,.CIZ‘Q)
+x0 + m(uxe — v1R) — (Dy .

Selon le principe du maximum de Pontryagin [121], si une politique u*(+) qui engendre une

trajectoire x*(-) est optimale, alors il existe une trajectoire adjointe continue A(-) telle que

(A=-V H( T,

A(s¥) = Vo K(x(s)),

H()\(S*) ( *)su(s¥) =0, (3.12)
Vs € [0,s*] ou w*(+) est continue,

(| H(A(s),2"(s),u™ () = maxyepo,1) H(A(s),2™(s),u) -

Comme le Hamiltonien (3.11) est affine en u, la derniére condition ci-dessus se traduit en la

fonction de commutation o := dH/Ju suivante :

o= [*)\QSUQ — )\12}:131 + )\2(.%0*2)2) + W(DQ*’U(L’l) — CDQ]CEQ/DQ (313)
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et la politique “bang-bang” associée :
1sioc>0

u*=4q toutuwe[0,1]sioc=0 . (3.14)
0sio<0

Le cas singulier o = 0 rend le paiement de la femelle focale indifférent & son choix d’attaquer
ou non un hote uniquement parasité par son adversaire.
On a Vi € {0,1,2}, N = —0H/0x;, d’ou les équations adjointes :

X = Mo[l+R+zo(1—R)/Dy] (3.15)
—)\1[1 — U.Q?l(l — R)/DQ] — )\Q[R + .%'0(1 — R)/DQ]
+mvz1(1 —R)/Dy — (1 =),

5\1 = —)\vaoR/DQ + )\1UR(1 — UCEl/Dg) + )\QUIL’()R/DQ
+muvR(1 — vxy /Do),
5\2 = [)\01’0/7.)2—1—)\1111‘1/1)2—}—)\2(1—:L‘()/DQ)—W(l—Uzltl/'Dg)—{—du.

Remarquons que © = v = 1 maintient tout au long de la trajectoire suivie 1 = 3 ; par
conséquent on a aussi D; = Dy (définis en (3.6)), ou encore R = 1. Une telle symétrie simplifie
considérablement la dynamique et les équations adjointes.

En effet, admettons que u = v = 1 et que 1 = 19 =: €. Soient D := w+xzg+&, A := A+ Ao
et ¢ := o /€. Dapres (3.7), (3.8), (3.11) et (3.13), viennent la dynamique, le Hamiltonien et la

fonction de commutation suivants,

o=t ) =isy ol
E=x0—§, &(s)=:¢
H = —2x0Xg + A(zg — &) + 20 — (D, (3.17)
¢ = [—/\oxo—Af—)\Qw-l-ﬂ'(w-l-(Eo) —CD]/D, (3.18)
ainsi que les équations adjointes que voici, d’apres (3.15) :
Xo=2 —A—(1-0)
A=A+ : (3.19)

A2 = —¢

Tout comme nous ’avions fait en Section 2.6.2, notre objectif est ici de nous appuyer sur

cette symétrie pour intégrer analytiquement les équations adjointes.

3.5 Un équilibre en stratégies pures

En quéte d’un équilibre de Nash symétrique, notre objectif est de confronter la trajectoire

donnée par u = v =1 et qui se termine sur la variété r(zg,x1) = 1 aux conditions nécessaires
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Fia. 3.3 — Ce croquis représente la projection du plan bissecteur x1 = xo sur le plan
(&,x0), ot & dénote soit x1, soit xo. La diagonale correspond au bord de
lespace d’état, ou la ligne xg+ 26 = 1. L’autre oblique représente la variété
terminale r(xg,£) = 1. La courbe correspond typiquement au chemin suivi
quand la dynamique est gouvernée par la paire (u = 1,v = 1). Elle trouve
son origine en le point (xo = 1,§ = 0) et se dirige vers (0,0). La ligne
horizontale basse correspond a xo = (w/(1 — (). Celle du haut représente

la variété xy = wr /(1 — 7).

d’optimalité de Pontryagin, cf. équation (3.12). Nous restreindrons donc notre champ d’inves-
tigation au plan bissecteur 1 = xo =: £. Nous nous référerons a la variété r(zo,£) = 1 (une
ligne) pour désigner U'intersection des plans x; = x5 et r(zg,z1) = 1, cf. Figure 3.3.

Un préliminaire requis a 'intégration rétrograde des équations adjointes est de caractériser

leurs conditions aux limites, ou la variété sur laquelle doit-on s’arréter.

3.5.1 Aux limites du superparasitisme
Sur la variété terminale

Puisque K(z) (cf. équation (3.10)) n’est, sur la variété r(zo,z1) = 1, pas différentiable,
la seule information dont nous disposions sur l'adjoint final est qu’il appartient au sous-
différentiel correspondant, cf. equation (3.12). Ainsi aucune expression explicite du Hamil-
tonien sur la variété en question ne nous permet-elle de déterminer sous quelles éventuelles
conditions pourrait-il 8’y annuler, tel que requis par I’équation (3.12). Cependant, peut-étre
peut-on montrer qu’il ne peut étre nul ailleurs.

Soit H un Hamiltonien final candidat en tout point de 'espace d’état restreint a ;1 < a9
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et r(zo,z1) < 1:
H(z,u,v) = L(z,u,v) + (VE(x),f(z,u,0)) .

De méme, posons i := Vk. On a

po = Ok(x) /0wy = —wa1(1 — )r?/((w) <0
w1 = 0k(z)/0x1 = —mxy (7 — )r?/((w) — (1 —7r)7T <0
po = Ok(x)/0xe =0

Admettons que la dynamique soit gouvernée par la paire (v = 1,0 = 1). La trajectoire
se maintient donc dans le plan bissecteur x; = xo =: £. Ainsi la Figure 3.3 appuiera-t-elle le
raisonnement qui suit.

Soit ¢ la fonction de commutation associée a H. Substituer les \; par les p; dans les
équations (3.17) et (3.18) donne:

H(.’E,l,]_) = _2/‘LO‘TO + Ml(ﬂfo - 5) + ‘C('Ial?l) )

et ¢ =m —( > 0. Ainsi, si une trajectoire gouvernée par u = v = 1 devait se terminer, dans le
plan bissecteur, avant d’atteindre la variété r(xo,§) = 1 (puis que l’on ne peut s’aventurer plus
loin), alors, au voisinage de 1’état final, jouer u = 1 contre v = 1 satisferait bien les conditions
nécessaire de Pontryagin, cf. équation (3.12).

Focalisons nous tout d’abord sur la limite de H, disons H, au voisinage de la variété

r(xo,§) =1. On a
A(z11) - (“ ;?Z‘TO [1 _ 14;%0]) -0,

puisque les relations zg = (w/(1 — () et r(z9,{) = 1 ne peuvent étre simultanément vraies

sous cette dynamique.

(=), (Z0m )y o e-grssi—ao.

D’ou, par continuité (le long du champ radial de la Figure 3.3), pour tout x hors de la région
du plan bissecteur ou r(zo,§) < 1, H(x,1,1) > 0.

Il vient

Ainsi partir avant d’atteindre la variété r(x(,£) = 1 ne peut étre optimal. Puisque H(z,1,1)
n’est rien d’autre que 0.7 (-,1,s*)/0s*, il s’agit bien d’attendre que r(xo,§) = 1 pour s’en aller
(on ne peut aller plus loin) ; ceci pourvu que la trajectoire optimale se maintienne effectivement
dans le plan bissecteur, ce que nous vérifierons dans un second temps (cf. Section 3.5.2.

Comparaison avec ’article [62]. Remarque: par conséquent, si les femelles étaient,
comme dans l'article [62], admises maximiser le paiement courant L, elle commuteraient au
superparasitisme deés que xo passerait en dega de wm/(1 — 7). Or puisque 7 > (, la trajectoire
franchirait la variété z¢o = wn/(1 — 7) avant d’atteindre r(xo,§) = 1. Par conséquent, dans
notre modele ou le nombre d’attaques par hote est limité, des femelles qui maximiseraient ce

gain éphémere seraient supposées partir simultanément, a un instant déterministe.
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De plus, puisque Izl(x,l,l) est, de méme que ¢, strictement positif, par continuité, il le reste
a tout le moins dans au voisinage de la variété r(zo,£) = 1. Cette affirmation est, a ’égard du
probléeme sous-jacent, pertinente dans la restriction de l’espace d’état donnée par x1 < z9 et
r(xo,xy) < 1.

En outre, dans la région du plan bissecteur ot K = 0, on a 07 (+,1,8%)/9s* = L(x,1,1) < 0.
En effet, puisqu'un superparasitisme mutuel, le long d’une trajectoire symétrique, résulte
en une pure perte de temps (tel que comparé a une situation dans laquelle personne ne
superparasiterait son semblable), £(z,1,1) est inférieur a £(x,0,0), négatif sous la variété xo =
wr /(1 — ), cf. Figure 3.3. Ainsi, par continuité, £(z,1,1) < 0 au voisinage de r(xo,§) = 1.
Cette affirmation est, a 1’égard du probleme sous-jacent, pertinente dans la restriction de
lespace d’état donnée par r(xg,x1) > 1 et r(zg,z2) < 1.

En résumé, les deux dernieres affirmations impliquent que depuis n’importe quel point
qui se situe non loin de la ligne r(z¢,£) = 1, le plan r(xg,x1) = 1 est une variété terminale
du probleme sous-jacent. Ainsi pouvons-nous donc substituer le paiement terminal K par la

contrainte qui veut que I’état final appartienne a la variété r(zg,z1) = 1.

Sur les conditions aux limites
Soit M =0, M = z(1 — () + z1(7m — {) — (w, notre variété terminale (M = 0 équivaut a

r(zo,x1) = 1). Cela se traduit en A(s*) = VI(z(s*)) + kVM(z(s*)), avec s* redéfini tel que
s* :=inf{s | M(z(s)) = 0}. On a donc

/\0 8M/8x0:1—§
M | =k OM/Or1=7—-C( |,
Ao OM /x5 =0

ou k est un scalaire. Choisissons & tel que H(A,z,1) = 0, comme requis par I’équation (3.12) (H
donné par I'équation (3.17)). Il vient k = L(x,1,1)/[2(1 —)zo — (7 — () (20 — &)]. Pouvons-nous
affirmer que la fonction du commutation o est bel et bien positive lorsque w =17

Se servir du fait que r(zo,§) = 1 nous permet d’exprimer o telle une fonction de xg
uniquement (plus de &). Soit ¥ = ¢[Cw + (1 — m)zp](m — ¢)D une fonction qui caractérise le
signe de o sur la variété terminale. On a ¥ = az + bxg + ¢ avec a = (1 — ) (7% — 2(7 + (),
b=w(l—m)(n? -3¢t + (%) et ¢ = (w?n(m — ¢). Puisque le x( final n’est pas encore connu
(puisque 7(z0,{) = 1, nous savons au moins que zg € [0,{w/(1 — ¢)]), notre objectif est de
déterminer une borne inférieure 7 telle que Vr € [7,1/2], Vag € [0,(w/(1 — ()], 0 > 0. Cela
consiste & résoudre A(r) := b? — dac = 0. Cependant, A(7) = 0 est une équation de degré
cinqg dont nous n’attendons aucune forme close de 7. Néanmoins, on remarque aisément que
7 ne dépend pas de w et ne dépend donc que de (. D’apres la Figure 3.4, o est sans nul doute
positive dans la majeure partie de ’espace des parametres, et potentiellement négative pour
les petits (7 — ¢)/C.

En résumé, jouer u = 1 contre v = 1 lorsque 'on s’appréte a partir sur la variété r(z,£) = 1

est optimal dans la majeure partie de l'espace des parametres (w,(,7). La région qui reste
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Fi1a. 3.4 — Ce graphe représente les variétés m = 7 et m = ( dans le plan ((,m).
Puisqu’il est admis que m — ( > 0, ’espace des paramétres se réduit au

triangle supérieur. La région d’incertitude est celle du milieu.

incertaine (du fait de ’absence de connaissance sur le ¢ final) est représentée en Figure 3.4.

3.5.2 Retour rapide

Notre objectif est d’intégrer les équations adjointes (3.19) en temps rétrograde depuis tout
point de la variété terminale r(z9,{) = 1. Ceci afin de confronter la stratégie qui consiste a
jouer u = 1 contre v = 1 aux conditions nécessaires d’optimalité de Pontryagin.

Nous avons vu en Section 3.5.1 que o(s*) est positif dans la majeure partie de 1’espace des
parametres. Toutefois, y subsiste une région incertaine. Dans un premier temps, nous admet-
trons que o(s*) > 0. Aller plus loin sous cette hypothese est susceptible de nous permettre de
repousser les limites de la “terra incognita” de l’espace des parametres (si tant est que nous
récupérions de linformation sur le z( final, cf. Section 3.5.1). Ainsi la paire (u = 1,0 = 1)
restera-t-elle figée lors de 'intégration des équations adjointes, du moins aussi longtemps que
o restera positive.

En effet, si o passe (en temps rétrograde) dans le négatif, alors il est optimal pour la
femelle focale de commuter au superparasitisme contre une adversaire qui elle attaquerait
tous les hotes admissibles sans distinction, quel que soit 1’état de 'agrégat x. Mais, s’il en
est ainsi, il nous faudra admettre que ’adversaire puisse aussi commuter par rétroaction sur
I’état. Or ceci induit une discontinuité endogene dans la dynamique, qui & son tour provoque
un saut de I'adjoint que ’on ne peut caractériser sans connaitre, ne serait-ce que localement,

la forme de la variété de commutation. Or cela nécessite de s’aventurer hors du plan bissecteur
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et, a titre de comparasion avec la Section 2.6.2, la symétrie qui rend ici concevable d’intégrer
analytiquement les équations adjointes est duale et ne repose non plus uniquement sur les
commandes mais aussi sur les variables d’état x1 et x9. Ainsi sommes-nous cloitrés dans le
plan bissecteur, donc en incapacité de faire face a un changement de signe de la fonction de
commutation. Néanmoins, cela ne signifie pas que cette approche soit nécessairement stérile
en terme d’information sur la solution du jeu, comme nous allons le voir.

Tant que la fonction de commutation o reste positive, on a, selon I’équation (3.16), la
dynamique suivante :

xo(s) = xaeQ(S*_S)
{ £(s) = (o + €7l =) — 2y (s)

Ainsi le rapport p := \/xo/(xo + &) est-il, sous cette dynamique, invariant.

Les équations (3.16), (3.18) et (3.19) donnent

=c¢+ (1 —-2mzg/D, <(s*)=:¢". (3.20)

On voit donc que, si 7 = 1/2, ¢ garde le signe de ¢*, admis positif dans cette section.
Aucune commutation ne se produit pour 7 = 1/2. De surcroit, soulignons que puisque o est
strictement positif, ce résultat est robuste; il reste vrai au moins pour quelque valeur de 7 qui
se situe non loin de 1/2, sur sa gauche.

2

Soit z := x¢ + & De par le fait que 2 = —z et que z/2% = m6/z*2 = p®, on s’assure

aisément que l'expression suivante est bien solution de 1’équation différentielle (3.20):

* 2 *2

W2 x5 |27 — % 9 w+z
_§*?—(1—27r)§ T—w(z—z*)—#—w In (w—l—z*)] , (3.21)

ou ¢* est donné par la Section 3.5.1, §‘Sur les conditions aux limites’. Il s’en suit, de par
le fait que la dynamique laisse p invariant et que r(x,£*) = 1, que ¢ s’exprime telle une
fonction de ’état courant x uniquement. Ainsi nous est-il possible de caractériser la variété de
commutation dans ’espace d’état restreint au plan bissecteur tel qu’illustré en Figure 3.5.2.
Notre conjecture est que le scénario Nash-optimal, depuis le point initial (§ = 0,29 = 1),
consiste

— a suivre, avec u = v = 0, le bord de l'espace d’état (donné par xg + 2 = 1) jusqu’a son

éventuelle intersection avec la variété de commutation,

— pour ensuite prendre u = v = 1 jusqu’a rencontrer la variété terminale r(z(,{) = 1, ou

nos femelles sont invitées a s’en aller.

Toutefois, pour m proche de 1/2, aucune variété de commutation n’apparait dans l’espace
d’état donc, comme prouvé précédemment, la trajectoire du jeu est donnée par u = v = 1 des
le point initial et ce jusqu’a la variété terminale.

Enfin, puisque, pour m = 1/2, la trajectoire est lisse et invariante en p, le x( final s’exprime
tel une fonction des parametres du modele. Par conséquent, il est maintenant possible de
caractériser avec précision la région de validité du scénario associé (par opposition a la Figure

3.4, qui ne donnait qu’une enveloppe basse). D’apres la Figure 3.6, nous observons en effet que
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Fi1Gc. 3.5 — Ce graphe représente les variétés de commutation au sein du plan bissecteur
(&,x0) pour plusieurs valeurs de 7 ; de gauche da droite et de haut en bas,
T = {1/2,1/3,1/4,1/5}. Nous avons pris w = 1 et ( = 1/6. Sont aussi
représentés, la limite de l’espace d’état, ou la droite donnée par xo+2£ =1,
les variétés terminales données par r(x§,&*) =1 et les (fin de) trajectoires

(courbes) qui nous semblent pertinentes.

ce résultat prévaut certes pour ¢ < 0.4 (comme précédemment indiqué en Figure 3.4), mais

aussi dans une approximative moitié de la région auparavant incertaine de la Figure 3.4.

Reste a savoir que se passe-t-il a droite de la séparatrice en Figure 3.6. Notons que cette
courbe décrit la variété sur laquelle, au sein de l'espace des parametres, restreint & m = 1/2,
¢(s*) = 0. D’apres I’équation (3.20), il est clair que dans ce cas la fonction de commutation
est nulle tout au long de la trajectoire. Ce n’est pas anodin dans la mesure ou cela correspond
a une trajectoire bi-singuliere, cf. Section 1.3. Autrement dit, il se peut qu’au dela de cette

frontiere résident des équilibres en stratégies d’oviposition mixtes.
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F1G. 3.6 — Ce graphe représente, dans 'espace des parametres ((,w), la séparatrice ou

la fonction de commutation, a l'instant final, prise avec uw = v = 1, change
de signe. A gauche, la fonction de commutation est positive. Rappelons que
¢ = *h est le coit du temps a l'unité et w = a/h est le temps nécessaire
pour sonder un hote (déterminer s’il est parasité ou nmon), si l'on prend
pour unité de temps le temps de manipulation h d’un hote (oviposition).

3.6 Discussion

Nous avons traité le superparasitisme tel un jeu différentiel et montré que réside, dans

la majeure partie de ’espace des parametres, un équilibre de Nash symétrique en stratégies

pures, qui est I’objet de cette discussion. Du moins ce résultat ne fait-il aucun doute lorsque
7, ou la probabilité que le superparasitisme se révele fructueux, est proche de 1/2, sa borne
supérieure. De surcroit, ce cas particulier nous semble le plus pertinent; pour les raisons
détaillées en Section 3.2, un taux de succes du superparasitisme de 1/2 semble étre une valeur

honnéte en compétition directe.

Cependant, si pour quelque raison biologique cette probabilité devait étre considérée signi-
ficativement inférieure & 1/2, il est trés vraisemblable (car non dénué de sens) que la stratégie
mentionnée plus haut soit en effet solution du jeu. Elle consiste a rejeter les hotes parasités
jusqu’a ce que les hotes sains ne représentent plus qu’une certaine proportion, au deca de

laquelle tout hote admissible est accepté. Pour autant, cette stratégie ne correspond pas a

une stratégie myope en terme d’oviposition; elle résulte d’'un compromis entre les enjeux a
court terme (compétition pour les hotes sains) et une anticipation a plus long terme car (i) le
temps a un cotit (en terme d’opportunités manquées) et (ii) il s’agit de prendre en compte le
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superparasitisme susceptible de se produire une fois que 'on aura quitté ’agrégat.

Pour bien comprendre, revenons sur le cas dans lequel le superparasitisme échoue une fois
sur deux. L’équilibre évolutivement stable consiste & accepter tout hote admissible d’entrée de
jeu. Typiquement, un raisonnement myope aurait préconisé le rejet des hotes parasités dans
un premier temps, afin de se focaliser sur les hotes sains, tant qu’ils ne sont guere difficiles
a se procurer. Tentons de formuler une explication. Puisque le temps a un certain cout et
que les hotes parasités ne sont apres tout pas si mauvais, il seront bons a prendre dans un
second temps. Pourquoi donc rejeter un héte pour P’accepter ensuite? Pour ne
concéder aucune avance (éphémeére) a ’adversaire ? Est-ce vraiment judicieux?
C’est précisément la question qui anime ce jeu différentiel.

Une stratégie non myope émergeait déja du jeu différentiel de sélection de ressources donc
cette solution n’est pas si surprenante a premiere vue. Cependant, la nouveauté propre au
jeu de superparasitisme tient au fait que ce résultat prévaut quelles que soient les valeurs des
parametres, méme si les enjeux a court terme semblent a prior: prévaloir sur les considérations
a plus long terme. Notre interprétation repose sur une composante qui ne faisait pas partie du
jeu de sélection de ressources: la valeur espérée de la ressource de meilleure qualité (les hotes
sains) dépend de 'ESS lui-méme.

Par conséquent, si I’équilibre évolutif veut que les hotes sains soient attaqués pour la
plupart d’entre eux (par exemple si v* ou a proches de zéro), leur valeur espérée n’est guere
plus grande que celle d'un hote parasité et étre sélectif ne présente plus beaucoup d’intérét.
D’un autre coté, si le taux de succes du superparasitisme est significativement plus faible que
1/2, la valeur espérée d’un hote sain en est d’autant plus grande ; dans ce cas rejeter les hotes
parasités dans un premier temps n’est pas dénué de sens.

En résumé, quand 7 est proche de un demi, quelles que soient les valeurs des
parameétres, 1’écart entre la valeur espérée d’un hote sain (qui dépend de I’ESS)
et celle d’un hote parasité, n’est, a 1’équilibre, jamais assez significative pour cela
vaille la peine d’étre sélectif. Capturer un tel point-fixe est précisément ce que
permet 1’étude d’un jeu dynamique.

Ainsi notre modele montre-t-il qu’'une stratégie d’oviposition myope (telle qu’adoptée par
[62] dans un contexte différent) peut n’étre ni la meilleure, ni la plus simple, des approximations
possibles. Cependant, pour 7 significativement inférieure a un demi, la politique d’oviposition
a ’équilibre est qualitativement proche de la stratégie myope, puisque cela consiste aussi a
commuter au superparasitisme au cours du jeu, lorsque la proportion d’hotes sains passe sous
un certain seuil.

De plus, notre modele montre que le superparasitisme n’implique pas nécessairement de
guerre d’usure (en référence a 'article [62]), ou des temps de départ aléatoires. Certes, les dy-
namiques des deux modeles sont différentes. Néanmoins, elles sont qualitativement semblables
a un raffinement de l'effet de dilution pres (cf. Section 3.2.3). De plus, nous avons montré en
Section 3.5.1 que si la stratégie d’oviposition était figée telle myope dans notre modele, cela

ne changerait rien au fait que les temps de départ seraient déterministes. Par conséquent, il
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semble que la différence la plus pertinente entre les deux modeles repose sur le fait que nous
limitions, pour les besoins de ’analyse mathématique, le nombre d’attaques par hote, contrai-
rement aux auteurs de [62]. De fait, dans leur modele, l'intérét de rester seul sur 'agrégat
est plus grand, puisque tout hote perdu par superparasitisme peut étre repris; d’ou la guerre
d’usure qui s’en suit. Néanmoins, admettons que m = 1/2; attaquer un hoté déja parasité par
chacun des joueurs fait que la probabilité que cet hote donne un descendant a la femelle focale
est de 2/3, d’ott un gain de 1/6. Par conséquent, si 1/6 < ¢ < 1/2 (bon environnement), une
troisieme attaque n’est pas judicieuse et notre modele prévaut.

Revenons a la vie réelle. Visser [154] a mené des expériences de laboratoire avec Lepto-
pilina heterotoma et Asora Tabida, apres avoir prédit une commutation au superparasitisme
et un temps de départ commun, déterministe. Bien qu’il ait observé en continu les femelles
en compétition sur un agrégat d’hotes, la question de leur commutation en terme de straté-
gie d’oviposition ne fut traitée; les hotes furent disséqués pour y compter le nombre d’ceufs
présents, in fine. En effet, procéder a des statistiques sur la dynamique d’oviposition lorsque
plusieurs femelles sont simultanément présentes sur un méme agrégat semble herculéen. En
ce qui concerne les temps de départ, cependant, les auteurs de [161] et [59] ont observé un
polymorphisme au sein de la population; autrement dit, leurs observations semblent & pre-
miére vue corroborer le modele de [62], qui prédit une guerre d’usure, ou un équilibre mixte.
Cependant, dans ces deux expériences, les especes de parasitoides ( Trissolcus basalis et Pachy-
crepoideus vindemmiae) furent précisément choisies pour leur caractere belliqueux ; or nous
savons depuis la Section 2.5 que l'interférence & elle seule justifie une guerre d’usure [135], ou
un équilibre mixte. Il serait donc pertinent de conduire des expérimentations avec une espece
pacifique car on est en droit de se demander si le polymorphisme observé résulte
de l’interférence ou du phénomeéne de superparasitisme per se, qui serait lui aussi
susceptible de conduire a une guerre d’usure, selon les auteurs de ’article [62].

Enfin, il nous reste a:

— aller plus loin dans I’exploration de la region qui reste inconnue et ou il est plausible que

surgissent des stratégies d’oviposition mixtes, cf. fin de la Section 3.5.2.
— résoudre le jeu asynchrone ou asymétrique ; qu’advient-il de ce jeu lorsque x1(0) # 22(0)?
Les présents résultats sont-ils robustes a une légere asymétrie?
Traiter ces questions requiert d’aller au dela du plan bissecteur z1 = z5. Ce n’était pas
I’ambition de ce travail qui se voulait dans un premier temps tirer pleine partie de la symétrie
x1 = x2. Une analyse plus avancée est donc nécessaire afin de mieux comprendre les tenants

et aboutissants du jeu de superparasitisme.
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Conclusion et perspectives

L’heure n’est pas a dresser quelque conclusion définitive. En effet, trop de points restent
en suspens en ce qui concerne le jeu du superparasitisme, notre motivation initiale.

D’une part, subsiste une “terra-incognita” dans le cas synchrone-symétrique (les femelles
attaquent l'agrégat simultanément, lorsqu’il est vierge de tout parastisme, donc font face a
une situation symétrique), cf. Figure 3.6. Chercher & comprendre ce qui peut bien se passer
dans cette impénétrable région nous a amené a considérer 1’éventualité de trajectoires bi-
singulieres qui se trouvent découpler les équations d’Isaacs et résulter de la pertinence des
stratégies mixtes en jeux différentiels, cf. Section 1.3. Aussi avons-nous illustré ce résultat
par un jeu sur la ligne qui traite de I’émergence d’une certaine forme de coopération dans
des dilemmes sociaux qui apparaissent notamment chez les couples d’oiseaux avec jeunes. En
effet, le jeu du superparasitisme se déroule quant a lui dans un irréductible espace d’état de
dimension 3 (cf. Section 3.2.3) et ne fut donc susceptible de fournir un simple exemple. Qui
veut enquéter sur ’existence possible d’un champ de trajectoires bi-singulier dans ce jeu doit
alors étudier un champ de caractéristiques dont nous savons qu’il ne correspond pas au champ
optimal. De plus, dans la zone de ’espace d’état qu’il veut bien recouvrir, ce champ se trouve
ne pas étre univoque, ni particulierement élégant. Du moins est-ce ce que nous croyons savoir
a I’heure actuelle. La question de ’existence éventuelle d’'un champ bi-singulier dans le jeu
de superparasitisme (stratégies d’oviposition mixtes dynamiques?) ou répondre a la question
‘adopter une propension continiment croissante a superparasiter en situation de compétition
directe présente-t-il du sens?’ est une perspective qui nous motive particulierement.

Ceci n’est pas sans lien avec la question de savoir si le résultat qui correspond a la partie ex-
plorée de l'espace des parametres (cf. Figure 3.6) pourrait étre validé expérimentalement. Une
prédiction quelque peu inattendue (mais néanmoins intelligible) du modele qui fait I'objet du
Chapitre 3, est qu’'un hote parasité ne devrait, en situation de compétition directe, jamais étre
rejeté. Quelques treés préliminaires (et peu répliquées) observations sur des trichogrammes?,
qui ne sont pas belliqueux, tendent au contraire a révéler qu’il existe une phase premiere au
cours de laquelle les hotes parasités sont le plus souvent rejetés, avant d’étre volontiers ac-

ceptés. Notre modele pourrait donc bien se voir réfuté chez cette espece. Il s’agit a présent

5. il s’agit plus précisément de Trichogramma cacoeciae, choisie pour sa transparence, face a Trichogramma
brassicae. En effet, afin d’étre a mémes de distinguer aisément chaque femelle, nous leur faisons absorber du

miel, miel qui contient pour I'une un colorant rouge.
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d’élaborer un protocole expérimental qui permettrait de rendre compte de cette éventuelle
commutation, via la statistique. Un point encourageant est qu’il n’est pas si difficile de faire
en sorte que les femelles attaquent I'agrégat de fagon (quasi-)synchrone; un cache perforé a
I’endroit ou se trouve 'agrégat d’hotes sur la boite de Petri catalyse la venue des femelles, car
seul ce lieu de 'aréne est éclairé. Une fois nos deux protagonistes en posture d’oviposition, le

cache est retiré, et le jeu commence.
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Annexe A

Une cuelllette discrete

Est ici considéré un modele dans lequel la ressource se présente sous forme discrete.

Soit ¢ € N la quantité de ressource qu’offre I'agrégat. Dans ce modele, & chaque élément
de ressource correspond un emplacement, qui reste inoccupé, tel une alvéole d’abeille vidée de
son miel, apres passage du cueilleur. Ce dernier est supposé sonder ce gateau de cire au gré
du hasard. Puisqu’il s’agit d’une remarque non anodine, insistons sur le fait qu’il ne ’explore
pas de facon systématique. Par conséquent, on peut admettre que la distribution spatiale des
ressources reste homogene au cours du temps. A mesure que le temps passe, inévitablement,
le cueilleur sonde de plus en plus fréquemment des alvéoles qui se trouvent étre vides. Par
conséquent, son rythme de cueillette décroit, ce qui 'ameéne a considérer 'opportunité de
partir. Ce serait vraisemblablement perdre un temps précieux que de s’obstiner & vouloir

s’emparer de la derniére alvéole non vide.

Ainsi, la variable de décision est le temps ¢ de résidence sur 'agrégat. Aussi, introduisons
— q, dit le temps de sondage, qui correspond au temps nécessaire pour passer d’une alvéole
a lautre et sonder cette derniere, c’est-a-dire se rendre compte si elle est vide ou non.

— h, le temps de manipulation, ou le temps requis pour s’emparer de la ressource.

Soient

— t5: le temps auquel le k™€ élément de ressource est trouvé. Il est donc acquis au temps
tr + h.

— pi la quantité de ressource restant & disposition sur Pagrégat aprés que le k€€ élément
soit retiré, i.e. py =q—k,pog =q.

— ), = pi/q la proportion de ressource disponible.

Nous sommes intéressés par caractériser la loi des ty.

Toutes les a unités de temps, le cueilleur sonde une nouvelle alvéole, éventuellement vide.
Pour un t =ty + h + fo donné, I'événement ¢, 1 = ¢ équivaut a dire que toutes les alvéoles
explorées aux temps ty + h + a,tp + h + 2a, ...t + h + (£ — 1)« étaient vides, jusqu’a celle

trouvée au temps t; + h + fa. Pendant tout ce temps, x n’a pas évolué donc si I'on admet que
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ces événements ! étaient indépendants, la probabilité d’occurrence d’une telle séquence est
P.,=(1—a2)! (A1
k.l ( .’Bk) T . . )

Donc le tgy1 espéré est donné par

(1 —ap) L apla = @,
Tk

M8

E(tp 1 —ty — h) =

o~
Il

1
D’ou
E(tk+1 —tk) = axoh,

Tk

Des lors, R, ou la quantité espérée de ressource accumulée en un temps ¢, s’obtient comme
suit. On sait que P{tgy1 — tx — h = la} =: Pry = (1 — 21)" L2y, (équation (A.1)). La loi
complete des t,, se calcule donc ainsi. Soit P}’ := P{t,, = ka+ (n—1)h}, ou la probabilité que
k tentatives soient nécessaires pour mettre a jour n éléments de ressource; autrement dit, la
probabilité que to+ (t1 —to—h)+...+ (t, —tn—1 —h) = ka. La fonction caractéristique d’une
somme de variables aléatoires indépendantes est le produit de leurs fonctions caractéristiques.

Soit par conséquent,
o
A _ xk
Py(z) = Pz t—% .
w(2) =Y Pry p f—
l=1
La fonction caractéristique de t,, est donc

P'(z) = Py(2)Pi(2)--- Pu_1(2),
ToT1 ... Tp—-1

=1 —x)][z—(1—21)]...[2 — (1 —2pn_1)]

Si l'on prend maintenant xg = 1 et zp =1 — £/q, il vient

« (1—%)(1—%)...(1_%—1)
Pr(2) P S =

(A.2)

Reste, afin d’obtenir la probabilité P]* = P{t, = ka+ (k —1)h)} recherchée, a développer
cette fraction rationnelle en puissances de z~!. On procede & une décomposition en éléments

simples dont on développe chaque élément. Si I'on pose

-1

PN anm
R e
m

=0 q

3

il vient, pour tout n < q,

n _ (_1\yn—m— (q_l)‘ _ (_1\n—m— Q*l n—1
= ) i i~ (Y 1<n_1)( . )

1. ou plutét £ — 1 non-événements puis un événement : une trouvaille.




119

et le développement donne, toujours pour tout n < ¢:
n—1 m k—1
P => ay, () , (A.3)
m=0 q

avec pour convention 0° = 1 (inutile en pratique, car pour k > 1, le seul cas intéressant, le
terme m = 0 peut clairement étre omis).
On peut montrer directement que les formules ci-dessus jouissent des propriétés désirées.

C’est a dire que pour tout n < ¢ fixé, les P sont nuls si £ < n, et somment a un:
k=00
Vk<n,Pp=0, e Y Pr=1.
k=n

Enfin, soit k, = Int[(t — nh)/a]. La recolte espérée est

R(q,t) =Y nPp .

n<gq
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Annexe B

Les aléas d’une cuelllette

Soient wy, . ..,w, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi de probabilité
commune P(w; < ) =1 — exp(—Az). Notre objectif est de déterminer la loi de distribution
de M maw,,.

Posons Yy := w; + 2wy + ... + kwy. La transformée de Laplace-Stieltjes (TLS) de Yy est

donnée par

k
fu(s) :=E(e*"%) H

Appelons gg(t) la densité de probabilité de Yj, nommément, gx(t) = dP(Yy < t)/dt. La

)\+j8

fonction g (t) peut étre obtenue telle I'inverse de fi(s). Cela donne

1 Y4100

gk (t) = e fr(s)ds

21 ~—ico

ol v peut étre n’importe quel réel tel que la droite s = « soit a droite de toutes les singularités
de fi(s) [138]. La fonction fx(s) a seulement k poles simples, situés aux points s = —\/j pour
j=1,...,k. Nous pouvons par conséquent prendre v = 0.

La procédure habituelle pour calculer I'intégrale complexe f ijooo st fr(s)ds consiste dans un
premier temps & considérer 'intégrale complexe I(R fC e f1.(s)ds, o Cg est le contour
défini par le demi-cercle sur la gauche du plan complexe centré & s = 0 de rayon R, et la
droite [—iR,iR] sur 'axe des imaginaires (voir la figure B.1). R peut étre n’importe quel réel
tel que R > 1/), de telle sorte que tous les poles de f(s) soient a l'intérieur du contour C.

Par application du théoreme des résidus nous voyons que
k
I(R) = 2mi ZResidue (e fr(s);s = =A/1).
=1

Puisque le résidu de la fonction e f,(s) en s = —\/I est égal & e M/{(\/1) HJ ! l/(I—7), nous

obtenons

I(R) = 2mi Z 3/t A Hl_‘7 (B.1)
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Fic. B.1 - Le contour Cg

Jusqu’a présent, nous avons montré que

iR
a(t) = -= lim / e fi(s)ds,

— i
271 R—oo —iR

1 1
= lim Ip — 9 lim e fr(s)ds,

271 R—oo Tl R—oo Tr
k k
A l 1
_ —At/l A H _ li Stf
= Y e —— — — lim e” fr(s)ds ,
— l i l—j 2mi R—oo Jp,
J

en utilisant (B.1), ou I'p = Cr — [—iR,iR)].

On peut trouver des constantes K > 0 et a > 0 telles que | fx(s)| < K/R® quand s = Re'
pour R suffisamment grand?!, de telle sorte que I'intégrale dans 1’équation ci-dessus disparaisse
quand R — oo [138, Theorem 7.4].

En fin de compte, la densité de probabilité gi(s) de la variable aléatoire Y est donné par

Al
ge(t) =D e T[] — (B.2)

=1 Jj=
J#

L

Revenons maintenant au probleme initial. Définissons (avec ¢ > 0)
n=inf{k >1: (— (w1 +2w2 + ... + kwyg) < 0},

ou de fagon équivalente
n=inf{k>1:(-Y;, <0}

1. ceci est toujours vrai si 'on peut exprimer fj ainsi: fi(s) = P(s)/Q(s), avec P et @ des polynémes tels
que le degré de P soit strictement inférieur & celui de Q.
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Nous sommes intéressés par E(1/n). On a

Pn>M) = P(-Y1>0,....0—Yy >0),
= P(Yl<C,...,YM<C),
= P(Yu <0). (B.3)

Puisque P(n = M) = P(n > M — 1) — P(n > M), nous voyons (équation (B.3)) que pour
M>2,

Pin=M) = P(Yy_1<¢)—PYy <)

¢ ¢
= /OgM_l(t)dt—/o gum(t)dt (B.4)
—1 A1 M-—1 I M A1 M l
= ;(1 )j_lz_j‘;(l )=
J#l J#l

ou la derniere égalité résulte de (B.2).

Le terme de droite de 1’équation (B.4) peut étre réduit a

M
Mo M2
1 — =X/ M—1-1 B.
ZZ;( ¢ ) 1 DR (B-5)
pour M > 2. Reste a déterminer P(n = 1). Clairement,
P(n=1)=P(Y; > () =e . (B.6)

Par conséquent,

B(i/n) = 3 — P(n=M)

lM—Q

M
_ e Yl M—1—1_ 1
= 1433 (1= (- V=1 (= 1)!

| _ o X/ 1 = [YM-1-1 (M2
—c )(z—1)! g::l(_ ) (M —1)!

Au travers d’une démarche similaire, nous obtenons aussi

n) =1+ lz; (1 - e*W’> = /:1' . (B.8)
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En pratique

Une fagon d’éviter le calcul de la série infinie dans I’équation (B.7) (ou aussi celle de
Péquation (B.8)) est de séparer la série en deux morceaux: Y i, (1 — e /N ~t=1/11 et
Yosn(1— e /M e~ =111 pour quelque arbitraire, quoique prudemment choisi, entier L > 1.
La premiere série (finie) peut étre évaluée sans aucun probleme pour des valeurs modérées de
L et la seconde peut étre approximée via la formule de Stirling, tel qu’il est fait ci-dessous.

En effet, si nous employons 'approximation standard I! ~ v/2xl 1! e™!, il s’en suit que

3 (1 - e—Wl> et lll_‘l ~1- \/127 bZL (1 - e_/\C/l> 173/2.

I>L

Nous pouvons approximer plus encore la série infinie ) ;. (1 — e/ l) [73/2 par lintégrale
- e_/\C/z) 273/2 dz, ce qui donne

R Yy A PV I AC
§<1 e )132 i \/;erf< L)’

x
ou la fonction erreur erf est définie par erf := 2/\/m / e~ dt.
0
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Annexe C

Une guerre d’usure a temps d’arrét

aléatoire

Considérons le jeu a somme non-nulle suivant:
— m joueurs,

le joueur i choisit z; € R,

— ¢, le temps d’arrét, est une variable aléatoire indépendante des décisions des joueurs,

— le critere du joueur 7 est le suivant, ot x_; signifie {z;},j # i:

Li(z;) si x; < min{zr_;, e} et maxx_; > x;
Ui( ) Di(x;) si x; < min{zr_;, e} et maxz_; = x;
i(Ti,x_i€) =
e E;(e) si € < min{z;, z_;}

Wi(minz_;) sinon

Ce jeu repose sur les hypotheses suivantes: Vi,

— 312 = argmax, L;(z), & est le méme pour tous les L;.

— L; est strictement décroissante pour tout x > .

- Wi(z) > Di(z) > Ei(x) > Li(x)Vx € [2,%).

— soit & tel que Vo > &,L;(x) = W;(z)}, 'l existe,

— sinon & = 0.
Nous sommes intéressés par un équilibre de Nash en stratégies mixtes, avec P;(x) la distribu-
tion cumulée des décisions du joueur i. Nous affirmons le théoréme suivant :
Théoréme C.1 L’ensemble des stratégies (mixtes) a l’équilibre de Nash doit satisfaire les
Propriétés suivantes :

— la densité de probabilité des décisions est continue sur [Z,%) et nulle partout ailleurs mais

peut exhiber une pondération de Dirac en &.

- Soit

—+

() = — Pl(z) Ei(r)— Li(x) Li(z)
hul2) {1P€(m) Wi(x) — Li(x) ~ Wi(x) Ll(m)} ’
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Hi(z) =1—e Ja MWW vy e [3.4],

)

— et
n 1
Il - H ()
1-— H; ’

Hi(x) :

— L’unique équilibre de Nash est donné par: Vi,

0 Ve < 2
Pl(z) =4 1—H;i(z) Vel
1 Ve > &

Preuve Les hypotheses faites plus haut impliquent que tous les joueurs partagent un spectre,
ou support de stratégies mixtes, commun, [Z,E]. Soient P;, H; et P les distributions cumulées

de z;, minx_; et €, respectivement. Les fonctions de paiement sont donc données par: Vi,

Gi(w,Hi,P,) = /

ye[f 71']

/ Us(.,2)dP.(2)dHi(y)
Z€[E ,00)

Gi(a,HiP) = / Ei(:)dP.(2) + | Wiy)dP.(2)| dHi(y) +
Y€z ,x) | J2€[2 ) z€[y ,00)
/ Ei(2)dP.(2) + / Li(2)dP,(2) | dH;(y).
yElz ,E] z€[Z ) z€[x ,00)

Puisque la stratégie de Nash est égalisante sur le spectre de chaque adversaire, dans tout

ensemble ouvert €2 de [Z,%), on doit avoir

9 "
%Gi(x,Hi P)=0 VreQ.

Par dérivation de G;(x,H;,P.), nous obtenons

0 = [Ei(z) - Li(2)][1 — Hy (2)]P(z) +
[1 = Pe(@)] { Li(2)[1 — Hf (2)] — [Wi(x) — Li(2)|H (2)} -
D’ou
Hi () =1—e Ja MWW vy c(3.4],

avec

() = — Pl(z) Ej(z)— Li(x) Li(x)
() {1_P6(x) Wi(z) — Li() * Wi(x) —Li(x)} '

En conséquence, les stratégies de Nash sont données par: Vi,

1—H(z) =[]l - P} ()],
j#i
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ou les H} sont connus.
Cela implique

[Tt - B @) = [0 - B

7 7

Par conséquent,

Pr(a) = 1 Memt = HE@ITE 0 e

K3 1_HZ 7)'

2>
1SN

D’ot I'unique équilibre de Nash: Vi,

0 Vo <z
Pi(z)=4¢ 1—"H;(x) Vze€li,2)
1 Vo > &

Un atome de probabilité prend obligatoirement place en &. En effet, ’équilibre de Nash
requiert Gi(z,H,P.) = GVx € [£,Z), ou G} est la valeur du jeu. Jusqu’a présent, nous
avions implicitement admis que les H; étaient continus sur [#,%). En effet, posons & € [z,%]
et supposons maintenant qu’il y ait un point de discontinuité d’amplitude j (pour “jump”).
Comme le veut la convention, P; est cadlag. Si & < &, on a lim,|;z G;(x) — Gi(Z) = j(1 —
P.(&)(W;(#) — Li(%)) !, par conséquent une pondération de Dirac est impossible en tout & < .
Ainsi, si un saut intervient dans H; en &, on a limg; Gi(x) — Gi(Z) = j(1 — Pe(Z)(Li(2) —
D;(&)) = 0 par définition de . D’olt un saut possible en &. Pour finir, il est clair que, d’apres
les hypotheses faites sur les L;, on a Vo ¢ [2,2) ,G;(x,H ,P.) < G, puisque G} = L;(Z).

D’ou, pourvu que le jeu soit symétrique,

0 Ve < &
Pra)=1{ 1—e mt iy vy e (55
1 Vo > &

Remarquons pour finir que, si Vo € [Z,Z], on a P.(x) = 0, la solution ci-dessus coincide

avec la solution classique de Bishop, Cannings, Haigh et Maynard Smith [63, 19, 20].

1. si Pégalité (D pour draw) est prise en compte, dans le cas ou tous les joueurs auraient un Dirac en #,

L;(%) serait simplement remplacée par une combinaison convexe de L; (%) et D;(&).
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Annexe D

Sur la sélection optimale de

ressources en temps limité

Dans le corps de la Section 2.6, nous laissons la liberté au cueilleur de s’en aller quand il
le souhaite, sachant que le temps & un cott v* (disons en énergie manquée) a 'unité. Cette
section constitue une digression sur le probleme de la sélection des ressources en temps limité,
tel qu'introduit par certains auteurs [112, 95], qui mentionnent une cueillette intertidale, ou
qui s’effectue entre deux marées. Notre dynamique intra-agrégat est plus proche de celle de
lauteur de [112]!, qui argumente qu’il existe une région de I'espace d’état ot apparaissent
des préférences partielles, c’est-a-dire que certains types de ressources peuvent étre tantot
acceptés, tantot rejetés, parfois indifféremment, c’est optimal (cf. Section 2.6.1). Eprouvons
cette affirmation.

Bien que la question ici posée soit autre, la dynamique intra-agrégat est inchangée. Puisque
nous considérerons que ’environnement offre deux types de ressources, nous utiliserons les
notations de la Section 2.6.2. Ainsi nous admettrons que la ressource 1 est plus profitable que
la ressource 2, soit e1/hy > ea/ho.

Nous affirmons le résultat suivant, illustré en figure D.1:

Théoréme D.1 Dans le probléme a temps d’arrét contraint énoncé par les équations (D.1) et
(D.2) qui apparaissent ci-apres, la politique optimale s’exprime comme suit. Soit &1 = esa/(.
— Toute stratégie qui méne a x1(T) = 1, pourvu que cela soit faisable. Si tel est le cas, il
existe une infinité de trajectoires optimales, qui conduisent toutes au point (I1,%2), ot

Zg est donné par l’équation (D.3).
— Sinon, il s’agit, tout au long de la trajectoire, de prendre u = 0, respectivement u = 1,

si cela correspond a x1(T) > e/, respectivement x1(T) < eaar/(.

Preuve :

Comme nous l’avions annoncé en Section 1.2.2, nous ferons de I’horizon temporel ¢ = T

1. La dynamique de [95] est, elle, vraiment stochastique, car elle permet la réalisation d’“une série noire” qui

amenerait le cueilleur a “devenir d’autant plus sélectif que le temps de cueillette restant s’écoule”.
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Sur la sélection optimale de ressources en temps limité

X2

x1

F1G. D.1 — Trois des trajectoires optimales dans le plan (x1,22): “cueillir la ressource

de moindre qualité avec une propension constante”, “

commuter d’un régime
sélectif a un régime opportuniste” et vice versa. L’intersection des lignes

verticales et horizontales représente le point (&1,%2).

une variété terminale de I'espace d’état via une augmentation de 1’état par le temps. Nous

considérons la dynamique f(x,u) la suivante:

i1 =—-z1, 21(0) =29
f9 = —ury, x2(0) =2y =1-—2 (D.1)
t=D(u), t0)=0
Notre critere est:
J(x(l),T) =K(z(T)) avec K(z):=ei(z]—z1)+ eQ(xg — 9) (D.2)

et ou T est un temps d’arrét fixé, un parametre.

Soit S le s final, c.a.d. tel que ¢(S) = T'. Soit A le vecteur adjoint. Vient le hamiltonien :

H(\zu) = (N f(xu) = =Mz — Aguxg + A3D(u) .

Selon le principe du maximum de Pontryagin, si une politique v*(-) qui génere une trajectoire

x*(+) est optimale, alors il existe une trajectoire adjointe continue A(-) telle que

(N = -V, HO\u* )

A(s*) = Vo K(z*) +v

H(A(s7),x(s),u(s7)) = 0 :
Vs € [0,s*] ot u*(-) est continue,
H(A(s),2%(s),u*(s)) = maxyefo,1) H(A(s),2%(s),u)

\



131

ol v est un vecteur normal a la variété terminale. Puisque cette derniére est le plan ¢t =T, la

seule compante non nulle de v est celle en ¢, disons v. On a

A = —0H/0x1 = A1 — A3hy, A (S) = 0K/0x1 = —ey
Ao = —OH/0xs = u(hs — Asha), Ma(S) = OK/xs = —es
A3 = —OH /Ot =0, A3(8) = 0K /Ot +v =v

La derniere des conditions ci-dessus se traduit en la fonction de commutation suivante :

g = 8H/8u = 1'2(/\3]12 — )\2) .

Puisque S est libre, la valeur finale du hamiltonien est nulle, et il vient

e121(S) + ueaxa(S)
a+ hi1z1(S) + hoza(S)

Vs, \3(s) =v=—

Ainsi,

B e + CEl(S)(eghl — 61h2)
U(S) o $2( ) ( o+ hll‘l(S) + hgl‘g(S) >

Aussi, on voit aisément que Vs, ¢ = 0. D’ou: soit &1 = e2t/(,
si 21(S) > 27 alors Vs,o < 0= u* =0

si x1(S) = & alors Vs,o0 = 0 = u* € [0,1]
si z1(S) < 27 alors Vs,o0 > 0= u* =1

A Taide des quatres schémas de la figure D.2, évoquons a présent la géométrie possible des
champs de trajectoires. Si étre opportuniste laisse une proportion de ressource 1 moindre
que &1 (premier cadrant), c’est optimal. A I'inverse, si étre sélectif laisse une proportion de
ressource de meilleure qualité plus grande que Z; (deuxiéme cadrant), c’est optimal. Sinon,
(troisieme cadrant), la politique optimale est telle que la proportion de ressource 1 soit égale
a 1 au temps final. Car il est clair qu’étre opportuniste n’affecte pas autant la ressource

de meilleure qualité qu’étre sélectif au cours d’un méme laps de temps, le quatrieme cadrant

représente un scénario impossible.

Cependant, le principe du maximum de Pontryagin ne fournit que des conditions nécessaires ;

cela ne prouve pas que toute politique qui conduit a x1(S) = & soit optimale.
Néanmoins, on voit aisément que

Vu,s, t(s) = as + [2) — 21(s)]h1 + [29 — 22(5)]ha,

et que S = In(2/#1). Par conséquent, il existe un unique x2(S) tel que z1(S) = £;. Plus

précisément, x4(S) =: 9 est tel que

T = aln(z)/21) + [2) — 21]h1 + [29 — 22]hs .
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Sur la sélection optimale de ressources en temps limité

X2 \i X2 \i

X2 \i X2 \i

x1 x1

Fic. D.2 — Chaque cadrant représente un plan (x1,22), chaque ligne verticale la va-
riété x1 = ZT1.L’horizon temporel est le méme pour toutes les trajectoires

représentées : ‘étre sélectif’ et ‘étre opportuniste’.

Cependant, cela n’implique pas que la trajectoire optimale soit unique puisque le temps néces-
saire pour aller d’un point (x1,z2) & un autre ne dépend point du chemin suivit. Par conséquent,
toute stratégie qui mene & x1(S) = &; est optimale. La figure D.1 représente quelques unes

des trajectoires optimales possibles.

O

Aussi, la figure D.3 représente les différentes régions de Iespace des parametres (z9,T)
associées a chaque politique: étre sélectif, opportuniste et faire usage de “préférences partiel-
les”. Plus précisément, la variété qui sépare la région ‘selective’ de celle dénommée ‘partial

preferences’ est donnée par 'application :
0 0/ 0_ -
xy — aln(zy /1) + [z7 — Z1]h
car 7 = & sur cette frontiere. L’autre est donnée par

2] aln(af/21) + (2] — &1)[h1 + haa/at],

car sur cette variété, o0 /x9 = 21 /2.
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partial

preferences

selective

FiG. D.3 — Les différentes régions de lespace des paramétres (z9,T). Nous avons pris
a=1,e1=1,e9=1, hy =1 et ho = 5. Rappelons que x(l) est la proportion
initiale que représentent les ressources les plus profitables parmi celles qui

le sont moins, au sein de l'agrégat. T est [’horizon temporel du jeu.
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JEUX DYNAMIQUES EN ECOLOGIE DU COMPORTEMENT

Cette theése puise sa motivation d’un jeu qui apparait chez les insectes dits parasitoides, qui,
dans le cadre d’une compétition sans merci pour la conquéte d’hotes via lesquels se reproduire,
s’en prennent directement a la descendance de leurs semblables. 11 s’agit de superparasitisme.
Bien souvent, les hotes se présentent sous forme d’agrégats épars dans I’environnement. Ainsi
le cadre spatio-temporel de ce jeu est-il celui de 'agrégat. Agrégat dont la composition, en
termes d’hotes sains et parasités, évolue au cours du jeu, d’out son caractere dynamique.

En premier lieu, nous présentons ce que sont les jeux dynamiques au travers d’un résultat
original qui traite du découplage des équations d’Isaacs dans les jeux différentiels a deux
joueurs et somme non-nulle. Il se trouve illustré par un exemple a propos du conflit que crée
la question des soins parentauzr chez les especes bi-parentales.

Dans un second temps, nous revisitons la théorie classique de la cueillette optimale, que
nous étendons a la prise en compte d’une multitude de joueurs. Se succedent alors, lorsque la
compétition se fait vive, des épisodes de guerre d’usure, entrecoupés parfois de quelque tréve.

Vient enfin I’étude du superparasitisme tel un jeu différentiel. Nous montrons notamment
que le superparasitisme n’implique cette fois pas nécessairement de guerre d’usure. Cela ouvre
des perspectives tant au plan mathématique (singularités en jeux différentiels & somme non-
nulle) que biologique (expériences de laboratoire).

Mots Clefs: Jeux dynamiques, Jeux d’évolution, Ecologie du comportement, Théorie de la

cueillette, Superparasitisme.
DYNAMIC GAMES IN BEHAVIORAL ECOLOGY

This thesis is inspired from a game occurring among insect parasitoids, which, competing
for hosts via which they can reproduce, attack the progeny of their fellows. One refers to
superparasitism. In many species, hosts are patchily distributed in the environment. The spa-
tiotemporal framework of this game is thus that of the patch. Patch whose composition, in
terms of healthy and parasitized hosts, evolves during the game, hence its dynamic component.

First, we introduce dynamic games through an original result which deals with uncoupling
Isaacs equations in two-player nonzero-sum differential games. It is illustrated by an example
which addresses the conflict over parental care in biparental species.

Second, we revisit classical optimal foraging theory, which we extend to a game-theoretical
framework. Arises a sequence of war of attrition, sometimes separated by respite periods.

Finally, we address superparasitism as a differential game and it turns out that, this time,
superparasitism does not necessarily lead to a war of attrition. It open prospects both on the
mathematical (singularities in nonzero-sum differential games) and biological sides (laboratory
experiments).

Keywords: Dynamic games, Evolutionary games, Behavioural Ecology, Foraging theory, Su-

perparasitism.



