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INTRODUCTION







Nous nous intéressons ici 3 divers problémes concernant 1le n-cube.
Les définitions générales utilisées dans les différents chapitres
de cette thése et dans 1l'introduction ont é&té regroupées dans

le paragraphe "Définitions et notations" .

On vérifie facilement que le n-cube posséde la propriété suivante :
Entre toute paire {x,yl de sommets distincts de C, il existe soit"
exactement 2 chemins de longueur 2 ,soit pas de chemin de longueur

(on dit que C, est un (0,2) graphe) .
De tels graphes sont réguliers .

J.M Laborde et M.Mulder ont prouvés que le n-cube était maximal
(pour son ordre par rapport a4 son degré )pour cette.propriété .

M.Mulder c'est également intéressé aux(0,2) graphes minimaux

(pour 1'ordre |V| par rapport au degré d)en &tudiant les (0,2)graphes
bivartis tels que |V| = 2+d(d-1) .

Aprés avoir rappelé les résultats de J.M.Laborde nous montrons que
dans un (0,2) graphe 11 existe au moins p! géodésiques entre toute
paire de sommets 3 distance p .

Au §2 nous dé&crivons les exemples connus de (0,2)araphes (bipartis
de diamétre 2 cu 3 ).

Le §3 est consacré 4 diverses constuctions de (0,2) -graphes (notamment
3 partir du n-cube en. utilisant la notion de code cérrecteurs
d'erreurs ). ‘

Dans le §5 nous étudions les (0,2)graphes avec des tfiangles .

On obtient le théoréme suivant : .
Un (0,2)graphe avec triancle doit contenir comme sous graphe engendré
soit le tétraddre soit l1'icosaé&dre soit une roue ayant au moins

6rayons.

Enfin au paragraphe 6 nous montrons comment reconstruire certains

des (0,2)araphes commes araphes de Cayley de groupes .



Le deuxiéme chapitre est consacrd 3 1'étude des invariants immédiats

du n-cube .

Le n-cube étant un graphe biparti il est parfait on a donc :

OL(cn)=e(cn)=2”‘1 et w(C )=y(C_)=2

D'autre part les stables de cardinal maximum sont trivialement

les clefs de parité .
' C s . . . ',
Nous nous inté@resserons dans ce chapitre aux autres invariants o,B,B'

n-1 P
Dans le 81 nous prouvons que B’(Cn)=2 et nous caractérisons les
absorbants minimaux de cardinal maximum .

Dans les paragraphes 2 et 3 nous é&tudions les liens existant entre

le nombre 4'absorption B(Cn) et les codes correcteurs d'erreurs .

On prouve au passage que la conjecture de Vizing [7]est vérifi&e pour

des hypercubes :

¥ p ¥ q BCgcy) = BIC) . B(C)

Le paragraphe 4 est consacré 3 o' probléme trés 1ié 3 B .

En parallélle avec la théorie des codes le dernier paragraphe étudie
une généralisation de B .

Nous nous intéressons dans le Biémechapitre au probléme suivant :
pour n pair est il possible de trouver %,cycles haﬁiltoniens disjoint
sur le n-cube ? Un tel ensemble forme uné partition de 1'ensemble

des arétes de Cn .

En fait comme il est expliqué en téte du chapitre ce probléme a été
récemment complétement résolu , et la partie exposée ici par Ringel
en 1954 .

De petits ré@sultats dont la démonstration est souvent fastidieuse

ont été regroupés en annexe .



DEFINITIONS ET NOTATIONS







Commengons par donner quelques notions classiques :

Soient X=(V,E) et Y=(V',E')deux graphes simples.On désigne par
somme cartésienne de X et Y le graphe X+Y dont 1‘ensemble des
sommets est VxV' et dont l'ensemble des arétes E" vérifie :

{xy,xy'}le E" si et seulement si :
x=x' et {y,y'le E ou
y=y' et {x,x'}e E'

On désigne par n.X le graphe X+X+...+X(n fois)

Le produit cart&sien de X et Y est le graphe XxY dont 1'ensemble
des sommets est VxV' et dont l‘ensemble des arétes E™ vérifie :
{xy,x'y'} ¢ E™ si et seulement si :
{x,x'}le E et {y,y'le E®

Nous dirons que 2 sommets X et y d'un graphe connexe sont a
distance d si et seulement si le plus court chemin entre x et y

comporte 4 arétes .
Mulder [6] a introdult la terminologie suivante :

Soit X un nombre entier (A2 2) .Un graphe simple connexe G est dit
(0,2) graphe si et seulement si pour toute paire {x,y} de sommets
de G telle que x#y ,x et y ont soit exactement 2 voisins communs
soit pas de voisins communs .

Pour tout entier n soit Xn un ensemble de sommets isomorphe a {O,I}n.
On désigne par codage d'un sommet de Xn le mot binaire de longueur

n qui lui est associé par cet isomorphisme.On notera.§ le codage de x

Le n-cube est le graphe dont 1l'ensemble des sommetsfest xn et ol
x et y sont reliés par une aréte si et seulement si les codages
de x et y différent d'une seule composante binaire .

La structure du n—cube Cn est canonique en ce sens que deux codages

différents de Xn donnent des graphes isomorphes .



Il est facile de vérifier que Cn(nzl) est isomorphe au graphe n.C1
oll Cl est la clique a8 deux sommets

Il est également facile de vérifier que 2 sommets x et y du n-cube
sont & distance d si et seulement si les mots associés différent

d'exactement 4 bits .

On désignera par boule de centre x et de rayon d l'ensemble des
sommets 3 distance au plus 4 de x .

1,.2

Une telle boule comporte pour le n-cube 1+Cn+C d

+...:+C° sommets .
n n

Une origine 0 &tant fixée dans le n-cube ,le poids d'un sommet x
est par définition sa distance 3 l'origine .En général 0 est le
sommet dont le codage est (00...0); le poids de x est alors le
nombre de bits non nuls dans son codage .

On désigne par B{n)l'espace vectoriel de dimension-n sur le corps
3 deux é&léments . ‘

Si x et y sont 2 sommets du n-cube ,on notera x+y le sommet dont

le codage est (X+y) (dans 3™y .

Un absorbant d'un graphe G=(V,E) est un ensemble A ¢ V tel que
pour tout sommet x de G non dans A il existe un y de A tel que
{x,y} soit dans E

Un stable Bde G est un ensemble de sommets tel gue pour tout couple

(x,y) d'éléments de B l'aré&te {x,yln'est pas dans E-.
On désigne par-:

«(G) le cardinal maximum d'un stable de G

8(G) le cardinal minimum d'un absorbant de G

8(G) le nombre minimum de cliques qui partitionnent V
w(G) le cardinal maximum d'une clique de G

vy (G) le nombre chromatique de G

a'(G) le cardinal minimum d'un stable maximal de G

B'(G) le cardinal maximum d'un absorbant minimal de G



Un cycle d'un graphe G est dit hamiltonien si il passe par
chaque sommet du graphe une et une seule fois
Un graphe qui posséde un tel cycle est dit hamiltonien .

Le n-cube est hamiltonien .

Soit G un graphe connexe G=(V,E) ;un sommet x de G &tant fixé, 1a
décomposition en couches de G 3 partir de x est la partition de
V en VO'VI""Vp telle que eri si et seulement si d(x,y)=i

Une (v,k,)) configuration est la donnée d'un ensemble X et d'une
famille de parties de X {Ei ieI} dites arétes,tels que

(1) |x]=v

(11) toute ardte a k &léments lE, |=k

(iii) toute paire de sommets appartient a A arétes .

Elle est dite symétrique si son nombre d'arétes est égal 3 v
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CHAPITRE I

(0,2) GRAPHES
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§1 - (0,2) CRAPHES

Définition 1 :
Nous dirons qu'un graphe simple connexe G est un (0,2) graphe

si et seulement si toute paire d'arétes adjacentes de G appar-
tient & exactement un cycle de longueur 4.

La méme définition peut se formuler de maniére &quivalente en
termes de sommets et de chemins : .

Définition 2 :
Nous dirons qu'un graphe simple connexe G est un (0,2) graphe

si et seulement si pour toute paire ({x,y} desomets disticts de G
il existe solt exactement 2 chemins de longueur 2 reliant x

a y, soit aucun chemin de longueur 2 reliant x et vy.

On doit 3 Foldés [ 4 ] la caractérisation suivante du n-cube :

Un graphe simple connexe biparti est un hypercube si et
seulement si entre toute paire de sommets & distance 4
i1 existe exactement d! chemins de d arétes.

J.M. Laborde -~ Rao Hebbare [ 6]et H.M. Mulder [ 6]ont indé&pen-
damment montré le théoré&me suivant qui constitue une carac-

térisation beaucoup plus fine de 1‘*hypercube.

Théoréme 1 =
Soit G un (0,2) graphe. Alors
1) G est régulier (notons n son degré)j*
2) 1v(G) | =< 2"
3} {v(G) |

2" si et seulement si G est un n-cube.

i

La démonstration de J.M. Laborde utilise les lemmes suivants :
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Lemme 1 :
Soit G un (0,2) graphe de degré n.

Soit Ci 1'ensemble des sommets de G & distance i d'un

sommed fixé.

Pour x é&lément de C, notons d, ,(x) le nombre d'arétes
entre x et C,

i-1°
Soit 5i,i-1 = min di~1(X}'
xeC,
i
L od,_,x)
% Ci i~1
D, =
i,i-1 lCi!
Nous avons :
(1) S349,1 2 % ,40 *F 1
(n-D, . )
lpl"'}.
I T e L e
: i+1,1
Démonstration :
(1) soient x dans C, , vy, dans C, tels que {x,yo}

soit une aréte de G.

Il existe di~1(yo) sommets de Ci~1 : Zlyzzy-w':zdini(ys)

adjacents & vy _.

b x

1+1



zZ, ¥, X étant un chemin de longueur 2 il existe un sommet y.

de Cj tel que :

{zj,yj} ¢ E(G) {Yj,x} € B(G) vy, #y

J (8}

]
i

Yy on
a 3 chemins de longueur 2 entre Y, et y. : (y0 X yj)
vy, 2373 (yolzk Yy) -

Si j #k yj est différent de Y car si

i-1 1 Cin

Nous avons montré que di(x) ;;di_l(yo) + 1.

Si x est choisi tel que di(x) = 6i+1,i nous obtenons :
®1e1,0 2 9 v) H 18,4
3 a '
(2) I1 y a XXC di(x) arétes entre Ci et Ci+l' D'autre
Fi+l
part, il y en a au plus : |Ci|n - ¥ 4, .(x).
i-1
XeC
i
Puisque 2 d.  (x) = 'C.'D. . nous obtenons :
xec, 171 J 3.,31-1
3

Div1,11C54,] = lci"“"”i,i-l"

D'ou (2).
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Lemme 2 :
Sous les mémes hypothéses que le lemme 1 nous avons

(1) Ic,l < Ci ie N

#

(2) D,

. > §, . S
i,i~1 i,i-1

Démonstration

o — " —— o v A" —

Elle se fait par récurrence sur la valeur de i

fCli = n Dl,O = 61’0 =1
Supposons la propriété vraie pour j = i-1 et montrons la
pour j+1.

] ™.

(2) Di,i~1 > ﬁi,iwl > 6i~1,i—2 + 1 d'aprés le lemme
Or par hypothése de récurrence

8i-1,1-2 2 71
D'ol

Di,i-1 % %1,1-1

1) D'aprés le lemme 1

{n-D s o)
i~1rl“2
Ic;h = 1,1 —5
l'l-‘l
Or par hyptoh&se de récurrence |C; ;I < ci-t

De plus nous venons de montrer que Bi i-1 = i.
’ .

i-1 (n-i+1)

iCii s Cn i

Donc IC.]| < ct.
i n

Proposition :

Supposons de plus que' G est biparti.

= Max dj_1
xeC, 7
i

(x) nous avons alors

L]

Soit Ai,i~1

1



«17_

(1)_81 Ai,i~1 < n alors Ai+1,i > ﬁi,i—l + 1

(2) Jeg I Pyyy,y = 07Dy 4 ) lcy |

Démonstration

o S ——— W — -

(1) Soit vy, glément de C, tel que diwl(yo} = Ai,i~l

puisque G est biparti et que Ai -1 M il existe au moins
!

un sommet x de ‘Ci+3 relié a Yy, Ppar une aréte. Comme nous

1'avons vu dans la démonstation du lemme 1, d;(x) 2 di~1(yo}+l

et A P di(x). .

i+1,1

{2) Le nombre d'arétes entre Ci et Ci+1 est d'une part
L di(x) et d'autre part puisque G est biparti

xeCyt1

I (n-d,_,(x)) d'od (2%
xeCi

Nous allons utiliser ces résultats pour donner de fagon directe

une Biémecaractérisation de 1'hypercube que l'on peut déduire

aussi de la justaposition de 2 résultats de Mulder [6]
Définition :

Le diam@tre d‘'un graphe G est par définition :

d = max d(x,y) X e V(G) vy e VI(G).

Théoréme :
Soit G un (0,2) graphe de degré n. Alors :
(1) G est de diamétre au plus n. ‘ ‘ _
(2) G est de diamétre n si et seulement si G est

le n-cube.

Damonstration

W — - " — Y — W

(1) Puisque ¢ 1 et que d'aprés le lemme 1

1,0 7,

841,14 2 83,41 1 il existe un entier p tel que p < n

et Gp p-1 = n. Donc si x est le sommet & partir duquel on
L 4
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fait la décomposifion par couches Co Cl"‘

n < max d(x,y) y e V(G).

Comme nous avons la méme propriété pour tous les sommets x
nous obtenons (1).

n

(2) Nous allons montrer que |V(G)]| = 2 ce qui conduira

au résultat cherché en utilisant le théoréme 1.

Supposcns G différent du n-cube. Nous avons alors |V (G) ] < 2f

donc il existe un indice i tel que icil < Cg.

(n=Dj -1
fc. .1 s 1C | .
i+l i Di+1,i
i (n-i)
Or Dy 4-1 2 i (lemme 2) donc ‘Ci+l’ n TIFiC
D'oll ‘lCi+1] < C;+1, par suite pour tout Jj > i nous avons

ICji < Cg , donc Cn = 0 ce qui est en contradiction avec
1'hypothése que G est de diamdétre n.

Proposition :
Soit G un (0,2) graphe, entre toute paire de sommets &

distance p 1il existe au moins p! chemins de longueur p.

Démonstration

- T b D - — s Ty o Tt

Ceci est vrai pour p=1 et p = 2.

Supposons la propriété vraie pour q (g = 2) ‘et montrons la

0

pour qg+l.
Soient (x,y) tels que d(x,y) = g+l.
Décomposons G en couches 3 partir de x.

Nous savons que Dq+l q est au moins g+l. y a donc au

[ 4
moins g+l voisins dans C_. Pour chacun de ces voisins, il
y a au moins qg! chemins de longueur g vers x. Il y a donc

au moins (g+l1)! chemins de longueur g entre x et y.
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§2 - QUELQUES EXEMPLES DE {(0,2) GRAPHES

Propriété I :
Soit G un (0,2) graphe, alors pour tout sommet x de C,

dans une décomposition en couches C0 C1 C2 oo 11 existe
exactement deux aré&tes reliant x & des sommets de Cl’

Propriété 2 :
Soit G un (0,2) graphe sans triangle de degré n ; alors :

) . 2
iCZt hd Cn ¢

En effet iCli = n le degré de Cl vers CO‘ est 1 puisque
lCOl = 0.

Le degré de CP vers C, est O puisque G est sans triangle

1
done :
Le degré de Cl vers C2 est n-1, il y a donc n(n-1)

arétes de C1 vers Cz.

Le degré de 02 vers C1 est &gal a3 2. Il y a donc

Qiggll sommets dans Cz.

Propriété 3 : N
soit G un (0,2) graphe de diamétre 1, alors ‘G est K2

ou K4
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Puisque lcll =pn et que G est de aégré n, les sommets
de C1 sont tous reliés entre eux et au sommet de CO par
construction. Donc G est un graphe complet. K2 convient

supposons donc n 2 2.

Soit y;...¥, les sommets de C ylv et yz sont reliés

10
par n-1 chemins de longueur 2 :

(v, x ¥y) (¥, v3 ¥y) (¥y ¥4 ¥p) --- {v; ¥, ¥5)

bonc n~1 =2 et G est K4.‘

Propriété 4 :

Soit G un (0,2) graphe de diamétre 2, alors 2 sommets non
adjacents quelcongues de G sont reliés par exactement 2
chemins de longueur 2.

Trivial.

Propriété 5 :

Soit G wun (0,2) graphe sans triangle tel qu'il existe un

sommet x tel que max dix,y) = 2. Alors G est de
yeV(G) :

diamétre 2.

Démonstration
En effet représentons G "en couche" & partir de Xx.
« . , -

ICOI = 1 }Cll = n. G @&tant sans triangle {Czl == Cn ¢
le nombre d'ardtes du graphe est (1 + n + E%§:£L ) % =
n(n2+n+2) ‘

4 »>
Le nombre de chemins de longueur 2 est donc :

Eigfll (n2+n+2)

Le nombre de paires de sommets reliés par un chemin de
longueur 2 est donc :

Bi%%ll (n2+n+2)
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Calculons le nombre de paires de sommets de G :

Lnloth) (oot o ) < 2 nel) (n%4me2)

Nombre de palres de sommets adjacents : le nombre d‘arétes

soit
n(n2+n+2{
4
Le nombre de paires de sommets non adjacents de G est donc :
2
n(n gn+2) (n-1)

Donc tous les sommets non adjacents sont reliés par exactement
2 chemins de longueur 2 puisque les sommets a&jacents ne
peuvent &tre reliés par des chemins de longueur 2 sans créer

de triangles. G est donc de diamétre 2.

Bondy [ 1] a étudié les graphes sans triangle tels que deux
sommets non adjacents sont reliés par exactement deux chemins
de longueur 2 et a montré qu'une condition nécessaire
d'existence de tels graphes est que : n = 1+r2 pour un
certain entier r non divisible par 4.

Pour r =1 nous obtenons le 2-cube

Q O

o O

et pour r = 2 le graphe suivant dont nous reparlerons
plus bas.
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Remarquons que C2 est le seul (0,2) graphe biparti de
diamétre 2 car il y a n(n-1) arétes entre Cli et C2 donc
le degré de C2 vers C1 est 2, donc si n # 2 il y a des

arétes de C2 vers C, donc des cycles impairs.

Etude des (0,2) graphes bipartis de diamétre 3

Nous savons que pour un tel graphe 'Cll = n, ’Czl = n(ﬁgl)

et le degré de C2 vers Cl est exactement 2.
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Le graphe &tant biparti, le degré de C2 vers C3 est donc
n{n-1) {(n-2)

n-2, il y a donc 5 arétes de C2 vers Cj. Le
degré des sommets de C, é&tant n ,1C3| (n—l%}n—Z)

Donc pour un tel graphe |V |=1 + n + n(ﬁgl) + (n-lngn—Z)
2 + n(n-1).

Pour n = 3 nous obtenons le cube C3.

Pour n = 4. nous obtenons |V| = 14. On montre facilement

l'existence d'un graphe unique : H.
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il

Pour n 5 on montre également l'existence d'un graphe

unique G sur 22 sommets (figure 1}.

Pour n = 6 il existe trois graphes non isomorphes d'ordre 32.

Le premier est CS dont nous donnerons la construction &

partir du 5~-cube plus bas (figure 2).
Un 28me graphe est K représenté sur la figure 3.

En faitce probléme a &té relié & des questions classiques

gr8ce au théoréme suivant :.

Théordme (Mulder)
G est un (0,2) graphe biparti de diamé&tre 3 si et seulement si
G est le graphe d'incidence d'une configuration symétrique de
n(n-1) | |
-2

paramétres (1 + , N, 2).

L'8tude des (1 + §i%§£l ’

(connues sous le nom de biplans) est un probléme ouvert. Il

n, 2) configurations symétriques

existe exactement 1 biplan pour n = 3, 4 ou 5 {(qui donnent
respectivement C3, H, G).

Ilyena 3 pour n=6 et 4 pour n = 9.
On connait 4 pour n =11 et 2 pour n = 13.
I1 n'en existe pas pour n = 7,8,10,12,14,15  en vertu du

théoréme suivant :

Théoréme (Bruck - Ryser - Chowla)
Une condition nécessaire d'existence de biplans pour n

est que :

111

Si n = 2(4) oun 3(4) alors n = u2+2 pour un certain

entier u.

Si n = 0(4) oun = 1(4) alors l'éguation
‘ n(n-1)
x* = (n-2) ¥y + (-1 1 22

admet une solution entiére (x,y,z) autre que (0,0,0).















§3 ~ CONSTRUCTIONS DE (0,2) GRAPHES

..

Propriété 1
Soit Cn (n > 4
reliant dans Cn
(biparti si n est impair) de degré n+l et de diamétre
%] (partie entidre supérieure).

) un n-cube. Alors le graphe E:' obtenu en
les sommets opposés est un (0,2) graphe

Propriété 2 :

Soit x un sommet du n-cube de poids au moins 4. Alors le
{o,x}
n

n cube et telique :

graphe C dont 1'ensemble des sommets est celui du n

{y,2} € E <=> w(y+z) =1 ou y+z = x
est un (0,2) graphe de degré (n+l).

On obtient par cette construction le graphe Céo'(llllo)}

représenté fiqgure 4.

Définition :

Soit (¢ un ensemble de sommets du n-cube contenant 1l'origine.

Nous nommerons Cg

le graphe dont 1'ensemble des sommets est
celui du n-cube et tel que : N

{y,2z} €'E <=> w(y+z) =1 ou y+z ¢ c* (C = C*tJ{O}).

Théoréme :
Soit (¢ un 3 code de Cn tel que :

* ¢ contient l'origine (on pose ¢ = ¢" v {0}).

*x¥ecec wic) = 4.
Ve ¥e' V" ¥V c™ éléments de ¢ tous différents,
ctc' et ctc™ sont au moins 3 distance 2.

Alors Cg est un (0,2) graphe de degré ntlc*|.
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Démonstration

e A ST e S T S

Il est clair que les propositions 1 et 2 sont des corollaires
du théoréme. Nous allons montrer ce dernier

Désignons par E l'ensemble des arétes de Cn et par E'
I'ensemble des arétes de Cg non dans Cn'

Soient a et 8 deux sommets reliés par un chemin (u,v) de
c
n'
autre chemin de longueur 2 entre o et B.

longueur 2 dans C Montrons qu'il existe un et un seul

ler cas ¢+ U e E v ¢ E

L

Il existe dn Zéﬁe chemin dans Cn donc dans Cg, montrons
qu'il ne peut en exister un troisiéme. )

Soit (u’,v') un troisiéme chemin. Il est clair que l1l'on
ne peut avoir u' ¢ E et v' ¢ E. '

* u' ¢ E* et v' ¢ E

a + y e ¢* donc w(aty) = 4.

Or w(g+ty) =1 donc w(ot+tB) 2 3 ce qui est impossible car
wl{a+B) = 2.
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* u' ¢ E' et v' ¢ E’

C € C*

B+y =c' € c*

c # ¢' puisque o # B

il

a +y

w(o+B) = w(ctc') =2 3 ce qui est impossible.

28me cas : u ¢ E' v ¢ E'

C € C*
B + v =c' ¢ (¢

0£+Y
' *

et nécessairement c # c'.

Posons vy' = ¢'+ a. Nous avons :
Y'AY
*
a + y' =c¢c' e ¢C
B+y' =c'+a+B=c'+c+c' =cecC .

Donc o et B8 sont reliés par un deuxiéme chemin dans Cg.
Supposons l'existence d'un 3é&me (u',v'). Il ne peut &tre
du type E x E puisqu'il a d&ja été étudié. -
* u' ¢ B! et v' ¢ E
Nous avons o + B = ¢ + c'.
Soit qY" B8 le 3é&me chemin de longueur 2.
» n * " "oy
Yy + o =c e C y" + B =g+ B+ vy + oo
w(y"+8) = 1 = w(ctc'+c")

Or par hypoth&se sur (¢ c¢ + ¢' et c¢" sont au moins a
distance 2 (c" = c"+0).

* u' ¢ BE' et v' ¢ E!

o+ y" =¢c" e C"
B + ,Y ”n e m € C*

" sont nécessairement tous différents. Or on a

a+ B =c+c'"=c¢c" +c"™ ce qui est impossible.
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38me cas : u ¢ B' v ¢ B

o+ y =c¢ ¢ c*

wi{y+B) =1

Posons y' =R + vy +a. y'#y car B + a est au moins de
poids 3.

B+y'=y+a=ceC"

wiy'+a) = w(p+ta) =1

Donc 1l existe un deuxiéme chemin de longueur 2 entre o et B
passant par y'. '

Supposons l'existence d'un 3é&me chemin passant par y". Il
ne peut étre des types E x E ou BE' x E' puisqu'ils ont
déja été étudiés. Il est donc du type E' x E (le type
E x E' se raméne au méme cas par symétrie du brobléme).

a + y" =c¢c' ¢ ¢ Y" # vy donc c # ¢!
w{y"+g) = 1.
ctc' =at+ty+ ot y"=y+y" = (y+8) + (y"+8)

donc ct+c' est de poids 2 ce qui est impossible puisque c*
est un 3 code. '

Remarque 1 : Si tous les éléments de C* sont:de poids impair,
le graphe est biparti. '

Remarque 2 : Des 3-codes non triviaux possédant les propriétés

nécessaires existent : :
Par exemple sur C6 : ¢ = {({000000), (111100), (001111))

ou sur C7 le code suivant conduisant & un graphe biparti :

¢ = ((0000000), (1111100), (0011111))

Remarque 3 : Si n est impair, on peut donner une autre inter-
prétation a C .
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Posons n = 2p + 1. Donnons i C2(p+1) sa représentation

comme graphe des différences de cardinalité 1 sur 1'ensemble des

des parties d'un ensemble & 2(pt+l) é&léments. Soit le sous
graphe de C2(p+1) induit par {A < {1,2,...2(p+1)} |a| < p+1}.
Si nous identifions les sommets complémentairés dans la

(p+1)eme couche nous obtenons le graphe C2p+l'

D'autre part, la condition n =>4 est nécessaire.

03 est le graphe biparti K4 4 gui n'est paé un (0,2) graphe.
, 3

Propriété 4 :

Soient x et y deux sommets d'un Cﬁi Alors il existe une

bijection £ de V(Cg) ‘dans V(Cg) telle que :
a) f£(x) =y
b) vz ¥t evich)
{z,£} ¢ B(C)) <—> {£(2), £(¢)} ¢ B(CY).

Nous dirons que le graphe Cg est sommet transitif ou est

une "parure".

Démonstration :

- — —— 2t e e St

Soit u = x+y. Posons ¥ z ¢ v(c,) f(z) = z+u

Nous avons bien une bijection et £ (x) = vy.

Soit T =¢* v {z/w(z) = 1}.

{z,t} « E(Cg) <=> z+t ¢ T
z+t € T <==> f{(z2) + £{(t) ¢ T
puisque
£(z) + F(£) =z +u+ t+u=z¢+t..

£(z) + £(£) ¢ T <=> {£(2), £()} ¢ E(C])
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Puilsque Cﬁ est une parure nous avons :

Propriété 5 :

Soit A(Cﬁ) = max c d(x,y) alors A(Cﬁ) = max , d4{o,x)
X,YEV(Cn) XEV(Cn)

Propriété 6 :

A(CiO'X}) = [n - E%;l] (partie entiére supérieure)

{o,x]

De plus, si w(x) est impair alors C, est biparti.

Démonstration
{o,x}, _ _ :
A(Cn ) = max d(o,y) = max min(w({y), wi{x+y)+1)
YECn YECn

(car un plus court chemin utilise au plus une aré&te non

dans C ).
n

¥y e Cn wixty) + w(x) + w(y) < 2n car il existe un
chemin entre x et y passant par 1 et de longueur
2n-w(x)-w(y).

2a n-2q

n-q

Si w(x) = 2q min(w(y), w(x+y)+1) vaut donc au plus n-q.

Un sommet y sur un cycle de longueur 2n passant par
0, 1, x et X ; et tel que w(y) = n-q vérifie
w(x+y)+1l = n-qg+l.

Donc A(Cio’x}) = n-q.
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8i w(x) = 2g+l min{(w(y), w(x+y)+1l) vaut au plus n-q.

Un sommet y de poids n-q sur un cycle de longueur 2n
passant par 0O, 1, X et X vérifie w({x+y) + 1 = n-q.
Donc A(Cio'x}) = n-q.

Remarquons que 1l'on ne peut espérer obtenir par cette construc-
o

tion des (0,2) graphes bipartis-de diamétre 3 autres que CS'
w(x) = 2q +1

{o,x}

pour que Cn soit biparti avec q = 2.

p'od fn - (24 )]= n-q =3 d'od n=3+q 3+q > 2q+1

donc g =2, n=5 et x = (11111)

Théoréme :

Soit G un (0,2) graphe.
Supposons 1l'existence d'une involution £ de V(G) telle que :
a) {x,y} € E(G) <=> {f(x), f(y)} « E(G).

b) ¥ x ¢ V(G) d(x, £(x)) = 4.

Soit G le graphe tel que V(G) = V(G) et : .

. {x,y} ¢ E(G)
{x,v} ¢ E(G) <==> ou
f(x) =y

Alors G est un (0,2) graphe.

Démonstration

Soit (u,v) un chemin de longueur 2 dans G de x a Yy

passant par 2z.

Remarquons qu'il n'existe pas de chemin de type u ¢ E(G)
v £ E(G) puisque exactement une aréte de E(G) non dans

E(G) est adjacente en chaque sommet.
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ler cas : u € E{(G) v e E(G)

Il existe alors un 22&me chemin dans G donc dans G.

Supposons l'existence d'un 3éme (u',v') passant par t.
On a nécessairement une et une seule aréte dans E(G).
Posons par exemple u' € E(G) et u' ¢ E(G).

t = f£f(y) donc dG(t,y) > 4
ce qul est impossible car

dG(x,y) = 2 et dG(x,t) = 1.

28me cas : u £ E(G) v ¢ E(G)

Nous avens alors f(x) = z et dG(z,y) = 1.
Posons t = f(y). Ona t#z (t,y} ¢ EG).

dG(t,x) == dG(f(t), f(x)) = dG(y,z) = 1
donc {t,x} ¢ E(G).

On a donc existence d'un 2&me chemin de longueur 2 entre
X et vy.

Si il existe un 3éme chemin (u',v') il ne peut &tre que
du type u' ¢ E(G) v' ¢ E(G) (ou son symétrique) car le
cas E(G) x E(G) a été déja complétement &tudié.

Or de x et de y 11 part déjid une aréte de E(G) non
dans E(G), il ne peut donc en partir d'autres, donc il
n'existe pas de troisiéme chemin.

Remarque : Ceci est une généralisation de la proposition 2
du méme paragraphe . Dans le cas de C, si x est un sommet

de poids au moins 4, 1l'application f(y) = x+y convient.

Proposition 7 :

Soient G et H deux (0,2) graphes alors la somme cartésienne
G+H est un (0,2) graphe.



~38-

Démonstration
Soit un chemin de longueur 2 dans G+H : (x,y)(u,B)(z,t)
montrons qu'il existe un 2éme chemin unique de longueur 2

entre (x,y) et (z,t).

Nous avons o = x ou B8 =y supposons x = «a (on complé-
tera la preuve par symétrie des hypothéses). -

a) z = a =x donc {B,t} ¢ E(H). Il existe un 2&me
chemin de longueur 2 entre y et t dans H donc entre
(x,y) et (x,t) dans G+H. 8i il existait un 3&me chemin
dans G+H il devrait en exister un 38me dans H ce qui

est impossible.
b) t = B donc {x,z} ¢ E(G). On a existence d'un
2éme chemin entre (x,y) et (z,t) passant par (z,y).

Si il existe un 3é&me chemin passant par (y,é) on doit avoir

avoir y #x et § #y ce qui est imposssible.

Remarque : Cette construction est intéressante puisque si

on suppose G et H connexes G+H est aussi connexe.
L'8quivalent de la précédente proposition n'existe pas pour

2 2

le produit cartésien : C, x C est le graphe suivant :
, ib .

12ab

Graphe formé de 2 composantes connexes qul ne sont pas des
(0,2) graphes.
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§4 - GENERALISATION DU PROBLEME DE BONDY

Nous avons é&tudié au §2 ies graphes sans triangle tels que
deux sommets non adjacents sont reliés par exactement deux
chemins de longueur 2.

Nous nous proposons d'étudier les graphes possédant les pro-

priétés. suivantes :

* G est un graphe connexe sans triangle et il existe un sommet
x de V(G) tel que la représentation en couches 3 partir de
X C0 Cl...Cp vérifie :

¥ie{0,...,p), ¥yecC, ¥zeCi/z#y 1exactement
2 chemins de longueur 2 entre y et =z. '

V jelO,...,p-2)}, ¥y« Cj ¥z e C. il existe exactement

j+2
deux chemins de longueur 2 entre y et z.

Proposition 1 :

G est un graphe biparti.

Supposons G non biparti ; il existe alors une couche Ci
telle qu'il existe un couple (z t) de sommets de Ci adja~
cents ; or z et t sont reliés par deux chemins de longueur
2, on a donc 2 triangles ce qui est impossible..

Proposition 2 :
G est un (0,2) graphe de diamétre 3 ou est

-
Il est clair gue si dans G 2 sommets Y2 sont reliés par

un chemin de longueur 2 alors vy e Ci et (z € C ou z¢€ Ci+

i

ou z ¢ Ci+2),onne peut avoir 1z «¢ Ci+l car on aurait alors

1

un cycle impair.
Si z ¢ Ci ou si z e Ci+2 alors par définition de G il
exliste exactement deux chemins de longueur 2 entre y et z.

G est donc un (0,2) graphe.
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Supposons n 2 3 et montrons que le diamétre de G est 3.
Ily a {Czln arétes qui partent de c,. 2iC2| sont dirigées
vers q, il y en a donc !Czl(n—Z) entre C2 et CB'

Le nombre de chemins de longueur 2 entre C1 et C3 est donc
2 C2 (n-2).

Il y a donc !Czl(n—Z) paires de points reliés par des chemins
de longueur 2 entre C1 et C3.

or il y a |c;| ICyl = nlCy| couples de points de (C; X Cy)
d'ol

_ _n{n-1) (n-2) _ (n-1) (n-2)

nicyl = IC,1(n=2) gy = T 7
Oor il ya n(n-l%(n—Z) ar8tes entre C; et €, et ce nombre
est n]C31 donc de chaque sommet de C3 partent n arétes

vers C2 donc C4 = .

D'autre part, nous savons que les (0,2) graphes bipartis de
diamétre 3 vérifient les propriétés caractéristiques de G

Remarque : Le fait que G soit nécessairement biparti provient

de la condition trop restrictive:
VyeC, V2ze Ci / z #y
3 exactement 2 chemins de longueur 2 entre y et z.

~

On est donc conduit a &tudier les graphes H vérifiant :

H est une graphe connexe sans triangle et il existe une
représentation en couches de G telle que :

¥y € Ci
¥ z C.
€5

{y,z} £ E(G)

Vv # z |i-j] < 3 <=> % exactement 2 chemins de lon-
gueur 2 reliant 2z & vy
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Proposition :

H est un (0,2) graphe de diamétre 2.

Soit x un sommet de C2 il a 2 voisins dans C‘ donc {n-2)

sommets de CI sont non adjacents a x, il doit donc exister

2({n-2) chemins de longueur 2 entre x et Cl'

Soit A l'ensemble des arétes entre x et Cz’

Chaque aréte ‘x,z} de A conduit 3 2 chemins entre x et

€y

On obtient ainsi 2|A] chemins de longueur 2 entre x et
Cl‘
formés ainsi puisque H est sans triangle. Don¢ :

Tous les chemins de longueur 2 entre x et Cl sont
2|A] = 2(n-2) d'on IA] = n-2. Toutes les arétes adjacentes
4 x vont donc soit vers C1 soit vers C2. Cé est donc
vide. -

Ré&ciproquement les (0,2) graphes de diamétre 2 sans triangles
conviennent

On va maintenant &tudier 1'hypeothé&se moins restrictive suivante :

* K est un (0,2) graphe sans triangle pour lequel il existe

une représentation en couches Co Cl...Cp telle que :

¥ie {0,...,p~2} V¥ x ¢ C; ¥y« Cito

il existe exactement 2 chemins de longueur 2 entre x et vy.
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Proprosition :

K est un (0,2) graphe de diam@tre au plus 3.

Soit N 1le nombre d'arétes entre C, et C;. Il y a donc
2N chemins de longueur 2 entre C1 et 03. Par hypothése,
3 donc N = n C3. C4 est donc vide.

il doit en exister 2nC
Remarquons que l'on a utilisé 1'hypoth@se que pour i = 1 et 0

Réciproquement tous les (0,2) graphes de diamé&tre au plus
3 conviennent.
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§5 - LES (0,2) GRAPHES AVEC DES TRIANGLES

Définition : Nous dirons qu'il existe p triangles adjacents

centrés sur un sommet X de G sl et seulement si 11 existe

p+l arétes {xyl}{xyz}...(xyp+1} telles que :
V i e {1'2'--o'p} {yi yi_+1} € E(G)o
Nous dirons qu'il existe un cycle de p triangles centrés

sur x si et seulement si il existe p arétes {xyl}{xyz}...

{xyp} telles que :

vief{1,2,...,p-1} {yi Yi+1} e E(G) et {yp,yl} e E(G).
Ce cycle sera dit élémentaire si

{yi yj} € E(G) <=> j = i+l ol (i =p et j = 1)

Onnomme alors "Roue" le graphe engendré par {x Yy y2...yp}.
Proposition 1 :

Tous les cycles de triangles d'un (0,2) graphe sont
élémentaires.
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S5i une aréte existe entre Yy et yj avec j Z i+l (mod p)
alors Yy est 1i€ & x par au moins 3 chemins de longueur 2 :
X

Yy yj X ce gui est impossible.

Un tel cycle gsera donc un sous graphe de G engendré par

{xl yl...yp}.

Yi Yy ¥ ¥y Vi

De la méme fagon on montre que :

Proposition 2 :

Si x Yy yz...yp+l définissent p triangles adjacents centrés
sur un sommet x d'un (0,2) graphe alors le sous graphe de

G engendré par {x. Yy+-o¥
}.

pﬁf contient au plus une nouvelle
aréte {yp+1,y1

Proposition 3 :

Si il existe p tiangles adjacents centrés sur un sommet
x dans un (0,2) graphe (p3»1), alors ces p triangles
font partie d'un cycle d'au moins p+l1 triangles centrés

sur x.
En effet soit {x yl...yp+1} qui forment ces p triangles.

’Yp+l est 1i€ & x par un chemin de longueur 2 : y bl4

p+1 Yp

donc il en existe un deuxiéme yp+1 yp+f.

Si yp+2 =Y, alors on obtient un cycle de p+l triangles.

s ] ' - . *
Si Yp+2 #53A alors V¥ i yp+2 # Yy (d aprés. la proposition
précédente) yp+2 est donc un nouveau sommet et on obtient

ainsi p+1 triangles adjacents.

Puisque le degré n de G est fini une telle procédure con-
duira soit & un cycle de g triangles (p < g+l < n) soit
d n-1 triangles adjacents.

Soit {x yl...yn} qui forment ces n-1 triangles.
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X et Y, sont 1lié&s par un chemin de longqueur 2 Y, Y1 X-
Il en existe un 2éme : x Yo+l Y,

Y.+1 DNe peut étre un nouveau point puisque le
degré de G est n.

Donc yn+1'= Yy et on obtient un cycle de n triangles.

Remarque : Il ne peut exister dans un (0,2) graphes de cycles
de 2 ou 4 triangles.

Y B
2 Y, et Y; sont reliés par 3 chemins
de longueur 2, donc les cycles de
4 triangles sont impossibles.
Z X
Y3 Y
Yy

Un cycle de 2 triangles est impossible puisque G est
Supposé étre simple.

Théoréme :

Si G est un (0,2) graphe contenant un triangle alors @G
vérifie (1), (2) ou (3).

(1) G posséde un cycle d'au moins 6 triangleé.
(2) G contient comme sous-graphe engendré le tétraédre K4.
(3) G contient comme Sous-graphe engendré 1'icosaédre.

o n  t t - —

S1 G posséde un triangle celui-ci doit appartenir & un
cycle de 3,5 ou au moins 6 triangles. Plagons nous dans le
cas ol il n'y a pas de cycle de 6 triangles. ‘
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* Si c'est un cycle de 3 triangles, on obtient le graphe

K4 du tétraédre Y,

y
. 1 K
Ce cycle étant élémentaire c'est le sous graphe de G

engendré par {x vy, vy, v3lt.

* Si c'est un cycle de 5 triangles, baptisons 1le

x vy vy Y3 ¥4 ¥51- v
3

Y5 Yy
y; et y, sont reliés par un chemin de»longueur 2 d'ol

l'existence d'une 2&me chemin : Yy Wy Y, w est différent

1

des y. d'aprés la proposition 1 donc c'est un nouveau

i
point.
De méme il existe W, pour relier par un 2éme chemin de

longueur 2 Yo a Y3-

De méme il existe w pour relier par un 2é&me chemin de

longueur 2 Y3 a Yq-

De méme il existe W, pour relier par un 2é&me chemin de

-~

longueur 2 Yqg & Yg-

De méme il existe Wg pour relier par un 2éme chemin de

~

longueur 2 Yg @ ¥;-
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Montrons que les W, sont tous différents.

W3 . Wz

%

5
wy # W, cas on aurait 3 chemins de w a x twy Y, %,

1
Wi ¥y X, W, Y3 X.
W, # W4 cas on aurait 4 chemins de w a x: W, Y, X,

1

W, Y, X, W, ¥3 X, W, Y, X. De méme par symétrie wlyéw5 et w17£w4.

Les wy jouant tous le méme rb6le, on a W, # wj.

Il y a 4 triangles adjacents centrés en Y5, comme G
est supposé sans cycle de plus de 5 triangles, ces 4 triangles
se ferment en un cycle de 5 triangles. '

Donc {w1 w2} e E(G) de méme {w2 w3} € E(G)é {w3 w4}e E (G)

et {w4 w5} e E(G) et Wg W, e E(G).
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Nous avons 3 triangles adjacents centrés en
appartiennent donc & un cycle de 5triangles

We 2.

5
Montrons que 2z est un nouveau sommet. Nous

que z # Wy Z # W, Z # Yy, 2 # Y, 2 # W

Z # X car on aurait 3 chemins de x & Vo

z #35 car on aurait 3 chemins de x a w

Wy, o F ils

Wy Wy Y ¥y

savons déja

{donc =z # Ye

1
par symétrie}). B

z #y, car on aurait 3 chemins de x 3 wi.
zv#v% car on aurait 3 chemins entre w et

z # W, par symétrie).

Z est donc un nouveau sommet.

On a 4 triangles adjacents centrés sur w

2
ferment en un cycle de 5 triangles donc w

3

-

d z. De méme W, est adjacent &3 z.

Ys (donc

donc ils se

est adjacent
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G admet donc comme sous-graphe partiel 1'icosaédre :

C'est méme un sous-graphe de G car on ne peut rajouter

dtarétes.

Remarque : _

K, et 1l'icosaédre sont des graphes tel qu'en chaque sommet
i1 existe un cycle de 3 (respectivement 5) triangles. On
peut construire un tel graphe du méme type pour des cycles

de 6 triangles, graphe dit de Shrikhande, obtenu a partir
du graphe suivant en identifiant les sommets de méme étiquette.

I 2 3 4 1

AN

25 35 N\ 45

5 5

- \< 36 \[46 .
\

. 27 \[37 47 ;

NANANAN

fad
ok
-
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§6 - GRAPHES DE CAYLEY (non orientés)

Définition

Soient G un groupe et Q ¢ G tels que :

(i) 2 engendre G.
(Li) 1 £ Q.
(1ii) w ¢ 2 = 0t ¢ @

Le graphe de Cayley I = I'(G,Q) est le graphé dont l'ensemble
des sommets est celui des &léments de G et tel que pour g,h
éléments de G {g,hlest une aréte si et seulement si g~lh eQ

Prop.
- Ce graphe est simple et connexe, régulier de degré |0].

Soient g, h ¢ V et choisissons Wy Wy ve. Wy € f tels que:
nlh = W
q — 1 ‘L‘z “« e - wko
Posons
9o T 9 941 T 9y Wiy
9ot Gyre--r g constitue une chaine entre g “et h (gk = h).

n

Proposition

Un graphe de Cayley T = I'(G,92) est somiet transitif

Dem.

Soient g, he@ tels que {g,h} ¢ E(I'). g*lh = @ avec
o € sz.

Posons ¥ x ¢ G fi{x) = wx

f est une bijection de @ dans puisque : V¥ y ¢ Q.
f(w~ly) =y,
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f conserve l'adjacence :

{k,2} ¢ E(I) <=> k W =0w' ¢ Q.

(£(k), £(0} ¢ E(N) <—> (£(2))" ! £(k) ¢ @
or (£ 7Y fk) = (@) Hm= 27 7 ok = 27 K = o TE
et on a par définition ' ¢ Q@ <=> 0!t e f.

A quelles conditions un graphe de Cayley est-il un (0,2)
graphe ? ' '

Théoréme
Soit G un groupe et & tel que :

(i) ® engendre G.
(ii) 1 £ 2.
(1ii) w € 2 => 0™ e @
(iv) Vwe 8@ Yo' el (w et w' non forcément dis-
tinct). w' # 0™t

! (0" 0w"™) ¢ @ x Q@ / w'n =" ™.
Alors le graphe de Cayley T = I'(G,Q) est unf(O,Z) graphe.

Dem.

Soit (g h k) un chemin de longueur 2 dans r.

h-lg = w e . ‘
k,lh_= w' e 0. w' # o' sinon on aurait g = k.
Soit (w" w™ ) 1le couple unique tel que w'v = " ™.
t " -1
Posons h' = g w
h!"lg - wm g"lg - (.0‘" € 0 donc {g,h'} € E(r)_
k"lhl = k"lg w"™ -1 = k—lh h—lg o™ -1 = w' oo™ "'_l ;

(U)“ wm) o™ -1 = @" ¢ 0.
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Donc {h'k} ¢ E(I).

Il existe donc un 2&me chemin de longueur 2 entre get k.
Montrons qu'il ne peut en exister un troisiéme g h" k.

Posons
o = h“‘lg nous avons donc o e
B = k-ih" B e &

h" hu"lg = k"’l 1 1

hh g

i
£
g

g=k

B — m"

Donc I' est un (0,2) graphe.

Ren,

Si G est un groupe abelien la condition (iv) est équiva-
valente a :

(V) ¥ w e 9 31 w' e w®=w'?

mz # 1
(vi) Y w e @ ¥ w' ¢ 8 {w 94 m') ¥ u" ¢ Q ¥ o™ ¢ Q.
w' # wl avec {w,0'} #lo%a™)

W w' # wﬂ m!“ .

Applications
1) Soit le groupe d'ordre 4 de présentation
<a, b, a2 =1, b2 =1, ab = ba>.

Posons § = {a, b, abl.
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Q vérifie les hypothé&ses du théoréme. I'(G,f) est le té-

traédre K4.

3opd = ? - abc =1}.

2) Soit le groupe d'ordre 12 {a, b, ¢, a
Posons © = {a, b, c, az, b2}.
G n'est pas abélien.

On vérifie facilement les hypothéses du théoréme & partir de
la table suivante oll on a inscrit au croisement de la colonne

x et de la ligne y le produit =xy.

5 a
a b c a’ b
a az ba b2 1 ca2
2
b C b cb ac 1
c ac a2 1 b bzc
a2 1 bzc ca2 a C
b
b2 | b | 1 a bal b
On obtient ainsi le graphe de l'icosaédres
cb
a
a
ac
3) Soit le groupe abélien d'ordre 2" <a ,a,,.a,a. =...=
2_ —
a, = 1, ay aj = aj ai>

Posons § = {al,az,...,an}. On obtient ainsi le n-cube.
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Posons & = {al,az,...,an,.alaz..,anL La table de composi-
tion des éléments de £ est alors la suivante :

a, a, ag ... @y ... @ aja,...a
1 a,ay a,ay afﬁ 51

2% 1§ @2y |33 a2

a,az| azas 1 a¥§ ?3

ag | ap| ag |- a%%.i. afh” %3
: al || &
n‘ a, a, 5;.... 5;.... 5; 1
od 5; désigne 1'élément a, dpeer@y_ ) Byppeeeqpe

Si n = 4 aiaj figure 2 fois dans cette table et Zi aussi,
on vérifie donc les hypothé&éses du théoréme. On obtient ainsi
le graphe E;.

De la méme fagon, si Q = {al, Ayree-sdy w} ol w est le
produit d‘'au moins 4 éléments de Q-{w} 1le graphe obtenu est

C{O,x}

n ol x est le sommet du n cube correspondant & w.

Si ¢ est un 3 code de Cn tel que :
(1) O ¢ C.
(11) ¥ c e ¢*  wlc) = 4.
(iii) ¥ ¢ ¥ c' v c" ¥ c'™ Elément de ¢ ktous différents :

(ctc') et (c"+c™) sont au moins 3 distance 2.

Désignons par 0O 1le sous-ensemble de G correspondant & (.

Posons § = {al, Agpenes an} v 0.
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On vérifie facilement que les conditions (i), (ii) et

(iii) impliquent dans la table de composition des é&léments
de 2, les élé&ments de G figurent soit exactement 2 fois,
soit pas du tout. On obtient ainsi le graphe noté CC, et
par le premier théoréme de ce paragraphe le.fait qu il est

sormet transitif



CHAPITRE II

INVARIANTS DU N-CUBE







§1- LE PROBLEME DB B'

L'ensemble des sommnets de C, dont le poids est pair constitue

un absorbant minimal de cardinal ~ 2™}

»

Nous avons donc g'(C) >t

Proposition : g (Cn) = ! (n> 1)

En effet soit A un absorbant minimal de Cn‘

Soit X (respectivement Y) 1'ensemble des sommets dont le codage

se termine par O (respectivement 1).

Ceci revient & décomposer Cn comme somme directede Cn-—1 et de
C] puisque X et Y sont isomorphes a Cn—l et qu'd tout sonmet x de X on

peut associer un sommet unique X de Y tel que 1'aréte {x,X} existe dans
C .
n

on a donc 2" couples (x,X) pour x &élément de X. Répartissons
ces couples dans les classes suivantes :
H) @ x/A et x/A

xéA et XeA
H.‘ :fou -
XeA et x£A

Hy : xeA et Xe A

On a alors :

. n-1
[A] = g+ 2] et U]+ ig] o+ [H,] =2

Si ()(3—() est dans H2 alors il existe y dans X tel que d(x,y) = 1
et tel que y n'est absorbé que par x (sinon2ne serait pas minimal car on

pourrait lui enlever x).



On a donc (yy) dans HO. Comme y n'est absorbé que par x un tel
procédé appliqué & un autre couple de HZ ne peut donner (yy).
Donc il existe une injection de H, dans H, et ainsi {HZ{ < IHO{.

Dod |A] < 271,

Nous allons maintenant déterminer les absorbants réalisant
B‘(Cn) pour n = 1.
Lemme : Soit ¢ un absorbant minimal de cardinal 2n~1 alors les boules
de rayon 1 centrées sur un sommet de ¢ sont

* soit toutes du type

aw O- O (xeC et ¥y / d(x,y) = 1, Y£CO)

><o

* soit toutes du type ®©

|
oy

et yécC
et z #y

(xe¢ Ty / d(x,y) =
et ¥z / d(x,z) =

on a zeC)

@

1
-

(8,)

K

Démonstration : Les boules centrées sur un sommet x de ¢ sont

- ——— s e o e S - P

- soit du type O
W c>><{>

- soit du type O

?

- ?
(B) ' xeC By / d(x,y) = 1 et yfC
. ? o et dz/d(x,z) =1 etz
?
?



A chaque sommet x centre d'une boule du type (B) nous pouvons associer de

maniére bijective un sommet f(x) qui n'est pas dans ¢ et tel que :

Vy : d(f(x),y) =1 et y#x =y{C

Nous pouvons donc associer @ B un ensemble C de boules de

type Q

N
N

0

Nous désignerons par D 1'ensemble des boules non centrées sur

un sommet de ¢ et qui ne sont pas dans C .

Remarquons que pour obtenir une bijection nous avons choisi
de maniére arbitraire f£(x), il peut donc y avoir dans D des boules non

centrées du type : O
C>:j::::{{::::: ‘.

Nous avons O

it

1Bl = |c| donc |A| = D]
2n~1

[A] + |B]

il

Icl + |p]

D'autre part, associons & chaque boule b le nombre de sommets de

¢ présents dans cette boule : g(b).

On a
L g(b) = A
be A
£ g(b) = IB]x avec 2 <x <n
bsB
£ gb) = |l
be C
L g() = Iply avec 1<y <n

be D
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D'ol :
(n+1) Jc| = A] + |B] x + |C| + D] y

i

(ne1) 2%71 = A+ [B] x + [B] + |A] y

m+1) 251 = A] (4y) + [B]  (1+x)

D'ol :
M A o = 2T @)
comne |A] < 1 op y < n on a 3 solutions pour (1)
a) |A] = 2" ety =n
b) |A] =0etn=x
c) y=Xx et n=x

Nous allons étudier séparément chaque cas :

(a) Puisque |A]| = 21

nous avons |B| = O donc toutes les
boules centrées sur un sommet de ¢ sont du type (A)'

(b) Puisque |A| = O toutes les boules centrées sont du type (B)
et comme X = n nous avons ¥ b ¢ B g(g) = n donc toutes

les boules centrées sont du type (8,

®
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(c) Nous avons donc x = y = n donc toutes les boules sont

des types :
(A)
o
© . >}<,
®,) s % E

montrons que A = ¢ ou Bn = ¢,

Soient x et y deux sommets de C tels que :

x soit le centre d'une boule de A
y soit le centre d'une boule de Bn

et d{x,y) soit minimale.
- On ne peut avoir d(x,y) = 1 puisque x est le centre d'une boule de (Aj :

- Supposons d(x,y) = 2. Deux sommets du n cube a distance 2 sont reliés
par exactement deux chemins de longueur 2.
Soient xzy et xty ces deux chemins.
Comme X est le centre d'une boule de A z § Ccet t £ C.
Comme y est le centre d'une boule de Bn zeCoutelC.

Ce qui est impossible.
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- Supposons d(x,y) = 3.
Soit xzty un chemin de longueur 3 onaz ¢ Cet t ¢ ¢ .
d(z,y) = 2 donc il existe un deuxiéme chemin de longueur 2 zuy

avec u # t et d(u,y) = 1 donc ue ¢ .

Mais u doit &tre le centre d'une boule de type Bn or d(x,u) =2 ce

qui contredit la minimalité de d(x,y).

- Suppons d(x,y) = % avec & > 4. Il existe donc un chemin x Up =ee U, gy

de longueur % avec Vi uy £ C.

Soit uy, U, doit &tre absorbé par un nouveau point z aveé z e C.

On a d(x,z) = 3 et d(z,y) = ¢~1 or la boule centrée sgr z est soit du
type (A) soit du type (Bn) ce qui contredit la minimaiité de d(x,y).
Donc les boules centrées sur un sommet de ¢ sont soit toutes du type (A),

soit toutes du type (Bn).
Théoréme :
Soit ¢ un absorbant minimal maximum de C, alors ¢ est.d'un des deux
types suivants :
- C est une des deux clefs de parité, c'est-ia-dire 1'ensemble des

somets de poids de méme parité.

- € est isomorphe a un des sous-cubes de dimension n-1 de Cy
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Démonstration :

- Si les boules centrées sont toutes du type (A) alors les boules

non centrées sont toutes du type (Dn)

Donc les sommets de ¢ ont tous la méme parité et.on sait qu'il
y en a -1
- les boules centrées sont toutes du type (Bn) alors les boules non

centrées sont toutes du type (C)

0

O

Soit x € ¢ de poids minimum. X est alors le centre d'une boule de
type B ce qui définit de maniére unique y ¢ C tel que d(x,y) = 1. Les
codages de x et y différent donc d'un bit. Supposons qu¢3 ce soit 1le iéme
Soit H le (n-1) cube des points de Cn dont le codaée a son iéme bit

nul, il est aisé de vérifier par récurrence sur le poids de z que 1'on a :

soit : z € C si et seulement si z e Ii
soit : z € C si et seulement si z ¢ H.
Remarque
On peut démontrer gue B'(Cn) est égal a an~1 en utilisant
le résultat obtenu dans (2 :
Pour tout graphe biparti G , B'(G) - a{G)

Or nous avons d&ja vu que a(C ) vaut -1
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§2 RAPPELS DE THEORIE DES CODES

Définition

On désigne par code binaire un ensemble ¢ de sommets du n-cube, .
la distance du code étant par définition :

d = mﬁ?yd(x,y) pour x eC , y €C et x#Y (¢ est dit d-code)

A(n,d) est le cardinal maximum d'un code de distance d sur Cn'
Puisqu'une boule de rayon 4 de Cn contient 1 + C;_+...+ Cg
sommets on a la relation suivante :
2N

(1)  A(n,2d+1) < I a
1+C-+, . +C
n n

Proposition

A(n,2d) = A(n-1,24-1) .

En effet soit ¢ un 2d code sur C, rla projection de ¢ sur Ch-1
selon la décomposition C = Cn—l + C1 fournit un 2d4-1 code

sur C d oll 1'inégalité :

A(n-1,2d-1) = A(n,2d)
Soit ¢ un 2d-1 code sur Cn-l
Désignons par A 1l'ensemble des sommets de Cn dont le codage
est un mot de n bits de la forme 20 ,ol £ est le codage d'un
sommet de ¢ de poids pair . .
Désignons par B l'ensemble des sommets de C dont le codage
est un mot de n bits de la forme 21 ,o0 est le codage d'un
sommet de poids impair .

A u B est un 2d code sur Cn de cardinal |C | d'on :
A(n,2d) =z A(n-1,24-1) .

Définition

211
1+cts. .. 4cd
n n

Un 2d+1 code ¢ est dit parfait si |C|
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Une condition nécessaire d'existence d'un tel code est que

1+Cl+...+Cd ' .
n n

Dans le cas d=1 celd se traduit par l'existence d'un entier p

tel que n=2P-1 .

Définition

Un sous espace vectoriel de Cn est dit code linéaire sur GF(2).

Proposition

La distance minimale d'un code linéaire ¢ est égale au poids

minimum des &léments non nuls de ¢ .

d= min d(x,y) = min w(x+y)
X,yeC X,yeC
XAy XAy
Or x+y est un élément de C non nul car x#y .
D'ol min w(x+y) > min w(z)
X,yeC zelC
X#£Y z#0

Or z est & distance w(z) de l'origine d'oll 1'égalité

Nous allons montrer que si n=2P-1 i1 existe des 3 codes parfaits
sur Cn .
Soit Hp la matrice dont les colonnes sont formées. de tous les

(n)

vecteurs non nuls de B . Hpest une matrice p Xf(2p—1) .
.par exemple pour n=7 nous avons p=3 et

1001101

H3 = 10101011
0010111
Soit ¢ 1'ensemble des vecteurs de B™ tels que :
H . x = 6
P

C est appelé code de Hamming

Hp est une matrice de rang p donc C est de dimension n-p .
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2 colonnes de H_ sont toujours indépendantes donc tout &lément
non nul de C est de poids au moins 3 .
D'oll le théoréme suivant :

Théoréme 1

Les codes de Hamming sont des 3 codes parfaits de Cn .

1V

Nous avons représenté a3 titre d'exemple le code de Hamming

correspondant a n=3 .

Proposition

Soit ¢ un 3 code sur Cn . _
Soit w une permutation de {1....n} .

Soit v un vecteur de B(n) .

Soit Cnle code obtenu a4 partir de ¢ par la permutation n» des
coordonnées .

Soit CV le code obtenu & partir de ¢ par addition du vecteur v .
C"et Cv sont des 3 codes sur Cn de cardinal |cC| . Nous dirons
qu'ils sont équivalents 3 ¢ .

Pendant longtemps on a cru que tous les 3 codes parfaits &taient
équivalents aux codes de Hamming . Vasiliev [ 8] a- montré la

fausseté de cette hypothése en prouvant le théoréme suivant :

Théoréme 2

si n=2P-) +P24 ,il existe un 3-code parfait sur Cn non équivalent
a un code linéaire . '
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Démonstration

Posons m=2p—l-l . Soit V un 3-code parfait sur Cm-(linéaire) .
f : Vv~ {0,1} telle que £(0) =0 .
Soit p la fonction parité de 5™ gans {0,1} .
p(v) =0 si w{v) est pair

p(v) =1 si w(v) est impair

soit V¥ = [(¥,548,p(v) +£(c) ) / v 8™ ¢ cv)
|V*| _ 2m vl = 2m 2 m _ 22m _ 22m+l _ oh
) * mtl m+1 2{m+1) n+l

3 * . £ N
Donc si V' est un 3-code il sera parfait . Montrons que c'est un 3-co

Posons u = (V,c+vV,p(v)+£f(c))
u'= (¥V',THT',p(v")+£(c"))
Et montrons que d(u,u')>3 (on suppose que u #¥ u' donc que (v,c)#(v',c
* v=v' d{u,u')= d{c,c’)+d{f(c),f(c*))=2 3
* c=c' d(u,u’)= 2d(v,v")+d(p(v),p(v"))
Si d(v,v')=1 alors d(p(v),p(v')})=1 donc d{(u,u')=3 .
Si d{(v,v')=2 alors d{u,u’):=z4
* v#EvV', cFc' .
8i d(v,v')=1l alors d{p{(v),p(v')}=1 et d(ctv,c’+v')22
donc d{u,u')=3
Si d(v,v')=2 alors d{(c+v,c'+v')=1l donc d(u,u')z 3

Donc V* est un 3-code parfait .

* o 5 . P .
V' n'est pas équivalent & un 3 code parfait linéaire pour certains
choix de £ .

Nous avons en effet le résultat suivant :

Proposition

Soit ¢ un 3-code linéaire et D un code équivalent & ¢ tel que 0 ¢ D
Alors : ; ;
(i) il existe une permutation ¢ de {0,..,n} telle que D= o (C)

{(ii) ¥ueD wveD utveD
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Supposons que 1'on obtienne D par une translation n 3 partir de ¢

Puisque 0eD ,0 &tant 1'image de w par une translation de vecteur =

nous avons nwel .D'old :
¥ ueC utmeC. D'od C=D o= Id

D'autre part puisque (i) est vérifié , D= o(C) or o(u+v) = og(u) + o(v)
d'od (ii) °

Si f est choisie non linéaire c'est 3 dire telle que :

JueV , 3veV avec f(utv) # f(u) + £(v) (puisque £(0)=0 )
Nous avons alors :

a=(0,04,f(u)) €D

B=(0,V,E(v)) D

Y=(0,0+V, £ (utv)) eD
On ne peut avoir a+B8eD puisque d(a+8,y)=1

On peut choisir £ linéaire pour p24 (pour p=3 |V|=2 toutes les

applications sont linéaires )
La recherche de(2d+1ycode parfaits débouche sur le théoréme suivant
(9]

Théoréme 3

I1 existe un(2d+ﬁ-code parfait ¢ de Cn si et seulement si :

n = 2"-1 d=1 ¢ est par exemple le code de Hamming .
n = 2d+1 d C est formé de deux sommets de C2d+1 a distance
2d+1 '

n = 23 d=3 ¢ est le code de Golay






§3- PROBLIME DE B

Proposition 1

N
B(C) 2—
n ntl

ceci car chaque point de C&labsorbe n+1 points donc si B est un absorbant

IBl (n+1) > 2"

En analogie avec la théorie des codes, un absorbant B est dit parfait si
n
et seulement si |B| = Jé——ce qui revient a dire que chaque point de Cn est
n+1 ’

"absorbé'" par un seul point de B.

Remarquons qu'une condition nécessaire & 1'existence d'un absorbant parfait
n ,
est que 2 soit un entier, donc que n foit de 1a forme 2P-1.
n+1

Proposition 2

Un ensemble B de sommets de Cn est un absorbant parfait si et
seulement si c'est un 3-code parfait.

n
EN effet, si B est un absorbant parfait, il y a 2 boules centrées sur des
n+1

sommets de Cn’ donc ces boules sont disjointes et B est un 3-code.
n

Si B est un 3-code parfait, il y a 2 boules centrées sur des sommets de
nt+l

C,» ces boules sont disjointes donc elles recouvrent Cn et B est donc un

absorbant.
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Proposition 3

Cn admet un absorbant parfait si et seulement si n = 2P

Ceci car les codes de Hamming sont des absorbants parfaitset existent

pour ces valeurs de n.

Proposition 4

(1) BEC,_;) < B(C)

(2) B(C,) < 28(C__,)

(1)} En effet, soit B un absorbant minimum de Cn alors la projection de

B suivant C, sur Cn__1 selon la décomposition R fournit un

absorbant de Cn-? d'ol 1'inégalité (1).

(2) Soit B un absorbant minimum de Cn—?'
Soit B' 1'ensemble des sommets de Cn dont le codage est un mot de

n bit de la forme %0 ou £1 oll & est le codage d'un sommet de B

IB'} = 2B et B' absorbe Cn.

Proposition 5

n n
Zo<ec) < 2
n+1 z[logz(nﬂ)J

En effet, soit p = [logz(n+1)3»
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On a : p s logz(n+1) <p+t1

D'od : P < n+1«< 2p+1
2P - 1 sn«< 2p+1 -1

2P
) = 2. zzp'P‘l

B(C
P 2P

n= (2P-1) + (-2Ps1)

donc par (2)

n-2P+1
B(C) = B, ) x 2 |

D'on :
B(C ) < 2P

Proposition 6

Une conséquence de la proposition précédente est que

C +C)=>B(C )
Yo Vg B(C, + @ = B(C) B(Cy)

Ce qui répond positivement dans le cas des hypercubes a la conjecture
de Vizing [ 3 1 qui s'énonce : pour toute paire G, H de graphes

simples B(G+I) > B(G) B(IN.
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Démonstration :

- ——— - - Tt St S v >

Etablissons d'abord la proposition :

(1) 8Si p+tg > 14 et p =25, g =5 alors pqg 2z 3(p+tgtl)

Pour cela, remarquons dque en posant p+g n on obtient :

(2) pg 2 3(ptg+l) <=> p(n-p) - 3(n+l) =2 O

Soit :

-p2 + np - 3(n+l) 2 O

Pour résoudre cette inéquation calculons son discriminant :

A = n2 - 12{(n+1)

Puisque n =2 14 ona A 2 n2 - 20n + 100.
2

Or n2—20n+100 = (n-10) donc A =z 16.

Le bindme du second degré ~p2+np—3(n+1) admet donc deux
racines p' et p" :

, _ n=v/A? w _ nt/AT
P = p) p = 3

Or nous avons vu que VYA' > n-10, et le bindme doit é&tre

- positif entre les racines. D'ol :

p =25

=> p' <5< p < n-5¢< p" = pg - 3(p+q+1) = 0.
q>5}

Nous avons donc obtenu la proposition (1).

Supposons que ptq =2 14 p =2 5 g =2 5 nous. avons alors :
4 (p+g+l) < (ptl) (g+l1)

logz(p+q+1) < Logz(p+1) + Logz(q+1) - 2
Decne Logz(p+q+1) < [Logz(p+l)] + [Logz(q+1)]

ptq
Dol Z— >

2 e 2p+q 2—[Logz(p+1)]2—[Logz(q+1)]
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D'aprés la Proposition 5, on peut écrire :

2Ptd 2P 2%
B(Cp+q) ® prgrl 2lLog, (p+1) T ° ,TTLog, (q+1) ]

2 B(Cp) S(Cq)

-

Il nous reste 3 étudier les deux cas (3) et (4) :

(3) p+q < 14 P25 et gqg=5

(4) p<5011q<5.

On vérifie encore facilement la proposition eqfutilisant les

résultats suivants

B(Cl) =1
B(CZ) = 2
B(C3) = 2
B(C4) = 4
B(CS) = 7 (voir annexe)

B(CG) = 12 (voir annexe)
B(CB) < 32
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Proposition 7

(1) AM,3) +n 8(C) > 2"

(2) nA (n,3) + B(C) < 2"

N

Cette proposition est un cas particulier de deux relations démontrées dans

le paragraphe 5 (Proposition 4).

Proposition 8

On a le résultat suivant plus fort que (1) de la proposition 7 :

2A(n,3) + (n-1) B(C,) = 2"

Soit B un absorbant de cardinal B(Cn).
Soit A le plus grand 3-code contenu dans B |A| < A(n,3)
Les points de A absorbent |A|(n+1) points puisqu'ils forment un 3-code.

Nous allons montrer que les points de B qui ne sont pas dans A, absorbent

au plus (n-1) points non absorbés par A.

Soit xeB avec x£A on a donc RyeA / d(x,y) < 3.

Alors x et y sont déja absorbés par y donc x absorbe au plus (n-1) |

sommets nouveaux.

Dans ce cas, une propriété du n-cube est qu'il existe exactement

deux chemins de loncueurZ reliant x 3 y : xty et xt'y.
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Donc t et t' sont déja absorb&s par y donc x absorbe au plus (n-1) sommets

nouveaux.

Les sommets de B non dans A absorbent donc au plus (IBI-{Al) (n-1) sommets

non absorbés par A. Or B absorbe Cn donc :
IAL (1) + (IBI-1A) (-1) 2 2"

d'oll
2IAl + [B] (n-1) 2 2" et |A] < A(n,3)

Définition
Un absorbant A de Cnsera dit absorbant lin8aire si et seulement

si il existe une matrice 3 coefficient dans {0,1) telle que

A= {XeCn / lx = 0} (ceci dans le corps & 2 éléments)

On déSignera par B* (Cn) le cardinal de 1'absorbant linéairewminimumde Cn'

Proposition 9

. n»[Logz(n+1)]
B (C,) = 2

En effet, les absorbants de Hamming sont lindaires donc :

n n
Lo<g'c) < ¢
n+1

(log,(n+1}]
2

et de plus un absorbant linéaire est un sous espace vectoriel de 1'espace

vectoriel de dimension n sur le corps 2 2 éléments, donc posséde 2" &léments
n~{10g2(n+!)]
oll meN. Or 2 est la plus petite puissance de 2 qui soit supérieure
n
ou égale 4 — .
n+1
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Théoréme :
B(C

n

) <27 B(C) (n=20)

2n+1

Démonstration

- v - —— = T

Soit (¢ un absorbant de Cn de cardinal B(Cn).
Soit ¢~ l'ensemble des sommets du (2n+1};cube défini par :

¢* = {(@,e+8,p(w)) /ceC ue ™y,

ol p est la fonction parité définie par :

p(u) = 0 si w(u) est pair
p(u) =1 si w(u) est impair
Montrons que ¢* est un absorbant de C2n+1 .
Soit v un sommet du 2n+l-cube, &crivons le sous la forme
(X,¥,%) on : | -
(n)

(n) (1)

X € B Yy € B Z € B

et montrons que v est absorbé&é par c*.

ler cas : Z = p(x)

Spit ¢ un élément de (¢ qui absorbe le sommet x+y de Cn‘
(X,8+%,p(x)) e ¢*
d((X,¥,2),(X,&+%,p(x)) = d(y,ctx) = d(x+y;c)

Donc v est absorbé par (X,8+%X,p(x)).

28me cas : Z = p(x) + 1

Soient ul...un les n vecteurs de poids (1) de B(n), u

le vecteur nul.

O

Puisque  x+y doit &tre absorbé par (¢, c'est qu'il existe

un indice i et un élément ¢ de (¢ tel que :

Xx+y+u =c i e {0,1,...,n}
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*
(x4, 6¥§}ﬁi, p(x+ui)) est un élément de ¢ .
d((ﬁ,?,i),(i+ﬁi,5¥§+ﬁ&,p(x+ui))) = w(ui) + d(z;p(x+ui))
Or z = p(x)+1 donc d(z,p(x)+p(ui)) = 1~w(ui)

(X,¥,2) est donc absorbé par (i%ﬁk, E+§¥ﬁ;, p(x+ui))

x
c est donc un absorbant de C2n+1

lc™] = 2%[c| = 2" B(c)

Remarque :
Nous avons vu (Proposition 5) que B(Cn) était encadré de la

fagon suivante :

on 20
el S B(Cn) = 2[Logz(n+1)]

Le rapport des 2 bornes est toujours dans l‘intervalle [1,2[.
Trouver un équivalent asymptotique a B(Cn) est plus difficile,
Une conséquence de la proposition 10 est que S(Cn) n'est pas

on
5LLog, (n+1) 1 °

équivalent au majorant
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En effet soit la suite définie par :

L T e U .
n 2(3)(2n+1__“

2[L0g23x2n+H

v
&)

Remargquons que [Loq2 3x2n+l} = n+2, D'ol :

y = B(C3X2n+l_l)

n 2(3)<2n~l-l.__n__3)
On a
Up = 3 T %
2

-~

Si B(Cn) est équivalent asymptotiquement 3 sa borne

supérieure, la suite Un doit converger vers 1.

Or

n+2 n+l

3 x 2 -1 =2(3x2 - 1) + 1

donc d'aprés la proposition précédente

+1
(3x277% - 1)
BC3an¥2 1) < 2 B(C3xpn*l _ )
: n+l
Un+1 _ 8(C3x2n+2_1) 2(3x2 ~-n-3)
U - n+2
n B(C3x2n+1_l) 2 (3x27 " "-n-4)
D'ol
Unt1 . (3x2"t1ly) (=203 ontl Ly,
G < 2 X 2
n
U
g+lsl
o

. 7
La suite Un est donc décroissante, puisque Uo = gr elle

ne peut converger vers 1 ; B ne peut &tre équivalent 3 sa
borne supérieure.
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§4- PROBLEME DE o'

Un stable maximal est un absorbant, on a donc la relation :

o
a'(C) > g(C) »-=—

Les codes de Hamming sont des absorbants et des stables, ce sont donc des stables

maximaux ; d'old

' _ Zn . . _ 5P
o (Cn) = —— s1 et seulement si n = 2V-1
n+1

Proposition 1

o' (Cp )< 20'(C, )

En effet soit A un stable maximal de Cn'

Si x est un sommet de Cn désignons par x le sommet de Cn dont le codage

est obtenu a partir de celui de x en changeant le premier bit.

Désignons par x' (respectivement x") le sommet de Cn+1’ dont le codage

-

est obtenu a partir de celui de x en rajoutant un (n+1)em§ bit valant O

(respectivement 1).

Posons A' = {u', ueA} v {u", uecA}.

Par construction A' est un stable de Cn+1'

{u", ueA} absorbe les sommets de Cn+1 dont le codage se termine par |.
Soit xecm.l dont le codage se termine par O.

Bchn tel que x = y*

y est absorbé par A donc
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AueA tel que d(y,u) < 1
d(;’,U) = d(Y,ﬁ) = d(y',ﬁ') et u'eA'

d'oll x est absorbé par A', A' est donc un stable maximal de Cn+1 et est

de cardinalité 2|A[.
Une conséquence de la Proposition 1 est que

Proposition 2

N n
—— < a'(C) <
n+1 n

2
2tlogz(nﬂ) 1

Proposition 3

a'(Cn) > u'(Cn_T)

ceci car :
n n-1
0’ (C) > 2=z —2——za'(C,_))
n+1 zflogzn]

Remarque

Peter Ablanczy m'a communigqué une démonsration purement
combinatoire de ce résultat :

goit ¢ un stable maximal de Cn de cardinal u'(Cn)
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Posons :

H={ xeC _, / Huec u=(x,0) }

H'= { xeC / Muel u=(x,1) }

n-1
H est un stable de Ch-1
Complétons le par des &léments de H' pour obtenir un stable
maximal ¢* inclu dans H v H' .

Ic*) < 1c
montrons que c* est aussi un absorbant .

Soit x=(xl Xy evenX } un sommet de Cn et soit

n-1
' =(x; x5 ....x | 0) . x' est dans ¢, donc doit étre absorbé
par un sommet y de C .

Soit y =(y1 Yy «oeeyY ) .

n-1
i =0 L *
Si Y, alors y (yl Yo “‘yn~1) est un sommet de C

qui absorbe x .

Si yn=1 alors y' = x , soit y' est dans c* (S0it y' n'est
pas dans C'donc est & distance 1 d'un sommet z de H (& cause
de la maximalité de C*) , Z absorbera x , c*est donc un stable

maximal et est de cardinal au plus a'(Cn) .

Proposition 4

at(c ) s 2N, at(c)
En effet soit C un stable maximal de C_ de cardinal a'(C ) .
Soit C" l'enserble des sommets du(n+1}- cube défini,par :

¢*= {{u,c+d,p(u) / c € C u ¢ B(n)f oﬂlxqést la fonction
parité .
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Nous avons vu au chapitre précédent que ¢” &tait un absorbant

montrons que c'est un stable .

Soient x = (4,c+u,p(u)) et y = (d',&8'+d',p(u')) deux somméts
de ¢* tels que d(x,y) =1 .
er

.
13

1 cas : u # u' Nous avons alors nécessairement d(u,u’)=1

donc p(u) # p(u') et d(x,y) = 2 ce qui contredit 1'hypothése

2°T cas : u = u! d(x,y) = d(c,c")

Or ¢ # ¢' donc d(c,c') = 2 ce qui est impossible done ¢ est

un stable donc un stable maximal .

Remarque

De la méme fagon que pour la proposition ci-dessus permet de

montrer que a'(Cn) n'est pas équivalent assymptotiquement 3 son

majorant :

on
2[10gg(n+1)]
Remarque
on a pas en général a'(Cn) = B(Cn) .Pour n=5 par exemple

B(CS) = 7 et a'(CS) = 8 (voir annexe) .
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§5 - GENERALISATION DU PROBLEME DE B8

Définition :
Soit X un ensemble de sommets de Cn’ On dit que X est

un d-absorbant de Cn si et seulement si :

V¥V X € Cn Iy € X / d(x,y) < d

On désignera par B(n,d) 1le cardinal du plus petit absorbant
de Cn' On a donc B(Cn) = B{n,1).

Proposition 1 :

n
A(n,2d+1) € —52——— < B(n,d) (n > 2a+1 > 1)
+C +. . .4+C
n n
En effet les boules de rayon d contiennent’™ l+Ci+...+C§
sommets.
Il en faut donc au moins i g Ppour recouvrir Cn

1+Cn+...+Cn

on
i a disjointesf

1I+C +...+C
n n

et il y en a au plus

Définition :
Un ensemble de sommets A est dit d-absorbant parfait si
et seulement si : A est un d-absorbant et
on
Al =

1+cte. . 4@
n n

Ce qui revient 3 dire gue chaque sommet de Cn est &

distance au plus d d'exactement un seul &l8ment de A.

Proposition 2 :

Un ensemble de sommets de Cn est un d-absorbant parfait si
et seulement si c'est un (2d+1)-code parfait.
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En effet si B est un d-absorbant parfait, toutes les
boules de rayon d centrées sur B sont disjointes, donc

B est un (2d+1)-code parfait.

Réciproquement si B est un (2d+1)-code parfait, les boules
de rayon d é&tant disjointes, elles recouvrent

(B (1+C)

n+...+C§) sommets donc Cn tout entier.

En utilisant le théoréme 3 du paragraphe 2 nous obtenons le
- résultat suivant :

Théoréme :

C est un d- absorbant parfait de Cn si et seulement si :

* n = 2m—1, d =1 et C est par exemple un code de Hamming.

* n 2d+1, d et C est le code répétition (2 sommets &

distance 2d4+1 sur Cn)

* n 23, d = 3 et C est le code de Golay.

* n d et C est un singleton.

Remarque :

On peut se demander si Cnahet un absorbant parfait sietseulener

on
si . i I est un entier.
14C +...+C
n n

3 (voir Annexe) mais pas

Ceci est vrai pour d =1 et d

H

dans le cas général, d = 2 et n

290

1 2
1+C90+C90

90 fournissant un contre~

78

exemple ( = 2 7).

Proposition 3

..

B(n-1,d) < B(n,d) < 2B(n-1,d)

A

Méme démonstration que pour la proposition 4 du paragraphe 3.
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Proposition 4 :
(1) B(n,d) + A(n,2d+1) (C

+...4c% < 2"

+."+C

S o 3 e
S B

(2) A(n,2d+1l) + B{(n,d) (C ) » 2B

Démonstration

—— S - -

(1) Soit A wun (2d+1)-code de cardinal A(n,2d+1)

1

+...+Cd) sommets.
n n

A d-absorbe A(n,2d+1) (14C
Soit A' 1l'ensemble des sommets non d-absorbés par A.

A y A' est un d-absorbant de Cn.‘

1

|AuA'| = A(n,2d+1) + 2" - A(n,2d+1) (14C

+,..+Cd)
. n

D'ol

d

B(n,d) < 2" - A(n,2d+1){C;+...+Cn

a8

)

(2) Soit B un d-absorbant tel que |B} = B(h,d).
Soit X(p) 1le nombre de points d-absorbés par B p fois.

n
On a r X(p) = 21,

p=1 _ .
Si x est un sommet d-absorbé p fois, en.enlevant au plus
(p-1) sommets de B, il n'est plus absorbé qu'une fois.

Donc il existe un (2d+1)-code ayant au moins

n .
B(n,d) - I X(p)(p-1) é&léments.
p=2
D'ol :
n n .
B(n,d) - ¥ X(p) p+ Z X(p) < A(n,2d+1)
=1 p=1
Or
n 1 a
r X(p) p = B(n,d) (1+C +...+C))
n n
p=1
‘d'on

A(n,2d+1) + B(n,d) (ci+...+cg) > 2"
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Remarque

Les relations de la proposition 4 sont intéressantes puisque
des bornes inférieures et supérieures précises sont connues
sur A(n,2d+1) tabulées dans [5-MW] par exemple.

Proposition 5 :

¥pe {1,n-1} B(n,2) < B(p,1) B(n-p, 1)

Soit B un absorbant de Cp de cardinal B(p,1)

Soit B' un absorbant de Cn—p ‘de cardinal B(n-p, 1).
c® = cP + c"P
{fuv / u € B, v ¢ B'} est un 2-absorbant de C,

De la méme fagon on a :

Proposition 6 :

¥pe {l, nn1} ¥q ¥r avec r < q.

B(n,q) < B(p,r) B(n-p, g-r)

Proposition 7 :

 Pour tous P, P,.--Py, et tous q; q,...q, avec

<
Py

Zpi:n Zqi::q qi<pi
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CHAPITRE II1

PARTITION DU N-CUBE PAR DES CYCLES HAMILTONIENS

e
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Remarque concernant ce chapitre

Je viens d'apprendre juste avant l'impression de ce travail que
ce probléme a dé&éja tout une histoire et gqu'il a &té complé&tement
résolu .

Ringel a conjecturé l'existence d‘'une décomposition du n-cube
{n pair) en cycles hamiltoniens et 1'a prouvé lorsque n est une
puissance de 2 . k

Koester a prouvé que le 6-~cube é&tait décomposable en 3 cycles
hamiltoniens . ‘

Le cas général est un corollaire d'un théoréme de Aubert et Schneider
démontré trés récement .

Références :

G.Ringel , Uber drei kombinatorische Probleme am n—-dimensionalen
Wilrfel und Wiirfelgitter , Abh.Math.Sem. Hamburg 20(1954) 10-19

Koester , communication personnelle & J.C.Bermond

J.Aubert - B.Schneider , a paraitre dans Discrete Maths






Le n-cube est un graphe hamiltonien. Un certain nombre de
résultats sont connus sur le nombre de cycles hamiltoniens

di fférents du graphe du n-cube.

(Bornes supérieures et inférieures dans [ 3 1) je me propose
de m'intéresser ici 3 un nouveau probléme concernant les

cycles hamiltoniens :

Le n-cube é&tant un graphe réguliér de degré n, il existe au
plus _[%] cycles hamiltoniens disjoints (c'est a dire

sans arétes communes).

Est-il vrai que s1 n est pair, il existe exactement %
cycles hamiltoniens disjoints. (On aurait donc une partition

de 1l'ensemble des aré&tes du n-cube en cycles hamiltoniens).

Pour n = 4 1l existe bien 2 tels cycles :

Nous allons montrer que la réponse au probléme est oui dans
le cas particulier ol n est une puissance de 2 ; en prouvant

les théorémes suivants :
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Théoréme 1

Soit G un graphe hamiltonien, alors le carré cartésien de G,

G2 posséde au moins 2 cycles hamiltoniens disjoints.

Démonstration |
Posons 2 = |V(G)| et soit C = (X} %X,...%,) un cycle hamil-
tonien de G.
Nous allons définir C1 et C2 2 cycles hamiltoniens de G2
de la maniére suivante :
* Cl est défini par la succession de sommets :
(Xl’xl)(XI'XZ) ceseen (xllxl)
(lexg)(xz’xl) ...... (xz,xl_l)
(XB/XQ—l)(X3/x£)(X3,X1) ...... (x3,x£_2)
(Xi,xl 1+2)(Xi,xﬂ-i+3) ...... (x xg)(x xl) ...... (X1'X2—1+1‘
(XR,XZ)(XQ'X3) ...... (XQ,XQ)(XR;XI)'
* C2 est défini par la succession de sommets :
(xl,xl)(lex]) ...... (XQ,Xl)
(lexz)(xllxz) ...... (xz 1 x2)
(xz 1 x3)(x2 x3)(x1 x3) ...... (xg 2 x3)
(Xﬁ—i+2lxi)(xl—i+3'xi) ...... (xy xi)(x1 X:) e, (Xﬂ—i+lr i
(x2 xz)(x3 xg) ...... (XZ xz)(x1 xz)
Montrons que C1 est un cycle.
Tous les sommets sont différents. 2 sommets consécutifs sont

B

soit de la forme (xi,xj)(xi,xk) oad k

soit de la forme (lexi)(xk,xi) ou k

j+1 (mod %)
j+1 (mod %)



Or les arétes {(xi xj),(xi xk)}, ;t {(xj,xi),(xk,xi))
ol k = j+1 (mod &) sont dans E(G”) car {xj‘x } est
dans E(G).

Donc 2 sommets consécutifs sont adjacents dans G2.

(x, x,) est adjacent a3 (x, x.), C est ddnc un cycle,
£,71 2 1:71 1 2 2
comme il passe par % sommets et que IV(G )l = 2%, ce

cycle est hamiltonien.

De méme par symétrie de construction, 02 est aussi un

cycle hamiltonien.

Soit {(xi,xj),(xm,xn)) une aréte de C montrons qu'elle

1

ne peut étre dans C2.

ler cas : m = %n = j+1 (mod R)
Nous avons alors nécessairemeht j # 1-1 (mod %)

Donc dans C2 (xi,xj) est adjacent a et

(%4 410%5)
(xi—l'xj) ou (Xiuxj—l, donc {(xi,ij(xm.xn)} ne peut
étre une aréte de C2.

28me cas : m = i+1 (mod j) n = j

il

Nous avons alors nécessairement j 1-1 (mod:ﬁ)

Donc dans C, (xi,xj) est adjacent & (xi_l,xj) et
(xilxj+1) donc {(xi,xj),(xm,xn)} ne peut é;re une aréte

de C

2

Cl et C2 sont deux cycles disjeoints .

Remarque
On obtient ainsi les 2 cycles hamiltoniens de C4 représentés
plus haut.

Théoréme 2 :

Soit G un graphe hamiltonien qui possé@de p cycles hamil-
toniens disjoints, alors le carré cartésien de G, G2 pos-

séde au moins 2p cycles hamiltoniens disjoints.
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Démonstration

— o " —_— - o_— o o_— o 2y

Soit C un cycle hamiltonien de G. Nous avons vu que 1l'on

peut & partir de C construire 2 cycles hamiltoniens
2

disjoints de G” : C1 et Cz.

Soit C* 1'ensemble des arédtes de G° défini par

X = 2 et {y:t} e C
{(x,y) (z,t)} e C* <=>
y = t et {sz} e C

. . .
Remarquons que C est l'union disjointe des

arétes de C1 et de celles de C2.

Soient A, A

1 2"’Ap p cycles hamiltoniens disjoints de G.

A; A;...A; sont des sous-ensembles disjoints de E(G).

Si on applique la construction de C1 et C2 a partir de

c* a chaque cycle Ai de G on obtient 2p cycles hamil-

toniens de G Ai et Ai iefl,...,pl.

2'

A; est disjoint de Ai par construction et puisque les

Ai sont disjoints, les A;, Ai i ¢ {1,p} sont tous disjoints.

Corollaire :

si n = 2P alors le n -cube est un graphe péssédant %

cycles hamiltoniens disjoints.
L'existence pour C6 de 3 cycles hamiltoniens disjoints est
donc une question ouverte. Plus généralement on peut se poser

le probléme suivant :

Probléme : ,
Si G est un graphe hamiltonien, est-il vrai que c" posséde

n cycles hamiltoniens disjoints ?
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Remargue

La réponse au probléme est oui dans le. cas particulier oi

n est une puissance de 2, par application répétée du
théoréme 2. '
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ANNEXE
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L'absorbant suivant de C5 est de cardinal 7 :

N

Montrons qu'il ne peut exister d'absorbant”de cardinal .

Décomposons C5 suivant C1 : C5 = C4

Soit p le nombre de sommets de A dans un des 4-cubes .

+ C1

Pour absorber chaque 4-cube il faut nécessairement :

5p + 6 - p = 16
5(6-p) + p 2 16

Donc p=3 et il y a exactement 3 sommets de A dans chaque 4-cube .

Décomposons C

5 suivant C2 ; d'aprés ci-dessus les seules répartitions
possibles des &léments de A sont : :
2 1 3 0
(a) | | (b) I : |
1 2 0 3

La répartition (b) est impossible car 2 des 3Lcubes ne peuvent

étre absorbés .
Donc (a) est la seule possibilité .

Décomposons C5 suivant C3 .Pour respecter (a) dans toutes les

décompositions possibles suivant 02 on est conduit aux possibilités

suivantes :
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(z) (y)
— 1 0 2 0(y)
141——1/7 1—/—1—1/ I (x)Of-'—-l/ ,
| junl | i | bl
(£) 1Z4——0"(%) o< 1/1 (z) 1—1"
(c (d (e)

(d) est impossible car il existe un 2-cube sans sommet de A avec

seulement 3 voisins dans A .

(c) et (e) sont impossibles car pour absorber x et y i1 faut que
les sommets de A de z et t soient les mémes et u ne peut alors

étre recouvert .
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a'(C.) = 8

L'absorbant de Hamming généralisé fournit un stable maximal de CS
de cardinal 8 .

Montrons qu'il ne peut exister de stable maximal Afde cardinal 7 .
{11 ne peut en exister de cardinal inférieur & 7 car celi

contredirait B(CS) = 7) .
. Décomposons C, suivant C, : Cg =Cy + C
Soit p le nombre de sommets de A dans un des 4- cubes nous devons

avoir :

5p +7-p =2 16
5(7-p)+p> 16

D'on 3 <p <4

La seule répartition possible de A est donc :

{a) 4 3
Décomposons C5 suivant C2 pour respecter (a) les seules répartitions

possibles des sommets de A dans les 3-cubes sont :

2 2 3 1

v [ o |

2 1 1 2

Or remarquons que dans un 3~cube les 4 sommets non absorbes par

un sommet x forment une boule centrée sur x

A *

x '‘ ’
On ne peut extraire d'une telle boule 2 stables disjoints de

cardinal 2 ,
Donc la répartition (b) est impossible .

On ne peut avoir X dans un stable 3 2 ou 3 &léments donc {c) est

aussi impossible et a'(CS) > 7
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B(Cy) =12

L'absorbant suivant de CG est de cardinal 12

Montrons que B(CG) > 11 en prouvant qu'il ne peut exister d'absorbant
A de C, de cardinal 11

» Décomposons C, suivant Cl C, = C. + C1 .

6 5
Soit p le nombre de sommets de A dans un des 5-cubes . Nous avons :
6p + 11 - n 2 25

| 6(11 ~ p)+p = 25
D'ol 6 =p =5

Nous avons donc une seule décomposition possible :

{(a) 5 6

*Décomposons Cg suivant C, .Pour respecter (a) les seules décompositio
possibles sont : '

2 3 2 4

l i (b) | l' l - (el

[———
[RePR——

[¥ - uD——
[§; pone—,)
[RFpR—, |

(6 P——
Crmmsrrmrsesn G
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Les 4 derniéres décompositions sont impossibles car les 4-cubes
possédant 0 ou 1 sommet de A ne peuvent &tre absorbés .

* Supposons que A admette une décomposition du type (c) et
décomposons C6 suivant Cy .les seules. p&ssibilités non

trivialement fausses sont :

(t)

0 (u)

(x)0<Z 4//l

l —>2(z) Impossibles car pour absorbér x ety

2““““”9 (y) :

il faut que t et z soient identiques
(v} donc u ne peut &tre recouvert .
(t) 1

1%3/'

(x) (z)
12 X ’
puE Pis!
| A, et

£

Remarquons que pour absorber z et t ,les sommets de A de x et Y
doivent étre les mémes .

Pour absorber u , il faut que les 4 sommets forment une &toile
donc v ne peut étre formé de 2 sommets & distance 3 .
Si v est formé de 2 sommets 8 distance 1 ou 2 ,alors les

projections de u,x et v sur un méme cube sont de la forme :
y x x
v

ou

<

% U

w
Pour que z soit absorbé il faut que la projection de z soit

un des sommets de la projection de v .

u ne peut alors &étre absorbé .

Donc A ne peut admettre de décomposition de type (c) .
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xDécomposons C_. suivant C, ;puisque toutes les C, décompositions
6 3 2

sont du type (b) les seules possibilités pour A sont :

(x) // O(Y) Impossible car pour absorber x et y il faut
l l que z et t soient identiques .0On ne peut alors
=3 (t) recouvrir u
(z)””“—zu)
{x) _
1 2//1 Impossible car le 3-cube x n'est pas recouvert
-~ i~

Une &tude fastidieuse des cas possibles permet de prouver que B(C8)=32.
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2" est entier si et seulement sin=1, 2, 3, 7, ou 23
: 2 3
1+n+Cn +Cn

T o ———— v— - o~ — o~

1 2.3

- n{n-1)
1+cn +cn+cn = (1 + n).(1 +~w§~— )

ce nombre doit é&tre de la forme 2m

* nZ 0(3) ouns 1(3)

Nous avons alors 6 divise n(n-1) donc nécessalrement il existe un

entier p tel que n = 2pﬁ1 .

(2P-1) (2P-2) _2%P 3 0P 4, g %Pl
{ +1 = s - -2
3
2p-1
3

p'od 2P7! givise 2%P"lis ce qui est impossible pour p> 3

2 +4

ponc 2P ! givise

p = 1,2,3 conduisent aux solutions n = 1,3,7

* n = 2(3) posons n = 3p + 2

(3p+2) (3p+1) m
6

dtoll :

(3p+3) . ( + 1) = 2

2 n

9
+—j~ P +4) = 2
m+l

(P+1)-€% P
(pt1).(9p> 49 +8) = 2
bonc p estbde la forme 29-1 .,
9p2+9p+8 = 9p (p+1)+8
5i 9 » 3 nous pouvons &crire :
9.29(29-1) + 8 = 8(9.2973(29-1)41)

Ce nombre doit &tre une puissance de 2 ce qui est impossible car
9.2q~3(2q~1) est pair .

On vérifie facilement que les cas g=1 et g=2 ne conduisent pas
a des solutions.

Pour g=0 et g=3 nous obtenons les solutions n=2 et n=23 .
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