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INTRODUCTION

Ce travail porte essentiellement sur 1'approximation des valeurs
propres isolées simples et des vecteurs propres associés, d'un opérateur
linéaire fermé dans un espace de Banach. 11 s'agit d'une part d'obtenir
des bornes d'erreur sur les &léments propres, et d'autre part, dans cer-
tains cas, de proposer des améliorations calculables des é&léments propres
approchés. '

L'outil employé est principalement 1a théorie de la perturbation des
opérateurs linéaires,Soit T un opérateur linéaire fermé d'éléments propres
et y, et To une “approximation" de T d’éléments propres Ao et‘fo 3
on considére que T résulte de la perturbation de ?0 par Y-TO.

Au premier chapitre nous établissons 1'existence de séries de per-
turbation pour la valeur propre % A, et le vecteur propre LW , ainsi que
leur convergence vers X et ¢ quand T  est "assez proche"” de T. Nous donnons
en particulier une condition suffisante précise pour que la série % A
converge vers A. ) .

Des formules itératives permettent le calcul des termes X, etlfn, et
sont 3 la base des chapitres suivants.

Au chapitre II, ol nous avons en vue 1'établissement de bornes d’erreur,
nous examinons le cas ol T est approché par un opérateur T, de la forme
To = POTPO + (1~P0)T(1~P0), ou P est une projection de rang 1. On obtient
des majorations fines de [j¢¢ - 4 |l et |x-2;] qui précisent 1'ordre d'appro-
ximation de A = frace(PoTPO), quotient de Rayleigh généralisé associé a
T et Po‘ Le calcul effectif des bornes d'erreur nécessite la résolution d'un
systéme linéaire dont la taille &gale le rang de Tg. Les résultats obtenus

sont comparés & ceux déja connus sur le sujet (voir [51,[71,[81) et sont
testés sur des opérateurs intégraux autoadjoints.



Au chapitre III nous examinons 1'intérét numérique des séries de
perturbation : les termes A et %%, calculables par itération, fournissent
un moyen pratique d'approximation de X et . Nous avons &té guidé par le
cas ol T est un opérateur compact appfoché au sens de 1a norme, ou de fagon
collectivement compacte‘par une suite Tn. Pour n assez grapd, on choisit
T0 = Tn conune approximation de T ; les sommes partielles izo'ki et izolri
sont des approximations de A et ¢ qui sont calculables si 1'on sait évaluer
des termes de la forme Tx, et la résolvante réduite de TO (probléme équi-
valent a 1a résolution d'un systéme linéaire dont 1a taille est le rang de
To)' Nous étudions le comportement des séries de perturbation suivant que
T, résulte d'une approximation en norme ou collectivement compacte de T,

et nous donnons des bornes d'erreur sur |4 - 3 .|| et |- X Al
i=0 i=0

boul

‘Les résultats de ce chapitre sont illustrés numériquement sur des

opérateurs intégraux a noyau compacts, approchés par des méthodes de pro-
Jection ou de quadrature approchée.

Enfin, au chapitre IV, nous généralisons la méthode itérative et les
résultats de convergence exposés au chapitre II, au cas oQ la valeur propre
Ao de To est multiple, ou encore au cas d'un groupe de valeurs propres.
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Dans ce chapitre nous établissons 1'existence des séries de perturbation
pour les éléments propres d'une famille d'opérateurs de la forme :
T(t) = T0+t(T~To).

Les résultats obtenus figurent déja aux chapitres II et VII de Kato [6 1 ,
et sont valables pour "|t| assez petit". Cependant, vu la forme simple

de T(t'), nous pouvons montrer simplement 1'existence des séries de per-
turbation et en préciser le disque de convergence.

Ensuite nous considérons une méthode itérative du calcul des coefficients
des séries de perturbation.

I - INTRODUCTION

1) Rappels succints sur les opérateurs fermés

a) Soit X.un espace de Banach sur ¢, et X 1'espace adjoint (1'espace
des formessemi-lindaires sur X).
La dualité entre X et X* sera notée ainsi :

*
X*(x) = <X, x>, Wx e X, W' e X,

On désignera par &ﬁ(X) 1'espace des opérateurs linéaires continus
de X dans X.



b) Soit T : D < X > X un opérateur linéaire fermé de domaine D dense.

Rappelons que T est fermé si et seulement si son graphe
G(T) = {(x,y) e D x X | y = Tx} est fermé dans X x X.

L'ensemble des nombres z ¢ € tels que
- (T-z)D soit dense dans X
- (T-z) : D = X admette un inverse appartenant a «% (X),

est 1'ensemble résolvant de T, que nous noterons p(T).

Le spectre de T est 1'ensemble of(T) = C-p(T).

Une valeur propre de T est tout nombre z ¢ € tel que T-z ne soit pas
injectif. |

Si T est borné nous noterons par r(T) son rayon spectral :

r(T) = Tim T = dnf Tty n
oo n
c) Soit T : D < X » X un opérateur linéaire fermé.
Si A est une valeur propre isolée de T, de multiplicité algébrique

finie m, alors :

- au voisinage de X , sauf en A , la résolvante R(T,z) = (T~z)'1_
existe en tant qu'opérateur linéaire continu de X dans D & X,

- 1'opérateur P (projection spectrale) défini par :

o -1
P= o .,; R(T,z)dz,

ol I' est une courbe fermée simple isolant A du reste du spectre,
est une projection de rang m, ayant les propriétés suivantes :



.PXgPD
. T(1-P)D < (1-P)X
L TPx = PTX, V¥x e X

. sim=1, tout vecteur x de Px est un vecteur propre et
vérifie : TPx = PTx = Ax.

- La résolvante réduite S de T en X est 1'opérateur défini par :

S = 5i= d/; (z-)) R(T,z)dz

L'opérateur S : X -+ X est continu et vérifie :

«S(T-A)x = (1-P)x , V¥xeD
o (T-2)Sx = (1-P)x  , Wx e X
. SX = (1-P)D

.S = lim R(T,z)(1-P) = Tim (1-P) R(T,z)
Z+A Z-r)

2) Notations *; hypothéses

Les notations et hypothéses présentées ici seront conservées dans toute
la suite.

Soient T : DcX+X et To + D, c X > X deux opérateurs fermés de domaines
D et D, denses tels que b, & D.



Nous supposerons que TO a une valeur propre ko isolée du reste du
spectre et de multiplicité algébrique finie m.

Soient PO et S0 Ta projection spectrale et la résolvante réduite associées
a TO en xo.

3) Trois Temmes :

Considérons pour t « €, 1a famille d'opérateurs ¢
T(t) = TQ + t(T-TO) Dy e XX

L'opérateur T(t) est défini sur Do’ mais n'est, en général, pas fermé,
sauf pour t = 0.

Cependant, si To est assez proche de T, en un certain sens, alors
T(t) est fermé au voisinage de O comme le montre le lemme suivant.

-

Si p(TO) n'est pas vide et que z_ en soit un &lément alors,

pour |t] < r((T-T R(To»2,)) :

0

- 1'opérateur T(t) : Dy < X ~ X est fermé

- T(t)-~zO est inversible en tant qu'opérateur de D dans X ; son
inverse est continu et vaut

R(ts2) = R(Ts2 JEL+E(T-T )R(T ,2,) 717}

2 n
R(T,2,) A [-t(T-T )R(T,52,) 1

T e i



Démonstration :

- e o - —— -

Remarquons d'abord que TOR(TO,ZO) et TR(TO,ZO) sont bornés en tant
qu’opérateurs fermés de domaine X (théoréme du graphe fermé). Donc
1'expression r((T—TO)R(TO,zo)) a un sens.

L'opérateur T(t,zo) = R(To,zo)[1+t(T-T0)R(T0,zo)]"1 existe, est borné,
de domaine X, d'image D pour jt] < r((T-TO)R(TO,zo)).

On montre ensuite classiquement les relations :

it

- R(t,zo)(T(t)-zo)x X, VxeD,

X s ¥xeP

i

- (T(t)-zo)R(t,zg)x

Par suite (T(t)—zo)'l = R(t,zo) existe, est borné, donc fermé, donc T(t)
est fermé.

- -

La fonction z « p(To) > r((T-TO)R(TO,zO)) est semi-continue
supérieurement.

Démonstration :

Posons : U(z) = (T-TO)R(TO,Z) ; 1'opérateur U(z) : X - X est continu, et U
est une fonction continue de z.

Fixons € > 0 et z, € p(TO).

I1 existe n ¢ N tel que :

Nz "M < r(u(z,) + 5

Puisque 1a fonction : z ¢ p(T,) +|!U(z)"”1/" est continue, il existe
a > 0 tel que :



22| <o = U™ <z )WY+ § < rugz,))ee

Puisque r(U(z)) = lim inf[lU(z)nﬂl/n, on a :
<a =>r(U(z)) < r(U(zO))+€
Corollaire :

Soit € un compact de p(To) ; 1a fonction
z eC~ r((T-TO)R(TO,z)) atteint son maximum sur C.

-

Sous Tes hypothéses suivantes :
- C est un compact de p(To)

-U:zeC>U(z) edi(X) est une application continue de z qui a z
associe 1'opérateur continu U(z).

- On pose r = max r(U(z)) (le maximum existe d'aprés le corollaire
précédent), ze

On a le résultat suivant :

(Ve > 0) (3N e N) / (¥z e €) (Juz)Y 1N < ree)

Démonstration :

Soit € > 0 fixé.
Au cours de la démonstration du lemme précédent on a obtenu le résultat
suivant :

- a tout z ¢ C on peut associer un entier n, et un réel a, > 0 telsque :



Az' <« C) et (|z-z'| < a,) =>
Nz 1/"2
Hu(z') || < r(U(z))+e < rie
La famille des boules ouvertes B(z,az), z ¢ C, forme un recouvrement
de C dont on peut extraire un recouvrement fini B(Zi’ai)’ i=1,...,p.

p : N = X .. X X
osons : N nz nZ
1 p

Tout z' de C appartient & une boule B(Zi’ai) au moins et vérifie :

n .
oMY < fuczty 2 Y025 < e,

IT - SERIES DE PERTURBATION DES ELEMENTS PROPRES DE T(t)

Les trois Temmes précédents permettent maintenant d'appliquer & T(t)
la théorie de la perturbation pour des familles analytiques d'opérateurs
fermés.

Supposons que la courbe I' soit incluse dans le disque {Iz-xol < r(SO)}.
Posons :

r= ?g; r((T-To)R(To,z)).

La démarche que nous allons suivre est celle présentée dans [6 ] )
chapitre I1. Nous montrerons seulement que les séries de perturbation
-1

convergent dans le disque |t| < r.

Les hypothéses étant celles du paragraphe 1.2, rappelons que, d'apres le
lemme 1.3.a), 1‘opérateur :
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T(t) = T#(T-T ) : D < X » X

-4
est fermé de domaine D, pour [t| < r.

1) Série de perturbation de la projection spectrale

-1
Pour |t| < r et z eI, la résolvante R(t,z) = R(T(t),z) de T(t) en
z existe et vaut, d'aprés le lemme I.3.a :

R(t,z) = R(T,2) ngg t(-1)"(T-T IR(T,,2) 1"

La projection spectrale P(t), associée a la partie du spectre de
T(t) & 1'intérieur de I', existe et a pour expression :

_ =1 ~/P o o.n n. n
P(t) = 57 Jr R(To,z) nEO t(-1) L(T~T0)R(To,z)3 dz
Le Temme I.3.c) permet de permuter les signes‘}f;t bX

P(t) = 5= z t"(—l)"u/; R(T»2)[(T-T IR(T,,2)1"dz

-1
Pour |t| <retz el , la résolvante R(T,sz) a pour expression
(voir [6 ] p. 39)

R(T ,z) =
0 n

[ I

1
. (Z_Ao)n S(n+ )’

avec les notations :
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cs(0) o p

(1) ¢ i g(n) . n
.S = S0 3 S = (So)
. S('l) = D0 = opérateur nilpotent associé a T0 en A,

s("“) = (Do)"

Le coefficient de (z-xo)'l dans

n .
R(To,z)[(T-To)R(To,z)] est donc :

K k K
5 5! 1)(T—T0)S( 2)...(T—TO)S( n+t)

D'ol 1'expression de P(t), pour |t] < 1/r

o k
P(t) = & -(-1)"¢" Z S( 1)(T'To)S
n=0 k1+...+kn+1=n
ky> -(m-1)

k K
( 2)...(T-T0)S( n+)

2) Série de perturbation de la moyenne des valeurs propres & 1'intérieur
de T :

Puisque P(t) est une projection qui dépend continuement de t, le rang
P(t) est constant dans le disque |t]| < F'(résultat démontré dans [6 1 p. 34).

Donc : dim P(t)X = dim P{o)X = n, ce qui montre que T(t)P(t) a n valeurs
propres, comptées avec leurs ordres de multiplicité algébrique, & 1'intérieur
de T.
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L'opérateur T(t) P(t) : X > X est continu, de rang fini ; on peut en
définir la trace tr(T(t)P(t)) (voir [61 pp. 160-162), et nous poserons :

Mt) = 3 tr(T(t)P(t)

C'est Ta moyenne arithmétique des valeurs propres de T(t) & 1'intérieur
de T . Remarquons A(0) = AO. '
Nous allons voir que A(t) est analytique, bien que chaque valeur propre
de T(t) puisse ne pas &tre analytique (voir [§ 1 p. 65).

a) Analyticité _de_A(t)

- 4 o a o

-1
Fixons t, dans le disque [t] < r. Nous allons montrer que A(t) est ana-
lytique autour de to‘
La projection P(to) s'écrit :

*
<Py

i
LI 4

- S P PR
oux?i et\Pi vérifient, pour i,j, = 1,...,m.

- L{)T' € P(tO)DO < POX

* * *
- “?i € D(T(to) ) < X
-(Vl,...,cgm sont linéairement indépendants
x
- <ij,q>i> = G'ij'

Au voisinage de t, la matrice (<P(t)qﬁ,xp¥>) est inversible, car pour
t = to c'est la matrice identité.
Les fonctions Cij(t) définies par :
m

. L
jil Cij(t) <P(t)‘?k,le> = 8.

pour i = 1,....met k =1,...,m
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sont donc analytiques autour de to’
Au voisinage de to les vecteurs P(t)pl,...,P(t)q7m sont linéairement
indépendants, et il est facile de vérifier que 1'opérateur :

m m

ERLARALNU <Pt)x, §3>)P(t)

est la projection P(t).
L'opérateur T(t)P(t) est défini par :

m m
T(t)P(t)x = 151(351 ¢i5(t) <PLEIX, PI)T(L)P(L) <,

et sa trace vaut ([61 pp. 160-162) :

m m

ifl (jiil c;(t) <P(t)T(t)P(t)L{>1.,gP§>)

tr(T(t)P(t))

1]

1

m
i ,§=1C‘j(t) PLE)T, pyet PIE)(T-T)) 4y o)

D'aprés ce qui précéde, cette expression est analytique autour de t0 H
donc A(t) 1'est aussi.

b) Calcul des_coefficients_du_développement en série de A(t).

S TGP 5 P SR M Y M S OB PG R e S A T S S R = R B A o = . . s e . . e . - A - -

La moyenne des valeurs propres A(t) vérifie :

ME)-A, = o trL(T(t)=A )P(£)] (L6171 p. 75)
Or :

(T(E)-A)P(t) = - o /F(z-xo)k(t,z)dz (L61 p. 77)

D'aprés le lemme 1.3.a; :

(T(t)-lo)f’(t) = - 7%—,; fr (z-2 ) )R(T»2) nogo C-t(T-T IR(T,,2)1"dz
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Le Temme I.3.c. permet d'intervertir les signes.}{;t Z (on nég]ige
en plus le terme n = 0, car (T(o)—AO)P(o) = 0) :

(T(t)—xo')P(t) =”~2-}E nzl t”(-1)"fr (2-XIR(T,2)[(T-T R(T,,2) 1"dz

Examinons Te reste :

oo

oo 1
An(t) £ E

k3 tp(~1)PfF (2-XgR(Ty,2) [ (T-T )R(T, ,2) 1Pdz

Ou encore :
1 = (T(: p 1M"N’ R(T ,z)[(T-T |
(1) A(t) = (T(£)-A)P(t) + i pfl tP(-1) LRI 2) (T-TIR(T,,2))

On a :

o0

1
A0 < 75 & 1P ]2 R(Tg - [(T-T )R(T, 2) P

Ce qu'on peut majorer, d'aprés le lemme I.3.c., par :

n C
Ig(e)l < € =Err

OU c est une constante ne dépendant pas de t.

Maintenant 1'égalité (1), ol on &value les intégrales comme on 1'a fait
au paragraphe II,1, montre que An(t) est un opérateur de rang fini N, ne
dépendant que de n ; donc :

CN

n
tr‘(An(t))s t = ]E]
On en déduit que pour tout n, A(t) admet le développement suivant :

ME) = A, .ot A "1y o(t"),

n-1



ol XP est dopné par :

(1P
(2) A = gﬁl—L tr( [(z~>\0)R(T0,z){(T—TO)R(To,z)]pdz)

Puisque le paragraphe a) a montré que A(t) est analytique dans le disque
jt] < rilon a en fait :

AMt) =2 + ¢ atP
4] p=1 p

ol kp est donné par (2).

c) Autre_expression_des_coefficients de A(t) :

S s o W 0 S o o . T An A B W — T o " W o

Suivant 1'idée de [ 6 1 p. 78, nous allons donner une expression plus
simple de xp.
Nous aurons besoin du résultat suivant :

- -

Soient A(z), B(z) : X + X deux familles d'opérateurs continus,

admettant -au voisinage de z, € € les développements suivants :

A(z) = (z~zo) An s peN

P

[T e B4

n
B(z) = L (z-z.) 8B » ge N
n=-q o/ “n
Supposons que pour tout couple (Ai’Bj) avec i+j =-1, au moins 1'un des deux
opérateurs Ai ou Bj soit de rang fini.

Soit T une courbe simple du voisinage de Z,» entourant z,.
Alors :

tr( J, A(z)B(2)dz) = tr(_[ré(z)z\(z)dz)
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Démonstration

- - - - 1 o~

Elle est simple. Nous la donnons sans commentaires :

i

tr(vl; A(z)B(z)dz) = 2im I tr(A, Bi)

it+j==1

ii

2im X tr(Bj Ai)

i

tr( J/~B(Z)A(z)dz)
r

Ce lemme nous permet, & partir de la formule (2), de donner 1'expression
suivante de Ap

1
v oenP tr( f (z-2,) pz, [(T-T R(T,,2)1% R(T, ,z)[(T ~TIR(T,.2) 1P dz)
2immp r q=0

Suivant maintenant [ 6 ] pp. 78-79, nous obtenons successivement :

- -(-1)P t'“(f [(T-T )R(T,»2)1"dz)
mp

p 2im

NI G VLY f[(T TOR(T ,2)1"dz)

P 2immp

| K K
y = 0P Z k tr((T«TO)s( 1)...(T—TO)S( p)
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3) "Série de perturbation du vecteur propre"

Nous supposerons ici que Ao est une valeur propre simple {(m = 1) ;
lPo est un vecteur propre associé a T0 et AO.

Pourvu que 1'opérateur 1+[(T(t)—TO)-—()\(t)-)\0)]S0 soit inversible, le
vecteur

(4) QL) =Psrt S TLTE(T-T)=(A(£)=2 )15} H(T-T )¢,

est un vecteur propre (voir (61 p. 92).
Pour |t| assez petit, (f(t) admet donc le développement :

t=°£t“
@ (t) I Y

avec .

“‘fo € PO Do
fl{’n € (I-PO)DO, n=1.

On ne peut préciser ici de fagon simple le rayon de convergence 1/r' de
la série P(t).

Si c(t) est une fonction analytique, & valeurs complexes, alors c(t) (p(t)
est un vecteur propre dont le développement différe de celui de (t).
Nous réservons donc le terme "série de perturbation du vecteur propre"

au développement de«f(t).

Nous particularisons ((t) & cause de sa simplicité et de son importance
dans la suite ; remarquons que y(t) # 0 sur son disque de convergence

ft] < /r', car Pccf(t)-zgfo ; remarquons aussi que ¢(t) appartient a Do’
Nous ne cherchons pas & calculer les coefficientsy , & partir de
1'égalité (4), car la partie suivante nous en donnera les expressions
par récurrence.
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I11 - CALCUL DES COEFFICIENTS DE A(t) ET 4 (t) PAR ITERATION,
LORSQUE A EST UNE VALEUR PROPRE SIMPLE

Les hypothéses sont toujours celles du paragraphe I.2 et de la partie
IT (début).

Nous supposerons en plus que AQ est une valeur propre simple de Tg-

La projection spectrale Po s'écrit alors :

<., (Pg>
Py = ——2—¢,
Q * [¢]
<q)0, LP0>

avec :
i P Do’ vecteur propre de To associé a AG

-9 D(TZ)<5 x*

- <hyofy> # 05 gl = Ilylll = 1

1) Formules itératives pour Ap Bty

Nous suivons ici les idées de {4 1.

a) Commencons par montrer 1'égalité :

n : .
) kio M Prek = To('f)n“"(T'To)(Fn—l » nzl

Ce résultat s'obtient en identifiant les coefficients de t" dans :
T(t) (t) = AMt)Y(t) ; ce qui doit &tre justifig, 1'opérateur T(t)

étant seulement borna.

o

pio n
Définissons u, par o A(t) Y(t) = nEO t Up-
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On a :
(6) | (T(t)-z) (t) = nfo (u -z Jt" , pour 2z c €

Pour z ¢ T, 1a résolvante R(t,z) = [T(t)-z]'1 existe et s'écrit :

) A — N
R(t,2) = R(T,,2) nEO C-(T-T,)R(T_,2)]

En multipliant chaque membre de (6) par R(t,z), et en identifiant les
coefficients de t", on obtient :

n
k.
(7) ¢, = R(T,,2) kEO C-(T-ToR(Ty2) 10w, -z p, ]
D'od T'on tire :

(Ty-2) @, = (un-thn)

1

n-
.k
~(T-T R(T, ,2) o TR 2) ey -z g,

Ce qui s'écrit, en tenant compte de (7) :

(To-2) ¢y = un_ZLFn-(T—To)LPn-l

n
. VA1 an _
Ce qui démontre 1'égalité (5), vu que u, = kEO Ak‘Pn—k'

b) L'égalité (5) s'écrit également

n-1

(To"xo)(Pn = °(T“T0)q)n—l+ kfl

v
o

kPn-knfor N



(8)

2)
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Aprés multiplication de chaque membre par So d'une part, et Po d‘autre
part, et en se rappelant que\pn, nx>1, appartient a (I-PO)DO, on
obtient Tes relations de récurrence suivantes :

n-1
(8-1) | K= Seb-(T-Ty) g+ kil APk o nzl
. *x -1 *
(8:2) | Ay = <@t b (1T, a9t L nsd

Ces formules nous donnent les coefficients de (t) et A(t) pour

.1 1
[t] < min (s 77 )

En fait, vu que A(t) est analytique pour |t| <-%, les formules (8)
donnent les coefficients de A(t) pour |t]| < 1/r.

On ne peut en dire autant du vecteur propre Y(t).

Un résultat de convergence

a) On remarque que<pn, n =1, peut s'écrire :

@, = S0 ¥, avec ¥, e (l-Po)X

Avec ce "changement de variable", les itérations (8) deviennent :
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(9.1) ¥ = -(1-P)(T-T ) g,

(9.2) M <qﬁ’$g>—l<Po(T-To)LPo"P;>

n-1
(9.3) ‘yn = -(I‘Po)(T—TO)SO‘i‘n_1+ kfl }\kSO‘i’n_k > n = 2
. * -1 T * A% k
(9.4) Ay =G > <Y UT-TS 1Y > s, N2

L'intérét des itérations (9) est de mettre en évidence 1'opérateur
(T-TO)S0 : X »+ X, qui est continu ; ce qui permet d'énoncer le lemme
qui suit :

- . . o -

w© o

Si les séries I t"wn et I t"An convergent respectivement
n=1 n=0

vers ¥(t) et A(t) sur le disque |t] < R (R constante réelle),

alors la série I toh converge vers un vecteur (t), et on

=0
a: n

T(£) ) = A(t) (t) avec Py (t) = .

Démonstration :

- -~ -

Remarquons déja que la série y(t) =LPO+SOW(t) converge.
Des formules (9.3) et (9.4) on tire facilement :
n

z

A SWo s n22
k=0 k Tn-k

TOSO‘Pn + (T--TO)SO‘Pn_1 =

Aprés multiplication par t", on somme pour n > 2 et |t] < R, ce qui est
possible car TOS0 et (T~T0)S0 sont bornés :

TS, (¥(t)-ty) )+t (T-T )S ¥(t) =

ME) QUE)-TA P HE(A, P1Hhy P,)]
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De (9.1) et (9.2) on tire :
TOSO(tW1)+t(T~T0)tp0 = t(kotfl+klaﬁo)
Des deux derniéres é&galités on tire :

TSt () FE(T=T )l #S¥(£) T = A(t) P(t)-A p,

Ce qui démontre le lemme vu quecp0+SoW(t) = (t).

3) Remarque :

Saitif* e X* un vecteur tel que <§%,tf¢> # 0, et considérons la
projection P' sur ¢ définie par : .

<, 9
Ps - .3 Kf
0

{gpo,tf>

Pour |t| assez petit, on a :
G(E) = PAEEIH(1-PT) p(t) = c(E)p +H(1-P ) ep(t),

o c(t) est une fonction analytique qui ne s'annule pas.
Donc, pour |t| assez petit,

i — t - 1“P| t
¥ (t) = Jﬁ{f}'"‘fb * c%t;
est un vecteur propre fonction analytique de t.

Partant de 1'égalité T(t) «4'(t) = A(t) ¢'(t), si on calcule les coefficients
A ettfé de A(t) ety(t) comme au paragraphe III.1, on trouve :



(10)

v
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n-1
P = (l-Pv)so[-(T-To)up;_1+ kzl MeWpkd » 21
_ *_ =1 ] . *
An = <q£,&p > <(T-TO)Lpn_1+T0¢Pn, Y>> , N2 1

Nous ne savons pas préciser simplement le rayon de convergence de «f'(t);
mais celui de A(t) est 1/r, et 1'expression de A, donnée par (10)
coincide avec celle donnée par (8), vu 1'unicité du développement.

Les formules (10) ne dépendent pas de tp; (en effet (1~P')SO ne dépend
pas de LP;).

Le conditionnement du calcul de A par (10) dépend de }<(F0,ap*>"1]=§|P’" ’
alors que le conditionnement du calcul de A, Par (8) dépend de
l<kf05tP;>“1|=||P0" 3 le calcul de A par (10) est donc préférable quand

la projection PO est mal conditionnée, vu qu'on a le choix de LP*.

Par contre, le calcul de A, par (8) ne nécessite que la connaissance
de Pp-1 alors que le calcul de A, par (10) nécessite la connaissance
de (?5_1 et de (Pﬁ (donc la résolution supplémentaire d'un systéme

‘linéaire).

- CONCLUSIONS - REMARQUES

Si To a une valeur propre A, de multiplicité algyébrique m isolée par une
courbe simple fermée I' , alors pour |t] < 1/r,

r=max r({T-T )R(T _,z)}), 1'opérateur T(t) = T +t(T-T_ ) a m valeurs
7€ 0 0 ) 0
propres & 1'intérieur de I , et 1a projection spectrale

P(t) = 2%% uf; R{t,z)dt et 1a moyenne des valeurs propres de T(t) sont

analytiques (rappelons que ce résultat connu est démontré simplement
vu la forme de T(t)).
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b) Si ko est simple, on peut mettre en évidence un vecteur propré
ana]ytique(y(t) (dont nous ne savons préciser le rayon de convergence
1/r').

Les coefficients de A(t) et ¢(t) sont donnés par les itérations (9) ; ces
coefficients sont effectivement calculables car ils ne font intervenir
que des quantités du type : Tox, Sox, Tx, Pox, X € X.

c) Notre but étant de comparer les éléments propres de T0 a ceux de T,
le paramétre t n'a guére qu'un rdle formel ; seul le cas t = 1 nous
intéresse. En vue de quoi nous pouvons énoncer les résultats suivants :

- Si r = max r((T-TO)R(TO,z)) < 1, alors 1'opérateur T : Do cX->X

z€ e v rsbRs .
est fermeg o m valeurs propres a 1'intérieur der, et sim=1 1a

série ZA,, converge vers la valeur propre de T a 1'intérieur de I .

- Corollaire du lemme III.2.b) -
Dans le cas ol A, est une valeur propre simple, si I

©o e oo n=0

Pn et & An convergent

gl < e

si I llwnn <+, alors les séries x
n=0 n=0 n=0 ,
respectivement vers A et tels que : Tq7= A\? avec Poq;= Py

De plus X est une valeur propre simple de T.

Ce résu]tatysera exploité ultérieurement (voir Chapitre II, partie III).
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CHAPITRE - 11
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Dans ce chapitre nous considérons les séries de perturbation de la valeur
propre et du vecteur propre associés a la famille particuliére suivante :

T(t) = T, + t(T-T )

oii To = Po T PO + (I—PO) T (I—PO) et ol Po est une projection de rang 1.
L'opérateur T est dit quasi-décomposé par P_, si les séries de perturbation
de 1a valeur propre et du vecteur propre de T(t) convergent pour t = 1.

Nous examinons la convergenée'des séries, les bornes d'erreur qu'on peut

en tirer, et 1'intérét pratique des séries de perturbation pour raffiner une
valeur propre simple et un vecteur propre. Nous comparons aussi les bornes
d'erreur obtenues aux résultats déja connus ([ 5 1,07 1,( 8))

I - INTRODUCTION

1) Hypothéses

Soit T : D ¢ X » X un opérateur linaire fermé de domaine D dense

dans X.
Soient <fb e D et q@ e X" deux vecteurs normés tels que
*
“or o> 7 0
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L'opérateur P : X -+ X ainsi défini :

<X, (Fg> (PO

P x f —
<%B’*fo>

0

est une projection continue de rang 1 dont 1'image est incluse dans D.
L'opérateur TPO : X + X est un opérateur fermé de domaine X, donc il est
continu (d'aprés le théoréme du graphe fermé&). Par suite 1'opérateur
POTP0 : X » X est un opérateur continu. Soit Xs le nombre défini par
kopo = POTPO.

Considérons 1'opérateur T, : D c X » X de domaine D défini ainsi :

XxeD>Txs= AQPQX + (1—P0)T(1-Po)x

IT est clair que ke est une valeur propre de TG et que Py est un vecteur
propre associé.

Nous supposerons que 1'opérateur To 1 De X~ Xest fermé et que Ay €n
est une valeur propre simple et isolée.

Puisque PQTPO = AOPO est un opérateur borné, 1'hypothése que nous venons
de faire &quivaut & supposer que 1'opérateur

(1-P)T(1-P ) & (1-P )D € (1-P )X > (1-P )X

est fermé et que AO n‘appartient pas & son spectre.

Yu ces hypothéses, la résolvante réduite Sa de TG en Ao existe
(voir chapitre I paragraphe I.1.b).

Nous désignerons par §0 la restriction de So a (1~PQ)X ; 1'opérateur §0
vérifie :



a2‘7_

§, 5 (1-P )X > (1-P)D c (1-P )X

§0(T0-A0)x =X, ¥x e (1-P))D
(TO-AO)SOX =x, V¥xe (1-P )X
S I < IS,

2) Les itérations

Considérons la famille d'opérateurs :

T(t) = T#t(T-T ) :De X+ X, tac

D'aprés le chapitre I, nous savons que, pour |t| assez petit, 1'opérateur
T(t) admet une valeur propre A(t) et un vecteur propre P(t) qui sont
analytiques :

t"\
n=0 n

b
—
ﬁv
—
f
g

]

tn\fn, @, € (1-P )0 pour n > 1

~
-
-
[ 4
S
ti
™

Les coefficients A et ¢ sont donnés par les formules (8.1) et (8.2) du
chapitre précédent. Dans le cas particulier que nous envisageons, ces
formules deviennent :
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(1) Tofo = %

(2) L¥1 = ~SOT14% = -SO(loPO)Yi?O

(3) Ay =0

kel

(4) Yy = So iil Ay Wi pour k 2 2
<P T 13 LP*.:»

(5) A = — i 270 . pourk =2
<LP0, Lp0>

Nous aurons aussi besoin dans la suite des séries (An) et (Wn), nxl,
déja introduites au paragraphe IIl.2.a. du chapitre I. Ici, les séries
(An) et ( Wn) sont définies par les formules suivantes :

(6) ¥y o= (1-P)T g,
(7) A =0
_ n-1
(8) ¥ =3, iil A ¥ s N 22

¥ (TS Y g t>
(9) A =1’ 70 $o -

<£.PO', L€6>

v
g
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3) Notations

On adopte les notations suivantes :
- Uy = (T-TO)\?O = (I—PJTKPO, vecteur résiduel
- u=Su = SO(T-TO)LP0

-V = (T*-T;)LP;, si v; est défini (voir le paragraphe 4)

* * *
-V = [(T-TO)SOJ Yo
0= g s < (TT ) e (T-T )S 15t
- T =5,
* -1
b= Pl = [<p ]
- € = pamax(nrLL(T-T)S 1" It IS (T-T ) e, 1)

p.max(nl’, [[v*[| |fu*{)

- Soit S la fonction suivante :
S(x) = —:—?§—- » pour x| < 1/4

Pour |x]| < 1/4, S(x) admet le développement :

oo (o]

1 n .n
S(x) = £ ax"= 1 X
n=0 " n=0 n+1 [:2n

Nous poserons aussi :

S (x) = 1 a"xn s pour x| s 1/4etk =20
n=k
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Les coefficients a, vérifient :

n

(1) a = I a,_.a
nooyot k-1"n-k

4) Remarque

Revenons sur les hypothéses du paragraphe 1. L'opérateur T de domaine
dense D admet un adjoint T* : D* < X* » X* ; D* est dense dans X* car
p(T) # @ (voir [61 p. 169). 51 on suppose cy D", alors Lemordant
danslﬁ?j} » montre que la décomposition de T par P donne un opérateur
T fermé de domaine D.

En pratique, 1'opérateur T est donné, et 1'on a quelque Tiberté sur le
choix de la progect1on P (qui est censée approcher la projection spectrale
P de T). Pu1sque D* est dense dans X*, il n 'y a pas d'inconvénient a
supposer : L{O ¢ D,

Ajoutons que cette hypothése fait apparaitre une plus grande symétrie
dans les quantltes introduites aux paragraphes précédents ; par exemple,
de C(1-1 )S 1 &{ SO(T TO) qh on déduit :

Pl
i

1<So(T=To) Po s (T-T) oo | = 1<(T-T)) g Sa(T-T,)* 92|

™
1

pomax (', 1S3 (T-T)*p SIS, (T-T ) p -

Dans la suite, nous ne conserverons que 1' hypothése T fermé de
domaine D. Mais répétons que 1la cond1tlon«p e D”, simple et nature??e,
s'impose en pratique.
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I1 - MAJORATION DES QUANTITES |A| et [|¥, || :

Vu le résultat obtenu au chapitre I paragraphe , nous considérons
les séries (Xk) et (Wk), pour k > 1, plutét que les séries (Ak) et (Wk),
pour k 2 0. Nous allions donner, par récurrence, des bornes pour les
quantités lxk[etllwkn.

1) Hypothése de récurrence

Rous faisons 1'hypothése suivante pour k > 1 :

Yog = 0

(H) Toke1 = M 3o T,

Mk : (I-PO)X -+ (I-PO)X est un opératéur continu
tel que : IleH <a np k-1

~ L'hypothése H1 est vraie comme le montrent les calculs suivants :

- ¥, = SOAIWI =0
* *
i lé ) <Ky > . <T (fysv >
* . *
<\?0, xf?0> <Lfo, Lpo>

avec : My = Ay s (1~PO)X +~(1-P0)X

et HM3” = |2, =n = a;ne’
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2) Vérification de 1'hypothése de récurrence

Supposons que (Hk) soit vrai pour 1 <k < &-1, o0 £ est un entier

Supérieur ou égal a 2.
Une conséquence immédiate de cette hypothése est :

k2k+1 =0 pourl <k <21

f<Mk_130u,v*>]

Ihgy | = kel
2k l<xf6,q;o>[

IV ak_lrypek"1 pour 2 < k < &

Puisque X, = 0 et |x,| = an, on a en fait :
1 2 0

(11) Aopsy = 0 pour 0 < k < 2-1

(12) Aol = a_qnp k1 pour 1 < k < g

Montrons maintenant que 1'hypothése (Hl) est vraie :

Examinons TZR

20-1
Y237 E M S0 Youed
2-1 i 2-1
T Lo M2iet S0 Ya(e-iy-1 TR Rai So Yo(gei)

D'aprés notre hypothése de récurrence et sa conséquence (11), on a donc :
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i v .
- Examinons ¥oge1 °

2%

Yoerr = I M S0 Youi-g

E Ao S WZ(Q i)l d'aprés (11)

D*aprés 1'hypothése (Hk)’ pour 1 < k < 2-1, on a :

2-1
W22+1 121 goD‘Zl ]SOT(PO 2%, oT[F
Posons : o1
Mo = I d95 5o Mo i#hgy
i=1
D'une part : W2£+1 = Mzsqu)0

D'autre part, M est un opérateur linéaire continu de (1-P )X dans (1-P )X
dont la norme verlfie :

-1
M5 2 Dyl Tl i+lag,|

2-1
-2 2-1
lle" < ifl aj.qnPre “a, ,+ a,_qnpe

(d'apras (H1)°"(H£-l)’ et d'aprés (12)

‘ 2
2-1

Ml < agnpe®t, drapres (11)
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L'hypothése (Hy) est donc vérifice.

En conclusion 1'hypothése (Hk) est vraie quelque soit k > 1

Ajoutons Tles inégalités suivantes qui découlent de 1'hypothase (Hk)’ pour
k>1:

(13) Yo = 0
nplfS_u ||

(14)  pqlls —22 a ek

(15) Pop = 0

(19) gl <. PPt oy ek

ITI - CONVERGENCE DES SERIES ¥(t) ET A(t) :

Les résultats (11), (12), (13), (14) et les propriétés du développement
en serle de la fonction S, montrent que pour |t| < 1/4 , les séries

T " n, et Z t" w convergent D*aprés Te Temme III.2.b du chapitre I,
n=0 n=0

les séries Z tnkn et Z " P, convergent vers une valeur propre A(t)
n=0 n=0

et un vecteur propre (t) de 1'opérateur : T(t) = T0+t(T~T0).

En particulier, si € < 1/4, nous pouvons considérer le cas t = 1
et énoncer le théoréme suivant :

Théoreme :

Si e < 1/4 alors,

a) la série 3 Ak converge vers une valeur propre A de 1'opérateur T
k=0
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b) On a les bornes d'erreur suivantes :

2k 2k+1
A= 2 NEb=Iv- oz A;l < np Si(e)s pour k = 0
i=0 i=0

En particulier :

1-V1-4¢
[A=251 = Ix-(Ag#A)] < npS(e) = np ~—\2/—€——€

c) La série % q% converge vers le vecteur propre f de T associé
n=0
a A qui vérifie : Pl = o

d) On a les bornes d'erreur suivantes :

2k+1 2k+2 npr {|S u ||
- . 00 <
- ifolﬁ" = [ly i | € —— 5. ,1(e)s k=0

npr ||S u, |
0
19 = Foll < lISgugll + —2225 (¢)
e) Les bornes suivantes sont un peu moins fines mais plus simples :

2k+1 2k+2
Ilp- 2 eyl = lle-
1=

A

LPi” ||Sou0”5k+1(5)s k20

L
i=0

Il = g1l = lsu lsce)

Si on remarque que la condition e < 1/4 entraine 1 < S(e) < 2,
le théoréme ci-dessus a pour corollaire les résultats simples suivants :
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mRREERRES=

Si € < 1/4, alors T admet une valeur propre A et un vecteur
propre qui vérifient :

L gl = 2np = 2P, [l <un">|

-l < s u ll = 2S,(T-Ty) ¢,

pOpeApup AP apen

Les développements de A(t) et ¢ (t) montrent que np et Hsouo!}sent
les termes principaux de 1'erreur sur |A- Aoi et ||¥ - f, || respectivement.

IV - LE SPECTRE DE T AU VOISINAGE DE Ao ¢

Nous allons préciser le spectre de T au voisinage de AG, en montrant
le résultat suivant :

Théoréme

sommmons

Si e < 1/4, 1'opérateur T a une seule valeur pkopre A dans le disque
A =A{z eC, |z-A;| <R} avec

r = 1onrp S(e)-pllull (vl
r(1-nrp S(e))

De plus la multiplicité algébrique de A vaut 1. Ajoutons pour
préciser 1'ordre de grandeur de R que R vérifie :

1

??~s R <

] ot
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Démonstration :

Elle est assez longue ; nous la donnons en quatre étapes.
Rappelons d'abord 1'ingégalité :
€ = p max (nf, flull[Iv*]) < 1/‘;
Remarquons ensuite que S(e) vérifie alors :
1 <S(e) <2
D'oit 1'on déduit successivement
npl’ S(e) < 1/2
1-npr’ S(e) = 1/2
D'ol les inégalités :
0 < pllullJIv¥|l = 1/2 (1-nTp S(e))
dlull v ll < (1-npr s(e))?

De 1a premiére ligne on déduit :

1 1
77 SR<F

A

et de 1a seconde :

*
ntp S(e) < 1- ploflliviil - Rr

1-nI'p S(¢e)

Or, d'aprés la partie IV, on sait que T admet une valeur propre
A qui vérifie :

IA—AOI <nS(e) <R

Donc X appartient au disque A .
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Nous allons maintenant montrer que X est le seul point du spectre
de T qui appartient & A , en prouvant que pour z ¢ A-{A}, la
résolvante de T existe.

Considérons 1'équation résolvante :

(T-z)y = x avec x « X et y ¢ D.

i

Posons : x = x'+x" = Px+(1-P)x

y = y'+y" = Py+(1-P)y

L'équation résolvante équivaut au systéme suivant :
(17) Po(T-2)(y'+y") = X'
(18) (1-P N (T-z)(y'+y") = x"

Par hypothése 1'opérateur (1~P0)(TO~AO)(1-PO) est inversible dans
(1-P )X et a S_ pour inverse.

Donc pour lz—Aol < %~, 1'opérateur (1-P ) (T-z)(1-P ) est inversible
dans (1-PO)X et son inverse S(z) vérifie :

jeal

_ T 3 \& 4D
(19) 5(z) = §, A [(z-2,)3,]

Remarquons que, comme §0, S(z) est a valeurs dans (1—P0)D.

Pour lz-lol < » 1'équation (18) s'écrit :

(20) y" = S(z) [X"=(1-P ) (T-2)y"]

Expression que 1'on reporte dans (17) pour obtenir aprés quelques
calculs faciles :
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(21) <(P0(T z) POTS(z)(l PO)T)LPO,Lfb>y
[ ] S
<X POTS(z)x ,<pg>qb
L'équation résolvante équivaut donc & (20) et (21).
Si le coefficient c(z) = <(PO(T—2)-P0TS(2)(I-PO)T)Lyo,tp5>
n'est pas nul, alors (y',y") est une fonction continue de (x',x")

Autrement dit, si Iz»kel <-% et c(z) # 0, alors la résolvante
de (T-z) existe.

La valeur propre X de T vérifie :
i 1
[A-2 s np S(e) < 55 < =

»

Puisque X n'appartient pas & p(T) c'est que 1'on a c()) = 0.
Alors c(z) s'écrit :

c(z) = c(z)-c(n) = -(z-l)[1+<POTS(z)S(A)(l-Po)TLpo,Lpg>}
D'aprés (19), le crochet de dualité s'écrit :

<P TS(z)S(A)(1-P)Tep s g>

= < ;go [Fz~xo)§o]".n§; [(X*Ao)golp.SOTLfo, (TS, g >

D'oli 1a majoration :

<P TS(2)S(A)(1-P )Tep , ¢ p {ull liv=ll
[FTS SN UPITpg: 4321 (1-nCp S(e))(1-|z-A,|T)

Cette derniére quantité est strictement inférieure & 1 quand z
appartient & A .
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En résumé, quand z appartient @ A-{A}, le coefficient c(z) n'est
pas nul, et z appartient @ p(T). Le spectre de T a 1'intérieur
de A se réduit donc & ).

d) Enfin, on tire des équations (20) et (21) par intégration autour de
A que la projection spectrale associée & T et A est donnée par :

L " *
<X POTS(A)x e

/X| yl = - - - ki)o
1+<POTLS(A)JZTL$O,‘f0>

P

—>
J <X‘-POTS(>\)X",L;7;>
N g = - . S(A)(1-P)T ¢,
1+<P0T[S(A)] TL?o"fo>

Puisque P est de rang 1, 1a multiplicité algébrique de A est 1.
(sans aller jusqua calculer P, on pouvait aussi conclure en remarquant
que dans le développement de (”1”-:4)"1 1'ordre du pdle X est 1).

V - OPTIMALITE DES BORNES

Les bornes données aux paragraphes b.et e, du théoréme III sont
optimales en tant que fonctions de (x,y) = (np,e) pour la valeur propre
et en tant que fonctions de (z,y) = dlSOUQU,e)pour le vecteur propre.

I1 suffit, pour le montrer, de considérer la matrice 2 x 2 suivante :

T(t) = avec P0 = et TO = :

Les nombres a,B,y sont strictement positifs.
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On vérifie sur cet exemple les relations suivantes :

X Y Y s Z

-
~< |

et :
A(t) = xt? S(yt?)
1

(t) =

-zt S(yt?)

Ce qui assure que (pour y < 1/4 et t = 1) les &galités ont lieu
dans les bornes b.et e.du théorame III.

VI - COMPARAISON DE NOS RESULTATS AUX RESULTATS DEJA CONNUS

Les hypothéses et les notations &tant toujours celles du paragraphe 1,
rappelons que le théoréme III nous a donné en particulier les résultats
suivants :

Sous 1'hypothése

(H) e < 1/4
on a:
- lA~AOI snp S(e) =B
(Kl) " - X est l1a seule valeur propre de T dans le disque

lz-Aol < R (R donné au paragraphe 1V)
= 1= @l = HIsqu i SCe)
Nous allons comparer ce résultat d trois autres concernant le cas

d'une valeur propre simple ; les travaux sont cités en imposant nos
propres notations (voir 1.3).
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"k_ ‘k-‘k * * PN
Nous poserons : Vo = (T To)kyo (quand v, est défini).

1. Comparaison & Fiedler et Ptak [3 ]

b)

Dans [ 1, les auteurs considérent le cas oy T est une matrice de
taille n x n et PO : ¢ > c"a projection canonique (de norme 1)

sur un vecteur de base.

Trois méthodes itératives, différentes de celle que nous avons
envisagée, sont considérées pour le calcul de A et donnent la méme
estimation au premier pas pour IA-AJ. Les démonstrations présentées
sont trés calculatoires et assez fastidieuses ; i1 n'y a pas de
résultat pour Te vecteur propre.

Pour la valeur propre, le résultat est le suivant :

Avec les notations e = ju_||||v. || 2, a = ~ T _ ot sous 1*hypothése :
0 0 (1“8)2 =

(H1) gy = /T + Ve <1,

= gl < 1 S(a) = By

- A est la seule valeur propre de T dans le disque

n 1+/1-40,

lz-AOl < Ry, avec Ry = 1. >

Nous allons montrer rapidement sur des exemples que (J?Z) et (éﬁil)
ne sont pas comparables ; c'est-a-dire que des deux hypothéses (H)
et (H1) aucune n'implique 1'autre ; et que, quand (H) et (H1) sont
vérifiées, on ne peut prédire de B ou B1 et de R ou Rl’ quelle est
la borne la plus fine, ou quel est le rayon d'isolation le plus
grand. Dans les exemples C® est muni de la norme du maximum.
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- (H) #> (”1) :
1 0
- “ =2 -
T = 0 3/2 0 ; E=g € =2
0 10
- () # (W) :
1 1 0
- . _4 _2
T = 0 5/2 0 ; €E=g i g =7
1 0 5/2
- (H) et (Hl) vraies ; By>B 3R> Ry s
1 1 0]
_ _ 1 1 1
T - 1 4 O s E = '6- H El = —;—/—-—6_-}- -2—
0 0 3

_ 1 1 . _ 4 1 _ 144
- B=35 5 By =S xpy

L'inégalite B < B1 suit car S est une fonction croissante

2
V3 1

Wl

_ 4
0R""3"+

~ (H) et (”1) vraies ; By <B; R< Ry 3

1 0 1

T = 1 c+l 0 avec : 0 < x<letc>14
X 0 c+l

ek g s 1A
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. On démontre les deux relations suivantes :

. B 1
Him — = S(—=-
X+0 n CZ)
1im E}~= -£77
X*0 n 1~ E‘z‘

Or S vérifie : S(t) > ;0 pour 0 < t < 1/4 3

donc lorsque X est assez voisin de Oona : B > Bl’

. On démontre également que R et R1 admettent les développements
suivants :

R = cl(l- L) - X 5Ly + 0(x?)3
C C C
R, = c[(1- 1) + 0(x2)]
1 c? :

Quand x est proche de 0+, on a donc : R < Rl‘

2. Comparaison a Ptak [8 ]

a) Dans [ & 1, Ptak considére le cas d'un opérateur continu de la forme :

T:ExY-CxY (Y : espace de Banach)
X A0x+<y,u*>
y xB + Cy

avec : o ¢ Y, BeY, € edikY).
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Ce cadre rentre dans le notre, si on identifie C 3 POX, Y3

(1-P )X, et si on munit X de Ta norme ”PO
que p = 1,

Ptak établit de fagon élégante les résult
cernent que la valeur propre) :

Posons e = |[Ju_|| vl r2
Sous 1'hypothése
(Hz) e < 5}- » avec m,
()
‘ on a
(4Q,)
A= ] < N = B,
- 2
ey
Sous 1'hypothése :
(Hy) e < 1/4
(2,)
ona:

-2 1 <3 . S(e) = B

xlh[Kl-Po)xfl, de sorte

ats suivants (qui ne con-

= §,22...

2
avec W, = 2,44 ...

»

3

b) Les résultats (R,) et (§Z3) sont moins bons que (11).

Les relations (Hy) => (H), (H3) => (H), B

< 83 sont évidente, et

la vérification de B < B2 ne nécessite qu'un calcul &lémentaire.
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3)  Comparaison aux bornes de Lemordant [ 7 ]

Sous les hypothéses envisagées au paragraphe 1.4, et en &tudiant
directement les coefficients de la série de perturbation de A(t), Lemordant
montre, en particulier, dans [ #1 1les résultats suivants :

Sous les hypothéses :

[<S§ uo,v;>[ <a e'k, k=21

¥
=t}
v
e}

(i)

p a%e' < 1/4
A on a :
()

[A-2g ] < n#p ae'S;(pae')

1= o ll < liSqu gllS(pae’) .

- hest la seule valeur propre de T dans le
disque

!z-;\ ! < 2pag’

or 1+/1-4pa’c’

IT est difficile de comparer rigoureusement (§24) a (R) 5 faisons
seulement remarquer que si € < 1/4, le choix :

€
g' =—— ,a="T

pre
est possible, et donne :

|A-xgl <0 + £ S;(e)

16~ ¢, [l = f1S,u, ()



- 47 -

Pour Te vecteur propre on retrouve la borne donnée par (R), et pour la
valeur propre une borne un peu moins bonne (n <- ).

Le résultat (G?a) est plus général que (%), car 1a condition
d'application (H4) est plus large que (H), et permet de traiter directement
le cas de matrices triangulaires (voir [ ¥ ] ) ce que nous pouvons éventuel-
lement faire aprés transformation de 1a matrice.

#

Les bornes données par (1}) et (@24) ont formellement la méme
expression ; remarquons que (97) met en évidence le facteur n dans la
majoration de IA-AOI.

VII - EXEMPLE NUMERIQUE

Nous allons appliquer le résultat (% )al'estimation des deux plus
grandes valeurs propres de 1a matrice :

1 2 3

T = o 3a 2o a
0 a2 3a? 2a?
0 0 al 243

Cet exemple est tiré de (91, p. 368, avec o = 10'3, ol sont
calculées les valeurs propres de T :

A; = 1,002 002
A, = 9,969 950.107%
Ay = 4,005 294.10°°
Ay = 7,497 653.10" 10
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Les deux premiers vecteurs propres sont :

‘1

1
0,000 999
0,000 001
0,000 000

;‘\02

-

0,893 979
0,447 214
0,000 451
0,000 000

L'espace €" est muni de la norme euclidienne.

Les calculs sont Timités a la précision 0(a?).

Les notations sont toujours celles de 1.3. ; e, est le i-iéme vecteur de
la base canonique de €".

Premiére valeur propre

On décompose T par la projection orthogonale P0 sur le premier vecteur

: ~* . -~
de base : P0 = < q> P P = 1.
On a donc
1
- = |0
9o = |0
0
1 0 0
T = 0 3o 20, a
- 0 =
0 a?  3a® 202
0 0 a® 24l
3a-1 20, o -1
- §0 = a? 3a2-1 202
0 al 2&3-{
- Ao=1
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0(a?)

~a+0(a?)

00 0(a?)
0(a?)

U = (T-To) gy =

15U Il = a+0(a?)
* * ok * o . . .
Vo = (T-TO)9E =105 2535 4
SgVg = [0(a) 3 -240(a) 3 -340(a) ; -4+0(a)]
1ok K
lIspvall = V23 + 0(a)
n = 20+0(a?)

15,1l = 1 s 140(a)

D'ot : € = p max(nr, "So"o” lIS;V;”) < V290t 0(a?).

Nous pouvons donc supposer que la condition e<1/4 est vérifiee pour

o

-3

= 10 y d'oli les résultats :

. IA-1] = np S(e) < 2040(a?) § 2 1073

valeur exacte : [A-1] = 2,002.1073

- ol HIS,u ll S(e) < wt0(a?) 4 1073

valeur exacte : ||\ - || = 0,999.10"3

o 5 2
_ R = 1n20-0v29+0(0?) _ 1-av29+0(c?) # 0,994 6
1-2a+0(u?)

valeur exacte : R = 1,001 0
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Deuxiéme valeur propre

51 on décompose T par la projection orthogonale sur le deuxiéme
vecteur de base, la condition € < 1/4 n'est pas vérifiée.

Ayant remarqué que —2e1+e2 est un vecteur propre approché de T,
on définit PO comme la projection sur ~Zel+e2 paraliélement & 1'hyperplan

(ep 5 €35 e4). Ona:p= P, 1l = v5.

Soit 33 la base feg 3 -2ete, 5 eg 5 g} et $3* 1a base adjointe
{e1+2e2 s ey eq s e4}.

Dans la baseiﬁS, on a :

1420 2a 3+4q 4420

- T = a o 20 o
0 o? 3a? 20,2
0 0 al 202
1420, 0 3+4o, 4424 ]
_ T = 0 o 0 0
0 0 0  3+a? 202
0 0 ol 203

e 3tda 4207 7]
- §0 = 0 -1 20 |

0 a? 2a2-1
- Ay = O

4

1,
f, = 75 (-2eptey) = -0,804 427 e + 0,447 214 e,
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Su_ = o 0 + 0(a?)
-1//5

HNE a\}?sﬁ- + 0(a?)

" _
Dans 1a base B , ON A ¢

- YT

v.; - (T*-T;)LP; S fa;3 03 2 ;5 o
S;V(*) =f{0; 0 H 1 H 3_]-0{(1[1 ;05 4 ; O_HO(OLZ)

Ishvall = /10 +a\,§- + 0(a2)
X 3n?

D'od : n = |<uy,Syve>| = [<Sougave>] = 7ot 0e)

On obtient une majoration de 1 = ”§0|| » en écrivant §o sous la forme :

lta e 442 -1
S, = 0 -0 0 + 0(a?)
0 0 -Q
T1 34y 4424
T+a a(Tva)  o{T+a)
- _ _ 1 5
0 0 -1
8 a_|
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Une majoration de 1a norme euclidienne de 1a matrice s'obtient en
utilisant 1'inégalité :|!.H2 < /5“ .l{l (normes matricielles).
D'ol 1'on tire :

i
1A

/3 {g + 0(a®)}

On en déduit :

™
it

p max(nr, {|S ull QISSVSH) < 15/3040(a?)

Pour o = 10—3, nous considérons que la condition € < 1/4 est vérifige ;
d'oll Tes bornes suivantes :

- |2-0,001[< 1 p S(€) < 302+0(a®) # 3.107°
valeur exacte : |A-0,001] = 3,005.10°
-yl N u liste) <o 2 4o(e?) 4 2,3.1073
valeur exacte :th?-tfou = 0,450.1073
1-nTp S(e)-{IS u_llIS: vl | -
- R = 00_"00 . % 4 o(a?) 4 1,2.107

(1-nTp S(e))

valeur exacte : R = 9,9.107%,

On remarguera sur cet exemple, que la valeur importante de I # 9.10°
est balancée par la valeur petite de n # 10°

Cet exemple met aussi en évidence 1° 1mportance du produit sca1a1re
<Ug» Sov0> : alors que u_ et Sov0 sont respectivement d'ordres o et o,

0
le produit scalaire est d'ordre a?.
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VIIT - EXPERIENCES NUMERIQUES

Voir 1'annexe , pour ce qui concerne les opérateurs intégraux.

Nous avons testé les bornes données par le théoréme de la partie Il
sur les &léments propres des opérateurs T = EXP et T = COS.

L'espace de référence estas2(0,1).
L'opérateur a été approché sur n points (n  {4,6,8,10,12,16,20 30})
par 1'opérateur T, (M e {F,N,G,S}).

De TM on calcu]e un vecteur propre norme lf , puis le quotient de
M

Rayleigh assoc1e a!{ et T: - <Tt{ \(n

Désignons par P la projection orthogonale surtp et T 1'opérateur

= P TP 4(1 -p )T(l P ) i T, admet Ao AM et«fo ? pour elements propres.

Nous n'avons pas calculé exactement les quantités qui interviennent

au théoréme de la partie III, mais des majorations de celles-ci, en tenant
compte de la symétrie de T et To

- (T (T-T,) ¢, 2
(22) 1A=l s nS(e) < 4 (T-T ) o IPS(e’)
(23) g -yl < IS (T-T ) g lS(e) < T (T-T,) g [iS(e
Pour les quatre méthodes F, N,G,S, nous avons considéré

- les 3 plus grandes valeurs propres de EXP : tableaux 1,2,3.
- la plus grande valeur propre de COS : “tableau 5.

S1 nous négligeons les résultats fournis par la méthode de Sloap appli-
quée d la premiére valeur propre de EXP, qui donnent une majoration excessive
de IA—AO | » on constate que les bornes données par (22) sont plus grandes



- K4 -

dans un rapport de :

- 5 environ pour la premiére valeur propre
~ 10 environ pour la deuxiéme
- 50 environ pour la troisiéme

L'inegalite (23) a été vérifiée pour Te vecteur propre approché, fourni
par la méthode de Nystrom, associée aux 3 plus grandes valeurs propres
de EXP : Tableau 4.



Tableau 1 : Opérateur :

T = EXP

premiére valeur propre

Notations : n :
M : méthode de discrétisation
n| Mt (1)) (2) |(3) (4) | 5
Fl2,3-43,5-4|4,8-414,2-4 | 1
o | M17.8-92.,8-904,7-911,4-9 |3
G
S
Fl1,3-2]1,1-4]1,8-4 |1,2-4 |1
N |1,5-5 1,6-10] 1,9-105,7-11 | 3
61 6l2,1-3{3,0-6 {3,7-6 |5,8-7 |6
s |2,0-32,4-6 | 3,0-6 |3,7-11 | 10%
F |8,5-3]4,6-5 {6,0-5 {5,0-5 |1
N |4,9-6|1,5-11|1,9-11}5,8-12 | 3
816 11,1-37,6-7 |9,5-7 |5.,7-8 |17
s |1,0-5/6,4-7 |8,0-7 |1,2-11 | 10°
F |6,1-3]2,4-5 |3,0-5 [2,9-5 |1
| N |2,0-6]2,6-12]3,2-12{9,7-13 |3
10/ ¢ |6,6-4]2,8-7 |3,5-7 |4,3-8 |8
s 16,0-412,3-7 |2,9-7 {4,7-12 | 105
F {4,7-3]1,4-5 {1,8-5 [1,0-5 |2
N 19,7-716,0-13}9,0-132,3-13 |3
12| ¢
s |4,0-4]1,0-7 |1,3-7 |2,2-12 }|10%
F |3,0-3|5,8-6 |9,0-6 |5,6-6 |1
N |3,1-716,0-1418,0-14 {2,3-14 |3
16 o }
s |2,2-43,0-8 |3,8-8 6,6-13 |105
F [2,2-3|3,0-6 |3,8-6 [3,8-6 |1
N [1,3-7]1,0-14]1,3-14 [4,2-15 |3
2016 |1,4-4
S 1,2-8 |1,5-8 2,6-13 }105

(1
(2)

et

(3)

(4) :

(5) :

nombre de points de discrétisation de Tg

T-T) @,

L et=(rIT-T) g, ) 2
I #,80

: TIT-T,) g, IPSCe’ )

IS

quotient {%}



() [ (2 1 3) | (4 |(5)

1,8-2 {2,9-2 |3,9-3 |8,4-4 |5
5,9-4 13,3-5 13,4-6 [1,6-7 |21
4,1-3 }1,6-3 |1,6-4 |1,6-5 {10
4,8-2 10,22 }2,2-2 11,8-3 |11

Tableau 2 :
opérateur T = EXP
deuxiéme valeur propre

8,7-3 17,1-3 |8,0-4 {2,9-4 {3

Notations :
1,2-4 |1,4-6 |1,4-7 16,7-9 |21 Celles du tableau 1
1,5-3 |2,1-4 |2,2-5 {2,1-6 |10 =928

1,7-2 }12,8-2 12,9-3 |2,4-4 |12

5,3-3 12,7-3 {2,8-4 [1,3-4 {2
3,8-5 {1,4-7 |1,4-8 16,7-10{21
7,6-4 15,5-5 |5,6~6 |8,8-7 |6
8,8-3 17,4-3 |7,6-4 16,2-5 |12

3,7-3 11,3-3 | 1,4-4 }7,7-5 |2
1,6-5 {2,3-8 {2,4-9 |1,1-10j 22
4,6-4 12,0-5 }2,1-6 |2,3-7 {8
5,3-312,7-3 12,8-4 12,3-5 |12

2,8-3 {7,1-4 {8,0-5 |5,2-5 |2
7,5-6 |5,3-9 | 6,0-10 2,6-11| 23
3,1-4 [9,1-6 [9,3-7 |3,1-7 |3
3,6-3 | 1,2-3 {1,2-4 |1,0-5 | 12

1,7-3 {2,8-4 {2,9-5 |1,8-5 |2
2,4-6 15,3-10{6,0-11} 2,7-12] 22
1,6-412,6-6 {2,7-7 |2,2-8 | 12
1,9-313,5-4 |3,6-5 |{3,0-6 | 12

1,2-311,4-4 11,5-5 11,1-5 |1
9,8-7 {9,0-11} 1,0-11} 4,4~13} 23

1,2-311,4-4 11,4-5 11,2-6 {12

mmz*nwmz*nmmzﬂmmzmmmz-ﬂmmzmmmzmwmzmz

6,5-4 | 4,0-5 14,2-6 |4,1-6 |1
1,9-7 1 1,9-6 | 3,6-13}1,7-14 21

5,1 7112

412,5

512,6

62,1
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Opérateur T = EXP
troisiéme valeur propre

Celles du tableau 1

HURONEGONES) ) (5) Tableau 3
Fl6,4-3 3,4 2,4-4

a |N]4.8-3]2,0 5,2-5
6/1,1-3}9,0-23,2-4 |5,6-5 |6
s{o,35 {10f 8,8-2
Fi13,4-310,99 7,8-5 Notations :

6 [N|1,0-318.4-2| 2,9-4 |2,2-6 |132
6|3,9-4{1,2-2] 4,35 |7,1-6 |6 T 4 286
s|o,13 |103 1,3-2
Fl2,1-3}0,36 3,8-5

g |N]3.2-418,6-3] 2,85 2,3-7 |122°
6l2,0-4|3,2-3] 1,1-5 {2,1-6 |5
s|6,7-2 | 360 3,3-3
Fl1,4-3]0,16 | 6,6-4 |2,2-5 |30

10 |N] 1,3-4[1,4-3] 5,06 |3,9-8 |128

| 6l1,2-411,2-3} 4,2-6 {4,0-7 I 11

s|4,1-2]130 1,2-3
Fl9,9-418,3-2| 2,9-4 |1,5-5 |18

12 |N]6,4-513,4-4] 1,2-6 |9,1-9 | 132

~ lel8,1-5}5,3-4] 1,9-6 |4,7-8 |40
s|2,7-2]61 5,5-4
Fls5,8-42,8-2| 1,1-4 |6,1-6 |18

16 |N]2,0-5|3,4-5| 1,2-7 |9,1-10 132
Gla,8-5/1,5-4] 5,4-7 |9,6-8 |6
si1,4-2|17 1,6-4
Fi3,8-4|1,2-2] 4,3-5 |3,6-6 |12

o0 |N|8.2-6|5,7-6| 2,0-8 |1,5-1P | 133
6|2,7-516,0-5} 2,1-7 |1,7-8 |12
s]19,1-3/6,8 | 6,2-5
Fl1,8-412,7-3| 9,0-6 |1,3-6 |7

50 | M| 1.6-6 | 2,2-7| 8,0-10{5,9-12 | 136
6l1,2-5}1,1-5] 3,8-8 {3,1-9 |12
${3,9-3{1,3 1,1-5
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nfif @M | @) @] @)
111,5-5}1,5-10¢ 1,2-5 | 9,5-6 |1

6 |2 {1,2-411,4-6 | 1,2-3 | 2,2-4|5
311,0-318,4-2 | 0,31 5,8-3 {53
114,9-6 {1,5~-11] 3,9-6 | 3,0-6

8 {213,8-5]1,4-7 | 3,7-4 | 7,1-5 15
3 13,2-4 18,6-3 | 9,2-2 | 1,9-3 |48
113,1-7 {1,5-12} 2,5-7 | 1,9-7

16 {2 |2,4-6 |1,1-10] 2,3-5 | 4,5-6 |5
312,0-512,3-7 {5,7-3 }1,2-3 {48

Tableau 4 : opérateur T = EXP
Vecteur propre approché fourni par la méthode de Nystroem

Notations :

n : nombre de points de discrétisations de TM

n
1 : numéro de Ta valeur propre

(1)« 1T-T,)e, |

(2) : e = (1] (T-T )y, || )
(3) © TIT-T,)e fS(e)

(@) ¢ lIg -y,

(5) : quotient : %%%
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(1)

(2)

(3)

(4)

{5)

1,8-2
7,4-3
1,3-2
9,6-3

1,1-2
2,0-3
6,5-3
3,4-3

1,9-3
3,3-4
1,1-3
5,6-4

1,4-3
6,5-5
4,5-4
9,2-5

9,4-3
3,2-3
4,9-3
3,6-3

3,3-3
3,8-4
8,8-4
4,8-4

5,4-4
6,2-5
1,4-4
7,8-5

4,4-4
1,5-5
5,6-5
1,3-5

6,1-3
1,8-3
2,5-3
1,9-3

1,4-3
1,1-4
2,3-4
1,3-4

2,2-4
1,9-5
3,8-5
2,1-5

1,8-4
8,1-6
8,6-6
3,5-6

10

4,3-3
1,1-3
1,5-3
1,1-3

6,8-4
4,6-5
8,5-5
4,7-5

1,1-4
7,6-6
1,4-5
7,8-6

9,3-5
2,2-6
3,5-6
1,3-6

12

3,3"3
?,7—4

7,6-4

3,9-4
2,2-5

2,1-5

6,4-5
3,6-6

3,5-6

5,7-5
1,1-6

5,8-7

Car PO B W e O T B e (0N W S e O DT e

o

16

. 2’1“3

4,3"4

4,1-4

1,6-4
6,8-6

6,2-6

2,7-5
1,1-6

1,0-6

1,5-5 42

3.4-7

1,6-7

20

1,5-3
2,7-4

2,6-4

8,2-5%

2,7-6

2,5“6

1,3-5
4,5-7

4,0-7

4,1-6
1,4-7

6,1-8

30

8,2-4
1,2-4

1,1-4

2,5-5
5,0-7

4,8-7

4,1-6
8,2-8

7,9-8

3,3-6
2,6-8

8,8-9

10

Tableau 5 :

opérateur COS
premiére valeur propre

Notations :

Celles du tableau 1
r = 6,1
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IX. CONCLUSIONS

Le calcul itératif des coefficients des séries de perturbation a
fourni un outil théorique qui a permis d'estimer 1'erreur faite sur la
valeur propre X et le vecteur propre ¢ de T, lorsqu‘on les approche
par A, et ¢, éléments propres de TO =P, T PO + (1-P0)T(1-P0), o P,
est une projection de rang 1.

Pour la valeur propre, les bornes d'erreurs obtenues sont proches
de celles données dans [ &1, [ 71, ou meilleures ([ &1 ).

Pour le vecteur propre, elles sont proches de celles données dans

[¥#].

Par contre les méthodes utilisées pour établir les bornes sont
trés différentes les unes des autres.

La condition d'application des bornes (e < 1/4) peut &tre difficile
a vérifier pratiquement, car elle fait intervenirl|§0“ (rappelons que
[# 1 donne une condition plus large que la notre).
Dans le cas od T est un opérateur (de rang infini) le calcul du terme
- S (f -T ) Y, ne peut se faire qu'en résolvant 1'équation (T -A )x = (T-T )‘F
En prathue on ne peut qu'approcher la solution de cette equatlon“

<,(.P

Enfin, vu que PO (fo, A n'est autre que Te quotient de

<tf <?o

=

Rayleigh de T calculé a partir de({0 et q% Py S <T(po,lf;>-

*

On retrouve, rappelée de facon rapide (voir [3] p. 50, pour plus de
précision, la propriété que :

- A, est "d'ordre 1" quand (fo est une bonne approximation de

- AO est "d'ordre 3" quand, en plus tf; est une bonne approximation
*

de <f
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CHAPITRE - III

e e W e e e Wt ma
RS somsmswm=nms

LINEAIRE FERME _PAR ITERATION

e e G W S e M R b e e R Dk e v e W A e am e e e e W

W . e et e R

I - INTRODUCTIOUN

Dans le'chapitre précédent nous avons &tudié, du point de vue des valeurs
propres et des vecteurs propres, 1'approximation d'un opérateur T par un '
opérateur de la forme PGTP0+(1~PO)T(1-PQ).

La méthode d'itération a conduit & des bornes, sembie-t-il assez pré-
cises, sur les éléments propres, et en plus fournit un moyen de calculer
ceux-ci.

En pratique T est une matrice, et lorsque sa dimension n est grande le
calcul de Sox peut devenir problématique (résolution d'un systéme linéaire
de taille n-1).

Souvent, lors de 1a discrétisation d'opérateurs compacts par exemple,
on connait une approximation numériques To de T dont le rang p est bien
moindre que celui de T (qui peut étre infini), et qui vérifie

max r((T~T0)R(RO,z)) < 1. 11 est alors naturel d'itérer & partir de T et TO
zel .
(sans chercher & approcher T par un opérateur de la forme POTP0+(1*P0)T(1~PO)) 3

le calcul de Sox ne nécessite plus que la résolution d'un systéme linéaire
de taille p-1.

Dans 1e chapitre II nous avons surtout considéré les séries de pertur-
bation comme un outil théorique ; ici nous les considérons davantage comme
un moyen de calcul des &léments propres, dont nous examinons le comportement
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I1 - ETUDE DES SERIES DE PERTURBATION : "CAS ISSU DE LA CONVERGENCE
EN NORME™

o0

Dans cette partie nous considérons les séries de perturbation I ), et
L , de 1a valeur propre et du vecteur propre de T +(T-T ). n=0
n=0

Nous cherchons a exhiber des majorations du type :
RS unsn et |l Il < Bnen- Bien que T et T  soient supposés fermés nous
avons pour idée directrice e cas ol T et To sont bornds et proches au sens
de la norme.

1. - Hypothéses ; notations

a) Hypothéses :

- . -

Les hypothéses sont celles définies au paragraphe 1.2 du chapitre I.
Nous les rappelons briévement :

: De X+ X  opérateur fermé de domaine dense D
: D,°_ X+ X opérateur ferme de domaine dense D
< D.
» valeur propre simple isolée de Yo
- e Do’ vecteur propre normé associé a To et AQ
- e Dom(TZ), vecteur propre normé associé a Tg et Xa

*
p . 1o jecti trale de T
- . L?{)a projection speciraie dqae o en )\0

*
<L¥o,(€0>

- S, résolvante réduite de To en xo

i
EURR - R g

o fee]

Nous allons travailler sur les séries % ¥ et I A, dont les coef-
ficients sont définis par : n=1 n=1
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(1) ¥ = ~(T-T )@,

<(T~T0)L§90, qa:;>
(2) A T "

<W0’Wo>

' n-1

<t LE(T-T)S 1M p*>

(4) )‘n: n-1 *00“?0 ,?'322
Yo Po”

Les vecteurs w; ici définis et les vecteurs ¥ définis par les formules (9)
du chapitre I verifient : ¥ = (I—Po)wa. Rappelons aussi :
Y = SD\Pn = Seq*;}, n:x 2.

b) Notations :

- -

Les notations sont les suivantes :

=0 =||(T-T)) g, || » norme du vecteur résiduel .

- b = IRl = gy il
-1 = ]ISl
- u =TT S 1 ol < HE-T Sl

i

= E

maxQ{(T-TO)SDH s nlp)

- les coefficients ay et les foncti0n§°5 et Sk ont été définis au
paragraphe 1.3 du chapitre II.

2. Majoration des quantités A | et [l¥ ||

Nous allons donner, par récurrence, des majorations sur les coefficients
[a,l et [¥;| 5 le raisonnement ressemble & celui fait & la partie 11 du chapitre
Il. .
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a) Hypothése de récurrence :

T e W e bt W - - 1

Nous faisons 1'hypothése suivante :

(H,) lepll < a e pour k » 1

L'hypothése (Hl) est vraie.
D'aprés la relation (4), 1'hypothése (Hk) entraine :

k-1
9 nup

IA

(5) tkk+1‘

akeknp

In

(6) lAk+1!

Remarquons aussi :

(7) fxll £ np.

b)  Vérification_de_1'hypothése de récurrence :

- G - Y - > o - - " o> o7

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Supposons que (Hk) soit vrai
pour k = 1,...,n-1.
De la formule (3) on déduit :

n-1
¥pll < NCT-TS I e 01+ kil,llkilison e M

En tenant compte des majorations données par (Hk)’ (6) et (7) on
obtient :

el < 1l (T-T S, lla, _1e"%n

n-1 k-1 n-k-1
+ 5y %15 P T Ay e n
n-1
' n-1 n-1
el < n (g + o1 -1%n-k)E =N age

Ce qui vérifie 1'hypothése (Hn)‘
L'hypothése de récurrence (Hk) est donc vraie pour tout k = 1.
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Signalons comme conséquence immédidte de 1'hypothése (Hk) :
k-1
(8) “L?k" < Tn ae

3. Convergence des séries de perturbation ; bornes d‘erreur sur les éléments

propres

a) Les inégalités (H,), (5), (6), (7). (8), 1a relation ¥ = (l-PO)W&
et le corollaire IV.c du chapitre I permettent d'énoncer le théoréme

syivant :

THEOREME

mmomssx

Sie < 1/4 alors :

(2]

a) la série I A converge vers une valeur propre ) de 1'opérateur T

k=0
g) on a les bornes d'erreur suivantes :
n S"(e)
|A= £ Al < pnu pour n = 1
k=0 :
en particulier
| S, (€)
A=) < pon = pnul 1+0(e)1
51(5)

*
[A=a,l = p|<(T~T0)L?0,t?0>[+ pop —
v) les bornes suivantes sont un peu moins fines mais plus simples :
n
|2~ £ lk' < pn S, () pour n > 1
k=0 n

lA-AO( < pnS(e) = pnf1+0(e) 1.

6) 1a série I &Pk converge vers le vecteur propre dp de T associé
a qui vEi¥rie - Po‘f= ¥,
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€} On a les bornes d'erreur suivantes :

n S _..(e)
: n+l
- X < I'm pour n =0
Ig- 2l :
En particulier
51(8)
N - @ ll < Tw—=— = TuL1+0(e)].

b) Si on remarque que la condition 0 < ¢ < 1/4 entraine :

31(3)
€

l<S{e)<2 et 1lcx« < 4,

le théoréme précédent a pour corollaire :

Corollaire :
Si. e < 1/4 alors 1'opérateur T admet une valeur propre A et
un vecteur propret{ qui vérifient :

- Al < AP IT-T )y,
- O] < AIP I IT-T ) 1 IET-Ty)s 7 |

- Ml < Al 1 IT-T,) e,

Ces bornes sont simples et, mis & part les quantités ¢ et S0 elles
sont facilement calculables.

¢) Remarques :
- Le théoréme qui précéde met en &vidence les faits suivants :

. A, est une approximation de ) d'ordre n =11(T-T0)Lfon et pn est
le terme principal de 1'erreur

., est une approximation de (p d'ordre n = li(T-TO)LPOH et Tn est
le terme principal de 1'erreur.
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- si P est connu, c'est-a-dire si Lr et kf“ le sont, le calcul de Al
est tres simple :

_ <(T-T0) ¥ 0 q’0>

A
<Lfo’ lpo>
—
D*ou <TLPO, lP0>
<\P0, (P0>

Le terme ) ot est donc le quotient de Rayleigh de T calculé en \f

et \P“. Le corollaire qui préceéde montre que 1'erreur sur |r-(A o)
est d'ordre np . On retrouve le fait que 1'approximation de A par le
quotient de Rayleigh est d'ordre 2 quand ‘Po et \pz sont des bornes
approximations de 4 ettp‘(résultat déja signalé dans la partie IV du
chapitre I1).

- La convergence des séries Ix, et zﬁP est réguliére et leurs restes
sont majorés par le reste d° uﬂe série” de type géométrique.

4. Le spectre de T au voisinage de Ao

On peut préciser le spectre de T au voisinage de Ao Par le théoréme
suivant :

THEOREME :
Si € < 1/4, 1'opérateur T a une seule valeur propre A dans le disque
A ={z@, |z-A | < R}avec

R =+ H(T-T S, | - Ty )
1-(rnp S(e)4] (T-T )s, [

La multiplicité algébrique de A vaut 1, et R varifie :

A

=

IA
] p—

1
r
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Démonstration :

Nous n'en donnerons que quelques &tapes, car elle est tout-d-fait sem-
blable 3 la démonstration donnée dans la partie IV du chapitre II.

L'équation résolvante (T-z)x = y équivaut & :
X" = 5(z) {y“-(l-Pg)Tx‘}
(Z-)\){1~<TS(Z)S(}\)T&?0,L§’§>}X‘ = <y*-TS(z)y", (,?:;> oo

avec les notations :

f

X t+xﬁ

- x = Pox + (1-P )X

"

-y =Py (1P )y = vy
- S(z) st l1a résolvante réduite en 0 de (1~P0)5T~z}(1~P0)

De 1'égalite :

S(z) = S, = 4;0 [((z-2g)-(T-T))S1" s

on déduit les majorations suivantes :

. |<TS(2)S(A)TY , §*>| < ISl nu
| o> o 1-(|z-3 | T+ (T-T S, I} )

T
1-(rnpS (e)+]I(T-T,)S, )

. s i<

qui conduisent au théoréme.

5. Justification du choix de la quantité ¢

~ Nous montrons ici que les résultats précédents s'appliquent a T, =T
quand Tn est une approximation en norme de T.
Les notations sont celles du paragraphe 1, 1'indice 0 &tant remplacé

n}

par 1'indice n.
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Soit T : X+ X un opérateur 1inéaire continu, et Tn ¢ X+ X une suite
d*opérateurs lingaires continus telle que : ||T-T || +0, n » o,
On a alors (voir [31, page 35) :
HR(T,z)-R(T,,2) || 0, > =,  Vz ¢ p(T)
IP-Pyll 50, 0> .

De ces relations on déduit :

sup [IP, | <t et sup fIs [l < +o.
n n

La quantitéy , majorée par HT—TniLtPnILIBn!L tend donc vers 0 quand n tend
vers 1'infini.

Pour n assez grand, les résultats des paragraphes précédents s'appliquent a
Tet To = T“ ; en particulier on peut calculer les éléments propres de T

par itération a partir de ceux de Tn’ et appliquer les résultats des parties
3 et 4.

6. Comparaison aux résultats de Kato (6]

Dans [6] pages 91 et 93, par une technique de séries majorantes, Kato
montre le résultat suivant :
Sous 1'hypothése :

) ApT o+ VTS I <1,

On a :

( . IA-AOi < npl1+0(e)]

(9) - A=A = npll(T-T Sl £1+40(e)3

< . HQ—‘?OH < n'{1+0(e)]

. A est la seule valeur propre de T dans le disque Iz—%ols R
\ avec

npr

A2 ho.Z = -

R' =

»

=] e
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Nous n'avons pas précisé les fonctions 0(e) (données dans [6] ) pour
simplifier.

De 1a comparaison de ces résultats a ceux des théorémes des paragraphes
3 et 4, on déduit :

- la condition (H) est plus générale que la ndtre :
€ <1/4, donc plus intéressante.

- les bornes d'erreur sur {A-AO[ sont du méme ordre que les ndtres.

- de méme pour ||¢ -¢p ||

- pour le quotlent de Rayleigh 2 +Al, 1a borne que nous donnons
npl] O(T-T )5, 7 9, Il (1+0()) est plus fine que celle donnée par (9) :
npi (T-T )S H(1+0(€ )).

- les rayons d'isolation R', et R (donné par Te théoréme du paragraphe 4) sont
difficilement comparables ; nous pensons que R est plus intéressant que R'
au vu des inégalités :

1 1
7 < Ry
OsR‘sT]i

7. Cas ot T et TO sont bornés

Dans les paragraphes précédents, supposer T et T fermés nous a amené,
dans nos majorations, a faire apparaitre 1° opérateur (T -T )S qui est borné.

Quand T et T0 sont bornées, ce que nous supposons dans ce paragraphe,
on peut aussi bien faire apparaitre 1'opérateur SO(T-TO), continu.

Les quantités n, p,I' &tant celles définies au paragraphe 1.6, posons :
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’

=0t = ISy (T-Tody ol = IS, (T-T )|

-t =TT g

1
[yl
#t

o= max(l] S (T-T )|l w'rp)

On démontre, comme nous 1'avons fait aux paragraphes 2 et 3, les résultats
suivants :

THEOREME :
Si €' < 1/4, alors :

o

a) la série & A converge vers une valeur propre X de T
k=0

B) on a les bornes d'erreur suivantes :

Sp(e')
Akl pn'u' —Zv— s pour n > 1.

A

n
|A- L
k=0

En particulier :

IA

5,(e") |
pn'u’ —zr— = pn'u' (140(c'))

SI(E')

2ol = pl<(T-T )@ s @ o>+ pn'u’
yY) les bornes suivantes sont un peu moins fines, mais plus simples :
n ,
A= & Ayl <pn' S (e') , pourn=1
k=0 X n
[A-2,] < pn S(e') = pnl1+0(e')]

Lo

§) La série ¢ g converge vers le vecteur propre de T associé a A
o ck=0, ~ ~
qui verif§a’: PoY =Y,-
€) On a Tes bornes d'erreur suivantes :

n Sn+1(e' )
”‘?“kzo‘?k" 0 ——gy—— , pourn z0
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en particulier :
S,(e")

- ll < n' =0t (140(e"))

Corollaire :
Sie' < 1/4, alors 1'opérateur T admet une valeur propre ) et un vecteur
propre tfqui vérifient :

= Iagl = 2Pl IHT-To) e
= =gt s P18, (T-T) g Sl T -To)p Gl
e - ol = 418 (T-To) 4, i

THEOREME

Si €' < 1/4, 1'opérateur T a une seule valeur propre ) dans le disque
A=A{z e, |z-a,| <R} avec

1 )&'ll
R == {1-]]s (T-T )| - !
T “ o 0 i 1_(n;p§(€e ).;.HSO(T-.{O )ﬁ

La multiplicité algébrique de X vaut 1 et R vérifie

1 1

Ces résultats sont trés proches de ceux énoncés aux paragraphes 3 et 4 ;
et les remarques faites alors sont toujours valables.

L'intérét des résultats de ce paragraphe est de mettre en évidence
le facteur [[S (T-T ) p Il au Tieu de [ || {I(T-T )¢p, || dans la majoration
de

n
9= 2 @yl

3 A e s
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8. Expériences numériques

Voir 1'annexe I pour ce qui concerne les opérateurs intégraux.

Les résultats du paragraphe 7 ont été éprouvés sur 1'opérateur T = EXP
approché par TnN et Tnp, et sur 1'opérateur T = COS approché par Tnp H
i1 y a convergence en norme dans«< ?(0,1) pour 1a méthode de projection,

et dans & '(0,1) pour 1a méthode de Nystroem.

Nous n'avons pas calculé e' et avons supposé la condition €' < 1/4
remplie (ce qui est justifié au vu de 1a "convergence" des séries de per-
turbation).

a) La majoration |x-2 | < ZUPOH.H(T-TO)LPOH a été vérifiée pour les 3 pre-
miéres valeurs propres de EXP approché par TnN {tableau 6) et par TnP
(tableau 7) ; a1n51 que pour la plus grande valeur propre de COS
approché par Tnf (tableau 7). l

Les bornes nous semblent réalistes et sont :

- 2 fois trop grandes pour la premiére valeur propre

- 4 3 20 fois trop grandes puur la deuxiéme valeur propre

- 30 a 300 fois trop grandes pour la troisiéme valeur propre.

b) La majoration|ld - ¢ || < 4[BO(T-TO)tPOl§a été vérifiée pour les 3 premiers
vecteurs propres de EXP approché par Tn~ (tableau 6).

Les bornes obtenues sont 3 fois trop grandes seulement dans les 3 cas.

c) Enfin, le comportement géométrique des séries de perturbation a été
vérifie. '
- sur EXP approché par " pour les 3 premiéres valeurs propres et les
vecteurs propres associés (tableau 8).

- sur EXP approché par TnP pour les 3 premiéres valeurs propres (tableau 9).

- sur COS approché par TnP pour 1a plus grande valeur propre (tableau 10).
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Dans tous les cas i + Ay est une nette amélioration de g+

nyi (1) (2) (3) (4) (5) (6)
1 |3,1-5 | 1,35 2 2,75 | 9,5-6 3
6|2 |2,4-4 | 5,85 4 6,3-4 | 2,2-4 3
3 | 2,0-3 | 6,25 | 32 1,6-2 | 5,8-3 3

1 | 9,86 | 4,1-6 2 8,6-6 | 3,0-6 3
8|2 | 7,65 | 1,85 4 2,0-4 | 7,1-5 3
3 | 6,4-4 | 2,05 | 32 5,3-3 | 1,9-3 3

1 | 6,17 | 2,6-7 2 5,4-7 | 1,9-7 3
16175 | 4,86 | 1,26 4 1,3-5 | 4,5-6 3
3 | 4,05 |1,3-6 | 31 3,4-4 | 1,2-4 3

Tableau 6 :

it

Opérateur T = EXP approché par T§ ; 3 premiéres valeurs et vecteurs propres

Notations : n : nombre de points de discrétisations de Tﬁ

i : numéro de la valeur propre

(1) = 2Pl 11T - Tg) Pl (4) = 4]IS,(T - TPl
(2) :]x = 2yl (5) : [| 9 - @l
(3) : quotient a) (6) : quotient 4)

(2) (5)
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TABLEAY 7

Opérateurs T = EXP et T = COS approchés par Tﬁ

(1) 4,2-3|2,2-3|1,3-3|8,8-4| 4,4-4{3,0-4] 1,3-4] 7,0-5|4,4-5
1] (2) 2,0-31,0-3| 6,0-4 4,0-4{2,2-4] 1,4-4| 5,8-5| 3,2-5{ 2,0-5
(3) 2 2l 2y 22 2) 2] 2|2

(1) |8,2-3 [3,0-3]1,5-3|9,2-4{6,2-4/3,4-4{2,0-4}8,8-5 5,0-5{3,0-5

2 { (2) |2,4-4 |1,1-4|6,3-5/3,9-5|2,6-5|1,4-5/9,0-63,9-6{2,1-6/1,4-6

(3) 34 30 24 24 24 24 22 23 24 21

(1) {2,2-3 {7,8-4}4,0-4{2,4-4{1,6-4/8,8-5 5,4-5|2,4-5/1,3-5/8,0-6

3 | (2) l6,7-5 |6,4-6/5,7-73,3-7|4,5-7|3,6-7|2,6-7|1,2-7| 7,1-8{ 4,6-8
3) | 33 |122 |702 |727 {356 [244 [208 200 180 |174

cl (1) {8,2-3 {3,0-3|1,6-3}{9,6-4{6,5-4{3,5-4]2,2-4]1,0-4/6,0-5|4,1-5

0 1| (2) {2,7-2 {9,8-3{5,0-3{3,0-3|2,0-3{1,1-3|6,9)4{2,9-4{1,6-4]9,8-5

S (3) 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2

Notations : celles du tableau 6.
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TABLEAU 8 :
Méthode d'itération sur 1'opérateur T = EXP  approché

par Tg sur 6 points

i k 0 1 2 3

(1) | 1,3...] 1,3-5 | 4,6-9 |3,7-13

1| (2) | 1,3-5 | 4,6-9 | 3,7-13 |4,4-16
(3) 1 | 1,351 2,1-9 {1,6-13
(4) | 8,1-6 | 1,6-9 | 1,2-13 {8,3-16

(1) | 0,1...] 5,8-5 | 8,1-8 |5,3-12

2 (2) | 5,8-5 | 8,1-8 | 5,2-12 |6,5-14

(3) 1 | 1,3-4]1,2-7 |1,7-10

(4) { 1,3-4 } 1,1-7 | 1,4-10 {1,3-13

(1) | 3,..-3] 6,2-5 | 1,2-7 |3,1-9
(2) | 6,2-5 | 1,1-7 | 3,0-9 |3,8-11

(3) 1 | 2,6-3 | 3,6-5 |5,0-7

(4) | 2,5-3 | 3,1-5 | 4,2-7 |3,7-9

Notations :
i : numéro de la valeur propre

k : pas de 1'itération

(1) ]
2 | :

N PO A
(2) z ol
(3) ?}I‘Pk“

k
@) 19 - 3 @l
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Tableau 9 : Méthode d'itération sur 1'opérateur T = EXP approché par Tg

Notations : Celles du tableau 8.

n JiJ(k)] O 1 2 n{k] O i 2
y [(D] 1.3..}2,0-318,1-8 6 |(1]0,17 | 2,8-3}3,4-4
(2)| 2,0-3]8,1-8 | 1,2-10 (2)]3,0-3} 2,0-4 | 1,5-4
6 |» [(1)0,1..11,1-411,3-7 g {(1)]0,17 }1,5-311,6-4
(2)] 1,1-4}1,3-7 } 2,4-10 (2)}1,6-318,8-516,9-5
3 (1)10,00.,6,4—6 2,2-8 10 (1){0,17 | 9,1-418,4-5
(2).6,4-6}2,2-8 | 9,4-11 (2)]9,6-4|5,0-5|3,5-5
1 (D] 1,3..11,0-3 }2,6-8 12 1(1)10,17 | 6,1-4 } 5,3-5
()| 1,0-3}2,6-8 | 1,9-11 (2)]6,5-4}3,3-5 | 2,0-5
g |2 ](1)]0,1..16,3-5 {3,2-8 16 [(1)]0,16 | 3,3-4 | 2,8-5
(2)}6,3-513,2-8 }2,7-11 (2)13,5-4 12,0-5 18,26
3 |(1)]0,00.45,7-7 | 2,1-9 00 |(1)]0,16 |2,1-4 }1,8-5
(2)}5,7-7}2,1-9 {2,7-12 - l2)}2,2-4 {1,4-5 |1,4-6
1 [(1)1,3..16,0-4 11,0-8 30 (1) 0,16 -1 9,1-5 |1,2-5
(2)]6,0-4{1,0-8 | 4,6-12 (2)11,0-4 |1,0-5 |1,3-6
10 12 [(D]o,11 |3,9-5 }1,1-8 a0 (1) 0,16 [5,0-5 {1,0-5
(2)13,9-5{1,1-8 |5,6-12 (2) 16,0-5 9,7-6 |4,6-7
3 1(1)3,6-3]3,3-7 |3,1-10 50 ¥1)30,16 3,3-5 |8,9-6
(2){3,3-7{3,1-10|7,5-14 2) |4,1-5 |8,6-6 |2,7-2
1 {(1){1,4 14,0-4 14,6-9
(2)14,0-414,6-9 {1,4-12
12 {2 [(1)]0,11 {2,6-5 |5,0-9 ' Tableau 10 : Méthode d'itération
(2){2,6~5{5,0-9 {1,6-12 sur 1'opérateur T = COS approché par
3 |(1)]3.6-3[4,5-7 [4,6-11 ™
(2)]4,5-7}4,6-11|3,9~14
1 (1)(1,4 {2,2-4 |1,4-9 Notations : cellesdu tableau 8

(2)|2,2-4{1,8-9 |2,2-13
(1){0,11 [1,4-5 |1,4-9
(2)1,8-5|1,8-9 {2,4-13
5 [(D]56-33,6-7 |1,0-11 .
(2) |3,6-7 (1,0-11|1,6-14

16 |2
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III - ETUDE DES SERIES DE PERTURBATION : “CAS ISSU DE LA CONVERGENCE
COLLECTIVEMENT COMPACTE ™

L'étude faite dans la partie pr§gédente régle essentiellement la con-

vergence des séries de perturbation I A, et 2 t?n dans le cas od la
n=0 n=0
norme [[T-T || est assez petite.

Dans de nombreux exemples, 1a norme [[T-T || n'est pas petite, et ily
a pourtant convergence des séries de perturbation ; c'est en particulier
le cas de la convergence collectivement compacte (vojr 1'annexe ).

Ayant ce type d'approximation en vue, nous allons exhiber des majo-
rations de |A | et |l |l qui doivent régier la convergence des séries de

perturbation. Nous supposons d'abord T et To fermés, puis T et To bornés.

1. Notations, hypothéses

Les hypothéses concernant T et To sont celles du paragraphe II.l.a.
Rappelons seulement que {Fo est simple.
Les notations sont les suivantes :

- n = {(T-T,) @, Il

- p =Rl =l<g g7

- T =[S,

- o = || (T-T,)S,

- ¢ = max(npr,o)

- B = boule unité de X
“K=u (é?)k (T-T,)SoB
- o = diamétre ((Y-TO)SOK)
- € = max{a,npry )
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- SP(x) = g-(S(X)+S( x})) s SI(x) = 7-(5(X) S5(-x})

1%}
«-do
==
v
fa—

_ (k) . ©
S0 =
-P si k

[{]
o

Nous ne travaillerons pas dans la suite sur les coefficients X
tf obtenus par itération a partir des formules (8) du chapitre I. Nous
travalllerons directement sur les développements de la résolvante, de la
valeur propre et du vecteur propre de T obtenus au chapitre 1.

Signalons deux inégalités qui découlent des notations précédentes :

(10) ||(T-T0)S§k)(T-TO)Sé£)H cerk2 0,20

(11) HE-T)si¥ g < wrk? iz 0

2. Localisation de 1a valeur propre A de T :

D'aprés la partie II du chapitre I, si I' est une courbe fermée qui
isole A du reste du spectre de T et qui soit telle que
max r((T- T )R(T s2)) < 1, alors 1! operateur T a une va]eur propre X et une
ZeY seule a 1'intérieur de vy .

Or la résolvante R(To,z) a pour expression :

R(T,,2) = ﬁ§o S(n)(z-lo)"~1

Donc ;

8

-2 N -
LT-TOR(Ty2) 1 = 5 (2-3)"™ A (1-T)s{P)(r-1 )s(m-P),

En tenant compte de (10) on obtient :

IEETR T2 ¥ e 5 () (rlz,-a])"™?

3-2'lz _-A .
< |Z0 | + ( nl'p )2 4 2nopr
(l—I‘lzo-AI)2 Iz-AOIP lz-Aolr
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En tenant compte de : max(nlpo, (nT'p)?) < €, on obtient :

C(T-T JR(T ,z)12|| < :
I T=ToIR(T,52) 3% (Tz=2g1)?(1-rfz-2 | )2

Une condition suffisante pour r((T-TO)R(TO,z)) < 1est doﬁc :
|z-2,IT(1-|z-2 |T) < /&

Soit, pour vE < 1/4 :

1- 1-4 1+ 1-4/¢ 1
%E-S(VE) = ““?T""KE' < }z-AO} < -1é%551§» < T

On en déduit le résultat suivant :

THEOREME
Si ve<1/4, alors :

a) la série

n=0

b) on a ; ]A-AOI < %E S(vE)

A, converge vers une valeur propre A de T

c) X est simple et c'est la seule valeur propre de T dans le disque

de centre A, et de rayon R = 1+ 1;4 £ (notons : R s~% ).

Ce théoréme fournit déja une estimation delx-xgl et assure la convergence

de Ta série de perturbation pour la vaieur propre. Le paragraphe suivant

va donner une meilleure borne pour }A-AO[ et va préciser le comportement des
coefficients An.

A

3. Comportement et convergence de la série n

o g

n

on
D'aprés Te théoréme précédent la série = A, converge vers une valeur

propre A de T. n=0

Nous allons majorer les coefficients An directement a partir de 1'ex-
pression de ln donnée au chapitre I paragraphe I1.2.c. :
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_ (=" (k1) (kn)
A = AL R (L A B NG & EC
k1+..+k =n~-1
n
kizo
Considérons le coefficient

e = 1tr((T-T)sk) (17 )s{kn)y)

ol kl""’kn vérifient :

Vu qu'on peut permuter les opérateurs circulairement on-a:
c, = [tr((T~To)Sék1)...(T-TD)Sék"“l)(T~T0)P0)[
ou kl,...,kngyérifient :
k1 L k"_l = n-1

(12)

kizﬂ .

Donc, 1'opérateur dont on prend 1a trace étant de rang 1 :

¢ = wIT-T)sSFD 17 )slkn-1))

Distinguons deux cas suivant la parité de n :

- n = 2q+l : ,
k elk2) e k2q- k

¢y < mpli(T-To)s$k1) (1t )s{kady . Jlr-T )5 ke D11 )s{keal

C, < TP ed, d'aprés (10) et (12)



- n = 2q+2
¢y < mpll(T-T,)s{¥ 1) (11 jstka)y
... ”(T~To)s§k2q-1)(T»To)séqu)”.N(T-To)s§k2q+1)”
¢, < npehu , d'apras (10), (11, (12)

D'od 1a majoration suivante :

1 .
')\nls-ﬁ- Ncn,

o N = CS;EZ est le nombre de solutions du systéme (12). Donc :

1 .n-1 _
P\n!_. *n CZn—Z S = 4-1%n

En distinguant suivant 1a parité de n, on obtient :

- n= 2q+l : )

- n = 2q+2
2q+1

D'ol le théorame suivant :

THEOREME : -

Si /e < 1/4, la série 3 A, converge vers une valeur propre X de T.
w n=0
La série A(t)-;\0 = 5 A thest majorée terme a terme par la série

s n
suivante : n=0

npt{SP(t/E)+ 7“? SI(tvE)}
En particulier :

[A-2o] = np{SP(vE)+ J= SI(/E)} = np{1+g+0(e)}

f*“(*o+*;)’ < np{SP(vE)-1+ J= SI(¥E)} = Ap{ut0(e)}.
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IA

x < 1/4 on a les inégalités suivantes :

1<SP(x) <svZ , xsSI(x) < 8(2-/2)x

A
A

(13)

x? < SP(x)-1 < 4(v/2-1)x2.

Du théoréme on déduit alors le résultat suivant :

Corollaire :

Si ve< 1/4, 1'opérateur T a une valeur propre A qui vérifie :
-2 1 < nplVZavZ (V2-1)u)

IA—(AO+A1)| < 4(vV2-1)np{n/2+e)

Remarque : Le théoréme précédent montre que :

£

AO est une approximation de A d'ordre np ; le terme principal de 1'erreur
sur IA-AOIest np(1+u).

le quotient de Rayleigh A0+A1 est une approximation de A d'ordre npu,
ce qui est aussi le terme principal de 1'erreur.

En général 1 n'est pas une quantité petite avec € , et le quotient de
Rayleigh donne une précision du méme ordre np que Ao'

0

Ta convergence de la série & An n'‘est pas réguliére, mais se fait par

paliers de deux ; dans le cggogénéral o u n'est pas petit :
2k 2k+1

pX Ai et I Ai donnent la méme précision npek sur A .
i=0 i=0

[r]

Comportement et convergence de la série I ‘Fﬁ :
n=0

D'aprés le paragraphe 11.3 du chapitre I, le termetfh est le coefficient

de t" dans :

W) = oSl IHE(T-Ty)S,=(A(6)-2 )01 (T-T ) o,

Posons :
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z Mt" = -H(T-T)S - (A(t)-)s,

Nous cherchons une majoration du coefficient de t" dans :

[1- % Antnj'l.
n=1
Puisqu'on a :
o [ n
[i- 7z Antn]"l =1+ 3 t" 3 5 Ay
n=1 n=1 p=1 k1+..+k =n
kizl

on considére un terme de la forme :

avec

Le terme Oy est Tui- méme une somme de termes de la forme :

L
- Lor (. P2 p-s
By A -+ Ay SCL(T To)S,1] sol...[(T—To)SOJS0

avec :
+...4M_ +p-§ =
my m.+p-s=n

En utilisant les majorations de !An] obtenues au paragraphe 4, et aprés quel-

ques calculs on obtient les majorations suivantes de By

l18ll < €9

- n = 2q+l :
lenll < €
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Le coefficient de t" dans [1- 1 I\ntn]'1 est donc majoré par YJ'Bn”’ odi
Y, est Te coefficient de t" dafis!:

tﬂ

Mi-(t+s(1))17} = 1 (s(t)-1) = A

On en déduit la majoration suivante de T;

- n = 2q+l
I'n 2q+1
HFll < 72 a5y ()

- n = 2q+2 :
I'n u 2q+2
Pl = 72 25442 72 (/)

D'ot Te théoréme suivant :
THEOREME : -
Si vE < 1/4, alors 1a série & (fn converge vers le vecteur propre

de T associé a \qui verifie"0 Pl =1,

La série g(t)-4, = & ¢, est majorée terme a terme par la série
suivante : n=1

7 (SI(t/E)+ K (sP(t/E)-1))
En particulier :
19 - 1l = BlSI(E)+ S (SP(VE)-1)} = ni(14us0(e))
- g+l s B2 SIE)-/ B (sP(vE)-1)} = nrtwo(e))
En tenant compte des inégalités (13), on obtient le corollaire suivant :
Corollaire :

Si v€ < 1/4, alors le vecteur propre X de T associé & ‘f et, défini
par Poty = (Po vérifie :
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9 - ¢, Il < 4(/Z-1)nr{vZen)
9 -(f o+ @)l < nTLA(2-1)ur(7-4/2) €}

Remargues :

Comme pour la valeur propre, le théoréme qui précéde montre que :

- 4, et q5+ qﬁ sont des approximations de(f d'ordre nr , (po+‘f1 n'améliorant
pas en général (fo.

2q 2q+1 3
- nEOtP" et néotf" donnent 1a méme approximation nred sur i .

Nous verrons que cela ne se vérifie pas toujours numériquement.

5. Justification du choix de la quantité €:

Nous considérons ici le cas o T est un opérateur compact approché de
fagon collectivement compacte (voir 1'annexe ) par une suite d'opérateurs
compacts Tn.

On définit les quantités Ggs My Py Fn’ By €, a partir de Tet Tn
comme on a défini o, n, p, T, u, e a partir de T et T0 au paragraphe 1.

Nous allons montrer que, en général, €n tend vers 0 quand n tend vers
T'infini ; ce qui permet d'appliquer les résultats des paragraphes précé-
dents a T et T0 = Tnﬁpour n assez grand, et donc de calculer les &léments
propres de T par itération d partir de ceux de Tn.

Des propriétés de la convergence collectivement compacte, il ressort
immédiatement :

< +w

nnpnPnun >0, n > oo,
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Nous montrons maintenant : an + 0, n » oo, avec :

'
=3
]

diamétre ((T-Tn)SnKn)

{
o
I

Sn k S B
n = kgo (n§;1p (T-T.)5,

L'ensemb1ejq?= u (T—Tn)SnB est relativement compact, et on a :
S neN
k

K « ()
n ~'k;O ‘HSnlp.}{

Posons : K= v K, s ona: K,cKet a

< diamétre ((T~Tn)SnK).
neN

n

Soit S l1a résolvante réduite de T en A et o(S) le spectre de S. Nous
supposerons que 1'ensemble o' = {z ¢ o(S), |z]| =||S|| } est formé d'un
nombre fini de valeurs propres de multiplicités algébriques finies. Nous
allons montrer sous cette hypothése que K est relativement compact.

Posons ¢" = o(S)~0'. La partie o" peut &tre isolée de o' par un
cercle y" de centre 0 et de rayon a]|S], avec a < 1.

Soit 'y' une courbe isolant o' du disque limité par y". Pour n assez
' N v 1 _ .
grand la projection Pn = - o . R(Tn,z)dz existe et converge de fagon

pr = _‘ﬁ%i.jgl R(T,2)dz. co]]ec?iveTent fompacte vers
la projectionP

Supposons, pour simplifier, que o' se compose d'une seule valeur simple
1 . Alors pour n assez grand, Sn a une seule valeur propre, simple, n a
1'intérieur de v'.
. - QF " .
Or on a : Sn Sn + Sn’ avec :

- - i -
Sh = P S Ph = P
56 + PSP = uP, de facon collectivement compacte.

- S; = (I-PA)Sn(I-Pé)

lIspll < «lis]) < Bﬂsnu, oll B vérifie : 8 < 1.
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Posons :

Si S"
K= o (ﬂ-s-i-n)k%et = (m)j{’

n,k

On montre, en examinant les suites extraites de K' ou K", ce que nous ne
detaillerons pas, que K' et K" sont relativement compacts ; donc K qui est
inclus dans K' u K" 1'est aussi. Par suite o, tend vers zéro quand n tend
vers 1'infini.

7. Cas o0l T et To,sont bornés

Comme nous 1'avons remarqué au paragraphe I1I.7, quand T et ? sont
bornés, on peut faire apparaitre 1‘'opérateur S (T -T ), au lieu de (T ~T )S
dans les séries de perturbation, et donner des bornes d'erreur en fonctlon
entre autres, de SO(T TO).

Les résultats qu'on obtiendrait sont trés proches de ceux déja obtenus
aux paragraphes II1.2, I1.3, I1.4 ; Teur seul intérét estnde faire apparaitre
la quantité HS (T-7 )tfou dans la majoration de ||¢¢ - = Y\l au Tieu de

k=0

I5gllfer=T RUNE

8. Expériences numériques

Voir 1'annexe  pour ce qui concerne les opérateurs intégraux.
Les résultats théoriques qui précédent ont &té testés sur les opérateurs
COS, N1 et N2 approchés par la méthode de Nystroem.

a) Les bornes A=Ay = np(1l+p+0(e)) et x-(xo+xl) = np(p+0(e)) sont toutes
tlestées dans les tableaux 11, 12, 13 od sont donnés les rapports
}xx{ [}\(}xﬂ

et
n n

On constate que A, et A ot Sont de 1'ordre de n et donnent la méme
précision sur A 3 A +A1 n'améliore pas Ao+

T o N R TR T A
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b) Les bornes |¢ -tfoll=||SO(T-To)Lf0||[l+u+0(e)] et

|hf-1teo+(pl)“ =||SO(T-T0)chH [(ut0(e)71 sont testées dans les tableaux
12 et 13 ol sont donnés les rapports

llp - ¢, ot i -(p o+ )
1S (T-To g, |l ”§0( -Io]‘f)o I

Les résultats expérimentaux sont meilleurs que ceux annoncés par la
theor1e pour 1'approximation de Nystrom . Si |[¢p- *f || est bien d'ordre
IIS (T- - Yo || on constate que ||'~f (Y 2+ l?':)" est d'ordre supérieur a

”So([-To)tpoll; le vecteur (f0+~P1 est une amélioration de\fo, ce que nous

n'avons pas su expliquer.

Les résultats théoriques et experwmentaux concordent dans le cas de
1! approx1mat1on de T par TG Le vecteurtf +\f1 est égal au vecteur propre
l? de 1'approximation de b]oan TS (voir 1'annexe pour la définition de

G

T, et To)' Le tableau 13 bis montre que les quant1tes||(T—TG)(f0H et

Sy,pS - S G, (oG <
"(T-To)$(ou sont du méme ordre ; donc ¢ =&fo+tpl n'améliore pas(f0

Cette différence dans 1e comportement des vecteurs propres des appro-
ximations -collectivement compactes- de Sloan et de Nystrbm est restée
inexpliquée.

Les résultats théoriques et expérimentaux relatifs aux approximations
collectivement compactes de Nystrotm et de Galerkine sont résumés dans les
tableaux ci-dessous :
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7‘7"
4

comportement théorique

~~~~~ ;- méthode de Nystroem

Chieer 1 méthode de Galerkine

¢) Les tableaux 14 et 15 donnent le comportement des séries de perturbation
D et I p Pour Tes opérateurs N1 et N2 approchés par la méthode de

n Nystrﬁm?

On observe une convergence par paliers de deux :

2k 2k+1
- pour la valeur propre I An et 1 ¢ donnent & peu prés la méme
n=0 =0 ' "
précision sur ) , comme prévu au pagraphe 3.
2k+1 2k+2
- pour le vecteur propre I Y et I {?n donnent & peu prés la méme
n=0 n=0

précision sur(f, ce qui n'annoncait pas le paragraphe 4.
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Tableau 11 - Opérateur COS approché par Tﬁ : premiére valeur propre

n 4 6 8 10 12 16 20 30

(1) 19,7-3|4,4-3{2,6-3]1,8-3{1,3-3/6,9-4{3,6-4[1,7-4
(2) [6,6-3(2,7-3]1,5-3|9,3-4}6,4-4|3,5-4] 2,2-4]9,2-5
(3) 15,6-3|2,5-3|1,4-3}9,1-4/6,3-4{3,6-4{ 2,3-4|1,1-4

(4) 0,68 |0,63 [0,56 |0,53 [0,48 |0,51 [0,60 |0,55

(5) }o,58 0,58 {0,54 |0,51 |0,48 |0,53 | 0,64 |0,67

Notations :

N

n : nombre de points de discrétisation de Tn

(1) =Tl

(2) = a2

(3) x-(Ag+xq)]

(4) = =2 7 IT-T ) @l

(5) = -OaDIT-T) @l
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Tableau 12 : opérateur N1 approché par Tg : quatre premigres valeurs et
vecteurs propres

Notations :
n, (1), (2), (3), (4), (5) : (6) = [l -4, ll
voir tableau 11 (7) : “‘? - (19 oF 1{)1){{

(8) = [l -y V(1)
(9) = 11 -togp) IV (1)

TP MTETOETEITE IO TETeT]
16| 6,4-413,4-4]3,6-410,54/0,56|2,9-3|2,7-5] 4,6{4,2-2

1 20y 3,5-4{2,2-4/2,3-410,61/0,65{1,6-3|9,3-6{ 4,4{2,6-2

30{ 1,5-4/9,0-5/1,1-4{0,59/0,72|7,2-4|2,0-6 4,7}1,3-2

20 3,5-412,2-4/2,3-4/0,62]0,66/6,3-3]1,5-4] 18 | 4,3

30{ 1,6-4}9,1-5}1,1-4{0,59/0,71}2,9-3{3,3-5 19 {0,21
16| 6,6-4}3,5-4)3,5-4{0,53| 0,54|2,8-2|2,5-3| 42 |3,8

3 20| 3,6-4{2,2-4}2,3-4/0,61{ 0,61}1,5-2{7,9-4] 41}2,2

30} 1,6-4{9,1-5/1,1-4/0,58 0,706,8-3]1,7-4] 43} 1,1

16| 6,3-4{3,6-4| 3,6-4/0,57 0,56{4,3-2]{6,2-3] 68} 9,8

4 20| 3,6-4}2,2-4] 2,3-410,62| 0,64}2,6-2]2,5-3] 7417

30{ 1,6-4{9,2-51,1-4]0,58 0,69]1,2-2{5,3-4f 77| 3.4
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Tableau 13 : Opérateur N2 approché par Tﬁ : trois premiers valeurs et
vecteurs propres. :

Notations : celles du tableau 12

Ve (1) J(2) {3) J(a)])](e) |(7) | (8)](F) .
8 |5,9-3/3,6-3/3,5-3/0,60/0,606,9-31,8-4{1,2(3,2-2

12|2,9-3{1,6-3|1,6-3[0,54 10,55 |3,5-3}4,0-5{1,2{1,4-2

6 {1,3-2]5,6-3|6,2-3{0,4410,49}3,9-2}3,2-3{3,1}0,26

218 {6,9-3/3,3-3]3,5-310,48}0,50{2,0-2]1,0-3{2,9(0,14

12{2,9-3]1,5-3{1,6-3|0,52{0,54|8,8-3|2,2-41{3,0{7,7-2

6 |1,3-2/8,3-3{5,9-3{0,63}|0,45}6,7-2}1,0-213,0]0,77

3 |8 |6,6-2]4,0-3|3,5-3}0,61(0,52{3,0-2}{2,6-3]4,6(0,39

1212,0-341,6-3|1,6-3]0,5410,5211,4-2|5,9-4{4,8 0,20

. G,y G S\S
Tableau 13 bis : valeurs de||(T-Tn)7'nH et."(T-Tn)ﬁ7n"

. oG 16 _ oS _YsS
On rappelle. ‘(fnv +?n ‘Lfn —(fn

2,9-311,5-3|9,3-4]6,3-4| 3,4-4{2,1-4} 9,2-5/5,0-5/ 2,7-5

2,0-3|1,0-3|6,1-4|4,1-4}2,2-4}1,4-4} 5,9-5}3,2-5 2,1-5

G
S
G| 1,9-2|7,6-3|4,1-3}2,6-3|1,8-3{9,9-4|6,4-3| 2,8-4} 1,5-4{7,0-5
S

NO O ™™ >xX m

9,0-3|3,3-31,7-3|1,1-3}7,0-4| 3,7-4{2,3-4] 1,0-5} 5,6-5 3,5-5




Tableau 14 : Méthede d'itération appliquée a 1'opérateur N1 approché par T?ﬁ

-9

Tk o 1] 2 3 2 5
(1) | 0,10. f -2,0-4 1,1-4 | 3,6-7] -1,2-7| -1,2-9
(2) | 9,0-5 | -1,1-4 -2,5-7{ 1,2-7] 9,3-10{ -2,6-10

L 103) 1,2 |2,2-3]0,49 |7,8-3 |0,28
1,0 |1,9-3)6,8-62,0-6/2,1-9 {4,2-9
(5) | 7,2-4 | 2,0-6 | 7,8-7 | 6,9-9|1,7-9 |2,6-11
(6) 2,8-3 10,39 |8,9-3]0,24 |1,5-2
(1) | 0,01..] -2,0-4| 1,1-4 {3,2-6|-9,3-7|-8,8-8
(2) | 9,1-5 | -1,1-4} -2,2-6| 1,0-6]7,2-8 |-1,6-8
(3) 11,2 |2,0-2 [0,86 [2,2-2 |0,23

T T 172 5,64 |1.04]1.65 |2.1-6
(5) | 6,8-3 | 1,7-4 |6,0-5 |5,0-6/9,6-7 |1,5-7
(6) 2,5-2 10,36 |8,3-2]0,19 0,16
(1) | 0,01..]-2,0-4{1,1-4 |1,4-6]-4,5-7]-1,8-8
(2) | 9,1-5 |-1,2-4|-9,8-7{4,7-7|1,5-8 |-3,8-9
(3) 1,2 |8,9-3 |0,48 [3,1-2 [0,26

“T@ [0 [7.653 114 |3.1-5]1,36 |2,4-7
(5) | 2,3-3 {3,2-5 [1,2-5 |4,4-7]9,8-8 |6,4-9
(6) 1,1-2 [0,38 |3,6-2]0,22 6,5-2
(1) 0,00..]-2,0-4{1,1-4 |5,6-6|-1,5-6|-2,6-7
(2) 19,2-5 |-1,1-4|-3,9-6|1,7-6 |2,2-7 |-4,1-8
3! 1,2 |3,5-2 {0,42 0,13 [o,19

YT o [502 11,73 [3.04)7.65 [7.2-6
(5) | 1,2-2 |5,3-4 |1,8-4 |2,7-5[4,1-6 [1,4-6
(6) 4,6-2 10,33 0,15 0,15 0,34

(1) :

(2) ¢

(3) :

(4) :

(5) :

(6)

Notations :

: numéro de la valeur

propre

: pas de 1'itération
Y



- 95 ~

Tableau 15 : Mathode d'itération appliquée a 1'opérateur N2 approché par Tgo

Notations : celles du tableau 14

(1) | o0,35.. |3,1-3|-1,6-3| 2,35 | -7,4-6} 3,1-7

(2)|-1,6-3{1,6-3|-1,6-5] 7,1-6 | -2,4-7/ 6,7-8
(3) 1,0 {1,0-2 | 0,45 |3,4-20,28

(4) 11,0 6,7-311,0-4 | 3,1-5]1,4-6 {3,0-7

(5) |3,5-3 }j4,0-5|1,6-5 | 5,8-7 }1,5-7 |9,1-9

(6) 1,1-2 { 0,40 3,6-2 0,26 ]6,0-2

(1) | -0,16..]3,1-3 | -1,5-3} -4,9-5/1,3-5 | 1,3-6

(2) {-1,5-3 |1,6-3 |3,4-5 | -1,4-5}-1,1-6}2,3-7

2 (3) 1,0 2,2-2 10,41 |7,8-2 (0,21

(4) |1,0 1,7-2 {5,3-4 {1,5-4 [1,5-5 }2,2-6

(5) {8,8-3 |2,2-4 {7,9-5 |6,8-6 }1,2-6 |2,1-7

6)| 2,6-2 10,35 | 8,6-2 {0,18 0,17

(1) {-0,10..13,2-3 |-1,5-3}-7,7-5{1,8-5 |3,2-6

(2) |-1,6-3 {1,5-3 |5,6-5 |-2,1-5}-3,1-6}5,1-8

(3) 0,95 |3,6-2 |0,38 0,15 [1,6-2

(4) {1,0 2,8-2 11,4-3 |3,2-4 |5,6-5

(5) |1,4-2 |5,9-4 [2,3-4 [1,7-4
(6) 4,1-2 |0,38 |0,74
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1V.CONCLUSION

Dans le cas général que nous avons envisagé la méthode d'itération
fournit un moyen pratique d‘'approcher les éléments propres X etfdeT
& partir de ceux de T,.

Dans le cas ol TO est proche de T au sens de la norme, la théorie
et les expériences numériques montrent que Tes séries DY et Z7°n convergent
de fagon réguliére, presque géométrique vers A et % . En particulier At AI
et f +'f) sont de nettes améliorations de A, et 'f .

Toujours dans ce cas, la partie II a donné des bornes d'erreur
calculables pour |A-A | et lrf—‘fou . Si 1'on veut des bornes précises
i1 est certainement préférable de calculer le quotient de Rayleigh associé
aT, P ng et d'appliquer les résultats du chapitre II.

" Dans le cas ol To est proche de T au sens de la convergence collec-
tivement compacte, les séries X, et E?Z»convergent par paliers de deux
vers A et ¥ : il faut itérer deux fois avant d'améliorer le résultat
précédent.

Pour la valeur propre la théorie et les expériences numériques
. iy . P
montrent que : At Ay + Ay améliore AO, mais At Ay o0 améliore pas A,.

Pour le vecteur propre, les expériences numériques montrent que
dans certains cas, (méthode de Nystrim) P+, améliore ¥, mais
“foih ‘fl-r ‘f’z n'améliore pas ¥ ot Yl, alors que dans d'autres cas (méthode
de Sluan) f +. n'améliore pas fo
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CHAPITRE - 1V
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I - INTRODUCTION

Notre but est de généraliser les calculs faits au chapitre II
pour approcher un vecteur propre et une valeur propre de 1'opérateur T,
et de les appliquer & la détermination approchée d'un sous-espace
invariant de T et de 1a matrice représentant T dans ce sous-espace.

Notre motivation vient du fait que les calculs exposés aux
chapitres précédents ne sont plus valables si Ay est une valeur propre
multiple de 1'opérateur TO qui approche T. En pratique, si Ao est simple
mais non pas "assez isolée" du reste du spectre de TO, il n'‘est pas
siir que les itérations convergent ; en effetll§on peut alors étre
trés grand (rappelons :|[§o“ > 1/distance (A, o(T )-{x,})) et 1a
condition € < 1/4 peut ne pas étre vérifiée.

Les calculs que nous allons développer dans ce chapitre sont,
formellement, les mémes qu'au chapitre II.

L'idée directrice est la suivante : étant donné une approximation
To de T et un sous-espace invariant ﬁo de TO, itérer a partir de ﬁo de

facon a approcher un sous-espace invariant @ de T.
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IT - PRELIMINAIRES

Dans cette partie nous précisons les définitions, notations,
hypothéses valables pour toute la suite du chapitre.

Puisque le formalisme est le méme dans ce chapitre que dans le
chapitre 1I, les notations et les définitions apparaissent particuliérement

importantes.

1. Cadre ; premiéres notations

a)  Soit X un espace de Banach sur C, normé par ||.)|. Soit g un entier
naturel non nul.
L'espace X9 sera muni d'une des deux normes suivantes :

q
- X = (xl,...,xq) e X8 +'Hx{h Nl(xl,...,xq) = 1§1i‘xi“

i

C oy = q )
X (XI""’xq) e X e-quq Nm(xl,...,xq) mgxl}xiﬁ

Dans le cas ou X est un espace de Hilbert, on pourra aussi munir
x9 de 1a norme suivante :

q
- x = (xpaeeeaxg) € X Il = Mplxpaeee k) = (2, il y1/2

L'introduction de ces normes sur Xq, n'est pas essentielle (on
pourrait se contenter de toute norme équivalente) mais améne des
simplifications par 1a suite (voir le paragraphe 2.b.a).

La norme d'un opérateur linéaire continu
T : X% 5 x9 sera notee [T .
: , 9,9
L'espace (X*)q sera muni de la norme NN, ou N2 suivant que x4

est muni respectivement de la norme Ny, Ny ou N,. La norme de
(x*)9 sera notge abusivementitqu, comme celle de X9.
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Soit x = (xl,o,.,xq) un élémeni de XV et soit y* = (y;,...,y;) un
é1ément de (X*)q¢

P * M .
Nous désignerons par <x,y > la matrice q x q suivante :

i,J) > <x.,y:>  (dualité entre X et X*)
L N | ‘

Si on munit €7 de 1a "méme norme" Nl’ N_ ou N2 que Xq. alors on
vérifie :

oy ™1 < Xl Iy il

Soit T : D ¢ X + X un opérateur fermé de domaine D dense dans X.

Nous désignerons par T son extension naturelle a X%, définie par :

-

T:p% x84y

T(xl,...,xq) = (Txl,...,qu)

Il est évident que T est un opérateur fermé de domaine 09 dense

dans X3 ; de plus si T est borné : ||T|| = Hﬂlq q°

Soit T : D < X » X un opérateur fermé de domaine D dense dans X,

et 7% : D* < X* + X" son adjoint.
Soient x et y* deux &léments de DY et (D*)q respectivement.

I1 est facile de vérifier la relation (matricielle) suivante :
<'}X ’.y*> = <X, (T*)y*>

Remarquons que, si T est un opérateur quelconque de X9 dans Xq,
la relation : <Tx,y*> = <x,T*y*> est fausse en général.
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2. Opérateurs matriciels

a)

b)

Définition : 3

. s .

Considérons Ta matrice q x q M a coefficients dans C :
M= (m'd)
A cette matrice nous associons 1'opérateur :

M= x93

q . q -
: (xl,...,xq) + {3 ml’xx},.,., b mq’ix})
i=1 i=1

=

IT1 est clair que M est un opérateur linéaire continu dé&fini sur X9,
Nous dirons que M est 1'opérateur matriciel associé & la matrice M.

e - -

o) Lemme : L'espace x9 &tant muni d'une des normes Nl, N_, ou N2
dans le cas hilbertien, si on munit€? respectivement
desla "méme gnrme“ Nl’ N, ou Nz, alors la norme de
1'opérateur M : X9 > x4 égale la norme de la matrice M
considérée comme opérateur de t9 dans 09, v
E‘app]ication qui @ Ta matrice M €q§(cq) associe 1'opérateur

M e&ﬁ(xq) est un homomorphisme d‘algabre de Banach.

Nous ne donnerons pas la démonstration, facile a &tablir.
L'importance de ce lemme est qu'il permet de manipuler les opérateurs
matriciels M comme des matrices.

B) Remarque : Soit M un opérateur matriciel, et T : Dc X > X un
opérateur fermé de domaine dense D dans X. Il est facile de vérifier
que TM et MT sont des opérateurs fermés de méme domaine DY dense
dans Xq, et de plus :

vx ¢ DY, TMx = MTx
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Si M'l ekiste, alors en vertu de 1'homomorphisme déja signalé :

vx e 09, Tx = ()7L e = Yy T

3. Généralisation de la notion de résolvante réduite

a) Hypothéses ; généralités

Soit T D < X -+ X un opérateur fermé de domaine dense D dans
X, et so1t T son extension 3 XJ.

Considérons une partie isolée du spectre de To formée d'exactement
g valeurs propres comptées avec leurs ordres de multiplicité

b iad . q
algébrique : AO,..Q,AO.

Soit P0 la projection spectrale associée aux valeurs propres (x;...xg)
L'opérateur PO peut s'écrire :

RS

p q -.*r > ‘F
o 0
i= 1<Qo«f0

ol (cea,...,cpg) est une base normée de POX et ol 6{21,...,ty;q)
est une base normée de ng* associée & la précédente et qui vérifie :

]

<ospel> =0 sidifd

<LP;9(f;1> $#0

it

Posons : @ ;(‘Yés’-~stfg) e XT

i

* %1 *
Bo = (45 seenstfh]) e XM

D'aprés le paragraphe 1.b., <¢0,9 > représente la matrice q x q

diagonaie d'éléments <§b LP;‘
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Puisque @0 est un systéme de vecteurs invariants, on a :

q i
0?0 i 1 3;540

avec i %]
a;, = <To %o Po >

ij 1 %
< 190, ‘?O >

Ce qui veut dire que dans la base ﬁo, 1*opérateur T est représente
par la matrice :

*
An h (aij) - <90’¢0> Toﬂe’ﬂ0>

(se souvenir des notations du paragraphe 1.B)

-~

Signalons aussi la relation TOQG = AOQO

Définition de 1a résolvante réduite de To en ké,..kg

a) I1 est clair que P x4 = (P X)q et (1- P )Xq [(1-P )X}q sont
des sous-espaces 1nvar1ants par 1' operateur matriciel A .

Aussi, la projection F décompose 1'opérateur T au sens de [ 6]
p. 172 ;5 i1 ne s'agit 1a que de la genera11sat10n de la notion de
sous-espaces invariants pour un opérateur fermé, qui se traduit
par :

-'XeDgniSqu‘—‘Z'%QXel;OXqv
- q W o Ty . (1om vd
X € DO n (1 PO)X > Tox e (1 PO)X

-~

Remarquons aussi que T -A : pY < X3 5 x9 est un opérateur fermé de
domaine dense DY dans Xq, et qu'il est décomposé par la projection P .

8 S e



(1)

(2)
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De plus
0 , VxeXt

1

- (TO-AU)POX

0 , ¥xc oY

&}

- PO(TO—AO)X

8) Nous allons maintenant montrer que 1'opérateur
(TO-AO) (1- P )Dq c (1- P )Xq + (1-P )Xq a un inverse continu.

On cherche donc & résoudre en x :

-

(To-Ag)x =y
avec R :
- x e (1-P )

-Ye (1~P0)Xq , donné

La matrice Ay peut s'écrire

= q"lg

o0 Q est une matrice inversible et L est une matrice triangulaire

supérieure dont les pivots sont A;.
En vertu des remarques faites au paragraphe 2b, 1'équation (1)
équivaut successivement a :

(T,-071L0)x =
(T,-L)0x = Qy
Posons u = ax et v = ay ;3 on a

U e (1~Po)og et v ¢ (1~PO)Xq



(3)

(4)
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L'équation (2) se-détaille ainsi :

31 =
(TO AG)U}- - (Ll’zuz +‘co”§" ngquq)""vl

a-1,9%"Vg-1

avec : u; « (I—P{})D0 et Vi€ (1~PG)X
La résolution de ce systéme équivaut & la résolution de q équations
du type suivant :

(T, ~z‘)uﬁ =W,

Uy € (1*?0)30, W e (I*PO)X
Soient P : X+ X la projection spectra?e etS; : X~+X1la résolvante
réduite assocxees d la valeur propre k (rappelons que le rang de
P égale la mu?t%pf1c1te algébrique de A s c'est-d~dire le nombre

ée fois que la valeur A apparait dans ?a suite A senesid )

Puisque Pa est la projection spectrale associée 3 toutes les valeurs
1 q .
propres ko"‘ o? Ona:

(1-P,)D, < (1-P;)D,
(1-P,)X = (1-P)X

Avec ces remarques et les propriédtas de Si’ il est inmédiat que (4)
équivaut 3 :

uj e (IvPO)BO s Wy e (leO)X



Le systéme (3) équivaut donc au suivant :

/ uq = Sqlvq]
“a-1 7 %q-10g-1""a-1,0%
sy 4
Uy = Sl[v1+L1’2u2 +...+ Ll,quq]

On obtient ainsi u en fonction de v de fagon continue.
Puisque v = Qy et u = Qx, 1'équation initiale (1) est résoluble
de facon continue.

Autrement dit : 1'opérateur TO-AO : (I—PO)Dg -+ (I-PO)Xq admet un
inverse continu que nous noterons :

S (1-P )X > (1-p )03 c (1-P)X%.

-

L'opérateur S, est expl1cite par le systéme (5) et le changement de
variables : v Qy et u Qx

Soit S, 1'extension suivante de §0

S0 ¢ X9 - x4

X POXq > S X = 0

-p )X - =3
x e (1 PO)X > Sox Sox

Nous dirons que S0 est Ia résolvante réduite de T aux points Al,..kq
Remarquons : S X9 = (1- -p )Dq
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L'opérateur S0 vérifie :
- Sopo = Posg =0
- ¥x e DY, S (T -A )X = (1-P )x

-vx e XY, (T -A)S % = (1-P,)x

II1 - APPROXIMATION D'UN SOUS-ESPACE INVARIANT D'UN OPERATEUR LINEAIRE
PAR ITERATION : PRESENTATION FORMELLE

1) Hypothéses

Soient T : Dc X>XetT  :D X=X deux opérateurs fermés de
domaines denses D et D avec D < D. Soient T et Ta leurs extensions
naturelles a Xq

Nous supposerons connaitre une partie isolée du spectre de T0
formée de q valeurs propres comptées avec leurs ordres de multiplicité
algébrique : Aé...lg.

‘ 0 * 1 xi v o
Pour le reste, les grandeurs PG, Pa’ Qo’ go"fb"?o . AO, Ao, So’ SO
ont déja été définies dans la partie II précédente..

2) Les itérations

Nous allons exhiber deux séries 12 ¢1 et & A respectivement dans
X9 et {f(@q). sans nous préoccuper de 1éur ccnve}gence 3 faisons cependant
remarquer que, avec les hypothéses précédentes, chaque terme ﬂi ou Ai
sera défini et effectivement calculable.
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On considére la famille d'opérateurs suivante :
o ~ ~ - //.N\
T(t) = T#(T-T ) = To+t(T-T ), pour t < €

T(t) : 03 < x9 - x9
(d'aprés les résultats du chapitre I, on sait que, s'il existe z, ¢ p(To),
alors, pour tout t vérifiant |t] < r(T-T,IR(T,,z,)), 1'opérateur T(t)
est fermé de domaine Dg, Mais jci nous ne considérons t que comme un
paramétre formel, seul le cas T(1) = T nous intéressera ; il nous suffit
que les opérateurs T(t) soient de domaine Dg).

Considérons un systéme de q vecteurs @(t) = (t{‘(t)....,qg(t))e x4,
dépendant analytiquement de t.

I1 est clair que @(t) est un systéme invariant par T(t), si et
seulement siil existe une matrice q x q A(t) telle que :

(6) T(6)(t) = A(£)(t)
Posons : B(t) = ; t"ﬂn
n=0
A(t) = Y "
(t) R

-

oll 00 et Ay sont les éléments propres déja dafinis associés a To’

Si, dans (6),0on identifie les puissances de n, on obtient les
relations suivantes :

(To=8)0y = ~(T-T)0 y* kil M P » N2l

Si on impose a Qn, n > 1, d'appartenir & (}-Po)Dg, cette équation équivaut
aux deux suivantes, aprés composition par P0 et (1~P0) :
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0= ~PO(T-T0)¢n_1+AnQO n=>1
" o~ n-1 ~
(TO-AO)QJn = -(1- -p )(T T 001" kzl Aok 2 n 21
D'od on tire :
n-1 -
Qn = S [- (T T )ﬂn 1+k21 Akﬁ k} nx=1

(7)

o4
]

v

[y

- *
n <ﬁ0,¢0> <(T-T0)¢n_1,ﬂo> n

Puisque S est a va}eurs dans Dq, le vecteur Q appartient a Dq (qui est
inclus dans Dq) ; et (T T)ﬂ ex1ste

Les termes‘@n et An sont donc bien définis.

3) Un résultat de convergence

a) Le vecteur ﬂ » 0 21, peut aussi s'écrire 9 = S ? o0 le vecteur
? appartient a (1 P )X et, avec A s Verifie les relat1ons récur-
rentes suivantes :

¥y = -(1-P)(F-T )o_

_ * =] =02 %
= By00y> <(T'To)g,o”@f

(8) - . n-1 .
v = -(1~P0)(T-T0)SOW +kzl AkS Yoo 2 n=z2

- * ~1 == *
Ay = Bys0y> (T-Tg)S Y1005 n =2

L'intérét des formules (8) par rapport (7), est de mettre en évidence
1'opérateur (T--TO)S0 ¢ X9 - x4 qui est borné.
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b) Lemme : Supposons que les séries suivantes convergent :
- L l[wnu dans X9
n=1

£ Jiall dans (€%
n=0

o o0y

alors les séries I An et L ”n convergent respectivement vers A
n=0 n=0
(dans~2f(€q)) et @ (dans Xq), et on a :

Autrement dit : @ est un systéme de vecteurs invariants par T ; ce
systéme est libre puisque ﬂo 1'est ; dans la base @, T est représenté
par la matrice A .

" Nous ne donnerons pas la démonstration de ce lemme, celle donnée au
chapitre I dans le cas simple se généralisant immédiatement & ce cas.

4) Remarque

Soit T un opérateur approché en norme ou de fagon collectivement
compacte par une suite Tn ; pour n assez grand on peut appliquer les
itérations définies par (7) & T et T0 = Tﬂ, comme nous 1'avons vu au
chapitre III dans le cas simple.

Nous n'avons pas d'expérience numérique a ce sujet.
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IV - CAS D'UN OPERATEUR QUASI-DECOMPOSE PAR UNE PROJECTION

1) Hypothése

Soit T : D ¢ X > X un opérateur fermé de domaine dense D.
Soit P_ : X + X une projection continue de rang q telle que P Xcb
et sz < D* (D* est le domaine de définition de T *y.

L'opérateur PO peut s'écrire :
q ”k‘jo

P = Z — T

oa p, = (uyi,..,,&p ) ¢ b9

et @, = (LPgl,...,if;q) e (D")% sont deux systames de vecteurs normés
tels que :

Qg =0 sid A
i *i
. <L?0"‘PQ>
L'opérateur POTPO : X+ X est défini et borné ; sa restriction & P X aq

valeurs propres ké Aq L'hypothése P X < D* assure que 1' operateur
T0 défini par :

Tx= POTP0x+(1-P0)T(1~PO)x,

est fermé (ou, de fagon équivalente, que 1'opérateur (1~P0)T(1-Pﬂ): DcX~+X
est fermé -voir 1a remarque 1.4 du chapitre II).

Nous supposerons que le spectre de la restriction de (1-P )T(l ~P )
(1-P )X ne contient aucune des valeurs Ao,. .,kq
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Ces hypothéses assurent que P est 1a projection spectrale de T
associée au groupe de valeurs A‘ Aq, et que la résolvante redulte
S0 X9 5> x9 de T en ces p01nts ex15te (voir le paragraphe 11.3.b.) ;
on notera S la restr1ct1on de S, & (1- Po)Xq.

Le systéme wo est invariant par T0° Soit Ao la matrice qui
représente To dans 1a base ﬂo ; ona:

= <Dy IT 0000 = <B 0% LeTp gt

Ao an

Vx ¢ X9, P TP X = PP JTP X =

=3
Q

Pox

2) Notations :

Les notations sont les suivantes :

= (1-T,)8,

U= s (T-T.)8,

n

f (T —T )Q » qui est défini car ﬂ appartient aux domaines
T" et de T*

i
-

. “x ok
n = ll<s,(T1-T)8,, (T*-T5)9 5|

= s 0y Vio
) -1
- p =ll<0,.0.>7 |l
-7 =}3
* *

S(x),s Sk(x), a8y ont été définis au paragraphe 1.3 du chapitre II.
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Remarque :

- n et p sont des normes de matrices daasdﬁ(ﬁq) ou des normes
d'opérateurs matriciels danscif(xq), en vertu du lemme I1I.2.b.a.

3) Les itérations

-~ A

Appliquées a T et %0 = POTPO+(1-PO)T(1-§O), les itérations
définies par (7) et (8) s'écrivent : ‘ '

- ~ A A
01 = -SO(I-PO)T¢O = —SOTQO
- \
(9) ~onl .
p. =S I AP s n=2
n 0 =1 k"n~k
_ e *
My = BB I<TB 18>, nz2
i) A
wl = w(l—PO)TQO
A1 =0
(10} Cpel-
¥ =85 I AV s, n=z2
n 0 k"l k n"k
_ * =] = *
An = <¢0,ﬂo> <50¥n~1,vo> s h=2

4) Théoréme de convergence

Les séries & ?n et & An peuvent &tre étudiées comme nous avons
n n
étudié les séries = Wn et I\, dans la partie II du chapitre 1I, dans Te

cas d'une valeur prgpre simple.
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Nous ne referons pas entiérement cette é&tude, nous contentant de donner
1'hypothése de récurrence vérifiée par les coefficients Y, et d'énoncer
le théoréme de convergence qui en découle.

e - = e e . B - On R A

Pour k = 1, on a :

Yor = 0

Yore1 = M So TPy
Mk : (1—!30)Xq + (l-l;O)Xq est un opérateur continu tel que :

-1
i1l < ay np €

PS4 Fp=h AP LK

Si e < 1/4 alors :

[es)

a) La série I wk converge vers un systéme § de q vecteurs indépen-
k=0

dants ; le sous-espace engendré par @ est invariant par T ; on a :
Poﬂ = Qo'

b) On a Tes bornes d'erreur suivantes :

2k+1 2k+2
- L . = - L .
- "2 g =lio- 5 9l
nT glul
< '—_?T“_EL" Sk+1(e) R k=0
nralU, Il

18- )1, < lully + —=—L 5y(e)

€
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c) Les bornes suivantes sont un peu moins fines, mais plus simples :

2k+1 2k+2
lo- = plg =0z Bl

sllqlq Seerfe) s k=0

1-01q = 14l Se)

o

d) La série ﬁk converge vers une matrice q x q A qui représente
1a matrick™de T dans 1a base ¢ :

-~

= AP

e) On a les bornes d'erreur suivantes :
“ 2k i ! 2k+1
A- 3 A =A% Al np Sp{e)s k= O
i=0 ! i=0 k

En particulier :
Ha-a,li =1§A~(Ao+ﬁ1x{s np S{e).

Rappelons que les normes matricielles qui interviennent sont
définies par les normes N, ou N_ (ou N, quand X est un Hilbert)
de ¢4 (voir le paragraphe II.l.a.).

La condition €< 1/4 entrainant 1 < S{e) < 2, Te théoréme précédent
permet d'obtenir des bornes trés simples pourl[ﬂ~¢glg et {lA- Ajl.
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Corollaire :
Si e<1/4, alors :

lIA-Agll < 2np = Al<S (T-T )8, (T*-T5)0> 1. 1P, |

10-8, L, < 21Ul = Als,(T-T)al

5. Intérét du théoréme de convergence et des itérations

Lorsque 1a condition de convergence (e < 1/4) est vérifige, les
formules (9) du paragraphe 3 fournissent d'une part une série Z ﬂ dans
x4 qui converge vers une base d'un sous-espace invariant de T, et d autre
part une série Z A de matrices q x q qui converge vers la matrice
qui représente T dans la base @.

n

Le spectre des matrices successives 50 Ak converge vers le spectre

de A, donc vers une partie du spectre de T.

Les itérations fournissent un moyen d'approcher simultanément plusieurs
valeurs propres de T (ou une valeur propre multiple) et le sous-espace
invariant total qui leur est associé.

Limitons nous au pas n = 0 de 1'itération.
Posons o = np S(¢), o' = ”Ulh S(e).
On a:

(1) A=Al

IA
Q

[
R

(12)  [lp-pglg = o

La relation (11) fournit une premiére estimation de la distance entre le
spectre de Ao et celui de A : chaque valeur propre de A approche une
valeur propre de A (donc de T) & 1'ordre O (al/q) (vo1r (31 p. 63).
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Cette précision est souvent médiocre. Nous allons examiner rapidement
deux cas (non exhaustifs, mais auxquels il est possible de se ramener)
ol on peut améliorer la connaissance du spectre de A.

- Le spectre de A, est formé de q valeurs propres simples suffisamment
isolées les unes des autres,

A partir de 1'information fournie par A, et ﬁo’ on définit q projec-
tions P; (i =1,...,q9) de rang 1, et on applique les résultats du chapitre
Il & 1a décomposition

i i i i i

PQ T Po + (I—PG) T (1~PO) de T par Po

{voir Te second exemple numérique : 6.b).

- Le spectre de A, est formé de q valeurs propres proches les unes
des autres.

On ne cherche plus & estimer séparément les valeurs propres de A par
celles de Ao’ mais la moyenne x des valeurs propres de A par 1a moyenne A
de celles de A,. '

o

De {(11) on déduit immédiatement :
-1 ftrace (A-A )] < o
qt oft T 7
Si A a une valeur propre de multiplicité q; la relation (12) précise
1'erreur sur le sous-espace invariant (sur le sous-espace propre si la

valeur propre est semi-simple}.

(voir le premier exemple numérique : 6.a).



6) Exemples numériques

1

0,999 999500
~0,001

0
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0,001
1,002 001 999
0,001 997 999
0,001

Cas d'une valeur propre double (3 10-9 prés)

0,999 999 500
2,001 997 999
2,997 998 001
0,999 999 500

2
1,000 999 500
0,998 999 500
2

Aux erreurs d'arrondi prés T est la matrice : Q—IAQ avec :

1 0o 1 2 1 0 0 0

A = 1 1 2 1 ,Q = 0 cosa -sina O ,a=Arcsin10-3
0 0 3 1 0 sina cosa O
0 0 1 2 0 0 0 1

Les valeurs propres de T sont :

M o= 1,000 000 00O
Ay = 1,000 000 000
Ay = 1,381 968 024
Ay = 3,618 031 976

Le systeéme @ suivant est une base du sous-espace invariant de T associé

a xl et Az :
"1 ; 0 1
g = 0 4 1
.0 ; 0,001 000 000
0 5 0
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Dans cette base T a pour matrice :

1,000 000 000 0,000 000 000
A =
1,000 000 000 1,000 000 000
4
L'espace C* sera muni de Ta norme I |x;]
i=1

La matrice T sera décomposée par la projection orthogonale P0 sur les
deux premiers vecteurs de bases.
Dans la base :

1 0
0 1

Q =

o 0 0
0 0

1'opérateur To = POTPO+(1-PO)T(1-PO) est représent@ par 1a matrice :
1 0,001
0,999 999 500 1,002 001 999

Les valeurs propres de Ao sont :

il

1
"o
XO

0,969 362 392
1,032 639 607

i

Dans la base {(e3,0), (e4,0), (0,e3), (0,e4)} on a :

1,006 071 ~1,008 104 0,002 026  -0,003 039
g . -1,009 112 2,013 165  -0,003 042 0,005 062
0 2,026 342 -3,038 501 1,010 129 -1,014 187

-3,041 543 5,061 798 -1,015 202 2,023 299
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et ~0,001 005
Sy - 0,001 008
0o -0,001 022
0,003 036

De plus :

0,001 011 0,005 051
S ULV =
-0,001 003 0,000 993

D'oi les quantités suivantes :

H
[y

- P

!
—
1]

11, 12

z ) -3
- 1I5,0, 1l = 6,26.10

*
Ilvgll = 2,00

- €=20,139 < 1/4

S(e) = 1,200

n=6,04.10"3

3

np S(e) = 7,3.10°

IS MIs(e) = 7,5.1073
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D'ot les estimations suivantes :

- |1, < 7,3.1073
3

valeur exacte : 3,0.107°,

- |le o)l < 7,5.107

valeur exacte : 1,().10_3

Au vu des valeurs propres de As a matrice A (donc T) a deux valeurs
propres proghes de 1 ; la moyenne Ao = (A1+A2)/2 = 1,001 001 approche
1a moyenne ) = (A1+A2)/2 avec la précision prévue :

lio—i} <7,3.1073

valeur exacte : 1,0.10-3

deux valeurs propres bien séparées

4
C* est muni de la norme = [x5]
i=1

, avec o = 3,107

N ™ == Do

1
2
3
o

[ B e )
DR =N

Valeurs propres de T :

Ay = -0,414 782 159
Az = 2,407,408 618
A3 = 3,010 364 487

1,997 009 053

>
=N
!
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Sous-espace invariant associé aux valeurs propres Al et A, :

1 N ¢

0 I |
~0,001 456 126 ; 0,002 936 395
-0,000 013 395 ; 0,000 018 382

Vecteurs propres associés respectivement a Ay et AZ :

1,000 000 000 ; 1,000 000 000
-0,707 701 289 ; 0,705 494 153
0,000 621 965 ; -0,003 527 735
-0,000 000 773 ; -0,000 025 977

8) On décompose T par la projection orthogonale sur les deux premiers
vecteurs de base.

1 2 i 0 1 0 0 O

- - 10 1 *_

Ao - ﬂo' 0 0 ' Qo“
1 1 0 0 0 1 0 O

Valeurs propres de A0 :

1-v2 = -0,414 213 562
1+/2 = 2,414 213 562

xl
2
A0

Dans 1a base {(93,0) : (e4,0) : (0,e3) ; (0,e4)] on a:

-2-a a-4 2420 -6
_ 1 -4ata? 2-2a -6a. 4420
ST aawr |-l -3 ~4-20 -8+2a

-~

-3u Z+o  -8o+2a? 4-4a
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0 ~2420
0 _ ~-6o

y = s S U =%

0 o 00 5 gysa? -4-20
0 -8Bo+20.2

*

Vo = [13232;1]

D'oll

~2~100. -4-180+4a”

{

SU W=t

00’0 o o
2-Buta” | gpy -8-l12ata?

Y) D'ol :

I =11-460+0(c?) # 10,86

115,U, 1l = 3a-5a2+0(a3)‘# 8,96.107°
lvgll = 2

n = 6o~9%?

£ = 66a-24502+0(a®) # 0,196

S(e) = 1,36

D'oi les estimations :

5932, e WP U s it
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A~ < 24,3.1073

valeur exacte : 8,9,10-3

- ”ﬂ-ﬁoll < 0,012 0
valeur exacte : 0,003 4

Sur cet exemple les valeurs propres de Ao sont bien séparées.

e e
| _ .2 ’2 _ 2
Les vecteurs ‘fo =e -y et Yl=e 4 %

sont des vecteurs propres de To‘
Si on traite les deux valeurs propres séparément, en appliquant les
résultats du chapitre 11, et en décomposant T d‘'abord par la projection

Pé sur tfé paralléiement 3 (\f;,e3,e4), puis par la projection Pé
sur ¢’ parallelement a (l{(‘),e3.e4), on trouve :

. premiére valeur propre :

e =1,17.10"3
x; = 1-/2 = -0,414 213 562
e
1, _ 2
(fo "4 /7?2

[Aé-xll < 0,69.1073 ; valeur exacte : 0,57.1073

”(fg-ifln < 1,8.1073 ; valeur exacte : 1,2.10™°
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. deuxiéme valeur propre :

e = 0,144
£}
Aé = 1+/2 = 1,414 213 562
e
2
1 - ————
?’o et V2

3 3

lxg-xzi < 10,1.107° ; valeur exacte : 6,8.10"

H‘ff;“fﬂt < 9,2.10“3 ; valeur exacte : 5,2.10"3
On remarquera que pour la valeur propre A' bien séparée du reste du

spectre de Tla quantité e est trés inférieure a 1/4 ; alors que pour
A%, moins bien isolée la quantité e est assez voisine de 1/4.
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V - CONCLUSION

L'intérét de ce chapitre est d'avoir généralisé Tes résultats du
chapitre I1. Cette généralisation est indispensable dans le cas d'une
valeur propre multiple et utile dans le cas de valeurs propres non assez
isolées les unes des autres. ‘

Les itérations envisagées fournissent & 1a fois un moyen de calcul
pour approcher le sous-espace invariant § et Ta matrice A, et un outil
théorique pour estimer 1'erreur sur 1'approximation.

Formellement, les résultats de ce chapitre et ceux du chapitre II
sont les mémes. /

Le terme principal de 1'erreur sur l]A—AOH.est 1a norme de 1la
matrice

1= ,22 “y
By oly>  So(T-T )P o (T*-T7)87>,
et sur Hﬂ-ﬂd]q c'est 1a norme dans X9 du vecteur 50(%~%0)Q0.

Signalons que dans [ 7 1, Lemordant étudie aussi 1'approximation
d'une partie du spectre de T, quand on le décompose par une projection
PO de rang q. L'étude repose sur 1'examen de la série de perturbation de
1a moyenne des valeurs propres.
Sojt AO la moyenne des valeurs propres de AO ; des bornes sur la distance
a AO des valeurs propres de A, et de leur moyenne sont données, ainsi
gu’un minorant du rayon d'isolation des valeurs propres de A autour de
Ao. IT est difficile de comparer ces résultats aux ndtres car les quantités
qui mesurent 1'approximation sont différentes. Disons seulement que les

bornes d'erreur semblent du méme ordre.
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ANNEXE

APPROXIMATION D'OPERATEURS INTEGRAUX COMPACTS

I - APPROXIMATION SPECTRALE D'OPERATEURS

Soit X un espace de Banach sur €, T : X + X un opérateur borné et
Tn : X » X une suite d'opérateurs bornés.

Nous considérons les deux types de convergence suivants de Tn vefs T
(voir [3] chapitre 2).

Définition 1
Tn converge vers T en norme si :

(T -Tl+ 0, n > w.

Péfinition 2

'Tn converge vers T de fagon collectivement compacte si (voir [1})
- ¥x e X, Tnx + TX, 0+ »,

-u (T-Tn)B est relativement compact dans X, ot B est 1a boule
" unité de X.

Soit A une valeur propre simple isolée de T et ¢ un vecteur propre
normé associé a T et X .

La propriété suivante est commune aux deux notions de convergence
définies ci-dessus.
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PROPRIETE :
IT existe une suite A de valeurs propres de Tn’ et une suiteff;
de vecteurs propres associés a Tn et A\ tels que :

)\n+x,n+m

Lfn-*(f,n-rm

De plus, la quantité n, = H(Tn~T)t{nu tend vers zéro quand n tend vers
1'infini et régle 1a convergence

Ap~d = 0(n,)

i

H

Yyt = 0n,)
Soittf; un vecteur propre normé associé 3 T; et Xn'
Posons : Ay = A et soit A, le premier itéré obtenu par les formules (8)
du chapitre I.
<ann’q§>

Soit : PO B e = )\sdkxi
> .
n <Lfnsq‘§ nn

' . ’ . . *
le quotient de Rayleigh de Tn formé sury, ettgn.

PROPRIETE :
Le quotient de Rayleigh P, converge vers A; la convergence est
s 1= s % * T XTI
réglée par la quantité €np> AVEC T = ||(T Tn)tfnu :

A-pp = O(RRH;)

Si Tn converge vers T en norme, alors n; tend vers O quand n tend vers
1'infini, et (o est une approximation "d'ordre 2" nnn; de A. (tableaux 1,2,3
du chapitre II et 8,9,10 du chapitre III).

Si Tn converge vers T de fagon collectivement compacte, en général

n; ne tend pas vers 0 et p, n'est qu'une approximation "d'ordre 1" N, de
A | Py n'améliore pas An) (tableaux 11, 12, 13 du chapitre III).
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II - APPROXIMATION SPECTRALE D'OPERATEURS INTEGRAUX COMPACTS

1. Opérateurs intégraux compacts

On désigne maintenant indifféremment par X 1‘espace %2(0,1) ou

&(0,1).

Soit k : (x,t) € [0,11% + € une fonction continue

L'opérateur T : X -+ X défini par :
1
Tx(s) = I k(s,t)x(t)dt
0

est un opérateur compact.

2. Approximation d'un opérateur compact par des méthodes de projection

Soit Ty * X -+ X une suite de projections qui converge ponctuellement
vers 1'identite.

On considére les approximations suivantes de T (opérateur compact) :

. Tn = ﬂnTnn approximation de Galerkine
S N

. T" = Twn approximation de Sioan

. Ti = nnT approximation de projection

Les approximations Tg et Ti convergent vers T de fagon collectivement
compacte, alors que Tn converge vers T en norme.
. i s ie 2 G S P
Indigons par G, S, P les éléments propres relatifs a T“, Tn’ Tn H
0 = 1 2 1] - 1 PPRE] Py
rappelions que An An’ An’ An ... et tpn ‘fn"?n s... désignent les premiers
termes fournis par les itérations (8) du chapitre I, et que nous posons :

= 30411
pn An+An.
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Les &léments propres associés a ?ﬁ, Ti et Tﬁ vérifient :

G_,G_.,5_.P
o= A= =)
1
(1) . A6 +AnG e A G L L
oG

-4,

Puisque Ti est une approximation en norme de T, d'aprés la partie II du
chapitre I1I, on a :

. A-A °P

= 0(n )
oP, . 1P PP p
.A—(xn A, } = G(nnen) avec e, +0, n->owo,

D'olt 1'on déduit, d*aprés les relations (1) :

i P
= 0(n,)
. k»pg = A~pz = 8(“§5n)

Ce qui montre que pi = pg est une amélioration de Ag {tableaux 1,2,3 du
chapitre II).

Puisque Tg est une approximation collectivement compacte de T, d'aprés
la partie IIT du chapitre IIl on a :

oG G
N "f *‘fn = O(Hn)
Y- (tfn +Lfm) =y -ifi = G(ngug), o ug est un coef-
ficient -borné- qui ne tend pas vers zéro en général.

lLe vecteurtfi n'est donc pas en général une approximation detfg
(tableau 13 bis chapitre III).
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3. Approximation d'un opérateur intégral compact par Ta méthode de Nystrom

Considérons une suite de fonctionnelles linéaires de X dans C définie
par : )
n

x> I p, x(t,,n) ;
=1 D |

et qui converge ponctuellement vers la fonctionnelle :

1
X + J x(t)dt.
0

La méthode de Nystrom consiste & approcher T par la suite d'opérateurs ainsi
définis :

N _ 0 , "
Tn x(s) = 151 Pin k(s’ti,n) x(ti,n)

Dans X, Ta convergence de Tﬂ vers T est collectivement compacte (voir [11).
. ak ok _. 9%k . .
Si 35 * 5T et 353% sont continus, il y a convergence en norme dans

1'espace C??O,l) (voir [21).

Soit ™ 1'interpolation affine par morceaux aux points tl n"“t

La méthode de Fredholm consiste a approcher T par Ti = "nT:° Dané X la

convergence de Tﬁ vers T est collectivement compacte (voir [3] p. 61).

n,n’

IIT - EXEMPLES D'OPERATEURS INTEGRAUX COMPACTS

Dans les expériences numériques nous avons considérés quatres opérateurs
dits EXP, COS, N1 et N2. Les noyaux k(s,t) associés sont réguliers ou non,
symétriques ou non.

Pour chaque opérateur nous donnons ci-dessous les valeurs propres de
plus grand module et les vecteurs propres associés quand ils sont connus
analytiquement.
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- Opérateur EXP : k(s,t) = eSt

= 1,353 030 164 745 7
» = 0,105 934 224 090 89
= 0,003 560 749 121

> -~
[y
I I

S
(&%)
[}

)

= Opérateur COS : k(s;t) [cos s - cos t|

Ay = 0,164 564 509

- Opérateur N1 : k(sst) = s(1-t) si s < ¢

n

L}

t(l-s) sit<s

>
H

1 1/7® = 0,101 321 183 642

Ay = 1/4w%= 0,025 330 295 910 6
Ay = 1/97%= 0,001 257 309 293 6
A4 = 1/16m*= 0,006 332 573 977 65

vecteurs propres associas : &p{(t) = sin (iwt)

- Opérateur N2 : k(s,t) 2s-t] sit<s

%—[s-t[ sisc<t

Ay = 0,360 319 399 516 556
Ay = 0,159 739 903 738 154
Ay = -0,100 386 878 511 146

vecteurs propres associés :
(fi(t) = exP(wt)+a1 exp(-wt)
W;(t) =4 cos(ait) + cos(ai-l)t i=2,3
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avec :
ay = 4,403 535 664 975 24
oy = 3,956 063 875 005 68
az = 4,990 356 011 107 60

Ces opérateurs ont été approchés par Tg. Ta, Ta, Tﬂ.

Pour les méthodes de projections L est 1'interpolation linéaire par morceaux

aux points E%T s 1= 0,...,n-1.

Pour Tﬁ la formule de quadrature approchée est celle de Gauss & 2
points (donc n est pair) :

-— _-..1
Pion ™ W
e 1 . N
- ti,n = (9 73)/n si i est impair
- ti,n = (i-1+-;3)/n si i est pair

Les valeurs propres ont été calculées par 1'algorithme QR, et les vecteurs
propres par un algorithme de retour inverse fournis par [10] contributions II,
13, 14, 18.

On rappelle que Tg, Tﬁ, T2 appliqués aux quatre opérateurs dans X
donnent une convergence collectivement compacte ; Ta donne une convergence
en norme ; Tg appliqué a EXP dans {$!(0,1) donne aussi une convergence en

norme.
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