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les physiciens s'interrogent depuis longtemps sur 1'ordre magnétique
qui peut régner au sein d‘un matériau magnétique et qui reste encore trés mal
connu. Jusqu'en 1972, les théories phénoménologiques existantes expliqualent le
comportement des alllages dilués quand un résultat expérimental inattendu vint
bouleverser ces croyances. Les mesures de susceptibilité magnétique en fonction
de la tempdrature avaient toujours conduit & une courbe arrondie jusqu'au jourk ol
Canella et MydoshA mirent en évidence 1l'existence d'un pic qui fut depuis maintes
fois confirmde. Cament expliquer ce comportement ? Il ressemble beaucoup d une
transition de phase, mais quelles sont les phases en présence ? Loin de satisfaire
tous les physiciens, cette interpriétation soul@ve une controverse et 1'on doit
admettre aujourd'hui ciue le concept de transition de phase tel qu'il est couramment
~ défini (cf. Ch. I) ne suffit pas 3 expliquer toutes les observations expérimentales
faites sur ces alliages dilués. Différentes &coles se sont constituées mais aucune
3 ce jour n'a su apporter de réponse définitive.

Trois paramétres semblaient régir 1'évolution des alliages dilués que
1'on appelle aussi systémes "verres de spins” : le temps, le champ magnétique
extérieur et 1l'histoire themmique et magnétique de 1'échantillon. On a construit
des modéles, englobant ces facteurs et reflétant l'e:aqaérience. Mais les résultats
ayant &t8 décevants, 1'introduction de nouveaux concepts s'est impos€e. Mujourd'hui,
on en retient deux 3 caractére plus géométrique : le paramétre d'ordre & longue
distance et la frustration. Ce dernier concept a &té introduit par G. Toulouse
{111 dans le dessein de dégager les traits microscopiques de la phase baptisée
“verre de spins” dans laquelle se trouverait un alliage dilué & trés basse
température.

L'objet de cette thése est 1'étude de ce modéle de la frustration
(Chapitre I) qui est une représentation tx@s schématique d'un verre de spins et
dont les physiciens attendent une meilleure connaissance, au moins qualitative,
de certaines caractéristiques de cette nouvelle phase.

Or il se trouve que dans ce mod@le simplifié, les outils de la com-
binatoire, en ;mti.culier la théorie du couplage de J. Edmonds, sont particulie-
rement efficaces pour l'étudedu matériau 3 T = O et permettent le calcul de
1'énergie du fondamental (XIII-1) en fonction de la concentration en liaisons
négatives (paramétre caractéristique du modéle) avec une bien meilleure préci-
sion que les simulations type Monte-Carlo utilisées jusqu'ici.



Mais 1'intérét du physicien se porte surtout sur 1l'é&tude de la
structure de "désordre", en particulier au voisinage de la concentration critique
ou le ferramagnétisme du matériau disparait et la partie la plus originale de
notre travail a consister a rechercher ce que pouvait apporter les outils ma-
thématiques dont nous disposions pour 1'étude de ce "désordre®” (1IF2). En par—
ticulier, nous avons montré que la théorie de la dualité en programmation linéaire
se révélait trés utile pour la caractérisation des amas qui sont une notion fon-
damentale pour la campréhension de verres de spins. Ceci nous a permis, entre
autres, de préciser la valeur {(jusgu'alors mal connue} de la concentration

critigque ol s'oppére la transition de phase.

Le succés de ce travail n'a &té possible que grace a la collaboration
étroite de MM. MAYNARD et RAMMAL, physiciens du groupe de transition de phase au
C.R.T.B.T., qui ont eu la patience de nous inculquer quelgques rudiments de leur
science et le courage de découvrir nos techniques et notre langage.

-~

Cette collaboration, qui ne se limite pas 8 ce seul travail et se
poursuit en particulier avec les groupes de MM. GASTINEL et ROBERT de 1‘'équipe
d'Analyse Numérique, nous apparait fructueuse pour nos deux disciplines et pour
notre part, au moins, nous a conduit a développer nos outils et & ouvrir certains

axes de recherche.



CHAPITRE 1

LE PROBLEME POSE PAR LES PIIYSICIENS :
ETUDE DE L'ETAT FONDAMENTAL D'UN VERRE DE SPINS ET RECHERCHE D'UNE TRANSITION DE PHASE

1-1 - DESCRIPTION SOMMAIRE D'UN VERRE DE SPINS

L'exemple le plus connu de verre de spins est un systéme obtenu en
diluant, & haute température, dans un milieu non magnétique {(or) des impuretés
magnétiques (Fer) en faible concentration (1%), puis, en abaissant brutalement
la température ce qui a pour effet de tremper le désordre structurel de l'état
liquide. ' ’

On obtient ainsi un alliage solide ol toute impureté, qui conserve
son manent magnétique (Spin), interagit indirectement avec toutes les autres
impuretés. L'énergie d'interaétion, le, entre deux impuretés de moments magné-

"~ tiques §1 et §2, distantes de R et placées dans un milieu non magnétique est
donnée par la formule suivante :

AxCOS {2%K_XR
MOOSIIPR)

| Hp = ¢ ) 8

.—}
15 = IMm "51'§z

3
(Kpr}

ol §1‘.§2 est le produit scalaire des deux vecteurs gl et §2,

KF est une constante caractéristique du métal qui constitue le milieu
non magnétique,

A est une constante positive d'échelle.

L'énergie @'interaction entre deux spins ne dépend donc, en signe
et en module, que de la distance qui les sépare.

I-2 - ORDRES MAGNETIQUES A LONGUE DISTANCE ET TRANSITION DE PIASE

Exemples d'ordres magnétiques & longue distance :

Un premier type d'ordre magnétique & ldngue distance est 1'ordre
dit "FERROMAGNETIQUE" oll les spins ont tendance & s'aligner dans le méme sens
via une constante d'interaction J > O.

Un autre type d'ordre magnétique 3 longue distance, est, par exemple
1'ordre dit "ANTI-FERROMAGNETIQUE" ol les spins s‘alignent antiparallélement
(deux spins en interaction ont les orientations opposé€es) via une constante
d'interaction J < O,



Lorsqu'on augmente la temp@rature, le conflit entre 1tinteraction
des spins entre eux et la température tend 3 détruire ces ordres magnétiques
a longue distance. :

Réseau plan ferromagnétique
Ve

Les spins sont paralléles

Réseau plan anti~ferrm:agnétique

Les spins sont anti-parall&les

Transitions de phases magnétiques (transitions ordre~-désordre) :

Un systéme est dit FERROMAGNETTIQUE (respectivement, ANTI-FERROMAGNETTQUI
s'il se trouve 3 la température T = O (échelle Kelvin) dans une phase magnétique
ferramagnétique (respectivement antvfem:omagnétxque)

De tels syst@mes ont déja &té fort bien &tudiés. Par exemple, on sait
que pour un systéme ferramagnétique, il existe une température critique, T en
dessous de 3.aquelle 1'aimantation par spin du systéme, M(t), est positive e.t au
dela de laquelle elle est nulle.

Pour tout systéme fer:ccxnagnétique, la courbe de M(T) en fonction de
la température a 1l'allure suivante :

- d

MA(T)




Ce qui signifie qu'a une température T inférieure a TC, il existe une
corrélation 3 longue portée entre les spins (paramdtre d'ordre) qui s'atténue
jusqu'a .disparaitre aux températures supéricures a T, On dit qu'a la température
T=T c il y a transition de phase entre la phase ordonnée ferramagnétique & T < ‘T(
et la phase désordonnée parasymétrique a T > T,

On a observé, qu'en général, une telle transition de phase se répercute
par des singularités sur d'autres fonctions de réponses du systéme telles que la
susceptibilité, la chaleur spécifique, ..., etc.

Des mesures sur la susceptibilité d'un verre de spins ont récemment
mis en évidence une température Tg d laquelle la courbe de la susceptibilité, (T},
en fonction de la température présente un pic :

X(T)}

o - o

4

B T

Ce qui semble, par analogie avec les transitions de phases connues,
&tre un indice d'une transition de phase entre une phase magnétique a basse
température baptisée "verre de spins" et une phase désordonnée paramagnétique
A haute température. ‘

Notre objectif ici est d'étudier, & T = O,, une &ventuelle phase
magnétique verre de spins, et de confirmer (ou d'infinner 1} 1'existence d'une
transition de phase en étudiant le comportement d'un tel systéme verre de spins
en fonction de la probabilité x pour que 1l'énergie d'une interaction soit néga-
tive et qui, conme la température, joue, quand elle augmente, un rdle de destyuc-
tion de 1l'ordre ferrcmagnétique & longue distance. '

Confrontés A la camplicité d'un syétéme verre de spins, on a construit
un mod@le excessivement simplifié que 1'on se propose d'étudier.

MODELE DE LA FRUST RATION

On suppose que les spins sont situés aux noeuds d'un maillage carxé
régulier de dimension N et ne peuvent &tre que dans deux états possibles, positif
ou négatif.



Exemples de maillages

. Maillage plan carré réqulier :

Les sites des spins sont marqués d'un point.

Les arétes du maillage matérialisent 1'existence d'une interaction entre les

spins.

. Maillage cubique carré réqulier :
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On caractérisera désormais toute orientation des spins par un vecteur
o dont chaque camposante 0; = %1 désigne 1'état du spin i.

On suppose de plus que les interactions entre spins n'ont lieu qu'entre
plus proches voisins (elles sont matérialisées par les arétes du maillage) et que
leurs énergies sont des variables aléatoires indépendantes pouvant prendre des va- .
leurs positives ou négatives. Une interaction (ou liaison) positive entre deux
spins voisins dans le maillage tend, rappelons-le, i les aligner dans le méme
sens, tandis qu'une interaction négative tend i les orienter dans les sens Opposés



On note T 13 la valeur de 1'énergie d'interaction entre les spins i
et jet F - énergie interne du systéme lorsque les spins ont une orientation o.
Eo s'écrit : '

E = -3 r,. o, o,
o ij "1 73
{(i,j)|les spins i et j interagissent}

Définition : A la température T = OK' le systéme verre de spins est dans son
ETAT FONDAMENTAL si 1l'orientation ¢ de ses spins minimise EU.

- Remarque 1 : Caractérisation d'une orientation desspins :

I,
Si le sens de l'interaction entre deux spins i et j, T—F—iJT’ est respecté,
, i3
la quantité T, .0 1°95 qui intervient dans le calcul de F_ vaut ir ij' , sinon

ij‘oi’oj vaut - I‘ij

tation g des spins qui minimise Eo peut étre caractérisée come étant une orien-

on dit qu’il est violé et T . De ceci on déduit qu'une orien-

tation qul minimise la same des modules des énergies des interactions violées.

Le modéle que 1l'on a étudié correspond au cas particulier ol 1'é@nergie
@' Intéraction est une variable aléatoire T 13 qui vaut y ij.J avec vy 15 t1 et J
constante strictement positive. On a supposé que vy 13 avait la probabilité (1-x)
de valoir +1 et la probabilité x de valoir -1 en prenant x compris entre O et
0.5 ; le cas ol x est campris entre 0.5 et 1 se déduisant par symétrie.

Dans ce modéle, 1’énergie interme du systéme lorsque les spins ont
1l'orientation o s'écrit :
E'O = =J L Yy i gy oj
{(1,3) |les spins i et j interagissent}
Il existe une relation entre Eo et le nambre de liaisons violées :

On note Eo le navbre d‘interactions violées dans la configuration E

des spins et m le nanbre total de liaisons.

nd | - -
lzo s'écrit :

EG = ~m.J + 2.J.\b0

On voit que, J étant strictement positif, une configuration du fonda-
mental est une configuration o des spins qui minimise le nambre EU de liaisons

violées.



Dans le cas particulier du ferromagnétisme ol 1'énergie d'interactior
est une constante positive J sur tout le réseau (x = 0) on retrouve le modéle
classique d'Ising.

La recherche du fondamental & T = O est alors &vidente ; il suffit
pour minimiser 1'énergie que tous les spins aient la mé&me orientation.

En température, le probléme a &té résolu mathématiquement en 1925 par
Ising lui-méne dans le cas d'un réseau 3 deux dimensions et en 1944 par

L. Onsager pour le cas d'un réseau i deux dimensions.

Dans le premier cas, il n'y a pas de transition de phase (ou plus
exactement la température critique est nulle) mais dans le deuxiéme cas, on
retrouve les caractéristiques principales de la transition de phase ferromagné-
tisme~-paramagnétisme.

Un résultat de ces &tudes est que la transition de phase, qui se
traduit par des singularités de certaines fonctions, n'apparait que came
limite quand la dimension de 1'échantillon N tend vers 1'infini.

Ce résultat intuitif est assez général dans ce type de modéles et
vaut sans aucun doute pour le mod@le &tudié ici T = O.

Mais l'objet de notre &tude n'est pas de démontrer 1'existence d'une
transition de phése ou la convergence quand N + «» des variables aléatoires
que nous étudions mais plutdt d'éstiﬂér des valeurs critiques ou des limites
pour la simulation d'échantillons finis dont la taille augmente et on peut
dire en un sens qu'il s’agit 13 d'un travail d'expérimentation physico-. it -
mathématique.

D'autre part, afin d'obtenir des courbes de 1'énergie par spin du
fondamental en fonction de 1l'espérance x de la proportion de liaisons négatives,
on a modifié le modéle en simulant des réseau;{ présentant un pourcentage x de

liaisons négatives.
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CHAPTTRE 11

FORMULATION MATHIMATIQUE

GRAPHE G = (S,E) ASSOCIE A UN VERRE DE SPINS DANS LE MODELE DI LA FRUSTRATION :

Dans le modéle de la frustration, un verre de spins est un maillage
aux noeuds duquel sont situés les spins et dont les liaisons (interactions)
sont positives ou négatives et réparties aldatoirement dans une proportion x.
A un tel verre de spin, on associe un graphe G = (S,E) qui représente le mail~-
lage et une application y de E dans 1'ensemble {-1,+1}. |

. L'ensenble S des sommets de G est identifiable 3 1'ensemble des spins du
verre.
. L'enserble E des arétes de G, que 1'on appellera désormais linisons, est
défini come suit :

Etant donnés deux samets s et s'; (s,s') est une liaison (aréte) de G

si et seulement si les deux spins du verre représentés par s et s' interagissent.

. Pour toute liaison e de E, Yo = *1 est le signe de l'énergie d'interaction
entre les deux spins identifiés aux deux extrémités de e.

FORMULATION EN TERMIS DE COCYCLES

On partitionne E en deux parties N et P ol ¥ repr