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INTRODUCTTON

Pour camprendre ou prédire des choix psychologistes, économistes,
théoriciens de la science politique font tr@s souvent appel & 1'analyse des

sonnées ordinales.

Notre thése est au centre de ce damaine -nouveau en analyse des
données, mais remontant, en pratique, au dix huitiéme siécle-.

L'étude des graphes de surclassement, graphes valués représentations
de choix guidés par des critdres multiples, nous a naturellement conduit vers
certains mod@les d'agrégation de critéres ordinaux et 3 en &tudier les proprié-
tés peu connues.

C'est 3 cette occasion qu'il nous a &té permis de voir cambien les
psychologues éconcmistes, sociologues et politologues, utilisateurs de ces
techniques les utilisaient en de ¢a de leurs capacités.

Pour eux et pour nous, les données accessibles, brutes ne sont quére
éloquentes. La recherche de structures latentes plus facilement interprétables
g'avére nécessaire.

Les modéles appliqués aux sciences sociales, jusqu'@ une époque
récente, &talent plutdSt des moddles physico-chimiques appliqués "de force"
3 des situations ol les nambres réels, la dérivabilité des fonctions et
1*hypoth@se du contenu n'avaient rien a faire. Dans la théorie du choix, il
se trouve, au contraire que les ordres (totaux ou partiels) sur un ensemble
fini, sont les structures les plus riches que 1'on puisse exiger des données
sans forcer la nature.

De plus, les structures latentes que 1'on cherche pour pouvoir prendre
des décisions ou trouver des interprétations pertinentes n'‘ont souvent besoin
d'étre que des ordres.

Par exemple, en psychologie sociale, un sondage peut fowrnir 1'ensemble
des fréquences de préférences entre objets pris deux par deux dans un ensemble
fini ; c'est ce que 1'on appelle "résultat d‘'une expérience de comparaisons par

paires®.

Un tel résultat n'est en général pas clair pour le décideur qui préfé-
rerait par exemple pouvoir dire "les observations montrent que, pour la popula-
tion sondée, les objets sont rangés dans 1l'ordre de préférence suivant.. R



Cette structure ordonnée serait indiscutablement plus exploitable,
plus lisible qu'un graphe camplet arbitrairement valué !

Notre travail a consisté a approfondir la recherche des structures
latentes et des modéles qui les explicitent.

Le champ des applications des mod&les considérés est sans doute
restreint. Cependant ils se sont tré&s tdt avérés indispensables & la descrip-
tion de situations “expérimentales" importantes.

C'est ce dont témoignent, par exemple les travaux, sources constantes
d'intérét pour nous, d'Arrow [ 4 1, de Guilbaud (431, Marschack [20] et Barbut,
Monjardet [ 3 ].

Ce damaine mathématique, son formaliseme original, les techniques un
peu spécifiques de dé&monstration qu'il nécessite ¢ la pauvreté de ses exigences
axiamatiques expliquent peut-étre les nambreuses démonstrations fausses, les
conjectures sympathiques mais trés €loignés des résultats exacts qui sont,

eux, souvent paradoxaux.

Le lecteur trouvera donc dans cette thése i la fois le rétablissement
de certains résultats sous une forme exacte » la preuve de résultats et conjecture
paradoxaux.

Nous espérons que le lecteur prendra 3 la lire le plaisir que nous

avons eu a 1l'écrire.

x % x
Le premier chapitre refléte le début de notre recherche : il contient
un exposé des propriétés générales des graphes de surclassement dont nous avons
parlé et une condition suffisante pour qu'un graphe de surclassement soit sans
Circuit. Trés naturellement il développe la fommalisation d'une mé&thode employée,
mais peu étudiée dans ses propriétés, la méthode que nous avons appelé "seuil max’
clét le chapitre.

Le second s'attaque a la recherche, proprement dite , de structures
latentes : un graphe valué étant donné, de quelle maniére raisonnable et dans
quelle mesure peut-on lui associer un ensemble pondéré d'ordres totaux tel qu'il
puisse en étre considéré came une synthése.

A ce propos, nous avons établi le caractére erroné d'une conjecture de
Marschack -pour tout ensemble de plus de 5 &léments—. Cette conjecture avait
été démontrée 1970 (41 ] et méme redémontré en 1972 £4g1l.



L'obtention, en vue de 1'"analyse” du graphe valué, de résultats
généraux nous permette de caractériser les graphes valués admettant certaines
structures latentes ordinales utiles pour d‘&ventuelles interprétations.

En particulier nous proposons un algorithme pour engendre des "8tats
de 1’opinion" correspondant 3 la classe des graphes valués admissibles pour
un nombre de samets < 5, un algortihme pour rechercherles structures admissibles
les plus proches d'une structure donnée et en quelque sorte accidentellement, un
algorithme performant pour lister les ordres totaux qui contiennent un ordre

partiel donné.

Enfin, Mc Garvey [24] a montré que tous les graphes peuvent é&tre
considérés comme des graphes de surclassement pour le seuil 1/2. Aprés avoir
précisé une classe de suils admissibles pour un graphe donné, nous montrons
qu'en général un graphe n'est pas éligible -n‘est pas un graphe de surclassement-
pour tous les seuils admissibles.

Nous montrons également au 3&me chapitre que tous les préordres totaux
sont éligibles -susceptibles d‘étre issus de la procédure "seuil max"- et que
1‘’effet Condorcet est possible sur n'importe quel ensemble d'objets de plus de
deux él&ments d8s que lenambre de votants est supérieur ou égal 3 4 avec cette
procédure.

En outre, les chapitres II et III mettent en rapport certains problémes
de la théorie algébrique de 1'analyse ordinale avec des problémes cambinatoires
came le probléme de la dimension d*un ordre.






CHAPITRE 1

Procédure a seuil et

graphe de surclassement



I-1
CHAPITRE I

THEOREME D'ARROW :

Soit une assemblée & m votants qui doit se prononcer sur n candidats

{m,n 2 3).
On suppose que la régle du vote obeisse gux conditions suivantes :

a) Chacun des votants exprime son opinion par un ordre total sur les candi-
dats et 1'opinion collective (résultat du scrutin) est un ordre total.

b) Tous les ordres totaux sont admissibles.

c) Si dans 1'opinion collective un candidat "a" était préféré 3 un candi-
dat "b", alors dans tout scrution oll les mémes votants préférent "a" a "b",

1'issue du vote ne doit pas varier sur 4,b .

d) La préférence collective relativement 3 un sous-groupe de candidats
ne dépend que des préférences des votants relatives & ce sous-groupe.

e) Aucun votant ne peut imposer son ordre, quelles que soient les autres
opinions individuelles.

Autrement dit :
Aucune des opinions -individuelles n'est prise une fois pour toutes pour une
opinion collective.

Arrow [ 1] a montré que ces conditions "inhoncentes", "dérocraticques"
ne sont pas conciliables |

I1 faut donc abandonner 1‘une ou plusieurs des 5 conditions.

Ce résultat paradoxal a incité les chercheurs 3 la relaxation de
1'une ou 1'autre des conditions du théoréfe afin d'éviter 1'impasse, tout en
rendant plus ou moins compte de toutes les opinions individuelles dans une
régle d'agrégation.

. Bien avant, Corﬂomerg*‘HBS) proposa sa fameuse méthode d'é&lection
dite "méthode majoritaire™ qui consiste 3 établir la préférence collective i
partir des ordres individuels de telle maniére qu'un candidat "a" est préféré
d un candidat "b" si et seulement si la majorité des votants a classé "a" avant
“b" {(au sens de 1'ordre).

(*) "Essais sur 1'applicatien, de 1'analyse 2 la’ probabilité des A¢cisions ren—

due 4 la pluralité des choix". Paris 1785
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Cependant la relation de préférence collective établie par cette
méthode n'est souvent pas un ordre -elle n'est pas transitjve  ,ce qui constitu
un handicap & son application (ce phénoméne est souvent désigné dans la litté-
rature par le nom d'effet Condorcet).

Beaucoup de méthodes d'é&grégation sont dérivées de la méthode majo-
ritaires ol 1'un ou l'autre des conditions d'Arrow sont affaiblies.

Ia condition (b) a recu une grande attention de la part des auteurs.
On trouve dans la littérature des restrictions diverses de 1'ensemble des ordres
individuels, conduisant a l‘application de la méthode majoritaire sans apparition
de 1l'effet Condorcet.

Nous trouvons, entre autres, les conditions de Ward [30] 1Inada [ 161",
‘Inada orienté [23] , étoilement [2%3], ou la condition B(N)
f»;%], etc, qui empréchent 1‘'apparition de l'effet Condorcet.

Ces conditions ont parfois une interprétation psychologique.

Quant & la condition (d), elle est souvent adaptée sous une forme ou
sous une autre, notamment dans les modéles de choix individue)] multicritére (ne
vérifiant pas nécéssairement les autres conditions d'Arrow).

Dans ces modéles, dont la plupart se fondent sur la notion d'utilité,
ex : modéle de luce [19] , cette condition est connue sous le nom d'*indé&pendance
vis & vis des autres alternatives" ou "axiame 4'indépendance”.

Nous sammes attachés dans la premiére partie 3 cette derniére condition
en présentant des exemples de faits courants qui la violent et en proposant un
modéle d'agrégation ordinal qui sembl% avoir des interprétations plausibles dans
le damaine du choix individuel -lorsque 1'indépendance n'est pas réalisée- .

AXTIOME D' INDEPENDANCE

Dans ce travail, nous adoptons la description particuliére de 1l'axiame
d'indépendance qui consiste a dire que la camparaisons entre dewt &l&ments du
méme ensemble suivant un certain critere, ne doit pas &tre affectée par 1'élar-
gissement de 1'ensemble ou la suppression d'éléments différents des deux &léments
en question.

I-i-1 - E!X@gle
Soit E = {Pi,Pz} 1'ensemble de deux produits de consammation. Supposons

qu'un individu mis en présence de E choisisse P,.
1
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Soit S = (P1 'PZ'PB} 1'ensemble obtenu en introduisant un troisiéme

&lément P 3

L'axicme d'indépendance exige que cet individu mis en présence de S
préfére toujours Py a p,.

Cette notion d'indépendance est incampatible avec beaucoup de phéno-
ménes courants, exhibant systésetiquement des dépendances entre items.

Dans Tversky (231, Flament [44], on trouve des exemples de telles
situations, oil les modéles proposés sont des modéles a utilité. A notre avis,
les moddles ordinaux sont plus aptes a décrire ou prédire le choix individuel.

Nous allons décrire deux situations e;qér:imentales‘oﬂ 1'analyse or-
dinale nous semble la plus pertinente, et ol l'axiome d'indépendance n'est pas
respecté. ‘ ’

Exemple de situations expérimentales qui ne vérifient pas 1'axiome d'indépendance

I-1-2 - Exemple
Supposons qu'un agent camnercial ait & choisir entre les trois postes
sulvants :

1) Concessionnaire de voitures dans la zone A.
2} Concessionnaire de voitures dans la zone B.
3) Concessionnaire de camions dans la zone C.

On peut supposer gue 1l’agent cammercial est &galement intéressé par
les trois postes, le critére unique de l'agent étant 1‘'espérance du pro'fit.

Si les zones A et B sont voisines, et si 1l'entreprise décide de suppri-
met sa concession de la zone B, toutes choses &étant égales par ailleurs, il est
évident que 1‘'agent camercial va étre plus intfressé par le poste de la zone A
qui offre plus de possibilité de développement, ce qui augmente forcément son
profit probable justificateur du choix.

On constate ainsi que la suppression d'un item a entrainé la modifica-
tion des préférences sur les items restants.

I-1-3 ~ Exenple
Supposons qu'une personne veuille voyager en période d'hiver : ayant a
choisir entre les moyens de transport suivants :
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Le train désigné par T, 1l'avion désigné par A.

Les critéres subjectifs étant le confort et la rapidité.
L'individu jugerait alors T et A exaequos.

Introduisons le bateau came 3&ue moyen de transport possible.

Supposons que cette personne ait de mauvais souvenir du "mal de mer®
ressenti lors de voyages précédents effectués par bateau, il serait plausible
de prendre en campte un nouveau critére se joignant aux deux autres (tarif,
rapidité) qu'on pourrait appeler confort.

En présence des 3 moyens de transport et du nouvel ensemble de critéres
il y a de fortes chances que ce voyageur choisisse le train qui lui ferait évite

tous les "maux" !

Il est clair que le nouveau choix violerait l'axiame d'indépendance.

I-1-4 - Remarque

L'exemple (I-1-2) (concessionnaire) peut &tre interprété d'une maniére
ordinale, a 1l'aide d'une hypothése qui consiste & dire que le classement d'un
bien est systématiquement amélioré lorsqu’'il devient rare.

Une telle hypothése nous a permis [ € 1 de donner une adaptation
ordinale du modéle de Tversky [29] qui utilise la notion d'utilité.

Le modéle adapté permet également d'interpréter un exemple d'une
situation expérimentale qui viocle l'axiome d'indépendance, di a Debreu et
relaté par Tversky {29].

Quant a 1l'exemple (I-1-3) il est facile & interpréter & l'aide des
méthodes ordinales.

On pourrait vérifier sans peine que la méthode d'agrégation qu'on
va présenter offre d'une maniére - gjpple Uune interprétation au non respect
de 1'axiame d'indépendance rencontré dans 1'exemple (I-1-2).

1ES PROCEDURES MAJORITAIRES AU SHUIL s
I-2-1 - Définitions

Le mot bulletin sur un ensemble de candidats sera utilisé pour sési-
gner un ordre total sur ces candidats.
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On dira que B est un bulletin partiel d'un bulletin donné B si B est la
restriction de B A un sous-enseamble particulier de § : dans un tel cas,
on dira &galement que B contient Bl'

On appelle état de 1'opinion E(S) sur S' une suite finie de bulletins corres-

pondant 3 un scrutin particulier,

m désigne le nambre de votants, n celui des cpadidats : m 33, n Z, 3.

P sera utilisé pour désigner la relation de préférence collective associée

a B(S) ; on écrit iPj si et seulement si i est préféré a j.

m(l,j) désigne le nambre ile gotgmts ayant placé i avant j, et s un rationnel
m-1

campris entre O et 1, se{ﬁp wm " Tm e 1}.

I-2-2 -~ Procédure majoritaire au seuil s

On dit que P résulte d'une procédure majoritaire de seuil s, si elle
est construite de la mani8re suivante :

iPj <= m(i,3j) 2 m.s <> mji < {1-s)m.

I-2-3 - Graphe de surclassement

On appelle graphe de surclassement Gs associé a P (de seuil s) 1le
graphe défini came suit :

Gs = (5,7)

S désigne 1'ensemble des samets du graphe et est en bijection avec 1'enseawble
des candidats ;
A désigne 1'ensenble des arcs et (i,j)eA <=> m(i,j) > m.s.

581 s est le plus petit rationnel tel.que s et s {%, %,..., g—“%, i}, on

obtient la procédure majoritaire simple (M&thode de Condorcet).
Pour s = 1 on obtient la régle d'unanimité pour laquelle la relation P n'est
pas transitive. |

La relation P n'est pas en général une relation de préordre total. On peut
avoir des sonmets incamparables. _

Pour la plup art des auteurs, ce qui correspond & 1'effet Condorcet dans
cette procédure est 1‘apparition de circuits dans les graphes de surclas-
sanent.

Par ailleurs, en général, P n'est pas transitive.
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I-3 - QUELQUES PROPRIETES DES GRAPHES DE SURCLASSEMENT

I-3-1 - Lame

Soit G s = (S,A) un graphe de suclassement tel que :

By = {0y s beyrxy) s Gepuxydseens O 9% ) Gy i)} < A

B = (xO,xl, .s "Xk-2"xk-l) &tant un bulletin partiel dans 1'&tat de 1l'opinion
E(S) correspondant a G o si m, cardinal de 1l'ensemble des bulletins contenant

B1 est tel que m, > {1-s)m, ol m est le nambre total de votants, alors il existe
un ensamble de bulletins contenant B 5 et dont le cardinal est supérieur ou

égal a [jml—m(l-—s)] > 0.

Preuve : (CL. (€))

I-3-2 : Proposition

Soit Gy = (S,A) un graphe de surclassement,

P, = {(xo,xl} e (%) %) 5 (%50%5) 4 eeey (xgnl,xz)} un chemin dans G
de longueur % {{sz = 2) -—un &-chemin-.

-1

;- alors le cardinal IBOIde 1'ensemble des bulletins contenant
B, = (X_/%, /X, ..,:;2) est supérieur ou &gal a m[_&s«(fl-—l)] > 0.

S8is >

Démonstration : On effectue la dé&monstration par induction sur £.

Pour £ = 1 la proposition est évidente. On peut vérifier facilement que la pro-—
position est aussi vrail pour £ = 2. ’

Supposons qu'elle soit vérifiée pour tout (2-1) chemin avec (2-1) 2 2, et
démontrons qu'elle est alors vraie pour tout &-chemins.

. 2-1 _ . .
Soit s > 5 Pz = (xo,xl,xz,xy...,xﬁ__l,xg) un f#~chemin, on a :
-1 -2
5 > T => g > I

bDonc d'aprés 1'hypothése de récurrence, le nanbre my de bulletins contenant
(Xo'xl’XZ’xg—l) est supérieur ou égal a m [ (2-1) s~(2-2)1.

Par ailleurs on a :

s > &i}» <==> (g~ > ~1) <=> {(f8-L-s+2 > 1-8)
=== m{{L~1) s-(2~2)) > m(1-8).
d'ou

m, = m{{L~1} s~(2~2)) > m{i-s).

1
L'application du lemme (fij) montre que :
{BO’ z my=(1-s)m 2 m{ (2-1) s-(2-2) I-(1-s)m = mf 25~ (2-1) 1.

cg.£.4.



I-3-3 - Exemple
Soit P, (figure (1-1) ci-oontre)
un 4-chemins d'un graphe de surclassement ﬁy,.—., (t-9) ,‘v
GS tel que s =% > %&&;‘l , m le nanbre de votants est égal A 100. Le théoréme

précédegg:montre que le- chanir(;(gxl,xz,xyxd) est voté par au moins
lCD[‘l.Téa - 3] = 20 votants.

I-3-4 - Définition d'un "ﬁa-rotatoire“ associé 3 uni- uplet d'objets (o < k)

Soit € = {(xl,xz) ,(xz,x3) PR (xk~1,xk) ’ (xk,xl)} un circuit dans un
graphe.
On appelle “2.a~rotatoire" de 1'.une des pernutations circulaires

représentées par les chemins maximaux de CK’ 1’ensemble des ordres partiels
représentés par les f-chemins de CK’ dont chacun est muni de la pondération a.

Exemple : ;
e %—-rotaboire" du quintuplet (xl,xz,x3,x4,x5) (fig. (1-2)) est
égal & :

)
{(xlnx2:x3) ’ (X20X3ax4) ) (x3ax4lx5) v (‘x4 'XS'xl) v (XSixl ixz) }, .
)
ol chaque &lément de T est pondéré par 3. ¥y
x'ﬂ
QUELQUES COROLLAIRES DE [1-3~2] %
F\S\irt (1. 1) .

1-3-5 -~ Corollaire : Conséquence immédiate (1-3-2)) :

Une condition suffisante pour La non apparition de circuit dans un graphe de

surclassement

Posons a = ml &s~{2-1}1, 8 > &%!— s k2 %,

Une condition suffisante pour qu‘un graphe de surclassement GS associé 3 un &état
de 1'opinion E(s) ne contienne pas de circuit est que :
pour tout k > £, il n'est pas de k-uplet sur S admettant un "SL(; rotatoire

contemt dans E(s).

Remarque : Par rapport aﬁx CIWI(*) classiques oll une configuration particuliére
entre objets est interdite, ici il s'agit d'une configuration pondérée.

(*y(:oxﬂitions de Transitivité de la Méthode Majoritaire.
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I-3-6 - Corollaire [4%]

Sis»> 2;1 alors G, ne contient pas de k circuit pour 3 < k < £.

Démonstration : Soit Gs un graphe de surclassement correspondant a un état

de l'opinion E(s) avec |E(s)| =m, s > %:‘-1—

Supposons que GS contienne un k-circuit Ck avec £ < k.

On a : ks£m>1(—k:-l—$—%—lo, car sinon on aurait
]—‘i—l— > %—l <> gk-% > tk-k <=> £ < k (impossible).

L'application de (I.2.2) nontre que tout (k-1)-chemin de Ck est

voté au moins ml (k-1)s~(k-2) ] fois.

Camme CK contient K-chemins maximaux distincts, il résulte que :
le nambre total de bulletins est supérieur ou €gal a :

k-1
k

kmf (k-1)s-(k-2)] < m <> g <

Contradiction

Donc GS ne camporte pas de circuit de longueur < .

c.g.£.d.
I-3-7 - Corollaire
Soient GS (s > %— ) un graphe de surclassement associé 3 un état de

1'opinion E(S), (a,b,c) un 2-chemin E&lémentaire de GS.
Si les votants sont en nombre pair, deux au moins d'entre eux ont voté le
chemin (a,b,c)
En effet : m
2P
On peut poser : s =

o ot m est le nambre de votants, p un entier
positif. En vertu de la proposition, le chemin (a,b,c) est voté par au moins :

(‘-}p)
ml 2 —— - (2-1)1 = 2p = 2 votants.
I-3-8 - Remarque

Si m est impair, cette propriété n'est en général pas vraie, en effet

°
.
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Soit E(S) 1'état de 1'opinion suivant :

(xl,xz,x3),(x2.x3,x ).(x3,x X, ) .

Si cet ensenble d'ordres carrespondait 8 3 votants, alors le graphe de sur-
classement Gs(s = -—) serait un 3-circuit (fig. (1-3) ci-dessous).

Xa

' < X

;na. (1-3)

A chacun des chemins maximaux du circuit correspond un bulletin unique.

Cependant on peut démontrer aisément que si (xl,xz,x3) est un 2-chemin dans
= (S,A), s > 2, tel que ((xl,x3) (x3,x4)} nA =@, alors il existe au
moins 3 votants ayant voté (XI'XZ’X;;)

I-2-9 - Proposition

Soit un graphe de surclassement Gy associé & un état de 1'opinion
B(S), si Gs canporte un 2-chemin (xl,xz,x3) tel que X, et X, sont incomparables,
alors pour m pair (resp. impair) m (le nombre de votants) doit &tre supérieur
ou égal & 4 (resp. supérieur ou &gal i 5).

Démonstration : Gs n'étant pas cawplet, on doit avoir x >

1
‘2-.
D'autre part, Gs n'est pas transitif, donc s < 1. En outre m > 2

(corollaire
I-3-7) si m est pair.

Or pour m = 2, aucune valeur ne peut convenir pour s de 1 et % puisque s
doit étre strictement campris entre ces deux valeurs.

I1 en résulte que m 2 4, pour m pair. Si m est impair on a : m 2 3 (d‘aprés
(1-3-8))
m ne peut 8tre &gal & 3, car s'il en &tait ainsi on aurait

1 1 2
53 <8<, 56{3, 3 g} (impossible)

Donc : m 2 5 pour m impair
c.q.f.d.
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I-4 - UNE METHODE D'AGREGATION ORDINALE : LA PROCEDURE "Seuil-max"

En présence d'un circuit dans le graphe de surclassement (intransiti-
vité dé la préférence collective), il semble raisonnable de parler d'éléments
exaequos, en l'occurence les sammets du circuit, au lieu d'admettre quil y
a "incohérence", temme souvent utilisé dans la littérature, pour désigner
1'effet Condorcet".

Dans le modéle ordinal en voie de description, nous convenons que
dans la relation de préférence collective issue d'une procédure a seuil,
les €léaments appartenant 3 un méme circuit sont exaequos.

I-4-1 - La procédure "Seuil-max"

La procédure "Seuil-max" est we procédure ad seuil tel que le
seuil s, correspondant ait la particularité d‘'étre maximal pour la propriété
suivante (P O) :

(PO),;':i GSl contient un chemin passant par tous les samnets (pas
nécessairement hamiltoniens).
Si 1l'on contracte les cirucits du graphe GS , ainsi obtenu, on obtient un
graphe contenant un chemin hamiltonien unique (dé&monstration triviale cf. A€ )).

En remplagant dans 1l'ordre correspondant 3 ce chemin un sammet repré-
sentatif d'un circuit contracté par les sommets de ce circuit (en les considé-
rant camme exaequos), on établit un préordre "collectif" total.

I-4-2 - Remarcue

Le seuil S, conduisant & 1'application de la procédure “"Seuil-max"
existe toujours, en effet :
L'ensemble des seuils vérifiant la propriété (Po) n'est pas vide, il contien-

m-1

drait au moins le seuil 5 +1 si m est impair, % si m est pair.

Le graphe de surclassement corréspondant a un tel seuil est camplet ; en consé- .
%)
quence il contient toujours un chemin hamiltonien .

I-4-3 - Proposition
Quand la méthode majoritaire est applicable sans appartition de

"l'effet Condorcet", la prucédure “Seuil-max" domne le méme préordre collectif
que celui correspondant & cette méthode.

(%) Cf.; BERGE C. "Grarhes et hypergraphes" 2e ed. 1973, Dunod.
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Démonstration : Facile 3 voir.

I-4-4 - Une conséquence pour la procédure "Seuil-max"

La procédure "Seuil-max" viole 1'axiome dfindépendance.

Exenple (1) : Pour 3 items a,b,c et 3 ordres individuels {(a,b,c), (b,c,a), (c,a,b)}
La procédure "Seuil-max" donne un graphe de surclagsement réduit 3 un circuit,

=2
pour le seuil 5y = 3

b

%
¢

ainsi les élé&mentsa,b,c sont exaequos.

Cependant, le retrait d'un des objets a,b,c quelconque, ferait établi un ordre
A

total sur la paire d’objets restants. Ce qui constitue une violation de 1‘axiame

d’® indépendance.

I-4-5 - Exemple (2)
Soit E(S) 1‘'état de 1'opinion suivant sur S = {a,b,c,d} :

E(S) &tant 1'état de 1'opinion suivant sur S :

Ordres Pondérations
bacd 3
dbca 3
acdb 2
dbac 1
beda i
cadb 1
bcad 1
dacb 1

Ona :m,a) = 9 mb,c} = 9 mc,d) = 8 md,b) = 8 ma,d = 7, m@@c) =7

!
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Il en résulte que le .seuil s, correspondant 4 la procédure "Seuil-max"

« . 8
est &gal a i3 °
Le graphe Gs est illustré dans la figure (1-4)
1
X A\i
C.j. (1-4).

Le préordre collectif issu de la procédure est tel que :
les &lé&ments b,c,d soient exaequos et classés avant a.

- S1 on supprime b, le graphe de surclassement obtenu pour le méme seuil -]%
ne serait plus connexe.
En appliquant de nouveau la procédure'Suitmax" sur la restriction de E(S) 3
7
'i-3"' -
<

ANy

g,

{a,c,d}, on obtiertun seuil s, =

Le graphe Gs (figui’e 1-5) est un graphe d'ordre total sur {a,c,d},
2

-~

ol "d" est classé en téte, "c" au milieu et "d" 3 la derniére position.

Ceci viole manifestement 1'axiome d'indépendance, puisque la restriction du
préordre collectif dans GS faisaient classer c,d avant a.

1 c.q.f.d.
Remarque : Flament [A4] a effectué une expérience psychologique qui a révélé
des cas de violation de 1'axiame d'indépendance. Le mod&le proposé par Flament
[ 441 utilise la notion d*utilité. A 1'aide de la procéduregeuil-tax ", nous
avons donné une interprétation au phénaméne ; on a utilisé 1'exemple précédent
(1-4-5).






CHAPITRE 11

Distribution binaire associée

A une distribution ordinale
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CHAPITRE I

INTRODUCTION

Soient S un ensemble fini d'cbjets et E un ensenble fini d'ordres
totaux sur S, oll chacun des ordres oy de E est affecté d'un ovefficient
réel p; € 10,17 tel que p; = 1.

i

Ces données peuvent signifier qu'en présence de 1'ensemble 8,
chacun des ordres 0; a la prababilité p N d'étre adopté camme &tant 1'ordre
de préférence d'un certain sujet. Dans ce cas E représente 1'ensemble des
ordres de préférences possibles du sujet sur 1'ensemble S.

A partir de telles données il est &vidament facile de calculer
pour tout couple (x,y} d'objets distincts de S la quantité V(x,y), proba-
bilité que 1'objet x soit préféré a 1'objet y.

Elle est égale & la somne des Py des ordres contenant le couple
(x,y) (la fonctionV est dite distribution binaire associée 3 E).

Considérons le probléme suivant :

Supossons ¢qu'd@ tout couple (x,y) d‘cobjets distincts de S soit
assocife une valeur numérique V (x,y) par lagquelle le sujet exprime 1'in-
tensité de sa préférencesur x par rapport a vy.

En pratique, cette intensité peut 8tre prise came &tant la
fréquence théorique avec lagquelle le sujet, en présence de {x,y} préfére
% 8 y.
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Serait-il possible d'expliquer ces préférences binaires par une
structure latente (probabilisation d'ordres sur les objets) qu'on suppose
régir le choix du sujet ? (Pour plus de détails sur 1'utilité de la ques-
tion cf. Guilbaud [A3 ], Marschak [ 320 ], qui &taient les premiers a
proposer ce modéle).

La réponse a la question est d'importance en psychologie
expérimentale.

Dans une expérience individuelle de camparaison par paires -
on propose au sujet des paires d'objets ~ si deux objets A et B sont jugés
exaequos, (dans 50% de cas le sujet préfére "A" 3 "B") et s'il en est de
méme de "B" et "C", les objets "A" et "C" ne sont pas jugés nécessairement
exaequos par le méme sujet.

Cependant le voeu de 1'expérimentateur est de faire apparaitre
des structures d'ordres sur les objets, correspondant & la préférence glo~
bale.

Par ailleurs le désir des psychologues et des &concmistes est
d'attribuer, a partir des cawparaisons par paires, une valeur mmérique
a chacun des objets, exprimant 1'intensité de préférence, nécessite la
recherche d'une structure d'ordre total sur les objets.

D'autre part ce modéle peut &tre vu sous un autre angle ;:

Un sujet (ou une collectivité) établit des préférences binaires sur les
objets, exprimées par des valeurs numériques v, 'en fonction d'un enseamble
de critéres. Chacun des critéres Ci classe les objets selon un ordre de
préférence, et un poids p; est attribué & chaque critére, tel que

Pi € 10,17 et Zp; = 1. L'intensité de la préférence (binaire) d'un objet

X & un objet y est &gale 4 la samme des poids des critéres ayant classé

X avant y.
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Donc; traiter du probléme inverse, reviendrait, une fonction
Vv étant donnée (estimations des préférences binaires) & se demander s'il
existe un ensemble d'ordres totaux munis de poids py (en bijection avec un

ensable de critéres) tels que ¥ (x,y), V(x,y) = L | ou R(x,y)
’ R(XIY)

désigne 1'ensamble des critéres qui place x avant y.

Ces considérations justifient ce chapitre (II).
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DISTRTIBUTIONS BINAIRES ASSOCIEES A DES

DISTRIBUTTIONS ORDINALES

A) DEFINITIONS, NOTATIONS et RESULTATS PRELIMINATRES :
Soient :
S = {x,y,2,u ....} un ensemble fini de cardinalité n
S(2)

= {(x,¥), x € S, Ye S, x#yl (ensamble de couples d‘’8la-

ments distincts de S).
T 1'ensemble des ordres totaux ) sur g (IT] =n1).

A.l. Distribution ordinale ou &tat de 1l'opinion :

Soient :

R = {ol, Opreeny 0 oj, Opreoes Or} T,

une application p : R - 30,17

qui a o, fait correspondre p;-

On dira que E = (R, p) est un &tat de 1'opinion (ou distribution
ordinale) sur S. Autrement dit, un état de 1'opinion sur S est un ensemble
d'ordres totaux sur S, pondérés par des nambres réels P ¢ 10,11, tels
que la same des P; soit Egale a 1'unité.

* Ici les "ardres totaux" ne vérifient pas la réflexivité, ils sont, en fait,
la restriction d'ordres totaux & 8(2)
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A.2. Forc:tion D.I.B.A.D.O. {distribution binaire associée d& une distribu-
tion ordinale) :

Si 1'on pose pour x #y :

Rix,y) = {oi e R 2 X 0y v},

R(y,x) = {oi ceR .,y oy x} = R(x,y)

L'application Vg ¢ S(z) + [0,1];, qui & tout couple (x,y) d'éléments de S(z)

fait correspondre Vi (x,y) = I p;, sera dite D.I.B.A.D.O. associée
o; € R(x,y)

a 1'état de x.
Inversement siV est une D.I.B.A.D.O., toutes les fois qu'on notera
Ey; un &tat de 1'opinion, cela signifiera que sa fonction D.I1.B.A.D.O. est

égale AV,

Soit E un état de 1'opinion donné, Vg la D.I.B.A.D.O. associée,

on a @
VE(x,y) + VE(y,x) =} ¥V (x,y) € S(z)
Soit U € S(z), on pose @
V.(U) = L V.. (x,y)
B (,y) €U ©
Exemple :
S = {x,y,2z,u}
0, = (%y,z,0), p; =1/2

o
()
}

= (Y,2,0,%), P = 1/3
0y = (u,x,2,y), p3 = 1/6
E = (R,p) est un état de 1'opinion (R = {01, Oy 03) v Py iR > {pl' Pys p3} 04Py

1 1
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A.3. Définition :

Soit C une partie de S(Z) telle que :

C=100%), (xy,x3), K3eXg)oeees Ax,_1,x ), (x, %)}
On dit que C est un f-circuit de S(Z) (ou un circuit de 8(2), de longueur
L =|c|). Quand il n'y aura pas de confusion 3 craindre, C sera désigné

€galement par [xl,xz,x3,..., Xy o Xz-l' ij'

La vérité des deux lemmes suivants est simple i vérifier :

Lemme 1
vugs@
V. (U) = b ( I P.) = I P. lo. n U]
E (y) €U o e Rixy) & oper 11
Lemme 2

Soient oi un ordre total sur S; C un ¢-circuit de S(2), on a :

1 < loi nC| < (2-1)

A.4. Définition ;:
Soit un ordre total O; sur S, et un f~circuit C de 8(2), on dit
que C est O;-saturé ou 0; sature C si et seulement si

lo; ncl =21

Proposition 1 : (Guilbaud, [42 1) :

Soient VE une D.I.B.A.D.O. et C un f-circuit, on a :

1 < VL(C) < (2-1), ©)
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et de plus on a

se

VE(C) -1 si et seulement si C est o, saturé pour tout o, de E.

Démonstration :

Ceci est une conséquence immé&liate des lemmes 1 et 2, en effet :

1= © p sVp(C) = % piloincls(z—l) I py = - 1.
OieR OieR OieR

Corollaire 1

Pour toute D.I.B.A.D.O. VE et pour tout 3-circuit C on a :

1 £ Vg(0) <2 )

Remarque :
Les propriétés du corollaire 1 et de la proposition 1 sont

a2}

équivalentes
A.5. Définition :

Soient VE une D.I.B.A.D.O., C un ¢-circuit.

On dit que C est VE-saturé sl et seulament si : pour tout

bi de E, C est o,~saturé (Vg(C) = £-1).

A.6. Fonction pseudo-D.I.B.A.D.O.

On dira qu‘une fonction ¢ : S(Z) + [0,1] est pseudi-D.I.B.A.D.O.
si et seulanent si

(2)

Px,y) + Qly,x) =1

1 s ¥,y + @ly,z) + @(z,x) < 2.

Cz) v {X,Y,Z)* €8s

* On précise que conformément 3 1'usage x # y # z.
{x+) CE£.MOIUJARDET ,B. Math.Sci.tum. 43,1973 ,p 55-70.



I11-8

B) FONCTIONS PSEUDO-D.I.B.A.D.O. ET ORDRES PARTIELS
Rappels - définitions.

B.1. Ordre partiel

Soit P une relation binaire sur S.
On dira que P est un ordre partiel sur S si et seulement si elle est :
réflexive : si x ¢ S alors xPx,
Antisymétrique : si X,y € S, xPy et yPx alors x = Y i

Transitive : si x,y,z € S, xPy et yPz alors xPz.

B.2. la relation d'incampatbilité associée 3 P qu’on désigne par I est
définie comme suit :

X,y e S, xIy <== {(x,y), (¥y:X)} nP = ¢
(si la relation I est vide, 1'ordre P est un ordre total).

B.3. Définition : Dushnik, Miller [ ¢ ], 1941
Soit P un ordre partiel sur S.

On dit qu'un ordre total o qui contient (ou prolonge) P est séparant, ssi :

1%,¥,2 ¢ S tgxP ¥y avec XLz, yiz et xoz, zoy.
B.4. Définition : Duschnik, Miller [ ¢ ], 1941

La dimension d'un ordre partiel P sur S est définie came &tant
la cardinalité minimale d'un ensemble d'ordres totaux (sur S) d'lntersec-
tion P - on dira qu'ilk réalisent P.

Par ailleurs il résulte d'un théoréme de Szpilrajn [3] que pour
tout ordre partiel P, il existe toujours un ensemble d'ordres totaux qui
réalisent P.
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Fonctions pseudo-D.I.B.A.D.O. et ordres partiels

Soient O 1°’enseamble des ordres partiels sur S,
F 1'ensemble des applications pseudo-D.I.B.A.D.O. & valeurs

dans {0,1,1/2}

A tout &léwent p de Q on associe une image \fp dans F définie

came sult :

V¥ x #y tel que x P y on posera \Pp(i,y) 1, ka(y,x) = 0

¥ x #y tel que x I y on posera (Pp(x,y) = ‘fp(y,x) = 1/2

On voit imédiatement que (¢ P appartient effectivement a F.

Réciproquement on constate que tout élément (P de F est 1'image
d’un élément unique Py de Q donné par :

Wix,y)
‘9 (XIY)

On vient d'établir une bijection entre les ordres partiels sur S
et les fonctions pseudo-D.I.B.A.D.O. @: s, (0,1,5) .

B.5. Définition ¢

On dit que {p est une fonction pseudo-D.I.B.A.D.O. ordinale si
elle prend ses valeurs dans 1'’ensemble (0, 1, %—}.

Théoréme 1 Duschnik, Miller [ 8 1, 1941
Soit P un oxdre partiel sur S ;
les conditions suivantes sont &quivalentes :
P est de dimension > 2

Tout ordre total contenant P est séparant.
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Proposition 2
Soient P un ordre partiel sur S, tPP sa pseudo-D.I.B.A.D.O.

I3

ordinale associée, o0 un ordre total contenant P,alors :

O séparant <===> 3 un 3-circuit L{’p~saturé et non o-saturé.

Démonstration :
Si o0 est un ordre total contenant P alors :

o
e

"o est séparant" équivaut a dire d'aprés la définition (B.3) que

3x,y,z e S tel que :

XPy et xIz, 2zly avec xoz et YOZ.

ou d'une maniére é&quivalente :

le circuit C = {(x,y), (v,2),(z,%)} est tpp~saturé

((pp(C) = Lﬁ’p(x,y) + tpp(y,Z) + L(’p('zl.}c) =2) et |Cno| =1.
c.g.f.d.

Corollaire 2

.

Pour un ordre partiel P sur Son a :

dim(P) < 2 <==> Il existe un ordre total o contenant P tel que tous les
3-circuits ¢ p—saturés sont o-saturés.

Théoréme 2 :

pr D.I.B.A.D.O. <===> dim P < 2.

Soit P un ordre partiel, L?p sa fonction ordinale associée, on a

-
.
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pPémonstration :

(==> ) : Supposons que q’p soit une D.I.B.A.D.O.

Soit E‘? un &tat de 1l'opnion correspondant.
p

D'aprés la proposition (1) tout 3-circuit q)p-saturé est o4 saturé, pour
tait oy de El‘,p.

En outre tout ordre o i de E ¢ contient nécessairement P puisque :
p

xX,¥) € P <= ’lfp(x,y) =1 <==> (X,y) € oy Vo, cE, .

Par conséquent il existe un ordre total o contenant P tel que tous les
3—circuits p—saturés soient o-saturés, ce qui montre d'aprés le corollaire
2) que P est de dimension inférieure ou égale a 2.

( <==)

Si P est partiel de dimension2, désignons par o, et o, deux ordres
totaux réalisant P.

5i 1'on attribue a o; et o, le poids 1/2, 1l n'est pas difficile
de vérifier que 1'état de 1'opinion E :

1
E=(R,P)i R:’{olioz}t P1=PZ=§

a pour fonction D.I.B.A.D.O. la fonction Y -
P

Par ailleurs si P est un ordre total (de dimension 1), 1l est
clair que q)p est une D.I.B.A.D.O., 1'8tat de l'opinion correspondant
est formé de 1'ordre total P pondéré par 1.

c.q.f.d.
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CONSEQUENCES du théoréme (2) :

Avant de tirer quelques conséquences du théoréme (2), rappelons

le résultat suivant :

Théoréme 3 : [Hiraguchi 1955, [ 4y} ]

Soit P un ordre partiel sur S, |S| 2 4.
On a :

dim(P) < l—g—j— .
Corollaire 3 :
Pour |S| £ 5ona s
dim(P) < 2.

Par ailleurs, Hiraguchi [45 ], montre qu'il n'existe que 2 ordres
de dimension 3 sur un ensemble 3 6 &lé&ments.
Leurs diagrammes de Hass sont représentés a la figure (B.l1.)

" 3 x % *¢
X £
X3
Figure 1 Figure 2

Figure (B.1.)

Proposition 3 :
Pour un ensemble S de cardinalité = 6, il existe des fonctions
¢ : 52~ [0,1]s R, pseudo-D.I.B.A.D.O. et non D.I.B.A.D.O.
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béwnstration :

11 suffit de montrer 1'existence d'une telle fonction ¢ pour un
ensenble S de cardinalité &gale a 6.

Le graphe ci—dessous représente 1'ordre partiel P correspondant
d la figure)

X < ¥g

X3 % Xy

Représentons la fonction orﬂinale Lpp, dans une matrice ?p(i,j) 6 x 6,
telle que la case (xi,xj) contienne la valeur q)p(xi,xj)

On obtient le tableau suivant :

Xy X2 X3 X4 Xg X6
X, 1 1/2 1/2 1/2 1
Xy 0 0 1/2 1/2 {1/2
Xy 1/2 1 1 172 {172
X4 1/2 1/2 0 0 1/2
Xg | 1/2 1/2 1/2 1 1

= i

Xg 0 1/2 1/2 1/2 0

L'ordre P &tant de dimension 3 > 2, il résulte d'aprés le théoréme 2 que
la fonction ('?p n‘est pas D.I.B.A.D.O.

c.q.f.d.
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Ranargge :

La proposition précédente permet de construire des contre-exemples )
a une conjecture de Marschak [20], 1959, et un théoré&me de Guilbaud [ 42 1, 1970
sur n'importe quel ensemble de plus de 5 &léments.

B.6. Test d'une fonction C%) D.I.B.A.D.O.

P. Duschik et Miller, 1941, ont montré cu'un ordre partiel
P sur S est de dimension(*) 2 si et seulement si la relation d'incamparabi-
1ité qui lui est associe est une relation de camparabilité, c'est-a-dire que
les arétes du graphe G = (S,E) tel que (x,y) ¢ E ssi xIy, peuvent &tre
orientés de maniére a obtenir le graphe d‘une relation d‘ordre.

D'autre part, on trouve dans [ 40 7] une procédure
simple pour tester si un graphe donné est de comparabilité.

Par conséquent on peut facilement tester si une fonction &?P est

D.I.B.A.D.O., car ceci revient d'aprés le théoré&me (2) 3 tester si Ip

est une relation d'incawparabilité.

B.7. Caractérisation des pseudo-D.I.B.A.D.O. 2-&ligibles
B.7.1. Définition

Soit V : §2 > [0,1] une pseudo-D.I.B.A.D.O. Nous dirons que V
est k~éligible (k ¢ N) si et seulement si il existe un &tat de 1'opinion
E, associée a V tel que {BV} = K. Nous allons caractériser les “pseudo-
D.I.B.A.D.O." 2-~&ligibles.

I1 est clair que toute &tat de l'opinion E dont la cardinalité
est inférieure ou égale a deux est tel que sa fonction D.I.B.A.D.O. V prenne
2 valeurs distinctes au moins et quatre au plus : Py 0,1, Py-

() Il existe diverses caractérisations d'un ordre de dimension 2 ; & ce
sujet nous renvoyons le lecteur a la référence{ 72 Jou {31 .
(*) () Nous trouwns dans [ 2 2/1 un contre exemple sur 13 éléments.
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On peut ainsi distinguer 3 cas :

a) V prend 2 valeurs distinctes et la caractérisation n'est pas
difficile.

b) V prend 3 valeurs distinctes et 1'ensemble de ces valeurs
est alors nécessairament confondu avec {0,1,1/2} , le probléme de caractéri-
sation correspondant 3 un tel cas est résolu par le théoréme 2) du chapitre II.

c) V prend 4 valeurs distinctes dans 1'ensemble
(OeLPerz'pl"'Pz':l}; .

dans ce cas le probléme peut &tre &galement résolu sans difficulté a 1'aide
de la proposition suivante :

Proposition 4 :

Soient : v : 8(2)

-+ {O,I,pl,p2lpl+p2=l} une pseudo-D.I.B.A.D.O.,
Ey un &état de 1'opinion correspondant.
Les conditions suivantes sont &quivalentes :

V est D.I.B.A.D.O. et || =2 VE,
@ P, (2)

((d;03) 8 | v(1,3) = p,} est un ordre partiel.

(2) | v(iz,jz) = p,} est un ordre partiel.

bénonstration :

@ Pé———>1 @ : faci]_e, en effet 2 v(i,j) = pl = v(jli) = p2

Pz est donc 1'ordre inverse de Pl‘

@ == @ ¢ Supposons que Pl soit un ordre partiel;

Remarquons que P, = {(io,jo) (v(io,jO) = 1} est un ordre partiel

i

disjoint de P, et tel que o, =P; v P, soit un ordre total.
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IlenestdemémepouroszzuP ;

Affectons a 0, et 0, respectivement les poids Py et p,, on obtient ainsi
un état de l'opinion, dont la fonction D.I.B.A.D.O. associée coincide avec v.

O= @ :
51 V est une fonction D.I.B.A.D.O., et il existe E‘V un état de

1'opinion associé tel que lEv} =2etVe {0,1,p,,p,} désignons par o, et
o, les ordres de B

Sans perte de généralité on peut supposer que p, et p, sont les
poids respectifs.
On voit que P; est un ordre partiel, en effet :

Pl =0y -0, = 0, n {(ordre inverse de 02) .

c.q.f.d.

B.8. Caractérisation des pseudo-D.I.B.A.D.O. 3-&ligibles

La caractérisation des pseudo-D.I.B.A.D.O. K—ellglbles pour k 2 4,
paralt bien difficile, dans le cas général.

Nous venons de caractériser les pseudo- D.I.B.A.D.O. 2-8ligibles.

Nous allons caractériser les pseudo~-D.I.B.A.D.O. i valeurs dans
{0, ;, 2, 1} qui sont 3-éligibles. L'importance du théoréme obtenu en naombre
de }.ignes de démonstration nous semble trés supérieure 3 son importance
théorique ! Nous 1'avons donc présenté de maniére détaillée surtout afin
de donner au lecteur une idée de la difficulté du probléme.
2)

B.8.1. Définition : Soit V : S( + {0, -%,

WN

+ 1} une pseudo-DIRADO.

On associe a V le graphe G2 /3 = (8,7) tel que :

(x,¥) € A <=> v(x,y) 2 —g—
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Le graphe est camplet et antisymétrique, en effet
1 2
¥x,vyeS vix,y) +Viyx}) =1 et Vix,y), Viy,x) ¢ {0, 30 3 1)

ou V(y,x) 2 %—

wiN

entraine que V(x,y) 2=
Soit E, ¢ A un sous ensamble d'arcs de G, /3 qui vérifie les
conditions suivantes :
@ EO est un ordre de dimension 2, contenant tous les arcs-unités

@ tout 3-circuit de (;2 /3 a une intersection non vide avec EO

Eo ne contient pas de sous graphe isamorphe au graphe ci-dessous

tel que V(x,y) = V(y,2) =-§ et V(x,z) = 1.

@ ¥ X,¥,2 € § tels que :

Vix,y) = Vliy,z) = V(x,z) =§— et (x,z) ¢ E, alors (x,y) € Ey

ou (y,z) € EO‘

@ V X,¥,2, ¢ S
(Vix,y) = 1 (resp. Vi{x,y) = -:2;!, Viy,z) =—§— (resp. V(y,z) = 1),

{x,2) e EOJ == (y,2) € Eg-
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Tout ensemble E, de A vérifiant les 5 propriétés ci-dess us sera dit ordre
principal.

Théoréme 4 :

Soit V : 8(2) L 2

+ {0, 30 3 1} une pseudo-D.I.B.A.D.O. ;

les conditions suivantes sont équivalente :

a) V est 3-&ligible

b) G2 /3 = (5,A) admet un ordre principal El'

c) G2 /3 admet 3 ordres principaux Eys E2 P E3 tels que :

3
Ey uE,u E; = A, lnl E; = {(x,y) | Vix,y)

1}

Siv: S(Z) ~ {0, 3, 3, 1} est 3-&ligible, alors tout &tat de

1'cpinion E(S) : (|E(S)]|=3) correspondnat est tel que les pondérations

N . 5 1
assocliees a ses ordres sont égales a 3

Démonstration : Soient E(S) un &tat de 1'opinion correspondant i V tel que
|lE(s)] = 3, {0y, 0y, 0y } 1'ensemble des ordres de E(S) dont les pondérations
respectives Pys Pyr Py sont non nulles.

Il existe un couple (x0 ’ yO) appartenant a 1'intersection
exclusive de deux ordres de E(S). En effet : |E(S)|= 3 entraine 1'existence
dans E de 2 ordres différents qu'on désigne par O+ Oy. Par conséquent,

il existe un couple (x,y) tel que : (x,y) € 0} -~ 0, et (y,x) e Oy = 0.
Oy étant un ordre total, il vient (x,y) € 0, n oy - 0, ou (v,x) ¢ 0, n Oy ~ o,
Ce qui prouve qu'il existe un couple qui appartient & 1'intersection exclu-
sive de 2 ordres qu'on désignera par o,, O5.
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Par allleurs il existe un autre couple (xl,yl) appartenant &
1'intersection exclusive de 2 autres ordres qu‘on désigne par O1r Oy-

S'il n'en était pas ainsi tout couple (x,y) de 5(2) appartien-
drait soit a zéro oxdre, 3 0, 0 Oy exclusivament, & 0, N 03 n 0, Ou a ol.'

Donc tout couple appartiendrait & zéro ordre, 3 0, ou a 0, N O4.
On aurait donc : ¥ (x,y) € 8(2) (x,y) € 0, N 0y ou (v,x) € 0, N 0;.
Comme 0, N 0y est un ordre, et de plus c'est une relation totale, o, et 04
sont nécessairement confondus (contradiction). .

On est donc dans 1'une des situations suivantes :

2 1 ' 2 1
I (V(xoiyo):‘f[_)z"'p:; = 3° P1= ‘3’) ¢ (V(X10Y1)= P1+P2 = 3 p3 = ‘j') = Py 7 pz = P3=
I (V(x ): + = g = l) (V(x )—._- -+ = _1. = ;2_) ==> n_. =0 (j]nms—
0¥~ P*'P3 = 3¢ P} 3 1 Y1) PPy T30 Py = 3 )

sible)

_ _1 2 _ _1 2 - _1

Iix (V‘XOIYO)— P2+P3 =3¢ Py= "37)7 (V(Xl eyl)" pl+P2 =3 p3 = 3) => by = 3

(impossible)

_ 1 _ 2 _ -2 _ 1, _
Iv (V(XO'YO)— P2+P3 =3 pz"‘ 3): (V(xlpyl)— Pl"Pz = 3 P3 = 'j) = Py = 0

(impossible)
Ce qui montre que la seule possibilité est : P, =Py =Py = —;—
c.q.f.d.
Démonstration du théoréme
a) => c¢) : soit V une psewdo-D.I.B.A.D.O. 3-éligible 3 valeurs dans

(0, 3 5, 1) . Soit E(S) - un état de 1'opinion associée 3 V tel que |E(9)] = 3,
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Soit {Ol’ 0., 03} 1'ensemble des ordres de E(S).

D'aprés le lemme précédent les pordérations des ordres de E(S) sont &jgales 3 —31—
SoitEl =0y no0y; E2=c>2 n Og; E3=°1 n Oj.

El est un ordre principal, en effet :

@ L'ordre O) n 0, est évidemment de dimension 2, puisque oy # 0,
O N O, contient les arcs-unités car Vi{x,8) =1 => (x,8) ¢ 0 N0y n 04

=> (x,8) ¢ o; n o,

(2) soit C = [xyz] un 3-circuit de G, /3-

I1 est évident que tout arc de C appartient 3 E v E, v E3.

Et de plus 2 arcs de C ne peuvent pas appartenir simultanément 3 1'intersec~
tion exclusive de deux ordres qu'on désigne par Oy¢ Oy car s'il en était ainsi
on aurait : {(x,y), (y,z)} Oy N O, => (x,z) ¢ 0) n 0,. (ol n o, est un ordre

I1 en résulterait que V(x,z) = Z, Cce qui contredirait 1'h pothése selon
qu 3 qu ypO

laquelle V(z,x) = 2 ((z,x) ¢ Q).

3
ParconséquentElnC;éfd (etEZnC#¢etE3nC;£¢)

X4
@ Si El = O 0 O, contient un sous graphe isamorphe au graphe - &
x &

avec V(x,y) = V(y,z) =§ et v(x,z) = 1.
On constate alors que : {(z,y), (y,x), (x,2)} ¢ O3,

ce qui est impossible (transivité non vérifiée).
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@ et @ peuvent étre vérifiées d'une maniére analogue a @

c) ==> b) évident .

b) => a) Soit V : S(z) + {0, —13—, %, 1} une pseudo-D.I.B.A.D.O. telle que

G2 /3 admette un ordre principal Ey-

Egy &tant de dimension 2, 11 existe 2 ordres totaux O+ O, qui

1

réalisent Ey. Attribuons a o, et o, le poids 3 -

On définit Rl' R2, R3 de la maniére suivante :

R, = (ix,y) e 82 | vixy) = 1)

it

Rz {0, y) ‘ (y,x) e EO - RI}

Ry = (toy) | Vey) =3, ty) £ o) no, =K

1a relation oy = R, v R2 u Ry est une relation d’ordre total,
en effet :

i) Il n’est pas difficile de vérifier que 04 est antisymétrique
et totale.

ii) Transitivité :

si (x,y) € 0q, (y,2) € 05 On a les possibilités suivantes :
« X,y) € R,, (y.z) e R1 => V{x,y) = V{y,z) => V(x,z) =1

(V est pseudo-D.I.B.A.D.O. )/ ce qui montre que (x,z) ¢ R,.

. (Y) € Ry, (y,2) € Ry <=> V(x,y) =1, (Viy,2) =3, (z,y) ¢ By
si (x,z) € Rl’ on a &videmment (x,z) ¢ 04
si (x,2) £ Rl on a soit : ((V(x,z) = % et V(z,y) = %,

{z,y) € EO } = (x,2) /£ EO {condition @ ) donc (x,y) € R3 € 04

soit V(x,z) = % et (z,x) le (condtion @), donc (x,z) € R,.
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2
(x,¥) € Ry, (v,2) ¢ Ry <= V{x,y) =1, (Viy,2) = 3 (y,z) £ Ey)
donc V{x,z) 2% (V est psewdo-D.I.B.A.D.O. : si V{x,z) < %-,

la valeur du cirwit[xyzjest > 2).

Si vi{x,z) = 1, alors (%,2) ¢ Rl ¢ Oq.
sinon, on a V{x,z} ==-§ . et (x,2) £ EO {condition @)

donc (g,z) € R3 < 0,.

(,¥) € Ry, (v,2) ¢ Ry <=> (V(x,9) =5, (y,%) ¢ E),

(Viy,z) =—§~, (v,2) £ EO); si V{x,z) = 1, alors (x,2) ¢ Rl < 03 H

sinon on a :

wlto

soit V{x,z) =% , alors (x,2) ¢ EO nécessairement (sinon

(v,x) € E; et (x,2) € By => {y,z) € E, (contradiction)), ce qui
montre que (x,z) € Ry ¢ Oy i

soit Viz,x) =

IS

=> (2,X) ¢ B, (condition @ ) d'od (x,2) € R,

" on ne peut avoir V(z,x) = 1, car

[{z,x) € EO" (v,x) € EO' avec V(z,x) = 1 et V{y,2z) = %—]
entraine (y,z) € EO’ d'aprés la condition @ , Ce qui
contredit le fait que (y,z) € Ry.

(x,y) « RB' (y,2z) € R3 .

donc V(x,y) = Viy,z) = % et (x,y) £ Ey, (y,2) £ E

si (x,2) e Rl‘ alors (x,z) ¢ 03.
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sinon, on a l'une des situations suivantes :
a) (Vix,z)) = 3, {x,2) e EO), ce qui est impossible d'aprés la

condition (4) ,
par conséquent V(x,z) =

win

==> (%,2z) /£ E0 => (x,2) € R3 < 05-

B) Vix,2) =%, came le circult C = {(x,y),(y,2),(z,)) a
une intersection non vide avec EO' et x,y), (y.2) £ EO'
ona: (z,%) € Eq. {z,x) /£ Ry,

aA'AA (x,2) € R2 c 03.
Par ailleurs on ne peut avoir V(x,z) = 0, sinon on aurait

Vix,z) + Viy,z) + V(z,x) = -‘;‘- + -23— + 1 > 2, ce qui est impossible puisque V est

pseudo-D.I.B.A.D.O.

Enfin remarquons que si 1’ordre de 1'appartenance des couples (x,y),
{y.z) est inversé&, dans chacun des 6 cas, on peut procéder d'une manigre ana-
logue pour &tablir la transitivité.
'
Il n'est pas difficile de véfifier que les ordres Oys Oys 04 munis

de poids égaux a -% forment un état de 1'opinion ayant pour fonction D.I.B.A.D.O.

la fonction V.

c.q.f.d.

Remarque :
A partir d'un tournoi vaiué (G2/3) . associé a une pseudo-D.I.B.A.D.O.

V, & valeurs dans {0, %, %, 1} ’ le théoréme précédent permet de tester

si V est 3-&ligible.



I1-24

En effet, d'aprés ce théoréme, V est 3-8ligible ssi G

2/3 admet

3 ordres principaux E» EZ' E3.

La procédure proposée consiste a donner la marque (1,2,3) aux
arcs-unités. Tout autre arc de G2 /3 recevrait la marque 1, 2 ou 3 de telle
sorte que les arcs ayant le mméro i forment un ordre principal Ei
(cf. définition (B.8.1.)), si V est 3-8ligible. 1<i<3

On peut se contenter, de donner la marque 1, 3 un sous ensemble
d'arcs de G2 /30 formant un ordre principal E,. Un tel marquage est possible
ssi V est 3-éligible.

L'existence d'un ordre principal, permet d'exhiber un &tat de
1'opinion E; — associé a V), tel que ]EV[ = 3, de la maniére décrite dans
la dé&monstration du théoréme précédent (cf. (b == a)).

Remarque :

Une fonction pseudo-D.I.B.A.D.O. V : 8(2) + {0, %, %—, 1} peut
étre 4-&ligible.
Exemple : Soit E(S) 1'état de 1'opinion suivant :

1 acbd

6

Tacdb

%— cabd

3

gca db

La fonction D.I.B.A.D.O. V associée & E(S) prend ces valeurs dans

0,3, %, 1}, en effet :

V@b =1 (vba) =0, vi@e) =1 (vica) =
0

it

V(a,d) (V(dla) = 0) y V(blc) =

<

D

c
I

1)
V(b,d) =

!

v@b) =9 , Ved =1 (vide) =0
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Remarquons que V est également 3-€ligible ; un état de 1‘'opinion
correspondant est donné par :

cadb
acdb

cabd

Wb G e L0 e

(23

Conjecture
Une condition nécessaire pour que V : S(z) (S 2 6) >

{0, %, %, ;‘3‘-, '“—I'-["—l, 1} (pseudo-D.I.B.A.D.O.) soit D.I.B.A.D.O. est que

la dimension de 1‘'ordre constitué par les arcs-unités soit inférieure ou &gale
am.

On rappelle que cette condition est nécessaire et suffisante si m = 2,
d'aprés le théoréme 2 du chapitre I1.

Cependant cette condition n'est pas suffisante dans le cas général.
Nous donnons le contre-exemple suivant s

Soient ¢

2) + {0, %’

Wl Do

s = {a,b,c,d,e,f} ,V : 8 ;, 1)} une pseudo-D.I.B.A.D.O.

2
telle que : (?.2/3 = (5,A), avec (X,y) € A <= v(x,y) = 3

Soit le graphe ci-dessous :
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1'ensemble U des arcs en gras est tel que U = {u j V{u) = 1}. I1 est
évident que tout ordre total &lément d'un &tat de 1'opinion éventuel Ey
doit contenir U, et sature tous les circuits V-saturés (prop. 1 ).
Cependant une vérification directe montre qu'il existe un ordre total
unigue sur S vérifiant cette propriété, il s'agit en 1l'occurrence de 1‘ordre
(¢, f,c¢,d4,a,k).En effet :

tout ordre total o contenant U, a nécessairement 1'un des &lé&ments

a,e,c classé en téte :

1) si "a" est classé en tBte et e(resp. ¢) en 2&me position le circuit
[e,a,b] (resp. [c,a,f]) gui est V-saturé est non o-saturé :
Par conséquent "a" ne peut &tre classé en téte d'un ordre de EV

2) Si "c" est classé en téte de o, 1'8lément "a" (resp. "e") ne peut &tre classi
en 2éme position, car le circuit [c,d,al , (resp. [e,c,bl) qui est V-saturg,
serait non o-saturé.

Il ne peut y avoir donc d'ordre total de E;, avec "c" en téte.
3) Si "e" est en tBte d'un ordre total o de EV’ il est nécessairement confondu

avec (e,f,c,d,a,b).Il est é&vident qu'un tel ordre ne peut former un &tat
de 1'opinion Ey, bien que U soit de dimension < 3 (théoréme 3).

CARACTERISATION DES FONCTIONS D.I.B.A.D.O. POUR |S| < 5.

Dans cette partie il sera &tabli qu'une pseudo-D.I.B.A.D.O

2 L9 (rationnelle), est D.I.B.A.D.O. lorsque |S| < 5.

Vv S(

La démonstration se fonde essentiellement sur une proposition
démontrée de maniére constructive, prouvant que dans le cas iS{ < 5, il est
toujours possible de construire un ordre total o contenant tous les arcs-unités
(i.e. : {u | V(u)}=1), et saturant tous les 3 circuits V-saturés.
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A partir de 1l'ordre o, on peut construire une pseudo-D.I.B.A.D.O.

a1 a2 a—3
o1 " =1 " -1 7 "

a valeurs dans (0, &%—1') , O0 a 2 2 désigne le plus

petit dénominateur commun des valeurs de V.

Ceci permet d’utiliser la récurrence sur a pour démontrer la

propriété énoncée.
C.1. Définition
Pour 2 circuits C, et C,, |C;| =z 3, |c,| 2 3, on dit que C;
est un circuit partiel de C; si, et seulement si, pour tout ordre o tel que
02 soit o-saturé, Cl est o-saturé. Autrement dit, pour tout ordre o tel que

Iy no| =|c,] -1, onalc no| =|cf - 1.

Ranarque : tous les circuits partiels de C2 = [xyz ..., t] s'obtiennent en

prenant une sous suite de [{xyz ... tl .

Exanple : Soient : 5 = {2y, 2,3y, (3,49), (4,55, (5,1}} ,

i

C
Cy = ((3,5), (5,1), (1,3},
C

)= UL, 2,3, G4, @) .

Les circuits C, et C, sont des circuits partiels de Cs- Voir figure (C.l.)
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Lamme 1 ¢

Soit V 5{2} + [0,1] une fonction pseudo-D.I.B.A.D.O.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un circuit C de
S(Z) soit V-saturé est que tout circuit partiel de C soit V-saturé.

Déronstration :
' Condtion nécessaire :

Par récurrence sur 2, nous allons montrer la vérité du lemme
pour tout 2-circuit V-saturé. Pour un 3-circuit C on voit trivialement
que le seul circuit partiel est Cs, donc le lamne est vrai.

Supposons que le lemme soit vérifié jusqu'a (2-1), et montrons
qu'il est alors vral pour &.

Il est facile de vérifier que tout K-circuit partiel de Cg, tel
que K = 2-1, est un circuit partiel d’un (2-1) circuit partiel de ng

Il va donc suffir de prouver que tout (2-1) circuit partiel de
C N est V-saturé. |

Soit Cg =11,2,3,4,..., %=1, 21, voir figure (C.2.).

Posons, sans perte de généralité Cg-z =1{1,2,3,4,... , 2~11]

Figure (C.2.)
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et soit : Cy = ((2-1,2), (2,1), (1,2-1)} =[g-1,2,1].
On a : V(Cl) = I Vit,3) + 1 -1 = ¢ v{i,j) +v(2-LD+ v(i,e-1) - 1
(iaj)écg (irj)fcl

En opérant une permutation convenable sur les termes de cette samne, on
obtient :

(V(e—1,2) + V(g,1) + V{i,2-1)) + (V(1,2) + v(2,3) + ... + V(e-2,2-1) + V(e-1,1)}-1
=Vicy) +Vic, ) - L.
Camme V(Ci) =4 -1 (Cg est V-saturé par hypohtése), on a :
V(Cg) = (2-1) =V(Cy) + V(cz—l) -1,
(I) ou encore : V(C3) + V(Cl—l) -1,
{I1) En outre on a (V(C3) < 2, V(Cm-l) < 2-2) car V est pseudo-D.I.B.A.D.O.

De la relation I et IT on dé&duit que ¢

V(Cy) =2 et ViC, ) =12 -2

3)

ce qui prouve que C -1 est V-saturé.

Condition suffisante :
Si tout circuit partiel de C ' est V-saturé, on a en particulier :

ViCy) =2et VI, ) = £ -2
Coame V(CR) = V(Cz—l) + V(C3) - 1
il vient V(CQP = {g-2) +2-1= g -1

Donc Cl est V-saturé.

c.q.£.d.
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lame 2 :

Soit G = (S, Uy) un graphe simple orienté sans boucle. Si G est
sans circuit, on peut toujours rajouter des arcs dans G, de maniére 3 obtenir
un tournoi transitif.

Autrement dit s
19 < 5@ e que :

. UQ < Uy (x,v) € Ul <==> (y,X) ¢ Ul" ¥ (x,v) ¢ 8(2}

. (%9 € Ull (y,z) € U}, = (x,2) « Ula

Dénonstration :

Il est facile de voir que tout graphe sans circuit G = (S, UO)
admet une source s (resp. un puits p) i.e.;

Vy#s: (ys) U, (resp. ¥y #p  (p,y) £ Uy

On montre le lemme par récurrence sur |S| :
On voit trivialement que le lemme est vérifié pour |S| < 3.

Supposons que la propriété énoncée soit vérifiée jusqu'a |S] =n - 1, et
montrons qu'elle est alors vérifiée pour n. '

En supprimant une source s du graphe G, on obtient un graphe
a (n-1) sammets,auquel correspond un tournoi transitif Ty = (s - {s}, Ul)
d'aprés 1'hypothése de récurrence.

s étant une source, on conclut immédiatement cque le tournoi

T = (s, U,) avec U, =U; u {(s,%) | x#s, x e 8} , vérifie le lemne.

c.qg.f.d.
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Lame 3 @
Soient V une pseudo~D.I.B.A.D.O., C un circuit V-saturé.
511l existe un arc (xoy yo) appartenant a C tel que V(xo,yo) =0

alors : ¥ (x,y) « C, (x,y) # (xo,yg) on a :

ViX,y) =1

Démonstration

Imnédiate.

Lame 4. Soit Cg un R-circuit dont 1'ensemble des samets est S. Si 1'on
suppose que CSL est V-saturé, alors il existe un ordre saturant Cz et contenant
‘ (2)

tous les arcs-unités de S .

Démonstration s

Pour & = 3 vérifie trivialement le lawne.

Soit maintenant C, = {(xl,xz),,(x2,x3),(x3,x4),“w (xg__lgxl)g(x )}, >3,

l,l

voir figure C.3.

Fiq ¢ C.2)
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I1 est facile de voir qu'il existe un samet qui ne soit pas
1'extrémité terminale d'un arc unité de S(z) .

Sans perte de généralité désignons un tel samet par x,.

Nous prétendons que 1‘ordre 0y = (x;U Kys Xypeas, xi) vérifie les
conditions du lemme.
I1 suffit de montrer que Oy contient tous les arcs-unités de S(Z) .
Supposons qu‘il n'en soit pas ainsi, ce qui implique 1’existence d'un couple
2 3 =
(Xi’xj) de S° avec 1 < i < i, V(xj,xi) 1.

Ie circuit :
C = {{xy,x, IRRACSTORL SYP) PRESPL L N R PYCIE'S ,(xyxz),ne,,(xi_l,xi),(xi,xj)}

37t

est un circuit partiel de CJL’

Il en résulte d'aprés le lamme précédent que C est V-saturé.
Canme (xi,xj) e C, V(xj,xi) =1, l'application du lemme précédent montre

que x, est l'extrémité terminale d‘*un arc unité, ce qui contredit 1‘hypo-
thése selon laguelle X, n'‘aurait pas cette propriété.

Par conséquent Oy contient tous les arcs unités éventuels de 8(2) .

c.g.f.d.

Proposition 5

Soit V : S(z)

+ [0,1] ¢ R une fonction pseudo-D.I.B.A.D.O.
3
Pour |S| < 5, il existe un ensemble E, de s verifiant les propriétés

suivantes :
@ EO est un ordre.
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((x,y) € S2 | Vix,y) = 1} ¢ By,
autrement dit : EO contient tous les arcs-unités de S(Z) .

v E = { (x]. ixz) ¢ (xz 'XB) 7 (x3 pxd) } 3—Circ‘1jt V"Sat\.‘ré
on a
soit | € n Egl

It

2,

i

soit [€ o Eyl =1 etsi %nEOr-{(xl,xz)}ona

X

| I xy et xy Ixg (I &tant la relation d'incamwparabilité de Eg)

Démonstration :

Pour |S| = 3 la vérité de la proposition est simple, il suffit
d’envisager successivement les cas dans lesquels V ait 2,3,1 ou 0 arc-unité.
Avant d’aborder les autres cas, remarquons que tout ordre total sur S
contenant tous les arcs unités, et saturant tous les circuits V-saturés,
vérifie les conditions de la proposition.

En outre, si |S| = 4 (resp. |S| = 5) et si 52 camporte un
4—circuit V-saturé (resp. un 5-circuit V-saturé), la vérité de la propo-

sition est une conséquence du lame 2.

@s : m ls] = 4

(2)

On_suppose maintenant gue S ne contienne pas de 4-circuit

saturé :

Ceci implicue, que pour deux 3-circuits saturés Ql et ﬁez
distincts on a : (x,y) € (6‘1 ==> (y,x} £ ‘(‘,‘,’2o Car s'il n’en est pas ainsi,
désignons par El = [xyz]} , %2 = {yxt} , deux 3—circuits V-saturés ;

on constante que le 4-circuit {zxty] est V-saturé (contradiction).
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bonc, 3(2)

de plus ces circuits ont un arc en cammun.

canporte au plus deux 3-circuits saturés £, €.

On se place dans ce cas, en posant : (61 = {{a,b), (b,c),{c,a)} ,
&g’fz = {{b,c}, {c,d),{d,b}} . (Voir figure (C.4.}).

FtS(C-‘{}

On pose Uy = {(i,j) ¢ S xS | vii,3) =1}

1) s jupl =1 :

si Uy = {(b,c)} on prend Eg = U,

{(a,b}, {c,A) }.

si Uy = {(a,p)} ou {(c,d)} on prend E, =
si UO = {(dyb) } ou {(Cia) } EO = {(dab) ’ (Csa) }~
si Uy = (d,a) (resp. (a,d)) on prerd Ey = (d,a,b,c) (resp. (a,d,b,c]

Dans chacun des cas t:wcz:zite"zs‘,E0 vérifie les conditions de la propositi

2) lUOt =2, Uy={u,u,}:

Si u; et u, se confordent avec deux arcs de €, et €,, l'ensenble

EO = t}o vérifie les conditions du lemme.

Sinon, sans perte de généralité on peut supposer que u, = (a,d),

il

u, = (a,b) et par conséquent E, = (a,b,c,d) vérifie les propriété de la

proposition.
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3) |yl =3 _
L'ordre Eg cherché peut étre choisi camme étant U,, ce qui
n‘est pas difficile a vérifier.

Enfin si 8% contient au plus un 3-circuit saturé € la cons-
truction d'un ordre saturant € et contenant tous les arcs unités est

assez simple.

" CAS : B) |s] =5

(2)

B.X.}) S ne camporte pas de 4-circuit saturé :

Nous désignons, désommais, {u e s{?) | V(u) =1} par U;.

S1 S(z) ne canporte pas de circuit saturé, il est évident que EO = UO véri-
fie les conditions de la proposition.

§%il existe un ensemble non vide de 3-circuits saturés, dési-
gnons par T = (S,U) le tournoi (graphe camplet antisymétrique) dont 1'en-
semble des samets est S, et dont les arcs sont obtenus de la maniére suivante :

UQEU

Si un arc (i,j) appartient & un 3-circuit saturé, et n'ap~
partient pas a U,, alors {(1,j) est un Elé&ment de U.

Si deux sammets de S ne sont pas reliés par un arc qui est
dans le cas ou @ , on les joint par un arc et un seul, dont 1‘arien-
tation est arbitraire.

Cherchons un ordre Eqe qui vérifie les conditions du lemme.

Supposons que T contienne une source s € S (l.e. : ¥ 1 ¢ 8§~ (s} : (i,8) £/ U)

ouun puits p (V1 ¢ 8 - {p} : {p,1) ¢ U}, on cherche un ordre E, ¢ U sur

S - (s} (resp. s -~ {p}) qui remplisse les conditions de la proposition

(un tel ordre existe en vertu de A).
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On vérifie alors sans peine que :

Eqg = E; v {(s,i) | (s,1) ¢ U} (resp. Ey v {(i,p) | (1,p) e U}) satisfait

aux conditions de la proposition

Dans le cas ol T ne contient ni source ni puits, T serait fortement
connexe, ce qui nécessite 1'’existence d'un circuit hamiltonien H dans T'[ § 1.

Posons : H = {(a,b), (b,c), (c,d), (d,e), (e,a)} (Fig. (C.5.).

z

e - 9
Fig (¢ .5)

On a la propriété suivante : Tout 3-circuit saturé %’0, posséde ou bien
2 arcs unités (| 1?0 n Uy| = 2), ou bien sinon au moins un arc dans H

(|1€ 4 n H| 2 1). En effet

Si l'on pose €4 = {(1,3),(3,k),(k,i)} , il existe au moins
un arc de 80 qu'on désigne par (i,j) tel que (i,j) e Hou (j,i) € H (Ceci
tient A ceque S =5),

Si (i,3) £ H, on a nécessairement (3,i) € H.

D'aprés 1'étape (2) de la construction de U, on doit avoir
V(3,i) = 1.
Camme @O est saturé, il vient : V(j,k) = Vik,i) = 1.

Cequiprouvequelf?OnUO|=2 oul“@onlelo
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Par conséquent, tout ordre %9 qui sature H, et qui contient U,
doit saturer tous les 3-circuits V-saturés, donc satisfait aux conditionsde la pro-
position. La oconstruction d'un tel ordre o, est toujours possible, sauf

dans un cas particulier qu'on va examiner en priorité :

B.1.4) Soient u, = {(i,k), u, = (i,3), uy = {j,k) trois arcs

unités de 8(2) tel que uy appartienne a H.
Sans perte de généralité on peut prendre aen i, benk et d en j,

voir figure (C.6.}.

Il est clair gu‘aucun ordre qui sature H ne peut contenir les trois arcs
Uy, Uy, Uge On cherche maintenant 3 construire un ordre total %9 contenant

Uy, Uy, Uy, d’autres arcs unités éventuels, et qui sature tous les 3-circuits

de T.
L‘ordre O sature alors nécessairement tous les 3-circuits

V-saturés.
Un simple examen de la fig. (C.6.) montre que 1‘on a :

¥ (1,3) « H, (iij) ?é {a,b) : V(iej) # 1.

En outre, pour tout 3-circuit Cde T, ona : |[CaH| # ¢
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En conséquence dans un 3-circuit de T, il est toujours possible de supprimer
un arc u tel que u € H et V(u) # 1, de maniére 3 obtenir 3 partir de T

un graphe sans circuit. L'application du lemme (2), montre 1'’existence

d’un ordre o contenant U, et saturant tous les 3-circuits, donc o sature

les 3-circuits V-saturés. Ce qui montre la vérité de la proposition.

Horsmis ce cas (3.1.4.) on va pouvoir construire un ordre total o sur S,
tel que : 0 2 U, et lo n H| = 4 : Désignons par "a" un samet du graphe

qui ne soit pas l'extrémité terminale
C

d'un arc unité (voir fiqure (C.7.), \
“donc Vie,a) # 1, V({d,a) # 1, V(c,a) # 1. b N J
On va parcoarir les sammets du chemin
{a,b,c,d,e) de "a" a "e". N - )
R
FI'S ((‘_‘4)

Si on ne rencontre pas l'extré&mité terminale d'un arc-unité avant
d'atteindre 1'extrémité initiale de celui-ci, alors 1l'ordre (a,b,c,d,e) véri-

fie les conditionsde laprapcosition, sinon considérons les cas suivants :

I) Supposons tout d'abord que b soit 1'extré&mité terminale d'un

arc unité différent de (a,b), on a nécessairement u, € {(e,b),{(d,b)}.
Si 1'on suppose que V{d,b) = 1, voir fig. (C.8.),
I1 en résulte que : Vi(c,d) #1 et

V(b,c) # 1, car:

(Vic,d)=1 et V(d,b)=1) ==> V(c,b)=1 (impossible).

et (V(b,c)=1 et V{(d,b)=1) => V(d,c)=1 (impossible) Fig (c_e).

Par ailleurs si V(a,d) =1 (resp. V(b,e) = 1) on a :
V(a,b} =1 (resp. V{d,e) = 1), ce qui nous raméne au cas (B.1.4.), déja
examiné.

Considérons donc le cas V(a,d) # 1 et V(b,e) # 1.

I1 en résulte que "d" n'est pas l'extrémité terminale d'un

arc unité.
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I.1.a) Si 1°on suppose que V(c,e) = 1 on ne peut avoir V(a,c) =1
car ceci entraine, V{ge) = 1, ce qui est impossible d’aprés la construc-
tion de T. Par conséquent ¢ n'est pas 1'extr&mité temminale d'un arc
unité.

L'ordre O = {c,d,e,a,b) contient tous les arc unités éventuels,
car son opposé oy = (b,a,e,d,c) ne peut contenir un arc unité, en effet, par
€élimination des autres couples seuls les couples (a,e) , (d,c), et (e,d)
pourraient &ventuelleament prendre la valeur 1. Cependant V(a,e) # 1 et
v{d,c) # 1, d*aprés la construction de T. Seul V{e,d) pourxait donc étre
€égale 3@ 1, ce qui est impossible puisque (d,e} ¢ H. Coame H est og-saturé,
on en déduit que Oq vérifie les propriétés de la proposition.

I.1.b) Si V(c,e) # 1, on vérifie sans peine que 1l‘'ordre
(d,e,a,b,c) satisfait aux conditions de la proposition.

1.2) Supposons que V{d,b) #1 3

Donc Vie,b) = 1 {(puisque b est 1l'extrémité terminale d'un
arc unité différent de {a,b)). Voir figure {C.9 ).

da'oll : V{c,e) # 1 et Vid,e) # 1

Par conséquent le sammet e n'est pas 1l'extré&mité temminale
d’un arc unité. Il est facile de vérifier que 1°’cdre Og = {e,a,b,c,d)

contient Uy et sature H. Donc o vérifie les conditions de la proposition.
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IT) On suppose maintenant que c soit le premier sammet
rencontré qui soit 1'extrémité terminale d'un arc unité n'appartenant
pas @ 1'ensemble {(a,b), (b,c), (a,c)} - voir fig. (C.10)

e
ﬁg(c.dc\ .

On a nécessairement V(e,c) = 1, V(d,b) # 1, V(e,b) # 1.
Si V(bse) = 1, on en déduit que V(b,c) = 1, ce qui nous raméne au cas (B.1.4.)
déja traité.

Supposons donc V(b,e) # 1.

On avVv(d,e) # 1 car : (V(d,e) =1, Vie,c) = 1) == vid,c) =1
(impossible) . Came V(a,e) #¥ 1 on en conclut gque "e” n'est ll'extrémité
terminale d*un arc unité,

Il est assez facile de montrer que 1‘ordre oy = {e,a,b,c,d)
sature H, et contient UO“ En conséquence Oq vérifie les conditions de la
proposition.

2)

B.2.) S(' contient un 4-circuit saturé e 4 unique.

Posons S = {a,b,c,d,e} , €, = {(a,b), (b,0),(c,d),(d,a)} (fig. C.11).

2.0) Si tous les 3-circuits saturés de 8(2) sont des circuits partiels de (@
le probléme est facile d résoudre.
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2.1.) Supposons que S contienne au meins un 3-circuit saturé '€3 qui ne
soit pas partiel de %4,, %’3 a deux sommets dans {a,b,c,d}, 1'autre
samet étant e.

On ne peut avoir (i, 3) f?q, et (j,1) € i‘f3), car si 1°’on pose
par exemple (i,j) = (a,d) et 1‘33 = {{a,d),(d,e),(e,a)} , on constate
que le S5-circuit € 5= fa,b,c,d,e] est saturé. figure C.11), car
VIE) =v (6 +v(€y) -1=a.

b >Tye

Hg(c.ﬂ).

Ceci contredit 1‘hypothése (B.2.), pulsque tous les 4-circuits partiels
de 85 sont saturés (cf. lemme 1).

Par ailleurs si i et j sont deux &léments de S ~ {e} tels que
{{i,3, G,1)) n }34 = 8, alors (i,j) ne peut &tre un arc de ‘6'3.,

In effet, si 1'on suppose que (i,3) = (a,c) et (a,c) « &3,,
le 4-circuit {c e a bl est saturé (contradiction avec B.2.).

On peut donc, sans perte de généralité, supposer que ‘63 = [e,d,al
Il est facile de voir qu'il ne peut y avoir d'autre 3-circuit saturé différent
de E§ = [b,c,e] , sinon on a un 4-circuit saturé différent de ‘64.
S'il existe un couple (1,j) &ldment de 84 tel que V{(i,j) = 0 alors on
a V(k,ﬁz) =0oul, ¥ (k,ﬁg) € f4, et on peut vérifier ais@ment dans

ce cas que 1'ensemble des arcs unités vérifie les conditions de la proposition.
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S'il existe un couple (i,j) de @4 tel que V(i,3j) # 0,1 alors
(2)

on construit le graphe J = (8,U) came suit : un élément de S ‘est un arc
de J si et seulement si : soit V(i,j) =1,

Soit (i,3) e &’4 vy v Eg et V(j,i) # 1.
I1 en résulte que § 4 U
On supprime dans J un arc u tel que : u € 84, V() # 0,1.

S*il existe un autre circuit dans le graphe J dont aucun arc
n'a été supprimé, on choisit dans ce circuit un arc u n‘appartenant pas
a un circuit dont un arc a &té supprimé et tel que V(u) # 0,1. La suppres-
sion d'arcs différents de zéro et de 1'unité de chacun des circuits de J
de la maniére décrite ci-dessous, nous fournit un graphe J, sans circuit
et contenant tous les arcs unités.

De plus chacun des circuits a tous ses arcs sauf un dans U.

Liapplication du lemme (2) montre que 1'ensermble des arcs
de J; peut &tre complété pour faire de Jg un tournoi transitif désigné par
J, = (s, Ul) .

Soit E, 1’ordre associé a ce tournoi transitif. E, est évidemment
un ordre total contenant tous les arcs unités et saturant tous les circuits
V-saturés.

Par conséquent E, vérifie les conditions de la proposition.

B.3.) 8(2) canporte plus d'un 4-circuit saturé et ne contient pas de

5-circuit saturé. Dans ce cas il n'est pas difficile de vérifier qu'il

existe exactement deux 4-circuits saturés € 4 et f:l tels que :
| t 4 " ‘8:1[ =2
Posons ‘64 = { {a,b),(b,c), (C:d) ' (d,a)} ’ ‘6 :1 = {(d,a) s (@a,b), (b,e) ¢ (e,d) }

voir fiqure (C.12).
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Vg (c.q1).

Les seuls circuits V-saturés sont les circuits partiels de € 4 et l‘,’&., Pour
trouver un ordre E, vérifiant les conditions de la proposition, on procade
d’une maniére tout 3 fait analogue a celle du cas précédent :

S'il existe un arc u de 84 ou ((3,3 tel que v(u) = 0,
1'ensemble des arcs unités vérifie les conditions de la proposition,

sinon on construit un graphe J = (S,U) dont 1'ensemble des arcs est formé
des arcs de § 4° Y:’fl et des arcs unités.

51 on choisit de chacun des circuits un arc u et un seul dif-
férent de 2éro et de 1'unité, que 1°'on supprime, on obtient un graphe
sans circuit lequel sera prolongé en un tournoi transitif.

L'ordre total associé au towrnoi vérifie les conditions de la
proposition.

(2)-*[0,115(), Is| <5 ;ona:

Théoréme 5 : Soit V ¢ S
V est pseudo D.I.B.A.D.O. <==> V est D.I.B.A.D.O.

D&mwnstration :
Nous allons effectuer la démonstration par récurrence sur le plus

petit dénaminateur commun des valeurs de v, qu‘on désigne par a.
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Si a = 1 le théoréme est vrai, et ceci peut &tre vérifié ai-
sément. pour o = 2, la fonction V prend ses valeurs dans 1'ensemble
(0,1, 31 . T1 résulte du théoreme (3) que 1'ordre {u c s | vy =13

est de dimension inférieure ou égale & 2. Donc le thdoréme est aussi vrai

d'aprés le théorame (2).

Supposons que le théoréme soit vrai pour (a-1) 2z 2, et montrons qu'il
est alors vral pour a.

Soit P un ordre vérifiant les conditions de la proposition 5),
en vertu du théoréme (3), P est de dimension inférieure ou &gale a 2.
Dfautre part le théorzme (1) entraine l’existence d'un ordre O, prolongeant
P et non séparant.

La condition 3 de la proposition 5) implique que o, sature
tous les 3~circuits saturés relativement a V, en effet :

Si‘@ est un 3-circuit saturé on a :

il

soit |8 n P| = 2 ce qui implique ‘ogn{‘;} =2

soit | € n P|

[

1 ce qui implique &galement [0y n €| =2,
puisque o, est non séparant.
On définit la fonction v' comme suit :

vV 8(2) + {0,111 ¢ Q

W si (i,3) € oy
1,3 2y, = i
¥ (i,3) € S ) = o« V(i,3) sion
a~1

On voit que si U est une partie de s?) erte que |Un oﬁi = ), alors :

a { T vi{i,j) - A

Vi () = T V(i) = (i,3) ¢ U
(i,9) e U 1
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Montrons que V' est une fonction pseudo-D.I.B.A.D.O.

a) Remarquons tout d‘abord que :

v (4,9 «s? v,y 20

car o contient tous les arcs unités de S(Z) R

b) v (1,3 ¢ s v ¢ v,y = SVLDWEAN a1
a -1 a -1

c) Soient g

14
@—1

=18 aopl. e tn,2m,

(3 ,0G,k, (k1)) un 3-circuit,

{(1,k),&k,3),03,1)) 1le circuit inverse.

C.1.) Supposons qu'aucun des circuits 8§ et U™ ne soit saturé,
relativement & V : on peut alors &crire : Vi) = 2 -§- ; € étant entier
positif tel que : 1 < ¢ < a .

' + 1 -1
d'ol lrasv(€)52 -
ce qui est équivalent & : 1 + a <aV(8) < 2a - 1

ou encore s a~14+2~-2A<aV(B) ~A<2a-241 -2

donc : I%Z"Asav@)—x s2+ 222
a -1 a -1 o -1
Conme V'(%» =.0_".ﬂf€_)_:;ly il vient s 1 SV”(E) s 2.

a -}



I1-46

C.2) Supposons que ¥ soit saturé relativement 3 V ;

ponc |8 aoyl=2=2et v(B) = 2.

v,(.g):avd‘;)"-z - 20 -2 = 2.

Il en résulte que :
a - 1 a~ 1

d'ol 1 =< v’(@) < 2.

L]

C.3) B n'est pas saturé et B est saturé :
s 3 -1, _ 1 e S
ona:Vv(8)+v(g™) =3, viig™t =2
onconclut que : 1 <V'(8) =1< 2.

Donc V' est une fonction pseudo-D.I.B.A.D.O. 3 valeurs dans :

1 2 3 a=2  qa-1 }

{Ol Fd ! Fooe 4
a~1 a-1 o~1 a~1 a1

@

Ie dénaminateur cammun des valeurs de v' &tant (o-1) ¢, camue v' est pseudo-
D.I.B.A.D.O., d'aprés 1'hypoth@se de récurrence il existe un &tat de
1'opinion E, {S) ayant pour fonction D.I.B.A.D.O. la fonction v°'.

Construisons un autre état de 1‘opinion EO(S) de la maniére
suivante : 1'ensemble des ordres de EO (8) est constitué des ordres de

El {S) et de Oy« On associe a o, la pondération% .

La pondération de tout ordre de Ey (S), différent de Oy, est &gale

a8 sa pordération dans E,(S) multipliée par a;I
L'état de 1l'opinion Eq(S) ainsi obtenu a pour fonction D.I.B.A.D.O.

la fonction V, ce qui peut &tre vérifié aisément.

c.g.f.d.
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»o

Proposition (6)
51V o 5(2) + O est une pseudo-D.I.B.A.D.0. rationnelle contenant

un |8]-circuit V-saturd C,i.e. : un circuit & |S| &l&vents, alors V est
D.I.B.A.D.O.

Démonstration :

C &tant un circuit V-saturé, le lemme (3) montre 1‘existence
d’un orxdre EO {(total) saturant C et contenant tous les arcs unités. Donc
Eg vérifie les conditions de la proposition (5.

La démonstration est ainsi ramenfe & celle du théoréme précédent.

c.qg.f.d4.
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ALGORTTHME POUR LA CONSTRUCTION D'UN ETAT DE L'OPINION
CORRESPONDANT A UNE FONCTION PSEUDO-D.I.B.A.D.O. (IS} <

Pour une fonction V,S(Z)

+ [0,11 ¢ Q, ISl < 5, pseudo-D.I.B.A.D.O.
rationnelle, les techniques utilisées dans la démonstration de la proposition 5
du théoréme 5) nous permettent de proposer l'algorithme suivant pour construire
E, (un état de 1‘opinion ayant pour fonction D.I.B.A.D.O. la fonction V).

k) est une pseudo-DIBADO rationnelle, désignons par C( ) 1’ensem!
(k) (k)

Si V(
des 3-circuits Vv
(k)

saturés, par o
valeurs de v et par U(k)
0 = wes® @) =11,

le plus petit dénaminateur coamun des
1’ensenble {ueS(k)/v(k) (v =1},

Algorithme :

o)

° 2y, o o g,

(O) Poser k = o, V(

{ ¢
(1) Chercher un ordre total Ok sur S saturant Ckl et contenant Ukz, aller en (2).
(k+1) 2

(2) Construire la fonction V s 8 -+ Q came suit :
(k) - :
% (}g;,y) Losi ) <0,
k
X K.y) )(X’ ) sinon
oa(k) -]

k := k+l, aller en (1).

(3) On réitéere ((1),(2)) Jusqu ce que 1'on obtienne une fonction V(Y) a
valeurs dans {0, ———Y—}

A la fonction V(Y) sera associé 1'ordre OY' tel que (x,v) EOY o> V(Y) {x,y) =1
Aller en (4).

(4) les étapes précédentes générent une famille d'ordres O ,01, s 3,...,9( “1,01 '

que l'on désigne par F.
Soit g = F + Q, telle que :

Yk # 1 q(Q) é‘ ’
oy
)

et q(OY?
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Appelons /f 1'ensemble des ordres distincts de F et définissons 1'application

P ¢ R > Q come suit

VoeR : plo) = I q(O,) od I est 1’ensemble des index des ordres identiques
31610

ao.

Ona: BE= (Rp) =Evc

Autrement dit 1'état de 1'opinion E = (R,p) a pour fonction D.I.B.A.D.OC.

la fonction V.

Justification de 1'algoritime :

E = (R,p} est effectivement un &tat de 1'opinion puisque

Y | -
Iplo) = £qo,) =X+ L=y,
OcR jo T @ @

1} suffit donc de montrer que E a pour fonction D.I.B.A.D.O. la fonction v.
On peut effectuer cette démonstration par induction sur & de manidre tout
d fait analogue a celle utilisée dans le théoréme 5).

Exemple : S = {xpxz,xyx‘q}
Soit K = (S,s(z) ) le graphe camplet symétrique, valué de la figure (D-1) avec

v ¢ s? s (0,175, 2/5,3/5,4/5,5/5).
On désigne ce graphe par (S,SZ,V) , et V par V‘O} .

Xy
% 3
.g &
) Sl
Ao 5 X
P F g
r 4
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I - En considérant la liste des 3-circuits on voit que :
5(2)

seul arc unité {x3,xl) =u_.

contient un 3-circuit v-saturé unique C = [x3,xl,x4], et un

- Etape 1 : On choisit un ordre total contenant u et saturant C.
Soif. 00 = (x3,xl,x4,x2) un tel ordre.

- Etape 2 : Construction de V°.

On obtient le graphe Gl = (s,s(z)

V') de la figure D-2

X
o -
t{ h\
4
< {
% 7 %
i
¢ 3!
"
7
x‘d
Fig (D).
II"V(l}(X x,) = vi{x,,x,) =1 doncU(l) = {({x,,%,), (x,,%x,)}
271 377 ’ VA S Sy R
C = £x3,x1,x4} est 1'unique circuit v(l)-—saturé.

- Etape 1 : On choisit 1'ordre O1 = (x3,x2,xl,x4) qui sature C et contient
{ (xz,xl} . (XB'Xl) }.

- Btape 2 : L'application de 1'&tape 2 nous fournit le graphe valué

(2) ,v(z) ) de la figure (D-3)

Gz = (s,s
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IIL - On a
v(z) (xz,xs)

Coul ¥ (xz,XS} # (xz,x4) et (x4,2)
(2)
v {x

il

L) = 1/3, e (0%, = 2/3

- Etape 1 : L'ordre 02 = (xz,xd,xa,xl) contient tous les arcs unités.

— Etape 2 : On obtient le graphe (-33 = (s,s(z) ,VD)}? fig. (D-4)

e

Fig(p-y)

. (3 o - '
L‘ordre 03 {associé a v'7') est : 03 = €x4,x2,x3,xl§

- Etape 3 : Les oxdres Ol" 0.,, 03 étant distincts, on a :
= = = = = =1
q(OO) = q(OQ = q(02§ = p(OO) = p(Oi) = p(OQ) =E

= =53

o

o

81 1'on pose ¢
R = {00,01,02,03} = Nx3,xl,,x4,x2),(xyxz,xlyxé)g(x2,x4,x3,x}),(xd,,ngx:i,xi)}
i‘état de 1l'opinion cherché est Ev = (R,p)-



11-52

HEURISTIQUE POUR LA CONSTRUCTION D'UN ETAT DE L'OPINION
CORRESPONDANT A UNE PSEUDO-D.I.B.A.D.O.

L'heuristique qu'on va proposer se justifie par sa rapidité camme
méthode de construction d'un &tat de 1’opinion dont la D.I.B.A.D.O. ne soit
pas trés différente d*une pseudo D.I.B.A.D.O. donnge.

Cette heuristique se fonde sur la proc&dure suivante qu'on désigne
par -Max min—-, elle est die & Kohlexr [ 1, 1978.

Probléme :
Etant donnée une matrice réelle {a(i,3)) n x n, telle que
i, jer = {1,2,...,n}.
Soit O un ordre total sur I, avec ¢_ = Min {a(i,j)}
T T e
Trouver un ordre total sur I qui maximise la valeur de ey.

la procédure “Max-Min" :

(O) Pour toute ligne i, chercher le minimum des a(i,]j).

(1) Choisir le maximmm des minima ainsi obtenus.
Soit il 1'indice de la ligne correspondant & ce maximum.

(1)'8i i, n'est pas unique, on en choisit un tel que I a, . soit maximale.
1 jeX 1s3

(2) Supprimer la ligne et la colonne i.
Sur la matrice obtenue par la suppression de la ligne et de la
colonne il’ on applique le procédé décrit dans (0), (1), (1)' pour obtenir
un indice 13.
En réitérant ce procé&dé on obtient les indices ilf 12, i3, cney in,
Kshler {423, 1978, a montré que 1‘'ordre (11,12,13,.,.,3,“) sur I résoud le
probléme posé. '
Nous signalons que la procédure de Xohler [181 ne contient pas l'€tape (1)° ;

son introduction rend 1'heuristique que nous allons proposer plus efficace.

Dans le cas |S| <¥ , l'algorithme proposé précédemment -, pemmet
de construire un &tat de l'opinion correspondant a une pseudo-D.I.B.A.D.O.
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Cependant pour |S| > 5, une pseudo-D.I.B.A.D.O. n‘est pas nécessairement
D.I.B.A.D.O., . et de plus le probléme de recherche d'un ordre conte-
nant tous les arcs-unités et saturant tous les circuits v-saturés n'est pas
résolu dans le cas général, ce qui limite 1‘application de 1‘'algorithme au
cas |S| < 5.

Pour une pseudo-D.I.B.A.D.O. rationnelle donnée A 1'heuristique
qu‘on va propose permet de construire un &tat de 1’opinion E, dont la fonc-
tion D.I.B.A.D.O. v, constitue une approximation acceptable de v, dans ce
sens que :

Vi, jes'?) vy =viL 3| < S

ol o désigne le plus petit dénaminateur commun des valeurs de v et € un entier

suffisamment petit par rapport & a. Il est souvent de 1°ordre 1 ou 2 quel que
soit .

Posons S = {1,2,...,4,441,...,3,....n-1,n}, o'V = a, v} = 4.

v étant une pseudo-D.I.B.A.D.O. dont les valeurs sont représentées
dans une matrice carrée (V(i,j))nxn' amputée de sa diagonale. a(Y) désignera
le dénominateur commun aux valeurs de V(Y) obtenus au cours de 1‘application
de 1'heuristique.

HEURISTIQUE
O) v :=1

(1) Appliquer la procédure "Max-min® sur la matrice (vg)j)) pour trouver
4

un ordre O qui maximise la valeur € = Min vg) ) sur tous les ordres
Y ﬁ-bjﬁoy ¢J
totaux possibles sur S.

(2) On définit la matrice (v''*Y)) came suit :

(1,1
LSO LG ) B
: ; ;i'3> si (1,5) €0
o) AL i
(0:4 Y v .
__7F§Lal sinon
o ¥ ~3

(3) Si vy = a stop
Sinon aller en (4).
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(4 v := y+l, aller en (1).
S$1i v £ a ~2 aller en (1), sinon aller en {(4).

(5) Ssi v(a—l) est D.I.B.A.D.O. et prend ses valeurs dans 1'ensemble {0,1,1/2

Oa-l’oa désignent deux ordres qui réalisent 1'ordre formé par les arcs
unités. Sinon aller en (1).

L'application de 1‘*heuristique fournit un ensemble d’ordres totaux

R = {0},0,,05,...,0, _;,0.}.

Posons p{()i} = 1/a voiez?;

Soit vy la D.I.B.A.D.O. associée & 1'état de 1l'opinion E = (R,p)

v est 1'approximation chexchée.

Exemple : On se propose de trouver un &tat de 1'opinion corresporndant a la
fonction pseudo-D.I.B.A.D.O., v- représentée par la matrice ci-dessus- en
appliquant 1‘'heuristique

= ;
a b C d
a 2/4 11/4 1 3/4
b | 2/4 1/4 1 3/4

c |3/4|3/4 =] 4/4

a {1/4{174] 0o =]

(vl)

Etape I : Recherche d'un ordre O

tel que €, = Min v(i,]) soit maximum
1 1 . L

(lﬂj)ffol
par la méthode "Max-min" :
Le maximm des minia sur toutes lignes correspond & la ligne C ;
donc 1'&lément C est en téte de 1l'ordre 01 chercheé.
Si 1'on supprime la ligne et la conne (C) on obtient la matrice

ci~-dessous :

: 5 a b d

[ a 7'2/4 3/4
b |24 =34
d |1/4 | 1/4 ==
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L'application de 1°étape (1) de la procédure "Max-min" montre qu‘il
existe deux lignes candidates "a" et "b” puisque :
les minima des lignes "a” et "b" sont égaux 3 2/4, lequel est supérieur au
minimm de la ligne "d" qui est &gale 3 1/4.

On choisit 1°&lément "a" pour occuper la 2&me position dans 1‘ordre O
On supprime la ligne et la colone (a).

l.

Sur la matrice résultats (2 2), on trouve d‘une maniére analogie que b est
candidat -unique- a la 3éme position dans O
L'élément d est classé en 4éme position.

lo

)

Donc l'application de la procédure "Max-min" sur la matrice (v( £,9°n n
14

fournit 1°ordre 01 = {(c,a,b,d).

IT - Passage d la matrice VQ)

0, modifie la matrice v de telle sorte que le numérateur et le
dénaminateur des poids associés aux couples appartenant 3 Ol diminue d‘une
unité,

Pour les poids non nuls des couples n'appartenant pas & Ol' seul le dénomina-
teur diminue d'une unité.

2

Nous obtenons ainsi la matrice v ci-dessous :

_“"‘abcdr

a [=—]1/3 11/3 11/3
b |2/3 |===|/3|2/3
c {2/312/3 |F==]3/3

d {2/311/3] 0O ——

La procédure "Max-min” appliquée 3 la matrice v“) aboutit 3 1° ordre total
2 = {(b,c,a d) et la modification de la matrice v( ) conduit A la matrice
(3)

v

suivante :

a |=—=1/2{1/2]1/2

——1 O | 1/2
c [1/212/2 f 2/2
a |1/211/2 ) 0 |/
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La fonction représentée dans v(3) est pseudo-D.I.B.A.D.A.
les ordres 03 = {¢,d,b,a), O4 = {a,c,b,d) réalisent 1'ordre formé par les
arcs-unités de V3.

Ici 1'application de 1'heuristique est heureuse, car 1'approximation domme une
solution exacte :

Les ordres O1 = {c,a,b,d), O2 = (b,c,a,d), 03 = {(c,d,b,a), O4 = (a,c,b,d),
munis de la pondération 1/4, forment un &tat de 1'opinion dont la fonction
D.I.B.A.D.O. coincide avec la fonction v.
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La Procédure "Max:qyip" et le probléme

de Recherche de 1'ensemble de tous les ordres totaux qui contiennent
un ordre partiel donné

Probléme :
Trouver 1’ensemble de tous les ordres totaux qui contiennent {(ou
prolongent) un ordre partiel P -~ fini - donné.

Dans la littérature, on ne connait pas de réponse algoritimique
satisafaisante a cette question.

La méthode booléenne proposée par Ducamp [ “} 1 semble relativement
per formante.

Nous adoptons ici la méthode "max-min" pour résoudre le probléme
posé.

Soit P un ordre partiel sur §, SQ sa fonction ordinale associée,
cf. (B.5), i.e. :

P : S(z) + {0,1, —%} 7 P est une pseuwdo-D.I.B.A.D.O.
(1,3) € P <= WP(i,3) =1, Q(5,1) =0
(1,3) € I, <= P(i,3) = PG, =

81 {S| =u, on représente la fonction P au moyen d'une matrice (n x n) amputée
de sa diagonale principale.

Proposition :
Tout ordre total issu de la méthode “max-min" appliquée 3 la matrice

(¥ (i,3)) est un ordre total qui contient P.
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Démonstration :
Soit oj un ordre total issu de la méthode max-min appliquée a ¢,

on a nécessairament :

. I3 3 s — i ©
Eq = zg_n.) . YED =5
¢3) € P
en effet :
On ne peut avoir &p = 1, car ceci entraine que :

LP(-lavj) =1 ¥ (laj) € OTe

ce qui signifie, Y &tant pseudo-D.I.B.A.D.O, que celle-ci prend ses valeurs
dans 1'ensemble {0,1}, ce qui contredit 1'hypothdse selon laquelle Y est
une fonction ordinale associée & un ordre partiel.

1
D'autre part : €p23 4

=1
Cp. T35 4

car il existe au moins un ordre O tel que
1 1

Il suffit pour le voir de prerdre un ordre total Oq qui contient P,

1

L'ordre Op contient P. car s'il n'en était pas ainsi, il existe-
‘rait un couple (i,3j) ¢ Op tel que (i,3) £ P, ceci implique :

$(L,3) = 0 (contradiction avec e, = 3.

c.q.£.4.

Proposition (2)
L'ensemble des ordres engendrés par la méthode "max-min® appliquée
a ( ({? ) constitue 1'ensemble de tous les ordres totaux qui prolongent P.

B T S
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Démonstration
Soit Op = (il, 12,, 13, cees in) un ordre contenant P.

I1 est évident que e = Min (p(i,3) = %
(1,3) € Op

Montrons que Op est susceptible d'étre obtenu par 1'application de la méthode
"max-min" 3

il peut &tre classé en téte d'un ordre issu de la procédure "Max-
min”, en effet, si le minimm qui correspond 3 la ligne 11 est égale & 1, alors
i, est systématiquement choisi selon la procédure "Max-min" comme premier
élénent, sinon. le minimum des poids correspondant & la ligne 1, serait &gal i 3,
et de plus toute ligne différente de il est telle que le poids minimm de
ses €léments est inférieur ou &gal a % . En effet, supposons qu'il existe

une ligne im i il dont le minimum des poids est &gal 3 1.

On déduit de la construction de ¥ que ia surclasse dans P tous
les Eléments de S, et donc en particulier ilg ce qui contredit 1'hypothése
selon laquelle (il" 12, 13, im,, ooy in) prolonge P.

Donc il peut 8tre classé en téte d'un ordre issu de la m&thode
"max-min”.
On démontre d‘une maniére tout a fait analogue que i, peut &tre

classé en 2éme position ... etc ...

c.q.f.d.

Exemple :
Soit § = {sl, Sy¢ Sq; 94}
P l'ordre partiel sur S dont le graphe associé est représenté par la

figure ci-dessous :
By

, b

/A‘Qﬁ\
2 B,
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La matrice ({f) associée & P est la suivante :

: 51 Sy 3 54
I T s %’ '%
32 1 — 1 1
s | 3 0 3
AHRA=

On constate que le minimm sur la 2&me ligne - s, — est le maximmm des mini-
» correspondant aux lignes de la matrice.

Donc s, doit étre placé en téte de tout ordre prolongeant P.
Supprimons la ligne et la colonne qui correspondent i - S, — on obtient la

matrice :

— | S3 Sy

s 1 1
11— 2 2

e | L == I

3 I e 2

s 1 1 F————y
4 2 2 E——

a partir de cette matrice, en poursuivant 1’application de la procédure
"max-min" toutes les permutations possibles de (sl, S3¢ S 4) sont susceptibles
d'étre obtenues, elles sont :

(8)/83s80) 0 (81454483) 0 (89,8).8)), (S3,54,8)), (s4,5),84), (s4,54,8,).
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I1 en résulte que 1'ensenble de tous les ordres totaux qui prolon-
gent P est égal & :

{(52:51753154): (52p51r54133)p (52153rslvs4)r (52193154151)1 (52134151153)1
(82,84,83,51)].

Une conséquence de la proposition précédente

Soit V : 5(2) + [0,1] ¢ R, une fonction pseudo~-D.¥.B.A.D.O.

Afin de tester si V est D.I1.B.A.D.C., on peut procéder de la maniére suivante
si le nonbre d'arcs unités est grand par rapport au nambre des &l&ments de 8 :

I). Chercher 1'ensemble des ordres totaux prolongeant P ordre partiel formé
de 1'ensenble des arcs-unités.

Tout ordre d'un état de 1°opinion &ventuel sur § correspondant a
v, appartenir a4 1l’ensemble des ordres totaux qul prolongent P.

S
‘y

IT}. A chacun des ordres ot. » on fait correspondre une pondération Py -

considérée camre inconnue.

ITI). On exprime les contraintes suivantes sur les P ¢
a) la same des pondérations {pi} doit étre &gale & 1‘'units.

b) la same des pondérations des ordres contenant le couple (1i,3)
de 512 est &gale a v(i,j)

IV} . Résoudre le systéme linéaire

5i le systéme linBaire admet une solution dans laquelle les valeurs
des,pi sont positives ou nulles, alors la fonction V est D.I.B.A.D.O. et un
état de 1'opinion correspondant est constitué par les ordres de pondération
non nulle, muni de cette pondération.

Cette méthode est pratique dans le cas ol le nambre d'arcs unités
est relativement grand, ce qui correspond 3 un nambre de contraintes 1inéaires
relativement petit.



CHAPITRE III

Graphe eligible
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CHAPITRE IIX

GRAPHES ELIGIBLES

Au chapitre (I} on a défini le graphe de mrclassmént G (associé a
un état de 1'opinion et 3 une procddure & seuil) & partir d'un état de 1'opinion
ol la pondération associéed un ordre représente le nambre de votants lfayant
adopté.

Dans un graphe de surclassement, les candidats sont en bijection avec

les sanmets.

Deux sommets a et b sont reliés par 1'arc {(a,b) si et seulement si le
nonbre de votants ayant préféré “a" et "b" est supfrieur ou €gal a m.s
(% <8 s 1).

Grapheséligibles

DEFINITION ‘ .

Soit G = (S,A) un gi‘aphe simple orienté et antisymétrique avec {S{ = n.
Soit m un nanbre de votants (resp. s un seuil). 'A
On dira que G est éligible si et seulement si il existe un &tat de l'opinion
E(S) (avec des pondérations entidres) ayant camme graphe de surclassement le
graphe G, et tel que le nambre de votants (resp. le seuil) soit &gal am
{resp. s).

DEUX CLASSES PARIICULIERES DE GRAPIES ELIGIBLES

GRAPHES ELIGIBLES POUR LE SEUIL UNITE

L'ensemble des graphes &ligibles pour le seuil unité est constitué par
les graphes d'ordre —graphes associés 3 une relation d’ordre-.

Tous les graphes d’ordre sur n scnmets sont éligibles pour le seuil i,
en effet :
Soit E(S) un ensemble d'ordres totaux dont 1°'intersection est égale & 1'ordre
sur S représenté par G = (S,A). Attribuons & chacun des ordres de E{S) la pon-

dération unité.
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On vérifie sans peine que E(S8) a pour graphe de surclassement le graphe G pour
le seuil s = 1, '
Déterminer la cardinalité minimale de E(S) tel que G soit €ligible pour le seui
unité, revient & trouver la dimension de 1’ordre défini par G. Un probléme répul

- bien difficile dans le cas général (voir Trotter [281, Ducamp[7,..etc:

IIr-3 -

Cependant nous rappelons que la dimension de tout ordre partiel sur n &l&ments
est inférieure ou égale au plus petit entier inférieur ou égal a 2, qu'on dési-
gne par [—2-} {théoréme 3 du chapitre II}.

Il en résulte que le navbre minimum m(n) de votants tel que tout graphe d'ordre
sur n sommets soit éligible pour s = 1 est égal a f.%}.

1

GRAPHE ELIGIBLE POUR LE SEUIL 5

Ce sont les graphes de surclassement correspondant & la méthode majo-
ritaire simple.

Tout graphe appartenant & cette cat8gorie est camplet (avec éventuel-
lement deux arcs reliant 2 samnets si le nombre de votants est pair).

Mc Garvey {111 , a établi que tout graphe est &ligible pour le
senll: %, Stearn [24] et Exdds; - Moser { 4 1 ont repsectivement &tabli que le
nombre minimum de votants m(n) pour lequel tout graphe G & n sammets est &li-
gible verl.fz.e C n/}.ogn <m{n) et m(n) < C n/logn ol C, et Cz sont deux constantes
ne dépendant pas de n. On voit que lorsque le seuil s est supérieur a 2, en par-
ticulier lorsque s = 1, le nombre m{n) ne respecte pas ces bornes, en effet :

Si un graphe d'ordre sur n sommets est tel que sa dimension soit &gale 3 C%ﬁi
-c'est 3 dire maximale~, on a m(n) = Pg-} > Cln/‘logn pour n suffisamment grand.

ITI-3~1 ~ D&finition

On dit qu'un seuil s efzglii est admissible pour le graphe G si et

seulement si, pour tout f-circuit de Gon a s < Q?
‘ﬁb{gmle {1} : : Le seuil %— est admissible pour tous les graphes.

Example (2) : Le seuil 1 n'’est admissible que pour les graphes d'orxdres.

i e A s
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PROPOSITION

Soit G(n) 1'enselbke de tous les graphes éligibles & n sammets ; soit
n
G\Wee
Soit m(n) un nowbre de votants tel gue tout G(n) soit éligible, alors

min fm{n)J = n.
G(n)eg(n)

Démonstration : Pour le montrer il suffit d'exhiber un graphe GeG (n) et un
seuil s admissible pour G tel que ce graphe ne soit &ligible que pour m(n) > n.

Soit G le graphe & n sommets réduit 3 un circuit élé&mwentaire. Posons s = -"%1—.

D’aprés la proposition 1) du chapitre I tout état de 1‘opinion ayant pour graphe
de surclassement associé le graphe G ¢ Pour un seuil g = %'-;}- doit contenir toutes
les permutations circulaires représentées par les chemins &l&mentaires maximaux
du circuit.

Ce qui prouve que m(n) = n. .
c.gq.f.d.

GRAPHES SANS CIRCUIT : Nous désignons par Gl(n) (< G’(n) 1'ensemble de tous les
graphes sans circuit 3 n samets.

PROPOSITION

¥ GleG{n) ¢ ¥ S € ]l,,l[ c @ {1'ensemble des rationnels) fix&, % un

entier m, tel que G, soit &ligibie.

Démwonstration : Soit GleG’(") un graphe sans circuit.
Gl est éligible pour le seuil % et pour un nombre de votants mo(n) d’aprés (II).
Soit El 1'état de 1°'opinion correspondant.
Désignons par Ko(n) le nombre de votants de la majorité simple relativement 3
m 0(n) dans El"

Soit soe ]%,1[ un nambre rationnel.

Montrons que G, est €ligible pour un certain nombre de votants m, (n) pour le

seuil s .
o

Gl 8tant sans circuit, en vertu du lemme 2(D), il existe un ordre total 90 sur

S contenant touts les arcs de GI{o
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Soit 30(80} une pondé@ration entiére positive attribuée a 80, telle que
. - Ko (n) ~i~a0 (n)
o m (n)+a_(n)

ce qui équivaut a
. - mo(n).SO—Ko(n)
o l-5
o

On peut constater sans peine que 1'état de 1'opinion El u {60}, a pour graphe
de surclassementle graphe Gl pour le seuil Sy et pour un nanbre de votants
my n) = mo(n)mﬁ(n) .

c.q.f.d.

ELIGIBILITE DES GRAPHES CONTENANT DES CIRCUITS

I1 va étre montré que tous les graphes contenant des ¢ircuits ne sont
pas éligibles pour tous les seuils admissibles.

Pour cela, nous construisons un graphe particulier Go aynat des 3-§ircuits, et
nous &établissons que GO, pour le seuil admissible particulier S, =3 n'est pas
éligible, i.e. : il n'existe pas d'état de 1l'opinion ayant pour graphe de sur~
classement le graphe GSO, tel que que s, = %?

Probléme : Etant donné un graphe G, simple orienté -antisymétrique- et contenani
des 3-circuits.

Est~il toujours possible d'obtenir un graphe sans circuit par suppression d'un
arc unique de chagque 3-circuit de G.

PROPOSITION

Soit G(3) 1'ensemble des graphes contenant des 3-circuits. Il n'est
pas possible de rendre tous les graphes de G(B) sans 3-circuits, par suppressior
d'un arc unique de chaque 3~-circuit.

Démonstration : Nous allons construire un graphe Go contenant des 3~circuit
et montrer qu'il n'est pas possible de supprimer tous les 3-circuits de G par
la “"destruction” d'un arc et d'un seul de chacun des 3~circuits.

Le graphe Go va étre construit progressivement, étant donné le nambre &levé
de ses samets.
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Construction de GO = (S,A) s
Soient : seS

) = W 1 p 1 I 1 b0y ¢ 1 (s) = (bes] (s,b) ca).

Cu) = (ci”,cél)gcéngcén,cé“,c(l)} c I (s) = {ceS| (c,s)eAl.

[b(” é” (1)] tlb(“ (1) (1)] sont deux 3-—clrcuits de G . I1 en est de méme

de [c{ncéncy)} et [céncé”céu] §

Voir schémafi ci-dessous

Y ,

Gcivﬁma.(i)

A toute paire d'arcs appartenant 1°un a {b(l)b(nb(n} et 1l'autre a (l)b(l)b“)}
nous associons 3 sammets Xio Yy et z, (1 £1ixs 9), suivant le schéma (2) ci-

dessous -celui—ci correspond 3 la paire d'arcs Hb(nb(n) (b(l)bu))}

N

%

S'C@rema {2}

On associe également &8 toute paire d’arcs appartenant aux circuits {cu) ‘1) (”}

et {c“‘)c“‘) (IP} 3 sommets ug, v_§ et w {1 £ 1 2 9) guivant le schéma (3) sui-

5 j
vant correspondant a8 la paire {(c(w “)} {c (13 (”M

4
CQ’L.;., e NS

schewa 3
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Supposons encore que {xl,yl,zl} cT (s)

et {ui,vi,wi} c rt {s)

Sans &tre terminée, la construction de G est bien avancée !

Supposons que les arcs (s,bj(_l)) pour ie{l,2,...,6}, doivent &tre choisis camne
*3 supprimer" dans des 3-circuits de G . '

Pour rendre Go sans 3-circuits, un des arc du 3-circuit {b(l) él)b(”] et un

5(1) (1)1 doit &tre supprimé.

Supposons que ce soient par exenple ~{b(l)b(1)} et (bél) (}‘)) (schéma (2))

arc du 3~-circuit {b(l)

Dans le 3-circuit [bu)b;“x 1 les arcs (b( )x ), (x b( )) ne peuvent &tre alors
supprimés.

De plus dans le circuit {sb(l) Y; 1 Ylarc s_b( ) ayant &te supprimé&, on ne peut
(l)

supprimer b

(1)

bonc, dans le 3-circuit Ex b, .3 c’est Y% qui doit &tre supprimé.

Avec un raisonnement analogue, on déduit que AN doit étre supprimé.
Ce qui fait 2 arcs supprimés du 3 circuit {}ciyizif}.
En conséquence, un des arcs {(s,bl(l)) ,(s,bél)) ’ (s,bél)},(s,bél)}, (s,bél)),(s,bél

ne doit pas &tre supprimé ; désignons le par(s;b(l)) pour fixer les idées.

(1) 5)/i =1,2,3,4,5,6} aient 6t6 choisi camue

a supprimer dans des 3-circuits de Goa

Si 1'on suppose que les arcs (c(l) ,c(n} et (c(l)

De méme supposons que les arcs {(¢c

,c(l) ) sont & supprimer, respec

m CNOF tfcm (1) o1,

tivement dans le 3-circuit [c on déduit par une

raisonnement analogue a celui éiu cas precedent que (ui,v i) et (vi ,wi) doivent
&tre supprimés dans le 3-circuit Iiui,vi,wiﬁl.
(1)

Par conséquent un arc {c
™ ,a.

.8} ne doit pas étre supprimé, désignons le par

Rajoutons d'autres ensembles Bi,ci, ie{2,3} de sammets, inclus dans S, tels
que

(1) _ . (1) (1) (1) G, {) 1) +
B = {bl rbz ab3 Ib4 lbs 'bﬁ }EF (a)

e - {cl{i},cy) .céi) ,céi) .céi) ,céi)} < T (a)

Sur chacun des ensembles de sammets S ) - {S}UB(i) UC(

des arcs d'une maniére analogue a celle utilisée dans le cas de
(1) = §g} UB(I) uc (1).

(i i)

., On construit
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On en conclut qu’il existe parmi les arcs construitssur chacun des

(1) )

ensembles S’ , ie(2,3} un arc (s,b(JL ) et un arc (c(i),s) qui ne doivent

pas étre supprimés.
Sur tout ensemble S, = {s,b(”,b(z),b(” ,c(l),c(z) ,0(3)} des sammets, déja
reliés par quelques arcs, d'autres arcs sont rajoutés selon le schéma (4)

suivant

~——

schema t4)

Dans les 3-circuits [sb(3)c(3)], [sb(z)c(zyj et [sb“)c(l)] les arcs
d supprimer sont alors respectivement (b(B) ”0(3)),, (qu),cqz)) et (bl,cl)a

Il en résulte qu'aucun des arcs (bu),b(z)), (b(z) ,bB)) et (b(3) ,b(l))
~constituant (a) le circuit [b“)b(z)bB) J- ne peut &tre supprimé, car ils
appartiennent respectivement aux 3-circuits [b“)b(z)c(z)], (b(z)bm)c(”] et
EoPpM ey dont chacun serait dgja amputs d'un arc d'apres (a).

Par conséquent d'aprés la construction de Go’ il n'est pas possible
de supprimer un arc et un seul de chacun des 3—circuits, de maniére a le rendre
sans circuit.

c.gq.f.d.

Nota : L'idée principale de cette démonstration est die 2 Jean-Claude Bermond.

THEOREME
Tous les graphes contenant des 3-circuits ne sont pas éligibles.
Damonstration : Remarquons tout d‘abord, gu‘un &tat de 1°'opinion tel qu'il

est défini au Chapitre I -avec des ordres i pondérations entidres- peut &tre
décrit camme un état de 1'opinion, avec des pordérations réelles appartenant
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a 1'intervalle 10,11, tel qu'il est défini au début du chapitre II. I1 suffit
de remplacer chacune des pondérations entidre K, associée & un ordre par
K,

i

o ol m désigne le nambre total de votants.

Par ailleurs, si G est un graphe contenant des 3-circuits, alors
tout seuil admissible est inférieur ou &gal a ~2¥, d'ag{'lés le Corollaire I
du chapitre I. :

Donc si E est un graphe de surclassement correspondant a un état
de l'opinion E & pondérations dans 10,11, déduit a partir d'un état de
1'opinion & pondérations entiéres de la maniére décrite ci-dessus, alors
tout 3-circuit de G est V saturé, ol V désigne la DIBADO associée 3 E.

Par conséguent, d'aprés la proposition I du chapitre II, tout état
de 1'opinion éventuel correspondant & G est tel que chacun de ses ordres
sature tous les 3-circuits saturés, en l'occurence, ici, tous les 3-circuits
dans G.

Fn outre, il est facile de vérifier qu'un ordre 0 o satirant tous
les 3~circuits de G. £ iste si et seulement si il est possible de supprimer
un arc et un seul de chacun des 3-circuits de G de maniére a le rendre sans
3~circuits.

Or si 1'on choisit le graphe G identique a G o la proposition précé- -
dente montre gu'on ne peut pas supprimer les 3-circuits de GO par la suppres-—
sion d'un arc et un seul de chacun des 3-circuits.

Donc le graphe Go n'est pas "éligible"”.

c.q.£.d.

I11-8~1 Corollaire

Tous les graphes ne sont pas éligibles.

ITI-9 ~ ELIGIBILITE D'UN PREORDRE TOTAL SELON LA PROCEDURE “SEUIL-MAX"

Dans le premier chapitre, nous avons traité de la méthode d'agrégatio
dite "seuil-max", qui, 3 un &tat de l'opinion E(s) sur S associe un préordre
total représentant 1'opinion collective.

Ce préordre est établi a partir d'un graphe de surclassement Gs , ayant un
o
chemin passant par tous les sommets (il n'est pas nécessairement élémentaire).
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Le seuil S, &tant maximal pour cette propriété.

La contraction de circuits &ventuels de Gs le ré&duit 3 un graphe contenant
un chemin é&lé&mentaire unique {§ J, dont on’ordonne les sammets en le parcou-
rant & partir du sommet initial.

Cet ordre définit le préordre collectif, en considérant comme exaequos
les sommets appartenant 3 un méme circuit.

Les paragraphes suivants porteront sur 1'éligibilité d'un préordre
selon la procédure “"seuil-max” pour un nombre de votants m donné.

L*éligibilité d'un préordre selon cette procédure sera dite. tout simple-
ment “éligibilité d'un prfordre”.

ITI-9-1 ~ Définition
Un préordre total sur S sera dit &ligible si et seulement si ce préoxdre

coincide avec un préordre total sur 5, &tabli par application de la procédure
"seull-max" sur un certain &tat de 1‘opinion E(S).

Remarque : Tout préordre est &ligible, cf. (III-3) ¢ 51 le nombre de votants m
n‘est pas restreint.

Cependant, déterminer si un préordre total donné est &ligible selon
"seuil-max", pour un nombre m de votants donné est relativement plus délicat

dans le cas général.

Nous montrerons qu'un préordre donné est &ligible par m votants si
et seulement si m 2 4 (resp. m 2 5) pour m pair {resp. m impair).

Autrement dit, toute opinion collective exprimée selon “seuil-max"
par un préordre total est possible dds que le nombre de votants m est supérieur
ou égal & 4 ou & 5 suivant que m est pair ou impair.

Si le préordre collectif est un  ordre total, 1'6ligibilité est
immédiate pour tout m > 1.

5i le préordre comporte des exaequos, on exigéra que le nombre
d'éléments ayant le méme classement soit suprieur ou égal 3 3 Eléments aux-
quels on associe un circuit 8lémentaire les contenant.
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Le probléme posé sera presque entidrement résolu, aprés avoir montré
que tout circuit élémentaire (de longueur supérieure ou égale & 3) est &ligib]
pour tout m supérieur ou égal 3 4 (resp.  5) pour m pair (resp. impair).

Ceci est 1'cbjectif des paragraphes suivants.,

IIT-10 - GRAPHES CIRCUITS ELIGIRLES

Définition : On appelle graphe circuit G = (S,A) tout graphe ré&duit 4 un cir-
cuit &lémentaire (en particuler on exigera que Is| = 3).

On posera désormais pour un graphe circuit G = {S,8)

S = {152y3:4!°°~3ﬁ}3 A = {(1,2),(2,3),(3,4),“9,(n~1,n),{n,}_)}c

Exemple : (Figure ci-dessous) : G = (S,A), S = {i]1 < i s 8, ieN}.

Rappel : Une cordition nécessiare pour qu'un graphe de surclassement contienne
un circuit de longueur n est que s (seuil associé i G S) soit inférieur ou
Py - l’l"l
égal a o

Ceci va nous permettre de déteminer le seuil admissible maximum
pour un graphe circuit.

ITI-10~-1 - Seuil Maximm admissible pour un graphe circuit

Remarquons tout d'abord que le seuil maximum admissible par un graphe
circuit est strictement inférieure al:, sinon il y aurait transitivité dans G
ce qui contredit 1'hypoth&se que G est un graphe circuit.

L4

Nous distinguons deux cas :

Cas a) : m (le navbre de votants) est inférieur ou égal A n :
e seuil maximm est inférieur ou égal a E{%}_ =8,
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n-}
{m. - ]

Cas b) ¢ 8im > n, onconstatequesosmr.

Dfautre part ce qul suit montrera que tout graphe circuit est
€ligible pour le seuil s {dans les cas a et b). ‘

Théoréme : Une ocondition nécessaire et suffiasante pour que tout graphe-circuit
G = (S,A) (|S| > 3) soit éligible est que le nombre de votants m associé & G
soit supérieur ou égal a 4. '

ILa condition nécessiare est une conséquence imm&diate de (’I, -3 _«3)
La condition suffisante énoncée va &tre montrée progressivement.

III-11 - CONSTRUCTION D'UN ETAT DE L'COPINION CORRESPONDANT A UN GRAPHE CIRCUIT POUR
UN SEUTL. ADMISSIBLE MAXIMUM '

I1I-11~1 - Définition

Une séquence U de couples d'élé&ments de S est dit compatible avec un
ordre sur S, s'il existe un bulletin sur S contenant tous les &léments de la

séquence.

Remarque : Une séqnce compatible avec un ordre constitue un ensemble de
chemins du graphe de 1‘ordre.

Exemple : S = {1,2,3,4,5}, U= {(1,2),(2,3),(3,4),(5,6)].

La séquence U est compatible avec 1'ordre (1,2,3,4,5,6).

I11-11-2 - Définition
On appelle séquence circulaire toute séguence de la forxme
SIS 0 Y€ O TN PRRRVL ¢ NINRE W PYC HE 1)

Remarque : I1 est évident qu’il n'existe pas de séquence circulaire de I x I
compatible avec un ordre sur I.

Pour rendre une séquence circulaire campatible avec un ordre, il faudrait iny-

erser. les €léments d'un couple unique de la séquence.

III-11-3 -~ La matrice M et le sché&ma d'inversion

- On dira qu'on inverse le couple (i,3) si on le remplace par (j,i) -
Soit M une matrice m x n (m < n) dont chacune des lignes est la séquence cir-
culaire (1,2},(2,3),(3,4},(4,5),...,(n~1,n},{n,1}.
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On donne le tableau ci-dessous, qu'on appelle schéma d'inversion sur M
Les couples sur lesquels porteront les inversions sont en gras sur ce tableau.

12 23 34 45 56 ... ... m-l.m ogpwid mbl,m2... .., n-l,n n,1
1223 34 45 56 ... ... wrlm mml edant2... ... n-1,n n,l
1223 34 45 ... w2,m1 wl,m mml

12

ELSICOERCIOELEONE NS e

12 23 34 45 ...,

Autrement dit, on effectue sur la matrice M des inversions sur les &léments dia-
gonaux correspondant a la matrice m x m constituée des m premiéres colonnes de M

A partir de la (mtl)é&me colonne les inversions sont effectuées alternativement
dans la deuxiéme et la premidre colomne de M, -

II1-11-3-1-Exemple : S = {1,2,3,4,5,6,7}, m = 5
Ci-dessus le schéma d'inversions sur la matrice associée :

12 23 34 45 56 67 T
12 23 34 45 56 67 T1
12 23 34 45 56 67 71
12 23 34 45 56 67 71
12 23 34 45 56 67 71

II1-11-4 - Propriétés
Soit M' la matrice obtemue par le procédé d'inversions sur M.
On a les propriétés suivantes :

P1) : Chacune des (m~2) derniéres lignes est campatible avec un ordre total
sur S et un seul, puisqu'une seule inversion est effectuée dans chacune |
de ces lignes. |
Exemple : Dans l'exemple précédent la 3éme ligne est campatible avec
1'ordre unique (4,5,6,7,1,2,3).

P2} : En gé&néral chacune des deux premiéres lignes est campatible avec plusieurs
oxdres,
Exemple : Dans 1'exemple(III-11-3-1) + la premiére ligne de M' est compatib:
avec les ordres :
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(1,2,3,6,4,7,5)
{1,2,3,6,7,4,5)
etc...

P3) : Dans tout état de 1‘'opinion sur S dont chacun des ordres est compatible
avec une ligne et une seule de IM', on constate que le bulletin (1'ordre)
partiel B = m-1, m, m+l, m¢2, ..., n~1, n, 1 est contenu dans chacun des
ordres {iniques) cawpatibles avec les (m-2) dernidres lignes de M'. Par
conséquent si 1'on veut choisir un état de 1'opinion correspondant au
graphe circuit G = (S,A} {(pour s = -'%l) , les ordres cawpatibles avec
les deux premiéres lignes doivent &tre tels que si i est placé avant j
dans B et j # 1+l alors j est classé avant i dans les ordres compatibles
avec les deux premiéres lignes.

P4) : De méme dans un &tat de 1‘opinion correspondant au graphe circuit G pour
s = Efﬂ%g le couple {(n,2) serait voté au moins {(m-2) fois : (m3) fois dans

les ordres campatibles avec les (m-2) derniéres lignes, et une fols dans

oo

un ordre campatible avec 1‘une des deux premidres lignes.
Ainsi on doit choisir un ordre camwpatible avec 1'une des deux premidres
lignes tel qu'il contienne (2,n).

P5})

oo

On constate que tout autre couple {i,j), (i < j, j # i+1) et son inverse
{i,1i) est voté au moins 2 fois chacun.

III~I%‘}_-55 - Etat de 1°opinion E(S) correspondant au graphe circuit G = (5,A),
s=-——etm<n
Les propriétés précédentes justifient partiellement le choix de 1'état

de 1'opinion E(S) suivant la forme de la premiére ligne de #'.

{1} Si le dernier couple de la premiére ligne de M' ait &t8 inversé, les
deux premiéres lignes prennent alors la forme :

(13(23)34) ... ... (m-1,m), (mtl,m),(mtl, ™2, ... ... (n~1,n), (1,n)
(1223)34) ... ... (m-2,nrl), (m-1m), (mmtl) ... ..o o.. {(n,n-1), (n,1)

et les ordres choisis correspondant & ces lignes sont respectivement :

£1,2,3,4,5 ... ... m-3, m~2;, n-1, n, n-3, n-2, n-5, n~4, ... Wi, +2, m-1, m)
n,1,2,3,4,5 ... m4, m-3, n~2, n-1, n-4, n-3, n~6, n-5, ... m, mil,M-2, m-1)
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(2} Le dernier couple de la premi®re ligne n'a pas 8té inversé.
On en conclut que les deux premiéres lignes sont respectivement :

(1,2) (2,3) G,4) ... (lm, @1m, @Lm2) ... (02,0-1), @,n-1), (o)
(1,2) (2,3) (3,4) ... (m-2,m-1), (m,m-1), (m,r+l) ... (n~-t,n~2), (n~1,n), (1,

Les ordres choisis compatibles avec ces lignes seraient :

»

(1,2,3,4 ... m-2, n, 1, =2, n-1, n-4, n-3 ... see IMl, m+2, m~1, m)

(1,2, 3 4 ... m3, n~1, n, n-3, n-2, n-5, n-4 ... m. ml, m-2. 1)

Dans les deux cas (1) et (2) les ordres choisis compatibles avec les m——z
derniéres lignes sont uniques.

Ainsi selon la forme des deux premiéres lignes (Cas (1) ou (2)) on
) a_bcutit a l'dtat de 1l'opinion E, ou E, suivant :

“(12345,..m-—3,m2 n~1, n, n-3, n-2, n~5 n-4 ... mHl, m+2, m—-l m)
n,1,2,3,4 ... m4, m-3, n-2, n-1, n-4 n-3, n-6, n~5 ... m, ml, m-2, m~1)
(=1, m, m¥l, m2 ... n-1, n, 1, 2, 3 ... m-3, m~2)

(-2, m-1, m, m+l ... n-1, n, 1, 2 ... ... m-4, m-3)’

®oe 2os ese eos owv AmE GEew o%e ove veo obe 806 ome

(334;5{6 S8 eTeac Doe s86 wveas ‘eaa n“Q, n"’l, I}, 1, 2)
{2,3;4 boE sow ewoe owe s06 waew I’l“3, n“zg ng l)

{1,2,3,4 ... m-2, n, l; n-2, n~1, n~4, n-3 ... mtl, m2, m-1, m) I

o (1.2,3,4 ... m3, n-1, n, -3, n~2, n-5, n-4 ... m, ml, m~2, m-1}

Bzz

(w1, m, mbl, 2 ... ... ...n-1, n, 1, 2, 3 ... 3, m-2 )
(m~2, m~1, m, ml ... .o. .. n-l, n, 1, 2, 3 ... m-2, m-1)

(o.a ®EB e AEBE £IC ESE TS SR EFRE EOE 546 o b

X ('354;5363? ;oo oo m’ ml, mz nAeB ses oaw n‘"z’ n"'l’ Xl,,‘ 1; 2)

(2’3’4’5’6 ces eae m' Hﬂ'l xS SuwE wes psew n“B, n‘“z’ n'—}.’ ngl)

Exemple : Soit G = (S,A) un graphe circuit 3 7 scimets, figure ¢i-dessous
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Supposons que m (le nombre de votants) soit &gal a 4.

Le graphe G est eligible pour le seuil maximm s = %

Ci-dessous la matrice M' associée 3 G

12 23 34 54 56 76 71
12 23 43 45 b5 67 17
12 /32 34 45 56 67 71
2t 23 45 56 67 T1

(La ligne pointillé joint les couples inverssés de Mj .
L'état de 1'opinion E correspondant 3 G est donnée par s

(1,2,7,5,6,3,4)
(1,6,7,4,5,2,3)
(2,3.4,5,6,7,1)
(3,4,5,6:7,1,2)

On peut vérifier directement que le graphe de surclassement associé 3 E
pour s = % coincide avec G.

ITI-11-6 - Proposition
Tout graphe circuit G = (S,A) est &ligible pour m 2 n et s maximum.

Démonstration : Rappelons que dans ce cas le seuil maximm admissible par
2:1 ny
G serait é&gal 3 ——T = s,

i) 81 m = k,n est multiple de n, le seuil s serait égal a = et 1’&tat
de 1’'opinion E(S) correspondant 3 G serait unique.
E(S) doit contenir n bulletins représentés par les chemins maximaux du circuit.
Par ailleurs chacun des bullteins doit étre voté K fois.
Il en résulte une construction simple de E(S) : n fois K bulletins de votes
identiques a chacun des chemins maximaux du circuit.

ii) Si m est strictement supérieur 3 n, et m n'est pas un multiple de n,
il existe un couple (q,r) d'entiers positifs non nuls, uniques tel que :

=ngtr et o¢r £ n.
1 n-1 r
= m) (gt} 1 Cog-gir- I3 _
Il vient : s = —0 =D = n HtﬁLl.mbﬁL_

m m m ngtr
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Ia construction d‘un état de 1°opinion correspondant 3 G pour un tel seull

n'est guére plus difficile, en effet, posons m =nq, m, =r.

m, étant un multiple de n, il existe un &tat de 1’opinion E correspondant a

n-i

pour m; et s, = —

Dfautre part si r < 3, il n'est pas difficile de trouver un &tat de 1'’opinion
E, {S) pour m, = r tel que Eu E2 réponde a la question.

S5i r 2 4, on d&duit que G est &ligible pourm, = r, s, = %,

2

Si E, est 1'état de 1'opinion correspondant, on vérifie alors sans peine que

El U E2 est un état de 1’opinion dont le graphe de surclassement coincide ave
. s - 31 -1

G pour le seuil maximum admissible s = %———

Exemple : Soit G un graphe circuit sur 6 sammets (voir fig. ci-dessous)

Montrons que G est éligible pour m = 10 et s = 5Te) {m n'est pas multiple de n).

D'aprés la proposition précédente, le seuil a&nlssmle maximm par G est donné
ng-qtr-1

par s = eM=0gr = 6144 et g=1, r = 4.

ng+r
_6-1+4-1 8
Donc s = 6 =16
Si on pose m, = ng =6, il est clair que G est &ligible pour n =6ets= %

Ci-dessous l'état de 1'opinion El (unique) correspondant :

(5,
(6,

-
[
»
L
oy
-
i

-

(1, 2, 3, 4, 5, 6)
(2, 3, 4, 5,6, 1)
g = (4,561 2
(4, 5, 6, 1, 2, 3)
6, 1
1, 2

-
(93]
Ny
=9
o
Ut
~—r

pour m, =1 = 4.
D'aprés (Wa3, G est &ligible pour m, = 4 et s, ==

Sy ——
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En utilisation le procédé @9, on trouve un &tat de 1° opinion E dont le
graphe de surclassement coincide avec G pour m, et S, ¢

(2,3,4,5,6,1)
-(3,4,5,6,1, 2)
(6,1,4,5,2,3)
(1,2,5,6,3,4)

2_

il s'ensuit que E U E2 a pour graphe de surclassement le graphe G pour le

seuil maximum s = _E
€ 10 °

I1r-11-7 - Proposition
m-1

Soit G = (S,A) un graphe circuit &ligible pour m, § = e .

Simet n vérifient 4 s m < n < 2m, alors dans tout &tat de 1'opinion E corres-
pondant & G, il existe au moins 2m-n permutations circulaires de 1‘ordre
(1,2,3,...,n).

Autrement dit :
Dans E on a voté au moins 2m-n chemins parmi les chemins maximaux dg G.

Démonstration : Soit
(1,2), (253)9 (3n4)a (415) eco oo ‘n"lrn)v (nﬂ-l):U

Pour tout ordre 8 sur S, on peut toujours, en effectuant des inversion sur cer-
tains couples rendre 1} campatible avec cet ordre.

Par conséquent, a tout état de 1°opinion E, on peut associer une matrice de
séquences circulaires de couples de S.

Si les conditions s = “%—?, 4 <m<n < 2msont vérifides, alors chacune des

colonnes de la matrice M assocife doit &tre telle qu’un Elément (couple) et
un seul puisse étre inversé.

Comne il existe n colonnes, on en déduit qu'il existe au plus n-m lignes dont
2 &léments {couples) sont inversés.

Donc 11 eixste au moins m~(n-m) = 2m-n lignes, dans chacune un couple est
inversé.

De telles lignes sont campatibles avec des ordres uniques qui sont des permu-
tations circulaires de 1‘ordre (1,2,3¢4;=°°9n) o
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TI1-12 - ELIGIBILITE D'UN PREORDRE TOTAL

L'éligibilité de tout graphe circuit G = (S,A) pour m = 4, S| = 3,
prouve gque tout préordre collectif sur 1’ensemble S ol tous les &léments sont
exaequos, est aussi éligible,

Ce probléme étant résolu, 1'8ligibilité d'un préordre total quelconque
sur l'ensemble S est facile 3 vérifier.

Désignons par R une relation de préordre total sur S.
Soit G = (S,A) le graphe associé€ 3 R tel que :
i,3eS, (i,3)eh <> (i,j)eR.

Sur toute partie Soa ¢ S d'€léments exaequos dans R, tous les arcs
rel i ant des &léments de SOt sont remplacés par un circuit élémentaire Ca passant
par tous les samets de Sa“

Tout circuit Ca associé a S, est &ligible d'aprés (III-11-3) et (ITI-1
pour un seuil maximum s, et pour tout m 2 4.

Désignons par E(SQ) un &tat de 1'opinion associé i S{x pour m, s_.

La contraction des circuits élémentaires obtenus dans G le ré&duit 3 un graphe
d'ordre total P ol chacune des classes Sa serait représentée par un sammetqu‘on
désigneé par le m&me symbole Sa‘

P est évidemment &ligible pour s = 1.

Soit E un état de 1'opinion sur les sammets de P, constitué par m ordres iden~
tiques a 1'ordre P. ,

Si l'on remplace chague élément ch dans chacun des m ordres par un ordre de
E(S&) ; on obtient un &tat de 1l'opinion Eo sur S dont le graphe de surclassement
associé pour m, s o = min S, est tel que le préordre total associé coincide
avec &,

Exemple : Soit (S) un préordre total sur S = {1,2,354,5}, oti 1'8lément 1 est
classé en téte, et les 4 &léments 2, 3, 4, 5 sont classés exaequos en 28me posi-
tion. '

Le graphe associ€ & R serait alors le suivant :
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i}

On associe a S, 32,3,4,5% le circuit élénentairezi(2,3),(3,4),(4,5),(5,2)} =c,.
1

Pour m = 4, s =

)

e circuit C1 est &ligible.

L'état de 1°opinion El correspondant est :

(2,3,4,5)
(3,4,5,2)
4,5,2,3)
(5,2,3,4)

d'autre part, la contraction de Cl ré&duit G au graphe ci-dessous.

NS, VS a
i Sy

On voit immédiatement que 1'&tat de 1’opinion E suivant répond & la question
{c'est A dire que le préordre collectif obtenu & partir du graphe de surclas-—
sement associé A Epour m = 4, § = % coincide avecR).

{1,2,3,4,5)
(1,3,4,5,2)
(1,4,5,2,3)
(1,5,2,3,4)



CONCLUSTON

Coanme le lecteur a pu s'en rendre campte, les résultats obtenus de
cette thése peuvent étre regroupés en trols grandes catégories.

La premigre est relative aux D.I.B.A.D.O., caractérisées pour un
nombre d'objets inférieur ou égal a8 5 (un algorithme permettant de construire
un état de 1°opinion correspondantecawpléte cette caractérisation).

[

La restructuration est intéressante et ocuvre un damaine de recherche
précis - les psycho-physiologistes savent vien que 1'esprit humain, en principe,
posséde une mémoire a court terme limitée 3 7 items- mettre un ordre sur des
objets en fonction de plusieurs critéres ne sera évidemment une tiche relative-
ment aisée que si les objets peuvent étre traités en quelque sorte simultanément
par le cerveau.

Nous avons montré gue toute pseudo-D.I1.B.A.D.C., pour un nambre
d'objets inférieur ou &gal & 5 était D.I.B.A.D.O., tandis que cette propriété
était fausse au dela.

Ie lecteur attentif peut voir 13 une espéce d'explication; de justi-
fiaction au nombre 7, qui a beaucoup intrigué les psycho-sociologues et qui
seralt peut-&tre un seuil au deld duquel la probabilité pour quune pseudo-
D.I.B.A.D.O. soit une D.I.B.A.D.O. deviendrait trés faible,

Ceci reléve cepdndant de la conjecture. Notre apport précis est en
fait de permettre au chercheur en sciences sociales qui a observé une pseudo-
D.1I.B.A.D.O sur 5 objets -qui peut &tre par examwle le résultat d*une expé-
rience de camparaisons par paires- d’en inférer un certain nambre de structures
latentes explicatives possibles qu'il pourra tester par la suite.

X
X X

La seconde catégorie de résultats porte sur 1'&ligibilité des graphes
qui peut &tre considérée comme une relaxation du probldme précédent.

Son intérét pratique est manifeste en raison de l'utilisation des
' procédures majoritaires 3 seull dans les techniques d'aide & la décision en
présence de critéres multiples, coame la méthode Electre [24].

X
X X



Quant aux propriétés générales des graphes de surclassement qui
camposent la trois@me catégorie, elles nous ont servi dans une grande partie
de 1la thése.

x ¥ x
Dans ces trois catégories, les théordmes obtenus nous ouvrent
des perspectives de recherches nambreuses. A titre d’exemples, nous pouvons
mentionner :
(1) La reconnaissance des DIBADO correspondant & un ensemble d'ordres (resp.
pondérations) donnés, lorsque les pondérations (resp. les ordres) varient.

Par ailleurs les liens entre la dimension k d‘'un ordre et les
DIBADO D, a valeurs dans {O,i— | 1=1,2,...,k} méritent d'étre explorés.

On se propose - étudier les ordres partiels maximuaux sur n abjets
et les pseudo DIBADO D n qu'on pourrait leur associer.
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Tout ceci pourrait évidament servir d'introduction & la résolution
duprobléme de caractérisation des DIBADO sur un nambre d'objets quelconques.

(2) Les rapports des modéles explicatifs exposésjusque 13 et des modiles clas
siques d'analyse des données semblent poui‘vbir fournir de fructueux sujets.

(3) Chercher des procédures de reconnaissance d'un graphe eligible, ceci
nécessite une étude plus profonde des procédures i seuil.

(4) Les rapports de nos problémes et de la programmation lin€aire, & peu prés
canplétement inexplorés.
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