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Résumé :

On étudie dans cette these certains aspects de la régularité de ’ensemble singulier d’un
minimiseur pour la fonctionnelle de Mumford-Shah. On se place principalement en dimen-
sion 3 méme si certains résultats fonctionnent encore en dimension supérieure. Dans une
premiere partie on étudie les minimiseurs globaux dans RY et on montre que si (u, K) est
un minimiseur global et que si K est un cone assez régulier, alors v (modulo les constantes)
est une fonction homogene de degré % dans RN\ K. Ceci nous permet de lier I'existence
d’un minimiseur global et le spectre du laplacien sphérique dans la sphere unité privée
de K. Une conséquence est qu'un secteur angulaire stricte ne peut pas étre I'ensemble
singulier d’un minimiseur global de Mumford-Shah dans R?. Dans la deuxiéme partie on
montre un théoreme de régularité au voisinage des cones minimaux P, Y et T. On montre
que si K est proche (en distance) d’'un Y ou d'un T dans une certaine boule, alors K est
I'image C%* d'un P, Y ou d'un T dans une boule légérement plus petite, ce qui généralise
un théoréeme de L. Ambrosio, N. Fusco et D. Pallara [AFP07]. Les techniques employées ne
sont pas exclusives a la dimension 3 et devraient permettre de démontrer des résultats ana-
logues en toute dimension pour un minimiseur de Mumford-Shah, des lors qu'un résultat
de régularité sur les ensembles presque minimaux existerait.

Abstract :

In this thesis we study some aspects about the regularity of a minimizer for the Mumford-
Shah functional. The story takes place mostly in dimension 3 but some results are still
true in higher dimension. The first part is about global minimizers in RY. We prove that if
(u, K) is a global minimizer and if K is a cone smooth enough, then v (modulo constants)
is a homogenous function of degree % in RV\ K. Thank to this we can link the existence of
a global minimizer and the spectrum of the spherical laplacian in SY~!\ K. A consequence
is that there is no global minimizer with K an angular sector in R3. In the second part we
prove a regularity theorem near a minimal cone of type P, Y and T. We show that if K is
close enough (in distance) to a cone of type P, Y or T in a certain ball, then K is the C'%®
image of a [P, Y or T in a smaller ball. This is a generalisation of a theorem of L. Ambrosio,
N. Fusco and D. Pallara [AFPO7]. The technics employed are not specific to dimension 3
and it should be used to prove some results in any dimension for a Mumford-Shah minimizer
whenever some regularity result about almost minimal sets exists.

Mots clés : Mumford-Shah, Probleme a frontiere libre, Minimisation, Segmentation d’image,
Cones minimaux, Ensemble minimal, Calcul des variations, Théorie géométrique de la me-
sure

Classification : 49020, 49Q05, 35J25, 35P15
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Chapitre 0

Introduction

L’origine de la fonctionnelle de Mumford-Shah vient d’un probleme de segmentation
d’image. En mathématiques, une image peut étre représentée par une fonction g € L>(2)
olt © est un ouvert de R2. Par exemple si g est & valeur dans [0, 1] alors les points = de
tels que g(z) vaut 1 sont noirs et les points = de 2 tels que g(z) vaut 0 sont blancs. Entre
les deux, toute la gamme des niveaux de gris est possible (pour une image en couleur on
peut prendre g & valeur dans R? en utilisant des mélanges de trois couleurs primaires).

Le probleme de segmentation consiste a trouver un ensemble K qui représente les bords
de I'image définie par g. En mathématiques, cela se traduit intuitivement par trouver
I’ensemble des points ou la fonction g possede un saut. La difficulté consiste a déterminer
I’ensemble des points ou le saut est significatif.

Une image segmentée en minimisant la fonctionnelle de Mumford-Shah.
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D. Mumford et J. Shah ont alors eu I'idée d’introduire la fonctionnelle suivante qui com-
porte trois termes

J(u, K) ::/ |Vu]2da:+/ (u — g)*dr + H'(K),
o\K o\K

ot H' désigne la mesure de Hausdorff de dimension 1. Pour obtenir une segmentation de
I'image g on minimise la fonctionnelle J sur I'ensemble des couples admissibles A (voir
plus loin pour la définition). On obtient alors un couple (u, K) solution. La fonction u
représente une version réguliere de I'image de départ (I'image du milieu dans la photo du
cagou). La régularité de u provient du fait que ’on tend & minimiser I'intégrale de Dirichlet
(I'intégrale du gradient au carré) et u ressemble a g car on minimise également la distance
a g en norme L?. L’ensemble K représente alors les bords de I'image. C’est 1’ensemble de
singularité de w, c’est a dire 1a ou il y a un saut significatif dans I'image (image de droite
dans la photo du cagou).

L’existence d’au moins un minimum pour la fonctionnelle de Mumford-Shah est un résultat
bien connu. La stratégie la plus efficace est sans doute d’utiliser la théorie des fonctions
a variation bornée. En effet, on peut minimiser J sur les fonctions de SBV(§2) ou K
est 'ensemble singulier approché de u € SBV. Les théoremes de compacité dans ces
espaces permettent d’obtenir 'existence d’'un minimum. Encore faut-il ensuite montrer
que le minimum en question obtenu en minimisant sur SBV est bien un minimum pour la
fonctionnelle obtenu en minimisant sur 4. Cela a été fait dans [GCL89].

En dépit du fait que la fonctionnelle de Mumford-Shah provienne d’un probleme tres
concret (la segmentation d’image), dans cette these seuls les aspects théoriques et prin-
cipalement les problemes de régularité seront abordés. En effet, I’étude numérique de la
fonctionnelle de Mumford-Shah a donné suite a des algorithmes efficaces de segmentations
aujourd’hui bien connus. Par exemple 'algorithme qui a été utilisé pour segmenter la photo
du cagou a été codé par A. Chambolle . En revanche, certains aspects théoriques du mini-
miseur comme par exemple sa régularité, sont des problemes toujours d’actualité. On peut
notamment citer la conjecture de Mumford-Shah datant de 1989 et toujours ouverte au
moment ou cette these est écrite.

Conjecture 0.1 (Mumford-Shah). Soit (u, K) un minimum réduit pour la fonctionnelle
J. Alors K est localement dans Q0 une union finie d’arcs de classe C1.

Le terme “réduit” veut simplement dire qu'on ne peut pas oter de K des morceaux de
mesure H' nulle de sorte que la fonction u puisse s’étendre & Q\K (K C K). C’est juste
une hypothese pour éviter les singularités artificielles et triviales.

1. Merci a Jean-Christophe Léger pour avoir su insérer le code de A. Chambolle dans GIMP et pour
avoir traité I'image du cagou.
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La question posée par D. Mumford et J. Shah est naturelle et l'on sait que pour les
ensembles minimaux, c’est a dire en quelque sorte si on minimise uniquement la partie
“mesure de Hausdorft” de la fonctionnelle .J, ce phénomene est vrai.

Une fois que I'on a obtenu la régularité C*, il en découle éventuellement de la régularité
d’ordre supérieure. En effet on sait montrer que s’il existe une boule B telle que K N B
est un graphe O, et si de plus g est de régularité C*, alors K N B est en fait de classe C*
(cf Théoreme 7.42 dans [AFPO00]) et méme si g est analytique alors K est aussi analytique
(voir [KLMO5]).

Plusieurs résultats partiels existent a propos de la conjecture de Mumford-Shah. On sait
par exemple que K est O presque partout. C’est une conséquence des travaux de G.David
[DAV96| en dimension 2, A. Bonnet [BON96] avec un résultat encore plus précis tres
proche de la conjecture, ou encore L. Ambrosio, N. Fusco, D. Pallara [AFP00] en dimension
quelconque.

La majeure partie des travaux effectués sur la fonctionnelle de Mumford-Shah concerne la
dimension 2, dimension dans laquelle on définit le plus souvent des images. Cependant, la
fonctionnelle de Mumford-Shah peut se définir en toute dimension. En dimension 3 déja,
beaucoup de résultats ne fonctionnent plus. Le théoreme de L. Ambrosio, N. Fusco et D.
Pallara ([AFP00] chapitre 8) sur la régularité est 'un des rares théoremes qui fonctionne
en toute dimension. Il dit qu'un minimiseur de Mumford-Shah est une surface de classe
C' au voisinage de presque tout point et quelque soit la dimension. Le point clé est de
montrer que si K est assez plat et que I'énergie de u est assez petite dans une boule, alors
K est en fait une hypersurface C* dans une boule un peu plus petite. La démonstration de
ce théoreme utilise le “tilt” et ne semble pas se généraliser a des situations géométriques
différentes. La généralisation de ce résultat fera 'objet d’une grande partie de cette these.

Quelques travaux sur les ensembles minimaux en dimension 3 (par exemple ’étude des
bulles de savons), nous renseignent un peu sur ce qui peut se passer pour la fonctionnelle
de Mumford-Shah. En particulier le théoreme de régularité de Jean Taylor [TAY76] qui
donne la liste des trois cones minimaux en dimension 3 (les cones P, Y et T) et qui prouve
également que tout ensemble presque minimal de dimension 2 dans R3? est équivalente &
I'un de ces cones au voisinage de chaque point. Ce résultat est un peu le point de départ
de la deuxieme partie de la these. On aimerait savoir si ce phénomene est aussi vrai pour
un minimiseur de Mumford-Shah dans R3.

Dans une premiere partie on étudiera les minimiseurs globaux de Mumford-Shah en di-
mension 3. [L’ensemble des minimiseurs globaux contient en particulier les objets tangents,
c’est a dire les limites d’explosions en chaque point de ’ensemble singulier du minimiseur
de Mumford-Shah. On peut dire que les minimiseurs globaux sont ’équivalent des cones
minimaux pour les surfaces minimales. Ils ont étés introduits par A. Bonnet pour prou-
ver le théoreme de régularité qui est le plus proche a I’heure actuelle de la conjecture de
Mumford-Shah. La connaissance exacte de la liste des minimiseurs globaux entrainerait
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des résultats de régularité pour ’ensemble singulier de Mumford-Shah. En particulier si on
connaissait la liste exacte en dimension 2 on aurait prouvé la conjecture de Mumford-Shah.
En dimension 3 on connait tres peu de minimiseurs globaux. Le principal résultat de la
premiere partie est que si un minimiseur global possede un ensemble singulier conique,
alors la fonction associée est homogene de degré % Les cones considérés sont des cones
centrés en 0 tels que l'intersection avec la sphere unité soit constituée d’un nombre fini
d’arcs C? (appelés “cones lisses finis”). Voici le théoréme principal de la premiere partie.

Théoréme 0.2. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah global dans RY tel que K
soit un cone lisse fini et OB(0,1)\K possede la propriété du cone. Alors dans chaque
composante connexe de RN\ K il existe une constante ug telle que u — ug soit homogéne de
degré %

On déduira de ce théoreme quelques corollaires a propos des minimiseur globaux dont K
est un secteur angulaire.

Dans la deuxieme partie on présentera un théoreme de régularité au voisinage d’un cone
minimal. On montrera que si A est un minimiseur de Mumford-Shah assez proche d'un
cone minimal (en distance de Hausdorff) dans une boule alors K est une version C! de ce
cone dans une boule un peu plus petite. Voici un énoncé qui est le principal résultat de la
deuxieme partie de la these.

Théoreme 0.3. Il existe des constantes positives € et ¢ telles que ce qui suit est vrai. Soit
g € L™ et Q C R3. Il existe 7 qui dépend uniquement de ||g|ls tel que pour toute paire
(u, K) € A qui minimise la fonctionnelle

J(u, K) ::/ |Vu|2dx+/ (u — g)*dr + H*(K),
O\K O\K

pour tout x € K et r < v tel qu’il existe un cone Z de type P, Y ou T centré en x avec
D, (K,Z)<e

il existe un difféomorphisme ¢ de classe CY* de B(x,Cr) vers B(z,10CT) tel que K N

B(z,Cr) = ¢(Z) N B(z,10CT).

On a également 1’énoncé suivant, qui est une variante ou la condition géométrique est

remplacée par une condition sur I’énergie.

Théoreme 0.4. Il existe des constantes positives € et ¢ telles que ce qui suit est vrai. Soit
g € L> et Q C R3. Il eriste 7 qui dépend uniquement de ||g|ls tel que pour toute paire
(u, K) € A qui minimise la fonctionnelle

J(u, K) ::/ |Vu|2dx—|—/ (u — g)*dz + H*(K),
O\K O\K
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pour tout x € K et r <7 tel que

1
walx,r) = — Vul* <e
r? B(z,r)\K

il existe un conme minimal Z et un difféeomorphisme ¢ de classe C** de B(x,Cr) wvers
B(z,10CT) tel que K N B(x,Cr) = ¢(Z) N B(z,10CT).

L. Ambrosio, N. Fusco and D. Pallara [AFP07] avaient déja obtenu un résultat similaire
dans RY mais qui concerne uniquement le cas des hyperplans. Leur résultat était le meilleur
résultat de régularité a propos de la fonctionnelle de Mumford-Shah dans RY (amélioré plus
tard en version “uniforme” par S. Rigot [RIG]) et le théoreme 0.3 en est une généralisation
pour les cones de type Y et T dans R®. De plus le théoréme 0.3 devrait contenir une nouvelle
preuve de [AFP07]| parce qu'il s’étend naturellement & toute dimension si on considere
uniquement le cas des hyperplans. Enfin, le théoreme 0.3 contient aussi le résultat de
[DAV96] et le généralise en dimension 3.

Le point clé pour obtenir le théoreme 0.3 est de pouvoir controler I’énergie de u. La difficulté
provient du fait que dans la plupart des cas si on essaie de construire un compétiteur pour
estimer l'énergie de wu, l'incertitude sur la géométrie de K aux petites échelles est tres
genante. Donc nous utiliserons un argument de temps d’arrét basé sur I’ensemble singulier
K de maniere a toujours pouvoir travailler dans une situation ou la géométrie est sous
controle. Si la géométrie n’est pas suffisamment plate dans une boule, alors on coupe
I’ensemble dans cette boule et on espere que cela n’arrive pas trop souvent.

Ce procédé de temps d’arrét est I'argument principal qui leve les difficultés techniques
auxquels nous avons été confronté des le début a chaque tentative de construction d’un
bon compétiteur pour u. Nous avons donc bon espoir que ce procédé puisse servir a nouveau
pour démontrer d’autres résultats liés aux méme problemes techniques que ceux rencontrés
ici.

Enfin, en annexe on trouvera un résultat qui n’avait pas de place ailleurs. C’est une ma-
joration qui resemble au “tilt estimate” (lemme 8.11 de [AFP00]) mais dans le cas d'un
ensemble singulier d’un minimiseur de Mumford-Shah proche d'un cone de type Y. La
technique employée est inspirée de 'argument de G. Lawlor et F. Morgan [LM] (voir aussi
[IMOR]) qui montre que la différence entre les normales a la surface et les normales au cone
correspondant peut étre estimée en fonction du défaut de minimalité de la surface.

Poursuivons 'introduction de cette these avec le rappel de quelques notions et propriétés
classiques qui seront utilisées dans la suite. Ainsi, nous espérons que la these ait un caractere
auto-contenu.
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Distance de Hausdorff

La distance de Hausdorff entre deux fermés F et F' de RV est la quantité

dy(E, F) = max { supd(z, F'),supd(z, E)}

zeE zeF

La distance de Hausdorff est tres utile, car non seulement sa définition est élémentaire donc
facile a manier, mais en plus on a le théoreme de compacité suivant. La démonstration est
étonnamment courte (voir [AFP00] page 320).

Théoréme 0.5 (Blaschke). Soit Q un ouvert borné et { E,,} une famille d’ensembles fermés
non vides inclus dans Q2. Alors on peut extraire de {E,} une sous suite qui converge pour
la distance de Hausdorff dy.

Mesure de Hausdorft

Dans la définition des minimiseurs de Mumford-Shah, I'un des termes concerne la mesure
de Hausdorff de ’ensemble singulier K. La mesure de Hausdorff est une notion élémentaire
et pourtant assez puissante de ce que peut étre “’aire” d’une surface, ou la “longueur”
d’une courbe. Dans cette these, seules les mesures de Hausdorff de puissance entieres seront
utilisées. On pourra trouver des éléments de preuves et plus de références de ce qui est
rappelé ici dans [AFP00] et [MAT95].

Soit k un entier positif. On note wy, la mesure de Lebesgue de la boule unité dans R*. Soit
E un ensemble inclus dans RY. Pour tout § > 0 on note

HY(E) := % inf {Z[dzam(m)}k; diam(E;) < 0, E C UE} :
el i€l

L’inf est pris sur tous les recouvrements dénombrable {E;} tels que diam(E;) < § et avec
la convention que diam(@) = 0. On définit alors la mesure de Hausdorff par

H*E) = lim HYE).

La limite existe car § — HEY(E) est décroissante. Le cas le plus intéressant est lorsque la
limite est finie (et non nulle).

La mesure H* est une mesure extérieure sur les boréliens de R, et en particulier o-additive.
On peut donc tout & fait intégrer contre la mesure H* et la formule

(2)dH"(x)

RN
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a un sens pour toute fonction H*-mesurable (c’est & dire borélienne en dehors d’un ensemble
de mesure H* nulle).

La normalisation par $¥ permet d’affirmer que H k coincide avec 1'aire de dimension k pour
tout borélien de RY inclus dans une sous-variété de classe C'*.

Si k n’est pas entier on peut encore définir la mesure de Hausdorff et il faut dans ce cas
0 -1

étendre wy, par la formule 72 /(1 + k/2) avec I'(t) = o S e *ds la fonction d’Euler. La
dimension de Hausdorfl d’un ensemble est alors

dim(E) = inf {k > 0; H*(E) =0} .

Certaines propriétés classiques sur la mesure de Hausdorff seront utilisées dans cette these.
Par exemple le fait que si f est lipschitzienne de constante M, alors

HY(f(E)) < M"H*(E).

Nous utiliserons également le théoreme de la coaire qui est une sorte de généralisation
du théoréme de Fubini. Sous sa forme simple il dit que si Q est un ouvert de RV et si
f:Q — R est lipschitzienne, alors

’Vf|d$:/HNl|f—1(t)dt.
R

Il existe une version plus générale (qui sera utilisée pour le lemme 1.36) et qui utilise la
notion d’ensemble rectifiable.

Définition 0.6. Un ensemble E H*-mesurable est dit rectifiable si il existe un nombre
dénombrable de fonction lipschitziennes f; : RF — RN telles que

EC ZUGfi(Rk)

1=0

avec H*(Z) = 0.

La particularité des ensembles rectifiables est qu’ils possedent une tangente approchée
presque partout. De plus si f : RY — R™ est une fonction lipschitzienne et si z est un
point de E qui possede une tangente, on dit que f est tangentiellement différentiable au
point z si la restriction de f a l'espace affine x + Tan®(E, ) est différentiable au point x.
La différentielle tangentielle est notée d”f, et est une application linéaire de Tan*(E, )
vers R™. Si M désigne sa matrice dans une base orthogonale on note

CypM = /det(M.M?).

On a alors le théoreme suivant.
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Théoréme 0.7. [FEDG69](Coaire) Soit f : RN — R™ une fonction lipschitzienne et soit E
un ensemble rectifiable de dimension k dans RN . Alors lapplication t — H*"™(EN f~1(t))
est mesurable pour la mesure de Lebesque dans R™ et

/ Cpd” f,dH"(z) = [ H*™(EnN f'(t))dt.

RrRm

Une autre propriété de la mesure de Hausdorff est son défaut de semi-continuité, a droite
comme a gauche. En effet, si F,, est une suite d’ensembles qui tend vers E pour la distance
de Hausdorff, alors les inégalités

H*(E) < liminf H*(E,) (1)
et
limsup H*(E,) < H*(E) (2)

ne sont pas vraies en général. Il existe des contre exemples classiques. Pour I'inégalité (1)
on peut considérer 'exemple favori de G. David : une suite d’ensemble “en pointillés” dans
intervalle [0, 1] tel que K, soit 2 "-dense dans [0,1] et H'(K,) = o, < 1. La limite de K,
pour la distance de Hausdorff est I'intervalle [0, 1] et on peut s’arranger pour que la suite
H'(K,) tende vers a < 1.

Pour la deuxieme inégalité, il se trouve qu’elle est toujours vraie en dimension 1 dans
l'intervalle [0, 1] (voir proposition 10.1 de [MS]). En revanche, un contre exemple est donné
pour N =2 et k =1 par la suite des graphes des fonctions 27" sin 2"z sur [0, 1].

Dans la plupart des cas c’est I'inégalité (1) qui fera le plus défaut. La situation typique est
pour montrer 'existence de certains minimiseurs. L’approche que 'on voudrait employer
est de considérer une suite minimisante puis passer a la limite. Or le passage a la limite
requiert une inégalité du type (1) ce qui empéche de conclure directement. Il faut travailler
un peu plus comme l'on fait F. Maddalena et S. Solimini dans [MS01b]. Une méthode
alternative et qui a porté ses fruits est de passer par la théorie des fonctions BV (voir
[GCLS&9)).

Il existe tout de méme un cas particulier ou l'inégalité (1) est vraie. C’est le cas des
ensembles qui ont la propriété d’uniforme concentration. Il se trouve que les minimiseurs
de Mumford-Shah (qui sont définis un peu plus loin) possedent cette propriété. C’est une
conséquence de l'article de S. Rigot [RIG] sur la régularité presque partout “uniforme”.
Pour son théoreme de régularité, S. Rigot utilise le théoreme de L. Ambrosio, N. Fusco
et D. Pallara [AFP07] mais en réalité la propriété d’uniforme concentration se démontre
en utilisant les techniques de la preuve de S. Rigot et en utilisant uniquement I'uniforme
rectifiabilité montré par G. David et S. Semmes, et donc n’a pas besoin de [AFP07] (voir
la remarque 75.17 page 527 de [DAVO05]). De plus, en 2001, F. Maddalena et S. Solimini
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[MS01a] ont également démontré la propriété d’uniforme concentration pour un minimiseur
de Mumford-Shah avec des techniques différentes. En réalité ils montrent que la propriété
de bissection implique la propriété de concentration, et ils utilisent ’article de S. Solimini
[SOL97] qui prouve quun minimiseur de Mumford-Shah possede la propriété de bissection.

Nous n’allons pas rappeler ici les définitions d'uniforme concentration et bissection. Tout ce
qui importe pour nous, est que I'inégalité (1) est vraie pour une suite d’ensembles singuliers
(réduits) de minimiseurs de Mumford-Shah, et que ce résultat n’utilise pas le théoreme de
L. Ambrosio, N. Fusco et D. Pallara [AFP07]. Ainsi, le théoreme du chapitre 2 de la these
est indépendant de [AFPO7].

Minimiseurs de Mumford-Shah :

Définitions et estimations élémentaires

Nous allons maintenant définir les minimiseurs de Mumford-Shah avec lesquels nous allons
travailler tout au long de la thése. Soit © un ouvert de RY. On considere I'ensemble des
couples admissibles

A= {(u,K); K fermé , u € WL (Q\K)}.

Définition 0.8. Soit (u, K) € A et B une boule incluse dans Q. Un compétiteur pour le
couple (u, K) dans la boule B est un couple (v, L) € A tel que

u="0 =

K_1 } dans Q\B

et on ajoute également la condition topologique suivante : si x et y sont deux points de
O\(BU K) qui sont séparés par K alors ils sont aussi séparés par L.

L’expression “étre séparés par K” signifie que x et y sont dans des composantes connexes

différentes de Q\ K.

Définition 0.9. Soit Q un ouvert de RN et h une fonction positive, croissante sur RT et
telle que h(0) = 0. Un minimiseur de Mumford-Shah avec fonction jauge h est un couple
(u, K) € A tel que pour toute boule B et pour tout compétiteur (v, L) pour (u, K) dans B
on ait

/ \Vul?de + HYN ' (K N B) < / \Vo|?de + HN YL N B) + V" h(r)
B\K B\L

avec r le rayon de la boule B et ou HN~' désigne la mesure de Hausdorff de dimension
N —1.
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Il n’est pas tres difficile de montrer qu’un minimiseur pour la fonctionnelle J du début de
I'introduction est un minimiseur de Mumford-Shah au sens de la définition 0.9 avec comme
fonction jauge h(r) = Cyllg||2%,r et Cy une constante dimensionnelle (voir la proposition
7.8 p. 46 de [DAV05]).

Définition 0.10. Un minimiseur global dans RN est un minimiseur de Mumford-Shah au
sens de la définition 0.9 avec Q = RY et h = 0.

Les minimiseurs globaux ont étés introduits par A. Bonnet dans le but d’étudier la régularité
de lensemble singulier K pour un minimiseur de Mumford-Shah. En effet soit (u, K) un
minimiseur de Mumford-Shah dans un ouvert ) avec fonction jauge h. Alors si ¢ est une
suite de nombre positifs et y un point de {2 on peut considérer 2, = i(Q —y) et les paires

(ug, Ki) définies par ug(z) = \/%%u(y + tyx) et Ky = i(K — y). On peut vérifier que les
(ug, Ki) sont des minimiseurs de Mumford-Shah dans €, avec fonction jauge h(tgr). Si
t; tend vers l'infini on dit que (uy, Kx) est une suite d’explosion au point y de (u, K). 1
est possible d’extraire de cette suite une sous-suite convergente. La limite est un couple
(Uoo, Koo) qui est un Minimiseur global de Mumford-Shah au sens de la définition 0.10 (voir
le chapitre 40 de [DAV05] pour plus de détails). On comprend alors que ’étude des minimi-
seurs globaux donne automatiquement les types de singularités possibles pour I’ensemble

K.

Si (u, K) est un minimiseur de Mumford-Shah et que 1'on ajoute & K un petit morceau
fermé de mesure HV~! nulle, alors le nouveau couple ainsi réalisé est encore un minimiseur
de Mumford-Shah. C’est pourquoi dans la suite, pour obtenir des résultats de régularité
sur I’ensemble K on va toujours supposer que notre minimiseur est “réduit”, c’est a dire
qu’il n’existe pas de couple (a, K ) € A tel que K C K et @ est une extension de u dans
WL2(Q\K). A partir d'un couple (u, K) € A on peut toujours trouver un minimiseur
réduit (@, K) € A tel que K C K et @ est une extension de u (voir la proposition 8.2 de
[DAV05]).

Une estimation simple mais fondamentale sur le gradient d’'un minimiseur de Mumford-
Shah est donnée par la proposition suivante.

Proposition 0.11. Si (u, K) est un minimiseur de Mumford-Shah avec comme fonction
jauge h, alors pour toute boule B de rayon r, on a

/ |Vu(x)|?de + HN YK N B) < C(1+ h(r))r¥ 1. (3)
B\K

Preuve : Il suffit de comparer (u, K) et (v, L) ou L = K\BUOJB et v est nulle dans B et
coincide avec u hors de B. O

L’inégalité (3) montre comment le gradient de u se controle en moyenne. Cette propriété
permet d’avoir le résultat suivant qui est une sorte de lemme de Campanato (voir la
remarque 0.14 juste apres).
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Proposition 0.12. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans Q C RY et soit
une boule B C Q\K de rayon r. Alors il existe une constante C' qui ne dépend que de la
dimension N et de h(r), et il existe un representant continu @ de u tel que pour tous points
x ety dans B on a

la(z) — a(y)| < Clz —y|2.

Preuve : Soit donc B une boule fixée telle que B C RM\ K. Si By est une boule incluse
dans B, on note

1
up, u(z)dz.

"~ |Bo| Jg,

On commence par prouver le

Lemme 0.13. Soient By et By deux boules de rayons ry et ro telles que By C By C B.
Alors

1
|uB1 - uBo| < C17002

ou C est une constante qui dépend que de la dimension N.

Preuve : Si B; et By sont de telles boules alors

1
i — gl '— (u() — upy)d
|B1| JB,
|Bo| 1
|B1| | Bol Jg, ’
< 0y b Vu@)lde
™ |BO| Bo
< oo ( L v )
< C—=1ry| — u(x)|*dx
T{V ° |BO, Bo
o 3
1

ou C est la constante de Poincaré et on a utilisé (3). Pour montrer que I'estimation ne
dépend en fait pas du rayon de la petite boule on va utiliser une famille décroissante de

boules. On renomme B, := B; ou n est un entier tel qu’on ait une suite décroissante de
boules (Bi>i:1..n
B,C..CB1CB;C..CBy

avec

ri=2""ry, i=0.n—1
27 g <y < 27

ou r; est le rayon de B;.
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En appliquant (4) a |up, — up

i+1|7

n—1 1 +o0 N 1
’uBn - uBo| < (Z |uBz - uBl+1|> < OT(? 227 < C’7‘02 o
=0 =0

On est maintenant en mesure de conclure la preuve de la proposition 0.12. Soit x et y deux
point de B. Alors si B, C By est une petite boule de rayon p centrée en = et B, C By
est une petite boule de rayon p centrée en y (avec p suffisamment petit pour que B, et B,
soient inclus dans B), en utilisant le lemme 0.13 on a :

lup, —up,| < |up, —up|+|up — up,|
< Clo—yl=. (5)

Quitte a remplacer u par une fonction équivalente qui lui est égale presque partout, les
moyennes de u sur B, et B, tendent vers u(z) et u(y). Donc en faisant tendre p vers 0
dans (5) on en déduit le résultat. O

Remarque 0.14. (voir [GIA]) L’espace de Campanato est 'espace :

LPANQ) = {u € LP(Q); sup p_’\/ U — Uy p|Pdx < oo}
B(zo,p)N2

z)€EN
0<p<diam(Q)

avec Uy, , la moyenne de u sur B(xg, p)NS2. En posant o = ’\_TN, le théoreme de Campanato
nous dit que _
LPQ) Co(Q) sSiN<ASN+p

{constantes} si N +p < A

~
~

Si on change dans la définition de LP*(R), SUD,<gigm(0) €0 SUP < p(zo)> alors on obtient une
version locale du théoréme, c’est a dire, si u appartient a £P*(Q2)-modifié, tout point de
admet un voisinage dans lequel u est C%*. En utilisant I'inégalité de Poincaré et si u vérifie
(3) on a pr(oco) [ — ugy|? < CpN*tE pour tout p < dist(zg, Q) et donc u € LN Fl-modifié.

Et donc u € Cp%(B) avec a = 1 et on retrouve donc le résultat du théoreme 0.12.

A. El Baraka a travaillé sur la caractérisation par Littlewood-Paley de cet espace en 2002
dans [BARO6].

L’espace de Morey est 1’espace

LPANQ) = {u e LP(Q); sup  p |Vul|Pde < oo}
B(z0,p)NQ2

ERISY
0<p<diam(f)

Et on a
LPA ~ [P*  0< A< N.
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Cones minimaux

Les cones P, Y et T, dont les définitions précises seront données juste apres, ont été abordés
par Jean Taylor [TAY76] dans son théoreme de régularité des films de savon. Ce sont les
objets tangents pour les ensembles minimaux. Le théoreme de Jean Taylor dit que toute
surface minimale (par exemple un film de savon) est équivalent & un cone minimal de type
P, Y ou T au voisinage de chacun de ses points. Les cones de type IP sont les hyperplans. Les
points localement équivalents a un IP sont des points réguliers. Les autres cones déterminent
les singularités possibles pour une surface minimale. Ce phénomene avait déja été observé
et conjecturé par Plateau plus d’un siecle auparavant.

Cones? de type Y et T.

Définition 0.15. On définit Prop C R? comme l’ensemble suivant
Prop = {(x1,22); 21 > 0,29 = 0}

U{(21,22); 21 < 0,29 = —V/321}
U{(.’E172172);.'171 S O,.’EQ = \/3331}

puis Yo C R? par Yy = Prop x R. L’épine de Yy est la droite Ly = {x; = x5 = 0}. Un cone
de type 2 est un ensemble Y = R(Yy), ot R est la composition d’une translation et d’une
rotation. L’épine de Y est la droite R(Lg). On note Y l’ensemble des cones de type 2. Par
abus de langage on dira ausst parfois cone de type Y.

Définition 0.16. Soit A; = (1,0,0), Ay = (—1,22,0), A3 = (=1, -2 ¥0) ¢t A, =

373
(—%, —‘/?5, —\/?6) les quatres sommets d’un tétraédre régulier centré en 0. On note Ty le

cone (positif) engendré par les 6 arrétes [A;, A;] i # j. L’épine de Ty est l'union des
quatres demi-droites engendrées par [0, A;[. Un cone de type 3 est un ensemble T = R(Tp)

2. Merci a Ken Brakke pour ces images.
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ou R est la composée d’une translation et d’une rotation. L’épine de T est l'image par R
de I’épine de Ty. On note T 'ensemble des cones de type 3. Par abus de langage on dira
aussi parfois cone de type T.

Le fait que les cones de Y et T soient minimaux peut étre montré par une intégration par
partie. On peut trouver 'argument dit “de calibration” dans [MOR] ou [LM].

Les cones de type P, Y et T sont les seuls ensembles dans R? qui minimisent localement
la mesure de Hausdorff sous la contrainte topologique que chaque compétiteur préserve les
composantes connexes a ’extérieur du domaine de compétition. Ce théoreme est énoncé
dans [DAV07], qui est une nouvelle démonstration du théoréme de Jean Taylor et qui nous
servira dans le dernier chapitre de la these.

Quelques constantes numériques a propos du T

Proposition 0.17. Soit J un tétracdre régulier centré en 0 dans R? inscrit dans la boule
unité et T le cone de type T s’appuyant sur les arrétes de J. Alors on a les constantes
sutvantes :

Do
w%
o

Longueur d’une arréte de J :

Angle au point 0 d’une face de T : a := 2arcsin(%’) = arccos(—3) ~ 109 47

Preuve : Soit A, B, C', D un tétraedre régulier centré en 0 et inscrit dans la boule unité de
R3. On nomme z le c6té du tétracdre (longueur des arrétes). On se place tout d’abord dans
la face ABC'. Soit h la hauteur issue de A. Alors comme ABC est un triangle équilatéral
de coté x on sait que h = \/751’ On appelle G le centre de gravité du triangle ABC'. Ensuite
on se place dans le plan qui contient h et qui est orthogonal au triangle ABC'. Dans ce
plan on considere le triangle DG A (on note O 1'origine).

N al L7/
NEYe o~/
\ L/ /ac
/’// 1 /
B /
Comme G est le centre de gravité de ABC on a AG = %h = \/751’ En utilisant le théoreme
de Pythagore dans OAG on obtient que OG = /1 — %xQ. Ce qui permet maintenant de



27

trouver x en utilisant le théoreme de Pythagore cette fois dans DG A ce qui donne
2

Enfin, pour trouver 'angle « il suffit de se placer dans le triangle isocele DOA. On appelle [

le milieu de DA. Le rectangle DIO est rectangle en O donc sin(§) = 5 d’ott le résultat. [

Théoreme de Reifenberg

Les ensembles “Reifenberg-plats” introduits dans [REI] sont présents dans le deuxieme
chapitre. La nature méme de ces ensembles a donné naissance aux idées de la démonstration
du théoreme de régularité dont fait ’objet le deuxieme chapitre de cette these. Si F et F
sont deux fermés de RY, pour tout z € RY et r > 0, on note D, la distance de Hausdorff
normalisée dans B(z, )

DM(E,F):lmaX{ sup d(z,F), sup d(z,E)}. (6)

r z€ENB(z,r) z€FNB(z,r)
On définit maintenant les ensembles “Reifenberg-plats”.

Définition 0.18. Un ensemble E fermé dans RN est dit “Reifenberg-plat” de constante
0 > 0 st pour tout x € E et pour tout r > 0 il existe un hyperplan P, , tel que

Dx,r(Ea me) S 5

Un ensemble Reifenberg-plat est donc un ensemble qui ressemble a un hyperplan a toute
les échelles. Le théoreme du disque topologique de Reifenberg nous informe alors sur la
régularité de ces ensembles.

Théoréme 0.19. [REI|[DPT| Quelque soit 0 < a < 1 il eziste § tel que pour tout ensemble
E Reifenberg plat dans B(0,1) de constante & qui contient 'origine il existe un hyperplan
P contenant l'origine et il existe un homéomorphisme ® : B(0, 1) sur son image, hélderien
de puissance o ainsi que son inverse tel que

£ B0, %) c o(P N B(0, 2)) C ENB(0,1).

L’énoncé du théoreme 0.19 est en fait tiré de [DPT]. En effet dans [DPT], G. David, T. De
Pauw et T. Toro ont généralisé le théoréme du disque topologique de Reifenberg dans R3.
Ils considerent une généralisation des ensembles Reifenberg plat qu’ils nomment ensembles
e-minimaux dans R?. Ce sont des ensembles qui & toutes les échelles ressemblent soit & un
plan, soit a un cone de type Y, soit a un cone de type T. Ils montrent dans ce cas que
si € est assez petit, alors les ensembles e-minimaux sont bi-hélderien équivalent a un cone
minimal.

Dans I'introduction du chapitre 2 de la these on verra plus de détails a propos du théoreme

de [DPT].
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Définition de f(z,r)
Il sera parfois utile d’employer la quantité 5(x,r), qui estime la distance & un cone minimal

Bla.r) =inf(>  sup  d(y.2)}. 7)

T yeKNB(z,r)

L’inf est pris sur tous les cones Z de type P,Y ou T qui passent par x. C’est Peter Jones
[JONS87] qui en premier a introduit le nombre 5 uniquement basé sur les hyperplans. Cette
quantité a ensuite été généralisé dans [DPT] avec 'utilisation des autres cones.

Notre définition du 5 donnée par (7) autorise a priori ’ensemble & avoir des trous. Ce n’est
pas un fait tres grave dans la mesure ol nous controlerons par ailleurs la taille des trous en
fonction du saut de la fonction u pour un minimiseur de Mumford-Shah. Mais lorsque 1’on
travaille uniquement avec des ensembles; il est plus judicieux de prendre un 3 “bilatéral”,
c’est a dire avec la distance de Hausdorff en entier :

By(a.r) = Sinfmax({  sup  d(y, )1 { sup  d(y, K)}).

r Z yeKNB(x,r) yeZNB(z,r)

Les nombres 3 permettent de controler de maniere purement géométrique, la régularité d’'un
ensemble. Par exemple considérons uniquement le cas du [, définit avec les hyperplans.
Alors si K est un graphe lipschitzien on obtient que Gy(z,r) < C pour tout z et r. La
réciproque n’est pas vrai. Mais si il existe une constante C' telle que pour tout = et r
on a fy(x,r) < C, cela veut dire que K est un ensemble Reifenberg-plat, et donc il est
localement I'image bi-hélderienne d’un hyperplan. Si maintenant on a un point x tel que
By(x,r) < Cr® avec a une puissance positive, alors z est localement inclus dans un graphe
Cbe. Ce théoreéme est également vrai pour le 3, défini sur les cones de type Y et T et se
trouve dans [DPT].

Ce résultat est utilisé par G. David pour re-démontrer le théoreme de Jean Taylor dans
[DAV07]. Pour montrer la régularité de I’ensemble, il cherche & montrer que [ décroit
comme une puissance du rayon. C’est également par cette méthode que le théoreme de
régularité pour un minimiseur de Mumford-Shah dans [DAV96] est démontré, et en ce qui
concerne le théoreme de L. Ambrosio, N. Fusco et D. Pallara [AFPO07], ils utilisent une
méthode qui y ressemble. En effet, dans leurs cas ils démontrent une décroissance couplée
d’une quantité analogue a (3 et de ’énergie normalisée.

Pour notre théoreme de régularité (Chapitre 2), notre stratégie de départ était d’essayer de
controler le nombre (5 et montrer une décroissance comme une puissance de r. Finalement

on a pas eu recourt a cette méthode dans la mesure ou 'on s’est ramené aux estimations
contenues dans [DAV07].

Enfin, un résultat marquant qui utilise les nombres [ est le théoreme du voyageur de
commerce de Peter Jones [JON8T]. Peter Jones montre également que si K est une courbe
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lipschitzienne dans R?, alors 3(z, 7")2%@“ est une mesure de Carleson sur K x R™. Cette

estimation permet par exemple de redémontrer le théoreme de continuité de 'opérateur de
Cauchy sur une courbe Lipschitzienne.
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse aux minimiseurs globaux de Mumford-Shah dans R? (voir
la définition 0.10). Rappelons que les minimiseurs globaux apparaissent comme limites
d’explosions d'un minimiseur de Mumford-Shah. Ainsi, la connaissance des minimiseurs
globaux nous donne des renseignements importants a propos de la régularité d’un mini-
miseur de Mumford-Shah. Dans R? la liste des minimiseurs globaux (pour lesquels K est
connexe) est connue. C’est grace a 'exhaustivité de cette liste que le théoreme de régularité

de A. Bonnet [BON96] a pu voir le jour.

Voici la liste en dimension 2 des 4 minimiseurs globaux ou K est connexe :

eler cas : K = & et u est une constante.
e2éme cas : K est une droite et u est constante de chaque coté de K.

e3éme cas : “Hélice” : K est I'union de 3 demi-droites se rejoignant en formant des angles
de 120 degrés et u est constante dans chaque composante connexe de R?\ K.

U = Uy

U = U ‘1“},,ﬂﬂ,,,,,,,,
/LJ 120°
{

/

/ U = us
/

e4éme cas : (a rotation pres) “Cracktip” : K = {(x,0);2 < 0} et u(rcos(f),rsin(f)) =

+4/2r'/2sin g + C, pour r > 0 et |0 < m, et ot C est une constante.
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b s A e o m ow

Graphe de la fonction cracktip

Qu’en est t-il en dimension 37 On en connait tres peu. Les cones minimaux provenant
de la théorie des surfaces minimales (le vide, le plan, le “Y” le “T” voir les définitions
0.15 et 0.16) déterminent la liste des minimiseurs globaux ot la fonction u est localement
constante. Il existe au moins un autre minimiseur global dans R3 o1 u n’est pas localement
constante, provenant de la dimension 2 : le cracktip fois une droite avec comme ensemble
singulier un demi plan. A I’heure actuelle, on ne connait pas d’autres exemples, méme si
certains arguments intuitifs nous permettent de croire qu'’il y en a forcément d’autres (voir

[DAV05] chapitre 76).

Rappelons que si (u, K') est un minimiseur global et que si K est assez régulier, alors u est
harmonique dans RV\ K avec condition de Neumann sur K.

Comme premier pas vers la découverte des minimiseurs globaux dans R? on va étudier les
minimiseurs dont I’ensemble singulier est conique. Pour cela on se placera dans RV car le
travail est le méme que pour R3. Il se trouve qu’il y a un lien étroit entre un minimiseur
global (u, K) lorsque K est conique et le spectre du laplacien sur S ~1\ K. Tout simplement
si (u, K) est un tel minimiseur, alors la restriction de u & SY~1\ K est une fonction propre
pour le laplacien sphérique avec condition de Neumann associé a la valeur propre %.
C’est le principal résultat de ce chapitre.

Ensuite on étudiera quelques applications dans R?, notamment le cas ott K est un demi-
plan. On montre comme premiere application que la fonction cracktip fois R est la seule
fonction associée a un demi-plan. En particulier on démontre également que les fonctions
de type cracktip fois R en restriction a la sphere engendrent 1’espace propre associé a la
valeur propre —% sur la sphere privée d’un demi équateur.

Enfin, on termine en montrant qu’'un secteur angulaire strict ne peut pas étre I'ensemble
singulier d’un minimiseur global dans R3.
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1.2 Si K est conique alors u est homogene

Dans cette partie on montre que si (u, K) est un minimiseur global dans RY et que si
I’ensemble singulier K est un cone centré en zéro (avec quelques hypotheses de régularité
supplémentaires sur K), alors il existe une fonction ug localement constante telle que la
fonction u — ug soit homogene de degré % Ce résultat n’est pertinent que si la dimension
N est supérieure ou égale a 3. En effet, en dimension 2, si 'ensemble K est conique, alors
il est connexe et donc il fait partie de la liste citée dans I'introduction. C’est pourquoi dans
la suite on va supposer que N > 3.

1.2.1 Sur les fonctions harmoniques et minimiseurs d’énergie

Le but de ce paragraphe est d’étudier les minimiseurs d’énergie, en particulier dans le
complémentaire d’'un ensemble conique K. On voudrait par exemple étudier I'existence,
I'unicité, la régularité, la validité de la formule d’integration par partie, le principe du
maximum, et la mesure harmonique sur la sphere privée de K. Toutes ces notions sont
bien str liées.

Quelques généralités

e Définition des fonctions harmoniques. Rappelons tout d’abord qu'une fonction harmo-
nique “au sens classique” dans un ouvert  de RY est une fonction u € C?*(Q) telle que
Au = 0 dans 2 ou A désigne le laplacien

On peut aussi définir les fonctions harmoniques dans 1'espace des distributions D’(£2) avec
la méme formule pour le laplacien mais ou les dérivées sont prises au sens des distributions.
La définition est équivalente car le laplacien est hypoelliptique. Cela vient du fait que la
solution élémentaire du laplacien est C'*° en dehors de l'origine. L’hypoellipticité implique
que si u est une distribution telle que Au = 0, alors u est en réalité une fonction C'* et
on a Au = 0 au sens classique. Si u € W1%(Q), on dit que u est harmonique au sens faible
lorsque pour toute fonction ¢ € C3°(€2) on a

/(Vu, V) =0. (1.1)
Q

Comme u € W12(Q), on sait que Vu posséde un représentant dans L? et donc I'expression
(1.1) a bien un sens. Une intégration par partie nous dit alors que u est harmonique au
sens des distributions et donc par hypoellipticité que u possede un représentant C'™> et est
harmonique au sens classique.
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e Notion de Trace. Voyons maintenant les différentes conditions au bord de l'ouvert et
les diverses notions de trace que 'on utilisera. Lorsque €2 est un ouvert régulier et borné,
il existe une bijection entre W2(Q) (modulo HL(Q)) et W22(dQ). En quelque sorte, on
peut donner un sens a la restriction d'une fonction W2(Q) sur le bord de I'ouvert et cette
restriction est dans W%’Q(ﬁQ). Si 'ouvert n’est pas régulier (par exemple un cone!) alors
cette bijection n’est plus vraie. Ceci dit, la notion de trace a toujours un sens. On pourra
consulter [GRI85] pour plus de détails sur ces questions, avec notamment la caractérisation
de I'application trace sur les espaces de Sobolev dans des ouverts polygonaux.

Dans notre cas, on travaillera toujours avec des ouverts dont le bord est localement lip-
schitzien en dehors d’un ensemble de points de mesure nulle. Dans ce contexte, on peut
donner une définition de trace “presque partout” qui sera suffisante dans bien des cas. Soit
I C 092 un morceau de bord qui est le graphe d’une fonction lipschitzienne et soit z € I.
On note v, le vecteur normal unitaire sortant au point z (qui existe pour presque tout z).
Alors la limite
limu(z —ev,) (1.2)
e—0
existe pour presque tout z € I. On pourra consulter [DAV05] page 80 pour plus de détails.
C’est cette limite que nous appellerons “trace” est qui sera définie presque partout au bord.

e Condition de Dirichlet. Si u € W2(Q) et si I C 9 est un morceau de bord, on dit que
u satisfait une condition de Dirichlet sur [ si en presque tout point de I la limite dans
(1.2) est nulle. On verra plus tard que si u est une fonction harmonique avec condition de
Dirichlet p.p. sur I, et si de plus I est de classe C?, alors la limite dans (1.2) existe et est
nulle partout sur I (voir proposition 1.2). On peut aussi donner une notion de condition
de Dirichlet non homogene, dans ce cas la trace n’est pas nulle mais vaut une certaine
fonction continue f.

Un probleme Classique consiste a trouver une fonction u telle que

Au =0 dans 2
u = f sur 02

L’ouvert 2 est par exemple une ouvert régulier et la fonction f est continue. Dans ce
contexte on sait qu’il existe une unique solution u et qu’elle est réguliere jusqu’au bord.
Une méthode connue est d’employer des fonctions barrieres (méthode de Perron voir [GT83]
et voir également [BRE]).

e Condition de Neumann au sens fort. Soit €2 un ouvert a bord localement lipschitzien.
Pour presque tout point z € 9€ il existe un vecteur tangent et un vecteur normal unitaire
sortant v,. On sait que la limite dans (1.2) existe pour presque tout z. Par contre, la limite

.0
lli% asz(z +ev,) (1.3)
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n’est pas forcément bien définie. En revanche si v € W?22%(Q) alors cette limite existe
mais malheureusement comme nous travaillerons toujours dans W2(£2) cette remarque ne
servira pas.

Soit I inclus dans 0f). On dira que u satisfait une condition de Neumann au sens fort
presque partout sur I si pour presque tout z € I la limite (1.3) existe et vaut zéro.

e Condition de Neumann au sens faible. Soit u une fonction harmonique qui de plus est
dans W12(Q). Soit I un ouvert de 9. On dit que u satisfait une condition de Neumann

au sens faible sur I si pour toute fonction ¢ € C*°(2) qui vaut 0 sur un voisinage de 90\ /
on a

/Q<Vu, V) =0.

Si Q est un ouvert régulier borné et que u € C''(€2), alors en utilisant une intégration par
partie on peut montrer qu’'une condition de Neumann au sens fort implique une condition
de Neumann au sans faible.

De la méme facon que pour la condition de Dirichlet, si une fonction harmonique satisfait
une condition de Neumann au sens faible sur I, et si I est de classe C'%®, alors en réalité
la condition a lieu au sens fort partout. Cela vient du fait que si I est C*® on peut
appliquer le principe de réflexion et des arguments de théorie elliptique pour dire que u a
un prolongement C! jusqu’au bord (voir le théoréme 1.4).

Un autre probleme classique est celui du probleme mixte Dirichlet-Neumann. C’est a dire
trouver une fonction u telle que

Au =0 dans Q2

u = fsurl C N

Qu =0 sur ON\I

Le probleme de Dirichlet-Neumann peut étre résolu par méthode variationnelle. C’est pour-
quoi nous introduisons la notion de Minimiseur d’énergie.

e Minimiseur d’énergie. Soit {2 un ouvert et I C 9€) un morceau de bord qui soit localement
lipschitzien. On se donne une fonction f bornée sur I. On note W I’ensemble des fonction
de W12(Q) telles que leurs traces soient presque partout égales a f. On suppose que W est
non vide. Pour v € A on appelle “intégrale de Dirichlet” ou encore “énergie” la quantité

/Q Vo(a)2dz.

Une proposition de [DAV05] page 98 nous permet d’affirmer que



1.2 Si K est conique alors u est homogeéne 37

Proposition 1.1. Il existe une unique fonction uw € W3(Q) (modulo constantes sur les
composantes connexes de ) qui ne touchent pas I) telle que la trace de u soit f sur I et

telle que
/|Vu|2:min/ |Vl

La fonction u est alors appelée “minimiseur d’énergie”. La démonstration de 'existence
utilise simplement la convexité de lapplication u — [ |Vu|?. Pour d’autres résultats va-
riationnels on pourra consulter le livre [KEN] qui contient par exemple des résultats sur
les probleme de Dirichlet avec bord lipschitzien.

En comparant u avec une petite variation u + ep ou ¢ est C3°(2) on montre facilement
qu'un minimiseur d’énergie u vérifie (1.1) et donc que u est harmonique (voir aussi la
proposition 1.1 un peu plus loin). Si J := IQ\I est régulier on peut montrer également
que u vérifie une condition de Neumann forte sur J (voir par exemple la remarque 15.21
page 15 de [DAVO05]). Ceci s’applique en particulier aux minimiseurs globaux car dans ce
cas, u est un minimiseur d’énergie si K est fixé.

Ce qui nous intéresse particulierement dans la proposition 1.1 ¢’est la notion d’unicité qui
est obtenue pour les minimiseurs d’énergie. Comme il y a un lien étroit entre minimiseur
d’énergie et fonctions harmoniques, ce résultat d’unicité pourra s’appliquer dans certains
cas a des fonctions harmoniques avec condition au bord au sens fort presque partout. Ce
résultat d’unicité ne provient pas d’un principe du maximum comme c’est habituellement
le cas pour les fonctions harmoniques. La seule restriction est que le résultat utilise le fait
qu’il existe au moins une fonction dans W12(Q) telle que sa trace soit égale & f presque
partout sur I (i.e. W est non vide). Si 'ouvert 2 n’est pas assez régulier ou que f n’est
pas assez réguliere, cette condition n’est pas automatiquement vérifiée.

e Régularité au bord. Voici une proposition qui nous servira plus tard et qui donne la
régularité au bord pour une fonction harmonique avec condition de Dirichlet.

Proposition 1.2. On considére 2, I, f comme dans la proposition précédente, et u le
minimiseur d’énergie associé. Soit vy € I et w un voisinage de xy dans I tel que w soit le
graphe d’une fonction C? et que f soit continue sur w. Alors u est continue jusqu’au bord
Sur w.

Preuve : Il y a plusieurs fagons d’aborder ce probleme. Il existe siirement un moyen en
utilisant les techniques décrites dans le livre [KEN]. Une autre fagon sans doute, consiste &
utiliser des estimations sur le noyau de poisson pour un ouvert régulier. Mais nous allons
utiliser ici les résultats de la méthode de Perron des fonctions barrieres (cf [GT83] Lemme
2.13 p.25). En effet, on considere un ouvert U de régularité C? tel que U soit inclus dans
Q et 02N OU = w. La fonction u vérifie donc le probleme de Dirichlet Au = 0 dans U
et u = ¢ sur QU ou ¢ = f sur w et ¢ = u sur IN\J. Donc la condition de Dirichlet ¢
n’est pas forcément continue aux points de rencontre de OU\w avec w. Mais comme ¢ est
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la trace de u qui est une fonction d’énergie finie, on sait par la proposition précédente qu’il
existe une unique fonction qui minimise I’énergie et donc résout le probleme de Dirichlet
en ayant ces propriétés. Donc la solution du probléeme de Dirichlet dans ) avec comme
donnée initiale ¢ obtenu par la méthode de Perron (voir page 23 de [GT83] ) est égale a
u. En appliquant ensuite le Lemme de régularité 2.13 p.25 de [GT83] on obtient le résultat
voulu. ]

Remarque 1.3. Les points zy de 02 tels que toute fonction harmonique dans 2 soit
continue jusqu’en xo sont appelés les “points réguliers pour le laplacien”. La proposition
précédente utilise que si 7y possede un voisinage dans 9 qui est de régularité C?, alors x
est un point régulier. Mais il existe des points réguliers qui ne sont pas forcément inclus dans
un voisinage C?. Par exemple, une condition suffisante pour qu’'un point x, soit régulier est
qu’il existe une “fonction barriere” en zg, c’est a dire qu'il existe une fonction w € C°(Q),
sur-harmonique dans © (i.e. Aw < 0) telle que w soit strictement positive dans Q\zg et
nulle en zy. Une autre condition suffisante est la condition de “la sphere extérieure”, c’est
a dire pour zg € 9 qu’il existe une boule B telle que BN Q = xy. On pourra consulter
[GT83] page 25 et suivantes pour plus de détails.

Notons qu’il existe aussi des résultats de régularité au bord pour des conditions de Neu-
mann. Voici par exemple un énoncé qu’on pourra trouver dans [AFP00] chapitre 7.6.

Théoréme 1.4. Soit Q un ouvert dans RY, g € L™ et u € W2(Q) une solution faible du
probleme
—Au =g dans

g—“:O sur S
n

ot S C 0N est un morceau de bord de régularité CY* avec av < 1. Alors pour tout xy € S
il existe un voisinage U de xq tel que Vu possede une extension continue sur S N U.

Cones lisses finis et intégration par partie

Un autre résultat qui sera utile, est celui de pouvoir intégrer par partie dans des domaines
du type “complémentaires d’ensembles coniques”. C’est cette intégration par partie qui
nous permettra de raisonner de maniere équivalente en terme de “minimiseur d’énergie”
ou “fonction harmonique avec condition de Neumann”. Les ensembles coniques considérés
auront quand méme une certaine régularité. C’est pourquoi nous introduisons la notion de
“cone lisse fini”.

Définition 1.5. Soit K un ensemble fermé HN=1 mesurable dans RY. On dira que K est
un cone lisse fini (centré en zéro) si

i) K est conique (i.e. x € K =Vt>0,tr € K )
ii) K NAB(0,1) est une union finie d’arcs de classe C°.
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Un cone lisse possede deux types de singularités. Les singularités de type I sont des points
x qui sont a lintersection de deux arcs qui se rejoignent en leur bout sur 9B(0, ||z|]).
On note Y1 'ensemble des points singuliers de type 1. Les singularités de type II sont les
points sur la “tranche du cone”, c¢’est a dire les points z qui sont a ’extrémité d’un arc sur
OB(0, ||z]|). On note X5 'ensemble des points singuliers de type II. Et il y a aussi l'origine
qui est un point de singularité d’un type a part. Enfin, on note ¥ := ¥>;UX;;U{0}. On peut
remarquer que HY=1(X) = 0 localement et que K\X est de classe C2. On peut dire que
I’ensemble > contient les arétes et les sommets du cone K. De plus comme K est conique,
pour connaitre les singularités de K dans R¥ il suffit de connaitre les singularités de K
sur une sphere. La régularité C? est juste 14 pour s’assurer que les théorémes de régularité
elliptiques et les procédés de réflexion sont valides.

Lemme 1.6. (Intégration par partie)

Soit K un cone lisse fini dans RY. Soit uw € WY3(B(0,7)\K) et soit v une fonction
Wh2(B(0,r)\K) dont la trace est nulle sur OB(0,7)\K. On suppose de plus que u est

harmonique dans B(0,r)\K avec condition de Neumann au sens fort sur K\¥ (de chaque
coté des faces de K ). Alors

/ (Vu(zx), Vo(z))dx = 0.
B(0,)\K

Preuve : L’argument de la preuve est simplement d’isoler les singularités avec une fonction
“cut oft” dont la taille du support est infinitésimal, effectuer une intégration par partie et
passer a la limite.

On suppose dans un premier temps que v est une fonction bornée dans B(0,r)\K et ap-
partient a C*(B(0,r)\K).

Soit ¢. une fonction C*> sur dB(0,r) telle que . soit nulle dans un e-voisinage de ¥ N
0B(0,r). On prolonge ensuite ¢. de fagon radiale dans B(0,r) que I'on note @, et on pose
@ 1= Pb. ol P, est une fonction C*° qui vaut 0 sur B(0,¢) et 1 dans RV\ B(0, 2¢). Ainsi,
. est une fonction C'*° dont le support ne rencontre pas Y. De plus on a 'estimation
[Velloo < CL et la taille du support est aussi majoré par [supp(Ve.) N B(0,7)| < CeN!
ou la constante C' ne dépend que de r. On peut appliquer la formule d’intégration par
partie classique a la fonction ¢.Vu car elle est nulle dans un voisinage des singularités de
K et car u et v sont C* dans B(0,r)\K et régulieres jusqu’au bord lorsque celui-ci est
régulier (car u et v sont harmoniques). Donc

/ v-VuVov = —/ div(90€Vu)v+/ Pe 7=V
B(0,r)\K B(0,r)\K 0B(0,r)\K on

= / (Vu, V) (1.4)
B(0,r)\K
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car Au =0 dans B(0,r)\K, 5 =0 sur K, et v =0 sur 9B(0,7)\K. Or,

|0 (Vu, Vo) | < [(Vu, Vu)

/ (Y, Vo) < [[Valla| Vollz < oo
B(0,r)\K

donc par convergence dominée

/ 0-(Vu, Vv) — / (Vu, Vv).
B(0,)\K B(O,r)\K

Et par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

1

1 1 2

[ (el < Hsuwn(Te) el ( / rw?)
B(0,r)\K € supp(Vipe)

1
B 3
O 5 </ |Vu|2>
supp(Vepe)

qui tend bien vers zéro pour N > 3 car Vu est dans L? par hypothese. Donc en passant a
la limite dans (1.4) on obtient

IN

/ (Vu,Vv) =0
B(0,/)\K

pour toute fonction v € W'2(B(0,r)\K) bornée et telle que v = 0 sur dB(0,7). Pour
conclure il suffit de raisonner par troncature et densité. En effet, pour montrer qu’on peut
approcher une fonction v € W2(B(0,7)\ K) non bornée par une suite de fonction bornées,
on définit pour tout n € N une fonction G,, € C*(R) telle que G, (z) = z pour |z| < n
et G,(x) = n pour ||z]] > n + 1. Ainsi, pour v € WH3(Q) on a G,(v) € W13(Q), et
|Gn(v)]|oo < n+ 1. De plus par convergence dominée on a facilement que G,,(v) tend vers
v pour la norme W12(2) ce qui permet de conclure. [

Principe du maximum

Cette section traite du principe du maximum pour des minimiseurs d’énergie dans B\ K
ou K est un cone ayant certaines propriétés. Avant toute chose, rappelons 1’énoncé d’un
théoreme de Guido Stampacchia.
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Théoréme 1.7. [STA] Soit Q un ouvert borné de RN et L un opérateur elliptique du
second ordre a structure de divergence c’est a dire de la forme

Lu = —0,,(aij0p,u)
ot les fonctions a;; sont des fonctions mesurables et bornées sur Q avec la condition
—1(¢2 2
vE)T < a&iy < vlEl”
Alors si u est une sous-solution par rapport a L on a

sup 4 < maxu.
Q o0

Remarque 1.8. Le maximum de u est pris au sens de W?(Q). En effet, on peut donner
un sens au maximum d’une fonction W1%(Q) sur 9Q quelque soit I'ouvert borné Q (voir
définition 1.1. et 1.2. de [STA]). En outre si 092 est suffisamment régulier pour que la trace
de u existe (ce qui sera notre cas en général), alors le maximum de u au sens de [STA]
coincide avec la norme L* de la trace.

Rappelons enfin qu'une sous-solution pour L est une fonction u € WH2(Q) telle que pour
toute fonction ¢ € C§°(Q2) avec ¢ > 0 sur €2 on a

a(u, ) <0

ou a(u,v) est la forme bilinéaire associée a L.

Le théoreme 1.7 donne donc un principe du maximum assez général pour un minimiseur
d’énergie dans un ouvert quelconque. La preuve est tres astucieuse. Elle utilise la technique
des “troncatures de Stampacchia” et repose sur le fait que la forme bilinéaire a(u,v) est
coercive sur Wy

Soit K un cone lisse fini centré en 0 et B := B(0,1) la boule unité dans RY. Le but de
ce qui va suivre est de montrer un principe du maximum pour un minimiseur d’énergie
dans Q := B\K avec condition de Dirichlet sur 0B\ K (et donc condition de Neumann
sur K N B). Ce résultat nous servira par exemple pour étudier la mesure harmonique sur

OB\K.

On sait déja par le théoreme 1.7 que le maximum est atteint sur 0€2. Et on sait aussi par
le principe de Hopf, que le maximum n’est pas atteint dans U'intérieur de K (le principe de
Hopf nous dit que si le maximum est atteint au point x¢ € €2, alors forcément |g—fL(m0)| >0
voir [GT83]). Donc les ennuis se situent aux points de singularité de K c’est a dire X N B.
Plutot que de se concentrer sur ces points précis, nous allons redémontrer le principe du
maximum pour des conditions mixtes Dirichlet-Neumann.
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Rappelons que la forme bilinéaire associée au laplacien est la forme

a(u,v) :/QVu(a:)Vv(as)da:.

Soit ©Q un ouvert de RY et I C 92 un morceau du bord localement lipschitzien. Soit ~ la
fonction qui a une fonction u € W12(Q) associe sa trace sur I. Pour I'existence d’une telle
trace on peut se reporter par exemple au chapitre 13 de [DAV05]. On définit 1'espace

X = {u e W"(Q);y(u) = 0}.

Si on avait pris la trace sur dQ en entier on aurait X = W, *(Q) et donc on aurait obtenu
le théoreme 1.7. Nous dirons que u est une sous-solution mixte pour le laplacien si pour

toute fonction ¢ € C*(Q2) avec v(p) =0 et ¢ > 0 sur £ on ait

a(u, ) <0.

Avec cette petite modification on peut énoncer la variante suivante du théoreme de Guido
Stampacchia.

Théoréme 1.9. [STA] Soit Q un ouvert borné de RY, I C 9Q ouvert et localement lipschit-
zien, X := "0} (ou est la trace sur I ) comme définis au paragraphe précédent, et f une
fonction continue et bornée sur I. On suppose que la forme bilinéaire a(u,v) := fQ VuVv
est coercive sur X. Alors toute sous-solution mizte u pour l'opérateur laplacien dans €)
vérifie le principe du mazimum suivant

supu < sup f.
Q I

Remarque 1.10. La preuve fonctionne encore pour un opérateur elliptique L a structure
de divergence comme dans le théoreme 1.7

Preuve : Pour mémoire, revoyons ici la preuve de ce théoreme dans le cadre plus précis
de 'opérateur de Laplace et avec la petite modification sur la trace.

Soit u la sous-solution. On pose ® = sup; f. Montrons dans un premier temps que
w := max(u, P) est une sous solution pour le probléme mixte, (1.5)

c’est a dire que pour toute fonction ¢ € C°(Q) N W12(Q) telle que () = 0 et ¢ > 0 sur
2 on a

/ VwVe < 0. (1.6)
Q

Comme la fonction max(., ®) est lipschitzienne et que v € WH2(Q) on en déduit que
max(u, ®) € Wh2(Q) et 'expression (1.6) a bien un sens (voir le lemme 1.1. de [STA] ou
la proposition IX.5. page 155 de [BRE]).
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Pour montrer (1.5) il faut introduire quelques notations. On considere le convexe fermé
U:={ve W Q);v(z) <w(r) et v=fsur I}
Si h € WH2(Q) on définit
Vi={ve Wh(Q); 3t > 0;h +tv €U}

Maintenant il faut remarquer qu’il existe une fonction A telle que pour tout v € V}, on ait
/ VhVv > 0. (1.7)
Q

En effet il suffit de minimiser 1’énergie sur U c’est a dire

h = argmin/ V|2
veld O

L’existence est un fait classique (voir par exemple l'argument du chapitre 15 page 98 de
[DAV05]) et (1.7) résulte d’'un phénomene variationnel. En effet, par minimalité, h est tel
que pour tout v € V},

/|V(h+tv)|2=/ |Vh|2+t/Vth+t2/|Vv|22/|Vh|2
Q Q Q Q Q

et donc en simplifiant par I’énergie de h et divisant par ¢ on a

/Vth—irt/ IVol? > 0.
Q Q

Enfin, en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient (1.7).

Maintenant on va montrer que h est une sous solution et que h = w, ce qui montrera (1.5).
Que h soit une sous solution vient du fait que

{peCQ)NW"2(Q);0 <0 et y(p) =0} CVj

(car h € U donc h < w et donc comme ¢ < 0 on a h+ tp < w). Donc pour toute fonction
¢ positive, C*(Q) N W2(Q), on a

/Vtho <0
Q

ce qui montre que h est une sous solution.

Enfin posons ¢ = max(u, h) et montrons que £ = h. (Rappelons que a désigne la forme
bilinéaire a(u,v) = [ VuVv). On sait que £ € U car u et h sont deux fonctions de U. On
en déduit que £ —h € V), C X et donc d’apres (1.7) on a

a(h,€ —h) > 0. (1.8)
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D’autre part, £ > h. Donc si £ — h # 0 c’est que £ > h. Mais dans ce cas, par définition de
& onaf=wudonc

a<€7£ - h) = a(uaf - h)
et comme u est une sous solution on a

a(u,& —h) <0

et finalement
a(£a§ - h) = CL(U7£ - h) <0.
En combinant maintenant avec (1.8) on obtient

et donc par coercivité de a sur 'espace X on en déduit que £ = h c’est a dire que u < h.
D’une maniere analogue on peut montrer que ® < h et donc w = max(u, ®) < h. Il en
découle w = h et (1.5) est démontré.

On en déduit que w — ® est également une sous solution (car w et —® en sont) donc par
définition, pour toute fonction ¢ € C°°(2) N WH2(Q) telle que y(p) =0 et ¢ > 0 on a

a(w—d,p) <0. (1.9)
Ensuite on utilise que
{p € C™(Q) NW'Q);v(¢) = 0} est dense dans X. (1.10)
Rappelons que X désigne
X = {u € W(Q);(u) = 0}.

Ainsi, 'inégalité (1.9) s’étend & toutes les fonctions de W'%(Q) dont la trace est nulle sur
I, par conséquent
a(w—P,w—P) <0

et par coercivité de a sur X il en résulte
w=7o
ce qu’il fallait démontrer.

Pour prouver (1.10) on peut s’inspirer du théoreme de Meyers-Serrin (Th. 3.6. page 52 de
[ADA] ou remarque 5 page 152 de [BRE]) et du Théoreme 1.X.17 page 171 de [BRE]. En
effet, le théoreme de Meyers-Serrin nous dit que les fonctions C*(Q) NW2(Q) sont denses
dans W2(Q) et la démonstration du théoreme 1.X.17 de [BRE| permet de dire que si la
trace de w est nulle sur dB(0,r) alors on peut supposer que les fonctions de la suite dans



1.2 Si K est conique alors u est homogeéne 45

le théoreme de Meyers-Serrin ont aussi une trace nulle sur [ (utiliser la démonstration de
(i) = (i1) de [BRE] avec une légere modification). O

Un exemple de cas ou la forme a est coercive est par exemple lorsque K est un demi plan
dans R? et Q := B\ K. Pour fixer les idées on suppose K est le demi plan suivant

K=P:={x,=0}N{z; <0} (1.11)

que I'on note P au lieu de K pour se souvenir que ¢’est un demi plan. On note X I’espace
des fonctions dans I'espace de Sobolev de trace nulle sur 0B(0, R)\ K

X = {u € WH(B(0, R)\P); ulopo.ryx = 0}.
Alors
a(u,v) est coercive sur X (1.12)

ou a désigne la forme bilinéaire associée au laplacien. Pour prouver (1.12) on va utiliser
une variante de 1'inégalité de Poincaré!.

Proposition 1.11. Il existe une constante C' qui dépend uniquement de N et R telle que
pour toute fonction u € X on ait

/ lu|?dr < C’/ |Vul*dz (1.13)
B(0,R)\P B(0,R)\P

Remarque 1.12. La proposition 1.11 prouve immédiatement (1.12).

Preuve de la proposition 1.11 : Pour prouver la proposition 1.11 on va se servir du
lemme 20 page 13 de [DAV05].

Lemme 1.13. [DAV05] Soit T' le graphe d’une fonction lipschitzienne au dessus d’un
hyperdisque D dans RN et V le domaine “cylindrique” dans RY délimité par T’ et D.

D

1. L’inégalité [ |u—my|? < C [ |Vul? sur le cercle est plus connue sous le nom d’inégalité de Wirtinger.
Parfois dans certains livres on trouvera cette inégalité sur une boule de RY encore sous le nom de “inégalité
de Wirtinger” ou méme “inégalité de Poincaré-Wirtinger” au lieu de “inégalité de Poincaré”. Il existe aussi
I'inégalité de Sobolev ||ul,. < C||Vul|, pour toute fonction u € H}. L’exposant p* étant I'exposant de
Sobolev. L’inégalité de Sobolev implique en particulier que sur un domaine borné €2 et pour toute fonction
dans H}(Q) on a |Jul]z2 < C||Vullz ot C dépend de la mesure de €. Cette inégalité est parfois aussi appelée
“inégalité de Poincaré” et montre en particulier que la forme [ VuVu est coercive sur H}.
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Soit enfin B une boule incluse dans V. Alors il existe une constante C(V, B) telle que si
feWh(V) et f* désigne sa trace sur T,

/x B/Z ; ") (z)de < O(V, B) / IV fd. (1.14)

En adaptant légeérement la démonstration du lemme 1.13 (c’est a dire en utilisant essen-
tiellement 'inégalité de Holder) on obtient également que si f € W12(V) alors on peut
remplacer I'inégalité (1.14) par

/zeB/zep (2)*dHY " (2)dzx < C(V. B) /|Vf|2dx

Soit maintenant P le plan dans R? qui contient P. On nomme B* et B~ les deux compo-
santes connexes de B\]5 On voudrait appliquer le lemme 1.13 avec V = B*. Malheureu-
sement, dB* N JB(0, R) n’est pas le graphe d'une application lipschitzienne. On restreint
alors BT en posant

VE.=B*fnC*

olt C* est le cube centré au point (£, £28 0) et de diametre 28, Ainsi, 0B(0, R) N V* est
bien le graphe d’une fonction lipsch1t21enne et on peut apphquer le lemme 1.13 dans V*
en choisissant une boule D* dans chaque V*.

p [BOR) \
w\\ ‘/
\\.\‘ — / j!
\\ ‘@ _ \) //'
v

En utilisant le lemme 1.13 appliqué dans V¥ et en notant I'* := dB(0, R) N V= on a, pour
toute fonction u € X,

[t e @pan as < ot 0% [

et comme u* = 0 sur ['F on obtient
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/Di Ju(z)[Pdx < C’/V |Vu(x)|*dz. (1.15)

Maintenant on écrit

/B(O,R)\K ulz)Fde = /B+ ul@)de + / |u(z)|*dz

et

lu = mpe 2y + lmee = mpsllza + [mp+ |l 2gs)

OVl 254 (1.16)

lullz2s+y <
<

en utilisant deux fois I'inégalité de Poincaré dans B* et en utilisant (1.15). En faisant de
méme dans B~ on obtient finalement

lull2Bo,r) < ClIVUllL2(B(0,R))

ce qui acheve la preuve. O

Remarque 1.14. La méme démonstration s’applique encore pour des ensembles K plus
généraux, par exemple pour tout ensemble K inclus dans un plan.

En réalité, pour les fonctions harmoniques, ou plus précisément un minimiseur d’énergie,
la preuve du principe du maximum est beaucoup plus simple? et utilise I'unicité d'un
minimiseur d’énergie. Une chose surprenante par rapport a 1’énoncé précédent est que
I’hypothese de coercivité n’est plus nécessaire.

Théoréme 1.15. Soit Q un ouvert borné de RN, I C 9 ouvert et localement lipschitzien,
X = y"H0} (ou v est la trace sur I) comme définis au paragraphe précédent, et f une
fonction continue et bornée sur I. Alors pour tout minimiseur d’énergie u dans ) tel que
v(u) = 0 vérifie le principe du mazimum suivant

supu < sup f.
Q I

Preuve : Soit v un minimiseur d’énergie. Alors comme
[t — min(max fj;, 1)
est 1-lipschitz, on en déduit que V f(u) € W2(Q) et que

Vf(w)] <[Vl

2. Merci & Antonin Chambolle pour cette remarque.
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En particulier

[ 9sp < [ 9ar

et f(u) est un compétiteur, donc par unicité

u=f(u)

d’ou le résultat. N

Mesure Harmonique

Dans cette partie on va étudier 1'existence d’une mesure harmonique sur B\ K sous cer-
taines conditions sur K.

Soit K un cone lisse dans RY centré a l'origine et B C RY une boule intersectant K.
On note v la trace sur OB\ K et on désigne par T I'image de W1?(B\K) par . On ne
cherchera pas a caractériser T', bien que ce soit surement possible en utilisant les mémes
techniques que dans [GRI85]. On appelle aussi C} (0B\ K) les fonctions continues et bornées
sur B\K. On note enfin 'espace A := T N C}. L’espace A est non vide (contient par
exemple les constantes). Alors pour toute fonction f € A, la proposition 1.1 associe une
unique fonction v € WH?(B\K) qui minimise I’énergie dans B\ K et qui vaut f sur 0B\ K.
D’apres la proposition 1.2 on sait également que u est continue jusqu’au bord en tout point
de OB\ K, et que u est une fonction harmonique dans B\ K (donc en particulier C*). On
se fixe un y € B\ K et on considere alors la forme linéaire y, définie par

py A — R (1.17)
[ uly).

Le théoreme 1.15 nous permet de dire que pour tout f € A on a

[y ()] < 11 f [l

ce qui implique que p, est une forme linéaire continue sur A pour la norme || ||«. On
identifie 11, avec son représentant dans le dual de A et on I'appelle mesure harmonique.

De plus la mesure harmonique est positive dans le sens ou si f € A est une fonction
positive, alors (par le principe du maximum) p,(f) est positif. Par positivité de la forme
linéaire 11, si g est une fonction positive de 'espace A et f une autre fonction de A telle
que fg soit dans A, alors comme (||g]|oc + 9)f €t (||g]lcc — g)f sont des fonctions positives
de A on en déduit que

[(F g5 )| < NS lloa (g 1) (1.18)
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On pourrait étre tenté de prolonger la forme linéaire j,, a toutes les fonctions continues
bornées et ainsi obtenir a l'aide du théoreme de Riez une vraie mesure sur 0B\K. Il
faudrait pour cela utiliser un théoreme de densité. Mais ici on se contentera de travailler
avec 'espace A.

1.2.2 Décomposition spectrale et applications

Maintenant que les principaux résultats généraux sur les fonctions harmoniques et minimi-
seurs d’énergie ont été traités, on peut regarder la décomposition spectrale qui sera 1’outil
principal pour montrer ’homogénéité des fonctions associées a un minimiseur global dont
I'ensemble singulier est conique. On note SV~ := 9B(0,1) la sphere unité de RY.

Définition 1.16 (Propriété du cone). On dit qu'un ouvert SN\ K posséde la propriété
du cone si il existe un nombre o tel que pour tout point o de K N SN~ il existe un rayon
T et un secteur conique C de sommet xq et d’ouverture « tel que B(xg,r7) NC C Q.

On travaille dans 2 := S¥=1\ K. On suppose que K est un cone lisse fini et que 2 possede
la propriété du cone. Si on est dans ce cadre on dira qu’on est sous les hypotheses H.

Tous les résultats suivants utilisent que l'injection WH2(SV-1\K) dans L2(SV~1\K) est
compacte. Or d’apres le théoreme 6.2. p 144 du livre [ADA] on sait que si un ouvert 2
borné possede la propriété du cone, alors l'injection W12(2) dans L?(Q) est compacte.

Proposition 1.17. Si SN"I\K posséde la propriété du cone, alors les valeurs propres de
Vopérateur —A,, (laplacien avec condition de Neumann) sont positives, discrétes tendant
vers l'infini, et il existe une base orthonormée de L*(SN~\K) formée de vecteurs propres
pour l'opérateur —A,,.

Preuve : On se place sur l'ouvert Q := SV K. On considere la forme quadratique @
définie par

Qu) = / V() Pdz

de domaine W12(Q)) dense dans l'espace de Hilbert L?(Q2). C’est une forme quadratique
positive et fermée donc (cf par exemple proposition 10.61 p.129 de [LB03]) il existe un
unique opérateur autoadjoint noté —A,, de domaine D(—A,,) C WH2(Q) tel que

Vu € D(—=A,), Yv € WH(Q), /Q(Vu,VU) = /Q<—Anu7v>.

On considere maintenant la nouvelle forme quadratique

Qu) = Q(u) + [lull3
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sur le méme domaine W12(2). La forme Q a les mémes propriétés que Q et Uopérateur
associé est Id — A,,. L’avantage de Q sur Q cest que Q est coercive. Il en résulte que
I'opérateur Id — A, est bijectif et son inverse envoie L?(Q) dans D(—A,) C WH(Q).
Comme par hypothese 0 possede la propriété du cone, alors (cf. [RS] p.257) l'injection
de W2(Q) dans L?(Q) est compacte. Donc la résolvante (Id — A,)~! est un opérateur
compact et par conséquent (voir par exemple [RS] théoreme XII1.64 p.245) il existe une
base orthonormée de L?(£2) formée de vecteurs propres pour —A,,, et qui appartiennent au
domaine. O]

Remarque 1.18. Le domaine de —A, n’est en général pas connu. Si on est dans un
ouvert a bord C*, alors on peut montrer que le domaine est exactement D(—A,,) = {u €
W22(Q); % = 0 sur 99Q}. Ici, le bord de 'ouvert peut contenir des singularités, donc ce
théoreme ne s’applique pas directement. Mais la connaissance exacte du domaine de —A,,

n’est pas nécessaire pour ce que 'on veut faire.

Maintenant nous voulons étudier le lien entre A, et le laplacien sphérique Ag, encore appelé
opérateur de Laplace-Beltrami. On rappelle que si I'on calcule le laplacien en coordonnées
sphériques on obtient la formule suivante

2 N-10 1
A=t o+ S A (1.19)

Proposition 1.19. On se place sous les hypothéses H. Pour toute fonction f € D(—A,,)
telle que —A,f = Af on a :

) f € Cx(SYTN\K)

i1) ~Agsf = —Anf = \f dans SYN\K
i17) C;_f existe et vaut 0 sur K\X
n

Preuve : Soit ¢ une fonction C* & support compact dans Q := SN\ K et f € D(=A,).
Alors la formule de Green au sens des distributions donne :

/Q VIV = (~Ast, )

ol le crochet est le crochet de dualité des distributions. Or par définition de I'opérateur
—A,, et comme f est dans le domaine D(—A,) on a aussi

/Q VIV = (~Auf, )

ol le crochet désigne cette fois ci le produit scalaire L?. Ce qui prouve que

A, f =Agf dans D'(Q).
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Autrement dit, —Agf = Af dans D'(Q2). Or comme f € WH3(Q), par hypoellipticité du
laplacien on sait que f est C* et que —Agf = Af au sens classique. Ce qui prouve a la fois
i) et 4i). On sait méme par des propriétés classiques des solutions d’opérateurs elliptiques
que f est réguliere jusqu’au bord sur K\X.

Maintenant on considere une boule B dont l'intersection avec K ne rencontre pas ¥. On
suppose que B est coupée en deux parties BT et B~ par K.

K

Quitte a modifier légerement B au voisinage de l'intersection avec K on peut supposer
que BT et B~ sont a bord C?%. La définition de A,, implique en particulier que pour toute
fonction ¢ € C%(€2) nulle en dehors de B on a

/B+<Vu, Vo)dr = /B+(—Anu,go>d:v = A/B+<u’ p)dz.

D’autre part une intégration par partie donne

0
/(Vu,V@d:r = / (—Agu, @) + =
B+ B+ op+ On
ou
= )\/ u, p) + —
aB+< > op+ On
donc 5
U
—p =0.
op+ On

Autrement dit la fonction f est solution faible du probleme mixte

—Agf =\f dans B*
f=f sur OBY\K
of

2 =0 sur KnNOoB*
on
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Donc par des résultats connus de théorie elliptique, f est réguliere et vérifie le méme
probleme fortement dans B (voir par exemple les théoréemes 1X.25 et 1X.26 page 181 de
[BON96] ou encore [AFPO00] chapitre 7.6 page 370). O

Donc finalement on peut récapituler les énoncés précédents de la fagon suivante. Pour toute
fonction f € L2(SN-1\K), il existe une suite de réels a; tels que

+oo
F=Y af; (1.20)
=0

olt la convergence de la série est dans L?. Les fonctions f; sont dans C*°(SV~'\K) N
WL2(SN-I\K), vérifient —Agf; = \ifi (ou les \; sont positifs ou nuls) et % = 0 sur
K NoB(0,1)\X. De plus, quitte a les renormaliser, les f; forment une base orthonormale
dans L2(SN=1), en particulier on a la formule de Parseval suivante :

+oo
115 =Dl
=0

Dans la suite il sera plus commode de séparer les valeurs propres strictement positives du
reste. Soit f une fonction dans le noyau de —A,, (c’est a dire une fonction propre avec pour
valeur propre 0). Alors
(VEVE) =(=Auf, [) =0.
Donc f est une constante dans chaque composante connexe de ). On note fo, f_1, f o
etc une base normalisée du noyau. Comme le nombre de composantes connexes de €2 est
dénombrable, la base est au plus dénombrable (en fait sous les hypotheéses H elle est finie).
Ensuite on consideére I'orthogonal L du noyau dans L?. L’espace L posséde une base formée
de vecteur propres pour valeur propres strictement positives. On note f; pour ¢ > 1 la base
de L. Ainsi, apres avoir réordonné correctement la base, la décomposition de f s’écrit
+00

[ = Z a; f;.

1=—00

Proposition 1.20. La famille {f;} est orthogonale dans W2(Q). De plus si f € W12(Q)

et que sa décomposition dans L*(Q) est f = ;Ofoo a; f; alors la série converge fortement
dans W2(Q) et

+o0

> allVAlE = IVAI3 (1.21)

Preuve : On sait que {f;} est orthogonale dans L?(Q). De plus si i # j

[vive = [ -au

0
= Ai/infj
0 (1.22)
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donc {f;} est une famille orthogonale dans W'%(Q) et

/il = IFll2 + IV fills = 1+ A
On considére maintenant la projection orthogonale (pour le produit scalaire L?)

k

Pe:fr— Zaz’fz’.

i=—k

L’opérateur Py est la projection orthogonale sur le sous espace fermé (de dimension finie)
noté Ay engendré par la famille {f_g, ..., fx}. Plus précisément, on considére la restriction
de P, au sous espace W2(Q) C L?*(Q). On considére maintenant P, : W2 — A la
projection orthogonale sur le méme sous espace pour le produit scalaire W2, Montrons
que P, = P,. Pour cela, il suffit de montrer que

En effet, cela impliquera que

ol A} désigne l'orthogonal de Ay dans W'2(Q) donc Py(f) = P,(f). Comme on a déja

k k
{f - Z a; fi, Z bifi)r2 =0

i=—k i=—k

il suffit de montrer que pour tout k,

/ Vf— Za,Vf,,Zbez Vdz = 0.

i=—k i=—k
Or
k
- S Vi Y bV - | S TE - S b VAR
i=—k i=—k i=—k i=—k
k
= Z bi(—Anfis [)12 — Z aibiA;
i=—k i=—k
k k
i=—k i=—k

= 0 (1.23)
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ce qui prouve que P, = P, et donc, par Pythagore

1Pz < 15

Il suffit maintenant de faire tendre & vers 'infini pour obtenir cette premiere inégalité

“+00

> AV < IVFI3

1=—00

qui est en réalité I'inégalité qui nous servira plus tard. En particulier, la série converge
normalement dans W2(Q). On en déduit que la suite des sommes partielles est une suite
de Cauchy pour la norme W1%(Q2) et donc comme la série converge déja vers f dans L?, par
unicité de la limite la série converge vers f dans W12(Q) ce qui prouve I'égalité (1.21). [

Maintenant que l'on possede une base {f;} sur dB(0,1), on considere pour un certain

ro > 0, les fonctions
hi(x) = 15" f; (—>
To

définies sur 0B(0, )\ K. L’exposant «; n’est pas d'une grande importance pour l'instant.
Il se trouve que l'on choisira plus tard

—(N —2)+ /(N —2)2 + 4N

o; = 5

Ce qui nous intéresse principalement c’est que les fonctions h; forment une base de
Wh2(0B(0,79)\K). En effet, si f € WH2(0B(0,7)\K), alors f(rozx) € WH23(0B(0,1)\K)
et donc en appliquant la décomposition précédente sur dB(0,1) on obtient

f(roz) = Z bi fi(x)

1=—00
donc
+oo
fla) =" aihi(x)
1=—00
avec a; = byrg ™. Comme ||hg]|2 = 72+~ on a également
oo (e.¢]
i+N-1 _
Z a;|[hill3 = Z ajrg N = Hf”%%aB(o,m)\K) < +00. (1.24)
i=—00 1=—00

Enfin, en appliquant la proposition 1.20 on obtient

Y BVl < IV f(roa)]l5 < +oo. (1.25)

1=—00
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On est maintenant en mesure d’obtenir une décomposition dans B(0,ry) & partir d'une
décomposition dans SN, Cest ce qui fait I'objet de la proposition suivante.

Proposition 1.21. Soit K un cone lisse fini dans RY tel que 0 := SN\ K posséde la pro-
priété du cone. Alors il existe des fonctions a;-homogénes et harmoniques g; orthogonales
dans WH2(B(0,1)\K) telles que pour toute fonction v € Wh?(B(0,1)\K), harmonique
dans B(0,1)\K avec % =0 au sens fort sur K\X, et pour pour tout roy €]0,1[ la fonction
u s’écrit de facon unique

“+oo
u = Z a;g;  dans B(0,719)
ot les coefficients a; ne dépendent pas du rayon ro. La convergence de la série a lieu dans
Wh2(B(0,7)\K) et uniformément sur tout compact de B(0,1)\K. De plus

“+o00
[ullfreBoropx) = Z a; | 9:l1%2(B0.r0)\ k) (1.26)

1=—00

Preuve : Comme u € W'?(B(0,1)\K) alors pour presque tout ry dans |0, 1] on a

U|BB(O,TO) € WLQ(@B(O, ’l"o)\K)
On peut donc appliquer la décomposition spectrale sur 9B(0,7¢) et dire que

+oo
u= Z a;h;  sur 0B(0,ry)\K

1=—00

On définit les fonction g; par

Comme les f; sont des vecteurs propres pour —Ag (on note A; la valeur propre associée),
on en déduit d’apres la formule (1.19) que

0? + N-10 + 1 A
87"92 r argl TQ Sg’b

N -1
= o — D)ro 2 f + r® T i — TN
= (af + (N =2)a; — N)r*2f;

Agi =

et donc les fonctions g; sont harmoniques dans RV\ K quand o; vérifie

(N —=2) + /(N —2)2+4\
5 :

(1.27)

Q; =
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On peut remarquer que les fonctions g; sont orthogonales dans L?(B(0,1)\K) car elles
sont homogenes et orthogonales dans L?(9B(0,1)\K). Notons que I'on s’est arrangé pour
que les fonctions h; coincident avec les fonctions g; sur B(0, 7). De plus on a pour tout
O0<r<l1

llrome = [ o= [ [ )P
B(0,r)\K dB(t)

= / / |9:(ty) [P dydt = /tz‘”“v_l / l9:(y)dydt
9B(1 dB(1)

2a1+N T20¢,~+N

D’autre part, comme les gradients (tangentiels) des f; sont aussi orthogonaux dans
L*(0B(0,1)\K) on en déduit (en effectuant une intégration par tranche) que les gradients
des g¢; sont orthogonaux dans B(0, 1)\ K. Puis, par un calcul similaire & (1.28) on obtient
que pour tout 0 <r < 1on a

Valli , = / / 21?2 4+ |V,g;Pdwdt
Walismomo = [ [ 1520+l

" 1
- / / it F(S) 2 4 [tV fi(5) 5 Pdwd
0 JoB(t) t t’t

= af/ t2<ai—1>/ |fz( )| dwdt+/ tQ(ai_l)/ V. £:(2) Pdwdt
0 OB(t) OB(t) t

= of / 2 / | fi(w) PN dwdt + / g2 / IV fi(w) PN dwdt
0 dB(1) 0 0B(1)

T i Brmony + oV
2(a, — 1) + N illzeBOn T o Ty TN Y A illesen)
F2(i—1)+N , )
= m(% + M) fill 22080,1))
< Cr**(af + \) (1.29)

car |V, fil|2 = X fi]|3 et on a majoré le dénominateur en utilisant que ; > 0. En outre la
constante C' est indépendante de 1.

On appelle g la fonction définie dans RV\ K par

“+oo

g = Z aigi-

1=—00
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La fonction g est bien définie dans L?*(B(0, 7)) car en utilisant (1.28) et (1.24)

+o00
N
HgHLQ(B(OTO) Z ’al‘ ng”LZ B(0,r0)) < Z ‘CZZP 2ai+ < 00
i=—00 oo

On voudrait montrer maintenant que g = u.

e Premiere étape : Montrons que g est harmonique dans B(0, )\ K. Comme les g; sont des
fonctions harmoniques de B(0,79)\ K alors la suite des sommes partielles s := Zfsz a; g;
est une suite de fonctions harmoniques uniformément bornées (en norme L?) sur tout
compact de B(0,7y)\K. Par I'inégalité de la moyenne (qui implique que la norme infinie
sur une boule est majorée par une constante universelle fois la norme L? sur la boule de
rayon double), on en déduit que la suite des sommes partielles est uniformément bornée sur
tout compact. Donc il existe une sous suite qui converge uniformément vers une fonction
harmonique qui n’est autre que g (par unicité de la limite). Donc g est harmonique dans
B(0,79)\ K.

e Deuricme étape : Montrons que g est dans W12?(B(0,79)\K). Tout d’abord, comme
u € WH2(0B(0,19)\K), par (1.24) on a

Z a;re |V fill7 2 @B(0,)\K) < 100 (1.30)

De plus comme ||V, fi||3 = Xl fill3 et || fil]2 = 1, on a aussi

+o0o
Z aZri® N\ < 400 (1.31)

1=—00

et comme «; et \; sont liés par la formule (1.27) on en déduit que

Z aZry®ia? < 4o0. (1.32)

1=—00

Maintenant, comme > a;g; converge uniformément sur tout compact on peut dire que

+o00
Vg= > aVy
donc en utilisant (1.29), (1.31), et (1.32),
+o0o
||v9||%2(3(0,r0)) = ZG?HV%H%?
=0

< C’Za2 (a4 \y) < 400
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Donc g € WH2(B(0,79)\K).

e Troisieme étape : Montrons que g—i = 0 sur K N B(0,79)\X. On sait déja que % =0
sur K\Y (car les fonctions f; ont cette propriété). Donc il suffit de voir que g est bien
réguliere jusque sur K pour pouvoir intervertir % et Y. Soit donc zp un point de K\X
et B un voisinage de xy dans RY qui ne rencontre pas X et tel que K sépare B en deux
parties BT et B~. On considere la suite des sommes partielles s; := Zf:_k a;g; qui est
une suite de fonctions harmoniques dans B*. Comme 0BT N K est C* on peut faire une
réflexion pour prolonger s, de facon C'*° dans B tout entier. Cette suite s, de fonctions
C*° est solution d’une certaine équation elliptique dont I'opérateur provient du laplacien
composé avec 'application qui redresse 0BT N K en un morceau d’hyperplan. Donc comme
s est uniformément bornée (pour la norme L?), par une inégalité de type Harnack on peut
montrer que s, est uniformément bornée pour la norme infinie dans un voisinage un peu
plus petit B’ C B qui contient toujours xy. Donc s, converge normalement vers une fonction
C* notée s, qui coincide avec g sur BT. Et comme %(mo) = 0 et que la convergence est
normale, on en déduit que g—i(xo) = 0. Enfin, comme s coincide avec g sur B* on en déduit

que g est bien C* jusqu’au bord et que % = 0 en g, de chaque coté de K (en raisonnant
avec B~ pour l'autre coté).

Comme on peut intervertir »_ et V et que la famille g; est orthogonale on en déduit au
passage la formule (1.26).

e Quatriéme étape : Montrons que g coincide avec u sur dB(0,7¢)\ K. Soit r un rayon tel
g

que 7 < ro. Alors la fonction  — g,(z) := g(r:7) est bien définie pour = € 9B(0,70), et
par homogénéité des fonctions g; on a

w02 = 3 ane = 3 (1) waw = 3 (1) )

. 0 , .
1=—00 1=—00 1=—00

Donc la fonction z — g(;-z) est dans L*(0B(0,19)) et son développement sur la base {h;}

a pour coefficients {(-=)%a;}. Montrons que ||g. — ul[z2(9B(0,ry)) tend vers 0. En effet, le

ro
développement de u est

+o0
u = Z aihi
donc
+o0 r (o7 2
loe =l = 3= ((£) 1) amlg

1=—00

Soit € > 0. Comme la série > a?|h;||3 converge, il existe un certain rang L tel que pour
tout i > Llereste 3, af[|hi[3 < 5. De plus comme la suite a; tend vers I'infini (quand i
tend vers +o00 et «; est constant égal a zéro pour les i négatifs) pour |i| assez grand et pour
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tout 3 <7 <rgona ((;)%—1)* <1 Il en résulte que 3., ((7-)* — 1)%a[|hill3 < 5.

,
) )
Donc il existe un L tel que pour tout 7 € [, 7] on ait

L
T\ o T\
lgr —ull3 = () C= a3 Y () = 1)%a? |kl 3
) 0 5 To
i=—1L |Z|>L
L r €
< —)% — 1)2a?||hi)3 + =
< 3G - Vel +

Maintenant on peut choisir r assez proche de ry de maniere a ce que le premier terme soit
[

plus petit que § ce qui prouve que |lg, — ul|3 < e et donc g, tend vers u en norme LZ.
Donc il existe une sous suite pour laquelle g, tend vers u presque partout. Or on savait
déja comme g est harmonique, que la limite de g, existe. Ce qui veut dire que g tend vers
u radialement en presque tout point de 9B(0, 1)\ K. Cette propriété est suffisante pour la
suite. Mais on peut remarquer en outre que comme ¢ est une fonction harmonique et que
sa trace au sens de Sobolev est une fonction continue (car on sait que u est continue sur

0B(0,r)\K) alors g tend vers u en tout point de 9B(0, 1)\ K.

e Cinquiéme étape : Les fonctions u et g sont deux fonctions harmoniques dans B(0, ro)\ K,
d’énergie finie, qui ont une dérivée normale nulle sur K\ X et qui coincident sur 0B(0, 7o)\ K.
Pour montrer que v = g dans B(0, ry) on va montrer que g est un minimiseur d’énergie dans
B(0,79)\K. La proposition 1.1 nous donnera alors I'unicité. Soit ¢ € WH2(B(0,ry)\K)
telle que la trace de o sur 9B(0, rg) soit nulle. Alors en notant pour v € W2(B(0,70)\K)
I'énergie J(v) := fB(O,ro)\K |[Vv|? on a

Ho+9) =T+ [ VgVet )
B(0,ro)\K
Or comme g est une fonction harmonique avec condition de Neumann au sens fort sur £\ >
et que o s’annule sur 9B(0, )\ K, en appliquant I'intégration par partie (lemme 1.6) on
obtient
J(g+¢) =J(g)+ J(p)

Comme J est une fonction positive et que g+ ¢ décrit toute les fonctions W2(B(0, ry)\ K)
avec trace égale a u sur dB(0,79)\ K, on en déduit que g minimise J. On peut faire le méme
raisonnement avec u et donc u et g sont deux minimiseurs d’énergie avec méme condition
au bord. Donc par la proposition 1.1 on sait que g = u.

e Sizieme (et derniére) étape : Montrons que la décomposition ne dépend pas du choix de
ro. Soit 71 un autre choix de rayon. Alors on peut refaire le méme travail que précédemment
et obtenir une décomposition

u(x) == Z bigi;(z) dans B(0,r)\K.

1=—00
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Maintenant par unicité de la décomposition dans B(0, min(rg, 1)) on en déduit que b; = a;
pour tout . D’autre part ro était choisi a priori presque partout dans |0, 1], mais comme
la décomposition ne dépend pas du choix du rayon, on peut le prendre partout dans |0, 1[.
En effet, pour avoir une décomposition par exemple pour un certain rq, il suffit de choisir
presque partout un rayon ry plus grand que ry et appliquer la démonstration précédente. [

Théoréme 1.22. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah global dans RN tel que K
soit un cone lisse fini et Q) := 0B(0,1)\K posséde la propriété du cone. Alors dans chaque
composante connexe de RN\ K il existe une constante uy, telle que u — uy soit homogéne de
degré .

Preuve : On applique la proposition précédente a u. C’est a dire

u(z) = Z a;g;(x) dans B(0,7r9)\ K.

1=—00

pour un certain rq choisi dans ]0, 1[. De plus en appliquant la proposition 1.21 a la fonction
ug(x) = u(Rz) on sait qu'il existe également des coefficients notés a;(R) tels que

—+00

up(z) = Zai(R)gi(x) dans B(0,79)\ K.

—00

Maintenant comme ug(%) = u(z) on peut utiliser I’homogénéité des g; et identifier les
termes dans B(0,7y) ce qui donne a;(R) = a;R*. Donc en posant y = Rz on obtient que

+oo
u(y) = Zaigi(y) dans B(0, Rro)\ K.

—0o0

Maintenant comme R est arbitraire on a en fait la décomposition dans RM\ K.

De plus pour tout rayon R on sait que

+o0
||VUH%Q(B(O,R)\K) = Z a?HinH%?(B(QR)\K) (1.33)

1=—00

et comme g¢; est homogene de degré «; il en résulte que

Hin”%Q(B(O,R)\K) = Rz(aFlHNHVQiH%%B(o,l)\K)-

Comme les f; pour ¢ < 0 sont localement constantes on en déduit que pour ¢

<
IV gillL2(B0,r\ k) = 0. Donc on peut indexer la somme de la formule (1.33) par i >

0,
1.
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Maintenant, comme u est un minimiseur global de Mumford-Shah, on sait (voir (3)) qu’il
existe une constante C' telle que pour tout R

IVullZ2 80,05y < CRY !

On en déduit que
+oo

Z a?R2(ai_l)+NHV9iH%Q(B(O,l)\K) < CRN-1.
=1

Donc

+oo
2 p2a;—1 2
Z a; R™ “v.quL?(B(O,l)\K) <C.
i=1
Or cette quantité est bornée quand R tend vers l'infini si et seulement si tous les coeffi-

cients a; correspondant a un degré «; strictement supérieur & i sont nuls. D’autre part,

cette quantité est bornée quand R tend vers 0, si et seulement2 si tous les coefficients a;
correspondant a un degré «; strictement inférieur a % sont nuls. Donc finalement, u n’est
autre qu’une somme finie de termes homogenes de degrés %, plus les constantes. O
Remarque 1.23. On aimerait bien pouvoir affirmer que si (u, K) est un minimiseur global,
alors non seulement % est une valeur propre du laplacien sur 9B(0, 1)\ K, mais en plus on
aimerait pouvoir dire que c’est la plus petite non nulle. Malheureusement, aucun argument

que j’ai pu essayer ne confirme ce fait.

Remarque 1.24. Dans le théoreme 1.22 on suppose que K est un cone lisse fini. Le fait
de supposer que K soit lisse et fini n’est peut étre pas si restrictif. On peut imaginer
que si on applique le théoreme de A. Bonnet [BON96] sur la sphere, alors 'intersection
de K avec la sphere a une régularité proche de ce qu'on impose dans la définition de
“lisse fini”. D’autre part le fait de supposer que K soit conique n’est pas si choquant.
En effet, tous les exemples connus en dimension 2 et 3 sont des cones. Dans 1'étude des
ensembles minimaux, les objets tangents sont toujours des cones. Donc il est naturel de
penser que pour les ensembles minimaux de Mumford-Shah ce soit pareil. Il y a un autre
argument qui nous incite a penser que K est surement invariant par dilatation. En effet,
un minimiseur global est obtenu comme limite d’explosion d’un minimiseur local. Si (v, L)
est un minimiseur local on obtient un minimiseur global (u, K) en extrayant par exemple
une sous suite de 272 (u(2"x — x¢),2 (L — x0)). Si maintenant on fixe A et quon fait
une explosion & partir du couple minimiseur dilaté de A c’est & dire (A 2v(A\x — o), 1L)
au lieu de (v,u), on extrait une autre sous suite qui converge vers un minimiseur global.
Rien n’indique a priori que les deux minimiseurs globaux coincident. Mais il est naturel de
penser que c’est le cas. De plus, si on savait prouver que K est conique, méme en dimension
2, alors on aurait une démonstration de la conjecture de Mumford-Shah.

Remarque 1.25. Dans le chapitre 65 de [DAV05], on peut trouver un argument varia-
tionnel qui abouti a une formule en dimension 2 liant les normes des dérivée normales et
radiales de u. La formule fut trouvée indépendamment par J.C. Léger pour les minimi-
seurs globaux et par F. Maddalena et S. Solimini. Pour tout £ € K N 9dB(0,r), on appelle
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0¢ € [0, %] l'angle (non orienté) entre la tangente a K au point £ et le rayon [0,£]. On a
alors la formule suivante

8u)2 (8u)2 1
— dle/ — ) dH' + cosfe — —H'(K N B(0,7)).
/53(071”)\1( (8T oBONK \OT Z T ( (0,7))

£€KNOB(0,r)

Il est amusant de remarquer que pour un minimiseur global dans R? dont K est conique
(centré en 0) on trouve exactement

ou\? ou\?
/ (—“) dle/ (—“) dH". (1.34)
OB(0,r\K or OB(0,r)\K or

Supposons maintenant que (u, K) soit un minimiseur global dans RY avec K un cone lisse

fini centré en 0. Alors d’apres le théoreme 1.22 on sait a constante pres que u est harmonique

et homogene de degré % Sa restriction a la sphere unité est une fonction propre pour le

laplacien sphérique avec condition de Neumann sur K, associée a la valeur propre L{g.
On en déduit que
2N —3
||VTUH%2(63(0,1)) = THUH%Q(GB(OJ))

et d’autre part

ou 1 IRy

—(x) = =||z|| 2u(-—

e (@) = llel ()

donc
ou L,
EHL%&B(O,I)) = ZHUHLQ(aB(O,l))'

On en déduit que
2 ou
HVTUHL2(aB(0,1)) = (2N - 3)”&”&(33(0,1))

et donc pour N = 2 on retrouve bien la formule (1.34).

1.3 Quelques applications

Le théoreme 1.22 donne un critere pour vérifier si K, cone lisse fini, a une chance de
donner un minimiseur global (u, K). En effet, si 3_42N n’est pas une valeur propre du
laplacien sur 0B(0,1)\ K, alors K ne peut pas étre I’ensemble singulier d’un minimiseur
global. En particulier, les minorations de la plus petite valeur propre dans certains domaines

sphériques permettent d’éliminer certains cas.
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1.3.1 Minorations pour la plus petite valeur propre

Ici nous allons résumer tous les résultats rencontrés dans la littérature a propos de la plus
petite valeur propre pour le laplacien (Neumann) dans des domaines sphériques.

Tout d’abord un résultat général.

Théoréme 1.26. [CHE70] Soit M une variété Riemannienne compacte avec un bord C™.
On note AV la plus petite valeur propre non nulle pour —A,, (moins Laplacien avec condi-
tion de Neumann sur OM ). On a alors

1

ANV > 4h§v
ot hy est la constante isoperimétrique
Mes(0D)
hy :=inf | ———=
D { Mes(D) }

ou l'inf est pris sur tout les domaines D a bord C* inclus dans M et qui vérifient Mes(D) <
TMes(M).

Le théoreme de J. Cheeger donne aussi une minoration dans le cas du probleme de Dirichlet,
et également pour les surfaces compactes sans bord.

Ce qui nous intéresse est en particulier le spectre sur des domaines sphériques. Tout
d’abord, rappelons que pour la sphére unité de dimension N — 1, un calcul utilisant les
harmoniques sphériques donne \; = N — 1 (voir 'exercice 76.18 de [DAV05]). En particu-
lier pour la sphére S? dans R? on a A\; = 2. On sait méme que cette valeur propre est de
multiplicité 2 et que I'espace propre est engendré par les fonctions sinf cos ¢ et sin 6 sin .

Il est connu également que sur la sphere, le probleme isoperimétrique est résolu par les
disques géodésiques (voir la page 305 de [BER]). Donc en utilisant le théoreme de Cheeger
on obtient la majoration suivante pour la sphere

1
AP > =
L7y

et pour la demie sphere
/\%s < 1
T8

ce qui est loin d’étre optimal car nous savons qu’en réalité

1
A =227 =2,
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Cependant, I'inégalité de Cheeger est optimale si on désire une inégalité qui reste vraie en
toute dimension.

L’inégalité suivante est intéressante. Elle concerne les polygones curvilignes. La démonstration
utilise un théoreme de P. Li et S. T. Yau [LY] pour les domaines convexes de classe C* sur
des surfaces a courbure de Ricci positive. Monique Dauge se ramene a ce théoreme pour
des domaines avec des “coins” en l'approchant par une suite de domaines réguliers.

Proposition 1.27. [DAU92| Soit Q un polygone curviligne conveze sur la sphére unité de
R3 dont les bords sont C*. Alors

A > 1 (1.35)

ou A\ désigne la plus petite valeur propre non nulle de —Ag dans € avec condition de
Neumann sur 0S2.

L’inégalité (1.35) n’est pas optimale dans bien des cas. Par exemple pour les triangles on
trouve, toujours dans [DAU92], I'inégalité suivante.

Proposition 1.28. [DAU92| Soit Q un triangle géodésique sur la sphére unité de R? tels
que tous ses angles soient inférieur a 5. Alors

AL > 2 (1.36)

ou A1 désigne la plus petite valeur propre mon nulle de —Ag dans ) avec condition de
Neumann sur 0S).

L’inégalité (1.36) ne s’applique pas directement pour le cas des triangles obtenus en in-
tersectant un cone de type T avec la sphere. En effet, de tels triangles ont des angles de
2?”. Mais on verra au chapitre suivant qu'une preuve qui ressemble permet de montrer que
A1 > 2 également pour un triangle de tétraedre.

Concernant les domaines formés par I'intersection d’un cone de type Y avec la sphére unité,
¢’est un cas particulier du résultat suivant.

Proposition 1.29. [DAU92| Soit (r,0,z) € RT x [0,27] x R les coordonnées cylindriques
de R3. Pour tout w € [0,27] on note T, 'espace angulaire suivant

[, :={rcR*0<0<w}

On considére Q, = I', NS? et on note \; la plus petite valeur propre non nulle de —Ag
dans €, avec condition de Neumann sur 0€,. Alors

A1 =min(2, \,)

r 1\° 1
M=(—-+=) —-=.
<w+2> 4
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En particulier pour le Y, w = %’r donc Ay = 2. Le résultat de la proposition 1.29 vient du
fait qu’on connait explicitement les fonctions propres dans ces domaines. On redémontrera
au chapitre suivant que A\; = 2 pour le domaine provenant d’un cone de type Y intersecté
avec la sphere.

Il existe un autre résultat de minoration de valeur propre dans le cas d’un pavage de la
sphere provenant d’une chambre d’un systeme de racines (voir [BB80]). Il dit que pour les
pavages de la sphere unité qui proviennent d’un groupe cristallographique, la plus petite
valeur propre est égale a 2. On y reviendra un peu plus tard dans le chapitre suivant.

Enfin, nous terminons ce paragraphe avec un résultat de monotonie pour les valeurs propres
(Théoreme 2.3.2 p.47 de [KMR]). La preuve utilise le principe du mini-max.

Proposition 1.30. Soit Q; C Qy deuz ouverts de RY tels que HY (Q,\Q1) = 0. Alors pour
tout 5 > 0 on a
Ai() < A;(€2)

ot les \j désignent les valeurs propres pour le laplacien avec condition de Neumann.

Remarque 1.31. La monotonie est inversée par rapport aux valeurs propres de Dirichlet.

Il existe encore deux propositions sur les minorations de valeur propres qui seront énoncées
et utilisées dans le chapitre 2 (voir les propositions 2.8 et 2.12).

1.3.2 Quelques premieres applications

Une application intéressante est le cas des secteurs angulaires qui seront traités a la fin du
prochain paragraphe (Théoréme 1.44). En attendant, voici déja quelques autres applica-
tions.

Des cas ou u est forcément constante

La proposition 1.27 implique immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.32. Soit (u, K) un minimiseur global de Mumford-Shah dans R? tel que
l'une des composante connexe de S*\K (notée Q) soit un polygone curviligne convexe avec
bords C>. Alors u est constante dans la composante connexe de RN\ K qui contient €.

Un cas de domaine non convexe ou la fonction u est obligatoirement constante est donné
par la proposition suivante. On garde les mémes notations que pour la proposition 1.29.

Proposition 1.33. Soit (u, K) un minimiseur global de Mumford-Shah dans R? tel que
l'une des composante connexe de S*\K est un espace angulaire de type Q. avec w < 2.
Alors u est constante dans la composante connexe de R3\K qui contient €.
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Sur la recherche d’un nouveau minimiseur global

Dans la section 76 de [DAV05], Guy David discute sur la possibilité d’avoir un nouveau
minimiseur global dans R3. Le candidat potentiel pour K serait un cone de type Y que
I’on aurait coupé en forme de pointe. La restriction de K sur la sphere serait composé de
trois courbes 7; se rejoignant a I'un des poles et formant des angles de 120 degrés.

Ce candidat devrait survenir comme limite d’explosion d’un certain minimiseur de Mumford-
Shah bien précis. On se place dans le cylindre C := {(x,y,2);|z| < let ||(z,y)] < 1}
Prenons un cone de type Y restreint a C dont 1'axe est porté par 0z, que 'on coupe en
deux ne conservant uniquement sa partie au dessus du plan z = 0. On obtient un “demi
Y”. Maintenant soit g une fonction réguliere qui vaut 0 dans la partie z < 0 et qui vaut
une constante différente dans chaque composante connexe de 9C N {z = 1}.
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Le nouveau minimiseur global devrait étre obtenu en minimisant la fonctionnelle de Mumford-
Shah a partir de cette fonction g et avec 2 = C, puis en faisant une explosion a partir de
I'origine. Intuitivement on devrait tomber sur un ensemble K qui ressemble a celui décrit
au début de ce paragraphe.

Benoit Merlet dans sa these [MER04] semble réfuter 'existence d’un tel minimiseur en se
basant sur des calculs numériques. Cependant, pour que les calculs puissent étre exécutés il
a du se donner quelques hypotheses restrictives qui peuvent expliquer pourquoi la réponse
est négative. Par exemple il suppose que 3 est la plus petite valeur propre non nulle du

4
laplacien. Peut étre n’est ce pas le cas.

Essayons de voir comment les valeurs propres varient en fonction des courbes «;. On note
l; € [0, 7] la longueur de chaque courbe ;. Si tous les I; valent 7 on est dans le cas d’un cone
de type Y. Comme il y a 3 composantes connexes, la valeur propre 0 est de multiplicité 3.
Et d’apres la proposition 1.29, la valeur propre suivante vaut 2. Le début du spectre est
donc

At | A2 | Az [ Aa| A
01002

llzlgzlgzﬂ'

Maintenant on va utiliser la monotonie (proposition 1.30). On conserve l; = 7 et Iy = 7.
On prend I3 = « avec 0 < a < 7. Les valeurs propres augmentent lorsque « diminue.
Comme il n’y a plus que deux composantes connexes on en déduit que 0 est de multiplicité
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2. Donc Ay > 0. De plus pour a = 0, en utilisant la proposition 1.29 on sait que A\, = %.
Donc le début du spectre est

)\1 )\2 /\3 )\4 /\5

21
0]0|€l0,2]|>2

lhi=l=m l3:Oé<7T

Donc si les valeurs propres sont continues par rapport au domaine, alors il existe une valeur
de [3 pour laquelle % est une valeur propre, de multiplicité 1, et c’est la plus petite valeur
propre non nulle.

Maintenant, si on diminue également les longueurs [y et l5, alors 0 devient une valeur propre
simple. De plus on sait que pour la sphere la plus petite valeur propre est 2 et elle est de
multiplicité 4. On en déduit que Ay < 2 et A3 < 2 ce qui donne

AL A A3 YR
0 |€]0,2] | €]0,2] | >2

[, € [O,?T[ Iy € [O,ﬂ'[ 3 € [0,71'[

Donc en conclusion on peut dire qu’il existe a priori plusieurs cas possibles : Soit % est
la plus petite valeur propre non nulle et de multiplicité 1, soit c’est la plus petite valeur
propre non nulle et de multiplicité 2, ou bien c’est la deuxieme valeur propre non nulle
et de multiplicité 1. Mon sentiment est que, suite a la réponse négative de Benoit Merlet
concernant le cas olt 2 est la plus petite valeur propre, le cas ou 2 est la deuxieme plus

4 1
petite valeur propre semble étre le meilleur candidat.

1.4 Cas du demi plan dans R?

Dans cette partie on s’interesse a 1’étude du cas particulier ot (u, K) est un minimiseur
global et K est un demi plan. On s’interesse principalement a deux questions.

1) Si (u, K) est un minimiseur global et K est un demi plan, alors est-ce que u est forcément
une fonction du type cracktip x R?

2) Existe t-il d’autres minimiseurs globaux (u, K) tels que K soit inclus dans un demi plan
mais différent de () ou du demi plan lui méme ?

Pour la premiere question, comme on pouvait s’y attendre, la réponse est oui. La fonction
cracktip est 'unique fonction qui correspond au demi plan. La deuxieme question est
toujours ouverte. Cependant, on montrera dans la suite que si’il existe un tel minimiseur,
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alors K ne peut pas étre un secteur angulaire strict ou méme (en raisonnant par explosion)
contenir un secteur angulaire.

1.4.1 Unicité de la fonction cracktip

Dans cette section, on montre que si (u, K) est un minimiseur global dans R* et K un
demi plan, alors u est une fonction de type cracktip. Rappelons que d’apres la “formule
magique” de J.C. Léger [LQQ], en dimension 2 on sait que pour un minimiseur global
quelconque (u, K), le carré de la dérivée complexe g—;‘ est égal a une constante fois la
transformée de Beurling de la mesure H' restreinte & K. En conséquence, la fonction u
est déterminée de fagon unique par l’ensemble singulier K (a constante additive pres et
multiplication par +1 dans les composantes connexes). On ne sait pas si ceci est encore

vrai en dimension supérieure.

On suppose donc que K est un demi plan dans R3. Pour fixer les idées on suppose dans
toute cette section que I'’ensemble singulier est le demi plan suivant

K =P :={z,=0}N{z, <0} (1.37)

que l'on note P au lieu de K pour se souvenir que c¢’est un demi plan. On commence par
étudier la mesure harmonique dans R3*\ P. En effet, pour tout rayon R et pour tout point
y € B(0, R)\P la section 1.2.1 associe une mesure harmonique sur 9B(0, R)\P que 'on
note 1}, Voici une estimation sur la mesure )¢ qui sera utile dans la suite.

Lemme 1.34. Soit R un réel positif. On considere pour 0 < A < % la plaque sphérique
Cr:={r€R®; |z| =R etd(z,P) <\}

et soit oy une fonction comprise entre 0 et 1 qui est dans C*(0B(0, R)), qui vaut 1 sur C)
et 0 sur 0B(0, R)\Coy et qui est symétrique par rapport a P. Alors il existe une constante
C > 0 indépendante de R et X\ telle que pour tout y € B(0, %)\P on ait

A
fy (92) < Cx-

Preuve : Comme ¢, est continue et symétrique par rapport a P, par le principe de
réflexion son prolongement harmonique ¢ dans B(0, R) a une dérivée normale nulle sur P
a l'intérieur de B(0, R). Et ¢, est clairement dans 'espace A. Donc par définition de s,

o(y) = (ox, 1)

Or comme @, est continue sur la sphere tout entiere, on a aussi la formule avec le noyau
de Poisson classique

CRR [ e
oly) = T / e dsta).
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autrement dit on a :

R —|y[? ea(@)
R _
/JJy (90/\) - CR /BBR ’JI _ y’3d8(1’)

Pour x € 0Br on a :
1 3
Bl =yl < |z =yl <z + ]yl < S R.

On en déduit que
1
1y (pr) <C [, ds

Cax

D’autre part en utilisant une intégration par partie,

Cx

/ds = 2/ 2V R? — w2dw
Ca 0

= 47r%\/ R2 — )2+ R? arcsin(%)
< CRA

car arcsin(z) < Zx. D’ou le résultat.

On va maintenant prouver le
Théoréme 1.35. Soit (u, P) un minimiseur global dans R3, ou P est le demi plan vertical.
P:={(z,y,2); y=0, x <0}

Alors u est de la forme cracktip x R c’est a dire en coordonnées cylindriques

2. 0
= 44/ Zr3sin—
u(r, 0, 2) \/;r sm2—|—C

pour 0 <r < +oo et —m < 0 <.
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Preuve : Montrons tout d’abord que u est verticalement constante. Soit ¢ un réel positif.
Pour x = (71,73, 23) € R? on note z; := (x1, 72, x3 + t). On note également

u(x) == u(x) — u(wy).

Comme u est la fonction d’'un minimiseur global de Mumford-Shah et que K est régulier,
on sait que pour tout R > 0, la restriction de u a la sphere 0B(0, R)\K est continue et
bornée sur 0B(0, R)\K avec des limites finies de chaque coté sur K. Il en est de méme
pour u;. Donc pour tout z € R*\ P et pour tout R > 2|z|| on peut écrire :

u(z) = (ug|opo,ry Py L)

ou p, est la mesure harmonique définie en (1.17). On va montrer que le deuxieme membre
tend vers 0 quand R tend vers l'infini. Ce qui prouvera que wu;(z) est nul pour tout x. Soit
donc z € R3\ P fixé. On peut supposer dans la suite que R > 100(||z|| + t) (car le but est
de faire tendre R vers l'infini). On consideére la méme plaque sphérique que dans le lemme
précédent

Cy:={y € 0B(0, R)\P;d(y, P) < A\}

ainsi que la fonction ¢, qui vaut 1 sur C) et 0 en dehors de Cyy. On écrit ensuite
uy(2) = (wiloo.r)\per 1a) + (Uilosornp(l = @2), 17)-

Par la proposition 0.12 on a pour tout x € RV\ P,
ur(z)] < CV.

En utilisant le lemme 1.34 on obtient alors
A
[(welono,rnp ©x » 1a)| < C\/EE

d’une part, et d’autre part pour les points y tels que d(y, P) > X, comme @ : u(.) — u(y)
est harmonique dans B(y,d(y, P)) on a par une estimation classique sur les fonctions

harmoniques
N 1 _
Via(y)| < Om“uHLOO(aB(y,%d(y,P)))‘

En utilisant toujours la proposition 0.12 on sait que

~ 1
]| e @By, 1.y < Cdly, P)?

donc .
Vu(y)| < C——
d(y, P)z

et finalement par un accroissement fini on en déduit que pour les y tels que d(y, P) > A,

1
()l <O sup [Vu@)]ly -l <t

2€[y,yt]
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donc

|
(ueloo,rnp(1 — @r), pa)| < Ct—.

2
On en déduit que
A 1
w(x)| < CVt—= +Ct—
u(a)| < CVAG + Ot
et donc en posant A = Rz et en faisant tendre R vers 400 on en déduit que u(z) = 0 donc

que z — u(x,y, z) est constante.

Maintenant on se fixe un zy et on nomme Fy := P N {z = z}. On va montrer que
(u(z,y, 20), Py) est un minimiseur de R?. Pour cela il suffit de montrer le résultat pour
2o = 0. Soit (v(z,y),I") un compétiteur pour (u(x,y,0), Fy) dans la boule bidimensionelle
B de rayon p. Soit C le cylindre C := B x [~R, R]. On définit # et T’ dans R® par

. B v(z,y) si(z,y,2) €C
o(@,y,2) = { u(z,y,2z) s (z,y,2)€C

[:= (€N x[-R,R|)U(P\C)U (B x {£R}).

C’est bien un compétiteur topologique car de toute fagon R3\ P est connexe autrement
dit P ne sépare aucun points. Soit enfin B une boule qui contient C. Alors (9,T') est un
compétiteur pour (u, P) dans B. Par minimalité on a :

/ Vul? + BA(PNB) < / V24 HX(T 1 B)
B B
Or u coincide avec © dans B\C ainsi que I' avec I'. On en déduit
/ \Vu|?*dedydz + H*(PNC) < / \Vo|*dzdydz + H*(T' N C).
c c

D’autre part, comme u et © sont constants en 2z, V,u = V.0 = 0, et V,u, V,u sont aussi
constants en z. (De méme pour @). Donc

23/ Ve, y, 0)[2dedy + HX(P N C) < 2R/ Vo(z,y)Pdedy + HX(F NC).
B B

Pour conclure on utilise le lemme suivant.

Lemme 1.36. Si [ est un ensemble rectifiable, H* mesurable contenu dans un plan QQ on
a:

H*(T x [-R, R]) = 2RH"(T").
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Preuve : le lemme provient de la formule de la coaire (voir le rappel en introduction ou
alors le théoreme 2.93 de [AFP00]). On prend f : R® — R la projection orthogonale sur la
coordonnée orthogonale & @ de sorte que si F :=T x [-R,R],on a EN f~1(t) =T pour
tout t € [—R, R]. E est rectifiable (car I" I'est par hypothese). On peut donc appliquer la
formule de la coaire. Pour cela il faut calculer ¢,d” f,. Par construction, le plan tangent
approché en chaque point de E est orthogonal au plan ). On en déduit que si T, est un

— — —
plan tangent, alors il existe une base de T, (b1, by) telle que by soit orthogonal a Q. La
H
fonction f étant la projection sur by, ainsi que sa dérivée (car f est linéaire) on obtient
— —
que d¥ f, : T, — R s’écrit dans la base (b1, by) par la matrice :

d¥f, = (1,0)

d’ou

cxd® f, = +/det[(1,0).1(1,0)] = 1.
Donc on obtient la formule

H2(E) = /_ Z H(T) = 2RHN(T). [

On peut supposer ici que I' est rectifiable. En effet, il se trouve que la définition des mini-
miseurs de Mumford-Shah est équivalente si on ne prend que des compétiteurs rectifiables.
Cela vient du fait que I’ensemble singulier d’une fonction SBV est rectifiable, et que dans
[GCL89] on peut trouver la preuve qu’il est équivalent de minimiser la fonctionnelle de
Mumford-Shah au sens classique ou de minimiser dans SBV.

En appliquant le lemme on trouve donc
2R / |Vu(z,y,0)|*dedy+2RH' (PNB) < 2R / \Vou(z,y)|*dedy+2RH* (TNB)+H?*(Bx{+R}).
B B

Puis, en divisant par 2R,
2

/ \Vu(x,y,0)*dzdy + H'(P N B) < / \Vu(z,y)|*dedy + H(I'N B) + W%

B B

donc en faisant tendre R vers I'infini on prouve que (u(zx,y,0), Fy) est bien un minimiseur
global dans R? et c’est donc un cracktip. [

Remarque 1.37. Le théoreme de la coaire est un gros théoreme. En fait on peut montrer
en utilisant simplement la définition de HY (cf [DAV05] chapitre 76) que si G est rectifiable,

/ HY(G.NB)dz < HXGN[B x [-R, R]))
[~R,R

ou G, = {(z,y); (x,y,2) € G}. Dans notre cas G, est constante en z et donc
2RH'(GoN B) < H*(GN (B x [-R, R])))

ce qui constitue une moitié de I’égalité du lemme 1.36. Malheureusement, c’est 'inégalité
dans 'autre sens qui nous sert pour montrer le théoreme 1.35.
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Une autre méthode pour montrer le théoreme 1.35 est de se servir de la décomposition spec-
trale et d’utilisant la connaissance exacte des fonctions propres pour le laplacien sphérique
sur la sphere privée d'un demi-équateur ®. L’approche utilisée dans cette these est de ne pas
utiliser la connaissance des fonctions propres sphériques. A forcioris, nous allons redécouvrir
la forme exacte des fonctions propres en utilisant les techniques du théoreme 1.35.

Suivant le méme principe que la démonstration du fait que u est verticalement constante
dans la preuve du théoreme précédent, on va montrer la proposition suivante qui nous
permettra d’expliciter les fonctions propres pour la plus petite valeur propre du laplacien
sur la sphere privée d’un demi équateur.

Proposition 1.38. Soit u une fonction harmonique dans R3\ P telle que u soit homogéne
de degré 0 < a < % et u € WH3(B(0, R)\P) pour tout R. Soit f la restriction de u a
0B(0,1)\P de sorte que u s’écrive sous la forme

u(w) = |la|*f (”i—n) |

On suppose que f est bornée. De plus, on note N = (0,0,1) et S = (0,0, —1) les pdles
Nord et Sud de la sphere unité et on suppose qu’il existe une constante C' telle que pour
tout w € 0B(0,1)\P,

c _, ¢
d(w,N)z  d(w,9)z

IV f(w)]l < (1.38)

ot d est la distance géodésique sur la spheére. Alors u est constante verticalement (i.e. dans
la direction de x3).

Preuve : Le début est le méme que le début de la preuve du théoreme précédent. Soit ¢
un réel positif. Pour z = (1, 79, 3) € R? on note x; := (x1, 2o, x3 +t). On note également

() == u(z) — u(zy).

Comme u est harmonique dans R3\ P, il en est de méme pour u;. De plus, u; € WH2(B(0, R)\P)
pour tout R. Donc pour tout x € R*\ P et pour tout R > 2||z|| on peut écrire :

u(z) = (wg|apo,ry Py 1)

ou ji, est la mesure harmonique définie en (1.17). On va montrer que le deuxieme membre
tend vers 0 quand R tend vers l'infini. Ce qui prouvera que w;(z) est nul pour tout z. Soit
donc z € R3\ P fixé. On peut supposer dans la suite que R > 100(||z|| + t) (car le but est
de faire tendre R vers l'infini). On considére la méme plaque sphérique que dans le lemme
précédent

Cy:={y € 9B(0, R)\P;d(y, P) < \}

3. En réalité, au moment ou cette partie de la these est écrite, je ne connaissais pas la forme exacte des
fonctions propres sur la sphere privée d’un demi équateur...
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ainsi que la fonction ¢, qui vaut 1 sur C) et 0 en dehors de Cyy. On écrit ensuite

ue(z) = (wiloo,rNPers 1) + (Ueloso,rNp(L — ©r), He).
On traitera ces deux morceaux séparément. Tout d’abord montrons que

A
‘(ut‘aB(O,R)\PSDAaﬂ?H < Clea- (1.39)

En effet, pour y € 0B(0, R)\P on a

) =)~ uln) = ol s () =l ()

[l
< R flloo + (R A8 f]loo
ju(y)| < CR®

Donc en utilisant le lemme 1.34 et (1.18) on en déduit que

A
[(utlopo,rppor )| < C'lea

ce qui prouve (1.39). Maintenant, montrons que

R\* A
(ulomom el ~ o) < Ct () (== 3 (140
Pour prouver (1.40) il suffit de majorer u; par
R\? A
lu(y)| < Ct (X) (R—t— 5)0"1 pour y € dB(0, R)\C,. (1.41)

Pour cela on aura besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 1.39. Pour tout x ety dans RN et pour tout réel o on a l'inégalité

[z 1* = llyll*] < o sup [[A]|* ]z —yll.
helz,y]

Preuve : On applique simplement 'inégalité des accroissements finis a la fonction G : y —

ly[|*. On a
0

9y
donc |VG(y)| = ally||*~! d’ou I'inégalité.

1 Y
lyl|* = allyl|* '+
[yl
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Lemme 1.40. Soit z € RN\{0}. Alors pour tout d < ||z|| et tout y € dB(x,d), on a

HH <Vl -yl

xr —

Preuve : Le dessin suivant illustre la situation :

La formule d’Al-Kashi nous dit que
d> =d?* +a*—2dacosa.
Le minimum de la fonction t — t? — 2td’ cos ac est atteint pour ¢ = d’ cos a donc
d?> =d?+a® —2d'acosa > d*(1 — cos® ).

Or comme le point 0 reste a I'extérieur du cercle, on en déduit que I'angle § est toujours

inférieur a 7, donc 'angle a est toujours minoré par 7, ce qui prouve que a? > %d’Q ou
encore

]

On peut maintenant prouver (1.41). Soit R fixé et y € dB(0, R)\C,. On commence par
estimer u(y) — u(z) lorsque z € 9B(y,3) (dans les estimations suivantes la constante C
peut varier d’une inégalité a l'autre).

=) = 1 (o) =17 (555
- e [s (ﬁ)_ f(w)}ﬂuyna 1= (75)

‘ i 172 Al 1 [P

u(y) —uz) < lyl® sup |H
hG[y/HyHaZ/HZH]

En utilisant maintenant (1.38) et que z € 9B(y,3) avec y € 9B(0,R)\Cx on déduit

I'inégalité

(V)] < C (%)
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d’ou

uly) — u(2)] < c(?)émma

Yy z

Iyl =l

’ H I = 1211 oo

Puis en utilisant les lemmes 1.39 et 1.40 on obtient

uly) — u(z)| < cuyua(ﬁ)é

Y z ||y||H Aot
- + Ol fllool R = 51"y — 2]
vl Nyl =]l 2

w1 (R)? Ao
< Ol (5) o ol + Cllslel = 51— o

< CR* '\ (5) + C(R - 5)%%
A 2
R\? A
< o2 _ Dya-t 1.42
< c(3) -3 (142)

car on choisira % > 1. Revenons maintenant a la preuve de (1.41). Rappelons que R est
toujours fixé, et on choisit y € dB(z, R)\Cy. La fonction u est harmonique dans B(y,3)
car % < d(y, P). Il en est de méme pour la fonction @ = u(.) — u(y). Donc on sait par les
estimations classiques des fonctions harmoniques appliquées a @ dans B(y, %) que

~ 2 -~
IVau(€)| < OxHUHLw(aB(y:%))

1
Or Vi = Vu et par l'inégalité (1.42) on a ||11|]Loo(83(y7%)) < C (%) (R - %)\ Donc
finalement on obtient pour tout y € R? tel que d(y, P) > A,

lyll\ * Aacs
<c (2 AT
vumi<c (B0 - 3)
On en déduit par un accroissement fini que
ue(y)| = Ju(y) —uw(y)|l < [Vu)llreqpnlly — vl
1
R\? A
< Ct|= —t— )t
< cr(F) m-e-3)
ce qui prouve (1.41) et on en déduit que

2 A

R
<ut|aB(0,R)\P(1 — %\),Mﬂ < Ct (X) (R —t— §)a—1

c’est a dire (1.40). Maintenant on peut finir la preuve de la proposition 1.38. On écrit

w(z) = (wlopor\rex 1e) + (wlopo.r\p(1 — @r), 1e)
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puis en utilisant (1.39) et (1.40),

A R\: A
< o oy 04—1.
]ut(x)]_CR1a+t()\> (R—1t 2)
Maintenant on peut choisir A = R3" et faire tendre R vers linfini ce qui donne

a— 1 —« 1 —a
lu(z)] < CR*T +CtR> i (R—t— 5317)0—1
~ R 4+ Ritite-l

~ R%T +R¥T 3 (1.43)

ce qui tend bien vers 0 car o < % Donc u(z) = 0, ce qui prouve que u est verticalement
constante. ]

Une conséquence importante de la proposition 1.38 est le théoreme suivant.

Théoréme 1.41. On désigne toujours par P le demi plan défini par (1.37). Soit A,
le laplacien sur la sphére unité de R3\P défini dans la proposition 1.17 et soit f €
L*(0B(0,1)\P) une fonction propre du premier espace propre pour le laplacien sphérique
dans le domaine OB\ P, c’est a dire une solution faible du probléme

—A,f = Af dans 0B(0,1)\P
af

an 0 sur PNoB(0,1)

ot A est la plus petite valeur propre (non nulle) de —A,. Alors [ est la restriction a
dB(0,1)\P d’une fonction en coordonnées cylindriques RT x [—m, 7] x R du type

f(r,0,z) = Arésm(g)

c’est a dire que f est, a constante multiplicative prés, une fonction de type cracktip x R.

Preuve : Tout d’abord il faut régler la question de la régularité de f. On sait par la
proposition 1.19 que f € C*(0B(0,1)\P) N W12(dB(0,1)\P) et que —Agf = Af au sens
fort dans 0B(0,1)\ P, ou Ag désigne le laplacien sphérique usuel. On sait également que
en tout point de l'intérieur de P, la fonction f admet un prolongement C! et que % =0
au sens fort sur 'intérieur de PNIB(0, 1). Pour la suite, il nous sera utile de savoir en plus
que f € L*(0B(0,1)\P). Pour cela, on va montrer que f admet un prolongement continu
sur les deux points qui posent probleme, c’est a dire les deux poéles nord et sud (0,0, 1) et
(0,0,—1). Les deux points se traitent de maniére identique. Donc il suffit de considérer par
exemple le pole nord. On considere également un petit voisinage sphérique V' du pole nord
sur la sphere. Soit ® la projection stéréographique associée au pole sud. Alors ®; envoie V'

sur une boule B de R? centrée en zéro, de sorte que P soit envoyé sur {y = 0,z < 0} N B.
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De plus @, est conforme. Ensuite, on utilise une autre application conforme ®, qui envoie
B dans B(0,1), et qui envoie également {y = 0,2 < 0} N B sur {y = 0,z < 0} N B(0, 1).
Enfin, on considere I'application conforme ®3 définie par z +— 23 qui envoie le disque unité
privé de la demie droite {y = 0,2 < 0} dans le demi disque unité.

/ [N o .

/ '/ s ‘\1\\ @3 3“\
/ \ \
(\‘ ,‘, )
‘\ . ;/; y /
{lsfl<1} cC

L’application ® := ®3 0 ®y 0 ®; est conforme. Elle envoie V dans B* := {|z| < 1,Rz > 0},
et envoie PNV sur H := {|z] < 1,Rz = 0}. On note pour tout y € BT,

v(y) = fo® M y), et h(y)=Af(®7)[det VO (y)].
Comme & est conforme, la fonction v est solution faible du probleme

—Av = h dans BT
ov

a—nzo sur H

Donc on peut faire une réflexion dans BT et prolonger v en © dans B(0,1) ou o vérifie
—A? = h. Comme h est une fonction L2, on en déduit par les théorémes de théorie
elliptique (exemple [GT83] chapitre 9) que o est une fonction continue. Donc comme @
est conforme, elle admet un prolongement continu jusqu’au bord de chaque coté de P (on
peut utiliser le théoreme de Carathéodory, voir par exemple page 13 de [GMO05], mais dans
notre cas on connait explicitement les fonctions donc on sait qu’elles sont continues), et
donc f est continue. Ce qui prouve que f admet une extension continue aux poles et donc

que f est bornée sur 0B(0,1)\P.

Enfin, concernant la dérivée de f on sait que f = vo ® avec v une application C! jusqu’au
1 1
bord et & = 22 a une singularité uniquement au point 0 d’ordre z~2. Ce qui prouve que f

a une singularité en aux poles nord et sud en L et L
d(z,Nord)2 d(z,Sud)2

Soit f une fonction propre comme dans ’énoncé, c’est a dire associée a A ou lambda est la
plus petite valeur propre du laplacien sphérique. La restriction de la fonction cracktip x R
est une fonction propre avec comme valeur propre %. Donc on sait que A < %. Rappelons
qu'un calcul du laplacien en coordonnées sphériques en dimension 3 donne

”? 20 1

a2 T rar TRt
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On en déduit que la fonction u définie dans R3\ P par

P = lel°s ()

]

avec
24 VI AN

B 2

est harmonique dans R3\ P, avec dérivée normale nulle sur P. De plus comme \ < %, alors
o < 1. Et comme f est dans W?(0B(0,1)\P), on en déduit que F € W'2(B(0, R)\P)
pour tout R, et on sait que f est C™ et bornée dans 0B(0, 1)\ P, avec singularité aux pole
en d(z, N ord)% et d(z, Sud)%. Donc toutes les hypotheses sont réunies pour appliquer le
théoreme 1.38. Ce qui prouve que F' est verticalement constante.

«

Maintenant on voudrait montrer que F' est, a constante multiplicative pres, une fonction de
type cracktip x R. Pour cela il suffit de montrer que u(zx,y) := F(z,y,0) est une constante
fois un cracktip. Or u est une fonction de R*\D~ (ot D~ := {y = 0,z < 0}), qui est
harmonique et homogene de degré a < % Donc sa restriction au cercle unité privé d'un
point est une fonction propre du laplacien pour une valeur propre comprise entre 0 et %L.
Or on sait que la plus petite valeur propre du laplacien sur le cercle privé de {—1} est %
et que 'espace propre correspondant est égal a toutes les fonctions du type Asing et donc

u est une fonction du type Arz sin(%) olt A est une constante. O

Remarque 1.42. J. Keller [KEL99] en 1999 a déja étudié les fonctions propres du laplacien
sphérique dans le complémentaire d’'un arc de cercle.

Remarque 1.43. Ily a un lien étroit entre le spectre du laplacien sphérique et la régularité
(ou plutot la singularité!) des solutions de certains opérateurs elliptique dans des domaines
a coins. Les mathématiciens qui se sont penchés sur ces questions ont naturellement été
amené a calculer les valeurs propre du laplacien dans des domaines sphériques a coins. On
pourra par exemple consulter les travaux de Monique Dauge [DAU92] pour des calculs ex-
plicites du spectre pour des triangles géodésiques et autres polygones géodésiques, ainsi que
dans des domaines a fissures tels que le complémentaire d’arcs de cercles. Dans [DAU92],
Monique Dauge explique aussi le lien entre la régularité des solutions d’'un probleme el-
liptique et les valeurs propres du laplacien sphérique. Pour une étude plus récente et plus
poussée de cette théorie on pourra également consulter [KMR]. Il est amusant de constater
que certaines techniques employées dans [DAU92| et [KMR] sont assez proches des idées
qui sont utilisées dans ce chapitre. La technologie n’est pas nouvelle mais n’a été portée
a ma connaissance que plus tard. L’idée générale est que pour étudier la singularité d’une
solution u d’un opérateur elliptique au voisinage d’un cone, on décompose u sur la base
des fonctions propres du laplacien sur l'intersection de la sphere unité avec ce cone. Cette
décomposition nous donne en quelque sorte le développement limité de u au voisinage de
la singularité conique.
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1.4.2 Cas d’un secteur angulaire

Dans cette section on voudrait discuter sur 'existence ou non de minimiseurs de Mumford-
Shah globaux (u, Sy) avec Sy un secteur angulaire

Sp:={(rcosp,rsing,0);r > 0,p € [—6,0]}

La section précédente traite le cas du demi plan, c’est a dire le cas ou ¢ = 7. On sait alors
que la fonction cracktip x R est I'unique fonction associée a Sg (& multiplication par +1
pres et a constante additive pres). On sait également que % est la plus petite valeur propre
associée au laplacien sur dB(0,1)\Sx.

Théoréme 1.44. Il n’existe pas de minimiseur global de Mumford-Shah dans R? od 'en-
semble singulier est un secteur angulaire strictement entrant ou sortant, c’est a dire de la
forme (u, Sp) pour 0 <0 <% ou § <6 < 2m.

Preuve : D’apres le théoreme 1.22, si un tel minimiseur existe, alors u—ug est une fonction
homogene de degré %, et donc sa restriction a dB(0,1)\ Sy est une fonction propre pour
—A,, associé a la valeur propre %. Or si A\(f) désigne la plus petite valeur propre non nulle
sur 0B(0, 1)\ Sy, d’apres la proposition 1.30 'application \(#) est une fonction décroissante

en theta. Comme A\(3) = %, il en résulte que pour § < 7, on a

3

OB (1.44)

us

Or dans [KMR] page 53 on peut trouver un développement limité au voisinage de 6 = 7

AO) = Z + % cos @ + O(cos? 0). (1.45)

ce qui prouve que 'inégalité (1.44) est en réalité une inégalité stricte et donc une telle
fonction propre u n’existe pas.

Considérons maintenant le cas ¢ > 7. En fait pour § = 7 il y a deux composantes connexes.
Donc 0 est valeur propre double. La suivante vaut 2. Par monotonie, lorsque le domaine
augmente (c’est a dire 6 diminue), les valeurs propres augmentent. Donc 0 devient une
valeur propre simple et la deuxieme valeur propre augmente jusqu’a atteindre % pour
0 = 7. Grace au développement limité (1.45) on sait qu'elle n’atteint pas cette valeur
avant d’arriver a 7. Et toutes les autres valeurs propres restent supérieures a 2. Donc il
n’existe pas de valeur propre 3/4 pour 6 > 7 et donc il n’y a pas non plus de minimiseur
global dans ces espaces. [
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2.1 Introduction

Le théoreme de Jean Taylor [TAY76] nous dit qu’en tout point = d’une surface localement
minimale S de dimension 2 dans R3, il existe un rayon r tel que dans B(z,r) la surface
S est C' équivalente & I'un des trois cones minimaux, & savoir : le plan P, le Y (cone
obtenu comme l'union de trois demi-plan qui se rencontrent suivant une droite et faisant
des angles de 120°) ou le T (cone s’appuyant sur les arétes d'un tétraedre régulier). Ce
théoreme permet de décrire totalement les singularités possibles pour une surface minimale,
ou presque minimale. La question qui nous interesse ici est la suivante : existe t-il un résultat
équivalent & propos de 'ensemble singulier d’un minimum de Mumford-Shah dans R3 ?

A Theure actuelle, si la liste des cones minimaux pour les surfaces minimales est bien
connue, en ce qui concerne la liste des objets tangents pour la fonctionnelle de Mumford-
Shah (communément appelés “minimiseurs globaux”), est elle loin d’étre totalement connue.
En revanche les cones minimaux P, Y, et T avec comme fonction u associée une fonction
localement constante, donne déja trois exemples de minimiseur globaux pour la fonction-
nelle de Mumford-Shah. Donc comme premiere réponse a la question posée au paragraphe
précédent, on peut essayer déja de prouver un théoreme de régularité local au voisinage de
cones minimaux de type plan, Y ou T pour la fonctionnelle de Mumford-Shah dans R3.

Rappelons que dans [AFP00] il existe déja un théoreme de régularité au voisinage de P
dans R? (et méme RY). Le théoreme démontré ici est un théoréme analogue au résultat de
L. Ambrosio, N. Fusco et D. Pallara mais avec des techniques différentes qui permettent
d’obtenir de la régularité lorsque K est proche non seulement d’un plan, mais également
d'un Y ou d’un T. Voici le théoreme que I'on a démontré :

Théoreme 2.1. Il existe des constantes positives € et ¢ < 1 telles que ce qui suit est vrai.
Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans Q C R3 avec fonction jauge h, soit
x € K etr tels que B(x,r) C Q et h(r) < e. Supposons de plus qu’il existe un cone Z de
type P, Y ou T centré en x tel que

D,.(Z,K)<e
ot D, , désigne la distance de Hausdorff normalisée bilatérale. Alors il existe un difféomorphisme
¢ de classe CY de B(x,cr) sur son image, tel que K N B(z,cr) = ¢(Z) N B(x,cr).
Il existe aussi I’énoncé suivant avec une condition géométrique moins restrictive, mais avec
une condition supplémentaire sur I’énergie normalisée.

Théoreme 2.2. [l existe des constantes positives € et ¢ < 1 telles que ce qui suit est vrai.
Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans Q C R3 avec fonction jauge h, soit
x € K etr tels que B(x,r) C Q) et

wo(x,r) + h(r) <e.
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Alors il existe un difféomorphisme ¢ de classe C1* de B(x,cr) sur son image, et il existe
un cone minimal Z tel que K N B(z,cr) = ¢(Z) N B(x, cr).

Dans toute la suite on se placera en dimension 3. Cependant la preuve du théoreme 2.1
devrait pouvoir s’adapter en dimension supérieure dans le cas d'un hyperplan et donc on
devrait ainsi retrouver le résultat complet de L. Ambrosio, N. Fusco, D. Pallara. Nous
espérons un jour pouvoir le généraliser dans le cas de la généralisation la plus simple du Y
et du T dans RY (il manque toutefois pour I'instant I’adaptation nécessaire du résultat de
J. Taylor dans ce cas).

L’avantage des techniques employées pour obtenir le théoreme 2.1 est qu’elles sont mieux
adaptées pour les figures géométriques telles que le Y et le T, chose que le “tilt” utilisé
pour la preuve du théoreme de L. Ambrosio, N. Fusco, et D. Pallara empéchait de faire. En
réalité, les techniques utilisées sont relativement indépendantes de la forme géométrique des
cones minimaux, et indépendante aussi de la dimension. Ainsi, j’ai bon espoir de penser que
ce chapitre contient une procédure systématique pour déduire des théoremes de régularité
pour les minimiseurs de Mumford-Shah a partir des théoremes de régularité des ensembles
minimaux.

L’approche utilisée pour prouver le théoreme 2.1 est de se ramener au théoreme de G. David
[DAV07] qui est I'analogue du théoréme 2.1 mais pour les ensemble presque minimaux. En
effet, soit £ un ensemble fermé dans RY.

Définition 2.3. Un MS-compétiteur pour l'ensemble E dans RN est un ensemble F tel
qu’il existe une boule B C RN de rayon r telle que

F\B = FE\B
et si z,y € RY\(BUE) sont séparés par E alors ils le sont aussi par F.
Définition 2.4. Un ensemble E C RY est MS-presque minimal avec fonction jauge h si
HN"YE\F) < HY"YF\E) + rV"'h(r)

pour tout MS-compétiteur F pour E dans la boule B de rayon r.

Pour un ensemble presque minimal E on définit la fonction densité par
0(z,r) = r*H*(EN B(z,7)).

La limite en 0 de # existe car si F est presque minimal alors la densité est une fonction
monotone (voir 2.3 de [DAV07]).

On introduit également la fonction f(z,r) correspond au défaut de densité

flz,r) =0(x,r) — 15% 0(t).

On a alors le théoreme suivant [DAV07] sur la régularité des ensembles presque minimaux.
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Théoréme 2.5. [DAV07] Soit E un ensemble MS-presque minimal réduit dans Q C R3
avec fonction jauge h telle que h(r) = Cr® pour r assez petit et soit x € E. Alors il existe
un €1 et une constante C' tels que si B(x,ry) C Q et

flzyre) <ep et hi(rg) < ey. (2.1)

alors il existe un cone minimal Z centré en x du type défini par d(x) et un difféomorphisme
® de B(x,Cr) sur son image, tel que EN B(xz,cr) = ®(Z) N B(z,cr).

Le théoreme 2.5 n’est pas explicitement énoncé comme tel dans les articles [DAVO7] et
[DPT]. Mais il s’en déduit en regardant la preuve (voir la derniere section pour plus de
détails).

La stratégie pour prouver le théoreme 2.1 est de se ramener au théoreme 2.5. La plupart du
travail consiste a maitriser I’énergie de u et montrer qu’elle croit. Une fois que I'énergie est
sous controle, on peut dire que I’ensemble singulier K de notre minimiseur de Mumford-
Shah n’est autre qu'un MS-presque minimiseur au sens de la définition 2.4, dont la fonction
jauge h dépend (entre autres) de 1'énergie de u.

Donc notre principal but dans un premier temps est de prouver la croissance d’énergie
normalisée pour u. Dans la section suivante on montre que la croissance de I'énergie nor-
malisée est vraie pour un minimiseur d’énergie dans quelques cas particuliers (typiquement
si K est un cone minimal).

Ensuite on montrera que la croissance de 1'énergie est vraie dans des cas plus généraux,
par exemple lorsque K est Reifenberg-plat.

Enfin, on montrera que la croissance de I’énergie est vraie pour un minimiseur de Mumford-
Shah proche d’un cone minimal ce qui conduira a notre théoreme de régularité.

2.2 Croissance de I’énergie normalisée pour un mini-
miseur d’énergie

La premiere étape pour montrer un théoreme de régularité pour un minimiseur de Mumford-
Shah consiste a montrer des phénomenes de monotonie pour certaines quantités telle que
I’énergie.

Oublions un instant les minimiseurs de Mumford-Shah et concentrons nous sur les mini-
miseurs d’énergie dans 2 = B\ K ou B est une boule dans R? et K est un ensemble fermé
H?-mesurable.
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Tout d’abord le cas le plus simple est lorsque I'ensemble K = (). En effet, pour toute
fonction harmonique u dans RY, pour tout « et pour tout r on a

1
— Vul? < Vul®.
(ar>N71 /B(:v,ar) | U| N aerl /B(:B,T) | U|

En d’autres termes,
wo(x,ar) < aws(x,T) (2.2)

ol we(x,r) désigne 1'énergie normalisée de u

1
wo(x,r) = o /B( )|Vu\2. (2.3)

L’inégalité (2.2) montre a quelle vitesse 1'énergie normalisée croit en fonction du rayon.
Pour montrer (2.2) on peut faire a la maniere de 1’exercice 7.6 page 380 de [AFP00], c’est
a dire utiliser une intégration par partie pour montrer que si u est sous-harmonique (c’est
a dire Au > 0) alors I'application

1

T e ud HN
|aB(I7 T)‘ 0B (z,r)

est croissante, puis conclure en remarquant que si u est harmonique alors |Vu|? est sous-
harmonique.

Maintenant si K est un hyperplan et u est un minimiseur local d’énergie dans RN\ K (c’est
a dire que u minimise l'intégrale du gradient au carré sur tous les compétiteurs dans B\ K
qui coincident avec u sur 9B\ K), alors on a la croissance d’énergie pour toute boule centrée
sur K. En effet, u est une fonction harmonique qui vérifie une condition de Neumann sur
K, ce qui permet de faire une réflexion pour prolonger v d’une demie boule dans la boule
entiere et auquel on applique (2.2).

2.2.1 Argument de Bonnet en dimension 3

Une autre méthode pour montrer des croissances d’énergie consiste a utiliser I’argument de
A. Bonnet. Cet argument a pour la premiere fois été utilisé par A. Bonnet dans [BON9G6]
en dimension 2. Il a été repris par G. David la méme année dans [DAV96] toujours en di-
mension 2. L’argument utilise I'inégalité de Wirtinger sur des morceaux d’arcs de cercles. Il
fonctionne bien en dimension 2 car quel que soit ’ensemble K considéré, 'intersection avec
le cercle n’est constitué uniquement que de points. En dimension 3 par exemple, I'inter-
section avec la sphere est beaucoup moins facile a caractériser, ce qui pose des problemes
pour obtenir une inégalité de Poincaré sur une partie de la sphere analogue a l'inégalité
de Wirtinger sur n’importe quel intervalle du cercle. Néanmoins, I’argument de Bonnet va
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nous servir en dimension 3 lorsque l'intersection avec la sphere est facile a étudier, par

exemple pour montrer la croissance d’énergie lorsque K est un cone minimal de type Y ou
T.

Lemme 2.6. Soit Z un cone minimal centré en 0. On suppose qu’il existe une constante
Cy < 1 telle que pour toute composante connexe A de RN\Z, pour tout r et pour toute
fonction f € WY2(ANOB(0,r)) il existe une constante c(f) telle que l'inégalité suivante

est vrate
| renpsce [ v
ANDB(0,r) ANdB(0,r)

Alors pour tout minimiseur local d’énergie dans B(0,1)\Z et pour tout r <1 on a
wolar) < a’wy(r)

avec

et

Preuve : On pose

E(r)= / |Vul?,
B(0,\Z

La fonction r +— E(r) est dérivable presque partout,

E(r) = / VP
OB(0,/)\Z

et

(voir lemme 47.4 page 316 de [DAVO05)).

Pour montrer la croissance d’énergie on va montrer une inégalité du genre
E(r) < CrE'(r)

ou C' est une constante que l'on explicitera.

Tout d’abord, comme u est harmonique et que -Zu = 0 fortement sur Z (lIa ou Z est

on
régulier), une intégration par partie nous donne

E(r)=Y_ / ug—z (2.4)
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avec S; les composantes connexes de dB(0,7)\Z. Pour la justification de I'intégration par
partie on est dans le cas d’application des résultats du chapitre précédente sur les cones
lisses (voir lemme 1.6). Sinon, il existe aussi un argument qui permet de montrer I’égalité
(2.4) sans faire d’intégration par partie, en utilisant simplement que w est un minimiseur
d’énergie (voir [DAV05] page 320).

On note A; les composantes connexes de B(0,7)\Z telles que leur bord contienne S;. Une
intégration par partie dans S; (justifiée car Z est un cone lisse) montre que

ou /
— = Au=0
/Sj on Aj

On peut donc retrancher une constante ce qui donne

ou ou
e = [ e

[ - cj<u>12r [ / (Z—)] (25)

/.
puis on utilise 'inégalité ab < %[/\_16L2 + Ab?] avec A une constante qui sera fixée plus tard,
ou 1
<

A ou\?
— — J— . 2 — —
Yon = 2x /Sj[u ¢i(w) +2/sj <8T)
e [ [ ()
2)\027" Sj\VTu] +2 s \or

/u—< CzT/ |Vul?
S;

Enfin, en sommant sur les indices j,

IN

IN

d’ol en posant A = Cyr

E(r) < %CzTE/(T).

Maintenant pour montrer la croissance de w, on considere la fonction g(r) := In(E(r)). On
a alors (par absolue continuité)

olr) = glar) = [ Fiddar >

rog
> 2
e C, n(;)

ot 2
E(ar) <a% E(r)
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donc en divisant par (ar)?

2L —1 1
(ar)QE(W) <a*7z )ﬁE(T)

ce qui implique la croissance voulue. O]

Donc pour montrer la croissance d’énergie pour les cones minimaux Y et T, il suffit de
controler la constante de Poincaré Cy et Cp dans les domaines délimités par un Y ou un
T sur la sphere. Rappelons que si C'; est la constante optimale dans un domaine €2, alors
c% = A1 ou A; est la plus petite valeur propre non nulle pour 'opérateur moins Laplacien

(Neumann) dans 2. Donc de maniere équivalente, il suffit de minorer la plus petite valeur
propre non nulle de moins Laplacien Neumann dans ces domaines et montrer qu’elle est
plus grande strictement que 1.

Pour la demie sphere, (c’est a dire Z est un hyperplan), on sait que C; = \% Rappelons que
dans le paragraphe 1.3.1 on a récapitulé quelques minorations de la plus petite valeur propre
dans certains domaines sphériques. Malheureusement, ces résultats ne sont pas suffisants.
En particulier, c¢’est bien dommage que 'inégalité (1.35) de la proposition 1.27 ne soit
pas stricte! Ou encore malheureusement, 'inégalité (1.36) sur les triangles géodésiques ne
s’applique pas pour le cas des triangles obtenus en intersectant un cone de type T avec la
sphere. En effet, de tels triangles ont des angles de %’r Donc il faudra prouver une inégalité
par nos propres moyens.

Par contre concernant le Y on sait déja que A\; = 2 par la proposition 1.29 appliquée avec

Y
w = 3 -

Dans la suite on donnera une autre démonstration du fait que 2 soit la plus petite valeur
propre pour le Y et on en déduira une minoration pour le cas du T.

2.2.2 Croissance de ’énergie pour le Y

Dans le but de montrer que I’énergie normalisée est croissante dans le complémentaire
d’un Y, nous allons controler la constante de Poincaré dans les composantes connexes de
0B(0,1)\Y. Nous allons montrer que la plus petite valeur propre pour I'opérateur moins
Laplacien (Neumann) dans ce domaine vaut 2 et donc est strictement plus grande que 1.

Soit donc Y un cone de type Y centré en 0. On note {2 un tiers de sphere c’est a dire 'une
des composantes connexe de 0B(0,1)\Y.
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Proposition 2.7. Pour toute fonction f € W12(Q) on a

F—m(AP <2 [ 19fP.
Q 2 Q

Preuve : Soit \; la plus petite valeur propre pour —Ag sur €2 avec condition de Neumann
sur 02 (pour la théorie spectrale dans € voir le chapitre 1) et soit f une fonction propre
associée, c’est a dire en particulier que f vérifie

—Af=M\Nf dans

%:0 sur  0f2

(2.6)

et f est de moyenne nulle. On appelle s la symétrie dans €2 qui laisse fixe chacun des deux
sommets de €2. On pose
g=f+/fos
Alors g est une fonction de moyenne nulle qui vérifie encore (2.6), et qui est symétrique
par rapport a I'axe de symétrie de s. On suppose dans un premier temps que g est non
identiquement nulle. On peut étendre g a toute la sphere entiere en utilisant une succes-
sion de 2 réflexions par rapport aux bords de €. La fonction ainsi prolongée ¢ est dans
Wh2(0B(0,1)) et vérifie donc I'inégalité de Poincaré
1

1g]* < 5 Vgl
52 52

1
/!gl2 < 5/ Vgl
Q Q

Puis comme g est une fonction propre du laplacien Neumann on a [, [Vg|* = A\; [, ]9]* et
donc on en déduit que

On en déduit immédiatement

A1 > 2.
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Maintenant supposons que ¢ soit nulle. Alors ceci implique que f est une fonction anti-
symétrique par rapport a l'axe de s (noté ). Comme f est de moyenne nulle, f = 0 sur
0. On étend ensuite f par réflexion de chaque coté de €2 jusqu’a obtenir % de sphere. Ce

nouveau domaine est noté €.

L’extension de f (toujours notée f) est dans Wl’z(Q) et f = 0 sur 9. On prolonge ensuite
f sur toute la spheére en posant f = 0 sur S?\Q. On obtient ainsi une fonction dans
Wh2(S?) qui vérifie donc I'inégalité de Poincaré

REEEY
Jue<s [

et on conclut comme pour la fonction g, c’est a dire, comme f est une fonction propre de
—Ap,ona [o|Vf[> =X, |f[* et donc on en déduit que

A > 2

on en déduit immédiatement

ce qui termine la preuve. O]

2.2.3 Croissance de I’énergie pour le T
Pourquoi la méthode précédente ne marche pas pour le T

Pour le cas du T on ne peut pas utiliser la méme astuce que pour le Y. Voyons pourquoi. La
différence majeure vient du fait qu’il n’y a pas une, mais 3 symétries a considérer. Appelons
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Y I'une des quatres faces d'un tétraedre régulier en projection sur la sphere (c’est a dire
une des composantes connexes de S?\T) et s1, sy, s3 les trois symétries par rapport aux
trois “médiatrices” 1, d9 et d3 des cotés de X

Soit f une fonction propre pour —Ag dans Y avec condition de Neumann, associé a la
plus petite valeur propre A;. Si f est symétrique par rapport aux trois axes d;, do et d3, on
peut faire une succession de 3 réflexions pour prolonger f a toute la sphere. Maintenant
si f n’est pas symétrique on peut essayer de faire comme pour le cas du Y et faire une
symétrisation de f. On pose

g=f+fosi.

La fonction g est toujours une fonction propre du laplacien avec condition de Neumann,
et g est invariante par s;. On pose ensuite

h=g+goss+goss.

La fonction A est invariante par si, ss et s3. Il n’est pas possible de trouver une fonction
qui soit invariante uniquement par s; et so. Car si elle est invariante par s; et sg, elle est
invariante par la rotation s; o s5 et donc elle est aussi invariante par s3. Donc on est obligé
de considérer directement la fonction h qui est invariante par les trois symétries sy, so et s3.
Si h est non nulle on peut ’étendre sur toute la sphere et c¢’est gagné. Malheureusement, si
h est nulle, on ne peut rien dire. On ne tombe pas sur le cas de fonctions anti-symétriques
comme dans le cas du Y.

Le fait que la technique des réflexions ne fonctionne pas pour le T n’est pas si mystérieux.
Cette technique fonctionne uniquement pour les polyedres réguliers qui ont un lien avec
un groupe cristallographique. L’octaedre par exemple en fait partie. Mais le tétraedre non.
Dans le langage de Bourbaki on peut dire que le tétraedre n’est malheureusement pas
la “chambre d’un systeme de racines”. Si c’était le cas, l'article [BB80] permettrait de
conclure.
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Minoration de la plus petite valeur propre dans une face de tétraedre

Pour estimer la plus petite valeur propre non nulle dans une face de tétraedre on va
s’inspirer de la proposition 1.28 dont la preuve se trouve dans [DAU92]. Tout d’abord on
aura besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.8. [DAU92| Soit G et G' deuz polygones connexes sur la sphére S? dans
R3. On considére une partition de OG en deux ouverts OnG et OpG tels que

0G = OnG U OpG

et de méme pour G’
0G" = oyG' U dpG'.

On suppose que

G C G et ONG C ONG'.

On note py(G) (resp. u1(G")) la plus petite valeur propre pour l'opérateur —Ag dans G
(resp. G') avec condition de Neumann sur OyG (resp. ONG') et condition de Dirichlet sur
OpG (resp. OpG'). Alors

1 (G) = i (G). (2.7)

La preuve est simple. Il suffit de prendre une fonction propre associé a la plus petite valeur
propre dans G, la prolonger par 0 dans G’\G et utiliser le principe du min-max. Il faut
juste vérifier que le prolongement est bien dans W1?(G’), notamment au voisinage des
“coins” dxG N IpG (voir la proposition 4.3. de [DAU92] pour plus de détails).

Remarque 2.9. La proposition 2.8 n’est utile que si le domaine le plus grand G’ possede
une condition de Dirichlet non vide. Sinon, la plus petite valeur propre est nulle et I'inégalité
(2.7) est triviale dans ce cas.

Maintenant on peut prouver la

Proposition 2.10. Soit 3 une face de tétraédre sphérique (c’est a dire une composante
conneze de S*\T ot T est un cone de type T centré en 0). Alors

AN > 2

ou Ay désigne la plus petite valeur propre non nulle de —Ag avec condition de Neumann
sur 0.

Preuve : Soit f une fonction propre associée a la plus petite valeur propre non nulle dans
Y avec conditions de Neumann sur 0¥X. On garde les notations du paragraphe précédent,
c’est a dire que pour 1 < i < 3 on note 9; les axes de symétrie de X et s; les symétries
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correspondantes. Si f est paire par rapport aux trois axes, alors comme on 'a dit plus
haut, on peut étendre f a toute la sphere et donc la valeur propre correspondant a f est
plus grande que 2.

Si f n’est pas paire par rapport aux trois axes, alors il existe un axe, par exemple d; suivant
lequel f n’est pas paire. On considere alors la fonction antisymétrique par rapport a d;

g=1[f—fos.

La fonction g est non nulle dans ¥ et c’est encore une fonction propre pour la méme
valeur propre que f. Par contre g s’annule sur d;. L’axe §; coupe ¥ en deux triangles
isométriques. On nomme ¥’ I'un de ces deux triangles. Maintenant on considere € une

composante connexe de S? MY on Y est un cone de type Y et on suppose que €2 contient
Y.

Q est coupé par l'axe d; et on note ' la composante qui contient ¥'. On applique main-
tenant la proposition 2.8 avec G = ¥/, OpG = 6, N Y, OnG = 0¥'\61, G' =
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ONG' = 0U\dy et OpG' = 6; N OY. On obtient que
Ap(X) > ()

ou u(€Y) est la plus petite valeur propre non nulle dans ' avec condition de Neumann sur
O\, et condition de Dirichlet sur §; N 9. Maintenant en appliquant la proposition 1.29

avec w = z on obtient que (€2') = 2 il en découle

Ay > 2. O

Remarque 2.11. La preuve de la proposition 2.10 fonctionne encore pour tout triangle
géodésique convexe avec ses 3 angles égaux.

Il existe aussi un autre résultat qui peut étre utile dans le cas d’étude de la plus petite
valeur propre pour un triangle géodésique. Il s’agit de la proposition suivante.

Proposition 2.12. [DAU92] Soit G un triangle géodésique sur la sphére S%. Alors il existe
un “coté” X C OG tel que
An(G) = Ap(G)

ot AN (G) désigne la plus petite valeur propre non nulle de —Ag dans G avec condition
de Neumann sur 0G, et Ap(G) désigne la plus petite valeur propre de —Ag dans G avec
condition de Dirichlet sur X et condition de Neumann sur 0G\X .

La preuve utilise les ensembles nodaux de la fonction propre u associée a la plus petite
valeur propre, c’est & dire les composantes connexes de u~'(R\{0}) (voir la proposition
4.6. de [DAU92]).

Remarque 2.13. On déduit de ces derniers résultats que pour tout minimiseur d’énergie
dans B(0,1)\Z ou Z est un cone minimal centré en 0 on a

WQ(x7 ar) S a"’WQ(JJ, T)

avec v = 2(v/2—1) > 0,8 et wy(x, r) désigne I'énergie normalisée de u dans la boule B(z, )
c’est a dire, rappelons le,

1
wo(z,r) = — |Vul*dz.
7 B(0,r)\Z
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2.3 Croissance de I’énergie pour une surface (g,¢)-
minimale

Maintenant que I'on sait que 1’énergie normalisée croit pour un minimiseur d’énergie dans
le complémentaire d’'un cone minimal, on va montrer par un argument de compacité
et contradiction que 1’énergie normalisée “croit” pour un minimiseur d’énergie dans le
complémentaire d’un ensemble “proche” d’un cone minimal. En plus d’une condition de
proximité avec un cone minimal, I’ensemble concerné devra avoir quelques propriétés de
régularité et de géométrie, de fagon a pouvoir ensuite facilement étre comparé avec un mi-
nimiseur de Mumford-Shah. Typiquement, une surface Reifenberg-plate assez proche d'un
hyperplan dans la boule unité rentre dans ce cadre. Donc un cas particulier du théoreme
2.18 est que tout minimiseur d’énergie dans le complémentaire d’une surface E qui est
Reifenberg plate dans B(0, 1), avec 5(0,1) assez petit, a son énergie normalisée qui est
plus petite dans des petites boules centrées sur £ N B(0, %) Il en sera de méme pour les
ensembles e-minimaux (c’est a dire la généralisation des surfaces Reifenberg plates mais
sur les cones de type Y et T, les définitions précises seront énoncées plus loin).

Les définitions qui suivent vont sembler un peu compliquées de prime abord. La principale
raison est qu’un résultat sur les ensembles e-minimaux ne suffirait pas malheureusement
pour la suite, c’est a dire obtenir la croissance pour Mumford-Shah. C’est pourquoi le
théoreme 2.18 est plus général. Il montre le propriété de “croissance” d’énergie pour les
ensembles (eg, €)-minimaux dont les ensembles ep-minimaux et Reifenberg-plats sont des
cas particuliers.

Le lecteur comprendra plus tard dans la section sur Mumford-Shah l'intérét de traiter
les ensembles (eg, €)-minimaux et leur provenance. En effet ils apparaissent naturellement
comme conséquence d'un argument de temps d’arrét.

Définition 2.14. Soit B une boule de R®. Un ensemble fermé E C B est eg-minimal dans
B si pour tout x € E et pour tout r tel que B(x,r) C B on a

Z>x

inf {%sup{d(y,Z);yEEﬂB(x,r)}} <o (2.8)

ou linf est pris sur tous les cones de type P,Y, et T qui contiennent x (mais ne sont pas
forcément centrés en x). Autrement dit pour tout x et r on a

Bz, r) < &o.

Pour la définition des cones de type P, Y et T, se reporter aux définitions 0.15 et 0.16. La
définition de B(x,r) est donnée en (7).
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La définition 2.14 est introduite dans [DPT] mais dans une version un peu différente. Dans
[DPT] I'inégalité (2.8) est remplacée par
inf D, ,.(E,Z) < ¢

Z3x

ou D, , est la distance de Hausdorff normalisée c’est a dire

D,.(E,Z) = %max{sup {dy,Z);y € ENB(z,r)},sup{d(y, E);y € ZN B(x,r)} }

Dans notre cas nous considérons seulement la premiere moitié de la distance de Hausdorff,
ce qui autorise a priori 'ensemble E a avoir des trous. Les trous ne nous poseront cependant
pas de problemes particuliers car en général nous supposerons que la surface est eg-minimale
au sens de la définition 2.14, et de plus on supposera qu’elle sépare certaines régions.
De maniere générale et pour des raisons techniques, on traitera toujours cette condition
topologique de séparation indépendamment de la propriété géométrique d’étre proche d'un
cone a toutes les échelles.

Le principal résultat sur les ensembles gp-minimaux est le théoreme 2.1 de [DPT] qui nous
dit que pour g assez petit, tout ensemble gp-minimal (au sens de la définition de [DPT]
c’est a dire sans trous) est I'image bi-hélderienne d’un c6ne minimal.

Si on avait pris uniquement les cones de type P, alors on aurait la définition d’une surface
“Reifenberg-plate” et le théoreme 2.1. de [DPT] dans ce cas n’est autre que le théoreme
du disque topologique de Reifenberg. Les auteurs de [DPT] ont généralisé au cas des cones
de types Y et T ce que Reifenberg avait fait pour les cones de type IP. Donc les ensembles
go-minimaux peuvent se voir comme une généralisation des ensembles Reifenberg-plats.

La définition 2.14 n’est pertinente que si €y est assez petit. Dans toute la suite on supposera

que g9 < 107°. Avant de poursuivre, introduisons une derniére définition topologique.

Définition 2.15. Soit Z un céne minimal de type P, Y, ou T dans R et B une boule de
rayon r telle que BN Z # () et g9 < 107°. Pour tout a > 0 on note

Zy={y € B;d(y,Z) < a}.

Soit E un ensemble fermé dans B tel que E soit inclus dans Z,.,. On dit alors que “E
sépare dans B” (par rapport a Z et gq) si les composantes connexes de B\ Zaye, sont incluses
dans des composantes connezes différentes de B\E. On note également kP le nombre de
composantes connezes de B\ Za., .

Enfin,

Définition 2.16. Soit {B;}ic; une famille de boules. On dira que cette famille est en
recouvrement borné si il existe une constante Cy telle que

vz e | JBi, #{i;z € Bi} < Co.

el
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Le théoreme de cette section montre que si g¢ est suffisamment petit, alors tout minimiseur
d’énergie dans le complémentaire d'un ensemble gp-minimal centré a son énergie qui croit
comme une certaine puissance du rayon. Malheureusement, les ensembles ep-minimaux
ne sont pas encore assez généraux pour pouvoir étre utiles pour montrer la décroissance
d’énergie pour un minimiseur de Mumford-Shah. C’est pourquoi nous allons introduire les
ensembles (g9, €)-minimaux dont les ensembles gg-minimaux seront un cas particulier.

On note B la boule unité dans R3. Dans le théoréme on se place dans B mais il est clair
que I'énoncé est modifiable par translation et homogénéité.

Définition 2.17. Soit ¢ < 100gy. Pour tout ensemble E fermé de mesure H? locale-
ment finie dans R® on dit que E est (gq,€)-minimal si il existe une famille de boules
{Bi}ier :={B(xi,1i)}ier telle que {10B;} soit en recouvrement borné de constante Cp,
centrées sur E, et telles que :

iyViel;r,<e.

it) B\ U,e; B(wi, ;) est eo-minimal dans B.

iii) 1l existe un cone Z de type P,Y, ou T centré en O tel que

Ec{ye B(0,1);d(y,Z) <e}.

iv) Pour tout i € I et pour tout R > r; avec B(x;, R) C B, on a B(z;, R) < €.
v) E sépare dans B.

La condition de séparation de v) utilise le cone de ii7).

On ne met pas de condition sur le nombre de B;. Cela autorise par exemple ’ensemble
E a étre entierement recouvert par des mauvaises boules B; de taille plus petites que €.
La croissance de 1’énergie sera vraie dans ce cas aussi, car nous utiliseront une “sphere
coupeuse” (voir plus loin).

Par exemple, un ensemble p-minimal qui sépare dans B est un ensemble (g¢, 0)-minimal.
En particulier un ensemble Reifenberg-plat avec petite constante est (g9, 0)-minimal.

En fait les ensembles (g, £)-minimaux seront obtenu par un argument de temps d’arrét.
En effet, si on part d’'un ensemble quelconque et que 'on fait un temps d’arrét avec comme
condition d’arrét de ne pas étre proche d’un cone de type 1,2 ou 3, et si on arrive a controler
le rayon des boules d’arrét par ¢, alors on aura obtenu un ensemble (g, £)-minimal. C’est
ce qui sera fait dans le chapitre suivant.

On aurait pu aussi prendre € = g et ne pas définir des ensembles (g9, £)-minimaux mais
simplement de nouveaux ensembles e-minimaux avec mauvaises boules. Cela aurait suffit
pour ce qu’on veut faire dans la suite. Mais de mon point de vue il est plus clair de dissocier
la constante gy de “proximité avec les cones a toutes les échelles” du € qui sert a I’argument
de compacité pour bien se rendre compte que le g9 peut étre fixé & I'avance (disons < 1079)
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et que seul le € de la masse des mauvaises boules B; comptera dans ’argument de compacité.
En fait pour étre plus précis, dans I'argument de compacité le § a la grande échelle doit
tendre vers 0 avec le € mais pour les 5 des petites échelles il suffit qu’ils soient plus petits
qu'un g fixé a I'avance et qui ne tend pas forcément vers 0.

Pour l'instant, on souhaite montrer un résultat de croissance d’énergie normalisée pour
un minimiseur d’énergie dans le complémentaire d’'un ensemble (g¢,e)-minimal. En fait
ce type d’ensemble est trop général pour espérer avoir une décroissance d’énergie. En
effet, un ensemble (g¢, €)-minimal n’interdit pas l'existence de petits tubes cachés dans les
boules mauvaises B;, et qui pourraient transporter de ’énergie vers le centre et contredire
la croissance d’énergie. C’est pourquoi pour démontrer notre théoreme on sera obligé de
couper les tubes a l'aide d'un “cube coupeur” d’un certain rayon qui volontairement est
laissé au choix dans l'intervalle (3, 3].
Pour tout ¢ € I on appelle

I _
ou C > 1 est une constante universelle qui sera explicitée plus tard.

Pour tout p € [%, 3] et pour tout ensemble E qui est (g9, £)-minimal dans B on appelle
I,:={ieI;B,N0B(0,p) # 0}.

On définit aussi

Er = (B\|JB)ulJoB

iel, icl,
et

U(E?) := {u € W"*(B\E”); u = argmin{ |Vl v|op\pe = u et / [Vul* =1} 4.

B\Er B\Er

Toutes les fonctions de U(E”) sont constantes dans chacune des B, pour i € 1,.

On se fixe un gy < 107°. Pour tout € < 100y on introduit
A(e) :=={(u, £, p) qui vérifient (*)}

E  est (g9, )-minimal dans B(0, 1)
() { » €153
u € U(E?)

Dans la condition #ii) de la définition de (g, €)-minimal, Z est un céne minimal de type 1,2
ou 3 centré en 0. On distingue alors 3 types parmi les éléments de A(e). Pour i € {1,2,3}
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on appelle A;(¢) les éléments de A(e) tel que le Z de la condition #i7) soit un cone de type
1.

Pour tout (u, E, p) € A(e) et tout 0 < r < 1 on note

1
w(r) = / |Vu(z)2dz.
B(0,r)\EP

r2
On a alors le théoreme suivant

Théoréme 2.18. Pour tout i € {1,2,3}, pour tout eg < 107°, v < 0,8 et 0 < 1 < %, il
existe un €5 > 0 tel que pour tout (u, E, p) € A;i(e2) on a

w(re) < rg.

Preuve : On va raisonner par I’absurde. On utilise un argument de compacité qui res-
semble a ce qu'ont fait L. Ambrosio, N. Fusco, et D. Pallara dans le théoreme 8.19 page
408 de [AFPO00] pour controler 'énergie pour obtenir un résultat de régularité. La diffi-
culté ici consiste a obtenir une estimation de I’énergie proche de l’ensemble F (inégalité
(2.13)). Dans leur cas, L. Ambrosio, N. Fusco, et D. Pallara ont obtenu cette estimation en
approchant la surface E par une surface lipschitzienne et en controlant la différence avec
le “Tilt”. Ici, I'estimation sera obtenue a ’aide d'une extension de Whitney. La preuve du
théoreme sera assez longue et utilisera des outils et des techniques qui seront réutilisées
dans la prochaine section pour montrer la décroissance de 1’énergie pour Mumford-Shah.
Pour plus de lisibilité on va découper la preuve en plusieurs sous-chapitres, mais tous font
partie de la preuve du théoreme.

2.3.1 Raisonnement par ’absurde et compacité

On suppose que le théoréme est faux. Donc il existe un ip € {1,2,3}, un g < 107, un
v < 0,8etilexiste 0 < rg < % tel que pour tout € > 0 il existe un triplet (u., E., p:) € Ay, (g)
tel que

/ V| > 2. (2.10)
B(0r0)\E~

Dans toute la suite I'indice i est fixe. On appelle Z° un cone minimal de type iy centré en
0. Par rotation on peut supposer que chaque ensemble E. est dans {y € B;d(y, Z°) < ¢}.

Pour tout a > 0 on appelle Z° la région

7Y :={y € B;d(z,2°) < a}.
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On appelle ensuite A; pour j € [1,ig 4 1] NN les composantes connexes de B\Z] et m] _
la moyenne de u. sur AZ. Comme pour tout &

/ |Vu.|* =1
B\E?

en utilisant l'inégalité de Poincaré (ou une version légerement différente ou la constante

n’est pas la moyenne sur tout le domaine mais la moyenne sur un domaine inférieur mais de

rayon comparable) on sait que pour tout 0 < a < % les suites u. —m’ _ sont uniformément
47

bornées pour la norme W?(A7). On sait également que la suite Vu. est uniformément
bornée pour la norme L?(B). Donc en utilisant une succession d’extractions de suites et un
procédé diagonal, on en déduit qu’il existe une sous suite notée u,, qui converge faiblement
W2 sur tous les AJ vers une fonction u € W?(B\ Z"), et telle que Vu,, converge également
faiblement L?(B) vers une certaine fonction, qui par unicité de la limite dans I'espace des
distributions n’est autre que Vu. On note également FE,, ’ensemble correspondant a wu,,,
ainsi que €, et p, tel que (u,, E,, p,) € A(e,). Quitte a extraire encore une sous suite on
peut supposer que p, converge vers un certain po, € [, 3].

Montrons que la limite faible u est un minimiseur d’énergie dans B\Z°. En effet si ¢ est
une fonction C* a support compact dans B\ Z°, comme pour tout n on sait que u,, est un
minimiseur d‘énergie alors on a

/B<Vg0, Vu,) =0

donc en passant & la limite (car Vu, converge faiblement L?(B)) on obtient que

/ (Vo,Vu) =0
B\Z0

ce qui prouve que u est harmonique dans B\ Z°.

Montrons maintenant que la dérivée normale de u est nulle sur Z°, c’est a dire que pour
toute fonction ¢ € C(B) on a

| w0 =0

Qi

ou ¥ désignent les composantes connexes de B\ Z". Pour tout n on sait que
E,C Z2 :={y € Bid(y,Z2°) < &}

et que F, sépare dans B. On rappelle que Agn désigne les composantes connexes de B\Zgn
et on note (7, les composantes connexes de B\ E,, qui contiennent A7 . On se fixe un certain
Jo et on considere une suite de constantes ¢, qui tend vers +o00. On note v, la suite dans

Wh2(B\K) définie par

Up + ¢, dans QP
Up =<4 U, —C, dans Q¥ pour j # jo

Up, dans B\ {J, &),
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Maintenant soit § > 0 fixé, et soit x(¢) une fonction définie sur R telle que pour tout
t, X'(t) < 0 et telle que lim;_o x(t) = 0 et lim;_ o x(t) = 1. Si ¢ est une fonction
C}(B), la fonction ¢x(v,) € WY2(B\E,). En comparant 1'énergie de u, avec I’énergie de
U, + Enpx(vy,) on obtient que

lim inf [/ ©(Vun, Vx(v,)) +/ X (vn)(Vun, Vo) | > 0.
Or Vx(vn) = X' (vn)Vun, |X| < 0 et [,|Vu,|* = 1. D’autre part x(v,) tend fortement
dans L?*(B) vers la fonction indicatrice de ©9%. On en déduit que

/Q (Y, V) > 6ol

et on conclut grace au fait que § soit arbitraire. On fait de méme pour tous les autres ()’ ce
qui prouve que u est un minimiseur d’énergie dans B\ Z°. Donc on sait d’apres la section
précédente que la croissance d’énergie est vraie avec v = 0,8 c’est a dire que pour tout r

/ |Vul? < ro,s/ |Vul?, (2.11)
B(0,r)\ 20 B(0,1)\ 20

Donc si on montre que Vu,, converge fortement dans L*(B(0,r)) on pourra en déduire une
contradiction du au passage a la limite dans (2.10) avec r = rq. Toute la suite de la preuve
sert donc a justifier ce passage a la limite, qui sera fait en toute fin de ce chapitre.

On considere donc la mesure u, := |Vu,|*dz sur B. Comme pour tout n on a u,(B) =1
)
quitte a extraire on peut supposer que pu, converge faiblement vers une certaine mesure

w. Et comme Vu, converge faiblement L? vers Vu, & priori on peut juste dire que (voir
proposition 1.62(b) de [AFP00))

|Vul*dz < p. (2.12)
On va montrer que (2.12) est une égalité dans B(0, ).

Tout d’abord, montrons que la partie réguliere de p par rapport a la mesure de Lebesgue
est |Vul|’dz et que la partie singuliere est concentrée sur Z° Pour cela, rappelons que
u, est une suite de fonctions harmoniques avec norme L? uniformément bornées et donc
uniformément bornées pour la norme L sur tout compacts de B\ Z°. Donc en recouvrant
B\Z° par un nombre dénombrable de compacts et en utilisant un procédé diagonal, on
peut dire que u,, converge vers u pour la norme LP sur tout compact et pour tout p. De plus,
comme les u,, sont harmoniques, on sait que leur gradients sont aussi uniformément bornés.
Donc, quitte a extraire encore une sous suite on peut supposer que les Vu,, convergent vers
Vu dans L? fortement sur tout compacts de B\ Z°. 1l s’en suit que pour tout compact U
dans B\ ZY,

wU) = lim p,(U)= lim /|Vun|2dx:/|Vu|2dx.
U U

n—-+400 n—-4o0o
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Donc il suffit de montrer que x(Z°) = 0. Pour cela, on va considérer un domaine cylindrique
Cj,. On définit la base
B' = B(0, pso) N Z°
et
Cn:={y € B;d(y,B") < h}.

On définit également
Cy ={y € B;d(y, B,) < h}

de base
B! := B(0,p,) N Z°

de sorte que C;' tend vers Cp, pour la distance de Hausdorff. On va estimer p(Cp,) et ensuite
faire tendre h vers 0.

Dans un souci de clarté, avant de poursuivre avec la vraie preuve, faisons un petit argument
qui explique l'idée de ce qu’on veut faire dans la suite sans justifier toutes les inégalités.
L’idée pour finir la preuve est de démontrer une inégalité du type

/ |Vun|2d:c§0/ |Vu,|*dx (2.13)
Ch Sn

ou S, est un certain domaine fermé tel que E?" N B(p,) C B(pn)\S, et S, tend vers

Seo = {x € Cp;d(x, Z") > Csd(z,0Ch)}.

En effet, supposons que (2.13) est vérifié. Alors un passage a la limite qui sera justifié plus
tard donnera
H(C) < Cu(S) = [ [VuPds < OV,
Soo
et donc en faisant tendre h vers 0 on en déduit que pu(Z° N B(0, pso)) = 0. C'est ce qu’on
voulait démontrer.

Poursuivons maintenant avec la preuve de notre théoreme. Le but est de justifier les
précédents arguments.

2.3.2 Construction d’un compétiteur

Pour prouver une inégalité du type de (2.13) on va construire un compétiteur pour u,
dans C;'. Tout d’abord on va utiliser le fait que E, est (eo,&,)-minimal pour construire
une famille de boules de Whitney autour de I'’ensemble F,, a partir d'une distance bien
adaptée au probleme.



2.3 Croissance de I’énergie pour une surface (g, )-minimale 105

Construction des boules de Whitney

Pour tout ¢ € I on note ¢; une fonction positive, 1-lipschitz, telle que

r; sur B;
Yi(z) = { 0 en dehors de 2B;
On définit ensuite pour tout = € B,
d(x) := Zz/;l(az)
i€l

La somme est localement finie et d(x) est Cy-lipschitz ou Cj est la constante de recouvre-
ment borné de la famille {105, };¢;.

Puis, pour tout z € E,, NC; on définit
d(z) := max(d(z,dC}),d(x)).

Pour tout x € E,, N C}' on considere la boule

B, := B(xz, %5@))

ou U > 30C) est une constante qui sera choisie plus tard.

On choisit ensuite {W;};e; une sous famille de boules {B,}.cp,ncy maximale pour la
propriété que

1 1
. ./ .
#3100 MgV =

La famille {W;},c; est une famille de boules de Whitney. Le lemme suivant récapitule les
propriétés des boules W;. Mais avant de passer a la preuve du lemme voyons d’abord la
situation sur le schéma suivant et essayons de comprendre la disposition des W;.



106 Régularité dans R? proche d’un céne minimal

L’ensemble F, est recouvert par des boules de Whitney ;. Le diametre des W; est
équivalent au maximum entre la distance au bord de Cj et le diametre des mauvaises
boules B; dans les alentours. Donc si il n’y a pas de mauvaises boules B; dans la région,
les boules W; sont simplement des boules de Whitney donc le rayon est équivalent a la
distance au bord. C’est ce qui se passe dans la partie gauche de la figure. Si en revanche il
y a des mauvaises boules B;, alors le diametre des WW; augmente pour englober ces mau-
vaises boules. C’est ce qui se passe pour les boules B; marquées en gras sur le dessin. La
présence de ces boules fait augmenter le rayon de W), et W;,. Ainsi, on est toujours dans
une situation ou on controle la géométrie dans chaque W;. Enfin, il peut se produire que
des mauvaises boules B; soient proche du bord 0B(0, p,,). Ceci implique que les boules de
Whitney touchent également le bord. C’est ce qui se produit pour Wj,. A ce moment la
on recouvrira ce genre de boules par les boules B] au bord. D’ou l'intérét de la “sphere
coupeuse”, c’est a dire de montrer la croissance d’énergie dans le complémentaire de E” et
pas E.

Lemme 2.19.

1
Propriété de Whitney i)  10W,; N 10W; # 0 = Q—Orj/ <r; <201y

Recowvrement de E, i) E,NC; C U W;

jeJ
Le recouvrement est borné dii) ICo;Va € Cp, 4{j € J;x € 10B;} < Cy
Condition au bord iv) U B; C U B!
JEJ;10W;NACH #D i€lp,

Contréle de la géométrie v) Vje J VR >r;, B(x;, R) <4eg
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Preuve : Montrons 7). Soit © € C;' et soit j et k dans J deux indices tels que 10W; et
10W}, contiennent x. Alors si x; et x;, désignent les centres des boules W; et Wy, comme 0
est Cy-lipschitz on a

5(x;) d(xy) + Cod(zk, x5)
Ury + Cod(zg, ) + Cod(z, xj)

Ur, + 10Cyry, + 10007’j

IA A A

Donc
(U —10Cy)r; < (U +10C)ry,

Puis en raisonnant de méme en échangeant r; et r; on en déduit finalement que

U —10C, U + 10C,
T v A L =
U + 10C) U —10C,

et donc si on considere que U > 30C) alors on obtient 7).

Montrons maintenant 7). On raisonne par 'absurde. Soit x € E,\ U,
que la famille W; n’est alors pas maximale. On rappelle que B, := B(z, 6(x)) et on
note r, le rayon de B,. En raisonnant comme précédemment on peut montrer que si

TioBI N ﬁVVj # 0, alors 20~ 'r; < r, < 20r;. Or comme x € E,\J,.,; W, on a (avec y un

: s 1 1
point commun a 155 W et 155 Bz)

W;. On va montrer

jeJ

1 21

< 2
700" = 100"

1
r; < d(z,x;) <d(z,y)+d(y,z;) < mrw

ce qui est absurde. Donc ¢a veut dire que WIOBI ne rencontre aucune des ﬁWj et donc on
peut rajouter B, a la famille W}, ce qui contredit que {W;};c; est une famille maximale.

En ce qui concerne 7ii) c’est une conséquence d’un résultat géométrique dans RY. En effet,
considérons une famille de boules dans RY qui contiennent tous un méme point, qui soient
de rayon équivalent a 1 et dont leurs centres sont tous deux a deux a distance plus grande
que 1—(1)0, alors ces boules sont forcément en nombre fini. C’est ce fait qui prouve #ii).
Prouvons iv). Soit j un indice tel que 10W; N AC;* # () et notons comme d’habitude z; le
centre de ;. Comme le rayon de W (noté r;) est par définition égal & & max(d(x;), d(x;, dCJr)),
et puisque U > 30, on en déduit que r; = %d(mj) = %Zie[ ¥i(x;). Donc il existe iy tel
que ;,(z;) soit non nul. Ce qui veut dire que z; € 2B;,. On peut supposer de plus que
Vo (2;) est maximum parmi tous les ¢;(x;). D’autre part r; = & D iwe2m, Yil@) < Cop,
(car les B; sont en recouvrement borné constante Cy). Donc finalement on a prouvé que

W; C (2+ 10%)&0

ce qui prouve iv) si on choisi C; = (2 4+ 1052).
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Enfin, il reste & montrer v). Soit j € J et R > r;. On veut montrer qu’il existe un cone
minimal Z; qui approche bien E, dans B(zj, R). Si x; ne se trouve dans aucune des
{Bi}icr, alors comme E,\ U B; est ep-minimal, il existe un cone minimal Z;  tel que pour
tout © € E, N B(xj, R), d(x,Z;r) < goR. Donc il suffit de considérer le cas ou z; € Bj,
pour un certain ¢y € /. Mais alors on a

Tig = ¢io(xj) < Z%(%) = d(ZL‘]) <7< R
i€l
Donc B(zj, R) C B(w4,,2R) et par la propriété iv) de la définition de (e, ¢eq)-minimalité
(définition 2.17) on sait qu'il existe un cone minimal Z tel que pour tout x € E,NB(x;,, 2R)
on a d(z,Z) < €2R. En particulier on a trouvé un cone Z; r tel que pour tout z €
E, N B(zj, R) on ait d(x, Pj) < 2eoR. C’est ce qu’on voulait démontrer et ceci acheve la
preuve du lemme. O

Orientation et Séparation

Maintenant que les boules W; sont construites ils faut faire quelques manipulations géométriques
et topologiques. Tout d’abord on va utiliser un lemme de “recentrage” de sorte que les
centres des cones minimaux qui approchent £, dans I soient environ dans %Wj al moins.

Si Z est un cone minimal on note type(Z) son type. Il vaut 1 si Z est de type P, 2 si c’est

un Y ou 3 si c’est un T. On sait que pour tout j € J il existe un come Z7 tel que

E.0W; C Z4, ., = A{y;d(y, Z7) < 4rjeo}.

On note £/ le nombre de composantes connexes de VVj\ZZ On a toujours

T5€0"
K7 < type(Z7) + 1.

Si le centre de Z7 est dans %Wj alors on a égalité, mais ce n’est pas toujours le cas
(par exemple si le centre est trop pres du bord de W;). Cette incertitude posera quelques
problemes dans I'extension de Whitney que nous effectuerons plus tard. Le lemme suivant
va remédier a ces problemes.

Lemme 2.20 (Recentrage). Soit 0 < n < 107° et soit Z un cone minimal dans R® qui
contient 0 (mais n’est pas forcément centré en 0). Pour tout r > 0 on note K" le nombre de
composantes connexes de B(0,r)\Z,, ot Z,, = {y;d(y, Z) < nr}. Pour tout k € NN[1, K]
on note A}, les composantes connexes de B(0,r)\Z,., et vol(A}) le volume de Aj,.

Alors pour tout ro > 0 il existe un 1 tel que

ro <11 < 4ry, K" < k™
et

Vk e NN[1,K™], wol(A}) > <7} (2.14)
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Remarque 2.21. La constante % est une vague minoration du volume de la plus petite

composante connexe du complémentaire d'un céne minimal centré au point (0,0, %) dans

B(0,1).

Preuve du lemme 2.20 : Donc on considere la boule B(0,ry). Si type(Z) = 1 alors Z est
un hyperplan qui passe par x, donc K™ = 2 et pour tout k € {1,2} on a vol(A}°) > %r:{’
donc on peut prendre r; = ryg.

On suppose donc que type(Z) = 2 et donc Z est un Y. Si K" = 2 alors comme x € Z la
seule possibilité est que tout les points de 'épine de Z soient situés dans R*\ B(0, (1—2n)r).
Donc comme 7 est trés petit (inférieur & 107°), pour k € {1,2} on a bien vol(A}°) > &r}
et donc on peut choisir r; = rg.

Si maintenant type(Z) = 2 mais que K™ = 3. Alors comme z € Z, ou bien pour k € {1,2,3}
on a vol(A;?) > ¢r}, ou bien il existe un ko tel que vol(A}°) < £r et alors pour k # ko on
a vol(Ay) > ¢ri.

Figure 1

Cas 1 Cas 2

Dans le premier cas on peut choisir 7, = r¢. Dans le second cas on prend r; = 2ry (voir la
figure 1).

Il reste maintenant le cas ou type(Z) = 3. On refait alors la méme discussion. Si K™ = 2
alors on garde r; = ry. Si K™ = 3 et qu’il existe un kg tel que AZ‘; < %ré’ alors on essaie
r = 2ry. Si K*® = 3 on garde r; = 21y (on est dans le cas 1 de la figure 2). Si en revanche
k20 = 4 et qu'il existe un ki tel que Ai’l’o < (2rg)® alors on prend 7y = 4r (on est dans
le cas 2 de la figure 2). Sinon on garde r; = 2rq.
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Figure 2

Point de type T

\\Points de type Y

Cas 1 Cas 2

Enfin si type(Z) = 3 et que K = 4 alors si il existe ko tel que A}° < £(rg)® on prend
r1 = 2rg sinon on garde r; = 7. O

Définition 2.22. Soit Z un cone minimal et B une boule qui intersecte Z. Alors si (2.14)
est vérifié on dit que Z est presque centré dans B. Ainsi, Z est presque centré dans B dés

que son centre se situe dans %B.

En utilisant le lemme 2.20, pour tout j € J on peut si besoin changer W; en 2W; ou 4W; de
fagon a ce que tous les cones Z7 associés aux boules W; soient presque centrés dans W;. En
effet, en utilisant une translation on peut supposer que W est centré en 0 et on applique le
lemme au cone Z associé a 4W; (qui approche bien FE,, dans 41V; mais également dans W
avec comme constante 4ey. D’apres le lemme on peut choisir parmi W;, 2W; ou 4W; une
boule telle que Z soit presque centré. Le cone Z’ associé a ce choix de boule étant proche
de Z il est également presque centré.

Cette nouvelle famille de boules vérifie encore les propriétés du lemme 2.19 quitte a modifier
légerement les constantes (en les multipliant par 4).

Maintenant on va discuter d’orientation et de séparation pour les boules de Whitney
{W;};es. Rappelons un peu la situation et introduisons de nouvelles notations. On rappelle
que E, sépare dans B = B(0,1) et que Z° est un cone minimal de type 7o = type(Z°) qui
approche bien F, dans B. C’est a dire que

E, C Z2 :={y € B;d(y,Z2°) < &o}.

Pour k € NN [1,£k”] on appelle A} les composantes connexes de B\ZJ et on nomme
également €, pour k& € NN [1,kP] les composantes connexes de B\E, telles que
contienne AY.
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Définition 2.23. Soit B(x,r) une boule incluse dans B(0,1). On suppose qu’il existe un
cone minimal Z qui contient x et qui approche bien E, dans B(x,r) c’est a dire

E,NB(z,r) C Ze, =4y € B(z,7);d(y, Z) < gor}.

On nomme Ay, pour k € NN [1, KP@1)] les composantes connexes de B(x,r)\Zye,. On dit
alors que B(z,r) est bien orienté dans B(0,1) si

i) B, sépare dans B(z,r).

ZZ) KB(x,r) < KB(OJ) ]

iii) Pour tout k € NN [1, kP@n] il existe I(k) € NN [1, kBOV] tel que Ay C Q.

i) Si k # Kk alors l(k) # (k).

On a alors la

Proposition 2.24. Pour tout j € J, W; est bien orientée.

Preuve : On se fixe un j € J et une boule W; que 'on notera B(z, ). Pour ne pas alourdir
la preuve on va oublier I'indice j car la boule W; est maintenant fixe. On considere les boules
BP := B(z,2Pr) pour p € NN [0, P], ou P est tel que

— <2Pr< i

32 ~ — 16
C’est toujours possible car r < 1—(1)0 et ainsi, toutes les B? sont incluses dans B(0,1) car
x € B(0, p,). On nomme aussi BY ! := B(0,1). On utilise maintenant le lemme 2.20 pour
extraire parmi les BP une sous suite B°®) telle que pour tout p, B°® soit presque centrée
et telle que le rayon de chaque boule ne soit pas plus grand que huit fois le rayon de la
précédente. On nomme toujours BP cette sous suite. B? désigne la boule de départ B,
et B! désigne B(0,1). Par contre le rayon de BP n’est plus exactement 2Pr mais est
équivalent avec un facteur 4.

On va montrer par récurrence décroissante sur p que BP est bien orientée. Ainsi, B; =: B°
sera aussi bien orientée.

Il est clair d’apres les hypotheses dans B(0,1) que BP*1 := B(0,1) est bien orientée. Soit
donc maintenant p € NN[1, P+1]. Montrons que si B? est bien orientée, alors BP~! est bien
orientée. On note P au lieu de £Z*, et on note également Z” le cone minimal qui approche
E, dans BP (on sait qu’il en existe un pour tout p par la propriété de (g¢, €)-minimalité de
E,). On note enfin r, le rayon de BP. On sait que

E,NBYCZ . = {y;dy, Z") < rpeot (2.15)

et de plus E,, sépare dans BP. On appelle A} pour k € NN[1, k7] les composantes connexes
de BP\ZP .
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Maintenant considérons BP~!. Montrons tout d’abord que E,, sépare dans BP~1. C’est a dire

. - 1
qu’il faut montrer que les composantes connexes de B? l\Zé’r -, Sont dans des composantes

connexes différentes de BP"'\ E,,. Soit A} les composantes connexes de BP~'\Z5~ io pour
ke NN 1, kP~!] Comme
E,nBtczt

—1€0

et que 1075, on peut choisir pour tout k un point ab ' tel que a2 ' € AV et
d(al™", n) > 2L (car les cones ZP sont presque centrés).

Comme d(ai_l,En) > =1 alors d(al 2P ) > rp-1(15 — €0) et en utilisant (2.15) il

10 —1€0
s’ensuit d(a? ", ZP o) = rp(55 — 10g0). Ce qui prouve que pour tout k& € NN [1,£P71] il
existe 1(k) € N[1, 7] tel que ab " € AP et par conséquent
kP < kP < kP
De plus les aifl sont dans des composantes connexes différentes de BP\ZP o, En effet,

-1

. —1 A~
supposons qu’il existe k; et ko tels que otk1 et otk2 soient tous les deux dans une méme

composante connexe de BP\Z? . Alors comme d(a?~ ", ZP _ ) > rpiy et comme les ZP sont

E0Tp Tp€Oo
: . e | —1
presque centrés, on en déduit qu’il existe un chemin contlnu [' qui relie ail et aiQ tel que

tous les points de I' soient a distance plus grande que 5 rp de Z , c’est a dire plus grand

p—

que 1[1)07"7, 1 de ZP~1 ce qui est absurde par définition des ak On conclut en utilisant

I'hypothese de récurrence et la définition d’étre “bien orienté”, ce qui prouve iv).

Maintenant si E, ne sépare pas dans BP~!, alors il existe k; et ko, ainsi qu'un chemin
. . . 1 1 A

continu qui relie ail et ap sans toucher E,. Or nous savons que F,, sépare dans B? donc

¢’est absurde.

Comme chaque A? était inclus dans un € et que E,, sépare dans BP~!, il s’ensuit main-
tenant que chaque Ai_l se trouve dans un (); également. Ce qui acheve la preuve de la
proposition. 0]

Extension de la fonction u,

On va maintenant construire une nouvelle fonction v a partir de u,, dans C;,. Pour chaque
boule W; on considere une fonction ¢; € C*, a support compact dans 10W;, qui vaut 1
sur 8W; et 0 en dehors de 10W/;.

Lemme 2.25. I existe une fonction ¢y € C* telle que

wo =1 dansB\UGJ

0o =0 dans | (2.16)

jGJ
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Et de plus il existe une constante C' telle que pour tout j € J et pour tout x € 10W;\8W;,

1
V(@) < O

J

Preuve : Soit [ € C*°(R") la fonction suivante

telle que [ vaut 0 sur I'intervalle [0, 8], vaut 1 sur [10,4o00[ et
I'(z) < 3. (2.17)
Alors la fonction

a1 ()

convient. En effet, elle possede bien la propriété voulue (2.16) et pour l'estimation sur le
gradient elle provient de (2.17), de la propriété i) du lemme 2.19 “de Whitney” et aussi du

fait que les {W;} soient en recouvrement borné avec rayon semblables. ]
On pose

%

T o+ >0 P

ce qui constitue une partition de I'unité sur B. Comme les 10W¥/; sont en recouvrement
borné la somme est localement finie.

On reprend les notations de la proposition précédente. C’est a dire dans chaque W il existe
un cone Z7 qui approche bien F,, donc

E,0W; C Z . = {y;d(y, Z7) < eor;}.

Tj5€0

On appelle A pour k € NN [1, k7] les composantes connexes de Wj\Zﬂjgo. Comme les B;

sont bien orientées on sait que chaque A{; est contenu dans I'une des composantes connexes
Q; de B(0,1)\E,. On renomme alors A7 en A/ de sorte que A7 soit contenu dans . Par
convention, si il existe [ tel que €; ne rencontre pas B; on pose A{ = (). Ainsi pour tout j
et pour tout k¥ € NN [1, k%, on a définit Ai. Dans chaque Ai on a choisit un point ai a
distance plus grande que %rj de E, et on considere également Dj une boule de centre aj,
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et de rayon ﬁrj. On appelle aussi m{; la moyenne de la fonction u,, sur Di. C’est toujours

possible car les cones dans W; sont presque centrés.

On définit maintenant pour tout &£ € NN [1, &B(O’l)]

V¥ () i= o) un () + Z mi0;(x).

7>0

Les fonctions v*

R, =, 10W;.

sont bien définies sur B\F, et elles coincident avec u, en dehors de

Montrons que les fonctions v* sont dans W2(B\E,) et estimons leur énergie en fonction
de celle de u,,. On se fixe donc un point x dans R, = Uje ;10B;. Soit J, 'ensemble des
indices j tels que 10W; contienne z. On sait alors par le lemme (2.19) i) que toutes ces
boules sont de diametre équivalent.

D’autre part, toutes les boules 10W; pour j € J, sont toutes incluses dans 30W;, ot jo est
n’'importe quel indice fixé dans J,. Par la propriété v) du lemme 2.19 on sait alors qu’il
existe un cone Z, qui passe par z;, (centre de Wj,) tel que tout point de E,, N 30W,, soit
a distance inférieur a 91207, de Z, ou rj, est le rayon de Wj,. On sait également que Z,
est presque centré dans W;,. Donc E, est a distance au plus 400gqr; de Z, dans toutes les
W, qui contiennent x. Donc si on considére les composantes connexes de R*\Z,, chacune
contient au plus un D! pour chaque j € J,. On peut donc définir pour tout &, un domaine
polyedral Df (pavé si Z, est un hyperplan ou domaine convexe de type Y ou T si Z, est
un Y ou un T) qui contient chaque Di pour tout j € J,. Par exemple pour D} on peut
prendre quelque chose qui ressemble a I’enveloppe convexe des Di. De plus le diametre des
polyedres Dy est %5 (x) car toutes les boules W, pour j dans J, ont un rayon équivalent
a 0(z). La constante C' une constante universelle géométrique. Enfin Df ne rencontre pas
E,.

Schéma de la situation lorsque Z, est un hyperplan
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Schéma de la situation lorsque Z, est un Y

On appelle également mj, la moyenne de w,, sur Df. Comme les 6; forment une partition
de 'unité, on sait que ) V#; = 0 et donc on peut retrancher mj ce qui donne

Vo () = OV () + Vo (un — mf) + > (m], — m§) Vo;(x). (2.18)

7>0

Or en utilisant I'inégalité de Poincaré (la constante C' désigne une constante dimensionnelle
uniquement)

p = < O [ o) =iy < 5 [ ) =ity < O [ (9utla
J K J k

D:E

D’autre part on sait que tous les r; pour j € J, sont équivalents. En outre comme |V§;| <
Cr; ', alors chaque terme de la somme dans (2.18) est majoré par C’% fDi |Vu,(y)|dy.
De plus 7; est minoré par C~'§(x) donc finalement comme la somme n’a au plus que Cy
termes,

[Vo* (@)] < [Vun(@)00(x)] + [VOo(@)][un(z) — mk!+05( E / [Vun(y)ldy — (2.19)

on montrera plus tard que

. 1
o) =) < O [ 19wl (2.20)
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On en déduit

VI < (@) + O [ 9y

= fa

Donc

Vo (@) < T+ f5 4+ 2f1fe <207+ f3).

On définit maintenant le fermé

v, = (| J 10w\ () swy)

jeJ jeJ

de sorte que 6 est a support dans V,,. Et on aura également besoin de

Afl = U Dy
l‘eRn
On rappelle que
R, = J10m;.
jeJ

On integre pour x € R,. Pour fi, comme on a tronqué par 6, on a immédiatement

fi(z)dr < |Vu,(z)*dz.
Ry,

Pour f5 en appliquant holder on trouve

1
L IR
2 5(1’)3 Dz‘ ( )|

En intégrant et en appliquant Fubini il s’ensuit
2 1 2
f(z)dx < C’/ 3 / 1ax|Vun(y)|“dy | dz
Ry, R, \0(@)* Jps 7"

< c / Vaun(y)? / 5(a)*de | dy.
Ak {z;yeDg}
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On va maintenant montrer que

/ 5(z)Pdz < C (2.21)
{z;yeDi}

ou C' est une constante dimensionnelle en particulier indépendante de ¢,,.

Si z est fixé, alors Dy est un polyedre contenant le centre d'un certain Di (le centre de D}
est & distance au plus £4(z) de z) de diametre $6(x). Donc Df est inclus dans la boule
B(z, £6(x)). Ce qui veut dire que {z;y € Df} est inclus dans ensemble A := {z;d(z,y) <
€6(x)}. Montrons que pour tout x dans A, d(z) est équivalent & 6(y). C’est ici que le choix
de la constante U est important. En effet, si x est dans A alors comme ¢ est Cy-lipschitz,

o(x) < d(y) + Cod(z,y)
d’ot
CCy

6(y) > o) — —28(x). (2.22)

Rappelons que Cj est la constante de recouvrement borné de la famille {10B;};c;. En
particulier Cy est indépendante de U. Donc si U est choisi assez grand % est plus petit

que 1 de sorte que (2.22) donne
() < Co(y).

D’autre part,

5(y) < 3(x) + Cod(x,y) < C8(x).

Donc §(x) et §(y) sont équivalents sur A et

/ §(z)Pdr < C’(S(y)_?’/ dx < C.
{zyeDE}

{z;d(z,y)<Cs(y)}

Ce qui prouve (2.21) et finalement

| wtafa < [ Fu@pde+c [ (Futa
n Vn n

Il ne reste plus qu’a prouver (2.20). En fait on veut majorer

|un(2) — mi|VOo(z)
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donc on peut supposer que z est dans le support de V6, c’est a dire x € V,,. Pour montrer
la majoration voulue on va utiliser un accroissement fini sur w,, qui est une fonction
harmonique donc réguliere. Pour cela on aura besoin du fait que pour tout x € V,, et tout
y € Di, le segment [z,y]| ne rencontre pas ’ensemble singulier E,. C’est un élément qui
semble fortuit mais qui au contraire est tres important. Comme nous allons le voir juste
apres, c’est a cause de cet argument qu'on a besoin de la “sphere coupeuse” de taille p,.
On appelle Q) la composante connexe de B\ E,, qui contient AY. On note également

VF = V,\E, N Q.

Alors pour tout x € VF\
on le voit sur la figure 1.

B et y € D, le segment [z, y| ne rencontre pas E,, comme

Dy

il

Oy

X

Les seuls ennuis qui peuvent se produire concernent le bord. Si il n’y a pas de mauvaise
boule B; pres du bord alors on est toujours dans la situation de la figure 1 et donc il n’y
a pas de probleme. En revanche, si il y a des boules B; pres du bord alors les W; peuvent
intersecter le bord 0B(0, p,) N AC,, et il peut y avoir des points x trop proches de E,, qui
posent des problemes comme sur la figure 2. Mais comme on a entouré les W; en question
par les boules Bi, ce cas n’arrive jamais.
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Figure 2

En conséquence, la majoration suivante est valide pour tout = € V;"\ U,.; Bl

1
une) =t < o [ (o) — )y
il o,
1
< i ] el Ve oy — )y
| Dy Dz J[0,1]
1 / / dz
< Vu,(2)|——=dy
D71 S S N
<

1

ce qui cloture la construction de v*.

2.3.3 Fin de la preuve

Par construction, les v* coincident avec u,, sur B(0,1)\R,. On compare donc 1’énergie de
u, avec celle de la fonction v définie par
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v =v" dans )\ U B!

el

(dans les autres composantes connexes on peut décider que v = 0). On obtient alors
une version légerement différente de (2.13). En effet, u,, est par définition un minimiseur
d’énergie dans le domaine B\ E*" donc

/ |Vu,|* < / |Vol?
B\Ef{™ B\E{™

K
R S
n k=1 n

< C [ |Vu)+C |V, |?
Vn Ui A%
d’ott
|Vu,|* < / |V, |* + (J/ |V, | (2.23)
Ch Cn\Rn VnUUk A,’?L
On appelle
Sn 1= (Ch\Rn) UV, U J AL
k
On a alors

[Vu,|* < C/ |V, |.
Sn

Ch
Montrons que
S,, converge vers Sy, := {x € Cp;d(z, Z°) > Csd(z,9Cy)} (2.24)
et
Tim ( . |Vun|2dm) < 1(Ss) (2.25)

(C5 est une constante qui sera explicitée plus tard).

On se donne donc un 1 > 0. On appelle S7, un 7n-voisinage de So,. C’est a dire ST :=
{z € B;d(z,5) < n}. On va montrer qu'il existe des constantes C5 et Cy telles que pour
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n assez grand, tous les S, sont inclus dans S¢¢7. En effet, on choisit ng tel que pour tout

n > ng on ait g, < g et |p— pnl < g Ainsi, pour tout n > ng et pour tout x € E,, on a

d(z,Z°) < n. Soit maintenant un point x € S,,, pour n > ng. Montrons que x est dans S7..

[¢]
En effet, si x est dans S,,, alors par définition ou bien x € V,,, ou x € Affb ou x € Cp\R,.
Traitons chacun de ces cas séparément.

e Si z est dans AF, alors x appartient & un certain polyedre D} pour un certain y, dont le
diametre est équivalent a %5 (z). Ce qui veut dire que la distance entre z et Z, (le cone de
la définition de Dy) est plus grande que Cd(z,dC;'). Or comme E,, est proche de Z, & &g
pres a Uéchelle de DY, on peut en déduire que

d(z, E,) > Cd(z,0C;) —eoCd(x,dCy).
Donc si gq est choisi assez petit devant la constante universelle C', on a
d(x, E,) > Cd(x,0Cy)
et maintenant on utilise que F,, est & distance au plus ¢, du cone Z° et donc

d(z, 2°) > Cd(z,dC) — &, > Cd(z,dC) — g (2.26)

et puisque [p — p,| < 3 on obtient
d(x, Z°) > Cd(z,0Ch) —n
ce qui prouve que = € S si on prend pour C5 la constante qui intervient dans (2.26).

e Si z est dans C,\R,, ou dans V},, alors x n’est dans aucune des boules 8WW;. Notons

Qn = J8W;

jedJ
et
Q1 :={y € Cr;d(y, Q) < Cen}

avec Cg une constante qui sera fixée plus tard. Montrons qu’il existe une constante ¢ (qui
dépend de Cj et U) telle que

Qn 2 {y € Cu;d(y, 2°) < cd(y,dCy)}. (2.27)
En effet soit y € Cj, tel que d(y, Z°) < cd(y, dCp). On appelle i € Z° un point tel que
d(y,5) = d(y, 2°).
Comme FE, sépare et que E, C Zgn, il existe un point z € E,, tel que

d(y,z) < ep.
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En effet, si ce n’est pas le cas, alors la boule B(y,¢,) ne contiendrait aucun point de FE,
ce qui contredit la séparation. Soit maintenant W), une boule de la famille {W;},c; qui
contient z. Une telle boule existe car I'ensemble des W} recouvrent E,. Le rayon de W,
est r;, = ~8(zj,) avec x;, le centre de W;,. L’application & est Cy-lipschitzienne. Donc

U
5(y) 5(xjo> + C10|y - xj0|
0(zj) + Colly =yl + |y — 2| + [z — x5])

d(zj,) + Coled(y, OCh) + 5 + 1)) (2.28)

IA A CIA

Rappelons que
6(y) = max(d(y, 0Cy), d(x)) = d(y,0Cy) = d(y, dCp) — .

On en déduit que

(1 cCoi(y 6G,) — (1+ Con < (1+ S2)3(r,).

Maintenant,
ly =gl + 17— 2l + |z — o
cd(y, 0Cp) + €, + 1y,

c(1 —cCo) (1 + %

’y_'rj0|

IAIA

IA

)5(xjo) + (1 + 00)77] + 1)+ Ty
On peut donc choisir ¢ < 1 assez petit pour que
|y - xjo’ < 8Tj0 + 0677

ou Cg dépend de c. Ce qui montre que y € B(z;,, 7, + Cen), donc (2.27) est démontré.
Puis en passant au complémentaire on en déduit

Ch\Rn C {y S Ch, d(y, Zo) > C5d(y, aCh) + 0677}

et
Ch NV, C {y € Ch; d(y, Zo) > C'5d(y, 8Ch) + 0677}

avec Cy et Cg qui dépendent de c. On en déduit que z € SC" (quitte & modifier encore
une fois la constante Cj).

Maintenant montrons (2.25) et terminons la preuve du théoréme. On va réutiliser les nota-
tions et les résultats du paragraphe précédent. C’est a dire pour tout n, on sait qu’il existe
un ng tel que pour tout n > ny, S, C SZ. On sait d’apres (2.23) que

|V, |[*dz < C/ \Vu,|*dz.
Chn Sn
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Autrement dit si u,, désigne la mesure |Vu,|*dz on a

n(Ch) < Cin(Sn)

Or comme p,, converge faiblement vers p et que C, est fermé, on sait que p,(Cp,) converge
vers 1(Cp). D’autre part comme chaque S, est inclus dans S" pour n assez grand, on
peut faire la majoration suivante et passer a la limite

1(Cp) < C'lim inf un(ng”)

n—oo

donc en utilisant la convergence faible maintenant que S est fixe et fermé
p(Ch) < Cp(SLE).
Enfin, en faisant tendre 1 vers 0 on obtient
1(Cr) < C(Sec)- (2.29)

Ce dernier passage a la limite est bien justifié car p est un mesure réguliere et donc
1(Soo) :=inf4(1(A)) ou I'inf est pris sur tous les ensembles ouverts A qui contiennent S,
et S est une intersection dénombrable de S7..

Pour finir la preuve du théoreme une fois que (2.13) est établi, on utilise le fait que pour
presque tout « (la largeur du cylindre Cp,), u(9Cy) = 0, et que So,\OC;, ne rencontre pas
ZY donc p est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur cet ensemble,
de sorte que

(G < o/ VulPdz < Ch|VulZ.
Soo

La majoration de Vu sur S, provient du fait que u est une fonction harmonique avec
dérivée normale nulle sur Z°. Donc en faisant tendre h vers 0, et comme ceci est vrai pour
presque tout h, on obtient que u(Z°) = 0 et donc que Vu, converge fortement dans L2
vers Vu. Donc en passant a la limite dans (2.10) on obtient une contradiction avec (2.11)
ce qui acheve la preuve du théoreme. O]
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2.4 Croissance et régularité pour Mumford-Shah

Nous allons maintenant passer a la preuve de la régularité pour un Minimiseur de Mumford-
Shah. La premiere étape consistera a montrer que 1’énergie normalisée est croissante. On
utilisera pour cela un argument de temps d’arrét afin de se ramener au théoreme de crois-
sance d’énergie pour les surfaces (g, €)-minimales. L’argument de temps d’arrét occasion-
nera des pertes qu’il faudra aussi controler (appelé “mauvaise masse”). C’est ce qui fait
I'objet de tout ce qui suit.

2.4.1 Construction d’un compétiteur

Dans cette section on voudrait décrire une méthode générale pour construire un compétiteur
pour un minimiseur de Mumford-Shah. En particulier, lorsqu’on se donne un compétiteur
L pour I'ensemble singulier K dans une certaine boule B, on voudrait trouver une tech-
nique pour définir une fonction w dans la boule B\L associée a ’ensemble L sans perdre
trop d’énergie par rapport a u. La méthode employée est encore basée sur une extension
de type Whitney pour la fonction u. Pour construire la famille de boule appropriée, nous
allons utiliser une méthode a temps d’arrét de fagon a se ramener a travailler dans un cadre
“(e,60)-minimal”. Certains diront que la méthode a temps d’arrét employée ressemble a
une “décomposition de la courone” qui a déja été utilisée avec succes dans le passé. On
pourra consulter par exemple [DAV00] page 86, [DS91] chapitre 2 ou encore [LEG].

On se place dans R? mais pour le cas d’un hyperplan on pourra généraliser facilement &
RN tous les résultats de cette these et ainsi on doit pouvoir retrouver le résultat complet de
L. Ambrosio, N. Fusco et D. Pallara sans ajouter beaucoup de modifications. Les résultats
de ce chapitre s’étendent également au cas de RV=1 x Y et RV~! x T, sous reserve que le
résultat de G. David [DAV07] fonctionne encore.

Séparation et controle du saut

Soit donc un minimiseur de Mumford-Shah (u, K) et fixons € > 0. On suppose qu’il existe
une boule B(zg, 1)) telle que dans cette boule K est e-proche d’un céone minimal Z° de
type P,Y, ou T (voir les définitions 0.15 et 0.16), c’est a dire qu’il existe un cone Z° tel que

K N B(xg,r0) C Z° = {y;d(y, Z°) < ery}.

€To

Autrement dit,
ﬂ(x(]a TO) <e

ou [ est définit par

B(xg,ro) == r_loirzlf { sup{d(y, Z);y € KN B(a;o,ro)}}.
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L’inf est pris sur tous les cones de type P, Y, ou T qui contiennent xy (mais ne sont pas
forcément centrés en ).

On suppose par ailleurs que Z° est centré en z,. On se placera en général sous ces hy-
potheses dans la succession de résultats qui suivront. Introduisons encore quelques nota-
tions habituelles. On note £° le nombre de composantes connexes de B(xg,70)\Z° et pour
tout k € NN [1, k%] on considére une boule Dj, de rayon %ro de sorte que chaque D, se
situe dans I'une des composantes connexes de B(zg,79)\Z", le plus loin possible de Z°. On
note également m; la moyenne de uw sur Di. On introduit ensuite

5k,l($077“0) = |mk - ml|

et enfin le saut normalisé est défini par

N[

J(wo,m0) =1 2 min{0p ;1 < k, 1 < K et k # 1} (2.30)

De maniere générale, pour tout x € K et tout rayon r tel que la boule B(x, ) incluse dans
B(xg,r0), et telle qu’il existe un cone Z presque centré dans B(z,r) qui approche bien K
dans B(z,r) on définit le saut normalisé de maniere analogue

J(z,r) =1 2 min{0; 1 < k.1 < £2@) et k # 1}

ou les dy; sont définis comme précédemment (différence de moyenne de u sur des boules
dans des composantes connexes différentes de B(z,7)\Z le plus loin de Z possible et de
volume équivalent au volume de B(x,r)).

Si une boule B(x,r) est telle que 8(z,4r) < 1075 mais que le cone Z qui réalise I'inf n’est
pas presque centré, on peut quand méme définir le saut. En effet, par le lemme 2.20 on sait
que B(0,2r) ou B(0,4r) est associée a un cone minimal presque centré et donc on définit
J(x,r) comme étant égal au premier de J(x,2r) ou J(z, 4r) dont le cone est presque centré.

Tous les parametres définissant le saut (choix de Z° constante 4 pour obtenir un cone
presque centré, diametre et position des Dy, etc) ne jouent pas un role majeur. Une modi-
fication de ces parametres ne fait que multiplier le saut par une constante universelle.

Tout d’abord on aura besoin de résultats de séparation. Pour cela on va utiliser une version
généralisée de la proposition 1 p. 303 de [DAVO05].

Proposition 2.26. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans Q@ C R? et 0 < gy <
1075, On suppose qu’il existe x € Q, r > 0 et € << gy tels que B(x,r) C Q et il existe un
cone minimal Z presque centré dans B(xz,r) tel que

1
sup —d(y,”Z) <e.
yeKNB(z,r) T
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On suppose également que

wé(m,r)J_l(x,r) <e (2.31)
et

wg(x,r)% < CJ(z,7r) (2.32)

avec C' une constante universelle fixée par la démonstration. On appelle D, pour k €
NN [1,k] les domaines de la définition de J(x,r) Alors il existe un ensemble compact
F(x,r) C B(z,r) tel que

KN B(z,7) C F(z,r) C {z € B;d(z,Z) < rgi} (2.33)

F sépare chaque Dy de Dy pour k # 1 dans B(z,r) (2.34)
H*(F(z,7) N B(x,r)\K) < Criwy(z,r)2 J(z, )"

De plus il existe une constante C' telle que F posséde la propriété x (définie juste apres).

La proposition * montre qu’on controle la géométrie de F' méme aux petites échelles. Voici
la définition de “F possede la propriété .

Définition 2.27 (Propriété x). Pour toute boule B(y, s) incluse dans B(x,r) centrée sur
K N B(x, ‘(1)—8) telle que B3(y,2's) < eq pour tout 0 < | < L avec L le premier entier tel que
B(y,2Ls) ne soit plus inclus dans B(x,r), et telle que le cone Z, qui approche K dans

By, s) soit presque centré, alors
FNB(y,s) CA{zd(z 2Z,) < Ceys}.

Remarque 2.28. La condition (2.32) nous permet d’avoir la propriété x et la condition
(2.31) nous permet de montrer que la propriété x implique la derniére inclusion de (2.33).
La proposition est encore vraie sans la propriété x si on enléeve les hypotheses (2.31) et
(2.32). Dans ce cas, (2.33) se démontre en utilisant une rétraction comme dans 44.1 de
[DAVO05].

Preuve : La premiere partie de la proposition se montre de la méme fagon que pour
montrer la proposition 1 p. 303 de [DAV05]. Ecrivons quand méme la démonstration car il
sera plus facile de montrer la propriété x ensuite.

Pour tout A on appelle

S(A\) :={y € B(z,r);d(y,Z) < Ar}

et on note Ai(A) pour k € NN [1, type(Z) + 1] les composantes connexes de B(xz,7)\S(\)
qui intersectent Dy. On pose V = B(z,r)\K. On va construire a partir de la fonction w,
une fonction v telle que

1

v(y) = my pour y € Ag (E) (2.35)
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et

/V|Vv| §C/V|Vu|. (2.36)

Pour cela on considere pour chaque k une fonction ¢y, telle que 0 < ¢, < 1 et ¢ = 1 sur
Ai(55), ok = 0 sur V\A(55) et [Vgy| < Cr~'. On pose ensuite

p=1-Y o
k

et
v=put S g
k

ol my, est la moyenne de u sur Dy. Ainsi, (2.35) est tout de suite vérifié. En ce qui concerne
(2.36) on a

Vo(y) = e(y)Vuly) — Y Lo 2y ) Veor(y)uly) — my

et comme € << )y, les Ak(%) ne rencontrent pas K et donc on peut appliquer 'inégalité
de Poincaré dans les domaines A (55) ce qui donne

/ Ver(y)l[uly) — muldy < Cr? / u(y) — mldy
Ag(3) Ag(3)
< vuwy
Ar(3)

ce qui permet de montrer (2.36).
Maintenant nous allons remplacer la fonction v par une fonction w plus réguliere dans V'
qui vérifie toujours

1
w(y) =my. poury € A7) (2.37)

et

/V|Vw| gc/v|vu|. (2.39)

On va utiliser une extension de type Whitney. Pour tout z € V on note B(z) la boule
B(z,1072d(z,0V)), et soit X C V un ensemble maximal tel que pour tout z € X, les B(z)
soient disjointes. Remarquons que par maximalité si y € V', alors B(y) rencontre une boule
B(z) pour un z € X et donc y € 4B(z) et donc les boules 4B(z) recouvrent V.

Pour tout z € X on choisi une fonction ¢, supportée dans 5B(z) telle que p.(y) = 1
pour tout y € 4B(z), 0 < . (y) < 1 et |V.(y)| < Cd(z,0V)~! partout. On pose ®(y) =
Y osex P=(y) sur V. On a ®(y) > 1 car les 4B(z) recouvrent V' et la somme est localement
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finie car toutes les boules B(z) qui contiennent un point fixé y sont disjointes et ont un rayon
équivalent a d(y,0V). On pose ensuite ¥, (y) = ¢.(y)/®(y) de sorte que > ¥.(y) =1
sur V. Enfin, si m, désigne la moyenne de v sur B(z) on pose pour y € V

zeX
Siy € A(s5), m. = my pour tous les z € X tels que y € B(z) et donc (2.37) est vérifié.
De plus
=Y m.VY.(z) = ) [m. — my)][Ve.(y)]
zeX zeX
ou m(y) est la moyenne de v sur B(y) = B(y,107%d(y,0V)). La somme prise

au point y a au plus C termes, et chacun de ces termes est plus petit que
Cd(y,0V) Ym, — m(y)] < C’d(y,aV me )|Vv| en utilisant l'inégalité de Poin-
caré, et parce que toutes les boules 5B( ) qui contiennent y sont contenues dans
10B(y) € V. Donc |[Vw(y)| < Cd(y,0V )~ me )\Vv| et pour obtenir (2.38) il suffit

d’intégrer sur V', appliquer Fubini, et utiliser (2. 36)

On applique ensuite la formule de la co-aire (voir [FED69] p.248, et également [DAVO5]
chapitre 28) a la fonction w sur V. On obtient

/H2(Ft)dt:/ Yl gc/ vl
R Vv Vv

ouI'y :={y € V;w(y) = t} désigne I'ensemble de niveau ¢ de la fonction w. On rappelle
que )
J(z,r) :=r 2min{dg;; k # I}
et
Ok = |my, — my|

my, désignant la moyenne de u sur Dy. Soit kg et k; les indices tels que dgyx, = /7J(x,7)
Par Tchebychev, on choisit un ¢; strictement compris entre mg, et my, et tel que

HAT,) < Clmgy — mi| ™ / 1Vl
1%

= Cr_éJ(:B,r)_l/ |Vul
v
< Or*J(x,r)  wy(, T)% (2.39)

Pour tout couple ky # k; on fait la méme chose, c’est a dire qu’on choisit t5 etc, autant
que le nombre de composantes connexes de B(x,r)\Z le nécessite (un si Z est un ¥, deux
si Z est un Y, trois si Z est un T). On pose ensuite

F= UFt [K N B(z,r)] C B(z,r).
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C’est un ensemble fermé dans B(z,r) car chaque I'y, est fermé dans V = B(x,r)\K et K
est également fermé. Le fait d’avoir pris un ensemble de niveau nous donne que F' sépare
les Ak(%) entre eux dans B(x,r). En effet si ce n’est pas le cas, alors c¢’est qu'il existe k et
I et un chemin continu y qui joint Ax(15) et Ai(55) et qui ne rencontre pas K (car K C F).
Alors v C V, donc w est bien définie et continue sur -, et donc il existe un point y € ~ tel
que w(y) = t;. Ainsi, y € F, ce qui est absurde.

Il reste a Prouver la propriété *. Soit donc B(y,s) une boule centrée sur K telle que
B(y,2's) < g¢ pour tout 0 < I < L avec L le premier entier tel que B(y,2%s) ne soit plus
inclus dans B(x,r). On note B; := B(y,2%s) et quitte a extraire une sous suite on peut
supposer en utilisant le lemme 2.20 que dans chaque B; le cone minimal dans approche K
est presque centré. Le rayon de B; n’est alors plus exactement 2's mais est équivalent a
un facteur 4 pres. Les boules B; constituent donc une suite de boules centrées toutes en y,
telles que B; C Bj11 et By = B(z,s). On note Z; le cone minimal associé a B.

Pour montrer que F' C Zy(gy) := {z;d(z, Zy) < £os}, il suffit de montrer que

w(y) £t dans B(y, s)\Zo (o). (2.40)

Soit donc y &€ Zy(go). Rappelons que

wiy) =Y m.e.(y).

zeX

Soit X (y) C X l'ensemble (fini) des z tels que ¢.(y) # 0. Montrons que

Vz e X(y), |m, —mp,| < C’r%wg(w, r)s (2.41)

ou mp, est la moyenne de u sur le “bon” domaine Dj, et m, est la moyenne de v sur
B, := B(z,1072d(z,0V)). En effet, on peut utiliser un argument analogue & la proposition
2.24. C’est a dire que par récurrence, on peut associer a chaque composante connexe de
{y;d(y, Z;) > 10e9} N By, une composante de {y;d(y, Z;11) > 109} N Byyq, et ainsi relier
les composantes de {y; d(y, Zy) > 100} N Bs a 'un des Ag. On note Oy la composante de
{y;d(y, Zo) > 109} N Bs qui contient y et par récurrence on note O; la composante de
B\ Z(e) qui est reliée a Oy. Grace a la configuration géométrique particuliere dans chaque
B; on peut choisir un domaine G, inclus a la fois dans O; et O;4; et de diametre équivalent
au rayon de B;. On note m; la moyenne de v sur G;. On peut maintenant estimer
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L L 1
o —my| < Z|ml—ml+1|s2—/ v — 1y
O] Jo
=0 =0 l
L

L

1
< — - < 2! 2/
< 3 Cp [ow mals 0w [ v
L 3
< Y c@s)e / Vol
1=0 Or41
L : 3
< Syt [ v ( / mﬁ)
=0 Or11 Or1
L 5
< Y c@s)t / Vol (2.42)
1=0 Or41
s L s L
< (/ yw?) ZC(zls)igc</ yw?) (27r)i
v 1=0 v 1=0
L oo
< c(/ |vu|2) Z(g—lr)igcri(/ Vol2)} gcri</ V)t
Vv 1—0 1% Vv
< Créwg(a:,r)%

pour (2.42) on a utilisé 'estimation (3). En faisant un calcul similaire a précédemment on
trouve que X )
|mg —mp,| < Cr2wy(z,r)s.

D’autre part, comme 2z € X(y), alors ¢,(y) est non nul. Ce qui implique que d(z,0V) >
Cd(y,0V) > Ceq. Et donc B, := B(2,1072d(z,0V)) C Zy(Cep). Comme par hypothese K
ne rencontre pas cette région, on peut appliquer I'inégalité de Poincaré pour prouver que

Im, — mg| < C’r%wg(x, 7")é
ce qui prouve (2.41).

Maintenant on en déduit (car > .(y) =1)

00—

1
w(y) —mp,| = lwy) = Y e.(y)mp,| < D |m.—mp,| < Craw(a,r)s.
z€X(y) z€X(y)

(2.43)

Done si wsy(x,7)s << CJ(x,7), on peut supposer que w(y) # t;. En effet, revenons au choix
des t; (voir les alentours de (2.39)). On a t; € <5 [mu,, my, ). Bt grace a (2.43), si wo(x, 7) est
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suffisamment petit devant J(z,7), alors on est str que w(y) # t; et donc F' ne rencontre
pas la région Z;(Cey).

Il reste enfin a prouver (2.33). En réalité, on va montrer que la propriété x et I'hypothese
(2.31) prouvent (2.33). En effet, en utilisant (2.31) et (2.35) on peut trouver un recouvre-
ment de I par une famille de boules B{(z;,r;)} centrées sur K et telles que r; < =r avec
€ < gg. Or comme f(z,7) < e,ona f(z;,r;) < eo. Et on a également 5(z;,t) < gy pour tout
t > =. Donc en appliquant la propriété x dans B(xj,r;) on obtient F' C {y;d(y, Z;) <er}
ol Z; est le cone associé a B(x;,r;). Maintenant, pour tout y € F'N B(x;,r;) on a

dy,Z) <d(y,zj) +d(z;, Z) <rj+e< C’gir
0

ce qu’il fallait démontrer. O

Le lemme 7 page 301 de [DAV05] montre que le saut normalisé se controle assez facilement
mais il est énoncé pour le cas du plan uniquement. Nous allons généraliser ce lemme pour
les autres cones minimaux. Commencons par le

Lemme 2.29. Soit (u, K') un minimiseur de Mumford-Shah dans 2. Soit x € K, r et r,
tels que B(xz,7) CQet0<r <r < %7’1. Supposons également que 3(z,r) < 1007, Alors

(ST

‘(E)é J(x,m) — J(2,7)| < Cwslz, 1)} < C(1 + h(r)) (2.44)

r

avec C' une constante dimensionnelle.

Preuve : Pour tout r; <t < 2r; on note Z; un cone minimal tel que
Vy € KN B(x,t),d(y, Z;) < tf(z,1)
et pour tout A on note également
Ai(N) :={y € B(a,t),d(y, Z;) > At}.
Enfin, on désigne par AF pour k € NN [1, k] les différentes composantes connexes de A;.

On suppose dans un premier temps que Z, est presque centré (c’est a dire que le centre de
Z, est dans 1B(z,r)). Rappelons que dans ce cas

J(z,7r) = P min{dy; }

ott Oy, = |my(r) —my(r)| et my est la moyenne de u sur un domaine Dy (z,r) dans AF(=-).

100
Comme r; > %7’, que Z, est presque centré et que ((z,r) < 1—(1)0, on peut considérer des

L) de sorte que chaque Dy

boules Dy, dans chaque composante connexe de B(z, )\ Zr (355
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soit de rayon équivalent & r (et donc de r1) et tels que les Dy, soient inclus dans AF (1(1)—0).
Par 'inégalité de poincaré on a

mp, ~mal <0 [ (4l
AR

et également

Mo~ map] <12 [ 194l
A

T

OU Mpy(a.r), Mak, Mp, () désignent les moyennes de u sur Dy(z,7), A Dy(z,7). On en
déduit que
|mf)k - ka(:L‘,r)| < CTQ/ |VU| < CT%‘)Q(I r) < C(l + h( )) %
B(z,r)\K

La derniere inégalité provient de (3). Maintenant exactement de la méme maniere on
obtient

mp, =MDy < 07“2/ Vu| < Criw(z,r) < O(1 + h(r))r
B(z,r)\K

ou les Dy(z,71) sont les domaines qui servent a définir J(x,?;). De ces inégalités on tire

1
Pestimation de r2.J(z,r) — r2.J(xz,r1) qui permet de montrer (2.44).

Enfin, si Z, n’est pas presque centré alors il y a deux cas. Soit Z,, n’est pas presque centré
non plus et donc on raisonne avec 2r; et 2r ce qui revient a la démonstration que 'on
vient de faire, ou soit Z,, est presque centré et alors ¢a veut dire que Z,, est un cone de
type inférieur au type de Z, et donc il suffit de controler seulement les moyennes dans les
composantes connexes A, qui touchent les A, , et les différences entre ces moyennes est
toujours controlé par le saut J(z,r). O

Lemme 2.30. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans Q. Alors six € K et r
sont tels que B(x,r) C Q et pour tout 1 <t <r, B(x,t) <1071, alors

N

J(z,m) > (1) [T (z,7) — C'] (2.45)

(&

ot C":= (1 + h(r))C avec C une constante dimensionnelle.

Preuve : Sir; <r < %7'1 alors (2.45) provient du lemme 2.29. Sinon on utilise une suite
de rayon 7y tels que r, = %rk,l et on applique le lemme2.29 suffisamment de fois de sorte
que 7 devienne plus grand que r. On obtient

T(e,m) > A3 T(w, (4/3)1) — OV/A/3 (1 + /473 + /43 " +.

> VA7 U (4)3) ) - f_—%]. (2.46)
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et on conclut en utilisant le lemme 2.29 une derniere fois. ]

Dans la suite lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible on notera tout simplement F
et B a la place de F(xg,19) et B(xg,r9). De plus on suppose a partir de maintenant que
xo = 0. On peut s’y ramener a ’aide d’une simple translation.

Construction des cubes de temps d’arrét

Dans cette section on va construire une famille de cubes S par un argument de temps
d’arrét, avec la condition que dans tous les cubes de S, I’ensemble singulier K ressemblera
toujours a un cone minimal.

On aura besoin d’utiliser des cubes dyadiques associés a ’ensemble singulier K. On pourra
trouver page 93 de [DAV00] une telle construction pour toute surface Alfors-Réguliere de
RY. En particulier on a :

Proposition 2.31. Soit K un fermé de mesure H? localement finie dans R3. On suppose
qu’il existe une constante Cy telle que pour toute boule B C RY de rayon R on ait

Ci'R* < H*(BNK) < CyR?.
Alors il existe une famille de partitions A; (j € Z) de K en “cubes” Q tels que
1) Sij<k, Qel; Qe alorsQNQ =0 ou@ C Q'
2)  SiQ € A; alors diam(Q) ~¢, 27 et H*(Q) ~¢, 2%
3) Il eziste un centre cg € Q tel que d(cg, K\Q) > Cy 'diam(Q)
1) YQeA, ¥r>0, H{z € Q;d(x, K\Q;) < 727} < Cyrtu2%
Remarque 2.32. On note A ~¢ 29 si C7120 < A< CY

Remarque 2.33. La propriété 4) ne nous sera pas utile. Donc une autre maniere de
procéder, et qui est suffisante pour la suite, est peut étre d’utiliser simplement un réseau
de point avec des échelles dyadiques.

Remarque 2.34. Le diametre diam(Q) est sup{d(z,y);z,y € Q} ou la distance est la
distance euclidienne dans R? (et pas la distance géodésique sur Q!).

On part donc de @ un cube qui contient K N B(0, o), qui est contenu dans K N B(0, 1570)
et sur lequel on peut appliquer la proposition précédente. Donc on dispose d’une famille
de cubes dyadiques A sur Qg dont )y est I'ancétre commun. Si () est un cube dyadique
de )y, on dit que () est un bon cube si

H?*(F N B(cg, Mdiam@)) — H*(K N B(cg, MdiamQ)) < eydiam(Q)? (2.47)
et si de plus il existe un cone minimal Zg tel que

Vo € K N B(cg, MdiamQ), d(x, Zg) < eodiam@ (2.48)
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ou M est une constante qui sera choisie plus tard, et ¢f tel que € < g << g9 << %
On note G 'ensemble des bons cubes (c’est a dire vérifient (2.47) et (2.48)) et B = A\G
I’ensemble des mauvais cubes. On peut remarquer que le diametre des mauvais cubes qui
ne vérifient pas (2.48) est majoré par 227 si B(0,79) < e. D’autre part le diametre des
mauvais cubes qui ne vérifient pas (2.47) est majoré par 257 si wa(z,r) et J ' (z,r) sont
assez petits devant e.

On va maintenant construire notre ensemble S. On commence par mettre () dans S (car
Qo € G) puis on effectue I'algorithme suivant. Parmi tous les fils de @)y, pour ceux qui sont
dans B on s’arréte, c’est a dire qu'on les met dans S mais on ne va pas voir parmi leurs
propres fils, par contre pour ceux qui sont dans G on les met dans S puis on recommence
avec leurs fils. On note Stop(S) la famille des cubes pour lesquels on s’est arrétés, et
End(S), 'ensemble des points x € Q) tels que tout cube (Q € S qui contient x est dans S.
On a donc la décomposition suivante

QozEnd(S)U< U Q).

QeStop(S)

Remarque 2.35. La construction que l'on vient de faire a strement un lien avec la
construction de ’homéomorphisme dans la preuve de la généralisation du théoreme de
Reifenberg par G. David, T. De Pauw et T. Toro [DPT] (sauf que dans [DPT] ils n’uti-
lisent pas les cubes dyadiques directement mais simplement un réseau de points avec des
échelles dyadiques). Au départ la construction de ce chapitre avait pour but de se servir
éventuellement de leur travail [DPT] mais finalement il s’est avéré que c’était inutile.

Construction des cubes de Whitney

A partir des cubes de S construits dans la section précédente, on va obtenir une famille
de boules W; qui aura les mémes propriétés géométriques que ceux de S mais en plus les
boules W; auront la propriété d’eétre des cubes de type Whitney. C’est a dire si deux boules
sont proches dans ’espace, alors c’est qu’ils ont a peu pres le méme diametre. On pourra
trouver une construction du méme type (mais tout de méme un peu différente) dans le
chapitre 8 de [DS91]. Cette nouvelle décomposition W nous servira pour prolonger notre
fonction u a la maniere d’un prolongement de type Whitney.

On va définir donc une sorte de nouvelle distance associée aux cubes de S. Mais avant,
on va changer S en S de sorte que nos boules de Whitney recouvrent bien les cubes de
Stop(S) et méme les boules B(cq, Adiam(())) avec A une constante qui sera choisie plus
tard.
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On note S™ les cubes de S de la génération n. Par exemple S° contient seulement Qo,
S Jes fils de Qo, etc. Donc pour tout cube @ € S™ N Stop(S) on pose

A™Q) = | J{R € SP; RN B(cq, Adiam(Q)) # 0}

p>n

et
Parasite(S™) := U A™(Q)
QeS™NStop(S)

puis,
Parasite(S) = U Parasite(S™)

neN
S := S\ Parasite(S)

on nomme également

Stop(S) := Stop(S)\Parasite(S).
Ainsi, Parasite(S) contient les cubes de plus grande génération qui sont trop proches des
cubes de Stop(S). Les cubes de Parasite(S) peuvent étre enlevés car les gros cubes de
Stop(S) dont ils sont proches suffisent.

On introduit maintenant une nouvelle distance associée aux cubes de S :

Vo € R d(z) := inf {d(z, Q) + diamQ} (2.49)
Qes

Pour tout x € Qo = K N B(xg, o) tel que d(x) > 0, soit R, le plus gros cube dyadique de
Qo contenant x et qui satisfait

1
diam(R,) < — ing (d(u)) (2.50)
ue Ry
ou L est une constante plus grande que 1 qui sera choisie plus tard. La hiérarchie entre les
constantes A, L et M est la suivante :

A<< M << L.

La constante L est fixée dans l'extension de Whitney de u. Elle joue le méme role que
la constante U de la section précédente. On prendra L suffisamment grande pour qu’une
certaine intégrale soit bornée comme dans (2.21). La constante M est aussi fixée dans
I’extension de Whitney de maniere a aligner les cubes de Whitney qui contiennent un
méme point par rapport a un cone minimal commun. De plus il faudra fixer M plus grand
que L dans la remarque 2.39. Enfin, la constante A sera fixée dans la preuve de (2.71),
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et dépendra de M, L, Cy et d’autres constantes comme 7 qui sera introduit plus tard. La
constante A nous assurera que les boules de Whitney recouvriront les cubes de Stop(S).

Soit R;, i € I une renumérotation de l’ensemble des cubes R, sans répétition (en faisant
varier x).

Proposition 2.36. Les cubes R; sont deuz a deux disjoints et on a R; N End(S) = 0.

Preuve : Le fait qu'ils soient disjoints provient de la structure dyadique et de la maximalité
des R;. De plus si z € End(S) alors d(z) = 0. Donc tout cube R; qui contiendrait x serait
de diametre nul. ]

Comme dans la section précédente, pour tout ¢ € I on associe a chaque R; une boule W;
définie par
W; := B(cg,, diam(R;))

On note W := {W;,i € I}. Les boules W; forment une famille de type Whitney. C’est a
dire qu’on a la propriété suivante.

Proposition 2.37. Si 2W,; N 2W, # 0, alors
Crlry <r; < Cyry

avec r; = diam(R;) et Cy = (4LC_SQL)

Preuve : Si Q est un cube de S et z et y deux points quelconques, alors

d(z,Q) < dz,y)+d(y,Q)
d(z, Q) + diam(Q) < d(z,y) +d(y, Q) + diam(Q)
d(z) < d(z,Q) + diam(Q) < d(z,y) +d(y, Q) + diam(Q)
d(z) < d(z,y)+d(y,Q) + diam(Q)

donc en passant a I'inf on en déduit que

|d(z) — d(y)| < d(z,y)

ce qui montre que la fonction z +— d(z) est 1-Lipschitz.

Soit maintenant y un point de 2W; et v un point de R; (le cube dyadique qui définit la
boule W;). Alors comme d est 1-Lipschitz on a d(u) < d(y) + 2diam(R;) d’ou d(y) >
inf,cp, d(u) — 2diam(R;) et enfin

d(y) > (L — 2)diam(R;). (2.51)

D’autre part, le pere R de R; ne vérifie pas (2.50). Donc il existe un point z de R tel que
d(z) < Ldiam(R) < C22Ldiam(R;). Donc comme d est 1-Lipschitz

d(y) < d(z) +d(y, z) < d(z) + 2C3 Ldiam(R;) < 4C2 Ldiam(R;) (2.52)
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donc (2.51) et (2.52) ensembles donnent,
Vy € 2B;, (L — 2)diam(R;) < d(y) < 4C5 Ldiam(R;)

Maintenant, on suppose que 2W; N 2W; # 0. Alors pour y € 2W; N 2W; en utilisant
I'inégalité précédente on sait que d(y) est équivalent a la fois a diam(R;) et diam(R;) et
on en déduit donc

L-2, | 4021
) < ) <
4C§Ldmm(RZ) < diam(R;) < -9

diam(R;) (2.53)

ce qui prouve la proposition. O

De plus, la famille de boules W est tres liée a notre décomposition de la couronne S comme
le montre la proposition suivante.

Proposition 2.38. Il existe une constante Cy telle que pour tout v € I et toute boule
W, € W de rayon r;, il existe Q; € S tel que

C’{lri S dzale S 027’1'
et
d(Bi, Qi) < Cor;

avec Cy une constante qui dépend uniquement de Cy et L.

Preuve : Par définition de R; et en utilisant les estimations de la proposition précédente
on peut dire que pour tout ¢ et tout point x € R; il existe un cube Q) € S tel que

d(z, Q) + diam(Q) < 2d(z) < 4C3 Ldiam(R;).

11 suffit donc de choisir parmi les ancétres de @) un cube qui fait 'affaire. [

Remarque 2.39. Une conséquence de la proposition précédente est que pour toute boule
W; € W de rayon r; il existe un cone Z; tel que pour tout x € K N M'W; on a

d(l’, Zz) S 07607"1'

ou C7 dépend de Cy et L, et M’ est une constante qui dépend de M,Cy et L, plus
précisément M’ = M —8CZL. Pour s’en convaincre, il suffit de prendre un ancétre suffisam-
ment gé () du cube @ donné par la proposition 2.38 de fagon avoir W; C B(cy, diam(Q))).

Ainsi le cone @ est une bonne approximation de K dans W;. Plus grosse est la constante
A, et plus loin dans la généalogie de () on doit aller chercher ) mais il est important de
noter que de cette fagon, C7 et M’ ne dépendent pas de A.

Voici encore deux propositions qui termineront ce paragraphe et seront utiles dans la suite.
Tout d’abord on va montrer la
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Proposition 2.40. La famille {2W;}ic; forme un recouvrement borné de V = J,.; W; de
constante Cs3 qui dépend de Cy et L.

Preuve : Soit x € V un point fixé et I, I'ensemble des indices des boules W; € W qui
contiennent . Alors 'union (J;.; W; est incluse dans la boule B(x,2C,7) ol r est le rayon
de n’importe laquelle des {W;};c;,. Or chaque W; contient un cube dyadique R;, et les
cubes R; sont disjoints. Il en résulte que

|I.|Cy%r? < Z H*(R;) < H*(K N B(z,2C1)) < CoC?r?

i€ly

la deuxieme inégalité provient de 1’Alfors régularité de K de constante Cy. Donc finalement
|I,] < C ou C est une constante qui dépend de Cj et C}. O]

Extension de la fonction u

Avant de passer a l'extension de la fonction u, il faut parler un peu d’orientation et de
composantes connexes. On va suivre le méme schéma que ce qui a été fait dans la section
2.2.2. Tout d’abord, on utilise le lemme 2.20 pour dire que quitte a changer W; en 2W; ou
4W;, on peut supposer que chaque cone Z° associé & la boule W; est presque centré dans
W;. La nouvelle famille ainsi construite est encore une famille de Whitney.

Ensuite en faisant la méme démonstration que celle de la proposition 2.24, on peut montrer
que

Proposition 2.41. Pour tout v € I, W; est bien orientée au sens de la définition 2.23.

Maintenant de la méme maniere que I'on avait étendu la fonction u,, au chapitre 2.2.3., on
peut maintenant étendre la fonction u. La preuve est vraiment identique. On va simplement
rappeler le début pour remettre les notations dans le contexte actuel et la suite suivra
comme dans le chapitre 2.2.3. En effet, a partir de notre minimiseur (u, K') dans B(0, 7o)
on dispose de notre famille de boules de Whitney notée W qui forme un recouvrement borné
de I'ensemble V' := | J,.; Bi. De plus pour chaque rayon p €]0,7] on note I, 'ensemble
des indices i tels que 2W; touche 9B(0, p) On note également I, := {i € I;2W; N B(0, p) #
0}\1,. Rappelons que l'ensemble F' sépare dans B(0,7). Pour p € [0,r¢] on note K le
nombre de composantes connexes de B(0,p)\Z% , et pour k € NN [1,£”] on note V}
les composantes connexes de B(0, p)\F qui intersectent D* (petit domaine qui définit le
saut J(0,p)) et on note également u* les restrictions de la fonction u dans ces régions.
Pour p € [0,70] on va trouver une extension de la fonction u* & (V¥ U V)\ Ues, 2W;. On
obtiendra ainsi une fonction qui sera bien définie dans le complémentaire de n’importe
quel compétiteur pour la surface K (et qui sépare). Le prix a payer se comptera en terme
d’énergie de v dans une petite région pres de K, ainsi que la masse des B; pour ¢ € I, qui



2.4 Croissance et régularité pour Mumford-Shah 139

sera estimée plus tard. En effet par Fubini on choisira un rayon p qui donnera la meilleure
estimation possible.

On considere pour chaque i € I une fonction ¢; qui vaut 1 sur W; et 0 en dehors de
2W;. On réutilise le lemme 2.25 pour construire une fonction ¢y qui vaut 1 en dehors des
2W; et 0 sur chacune des W;. Par construction, ¢ vaut 0 sur V' := J, W;. Donc on peut
décomposer py en somme de K fonctions ¢f qui valent respectivement 1 sur V* et telles
que toutes valent 0 sur V. Enfin, on pose

S S S -
Coest iz Pi g+ Zi;éo Pi

ce qui constitue K” partitions de 1'unité, chacune associée & V¥ U V. Pour chaque boule W
on a vu dans la section précédente qu’il y avait une orientation. Donc pour chaque boule
W; on peut définir des petits domaines D¥ qui sont des boules de diametre équivalent au
diametre de W; et tel que chacune des D se situe dans Vp’“ loin de I'ensemble F'. On définit

Uk( ) = 900 +ka9k
>0
k

ou les nombres m;
VUV

sont les moyennes de u sur DF. La fonction v* est bien définie sur

Les fonctions v* sont dans W12(V U V*) et leur énergie s’exprime en fonction de celle de
u. En effet, c’est une extension de type Whitney identique a I’extension de u,, du chapitre
3.1.4. C’est pourquoi on ne va pas réécrire I’argument une deuxieme fois. On peut résumer
le résultat obtenu dans la proposition suivante.

Proposition 2.42. Soit (u, K') un minimum de Mumford-Shah dans B(0, 1) tel qu’il existe
un cone minimal Z centré en 0 tel que

K Cc{y € B(0,r¢);d(y, Z) < erg}.

Pour tout p € [0,7q] et pour k € NN [1,k”] on appelle V¥ les composantes connexes de
B(0, p)\F qui contiennent les D (domaines introduits dans la définition du saut J(0, p).
Alors 1l existe une petite région V' autour de K incluse dans B(0, p) {z;d(z, Z) < C£ro}
et des fonctions v*® définies dans VFUV' et qui coincident avec u sur VF\V', qui coincident
également avec u sur OB(0, p)\U;e;, 2Wi (ot les boules W; sont construites dans la section
sur les cubes de Whitney). Enfin, on a les estimations

/ |VoF(2)|2dr < / |Vu(x)|*ds + C/ |Vu(r)|*d.
VEUV B(0,p)\K VK
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2.4.2 Croissance et régularité

On va montrer que ’énergie normalisée de u décroit quand le rayon tend vers 0 comme
une puissance du rayon. Pour cela on va utiliser un argument du méme type que dans la
section 48 de [DAVO05]. Le tout est de trouver un bon compétiteur (v, G) dans la boule
B(0, p) ou p est un certain rayon judicieusement choisi.

Choix du rayon

On cherche un rayon p € R := [, 4r0] tel que la masse des mauvaises boules B; qui
intersectent 0B(0, p) soit inférieure a la moyenne c’est a dire, en notant J(p) := {j €
J; B; N dB(0,p) # 0} et r; le rayon de la boule B; (I'ensemble J et les boules B; sont
définis dans les paragraphes précédents, c¢’est une numérotation des boules B(cg, diam(Q))
ou  parcourt Stop(S) construit dans la premiere section)

1 / 1 / 1
2 2 3
r? < ridt < r;<C T
VSR a2 S TR 2 S T 2

jeT

Donc finalement on a trouvé un rayon p qui vérifie

Z T <—Zr <Csup{rj}2r <C’ Zr (2.54)

jeJ(p JEJ jeJ jeJ

Comparaison avec un minimiseur d’énergie

Une fois que p est choisi on va construire notre compétiteur. Par construction de temps
d’arrét, ’ensemble F' a la propriété d’étre (g, e)-minimal au sens de la définition 2.17.
En effet, si on considere la famille de boules {B,};c;, par construction on sait que F' est
e-minimal dans le complémentaire de ces boules et on a également pour tout j, r; < =.

€0
Donec si on considere 'ensemble

G = (F\UB)uUaB

J€J(p) JEJ(p)

alors si € est assez petit devant g9 et 9 on peut appliquer le théoreme 2.18 et donc on
sait que l'énergie normalisée décroit pour tout minimiseur d’énergie dans B(0,7)\G. En
particulier si w est le minimiseur d’énergie dans B\G qui coincide avec u sur 0B\G =
OB\F (pour I'existence d’un tel minimiseur, consulter par exemple [DAV05]| page 97), en
appliquant le théoreme 2.18 avec v = 0,02, on peut dire que pour tout a < %, il existe un
g9 (qui dépend de a et g¢), tel que si € est assez petit (devant gy et e3(a, &g)), alors on a



2.4 Croissance et régularité pour Mumford-Shah 141

1 1
—2/ Vw|* < a7—2/ |Vw|?. (2.55)
(m‘o) B(0,ar0)\G To JB(0,r0)\G

Le deuxieme ingrédient qui nous sera utile est I'estimation suivante. Comme (u, K') est un
minimum de Mumford-Shah et puisque (w, G) est un compétiteur on obtient

[P0 < [ Ve B(GOB0.) + Ph)
B(0,p)\K B(0,p)\G

d’ou

/ VP —/ VP
B(0,p)\K B(0,p)\G

< H*(GNB(0,p)) — HYK N B(0,p)) + p°h(p)

< Cr2ws(0,7)2 J (g, m0) L + C Z 5+ p*h(p)
J€J(p)
< Cr3ws(0,70)2J (w0, 70) ! + 085 > 12+ p’h(p). (2.56)
0~
jed

Le troisieme ingrédient est le fait que Vw et V(w —u) sont orthogonaux dans L?(B(0, 70)).
Cela vient du fait que w est un minimiseur d’énergie dans B(0,79)\G et que u est un
compétiteur pour w dans ce domaine. Donc

/ Vi — Vaf? / Vu? —/ V2.
B(0,r0)\G B(0,r0)\G B(0,r0)\G

On peut donc maintenant estimer ’énergie de u dans une petite boule. Soit 0 < a < %,
alors

/ Vul? < 2/ IVw|? + 2/ |Vw — Vu|?
B(0,ar0)\G B(0,ar0)\G B(0,ar0)\G
< 2a2+7/ |Vw|? +2/ |Vw — Vu?
B(0,r0)\G B(0,r0)\G

< 2&2“/ |Vu\2+2/ |vu\2—2/ IVl
B(0,r0)\G B(0,r0)\G B(0,r0)\G
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d’ou

1 1 _ €
w(0,arg) < 2a’w(0,79) + CEWQ((), ro)2J (o, 7o) ! + Oag_so Z i+ p’h(p).  (2.57)

jeJ

L’ inégalité (2.57) est I'estimation fondamentale qui sera utilisée pour controler I’énergie.

Lemmes de compacité sur les ensembles presque minimaux

Cette section traite principalement de résultats sur les ensemble presque minimaux (voir
la définition 2.4 en introduction). Dans les estimations futures on aura besoin d’un lemme
qui dit que dans chaque mauvaise boule du temps d’arrét on peut gagner quelque chose.
Ce lemme s’exprime de la fagon suivante. Si une boule B(z,r) est telle que = € K et
B(x,r) < g9 mais B(z,ar) > gy alors il existe un ensemble qui fait mieux que K dans
B(z,7) en terme de surface.

Tout d’abord, voici un énoncé qui nous sera utile et qui est un résultat de [DAV06] sur les
ensembles minimaux. On rappelle que pour tout ensemble presque minimal E dans B(z, )
on note f(r) la fonction exces de densité

f(r) =6(x,r) —lim6(¢) (2.58)

t—0
avec

0(z,7) =r 'H*(E N B(z,7)).

La limite en 0 de 6 existe car E est presque minimal (voir 2.3. de [DAV00] et la remarque
qui suit). Pour z € F on appelle d(z) la densité au point z c’est a dire d(z) = lim;_.¢ 0(z, ).
La fonction d(z) ne peut prendre qu’'un nombre fini de valeurs, plus précisément d(x) €
{0, T, 37”, dy} qui sont (excepté 0) les densité des 3 cones minimaux dans R3.

Théoréme 2.43. [DAVO06] Il existe 1 > 0 et b > 0 tel que pour tout ensemble E presque
minimal dans B(0,r¢) C R? avec fonction jauge h(r) = Cir® qui vérifie

f('l"o) S &1 et h1<7"0> S &1

ha(r) = /0 rh(2t)%

on a
Blz,r) < Crt Yo e ENB(0,107%) et 0 < r < 1074,
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Pour un ensemble presque minimal F, la fonction
O(x,t) .= H*(B(x,t) N E)/t?

est presque croissante en t et donc la limite quand ¢ tend vers 0 existe, ce qui permet de
définir la fonction d(x). Malheureusement si £ est maintenant un ensemble singulier d’un
minimiseur de Mumford-Shah, la croissance de 6 n’est pas aussi facile a montrer. En fait
il semblerait que 6 ne soit pas la bonne fonction a considérer mais plutot la somme de la
densité et de I'énergie 6(z,r) + wa(x, 7). Par exemple en utilisant la méme démarche que
pour montrer la croissante de 6 dans le cadre des ensembles minimaux, on arrive a montrer
que pour un minimiseur de Mumford-Shah la fonction

ri—r(@(x,r) +ws(x,r))

est croissante. On se heurte donc a une difficulté pour définir un analogue de la fonction
f(r) pour les ensembles singuliers de Mumford-Shah.

Donc pour utiliser le théoreme 2.43, on a besoin de contrdler la fonction densité f(r).
C’est ce qui fera I'objet des lemmes suivants. Le but étant d’obtenir un énoncé analogue au
théoreme 2.43 mais en remplagant I’hypothese sur f par une hypothese sur 3. Tout d’abord,
’application de la proposition 16.24 de [DAV06] dans B(x,71073) avec 1; = €510, combiné
avec la proposition 18.1 de [DAV06] dans B(x,7107°) et avec 1, = £7107° (ol les 7 et &3
sont ceux de [DAV06]) permet d’énoncer le lemme suivant.

Lemme 2.44. [DAVO06] Il existe un n; > 0 tel que si E est un ensemble presque minimal
dans un ouvert U € R® de fonction jauge h, si v € E et r > 0 sont tels que B(x,r) C U,
sl existe Z de type P, Y ou T tel que

2r
DBy <m e <m [ HOT <n
0

et si B sépare dans B(x,r), alors il existe un point x € E N B(x,r107°), du méme type
que le type de Z.

Remarque 2.45. Rappelons que D, , est la distance de Hausdorff normalisée bilatérale
définie en (6).

Remarque 2.46. L’hypothese de séparation est utile seulement pour le cas du T. Voir les
propositions 16.24 et 18.1 de [DAV06] pour plus de détails.

Remarque 2.47. Le lemme 2.44 n’est pas évident car rien n’empéche a priori un ensemble
minimal de ressembler fortement a un cone de type T dans B(x,r) mais constitué unique-
ment de points de type Y (voir par exemple [DAV06] section 19). Le lemme nous dit en
fait que sous des hypotheses de séparation, de controle et h et (3, ce n’est pas possible.

Voici maintenant 1’énoncé qui nous sera utile dans la suite. Il est a comparer avec 1’énoncé
du théoreme 2.43.
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Lemme 2.48. [| existe 1y telle que si E est un ensemble presque minimal dans ['ouvert
U C R3 avec fonction jauge h(r) = Cir®, six € E et ry sont tels que B(x,2ry) C U et

o dt
h(ro) < m2 h(t)7 <1
0
et st de plus il existe un cone minimal Z centré en x tel que
Dm,ro(Ea Z) <y

et que E sépare dans B(x,rg), alors il existe des constantes C' et b telles que pour tout
y€ ENB(x,70107°) et 0 <7 <107° on a

Blz,r) < C (L)b

To

Preuve : Si 7y est choisi plus petit que 7, on peut appliquer le lemme 2.44 a E dans

B(z,10) et donc il existe un point z dans B(x,79107°) du méme type que Z. Donc en
particulier pour tout 7, d(z) = 3 H?*(Z N B(z,r)) et donc on peut exprimer le défaut de

densité au point z dans B(z, ) par

f(2. ) = BN B 3) ~ HZ N B )

On définit le compétiteur L par

I MUZNB(z,%) dans B(z,2)
E dans U\B(z, %)

ou ’ensemble M est un petit mur
M = {z € 0Bz, T—QO);d(:L‘, Z) < 10rgne}.

L’ensemble L est un MS-compétiteur pour F, et donc

Hz(EﬂB(z,%O)) < Hz(LﬂB(Z,%O))‘l-irgh(%)
< M)+ B2 0 B(= ) + M)

et comme H?(M) < Cr2ny on en déduit
,
f(za 50) < 0772

Donc si 7, est assez petit devant €, on peut appliquer le théoreme 2.43 dans B(z,%) et
donc pour tout y € EN B(2,1072) et 0 <r < 107*22 on a

Bly,r) < Cr (2.59)

et comme |z — z| < 107°rg on en déduit que (2.59) est vrai pour tout y € B(x,10™°r) et
0<7r<107°7r. O
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Remarque 2.49. Pour toutes constantes Cy, M et g on appelle 7 le rayon tel que

L 2
<
= MC?

€0

On peut maintenant s’occuper de notre lemme principal qui servira a compter la quantité
de mauvaises boules dans I’argument de temps d’arrét.

Lemme 2.50. Pour tout ey < ﬁm, M, Cy, C{, et pour tout r <7 (ou T est donné par la
remarque 2.49), il existe une constante &y telle que si E est un ensemble fermé de mesure
H? finie dans B(0,1) C R? qui contient l'origine, uniformément concentré de constante
,
b, St

=
=
=
IN

€0 (260)
2

> 2
B(0,r) > MC§€0

et si le cone associé a (3(0,1) est centré dans B(0,107°), si on suppose également qu’il
existe un ensemble F' qui contient E et tel que F' sépare dans B(0,1) (voir définition 2.63)
et

H2(F) — H¥(E) < 5,

alors il existe un ensemble L de mesure H? finie, MS-compétiteur pour E tel que

H(E) — H*(L) > 6

Preuve : On raisonne par l'absurde. Si le lemme n’est pas vrai, alors il existe r < 7, il
existe g9 < 1572 telles que pour tout d il existe un ensemble E; qui vérifie (2.60) et (2.61).
De plus pour tout MS-compétiteur Ls on a

H*(Es) — H*(Ls) < 6. (2.62)
Et pour tout ¢ il existe un ensemble Fs qui contient Ej, qui sépare dans B(0, 1) et tel que
H?(Fy) — H*(E;) < 6 (2.63)

On fait tendre maintenant ¢ vers 0. Quitte a extraire une sous suite, on sait que la suite
d’ensemble Ej tend vers un certain ensemble Ej au sens de la distance de Hausdorff. Par
passage a la limite, on en déduit que cet ensemble Ey vérifie toujours (2.60) et (2.61) (avec
éventuellement des inégalités larges).

On voudrait montrer que Fy est un ensemble localement minimal dans B(0, %) Soit L
un MS-compétiteur pour Fy. Comme Ej tend vers Fy pour la distance de Hausdorff Dy,
on sait que pour tout 7 il existe un 1’ tel que pour tout n < 1, Dy(FEy, E.) < 7. Donc
si T, = {x € 0B(0,1);d(z,L) < 7}, on sait que E; N 9B(0,1) C T,. Donc I'ensemble
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Ls := LU(E; N B(0,1)\B(0, 2)) UT; est un MS-compétiteur pour Ej. Donc en appliquant
(2.62) on obtient

H*(Es) H*(L;) +6
H*(L)+ H*(T})

< H*(Ln B(0, Z)) + C7(6)

IA A

Comme de plus les Es sont des ensembles qui vérifient la propriété d’uniforme concentration
avec constante C{) qui ne dépend pas de J, on a

HA(Ey) < limg_oH?(Ey).
Donc en faisant tendre 6 vers 0 on obtient
H?*(Ey, N B(0,1)) < H*(L) 4+ Clim7(8) = H*(L N B(0, 1))

et donc Ej est un ensemble minimal (c’est a dire presque minimal avec fonction jauge

h=0).

De plus Ej sépare dans B(0,1) (en particulier Ey est non vide). En effet, si ce n’est pas
le cas, alors il existe un chemin continu v qui joint A" et A~ (deux points dans des
composantes connexes différentes de B(0, 1)\ Z19-5) dans B(0,1) et tel que 7 ne rencontre
pas Ey. Comme Ejs tend vers Ey pour la distance de Hausdorff, pour tout 7 il existe un 4,
tel que pour tout § < J, tous les Fs sont 7 proches de Ey. Soit x le point de v qui réalise
I'inf de d(x, Ey). Comme 7 est disjoint de Ej il existe une boule centrée en x telle et de
rayon strictement positif r. Si on prend 7 plus petit que r on peut montrer que tous les Ej
pour § < §, ont un trou de taille au moins r, ce qui contredit (2.63).

Donc finalement FEj est une surface localement minimale dans B(0, %), qui sépare et qui
vérifie (2.60) et (2.61). On voudrait donc appliquer le lemme 2.48 pour obtenir une contra-
diction. On sait que
6(0 1) < €0 < L7’]2
T T 7100

et que le cone associé est presque centré dans B(0,1). Donc il existe z € B(0,107°) et un
cone Z centré en z tel que pour tout € ENB(z, 1), d(z, Z) < 1. De plus Ey sépare dans
B(z,3). Montrons que

D, 1(Eo, Z) < 1. (2.64)

1
2,5
Il faut montrer uniquement que pour tout = € Z, d(z, Ey) < n9. Or si ce n’est pas le cas, il
existe x € Z tel que B(x,n2) N Ey = (). Mais alors on peut trouver un chemin continu qui
relie deux points de deux composantes connexes différentes de B(0,1)\Z 1, SANS toucher

I'ensemble Ejy, ce qui contredit le fait que Ej sépare. Donc on a montré (2.64) et donc on
peut appliquer le théoreme 2.48 dans B(z, %), ce qui implique en particulier que

5(0,7”) < M—ngo
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ce qui contredit (2.61) et acheve la preuve du lemme. O
En appliquant le lemme 2.50 on en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.51. Pour tout cube Q € Stop(S) il existe un ensemble L, MS-compétiteur
de K dans B(cg, %Mdz’am(@)) et tel que

H%KnB@@%Mmmem-JF@mB@@%Mmme»pyM%MmmeW

Preuve : Soit Q € Stop(S). Alors par définition de la condition de temps d’arrét, pour
tout cone minimal Zg qui contient cq il existe un * € K N B(cg, Mdiam(Q)) tel que
d(z, Zg) > eodiam(Q). En d’autre termes on a

B(cq, Mdiam(Q)) = =2
M
On cherche un ancétre de @) de la p-ieme génération noté Qf” tel que

Blcq, Mdiam(Q)) € Bleg,, 2diam(Q?))

On a alors _ .
%Wg#%%?g?%
ou p est le premier entier tel que
ys Gy

et comme Qp n’est pas un cube de temps d’arrét on en déduit que

B(co, %Mdz’am(@)) < %go.

Rappelons que
Bleq, Mdiam(Q)) = =2

Quitte a multiplier le rayon par 10° ou 10'0 et en utilisant le lemme 2.20 de recentrage
(avec la constante 10° & la place de 2), on peut supposer que le centre est dans la boule de
rayon 1072 fois plus petite.

On a également F' N B(cg, +Mdiam(Q)) qui sépare dans B(cq, :Mdiam(Q)) et tel que
2 1 - 2 1 - / 4M ;
H*(F N B(cg,=Mdiam(Q)) — H*(K N B(cg, —=Mdiam(Q)) < eydCy—diam(Q)
T T T

Donc on peut appliquer le lemme 2.50 dans B(cq, %diam(@)) avec %5150 a la place de ¢
que l'on peut supposer toujours plus petit que C'e;. On peut également prendre £ << dy.
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Enfin, le lemme 2.50 est exprimé dans la boule B(0, 1) mais par translation et dilatation
il reste vrai dans n’importe quelle boule B(z,r). ]

Avant de passer a la suite peut étre qu’il est bon a ce stade de faire un petit tableau
qui récapitule dans quel ordre sont fixées les principales constantes (d’autres constantes
géométriques ou techniques étant omises ici). On part d’un ensemble K, minimiseur de
Mumford-Shah dont 3(0,79) est plus petit qu'un certain . Puis on fait un temps d’arrét
sur la platitude a toutes les échelles avec comme parametre d’arrét un certain g9 pour
la platitude et g pour la séparation. On obtient une collection de boules que je qualifie
de “petites échelles” sur lesquelles on va faire certaines manipulations (contrairement aux
manipulations sur K dans la grande boule B(0,79) que je qualifie de “grande échelle”).

Manipulations aux petites échelles : Le théoreme de régularité de Guy David fournit le
€1 qui donne la décroissance du  pour un ensemble minimal des que sa fonction densité
est plus petite que £;. Un autre lemme permet de contrdler f(r) par (§ sous reserve de
controler § par un 7;. On obtient donc un 7, qui dépend principalement de ¢y, pour lequel
B(0,7) < C(M,Cy)eo pour toute surface minimale qui sépare et telle que (3(0,79) < 7s.
Dans le lemme de compacité on regle gy suffisamment petit devant 7,. Le lemme produit
un nombre dy qui est le gain de surface pour chaque mauvaise boule, et dépend de g et 7.
En outre on doit s’assurer que g, est plus petit que ce dy pour pouvoir appliquer le lemme.
Donc on a pour l'instant (chaque quantité dépend des quantités qui se situent a droite du
symbole <) :

g < 0o =< T <&y < Ma. (2.65)

Manipulations a la grande échelle : En ce qui concerne la grande échelle on veut montrer
que certaines quantités a la taille ary sont controlées par des quantités a la taille rq, pour
un certain a qui est choisi uniquement en fonction de certaines propriétés arithmétiques,
en particulier tel que a” < % ol v est fixé a 0,08. On applique le théoreme 2.18 avec F'
qui est une surface (g, %)—minimale avec £y qui est soumis aux contraintes du paragraphe
précédent. Le théoreme 2.18 fournit donc un e (qui dépend de g, v et a) tel que I'énergie
décroit si € est suffisamment petit devant €5 et 9. Donc en plus de (2.65) on a

€0 <X €1
€ <éeg <
a,”y

Controle de la mauvaise masse

Dans les estimations précédentes on voit qu’'une nouvelle quantité est entrée en jeu. Pour
tout r < ry on appelle
J.={jeJ;B;NB0,r)#0}
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et

1€Jr

L’estimation (2.57) sur I’énergie trouvée dans le paragraphe précédent montre que si ¢ est
suffisamment petit, alors pour tout a < % on a

[NIES

wo (0, arg) < 2a7ws(0,70) + Cwy(0,70)2 J (20, 70) " + C'a%m(ro) + p*h(p) (2.66)

€0
Donc pour montrer la décroissance de w on va en fait montrer une décroissance couplée
de w et m. Mais avant de passer a la décroissance proprement dite, nous allons d’abord
voir quelques résultats concernant la quantité m(r), qui seront utilisés dans la suite. La
proposition suivante est un premier controle de la mauvaise masse.

Proposition 2.52. [l existe une constante universelle C' telle que pour tout v € K et r
tel que B(xz,7) € Q on a

N|=

m(z,r) < C |we(x,7r) + %wg(o,ro) J(0,70)"" + B(x,r) + h(r)

0

Remarque 2.53. Voir plus loin pour une autre proposition ot 5 n’est pas dans le second
membre de I'inégalité.

Preuve : Pour montrer la proposition 2.52 on va compter le nombre de boule B; et
si possible montrer qu’il n’y en a pas beaucoup en utilisant le lemme 2.50. On note
J une indexation des boules des cubes Q € Stop(S). On note également B; la boule
B(cq;,, %Mdiam(Qj)). Ainsi,

(B(co, aiOMdmm@); Q € Stop(S))} == {B;}ies

On sépare J en deux ensembles d’indices disjoints. Soit J; ’ensemble des indices des cubes
(), qui ne vérifient pas (2.48) et J, := J\J;. On va commencer par compter la contribution
de la masse des B; pour j € J;. L’idée est d’utiliser le lemme de compacité pour montrer
que pour chaque boule mauvaise B; on peut gagner de la surface et ainsi dire qu’il ne
peut pas y en avoir trop. La seule difficulté est de faire attention a ne pas modifier deux
boules qui seraient non disjointes. Pour cela, on utilise la construction avec temps d’arrét et
notamment la construction de Parasite(,S). On va construire un nouvel ensemble d’indices
J' C Ji qui indexe les cubes de Parasite(S). On initialise J' := () et R := J;. On part
de Qo ~ K N B(0,79). Puis, pour chaque fils @ de @, on fait I'algorithme suivant. Si
Q) € Stop(S) (donc il existe j € J tel que Q = Q;) et si j € R, alors on ajoute l'indice j a
'ensemble J'. De plus on note J; 'ensemble des indices indice k € J; tels que By, N B; # 0
et on enleve 'ensemble d’indices J; de R. Ensuite on réitere I'algorithme pour chaque fils de
Qo et ainsi de suite. Ainsi, on obtient un ensemble d’'indice J' qui a la propriété que toutes
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les boules {B;} e sont soit disjointes, soit de rayon équivalent (donc par Alfors-régularité
en recouvrement borné dans le pire des cas).

Un fait remarquable est que si on note r; le rayon de la boule B;, on a
2 2
er < C’er (2.67)
je jeJ’
En effet, par construction on a ré-ordonné J; en union disjointe
- /
=7
jet’
Or si on fixe jo € J', par Alfors-régularité de I'ensemble K, comme | J,.,, Bp C Bj, et que
J0

chaque By contient un morceau de ’ensemble K de taille équivalente a r, et sachant que
les cubes de Stop(S) sont disjoints entre eux on peut dire que

Y i <CH*(KNB,) < Cr3)

/
kGJ]‘O

ou C ne dépend que de la dimension et de la constante d’Alfors-régularité. Par suite,

D iz ) =)

jeJ’ JET ke J] jen
ce qui prouve (2.67).

Pour les cubes de J5 on sait qu’il ne vérifient pas (2.47). Donc on va se permettre d’englober
chacun par toute une sphere entiere. Comme pour j € Jo, @; ne vérifie pas (2.47), on sait
que
1
<o (HA(FNQ) - HAKNQy))
0
et comme les (); sont disjoints on en déduit que

Z ri < C H?*(F(0,70)) — H*(K N B(0,7))) < Crgwg(o,rg)%J(O,ro)_l. (2.68)
Jje€J2
Maintenant, dans le but de compter les pertes en masse on va utiliser un compétiteur pour
(u, K) dans B(0,rp). On modifie chaque boule B; pour j € J' en utilisant la remarque
2.51. Par construction, les boules B; pour j € J’ sont disjointes. Pour éviter les problemes
de recollement au bord on considére un petit mur

T(0,79) := {x € 0B(0,719);d(x, Z(0,79) < 105(0,70))}
olt Z(0, 7o) est le cone minimal dans la définition de 3(0, ry). On a H*(T(0,74)) < Cr23(0, o).

Enfin, notre compétiteur est

G { F(0,r) UuT(0,7)U U]ng  dans B(0,79)\ UJEJ/ j (2.69)

L; dans B; pour tout j € J’
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ou L; est la surface donnée par le lemme de compacité. Pour la fonction on va utiliser le
prolongement construit dans la section précédente. On définit

QF pour k € NN [1, £ (2.70)
comme étant les grosses composantes connexes de B(0,79)\G. On définit ensuite
v =" dans Q

en utilisant la proposition 2.42. En effet, on utilise ’extension de u avec p = ry. Pour les
boules B; pour j € Jy, inutile de vérifier si v est bien définie car on a gardé I’ensemble F'.
Il faut juste vérifier que notre extension est bien définie dans nos boules B; pour j € J',
c’est a dire la ot on a modifié F’ en le remplagant par les ensembles L;. La proposition 2.42
nous dit juste que la fonction est étendue dans les boules W; pour ¢ € I. Or dans chaque
boule B; pour j € J' on a modifié 'ensemble en remplacant K par I'ensemble L; obtenu
par compacité. Montrons que

I'extension obtenue dans la proposition 2.42 est bien définie dans les B;\L;  (2.71)

C’est ici que le choix de la constante A est importante (dans la définition de S ). Soit donc
B, une telle boule. C’est a dire que B; est de la forme B(cq, %Mdiam(@)) pour un certain
Q € Stop(S)\Parasites(S). On remarque qu'’il existe une constante universelle positive
telle que pour tout z € KNB(Cg, §diam(Q)) on a d(z) > Cdiam(Q). En effet, on rappelle
que
1
d(z) := — inf (diam(R) + d(z, R))
ReS

donc si z € K N B(Cg, 4diam(Q)), soit pour I'inf on prend @ lui méme et on trouve
1(A + 1)diam(Q) ou soit on prend un cube R extérieur & B(cq, Adiam(Q)) et on trouve
alors quelque chose de supérieur a 4diam(Q). Dans tous les cas on obtient que d(z) >
Ad%m(@. Donc tous les cubes R; dans la construction de W qui contiennent les points de
K N B; sont de diametre plus grand ou égal a d(x) a une constante multiplicative pres, et
donc de diametre plus grand qu’une constante fois diam(Q) c’est a dire plus grande qu’une
constante fois le rayon de B; si on choisit judicieusement A (en fonction des constantes M
et L). Donc on est str que les boules W; recouvrent K dans B; et donc u est bien définie.

On applique maintenant le fait que (u, K) est un minimum de Mumford-Shah donc on
obtient

/ |Vul? + H*(K N B(0,2r)) < / (Vo> + H*(G N B(0, pr,)) + rah(ro)
B(0,r0)\K B(0,ro)\G

< / ]Vu\Q—i—C/ |Vul? + H*(F(0,70)) —C(SOZTJQ-+C7’§B(O,7’O)
B(0,r0)\K VI\K e’

+C Z 7"]2 + Crgh(ro)

Jj€J2
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d’ou

do ZTJQ < C/ |Vul? + rgws (0, ro)%J(O, o)t + O3 3(0,710) + 15h(210)
jeJ’ VAK

Et finalement par (2.68),

R (i / T 0O, ) 50,7 + h<2ro>) (2.72)

2
r

=Y 0
ce qui termine la preuve. O]

La proposition suivante est une variante plus fine que la proposition 2.52 dont la preuve
est tout a fait similaire.

m(r)

5 alors

Proposition 2.54. Si m(ar) >

N[

C -1
miar) < (w(O,ro) + w0, 70)2.J(0,70) " + h(r0)> . (2.73)

Preuve : On fait la méme chose que dans la proposition précédente. On garde les mémes
notations. Comme compétiteur on prend cette fois

G = F(0,70) dans B(0,70)\ UjeJ’;B]ﬂB(O,p);&@ B;
L, dans B; pour tout j € J'; B; N B(0, p) # 0

ou L; est la surface donnée par le lemme de compacité. Puis

G:=Gu | 0B,

JEJ(p)

Pour la fonction on va utiliser encore le prolongement construit dans la section précédente
dans la proposition 2.42.
v =" dans QF

Comme dans la proposition précédente (voir (2.71)), la fonction v est bien définie dans

B(0,79)\G.

D’autre part, comme dans la proposition précédente on a

€0 Z r? < Crows(0, TO)%J(Oa ro)”!

Jj€J2
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On applique maintenant le fait que (u, K) est un minimum de Mumford-Shah donc on
obtient

/ |Vul?> + H*(K N B(0,70)) < / (V| + H*(G N B(0,70)) + 75h(ro)
B(0,ro)\K B(0,ro)\G

< / VP C [ VU HAEO ) -6 Y
B(0,m0)\K VK je€J';B;NB(0,p)#£0

19
YOS ST+ Ot
j€T 0 jes

d’ou

8o > r?— Oizrf. < 0/ IVul? 4+ Cr2ws(0,10)2 J(0,70) " + r2h(2r)
JEJ';B;NB(0,p)#£0 €0 Ser VK

donc en combinant ces dernieres estimations et en utilisant (2.67), si € est suffisamment

petit devant dy et gy, et en supposant que m(ar) > #, on en déduit

m(r) < 5—6(; (w(O,TO) + wa(0,79)2J(0,19) " + h(2r0)) (2.74)

ce qui termine la preuve. O

Controle du défaut de minimalité

Dans cette section on voudrait controler le défaut de minimalité de ’ensemble K en fonction
de I’énergie et de la mauvaise masse. Pour des questions de séparation on ne va pas travailler
directement avec K mais plutot avec 'ensemble F' pour étre str que I’ensemble sépare bien
dans B. On va montrer que pour tout MS compétiteur L de F' on peut construire une
fonction w telle que (L, w) soit un compétiteur de Mumford Shah pour (u, K).

Proposition 2.55. Il existe une constante universelle cig < 1 telle que pour tout MS-
compétiteur L pour la surface F (voir la définition 2.3) dans la boule B(0, c1o19), on a :

T—lg[Hz(F N .B(O7 CloT())) — H2(L N B(O, 0107"0))] S C [(A)Q(O, 7’0) + m(’l“()) + h(’/’o)]
Remarque 2.56. En fait en travaillant un peu plus on peut obtenir une estimée meilleure
pour les compétiteurs proches de F. En effet, en faisant une extension avec “argument
de poussage” et en choisissant une bonne sphere avec Fubini pour avoir une énergie plus
petite on peut modifier dans la majoration w(r) + m(r) par e(w(r) + m(r)). Cependant,
I'inégalité de la proposition est suffisante pour ce qu’on veut faire et donc nous nous en
contenterons.
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Preuve de la proposition 2.55 : Soit Z; le cone tel que pour tout x € K N B(0, 1),
d(x,Zy) < erg. On appelle Z. la région

Z. :={x € B(0,19);d(x, Zy) < roe}. (2.75)

Pour obtenir une extension bien définie quelque soit ’ensemble L, on va commencer par
obtenir une extension bien définie dans Z.. La méthode consiste a utiliser une extension
de type Whitney exactement comme dans la preuve du théoreme 2.18. Rappelons l'idée
générale de la construction, la preuve étant identique a ce qui a déja été fait. On considere
notre famille de boules {B,} e, construites par temps d’arrét. On définit la fonction

by = r; sur B,
7 0 en dehors de 2B;

puis pour tout z on définit

d(w) = 3" (o).

jed

Enfin, pour tout € B(0, p) on définit
0(x) := max(d(z,9B(0, p)), d(z))
Pour tout x € F'N B(0, p) on considere la boule

W, = Blx, %5(3;))

ou U > 30C) est une certaine constante universelle qui est fixée plus tard en fonction des
parametres de la démonstration, puis on choisit une sous-famille parmi les W,., indexée par
L, maximale pour la propriété que %OOVVI N ﬁVVl/ # (). Cette famille {W;},c, sera notre
famille de whitney pour prolonger u. En particulier, les propriétés des W, sont répertoriées

dans le lemme 2.19.

Muni de ces boules de whitney on peut faire l’extension de Whitney habituelle (comme
dans la section 2.2.3 ainsi que la proposition 2.42). Posons

1% ::U2Wl

et nommons comme d’habitude V* pour & € NN [1, £”] les grosses composantes connexes
de B(0, p)\F. Il existe alors k” fonction v* telles que v* € W12(V* U V') et telles que

/ |Vvk|2 < C/ |Vu|2
VEUY B(0,p)\F

de plus v* coincide avec u sur B(0, p) N V.
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On possede désormais une extension de u dans un domaine V'’ qui contient F. De plus
comme les rayons des boules W, sont équivalents a d(z) qui lui méme est équivalent a
+d(x,0B(0, p)) dans B(0, £) si ¢ est suffisamment petit on peut en déduire facilement qu’il
existe une constante Cy qui dépend uniquement de U telle que B(0,Cqp) C V’. Donc si
L est un MS-compétiteur pour F' dans B(0,Cyp), on sait que L sépare B(0,Cyp) en K
grosses composantes connexes que I'on note B(0, Cop)* (car F sépare et L = ¢(F) ou ®
est lipschitz). On peut alors définir une fonction v qui vaut v* dans chaque B(0, Cyp)* (et
0 dans les autres composantes). Posons

o { F dans B(0,79)\B(0,Cyp)

L dans B(0, Cyp)
Puis
G:=G'U U 2W,
leL;W;NdB(0,p)#0
Et
u dans B(0,79)\B(0, p)
vi=¢ P dans (B(0, p)\G)*

0 dans les autres composantes de B(0,p)\G

En écrivant que (u, K') est un minimiseur de Mumford-Shah et que (w, G) est un compétiteur
il sort

/ Vul + HA(K) < / Vol + HA(G) + 2*hip)
B(0,0)\K

B(0,p)\K

donc H*(K N B(0,Cyp)) — H*(L N B(0, Cyp))

<C / |Vul? + Z 7+ rﬁw(O,r)%J(O,r)*l +18h(ro)
B(0,r0)\K )

JjeJ(p

d’ou la proposition. O

Conclusion sur la régularité

Nous allons maintenant utiliser toutes les estimations des paragraphes précédents pour
controler les diverses quantités en jeu. On va commencer par prouver cette proposition
“d’auto amélioration”.

Proposition 2.57. [l existe € > 0, et il existe T4, < 73 < To < 71 < € ainsi que a < 1 tels
que pour tout © € K et r tels que B(xz,r) C Q, et tels que

h(r)+ J(z,r) 7 <74y wolz,r) <7, mr)<m, Bla,r)<n (2.76)

alors (2.76) est encore vrai en remplacant v par ar.
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Preuve : On choisit € << ¢ et €1 de sorte que tous les résultats des sections précédentes
soient valides. On choisit a < 15 tel que (2.57) appliqué a (u, K) donne

w(z,r) + Cw(z, T)%J(x, r)~ 4 C’im(r) + h(r) (2.77)

€0

w(z,ar) <

co| —

Une fois que a est choisi, on peut choisir 77 suffisamment petit de sorte que pour tout
ar <t <ron ait B(x,t) < 107! Ainsi par le lemme 2.30

J(z,ar) > a2 [J(z,r) — C') > =a" 2. (z,7)

1
2
si 74 est assez petit devant C’. On en déduit ensuite que

J(z,r)"?

J(z,ar)t < QG%J(I',T)_I < 5

1

car a < 1¢. De plus si 74 est assez petit devant 73, on aura

1

1 1
Crity < g™ (2.78)

Ainsi, par (2.77),

3 £ 73
w(x,ar) < =3+ C—m(r) < —
(z,ar) < gt (r) =+
sous la condition

8037'2 < Ts. (2.79)
€0

m(r)

En ce qui concerne m(r), de deux choses 'une. Soit m(ar) < =5

et alors m(ar) < 2 et

c’est gagné. Sinon, on a m(ar) > # et alors on peut appliquer la proposition 2.54 et on
obtient
C 1 C To
miar) € S(ry i) < Sn < 2
€1 €1
si
C
2—7'3 S T2. (280)
€1

Il suffit donc de choisir e suffisamment petit devant les constantes €y, C' pour qu’il existe
T3 < Tp qui vérifient a la fois (2.79) et (2.80). Ainsi on controle wy et m, il reste enfin a
controler 3. Pour cela on utilise 'estimation de la proposition 2.55 et le lemme 2.50 que
'on applique dans B(0, Cior). En effet, si a << 7(gq, Co, M) et

B(0,ar) > 7
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alors en appliquant le lemme 2.50 avec g9 = 7, M CZ/2, on sait qu’il existe d(71,a) et un
ensemble L compétiteur pour K dans B(0, Cior) tel que

H(K) — H*(L) > §(r)) (2.81)

Or d’apres la proposition 2.55, si on choisit 75 et 73 suffisamment petits devant d(m), et
donc devant 7, I'inégalité (2.81) ne peut avoir lieu. Ce qui prouve que

B(0,ar) <7
et termine la preuve de la proposition. ]

On garde les constantes a et 7; données par la proposition précédente. Soit b la puissance

positive telle que a® = % On pose également

he(t) = sup{(g)bh@);t <s<r}

pour ¢ < r et hy(t) = h(t) pour t > r. D’apres [DAV05] page 318, la fonction h est encore
une fonction jauge (i.e. monotone avec limite égale a 0 en 0). On a aussi triviallement
h(t) < h.(t) et on peut prouver que

b
N AL
h,(t) > (P) h(t) for0<t<t <r (2.82)
De plus comme a* =%, on a
. 1-
h,(at) > §hr(t) for 0 <t <r. (2.83)

La proposition 2.57 n’a pour but que de maintenir le § < 71 a toutes les échelles pour
ensuite pouvoir obtenir plus de décroissance pour les autres quantités. C’est ce qui fait
I’objet de la proposition suivante.

Proposition 2.58. On se place dans les mémes conditions que la proposition précédente.
Alors pour tout 0 <t <r on a :
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Preuve : Tout d’abord en ce qui concerne le controle du saut on sait maintenant que
comme 71 est choisi de maniere & ce que 3(z,t) < 107! pour tout ¢ < r, alors par le lemme
2.30

1 ry=2
Jwt) = (3) T Wan-c1=5(5) T UEn)
si 74 est assez petit devant C’. On en déduit ensuite que

N[

r

T, ) <2 (3)% T, ).

Et comme a < % on a

J(z,a"r) <2 <§>n74. (2.84)

Maintenant, montrons par récurrence que

wa(z,a"rg) < 2713 + Csh.(a™r) and  m(z,a"r) < 27" + Csh.(a"r) (2.85)

Pour n =0 on a (2.85) aisément. Supposons maintenant que (2.85) est vrai pour n. Alors
en appliquant (2.57) dans B(z,a"r)

wo(m,a" 1) < —wq(z,a™r) + Cows(z, a"r)%J(m, a™r) "t + Con/em(x, a"r) + Cyh(a™r)2.86)

ool

Maintenant, en utilisant 2ab < a? + b? on obtient

wo(x,a"r)J(z,a"r) + 5CyJ (z,a"r) "

Donc (2.86) donne

) < 1&)2(.13, a’r) + 5C5J(x,a"r) " + Con/em(z, a"r) + Cyh(a™r).

wo(z,a <0

Maintenant, en utilisant (2.84), et par hypothese de récurrence,

wy(w,a"r) < %2_”73 + 50247727 4+ Con/e27 "1y + (%Og + Cy\/eCy + Cg)izr(anr).

Or 74 est controlé par 73, et comme ¢ est aussi petit que voulu devant C, en utilisant

également (2.79) et (2.83), et finalement si on choisit C3 plus grand que 100Cy on déduit

que
8 1 ~ -
u)g(I,an-i-lr) < (E + §)2—n7_3 + C3h7«(an7’) < 2—(71—}—1)7_3 + Cghr(an—HT).
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Concernant m(x, r) ¢’est un argument similaire. On suppose que m(z, a"'r) > 2= Dm(z, a™ 7).
Alors on peut appliquer la proposition 2.54 dans la boule B(z,a"r) donc

C
m(z,a"r) < (a) (wa(z, a™r) + ws(x, a”r)%(](x, a™r) "t + h(a™r))

€1

C(a),3 1

< (a) (Zwo(w,a"r) 4+ = J(z,a™r) " + h(a"r)). (2.87)
&1 2 2
Fixons Cy = Cg(la), en utilisant (2.84) et I'hypothese de récurrence on obtient
m(z,a"tr) C427" 1y + Cy27 "1y 4 2C, b, (a™r)

<
< 271y + Cshy(a™r)

car 73 et 74 sont aussi petit que voulu devant C} et 7, et car on peut choisir C5 plus grand
que 10Cy et on a également utilisé (2.83).

Pour finir la preuve soit 0 < ¢t < r et n tels que "™ <t < a™r. Alors on a

a’r

1 2
wale,t) = ~ / v < (Z0) wo(eamn)
2 JBo\K t

1 —n 7 n
< 52 73 + C3h,.(a"r)
1 bn 17
S ?(l 7—3+C3h7-(t)
£\? -
< C(—) 73 + C3h,(t)
r
et
a?n,r,Z a?nr 3 5
m(z,t) < t—zm(x,a”r)g n 27"y + Csh,(a"r)

1 . t\" -
< ﬁa”% + Cih,(t) < C (;) T+ Csh,.(t). O

Proposition 2.59. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans * Q2 C R? et de
fonction jauge h. Soit xg € K et g tels que B(xg,19) C Q. On suppose que B(xo,10) < €.
Soit S la collection des cubes dyadiques de temps d’arréts construits dans la premiere
section et soit m(x,r) la fonction mauvaise masse associée, c’est a dire pour tout x €
K N B(xg, 1) et pour tout r tels que B(x,r) C B(xg,ro),

1
2
m(z,r) = — r.
=% ¥
JE€J;BjNB(x,r)#0
Alors il existe € > 0, il existe Ty < 74 < 7 < 7| < € telles que si

h(TO) + J(xO; TO)_l S Tzia w?(x07r0) S T{ga m(x07 TD) S Tév ﬁ(x()a TO) S 7—{
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alors pour tout x € B(xo, 2%7“0) et pout tout 0 < t < %7’0 on a

b
m(z,t) < C i) + Ch(t)
To
ﬁ($7t) S T1

Preuve : En fait il suffit de montrer qu’ il existe 7y < 74 < 75, < 7] < ¢ telles que si
-1
h(ro) + J(zo,m0) " <74, wa(wo,m0) < 73, m(x0,70) <75 BlT0,70) <7
alors pour tout « € B(o, 1570) on a

1 1 1 1 1
h(ETo) + J(z, 57"0)_1 <7y, wo(z, 57“0) <73, mx, 57“0) <7, B, 57‘0) <7

ainsi on pourra appliquer tout le travail des sections précédentes dans B(z, 2%7‘0) et obtenir
le résultat.

I1 suffit de remarquer que pour tout x € K N B(xo, %ro) on a

1
wa(z, 57“0) < dwy(x0,70)

1
m(z, 57"0) < 2m(xg,ro)

1

Bz, 57"0) < 28(z0,70) (2.88)

et de plus si B(xg, 7o) est suffisamment petit alors
1
J(z, 57“0) < 277 Yo, 10).

Enfin comme h est croissante 1
h(éro) S h(To)

on en déduit qu’on peut prendre pour i € [1,4],

et la proposition s’ensuit. (]
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Corollaire 2.60. Dans la méme situation que la proposition précédente, si 7 est assez

petit on a

1 1
F(l’o, 1—07“0) =K N B(I’O, ETQ)

Preuve : On va montrer en fait que K sépare dans B(xy, 1—10r0). Cela montrera qu’on peut
prendre F' = K dans cette boule. Pour montrer que K sépare on va appliquer le théoreme
1.1 de [DPT]. 1l suffit de montrer que pour tout x € B(xy, %7’0) et pour tout r tel que
B(xz,r) C B(wo, +19) il existe un cone Z(z,r) tel que

D, (K,P(z,r)) <¢

avec £ une certaine constante donnée par le théoreme de [DPT|. Rappelons que D, , est
la distance de Hausdorff

DI,T(E,F)::%ma:U{ sup {d(z,F)}, sup {d(z,E)}}

z€ENB(z,r) z€FNB(z,r)
Si on choisit 7 suffisamment petit devant & on sait alors que pour tout z et tout r on a
B(x,r) < &' par la proposition précédente. D’ou I'existence d'un cone Z(z,r) qui satisfait
la premiere moitié de D(z,r). Il reste donc a montrer que

sup{d(z, K),z € Z(z,r)} <ré

On sait que J(z,7)"! < 74 et wa(x,7) < 73. Donc il existe un ensemble F'(z,r) qui sépare
dans B(z,r) et tel que

1 1
H*(F(z,r)N KN B(0,7)) < Cuwy(x,r)2J(z,7) " < §73r2.

On a alors pour z € Z(z,r),

avec y un point de F'(x,r) tel que d(z, F(x,r)) = d(z,y). Sin < %/ on peut supposer que
F(z,r) C{y;d(y,2) < 7‘%/} Donc d(z,y) < r%/. Montrons que d(y, K) < r%/. On raisonne
par I'absurde. Si ce n’est pas le cas, alors K N B(y,r%) = (). Or Tensemble F(x,r) est
inclus dans T' := {y;d(y, P) < re’. Soient A* les composantes connexes de B(y,r%/)\T.

Alors F(x,r) sépare les A* dans B(y, 7“%) Or la plus petite surface ayant cette propriété
est un cone de type P, Y ou T d’aire au moins égale a Ce?r? ot C est une constante
universelle. Or H2(F(z,r)\K) < 73r?. Donc si 73 est suffisamment petit devant &’ ce n’est
pas possible. Ce qui prouve que d(y, K) < 5. Donc finalement

D,.(K,P)<¢

et le théoreme 1.1 de [DPT] nous dit que K contient I'image d’un plan par un homéomorphisme
de B(zo, 1570) vers B(wg, £79). Ce qui prouve que K sépare bien D et D™ dans B(zo, 157).
]

Maintenant voici le théoréme clé de la theése.
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Théoréme 2.61. [l existe un ¢ tel que ce qui suit est vrai. Pour tout (u, K), minimiseur
de Mumford-Shah dans Q C R? et de fonction jauge h, pour tout v € K et r tel que
B(z,r) C Q et

wox,r) + Bz, 7) + J(x,r) P+ h(r) <e

ou le cone qui réalise l'inf dans 5(x,r) est un cone Z de type P, Y ou'T centré en z. Alors il
eziste un difféomorphisme ¢ de classe C* qui envoie B(x, C19107%r) dans B(x, C1o107%r)
tel que K N B(z,C10107%r) = ¢(Z).

Preuve : On va se servir des résultats sur les ensembles minimaux des articles [DAV0G]
et [DPT]. En effet, si on combine la fin de la preuve de [DAV06] page 67 (inégalité 11.5)
avec la section 10 de [DPT] on obtient le théoréme suivant sur les ensembles minimaux :

Théoréeme 2.62. [DAV07] Soit E un ensemble presque minimal réduit avec fonction jauge
h(r) = Cr® et soit x € E. Alors il existe un e tel que si

f(To) = 9(7”0) - d(0> S &1 et hl(To) S &1 (289)

alors il existe un cone minimal Z centré en x du type définit par d(z) et un difféomorphisme
¢ de classe CY*, de B(z,107%r) wvers B(z,107°r) tel que E N B(x,107%) = ®(Z) N
B(x,107°r)

Rappelons que
f(r)=10(r) —lim0(¢)

t—0
avec

0(r) = r2H*(E N B(z,7)).
La limite en 0 de 6 existe car E est presque minimal (voir 2.3 de [DAVO0T]).

Le théoreme 2.62 n’est pas explicitement énoncé comme tel dans les articles [DAV07] et
[DPT]. Mais il s’en déduit en regardant la preuve.

En effet, sous les hypotheses du théoreme d’apres l'inégalité (11.5) de [DAV07], il existe
C >0etb>0 tels que

Bo(y,r) < Cr® poury € ENB(x,107%) et0<r <107

ensuite la section 10 de [DPT] permet de conclure. Donc pour montrer le théoreme 2.1
il suffit de montrer que K N B(z, %7’) est un ensemble presque minimal et que K vérifie
également (2.89). Or si € est choisit assez petit (plus petit que 7;), toutes les quantités w,
B3, J71 et h vérifient les hypotheéses de la proposition 2.59. De plus d’aprés la proposition
2.52, m est aussi plus petit que 7. Donc les propositions précédentes s’appliquent.

Par le corollaire 2.60, on sait donc que F' = K dans KNB(x, lior). Donc on peut appliquer la

proposition 2.55 directement sur K (& la place de F') et les décroissances de w et m obtenus
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dans la proposition 2.59 montrent que finalement K est un ensemble presque minimal dans
B(z, Cyor) avec comme fonction jauge

Il reste donc a montrer que l'on a bien (2.89). Pour cela il suffit d’appliquer le méme
raisonnement que pour montrer le lemme 2.48. C’est a dire qu’on utilise le lemme 2.44
pour trouver un point x du méme type que le cone Z qui définit la fonction densité f, puis
on utilise le méme compétiteur L de la preuve du lemme 2.48 c’est a dire ZU M ou M un
petit mur. On en déduit ainsi une majoration de f par 3. Donc si les 7; sont suffisamment
petits devant &', (2.89) est vérifié ce qui cloture la preuve du théoreme. O

Maintenant nous voulons prouver que les conditions sur J et ws peuvent étre omises dans
les hypotheses du théoreme 2.61 si on suppose que C' et € sont 1égerement plus petits. Pour
commencer, on doit utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.63. I existe des constantes absolues €3 et 1 telles que si x € K, B(x,r) C Q,
walx, )+ h(r) + Bz, 1) < e3

alors J(x,r) > 07.

Preuve : La preuve est similaire au lemme 8 page 365 et la proposition 10 page 297 de
[DAV05]. La généralisation de ces lemmes en dimension supérieure ne pose pas de probleme
majeur de la méme maniere que les lemme 2.26, lemme 2.29 et lemme 2.30 ont pu étre
prouvés. [

A propos de I’énergie normalisée on a aussi le résultat suivant qui provient d’un argument
de limite par explosion. On pourra trouver un résultat similaire mais énoncé en dimension
2 uniquement dans [DAV05] page 504 lemme 3. Rappelons que D, , désigne la distance de
Hausdorff normalisée définie en (6).

Lemme 2.64. Pour tout 05 > 0 il existe des constantes positives e4 et ag avec les propriétés
suivantes. Soit @ C R? et soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans Q2 avec fonction
jauge h. Soit x € K etr > 0 tels que B(x,r) C Q. On suppose que h(r) < e4 et qu’il existe
un cone Z de type P, Y ou T centré en x tel que

D:z:,r(Ky Z) S &q.

Alors
wo(x, apr) < ds.

Preuve : La preuve n’est pas difficile. Elle est identique au lemme 3 du chapitre 69 de
[DAV05]. L’idée est de raisonner par I’absurde et par compacité. Si ce n’est pas vrai alors
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on peut construire une suite de minimiseurs qui tend vers un minimiseur global dans R?
dont I’ensemble singulier est un cone minimal (comme on a pris la distance bilatérale D, .
la limite est bien égale au cone et pas simplement contenue dans un cone). Dans ce cas
on sait qu’a la limite, ’énergie normalisée est nulle car u est localement constante, ce qui
conduit a la contradiction souhaitée. O

Nous pouvons maintenant énoncer quelques variantes du théoreme 2.61.

Théoreme 2.65. [l existe des constantes positives € et ¢ < 1 telles que ce qui suit est
vrai. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans @ C R3 avec fonction jauge h, soit
x € K etr tels que B(x,r) C Q et

wa(x,r) + h(r) <e.

Supposons de plus qu’il existe un cone Z de type P, Y ou T centré en x tel que

1
sup —d(z,Z) <e.
zeKnNB(z,r) T

Alors il existe un difféomorphisme ¢ de classe CY* de B(w,cr) vers B(x,10cr) tel que
KN B(z,er) = ¢(Z) N B(x, cr).

Preuve : Nous devons controler le saut normalisé pour ensuite appliquer le théoreme 2.61.
Tout d’abord, si € est assez petit devant £3 on peut utiliser le lemme 2.63 et obtenir que

J(.CC, 7“) Z 51

pour un certain §; > 0. Puis par la démonstration des lemmes 2.29 et 2.30 on a pour ' < r

=

r

J(z, ) > (—) (2, ) — wa(z, )]

r

Si € est assez petit devant dy, la quantité J(x,r) — ws(x,r) est positive et si on choisit 7’
Judicieusement, et si € est assez petit devant -7, on en déduit que

J(x, ) <&
ou € est la constante du théoreme 2.61.

Maintenant comme ¢ est toujours aussi petit que I'on veut, on peut supposer que le cone
dans ((z,1") est toujours centré pres de x et aussi que

Bla,r") + I (2, 1') 7+ wal, 1) + h(r') < &
Donc nous pouvons appliquer le théoreme 2.61 dans B(x,r’) ce qui acheve la preuve. O

Voici un autre énoncé ou il n’y a plus de conditions sur wy(z,r) et J~!(x,r) mais unique-
ment une condition géométrique.
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Théoreme 2.66. [l existe des constantes positives € et ¢ < 1 telles que ce qui suit est
vrai. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans Q@ C R® avec fonction jauge h, soit
x € K etr tels que B(x,r) C Q et h(r) < e. Supposons de plus qu’il existe un cone Z de
type P, Y ou T centré en x tel que

Do (Z,K)<e

(D, est comme d’habitude la distance normalisée bilatérale). Alors il existe un difféomorphisme
¢ de classe CY de B(z,cr) vers B(x,10cr) tel que K N B(x,cr) = ¢(Z) N B(x, cr).

Preuve : Nous devons controler le saut normalisé et 1’énergie normalisée pour ensuite
appliquer le théoreme 2.61. Tout d’abord, si € est assez petit on peut utiliser le lemme 2.63
et obtenir que

J(x,r) >

pour un certain 9; > 0. On applique ensuite le lemme 2.64, avec §y < %051, et en supposant
que € < €3, pour obtenir un certain ag qui dépend de §; pour lequel

1
CL)Q(QT,(Z()’I“) <oy < 1—0(51

Puis par les lemmes 2.29 et 2.30 on a pour r’ < r

1 1
, T\ 2 , \z .9
Jr') 2 (5)" Vi) —wa)] = (5) [0
Donc si on choisit 7' < agr suffisamment petit, et si € est assez petit devant = on en déduit
que
J(z, )yt <e

ou € est la constante du théoreme 2.61. De plus si ds est choisi suffisamment petit en
fonction de € et 7’ on a
wa(z,r') <&

Maintenant comme ¢ est toujours aussi petit que 'on veut, on peut supposer que le cone
Z est toujours centré pres de z et

Bla,r") + I (2, 7') 7+ walw,r) + h(1) < E.
Donc nous pouvons appliquer le théoreme 2.61 dans B(x,r’) ce qui acheve la preuve. [

En terme de fonctionnelle J nous obtenons 1’énoncé suivant.

Corollaire 2.67. [l existe des constantes positives € et ¢ telles que ce qui suit est vrai.
Soit g € L™ et Q C R3. Il existe 7 qui dépend uniquement de ||g|| tel que pour toute paire
(u, K) € A qui minimise la fonctionnelle

J(u, K) ::/ |Vu|2dx—|—/ (u — g)*dx + H*(K),
O\K O\K
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pour tout x € K et r <7 tel qu’il existe un cone Z de type P, Y ou T centré en x avec
D,.(K,Z)<e

il existe un difféomorphisme ¢ de classe CY* de B(x,Cr) vers B(x,10CT) tel que K N
B(z,Cr) = ¢(Z) N B(z,10CT).

Preuve : On a vu dans I'introduction de la these que (u, K) est un minimiseur de Mumford-

Shah avec fonction jauge
h(r) = Cllgllsr

ou Cy dépend uniquement de la dimension. On obtient donc la conclusion voulue en
appliquant le théoreme 2.66 dans B(z, ) si on choisit

€
2Cx||gl1%

ou € est la constante dans le théoreme 2.66. O

F=

Remarque 2.68. Comme K est Alfors-réguliere et uniformément rectifiable, on peut trou-
ver une tangente approchée presque partout sur K et pour presque tout point il existe un
hyperplan tel que la distance bilatérale a cet hyperplan soit petite. Ainsi, le théoreme 2.65
implique en particulier que K est C! presque partout, et ceci est vrai en toute dimension
N > 2.

Maintenant, dans le but d’énoncer un théoreme avec uniquement une condition sur I’énergie
nous allons prouver le lemme suivant (comme d’habitude, Dy désigne la distance de Haus-
dorff).

Lemme 2.69. Pour tout d, > 0 il existe un rayon R > 1 et il existe d3 > 0 tels que pour
tout minimiseur de Mumford-Shah (u, K) dans B(z, R) C R? tel que v € K et

WQ(I, R) + h(R) S 53,
il existe un cone minimal Z de type P, Y ou T qui contient x et tel que

Dy(K N B(0,1), ZN B(0,1)) < 6,.

Preuve : On raisonne par compacité. Si ce n’est pas vrai, alors il existe un d4 > 0 tel que
pour tout n > 0, il existe un minimiseur de Mumford-Shah (u,, K,,) dans B(x,n) tel que

1

wa(z,n) + h(n) < -

(2.90)

et tel que

sup Dy (K, N B(0,1),ZN B(0,1)) > 44 (2.91)
Z
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ol le supremum est pris sur tous les cones minimaux qui contiennent x. On fait maintenant
tendre n vers I'infini. Comme (u,,, K,) est une suite de minimiseurs de Mumford-Shah, avec
une fonction jauge commune hy(r) := sup{h(nr);n > [}, et que

1
/ |Vul> <r-<C
B(z,n) n

d’apres la proposition 37.8 de [DAV05] on peut extraire une sous-suite telle que (u,,,, Ky, )
tende vers (u, K) dans R? au sens suivant : Dy (K,, N A, K N A) tend vers 0 pour tout
compact A inclus dans R3. De plus pour toute composante connexe  de R*\ K et pour
tout compact A de €, il existe une suite ay, telle que {u,, — ax}ren converge vers u dans
L'(A). Puis, en utilisant (2.90) et en utilisant la proposition 37.18 de [DAV05], on sait que
pour toute boule B C R?,

1
/ [Vul? < liminf/ |Vu,|* < lim r— = 0.
B\K k—=too JB\K, k—too Ny,

Donc Vu = 0 et u est localement constante. Enfin, le théoreme 38.3 de [DAV05] nous dit
que la limite (u, K') est un minimiseur de Mumford-Shah avec fonction jauge h;(4r). Comme
ceci est vrai pour tout [, et que sup; h; = 0 on peut supposer que (u, K) est un minimiseur
de Mumford-Shah avec fonction jauge nulle, et u localement constante. Mais alors dans ce
cas on sait d’apres [DAV07] que K est un cone minimal de type P, Y ou T, et comme pour
tout n, K, contient z, c’est encore vrai a la limite et donc K contient z. De plus il existe
un certain rang L tel que pour tout k > L on a Dy (K N B(0,1), K,, N B(0,1)) < % ce
qui contredit (2.91) et acheve la preuve du lemme. O

Le lemme 2.69 implique le théoreme suivant.

Théoreme 2.70. Il existe des constantes positives € et ¢ < 1 telles que ce qui suit est
vrai. Soit (u, K) un minimiseur de Mumford-Shah dans @ C R?® avec fonction jauge h, soit
x € K etr tels que B(xz,r) C Q) et

wa(x,r) + h(r) <e.

Alors il existe un difféomorphisme ¢ de classe CY* de B(x,cr) vers B(wx,10cr) et il existe
un cone minimal Z tel que K N B(z,cr) = ¢(Z) N B(x, cr).

Preuve : On note € la constante du théoreme 2.65. On applique le lemme 2.69 a (u, K)
avec 0, = €. On sait qu’il existe une constante ¢ < 1 et il existe donc un cone Z qui contient
x tel que

D,.(Z,K) <E.

Quitte a diviser la constante ¢ par 8 on peut supposer que le centre du cone est dans
%B(:L‘, cr). Donc il existe y € B(z,c3) tel que, quitte & diminuer encore &,

Dye5 (2, K) +wily.c5) + h(r) < €
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et donc on peut appliquer le théoreme 2.66 dans B(y, c3), ce qui termine la preuve. ]

De la méme maniere que pour le corollaire 2.67, en terme de fonctionnelle J on trouve
I’énoncé suivant.

Corollaire 2.71. [] existe des constantes positives € et ¢ telles que ce qui suit est vrai.
Soit g € L™ et Q C R3. Il existe 7 qui dépend uniquement de ||g|| tel que pour toute paire
(u, K) € A qui minimise la fonctionnelle

J(u, K) ::/ |Vu]2dx+/ (u — g)*dr + H*(K),
Q\K o\K

pour tout x € K et r <7 tel que
(,UQ(Z',?") S €

il existe un cone minimal Z et un difféomorphisme ¢ de classe C* de B(z,Cr) vers
B(z,10CTr) tel que K N B(xz,Cr) = ¢(Z) N B(x,10CT).



Annexe A

Une majoration du “Y-tilt”

Introduction

Lorsque I'on étudie la régularité de certaines surfaces minimales, on est souvent amené a
estimer la différence des normales a la surface étudiée, par rapport aux normales du cone
minimal associé. Par exemple dans [GIO61], E. De Giorgi considére pour £ un ensemble
de périmetre fini la quantité suivante :
/ D1,
B(z,r)

o(z,r) = /B( )\DlE] —

Il montre que si E est une surface minimale et que o(x,ry) est assez petite pour un
certain rg, alors o(z,r) décroit comme une puissance de r pour r < ry qui tend vers 0. Ce
phénomene conduit au théoreme de régularité pour les surfaces minimales (voir [GIO61]
ou [GIU84| p.97). Or grace aux propriétés sur le bord réduit d’un ensemble de périmetre
fini (noté FE C OF) on peut écrire o(x,r) sous la forme

s 090

ce qui montre que o mesure combien la direction de la normale v(y) varie dans la boule

B(z,r).

o(z,r)=r"" (HN_l(B(:v,T) NFE)—

Ici, on s’intéresse a des minima un peu différents des surfaces minimales (minimiseurs de
Mumford-Shah), mais suffisamment liés pour qu'’il y ait bon espoir d’adapter certains ar-
guments et certaines techniques pour obtenir de la régularité.

Le théoreme de régularité de L. Ambrosio, N. Fusco, D. Pallara, fait intervenir un objet
essentiel dans leur étude appelé "tilt”. Le tilt est encore un autre exemple ou mesurer la

169
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variations des normales a une surface s’avere essentiel pour étudier la régularité. Le tilt
associé a une surface K par rapport a I'hyperplan 7w dans la boule B(z,r) est la quantité
suivante :

/ 7 — w2 EN1(2)
K

ou m, et m sont les matrices des projections orthogonales sur le plan tangent a K au point
z (pour m,) et un certain plan fixe (pour 7). Une bonne partie de la preuve de L. Ambrosio,
N. Fusco et D. Pallara, repose sur une estimation convenable du tilt et de sa décroissance
en fonction d’autres quantité que ’on controle également.

Un autre lemme qui controle les normales ou les tangentes d’'un ensemble minimal est le
lemme 10.26 de [DAV07]. Dans ce lemme on considére E un ensemble presque minimal qui
contient 0 et on note A := B(0,79)\B(0,7¢/3). Pour z € A on note également a(z) € [0, 7]
I'angle entre le rayon [0, x] et le plan tangent & E au point x. Alors on a la majoration
suivante :

/GEM[l — cosa(x)]dH?(z) < Crg[f(ro) + hi(2r0)]. (A.1)

La fonction f est le défaut de densité (définie en (2.58)) et hy = [ h(2t)% on h est la
fonction jauge associée a E.

Il n’est pas tres facile de définir un analogue au tilt dans le cas ot ’ensemble K ne ressemble
plus a hyperplan. Cependant, on peut encore obtenir une estimation de la variation des
normales a la surface. C’est ce qui fait 'objet de cet Annexe. Voici ’énoncé du théoreme
principal.

Théoréme A.1. Soit Q un ouvert de R? et soit (u, K) un minimiseur réduit de Mumford-
Shah dans ) avec fonction jauge h. On suppose qu’il existe un v € K, un r > 0, ainsi
qu’un cone minimal Z de type Y centré en x € K tel que B(x,r) C Q) et

1
sup —d(y,”Z) <e.
yeKNB(z,r) T

On note ; les trois demis plan qui composent le Y. Pour i € {1,2,3} on désigne par v; la
normale a 'Y sur le plan 7; correspondant. Alors il existe trois ensembles Fy, Fy et F3 tels
que

i) HAFNEF)=0 Vi#j

it) ig <H2(K) — H*(KnN UE)) <C (WQ(I,T)%J(JI,T)il +wy(x,r)+e+ h(r))

) % (Zg:/F 1— <Vi,V(Z)>dZ) <C <w2(a:,r)%J(:c,'r)*1 +wa(x,r)+e+ h(r))

i=1 V1%
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On utilise les mémes notations que dans les sections précédentes pour I’énergie normalisée
wa(x,r) (voir par exemple (2.3)) et le saut normalisé J(z,r) (voir (2.30)).

La preuve repose essentiellement sur 'argument de “paired calibrations” da a G. Lawlor
et F. Morgan. En effet, dans [LM] ils montrent a I’aide d’une intégration par partie, que la
variation des normales avec cone s’exprime en fonction du défaut de surface par rapport a
la surface du cone minimal correspondant. C’est ce que nous allons utiliser ici. L’idée de la
preuve est simple mais adapter 'argument a des minimiseurs de Mumford-Shah nécessite
quelques considérations topologiques. Une grande partie des pages qui suivent est consacrée
a trouver dans I’ensemble K| les ensembles F; sur lesquels appliquer 'argument de G. Law-
lor et F. Morgan. En outre dans [LM], on considere des surfaces dont I'intersection avec
la sphére unité coincide avec un cone minimal. Dans notre cas, on sait seulement que I'in-
tersection avec la sphere unité est “proche” en distance d’'un Y. Cela occasionnera des
problemes supplémentaires.

Enfin, on peut imaginer un analogue au théoréme A.l concernant les cones de type T. La
)
preuve fonctionnerait de la méme maniere.

Rappel sur les ensembles de périmetre fini

Soit A C RY un ensemble Lebesgue mesurable. On dit que A est de périmetre fini si
P(A) :=sup {/ divp(z)dx; o € [C3RM)Y et ||¢]lo < 1} < 400
A

Autrement dit, la fonction indicatrice 14 est une fonction de BV (RY) et P(A) = |D14|(RY),
ou |D1y| désigne la variation totale de la dérivée de 1,4, qui est une mesure finie (par
définition car 14 est une fonction BV').

Pour un ensemble de périmetre fini, il existe plusieurs définitions du bord de I’ensemble,
que 'on peut ranger par ordre croissant pour l'inclusion, du plus régulier au moins régulier.
Le bord réduit est le bord sur lequel la normale existe en tout point et la formule de la
divergence s’applique.

Dans la suite, A désigne un ensemble de périmetre fini.

Définition A.2 (Bord réduit). On appelle bord réduit de A noté FA, I’'ensemble des points
x € supp|D1 4| tel que la limite

valxr) = imM
al@) =l oo B @)



172 Une majoration du “Y-tilt”

existe et satisfait \va(z)| = 1.

Par un théoréme de De Giorgi on sait que FA est (N — 1)-rectifiable et |[D14| = HY | £4.
De plus le théoreme de la divergence s’applique, c’est a dire que pour tout champ de vecteur
p € [CHRM)]Y,

[ divo@is = = [ tato). p(@)rra).

FA

Définition A.3 (Points de densité et bord essentiel). Pour tout t € [0,1] on note

. AN B.(x)]
Al = {xERN;hml—T:t}
r=0  |B:(z)|

et on appelle bord essentiel 9* A = R™\ (A" U A?).

Théoréme A.4 (Federer).
FACA: COA
et H*(A\(A°UA'UFA))=0.

Remarque A.5. Si A est un ouvert de périmetre fini et que A désigne le bord topologique
de A, cest a dire 9A = A\A, alors 9*A C 0A mais l'inclusion est souvent stricte. Par
exemple si on consideére dans R? Pensemble A := B(0,1)\D ou D := {(0,y);y > 0}. Alors
0A =0B(0,1) U (DN B(0,1)). Or tous les points de D N B(0,1) sont de densité 1, donc
0*A = 0B(0,1). Donc les bords essentiels et bords réduit ont de bonnes propriétés de
régularité au niveau de la théorie géométrique de la mesure, mais malheureusement n’ont
pas de bonnes propriétés topologiques.

Proposition A.6. Si A est un ouvert de RN tel que HN71(0A) < +o0, alors A est un

ouvert de périmeétre fini et
|D14| < HY Y ga.

Pour une preuve de la proposition A.6 voir [GIU84].

On va finir ce paragraphe avec un petit lemme qui sera utile dans la suite et qui dit que
I'intersection des bords de trois ouverts de périmetre fini est toujours de mesure HV~!
nulle.

Lemme A.7. Soit trois ouverts de périmétre fini dans RN notés A; pour i € {1,2,3},
connexes et disjoints deux a deuz. Alors

3
HY((orA) =0
=1
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Preuve : Comme pour tout i on sait par le théoreme A.4 que HY"1(9*A;\FA;) = 0, il
suffit de prouver que HY=1(n?_, FA;) = 0. On va montrer que cette intersection est vide.

1
En effet, soit x € N?_; FA;. Alors par le théoréme A.4 on sait que x € NA? et par définition

1
de A? on sait que pour tout ¢,

AN B(z)] 1
hm—:—.
B @ 2

Autrement dit, pour tout € > 0 il existe un r. tel que pour tout i,

|AiN B,(z)] 1
|[Br(x)] 2

ce qui est absurde pour € assez petit car les ouverts A; sont disjoints et au nombre de 3.

g

Preuve du théoreme

On aura besoin de ’estimation suivante.

Lemme A.8. Soit Q un ouvert de R? et soit (u, K) un minimiseur réduit de Mumford-
Shah dans €1 avec fonction jauge h. On suppose qu’il existe un v € K, un r > 0, ainsi
qu’un come minimal Y (x) de type Y centré en x € K tel que B(x,r) C Q et

1
sup  —d(z,Y(z)) <e.
2€KNB(z,r) T

Alors on a Uestimation

H*(K N B(x,r)) — H*(Y(z) N B(z,7)) < Cr?wy(x,r) + Cer® + r2h(r) (A.2)

Preuve : Pour tout n € N on note
T, :={z € B(x,r); d(z,Y(x)) < nre}.

Soit @ un difféomorphisme de B(z,7)\T; dans B(z,7)\Y (z) tel que ® = Id sur B(x,r)\T,
et tel que ||[D®7| + || D®|| + |Jo-1| + |Jo| < 100. On définit alors @ et K dans la boule
B(z,r) par

G=uodt et K= (Y(z)NB(z,r)U(@B(z,r) NTy)
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et bien str (&, K) := (u, K) hors de B(z,r). Ainsi, (@, K) est un compétiteur pour (u, K)
et donc

/ \Vul?dz + H*(KNB(z,7))
B(z,r)\K
< / \Vii|?dz + HYN V(K N B(xz, 7)) + r2h(r)
B(z,r)\Y (z)

< C \Vul*dz + H*(Y (z) N B(x, 7)) + Cre + r*h(r)
B(z,r)\T4

d’ou le résultat.
O

On se place toujours sous les hypotheses du théoreme. On note m; les trois demis plan
qui composent Y (x). Pour ¢ € {1,2,3} on désigne par v; la normale a Y sur le plan m;
correspondant.

Soit D; trois petites boules contenue chacune dans I'une des composantes connexes de
B(z,r)\T;. On appelle maintenant O; la composante connexe de B(z,r)\F qui contient
D;, ou F est I'’ensemble obtenu dans le lemme 2.26. On appelle également G; := 0*0,;N0* 0.
Notons que d’apres le lemme A.7 on sait que H?*(N3_,G;) = 0.

Lemme A.9. Pour tout i € {1,2,3} on a
2 2,00 2
H*(G;) > §H (Y(z) N B(z,r)) — Cre

ou C' est une constante universelle.

Preuve : Dans toute la preuve, l'indice i est fixé. Parmi les trois demi disques qui
composent Y (z), il en existe un noté 7; qui sépare les deux autres boules D; (j # 1).
On appelle 7; le plan qui contient 7; et on considere H := m; N (B(0,7)\O;) et S :=
(00; N0OS) U H. Notons que H est un morceau de plan, donc une surface réguliere. Donc
par le lemme A.7, H*(G; N H) = 0 et G; C 90; N 00¢. De plus, B(x,r)\S est composé
d’exactement trois composantes connexes, dont O;. Notons les deux autres A, et Az. On
définit également A; := O;. Chaque ensemble A; est un ouvert de périmetre fini. Pour tout
J € {1,2,3} on note L; := 0*A; N 0" Ay(j) ol 0 est la permutation (1,2, 3). Notons que Lo
n’est autre que H, que G; = L; U L3 et que les L; sont disjoints & H? mesure nulle prés.
On oriente chaque L; avec la normale sortante a A;. On peut supposer que 'axe de Y (x)
est vertical. On choisit des points ay, as, az sur le cercle B(0, %) N{z = 0} de sorte que les
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vecteurs ay, — a; solent unitaires, orthogonaux a la face de Y (z) qui les sépare, et tels que
a; € A; (ou presque). Alors

-3 [ Z [, o i
- Z Lo o (a0

car L; U Ly2(jy = 0*A;\0B(x,r) (avec les normales positives ou négatives). Puis par une
intégration par partie on obtient

3

Z om0 = S s

j=1
3

> 3 / o BV ) = 1%

j=1

> H*(Y(z)) — Crie.

ou les R; sont les composantes connexes de B(x,r)\Y (z), et la derniere inégalité vient
d’une seconde intégration par partie sur Y (z) cette fois. On en déduit

HX(G;) = HX (L U Ly) = HXU;L;) — H*(H) (A.3)

vV

H*(Y (x) N B(x,r)) — H*(H) — Cr’e

Or
H*(H) < %HQ(Y(x) N B(z,r)) + Crie

donc finalement

T
Q
v
|

§H2(Y(x) N B(x,r)) — Cr’e.

On note maintenant F; := G; N G,(;). D’apres le lemme A.7 on sait que si 7 # j on a
H*(F;N F;) =0.

On considere également
Z; = Gz\(FZ U Fg2(i)).

Alors
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Lemme A.10.

[NIES

H2(U 7)) < Cr? [wQ(:c,'r’)

)

J(z, 7)™+ wax,r) + e+ h('r’)] :

Preuve : Pour tout ¢ on peut écrire GG; sous la forme
GZ' =Z;UF;U FUZ(i)

ol les unions sont disjointes & mesure H? nulle pres. De plus comme U;_; Gi C F on peut
écrire

2H(F) > 2|

|
IICw

3
= 2H2UZUFUF2 )

3
= 2H%( UZ UF
3 3

= 20 Z) + 203 ( F)

=1 =1
- UZ +ZH2 +QZH2

= UZ +Z (H(Z;) + H*(F;) + H*(Fyp()))

— H2(U 7)) + ZHQ(G )

HA () Z) +3 x §H2(Y(a;) A Bz, 1)) — Cre

=1

v

donc

H*( ) Z) < 2H*(F)—2H(Y(z) N B(z,7)) + Cr’e

VAN

2(H*(F) — H*(K) + H*(K) — H*(Y (z) N B(z,7))) + Cr’e
Cr? |wy(z, r)%J(x, )t wy(z,r) e+ h('r)]

IN

la derniere inégalité venant du lemme A.8 et de la proposition 2.26.
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On peut maintenant démontrer le théoreme principal dont nous rappelons 1’énoncé ici.

Théoréme A.11. Soit (u, K) un minimiseur réduit de Mumford-Shah dans Q0 avec fonc-
tion jauge h ot Q0 est un ouvert de R3. On suppose qu’il existe un x € K, un r > 0, ainsi
qu’un cone minimal Z de type Y centré en x € K tel que B(x,r) C Q et

1
sup  ~d(y, Z) <e

yeKNB(z,r) T

On note ; les trois demis plan qui composent le Y. Pour i € {1,2,3} on désigne par v; la
normale a 'Y sur le plan m; correspondant. Alors il existe trois ensembles Fy, Fy et Fy tels
que

i) HAFNEF)=0 Vi)

» 1
i1) s

<H2(K) — H*(KnN UE)) <C <w2($,r)%J(93,7‘)_1 +wy(z,7) + €+ h(r))

i=1

141) s <Z/ (v, v(z dz) <C <w2(x,r)%J(x,r)—1 +wo(z, )+ €+ h(r))

Preuve : L’assertion i) est une consequence du lemme A.7. On garde les mémes notations
que dans la preuve du lemme A.9.

D HAE) = Z/ v(2))dH?(2)

- Z ICECIEC

> Z/ a;, v(2))dH?(z Z/ dH?(z

Or par la formule de la divergence appliquée dans 'ouvert O; on obtient
/ (as V(=) A (=) = — / (a0, V() dH?(2)) > — / (a2, (=) dH?(2)—Cr%
G; OB (z,r)NO0; OB(z,r)NR;

ou les R; sont les composantes connexes de B(z,r)\Y (z). Puis en appliquant la formule
de la divergence cette fois ci dans les ensembles R; on obtient

3

Zl - /8 o (@ )

1=

3

-y / (a; — aggey, v(2))dH?(2) = H*(Y (z))
OR:NOR, ;)
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Donc finalement

3 3

SoE) 2y /F {1~ gy, M (2)
> HY(Y(x)) — Crie — Z H*(Z)) (A.4)

et donc

Y RRVCHECIE [Z H(F)

3

< HYF)- HYK)+ H*K) — H*Y (2)) + Cr’e + Y _ H*(Z)
i=1

< Crlwy(m,r)2J(z,r) " + Criwy(z, r) + Cre + r2h(r)

— H*(Y(2)) + Cr’e+ Y H*(Z;)

=1

ce qui prouve iii). Enfin, comme les F; sont H?-disjoints et contenus dans F' on a

HQ(U FA\K) < H*(F\K) < Criwy(z, )2 J(z,r)""

la derniere inégalité provenant de la proposition (2.26). Donc en utilisant (A.4) on obtient

H(JFRnK) = B(JF) - H(JFR\K)

> HYY(2)) = Cr’e = 3 H*(Z) = Orun(e, )3 (.r) ™

donc finalement

HK) - H(| JENK) < HF)-H(Knl|JF)

< Crlwy(z, )7 (x, 1) + Crlwy(a, 7) + Crle + r2h(r)

ce qui prouve 7).

g

Remarque A.12. D’apres le travail du chapitre 2 de la these, on sait que si K est assez
proche d'un cone de type Y, alors les quantités J(z, 7)™}, wo(z, ) et B(z, r) sont croissantes.
Donc le théoreme A.11 montre en particulier que le “Y-tilt” est croissant.
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Résumé :

Les travaux présentés dans cette these concernent 1'étude de la régularité de I'ensemble
singulier d’'un minimiseur pour la fonctionnelle de Mumford-Shah en grande dimension.
On se place principalement en dimension 3 méme si certains résultats fonctionnent encore
en dimension supérieure.

Dans une premiere partie on étudie les minimiseurs globaux dans RY. Les minimiseurs
globaux sont les “objets tangents”, c’est a dire les limites d’explosions aux points de l'en-
semble singulier. On montre que si (u, K) est un minimiseur global et que si K est un
cone assez régulier, alors u (modulo les constantes) est une fonction homogene de degré %
dans RV\ K. Ceci nous permet de lier I'existence d’un minimiseur global et le spectre du
laplacien sphérique dans la sphere unité privée de K. Une conséquence est qu'un secteur
angulaire strict ne peut pas étre ’ensemble singulier d’un minimiseur de Mumford-Shah
dans R3.

Dans la deuxieme partie on montre un théoreme de régularité au voisinage des cones
minimaux. Les cones minimaux sont les P, Y et T introduits par Jean Taylor [TAY76]
dans son théoreme sur la régularité des films de savons. On sait depuis le théoreme de
L. Ambrosio, N. Fusco et D. Pallara en 1997 [AFPO07]| que si I'ensemble singulier K d’un
minimiseur de Mumford-Shah dans R? est assez plat dans une certaine boule (c’est & dire
assez proche d'un hyperplan P en distance), alors K est 'image C''® de ce plan dans une
boule légerement plus petite. Dans le deuxieme chapitre de cette these on montre que le
phénomene est toujours vrai pour les cones de type Y et T. C’est a dire que si K est proche
(en distance) d’'un Y ou d’'un T dans une certaine boule, alors K est 'image C'* d'un Y
ou d'un T dans une boule légerement plus petite. Les techniques employées ne sont pas
exclusives a la dimension 3 et devraient permettre de démontrer des résultats analogues en
toute dimension pour un minimiseur de Mumford-Shah, des lors qu’un résultat de régularité
sur les ensembles presque minimaux de codimension 1 existerait.



